
  

  

И, B. ABEABCOH 

МАКСИМУМ 
И 

МИНИМУМ 

QOH T ii 

1935 

     



И. Б. АБЕЛЬСОН 

МАКСИМУМ 
И 

МИНИМУМ 

ПОД РЕДАКЦИЕМИМ 

ПРОФ. Л. A. ЛЮСТЕРНИК 

ОНТИ — ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
НАУЧНО-ПОПУЛЯРНОЙ И ЮНОШЕСКОЙ ЛИТЕРАТУР: 

МОСКВА — 1935 — ЛЕНИНГРАД





ПАМЯТИ 

ЛУЧШЕГО ДРУГА ЮНОСТИ 

САМУИЛА БОТЕК 

участника мировой войны, 

добровольца Красной армии, 

погибшего летом 1919 г. близ 

г. Феодосии от зверской расправы 

белых.



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Настоящая книга предназначена для любителлй мате- 
матики, имеющих знания приблизительно в объеме 9 клас- 
сов средней школы. Она является одной из тех книг, 
которые должны заполнить существующий у нас разрыв 
между литературой по элементарной матеметике м так 
называемой высшей математике. На конкретном и до- 
ступном материале она подводит читателя вплотную к 
идеям математического анализа. Это соответствует и исто- 
рическому ходу, так как задачи на максимум-минимум были 
одними из тех, которые привели к созданию дифферен- 
циального исчисления. Книга может быть использована 
для работы в школьных математических кружках. Выра- 
жаем убеждение, что предлагаемая книга принесет поль- 
зу молодежи, интересующейся математикой. 

Проф. Л. А. ЛюстЕРНИК



ГЛАВА 1 

ПРИМЕРЫ МАКСИМУМА И МИНИМУМА 

Введение 

Максимум и минимум — слова латинские и в переводе 
означают: наибольшее и наименьшее (maximum и ш!ш!- 
mum), 

В математике эти слова весьма употребительны, HO 
смысл, который им придается, несколько отличается от 
обычного. Легче всего уяснить этот смысл на примерах. 

Пример. — Представим 
себе, что путешественник, 
переходя через гору, про- 
шел путь, который мы A 
условно изобразим на чер- 
теже линией АВ (черт. 1), 
Будем измерять высоту | | 
подъема так, какее обыч- р 
но измеряют — от уровня 
моря. На чертеже уровень Черт. 1. 
моря изображен прямой 
РО, и если путешественник находится в точке М, то вы- 
сота подъема будет представлена отрезком №/. 

По мере продвижения путешественника его высота над 
уровнем моря изменяется (т. е. является переменной вели- 
чиной); пока он поднимается, эта высота увеличивается; ко- 
гда он достигнет вершины —точки Е— высота сде- 
лается наибольшей, а затем, при дальнейшем продвиже- 
нии путешественника вниз по склону горы, высота путеше- 
ственника над уровнем моря будет уменьшаться. Из чер- 
тежа видно, что вертикальный отрезок АЁ, измеряющий 
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эту высоту в точке ЕЁ, будет больше, чем любой вертикаль- 
ный отрезок МИ, лежащий левее КЁ. Когда же путе- 
шественник перейдет вершину и будет находиться правее 
точки Е, то соответствующие вертикальные отрезки (на- 
пример RS) также будут меньше, чем КЕ. Отсюда 
видно, что из всех вертикальных отрезков, измеряющих 
высоту путешественника в различные моменты его пу- 
ти, отрезок КЁ являегся наибольшим. Такое наибольшее 
значение переменной величины (в данном случае высо- 
ты над уровнем моря)называется максимальным. 

Дадим теперь пример, в котором переменная величина 
принимает наименьшее или, Как говорят, минимальное 

значение. 
Г Пример. В течение лет- 

ней ночи каждые 10 мин. 
измеряют — температуру 
воздуха и результаты 
отмечают на графике. Если 
по горизонтальной оси 
(черт. 2) откладывать вре- 
мя, а по вертикальнойЫ— 
температуру, то получим 
ряд вертикальных отрез- 

Черт. 2. ков (их называют орди- 
натами). Отыскав на гра- 

фике наименьшую из ординат и соответствующую ей 
точку № на горизонтальной оси ОЁ тем самым опре- 
деляем момент наиболее низкой температуры. Такое 
значение величины (температуры) называют минимальным; 

слева и справа от точки 0 ординаты больше, чем ордината 
для этой точки. 

Общее для обоих примеров заключается в том, что 
переменная величина (высота, температура) в сво- 
ем изменении доходит до крайнего значения— в сто- 
рону возрастания или убывания, — чтобы затем начать 
изменение в обратном направлении. Поэтому вопросы 
максимума и минимума изучают параллельно. Оба эти 
понятия объединяют в одно понятие — крайнего или экс- 
тремального значения (от латинского слова extremum — 
крайнее). Мы увидим, что задачи на максимум и задачи 
на минимум решаются совершенно одинаковым обра` 
30M. 
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Иногда переменная величина может поочередно возра- 
стать и убывать, принимая при этом ряд наибольших 
и наименьших значений. Так, например, рассматривая 
изменение синуса, мы видим, что при возрастании углах 
sinx растет от 0 до 1 (своего максимума), затем начи- 
нает убывать и для х = 3 т (270°) достигает наименьшего 
из возможных значений (— 1); при дальнейшем увеличе- 
нии х синус х опять возрастает и т. д. 

Вообще при попеременном возрастании и убывании 
может оказаться даже, что какой-нибудь из миниму- 
мов больше какого-нибудь максимума. Это можно ви- 
деть из прилагаемого чертежа (черт. 3), где изображен 

  

        
Черт. 3. 

путь АВСОЕР через несколько горных перевалов. Вы- 
сота путешественника над уровнем моря будет иметь 
максимум в точках А, С, Е и минимум в точках В, О, Е. 
В точке С имеем максимум, так как ордината этой точ- 
ки больше соседних слева и справа; в точке Ё имеем 
минимум, так как ординаты слева и справа больше ор- 
динаты точки Р. Вместе с тем „минимальная“ ордината в 
точке Е оказалась больше „максимальной“ в точке С. 
Пример: в январский день максимальная температура 

(в течение дня) меньше, чем минимальная температура 
в июльский день. 

Таким образом, с понятием максимума (или минимума) 
мы будем связывать не наибольшее (или наимень- 
шее) из всех вообще значений, принимаемых изменяю- 
щейся величиной, а такие значения, которые больше 
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(или меньше) соседних близлежащих как слева, так и 
справа 1. 
Настоящая книга имеет целью показать читателю, как 

решаются задачи, связанные с нахождением максимума 
или минимума какой-нибудь переменной величины. Однако 
прежде всего надо показать, как ставятся подобные за- 
дачи; для этого мы приведем здесь два образца (ре- 
шение этих задач будет дано позднее). 

Задача. Площадка (черт. 4) освещена двумя сильными 
источниками света (в точке ДА источник силой в 8000 
свечей, в точке В —1000 свечей.) Расстояние между точ- 
ками А и В равно /. Найти место, где сила освещения от 
обоих ясточников вместе была бы наименьшей. 

Надо принять во внимание, что интенсивность осве- 

M | 

—
$
—
 

A Е Га В 

Черт. 4. 

щения обратно пропорциональна квадрату расстояния, и 
прямо пропорциональна силе источника. 

Очевидно, искомое место не лежит точно посредине 
между А и В, так как слева освещение будет гораздо 
больше, чем справа (в 8 раз), поэтому естественно пере- 
двинуться от середины Е вправо. Такое перемещение от 
точки Е вправо сначала, безусловно, имеет смысл, так 
как ослабление освещения от левого источника будет 
больше, чем усиление от правого. Но постепенно, по 
мере перемещения вправо, воздействие левого источника 
ослабевает, а правого возрастает. Поэтому перемещение 
целесообразно только до определенной точки. Найти эту 
точку, это и значит решить задачу. 
Решение этой задачи читатель найдет в последней 

главе {глава [\, задача 1). Оказывается, что искомая точка /, 
должна быть выбрана так, чтобы АЁ:ВЁ=2:1. 

  

+ В настоящей книге будут рассматриваться задачи, в которых 
встречается или только один максимум или только один минимум. 
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Задача. На высокой стене висит плакат (черт. 5). Изве- 
стно расстояние от точки О до нижнего и до верхнего 
краев плаката: 

ОА =а метров (40 м), 

ОВ==ё метров (48 м). 

Аппарат фотографа должен находиться на горизонталь- 
ной линии ОР. Спрашивается, на каком расстоянии ОМ = х 
поместить аппарат, чтобы плакат был виден из аппарата 
под наибольшим углом, т. е. чтобы угол АМВ = был наи- 
большим? (В этом случае плакат будет снят наиболее 
отчетливо). 

Отодвигая или придвигая аппарат по линии ОР, мы 
этим самым изменяем углы АМО и ВМО; при этом будет 
изменяться и их разность, т. е. рассматриваемый угол о. 
Таким образом, угол о зависит от расстояния х, или, как 
говорят, является функ- 
цией отаргумента х. 
Очевидно, если фото- 
граф станет на весьма 
большом расстоянии от 
стены (напр. х = 300 м), 
то угол х будет очень 
малым. По мере прибли- р 
жения к стене (например, + 
беря х = 280 м, х = 260 м, 
х=240 м ит. д.) угол © Черт, 5, 
будет возрастать. Стре- 
мясь увеличить угол $, фотограф будет подходить к 

стене все ближе и ближе. Но такое приближение к 
стене (т. е. уменьшение х) ему выгодно только до 
известного предела. Потому что, если он встанет очень 
близко к стене, то угол х опять станет малым (он будет 
„скошенным“.) Задача заключается в том, чтобы найти то 
расстояние х, на котором фотограф должен остановиться, 
т. е. найти ту точку на прямой ОР, для которой угол o 
будет наибольшим (перемещение от этой точки ближе 
к стене и отступление назад одинаково нецелесообразно). 
Решение этой задачи читатель найдет ниже в этой главе 
(см. задачу 6), она же будет решена в главе П (задача 15), 
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в главе [] (задача 7) и в главе ГУ (задача 9) и притом 
каждый раз новым способом. ! 

Из приведенных задач видно, что мы будем иметь 
дело с непрерывно изменяющимися переменными вели- 
чинами (угол зрения $ в этой задаче и освещенность в пре- 
дыдущей), зависящими от других переменных (например, 
от расстояния Хх). И вовсем процессе изменения перемен- 
ных требуется отметить тот момент, когда значение этих 
зависимых переменных становится наибольшим или наи- 
меньшим. 

2. ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНО 

Перейдем теперь к решению некоторых простейших 
задач, не требующих особых теоретических приемов. 

  

  

Черт. 6. 

Задача 1. На плоскости дана прямая РО и две точки А 
и В, не лежащие на ней и расположенные по одну сто- 
рону от этой прямой (черт. 6). Требуется найти на пря- 
мой РО такую точку М, чтобы длина ломаной АМВ была 
возможно меньшей (минимальной). 
Решение. Допустим, что задача решена, т. е. найдена 

на прямой РО такая точка (обозначим ее через Му), что 
ломаная AM,B короче всякой другой ломаной АМ,Б, 
АМ.В, АМ. Б и т. д. Построим точку В5, симметричную 
точке В относительно прямой РО, т. е. расположенную 
  

1Это делается с той целью, чтобы читатель мог проследить, как можно 
различными приемами, различными методами, резрешить одну и ту же 
задачу, и чтобы он мог видеть своеобразие каждого метода. 
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по другую сторону от прямой РО на расстоянии, 
равном расстоянию точки В от прямой РО. Тогда 
МоВ. = М8, МВ. = МВ и т. д. Поэтому также 

АМ - ™M,8 = AM,+ MPa 

AM, +M,B=AM,+M,B, 

ит. д. 
Но если ломаная АМ,В есть кратчайшая из всех этих 

ломаных, то линия А/М 5. должна обладать тем же свой- 
ством, т. е. быть короче всех этих линий: АМ,Ве, АМ, Во 
и т. д. С другой стороны, кратчайшее расстояние между 
точками Аи В, дается прямой линией АВБ., их соединяю- 
щей. Поэтому линия АМ В. должна совпасть с прямой АВ.. 
Отсюда мы получаем способ решения задачи: точку Му 

находят как пересечение прямой АВ, с прямой РО. 
Покажем применение эгой задачи в физике. 
Пусть плоскость РО представляет собой зеркало. Луч 

света, исходящий източки А, должен попасть в точку В (по- 
слать „зайчик“ в точку В), предварительно отразившись от 
плоскости зеркала Ру. Если потребовать, чтобы на этот 
переход из точки А в точку В ушло минимум времени, 
то и путь должен быть кратчайшим. Имеем из чертежа- 

ДАМР = LBLM,Q — LBM,Q, 

т. е. углы, образованные прямыми АМ, и ВМ, с прямой 
РО, равны. Нетрудно видеть, что и дополнительные углы 
АМ, М и ММВ также равны. Мы видим, что наше тре- 
бование влечет за собой равенство углов: 

ДАМЬМ = /ММЬВ, 
т. е. угол падения должен быть равен углу отражения, 
Таким образом закон отражения в физике дает наиболее 
экономный (в смысле времени) путь пробега луча света. 

Задача 2. Число а надо разбить на два слагаемых так, 
чтобы произведение их было наибольшим (из возможных). 
Решение. Пусть, например, а == 40. Обозначим одно 

из слагаемых через х, другое через у; тогда х-ф- у= 40. 
Можно взять, например, следующие пары чисел: 

х == 10, x=11, x= 12, 
у = 30, у == 29, у = 28 

ит. д. 
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Состветствующие произведения будут: 300; 319; 336 
и т. д. Каким образом из всех подобных пар (можно брать 
и дробные значения хи у) выбрать такую, для которой 
произведение будет наибольшим? 
Решение. Мы дадим здесь следующее наглядное 

(геометрическое) решение (черт.7). Строим полукруг с диа- 
метром АВ = а. Пусть М— произвольная точка полуокруж- 
ности, и МР —- перпендикуляр из нее на диаметр. Обозна- 
чим АР через х; РВ — через у; тогда х-Ну=а. 

На основании известной теоремы о квадрате высоты, 
опущенной из вершины прямого угла в прямоугольном 
треугольнике, имеем: РЛ? = АР . ВР; или х.у= #? (если 
обозначить МР через h), Изменяя значение х, мы пере- 
мещаем точку Р, но указанное равенство остается неиз- 

менным. Произведение х.у будет 
наибольшим, если правая часть (1?) 
примет наибольшее значение; а это 
будет тогда, когда MP совпадет с 
ЕО; но тогда АО = ОВ; х==у. Макси- 
мум произведения получается при 
равенстве обоих слагаемых. В чис- 
ленном примере а=А0О надо взять 

Черт. 7. х =у=20. Читатель может легко 
проверить, что эта пара чисел: х = 20, 

у= 20 дает в произведении больше, чем всякая другая пара. 
К эгой задаче мы еще в дальнейшем вернемся. 
Задача 3. Дан трехчлен второй степени вида: х? | рх--а 

(например, х?— бх-- 21). Найти наименьшее значение 
трехчлсна. 
Решение. Поясним сперва смысл вопроса. Обозна- 

чим трехчлен х? —6х-—-21 через у, т.е. х? — бх-- 21 = у. 
Если переменному х будем давать ряд значений, напри- 
мер х=4, х=5, х=6... то каждому такому значению х 
соответствует некоторое значение у; в данном случае 
у == 13, у= 16, у=21... и т. д. Можно было бы построить 
бсльшую таблицу соответствующих значений х иуи из 
рассмотрения ее выяснить приблизительно!, при каком зна- 
чении х трехчлен у = ^? —6х--21 получает наименьшее 

    

  

  

1Приблизительно, так как между двумя соседними значениями х мож- 
но вставить сколь угодно большое число промежуточных его зна- 
чений. 
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значение. Но этот путь непосредственных испытаний 
весьма длинный. Желательно найти способ, прямо ведущий 
к цели. 
Мы поступим следующим образом. Выражение х?— 6х 

дополним до квадрата двучлена: 

Хх? — 6X = (x? — 6x + 9) —9 = (x — 3)?— 9. 

Тогда заданный трехчлен можно преобразовать так: 

y= x? — 6x +21 = (x — 3)? — 94 21 = (x — 3)? 12. 

В полученном выражении у== (х —3)?-[-12 первое слага- 
емсе переменное (зависит от значения х), второе — посто- 
янное. Чтобы значение у было минимальным, надо сде- 
лать первое слагаемое возможно меньшим. Теперь не- 
трудно видеть, что из всевозможных значений х особую 
роль играет значение х=3; оно обращает первое сла- 
гаемое (х — 3) в нуль. Всякое другое значение х -ЕЗ, будет 
ли оно больше 3 или меньше 3, сделает слагаемое (х — 3)? 
числом положительным, и тогда у будет больше 12. 
Поэтому минимальное значение трехчлена будет: 

Yuin — 12, 

и достигается оно при значении х =3. 
Читатель по этому образцу без труда решит всякую 

подобную задачу. Например: 
у=х? —8х—10; минимум получается при х=4; уи=— 26. 
у=х? — 6х—10; минимум получается при х=— 3; уи==— 19. 

Рассмотрим еще случай, когда коэфициент при х? ра- 
вен — 1. т. е. трехчлен вида — х? | бх-—- 19 =у. Пусть 
для него требуется найти наибольшее значение. Решение 
такое же. Имеем: 

y= — (x2? —6x) +19. 

Преобразуем двучлен х? — бх: 

х? — 6x = (x2? — бх-- 9) —9 = (х— 3) — 9. 

Теперь заданный трехчлен можно представить так: 

у = — (х— 3-9 19 = —(х— 32-28. 

Второе слагаемое постоянно, первое зависит от значе- 
Hua x. Если х не равно 3, то (х— 3)? равно поло- 
жительному числу, а тогда у будет меньше, чем 28. Если 
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же х=3, то уравно 28. Поэтому наибольшее из возмож- 
ных значений трехчлена будет: 

Ушах == 28 
и достигается оно при значении х = 3. 

Многие задачи приводятся к нахождению максимума 
или минимума трехчлена: 

y= Е рх- 4. 
Теперь мы получили прием, позволяющий их решать. 

Применим этот прием к решению двух задач, из кого- 
рых одна уже решена нами другим путем. 

Задача 4 (совпадает с задачей 2; сравните решения). 

Число а надо разбить на два слагаемых так, чтобы про- 
изведение их было возможно большим. 

Решение. Обозначим первое слагаемое через х; то- 
гда второе равно а— х. Произведение их будет х (а—х). 
Требуется найти максимум для х (а—х) =ах— №. По- 
ступаем согласно указаниям предыдущей задачи. 
Имеем: 

y=—x? + ax=—(x? — ax). 

Выражение х?— ах дополняем до квадрата двучлена: 

2 2 2 2 пи) 
Заданный трехчлен можно будет представить так: 

а\?, а? 

= (#3) +2. 
а 

Максимум для у найдем, если принять x= >: Тогда: 

a? 

max “4° 

a 
Но в этом случае оба слагаемые равны: X=A—X=, 

Задача 5. У каменной стены надо пристроить ограду 
в форме прямоугольника (черт. 8). Длина ограды МАВМ 
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дана заранее (равна /). Какие размеры придать ограде, 
чтобы площадь, ею ограниченная, была возможно больщей 
(максимальной)? 
Решение. Обозначим ширину площадки через х 

МА =х. Тогда длина 
ее должна быть рав- 
  

      

на [— 9х. Пло Lab ULLAL LLLLLLLLE LLL LILLE ELLA, ИИ Letts ИЛА 

выразится произведе- Zz) | 1 
нием: x (J—2x)=I/x 
—2x*; обоначим его д «--------------- 16 
через у. Итак, надо 
найти максимум трех- Черт. 
члена второй степени: 

y= —2x°+1X, 

Решаем по вышеуказанному. 

y= — 2°94 [x= —2 [5х } 

Далее 

Поэтому 
1 \2?, 1 

у=—2 (*— +) 8 2. 

-
—
 

  Максимум для у получим, приняв х = д [. Тогда. 

You = gO 
Теперь искомая форма прямоугольника определена: 

1 1 

Длина площадки должна быть вдвое больше ширины. 
Решим теперь задачу, которая была приведена выше 

(см. стр. 9). 
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Задача 6. На высокой стене висит плакат. Известно 
расстояние от точки О до нижнего и до верхнего краев 
плаката (черт. 9). 

ОА —=а (например 40 м), 

ОВ = (например 48 м). 

Аппарат фотографа должен находиться на горизонтальной 
линии ОР. Спрашивается, на каком расстоянии ОМ = х 
его поместить, чтобы плакат был виден из аппарата 

под наибольшим углом, 
Ч т. е. чтобы угол 

д | АМВ = ‹ был наиболь- 
ШИМ? 
Решение. Мы да- 

дим следующее изящ- 
ное геометрическое ре- 
шение задачи. Пусть 
глаз наблю дателя нахо- 
дится в точке // (черт. 
9}. Проведем окруж- 
ность через точки M, 
А, В. Далее, через се- 
редину отрезка АВ 
проведем горизонталь- 

Черт. 9. ную прямую, паралле- 
льную ОР, до встречи 

с окружностью в точке Ё. Очевидно, угол АМВ ==, 
под которым виден плакат, равен углу АВ. При 
перемещении точки /М окружность, неизменно про- 
ходящая через точки А и В, будет изменять свои размеры 
и положениг на плоскости. Отыскать положение, дающее 
максимум угла $, все равно, что отыскать максимум 
угла АГВ; а этот угол будет тем больше, чем ближе 
точка [. к вертикальной прямой ОДВ (заметим кстати, 
что Такова же величина угла, Под которым плакат виден 

из точки М). В пучке окружностей, проходящих через 
точки Аи В, будем уменьшать радиус. Точки М иЁ 
будут при этом придвигаться к прямой АВ, а точка № 
будет отодвигаться от этой прямой; угол АГВ будет расти. 
Так как окружность должна непременно иметь общую 
точку с прямой ОР, то процесс уменьшения радиуса можно 
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вести лишь до того момента, когда точка М (с которой 
сольется точка Л/) окажется точкой касания окружности 
и прямой ОР. Но в этом случае надо от черт. 9 перейти 
к черт. 10. Теперь искомое расстояние х = ОМ == 
—СКА нетрудно опре- —_ 
делить из прямоуго- 
льного треугольника 
СКА. Имеем: СА = 

a+b 
— СМ = 

2 
  ‚ ка- 

р — 
тет КА = 9 “ дру- [ 

гой катет CK = 

= VCR KR = 
=V ab. 

Все вышеприве- 
денные задачи были 

    

  
  решены частными 

приемами, т. е. таки- 
ми, которые были 
приспособлены K 
каждой задаче в от- 

дельности. В дальнейших главах мы познакомимся с более 
общими приемами для решения подобных задач ', 

Us
     

Черт. 10. 

3. О ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЯХ 

Относительная погрешность 

Если на вопрос: „Каково расстояние от Москвы дб 
Ленинграда?“ кто-нибудь ответит: 650 км 421 м 43 см, то 
такой ответ всем покажется странным и ненужным. 
В самом деле, к чему точная цифра метров и сантимет- 
ров? Ведь самые границы городов не определены настолько 
точно. Кроме того, какой практический интерес может 
иметь такая точность? Важно знать, будет ли 650 или 
651 км, а эти сантиметры, составляющие приблизительно 

  

1 Все излагаемое ниже (до конца главы 1) является лишь подгото- 
вительным материалом к главе Il, 
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одну миллионную часть всего расстояния, можно отбро- 
сить. При определении расстояния от Земли до Солнца 
размерами земного шара можно пренебречь. Если столяр 
делает оконную раму, то вопрос о нескольких милли- 
метрах для него не играет роли; иное дело—1 мм при 
обработке деталей какого-нибудь точного механизма. Эти 
примеры показывают, что при всяких измерениях допу- 
скается некоторая погрешность, причем имеет значение 
именно отношение допускаемой погрешности ко всей 
величине. 

Если требуется измерить стержень ОА (черт. 11), то 
мы не можем выполнить измерение абсолютно точно; 
достаточно установить такие два заранее известных по 

м АМ 
7 <a 
a a 

Черт. 11. 

  

длине отрезка ОМ и ОМ, между которыми заключается дли- 
на стержня ОА. Если за длину стержня принять ОМ, 
то АМ будет абсолютной погрешностью; если взять длину 

АМ 
ОМ, то АМ будет абсолютной погрешностью. Дробь —- 

ОА 
АМ , 

или > д называется относительной погрешностью; эти дроби 

заменяют близкими к ним дробями АМ или АМ При та р ОМ """ ОМ, 
ком измерении мы допускаем (абсолютную) погрешность, 

№ = ОМ ОМ Н2Зы 

вается допущенной относительной погрешностью. 
Введем обозначения ОА =х; ОМ =д ОМ= {- «; тогда: 

[< х<1- а. 

Абсолютная погрешность: х—/ или (-На--х. 
Допущенная погрешность: 4. 
Относительная погрешность: 

х—/ x—l 
Of 

х i? 

MN 
не большую, чем ММУ; отношение —— или 
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ИЛИ 
[-На—х _1-а—х 

x “™~ [+a 

(знаки означает приблизительное равенство). 

  

Распределение величин по разрядам 

Проще всего можно измерять величины, установив раз- 
ряды единиц так, чтобы отношение единицы следую- 
щего разряда к единице предыдущего было постоянным, 
т. е. так, как построена метрическая система мер; в ней 
это постоянное отношение единиц двух соседних раз- 

1 
10 Удобство такого способа измерения 

в том, что он позволяет быстро выяснять, какая из двух 
величин больше. Например, если даны два числа: 

0,21489 и 0,21512, 

то сразу видно, что второе число больше, так как оно 
имеет о единиц третьего разряда, а первое только четыре, 
И таким образом, сколько бы мы ни приписывали деся- 
тичных знаков к первому числу, все равно оно не пре- 
взойдет второго числа. Последнее объясняется свойством 
убывающей геометрической прогрессии. В общем случае, 
если дано выражение: 

А-- Ва Са? рз-- Е --..., 

расположенное по степеням дробного числа я (напри- 

mana ‚а коэфициенты А, В, С, О, Е,,... меньше 1 000), 

то сумма членов ряда, начиная с некоторого места, не 
даст даже одной единицы предыдущего разряда, т. е. 

Ca? +- D238 + Fast... <a, 
Das + Ext +-...< а 

И Т. Д. 

Установление разрядов, т. е. знаменателя геометриче- 
ской прогрессии—вещь условная. Можно взять: 

1 а. а а | 
~ 10? 12’ ~~~ 100’ 1000 

и т. д. Чем меньше ®, тем быстрее будут убывать после- 
дующие слагаемые. 

рядов равно 

Mep «= 

4% 
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Построим систему единиц веса, у которой знамена- 
1 

1000 За основную единицу мы выберем 1 77 (тон- 

на) и в этих единицах будем выражать результаты взвеши- 

тель 9 — 

ания т равна 1 кг: И Ke 6 ет вания. P > 1000 yacT *% 1000 1 000 
равна 1 мг. Пусть на металлургическом заводе посту- 
пающая руда взвешивается на больших весах гирями, 
весом каждая в 1 т. Из нее выбирают куски для пробы; 
их взвешивают на вторых весах с гирями в | кг. Затем 
берут мелкие кусочки для механического анализа, и эти 
кусочки взвешивают на третьих весах, где каждая 
гиря—1 г. И, наконец, весьма мелкие массы вещества, 
идущие на химический анализ, взвешивают на точных 
химических весах с гирями в |1 мг. Вес некоторого коли- 
чества руды, взвешенного на всех четырех весах, может 
быть записан, например, так: 

7m 15K2 802 30 mz, 

или, короче, 7 158030 т, что означает: 

1 1 \? 1 \з 
[7+15. 7000 —-80. (об) 80. (тобб } т 

или 
7 + 15a + 800? +- 3028, 

В общем случае получается величина вида: 

A+ Ba-+ Ca?-+- Da’. 

Если теперь даны два количества: 

А, -- В«- СЕ О;аз 
и 

Аз -- Вох -- С. -- О.о, 

и спрашивается, какое из них больше, то, конечно, мы 
прежде всего обратим внимание на основные единицы 
— тонны. Если А, > А., то сразу заключаем, что первое 
количество больше. Если А, = А, то внимание переклю- 
чается на коэфициенты В, и Б,; при этом, если В, > В., 
то заключаем, что первое количество больше второго, 
не обращая внимания на последующие коэфициенты Сир. 
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Если А, =А. и В, =В., то будем сравнивать коэфици- 
енты С и С. ит. д. 

Надо отметить, однако, следующее исключение. Может 
случиться, TO A, =A, В, >В. и все же второе количе- 
ство больше первого. Это будет в том случае, когда 
коэфициент С. весьма велик; (в нашем примере в том 
случае, если он равен нескольким тысячам). В этом слу- 
чае С? составит несколько единиц старшего разряда 
(например, несколько тысяч граммов составят несколько 
килограммов); тогда Б.%-—- С.а? может оказаться больше, 
чем В;а. Но мы таких случаев касаться не будем. 

Эквивалентность 

Пусть даны две величины: 

M,=A+ Ba+C,oa2 + D,a- 

M, =A -+- Ba+ C,a? + D,2?. 

Если пользоваться только весами первыми и вторыми, 
то эти два количества как бы равны между собой (точ- 
нее говоря, неразличимы при данных средствах измере- 
ния веса), потому что и первое и второе количества 
дадут одинаковые результаты, а именно А-Б». Даль- 
нейшие слагаемые и здесь и там отпадут. 

Такие лва количества будем называть эквивалент- 
ными. Точно так же, если даны количества: 

М = А- Во Са - оз 

M, = A -+ Ba + Ca? + D,3, 

то, если пользоваться первыми, вторыми и третьими 
весами, эти два количества //, и М. тоже как бы равны 
между собой, эквивалентны. OHH эквивалентны по- 
стольку, поскольку в нашем распоряжении только пер- 
вые три типа весов. Если воспользоваться еще и чет- 
вертым типом весов, химическими весами, то количества 
М и М. оказались бы не равными между собой, и их 
нельзя было бы считать эквивалентными. В то время 
как обычно принято понимать равенство только в аб- 
солютном смысле (две величины могут быть или рав- 
ны или не равны, третья возможность исключается), 
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здесь мы встречаем новый условный тип равенства: ре- 
зультаты измерения величин М; и M, равны в одном 
смысле и не равны в другом (в нашем примере равны, 
если не пользоваться четвертыми весами, и не равны, 
если ими воспользоваться). Отсюда следует понятие 
равенства до единиц данного разряда. 

Порядок малости 

Если дано количество 

М=А-|- Во -- Са? -- РЗ Ем --..., 

то различным слагаемым правой части этого равенства 
принято давать особые названия: 

Ва называется величиной [ порядка малости 

Ca? ” » II » ” 

Do8 я ” Ш » ” 

А не получило особого названия; можно его считать 
величиной нулевого порядка малости. 

Если вместо М взять А, то это значит, что отброшены 
все малые величины (даже [| порядка). Если вместо М 
взять А-- Ва, то это значит, что отброшены величины [ 
(и высшего) порядка малости !. Если вместо М взять 
А + В--Р С+*, то это значит, что М взято с точностью до 
величин П порядка малости, но отброшены величины Ш 
порядка. 

Обычно такой переход записывают, пользуясь волни- 
стым знаком равенства: 

М=А- Вх; 
ИЛИ 

М=А + Bat Ca?. 

Если записано приближенное равенство: 

М = А - Ва -[ Со?, 

то оно может означать. 

М = А -[ Ва - Са? -- О; аз, 
М=—= А- Вх - Сэ - 0,03, 
М = А -- Во - Со? Dya8 

  

1 Чем меньше взять а, тем больше будет разрыв между величинами 
различного порядка. 
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и т. д. Любое из таких равенств возможно; дальнейший 
коэфициент [) может оставаться неопределенным; для 
нас он не имеет значения. 

4. ПРИМЕРЫ ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

Покажем на примерах применение таких приближенных 
равенств. 

Пример 1. Металлический диск радиуса г (черт. 12) 
вследствие нагревания расширился. При этом длина ра- 
диуса получила некоторый малый прирост. Найти при- 
рост площади диска. 
Условимся сначала относительно некоторых обозначений. 

В дальнейшем прирост некоторой переменной величины х 
мы будем называть приращением и обозначать через Ах 
(читается „дэльта икс“). Знак А— греческая 
буква „дэ“ (дэльта); сама по себе эта буква 
ничего не сзначает, а берется всегда слитно 
с рассматриваемой переменной величиной 
подобно Тому как знак $1п всегда приста 
вляется к некоторому углу. Если радиу 
диска, изменяясь, принимает значения: 
г == 2,00; г = 2,0903; г = 2,0006; г = 2,0009;;.., 
то приращение каждый раз равно 0,0003, 
и это записывается так: Ал == 0,0003. 

Подобно тому, как (51 а) не означает 
$11? 42, аесть квадрат синуса, точно так же (Аг)? будет озна- 
чать квадрат приращения, в нашем примере (0,0003)2. Чита- 
тель должен отличать приращение функции от приращения 
аргумента. Например, если дана функция у = Х?, то зна- 
чениям х==4, 5, 6, 7... отвечают значения у == 16, 95, 36, 
49...;здесь все приращения аргумента Ах = 1; приращения 
функции меняются: Ау = 9; 11; 13;... 
Решение. Площадь основного круга $ =т/?. 
Площадь увеличенного круга равна 7 (r-+ Ar)?, 
Приращением площади круга будет узкое кольцо, охва- 

тывающее основной круг (черт. 12). Это приращениг AS 
равно: 

n(7- Ar)? — ar? =m [72 + Or - (Ar) -(Ar)?] — ar? = 
== 7[2r - Ar + (Ar)?] = Qrr - Ar—+ x (Ar)?. 

Если приращение радиуса Аг весьма мало, например, 
выражается в десятитысячных долях, то (А+)? будет 
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выражаться в стомиллионных долях, и если решение 
задачи требует точности до четвертого десятичного знака, 
то величиной (Д/)? можно пренебречь. Тогда для иско- 
мого приращения получим приближенное равенство: 

А —9пр . Аг. 

К тому же результату можно прийти иначе. Площадь 
кольца приблизительно равна длине окружности, умно- 
женной на ширину кольца. Но какую окружность взять? 
Если взять длину внутренней окружности, то получим 
2тг. Аг, величину, меньшую искомой. Если взять внешнюю 
окружность, то получим 2т (7 АР.Аг, величину боль- 
шую искомой. Поэтому искомое приращение AS удовлет- 
воряет двойному неравенству: 

2щг. АРА Q2n(r-+ An) Ar 
или 

Qrr-Ar< AS <Qzur- Ar+-2r- (Ar)?. 

Но крайние члены неравенства отличаются между собой 
на величину второго порядка малости (считая Аг величи- 
ной первого порядка малости). Отбрасывая ее, мы можем 
за 45 принять любую из величин — левую или правую. 
Проще принять 2лр. Аи. 

Пример 2. Шар-зонд на некоторой высоте имеет радиус 7; 
при дальнейшем подъеме радиус получил приращение Ау. 
Найти приращение объема. 

Решение такое же, как в предыдущем примере. 

Перзоначальный объем шара И и. 

Увеличенный объем будет аки 

Приращение объема AV равно разности этих величин: 

АУ—3*| 78 |. 372 . Ди-- Зи. (Аг)? -- (Аг) | ~ Sn 28 = 

= 5*| 31? . Ar 4-37 - (Ar)? + (Ar)8 | . 
<. 
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Если Ар весьма мало (величина [| порядка малости), то (АР)з 
и (Д/)3 будут величинами Ши Ш порядков малости. Отбра- 
сывая их, найдем что, 

Ут . 372. Ar, HAM 

AV we 4rr? - Ar. 

Пример 3. Показать, что для малого угла а можно $11 а 
и {со заменить через a. 
Читателю известно, что длина окружности заключается 

между периметром вписанного и периметром описанного 
многоугольников. Обозначая периметр правильного впи- 
санного многоугольника через /, периметр описанного — 
через /, длину окружности через В 
С =2кЮ, получим неравенство: 

L<C<l, 
или а 

1<2*Ю < Г. qd) 
Если многоугольники имеют ий 

сторон, то разделив все три вели- 
чины на MN, получим для неболь- Д 
шого отрезка дуги (черт. 13) Черт. 13. 

(1 окружности | неравенство: 

a,<UAB <6, (2) 

где а,— сторона BmucaHHoro, b,—onMcaHHOrO MHOYyrovb- 
ника. Обозначим центральный угол, измеренный в радиа- 

» 27 
нах, равный ——, через х; тогда длина дуги равна Юх. Сто- 

рона вписанного многоугольника а„ равна удвоенной ли- 
x 

нии синуса угла 5—4; сторона описанного равна удво- 

енной линии тангенса того же угла. Поэтому равен- 
ство (2) запишется так: 

. Xx X 
2R - 31 5 < Rx<2R "бэ 
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или, деля все члены неравенства на 2^, получим: 

_ x Xx x 
п= <= < 3; 255 < о; 

х 
или, принимая о) =: 

sina<a< tga, (3) 

Будем « считать величиной [| порядка малости; тогда 
u sin чи {о также будут величинами [ порядка [потому 
что, умножая все члены неравенства (1) на п.2^, мы 
получим весьма близкие между собой величины.] 

L 

— il . Ae 7 Г \ 
pe кА та [ga 

Черт. 14 Черт. 15. 

  

Докажем теперь, что они эквивалентны, т. е. равны 
с точностью до величин второго или более высокого 
порядка малости. С этой целью (черт. 14) рассмотрим 
разность: 

ГА— МК = Е М= №5 а — Юзш а = A(tg «— sina). 

Или, принимая длину радиуса А за единицу: 

ЕМ = 19а — п а. 
Имеем: 

ЕМ = ММ 5 «=(ОА— ОК). во = (1 — со$ а) + +0. 
Но 

. a . 4 . 

1 — cosa = 2 sin’ 5 = 2sin 5 - sin 

Яя 
p
o
l
 

R 

Величина sina I порядка малости, зп- также [ по- 

рядка. Поэтому 
1 —с0$а...П порядка. 

Отсюда 

ЕМ = (1 — с03 9) - юа...Ш порядка малости. 

Итак, мы показали, что разность {«- ша есть вели- 
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чина Ш порядка малости. А так как ® заключено между 
ними (черт. 15), то разность «— ша и разность юа—а 
подавно Ш порядка. Это значит, что если a измеряется 
в сотых долях единицы, то разность а — ша или Ка—ч 
будет измеряться в миллионных долях; если & в тысяч- 

ных долях, то эти разности — в триллионных долях (10°). 
А потому 9поа и а; 15а и а эквивалентны. 

Пример 4. Если надо перемножить два двучлена А-а 
и Б-- В, где « и В— малые величины одного порядка 
(например, оба выражены в тысячных долях), то в произ- 
ведении 

(А-Еа)(В -- ) = АВ-- Ва-{ АВ-- ав 
можно отбросить последнее слагаемое, так как произве- 
дение двух малых | порядка дает величину П порядка 
малости. Например: 

(6--0,002)(5 -- 0,003)+=30-- 5. 0,002 6 .0,003; 
Произведение 0,002. 0,003 = 0,000006 выражается в мил- 
лионных долях. Точно так же в произведении: 

(A-+a)(B+8)(C-+1) = ABC + BCa-+ ACB 4+ ABy+ 
+ Apy + Bra-+ CaB-+ aby, 

ограничиваясь величинами | порядка, мы напишем: 

(A+ a)(B+ 8)(C-+ 7) = ABC + (BCa-++ ACB + ABy) 
и отбросим величину П порядка (АВу-- Вча - СаВ) и вели- 
чину Ш порядка «By. 

В следующей главе книги мы будем рассматривать ма- 
Лые изменения некоторой величины, а именно случаи, 
когда переменная величина А переходит в 

M=A-+ B1+ Ce раз... 
Из приращения Ва -|- Са? + Роз--... мы будем выделять 
малую [ порядка, т. е. величину Ва, как наиболее суще- 
ственную (весомую) часть. Чтобы показать, как произво- 
дятся такого рода вычисления, приведем еще несколько 
примеров. 
Пример 5. В данный конус вписан цилиндр. Найти 

приращение объема цилиндра при малом изменении ра- 
диуса основания его [Цилиндр все время остается впи- 
санным в конус (черт. 16)]. 
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Решение. Обозначим радиус основания цилиндра через 
х, его высоту через у. Пусть радиус х увеличен до x-+ AX, 
Тогда цилиндр станет толще, т. е. вокруг него появится 
новый облегающий слой; но одновременно с этим умень- 
шится высота цилиндра. Объем этого облегающего слоя 
равен площади кольца в основании, умноженной на вы- 
соту, т. е. приблизительно равен 2*х.Ах-у (см. при- 
мер 1). С другой стороны, убавится тонкий слой в верх- 
ней части цилиндра; объем этого слоя равен хх? . Ау. 
Первое приращение считаем положительным, второе — 
отрицательным. В дальнейшем их придется сравнивать 
(при нахождении максимума объема цилиндра). 

Но здесь у читателя может возникнуть 
сомнение, считать ли за высоту объ- 
емлющего слоя величину у (высоту в 
начале процесса изменения) или у— Ау 

[ M (высоту в конце процесса изменения)? 
2 F323 Однако, можно избежать всяких сомне- 

ний, если воспользоваться понятием 
эквивалентности. Ведь, во всяком случае, 
положительное приращение заключается 
между величинами 

  

к 
=
 

        

— — - 

A x Qrx-Ax-y Hu QInx-Ax-(y—Ay) 

ИЛИ 
Черт. 16. 

2кх.Ах.уи 2х. Ах. у 2жх. Ах. ду, 

а эти величины с нашей точки зрения эквивалентны, так 
как отличаются на величину П порядка. За положитель- 
ное приращение ДУ можно взять и то, и другое. Удобнее, 
ради простоты, взять первое. Точно так же, для отрица- 
тельного приращения мы можем выбирать между хх? . Ду 
и *(х-- Ах)? .Ду, т. е. пх?.Ду и пх. Ау 2х. Ах. Ау 
-+ 2 (Ax)?. Ay, a эти выражения отличаются между собой 
на величины П и Ш порядка малости, которые можно 
отбросить. 

Пример 6. Наблюдатель находится в точке М (черт. 17); 
он рассматривает колонну АО =а и видит ее под углом, 
равным 9. Пусть АМ =х. Если наблюдатель перейдет в 
точку М, отступив на величину Ах, то угол а умень- 
шится (на величину Да). 
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Решим две задачи. 
1) Можно ли заменить треугольник ОММ’ сектором 

OM P? 
Первый способ Пусть Ах — малая величина (I no- 

рядка). ОМ =[; ОМ’ =1-- 4. Опишем радиусом ОМ = 
дугу МР до встречи с прямой ОЛ/. Дугу МР можно заме- 
нить хордой //Р (пример 3), а угол МРО близок к 90°, а 
потому треугольник ИРМ’ можно приближенно считать 

0 

  

  aR 
A I Ne 

Черт. 17. 

прямоугольным. Нетрудно видеть, что стороны малого 
треугольника //Р/И’ — величины одного порядка малости. 
Так как Ах считается [| порядка, то и другие две стороны 
также | порядка; тогда и угол Да (в раднанах) [ порядка. 
Площадь всего треугольника ОММ’ есть величина 

Гпорядка. Она равна 1 . ММ’. ОА = 5а-Ах. Площадь ма- 
2 

лого треугольника MPM’ = 5 MP. PM no MP < Ax; 

РМ’ < Ах; поэтому пл. Л МРМ'’ < 5 Ах. Ах = 5. (Ах)?, и 

является величиной П порядка. Это означает, что если Ах 
взято, например, в тысячных долях единицы (метра), то 
площадь малого треугольника МР/М’ будет исчисляться 
в миллионных долях (квадратного метра). Поэтому от 
треугольника ОМ/И” можно отбросить треугольник МРМ’ 
и заменить треугольник СММ’ сектором ОМР. 
Второй способ. Опишем еще дугу ЛГО из точки О 

радиусом ОМ’ ==1--А/. Площадь сектора ОМР равна se ‚ Да. 
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(Длина дуги равна /. Да; площадь сектора равна поло- 
вине произведения длины дуги на радиус). 

Аналогично, площадь сектора ОМ’О равна: 

+ (1+ An. а [Р-- 21. 4-Е (40?] . Да = 

= В. Аа 14-9 (Al)? - Aa, 

У обоих секторов малые [| порядка совпадают; следо- 
вательно, они эквивалентны по площади. А так как 

пл. ОМР < пл. Л ОММ’ < пл. ОМ’О, 

то треугольник ОМ/М’ эквивалентен любому из них, что 
и требовалось доказать. 

2) Найти связь между Да и Ах. 
Первый способ. Дуга МР =1[. Аа. Из „прямоуголь- 

ного треугольника“ МРМ” имеем: 

МР _ 1. А“ 

sin (2— Да) “~ sina * 
MM z= Ax =   

[Последняя замена допустима, потому что разность Me- 
жду этими величинами есть; 

  
1 1 

f+ Aa (sa sin (a — Aa) }; 

  

HO. 

, a , a 
sina= — ; sin (4 — Aa) = Ем, 

откуда 

sina sin(a—Az) a a a’ 

поэтому выражение в скобках есть величина [ порядка, 
а произведение — величина ПЦ порядка.] 
Итак, 

[. Аа 

$11 @ 

  

Ax = 3 
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обратно: 

Ах. па Ах а Ах.а_ а: Ах 
Ag = = е — — 

l L od р at+x2° 

Второй способ. В треугольнике ОАМ вместо угла я 
берем дополнительный угол АОМ==95: 

А 

ще вер =. 
Берем тангенс разности этих углов по формуле: 

    

tg (@—a) = BE ee 

  

  

«lf tga- tgp 
Получим: 

XfAx xX 

a a. 
tg (Ay) = tg (e+ Ag—9) = Ax 

1-2 — . — И 

Или 
Ax Ax 

a да__ а.4х 
ty (Ag) = = РА ха @+x pers Ae 144 Bt 

Но на основании сказанного в примере 3 имеем: 

tg (Ap) = Ag; 
из черт. 17 следует, что Аз =Ах (по абсолютной величи- 

не), откуда окончательно: 

а. Ах 

а? —- х? 

Из приведенных примеров видно, в чем состоит способ 
приближенных вычислений. Малые величины как бы распре- 
деляются по разрядам. Нулевой разряд, или порядок, — 
это конечные, обычные числа, первый разряд — малые 
величины а, В, \....; второй разряд — это величины вида 
а?, 6?, 12, а3, ч],...; третий разряд — величины вида а3; В; 
«82, аВу,... При сравнении двух количеств принимаются во 
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внимание единицы более низкого разряда. Для нас будут 
иметь значения именно величины первого разряда; вели- 
чины второго и третьего разрядов как бы выпадают, от- 
брасываются. 

Какую же величину считать малой? Считать ли малой 
1 1 

= 100 отбрасывать величину вида w= 10000 ? 

Или такое исчисление слишком грубо? Считать ли ма- 
1 J > 

1 000 1 000 000 
Практически этот вопрос решается тем, какая точность 

измерения требуется. Теоретически мера величины я 
остается произвольной. В следующей главе мы будем 
считать величину & настолько малой, что отбрасывание 
величин второго и третьего порядков совершенно не 
влияет на результат вычислений. Но в таком случае по- 
нятие точного равенства можно заменить более широким, 
более гибким понятием эквивалентности. Такое отступ- 
ление от обычных точных арифметических и алгебраиче- 
ских равенств (и неравенств) может на первых порах 
показаться неправильным читателю, может даже отпуг- 
нуть читателя. Однако, пусть он вооружится терпением: 
это отступление есть лишь начало нового наступления и 
в дальнейшем читатель сумеет убедиться в целесообраз- 
ности введения понятия эквивалентности. 

ЛЫМ & == и отбрасывать величины вида 4? —= 

 



ГЛАВА II. 

МЕТОД МАЛЫХ ПРИРАЩЕНИЙ. 

1. ИЗЛОЖЕНИЕ МЕТОДА. 

В первой главе мы решили ряд задач на нахождение 
максимума и минимума, причем для решения их мы при- 
бегали к различным искусственным приемам. А именно, 
в каждой задаче мы, сообразуясь с ее особенностями, 
сводили решение тем или иным путем к другому вопросу, 
решение которого оказывалось почти очевидным. 

Но отыскивать для всякой, предложенной нам за- 
дачи на максимум-минимум новый искусственный при- 
ем было бы крайне неудобно. Поэтому математика, как 
и другие науки, стремится найти общий прием, общий 
метод для решения подобного рода задач. Уже в ХУЦ в. 
ученые Ферма и Вивиани написали специальные сочине- 
ния на эту тему. Точное и исчерпывающее решение 
этого вопроса вместе со многими другими было дано 
изобретением диференциального исчисления. Об этом 
универсальном методе читатель узнает в последней 
главе. 

В настоящей главе мы дадим общий прием, пригодный 
для определенной группы задач. Достаточно будет уяс- 
нить себе этот прием на двух-трех задачах, чтобы полу- 
чить возможность решать таким же путем целый ряд 
интересных задач, встречающихся в практической работе. 
Мы назовем этот прием методом малых приращений, 
так как изменение всякой величины (например измене- 
ния угла $ в задаче с плакатом) мы будем рассма- 
тривать как составленное из последовательных очень 
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малых изменений, а для таких малых изменений мы сумеем, 
пользуясь результатами предыдущей главы, писать до- 
вольно простые формулы. Конечно, лучше всего чита- 
тель уяснит себе дело на практике, посмотрев, как 
этим методом решаются задачи. Предварительно дадим 
только некоторые пояснения. Начнем с примера. 

Если спросить, когда в летний жаркий день темпера- 
тура воздуха наибольшая, то каждый по опыту скажет, 
что это бывает приблизительно около часа дня. А ведь 
солнце бывает выше всего в полдень, в 12 часов дня, 
и в этот момент оно посылает наибольшее количество 
лучей. Почему же наибольшая температура не прихо- 
дится на полдень? Причина заключается в том, что надо 
учитывать два обстоятельства (два фактора}: количество 
падающих солнечных лучей и лучеиспускание (расход 
тепла в окружающую среду). И до полудня и после 
полудня происходит испускание тепла нагретыми слоями 
атмосферы в вышележащие слои и окружающую среду, 
причем интенсивность этого лучеиспускания постепенно 
возрастает. Наоборот, количество тепла, даваемого сол- 
нечными лучами, после 12 часов дня постепенно умень- 
шается. Но от 12 часов приблизительно до часа дня посту- 
пление тепла остается больше, чем расход через луче- 
испускание, и в результате общее количество тепла 
увеличивается, температура воздуха повышается. Однако 
наступит момент, когда поступление и расход тепла 
уравновесятся, а в дальнейшем расход тепла станет боль- 
ше, чем поступление, и общее количество тепла (и тем- 
пература) начнет уменьшаться. Указанный момент и будет 

моментом максимальной температуры 1. 
В действительности вопрос о тепловом состоянии атмо- 

сферы гораздо сложнее. Надо еще учитывать облачность, 
влажность воздуха, ветры ит. д. Мы упростили физическое 
явление, рассматривая воздействие лишь двух факторов, 
двух причин (солнечных лучей и лучеиспускания), дей- 
ствующих в противоположных направлениях. Перелом- 
ный момент, в нашем примере—максимум температуры, 

  

1 Расход тепла через лучеиспускание после 12 часов может даже 
уменьшаться, но быстрота этого уменьшения должна быть меньше, 
чем быстрота уменьшения мозичества тепла, доставляемого солнечными 
нучами. 
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имеет ту особенность, что прибавки (приращения) тепла, 
положительные и отрицательные, в этот момент уравно- 
вешиваются. 
Рассмотрим еще один пример. 
Пусть в закрытом бассейне вода находится на уровне й 

(черт. 18). Через воронку в точке L вливается вода, 
причем скорость притока воды постепенно уменьшается. 
Одновременно с этим через трещину в точке Т вода 
вытекает, причем трещина увеличивается, так что ско- 
рость вытекания воды растет. Пусть, например, по ми- 
нутам 

втекает вытекает 

1-я минута...... 10 смз 1 6.118 

2 wo 9 , 3, 

3 . 8, oy 
4 . т, т, 

5 , 6 „ 9 , 

6 ~~ +e 5 „ ll , 

1 пои 4, 13 , 

В первые минуты втекает больше, чем вытекает, и уро- 
вень воды в бассейне будет повышаться. Затем, в течение 
некоторого малого промежутка времени, скорости вте- 
кания и вытекания будут 
приблизительно равны, вте- \ [1 
кание и вытекание уравно- 
вешиваются, и уровень воды р = 
не будет заметно изменять- — 
ся. В дальнейшие минуты — 
будет больше вытекать жид- __ _ 
кости, чем втекать, и уро- — — Le 
вень вод.л в бассейне на- АТ 
чнет понижаться. Отсюда Черт, 18. 
следует: уровень воды Й до- 
стигнет наибольшей высоты (максимума) в тот момент, 
когда скорости втекания и вытскания окажутся равными. 
В нашем примере это будет в 4-ю минуту. 

В дальнейших задачах нам придется точно так же 
рассматривать изменение переменной величины Р, которая 
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получает последовательный ряд приращений положи- 
тельных и отрицательных (друг под другом стоят про- 
исходящие одновременно положительные и отрицатель- 
ные приращения, например т, и п)). 

F=A-m, +m,+mz+m+tm,+...+m,+... 

— Nn, —N, — nN, —Ny — Ng—...—N,—..., 

т. е. 

P= A-- (m,— 1) + (т, — п) -- (пт — tz) + 

+ (m,—n,) +... (1) 

Допустим, что сначала числа т больше чисел п, и что 
постепенно приращения 1 становятся меньше, а прира- 
щения п становятся больше. Тогда слагаемые (т, — 1), 
(т, — 15), (ТЗ —пз) ... сначала остаются положительными, 
и величина Г будет возрастать. Но постепенно эти раз- 
ности т—п, становятся меньше, возрастание Р ста- 
новится замедленным. И это возрастание ГК прекратится 
тогда, когда т‚,— п, подойдут к нулю, и затем, начиная 
с некоторого номера 2, из положительных чисел обратятся 
в отрицательные. После того Kak т, —и, станут отрица- 
тельными, новые слагаемые суммы (1) будут только умень- 
шать величину ЛР, и она будет убывать. А так как мы ищем 
максимум для Р, то надо отметить именно переломный 
момент, момент прекращения возрастания и начала убы- 
вания. Этот момент определяется тем, что разность M,—n, 
должна обратиться в нуль, т. е. т‚==и,. Заметим еще, 
что мы будем брать эти приращения весьма малыми, 
а число таких приращений весьма большим; ход рассу- 
ждений при этом остается прежним 1. 

  

1 Можно предположить, что дробление приращений продолжается 
как угодно далеко, т. е. допустить теоретически, что число их п, 
растет до бесконечности; тогда каждое из них стремится к нулю или, 
как говорят, становится „бесконечно малым“. И в этом случае ход рас- 
суждения сохраняется, но появляются некоторые особенности этих 
малых величин, меняется их характер, Вычисление с такими „беско- 
нечно малыми“ есть основной прием диференциального исчисления. 
Некоторые пояснения читатель получит в последней главе, но, вообще 
говоря, этот вопрос относится всецело к высшей математике. 
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Сказанное поясним так- 
же и графически (черт.19). 4 Pe ap 

  

ние между линиями тт и 
пп по вертикали показы- 
вает для каждого номе- 
ра, какое из приращений 
больше и насколько. До 
точки К положительные 
приращения перевеши- 
вают, после нее—отрица- Г 
тельные. В нижней части 
чертежа представлено из- 
менение величины Р. Сна- 
чала она равна А. Затем д 
она получает ряд прира- 
щений по вертикали, рав- 
ных соответственно от- 
резкам между тт и пп 
в верхней части. Начиная 
от номера 9 и дальше, величина Е начинает убывать. 
Максимум Р имеет место между номерами 8 и 9. 

   

В верхней части чер- a a are 
тежа представлены при- ам: 
ращения положительные = Ty} tig 
т и отрицательные п (и Ш С и i | Sm 
те и другие по абсолют- ат: py eng 
ной величине). Расстоя- 6783012 
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2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ МЕТОДОМ МАЛЫХ ПРИРАЩЕНИЙ. 

В нижеследующих задачах требуется найти максимум 
или минимум некоторой величины РЁ (например площади, 
объема ит. д.); она ставится в зависимость от пере- 
менных х, у (аргумента). Аргументу х дают последова- 
тельный ряд приращений Дх, вследствие чего и рассма- 
триваемая в задаче величина Р получает ряд прира- 
щений. При этом одновременно будут иметь место как 
положительные, так и отрицательные приращения. В каж- 
дой отдельной задаче производится анализ этих при- 
ращений. При этом одни приращения (например поло- 
жительные) будут убывать, другие возрастать. Решение 
задачи состоит в том, чтобы уловить момент равенства 
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приращений и отметить значение аргумента {одного или 
нескольких) для этого момента. 

Перейдем теперь к решению задач. 
Задача 1. Имеется проволока длиной 22. Надо согнуть 

ее в прямоугольник так, чтобы площадь, ограниченная 
им, была возможно большей (максимальной). Числен- 

ный пример: 21=72 см. 
| Решение. Обозначим одну 

ZI сторону прямоугольника через х, 
| другую через у (черт. 20); тогда 

г 2х2 у=72; откуда x+y= 36. 
Пусть сначала х мало; например, 

Черт. 20. x=6 cm; тогда у=30; площадь 
$ =6.30=180 см?. Если мы х 

уменьшим, например, примем х=о си, то у увели- 
чится: х=5; у=31; 5=05.31=150 см. Если при- 
нять Хх==4 см, то у=32 см; площадь $=4.32 = 
—128 см?. Очевидно, уменьшение х (и увеличение у) 
влечет за собой уменьшение площади. Чтобы оты- 
скать условие для наибольшей площади, пробуем уве- 
личивать х (за счет у). Ниже помещена таблица, где 
переменное х получает возрастающие значения: 

х y s | « y 5 

  

  

  

  
  

6 30 180 14 22 308 
7 29 203 15 21 315 
8 28 224 16 20 320 
9 27 243 17 19 323 

10 26 260 18 18 324 
11 25 275 19 17 323 
12 24 288 20 16 320 
13 23 299 21 15 315           

Из этой таблицы следует, что для нахождения макси- 
мума площади надо увеличивать х до 18. Будет ли до- 
стигнут максимум именно при х = 18, на основании дан- 
ной таблицы сказать трудно. Может, например, ока- 
заться, что при х== 18!) площадь $ получит значекие 
большее, чем 324; но простым подсчетом можно убе- 
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диться, что значения хХ=18, у=18 дают больше, чем 
всякая другая пара значений х и у. 
Можно было бы всякую задачу на максимум (или ми- 

нимум) решать путем составления такого рода таблицы, 
где испытывается последовательно целый ряд значений 
переменных. Однако, этот путь длинный. Желательно 
найти более короткий путь, ведущий прямо к цели и позво- 
ляющий сразу найти те значения х, у, ... которые дают 
максимум или минимум рассматриваемой величины. По- 
этому решим эту же задачу другим путем (методом 
приращений). 

Будем опять исходить от небольшого значения х 
(черт. 21). Пусть х получит небольшое приращение Ах 
(например, вместо х =6, возьмем х == 6,5 или 6,05 или 6,01 
и т. д.); тогда получим доба- 
вочную горизонтальную по- 
лоску длиною у и равную т 
по площадн у.Ах. Но по- 
скольку сумма Ху должна 7 
оставаться постоянной, при- ^ Ч 
дется у убавить на столько Черг, 21. 
же: Ау по абсолютной вели- 
чине равно Дх. Вследствие этого необходимо будет уба- 
вить вертикальную полоску, равную по плошади х.Ду'. 

У нас х взято гораздо меньшим, чем у; поэтому поло- 
жительное приращение у-Ах больше (по абсолютной 
величине) отрицательного х: Ду: горизонтальная полоска 
больше вертикальной. В результате новый прямоуголь- 
ник со сторонами х--Ах; у—Ау по площади больше 
исходного. Поэтому, например, вместо сторон х=6; 
y=30 выгодно взять х== 61|; у= 29|] затем х==7; 
у=29, затем х=71!|[5; уж281|, и т. д. Будем мы- 
сленно продолжать этот процесс увеличения х (и 

4— aed 
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1 Точнее говоря, если сначала увеличить х, а затем только умень- 
шать у, то придется убавить площадку, равную (хх Ах). Ау= 
= х . Ду-- Ах . Ду. Но это количество отличается от предыдущего 
(x « Ay) na Ax . Ay = (Ax,2, т. е. на величину П порядка малости, если 
считать Ах величиною [ порядка. Поэтому при выборе между количествами 
х. Ду и «x -Ay+Ax. Ay можно взять любое из них (см. главу I). 
Обратно, если сначала уменьшить у, а затем увеличить х, то сперва 
убавится полоска х . Ду, а потом прибавится горизонтальная полоска 
(у— Ду) . Ахжу. Ах— Ау . Ах. И для той и для другой полоски 
разница оказывается величиной И порядка. 
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уменьшения у) до тех пор, пока положительные при- 
ращения остаются большими, чем отрицательные; при 
этом площадь будет все время возрастать. Этот рост 
площади приостановится в тот момент, когда отри- 
цательное приращение станет равным положительному 
(вертикальная полоска станет равной горизонтальной). 
Этот момент сразу определяется равенством: 

у. Ах=х. Ду (1) 

(берем оба приращения по абсолютной величине); а так 
как в нашей задаче Ах —=Ду, то получим искомое усло- 
вие для максимума: 

у=х,! (2) 

т. е. стороны должны быть равны. Продолжать дальней- 
шее увеличение х не имеет смысла, так как теперь 

отрицательные приращения 
г У станут больше положитель- 

дом 

      

ORB? ZES ных, и площадь прямоуголь- 
2 ‚ |1 ника будет только умень- 

у | шаться. Таким образом ра- 
bee te ee eens венство (1) решает задачу. 

Черт. 22. И при решении дальнейших 
задач основное—это при- 

равнять положительное и отрицательное приращения. 
Задача 2 (см. задачу 6 главы [. У каменной стены надо 

пристроить ограду в форме прямоугольника; длина 
ограды заранее дана (равна /). Какие размеры придать 
ей, чтобы площадь, ею ограниченная, была возможно 
большей, максимальной (черт. 22)? 
Решение. Обозначим ширину площадки через х, 

длину ее через у. Допустим, что сначала х гораздо 
меньше, чем у (например во раз). Если дать х прира- 
щение Ах, то придется длину у укоротить на величину 
Ау=2 .дАх, так как длина ограды 2х-Ру должна оста- 
ваться постоянной. При этом, с одной стороны, появится 
новая горизонтальная полоска, по площади равная 
  

1 Может возникнуть сомнение: является ли равенство (2) точным 
ввиду приближенного равенства приращений (1), но вопрос о том, 
какое из приращений больше, решается сравнением членов Г порядка 
малости (см. пример с гирями в главе [); величинами П порядка можно 
пренебречь. 
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y- Ax; C другой стороны, отпадет вертикальная полоска, 
по площади равная (х--Ах).ДАумзх.Ау. Каки в пре- 
дыдущей задаче, сначала положительные приращения 
у.Ах больше отрицательных. Но постепенно положи- 
тельные приращения становятся меньше, а отрицатель- 
ные — увеличиваются. Чтобы добиться максимальной пло- 
щади, надо продолжать процесс увеличения ширины х 
до того момента, когда положительные и отрицатель- 
ные приращения окажутся равными. Получаем уравнение: 

y Ax=x- Ay, (1) 
где АуиАх берутся по абсолютной величине. 

Вместе с тем в нашей задаче Ау=2.4Ах; поэтому 
вместо (1) можно написать: 

y Ax=x-2-Ax, (2) 

откуда 

y=2x. (3) 

Мы предположили, что сначала х было гораздо меньше у. 
Полученное равенство (3) показывает, что увеличивать х 
надо до момента, когда выполняется равенство у=2х, 
или х=!|у. Если, например, [=100 м, то надо взять 
х=25 м; у=50 м. Дальнейшее увеличение х (и умень- 
шение у) влечет за собой уже уменьшение площади. 

Примечание. В дальнейших задачах мы не 
будем повторять каждый раз рассуждения о при- 
ращениях, а найдя положительное и отрицательное 
приращения, будем записывать их в виде: 

-Ну. Ах... —х.Ау 

и, учитывая связь между Ax u Ау, сравнивать их 
без знака (т. е. по абсолютной величине). 

Задача 3. В данный конус вписать цилиндр наиболь- 
шего объема. 
Решение. Обозначим угол образующей конуса с 

плоскостью основания через о; радиус основания ци- 
линдра через х; высоту цилиндра через у (черт. 253). 
Рассмотрим сначала тонкий и высокий цилиндр; тогда х 
гораздо меньше, чем у. Затем дадим радиусу цилинд- 
ра х некоторое малое приращение Ах. Тогда вокруг 

41



цилиндра появится добавочный, облегающий его слой, 
объем которого гавен площади добавочного кольца 
в основании цилиндра, умноженной на высоту. Поэтому 
положительное приращевие объема равно 2=х.Ах.у 

(см. задачу 1 главы 1. 
/ С другой стороны, мы полу- 

чаем отрицательное прираще- 
ние, так как убавится верхний 

Е Е тонкий слой цилиндра; объем 
Fr tr} этого слоя равен т х? . Ду. Итак, 

получаем два приращения: 

  

  

          

| 

Ну | положительное: 
| 

| | +2 mx-Ax-y, 

| ‘а отрицательное: 
4 = 8 — пл? . Ду 

a ae (считая Ду по абсолютной ве- 
личине). 

Черт. 23. Мы запишем это в таком 
виде: 

—2кх.Ах.у... —тх? . Ау. 

По нашему предположению, сначала х было гораздо 
меньше, чем у (например в 10 раз). Тогда положитель- 
ное приращение больше отрицательного: первое содер- 
жит множитель х.у, второе х?. Но постепенно у умень- 
шается, х увеличивается, и положительное приращение 
убывает, отрицательное возрастает (по абсолютной вели- 
чине). Решение задачи, как и раньше, дается приравни- 
ванием пркоащений: 

2 тх . Ах. у==тла . Ау. (1) 

Это уравнение дает искомые размеры вписанного ци- 
линдра. Чтобы им воспользоваться, остается еще учесть 
связь между Ах и Ду. Связь между ними легко опреде- 
лится, если помнить, что окружность верхнего основа- 
ния цилиндра должна касаться боковой поверхности 
конуса, т. е. в главном сечении конуса ALB точка Е 
цилиндра должна скользить вдоль образующей LA, 
Следовательно: 

Ay == Ax - tga. (2) 
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Поэтому уравнение (1) можно переписать в виде: 

2 пху. Ах = nx? tga - Ax, (3) 

или, сокращая на общих множителей: 

2y=x- tga. (4) 

Итак, максимум получится при условии (4), т.е. когда 
yix='),tgo, wan y:i/,x—tga. 

Но из черт. 23 видно, что у: СВ =№ о. Значит, 
9 

CB = 5 хи 5 х =Ю. Отсюда х = 3 Ю. Пбэтому радиус ци- 

2 
линдра следует взять равным 3 радиуса основания конуса. 

Задача 4. На плоскости даны две оси координат и 
точка А так, что АВ =а: КА =6. Требуется из всевоз- 

  

      

N 

WV 

K 
В а 

ap 

6 

0 et A M’ aN wf 

Я 

Черт. 24. 

можных прямых, проходящих через точку К, выбрать 
ту, которая отсекает на осях координат треугольник 
МОМ минимальной площади (черт. 24). 
Решение. Допустим сначала, что точка М находится 

весьма далеко направо. Нетрудно видеть, что в этом 
случае площадь треугольника МОЛ будет весьма боль- 
шой (и, конечно, не минимальной). Передвинем точку М 
слегка налево (на отрезок М/”). Тогда полупрямая КМ 
повернется около точки К на некоторый малый угол До, 
и одновременно полупрямая АЛ повернется на такой же 
(равный ему) угол ДФ. Площадь отсекаемого треуголь- 
ника ЛОМ получит отрицательное приращение, равное 
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площади тонкого треугольника А/ММ’, и положительное, 
равное площади треугольника Л/КЛ/. Обозначим длину КМ 
через /1, длину KN через /.. Беря приращение угла Ао 
весьма малым (Г порядка}, можно будет тонкий тре- 
угольник А/М’ приближенно заменить сектором с ради- 
усом АМ’ или с радиусом КМ (см. конец главы 1), если 
отбросить малые величины П порядка. Поэтому площадь 
треугольника КМ/И’ приближенно равна длине дуги МР, 
умноженной на половину радиуса: 

пл. Л КИМ’ =1 . 4х. rh => ly - Ag, 

Аналогично, площадь вновь появляющейся полоски КМА” 
приближенно принимаем за сектор, и ее площадь при- 

1 
ближенно равна: = J, .До. Поэтому противопоставляются 

1 
приращения: отрицательное — —> [2.АФ, положитель- 

‚1 
ное 5 [,2 . Ag. 

Здесь — при отыскании минимума — будет иметь место 
картина приращений, обратная той, какую мы встречали 
при нахождении максимума. Здесь сперва отрицательные 
приращения по абсолютной величине больше положитель- 
ных, И рассматриваемая площадь треугольника МОМ 
убывает. Но постепенно отрицательное приращение умень- 
шается (сектор МАЛ’), положительное увеличивается 
(сектор МКМ”), убывание площади треугольника MON 
вамедляется, и, наконец, при равенстве приращений 

1 1 
x AP Ag 5 UP: Ag (1) 

убывание прекращается, площадь треугольника МОМ 
достигает минимума, с тем, чтобы при дальнейшем пово- 
роте прямой MA no часовой стрелке площадь треуголь- 
Huka MON начала уже возрастать. Поэтому уравнение (1) 
дает искомое условие минимума. Из него следует: 

L=4, 

T. e. oTpesok MN должен в точке К делиться пополам. 
Из подобия треугольников МОМ и КАМ следует, что 
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в этом случае ОМ =2 АМ=2 а; аналогично ОМ№=25; 
а потому МА должна быть параллельна диагонали АБ. 

На приведенных задачах читатель может уже видеть, 
в чем состоит метод малых приращений. Постараемся 
вкратце формулировать сущность этого метода. 

В задаче требуется найти максимум или минимум неко- 
торой величины Р (например объема вписанного цилин- 
дра). Изменение Г ставится в связь с изменением дру- 
гой, основной величины (например радиуса основания 
цилиндра х). Итак, имеется функция Е и аргумент х 
(или несколько аргументов х, у, 2&,.., связанных между 
собой). Аргументу х дается последовательный ряд Ma- 
лых приращений Ах; но тогда и величина РЁ вынуждена 
изменяться и получает ряд малых приращений. Для 
определенного типа задач, рассматриваемого в этой 
главе, приращения АР можно считать как бы сложен- 
ными (алгебраически) из двух приращений: положитель- 
ного и отрицательного. Например, для цилиндра, впи- 
санного в конус, при увеличении радиуса основания 
цилиндра получается, с одной стороны, новый облегаю- 
щий слой вокруг цилиндра (положительное прираще- 
ние), и с другой стороны, высота цилиндра делается 
меньше, и поэтому исчезает верхний слой цилиндра (отри- 
цательное приращение). Фактическое приращение объема 
цилиндра АГ есть алгебраическая сумма этих двух при- 
ращений. Эти приращения, в свою очередь, не остаются 
равными себе при следующих друг за другом прираще- 
ниях аргумента Ах. Например, положительные прираще- 
ния — новые облегающие слои цилиндра — изменяются, 
так как изменяется радиус основания х и высота цилин- 
дра у; отрицательные приращения — отпадающие верхние 
слои цилиндра — изменяются, так как изменяется радиус 
основания слоя, т. е. х. Первые приращения при возра- 
стании аргумента х все время убывают, вторые приряа- 
щения все время возрастают (по абсолютной величине). 
Поэтому в известный момент эти положительные и отри- 
цательные приращения оказываются равными, точнее 
говоря, эквивалентными (см. объяснение в главе |); найти 
этот переходный момент и значит решить задачу. 

В нижеследующих задачах мы не будем опять возвращаться к объ- 
яснению метода, а будем прямо решать их этим методом, потому 
что принцип решения во всех задачах остается одним и тем же. 
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Задача 5. Дана прямоугольная металлическая пластинка размером 
80 на 70 см со срезанным углом вдоль АВ (ВС =50; СА = 40). Тре- 
буется из этого куска жести вырезать прямоугольник МЁЕМК наиболь- 
шей площади (черт. 25). 
Решение. Пусть сначала точка Г, находится близ точки В; тогла х 

близко к 80. Дадим х отрицательное приращение Дх; тогда сторона 
МГ = у увеличится на некоторое Ду. 

мм’ 86 К Как видно из чертежа, от площади МЕМК 
убавится вертикальная полоска, приблизи- 

20| | тельно равная у.Дх, и к ней прибавится 

AM 

  

горизонтальная полоска, приблизительно 
70 равная х.Ду. Поэтому надо сравнивать 

, А приращения: 

50 положительное 
[ N' + х.Ау 

Ca a AD отрицательное 
— e Ах. 

Черт. 25. Связь между Ах и Ду определяется из того, 
что точка [ должна скользить вдоль ВА. 

Рассматривая около точки [. весьма малый треугольник со сторонами 
Ахиду (подобный треугольнику ВСА), легко видеть, что, 

ду: 4х = ВС : СА =35:4, 

  
  

        
  

Или 

5 
Ay == q Ax. 

Заменяя Ду его значением через Ах, получим приращения в виде: 

5 
5х .4Ах* * * — у: Ах. 

Приравниваем их: 
5 

х.д ‘Ах =у. Ах. 

Откуда: 

5 
дх = у, или у: х=о: 4, 

т. е. для максимум: необходимо, чтобы диагональ ММ была параллель- 
на линии среза. 
Задача 8. Из квадратного листа жести желательно приготовить от- 

крытую коробку следующим образом: по углам вырезать равные ква- 
драты, а затем согнуть выступы по линии ММ№МР(). Какова д. лжна быть 
сторона вырезаемого квадрага, чтобы получилась коробка наибольшей 
вместимости (черт. 26)? 
Решение. Обозначим сторону всего квадрата через 2, сторону 

вырезаемых квадратов через х. При малом значении х высота коробки 
будет малой и вместимость ее невелика. Пусть х получило приращение 

46



Ах (т. е. мы вырезаем квадратики побольше). Тогда площадь основания 
образуемой коробки ММРО уменьшится на величину 45, приблизи- 
тельно равную (а—2х).4Ах.4 (приблизительно потому, что сто оны 

нового основания М’'№Р’’ будут уже мень'ие\ поточу объ 
ем коробки уменьшится на величину: 

AV = (а—2х).Ах-4А.х | M 

(если не учитывать одновременного уве- Г 
личения высоты коробки). С другой сто- 
роны, высота коробки увеличится на Ах, 
и объем коробки получит приращение в 
виде нового верхнего слоя, по объему при- Pil 
близительно равного: Papa aa 

| 
| АИ = (а — 2х) - Ах Q 

(приблизительно, так как не учитывается 
одновременное уменьшение площади осно- Черт. 26. 
вания). Итак, приращения будут 

- (а — 2х}. Ах... — (а—2х).4Ах.4.х. 

  

tv 
  

—_— — on wee oe 

  
              

И в том и в другом приращении допущенная неточность представляет 
собой величину П порядка малости и потому эти неточности не имеют 
значения при сравнении положительных и отрицательных приращений 
(см. пример с гирями в главе Г). Получаем уравнение: 

(а — 2х}. Ах = 4х (а— 2х). Ах, 

или 

а — 2х = Ах; 

откуда 

a = 6x; x mE. 

Задача 7. Из пластинки жести в форме правильного многоугольника 
требуется построить коробку следующим образом. Внутри многоуголь- 
ника взять другой, подобный и одинаково расположенный относительно 
центра. Из точек 4,В,С!... опустить перпендикуляры на стороны 
и вырезать заштрихованные четырехугольники; затем отогнуть вдоль 
пунктира (черт. 27). 
Решение такое же, как и в предыдущей задаче. Обозначим ши- 

рину отогнутого края через х, всю апофему через х -- у. 
Начнем рассмотрение с небольших значений х. Пусть х получило 

приращение Ах. Тогда площадь треугольника ОР\Ё, уменьшится при- 
близительно на 2+ у. {ва . Ах; все основание уменьшится нал .2у. 12а . Ах, 
и уменьшение объема коробки (не учитывая увеличения ее высоты) 
равно n-Zy-tga-Ax-x, 
Приращение (положительное) объема вследствие увеличения высоты 

коробки равно л.у.у. {< . Ах. 
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Сравниваем 

ny* tga - Av = Inxytga- Ar 

и получаем после сокращения на общих множителей, 

    

ny? = 2пху; 8 f° ‚у у; 

Ц короче 
18, C,. 

\ = . и \ y= 2x 
` 

/ 0 \ Пока у`>2х, следует увеличивать х. 
4 У Ty 2) Решение дается равенством y= 2x. JrTo 

\ — 

\ y|& / значит, что х = x (x + y), T. €. отги- 
/ 

` в \ бается полоска, равная по ширине одной 
LT трети апофемы.   

f р Е 
Примечание. Предыдущая 

Черт. 27. задача есть частный случай только 
что решенной при п = 4. 

Задача 8. Дана цепь определенной длины [. Требуется придать 

ей форму сектора, притом так, чтобы площадь его была возможно 
большей (черт. 28). 
Решение. Обозначим длину радиуса через у; центральный угол 

через © (в радианной мере). Тогда длина дуги { = уа. Мы начнем рас- 
смотрение с длинного, весьма узкого сектора, т. е. такого, у которого угол 
а мал, а радиус у значительный (2у близко 
K L). Прежде всего рассмотрим связь между hy 
приращениями длины радиуса Ду и централь- О 
ного угла Да. Длина обвода постоянна: 

2y + yo=L. 

Если уменьшить длину радиуса на АД’ = Ay, 
то обвод уменьшится на сумму отрезков 
АА’ - ВВ’ =24у и, кроме того, дуга АВ заме- 
нится меньшей дугой А’В’, и это уменьшение 
равно Уа — (у — Ду) -а=а.Ду. Поэтому обвод 
сектора OA’B’ меньше заданного Г на 
величину 2Ау-|-«.Ау. Придется увеличить на 
столько же дугу 4”В’; пусть новая дуга 
будет 4’С’ = А’В’ -- В’С’. Но длина В’С’ = 

  

—= (у— Ау) . Аду. Аа. Отсюда следует связь Черт, 28. 
между приращениями: 

у. Дал? Ау -- а. Ду, или (2 -- «). Ду=у. 4а. (1) 

Перейдем к рассмотрению положительных и отрицательных прираще- 
ний площади. Из чертежа следует, что при замене сектора АОВ секто- 
ром А’ОС’” уничтожается площадка АА’В’В и добавляется площадка 
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В’ОС’. Площадь полосы АА’В”В приблизительно равна длине дуги / [за 
дугу { можно взять или дугу АВ, или дугу А’В”]!, умноженной на 
ширину этой полосы, т,е, [.Ду == уд.ду. Площадь сектора ОБ’С’ прч- 
близительно равна: 

1 1 
5 (y — Ay)? Aa ee 5 у?. Аа 

[длина дуги равна (у— Ду).Да, радиус равен у — Ау|. Поэтому надо 
сравнивать приращения: 

1 
ау. Да... — у. ду. 

Жля нахождения максимума надо их приравнять друг другу: 

1 1 
a y+ Aa = ya- Ay nan 5 У. Ааа. Ау. (2) 

Но в таком виде уравнением нельзя воспользоваться. Надо учесть связь 
приращений Ах и Ду, даваемую равенством (1). Имеем: 2а . Ду= у. Да; но 
у: Да = (2--а).Ау. Откуда: 2а. Ду = (24+ а)-Ау или 3а=2 а; а=%. 

Искомый цен.ральный угол, при котором пло- 
щадь сектора— наибольшая, равен двум радианам, 
т. е. приблизительно 114°. При этом, очевидно, и” ~\ 
длина дуги равна двум радиусам. 
Упражнение. Читателю предлагается ре- 

шить эту задачу, „не решая“, а воспользовавшись 

результатом решения задачи 2 этой главы. 
Задача 9. Нормандское окно имеет форму 

прямоугольника, завершенного полукругом. Пери- 
метр фигуры заранее задан (равен /.). Каковы 
должны быть размеры окна, чтобы ео площадь 
была наибольшей [чтобы оно пропускало воз- 
можно больше света (черт. 29)]? 
Решение. Обозначим основание прямоуголь- 

ника через 2х; его высоту через у. Заранее дан 
периметр: 

  

— = + — = — 

ф
-
т
 

-
 
e
F
 

    к
е
 

  т 
  

Черт. 29. 

2х 2y-+ ax =L, wan (x +2)x+2v=L. (1) 

Или приблизительно: 

5,14х -- 2у = /. 

Если увеличить х на Ах, то придется у уменьшить на некоторое Ду. 
При этом (беря Ах иду по абсолютной величине) увеличение 5,14. Ах 
должно компенсироваться уменьшением на 2.Ду, т. е. должно соблю- 
даться равенство: 

5,14. Ах =2.Ду; 
  

1 Читателю полезно буцет выяснить, почему при рассмотрении 
обвода мы учитываем разницу между дугами АВ и А’В’, а тут при 
нахождении площади этой разницей пренебрегаем. 
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откуда: 

5,14 
Ду == -5_Ах a: 2,57. Дх. 

Это означает, что, например, увеличивая х на 1 см, мы должны умень- 
шить у на 2,57 см. Точнее: 

+2 («+ 2). Ах=2.4у; Ay=-y—- Ax (2) 

Пусть сначала х мало по сравнению су (как на чертеже). Даем х при- 
ращение Ах. Тогда по бокам получим приращения площади, равные 
каждое у.Ах. Сверх этого появится добавочно полукольчо, площадь 
которого приблизительно равна длине полуокружности кх, умноженной 
на ширину кольца Дх, т. е. кх.Ах Все положительное приращение 
площади AS = 2у.Ах-- пх. Ах. Но одновременно мы вынуждены будем 
уменьшить высоту прямоугольника, поскольку периметр фигуры дол- 
жен оставаться неизменным. Это влечет за собой отрицательное при- 

ращение, равное приблизительно 2х.Ду. Поэтому 
—— сопоставляются величины: 
  

        

ей -2у. Ах-- лх.Ах...—9х.ду. 

Отрипательное приоащение можно, пользуясь 
y соотношением (2), переписать так: 

| } 
| 

2х. ду= 2х. («-- 2). Ах =лх. Ах 2x- Ax, 
1 

Поэтому сравним: 
== | 

< 3 +2y-Ax-+ пл. Ах... — (2х. 4х ax. Ax). 

Отнимая от обеих частей хх. Ах получим: 
Черт. 30. 

-- 2у. Ах... — 2х. 4х. 

Потребуем, чтобы имело место равенство: 

2у. Ах =2х.Ах, или у =х, 

т. е. высота прямоугольника должна быть равна половине основания. 
Задача 10. Требуется приготовить цилиндрическую кружку, откры- 

тую сзерху, заданного объема У) т.к, члобы при этом ушло минимум 
материала [т. е. чтобы поверхность была минимальной (черт. 30]]. 

Решение. Обозначим радиус основания цилиндра через х, а высоту 
через у. Объем его пх?у должен оставаться равным постоянчой вели- 
чине У), боковая поверхность равна 2кху, плон адь основания кх?, 
поверхность кружки 2кху - ха, и эта величина должна быть минималь- 
ной. 

Начинаем рассмотрение с тонкого и высокого цилиндра. 
Пусть х получило приращение Ах; тогда высота у уменьшится на 

некоторую величину Ау. Найдем сперва связь между ДАхиду при неиз- 
менном объеме. Увеличение радиуса основанил дает дополнительный 
слой, облегающий вокруг цилиндра, равный по объему 2кх.Дх.у (счи- 
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тая у неизменным). Но одновременно придется уменьшить высоту 
цилиндра, и убавится верхний цилиндрический слой, по объему прибли- 
зительно равный пх?.Ау (пренебрегая увеличением Хх). Постоянство 
объема требует соблюдения равенства (по абсолютной величине): 

2nx Ax. yx mx. Ay 

или 

2у. 4х =х.дДу. (1) 

В отличие от предыдущих задач здесь связь между приращениями Ах 
и Ау гораздо сложнее В этой задлче нельзя указать постоянного отно- 
шения между приращениями. Равенство (1) дает: 

Ay: Ax =2y: x, (2) 

а это отношение само является переменным. 
Перейдем к приращениям поверхности. При увеличении х положи- 

тельное приращение поверхности слагается: 1) из добавочного кольца 
в основании цилиндра, равного 2кх-Ах, и 2) из увеличения боковой 
поверхности, равного: 

2n (x + Ах). у— 2х у = жху- ж.Ах-у— Inxy = 2т.Ах.у. 

Поэтому положительное приращение поверхности равно 2пх. Ах-- 
-- 2пу.Ах. С другой стороны, вследствие уменьшения высоты (обра- 
зующей) цилиндоа убавится каемка в верхней части цилинара, поверх- 
ность которой равна 2тх - Ду (пренебрегая увеличением х). Таким обра- 
зом надо противопоставить приращения: 

+ 2nx-Ax + 2ту. Ах... — 2тх.ду, 

Или 

+ 2n (x + y)- Ax... — Qnx- Ay, 

Мы исходили от тонкого и высокого цилиндра, т. е. такого, у которого 
х гораздо меньше, чем у. Если, например, у = 4х, то отрицательное 
приращение больше положительного; равенство (2) дает: 

Ду=8.Дх, 

а потому отрицательное приращение: 

жх.Ду= жт.х.84х 

больше положительного: 

2 (ху). Ах =2ж.5.х.Ах. 

Но постепенно х растет, у убывает; отрицательные приращения умень- 
шаются, положительные увеличиваются. Согласно нашему приему, пишем 
уравнение: 

2% (х Ру). Ах = 2х. Ду, 

ИЛИ 

(x+y): Ox =x Ay. (3) 
Пользуясь соотношением (1), получим: 

(ху): Ах=2у.4х; 
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откуда: 

х Гу = 29; у=х, 

г. е. поверхность кружки будет минимальной в том случае, когда 
высота ее равна радиусу основания. 
Упражнение. Решить задачу 10 в измененном виде. Какую 

форму следует придать закрытому цилиндру, чтобы объем его оказался 
наибольшим? 

Полная поверхность цилиндра задана и равна $5. 
Задача 11. В шар требуется вписать цилиндр наибольшего объема 

(черт. 31). 
Решение. Обозначим радиус шара ОА через Ю; радиус основания 

цилиндра РА через х; половину высоты цилиндра ОР через у; высота 

  
  

                

ЕР 7 
| 

Vode | | | 

| 0 R ! 0 40 
| | ус ‚| 9 | [ 
ij ~4+_\|! [ р т / 

р* A Z AT 

Черт. 31. Черт. 32. 

цилиндра Н = 2у. Начнем рассмотрение с узкого и высокого цилиндра. 
Дадим х малое приращение Ах. Мы получим добавочный облегающий 
слой вокруг данного цилиндра, объем которого приблизительно равен: 

жх.Ах.Н= 2х. Ах.2у 

(пренебрегая одновременным уменьшением высоты). С другой стороны, 
при увеличении х высота Н =2у должна уменьшиться, а это влечет 
за собой снятие двух цилиндрических слоев сверху и снизу, объем 
которых вместе равен 27x? - Ду (здесь мы пренебрегли увеличением ради- 
уса основания). Итак, приращения будут: 

+ 4rxy- Ax. . . —2nx?- Ay, 

Чтобы их можно было сравнить, надо еще учесть связь прираще- 
ний Ах и Ду; эту связь в данной задаче найти трулнее. Несомненно, 
точка А цилиндра обязана оставаться на поверхности шара. На добавоч- 
ном черт. 32, где дано главное сечение всей фигуры, точка А должна 
скользить вдоль окружности. Но при малых приращениях Ах 
и Ду можно считать, что перемещение точки А совершается по каса- 
тельной АЁ к окружности. 
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Примечание. Для целого ряда последовательных пар при- 
ращений Ах, Ay будем каждый раз заменять частицу криволи- 
нейного пути по дуге частицей прямолинейного по касательной. 
Это равносильно замене окружности описанным многоугольником, 
что позволительно при очень большом числе сторон многоуголь- 
ника (при очень малых Ax), 

Если угол РОА = о, тв угол между касательной АГ и продолже- 
нием стороны РА также равен а. Беря Ах и Ду по абсолютному зна- 
чению, будем иметь вдоль АГ. соотношение: 

Ду: Ах =юа 

[так как вдоль прямой линии АГ отношение Ду: Ах остается постоянным 
(см. чертеж); мы же берем очень маленький отрезок прямой АЁ 
вблизи точки 4]. 

x 
Но из треугольника РОА имеем: 12а =; откуда, окончательно: 

Ду: Ах =х: у; (1) 
Ах и Ду взяты по абсолютной величине. Теперь мы можем вернуться 
к ранее полученным положительному и отрицательному приращениям 
объема вписанного цилиндра. Мы имели: 

- 4тху. Ах... — тх. Аду. 

Можно было бы выразить Ау через Ах из формулы (1) и подставить во 
второе приращение, но проще будет переписать (1) в виде: 

x-Ax =y-Ay. 

Заменив в первом приращении х.Ах через у.Ду, получим: 

+ 4zy-y-Ay. . . —2Qnx?- Ay. 

Приравнивая их, найдем: 

4пу? . Ау = 2х2. Ду; 

откуда 

ИЛИ _ 
y?rx2= 1:2; yrx=l: V2; 

х 
tga = у = У 2 = 1,414. 

Этот угол определяет форму вписавного цилиндра. 
Задача 19. В шар вписать конус наибольшего объема (на черт. 33 

изображено сечение конуса и шара вертикальной плоскостью). 
Решение. Обозначим радиус шара через Ю, радиус основания конуса 

через х; длину ОР через у; высота конуса Н = Ю-Ну. 
Даем х приращение Ах. Тогда (считая Н неизменной) получим доба- 

вочный объем, облегающий наш конус и равный по величине 

1 1 1 
2. 2. 2—9: ® А . n(x + Ax) 3 тм. Hm nx -Ax 5 Н 

это будет положительное приращение. 
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Но увеличение х влечет за собой уменьшение высоты НБ, т. е. ее 
переменной части у. 

Считая теперь х постоянным, дадим у (отрицательное) прираще- 
ние Ду; это дейсгвие равносильно перемещению основания конуса на 
высоту, равную Ду. Вследствие этого получится отрицательное прира- 
щение, равное: 

rats a Н— мл?. = (H— Ay) = Snxtay?, 

Таким образом мы должны сравнивать приращения: 

2х АН... 1.1 dy. 

Что касается связи между приращениями Ах и Ду, то здесь, так же 
как в предыдущей задаче, точка А должна скользить вдоль окружно- 
сти, и связь попрежнему дается уравнением: 

Ау: Ах =х:у, или х.Ах=у-Ду. (1) 

[ 

    

  

Черт. 33 Черт. 34. 

Заменяя в положительном приращении х.Ах через у.Ду, получим: 

4 Iny- Ay +5 He... — nxt. 2 Ay. 

  

1 Здесь может появиться сомнение следующего рода. Ведь снимается 
снизу в точности цилиндрический слой, равный по объему пл? .Ду. 

1 
Почему же мы отрицательное приращение взяли равным пл? . 3 Ду (т.е. 

в три раза меньше)? Объяснение следующее. Мы здесь учитываем 
отрицательное приращение при изменении высоты, но неизменном осно- 
вании. Если приподнять круг, лежащий в основании конуса, на высоту 
Ду, то действительно убавится цилиндрический слой (о котором сейчас 
говорилось), но вместе с тем увеличится угол при вершине конуса 
между высотой и образующей (так называемый телесный угол), и по- 
явится дополнительный слой в виде зонтика, облегающий основной 
конус, хотя х не увеличилось. 
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По нашему способу пишем уравнение: 

1 1 
any Ay. 5 (ЮУ) = плз. ry. 

Отсюда следует: 

2у (Р-Н у) = x2. 
Чтобы выявить геометрический смысл найденного условия максимума, 
проще всего воспользоваться равенством: 

д = (КУ) (Ю—У,, 
так как АР? = СР.РШ (см. черт. 34). Но тогда будем иметь: 

2у (Ку) = (КУ) (К —у); W¥=R—Y; BV=R; yaa R. 

Высота конуса Н == ‘ R. 

Задача 13 (черт. 35). Требуется в кратчайший срок перейти из пункта 4 
в пункт В, , расположенный по другую сторону реки. Для переправы можно 

  

      

4, I MM В. 
р 

р Река 

ф 
\ § . 

4 В 

Черт. 35. 

воспользоваться лодкой, скорость которой отвосится к скорости пробега 

по суше, как #:1 (например А = 4) К какому пункту (и направить 

лодку, чтобы дойти до требуемого пункта В, в минимальное время 
(длина $ гораздо больше, чем й)? 

Решение. С одной стороны, желая сократить время, мы стараемся 
укоротить путь и взять точку М правее (чем больше гипотенуза АМ, 
тем больше разность 44, -|- А.М — АМ}; с другой стороны, выбрать 
весьма длинный путь АМ по реке мы не можем, так как скорость 
движения по реке меньше, чем по суше. 

Обозначим угол МАВ через ф и отрезок А.М через х. 

Мы допустим, что при малом А.М = х имеет смысл заменить путь 
AA,B, (AA; Ha лодке и А,В, по суше) путем АМВ, (АМ на лодке 
и МВ, по суше). Надо узнать, до какого х целесообразно производить 
такую замену? Даем х малое приращение Дх, т. е. путь по воде АМ 
заменяем через АЛ. При этом придется пройти лишний путь по воде, 
равный РМ’, зато сэкономится отрезок ММ” пути по суше (МР — дуга, 

описанная из точки А радиусом АМ). Обозначим скорость движения 
по суше через 9; тогда скорость лодки равна Ау. Весьма малый тре- 
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угольник MPM’ можно приближенно считать прямоугольным; угол 
МРМ!’ близок к прямому (см. конец главы [). 
Тогда 

РМ’ = ММ! . cos ММ’Р = Ах - со$ (у — Ay) = Ax - cos 9. 

[Угол АМА, = 9; угол при М” мало отличается от угла при М, и раз- 
ность между со$ (У — Ay) и созх есть величина [ порядка малости, 
а после умножения на Ах дает величину П порядка малости.] Поэтому 
положительное приращение времени, затраченного на переезд через реку, 

Ах . с05 $ 
равно — —_. Отрицательное приращение времени есть время, кото- 

рое потребовалось бы для прохождения пути ММ’ = Ах по суше. 
Ах 

Оно равно >. 

Итак, сравниваем приращения 

Ах. 
1-7” * 60S eo _ Ax 

ku о 

Сначала отрицательные приращения больше положительных, но по- 

  

  

  

М, 

<=-__ |2 м’ B 

М an 

Gs Ve Ih we 2 

N х 

AL; 

Черт. 36. 

степенно разность между ними уменьшается (угол $ уменьшается, 
со$$ возрастает). Согласно нашему приему, пишем уравнение: 

Ах. с0$9 _ Ax 

откуда 

  

Уголф найдется из этого равенства. Искомое расстояние: 

h-cose — П.К 

п ур’ 

Задача 14, Пусть луч света должен перейти из среды, расположенной 
над АВ (черт. 36), в среду, расположенную под АВ (из точки [1 в точку L,). 
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При этом скорость света в первой среде 9, во второй — 9.5. В какой 
точке М луч должен пересечь прямую АВ, чтобы на переход из точки L, 
в точку [. ушло минимум времени? 
Решение (ход решения такой же, как в предыдущей задаче). Пусть 

9, > 9; обозначим АМ через х. 
Так как скорость в [ среде больше, чем во П среде, то целесообразно 

увеличивать путь прохождения луча в [ среде за счет пути во ИП среде. 
Исходя от некоторого х, будем давать ему приращения Ах (на чертеже 
ММ’). При этом мы удлиним путь 2. М в Г среде на отрезок РМ’ 
(МР — дуга, описанная из точки /, радиусом /.М) и укоротим путь 
[5М во П среде на отрезок МО. Как и в предыдущей задаче, из 
малого треугольника /ИРМ’ имеем: 

РМ’ = Ах. с0$а; 

на прохождение этого добавочного пути в Г среде понадобится время 
Ax + cosa . 
—————_, Обозначим угол ВМ[» через В. Рассуждая аналогично, най- 

1 
дем: путь во П среде укоротится на величину Ах. с0$ В, а экономия 

Дх + с05 В 
времени будет равна —_ Итак, мы получили приращения: 

2 

4 Ax + cosa Ax-cos8 
V1 e e e 95 e 

Сначала отрицательвые приращения больше положительных; но посте- 
пенно при отодвигании ЛМ вправо угол 3 увеличивается, отрицатель- 
ные приращения уменьшаются; угол « уменьшается, положительные 
приращения растут, т. е. при перемещении М вправо постепенно 
„экономия времени“ становится менее ощутительной. Для нахождения 
минимума пишем уравнение: 

Ax-cosa Ах. с0$ В 

Vy Vo , 
  

откуда 

Cos a: cos B = V4 Uo. 

Возьмем углы, дополнительные к углам а и В. Угол [1 ММ называется 
углом падения; обозначим его через $;; аналогично для П среды обоз- 
начим угол [М через $., тогда: 

COS a = $11 $1; с0$ В = ЯП Фо. 

Теперь условие для минимума перепишется так: 

SIM 4: SIN Go = Vy! Vo. 

Эта формула выражает закон преломления света в физике (закон 
Снеллиуса). 
Эта задача была решена Ферма. 
Задача 15. На стене висит плакат АВ. Глаз наблюдателя находится 

в точке М. МС — горизонтальная линия. Расстояние СА = а; СВ =6. 
Пусть высота плаката $ — а = Я. Где нужно стать каблюдателю, чтобы 
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видеть плакат АВ под наибольшим углом, т. е. чтобы угол АМВ =9 
был возможно больше? (черт. 37; см. задачу 6 главы 1). 
Решение. Обозначим переменное расстояние СМ через х. Если 

стать весьма далеко от стены, то плакат будег казаться малым, т. е. 
угол $ будет мал. По мере приближения к стене этот угол $ увеличи- 

  М т [ 

Черт. 37. 

вается. Однако весьма близко подойти мы не можем, так как в этом 
случае плакат будет казаться сллющенным (скошенный вид). Очевидно, 

наилучшие условия будут где-го посредине. Исходя от большого х, 
Д будем давать ему отри 

цательные приращения 
Ах (приближаться к сте- 
не). Пусть мы перешли 

[ С. из точки ЛМ в точку М” 
(черт. 38) При этом 

р происхолит увеличение 
угла АМС Пусть угол 

. АМС = а; угол АМ’С = 
    м М I C =a-} Да. Разность меж- 

лу ними равна углу 
’ = Да. Черт. 38. МАМ а. Связь между 

Да и Ах нами найдена и 
подробно объяснена в 

конце главы 1. Поэтому мы здесь укажем ее вкратце. Обозначим АМ 

через Ё тогда дуга или хорда РМ” = (1— Al)- Да — [. Да. С другой сто- 

роны, из „прямоугольного треугольника“ MPM’ (yroa P почти прямой) 

имеем: 

PM’ =x Ax - sina; 

HO 
a 

sing = ——; 

поэтому 

РМ!’ == ee 
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Сравнивая эти два выражения для РМ», получим: 

Ax-a 

откуда 

Ах ° а Ах * а 1] 

В  №- 22 ° (1) 

Таким образом при перемещении наблюдателя из М в М” на отрезок 
расстояния Ах слева направо угол а увеличивается на величину 

а. Ах , 
та . Одновременно с прямой МА будет смещаться прямая МВ 

Аа —   

и увеличиваться угол В. Его приращение 48 при отрицательном Ах 
получается аналогично: 

в. Ах 
A3 = ———. 2 

В x2-+ 62 ( ) 

Дальше от читателя требуется сосредоточенное внимание, хотя рассуж- 
дение будет чисто арифметического характера. 
Рассматриваемый нами угол $ равен: 

= Ba. (3) 
При изменении х будут одновременно изменяться и уменьшаемое 
Ви вычитаемое а. Вопрос идет о том, какое прирашение больше. 
При движении точки М слева направо (Ах отрицательное) оба прира- 
щения остаются положительными. Есть существенное отличие между 
случаем, когда х велико, и случаем, когда х мало. 

Когда х велико, можно при сравнении прирзщений (1) и (2) слага- 
емые 22 в знаменателе дроби (1) и 5? в знаменателе (2) отбросить, 
и дробь (2) окажется больше (1), т. е. ДВ больше Да. Это означает, что 
уменьшаемое В растет быстрее, чем вычитаемое а, а потому угол 
ф =В — а будет возрастать. 

Ах 
р’ тогда 

дробь (1) окажется больше (2), т. е. Ах больше ДВ. Это означает, 
что вычитаемое растет быстрее уменьшаемого, угол 9 будет убывать. 

Условия для максимума — равенство приращений: 

Наоборот, когда х мало, дробь (1) близка к af дробь (2) к 

a-Ax b+ Ax | a b 
x? + a? оф’ или x? + а2 —~ x27 be ° (4) 

Решаем уравнение (4): 

ax? + ab? = bx2+ ab, 

    

ИЛИ 
ab? — ath = bx? — ax®; ab (b~ a) = x2(b — a): 

откуда 
х2 = аб; х= Vab, 

т. е. искомое расстояние х должно быть средним пропорциональным 
между величинами а и 6, 
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Задача 16. Светящаяся точка помещена между двумя шарами ради- 
усов R, uv Ю. — на линии центров. Где ее поместить, чтобы сумма осве- 
щенных поверхностей на обоих шарах была наибольшей (черт. 39)? 
Обозначим расстояния светящейся точки /[, от обоих центров через 

х иу, т. е. [О =х; [О0. = у. При этом на левом шаре освещается 
поверхность, равная шаровому сегменту, получаемому от вращения 
ду и МА около линии центров. Пусть [М есть касательная из точки 
Г. Если точку Ё отодвинуть влево, то точка касания окажется правее, 
и на первом шаре освещенный шаровой сегмент уменьшится. Но одно- 

  

Черт. 39. 

временно точка N на втором шаре окажется правее, и поверхность 
шарового сегмента, получаемого вращением дуги МВ около линии 
центров, увеличится. 
Вычислим сперва приращение 45, получаемое на втором шаре при 

сдвиге точки [ влетро на величину Ду (черт. 40). Так как сумма углов: 

ДВ- ZNOL=6 +9, 
должна оставаться ра- 
вной 90°, то уменьшение 
угла 3 равно увеличению 
угла №О-[, а потому угол 
МО, М’ = Ag равен по 
абсолютной величине ДВ. 
Заметим, кстати, что 
длина дуги NN’ papua 
Ю.-Ау (углы все в ради- 
анной мере), и что для 
весьма малых значений 
Ах, АВ, Ау можно пе- 
ремещение №№” считать 
как бы прямолинейным. 

Черт. 40. Обозначим длину [М че- 
рез i; ЕМ№= 4. Нам 

прежде всего надо найти длину малой дуги №№” в зависимости от Ду. 
Из малого „треугольника“ [.Р[/ имеем (считая угол Р прямым): 

[Р = ду. чпВ 
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(угол [’ мало отличен от угла В). Но /[Р также равно [54%; откуда 

LP Ay - sin 

eee, 
sin 

2 

Дополнительный узкий сферический пояс, образуемый вращением 
дуги №№’ около О!О.›, можно приближенно принять за усеченный 
конус. Поверхность такого конуса вообще определяется формулой 

On 1th 
2 

т. е. вместо среднего радиуса возьмем один из крайних, в данном слу- 
чае Я. Тогда поверхность кельца 4$ = 2^й.ЛА;.4$; но Р=Ь. па; 
поэтому: 

.[>. Здесь мы ее приближенно выразим формулой 2xh- lo, 

  

AS = 2ri, sin 2. R,+ Ag. (2) 

Подставляя значение Ag из формулы (1), мы получим отсюда: 

А$ = жж. 5шВ.Ю.. sink . Ду, 
2 

HAM 

AS = 2zR,+ sin? 6+ Ay. (3) 

Вполне аналогично получится поверхность того сферического кольца, 
которое отнимется от освещаемой части левого шара: 

AS = 2nR, -sinra- Ax, (4) 

Согласно нашему принципу, условие для максимума будет (здесь 
принято во внимание, что по абсолютной величине Ах и Ду равны): 

2nR, sin? a+ Ax = IR, - sin? B+ Ax; 

HAM 
R, sin? a = R,- sin? 8. (5) 

. Ri, о _ №. RB Re. 
Ho sing = x? sin B = у, откуда (5) перепишется в виде: 2 = yee 

9 3. 3. x — К: 3 , . , 8/з. или х? : у2 = Ю;3: Ю.3; или у = |2.) › Или, наконец: х:у = (R,: Re) 
2



ГЛАВА 11. 

СПОСОБ СРАВНЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ. 

РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ТИПИЧНОЙ ЗАДАЧИ. 

В задачах предыдущей главы мы искали максимум 
или минимум некоторой величины Р, зависящей от двух 
переменных, причем эти переменные в своем изменении 
были стеснены добавочным условием. Например, в задаче 7 
главы ЦП (черт. 27) объем коробки зависел от высоты 
треугольника ОР!Е! и ширины полоски между ЕР; и ЕЁ; 
этот объем пропорционален квадрату ОР, и первой сте- 
пени Р.Р. Объем есть функция двух переменных. Но эти 
две переменные величины не свободны в своем изменении, 
а наоборот, тесно между собой связаны; увеличение 
одной влечет за собой уменьшение (на столько же) дру- 
гой величины. Если ОР =а; РР, =х, тогда ОР, = у= 
=а— xX. 

Итак, объем У будет включать в себе квадрат вели- 
чины у и величину Хх в первой степени: У == Су?х = 
== C (a—x)*x, где С — означает постоянную величину. То 
же самое имеет место во многих других задачах (конечно, 
связь между обеими переменными может быть более 
сложного характера). Мы рассмотрим сейчас одну типич- 
ную задачу, к которой сводится решение ряда геометри- 
ческих задач, в том числе и многих, решенных нами выше. 

Пусть величина F может быть представлена в виде 
произведения степеней х и у, т. е. Е=х”.у”, например, 

x? —1 ха 
Е = лу или ЕЁ = ХЗу?, или c= = x°y, WH г= = 

— х?у`*, причем переменные х и у связаны между собой 
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уравнением х-+- у=а (где а — постоянное число). Если 
теперь мы решим задачу нахождения максимума-минимума 
для такой функции Е=х”у” при добавочном условии 
х-- у=а!, то результатом решения можно будет восполь- 
зоваться для целого ряда задач?. Переходим к решению 
типичной задачи. Начнем с частных случаев. 

Пример 1. Дана сумма двух переменных х-Ру=а 
(например, х— у= 30) и выражение Р=лх?у. При каких 
значениях переменных это произведение ЁР достигает 
максимума? 
Решение. Нетрудно видеть, что, взяв х меньше или 

равным у, мы не будем иметь максимума (так как х 
здесь в квадрате, а у только в первой степени). Перейдем 
к учету приращений, т. е., начиная от небольшого значе- 
ния х, будем придавать ему последовательно небольшие 
приращения Ах. При этом, очевидно, у будет каждый 
раз получать отрицательное приращение Ду (по абсолют- 
ной величине равное Ax). Переходя от x K x-+ Ax, мы 
(при неизменном у) вместо значения Р= ?у получим 
новое значение (х--Ах).у. Поэтому положительное 
приращение равно разности: 

(х-- Ах) у— му=у[(х— Ах} — x?] Sy - 2x- Ax. 

Аналогично, переходя от ук у— Ду, мы вместо Е = х?у 
получим новое значение РА, меньшее основного и равное 
х‘(у— ду). Разность между ними равна 

х?у — x?2(y — Ay) = x2 - Ay, 

Поэтому надо противопоставить приращения; 

+2xy-Ax.. . —x?- Ay, 

или 

+ 2y-Ax. . . —x- Ay. 

Если х, начиная от малых значений, будет увеличиваться, 
то пока оно будет меньше, чем 2у, до тех пор будет 
перевешивать положительное приращение. Когда же х 
  

1 Эту задачу мы сумеем решить, пользуясь методом малых прира- 
щений. 

2 То-есть можно будет решать их по готовому образцу. Таким обра- 
зом способ; даваемый в этой главе, опирается на метод предыдущей 
главы, 
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станет больше, чем 2у, то перевесит отрицательное при- 
ращение. Как мы хорошо знаем из предыдущей главы, 
мы получим условие для максимума, если приравняем 
эти приращения: 

2ху- Ах=х?.Ду. 

Но по абсолютной величине Ау=Ах. Поэтому должно 
быть: 

2ху == х?; 2у —х. 

Мы получаем максимум, при соблюдении пропорции: 

Если сумма х--у=30, то ху = 20; уз = 10. 
Пример 2. Дана сумма переменных х-- у=а (напри- 

мер х-Гу=50) и выражение Г = х?уз. Найти, при каких 
значениях переменных произведение РЁ достигает макси- 
мума? 
Решение. Здесь показатель степени при у больше, 

чем при х, поэтому естественно ожидать, что максимум 
достигается при некоторых значениях, когда у больше, 
чем х. Опять, исходя от небольшого значения х, будем 
давать х малые приращения Ах (им соответствуют равные 
по абсолютной величине отрицательные Ду). 

При переходе от хк х-- Ах наше выражение Р = х?уз 
перейдет в такое: (х Г Ах)?у3; здесь у считается неизмен- 
ным. Поэтому приращение (положительное) 

AF = (x + Ax)2y3 — x2y8 = y3 [(x 4- Ax)? — x2] = уз. 2х.Ах. 

Точно так же, переходя от ук у— Ду, мы при неизмен- 
ном х получим вместо Р = х?уз новое, меньшее значение: 
х?(у—у)3. Разность между ними дает отрицательное 
приращение: 

ху — № (у — Ay) я [8 — (у— у = [у — У 
+ ЗУ? . Ау— Зу . (Лу)? -- (Ду) ] ях? . Зу? . Ду, 

если отбросить величины Пи Ш порядка малости. Итак, 
  

1 В дальнейшем будем те значения переменных хх, у,.., при которых 
достигается максимум или минимум, обозначать через 25, У... чтобы 
отметить их особенную роль. 
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надо противопоставить приращения: 

2х. уз. 4х... .^м.3у.4у. 

Условие для максимума получим, написав равенство: 

2хуз . Ах = х?.3Зу?. Ду; 

или, учитывая, что по абсолютному значению Ду = Ах, 
2хуз — ха. Зу?; 

откуда 
2у= 3х; или х:у=2:3. 

Окончательно: 
Xo? Vo = 2:3. 

Из результатов решения этих двух задач читателю уже 
нетрудно догадаться, кгково будет решение общей задачи. 
Перейдем теперь к общему случаю: 
Основная задача. При заданной сумме х-- у=а, найти 

максимум произведения Р=х”у”. 
Решение. Будем искать положительное приращение: 

вместо х”у” получим (х-Ах)”у”; пользуясь формулой 
бинома Ньютона, будем иметь: 

AF =y"| x map Ex Ay pA Axe, |= 

—y x= y" | mx т А - (Ах)? --. .. |} 

отбрасывая малые величины П и высшего порядков, полу- 
чим: 

т yt min) 1) xm 

nin 1) x 

AF = y"mx" ~~ + Ax, 
ИЛИ 

AF mx" у”. Ах. 

Аналогично для отрицательного приращения получим: 

AF mn x™.y™*. Ay. 
Надо противопоставить приращения 

Не ТУТ. АХ. . „пхп. Ду. 

Условием максимума (ввиду равенства Ах=жАу) будет 
т.п nu— 1. 

тх у’ ==пх”у 
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Откуда, разделив на х” 'у”", получим: ту=их, или в 
виде пропорции: 

Xo : № = MN. 

Вывод. /Три заданной сумме переменных х -у=а вели- 
mum чина Е= х”у” достигает максимума при тех значениях 

Х = и у=уо, для которых выполняется пропорция 

Хо : Уо = #1 : И. 

Следствие. Если Р=ху при х-у=а, то максимум 
будет при х==у. (Достаточно принять т = 1; И =.) 

Если сумма двух переменных постоянна, то произведение 
их достигает максимума при равенстве их между собой. 
Этот результат мы уже встречали раньше. Здесь мы имеем 
возможность убедиться в преимуществе применения более 
общего метода; оно станет еще более наглядным для чита- 
теля при решении дальнейших задач настоящей главы, 
решение которых в предыдущих главах требовало гораздо 
большего труда. Заметим, что постоянный (положитель- 
ный) множитель при Р не меняет решения задачи. Напри- 
мер, если требуется найти максимум для функции 
Е =8лх?у при условии х—у=а, то можно коэфициент 
вовсе не рассматривать, так как если из всех возможных 
значений для х, у какие-то два ху, Уо дают произведению 
х?у наибольшее значение, то одновременно с этим 
Е = 8х.?у, будет больше, чем 8х?у при всяких других 
значениях переменных. 

Примечание. Ниже будут даны еще два типа 
таких задач, у которых одно из чисел т, п отрица- 
тельно; при этом не сумма, а разность переменных 
постоянна. 

Перейдем теперь к решению задач. 

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ СПОСОБОМ СРАВНЕНИЯ ПОКАЗАТЕЛЕЙ. 

Задача 1 (см. задачу 7 главы П). Из пластинки жести 
в форме правильного многоугольника АВСОЕЕР требуется, 
вырезав по углам маленькие (заштрихованные) четырех- 
угольники и отогнув края вдоль периметра некоторого 
многоугольника ..В.С.0) Е.Е, (подобного основному), по- 
строить коробку (черт. 41). 

Какой ширины х должен быть отогнутый край, чтобы 
получилась коробка наибольшей емкости? 
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Решение. Как известно, площади подобных много- 
угольников относятся между собой, как квадраты сход- 
ственных сторон. Иными словами, площадь правильного 
многоугольника пропорциональна квадрату его сторо- 
ны (или апофемы). В нашей задаче площадь $ осно- 
вания коробки 4А,В8.С.0.Е.Е, пропорциональна квадрату 

  

        

  

8 C 

§ 6 

A у 0 0 0 

F/ NG 

L 

Е E 

Uept. 41. 

высоты треугольника ОР, Е, т. е. у2. Поэтому можно при- 
нять площадь 5 = Су?, где С означает постоянную. Объем 
коробки У будет равен: 

И = 5х = Cy?x. 

Так как сумма у--х здесь постоянна, то решение пишем 
сразу: 

Xo > Vo = 1 3 2, 

откуда 

т. е. надо отогнуть край на одной трети апофемы. 
Задача 2 (см. задачу 3 главы П). В данный конус впи- 

сать цилиндр наибольшего объема (черт. 42). 
Решение. Обозначим радиус основания конуса через а, 

высоту его через Н, радиус основания вписанного ци- 
линдра через х и высоту цилиндра через у. 
Объем вписанного цилиндра 

У == сх?у. 

Но здесь, очевидно, хи у не пПроизвольчы, OHH связаны 
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некоторой зависимостью, поскольку цилиндр должен 
оставаться вписанным в конус. 

Из подобия треугольников [ОВ и МРВ имеем пропор- 
ЦИЮ: 

MP : PB=LO: OB; 
или 

y:(a—x)=A a. 

Откуда 
—х).Н Че. (1) 

Теперь объем цилиндра можно, пользуясь (1), переписать 
так: 

тх(а—х).Н 
У = «х?у = ) . 

а 

Удобнее будет придать полученному выражению такую 
форму: 

  

  V= г . №(а—>х). (2) 

Этот объем должен принять наибольшее значение, и тре- 
буется узнать, при каком значении х это имеет место. 

Как было указано выше, мы можем отбросить по- 

. кН 
стоянный множитель ——_; тем самым задача приво- 

дится к отысканию максимума выражения Р = х? (а—х), 
или Р=л?у, где у=ар—х; х- у=а. 

Сразу пишем ответ на поставленную задачу: 

Xo i Vo=2: 1; 

а так как 

х—у=а, 

TO 

2 
X=X=3 a, 

т. е. радиус основания цилиндра должен быть равен 2/, 
радиуса основания конуса. Но тогда высота цилиндра 
равна !/; высоты конуса. 
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Задача 3. В данный шар радиуса Ю вписать цилиндр 
наибольшего объема (см. задачу 11 главы П, черт. 43). 
Решение. Обозначим радиус основания цилиндра через х, 
половину его высоты через у. Тогда объем цилиндра 

V = rx? - 2y. 

Нетрудно видеть, что переменные х и у связаны зави- 
СсИиМОСТЬЮ: 

e+ y= Re, (1) 
Чтобы не иметь дела с корнями, пользуясь соотношением 
(1), выразим значенче х? через у и подставим в выра- 
жение для объема. Имеем: 

  

        

x? — А? — 2. 

Откуда 

V= x (R?— y*) - 2y, 
ИЛИ 0} 

У= . (2 — у?) у. MR 

Итак, задача приводится к отысканию 7 \ 
максимума для выражения 

I 
Р = (К? — у?) -у (2) 

(если отбросить постоянный множи- Черт. 43. 
тель 2к). 

С первого взгляда кажется, что здесь наше правило не- 
применимо, так как в выражении (2) сумма множителей 
уже не постоянна. По это затруднение можно устранить 
следующим образом (мы будем часто пользоватьля этим 

приемом): вместо у пишем (y2)". Тогда ЕЁ перепишется 
так: 

F = (R? — y?) . (2), 

Сумма множителей Ю? — у? и у? теперь постоянна: 

(А? — уз) у = А. 
Но показатель степени у первого 1, у второго !. Не 
входя в теоретическое обоснование! укажем, что основ- 
  

1 Приводя дробные показатели ти п в выражении Р=х”Ту” коб- 
щему знаменателю г и отбрасывая его, мы возвышаем Р в степень и; 
если при Хх = Алу, у= У функция ЕР достигает максимума, то то же 

имеет место для функции [Fj”, 
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ная задача сохраняет свое решение и при дробных значе- 
ниях показателей ти п. В данном случае у первого 
множителя (Ю? — у?) показатель вдвое больше, чем у вто- 
рого (52). Поэтому наше правило требует соблюдения 
пропорции: 

К — у): 2:1. 

  

Откуда 

№ — у =2у?; By? = RY 

у — У, = т 

Хх = Хх, =А Vii 

высота цилиндра 

A=2y= 7 . 

Второй вариант. Если из соотношения (1) найти ', 
то получим: 

y= VR 2%; 
тогда объем цилиндра 

И = 2*л?И R2— x2, 

Пользуясь дробными показателями, напишем: 

И= 2х? (Ю? — х2)*. 

Отбрасываем постоянный множитель: 

F = (x2)' (R? — x2)". 

Сумма множителей постоянна; поэтому решение будет: 

x2: (R2— x2) = 2:1; 3x? = 2R% 

X=Xy=R И =. 

как и раньше 
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До сих пор мы рассматривали только случай максимума; 
показатели т и п переменных были положительными. 
Можно указать еще два типа задач, где один из показа- 
телей отрицательный; при этом не сумма, а разность 
переменных постоянна. Будем считать х, у положитель- 
НЫМИ. 

1) Найти крайнее значение (т. е. максимум или мини- 

мум) произведения у’х ”,т.е. дроби ›,, при т >> п; пере- 

менные хи у связаны зависимостью у—х==а (постоянной). 
Числитель больше, чем знаменатель, и степень его выше. 
Ниже увидим, что в этом случае получается минимум. 

т 

2)F=y"x" = ==; где om<n, x—y=a (постоян- 

HOH). Числитель меньше, чем знаменатель, и степень его 
ниже. В этом случае получается максимум. 

В обоих случаях решение дается пропорцией: ху: У = 
т: п. 
Рассмотрим первый случай. 
Для простоты берем частное значение показателей, на- 

пример, дробь 

= — № _ (x +a)? 
м" 

При возрастании х числитель и знаменатель растут 
одновременно. Покажем сперва, что в этом случае имеется 
минимум. При весьма больших значениях х дробь 

(ar 

значениях х числитель во всяком случае больше а3, зна- 
менатель мал, дробь велика. Так как дробь голучает 
большие значения при малом х и при весьма большом х, 
то естественно ожидать, что при некотором среднем 
значении х==^м дробь принимает минимальное значение 
(заметим, что при х=а дробь равна 8а). 

Эти соображения носят отчасти гадательный характер. 
Ведь дробь может совершать ряд колебаний от макси- 
мума к минимуму, и обратно. Только диференциальное 
исчисление дает определенный путь к исследованию во- 
проса во всей полноте и каждой задачи во всех ее деталях. 

11 

наверное велика >1;x+a велико } .При малых



Перейдем теперь к зопросу, как найти этот минимум, 
т. е. при каком значении х этот минимум достигается. 
Берем дробь опять в виде 

8 

F=%, 

Даем х малое приращение Ах; тогда и у получит такое же 
приращение (так как у=х--а, то если х перейдет 
вх--Ах, у перейдет в хга-- Ах). В отличие от всех 
предыдущих задач, здесь впервые Дх и Ду равны и по 
абсолютной величине и по знаку. Рассмотрим прираще- 
ния (положительные и отрицательные), получаемые 
дробью. При положительном приращении Ау дробь ра- 
стет. Увеличение дроби равно: 

(У Ау) _ уз _ 3у.4у 
x2 x2 nn x2 ° 

При положительном приращении Ах дробь убывает. При 
этом уменьшение дроби равно 

уз у: fs 1 а = 

  

д А | Ах жа 

— 25 . Ах. 
x3 

Поэтому надо противопоставить приращения: 
oy? . ду 2 уз 

Ta e ‘ c= “x3 ° Ах. 

Минимум получается при условии: 

32. 8 
By? Ay 2y* - Ax, 

x? хз 

ввиду равенства: Ду = Ах имеем: 

x2 x8 
откуда 

3х3? = 2х2уз; Зх =2у; Ху: У, =2:3. 

Мы получили решение такое же, как раньше. 
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Второй случай приводится к первому. 

уз 

Если дробь р где у>> х, принимает минимальное зна- 

x2 

8) чение, то обратная дробь где числитель меньше зна- 

менателя и степень его ниже, очевидно, принимает мак- 
симальное значение. (Всюду х, у считаются положитель- 
ными.) Приведем в качестве примера задачу из физики. 

Задача. Если небольшой магнит расположен вдоль 
оси кругового электриче- 
ского тока (витка), то по- 
следний действует на маг- SN 
HUT C CHJIOH, IPONOPUHOHadb- x 

x 
ной BLIPaxKeHHi0: ———— » 

(x8 + @?2) , Черт. 44. 

где а— радиус тока, х— 
расстояние магнита от плоскости тока (черт. 44). При 
каком расстоянии X сила будет наибольшей? 
Решение. et указанное в задаче выражение 

x2 

Б ином виде. _ © _ )" 
(xa + a2)” 

и (х? -- 42) есть величина постоянная. Знаменатель боль- 
ше числителя, и показатель при нем больше. Это — 
второй случай, и он дает максимум. Обратная дробь 

бе" 
(x2) 

максимума, пишем пропорцию: 

.Здесь разность переменных (х?) 

давала бы минимум. Чтобы найти условия для 

(Х?-|- а2): ^2 =5:1; 

откуда: 

а 
x? + aq? = 5x; 4x? = q?: X= X= 5 

Задача 4. В шар данного радиуса А вписать конус наибольшего 
объема (см. задачу 12 главы П, черт. 45). 
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Решеиие Обозначим высоту конуса через у, радиус основания 
зерез х. Тогда объем конуса 

V= =. пкх2у. 

Чтобы привести это выражение к одному переменному (х или у), 
проще всего будет рассмотреть главное сечение фигуры (плоскостью, 
проходящей через ось конуса) и воспользоваться теоремой о квадрате 
высоты в прямоугольном треугольнике. Из чертежа имеем: 

[ ВР? = LP- PM; 

М — ИЛИ 

х? = у(2Ю — у). 

Подставляя это значение х? в выражение 
объема, получим: 

1 1 
У=з т: (2 —у)-у=  пУ(2К —У). 

  

1 
Отбрасывая постоянный множитель т, по- 

Черт. 45. лучаем выражение: 

Е = У? (2Ю — у). 

Сумма множителей (без показателей) у и 2Ю — у постоянна. Поэтому 
можно применить наше правило. 

Для максимума требуется соблюдение пропорции: 

у: (26 — у) =2:1. 
Откуда 

4 
y=4R— 2, Y= M=ZR. 

Задача 5. Из всех треугольников с заданным периметром а-- 6 -- 
| с=2р найти такой, который вращением около одной из своих сто- 
рон производит тело наибольшего объема (черт. 46). 
Решение. Предварительно докажем следующее. 
Лемма. Если дана длина стороны с, вокруг которой происходит вра- 

щение, то наибольший объем получится при условии равенства двух 
других сторон: а = 6. 
Доказательство. Обозначим высоту СРО через й. Объем тела 

вращения: 

У = п(СО}. + AD + (CD). 1 
3 

но длина с, по условию леммы, заранее дана. Поэтому максимум 
объема получится при наибольшем значении высоты й, и доказательство 
леммы приводится к задаче: при заданной сумме двух сторон треуголь- 
ника а-- 6 =2р —с= соп$ё найти условие, при котором высота 
будет максимальной, 

14 

  DB =n (CD). з АВ = ЗА



Так как при наибольшей высоте Й (основание с—постоянно) и пло- 
щадь треугольника окажется наибольшей, то предыдущую задачу за- 
меним такой: 

  

  

Черт. 46. 

При заданной сумме двух сторон треугольника АС и СВ найти 
условие того, чтобы площадь его была максимальной. Для площади 
треугольника имеем формулу Герона: 

  

$ = V p(p—x)(p —y) (P— 0) 

(стороны а = х и в = у неизвестны). 
Для того чтобы $ быдла максимальной, подкоренное выражение: 

р(р— х)ф-Уу@ф-—д=Рр(ф— с) (p—x)(p—y) 

должно быть максимальным. Постоянный множитель р(р— с) можно 
отбросить. Итак, ищем условие того, чтобы произведение (р—х)(р—у) 
было максимальным. 

Но сумма этих множителей постоянна, так как 

(9 — x) + (P — Y) = 2p — (x + y) = const. 

Как мы знаем (см. следствие основного вывода при т = п =1), этот 
максимум достигается при равенстве обоих множителей. Итак, должно 
быть: 

P—x>=p—y. 

Откуда: 
х =у, или а= 6. 

Треугольник должен быть равнобедренным. Лемма доказана. 
Переходим к решению задачи. 
По условию дан только периметр а -|- 6 - с=?2р. Ни одна из сторон 

не дана. Но лемма утверждает, что если выбрана сторона, вокруг кото- 
рой происходит вращение, то две другие стороны должны быть рав- 
ными. Поэтому, какова бы ни была длина стороны АВ, все равно 
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АС = СВ (черт 47). Обозначим длину АС = СВ == у; длину АВ через 2х. 
Тогда 2у + 2х = р (периметр). Или: 

cty=p. (1) 
Объем тела вращения 

1 2 — —к/?.9х = лйЭх, и 3 th? 2x 3 лй2х (2) 

Но но теореме Пифагора 
h2 = у? — 2, 

Поэтому объем 

V= = у? — хх. 

Итак, мы ищем максимум выражения х(у? — x2) при добавочном усло- 
вии (1). 

  

  

Черт. 47. Черт. 48. 

Переходя к одному переменному, заменим у через р — х. Наше вы- 
ражение примет вид: 

x (y? — x?) = x (p? — 2px + x2 — x2) = x (p?— 2px) = p- x (p—2x) = 

Po 2p x( 5 x ) . 

Отбрасывая множитель 2р, отыскиваем максимум выражения 

р Е=х (5 — «) . 

Сумма множителей постоянна: х -- (-5 — «| = const. 
2 

Максимум будет при равенстве множителей: 

р Р 
х = ——х; 2х = —. 

2 , 2 
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p Основание треугольника должно Obltb paBHo ~~. Весь периметр равен 

3 
2р. Поэтому каждая из боковых сторон равна ЯР: Итак, стороны 

искомого треугольника будут: 

3 3. 1 —_ —_ 3. _ il че че эр ( AC=CB=5p; AB=-7p ) 

Из всех треугольников с периметром 2р именно такой дает при вра` 

щении около стороны р наибольший объем. 

Задача 6. Электрическая лампочка висит над центром круглой пло- 
щадки радиуса а (черт. 48). На какой высоте надо подвесигь лампочку, 
чтобы освещение нз краях площадки было максимальным? 

Обозначения: ОА = а; высота ОЁ = х; угол [ГАО =$. 
Решение. Из физики известно, что сила освещения обратно про- 

порциональна квадрату расстояния от источника света и прямо пропор- 
циональна синусу угла между лучами и плоскостью, на которую они 
падают. 

В нашей задаче надо добиться наилучшей освещенности в точке на 
скружности, например, в точке А. Для этой точки будем иметь: сила 
освещения 

k-sino 

(LA) * 
где К — коэфициент пропорциональности. 

Из чертежа следует: 

f= 

(LA)? = x? р а; 

x x 
sin =. 

АЕ V x2 + a 
Тогда 

Rx x 
=. 

Уи) па)" 
Поэтому ищется максимум для 

x __ (х2)* 

(ay се)" 

  f= 

Эта задача относится ко второму добавочному типу: числитель мень- 
ше знаменателя и степень его ниже. 

Условие для максимума: 

(x? + a2): 42 = 3:1, 
HAH 

a 
eat MH 3x 22 = 0; xe x= — 

V2"



Задача 7 (см. задачу 6 главы |; задачу 15 главы П). На стене висит 
плакат АВ. Глаз наблюдателя М находится на горизонтальной линии СМ. 
Расстояние СА = а; СВ = В (черт. 49). Где стать наблюдателю, чтобы 
видеть плакат АВ под наибольшим углом, т.е. чтобы угол АМВ =$ 
был возможно большим? 
Решение. Мы будем рассматривать не самый угол $, а его тангенс. 

Это позволительно, так как если из целого ряда значений углов $ (все 
острые) какое-нибудь у = $ окажегся наибольшим, то из всех соот- 
ветствующих значений 12 $ значение {2 9; также будет наибольшим. 

Из чертежа следует: 

  

  

    

  

а b 
=; tg 8 = х 

HO 

— _ a) __ teh —tge 

B Подставляя сюда значения tga 
\ и 12 В, получим: 

ва 
| х м (6 —а)х 

5$ — а ма 
‘Ту 

C Задача приводится к оты- 
сканию максимума дроби 

х 

P= x2 + ab 

или 
(x2) 

F= -———[’» 
(x2 + ab)’ 

Как и в предыдущей задаче, пишем условие для максимума: 

(«2 -- ав): х2=2:1; или 2х2 = 2+ 0b; = ab, x= X= Vas, 

Задача 8 (см. задачу 4 главы П). На плоскостя даны две оси коор- 

динат и точка К так, что КВ = а; КА = $. Требуется из всевозмож- 

ных прямых, проходящих через точку А, выбрать ту, которая отсе- 

кает треугольник МОМ минимальной площади (черт, 50). 

Решение. Обозначим переменный угол КМО через 9. Из чер- 

хежа следует: 
OM=a-+b-ctgy 

ON =6b-+a-tgy 

Тогда площадь треугольника МОМ равна: 

1 

F (a+ betg 9) (b-+atg = (6 - ctg e+ wig y + ab) = 

= ab-+ = (02 cig 9+ a? tg 4). 
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Первое слагаемое постоянно. Надо искать минимум для выражения: 

Bctggt atgg=F. 

Чтобы перейти к алгебраическому виду, обозначим +7 $ через 2: 

{39=2; че=-. 

Тогда Р примет вид: 

    

62 5, . Ptaz 
== ° 

М K 
O 

BG 
\ i 

\ | 
“ U 

‘\ | и 
g A 

Черт. 50.. 

Прибегаем к искусственному приему: 

oO 1 2 
р д бт“ 

(2)° — 
  К = 

62 
У переменных —>-- 2? и 22 разность постоянна. 

Qz 

Задача относится к первому дополнительному типу (числитель больше 
знаменателя и степень его выше). Для минимума должна выполнятся 
пропорция: 

62 
(+2): =2:1; 

откуда: 
62 b 
а? + ’ 6 a 

При этом условии прямая ММ должна быть параллельной диаго- 
нали AB. 

Задача 9 (см. задачу 10 главы П). Требуется приготовить цилин- 
дрическую кружку, открытую сверху, заданного объема У! так, чтобы 
при этом ушло минимум материала т. е. чтобы поверхность была 
минимальной (черт. 51)].



Решение. Обозначим радиус основания цилиндра через х, высоту 
его через у. Тогда объем У = пл?у. 

По условию задачи объем заранее задан, т. е. пх?у должно быть 
равно постоянной величине И1: 

пх?у = у. (1) 

Боковая поверхность цилиндра равна 2юху; площадь основания пл?. 
Поэтому поверхность кружки 

= пла + 2пху. 

Чтобы иметь дело с одним переменным, мы из равенства (1) опреде- 
лим у и подставим в выражение для поверхности: 

  

        

_ и. 
J У — пд, 

ЕЕ тогда 
| ! Vi 
| т Г 2мх. 53 

9 | 2у 
S = nx? 4 1, (2) 

| | x 
Искусственным путем преобразуем получен- 

|1 ное выраженне к нашему типу: 
(Е j 2, 

$ — хз -|- 21 — д к 

Черт. 91. — x — x , 

HAH 

(= + =) 

ne ТА, 
3 Уз 

(x*) 

Мы получили дробь первого дополнительного типа (разность числи- 
теля и знаменателя постоянна; числитель больше знаменателя и степень 
его выше; этот тип дает минимум). 

Условие для минимума: 

(8 + <a) sat 3:1; 
п 

откуда 
|3“ 

3x8 = x8 + on, X= Xy= у ®. 

Если, пользуясь соотношением (1), найти соотвзтствующее значение ус, 
то окажется, что Уд = Xp. 

Высота кружки должна быть равна радиусу основания. 
Задача 19. Из листа жести шириною а требуется согнуть открытый 

желоб так, чтобы поперечный разрез его имел форму трапеции, у ко- 
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торой стороны АВ, ВС, СО равны: АВ ж2 ВС = Ср = = а, и чтобы 

при этом вместимость желоба была наибольшей (черт, 52). 

Решение. Чтобы определить форму трапеции, достаточно опреде- 
дить угол 9. 

а 
Высота трапеции й = sing. 

а а а 
Нижнее основание равно 3" Верхнее основание равно 30 2 3 605$. 

Полусумма оснований: 

1 Га а 2 
5 (3+3 + з4с0зч)=- (1 + cose). 

Площадь трапеции: 

с
о
 

а a, a? ` 
5=3 (1 + cos ¢ 3 те (1+ cos 7) sin 9. 

Спрашивается, какое значение 
надо придать углу $, чтобы функ- 
ЦИЯ Д<----=-=======-- 

Е = (1 -- cos 9) sin y 

достигла максимума? 
Предс авим функцию в чисто 

алгебраическом виде. Обозначим 6 
переменное созф через 2. Тогда 

  

  

a Черт. 92. 
cosy = 2; sing = V1—2; “P 

F=(1+2) Vi—2. 

Чтобы можно было воспользоваться нашим приемом, сделаем преоб- 
разование: 

F=(1+2)¥VQd+2)(l—z)=(1+2) Vitz Vi-z= 
3 i 

=(1-+2z)2(l—z)2. 

Сумма обоих множителей (без показателей) постоянна: 

(i+ z)+(1—z)=2= const. 

Для максимума получаем пропорцию: 

(l-+z):(l—z) =3:1. 

  

1 
Откуда 2 = 25 = 5 . Итак, с0$ $5 = 5} УГОЛ Фо = 60°. 

Задача 11. Около шара данного радиуса описать конус наименьшего 
объема (черт. 53}. 
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Решение. Пусть радиус шара будет а. Радиус основания конуса 
обозначим через г и высоту его через #; угол между образующей ин 
плоскостью основания конуса обозначим через $. Тогда из прямо- 
угольного треугольника ОРВ имзем: 

PB = OP -ctg >, 

r=actg >. 

Высота 
LP = PB -tg 9; 

h=rtgg mactg + tgy.   Объем конуса:   1 1 ф ф 
= = 2 == — 2 2, mu © Yr V 3 arn 5 па сх 2 а 5 tz 9, 

ИЛИ 

= 1 a ctg? — tg 9. 
3 2 

Итак, задача сводится к отысканию такого угла $, при котором функ- 
ЦИЯ 

Е = >$ 1 = 

принимаег минимальное значение. Представим Е в алгебраическом 

  

виде. С этой целью обозначим igs через 2. Тогда 

сю 1. 
во =2 le > =F 

2 9 248 5 22 
igq=tg2($) = И 

— to? — 1—1 9 

Теперь рассматриваемая функция примет вид: 

22 1 2 
==. 

1—2? 23 22(1 — 2?) 

Числитель—постоянная величина. Для того чтоба эта дробь достигла 
минимума, необходимо, чтобы знаменатель принял максимальное значе- 
ние, т. е. 22 (1 — 2?) или (21 (1 — 2?)1 должно быль максимальным. 
Сумма множителей (2?) и (1 — 2?) постоянна. Как мы знаем, максимум 
достигается при их равенстве. Отсюда получаем условие: 

22? = 1 — 2%; 22 = 1; 

82



Угол Фу — 35° 16’. Можно показать, что у такого конуса высота Й == 4а. 
Задача 12. Дан жестяной круг радиуса Ю. Требуется из него выре- 

зать сектор так, чтобы коническая воронка, которую можно образовать, 
свертывая оставшуюся часть 
круга, была наибольшего объ- м 
ема (черт. 54). 
Решение. Если вырезать 

сектор АОВ и оставшуюся часть 
свернуть в виде конической 
воронки, тоу полученного ко- N e 
нуса длина окружности осно- р. 
вания равна длине дуги А/Л/МВ, 
а образующая конуса будет 
равна радиусу круга А. Обо- 
значим центральный угол АОВ B 
вырезаемого сектора через ф, а 
остающийся центральный угол, 
равный 360° —9, или Жж— 9, Черт. 54. 
через х (в рацианной мере), 
радиус основания конуса че- 
рез г, высоту его через Й и образующую через Г. Длина дуги АММВ 
равна Юх; { = Ю. Тегда должно соблюдаться равенство: 

  

  

жг= xR, 

откуда 
xR 

ron (1) 
Высота конуса 

n= VPA = WV ee (=) = RY RY i-3 
Объем конуса 

  

1 n x?R x у ха 
= — 72 _ 8. = 

у 37ГЙ = 3 Ant ВУ: > xR фт? 1 4x2 

"a 

3 и 4?) ° 

Итак, надо отыскать максимум произведения 

Vs 
(=, (1-5) 
=) 4x3] °



Сумма множителей постоянна. Условие для максимума таково: 

xt x3 
5: [| — —, } 2:1; 
42 ( 4x2 

x2 x? 3x? 
am = 2—2 48’ Чиа 

х=м = У > —9т 7 0,667. 

Надо вырезать угол ф = 2 — х^/ 2 (1 — У 0,557) —0,38м. 

откуда 

Заключение. Частный способ, изложенный в этой главе, хотя и ве- 
дет иногда быстро к цели, не может, однако, нас удовлетворить. Во- 
первых, его можно прилагать только к задачам определенного типа, 
во-вторых, приходится рассматриваемую в задаче функцию Л искус- 
ственно приводить непременно к виду х”у”. Например, в задаче 10 

а 
мы встретили для площади трапеции формулу < (1-+- cosy) sing u BHI- 

нуждены были преобразовать это выражение в произведение указан- 
ного вида. Кроме того, решение основной задачи основывалось на 
методе предыдущей главы, на методе малых приращений, так что 
принципиально опять-таки пришлось прибегать к приращениям. Однако 
удобство этого способа заключается в том, что он рассматривает 
функцию Р целиком и приводит задачу к алгебраическим действиям. 

Наиболее общий, универсальный метод, удовлетворяющий всем тре- 
бованиям математической точности и весьма удобный для пользования, 
дается диференциальным исчислениям. С этим методом читатель позна- 
комится в следующей главе.



ГЛАВА ГУ, 

МЕТОД ДИФЕРЕНЦИАЛОВ. 

1. ПЕРЕХОД ОТ ПРИРАЩЕНИЙ К ДИФЕРЕНЦИАЛАМ. 

В главе П при решении задач методом малых прира- 
щений нам приходилось следить за процессом изменения 
некоторой величины Ё (основной переменной величины 
в задаче). Этот процесс изменения мы разбивали на мел- 
кие доли, так как малые изменения АР легче поддаются 
учету. Знание этих малых приращений давало возмож- 
ность найти тот момент процесса, когда величина Р 
достигает максимума или минимума. Поэтому централь- 
ной задачей является — найти закономерность этих при- 
ращений, найти формулу для них. 

Однако метод, которым мы пользовались в главе II, 
не является общим. А именно, мы каждую отдельную 
задачу решали на основании геометрических соображе- 
ний; приращения находились согласно особенностям той 
или иной геометрической фигуры, например, добавочный 
облегающий слой вокруг цилиндра, добавочный слой 
в виде зонтика вокруг конуса и т. д. Возникает вопрос: 
нельзя ли свести пахождение этих приращений к алгеб- 
Раическим действиям? Кроме того, мы рассматривали от- 
дельно положительные и отрицательные приращения. 
В этом нет необходимости, важно только знать: растет 
ли величина F или убывает, т. е. будет ли общее 
(суммарное) приращение положительным или отрицатель- 
НЫМ? 

Метод, излагаемый в настоящей главе, свободен от этих 
недостатков. Он дает возможность по заданному алге- 
браическому (тригонометрическому) выражению вели- 
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чины Р написать формулу ее мельчайших приращений, 
не касаясь вовсе геометрических свойств той или иной 
фигуры. 

По формуле для приращений можно будет определить, 
растет ли величина Р или убывает (и как быстро про- 
исходит ее изменение). А имея такой почти стандартный 
прием нахождения мельчайшего приращения, легко найти 
момент, когда Р достигает максимума или минимума: 
достаточно будет формулу, выражающую приращение, 
приравнять нулю. 
Отметим тут же две особенности этого метода. 
Во-первых, при дроблении процесса изменения вели- 

чины ГР переходят, выражаясь образно, от мелких долей 
к мельчайшим, дробление продояжают 
неограниченно далеко!. 

\ Во-вторых, формула составляется не 
М для самих приращений, а для некото- 

рых величин, мало отличных от прира- 
щений; эти величины более простого 
вида и легче поддаются исследованию. 
Чтобы пояснить, как получаются эти 

своеобразные величины, диференциа- 
лы, призванные заменить приращения, 

Черт. 55. лучше всего будет обратиться к при- 
мерам. 

Пример 1. Материальная точка вращается по окруж- 
ности. Пусть в данный момент времени { она находится 
в точке /4 (черт. 55). Определить мельчайшее перемещение 
(т.е. перемещение за мельчайший промежуток времени Д{). 
Материальная точка движется по окружности и за 

промежуток времени ДГ переместится на малую дугу, 
например, MM’. С другой стороны, в данный момент 
времени материальная точка по инерции стремится 
двигаться прямолинейно, а именно: по касательной МГ. 
Допустим теперь приближенно, что перемещением будет 
отрезок касательной МЁ, взятый до встречи с продолже- 
нием радиуса ОМ’. Такое допущение влечет за собой 
неточность. Однако, если представить себе, что проме- 
жуток 4 берется все меньше и меньше, то и допу- 
    

1 Выражаясь более точным языком теории пределов, приращения Ах 
и АР рассматриваются как переменные, стремящиеся к нулю. 
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скаемая неточность становится почти неощутимой. Мы 
видели в главе [, что если отрезок касательной МА 
и дуга ММ’ будут малыми величинами | порядка, то 
разность между ними будет величинсй Ш порядка малости. 
Например, если ЛС и дуга ММ’ будут измеряться в сотых 
долях, то разность между ними—в миллионных долях; 
если МЁ и дуга ММ’ в тысячных долях, то разность 
между ними—в 10° долях и т. д. 

Этой погрешностью (от замены дуги касательной) тем 
более можно пренебречь, если уже величину [ порядка 
будем брать все меньшей и меньшей. Теоретически 
рассуждая, можно это уменьшение продолжать как угодно 
далеко, и тогда малые величины Пи Ш порядка можно 
будет совершенно отбросить, малая дуга ///М’ и отрезок 
МГ становятся неразличимыми, эквивалентными. Но даже 
при заметном расхождении дуги МЛМ” и отрезка МЕ все 
же часто бывает удобно заменить криволинейный путь 
прямолинейным, как более простым. Дуга ММ’ есть 
фактическое перемещение; отрезок /И2 есть допускаемое 
нами прямолинейное перемещение, близкое к предыду- 
щему. Малая дуга МЛ! и отрезок касательной МЁ могут 
служить примером: первая — приращения, второй — дифе- 
ренциала. Основная идея излагаемого метода заключается 
в замене приращения дифференциалом 1. 

Пример 2. Из физики известно, что при падении тела 
(пренебрегая сопротивлением воздуха и т. п.) движе- 
ние можно считать равномерно-ускоренным. Ускорение 
g=9,81 м[сек?. Если начальная скорость равна нулю, то 
скорость UV в любой момент определяется формулой 
®==21 (+— время в секундах, протекшее от начала движения). 

Предположим теперь, что от начала падения прошло 
5 сек. По указанной формуле скорость тела при Ё=5 
равна 2.5 = 9,81 . 5 = 49,05 м[ сек. Итак, в тот момент, 
когда секундомер покажет ровно 5 сек. от начала падения, 
скорость тела 9 = 49,05 (обозначим ее через %.). Значит 
ли это, что за следующую шестую секунду тело пройдет 
  

1 Для понятия диференциала не является обязательным условие, чтобы 
отрезок касательной был чрезвычайно малым. Существенно только, 
чтобы вблизи точки М отрезок МТ возможно точнее отражал действи- 
тельное перемещение по дуге; взять отрезок касательной значитель- 
ным неудобно потому, что тогда расхождение его с дугой становится 
заметным. 
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расстояние, равное 49,05 м? Конечно, нет. Потому что 
в течение шестой секунды тело будет двигаться нерав- 
номерно, а именно ускоренно, и пройденный путь будет 
больше. Означает ли найденная скорость, что тело за 

5 м?Нет, 

и по той же причине. А пройдет ли тело за промежуток 

времени от { = до { =5,1 сек. расстояние, равное 49 49,09 р 
10 

Нет, оно пройдет больше. И какой бы малый проме- 
жуток времени Д{ ни взять, расстояние, пройденное телом 
от {= 0 сек. до Е=5-- АЕ секунд не равно 9546. Но 
в таком случае возникает вопрос: к чему же поналобилась 
тогда формула для скорости, если по ней нельзя высчитать 
пройденное расстояние? 

Ответ следующий: найденная для момента #=5 сек. 
скорость есть мгновенная скорость. Если бы в это 
мгновение прекратилось действие силы тяготения, TO 
по закону инерции тело продолжало бы равномерное 
движение с указанной скоростью. Если бы прекратилась 
сила тяготения?... разве это возможно? Не есть ли это 
оторванная от жизни абстракция? 

Нет, оказывается, такое предположение осуществимо 
на практике. Английский физик Атвуд построил прибор, 
при помощи которого у равномерно-ускоренного движе- 
ния можно искусственно в любой момент прекратить 
воздействие силы тяготения, и с этого момента тело 
движется равномерно (см. о машине Атвуда в учеб- 
никах физики). И хотя мгновенная скорость не дает 
точного ответа на вопрос о длине пройденного пути, 
она позволяет найти приближенное значение пути, 
пройденного за промежуток Af: 

As= rm UAL. 

  
. 49, 

Bpema oT £=5 cek. 70 f=5!/, сек. пройдет 

Чем mMenpule Af, TeM MeHbIIe OTTHAAeTCA NMpoOU3sBeneHHe 
<, : ДЁ от фактически проходимого пути. В самом деле, за 
малый промежуток 4Д{ скорость 9, успеет лишь мало 
измениться. Искомая величина пути As удовлетворяет 
неравенству: 

OU At< 4$ < (&- дю) АЕ, 
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где Ао есть приращение скорости, и допускаемая по- 
грешность меньше, чем АХДЁ, т. е. есть величина П порядка 
малости. Поэтому в основном при малом 4? произведение 
<, АЕ верно передает приращение пути. Это — путь, который 
был бы пройден телом, если бы оно, начиная от момента &, 
двигалось равномерно с мгновенной скоростью Vo 
Эта величина 954 называется диференциалом 
пути. В отличие от приращения 4$ она обозначается 
через 45. Для симметрии и приращение А? обозначим 
через 44. Тогда 

Диференциал пути пропорционален промежутку времени. 
Пример 3. Пусть шар, наполненный газом, слегка рас- 

ширился, его радиус АЮ получил приращение АЮ. Найти 
приращение объема. 

Такой пример мы уже рассматривали в главе [. Можно 
приближенно принять, что приращение объема равно 
поверхности шара, умноженной на толщину слоя. Но по- 
верхность шара сама является величиной переменной. 
Если взять начальную поверхность, то получим для при- 
ращения объема 4=А?.АЮ. Если взять поверхность после 
расширения, то получим 4*(А -- АЮ)? . ДЮ. Искомая величина 
заключается между ними: 

4nR?- AR < AV < 4n(R-LAR)?- AR. 

В главе | мы указывали, что разность между крайними 
членами есть величина Пи Ш порядка малости (считая AR 
порядка), и поэтому крайние члены неравенства м>жно 

считать эквивалентными. Теперь мы подойдем к вопросу 
иначе. Рассмотрим самое начало процесса расширения. 
Трудность задачи в том, что поверхность шара сама из- 
меняется. Но если взять мельчайший промежуток вре- 
мени ДГ, то поверхность еще „не успеет“ увеличиться. 
Пренебрегая этим ростом поверхности, т. е. фиктивно 
считая, что поверхность не изменяется, мы найдем объем 
добавочного слоя, умножая исходную поверхность 4*А? 
на перемещение ДА. Это допускаемое (не действительное) 
приращение объема, пропорциональное AR, называется 
диференциалом и записывается так: 

AV = 4nR2 dR. 
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Пример 4. Пусть имеется график функции у-= ах?, 
где а— постоянный коэфициент (эта кривая называется 
параболой). Требуется найти приращение ординаты 
точки /М при небольшом перемещении ее по дуге ММ” 

        

(черт. 50). , от 

м 
|4 [т и 

if и м 

М+М 

>. т |_ 

0 Р р 

Черт. 56. 

Напомним, что ОР =х называется абсциссой, РМ =у— 
ординатой точки М. При таком перемещении координаты 
точки изменятся и получат приращения Дх и Ду. 

Как и в примере 1, за- 
у а Fy меним перемещение по ма- 

M | лой дуге ММ” некоторым 
ил иг перемещением по отрезку 

2 прямой, причем прямую надо 
выбрать таким образом, 

2 чтобы она наиболее тесно 
примыкала к кривой вблизи 

Черт. 57. точки /М (касательная пря- 
мая). Но при прямолинейном 

перемещении связь между приращениями Ах и Ду устано- 
вить нетрудно. На добавочном чертеже (черт. 57) показан 
прямолинейный отрезок /МЁ. Если перемещать точку по 
прямой МД, то будет сохраняться пропорция: 

ММ, _ №М. __ NL 
= —__—_ =f, 

MN ~ MN, °° MN 
где А есть величина постоянная, не зависящая от положе- 
ния точки на прямой ML, T. e. 

ay — == ==409, или у==Ах. 
Ax 5% у 
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Точно так же на нашем чертеже для прямолинейного 
перемещения, исходящего из точки М, будем иметь про- 

порцию: — k. Вернемся теперь к перемещению по пара- 

боле; мы желаем его заменить более простым прямо- 
линейным перемещением, удовлетворяющим условию вида 
Дду=А.Ах, причем последнее должно как можно ближе 
подойти к фактическому перемещению по дуге. С этой 
целью обратимся к вычислениям. В точке M ab6cuucca 
равна х, ордината у = ах?. В соседней точке M’ a6cuncca 
равна х-- Ах, ордината y+ Ay=a(x--Ax)?. Поэтому при- 
ращение ординаты: 

Ау=а (х-- Ах)? — ах? =2ах . Аха (Ах). 

Перемещение по дуге можно будет заменить прямо- 
линейным перемещением, если вторая точка на дуге M’ 
будет близка к точке М, и чем М’ будет ближе, тем 
погрешность при такой замене становится меньше. По- 
этому будем считать, что приращение Ах приближаегся 
к нулю. Но тогда в выражении 

Ay = 2ax - Ax -+ а(Ах) 

вторым слагаемым можно будет пренебречь. Далее, в рас- 
сматриваемой точке /М абсцисса х имеет вполне опре- 
деленное значение (обозначим его через хо), и потому 
вблизи выбранной точки 

Ay = 2ax, - Ax-b a(Ax)?. 

Теперь нетрудно придать этому приращению требуемый 
вид: Ду=АдАх. Для этого достаточно в выражении Ду от- 
бросить второе слагаемое, тогда постоянным коэфициен- 
том А окажется 2ах,. Геометрически это означает, что мы 
частицу дуги заменяем отрезком касательной. Это новое 
приращение, отличное от фактического, называется дифе- 
ренциалом ординаты: 

ду = Зах. . ах. 

Если перейти к другой точке, то там абсцисса х будет 
иметь уже другое значение, но рассуждение останется 
прежним, так что общей формулой будет; 

dy = 2ax ax. 
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2. ЧТО ТАКОЕ ДИФЕРЕНЦИАЛ. 

Во всех приведенных примерах мы фактический процесс 
изменения, в его мельчайших долях, заменяли более 
простым. В последнем примере сущность диференциала 
выступает наиболее выпукло, имы можем сформулировать: 

1) Дяференциал функции АЕ для малого приращения 
аргумента дает основную, главную часть действитель- 
ного ее приращения АЕ; допускаемое отклонение есть 
величина высшего порядка малости. 

2) У диференциала зависимосгль между призэащением 
функции и приращегием аргумента — простейшая: аР 
пропорционально dx =Ax }: АаЕ=ААх (Е — постоянный 
коэфициент). 

Приведем ещеодин пример. Если шофер на полном ходу 
машины, посмотрев на указатель, увидел там 60 км/час, 
то он естественно предположит, что за последующую 
минуту будет пройден | км; за !|5 мин.—500 м; за 6 сек.— 
50 м; за 3 сек.—25 м, и это дает ему ориентировку в том, 
чтобы не налететь на пешехода, чтобы затормозить и т. д. 
Шофер берет диференциал, умножая скорость на время, 
предполагая движение равномерным. Вообще говоря, фак- 
тически пройденное расстояние может отличаться от ука- 
занного, если, например, путь идет в гору или под гору, 
или если он успеет затормозить; но если промежуток 
времени ДФ очень мал, путь ровный, мотор работает равно- 
мерно, и шофер не успеет принять никаких мер, то отли- 
чие приращения пути As от диференциала 45$ будет 
НИЧТОЖНО. 

Мы имеем в диференциале функции равномерное ее 
изменение для малой доли всего процесса изменения, 
имеем произведение приращения аргумента на некоторый 
коэфициент А; для других долей процесса этот коэфи- 
циент А будет уже другим. 

  

1 Размеры этой книжки не позволяют войти в более детальное рас- 
смотрение связи между диференциалом и приращением. Принято давать 
более точное изложение, пользуясь теорией пределов и понягием произ- 
водной. Для степенной функции отбрасывание малых второго, третьего 
порядка дает то же, что диференциал; для других функций эта свезь 
сложнее (см Брюстер, Что такое исчисление бесконечно малых; В ит- 
тинг, Приближенные вычисления). 
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Несмотря на такие упрощения, диференциал, однако, 
вполне верно отражает основной характер изменения 
функции. В наших задачах на максимум-минимум требуется 
знать: растет ли функция или убывает, или находится 
в критическом состоянии перехода от возрастания к убы- 
ванию (случай максимума) или от убывания к возраста- 
нию (случай минимума)!. Но поскольку диференциал 
верно передает характер изменения, мы скажем: 

Если диференциая функции аР>0...Р возрастает 
„ АаЕ<о0...Е убывает. 

Максимум ИЛИ минимум возможен при ‘условии: dF = 0. 
Сказанное можно иллюстрировать графиком. На черт. 58 

показаны и диференциалы и приращения функции. Дифе- 

  
  

  

              
    0 Iq | ”- 

Черт. 58. 

ренциалы — это приращения по вертикали, взятые до 
встречи со стрелками касательных. До значения аргумента 
х «ох диференциалы (и приращения) положительны; но 
они постепенно становятся меньше. При значении х > № 
они уже отрицательны. Вблизи значения х == х› (черт. 58), 
т. е. вблизи точки [С мы имеем критическое состояние — 
переход от положительных значений диференциала к отри- 
цательным. Так как в наших задачах изменение значений 
диференциала бывает плавным, непрерывным (в иных 
задачах встречаются и разрывы функций), то в какой-то 
момент процесса диференциал должен обратиться в нуль. 
Этот момент (т. е. условие максимума) мы улавливаем, 
когда пишем уравнение аЁ = 0. 

Отсюда следует: надо научиться составлять диферен- 

1 В этой книжке оставляются в стороне все более сложные случаи 
например мгновенная приостановка возрастания и т. д, 
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циалы для различных функций Р, где РЁ означает рассма- 
триваемую в задаче величину, например, объем вписан- 
ного цилиндра и т. п. 

3. ПРАВИЛА НАХОЖДЕНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛОВ. 

В любом учебнике по диференциальному исчислению 
(см. также Брюстер, Что такое исчисление бесконеч- 
но малых) читатель найдет ряд правил, позволяющих без 
труда определять диференциал даже для сложных функ- 
ций. Здесь же мы вкратце укажем простейшие правила, 
чтобы можно было показать решение (методом диферен- 
циалов) задач на максимум-минимум. 
Мы перейдем теперь к нахождению диференциала сперва 

для простейших, основных функций, например, x?; sin x; 
со х;..., а затем и более сложных. Преже всего заметим, 
что диференциал постоянной величины равен нулю, ибо 
постоянная величина не зависит от Хх и, следовательно, не 
получает никакого приращения. Для функции / =? мы 
в последнем примере уже нашли диференциал. 

А именно: если = х?, то а/= 2хах; 

n f=ax®,, Af=2axdx. 

Пусть теперь дана dyuKkuuan f= ax3, 
Если аргумент получит приращение Ах, то можно 

составить схему: 
  

  

аргумент | функция 

Исходное зна- 
чение.... х axs 

Новое значение х- Ах а(х-Г Ах):   
Приращение функции 

Af = a[x8 + 3x2 - Ах- 3x - (Ax)?-++ (Ax)?] — ах3 == 

= a[3x2 - Ax + 3x(Ax)?-+ (Ax)§]. 

Если теперь Ах близится к нулю (Ах—0), то второе 
и третье слагаемые можно будет отбросить, и останется 
только а .Зх?.Ах. Это и есть диференциал. Мы получили: 
если /== ахз, то а}= Зал? ах. 
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Можно пояснить полученное правило нахождения дифе- 
ренциала на следующем примере (черт. 59). 

Имеется квадрат, сторона котрого равна х. Стороны ОА 
и ОВ закреплены в точке О. Площадь 
Пусть теперь стороны начинают увеличи- 
ваться. Если длина стороны получила 
приращение Ах, то по бокам АСи ВС 
начинают образовываться дополнитель- 
ные полоски, каждая по площади равная 
х.Ах. Мы оставляем без внимания обра- 
зующийся в правом верхнем углу квадра- 
тик (Ах)?. Если его не считать, то при- 
ращение площади, равное 2x-Ax, бу- 
дет пропорционально приращению Ах. 
Это и есть диференциал: 4/=2хах. Та- 
кое же построение можно сделать для 
чим три дополнительных слоя, каждый 

квадрата } = х2?. 
  

  

        0 т at 

Черт. 59. 

куба. Мы полу- 
из которых по 

объему равен х2.Ах. Поэтому диференциал функции 
1== №3 Oynet: df = 3x? - dx. 

Примечание. Из этих примеров следует, что 
диференциал совпадает с приращением, у которого 
сохраняются только величины [ порядка малости. 
Можно составить целую таблицу: 

ax? ax3 ах* f 

    

  

  

т 
ах 

  
  

2ахах | Зах?ах | 4ахзах ау 
  

    

  
тах” ах 

  
Правило для нахождения диференциала степенной 

функции х” сохраняется и в случае отрицательного пока- 
зателя. Например, при т = —2 функция 

~ 1. 
f= X = x2 ’ 

При 1 = —1 функция 

f= x _!, 

x



откуда 

dfx —1. x7 dx =e — dx. 

Читатель может проверить справедливость этих формул, 
рассматривая малые приращения. 
Рассмотрим еще диференциал синуса (черт. 60). Так 

как изменение синуса зависит от изменения угла х, или 
дуги АМ = х, то надо сосредоточить внимание на пере- 
мещении точки М. В каждый данный момент можно счи- 
тать, что перемещение совершается по касательной МГ. 

Радиус принимаем за 1; тогда 
511 х = МР = у. Но при прямо- 
линейном перемещении прираще- 
ние Ду было бы равно: 

МТ эп ТМЕ = МТ. созх == 

= Ах . созх. 
  

  

Поэтому 

dy = d(sinx) = cosx dx. 

Здесь угол х измеряется дли- 
ной дуги АМ (радиус равен 1). 
Поэтому приращение дуги равно 

Черт. 60. приращению угла. Это означает: 
если х = 1,10 (в радианной мере) 

получает приращение Ах —0,05, то приращение синуса 
ду == 4у = со$ 1,10 . 0,05. 

Аналогично получается формула для диференциала созх: 

  

d(sin x)= cosxdx; d(cos x)= — п хах. 

Перейдем теперь к более сложным функциям. 
Случай А. Пусть 

F=f, + Sa 

Тогда 

AF = Af,-+ А, 
а потому также 

dF = df, + df, 
(здесь берется алгебраическая сумма, т. е. сумма или 
разность двух фучкций). 
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Случай В. Пусть 

F=f, ‘toy 

т. е. функция Е является произведением двух функций. 
Например, 

(x) = +8; f(x) =cosx; F= x8cosx. 

Ecau f, monyuut mpupamennue Af, u f,—npupamenue Af,, To F 
получит значение: 

(А-ЕАЛ) (-А) = ЛА ЛАЛ ЕЛА г ААА. 
Откуда приращение 

АР == ° Afi th ° Af, + 4S; ° Afy 

Будем считать приращение аргумента Ах чрезвычайно 
малым. Тогда АЛ и АХ, также будут чрезвычайно малы 1, 
а потому их произведение будет величиной ПШ порядка 
малости. Поэтому диференциал 

ав лал + ал; 
или, обозначая [, =и; ],=9, получим 

d(uv) = vdu + udu 
Ц 

Случай С. Пусть Ё = a мельчайшее изменение аргу- 

мента повлечет за собой мельчайшие изменения Аи и Av, 

u + Au 

иди 

и-- Аи п о. Аи— и. 9 
AF = ——— — — = — 

о до о v (v-+-Av) 

o-Au—u-Av  o-Au—u-dv 

vityu-Ay “~~ vi ° 

Поэтому диференциал 

АЕ = 

Тогда новое значение Р будет . Приращение 

  

V-du—u-dv 

U2 ° 
  

  

1 Здесь предполагается, что рассматриваемые фуякпии непрерывны, 
плавно изменяющиеся, — толькд такие функции мы встречали в наших 
задачах. 
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Случай О. Пусть теперь Ё есть более сложная функ- 
ция, например, К == $!13х = ($1пх)8. Это случай фучкции 
от функции; если обозначить зп х =, то Р=23. Можно 
составить схему: 

X...Ssinx=z...2Z=F. 

Мельчайшее приращение Ах влечет за собой мельчайшее 
изменение Д2; а это последнее — также мельчайшее изме- 
нение ДР. Мы видели, что для функции Е = 23 диферен- 
циал @Г == 32? 42. Но диференциал 42 в свою очередь 
papeH: dz = d(sinx) = созхах. 
Поэтому 

АР = 322 42 = 32? . с0$ хах = 3sin2xcos xdx. 

Аналогично найдем диференциал, например, для функции 
F= (1 — x?)5, 

Пишем схему: 

xX. . .(1—x?). . . (1 — x?) 

Z.-e .2=F 

Tak Kak F=z5, To gaudpepexunan dF=—5z'dz. B свою 
очередь диференциал 

г = 41 — х?) = 4(1) — 4(х2) = (0 —2х)ах = — 2xdx. 
Поэтому 

dF = 5z4( — 2x)dx = — 5(1 — x?)4 - Qxdx. 

Теперь мы имеем все необходимое, или, как говорят, 
весь необходимый аппарат для решения задач конечно, 
если в них встречаются только функции вида х”, зшх 
и их комбинации). Каждую задачу мы начинаем так же, 
как в главе Ш, т. е. составляется функция ЁР для рас- 
сматриваемой в задаче основной величины, которая дол- 
жна достигнуть максимума или минимума. Для этой функ- 
ции на основании только что указанных правил состав- 
ляется диференциал 4Р. Максимум или минимум дости- 
гается при условии, если (суммарное) приращение обра- 
щается в нуль. Поэтому получается условие: 

аЕ = 0. 

Входящий в это уравнение множитель Ах = Ах можно 
сократить, так как она дает произвольное (малое) прира- 
щение аргумента, и по своему смыслу не равен нулю. 
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4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ С ПОМОЩЬЮ ДИФЕРЕНЦПИАЛОВ. 

Перейдем к решению задач. Для того чтобы наглядно 
убедиться в преимуществе метода диференциалов, будем 
решать те же задачи, какие мы решали в главах Пи Ш. 
Если взять задачу из главы Ш, то там уже построена 
функция Г, дающая главную величину в задаче. Если же 
взять задачу из главы П, то эту функцию еще надо по- 
строить. 
Задача 1 (см. главу Т). Между двумя источниками 

света, силы аи, расположенными в точках Аи ВБ, 
найти точку /М, в которой сила освещения от обоих 

мсточников вместе бы- 

  

М ла бы наименьшей. 
Ar - -—— 1B Решение. 

4 (-т п 
усть, например, 

Черт. 61. а= 8000 свечей, 6 — 
1000 свечей (черт. 61), 

Расстояние АВ=/=30 м. Обозначим АМ через x; 
тогда МВ =/— х. Согласно закону физики, интенсивность 
освешения прямо пропорциональна силе источника и 
обратно пропорциональна квадрату расстояния. Поэтому 
интенсивность освещения слева равна 

ka _k-8000. 
[rr 

справа равна: 
kb _k-1000, 

(i—x)2  (l— x)?’ 

(здесь А —коэфициент пропорциональности). 
Интенсивность общего освещения равна: 

#8000 , #-1000 
x | G—xp’ 

  

F= 

Для решения задачи находим диференциал Функ- 
ции F, 

dF = d(k-8 000 x~*)-+ d [k-1000-(@—x)~] = 

=k - 8000 -(—2)+x~dx-+ 
А. 1000. (— 2) (1(—х)°.(—1)ах,



ЯЕ — РАО ах +S a dx. 

IIpupaByuBaem ero nyu: dF =0 

—2-8000 2.1000 

— в “Руха 4 =0; 
или, так как 4х-2Е0, то 

__ 2.8000, 2.1000 
  

  

  

x8 T 7x =0; 

8000 _ 1000 
x8 — (l—x)3° 

Обозначим / — х = МВ через у. тогда получим 

8000 1000. 
x3 — уз ) 

ИЛИ 
x8: y8=8:1; Xo? Vo=2:1, 

т. е. расстояние АМ должно быть вдвое больше, чем MB. 
Задача 2. В конус вписать цилиндр наибольшего объема 

(см. задачу 2 глава ]]). 
Решение. Для объема вписанного цилиндра мы полу- 

чили формулу: 

nH V=—" 2 (a— a (a—x). 

Отбрасывая постоянный коэфициент, мы приходим к за- 
даче найти максимум функции Е=^ха—х) или 

Находим диференциал: 

dF = (2ax — 3x?) dx. 
Пишем: 

аЕ = 0; 2ах — 3х? = 0; х(2а— 3х) ==0. 

Решение х=0 не подходит по смыслу задачи. Остается: 

2а— 3х = 0; x= x= Fa. 
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Задача 3 (см. задачу 3 главы Ш). В данный шар впи- 
сать цилиндр наибольшего объема. 
Решение. Для объема цилиндра было найдено выра- 

жение У = 2* (А? — у?) у. 
Поэтому надо найти максимум для функции 

P= (№ — у)у=муфу 
(здесь аргумент есть у). Находим диференциал: 

dF = R?-1+-dy— 3y? dy = (R?2 — 3y?) dy. 

Условие для максимума: 

АЕ = 0; (©? — 3у?) ду =0. 
Откуда: 

Зо: ; 
R 

Y= Jo V3" 

Задача 4. Электрическая лампочка висит над центром 
круглой площадки радиуса а. На какой высоте надо по- 
весить лампочку, чтобы освещение на краях площадки 
было максимальным? 
Рещение. Мы получили функцию 

x —, 
F = ————.- = x(x? %) ©. 

(x? -|- a)? 

Ищем диференциал по формуле: 

d (uv) = vdu +- ud, 

здесь B= X; VU = (x? + a?) 
8 

dF=i-dx-(Atajy “tx (-5) я-а) ". охах. 

Условие для максимума: 4Е = 0. 

—8/ 9 

Van 
1 __ 3х2 i= 3% = 

ре ара ete 
. а 

хз -|- а? = 3.52; х=х = — 
У? 
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Залача 5. Из листа жести шириною а требуется согнуть 
открытый жолоб так, чтобы поперечный разрез его имел 

а 

3 
н при том так, чтобы вместимость жолоба была наиболь- 
шей. 
Решение. Надо отыскать максимум функции: 

F=(1+ coso) sing. 
Находим диференциал АЕ опять по формуле: 

форму трапеции, у которой стороны АВ =ВС == С) = 

d (uv) = чаи | иду. 

Здесь 

a=(1+ cos¢);v=sing. 

Тогда 

ап = — п ф 4; 49 = созФ 4$. 

dF = sin 9(— sing dy) +(1-++ cos 9) cos 9 dg; dF =0; 

— sin?y-+- cos 9+ cos?» = 0; 
или 
—1-+-cos?9-+ cos p+ cos?9 = 0; 2cos?9+-cosp—1=0. 

Мы получили условие для максимума в виде тригономе- 
трического уравнения. Обозначив созФ через 2, получим: 

—1— 

222-++z—1==0; z= УВ ; 

по условию задачи решение 2 = —1 не подходит, по- 

— 1 + 3 1 . __ 1 e о 

этому 2=— —=5; 608%= 5; o-+ 60°. 

Задача 6 (см. задачу 6 главы П). Из квадратного листа 
жести желательно приготовить открытую коробку сле- 
дующим образом: по углам вырезать равные квадраты, 
а затем согнуть выступающие края. Какова должна быть 
сторона вырезаемого квадрата, чтобы получилась коробка 
наибольшей вместимости? 
Решение. Площадь основания коробки (а—2х)*. 

Объем ee: V=(a— 2x)? x = (42 —4ах- 4х2) х. Поэтому 
надо искать максимум функции: 

Е = ах —4ах? - 4х3. 
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Находим диференциал: 

dF = (a2 — 8ax + 12x?) dx. 

Условием для максимума будет: dF=O0 uau a*— 8ax + 
+124? = 0; 

  

4 4a+Y 16a? — 12a 
= 12 
  

Или 

— 4а—2а. 

12 °’ 

a 
решение x, => не подходит по смыслу задачи, остается 

=X, = 6° 

Задача 7. Требуется приготовить пилиндрическую круж- 
ку, открытую сверху, заданного объема V, так, чтобы 
при этом ушло минимум материала (т. е. чтобы поверх- 
ность была минимальной). 
Объем кружки заранее задан: пх?у = У. 
Поверхность равна Qnxy-— пх? = 5. 
Из формулы объема следует, что 

— 1 . 

TX? 

Поэтому поверхность 

2V, 
+ 7x4, 

x 

Эта Функция должна достигнуть минимума. Диференциал 

  и: 
5=2=х. G+ Tx? = 

ar =( — 2V, о atin] aX. 

Условие для минимума: 

2V, . у, — уз 3 У, 

д PEM HMO |/ 
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3 

Задача 8. Найти минимум функции Е =х-Г — (черт. 62). 

Находим диференциал: 

dF = d (x)-+-d(a?x) = ldx-+(—1)a2x "dx = 

а? а? 
= dx— —dx= ( 1— =) ax. 

x x 

Условие минимума: 

a? 

— да = 0; № = а; х==а. 

Ограничиваясь положитель- 
ными значениями х = Ху = 
—=оа видим, что минимум 
функции равен 2а. 

Задача 9. (см. задачу 6 
главы [; задачу 15 главы П; 
задачу 7 главы П1). На. стене 

О ssn { Висит плакат АВ. Глаз на- 
a блюдателя находится в то- 

чке /{; С/М— горизонтальная 
Черт. 62. линия. Где поместиться на- 

блюдателю, чтсбы видеть 
плакат под наибольшим углом (черт. 49)? 
Решение. Как мы видели в главе ПП] (задача 7) 

задача приводится к отыскиванию максимума дроби 

  

    
    

x 
F= ———.. Находим ab Находим диференциал этой дроби, согласно 

правилу С (см. стр. 97): 

  
— ов . 

a(=)— @-du—u-dv 

U 

В данном случае: 

dF = (x2 -+- ab) -dx—x-d(x?+ ab) — 

(x? ab)? 
__ (x2? +. ab) dx — x2x - dx 

7 (x2-[ ab)? 
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[диференциал постоянного d (ab) равен нулю]. Условие 
для максимума: 4^ =0; откуда получим: 

аб — х? = 0; х => =) ab. 

Хотя решение задач теперь механизировано, однако, 
надеюсь, читатель не будет в претензии за то, что его 
заставили в главе П поработать над приращениями. Эта 
проработка далаему возможность понять, что скрывается 
за этим совершенным аппаратом диференциалов, какой 
материал он перерабатывает, и поможет лучше ознако- 
миться с ценнейшим инструментом высшей математики — 
диференциальным исчислением. 

В заключение приведем отрывок из сочинения Ферма, 
гениального французского математика ХУП в., который 
еще до открытия диференциального исчисления дал спо- 
соб решения задач на максимум-минимум, весьма близкий 
к методу диференциалов!. Заметим кстати, что Лейбниц 
открыл метод диференциалов и интегралов в 1675 г. 
(опубликован в 1684 г.). Ньютон дал свой метод флюксий 
(весьма близкий к диференциальному исчислению) в 1671 г. 
Нижеприводимый „метод исследования наибольших и наи- 
меньших значений“ открыт Ферма в 1629 г. и впервые 
был изложен в письме к Робервалю и Декарту от 1638 г. 
(Сочинения Ферма изданы в Париже в подлиннике на 
латинском и в переводе на французском языках). Мы при- 
ведем этот отрывок почти дословно (с некоторыми изме- 
нениями в обозначениях для того, чтобы облегчить пони- 
мание читателю} и покажем, как связать его с изложе- 
нием этой книжки. 

ОТРЫВОК ИЗ СОЧИНЕНИЙ ФЕРМА 

„Все учение о нахождении наибольших и наимень- 
ших значений основывается на том, что принимают 
дна неизвестных Р и Хх и применяют следующее 
единственное правило. 

Допустим, что Е представляет собой какую-либо 
исследуемую величину (либо поверхность, либо тело, 

1 Цитируем по книжке Вилейтнер, Хрестоматия по истории 
математики, {У вып., ГТТИ. 
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либо длину), которая должна принять наибольшее 
или наименьшее значение, и выразим ее через члены, 
содержащие х в тех или иных степенях. Затем возь- 
мем для аргумента значение х-- й, и снова выразим 
ЁР через члены, содержащие х и Й в тех или иных 
степенях. Затем обе совокупности, полученные для F, 
положим по примеру Диофанта приближенно рав- 
ными друг другу. Отбросим на обеих сторонах оди- 
наковые члены; тогда в каждом члене справа и 
слева будет стоять либо fA, либо какая-нибудь его 

степень. Затем раз- 
В делим все члены на 

"И 4 й (или на степень #) 
' так, чтобы (по край- 

ней мепе) один из 
' членов накакой-либо 

A 4 стороне был совер- 
шенно свободен от 
множителя й. Затем 
на обеих сторонах 
зачеркнем — члены, 

содержащие й или его степени, а то, что оста- 
нется, положим равными друг другу, или же, если 
на одной из сторон ничего не останется, прирав- 
няем отрицательные члены положительным. Реше- 
ние последнего уравнения даст искомое значение х; 
а тогда максимум или минимум получится согласно 
выражению Р. Приведем следующий пример, 

Задача. Отрезок МВ требуется разделить так в 
точке АД, чтобы прямоугольник МАВ был наибольшим 
(черт. 63). 
Решение. Обозначим весь отрезок МВ через 5; 

часть его /М/А через х, тогда остаток будет равен 
$ — х. Прямоугольник на этих отрезках будет равен: 

x (b — x) = bx — x’, 

и это выражение должно получить наибольшее зна- 
чение. Положим теперь, с другой стороны, первую 
часть отрезка равной Х--Й, так что другая будет 
равна фр —х— Й, и прямоугольник на отрезках будет 
равен: 

(x-- h) (6 —x— h) = bx — x? ++ bh — 2xh — hi, 

Черт. 63.



и это должно быть приближенно равным прямоуголь- 
нику дх — х?, т.е. 

bx — x?-_ bh — 2xh— h? = bx — x?, 

Отбросив одинаковые члены, получим: 

bh — 2xh — 1? — 0; bh ~ 2xh + he. 

Если все это поделить на й, то получим: 

р—=2х-- В. 

Отбрасывая й, получим: 

b= 2x. 

Таким образом решением задачи является деление 
отрезка д пополам. И не может существовать более 
общего метода... Этот метод никогда не изменяет. 
Напротив того, он может быть распространен на 
многочисленные прекрасные проблемы“. 

Читатель, внимательно прочитавший книжку, сумеет 
оценить исключительную ценность этого отрывка. В нем 
Ферма уловил центральный, узловой момент всей про- 
блемы нахождения максимума-минимума. Когда он пред- 
лагает значения Р(х) и F(x +A) принять „приближенно 
равными между собой“, то это означает, что изменение 
функции как бы приостанавливается для значений аргу- 
мента, близких К Хх, (дающему максимум-минимум). Далее, 
когда Ферма отбрасывает члены, содержащие >, #3 и т. д. 
и оставляет члены, содержащие й только в первой сте- 
пени, он фактически оставляет именно диференциал фун- 
кции Р. Огметим еще, что он предлагает или „положи- 
тельные члены приравнять отрицательным“, т. е. прирав- 
нять „положительные приращения отрицательным“, как 
мы это делали в главе П, или же перенести все члены 
уравнения в одну часть и приравнять нулю, т. е. при- 
равнять нулю суммарные приращения — диференциалы, 
как мы поступали в настоящей главе. В отрывке Ферма 
дается алгебраическая часть метода, он мало говорит о 
функциональной зависимости, вовсе не говорит о том, 
что приращение # весьма мало. В ту эпоху основные по- 
нятия высшей математики только зарождались. Но потреб- 
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ности того времени, — а именно ряд конкретных задач из 
механики, гидростатики, физики — толкали ученых к раз- 
работке новых методов, помимо оставленных в наследство 
греческой наукой, и в лице гениального Ферма мы видим 
одного из прямых предвозвестников математики новсгс 
времени — анализа бесконечно малых. 

  

СОДЕРЖАНИЕ 

Ст: 
Глава 1. Введение, 

1. Примеры максимума Я минимума .......... , 
2. Задачи, решаемые элементарно. ....... . = 
3. О приближенных вычислениях . еее 11 
4. Примеры приближенных вычислений... 1 1 we 28 

Глава П. Метод малых приращений. 

1. Изложение метода... еее 33 
2. Решение задач методом малых прирашений...... 37 

Глава 1. Способ сравнения показателей. 

1. Решение одной типичной задачи „еее еее. 62 
2. Решение задач способом сравнения показателей... 66 

Глава [У. Метод диференциалов. 

1. Переход от приращений к диференциалам ...... 85 
2. Что такое диференциал . . ууу 92 
3. Правила нахождения диференциалов ое 94 
4. Решение задач с помощью диференциалов ...... 99 

Стрывок из сочимений Ферма ............ 105 

Редактор Р. БОНЧКОВСКИЙ 
Технич. редактор 3. ЛИВШИЦ 

ok 

Cyrano B npoxuss. 3/VII 1935 r. Подпис. к печ. 28/1 1936 г. 
Упслч. Главлита № В-32307 Tupax 20000 

Формат бум. 82Ж110/32 Изд. № 0 

В 1б. дл, 137.600 печ. зн., 6,3 уч.- 

авт. л. Бумажных листов 11/16 
Отпечатано во 2-й тип. ОНТИ 

имени Евг. Соколовой 

Ленинград, пр. Кр. 

Командиров, 29 

Зак. № 795,



1 руб. 

НИ — 6-4 

  

 


	обложка
	титул
	Памяти лучшего друга юности.
	Предисловие редактора.
	Глава I. Введение.
	1. Примеры максимума и минимума.
	2. Задачи, решаемые элементарно.
	3. О приближенных вычислениях.
	4. Примеры приближенных вычислений.

	Глава II. Метод малых приращений.
	1. Изложение метода.
	2. Решение задач методом малых приращений.

	Глава III. Способ сравнения показателей.
	1. Решение одной типичной задачи.
	2. Решение задач способом сравнения показателей.

	Глава IV. Метод диференциалов.
	1. Переход от приращений к диференциалам.
	2. Что такое диференаиал.
	3. Правила нахождения диференциалов.
	4. Решение задач с помощью диференциалов.

	Отрывок из сочинений Ферма.
	Содержание.

