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Предисловие

Дискретность спектров излучения атомов послужила одним из ос-
новных стимулов развития квантовой механики, т. е. волновой теории
материального поля. Действительно, уже «простая» боровская модель
атома позволила объяснить природу возникновения дискретных спек-
тров, поскольку рассчитываемые с помощью указанной модели спектры
излучения щелочных атомов достаточно хорошо совпадали с экспери-
ментальными данными, имеющимися в то время. При характеристике
боровской модели термин «простая» мы поставили в кавычки преж-
де всего потому, что именно простота модели, по-видимому, помогла
Шредингеру перевести эту модель на язык математических уравнений
и тем самым заложить основы волновой теории материального поля,
придав ей форму строгой математической теории.

Традиционно квантовая механика воспринимается как теория
строения атомоподобных структур, т. е. как теория, объясняющая суще-
ствование стационарных состояний многочастичных систем заряженных
частиц с размерами порядка ангстрема (1 = 10−8 см). Единица
измерения ангстрем определяет характерное расстояние между
электронами и ядром атомов. Как видно, значительное различие между
характерными масштабами макроскопических тел и атомоподобных
структур приводит к необходимости кардинальной перестройки мето-
дов описания материи, заключающейся в переходе от представлений
классической механики, базирующихся на модели частицы как
точечном объекте, к модели волнового материального поля.

Следующей известной стабильной многочастичной системой явля-
ется ядро атома. Отметим, однако, что ядра атомов, так же как
и сами атомы, являются на самом деле квазистабильными, но на
привычных нам временных интервалах их можно рассматривать как
стабильные многочастичные системы. Характерный пространственный
масштаб расстояний между частицами, составляющими ядро ато-
ма, еще более уменьшается и составляет величину порядка ферми
(1 ферми = 10−14 см). В силу аналогии между различием аппаратов
описания макроскопических тел и атомов естественно предположить,
что математический аппарат ядерной физики должен также отличаться
от математического аппарата атомной физики. Вместе с тем вполне
естественно предположить, что существуют единые закономерности
движения материи на различных уровнях организации, а возникающие
отличия в описании связаны с наблюдателем, т. е. с нашими попыт-
ками уложить наблюдаемые явления в рамки математических формул.
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Не претендуя на создание общего аппарата описания материи, мы
хотим здесь показать, что переход от волновых уравнений материаль-
ного поля, линейных по оператору временной производной, к волновым
уравнениям, включающим вторую временную производную, кардиналь-
но меняет картину строения материи, позволяя объединить атомные и
ядерные процессы. Причина доминирующего развития волновой теории
материального поля в направлении использования волновых уравнений
с первой производной по времени вполне понятна и связана с возник-
шими в момент зарождения теории проблемами интерпретации смысла
волновой функции. Вероятностная интерпретация волновой функции,
безусловно, сыграла решающую роль в развитии волновой теории ма-
териального поля. Действительно, идея о том, что измеряемым вели-
чинам соответствуют квантово-механические средние, дала основу для
экспериментальной проверки результатов теории.

Переход от волновых уравнений, линейных по оператору временной
производной, к волновым уравнениям, включающим вторую производ-
ную по времени, с неизбежностью приводит к необходимости введения
понятия отрицательной вероятности. Предлагаемая нами интерпрета-
ция отрицательной вероятности состоит в том, что она определяет
вероятность обнаружения зеркальных частиц. Отметим, что появление
зеркальных частиц как структурных элементов материального поля
переводит квантовую механику из рамок теории, объясняющей лишь
явления микромира, в рамки теории, объясняющей явления космологи-
ческого масштаба. Действительно, учет решений волновых уравнений,
отвечающих состояниям зеркальных частиц, позволяет дать последо-
вательную непротиворечивую интерпретацию существования «темной
материи».

Излагаемая в книге теория волновых уравнений со второй произ-
водной по времени базируется на двух уравнениях: уравнении Клей-
на–Гордона–Фока для скалярных материальных полей и квартионном
уравнении для спинорных материальных полей. Термин квартионное
уравнение мы используем впервые в этой книге, и его введение обу-
словлено тем, что общее решение указанного уравнения выражается
через четыре ортогональных биспинора, которые мы связываем с эле-
ментарными возбуждениями материального поля — квартионами. Это
уравнение было предложено нами около десяти лет назад и подверглось
поначалу достаточно интенсивной критике, утверждавшей, что, с одной
стороны, квантовая механика спинорного поля должна базироваться
на уравнении Дирака и, с другой стороны, уравнение сходно с квад-
рированным уравнением Дирака. Именно эта критика послужила для
нас одним из стимулов развития математического аппарата волновых
уравнений со второй производной по времени, который существенно
отличается от математического аппарата волновых уравнений, линей-
ных по оператору временной производной. Уже в ранних работах мы
показали, что в частном случае, когда величина магнитного момента
электрона совпадает с магнетоном Бора, квартионное уравнение фак-
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торизуется, поэтому и уравнение Дирака, и квадрированное уравнение
Дирака являются частными случаями квартионного уравнения. Од-
нако даже незначительное отличие магнитного момента электрона от
магнетона Бора приводит к целому ряду качественно новых явлений,
среди которых можно указать, например, парамагнетизм свободных
электронов, сверхтонкую структуру водородоподобных атомов, CPT -
инвариантный механизм электрического дипольного момента спинор-
ных частиц и ряд других явлений, о которых пойдет речь в настоящей
книге. Не менее принципиальным является тот факт, что пространство
состояний материальных полей, описываемых волновыми уравнениями
со второй временной производной, вдвое шире пространства состояний
любых волновых уравнений, линейных по оператору временной произ-
водной. Это обстоятельство и лежит в основе последовательной теории
зеркальных частиц.

Считаю своим приятным долгом выразить благодарность всем
сотрудникам Международного лазерного центра и кафедры общей фи-
зики и волновых процессов физического факультета МГУ им. М.В. Ло-
моносова, где мне посчастливилось многие годы работать. Широ-
кий спектр научных интересов членов этого коллектива и царящая
в нем доброжелательная атмосфера создают благоприятный климат для
свободного научного поиска. Особую признательность хочу выразить
сотрудникам, аспирантам и студентам, работающим вместе со мной
в лаборатории теоретических проблем оптики. Без их поддержки пе-
риод подготовки рукописи к печати занял бы гораздо большее время.
Я глубоко признателен моим родным. Лишь их долготерпение и чуткое
отношение к моей работе позволили мне написать эту книгу.



Введение

Квантовая механика является в настоящее время одной из основ-
ных теорий строения материи и основана на использовании понятия
материального поля для описания состояния частиц, составляющих
структуру материи. Столетняя история развития и совершенствования
аппарата квантовой механики и ее широкого применения для описания
разнообразных явлений, происходящих в окружающем нас мире, несо-
мненно, свидетельствует о справедливости основополагающих принци-
пов этой теории. Сегодня невозможно представить, что дальнейшее
развитие науки будет происходить без использования аппарата и ме-
тодов квантовой механики, поскольку наноструктуры стали основным
объектом не только научных исследований, но и целенаправленного
синтеза. Несмотря на колоссальный авторитет квантово-механических
представлений в объяснении основополагающих принципов строения
материи, в последнее время возник ряд проблем, которые ставят вопро-
сы общетеоретического плана и заставляют вновь обратиться к анализу
основ квантовой механики.

К их числу можно отнести проблемы темной материи (см., на-
пример, обзор [1]), зеркальных частиц (см. обзор [2]), собственного
электрического момента частиц (см. обзоры [3, 4]), изменение мас-
сы мезонов при их движении внутри ядер ([5–7]) и т. д. 1) С одной
стороны, существуют неоспоримые экспериментальные свидетельства
существования перечисленных объектов, явлений или характеристик
состояния частиц, с другой стороны, на сегодняшний день нет общей
теории, которая позволила бы последовательным образом включить
всю специфику и все многообразие наблюдаемых явлений в рамки
единого квантово-механического формализма. Мы не говорим о полном
отсутствии каких-либо теорий. Однако, как правило, предлагаемые
теории основаны на введении в функцию Лагранжа дополнительных
слагаемых, которые могли бы привести к ожидаемому результату,
т. е., по сути, речь идет о полуэмпирическом введении новых типов
взаимодействий или состояний частиц материального поля.

1) При ссылках на результаты исследований мы будем цитировать, как
правило, обзорные статьи. К сожалению, не все они в равной степени отражают
статус современного состояния исследований по соответствующим направле-
ниям. Тем не менее, на наш взгляд, приводимые ссылки могут оказаться по-
лезными и дают дополнительную информацию при использовании различных
поисковых систем.
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Предлагаемая вниманию читателя книга посвящена развитию
математического аппарата релятивистских волновых уравнений,
включающих вторую производную по времени. В случае скалярных
материальных полей уравнением такого типа является уравнение
Клейна–Гордона–Фока (КГФ) [8–10], а в случае спинорных полей —
квартионное уравнение, предложенное нами в работах [11, 12] (см.
уравнение (7.2) настоящей книги). Переход от волновых уравнений
материального поля, основанных на использовании уравнений первого
порядка по временной производной, к волновым уравнениям, вклю-
чающим вторую производную по времени, приводит к необходимости
коренной перестройки не только математического аппарата, но и базовых
понятий и положений теории.

Необходимость такой перестройки вполне очевидна, поскольку
переход от волновых уравнений с первой временной производной
к уравнениям, включающим вторую временную производную, приво-
дит к удвоению релятивистских степеней свободы движения частицы.
Встает естественный вопрос: каким состояниям материального поля
отвечают появляющиеся дополнительные степени свободы? Переход
к уравнениям второго порядка по временной производной с неизбеж-
ностью ведет к тому, что временная компонента 4-вектора плотности
потока материального поля, jμ = (j, icρ), перестает быть билинейной
комбинацией волновой функции и сопряженной волновой функции и
становится билинейной комбинацией волновой функции и временной
производной сопряженной волновой функции. Как результат ρ (r, t)
перестает быть положительно определенной величиной и может при-
нимать отрицательные значения, поскольку общее решение уравнения
второго порядка по временной производной включает как положи-
тельно, так и отрицательно частотные решения. Поскольку согласно
уравнению непрерывности ρ (r, t) определяет плотность вероятности
обнаружения частицы в точке r в момент времени t, то в рамках
теорий, квадратичных по оператору временной производной, возникает
проблема отрицательной вероятности.

Один из путей устранения проблемы отрицательной вероятности со-
стоит в факторизации оператора уравнения КГФ, т. е. преобразовании
указанного оператора к виду произведения двух операторов, линей-
ных по оператору временной производной. Такая факторизация, как
известно, приводит к уравнению Дирака ([13–15]). Однако, как это ни
парадоксально, указанная факторизация не решает проблемы отрица-
тельной вероятности. Это обстоятельство было отмечено Клейном [16]
вскоре после появления публикации Дирака. Анализируя задачу об
отражении частицы от прямоугольного потенциала, Клейн отметил, что
из решения уравнения Дирака следует, что если высота потенциально-
го барьера превышает удвоенную массу покоя частицы, то коэффици-
ент отражения принимает значения, большие единицы, а коэффициент
прохождения становится отрицательным. Парадокс Клейна, несмотря
на восьмидесятилетнюю историю, так и не нашел последовательной
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интерпретации (см., например, обзор [17]). В последнее время интерес
к парадоксу Клейна был стимулирован исследованиями по проблеме
движения носителей заряда в графене (см., например, обзор [18]) и,
в частности, возможностью создания линзы Веселаго [19] на основе
графена.

Отметим, кстати, одну интересную деталь. В настоящей книге мы
покажем, что аналогичные изменения в величине коэффициентов отра-
жения и прохождения возникают и в случае, когда задача отражения
частицы от потенциальной ступеньки анализируется на основе урав-
нения КГФ. Однако исторически это обстоятельство осталось неза-
меченным даже самим Клейном. Это, по-видимому, обусловлено тем,
что теория Дирака сразу же после ее появления заняла доминирую-
щие позиции, поскольку позволила объяснить наличие собственного
углового момента электрона и, как считалось в то время, предсказала
существование позитрона.

Методологические трудности в интерпретации решений волновых
материальных уравнений со второй производной по времени не огра-
ничиваются лишь проблемой отрицательной вероятности. Исторически
первой была, по-видимому, проблема отрицательно частотных реше-
ний. Суть ее состоит в том, что решение волнового уравнения, квад-
ратичного по оператору 4-импульса pμ = −ih̄ ∂/∂xμ, для комплекс-
ной волновой функции ψ (r, t) содержит как положительно, так и
отрицательно частотные решения. Если временную часть оператора
4-импульса связать с оператором энергии Ê = ih̄ ∂/∂t, то, например,
для свободной частицы соотношение между энергией и импульсом

принимает вид: E (p) = ±
√

p2c2 +m2
0c

4 . В то время как положитель-

ная энергия растет с ростом p, отрицательная энергия уменьшается
с ростом величины импульса. Поскольку последняя зависимость про-
тиворечит закономерностям классической механики, Шредингер пред-
положил, что волны материи описываются не релятивистски инвари-
антным волновым уравнением, а уравнением с первой производной по
времени, которое приводит к нерелятивистским соотношениям между
энергией и импульсом, E = p2/2m0. С. Вайнберг [20], ссылаясь на
работы П.А.М.Дирака [21–23], пишет: «Шредингер сначала вывел
релятивистское уравнение, но затем начал сомневаться в его спра-
ведливости, поскольку оно неправильно описывало тонкую структуру
атома водорода. Через несколько месяцев он осознал, что нереля-
тивистское приближение релятивистского уравнения важно само по
себе, даже если его исходное уравнение неверно! К тому времени,
когда Шредингер собрался опубликовать свое релятивистское волновое
уравнение, оно уже было независимо переоткрыто. . .»

Традиционная интерпретация проблемы отрицательной энергии со-
стоит в следующем: полагается, что положительно частотные решения
отвечают состояниям частицы, а отрицательно частотные — состояни-
ям античастицы. Однако такую интерпретацию нельзя считать вполне
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последовательной, поскольку в ее рамках зарядово-сопряженная части-
ца (т. е. частица, имеющая ту же массу, но противоположный заряд)
однозначно совпадает с античастицей. Например, позитрон и антиэлек-
трон представляют собой одно и то же состояние материального поля.
Однако такая интерпретация вступает в противоречие с эксперимен-
тально наблюдаемыми явлениями. Действительно, экспериментально
установлено, что электрон и позитрон могут образовывать связан-
ную нейтральную структуру, которая называется атомом позитрония.
Имеются многочисленные экспериментальные данные, описывающие
спектр состояний указанной атомной системы [24, 25]. Точный теоре-
тический расчет спектров состояний атома позитрония, как и спектров
других водородоподобных атомов, может быть проведен на основе ре-
шения двухчастичной квантово-механической задачи, волновая функ-
ция которой зависит от координат обеих частиц, составляющих атом.
Это означает, что электрон и позитрон должны рассматриваться как
две равноправные частицы, занимающие различные состояния в про-
странстве состояний физически наблюдаемых частиц материального
поля. Их различие состоит лишь в том, что они, обладая одинаковыми
свойствами по отношению к взаимодействию с гравитационным полем,
имеют противоположный электрический заряд. Следовательно, они обе
должны принадлежать одной и той же зоне состояний материального
поля, т. е. обе должны описываться, например, положительно частотны-
ми решениями квантово-механических уравнений. Иначе спектр атома
позитрония должен был бы определяться решением уравнения для од-
ночастичной волновой функции. Вместе с тем трудно представить, как
в рамках линейной квантовой механики два линейно независимых ре-
шения одного и того же уравнения могут отвечать связанным состояни-
ям. Это возможно лишь только в том случае, когда уравнения являются
неоднородными, т. е. содержат правую часть, не зависящую от волновой
функции. Однако такая интерпретация применяется по отношению
к решениям линейных однородных уравнений квантовой механики.

Следует отметить, что проблема интерпретации отрицательно ча-
стотных решений послужила одним из основных стимулов к развитию
теории вторичного квантования. В этом случае амплитуды положи-
тельно и отрицательно частотных решений объявляются некоммути-
рующими операторами, действие которых на волновую функцию ваку-
умного состояния приводит к различным состояниям частицы. Теория
вторичного квантования приняла на сегодняшний день достаточно са-
мосогласованную форму. Одним из основных достижений этой теории
является инвариантная теория возмущений, позволяющая представлять
процессы взаимодействия частиц друг с другом и с внешними полями
в виде суммы элементарных процессов.

Несмотря на огромный авторитет этой теории в объяснении ши-
рокого круга явлений, остаются, однако, вопросы общетеоретического
плана. Во-первых, в рамках этой теории имеются существенные раз-
личия в описании бозонов и фермионов. В чем причина указанной
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неэквивалентности? Исторически это предположение базируется на
результатах экспериментальных наблюдений, показывающих, что два
электрона с одинаково направленными спинами не могут находиться
бесконечно близко друг к другу. Это экспериментально наблюдаемое
свойство частиц можно, конечно же, сформулировать в виде посту-
лата, накладывающего ограничения на вид волновых функций (или
операторов), описывающих состояние указанных частиц. Однако эта
специфика поведения частиц, имеющих внутренние степени свободы,
и, следовательно, обладающих собственным магнитным моментом, на-
ходит наглядную интерпретацию и в рамках волновой механики. Дей-
ствительно, гамильтониан взаимодействия магнитных моментов двух
фермионов, совпадающий по своей структуре с соответствующим вы-
ражением классической электродинамики, прекрасно объясняет экспе-
риментально наблюдаемые закономерности. Вместе с тем собственный
магнитный момент скалярных частиц, не обладающих внутренними
степенями свободы, равен нулю, поэтому гамильтониан их взаимо-
действия соответствующего слагаемого включать не может. Следова-
тельно, их взаимное расположение в пространстве будет определяться
лишь закономерностями, присущими кулоновскому взаимодействию.
Во-вторых, что такое вакуумное состояние поля? Изначально полагает-
ся, что оно не зависит от статистики частиц и одинаково во всех точках
пространства–времени. Считается, что наличие зарядов приводит к
поляризационным поправкам, искажающим состояние вакуума матери-
альных полей заряженных частиц. Вместе с тем кулоновский потенци-
ал является расходящимся, поэтому вряд ли при описании искажения
вакуумного поля можно ограничиться поправками. Однако наибольшие
сомнения в обоснованности представления о вакуумных состояниях
поля вызывает то обстоятельство, что энергия вакуума является бес-
конечной. В-третьих, если амплитуды отрицательно и положительно
частотных решений являются соответственно операторами рождения и
уничтожения одной и той же частицы, то, казалось бы, состояния ча-
стицы и античастицы являются полностью равноправными, а следова-
тельно, количество атомов и антиатомов должно быть одинаково. В чем
причина отсутствия указанной симметрии в окружающем нас мире?
В-четвертых, наиболее наглядную интерпретацию метод вторичного
квантования имеет в представлении плоских волн. Состояние частицы
в виде плоской волны является в значительной степени математической
абстракцией, более реалистичной является модель волнового пакета.
Вместе с тем представление состояния фермиона в виде операторно-
го волнового пакета приводит к математическим противоречиям при
переходе к классическому пределу. Однако необходимо отметить, что
нерелятивистское уравнение Шредингера вполне согласуется с пред-
ставлением состояния электрона в виде волнового пакета, а результаты
соответствующих расчетов прекрасно согласуются с результатами на-
блюдаемых явлений в нерелятивистской области энергий.
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Список возникающих вопросов можно продолжить. Например, не
вполне убедительным выглядит привлечение эффектов несохране-
ния четности для объяснения ряда реакций распада частиц. Вме-
сте с тем инвариантность волновых уравнений относительно CPT -
преобразований является одним из базовых принципов лагранжева
формализма, отражающим фундаментальные свойства пространства–
времени. В пользу существования картины мира, не нарушающей ука-
занных симметрий, свидетельствуют отрицательные результаты экспе-
риментов по измерению электрического дипольного момента (ЭДМ)
нейтронов, электронов, атомов [3, 4]. В последние 50 лет были про-
ведены многочисленные эксперименты по измерению ЭДМ, в которых
предполагалось, что механизм ЭДМ связан с нарушением CP - или T -
четности. До сегодняшнего дня не удалось не только измерить величи-
ну ЭДМ, но даже и получить указания на его существование. Как мы
отмечали выше, в рамках теорий, основанных на уравнениях, включаю-
щих вторую производную по времени, пространство состояний матери-
ального поля удваивается. Как результат удваивается и число преобра-
зований CPT -симметрии. В рамках таких теорий не только появляется
CPT -инвариантный механизм собственного электрического момента
частиц, но меняется и представление о собственном магнитном моменте
частиц. Например, у свободной частицы сохраняющейся величиной яв-
ляется не только спиральность, но и спин, а следовательно, магнитный
момент свободной частицы также является сохраняющейся величиной.
Это и неудивительно, поскольку вошедшие сегодня в повседневную
практику методы исследования вещества с помощью пучка поляризо-
ванных частиц (нейтронов, электронов и т. д.) были бы невозможны,
если бы спин частицы на пути от поляризатора до исследуемого объек-
та хаотически менял свое направление. Как мы покажем в настоящей
книге, постановка экспериментов по измерению ЭДМ, основанная на
предположении о его CP -неинвариантном механизме, в принципе не
позволяет измерить величину CPT -инвариантного ЭДМ.

Успехи, достигнутые в последнее время в области прецизион-
ных методов лазерной спектроскопии [25–27], позволили с высокой
степенью точности измерять сверхтонкую структуру атомных спек-
тров. Это стимулировало многочисленные исследования по применению
квантово-электродинамических методов для расчета атомных спектров
[27–30]. Следует, однако, отметить, что расчеты, производимые в рам-
ках аппарата теории квантованных полей, совпадают с эксперимен-
тальными данными лишь при использовании процедуры перенорми-
ровки, необходимость которой обусловлена неизбежно возникающими
в теории расходимостями. Эти расходимости возникают даже при
расчете спектра связанных состояний частицы в кулоновском поле.
Несмотря на совпадение результатов окончательных расчетов с экс-
периментальными данными, использование этой процедуры вызывает
определенную неудовлетворенность, связанную с тем, что в теории
появляются дополнительные (в определенной степени произвольные)
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свободные параметры, позволяющие привести значения материальных
параметров частиц (например, величины магнитного момента, массы
и т. п.) к их экспериментально измеряемым значениям. Параметром
малости инвариантной теории возмущений является параметр Zα, где
Z — заряд ядра атома, а α — постоянная тонкой структуры. Как
известно, область существования стабильных атомов ограничена усло-
вием Zα � 1, поэтому, казалось бы, указанное ограничение является
несущественным. Однако мы покажем, что нестабильность атомных
систем при Zα → 1 обусловлена тем, что начинают совпадать энер-
гии связанных состояний частицы и зеркальной частицы в кулонов-
ском поле. При этом энергии связи указанных состояний оказываются
сравнимы с массой покоя частицы. Трудно предположить, что какой-
либо вариант теории возмущений, использующий в качестве параметра
малости величину Zα, может позволить рассчитать спектр состояний
атома, включающих состояния с энергией связи порядка массы покоя
частицы, и тем самым дать последовательную интерпретацию причины
нестабильности атомных систем, возникающей при Zα→ 1.

* * *
Одна из основных целей книги — показать, как перечисленные

выше проблемы решаются в рамках квантовой теории поля, основанной
на волновых уравнениях, включающих вторую производную по време-
ни. Как мы отмечали выше, в любой теории комплексных волновых
полей, описываемых волновым уравнением со второй производной по
времени, с неизбежностью возникает понятие отрицательной вероят-
ности, поэтому оно становится одним из центральных понятий теории.
Введение в теорию понятия отрицательной вероятности существенно
расширяет пространство состояний материальных полей и позволя-
ет построить последовательную теорию зеркальных частиц. Как мы
увидим, процессы, проистекающие с участием частиц и зеркальных
частиц, могут происходить лишь во внешних полях существенно реля-
тивистской напряженности. При анализе явлений в субрелятивистской
области понятие отрицательной вероятности перестает играть суще-
ственную роль, а получаемые результаты совпадают с результатами
расчетов, основанных на использовании традиционных подходов.

Последовательная интерпретация состояний материального поля,
отвечающих зеркальным частицам, может быть получена, если состоя-
ние частицы задается в виде волнового пакета, а не плоской волны.
Модель плоских волн является абстрактной математической моде-
лью и неразрывно связана с бесконечно большим пространственным
объемом. Однако гиперплоскость S4 = V (t) является лишь одной из
четырех гиперплоскостей трехмерной размерности в четырехмерном
пространстве. Релятивистски инвариантные соотношения не должны
зависеть от того, какую из четырех указанных гиперплоскостей мы
используем, поэтому понятие бесконечно большого пространственно-
го объема не является полностью определенным понятием в реляти-
вистской теории. Более последовательной моделью состояния части-
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цы является модель пространственно ограниченного волнового пакета.
Волновая функция в этом случае может считаться малой на границе
произвольного трехмерного объема. Различия между волновым паке-
том и плоской волной касаются не только математического описания,
но и имеют серьезные физические следствия. Дело в том, что скорость
переноса энергии волновым пакетом определяется не фазовой скоро-
стью, а групповой. Следовательно, групповая скорость выступает в ка-
честве физически наблюдаемой величины и ее значение существенно
влияет на характер взаимодействия частиц. Действительно, исследова-
ния в области распространения лазерных импульсов неоспоримо пока-
зывают, что эффективность процессов нелинейно оптического преобра-
зования лазерных импульсов, в особенности ультракоротких лазерных
импульсов, зависит от выполнения как условий фазового синхронизма,
так и условий группового синхронизма. Именно использование модели
волновых пакетов позволяет дать наглядную физическую интерпрета-
цию понятия зеркальных частиц.

В теории спинорных полей, описываемых волновым уравнением со
второй производной по времени, состояния с отрицательной вероятно-
стью связываются не только с зеркальными частицами, но и с анти-
частицами. При этом, однако, состояния античастиц не связываются
с отрицательно частотными решениями. Античастица описывается ре-
шением волнового уравнения, отвечающим заряду со знаком, противо-
положным знаку заряда частицы. Понятий частица и античастица
недостаточно для того чтобы описать все возможные состояния спи-
норного материального поля. Мы покажем, что в теории спинорных
полей естественным образом возникают четыре линейно независимых
решения. Такая структура общего решения уравнения (7.2) привела
нас к необходимости введения понятия квартиона как элементарного
возбуждения материального поля, отвечающего каждому из линей-
но независимых решений. Состояния частиц являются суперпозицией
квартионов, в результате чего состояние частиц характеризуется не
только зарядом, но и электрическим и магнитным моментами, величина
которых зависит от соотношения амплитуд квартионных состояний.
Именно квартионы являются базовыми структурными элементами спи-
норного материального поля, обеспечивающими симметрию относи-
тельно CPT -преобразований.

Каждый из квартионов может отвечать как положительно, так и
отрицательно частотным решениям. Следует, однако, отметить, что
разделение решений волновых уравнений на положительно и отрица-
тельно частотные является более или менее строгим лишь в случае
свободной частицы. В случае частицы, взаимодействующей с внешним
пространственно неоднородным полем, два различных собственных
значения, неизбежно возникающие в рамках волновых уравнений со
второй производной по времени, могут иметь одинаковый знак. Это
наглядно свидетельствует о том, что систематика состояний частиц,
основанная на анализе решений уравнений для свободной частицы, не
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может дать адекватного представления об отличительных свойствах
частиц, отвечающих тем или иным решениям волновых уравнений.

Материал книги можно условно разбить на три части. Главы 1–3
посвящены применению лагранжева формализма в теории волновых
материальных полей. Эти главы являются вводными и посвящены
обсуждению основных принципов, которые лежат в основе конструи-
рования действия. Главы 4–6 посвящены развитию теории скалярных
материальных полей, описываемых волновыми уравнениями со второй
производной по времени. В гл. 4 развивается математический аппарат
теории указанных уравнений. В гл. 5 указанный аппарат применяется
для анализа задач движения частицы в стационарных внешних полях.
Глава 6 посвящена анализу задач взаимодействия с нестационарными
электромагнитными полями и анализу двухчастичных задач. Главы
7–15 посвящены развитию теории спинорных материальных полей,
описываемых волновыми уравнениями со второй производной по вре-
мени. Наличие внутренних степеней свободы у спинорной частицы,
с одной стороны, приводит к необходимости дальнейшего развития
математического аппарата и, с другой стороны, существенно расширяет
физику взаимодействия частиц. Поэтому неудивительно, что обсуж-
дение теории спинорных материальных полей занимает существенно
больший объем книги.

Как следует из приведенного выше обсуждения, теория материаль-
ных полей, основанная на использовании волновых уравнений со второй
производной по времени, существенно отличается от аналогичной тео-
рии, основанной на использовании уравнений, линейных по оператору
временной производной. Эти отличия приводят и к появлению принци-
пиально новых физических следствий. Естественно, что в рамках одной
книги невозможно продемонстрировать весь круг возникающих разли-
чий, поэтому мы остановимся, в основном, на рассмотрении примеров,
где теория демонстрирует свою предсказательную силу.

К таким следствиям общей теории можно отнести:
— последовательную теорию зеркальных частиц, позволяющую

дать физическую интерпретацию таких астрофизических терминов, как
«темная материя», «черные дыры» и т. п.;

— объяснение изменения массы покоя частиц при их взаимодей-
ствии с электромагнитным полем и расчет зависимости массы покоя от
напряженности электрического и магнитного полей;

— теорию собственного электрического дипольного момента частиц
с полуцелым спином;

— теорию рассеяния нейтральных частиц (в частности, нейтронов)
электрическим полем;

— объяснение природы лэмбовского сдвига и расчет сверхтонкой
структуры водородоподобных атомов;

— предсказание парамагнетизма свободных электронов;
— объяснение механизмов K-захвата, β+- и β−-распада, процессов

рождения и взаимного преобразования частиц и т. д.



Гл а в а 1

ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ КВАНТОВОЙ

МЕХАНИКИ

Волновые уравнения квантовой механики отражают наличие волно-
вых свойств микрочастиц. Представления о волновых свойствах мате-
риальных частиц были востребованы для объяснения эксперименталь-
но наблюдаемых явлений. Именно эта плодотворная идея позволила
объяснить дискретность спектров излучения атомов и лежит в основе
современных представлений о строении вещества. В настоящее время
имеется обширная литература по квантовой механике и атомной спек-
троскопии, где содержится подробный обзор исторического развития
представлений о волновой структуре частиц, поэтому мы не будем
здесь обращаться к подробному обсуждению этого вопроса.

Вскоре после возникновения волновой механики начало активно
развиваться и альтернативное направление, связанное с использовани-
ем операторов, соответствующих тем или иным физически наблюдае-
мым величинам. В пространстве произвольной размерности есть базо-
вый набор линейно независимых операторов, которые не коммутируют
друг с другом, и именно это свойство некоммутативности служит осно-
вой для объяснения дискретной структуры материи, при этом масштаб
дискретности определяется видом коммутационных соотношений.

Эти два направления были позже объединены в рамках кванто-
вой электродинамики, которая основана на использовании процеду-
ры вторичного квантования, т.е. на замене амплитуд волновых по-
лей операторами, подчиняющимися тем или иным перестановочным
соотношениям. Теория квантованных полей является доминирующим
подходом в современной квантовой теории частиц, воспринимаемых
как элементарные возбуждения волнового материального поля.

Параллельно с указанными направлениями развивалась и общая
теория волновых материальных полей, основанная на применении
лагранжева формализма. В рамках такого подхода за основу берутся
не сами волновые материальные уравнения, а выражения для действия
или функции Лагранжа, которые с применением канонических проце-
дур позволяют получать волновые уравнения. 1) Ясно, что выражения
для действия, так же как и вид волновых уравнений, в конечном

1) Следует отметить, что традиционно лагранжев формализм применяется
в рамках теории вторичного квантования, т.е. при переходе от квантовой
механики к теории квантованных полей (см., например, [31–33]). Мы, однако,
будем его здесь использовать, оставаясь в рамках квантовой механики.
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счете постулируются, а не выводятся. Тем не менее, несмотря на это,
лагранжев формализм все же является более общим подходом. Это
обусловлено следующими причинами.

Во-первых, вид функции Лагранжа свободного материального по-
ля в значительной степени детерминируется необходимостью соответ-
ствия основным пространственно-временным симметриям. В случае
линейных волновых уравнений это требование оставляет практически
лишь свободу выбора постоянных коэффициентов, входящих в выра-
жение для функции Лагранжа свободной частицы. Поэтому анализ
функции Лагранжа, отвечающий тем или иным волновым уравнениям,
позволяет в значительной степени предсказать общие свойства реше-
ний различных волновых уравнений.

Во-вторых, наиболее принципиальное значение лагранжев форма-
лизм имеет в теории взаимодействующих полей. Принцип аддитивно-
сти действия позволяет на основе выражений для действия различных
материальных полей получать действие для произвольной системы
взаимодействующих полей, в то время как в волновые уравнения по-
тенциалы взаимодействия с различными внешними полями вводятся,
как правило, на основе полуэмпирических соображений.

В-третьих, лагранжев подход в теории электромагнитного поля
был развит значительно ранее и, по сути дела, он был перенесен
в теорию волновых материальных полей. Поэтому использование функ-
ции Лагранжа электромагнитного поля и канонической подстановки
pμ → pμ − qAμ/c позволяет легко обобщать уравнения свободной ча-
стицы на случай частиц, взаимодействующих с электромагнитным
полем. Каноническая подстановка, естественно, позволяет также обоб-
щать уравнения для свободной частицы на случай частицы, взаимодей-
ствующей с электромагнитным полем. Однако в случае взаимодейству-
ющих полей волновых уравнений недостаточно для полного описания
системы. Наряду с волновыми уравнениями, важную роль играют
динамические инварианты, т. е. комбинации волновых функций и их
производных, не изменяющиеся во времени. Лагранжев формализм
дает последовательную процедуру получения динамических инвари-
антов. Сохраняющиеся во времени комбинации волновых функций и
их производных можно получать и исходя из уравнений для поля,
однако в случае полей, описываемых многокомпонентными волновыми
функциями, получающиеся выражения отличаются от динамических
инвариантов, следующих из функции Лагранжа. Примером может слу-
жить уравнение непрерывности, являющееся базовым соотношением
любой волновой теории. Пространственный интеграл от уравнения
непрерывности определяет условие нормировки волновых функций ма-
териального поля. Вместе с тем хорошо известно, что выражение для
4-вектора плотности тока, получаемое на основе умножения уравнения
Паули на эрмитово-сопряженную волновую функцию ψ+, не содержит
слагаемого js = μBc rot (ψ+σσσσσσσσσψ). Наличие или отсутствие этого слага-
емого в выражении для плотности тока не влияет на справедливость
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уравнения непрерывности, поскольку div (rot f) ≡ 0 для произвольной
векторной функции f (r, t). Однако отсутствие этого слагаемого в вы-
ражении для плотности тока приводит к существенному изменению
поля отклика частицы, взаимодействующей с внешним электромагнит-
ным полем.

Одна из целей настоящей книги состоит в том, чтобы показать,
что квантовая теория поля, основанная на применении канонического
лагранжева формализма и исследовании симметрийных свойств волно-
вых уравнений, следующих из выбранного действия, является альтер-
нативным подходом к теории частиц. Если отказаться от требования
положительной определенности временной компоненты 4-вектора плот-
ности потока, то такой подход позволяет описывать процессы рождения
и взаимного преобразования частиц, не прибегая к теории вторичного
квантования, предполагающей наличие вакуумных полей («электро-
магнитного вакуума», «вакуума электронно-позитронных пар» и т. п.)
В результате процессы рождения и взаимного преобразования частиц
получают более наглядную физическую интерпретацию.

Релятивистски инвариантная функция Лагранжа должна быть
квадратичной формой оператора 4-импульса. В случае скалярных по-
лей релятивистски инвариантное выражение для функции Лагранжа
приводит к уравнению КГФ, а в случае спинорных полей — к урав-
нению (7.2) настоящей книги. Как мы уже отмечали в предисловии,
переход от волновых уравнений с первой производной по времени
к волновым уравнениям, включающим вторую производную по време-
ни, приводит к необходимости кардинальной перестройки не только
математического аппарата, но и базовых принципов теории. Изменя-
ются вид условий ортогональности собственных волновых функций,
определение квантово-механических средних операторов и т. п. Воз-
никает необходимость введения новых терминов, таких как «отрица-
тельная вероятность», «зеркальные частицы», «квартионы» и т. д. Важ-
ным следствием указанных изменений является то обстоятельство, что
возникающая теория не только дает альтернативную интерпретацию
известных явлений, но и обладает предсказательной силой.

В работах [11, 12, 34–36] мы показали, что теория сверхтонкой
структуры водородоподобных атомов, изложенная в гл. 12, 15 настоя-
щей книги, позволяет рассчитывать величину лэмбовского сдвига
с точностью, совпадающей с точностью квантово-электродинамических
расчетов, и дает наглядную физическую интерпретацию причины его
возникновения. В работах [37, 12] был впервые предложен механизм
рассеяния нейтрона электрическим полем, основанный на взаимодей-
ствии собственного электрического момента нейтрона с электрическим
полем. Предложенный механизм объясняет отрицательные результаты
экспериментов по измерению ЭДМ нейтрона, проведенных в послед-
ние 50 лет, в которых полагалось, что механизм ЭДМ связан с на-
рушением CP -четности. Дальнейшее развитие теория ЭДМ частиц
с полуцелым спином находит в гл. 7–11 настоящей книги. В работах
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[11, 36, 12] предсказано существование парамагнетизма свободных
электронов. Общая теория изменения массы покоя частиц во внешнем
электромагнитном поле была предложена в [38, 39]. В работе [40]
приведены формулы, позволяющие рассчитывать массу покоя частицы,
захваченной ядром атома.

Квантовая механика воспринимается обычно как наука, описываю-
щая явления, проистекающие в микромире (согласно сегодняшней тер-
минологии более точным является термин «наномир» и т. д.) Однако
экспериментальные данные, накопленные в последние десятилетия,
свидетельствуют о том, что явления, проистекающие в космологиче-
ских масштабах, также требуют привлечения методов волновой меха-
ники материального поля. В первую очередь здесь речь идет о теории
«зеркальных» частиц. Как мы увидим, именно отсутствие последова-
тельной теории зеркальных частиц привело к появлению таких эмоцио-
нально окрашенных терминов, как «темная материя», «черные дыры» и
т. п. Теории зеркальных частиц посвящены гл. 5 и 9 настоящей книги.

Теории квартионов, как составляющих структуры частиц, посвяще-
ны гл. 8 и 11 книги.

Значительно большее внимание, чем это делается в стандартных
курсах квантовой механики, мы уделим теории взаимодействия атомов
с электромагнитным полем. Рассмотрению этих вопросов посвящены
гл. 6, 13 и 14.

1.1. Волновая функция

Итак, основополагающим понятием в рамках волновой механики
является понятие волновой функции. Физический смысл волновой
функции уравнения Шредингера, исторически первого уравнения вол-
новой квантовой механики, был долгое время предметом активного и
всестороннего обсуждения. По прошествии некоторого исторического
этапа развития квантовой механики доминирующей стала копенгаген-
ская интерпретация, состоящая в том, что квадрат модуля волновой
функции

p (r, t) = |ψ (r, t)|2 (1.1)

определяет плотность вероятности p нахождения частицы в простран-
ственной точке r в момент времени t. Эта интерпретация смысла вол-
новой функции непосредственно следует из свойств нерелятивистского
уравнения Шредингера

ih̄
∂ψ

∂t
=

(
p2

2m0
+ U

)
ψ (r, t) (1.2)

и имеет приведенное ниже математическое основание. Уравнение
непрерывности, вытекающее из уравнения (1.2), имеет вид

∂ρ

∂t
+ div j = 0, (1.3)
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где компоненты 4-вектора плотности потока материального поля имеют
вид

ρ (r, t) = |ψ (r, t)|2 , j (r, t) = ih̄

2m0
(∇ψ∗ · ψ − ψ∗ · ∇ψ) . (1.4)

Интегрируя (1.3) по бесконечному объему и используя следующее
граничное условие: ∮

S(r→∞)

j dS = 0, (1.5)

получаем ∫

V →∞
|ψ (r, t)|2 dV = const. (1.6)

Полагая константу равной единице:∫

V →∞
|ψ (r, t)|2 dV = 1, (1.7)

мы получаем соответствие с определением (1.1), поскольку вероятность
нахождения частицы в какой-либо точке бесконечного трехмерного
объема равна единице в любой момент времени, а интеграл в левой
части (1.7) в соответствии с (1.1) как раз и определяет эту вероят-
ность. Уравнение (1.7) задает условие нормировки волновых функций
дискретного спектра в рамках нерелятивистской теории частиц.

Физическим величинам в квантовой механике ставятся в соот-
ветствие операторы F̂ . Операторы осуществляют те или иные пре-
образования волновой функции. Общее определение операторов и их
систематику мы обсудим позже. Например, применительно к урав-
нению Шредингера, указанное соответствие оператора и физической
величины состоит в том, что измеряемое значение физической вели-
чины в состоянии, описываемом волновой функцией ψ, определяется
величиной интеграла〈

F̂
〉

=
∫
ψ∗ (r, t) F̂ψ (r, t) dV. (1.8)

Из (1.8) следует, что измеряемое значение физической величины опре-
деляется квантово-механическим средним. Измеряемые значения фи-
зических величин должны быть действительными, поэтому операторы
должны быть самосопряженными:

F̂ = F̂+, (1.9)

где оператор F̂+, сопряженный линейному оператору F̂ , определяется
согласно правилу ∫

ϕ∗ · F̂ψ dV =
∫
F̂+ϕ∗ · ψ dV. (1.10)

В (1.10) принято обозначение, согласно которому оператор действует
на волновую функцию, стоящую по одну с ним сторону от точки.
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Уравнение (1.7) является наглядной иллюстрацией вероятностной
интерпретации квантовой механики. Однако в общем случае оно нуж-
дается в целом ряде обобщений.

Во-первых, скалярная волновая функция описывает состояние ча-
стицы, не имеющей внутренних степеней свободы. Волновые функции
частиц, имеющих внутренние степени свободы, являются многоком-
понентными. Для скалярных волновых функций условие нормиров-
ки (1.7) однозначно определяет состояние частицы. Например, ес-
ли частица совершает одномерное движение между двумя абсолютно
непроницаемыми стенками, расположенными на расстоянии L друг от
друга, то собственные волновые функции имеют вид

ψn(x) = Cn sin
(
πnx

L

)
.

Условие нормировки (1.7) позволяет определить модуль нормировочных
коэффициентов: |Cn| =

√
2/L . В общем случае эти коэффициенты

могут иметь произвольные фазовые множители: Cn = |Cn| exp (iϕn).
Однако постоянные фазовые множители не влияют как на значе-
ние вероятности нахождения частицы в данной точке пространства,
так и на значения наблюдаемых величин (1.8), поэтому условие нор-
мировки (1.7) однозначно задает состояние частиц, описываемых ска-
лярными волновыми функциями.

Пусть теперь волновая функция уравнения (1.2) является двух-
компонентной, тогда собственные волновые функции задачи об одно-
мерном движении частицы между двумя абсолютно непроницаемыми
стенками имеют вид

ψn(x) =
(
An

(
1
0

)
+Bn

(
0
1

))
sin

(
πnx

L

)
.

Нормировочные коэффициенты An и Bn являются в общем случае ком-
плексными, поэтому для однозначного задания состояния частицы мы
должны определить четыре действительные константы. Удобно ввести
понятие нормы волновой функции: N (r, t) = ψ†

n (r, t)ψn (r, t). В случае
волновых уравнений с первой производной по времени норма волновой
функции совпадает с временной компонентой 4-вектора плотности по-
тока материального поля даже в случае многокомпонентных волновых
функций 1), т. е. N (r, t) = ρ (r, t), поэтому условие нормировки волно-
вых функций (1.7), имеющее теперь вид∫

ψ†
n(x)ψn(x) dx = L

2

(
|An|2 + |Bn|2

)
= 1, (1.11)

1) В случае волновых уравнений со второй производной по времени норма
волновой функции отличается от временной компоненты 4-вектора плотности
потока. Как мы увидим позже, в случае спинорных полей норма является
компонентой отдельного 4-вектора.
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позволяет определить лишь одну действительную константу. Следо-
вательно, величины нормы многокомпонентной волновой функции не
достаточно для однозначного задания состояние частицы.

В пространстве двухкомпонентных волновых функций мы можем
ввести четыре линейно независимых оператора, являющихся (2 × 2)-
матрицами:

I =
(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

поэтому наряду с нормой волновой функции состояние частицы должно
определяться значением следующей векторной величины:

m = μ0

∫
ψ†σσσσσσσσσψ dV. (1.12)

Отметим, что ρ и j, определяемые равенствами (1.4), являются компо-
нентами 4-вектора потока материального поля, обусловленного транс-
ляционным движением частицы как целого. В случае частицы, опи-
сываемой скалярной волновой функцией, трансляционные степени
свободы являются единственными степенями свободы движения ча-
стицы и поэтому компоненты 4-вектора плотности тока определяются
выражениями

ρe (r, t) = q0ρ (r, t) , je (r, t) = q0j (r, t) . (1.13)

Как видно из (1.4) и (1.13), плотность тока скалярной частицы являет-
ся плотностью электрического тока и зависит от величины ее заряда q0
и массы m0.

В случае частицы, описываемой многокомпонентной волновой
функцией, поле отклика будет зависеть также и от характера ее
внутреннего движения, т. е. от функции μ0ψ

†σσσσσσσσσψ, являющейся плотно-
стью распределения вероятности величины m, определяемой (1.12).
Из общих соображений ясно, что эволюция частицы по внутренним
степеням свободы может отличаться от трансляционного движения,
поэтому априори не очевидно, что коэффициент μ0 в (1.12) должен
быть непосредственно, с помощью тех или иных соотношений, связан
с зарядом и массой частицы.

Во-вторых, условие нормировки (1.7) выполняется лишь для вол-
новых функций связанных состояний, имеющих дискретный спектр
энергетических уровней. В этом случае граничное условие (1.5) вы-
полняется за счет того, что волновая функция обращается в нуль на
бесконечности: ψ (r, t)|r→∞ = 0. Волновые функции состояний непре-
рывного спектра могут быть конечны при r → ∞. В этом случае
волновая функция должна прежде всего удовлетворять граничному
условию (1.5), которое нормирует поток рассеянных частиц на поток
падающих. Учитывая (1.13), мы видим, что условие (1.5) эквивалентно
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условию сохранения заряда частицы (1.7), поскольку, интегрируя урав-
нение непрерывности (1.3) по бесконечно большому объему, получаем

d

dt

∫
ρ dV = −

∮
j dS,

где интегрирование в правой части производится по бесконечно уда-
ленной поверхности. Следовательно, при выполнении (1.5) получаем:∫ |ψ|2 dV = const. Состояния непрерывного спектра неизбежно воз-
никают в задачах рассеяния частиц во внешних полях и задачах
ионизации атома, поэтому условие (1.5) в этом случае эквивалент-
но условию сохранения суммарного заряда (1.7), т. е. если в про-
цессе рассеяния частицы рождаются частицы противоположного за-
ряда, то суммарный заряд всех частиц остается при этом равным
заряду налетающей частицы. Если плотность электрического заряда
определяется соотношением (1.13), то это означает, что плотность
распределения вероятности для появившейся в результате акта рас-
сеяния частицы, имеющей заряд противоположного знака по отно-
шению к падающей, является отрицательной. Такая интерпретация
неизбежно выводит нас за рамки традиционной вероятностной интер-
претации волновой функции, однако она находится в соответствии
с фундаментальным законом сохранения заряда. При этом для низ-
коэнергетических процессов рассеяния, т. е. процессов, при которых
рождения новых частиц не происходит, вероятностная интерпретация
сохраняется.

В-третьих, как мы отмечали выше, последовательным принципом
вывода волновых уравнений является принцип действия. Полагается,
что действие должно быть действительным. Выражение для действия
можно записать в виде

S =
∫
ψ† (r, t) Ŝψ (r, t) dV dt.

Поскольку действие должно быть действительной величиной, то опе-
ратор действия должен быть самосопряженным оператором: Ŝ† = Ŝ,
а следовательно сопряженная волновая функция ψ† должна выбираться
в таком виде, чтобы удовлетворить указанному условию. В случае
многокомпонентной волновой функции оператор действия зависит от
матриц, осуществляющих унитарные преобразования многокомпонент-
ной волновой функции, поэтому сопряженная волновая функция имеет
в общем случае вид: ψ† = ψ+M , где ψ+ — эрмитово-сопряженная
волновая функция, аM — произвольная унитарная матрица. Несложно
видеть, что в случае многокомпонентной волновой функции норма
волновой функции

N (r, t) = ψ† (r, t)ψ (r, t)

не является заведомо положительно определенной. Произведение ψ†ψ =
= ψ+Mψ является заведомо положительно определенной величиной
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только в том случае, когда матрица M является единичной. Во всех
остальных случаях указанное произведение может иметь произволь-
ный знак, поскольку условие действительности ψ†ψ накладывает лишь
ограничение, состоящее в том, что матрица M должна быть эр-
митовой.

В-четвертых, условие нормировки имеет различный вид в реляти-
вистской и нерелятивистской теории. Действительно, в нерелятивист-
ском случае вероятность нахождения частицы в объеме V в момент
времени t определяется интегралом p(t) =

∫
V

|ψ (r, t)|2 dV . Разность

вероятностей нахождения частицы в объеме V в моменты t и t + Δt
пропорциональна потоку вероятности

∮
S

j dS через поверхность S, огра-

ничивающую объем V . Если стенки, ограничивающие объем V , явля-
ются непроницаемыми для частицы, то

p(t+ Δt) − p(t)|Δt→0 = d

dt

∫

V

|ψ (r, t)|2 dV = 0.

Отсюда и следуют условия нормировки (1.7) и (1.5) для состояний
дискретного и непрерывного спектров соответственно. В нерелятивист-
ском случае вероятность нахождения частицы в объеме V одинакова
для всех инерциальных наблюдателей, поскольку величина объема
инвариантна относительно преобразований Галилея. В релятивистском
случае инвариантной относительно преобразований Лоренца является
величина 4-объема dΩ = c dt dV , поэтому объемы в моменты времени t
и t + Δt являются двумя различными гиперплоскостями: S4(t) = V (t)
и S4(t+ Δt) = V (t+ Δt), перпендикулярными оси x4 в четырехмерном
пространстве. Релятивистски инвариантное выражение для вероятно-
сти нахождения частицы в объеме V в момент времени t имеет вид
интеграла

∫
jμ dSμ по гиперплоскости S4(t), где jμ — 4-вектор плот-

ности потока вероятности, пространственными компонентами которого
являются плотность потока вероятности j, а временной компонентой
является cρ. Разность вероятностей нахождения частицы в объеме V
в моменты времени t и t+ Δt определяется выражением

p(t+ Δt) − p(t) =
∫

V (t+Δt)

jμ dSμ −
∫

V (t)

jμ dSμ.

Полагая, в частности, что интегрирование ведется по всей гиперплос-
кости t = const, т. е. по всему трехмерному объему, и интеграл по
боковой поверхности cΔt равен нулю, получаем

p(t+ Δt) − p(t) =
∮
jμ dSμ =

∫

ΔΩ

∂jμ
∂xμ

dΩ = 0,
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что находится в соответствии с уравнением непрерывности (1.3), име-
ющим одинаковый вид для любых уравнений, удовлетворяющих ука-
занным выше принципам. Учитывая, что ΔΩ = c(t + Δt)V (t + Δt) −
− ctV (t), и устремляя Δt→ 0, несложно видеть, что при релятивистски
инвариантном определении вероятности временная компонента плотно-
сти потока j4 будет с необходимостью включать временные производ-
ные от волновой функции.

Таким образом, мы видим, что вероятностная интерпретация вол-
новых свойств микрочастиц, основанная на наглядных соотношени-
ях (1.7)–(1.8), может быть обобщена и существенно расширена. В ре-
зультате таких обобщений физические принципы, лежащие в осно-
ве выражений (1.7)–(1.8), не меняя своей сути, принимают новую
математическую форму, которая может существенно отличаться от
исходной — нерелятивистской. Естественно, что последовательное са-
мосогласованное развитие теории должно базироваться на едином фор-
мализме, который в рамках единой процедуры позволял бы получать,
как исходные соотношения, так и их обобщения. В качестве такой
последовательной самосогласованной процедуры в настоящее время
выступает формализм, основанный на применении функции Лагранжа
и преобразований симметрии. Формализм функции Лагранжа дает
возможность последовательного изменения (или обобщения) уравнений
путем введения в нее дополнительных членов. При этом вводимые
новые слагаемые должны согласовываться с общими требованиями,
предъявляемыми к функции Лагранжа. В свою очередь основу для
конструирования действия дают симметрийные к преобразованиям Ло-
ренца свойства волновых функций, отвечающих той или иной размер-
ности пространства внутренних степеней свободы частицы, поскольку
операторы основных физических величин являются генераторами соот-
ветствующих преобразований.

1.2. Принцип действия

Принцип наименьшего действия лежит в основе наиболее после-
довательной и математически строгой процедуры получения уравне-
ний классической механики. Этот принцип, с одной стороны, име-
ет вполне ясную физическую интерпретацию, состоящую в том, что
произвольная система частиц, взаимодействующих друг с другом и
имеющих возможность тем или иным способом обмениваться энер-
гией с окружением, стремится прийти в состояние с минимальной
энергией. Отметим, например, что система заряженных частиц может
обмениваться энергией с электромагнитным полем, поскольку энергия
создаваемого частицами электромагнитного поля зависит от взаимного
расположения частиц и скоростей их движения. С другой стороны,
простая физическая идея нашла изящное математическое воплоще-
ние, которое дает нам общий алгоритм построения теории взаимодей-
ствующих частиц. Неудивительно поэтому, что указанный принцип,
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сформулированный изначально для системы точечных частиц, был
обобщен вскоре и применительно к задачам волновой оптики, что
и показало наличие общности между волновыми и корпускулярными
явлениями.

Первоначальные уравнения квантовой механики, естественно, не
базировались на использовании принципа действия (так же, впрочем,
как это было и в случае уравнений классической механики), а ос-
новывались на интуитивных соображениях. Действительно, как мы
уже отмечали в предисловии, согласно С.Вайнбергу и П.А.М.Дираку,
Э.Шредингер сначала исследовал релятивистское уравнение, которое
теперь называется уравнением Клейна–Гордона–Фока, однако затем
отказался от него и предложил уравнение, носящее в настоящее время
его имя.

Принцип действия базируется на следующих положениях. Вол-
новые поля характеризуются своими амплитудами во всех точках
пространства во все моменты времени, поэтому они эквивалентны
механическим системам с бесконечным числом степеней свободы.
Волновая функция ψ (r, t) выступает в этом случае в качестве коор-
динаты поля. Подобно тому как функция Лагранжа точечной части-
цы L (q, q̇) зависит от ее координат и скоростей, функция Лагранжа
волнового поля зависит от волновой функции частицы и ее первых
пространственно-временных производных:

L
(
ψ, ψ̇, ∇ψ

)
,

где ψ̇ = ∂ψ/∂t. В отличие от функции Лагранжа, вводимой в класси-
ческой механике точечной частицы, в полевой теории используется ло-
кальная функция Лагранжа, или плотность лагранжиана (L =

∫
LdV ),

поэтому появление пространственных производных в функции Лагран-
жа вполне понятно.

Функция Лагранжа удовлетворяет ряду общих свойств. Обычно
считают, что функция Лагранжа является действительной, не зависит
явно от пространственно-временных координат и инвариантна относи-
тельно преобразования координат. В нерелятивистском случае функ-
ция Лагранжа должна быть инвариантна относительно преобразований
Галилея, в релятивистском случае — относительно преобразований
Лоренца. Вполне понятно, что самосогласованная теория частиц, взаи-
модействующих с электромагнитным полем, должна отражать свойство
калибровочной инвариантности, поскольку электромагнитное поле об-
ладает этим свойством.

Уравнения, которым удовлетворяют волновые функции частиц, сле-
дуют из принципа наименьшего действия. Вариация действия

S =
∫ ∫

L
(
ψ, ψ̇, ∇ψ

)
dV dt (1.14)
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по амплитудам полей должна быть равна нулю:

δS =
∫ ∫ [

∂L

∂ψ
− ∂

∂xi

(
∂L

∂ψi

)
− ∂

∂t

(
∂L

∂ψ̇

)]
δψ dV dt = 0, (1.15)

где ψi = ∂ψ/∂xi. Поскольку вариация δψ произвольна, то уравне-
ние (1.15) эквивалентно следующему дифференциальному уравнению
Лагранжа–Эйлера:

∂L

∂ψ
− ∂

∂xi

(
∂L

∂ (∂ψ/∂xi)

)
− ∂

∂t

(
∂L

∂ (∂ψ/∂t)

)
= 0. (1.16)

Импульс, канонически сопряженный координате ψ, определяется
выражением

π = ∂L

∂ψ̇
.

Используя это определение, мы можем ввести функцию Гамильтона

H = πψ̇ − L, (1.17)

которая позволяет получить уравнения Гамильтона для поля:

∂ψ

∂t
= ∂H

∂π
− ∂

∂xi

(
∂H

∂ (∂π/∂xi)

)
,

∂π

∂t
= −

[
∂H

∂ψ
− ∂

∂xi

(
∂H

∂ (∂ψ/∂xi)

)]
.

(1.18)

Функция Гамильтона имеет размерность плотности энергии поля, а про-
странственный интеграл от нее,

∫
H dV , имеет размерность энергии. Ес-

ли этот интеграл привести к виду
∫
H dV = =

∫
ψ∗(r, t)Ĥψ(

r, t
)
dV ,

то Ĥ принимает вид дифференциального оператора, который называ-
ется гамильтонианом и играет центральную роль в нерелятивистской
квантовой механике.

Пользуясь физическим смыслом функции Гамильтона, мы можем
конструировать ее исходя из аналогии с уравнениями классической фи-
зики. Однако более существенным является тот факт, что появляется
априорная информация о возможной структуре функции Гамильтона
(а следовательно, и функции Лагранжа). Действительно, энергия за-
мкнутой системы частиц не должна изменяться при пространственной
трансляции и пространственных вращениях всей системы частиц как
целого, поскольку свободное пространство однородно. Следовательно,
функция Гамильтона свободной частицы должна быть квадратичной
формой ∇ψ. В отличие от пространственных координат, ось времени
имеет одно направление, поэтому симметрия уравнений относительно
изменения направления времени представляет, казалось бы, чисто ма-
тематический интерес. Однако при изменении знака времени скорость

2 А.В. Андреев
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частицы меняется на противоположную, поэтому указанную симмет-
рию можно связать с наличием или отсутствием симметрии прямого и
обратного движения частицы. Несложно догадаться, что если волновая
функция частицы является действительной, то указанная симметрия
может быть присуща только уравнениям, базирующимся на действии,
являющемся квадратичной формой производной ∂ψ/∂t. В случае ча-
стиц, описываемых комплексными волновыми функциями, появляется
дополнительная степень свободы, связанная с переходом к комплексно
сопряженной волновой функции.

В случае когда волновая функция является комплексной,

ψ (r, t) = ψ1 (r, t) + iψ2 (r, t) ,

функция Лагранжа становится функцией двух действительных вол-
новых полей. В качестве координат поля в этом случае мы можем
рассматривать как действительную и мнимую части волновой функции,
так и функции ψ (r, t) и ψ∗ (r, t):

L
(
ψ, ψ̇, ∇ψ, ψ∗, ψ̇∗, ∇ψ∗) .

Поэтому вариацию действия можно проводить по координатам полей ψ
и ψ∗. Нетрудно видеть, что в случае комплексных волновых полей
симметрия относительно замены t→ −t позволяет включить в выраже-
ние для действия слагаемое вида iψ∗ (∂ψ/∂t), которое, как несложно
видеть, является самосопряженным и сохраняет указанную симметрию
при одновременном изменении знака времени и переходе к уравнению
для комплексно сопряженной волновой функции.

Формализм функции Лагранжа был разработан для анализа задач
классической механики. Первой полевой теорией, основанной на канони-
ческом лагранжевом формализме, была теория электромагнитного поля.
Электромагнитное поле является векторным, поэтому ясно, что волновая
функция частицы может быть не только действительной или комплекс-
ной скалярной функцией, но и многокомпонентной. Преобразования вол-
новых функций при преобразовании координат различны для скалярных
и многокомпонентных волновых функций. Представление группы преоб-
разований образует базовый набор операторов, действующих в простран-
стве волновых функций той или иной размерности.

Как мы уже отмечали выше, обычно полагается, что функция
Лагранжа зависит от волновой функции и ее производных не выше пер-
вого порядка. С другой стороны, требование линейности и однородно-
сти уравнений свободных полей приводит к тому, что функция Лагран-
жа может быть лишь квадратичной формой волновой функции и ее
производных. Указанные два требования, с учетом трансформационных
свойств и условия действительности действия, практически полностью
определяют вид функции Лагранжа свободного поля для волновой
функции произвольной размерности. Остается лишь свобода в выборе
коэффициентов квадратичной формы. Однако возможный выбор коэф-
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фициентов также невелик, поскольку он определяется требованиями
размерности и физического смысла. Поэтому применение лагранжева
формализма к теории свободных материальных полей представляет
интерес лишь с точки зрения введения базовых понятий и принципов,
являющихся необходимым звеном в развитии последовательной теории
взаимодействующих частиц.

Отметим, что информацию о свойствах частиц мы получаем лишь
из изучения их взаимодействий. Однако пертурбативные теории, в ко-
торых энергия взаимодействия частиц полагается малой по сравнению
с энергией покоя каждой из них, неизбежно рассматривают взаимодей-
ствия частиц с позиций их свойств, задаваемых теориями свободных
частиц, и не учитывают изменения симметрийных свойств частиц
под влиянием полей, осуществляющих взаимодействие. Такой подход
применим лишь в низкоэнергетической области, когда энергия взаимо-
действия мала по сравнению с энергией покоя каждой из них. После-
довательная теория частиц должна учитывать симметрийные свойства
полной системы (включающей как частицы, так и поля, посредством
которых осуществляется взаимодействие частиц), т. е. рассматривать
взаимодействия частиц непертурбативным образом.

Один из наглядных примеров различия свойств свободных и взаи-
модействующих частиц состоит, например, в том, что, как мы уже от-
мечали, 4-вектор тока пропорционален 4-вектору потока материального
поля (см. (1.4) и (1.13)) лишь для частиц, описываемых скалярными
волновыми функциями. Для частиц, описываемых многокомпонент-
ными волновыми функциями, 4-вектор тока отличается от 4-вектора
потока материального поля, связанного с трансляционным движением
частицы. Эти отличия вполне предсказуемы и с точки зрения законов
классической механики и электродинамики. Действительно, теоремы
классической механики свидетельствуют о том, что если в процессе
взаимодействия тел не затрагиваются их внутренние степени свободы,
то для описания взаимодействия тел мы можем использовать модель
точечных частиц, где в качестве материальных параметров выступают
лишь их массы и заряды. Однако если взаимодействие тел является
нецентральным, то это приводит к изменению энергии их внутреннего
движения, поэтому конечные состояния взаимодействующих тел на-
чинают зависеть от их формы. В классической механике в качестве
параметра, характеризующего форму частиц, выступает момент инер-
ции. В случае заряженных частиц дополнительно должны учитываться
моменты распределения заряда и тока взаимодействующих тел. Части-
ца, описываемая скалярной волновой функцией, не имеет внутренних
степеней свободы, и поэтому она не может иметь ни собственного
углового момента, ни моментов распределения заряда и тока. Поведе-
ние такой частицы во внешнем электромагнитном поле определяется
лишь ее зарядом и массой. Напротив, поведение во внешнем электро-
магнитном поле частицы, описываемой многокомпонентной волновой
функцией, не может зависеть только от ее массы и заряда, поскольку

2*
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она может совершать и внутреннее движение, которое должно харак-
теризоваться либо величиной собственного углового момента частицы,
либо моментами распределения заряда и тока. Действительно, любое
движение частицы связано с координатной зависимостью фазы ее
волновой функции. Многокомпонентная волновая функция является
гиперкомплексной функцией, поэтому координатные зависимости фаз
различных компонент могут различаться. Следовательно, выделяя об-
щий фазовый множитель, мы тем не менее оставляем возможность
совершения частицей внутреннего движения. Поскольку норма вол-
новой функции не зависит от фазовых множителей компонент, то
внутреннее движение не приводит к изменению плотности распреде-
ления вероятности ψ†ψ. Однако ее внутреннее состояние зависит от
начальных условий. Например, как мы показали выше, для части-
цы, описываемой двухкомпонентной волновой функцией, внутреннее
состояние определяется значением вектора m. Из общих соображений
ясно, что энергия взаимодействия частицы с внешними векторными
полями будет различна для частиц с различными значениями m. Сле-
довательно, плотность тока может и должна отличаться от плотности
потока материального поля, что имеет принципиальное значение для
теории взаимодействующих частиц.

1.3. Преобразования симметрии

Исследование симметрийных свойств математических уравнений,
используемых нами для моделирования процессов, происходящих
в окружающем мире, имеет существенное значение, поскольку поз-
воляет, даже не зная точного решения уравнений, определить зако-
номерности, которым подчиняются начальные и конечные состояния
частиц, описываемых соответствующими уравнениями. В свою очередь
знание экспериментально наблюдаемых зависимостей позволяет нам так
или иначе изменять исходные уравнения, с тем чтобы удовлетворить
наблюдаемым закономерностям. Учитывая вышесказанное, преобра-
зования симметрии можно разделить на два класса. Во-первых, это
фундаментальные симметрии, например симметрии преобразований
Лоренца, если мы считаем, что уравнения квантовой механики долж-
ны подчиняться им. Во-вторых, это симметрии уравнений, которые
получаются обобщением уравнений свободной частицы с помощью
канонической подстановки pμ → pμ − q0Aμ/c.

Преобразования симметрии выделяют такой класс преобразований
волновых функций при ортогональных преобразованиях координат, ко-
торые оставляют неизменными результаты наблюдений. Исследование
операций симметрии представляет интерес прежде всего потому, что
операторы основных физических величин являются генераторами пре-
образований симметрии. Основные свойства операторов проявляются
в их коммутационных соотношениях. Особый интерес представляют
операторы, отвечающие сохраняющимся величинам, т. е. операторы,
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коммутирующие с гамильтонианом. Поэтому изучение преобразований
симметрии и коммутационных свойств операторов дает нам основу для
конструирования действия свободной частицы или системы взаимодей-
ствующих частиц.

Выше мы обсуждали ряд преобразований симметрии, которые
оставляют неизменной полную энергию системы частиц. В нере-
лятивистском случае к таким преобразованиям, например, относят-
ся пространственно-временные сдвиги и пространственные вращения.
При этом операции, производимые над волновой функцией, можно
выполнять двумя путями: либо изменять координаты частиц в фикси-
рованной системе координат, либо же менять положение координатных
осей при фиксированном положении частиц. Два указанных преобра-
зования являются взаимно обратными. Действительно, пространствен-
ный сдвиг всех частиц замкнутой системы на вектор Δr приводит
к тому, что координаты частиц становятся равными: r′a = ra + Δr.
Такие же значения координат будут у частиц в системе отсчета,
сдвинутой на вектор −Δr при неизменном положении частиц в про-
странстве.

Тем не менее эти два преобразования не являются полностью эк-
вивалентными. Действительно, уравнения для частицы, находящейся
во внешнем поле, в общем случае не обладают трансляционной ин-
вариантностью, поскольку в этом случае мы сдвигаем только саму
частицу и не меняем положения частиц, создающих эти поля. Преоб-
разования системы координат подразумевают изменение координат как
рассматриваемой частицы, так и частиц, создающих эти поля. Транс-
ляционной инвариантностью обладает лишь гамильтониан замкнутой
системы, полагая же наличие неподвижных внешних тел, действующих
на рассматриваемую частицу, мы делаем систему незамкнутой.

Второе отличие состоит в том, что полная система уравнений для
ансамбля взаимодействующих частиц, помимо уравнений для самих
частиц, включает и уравнения для полей, посредством которых эти ча-
стицы взаимодействуют. Симметрия же уравнений, например для элек-
тромагнитного поля, может отличаться от симметрии материальных
волновых уравнений для частиц. Естественно поэтому, что симметрия
уравнений для свободной частицы может существенно отличаться от
симметрии уравнений для системы взаимодействующих частиц.

Можно сказать, что операции над частицей позволяют выяснить
симметрийные свойства уравнений, описывающих движение частицы
во внешних полях, а преобразования координат позволяют выяснить
симметрию взаимодействий частиц. Обе указанные симметрии, несо-
мненно, представляют интерес для анализа физических задач. Однако
большей общностью обладает подход, основанный на преобразовании
системы координат. Хотя бы потому что в этом случае мы можем
рассмотреть единым образом как ансамбль, содержащий несколько
разных частиц, так и одну точечную частицу, расположенную в начале
координатных осей.
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В дальнейшем мы будем обращаться к обоим подходам, однако ана-
лизируя уравнения движения частицы во внешнем электромагнитном
поле, мы будем вначале полагать, что источники поля являются макро-
скопическими телами, координаты которых остаются неизменными при
преобразованиях координат рассматриваемой частицы. Симметрийные
свойства замкнутой системы частиц, взаимодействующих посредством
электромагнитного поля, будут исследованы позже, когда лагранжев
формализм начнет применяться для развития теории атомных спек-
тров.



Гл а в а 2

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИММЕТРИИ

В НЕРЕЛЯТИВИСТСКОЙ ТЕОРИИ

Изменения системы отсчета приводят к изменению вида волно-
вой функции. Под преобразованиями симметрии понимаются такие
преобразования системы отсчета, которые не приводят к изменению
вероятности исходов возможных событий, т. е. не зависят от того,
какую систему отсчета мы используем для наблюдения за явлениями.
Преобразования системы отсчета отличаются в релятивистском и нере-
лятивистском случаях, а преобразования волновой функции различны
для скалярных и векторных полей. Цель книги не состоит в развитии
общей теории полей для волновых функций произвольной размерности.
Основным объектом нашего интереса являются скалярные и спинор-
ные материальные поля. Настоящая глава посвящена преобразованиям
симметрии в нерелятивистском случае, релятивистский случай будет
рассмотрен в следующей главе.

2.1. Ортогональные преобразования координат

Ортогональными преобразованиями координат в нерелятивистском
случае являются преобразования Галилея

x′i = aijxj + bi, t′ = t, (2.1)

где матрица преобразования aij обладает следующим свойством:

aijaik = δjk. (2.2)

В формулах (2.1) и (2.2) и всюду далее мы полагаем, что по повто-
ряющемуся индексу производится суммирование. Преобразования (2.1)
включают пространственный сдвиг bi, трехмерные вращения и про-
странственную инверсию. Например, матрица вращения системы коор-
динат на угол θ вокруг оси z имеет вид

aR =

( cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

)
. (2.3)

Матрица преобразования пространственной инверсии имеет вид

aP =

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
. (2.4)
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Преобразования (2.1) можно дополнить преобразованиями времен-
ного сдвига

t′ = t+ Δt (2.5)

и обращения времени
t′ = −t. (2.6)

Преобразования (2.1) включают в себя тождественное преобразова-
ние

aij = δij , bi = 0. (2.7)

Преобразования, получающиеся из тождественного путем непрерывно-
го изменения параметров, например угла поворота θ, пространственно-
го Δr и временного Δt сдвигов, называются непрерывными. Преобра-
зования пространственной (2.4) и временной (2.6) инверсии являются
дискретными преобразованиями. Отметим, что преобразование про-
странственной инверсии является произведением трех преобразований
отражения пространственных осей.

Взяв детерминант от обеих частей уравнения (2.2), получаем

Det2(a) = 1.

Следовательно,
Det(a) = ±1. (2.8)

Детерминант произвольного числа произведений матриц вращений ра-
вен единице. Равен единице также и детерминант четного числа произ-
ведений матриц отражения пространственных осей, поскольку они сво-
дятся к поворотам. Детерминант нечетного числа отражений простран-
ственных осей равен минус единице. Преобразования с Det(a) = +1
составляют подгруппу полной группы однородных (bi = 0, Δt = 0) или
неоднородных (bi �= 0, Δt �= 0) ортогональных преобразований коорди-
натных осей.

При преобразованиях координат (2.1)–(2.6) волновая функция при-
нимает вид ψ′ (r′, t′). В случае когда волновая функция является
скалярной, ее изменения связаны лишь с изменением аргументов, т. е.
координат и времени. Если же волновая функция является многоком-
понентной, то изменения волновой функции связаны как с изменением
аргументов ее компонент, так и с изменением формы волновой функ-
ции, т. е. взаимными преобразованиями ее компонент. Таким образом,
в соответствие преобразованию координат (2.1) мы можем поставить
преобразование волновой функции:

ψ′ (r′, t′) = W (a, b)ψ (r, t) .

Преобразования координат означают изменение системы отсчета,
в которой мы наблюдаем явления. Под преобразованиями симметрии
понимаются такие изменения системы отсчета, которые не приводят
к изменению вероятности результатов исходов. Отметим, что числен-
ные значения наблюдаемых величин при этом могут меняться. Дей-
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ствительно, скорость частицы, находящейся между двумя абсолютно
непроницаемыми движущимися стенками, будет различна в неподвиж-
ной системе координат и системе координат, движущейся вместе со
стенками. Однако вероятность нахождения частицы в определенной
точке пространства между стенками должна быть одинакова в обеих
системах отсчета. Должен быть одинаковым также и результат произ-
вольного внешнего воздействия на эту частицу.

В рамках преобразования Галилея временная координата является
выделенной. Эквивалентность пространственных координат и времени
возникает лишь в рамках преобразований Лоренца, которые наряду
с трехмерными вращениями включают также и четырехмерные, связы-
вающие пространственные координаты и время. Отметим, однако, что,
оставаясь в рамках преобразований Галилея (2.1), мы можем дополнить
эти преобразования преобразованием (2.5), положив, что b наряду
с пространственным сдвигом включает также и временной сдвиг.

Для того чтобы операторW (a, b), осуществляющий преобразование
волновой функции, однозначно соответствовал заданному преобразова-
нию координат, он должен обладать рядом общих свойств. Во-первых,
оператор тождественного преобразования должен быть единичным опе-
ратором: W = I. Во-вторых, оператор W (a, b), отвечающий непре-
рывному преобразованию координат, должен быть непрерывной функ-
цией параметров преобразования, следовательно, бесконечно малому
изменению параметров δa и δb должно соответствовать бесконечно
малое изменение волновой функции: ψ′ = (I + δW )ψ, где δW → 0 при
δa→ 0 и δb→ 0. В-третьих, оператор W должен удовлетворять прави-
лу композиции: W (a′, b′)W (a, b) = W (a′a, a′b+ b′), т. е. оператор W ,
соответствующий двум последовательным преобразованиям координат,
должен быть произведением операторов, соответствующих каждому
из преобразований координат. Набор операторов W , удовлетворяющих
указанным требованиям, осуществляет представление группы ортого-
нальных преобразований координат.

В случае когда компоненты поля являются наблюдаемыми и, следо-
вательно, действительными величинами, как, например, в случае элек-
тромагнитного поля, оператор преобразования W , удовлетворяющий
указанным выше требованиям, однозначно определяется параметрами
преобразования, по крайней мере в окрестности aij → 0 и bi → 0.
Однако в теории материальных полей, использующих гиперкомплекс-
ные волновые функции, наблюдаемой величиной является не волновая
функция, а ее билинейные комбинации, поэтому условия однозначной
связи преобразования координат и преобразования волновой функции
не являются обязательными. Тем не менее оператор преобразования
волновой функции должен быть таким, чтобы наблюдаемые величины
преобразовывались вполне однозначно. Например, калибровочное пре-
образование скалярной комплексной волновой функции ψ′ → ψ exp(iα)
оставляет инвариантной билинейную комбинацию ψ∗ψ.
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Указанные выше требования приводят к тому, что представления
группы ортогональных преобразований координат разбиваются на два
класса: однозначные (a, b) →W (a, b) и двузначные (a, b) → ±W (a, b).
Первые называются тензорными или псевдотензорными (т. е. меняющи-
ми знак при операции пространственной инверсии) преобразованиями,
вторые — спинорными. Тензорные преобразования соответствуют вол-
новым полям частиц с целым спином, а спинорные преобразования —
волновым полям частиц с полуцелым спином.

2.2. Скалярные поля

В общем случае оператор W (a, b) удобно представить в виде произ-
ведения двух операторов: W (a, b) = U(a)T (a, b), где оператор T (a, b)
осуществляет преобразование аргументов волновой функции, а опе-
ратор U(a) осуществляет преобразование формы. Порядок операторов
в этом произведении несуществен, поскольку они действуют на разные
степени свободы частицы, а потому являются коммутирующими. Ввиду
непрерывности оператора W (a, b) свойства его элементов могут быть
определены из преобразований, бесконечно близких к тождественному.
В случае скалярного поля оператор такого преобразования может быть
записан в виде

T (a, b) = I + iεL,

где ε — матрица, элементы которой являются бесконечно малыми дей-
ствительными числами. Условие сохранения нормы волновой функции
требует, чтобы операторы L были самосопряженными операторами:

L+ = L.

Следовательно, операторы L могут соответствовать наблюдаемым ве-
личинам.

2.2.1. Пространственно-временные трансляции. Как мы отме-
чали выше, операция параллельного переноса всех частиц в замкнутой
системе на бесконечно малый вектор δr эквивалентна смещению си-
стемы координат на вектор −δr. Волновая функция ψ (r) при таком
преобразовании принимает следующий вид:

ψ (r1 − δr, r2 − δr, . . .) = ψ (r1, r2, . . .) − δr
∑

a

∂ψ

∂ra
=

=

(
1− iδr

∑
a

(−i∇a)

)
ψ (r1, r2, . . .) . (2.9)

Поскольку параллельный перенос всех частиц замкнутой системы не
меняет ее энергии, то оператор смещения

∑
a

(−i∇a) коммутирует с га-

мильтонианом Ĥ .
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Оператор, коммутирующий с гамильтонианом, ввиду инвариантно-
сти последнего относительно пространственных смещений замкнутой
системы частиц называется оператором импульса:

p =
∑

a

(−i∇a) . (2.10)

Следовательно, p = −i∇ — оператор импульса отдельной частицы.
Действительно, этот оператор, умноженный на постоянную Планка h̄,
имеет размерность импульса:

p = −ih̄∇.

В настоящем разделе мы часто для краткости будем полагать h̄ = 1.
При операции бесконечно малого временного сдвига δt волновая

функция преобразуется следующим образом:

ψ(t− δt) = ψ(t) − δt
∂ψ(t)

∂t
=

(
1 + cδt

(
−1
c

∂

∂t

))
ψ(t). (2.11)

В рамках релятивистской механики положение частицы задается
4-вектором

xμ = (r, ict) ,

где μ = 1, 2, 3, 4 и x1 = x, x2 = y, x3 = z, x4 = ict. Оператор (2.10)
и генератор преобразования (2.11) образуют 4-вектор следующего вида:

pμ =
(
−i∇, −i ∂

∂x4

)
= (p, p4), (2.12)

где
p4 = −i ∂

∂x4
= −1

c

∂

∂t
. (2.13)

Для обозначения компонент 4-векторов мы будем использовать в даль-
нейшем греческие символы, для обозначения компонент трехмерных
векторов будут использоваться латинские буквы.

Преобразование (2.9) показывает, что сохраняющейся величиной
является только суммарный импульс замкнутой системы частиц. Со-
хранение суммарного импульса замкнутой системы взаимодействую-
щих частиц позволяет сделать выводы относительно возможного вида
гамильтониана взаимодействия частиц V (r1, r2, . . .). Действительно,
введем координату центра масс системы:

r0 = 1
M

N∑
i=1

miri,

где M =
N∑

i=1
mi, а также (N − 1) векторов ri, i+1 (где ri, i+1 = ri − ri+1).

Тогда мы получаем

∂

∂ri
= ∂

∂ri, i+1
− ∂

∂ri−1, i
+ mi

M

∂

∂r0
. (2.14)
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Отсюда следует, что

N∑
i=1

∂

∂ri
=

N−1∑
i=1

∂

∂ri, i+1
−

N∑
i=2

∂

∂ri−1, i
+ ∂

∂r0
= ∂

∂r0
.

Таким образом, оператор импульса центра масс коммутирует с гамиль-
тонианом в случае, когда потенциальная энергия V взаимодействия
частиц системы удовлетворяет условию

∂V

∂r0
=

N∑
i=1

∂V

∂ri
= 0.

В случае парного взаимодействия частиц, V =
∑
i, j
Vij (ri, rj), полу-

чаем
∂V

∂r0
=

N∑
k=1

∂V

∂rk
=

N∑
i=1

N∑
j=1

[
∂Vij (ri, rj)

∂ri
+ ∂Vij (ri, rj)

∂rj

]
.

Следовательно, оператор импульса центра масс замкнутой системы
коммутирует в этом случае с гамильтонианом при выполнении условия

∂Vij (ri, rj)

∂ri
= −∂Vij (ri, rj)

∂rj
.

Отметим, что когда гамильтониан взаимодействия имеет вид∑
i, j
Vij (ri − rj), последнее условие выполняется тождественно.

В случае когда мы исследуем движение одиночной частицы во
внешнем поле, создаваемом макроскопическими телами, операция пре-
образования координат включает и преобразование координат самого
макроскопического тела, т. е. его трансляции и вращения. Однако
r0 = 0 при M → ∞, поэтому анализ симметрийных свойств системы
удобнее проводить, используя вращения и трансляции частицы при
заданном положении системы координат, связанной с неподвижным
макроскопическим телом. Поскольку, как мы отмечали выше, опера-
ции над координатной системой и над частицей являются взаимно
обратными, то вид 4-оператора импульса pμ от этого не изменится.
А ответ на вопрос о том, когда компоненты 4-оператора pμ являются
сохраняющимися величинами, можно получить из анализа коммутаци-
онных соотношений. Операторы (2.10) и (2.13) обладают следующими
коммутационными свойствами:

[pμ, pν ] = 0, (2.15)
[xμ, pν ] = iδμν . (2.16)

Коммутационные соотношения (2.15) и (2.16) показывают, что если га-
мильтониан не содержит явной зависимости от времени, то оператор p4
коммутирует с ним. Для свободной частицы это приводит к уже упо-
минавшемуся выше ограничению, следующему из общих соображений
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и состоящему в том, что гамильтониан свободной частицы не должен
зависеть от времени. Для частицы, движущейся во внешних полях,
это означает, что оператор p4 отвечает сохраняющейся величине только
в том случае, когда частица взаимодействует со статическими полями.

Из (2.16) следует, что оператор координаты не коммутирует также
и с оператором p2. Действительно, используя коммутационные соотно-
шения (2.16), получаем [

r, p2] = 2ip.

В частном случае свободной частицы это тоже приводит к упоминавше-
муся выше ограничению, состоящему в том, что если функция Лагран-
жа свободной частицы является линейной или квадратичной формой
оператора p (т. е. линейной или квадратичной формой ∇ψ), то она не
должна явно зависеть от пространственных координат частицы r.

Следует отметить глубокую связь коммутационных соотноше-
ний (2.16) с представлениями классической физики. Действительно,
хорошо известно, что импульс частицы, движущейся во внешнем поле,
не является сохраняющейся величиной в общем случае. В зависимости
от симметрии внешнего поля сохраняющимися могут быть лишь
отдельные компоненты импульса.

Коммутационные соотношения (2.16) означают также, что по-
тенциальная энергия частицы, являющаяся функцией координаты r,
и кинетическая энергия, имеющая в нерелятивистской классической
механике вид p2/2m, не являются каждая в отдельности сохраняющи-
мися величинами. Сохраняющейся величиной может быть лишь полная
энергия, оператором которой является гамильтониан.

2.2.2. Трехмерные вращения. Рассмотрим операции бесконечно
малых поворотов системы координат. Матрица aij может быть записа-
на в этом случае в следующем виде:

aij = δij + εij , (2.17)

где матрица бесконечно малых поворотов εij является антисимметрич-
ной. Действительно, подставляя (2.17) в (2.2), получаем

aijaik = (δij + εij) (δik + εik) = δjk + (εjk + εkj) .

Отсюда следует
εij = −εji.

В случае поворота вокруг оси z на бесконечно малый угол −δθ матри-
ца εij имеет вид

ε =

(
0 −δθ 0
δθ 0 0
0 0 0

)
. (2.18)

Используя (2.17) и (2.18), получаем

x′ = x− δθy,

y′ = y + δθx.
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Из последней формулы видно, что в общем случае

r′ − r = [δθθθθθθθθθr] . (2.19)

Таким образом, при трехмерных вращениях системы координат волно-
вая функция ψ (r1, r2, . . .) преобразуется к виду

ψ (r1 + δr1, r2 + δr2, . . .) = ψ (r1, r2, . . .) +
∑

a

[δθθθθθθθθθra] ∂ψ
∂ra

=

=

(
1 + iδθθθθθθθθθ

∑
a

[rapa]

)
ψ (r1, r2, . . .) . (2.20)

Поскольку трехмерные вращения замкнутой системы не меняют энер-
гии системы, то оператор преобразования (2.20) коммутирует с гамиль-
тонианом. Генератор преобразования трехмерных вращений называется
оператором углового момента:

l =
∑

a

[rapa] . (2.21)

Такое определение вполне естественно, поскольку получившаяся фор-
мула совпадает по виду с определением углового момента в классиче-
ской механике.

Как мы видели в предыдущем разделе, преобразования пространст-
венно-временных трансляций даже в нерелятивистском случае при-
водят к появлению четырехмерного оператора pμ = (p, p4). Это свя-
зано с тем, что операция временного сдвига (2.5) может быть легко
инкорпорирована в преобразования Галилея (2.1). Однако посколь-
ку в рамках преобразования Галилея пространственные и временные
координаты преобразуются независимо, то преобразования вращения
приводят к появлению оператора (2.21), зависящего лишь от про-
странственных координат и их производных. Это явно свидетельствует
о том, что в рамках нерелятивистских теорий пространственные и
временные преобразования заведомо неравноценны и качественно от-
личаются от преобразований релятивистских теорий. Как мы увидим
позже, отличия релятивистских и нерелятивистских преобразований
приводят к принципиальному отличию релятивистских и нереляти-
вистских теорий, которые вполне предсказуемы, хотя бы потому что
в релятивистской теории появляются новые операторы, являющиеся
генераторами преобразований четырехмерных вращений.

Как мы уже отмечали в предыдущем разделе, при изучении сим-
метрии задачи о движении одиночной частицы во внешнем поле, со-
здаваемом макроскопическими телами, анализ симметрийных свойств
системы удобнее проводить, производя вращения частицы при задан-
ном положении системы координат, связанной с неподвижными мак-
роскопическими телами. Поскольку эти два преобразования являются
взаимно обратными, то вид оператора углового момента остается неиз-
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менным, а ответ на вопрос, при какой симметрии внешних полей угло-
вой момент или его проекции являются сохраняющимися величинами,
даст анализ коммутационных свойств оператора углового момента оди-
ночной частицы l = [rp] и введенных ранее операторов. Интересующие
нас коммутационные соотношения имеют вид

[li, xj ] = ieijkxk, (2.22)
[li, pj ] = ieijkpk, (2.23)
[li, lj ] = ieijklk, (2.24)
[li, x4] = 0, (2.25)
[li, p4] = 0, (2.26)

где eijk — абсолютно антисимметричный единичный тензор третьего
ранга.

Из приведенных коммутационных соотношений видно, что оператор
углового момента коммутирует с временной координатой и операто-
ром p4. Однако он не коммутирует с операторами импульса и коорди-
наты частицы. Последнее обстоятельство очень важно, поскольку дает
дополнительную информацию о виде функции Лагранжа свободной
частицы. Действительно, мы уже отмечали, что функция Лагранжа
свободной частицы не может зависеть явно от координат частицы,
поскольку в этом случае появляется выделенное направление в про-
странстве.

Коммутационные соотношения (2.23) показывают, что функция
Лагранжа свободной частицы не может также быть и линейной
функцией оператора импульса, во всяком случае тогда, когда волно-
вая функция является скалярной. Действительно, поскольку функция
Лагранжа должна быть скалярной, то линейная зависимость от им-
пульса означает появление в ней члена вида Ap, где A — некоторый
трехмерный вектор. В случае свободной частицы вектор A может быть
связан лишь с ее внутренними степенями свободы. Однако поскольку
частица, описываемая скалярной волновой функцией, не имеет внут-
ренних степеней свободы, то никаких векторов, определяющих ее внут-
реннее состояние, не возникает. В случае частиц, описываемых много-
компонентными волновыми функциями, трансформационные свойства
компонент векторного оператора A должны быть таковы, чтобы про-
изведение Ap оставалось инвариантным относительно преобразований
координат, тогда сохраняющейся величине мог бы отвечать оператор
l + B (где B — оператор, действующий на внутренние степени свободы
частицы!), который коммутирует с оператором Ap.

Используя коммутационные соотношения (2.23), несложно полу-
чить следующее соотношение:∑

j

[li, pjpj ] = i
∑
j, k

eijk (pkpj + pjpk) .
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Отметим, что знак суммы по повторяющимся индексам здесь введен
только для того, чтобы облегчить понимание дальнейших рассужде-
ний. Учитывая антисимметричность первого сомножителя и симмет-
ричность второго относительно индексов j и k в сумме, стоящей
в правой части последнего равенства, получаем[

l, p2] = 0. (2.27)

Таким образом, каждая из компонент оператора l коммутирует с опе-
ратором p2, но согласно (2.24) они не коммутируют друг с другом.

Учитывая симметрию коммутационных соотношений (2.23) и (2.24),
нетрудно догадаться, что оператор l коммутирует с оператором квадра-
та величины углового момента l2:[

l, l2
]

= 0. (2.28)

Несложно видеть, что согласно (2.27) оператор l2 коммутирует и
с оператором p2, поскольку оператор l коммутирует с ним. С учетом
вышесказанного мы видим, что оператор углового момента и оператор
кинетической энергии могут иметь общий набор собственных функций.

Преобразование (2.20), свидетельствующее о том, что оператор
полного углового момента замкнутой системы частиц должен коммути-
ровать с гамильтонианом, позволяет сделать ряд выводов о возможной
структуре функции Лагранжа замкнутой системы частиц. Исполь-
зуя (2.14), получаем

N∑
i=1

[
ri

∂

∂ri

]
=

N−1∑
i=1

[
ri

∂

∂ri, i+1

]
−

N∑
i=2

[
ri

∂

∂ri−1, i

]
+

N∑
i=1

[
miri

M

∂

∂r0

]
=

=
N−1∑
i=1

[
ri, i+1

∂

∂ri, i+1

]
+

[
r0

∂

∂r0

]
.

Таким образом, полный угловой момент замкнутой системы частиц
представляет собой сумму углового момента относительного движения
частиц системы и углового момента центра масс. В системе центра масс
полный угловой момент определяется только взаимным движением
частиц системы, т. е. движением частиц относительно друг друга. Ком-
мутационные соотношения оператора углового момента центра масс

l0 = −i
[
r0

∂

∂r0

]
с операторами координаты и импульса центра масс определяются вы-
ражениями (2.22)–(2.24). Следовательно, в рамках теорий, функция
Лагранжа которых содержит слагаемые, линейные по p, угловой мо-
мент центра масс замкнутой системы частиц является сохраняющей-
ся величиной только в том случае, когда гамильтониан системы не
зависит от координаты и импульса центра масс. Если же функция
Лагранжа является квадратичной формой оператора импульса, то оста-
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ется лишь условие ее независимости от координаты центра масс. Это
обстоятельство представляет интерес для анализа задач о взаимодей-
ствии легкой одиночной и тяжелой составной частиц, когда масса
тяжелой частицы значительно превосходит массу одиночной частицы:
M � m. В этом случае координата центра масс практически совпадает
с координатой тяжелой частицы и вид гамильтониана взаимодействия
позволяет легко оценить отношение вероятностей процессов, приводя-
щих к изменению углового момента составной частицы без изменения
ее внутренней структуры (т. е. без изменения внутреннего движения
составляющих ее частиц) и изменяющих ее внутреннюю структуру.
Имея эту информацию, мы можем легко сконструировать как общую
функцию Лагранжа, так и функцию Лагранжа, удовлетворяющую либо
тому, либо другому процессу.

Вернемся теперь снова к анализу симметрийных свойств задачи
о движении одиночной частицы во внешних полях, создаваемых мак-
роскопическими телами. В задачах классической механики угловой
момент сохраняется лишь при движении во внешних полях, обла-
дающих центральной симметрией. В аксиально-симметричных полях
сохраняется проекция углового момента на ось симметрии. Для того
чтобы проследить аналогию классических и квантовых задач, удобно
записать выражение для векторного оператора l в сферической и ци-
линдрической системах координат.

В сферической системе координат оператор l имеет вид

l = eθ

(
i

1
sin θ

∂

∂ϕ

)
+ eϕ

(
−i ∂

∂θ

)
. (2.29)

Уже из полученной формулы видно, что угловой момент является
сохраняющейся величиной, если частица движется во внешнем цен-
трально-симметричном поле, когда ее потенциальная энергия зависит
лишь от расстояния до центра притягивающего или отталкивающе-
го внешнего скалярного поля: U (r) = U(r). Однако если при этом
функция Лагранжа содержит слагаемые, линейные по оператору p, то
угловой момент не сохраняется ввиду соотношения (2.23) и сохраняет-
ся, если функция Лагранжа является квадратичной формой p, в силу
соотношений (2.27).

При анализе симметрийных свойств различных задач весьма полез-
ной оказывается связь операторов p2 и l2. Эта связь может быть легко
установлена из (2.29) и выражения для оператора p2 в сферических
координатах:

p2 = −Δ = − ∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
− 1

r2

(
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ ∂2

∂θ2
+ cos θ

sin θ

∂

∂θ

)
.

Действительно, из (2.29) следует

l2 = −
(

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ ∂2

∂θ2
+ cos θ

sin θ

∂

∂θ

)
.
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Следовательно,

p2 = − ∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
+ l2

r2
. (2.30)

В связи с формулой (2.30) полезно сделать следующее интересное
замечание. В отличие от осей декартовых координат, которые имеют
одинаковое направление во всем пространстве, что в исходной, что
в повернутой системе координат, направления осей криволинейных
координат сами зависят от углов θ и ϕ, поэтому орты сферической
системы координат не коммутируют с оператором l. Как результат опе-
ратор l2 не равен сумме l2θ + l2ϕ. Это обстоятельство играет, например,
существенную роль в общей теории относительности.

Соотношения (2.28), (2.29) и (2.30) однозначно показывают, что
в рамках теорий, основанных на функции Лагранжа, являющейся
квадратичной формой оператора p, угловой момент свободной частицы
является сохраняющейся величиной при произвольной зависимости
гамильтониана от оператора p4.

В цилиндрической системе координат вектор углового момента име-
ет вид

l = ez

(
−i ∂

∂ϕ

)
+ eρ

(
i
z

ρ

∂

∂ϕ

)
+ eϕ

(
−i

(
z
∂

∂ρ
− ρ

∂

∂z

))
.

Несложно видеть, что компонента lz коммутирует сама с собой
и со всеми остальными проекциями углового момента. Компоненты lρ
и lϕ не коммутируют друг с другом. Следовательно, если частица
движется во внешнем скалярном поле U (r) = U(ρ, z) или векторном
поле F (r, t) = F(ρ, z, t), энергия взаимодействия частицы с которым
пропорциональна произведению Fl, то в полной аналогии с уравнения-
ми классической механики проекция углового момента lz является
сохраняющейся величиной.

2.2.3. Функция Лагранжа. Итак, проведенные выше обсужде-
ния показывают, что функция Лагранжа свободной нерелятивистской
частицы, описываемой комплексной скалярной волновой функцией,
может быть линейной формой оператора p4 и должна быть квадратич-
ной формой оператора p. Удовлетворяющая этим условиям функция
Лагранжа имеет вид

L = ih̄ψ∗ψ̇ − h̄2

2m0
∇ψ∗∇ψ. (2.31)

В этом разделе мы используем определение оператора 4-импульса,
учитывающее его размерность, т. е. pμ = −ih̄∇μ. Вариация действия по
волновой функции ψ∗ приводит нас к следующему волновому уравне-
нию для частицы:

ih̄
∂ψ

∂t
+ h̄2

2m0
Δψ = 0. (2.32)



2.2. Скалярные поля 51

Вариация действия по ψ приводит нас к уравнению

ih̄
∂ψ∗

∂t
− h̄2

2m0
Δψ∗ = 0, (2.33)

которое является комплексно сопряженным с уравнением (2.32).
Решение волнового уравнения (2.32) в виде

ψ (r, t) = ψ0 exp (−i (Et− pr) /h̄)

приводит к следующему соотношению между энергией частицы E и ее
импульсом p:

E = p2

2m0
, (2.34)

совпадающему с соответствующим выражением классической меха-
ники.

Следует отметить два существенных отличия функция Лагран-
жа (2.31) от функции Лагранжа классической частицы. Во-первых,
в классической механике функция Лагранжа, позволяющая получить
правильные уравнения движения частицы, зависит лишь от квадрата
скорости частицы как в нерелятивистском, так и в релятивистском
случае. Это объясняется тем, что ввиду однородности пространства и
времени лагранжиан не может содержать в явном виде ни координат
частицы, ни времени, а ввиду изотропии пространства он не может
зависеть от направления движения частицы. В противоположность это-
му лагранжиан (2.31) включает в явном виде первую производную по
времени от волновой функции. Инвариантное относительно операции
обращения времени слагаемое ψ̇∗ψ̇ в лагранжиане привело бы нас
к дифференциальному уравнению второго порядка по времени. Следо-
вательно, уравнение Шредингера выделяет одно из двух линейно неза-
висимых временных решений уравнения второго порядка. Во-вторых,
функция Лагранжа (2.31) является комплексной, следовательно, вы-
бираемое решение не может быть действительной функцией времени.
Зависимость волновой функции от времени может выражаться лишь
с помощью комплексной волновой функции времени, поскольку дей-
ствие, основанное на функции Лагранжа (2.31),

S =
∫ (

ih̄ψ∗ψ̇ − h̄2

2m0
∇ψ∗∇ψ

)
dV dt, (2.35)

является самосопряженным только в том случае, когда волновая функ-
ция является комплексной. Если волновая функция является действи-
тельной, то действие, как мы упоминали выше, может быть лишь
квадратичной формой оператора p4.

Из (2.31) следует, что импульс, канонически сопряженный с ψ,
имеет вид

π = ∂L

∂ψ̇
= ih̄ψ∗. (2.36)



52 Гл. 2. Преобразования симметрии в нерелятивистской теории

Переменная ψ̇∗ в функцию Лагранжа (2.31) не входит, следователь-
но, канонически сопряженный импульс π∗ тождественно равен нулю.
Функция Гамильтона в этом случае имеет вид

H = −ih̄
2m0

∇π∇ψ.

Если мы симметризуем функцию Лагранжа, с тем чтобы сделать ее
действительной, например

L = ih̄
(
ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ

) − h̄2

2m0
∇ψ∗∇ψ,

то оба сопряженных импульса становятся отличными от нуля. Однако,
как несложно видеть, функция Гамильтона в этом случае перестает
зависеть от ψ и ψ∗ и производных от них. Следовательно, соглас-
но (1.5) ∂π/∂t = 0 и ∂π∗/∂t = 0. Таким образом, условие π∗ = 0 можно
рассматривать как дополнительное условие, накладываемое на вид
функции Лагранжа. При таком условии из двух возможных линейно
независимых решений дифференциального уравнения второго порядка
по времени выбирается то, которое приводит к правильному соотноше-
нию (2.34) между энергией частицы и ее импульсом: в соответствии
с законами классической механики энергия частицы должна расти
с увеличением импульса.

Следует отметить, что функция Лагранжа является вспомогатель-
ной величиной, поэтому на нее можно не накладывать условий дей-
ствительности. Функция Лагранжа должна приводить к правильным
уравнениям движения. Физически наблюдаемой величине соответству-
ет функция Гамильтона, поскольку объемный интеграл от функции
Гамильтона имеет смысл энергии системы:

E =
∫
H dV = − h̄2

2m0

∫
ψ∗ (r, t)Δψ (r, t) dV.

2.2.4. Действие частицы, взаимодействующей с электромаг-
нитным полем. Действие частицы, взаимодействующей с электро-
магнитным полем, зависит как от переменных частицы, так и от
потенциалов электромагнитного поля. Функция Лагранжа свободного
электромагнитного поля имеет хорошо известный вид

Lf = 1
8π

(
E2 − B2) , (2.37)

где E = −1
c

∂A

∂t
− ∇ϕ — напряженность электрического поля и B =

= rotA.
Действие для частицы, взаимодействующей с электромагнитным

полем, является суммой действия свободного электромагнитного поля
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и действия для свободной частицы, в котором используется следующая
каноническая подстановка:

−ih̄∇μ → −ih̄∇μ − q

c
Aμ, (2.38)

где Aμ = (A, iϕ) — 4-потенциал электромагнитного поля.
Используя каноническую замену (2.38), для действия частицы, вза-

имодействующей с электромагнитным полем, получаем

S= 1
8π

∫ ∫ [(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

)2
−(rotA)2

]
dV dt+

+
∫ ∫[

ψ∗
(
ih̄
∂ψ

∂t
−qϕψ

)
− 1
2m0

(
ih̄∇ψ∗− q

c
Aψ∗

)(
−ih̄∇ψ− q

c
Aψ

)]
dV dt.

(2.39)

Вариация действия (2.39) по ψ∗ приводит к волновому уравнению
Шредингера для частицы, взаимодействующей с электромагнитным
полем:

ih̄
∂ψ (r, t)

∂t
=

[
1

2m0

(
p − q

c
A

)2
+ qϕ

]
ψ (r, t) . (2.40)

Вариация действия по ψ приводит к комплексно сопряженному урав-
нению.

Варьирование действия (2.39) по A и ϕ приводит к следующим
уравнениям для скалярного и векторного потенциалов:

1

c2
∂2A

∂t2
+ rot rotA + 1

c
∇∂ϕ

∂t
= 4πj,

Δϕ+ 1
c

∂

∂t
div A = −4πρ,

(2.41)

где плотность заряда ρ и тока j определяются равенствами

ρ (r, t) = q |ψ (r, t)|2 ,
j (r, t) = q

2m0

{
ψ∗

(
−ih̄∇ − q

c
A

)
ψ +

[(
−ih̄∇ − q

c
A

)
ψ

]∗
ψ

}
.
(2.42)

При использовании калибровки Лоренца

1
c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0

уравнения (2.41) принимают вид

ΔA − 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
j,

Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −4πρ.

(2.43)

Следует отметить, что в рамках вероятностной интерпретации вол-
новой функции частица является точечной и волновое поле частицы
является полем вероятности нахождения частицы в заданной точке
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пространства в данный момент времени, поэтому потенциалы элек-
тромагнитного поля, входящие в уравнение (2.42), создаются заряда-
ми, внешними по отношению к рассматриваемой частице. Потенциалы
электромагнитного поля, создаваемого самой частицей, определяются
решением уравнений (2.43). Это поле существует вне области нахожде-
ния частицы в данный момент времени. Как видно из уравнений (2.43),
электромагнитные поля, создаваемые частицей, распространяются со
скоростью света. Скорость частицы меньше скорости света, поэтому
можно сказать, что частица не успевает провзаимодействовать со сво-
им собственным полем.

2.2.5. Пространственная инверсия. В разделе 2.1 мы отмечали,
что полная группа преобразований координат, наряду с пространствен-
но-временными трансляциями и трехмерными вращениями, включает
в себя также пространственную инверсию и обращение времени. Эти
преобразования являются дискретными, а соответствующие им сим-
метрии имеют несколько различный смысл применительно к случаю
свободной частицы, одиночной частицы во внешнем поле или же систе-
мы взаимодействующих частиц. В настоящем разделе мы остановимся
на анализе симметрийных свойств уравнения (2.40) для одиночной
частицы, взаимодействующей с внешним электромагнитным полем.

При исследовании симметрии для непрерывных преобразований ко-
ординат мы рассматривали преобразования, бесконечно близкие к тож-
дественному преобразованию. Преобразования инверсии и обращения
времени являются дискретными, поэтому в этом случае удобно вос-
пользоваться другим приемом. Уравнение (2.40), записанное в преоб-
разованной системе координат, имеет вид

ih̄
∂ψ′ (r′, t′)

∂t′
=

[
1

2m0

(
p′− q

c
A′ (r′, t′)

)2
+qϕ′ (r′, t′)

]
ψ′ (r′, t′). (2.44)

Как мы отмечали выше, преобразование симметрии — это такое преоб-
разование, которое не меняет результатов возможных исходов. Следо-
вательно, если уравнение отвечает той или иной симметрии, то должно
существовать преобразование, возвращающие уравнение (2.44) к его
исходному виду в нештрихованной системе координат. Анализ симмет-
рийных свойств в этом случае сводится к поиску соответствующих
преобразований.

Операции пространственной инверсии соответствует матрица aij :

a
(P )
ij =

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
.

Преобразование пространственной инверсии, так же как и преобразо-
вания отражения координатных осей, является дискретным преобразо-
ванием.
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При операции пространственной инверсии волновая функция изме-
няется следующим образом:

ψ′ (r′) = ψ
(
a(P )r

)
= ψ (−r) .

Введем оператор пространственной инверсии P , определяющийся урав-
нением

Pψ (r) = ψ (−r) . (2.45)

Его собственные значения определяются решением следующего урав-
нения:

Pψ (r) = λpψ (r) . (2.46)

Действуя слева на обе части уравнения (2.45) оператором P , для
собственных значений λ получаем

λp = ±1.
Таким образом, при пространственной инверсии однокомпонентная
волновая функция либо меняет знак, либо не меняет. Следовательно,
волновые функции уравнения Шредингера являются либо скалярными,
либо псевдоскалярными.

Отметим, что в случае когда волновая функция является многоком-
понентной, оператор P является матрицей, поэтому, в принципе, одни
компоненты волновой функции могут быть скалярными функциями
координат, а другие — псевдоскалярными.

Уравнения для классической частицы, взаимодействующей с внеш-
ним электромагнитным полем,

dp′

dt
= eE′ + 1

c
[v′B′] ,

остаются инвариантными относительно операции пространственной ин-
версии, если выполняются следующие условия:

A′ (r′) = −A (r) , ϕ′ (r′) = ϕ (r) . (2.47)

Действительно, в этом случае,

E′ (r′) = −E (r) , B′ (r′) = B (r)

и, следовательно, подстановка r′ → −r возвращает уравнение к исход-
ному виду.

Несложно видеть, что при выполнении условий (2.47) уравне-
ние (2.44) также преобразуется к исходному виду (2.40). Действитель-
но, учитывая, что

∂

∂xj
= ∂

∂x′i

∂x′i
∂xj

= aij
∂

∂x′i
,

p′i = a
(P )
ij pj . (2.48)
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Таким образом, при выполнении условий (2.47) имеем

1
2m0

(
p′ − q

c
A′ (r′)

)2
+ qϕ′ (r′) = 1

2m0

(
p − q

c
A (r)

)2
+ qϕ (r) ,

следовательно, волновая функция ψ (−r, t) является решением того же
уравнения, что и функция ψ (r, t), а следовательно, может отличаться
от нее лишь постоянным коэффициентом: ψ (−r, t) = Cψ (r, t).

Следует отметить, что преобразования (2.47) имеют простой физи-
ческий смысл. Действительно, точка r′ = −r инвертированного про-
странства совпадает с точкой r прямого, поэтому если координаты
частиц или макроскопических тел, создающих внешнее поле, не под-
вергаются инверсии, то выполняются равенства (2.47).

2.2.6. Обращение времени. Операция обращения времени состо-
ит в изменении знака времени: t → −t. При изменении знака времени
левая часть уравнения (2.40) меняет знак. Однако если мы сначала
обратим время, а затем проведем операцию комплексного сопряжения,
то уравнение (2.40) примет вид

ih̄
∂ψ∗ (r, −t)

∂t
=

[
1

2m0

(
ih̄∇− q

c
A (r, −t)

)2
+qϕ (r, −t)

]
ψ∗ (r, −t).

(2.49)
Таким образом, в (2.44) теперь имеем

ψ′ (r′, t′) = ψ∗ (r, −t), p′ = −p, A′ (r′, t′) = A (r, −t),
ϕ′ (r′, t′) = ϕ (r, −t). (2.50)

Несложно видеть, что гамильтониан уравнения (2.49) совпадает с га-
мильтонианом уравнения (2.40) при выполнении следующих условий:

A′ (r, t′)=A (r, −t)=−A (r, t), ϕ′ (r, t′)=ϕ (r, −t)=ϕ (r, t). (2.51)

Здесь опять же проявляется аналогия с движением классической ча-
стицы. В классическом случае обращенное во времени движение имеет
место лишь в случае, когда напряженность электрического поля не изме-
няется: E(−t) = E(t), а вектор индукции магнитного поля меняет знак:

B(−t) = −B(t). Действительно, поскольку E (r, t) = −1
c

∂A

∂t
− ∇ϕ

и B = rotA, то напряженность электрического поля является четной
функцией времени: E(−t) = E(t), а вектор индукции магнитного поля
нечетной: B(−t) = −B(t), только при выполнении условий (2.51) для
потенциалов поля.

Итак, в квантовой механике, основанной на уравнении Шредин-
гера, симметрия по отношению к направлению времени выражается
в изменении знака времени и одновременной замене волновой функ-
ции ψ (r, t) на комплексно сопряженную волновую функцию ψ∗ (r, −t).
В этом случае наблюдаемые величины изменяются так же, как это
происходит в классической физике.
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2.2.7. Зарядовое сопряжение. Накладывая условия (2.51), мы
полагали, что заряд частиц остается неизменным. Несложно видеть,
что уравнение (2.49) можно свести к исходному и в случае, когда
меняются знаки зарядов частиц: qa, b → −qa, b. В этом случае замена
волновой функции (2.50) должна сопровождаться следующей заменой
потенциалов полей:

A′ (r, t′)=A (r, −t)→A (r, t), ϕ′ (r, t′)=ϕ (r, −t)→−ϕ (r, t). (2.52)

Это также согласуется с уравнениями классической физики.
Противоположная четность векторного и скалярного потенциалов

по отношению к операции обращения времени вытекает из реляти-
вистски инвариантного условия калибровки Лоренца, накладываемого
на потенциалы электромагнитного поля:

1
c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0,

следовательно, нет необходимости рассматривать варианты, отличные
от (2.51)–(2.52), поскольку они приводят к изменению калибровки
поля, использованной нами в уравнениях (2.43).

2.3. Спинорные поля

Выше мы отмечали, что оператор преобразования волновой функ-
ции W (a, b) удобно представить в виде произведения двух операторов:

W (a, b) = U(a)T (a, b), (2.53)

где оператор U(a) осуществляет преобразование формы волновой
функции, а оператор T (a, b) — преобразование аргументов. Такая
факторизация возможна, поскольку в теории локальных полей эти два
оператора действуют на разные степени свободы частицы, а потому
являются коммутирующими. Поскольку законы преобразования каж-
дой из компонент многокомпонентной волновой функции совпадают
с законами преобразования скалярной функции, то анализ законов пре-
образования волновых функций спинорных полей естественно начать
с исследования преобразований формы

ψ′ (r′, t′) = U(a)ψ (r′, t′) .

Символическая запись U(a) означает, что преобразования формы
зависят от всех преобразований симметрии, кроме преобразований
пространственно-временных трансляций, которые не меняют проекций
компонент многокомпонентной волновой функции на оси координат.
Однако поскольку в нерелятивистском случае число компонент спинор-
ной волновой функции отличается от размерности матриц трехмерных
преобразований, рассматривавшихся выше, то ясно, что матрица U(a)
не связана непосредственно с матрицами a. Поэтому во избежание
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недоразумений мы будем далее использовать для обозначения операто-
ра преобразования формы символ U .

2.3.1. Оператор спина. В разделе 2.1 мы отмечали, что спинор-
ные поля соответствуют частицам с полуцелым спином. Простейшим
спинорным полем является поле частиц, обладающих собственным
угловым моментом, или спином, s = 1/2. Поскольку проекция спина
имеет два значения, σ = +1/2 и σ = −1/2, то волновая функция
частицы ψsσ (r, t) является как минимум двухкомпонентной. В рамках
нерелятивистской теории мы можем положить, что волновая функция
является двухкомпонентной. Однако позже мы увидим, что требования
релятивистской инвариантности приводят к тому, что в рамках реляти-
вистских теорий волновая функция становится четырехкомпонентной.

Двухкомпонентную волновую функцию удобно представить в виде
спинора, т. е. двухрядного столбца:

ψ (r, t) =
(
ψ1 (r, t)
ψ2 (r, t)

)
. (2.54)

При трехмерных преобразованиях системы координат изменения спи-
нора (2.54) обусловлены в общем случае как изменением его аргумента,
так и изменением его формы, т. е. преобразованием компонент спинора.
Как мы отмечали выше, преобразования пространственно-временных
трансляций не меняют величины проекций спина на оси координат, по-
этому соответствующие законы преобразования скалярной и спинорной
волновых функций совпадают. С другой стороны, при преобразовании
трехмерных вращений проекции спина на новую и старую систему
координат различаются, поэтому каждая из компонент спинорной вол-
новой функции, отвечающая определенной величине проекции спина
в повернутой системе, является линейной комбинацией компонент вол-
новой функции в исходной системе отсчета.

Оператор преобразования формы спинорной волновой функции мо-
жет быть представлен в виде (2× 2)-матрицы:(

ψ′
1 (r, t)
ψ′
2 (r, t)

)
= U

(
ψ1 (r, t)
ψ2 (r, t)

)
=

(
a b
c d

) (
ψ1 (r, t)
ψ2 (r, t)

)
. (2.55)

Формула (2.55) отражает тот факт, что преобразования формы, связан-
ные с внутренними степенями свободы движения частицы, являются
точечными преобразованиями, т. е. связаны с преобразованием компо-
нент волновой функции точечной частицы со спином 1/2, помещенной
в начало системы отсчета.

Элементы матрицы U являются в общем случае комплексными.
В частности, если матрица U отвечает вращениям системы координат,
то ее комплексные элементы должны быть функциями углов поворота,
а структура матрицы должна отвечать определенным требованиям.
Основное требование состоит в том, что преобразование (2.55) не
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должно менять вероятности нахождения частицы в определенной точке
пространства в данный момент времени. Следовательно,

ψ′+ (r, t)ψ′ (r, t) = ψ+ (r, t)ψ (r, t) . (2.56)

Подставляя (2.55) в левую часть (2.56), получаем

ψ′+ψ′ =
(|a|2 + |c|2)ψ∗

1ψ1 +
(|b|2 + |d|2)ψ∗

2ψ2 +
+ (b∗a+ d∗c)ψ∗

2ψ1 + (a∗b+ c∗d)ψ∗
1ψ2.

Таким образом, равенство (2.56) будет выполняться, если мы потребу-
ем, чтобы элементы матрицы U удовлетворяли следующим условиям:

ad− bc = 1, (2.57)

и
a = d∗, b = −c∗. (2.58)

Условие (2.57) является условием унимодулярности матрицы U .
С учетом (2.58) для эрмитово-сопряженной матрицы получаем

U+ =
(
a∗ c∗
c∗ c∗

)
=

(
d −b
−c a

)
= U−1.

Следовательно, матрица U является унитарной:

U+U = I.

В силу условий (2.57) и (2.58) четыре комплексные величины: a, b,
c, d, зависят лишь от трех вещественных параметров, которые опре-
деляют три угла поворота трехмерной системы координат. Используя
равенства (2.58), матрицу U можно записать в следующем виде:

U =
(
a b
c d

)
=

(
a′ + ia′′ b′ + ib′′
−b′ + ib′′ a′ − ia′′

)
=

= a′
(
1 0
0 1

)
+ i

[
b′′

(
0 1
1 0

)
+ b′

(
0 −i
i 0

)
+ a′′

(
1 0
0 −1

)]
, (2.59)

где четыре действительных коэффициента, a′, b′′, b′ и a′′, в силу
соотношений (2.57), (2.58) связаны условием

a′2 + a′′2 + b′2 + b′′2 = 1.

Четыре (2 × 2)-матрицы, вошедшие в правую часть уравнения (2.59),
называются матрицами Паули и составляют полный набор линейно
независимых (2× 2)-матриц:

I =
(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.60)
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Матрицы Паули σi обладают следующими свойствами:

σ21 = σ22 = σ23 = I, (2.61)
σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1, σ3σ1 = iσ2, (2.62)

[σi, σj ] = 2ieijkσk. (2.63)

С учетом всего вышесказанного, из (2.59) следует, что матрица
бесконечно малых трехмерных вращений может быть записана в виде

U = I + iCδθθθθθθθθθs, (2.64)

где C — константа, величина которой будет определена ниже (см.
раздел 2.3.4), а s — оператор спина:

s = 1
2

(e1σ1 + e2σ2 + e3σ3) . (2.65)

Отметим, что, используя равенства (2.58), правило преобразова-
ния комплексно сопряженных компонент спинора можно записать
в следующем виде:

ψ′∗
2 = aψ∗

2 + b (−ψ∗
1 ) , ψ′∗

1 = c (−ψ∗
2 ) + dψ∗

1 .

Отсюда следует, что компоненты ψ∗
1 и ψ∗

2 преобразуются как ψ2 и −ψ1
соответственно. Это свойство волновых функций частицы с полуцелым
спином непосредственно связано со свойством симметрии уравнений
относительно операции обращения времени. Уравнение Шредингера
инвариантно относительно замены t→−t и ψ→ ψ∗. Но при обращении
времени меняют знак и проекции момента импульса, следовательно,
инвариантность относительно указанного преобразования сохраняется
и для частицы с полуцелым спином, если компоненты комплексно
сопряженного спинора отвечают компонентам исходного спинора с про-
тивоположным знаком проекции спина.

2.3.2. Уравнение Паули. Оператор спина (2.65) является вектор-
ным оператором, поэтому ясно, что он может войти в гамильтониан
лишь в виде скалярного произведения с некоторым вектором или век-
торной функцией

B (r, t) s.

Поскольку наличие собственного углового момента частиц было об-
наружено при их взаимодействии с магнитным полем, то вектор B
должен быть связан с вектором напряженности магнитного поля, а сле-
довательно, оператор спина должен быть связан с магнитным моментом
частицы:

μμμμμμμμμ = μ0

s
s = μ0σσσσσσσσσ, (2.66)

где s — величина спина, а μ0 — величина магнитного момента частицы.
Следует отметить, что введение спина не может привести к появле-

нию в гамильтониане членов, отвечающих энергии электродипольного
взаимодействия, пропорционального σσσσσσσσσE. Действительно, как вектор



2.3. Спинорные поля 61

углового момента, так и вектор магнитного момента являются акси-
альными векторами, поэтому в обеих частях равенства (2.66) стоят
векторы, обладающие одинаковыми трансформационными свойствами.
С другой стороны, электрический дипольный момент частицы d, явля-
ясь полярным вектором, не может быть пропорционален аксиальному
вектору σσσσσσσσσ. В рамках теории, основанной на использовании двухрядных

волновых функций ψ =
(
ψ1
ψ2

)
, в качестве оператора электрического

дипольного момента могла бы выступать величина вида [σσσσσσσσσp]. Однако
представление даже расширенной группы трехмерных преобразований
координат не включает указанного оператора.

Таким образом, энергия взаимодействия внутреннего углового мо-
мента частицы со спином 1/2 с электромагнитным полем определяется
выражением

HM = −μμμμμμμμμB. (2.67)

Учитывая (2.53), несложно видеть, что функция Лагранжа свободной
нерелятивистской частицы со спином 1/2 совпадает по виду с (2.31),
а действие для частицы, взаимодействующей с электромагнитным по-
лем, отличается от действия (2.39) наличием дополнительного сла-
гаемого, описывающего взаимодействие магнитного момента частицы
с внешним магнитным полем:

S = 1
8π

∫ ∫ [(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

)2
− (rotA)2

]
dV dt+

+
∫ ∫ [

ih̄ψ+ ∂ψ

∂t
− 1

2m0

(
ih̄∇ψ+ − q

c
Aψ+

) (
−ih̄∇ψ − q

c
Aψ

)
−

−ψ+ (qϕ− μμμμμμμμμB)ψ
]
dV dt. (2.68)

Вариация действия по ψ+ приводит нас к уравнению Паули

ih̄
∂ψ

∂t
=

[
1

2m0

(
p − q

c
A

)2
+ qϕ− μμμμμμμμμB

]
ψ. (2.69)

Варьируя действие по потенциалам электромагнитного поля, мы снова
получаем уравнения (2.41), которые с использованием лоренцевской
калибровки приводятся к виду

ΔA − 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
j,

Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −4πρ.
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Однако 4-вектор плотности тока, входящий в эти уравнения, отличает-
ся от 4-вектора шредингеровского тока и принимает вид

ρ (r, t)=qψ+ (r, t)ψ (r, t),

j (r, t)= iqh̄

2m0

(∇ψ+ · ψ−ψ+ · ∇ψ
)− q2

m0c
ψ+Aψ + c rot

(
ψ+μμμμμμμμμψ

)
.
(2.70)

Несложно видеть, что 4-вектор плотности тока (2.70), так же как и
4-вектор плотности тока уравнения Шредингера, удовлетворяет урав-
нению непрерывности:

∂ρ

∂t
+ div j = 0.

2.3.3. Специфика спинорных волновых функций. Несмотря
на близость и внешнее сходство уравнений для волновых функций
скалярных (2.40) и спинорных (2.69) полей, между ними существует
ряд принципиальных отличий.

Первое отличие связано с интерпретацией уравнений (2.70) для
компонент 4-вектора плотности тока. Уравнения (2.70) получены при-
менением канонических процедур к действию (2.68). Несмотря на
проведенный подробный и объемный анализ преобразований симмет-
рии, выражение для действия (2.68) является постулатом теории. Ес-
ли же постулируется не действие (2.68), а само уравнение (2.69),
то уравнение непрерывности, являющееся динамическим инвариантом
уравнений, меняет свой вид. Действительно, запишем уравнение для
волновой функции, эрмитово-сопряженной волновой функции уравне-
ния (2.69). Оно имеет вид

−ih̄∂ψ
+

∂t
= ψ+

[
1

2m0

(
p + q

c
A

)2
+ qϕ− μμμμμμμμμB

]
,

где мы учли, что матрицы σσσσσσσσσ, определенные равенствами (2.60), явля-
ются эрмитовыми. Умножая обе части последнего уравнения справа
на ψ, а обе части уравнения (2.69) слева на ψ+ и взаимно вычитая
получившиеся уравнения, получаем

ih̄
∂

∂t

(
ψ+ψ

)
= 1

2m0

[
ψ+ ·

(
p − q

c
A

)2
ψ −

(
p + q

c
A

)2
ψ+ · ψ

]
,

где, как и ранее, принято соглашение, согласно которому оператор
действует лишь на волновую функцию, стоящую по одну с ним сторону
от точки. Путем несложных преобразований это уравнение приводится
к виду уравнения непрерывности. Получающиеся выражения для плот-
ности потока имеют вид

ρt (r, t) = ψ+ (r, t)ψ (r, t) ,

jt (r, t) = ih̄

2m0

(∇ψ+ · ψ − ψ+∇ψ
) − q

m0c
ψ+Aψ.

Плотность потока jt совпадает с плотностью шредингеровского потока,
т. е. с плотностью потока бесструктурной частицы, не имеющей внут-
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ренних степеней свободы. Следовательно, слагаемое qjt в плотности
тока (2.70) связано с трансляционным движением частицы как целого.
Второе слагаемое в плотности тока (2.70),

j(2) (r, t) = cμ0 rot
(
ψ+σσσσσσσσσψ

)
,

связано с внутренними степенями свободы движения частицы. Дей-
ствительно, мы видим, что это слагаемое зависит от спиновых опера-
торов, в то время как первое слагаемое от спиновых операторов не
зависит.

Таким образом, jt и ρt образуют 4-вектор плотности потока ма-
териального поля, связанного с трансляционным движением частицы
как целого. Компоненты этого 4-вектора удовлетворяют уравнению
непрерывности:

∂ρt

∂t
+ div jt = 0.

Для частиц, имеющих внутреннюю структуру, компоненты 4-вектора
тока включают дополнительные слагаемые, которые обусловлены внут-
ренним движением частицы. Вместе с тем 4-вектор тока (2.70) также
удовлетворяет уравнению непрерывности:

∂ρ

∂t
+ div j = 0.

Функция Лагранжа для частицы, взаимодействующей с электромаг-
нитным полем, позволяет легко определять вид 4-вектора плотно-
сти тока.

Второе существенное отличие спинорных волновых функций от
скалярных состоит в следующем. Собственные волновые функции ста-
ционарного уравнения Шредингера являются решениями следующей
краевой задачи: (

p2

2m0
+ U (r)

)
un (r) = Enun (r) .

Граничные условия для волновых функций дискретного спектра состо-
ят в условиях конечности волновой функции при r→ 0 и равенстве ну-
лю при r → ∞. Пусть частица совершает одномерное движение между
двумя абсолютно непроницаемыми стенками, являющимися плоскостя-
ми x = 0 и x = L. Тогда собственные значения энергии определяются
выражением

En = π2h̄2n2

2m0L
2
,

а соответствующие им собственные волновые функции имеют вид

un(x) = Cn sin
(
πn

L

)
.
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Константы Cn находятся из условия нормировки

L∫

0

|un(x)|2 dx = 1,

откуда получаем

|Cn| =
√

2
L
.

В принципе, константы Cn могут иметь произвольные фазовые множи-
тели: Cn = |Cn| exp (iϕn). Однако постоянные множители не влияют ни
на вероятность pn(x) = |un(x)|2 нахождения частицы в точке x, ни на
квантово-механические средние наблюдаемых величин. Следовательно,
задание нормы волновой функции однозначно определяет состояние
частицы с энергией En.

С другой стороны, решение указанной краевой задачи для спинор-
ной волновой функции имеет вид

ψn (r) =
[
An

(
1
0

)
+Bn

(
0
1

)]
sin

(
πn

L

)
.

Константы An и Bn являются комплексными числами, поэтому для
их однозначного задания необходимо иметь четыре действительных
уравнения. Условие нормировки дает одно из необходимых уравнений(

|An|2 + |Bn|2
)
L

2
= 1.

Этого условия достаточно лишь для задания трансляционной части
волновой функции, внутреннее состояние частицы при этом остается
неопределенным. Внутреннее состояние частицы определяется задани-
ем следующей наблюдаемой величины:

mn = μ0

∫
ψ+

n (r) σσσσσσσσσψn (r) dV.

Действительно, для компонент вектора m получаем

m1 = μ0 (A∗
nBn +B∗

nAn) L
2
,

m2 = −iμ0 (A∗
nBn −B∗

nAn) L
2
,

m3 = μ0
(
|An|2 − |Bn|2

)
L

2
.

Таким образом, если норма волновой функции однозначно задает со-
стояние частицы, описываемой скалярной волновой функцией, то для
однозначного определения состояния частицы, описываемой спинорной
волновой функцией, наряду с заданием нормы волновой функции,
необходимо задавать значения и трех компонент магнитного момента
частицы, определяющих ее внутреннее состояние. Отметим, что в от-
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сутствие магнитного поля оператор спина коммутирует с гамильто-
нианом уравнения Паули (2.69), поэтому его компоненты могут быть
заданы одновременно с энергией.

2.3.4. Трехмерные вращения. Рассмотрим симметрийные свой-
ства уравнения (2.69) относительно преобразований формы при трех-
мерных вращениях, т. е. будем считать, что координаты частицы оста-
ются неизменными. В повернутой системе координат уравнение (2.69)
принимает вид

ih̄
∂ψ′ (r, t)

∂t
=

[
1

2m0

(
p′ − q

c
A′ (r, t)

)2
+qϕ (r, t)−μ0B′ (r, t) σσσσσσσσσ

]
ψ′ (r, t).

(2.71)
Преобразования формы трехмерных векторов при вращениях системы
координат имеют вид

B′
i (r, t) = aijBj (r, t) , (2.72)

где aij — матрица трехмерных вращений. Умножая обе части урав-
нения (2.71) слева на матрицу U−1, несложно видеть, что уравне-
ние (2.71) возвращается к исходной нештрихованной форме, если вы-
полняется равенство

aijBjU
−1σiU = Biσi. (2.73)

Учитывая свойство матрицы преобразования aij , определяемое равен-
ством (2.2), из (2.73) получаем

U−1σiU = aijσj . (2.74)

В случае бесконечно малого вращения матрица преобразования U бу-
дет отличаться от тождественной наличием бесконечно малой добавки

U = I + Γijεji. (2.75)

Подставляя (2.75) в (2.74), получаем

(σiΓkl − Γklσi) εlk = εijσj . (2.76)

Учитывая свойства матриц Паули (2.61)–(2.62), несложно видеть, что
Γkl являются билинейными комбинациями матриц σk и σl:

Γkl = Cσkσl, (2.77)

где C — константа. Подставляя (2.77) в (2.76) и учитывая антисиммет-
ричность тензора εij , получаем

C (σiσkσl − σkσlσi) = 1
2

(σkδil − σlδik) . (2.78)

Путем несложных преобразований для константы C получаем

C = −1
4
.

3 А.В. Андреев
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Таким образом, для матрицы U получаем

U = I − 1
4
σiσjεji.

Рассмотрим вращение вокруг оси z:

x′ = x cos θ − y sin θ, y′ = y cos θ + x sin θ. (2.79)

Матрица бесконечно малого вращения имеет вид

U = I + i

2
δθσ3.

Матрица вращения вокруг произвольной оси имеет вид

U = I + i

2
δθθθθθθθθθσσσσσσσσσ. (2.80)

Из (2.80) может быть получена матрица вращения на конечные углы.
Действительно, учитывая аддитивность поворотов, получаем

U(θ) =
[
U

(
θ

N

)]N

.

При N → ∞ получаем

U = exp
(
i

2
θnσσσσσσσσσ

)
, (2.81)

где n — единичный вектор оси вращения.

2.3.5. Инверсия спиноров. Учитывая свойства матриц Паули,
получаем

σ2ni = I, σ2n+1
i = σi,

где n — целое положительное число. Следовательно, выражение (2.81)
можно переписать в следующем виде:

U = cos θ
2

+ inσσσσσσσσσ sin θ

2
. (2.82)

Из формулы (2.82) непосредственно следует неоднозначность спинор-
ных волновых функций. Полагая θ = 2π, получаем: U(2π) = −1. По-
скольку, однако, поворот на 2π возвращает координатные оси в ис-
ходное положение, то мы видим, что спинорные волновые функции
определены с точностью до знака.

Формула (2.82) определяет также закон преобразования спиноров
при отражении четного числа пространственных осей. Рассмотрим пре-
образование пространственной инверсии. Проводя инверсию дважды,
мы возвращаемся к исходной системе координат. Возвращение к исход-
ной системе можно рассматривать двояко: как поворот на 0 градусов
или поворот на 2π. Для спиноров две эти операции различны, по-
скольку поворот на 2π, как мы видели, меняет знак. Следовательно,
собственные значения оператора четности определяются либо уравне-
нием p2 = 1, либо уравнением p2 = −1. В первом случае, так же как
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и для скалярной волновой функции, получаем: p1, 2 = ±1. Во втором
случае p3, 4 = ±i.

Появление двух состояний четности в теории скалярных полей
связано с квадратичной зависимостью гамильтониана уравнения Шре-
дингера от оператора импульса. Уравнение для спинорной волновой
функции с гамильтонианом, являющимся квадратичной формой опе-
ратора импульса, является в общем случае системой двух связанных
уравнений второго порядка по пространственным производным для
двух компонент спинора. Таким образом, появление четырех собствен-
ных значений оператора четности неудивительно, поскольку операция
инверсии включает в этом случае не только преобразование аргументов
волновой функции, связанное с трансляционным движением частицы,
но и преобразование формы (т. е. компонент спинора), связанное с ее
внутренней структурой. Отметим, что поскольку уравнения Шредин-
гера и Паули несимметричны относительно временных и простран-
ственных производных, то требования, накладываемые на структуру
волновой функции для описания внутреннего строения частиц, будут
отличаться от требований теорий, основанных на использовании урав-
нений, симметричных относительно временных и пространственных
производных.

Следует отметить, что поскольку при повороте на 2π спинор меняет
знак, то понятие четности не имеет абсолютного смысла для спинорных
волновых функций уравнения Паули (2.69). Абсолютный смысл имеет
лишь понятие относительной четности двух спиноров, определяемой
как четность составленного из них скалярного произведения. При пово-
роте на 2π оба спинора меняют знак, поэтому относительная четность
при этом остается неизменной.

Понятие четности состояния является одним из наглядных приме-
ров общего утверждения о том, что полное представление о структуре
и свойствах частиц мы можем получить, лишь рассматривая их взаимо-
действия, поэтому мы не будем останавливаться здесь на этом вопросе,
а вернемся к нему, когда перейдем к анализу многочастичных задач.

2.3.6. Связь спинорного и тензорного представлений группы
трехмерных вращений. Преобразования скалярной волновой функ-
ции являются простейшим видом тензорных преобразований, а преоб-
разования волновой функции частицы со спином 1/2 — простейшим
видом спинорных преобразований. Тензорное и спинорное представле-
ния группы трехмерных вращений были определены нами в разделах
2.2.2 и 2.3.4 соответственно. На самом деле эти два представления яв-
ляются частными случаями общего представления, справедливого для
произвольной размерности волновой функции (см., например, [20]),
т. е. алгебры, соответствующие различным представлениям, оказыва-
ются изоморфны. Остановимся здесь, однако, лишь на сравнении двух
обсуждавшихся представлений.

3*



68 Гл. 2. Преобразования симметрии в нерелятивистской теории

Преобразование скалярной волновой функции при трехмерных вра-
щениях системы координат можно записать в следующем виде:

ψ (r′) = S(ε, 0)ψ (r) =
(
1 + i

2
εijLji

)
ψ (r), (2.83)

где
εij = −eijkδθk

и
Lij = −i

(
xi

∂

∂xj
− xj

∂

∂xi

)
. (2.84)

Несложно видеть, что

l1 = L23, l2 = L31, l3 = L12. (2.85)

Операторы Lij удовлетворяют следующим коммутационным соотноше-
ниям:

i [Lij , Lmn] = Linδjm − Ljnδim + Ljmδin − Limδjn. (2.86)

Преобразование формы спинорной волновой функции при трехмер-
ных вращениях системы координат определяется выражением

ψ′ (r′) = U(ε, 0)ψ (r′) =
(
I + 1

4
εijσjσi

)
ψ (r′). (2.87)

Учитывая свойства матриц Паули, это выражение можно переписать
в виде

ψ′ (r′) = U(ε, 0)ψ (r′) =
(
I + i

2
εijL

(σ)
ji

)
ψ (r′),

где
L

(σ)
ij = − i

4
(σiσj − σjσi) . (2.88)

Поскольку тензор εij является антисимметричным, то индексы i и j
в произведении матриц Паули в формуле (2.87) оказываются различны-
ми. Чтобы подчеркнуть это обстоятельство, в определении тензора L(σ)

ij
указанное произведение записано в антисимметричном виде.

Покажем, что коммутационные соотношения оператора L
(σ)
ij сов-

падают с коммутационными соотношениями (2.86) оператора Lij .
Используя коммутационные соотношения (2.63) для матриц Паули,
несложно получить коммутационные соотношения оператора (2.88)
и матриц Паули: [

L
(σ)
ij , σn

]
= −iσiδjn + iσjδin. (2.89)

Домножая коммутационные соотношения (2.89) слева на σm, а ком-
мутационные соотношения для матрицы σm справа на матрицу σn

и складывая получившиеся равенства, получаем

L
(σ)
ij σnσm − σnσmL

(σ)
ij = −iσiσmδjn − iσnσiδjm + iσjσmδin + iσnσjδim.
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Отсюда сразу следует, что коммутационные соотношения операто-
ра (2.88) совпадают с требуемыми коммутационными соотношения-
ми (2.86):

i
[
L

(σ)
ij , L(σ)

mn

]
= L

(σ)
in δjm − L

(σ)
jn δim + L

(σ)
jmδin − L

(σ)
im δjn.

Таким образом, генератором преобразования трехмерных вращений
спинорной волновой функции является антисимметричный тензор L(σ)

ij ,
определяемый выражением (2.88). Поскольку свободное пространство
однородно, то ясно, что оператор L

(σ)
ij не может входить в гамильто-

ниан свободной частицы. Появление внешнего электромагнитного по-
ля нарушает симметрию пространства. Неэквивалентность различных
пространственных положений частицы как целого в электромагнитном
поле учитывается канонической заменой pμ → pμ − q

c
Aμ. Однако для

частицы, обладающей спином, нарушается не только трансляционная,
но и ориентационная инвариантность (связанная с ее внутренними
степенями свободы), поскольку векторы напряженности электрическо-
го и магнитного полей электромагнитной волны задают выделенные
направления в пространстве. Гамильтониан ориентационного (или спи-
нового) взаимодействия неподвижной частицы с электромагнитным
полем зависит от генератора группы трехмерных вращений спинор-
ной волновой функции. Из общих соображений ясно, что поскольку
оператор L(σ)

ij является антисимметричным тензором, то гамильтониан

взаимодействия будет содержать произведение оператора L(σ)
ij и анти-

симметричного тензора, зависящего от обобщенных координат элек-
тромагнитного поля. Таковым является тензор электромагнитного поля

Fμν = ∂Aν

∂xμ
− ∂Aμ

∂xν
. (2.90)

Тензор Fμν имеет релятивистски инвариантную форму. Однако в рам-
ках нерелятивистских теорий пространственные и временная координа-
ты не являются эквивалентными, поэтому, с учетом того что L(σ)

ij зави-
сит лишь от пространственных координат, в нерелятивистском случае
гамильтониан взаимодействия будет включать в себя лишь простран-
ственные компоненты тензора электромагнитного поля. Следовательно,
ориентационную (или спиновую) часть гамильтониана взаимодействия
можно записать в виде

H
(σ)
int = μ0L

(σ)
ij Fji, (2.91)

где μ0 — константа. Подставляя сюда выражения (2.88) и (2.90),
получаем

H
(σ)
int = −μ0σσσσσσσσσB. (2.92)

Таким образом, соображения, основанные на учете трансформаци-
онных свойств гамильтониана относительно преобразований коорди-
нат, приводят нас к выводу, что ориентационная часть гамильтониана
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взаимодействия частицы с полуцелым спином с электромагнитным
полем имеет вид (2.92). Несложно видеть, что это выражение совпадает
с формулой (2.67), предложенной ранее исходя из полуэмпирических
соображений.

Рассматривая преобразования симметрии для спинорных волновых
функций, мы остановились практически на всех преобразованиях,
входящих в расширенную группу трехмерных преобразований. Есте-
ственно, что не все из этих преобразований обсуждались одинаково
подробно, поскольку представления ряда подгрупп общей группы пре-
образований идентичны для скалярных и спинорных полей.



Гл а в а 3

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИММЕТРИИ

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ

Даже расширенная группа трехмерных преобразований координат
является подгруппой «3 + 1» группы четырехмерных преобразований,
основанной на преобразованиях Лоренца. Естественно поэтому ожи-
дать, что представление группы преобразований Лоренца будет со-
держать операторы, которые не сводятся к тривиальной суперпозиции
операторов, отвечающих подгруппе трехмерных преобразований. Есте-
ственно также, что именно данные операторы, специфичные только для
представления группы преобразований Лоренца, отражают коренные
различия свойств частиц в рамках релятивистских и нерелятивист-
ских теорий. Исходя из связи спинорного и тензорного представлений
группы трехмерных вращений, отмеченной в конце предыдущей главы,
ясно, что эти новые операторы должны появляться одновременно как
в случае скалярных, так и в случае спинорных полей. Поскольку, как
указано в предыдущей главе, операторы, отвечающие преобразованиям
формы и преобразованиям аргументов волновой функции, являются
коммутирующими, то, так же как и в предыдущей главе, удобно рас-
смотреть сначала представление группы преобразований Лоренца для
скалярных полей, а затем обратиться к анализу преобразований формы
для спинорных полей.

3.1. Группа преобразований Лоренца

В релятивистском случае положение частицы задается 4-вектором

xμ = (r, ict) .

Если в качестве пространственной системы координат мы будем ис-
пользовать декартовы координаты, то компоненты вектора xμ примут
вид: x1 = x, x2 = y, x3 = z, x4 = ict. Рассмотрим частицу, состояние
которой в различные моменты времени может адекватно описываться
скалярной волновой функцией

ψ(x) = ψ (r, t) .

В соответствии с общим принципом относительности наблюдае-
мые результаты процессов взаимодействия частиц друг с другом или
с внешними полями должны быть одинаковы вне зависимости от того,
в какой системе отсчета мы производим измерения, например, вне зави-
симости от того, наблюдаем ли мы эти взаимодействия в неподвижной
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системе отсчета или же в системе отсчета, движущейся относительно
«неподвижной» системы отсчета. Это означает, что должны существо-
вать преобразования, которые сводят уравнения, описывающие взаимо-
действие частиц в различных системах отсчета, к единой форме. Пре-
образования Лоренца, в отличие от преобразований Галилея, включают
и временную координату, следовательно, уравнения движения должны
быть инвариантны не только по отношению к трехмерным вращениям
системы координат, которые оставляют неизменной длину трехмерного
вектора,

(Δr′)2 = (r′a − r′b)
2 = (ra − rb)

2 = (Δr)2 ,

но и по отношению к четырехмерным вращениям, оставляющим неиз-
менным интервал между двумя событиями:

c2(Δt′)2 − (Δr′)2 = c2(Δt)2 − (Δr)2 .

Так же как и в нерелятивистском случае, операции, производи-
мые над замкнутой системой частиц, и операции, производимые над
системой отсчета, являются взаимно обратными. Действительно, про-
странственный сдвиг всех частиц замкнутой системы на вектор Δr
или сдвиг начала отсчета времени на величину Δt приводят к тому,
что 4-вектор изменяется на величину Δx = (Δr, Δt). В то же время
пространственно-временная трансляция системы отсчета на вектор Δx
приводит к тому, что координаты частиц в новой системе отсчета
принимают значения x′a = xa − Δx.

Преобразования системы координат в четырехмерном пространстве
имеют вид

x′μ = aμνxν + bμ, (3.1)

где матрица преобразования aμν удовлетворяет свойствам, аналогич-
ным свойствам матриц трехмерных преобразований:

aμνaμλ = δνλ. (3.2)

Преобразования (3.1) включают, естественно, и тождественное преоб-
разование

aμν = δμν , bμ = 0.

Так же как и в случае трехмерных преобразований, преобразования,
получающиеся из тождественного путем непрерывного изменения па-
раметров преобразования, называются непрерывными.

Классификация преобразований координат в релятивистском слу-
чае весьма близка к классификации нерелятивистских преобразований,
которую мы обсуждали ранее в разделе 2.1. Остановимся здесь лишь
на существующих различиях. В отличие от матрицы трехмерных вра-
щений, матрица четырехмерных вращений aμν не является унитарной,
поскольку лишь элементы aij (где i, j = 1, 2, 3) и a44 являются дей-
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ствительными. Элементы ai4 и a4i являются мнимыми. В самом деле,
взяв детерминант от обеих частей равенства (3.2), получаем

(Det(a))2 = 1.

Следовательно,
Det(a) = ±1.

Воспользовавшись строкой ν = 4 и λ = 4 равенства (3.2), получаем

aμ4aμ4 = 1,

следовательно,

a244 = 1− ai4ai4 = 1 + Im (ai4) Im (ai4) .

Отсюда следует, что

a44 = ±
√
1 + Im (ai4) Im (ai4) .

Поэтому либо a44 � 1, либо a44 � −1. Преобразования с a44 � 1 обра-
зуют подгруппу общей группы преобразований Лоренца.

Преобразования трех- и четырехмерных вращений и преобразова-
ния пространственного и временного сдвига являются непрерывными,
поскольку они могут быть получены из тождественного преобразова-
ния x′μ = δμνxν путем непрерывного изменения недиагональных эле-
ментов матрицы aμν или 4-вектора bμ. Подгруппу группы Лоренца
с Det(a) = 1 и a44 � 1 называют собственной ортохронной группой Ло-
ренца. Поскольку путем непрерывного изменения параметров преобра-
зования нельзя изменить знак Det(a) или a44, то любое преобразование
Лоренца, получающееся из тождественного непрерывным изменением
параметров, также является собственным ортохронным.

Любое преобразование четырехмерной системы отсчета является
либо собственным ортохронным, либо представляет собой произведе-
ние элемента группы собственных ортохронных преобразований и од-
ного из дискретных преобразований. Таким образом, полная груп-
па преобразований Лоренца с необходимостью включает дискретные
преобразования, каковыми являются преобразования пространственной
инверсии

P =

⎛⎜⎝−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎠
и обращения времени

T =

⎛⎜⎝1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎠.
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Произвольное преобразование, принадлежащее группе Лоренца, явля-
ется либо собственным ортохронным преобразованием, либо может
быть представлено как произведение: aP , aT или aPT .

3.2. Скалярные поля

Так же как и в нерелятивистском случае, любому преобразованию
координат мы можем поставить в соответствие следующее преобразо-
вание скалярной волновой функции:

ψ(x′) = W (a, b)ψ(x),

где a является теперь матрицей четырехмерных преобразований, а 4-
вектор b по-прежнему описывает пространственно-временные транс-
ляции. При анализе свойств симметрии непрерывных преобразований
удобно рассмотреть сначала инфинитезимальные преобразования, т. е.
преобразования бесконечно близкие к тождественному.

3.2.1. Пространственно-временные сдвиги и вращения.
Четырехмерная трансляция замкнутой системы частиц или отдельной
свободной частицы не меняет ее энергии, поскольку пространство и
время однородны. Генератором преобразования четырехмерной транс-
ляции является оператор 4-импульса частицы. Инфинитезимальное
преобразование четырехмерной трансляции имеет вид

ψ(x′)=ψ(x−Δx)=ψ(x)−Δxμ
∂ψ(x)

∂xμ
+ . . .=

(
1−iΔxμ

(
−i ∂

∂xμ

))
ψ(x).

Следовательно, оператор 4-импульса имеет вид

pμ = −i ∂

∂xμ
. (3.3)

Этот оператор совпадает с оператором 4-импульса нерелятивистской
теории и потому обладает теми же коммутационными свойствами:

[xμ, pν ] = iδμν , (3.4)
[pμ, pν ] = 0. (3.5)

Матрица трехмерных вращений системы координат aR становится
теперь четырехрядной и, например, в случае вращения системы отсчета
вокруг пространственной оси z имеет вид

a
(3)
R =

⎛⎜⎝ cos θ sin θ 0 0
− sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎠.
Матрица четырехмерных вращений соответствует преобразованию Ло-
ренца в системе координат, движущейся со скоростью v относительно



3.2. Скалярные поля 75

начальной системы. Например, в случае когда движение происходит
вдоль оси x, матрица aL имеет вид

a
(1)
L =

⎛⎜⎝ cosχ 0 0 sinχ
0 0 0 0
0 0 0 0

− sinχ 0 0 cosχ

⎞⎟⎠, (3.6)

где
tgχ = i

v

c
.

Действительно, преобразование Лоренца имеет в этом случае вид

x′1 = x1 cosχ+ x4 sinχ =
x1 + i

v

c
x4√

1− (v/c)2
,

x′4 = −x1 sinχ+ x4 cosχ =
x4 − i

v

c
x1√

1− (v/c)2

или

x′ = x− vt√
1− (v/c)2

, t′ =
t− v

c2
x√

1− (v/c)2
.

С учетом вышеприведенных соотношений матрицу инфинитезималь-
ных преобразований трех- и четырехмерных вращений можно записать
в виде

aμν = δμν + εμν , (3.7)

где
εij = eijkδθk, εi4 = i

δvi

c
, ε4i = −iδvi

c
. (3.8)

Здесь, как и ранее, используются два соглашения: 1) для нумерации
компонент четырехмерных векторов используются греческие буквы,
а компоненты трехмерных векторов нумеруются латинскими буквами;
2) по повторяющемуся индексу производится суммирование.

Закон преобразования волновой функции при трех- и четырехмер-
ных вращениях системы координат определяется следующим соотно-
шением:

ψ(x+ Δx) = ψ(x) + Δxμ
∂ψ(x)

∂xμ
=

=
[
1 + iδθi

(
ieijkxj

∂

∂xk

)
+ i

δvi

c

(
x4

∂

∂xi
− xi

∂

∂x4

)]
ψ(x).

В соответствии с принятыми выше определениями, оператор углового
момента связан не с поворотом системы отсчета, а с поворотом всех
частиц замкнутой системы, следовательно, в последней формуле мы
должны произвести замену δθ → −δθ. Аналогично, оператор четырех-
мерных вращений связан с переходом к системе отсчета t′ = t − Δt,
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поэтому в последней формуле мы должны произвести замену δv→−δv.
С учетом указанных определений получаем

ψ(x′) =
[
1 + iδθθθθθθθθθl + i

δv

c
k
]
ψ(x). (3.9)

Мы видим, что наряду с оператором углового момента l, являющимся
генератором преобразования трехмерных вращений,

l1 = −i
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
,

l2 = −i
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
,

l3 = −i
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
,

(3.10)

в выражении (3.9) появляется новый оператор k, являющийся гене-
ратором преобразования четырехмерных вращений. Компоненты этого
векторного оператора имеют вид

k1 = x
∂

∂x4
− x4

∂

∂x
= −i

(
x

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂x

)
,

k2 = y
∂

∂x4
− x4

∂

∂y
= −i

(
y

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂y

)
,

k3 = z
∂

∂x4
− x4

∂

∂z
= −i

(
z

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂z

)
.

(3.11)

Операторы l и k обладают следующими коммутационными соотноше-
ниями:

[li, xj ] = ieijkxk, (3.12)
[ki, xj ] = −x4δij , (3.13)
[li, x4] = 0, (3.14)
[ki, x4] = xi, (3.15)
[li, pj ] = ieijkpk, (3.16)
[ki, pj ] = −p4δij , (3.17)
[li, p4] = [pi, p4] = 0, (3.18)
[ki, p4] = pi, (3.19)
[li, lj ] = ieijklk, (3.20)

[ki, kj ] = −ieijklk, (3.21)
[li, kj ] = ieijkkk. (3.22)

Из (3.12)–(3.15) следует, что в отличие от оператора углового момен-
та l, который не коммутирует лишь с пространственными компонен-
тами 4-вектора xμ, оператор k не коммутирует со всеми его компо-
нентами. Следовательно, так же как и в нерелятивистском случае,
функция Лагранжа свободной частицы в релятивистской теории не
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может явно зависеть от компонент 4-вектора xμ, иначе он перестает
быть инвариантным относительно преобразований Лоренца.

Из (3.16) и (3.17) следует, что оба оператора, l и k, не коммути-
руют с пространственной компонентой оператора 4-импульса. Таким
образом, учитывая обсуждения, приведенные в разделе 2.2.2, функ-
ция Лагранжа свободной частицы, описываемой скалярной волновой
функцией, и в релятивистском случае не может быть линейной формой
оператора импульса p.

В отличие от оператора l, оператор k не коммутирует также и с опе-
ратором p4. Это означает, что функция Лагранжа свободной частицы,
описываемой скалярной волновой функцией, в релятивистском случае
не может быть линейной формой оператора p4, поскольку в этом слу-
чае она теряет свойство инвариантности относительно преобразований
четырехмерных вращений.

Как видно из (3.20) и (3.21), компоненты оператора k, так же
как и компоненты оператора углового момента l, не коммутируют
друг с другом. Однако эти два оператора имеют существенные разли-
чия. Действительно, разность двух последовательных пространствен-
ных поворотов и тех же поворотов, совершенных в обратном по-
рядке, эквивалентна пространственному же повороту вокруг третьей
оси, l1l2 − l2l1 = il3, следовательно, операции трехмерных поворотов
не выводят состояние частицы из гиперплоскости t = const. С дру-
гой стороны, разность двух четырехмерных вращений, произведенных
в двух пространственно-временных плоскостях, и тех же вращений,
совершенных в обратном порядке, эквивалентна трехмерному повороту,
поскольку k1k2 − k2k1 = −il3, следовательно, компоненты вектора на-
блюдаемой величины, соответствующей вектору k, не могут меняться
произвольным образом и существенно зависят от углового момента
состояния частицы.

Из (3.22) видно, что операторы l и k не коммутируют друг с другом.
Это и понятно, поскольку, как мы только что отмечали, четырехмерные
повороты связаны с трехмерными.

3.2.2. Уравнение Клейна–Гордона–Фока. В предыдущей главе
мы видели, что оператор углового момента l и оператор квадрата
углового момента l2 коммутируют с оператором pipi. Учитывая ком-
мутационные соотношения (3.18), несложно видеть, что оба указан-
ных оператора коммутируют также с оператором квадрата величины
4-импульса pμpμ:

[l, pμpμ] = 0,
[
l2, pμpμ

]
= 0. (3.23)

Определим коммутационные соотношения оператора k с оператором
квадрата величины 4-импульса. Используя формулы (3.17) и (3.19),
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получаем [
k1, p21

]
= 2p1p4,[

k1, p22
]

= 0,[
k1, p23

]
= 0,[

k1, p24
]

= −2p1p4.
Складывая эти равенства, получаем

[k1, pμpμ] = 0.

Таким образом, несложно видеть, что оператор k коммутирует с опе-
ратором квадрата величины 4-импульса:

[k, pμpμ] = 0. (3.24)

Из приведенных коммутационных соотношений видно, что свойства
оператора k близки к свойствам оператора углового момента. Введем
поэтому оператор квадрата вектора k:

k2 = k21 + k22 + k23.

Из формулы (3.24) следует очевидное коммутационное соотношение[
k2, pμpμ

]
= 0. (3.25)

Из коммутационных соотношений (3.21) видно, что, в отличие от
оператора квадрата углового момента, оператор квадрата вектора k2 не
коммутирует с операторами его проекций k1, k2, k3. Действительно,[

k21, k1
]

= 0,[
k22, k1

]
= −i (k2l3 + l3k2) ,[

k23, k1
]

= i (k3l2 + l2k3) .

С другой стороны, из коммутационных соотношений (3.22) видно,
что оператор k2 коммутирует с оператором углового момента. Исполь-
зуя (3.22), получаем [

k21, l1
]

= 0,[
k22, l1

]
= −i (k2k3 + k3k2) ,[

k23, l1
]

= i (k3k2 + k2k3) .

Складывая получившиеся равенства, получаем[
k2, l1

]
= 0.

Проводя аналогичную процедуру с остальными проекциями углового
момента, окончательно получаем[

k2, l1
]

= 0,
[
k2, l2

]
= 0,

[
k2, l3

]
= 0. (3.26)
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Приведенные выше коммутационные соотношения показывают, что
релятивистски инвариантный лагранжиан для частицы, описываемой
скалярной волновой функцией, должен быть квадратичной формой
всех компонент оператора pμ. Действительно, как следует из комму-
тационных соотношений (3.16)–(3.18), операторы l2 и k2 не комму-
тируют с пространственными компонентами оператора 4-импульса pμ,
а оператор k2 не коммутирует и с временной компонентой оператора
4-импульса. Таким образом, в релятивистском случае функция Лагран-
жа свободного скалярного материального поля принимает вид

L = − 1
2m0

[
h̄2
∂ψ∗

∂xμ

∂ψ

∂xμ
+m2

0c
2ψ∗ψ

]
. (3.27)

Отметим, что ранее мы полагали h̄ = 1, а последняя формула запи-
сана в размерном виде. Вариация (3.27) по ψ∗ приводит к уравнению
Клейна–Гордона–Фока (КГФ)

1
2m0

(
pμpμ +m2

0c
2)ψ (r, t) = 0. (3.28)

Размерный множитель в (3.27) выбран таким образом, чтобы уравне-
ние (3.28) переходило в уравнение Шредингера, а функция Гамильтона
имела размерность энергии.

Действительно, представим волновую функцию уравнения (3.28)
в виде

ψ (r, t) = ψS (r, t) exp
(−im0c

2t/h̄
)
. (3.29)

В нерелятивистском пределе выполняется следующее неравенство:∣∣∣∂ψS

∂t

∣∣∣ � m0c
2

h̄
|ψS | . (3.30)

Подставляя волновую функцию (3.29) в (3.28) и пользуясь неравен-
ством (3.30), получаем

1
2m0

(
pμpμ +m2

0c
2)ψS exp

(−im0c
2t/h̄

)
=

= exp
(−im0c

2t/h̄
) (

− h̄2

2m0
Δ − ih̄

∂

∂t

)
ψS .

Таким образом, в нерелятивистском пределе волновое уравнение при-
нимает вид

ih̄
∂ψS

∂t
= HSψS ,

где HS — нерелятивистский гамильтониан свободной частицы:

HS = − h̄2

2m0
Δ.
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Далее, используя лагранжиан (3.27), получаем следующие выраже-
ния для обобщенных импульсов, сопряженных обобщенным координа-
там полей ψ∗ и ψ:

π∗ = ∂L

∂ψ̇
= h̄2

2m0c
2

∂ψ∗

∂t
, π = ∂L

∂ψ̇∗ = h̄2

2m0c
2

∂ψ

∂t
.

Отсюда для функции Гамильтона свободной частицы получаем

H=π∗ψ̇+ψ̇∗π−L= 1
2m0

[
h̄2

c2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
+h̄2∇ψ∗ · ∇ψ +m2

0c
2ψ∗ψ

]
. (3.31)

Несложно видеть, что функция Гамильтона имеет размерность энер-
гии, однако к интерпретации физического смысла выражения (3.31)
мы перейдем в следующей главе, после того как обсудим специфику
нормировки волновых функций уравнения КГФ.

3.2.3. Неприводимые представления однородной группы Ло-
ренца. Обратимся к коммутационным соотношениям (3.20)– (3.22):

[li, lj ] = ieijklk,
[ki, kj ] = −ieijklk,
[li, kj ] = ieijkkk.

Введем вместо операторов l и k новые операторы

a = l + ik, (3.32)
b = l − ik. (3.33)

Коммутационные соотношения операторов a и b имеют вид

[ai, aj ] = ieijkak, (3.34)
[bi, bj ] = ieijkbk, (3.35)
[ai, bj ] = 0. (3.36)

Несложно видеть, что операторы a и b соответствуют двум незави-
симым угловым моментам, т. е. алгебра однородной группы Лоренца
эквивалентна прямой сумме двух алгебр SU(2). Если a — вели-
чина первого углового момента, а b — второго, то представле-
ние (3.32)–(3.33) задается парой чисел (a, b). Размерность представле-
ния равна (2a+ 1)(2b+ 1).

Учитывая определение операторов l и k, несложно видеть, что опе-
раторы a и b имеют смысл угловых моментов вращения в четырехмер-
ном пространстве. При этом оператор l благодаря связи (2.30) фигури-
рует уже в уравнении для свободной частицы, а оператор k в уравнении
движения свободной частицы не фигурирует. Это и понятно, поскольку,
как следует из приведенного выше обсуждения, оператор k связан
с поступательным ускоренным движением, т. е. с изменением кинети-
ческой энергии движения частицы, в то время как энергия свободной
частицы остается неизменной. Более подробно на интерпретации опе-
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ратора k мы остановимся позже, после того как проведем анализ задач
взаимодействия частиц с внешним электромагнитным полем. Однако
забегая вперед, можно отметить, что предварительное представление
о физическом смысле этого оператора дает соотношение (3.15). Как
известно, квантово-механическое среднее оператора d̂ = q0r определяет
электрический дипольный момент частицы. Электрический дипольный
момент равен нулю в стационарных состояниях частицы, взаимодей-
ствующей со сферически симметричным внешним полем, и отличен
от нуля в нестационарном случае.

3.2.4. Действие для частицы, взаимодействующей с электро-
магнитным полем. Функция Лагранжа частицы, взаимодействующей
с электромагнитным полем, является суммой функции Лагранжа сво-
бодного электромагнитного поля (2.37) и функции Лагранжа свободной
частицы (3.27), в которой нужно произвести каноническую подста-
новку (2.38). Таким образом, действие частицы, взаимодействующей
с электромагнитным полем, определяется выражением

S= 1
8π

∫ [(
1
c

∂A

∂t
+∇ϕ

)2
−(rotA)2

]
dV dt− 1

2m0

∫[(
ih̄
∂ψ∗

∂xμ
− q0
c
Aμψ

∗
)
×

×
(
−ih̄ ∂ψ

∂xμ
− q0
c
Aμψ

)
+m2

0c
2ψ∗ψ

]
dV dt. (3.37)

Варьируя действие (3.37) по ψ∗, получаем
1

2m0

[(
pμ − q0

c
Aμ

) (
pμ − q0

c
Aμ

)
+m2

0c
2
]
ψ(x) = 0. (3.38)

Варьируя действие по 4-потенциалу электромагнитного поля, получаем

∇ν∇νAμ −∇μ∇νAν = −4π
c
jμ, (3.39)

где компоненты 4-вектора плотности тока jμ = (j, icρ) имеют вид

j(x) = q0
m0

[
ih̄

2
(∇ψ∗ · ψ − ψ∗∇ψ) − q0

c
ψ∗Aψ

]
, (3.40)

ρ(x) = q0
m0c

[
− ih̄

2c

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂t

)
− q0

c
ψ∗ϕψ

]
. (3.41)

4-вектор плотности тока удовлетворяет уравнению непрерывности:

∂jμ
∂xμ

= 0. (3.42)

Мы видим, что, в отличие от нерелятивистских уравнений, плот-
ность заряда в релятивистском случае зависит от временной произ-
водной волновой функции. Это вполне понятно, поскольку волновое
уравнение является уравнением второго порядка по времени, поэтому
для однозначного определения решения уравнения мы должны зада-
вать в начальный момент как волновую функцию ψ (r, 0), так и ее
производную ∂ψ (r, 0) /∂t. Зависимость плотности заряда от временной
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производной волновой функции приводит к тому, что плотность заряда
перестает быть положительно определенной величиной. Именно эта
черта релятивистских волновых уравнений со второй производной по
времени приводит к тому, что пространство состояний материальных
полей, описываемых такими уравнениями, существенно расширяется
по сравнению с пространством состояний любых материальных урав-
нений, включающих лишь первую производную по времени. Анализ
физики явлений, в которых ρ (r, t) имеет различный знак в различных
пространственных точках, является одной из основных целей настоя-
щей книги. Забегая вперед, отметим, что изменение знака ρ может
происходить лишь во внешних полях очень высокой напряженности.
Необходимые для этого условия будут сформулированы уже в следую-
щей главе.

Используя лагранжиан уравнения (3.37), получаем следующие вы-
ражения для обобщенных импульсов, сопряженных обобщенным коор-
динатам полей A, ψ∗ и ψ:

Π = ∂L

∂Ȧ
= 1

4πc

(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

)
,

π∗ = ∂L

∂ψ̇
= h̄

2m0c

(
h̄

c

∂ψ∗

∂t
− i

q0
c
ϕψ∗

)
,

π = ∂L

∂ψ̇∗ = h̄

2m0c

(
h̄

c

∂ψ

∂t
+ i

q0
c
ϕψ

)
.

(3.43)

Отсюда для функции Гамильтона получаем

H = ΠȦ + π∗ψ̇ + ψ̇∗π − L =

= 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + (rotA)2

]
+ 1

2m0

[
h̄2

c2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− q20

c2
ϕ2ψ∗ψ+

+
(
ih̄∇ψ∗ − q0

c
Aψ∗

) (
−ih̄∇ψ − q0

c
Aψ

)
+m2

0c
2ψ∗ψ

]
. (3.44)

Первое слагаемое в правой части (3.44) определяет энергию поля,
а второе — энергию частицы, движущейся во внешнем электромагнит-
ном поле. Воспользуемся равенством∫ (

ih̄∇ψ∗ − q0
c
Aψ∗

) (
−ih̄∇ψ − q0

c
Aψ

)
dV =

= 1
2

∫ [(
ih̄∇ − q0

c
A

)2
ψ∗ · ψ + ψ∗ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
ψ

]
dV.

Используя теперь уравнение (3.38) и уравнение для комплексно со-
пряженной волновой функции, после несложных преобразований для
энергии частицы во внешнем поле получаем следующее выражение:

E= 1
m0

∫[
h̄2

c2

(
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− 1
4
∂ (ψ∗ψ)

∂t

)
+ ih̄

2c2
q0ϕ

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂t

)]
dV.

(3.45)
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В стационарном состоянии с волновой функцией

ψ (r, t) = un (r) exp (−iEnt/h̄) (3.46)

выражение для энергии частицы во внешнем поле принимает вид

E = En

m0c
2

∫
u∗n (r) (En − q0ϕ (r))un (r) dV. (3.47)

Краевые задачи для уравнений, включающих вторую производную по
времени, являются квадратичными формами собственных значений En,
поэтому в общем случае собственные значения являются двузначными.

Например, для свободной частицы получаем: Ep = ±
√

p2c2 +m2
0c

4 .
Условие нормировки волновых функций, являющееся следствием урав-
нения непрерывности (3.42), с учетом двузначности собственных зна-
чений принимает вид ∫

ρn (r) dV = ±q0. (3.48)

Используя условие нормировки, для энергии частицы в состоянии
с волновой функцией (3.46) получаем

E = ±En.

Такое соотношение между энергией частицы и собственными значе-
ниями En также является одной из фундаментальных черт волновых
материальных уравнений со второй производной по времени, которая
и лежит в основе непротиворечивой и последовательной интерпретации
специфики математического аппарата указанных уравнений.

3.3. Спинорные поля

Обобщая результаты рассмотрения, приведенного в гл. 2 и в преды-
дущих разделах настоящей главы, мы получим здесь выражение для
действия релятивистской спинорной частицы.

3.3.1. Биспиноры. Введение собственного углового момента, или
спина, частицы в рамках нерелятивистских теорий, как было показано
выше, производится на основе аналогии между собственным угловым
моментом частицы и угловым моментом вращательного движения ча-
стицы во внешнем поле. Поскольку волновая функция частицы с угло-
вым моментом l имеет (2l + 1) компонент, отличающихся по величине
проекции углового момента −l � m � l, то частице со спином s ста-
вится в соответствие многокомпонентная волновая функция с числом
компонент (2s + 1). Такое число компонент реализует неприводимое
представление группы трехмерных вращений. При переходе к реляти-
вистским теориям указанная аналогия становится неполной, поскольку
в релятивистском случае трехмерные вращения системы координат
являются подгруппой общей группы четырехмерных вращений системы
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координат. Следовательно, структура волновой функции частицы с по-
луцелым спином должна быть согласована с группой четырехмерных
вращений. В результате волновая функция частицы со спином 1/2 в ре-
лятивистской квантовой механике становится четырехкомпонентной.

Обратимся вновь к свойствам матрицы преобразования спиноров

U =
(
a b
c d

)
,

обсуждавшимся в разделе 2.3.1. Матрица четырехмерных вращений,
так же как и матрица трехмерных вращений, должна быть унимоду-
лярна:

ad− bc = 1. (3.49)

При условии (3.49) матрица U , зависящая от четырех комплексных
чисел, содержит шесть независимых действительных параметров —
ровно столько, сколько необходимо для задания трех действительных
углов поворота в пространственных плоскостях и трех мнимых углов
поворота в пространственно-временных плоскостях.

При одном лишь условии (3.49) преобразования спинора,

ξ′1 = aξ1 + bξ2,

ξ′2 = cξ1 + dξ2,
(3.50)

и комплексно сопряженного спинора,

η∗′1 = a∗η∗1 + b∗η∗2 ,
η∗′2 = c∗η∗1 + d∗η∗2 ,

(3.51)

становятся линейно независимыми.
Два спинора, ξ и η∗, имеют в сумме четыре независимые компо-

ненты, совпадающие с числом компонент 4-вектора. Таким образом,
образуя волновую функцию из спинора и комплексно сопряженного
спинора, мы получаем биспинорную четырехкомпонентную волновую
функцию

Ψ =
(
ϕ
χ

)
, (3.52)

где ϕ — спинор, преобразующийся согласно правилам (3.50), а χ —
спинор, преобразующийся согласно с правилами преобразования ком-
плексно сопряженного спинора (3.51). Отметим, что в общем случае
спиноры ϕ и χ могут быть линейно независимыми комбинациями двух
спиноров указанного типа.

При преобразованиях, соответствующих однородной группе Лорен-
ца, биспинорная волновая функция принимает вид

Ψ′ =
(
ϕ′
χ′

)
= U(a, 0)Ψ = U(a, 0)

(
ϕ
χ

)
. (3.53)

Поскольку Ψ является четырехкомпонентным вектором, то матрица
преобразования U имеет размерность 4 × 4. Существует 16 линей-
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но независимых (4 × 4)-матриц, которые могут быть составлены из
четырех матриц γμ, удовлетворяющих следующим коммутационным
соотношениям:

γμγν + γνγμ = 2δμν . (3.54)

В качестве линейно независимых матриц можно выбрать следующие:
а) единичная матрица

I =
(
I 0
0 I

)
, (3.55)

где I — единичная (2× 2)-матрица;
б) четыре матрицы γμ, которые в стандартном представлении имеют

вид
γγγγγγγγγ =

(
0 −iσσσσσσσσσ
iσσσσσσσσσ 0

)
, γ4 =

(
I 0
0 −I

)
, (3.56)

где σσσσσσσσσ — матрицы Паули;
в) шесть компонент антисимметричного 4-тензора

σμν = i

2
(γμγν − γνγμ) ; (3.57)

г) одна матрица
γ5 = γ1γ2γ3γ4; (3.58)

д) четыре матрицы
γ5γμ. (3.59)

Отметим, что матрица γ5 связана с антисимметризованным произведе-
нием четырех матриц γμ:

eμνρσγμγνγργσ,

пропорциональным полностью антисимметричному тензору четвертого
ранга eμνρσ. В свою очередь матрицы (3.59) связаны с антисимметри-
зованным произведением трех матриц:

eμνργμγνγρ.

Как видим, полный набор (4 × 4)-матриц составляют единичная мат-
рица, четыре матрицы γμ и антисимметричные 4-тензоры второго,
третьего и четвертого ранга, составленные из произведений матриц γμ.

3.3.2. Спинорное представление однородной группы Лоренца.
Матрица преобразований однородной группы Лоренца зависит от ше-
сти линейно независимых параметров, поэтому нам нужно выбрать
шесть из указанных шестнадцати линейно независимых матриц. Про-
ще всего сделать этот выбор, основываясь на связи тензорного и спи-
норного представлений однородной группы преобразований Лоренца.
Указанная связь, применительно к представлениям группы трехмерных
вращений, рассматривалась нами ранее в разделе 2.3.6.
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Преобразования скалярной волновой функции при трех- и четырех-
мерных вращениях системы координат были рассмотрены нами в разде-
ле 3.2.1. Инфинитезимальное преобразование волновой функции (3.9)
можно переписать в следующем виде:

ψ(x+ Δx) = T (ε, 0)ψ(x) =
(
1 + i

2
εμνJνμ

)
ψ(x), (3.60)

где

εij = −eijkδθk, ε4i = i
δvi

c
, (3.61)

Jμν = −i
(
xμ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xμ

)
. (3.62)

Несложно видеть, что пространственные компоненты антисимметрич-
ного тензора Jμν совпадают с оператором углового момента:

Jij = −i
(
xi

∂

∂xj
− xj

∂

∂xi

)
= Lij = eijklk, (3.63)

а пространственно-временные компоненты связаны с оператором k:

J4i = −i
(
x4

∂

∂xi
− xi

∂

∂x4

)
= iki. (3.64)

Оператор Jμν обладает следующими коммутационными свойствами:

i [Jμν , Jρσ] = Jμσδνρ − Jνσδμρ + Jνρδμσ − Jμρδνσ. (3.65)

По аналогии с трехмерным случаем, рассмотренным в разделе 2.3.6,
введем спиновый оператор

J (γ)
μν = − i

4
(γμγν − γνγμ) , (3.66)

который является антисимметричным тензором второго ранга, постро-
енным из матриц γμ, удовлетворяющих коммутационным соотношени-
ям (3.54). Тогда матрица инфинитезимального преобразования U(ε, 0)
примет вид

U(ε, 0) = I + i

2
εμνJ

(γ)
νμ , (3.67)

если спиновый оператор (3.66) удовлетворяет коммутационным соотно-
шениям (3.65).

Используя коммутационные соотношения (3.54), получаем[
J (γ)

μν , γρ

]
= −iγμδνρ + iγνδμρ,

откуда следует

J (γ)
μν γρ − γρJ

(γ)
μν = −iγμδνρ + iγνδμρ, (3.68)

J (γ)
μν γσ − γσJ

(γ)
μν = −iγμδνσ + iγνδμσ. (3.69)



3.3. Спинорные поля 87

Умножая обе стороны равенства (3.68) справа на γσ, а равен-
ства (3.69) — слева на γρ и складывая получившиеся равенства, в ре-
зультате получаем

J (γ)
μν γργσ − γργσJ

(γ)
μν = −iγμγσδνρ + iγνγσδμρ − iγργμδνσ + iγργνδμσ.

После простейших преобразований окончательно имеем

i
[
J (γ)

μν , J (γ)
ρσ

]
= J (γ)

μσ δνρ − J (γ)
νσ δμρ + J (γ)

νρ δμσ − J (γ)
μρ δνσ. (3.70)

Таким образом, мы видим, что коммутационные соотношения спиново-
го оператора J (γ)

μν совпадают с требуемыми коммутационными соотно-
шениями (3.65). Следовательно, матрица инфинитезимального преоб-
разования биспинорной волновой функции имеет вид

U(ε, 0) = I + 1
8
εμν (γνγμ − γμγν) . (3.71)

Итак, генератором преобразования трех- и четырехмерных вращений
биспинорной волновой функции является антисимметричный тензор
второго ранга, составленный из матриц γμ.

3.3.3. Трех- и четырехмерные вращения. В стандартном пред-
ставлении матриц γμ, определяемом формулами (3.51), для матрицы
инфинитезимальных трехмерных вращений UR и матрицы преобразо-
вания Лоренца UL из (3.71), с учетом формул (3.61) и (3.66), получаем
следующие выражения:

UR (δθθθθθθθθθ) = I + i

2
δθθθθθθθθθΣ, (3.72)

UL (δv) = I − 1
2
δv

c
ααααααααα, (3.73)

где матрицы Σ и ααααααααα имеют вид

Σ = 1
2

[γγγγγγγγγγγγγγγγγγ] =
(

σσσσσσσσσ 0
0 σσσσσσσσσ

)
, (3.74)

ααααααααα = iγ4γγγγγγγγγ =
(
0 σσσσσσσσσ
σσσσσσσσσ 0

)
. (3.75)

Поскольку матрица Σ является генератором группы трехмерных вра-
щений, то она соответствует оператору спина, т. е. оператору соб-
ственного углового момента частицы, описываемой биспинорной волно-
вой функцией. Физический смысл оператора ααααααααα мы обсудим несколько
позже.

Учитывая аддитивность поворотов, с помощью равенства

U(θ) =
[
U

(
θ

N

)]N
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несложно получить выражения для матриц поворотов на конечные
углы:

UR (θθθθθθθθθ) = exp
(
−iθ

2
nΣ

)
, (3.76)

UL (v) = exp
(
−1
2

arcth
(
v

c

)
nααααααααα

)
. (3.77)

Матрицы Σi и αi обладают следующими свойствами:

Σ2
i = I, α2

i = I, (3.78)

следовательно,

Σ2n
i = I, Σ2n+1

i = Σi, α2n
i = I, α2n+1

i = αi, (3.79)

где n — целое положительное число. С учетом последних выражений
формулы (3.76) и (3.77) можно переписать в виде

UR (θθθθθθθθθ) = cos θ
2

+ i (nΣ) sin θ

2
, (3.80)

UL (v) = ch
(
1
2

arcth v

c

)
− (nααααααααα) sh

(
1
2

arcth v

c

)
. (3.81)

Представление (3.71) однородной группы Лоренца не является уни-
тарным. Действительно, учитывая, что матрицы Σ и ααααααααα являются эр-
митовыми: Σ+ = Σ и ααααααααα+ = ααααααααα, несложно видеть, что в стандартном
представлении матриц γμ

U+
R = U−1

R , U+
L �= U−1

L . (3.82)

Указанные соотношения выполняются и в произвольном представле-
нии эрмитовых матриц γμ. Действительно, (γiγj)

+ = γjγi = −γiγj

и (iγ4γi)
+ = −iγiγ4 = iγ4γi.

Матрица вращения на угол θ = 2π равна UR(2π) = −I. Поскольку
поворот на 2π возвращает координатные оси в исходное положение, то
мы видим, что биспинорная волновая функция определена с точностью
до знака.

3.3.4. Действие для релятивистской частицы с полуцелым спи-
ном. Действие (3.37) для бесспиновой частицы, взаимодействующей
с электромагнитным полем, было получено с использованием канони-
ческой подстановки pμ → pμ − q

c
Aμ. Указанная подстановка учитывает

взаимодействие трансляционных степеней свободы частицы с внеш-
ним полем. Частица, обладающая спином, наряду с трансляционными
степенями свободы имеет внутренние степени свободы, определяющие
ориентацию ее спина. Гамильтониан свободной частицы не зависит
от направления спина, поскольку свободное пространство однородно.
Электромагнитное поле нарушает как трансляционную, так и ориен-
тационную изотропию пространства. Взаимодействие спиновых степе-
ней свободы частицы с электромагнитным полем описывается опера-
тором (3.66), являющимся генератором однородной группы Лоренца.



3.3. Спинорные поля 89

Поскольку оператор J
(γ)
μν является антисимметричным тензором, то

ясно, что ориентационный гамильтониан взаимодействия является про-
изведением J (γ)

μν и антисимметричного тензора электромагнитного поля:

H
(s)
int = μ0JμνFνμ = − iμ0

2
γμγν

(
∂Aμ

∂xν
− ∂Aν

∂xμ

)
. (3.83)

Добавляя соответствующее слагаемое к действию (3.37), получа-
ем [11, 12]

S = 1
8π

∫ [(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

)2
− (rotA)2

]
dV dt−

− 1
2m0

∫ [(
ih̄

∂Ψ

∂xμ
− q0

c
AμΨ

) (
−ih̄ ∂Ψ

∂xμ
− q0

c
AμΨ

)
+m2

0c
2ΨΨ

]
dV dt+

+ iμ0

2

∫
ΨγμγνFνμΨ dV. (3.84)

Действие является действительной величиной. Второе слагаемое
в (3.84) является действительным, если в качестве сопряженной вол-
новой функции взять эрмитово-сопряженную функцию Ψ+ = (ϕ+, χ+).
Однако третье слагаемое в (3.84) не является в этом случае
действительным. Перепишем (3.83) в следующем виде:

μ0JμνFνμ = − iμ0

2
γiγj

(
∂Ai

∂xj
− ∂Aj

∂xi

)
− μ0

2
(γiγ4 − γ4γi)

(
∂ϕ

∂xi
+ 1
c

∂Ai

∂t

)
.

Полагая Ψ = Ψ+ и выбирая в качестве матриц γμ эрмитовы матрицы,
получаем (−iΨ+γiγjΨ

)∗ = iΨ+γ+
j γ

+
i Ψ = −iΨ+γiγjΨ, (3.85)(

Ψ+ (γiγ4 − γ4γi)Ψ
)∗ = Ψ+

(
γ+
4 γ

+
i − γ+

i γ
+
4

)
Ψ =

= −Ψ+ (γiγ4−γ4γi)Ψ. (3.86)

Таким образом, выражение (3.85) является действительным, а (3.86) —
мнимым.

Однако если в качестве сопряженной волновой функции Ψ взять
дираковски сопряженную волновую функцию

Ψ = Ψ+γ4, (3.87)

то действие (3.84) становится действительной величиной.



Гл а в а 4

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ СКАЛЯРНАЯ ЧАСТИЦА

Анализ трансформационных свойств волновых функций, проведен-
ный в предыдущей главе, показал, что оператор волнового уравне-
ния, инвариантного относительно не только пространственно-простран-
ственных, но и пространственно-временных вращений, должен быть
квадратичной формой оператора 4-импульса pμ. Только в этом случае
все компоненты генератора преобразования вращений в четырехмер-
ном пространстве Jμν коммутируют с оператором волнового уравнения
свободной частицы, т. е. отвечают сохраняющимся величинам. Неуди-
вительно поэтому, что в рамках релятивистских уравнений, линейных
по оператору p4 = −ih̄ ∂/∂x4, оператор пространственно-временных
вращений k объявляется оператором буста, т. е. вспомогательным опе-
ратором, не отвечающим физически наблюдаемой величине.

С точки зрения понятийного аппарата волновой теории матери-
ального поля, принципиальное отличие свойств решений волновых
уравнений материального поля, включающих вторую производную по
времени, от свойств волновых уравнений, включающих лишь первую
производную по времени, состоит в том, что временная компонента
плотности потока перестает быть билинейной комбинацией волновой
функции и сопряженной волновой функции и принимает вид

ρ(x) = 1

m0c
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂t

)
− q0ψ

∗ϕψ
]
, (4.1)

т. е. становится билинейной комбинацией волновой функции и времен-
ной производной от сопряженной волновой функции.

Поскольку уравнение КГФ является уравнением второго порядка по
временной производной, общее решение содержит два линейно независи-
мых временных решения. Это означает, что задания пространственных
квантовых чисел недостаточно для определения состояния материально-
го поля. Например, задание трех компонент импульса свободной части-
цы p не определяет однозначно ее состояние, поскольку каждому p от-
вечают два собственных значения энергии:

Ep = ±
√

p2c2 +m2
0c

4 . (4.2)

Такое же соотношение между энергией и импульсом возникает
и в классической релятивистской механике. Однако в классической
механике физически реализуемым состояниям частицы отвечает лишь
знак плюс, поскольку при знаке минус энергия частицы неограниченно
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убывает с ростом величины ее импульса. Именно это обстоятельство
привело к отказу от волновых уравнений материального поля,
включающих вторую производную по времени.

Двум собственным значениям (4.2) отвечают отличающиеся по зна-
ку значения ρ (r, t):

ρ (r, t) = ±
√

p2c2 +m2
0c

4

m0c
2

ψ∗
p (r, t)ψp (r, t) ,

т. е. временная компонента 4-вектора плотности потока (4.1) не явля-
ется заведомо положительной величиной. Поскольку временная компо-
нента 4-вектора плотности потока определяет плотность вероятности
обнаружения частицы в точке r в момент времени t, то это послужило
дополнительным аргументом в пользу отказа от волновых материаль-
ных уравнений, включающих вторую производную по времени, и поис-
ка уравнений, линейных по оператору временной производной.

Однако число состояний материального поля уравнений со второй
временной производной удваивается, поскольку каждому набору про-
странственных квантовых чисел отвечают два собственных значения
энергии. Вместе с тем именно отрицательным собственным значени-
ям (4.2) отвечает отрицательная вероятность. В настоящей книге мы
покажем, что удвоение пространства состояний волновых уравнений
со второй производной по времени приводит к появлению в теории
зеркальных частиц как новых состояний материального поля, а их
последовательная теория базируется на введении понятия отрицатель-
ной вероятности. Наряду с математическим описанием зеркальных ча-
стиц, развиваемая теория дает возможность определения физического
смысла термина «темная материя». Как мы увидим, еще одно астрофи-
зическое явление, скрывающееся за термином «черные дыры», также
находит свое вполне последовательное объяснение. Эти термины давно
уже вошли в обиход, и, что более важно, их появление обусловлено
интерпретацией экспериментально наблюдаемых данных. Однако, на
наш взгляд, явления, стоящие за этими терминами, не обрели пока
последовательной математической базы, что и внесло некую эмоцио-
нальную окраску в используемую терминологию.

Переход от волновых уравнений, линейных по временной произ-
водной, к волновым уравнениям, включающим вторую производную
по времени, приводит к изменению математического аппарата теории.
В частности, изменение вида временной компоненты плотности по-
тока с неизбежностью приводит к изменению определения средних
квантово-механических операторов и, в частности, определения энер-
гии частицы. Настоящая глава посвящена обсуждению математическо-
го аппарата волновых материальных уравнений со второй временной
производной. Мы рассмотрим условия нормировки и ортогональности
волновых функций, приведем выражения для квантово-механических
средних, дадим интерпретацию понятия отрицательной вероятности.
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Затем на примере свободной частицы рассмотрим специфику простран-
ства состояний скалярного материального поля. Последний раздел
главы посвящен обсуждению CPT -преобразований уравнения КГФ
для частицы, взаимодействующей с внешним электромагнитным полем.
Указанные преобразования симметрии будут использоваться в последу-
ющем изложении для интерпретации специфики состояний скалярного
материального поля, описываемого уравнением со второй производной
по времени.

4.1. Волновая функция уравнения КГФ и ее свойства

Итак, наличие второй производной по времени в уравнении КГФ
существенно отличает это уравнение от нерелятивистского уравнения
Шредингера и любых других (в том числе и релятивистских) волновых
уравнений, линейных по оператору p4. Это приводит к значительному
изменению не только математического аппарата, но и базовых понятий
волновой теории материального поля. Поэтому настоящий раздел будет
посвящен обсуждению специфики аппарата релятивистской квантовой
механики, основанной на уравнениях, включающих вторую временную
производную.

4.1.1. Уравнение непрерывности и 4-вектор плотности потока.
Уравнение КГФ для частицы, взаимодействующей с внешним электро-
магнитным полем, имеет вид

1
2m0

[(
p − q0

c
A

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U

)2
+m2

0c
2
]
ψ = 0, (4.3)

где U = q0ϕ. Введем дифференциальный оператор этого уравнения:

Ẑ = 1
2m0

[(
p − q0

c
A

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U

)2
+m2

0c
2
]
. (4.4)

Несмотря на то что оператор (4.4) имеет размерность энергии, этот
оператор не является гамильтонианом, поскольку функция Гамильтона
материального скалярного поля определяется вторым слагаемым в вы-
ражении (3.44). В нерелятивистском пределе |U | �m0c

2 этот оператор
преобразуется в следующий:

Ẑ
∣∣∣
U�m0c2

≈
[

1
2m0

(
p − q0

c
A

)2
+ U

]
− ih̄

∂

∂t
= Ĥ0 − Ê,

где Ĥ0 — оператор Гамильтона уравнения Шредингера:

Ĥ0 = 1
2m0

(
p − q0

c
A

)2
+ U ,

и
Ê = ih̄

∂

∂t
.
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В рамках теорий, линейных по оператору p4, оператор Ê играет
роль оператора энергии. Действительно, собственные волновые функ-
ции оператора Ê, отвечающие собственным значениям En, являются
решением уравнения

ih̄
∂ψn

∂t
= Enψn

и имеют вид
ψn (r, t) = un (r) exp

(
−iEn

h̄
t
)
.

Если оператор Ê коммутирует с гамильтонианом Ĥ0, то эти два опера-
тора имеют общий набор собственных функций, поэтому, представляя
решения уравнения

ih̄
∂ψ

∂t
= Ĥ0ψ

в виде разложения

ψ (r, t) =
∑

n

anun (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)
,

для квантово-механического среднего оператора Ê получаем〈
Ê

〉
=

∫
ψ∗ih̄ ∂

∂t
ψ dV =

∑
n

En |an|2 .

В рамках волновых уравнений, линейных по временной про-
изводной, квантово-механические средние операторов определяются
как пространственные интегралы от билинейных комбинаций волно-
вой функции и сопряженной волновой функции следующего вида:〈
L̂

〉
=

∫
ψ∗L̂ψ dV . В рамках теорий, квадратичных по оператору вре-

менной производной, пространственные интегралы от указанных би-
линейных комбинаций перестают определять квантово-механические
средние операторов. Однако билинейные комбинации вида ψ∗L̂ψ
по-прежнему играют очень важную роль. Действительно, умножив
уравнение (4.3) на комплексно сопряженную волновую функцию ψ∗,
а уравнение для комплексно сопряженной функции Ẑ∗ψ∗ = 0 — на вол-
новую функцию ψ и взяв затем разность получившихся соотношений,
мы придем к уравнению непрерывности

∂ρ

∂t
+ div j = 0, (4.5)

где компоненты 4-вектора плотности потока имеют вид

ρ (r, t) = 1

m0c
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂t

)
− ψ∗Uψ

]
, (4.6)

j (r, t) = 1
m0

[
ih̄

2
(∇ψ∗ · ψ − ψ∗ · ∇ψ) − q0

c
ψ∗Aψ

]
. (4.7)
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Уравнение (4.5) имеет вид уравнения непрерывности и может быть
записано в релятивистски инвариантном виде

∂jμ
∂xμ

= 0,

где
jμ = (j, icρ). (4.8)

Несложно видеть, что для свободной частицы пространственные ком-
поненты 4-вектора плотности потока jμ являются билинейными комби-
нациями оператора скорости v̂ = p/m0:

ψ∗v̂ψ → ih̄

2m0
(∇ψ∗ · ψ − ψ∗ · ∇ψ) = j, (4.9)

а временная компонента – билинейной комбинацией оператора Ê/m0c
2:

ψ∗ Ê

m0c
2
ψ → − ih̄

2m0c
2

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ψ∗ ∂ψ

∂t

)
= ρ. (4.10)

Поскольку плотность вероятности и плотность потока материального
поля должны быть действительными функциями, то правые части
соотношений (4.9) и (4.10) представляют собой симметризованные
билинейные комбинации. Отметим, что в (4.9) мы использовали обо-
значение, согласно которому оператор действует лишь на волновую
функцию, находящуюся по одну с ним сторону от точки.

Итак, мы видим, что в случае уравнения (4.3) билинейная комбина-
ция волновой функции и сопряженной волновой функции с оператором
ih̄ ∂/∂t определяет временную компоненту 4-вектора плотности пото-
ка. Такая структура 4-вектора плотности потока вполне естественна
с точки зрения преобразований Лоренца, поскольку уравнение для
4-вектора плотности потока (4.8) приобретает в этом случае реляти-
вистски инвариантный вид. Действительно, запишем волновую функ-
цию ψ(x) в виде

ψ(x) = f(x) exp [iΦ(x)] ,

где f(x) — амплитуда волновой функции материального поля, как
функция 4-координат x = (r, ict), а Φ(x) — фаза. Тогда, для 4-вектора
плотности потока (4.8) получаем

jμ(x) = h̄

m0

(
∂Φ

∂xμ
− q0
h̄c
Aμ

)
f2(x).

Нетрудно видеть, что получившееся уравнение имеет релятивистски
инвариантный вид. Например, в случае свободной частицы (Aμ = 0),
находящейся в состоянии, соответствующем плоской волне, фаза Φ
имеет вид: Φ = kr − ωt. В этом случае пространственные компонен-
ты 4-вектора плотности потока пропорциональны волновому вектору,
а временная компонента — частоте.
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Таким образом, мы видим, что оператор временной производной
в рамках теорий, основанных на волновых уравнениях со второй вре-
менной производной, выполняет более широкие функции и перестает
непосредственно ассоциироваться лишь с оператором энергии. Как
мы увидим позже, билинейные комбинации вида ψ∗L̂ψ определяют
локальные характеристики состояния материального поля. Выражения,
определяющие квантово-механические средние операторов, будут по-
лучены ниже.

В рамках нерелятивистской квантовой механики физический смысл
волновой функции постулируется следующим утверждением: величина
ρ (r, t) = |ψ (r, t)|2 есть плотность вероятности обнаружения частицы
в точке r в момент времени t. Следовательно, вероятность нахождения
частицы в объеме V в момент времени t определяется интегралом

pV (t) =
∫

V

|ψ (r, t)|2 dV. (4.11)

Пусть соотношение (4.11) выполняется в лабораторной (т. е. непо-
движной относительно границ области V ) системе отсчета. Поскольку
вероятность нахождения частицы в определенной области простран-
ства является наблюдаемой величиной, то эта вероятность не должна
зависеть от выбора системы отсчета, в которой эта вероятность изме-
ряется. Следовательно, в системе отсчета, движущейся относительно
лабораторной с произвольной скоростью v0, эта вероятность задается
соотношением

pV ′(t′) =
∫

V ′

|ψ (r′, t′)|2 dV ′,

где объем V ′ является тем же самым участком пространства, что
и объем V в лабораторной системе координат. Поскольку в рамках
преобразования Галилея t = t′ и dV = dV ′, то

pV (t) = pV ′(t′).

Однако в рамках релятивистской теории возникают два существен-
ных отличия. Во-первых, элементарный объем dV при преобразованиях
Лоренца не остается неизменным, а преобразуется согласно правилам

dV = dV ′
/√

1− v20

c2
,

откуда следует, что

|ψ (r, t)|2 dV �= |ψ (r′, t′)|2 dV ′.

Во-вторых, ρ (r, t) является временной компонентой 4-вектора плотно-
сти потока jμ(x), и, следовательно, при изменении системы отсчета она
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не остается неизменной, а преобразуется согласно законам преобразо-
вания 4-векторов:

j′μ = aμνjν .

В релятивистском случае инвариантной величиной относитель-
но преобразований Лоренца является не величина dV , а величина
4-объема dΩ = c dt dV . Релятивистски инвариантное выражение для
вероятности нахождения частицы в объеме V в момент времени t

имеет вид: p(t) = 1
c

∫
V (t)

jμdSμ, где интегрирование ведется по гипер-

плоскости S4(t) = V (t). Вероятность нахождения частицы в объеме V
в момент времени t + Δt определяется интегралом по гиперплоскости
S4(t+ Δt) = V (t+ Δt), а разность вероятностей определяется выраже-
нием

p(t+ Δt) − p(t) =
∫

V (t+Δt)

jμdSμ −
∫

V (t)

jμdSμ.

Полагая jμ = jμ (ψ∗, ψ) и устремляя Δt → 0, несложно показать, что
в рамках релятивисткой теории временная компонента 4-вектора плот-
ности потока принимает вид (4.10).

Несложно также показать, что указанное определение вероятности
находится в соответствии с уравнением непрерывности (4.5). Дей-
ствительно, пусть интегрирование ведется по всей гиперплоскости
t = const, т. е. по всему трехмерному пространству, тогда, полагая,
что на бесконечности волновая функция обращается в нуль, разность
двух указанных интегралов можно представить в виде поверхностно-
го интеграла по замкнутой гиперповерхности объема четырехмерного
пространства, лежащего между гиперплоскостями V (t2) и V (t1). Сле-
довательно, в этом случае получаем

p(t2) − p(t1) = 1
c

∮
jμdSμ = 1

c

∫

ΔΩ

∂jμ
∂xμ

dΩ = 0. (4.12)

Таким образом, вероятность найти частицу в пределах бесконечного
трехмерного объема не зависит от времени, т. е. остается неизменной.

Отметим, что интегрирование в (4.12) можно производить по произ-
вольной гиперплоскости, а не только по гиперплоскости t = const, необ-
ходимо лишь, чтобы интеграл по «боковой» гиперповерхности 4-объема
между двумя выбранными гиперплоскостями был равен нулю. Учиты-
вая конечную скорость распространения частиц, этому условию все-
гда можно удовлетворить, если задавать состояние свободных частиц
в виде волновых пакетов. Ниже, обсуждая условия нормировки волно-
вых функций непрерывного спектра и рассматривая задачи рассеяния
частиц, мы будем неоднократно обращаться к соотношению (4.12)
и обсудим его более подробно.
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В заключение данного раздела отметим, что, умножая 4-вектор
плотности потока (4.8) на величину заряда частицы q0, мы получаем
выражение для 4-вектора плотности тока:

j(e)μ = q0jμ. (4.13)

Несложно видеть, что получившееся выражение совпадает с форму-
лами (3.40) и (3.41), полученными в гл. 3 путем вариации действия
частицы по полевым переменным. Следовательно, выражение (4.12)
можно интерпретировать также как закон сохранения заряда в рас-
сматриваемой пространственно-временной области.

4.1.2. Условие ортогональности собственных волновых функ-
ций. Важную роль в квантовой механике играют стационарные крае-
вые задачи. Решения этих задач позволяют определять энергетический
спектр связанных состояний частицы во внешнем поле, рассчитывать
сечения рассеяния свободных частиц и т. д. Собственные волновые
функции краевых задач составляют базис для поиска решений неста-
ционарных задач. Весьма эффективным и широко распространенным
приемом решения нестационарных волновых уравнений является ме-
тод, основанный на разложении волновой функции нестационарного
уравнения в ряд по собственным функциям стационарных краевых
задач. Краеугольным камнем такого подхода является свойство ортого-
нальности собственных функций стационарной краевой задачи.

Рассмотрим стационарную краевую задачу уравнения КГФ, т. е.
положим, что 4-потенциал электромагнитного поля в уравнении (4.3)
имеет вид: Aμ(x) = A

(0)
μ (r). Собственные волновые функции un (r)

указанной краевой задачи, отвечающие собственным значениям En,
являются решениями уравнения

1
2m0

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
− 1

c2
(En − U0 (r))2 +m2

0c
2
]
un (r) = 0 (4.14)

с заданными граничными условиями. Для одномерных краевых задач
граничные условия сводятся к заданию асимптотической формы реше-
ний при z → ±∞, а для трехмерных задач в задании асимптотической
формы при r → 0 и r → ∞. Детальный вид граничных условий мы
обсудим позже, когда перейдем к анализу соответствующих задач.

Поскольку уравнение (4.3) является квадратичной формой опе-
ратора p4, то краевая задача (4.14) является квадратичной формой
собственного значения En. Это обстоятельство вносит значительную
специфику в свойства собственных функций и собственных решений
указанной задачи по сравнению с нерелятивистскими уравнениями.
Действительно, пусть, например, частица является свободной, т. е.

A0 (r) = 0, ϕ0 (r) = 0.

4 А.В. Андреев
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В этом случае собственными решениями уравнения (4.14) являются
плоские волны

up (r) = exp
(
i
pr

h̄

)
.

Как мы видим, состояние частицы в пространстве координат r задается
тремя квантовыми числами, что вполне естественно и связано с раз-
мерностью указанного подпространства. В случае свободной частицы
совокупность указанных трех квантовых чисел составляет, например,
величина проекций собственных значений оператора импульса p. Од-
нако для задания состояния частицы в четырехмерном пространстве
x = (r, ict) указанных трех квантовых чисел становится недостаточно.
Действительно, каждому из собственных значений p отвечают два
собственных значения энергии:

E(±)
p = ±Γ, (4.15)

где
Γ =

√
p2c2 +m2

0c
4 .

Двум решениям уравнения (4.3), имеющим одинаковую зависимость от
координат r,

ψ(+)
p (r, t) = exp

(
−iΓt− pr

h̄

)
, ψ(−)

p (r, t) = exp
(
i
Γt+ pr

h̄

)
, (4.16)

отвечают два различных состояния частицы. В самом деле, несложно
видеть, что фазовые скорости частиц, находящихся в состояниях ψ(±)

p ,
противоположно направлены.

Формулы (4.15) и (4.16) являются частной иллюстрацией фунда-
ментального различия понятий состояния частицы в рамках реляти-
вистских и нерелятивистских теорий. В отличие от нерелятивистской
квантовой механики, где задания квантовых чисел, определяющих вид
пространственной волновой функции частицы (например, квантовых
чисел p), достаточно для определения состояния частицы, в рамках
релятивистской квантовой механики задания квантовых чисел, опре-
деляющих вид пространственной волновой функции, недостаточно для
полного определения состояния частицы. Следовательно, разложение
полной волновой функции уравнения (4.3) по собственным волновым
функциям краевой задачи (4.14) будет иметь в общем случае вид

ψ (r, t) =
∑
n

[
a(+)
n u(+)

n (r) exp
(
−iE

(+)
n

h̄
t

)
+

+ a(−)
n u(−)

n (r) exp
(
i
E(−)

n

h̄
t

)]
, (4.17)

где n = (n1, n2, n3) — совокупность трех пространственных квантовых
чисел, а квантовое число λ = ± естественно возникает как резуль-
тат квадратичной зависимости собственных значений En от простран-
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ственных квантовых чисел. В целях краткости записи мы использо-
вали единый индекс суммирования n для двух линейно независимых
временных решений в (4.17). Однако в общем случае пространствен-
ные квантовые числа n(±), соответствующие собственным значениям
E

(±)
n , могут и различаться. Это видно уже из решений для свободной

частицы (4.16). Как мы отмечали выше, решения ψ(±)
p соответствуют

частицам, движущимся в противоположных направлениях. Следова-
тельно, краевые условия, задаваемые на границах z → ±∞, для этих
двух решений будут отличаться.

Итак, из вышеприведенного обсуждения следует, что квантовое
число n краевой задачи (4.14) является совокупностью четырех кван-
товых чисел n = (n, λ), где λ = ±. Пусть un (r) является собственной
функцией краевой задачи (4.14), уравнение для комплексно сопряжен-
ной волновой функции имеет вид

1
2m0

[(
p + q0

c
A0 (r)

)2
− 1

c2
(Em − U0 (r))2 +m2

0c
2
]
u∗m (r) = 0. (4.18)

Умножая уравнение (4.14) на u∗m, а уравнение (4.18) на un и вычитая
затем получившиеся уравнения друг из друга, приходим к следующему
соотношению

En −Em

2m0c
2
u∗m (En + Em − 2U)un =

= − h̄2

2m0
∇

(
u∗m · ∇un − ∇u∗m · un − i

2q0
h̄c
u∗mAun

)
. (4.19)

Интегрируя (4.19) по бесконечному объему, получаем

En −Em

m0c
2

∫
u∗m (r)

(
En +Em

2
− U (r)

)
un (r) dV = 0. (4.20)

Несложно видеть, что последнее выражение приводит нас к усло-
вию ортонормируемости собственных волновых функций краевой зада-
чи (4.14):

1

m0c
2

∫
ψ(λ′)∗

m (r, t)
(
E(λ)

n +E(λ′)
m

2
− U (r)

)
ψ(λ)

n (r, t) dV =

= ±δλλ′δnm, (4.21)

где
ψ(±)

n (r, t) = u(±)
n (r) exp

(
∓iE

(±)
n

h̄
t

)
. (4.22)

Определив спектр собственных значений и собственных функций
краевой задачи (4.14), мы можем разложить волновую функцию неста-
ционарного уравнения (4.3) в ряд по полученным собственным функ-
циям. С математической точки зрения, отличие дифференциальных
уравнений со второй производной по времени от уравнений линейных

4*
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по оператору временной производной состоит в том, что их общее
решение зависит не только от значения волновой функции в начальный
момент времени, но и от значения ее производной. Поэтому для од-
нозначного определения коэффициентов разложения (4.17) мы должны
воспользоваться также и разложением производной волновой функции:

ih̄
∂ψ (r, t)

∂t
=

∑
n

[
E(+)

n a(+)
n u(+)

n (r) exp
(
−iE

(+)
n

h̄
t

)
−

−E(−)
n a(−)

n u(−)
n (r) exp

(
i
E(−)

n

h̄
t

)]
. (4.23)

Умножая уравнение (4.23) на волновую функцию (4.22), а уравне-
ние (4.17) на производную от этой функции, после несложных преоб-
разований получаем

a(±)
n (t) = 1

m0c
2

∫ [
ih̄

2

(
ψ(±)∗

n
∂ψ

∂t
− ∂ψ(±)∗

n

∂t
ψ

)
− ψ(±)∗

n U0ψ

]
dV. (4.24)

Полученное соотношение позволяет нам определить начальные зна-
чения коэффициентов a

(±)
n . Несложно видеть, что значения a

(±)
n (0)

зависят как от начального значения волновой функции ψ (r, 0), так и
от ее производной ∂ψ (r, 0) /∂t.

Уравнение, определяющее временную динамику изменения коэф-
фициентов a(±)

n , может быть получено следующим образом. Волновая
функция, комплексно сопряженная (4.22), является решением следую-
щего уравнения:

1
2m0

[(
p+ q0

c
A0 (r)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
+q0ϕ0 (r)

)2
+m2

0c
2
]
ψ(±)∗

n (r)=0.

(4.25)
Умножим уравнение (4.3) на волновую функцию ψ

(±)∗
n , а уравне-

ние (4.25) — на волновую функцию ψ. Взаимно вычитая затем по-
лучившиеся соотношения и интегрируя по объему, после несложных
преобразований получаем

ih̄

m0c
2

d

dt

∫ [
ih̄

2

(
ψ(±)∗

n
∂ψ

∂t
− ∂ψ(±)∗

n

∂t
ψ

)
− ψ(±)∗

n U0ψ

]
dV =

= − q0
m0c

∫
ψ(±)∗

n

(
Aμ −A(0)

μ

)
pμψ dV + q20

2m0c
2

∫
ψ(±)∗

n

(
A2

μ −A(0)2
μ

)
ψ dV.

(4.26)

Сравнивая левую часть уравнения (4.26) с (4.24), мы видим, что она
имеет вид ih̄(da(±)

n /dt). Подставляя в левую часть уравнения (4.26)
разложения (4.17) и (4.23), мы приходим к системе дифференциальных
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уравнений для коэффициентов a(±)
n (t) следующего вида:

ih̄
da(λ)

n

dt
=

∑
m,λ′

V (λ,λ′)
nm a(λ′)

m , (4.27)

где λ, λ′ = ±.
Отметим, что в случае когда Aμ(x) = A

(0)
μ (r), уравнение (4.26)

принимает вид
da(±)

n

dt
= 0.

Следовательно, решение нестационарного уравнения

1
2m0

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U0 (r)

)2
+m2

0c
2

]
ψ = 0 (4.28)

имеет вид ряда (4.17) с постоянными коэффициентами a
(±)
n , которые

определяются выражениями

a(±)
n = 1

m0c
2

∫ [
1
2
u(±)∗
n (r)

(
ih̄
∂ψ

∂t
(r, 0) ± E(±)

n ψ (r, 0)
)
−

−u(±)∗
n (r)U0 (r)ψ (r, 0)

]
dV.

Таким образом, собственные решения краевой задачи (4.14) позволяют
определить решение нестационарного уравнения (4.28) с произвольны-
ми начальными условиями.

4.1.3. Энергия частицы, взаимодействующей с электромагнит-
ным полем. В гл. 3 исходя из действия для релятивистской скалярной
частицы мы получили следующее выражение для функции Гамильтона,
определяющей плотность энергии электромагнитного и материального
полей:

H = ΠȦ +
(
π∗ψ̇ + ψ̇∗π

) − L =

= 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + (rotA)2

]
+ 1

2m0

[
h̄2

c2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− q20

c2
ϕ2ψ∗ψ +

+
(
ih̄∇ψ∗ − q0

c
Aψ∗

)(
−ih̄∇ψ − q0

c
Aψ

)
+m2

0c
2ψ∗ψ

]
. (4.29)

Как видно, выражение для плотности энергии состоит из двух слагае-
мых, одно из которых зависит от потенциалов электромагнитного поля
и не зависит явно от волновой функции частицы, а второе зависит
явно от волновой функции материального поля. Следовательно, первое
слагаемое связано с плотностью энергии электромагнитного поля:

w1 = 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + (rotA)2

]
, (4.30)
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а второе — с плотностью энергии материального поля:

w2 = 1
2m0

[
h̄2

c2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− q20

c2
ϕ2ψ∗ψ+

+
(
ih̄∇ψ∗ − q0

c
Aψ∗

)(
−ih̄∇ψ − q0

c
Aψ

)
+m2

0c
2ψ∗ψ

]
. (4.31)

Уравнения, определяющие эволюцию функций w1, 2 (r, t), могут быть
получены непосредственно из уравнения для волновой функции части-
цы (3.38) и уравнений для потенциалов электромагнитного поля (3.39).

Действительно, умножим обе части уравнения (3.39) на ∂Aμ/∂t:

∂Aμ

∂t

∂2Aμ

∂x2ν
− ∂Aμ

∂t

∂

∂xμ

(
∂Aν

∂xν

)
= −4π

c

∂Aμ

∂t
j(e)μ .

После несложных преобразований получаем

1
8π

∂

∂t

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + (rotA)2

]
=

= 1
c

∂A

∂t
je − ∂ϕ

∂t
ρe + 1

4π
div

([
∂A

∂t
B

]
− ∂ϕ

∂t

(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

))
. (4.32)

Как видно, левая часть получившегося выражения совпадает с произ-
водной от w1 (r, t). Воспользуемся следующими равенствами векторной
алгебры:

(∇ϕ)2=−ϕΔϕ+div (ϕ∇ϕ), (4.33)

1
c

div
(
ϕ
∂A

∂t

)
= 1
c

∂A

∂t
∇ϕ+ 1

c
ϕ
∂

∂t
div A= 1

c

∂A

∂t
∇ϕ− 1

c2
ϕ
∂2ϕ

∂t2
. (4.34)

Используя эти соотношения, получаем

w1 (r, t) = 1
8π

(
E2 + B2) +

+ 1
4π
ϕ

(
Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2

)
− 1

4π
div

(
ϕ

(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

))
. (4.35)

Первое слагаемое определяет плотность энергии электромагнитного
поля

wem = 1
8π

(
E2 + B2).

Второе слагаемое при учете лоренцевской калибровки поля принимает
вид

1
4π
ϕ

(
Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2

)
= −ϕρe.

Отметим, что скалярный потенциал является суммой потенциалов,
создаваемых внешними зарядами, и потенциала, создаваемого рассмат-
риваемой частицей. Учитывая, что частицы являются точечными и
поэтому не взаимодействуют с создаваемыми ими полями, несложно
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видеть, что последнее выражение определяет со знаком минус потенци-
альную энергию частицы во внешнем скалярном поле. Таким образом,
выражение (4.35) принимает вид

w1 (r, t) = wem − q0ϕρ+ 1
4π

div (ϕE). (4.36)

Воспользуемся уравнением непрерывности (4.5), тогда первые два
слагаемых в правой части (4.32) можно преобразовать к следующему
виду:

1
c

∂A

∂t
j − ∂ϕ

∂t
ρ = 1

c

∂A

∂t
j − ∂

∂t
(ϕρ) − ϕ div j = −Ej − ∂

∂t
(ϕρ) − div (ϕj).

В свою очередь

div (ϕje) = c

4π
div

(
ϕ

(
rotB − 1

c

∂E

∂t

))
= − c

4π
div

(
[∇ϕB] + ϕ

1
c

∂E

∂t

)
.

Подставляя последние выражения в (4.32), получаем

∂w1

∂t
= −Eje − c

4π
div [EB] + ∂

∂t

(
−q0ϕρ+ 1

4π
div (ϕE)

)
. (4.37)

Учитывая (4.36), приходим к следующему соотношению

∂wem

∂t
= −Eje − c

4π
div [EB]. (4.38)

Как следует из (4.38), соотношение (4.32) эквивалентно теореме Пойн-
тинга классической электродинамики.

Обратимся теперь к выводу уравнения, определяющего эволю-
цию плотности энергии w2. Умножим уравнение (4.3) на ∂ψ∗/∂t,
а уравнение, комплексно сопряженное (4.3), — на ∂ψ/∂t. Складывая
получившиеся выражения, получаем

∂

∂t

{
1

2m0c
2

(
h̄2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− q20ϕ

2ψ∗ψ
)

+

+ 1
2m0

[(
ih̄∇ − q0

c
A

)
ψ∗ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
ψ +m2

0c
2ψ∗ψ

]}
=

= −1
c

∂A

∂t
je + ∂ϕ

∂t
ρe + div

{
ih̄

2m0

(
∂ψ∗

∂t
·
(
p − q0

c
A

)
ψ+

+
(
p + q0

c
A

)
ψ∗ · ∂ψ

∂t

)}
. (4.39)

Как видно, левая часть получившегося выражения совпадает с вре-
менной производной от плотности энергии w2, определяемой выраже-
нием (4.31). В целях наглядности дальнейших преобразований пред-
ставим оператор Ẑ, определяющийся выражением (4.4), в следующем
виде:

Ẑ = K̂ − T̂ = 0,
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где

K̂ = 1
2m0

[(
p − q0

c
A

)2
+m2

0c
2
]
, T̂ = 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
.

После несложных преобразований получаем

1

2m0c
2

(
h̄2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− q20ϕ

2ψ∗ψ
)

=

= 1
2

(
ψ∗ · T̂ψ+T̂+ψ∗ · ψ

)
+q0ϕρ+

h̄2

4m0c
2

∂

∂t

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ

)
, (4.40)

1
2m0

[(
ih̄∇ − q0

c
A

)
ψ∗ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
ψ +m2

0c
2ψ∗ψ

]
=

= 1
2

(
ψ∗ · K̂ψ + K̂+ψ∗ · ψ

)
+ h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ + ∇ψ∗ · ψ), (4.41)

где Ẑ+ — эрмитово-сопряженный оператор, мы воспользовались пра-
вилом, согласно которому оператор действует лишь на волновую функ-
цию, стоящую по одну с ним сторону от точки. Суммируя указанные
соотношения, получаем два эквивалентных выражения:

w2 =
(
ψ∗ · T̂ψ+T̂+ψ∗ · ψ

)
+q0ϕρ+

+ h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ+∇ψ∗ · ψ)+ h̄2

4m0c
2

∂

∂t

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ

)
, (4.42)

w2 =
(
ψ∗ · K̂ψ+K̂+ψ∗ · ψ

)
+q0ϕρ+

+ h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ+∇ψ∗ · ψ)+ h̄2

4m0c
2

∂

∂t

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ

)
. (4.43)

Как мы отмечали выше, выражение для плотности энергии w2
зависит явно от волновой функции частицы и, следовательно, опреде-
ляет энергию материального поля. Рассмотрим стационарное состояние
с волновой функцией

ψn (r, t) = un (r) exp (−iωnt) , (4.44)

где un (r) — собственная волновая функция краевой задачи (4.14). Под-
ставляя волновую функцию (4.44) в выражение (4.42) и интегрируя по
бесконечному трехмерному объему, для энергии частицы в указанном
состоянии получаем

En =
∫
w

(n)
2 dV = h̄ωn

m0c
2

∫
u∗n (r) (h̄ωn − U (r))un (r) dV. (4.45)

Учитывая (4.21), несложно видеть, что знак энергии частицы En

в состоянии n = (n, λ) может не совпадать со знаком собственных
значений h̄ωn. Таким образом, если в рамках теорий, линейных по
временной производной, энергия частицы в состоянии с волновой функ-
цией un (r) отождествляется с собственными значениями краевых за-
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дач, то в рамках теорий, квадратичных по оператору временной про-
изводной, энергия частицы в указанных состояниях может отличаться
по знаку от собственных значений.

В общем случае выражение (4.42) имеет вид

w2 = 1

2m0c
2

[
h̄2

2

(
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− ψ∗ ∂2ψ

∂t2

)
+ h̄2

2

(
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
− ∂2ψ∗

∂t2
ψ

)
−

− ih̄q0ϕ
(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ

)]
+ h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ + ∇ψ∗ · ψ) . (4.46)

Обращаясь к уравнению (4.39), несложно видеть, что последнее слагае-
мое в (4.46), являясь полной дивергенцией, может быть перенесено
в правую часть уравнения (4.39). Используя введенный выше оператор
Ê = ih̄ ∂/∂t, оставшуюся часть соотношения (4.46) можно записать
в следующем виде:

wp = 1

2m0c
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
· Êψ − ψ∗ · Ê ∂ψ

∂t

)
− q0ϕψ

∗ · Êψ
]
+

+ 1

2m0c
2

[
− ih̄

2

(
Ê+ ∂ψ

∗

∂t
· ψ − Ê+ψ∗ · ∂ψ

∂t

)
− q0ϕÊ

+ψ∗ · ψ
]
, (4.47)

где Ê+ — эрмитово-сопряженный оператор:

Ê+ = −ih̄ ∂
∂t
.

Учитывая определение плотности потока и условие нормировки вол-
новых функций, несложно видеть, что пространственный интеграл
от (4.47) определяет квантово-механическое среднее энергии частицы:

Ep =
∫
wpdV = 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
· Êψ−ψ∗ · Ê ∂ψ

∂t

)
−q0ϕψ∗ · Êψ

]
dV+

+ 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
Ê+ ∂ψ

∗

∂t
· ψ−Ê+ψ∗ · ∂ψ

∂t

)
−q0ϕÊ+ψ∗ · ψ

]
dV. (4.48)

Действительно, как было показано выше, общий вид волновой функ-
ции частицы, взаимодействующей со стационарным внешним электро-
магнитным полем, определяется выражением

ψ (r, t) =
∑

n

anun (r) exp (−iωnt) ,

и для энергии частицы получаем

Ep =
∑

n

En |an|2 ,

где En определяется выражением (4.45).
Итак, плотность энергии материального поля определяется выра-

жением (4.47), которое отличается от слагаемого w2 функции Га-
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мильтона (4.29) последним слагаемым в (4.46), являющимся полной
дивергенцией:

w2 (r, t) = wp (r, t) + h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ + ∇ψ∗ · ψ) . (4.49)

Соотношение (4.45) определяет связь энергии частицы En в со-
стоянии с волновой функцией un (r) с собственными значениями h̄ωn

краевой задачи (4.14). До сих пор мы использовали лишь первое
из соотношений (4.42)–(4.43). Наглядную интерпретацию физического
смысла энергии частицы En дает соотношение (4.43). Действительно,
интегрируя по бесконечному объему обе части соотношения (4.43)
для частицы, находящейся в состоянии с волновой функцией (4.44),
получаем

En = 1
m0

∫
u∗n (r)

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
+m2

0c
2
]
un (r) dV +

∫
U0 (r) ρn (r) dV.

(4.50)
Второе слагаемое в получившемся выражении определяет потенци-
альную энергию частицы во внешнем электростатическом поле. Сле-
довательно, основываясь на аналогии с соотношениями классической
физики, первое слагаемое определяет кинетическую энергию движения
частицы. На первый взгляд, это соотношение отличается от тради-
ционного выражения для кинетической энергии частицы. Однако это
связано с тем, что оператор ih̄ ∂/∂t в рамках релятивистской теории
выполняет двойную функцию. С одной стороны, как мы говорили
выше, он определяет временную компоненту 4-вектора плотности по-
тока ρ (r, t). С другой стороны, квантово-механическое среднее этого
оператора, понимаемое в смысле (4.48) (или в символической записи∫
Êρ dV ), определяет энергию частицы. Например, в случае свободной

частицы получаем

Ep =
√

p2c2 +m2
0c

4 1

m0c
2

∫
u∗p (r)

√
p2c2 +m2

0c
4 up (r) dV =

=
√

p2c2 +m2
0c

4 .

Как видно, это слагаемое включает и массу покоя частицы. В прин-
ципе, массу покоя частицы можно выделить в качестве отдельного
слагаемого. Однако, как мы увидим позже (см. подробнее раздел 6.4),
масса покоя в рамках релятивистской теории может изменяться, поэто-
му такое разделение не является целесообразным. 1)

Отметим, что выражение (4.50) может быть получено и непо-
средственно из уравнения (4.14). Действительно, умножим обе части

1) Отметим, что и в классической релятивистской механике под кинетиче-
ской энергией также понимается энергия, включающая массу покоя частицы.
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уравнения (4.14) на u∗n (r) и проинтегрируем по объему, в результате
получаем

1
2m0

∫
u∗n (r)

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
+m2

0c
2

]
un (r) dV −

− h̄ωn

2m0c
2

∫
u∗n (r) (h̄ωn − U0 (r))un (r) dV +

+ 1

2m0c
2

∫
U0 (r)u∗n (r) (h̄ωn − U0 (r))un (r) dV = 0.

Учитывая условие нормировки волновых функций (4.21), отсюда сле-
дует выражение (4.50).

Приведенные выше преобразования позволили нам раскрыть фи-
зический смысл слагаемых функции Гамильтона (4.29). Выделив из
w1 плотность энергии электромагнитного поля wf , мы свели урав-
нение (4.32) для функции w1 к уравнению Пойнтинга (4.38). Вос-
пользуемся аналогичным приемом по отношению к уравнению (4.39).
Используя уравнение непрерывности (4.5), получаем

−1
c

∂A

∂t
j + ∂ϕ

∂t
ρ = −1

c

∂A

∂t
j + ∂

∂t
(ϕρ) + ϕ div j = Ej + ∂

∂t
(ϕρ) + div (ϕj) .

Подставляя это выражение в (4.39), получаем

∂w2

∂t
= Eje + ∂

∂t
(q0ϕρ)+

+ div
{

1
2m0

[(
ih̄

∂

∂t
+ q0ϕ

)
ψ∗ ·

(
p − q0

c
A

)
ψ+

+
(
p + q0

c
A

)
ψ∗ ·

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)
ψ

]}
. (4.51)

Сумма выражений (4.37) и (4.51) принимает вид

∂H

∂t
= − c

4π
div [E · B] + 1

4π
∂

∂t
div (ϕE)−

− div
{

1
2m0

[(
−ih̄ ∂

∂t
− q0ϕ

)
ψ∗ ·

(
p − q0

c
A

)
ψ−

−
(
p + q0

c
A

)
ψ∗ ·

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)
ψ

]}
, (4.52)

где H — функция Гамильтона, определяющаяся выражением (4.29)
и имеющая, согласно (4.36) и (4.49), следующий вид:

H = w1 + w2 = wem + wp − q0ϕρ+

+ 1
4π

div (ϕE) + h̄2

4m0
∇ (ψ∗ · ∇ψ + ∇ψ∗ · ψ) . (4.53)

Подставляя (4.53) в (4.52), получаем

∂

∂t
(wem + wp − q0ϕρ) = − c

4π
div [EB] − div J, (4.54)
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где J определяется выражением

J = 1
2m0

[(
−ih̄ ∂

∂t
− q0ϕ

)
ψ∗ ·

(
p − q0

c
A

)
ψ−

−
(
p + q0

c
A

)
ψ∗ ·

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)
ψ

]
+ h̄2

4m0

∂

∂t
(ψ∗ · ∇ψ + ∇ψ∗ · ψ) .

Интегрируя обе части уравнения (4.54) по пространственному объ-
ему V , получаем

d

dt

∫

V

(wem + wp − q0ϕρ) dV = − c

4π

∮

S

[EB] dS −
∮

S

J dS,

где S — поверхность, ограничивающая объем V . Следовательно, если
поток энергии электромагнитного

c

4π

∮
S

[EB] dS и материального
∮
JdS

полей через границу рассматриваемого объема равен нулю, то сохра-
няющейся величиной является полная энергия в объеме V :

E(t) =
∫

V

(wem + wp − q0ϕρ) dV = const. (4.55)

Поскольку энергия частицы Ep =
∫
V

wpdV является суммой кинети-

ческой энергии движения частицы и ее потенциальной энергии во
внешнем поле, то из (4.55) следует, что интегралом движения явля-
ется сумма энергии поля и кинетической энергии движения частицы.
Остановимся на этом более подробно. Используя (4.43), для полной
энергии получаем

E(t) =
∫

V

wem(t)dV +
∫

V

(
ψ∗ ·Kψ +K+ψ∗ · ψ)

dV+

+ h̄2

4m0c
2

d

dt

∫

V

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ

)
dV , (4.56)

т. е. полная энергия является суммой энергии электромагнитного поля
в объеме V

Eem =
∫

V

wemdV ,

кинетической энергии движения частицы

EK =
∫

V

(
ψ∗ ·Kψ +K+ψ∗ · ψ)

dV
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и обменной энергии

Eex(t) = h̄2

4m0c
2

∫

V

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ∂ψ∗

∂t
ψ

)
dV.

Для того чтобы пояснить смысл термина «обменная энергия» вос-
пользуемся разложением волновой функции по собственным функциям
краевой задачи (4.14), тогда

ψ∗ ∂ψ
∂t

+ ∂ψ∗

∂t
ψ =

= i
∑
n,m

a∗n(t)am(t)
∫

V

u∗n (r) (ωn − ωm)um (r) dV exp [i (ωn − ωm) t] .

Если частица находится в одном из собственных состояний un (r)
и не взаимодействует с электромагнитным полем, то сумма энергии
электромагнитного поля и кинетической энергии движения частицы
остается неизменной. Если частица в процессе взаимодействия с элек-
тромагнитным полем переходит из начального состояния ni в момент
времени ti в конечное состояние nf в момент времени tf , то

Eex (tf ) = Eex (ti) = 0.

Следовательно, сумма энергии поля и кинетической энергии движения
частицы в начальный момент времени равна величине указанной суммы
в конечный момент времени. Однако величина Eex(t) на интервале вре-
мени Δt = tf − ti принимает ненулевые значения, что приводит к обмену
энергией между электромагнитным полем и частицей. Энергия электро-
магнитного поля в течение указанного промежутка времени изменяется
на величину, равную изменению кинетической энергии движения части-
цы. Указанные закономерности находятся в соответствии с закономер-
ностями классической электродинамики, согласно которым сумма энер-
гии поля и кинетической энергии движения частиц является интегралом
движения.

4.1.4. Отрицательная вероятность. Приведенное обсуждение
показывает, что аппарат релятивистской квантовой механики суще-
ственно отличается от аппарата нерелятивистской теории. Один из на-
глядных примеров состоит, например, в том, что временная компонента
4-вектора плотности потока, играющая роль плотности вероятности,
не является положительно определенной величиной. Согласуется ли
математический аппарат релятивистской квантовой механики с обще-
физическими представлениями?

Уравнение (4.3) для зарядово-сопряженной частицы (q0 →−q0) име-
ет вид

1
2m0

[(
p + q0

c
A (r, t)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
+ q0ϕ (r, t)

)2
+m2

0c
2

]
ψC (r, t) = 0.

(4.57)
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Как следует из (4.57), под зарядово-сопряженной частицей мы пони-
маем материальный объект, который обладает теми же инерционными
свойствами, что и частицы, т. е. массой m0, и имеет противоположный
заряд −q0. Существование таких дуальных объектов предсказывается
симметриями, присущими полной группе преобразований Лоренца.

Несложно видеть, что уравнение (4.57) совпадает с уравнением
для комплексно сопряженной волновой функции уравнения (4.3). Сле-
довательно, между решениями уравнения (4.3) и решениями уравне-
ния (4.57) существует взаимно-однозначная связь, определяемая соот-
ношением

ψC (r, t) = ψ∗ (r, t) . (4.58)

Мы не будем пока обсуждать вопрос, являются ли уравнения (4.3)
и (4.57) уравнениями различных скалярных материальных полей или
же эти поля, ввиду наличия связи (4.58), являются различными состоя-
ниями одного и того же материального поля. Ответ на этот вопрос
будет получен позже на основе анализа свойств симметрии уравнения
КГФ относительно CPT преобразований.

Краевая задача (4.14) для зарядово-сопряженной частицы принима-
ет вид

1
2m0

[(
p + q0

c
A0 (r)

)2
− 1

c2
(ECn + U0 (r))2 +m2

0c
2

]
vn (r) = 0, (4.59)

т. е. мы полагаем, что зарядово-сопряженная частица взаимодейству-
ет с тем же самым стационарным электромагнитным полем Aμ(x) =
= A

(0)
μ (r). Естественно, что решения краевой задачи (4.59) отлича-

ются от решений краевой задачи (4.14), поскольку, например, если
потенциал ϕ0 (r) является притягивающим для частицы, то он является
отталкивающим для зарядово-сопряженной частицы. Рассчитав спектр
собственных состояний краевой задачи (4.59), мы можем представить
волновую функцию уравнения (4.57) в виде разложения

ψC (r, t)=
∑
n

[
a(+)
n v(+)

n (r) exp
(
−iE

(+)
Cn

h̄
t

)
+a(−)

n v(−)
n (r) exp

(
i
E

(−)
Cn

h̄
t

)]
.

С другой стороны, используя (4.58), получаем

ψC (r, t) =
∑
n

[
a(−)∗
n u(−)∗

n (r) exp
(
−iE

(−)
n

h̄
t

)
+

+ a(+)∗
n u(+)∗

n (r) exp
(
i
E(+)

n

h̄
t

)]
. (4.60)

Учитывая, что два слагаемых в (4.60) являются двумя линейно неза-
висимыми решениями уравнения (4.57) с Aμ(x) = A

(0)
μ (r), несложно

видеть, что отрицательно частотные решения краевой задачи (4.14)
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однозначно связаны с положительно частотными решениями краевой
задачи (4.59):

ψ
(+)
Cn = ψ(−)∗

n ,

где

ψ
(+)
Cn (r, t)=v(+)

n (r) exp
(
−iE

(+)
Cn

h̄
t

)
, ψ(−)

n (r, t)=u(−)
n (r) exp

(
i
E(−)

n

h̄
t

)
.

Следовательно, отрицательно частотный спектр собственных значе-
ний E

(−)
n краевой задачи (4.14) совпадает с положительно частотным

спектром собственных значений E
(+)
Cn краевой задачи (4.59), а соб-

ственные волновые функции указанных двух краевых задач связаны
соотношением u

(−)
n = v

(+)∗
n .

Временная компонента 4-вектора плотности потока в случае части-
цы, подчиняющейся уравнению (4.3), определяется выражением (4.6).
Для зарядово-сопряженной частицы, подчиняющейся уравнению (4.57),
эта компонента имеет вид

ρC (r, t) = 1

m0c
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

C

∂t
ψC − ψ∗

C
∂ψC

∂t

)
+ q0ψ

∗
CϕψC

]
.

Подставляя сюда (4.58), получаем

ρC (r, t) = −ρ (r, t) . (4.61)

Формула (4.61) закладывает основы интерпретации свойств волновой
функции в рамках релятивистских теорий и служит определением
отрицательной вероятности.

Уравнения для волновой функции ψ (r, t) и комплексно сопряжен-
ной волновой функции ψ∗ (r, t) совпадают только в том случае, когда
q0 = 0. Следовательно, в то время как волновая функция нейтраль-
ной частицы может быть действительной или чисто мнимой, волновая
функция частицы, обладающей зарядом, может быть только комплекс-
ной. В случае свободной частицы положительно частотным решениям
краевой задачи (4.14) соответствует положительная плотность вероят-
ности, а отрицательно частотным решениям соответствует отрицатель-
ная плотность вероятности, указывающая на то, что заряд частицы
в этих двух состояниях противоположен. Это дает основания связать
состояния, описываемые волновой функцией ψ(+)

n (r, t), с состояниями
частицы или «положительной частицы», а состояния, описываемые
волновой функцией ψ

(−)
n (r, t) с состояниями «отрицательной части-

цы». Учитывая традиции, сложившиеся в квантовой электродинамике,
возникает естественное желание связать состояния «отрицательной
частицы» с состояниями античастицы. Однако стандартная модель
квантовой электродинамики базируется на уравнении первого порядка
по временной производной, в этом случае отрицательно частотные
решения с неизбежностью являются решениями уравнения для сопря-
женной волновой функции. В случае скалярного поля сопряженная
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волновая функция является комплексно сопряженной. Однако реше-
ния уравнения (4.57) мы связали с зарядово-сопряженной частицей.
Следует отметить, что физические свойства частиц проявляются лишь
в их взаимодействиях с внешними полями, поэтому решения задачи
о движении свободной частицы вряд ли могут служить надежным ба-
зисом для последовательной классификации состояний материального
поля. В силу сказанного в предисловии к настоящей главе становится
ясно, что впоследствии мы свяжем состояния отрицательных частиц
с состояниями зеркальных частиц. Однако зеркальность свойств поло-
жительных и отрицательных частиц может быть проиллюстрирована
лишь на примере решения задач о движении частицы во внешнем поле,
пока мы не перешли к обсуждению указанных задач, мы вынуждены
использовать такую, может быть излишне усложненную, терминоло-
гию. 1)

Как следует из формулы (4.15), в случае свободной частицы по-
ложительно частотные собственные значения являются положитель-
ными числами, а отрицательно частотные — отрицательными. Однако
положительно частотные собственные значения E

(+)
n общей краевой

задачи (4.14) о движении частицы в произвольных стационарных
внешних полях не обязательно являются положительными числами,
а отрицательно частотные E

(−)
n — отрицательными числами. Это

можно продемонстрировать уже на примере свободной частицы. Дей-
ствительно, согласно принципу градиентной инвариантности изменение
потенциалов поля на постоянную величину не приводит к измене-
нию значений наблюдаемых величин, поэтому частица, движущаяся
в области пространства ϕ (r) = ϕ0 = const, ведет себя как свободная.
Однако ее собственные значения определяются теперь выражением

E
(±)
p = q0ϕ0 ±

√
p2c2 +m2

0c
4 . Как видно, при отрицательной величине

U0 = q0ϕ0 положительно частотные собственные значения могут быть
отрицательными числами.

Использование понятия отрицательной вероятности приводит
к принципиально важным закономерностям, определяющим связь
начального и конечного состояний частиц материального поля
в процессах их взаимодействия с внешними полями. Пусть частица,
находящаяся в начальный момент времени в одном из собственных
состояний, определяемых решением стационарной краевой зада-
чи (4.14), взаимодействует с импульсным внешним полем A

(e)
μ (r, t),

т. е. таким, что A
(e)
μ (r, t2) = A

(e)
μ (r, t1) = 0, где моменты времени t1

и t2 определяют начало и конец импульса соответственно. Фундамен-

1) Термин «положительная частица» является сокращением от полного тер-
мина «частица, описываемая положительно частотным решением». Во избе-
жание недоразумений отметим, что этот термин не подразумевает, что заряд
положительной частицы является положительным, поскольку материальная
константа q0 в уравнении (4.3) может иметь произвольный знак.
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тальным физическим принципом является закон сохранения заряда,
поскольку на сегодняшний день не обнаружено процессов, которые
противоречили бы этому закону. Математическая формулировка
закона сохранения заряда непосредственно связана с уравнением
непрерывности. Действительно, интегрируя уравнение непрерывности
по четырехмерному объему Ω = V c (t2 − t1), получаем

∫

V

ρ (r, t2) dV −
∫

V

ρ (r, t1) dV = −
t2∫
t1

∮

S

j (r, t) dS,

где S — поверхность, ограничивающая объем V трехмерного простран-
ства. Если мы устремим V → ∞ и положим, что по окончании взаимо-
действия частица по-прежнему находится в суперпозиции связанных
состояний краевой задачи (4.14), то поверхностный интеграл в правой
части последнего выражения обратится в нуль. Откуда следует закон
сохранения заряда ∫

V

ρ (r, t2) dV =
∫

V

ρ (r, t1) dV ,

где
∫
ρ (r, t) dV =

∑
n

[∣∣a(+)
n (t)

∣∣2 1

m0c
2

∫
u(+)∗
n

(
E(+)

n − q0ϕ
)
u(+)
n dV −

− ∣∣a(−)
n (t)

∣∣2 1

m0c
2

∫
u(−)∗
n

(
E(−)

n + q0ϕ
)
u(−)
n dV

]
. (4.62)

Учитывая условие нормировки волновых функций, получаем∑
n

(∣∣a(+)
n (t2)

∣∣2 − ∣∣a(−)
n (t2)

∣∣2) =
∑
n

(∣∣a(+)
n (t1)

∣∣2 − ∣∣a(−)
n (t1)

∣∣2). (4.63)

Как и в нерелятивистской квантовой механике, величина
∣∣∣a(+)

n (t)
∣∣∣2

имеет смысл вероятности заселения уровня (или населенности состоя-
ния), характеризуемого квантовыми числами n = (n,λ). Учитывая, что
процессы измерения в микромире носят принципиально статистиче-
ский характер, мы можем ввести число положительных

N (+)(t) =
∑
n

∣∣a(+)
n (t)

∣∣2
и отрицательных частиц

N (−)(t) =
∑
n

∣∣a(−)
n (t)

∣∣2 .
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Из (4.63) следует закон изменения числа частиц

N (+)(t2) −N (−)(t2) = N (+)(t1) −N (−)(t1).

Как видно, сохраняющейся величиной является не сумма числа поло-
жительных и отрицательных частиц, а их разность, которая и обес-
печивает сохранение суммарного заряда системы. Действительно, по-
лагая, что в начальный момент времени частица находится в положи-
тельно частотном состоянии, и умножая обе стороны равенства (4.63)
на единичный заряд q0, получаем: q0N (+)(t2) − q0N

(−)(t2) = q0.
Итак, использование понятия отрицательной вероятности дает на-

глядную физическую интерпретацию положительно и отрицательно
частотным решениям уравнения (4.3). Эти два линейно независимых
решения отвечают двум состояниям материального поля, характери-
зующимся одинаковой массой и противоположным зарядом. Очевид-
но, что эти два состояния материального поля обладают различными
физическими свойствами. Принципиально важным является тот факт,
что общее решение уравнения (4.3) является суперпозицией указанных
двух решений. Следовательно, уже в рамках уравнения (4.3) заложена
возможность описания процессов с изменением числа частиц, несмотря
на то что волновая функция, являющаяся решением этого уравнения,
зависит лишь от одного пространственного вектора r, т. е. уравнение,
казалось бы, является одночастичным по своей природе.

4.2. Операторы

Базовым инструментом в квантовой механике, наряду с понятием
волновой функции, является также и понятие оператора. Согласно
общему определению, операторы осуществляют преобразование волно-
вой функции частицы, при этом преобразованная волновая функция
должна относиться к тому же пространству, что и исходная, т. е. опера-
тор осуществляет преобразование гильбертова пространства волновых
функций в себя. Операторы основных физически наблюдаемых величин
являются генераторами преобразований симметрии, т. е. осуществляют
представление группы преобразований Лоренца.

Квантово-механическим операторам ставятся в соответствие на-
блюдаемые значения. Наблюдаемые значения λ являются решениями
уравнения на собственные значения L̂ψλ = λψλ. В рамках теорий,
линейных по оператору p4, квантово-механическое среднее оператора
в состоянии с произвольной волновой функцией определяется про-
странственным интегралом:〈

L̂
〉

=
∫
ψ∗L̂ψ dV. (4.64)

Представляя волновую функцию в виде разложения по полному орто-
нормированному базису собственных функций ψ =

∑
n
anψn, где ψn —
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собственная функция, отвечающая собственному значению ln, для
квантово-механического среднего получаем〈

L̂
〉

=
∑

n

ln |an|2 . (4.65)

Полученное соотношение является следствием условия ортонормиро-
ванности собственных волновых функций, которое в рамках уравне-
ний, линейных по оператору p4, имеет вид:

∫
ψ∗

nψmdV = δnm. Таким
образом, квантово-механическое среднее есть сумма произведений соб-
ственных значений оператора ln в состоянии с волновой функцией ψn,
умноженных на вероятность нахождения частицы в указанном состоя-
нии |an|2.

4.2.1. Билинейные комбинации. Выражение для квантово-
механического среднего можно записать в следующем символическом
виде:

〈
L̂

〉
=

∫
L̂ρ dV , где ρ (r, t) = |ψ (r, t)|2 — плотность вероятности.

В рамках уравнений, квадратичных по оператору p4, плотность
вероятности определяется выражением (4.6), поэтому выражения для
квантово-механических средних будут отличаться от (4.64). Вместе
с тем билинейные комбинации волновой функции и сопряженной
волновой функции вида ψ∗L̂ψ по-прежнему играют важную роль
в аппарате теории. Действительно, примером такой билинейной
комбинации является 4-вектор плотности тока:

j(e)μ (x) = q0
2m0

(
P+

μ ψ
∗ · ψ + ψ∗ · Pμψ

)
,

где Pμ = pμ − q0
c
Aμ. Отметим, что 4-вектор плотности тока j(e)μ свя-

зан с 4-вектором плотности потока материального поля jμ, компонен-
ты которого определяются соотношениями (4.6)–(4.7), соотношением
j
(e)
μ = q0jμ. Как видно из уравнения (3.39), именно 4-вектор плотности
тока j(e)μ (r, t) входит в правую часть уравнений для поля, т. е. опреде-
ляет напряженности электрического и магнитного полей, создаваемых
частицей, находящейся в состоянии с волновой функцией ψ (r, t).

4.2.2. Сохраняющиеся величины. Особую роль в квантовой
механике играют операторы, отвечающие сохраняющимся величи-
нам. В рамках теорий, основанных на уравнениях, линейных по
оператору p4, сохраняющимся величинам отвечают операторы, не
зависящие явно от времени и коммутирующие с гамильтонианом.
Квантово-механические средние таких величин не зависят от времени.
Обсудим специфику сохраняющихся величин для уравнений, квадра-
тичных по оператору p4.
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Несложно видеть, что если оператор L̂ коммутирует с операто-
ром (4.4), имеющим вид

Ẑ = 1
2m0

[(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
+m2

0c
2

]
,

то волновая функция ψ′ = L̂ψ также является решением уравне-
ния (4.3). Поэтому если оператор L̂ коммутирует с оператором уравне-
ния (4.14), то волновая функция

ψ′
n (r, t) = L̂ψn (r, t)

также является решением задачи на собственные значения (4.14),
отвечающим тому же собственному значению, что и ψn (r, t) =
= un (r) exp (−iEnt/h̄). Ввиду ортонормированности собственных вол-
новых функций краевой задачи (4.14) волновая функция ψ′

n (r, t) мо-
жет отличаться от волновой функции ψn (r, t) лишь коэффициентом:

ψ′
n (r, t) = L̂ψn (r, t) = lnψn (r, t).

Таким образом, если оператор L̂ коммутирует с оператором уравне-
ния (4.14), то волновая функция ψn является одновременно собствен-
ной функцией указанной краевой задачи, отвечающей собственному
значению En, и собственной функцией оператора L̂, отвечающей соб-
ственному значению ln.

Запишем уравнение (4.3) в виде

Ẑψ =
(
K̂ − T̂

)
ψ = 0,

где

K̂ = 1
2m0

[(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
+m2

0c
2

]
, T̂ = 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
.

Следовательно, уравнение (4.3) можно переписать в следующем виде:

T̂ψ = K̂ψ.

Подействуем на обе стороны указанного уравнения оператором L̂, тогда
это уравнение примет вид

L̂T̂ψ = L̂K̂ψ. (4.66)

Его можно преобразовать следующим образом:

T̂ L̂ψ = L̂K̂ψ −
[
L̂, T̂

]
ψ.

Уравнение для сопряженной волновой функции ψ∗ имеет вид

T̂+ψ∗ = K̂+ψ∗, (4.67)
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где Ẑ+ — эрмитово-сопряженный оператор. Умножая уравнение (4.66)
слева на ψ∗, а уравнение (4.67) справа на L̂ψ и вычитая затем из
первого уравнения второе, получаем

ψ∗ · T̂ L̂ψ−T̂+ψ∗ · L̂ψ=ψ∗ · L̂K̂ψ−K̂+ψ∗ · L̂ψ−ψ∗ ·
[
L̂, T̂

]
ψ. (4.68)

Напомним, что мы используем обозначение, согласно которому опера-
тор действует лишь на волновую функцию, находящуюся по одну с ним
сторону от точки.

Введем для краткости записи вспомогательный оператор θ̂:

θ̂ = ih̄
∂

∂t
− q0ϕ.

Тогда левую часть последнего соотношения можно преобразовать
к следующему виду:

ψ∗ · θ̂θ̂L̂ψ − θ̂+θ̂+ψ∗ · L̂ψ =

= ih̄

(
ψ∗ ∂θ̂L̂ψ

∂t
+ ∂θ̂+ψ∗

∂t
L̂ψ

)
− q0ϕ

(
ψ∗ · θ̂L̂ψ − θ̂+ψ∗ · L̂ψ

)
=

= ih̄
∂

∂t

(
θ̂+ψ∗ · L̂ψ + ψ∗ · θ̂L̂ψ

)
.

В свою очередь правую часть соотношения (4.68) можно преобразовать
следующим образом:

ψ∗ · L̂K̂ψ − K̂+ψ∗ · L̂ψ − ψ∗ ·
[
L̂, T̂

]
ψ =

= ψ∗ ·
[
L̂, Ẑ

]
ψ + ih̄

2m0
div

[
ψ∗ ·

(
p − q0

c
A

)
L̂ψ −

(
p + q0

c
A

)
ψ∗ · L̂ψ

]
,

где Ẑ — оператор уравнения (4.3). Интегрируя затем обе части урав-
нения по бесконечному пространственному объему и полагая, что ин-
теграл от дивергенции равен нулю, окончательно получаем

ih̄

2m0c
2

d

dt

∫ (
θ̂+ψ∗ · L̂ψ + ψ∗ · θ̂L̂ψ

)
dV =

∫
ψ∗ ·

[
L̂, Ẑ

]
ψ dV. (4.69)

Действуя теперь на обе стороны уравнения (4.67) оператором L̂+

и проводя преобразования, аналогичные вышеприведенным, получаем

ih̄

2m0c
2

d

dt

∫(
θ̂+L̂+ψ∗ · ψ+L̂+ψ∗ · θ̂ψ

)
dV =

∫[
Ẑ+, L̂+

]
ψ∗ · ψ dV. (4.70)

Из (4.69) и (4.70) следует, что если оператор L̂ коммутирует с опе-
ратором Ẑ уравнения (4.3):

L̂Ẑ − ẐL̂ = 0,
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то сохраняющейся является следующая величина:

1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
L̂ψ − ψ∗ ∂L̂ψ

∂t

)
− q0ϕψ

∗L̂ψ
]
dV +

+ 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂L̂+ψ∗

∂t
ψ − L̂+ψ∗ · ∂ψ

∂t

)
− q0ϕL̂

+ψ∗ · ψ
]
dV = const.

(4.71)

В частном случае, когда оператор L̂ является тождественным опе-
ратором: L̂ = q0Î, сохраняющейся величиной является электрический
заряд. В случае когда оператор L̂ = Ê = ih̄ ∂/∂t, последнее выражение
совпадает с выражением (4.48) для энергии частицы.

Пусть волновая функция является суперпозицией собственных
функций:

ψ (r, t) =
∑

n

anψn (r) exp
(
−iEnt

h̄

)
.

Учитывая условие ортонормированности волновых функций (4.21), для
сохраняющейся величины (4.71) получаем

1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂ψ∗

∂t
L̂ψ − ψ∗ ∂L̂ψ

∂t

)
− q0ϕψ

∗L̂ψ
]
dV +

+ 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂L̂+ψ∗

∂t
ψ − L̂+ψ∗ · ∂ψ

∂t

)
− q0ϕL̂

+ψ∗ · ψ
]
dV =

=
∑

n

ln |an|2 =
〈
L̂

〉
. (4.72)

Таким образом, сохраняющейся величиной является квантово-механи-
ческое среднее оператора L̂, определяемое, так же как и в случае
уравнений, линейных по оператору p4, соотношением (4.65).

4.3. Свободная частица

В предыдущих разделах мы показали, что математический аппарат
релятивистской квантовой механики существенно отличается от аппа-
рата нерелятивистской теории, что приводит к изменению представ-
лений о физическом смысле операторов, используемых в рамках этих
теорий, и самой волновой функции. Указанные отличия неизбежно
приводят к изменению представлений о структуре и свойствах частиц и
самого понятия частицы. Базируясь на математических свойствах урав-
нения (4.3), мы уже вкратце обсудили выше возникающие отличия.
Настоящий раздел будет посвящен иллюстрации указанных отличий
на примере модели свободной частицы. Модель свободной частицы
является одной из простейших моделей квантовой механики, поэтому
эта модель имеет как достоинства, так и недостатки. Недостатки этой
модели состоят в том, что реальные свойства частиц проявляются
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лишь в их взаимодействии друг с другом либо с внешними полями.
Достоинства же состоят в том, что простота модели позволяет легко
обобщить полученные результаты на случай более реалистичного на-
чального состояния частицы, представляющего собой волновой пакет,
т. е. пространственно локализованное состояние частицы. Уравнение
КГФ относится к классу волновых уравнений с пространственной дис-
персией, поскольку зависимость волнового вектора от частоты (или
энергии) частицы не является в этом случае линейной. Ниже мы на-
помним вкратце основные методы, используемые для описания распро-
странения пространственно ограниченных волновых пакетов в средах
с пространственной дисперсией.

4.3.1. Линейно независимые решения. Рассмотрим одномерное
движение свободной частицы. Уравнение (4.3) принимает в этом случае
вид

1
2m0

[
h̄2

(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂z2

)
+m2

0c
2
]
ψ(z, t) = 0. (4.73)

Поскольку уравнение (4.73) является уравнением в частных произ-
водных второго порядка как по времени, так и по пространственной
переменной, то при заданной величине энергии частицы E оно имеет
четыре линейно независимых решения, в качестве которых можно
выбрать, например, следующие:

u
(1)
E (z, t) = exp

(
−iEt− pz

h̄

)
, u

(2)
E (z, t) = exp

(
i
Et− pz

h̄

)
, (4.74а)

u
(3)
E (z, t) = exp

(
−iEt+ pz

h̄

)
, u

(4)
E (z, t) = exp

(
i
Et+ pz

h̄

)
, (4.74б)

где энергия E и величина импульса p связаны хорошо известным
соотношением

E =
√
p2c2 +m2

0c
4 . (4.75)

Остановимся на решении u
(1)
E . Выделяя энергию покоя частицы (по-

скольку энергия (4.75) есть полная энергия, включающая, в том числе,
и энергию покоя частицы), получаем

u
(1)
E (z, t) = exp

(
−im0c

2

h̄
t

)
exp

[
−i

(
E −m0c

2
)
t− pz

h̄

]
,

т. е. решение u(1)
E соответствует плоской волне, движущейся в положи-

тельном направлении оси z, с фазовой скоростью

νp = E −m0c
2

p
= c

√
E −m0c

2

E +m0c
2
. (4.76)
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Несложно видеть, что решения (4.74а) соответствуют волнам, распро-
страняющимся в положительном направлении оси z, а решения (4.74б)
соответствуют волнам, распространяющимся им навстречу.

Следует отметить, что собственные волновые функции (4.74) не
обращаются в нуль при z → ±∞, в результате чего возникает необхо-
димость подробнее остановиться на обсуждении условий ортогонально-
сти, при выводе которых мы полагали un (r)|r→∞ = 0. Для связанных
состояний частицы выполнение последнего условия обеспечивается
граничными условиями краевой задачи. Собственные волновые функ-
ции, отвечающие непрерывным собственным значениям, могут иметь
конечные значения во всех точках пространства. Интегрируя соотно-
шение (4.19) по конечному объему V , вместо (4.20) получаем

E2
n −E2

m

2m0c
2

∫

V

u∗n (r, t)um (r, t) dV =

= − h̄2

2m0

∮

S

(u∗n · ∇um − ∇u∗n · um) dS, (4.77)

где S — поверхность, ограничивающая объем V . Отметим, что в слу-
чае трехмерных плоских волн квантовое число n есть совокупность
четырех квантовых чисел n = (p, λ), а собственная волновая функция
имеет вид

un (r, t) = Cn exp
(
−iE

(λ)
p t− pr

h̄

)
. (4.78)

Поверхностный интеграл в правой части (4.77) определяет инте-
гральный поток через поверхность, ограничивающую объем V . Состоя-
ние частицы, задаваемое в виде плоской волны, является модельным
и неразрывно связано с понятием бесконечно большого простран-
ственного объема. Пространственно локализованные состояния частиц
задаются волновыми пакетами, являющимися суперпозицией плоских
волн. Ввиду конечности скорости распространения волнового пакета
для любого конечного времени наблюдения мы всегда можем выбрать
очень большой, но конечный объем, в пределах которого находятся
как исходная, так и все вновь появившиеся частицы. В этом слу-
чае

∮
S

j dS = 0. Обращения в нуль потока через границы интересующего

нас конечного пространственного объема V можно достичь несколь-
кими способами. Во-первых, можно положить, что рассматриваемый
объем ограничен абсолютно непроницаемыми стенками. В этом случае
квантовое число p становится дискретным. Однако при стремлении
величины объема к бесконечности разность энергий двух соседних
уровней стремится к нулю, т. е. спектр становится квазинепрерывным.
Волновые функции дискретных состояний являются в этом случае
суперпозицией двух встречных плоских волн. Например, в одномерном
случае волновая функция un(z) = Cn sin(πnz/L) обеспечивает нуле-
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вые граничные условия в точках z = 0 и z = L. Чтобы сохранить
экспоненциальный вид собственных волновых функций (4.78), можно
воспользоваться периодическими граничными условиями u(L) = u(0).
Эти условия обеспечивают равенство нулю интегрального потока. Соб-
ственные значения импульса p или волнового вектора k = p/h̄ также
являются дискретными и имеют вид

kn =
{
2πn1

L1
,
2πn2

L2
,
2πn3

L3

}
, (4.79)

где Li — размеры объема в направлении осей ei, а ni — целые числа.
Так же как и в предыдущем случае, при стремлении Li → ∞ спектр
становится квазинепрерывным.

В соответствии со сказанным выше, пространство состояний(
n, E(λ)

n

)
свободного скалярного материального поля можно пред-

ставить в виде двух гиперплоскостей в четырехмерном пространстве,
определяющих зависимость собственных значений E

(λ)
p от простран-

ственных квантовых чисел p = (px, py, pz):

E(±)
p = ±

√
p2c2 +m2

0c
4 .

Эти две гиперплоскости (или зоны состояний частицы в случае одно-
мерного движения) представлены графически на рис. 4.1. Одна из зон
отвечает положительно частотным решениям, а вторая — отрицатель-
но частотным. Две зоны состояний частицы отделены друг от друга
запрещенной зоной с энергетической шириной ΔE = 2m0c

2.
Состояния материального поля, отвечающие четырем линейно неза-

висимым решениям (4.74) волнового уравнения, представляются точ-
ками 1, 2, 3, 4 на рис. 4.1. Точка 1 на рис. 4.1 соответствует состоянию
частицы, описываемому волновой функцией u

(1)
E ; как видно, частица

в этом состоянии имеет положительную энергию и распространяется
в положительном направлении оси z. Состояние частицы, изобража-
емой точкой 2 на рисунке, соответствует состоянию, описываемому

волновой функцией u
(2)
E , т. е. имеет ту же по величине, но отрица-

тельную энергию и распространяется в том же направлении, что и
первая. При операции пространственной инверсии частица переходит
из состояний, задаваемых точками 1 и 2, в состояния, задаваемые
точками 3 и 4 с волновыми функциями u(3)

E и u(4)
E соответственно, для

которых p3 = −p1 и p4 = −p2.
Итак, основная специфика структуры состояний свободной реляти-

вистской частицы состоит в том, что она содержит две зоны состояний,
соответствующие положительно и отрицательно частотным решениям.
Эти две зоны состояний отделены друг от друга запрещенной зоной
ΔE = 2m0c

2 и соответствуют частицам, имеющим противоположный
заряд, для идентификации которых мы ввели временно термины поло-
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Рис. 4.1. Зоны положительно (верхняя кривая) и отрицательно (нижняя кри-
вая) частотных состояний, являющиеся сечением гиперплоскостей в четырех-
мерном пространстве состояний, для случая одномерного движения частицы

жительная и отрицательная частица. Действительно, согласно (4.71)
заряд частицы определяется следующим выражением:

q(i) = q0E
(i)
n

m0c
2

∫
u(i)∗

n (r)u(i)
n (r) dV.

Нормируя волновые функции u(i)
n (r), отвечающие собственным значе-

ниям (4.79), условием ∣∣∣E(i)
n

∣∣∣
m0c

2

∫
u(i)∗

n u(i)
n dV = 1,

получаем
q(1, 3) = q0, q(2, 4) = −q0, (4.80)
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поскольку E(1, 3)
n > 0, а E(2, 4)

n < 0. Плотность тока частицы в состоя-
нии, задаваемом точкой 2, противоположна плотности тока частицы
в состоянии 1, так как из (4.7) получаем: j(2) = −j(1) (при том же
знаке константы q0). Это также свидетельствует о том, что заряды
частиц, находящихся в состояниях 1 и 2, противоположны, поскольку
частицам, двигающимся в одном и том же направлении, но имеющим
противоположный заряд, соответствует ток разного знака.

Отметим, что все четыре решения (4.74а, б) являются решениями
одного и того же уравнения (4.73). В рамках волновых уравнений,
линейных по оператору p4, отрицательно частотные решения либо не
возникают, либо связываются с решением уравнения для сопряженной
волновой функции. Как мы отмечали в предисловии к настоящей главе,
одна из мотиваций перехода от волновых уравнений второго порядка
к волновым уравнениям, включающим лишь первую временную про-
изводную, состоит в том, что величина отрицательно частотных соб-
ственных значений уменьшается с ростом величины импульса. Однако,
как мы показали выше, энергия частицы в рамках релятивистской
теории определяется выражением (4.45), которое в случае свободной
частицы принимает вид

E = E(i)2
n

m0c
2

∫
u(i)∗

n (r)u(i)
n (r) dV ,

т. е. является положительной как для положительно частотной, так
и для отрицательно частотной зоны состояний. 1)

4.3.2. Волновые пакеты. При анализе задач рассеяния, т. е. задач
о движении частицы с энергией, принадлежащей сплошному спектру
состояний, состояние падающей частицы задается, как правило, в ви-
де плоской волны. Однако состояния частиц в виде плоских волн
в значительной мере являются математической идеализацией. Разло-
жение волновой функции по плоским волнам приводит к необходимо-
сти интегрирования по бесконечному пространственному объему, что
неизбежно связано с появлением расходящихся интегралов, напри-
мер дельта-функции. Более удобными являются состояния, задаваемые
в виде пространственно ограниченных волновых пакетов, поскольку
в этом случае расходящихся интегралов не возникает, и, как результат,
получаются строгие количественные соотношения между параметрами

1) В случае свободной частицы, говоря о положительно и отрицательно ча-
стотных решениях, мы имеем в виду знак фазы временных экспонент в (4.74).
По сложившейся традиции положительно частотными называют решения вида
exp(−iEt/h̄). Однако поскольку E в этих формулах имеет размерность энер-
гии, то, как мы отмечали выше, иногда бывает удобно говорить о собственных
значениях краевых задач как об энергии состояния. В этом случае одна из
двух гиперплоскостей E

(λ)
p отвечает отрицательной энергии. В дальнейшем

мы будем использовать, в основном, термин «отрицательно и положительно
частотная зона», который позволит избежать недоразумений.



124 Гл. 4. Релятивистская скалярная частица

падающей и рассеянных частиц. Однако преимущества использования
волновых пакетов не ограничиваются лишь соображениями удобства.
Задание состояния частицы в виде волнового пакета приводит к появ-
лению новой характеристики материального поля — групповой скоро-
сти. Как мы покажем в последующих главах, использование понятия
групповой скорости позволяет дать наглядную физическую интерпре-
тацию целого ряда явлений, придавая их описанию форму строгой
математической теории.

В соответствии с результатами раздела 4.1.2, волновая функция
частицы, энергия которой принадлежит непрерывному спектру состоя-
ний, имеет вид

ψ (r, t) =
∫
a (n, t)ψn (r, t) dn,

где ψn (r, t) — собственные волновые функции стационарной задачи,
отвечающие собственному значению En. Задавая начальное состояние
частицы, т. е. ψ (r, 0) и ∂ψ (r, 0) /∂t, мы определяем

a (n, 0) = 1

m0c
2

∫
ψ∗

n (r, 0)
[
1
2

(
ih̄
∂ψ

∂t
(r, 0) + Enψ (r, 0)

)
− Uψ (r, 0)

]
dV.

При решении стационарных задач рассеяния a (n, t) = a (n, 0). В неста-
ционарном случае мы должны решать уравнения для амплитуд (4.27).
Для простоты изложения мы полагали, что спектр состояний падаю-
щего волнового пакета относится к одной гиперповерхности состояний,
и потому использовали трехмерное квантовое число n. Для свободной
частицы, например,

ψp (r, t) = Cp exp
(
i
pr − E (p) t

h̄

)
.

Падающий волновой пакет имеет, как правило, вид: ψ (r, 0) =
= f (r) exp (ip0r), где p0 — импульс падающей частицы, а f (r)
является пространственно локализованной функцией с характерным
размером d. Тогда для свободной частицы получаем

ψ (r, t) =
∫
a (p − p0) exp

(
i
pr − E (p) t

h̄

)
dp.

В случае p0d� h̄ можно воспользоваться разложением

E (p) = E (p0) + ∂E

∂p

∣∣∣
p=p0

(p − p0) + . . .

Как видно, характер пространственно временной эволюции волнового
пакета зависит от групповой скорости

vg = ∂E

∂p
(p0) .

Следовательно, в то время как пространственно-временная эволюция
материального поля в виде плоской волны определяется лишь фазовой
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скоростью, определяемой соотношением (4.76), т. е. зависит лишь от
E (p0), характер эволюции волнового пакета зависит также и от на-
клона ∂E/∂p гиперповерхности состояний в точке p0.

При анализе стационарных задач рассеяния удобно воспользоваться
эквивалентным альтернативным подходом. Проиллюстрируем его на
примере одномерных задач рассеяния, для интерпретации решений ко-
торых в основном и будут использоваться состояния частиц в виде вол-
новых пакетов. Пусть нам известны собственные решения одномерной
краевой задачи (4.14) с Aμ (r, t) = Aμ(z). Поскольку уравнение (4.14)
является уравнением второго порядка по пространственной производ-
ной, то каждому значению E отвечают два линейно независимых
решения, например uE(z) и vE(z). Одно из них соответствует случаю,
когда падающая частица распространяется слева направо, а второе —
в противоположном направлении. Поскольку уравнение КГФ является
линейным, то любая суперпозиция решений uE(z) с произвольными
коэффициентами a(E) также является решением указанной задачи.
Следовательно, волновая функция

ψ(z, t) =
∫
a(ω)uω(z) exp(−iωt)dω

является решением нестационарной краевой задачи с тем же потенциа-
лом поля Aμ(z), где ω = E/h̄. Пусть нам известен временной профиль
падающего волнового пакета в какой-либо точке z0:

ψ (z0, t) = A(t) exp (−iω0t) , (4.81)

тогда
a(ω) = 1

2πuω (z0)

∫
A(t) exp [i (ω − ω0) t] dt.

Как правило, потенциальная энергия при z → ±∞ обращается в нуль
или выходит на постоянное значение, поэтому удобно полагать, что
точка z0 находится в области пространства, где потенциальная энергия
почти постоянна. При анализе одномерных задач рассеяния мы будем
полагать, что U(z → −∞) = 0, поэтому в качестве точки z0 можно
выбрать произвольную точку, лежащую в области U(z) ≈ 0. Как мы
увидим позже, результаты расчета значений наблюдаемых величин от
выбора z0 не зависят.

Временной профиль импульса во всех точках z > z0 определяется
выражением

ψ(z, t)|z>z0
=

∫
a(ω) uω(z)

uω (z0)
exp(−iωt)dω, (4.82)

где

a(ω) = 1
2π

∫
ψ0 (z0, t) exp (iωt) dt = 1

2π

∫
A(t) exp [i (ω − ω0) t] dt. (4.83)
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Например, в случае свободной частицы получаем

ψ(z, t)|z>z0
=

∫
A(ω) exp [iκ(ω) (z − z0) − iωt] dω,

где

κ(ω) =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
= 1

c

√
ω2 − m2

0c
4

h̄2
= 1

c

√
ω2 − k2Cc

2 ,

здесь λC = 2π/kC — комптоновская длина волны и

kC = m0c/h̄.

Наиболее реалистичной и удобной в практических приложениях
является гауссова форма падающего импульса:

A(t) = A0 exp
[
− (t− t0)

2

2τ 20
− i

α (t− t0)
2

2

]
, (4.84)

которая позволяет ввести характерную длительность импульса τ0 и
параметр фазовой модуляции α, определяющий различие значений
мгновенной частоты ω(t) = ω0 + α (t− t0) на фронте и в хвосте им-
пульса. В этом случае

ψ(z, t) = A0τ0√
2π (1 + iατ 20 )

exp (−iω0t)×

×
∫

exp
[
− (ω − ω0)

2 τ 20

2
(
1 + iατ 20

) + iκ(ω) (z − z0) − i (ω − ω0) (t− t0)
]
dω. (4.85)

Если средняя энергия падающего волнового пакета (т. е. энергия части-
цы в точке z = z0) существенно превышает неопределенность, связан-
ную с конечной длительностью импульса τ0, то выполняется условие

ω0 � ω − ω0 ≈ 1
τ0
.

В этом случае мы можем разложить κ(ω) вблизи точки ω = ω0 в сте-
пенной ряд:

κ(ω) = κ (ω0) + ∂κ

∂ω

∣∣∣
ω=ω0

(ω − ω0) + 1
2
∂2κ

∂ω2

∣∣∣∣
ω=ω0

(ω − ω0)
2 + . . . (4.86)

Подставляя разложение (4.86) в (4.85), получаем

ψ(z, t) = A0 exp [iκ0 (z − z0) − iω0t]√
1− iκ′′

0 τ
−2
0 (z − z0) (1 + iατ 20 )

×

× exp

[
−

(
t− κ′

0z
)2 (

1 + iατ 20
)

2τ 20
[
1− iκ′′

0 τ
−2
0 (z − z0)

(
1 + iατ 20

)]]
, (4.87)
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где
κ0 = κ (ω0) , κ′0 = ∂κ

∂ω

∣∣∣
ω=ω0

, κ′′0 = ∂2κ

∂ω2

∣∣∣∣
ω=ω0

(4.88)

и мы положили
κ′0z0 − t0 = 0.

Несложно видеть, что решение (4.87) представляет собой волно-
вой пакет, фазовая скорость распространения которого определяется
пространственно-временной зависимостью первой экспоненты в (4.87),
а групповая скорость — второй. Выделяя энергию покоя частицы, для
фазовой скорости получаем

vp = ω0 − ckC

κ0
= c

√
ω0 − ckC

ω0 + ckC
. (4.89)

Групповая скорость распространения волнового пакета определяется
выражением

vg = 1
κ′
0

=
(
∂κ

∂ω

∣∣∣
ω=ω0

)−1

= ∂E

∂p

∣∣∣
E=E0

= c
pc√

p2c2 +m2
0c

4
. (4.90)

Как видно, величины фазовой и групповой скоростей свободной ча-
стицы всегда меньше скорости света и стремятся к скорости света
в ультрарелятивистском пределе: E � m0c

2.
Модуль квадрата волновой функции имеет вид

|ψ(z, t)|2 = |A0|2√
(1 + ακ′′

0 (z − z0))
2 +

(
κ′′
0 τ

−2
0

)2
(z − z0)

2
×

× exp

⎡⎢⎣− (
t− κ′

0z
)2

τ 20

[(
1 + ακ′′

0 (z − z0)
)2

+
(
κ′′
0 τ

−2
0

)2
(z − z0)

2
]
⎤⎥⎦. (4.91)

Таким образом, падающий волновой пакет расплывается по мере его
распространения:

τ (z) = τ0

√
(1 + ακ′′0 (z − z0))

2 +
(
κ′′0 τ

−2
0

)2
(z − z0)

2 . (4.92)

Расстояние, на котором длительность волнового пакета, не обладающе-
го фазовой модуляцией (α = 0), увеличивается в

√
2 раз, называется

дифракционной длиной и определяется выражением

ld = τ 20
κ′′
0
. (4.93)

Фазово-модулированный волновой пакет также расплывается, если
α > 0. Однако если α < 0, то сначала длительность волнового пакета
уменьшается до значения τmin, а затем импульс начинает расплы-
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ваться. Минимальное значение длительности импульса достигается на
длине компрессии

lc = τ 20
κ′′
0

|α| τ 20(
1 + α2τ 40

) (4.94)

и имеет величину
τmin = τ0√

1 + α2τ 40

. (4.95)

Длина дифракционного расплывания фазово-модулированного импуль-
са с положительным α > 0 определяется выражением

l
(1)
d = τ 20

κ′′
0

√
1 + 2α2τ 40 − ατ 20

1 + α2τ 40
, (4.96)

при α < 0 получаем

l
(2)
d = τ 20

κ′′
0

√
1 + 2α2τ 40 + |α| τ 20

1 + α2τ 40
. (4.97)

При α = 0 формулы (4.96) и (4.97) совпадают с (4.93).
Поскольку согласно (4.90) групповая скорость определяется про-

изводной ∂E/∂p, мы видим, что групповые скорости положительной
частицы в состоянии, задаваемом точкой 1, и отрицательной частицы
в состоянии, задаваемом точкой 2, положительны, а групповая скорость
положительной частицы в состоянии 3 и отрицательной частицы в
состоянии 4 отрицательны.

4.3.3. Зеркальные частицы и темная материя. В разделе 4.1.2,
обсуждая общее решение уравнения (4.3), мы представили его в виде
суммы двух слагаемых (4.17), различающихся своими временными
экспонентами. Такое разделение подчеркивает тот факт, что уравне-
ние (4.3) является уравнением второго порядка по временной произ-
водной, поэтому общее решение уравнения зависит от двух линейно
независимых временных функций, которые при решении стационарных
задач имеют экспоненциальный вид. Однако уравнение (4.3) является
уравнением второго порядка и по пространственным производным, по-
этому, например, в одномерном случае при фиксированной энергии ча-
стицы мы имеем также и два линейно независимых пространственных
решения. При движении частицы в трехмерном сферически симметрич-
ном поле волновая функция частицы представляется в виде разложения
по шаровым функциям:

ψ (r) =
∑

l

Rl(r)Ylm(θ, ϕ),
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а для радиальной волновой функции R(r) мы получаем дифференци-
альное уравнение второго порядка, которое также имеет два линейно
независимых решения. 1)

Решения, соответствующие двум линейно независимым временным
функциям, мы связали с состояниями «положительных» и «отрица-
тельных» частиц. Приводит ли учет четырех линейно независимых
решений, например (4.74а, б), к появлению новых состояний мате-
риального поля, т. е. является ли обоснованным введение терминов
«положительная» и «отрицательная» частица для характеризации со-
стояний скалярного материального поля? Проиллюстрируем ответ на
этот вопрос на примере одномерных задач рассеяния.

Пусть частица взаимодействует с внешним стационарным скаляр-
ным полем следующего вида:

ϕ(z) =
{

0, z < 0,
ϕ0, z � 0.

Уравнение (4.3) для волновой функции частицы ψ(+)(z) и зарядово-
сопряженной частицы ψ(−)(z) имеет в этом случае вид⎡⎣ d2

dz2
+

(
E − U (±)(z)

)2 −m2
0c

4

h̄2c2

⎤⎦ψ(±)(z) = 0, (4.98)

где U (±)(z) = ±q0ϕ(z). Положительно частотные решения стационар-
ного уравнения имеют хорошо известный вид

u(±)(z) =

{
exp(iκz) + r

(±)
1 exp(−iκz), z < 0,

t
(±)
1 exp

(
ik(±)z

)
, z � 0,

(4.99)

где

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
, k(±) =

√
(E ∓ U0)

2 −m2
0c

4

h̄c
, U0 = q0ϕ0.

1) Отметим здесь, что в нерелятивистском случае при решении краевых
задач для радиальной волновой функции, отвечающей дискретному спектру
состояний, из двух линейно независимых решений оставляют лишь одно, удо-
влетворяющее условиям конечности волновой функции одновременно в нуле и
на бесконечности [41]. В релятивистском случае из двух линейно независимых
решений, отвечающих дискретному спектру, также оставляют одно. Однако,
как известно [42, 43], в релятивистском случае это решение удовлетворяет
лишь условию конечности волновой функции на бесконечности, поскольку
волновые функции состояний с l = 0 являются расходящимися в нуле. В обоих
случаях волновые функции сплошного спектра выбираются из соображений
равенства нулю интегрального потока на бесконечности. Однако в задачах
рассеяния учитываются оба решения, одно из которых соответствует расходя-
щимся, а другое сходящимся сферическим волнам.

5 А.В. Андреев
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Амплитудные коэффициенты отражения r(±)
1 и прохождения t(±)

1 опре-
деляются из условий непрерывности волновой функции и ее производ-
ной в точке z = 0 и имеют вид

r
(±)
1 = κ− k(±)

κ+ k(±)
, t

(±)
1 = 2κ

κ+ k(±)
.

Учитывая результаты рассмотрения, проведенного в разделе 4.1.3, об-
щее решение уравнения для частицы имеет, например, вид

ψ
(+)
1 (z, t) = Au(+)(z) exp

(
−iE

h̄
t
)

+Bu(−)∗(z) exp
(
i
E

h̄
t
)
, (4.100)

где A и B — постоянные коэффициенты.
Как видно из асимптотической формы решений (4.99), эти решения

соответствуют краевой задаче, когда частица или зарядово-сопряжен-
ная частица в начальный момент времени находятся в полупростран-
стве z < 0, например в точке z = −∞. Спектры собственных значений
частицы E

(+)
p и зарядово-сопряженной частицы E

(−)
p в этом случае

совпадают и определяются условием∣∣E(±)
p

∣∣ � m0c
2.

Второе линейно независимое решение уравнений (4.98) отвеча-
ет начальному состоянию частицы и зарядово-сопряженной частицы
в полупространстве z > 0, например z = ∞. Положительно частотные
решения этой задачи имеют вид

v(±)(z) =

{
exp

(−ik(±)z
)

+ r
(±)
2 exp

(
ik(±)z

)
, z � 0,

t
(±)
2 exp(−iκz), z < 0,

где амплитудные коэффициенты отражения и прохождения определя-
ются теперь выражениями

r
(±)
2 = k(±) − κ

k(±) + κ
, t

(±)
2 = 2k(±)

k(±) + κ
.

Общее решение для зарядово-сопряженной частицы принимает в этом
случае вид

ψ
(−)
2 (z, t) = Av(−)(z) exp

(
−iE

h̄
t
)

+Bv(+)∗(z) exp
(
i
E

h̄
t
)
. (4.101)

Сравнение двух полученных решений показывает, что между ними
имеются принципиальные различия.

Во-первых, спектр собственных значений частицы определяется
теперь выражением

∣∣∣E(+)
p − U0

∣∣∣ � m0c
2 и не совпадает со спектром

собственных значений зарядово-сопряженной частицы, определяемым
выражением

∣∣∣E(−)
p + U0

∣∣∣ � m0c
2.
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Во-вторых, решения (4.100) и (4.101) не являются комплексно со-
пряженными друг другу. Комплексно сопряженными являются лишь
решения ψ

(−)∗
2 = ψ

(+)
2 , что вполне естественно, поскольку решения

ψ
(±)
1 и ψ(±)

2 являются линейно независимыми решениями двух различ-
ных краевых задач для двух различных уравнений (4.98).

В-третьих, состояния материального поля в полупространствах
z < 0 и z > 0 не являются эквивалентными. Действительно, на рис. 4.2
показаны гиперплоскости состояний частицы Γ(±)

1 и зарядово-сопря-
женной частицы Γ(±)

3 в полупространстве z < 0 и гиперплоскости
состояний частицы Γ(±)

2 и зарядово-сопряженной частицы Γ(±)
4 в полу-

пространстве z > 0. Несложно видеть, что если наблюдатель находится
в полупространстве z < 0, то он никогда не сможет зарегистриро-
вать частиц, состояния которых определяются частью гиперповерх-
ности Γ(−)

2 , лежащей выше пунктирной линии, несмотря на то что
отрицательные частицы в полупространстве z > 0 могут занимать
указанные состояния. С другой стороны, наблюдатель, находящийся
в полупространстве z > 0, никогда не сможет зарегистрировать частиц,
состояния которых определяются частью гиперповерхности Γ(+)

1 , лежа-
щей ниже пунктирной линии. Аналогичные соотношения имеют место
и для состояний зарядово-сопряженной частицы, как это проиллюстри-
ровано на рис. 4.2б. Таким образом, для наблюдателей, производящих
свои измерения в областях пространства, отделенных друг от друга
скачком потенциала, существует состояние «темной» материи, которую
они не могут зарегистрировать, не выходя за область скачка потенциа-
ла. Следует отметить, что состояния частиц, лежащих на гиперплоско-
сти Γ(+)

1 ниже пунктирной линии, и состояния отрицательных частиц,
лежащих на гиперплоскости Γ(−)

2 выше пунктирной линии, зеркально
симметричны и связаны с двумя линейно независимыми простран-
ственными решениями уравнения (4.98). Это дает основания говорить
о состоянии зеркальных частиц. Как видно из рис. 4.2, симметрия
волновых функций указанных состояний обнаруживается лишь при
одновременном использовании операции комплексного сопряжения и
пространственной инверсии. При этом операция пространственной ин-
версии указывает на то, что эти два состояния отвечают двум линейно
независимым пространственным решениям, а операция комплексного
сопряжения указывает на то, что эти два состояния относятся к раз-
личным зонам состояний. Пока мы ограничимся приведенным выше по-
луинтуитивным определением состояния «зеркальных частиц». Более
глубокие физические обоснования использования указанного термина
для характеризации состояний скалярного материального поля, отве-
чающих указанной симметрии, будут приведены в следующей главе.

Следует отметить, что состояния материального поля в виде «по-
ложительных» и «отрицательных» частиц, или частиц и зеркальных
частиц, могут существовать одновременно в рамках одночастичной

5*
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Рис. 4.2. Гиперплоскости состояний частицы Γ(±)
1 и зарядово-сопряженной

частицы Γ(±)
3 в полупространстве z < 0 и гиперплоскости состояний частицы

Γ(±)
2 и зарядово-сопряженной частицы Γ(±)

4 в полупространстве z > 0

теории только тогда, когда уравнение движения является уравнени-
ем второго порядка как по пространственной, так и по временной
производным. В процессе развития квантовой механики были пред-
приняты многочисленные попытки избежать введения понятия отри-
цательной вероятности. 1) Математическая основа соответствующих

1) Современный и детальный обзор развития квантовой механики можно
найти в книге Вайнберга [20], в которой, правда, затрагиваются в основном,
работы, касающиеся развития квантовой электродинамики, лежащей в основе
современной теории квантованных полей. Ряд дополнительных ссылок, касаю-
щихся непосредственно развития представлений квантовой механики и кван-
товой теории поля, можно найти, например, в книгах Бома [44], Давыдова [45]
и других учебных пособиях. Историю развития представлений квантовой ме-
ханики можно проследить по работам Дирака (см. собрание научных трудов
П.А.М. Дирака [46]).
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исследований состоит в том, что оператор волнового уравнения КГФ

D(2) = 1

c2
∂2

∂t2
− Δ + m2

0c
2

h̄2
с помощью тех или иных преобразований

можно факторизовать, т. е. представить в виде произведения двух опе-

раторов, например, D(2) = D
(1)
+ D

(1)
− , где D

(1)
± = 1

c

∂

∂t
± ααααααααα∇ ± im0c

h̄
β,

а ααααααααα и β — матрицы Дирака. Такие преобразования, действительно,
приводят к тому, что временная компонента 4-вектора плотности тока
становится положительно определенной величиной. Однако при этом
четыре линейно независимых решения (4.74а, б) (или, точнее, их ана-
логи) становятся двумя парами линейно независимых решений двух
различных уравнений: D(1)

+ ψ+ = 0 и D
(1)
− ψ− = 0. Следовательно, ана-

лиз взаимодействия частиц, состояния которых описываются собствен-
ными волновыми функциями указанных двух различных уравнений,
строго говоря, должен проводиться в рамках двухчастичной теории.
Принципиальное физическое следствие состоит в том, что в рамках
таких теорий процессы переноса энергии материального поля из обла-
сти пространства, где ϕ(z) = 0, в область пространства, где ϕ(z) = ϕ0,
и обратные им процессы переноса в общем случае неэквивалентны,
поскольку эти два процесса описываются решениями двух различных
математических уравнений. В этом и состоит одно из основополагаю-
щих различий уравнений квантовой механики, основанных на линей-
ных или квадратичных по оператору временной производной.

4.4. CPT -преобразования уравнений для частицы,
взаимодействующей с внешним электромагнитным

полем

Анализ решений уравнения (4.3), основанный пока лишь на реше-
ниях задачи о свободном движении частицы, уже показал качествен-
ное отличие топологии пространства состояний частицы, определяе-
мой математическими свойствами решений указанного уравнения, от
топологии пространства состояний частицы, описываемой каким-либо
уравнением, включающим лишь первую временную производную. Есте-
ственно, что это отличие должно найти свое отражение и в симметрий-
ных свойствах уравнений по отношению к пространственно-временным
преобразованиям.

Традиционно обсуждение операций преобразования пространствен-
ной инверсии, обращения времени и зарядового сопряжения непосред-
ственно примыкает к обсуждению собственной ортохронной подгруп-
пы преобразований Лоренца, которое мы провели в гл. 3, поскольку
вместе они составляют полную группу преобразований Лоренца. Од-
нако мы намеренно отказались от этого принципа изложения по ряду
причин. Во-первых, свойства CPT -симметрии уравнений для свобод-
ной частицы кардинально отличаются от свойств CPT -симметрии для
частицы, взаимодействующей с электромагнитным полем. Во-вторых,
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обсуждение этих преобразований без предварительного анализа спе-
цифики классификации состояний частиц имело бы более абстрактно
математический вид. В-третьих, анализ этих преобразований в на-
стоящем разделе дает нам возможность, не повторяясь, продолжить
обсуждение специфики состояний частиц, подчиняющихся уравне-
нию (4.3).

Уравнение свободной релятивистской частицы

1
2m0

[
h̄2

(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂r2

)
+m2

0c
2

]
ψ (r, t) = 0 (4.102)

инвариантно относительно замен r → −r, t→ −t и ψ (r, t) → ψ∗ (r, t),
поэтому если функция ψ0 (r, t) является решением уравнения свобод-
ной частицы, то решениями являются и функции

ψ0 (r, t) , ψ0 (−r, t) , ψ0 (r, −t) , ψ0 (−r, −t) ,
ψ∗
0 (r, t) , ψ∗

0 (−r, t) , ψ∗
0 (r, −t) , ψ∗

0 (−r, −t) . (4.103)

Таким образом, уравнение (4.102) является CPT -инвариантным, т. е.
инвариантным относительно преобразований пространственной инвер-
сии (P ), обращения времени (T ) и зарядового сопряжения (C).

Уже одно перечисление (4.103) преобразованных волновых функ-
ций, одновременно являющихся решениями уравнения (4.102), пока-
зывает, что количество преобразований симметрии уравнений, вклю-
чающих вторую производную по времени, превышает количество пре-
образований симметрии любых уравнений, включающих лишь первую
временную производную.

Вместе с тем несложно видеть, что уравнение движения частицы,
взаимодействующей с внешним электромагнитным полем,

1
2m0

[(
p − q0

c
A (r, t)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ (r, t)

)2
+m2

0c
2

]
×

× ψ (r, t) = 0, (4.104)

в общем случае свойством CPT -инвариантности не обладает.
Поскольку реальные свойства частиц проявляются лишь в их

взаимодействиях с внешними полями, то свойства симметрии урав-
нения (4.104) по отношению к указанным преобразованиям пред-
ставляют гораздо более значительный интерес, чем свойства сим-
метрии уравнения (4.102). Естественно, что симметрийные свойства
взаимодействующих полей зависят от симметрийных свойств каждо-
го из них. Здесь, однако, мы будем полагать, что внешнее элек-
тромагнитное поле является заданным, и будем анализировать, как
симметрия заданного внешнего электромагнитного поля влияет на
симметрийные свойства волновой функции частиц, подчиняющихся
уравнению (4.104).
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4.4.1. Пространственная инверсия, обращение времени и за-
рядовое сопряжение. При преобразованиях зарядового сопряжения,
пространственной инверсии и обращения времени уравнение (4.104)
принимает вид

1
2m0

[(
p′ − q′

c
A′ (r′, t′)

)2

− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t′
− q′ϕ′ (r′, t′)

)2
+

+m2
0c

2

]
ψ′ (r′, t′) = 0. (4.105)

Если дифференциальный оператор уравнения (4.105) с помощью ука-
занных выше преобразований приводится к виду дифференциального
оператора уравнения (4.104), то волновая функция ψ′ (r′, t′) является
одновременно и решением уравнения (4.104). Анализ симметрийных
свойств уравнения (4.104) состоит в определении условий, при которых
такие преобразования возможны.

Выше мы отмечали, что волновая функция частицы с ненуле-
вым зарядом является комплексной, поэтому, например, операции
ψ (r, t) → ψ (−r, t) или ψ (r, t) → ψ∗ (r, −t), не меняющие частотность
решения, отражают симметрию состояний материального поля, относя-
щихся к одной и той же зоне состояний. С другой стороны, преобразо-
вания ψ (r, t) → ψ (r, −t) и ψ (r, t) → ψ∗ (r, t), меняющие частотность
решения, отражают наличие симметрии в состояниях материального
поля, относящихся к различным зонам состояний. Учитывая эти сооб-
ражения, несложно догадаться, что число преобразований симметрии
волновых уравнений со второй производной по времени удваивается
по сравнению с числом преобразований симметрии уравнений, линей-
ных по оператору временной производной. В этом состоит специфика
CPT -преобразований релятивистского уравнения (4.104).

Определим операцию пространственной инверсии как P1ψ (r, t) =
= ψ (−r, t), а операцию обращения времени — как T1ψ (r, t) =
= ψ (r, −t). Несложно видеть, что оператор уравнения (4.105) воз-
вращается к исходному виду (4.104), если выполняются следующие
условия:

P1 : A′ (−r, t) = −A (r, t) , ϕ′ (−r, t) = ϕ (r, t) , (4.106)

T1 : A′ (r, −t) = A (r, t) , ϕ′ (r, −t) = −ϕ (r, t) . (4.107)

В обоих случаях векторы напряженности электрического и магнитного
полей преобразуются одинаково:

P1 : E′ (−r, t) = −E (r, t) , B′ (−r, t) = B (r, t) ,
T1 : E′ (r, −t) = −E (r, t) , B′ (r, −t) = B (r, t) .

Полученные условия имеют наглядную интерпретацию, если обратить-
ся к рис. 4.1. Преобразование ψ (r, t) → ψ (−r, t) переводит начальное
состояние частицы из точки 1 в точку 3. В случае движения свободной
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частицы изменение начального импульса частицы на противоположный
не приводит к изменению характера движения частицы. В случае же
частицы, движущейся во внешнем поле, характер движения не меняет-
ся, если одновременно с изменением начального импульса изменить на
противоположное направление вектора напряженности электрического
поля и оставить неизменным направление магнитного поля.

В случае движения частицы в одномерном потенциальном поле ϕ(z)
операция пространственной инверсии устанавливает связь между вол-
новыми функциями, являющимися решениями двух задач рассеяния
частиц потенциальным барьером q0ϕ(z), в первом случае частица нале-
тает на барьер справа, а во втором — слева. Действительно, частицы,
находящиеся в состояниях u(1)(z, t) и u(3)(z, t), движутся навстречу
друг другу. Такая симметрия имеет место лишь в том случае, ко-
гда потенциальный барьер является пространственно симметричным:
U(z) = U(−z).

При преобразовании ψ (r, t) → ψ (r, −t) начальное состояние пере-
ходит из точки 1 в точку 4, относящуюся к отрицательно частотной
зоне состояний. Как видно из формул (4.74), частица, находящаяся в
состоянии 4, движется в направлении, противоположном направлению
движения частицы в состоянии 1. Симметрия между волновыми функ-
циями частицы и зеркальной частицы возможна лишь в случае, ко-
гда потенциальное поле является антисимметричным: ϕ(z) = −ϕ(−z).
Впрочем, необходимость выполнения указанных условий наглядно вид-
на из рис. 4.2. Действительно, симметрия между волновой функцией
частицы, находящейся в начальный момент в состоянии u(1)(z, t),
и волновой функцией зеркальной частицы, находящейся в начальный
момент в состоянии u(4)(z, t), может возникнуть лишь тогда, когда
мы опустим пространственный профиль запрещенной зоны на вели-
чину U0/2 во всем пространстве. Следует отметить, что указанное
преобразование симметрии позволяет установить связь различных фи-
зических процессов, а не симметрию в движении какой-то выделен-
ной частицы, поскольку, например, начальное состояние с волновой
функцией u(1)(z, t) соответствует состоянию «частицы», а состояние
с волновой функцией u(4)(z, t) — состоянию «зеркальной частицы».
Вместе с тем обе они являются компонентами единого материального
поля, волновая функция которого подчиняется уравнению (4.3).

Определим теперь операции пространственной инверсии и обраще-
ния времени следующими соотношениями:

P2ψ (r, t) = ψ∗ (−r, t) , T2ψ (r, t) = ψ∗ (r, −t) .
В этом случае оператор уравнения (4.105) принимает исходную форму
при выполнении условий

P2 : A′ (−r, t) = A (r, t) , ϕ′ (−r, t) = −ϕ (r, t) , (4.108)

T2 : A′ (r, −t) = −A (r, t) , ϕ′ (r, −t) = ϕ (r, t) . (4.109)



4.4. CPT -преобразования уравнений для частицы 137

Векторы напряженности электрического и магнитного поля преобразу-
ются в этом случае следующим образом:

P2 : E′ (−r, t) = E (r, t) , B′ (−r, t) = −B (r, t) ,
T2 : E′ (r, −t) = E (r, t) , B′ (r, −t) = −B (r, t) .

Преобразование P2 переводит состояние частицы из точки 1 в точку 4.
Так же как и операция симметрии T1, преобразование P2 устанавливает
симметрию волновых функций в двух различных процессах рассеяния.
В первом случае частица находится в начальный момент в состоянии 1
и рассеивается пространственно симметричной потенциальной ступень-
кой ϕ1(z) = ϕ1(−z), а во втором случае частица находится в начальный
момент времени в состоянии 4 и взаимодействует с той же самой
потенциальной ступенькой, имеющей, однако, противоположный знак:
ϕ2(z) = −ϕ1(z).

Преобразование T2 не меняет частотности решения и описывает
симметрию прямого движения частицы в магнитном поле и обратного
движения в инвертированном магнитном поле и неизменном электри-
ческом поле.

Последовательное применение операций PiTi меняет частотность
решения, а следовательно, связывает состояния, относящиеся к раз-
личным зонам состояний. Действительно, используя (4.106)–(4.109),
получаем

PiTi : A′ (−r, −t) = −A (r, t) , ϕ′ (−r, −t) = −ϕ (r, t) , (4.110)

и уравнение (4.105) принимает вид
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)2
− 1

c2
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∂t
+ q0ϕ (r, t)
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0c
2
]
×

× ψ (−r, −t) = 0. (4.111)

С другой стороны, последовательное применение операций P1T2
или P2T1 не меняет частотности решения и поэтому оставляет частицы
в исходном состоянии. Используя (4.106)–(4.109), для преобразования
потенциалов поля получаем

P1T2 : A′ (−r, −t) = A (r, t) , ϕ′ (−r, −t) = ϕ (r, t) , (4.112)

и уравнение (4.105) принимает вид
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]
ψ∗ (−r, −t) = 0. (4.113)

Таким образом, преобразования PiTj позволяют определить зави-
симость симметрийных свойств волновых функций частицы, взаимо-
действующей с внешним нестационарным электромагнитным полем,



138 Гл. 4. Релятивистская скалярная частица

от четности 4-потенциала электромагнитного поля: Aμ(−x) = ±Aμ(x).
Как видно, уравнение (4.111) совпадает с уравнением для зарядово-со-
пряженной частицы, а уравнение (4.113) — с уравнением для частицы.

Операция зарядового сопряжения определяется преобразованием

ψC (r, t) = Cψ (r, t) = ψ∗ (r, t) (4.114)

и связывает отрицательно частотные решения уравнения (4.104) с по-
ложительно частотными решениями уравнения (4.57). Потенциалы
электромагнитного поля остаются при этом неизменными.

4.4.2. Частица и зарядово-сопряженная частица. Выше мы
уже задавались вопросом, являются ли уравнения для частицы (4.3)
и для зарядово-сопряженной частицы (4.57) уравнениями различных
материальных полей, или же благодаря наличию связи (4.58) они
являются уравнениями одного и того же материального поля. Ответ на
этот вопрос зависит от того, совпадают ли тождественно состояния, от-
вечающие отрицательно частотным решениям уравнения для частицы
и положительно частотным решениям уравнения для зарядово-сопря-
женной частицы, между которыми существует связь, обсуждавшаяся
в разделе 4.1.4.

Как видно из результатов предыдущего обсуждения, операции Pi

и Ti симметрии устанавливают связь между различными решениями
одного и того же уравнения. В зависимости от ответа на поставленный
выше вопрос операция зарядового сопряжения будет устанавливать
симметрию между решениями волновых уравнений для различных
материальных полей или одного и того же материального поля.

Сравнение преобразований пространственной инверсии и обраще-
ния времени с преобразованием зарядового сопряжения удобно про-
вести в спинорном представлении. Выше мы уже говорили о том,
что волновая функция заряженной скалярной частицы должна быть
заведомо комплексной. Комплексная волновая функция эквивалентна
двум действительным полям, т. е. является двухкомпонентной. Двух-
компонентное волновое поле можно записать в виде спинора, например:

Ψp (r, t) =
(

Re (ψ (r, t))
Im (ψ (r, t))

)
.

Уравнения для действительной и мнимой частей волновой функции
представляют собой связанную систему уравнений второго порядка.
Вместо этой системы уравнений удобнее рассмотреть систему урав-
нений для волновой функции и комплексно сопряженной волновой
функции. В этом случае компонентами спинора будут ψ и ψ∗:

Ψ (r, t) =
(
ψ (r, t)
ψ∗ (r, t)

)
. (4.115)
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Учитывая, что уравнение для комплексно сопряженной волновой функ-
ции совпадает с уравнением для зарядово-сопряженной частицы, мы
можем положить

Ψ (r, t) =
(
ψ (r, t)
ψC (r, t)

)
. (4.116)

Как мы показали в гл. 2, генераторами преобразования формы
спинорной волновой функции являются (2 × 2)-матрицы, в качестве
которых можно выбрать следующие:

I =
(
1 0
0 1

)
, τ1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (4.117)

Уравнение для частицы (4.3) и зарядово-сопряженной частицы (4.57)
могут быть записаны в виде

(L1 + iL2)ψ = 0, (L1 − iL2)ψC = 0, (4.118)

где

L1 = 1
2m0

(
pμpμ + q20

c2
AμAμ +m2

0c
2
)
, L2 = q0h̄

m0c
Aμ

∂

∂xμ
. (4.119)

Следовательно, два скалярных уравнения (4.118) можно записать в ви-
де одного спинорного уравнения

(L1 + iL2τ3)Ψ = 0. (4.120)

С учетом того что τ 23 = I, из (4.118)–(4.119) следует, что оператор

q̂ = q0τ3 (4.121)

является оператором заряда. Следует помнить, однако, что каждое из
уравнений (4.3) и (4.57) содержит положительно и отрицательно ча-
стотные решения, которым отвечает противоположный знак плотности
заряда, поэтому оператор (4.121) определяет лишь знак заряда ± |q0|,
входящий в соответствующие уравнения. Для положительно частотных
решений указанных уравнений,

Ψ1 (r, t) =
(
Aψ(+) (r, t)
Bψ

(+)
C (r, t)

)
, (4.122)

действие оператора (4.121) будет определять знак частицы в указанных
состояниях. Однако поскольку уравнение (4.120) является уравнени-
ем второго порядка по временной производной, то наряду с решени-
ем (4.122) существует второе линейно независимое решение

Ψ2 (r, t) =
(
Cψ(−) (r, t)
Dψ

(−)
C (r, t)

)
=

(
Cψ

(+)∗
C (r, t)

Dψ(+)∗ (r, t)

)
. (4.123)

Поскольку уравнения для волновых функций ψ и ψC в принципе
не обязаны быть связанными друг с другом, мы ввели в выраже-
ния (4.122) и (4.123) постоянные коэффициенты A, B, C, D, с тем
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чтобы подчеркнуть, что две компоненты спинора (4.116) являются
в общем случае общими решениями двух различных уравнений. Таким
образом, общее решение уравнения (4.120) имеет вид

Ψ (r, t) = Ψ1 (r, t) + Ψ2 (r, t) . (4.124)

Введем операторы
τ± = 1

2
(I ± τ3) . (4.125)

Поскольку операторы (4.125) коммутируют с оператором заря-
да (4.121), то их собственные волновые функции отвечают состояниям
с определенным знаком заряда. Операторы τ± имеют вид

τ+ =
(
1 0
0 0

)
, τ− =

(
0 0
0 1

)
.

Следовательно, решение, отвечающее заряду q = q0, имеет вид

ψ (r, t) = τ+Ψ (r, t) = Aψ(+) (r, t) + Cψ(−) (r, t) , (4.126)

а решение, отвечающее заряду q = −q0,
ψC (r, t) = τ−Ψ (r, t) = Bψ

(+)
C (r, t) +Dψ

(−)
C (r, t) . (4.127)

Несмотря на указанную привязку решений (4.126) и (4.127), напомним
снова, что положительно частотные части этих решений отвечают за-
рядам q0 и −q0, а отрицательно частотные части отвечают состояниям,
имеющим противоположный знак заряда.

Мы уже говорили выше, что, в принципе, волновые функции ψ (r, t)
и ψC (r, t) являются решениями двух различных уравнений и поэтому
описывают динамику двух различных физических объектов, свойства
которых совпадают по отношению к гравитационному взаимодействию
и отличаются по отношению к электромагнитному взаимодействию.
Следовательно, взаимодействие этих двух объектов должно описы-
ваться на основе уравнений для двухчастичной волновой функции
ψ (r1, r2, t), зависящей от координат как одной частицы r1, так и
другой r2. Например, расчет энергетических уровней атома позитро-
ния требует привлечения двухчастичной волновой функции, зависящей
от координат как электрона, так и позитрона. 1) С другой стороны,
решения ψ(+) (r, t) и ψ(−) (r, t) являются решениями одного и того
же уравнения (4.104), а соотношение ψ(−) (r, t) = ψ

(+)∗
C (r, t) лишь

отражает наличие симметрии между отрицательно частотным решени-
ем для частицы и положительно частотным решением уравнения для
зарядово-сопряженной частицы. То обстоятельство, что компонентами

1) Электрон и позитрон являются частицами с полуцелым спином. Однако
по историческим причинам они являются единственными примерами частицы
и зарядово-сопряженной частицы, имеющих различные названия. Поэтому мы
пользуемся этим примером исключительно в иллюстративных целях.
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спинора (4.116) являются функции ψ и ψC , не означает, что мы ввели
новое материальное поле, компонентами которого являются одновре-
менно частицы и зарядово-сопряженные частицы. Такое поле должно
описываться биспинорной волновой функцией, у которой каждая из
компонент, ψ и ψC , сама является спинором. Однако преобразования
формы волновых функций скалярного комплексного и биспинорного
полей при ортогональных преобразованиях координат различаются,
поэтому уравнение для биспинорной волновой функции будет отли-
чаться от уравнения (4.120). По этой же причине уравнение (4.120)
отличается от уравнения для частиц материального поля, описываемого
спинорными волновыми функциями

Ψ (r, t) =
(
ψ1 (r, t)
ψ2 (r, t)

)
,

поскольку компоненты ψ1, 2 (r, t) являются в этом случае независимы-
ми, т. е., в отличие от компонент спинора (4.116), не связаны условием
ψ1 (r, t) = ψ∗

2 (r, t). 1)

4.4.3. Проективные представления. Обратимся теперь к уравне-
ниям (4.3) и (4.57), записанным в спинорном виде (4.120). Уравнение,
комплексно сопряженное (4.120), имеет вид

(L1 − iτ3L2) Ψ∗ = 0, (4.128)

где волновая функция Ψ∗ принимает теперь вид

Ψ∗ =
(
A∗ψ(+)∗ + C∗ψ(+)

C

B∗ψ(+)∗
C +D∗ψ(+)

)
.

Учитывая, что уравнения (4.120) и (4.128) связаны так же, как и урав-
нения (4.3) и (4.57), спинорную волновую функцию уравнения (4.128)
можно назвать зарядово-сопряженной спинорной волновой функцией:

ΨC = Ψ∗. (4.129)

1) Здесь следует отметить, что представления группы преобразования фор-
мы спинорной волновой функции, как было показано в разделе 2.3.6, изоморф-
ны лишь представлениям группы трехмерных вращений, поэтому релятивист-
ская форма уравнений для спинорной волновой функции вряд ли возможна.
Действительно, поскольку операторы, соответствующие наблюдаемым величи-
нам, являются генераторами преобразований симметрии, то оператору углового
момента l в этом случае соответствует оператор спина s. Однако для опера-
тора k, являющегося генератором преобразования пространственно-временных
вращений, эквивалентного партнера, который являлся бы генератором груп-
пы пространственно-временных вращений по собственным степеням свободы
движения частицы, не существует. Это свидетельствует о том, что добавление
к уравнению КГФ слагаемого (2.91) приводит к уравнению, которое не обла-
дает всеми симметриями, определяемыми преобразованиями Лоренца.
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Действительно, компоненты спинорной волновой функции ΨC меняют-
ся местами по сравнению с компонентами спинора (4.116):

τ+ΨC = C∗ψ(+)
C +A∗ψ(−)

C = ψC , τ−ΨC = D∗ψ(+) +B∗ψ(−) = ψ.

Учитывая вид операторов L1, 2 и условия (4.106)–(4.109), получаем

P1 : (L1 + iτ3L2) Ψ (−r, t) = 0, (4.130a)
T1 : (L1 + iτ3L2) Ψ (r, −t) = 0, (4.130б)
P2 : (L1 + iτ3L2)Ψ∗ (−r, t) = 0, (4.130в)
T2 : (L1 + iτ3L2)Ψ∗ (r, −t) = 0. (4.130г)

Несложно видеть, что матрицы U , возвращающие уравнения (4.130a–г)
к исходному виду, должны коммутировать с оператором τ3. Следова-
тельно, их можно представить в виде

U = aI + bτ3.

Матрица U является унитарной, если выполняется условие

U+U = |a|2 + |b|2 + (a∗b+ ab∗) τ3 = I.

Несложно видеть, что это условие выполняется, если |a|2 + |b|2 = 1
и коэффициент a является, например, действительным, а коэффици-
ент b — чисто мнимым. Полагая a = cosϕ и b = i sinϕ, окончательно
получаем

U
(1)
P = exp

(
iϕ

(1)
P τ3

)
, U

(1)
T = exp

(
iϕ

(1)
T τ3

)
,

U
(2)
P = exp

(
iϕ

(2)
P τ3

)
, U

(2)
T = exp

(
iϕ

(2)
T τ3

)
,

(4.131)

т. е. матрицы U являются матрицами вращения вокруг оси 3 про-
странства внутренних степеней свободы спинорной волновой функции.
Следовательно, осуществляемые этими матрицами преобразования не
меняют зарядового состояния частицы, т. е. не переводят состояния
частицы в состояния зарядово-сопряженной частицы или наоборот.

В предыдущем разделе мы рассматривали преобразования PiTj

как последовательность двух преобразований. Тогда с учетом (4.110)
и (4.112)

P1T1 : (L1 (r, t) + iτ3L2 (r, t))Ψ (−r, −t) = 0,
P1T2 : (L1 (r, t) + iτ3L2 (r, t))Ψ∗ (−r, −t) = 0.

В этом случае матрицы преобразования снова имеют вид (4.131),
т. е. могут быть записаны в виде произведения соответствующих мат-
риц (4.131).

Поскольку одновременное преобразование координат и времени
связано с задачами взаимодействия частицы с нестационарными
внешними электромагнитными полями (например, 4-потенциал поля
которых зависит от произведения kμxμ = kr − ωt), то, по-видимому,
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больший интерес представляют преобразования комбинированной
пространственно-временной инверсии:

(PT )1 : Aμ(−x) = −Aμ(x), (4.132)
(PT )2 : Aμ(−x) = Aμ(x). (4.133)

При этих преобразованиях уравнение (4.120) принимает вид

(PT )1 : (L1 + iτ3L2)Ψ(−x) = 0, (4.134)
(PT )2 : (L1 − iτ3L2)Ψ(−x) = 0. (4.135)

Матрица преобразования уравнения (4.134) снова имеет вид (4.131).
Однако, как видно, матрица преобразования уравнения (4.135) не ком-
мутирует с оператором τ3, а следовательно, является суперпозицией
операторов τ1 и τ2. Запишем ее в виде

U
(2)
PT = aτ1 + bτ2.

Матрица UPT является унитарной, если выполняется условие

U
(2)+
PT U

(2)
PT = |a|2 + |b|2 + (a∗b− ab∗) τ1τ2 = I.

Несложно видеть, что это условие выполняется, когда a и b являются
действительными числами. В этом случае матрица UPT принимает вид

U
(2)
PT = τ1 exp

(
iϕ

(2)
PT τ3

)
. (4.136)

Матрица (4.136), наряду с вращением вокруг оси 3 пространства внут-
ренних степеней свободы, осуществляет также перестановку верхней
и нижней волновых функции спинора. Следовательно, эта матрица
меняет зарядовое состояние спинорной волновой функции. Действи-
тельно, такой же вид имеет и матрица зарядового сопряжения, кото-
рая преобразует уравнение для зарядово-сопряженной волновой функ-
ции (4.128) в уравнение (4.120):

UC = τ1 exp (iϕCτ3) . (4.137)

Мы видим, что результат последовательного применения операций
комбинированной пространственно-временной инверсии и зарядового
сопряжения оказывается различным для полей, векторные потенциалы
которых являются нечетной или четной функциями 4-координаты x =
= (r, ict):

UCU
(1)
PT = τ1 exp

[
i
(
ϕC + ϕ

(1)
PT

)
τ3

]
,

UCU
(2)
PT = exp

[
i
(
ϕ

(2)
PT − ϕC

)
τ3

]
.

В то время как преобразование C(PT )1 переводит состояние частицы
в состояние зарядово-сопряженной частицы, преобразование C(PT )2
сводится к вращению вокруг оси 3 внутренних степеней свободы ча-
стицы, т. е. не меняет ее зарядового состояния.
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Ввиду унитарности матриц (4.131) и (4.136) они не изменяют
величины нормы волновых функций. Однако они осуществляют пре-
образования «с точностью до фазы», поэтому представление, основан-
ное на использовании указанных матриц, называется проективным.
Например, матрицы (4.131) осуществляют следующее преобразование
волновых функций: τ±Ψ′(x′) → τ±Ψ(x) exp

(±iϕP (T )

)
. В свою оче-

редь матрицы (4.136) преобразуют волновые функции как τ±Ψ′(x′) →
→ τ±ΨC(x) exp (∓iϕPT ). Однако если наложить на преобразования
дополнительные требования, например, положить, что двукратное при-
менение операции пространственной инверсии эквивалентно тожде-
ственному преобразованию, то ϕP = 0, π (поскольку вращение на углы,
равные 0 и 2π, возвращают оси в исходное положение) и матрица UP

принимает вид UP = ±I, т. е. преобразование становится обычным.
Аналогично, полагая U2

T = exp (i2ϕT τ3) = I, получаем UT = ±I. Одна-
ко квадрат матриц UC и U (2)

PT тождественно равен единице.
Такое различие свойств матриц преобразований можно объяснить

следующим образом. Волновая функция свободной частицы, находя-
щейся в однородном постоянном поле ϕ (r, t) = ϕ0, имеет вид

ψ (r, t) =
∑
p

[
A(+)

p exp
(
−iU0t

h̄
− i

Γpt− pr

h̄

)
+

+A(−)
p exp

(
−iU0t

h̄
+ i

Γpt− pr

h̄

)]
.

Волновая функция зарядово-сопряженной частицы, находящейся
в этом же поле, имеет вид

ψC (r, t) =
∑
p

[
B(+)

p exp
(
i
U0t

h̄
− i

Γpt− pr

h̄

)
+

+B(−)
p exp

(
i
U0t

h̄
+ i

Γpt− pr

h̄

)]
.

Несложно видеть, что в то время как симметрия между движением
частицы и движением зарядово-сопряженной частицы имеет место
всегда, поскольку

ψC (r, t) = ψ (−r, −t),
симметрия между положительно и отрицательно частотными реше-
ниями уравнения для частицы имеет место лишь в случае U0 = 0,
поскольку только в этом случае мы получаем

ψ(+) (r, t) = ψ(−) (−r, −t).
Таким образом, проведенный анализ показывает, что преобразова-

ния спинорной волновой функции (4.115), удовлетворяющей уравнению
(4.120), не являются релятивистски инвариантными, поэтому уравне-
ния для частицы (4.3) и для зарядово-сопряженной частицы (4.57)
являются волновыми уравнениями различных материальных полей.
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СКАЛЯРНОГО

МАТЕРИАЛЬНОГО ПОЛЯ

С ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИМ ПОЛЕМ

(ЧАСТИЦЫ И ЗЕРКАЛЬНЫЕ ЧАСТИЦЫ)

Проведенный выше анализ уравнения (4.3) показал, что матема-
тические свойства решений этого уравнения существенно отличаются
от свойств решений нерелятивистского уравнения Шредингера. Это
с неизбежностью приводит к тому, что и физические свойства частиц,
определяемые этими двумя уравнениями, несомненно, окажутся раз-
личными. Поскольку пространство состояний релятивистской частицы,
подчиняющейся уравнению КГФ, вдвое больше пространства состоя-
ний нерелятивистской частицы, то очевидно, что лишь состояния ча-
стицы, относящиеся к положительно частотной зоне состояний, в нере-
лятивистском пределе могут привести нас к результатам, совпадающим
с результатами нерелятивистских теорий. Наличие же отрицательно
частотной зоны состояний у релятивистской частицы, описываемой
волновым уравнением, содержащим вторую производную по времени,
позволяет предсказать качественно новые явления.

Настоящая глава посвящена рассмотрению двух традиционных за-
дач квантовой механики: 1) рассеяния частицы одномерным потенци-
альным барьером и 2) движения частицы в кулоновском поле. Как мы
увидим, именно наличие двух зон состояний релятивистской частицы
приводит к качественно новым результатам, которые традиционно на-
ходятся вне рамок теории электромагнитного взаимодействия и прин-
ципиально не могут быть получены в рамках нерелятивистских теорий.

Задача о рассеянии частицы одномерным потенциальным барьером
позволяет дать простую и наглядную интерпретацию основ теории
зеркальных частиц. Следует отметить, что именно отсутствие после-
довательной теории зеркальных частиц привело к появлению таких
эмоционально окрашенных терминов, как «темная материя», «черные
дыры» и т. п., которые мы также бегло обсудим здесь.

Дальнейшее развитие представлений о структуре зеркальных ча-
стиц дает задача о движении частицы в кулоновском поле. Снача-
ла мы приведем решения, отвечающие положительно частотной зоне
состояний, и покажем, что в нерелятивистском пределе рассчитыва-
емый спектр связанных состояний материального поля совпадает с
расчетами нерелятивистской теории. Однако наличие второй времен-
ной производной в релятивистских уравнениях приводит к появлению
релятивистского слагаемого, пропорционального квадрату потенциа-
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ла кулоновского поля: U2(r) = Z2e4/r2, или, в нормированном виде:
Z2α2/r2, где Z — заряд ядра водородоподобного атома или иона, а α —
постоянная тонкой структуры. При Zα � 1 наличие этого слагаемого
проявляется в появлении тонкой и сверхтонкой структуры спектров,
а с ростом Zα релятивистский и нерелятивистский спектры связанных
состояний начинают существенно различаться.

Релятивистское слагаемое U2(r) оказывает кардинальное влияние
на спектр отрицательно частотной зоны состояний. При учете указан-
ного слагаемого связанные состояния материального поля возникают и
в отталкивающем кулоновском поле. Это означает, что отрицательно
частотный спектр состояний частицы в кулоновском поле содержит
связанные состояния. Мы покажем, что указанные состояния являются
аналитическим продолжением состояний положительно частотной зо-
ны на область отрицательных значений углового момента. Это обстоя-
тельство позволяет связать указанные состояния со связанными состо-
яниями зеркальных частиц. Волновые функции связанных состояний
зеркальных частиц являются расходящимися в нуле, однако они явля-
ются нормируемыми, что обусловлено отмеченной выше связью этих
волновых функций с волновыми функциями состояний положитель-
но частотной зоны. Область пространственной локализации волновых
функций зеркальных частиц при Zα� 1 имеет порядок классического
радиуса частицы, поэтому зеркальные частицы определяют состояние
ядра атома, а не его атомной оболочки. Как видно, релятивистская
структура спектра состояний частицы в кулоновском поле существенно
меняет представления о строении атомоподобных систем.

5.1. Скалярные зеркальные частицы

В предыдущей главе на примере свободной частицы мы показали,
что принципиальное отличие релятивистских уравнений от нереляти-
вистских состоит в том, что пространство состояний релятивистской
частицы образует две поверхности в четырехмерном пространстве,
которые отделены друг от друга запрещенной зоной ΔE = 2m0c

2.
Это обусловлено тем, что задание трех пространственных квантовых
чисел не определяет полностью состояния материального поля, т. е.
состояния релятивистской частицы. Действительно, уравнение КГФ
является дифференциальным уравнением второго порядка по времен-
ной производной. Следовательно, наряду с положительно частотны-
ми решениями, для которых зависимость частоты от пространствен-
ных квантовых чисел p имеет вид ω (p) = g(+) (p), всегда существу-
ют отрицательно частотные решения, для которых ω (p) = g(−) (p).
В случае свободной частицы эти соотношения имеют, например, вид:

h̄ω(±) (p) = U0 ±
√

p2c2 +m2
0c

4 .
При движении частицы в стационарном внешнем поле простран-

ственный профиль запрещенной зоны определяется профилем по-
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тенциальной энергии: U (r) = q0ϕ (r), а ширина запрещенной зоны
по-прежнему определяется удвоенной массой покоя частицы. В нере-
лятивистском случае, когда величина скачка потенциальной энергии
много меньше массы покоя частицы: ΔU �m0c

2, наличие второй зоны
состояний не проявляется, поскольку равенство ω(+) (p) = ω(−) (p′)
никогда выполняться не может. Поскольку положительно частотные
решения мы, временно, связали с состояниями «положительных» ча-
стиц, а отрицательно частотные решения с состояниями «отрица-
тельных» частиц, то из закона сохранения энергии следует, что при
движении частицы в стационарном электромагнитном поле наличие
или отсутствие решений, соответствующих «отрицательной» частице,
не сказывается на поведении «положительной» частицы, и наоборот,
если высота скачка потенциальной энергии много меньше массы покоя
частицы, т. е. ΔU � m0c

2.
В релятивистском же случае неучет второй зоны состояний, т. е. от-

брасывание второго линейно независимого решения ω(−) (p), неиз-
бежно приводит к принципиальным ошибкам в описании характе-
ра взаимодействия материальных частиц с электромагнитным полем.
Действительно, как мы неоднократно отмечали выше, реалистичными
состояниями частицы, отвечающими условию равенства нулю волновой
функции частицы на бесконечно удаленной поверхности трехмерного
объема, являются волновые пакеты, представляющие собой суперпо-
зиции плоских волн. Скорость переноса энергии волновым пакетом
определяется групповой скоростью частицы vg = ∂ω/∂k, а не фазовой,
фигурирующей в теории плоских волн. Поэтому групповая скорость
является наблюдаемой физической величиной.

Действительно, в релятивистском случае, когда величина скачка
потенциальной энергии частицы превышает удвоенную массу покоя,
равенство ω(+) (p) = ω(−) (p′) выполняется при энергии налетающей
частицы, лежащей в пределах m0c

2 � E(+) � U0 − m0c
2. При учете

лишь положительно частотных решений групповая скорость прошед-
шей частицы остается всегда неотрицательной, в то время как при
учете обоих решений групповые скорости падающего ∂E(+)/∂p и про-
шедшего ∂E(−)/∂p волновых пакетов могут быть противоположно на-
правлены, несмотря на то что фазовые скорости плоских волн, состав-
ляющих указанные волновые пакеты, имеют одинаковое направление
как для падающей, так и для прошедшей частиц.

Таким образом, топология пространства состояний релятивистской
частицы приводит к тому, что при определенных условиях состояние
частицы может стать суперпозицией состояний, относящихся к различ-
ным зонам, т. е. суперпозицией состояний «положительных» и «отрица-
тельных» частиц. Уже анализ одномерных задач рассеяния показыва-
ет, что пространственно-временная динамика распространения частиц
в этом случае качественно отличается от традиционных представлений,
а термин «отрицательные» частицы получает физическую интерпрета-
цию в виде новых состояний материального поля — состояний зеркаль-
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ных частиц. Несложно видеть, что учет лишь положительно частотной
зоны состояний (и неучет отрицательно частотной зоны) не приводит к
появлению зеркальных частиц даже в рамках релятивистских теорий.

В настоящем разделе мы определим условия, необходимые для воз-
никновения зеркальных частиц, и рассмотрим специфику процессов,
проистекающих с их участием.

5.1.1. Отражение от потенциальной ступеньки. Одной из про-
стейших задач взаимодействия частицы с внешними полями является
задача о движении частицы в скачкообразном потенциале:

U(z) = q0ϕ(z) =
{

0, z < 0,
U0, z � 0.

(5.1)

Сравним решения указанной задачи для нерелятивистского уравне-
ния Шредингера и уравнения КГФ. Пространственные части волновых
функций уравнения Шредингера

ψS(z, t) = u1(z) exp(−iEt/h̄)
и уравнения КГФ

ψKGF (z, t) = u2(z) exp(−iEt/h̄)
определяются решениями сходных краевых задач[

Δ + 2m0

h̄2
(E − U(z))

]
u1(z) = 0, (5.2)[

Δ + (E − U(z))2 −m2
0c

4

h̄2c2

]
u2(z) = 0. (5.3)

Граничные условия для краевых задач (5.2) и (5.3) состоят в задании
асимптотического вида решений при z → ±∞ и имеют вид

ui(z) =
{

exp (iκiz) + ri exp (−iκiz) , z → −∞,
ti exp (ikiz) , z → +∞,

(5.4)

где коэффициенты ri и ti имеют смысл амплитудных коэффициентов
отражения и прохождения, а величина волновых векторов κi и ki,
согласно (5.2)–(5.3), определяется выражениями

κ1(E) =
√
2m0E

h̄
, k1(E) =

√
2m0 (E − U0)

h̄
, (5.5)

κ2(E) =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
, k2(E) =

√
(E − U0)

2 −m2
0c

4

h̄c
. (5.6)

Отметим то очевидное обстоятельство, что в нерелятивистском пределе
(E −m0c

2 � m0c
2 и U0 � m0c

2) формулы (5.6) преобразуются в (5.5),
поскольку в этом случае E2 −m2

0c
4 ≈ 2m0c

2
(
E −m0c

2
)
.
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Амплитудные коэффициенты отражения r и прохождения t опреде-
ляются из условия непрерывности волновой функции и ее производной
в точке z = 0:

ψ(z)|z=−0 = ψ(z)|z=+0 , ψ′(z)|z=−0 = ψ′(z)|z=+0 .

Используя эти условия, получаем

ri = κi − ki

κi + ki
, ti = 2κi

κi + ki
. (5.7)

Как мы отмечали выше, закон сохранения заряда требует обращения
в нуль суммарного потока через бесконечно удаленную поверхность 1):∮

j dS = 0.

Это условие позволяет отнормировать поток отраженных и прошедших
частиц на единичный поток падающих частиц. В результате для энер-
гетических коэффициентов отражения R и прохождения T получаем

Ri = |ri|2 , Ti = Re (ki)

κi
|ti|2 . (5.8)

Анализ формул (5.8) показывает, что в случае когда высота потен-
циальной ступеньки много меньше массы покоя частицы U0 � m0c

2,
коэффициенты отражения R1, 2 и прохождения T1, 2 практически пол-
ностью совпадают в широкой области энергий налетающей части-
цы. При высоте потенциальной ступеньки, лежащей в пределах
m0c

2 � U0 � 2m0c
2, также наблюдается достаточно хорошее количе-

ственное совпадение. Однако когда высота потенциальной ступеньки
превышает удвоенную массу покоя частицы, U0 > 2m0c

2, возникают
качественные отличия в энергетических спектрах отражения, опреде-
ляемых решением уравнения Шредингера (5.2) и КГФ (5.3).

В качестве иллюстрации на рис. 5.1 показаны энергетические ко-
эффициенты отражения и прохождения для двух значений величины
потенциальной ступеньки: U0 = m0c

2 (кривые a, б), U0 = 3m0c
2 (кри-

вые в, г), где сплошной линией показаны коэффициенты отражения
и прохождения для уравнения КГФ, а пунктирной линией — для
нерелятивистского уравнения Шредингера. При высоте потенциального
барьера, равной массе покоя частицы U0 = m0c

2 (рис. 5.1, a, б), грани-
цы областей полного отражения кривых R1(ΔE) и R2(ΔE) полностью

1) Как мы отмечали в предыдущей главе, интегрирование в релятивистски
инвариантном определении вероятности (4.12) можно вести по произвольным
гиперплоскостям, а не только по гиперплоскости t = const. Именно в этом
смысле следует понимать предельный переход V → ∞, который мы использу-
ем, следуя традициям, принятым в рамках нерелятивистской квантовой меха-
ники. Следует отметить, что при использовании волновых пакетов указанную
область пространства–времени можно полагать конечной (см. раздел 5.1.6).
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совпадают, а небольшие количественные отличия в области энергий
налетающей частицы m0c

2 � ΔE � 2m0c
2 обусловлены тем, что в ре-

лятивистской области энергий дисперсионные зависимости (5.6) яв-
ляются более точными, чем зависимости (5.5). С целью унификации
графиков энергия как релятивистской, так и нерелятивистской частиц
отсчитывается от массы покоя частицы: ΔE = E −m0c

2.

Рис. 5.1. Зависимость коэффициентов отражения R и прохождения T
от энергии налетающей частицы: при высоте потенциальной ступеньки

U0 = m0c
2 (a, б), U0 = 3m0c

2 (в, г)

При высоте потенциального барьера U0 = 3m0c
2 (рис. 5.1, в, г) воз-

никают качественные отличия. Действительно, коэффициент отраже-
ния R1 задачи (5.2) равен единице, а коэффициент прохождения T1
равен нулю во всей области энергий налетающей частицы, меньшей
высоты потенциальной ступеньки: ΔE = E − m0c

2 � U0. Напротив,
коэффициент отражения R2 задачи (5.3) равен единице лишь в области
U0 −m0c

2 � E � U0 + m0c
2, где коэффициент прохождения T2 равен

нулю. В областях m0c
2 < E < U0 −m0c

2 и E > U0 +m0c
2 коэффициент

отражения в этом случае меньше единицы, а коэффициент прохожде-
ния больше нуля.

5.1.2. Зеркальные частицы. Различия коэффициентов R1(ΔE)
и R2(ΔE) на рис. 5.1, б в области энергий налетающей частицы, боль-
шей высоты потенциальной ступеньки, ΔE > U0, вполне объяснимы и
обусловлены отличием релятивистских и нерелятивистских соотноше-
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ний между энергией и импульсом частицы. Более необычным выглядит
их различие в области энергий налетающей частицы, лежащей в пре-
делах 0 � ΔE �

(
U0 − 2m0c

2
)
.

Интерпретация такого необычного поведения коэффициентов про-
хождения и отражения уравнения КГФ представлена на рис. 5.2.
Действительно, когда энергия падающей частицы удовлетворяет усло-
вию E > U0 +m0c

2, частица находится выше потолка заштрихованной
области как при z < 0, так и при z > 0. Заштрихованная область
соответствует запрещенной зоне состояний (т. е. энергетической щели
между областью положительно и отрицательно частотных решений).
Следовательно, в указанном случае состояние частицы принадлежит
положительно частотной зоне состояний как при z > 0, так и при
z < 0. В этом случае ρ(z) > 0 при любом z. Если энергия падающей
частицы находится в интервале m0c

2 < E < U0 −m0c
2, то при z < 0

частица находится в состоянии, отвечающем положительно частотной
зоне, а при z > 0 она находится в состоянии, отвечающем отрицательно
частотной зоне. В этом случае ρ(z) > 0 при z < 0, в то время как
ρ(z) < 0 при z > 0. Таким образом, качественное различие в поведении
частиц, описываемых уравнениями Шредингера и КГФ, обусловлено
тем, что пространство состояний релятивистской частицы содержит
две зоны состояний, E(±) (p), отделенные конечным энергетическим
интервалом E(+) − E(−) = 2m0c

2, в то время как решение уравне-
ния Шредингера подразумевает наличие лишь одной положительно
частотной зоны состояний и поэтому даже качественно не описывает
явлений, происходящих при движении частицы во внешнем электро-
статическом поле со скачком потенциальной энергии, превышающим
удвоенную массу покоя частицы.

Рис. 5.2. Пространственный профиль запрещенной зоны состояний и вид се-
чения гиперплоскости состояний частицы в области до барьера z < 0 (слева)

и после барьера z > 0 (справа)
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Приведенная выше интерпретация необычного поведения энергети-
ческих спектров отражения в релятивистской области энергий основа-
на на решении стационарной задачи рассеяния, в которой полагается,
что состояние налетающей частицы является плоской волной. Как мы
отмечали выше, более реалистичным является состояние налетающей
частицы в виде волнового пакета. Пусть падающая волна задана при
z0 = −L в виде волнового пакета (4.81), временной профиль которо-
го определяется выражением (4.84). Естественно, мы полагаем, что
расстояние L значительно превышает пространственный размер па-
дающего волнового пакета l0 = cτ0. Тогда, согласно формуле (4.82),
пространственно-временные профили отраженной и прошедшей частиц
определяются соответственно выражениями

ψr(z, t) =
∫
a(ω)r(ω) exp [−iκ(ω) (z + z0) − iωt] dω,

ψt(z, t) =
∫
a(ω)t(ω) exp [i (k(ω)z − κ(ω)z0) − iωt] dω,

где, как и ранее, ω = E/h̄. Ниже мы будем рассматривать лишь
частицы, подчиняющиеся уравнению КГФ, поэтому далее

κ(ω) =

√
(h̄ω)2 −m2

0c
4

h̄c
, k(ω) =

√
(h̄ω − U0)

2 −m2
0c

4

h̄c
.

Пусть падающий волновой пакет не является фазово-модулирован-
ным, т. е. положим α = 0 в формуле (4.84), тогда пространственно-
временной профиль падающего волнового пакета в области −L < z < 0,
согласно (4.85), определяется выражением

ψ0(z, t) = A0τ0√
2π

exp (−iω0t)×

×
∫

exp
[
− (ω − ω0)

2 τ 20
2

+ iκ(ω)(z + L) − i (ω − ω0) t
]
dω,

где ω0 = E0/h̄. Пространственно временные профили отраженного ψr

и прошедшего ψt волновых пакетов имеют вид

ψr(z, t) = A0τ0√
2π

exp (−iω0t)×

×
∫
r(ω) exp

[
− (ω−ω0)

2 τ 20
2

+iκ(ω)(L−z)−i (ω−ω0) t
]
dω, (5.9)

ψt(z, t) = A0τ0√
2π

exp (−iω0t)×

×
∫
t(ω) exp

[
− (ω−ω0)

2 τ 20
2

+iκ(ω)L+ik(ω)z−i (ω−ω0) t
]
dω, (5.10)
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где r(ω) и t(ω), в соответствии с (5.7), имеют вид

r(ω) = κ(ω) − k(ω)

κ(ω) + k(ω)
, t(ω) = 2κ(ω)

κ(ω) + k(ω)
.

Рассмотрим случай, когда спектральная ширина волнового пакета
Δω = 〈ω − ω0〉, описывающего состояние падающей частицы, удовле-
творяет условию

ω0 � 〈ω − ω0〉 ≈ 1
τ0
, (5.11)

тогда κ(ω), в соответствии с (4.86), можно представить в виде разло-
жения:

κ(ω) = κ (ω0) + 1
v1

(ω − ω0) + β1
2

(ω − ω0)
2 , (5.12)

где

v1 = c

√
E2

0 −m2
0c

4

E0
, β1 = − h̄m2

0c
4

c
(
E2

0 −m2
0c

4
)3/2

. (5.13)

Аналогично,

k(ω) = k (ω0) + 1
v2

(ω − ω0) + β2
2

(ω − ω0)
2 , (5.14)

где

v2 =
(
∂k

∂ω

∣∣∣
ω=ω0

)−1

= c

√
(E0 − U0)

2 −m2
0c

4

E0 − U0
,

β2 = ∂2k

∂ω2

∣∣∣∣
ω=ω0

= − h̄m2
0c

4

c
(
(E0 − U0)

2 −m2
0c

4
)3/2

.
(5.15)

Вне области полного отражения частицы от потенциального барьера
(т. е. при E −m0c

2 < U0 или E − m0c
2 > U0) величины v1, 2 опреде-

ляют групповую скорость распространения волнового пакета в обла-
стях z < 0 и z > 0 соответственно.

При выполнении условия (5.11) коэффициенты отражения r и про-
хождения t могут быть представлены в виде

r(ω) = |r(ω)| exp (iϕr(ω)) ≈
≈ |r (ω0)| exp

[
i
(
ϕr (ω0) + ϕ′

r (ω0) (ω − ω0) + 1
2
ϕ′′

r (ω0) (ω − ω0)
2
)]

,

t(ω) = |t(ω)| exp (iϕt(ω)) ≈
≈ |t (ω0)| exp

[
i
(
ϕt (ω0) + ϕ′

t (ω0) (ω − ω0) + 1
2
ϕ′′

t (ω0) (ω − ω0)
2
)]
.

Поскольку вне области полного отражения (E − m0c
2 < U0 или

E − m0c
2 > U0) коэффициенты r и t являются действительными,

то в этих областях получаем

r(ω) ≈ |r (ω0)| , t(ω) ≈ |t (ω0)| .
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Подставляя приведенные выше разложения в (5.9)–(5.10) и про-
изводя интегрирование, в случае когда энергия налетающей частицы
лежит вне области полного отражения, для отраженного и прошедшего
волновых пакетов получаем

|ψr(z, t)|2 = |A0|2 |r (ω0)|2√
1 + β2

1(L− z)2τ−4
0

×

× exp
[
−

(
t− L− z

v1

)2 1

τ 20 + β2
1(L− z)2τ−2

0

]
, (5.16)

|ψt(z, t)|2 = |A0|2 |t (ω0)|2√
1 + (β1L+ β2z)

2 τ−4
0

×

× exp
[
−

(
t− z

v2
− L

v1

)2 1

τ 20 + (β1L+ β2z)
2 τ−2

0

]
. (5.17)

Таким образом, максимум амплитуды отраженного волнового пакета
в точке z = −d достигается в момент времени

t(r)
max = d+ L

v1
.

Поскольку согласно (5.13) v1 > 0, то величина t(r)
max имеет простую и

наглядную интерпретацию — это есть суммарное время, необходимое
для того, чтобы падающая частица, движущаяся со скоростью v1,
прошла расстояние L до области скачка потенциала и расстояние d
после отражения.

Максимум амплитуды прошедшего волнового пакета в точке z = d
достигается в момент времени

t(t)max = L

v1
+ d

v2
.

Из (5.15) следует, что v2 > 0 при E0 > U0 + m0c
2. Поэтому если

энергия налетающей частицы превышает высоту потенциального ба-
рьера ΔE0 = E0 −m0c

2 > U0 (где, как видно из рис. 5.1, коэффициент
прохождения больше нуля), то величина t(t)max, так же как и в случае
отражения, имеет простой и наглядный смысл — это есть суммарное
время, необходимое для того, чтобы частица прошла расстояние L
в области U(z) = 0 и расстояние d в области U(z) = U0.

Однако при E0 < U0 −m0c
2 скорость v2 становится отрицательной:

v2 = −c
√

(E0 − U0)
2 −m2

0c
4

U0 − E0
.

Это означает, что «отрицательная»частица в области z > 0 появляется
раньше, чем падающая «положительная» частица достигнет области
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скачка потенциала, поскольку максимум амплитуды прошедшей волны
достигается теперь в момент времени

t(t)max = L

v1
− d

|v2| .

При v2 ≈ −v1 движение античастицы совпадает с зеркально отра-
женным в плоскости z = 0 движением падающей частицы. Это дает
основание назвать такую частицу зеркальной частицей.

Графическая демонстрация описанного выше поведения частиц
в области z > 0 представлена на рис. 5.3, где показаны временные
профили |ψ(z, t)|2 для различных значений z. Из рисунка видно, что
при энергии налетающей частицы, превышающей величину потенци-
ального скачка E0 −m0c

2 > U0, частица имеет вероятность отразиться
от потенциального барьера или же перейти в область z > 0, оставаясь
в состоянии частицы. При этом в области z > 0 она продолжает
движение в направлении падающей частицы. Однако при энергии на-
летающей частицы E0 � U0 −m0c

2 характер ее взаимодействия с по-
тенциальным барьером (5.1) кардинально меняется. Частица в области
z > 0 движется навстречу падающей частице.

Дополнительная иллюстрация указанного поведения частиц в об-
ласти z > 0 представлена на рис. 5.2. Мы видим, что асимптотическая
форма решения (5.4) при z → ∞ приводит к тому, что состояние
налетающей частицы, задаваемое точкой a в области z < 0, возбуждает
состояние, определяемое точкой ta в области z > 0, которое соответ-
ствует точке 1 на рис. 4.1, в то время как состояние налетающей
частицы, задаваемое точкой b, приводит к возбуждению в области z > 0
состояния, определяемого точкой tb, которое соответствует точке 4
на рис. 4.1. Это состояние относится к отрицательно частотной зоне
состояний, поэтому ему соответствует отрицательная величина плотно-
сти заряда. Точке 4 соответствует отрицательная величина групповой
скорости волнового пакета.

Замечания и выводы:
1. Из формулы (5.17) следует, что в момент времени t ≈ 0 максимум

амплитуды волнового пакета, соответствующего падающей частице, до-
стигается в точке z0 = −L и имеет пространственную ширину l0 = τ0v1.
В этот же момент времени максимум пространственного профиля
волнового пакета, соответствующего зеркальной частице, достигается
в точке zt = Lv2/v1 и имеет пространственную ширину

lt = v2

√
τ 20 +

(
β1 + β2

v2
v1

)2 L2

τ 20
. (5.18)

Следовательно, при L→ ∞ ширина пространственного профиля волно-
вого пакета, соответствующего зеркальной частице, стремится к бес-
конечности. Из полученной формулы следует ряд важных следствий.
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Рис. 5.3. Пространственно-временная динамика эволюции волнового пакета
при энергии налетающей частицы: E = 1,9 · m0c

2 (a) и E = 4,5 · m0c
2 (б).

Координата z меняется в пределах −3l � z � 3l, пространственный размер
падающего волнового пакета l = 10λ̄C , где λ̄C — комптоновская длина волны

частицы

Во-первых, если пространственно локализованное состояние падаю-
щей частицы сформировано достаточно далеко от области скачка по-
тенциала, то состояние зеркальной частицы не является простран-
ственно локализованным.

Во-вторых, временные профили падающего волнового пакета и ин-
дуцированного им волнового пакета зеркальных частиц совпадают
лишь в области скачка потенциала z = 0, где в результате их частичной
аннигиляции формируется волновой пакет, соответствующий отражен-
ной частице.

В-третьих, характерным пространственным масштабом, на котором
происходит образование пространственно локализованного состояния
зеркальной частицы, является длина дифракционного расплывания l(t)d ,



5.1. Скалярные зеркальные частицы 157

которая, по аналогии с (4.93), определяется из условия равенства пер-
вого и второго слагаемых в подкоренном выражении формулы (5.18).
Отсюда получаем

l
(t)
d = τ 20

/∣∣∣β1 + β2
v2
v1

∣∣∣ . (5.19)

Следовательно, состояние зеркальной частицы становится простран-
ственно локализованным лишь вблизи области скачка потенциала.

2. Как мы отмечали в разделе 4.2.3, при движении частицы во
внешних пространственно неоднородных полях знак энергии частицы
не определяет ее принадлежности к зоне положительно или отрица-
тельно частотных решений. Более фундаментальным фактом является
наличие двух зон состояний, отделенных друг от друга энергетическим
зазором ΔE = 2m0c

2. Именно наличие энергетического зазора и конеч-
ное значение его величины дают принципиальную возможность появ-
ления новых состояний. Исследование пространственно-временной ди-
намики формирования и распространения волновых пакетов, отвечаю-
щих этим новым состояниям, дает основания для введения термина
«зеркальная частица», поскольку проведенное исследование наглядно
демонстрирует различие в физических свойствах частиц, находящихся
в стационарных состояниях с энергией E, в областях пространства,
где E < U (r) и E > U (r). К этому выводу, впрочем, можно прийти
и из непосредственного анализа выражения для временной компонен-
ты 4-вектора плотности потока (см. (4.5)–(4.8)). Действительно, знак
плотности заряда частицы в каждой точке пространства определяется
не величиной E, а разностью E − U (r).

3. Отметим, что в измерениях астрофизического масштаба резкое
падение коэффициента отражения при энергии налетающей частицы,
лежащей в области 0 < ΔE < U0 − 2m0c

2, воспринимается как появле-
ние «черной дыры».

5.1.3. Прямоугольный потенциальный барьер. Рассмотрим
рассеяние частицы на прямоугольной потенциальной ступеньке
конечных пространственных размеров:

U(z) =

⎧⎨⎩
0, z < 0,
U0, 0 � z � l,
0, z > l.

(5.20)

Пусть частица налетает на потенциальный барьер слева, тогда про-
странственная часть волновой функции, удовлетворяющая асимптоти-
ческим граничным условиями (5.4), имеет вид

ψ(z) =

⎧⎨⎩
A exp(iκz) +B exp(−iκz), z < 0,
C exp(ikz) +D exp(−ikz), 0 � z � l,
E exp(iκz), z > l,

(5.21)
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где

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
, k =

√
(E − U0)

2 −m2
0c

4

h̄c
.

Условия непрерывности волновой функции и ее производной в об-
ласти скачков потенциала приводят нас к следующим равенствам:

−B + C +D = A,

B + C
k

κ
−D

k

κ
= A,

C exp(ikl) +D exp(−ikl) − E exp(iκl) = 0,

C
k

κ
exp(ikl) −D

k

κ
exp(−ikl) − E exp(iκl) = 0.

(5.22)

Решение системы уравнений (5.22) имеет вид

B = A

(
κ2 − k2

)
(exp(i2kl) − 1)

(κ− k)2 exp(i2kl) − (κ+ k)2
,

C = −A 2κ(κ+ k)

(κ− k)2 exp(i2kl) − (κ+ k)2
,

D = A
2κ(κ− k) exp(i2kl)

(κ− k)2 exp(i2kl) − (κ+ k)2
,

E = −A 4κk exp [i(k − κ)l]

(κ− k)2 exp(i2kl) − (κ+ k)2
.

(5.23)

Учитывая (5.21), для амплитудных коэффициентов отражения r и про-
хождения t получаем

r = B

A
= r1 (1− exp(i2kl))

1− r21 exp(i2kl)
, t = E

A
= t1t2 exp [i(k − κ)l]

1− r21 exp(i2kl)
, (5.24)

где
r1 = κ− k

κ+ k
, t1 = 2κ

κ+ k
, t2 = 2k

κ+ k
.

Коэффициенты r1 и t1 совпадают с амплитудными коэффициентами от-
ражения и прохождения в случае падения частицы на потенциальную
ступеньку, а коэффициент t2 является коэффициентом прохождения
для той же задачи, но в случае, когда частица падает на ступеньку
из области ненулевого потенциала. Поведение энергетических коэффи-
циентов отражения R = |r|2 и прохождения T = |t|2 качественно сов-
падает с аналогичными зависимостями, представленными на рис. 5.1.
Отличие состоит лишь в том, что вне области полного отражения, т. е.
при m0c

2 < E < U0 −m0c
2 и E > U0 +m0c

2, появляются интерферен-
ционные максимумы коэффициента прохождения, положение которых
определяется из условия

kn = πn

l
.

Коэффициент отражения при соответствующих значениях энергии об-
ращается в нуль. Кривые, представленные на рис. 5.1, в указанных
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энергетических областях играют роль огибающих пиков получающихся
зависимостей.

5.1.4. Прямоугольная потенциальная яма. Решения, получен-
ные в предыдущем разделе, справедливы при любом знаке U0 в (5.20).
Однако выше мы обсуждали случай, когда U0 > 0, и потому энергия
частицы E � m0c

2. При отрицательном знаке U0 = − |U0| наряду с ре-
шениями, удовлетворяющими условию E � m0c

2, появляются решения,
отвечающие собственным значениям энергии E < m0c

2. При глубине
потенциальной ямы |U0| < 2m0c

2 эти решения отвечают связанным
состояниям частицы в потенциальной яме. Собственные значения энер-
гии связанных уровней можно найти из условия обращения в нуль
детерминанта системы уравнений (5.22) при неизвестных коэффициен-
тах B, C, D, E. Равенство нулю детерминанта означает, что система
линейных алгебраических уравнений (5.22) имеет нетривиальные ре-
шения при нулевой амплитуде падающей волны, A = 0. Указанный
детерминант определяется выражением

Det = (κ+ k)2 − (κ− k)2 exp(i2kl) = (κ+ k)2
[
1− r21 exp(i2kl)

]
.

При E < m0c
2 волновой вектор κ становится чисто мнимым:

κ = iε = i

√
m2

0c
4 −E2

h̄c
, (5.25)

и условие обращения в нуль детерминанта принимает вид

iε [exp(ikl) ∓ 1] = k [exp(ikl) ± 1] . (5.26)

Путем несложных преобразований из (5.26) получаем

sin
(
kl

2
− δ

)
= 0, (5.27а)

cos
(
kl

2
− δ

)
= 0, (5.27б)

где
sin δ = ε√

k2 + ε2
. (5.28)

Таким образом, собственные значения энергии определяются решением
следующих трансцендентных уравнений:

k(1)
n l

2
− δn = πn, (5.29а)

k(2)
n l

2
− δn = π

2
(2n+ 1), (5.29б)

где n — целое число.
Волновая функция частицы в пределах потенциальной ямы имеет

в этом случае вид
ψ(z) = B

cos(kz − δ)

cos δ
.
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Следовательно, для решений (5.29а) получаем

ψ(0) = ψ(l) = B,

а для решений (5.29б)

ψ(0) = −ψ(l) = B.

Отсюда следует, что собственные значения (5.29а) отвечают четным
относительно координаты z′ = z − l/2 волновым функциям, а собствен-
ные значения (5.29б) — нечетным.

При небольшой глубине потенциальной ямы, U0 � m0c
2, как сле-

дует из (5.28), δ ≈ 0 и корни уравнения (5.29а) легко находятся. Фор-
мально математическое решение уравнения (5.29а) имеет, например,
в этом случае вид

E(±)
n ≈ − |U0| ±

√
m2

0c
4 +

(
2πh̄c
L

n
)2
. (5.30)

Однако условиям задачи отвечают только собственные значения со
знаком плюс перед корнем:

En ≈ − |U0| +
√
m2

0c
4 +

(
2πh̄c
L

n
)2
. (5.31)

Такой выбор знака связан с тем, что решения (5.29) получены из урав-
нения (5.26), которое имеет нетривиальные решения лишь в случае,
когда Im(κ) �= 0. При энергии падающей частицы E < −m0c

2 волновой
вектор κ становится действительным.

Графическая интерпретация указанного выбора знака представлена
на рис. 5.4. На этом рисунке точки A, B, C, D, E отвечают состояниям
с соответствующими амплитудами волн в волновой функции (5.21),
т. е. падающая частица (точка A) имеет положительную энергию в
области z < 0 и распространяется в положительном направлении оси z.
Если частица имеет отрицательную энергию в области z < 0 и рас-
пространяется в положительном направлении оси z, то ее состояние
задается точкой A′ и точки, эквивалентные точкам B, C, D, E, обо-
значены теми же буквами со штрихами.

Если теперь мы поместим частицу в состояние, обозначенное точ-
кой 1 на рис. 5.4, то она образует связанное состояние, являющееся су-
перпозицией состояний 1 и 3, в областях z < 0 и z > l этим состояниям
отвечают мнимые значения волнового вектора, Re(κ) = 0. Напротив,
если мы рассмотрим частицу, имеющую ту же по величине, но отрица-
тельную энергию, то она не образует связанного состояния, поскольку
ее состояние в области 0 � z � l описывается теперь точкой 2. При
отражении от границ потенциальной «ямы» это состояние возбуждает
состояние, характеризуемое точкой 4, а вне области 0 � z � l воз-
буждаются состояния 2′ и 4′, которым соответствует действительная
величина волнового вектора κ (Re (k2′) > 0 и Re (k4′) > 0).
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Рис. 5.4. Пространственный профиль запрещенной зоны и вид гиперплоскости
состояний частицы в различных пространственных областях

Выше мы полагали, что |U0| � 2m0c
2. Структура энергетических

поверхностей, соответствующая случаю |U0| > 2m0c
2, графически пред-

ставлена на рис. 5.5. Несложно видеть, что собственные значения
En, отвечающие связанным состояниям частицы, могут лежать лишь
в области −m0c

2 � En � m0c
2, что непосредственно следует из опре-

деления волнового вектора κ (см., например, (5.25)). Эти состояния
обозначены темными точками на рис. 5.5. Области собственных зна-
чений − |U0| + m0c

2 � En � −m0c
2 отвечают реальные значения как

волнового вектора κ, так и волнового вектора k. Следовательно, спектр
собственных значений является в указанной области непрерывным и
состояние частицы не является связанным. Уровни дискретного спек-
тра частицы не являются в этом случае стабильными, взаимодействие
с внешними нестационарными электромагнитными полями приводит
к их переходам на нижние уровни непрерывного спектра, которые на
рис. 5.5 обозначены светлыми точками. Таким образом, представленная
модель показывает, что в электростатическом поле с достаточно резким
скачком потенциала dϕ/dz → ∞ и величиной скачка, удовлетворяющей
условию q0 (ϕmax − ϕmin) > 2m0c

2, в присутствии внешнего электро-
магнитного поля становится возможной трансформация материального
поля из состояния, отвечающего частице, в суперпозиционное состоя-
ние. Отметим, что модель прямоугольной потенциальной ямы конечной
пространственной ширины с указанными требованиями к скачку по-
тенциала является достаточно искусственной, поэтому мы ограничимся
здесь лишь приведенным выше качественным обсуждением и не будем
проводить конкретных расчетов. Более реалистичное представление

6 А.В. Андреев
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о специфике спектра связанных состояний частицы нам даст решение
задачи о движении частицы в кулоновском поле, которое будет полу-
чено в настоящей главе.

Рис. 5.5. Пространственный профиль запрещенной зоны и вид гиперплоскости
состояний частицы в различных пространственных областях в случае, когда

глубина потенциальной ямы превышает удвоенную массу покоя частицы

5.1.5. Условие возникновения зеркальных частиц. Модель пря-
моугольной потенциальной ступеньки и прямоугольной потенциальной
ямы позволяют наглядно интерпретировать специфику взаимодействия
частицы с внешними полями. Однако эти модели становятся доста-
точно грубыми, когда величина скачка потенциальной энергии пре-
вышает удвоенную массу покоя частицы. Обратимся к анализу более
реалистичной модели, учитывающей конечность размеров области, где
происходит изменение потенциала. В качестве такой модели можно
рассмотреть следующую:

U(z) = U0

2
(1 + thβz). (5.32)

Потенциальная энергия меняется от значения U(−∞) = 0 до значения
U(∞) = U0, а величина l = β−1 определяет пространственный размер
области, в пределах которой происходит плавное изменение потенци-
альной энергии.

Уравнение (4.14) принимает в этом случае вид[
d2

dz2
+ κ2 − EU0

h̄2c2
(1 + thβz) + U2

0

4h̄2c2
(1 + thβz)2

]
u(z) = 0, (5.33)

где

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
.
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Введем новую неизвестную функцию

u(z) = (1 + thβz)−ik1/2(1− thβz)−ik2/2p(z)
и новую переменную

x = thβz.
Тогда уравнение (5.33) преобразуется к следующему виду:(
1− x2

)
p′′(x) + (−ik1 + ik2 − (2− ik1 − ik2)x) p′(x)+

+ 1
2

(
(k1 + k2)

2

2
+ ik1 + ik2 − 1

2

(
U0

h̄cβ

)2
)
p(x) = 0, (5.34)

где

k1 =

√
E2 −m2

0c
4

h̄cβ
, k2 =

√
(E − U0)

2 −m2
0c

4

h̄cβ
.

Учитывая, что уравнение (5.34) имеет вид уравнения для гипергео-
метрических функций, общее решение уравнения (5.33) можно запи-
сать в следующем виде:

u(z) = C1(2 chβz)i(k1+k2)/2 exp
(
−ik1 − k2

2
βz

)
×

× F
(
−s− i

k1 + k2
2

, 1 + s− i
k1 + k2

2
, 1− ik2, η

)
+

+ C2(2 chβz)i(k1−k2)/2 exp
(
−ik1 + k2

2
βz

)
×

× F
(
−s− i

k1 − k2
2

, 1 + s− i
k1 − k2

2
, 1 + ik2, η

)
, (5.35)

где

s = 1
2

(√
1−

(
U0

h̄cβ

)2
− 1

)
(5.36)

и
η = 1

1 + exp(2βz)
.

Асимптотическая форма решения (5.35) при z → ∞ имеет вид

u(z) = C1 exp (ik2βz) + C2 exp (−ik2βz) .
Перепишем величину k2 в следующем тождественном виде:

k2(E) = (E − U0)

h̄cβ

√
1− m2

0c
4

(E − U0)
2
.

Следовательно, при E > U0 требуемой асимптотической форме при
z → ∞ отвечает первое линейно независимое решение в (5.35),
а при E < U0 — второе, поскольку в этой области k2(E) отрицательно.
Несложно видеть, однако, что при замене k2 → −k2 второе линейно
независимое решение в (5.35) совпадает с первым, поэтому мы можем
выбрать общее решение в виде (5.35) с коэффициентом C2 = 0, полагая

6*
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при этом, что k2(E) является положительным при всех значениях E.
В этом случае асимптотическая форма решения (5.35) при z → −∞
имеет вид

u(z)|z→−∞ = Γ(1− ik2)Γ(−ik1)
Γ (1 + s− i(k1 + k2)/2) Γ (−s− i(k1 + k2)/2)

exp (ik1βz) +

+ Γ(1− ik2)Γ (ik1)

Γ (1 + s+ i(k1 − k2)/2) Γ (−s+ i(k1 − k2)/2)
exp (−ik1βz) . (5.37)

Окончательно для волновой функции, удовлетворяющей граничным
условиям (5.4), получаем выражение

u(z) = t(2 chβz)i(k1+k2)/2 exp
(
−ik1 − k2

2
βz

)
×

× F
(
−s− i

k1 + k2
2

, 1 + s− i
k1 + k2

2
, 1− ik2, η

)
.

Амплитудные коэффициенты отражения r и прохождения t определя-
ются следующими выражениями:

r =
Γ

(
1 + s− i

k1 + k2
2

)
Γ

(
−s− i

k1 + k2
2

)
Γ (ik1)

Γ
(
1 + s+ i

k1 − k2
2

)
Γ

(
−s+ i

k1 − k2
2

)
Γ(−ik1)

, (5.38)

t =
Γ

(
1 + s− i

k1 + k2
2

)
Γ

(
−s− i

k1 + k2
2

)
Γ(−ik1)Γ(1− ik2)

. (5.39)

В случае когда параметр s, определенный равенством (5.36), являет-
ся действительным, т. е. U0 � h̄cβ, для энергетических коэффициентов
отражения R = |r|2 и прохождения T = |t|2 Re (k2) /k1 получаем 1)

R = sin2 πs+ sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs+ sh2 (π (k1 +K2) /2)
, (5.40)

T = sh2 (π (k1 +K2) /2) − sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs+ sh2 (π (k1 +K2) /2)
, (5.41)

где
K2 = Re (k2) .

Несложно видеть, что
R + T ≡ 1.

Качественное отличие формул (5.38) и (5.39) от формул (5.7) состоит
в том, что в формулах (5.38) и (5.39) появляется новый параметр

δC = m0c

h̄β
= kC

β
= kC l, (5.42)

1) В общем случае формулы (5.40) и (5.41) совпадают по виду с формулами
(9.22) и (9.23), поэтому условие U0 � h̄cβ не является необходимым. Мы его
использовали здесь исключительно в целях компактности записи формул.
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определяющий пространственную протяженность области скачка по-
тенциала l = β−1 в единицах комптоновской длины волны частицы
λC = 2π/kC (точнее в единицах λ̄C = k−1

C ). При бесконечно узкой
ширине области скачка потенциала формулы (5.40) и (5.41) совпадают
с формулами (5.8). С ростом параметра δC энергетические зависимости
коэффициентов R и T начинают отличаться от соответствующих зави-
симостей, показанных на рис. 5.1. Характер изменения зависимостей
коэффициентов отражения и прохождения по мере увеличения пара-
метра δC показан на рис. 5.6. На этом рисунке пунктирными линиями
показаны зависимости для случая δC = 0,01 при той же величине
потенциального барьера, что и на рис. 5.1 (U0 = 3m0c

2). Пунктирные
кривые полностью совпадают с кривыми (б), (г) на рис. 5.1. Кри-
вые 1, 2, и 3 на рис. 5.6 соответствуют значениям параметра δC = 0,1
(кривые 1), 1 (кривые 2), 3 (кривые 3). Несложно видеть, что при
kC l = 3 зеркальных частиц в области z > 0 не появляется, а падающая
частица полностью отражается от потенциального барьера, если ее
энергия меньше высоты потенциального барьера: ΔE = E −m0c

2 � U0.
Таким образом, отношение пространственной ширины потенциального
барьера к комптоновской длине волны частицы является важнейшим
параметром, определяющим возможность возбуждения состояний зер-
кальных частиц.

Замечания и выводы:
1. Результаты, полученные выше, наглядно демонстрируют, что ана-

лиз задачи о движении частицы в пространственно неоднородном элек-
тростатическом поле, основанный на решении волнового уравнения со
второй производной по времени, приводит к результатам, качественно
отличающимся как от решений нерелятивистских уравнений, так и
релятивистских уравнений с первой производной по времени. Основа
возникающих различий обусловлена тем, что учет второй производной
приводит к возникновению двух зон состояний, отделенных друг от
друга запрещенной зоной. Таким образом, понятие запрещенной зоны
является краеугольным элементом теории.

2. В рамках нерелятивистских теорий изменение скалярного потен-
циала на произвольную величину не приводит к качественным измене-
ниям в характере движения частицы, поскольку ширина запрещенной
зоны является в этом случае бесконечной.

Аналогичная ситуация возникает и в рамках релятивистских тео-
рий, учитывающих лишь положительно частотную зону состояний,
поскольку в этом случае полагается, что отрицательно частотные ре-
шения соответствуют античастице, понимаемой как зарядово-сопря-
женная частица. Более принципиальное отличие состоит в том, что
в этом случае частица и античастица описываются двумя различными
уравнениями, поэтому анализ их взаимодействия может проводиться
лишь в рамках двухчастичных теорий.
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Рис. 5.6. Зависимость коэффициентов отражения R (а) и прохождения T (б)
от энергии налетающей частицы при той же величине потенциального барьера,
что и на рис. 5.1 (U0 = 3m0c

2), и пространственном размере области скачка
потенциала δC = kC/β = kC l, равной δC = 0,01 (пунктирные линии), δC =
= 0,1 (кривые 1), 1 (кривые 2), 3 (кривые 3). Несложно видеть, что при kC l =
= 3 зеркальных частиц в области z > 0 не появляется, а падающая частица
полностью отражается от потенциального барьера, если ее энергия меньше

высоты потенциального барьера: ΔE = E −m0c
2 � U0

3. Напротив, общее решение уравнений со второй производной по
времени является суперпозицией положительно и отрицательно частот-
ных решений, поэтому процессы с изменением числа частиц описыва-
ются в рамках одночастичной теории. Такие суперпозиционные состоя-
ния возникают лишь в пространственно неоднородном внешнем поле.
Как мы видели выше, это суперпозиционное состояние возникает лишь
тогда, когда пространственная ширина запрещенной зоны состояний,
отделяющая область положительно и отрицательно частотных состоя-
ний, имеет порядок комптоновской длины волны частицы, а величина
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скачка потенциала превышает удвоенную массу покоя частицы. В про-
тивном случае (т. е. при невыполнении указанных условий) частицы,
находящиеся в областях пространства U (r) = 0 и U (r) = U0, энергией
не обмениваются и существуют независимо друг от друга.

4. В явлениях астрофизического масштаба наличие пространствен-
ных областей раздельного существования частиц и зеркальных частиц
воспринимается как наличие «темной материи». На рис. 5.7 показан
пространственный профиль запрещенной зоны в случае потенциала,
определяемого выражением (5.32). Для наблюдателя, проводящего из-
мерения в полупространстве z < 0, частицы, состояния которых при-
надлежат области со штриховкой влево, находятся в скрытом секторе
пространства и воспринимаются как частицы темной материи. Части-
цы, находящиеся в области со штриховкой вправо, воспринимаются
либо как зеркальные частицы, если пространственная ширина области
скачка потенциала удовлетворяет условию kC l < 3, либо как части-
цы темной материи — в случае обратного неравенства. Аннигиляция
частицы и зеркальной частицы воспринимается наблюдателем как по-
явление «черной дыры».

5.2. Сохранение заряда в процессе взаимодействия
частицы и зеркальной частицы

Законы сохранения заряда и энергии являются одними из наиболее
строгих законов сохранения и, как показывают результаты эксперимен-
тальных исследований, заведомо выполняются в процессах взаимодей-
ствия элементарных частиц. Поэтому остановимся на их обсуждении
более подробно.

5.2.1. Гауссовские волновые пакеты. Обсуждая условия нор-
мировки волновых функций непрерывного спектра, мы неоднократно
обращались к закону сохранения заряда, подразумевая при этом, что
заряд сохраняется в бесконечно большом пространственном объеме.
Однако понятие бесконечно большого объема является такой же ма-
тематической абстракцией, как и понятие плоской волны. Бо́льшим
физическим смыслом обладают состояния частиц в виде волновых
пакетов. Как мы показали выше, волновые пакеты распространяются
с конечной групповой скоростью, величина которой меньше скорости
света, поэтому мы можем пользоваться граничными условиями на
поверхности конечного четырехмерного объема. Действительно, проин-
тегрируем уравнение непрерывности (4.5) по 4-объему ΔΩ = VΔt:

∫
∂jμ
∂xμ

dΩ =

t2∫
t1

∫

V

(
∂ρ (r, t)
∂t

+ div j
)
dV dt = 0.
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Отсюда получаем

q (t2) − q (t1) = −
t2∫
t1

∫

S

j dS dt,

где S — поверхность, ограничивающая объем V , и

q(t) =
∫

V

ρ (r, t) dV.

Полагая, что каждая из монохроматических компонент волнового па-
кета ψ (r, t) =

∫
ψω (r) exp(−iωt)dω является решением стационарной

задачи рассеяния, а следовательно, удовлетворяет граничному условию∫
S

jωdS = 0, получаем

q (t2) − q (t1) = −
t2∫
t1

∫

S

j (r, t) dS dt =
∫ ∫

S

jω (r) dS dω = 0. (5.43)

Рассмотрим рассеяние волнового пакета на потенциальной ступень-
ке (5.32). Асимптотический вид волновых функций падающей ψ0, отра-
женной ψr и прошедшей ψt волн совпадает с видом соответствующих
волновых функций для рассеяния на прямоугольной потенциальной
ступеньке. Пусть волновой пакет имеет среднюю энергию E0 = h̄ω0,
а длительность τ0 удовлетворяет условию ω0τ0 � 1. В этом случае
для плотности заряда вдали от области скачка потенциала согласно
формулам раздела 5.1.2 получаем

ρ0(z, t) = q0
E0

m0c
2

|A0|2√
1 + β2

1(L+ z)2τ−4
0

×

× exp
[
−

(
t− L+ z

v1

)2 1

τ 20 + β2
1(L+ z)2τ−2

0

]
,

ρr(z, t) = q0
E0

m0c
2

|A0|2 |r (ω0)|2√
1 + β2

1(L− z)2τ−4
0

×

× exp
[
−

(
t− L− z

v1

)2 1

τ 20 + β2
1(L− z)2τ−2

0

]
,

ρt(z, t) = q0
E0 − U0

m0c
2

|A0|2 |t (ω0)|2√
1 + (β1L+ β2z)

2 τ−4
0

×

× exp
[
−

(
t− z

v2
− L

v1

)2 1

τ 20 + (β1L+ β2z)
2 τ−2

0

]
.

(5.44)

Использованные здесь обозначения совпадают с обозначениями раз-
дела 5.1.2. В качестве момента времени t1 в (5.43) выберем мо-
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мент времени, когда падающая частица находится на расстоянии d1
от скачка потенциала, значительно превышающем пространственный
размер падающего волнового пакета. В качестве момента времени t2
возьмем момент времени, когда отраженная частица находится на
расстоянии d2 от скачка потенциала, значительно превышающем про-
странственный размер отраженного волнового пакета. Как мы отме-
чали ранее, в качестве точки z0 = −L можно выбрать любую точ-
ку, лежащую в области U(z) ≈ 0. Величина L, естественно, должна
быть больше d1,2. Таким образом, учитывая конечность области скачка
потенциала, моменты времени t1, 2 следует выбирать из соображений,
что L > d1, 2 � cτ (0) + β−1, где τ (z) определяет временную длитель-
ность волнового пакета в точке z (см. раздел 4.2.2).

Интегрируя (5.44) по пространству и учитывая, что

v1 = k1 (ω0) h̄c
2

E0
, v2 = k2 (ω0) h̄c

2

E0 − U0
,

для заряда в указанные моменты времени получаем

q(t) = q0

[
I(t) +R(t) + E0 − U0

|E0 − U0|T (t)
]
.

В случае E0 > U0

I(t) = θ(−t′), R(t) = |r (ω0)|2 θ(t′), T (t) = K2

k1
|t (ω0)|2 θ(t′), (5.45а)

а в случае U0 > 2m0c
2 и m0c

2 < E < U0 −m0c
2

I(t) = θ(−t′), R(t) = |r (ω0)|2 θ(t′), T (t) = K2

k1
|t (ω0)|2 θ(−t′),

(5.45б)
где

t′ = t− L

v1
,

а θ(t) — ступенчатая функция:

θ(t) =
{
0, t < 0,
1, t > 0.

Подставляя (5.45а) в (5.43), получаем

q0(R+ T ) = q0.

Подстановка (5.45б) в (5.43) приводит нас к следующему выражению:

q0R = q0 − q0T ,

где энергетические коэффициенты отражения R и прохождения T , как
видно из (5.45), определяются формулами (5.40) и (5.41). Следователь-
но, в обоих случаях получаем

q0 = q0(R+ T ). (5.46)
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Поскольку энергетические коэффициенты отражения и прохождения
удовлетворяют соотношению R + T = 1, то последнее соотношение
имеет смысл закона сохранения заряда.

Таким образом, в соответствии с вероятностной интерпретацией
квантовой механики при U0 < 2m0c

2 частица имеет вероятность либо
отразиться от скачка потенциала, либо перейти в область с большей
потенциальной энергией, оставляя в обоих случаях неизменным числа
частиц в положительно частотной зоне состояний. С другой стороны,
в случае U0 > 2m0c

2 частица имеет вероятность либо отразиться от
скачка потенциала, не изменив при этом числа частиц в положительно
частотной зоне состояний, либо аннигилировать. При аннигиляции
частицы в области скачка потенциала число частиц, находящихся как
в положительно, так и в отрицательно частотных зонах состояний, из-
меняется, однако полный заряд в пространственно-временной области,
включающей указанное событие, остается неизменным.

Полученные соотношения позволяют дать наглядную интерпрета-
цию понятия отрицательной энергии. Действительно, учитывая соот-
ношение (4.45), мы видим, что замена q0 → E0 приводит нас к закону
сохранения энергии. В случае рождения зеркальных частиц соотноше-
ние принимает вид

E0 − E0T = E0R.

Как мы уже отмечали выше, несмотря на положительность частоты
зеркальной частицы ω0 = E0/h̄, ее энергия, определяемая в общем
случае соотношением (4.48), а в стационарных внешних полях соотно-
шением (4.72), является отрицательной. Последнее равенство означает,
что в случае аннигиляции частицы в стационарных внешних полях
общая энергия материального поля в пространственно-временной об-
ласти, включающей исследуемое событие, остается неизменной.

5.2.2. Произвольные волновые пакеты. При выводе соотноше-
ния (5.46) мы использовали приближенные формулы (5.44). Однако это
было сделано исключительно в целях наглядности. Закон сохранения
заряда является строгим и не зависит от временного профиля падаю-
щего волнового пакета или каких-либо ограничений на его длитель-
ность. Рассмотрим движение частицы в пространственно неоднородном
электростатическом поле с потенциальной энергией U(z), имеющей
следующий асимптотический вид: U(z)|z→−∞ = 0 и U(z)|z→∞ = U0,
а центр области скачка потенциала определяется координатой z = 0.
Волновая функция для произвольного временного профиля падающего
волнового пакета определяется выражением (4.82), поэтому для заряда
в 4-объеме ΔΩ имеем

q(t) = q0

m0c
2

L∫

−L

∫
dω

∫
dω′a∗(ω)a(ω′) u

∗
ω(z)

u∗
ω (z0)

uω′(z)

uω′ (z0)

(
h̄ω + h̄ω′

2
− U(z)

)
×

× exp [i(ω − ω′)t] dz.
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Воспользуемся следующей формулой:
∞∫

−∞
exp [i (k(ω) − k(ω′)) z] dz = 2πδ(k − k′) = 2π

|∂k/∂ω|δ(ω − ω′), (5.47)

тогда, учитывая асимптотический вид волновых функций (5.4) и вы-
бирая моменты времени t1, 2 в соответствии с вышеприведенными
условиями, для пространственного интеграла, определяющего заряд
падающей частицы получаем

0∫

−L

exp [i (k(ω) − k(ω′)) z] dz = θ(t′)
∞∫

−∞
exp [i (k(ω) − k(ω′)) z] dz =

= 2πθ(t′)δ(k − k′) = 2π
|∂k/∂ω|θ(t

′)δ(ω − ω′).

Окончательно, для заряда в выбранной области 4-объема получаем

q(t) = q0

[
θ(−t′)

∫
|A(ω)|2 dω + θ(t′)

∫
|A(ω)|2R(ω)dω+

+ θ (t′ sgn (h̄ω − U0))
∫
|A(ω)|2 h̄ω − U0

|h̄ω − U0|T (ω)dω
]
, (5.48)

где в соответствии с условием нормировки∫
|A(ω)|2 dω = 2π

m0c

∫
|a(ω)|2

√
h̄2ω2 −m2

0c
4 dω = 1. (5.49)

Не повторяя предыдущих выкладок, несложно показать, что

q(t) = q0,

поскольку для каждой из спектральных компонент волнового пакета
имеем

R(ω) + T (ω) = 1.

Как мы видели, по крайней мере, на примере прямоугольной потенци-
альной ступеньки и потенциальной ступеньки (5.32) это соотношение
выполняется тождественно.

Замечания и выводы
Проведенный выше анализ позволяет сделать следующие выводы.
Во-первых, при анализе задач рассеяния задание состояния падаю-

щей частицы в виде волнового пакета приводит к принципиально
важным следствиям, которые не поддаются интерпретации в рамках
традиционной модели плоских волн. Использование волновых пакетов
при расчете квантово-механических средних физически наблюдаемых
величин для состояний сплошного спектра позволяет избежать расхо-
димостей, неизбежно возникающих при использовании модели плоских
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волн, и, как результат, получать строгие математические соотношения
между характеристиками падающей и рассеянных частиц.

Во-вторых (и это, безусловно, более принципиально), задание со-
стояния частицы в виде волнового пакета приводит к появлению новой
характеристики состояния материального поля — групповой скорости
vg = (∂k/∂ω)−1, которая имеет наглядную физическую интерпретацию.
Как видно из формул (5.44) и (5.47), эта характеристика материального
поля является неизбежным атрибутом математической формулировки
закона сохранения заряда, выражаемого равенствами (5.46) и (5.48).

В-третьих, как следует из вышеприведенных формул, последова-
тельная теория зеркальных частиц полностью базируется на исполь-
зовании понятия отрицательной вероятности, что придает ей форму
строгой математической теории.

5.3. Движение частицы в кулоновском поле

Задача о движении заряженной частицы в кулоновском поле играет
принципиальную роль в квантовой механике, поскольку эта модель
является базовой моделью атома (если быть более точным, моделью
атома с бесконечно тяжелым ядром). Как мы отмечали выше, именно
объяснение дискретной структуры спектров излучения атомов послу-
жило основным стимулом для развития квантовой механики. В свою
очередь, соответствие рассчитываемых энергетических спектров со-
стояния частицы в кулоновском поле экспериментально наблюдаемым
в то время сериям радиационных переходов в водородоподобных ато-
мах (серия Лаймана, Пашена и т. д. [42]) дало неоспоримые доказа-
тельства в пользу справедливости основных положений развиваемо-
го квантово-механического подхода. Объяснение лембовского сдвига
уровней в атоме водорода [44] послужило позже экспериментальной
базой для развития теории вторичного квантования, т. е. теории кван-
тованных полей. Одним из основных и наиболее эффективных методов
квантовой теории поля является инвариантная теория возмущений,
позволяющая представлять взаимодействие частиц друг с другом и
с электромагнитным полем в виде суммы элементарных процессов.
Следует тем не менее отметить, что область применимости этих ме-
тодов принципиально ограничивается малостью параметра Zα. С од-
ной стороны, это ограничение можно было бы считать непринципи-
альным, поскольку не существует стабильных связанных состояний
систем заряженных частиц с Z > α−1. С другой стороны, вряд ли
следует ожидать, что последовательное объяснения нестабильности
состояний в целом нейтральных многочастичных систем заряженных
частиц с зарядом ядра Z � α−1 может быть получено в рамках методов,
основанных на теории возмущений по параметру Zα. Следовательно,
развитие непертурбативных методов расчета имеет принципиальное
значение. К более подробному обсуждению этих проблем мы обратимся
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в следующем разделе, а настоящий раздел будет посвящен расчету
стандартного спектра состояний частицы в кулоновском поле.

5.3.1. Энергетический спектр. Рассмотрим задачу о движении
частицы в кулоновском поле:

U(r) = eϕ(r) = −Ze2

r
. (5.50)

Задача о движении частицы с нулевым спином в кулоновском поле
соответствует, например, задаче о движении отрицательного пиона
в поле атомных ядер, спин которых равен нулю. Связанное состояние
пиона в поле атомного ядра образует π-мезонный атом, поэтому Z
в (5.50) есть заряд ядра.

Уравнение (4.3) принимает в этом случае вид[
Δ − m2

0c
4 − E2

h̄2c2
+ 2EZe2

h̄2c2
1
r

+ Z2e4

h̄2c2
1

r2

]
ψ (r) = 0. (5.51)

Учитывая центральную симметрию задачи, решение последнего урав-
нения можно искать в виде разложения по сферическим функциям:

ψ (r) = Rl(r)Ylm(θ, ϕ), (5.52)

тогда для радиальной волновой функции получаем следующее уравне-
ние: [

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− l(l + 1) − Z2α2

r2
+ 2EZα

h̄c

1
r
− κ2

]
Rl(r) = 0, (5.53)

где α = e2/h̄c — постоянная тонкой структуры и

κ =

√
m2

0c
4 − E2

h̄c
.

Граничные условия краевой задачи (5.53) для радиальной волновой
функции задаются в точках r = 0 и r = ∞ и состоят в задании опре-
деленной асимптотической формы волновой функции. Для связанных
состояний частицы граничные условия на бесконечности сводятся к об-
ращению волновой функции в нуль. Поскольку кулоновский потенциал
является сингулярным, то волновая функция может быть расходящейся
в нуле. Однако расходимость должна быть такой, чтобы нормиро-
вочный интеграл

∫
ρ (r) dV имел конечные значения. Этим условием

определяются ограничения на возможный вид асимптотической формы
волновой функции в нуле.

Величина кинетической энергии движения частицы (без учета мас-
сы покоя), находящейся в связанном состоянии, лежит в пределах
Umin < E −m0c

2 � Umax. Для потенциала (5.50) Umax = U(r)|r→∞ = 0,
а Umin = −∞, поэтому собственные значения энергии связанных
состояний ограничены лишь условием |En| � m0c

2. Отметим, что по-
скольку кулоновский потенциал (5.50) является сингулярным, то нет
априорных оснований полагать, что все собственные значения, отвеча-
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ющие связанным состояниям частицы, будут положительно частотны-
ми.

Общее решение уравнения (5.53) выражается через вырожденные
гипергеометрические функции F (a, b, z) и имеет вид

R(r) = C1r
s exp(−κr)F

(
s+ 1− EZα

κh̄c
, 2(s+ 1), 2κr

)
+

+ C2r
−(s+1) exp(−κr)F

(
−s− EZα

κh̄c
, −2s, 2κr

)
, (5.54)

где
s = sl =

√
(l + 1/2)2 − Z2α2 − 1/2. (5.55)

Вырожденная гипергеометрическая функция при z → ∞ имеет следую-
щий асимптотический вид:

F (a, b, z)|z→∞ = Γ(b)

Γ(b− a)
z−a exp(iπa) + Γ(b)

Γ(a)
exp(z)za−b + . . .

Следовательно, волновая функция (5.54) стремится к нулю на беско-
нечности (r → ∞) только при выполнении условий

s+ 1− EZα

κh̄c
= −n1, (5.56a)

s+ EZα

κh̄c
= n2, (5.56б)

где n1 и n2 — целые неотрицательные числа.

5.3.2. Нормированные волновые функции. В рамках нереля-
тивистских теорий полагается, что волновая функция связанных со-
стояний частицы не должна иметь расходимостей, т. е. должна быть
конечной во всех точках пространства. Из (5.54) и (5.55) видно, что
этому условию может удовлетворять лишь первое из решений (5.54):

R(1)(r) = C1r
s exp(−κr)F

(
s+ 1− EZα

κh̄c
, 2(s+ 1), 2κr

)
.

Поэтому остановимся сначала на нем.
Условие (5.56a) приводит к следующему спектру собственных зна-

чений:
E

(1)
nl = m0c

2 (n+ sl + 1)√
(n+ sl + 1)2 + Z2α2

, (5.57)

где n = n1. При выполнении условия (5.56a) вырожденная гипергео-
метрическая функция становится конечным степенным рядом и выра-
жается через полиномы Лагерра:

R
(1)
nl (r) = C1L

(2s+1)
n (2κr) exp(−κr)rs. (5.58)

Учитывая выражение (5.55), несложно видеть, что функция R
(1)
nl (r)

является сингулярной лишь при l = 0. Однако расходимость волно-
вой функции при r = 0 не является основанием для отбрасывания
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соответствующих решений. Во-первых, кулоновский потенциал явля-
ется расходящимся в нуле. Во-вторых, критерием отбора решений
является возможность нормировки волновых функций. Все нормируе-
мые волновые функции не нарушают вероятностной интерпретации
квантово-механических уравнений, которая базируется на выполнении
уравнения непрерывности. Действительно, наряду с объемной плотно-
стью заряда ρ (r) удобно ввести радиальную плотность распределения
заряда dq/dr, определяемую следующим образом:

q =
∫
ρ (r) dV =

∞∫

0

dq

dr
dr,

откуда
dq

dr
= ρ(r)r2 = r2

∫
ρ (r) dΩ. (5.59)

Для радиальной плотности распределения заряда получаем

dq

dr
= Enl − U(r)

m0c
2

(
R

(1)
nl (r)

)2
r2 =

= C2
1
Enl − U(r)

m0c
2

(
L(2s+1)

n

(
2κ(1)r

))2
exp

(−2κ(1)r
) (

2κ(1)r
)2(s+1)

.

Из (5.55) следует, что радиальная плотность распределения заряда не
является расходящейся даже для состояний с l = 0.

Выше мы показали (см. (4.21)), что собственные волновые функции
краевой задачи (5.51), отвечающие различным собственным значениям,
являются ортогональными друг другу. В свою очередь угловые части
волновых функций (5.52) являются ортонормированными:∫

Y ∗
lm(θ, ϕ)Yl′m′(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = δll′δmm′ ,

поэтому остановимся на условии нормировки радиальных волновых
функций (5.58)

1

m0c
2

∫
R

(1)
nl (r)

(
E

(1)
nl + Ze2

r

)
R

(1)
nl (r)r2dr = ±1.

Подставляя в последнее выражение волновые функции (5.58), получа-
ем

C2
1
(2κ)−ν−2

m0c
2

[
En

∞∫

0

(
L(ν)

n (x)
)2

exp(−x)xν+1dx+

+ 2Zα
√
m2

0c
4 − E2

n

∞∫

0

(
L(ν)

n (x)
)2

exp(−x)xνdx

]
= ±1, (5.60)
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где ν = 2s+ 1. После интегрирования выражение (5.60) принимает вид

C2
1
(2κ)−ν−2

m0c
2

[
(2n+ ν + 1)En + 2Zα

√
m2

0c
4 − E2

n

]
Γ(n+ ν + 1)

n!
= ±1.
(5.61)

Как видно, собственные значения (5.57) являются всегда положитель-
ными, поэтому в правой части (5.61) мы можем оставить лишь знак
плюс и окончательно для нормированных волновых функций (5.58)
получаем

R
(1)
nl (r) = 2κ3/2

√
n!

Γ(n+ 2s+ 2)
1√

(n+ s+ 1)2 + Z2α2
×

× L(2s+1)
n (2κr) exp(−κr)(2κr)s. (5.62)

Учитывая определение параметра s (см. (5.55)), мы видим, что норми-
ровочная константа волновых функций (5.62) является положительной
и конечной при произвольных значениях квантовых чисел n и l.

5.3.3. Стандартный базис состояний частицы в кулоновском
поле. При Zα � 1 для энергии состояний с волновыми функция-
ми (5.62) получаем следующее разложение в ряд по степеням парамет-
ра Zα:

E
(1)
nl =m0c

2

[
1− Z2α2

2(n+ l + 1)2
− Z4α4

2(n+ l + 1)4

(
n+1/2
l+1/2

+ 1
4

)
+. . .

]
. (5.63)

Слагаемое, пропорциональное α2, совпадает с выражением для энергии
уровней водородоподобного атома, следующим из решения нереляти-
вистского уравнения Шредингера. Слагаемые более высокого поряд-
ка по постоянной тонкой структуры приводят к релятивистским по-
правкам. Как видно из структуры уравнения (5.51), принципиальное
отличие этого уравнения от нерелятивисткого уравнения Шредингера
состоит в наличии слагаемого, пропорционального U2(r). Именно это
слагаемое приводит к появлению релятивистских поправок. Действи-
тельно, воспользуемся следующим тождественным преобразованием:

sl = l − δl = l − Z2α2√
(l + 1/2)2 − Z2α2 + l + 1/2

.

Следовательно, при Zα� 1 получаем δl � 1 и параметр sl принимает
вид

sl ≈ l.

В указанном приближении радиальные волновые функции (5.62) совпа-
дают с собственными волновыми функциями нерелятивистского урав-
нения Шредингера для частицы, движущейся в кулоновском поле.

Качественное отличие спектра (5.57) от спектра нерелятивистской
задачи состоит в том, что в спектре (5.57) появляется тонкая струк-
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тура, проявляющаяся в том, что уровни, отвечающие одному и тому
же значению главного квантового числа np = n+ l + 1, но различным
значениям углового момента, расщепляются. Например, уровни, харак-
теризуемые радиальным квантовым числом n и угловым моментом l,
сдвигаются относительно уровней с n′ = n− 1 и l′ = l+ 1 на величину

Enl − En′l′ = m0c
2 (np − δl)√

(np − δl)
2 + Z2α2

− m0c
2 (np − δl+1)√

(np − δl+1)
2 + Z2α2

.

Как видно из (5.63), сдвиг пропорционален m0c
2Z4α4 и содержит

слагаемые более высокого порядка. В частности, расщепляются 2s-
и 2p-уровни, имеющие в нерелятивистском случае одинаковую энер-
гию.

Таким образом, как следует из разложения (5.63), первое из реше-
ний (5.54) уравнения для радиальной волновой функции (5.53) приво-
дит к стандартному базису состояний частицы в притягивающем
кулоновском поле, который при Zα � 1 близок к базису состояний
нерелятивистской частицы, движущейся в кулоновском поле. Асимпто-
тическое поведение волновых функций и собственных значений этого
базиса показывает, что стандартный базис состояний относится к по-
ложительно частотной зоне состояний частицы.

Как мы отмечали выше, несмотря на сигулярность волновых функ-
ций (5.62) с l = 0, распределение плотности заряда особенностей не
имеет, поэтому характерный пространственный размер орбит частиц,
находящихся в состояниях стандартного базиса, определяется экспо-
ненциальным спаданием волновых функций

κnl = Z

a0

1√
(n+ sl + 1)2 + Z2α2

,

где
a0 = h̄2

m0e
2
. (5.64)

В нерелятивистской теории атома величина a0 = h̄2/mee
2, где me —

масса электрона, называется радиусом Бора и служит единицей длины
атомной системы единиц. Как видно, радиус орбит низколежащих
состояний стандартного базиса определяется величиной

aZ = a0
Z
. (5.65)

Характерная величина энергии связи частицы определяется потен-
циалом ионизации, т. е. энергией основного состояния, характеризуе-
мого квантовыми числами (n1 = 0, l1 = 0). Для состояний стандартного
базиса потенциал ионизации определяется выражением

I0 = 1
2
m0c

2Z2α2 = m0e
4

2h̄2
Z2. (5.66)
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В теории атомных спектров величина I0, соответствующая Z = 1
и массе m0, равной массе электрона, называется энергией Ридберга
и служит единицей измерения энергии в атомной системе единиц.
Для мезонов I0 больше энергии Ридберга в отношении массы мезона
к массе электрона.

5.3.4. Эффективный угловой момент. Если сопоставить форму-
лы (5.53) и (5.55), то несложно видеть, что уравнение (5.53) можно
записать в следующем тождественном виде:[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− s(s+ 1)

r2
+ 2EZα

h̄c

1
r
− κ2

]
R(r) = 0. (5.67)

Откуда следует, что в рамках релятивистских теорий параметр s играет
роль эффективного углового момента. Действительно, это становится
очевидным, если сопоставить формулы (5.57) и (5.58) с формулами
нерелятивистской теории. Более того, воспользуемся следующим тож-
дественным преобразованием:

sl = l − δl = l − Z2α2√
(l + 1/2)2 − Z2α2 + l + 1/2

. (5.68)

Таким образом, при Zα� 1 параметр sl принимает вид

sl ≈ l.

Отметим, что в указанном случае (Zα� 1), волновые функции (5.62)
совпадают с собственными волновыми функциями нерелятивистско-
го уравнения Шредингера для частицы, движущейся в кулонов-
ском поле.

Возникновение параметра s, не являющегося целым числом, в урав-
нении (5.67) обусловлено совпадением пространственных зависимо-

стей слагаемых
l2

r2
ψ и U2ψ уравнения (5.51). Вместе с тем урав-

нение (5.67) наглядно демонстрирует общие и отличительные черты
релятивистских и нерелятивистских уравнений и влияние релятивист-
ского слагаемого U2(r) на структуру спектра положительно частотных
состояний.

Несложно видеть, что имеет место структурная схожесть парамет-
ра s, определяемого соотношением (5.55), и параметра s, определяемого
соотношением (5.36) и играющего принципиальную роль в одномерных
задачах рассеяния. Структурная схожесть указанных параметров имеет
единую основу и связана с наличием в уравнении (5.33) слагаемого,
пропорционального U2(z). Действительно, как следует из вида уравне-
ния (5.34), в нем появляется дополнительное по сравнению с нереляти-

вистскими теориями слагаемое пропорциональное
(

U0

2h̄cβ

)2
= s(s+ 1).
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Это слагаемое существенно влияет на степень связи состояний частицы
и зеркальной частицы.

5.4. Базис волновых функций отрицательно
частотной зоны состояний частицы в кулоновском
поле (связанные состояния зеркальных частиц)

Результаты, полученные выше, ярко демонстрируют, что системати-
ка состояний, основанная на модели свободной частицы, не позволяет
увидеть всего многообразия физически различных состояний матери-
ального поля. Специфика материальных волновых уравнений второго
порядка по временной производной состоит в том, что общее реше-
ние уравнений является суперпозицией положительно и отрицательно
частотных решений. Анализ одномерных задач рассеяния убедительно
показал, что отрицательно частотные решения соответствуют новым
состояниям материального поля — зеркальной материи. Отличительная
черта этих новых состояний материального поля состоит в том, что
взаимодействие частицы и зеркальной частицы происходит лишь в
ультрарелятивистских полях с напряженностью электрического поля
больше или порядка

Emir ≈ 2m0c
2/q0λ̄C = 2m2

0c
3/q0h̄, (5.69)

где λ̄C — комптоновская длина волны.
Анализ задачи о спектре собственных состояний частицы в куло-

новском поле дает дополнительную наглядную физическую интерпре-
тацию положительно и отрицательно частотным состояниям матери-
ального поля. В настоящем разделе мы покажем, что при движении
в кулоновском поле связанным состояниям частицы могут отвечать
состояния не только положительно, но и отрицательно частотного
спектра [40]. При анализе задач рассеяния, используя представление
о волновых пакетах, мы связали состояния отрицательно частотного
спектра с состояниями зеркальных частиц. Обсуждение связанных
состояний отрицательно частотного спектра в кулоновском поле вновь
приводит нас к терминологической проблеме определения состояний
материального поля, отвечающих им. С одной стороны, вполне есте-
ственным выглядит термин античастица. С другой стороны, учитывая
результаты вышеприведенного рассмотрения, не менее естественным
выглядит термин зеркальная частица. Эти терминологические труд-
ности связаны с расширением пространства состояний материальных
полей, описываемых волновыми уравнениями со второй производной
по времени.

Сравним нерелятивистскую и релятивистскую краевые задачи
о движении частицы в притягивающем и отталкивающем кулоновских
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полях. Соответствующие волновые уравнения для указанных задач
имеют следующий вид:(

− h̄2

2m0
Δ ± Ze2

r

)
ψ = Eψ,(

− h̄2

2m0
Δ ± E

m0c
2

Ze2

r
− 1

2m0c
2

Z2e4

r2

)
ψ = E2 −m2

0c
4

2m0c
2

ψ,

где знаки плюс и минус отвечают соответственно отталкивающему и
притягивающему кулоновским полям. Несложно видеть, что в реляти-
вистском случае в качестве потенциальной энергии выступает функция

U (±)(r) = ± E

m0c
2

Ze2

r
− 1

2m0c
2

Z2e4

r2
. (5.70)

В то время как в нерелятивистском случае потенциальная энергия от-
рицательна лишь для притягивающего взаимодействия, потенциальная
энергия (5.70) становится отрицательной и в отталкивающем кулонов-
ском поле на расстояниях r � r0(E), где

r0(E) = Ze2

2E
. (5.71)

Вид потенциальной энергии (5.70) для случая E ≈ m0c
2 показан на

рис. 5.8 для притягивающего (a) и отталкивающего (б) кулоновских
потенциалов. Отметим, что при E = m0c

2 величина r0 равна половине
классического радиуса заряженной частицы rm = e2/m0c

2. Понятно,
что величина r0(E) определяет характерный радиус орбит связан-
ных состояний античастицы (зеркальной частицы). Учитывая форму-
лы (5.64) и (5.65), величину r0(E) можно связать с радиусом орбит
связанных положительно частотных состояний частицы aZ . Эта связь
имеет вид

r0(E) = aZ
Z2α2

2
m0c

2

E
.

Таким образом, мы видим, что и частица, и античастица (зеркальная
частица) могут иметь спектр связанных состояний в одном и том же
кулоновском поле. Отметим, что при Zα → 1 величина r0 стремится
к aZ , следовательно, радиусы орбит связанных состояний частицы и
античастицы начинают в этом случае совпадать. Как мы увидим позже,
именно это обстоятельство является основной причиной нестабильно-
сти атомных систем с Zα � 1.

5.4.1. Нормированная волновая функция. Обратимся ко второ-
му линейно независимому решению (5.54). Оно имеет вид

R(2)(r) = C2r
−(s+1) exp(−κr)F

(
−s− EZα

κh̄c
, −2s, 2κr

)
.

Условие (5.56б) определяет спектр собственных значений связанных
состояний частицы, который имеет вид

E
(2)
nl = ± m0c

2(n− s)√
(n− s)2 + Z2α2

. (5.72)
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Рис. 5.8. Вид эффективной потенциальной энергии (5.70) в притягивающем (a)
и отталкивающем (b) кулоновском поле. Тонкой линией показан кулоновский

потенциал

Радиальная волновая функция при выполнении условия (5.56б) прини-
мает вид

R
(2)
nl (r) = C2L

(−2s−1)
n (2κr) exp(−κr)r−(s+1). (5.73)

Общее решение (5.54) не предполагает определенного знака Z в урав-
нении (5.53). Спектр собственных значений (5.50) также является
двузначным. При выборе знака в (5.57) мы руководствовались тем со-
ображением, что для Z > 0 соотношение (5.56a) выполняется лишь при
E > 0. В отличие от (5.56a), соотношение (5.56б) может выполняться
при произвольном знаке Z. Второе отличие спектра собственных зна-
чений (5.72) от спектра (5.57) состоит в том, что даже при знаке плюс
в (5.72) собственные значения могут быть как положительными (при
n > s), так и отрицательными (при n < s). Сложность идентификации
состояний, отвечающих спектру (5.72), состоит также в том, что, как
это следует из общего анализа, приведенного в гл. 4, знак собственного
значения не определяет его принадлежности к зоне положительно или
отрицательно частотных решений. Мы убедились в этом на примере
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одномерных задач рассеяния. Поэтому выбор знака в (5.72) требует
дополнительного анализа.

Как следует из (5.73), волновые функции R
(2)
nl (r) сингулярны

в нуле, поэтому, с учетом предыдущего обсуждения и иллюстра-
ций, представленных на рис. 5.8, становится ясно, что спектр со-
стояний (5.72)–(5.73) отвечает спектру связанных состояний частицы
в отталкивающем потенциале или спектру связанных состояний за-
рядово-сопряженной частицы в отталкивающем для нее потенциале.
Согласно обсуждавшемуся выше алгоритму, именно положительно ча-
стотный спектр состояний зарядово-сопряженной частицы в отталкива-
ющем потенциале с точностью до знака определяет спектр отрицатель-
но частотных состояний частицы в притягивающем кулоновском поле.

Отталкивающему кулоновскому полю отвечает значение Z < 0
в (5.53). Следовательно, положительно частотному решению для заря-
дово-сопряженной частицы отвечает знак минус в (5.72). Имея в виду,
что собственные значения отрицательно частотных решений уравнения
для частицы отличаются по знаку от собственных значений задачи для
зарядово-сопряженной частицы, мы приходим к выводу, что знак плюс
в (5.72) отвечает собственным значениям отрицательно частотной зоны
состояний для частицы в притягивающем кулоновском поле.

Обратимся теперь к обсуждению радиальных волновых функ-
ций (5.73). Учитывая определение параметра s, задаваемого выраже-
нием (5.55), несложно видеть, что в то время как волновая функ-
ция R(1)

nl (r) является сингулярной лишь при l = 0, волновая функция
R

(2)
nl (r) является сингулярной в более широкой области изменения

квантовых чисел n и l. Нормировочный интеграл для волновой функ-
ции (5.73) снова имеет вид (5.60), где параметр ν, однако, имеет теперь
вид: ν = −2s− 1. Поскольку полиномы Лагерра являются многочлена-
ми конечной степени:

L(ν)
n (x) =

n∑
m=1

(−1)n

(
n+ ν
n−m

)
1
m!
xm,

то несложно видеть, что нормировочный интеграл сводится к сумме
интегралов следующего вида:

I(a) =
∞∫

0

exp(−x)xadx.

Интеграл I(a) является интегралом Эйлера и определяет гамма-
функцию: I(a) = Γ(a + 1). Гамма-функция является однозначной ана-
литической функцией на всей комплексной плоскости a = a′ + ia′′, за
исключением точек a = −n (где n — целые неотрицательные числа),
в которых она имеет простые полюсы. Проводя интегрирование в (5.60)
с волновыми функциями (5.73), получаем

C2 2(2κ)
2s−1

m0c
2

[
(n− s)Enl + Zα

√
m2

0c
4 − E2

nl

]
Γ(n− 2s)

n!
= ±1.
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Как видно, норма волновой функции (5.73) может быть как положи-
тельной, так и отрицательной в зависимости от величины парамет-
ра n− 2s. Подставляя (5.72) в (5.61), для нормированной волновой
функции (5.73) получаем

R
(2)
nl (r) = 2κ3/2

√
n!

Γ(n− 2s)
1√

(n− s)2 + Z2α2
L(−2s−1)

n (2κr)×

× exp(−κr)(2κr)−(s+1). (5.74)

Несложно видеть, что константа нормировки волновых функций (5.74)
является конечной, если n− 2s не является нулем или целым отрица-
тельным числом (n − 2s �= 0, −1, −2, . . .). Следовательно, параметр s
не должен быть целым или полуцелым числом. Как мы показали выше
(см. уравнение (5.67)), параметр s играет роль эффективного углового
момента и релятивистское слагаемое уравнения (5.51), пропорциональ-
ное q20ϕ

2 (r), приводит к тому, что параметр s становится в общем
случае отличным от целого числа.

Однако поскольку отличие параметра s от l согласно (5.68) зависит
от величины Zα, то определим возможности обращения s в целое или
полуцелое число при изменении заряда ядра Z. Решение уравнения

s(Z) = p

имеет вид
Ziα =

√
(l − p)(l + p+ 1) .

При p = 0 расходящимися становятся волновые функции (5.74),
отвечающие значению радиального квантового числа n = 0. Для Zi

получаем
Ziα =

√
l(l + 1) . (5.75а)

При p = 1/2 расходящимися становятся волновые функции, отвечаю-
щие состояниям с n = 0 и n = 1. Для Zi получаем

Ziα =
√

(l + 1/2)2 − 1 . (5.75б)

Особым является также и значение p = −1/2, которому соответствует
решение

Ziα = l + 1/2, (5.75в)

поскольку при Zα > (l + 1/2) параметр s становится комплексным,
а следовательно, комплексными становятся и собственные значе-
ния (5.57) и (5.72).

Введем квантовые числа (n1, l1) для определения состояний спек-
тра (5.57) и квантовые числа (n2, l2) для определения состояний
спектра (5.72). На рис. 5.9 представлен интегральный спектр соб-
ственных значений частицы в притягивающем кулоновском поле как
функция заряда ядра Zα, этот спектр включает как собственные
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значения (5.57), так и отвечающие знаку плюс собственные значе-
ния (5.72). Вертикальными штриховыми линиями показаны значения
Ziα, которые определяются формулами (5.75а–в). Несложно видеть,
что при указанных значениях происходит слияние или пересече-
ние уровней. Следует, однако, отметить, что значения Zi, определя-
емые формулами (5.75а–в) не являются целочисленными, например√
2 /α = 193,79816939 и 1/2α = 68,51799988. Поскольку заряд ядра Z

является дискретным целым числом, то пересечения уровней в реаль-
ных мезоатомах не происходит.

Рис. 5.9. Интегральный спектр собственных значений энергии связанных со-
стояний частицы и зеркальной частицы в кулоновском поле как функция
заряда ядра Z. Вертикальными штриховыми линиями показаны значения Ziα,

которые определяются формулами (5.75а–в)

Замечания и выводы
Соотношения (5.75а–в) играют принципиально важную роль, по-

скольку позволяют сделать важные выводы.
Во-первых, расходимость нормы волновых функций (5.74) одно-

значно связана с совпадением собственных значений (5.57) и (5.72), от-
вечающих положительно и отрицательно частотным зонам состояний.

Во-вторых, целая часть значений Zi определяет заряды ядер, для
которых величины собственных значений (5.57) и (5.72) становятся
наиболее близки друг к другу. Волновые функции состояний отри-
цательно частотной зоны сингулярны в нуле. Как мы видели выше,
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в указанных состояниях частица находится от центра ядра на рас-
стояниях порядка ее классического радиуса. Следовательно, переходы
частицы на уровни отрицательно частотного спектра воспринимаются
наблюдателем как процессы, приводящие к изменению состояния ядра
водородоподобного атома или иона. Несколько забегая вперед, отме-
тим, что при совпадении величины собственных значений становятся
совпадающими и радиусы пространственной локализации частиц, на-
ходящихся в состояниях положительно и отрицательно частотных зон,
что оказывает деструктивное воздействие на стабильность атомоподоб-
ных систем.

В-третьих, как мы отмечали в предыдущей главе, в рамках теории,
допускающей отрицательные значения вероятности, энергетический
спектр состояний материального поля может не совпадать со спектром
собственных значений, поскольку, например, энергия материального
поля в состоянии, отвечающем положительному собственному значе-
нию и отрицательной норме волновой функции, имеет знак, противопо-
ложный знаку собственного значения. Это обстоятельство, безусловно,
оказывает существенное влияние на физическую интерпретацию про-
цессов, происходящих в атомных системах.

5.4.2. Подзона состояний отрицательно частотной зоны с по-
ложительными собственными значениями. Базируясь на выбран-
ном знаке состояний отрицательно частотной зоны состояний частицы
в притягивающем кулоновском поле, проведем сравнительный анализ
собственных значений положительно и отрицательно частотных зон.

Приведенное выше обсуждение показало, что параметр sl, опре-
деляемый соотношением (5.55), является одним из принципиально
важных (управляющих) параметров задачи. Как мы уже отмечали,
соотношение (5.55) можно переписать в следующем тождественном
виде:

sl = l − δl = l − Z2α2√
(l + 1/2)2 − Z2α2 + l + 1/2

.

При Zα� 1 получаем δl � 1, поэтому в указанном пределе sl ≈ l.
Следовательно, обращаясь к формуле (5.72):

E
(2)
n2l2

= m0c
2 (n2 − l2 − δl)√

(n2 − l2 − δl)
2 + Z2α2

≈ m0c
2 (n2 − l2)√

(n2 − l2)
2 + Z2α2

,

несложно видеть, что спектр: (5.72) разбивается в этом случае на
три группы состояний: а) E(2) ≈ m0c

2 при n2 > l2, б) E(2) ≈ 0 при
n2 = l2, в) E(2) ≈ −m0c

2 при n2 < l2. Следует сразу отметить, что при
Zα � 1 наглядно прослеживается общее свойство, состоящее в зер-
кальной симметрии между собственными значениями спектра (5.57)
и собственными значениями указанных трех групп спектра (5.72).
Действительно, собственные значения (5.57) растут с ростом l1, а соб-
ственные значения (5.72) уменьшаются с ростом l2.
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Остановимся на первой группе состояний, для которой E(2)
nl ≈m0c

2.
Разложение собственных значений (5.72) по степеням Zα имеет в этом
случае вид

E
(2)
n2l2

=m0c
2

[
1− Z2α2

2 (n2−l2)2
+ Z4α4

2 (n2−l2)4
(
n2+1/2
l2+1/2

− 1
4

)
+. . .

]
. (5.76)

Несложно видеть, что с точностью до членов, пропорциональных α2,
собственные значения состояний с n1 + l1 + 1 = n2 − l2 одинаковы
и совпадают с энергетическим спектром, следующим из решения
нерелятивистского уравнения Шредингера. Учет последующих членов
приводит к тому, что собственные значения состояний, описываемых
волновой функцией R(1), уменьшаются, а состояний, описываемых
волновой функцией R(2), увеличиваются. Отметим, что спектры (5.63)
и (5.76) зеркально симметричны. Действительно, формальная замена
l2 → − (l1 + 1) приводит спектр (5.76) к виду (5.63), что, бесспорно,
указывает на то, что спектр собственных значений (5.72) является
спектром состояний античастицы, свободными состояниями которой
являются состояния с энергией E � −m0c

2. Как видно, собственные
значения рассматриваемой группы состояний спектра (5.72) лежат
в области m0c

2 − I0 � E
(2)
nl � m0c

2.
Как мы отмечали выше, радиус пространственного распределения

плотности заряда состояний спектра (5.57) определяется экспоненци-
альным спаданием волновых функций (5.62) и задается величиной aZ ,
определяемой соотношением (5.65). Сравнивая величину κ−1 для со-
стояний спектра (5.57) и состояний группы E(2) ≈ m0c

2 спектра (5.72):(
κ

(1)
n1l1

)−1
≈ aZ (n1 + l1 + 1) ,

(
κ

(2)
n2l2

)−1
≈ aZ (n2 − l2) ,

мы видим, что эти величины оказываются близки. Однако волновые
функции (5.74) являются расходящимися в нуле, поэтому параметр κ−1

не определяет в этом случае характерного пространственного размера
орбит.

Рисунки 5.10, a, б показывают в сравнении собственные значе-
ния (5.57) и собственные значения спектра (5.72) для случая n2 > l2.
Несложно видеть, что вблизи положительно частотных состояний,
определяемых квантовыми числами (n1, l1 = 0), возникает серия отри-
цательно частотных состояний собственных значений, характеризуе-
мая квантовыми числами (n2 > n1, l2 = n2 − (n1 + 1)). Предельные
собственные значения этой серии, отвечающие состояниям с n2 → ∞,
показаны на рисунке пунктирной линией. Несложно видеть, что энер-
гия связи ΔE(i)

nl = m0c
2 − E

(i)
nl в состояниях отрицательно частотного

спектра ΔE(2)
nl меньше, чем энергия связи основного уровня положи-

тельно частотного спектра ΔE(1)
n=0, l=0, поэтому энергетически более

выгодным является состояние, когда частица находится в состоянии
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положительно частотного спектра, т. е. атомоподобная система, когда
частица находится в атомной оболочке, а не внутри ядра, является
более устойчивой. Это, однако, имеет место лишь в той области значе-
ний заряда ядра, где собственные значения E(i)

nl различаются. По мере
роста заряда ядра атома, как видно из рис.5.9, собственные значения
E

(1)
nl и E

(2)
n′l′ начинают сближаться, это приводит к нестабильности

атомоподобных систем.

Рис. 5.10. Диаграмма ряда собственных значений энергии положительно
(n1, l1) и отрицательно (n2, l2) частотных состояний частицы в кулоновском

поле

5.4.3. Глубоколежащие состояния. Следующую группу состоя-
ний спектра (5.72) образуют состояния с n2 = l2. Разложение собствен-
ных значений этой группы в ряд по степеням малого параметра Zα
качественно отличается от разложений (5.63) и (5.76) и имеет вид

E
(2)
n2, l2=n2

= m0c
2 Zα

2l2 + 1

(
1 + Z2α2

2(2l2 + 1)2
+ . . .

)
. (5.77)

Ряд состояний этой группы показан на рис. 5.10, в. Предельным со-
стоянием этой группы (т. е. состоянием с n2 → ∞) является состояние,
отвечающее собственному значению E

(2)
nl ≈ 0. Наибольшей величиной

в этой группе состояний обладает состояние, задаваемое квантовы-
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ми числами (n2 = 0, l2 = 0), энергия которого определяется выра-
жением

E
(2)
00 = m0c

2Zα.

Рис. 5.11. Радиальные волновые функции R(1)
n=0, l=0(r) и R

(2)
n=0, l=0(r) для случа-

ев Z = 1 (б и в) и Z = 68 (д и e). Пространственный профиль функций U (−)(r)
(жирная линия) и U (+)(r) (тонкая линия), определяемых равенством (5.70),

для случаев Z = 1 (a) и Z = 68 (г)

Состояния с величиной энергии связи ΔEn = m0c
2 − En ≈ m0c

2 не
могут, естественно, быть рассчитаны на основе использования методов
теории возмущений, поэтому в рамках традиционных теорий такие
состояния частиц относят к состояниям «новых» частиц, т. е. частиц,
отличных как от частиц, составляющих ядро атома, так и частиц,
находящихся в атомных оболочках. Действительно, рассмотрим слу-
чай A2π-атома, т. е. связанного состояния π+- и π−-мезонов. Хорошо
известно, что задача о кулоновском взаимодействии двух частиц в
рамках нерелятивистской теории сводится к одночастичной задаче при
замене массы покоя частицы на приведенную массу

mr = m1m2

m1 +m2
.
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Принимая эту модель в качестве нулевого приближения релятивист-
ской задачи и полагая, что масса покоя π-мезонов равна mπc

2 =
= 139,6 МэВ, для энергии состояния, определяемого квантовыми чис-
лами (n2 = 0, l2 = 0), получаем

E00 = 0,51 МэВ.

Несложно видеть, что величина E00/c
2 совпадает с массой покоя элек-

трона. Пока мы ограничимся лишь констатацией этого совпадения,
а последовательная интерпретация изменения массы покоя частиц во
внешнем электромагнитном поле будет приведена позже, после того
как мы обсудим задачи взаимодействия мезоатома с электромагнит-
ным полем и специфику многочастичных взаимодействий (см. раз-
дел 6.4).

Волновые функции (5.74) являются расходящимися. Тем не менее
радиус экспоненциального спадания указанных волновых функций иг-
рает важную роль, поскольку существенно влияет на асимптотический
вид волновых функций при r → ∞. Для состояний рассматриваемой
группы получаем

κ−1
n2, l2=n2

= a0α

(
1 + Z2α2

2(2l2 + 1)2
+ . . .

)
.

Как видно, величина κ−1 в первом приближении не зависит от заряда
ядра и величины углового момента и определяется выражением

a00 = αa0 = h̄

m0c
= αaB

me

m0
.

Несложно видеть, что величина a00 равна комптоновской длине волны
π-мезона. Она на два порядка меньше радиуса орбит A2π-атома и на
четыре порядка меньше радиуса Бора.

На рис. 5.11 показаны в сравнении радиальные волновые функ-
ции R

(1)
n=0, l=0(r) и R

(2)
n=0, l=0(r) для случаев Z = 1 (б и в) и Z = 68

(д и е). В случае однократно заряженного ядра радиусы распределения
плотности заряда в двух указанных состояниях существенно разли-
чаются. Однако при Zα ≈ 1/2, т. е. вблизи области, где энергии двух
указанных состояний становятся близки, пространственные профили
волновых функций начинают совпадать. На рис. 5.11, a, г показан про-
странственный профиль функций U (−)(r) (жирная линия) и U (+)(r)
(тонкая линия), определяемых равенством (5.70), в указанных двух
случаях.

Как видно из рисунка, характерная величина пространственного
распределения плотности заряда в состоянии (n2 = 0, l2 = 0) опре-
деляется величиной r0, т. е. классическим радиусом мезона. Поэтому
система, состоящая из ядра и частицы в состоянии R(2)

00 , представляет
собой не атомную систему, а элементарную частицу.
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5.4.4. Подзона состояний отрицательно частотной зоны с от-
рицательными собственными значениями. Подзона собственных
значений вблизи En ≈ −m0c

2 зеркально симметрична относительно
зоны состояний (n1, l1). Квантовые числа состояний этой подзоны удо-
влетворяют условию l2 > n2. Взаимное расположение уровней указан-
ной серии показано на рис. 5.10, г. Предельное собственное значение
состояний указанной серии E

(2)
nl

∣∣∣
l→∞

= −m0c
2.

Проведенный анализ показывает, что спектр состояний (5.72) с нор-
мированными собственными волновыми функциями (5.74) является
базисом отрицательно частотных состояний частицы в притягиваю-
щем кулоновском поле. Дополнительные иллюстрации такой струк-
туры спектра состояний представлены на рис. 5.12, где показаны
в сравнении волновые функции состояний R

(1)
n=0, l=1(r) и R

(2)
n, l=1(r).

На рис. 5.12, a показан пространственный профиль функций U (+)(r)
(жирная линия) и U (−)(r) (тонкая линия), определяемых равен-
ством (5.70). Из рисунков видно, что в то время как волновая функ-
ция R

(1)
n=0, l=1(r) локализована в области 0,1a0 � r � 10a0, волновые

функции R(2)
n, l=1(r) локализованы в области r � r0.

Отметим в заключение данного раздела, что собственные волновые
функции, отвечающие собственным значениям E

(2)
nl , имеют как поло-

жительную, так и отрицательную норму. С другой стороны, энергия
частицы в состоянии с собственным значением E

(2)
nl определяется вы-

ражением (4.45)

En2l2 = E(2)
nl

m0c
2

∫
R

(2)
nl (r)

(
E

(2)
nl − U0(r)

)
R

(2)
nl (r)r2dr.

Следовательно, энергетический спектр отрицательно частотных со-
стояний материального поля En (в данном случае это есть спектр
состояний античастицы или зеркальной частицы) может отличаться
от спектра собственных значений h̄ωn. В этом проявляется общее
принципиальное отличие волновых уравнений, содержащих вторую
производную по времени, от уравнений, операторы которых являются
линейными формами оператора ih̄ ∂/∂t.

5.5. Непрерывный спектр состояний в кулоновском
поле

Перейдем к рассмотрению непрерывного спектра. Решения непре-
рывного спектра следуют из (5.54) при замене κ→ −ik и имеют вид

R1(r) = C1(kr)s exp(ikr)F
(
s+ 1− i

EZα

kh̄c
, 2(s+ 1), −i2kr

)
, (5.78)

R2(r) = C2(kr)−(s+1) exp(ikr)F
(
−s− i

EZα

kh̄c
, −2s, −i2kr

)
. (5.79)
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Рис. 5.12. Пространственный профиль функций U (+)(r) (жирная линия)
и U (−)(r) (тонкая линия) (a); волновой функции R(1)

n=0, l=1(r) (б) и волновых
функций R(2)

n, l=1(r) при n2 = 2 (в), 1 (г), 0 (д)

Таким образом, учет второго линейно независимого решения в общем
решении (5.54) приводит к появлению дополнительных состояний в об-
ласти непрерывного спектра. Эти состояния, как несложно догадаться,
связаны со спектром состояний зеркальной частицы. Действительно,
волновые функции (5.78) и (5.79) имеют различное асимптотическое
поведение при r → 0.
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При r → ∞ решения (5.78)–(5.79) имеют следующую асимптотиче-
скую форму:

R
(1)
El = C1

Γ (2 (sl + 1))
|Γ (sl + 1 + iε)| ×

× exp
(
−π

2
ε
)

1
2kr

sin
[
kr + ε ln(2kr) − π

2
sl + ϕ

(1)
l

]
, (5.80)

R
(2)
El = C2

Γ (−2sl)

|Γ (−sl + iε)| ×

× exp
(
−π

2
ε
)

1
2kr

sin
[
kr + ε ln(2kr) − π

2
(sl − 1) + ϕ

(2)
l

]
, (5.81)

где
ε = EZα

kh̄c
,

ϕ
(1)
l = arg Γ (sl + 1− iε) , ϕ

(2)
l = arg Γ (−sl − iε) .

Формулы (5.80)–(5.81) позволяют определить нормировочные коэффи-
циенты C1 и C2.

Решение уравнения КГФ для свободной частицы, представленное
в виде разложения по сферическим волнам, имеет вид

ψklm (r) =

√
m0c

2k

Ek

1√
r
Jl+1/2(kr)Ylm(θ, ϕ).

Волновые функции (5.5) нормированы условием

Ek + Ek′

2m0c
2

∫
ψ∗

klm (r)ψk′l′m′ (r) dV = δll′δmm′δ(k − k′),

а радиальная часть волновой функции при r → ∞ имеет следующую
асимптотическую форму:

REl =

√
2m0c

2

πEk

1
r

sin
(
kr − πl

2

)
.

Приведение асимптотических выражений (5.80) и (5.81) к указанному
виду позволяет определить нормировочные коэффициенты C1, 2:

C1 =

√
2m0c

2

πEk

2k |Γ (sl + 1 + iε)|
Γ (2 (sl + 1))

exp
(
π

2
ε
)
,

C2 =

√
2m0c

2

πEk

2k |Γ (−sl + iε)|
Γ (−2sl)

exp
(
π

2
ε
)
.

Согласно общему правилу отрицательно частотные решения для
частицы являются комплексно сопряженными положительно частот-
ными решениями для зарядово-сопряженной частицы. Уравнение для
зарядово-сопряженной частицы имеет вид[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− l(l + 1) − Z2α2

r2
− 2EZα

h̄c

1
r

+ k2
]
Rl(r) = 0. (5.82)

7 А.В. Андреев
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Зарядово-сопряженная частица движется в отталкивающем потенциа-
ле, поэтому уравнение (5.82) отличается от уравнения (5.53) лишь
знаком Z. Следовательно, положительно частотные решения урав-
нения для зарядово-сопряженной частицы определяются формула-
ми (5.78)–(5.79), в которых нужно произвести замену Z → −Z.

Таким образом, отрицательно частотные решения для частицы,
относящиеся к непрерывному спектру, имеют вид

R
(−)
1 (r) = C1(kr)s exp(−ikr)F

(
s+ 1− i

EZα

kh̄c
, 2(s+ 1), i2kr

)
,

R
(−)
2 (r) = C2(kr)−(s+1) exp(−ikr)F

(
−s− i

EZα

kh̄c
, −2s, i2kr

)
.

Асимптотический вид указанных волновых функций и нормировоч-
ные коэффициенты совпадают с вышеприведенными формулами при
использовании замены ε→ −ε.

5.6. Строение атома и атомные процессы
в релятивистски инвариантной теории скалярного

материального поля

Итак, проведенный математический анализ задачи о движении
частицы в кулоновском поле показал существование кардинальных
различий в спектре состояний материального поля, предсказываемом
решением волнового уравнения со второй производной по времени, по
сравнению со спектром состояний, следующим из решения волновых
уравнений, линейных по оператору ih̄ ∂/∂t. Кардинальные отличия
состоят в том, что связанными могут быть состояния не только по-
ложительно, но и отрицательно частотных зон, которые, как показал
анализ одномерных задач рассеяния, можно связать с состояниями
частиц и зеркальных частиц соответственно.

Вместе с тем следует отметить, что и стандартный спектр состояний
релятивистской краевой задачи отличается от спектра состояний нере-
лятивистской задачи. Несложно догадаться, что эти качественные и ко-
личественные отличия логически связаны друг с другом. Несомненно,
что отличие математических решений различных волновых уравнений
свидетельствуют об отличии физических свойств материальных полей,
описываемых этими уравнениями.

В настоящем разделе мы применим аппарат преобразований сим-
метрии для дальнейшей интерпретации состояний рассчитанного выше
спектра.

5.6.1. Зеркальная симметрия: отрицательный угловой момент.
Используя разложение собственных значений в ряд по малому па-
раметру Zα, в предыдущих разделах мы показали, что преобразова-
ние l2 → − (l1 + 1) отражает наличие зеркальной симметрии между
спектрами (5.57) и (5.72). Это преобразование имеет на самом деле
более глубокую математическую основу. Действительно, собственные
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значения и собственные волновые функции отрицательно частотной
зоны состояний имеют вид

En2l2 = m0c
2 (n2 − s2)√

(n2 − s2)
2 + Z2α2

, (5.83)

ψn2l2m2 (r) = Cn2l2Yl2m2(θ, ϕ)L(−2s2−1)
n2

(2κr)(2κr)−(s2+1), (5.84)

где Cn2l2 — нормировочная константа радиальной волновой функ-
ции (5.74), а параметр s2 имеет вид

s2 =
√

(l2 + 1/2)2 − Z2α2 − 1/2.

Запишем параметр s2 в следующем тождественном виде:

s2 = (l2 + 1/2)

√
1− Z2α2

(l2 + 1/2)2
− 1

2
.

Полагая l2 = − (l1 + 1), получаем

s2|l2=−(l1+1) = −s1 − 1, (5.85)

где
s1 =

√
(l1 + 1/2)2 − Z2α2 − 1/2.

Учтем следующее свойство шаровых функций:

Yl2m(θ, ϕ)|l2=−l1−1 = (−1)l1Yl1m(θ, ϕ). (5.86)

Подставляя (5.85) и (5.86) в (5.83)–(5.84), получаем

En2l2=−(l1+1) = m0c
2 (n2 + s1 + 1)√

(n2 + s1 + 1)2 + Z2α2

, (5.87)

ψ
(2)
nl2m

(r)
∣∣∣
l2=−(l1+1)

= (−1)l1Cnl1Yl1m(θ, ϕ)L(2s1+1)
n (2κr)(2κr)s1 =

= (−1)l1ψ
(1)
nl1m

(r).

Как видно, получившиеся выражения совпадают с выражениями
для собственных значений (5.57) и собственных волновых функ-
ций (5.62) стандартного базиса состояний. Учитывая далее, что
Ylm(π − θ, ϕ+ π) = (−1)lYlm(θ, ϕ), получаем

ψ
(2)
nl2m

(−r, t)
∣∣∣
l2=−(l1+1)

= ψ
(1)
nl1m

(r, t) . (5.88)

Таким образом, собственные значения (5.83) и собственные волновые
функции (5.84) являются аналитическим продолжением собственных
значений (5.57) и собственных волновых функций (5.62) стандартного
базиса состояний на область отрицательных значений углового момен-

7*
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та. Такое расширение пространства состояний частицы вполне зако-
номерно. Действительно, мы уже неоднократно отмечали, что фазовое
пространство состояний материального поля, описываемого уравнением
второго порядка по временной производной, вдвое шире пространства
состояний материального поля, описываемого уравнением с первой
временной производной.

Такое удвоение пространства состояний приводит к тому, что, как
было показано в предыдущей главе, преобразования CPT -симметрии
становятся двузначными, что является одним из кардинальных отличий
CPT -преобразований релятивистских волновых уравнений со второй
производной по времени от CPT -преобразований волновых уравнений,
являющихся линейными формами оператора ih̄ ∂/∂t. Вместе с тем
следует отметить, что симметрия положительно и отрицательно частот-
ных решений уравнения КГФ, определяющаяся соотношением (5.88),
является новым типом симметрии, возникающей лишь в рамках тео-
рий, основанных на волновых уравнениях со второй производной по
времени. Как мы увидим позже, она присуща и спинорным материаль-
ным полям, однако ввиду различия уравнений скалярных и спинорных
полей, математическая запись преобразования зеркальной симметрии
для спинорных полей будет отличаться от (5.88).

Чтобы показать отличие преобразования (5.88) от преобразований
CPT -симметрии, обсудим преобразования CPT -симметрии для ча-
стицы, взаимодействующей с кулоновским полем. Преобразование P1
связывает решения задач о движении частицы во внешних полях, об-
ладающих следующими свойствами: ϕ′ (−r) = ϕ (r) и E′ (−r) = −E (r).
Кулоновский потенциал обладает указанной симметрией и соответ-
ствующее преобразование определяется соотношением, следующим из
свойств шаровых функций:

ψ
(λ)
nlm (−r, t) = (−1)lψ

(λ)
nlm (r, t) .

Преобразование T1-симметрии связывает решения задач о дви-
жении частицы во внешних полях, обладающих следующими свой-
ствами: ϕ′ (r, −t) = −ϕ (r, t) и E′ (r, −t) = −E (r, t). В случае куло-
новского поля это означает наличие связи между решениями задач
о движении частицы в притягивающем и отталкивающем кулоновских
потенциалах. В случае движения частицы в кулоновском поле эта
симметрия обусловлена тем, что уравнение, комплексно сопряженное
уравнению (4.3) для частицы, взаимодействующей с притягивающим
кулоновским полем, совпадает с уравнением для частицы, взаимо-
действующей с отталкивающим кулоновским полем. Следовательно,
спектр собственных значений задачи о движении частицы в отталки-
вающем поле противоположен по знаку спектру собственных значений
задачи о движении частицы в притягивающем потенциале. Действи-
тельно, условия (5.56a, б) могут удовлетворяться лишь при E < 0.
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В результате получаем

ψ
(λ)
nlm (r, t)

∣∣∣
Z>0

= ψ
(λ)
nlm (r, −t)

∣∣∣
Z<0

,

где Z определяет заряд ядра мезоатома qn = Zq0 или заряд частицы q0,
т. е. определяет знак потенциальной энергии (5.50), пропорциональный
произведению q0qn = −Zq20, что соответствует притягивающему (Z > 0)
или отталкивающему (Z < 0) кулоновским полям.

Преобразование P2-симметрии связывает решения задач о движе-
нии частицы во внешних полях, обладающих следующими свойствами:
ϕ′ (−r, t) = −ϕ (r, t) и E′ (−r, t) = E (r, t). Эта симметрия является
следствием следующего свойства шаровых функций:

Y ∗
lm(π − θ, ϕ+ π) = (−1)mYl,−m(θ, ϕ)

и принимает вид

ψ
(λ)
n, l,m (r, t)

∣∣∣
Z>0

= (−1)m ψ
(λ)∗
n, l,−m (−r, t)

∣∣∣
Z<0

.

Преобразование T2 связано со следующим свойством шаровых
функций: Y ∗

l,m(θ, ϕ) = (−1)l−mYl,−m(θ, ϕ) и имеет вид

ψ
(λ)∗
n, l,m (r, −t) = (−1)l−mψ

(λ)
n,l,−m (r, t) .

Как видно, рассмотренные преобразования симметрии связывают
решения, относящиеся к одному из спектров, (5.57) или (5.72). Эти
решения могут быть одинаковой частотности, как в случае операций
P1 и T2, или разной. В последнем случае они отличаются лишь знаком.
Принципиальное отличие преобразования зеркальной симметрии (5.88)
от вышеуказанных состоит в том, что оно связывает положительно и
отрицательно частотные решения одного и того же уравнения и поэто-
му не сводится к комбинации преобразований группы CPT -симметрии.

5.6.2. Процессы в атомах, происходящие с изменением и без
изменения состояния атомного ядра. Таким образом, преобразова-
ния симметрии (5.87)–(5.88) неоспоримо указывают на то, что соб-
ственные волновые функции ψ

(2)
nlm (r, t) спектра состояний (5.91) свя-

заны с отрицательным угловым моментом, т. е. описывают движение,
обратное по отношению к движению частиц, находящихся в состоя-
ниях стандартного спектра состояний. В качестве дополнительной ил-
люстрации можно указать на тот факт, что соотношение (5.88) свя-
зывает состояния с противоположными значениями проекции вектора
углового момента. Естественно поэтому, что мы связываем базис со-
стояний (5.83)–(5.84) с базисом состояний зеркальных частиц.

Следует отметить, что наличие связи волновых функций двух ба-
зисов, определяемой соотношением (5.88), дает строгое математиче-
ское доказательство конечности нормы волновых функций ψ(2)

nlm (r, t),
несмотря на то что они являются сингулярными в нуле. Вместе
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с тем именно сингулярность волновых функций ψ
(2)
nlm (r, t) приводит

к принципиальным физическим следствиям. Сингулярность волновых
функций ψ(2)

nlm означает, что состояния зеркальных частиц определяют
состояние ядра атома, а не состояние его внешних оболочек (с уче-
том вышеприведенных оговорок и в целях наглядности интерпретации
можно говорить о состоянии электронных оболочек атома). Состояние
атомных оболочек атомоподобной системы (атома, мезоатома, адрон-
ного атома и т. д.) определяется разложением волновой функции по
базису состояний волновых функций ψ

(1)
nlm (r, t). Следовательно, в то

время как переходы между состояниями стандартного базиса состоя-
ний описывают процессы, происходящие в атомной оболочке, переходы
между состояниями положительно и отрицательно частотных зон опи-
сывают процессы, приводящие к изменению как состояния внешней
оболочки атома, так и его ядра.

Если зеркальная частица переходит из непрерывного спектра в одно
из дискретных состояний, то энергия ядра атома увеличивается на
величину энергии связи зеркальной частицы. Это утверждение явля-
ется следствием общих соображений, состоящих в том, что волно-
вая функция зеркальной частицы является комплексно сопряженной
с волновой функцией зарядово-сопряженной частицы в отталкивающем
потенциале. Как мы показали выше, зарядово-сопряженной частице
отвечает знак минус в (5.72). Вместе с тем собственное значение для
частицы является положительным. Следовательно, норма отрицательно
частотных состояний частицы является отрицательной, поскольку при
операции комплексного сопряжения знак нормы радиальной волновой
функции не изменяется. Рисунок 5.10 наглядно иллюстрирует тот
факт, что энергия связи зеркальной частицы, находящейся в любом
из состояний с n2 > sl, всегда меньше энергии связи частицы, нахо-
дящейся в основном состоянии стандартного спектра состояний. Это
обусловливает стабильность атомоподобных систем. В атомах с легки-
ми ядрами, Zα � 1, размеры области пространственной локализации
частиц, находящихся в состояниях с волновыми функциями ψ(1)

nlm (r, t)
и ψ

(2)
nlm (r, t), различаются на несколько порядков. Следовательно, ве-

роятность межзонных переходов весьма мала. Однако с ростом Zα, как
следует из иллюстрации, представленной на рис. 5.11, эти простран-
ственные масштабы начинают сближаться. Более того, как следует
из вышеприведенных формул и рис. 5.9, с ростом Zα собственные
значения спектров (5.57) и (5.72), отвечающие одинаковым значениям
радиального квантового числа и углового момента, начинают совпа-
дать. Это приводит к тому, что вероятность внутризонных переходов
между состояниями стандартного базиса начинает совпадать с вероят-
ностью межзонных переходов. Например, при Zα = 1/2 энергии уров-
ней (n1 = 0, l1 = 0) и (n2 = 0, l2 = 0) совпадают. Следовательно, водо-
родоподобный ион (или ионный мезоатом) при заряде ядра Zα = 1/2
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перестает быть устойчивой атомоподобной системой и распадается на
осколки с меньшим зарядом ядра иона.

В свою очередь из решения уравнения Дирака для частицы с полу-
целым спином, взаимодействующей с кулоновским полем, следует, что
область существования стабильных атомов определяется выражением
Zα = 1. Следует, однако, заметить, что спектр, представленный на
рис. 5.9, есть спектр состояний скалярной частицы в кулоновском
поле, т. е. это спектр связанных состояний отрицательно заряженной
частицы конечной массы, взаимодействующей с положительно заря-
женной частицей бесконечной массы, и при этом спины обеих частиц
равны нулю. Учет конечности массы и ненулевого спина ядра может
существенно изменить вид спектра. Как мы увидим в последующих
главах, область существования стабильных состояний частицы с полу-
целым спином в кулоновском поле практически совпадает с областью
существования стабильных атомов. Таким образом, бесспорным явля-
ется вывод о том, что область существования стабильных состояний
нейтральных частиц в кулоновском поле по отношению к величине
заряда ядра практически вдвое уже области существования стабиль-
ных состояний частиц с полуцелым спином в том же поле. Причиной
указанной нестабильности является совпадение энергии и собственных
волновых функций стационарных состояний частицы и зеркальной
частицы, отвечающих угловому моменту l1 = l2 = 0.

5.6.3. О связи базисов пространственных волновых функций
положительно и отрицательно частотных зон. Выше мы показали,
что волновые функции ψ

(1)
nlm (r, t) образуют полный ортогональный

базис состояний частицы, а волновые функции ψ
(2)
nlm (r, t) — полный

ортогональный базис зеркальной частицы. Волновые функции

ψ(1) (r, t) =
∑

n, l,m

AnlmR
(1)
nl (r)Ylm(θ, ϕ) exp

(
−iE

(1)
nl

h̄
t

)
определяют состояние внешней оболочки атомоподобных систем, а вол-
новые функции

ψ(2) (r, t) =
∑
nlm

BnlmR
(2)
nl (r)Ylm(θ, ϕ) exp

(
−iE

(2)
nl

h̄
t

)
определяют состояние ядра атома, поскольку область пространствен-
ной локализации зеркальных частиц при Zα� 1 имеет порядок клас-
сического радиуса частицы.

Решения ψ
(1)
nlm (r, t) и ψ

(2)
nlm (r, t) линейно независимы при любых

значениях квантовых чисел (n, l, m), поскольку собственные значения
E

(1)
nlm и E

(2)
nlm не совпадают. Однако если мы обратимся к простран-

ственным частям ψ
(λ)
nlm (r) указанных собственных волновых функций,

то из общих соображений вполне очевидно, что собственные волновые
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функции ψ
(1)
nlm (r) и ψ

(2)
nlm (r) не обязаны быть ортогональными друг

другу, поскольку они являются решениями различных краевых задач
для двух различных потенциалов U (±)

eff , определяемых формулой (5.70).

Действительно, асимптотическое поведение волновых функций R
(1)
nl

и R
(2)
nl при r → 0, задающее вид граничных условий указанных двух

краевых задач, определяется выражениями

R
(1)
nl (r)

∣∣∣
r→0

= C1r
sl , R

(2)
nl (r)

∣∣∣
r→0

= C2r
−sl−1.

Итак, в то время как волновые функции каждой из краевых за-
дач являются ортогональными, волновые функции различных крае-
вых задач (R(1)

nl и R(2)
n′l′) ортогональными не являются. Следовательно,

каждую волновую функцию одного из базисов мы можем разложить
по волновым функциям другого базиса. Ввиду ортогональности ша-
ровых функций разложения радиальных волновых функций Rnl(r)
будут включать функции с одинаковым значением углового момента l.
Например:

R
(2)
nl (r) =

∑
p

CnpR
(1)
pl (r).

Коэффициенты разложения Cnp определяются из условия ортогональ-
ности радиальных волновых функций R(1)

nl (r) и имеют вид

Cnp = 1

m0c
2

∞∫

0

R
(1)
pl (r)

(
E(1)

p + E(2)
n

2
− U(r)

)
R

(2)
nl (r)r2dr.

Коэффициенты разложения волновой функции состояний (n2 = 0,
l2 = 0) и (n2 = 1, l2 = 0) по волновым функциям состояний (n1 = n,
l1 = 0) представлены на рис. 5.13 и рис. 5.14 соответственно. Из рисун-
ков видно, что состояние (n2 = 0, l2 = 0) слабо связано с состояниями
(n1 = n, l1 = 0) при Z = 1. Однако с ростом Z, когда собственные
значения состояний (n2 = 0, l2 = 0) и (n1 = 0, l1 = 0) начинают
сближаться (см. рис. 5.9), коэффициент C (n2 = 0, n1 = 0) стремится
к единице. Напротив, состояние n2 = 1 сильно связано с ближайшим
состоянием n1 = 0 при Z = 1, а с ростом Z величина коэффициен-
та C (n2 = 1, n1 = 0) резко падает. Эмпирическое правило, следующее
из представленных зависимостей, состоит в том, что с ростом Z сильно
связанными оказываются состояния спектров E

(1)
nl и E

(2)
nl , величина

которых при Z → Z0 ≈ 1/2α совпадает.
Отмеченная специфика собственных волновых функций положи-

тельно и отрицательно частотных зон указывает на то, что при взаи-
модействии мезоатома с поперечным электромагнитным полем правила
отбора совпадают с правилами отбора для переходов между состояния-
ми стандартного базиса. Однако в дополнение к указанным переходам
появляются межзонные (электронно-ядерные) переходы, обусловлен-
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Рис. 5.13. Зависимость коэффициентов разложения волновой функции состоя-
ний (n2 = 0, l2 = 0) по волновым функциям состояний (n1 = n, l1 = 0) от

заряда ядра Z

ные взаимодействием со скалярным полем, например запрещенные 0-0
переходы. Наличие таких переходов следует из общей формулы (4.27)
и связано со следующим слагаемым этой формулы:

V (4)
nm = q0

m0c
2

∫
ψ∗

n

[
ϕe

(
ih̄

∂

∂t
− U(r)

)
− q0

2
ϕ2

e

]
ψmdV.

В симметризованном виде первое из указанных двух слагаемых при-
нимает вид

V (λ,λ′)
nm =

∫
ϕe (r, t) ρ(λ,λ′)

nm (r, t) dV ,
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Рис. 5.14. Зависимость коэффициентов разложения волновой функции состоя-
ний (n2 = 1, l2 = 0) по волновым функциям состояний (n1 = n, l1 = 0) от

заряда ядра Z

где

ρ(λ,λ′)
nm = q0

m0c
2

[
ih̄

2

(
ψ(λ)∗

n
∂ψ(λ′)

m

∂t
− ∂ψ(λ)∗

n

∂t
ψ(λ′)

m

)
− ψ(λ)∗

n Uψ(λ′)
m

]
. (5.89)

Как видно из (5.89), матричные элементы переходов между состоя-
ниями с одинаковым значением углового момента не равны нулю при
взаимодействии мезоатома с изотропным скалярным внешним полем
ϕe (r, t) = ϕe(r, t), а также и в длинноволновом приближении, когда
ϕe (r, t) ≈ ϕe(t). В последнем случае матричные элементы оператора V
принимают вид

V (λ,λ′)
nm = ϕe(t)

∫
ρ(λ,λ′)
nm dV.
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Указанные матричные элементы обращаются в нуль для переходов
между состояниями стандартного базиса ввиду ортогональности соб-
ственных волновых функций каждого из базисов

∫
ρ
(λ,λ)
nm dV = δnm.

5.6.4. О полном спектре состояний частицы в кулоновском
поле. Интегральный спектр состояний частицы, представленный на
рис. 5.9, несимметричен относительно замены E → −E. Остановимся
на обсуждении причины отсутствия указанной симметрии. Эта причи-
на весьма проста и состоит в том, что решения уравнений (5.56a, б)
являются двузначными:

E
(1)
nl = ± m0c

2 (n+ sl + 1)√
(n+ sl + 1)2 + Z2α2

, (5.90)

E
(2)
nl = ± m0c

2 (n− sl)√
(n− sl)

2 + Z2α2

. (5.91)

Наличие двух знаков в указанных соотношениях вполне естественно
и является следствием зарядовой симметрии, состоящей в том, что
уравнение (4.3) совпадает с комплексно сопряженным уравнением для
зарядово-сопряженной частицы.

При расчете отрицательно частотного спектра состояний частицы
в притягивающем кулоновском поле мы следовали алгоритму, изложен-
ному в гл. 4, связав его с положительно частотным спектром состояний
зарядово-сопряженной частицы в отталкивающем поле. В результате
мы показали, что собственным значениям задачи о движении части-
цы в притягивающем кулоновском поле отвечает знак плюс в обоих
выражениях, (5.90) и (5.91). Следовательно, общее решение (5.54)
уравнения (5.53) включает в себя одновременно как положительно, так
и отрицательно частотные решения.

Учет двух знаков в выражениях (5.90)–(5.91) приводит к появлению
состояний, собственные значения которых зеркально симметричны по
отношению к собственным значениям, приведенным на рис. 5.9. Таким
образом, при учете двух знаков Z в уравнении (5.51) спектр, представ-
ленный на рис. 5.9, становится симметричным относительно плоскости
E = 0. Встает естественный вопрос: каким состояниям материального
поля отвечают собственные значения (5.90)–(5.91) с учетом не только
их величины, но и знака?

Ответ на этот вопрос достаточно прост и состоит в том, что знаки
минус в (5.90)–(5.91) описывают спектр собственных значений урав-
нения для комплексно сопряженной волновой функции ψ∗. В рам-
ках аппарата квантовой электродинамики именно решениям уравнения
для ψ∗ ставится в соответствие термин античастица. Следовательно,
в рамках теорий, линейных по оператору p4, заведомо предполагается,
что волновые функции ψ и ψ∗ являются компонентами единого матери-
ального поля. Необходимость такого предположения вполне понятна,
поскольку при фиксированном значении пространственных квантовых
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чисел решения уравнений, линейных по оператору p4, содержат лишь
одну временную экспоненту, которая, исходя из соображений, изло-
женных во введении к предыдущей главе, выбирается, разумеется,
положительно частотной.

Принципиальной чертой уравнений, включающих вторую производ-
ную по времени, является тот факт, что общее решение этих урав-
нений включает как положительно, так и отрицательно частотные
решения. Как мы видели, положительно и отрицательно частотные
спектры состояний частицы в неоднородном внешнем поле кардинально
отличаются друг от друга и не являются зеркально симметричны-
ми относительно плоскости E = 0. Именно эта специфика спектров
частицы в пространственно неоднородном поле является наглядной
иллюстрацией того, что пространство состояний материальных полей,
описываемых уравнениями, квадратичными по оператору p4, удваива-
ется по сравнению с пространством состояний материальных полей,
описываемых уравнениями, линейными по оператору p4. Собственные
значения указанных двух зон отвечают состояниям частицы и зеркаль-
ной частицы соответственно. Процессы взаимодействия материального
поля с электромагнитным полем, проистекающие с участием частиц
и зеркальных частиц, описываются в рамках одночастичной теории,
поскольку отвечающие им волновые функции являются решениями
одного и того же уравнения.

Как следует из результатов проведенного выше обсуждения, при
анализе задач о взаимодействии частицы с электромагнитным полем
нет необходимости прибегать к использованию понятия «античастица»,
даже для описания процессов с изменением числа частиц. Поэтому
в рамках теорий, основанных на использовании уравнений, включа-
ющих вторую производную по времени, уравнение для зарядово-со-
пряженной частицы может рассматриваться как волновое уравнение
отдельного материального поля, описывающего состояние частиц, ха-
рактеризующихся теми же инерционными свойствами, т. е. m(C)

0 = m0,
и противоположным зарядом q

(C)
0 = −q0. Существование таких дуаль-

ных частиц предсказывается общей группой преобразований Лоренца.
В конце предыдущей главы при анализе симметрийных свойств

волновых функций полей, описываемых уравнением КГФ, мы ввели
двухкомпонентную волновую функцию

Ψ0 =
(
ψ
ψ∗

)
.

Проведенный анализ показал, что волновая функция Ψ0 не является
инвариантной относительно преобразований общей группы Лоренца.
Однако при этом мы полагали, что волновые поля ψ и ψ∗ являются
невзаимодействующими, т. е. уравнения для волновых функций ψ и
ψC = ψ∗ являются независимыми материальными уравнениями. Есте-
ственно, что в этом случае взаимодействие частицы и зарядово-сопря-
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женной частицы должно описываться в рамках двухчастичной теории.
В следующей главе мы покажем, что волновая функция, возникающая
в теории взаимодействующих скалярных полей, является прямым про-
изведением волновых функций: Ψ = ψ⊗ ψC . Как мы увидим, уравнение
для волновой функции Ψ существенно отличается от уравнения для
волновой функции Ψ0, что свидетельствует о том, что теория взаимо-
действующих скалярных материальных полей кардинально отличается
от теории невзаимодействующих полей.

Заключительные замечания
В предыдущей главе мы уже говорили о том, что систематика со-

стояний материального поля, основанная на анализе решений уравне-
ния (4.3) для свободной частицы, не может дать адекватного представ-
ления о физически различных его состояниях. Это связано с тем, что
в случае свободной частицы спектры состояний частицы и зарядово-со-
пряженной частицы перекрываются. В частности, отрицательно частот-
ный спектр состояний зарядово-сопряженной частицы совпадает со спек-
тром состояний зеркальной частицы. Как мы видели, в пространственно
неоднородном внешнем поле два указанных спектра начинают карди-
нально различаться.

Действительно, решение задачи о движении частицы в кулоновском
поле наглядно показывает, что состояния частицы и зеркальной части-
цы связаны с двумя линейно независимыми временными решениями
уравнения (4.3), а следовательно, и различными пространственными
решениями. Анализ одномерной задачи отражения частицы от потенци-
альной ступеньки также показывает, что в области рождения зеркаль-
ных частиц, т. е. m0c

2 � E � U0 −m0c
2, волновая функция частицы

описывается вторым линейно независимым решением уравнения (4.3).
Мы не акцентировали внимания на этом обстоятельстве в разделах
5.1.1–5.1.2, однако явно указали на него в разделе 5.1.5. Впрочем,
иллюстрации, представленные на рис. 5.2, на наш взгляд, наглядно это
обстоятельство демонстрируют.

Таким образом, результаты анализа, проведенного в настоящей
главе, наглядно показывают, что последовательная теория зеркальных
частиц базируется на использовании понятия запрещенной зоны со-
стояний, разделяющей зоны положительно и отрицательно частотных
состояний сплошного спектра. Профиль запрещенной зоны опреде-
ляется профилем внешнего потенциального поля, поэтому к зонам
положительно и отрицательно частотных состояний сплошного спектра
могут примыкать соответствующие им спектры дискретных состояний.
Понятие о запрещенной зоне состояний неизбежно влечет за собой
понятие отрицательной вероятности. Оба эти понятия возникают лишь
в рамках теорий, основанных на волновых уравнениях материального
поля, включающих вторую производную по времени.



Гл а в а 6

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СКАЛЯРНОЙ ЧАСТИЦЫ

С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

«Экзотические» атомы, одним из примеров которых являются ме-
зоатомы, образуются в результате захвата отрицательно заряженных
частиц (μ−, π−, K−, Σ−, p, . . .) на стационарные уровни атома. Этот
процесс аналогичен процессу рекомбинации ионизованных электронов
в плазме, являющемуся одним из базовых процессов, определяющих
свойства равновесной или квазиравновесной плазмы. Указанная ана-
логия свидетельствует о том, что и основные механизмы этих двух
процессов являются сходными. Действительно, необходимость одно-
временного выполнения законов сохранения энергии и импульса при-
водит к тому, что основными механизмами захвата являются трой-
ные столкновения частиц, радиационные переходы между состояниями
непрерывного и дискретного спектра, стимулируемые электромагнит-
ным полем, возникающим в результате столкновений частиц, и т. д.

Учитывая тот факт, что радиус орбит стационарных состояний
частицы в центрально-симметричном внешнем поле растет с ростом
радиального квантового числа n, а вероятность захвата пропорцио-
нальна степени вырождения уровня (2l + 1), несложно видеть, что
захваченная частица оказывается, как правило, в возбужденном состо-
янии (n, l) с большими значениями радиального квантового числа n и
углового момента l. В результате последующего каскада радиационных
переходов из состояний высокой энергии в низколежащие состояния
захваченная частица стремится оказаться в основном состоянии (n = 0,
l = 0). Когда частица оказывается на уровне, лежащем вблизи энергии
K — оболочки атома (т. е. основного состояния электронов атома),
кулоновский потенциал ядра атома уже в незначительной степени экра-
нируется атомными электронами и энергетическая структура уровней
начинает хорошо согласовываться с энергетическим спектром, рассчи-
танным в предыдущей главе.

В отличие от обычных атомов, основное состояние экзотических
атомов не является стабильным. В случае мезоатомов причины указан-
ной нестабильности следуют из результатов расчета спектра состояний
скалярной частицы в кулоновском поле, приведенных в предыдущей
главе, и обусловлены следующими причинами.

Во-первых, область существования стабильных мезоатомов по
отношению к заряду ядра, как было показано в разделе 5.3,
определяется условием Zα < 1/2 и приблизительно вдвое уже области
существования стабильных атомов. Причины указанных различий
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обусловлены тем, что спинорная частица, наряду с трансляционным
движением, совершает движение и по внутренним степеням свободы.
Расчеты спектров связанных состояний частиц с полуцелым спином
в кулоновском поле будут приведены в последующих главах книги.

Во-вторых, электрон является одной из легчайших частиц, поэтому
радиус оболочки мезоатома меньше радиуса Бора в отношении масс
электрона и мезона: a0 = aBme/m0. В мезоатомах с тяжелыми ядрами
радиус оболочки приближается к размерам ядра.

В-третьих, несмотря на то что радиус экспоненциального спада-
ния волновых функций подзоны состояний отрицательно частотного
спектра с E(2) ≈ m0c

2 совпадает с a0, собственные волновые функции
состояний спектра (n2, l2) являются сингулярными в нуле, поэтому ча-
стица, находящаяся в этих состояниях, большую часть времени нахо-
дится в пределах ядра атома. Следовательно, межзонные радиационные
переходы приводят к кардинальному изменению состояния атомоподоб-
ных систем. Как мы отмечали выше, собственные волновые функции
положительно частотной зоны состояний частицы в кулоновском поле
всегда имеют положительную норму. В свою очередь, норма волновых
функций отрицательно частотной зоны зависит от знака Γ (n2 − 2sl) и
может быть как положительной, так и отрицательной. Следовательно,
если частица в результате захвата оказалась в одном из состояний
спектра E(1)

nl , то в результате межзонных переходов она может перейти
в одно из состояний спектра E(2)

nl с положительной нормой. Посколь-
ку волновые функции (5.74) сингулярны в нуле, указанный процесс
аналогичен процессу K-захвата в обычных атомах. Действительно,
поскольку заряд частицы не изменяется при таком переходе, то заряд
ядра становится меньше на единицу: Zf = Z − 1. Согласно закону
сохранения заряда, переход частицы из состояния спектра E(1)

nl в одно
из состояний спектра E(2)

nl с отрицательной нормой волновой функции
обязательно сопровождается появлением двух частиц в состояниях
с положительной нормой волновой функции. Если состояние с отри-
цательной нормой волновой функции является связанным, а состояния
с положительной нормой принадлежат спектру E

(1)
nl , то этот процесс

становится аналогичным процессу β−-распада в обычных атомах. Про-
цессом, аналогичным β+-распаду в обычных атомах, является процесс,
в котором конечным связанным состоянием спектра E(2)

nl оказывается
состояние с положительной нормой волновой функции, а состояние
с отрицательной нормой является конечным состоянием непрерывного
положительно частотного спектра.

В-четвертых, как было показано в разделе 5.3.3, переход частицы
из подзоны состояний с E ≈ m0c

2 в подзону состояний отрицательно
частотной зоны с E(2) ≈ 0 приводит к качественным отличиям свойств
исходных частиц от свойств частиц — продуктов реакции, поскольку
массы покоя частиц и радиус области их пространственной локализа-
ции существенно различаются.
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Если атомный захват происходит в макроскопической среде, то
наряду с радиационным спонтанным распадом высоколежащих состо-
яний имеют место и процессы вынужденных переходов частицы из
состояний дискретного спектра в состояния континуума, обусловлен-
ные взаимодействием атома с фотонами, рождающимися в процессе
радиационного распада соседних атомов. Таким образом, исследование
радиационных процессов в «экзотических» атомах представляет фунда-
ментальный интерес как с точки зрения изучения процессов атомного
захвата, так и с точки зрения взаимодействия частиц с ядром атома.

6.1. Взаимодействие мезоатома с электромагнитным
полем

Рассчитанный в предыдущей главе спектр состояний частицы в ку-
лоновском поле дает базу для анализа задачи о взаимодействии мезо-
атома с внешним электромагнитным полем. Общий алгоритм решения
указанной задачи мы обсудили в разделе 4.1.2. В настоящем разделе
мы остановимся на обсуждении матричных элементов оператора взаи-
модействия атома с полем внешней электромагнитной волны.

6.1.1. Сохранение заряда. Уравнение для мезоатома, взаимодей-
ствующего с внешним электромагнитным полем, имеет вид

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ (r, t)

)2
ψ (r, t) =

= 1
2m0

[(
p − q0

c
A (r, t)

)2
+m2

0c
2
]
ψ (r, t) , (6.1)

где 4-потенциал электромагнитного поля является суперпозицией
нестационарного внешнего поля A

(e)
μ (r, t) и стационарного внутри-

атомного A(0)
μ (r).

Уравнение непрерывности, следующее из уравнения (6.1), имеет вид
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Перепишем его в следующем виде:
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Пусть атом взаимодействует с импульсом внешнего нестационарного
электромагнитного поля, а моменты времени t2 и t1 являются момен-
тами до и после окончания импульса соответственно. Проинтегрируем
последнее уравнение по 4-объему ΔΩ = V (t2 − t1), где V → ∞, в ре-
зультате получаем

q (t2) − q (t1) = q20

m0c
2

∫

ΔΩ

∂

∂xμ

(
ψ∗A(e)

μ ψ
)
dΩ,

где

q(t) = q0

m0c
2

∫[
ih̄

2

(
ψ∗ (r, t) ∂ψ (r, t)

∂t
− ∂ψ∗ (r, t)

∂t
ψ (r, t)

)
−

− ψ∗ (r, t)U0ψ (r, t)
]
dV.

Таким образом, если внешнее поле удовлетворяет условию∫

ΔΩ

∂

∂xμ

(
ψ∗A(e)

μ ψ
)
dΩ = 0, (6.2)

т. е.∫

V

[ψ∗(r, t2)ϕe(r, t2)ψ(r, t2) − ψ∗(r, t1)ϕe(r, t1)ψ(r, t1)] dV+

+
∮

S

t2∫
t1

ψ∗Aeψ dt dS = 0,

то суммарный заряд мезоатома и частиц, возникших после взаимо-
действия мезоатома с электромагнитным полем, остается равным на-
чальному заряду мезоатома. Поверхность S в последнем уравнении
есть поверхность, ограничивающая объем V . Например, при захвате
нейтральным атомом отрицательного мезона начальный заряд полной
системы, состоящей из частицы и нейтрального атома, равен −|e|.
Следовательно, суммарный заряд фрагментов реакции захвата, вклю-
чающих ионы и вновь родившиеся частицы, возникшие в результате
каскада радиационных переходов мезона в атоме и его последующего
взаимодействия с ядром, по-прежнему остается равным −|e|. Рождение
новых частиц в процессе захвата мезона нейтральным атомом воз-
можно лишь в случае, когда происходят межзонные переходы меж-
ду состояниями с различным знаком нормы волновой функции, т. е.,
как правило, между состояниями положительно частотного (n1, l1) и
отрицательно частотного (n2, l2) спектров. Действительно, появление
античастицы в состоянии с отрицательной нормой волновой функции
при выполнении условия (6.2) с неизбежностью должно сопровождать-
ся рождением частицы в состоянии с положительной нормой волно-
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вой функции. Либо же при таком переходе рождаются нейтральные
частицы, а атом становится отрицательно заряженным ионом. Ней-
тральные частицы, естественно, должны принадлежать непрерывному
спектру состояний, что согласуется с формулами гл. 5. Действительно,
энергии состояний дискретного спектра частицы и зеркальной частицы
зависят от величины их углового момента l1 (для частицы) и l2 (для
зеркальной частицы). Как видно из анализа, проведенного в разделе
5.3, в области существования стабильных атомов собственные значе-
ния энергии состояний частицы и зеркальной частицы оказываются
различными (см. рис. 5.9). С другой стороны, собственные значения
энергии состояний непрерывного спектра частицы и зеркальной ча-
стицы оказываются бесконечно вырожденными по величине углового
момента l. Следовательно, в непрерывном спектре состояний заведомо
существуют стационарные состояния с энергией E следующего вида:

ψ
(0)
El = Aψ

(+)
El1

+Bψ
(−)
El2

,

которые отвечают нулевому значению нормы суперпозиционной волно-
вой функции, т. е. состоянию нейтральной частицы, и являются супер-
позицией волновых функций положительно и отрицательно частотных
зон состояний, соответствующих одному и тому же значению энергии.

Как видно из вышеприведенных формул, изменение состояния ча-
стицы в атоме может происходить не только за счет процессов вза-
имодействия атома с поперечным электромагнитным полем. Действи-
тельно, если ϕ (t2) �= ϕ (t1), то для того чтобы полный заряд до
и после взаимодействия остался неизменным, волновая функция части-
цы должна перестроиться таким образом, чтобы∫

ψ∗(r, t2)ϕe(r, t2)ψ(r, t2)dV =
∫
ψ∗(r, t1)ϕe(r, t1)ψ(r, t1)dV.

Если такой перестройки не происходит, то мы будем иметь дело с про-
цессами, при которых полный заряд не сохраняется.

Следует отметить, что процессы с сохранением заряда не являют-
ся единственно возможными процессами в природе. Действительно,
как мы отмечали выше, при рассмотрении явлений космологического
масштаба нет априорных оснований полагать, что потенциал ϕ (r, t)
является одинаковым во всех точках Вселенной. Наличие макроско-
пических скоплений одинаково заряженных частиц может приводить
к скачкам потенциала, превышающим массу покоя частицы. Это при-
водит к рождению зеркальных частиц в скрытом для наблюдателя
секторе пространства. Нейтральный мезоатом, имея ненулевую ско-
рость движения, может легко перейти из области нулевого значения
статического потенциала в область произвольного его значения, по-
скольку, будучи нейтральным, он не чувствует скачков потенциала
(по крайней мере в нулевом приближении). Однако, как следует из
вышеприведенных формул, этот переход неизбежно должен сопро-
вождаться изменением внутренней структуры самого атома, посколь-
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ку в этом случае ϕe (t2) �= ϕe (t1). Естественно, такая интерпретация
справедлива лишь в рамках предположения о неизменности величины
скачка потенциала, что выполняется, например, когда одиночный ме-
зоатом проходит сквозь область скачка потенциала, создаваемую мак-
роскопическим распределением зарядов. В рамках самосогласованной
модели, учитывающей изменение заряда в той области пространства,
где оказался мезоатом, указанное явление может быть снова приведено
в соответствие с законом сохранения полного заряда во Вселенной.
Однако такая теория должна быть заведомо многочастичной.

Результаты приведенного выше обсуждения показывают, что нали-
чие базиса связанных состояний зеркальной частицы в кулоновском
поле качественно изменяет характер процессов взаимодействия атома
с электромагнитным полем. Если переходы между состояниями стан-
дартного базиса состояний частицы в кулоновском поле относятся к об-
ласти явлений атомной физики, то процессы, связанные с переходами
между состояниями базиса частицы и зеркальной частицы, неизбежно
приводят к изменению состояния не только рассматриваемой частицы,
но и ядра атома. Следовательно, процессы, затрагивающие состояния
зеркальных частиц, относятся к области ядерной физики и физики
элементарных частиц.

6.1.2. Уравнения для амплитуд населенности уровней. Начнем
с рассмотрения процессов взаимодействия атома с внешним электро-
магнитным полем, удовлетворяющих условию (6.2). Пусть нам из-
вестны собственные волновые функции и собственные значения крае-
вой задачи для свободного атома, т. е. атома, не взаимодействующего
с внешним электромагнитным полем. Эти волновые функции имеют
вид

ψn (r, t) = un (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)

и удовлетворяют уравнению

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0 (r)

)2
ψn = 1

2m0

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
+m2

0c
2

]
ψn, (6.3)

где U0 (r) = q0ϕ0 (r). Квантовое число n есть совокупность четырех
квантовых чисел n = (n, λ), где квантовое число n является совокупно-
стью трех пространственных квантовых чисел n = (n, l, m), которыми
в случае частицы, взаимодействующей с кулоновским полем, являются
радиальное квантовое число n, угловой момент l и его проекция m.

Умножая обе части уравнения (6.1) на ψ∗
n, а обе части уравнения,

комплексно сопряженного с (6.3), — на ψ и беря разность получивших-
ся выражений, после несложных преобразований получаем

ih̄

m0c
2

∂

∂t

[
ih̄

2

(
ψ∗

n
∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

n

∂t
ψ

)
− ψ∗

nU0ψ
]

=

= −ih̄div jn − q0
m0c

ψ∗
nA

(e)
μ

(
pμ − q0

c
A(0)

μ

)
ψ + q20

2m0c
2
ψ∗

nA
(e)2
μ ψ, (6.4)
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где
jn (r, t) = 1

m0

[
ih̄

2
(∇ψ∗

n · ψ − ψ∗
n · ∇ψ) − q0

c
ψ∗

nA0ψ
]
.

Разложим общее решение нестационарной задачи (6.1) в ряд по соб-
ственным волновым функциям краевой задачи (6.3):

ψ (r, t) =
∑

n

anun (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)
,

ih̄
∂ψ (r, t)

∂t
=

∑
n

Enanun (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)
.

(6.5)

Подставляя (6.5) в (6.4) и интегрируя по объему, получаем

ih̄Cn
dan

dt
=

∑
m

Vnmam, (6.6)

где

Vnm = −1
c

∫
ψ∗

n

[
A(e)

μ
q0
m0

(
pμ − q0

c
A(0)

μ

)
− q20

2m0c
A(e)

μ A(e)
μ

]
ψmdV , (6.7)

а коэффициенты Cn определяют знак нормы волновой функции и име-
ют вид

Cn = 1

m0c
2

∫
ψ∗

n (r) (En − U0 (r))ψn (r) dV. (6.8)

При выводе (6.6) мы положили, что
∫

div jnmdV =
∮
jnmdS = 0.

Из системы уравнений (6.6) получаем

ih̄
d

dt

∑
n

Cn |an|2 =
∑
n,m

(Vnm − V ∗
mn) a∗nam.

Следовательно, если матричные элементы Vnm удовлетворяют соотно-

шениям Vnm = V ∗
mn, то величина

∑
n
Cn |an(t)|2 является интегралом

движения уравнений (6.6). Как видно, матричные элементы (6.7) ука-
занным свойством не обладают. Однако при выполнении условия (6.2)
матричные элементы Vnm можно записать в следующем виде:

Vnm = −1
c

∫ {
A(e)

μ
q0
m0

[
ih̄

2

(
∂ψ∗

n

∂xμ
ψm − ψ∗

n
∂ψm

∂xμ

)
− q0

c
ψ∗

nA
(0)
μ ψm

]
−

− q20
2m0c

ψ∗
nA

(e)
μ A(e)

μ ψm

}
dV + ih̄q0

m0c

∫
∂

∂xμ

(
ψ∗

nA
(e)
μ ψm

)
dV.

Следовательно, при выполнении условия∫
∂

∂xμ

(
ψ∗

nA
(e)
μ ψm

)
dV = 0 (6.9)
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матричные элементы Vnm принимают вид

Vnm = −1
c

∫ [
A(e)

μ jnm,μ − q20
2m0c

ψ∗
nA

(e)
μ A(e)

μ ψm

]
dV , (6.10)

где пространственная и временная компоненты 4-вектора jnm,μ =
= (jnm, icρnm) определяются выражениями

jnm = q0
m0

[
ih̄

2
(∇ψ∗

n · ψm − ψ∗
n∇ψm) − q0

c
ψ∗

nA0ψm

]
, (6.11a)

ρnm = q0

m0c
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

n

∂t
· ψm − ψ∗

n
∂ψm

∂t

)
− ψ∗

nU0ψm

]
. (6.11б)

Несложно видеть, что компоненты указанного 4-вектора подчиняются
следующим соотношениям:

j∗mn = jnm, ρ∗mn = ρnm.

Следовательно, матричные элементы (6.7) при выполнении усло-
вия (6.9) обладают следующими симметрийными свойствами:

Vnm = V ∗
mn.

Отметим, что условие (6.9) в общем случае отличается от усло-
вия (6.2).

Как мы видели в гл. 5, все собственные волновые функции положи-
тельно частотного спектра имеют положительную норму. Норма соб-
ственных волновых функций отрицательно частотного спектра зависит
от знака Γ (n2 − 2sl2), поэтому удобно ввести следующие обозначения:

a(λ)
n =

{
a(λ)
n , C(λ)

n = +1,

b(−)
n , C(−)

n = −1,
где коэффициенты C

(λ)
n = Cn определяются выражением (6.8). Ис-

пользуя указанные выше симметрийные свойства матричных элемен-
тов Vnm, путем несложных преобразований из (6.5) и (6.6) получаем
следующие соотношения:

d

dt

(∑
n,λ

∣∣a(λ)
n

∣∣2 − ∑
n′

∣∣∣b(−)
n′

∣∣∣2) = 0, (6.12)

ih̄
d

dt

(∑
n,λ

∣∣a(λ)
n

∣∣2 +
∑
n′

∣∣∣b(−)
n′

∣∣∣2) =

= 2
∑
n′

∑
m,λ

(
V

(λ,−)
mn′ a(λ)∗

m b
(−)
n′ − V

(λ,−)∗
mn′ b

(−)∗
n′ a(λ)

m

)
. (6.13)

Равенство (6.12) определяет закон сохранения заряда и совпадает с вы-
ражением (4.63) в случае, когда всем состояниям отрицательно ча-
стотной зоны состояний отвечают волновые функции с отрицательной
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нормой. Соотношение (6.13) показывает, что суммарное число частиц
и зеркальных частиц может изменяться в процессе взаимодействия
мезоатома с электромагнитным полем только тогда, когда совершаются
переходы между состояниями с различным знаком нормы собственных
волновых функций.

Отметим в заключение, что система уравнений (6.6) получена в ре-
зультате разложения волновой функции нестационарной задачи (6.1)
по волновым функциям свободного атома. Такое разложение удобно
при анализе задач о взаимодействии мезоатома с внешней электро-
магнитной волной, напряженность поля которой много меньше внут-
риатомной, поскольку симметрийные свойства уравнения (6.1) в этом
случае незначительно отличаются от сферической симметрии свобод-
ного атома. В главах, посвященных теории частиц с полуцелым спи-
ном, мы покажем, что при взаимодействии атома с лазерными полями
околоатомной напряженности более эффективным методом является
разложение волновой функции по собственным волновым функциям
краевой задачи для атома во внешнем поле.

6.1.3. Векторы электрической и магнитной поляризации.
Остановимся на анализе взаимодействия атома с внешним поперечным
электромагнитным полем, т. е. положим, что ϕe = 0. Пренебрегая
в (6.10) слагаемым, квадратичным по амплитуде внешнего поля, мы
видим, что характер взаимодействия атома с внешним поперечным
электромагнитным полем определяется матричными элементами

j(λ,λ
′)

nm = q0
2m0

[
ψ(λ)∗

n ·
(
p − q0

c
A0

)
ψ(λ′)

m −
(
p + q0

c
A0

)
ψ(λ)∗

n · ψ(λ′)
m

]
.

В качестве базовой модели атома обычно рассматривается задача
о движении частицы в кулоновском поле. В этом случае A0 = 0,
а пространственная часть собственных волновых функций имеет вид

f (λ)
n (r) = R

(λ)
nl (r)Ylm(θ, ϕ),

где квантовое число n является совокупностью трех квантовых чисел
n = (n, l, m) — радиального квантового числа n, углового момента l
и его проекции m.

Матричные элементы (6.11a) удобно связать с матричными элемен-
тами операторов координаты и углового момента, поскольку угловая
часть матричных элементов указанных операторов рассчитывается го-
раздо проще, чем угловая часть матричных элементов (6.11a). Для
определения интересующей нас связи обратимся к уравнениям для
волновых функций (6.3):

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0 (r)

)2
ψ(λ′)

m (r, t) =

= 1
2m0

[(
p − q0

c
A0 (r)

)2
+m2

0c
2

]
ψ(λ′)

m (r, t). (6.14)
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Умножая уравнение (6.14) слева на ψ
(λ)∗
n , а уравнение для волновой

функции ψ(λ)∗
n справа на ψ(λ′)

m и вычитая затем получившиеся соотно-
шения, получаем

∂

∂t

{
q0

m0c
2

[
ih̄

2

(
ψ(λ)∗

n
∂ψ(λ′)

m

∂t
− ∂ψ(λ)∗

n

∂t
ψ(λ′)

m

)
− ψ(λ)∗

n U0ψ
(λ′)
m

]}
=

=−∇
{

q0
2m0

[
ψ(λ)∗

n

(
p− q0

c
A0

)
ψ(λ′)

m −
(
p+ q0

c
A0

)
ψ(λ)∗

n · ψ(λ′)
m

]}
. (6.15)

Полученное соотношение показывает, что 4-вектор jnm,μ, компоненты
которого определяются выражениями (6.11а, б), удовлетворяет уравне-
нию непрерывности.

Учтем, что матричные элементы V
(λλ′)
nm включают произведе-

ние Aep, поэтому умножим обе части равенства (6.15) на xi = (eir)
и воспользуемся следующим соотношением векторной алгебры:

(er) div j = e rot [rj] + div (r (ej)) − (ej).

Тогда из (6.15) получаем

eij(λ,λ
′)

nm =ei

[
∂

∂t

(
rρ(λ,λ′)

nm

)
+rot

[
rj(λ,λ

′)
nm

]]
+div

(
r
(
eij(λ,λ

′)
nm

))
, (6.16)

где

ρ(λ,λ′)
nm = q0

m0c
2

[
ih̄

2

(
ψ(λ)∗

n
∂ψ(λ′)

m

∂t
− ∂ψ(λ)∗

n

∂t
ψ(λ′)

m

)
− ψ(λ)∗

n U0ψ
(λ′)
m

]
.

Введем обозначения:

P(λ,λ′)
nm (r, t) = rρ(λ,λ′)

nm = q0
2m0c

[
ψ(λ)∗

n · r

c

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)
ψ(λ′)

m +

+r

c

(
−ih̄ ∂

∂t
− U0

)
ψ(λ)∗

n · ψ(λ′)
m

]
, (6.17)

M(λ,λ′)
nm (r, t)= 1

c

[
rj(λ,λ

′)
nm

]
= q0h̄

2m0c

(
ψ(λ)∗

n ·Lψ(λ′)
m +L+ψ(λ)∗

n ·ψ(λ′)
m

)
, (6.18)

где
h̄L =

[
r
(
p− q0

c
A0

)]
.

Оператор L является оператором обобщенного углового момента.
Действительно, как несложно видеть, в случае когда векторный
потенциал внутриатомного поля равен нулю, A0 = 0, оператор L
совпадает с оператором углового момента l. Отклик материального
поля на воздействие электромагнитных волн характеризуется вектора-
ми электрической и магнитной поляризации. Учитывая вид оператора

k = −i
(

r

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂r

)
, несложно видеть, что природа магнитной поля-

ризации связана с пространственно-пространственными вращениями
материального поля, а природа электрической поляризации с простран-
ственно-временными вращениями, т. е. ускоренным движением частиц.
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Используя вышеприведенные преобразования, например, получаем∫
j(λ,λ

′)
nm dV = d

dt

∫
P(λ,λ′)

nm dV + c

∫
rotM(λ,λ′)

nm dV. (6.19)

Несложно видеть, что соотношение (6.19) полностью аналогично соот-
ношению классической электродинамики j = ∂P

∂t
+ c rotM, определяю-

щему связь плотности тока j с векторами электрической P и магнит-
ной M поляризации. Таким образом, соотношение (6.19) позволяет
связать матричные элементы плотности тока перехода с матричными
элементами вектора электрической поляризации P и магнитной поля-
ризации M. 1)

В длинноволновом приближении, когда длина волны излучения
существенно превышает размеры атомных оболочек, можно положить

Ae (r, t) = Ae(t).
В этом случае первое слагаемое в правой части выражения (6.10)
принимает вид

V (1)
nm = −1

c
Ae(t)

∫
jnm (r, t) dV ,

и для его расчета можно непосредственно воспользоваться соотноше-
нием (6.19).

При выводе соотношения (6.19) мы полагали, что интеграл от
последнего слагаемого в (6.16) обращается в нуль, поскольку волновая
функция стремится к нулю при r → ∞. Однако в общем случае мат-
ричные элементы V

(1)
nm являются суммой трех слагаемых:

V (1)
nm = −1

c

∫
Ae (r, t) ∂Pnm

∂t
dV −

∫
Ae (r, t) rotMnmdV −

− 1
c

3∑
i=1

∫
(eiAe (r, t)) div (r (eijnm)) dV. (6.20)

1) Отметим важное для дальнейшего изложения обстоятельство, состоящее
в том, что в обоих выражениях, (6.17) и (6.18), можно выделить общий
сомножитель

μ0 =
q0h̄

2m0c
.

В случае когда масса частицы совпадает с массой электрона, магнетон μ0

становится равным магнетону Бора. Магнетон μ0 явно фигурирует в фор-
муле (6.18) в качестве коэффициента связи между матричными элементами
оператора магнитного момента M и оператора обобщенного углового момента
L. Как видно из формулы (6.17), магнетон μ0 является также коэффициен-
том связи матричных элементов оператора электрической поляризации P и
оператора r (i∂/∂t− U0/h̄), квантово-механическое среднее от которого, как
было показано в гл. 3, пропорционально величине электрического дипольного
момента частицы. Отметим, что вышесказанное не означает, конечно же, что
векторы P и M всегда имеют одинаковую величину, поскольку для состояний
стандартного базиса |〈P〉| ≈ q0a0 = 2μ0/α, в то время как |〈M〉| ≈ μ0.
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Три слагаемых в выражении (6.20) могут быть преобразованы следую-
щим образом.

Первое слагаемое преобразуется к виду

V (e)
nm = −1

c

∫
Ae (r, t) ∂Pnm

∂t
dV =

= −
∫
EePnmdV − 1

c

d

dt

∫
Ae (r, t)Pnm (r, t) dV , (6.21)

где напряженность электрического поля поперечной электромагнитной
волны определяется хорошо известным выражением

Ee (r, t) = −1
c

∂Ae (r, t)
∂t

.

Первое слагаемое в (6.21) имеет хорошо известный вид и описывает
взаимодействие вектора электрической поляризации атома с вектором
напряженности электрического поля внешней волны. Второе слагаемое
обращается в нуль в случае взаимодействия атома с резонансным элек-
тромагнитным излучением, когда частота поля ω совпадает с частотой
атомного перехода:

ω ≈ ωnm.

Однако в общем случае этим слагаемым пренебрегать нельзя, по-
скольку вклад этого слагаемого не является малым. Как видно, оба
слагаемых в (6.21) не равны нулю и в длинноволновом приближении,
когда первое слагаемое принимает вид гамильтониана электродиполь-
ного взаимодействия:

V (ED)
nm = −Ee(t)

∫
Pnm (r, t) dV = −Ee(t)dnm(t).

Для преобразования второго слагаемого в (6.20) воспользуемся
следующей формулой векторной алгебры:

div [AM] = A rotM − M rotA.

Тогда, учитывая, что интеграл от дивергенции обращается в нуль,
получаем

V (m)
nm = −

∫
Ae (r, t) rotMnmdV = −

∫
Be (r, t)MnmdV , (6.22)

где Be — вектор напряженности магнитного поля (более точно, это век-
тор индукции магнитного поля, однако, поскольку мы рассматриваем
задачу о взаимодействии одиночного атома, находящегося в вакууме,
эти две величины совпадают), определяющийся хорошо известным
выражением

Be (r, t) = rotAe (r, t) .

Таким образом, второе слагаемое в (6.20) также преобразуется к хо-
рошо известному виду и описывает взаимодействие вектора маг-
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нитной поляризации атома с вектором напряженности магнитного
поля внешней волны. В магнитном длинноволновом приближении
Be (r, t) ≈ Be(t) это слагаемое принимает вид гамильтониана магнито-
дипольного взаимодействия:

V (MD)
nm = −Be(t)

∫
Mnm (r, t) dV = −Be(t)mnm(t).

Третье слагаемое в (6.20) можно преобразовать к виду

V (r)
nm = −1

c

∫
r (eijnm)∇ (eiAe) dV.

Полагая A (r, t) = A0 (ρρρρρρρρρ) f (kr− ωt), где A0 (ρρρρρρρρρ) — профиль пуч-
ка в плоскости, перпендикулярной вектору k, получаем: ∇ (eiA) ≈
≈ k (eiA0) f ′, т. е. атом взаимодействует с продольной компонентой
поля. Это слагаемое учитывает эффекты пространственной диспер-
сии и приводит к появлению поправок, имеющих величину поряд-
ка ka0Aejnm = 2π (a0/λ)Aejnm, т. е. пропорциональных отношению
радиуса атомных оболочек a0 к длине волны λ. В случае a0 � λ этими
поправками можно пренебречь.

6.1.4. Релятивистски инвариантные соотношения. Соотноше-
ние (6.16) имеет общий характер, поскольку при его выводе мы не
использовали никаких приближений или предположений. Однако оно
является частным случаем более общих соотношений. Действительно,
запишем уравнение (6.15) в виде

∂

∂xμ

(
j(λ,λ

′)
nm

)
μ

= 0, (6.23)

где(
j(λ,λ

′)
nm

)
μ
= q0

2m0

[
ψ(λ)∗

n ·
(
pμ− q0

c
A(0)

μ

)
ψ(λ′)

m −
(
pμ + q0

c
A(0)

μ

)
ψ(λ)∗

n ·ψ(λ′)
m

]
.

Пользуясь (6.23), получаем

jμ = ∂

∂xν
(xμjν − xνjμ) + ∂

∂xν
(xνjμ) , (6.24)

где мы опустили для краткости индексы у jnm. Соотношение (6.24)
позволяет связать матричные элементы оператора

pμ − q0
c
Aμ

с матричными элементами антисимметричного 4-тензора

Jμν = xμ

(
pν − q0

c
A(0)

ν

)
− xν

(
pμ − q0

c
A(0)

μ

)
. (6.25)

Как мы отмечали ранее, при A
(0)
μ = 0 тензор (6.25) осуществляет

представление группы трех- и четырехмерных вращений. Его простран-
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ственные компоненты являются компонентами оператора обобщенного
углового момента частицы, находящейся во внешнем поле:

h̄L =
[
r
(
p − q0

c
A0

)]
,

а пространственно-временные компоненты являются компонентами
обобщенного оператора k:

h̄K = −i
[
ct

(
p − q0

c
A0

)
− r1

c

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)]
. (6.26)

В случае свободной частицы оператор K совпадает с оператором k,
являющимся генератором пространственно-временных преобразований
скалярной волновой функции при преобразованиях Лоренца. В гл. 3
мы уже отмечали, что оператор k связан с оператором электрического
дипольного момента частицы. Полученные формулы дают дополнитель-
ные подтверждения в пользу такой интерпретации физического смысла
оператора k.

Отметим в заключение следующее обстоятельство. С учетом вида
оператора K, определяемого соотношением (6.26), на первый взгляд
может показаться, что правая часть соотношения (6.24) по-прежнему
включает матричные элементы оператора p − q0

c
A0. Однако выписав

отдельно пространственную часть релятивистски инвариантного соот-
ношения (6.24), можно увидеть, что указанные слагаемые взаимно
сокращаются и оставшаяся формула принимает вид (6.16). Поэтому
в практических расчетах удобнее пользоваться непосредственно фор-
мулой (6.16), несмотря на то что она не имеет релятивистски инвари-
антного вида.

6.2. Спонтанный распад

Как мы уже отмечали выше, π−-мезон, захваченный атомом, совер-
шает каскад радиационных переходов, стремясь занять основное со-
стояние мезоатома. Соотношение интенсивности линий рентгеновского
излучения, испускаемого в процессе указанного каскадного распада,
определяется вероятностью спонтанных переходов.

Спонтанные радиационные переходы мезона в атоме обусловлены
его взаимодействием с равновесным излучением, создаваемым окружа-
ющей средой. Скорость спонтанных переходов зависит от того, нахо-
дится ли атом в свободном пространстве или же он находится в объеме,
ограниченном отражающими стенками. Отличия обусловлены тем, что
равновесное излучение в свободном пространстве обладает изотропией
и однородностью, в то время как в присутствии отражающих сте-
нок свойства равновесного излучения начинают зависеть от геометрии
объема и величины коэффициента отражения ограничивающих сте-
нок. Указанные отличия существенны, если частота излучения лежит
в видимом и более низкочастотном диапазонах длин волн и если
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атом находится на расстоянии порядка длины волны излучения от
отражающих поверхностей. В случае излучения рентгеновского и более
высокочастотного диапазонов длин волн эти отличия, как правило, не
проявляются, поскольку диэлектрическая проницаемость в рентгенов-
ском диапазоне незначительно отличается от единицы, что приводит
к малости коэффициента отражения.

6.2.1. Равновесное излучение. Отметим, что под скоростью
спонтанного распада обычно понимается скорость радиационных пе-
реходов электрона или мезона в атоме, находящемся в свободном
пространстве, т. е. в атоме, достаточно далеко находящемся от окру-
жения. Однако эта модель является весьма ограниченной. Действи-
тельно, любое движение заряженных частиц окружающей нас мате-
рии приводит к ненулевому значению напряженности поля в любой
точке пространства, которая связана с положением заряда времени —
подобным интервалом. Поэтому идеализированная модель свободного
пространства вряд ли адекватно описывает реальную ситуацию.

Потенциал электромагнитного поля, создаваемого средой, опреде-
ляется выражением

ΔAμ − 1

c2
∂2Aμ

∂t2
= −4π

c
jμ,

где 4-вектор плотности тока jμ(x) определяется движением всех заря-
дов в окружающем пространстве:

jμ(x) =
∑

i

j(i)μ (x).

Разобьем окружающую среду на макроскопические объемы V (R),
положение центров которых определяется радиусом-вектором R. Тогда
поле, создаваемое частицами макроскопического объема V (R0) в точ-
ке наблюдения r, находящейся в дальней зоне, определяется хорошо
известным выражением

Aμ (r, t) = 1
cR0

∫
jμ

(
r′, t− R0

c
+ nr′

c

)
dV ′.

Сумму по зарядам удобно представить в виде суммы по зарядам ней-
тральных комплексов (атомов, молекул и т. п.) и суммы по положениям
нейтральных комплексов. Тогда статистические средние векторного и
скалярного потенциалов в точке наблюдения определяются выраже-
ниями

〈Aμ (r, t)〉 = 1
cR0

∑
j∈V (R0)

∫ 〈
J (j)

μ

(
r′, t− R0

c
+ nr′

c

)〉
dV ′,

где
J (j)

μ (x) =
∑

a

j(a)
μ (x),
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сумма по j есть сумма по нейтральным комплексам в объеме V (R0),
а сумма по a — сумма по зарядам внутри нейтрального комплекса.
Угловые скобки означают статистическое усреднение. Учитывая элек-
трическую нейтральность окружающей среды и тепловое движение
частиц, получаем

〈Aμ (r, t)〉 = 0.

С другой стороны, полагая, что отдельные нейтральные комплексы
окружающей среды статистически независимы, получаем

〈Aμ (r, t)Aμ (r, t)〉 = 1

c2R2
0

∑
j∈V (R0)

∫ ∫ 〈
J (j)

μ

(
r′, t− R0

c
+ nr′

c

)
×

×J (j)
μ

(
r′′, t− R0

c
+ nr′′

c

)〉
dV ′ dV ′′. (6.27)

Статистические средние в правой части отличны от нуля и зависят
от температуры окружающей среды. Отметим, что при рассмотрении
задач о взаимодействии атома с когерентным внешним полем часть
атомов окружающей среды может находиться в коррелированном со-
стоянии. Однако, учитывая, что в реальной ситуации вклад этой части
в амплитуду равновесного поля в точке наблюдения всегда ничтож-
но мал по сравнению со вкладом всей оставшейся среды, мы заве-
домо можем им пренебречь. Таким образом, каждая из компонент
4-потенциала поля равновесного излучения характеризуется в точке
наблюдения равным нулю средним и не равной нулю дисперсией.

Выделим макроскопический объем V = L1L2L3 свободного про-
странства. Учитывая, что равновесное поле однородно распределено
в пространстве, мы можем положить, что поле удовлетворяет периоди-
ческим граничным условиям. Например:

Aμ (x = 0, y, z, t) = Aμ (x = L1, y, z, t) ,

тогда потенциалы поля, представленные в виде разложения по соб-
ственным модам объема V , принимают вид

A (r, t) =
∑
kα

√
2πh̄c2

ωkV

[
e(α)
k A

(α)
k exp [−i (ωkt− kr)] +

+e(α)∗
k A

(α)∗
k (t) exp [i (ωkt− kr)]

]
, (6.28а)

ϕ (r, t) =
∑
k

√
2πh̄c2

ωkV
[ϕk exp [−i (ωkt− kr)] +

+ϕ∗
k(t) exp [i (ωkt− kr)]], (6.28б)

где
k = e1

2πn1

L1
+ e2

2πn2

L2
+ e3

2πn3

L3
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и ni — целые числа. Для каждого направления вектора k мы можем
выбрать три вектора поляризации, такие что e(1, 2)

k k = 0 и e(3)
k k = |k|.

В выражения (6.28) входит величина объема V . Однако на размеры
объема мы никаких ограничений не накладывали, поэтому мы можем
устремить величину объема к бесконечности. Тогда, учитывая, что∑
k

→ V

(2π)3
∫
dk, в конечных расчетах величина объема пропадает.

Для векторов напряженности электрического E и магнитного B
полей получаем

E =
∑
kα

√
2πh̄
ωkV

[
iωke

(α)
k A

(α)
k exp [−i (ωkt− kr)]−

−iωke
(α)∗
k A

(α)∗
k exp [−i (ωkt− kr)]

]
−

−
∑
k

√
2πh̄c2

ωkV
[ikϕk exp [−i (ωkt− kr)]−

−ikϕk exp [−i (ωkt− kr)]] ,

B =
∑
kα

√
2πh̄c2

ωkV

[
i
[
ke(α)

k

]
A

(α)
k exp [−i (ωkt− kr)]−

−i
[
ke(α)∗

k

]
A

(α)∗
k exp [−i (ωkt− kr)]

]
.

(6.29)

Плотность энергии электромагнитного поля, как известно, определяет-
ся выражением

w = 1
8π

(
E2 + B2) .

Для энергии поля в объеме V , используя вышеприведенные выражения
для E и B, получаем

W =
∫

V

dV w (r, t) =
∑

k,α=1, 2

h̄ωkA
(α)∗
k A

(α)
k +

+ 1
2

∑
k

h̄ωk

(
A

(3)∗
k A

(3)
k + ϕ∗

kϕk

)
. (6.30)

Свободное электромагнитное поле удовлетворяет условию лоренцев-
ской калибровки

1
c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0.

Полагая, что каждая из плосковолновых компонент поля (6.28) удовле-
творяет условию лоренцевской калибровки, получаем

ωk

c
ϕk − ke(3)

k A
(3)
k = 0. (6.31)

Продольная компонента вектора напряженности электрического по-
ля (6.29) при условии (6.31) обращается в нуль. Таким образом, усло-
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вие (6.31) выделяет поперечную компоненту электромагнитного поля.
В этом случае выражение (6.30) принимает вид

W =
∑

k,α=1, 2

h̄ωkA
(α)∗
k A

(α)
k .

Как видно, нормировка, принятая в разложении (6.28), соответству-
ет тому, что амплитуды A

(α)
k являются безразмерными амплитудами

векторного потенциала и имеют простой физический смысл, а именно:

квадрат модуля амплитуды
∣∣A(α)

k

∣∣2 определяет число квантов в (k, α)
моде поля. При этом нормировочный множитель

a0 (k) =

√
2πh̄c2

ωkV

определяет амплитуду одноквантового поля, т. е. амплитуду потен-
циала электромагнитного поля в (k, α) моде в случае, когда число

заполнения этой моды равно единице:
∣∣∣A(α)

k

∣∣∣2 = 1.
Отметим, что выражения (6.28) являются решениями однородного

уравнения для 4-потенциала поля. При учете наличия среды уравнение
для 4-потенциала становится неоднородным. Естественно, при этом
становится ненулевой и поперечная компонента поля. Решения (6.28)
можно использовать в качестве базиса разложения решений неодно-
родного уравнения. Однако прежде чем переходить к этому, удобно
придать разложениям (6.28)–(6.30) более симметричный вид. Дей-
ствительно, поперечное электромагнитное поле связано лишь с двумя
ортогональными модами объема V :

u(α)
k (r) = e(α)

k exp (ikr) .

Условие ортогональности имеет вид∫
u(α)∗

k (r)u(β)
k′ dV = δαβδkk′ .

Введем ортогональные векторы четырехмерной поляризации e
(ν)
kμ в си-

стеме отсчета, связанной с направлением волнового вектора каждой из
плосковолновых компонент. Полагая, что волновой вектор направлен
вдоль оси z, эти векторы можно выбрать в следующем виде:

e
(1)
kμ =

(
1√
2
, 0, 0, 0

)
, e

(2)
kμ =

(
0,

1√
2
, 0, 0

)
,

e
(3)
kμ = (0, 0, 1, 0), e

(4)
kμ = (0, 0, 0, i).

Несложно видеть, что 4-векторы e
(ν)
μ обладают следующими свойства-

ми:
e
(ν)
kμ e

(ν′)
kμ = δνν′ , e

(ν)
kμ e

(ν)
kσ = δμσ, e

(ν)
kμ kkμ = 0,
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где 4-вектор kμ в выбранной системе отсчета имеет вид: kkμ =
=

(
0, 0,

ω

c
, i
ω

c

)
. Как видно, 4-векторы e(1, 2) соответствуют поперечно-

му, e(3) — продольному, а e(4) — скалярному состоянию поляризации
равновесного поля. 1) В этом случае разложения (6.28a–б) можно за-
писать в едином виде

Aμ (r, t) =
∑
kν

√
4πh̄c2

ωkV

[
e
(ν)
kμA

(ν)
k (t) exp [−i (ωkt− kr)] +

+e(ν)∗
kμ A

(ν)∗
k (t) exp [i (ωkt− kr)]

]
, (6.32)

где A
(4)
k = ϕk. Выражение для энергии поля в объеме V принимает

теперь симметричный вид

W =
∑
kν

h̄ωkA
(ν)∗
k (t)A(ν)

k (t). (6.33)

Формула (6.33) была получена на основе ортогональности собствен-
ных функций:

u
(ν)
kμ (r) = e

(ν)
kμ exp (ikr).

Вместе с тем к аналогичному выражению можно прийти, если учесть
статистические свойства движения зарядов окружающей среды, создаю-
щей равновесное излучение. Отметим, что, в отличие от случая сво-
бодного поля, коэффициенты разложения в (6.32) являются функциями
времени. Эта временная зависимость обусловлена движением зарядов
окружающей среды и имеет вид

A
(ν)
k (t) = A

(ν)
k0 + i

√
πV

h̄ω

t∫
−∞

e
(ν)∗
kμ jμ (k, t′) exp (iωkt

′) dt′, (6.34)

первое слагаемое A(ν)
k0 есть потенциал свободного поля, которое, как

мы видели выше, является поперечным, а второе слагаемое связано
с движением зарядов окружающей среды:

jμ (k, t) = 1
V

∫

V

jμ (r, t) exp (−ikr) dV.

1) Отметим, что векторы поляризации в лабораторной системе отсчета

по-прежнему имеют вид: e(ν)
μ = δμν , поэтому Aμ(x) =

4∑
ν=1

e
(ν)
μ Aν(x). Удобство

введения векторов поляризации e(ν)
kμ , отличных по своей структуре от e(ν)

μ ,

состоит в том, что поперечные компоненты 4-потенциала A(1, 2)
k входят в раз-

ложение векторов напряженности как электрического E, так и магнитного B
полей. В то время как продольная компонента векторного потенциала A(3)

k и
скалярный потенциал ϕk входят лишь в разложение вектора напряженности
электрического поля E.
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Как мы отмечали выше, ввиду электрической нейтральности окружаю-
щей среды и теплового движения составляющих ее атомов, стати-
стическое среднее потенциала (6.34) равно нулю. Однако билинейные
комбинации потенциалов могут быть отличны от нуля. Например, пола-
гая заряды точечными, для произведения пространственных компонент
4-потенциала получаем

A
(ν)∗
k A

(ν′)
k′ = π

h̄ω

1
V

∑
i, j

qiqj
〈
v
(ν)
i v

(ν′)
j

〉
exp [i (kri − k′rj)] .

Учитывая статистическую независимость движения отдельных зарядов
и компонент скорости, имеем〈
A

(ν)∗
k A

(ν′)
k′

〉
= πq2

h̄ω

N

V

∑
i

〈
v
(ν)
i v

(ν′)
i

〉
exp [i (k− k′) ri] =

∣∣∣A(ν)
k

∣∣∣2 δνν′δkk′ .

(6.35а)
С другой стороны, получаем〈

A
(ν)∗
k A

(ν′)∗
k′

〉
= 0,

〈
A

(ν)
k A

(ν′)
k′

〉
= 0, (6.35б)

поскольку
∑
i

exp [i (k + k′) ri] = 0. Аналогичные соотношения выпол-

няются и для скалярного потенциала:

〈ϕ∗
kϕ

∗
k′〉 = 0, 〈ϕkϕk′〉 = 0, 〈ϕ∗

kϕk′〉 = |ϕk|2 δkk′ . (6.35в)

Используя статистические средние (6.35), для энергии поля полу-
чаем выражение

W =
∑
kν

h̄ωk

〈
A

(ν)∗
k (t)A(ν)

k (t)
〉
,

которое, как видно, совпадает с (6.33). Как мы отмечали выше, фи-

зический смысл амплитуд A
(ν)
k состоит в том, что величина

∣∣∣A(ν)
k

∣∣∣2
определяет число квантов в моде поля (k, ν). С другой стороны, ис-
пользуя (6.35), мы связываем энергию равновесного поля со статисти-
ческими характеристиками движения зарядов окружающей среды. Сле-
довательно, если окружающая среда обладает свойствами абсолютно
черного тела, то статистические средние (6.35) определяются распре-
делением Планка. В этом случае распределение энергии равновесного
излучения определяется формулой Планка, а следовательно,∫ 〈

A(ν)∗
n A(ν)

n

〉
dΩn = 1

exp
(
h̄ω

kT

)
− 1

,

где n = k/ |k|.
6.2.2. Спонтанный распад, обусловленный взаимодействием

с поперечным равновесным полем. При описании спонтанного рас-
пада мы можем воспользоваться двухуровневой моделью атома, по-

8 А.В. Андреев
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скольку компоненты равновесного электромагнитного поля, частоты
которых совпадают с частотами различных переходов в атоме, не кор-
релируют друг с другом. Рассмотрим радиационный переход частицы
с одного из высоколежащих уровней, который мы обозначим симво-
лом 2, на один из нижележащих уровней 1. Как следует из обсуждения,
проведенного в разделе 6.1.3, наибольшую величину имеют матричные
элементы электродипольного взаимодействия, поэтому будем считать,
что уровни 2 и 1 связаны электродипольным переходом. В этом случае
система уравнений (6.6) принимает вид

da2
dt

= i

h̄
EP21a1,

da1
dt

= i

h̄
EP12a2.

Подставляя сюда выражение для поля в виде разложения (6.29), полу-
чаем

da2
dt

= −
∑
kα

√
2πωk

h̄V

[
A

(α)
k P

(α)
21 (k) exp (−iωkt)−

−A(α)∗
k P

(α)′
21 (k) exp (iωkt)

]
a1 exp (iω21t),

da1
dt

= −
∑
kα

√
2πωk

h̄V

[
A

(α)
k P

(α)
12 (k) exp (−iωkt)−

−A(α)∗
k P

(α)′
12 (k) exp (iωkt)

]
a2 exp (−iω21t),

(6.36)

где

P (α)
nm (k) =

∫
u(α)

k Pnm (r) dV , P (α)′
nm (k) =

∫
u(α)∗

k Pnm (r) dV

и
u(α)

k (r) = e(α)
k exp (ikr) .

Отметим, что суммирование в (6.36) ведется по α = 1, 2, поскольку
мы полагаем, что равновесное поле является поперечным. Подставляя
решение второго уравнения (6.36) в первое, получаем

da2
dt

= − 2π
h̄V

∑
kα,k′α′

√
ωkωk′ A

(α)
k P

(α)
21 (k) exp [−i (ωk − ω21) t]×

×
t∫

0

A
(α′)∗
k′ P

(α′)′
12 (k′) exp [−i (ωk′ − ω21) t′] a2(t′)dt′,

где мы оставили только экспоненты, удовлетворяющие резонансному
условию ωk ≈ ω21. В результате для населенности уровня, после стати-
стического усреднения с учетом свойств (6.35), получаем

d |a2|2
dt

= − 4π
h̄V

∑
kα

∣∣∣A(α)
k

∣∣∣2 ωk

∫
u(α)

k (r)P21 (r) dV ×

×
∫
u(α)∗

k (r)P12 (r) dV sin (ωk − ω21) t

ωk − ω21
|a2|2 .
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При V , стремящемся к бесконечности, суммирование можно заменить
интегрированием по правилу:

∑
k

→ V

(2π)3
∫
dk. Выполняя интегрирова-

ние по ωk, получаем

d |a2|2
dt

=− ω3
21

2πh̄c3

∑
α

∫(
e(α)
k P21 (k)

)(
e(α)∗
k P∗

21 (k)
)∣∣A(α)

n

∣∣2 dΩn |a2|2 . (6.37)

В длинноволновом приближении

P21 (k) =
∫
P21 (r) exp (ikr) dV ≈

∫
P21 (r) dV = d21.

Учитывая, что∑
α

(
e(α)
k d21

) (
e(α)∗
k d∗

21

)
= (d21d∗

21) − (nd21) (nd∗
21) ,

после интегрирования в (6.37) по направлениям вектора n = k/k21 для
скорости спонтанного распада окончательно получаем

1
T1

= 4ω3
21 |d21|2
3h̄c3

. (6.38)

Приведенный выше расчет скорости спонтанного распада основан
на предположении, что поле равновесного излучения является задан-
ным, т. е. не изменяется в процессе распада атома. Использование
указанного предположения не позволяет определить направление про-
цесса, т. е. происходит ли переход из состояния с большей энерги-
ей в состояние с меньшей энергией или наоборот. Последовательная
теория спонтанного распада, учитывающая динамику поля равновес-
ного излучения, будет дана в последующих главах, где мы перейдем
к описанию спонтанного распада обычных атомов. Забегая вперед,
отметим, что возбужденное состояние атома не является состоянием
устойчивого равновесия для атома, взаимодействующего с внешним
полем. Любые флуктуации поля равновесного излучения, приводящие
к ненулевому значению напряженности интегрального поля в месте
расположения атома, приводят к его переходу в состояние с более низ-
кой энергией. Основное состояние атома является состоянием устойчи-
вого равновесия, и возможность перехода атома из основного состоя-
ния в возбужденное зависит от спектральной плотности равновесного
излучения и энергии перехода.

Отметим также, что энергия En определяется выражением (4.45).
Как мы отмечали в разделе 4.2.1, величина En является положи-
тельной для свободной частицы, находящейся как в положительно,
так и в отрицательно частотных зонах, поэтому энергетически более
выгодными являются связанные состояния и частицы, и зеркальной
частицы. Следовательно, взаимодействие с полем равновесного излуче-
ния, создаваемого окружением, стремится перевести частицы матери-
ального поля в связанное состояние. Отношение числа частиц, находя-

8*
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щихся в свободном и связанном состояниях, зависит от соотношения
величины потенциала ионизации связанного состояния и температуры
окружающей среды.

6.2.3. Межзонные переходы, обусловленные взаимодействием
со скалярным полем (К-захват). Матричные элементы (6.10) в об-
щем случае имеют вид

Vnm =
∫
ϕ (r, t) ρnm (r, t) dV − 1

c

∫
A (r, t) jnm (r, t) dV +

+ q20

2m0c
2

∫
ψ∗

nA
(e)
μ A(e)

μ ψmdV.

В длинноволновом приближении это выражение принимает вид

Vnm = ϕ(t)
∫
ρnmdV − 1

c
A(t)

∫
jnmdV +

+ q20

2m0c
2

(
A2(t) − ϕ2(t)

) ∫
ψ∗

nψmdV. (6.39)

В случае учета лишь состояний стандартного базиса состояний ча-
стицы первое слагаемое не приводит к переходам между различ-
ными уровнями атома, поскольку для состояний указанного базиса∫
ρnmdV =

∫
ρ
(++)
nm dV = q0δnm. Следовательно, если частица совершает

переходы лишь между состояниями стандартного базиса состояний, то
наличие внешнего скалярного поля в длинноволновом приближении не
приводит к изменению населенности уровней. Амплитуды вероятности
населенности уровней принимают в этом случае вид

an(t) = an(0) exp
(
−iq0

h̄

t∫

0

ϕ(t′)dt′
)
,

т. е. энергии всех уровней в присутствии внешнего электростатического
поля сдвигаются на одинаковую величину.

Однако при учете состояний полного базиса состояний, вклю-
чающего состояния как положительно, так и отрицательно частот-
ной зон, ситуация изменяется. Действительно, собственные волновые
функции состояний положительно и отрицательно частотных зон не
являются ортогональными друг другу:

∫
ρ
(+−)
nm dV = q0Cnm. Таким об-

разом, нестационарный скалярный потенциал электромагнитного поля
ϕ(t) может вызывать межзонные переходы в атоме. Как мы отме-
чали ранее, норма волновых функций состояний отрицательно ча-
стотной зоны может быть как положительной, так и отрицательной:∫
ρ
(−−)
nm dV = ±q0δnm. Однако двухуровневая модель атома применима

лишь для описания переходов между состояниями с одинаковым зна-
ком нормы, что мы и будем далее полагать.
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Как видно из (6.39), правила отбора для переходов между состоя-
ниями

ψ
(1)
nlm (r, t) = R

(1)
nl (r)Ylm(θ, ϕ) exp

(
−iE

(1)
nl

h̄
t

)
и

ψ
(2)
nlm (r, t) = R

(2)
nl (r)Ylm(θ, ϕ) exp

(
−iE

(2)
nl

h̄
t

)
,

при взаимодействии с векторным полем совпадают с правилами отбора
для переходов между состояниями одного и того же базиса. Однако
при взаимодействии со скалярным сферически симметричным внешним
полем правила отбора принимают вид

l1 = l2, m1 = m2. (6.40)

Следовательно, при рассмотрении переходов между состояниями, под-
чиняющимися правилам отбора (6.40), мы можем не учитывать второе
слагаемое в (6.39), по крайней мере в рамках длинноволнового при-
ближения.

Третье слагаемое в (6.39) описывает так называемое пондеромотор-
ное взаимодействие, проявляющееся в пространственно неоднородных
полях, т. е. когда амплитуда поля меняется в пространстве. При перехо-
дах между состояниями с энергией E(1)

n этим взаимодействием можно
пренебречь. Действительно, из условия ортогональности собственных
функций получаем

En + Em

2m0c
2

∫
ψ∗

nψmdV = 1

m0c
2

∫
ψ∗

nU0ψmdV ,

учитывая, что E(1)
n,m ≈ m0c

2, имеем∫
ψ∗

nψmdV = 1

m0c
2

∫
ψ∗

nU0ψmdV ≈ I0

m0c
2

= 1
2
Z2α2 � 1.

Следовательно, это слагаемое проявляется лишь в процессах взаи-
модействия атома с сильными лазерными полями. При рассмотрении
процессов спонтанного распада этим слагаемым практически всегда
можно пренебречь.

Рассмотрим процесс спонтанного перехода между двумя ближай-
шими состояниями одинаковой четности, относящимися к различным
зонам состояний. Как следует из вышеприведенного обсуждения, ос-
новной вклад в этот процесс дает первое слагаемое. Система уравнений
для амплитуд населенности уровней принимает в этом случае вид

ih̄
da2
dt

=
∫
ϕρ22dV · a2 +

∫
ϕρ21dV · a1,

ih̄
da1
dt

=
∫
ϕρ11dV · a1 +

∫
ϕρ12dV · a2,

(6.41)
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где

ρij (r, t) = 1

m0c
2
ψ(i)∗

ni
(r, t)

(
E(i)

ni
+E(j)

nj

2
− U0

)
ψ(j)

nj
(r, t) .

Скалярный потенциал равновесного электромагнитного поля определя-
ется выражением (6.32)

ϕ (r, t)=
∑
k

√
4πh̄c2

ωkV
[ϕkuk (r) exp (−iωkt)+ϕ∗

ku
∗
k (r) exp (iωkt)], (6.42)

где uk (r) = exp (ikr). Как мы отмечали выше, двухуровневую модель
атома мы можем использовать лишь для исследования переходов меж-
ду состояниями различных зон, которым отвечают одинаковые знаки
нормы волновой функции, поскольку исходя из закона сохранения
заряда переходы между состояниями с различным знаком нормы могут
быть описаны лишь в рамках модели, учитывающей как минимум
четыре состояния. Как видно из рис. 5.14, примером близко лежащих
связанных состояний двух спектров с одинаковой нормой волновой
функции являются состояния (n1 = 0, l1 = 0) и (n2 = 1, l2 = 0).
Поскольку волновые функции состояний спектра E(2) являются сингу-
лярными в нуле, то указанный переход аналогичен процессу K-захвата
в атоме. В этом случае, ввиду ортонормированности волновых функций
каждого из базисов, диагональные слагаемые в (6.41) приводят к оди-
наковым сдвигам каждого из уровней, поэтому их можно исключить
с помощью преобразования

ai(t) = bi(t) exp
(
−iq0

h̄

t∫

0

ϕ(t′)dt′
)
.

Для амплитуд bi в резонансном приближении получаем

db2
dt

= −iq0
h̄

∑
k

√
4πh̄c2

ωkV
ϕkρ21 (k) exp [−i (ωk − ω21) t] b1(t),

db1
dt

= −iq0
h̄

∑
k

√
4πh̄c2

ωkV
ϕ∗

kρ12 (k) exp [i (ωk − ω21) t] b2(t),

где

ρ21 (k) = 1

m0c
2

∫
ψ(2)∗

n2
(r, t)

(
E(2)

n2
+ E(1)

n1

2
− U0

)
ψ(1)

n1
(r, t)uk (r) dV

и ρ12 (k) = ρ∗21 (k).
С помощью преобразований, аналогичных преобразованиям разде-

ла 6.2.2, окончательно получаем

d |b2|2
dt

= −q20ω21

πh̄c

∫
ρ21 (k) ρ12 (k) |ϕn|2 dΩn |b2|2 .
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В длинноволновом приближении ρ21 (k) = C21, где C21 суть коэффи-
циенты разложения волновых функций одного базиса по волновым
функциям другого. Некоторые из этих коэффициентов представлены
графически на рис. 5.13, 5.14. Таким образом, для скорости спонтан-
ного перехода получаем

1
T1

= 4q20ω21 |C21|2
h̄c

n0 (ω21) = 4αω21 |C21|2 n0 (ω21) , (6.43)

где

n0 (ω21) =
∫
|ϕn|2 dΩn

— число квантов равновесного излучения на частоте рассматриваемого
перехода, определяющееся в случае абсолютно черного тела распреде-
лением Планка.

Как видно из рис. 5.14, при Zα� 1 наибольшую величину матрич-
ные элементы C21 имеют для перехода из (n2 = 1, l2 = 0) в (n1 = 0,
l1 = 0) состояние. Используя (5.57) и (5.72), для разности энергий
указанных переходов получаем

ΔE = 2m0c
2Z4α4,

откуда следует

1
T1

(n2 = 1 → n1 = 0) = 4αω21 |C21|2 = 8
m0c

2

h̄
Z4α5 |C21|2 .

Отметим, что величина |ρ21|2 для рассматриваемого перехода близка
к единице.

С другой стороны, учитывая, что для переходов между состояния-
ми стандартного базиса состояний характерное значение дипольного
момента перехода определяется выражением d0 = q0a0/Z, для 2p→ 1s
перехода из (6.38) получаем

1
T1

(2p→ 1s) = 4
3
m0c

2

h̄
Z4α5

∣∣∣d (2p→ 1s)
d0

∣∣∣2 .
Как мы отмечали в разделе 6.2.1, поперечное поле есть суперпозиция
равновесного и свободного полей. Обычно полагают, что свободное
поле характеризуется равномерным энергетическим распределением
n0(ω) = 1. С другой стороны, амплитуды свободного продольного и
скалярного полей связаны соотношением (6.31) и вклада в энергию
поля не дают, поэтому спонтанные переходы между состояниями оди-
наковой четности обусловлены взаимодействием с равновесным излу-
чением. Приведенные выше выражения скоростей спонтанного распада
для двух типов переходов показывают, что, если в (6.43) положить
n0 ≈ 1, то характерные скорости спонтанного распада будут иметь
сопоставимые величины.
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6.2.4. Межзонные переходы, обусловленные взаимодействием
с поперечным полем. Как мы отмечали выше, норма волновых
функций отрицательно частотного спектра состояний частицы в куло-
новском поле может быть как положительной, так и отрицательной и
определяется знаком Γ (n− 2sl), поэтому радиационные переходы, обу-
словленные взаимодействием с поперечным электромагнитным полем,
могут происходить как между состояниями стандартного базиса состо-
яний, так и между состояниями различных базисов. Если начальное
состояние принадлежит стандартному базису состояний, а конечное
состояние принадлежит отрицательно частотной зоне состояний, но
с положительной нормой волновой функции, то такие переходы могут
быть описаны в рамках модели двухуровневого атома. Поскольку вол-
новые функции отрицательно частотного спектра сингулярны в нуле,
то из общих соображений ясно, что величина матричных элементов
переходов между состояниями различных базисов будет много меньше
величины матричных элементов переходов между состояниями стан-
дартного базиса. Действительно, сравним, например, матричные эле-
менты следующих переходов:

〈n1 = 0, l1 = 0| ezr |n1 = 0, l1 = 1〉 = 128
√
2

243
a0

(
1 + o

(
α2)),

〈n1 = 0, l1 = 0| ezr |n2 = 2, l2 = 1〉 = a0α
(
1 + 5

9
α2 + . . .

)
,

〈n2 = 1, l2 = 0| rez |n2 = 2, l2 = 1〉 = −a0α
(
1 + 5

9
α2 + . . .

)
.

Как видно, величина матричных элементов межзонных переходов в α−1

раз меньше величины матричных элементов переходов между состоя-
ниями стандартного базиса частицы в кулоновском поле. Учитывая, что
вероятность спонтанного перехода пропорциональна квадрату матрич-
ных элементов, несложно видеть, что в мезоатомах с легкими ядрами
переходы между состояниями стандартного базиса более вероятны, чем
межзонные переходы. Отметим, что величина матричных элементов
переходов между состояниями отрицательно частотного спектра также
в α−1 раз меньше величины матричных элементов переходов между
состояниями положительно частотного спектра.

Состояние (n2 = 2, l2 = 1) относится к подзоне состояний E(2) ≈
≈ m0c

2, поэтому энергия перехода из этого состояния в основное со-
стояние стандартного базиса лежит в пределах ΔE = E

(2)
21 −E

(1)
00 � I0.

В принципе, межзонные радиационные переходы могут происходить и
на уровни подзоны глубоколежащих состояний. Например, состояние
(n2 = 0, l2 = 0) также имеет положительную норму волновой функции,
поэтому радиационный распад 2p-состояния водородоподобного атома
(состояние (n1 = 0, l1 = 1) в наших обозначениях) может происходить
как в 1s(1)-состояние (n1 = 0, l1 = 0), так и в 1s(2)-состояние (n2 = 0,
l2 = 0).
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Сравним радиальные матричные элементы указанных переходов:

d
(
2p(1) ↔ 1s(1)

)
=

∫
R

(1)
2p (r)R(1)

1s (r)r3dr,

d
(
2p(1) ↔ 1s(2)

)
=

∫
R

(1)
2p (r)R(2)

1s (r)r3dr.

Они могут быть вычислены в аналитическом виде с использованием
формул (5.62). Однако ввиду громоздкости соответствующих выраже-
ний приведем лишь их предельное значение для случая легких ядер
(Zα� 1):

d
(
2p(1) ↔ 1s(1)

) ≈ a0
Z

128
81

√
2
3

+ . . . ,

d
(
2p(1) ↔ 1s(2)

) ≈ a0

√
3
2
Z3α4 + . . .

Отношение указанных матричных элементов равно

d
(
2p(1) ↔ 1s(2)

)
d

(
2p(1) ↔ 1s(1)

) = 243

256
√
2
Z4α4. (6.44)

Как и следовало ожидать, величина дипольного момента перехода
в 1s(2)-состояние существенно меньше величины дипольного момента
перехода в 1s(1)-состояние, поскольку радиус 1s(2)-оболочки суще-
ственно меньше радиуса 1s(1)-оболочки мезоатома.

При переходах между высоколежащими уровнями мезоатома усло-
вие применимости длинноволнового приближения a0 � λ заведомо вы-
полняется. Однако для переходов из высоколежащего состояния в глу-
боколежащее это условие перестает выполняться, поскольку энергия
кванта поля, испускаемого при таком переходе, становится близкой
к энергии покоя частицы. В этом случае мы должны использовать
общее выражение для матричных элементов:

d
(λ)
21 =

∫
e(λ)P21 (r) exp (ikr) dV.

Пусть волновой вектор направлен вдоль оси z, интегрируя по угловым
переменным, для проекции матричного элемента на ось x, например,
получаем

〈m1 = ±1|x |m2 = 0〉 = −im1

√
3
2
r
sin kr − kr cos kr

(kr)3
.

Вид функции f(kr)

f(kr) = sin kr − kr cos kr

(kr)3

показан на рис. 6.1. В длинноволновом пределе ka0 � 1 эта функция
равна f(0) = 1/3 и рассматриваемый матричный элемент принимает
вид

〈m1 = ±1|x |m2 = 0〉 = −im1
a0√
6
.
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Однако для величины волнового вектора электромагнитной волны,
частота которой резонансна частоте перехода 2p(1) ↔ 1s(2) мезоатома,
получаем

k = m0c
2

h̄c
= 2π
λC

,

где λC — комптоновская длина волны. Как видно из рис. 6.1, простран-
ственная полуширина функции f(kr) может быть оценена как Δr ≈ /k.
В случае перехода 2p(1) ↔ 1s(2) получаем: Δr � λC . Следовательно,
выражение (6.44) дает завышенную оценку для отношения матричных
элементов переходов 2p(1) ↔ 1s(2) и 2p(1) ↔ 1s(1).

Рис. 6.1. К расчету матричных элементов

Таким образом, в мезоатомах с легкими ядрами вероятность ради-
ационных межзонных переходов гораздо ниже вероятности переходов
между состояниями стандартного базиса. Однако с ростом заряда ядра
вероятность межзонных переходов начинает существенно возрастать.
Такое поведение матричных элементов межзонных переходов однознач-
но определяется свойствами волновых функций отрицательно частот-
ной зоны состояний, обсуждавшихся в разделе 5.4.

6.3. Водородоподобный мезоатом

Водородоподобный мезоатом, состоящий из положительно заря-
женного ядра и взаимодействующей с ним отрицательно заряженной
частицы, является простейшим примером многочастичной системы.
Как мы уже отмечали ранее, спектр собственных состояний части-
цы в кулоновском поле заведомо отличается от спектра состояний
указанной двухчастичной системы. Действительно, вид угловой части
волновых функций задачи о движении частицы в кулоновском поле
полностью детерминирован законом сохранения углового момента при
движении частицы в сферически симметричном внешнем поле. Одна-
ко при учете конечности массы ядра атома угловой момент частицы
заведомо не является сохраняющейся величиной, поскольку угловой
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момент атома является суммой угловых моментов частицы и ядра. В от-
сутствие внешних электромагнитных полей многочастичная система
взаимодействующих заряженных частиц является замкнутой системой,
поэтому характер ее динамики определяется интегралами движения,
присущими замкнутым системам. В настоящем разделе мы получим
уравнения для многочастичной задачи и обсудим различные приближе-
ния, которые можно использовать при анализе этой сложной проблемы.

6.3.1. Действие для ансамбля заряженных частиц. В гл. 3 на
основании анализа трансформационных свойств скалярной волновой
функции при преобразованиях Лоренца мы привели выражение для
действия скалярной частицы. Действие является аддитивной функци-
ей, поэтому действие для ансамбля частиц, взаимодействующих по-
средством электромагнитного поля, получается из (3.37) суммирова-
нием по отдельным частицам ансамбля. При этом необходимо учесть,
что каждая частица движется в поле, создаваемом всеми остальными
частицами ансамбля:

S = 1
16π

∫
FμνFνμdV dt−

−
∑
ca, b

(a �= b)

1
2ma

∫ [
− 1

c2

(
−ih̄∂ψ

∗
a

∂t
− qaϕb (ra)ψ∗

a

) (
ih̄
∂ψa

∂t
− qaϕb (ra)ψa

)
+

+
(
ih̄∇ψ∗

a− qa

c
Ab (ra)ψ∗

a

)(
−ih̄∇ψa− qa

c
Ab (ra)ψa

)
+m2

ac
2ψ∗

aψa

]
dVadt.

(6.45)

Варьирование действия (6.45) по ψ∗
a приводит нас к уравнениям, совпа-

дающим по виду с уравнениями для одиночной частицы, движущейся
во внешнем электромагнитном поле:

1
2ma

∑
b( �=a)

[(
pa − qa

c
Ab (ra)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− qaϕb (ra)

)2
+m2

ac
2
]
ψa = 0,

(6.46)
а варьирование действия по потенциалам поля приводит нас к урав-
нениям для поля, в которых 4-вектор плотности тока есть сумма
плотностей тока отдельных частиц:

ΔA − 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c

∑
a

ja (r, t) , (6.47)

Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −4π

∑
a

ρa (r, t) . (6.48)

При выводе уравнений для поля (6.47)–(6.48) мы воспользовались
условием лоренцевой калибровки

1
c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0. (6.49)
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Компоненты 4-вектора плотности тока, входящие в (6.47)–(6.48), име-
ют вид

ja (r, t)= qa

ma

[
ih̄

2

(
∇ψ∗

a · ψa−ψ∗
a∇ψa

)
− qa

c

∑
b( �=a)

ψ∗
aAb

(
r, t

)
ψa

]
, (6.50)

ρa (r, t)= qa

mac
2

[
− ih̄

2

(
∂ψ∗

a

∂t
ψa−ψ∗

a
∂ψa

∂t

)
−qa

∑
b( �=a)

ψ∗
aϕb

(
r, t

)
ψa

]
. (6.51)

Следует обратить внимание на следующие обстоятельства. Из фор-
мул (6.47)–(6.51) следует, что, во-первых, векторный и скалярный
потенциалы электромагнитного поля, создаваемого ансамблем заря-
женных частиц, являются суммой потенциалов полей, создаваемых
отдельными частицами, и, во-вторых, каждая частица движется в поле,
создаваемом всеми остальными частицами ансамбля.

При движении частицы в заданном внешнем поле, т. е. при фик-
сированном положении всех частиц за исключением рассматриваемой,
действие является функционалом только ее волновой функции. Варьи-
рование действия в этом случае мы можем проводить лишь по волновой
функции ψ∗

a выделенной частицы, что приводит нас к уравнению (6.46).
Решения этого уравнения определяют экстремумы полной энергии ча-
стицы, являющейся суммой кинетической энергии движения частицы
и ее потенциальной энергии в заданном внешнем поле.

Атом является нейтральным ансамблем заряженных частиц, по-
этому в отсутствие внешних полей достигаемые минимумы действия
должны реализовывать экстремумы полной энергии атома, состоящей
из кинетической энергии движения составляющих атом частиц и энер-
гии создаваемого ими поля (см. раздел 4.1.3). В отсутствие внеш-
него электромагнитного поля 4-потенциал электромагнитного поля,
фигурирующий в действии (6.45), является функционалом от волно-
вых функций, составляющих атом частиц. Указанная функциональная
зависимость определяется уравнениями (6.47)–(6.48), правые части
которых определяются выражениями (6.50)–(6.51). Для того чтобы
проиллюстрировать возникающие отличия, проведем следующее пре-
образование первого слагаемого в действии(6.45):

Sf = 1
16π

∫
FμνFνμdV dt=

1
8π

∫[
Aμ

∂2Aμ

∂x2ν
+ ∂

∂xμ

(
Aν

(
∂Aμ

∂xν
− ∂Aν

∂xμ

))]
dV dt=

= − 1
2c

∫
AμjμdV dt+ 1

8π

∫
∂

∂xμ
(AνFνμ) dV dt. (6.52)

Поскольку атом является в целом нейтральной системой, а второй
интеграл в последнем выражении есть интеграл от 4-дивергенции и,
следовательно, обращается в нуль, то Sf принимает вид
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Sf = − 1
2c

∑
a, b

(a �= b)

∫
Ab (ra) ja (ra) dVadt+ 1

2

∑
a, b

(a �= b)

∫
ϕb (ra) ρa (ra) dVadt.

(6.53)
Подставляя(6.53) в(6.45), получаем

S =
∑
a, b

(a �= b)

1

2mac
2

∫
ψ∗

a ·
[(
ih̄

∂

∂t

)2
− ih̄qaϕb

∂

∂t
−

− c2
(
p

2

a +m
2

ac
2 − qa

c
Abpa

)]
ψadVadt−

−
∑
a, b

(a �= b)

ih̄

2mac
2

∫
∂

∂xμ

[
ψ∗

a

(
−ih̄ ∂

∂xμ
− qa

2c
Abμ

)
ψa

]
dV dt.

Полагая, что интеграл от 4-дивергенции равен нулю, окончательно
получаем

S =
∑
a, b

(a �= b)

1

2mac
2

∫
ψ∗

a ·
[(
ih̄

∂

∂t

)2
− ih̄qaϕb

∂

∂t
−

− c2
(
p

2

a +m
2

ac
2 − qa

c
Abpa

)]
ψadVadt. (6.54)

Отметим, что 4-потенциал, входящий в действие (6.54), является по-
тенциалом электромагнитного поля, создаваемого частицами рассмат-
риваемого ансамбля. Например, потенциал поля, создаваемого части-
цей b в месте расположения частицы a, определяется следующим
выражением:

Ab (ra, t) = 1
c

∫
jb (rb, t− rab/c)

rab
dVb,

ϕb (ra, t) =
∫
ρb (rb, t− rab/c)

rab
dVb

(6.55)

и rab = |ra − rb|.
6.3.2. Водородоподобный мезоатом. В случае водородоподобно-

го мезоатома действие(6.54) принимает вид

S= 1

2mec
2

∫
ψ∗

e ·
[(
ih̄

∂

∂t

)2
−ih̄qeϕn

∂

∂t
−c2

(
p

2

e+m
2

ec
2− qe

c
Anpe

)]
ψedVedt+

+ 1

2mnc
2

∫
ψ∗

n ·
[(
ih̄

∂

∂t

)2
−ih̄qnϕe

∂

∂t
−c2

(
p

2

n+m
2

nc
2− qn

c
Aepn

)]
ψndVndt,

(6.56)

где ψe (r, t) — волновая функция отрицательно заряженной частицы,
а ψn (r, t) — волновая функция ядра.
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При варьировании действия (6.56) по волновой функции ψ∗
e мы

должны учитывать, что потенциалы поля Ae и ϕe являются функцио-
налами указанной функции и указанная функциональная связь опре-
деляется выражениями(6.55). Следовательно, для волновых функций
частицы и ядра получаем следующие уравнения:

1

2mec
2

[
(ih̄)2 ∂

2

∂t2
− ih̄qeϕn

∂

∂t
− c2

(
p2

e +m2
ec

2 − qe

c
Anpe

)]
ψe −

− ih̄

2memnc
4

∫
ψ′∗

n
qeqn

r′en

∂ψ′
n

∂t′
dV ′

n

(
ih̄
∂ψe

∂t
− qeϕnψe

)
+

+ 1
2mnc

∫
ψ′∗

n
qeqn

r′en

p′
nψ

′
ndV

′
n · veψe = 0, (6.57a)

1

2mnc
2

[
(ih̄)2 ∂

2

∂t2
− ih̄qnϕe

∂

∂t
− c2

(
p2

n +m2
nc

2 − qn

c
Aepn

)]
ψn −

− ih̄

2memnc
4

∫
ψ′∗

e
qeqn

r′ne

∂ψ′
e

∂t
dV ′

e

(
ih̄
∂ψn

∂t
− qnϕeψn

)
+

+ 1
2mec

∫
ψ′∗

e
qeqn

r′ne

p′
eψ

′
edV

′
e · vnψn = 0, (6.57б)

где оператор vb определяется выражением

vb = 1
mb

(
pb − qb

c
Aa (rb) − ih̄ |ra − rb|

2
∇b

1
|ra − rb|

)
, (6.58)

появление последнего слагаемого в (6.58) обусловлено использованием
следующего преобразования:

Ab (ra, t) = 1
c

∫
jb (rb, t− rab/c)

rab
dVb = qb

c

∫
ψ∗

b
1
rab

vbψbdVb.

Штрихи в подынтегральных волновых функциях в уравнени-
ях (6.57a, б) обусловлены учетом эффектов запаздывания, приводящих
к тому, что последнее слагаемое в действии(6.53) имеет, например,
вид

1
2

∑
ca, b

(a �= b)

∫
ϕb (ra, t) ρa (ra, t) dVadt =

= 1
2

∑
a, b

(a �= b)

∫
ρb (rb, t− rab/c) ρa (ra, t)

rab
dVbdVadt.

Несложно видеть, что в пределе бесконечно тяжелого (mn → ∞)
и точечного (ρn (rn) → qnδ (rn)) ядра уравнение (6.57a) совпадает
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с уравнением одиночной частицы, взаимодействующей с кулоновским
полем:

1

2mec
2

[
(ih̄)2 ∂

2

∂t2
− c2

(
p2

e +m2
ec

2) − 2ih̄
qeqn

re

∂

∂t
+ q2eq

2
n

r2e

]
ψe = 0.

6.3.3. Стационарный случай. Проведенный выше анализ пока-
зывает, что последовательная теория, позволяющая проводить точный
расчет стационарных состояний водородоподобного атома, должна ба-
зироваться на решении следующей системы связанных дифференци-
альных уравнений:

1
2me,n

[(
pe,n − qe,n

c
An, e (re,n)

)2

−

− 1

c2
(Ee,n − qe,nϕn, e (re,n))2 +m2

e,nc
2

]
ψe,n = 0,

Δe,nAe,n = −4π
c

je,n, Δe,nϕe,n = −4πρe,n.

Указанная система уравнений включает два скалярных уравнения для
волновых функций частицы и ядра и два четырехмерных уравнения
для потенциалов создаваемого ими электромагнитного поля. Таким
образом, указанная система уравнений состоит из десяти скалярных
дифференциальных уравнений второго порядка по пространственным
производным.

Вместе с тем, используя решения уравнений для электромагнитного
поля в виде (6.55), указанную систему десяти дифференциальных
уравнений можно свести к двум уравнениям для стационарных вол-
новых функций частицы и ядра, которые непосредственно следуют из
(6.57a, б):

1

2mec
2

(
E2

e−c2
(
p2

e+m2
ec

2))ψe− Ee

2memnc
4

∫
ψ∗

n
qeqn

ren
(En − qnϕe)ψndVn ·ψe−

− En

2memnc
4

∫
ψ∗

n
qeqn

ren
ψndVn · (Ee − qeϕn)ψe +

+ 1
2mec

∫
ψ∗

n
qeqn

ren
vnψndVn · peψe + 1

2mnc

∫
ψ∗

n
qeqn

ren
pnψndVn · veψe = 0,

(6.59а)

1

2mnc
2

(
E2

n−c2
(
p2

n +m2
nc

2))ψn− Ee

2memnc
4

∫
ψ∗

e
qeqn

rne
(Ee−qeϕn)ψedVe ·ψn−

− En

2memnc
4

∫
ψ∗

e
qeqn

rne
ψedVe · (En − qnϕe)ψn +

+ 1
2mnc

∫
ψ∗

e
qeqn

rne
veψedVe · pnψn + 1

2mec

∫
ψ∗

e
qeqn

rne
peψedVe · vnψn = 0.

(6.59б)
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Как видно, система уравнений (6.59a, б) не является полностью замкну-
той, поскольку по-прежнему включает потенциалы полей Aμ (xa). Одна-
ко она становится замкнутой при выполнении следующих условий:

Ea

mac
2

∫
ψ∗

aψadVa � 1

mac
2

∫
ψ∗

aqaϕbψadVa,∫
ψ∗

apaψadVa � qa

c

∫
ψ∗

aAbψadVa.
(6.60)

Эти условия имеют простую физическую интерпретацию. Первое усло-
вие выполняется, если энергия связи частицы в атоме много меньше
энергии покоя частицы. Если обратиться к решениям, полученным
в разделе 5.2, то становится ясно, что это условие означает выполнение
следующего соотношения:

I0 � mac
2,

где потенциал ионизации I0 определяется равенством (5.66). Второе
условие также заведомо выполняется для состояний стандартного ба-
зиса, поскольку кинетическая энергия движения частиц, находящихся
в этих состояниях, близка к массе покоя 1), а следовательно, ско-
рость движения много меньше скорости света. Действительно, учиты-
вая (6.55), получаем

h̄

a0
� Ze2

ca0

〈v〉
c
,

где 〈v〉 — квантово-механическое среднее скорости орбитального дви-
жения частиц. Последнее условие можно переписать в виде

c� Zα 〈v〉 .
Это условие заведомо выполняется, по крайней мере для атомов с не
очень тяжелыми ядрами.

Учитывая результаты рассмотрения, проведенного в разделе 5.3,
несложно видеть, что система уравнений (6.59a, б) дает широкие воз-
можности расчета поправок к энергетическому спектру состояний во-
дородоподобного мезоатома по отношению к энергетическому спектру
состояний стандартного базиса состояний частицы, взаимодействую-
щей с кулоновским полем.

Вместе с тем использование приближений (6.60) не дает возмож-
ности расчета поправок к спектру отрицательно частотных состоя-
ний, поскольку использование приближений (6.60) приводит к потере
слагаемых в потенциальной энергии взаимодействия частиц, пропор-
циональных (qeqn/ren)2. Как было показано в разделе 5.4, именно
эти слагаемые приводят к появлению спектра связанных состояний
зеркальной частицы. Следовательно, для расчета указанных состояний

1) Напомним, что кинетическая энергия определяется с учетом массы покоя
частицы (см. сноску в разделе 4.1.3).
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в уравнениях (6.59a, б) необходимо удерживать члены, пропорциональ-
ные r−2

en .

6.3.4. Энергия ансамбля заряженных частиц. Подробное об-
суждение определения энергии одиночной частицы, взаимодействую-
щей с внешним электромагнитным полем, было приведено в разде-
ле 4.1.3. Поэтому мы можем воспользоваться здесь результатами ука-
занного рассмотрения, учтя лишь то обстоятельство, что в настоящем
разделе нас интересует энергия ансамбля заряженных частиц, взаимо-
действующих посредством электромагнитного поля, и, следовательно,
электромагнитное поле не является внешним, а создается частицами
ансамбля.

Итак, в соответствии с формулой (4.56) энергия ансамбля заряжен-
ных частиц определяется выражением

E(t) =
∑
a, b

(a �= b)

1
2ma

∫ [((
p + qa

c
Ab

)2
+m2

ac
2
)
ψ∗

a · ψa +

+ψ∗
a ·

((
p − qa

c
Ab

)2
+m2

ac
2
)
ψa

]
dVa +

+ 1
8π

∫ (
E2+B2) dV +

∑
a, b

(a �= b)

h̄2

4mac
2

d

dt

∫ (
∂ψ∗

a

∂t
ψa+ψ∗

a
∂ψa

∂t

)
dVa (6.61)

и является суммой энергии электромагнитного поля, создаваемого ча-
стицами ансамбля, кинетической энергии движения частиц и «обмен-
ной» энергии. Последнее слагаемое отлично от нуля лишь в процес-
се перехода мезоатома из одного стационарного состояния в другое,
а в стационарном состоянии оно обращается в нуль.

Таким образом, полная энергия ансамбля заряженных частиц в ста-
ционарном состоянии является суммой энергии создаваемого ими поля
и кинетической энергии движения частиц, что совпадает с классиче-
ским определением энергии системы заряженных частиц.

6.3.5. Вариационный принцип. Вариационный принцип основан
на том, что собственным состояниям ансамбля взаимодействующих
частиц отвечают состояния, осуществляющие минимум функциона-
ла энергии. Основным состоянием является состояние, для которого
достигается глобальный минимум функционала энергии. Состояния,
в которых достигаются локальные минимумы функционала энергии,
являются квазистационарными, поскольку взаимодействие с окружени-
ем приводит к переходам частиц из этих состояний в основное состо-
яние мезоатома. Вариационный принцип особенно удобен при числен-
ном решении задач на собственные значения. Сначала определяется
глобальный минимум функционала энергии, а при расчете волновых
функций возбужденных состояний в качестве конкурирующих допус-
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каются лишь функции, ортогональные волновой функции основного
состояния.

С общетеоретической точки зрения варьирование функционала
энергии эквивалентно варьированию действия при наложении условий
связи, учитывающих, что энергия электромагнитного поля, создавае-
мого частицами ансамбля, зависит от их взаимного расположения.
Эти условия связи накладываются уравнениями (6.47)–(6.48). Однако
удобство варьирования функционала энергии проявляется в том, что
слагаемые функционала энергии имеют смысл энергии взаимодействия,
а следовательно, они практически всегда могут быть интерпретированы
в рамках классической электродинамики.

Учитывая преобразования, выполненные в разделе 4.1.3, выражение
для энергии ансамбля заряженных частиц, взаимодействующих с элек-
тромагнитным полем, можно записать также в следующем виде:

E = 1
8π

∫ (
E2 + B2) dV +

+
∑
a, b

(a �= b)

1

2mac
2

∫ (
−ih̄∂ψ

∗
a

∂t
− qaϕb (ra)ψ∗

a

)(
ih̄
∂ψa

∂t
− qaϕb (ra)ψa

)
dVa+

+
∑
a, b

(a �= b)

1
2ma

∫
ψ∗

a

[(
−ih̄∇ − qa

c
Ab (ra)

)2
+m2

ac
2

]
ψadVa. (6.62)

Это выражение отличается от выражения (4.55) лишь неучетом по-
следнего слагаемого в (4.49), которое является полной трехмерной
дивергенцией, и потому в стационарных состояниях атома простран-
ственный интеграл от этого слагаемого равен нулю. Вместе с тем выра-
жение (6.62) дает возможность более компактной записи последующих
выражений.

Рассмотрим водородоподобный мезоатом. В стационарном состоя-
нии волновые функции частиц системы имеют вид

ψa (r, t) = ψa (r) exp (−iEat/h̄).
Нас интересуют экстремумы функционала энергии (6.62), которые поз-
воляют определить стационарные состояния, т. е. собственные значе-
ния и собственные волновые функции двухчастичной задачи. Энергия
ансамбля заряженных частиц складывается из кинетической энергии
движения частиц и энергии создаваемого ими поля. Общий алгоритм
решения задачи состоит в том, что, используя решения уравнений
для поля (6.47) и (6.48), мы исключаем из выражения (6.62) полевые
переменные, сводя его к виду, зависящему лишь от операторов частиц.
Для энергии поля в стационарном случае получаем

Eem = 1
8π

∫ (
E2 + B2) dV = 1

8π

∫ (
(∇ϕ)2 + (rotA)2

)
dV.
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Пользуясь соотношениями векторной алгебры:

(∇ϕ)2 = −ϕΔϕ+ div (ϕ∇ϕ) , (rotA)2 = div [A rotA] + A rot rotA,

получаем

Eem = 1
2

∫ [
ϕn (re) ρe (re) + 1

c
An (re) je (re)

]
dVe +

+ 1
2

∫ [
ϕe (rn) ρn (rn) + 1

c
Ae (rn) jn (rn)

]
dVn, (6.63)

где ϕb (ra) и Ab (ra) — потенциалы полей, создаваемых частицей
b = (n, e) в месте расположения частицы a = (e, n). При выводе (6.63)
мы учли, что атом является в целом нейтральной системой, поэто-
му пространственные интегралы от трехмерной дивергенции по бес-
конечному пространственному объему обращаются в нуль, а также
воспользовались лоренцевской калибровкой электромагнитного поля,
которая в стационарном случае совпадает с кулоновской (div A = 0).
Подстановка в (6.63) выражений (6.50)–(6.51) позволяет нам получить
выражение для энергии взаимодействия в виде функционала от волно-
вых функций частиц:

Eem = qe

2mec
2

∫
ψ∗

e (Ee − qeϕn (re))ϕn (re)ψedVe +

+ qn

2mnc
2

∫
ψ∗

n (En − qnϕe (rn))ϕe (rn)ψndVn −

− qe

2mec

∫
ψ∗

eAnpeψedVe + qn

2mnc

∫
ψ∗

nAepnψndVn − q2e

2mec
2

∫
ψ∗

eA
2
nψedVe−

− q2n

2mnc
2

∫
ψ∗

nA2
eψndVn.

Таким образом, выражение (6.62) для полной энергии атома принимает
следующий вид:

E = Ee

2mec
2

∫
ψ∗

e (Ee − qeϕn)ψedVe + En

2mnc
2

∫
ψ∗

n (En − qnϕe)ψndVn +

+ 1
2me

∫
ψ∗

e

(
p2

e +m2
ec

2)ψedVe + 1
2mn

∫
ψ∗

n

(
p2

n +m2
nc

2)ψndVn −

− qe

2mec

∫
ψ∗

eAnpeψedVe − qn

2mnc

∫
ψ∗

nAepnψndVn. (6.64)

Его можно переписать в виде

E = Ee

mec
2

∫
ψ∗

e (Ee − qeϕn)ψedVe + En

mnc
2

∫
ψ∗

n (En − qnϕe)ψndVn + ΔE,
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где

ΔE= 1

2mec
2

∫
ψ∗

e

[
c2

(
p2

e+m2
ec

2− qe

c
An(re)pe

)
−Ee(Ee−qeϕn (re))

]
ψedVe+

+ 1

2mnc
2

∫
ψ∗

n

[
c2

(
p2

n+m2
nc

2− qn

c
Ae(rn)pn

)
−En (En−qnϕe(rn))

]
ψndVn.

Несложно видеть, что варьирование ΔE по функциям ψ∗
e и ψ∗

n при-
водит нас к системе уравнений, совпадающей с системой уравнений
(6.57a, б). Следовательно,

E = Ee + En

и

1

2mec
2

∫
ψ∗

e

[
c2

(
p2

e+m2
ec

2− qe

c
An (re)pe

)
−Ee (Ee−qeϕn (re))

]
ψedVe+

+ 1

2mnc
2

∫
ψ∗

n

[
c2

(
p2

n+m2
nc

2− qn

c
Ae (rn)pn

)
−

−En (En−qnϕe (rn))]ψndVn =0. (6.65)

Перепишем выражение (6.65) в следующем виде:

1

2mec
2

∫
ψ∗

e

(
c2p2

e +m2
ec

4 − E2
e

)
ψedVe +

+ 1

2mnc
2

∫
ψ∗

n

(
c2p2

n +m2
nc

4 − E2
n

)
ψndVn +

+ Eeqe

2mec
2

∫
ψ∗

eϕn (re)ψedVe + Enqn

2mnc
2

∫
ψ∗

nϕe (rn)ψndVn −

− qe

2mec

∫
ψ∗

eAn (re)peψedVe − qn

2mnc

∫
ψ∗

nAe (rn)pnψndVn = 0. (6.66)

Варьирование функционала (6.66) должно проводиться с учетом усло-
вия нормировки волновых функций, которое согласно (6.51) имеет вид

1

mac
2

∫
ψ∗

a (Ea − qaϕb)ψadVa = 1.

С учетом условия нормировки волновых функций функционал (6.66)
преобразуется к следующему виду:
∫
ψ∗

eψ
∗
n

{
− Enh̄

2

2memnc
2
Δe− Eeh̄

2

2memnc
2
Δn+m2

ec
4−E2

e

2mec
2

En

mnc
2
+m2

nc
4 − E2

n

2mnc
2

Ee

mec
2
+

+ EeEn

memnc
4

qeqn

r
− q2eq

2
n

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
1

r2
−

− qeqn

2c2
1
r

(
vn

pe

me
+ ve

pn

mn

)
+Hh

}
ψeψn = 0, (6.67)

где r = |ren|.
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Варьирование выражения (6.67) по функции ψ∗
eψ

∗
n приводит нас

к уравнению для функции ψe (re)ψn (rn), оператор этого уравнения
совпадает с выражением в фигурных скобках (6.67). Обсудим физиче-
ский смысл отдельных слагаемых получившегося уравнения.

В пределе бесконечно тяжелого ядра, т. е. mec2 � mnc2, первые
шесть слагаемых в (6.67) преобразуются к следующему виду:

HC =− Enh̄
2

2memnc
2
Δe − Eeh̄

2

2memnc
2
Δn + m2

ec
4 −E2

e

2mec
2

En

mnc
2

+ m2
nc

4 −E2
n

2mnc
2

Ee

mec
2
+

+ EeEn

memnc
4

qeqn

r
− q2eq

2
n

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
1

r2
≈

≈ − h̄2

2mec
2
Δe + m2

ec
4 − E2

e

2mec
2

+ Ee

mec
2

qeqn

r
− 1

2mec
2

q2eq
2
n

r2
=

= 1

2mec
2

[
p2ec

2 +m2
ec

4 − (Ee − qeϕn (re))
2
]
. (6.68)

Таким образом, несложно видеть, что первые шесть слагаемых описы-
вают кинетическую энергию электрона и ядра атома и потенциальную
энергию их кулоновского взаимодействия. В пределе бесконечно тяже-
лого ядра потенциальная энергия частицы совпадает с потенциальной
энергией одиночной частицы, движущейся во внешнем кулоновском
поле.

Обратимся к следующему слагаемому:

−qeqn

2c2
1
r

(
vn

pe

me
+ ve

pn

mn

)
.

Используя преобразования

vnpe = 1

r2en

{
[renvn] [renpe] + (renvn) (renpe) + ih̄

mn
(renve) + h̄2

2mn

}
,

vepn = 1

r2en

{
[renve] [renpn] + (renve) (renpn) − ih̄

me
(renvn) + h̄2

2me

}
и условие калибровки поля

diva Ab (ra) = −qb

c

∫
ΨbrabvbΨb

r3ab

dVb = 0,

это слагаемое преобразуется к следующему виду:

Hll = qeqnh̄
2

2memnc
2

leln + lnle − 1

r3
, (6.69)

где
h̄le = [renpe] , h̄ln = [rnepn] . (6.70)
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Отметим, что величина магнитного момента частицы, связанного с ее
орбитальным движением, определяется выражением

μa = qah̄

2mac
,

поэтому выражение (6.69) пропорционально произведению магнитных
моментов частицы и ядра μeμn. Следовательно, слагаемое (6.69) описы-
вает взаимодействие магнитных моментов частицы и ядра, связанных
с их орбитальным движением. Отметим, что последнее слагаемое в
этом выражении связано с некоммутативностью операторов le и ln.
Как видно, энергия взаимодействия орбитальных моментов частиц
качественно отличается от обсуждавшихся выше взаимодействий, по-
скольку выражение (6.69) пропорционально 1/r3.

Последнее слагаемое в уравнении (6.67) имеет вид

Hh = − qnϕe (rn)

2memnc
4

(
p2ec

2 +m2
ec

4 − E2
e

) − qeϕn (re)

2memnc
4

(
p2nc

2 +m2
nc

4 − E2
n

)−
− Eeq

2
n

2memnc
4

qe

r

(
ϕe − Ee

mec
2

qe

r

)
− Enq

2
e

2memnc
4

qn

r

(
ϕn − En

mnc
2

qn

r

)
. (6.71)

Как мы увидим позже, это слагаемое приводит к поправкам более
высокого порядка по сравнению с рассмотренными выше членами.

6.3.6. Интегралы движения для водородоподобного мезоатома.
Итак, варьирование уравнения (6.67) по ψ∗

e (re)ψ∗
n (rn) приводит к сле-

дующему уравнению движения:

(HC +Hll)ψe (re)ψn (rn) = 0, (6.72)

где мы опустили поправки более высокого порядка, определяемые вы-
ражением (6.71).

Введем радиус-вектор взаимного расположения частиц r и радиус-
вектор центра масс R:

r = re − rn, R = Eere + Enrn

Ee + En
. (6.73)

Оператор полного углового момента орбитального движения частиц
имеет в этом случае вид

h̄L = [repe] + [rnpn] = [rp] + [RP] , (6.74)

где
p = −ih̄ ∂

∂r
, P = −ih̄ ∂

∂R
.

Оператор уравнения (6.72) HC + Hll зависит лишь от радиуса-век-
тора r, поэтому оператор полного импульса атома P коммутирует
с ним. Следовательно, полный импульс атома является сохраняющейся
величиной.
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Гамильтониан орбитального взаимодействия частиц (6.69) зависит
от операторов угловых моментов h̄le и h̄ln, определяемых равенства-
ми (6.70). Введем операторы

h̄l1 = [rp] , h̄l2 = [RP] , h̄l3 = [rP] , (6.75)

тогда
le = l1 + Ee

E
l3, ln = l1 − En

E
l3.

Коммутационные соотношения для операторов L и li имеют вид

[Lα, liβ] = ieαβγ liγ . (6.76)

Следовательно,

[Lα, leln] = [Lα, leβ] lnβ + leβ [Lα, lnβ ] = ieαβγ leβlnγ − ieαγβ leγlnβ = 0.
(6.77)

Поскольку

Δr = 1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
− 1

r2
l21, ΔR = 1

R2

∂

∂R

(
R2 ∂

∂R

)
− 1

R2
l22,

то оператор полного углового момента L коммутирует с оператором
уравнения (6.72)

[L, HC +Hll] = 0. (6.78)

Следовательно, полный угловой момент атома является сохраняющейся
величиной.

6.3.7. Уравнение для волновой функции мезоатома. Исполь-
зуя введенные выше определения, в операторе уравнения (6.72) можно
выполнить следующие преобразования. Во-первых,

En

mnc
2

p2e
2me

+ Ee

mec
2

p2n
2mn

= − h̄2E

2memnc
2

(
Δr + EeEn

E2
ΔR

)
. (6.79)

Во-вторых, поскольку оператор уравнения (6.72) коммутирует с опера-
торами полного импульса и полного углового момента атома, то соб-
ственные состояния атома определяются величиной полного импульса
атома P, значениями его полного углового момента l и его проекции m.
Положим, что атом является неподвижным: P = 0. В этом случае

leln + lnle − 1 → l21,

поскольку последнее слагаемое в гамильтониане (6.69), как мы отме-
чали выше, обусловлено некоммутативностью операторов le и ln.

Окончательно, уравнение (6.72) принимает вид

(HC +Hll)ψeψn = 0, (6.80)
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где

HC = − h̄2E

2memnc
2

(
Δr + EeEn

E2
ΔR

)
− EeEn

memnc
4

Ze2

r
−

− 1

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
Z2e4

r2
+ m2

ec
4En +m2

nc
4Ee − EeEnE

2memnc
4 , (6.81)

Hll = −4μeμn

r3
l2, (6.82)

и величина орбитальных магнитных моментов частицы μe и ядра μn

соответственно определяется выражением

μe = − qeh̄

2mec
= |e|h̄

2mec
, μn = qnh̄

2mnc
= Z|e|h̄

2mnc
.

Оператор HC есть оператор кинетической энергии движения частиц
и их взаимодействия посредством кулоновского поля. Оператор Hll

описывает взаимодействие магнитных моментов частицы и ядра, свя-
занных с их орбитальным движением.

Поскольку оператор уравнения (6.80) является суммой двух опера-
торов, один из которых зависит лишь от радиуса вектора r взаимного
расположения частиц, а второй зависит от координаты центра масс R,
то волновая функция ψe (re)ψn (rn) представима в виде следующего
произведения:

ψe (re)ψn (rn) = f (r) g (R) .
В случае неподвижного атома оператор HC принимает вид оператора
задачи о движении одиночной частицы в кулоновском поле. Отличия
состоят лишь в том, что в качестве коэффициентов уравнения фигу-
рируют не только масса и энергия частицы, но также масса и энергия
ядра. Решения уравнения

HCf (r) = 0

позволяют получить поправки к спектру частицы в кулоновском поле,
связанные с конечностью массы и размеров ядра атома. Учет опера-
тора Hll качественно меняет вид уравнения, и решения, полученные
в предыдущей главе, перестают быть точными решениями уравнения

(HC +Hll) f (r) = 0.

Следует, однако, отметить, что, как следует из структуры операто-
ра Hll, учет взаимодействия орбитальных магнитных моментов части-
цы и ядра приводит к поправкам лишь для уровней с l > 0. В энер-
гию уровней с l = 0 указанное взаимодействие поправок не вносит.
Поправки, связанные с оператором Hll, а также и поправки, обуслов-
ленные оператором Hh, определяемым выражением (6.71), могут быть
вычислены по теории возмущений. Поскольку мезоатомы являются
нестабильными атомарными системами, обладающими малым временем
жизни, то расчет указанных поправок, как правило, не представляет
практического интереса, поэтому в настоящей главе мы ограничимся
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лишь приведенным выше общим анализом. Более подробно на расчете
указанных поправок мы остановимся в гл. 15, посвященной расчету
спектра состояний атома водорода.

6.4. Масса покоя в релятивистской теории

Оценки, приведенные в разделе 5.3, показывают, что энергия A2π-
атома в состоянии (n2 = 0, l2 = 0) равна массе покоя электрона. Возни-
кают естественные вопросы: является ли это совпадение случайным и
как можно объяснить такое кардинальное изменение величины массы
покоя частиц?

Учитывая комплексность волновой функции заряженных частиц,
в разделе 4.4.2 мы записали уравнение КГФ в спинорном виде, введя
волновую функцию

Ψ(x) =
(
ψ(x)
ψ∗(x)

)
.

Анализ трансформационных свойств спинорной волновой функции по-
казал, что спинорная волновая функция не отвечает требованиям ре-
лятивистской инвариантности, поэтому запись уравнения КГФ в спи-
норной форме не означает введения нового материального поля. Вместе
с тем спинорная форма записи отражает наличие внутренних степеней
свободы скалярного комплексного поля. Как следует из результатов
приведенного выше анализа, эти две степени свободы можно связать
с наличием двух зон состояний материального поля — положительно
и отрицательно частотных. Волновая функция двухчастичной задачи
является прямым произведением волновых функций взаимодействую-
щих частиц. Согласно теореме сложения угловых моментов прямое
произведение двух спиноров образует суперпозицию скалярной и четы-
рехкомпонентной волновых функций. Биспинорная волновая функция
является частным случаем четырехкомпонентных волновых функций и,
как следует из рассмотрения, приведенного в гл. 3, отвечает материаль-
ным полям частиц со спином 1/2. A2π-атом есть связанное состояние
π−- и π+-мезонов. В рамках развиваемых нами представлений, части-
ца и зарядово-сопряженная частица представляет собой элементарные
возбуждения двух различных материальных полей, поэтому, если вол-
новую функцию частицы записать в вышеприведенном спинорном виде,
то волновая функция зарядово-сопряженной частицы примет вид

ΨC(x) =
(
ψC(x)
ψ∗

C(x)

)
.

Уравнение для волновой функции водородоподобного мезоатома,
Ψ2π = Ψ

⊗
ΨC , как мы видели выше, отличается в общем случае

от уравнения КГФ. Однако в нулевом приближении эти уравнения
совпадают, поэтому обратимся вновь к уравнению КГФ.



250 Гл. 6. Взаимодействие скалярной частицы с электромагнитным полем

6.4.1. Уравнения для амплитуды и фазы волновой функции.
Запишем волновую функцию уравнения КГФ в виде

ψ (r, t) = f (r, t) exp [iΦ (r, t) /h̄], (6.83)

где f (r, t) — амплитуда волновой функции, а Φ (r, t) — фаза, имеющая
размерность действия. Подставляя (6.83) в (4.6) и (4.7), для плотности
заряда ρ (r, t) и тока j (r, t) получаем

ρ (r, t) = − q0

m0c
2

(
Φ̇ + q0ϕ

)
f2, j (r, t) = q0

m0

(
∇Φ − q0

c
A

)
f2, (6.84)

где Φ̇ = ∂Φ/∂t.
Подставляя (6.83) в (4.3), получаем связанную систему уравнений

для амплитуды и фазы волновой функции:

Δf − 1

c2
∂2f

∂t2
= 1

h̄2

[(
∇Φ − q0

c
A

)2
− 1

c2
(
Φ̇ + q0ϕ

)2
+m2

0c
2

]
f , (6.85а)

ΔΦ − 1

c2
∂2Φ

∂t2
= 1

f 2

[
1

c2
(
Φ̇ + q0ϕ

) ∂f 2

∂t
−

(
∇Φ − q0

c
A

)
∇f2

]
. (6.85б)

Используя условие лоренцевской калибровки уравнение (6.85б) можно
привести к виду

∂

∂t

(
− q0

m0c
2

(
Φ̇ + q0ϕ

)
f2

)
+ div

(
q0
m0

(
∇Φ − q0

c
A

)
f2

)
= 0.

Несложно видеть, что получившееся уравнение совпадает с уравнением
непрерывности.

Как видно, преобразование (6.83) сводит линейное относительно ψ
уравнение (4.3) к системе нелинейных связанных уравнений для ам-
плитуды и фазы волновой функции (6.85a, б). Казалось бы, отсут-
ствие строгих математических методов анализа и решения нелинейных
уравнений ставит под вопрос эффективность такого преобразования.
Возникающие сложности можно оценить, например, если обратиться
к задаче поиска собственных состояний электрона в кулоновском поле.
Вместо краевой задачи для линейного уравнения (5.51) мы получаем
краевую задачу для системы нелинейных уравнений (6.85a, б). Эта
задача непроста даже для численного решения. Однако, как мы по-
кажем в следующем разделе, последующие преобразования уравнений
(6.85a, б) позволяют свести их к уравнениям, которые становятся похо-
жи на уравнения классической механики для точечной частицы. В этом
и состоит эвристическая ценность указанного подхода.

В разделе 4.1.3 мы привели несколько эквивалентных выражений
для энергии частицы, движущейся во внешнем электромагнитном поле.
В частности, подставляя (6.83) в (4.48), получаем

E(t) = 1

m0c
2

∫
Φ̇

(
Φ̇ + q0ϕ

)
f2dV − h̄2

2m0c
2

∫
∂

∂t

(
ḟ

f

)
f2dV , (6.86)
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где ḟ = ∂f/∂t. Для частицы, находящейся в стационарном состоянии
с энергией En, когда Φ (r, t) = −Ent+ Φ1 (r) и f (r, t) = f (r), получа-
ем

E = En
1

m0c
2

∫
(En − q0ϕ (r)) f2n (r) dV.

Несложно видеть, что получившееся соотношение совпадает с выраже-
нием (4.45), приведенным ранее.

6.4.2. Уравнения квантовой магнитной гидродинамики.
Умножим обе части уравнения (6.85а) на f (r, t) и проинтегрируем по
объему, тогда, используя определение энергии (6.86), после несложных
преобразований получаем

E(t) = 1

m0c
2

∫ [(
∇Φ − q0

c
A

)2
c2 +m2

0c
4 − h̄2c2

(
Δf

f
− 1

c2
f̈

f

)
−

− h̄2

2
∂

∂t

(
ḟ

f

)]
f2dV +

∫
q0ϕρ dV. (6.87)

В разделе 4.1.3 мы отмечали, что в стационарном случае энергия
частицы является суммой потенциальной энергии частицы во внешнем
поле и кинетической энергии. 1) Второе слагаемое в (6.87) определяет
потенциальную энергию частицы во внешнем поле, следовательно, пер-
вое слагаемое определяет энергию кинетического движения в нестаци-
онарном случае. Сравнивая (6.86) и (6.87), получаем также следующее
соотношение

−
∫ (

Φ̇ + q0ϕ
)
ρ dV =

= 1

m0c
2

∫ [(
∇Φ − q0

c
A

)2
c2 +m2

0c
4 − h̄2c2

(
Δf

f
− 1

c2
f̈

f

)]
f2dV. (6.88)

Перейдем к дальнейшему преобразованию системы уравнений
(6.85a, б). Уравнение (6.85а) можно переписать в следующем виде:(

∇Φ− q0
c
A

)2
− 1

c2

(
∂Φ

∂t
+q0ϕ

)2
+m2

0c
2− h̄2

f

(
Δf− 1

c2
∂2f

∂t2

)
=0. (6.89)

Как видно, уравнение (6.89) имеет вид классического уравнения
Гамильтона–Якоби для релятивистской частицы, взаимодействующей
с электромагнитным полем, отличаясь от него наличием последнего
слагаемого, пропорционального квадрату постоянной Планка. Бази-
руясь на этой аналогии, мы можем положить, что фаза волновой
функции Φ эквивалентна действию классической частицы. Далее, ос-
новываясь на этом предположении и используя аппарат классиче-
ской механики, мы можем получить уравнения движения классиче-

1) Как мы отмечали в разделе 4.1.3, под кинетической энергией понимается
энергия, включающая массу покоя частицы.
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ской частицы, действие которой подчиняется уравнению (6.89). Сле-
довательно, учитывая, что система уравнений (6.85a, б) полностью
эквивалентна уравнению КГФ, мы, в принципе, можем установить
взаимосвязь волновых уравнений квантовой механики и уравнений
классической физики или по крайней мере получить интерпретацию
квантово-механических явлений в рамках представлений классической
физики.

Аналогия между уравнением (6.89) и уравнением Гамильтона–
Якоби становится более полной, если ввести следующую переменную:

m =

√
m2

0 −
h̄2

c2
1
f

(
Δf − 1

c2
∂2f

∂t2

)
, (6.90)

как видно, величина m имеет размерность массы и зависит от ам-
плитуды волновой функции. В случае плоской волны f (r, t) = const
и m = m0. При движении частицы во внешних полях, когда амплитуда
волновой функции становится пространственно неоднородной, m отли-
чается от m0.

Обобщенный импульс связан с классическим действием следующим
соотношением:

P = ∇Φ. (6.91)

Подставляя (6.90) и (6.91) в (6.88), получаем

−
∫ (

Φ̇ + q0ϕ
)
ρ dV = 1

m0

∫ (
p2 (r, t) +m2 (r, t) c2

)
f2dV , (6.92)

где импульс p частицы, движущейся во внешнем электромагнитном
поле, связан с обобщенным импульсом P хорошо известным соотноше-
нием

p = P− q0
c
A.

Таким образом, квантово-механическое среднее величины −(Φ̇ + q0ϕ)
определяет кинетическую энергию движения частицы.

В уравнениях для классической частицы величина −(Φ̇ + q0ϕ) опре-
деляется из уравнения Гамильтона–Якоби и согласно (6.89) имеет вид

− (
Φ̇ + q0ϕ

)
=

√
p2c2 +m2 (r, t) c4 . (6.93)

Используя определение (6.91), из (6.93) получаем

∂p

∂t
=q0E+ q0c

W
[p · B]− c2

W
(p∇)p+ h̄2c2

2W
∇

[
1
f

(
Δf− 1

c2
∂2f

∂t2

)]
, (6.94)

где E = −1
c

∂A

∂t
− ∇ϕ и B = rotA векторы напряженности электриче-

ского и магнитного полей соответственно, а переменная W определя-
ется выражением

W (r, t) =
√

p2 (r, t) c2 +m2 (r, t) c4 .
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Уравнение (6.94) позволяет увидеть связь с уравнением движения
классической релятивистской частицы. Чтобы сделать эту аналогию
еще более очевидной, удобно ввести скорость частицы, определив ее
следующим образом:

v = c2p

W
. (6.95)

В этом случае импульс частицы оказывается связанным со скоростью
хорошо известным соотношением

p = mv√
1− v2/c2

. (6.96)

Подставляя выражения (6.95)–(6.90) в уравнение (6.94), получаем

∂p

∂t
+ (v∇)p = q0E + q0

c
[v · B] −

√
1− v2

c2
· ∇ (

mc2
)
. (6.97)

Уравнение (6.97) имеет вид уравнения магнитной гидродинамики, где
последний член играет роль внутреннего давления.

6.4.3. Масса покоя. С учетом (6.96) выражение для W (r, t)
можно переписать в виде

W = mc2√
1− (v/c)2

.

Мы видим, что функция W (r, t), имеющая согласно определению
смысл локальной энергии, связана с локальными переменными m (r, t)
и v (r, t) соотношением, аналогичным соотношению, связывающему
энергию точечной частицы E с ее массой покоя m0c

2.
Плотности заряда и тока, стоящие в правых частях уравнений для

поля, также можно связать с функцией W (r, t). Подставляя выраже-
ние для W (r, t) в (6.84), получаем

ρ (r, t) = q0W (r, t)

m0c
2

f2 (r, t) ,

j (r, t) = q0
m0

pf2 (r, t) = vρ (r, t) .

Уравнение непрерывности принимает теперь вид

∂

∂t

(
Wf2

)
+ div

(
vWf2

)
= 0.

Таким образом, мы видим, что уравнение КГФ может быть сведено
к уравнениям релятивистской квантовой магнитной гидродинамики,
которые в классическом пределе h̄→ 0 совпадают с соответствующими
классическими уравнениями для точечной частицы. Переход к гид-
родинамическим уравнениям связан с введением локальных парамет-
ров, таких как эффективная масса m (r, t), энергия W (r, t) и ско-
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рость v (r, t), которые зависят от вида волновой функции частицы. По-
ясним смысл введенных параметров. Наиболее простую интерпретацию
имеет локальная скорость, поскольку при движении частицы в про-
странственно неоднородном внешнем поле трансляционная скорость
перемещения материального поля, естественно, различна в различных
пространственных областях. Эта интерпретация применима как в слу-
чае точечной частицы, вероятность нахождения которой в точке r
определяется величиной ρ (r) dV , так и в гидродинамическом смысле.

Интерпретацию физического смысла кинетической энергии W (r, t)
можно получить, переписав уравнение (6.94) в следующем эквивалент-
ном виде:

∂p

∂t
= q0E− ∇W.

Следовательно, стационарное распределение плотности заряда частицы
во внешнем поле, когда ∂p/∂t = 0, возникает в случае, когда сумма
потенциальной энергии частицы во внешнем электростатическом поле
We = q0ϕ (r) и кинетической энергии W (r) не зависит от координаты:

q0ϕ (r) +W (r) = const,

что находится в полном соответствии с закономерностями классиче-
ской физики.

Несколько более необычной является зависимость массы частицы
от пространственного профиля волновой функции, а следовательно,
и от координаты. Однако и здесь мы имеем прямую аналогию. Хорошо
известно, что эффективная масса электрона в твердом теле зависит
от направления его движения. Эффективная масса определяется из
закона дисперсии, т. е. зависит от вида волновой функции электрона,
определяющейся в свою очередь видом внутрикристаллического потен-
циала. Обратимся к уравнению (6.90). Как следует из этого уравнения,
эффективная масса не зависит от координат и времени, если амплитуда
волновой функции частицы удовлетворяет уравнению

Δf − 1

c2
∂2f

∂t2
= kf ,

где k — константа. Так, например, для плоской волны k = 0 и эф-
фективная масса совпадает с массой покоя частицы. Для связанных
состояний частицы, находящейся в стационарном внешнем поле, вол-
новая функция должна убывать с ростом r. Это приводит к тому, что
эффективная масса становится меньше массы покоя. Например, при
f(r) = exp (−κr) /r получаем: k = κ2 и

m =
√
m2

0 − (h̄κ/c)2 = h̄

c

√
κ2C − κ2 ,

где κC = m0/h̄. Как видно, масса покоя может существенно измениться
только в случае, когда радиус экспоненциального спадания волновой
функции близок к комптоновской длине волны частицы λ̄C . Расчеты,
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приведенные в разделе 5.3.3, показывают, что именно такая ситуация
имеет место для состояний с n2 = l2, когда

κn2, l2=n2 ≈ κC

/(
1 + Z2α2

2 (2l2 + 1)2

)
.

Собственные значения энергии для этих состояний, как было показано
в разделе 5.3.3, в α−1 раз меньше массы покоя частиц.

Замечание
Таким образом, результаты, полученные в гл. 4–6, наглядно сви-

детельствуют о том, что теория электромагнитных взаимодействий
дает последовательное описание ядерных процессов, т. е. процессов,
в которых масса и заряд частиц — продуктов реакции отличаются от
массы и заряда исходных частиц.



Гл а в а 7

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ

РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ЧАСТИЦЫ С ПОЛУЦЕЛЫМ

СПИНОМ

Анализ трансформационных свойств волновых функций по отно-
шению к преобразованиям Лоренца, проведенный в гл. 3, показал,
что генератором преобразований трех- и четырехмерных вращений для
скалярной волновой функции является антисимметричный 4-тензор

Jμν = −i
(
xμ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xμ

)
=

⎛⎜⎝ 0 l3 −l2 ik1
−l3 0 l1 ik2
l2 −l1 0 ik3

−ik1 −ik2 −ik3 0

⎞⎟⎠.
Пространственно-пространственные компоненты 4-тензора Jμν имеют
смысл компонент оператора углового момента l:

l = −i [r∇] ,

а пространственно-временные компоненты тензора Jμν образуют век-
торный оператор k, имеющий вид

k = −i
(

r

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂r

)
.

Векторный оператор k обычно называется оператором «буста» («boost»
three vector [20]), т. е. вспомогательным оператором, не имеющим непо-
средственного физического смысла. Указанная неэквивалентность про-
странственно-пространственных и пространственно-временных компо-
нент 4-тензора Jμν возникает лишь в рамках теорий, основанных на
функции Лагранжа, линейной по оператору p4 = −ih̄ ∂/∂t. Действи-
тельно, оператор углового момента l коммутирует с оператором p4,
а оператор k не коммутирует с ним. Вместе с тем анализ, проведенный
в предыдущих двух главах, показал, что в то время как оператор l
связан с магнитным моментом частицы, оператор k связан с электриче-
ским моментом частицы. Следовательно, в рамках теорий, основанных
на функции Лагранжа, линейной по оператору p4, частица может иметь
сохраняющийся магнитный момент, но не может иметь сохраняющего-
ся электрического момента. С другой стороны, оператор k, так же как
и оператор l, коммутирует с оператором pμpμ. Следовательно, функция
Лагранжа свободной частицы, являющаяся квадратичной формой опе-
ратора 4-импульса, отвечает требованиям инвариантности не только
относительно трехмерных вращений, но и относительно пространствен-
но-временных вращений. В теории скалярных волновых полей указан-
ная функция Лагранжа приводит к уравнению КГФ [8–10]. Оператор l
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связан в этом случае с магнитным моментом частицы, а оператор k —
с электрическим моментом.

Соображения релятивистской инвариантности показывают, что вол-
новая функция спинорного поля должна быть четырехкомпонентной.
В частности, этому условию удовлетворяет волновая функция дира-
ковского поля, являющаяся биспинором. Биспинор может быть со-
ставлен, например, из двух спиноров, один их которых удовлетворяет
правилам преобразования трехмерного спинора, а второй — комплексно
сопряженного трехмерного спинора. Генератором преобразования фор-
мы биспинорной волновой функции при однородном преобразовании
Лоренца является антисимметричный тензор

J (γ)
μν = − i

4
(γμγν − γνγμ),

составленный из матриц γμ, удовлетворяющих коммутационным соот-
ношениям

γμγν + γνγμ = 2δμν .

В стандартном представлении матриц γμ,

γγγγγγγγγ =
(
0 −iσσσσσσσσσ
iσσσσσσσσσ 0

)
, γ4 =

(
I 0
0 −I

)
,

компоненты тензора J (γ)
μν имеют вид

J (γ)
μν = 1

2

⎛⎜⎝ 0 Σ3 −Σ2 α1
−Σ3 0 Σ1 α2
Σ2 −Σ1 0 α3
−α1 −α2 −α3 0

⎞⎟⎠,

где
Σ = −i

2
[γγγγγγγγγγγγγγγγγγ] , ααααααααα = iγ4γγγγγγγγγ,

или, в стандартном представлении:

Σ = −i
2

[γγγγγγγγγγγγγγγγγγ] =
(

σσσσσσσσσ 0
0 σσσσσσσσσ

)
, ααααααααα = iγ4γγγγγγγγγ =

(
0 σσσσσσσσσ
σσσσσσσσσ 0

)
.

Компоненты тензора J (γ)
μν удовлетворяют тем же коммутационным со-

отношениям, что и компоненты тензора Jμν .
Учитывая трансформационные свойства тензора J (γ)

μν , можно пред-
положить, что в функцию Лагранжа он будет входить в виде произ-
ведения с антисимметричным тензором электромагнитного поля Fμν .
Теория частиц с полуцелым спином, основанная на использовании
функции Лагранжа, являющейся квадратичной формой оператора
4-импульса и включающей взаимодействие вида J (γ)

μν Fνμ, была предло-
жена в работах [11, 12].

Квантовая механика, основанная на уравнениях, включающих вто-
рую производную по времени, существенно отличается от теорий, ли-

9 А.В. Андреев
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нейных по оператору p4. Как мы видели на примере теории скалярных
полей, изменяются как математический аппарат (например, условия
нормировки и ортогональности волновых функций и т. д.), так и основ-
ные понятия теории (отрицательная вероятность, энергия состояния,
которая может отличаться по знаку от собственного значения энер-
гии, и т. д.). Изменение математического аппарата теории, естественно,
приводит и к качественным изменениям представлений о структуре
и свойствах частиц.

Наиболее принципиальное отличие теорий, основанных на исполь-
зовании волновых уравнений со второй производной по времени, от
теорий, основанных на использовании волновых уравнений, включаю-
щих лишь первую временную производную, состоит в том, что про-
странство состояний материального поля увеличивается вдвое. Как
мы видели в предыдущих главах, пространство состояний скалярного
материального поля представляет собой две гиперплоскости в четырех-
мерном пространстве. Эти две зоны состояний отделены друг от друга
запрещенной зоной, которая для состояний сплошного спектра равна
удвоенной массе покоя частицы. Состояния свободного скалярного
материального поля, относящиеся к указанным двум зонам состояний,
характеризуются одинаковыми инерционными свойствами (т. е. той же
массой m0), но противоположным зарядом (q0 → −q0).

Анализ, проведенный в предыдущих главах, убедительно показал,
что состояния положительно частотной зоны связаны с состояниями
частицы, а состояния отрицательно частотной зоны отвечают новым
состояниям материального поля — состояниям зеркальных частиц. Ха-
рактерная особенность взаимодействия материи и зеркальной материи
состоит в том, что оно сопровождается процессами с изменением числа
частиц и для состояний сплошного спектра происходит лишь в полях
крайне высокой напряженности, определяемой соотношением (5.69)

Emir ≈ 2m0c
2/q0λ̄C = 2m2

0c
3/q0h̄ = m0c

2/μB,

где μB — магнетон Бора. Последнее соотношение показывает, что
энергия электродипольного взаимодействия μBEmir должна достигать
величины, равной массе покоя частицы.

В сингулярных полях, как например в кулоновском поле, возникают
одновременно связанные состояния как материи, так и зеркальной
материи. В отличие от состояний сплошного спектра, заряд зеркаль-
ной частицы, находящейся в связанном состоянии, может как сов-
падать с зарядом частицы, так и быть противоположным ему. Радиус
распределения заряда в глубокосвязанных состояниях зеркальной мате-
рии близок к классическому радиусу частицы, поэтому радиационные
переходы между связанными состояниями частиц и зеркальных частиц
приводят к целому ряду процессов в атомных ядрах, таких как К-захват,
β±-распад и т. д. Процессы взаимодействия материи и зеркальной мате-
рии, происходящие с участием связанных состояний, характеризуются
теми же чертами, которые являются специфичными и для процессов
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рассеяния. Во-первых, вероятность процесса растет с ростом заряда
ядра атома, т. е. напряженности внутриатомного поля, и, во-вторых,
эти процессы являются, как правило, многочастичными, т. е. чис-
ло частиц продуктов реакции превышает число исходных частиц.

Итак, мы видим, что различия в математическом аппарате теории
приводят к принципиальным физическим следствиям. Например, появ-
ление в теории зеркальных частиц, наряду с объяснением процессов,
происходящих в атомных ядрах, позволяет также дать последователь-
ную интерпретацию таких явлений, как «черные дыры» и «темная
материя».

В случае частиц, обладающих внутренними степенями свободы,
размерность пространства состояний увеличивается по сравнению
с размерностью пространства состояний скалярной частицы, что приво-
дит к появлению качественно новых состояний частиц. Последующие
главы книги посвящены, в основном, квантовой механике частиц с по-
луцелым спином.

7.1. Волновое уравнение

Пусть действие релятивистской частицы с полуцелым спином, вза-
имодействующей с электромагнитным полем, имеет вид [11, 12]

S = 1
16π

∫
FμνFνμdV dt−

− 1
2m0

∫ [(
ih̄∇μΨ − q0

c
AμΨ

)
·
(
−ih̄∇μΨ − q0

c
AμΨ

)
+m2

0c
2ΨΨ

]
dV dt+

+ iμ0

2

∫
ΨγμγνFνμΨ dV dt (7.1)

где m0, q0, μ0 — масса, заряд и магнетон частицы (т. е. величина ее
магнитного момента) соответственно; Fμν — тензор электромагнитного
поля:

Fμν = ∂Aν

∂xμ
− ∂Aμ

∂xν
,

γμ — четырехрядные квадратные матрицы, удовлетворяющие коммута-
ционным соотношениям

γμγν + γνγμ = 2δμν .

Волновая функция в (7.1) является четырехкомпонентной:

Ψ (r, t) =
(
u (r, t)
d (r, t)

)
=

⎛⎜⎝uu (r, t)
ud (r, t)
du (r, t)
dd (r, t)

⎞⎟⎠,

9*
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здесь u =
(
uu

ud

)
и d =

(
du

dd

)
— трехмерные спиноры. Как мы отме-

чали в гл. 3, волновая функция не является произвольной четырех-
компонентной функцией, а является биспинором, определяемым тем
условием, что правила преобразования нижнего спинора d совпада-
ют с правилами преобразования комплексно сопряженного верхнего
спинора u∗. В качестве сопряженной функции Ψ в (7.1) выступает
дираковски сопряженная волновая функция

Ψ = Ψ+γ4.

При таком выборе сопряженной функции действие является действи-
тельной величиной.

Действие (7.1) является релятивистски и калибровочно инвари-
антным. Действительно, первое слагаемое в (7.1), соответствующее
действию свободного электромагнитного поля, имеет стандартный вид.
Второе слагаемое является квадратичной формой оператора обобщен-
ного 4-импульса частицы и совпадает по виду с действием релятивист-
ской скалярной частицы. Последнее слагаемое описывает специфику
взаимодействия спинорного материального поля с электромагнитным
полем. Исходя из соображений релятивистской и калибровочной ин-
вариантности, изложенных в конце гл. 3, оно является произведением
двух антисимметричных 4-тензоров: генератора спинорного представ-
ления однородной группы Лоренца J (γ)

μν и тензора электромагнитного
поля Fμν . Отличительная черта действия (7.1) состоит в том, что оно
позволяет ввести три независимые константы, характеризующие мате-
риальные свойства частицы: массу (m0), заряд (q0) и магнетон (μ0).

Вариация действия (7.1) по Ψ приводит к следующему волновому
уравнению для частицы:[

1
2m0

(
PμPμ +m2

0c
2) − iμ0

2
γμγνFνμ

]
Ψ = 0, (7.2)

где Pμ — оператор обобщенного 4-импульса:

Pμ = pμ − q0
c
Aμ = −ih̄ ∂

∂xμ
− q0

c
Aμ.

Уравнение (7.2) мы будем в дальнейшем называть квартионным урав-
нением, поскольку, как мы увидим в следующей главе, его характерной
чертой является наличие четырех линейно независимых решений, ко-
торые мы свяжем с квартионами, как элементарными возбуждениями
спинорного материального поля.

Вариация действия по Aμ приводит к следующим уравнениям для
потенциалов электромагнитного поля:

∂2Aμ

∂x2ν
− ∂

∂xμ

(
∂Aν

∂xν

)
= −4π

c
jμ, (7.3)
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где

jμ = q0
m0

[
ih̄

2

(
∂Ψ

∂xμ
Ψ − Ψ ∂Ψ

∂xμ

)
− q0

c
ΨAμΨ

]
−

− icμ0

2
∂

∂xν

(
Ψ(γμγν − γνγμ)Ψ

)
. (7.4)

4-вектор плотности тока jμ удовлетворяет уравнению непрерывности

∂jμ
∂xμ

= 0. (7.5)

Несложно видеть, что первое слагаемое в (7.4) связано с поступа-
тельными степенями свободы частицы, поскольку зависит от операто-
ров пространственно-временных трансляций. Оно совпадает по виду
с выражениями (3.40)–(3.41), определяющими 4-вектор плотности тока
скалярной релятивистской частицы. Отличие состоит лишь в том,
что сопряженной функцией в (7.4) является дираковски сопряженная
волновая функция Ψ = Ψ+γ4, а не эрмитово-сопряженная функция Ψ+.
Второе слагаемое в плотности тока (7.4) связано с внутренними степе-
нями свободы частицы, поскольку оно явно зависит от оператора J (γ)

μν ,
являющегося генератором однородных преобразований Лоренца для
спинорного поля.

7.2. Связь с уравнением Дирака

Воспользуемся тождеством

γμPμγνPν = P 2
μ + 1

2
γμγν (PμPν − PνPμ) = P 2

μ − iq0h̄

2c
γμγνFνμ.

В этом случае уравнение (7.2) может быть переписано в следующем
тождественном виде:

(γμPμ + im0c) (γμPμ − im0c)Ψ = im0

(
μ0 − q0h̄

2m0c

)
γμγνFνμΨ.

Как мы отмечали выше, константа μ0 в уравнении для дей-
ствия (7.1) определяет динамику внутренних степеней свободы части-
цы, связанных с наличием у частицы спина (т. е. собственного углового
момента) и не связанных с ее перемещением в пространстве, аналогич-
но тому, как магнетон Бора μB определяет связь магнитного момента
с угловым моментом вращательного движения скалярной частицы как
целого: M = μBψ∗lψ (см. формулу (6.18)). Из общих соображений
ясно, что константы μ0 и μB могут отличаться друг от друга, поскольку
они связаны с разными степенями свободы движения частицы. Однако
положим, что величина μ0 равна величине магнитного момента μB :

μ0 = μB = q0h̄

2m0c
, (7.6)
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как мы отмечали выше, μB является магнетоном Бора, когда речь идет
об электроне и позитроне, или ядерным магнетоном μN , когда речь
идет о нуклонах, и т. д. Однако для краткости мы будем в дальнейшем
говорить лишь о магнетоне Бора. В этом случае уравнение (7.2) при-
нимает вид

(γμPμ + im0c) (γμPμ − im0c)Ψ = 0. (7.7)

Таким образом, мы видим, что в случае когда магнетон частицы равен
магнетону Бора, любое решение уравнения Дирака(

γμ

(
−ih̄ ∂

∂xμ
− q0

c
Aμ

)
− im0c

)
Ψ = 0 (7.8)

становится одновременно и решением уравнения (7.2). Обратное, од-
нако, неверно, поскольку не любое решение уравнения (7.2) является
одновременно решением уравнения (7.8).

Если воспользоваться предположением (7.6), то выражение (7.4)
для 4-вектора плотности тока можно переписать в следующем тожде-
ственном виде:

jμ = q

2m0c

{
Ψγμ ·

[(
γν

(
−ih̄ ∂

∂xν
− q0

c
Aν

)
− im0c

)
Ψ

]
−

−
[
Ψ

(
γν

(
−ih̄ ∂

∂xν
+ q0

c
Aν

)
− im0c

)]
· γμΨ

}
. (7.9)

Отметим здесь для удобства, что уравнение, дираковски-сопряженное
уравнению (7.8), имеет вид

Ψ
(
γμ

(
−ih̄ ∂

∂xμ
+ q0

c
Aμ

)
+ im0c

)
= 0. (7.10)

Подставляя уравнения (7.8) и (7.10) в правую часть выражения (7.9),
для 4-вектора плотности тока получаем

j(D)
μ = icq0ΨγμΨ.

Следовательно, если частица подчиняется уравнению Дирака (7.8), то
4-вектор плотности тока (7.4) принимает вид выражения для 4-вектора
плотности тока в теории Дирака:

j(D)
μ = (j, icρ) =

(
cq0Ψ+αααααααααΨ, icq0Ψ+Ψ

)
.

Таким образом, переход от дифференциального уравнения второго
порядка относительно пространственно-временных производных (7.2)
к дифференциальному уравнению первого порядка относительно ука-
занных производных не позволяет ввести магнетон частицы μ0 как
независимую материальную константу, поскольку даже в квадриро-
ванном уравнении Дирака (7.7) фигурирует лишь величина μB. Дей-
ствительно, с учетом вышеприведенных формул уравнение (7.7) можно
переписать в следующем виде(

P 2
μ +m2

0c
2) Ψ = im0μBγμγνFνμΨ.
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Итак, все решения уравнения Дирака являются частными решени-
ями уравнения (7.2) для случая μ0 = μB. Однако решения уравнения
(7.2), даже в случае μ0 = μB, не являются одновременно решениями
уравнения Дирака. Ниже мы покажем, что и решения квадрированного
уравнения Дирака не описывают всего спектра физических явлений,
которые следуют из решения уравнения (7.2), поскольку даже незначи-
тельное отличие магнитного момента μ0 от величины магнетона Бора
μB приводит к качественным отличиям в характере взаимодействия
частицы с внешними электромагнитными полями.

7.3. Векторы электрической и магнитной поляризации

Воспользуемся стандартным представлением матриц γμ. В этом
случае уравнение (7.2) принимает следующий вид:

1
2m0

[(
pμ − q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2
]

Ψ = μ0 (ΣB − iαααααααααE) Ψ. (7.11)

Уравнение для сопряженной волновой функции Ψ имеет вид

1
2m0

[(
pμ + q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

]
Ψ = μ0Ψ(ΣB − iαααααααααE) . (7.12)

Умножив уравнение (7.11) слева на Ψ, а уравнение (7.12) — справа на
Ψ и взяв разность получившихся выражений, имеем

∂ρ0
∂t

+ div j0 = 0,

где ρ0 и j0 определяются выражениями

j0 (r, t) = 1
m0

[
ih̄

2

(∇Ψ · Ψ − Ψ · ∇Ψ
) − q0

c
ΨAΨ

]
, (7.13)

ρ0 (r, t) = 1

m0c
2

[
− ih̄

2c

(
∂Ψ

∂t
Ψ − Ψ∂Ψ

∂t

)
− q0

c
ΨϕΨ

]
. (7.14)

С другой стороны, пространственная и временная компоненты 4-векто-
ра плотности тока (7.4) в стандартном представлении имеют вид

j (r, t) = q0
m0

[
ih̄

2

(∇Ψ · Ψ − Ψ · ∇Ψ
) − q0

c
ΨAΨ

]
+

+ cμ0 rot
(
ΨΣΨ

) − iμ0
∂

∂t

(
ΨαααααααααΨ

)
, (7.15)

ρ (r, t) = q0
m0c

[
− ih̄

2c

(
∂Ψ

∂t
Ψ − Ψ∂Ψ

∂t

)
− q0

c
ΨϕΨ

]
+ iμ0∇

(
ΨαααααααααΨ

)
. (7.16)

Сравнивая формулы (7.13)–(7.14) и (7.15)–(7.16), несложно видеть,
что 4-вектор плотности тока (7.4), как мы уже отмечали выше, явля-
ется суммой двух составляющих:

j = jt + js, ρ = ρt + ρs.
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Первая часть определяется операторами пространственно-временных
трансляций и связана с движением частицы как целого:

jt = q0j0, ρt = q0ρ0.

Эта часть плотности тока обусловлена преобразованием аргументов
волновой функции, и потому выражения (7.13)–(7.14) внешне совпада-
ют с выражением для 4-вектора плотности тока скалярной частицы.

Вторая часть обусловлена движением частицы по внутренним сте-
пеням свободы и определяется операторами, являющимися генератора-
ми преобразования формы биспинорной волновой функции:

js = cμ0 rot
(
ΨΣΨ

) − iμ0
∂

∂t
(ΨαααααααααΨ) , ρs = iμ0∇

(
ΨαααααααααΨ

)
. (7.17)

Для краткости изложения мы будем называть эту часть плотности тока
ориентационной или спиновой плотностью тока.

Важное обстоятельство состоит в том, что каждая из указанных
частей по отдельности удовлетворяет уравнению непрерывности

∂ρt

∂t
+ div jt = 0,

∂ρs

∂t
+ div js = 0. (7.18)

Поскольку трансляционная часть плотности тока (7.15) совпадает
по виду с трансляционной частью уравнения КГФ и удовлетворяет
уравнению непрерывности (7.18), то мы можем воспользоваться резуль-
татами, полученными в разделе 6.1.3, и записать ее в виде

eijt = ei

(
∂Pt

∂t
+ c rotMt

)
+ div (r (eijt)),

где векторы электрической Pt и магнитной Mt поляризации, связанные
с трансляционным движением частицы, определены равенствами (6.17)
и (6.18) соответственно. Напомним, что векторы ei являются здесь
единичными векторами осей декартовой системы координат, которые
введены для компактности записи последней формулы.

Отметим, что в стандартном представлении матриц γμ наглядно
видно, что первое из ориентационных слагаемых в (7.11) имеет вид
гамильтониана взаимодействия магнитного момента частицы μμμμμμμμμ = μ0Σ
с магнитным полем, а второе слагаемое имеет вид гамильтониана вза-
имодействия электрического момента частицы πππππππππ = −iμ0ααααααααα с электриче-
ским полем. Поэтому спиновую часть 4-вектора плотности тока (7.17),
по аналогии с трансляционной, мы можем записать в следующем виде:

js (r, t) = ∂Ps

∂t
+ c rotMs, (7.19)

ρs (r, t) = − div Ps, (7.20)

где векторы электрической Ps и магнитной Ms поляризации спи-
норного материального поля, характеризующие состояние внутренних
степеней свободы движения частицы, имеют вид

Ps (r, t) = −iμ0Ψ (r, t) αααααααααΨ (r, t) , (7.21)
Ms (r, t) = μ0Ψ (r, t)ΣΨ (r, t) . (7.22)
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Итак, мы видим, что в характере взаимодействия с электромагнит-
ным полем спинорного материального поля появляются качественно но-
вые черты по сравнению со случаем скалярного поля. Отклик матери-
ального поля на воздействие электромагнитных волн характеризуется
векторами электрической и магнитной поляризации. Природа магнит-
ной поляризации среды связана с пространственными вращениями ма-
териального поля, а природа электрической поляризации — с простран-
ственно-временными вращениями, т. е. ускоренным движением частиц.
Действительно, результаты анализа, проведенного в предыдущей главе,
показывают, что векторы магнитной M и электрической P поляризации
скалярного материального поля определяются выражениями

M (r, t) = μBψ
∗lψ + э.с., P (r, t) = iμBψ

∗r ∂
∂t
ψ + э.с.

При этом оператор углового момента l = [r∇] является генера-
тором преобразования пространственно-пространственных вращений,

а оператор k = −i
(

r

c

∂

∂t
+ ct

∂

∂r

)
является генератором преобразования

пространственно-временных вращений. В случае скалярного матери-
ального поля указанные преобразования совершаются лишь над ар-
гументами волновой функции частицы. Волновая функция частиц,
описывающихся спинорными полями, является многокомпонентной,
поэтому преобразования вращений сопровождаются не только преоб-
разованием аргументов волновой функции, соответствующим транс-
ляционным степеням свободы движения частицы, но и преобразова-
нием формы волновой функции, т. е. изменением внутренней структуры
состояния частицы. Генератором преобразования формы биспинорной
волновой функции является тензор J (γ)

μν . Как видно, пространственно-
пространственные компоненты этого тензора определяют вектор маг-
нитной поляризации спинорного материального поля Ms, а простран-
ственно-временные — вектор электрической поляризации Ps.

Замечания
1. Проведенный выше анализ свойств уравнения КГФ и предвари-

тельный анализ уравнения для действия (7.1) и его следствий пока-
зывают, что в рамках теорий, основанных на волновых уравнениях,
включающих вторую временную производную, достигается эквивалент-
ность представлений о магнитной и электрической поляризации мате-
риального поля. Следует подчеркнуть, что все компоненты генератора
преобразований вращения в четырехмерном пространстве приобретают
физический смысл. Оператор k перестает быть оператором «буста»,
т. е. оператором, не имеющим физического смысла, а становится опе-
ратором, соответствующим физически наблюдаемой величине — элек-
трической поляризации материального поля.

2. Волновое уравнение, основанное на использовании действия
(7.1), приводит к самосогласованному математическому описанию яв-
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лений электрической и магнитной поляризации материального поля,
связывая их с пространственно-временными и пространственно-про-
странственными преобразованиями как аргументов, так и формы бис-
пинорной волновой функции.

3. Поскольку преобразования формы волновой функции являют-
ся точечными, то нет никаких априорных оснований полагать, что
константа μ0 в выражении для действия (7.1) должна совпадать с
магнетоном Бора μB . Действительно, операции точечной симметрии
определяют индивидуальные свойства частиц, в то время как магнетон
Бора определяет инерциальные характеристики движения частиц во
внешнем поле, которые, естественно, зависят лишь от массы и заряда
частиц. Как мы увидим ниже, даже незначительное количественное
различие констант μ0 и μB приводит к целому ряду качественно новых
физических явлений.

7.4. Тензор энергии-импульса и условие
ортогональности собственных волновых функций

В настоящем разделе мы обсудим ряд математических свойств
решений уравнения (7.2). Эти свойства во многом схожи с анало-
гичными свойствами уравнения (4.3), однако обладают определенной
спецификой. Из общих соображений ясно, что классификация состо-
яний спинорного материального поля отличается от классификации
состояний скалярного поля. В основе классификации состояний ма-
териального поля лежат, в первую очередь, математические свойства
решений волновых уравнений. Вместе с тем полное представление
о физических свойствах частиц, находящихся в различных состояниях,
может быть получено лишь из анализа задач взаимодействия. Тем не
менее, обсуждая математический аппарат, который нам потребуется
для дальнейшего изложения, мы будем пытаться обсудить и основы
классификации состояний спинорного поля, используя, где это возмож-
но, аналогию с состояниями скалярного поля.

7.4.1. Стационарная краевая задача. Как мы уже отмечали
в предыдущих главах, важную роль в квантовой механике играют ста-
ционарные краевые задачи. С одной стороны, как мы видели, они дают
наглядную иллюстрацию специфики свойств частиц, подчиняющихся
тем или иным волновым уравнениям. С другой стороны, решения ста-
ционарных краевых задач используется в качестве базиса разложения
решений нестационарных задач. Запишем уравнение (7.2) в следующем
виде:{

1
2m0

[(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
+m2

0c
2
]
−

− μ0 (ΣB − iαααααααααE)
}

Ψ (r, t) = 0 (7.23)
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и положим, что частица взаимодействует со стационарным внешним
полем Aμ(x) = A

(0)
μ (r). Волновые функции стационарных состояний

частицы имеют вид

Ψn (r, t) = Ψn (r) exp (−iEnt/h̄)

и являются решениями задачи на собственные значения{
1

2m0c
2

[
c2

(
−ih̄∇ − q0

c
A0

)2
+m2

0c
4 − (En − q0ϕ0)

2
]
−

− μ0 (ΣB0 − iαααααααααE0)
}

Ψn (r) = 0, (7.24)

Граничные условия для релятивистской задачи на собственные зна-
чения (7.24) близки к граничным условиям нерелятивистских задач
квантовой механики. Для состояний дискретного спектра они означа-
ют, что волновая функция стремится к нулю при r→∞, для состояний
сплошного спектра волновые функции должны удовлетворять усло-
вию равенства нулю потока через бесконечно удаленную поверхность,
что накладывает определенные ограничения на асимптотический вид
волновых функций при r → ∞. В нерелятивистском случае обычно
полагается, что граничные условия при r → 0 состоят в требовании
конечности волновой функции. В релятивистской квантовой механике
собственные волновые функции, например, краевой задачи о движении
частицы в кулоновском поле включают в общем случае и расходящиеся
решения. Как отмечалось в гл. 5, ограничения на асимптотический
вид волновой функции при r → 0 определяются условиями конечности
нормировочного интеграла.

Собственные волновые функции уравнения (7.24) являются орто-
нормированными. Действительно, если функция Ψm (r) удовлетворяет
уравнению (7.24), то сопряженная волновая функция удовлетворяет
уравнению

Ψm (r)
[

1
2m0

((
p + q0

c
A0

)2
+m2

0c
2 − 1

c2
(Em − U0 (r))2

)
+

+ iμ0αααααααααE0 − μ0ΣB0

]
= 0. (7.25)

Умножая уравнение (7.25) справа на Ψn, а затем интегрируя по объему
и перенося действие оператора p с функции Ψm на функцию Ψn,
получаем

(En − Em) 1

m0c
2

∫
Ψm

(
En + Em

2
− U (r)

)
ΨndV = 0.
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Таким образом, условие ортонормированности волновых функций
невырожденных состояний имеет вид

1

m0c
2

∫
Ψm (r)

(
En + Em

2
− U (r)

)
Ψn (r) dV = ±δnm. (7.26)

Как мы видели в предыдущих главах, при движении частицы в цен-
трально-симметричном поле квантовое число уравнения КГФ является
совокупностью четырех квантовых чисел: n = (nr, l, m, λ): радиаль-
ного квантового числа nr, углового момента l, его проекции m и
частотности решения E(λ) = E(±). Частица, описываемая биспинор-
ной волновой функцией, имеет внутренние степени свободы, поэтому
число квантовых чисел, определяющих состояние материального поля,
возрастает, поскольку мы должны задать состояние по внутренним сте-
пеням свободы. Основываясь на аналогии между уравнениями (4.21)
и (7.26), можно представить квантовое число n в следующем виде:
n = (n, λλλλλλλλλ). В случае скалярного поля квантовое число λ определяет
знак в правой части соотношения (7.26), в частности, в случае сво-
бодной частицы этот знак определяется принадлежностью состояния
частицы к зоне положительно или отрицательно частотных решений.
Как мы увидим позже, в случае спинорных полей знак в правой
части (7.26) определяется не только принадлежностью состояния ча-
стицы к зоне положительно и отрицательно частотных решений, но
зависит и от состояния частицы по внутренним степеням свободы.
Необходимое количество компонент векторного квантового числа λλλλλλλλλ мы
вскоре определим.

7.4.2. Разложение волновой функции нестационарного уравне-
ния по собственным волновым функциям стационарной задачи.
Волновую функцию нестационарного уравнения (7.23) мы можем пред-
ставить в виде разложения по собственным волновым функциям крае-
вой задачи (7.24). Действительно, пусть 4-потенциал поля задачи (7.23)
имеет вид

Aμ(x) = A(0)
μ (r) +A(e)

μ (x),

где A
(0)
μ (r) представляет собой стационарный потенциал краевой за-

дачи (7.24), а A
(e)
μ (x) — потенциал внешнего нестационарного поля.

Поскольку нестационарное уравнение (7.23) является дифференциаль-
ным уравнением второго порядка по временной производной, то его
общее решение зависит как от начального значения волновой функции,
так и от ее производной. Поэтому, как мы отмечали в гл. 4, наряду
с разложением волновой функции

Ψ (r, t) =
∑

n

an(t)Ψn (r, t) (7.27а)
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мы должны использовать разложение и временной производной волно-
вой функции:

ih̄
∂Ψ

∂t
(r, t) =

∑
n

Enan(t)Ψn (r, t) . (7.27б)

Используя (7.27а, б), получаем

Ψm

(
ih̄
∂Ψ

∂t
−U0Ψ

)
−

(
ih̄
∂Ψm

∂t
+U0Ψm

)
Ψ=

∑
n

anΨm (En+Em−2U0) Ψn.

Интегрируя обе части получившегося соотношения по объему и учи-
тывая условие ортогональности (7.26), получаем

an(t) = 1

m0c
2

∫ [
ih̄

2

(
Ψn

∂Ψ

∂t
− ∂Ψn

∂t
Ψ

)
− ΨnU0Ψ

]
dV. (7.27в)

Таким образом, мы видим, что начальное значение коэффициентов
an(0) зависит как от начального вида волновой функции, так и от ее
производной. Дальнейшая эволюция коэффициентов an(t) определяет-
ся уравнениями, которые мы получим и обсудим позже, когда перейдем
к рассмотрению взаимодействия атома с электромагнитным полем.

Отметим, что, так же как и в предыдущих главах, мы определяем
условие нормировки и ортогональности волновых функций интегриро-
ванием по гиперплоскости S4 = V (t). Как мы отмечали в гл. 4, ре-
лятивистски инвариантное условие нормировки определяется интегри-
рованием уравнения непрерывности по произвольной гиперплоскости.
Однако в большинстве задач указанные различия несущественны, по-
скольку и частицы, и электромагнитное поле имеют конечную скорость
распространения. Действительно, интегрируя уравнение непрерывно-
сти по объему V , получаем

d

dt

∫

V

ρ (r, t) dV = −
∮

S

j (r, t) dS,

где S — поверхность, ограничивающая объем V , а j и ρ определяются
формулами (7.15) и (7.16) соответственно. Следовательно, закон сохра-
нения заряда приводит нас к двум уравнениям:

q =
∫

V (r→∞)

ρ (r, t) dV = const, (7.28)

∮

S(r→∞)

j (r, t) dS = 0. (7.29)

Волновые функции дискретного спектра состояний нормируются усло-
вием (7.28), а волновые функции непрерывного спектра — услови-
ем (7.29). Соответствующие примеры были приведены в гл. 4–6. Так
же как и в случае скалярных полей, возможность интегрирования по
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произвольной гиперплоскости представляет интерес лишь при анализе
задач о взаимодействии атома с нестационарными электромагнитными
полями. Таким образом, подставляя в (7.28) волновую функцию в виде

Ψn (r, t) = Ψn (r) exp (−iEnt/h̄)
и учитывая условие ортонормируемости (7.26), получаем

q = q0

m0c
2

∫
Ψn (r) (En − q0ϕ0 (r))Ψn (r) dV = ±q0.

Как мы говорили выше, знак в правой части последнего выражения
определяется значениями компонент векторного квантового числа λλλλλλλλλ.
Поскольку мы пока не определили этого квантового числа, разобьем
пространство состояний Ψn = Ψ(λλλλλλλλλ)

n на два подпространства, Ψ(±)
n , т. е.

запишем выражение (7.26) в следующем предварительном виде:

1

m0c
2

∫
Ψ

(±)
n (r) (En − q0ϕ0 (r))Ψ(±)

n (r) dV = ±1.
Тогда, используя разложения (7.27), из закона сохранения заряда по-
лучаем∑

n

(∣∣a(+)
n (t)

∣∣2 − ∣∣a(−)
n (t)

∣∣2) =
∑
n

(∣∣a(+)
n (0)

∣∣2 − ∣∣a(−)
n (0)

∣∣2). (7.30)

Таким образом, мы видим, что, так же как и в случае скалярных
полей, сохраняющейся величиной является разность числа частиц в
состояниях с положительной и отрицательной нормой собственных
волновых функций. Уже в случае скалярных полей мы видели, что
принадлежность к зоне положительно или отрицательно частотных ре-
шений, т. е. принадлежность состояния частицы к состоянию материи
или зеркальной материи, не определяет знака нормы волновой функ-
ции, поскольку норма волновых функций связанных состояний зер-
кальной материи может быть как положительной, так и отрицательной.
Увеличение размерности пространства состояний частиц, описываемых
спинорными полями, приводит к тому, что двух терминов, частица
и зеркальная частица, становится уже недостаточно для описания
всех качественно различающихся состояний спинорного материального
поля.

С учетом сказанного, казалось бы, условия нормировки спинорных
волновых функций (7.26) должны были бы отличаться от условий нор-
мировки скалярных волновых функций (4.21). Действительно, состоя-
ние спинорного материального поля характеризуется двумя принципи-
ально новыми физическими параметрами: векторами электрической Ps

и магнитной Ms поляризации. Однако приведенное выше условие
нормировки по внешнему виду совпадает с условием нормировки ска-
лярных волновых функций. Это обстоятельство имеет очень простое
объяснение, состоящее в том, что уравнение непрерывности для спи-
новой части 4-вектора плотности тока (7.4) выполняется тождественно.
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7.4.3. Тензор энергии-импульса. Действие (7.1) позволяет опре-
делить вид тензора энергии-импульса, который связан с функцией
Лагранжа L следующим соотношением:

Tμν = ∂Aλ

∂xμ

∂L

∂
(
∂Aλ

∂xν

) + ∂Ψ

∂xμ

∂L

∂

(
∂Ψ

∂xν

) + ∂L

∂
(
∂Ψ

∂xν

) ∂Ψ

∂xμ
− Lδμν . (7.31)

Используя (7.31), для тензора энергии-импульса получаем

Tμν = 1
4π

∂Aλ

∂xμ
Fλν − 1

16π
FαβFβαδμν − h̄2

2m0

(
∂Ψ

∂xμ

∂Ψ

∂xν
+ ∂Ψ

∂xν

∂Ψ

∂xμ

)
+

+ iq0h̄

2m0c

(
∂Ψ

∂xμ
AνΨ − ΨAν

∂Ψ

∂xμ

)
+

+ 1
2m0

[(
ih̄

∂Ψ

∂xλ
− q0

c
AλΨ

) (
−ih̄ ∂Ψ

∂xλ
− q0

c
AλΨ

)
+m2

0c
2ΨΨ

]
δμν +

+ iμ

2

[
Ψ∂Aλ

∂xμ
(γλγν − γνγλ)Ψ − ΨγαγβFβαΨδμν

]
. (7.32)

В частности, функция Гамильтона H, определяющая плотность энергии
электромагнитного и материального полей, имеет вид

H = T44 = 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + B2

]
+ 1

2m0

[
h̄2

c2
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂t
− q20

c2
Ψϕ2Ψ+

+
(
ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ +m2

0c
2ΨΨ

]
−

− μ0
(
iΨααααααααα∇ϕΨ + ΨΣBΨ

)
. (7.33)

Как видно, плотность энергии, так же как и в случае скалярной
частицы, является суммой двух слагаемых, одно из которых зависит
от потенциалов электромагнитного поля и не зависит явно от волно-
вой функции частицы, а второе зависит явно от волновой функции
материального поля. Поэтому, по аналогии со случаем скалярной ча-
стицы, представим функцию Гамильтона в виде суммы двух слагаемых:
H = w1 + w2, где

w1 (r, t) = 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + B2

]
, (7.34a)

w2 (r, t) = 1
2m0

[
h̄2

c2
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂t
− q20

c2
Ψϕ2Ψ +

+
(
ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ +m2

0c
2ΨΨ

]
−

− μ0
(
iΨααααααααα∇ϕΨ + ΨΣBΨ

)
. (7.34б)
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Уравнения, определяющие эволюцию w1, 2 (r, t), следуют из волновых
уравнений для электромагнитного и материального полей.

Поскольку свойства электромагнитного поля не зависят от того,
каким типом частиц оно порождено, то выражение для плотности
энергии w1 (r, t) совпадает с аналогичным выражением, полученным
ранее при обсуждении теории скалярных полей. Используя результаты
раздела 4.1.3, для скорости изменения w1 (r, t) получаем

∂w1

∂t
= 1

c

∂A

∂t
j − ∂ϕ

∂t
ρ+ 1

4π
div

([
∂A

∂t
B

]
− ∂ϕ

∂t

(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

))
, (7.35)

где j и ρ определяются теперь формулами (7.15) и (7.16) соответствен-
но. Напомним, что w1 (r, t) может быть преобразовано к следующему
виду:

w1 (r, t) = wem − ϕρ+ 1
4π

div (ϕE),

где wem — плотность энергии электромагнитного поля,

wem = 1
8π

(
E2 + B2),

а уравнение для wem, следующее из (7.35), имеет видуравнения Пойн-
тинга:

1
8π

∂

∂t

(
E2 + B2) = −Ej − c

4π
div [EB] . (7.36)

Плотность энергии w2 отличается от аналогичного выражения для
скалярной частицы наличием членов, определяющих взаимодействие
собственного электрического и магнитного моментов частицы с внеш-
ним электромагнитным полем. Уравнение, определяющее эволюцию w2,
может быть получено из уравнения для волновой функции матери-
ального поля (7.2) аналогично тому, как это было сделано в случае
скалярной частицы. Умножим обе части уравнения (7.11) на ∂Ψ/∂t,
а обе части уравнения (7.12) — на ∂Ψ/∂t. Складывая получившиеся
выражения, получаем

∂

∂t

{
1

2m0c
2

(
h̄2
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂t
− q20ϕ

2ΨΨ
)

+

+ 1
2m0

[(
ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ +m2

0c
2ΨΨ

]
−

− iμ0Ψααααααααα∇ϕΨ − μ0ΨΣBΨ
}

= −1
c

∂A

∂t
j + ∂ϕ

∂t
ρ+

+ div
{

ih̄

2m0

(
∂Ψ

∂t
·
(
p − q0

c
A

)
Ψ +

(
p + q0

c
A

)
Ψ · ∂Ψ

∂t

)
−

− iμ0ΨαααααααααΨ∂ϕ

∂t
+ μ0

[
ΨΣΨ · ∂A

∂t

]}
. (7.37)
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Как видно, левая часть получившегося выражения совпадает с времен-
ной производной от плотности энергии w2, определяющейся выраже-
нием (7.34б). В целях интерпретации физического смысла плотности
энергии w2 воспользуемся приемом, использованным в гл. 4. Для этого
запишем уравнение (7.2) в виде(

K̂ − T̂ + ẐPM

)
Ψ = 0, (7.38)

где операторы K̂ и T̂ совпадают с соответствующими операторами,
введенными в гл. 4 (см. формулу (4.32)):

K̂ = 1
2m0

[(
p − q0

c
A

)2
+m2

0c
2
]
, T̂ = 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
,

а оператор ẐPM , связанный с внутренними степенями свободы движе-
ния частицы, имеет вид

ẐPM = − iμ0

2
γμγνFνμ.

В стандартном представлении матриц γμ оператор Î имеет вид

ẐPM = −μ0 (ΣB − iαααααααααE) .

После несложных преобразований получаем

1
2m0

[(
ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ +m2

0c
2ΨΨ

]
=

= 1
2

(
Ψ · K̂Ψ + K̂+Ψ

)
+ h̄2

4m0
∇ (

Ψ∇Ψ + ∇Ψ · Ψ)
, (7.39а)

1

2m0c
2

(
h̄2
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂t
− q20ϕ

2ΨΨ
)

=

= 1
2

(
ΨT̂Ψ + T̂+Ψ · Ψ

)
+ ϕρt + h̄2

4m0c
2

∂

∂t

(
Ψ∂Ψ

∂t
+ ∂Ψ

∂t
Ψ

)
, (7.39б)

где ρt — трансляционная часть плотности тока (7.16). Используя (7.38)
и (7.25), выражение (7.34б) можно записать в следующем виде:

w2= 1

2m0c
2

[
h̄2

(
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂t
− 1
2
Ψ∂2Ψ

∂t2
− 1

2
∂2Ψ

∂t2
Ψ

)
−ih̄q0ϕ

(
Ψ∂Ψ

∂t
− ∂Ψ

∂t
Ψ

)]
+

+iμ0

c
Ψααααααααα

∂A

∂t
Ψ+ h̄2

4m0
∇ (∇Ψ · Ψ+Ψ · ∇Ψ

)
. (7.40)

За исключением слагаемого, зависящего от внутренних степеней сво-
боды движения частицы, получившееся выражение совпадает по виду
с аналогичным выражением (4.46) для случая скалярной частицы. Так
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же как и в случае скалярной частицы, последнее слагаемое в (7.40),
являющееся полной дивергенцией, может быть перенесено в правую
часть уравнения (7.37).

Подставляя разложения волновой функции (7.27а, б) и интегрируя
по объему, получаем

Ep =
∫
w2dV =

∑
n

|an(t)|2 En

m0c
2

∫
Ψn (En − q0ϕ)ΨndV +

+
∑
n,m

[
ih̄

4m0c
2

(
Ema

∗
n
dam

dt
− En

da∗n
dt
am

) ∫
ΨnΨmdV +

+iμ0

c
a∗nam

∫
Ψnααααααααα

∂A

∂t
ΨmdV

]
exp

(
i
En − Em

h̄
t
)
.

При выводе последнего выражения мы учли, что граничные усло-
вия, которые обычно используются при решении краевых задач для
собственных функций как дискретного, так и непрерывного спектра,
обеспечивают равенство нулю объемного интеграла от последнего сла-
гаемого в (7.40).

В стационарном случае энергия частицы, находящейся в собствен-
ном состоянии с волновой функцией Ψn (r), определяется выражением

E(n)
p = En

m0c
2

∫
Ψn (En − q0ϕ)ΨndV.

Как видно, последнее выражение совпадает с энергией скалярной ча-
стицы. Вводя оператор Ê = ih̄ ∂/∂t, выражение для энергии частицы
можно записать в виде, аналогичном выражению (4.48) для скалярной
частицы

Ep = 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Ψ

∂t
· ÊΨ − Ψ · Ê ∂Ψ

∂t

)
− q0ϕΨ · ÊΨ

]
dV+

+ 1

2m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
Ê+ ∂Ψ

∂t
· Ψ − Ê+Ψ · ∂Ψ

∂t

)
− q0ϕÊ

+Ψ · Ψ
]
dV+

+ i
μ0

c

∫
Ψααααααααα

∂A

∂t
Ψ dV. (7.41)

В стационарном внешнем поле последнее выражение совпадает по
виду с выражением для энергии скалярной частицы. Таким образом,
выражение (7.40) можно записать в следующем виде

w2 (r, t) = wp (r, t) + h̄2

4m0
∇ (∇Ψ · Ψ + Ψ · ∇Ψ

)
,

где wp — плотность энергии материального поля, определяющаяся
подынтегральным выражением в (7.41).
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Соотношения (7.39а, б) позволяют также получить следующее вы-
ражение для плотности энергии w2:

w2 = Ψ ·
(
K̂ + ẐPM

)
Ψ + Ψ

(
K̂+ + Ẑ†

PM

)
· Ψ + ϕρ+ div (ϕP) + PE+

+ h̄2

4m0c
2

∂

∂t

(
Ψ∂Ψ

∂t
+ ∂Ψ

∂t
Ψ

)
+ h̄2

4m0c
2
∇ (

Ψ · ∇Ψ + ∇Ψ · Ψ)
, (7.42)

где Ẑ†
PM = γ−1

4 Ẑ+
PMγ4 — сопряженный оператор (см. раздел 7.5). Как

видно, слагаемые выражения (7.42), не зависящие от внутренних сте-
пеней свободы движения частицы, совпадают по виду с соответству-
ющими слагаемыми выражения (4.43) для скалярного материального
поля.

Используя уравнение непрерывности (7.5), получаем

−1
c

∂A

∂t
j + ∂ϕ

∂t
ρ = −1

c

∂A

∂t
j + ∂

∂t
(ϕρ) + ϕ div j = Ej + ∂

∂t
(ϕρ) + div (ϕj) .

Подстановка последнего соотношения в правую часть уравнения (7.37)
приводит его к следующему виду:

∂w2

∂t
= Ej + ∂

∂t
(ϕρ) − div J1 + c div [EM] + ∂

∂t
div (ϕP) , (7.43)

где векторы P и M определяются равенствами (7.21) и (7.22) соответ-
ственно, и мы ввели следующее обозначение:

J1= 1
2m0

[(
−ih̄ ∂

∂t
−q0ϕ

)
Ψ·

(
p− q0

c
A

)
Ψ−

(
p+ q0

c
A

)
Ψ·

(
ih̄

∂

∂t
−q0ϕ

)
Ψ

]
.

Складывая (7.35) и (7.43), получаем

∂H

∂t
=− div J1− c

4π
div [E (B−4πM)]+ 1

4π
∂

∂t
div (ϕ (E+4πP)). (7.44)

Сравнивая получившееся уравнение с уравнением (4.52) для скалярной
частицы, несложно видеть, что уравнение (7.44) обобщает уравне-
ние (4.52) на случай частицы, обладающей собственным магнитным и
электрическим моментами. Действительно, введем следующие обозна-
чения:

H = B − 4πM, D = E + 4πP, (7.45)

тогда (7.44) принимает вид

∂H

∂t
= − div J1 − c

4π
div [EH] + 1

4π
∂

∂t
div (ϕD) .

Как видно, обобщение состоит в том, что поток энергии электромаг-
нитного поля определяется теперь выражением

Jf = c

4π
[EH] ,

т. е. совпадает с выражением классической электродинамики для плот-
ности потока энергии электромагнитного поля в среде. При этом
вектор H является вектором напряженности магнитного поля, а век-
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тор D — вектором индукции электрического поля. Таким образом,
соотношения (7.45) дают дополнительные подтверждения того, что вве-
денные выше векторы P и M имеют смысл векторов электрической и
магнитной поляризации материального поля, обусловленных наличием
внутренних степеней свободы движения частицы.

С учетом вышеприведенных преобразований выражение для функ-
ции Гамильтона H принимает вид

H = wem + wp − ϕρ+ 1
4π

div (ϕE) + h̄2

4m0
∇ (

Ψ · ∇Ψ + ∇Ψ · Ψ)
.

Следовательно, из уравнения (7.44) получаем

∂

∂t

(
wem + wp − ϕρt + iμ0Ψααααααααα∇ϕΨ

)
=

= − c

4π
div

[
E

(
B− 4πμ0ΨΣΨ

)] − div J, (7.46)

где

J = J1 + h̄2

4m0

∂

∂t

(
Ψ · ∇Ψ + ∇Ψ · Ψ)

.

Интегрируя обе части уравнения (7.46) по пространственному объе-
му V , получаем

d

dt

∫

V

(
wem + wp − ϕρt + iμ0Ψααααααααα∇ϕΨ

)
dV = − c

4π

∮

S

[EH] dS −
∮

S

JdS,

где S — поверхность, ограничивающая объем V . Следовательно, если
поток энергии электромагнитного

c

4π

∮
S

[EH] dS и материального
∮
S

JdS

полей через границу трехмерного объема V равен нулю, то сохраняю-
щейся величиной является полная энергия в объеме V :

E(t) =
∫

V

(
wem + wp − ϕρt + iμ0Ψααααααααα∇ϕΨ

)
dV = const. (7.47)

Учитывая (7.42), для полной энергии получаем

E(t) =
∫

V

wemdV +
∫

V

(
Ψ ·

(
K̂ − μ0ΣB

)
Ψ + Ψ

(
K̂+ − μ0ΣB

)
· Ψ

)
dV+

+ iμ0

∫

V

ΨαααααααααEΨ dV + h̄2

4m0c
2

d

dt

∫

V

(
Ψ∂Ψ

∂t
+ ∂Ψ

∂t
Ψ

)
dV. (7.48)

Таким образом, полную энергию системы, состоящей из электромаг-
нитного поля и материального поля спинорных частиц, можно предста-
вить в виде следующих составляющих.
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1. Энергия электромагнитного поля

Eem =
∫

V

wemdV ,

которая, естественно, не зависит от типа материального поля, посколь-
ку действие (7.1) отличается от действия скалярной релятивистской
частицы лишь слагаемыми, зависящими от волновой функции частицы.

2. Второе слагаемое в (7.48) определяет кинетическую энергию
частицы, движущейся в магнитном поле:

EK =
∫

V

(
Ψ ·

(
K̂ − μ0ΣB

)
Ψ + Ψ

(
K̂+ − μ0ΣB

)
· Ψ

)
dV.

Забегая вперед, отметим, что такая структура выражения для кине-
тической энергии частицы в магнитном поле обусловлена тем, что
масса покоя частицы в магнитном поле отличается от массы покоя
свободной частицы. Более детально мы обсудим эти вопросы в гл. 10,
где будет приведен анализ задачи о движении частицы в стационарном
магнитном поле.

3. Третье слагаемое в (7.48) определяет энергию взаимодействия
электромагнитного поля с вектором электрической поляризации спи-
норного материального поля:

EP = iμ0

∫

V

ΨαααααααααEΨ dV = −
∫

V

PE dV.

В свете приведенных выше обсуждений появление этого слагаемого
выглядит вполне закономерным.

4. Последнее слагаемое в (7.48),

Eex(t) = h̄2

4m0c
2

d

dt

∫

V

(
Ψ∂Ψ

∂t
+ ∂Ψ

∂t
Ψ

)
dV ,

совпадает по виду с аналогичным слагаемым в выражении (4.56),
поэтому мы не будем здесь повторять его интерпретацию.

Таким образом, мы видим, что выражения для полной энергии
системы, состоящей из электромагнитного поля и материального спи-
норного (7.48) или скалярного (4.56) полей, находятся в полном со-
ответствии друг с другом, а также в соответствии с представлениями
классической электродинамики.

7.5. Операторы

Общее определение операторов было дано в разделе 4.2. Естествен-
но, оно остается справедливым и применительно к теории спинорных
материальных полей. Однако в теории спинорных полей появляются
новые операторы, которые действуют на внутренние степени свободы
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движения частицы и являются генераторами преобразования формы
биспинорной волновой функции, поэтому в настоящем разделе мы еще
раз кратко остановимся на этом вопросе.

В теории волновых материальных уравнений, линейных по операто-
ру p4, основную роль играют билинейные комбинации волновых функ-
ций с операторами вида ψ∗L̂ψ, пространственные интегралы от ко-
торых определяют квантово-механические средние:

〈
L̂

〉
=

∫
ψ∗L̂ψ dV .

Как было показано в разделе 4.2, в теории волновых полей, подчи-
няющихся уравнениям со второй производной по времени, квантово-
механические средние определяются пространственными интегралами
от билинейных комбинаций волновых функций и их производных ви-
да ψ∗L̂ ∂ψ/∂t, однако и билинейные комбинации волновых функций
с операторами также играют важную роль. Такое расширение слу-
жебных функций операторов вполне естественно, поскольку в рамках
теорий, квадратичных по оператору p4, волновая функция не опреде-
ляет состояния поля в данный момент времени, необходимо задание и
временной производной от волновой функции.

7.5.1. Билинейные комбинации. В гл. 3 были рассмотрены
преобразования симметрии для скалярных и биспинорных волновых
функций при ортогональных преобразованиях координат. В случае
релятивистской частицы, описываемой скалярной волновой функци-
ей, генераторами этих преобразований являются 4-вектор pμ, являю-
щийся оператором пространственно-временных сдвигов, и 4-тензор
Jμν = (l, ik), определяющий оператор углового момента l, связанный
с преобразованиями трехмерных вращений, и оператор k, связанный
с пространственно-временными вращениями. Указанных операторов
достаточно для полного описания движения скалярной частицы, т. е.
для описания движения частицы во внешних электромагнитных по-
лях или взаимодействия частиц посредством электромагнитного по-
ля. Действительно, 4-вектор плотности тока частицы jμ(x) определя-
ется билинейной комбинацией волновых функций следующего вида:
ψ∗(x)

(
pμ − q

c
Aμ

)
ψ(x). О связи матричных элементов jμ(x) с матрич-

ными элементами ψ∗
nlψm и ψ∗

nkψm мы говорили в гл. 6. Рассчитывая
jμ(x), мы можем определить напряженность электрического и маг-
нитного полей, создаваемых движением частицы, а следовательно, мы
можем последовательным образом описывать взаимодействие частиц
посредством электромагнитного поля.

Волновая функция частицы, обладающей внутренними степенями
свободы, является многокомпонентной. В этом случае группа преобра-
зований Лоренца, наряду с преобразованием координат, включает так-
же преобразования формы волновой функции, обусловленные ее мно-
гокомпонентностью. Для частицы, описываемой биспинорной волно-
вой функцией, трансляционная часть 4-вектора плотности тока j(e)μ (x)
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также является симметризованной билинейной комбинацией волновых
функций с оператором 4-импульса:

j(e)μ (x) = q0
2m0

(
P ∗

μΨ · Ψ + Ψ · PμΨ
)
, (7.49)

где Pμ = pμ − q0
c
Aμ. Последнее выражение можно переписать в сим-

метричной форме

j(e)μ (x) = q0
2m0

(
P ∗

μΨ · Ψ + Ψ · PμΨ
)

= q0
2m0

(
ΨP+

μ · Ψ + Ψ · PμΨ
)
,

где полагается, что оператор действует на волновую функцию, стоящую
по одну с ним сторону от точки.

Преобразования формы, связанные с внутренними степенями свобо-
ды движения частицы, включают лишь преобразования четырехмерных
вращений, поскольку начало системы отсчета в этом случае связано
с частицей. Генератором этих преобразований является антисиммет-
ричный 4-тензор

J (γ)
μν = − i

4
(γμγν − γνγμ) = (Σ, iααααααααα).

Билинейные комбинации компонент указанного 4-тензора имеют вид

μ0ΨJ (γ)
μν Ψ = 1

2

⎛⎜⎝ 0 M3 −M2 iP1
−M3 0 M1 iP2
M2 −M1 0 iP3
−iP1 −iP2 −iP3 0

⎞⎟⎠, (7.50)

где векторы P(x) и M(x), определяемые в стандартном представлении
матриц γμ равенствами P = −iμ0ΨαααααααααΨ и M = μ0ΨΣΨ, имеют смысл
векторов электрической и магнитной поляризации.

С точки зрения исследования электромагнитного взаимодействия
частиц с полуцелым спином нам достаточно введенных выше билиней-
ных комбинаций (7.49) и (7.50), поскольку они позволяют определить
4-потенциал поля, создаваемый частицей, в произвольной точке про-
странства.

Отметим, что введенные билинейные комбинации являются дей-
ствительными, поскольку (

j(e)μ

)∗
= j(e)μ

и для эрмитовых матриц γμ выполняются следующие соотношения(
ΨΣΨ

)∗
= ΨΣΨ,

(−iΨαααααααααΨ
)∗

= −iΨαααααααααΨ.

7.5.2. Операторы. В рамках теорий, линейных по оператору p4,
основную роль играют квантово-механические средние, поэтому клас-
сификация операторов производится исходя из их свойств по отноше-
нию к значениям пространственных интегралов от билинейных ком-
бинаций волновых функций с операторами. Как мы отмечали выше,
в рамках теорий, квадратичных по оператору p4, самостоятельную роль
играют сами билинейные комбинации волновых функций с операто-
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рами, а не только пространственные интегралы от них. Тем не менее
традиционная классификация операторов по-прежнему представляет
определенный интерес.

В соответствии с общим определением, оператор L осуществляет
линейное или антилинейное преобразование волновых функций:

Ψ′(x) = LΨ(x).

При этом преобразованная волновая функция относится к тому же
пространству, что и исходная, т. е. операторы осуществляют преобра-
зование пространства волновых функций в себя. Линейность преобра-
зования означает, что

L (aΨ(x) + bΦ(x)) = aLΨ(x) + bLΦ(x).

В свою очередь антилинейное преобразование имеет вид

L (aΨ(x) + bΦ(x)) = a∗LΨ(x) + b∗LΦ(x).

Оператор, сопряженный линейному оператору, определяется соглас-
но следующему правилу:∫

Ψ(x) · LΦ(x)dV =
∫

Ψ(x)L† · Φ(x)dV , (7.51)

где, так же как и выше, принято обозначение, согласно которому
оператор действует на волновую функцию, стоящую по одну с ним
сторону от точки. Несложно видеть, что оператор L, удовлетворяющий
определению (7.51), не может быть антилинейным, поскольку в этом
случае правая часть уравнения линейна по Φ, а левая антилинейна.
Оператор, сопряженный антилинейному оператору, определяется со-
гласно правилу∫

Ψ(x) · LΦ(x)dV =
(∫

Ψ(x)L† · Φ(x)dV
)∗

.

Комплексно сопрягая билинейную комбинацию волновых функций
с оператором L, получаем(

Ψ · LΨ
)∗

= Ψγ−1
4 L+γ4 · Ψ = ΨL† · Ψ, (7.52)

где, как видно, сопряженный оператор L† определяется согласно пра-
вилу

L† = γ−1
4 L+γ4 (7.53)

и L+ — эрмитово-сопряженный оператор. Подставляя (7.52) в (7.51),
получаем∫

Ψ(x) · LΨ(x)dV =
∫

Ψ(x)L† · Ψ(x)dV =
(∫

Ψ(x) · LΨ(x)dV
)∗

.

Таким образом, если сопряженный оператор определяется согласно
правилу (7.53), то пространственные интегралы от билинейных комби-
наций являются действительными.
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Из определения (7.53) несложно видеть, что если оператор является
функцией координат частицы или производных по ним, то сопряжен-
ный оператор совпадает с эрмитово-сопряженным оператором:

L† (xμ,∇μ) = γ−1
4 L+ (xμ,∇μ) γ4 = L+ (xμ,∇μ).

Следовательно, пространственные интегралы от билинейных комбина-
ций с операторами, связанными только с трансляционными степенями
свободы частицы, всегда являются действительными, поскольку соот-
ветствующие им сопряженные операторы являются эрмитовыми.

В случае операторов, связанных с внутренними степенями свободы
частицы и, следовательно, зависящих от матриц γμ и их произведе-
ний, сопряженный оператор не всегда является эрмитово-сопряжен-
ным. Действительно, если в качестве базиса матриц γμ (μ = 1, 2, 3, 4)
выбрать эрмитовы матрицы γ+

μ = γμ (например, как мы отмечали выше,
матрицы γμ эрмитовы в стандартном представлении), то, как видно из
определения (7.53), сопряженный оператор может быть как эрмитово-
сопряженным, так и антиэрмитово-сопряженным оператором. Напри-
мер:

γ†4 = γ−1
4 γ+

4 γ4 = γ4 = γ+
4 .

С другой стороны,
γγγγγγγγγ† = γ−1

4 γγγγγγγγγ+γ4 = −γγγγγγγγγ+.

В последнем случае эрмитово-сопряженным будет оператор iγγγγγγγγγ.
Как мы отмечали выше, напряженности электрического и магнит-

ного полей, создаваемых частицей, однозначно определяются решени-
ем уравнения (7.3), правая часть которого является билинейной ком-
бинацией волновых функций. Условие действительности билинейных
комбинаций волновых функций отличается от условия действительно-
сти пространственных интегралов от них. Учитывая (7.52), несложно
видеть, что билинейная комбинация является действительной при вы-
полнении условия

ΨL† · Ψ = Ψ · LΨ. (7.54)

Однако и в случае когда

ΨL† · Ψ =
(
Ψ · LΨ

)∗
, (7.55)

действительной является симметризованная билинейная комбинация

1
2

(
Ψ · LΨ + ΨL† · Ψ)

.

Частным случаем такой симметризованной билинейной комбинации
является трансляционная часть 4-вектора плотности тока.

Обращаясь к определению сопряженного оператора (7.51), мы
видим, что соотношение (7.54) соответствует линейному оператору,
а (7.55) — антилинейному.
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7.5.3. Сохраняющиеся величины. Несложно видеть, что если
оператор L коммутирует с оператором уравнения (7.2), имеющим вид

Ẑ= 1
2m0

[(
−ih̄∇− q0

c
A

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
−q0ϕ

)2
+m2

0c
2
]
−μ0 (ΣB−iαααααααααE),

то волновая функция Ψ′ = LΨ также является решением уравне-
ния (7.2). Отметим, для общности, что указанное справедливо и для
операторов, антикоммутирующих с оператором Z. Поэтому если опера-
тор L коммутирует с оператором уравнения (7.24), то волновая функ-
ция

Ψ′
n (r, t) = LΨn (r, t)

также является решением задачи на собственные значения (7.24) и
отвечает тому же собственному значению, что и Ψn. Ввиду ортого-
нальности собственных функций, волновая функция Ψ′

n (r, t) может
отличаться от волновой функции Ψn (r, t) лишь коэффициентом:

Ψ′
n (r, t) = LΨn (r, t) = lnΨn (r, t) .

Таким образом, если оператор L коммутирует с оператором уравне-
ния (7.24), то волновая функция Ψn является одновременно собствен-
ной функцией указанной краевой задачи, отвечающей собственному
значению En, и собственной функцией оператора L, отвечающей соб-
ственному значению ln.

Воспользуемся вновь уравнением (7.2) в форме (7.38):

ẐΨ =
(
Ẑ1 − Ẑ2

)
Ψ = 0, (7.56)

где

Ẑ1 = K̂ + ẐPM = 1
2m0

[(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
+m2

0c
2

]
− μ0 (ΣB− iαααααααααE) ,

Ẑ2 = T̂ = 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ

)2
.

Следовательно, уравнение (7.2) можно переписать в следующем виде:

Ẑ2Ψ = Ẑ1Ψ.

Подействуем на обе стороны указанного уравнения оператором L, тогда
это уравнение примет вид

LẐ2Ψ = LẐ1Ψ. (7.57)

Его можно переписать следующим образом:

Ẑ2LΨ = LẐ1Ψ −
[
L, Ẑ2

]
Ψ.

Уравнение для сопряженной волновой функции Ψ имеет в общем
случае вид

ΨẐ†
2 = ΨẐ†

1 , (7.58)



7.5. Операторы 283

где в соответствии с приведенным выше определением Ẑ† = γ−1
4 Ẑ+γ4.

Умножая уравнение (7.57) слева на Ψ, а уравнение (7.58) справа на LΨ
и вычитая затем из первого уравнения второе, получаем

Ψ · Ẑ2LΨ − ΨẐ†
2 · LΨ = Ψ · LẐ1Ψ − ΨẐ†

1 · LΨ − Ψ ·
[
L, Ẑ2

]
Ψ.

Введем для краткости записи вспомогательный оператор θ̂:

θ̂ = ih̄
∂

∂t
− q0ϕ.

Тогда левую часть последнего соотношения можно преобразовать к ви-
ду

Ψ · θ̂θ̂LΨ − θ̂+θ̂+Ψ · LΨ =

= ih̄

(
Ψ∂θ̂LΨ

∂t
+ ∂θ̂+Ψ

∂t
LΨ

)
− U

(
Ψ · θ̂LΨ − θ̂+Ψ · LΨ

)
=

= ih̄
∂

∂t

(
θ̂+Ψ · LΨ + Ψ · θ̂LΨ

)
.

В свою очередь правую часть указанного соотношения можно преобра-
зовать следующим образом:

Ψ · LẐ1Ψ − ΨẐ†
1 · LΨ − Ψ ·

[
L, Ẑ2

]
Ψ =

= Ψ ·
[
L, Ẑ

]
Ψ + ih̄

2m0
div

[
Ψ ·

(
p − q0

c
A

)
LΨ −

(
p + q0

c
A

)
Ψ · LΨ

]
.

Интегрируя затем обе части уравнения по бесконечному простран-
ственному объему и полагая, что интеграл от дивергенции равен нулю,
окончательно получаем

ih̄

2m0c
2

d

dt

∫ (
Ψθ̂+ · LΨ + Ψ · θ̂LΨ

)
dV =

∫
Ψ ·

[
L, Ẑ

]
Ψ dV. (7.59)

Действуя теперь справа на обе стороны уравнения (7.58) оператором L†
и проводя преобразования, аналогичные вышеприведенным, получаем

ih̄

2m0c
2

d

dt

∫ (
ΨL†θ̂+ · Ψ + ΨL† · θ̂Ψ

)
dV =

∫
Ψ

[
L†, Ẑ†

]
· Ψ dV. (7.60)

Из (7.59) и (7.60) следует, что если оператор L коммутирует с опе-
ратором Ẑ уравнения (7.2)

LẐ − ẐL = 0,

то для линейного оператора сохраняющейся является следующая вели-
чина:

1

4m0c
2

∫(
Ψθ̂+ ·LΨ+Ψ·θ̂LΨ+ΨL†θ̂+ ·Ψ+ΨL† ·θ̂Ψ

)
dV = const. (7.61)
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В частном случае, когда оператор L является тождественным опе-
ратором, L = q0I, сохраняющейся величиной является электрический
заряд. В случае когда оператор L = Ê = ih̄ ∂/∂t, последнее выражение
совпадает с выражением (7.41) для энергии частицы в стационарном
внешнем электромагнитном поле. Отметим, что если электромагнитное
поле не является стационарным, то оператор Ê не коммутирует с опе-
ратором Ẑ.

Пусть волновая функция является суперпозицией собственных
функций уравнения (7.24):

Ψ (r, t) =
∑

n

anΨn (r) exp
(
−iEnt

h̄

)
.

Учитывая условие ортонормированности волновых функций (7.26), для
сохраняющейся величины (7.61) получаем

1

4m0c
2

∫ (
Ψθ̂+ ·LΨ+Ψ·θ̂LΨ+ΨL†θ̂+ · Ψ+ΨL† · θ̂Ψ

)
dV =

∑
n

ln |an|2 .
(7.62)

Таким образом, сохраняющейся величиной является квантово-механи-
ческое среднее оператора L.

7.6. Классификация состояний свободной частицы

Пространство состояний свободной скалярной частицы состоит из
двух гиперповерхностей:

E(±)
p = ±

√
p2c2 +m2

0c
4 .

Такой же вид имеет гиперповерхность состояний свободной спинорной
частицы. Однако ввиду наличия внутренних степеней свободы спинор-
ной частицы, одного векторного числа p недостаточно для определения
состояния поля. Состояние частицы по внутренним степеням свободы
задается вектором λλλλλλλλλ, к обсуждению размерности и физического смысла
компонент которого мы перейдем в настоящей главе.

Очевидно, что каждому набору квантовых чисел n = (p, λλλλλλλλλ), опре-
деляющих состояние спинорного материального поля, отвечает лишь
одно временное решение уравнений, линейных по оператору p4, в ка-
честве которого из соображений, изложенных во введении к гл. 4,
выбирается положительно частотное решение. Появляющиеся в тео-
рии вторичного квантования отрицательно частотные решения явля-
ются решениями уравнения для сопряженной волновой функции ψ∗
и связываются с понятием античастицы. Таким образом, в рамках
аппарата вторичного квантования естественно предполагается, что вол-
новые поля, описываемые волновыми функциями ψ и ψ∗, являются
компонентами единого материального поля. Возникающие принципи-
альные различия между теориями, основанными на уравнениях, ли-
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нейных и квадратичных по оператору p4, можно пояснить следую-
щим образом. Во-первых, спектры собственных значений уравнений
для волновых функций ψ и ψ∗ зеркально симметричны относительно
плоскости E = 0, поэтому ψ∗(+) = ψ(−). Во-вторых, при анализе задач
взаимодействия скалярной частицы с электромагнитными полями мы
обошлись без привлечения термина античастица, использовав лишь
понятие зарядово-сопряженной частицы. Однако несмотря на то что
в случае скалярных полей уравнение для зарядово-сопряженной ча-
стицы совпадает с уравнением для комплексно сопряженной функции
уравнения для частицы: ψC = ψ∗, уравнения для волновых функций ψ
и ψC мы можем рассматривать как уравнения различных материаль-
ных полей. Взаимодействие частиц, описываемых указанными полями,
должно рассматриваться в рамках двухчастичной теории. В-третьих,
отрицательно частотные решения уравнения для частицы однознач-
но связаны с положительно частотными решениями уравнения для
зарядово-сопряженной частицы. Вместе с тем в пространственно неод-
нородном внешнем поле собственные значения этих двух краевых задач
кардинально различаются, поскольку, например, одна задача отвечает
движению частицы в притягивающем кулоновском поле, а другая —
в отталкивающем. Положительно частотные решения отвечают состоя-
ниям частицы, а отрицательно частотные — состояниям зеркальной ча-
стицы. Однако поскольку решения для частицы и зеркальной частицы
являются решениями одного и того же уравнения, то взаимодействие
этих двух объектов описывается в рамках одночастичной теории.

Перечисленные выше отличия между понятиями частица, зеркаль-
ная частица и зарядово-сопряженная частица были получены нами
на основе анализа задач взаимодействия скалярного материального
и электромагнитного полей, поскольку решения задачи о движении
свободной частицы указанных различий не выявляют. Размерность
пространства состояний спинорного материального поля увеличивает-
ся по сравнению с размерностью пространства состояний скалярного
поля, поэтому попытка ввести классификацию состояний спинорного
материального поля на основе анализа решений для свободной ча-
стицы выглядит еще более неоправданной. Тем не менее структура
уравнения (7.2) свидетельствует о том, что свойства свободных спинор-
ных материальных полей, обусловленные трансляционными степенями
свободы движения частицы, должны быть близки к свойствам сво-
бодных скалярных полей. Возникающие отличия могут быть связаны
лишь с наличием внутренних степеней свободы. Поэтому, учитывая
результаты, полученные в предыдущих главах, можно начать анализ
классификации состояний спинорного поля на основе решений задачи
о движении свободной спинорной частицы. Более детальную инфор-
мацию об отличительных свойствах частиц, находящихся в различных
состояниях спинорного материального поля, мы получим позже из
анализа задач взаимодействия.



286 Гл. 7. Волновое уравнение для частицы с полуцелым спином

7.6.1. Симметрия решений уравнения для свободной частицы
по отношению к зарядовому сопряжению. Условия нормировки
волновой функции уравнения (7.2), полученные в предыдущих раз-
делах, внешне совпадают с условиями нормировки скалярной волно-
вой функции уравнения КГФ. Однако несмотря на внешнее сходство,
существуют и принципиальные различия. Действительно, рассмотрим
положительно и отрицательно частотные решения уравнения (7.2) сле-
дующего вида:

Ψ(1)
n (r, t) =

(
un (r)
dn (r)

)
exp

(
−iEn

h̄
t
)
,

Ψ(2)
n (r, t) =

(
un (r)
dn (r)

)
exp

(
i
En

h̄
t
)
.

(7.63)

Заряд частицы в состояниях с волновыми функциями (7.63) определя-
ется выражениями

q(1) = q0

m0c
2

∫ (
u+

n un − d+
n dn

)
(En − q0ϕ0 (r)) dV , (7.64)

q(2) = − q0

m0c
2

∫ (
u+

nun − d+
n dn

)
(En + q0ϕ0 (r)) dV. (7.65)

Несложно видеть, что, во всяком случае при En ≈ m0c
2, знак заряда

частицы в отрицательно частотном состоянии Ψ(2)
n , так же как и в слу-

чае скалярной частицы, противоположен знаку заряда в положительно
частотном состоянии Ψ(1)

n . Как видно, при операции зарядового сопря-
жения (q0 → −q0) выражение (7.65) совпадает с выражением (7.64).
С другой стороны, заряд частицы, находящейся в положительно ча-
стотном состоянии с волновой функцией

Ψ(3)
n (r, t) =

(
dn (r)
un (r)

)
exp

(
−iEn

h̄
t
)
,

также противоположен заряду частицы в состоянии Ψ(1)
n :

q(3) = − q0

m0c
2

∫ (
u+

nun − d+
n dn

)
(En − q0ϕ0 (r)) dV. (7.66)

Однако плотность заряда частицы, находящейся в состоянии с волно-
вой функцией Ψ(3)

n , отличается от плотности заряда частицы, находя-
щейся в состоянии с волновой функцией Ψ(2)

n , и противоположна по
знаку плотности заряда частицы, находящейся в состоянии с волно-
вой функцией Ψ(1)

n . Далее, несложно видеть, что при преобразовании
q0 → −q0 заряд частицы, находящейся в состоянии с волновой функ-

цией Ψ(3)
n , становится противоположен заряду частицы, находящейся

в отрицательно частотном состоянии Ψ(2)
n .
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Анализ, проведенный в предыдущих главах, с неоспоримостью по-
казал, что отрицательно частотные решения уравнения для частицы
связаны с состояниями зеркальных частиц. Поэтому, учитывая сов-
падение трансляционных частей уравнений (7.2) и (4.3), мы также
свяжем отрицательно частотные решения уравнения (7.2) с состояния-
ми зеркальных частиц. Основания для такой связи будут приведены
в последующих главах, где будут рассмотрены задачи о движении
частицы в пространственно неоднородных электрических и магнитных
полях.

В свою очередь, учитывая соотношение между формулами (7.64)
и (7.66), состояние, описываемое волновой функцией Ψ(3)

n , можно свя-
зать с состоянием античастицы. Следует, однако, отметить, что бис-
пиноры Ψ(1)

n и Ψ(3)
n не образуют полного базиса ортогональных биспи-

норов, поэтому понятий «частица» и «античастица» недостаточно для
определения всех состояний спинорного поля. Полный базис ортого-
нальных биспиноров будет определен в следующей главе, там же будет
введено понятие квартионов как элементарных составляющих спинор-
ного поля. Удобство использования термина античастица состоит в том,
что биспиноры, связанные соотношением Ψ(3)

n = −γ5Ψ(1)
n , характери-

зуются противоположной величиной плотности заряда во всех точках
пространства. В настоящей главе мы покажем, что противоположна не
только плотность заряда, но и другие характеристики, определяющие
состояние спинорного поля.

Покажем, что в случае свободной частицы отрицательно частотное
решение уравнения для частицы связано с положительно частотным
решением уравнения для зарядово-сопряженной частицы теми же со-
отношениями, что и в случае скалярных полей.

Запишем уравнение (7.2) для свободной частицы в следующем виде:

1
2m0

[(
p − q0

c
A0

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
+m2

0c
2

]
Ψ (r, t) = 0, (7.67)

где A0 — постоянный вектор, а U0 = q0ϕ0 — константа. Поскольку со-
гласно принципу градиентной инвариантности изменение 4-потенциала
электромагнитного поля на постоянную величину не меняет значений
наблюдаемых величин, то уравнение (7.67) является уравнением сво-
бодной частицы, а постоянный 4-потенциал поля A(0)

μ введен в уравне-
ние лишь для удобства последующего изложения.

Общее решение уравнения (7.67) можно представить в следующем
виде:

Ψ (r, t) =
∑

n

[
A(+)

n ξ(+)
n exp

(
−iE

(+)
n t− pr

h̄

)
+

+A(−)
n ξ(−)

n exp
(
−iE

(−)
n t+ pr

h̄

)]
, (7.68)
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где n = (p, λλλλλλλλλ), A(±)
n — произвольные константы, ξ(±)

n — биспинорные
волновые функции, определяющие состояние частицы по внутренним
степеням свободы ее движения, а E(±)

n определяются выражениями

E(±)
n = E(±) (p) = U0 ±

√(
p − q0

c
A0

)2
c2 +m2

0c
4 . (7.69)

Таким образом, два слагаемых в квадратных скобках выражения (7.68)
представляют собой два линейно независимых решения уравне-
ния (7.67), относящиеся к двум зонам состояний E(±) (p), отделенным
друг от друга энергетическим зазором

ΔE = E(+) (p0) − E(−) (p0) = 2m0c
2,

где p0 = q0A0/c.
Уравнение для зарядово-сопряженной свободной частицы имеет вид

1
2m0

[(
p + q0

c
A0

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
+ U0

)2
+m2

0c
2
]

ΨC (r, t) = 0. (7.70)

Решение этого уравнения можно записать в виде аналогичном (7.68):

ΨC (r, t) =
∑

n

[
B(+)

n η(+)
n exp

(
−iE

(+)
Cn t− pr

h̄

)
+

+B(−)
n η(−)

n exp
(
−iE

(−)
Cn t+ pr

h̄

)]
, (7.71)

где

E
(±)
Cn = E

(±)
C (p) = −U0 ±

√(
p + q0

c
A0

)2
c2 +m2

0c
4 . (7.72)

Две зоны состояний свободной зарядово-сопряженной частицы также
разделены энергетическим интервалом ΔEC = 2m0c

2. Однако запре-
щенные зоны состояний для частицы и зарядово-сопряженной частицы
не совпадают. Они могут перекрываться, если U0 < m0c

2, или не
перекрываться, когда U0 > m0c

2.
Используя симметрийные свойства уравнений (7.67) и (7.70), можно

связать отрицательно частотные решения уравнения для частицы,

Ψ(−) (r, t) =
∑
p

A(−)
p ξ(−)

p exp
(
−iE

(−)t+ pr

h̄

)
,

с положительно частотными решениями уравнения для зарядово-со-
пряженной частицы,

Ψ(+)
C (r, t) =

∑
p

B(+)
p η(+)

p exp
(
−iE

(+)
C t− pr

h̄

)
.
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Действительно, уравнение, комплексно сопряженное с уравнени-
ем (7.70),

1
2m0

[(
p − q0

c
A0

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
+m2

0c
2

]
Ψ∗

C (r, t) = 0,

совпадает с уравнением (7.67). В результате получаем

Ψ(+)∗
C (r, t) =

∑
p

(
B

(+)
−p η

(+)
−p

)∗
exp

(
−iE

(−)t+ pr

h̄

)
= Ψ(−) (r, t) .

Поскольку собственные значения (7.69) и (7.72) вырождены относи-
тельно квантовых чисел λλλλλλλλλ, то в целях краткости мы оставили в послед-
них формулах лишь суммирование по компонентам импульса p.

Таким образом, в случае свободных спинорных частиц отрицатель-
но частотные решения уравнения для частицы связаны с положительно
частотными решениями уравнения для зарядово-сопряженной частицы
теми же соотношениями, что и в случае скалярных частиц. Связь урав-
нений для частицы и зарядово-сопряженной частицы, взаимодействую-
щих с электромагнитными полями, будет определена в разделе 7.7.

7.6.2. Квантовые числа, определяющие состояние частицы по
внутренним степеням свободы. Учитывая наличие указанной выше
связи между положительно и отрицательно частотными решениями,
обратимся к анализу положительно частотных решений. Положительно
частотные решения уравнения (7.67) можно записать в следующем
виде:

Ψ (r, t) =
∑
p

Apψp exp
(
−iEt− pr

h̄

)
. (7.73)

Волновая функция (7.73) сходна с волновой функцией скалярной ре-
лятивистской частицы. Однако состояния свободной частицы, описы-
ваемой положительно частотной скалярной волновой функцией, харак-
теризуются лишь одним векторным квантовым числом p — собствен-
ным значением оператора импульса p̂ = −ih̄∇. Для характеристики
состояний свободной частицы, описываемой положительно частотной
спинорной волновой функцией, наряду с собственным значением опе-
ратора импульса, определяющим состояние трансляционных степеней
свободы частицы, необходимо ввести дополнительные квантовые чис-
ла, определяющие ее состояние по внутренним степеням свободы, т. е.
задающие вид биспиноров ψp.

Как видно из структуры уравнения (7.2), при анализе задач о дви-
жении частицы во внешнем электромагнитном поле в качестве ука-
занных биспиноров удобно выбрать собственные функции оператора
γμγνFνμ, которые связаны с выделенными в пространстве направления-
ми, определяющимися направлением векторов напряженности электри-
ческого E и магнитного B полей электромагнитной волны. Это будет
сделано в гл. 8.

10 А.В. Андреев
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В задаче о движении свободной частицы выделенных в простран-
стве направлений нет, поэтому можно поступить следующим образом.
Поскольку оператор спина коммутирует с оператором уравнения (7.2)
для свободной частицы, то в качестве ортогональных биспиноров мож-
но взять собственные функции уравнения

(nΣ)ψn = hnψn, (7.74)

где n — произвольный единичный вектор. Существует четыре линейно
независимых биспинорных решения уравнения (7.74), которые можно
выбрать в следующем виде:

ψ1 =
(
w(+)

0

)
, ψ2 =

(
w(−)

0

)
, ψ3 =

(
0

w(+)

)
, ψ4 =

(
0

w(−)

)
, (7.75)

где трехмерные спиноры wσ являются собственными функциями урав-
нения

(nσσσσσσσσσ)w(σ) = σw(σ). (7.76)

Биспиноры ψn нормированы следующими условиями:

ψnψm = Inδnm,

где
In =

{
1, {n, m} = 1, 2,

−1, {n, m} = 3, 4.

Здесь фигурные скобки означают, что любой из двух индексов мо-
жет принимать указанные значения. В качестве единичного вектора n
в уравнении (7.74) можно выбрать вектор

n = p

p
,

тогда собственное значение hn будет определять спиральность, т. е.
значение проекции спина на направление движения частицы. Рассмот-
рим одно из слагаемых суммы (7.73) по плоским волнам. Пусть направ-
ление распространения волны совпадает с осью z, тогда спиноры w(σ)

имеют вид
w(+) =

(
1
0

)
, w(−) =

(
0
1

)
. (7.77)

Собственные значения спиральности, определяемые уравнени-
ем (7.74), двукратно вырождены:

h1 = h3 = +1, h2 = h4 = −1.
С другой стороны, используя (7.75), получаем

ψ1Σzψ1 = 1, ψ3Σzψ3 = −1, (7.78)

т. е. одному и тому же собственному значению спиральности отвечают
два состояния, отличающиеся по значению проекции спина на направ-
ление движения частицы. Это и неудивительно, поскольку спираль-
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ность может определять однозначно лишь состояние трехмерных спи-
норов, а не биспиноров. Итак, одного квантового числа hn недостаточно
для задания состояния частицы по внутренним степеням свободы ее
движения.

Важную роль в теории частиц с полуцелым спином играет оператор
γ5 = γ1γ2γ3γ4. Как мы отмечали ранее, этот оператор антикоммутирует
со всеми матрицами γμ (μ = 1, 2, 3, 4):

γ5γμ + γμγ5 = 0,

и в стандартном представлении имеет вид

γ5 = γ1γ2γ3γ4 = −
(
0 I
I 0

)
. (7.79)

Оператор γ5 коммутирует с оператором уравнения (7.2) в общем слу-
чае, т. е. для частицы, взаимодействующей с произвольным внешним
электромагнитным полем. Собственные волновые функции операто-
ра γ5 являются решениями следующего уравнения на собственные
значения:

γ5ψλ = λ5ψλ.

Поскольку γ25 = I, то λ5 = ±1, поэтому, используя (7.79), получаем

ψ+1 = 1√
2

(
w
−w

)
, ψ−1 = 1√

2

(
w
w

)
, (7.80)

где w — произвольный единичный спинор. Оператор γ5 является анти-
эрмитово-сопряженным оператором:

γ†5 = γ−1
4 γ+

5 γ4 = −γ+
5 ,

поэтому его собственные решения удовлетворяют следующим соотно-
шениям ортогональности 1):

ψλψλ = 0, ψ+1ψ−1 = ψ−1ψ+1 = 1.

Поскольку оператор γ5 коммутирует с гамильтонианом уравне-
ния (7.2), то собственные волновые функции уравнения (7.2), отве-
чающие определенному значению энергии частицы, являются также
и собственными волновыми функциями, отвечающими определенному
значению квантового числа λ5 = ±1. Например, линейные комбинации
собственных функций оператора спина (7.75), отвечающие вырож-
денным значениям спиральности, являются собственными функциями

1) Далее мы покажем, что эрмитово-сопряженным оператором является
оператор Γ5 = −iγ5, собственные значения которого λ1, 2 = ±i являются ком-
плексными, поэтому его собственные волновые функции ψ1 = ψ−1 и ψ2 = ψ+1

удовлетворяют тем же соотношениям ортогональности.

10*
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оператора γ5 и отвечают различным его собственным значениям. Дей-
ствительно,

ψ(1, 2) = 1√
2

(ψ1 ± ψ3) = 1√
2

(
w(+)

±w(+)

)
,

ψ(3, 4) = 1√
2

(ψ2 ± ψ4) = 1√
2

(
w(−)

±w(−)

)
.

(7.81)

Таким образом, оператор γ5 снимает вырождение по спиральности,
поэтому комбинация двух бинарных квантовых чисел, λλλλλλλλλ = (h, λ5), где
h = ±1, λ5 = ±1, однозначно определяет состояние четырех ортого-
нальных биспиноров ψ(λ), определяемых формулами (7.81).

Забегая вперед, отметим, что между матрицами ααααααααα и Σ имеет
место соотношение ααααααααα = −γ5Σ, поэтому, учитывая структуру уравне-
ния (7.2), несложно видеть, что задание двух бинарных квантовых
чисел (σ = ±1,λ5 = ±1) однозначно определяет величины проекций
векторов магнитной и электрической поляризации на направление век-
торов напряженности магнитного B и электрического E полей внешней
волны.

7.6.3. Билинейные комбинации, определяющие состояние ма-
териального поля. Итак, каждое из положительно частотных реше-
ний (7.73), отвечающее определенному значению импульса частицы p,
имеет вид

Ψp (r, t) =
4∑

λ=1

C(λ)
p ψ(λ) exp [−i (Ept− pr) /h̄] . (7.82)

При заданном p волновая функция зависит от четырех комплексных
коэффициентов C

(λ)
p . Следовательно, в отличие от случая скалярной

частицы, когда условие нормировки позволяет определить величину
константы Cp и, тем самым, полностью задать волновую функцию со-
стояния частицы с определенным значением импульса, для однозначно-
го задания состояния частицы с полуцелым спином необходимо задать
восемь билинейных действительных комбинаций волновых функций.

Как мы видели в разделе 2.3.2, состояние нерелятивистской ча-
стицы со спином задается четырьмя билинейными действительны-
ми комбинациями волновых функций: нормой волновой функции
N = ψ+ (r, t)ψ (r, t) и тремя проекциями магнитного момента частицы
M = μ0ψ

+ (r, t) σσσσσσσσσψ (r, t). В случае релятивистской спинорной частицы,
наряду с нормой волновой функции, появляются две векторные би-
линейные комбинации волновых функций, отвечающие наблюдаемым
величинам и имеющие смысл векторов магнитной и электрической по-
ляризации. В результате мы получаем семь действительных скалярных
величин. Необходимая восьмая билинейная комбинация определяется
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из соображений релятивистской инвариантности. Сделаем следующие
преобразования:

N = ΨΨ = Ψ+γ4Ψ, (7.83)

P = −iΨαααααααααΨ = Ψγ4γγγγγγγγγΨ = Ψ+γγγγγγγγγΨ, (7.84)

M = ΨΣΨ = iΨ+γ5γγγγγγγγγΨ. (7.85)

Сравнивая полученные выражения, несложно видеть, что в качестве
восьмой билинейной комбинации волновых функций выступает псев-
доскалярная величина

Γ = iΨ+γ5γ4Ψ = −iΨγ5Ψ. (7.86)

Как мы отмечали выше, ортогональные биспиноры (7.81) имеют
нулевую норму, поэтому состояния частиц, характеризуемые конеч-
ным зарядом и массой, будут являться суперпозицией ортогональных
биспиноров (7.81). В качестве таких суперпозиционных состояний мы
можем взять ортогональные биспиноры (7.75). Действительно, биспи-
норы (7.75) и (7.81) являются линейными комбинациями друг друга,
поэтому, вводя новые константы An, удовлетворяющие соотношению

4∑
λ=1

C(λ)ψ(λ) =
4∑

n=1

Anψn,

мы можем представить волновую функцию (7.82) в виде разложения
по ортогональным биспинорам (7.75). Учитывая явный вид спино-
ров (7.77), получаем

N = ΨpΨp = |A1|2 + |A2|2 − |A3|2 − |A4|2 , (7.87)

Mz = ΨpΣzΨp = |A1|2 − |A2|2 − |A3|2 + |A4|2 , (7.88)

Mx = ΨpΣxΨp = A∗
1A2 +A1A

∗
2 −A∗

3A4 −A3A
∗
4, (7.89)

My = ΨpΣyΨp = i (A1A
∗
2 −A∗

1A2 −A3A
∗
4 +A∗

3A4), (7.90)

Pz = −iΨpαzΨp = i (A1A
∗
3 −A∗

1A3 −A2A
∗
4 +A∗

2A4) , (7.91)

Px = −iΨpαxΨp = i (A1A
∗
4 −A∗

1A4 +A2A
∗
3 −A∗

2A3) , (7.92)

Py = −iΨpαyΨp = −A∗
1A4 −A1A

∗
4 +A2A

∗
3 +A∗

2A3, (7.93)

Γ = −iΨpγ5Ψp = i (A1A
∗
3 −A∗

1A3 +A2A
∗
4 −A∗

2A4). (7.94)

Поскольку для свободной частицы

E =
E2

p

m0c
2

∫
Ψp (r)Ψp (r) dV , q =

q0Ep

m0c
2

∫
Ψp (r)Ψp (r) dV ,

то из (7.87) следует, что решениям ψ1, 2 соответствует положительные
значения энергии и заряда частицы, а решениям ψ3, 4 — отрицательные,
поэтому состояния с равным нулю нижним спинором биспинорной
волновой функции мы можем связать с состояниями частицы, а состоя-
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ния с равным нулю верхним спинором — с состояниями античастицы.
Таким образом, состояния частицы и античастицы отвечают двум соб-
ственным волновым функциям оператора γ4. Действительно, уравнение
на собственные значения

γ4ψλ = λψλ

имеет следующие решения:

ψ+1 =
(
I
0

)
, ψ−1 =

(
0
I

)
.

Собственные функции оператора γ4 отвечают чистым состояниям ча-
стицы и античастицы. Суперпозиционные состояния вида

Ψ = Aψ+1 +Bψ−1

можно связать с состояниями частицы при положительном значении
нормы волновой функции N = ΨΨ = |A|2 − |B|2 > 0 и с состояниями
античастицы при отрицательном значении нормы.

Как видно, в качестве пары бинарных квантовых чисел, определяю-
щих состояние спинорного материального поля по внутренним степе-
ням свободы, наряду с парой λλλλλλλλλ = (h, λ5), мы можем взять также и пару
λλλλλλλλλ = (h, λ4).

Обращаясь вновь к выражениям (7.87)–(7.94), отметим, что ком-
поненты вектора M отличны от нуля как для суперпозиции чистых
состояний частицы ψ1 ± ψ2, так и для суперпозиции чистых состоя-
ний античастицы ψ3 ± ψ4. Компоненты вектора P отличны от нуля
только в том случае, когда и верхний и нижний спиноры суперпози-
ционной волновой функции одновременно отличны от нуля, например
ψ1, 2 ± ψ3, 4. Из приведенных выражений следует также, что N + Mz

и V + Pz отличны от нуля только в том случае, когда суперпозиционное
состояние включает частицы с hλ = 1, в то время как N −Mz и V − Pz

отличны от нуля, если суперпозиционное состояние включают частицы
с hλ = −1.

В случае скалярной частицы пространство состояний разбивает-
ся на две зоны, одна из которых содержит положительно частотные
решения, а другая — отрицательно частотные. Зона положительно
частотных решений отвечает состояниям частицы, а зона отрицательно
частотных решений — состояниям зеркальной частицы. В случае сво-
бодного скалярного поля эти две зоны состояний отвечают частицам
противоположного знака заряда. Размерность пространства состояний
спинорного материального поля увеличивается. Из вышеприведенно-
го обсуждения следует, что и зона положительно частотных реше-
ний, и зона отрицательно частотных решений включают состояния,
отвечающие частицам противоположного заряда. Учитывая, что опера-
тор γ5 коммутирует с оператором уравнения (7.2), а его собственные
волновые функции имеют вид (7.80), несложно догадаться, что каждая
из зон содержит две пары состояний, отвечающих частицам противо-
положного заряда. В случае свободной частицы волновые функции, от-
вечающие этим двум парам состояний, получаются из общей волновой
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функции, если подействовать на нее операторами (I ± γ4) /2. Каждая
из пар содержит решения, отвечающие двум значениям спиральности.
Следуя аналогии со свойствами скалярной частицы, можно положить,
что зона положительно частотных решений состоит из четырех подзон,
две из них отвечают состояниям частицы, характеризующимся проти-
воположным значениям спиральности, а две оставшиеся — состояни-
ям античастицы, также характеризующимся двумя противоположными
значениями спиральности. Учитывая вид уравнения (7.2), несложно
видеть, что спиральность является удобным квантовым числом только
в случае свободной частицы. В случае частицы, взаимодействующей
с внешним электромагнитным полем, более естественным является
задание величины проекции спина на направление магнитного поля,
поскольку эта компонента спина частицы коммутирует с оператором
уравнения (7.2) в случае движения частицы в однородном магнитном
поле. Общий вид четырех ортогональных биспиноров, входящих в вы-
ражение (7.82), будет определен в следующей главе.

Уже в случае скалярных материальных полей мы видели, что знак
заряда не определяет однозначно состояния материального поля, по-
скольку противоположный знак заряда, по отношению к знаку заряда
частицы, могут иметь зарядово-сопряженная частица и зеркальная
частица. В случае спинорных материальных полей противоположный
знак заряда могут иметь зарядово-сопряженная частица, зеркальная
частица и античастица. Таким образом, уже из общих соображений
следует, что должны существовать дополнительные характеристики
состояния материального поля, для того чтобы различить указанные
его состояния.

7.6.4. Спин и спиральность. В рамах теорий, линейных по опе-
ратору p4, спиральность, т. е. проекция спина на направление движения
частицы, полностью определяет состояние частицы. Это связано с тем,
что в рамках нерелятивистских теорий спин определяется выражением
s = σσσσσσσσσ/2, следовательно, состояние частицы определяется собственными
функциями спинора. В рамках же релятивистских теорий, линейных
по оператору p4, состояния верхнего и нижнего спиноров биспинор-
ной волновой функции являются взаимозависимыми, даже и в случае
свободной частицы. Напротив, как следует из вида уравнения (7.2),
верхний и нижний спиноры биспинорной волновой функции свободной
частицы являются полностью независимыми, поэтому спиральность не
определяет состояния материального спинорного поля.

Состояние спинорного материального поля определяется как транс-
ляционными степенями свободы, например собственными значениями
оператора импульса p, так и внутренними степенями свободы, ха-
рактеризуемыми векторами магнитной M и электрической P поля-
ризации. Как видно из структуры уравнения (7.2), векторы M и P
ориентируются вдоль направления векторов напряженности магнитного
и электрического полей в данной точке пространства соответственно,
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поэтому состояние частицы по внутренним степеням свободы удобно
связать с направлением указанных векторов напряженности. Однако
направление векторов напряженности магнитного и электрического по-
лей может быть различным в различных точках пространства. Вместе
с тем трансляционное движение частицы удобно рассматривать в непо-
движной системе координат, связанной, например, с направлением
импульса падающей частицы.

Таким образом, мы видим, что часто бывает удобно использовать
две различные системы координат для задания состояния векторов,
определяющих трансляционное движение частицы и ее эволюцию по
внутренним степеням свободы. Рассмотрим, например, задачу о рассе-
янии частицы пространственно неоднородным магнитным полем B (r).
В случае когда направление вектора B остается неизменным, а от ко-
ординат зависит лишь величина напряженности поля, удобно выбрать
систему координат, определяющую состояние по внутренним степеням
свободы, т. е. с осью z, направленной вдоль вектора B. Однако им-
пульс падающей частицы p0 может быть произвольно ориентирован
относительно направления вектора B, поэтому ось z′, выбранная вдоль
направления вектора p0, будет отличаться от оси z.

Учитывая вышесказанное, приведем решение уравнения (7.76),
определяющее собственные спиноры w

(σ)
p , для случая когда частица

движется в произвольном направлении p, задаваемом углами θ и ϕ
в системе координат, связанной с внутренними степенями свободы
движения частицы. К этим формулам мы будем часто обращаться
в дальнейшем изложении. Они имеют вид

w(σ=+1)
p =

⎛⎝exp
(
−iϕ

2

)
cos θ

2
exp

(
i
ϕ

2

)
sin θ

2

⎞⎠,

w(σ=−1)
p =

⎛⎝− exp
(
−iϕ

2

)
sin θ

2
exp

(
i
ϕ

2

)
cos θ

2

⎞⎠.
(7.95)

Направление вектора −p определяется углами θ′ = π − θ и ϕ′ = ϕ+ π,
поэтому

w
(σ=+1)
−p = iw(σ=−1)

p , w
(σ=−1)
−p = iw(σ=+1)

p .

При θ = 0 и ϕ = 0 спиноры (7.95) совпадают со спинорами (7.77).
В следующей главе мы покажем, что спиноры (7.95) являются

собственными функциями уравнения σrw(σ) = σw(σ), где σr = (erσσσσσσσσσ)
и er = r/r.
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7.7. Пространственная инверсия, обращение времени
и зарядовое сопряжение

Перейдем теперь к обсуждению симметрийных свойств уравне-
ния (7.2) относительно преобразований пространственной инверсии,
обращения времени и зарядового сопряжения. В случае свободной
частицы уравнение (7.2) инвариантно относительно пространственно-
временной инверсии, поскольку является дифференциальным уравне-
нием второго порядка как по временной, так и по пространственным
производным. В присутствии внешних полей указанная инвариантность
нарушается. Симметрия волновой функции начинает зависеть от сим-
метрийных свойств внешних полей.

Зарядово-сопряженная частица характеризуется противоположным
знаком как заряда, так и магнетона μ0, поэтому уравнение для зарядо-
во-сопряженной частицы имеет вид

1
2m0

[(
pμ + q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

]
ΨC = −μ0 (ΣB− iαααααααααE)ΨC . (7.96)

Несложно видеть, что, в отличие от случая скалярной частицы, ни
уравнение, комплексно сопряженное с (7.2):

1
2m0

[(
pμ + q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

]
Ψ∗ = μ0 (Σ∗B + iααααααααα∗E) Ψ∗, (7.97)

ни уравнение для сопряженной волновой функции Ψ

1
2m0

[(
pμ + q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

]
Ψ = μ0Ψ (ΣB − iαααααααααE), (7.98)

не совпадают с уравнением (7.96). В свете вышеприведенного об-
суждения это и неудивительно, поскольку размерность пространства
состояний спинорной частицы отличается от размерности пространства
состояний скалярной частицы.

В настоящем разделе мы будем использовать стандартное пред-
ставление матриц γμ, поскольку унитарное преобразование матриц γμ

позволяет записать полученные ниже выражения в произвольном пред-
ставлении.

При преобразованиях пространственной инверсии, обращения вре-
мени и зарядового сопряжения уравнение (7.2) принимает вид

1
2m0

[(
p′− q′0

c
A′ (r′, t′)

)2

− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t′
−q′0ϕ′ (r′, t′)

)2
+m2

0c
2

]
Ψ′ (r′, t′)=

= μ′
0 (Σ′B′ (r′, t′) − iααααααααα′E′ (r′, t′))Ψ′ (r′, t′). (7.99)

Преобразования симметрии Ψ (r, t) = UΨ′ (r′, t′), возвращающие урав-
нение (7.99) к исходному виду (7.2), означают наличие или отсут-
ствие симметрии в характере движения частицы, античастицы или
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зарядово-сопряженной частицы. Как мы отмечали выше, размерность
пространства состояний спинорной частицы отличается от размерности
состояний скалярной частицы, поэтому при преобразованиях симмет-
рии может изменяться не только знак нормы (т. е. знак плотности
заряда), но и другие характеристики состояния частицы. Это нам дает
дополнительные возможности идентификации состояний.

7.7.1. Преобразования P1 и T1. Поскольку трансляционная
часть уравнения (7.99) совпадает с трансляционной частью уравнения
КГФ, то ясно, что связь преобразований аргументов волновой функции
с симметрийными свойствами внешних полей имеет тот же вид, что
и для скалярной волновой функции уравнения КГФ. Возникающие
отличия связаны лишь с преобразованием формы многокомпонент-
ной волновой функции уравнения (7.99). Поэтому будем следовать
рассмотрению, приведенному в разделе 4.3.1, и определим операции
пространственной инверсии P1 и обращения времени T1 следующими
соотношениями:

P1Ψ (r, t) = Ψ (−r, t) , T1Ψ (r, t) = Ψ (r, −t) . (7.100)

В гл. 4 мы видели, что трансляционная часть уравнения (7.99) воз-
вращается к исходному виду при следующих симметрийных свойствах
внешних полей:

P1 : A′ (−r, t) = −A (r, t) , ϕ′ (−r, t) = ϕ (r, t) , (7.101)

T1 : A′ (r, −t) = A (r, t) , ϕ′ (r, −t) = −ϕ (r, t) . (7.102)

Отсюда следует

P1 : E′ (−r, t) = −E (r, t) , B′ (−r, t) = B (r, t) , (7.103)

T1 : E′ (r, −t) = −E (r, t) , B′ (r, −t) = B (r, t) . (7.104)

Учитывая последние соотношения, несложно видеть, что матрицы U
преобразования формы волновой функции UΨ′ (r′, t′) = Ψ (r, t) будут
определяться решением одних и тех же матричных уравнений. Эти
уравнения имеют вид

UΣU−1 = Σ, UαααααααααU−1 = −ααααααααα. (7.105)

Матричные уравнения (7.105) имеют следующие два решения:

U1 = γ4, U2 = γ1γ2γ3. (7.106)

Отметим, что преобразование P1 не затрагивает временной части вол-
новой функции, поэтому преобразованная волновая функция относится
к той же зоне состояний, что и исходная. Напротив, преобразование T1
связывает положительно частотные решения с отрицательно частот-
ными, поэтому преобразованная волновая функция относится к зоне
состояний, отличной от исходной. Как следует из (7.106), матрица U1
не меняет знака нормы волновой функции, а матрица U2 меняет.



7.7. Пространственная инверсия и зарядовое сопряжение 299

Для того чтобы связать матрицы (7.106) с одним из преобразова-
ний (7.100), необходимо исследовать, к каким изменениям состояния
частицы по внутренним степеням свободы приводит их действие. Поло-
жим, что матрица U1 отвечает матрице преобразования пространствен-
ной инверсии, а матрица U2 — преобразованию обращения времени:

Ψ (r, t) = U
(1)
P Ψ (−r, t) = γ4Ψ (−r, t) , (7.107)

Ψ (r, t) = U
(1)
T Ψ (r, −t) = γ1γ2γ3Ψ (r, −t) . (7.108)

В правильности интерпретации решений (7.106) можно убедиться, ана-
лизируя законы преобразования векторов магнитной и электрической
поляризации. Например, используя (7.107), получаем

M (−r, t) = Ψ (−r, t)ΣΨ (−r, t) = Ψ (r, t) γ4Σγ4Ψ (r, t) =
= Ψ (r, t)ΣΨ (r, t) = M (r, t),

P (−r, t) = −iΨ (−r, t) αααααααααΨ (−r, t) = −iΨ (r, t) γ4αααααααααγ4Ψ (r, t) =
= iΨ (r, t) αααααααααΨ (r, t) = −P (r, t).

Как видно, закон преобразования билинейных комбинаций M и P со-
гласуется с законом преобразования векторов магнитной и электриче-
ской поляризации при операции пространственной инверсии, поскольку
в соответствии с физическим смыслом указанных величин вектор M
является аксиальным вектором, а вектор P — полярным. Аналогично,
используя (7.108), получаем

M (r, −t) = Ψ (r, −t)ΣΨ (r, −t) = −Ψ (r, t) γ3γ2γ1Σγ1γ2γ3Ψ (r, t) =
= −Ψ (r, t)ΣΨ (r, t) = −M (r, t),

P (r, −t) = −iΨ (r, −t) αααααααααΨ (r, −t) = iΨ (r, t) γ3γ2γ1αααααααααγ1γ2γ3Ψ (r, t) =
= −iΨ (r, t) αααααααααΨ (r, t) = P (r, t).

Нетрудно видеть, что закон преобразования билинейных комбина-
ций M и P согласуется с законом преобразования векторов магнитной
и электрической поляризации при операции обращения времени.

Таким образом, исследование законов преобразования векторов маг-
нитной и электрической поляризации, определяющих состояние части-
цы по внутренним степеням свободы, позволяет отождествить каждую
из двух матриц (6.86) с ее преобразованием симметрии.

7.7.2. Преобразования P2 и T2. Следуя разделу 4.3.1, определим
преобразования P2 и T2 следующим образом:

P2Ψ (r, t) = Ψ∗ (−r, t) , T2Ψ (r, t) = Ψ∗ (r, −t) . (7.109)
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Трансляционная часть уравнения (7.99) совпадает с трансляционной
частью уравнения (7.2) при выполнении условий (4.88)–(4.89):

P2 : A′ (−r, t) = A (r, t), ϕ′ (−r, t) = −ϕ (r, t),
T2 : A′ (r, −t) = −A (r, −t), ϕ′ (r, −t) = ϕ (r, t).

Отсюда следует

P2 : E′ (−r, t) = E (r, t), B′ (−r, t) = −B (r, t), (7.110)

T2 : E′ (r, −t) = E (r, t), B′ (r, −t) = −B (r, t). (7.111)

Аналогично предыдущему случаю, матрицы обоих преобразова-
ний (7.109) являются решениями одних и тех же матричных уравнений

UΣ∗U−1 = −Σ, Uααααααααα∗U−1 = −ααααααααα. (7.112)

Система матричных уравнений (7.112) имеет следующие два решения:

U1 = γ3γ1, U2 = γ4γ2. (7.113)

Как видно из (7.109), преобразование P2 связывает положительно
частотные решения с отрицательно частотными, а преобразование T2
знака частотности решения не меняет. Следовательно, учитывая, что
матрица U1 оставляет неизменным знак нормы волновой функции,
а матрица U2 его меняет, для преобразований (7.109) получаем

Ψ (r, t) = U
(2)
T Ψ∗ (r, −t) = γ3γ1Ψ∗ (r, −t) , (7.114)

Ψ (r, t) = U
(2)
P Ψ∗ (−r, t) = γ4γ2Ψ∗ (−r, t) . (7.115)

Так же как и в предыдущем разделе, для того чтобы убедиться
в правильности выбора решений, мы можем проанализировать законы
преобразования билинейных комбинаций. Используя (7.114), получаем

M (r, −t) = Ψ (r, −t)ΣΨ (r, −t) =

= Ψ̃ (r, t) γ1γ3γ4Σγ3γ1Ψ∗ (r, t) = −M (r, t) ,

P (r, −t) = −iΨ (r, −t) αααααααααΨ (r, −t) =

= −iΨ̃ (r, t) γ1γ3γ4αααααααααγ3γ1Ψ∗ (r, t) = P (r, t) .

Таким образом, законы преобразования векторов M и P при пре-
образованиях (7.114) соответствуют законам преобразования векто-
ров магнитной и электрической поляризации при операции обращения
времени.

Аналогично, используя (7.115), получаем

M (−r, t) = Ψ (−r, t)ΣΨ (−r, t) = Ψ̃ (r, t) γ2Σγ4γ2Ψ∗ (r, t) = M (r, t),

P (−r, t) = −iΨ (−r, t) αααααααααΨ (−r, t) =

= −iΨ̃ (r, t) γ2αααααααααγ4γ2Ψ∗ (r, t) = −P (r, t),
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что также согласуется с законами преобразования векторов магнитной
и электрической поляризации при операции пространственной инвер-
сии.

7.7.3. Преобразования PiTj. При последовательном применении
операций T1 и P1 потенциалы полей преобразуются следующим обра-
зом:

P1T1 : A′ (−r, −t) = −A (r, t), ϕ′ (−r, −t) = −ϕ (r, t), (7.116)

откуда получаем

P1T1 : E′ (−r, −t) = E (r, t), B′ (−r, −t) = B (r, t). (7.117)

Точно такие же преобразования потенциалов соответствуют и операции
P2T2. Подставляя (7.116) и (7.117) в (7.99), несложно видеть, что
уравнение (7.99) совпадает в этом случае с уравнением (7.2), поэтому
волновые функции Ψ (r, t), P̂1T̂1Ψ (r, t) и P̂2T̂2Ψ (r, t) являются одно-
временно решениями уравнения (7.2). С другой стороны,

P̂1T̂1Ψ (r, t) = U
(1)
P U

(1)
T Ψ (−r, −t) = −γ5Ψ (−r, −t) ,

P̂2T̂2Ψ (r, t) = U
(2)
P U

(2)∗
T Ψ (−r, −t) = −γ5Ψ (−r, −t) .

Оба рассматриваемых преобразования связаны с заменой положитель-
но частотных решений на отрицательно частотные. Матрицей указан-
ных преобразований является матрица γ5, которая меняет знак нормы
волновой функции. Таким образом, при симметрии внешнего элек-
тромагнитного поля, определяющейся соотношениями (7.116), (7.117),
оператор γ5 устанавливает связь между положительно и отрицательно
частотными решениями с противоположным знаком нормы волновой
функции.

Последовательное применение операций T2 и P1 приводит к следую-
щему закону преобразования потенциалов поля:

P1T2 : A′ (−r, −t) = A (r, t) , ϕ′ (−r, −t) = ϕ (r, t) (7.118)

и векторов напряженности полей

P1T2 : E′ (−r, −t) = −E (r, t) , B′ (−r, −t) = −B (r, t) .

Уравнение (7.99) принимает в этом случае вид

1
2m0

[(
pμ− q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

]
Ψ∗ (−r, −t)=−μ0 (Σ∗B + iααααααααα∗E) Ψ∗ (−r, −t).

(7.119)
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Преобразование, возвращающее последнее уравнение к исходному ви-
ду (7.2), имеет вид

Ψ (r, t) = U
(1)
P U

(2)
T Ψ∗ (−r, −t) = γ4γ3γ1Ψ∗ (−r, −t). (7.120)

Аналогично, для преобразования P2T1 получаем

Ψ (r, t) = U
(2)
P U

(1)∗
T Ψ∗ (−r, −t) = −γ4γ3γ1Ψ∗ (−r, −t).

Преобразование P1T2 не меняет частотности решения, поэтому соотно-
шение (7.120) отражает симметрийные свойства решений, относящихся
к одной зоне состояний.

7.7.4. Зарядовое сопряжение. Сравним уравнение для комплекс-
но сопряженной волновой функции (7.97) с уравнением для зарядово-
сопряженной частицы (7.96). Определяя матрицу зарядового сопряже-
ния UC соотношением

ΨC (r, t) = UCΨ∗ (r, t) ,

получаем для нее следующие уравнения

UCΣ∗U−1
C = −Σ, UCααααααααα∗U−1

C = ααααααααα. (7.121)

Учитывая определение матриц Σ и ααααααααα, получаем

UCγ1γ2U
−1
C = −γ1γ2, UCγ4γ1U

−1
C = γ4γ1,

UCγ2γ3U
−1
C = −γ2γ3, UCγ4γ2U

−1
C = −γ4γ2,

UCγ3γ1U
−1
C = γ3γ1, UCγ4γ3U

−1
C = γ4γ3.

(7.122)

Система матричных уравнений (7.122) имеет следующие два решения

U
(1)
C = γ2, U

(2)
C = γ4γ3γ1. (7.123)

Матрица U (1)
C меняет знак нормы волновой функции, а матрица U (2)

C

не меняет. Отметим также, что матрица U
(2)
C совпадает с матрицей

U
(1)
P U

(2)
T .

7.7.5. CPT -преобразование. Определим операции обращения
времени T̂ , пространственной инверсии P̂ и зарядового сопряжения Ĉ
следующими соотношениями:

T̂Ψ (r, t) = U
(2)
T Ψ∗ (r, −t) ,

P̂Ψ (r, t) = U
(1)
P Ψ (−r, t) ,

ĈΨ (r, t) = U
(1)
C Ψ∗ (r, t) .

(7.124)
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Тогда для CPT -преобразования получаем

T̂Ψ (r, t) = γ3γ1Ψ∗ (r, −t) ,
P̂ T̂Ψ (r, t) = γ4γ3γ1Ψ∗ (−r, −t) ,

ĈP̂ T̂Ψ (r, t) = γ2γ4γ3γ1Ψ (−r, −t) = γ5Ψ (−r, −t) .
Таким образом, CPT -преобразование, связывающее волновую функ-
цию зарядово-сопряженной частицы с обращенной во времени и про-
странстве волновой функцией частицы, имеет вид

Ψ(1)
C (r, t) = ĈP̂ T̂Ψ (r, t) = λCPT γ5Ψ (−r, −t) .

Отметим, что все матрицы преобразований U были определены с точ-
ностью до фазы, поэтому |λCPT | = 1 — коэффициент, учитывающий
возможность переопределения фаз.

Используя вторую из матриц (7.123), получаем

Ψ(2)
C (r, t) = Ψ (−r, −t) .

Следовательно, Ψ(2)
C = γ5Ψ

(1)
C . Поскольку оператор γ5 коммутирует с

оператором уравнения (7.2), то получившееся соотношение отражает
общее свойство уравнения (7.2): если волновая функция Ψ0 (r, t) яв-
ляется решением уравнения (7.2), то и волновая функция γ5Ψ0 (r, t)
также является решением этого уравнения.

Выше мы показали, что операция зарядового сопряжения уравне-
ния (7.2) осуществляется двумя матрицами: U (1)

C = γ2 и U (2)
C = γ4γ3γ1,

которые обладают различными трансформационными свойствами. Мат-
рица U

(2)
C коммутирует с оператором γ4, а матрица U

(1)
C не комму-

тирует, поэтому одна из матриц оставляет неизменным знак нормы
волновой функции, а вторая нет. Квадрат матрицы U

(1)
C равен едини-

це, поэтому двукратное действие матрицы U
(1)
C возвращает волновую

функцию в исходное состояние. С другой стороны, квадрат матрицы
U

(2)
C равен минус единице, поэтому двукратное действие этой мат-

рицы на волновую функцию меняет фазу волновой функции на π.
Неудивительно поэтому, что последовательное действие указанных
двух матриц на волновую функцию переводит частицу в состояние,
отличное от исходного. Действительно, произведение матриц имеет
вид: U (1)

C U
(2)
C = γ5, т. е. совпадает с матрицей CPT -преобразования,

связывающей волновую функцию зарядово-сопряженной частицы с об-
ращенной во времени и пространстве волновой функцией частицы.

7.7.6. Комбинированная PT -четность. При анализе симмет-
рийных свойств задач о взаимодействии частицы с внешними волно-
выми электромагнитными полями удобно ввести понятие комбиниро-
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ванной PT -четности. Преобразования комбинированной PT -четности
определяются следующими соотношениями:

(PT )1 : A′
μ(−x) = −Aμ(x), (7.125)

(PT )2 : A′
μ(−x) = Aμ(x), (7.126)

где x = (r, ict). Для электромагнитных полей, симметрия которых
определяется соотношением (7.125), получаем

(PT )1 : E′ (−r, −t) = E (r, t), B′ (−r, −t) = B (r, t).

Несложно видеть, что в полях с симметрией (PT )1 вид уравнения (7.2)
не меняется, поэтому Ψ (r, t) и Ψ (−r, −t) являются одновременно
решениями уравнения.

В полях с симметрией (7.126)

(PT )2 : E′ (−r, −t) = −E (r, t) , B′ (−r, −t) = −B (r, t) ,

и уравнение (7.2) принимает вид

1
2m0

[(
pμ + q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2
]

Ψ (−r, −t) = −μ0 (ΣB − iαααααααααE) Ψ (−r, −t) .
(7.127)

Несложно видеть, что последнее уравнение совпадает с уравнением для
зарядово-сопряженной частицы.

Таким образом, так же как и в случае частицы со спином нуль,
в электромагнитных полях с симметрией (7.125) движение частицы
в преобразованном поле совпадает с движением частицы в исходном
поле, в то время как в полях с симметрией (7.126) движение частицы
в преобразованном поле совпадает с движением зарядово-сопряженной
частицы в исходном поле.

Отметим в заключение данного раздела, что, в отличие от CPT -
преобразований уравнений, линейных по оператору p4, каждому из
указанных преобразований уравнения (7.2) отвечают две матрицы пре-
образований. Это связано с тем, что пространство состояний спинор-
ных материальных полей, описываемых уравнением второго порядка
по временной производной, так же как и в случае скалярных полей,
вдвое шире пространства состояний уравнений спинорных материаль-
ных полей, линейных по оператору p4. Действительно, как мы видели
выше, положительно частотные решения отвечают состояниям как
частицы, так и античастицы. В свою очередь, отрицательно частотные
решения также включают как состояния зеркальной частицы, так и
состояния зеркальной античастицы. При этом каждому из перечислен-
ных состояний отвечают два состояния спиральности, которая, наряду
с пространственными квантовыми числами, однозначно определяет со-
стояние спинорного материального поля в рамках теорий, линейных
по оператору p4.
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7.8. Частица и античастица

Итак, согласно введенному выше определению, состояния частицы
и античастицы отвечают положительному и отрицательному собствен-
ным значениям оператора γ4 соответственно. Как мы уже отмечали
ранее, такая трактовка термина «античастица» отличается от традици-
онной, поскольку она не связывает указанное состояние с решениями
уравнения для волновой функции, сопряженной волновой функции
уравнения для частицы. Сравним характеристики полей в состоянии
частицы и античастицы.

Пусть волновая функция Ψp (r, t) является решением уравне-
ния (7.2), отвечающим положительной норме волновой функции, тогда,
учитывая вышесказанное, волновую функцию

Ψa (r, t) = γ5Ψp (r, t) (7.128)

можно связать с состоянием античастицы. При этом обе функции, Ψp

и Ψa, являются решением одного и того же уравнения (7.2), посколь-
ку оператор γ5 коммутирует с оператором уравнения (7.2). Волновая
функция, сопряженная Ψa, имеет вид

Ψa (r, t) = −Ψp (r, t) γ5.

Следовательно,

Ψa (r, t) L̂Ψa (r, t) = ∓Ψp (r, t) L̂Ψp (r, t) . (7.129)

Знак минус в (7.129) относится к случаю, когда оператор L̂ коммути-
рует с оператором γ5, а знак плюс относится к случаю L̂γ5 + γ5L̂ = 0.
Поэтому, например,

Na (r, t) = −Np (r, t) , Pa (r, t) = −Pp (r, t) ,
Ma (r, t) = −Mp (r, t) .

(7.130)

Соотношения (7.130) наглядно демонстрируют, что, определяя состоя-
ния античастицы в соответствии с (7.128), мы получаем желаемое
соотношение между наблюдаемыми величинами для частицы и антича-
стицы, т. е. при заданной величине констант q0 и μ0 в уравнении (7.2)
состояние античастицы характеризуется противоположными значения-
ми плотности заряда и направлений векторов M и P. При этом оба
состояния, «частица» и «античастица», относятся к зоне положительно
частотных решений.

Итак, общее положительно частотное решение уравнения (7.2) для
случая свободной частицы, отвечающее заданной величине импульса
и энергии частицы, можно записать в следующем виде:

Ψp (r, t) =
∑

σ=±1

(Ap,σ +Bp, σγ5)ψ(σ)up (r, t) , (7.131)
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где

up (r, t) =

√
m0c

2

Ep
exp

[
−i (Ept− pr)

h̄

]
и

ψ(σ) =
(
w(σ)

0

)
. (7.132)

Согласно принятому определению биспиноры

ψ1 = ψ(+) =
(
w(+)

0

)
, ψ2 = ψ(−) =

(
w(−)

0

)
отвечают состоянию частицы, а биспиноры

ψ3 = −γ5ψ(+) =
(

0
w(+)

)
, ψ4 = −γ5ψ(−) =

(
0

w(−)

)
— состоянию античастицы.

Учитывая, что пространственные волновые функции нормированы
условием

Ep +Ep′

2m0c
2

∫
u∗p (r, t)up′ (r, t) dV = (2πh̄)3 δ (p − p′),

получаем ∑
σ=±1

(
|Ap, σ|2 − |Bp, σ|2

)
= 1. (7.133)

Коэффициенты Ap, σ и Bp,σ суть амплитуды состояний частицы и
античастицы соответственно. Таким образом, мы видим, что условие
нормировки волновой функции не фиксирует суммарного числа частиц
и античастиц, участвующих в процессе. Фиксируется лишь полный
заряд

q = q0
∑
p

∑
σ=±1

(
|Ap,σ|2 − |Bp,σ|2

)
и полная энергия

E =
∑
p

Ep

∑
σ=±1

(
|Ap,σ|2 − |Bp, σ|2

)
системы.

Итак, мы видим, что в теории спинорных полей состояния «ча-
стицы» и «античастицы» формируют две подзоны зоны положитель-
но частотных состояний, каждая из которых в свою очередь может
расщепляться, если снято вырождение по направлению спина части-
цы. При этом зона отрицательно частотных решений также содержит
подзоны, отвечающие состояниям «зеркальных частиц» и «зеркальных
античастиц».
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Остановимся на трансформационных свойствах волновых функций
частиц Ψp (r, t) и античастиц Ψa (r, t) = γ5Ψp (r, t) при преобразова-
ниях (7.124).

В центрально-симметричном внешнем поле волновые функции чет-
ных Ψ(+)

p и нечетных Ψ(−)
p состояний преобразуются следующим обра-

зом:
P1Ψ(±)

p (r, t) = γ4Ψ(±)
p (−r, t) = ±Ψ(±)

p (r, t).

Волновые функции античастицы γ5Ψ
(±)
p при операции пространствен-

ной инверсии преобразуются к виду

P1
(
γ5Ψ(±)

p (r, t)
)

= γ4γ5Ψ(±)
p (−r, t) = −γ5P1Ψ(±)

p (r, t) = ∓γ5Ψ(±)
p (r, t) .

Таким образом,

P1Ψ(±)
a (r, t) = γ4Ψ(±)

a (−r, t) = ∓Ψ(±)
a (r, t) . (7.134)

Следовательно, состояния частицы и античастицы имеют противопо-
ложную внутреннюю четность.

Операция обращения времени имеет вид

T2Ψ (r, t) = γ1γ3Ψ∗ (r, −t) . (7.135)

Возьмем в качестве волновой функции Ψp (r, t) волновую функцию
свободной частицы

Ψp (r, t) = Ψp,σ=±1 (r, t) =
(
w

(σ=±1)
p

0

)
exp

(
−iEpt− pr

h̄

)
, (7.136)

Применяя преобразование (7.135) к волновой функции (7.136), полу-
чаем

T2Ψp, σ=±1 (r, t) = ∓iΨ−p, σ=±1 (r, t) , (7.137)

т. е. волновая функция T̂Ψp описывает обращенное во времени дви-
жение, поскольку импульс частицы меняется на противоположный.
Поскольку γ∗5 = γ5 и оператор γ5 коммутирует с произведением γμγν ,
то преобразования волновой функции античастицы γ5Ψp,σ совпадают
с (7.137).

Операция зарядового сопряжения определяется выражением

ĈΨ (r, t) = γ2Ψ∗ (r, t) . (7.138)

Применяя (7.119) к волновой функции (7.136), получаем

ĈΨ(+)
p, σ=±1 (r, t) = ∓Ψ(−)

p, σ=∓1 (r, t) , (7.139)

где

Ψ(+)
p, σ (r, t) =

(
w

(σ)
p

0

)
exp

(
−iEpt− pr

h̄

)
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и

Ψ(−)
p, σ (r, t) =

(
0

w
(σ)
p

)
exp

(
i
Ept− pr

h̄

)
.

Таким образом, операция зарядового сопряжения связывает состоя-
ния частицы и зеркальной античастицы. Поскольку оператор зарядо-
вого сопряжения (7.138) пропорционален первой степени матриц γμ,
а именно γ2, то волновые функции частиц и античастиц при зарядо-
вом сопряжении преобразуются с разным знаком. Волновая функция
ΨC (r, t) = γ2Ψ∗ (r, t) при операции пространственной инверсии преоб-
разуется следующим образом:

P̂ΨC (r, t) = −γ2P̂Ψ∗ (r, t) ,

поэтому внутренняя четность частицы и зеркальной античастицы так-
же противоположны.

В вышеприведенных рассуждениях мы полагали, что состоянию
зеркальной частицы также отвечает биспинорная волновая функция
с отличным от нуля верхним спинором. Возможно и альтернативное
определение состояния зеркальных частиц и античастиц. Однако в
рамках модели свободных частиц нет каких-либо оснований для того,
чтобы отдать предпочтение тому или иному определению.



Гл а в а 8

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ БИСПИНОРЫ

(КВАРТИОННЫЕ СОСТОЯНИЯ)

В предыдущей главе мы обсудили специфику состояний свободной
частицы, описываемой уравнением (7.2). Движение свободной части-
цы — это изменение ее состояния по трансляционным степеням сво-
боды, например пространственное перемещение волнового пакета, при
этом состояние по внутренним степеням свободы остается неизменным.
Как видно из структуры уравнения (7.2), изменение состояния частицы
по внутренним степеням свободы происходит лишь при взаимодей-
ствии частицы с электромагнитным полем. Настоящая глава посвя-
щена анализу общих свойств решений уравнения (7.2) для частицы,
взаимодействующей с внешним электромагнитным полем. Конкретные
задачи движения частицы во внешних электрических и магнитных
полях будут рассмотрены в последующих главах.

Отметим, что в настоящей главе, так же как и ранее, мы бу-
дем использовать, в основном, стандартное представление матриц γμ,
поскольку это облегчает сравнение с результатами нерелятивистской
теории частиц с полуцелым спином. Переход к произвольному пред-
ставлению осуществляется унитарным преобразованием биспинорной
волновой функции Ψ′ = UΨ, при этом γ′ = UγU−1.

8.1. Собственные решения спиновой части уравнения

Запишем уравнение (7.2) в следующем тождественном виде:

H0Ψ(x) = μ0 (ΣB(x) − iαααααααααE(x))Ψ(x), (8.1)

где H0 — трансляционная часть оператора уравнения (7.2), совпадаю-
щая по виду с оператором уравнения КГФ,

H0 = 1
2m0

(
PμPμ +m2

0c
2). (8.2)

Правая часть уравнения (8.1) зависит от спиновых операторов и опре-
деляет ориентационное взаимодействие частицы с внешним электро-
магнитным полем, т. е. изменение состояния по внутренним степеням
свободы, определяющееся направлением векторов электрической и маг-
нитной поляризации. Поскольку матрицы γμ имеют блочную структуру
и выражаются через спиновые матрицы Паули σσσσσσσσσ и единичную матрицу
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размерности 2× 2, то общее решение уравнения (8.1) можно записать
в виде

Ψ(x) =
4∑

n=1

ψn(x)gn(x),

где биспиноры ψn(x) являются собственными функциями задачи на
собственные значения для спинового оператора, стоящего в правой
части уравнения (8.1):

(ΣB − iαααααααααE)ψn = λnψn. (8.3)

Несложно видеть, что собственные значения λn являются в общем
случае комплексными, поэтому уравнение для сопряженного биспино-
ра ψm имеет вид

ψm (ΣB − iαααααααααE) = λ∗mψm. (8.4)

Умножая уравнение (8.3) слева на ψm, а уравнение (8.4) справа на ψn

и взяв разность получившихся выражений, имеем

(λ∗m − λn)ψmψn = 0. (8.5)

Таким образом, собственные решения, отвечающие собственным зна-
чениям λm �= λ∗n, являются ортогональными. В частности, при m = n
получаем

Im (λn) · ψnψn = 0.

Следовательно, при Im (λn) �= 0 имеем

ψnψn = 0. (8.6)

При λm = λ∗n получаем
ψmψn �= 0. (8.7)

Запишем биспинор ψn в виде

ψn =
(
un

dn

)
.

Подставляя это выражение в (8.3), получаем

(σσσσσσσσσB − iσσσσσσσσσE) (un + dn) = λn (un + dn),
(σσσσσσσσσB + iσσσσσσσσσE) (un − dn) = λn (un − dn).

(8.8)

Решение задачи на собственные значения

(σσσσσσσσσB − iσσσσσσσσσE)wn = λnwn

имеет вид

λ1, 2 = ±
√

B2 − E2 − 2iBE = ±
√

(B − iE)2 = ±Γ, (8.9)

w1 =
(
1
η1

)
, w2 =

(
η2
1

)
, (8.10)
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где

η1 = Bx − iEx + i (By − iEy)

Γ +Bz − iEz
, η2 = −Bx − iEx − i (By − iEy)

Γ +Bz − iEz
. (8.11)

Решение задачи на собственные значения

(σσσσσσσσσB + iσσσσσσσσσE)wn = λnwn

отличается от (8.9)–(8.11) знаком E, поэтому получаем

λ3, 4 = ±
√

(B + iE)2 = ±Γ∗, (8.12)

w3 =
(
1
η3

)
, w4 =

(
η4
1

)
, (8.13)

η3 = Bx + iEx + i (By + iEy)

Γ∗ +Bz + iEz
, η4 = −Bx + iEx − i (By + iEy)

Γ∗ +Bz + iEz
. (8.14)

Введем обозначения:

cosΘ(x) = Bz − iEz

Γ
(8.15)

и
cosΦ(x) = Bx − iEx√

(Bx − iEx)2 + (By − iEy)2
. (8.16)

Используя (8.15)–(8.16), получаем

η1, 2 = ± sin Θ/2
cosΘ/2

exp (±iΦ) , η3, 4 = ± sinΘ∗/2
cosΘ∗/2

exp (±iΦ∗) .

Таким образом, спиноры wn можно записать в следующем виде:

w1=
(

exp (−iΦ/2) cosΘ/2
exp (iΦ/2) sin Θ/2

)
, w2=

(− exp (−iΦ/2) sin Θ/2
exp (iΦ/2) cosΘ/2

)
,

w3=
(

exp (−iΦ∗/2) cosΘ∗/2
exp (iΦ∗/2) sin Θ∗/2

)
, w4=

(− exp (−iΦ∗/2) sin Θ∗/2
exp (iΦ∗/2) cosΘ∗/2

)
.

(8.17)

Учитывая (8.8), биспиноры, являющиеся собственными решения-
ми уравнения (8.3) и соответствующие собственным значениям (8.9)
и (8.12), можно записать в виде

ψ1 = 1√
2

(
w1
w1

)
, ψ2 = 1√

2

(
w2
w2

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w3
−w3

)
, ψ4 = 1√

2

(
w4
−w4

)
.

(8.18)

Биспиноры ψn удовлетворяют следующим правилам ортогональности:

ψnψn = 0, ψ1ψ2 = 0, ψ1ψ3 = 1,

ψ1ψ4 = 0, ψ2ψ3 = 0, ψ2ψ4 = 1, ψ3ψ4 = 0,
(8.19)
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которые, впрочем, следуют и из общей формулы (8.5). Четыре ор-
тогональных биспинора (8.18) можно охарактеризовать двумя бинар-
ными квантовыми числами, являющимися собственными значениями
операторов γμ или их произведений. Например, несложно видеть, что
биспиноры (8.18) являются собственными функциями оператора γ5
и отвечают следующим его собственным значениям:

γ5ψ1, 2 = −ψ1, 2, γ5ψ3, 4 = ψ3, 4.

В случае свободной частицы в качестве второго бинарного квантово-
го числа мы выбрали собственные значения оператора спиральности.
Однако, как видно из вышеприведенного анализа, это квантовое
число не является удобным для характеризации состояния части-
цы, взаимодействующей с электромагнитным полем. Конкретный вы-
бор пары бинарных квантовых чисел мы будем осуществлять на ос-
нове различных задач взаимодействия частиц с электромагнитным
полем.

8.2. Свойства собственных функций и собственных
значений

Отметим ряд свойств полученных собственных решений, которые
являются непосредственным следствием математической формы урав-
нения (7.2) и дают наглядное представление об общих свойствах реше-
ний указанного уравнения.

8.2.1. Инвариантность собственных значений. Хорошо извест-
но, что инвариантами электромагнитного поля являются следующие:

FμνFνμ = F ′
μνF

′
νμ, (8.20)

eμνρσFσρFνμ = eμνρσF
′
σρF

′
νμ, (8.21)

где eμνρσ — полностью антисимметричный тензор четвертого ранга.
Выражая компоненты тензора Fμν через компоненты векторов E и B,
формулы (8.20) и (8.21) можно записать в виде

B2 − E2 = inv, (8.22)
BE = inv . (8.23)

Как известно, соотношения (8.22) и (8.23) можно записать как инва-
риантность квадрата комплексных векторов:

F± = B± iE. (8.24)

Таким образом, собственные значения (8.9) и (8.12) являются инвари-
антами относительно однородных преобразований группы Лоренца.
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8.2.2. Неприводимые представления однородной группы Ло-
ренца. В гл. 3 мы показали, что инфинитезимальное преобразование
однородной группы Лоренца представимо в виде

Ψ (x+ Δx) = U (ε, 0)Ψ(x) =
(
1 + i

2
εμνJνμ

)
Ψ(x). (8.25)

Генератор тензорного преобразования имеет вид

Jμν = −i
(
xμ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xμ

)
, (8.26)

его пространственные компоненты образуют оператор углового момен-
та l, а пространственно-временные компоненты образуют оператор k:

Jij = eijklk, J4i = iki. (8.27)

Генератором спинорного представления однородной группы Лоренца
является оператор

J (γ)
μν = − i

4
(γμγν − γνγμ). (8.28)

Коммутационные соотношения операторов (8.26) и (8.28) совпадают
и для компонент оператора J (γ)

μν они имеют вид

i
[
J (γ)

μν , J (γ)
ρσ

]
= J (γ)

μσ δνρ − J (γ)
νσ δμρ + J (γ)

νρ δμσ − J (γ)
μρ δνσ. (8.29)

По аналогии с (8.27) выделим пространственные и пространственно-
временные компоненты тензора J (γ)

μν :

s =
(
J

(γ)
23 , J (γ)

31 , J (γ)
12

)
= 1

2
Σ, (8.30)

ip =
(
J

(γ)
41 , J (γ)

42 , J (γ)
43

)
= −1

2
ααααααααα. (8.31)

Коммутационные соотношения операторов s и p совпадают с коммута-
ционными соотношениями операторов l и k и имеют следующий вид:

[si, sj ] = ieijksk, (8.32)
[si, pj ] = ieijkpk, (8.33)

[pi, pj ] = −ieijksk. (8.34)

Коммутационные соотношения (8.32) показывают, что трехмерные
вращения образуют подгруппу вращений группы Лоренца. Разность
вращений в двух пространственных плоскостях и тех же враще-
ний, произведенных в обратном порядке, эквивалентна вращению
в третьей пространственной плоскости. Коммутационные соотноше-
ния (8.33) и (8.34) показывают, что коммутационные соотношения
компонент оператора спина s с компонентами оператора p совпадают
с коммутационными соотношениями компонент трехмерного оператора
углового момента l и оператора k (см. (3.21), (3.22)). Коммутацион-
ные соотношения (8.34) показывают, что разность вращений в двух
пространственно-временных плоскостях и тех же вращений, произве-
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денных в обратном порядке, эквивалентна вращению в пространствен-
ной плоскости со знаком минус. Знак минус возникает в результате
того, что определение оператора

p = i

2
ααααααααα (8.35)

включает мнимую единицу.
В разделе 3.2.4 мы показали, что операторы l ± ik осуществляют

неприводимое представление однородной группы Лоренца. Поэтому по
аналогии с разделом 3.2.4 введем новые операторы

a = 1
2

(s + ip) = 1
4

(Σ− ααααααααα) , (8.36)

b = 1
2

(s− ip) = 1
4

(Σ + ααααααααα) . (8.37)

Операторы a и b удовлетворяют следующим коммутационным соотно-
шениям:

[ai, aj ] = ieijkak, (8.38)
[bi, bj ] = ieijkbk, (8.39)

[ai, bj ] = 0. (8.40)

Коммутационные соотношения (8.38)–(8.40) показывают, что опера-
торы a и b осуществляют представление двух подгрупп вращений
группы Лоренца, соответствующих угловым моментам двух невзаимо-
действующих частиц. Поскольку коммутационные соотношения (8.38)
и (8.39) совпадают с коммутационными соотношениями оператора уг-
лового момента, то мы можем воспользоваться аппаратом собственных
функций углового момента. В частности, операторы a2 и a3 являются
коммутирующими операторами и поэтому имеют общие собственные
функции ψa,ma , удовлетворяющие уравнениям

a2ψa,ma = a (a+ 1)ψa,ma , a3ψa,ma = maψa,ma , (8.41)

где
ma = −a, −a+ 1, . . . , +a. (8.42)

Аналогично,

b2ψb,mb
= b (b+ 1)ψb,mb

, b3ψb,mb
= mbψb,mb

, (8.43)

где
mb = −b, −b+ 1, . . . , +b. (8.44)

Матричные элементы операторов a и b для состояний (ma, mb)
и (m′

a, m
′
b) имеют стандартный вид матричных элементов операто-

ра углового момента. Таким образом, в общем случае представле-
ние (8.36)–(8.37) задается парой чисел (a, b) и имеет размерность
(2a+ 1) (2b+ 1).
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В частном случае углового момента j = 1/2 возможны лишь два
типа поля: (1/2, 0) и (0, 1/2). Соответствующие им волновые функции
являются собственными функциями оператора γ4:

γ4ψλ = λψλ (8.45)

и имеют вид

ψ+1 =
(
I
0

)
, ψ−1 =

(
0
I

)
. (8.46)

Спиновая часть уравнения (8.1) в указанном представлении принимает
вид

ΣB − iαααααααααE = 2 (aF+ + bF−) , (8.47)

где векторы F±, величина которых является инвариантом относитель-
но преобразований вращения группы Лоренца, определены равенства-
ми (8.24).

8.3. Действительные и мнимые углы вращения

Выше мы использовали, в основном, декартовы компоненты спино-
вого оператора Паули

σσσσσσσσσ = {σx, σy, σz} . (8.48)

Однако наряду с проекциями оператора σσσσσσσσσ на оси декартовой системы
координат, часто бывает удобно использовать проекции этого векторно-
го оператора на оси криволинейных систем координат. Связь проекций
векторного оператора σσσσσσσσσ на оси декартовой и криволинейной систем
координат определяется правилами преобразования проекций векторов.
Так, например, проекции оператора σσσσσσσσσ на оси сферической системы
координат имеют вид

σr = σx sin θ cosϕ+ σy sin θ sinϕ+ σz cos θ =
= σ+ sin θ exp (−iϕ) + σ− sin θ exp (iϕ) + σz cos θ,

σθ = σx cos θ cosϕ+ σy cos θ sinϕ− σz sin θ =
= σ+ cos θ exp (−iϕ) + σ− cos θ exp (iϕ) − σz sin θ,

σϕ = −σx sinϕ+ σy cosϕ = −iσ+ exp (−iϕ) + iσ− exp (iϕ),

(8.49)

где
σ± = 1

2
(σx ± iσy) .

Несложно видеть, что квадраты проекций оператора σσσσσσσσσ на оси сфериче-
ской системы координат, так же как и квадраты его проекций на оси
декартовой системы координат, равны единичным операторам:

σ2r = σ2θ = σ2ϕ = I,
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а коммутационные соотношения операторов (8.49) аналогичны комму-
тационным соотношениям проекций оператора σσσσσσσσσ на оси декартовой
системы координат:

[σα,σβ ] = 2ieαβγσγ ,

где α, β, γ = r, θ, ϕ и eαβγ — полностью антисимметричный единич-
ный псевдотензор 3-го ранга, меняющий знак при нечетном числе
перестановок его индексов.

Собственными функциями оператора σr, удовлетворяющими урав-
нению

σrw
(σ) = σw(σ),

являются спиноры

w(σ=+1)(θ, ϕ) =
(

exp (−iϕ/2) cos θ/2
exp (iϕ/2) sin θ/2

)
,

w(σ=−1)(θ, ϕ) =
(− exp (−iϕ/2) sin θ/2

exp (iϕ/2) cos θ/2

)
.

(8.50)

Действуя на спиноры (8.50) операторами σθ и σϕ, получаем

σθw
(±) = w(∓), σϕw

(±) = ±iw(∓). (8.51)

Эти соотношения аналогичны преобразованиям собственных функций
оператора σz при действии на них операторами σx, y в декартовой
системе координат.

Несложно видеть, что спиноры w1, 2, 3, 4, определяемые равенства-
ми (8.17), совпадают со спинорами w(±) для мнимых углов. Выделим
поэтому действительную и мнимую часть функций Φ (r) и Θ (r):

Φ = Φ′ + iΦ′′, Θ = Θ′ + iΘ′′.

Путем несложных преобразований спиноры wn можно привести к виду

w1 =
(

ch Φ′′

2
+ σ3 sh Φ′′

2

) (
w′
1 ch Θ′′

2
+ iw′

2 sh Θ′′

2

)
,

w2 =
(

ch Φ′′

2
+ σ3 sh Φ′′

2

) (
w′
2 ch Θ′′

2
− iw′

1 sh Θ′′

2

)
,

w3 =
(

ch Φ′′

2
− σ3 sh Φ′′

2

) (
w′
1 ch Θ′′

2
− iw′

2 sh Θ′′

2

)
,

w4 =
(

ch Φ′′

2
− σ3 sh Φ′′

2

) (
w′
2 ch Θ′′

2
+ iw′

1 sh Θ′′

2

)
,

(8.52)

где

w′
1 =

⎛⎜⎜⎝exp
(
−iΦ

′

2

)
cos Θ′

2

exp
(
i
Φ′

2

)
sin Θ′

2

⎞⎟⎟⎠, w′
2 =

⎛⎜⎜⎝− exp
(
−iΦ

′

2

)
sin Θ′

2

exp
(
i
Φ′

2

)
cos Θ′

2

⎞⎟⎟⎠. (8.53)
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Введем в каждой точке пространства r сферическую систему коорди-
нат, ориентация осей которой связана с ориентацией векторов напря-
женности электрического и магнитного полей в данной точке простран-
ства, т. е. положим

σσσσσσσσσ = (σR, σΘ′ , σΦ′) ,

где углы θ и ϕ сферической системы координат в данной точке про-
странства определены равенствами θ = Θ′ и ϕ = Φ′, а комплексные
углы Θ и Φ определяются соотношениями (8.15) и (8.16). Тогда спино-
ры w′

1, 2 являются собственными функциями оператора σR, удовлетво-
ряющими собственным значениям σ = ±1:

σRw
(σ) (Θ′, Φ′) = σw(σ) (Θ′, Φ′) .

Учитывая соотношения (8.51), выражения (8.52) можно записать в виде

w1, 2 = exp
(

Φ′′

2
σ3

)
exp

(
Θ′′

2
σΦ′

)
w(±) (Θ′, Φ′),

w3, 4 = exp
(
−Φ′′

2
σ3

)
exp

(
−Θ′′

2
σΦ′

)
w(±) (Θ′, Φ′).

Окончательно для биспиноров ψn получаем

ψn = exp
(

Φ′′

2
α3

)
exp

(
Θ′′

2
αΦ′

)
ψ′

n, (8.54)

где

ψ′
1, 2 =

(
w(±) (Θ′, Φ′)
w(±) (Θ′, Φ′)

)
, ψ′

3, 4 =
(
w(±) (Θ′, Φ′)
−w(±) (Θ′, Φ′)

)
.

Напомним, что оператор exp
(

Φ′′

2
(nααααααααα)

)
является оператором пре-

образования Лоренца к системе координат, движущейся в направлении

вектора n со скоростью v/c = − th Φ′′

2
. Таким образом, формула (8.54)

дает наглядную интерпретацию физического смысла состояний, опре-
деляемых биспинорными волновыми функциями (8.17)–(8.18).

8.4. Положительно и отрицательно частотные
решения

Полученные явные выражения для ортогональных биспиноров, яв-
ляющихся собственными функциями спиновой части уравнения (7.2),
позволяют обратиться к анализу общих свойств решений этого урав-
нения. Запишем уравнение (7.2) в следующем виде:

H0Ψ(x) = μ0 (ΣB(x) − iαααααααααE(x))Ψ(x), (8.55)
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где H0 — трансляционный оператор, совпадающий по виду с операто-
ром уравнения КГФ:

H0 = 1
2m0

[(
p − q0

c
A(x)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ(x)

)2
+m2

0c
2

]
. (8.56)

Итак, общее решение уравнения (8.55) имеет вид

Ψ(x) =
4∑

n=1

ψn(x)gn(x), (8.57)

где биспиноры ψn являются собственными функциями уравнения

(ΣB − iαααααααααE)ψn = λnψn, (8.58)

а функции gn(x) являются решениями связанной системы уравнений:∑
n

ψmH0ψngn(x) = μ0
∑

n

λnψmψngn(x). (8.59)

В соответствии с приведенными выше определениями, биспино-
ры ψn(x) являются функциями векторов напряженности электри-
ческого и магнитного полей, поэтому в общем случае они зависят
от 4-вектора x = (r, ict). Следовательно, система уравнений (8.59)
является в общем случае системой четырех связанных дифференци-
альных уравнений второго порядка по пространственным и временным
производным для четырех неизвестных функций gn(x).

Как мы отмечали выше, важную роль в теории распространения
волновых пакетов играет понятие дисперсионной поверхности. Дис-
персионная поверхность определяет зависимость величины волнового
вектора от несущей частоты для различных направлений распростра-
нения волны k = k(ω). В частности, обратная величина производ-
ной ∂k/∂ω определяет групповую скорость распространения волно-
вого пакета (см. (4.90)). В теории волновых процессов часто бывает
удобно оперировать с эквивалентным понятием энергетической по-
верхности E(λ) (p), определяющим зависимость энергии E(λ) = h̄ω(λ)

от направления распространения волнового пакета и величины его
импульса p = h̄k (см. сноску в конце раздела 4.2.1). В предыдущей
главе исходя из общих соображений мы показали, что каждая из
гиперповерхностей положительно и отрицательно частотных состоя-
ний в случае спинорного поля будет разбиваться в общем случае на
четыре подзоны. Система уравнений (8.59) наглядно демонстрирует
возможность такого расщепления. Действительно, поскольку система
уравнений (8.59) является системой четырех связанных уравнений, то
количество листов дисперсионной поверхности для спинорной частицы
становится в общем случае в четыре раза больше, чем для скалярной
частицы. Проиллюстрируем сказанное на примере движения частицы
в стационарных внешних полях, когда напряженности полей зависят
лишь от пространственных координат B (r) и E (r). В этом случае
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мы можем разбить пространство на участки, соответствующие почти
постоянным значениям напряженности полей B (r) = B0 и E (r) = E0,
тогда в пределах каждого участка система связанных уравнений (8.59)
разбивается на четыре отдельных уравнения:

H0 (E) gn (r) = μ0λngn (r) . (8.60)

Ввиду квадратичной зависимости H0 (E) каждое из четырех уравне-
ний (8.60) имеет как положительно, так и отрицательно частотные
решения E(±)

n (p). В свою очередь каждая из указанных положительно
и отрицательно частотных зон состояний разбивается на четыре подзо-
ны, отвечающие четырем собственным значениям λn, которые в общем
случае различны.

Учитывая явный вид ортогональных биспиноров (8.18), несложно
показать, что система уравнений (8.59) представляет собой две пары
связанных уравнений. Действительно, пусть L — произвольный диф-
ференциальный оператор, тогда, используя (8.18), получаем

ψ{1, 2}Lψ{1, 2} = w+
{1, 2}Lw{1, 2} − w+

{1, 2}Lw{1, 2} = 0,

где {n, m} означает любое из двух значений, n или m. Аналогич-
но, ψ{3, 4}Lψ{3, 4} = 0. Следовательно, для скалярных волновых функ-

ций gn(x) получаем

ψ3, 4(x)H0 [ψ1(x)g1(x) + ψ2(x)g2(x)] = μ0λ1, 2(x)g1, 2(x),
ψ1, 2(x)H0 [ψ3(x)g3(x) + ψ4(x)g4(x)] = μ0λ3, 4(x)g3, 4(x).

(8.61)

Таким образом, взаимно зависимыми оказываются пространственные
части волновых функций при ортогональных биспинорах одинаковой
четности по отношению к оператору γ5.

Как мы уже говорили выше, по аналогии со случаем скалярной
частицы пространство состояний спинорной частицы можно разбить
на две зоны состояний. Одна из них включает все положительно
частотные решения E

(+)
n , а другая — все отрицательно частотные

решения E
(−)
n . В случае скалярной частицы удобство такого разби-

ения состояло в том, что спектр отрицательно частотных решений
для частицы совпадал со спектром положительно частотных решений
для зярядово сопряженной частицы. Это связано с тем, что уравнение
для зарядово-сопряженной скалярной частицы совпадает с комплексно
сопряженным уравнением для частицы. Как мы видели в предыдущей
главе, в случае спинорных полей операция зарядового сопряжения
отличается от комплексного сопряжения. Уравнение для зарядово-со-
пряженной частицы имеет вид

HCΨC(x) = −μ0 (ΣB − iαααααααααE) ΨC(x), (8.62)
где

HC = 1
2m0

[(
p + q0

c
A(x)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
+ q0ϕ(x)

)2
+m2

0c
2
]
. (8.63)
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Поскольку спиновые части уравнений (8.55) и (8.62) совпадают, то
общее решение уравнения (8.62) можно записать, используя те же
ортогональные биспиноры (8.58):

ΨC(x) =
4∑

n=1

ψn(x)fn(x), (8.64)

тогда для волновых функций fn(x) получаем

ψ3, 4(x)HC [ψ1(x)f1(x) + ψ2(x)f2(x)] = μ0λ1, 2(x)f1, 2(x),
ψ1, 2(x)HC [ψ3(x)f3(x) + ψ4(x)f4(x)] = μ0λ3, 4(x)f3, 4(x).

(8.65)

Поскольку H∗
C = H0, то естественно перейти от уравнений (8.65)

к комплексно сопряженным уравнениям. Учитывая определение (8.17)
спиноров wn, несложно показать, что имеют место следующие соотно-
шения:

w∗
1 = iσ2w4, w∗

2 = −iσ2w3, w∗
3 = iσ2w2, w∗

4 = −iσ2w1. (8.66)

Отсюда получаем

ψ∗
1 = γ2ψ4, ψ∗

2 = −γ2ψ3, ψ∗
3 = −γ2ψ2, ψ∗

4 = γ2ψ1. (8.67)

Комплексно сопрягая первую пару уравнений (8.65) и учитывая при-
веденные соотношения и выражения (8.9), (8.12) для собственных
значений λn, получаем

ψ2H0 (ψ4f
∗
1 − ψ3f

∗
2 ) = μ0λ4f

∗
1 ,

ψ1H0 (ψ4f
∗
1 − ψ3f

∗
2 ) = −μ0λ3f∗2 .

Сравнивая получившиеся уравнения со второй парой уравнений (8.61),
мы видим, что эти две системы уравнений совпадают. Следовательно,

g3(x) = −f∗2 (x), g4(x) = f∗1 (x). (8.68)

Аналогично, из второй пары уравнений (8.65) получаем

g1(x) = f∗4 (x), g2(x) = −f∗3 (x). (8.69)

Подставляя (8.67)–(8.69) в (8.64), получаем

Ψ∗
C(x) =

(
4∑

n=1

ψn(x)fn(x)

)∗

= γ2

4∑
n=1

ψn(x)gn(x) = γ2Ψ(x). (8.70)

Как видно, соотношение (8.70), которое было получено на основе
свойств ортогональных биспиноров, показывает, что матрицей преоб-
разования зарядового сопряжения является матрица γ2, совпадающая
с матрицей U (1)

C , полученной в гл. 7.
Отметим специфику соотношения (8.70) по сравнению с аналогич-

ным соотношением теории скалярных частиц. Отрицательно частотные
решения уравнения КГФ соответствуют «зеркальной частице», заряд
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которой противоположен заряду «частицы». В свою очередь отрица-
тельно частотные решения, определяемые соотношением (8.70), соот-
ветствуют «зеркальной античастице». Действительно, из (8.70) полу-
чаем

ΨC(x)ΨC(x) = −Ψ(x)Ψ(x).

Таким образом, одновременное изменение частотности решения и знака
нормы волновой функции приводит к тому, что соотношение (8.70)
связывает волновые функции решений, отвечающих одному и тому же
знаку плотности заряда.

При выводе соотношения (8.70) мы использовали явный вид ор-
тогональных биспиноров (8.18). Однако в предыдущей главе исходя
из общих соотношений мы показали, что операция зарядового сопря-

жения осуществляется двумя матрицами: U (1)
C = γ2 и U

(2)
C = γ5U

(1)
C .

Учитывая общие свойства уравнения (7.2), можно, не проводя повтор-
ного рассмотрения, показать, что второе решение также согласуется
с явным видом ортогональных биспиноров. Однако преобразование
с матрицей U

(2)
C не меняет знака нормы волновой функции, поэтому

отрицательно частотные решения для частицы будут связываться с по-
ложительно частотными решениями для частицы противоположного
заряда. Следовательно, спинорная «зеркальная частица» может быть
как зеркальной частицей, так и зеркальной античастицей.

8.5. Спинорное представление

В спинорном представлении матрицы γμ имеют вид

γγγγγγγγγ =
(
0 −iσσσσσσσσσ
iσσσσσσσσσ 0

)
, γ4 = −

(
0 I
I 0

)
. (8.71)

Матрицы (8.71) по-прежнему удовлетворяют коммутационным соотно-
шениям

γμγν + γνγμ = 2δμν .

Матрица γ5 в спинорном представлении принимает вид

γ5 =
(
I 0
0 −I

)
. (8.72)

Поскольку пространственные компоненты матриц (8.71) совпадают
с пространственными компонентами матриц γμ в стандартном пред-
ставлении, то оператор спина Σ одинаков в стандартном и спинорном
представлениях. Матрица ααααααααα в спинорном представлении принимает вид

ααααααααα = iγ4γγγγγγγγγ =
(

σσσσσσσσσ 0
0 −σσσσσσσσσ

)
. (8.73)

11 А.В. Андреев
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В результате уравнение (8.3) на собственные значения для спиновой
части оператора уравнения (7.2) принимает в спинорном представлении
вид (

(B− iE) σσσσσσσσσ 0
0 (B + iE) σσσσσσσσσ

)
ψn = λnψn. (8.74)

Таким образом, как мы отмечали в разделе 8.2, операторы (Σ± ααααααααα) /2
осуществляют представление двух подгрупп вращений группы преоб-
разований Лоренца. Верхний и нижний спиноры биспинорной волновой
функции

ψ =
(
ξ
η

)
являются решениями двух независимых спинорных уравнений:

(B − iE) σσσσσσσσσξn = λnξn, (B + iE) σσσσσσσσσηn = λnηn. (8.75)

Несложно видеть, что уравнения (8.75) совпадают с уравнениями (8.8),
поэтому собственные значения по-прежнему имеют вид

λ1, 2 = ±
√

(B − iE)2 , λ3, 4 = ±
√

(B + iE)2 .
Отвечающие этим собственным значениям биспинорные собственные
волновые функции уравнения (8.74) имеют теперь вид

ψ1 =
(
w1
0

)
, ψ2 =

(
w2
0

)
, ψ3 =

(
0
w3

)
, ψ4 =

(
0
w4

)
, (8.76)

где спиноры wi определяются выражениями (8.17).
Свойства биспиноров (8.76) во многом совпадают со свойствами

аналогичных биспиноров (8.18) в стандартном представлении. Дей-
ствительно, биспиноры (8.76) также являются одновременно и соб-
ственными функциями оператора γ5, имеющего теперь вид (8.72):

γ5ψ1, 2 = ψ1, 2, γ5ψ3, 4 = −ψ3, 4.

Правила ортогональности биспиноров (8.76) определяются общей фор-
мулой (8.5):

ψnψn = 0, ψ1ψ2 = 0, ψ1ψ3 = 1,

ψ1ψ4 = 0, ψ2ψ3 = 0, ψ2Ψ4 = 1, ψ3ψ4 = 0.
Так же как и в стандартном представлении, получаем

ψnΣψn = 0, ψnαααααααααψn = 0.

Отличие состоит лишь в том, что в стандартном представлении при
движении частицы в магнитном поле (E = 0), как мы увидим позже,
уравнения для верхнего и нижнего спинора биспинорной волновой
функции можно разделить. В таких состояниях ψΣψ �= 0, а ψαααααααααψ = 0.
В спинорном представлении такое разделение невозможно, поскольку
матрица γ4 в этом случае антидиагональна, а обе матрицы, Σ и ααααααααα,
являются диагональными. Хотя, конечно же, состояния, в которых
ψΣψ �= 0 и ψαααααααααψ = 0, по-прежнему возможны. Вопрос состоит лишь
в том, какие биспиноры удобнее использовать в качестве базисных:
являющиеся собственными функциями оператора γ5 в стандартном
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представлении или в спинорном? В обоих случаях волновые функции
частиц или античастиц, т. е. волновые функции с ненулевой нормой,
являются суперпозицией базисных биспиноров.

8.6. Квартионы

Итак, приведенный выше анализ показал, что общее решение урав-
нения (7.2) может быть представлено в виде разложения по биспино-
рам, являющимся собственными решениями спиновой части уравне-
ния (7.2):

Ψ(x) =
4∑

n=1

Cnψn(x)gn(x), (8.77)

где Cn — константы, вид ортогональных биспиноров ψn(x) опреде-
ляется выражениями (8.17)–(8.18), а уравнения для скалярных вол-
новых функций gn(x) имеют вид (8.61). Уравнения для скалярных
функций gn(x) являются уравнениями второго порядка по временной
производной, поэтому выражение (8.77) содержит как положительно,
так и отрицательно частотные решения. Отрицательно частотные ре-
шения, исходя из аналогии со случаем скалярной частицы, мы связали
с зеркальными частицами, и в следующей главе будет показано, что эта
аналогия обусловлена общностью математической базы. Следователь-
но, состояния, отвечающие четырем положительно частотным решени-
ям (8.77), выступают в качестве четырех элементарных возбуждений
спинорного материального поля, суперпозиция которых образует те или
иные состояния частиц или античастиц. Это свидетельствует о том,
что состояния спинорных частиц являются составными, а состояния,
описываемые биспинорами ψn, являются базовыми структурными эле-
ментами. Естественным поэтому выглядит желание идентифицировать
эти состояния определенным термином, поскольку при анализе задач
взаимодействия спинорного поля с электромагнитным полем мы будем
постоянно обращаться к общему виду решения (8.77). В качестве
такого термина можно выбрать термин квартионы, поскольку как по-
ложительно частотные, так и отрицательно частотные решения (8.77)
содержат квартет таких состояний. 1)

8.6.1. Нейтральные (безмассовые) квартионы. Как следует из
вышеприведенных формул, общее положительно частотное решение за-
дачи о движении частицы в однородном магнитном или электрическом
поле имеет вид

1) Поскольку термин квартион созвучен уже известному термину ква-
тернион, то сразу отметим, что эти два термина относятся к различным
математическим множествам, алгебра которых существенно различается. На-
пример, представлением алгебры кватернионов являются операторы группы
SU(2)-симметрии, т. е. спиновые матрицы Паули.

11*
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Ψ(z) = 1√
2

[
C1

(
w(+)

w(+)

)
g1(z) + C2

(
w(−)

w(−)

)
g2(z) +

+C3

(
w(+)

−w(+)

)
g3(z) + C4

(
w(−)

−w(−)

)
g4(z)

]
, (8.78)

где спиноры w(σ) являются собственными решениями уравнения
σzw(σ) = σw(σ), а ось z совпадает с направлением вектора напряжен-
ности магнитного или электрического поля. Учитывая симметрийные
свойства собственных значений λn, определяемых формулами (8.9)
и (8.12), в случае магнитного поля получаем

Ψm(z) = 1√
2

[
C1

(
w(+)

w(+)

)
+ C3

(
w(+)

−w(+)

)]
g1(z) +

+ 1√
2

[
C2

(
w(−)

w(−)

)
+ C4

(
w(−)

−w(−)

)]
g2(z), (8.79)

а в случае электрического поля

Ψe(z) = 1√
2

[
C1

(
w(+)

w(+)

)
+ C4

(
w(−)

−w(−)

)]
g1(z) +

+ 1√
2

[
C2

(
w(−)

w(−)

)
+ C3

(
w(+)

−w(+)

)]
g2(z). (8.80)

Отметим следующие свойства ортогональных биспиноров:

Σz

(
w(+)

w(+)

)
=

(
w(+)

w(+)

)
, Σz

(
w(+)

−w(+)

)
=

(
w(+)

−w(+)

)
,

Σz

(
w(−)

w(−)

)
= −

(
w(−)

w(−)

)
, Σz

(
w(−)

−w(−)

)
= −

(
w(−)

−w(−)

)
,

(8.81)

αz

(
w(+)

w(+)

)
=

(
w(+)

w(+)

)
, αz

(
w(+)

−w(+)

)
= −

(
w(+)

−w(+)

)
,

αz

(
w(−)

w(−)

)
= −

(
w(−)

w(−)

)
, αz

(
w(−)

−w(−)

)
=

(
w(−)

−w(−)

)
.

(8.82)

Различие в виде пространственных волновых функций означает раз-
личие в дисперсионных свойствах распространения частицы. Как сле-
дует из формул (8.79)–(8.82), при распространении частицы в области
ненулевого магнитного поля различными дисперсионными свойства-
ми обладают состояния, отвечающие различным значениям проекции
спина на направление магнитного поля, и дисперсионные свойства не
зависят от собственных значений оператора αz. В свою очередь при
движении частицы в области ненулевого электрического поля различ-
ными дисперсионными свойствами обладают состояния, отвечающие
различным собственным значениям оператора αz, и эти свойства не
зависят от значения проекции спина на направление электрического
поля. Указанные свойства дают математические основания введения
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определений векторов электрической (7.21) и магнитной (7.22) по-
ляризации, которые ранее были введены лишь на основе аналогии
с уравнениями классической электродинамики.

Биспиноры ψn отвечают безмассовым состояниям спинорного по-
ля, поскольку ψnψn = 0, т. е. каждое из состояний по отдельности
не образует состояния материального поля, характеризующегося ко-
нечной массой, энергией или другими характеристиками, поскольку
ψnΣψn = 0 и ψnαααααααααψn = 0. Следовательно, состояния материального по-
ля, обладающие конечной энергией, заведомо являются суперпозицией
нейтральных квартионов. 1)

8.6.2. Положительный и отрицательный квартионы. Из фор-
мулы (8.79) наглядно видно, что в случае когда частица взаимодейству-
ет только с магнитным полем, возникают естественные суперпозиции
безмассовых квартионов:

1
2

[(
w(+)

w(+)

)
+

(
w(+)

−w(+)

)]
=

(
w(+)

0

)
,
1
2

[(
w(+)

w(+)

)
−

(
w(+)

−w(+)

)]
=

(
0

w(+)

)
.

Действительно, вводя в общем решении (8.77) новые константы, опре-
деляемые соотношениями

C1 = 1√
2

(A1 +B1), C2 = 1√
2

(A2 +B2),

C3 = 1√
2

(A1 −B1), C4 = 1√
2

(A2 −B2),
(8.83)

из (8.79) получаем

Ψm(z) = A1

(
w(+)

0

)
g1(z) +A2

(
w(−)

0

)
g2(z) +

+B1

(
0

w(+)

)
g1(z) +B2

(
0

w(−)

)
g2(z). (8.84)

Как видно, анализ задач о движении частицы в магнитном поле
можно проводить, используя в качестве базиса разложения четыре
новых квартиона:

ψ(+)
σ =

(
w(σ)

0

)
, ψ(−)

σ =
(

0
w(σ)

)
. (8.85)

В то время как квартионы ψn в формуле (8.78) являются собственными
функциями операторов (nBΣ) и γ5, положительные и отрицатель-
ные квартионы (8.85) являются собственными функциями операторов
(nBΣ) и γ4. Действительно,

γ4ψ
(+)
σ = ψ(+)

σ , γ4ψ
(−)
σ = −ψ(−)

σ .

1) Однако это не означает, что нейтральный квартион, взаимодействуя
с внешним электромагнитным полем, не может распасться на состояния, обла-
дающие конечной массой (см. гл. 11).
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Естественно поэтому, что свойства ортогональности квартио-
нов (8.85) отличаются от свойств ортогональности нейтральных
квартионов и имеют вид

ψ
(λ)
σ ψ

(λ′)
σ′ = λδλλ′δσσ′ . (8.86)

Положительные квартионы ψ
(+)
σ имеют положительную норму,

ψ
(+)
σ ψ(+)

σ = 1,

а норма отрицательных квартионов отрицательна:

ψ
(−)
σ ψ(−)

σ = −1.
Поэтому если состояния с положительной нормой связать с состоя-
ниями частицы, а состояния с отрицательной нормой — с состояниями
античастицы, то волновая функция (8.84) отвечает состоянию частицы,
когда |A1|2 + |A2|2 > |B1|2 + |B2|2. Оператор γ5 переводит положи-
тельные квартионные состояния в отрицательные, не меняя значения
квантового числа σ, и вместе с тем коммутирует с оператором урав-
нения (7.2), поэтому при анализе задач взаимодействия спинорного
материального поля с магнитным полем, как следует из (8.84), мы мо-
жем ограничиться рассмотрением лишь положительных квартионных
состояний:

Ψm(z) =
[(
w(+)A1g1(z) + w(−)A2g2(z)

0

)]
.

Как видно, изменение состояния частицы по отношению к величине
вектора магнитной поляризации связано с различием дисперсионных
свойств квартионов, отвечающих двум разным собственным состояни-
ям оператора Σz.

В случае взаимодействия частицы с однородным электрическим
полем волновая функция (8.80) с использованием преобразования ко-
эффициентов (8.83) принимает вид

Ψe(z) = A1

2

(
w(+) (g1(z) + g2(z))
w(+) (g1(z) − g2(z))

)
+ B1

2

(
w(+) (g1(z) − g2(z))
w(+) (g1(z) + g2(z))

)
+

+ A2

2

(
w(−) (g1(z) + g2(z))
−w(−) (g1(z) − g2(z))

)
+ B2

2

(−w(−) (g1(z) − g2(z))
w(−) (g1(z) + g2(z))

)
. (8.87)

Как видно, биспиноры при коэффициентах Bi получаются как резуль-
тат действия оператора −γ5 на биспиноры при коэффициентах Ai.
Следовательно, при анализе задач о движении частиц в электрическом
поле мы можем также ограничиться лишь рассмотрением решений, от-
вечающих положительной норме волновых функций. Норма волновых
функций при коэффициентах Ai равна

NA(z) = 1
2

(g∗1 (z)g2(z) + g1(z)g∗2 (z)) ,
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а норма волновых функций при коэффициентах Bi в каждой точке
пространства имеет противоположное значение: NB(z) = −NA(z).

Вместе с тем, как следует из (8.87), если начальное состояние
частицы представляло собой волновой пакет, составленный из положи-
тельных квартионов, то по мере его распространения в пространствен-
но неоднородном электрическом поле состояние частицы становится су-
перпозицией положительных и отрицательных квартионов. Например,
в случае когда U(z)|z→−∞ = 0, пространственные волновые функции
падающей частицы имеют вид: g1, 2(z)|z→−∞ = exp(iκz) и биспиноры
при коэффициентах A1, 2 принимают вид положительных квартионов.
Однако ввиду различия дисперсионных свойств состояний, отвечаю-
щих двум различным собственным значениям оператора αz, амплитуда
отрицательных квартионных состояний волновых функций при коэф-
фициентах A1, 2 становится отличной от нуля.

8.6.3. Магнитное поле. Определим характеристики внутренних
степеней свободы частицы, находящейся в различных квартионных
состояниях.

В случае когда частица взаимодействует лишь со стационарным
магнитным полем (т. е. E = 0), собственные значения становятся вы-
рожденными:

λ1, 2 = ±B (r) , λ3, 4 = λ1, 2. (8.88)

Из (8.15) и (8.16) получаем

cosΘ (r) = Bz (r)

B (r)
= cos θ (r) ,

cosΦ (r) = Bx (r)

B (r) sin θ (r)
= cosϕ (r) ,

(8.89)

где θ (r) и ϕ (r) — полярный и азимутальный углы вектора B (r)
в точке r. Подставляя выражения (8.89) в формулы (8.17), получаем

w1 = w3 = w(+) (θ (r) ,ϕ (r)) , w2 = w4 = w(−) (θ (r) ,ϕ (r)) , (8.90)

где спиноры w(±) определяются формулами (8.50).
Таким образом, в произвольном магнитном поле, а не только в од-

нородном, в качестве базовых состояний частицы можно выбрать по-
ложительные и отрицательные квартионные состояния:

ψ(+)
σ =

(
w(σ) (r)

0

)
, ψ(−)

σ =
(

0
w(σ) (r)

)
. (8.91)

Спин частицы в квартионных состояниях (8.91) определяется сле-
дующими выражениями:

ψ
(+)
σ Σψ(+)

σ = w(σ)+σσσσσσσσσw(σ), ψ
(−)
σ Σψ(−)

σ = −w(σ)+σσσσσσσσσw(σ).

Таким образом, спин частицы, находящейся в положительном квар-
тионном состоянии ψ

(+)
σ , совпадает по величине и противоположен
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по направлению спину частицы, находящейся в квартионном состоя-
нии ψ

(−)
σ . Вектор магнитной поляризации определяется равенством

(7.22). Для него получаем

M(+)
σ = μ0ψ

(+)
σ Σψ(+)

σ = σμ0
B (r)

B (r)
, M(−)

σ = μ0ψ
(−)
σ Σψ(−)

σ = −σμ0B (r)

B (r)
.

Следовательно, магнитные моменты частиц, находящихся в поло-
жительном и отрицательном квартионных состояниях с одинаковым
значением σ, направлены противоположно друг другу и, соответствен-
но, параллельны или антипараллельны направлению вектора напря-
женности магнитного поля в данной точке пространства. При μ0 > 0
магнитный момент частицы, находящейся в состоянии ψ

(+)
σ=+1, ориен-

тируется вдоль направления магнитного поля, а магнитный момент
частицы, находящейся в состоянии ψ

(−)
σ=+1, — против направления

магнитного поля. Как мы отмечали выше, это связано с тем, что
положительное квартионное состояние отвечает состоянию частицы,
а отрицательное квартионное состояние — состоянию античастицы.
В терминах традиционных теорий, полагающих, что вероятность всегда
является положительной, это эквивалентно тому, что магнетоны части-
цы μp и античастицы μa одинаковы по величине и противоположны по
знаку: μp = μ0 и μa = −μ0.

Вектор электрической поляризации определяется выражени-
ем (7.21). Для него получаем

Pn = −iμ0ψnαααααααααψn = 0.

Таким образом, при движении в магнитном поле вектор электрической
поляризации равен нулю, если материальное поле находится в супер-
позиции только положительных

∑
σ
Aσψ

(+)
σ или только отрицательных∑

σ
Bσψ

(−)
σ квартионных состояний. Вектор электрической поляризации

рассеянных частиц может быть отличен от нуля только в том случае,
когда волновая функция падающей частицы (т. е. частицы, находя-
щейся в области нулевого магнитного поля) является суперпозицией
положительных и отрицательных квартионных состояний. Следова-
тельно, взаимодействие с магнитным полем не приводит к индуци-
рованию вектора электрической поляризации состояния рассеянных
частиц.

8.6.4. Электрическое поле. В случае когда B = 0, собственные
значения имеют вид

λ1, 2 = ∓iE (r) , λ3, 4 = ±iE (r) . (8.92)

Из (8.15) и (8.16) получаем

cosΘ (r) = Ez (r)

E (r)
= cos θ (r) , cosΦ (r) = Ex (r)

E (r) sin θ (r)
= cosϕ (r) ,
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Таким образом, спиноры wn снова имеют вид (8.90), где, однако, θ (r)
и ϕ (r) являются теперь полярным и азимутальным углами векто-
ра E (r) в точке r. Ортогональные биспиноры (8.18) принимают в этом
случае вид

ψ1 = 1√
2

(
w(+)

w(+)

)
, ψ2 = 1√

2

(
w(−)

w(−)

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w(+)

−w(+)

)
, ψ4 = 1√

2

(
w(−)

−w(−)

)
.

(8.93)

Несложно видеть, что

ψnΣψn = 0, ψnαααααααααψn = 0.

Это обусловлено тем, что квартионы (8.93) отвечают безмассовым воз-
буждениям спинорного поля. Состояниям конечной массы отвечают су-
перпозиции биспиноров (8.93). При анализе задач рассеяния в качестве
указанных суперпозиций, учитывая свойства симметрии собственных
значений (8.92), удобно выбрать следующие (ср. (8.87)):

Ψ(+)
σ = 1

2

(
w(σ) (r) (g1 (r) + g2 (r))
σw(σ) (r) (g1 (r) − g2 (r))

)
,

Ψ(−)
σ = 1

2

(
σw(σ) (r) (g1 (r) − g2 (r))
w(σ) (r) (g1 (r) + g2 (r))

)
.

(8.94)

Биспиноры (8.94) не являются ортогональными, что говорит о том,
что положительные и отрицательные квартионы взаимодействуют по-
средством электрического поля, а удобство их выбора связано со сле-
дующим обстоятельством. Асимптотическое выражение координатных
волновых функций gn (r) в задачах рассеяния частицы статическим
электрическим полем, имеющим ненулевые значения в конечной про-
странственной области, зависит от углов рассеяния (θs,ϕs) и имеет вид

gn (r)|r→∞ = exp(iκz) + Gn (θs, ϕs)

r
exp (iκr) .

Следовательно, решения Ψ(+)
σ соответствуют налетающей частице, на-

ходящейся в положительном квартионном состоянии:

Ψ(+)
σ =

(
w(σ) (r)

0

)
exp(iκz),

а решения Ψ(−)
σ соответствуют налетающей частице, находящейся в от-

рицательном квартионном состоянии:

Ψ(−)
σ =

(
0

w(σ) (r)

)
exp(iκz).
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Полагая, что налетающая частица приходит из области z → −∞, для
налетающей частицы получаем

P(±)
σ

∣∣
z→−∞ = 0, M(±)

σ

∣∣
z→−∞ =

= ±μ0w(σ)+ (ϕ = 0, θ = 0) σσσσσσσσσw(σ) (ϕ = 0, θ = 0) = ±σμ0ez,

где мы учли, что напряженность электрического поля, создаваемого
ансамблем заряженных частиц, заключенных в конечной простран-
ственной области, при z → −∞ имеет вид

E (r)|z→−∞ = −∂ϕ

∂r
≈= −ez

∂ϕ

∂z
.

В свою очередь векторы электрической и магнитной поляризации ча-
стицы в области ее взаимодействия с электрическим полем имеют вид

P(±)
σ = −iμ0Ψ(±)

σ αααααααααΨ(±)
σ =

= ∓iμ0σw(σ)+σσσσσσσσσw(σ) g1g
∗
2 − g∗1 g2
2

= ±μ0 E (r)

E (r)
Im (g1g∗2 ) ,

M(±)
σ = μ0Ψ

(±)
σ ΣΨ

(±)
σ =

= ±μ0w(σ)+σσσσσσσσσw(σ) g
∗
3 g1 + g∗1 g3

2
= ±μ0 E (r)

E (r)
Re (g1g∗2 ) .

(8.95)

Из полученных формул видно, что волновые функции Ψ(+)
σ (r) отвеча-

ют состояниям частицы, в которых вектор электрической поляризации
в каждой точке пространства параллелен (σ = +1) или антипараллелен
(σ = −1) направлению вектора напряженности электрического поля
в данной точке пространства соответственно. Векторы электрической
поляризации античастицы в состояниях Ψ(−)

σ равны по величине и
противоположны по направлению векторам электрической поляриза-
ции частицы в состояниях Ψ(+)

σ соответственно. Таким образом, вза-
имодействие частицы с электрическим полем приводит к индуциро-
ванию ненулевого значения вектора электрической поляризации, что
обусловлено различием дисперсионных свойств решений, отвечающих
различным собственным значениям оператора αz. Действительно, для
свободной частицы g1, 2(z) = exp(iκz) и Im (g1g∗2 ) = 0.

В состояниях Ψ(±)
σ частица имеет также ненулевые значения век-

тора магнитной поляризации. Из (8.95) также следует, что вектор маг-
нитной поляризации в каждой точке пространства параллелен вектору
электрической поляризации. Это и неудивительно, поскольку опера-
тор ΣE коммутирует с оператором αααααααααE.

8.6.5. Квазиоднородные поля. Рассмотрим случай, когда век-
торы напряженности электрического и магнитного полей имеют по-
стоянное направление во всех точках пространства, однако величина
напряженности полей меняется:

E (r) = E0FE (r), B (r) = B0FB (r), (8.96)
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где FE,B — функции, описывающие профиль амплитуды поля. Выберем
систему координат с осью y, перпендикулярной плоскости векторов
(E0, B0), тогда Φ = 0 и из (8.54) получаем

ψ1, 2 = exp
(

Θ′′

2
αy

)(
w(±)(Θ′)
w(±)(Θ′)

)
,

ψ3, 4 = exp
(

Θ′′

2
αy

)(
w(±)(Θ′)
−w(±)(Θ′)

)
,

(8.97)

где
cosΘ = B cos θB − iE cos θE

Γ
и

Γ =
√
B2 − E2 − i2BE cos (θB − θE) .

Формулы существенно упрощаются, когда профили амплитуд полей
совпадают,

FB (r) = FE (r) = F (r) .

Действительно, в этом случае биспиноры ψn не зависят от координат
и система уравнений (8.59) принимает вид[
Δ + κ2 − 2

h̄2c2
(EU (r) − cq0A (r)p) +

+ 1

h̄2c2
(
U2 (r) − q20A

2 (r)
)

+ 2m0μ0

h̄2
λnF (r)

]
gn (r) = 0, (8.98)

где собственные значения λn зависят теперь лишь от амплитуд полей:

λ1, 2 = ±
√
B2

0 − E2
0 − i2B0E0 , λ3, 4 = ±

√
B2

0 − E2
0 + i2B0E0 . (8.99)

Уравнения (8.98) и (8.99) позволяют сделать ряд общих выводов
о влиянии спиновой степени свободы частиц с полуцелым спином на
их движение в электрических и магнитных полях. Наиболее наглядно
это может быть продемонстрировано на примере нейтральной частицы,
поскольку различие дисперсионных свойств безмассовых квартионных
состояний полностью определяется движением по внутренним степе-
ням свободы. В области, где F (r) = 1, решение уравнения (8.98) для
нейтральной частицы имеет вид

gn(z) = An exp (iknz) +Bn exp (−iknz) , (8.100)

где An и Bn — константы и kn =
√
κ2 + 2m0μ0

h̄2
λn . Поскольку λ1, 2

комплексно сопряжены с λ3, 4, то Re (k1, 2) = Re (k3, 4), следовательно,
фазовые скорости распространения квартионов ψ1 и ψ3 одинаковы.
Фазовые скорости квартионов ψ1, 3 и ψ2, 4 различны, поэтому спин

частицы, находящейся в суперпозиционном состоянии Ψ =
4∑

n=1
ψngn,
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прецессирует на пространственной частоте ν = Re (k1) − Re (k2) по ме-
ре ее распространения в области, занятой полем. При B0E0 > 0 полу-
чаем: Im (k1, 4) < 0 и Im (k2, 3) > 0. Следовательно, если электрическое
и магнитное поля занимают полупространство, то условиям конечности
волновой функции на бесконечности удовлетворяют функции (8.100)
с A1, 4 = 0 и B2, 3 = 0. Таким образом, отраженная волна является
суперпозицией квартионов ψ1 и ψ4, а прошедшая — суперпозицией
квартионов ψ2 и ψ3. Учитывая вышесказанное, несложно догадаться
(и это мы подробнее обсудим в следующей главе), что коэффициент
отражения нейтрона от полубесконечной области с ненулевым электри-
ческим полем тождественно равен единице при любом профиле элек-
трического поля. Исключение составляет случай, когда электрическое
и магнитное поля взаимно перпендикулярны.

Действительно, при B0⊥E0 собственные значения (8.99) становятся
вырожденными и действительными при B0 > E0 или чисто мнимыми
при B0 < E0. Выбирая ось z вдоль направления магнитного поля, при

B0 > E0 получаем: cosΘ = B0/
√
B2

0 − E2
0 . Волновые векторы kn в этом

случае принимают вид

k1, 3 =

√
E2 −m2

0c
4

h̄2c2
+ 2m0μ0

h̄2

√
B2

0 − E2
0 ,

k2, 4 =

√
E2 −m2

0c
4

h̄2c2
− 2m0μ0

h̄2

√
B2

0 − E2
0 .

Таким образом, в случае B0 > E0 волновые векторы являются чисто
действительными только при энергии налетающей частицы ΔE = E −
−m0c

2, большей пороговой ΔEth = |μ0|
√
B2

0 − E2
0 . При энергии на-

летающей частицы, меньшей пороговой, Re (k2, 4) = 0 и наблюдается
сильное отражение.

Во всех остальных случаях волновой вектор в (8.100) является
комплексным и, следовательно, нейтральная частица будет полностью
отражаться от полупространства, занятого ненулевым электрическим
полем. Таким образом, нейтральная частица может неограниченно глу-
боко проникать в область ненулевого электрического поля, занимаю-
щего полупространство, лишь в случае, когда наряду с электрическим
полем в этой области полупространства имеется перпендикулярное ему
магнитное поле с амплитудой, превышающей амплитуду электрическо-
го поля в каждой точке пространства.

8.6.6. Общие квартионные состояния. Как мы уже отмечали
выше, при анализе задач рассеяния удобно полагать, что падающая
частица приходит из области нулевых значений потенциала поля, на-
пример из области Aμ(x)|z→−∞ = 0. В этом случае асимптотическое
поведение пространственных волновых функций в одномерных задачах
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рассеяния имеет вид: gn(z) = exp(iκz), где κ — величина волнового
вектора свободной частицы, определяющаяся выражением

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
.

Учитывая асимптотический вид волновых функций gn(z), состояние
падающей частицы всегда может быть представлено в виде

Ψ0(z)|z→−∞ =
4∑

n=1

Cnψn exp(−iκz).

Вид ортогональных биспиноров ψn определяется формулами (8.18):

ψ1 = 1√
2

(
w1
w1

)
, ψ2 = 1√

2

(
w2
w2

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w3
−w3

)
, ψ4 = 1√

2

(
w4
−w4

)
,

где в общем случае, согласно формулам (8.17), все спиноры wn раз-
личны. Однако, как было показано выше, при взаимодействии частицы
только с магнитным или только с электрическим полем спиноры wn

обладают следующими свойствами (см. (8.90)):

w1 = w3 = w(+) (θ (r) ,ϕ (r)), w2 = w4 = w(−) (θ (r) ,ϕ (r)),

где углы θ (r) и ϕ (r) определяют направление векторов напряженности
магнитного или электрического полей в точке r. Благодаря этому свой-
ству состояние налетающей частицы в одномерных задачах рассеяния
может быть представлено в следующем виде:

Ψ0(z) =
[
C1 + C3√

2

(
w(+)

0

)
+ C1 − C3√

2

(
0

w(+)

)
+ C2 + C4√

2

(
w(−)

0

)
+

+ C2 − C4√
2

(
0

w(−)

)]
exp(iκz),

т. е. состояние налетающей частицы становится суперпозицией четырех
квартионных состояний (8.91):

ψ(+)
σ =

(
w(σ)

0

)
, ψ(−)

σ =
(

0
w(σ)

)
.

Таким образом, в случае взаимодействия частицы только с магнитным
или только с электрическим полем состояние материального поля в лю-
бой точке пространства может быть представлено в виде суперпозиции
четырех квартионов.

При взаимодействии частицы с суперпозицией магнитного и элек-
трического полей все спиноры wn различны во всех случаях, кроме
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одного, когда E (r) ‖ B (r). В остальных случаях углы Θ (r) и Φ (r),
определяемые равенствами (8.15)–(8.16), являются комплексными и со-
отношения (8.90) не выполняются. Встает вопрос: возможно ли в об-
щем случае выделение четырех квартионных состояний со свойствами,
аналогичными свойствам квартионов (8.91)? По сути дела, ответ на
этот вопрос был уже дан в разделе 8.3. Действительно, мы показали,
что ортогональные биспиноры в общем случае могут быть представле-
ны в виде

ψn = exp
(

Φ′′

2
α3

)
exp

(
Θ′′

2
αΦ′

)
ψ′

n,

поэтому в качестве квартионов выступают следующие биспиноры:

ψ(+)
σ = exp

(
Φ′′

2
α3

)
exp

(
Θ′′

2
αΦ′

) (
w(σ) (Θ′, Φ′)

0

)
,

ψ(−)
σ = exp

(
Φ′′

2
α3

)
exp

(
Θ′′

2
αΦ′

) (
0

w(σ) (Θ′, Φ′)

)
,

где спиноры w(σ) (Θ′, Φ′) определяются выражениями (8.53). Идентич-
ность свойств полученных квартионных состояний и свойств квартио-
нов (8.91) проявляется в следующем. Отметим, что

ψ
(+)
σ =

(
w(σ)+ (Θ′, Φ′) , 0

)
exp

(
Φ′′

2
α3

)
exp

(
Θ′′

2
αΦ′

)
γ4 =

= ψ
′(+)
σ exp

(
−Φ′′

2
α3

)
exp

(
−Θ′′

2
αΦ′

)
,

где

ψ′(+)
σ =

(
w(σ) (Θ′, Φ′)

0

)
.

Следовательно,

ψ
(+)
σ ψ(+)

σ = ψ
′(+)
σ ψ′(+)

σ .

Несложно также видеть, что свойства ортогональности общих кварти-
онных состояний совпадают со свойствами ортогональности квартион-
ных состояний (8.91).

8.6.7. Взаимодействие с плоской электромагнитной волной.
Рассмотрим взаимодействие частицы с плоской монохроматической
электромагнитной волной, потенциал которой определяется выраже-
нием

Aμ(x) = Aμ(θ), (8.101)

где
θ = kμxμ = kr− ωt.
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Четырехмерный волновой вектор kμ имеет вид

kμ =
(
k, iω

c

)
и удовлетворяет условию

kμkμ = k2 −
(
ω

c

)2
= 0.

Условие лоренцевской калибровки для поля (8.101) имеет вид

kμA
′
μ = 0, (8.102)

где A′
μ = ∂Aμ/∂θ.

Используя условие калибровки (8.102), получаем

B = rotA = [kA′] , E = −1
c

∂A

∂t
− ∇ϕ = − 1

κ
[k [kA′]] ,

где κ = ω/c. Отсюда следует, что

BE = 0, B2 = E2.

Следовательно, собственные значения (8.9) и (8.12) равны нулю:

λn = 0. (8.103)

Таким образом, мы видим, что взаимодействие спинорной частицы
с полем плоской электромагнитной волны не приводит к изменению ее
состояния по внутренним степеням свободы. Уравнение для каждой из
пространственных волновых функций общего решения (8.57) совпадает
с уравнением движения скалярной частицы и имеет вид

1
2m0

[(
p − q0

c
A(x)

)2
− 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− q0ϕ(x)

)2
+m2

0c
2
]
gn(x) = 0.

Этот результат, впрочем, вполне очевиден и следует из вида урав-
нения (7.2). Действительно, слагаемое уравнения (7.2), определяющее
движение по внутренним степеням свободы движения частицы, имеет
вид

γμγνFνμ.

Для электромагнитной волны с потенциалом (8.101) получаем

γμγνFνμ = (γμAμ) (γνkν) .

Однако матрица (γμkμ) является особенной (вырожденной), поскольку
ее детерминант равен нулю. Действительно,

Det (γμkμ) =
(
k2 −

(
ω

c

)2
)2

= 0.
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Следовательно, не существует матрицы, обратной матрице (γμkμ), по-
этому ее действие на произвольную биспинорную волновую функцию
определяется выражением

(γμkμ) Ψ = 0.

Таким образом, движение спинорной частицы в электромагнитном по-
ле, являющемся суперпозицией некоррелированных плоских монохро-
матических волн, совпадает с движением скалярной частицы в указан-
ном электромагнитном поле.



Гл а в а 9

ЗЕРКАЛЬНЫЕ СПИНОРНЫЕ ЧАСТИЦЫ

Специфика частиц, описываемых спинорными волновыми полями,
состоит в наличии у них внутренних степеней свободы движения. Тра-
диционно принято считать, что наличие внутренних степеней свободы
проявляется лишь в возникновении собственного углового момента
движения частиц, т. е. спина. Однако, как мы видели в предыдущих
главах, в рамках теории, основанной на уравнении (7.2), спин не
определяет полностью состояния частицы по внутренним степеням
свободы, а его проекции являются лишь тремя из восьми характери-
стик (аксиального и полярного векторов, скаляра и псевдоскаляра),
определяющих состояние частицы.

В настоящей главе на примере задачи о движении частицы в про-
странственно неоднородном стационарном электрическом поле мы по-
кажем, что аксиальный и полярный векторы, скалярная и псевдо-
скалярная величины, необходимые для полного определения состоя-
ния спинорной частицы, образуют два 4-вектора: Mμ = (M, Γ) и
Pμ = (P, N), которые полностью определяют состояние частицы по
внутренним степеням свободы. Мы обсудим ряд закономерностей,
которым удовлетворяют компоненты этих 4-векторов при движе-
нии частицы в пространственно неоднородном стационарном внеш-
нем поле.

Задача о рассеянии частицы пространственно неоднородным элек-
трическим полем дает наглядную иллюстрацию того, что задания
спина недостаточно для полного определения состояния частицы по
внутренним степеням свободы. Действительно, как мы покажем в на-
стоящей главе, энергетические спектры коэффициентов отражения и
прохождения в одномерной задаче рассеяния (в трехмерных задачах
рассеяния говорят о сечении рассеяния) не зависят от спина, т. е.
от магнитного момента налетающей частицы. При этом, однако, они
существенно зависят от электрического момента падающей частицы.

Переход к волновому уравнению второго порядка по временной
производной приводит к удвоению не только внутренних, но и транс-
ляционных степеней свободы движения частицы. Наиболее ярким про-
явлением указанного расширения пространства состояний является
появление в теории зеркальных частиц. В предыдущих главах была
дана теория зеркальных скалярных частиц. В настоящей главе мы
покажем, что зеркальные спинорные частицы обладают рядом специ-
фических черт по сравнению со скалярными. Например, зеркальная
спинорная частица не обязательно является частицей противополож-
ного заряда.
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Как показал анализ, проведенный в гл. 4–6, последовательная тео-
рия зеркальных частиц и их непротиворечивая физическая интерпре-
тация могут быть основаны лишь на использовании понятий запре-
щенной зоны состояний и связанного с ним понятия отрицательной
вероятности, которые неразрывно связаны с волновыми уравнениями,
включающими вторую производную по времени, и являются их необ-
ходимым атрибутом.

Невозможность создания последовательной теории зеркальных ча-
стиц в рамках волновых уравнений, включающих лишь первую про-
изводную по времени, обусловлена тем, что факторизация оператора
уравнения КГФ на два оператора первого порядка вдвое сужает про-
странство состояний частицы. Действительно, представление группы
преобразований Лоренца включает операторы, осуществляющие как
пространственно-пространственные, так и пространственно-временные
вращения. В рамках теории скалярных полей переход к волновым урав-
нениям первого порядка по времени приводит к тому, что оператор k,
осуществляющий пространственно-временные вращения, становится
оператором «буста», т. е. вспомогательным оператором, не имеющим
физического смысла. Как мы видели в предыдущих главах, в рамках
теорий, основанных на введении понятия отрицательной вероятности,
все компоненты генератора преобразований Jμν приобретают физиче-
ский смысл.

Аналогичная ситуация имеет место и с генератором преобразова-

ния формы биспинорных волновых функций J
(γ)
μν , ответственным за

внутренние степени свободы частицы. В рамках теорий, линейных по
оператору Ê = ih̄ ∂/∂t, пространственно-пространственные компоненты
этого тензора соответствуют оператору спина или связанного с ним
оператора магнитного момента m = μBΣ, отвечающего физически на-
блюдаемой величине. Однако пространственно-временные компоненты
этого тензора соответствуют оператору скорости dr/dt = cααααααααα. Поскольку
собственные значения оператора αz равны ±1, то это приводит к од-
ному из парадоксов квантовой механики, состоящему в том, что соб-
ственные значения скорости спинорной частицы равны скорости света.
Это заведомо противоречит экспериментально наблюдаемым данным.
В процессе развития квантовой механики было предложено достаточ-
но большое количество теорий, интерпретирующих указанный пара-
докс [59]. Однако мы не будем здесь останавливаться на обсуждении
этих интерпретаций. Дело в том, что указанный парадокс не является
единственным парадоксом релятивистской квантовой механики, осно-
ванной на использовании волновых уравнений материального поля,
включающих лишь первую производную по времени. Более принципи-
альным является, пожалуй, парадокс Клейна [16], состоящий в том,
что при использовании уравнения Дирака для расчета коэффициента
отражения частицы от потенциальной ступеньки высотой U0 > 2m0c

2

энергетический коэффициент отражения становится большим едини-
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цы, а коэффициент прохождения становится отрицательным. Этот па-
радокс вызывает в последнее время повышенный интерес, стимули-
руемый исследованиями по расчету зонной структуры графена [19].
В настоящей главе мы покажем, что в рамках теории, основанной
на использовании понятия отрицательной вероятности, этот парадокс
находит последовательное разрешение и оказывается связанным с тео-
рией зеркальных частиц. Как мы увидим, теории зеркальных спи-
норных и скалярных частиц имеют общие основы. Однако поскольку
в случае скалярных полей коэффициент прохождения не принимает
отрицательных значений, то исторически это обстоятельство осталось
незамеченным.

Выше мы уже говорили, что переход от волновых уравнений с пер-
вой производной по времени к волновым уравнениям, включающим
вторую производную по времени, вдвое расширяет размерность про-
странства как внутренних, так и трансляционных степеней свободы.
Остановимся еще раз на обсуждении внутренних степеней свободы.
Итак, в то время как состояние частицы, волновая функция которой
подчиняется уравнению Дирака, задается одной векторной величиной,
M = μBΨΣΨ, и одной скалярной, N = ΨΨ, то состояние частицы, вол-
новая функция которой подчиняется уравнению (7.2), задается восемью
величинами: тремя компонентами аксиального вектора M = μ0ΨΣΨ,
тремя компонентами полярного вектора P = μ0Ψγ4γγγγγγγγγΨ = −iμ0ΨαααααααααΨ,
одной скалярной, N = ΨΨ, и одной псевдоскалярной, Γ = −iΨγ5Ψ.
Эти различия обусловлены тем, что факторизация оператора урав-
нения КГФ на два оператора, линейные по временной производной,
приводит к тому, что верхний и нижний спиноры биспинорной вол-
новой функции перестают быть независимыми. Даже при свободном
движении частицы эти два спинора связаны друг с другом, т. е. со-
стояние частицы по внутренним степеням свободы детерминировано
трансляционным движением частицы как целого. Это приводит еще
к одному парадоксу, состоящему в том, что перпендикулярные на-
правлению движения свободной частицы компоненты спина являются
неопределенными, поскольку операторы Σx, y не коммутируют с опера-
тором αz и лишь проекция спина на направление движения Σz может
иметь определенное значение. Напротив, свободное движение частицы,
волновая функция которой подчиняется уравнению (7.2), не зависит
от состояния частицы по внутренним степеням свободы, ее состояние
может определяться произвольными векторами M0 и P0.

9.1. Отражение от потенциальной ступеньки

Рассмотрим взаимодействие электрона со статическим простран-
ственно неоднородным электрическим полем следующего вида:

E(z) = E0ez

ch2 βz
.
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Потенциальная энергия, соответствующая этому виду поля, определя-
ется выражением

U(z) = −q0E0

β
(1 + thβz) = U0

1 + thβz

2
. (9.1)

Уравнение (7.2) принимает в этом случае вид[
Δ + (E − U(z))2 −m2

0c
4

h̄2c2
+ i

2m0μ0E0

h̄2
αz

ch2 βz

]
Ψ = 0. (9.2)

Общий вид положительно частотного решения для частицы, взаимо-
действующей с электрическим полем, был определен в предыдущей
главе и имеет вид

Ψ (r, t) =
4∑

n=1

ψngn(z) exp
(
−iE

h̄
t
)

exp (ik⊥r) , (9.3)

где k⊥ — проекция волнового вектора на плоскость, перпендикуляр-
ную оси z. Поскольку оператор p⊥ коммутирует с оператором урав-
нения (9.2), то проекции импульса на плоскость, перпендикулярную
оси z, остаются неизменными, поэтому, для краткости и не ограни-
чивая общности, мы будем далее полагать |k⊥| = 0. Биспиноры ψn,
входящие в (9.3), являются собственными волновыми функциями спи-
новой части уравнения (9.2), т. е. собственными функциями задачи на
собственные значения (8.3), и имеют следующий вид:

ψ1 = 1√
2

(
w(+)

w(+)

)
, ψ2 = 1√

2

(
w(−)

w(−)

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w(+)

−w(+)

)
, ψ4 = 1√

2

(
w(−)

−w(−)

)
,

здесь w(±) — собственные волновые функции уравнения (nEσσσσσσσσσ)w(±) =
= ±w(±). Как мы отмечали в предыдущей главе, биспиноры ψn отвеча-
ют безмассовым квартионам и соответствуют следующим собственным
значениям:

λ1, 2 = ∓i, λ3, 4 = ±i.
Пространственные части волновых функций gn(z) являются решения-
ми уравнений[

Δ + κ2 − EU0

h̄2c2
(1 + thβz) + U2

0

4h̄2c2
(1 + thβz)2 +

+ λn
2m0μ0E0

h̄2
1

ch2 βz

]
gn(z) = 0, (9.4)

где

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
.
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Вводя новую неизвестную функцию

gn(z) = (1 + thβz)−ik1/2 (1− thβz)−ik2/2 pn(z)

и новую переменную
ξ = thβz,

уравнение (9.4) можно преобразовать к следующему виду:(
1− x2

)
p′′n(z) + (−ik1 + ik2 − (2− ik1 − ik2)x) p′n(z) +

+ 1
2

(
(k1 + k2)

2

2
+ ik1 + ik2 − 1

2

(
U0

h̄cβ

)2
− λn

U0

h̄cβ

μ0

μB

)
pn(x) = 0, (9.5)

где

k1 =

√
E2 −m2

0c
4

h̄cβ
, k2 =

√
(E − U0)

2 −m2
0c

4

h̄cβ
, μB = q0h̄

2m0c
. (9.6)

Учитывая, что уравнение (9.5) имеет вид уравнения для гипергеомет-
рических функций, общее решение уравнения (9.4) можно записать
в следующем виде:

gn(z) = C1 (chβz)i(k1+k2)/2 exp
(
−ik1 − k2

2
βz

)
×

× F
(
−sn − i

k1 + k2
2

, 1 + sn − i
k1 + k2

2
, 1− ik2, η

)
+

+ C2 (chβz)i(k1−k2)/2 exp
(
−ik1 + k2

2
βz

)
×

× F
(
−sn − i

k1 − k2
2

, 1 + sn − i
k1 − k2

2
, 1 + ik2, η

)
,

(9.7)

где
sn = 1

2

(√
1− u20 − 2λnu0γe − 1

)
,

η = 1
1 + exp (2βz)

и мы ввели обозначения

γe = μ0

μB
, u0 = U0

h̄cβ
. (9.8)

Учитывая вид собственных значений λn, несложно заключить, что
имеют место следующие соотношения:

s1 = s4 = 1
2

(√
1− u20 + i2u0γe − 1

)
= s, s2 = s3 = s∗. (9.9)

Асимптотика решения (9.7) при z → ∞ имеет вид

gn(z) = C1 exp (ik2βz) + C2 exp (−ik2βz) .
Положительно частотные решения уравнения (7.2), соответствующие
частице, налетающей на потенциальный барьер (9.1) из области z =
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= −∞, должны иметь следующую асимптотическую форму при z =
= ±∞:

gn(z) =
{

exp (ik1βz) + rn exp (−ik1βz) , z → −∞,
tn exp (ik2βz) , z → ∞.

Так же как и в разделе 5.1.5, здесь нужно сделать необходимые
пояснения, состоящие в том, что величина k2(E), определяемая (9.6),
имеет вид

k2(E) = (E − U0)

h̄cβ

√
1− m2

0c
4

(E − U0)
2
,

поэтому при E > U0 требуемой асимптотической форме отвечает первое
линейно независимое решение в (9.7), а при E < U0 — второе. Однако
поскольку при замене k2 → −k2 второе линейно независимое решение
в (9.7) совпадает с первым, то мы можем выбрать общее решение
в виде (9.7) с C2 = 0, положив при этом, что k2 при любых значениях
энергии налетающей частицы определяется выражением (9.6). В этом
случае асимптотическая форма волновых функций (9.7) при z → −∞
имеет вид

gn(z)|z→−∞= Γ (1−ik2) Γ (−ik1)
Γ (1+sn−i (k1+k2) /2) Γ (−sn−i (k1+k2) /2) exp (ik1βz)+

+ Γ (1−ik2) Γ (ik1)

Γ (1+sn+i (k1−k2) /2) Γ (−sn+i (k1−k2) /2) exp (−ik1βz) . (9.10)

Таким образом, пространственные волновые функции gn(z), удовле-
творяющие при z → ±∞ требуемой асимптотической форме, имеют вид

gn(z) = tn (2 chβz)i(k1+k2)/2 exp
(
−ik1 − k2

2
βz

)
×

× F
(
−sn − i

k1 + k2
2

, 1 + sn − i
k1 + k2

2
, 1− ik2, η

)
. (9.11)

Уравнения (9.10) и (9.11) приводят к следующим выражениям для
амплитудных коэффициентов отражения rn и прохождения tn:

rn =
Γ

(
1 + sn − i

k1 + k2
2

)
Γ

(
−sn − i

k1 + k2
2

)
Γ (ik1)

Γ
(
1 + sn + i

k1 − k2
2

)
Γ

(
−sn + i

k1 − k2
2

)
Γ (−ik1)

, (9.12)

tn =
Γ

(
1 + sn − i

k1 + k2
2

)
Γ

(
−sn − i

k1 + k2
2

)
Γ (−ik1) Γ (1− ik2)

. (9.13)
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9.2. Коэффициенты отражения и прохождения

Итак, общее положительно частотное решение имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

Cnψngn(z), (9.14)

где Cn — постоянные коэффициенты, а gn(z) определяются выраже-
ниями (9.11). Коэффициенты Cn определяют состояние налетающей
частицы. Действительно, в соответствии с (9.11) волновая функция
налетающей частицы имеет вид

Ψ0(z)|βz�−1 =
4∑

n=1

Cnψn exp (ik1βz) .

В свою очередь волновые функции отраженной Ψr и прошедшей Ψt

частиц имеют вид

Ψr(z)|βz�−1 =
4∑

n=1

Cnψnrn exp (ik1βz),

Ψt(z)|βz�1 =
4∑

n=1

Cnψntn exp (ik2βz).

Закон сохранения заряда в процессе рассеяния частицы на одномерном
потенциальном барьере (9.1) требует сохранения суммарного потока
частиц через бесконечно удаленную поверхность. В одномерном случае
это условие выражается равенством∫

z→−∞
j dS +

∫
z→∞

j dS = 0.

Следовательно, энергетические коэффициенты отражения R и прохож-
дения T определяются следующими выражениями:

R =
e−z

(∇Ψr · Ψr − Ψr · ∇Ψr

)∣∣
z→−∞

ez

(∇Ψ0 · Ψ0 − Ψ0 · ∇Ψ0

)∣∣
z→−∞

,

T =
ez

(∇Ψt · Ψt − Ψt · ∇Ψt

)∣∣
z→∞

ez

(∇Ψ0 · Ψ0 − Ψ0 · ∇Ψ0
)∣∣

z→−∞
.

Подставляя в последние выражения вышеприведенные волновые функ-
ции, получаем

R = C∗
1C3r

∗
1 r3 + C1C

∗
3 r1r

∗
3 + C∗

2C4r
∗
2 r4 + C2C

∗
4 r2r

∗
4

C∗
1C3 + C1C

∗
3 + C∗

2C4 + C2C
∗
4

, (9.15)

T = K2

k1

C∗
1C3t

∗
1 t3 + C1C

∗
3 t1t

∗
3 + C∗

2C4t
∗
2 t4 + C2C

∗
4 t2t

∗
4

C∗
1C3 + C1C

∗
3 + C∗

2C4 + C2C
∗
4

, (9.16)
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где
K2 = Re (k2).

Полагая

C1 = 1√
2

(A1 +B1), C2 = 1√
2

(A2 +B2),

C3 = 1√
2

(A1 −B1) , C4 = 1√
2

(A2 −B2),

для амплитуды волновой функции налетающей частицы получаем

Ψ0 = A1

(
w(+)

0

)
+A2

(
w(−)

0

)
+B1

(
0

w(+)

)
+B2

(
0

w(−)

)
. (9.17)

Таким образом, биспиноры при коэффициентах Ai отвечают положи-
тельным квартионным состояниям, а при коэффициентах Bi — от-
рицательным. Как видно из формул для коэффициентов отражения
и прохождения, характер взаимодействия частицы с внешними полями
существенно зависит от состояния налетающей частицы.

9.3. Зеркальные частицы

Рассмотрим сначала случай, когда налетающая частица находится
в суперпозиции положительных квартионных состояний, т. е. положим
Bi = 0. Представим коэффициенты A1, 2 в следующем виде:

A1 = Aα+, A2 = Aα−, (9.18)

где α± являются амплитудами вероятности нахождения падающей ча-
стицы в состояниях w(±) и потому удовлетворяют соотношению

|α+|2 + |α−|2 = 1,

а коэффициент A определяется условием нормировки волновой функ-
ции, которое зависит не только от внутренних, но и от трансляционных
степеней свободы движения частицы. Амплитуда волновой функции
падающей частицы принимает в этом случае вид

Ψ0 = A
∑

σ=±1

(
ασw

(σ)

0

)
. (9.19)

Соотношения (9.9) приводят к следующим соотношениям для ам-
плитудных коэффициентов отражения rn и прохождения tn:

r1 = r4, r2 = r3, t1 = t4, t2 = t3. (9.20)

С учетом этих соотношений выражения для энергетических коэффи-
циентов отражения (9.15) и прохождения (9.16) принимают вид

R = 1
2

(r∗1r2 + r1r
∗
2 ) , T = 1

2
K2

k1
(t∗1t2 + t1t

∗
2) . (9.21)
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Используя формулы (9.12) и (9.13), для энергетических коэффициентов
отражения R и прохождения T окончательно получаем

R= 1
2

[
sin2 πs∗+sh2 (π (k1−K2) /2)

sin2 πs∗+sh2 (π (k1+K2) /2)
+ sin2 πs+sh2 (π (k1−K2) /2)

sin2 πs+sh2 (π (k1+K2) /2)

]
, (9.22)

T = 1
2

[
sh2 (π (k1 +K2) /2) − sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs∗ + sh2 (π (k1 +K2) /2)
+

+ sh2 (π (k1 +K2) /2) − sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs+ sh2 (π (k1 +K2) /2)

]
. (9.23)

Несложно видеть, что энергетические коэффициенты отражения и про-
хождения удовлетворяют условию

R + T ≡ 1. (9.24)

При K2 = 0 из (9.22)–(9.24) получаем: R = 1 и T = 0. Следователь-
но, энергетическая граница области полного отражения определяется
условием

Eth = U0 ±m0c
2. (9.25)

При U0 < 2m0c
2 пороговое значение кинетической энергии за вычетом

массы покоя налетающей частицы определяется величиной

ΔEth = Eth −m0c
2 = U0.

При U0 > 2m0c
2 получаем два порога:

ΔE(1)
th = U0 − 2m0c

2, ΔE(2)
th = U0.

Рисунок 9.1 иллюстрирует зависимость энергетических коэффи-
циентов отражения и преломления от энергии налетающей частицы.
Кривые на рис. 9.1, a и б показывают энергетические зависимости
коэффициентов отражения и преломления соответственно для слу-
чая U0 = 0,1 ·m0c

2. Зависимости коэффициентов отражения и прелом-
ления имеют в этом случае стандартный вид: коэффициент отражения
равен единице при ΔE � ΔEth и спадает до нуля при ΔE > ΔEth,
коэффициент прохождения равен нулю при ΔE � ΔEth и стремится к
единице с ростом энергии налетающей частицы в области ΔE > ΔEth.
Кривые на рис. 9.1, в и г показывают соответствующие зависимо-
сти для случая рассеяния электрона электростатическим потенциалом
U0 = 4m0c

2. В этом случае границы области полного отражения опре-
деляются следующими выражениями: ΔE(2)

th = 2m0c
2 и ΔE(2)

th = 4m0c
2.

Несложно видеть, что коэффициент отражения в пределах этой об-
ласти равен единице, а коэффициент прохождения равен нулю. При
ΔE > ΔE(2)

th коэффициент отражения падает до нуля, а коэффициент
отражения стремится к единице.
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Рис. 9.1. Энергетические зависимости коэффициентов отражения R и прохож-
дения T при высоте потенциальной ступеньки U0 = 0,1m0c

2 (a, б); 4m0c
2

(в, г) и величине магнетона, совпадающей с экспериментально измеренным
значением для электрона: μ0/μB = 1,0011596521883. Кривые (д), (е) дают
коэффициенты отражения и прохождения соответственно для частицы с вели-
чиной магнетона μ0 = 2μB, налетающей на потенциальную ступеньку высотой

U0 = 4m0c
2

Необычный вид имеет зависимость коэффициентов отражения
и преломления в области 0 < ΔE < 2m0c

2. Коэффициент отражения
в этой области больше единицы, а коэффициент прохождения прини-
мает отрицательные значения. Напомним, что при этом R + T ≡ 1,
следовательно, суммарный заряд и энергия остаются неизменными.
С такими необычными зависимостями коэффициентов отражения и
прохождения мы уже встречались в случае скалярных релятивистских
частиц (см. раздел 5.1.2), где было показано, что при U0 > 2m0c

2

в области скачка потенциала рождается зеркальная частица, которая
движется навстречу падающей. В случае скалярных полей заряд зер-
кальной частицы противоположен заряду падающей частицы, посколь-
ку плотность заряда прошедшей частицы определяется выражением

ρt = q0

m0c
2
(E − U0) |A|2|t|2, (9.26)
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где A — нормировочный коэффициент, а t — коэффициент прохожде-
ния, определяемый формулой (5.39). 1) Следовательно, для скалярной
частицы при E < U0 получаем: ρt < 0.

В случае спинорных полей волновая функция прошедшей частицы
с учетом обозначений (9.18) принимает вид

Ψt(z) = A

2

((
α+w(+) + α−w(−)

)
(t1 + t2)(

α+w
(+) − α−w(−)

)
(t1 − t2)

)
exp (ik2βz), (9.27)

поэтому плотность заряда прошедшей частицы зависит не только от
знака сомножителя (E − U0), но и от знака нормы Nt = ΨtΨt волновой
функции (9.27):

ρt = q0

m0c
2
(E − U0)ΨtΨt. (9.28)

Норма волновой функции (9.27) определяется выражением

Nt = |A|2
2

(t∗1t2 + t1t
∗
2) ,

т. е. знак нормы совпадает со знаком коэффициента прохождения T ,
определяемого формулой (9.21). Несложно видеть, что в случае E < U0
и Nt < 0 знак плотности заряда прошедшей частицы (9.28) совпадает
со знаком плотности заряда падающей частицы.

В случае E < U0 групповая скорость прошедшей частицы отри-
цательна, так же как и в скалярном случае. Это проиллюстриро-
вано на рис. 9.2, где показана зависимость потенциальной энергии
U(z) = U0 (1 + th (βz)) /2 от координаты z для случая отталкивающего
потенциала. Заштрихованная область соответствует запрещенной зоне
ΔE = 2m0c

2. Слева показан вид сечения гиперплоскости состояний
в области до скачка потенциала (βz �−1), а справа — в области после
скачка потенциала (βz � 1). Если состояние налетающей частицы
определяется точкой 1, то состояние отраженной частицы определяется
точкой r1, а прошедшей — точкой t1. Коэффициенты отражения R и
прохождения T оба являются в этом случае положительными. Если
состояние налетающей частицы определяется точкой 2, то состоянию
отраженной частицы соответствует точка r2, а прошедшей — точка t2.
Как видно из рис. 9.1, коэффициент отражения при этом больше еди-

1) Приведенная формула наглядно демонстрирует непоследовательность мо-
дели плоских волн, поскольку интегрирование по полубесконечному объему
приводит к бесконечной величине заряда частицы. Модель падающего вол-
нового пакета свободна от указанных недостатков и для скалярных полей
была рассмотрена нами в разделе 5.2. Однако здесь мы ограничимся пока
сравнением формул для случая, когда состояние падающей частицы задается
в виде плоской волны, поскольку, во-первых, сейчас нам важен лишь знак
плотности заряда и, во-вторых, случай падающего волнового пакета будет
рассмотрен в разделе 9.5.
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ницы, а коэффициент прохождения отрицателен. Точка возбуждения t2
является точкой дисперсионной кривой с отрицательной дисперсией,
т. е. ∂k/∂ω < 0. Как мы видели в гл. 5, состояния в области отри-
цательной дисперсии соответствуют состояниям зеркальных частиц.
Групповая скорость волнового пакета зеркальных частиц отрицательна,
т. е. зеркальная частица движется навстречу падающей.

На рис. 9.3 показана пространственно временная динамика волно-
вого пакета со средней энергией E0 = 2m0c

2, падающего на потен-
циальную ступеньку высоты U0 = 4m0c

2, пространственная ширина
волнового пакета полагалась равной l0 = cτ0 = 3λ̄C . Как видно, зер-
кальная волна находится в отрицательном квартионном состоянии, т. е.
является зеркальной античастицей. Центральная часть верхнего рисун-
ка показана на нижнем рисунке в увеличенном масштабе. В области
ненулевого электрического поля происходит интерференционное взаи-
модействие падающей и зеркальной волн, приводящее к формированию
отраженной волны в положительном квартионном состоянии.

Как следует из формулы (9.26), заряд зеркальной частицы в ска-
лярном случае противоположен заряду падающей. Поскольку зеркаль-
ная частица движется навстречу падающей, то соответствующая ей
плотность тока в плоскости z = +∞ совпадает по знаку с плотностью
тока падающей частицы в плоскости z = −∞, поэтому в скалярном
случае T > 0. В спинорном случае заряд зеркальной частицы может
как совпадать с зарядом падающей частицы, так и быть противопо-
ложным ему, поскольку норма волновой функции (9.27) может быть
как положительной, так и отрицательной. Кривые на рис. 9.1, в, г
относятся к случаю, когда магнитный момент падающей частицы сов-
падает с магнитным моментом электрона: μ0/μB = 1,0011596521883.
В этом случае норма волновой функции (9.27) в диапазоне энергий
0 � ΔE � 2m0c

2 отрицательна, поэтому заряд зеркальной частицы,
как следует из (9.28), совпадает по знаку с зарядом падающей, т. е.
зеркальная частица является, по сути дела, зеркальной античасти-
цей. Поскольку зеркальная частица движется навстречу падающей,
то соответствующая ей плотность тока в плоскости z = +∞ отри-
цательна, поэтому T < 0. На рис. 9.1, д, е в иллюстративных целях
показаны энергетические коэффициенты отражения (д) и преломле-
ния (е) при рассеянии гипотетической частицы, имеющей магнитный
момент μ0 = 2μB , на той же потенциальной ступеньке U0 = 4m0c

2.
В этом случае норма волновой функции (9.27) в диапазоне энергий на-
летающей частицы 0 � ΔE � 2m0c

2 является положительной, поэтому
поведение коэффициентов отражения и прохождения качественно сов-
падает с поведением соответствующих коэффициентов для скалярной
частицы.

В заключение отметим одно очень важное обстоятельство, связан-
ное с тем, что условие U0 > 2m0c

2 является необходимым, но не доста-
точным условием появления зеркальных частиц. Так же как и в случае
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Рис. 9.3. Пространственно-временная динамика эволюции волнового пакета
при энергии налетающей частицы E0 = 2m0c

2 и высоте потенциального барьера
U0 = 4m0c

2. Координата z меняется в пределах −3l � z � 3l, пространственный
размер падающего волнового пакета l0 = cτ0 = 3λ̄C , где λ̄C — комптоновская
длина волны частицы. На нижнем рисунке показана центральная часть верхней

картинки в увеличенном масштабе

скалярных частиц, принципиальное значение имеет величина парамет-
ра (5.42)

δC = m0c

h̄β
= kC

β
,

определяющего отношение ширины переходного слоя l = β−1 к компто-
новской длине волны λC = 2π/kC . Амплитуда волновой функции зер-
кальных частиц сравнима с амплитудой волновой функции падающей
частицы лишь при δC � 1. С ростом величины параметра δC амплитуда
волновой функции зеркальных частиц начинает уменьшаться, и в слу-
чае δC � 1 область полного отражения частицы начинает занимать
всю область 0 � ΔE � U0. Зависимость амплитуды прошедшей волны
от величины указанного параметра качественно совпадает с соответ-
ствующими зависимостями, показанными на рис. 5.6, для скалярной
частицы.
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9.4. Векторы электрической и магнитной поляризации

Как мы отмечали ранее, одно из основных отличий уравнения (7.2)
от уравнения Дирака состоит в том, что оператор спина коммутирует с
оператором уравнения (7.2) для свободной частицы, поэтому состояние
свободной частицы по внутренним степеням свободы ее движения
никак не связано с ее трансляционным движением. Следовательно,
спин падающей свободной частицы может быть ориентирован в про-
извольном направлении. В рассматриваемом случае в качестве оси z
системы координат, определяющей трансляционное движение частицы,
мы выбрали направление вектора электрического поля, поскольку попе-
речные компоненты импульса частицы px и py остаются неизменными.

Рассмотрим задачу о рассеянии электрическим полем пучка по-
ляризованных частиц, находящихся в суперпозиции положительных
квартионных состояний. В этом случае вектор электрической поляри-
зации падающих частиц равен нулю и состояние частиц по внутренним
степеням свободы определяется лишь направлением вектора магнитной
поляризации, который параллелен или антипараллелен направлению
спина (в зависимости от знака μ0). Положим, что направление векто-
ра магнитной поляризации падающих частиц определяется углами θ
и ϕ в системе координат, определяющей трансляционное движение
частицы, тогда волновую функцию падающей частицы можно записать
в виде

Ψ0(z) = A

[
α+

(
w(+)

0

)
+ α−

(
w(−)

0

)]
exp (ik1βz), (9.29)

где теперь

α+ = cos θ
2

exp
(
−iϕ

2

)
, α− = sin θ

2
exp

(
i
ϕ

2

)
и

w(+) =
(
1
0

)
, w(−) =

(
0
1

)
.

Формулу (9.29) можно переписать в виде

Ψ0(z) = A

(
wn

0

)
exp (ik1βz) ,

где
wn = α+w

(+) + α−w(−) (9.30)

и спинор wn удовлетворяет соотношению

(nσσσσσσσσσ)wn = wn,

т. е. спинор wn является собственной функцией оператора (nσσσσσσσσσ), от-
вечающей положительной единичной проекции указанного оператора
на направление единичного вектора n, задаваемого углами θ и ϕ.

Как мы отмечали в гл. 7, полное задание состояния частицы,
описываемой биспинорной волновой функцией, осуществляется восе-
мью действительными величинами, в качестве которых выступают:
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скалярная величина N = ΨΨ, псевдоскалярная величина Γ = −iΨγ5Ψ
и шесть проекций векторов M и P. Таким образом, состояние падаю-
щей частицы с волновой функцией (9.29) определяется следующими
параметрами:

N0 = Ψ0Ψ0 = |A|2, (9.31а)

M0 = Ψ0ΣΨ0 = |A|2 (ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ+ ez cos θ) , (9.31б)

P0 = −iΨ0αααααααααΨ0 = 0, (9.31в)

Γ0 = −iΨ0γ5Ψ0 = 0. (9.31г)

Несложно видеть, что углы θ и ϕ в состоянии с волновой функ-
цией (9.29) определяют ориентацию вектора M0 = Ψ0ΣΨ0 в системе
координат, в которой направление орта ez совпадает с направлением
вектора напряженности электрического поля.

Таким образом, падающая частица, описываемая волновой функци-
ей (9.29), может находиться в состоянии с произвольным направлением
вектора магнитной поляризации и обладает равным нулю вектором
электрической поляризации. Равенство нулю вектора электрической
поляризации падающей частицы обусловлено тем, что нижний спи-
нор волновой функции (9.29) равен нулю. Однако волновые функции
прошедшей и отраженной частиц отличаются от волновой функции
падающей частицы.

Действительно, волновая функция прошедшей частицы определяет-
ся выражением (9.27), а волновая функция отраженной частицы имеет
вид

Ψr(z) = A

2

((
α+w

(+) + α−w(−)
)
(r1 + r2)(

α+w(+) − α−w(−)
)
(r1 − r2)

)
exp (−ik1βz). (9.32)

Используя эту волновую функцию, получаем

Nr = |A|2
2

(r∗1r2 + r1r
∗
2 ) , (9.33а)

Mx = |A|2
2

(
|r1|2 + |r2|2

)
sin θ cosϕ, (9.33б)

My = |A|2
2

(
|r1|2 + |r2|2

)
sin θ sinϕ, (9.33в)

Mz = |A|2
2

(r∗1r2 + r1r
∗
2 ) cos θ, (9.33г)

Px = − |A|2
2

(
|r1|2 − |r2|2

)
sin θ sinϕ, (9.33д)

Py = |A|2
2

(
|r1|2 − |r2|2

)
sin θ cosϕ, (9.33е)

Pz = i
|A|2
2

(r∗1r2 − r1r
∗
2 ) , (9.33ж)

Γr = −i |A|
2

2
(r∗1r2 − r1r

∗
2 ) cos θ. (9.33з)
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На рис. 9.4 показаны в сравнении энергетические зависимости
коэффициента отражения (a), продольной проекции вектора электри-
ческой поляризации Pz (б) и поперечной проекции вектора магнитной
поляризации Mx (в). Как видно из рисунка, при θ > 0 продольная
и поперечные компоненты вектора магнитной поляризации отличны от
нуля практически во всей области отражения. Продольная компонента
вектора электрической поляризации отраженной частицы отлична от
нуля в области, где R(ΔE) > 1, и при энергии налетающей частицы
чуть выше верхнего порога области полного отражения. Зависимость
величины поперечных компонент вектора электрической поляризации
от энергии налетающей частицы аналогична зависимостям поперечных
компонент вектора магнитной поляризации.

Замечания
1. Независимо от состояния магнитной поляризации падающей ча-

стицы отраженная частица вне области полного отражения имеет нену-

Рис. 9.4. Энергетические зависимости коэффициента отражения (a), продоль-
ной проекции вектора электрической поляризации Pz (б) и поперечной проек-
ции вектора магнитной поляризации Mx (в). На вставках показано взаимное
расположение векторов магнитной и электрической поляризации отраженной
частицы в случае, когда вектор магнитной поляризации падающей частицы
совпадает с направлением рассеивающего поля (вставки 1 и 2), и в случае,
когда вектор магнитной поляризации падающей частицы перпендикулярен на-

правлению рассеивающего поля (вставки 3 и 4)

12 А.В. Андреев
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левую проекцию вектора электрической поляризации на направление
вектора напряженности рассеивающего электрического поля.

2. Проекция вектора магнитной поляризации отраженной частицы
на направление рассеивающего поля определяется выражением

Mz = M0zR.

3. Если вектор магнитной поляризации падающей частицы совпа-
дает с направлением рассеивающего поля или противоположен ему,
θ = 0, π, то поперечные компоненты векторов электрической Px, y и
магнитной Mx, y поляризации равны нулю (см. вставки 1 и 2 на
рис. 9.4).

4. Если направление вектора магнитной поляризации падающей
частицы не совпадает с направлением рассеивающего электрического
поля (0 < θ < π), то отраженная частица имеет ненулевые значения по-
перечных компонент векторов электрической и магнитной поляризации
(см. вставки 3 и 4 на рис. 9.4).

5. Поперечные компоненты векторов электрической и магнитной по-
ляризации отраженной частицы взаимно перпендикулярны друг другу:

MxPx +MyPy = 0.

Отметим, что состояние прошедшей частицы определяется фор-
мулами (9.33) при замене в них амплитудных коэффициентов отра-
жения ri на соответствующие амплитудные коэффициенты прохожде-
ния ti.

9.5. Заряд, магнитный и электрический моменты
частиц

Как было показано в предыдущих главах, основными характери-
стиками скалярного материального поля, которые трансформируются
в процессе взаимодействия скалярной частицы с электромагнитным по-
лем, являются локальная плотность заряда и локальная масса. В соот-
ветствии с формулами раздела 6.4.3 изменения массы происходят лишь
непосредственно в области скачка потенциала, поэтому падающая ча-
стица и порождаемая ею зеркальная частица, находящиеся вдали от
области скачка потенциала, могут отличаться лишь знаком заряда.

Частица, описываемая спинорным материальным полем, имеет
внутренние степени свободы, поэтому различные состояния матери-
ального поля, т. е. различные типы частиц, отличаются друг от друга
не только зарядами, но и другими характеристиками. Если волновая
функция падающей частицы определяется выражением (9.29), то ее
состояние определяется параметрами (9.31). Формулы (9.33а–з) опре-
деляют состояние отраженной частицы. Состояние прошедшей части-
цы определяется формулами, которые получаются из (9.33) заменой
r1, 2 → t1, 2, поэтому мы не будем их здесь выписывать.
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9.5.1. Сохранение заряда. Закон сохранения заряда является
следствием уравнения непрерывности. Задавая состояние падающей ча-
стицы в виде волнового пакета и интегрируя уравнение непрерывности,
мы приходим к строгим математическим соотношениям, выражающим
закон сохранения заряда, как это было показано в разделе 5.1.6. От-
метим, что 4-вектор плотности тока спинорного поля является суммой
трансляционной и спиновой частей, каждая из которых по отдель-
ности удовлетворяет уравнению непрерывности, поэтому при анализе
закона сохранения заряда мы можем рассмотреть каждую из частей
по отдельности. Как следует из формул (7.17), уравнение непрерывно-
сти для спиновой части плотности тока выполняется автоматически,
а поскольку трансляционная часть плотности тока имеет одинаковый
вид для скалярного и спинорного полей, то при ее анализе мы можем
воспользоваться результатами раздела 5.1.6.

В частности, при произвольном профиле падающего волнового паке-
та полный заряд в момент времени t определяется выражением (5.48),
имеющим вид

q(t) = q0

[
θ(−t′)

∫
|A(ω)|2 dω + θ(t′)

∫
|A(ω)|2R(ω)dω +

+ θ (t′ sgn (h̄ω − U0))
∫
|A(ω)|2 h̄ω − U0

|h̄ω − U0|T (ω)dω
]
, (9.34)

где t′ = t − L/v1. Отметим, что в момент времени t′ = 0 падающий
волновой пакет достигает области скачка потенциала. Спектральная
амплитуда A(ω) зависит от профиля падающего импульса и удовле-
творяет условию нормировки:

∫ |A(ω)|2 dω = 1. В (9.34) мы воспользо-
вались асимптотическим выражением для пространственных волновых
функций (9.11), поэтому закон сохранения заряда имеет вид

q (t2) = q (t1) ,

где в качестве моментов времени t1 и t2 выбираются моменты времени,
когда падающий и отраженный волновые пакеты находятся на рас-
стояниях d1, 2 от области скачка потенциала, значительно превышаю-
щих их пространственные размеры, так что выполняются следующие
соотношения: L > d1, 2 � cτ (0) + β−1, а τ (z) определяет временную
длительность волнового пакета в точке z (см. раздел 4.2.2).

В случае надбарьерного прохождения частицы из (9.34) получаем

q0 (R(ω) + T (ω)) = q0,

а в случае рождения зеркальных частиц

q0R(ω) = q0 − q0T (ω).

Таким образом, в обоих случаях закон сохранения заряда выполняется,
поскольку вне зависимости от знака коэффициентов R и T согласно
формулам (9.22)–(9.23) имеет место соотношение R(ω) + T (ω) ≡ 1.

12*
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9.5.2. Норма волновой функции. Остановимся подробнее на
обсуждении знака нормы волновой функции. Запишем формулы (9.27)
и (9.32) в следующем виде:

Ψr, t =
(
ur, t
dr, t

)
, (9.35)

где, например,

ur = 1
2

(
α+w

(+) + α−w(−)
)
(r1 + r2),

dr = 1
2

(
α+w

(+) − α−w(−)
)
(r1 − r2).

Несмотря на то что волновая функция падающей частицы являет-
ся суперпозицией положительных квартионных состояний, волновые
функции рассеянных частиц являются суперпозициями положитель-
ных и отрицательных квартионов. Норма волновой функции равна
разности суммарных норм волновых функций положительных и отри-
цательных квартионов:

Nr, t = Ψr, tΨr, t = N (r, t)
u −N

(r, t)
d ,

где N
(r, t)
u = u+

r, tur, t и N
(r, t)
d = d+

r, tdr, t. Как видно, норма волновых
функций рассеянных частиц может быть как положительной, так и от-
рицательной. Отметим, что, учитывая свойства спиноров w(σ), величины
n

(r)
u = |(r1 + r2) /2|2 и n

(r)
d = |(r1 − r2) /2|2 можно назвать числами за-

полнения положительных и отрицательных квартионных состояний со-
ответственно. На рис. 9.5 представлены энергетические зависимости
коэффициентов отражения (a) и прохождения (д) для случая рассеяния
частицы на потенциальном барьере (9.1) с высотой потенциальной сту-
пеньки U0 = 4m0c

2. Эти зависимости совпадают с зависимостями, пред-
ставленными на рис. 9.1. Кривые на рис. 9.1, б, е показывают энергети-
ческие зависимости чисел заполнения положительных квартионных со-
стояний в отраженной и прошедшей волнах, а кривые на рис. 9.1, в,ж —
отрицательных квартионных состояний. Кривые, приведенные на этом
рисунке, рассчитаны для случая, когда вектор магнитной поляризации
падающей частицы ориентирован в направлении вектора напряженности
рассеивающего электрического поля. Это означает, что угол θ в (9.31б)
равен нулю. Как видно из рисунка, положительность нормы волновой
функции отраженной частицы в области 0 <ΔE < 2m0c

2 при заданных
значениях параметров задачи обеспечивается тем, что N

(r)
u > N

(r)
d .

Следует, однако, отметить, что при этом N
(r)
u,d > 0 и N (r)

u > Nr, т. е. со-
стояние частицы является суперпозицией большого числа положитель-
ных и отрицательных квартионов. В свою очередь N (t)

u < N
(t)
d , поэтому

норма волновой функции зеркальной частицы является отрицательной.

9.5.3. Электрический и магнитный моменты. Отличительной
чертой частицы, находящейся в одном из квартионных состояний,
является равенство нулю вектора электрической поляризации. Как мы
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Рис. 9.5. Энергетические зависимости коэффициента отражения (а) и прохож-
дения (д), чисел заполнения положительного и отрицательного квартионных
состояний в отраженной (б и в соответственно) и прошедшей (е и ж соответ-
ственно) волнах, а также проекций вектора электрического момента на направ-
ление рассеивающего электрического поля отраженной (г) и «прошедшей» (з)

волн

отмечали в предыдущих главах, вектор электрической поляризации
отличен от нуля только в случае, когда волновая функция является су-
перпозицией положительных и отрицательных квартионных состояний
(Nu �= 0 и Nd �= 0). С одной стороны, это следует из антидиагональ-
ности оператора ααααααααα. С другой стороны, базируясь на вышеприведенном
обсуждении, возникновение ненулевого электрического момента можно
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интерпретировать следующим образом. В случае когда падающая волна
имеет вид положительного квартиона, поляризованного по направле-
нию вектора напряженности электрического поля, волновая функция
имеет вид

Ψ(z) = 1
2

(
w(+) (g1(z) + g2(z))
w(+) (g1(z) − g2(z))

)
=

=
(
w(+)

0

)
g1(z) + g2(z)

2
+

(
0

w(+)

)
g1(z) − g2(z)

2
.

Как мы уже отмечали ранее, волновые функции отраженной и зер-
кальной частиц являются суперпозициями положительных и отри-
цательных квартионов. Положительный и отрицательный квартионы
отвечают противоположным знакам заряда, и, как видно, их простран-
ственные волновые функции различны. Именно различия в простран-
ственном распределении плотности положительного и отрицательно-
го зарядов приводят к появлению ненулевого вектора электрической
поляризации. Вместе с тем, как мы видели выше, пространственный
интеграл обеспечивает выполнение закона сохранения заряда.

Операторы αz и Σz коммутируют с оператором уравнения (9.2),
поэтому они отвечают сохраняющимся величинам. Сохраняющимися
величинами, отвечающими указанным оператором, являются соответ-
ствующие проекции векторов электрического и магнитного моментов
частицы, которые в соответствии с общей формулой (7.62) определя-
ются следующими соотношениями:

d = −iμ0

m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Ψ

∂t
αααααααααΨ − Ψααααααααα

∂Ψ

∂t

)
− q0ϕΨαααααααααΨ

]
dV , (9.36)

m = μ0

m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Ψ

∂t
ΣΨ − ΨΣ∂Ψ

∂t

)
− q0ϕΨΣΨ

]
dV. (9.37)

Как мы уже отмечали в разделе 7.5.3, выражения (9.36) и (9.37)
отличаются от выражения для заряда частицы тем, что выражение
Ψaq0IΨa в плотности заряда (где Ψa — амплитуда волновой функции
падающей, отраженной и прошедшей волн, т. е. a = 0, r, t соответ-
ственно) заменяется на следующие: −iμ0ΨaαααααααααΨa и μ0ΨaΣΨa.

Падающая частица, находящаяся в состоянии с волновой функци-
ей (9.19), характеризуется нулевым значением вектора электрической
поляризации: P0 = −iΨ0αααααααααΨ0 = 0, и нулевым значением псевдоскаляр-
ной величины: Γ0 = −iΨ0γ5Ψ0 = 0.

Используя вышеприведенные формулы, для z-проекции магнитного
момента получаем

mz(t) = μ0

[
θ(−t′)

∫
|A(ω)|2 dω + θ(t′)

∫
|A(ω)|2R(ω)dω +

+ θ (t′ sgn (h̄ω − U0))
∫
|A(ω)|2 h̄ω − U0

|h̄ω − U0|T (ω)dω
]

cos θ. (9.38)
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Получившееся выражение практически совпадает с выражением, опре-
деляющим закон сохранения заряда, поэтому, не повторяя вышеприве-
денного обсуждения, можно сразу отметить, что проекция магнитного
момента на направление рассеивающего поля остается неизменной как
в случае ΔE > U0, так и в случае 0 � ΔE � U0 − 2m0c

2:

m(0)
z = m(r)

z +m(t)
z .

Перейдем теперь к рассмотрению z-проекции электрического мо-
мента. Используя (9.33ж), получаем

dz(t) = μ0

[
θ(t′)

∫
|A(ω)|2Dr(ω)dω +

+ θ (t′ sgn (h̄ω − U0))
∫
|A(ω)|2 h̄ω − U0

|h̄ω − U0|Dt(ω)dω
]
, (9.39)

где

Dr = i

2
(r∗1r2 − r1r

∗
2 ) =

= i

2

[
sin2 πs∗+sh2 (π (k1−K2) /2)

sin2 πs∗+sh2 (π (k1+K2) /2)
− sin2 πs+sh2 (π (k1−K2) /2)

sin2 πs+sh2 (π (k1+K2) /2)

]
, (9.40)

Dt = iK2

2k1
(t∗1t2 − t1t

∗
2) = i

2

[
sh2 (π (k1 +K2) /2) − sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs∗ + sh2 (π (k1 +K2) /2)
−

− sh2 (π (k1 +K2) /2) − sh2 (π (k1 −K2) /2)

sin2 πs+ sh2 (π (k1 +K2) /2)

]
. (9.41)

В формуле (9.39), так же как и ранее, мы воспользовались асимптоти-
ческим видом волновых функций, поэтому в качестве моментов време-
ни t1 и t2 мы выбираем моменты времени, в которые волновой пакет
находится на значительном расстоянии от области скачка потенциала,
т. е.

∣∣t′1, 2∣∣ � τ (0), где t′1 = t1 − L/v1 < 0 и t′2 = t2 − L/v1 > 0. В случае
надбарьерного прохождения частицы, получаем

dz (t1) = 0, dz (t2) = μ0

∫
|A(ω)|2 (Dr(ω) +Dt(ω)) dω,

а в случае 0 � ΔE � U0 − 2m0c
2:

dz (t1) = −μ0
∫
|A(ω)|2Dt(ω)dω, dz (t2) = μ0

∫
|A(ω)|2Dr(ω)dω.

Из формул (9.40)–(9.41) следует, что

Dr(ω) +Dt(ω) = 0. (9.42)

Таким образом, проекция электрического момента на направление рас-
сеивающего электрического поля остается неизменной как в случае
надбарьерного прохождения частицы, так и в случае рождения зер-
кальных частиц.
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На рис. 9.5,u, з проиллюстрированы энергетические зависимости
проекции вектора электрического момента на направление рассеива-
ющего электрического поля отраженной (г) и «прошедшей» (з) ча-
стиц. Мы взяли в кавычки термин «прошедшая волна», поскольку
волновой пакет в области z > 0 может отвечать состоянию как про-
шедшей (при ΔE > U0), так и зеркальной частицы (при U0 > 2m0c

2

и 0 � ΔE � U0 − 2m0c
2).

Замечания
1. Магнитный момент отраженной частицы совпадает по знаку

с магнитным моментом как зеркальной, так и прошедшей частицы,
а электрический момент противоположен по знаку электрическому
моменту как зеркальной, так и прошедшей частицы.

2. Зеркальная частица характеризуется либо противоположным зна-
ком заряда, либо противоположным знаком нормы волновой функции
по отношению к указанным характеристикам падающей частицы.

9.6. Зависимость коэффициентов отражения
и прохождения от состояния падающей частицы

Выше мы рассмотрели случай, когда падающая частица находится
в положительном квартионном состоянии. Пусть теперь частица на-
ходится в суперпозиционном состоянии, описываемом общей волновой
функцией (9.14). Подставляя в (9.14) общие решения (9.11) и учитывая
симметрийные свойства (9.20), для отраженной волны получаем

Nr = (C1C
∗
3 + C∗

2C4) r1r∗2 + (C∗
1C3 + C2C

∗
4 ) r∗1r2,

M (r)
x = (C1C

∗
4 + C∗

1C4) |r1|2 + (C2C
∗
3 + C∗

2C3) |r2|2 ,
M (r)

y = i (C1C
∗
4 − C∗

1C4) |r1|2 − i (C2C
∗
3 − C∗

2C3) |r2|2 ,
M (r)

z = (C1C
∗
3 − C∗

2C4) r1r∗2 + (C∗
1C3 − C2C

∗
4 ) r∗1r2,

P (r)
x = −i (C1C

∗
4 − C∗

1C4) |r1|2 − i (C2C
∗
3 − C∗

2C3) |r2|2 ,
P (r)

y = (C1C
∗
4 + C∗

1C4) |r1|2 − (C2C
∗
3 + C∗

2C3) |r2|2 ,
P (r)

z = −i (C1C
∗
3 + C∗

2C4) r1r∗2 + i (C∗
1C3 + C2C

∗
4 ) r∗1r2,

Γr = i (C1C
∗
3 − C∗

2C4) r1r∗2 − i (C∗
1C3 − C2C

∗
4 ) r∗1r2.

(9.43)

Отметим, что 4-векторы M = (M, Γ) и P = (P, N) для падающей
волны получаются из формул (9.43) заменой ri → 1, а для прошедшей
волны — заменой ri → ti.

Полученные формулы наглядно демонстрируют симметрийные свой-
ства компонент 4-векторов M и P . Несложно видеть, что указанные
4-векторы ортогональны как для падающей, так и для отраженной
и прошедшей волн. Действительно, из (9.43) получаем

MμPμ = 0. (9.44)
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Величина 4-векторов M и P , компоненты которых определяются выра-
жениями (9.43), одинакова и равна

MμMμ = PμPμ = 4
(
|C1|2 |r1|2 + |C2|2 |r2|2

)(
|C3|2 |r2|2 + |C4|2 |r1|2

)
.

При ri = 1 полученное выражение совпадает с аналогичным выраже-
нием, полученным в разделе 7.6.2. Таким образом, 4-векторы M и P
ортогональны не только в случае свободной частицы, но и при движе-
нии частицы во внешнем пространственно неоднородном стационарном
поле, несмотря на то что величина указанных 4-векторов различна
в различных пространственных областях.

Формулу (9.21) для коэффициента отражения в случае, когда
падающая волна отвечает положительному квартионному состоянию,
можно записать в следующем виде:

R0 = 1
2

(r1r∗2 + r∗1r2) = |R0| cosϕR,

где ϕR = Arg (r1r∗2 ). Введем для краткости следующие обозначения:

D1 = (C1C
∗
3 + C∗

2C4) = |D1| exp (iϕ1) ,
D2 = (C1C

∗
3 − C∗

2C4) = |D2| exp (iϕ2).

Физический смысл величин D1 и D2 следует из вышеприведенного
определения. Путем несложных преобразований получаем

|D1| cosϕ1 = 1
2

(
|A1|2 + |A2|2 − |B1|2 − |B2|2

)
= N0

2
,

|D1| sinϕ1 = − i

2
[(A∗

1B1 −A1B
∗
1 ) − (A∗

2B2 −A2B
∗
2 )] = P (0)

z

2
,

|D2| cosϕ2 = 1
2

[(
|A1|2 − |B1|2

)
−

(
|A2|2 − |B2|2

)]
= M (0)

z

2
,

|D2| sinϕ2 = − i

2
[(A∗

1B1 −A1B
∗
1 ) + (A∗

2B2 −A2B
∗
2 )] = −Γ0

2
,

где Ai и Bi — постоянные коэффициенты в волновой функции (9.17).
С учетом обсуждения, приведенного выше, можно сказать, что вели-

чина
2∑

n=1

(
|An|2 − |Bn|2

)
— разность числа положительных и отрица-

тельных квартионов в падающей волне. Тогда формулы (9.43) можно
записать в следующем виде:

Nr = 2 |D1| |R0| cos (ϕR + ϕ1) ,

P (r)
z = 2 |D1| |R0| sin (ϕR + ϕ1) ,

M (r)
z = 2 |D2| |R0| cos (ϕR + ϕ2) ,

Γr = −2 |D2| |R0| sin (ϕR + ϕ2) .

(9.45)
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Учитывая вышеприведенные соотношения, формулы (9.45) можно пе-
реписать в виде

Nr = |R0|
(
N0 cosϕR − P (0)

z sinϕR

)
,

P (r)
z = |R0|

(
P (0)

z cosϕR +N0 sinϕR

)
,

Γr = |R0|
(
Γ0 cosϕR −M (0)

z sinϕR

)
,

M (r)
z = |R0|

(
M (0)

z cosϕR + Γ0 sinϕR

)
.

(9.46)

Как видно, временная и продольная пространственная компоненты
4-векторов Mμ и Pμ в отраженном поле связаны с аналогичными ком-
понентами указанных 4-векторов в падающей волне преобразованием
вращения на угол ϕR. Напомним, что направление оси z совпадает
с направлением внешнего электрического поля. Поскольку поперечные
компоненты векторов M и P согласно (9.43) зависят лишь от модуля
амплитудных коэффициентов отражения ri, то преобразование этих
компонент от угла ϕR не зависит. Эти компоненты испытывают лишь
преобразования растяжения и сжатия с параметрами |r1|2 и |r2|2:

M (r)
x + P (r)

y =
(
M (0)

x + P (0)
y

) |r1|2 , M (r)
x − P (r)

y =
(
M (0)

x − P (0)
y

) |r2|2 ,
M (r)

y − P (r)
x =

(
M (0)

y − P (0)
x

) |r1|2 , M (r)
y + P (r)

x =
(
M (0)

y + P (0)
x

) |r2|2 .
Из полученных формул следует, что, вне зависимости от величины
продольной проекции вектора электрической поляризации падающей
волны, продольная проекция вектора электрической поляризации отра-
женной волны не равна нулю. Равенство нулю продольной компоненты
вектора магнитной поляризации падающей волны и величины Γ0 при-
водит к их нулевым значениям и в отраженной волне. Равенство нулю
поперечных компонент векторов M и P в падающей волне означает их
равенство нулю и в отраженном поле.

В предыдущем разделе мы показали, что если падающая волна
находится в положительном квартионном состоянии, то поперечные
компоненты векторов M и P взаимно перпендикулярны. Для падающей
волны, являющейся суперпозицией положительных и отрицательных
квартионов, получаем

M (r)
x P (r)

x +M (r)
y P (r)

y = − (
M (r)

z P (r)
z +NrΓr

)
=

= 4 |D1| |D2| |R0|2 sin (ϕ2 − ϕ1).

Учитывая вышеприведенные соотношения, несложно видеть, что по-
перечные компоненты векторов M и P в отраженном поле взаимно
перпендикулярны, если падающая волна соответствует положительно-
му (Bi = 0) или отрицательному (Ai = 0) квартионным состояниям.
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Коэффициент отражения для суперпозиционного состояния падаю-
щей частицы имеет вид

R = Nr

N0
= |R0| cos (ϕR + ϕ1)

cosϕ1
.

Несложно видеть, что коэффициент отражения зависит от состояния
падающей частицы. Из (9.46) получаем

R = Nr

N0
= |R0|

(
cosϕR − P (0)

z

N0
sinϕR

)
= R0 − P (0)

z
|R0| sinϕR

N0
.

Отметим, что согласно формулам (9.12)

r1r
∗
2 =

Γ
(
1+s1−ik1+k2

2

)
Γ
(
−s1−ik1+k2

2

)
Γ
(
1+s1+i

k1−k2
2

)
Γ
(
−s1+ik1−k2

2

) Γ

(
1+s1+i

k1+k
∗
2

2

)
Γ

(
−s1+ik1+k

∗
2

2

)
Γ

(
1+s1−ik1−k

∗
2

2

)
Γ

(
−s1−ik1−k

∗
2

2

) .
Следовательно, в области полного отражения, когда k2 является

чисто мнимой величиной, получаем: ϕR = 0, поэтому в области полного
отражения R = R0 = 1. Однако вне области полного отражения величи-
на коэффициента отражения зависит от проекции вектора электриче-
ской поляризации падающей волны. При заданной энергии налетающей
частицы коэффициент отражения тем больше, чем меньше величина
проекции вектора электрической поляризации падающей частицы на
направление рассеивающего электрического поля. В вышеприведенных
рассуждениях мы полагали, что ϕR > 0. В общем случае ϕR может
быть, в принципе, и отрицательным, хотя бы потому что величина ϕR

зависит от величины параметра γe = μ0/μB. В иллюстративных целях
на рис. 9.6 мы показали зависимости ΔR = R0 − R и ΔT = T0 − T
от энергии налетающей частицы в случае, когда магнетон частицы
имеет следующие значения: μ0/μB = 1,0011596521883 (a) и (б), 2 (в)
и (г), 3 (д) и (е). Несложно видеть, что на указанные зависимости
существенно влияет величина магнитного момента частицы. Отметим
также, что кривая (рис. 9.6, a) совпадает с кривой на рис. 9.4, б, пока-
зывающей зависимость продольной компоненты вектора электрической
поляризации отраженной частицы.

Таким образом, формулы (9.46) наглядно демонстрируют зависи-
мость коэффициентов отражения и прохождения от состояния падаю-
щей частицы. Потенциальная ступенька дискриминирует частицы по
величине проекции вектора электрической поляризации на направле-
ние рассеивающего электрического поля: в прошедшей волне доми-
нируют состояния с положительной проекцией вектора электрической
поляризации на направление электрического поля, а в отраженной
волне — с отрицательной проекцией.
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Рис. 9.6. Энергетические зависимости разности коэффициентов отражения
ΔR = R0 − R и прохождения ΔT = T0 − T для падающей частицы, находя-
щейся в состоянии с ненулевым верхним спинором (P0 = 0) и в суперпозици-
онном состоянии (P0 
= 0) в случае, когда величина магнетона частицы имеет
следующие значения: μ0/μB = 1,0011596521883 (a и б), 2 (в и г), 3 (д и е)

9.7. Выводы

Анализ, проведенный в настоящей главе, позволяет сделать следую-
щие основные выводы.

1. Движение релятивистской спинорной частицы в постоянном
пространственно неоднородном электрическом поле может сопровож-
даться возбуждением зеркальных частиц. Необходимые условия воз-
буждения зеркальных состояний состоят в следующем: а) высота по-
тенциального барьера U0 должна превышать удвоенную массу покоя
частицы: U0 > 2m0c

2, поскольку только в этом случае нижняя ветвь

энергетической поверхности E(−) = U −
√
p2c2 +m2

0c
4 (для которой

групповая скорость движения частицы отрицательна, ∂E/∂p < 0) мо-
жет принимать положительные значения (см. рис. 9.2); б) простран-
ственная ширина области изменения потенциальной энергии l = β−1

не должна существенно превышать комптоновскую длину волны ча-
стицы λC = 2π/kC (где kC = m0c/h̄), в противном случае амплитуда
волновой функции частицы в области за скачком потенциала становит-
ся экспоненциально малой.
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2. В случае спинорного материального поля заряд зеркальной ча-
стицы может как совпадать с зарядом налетающей частицы, так и быть
противоположным ему. Следовательно, зеркальная частица может быть
как зеркальной частицей, так и зеркальной античастицей. В то время
как в случае скалярного материального поля заряд зеркальной частицы
всегда противоположен заряду налетающей частицы.

3. Задание компонент 4-векторов Mμ = (M, Γ) и Pμ = (P, N) в па-
дающей волне позволяет однозначно определить компоненты указан-
ных 4-векторов в рассеянном поле. При этом указанные два 4-вектора
взаимно ортогональны в любой точке пространства как в случае дви-
жения свободной частицы, так и при движении частицы в стационар-
ном пространственно неоднородном электрическом поле.

4. При рассеянии частицы электрическим полем энергетические
коэффициенты отражения и прохождения не зависят от направления
вектора магнитной поляризации падающей частицы. Однако они су-
щественно зависят от величины и направления вектора электрической
поляризации падающей частицы P0. Отклонения коэффициентов отра-
жения ΔR и прохождения ΔT от их значений для случая P0 = 0 прямо
пропорциональны величине продольной проекции вектора P0.

5. Вне области полного отражения состояние частиц, рассеянных
пространственно неоднородным электрическим полем, характеризуется
ненулевой величиной компоненты вектора электрической поляризации,
параллельной вектору напряженности рассеивающего электрического
поля при произвольном направлении вектора магнитной поляризации
падающей частицы. Если направление вектора магнитной поляризации
налетающей частицы не совпадает с направлением вектора напряжен-
ности рассеивающего электрического поля, то, наряду с продольными
компонентами векторов электрической и магнитной поляризации, со-
стояние рассеянных частиц характеризуется ненулевыми значениями
поперечных взаимно перпендикулярных компонент векторов электри-
ческой и магнитной поляризации. При этом направление поперечной
компоненты вектора магнитной поляризации совпадает с направлени-
ем вектора поперечной компоненты магнитной поляризации падающей
частицы (см. вставки на рис. 9.4).
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ НЕЙТРАЛЬНОЙ ЧАСТИЦЫ

СО СТАЦИОНАРНЫМИ ПРОСТРАНСТВЕННО

НЕОДНОРОДНЫМИ МАГНИТНЫМИ

И ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ ПОЛЯМИ

Настоящая глава посвящена изложению теории взаимодействия
нейтральных частиц с электромагнитным полем. Как мы уже отмечали
выше, действие (7.1) состоит из двух частей. Одна часть связана
с трансляционным движением частицы и зависит от двух материаль-
ных параметров — массы частицы m0, определяющей инерционные
свойства частицы, и заряда q0, определяющего характер взаимодей-
ствия частицы как целого с электромагнитным полем. Вторая часть
действия (7.1) связана с движением частицы по внутренним степеням
свободы и зависит от третьего материального параметра частицы —
магнетона μ0. Именно появление третьей независимой материальной
константы в действии (7.1) дает возможность последовательного опи-
сания взаимодействия нейтральных частиц с электромагнитным полем.

Нейтронография уже давно является эффективным методом ис-
следования структуры вещества. Однако интерпретация наблюдаемых
явлений и точный расчет сечений рассеяния нейтронов в веществе
затруднены ввиду отсутствия последовательной теории взаимодей-
ствия нейтронов с электромагнитными полями. Существующие ме-
тоды описания базируются на использовании полуэмпирических тео-
рий, основанных на введении модельных потенциалов взаимодействия
(см., например, [45]). Возникающие сложности интепретации можно
проиллюстрировать уже на примере ларморовской прецессии. Изме-
рение частоты прецессии спина в магнитном поле дает возможность
прецизионного определения величины магнитного момента частиц. Од-
нако поскольку компоненты оператора спина, перпендикулярные на-
правлению его движения, не коммутируют с гамильтонианом урав-
нения Дирака для свободной частицы, то спин свободного нейтрона
также должен прецессировать. Это находится в противоречии с экс-
периментальными данными. Напротив, как мы уже отмечали выше,
спин свободной частицы, описываемой уравнением (7.2), может иметь
произвольное направление, а магнитный момент свободной частицы
является сохраняющейся величиной.

Более чем полувековую историю имеют эксперименты по измерению
электрического дипольного момента (ЭДМ) нейтрона и других ча-
стиц [4]. Эти эксперименты не позволяют определить ЭДМ нейтрона,
а устанавливают лишь верхнюю границу его возможной величины.
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Следует отметить, что все эксперименты по поиску ЭДМ проводятся
по схеме, предложенной Парселлом и Рамсеем [46], в основе которой
лежит предположение о том, что оператор дипольного момента про-
порционален оператору спина, т. е. d = dΣ. В свою очередь в рамках
теории, основанной на действии (7.1), в качестве оператора электриче-
ского момента частицы фигурирует оператор πππππππππ = −iμ0ααααααααα. Как мы увидим
в настоящей главе, в этом случае схема Парселла–Рамсея является
непригодной для измерения ЭДМ нейтрона, что наглядно объясняет
неудачи экспериментов по измерению ЭДМ.

В настоящей главе мы проанализируем ряд одномерных задач
рассеяния нейтрона стационарными магнитными и электрическими
полями. Эти задачи имеют строгие аналитические решения и обла-
дают простотой, что позволяет дать наглядную интерпретацию тем
качественно новым чертам в поведении частиц, которые появляются
лишь в рамках теории, основанной на использовании волнового урав-
нения (7.2). Например, задача рассеяния нейтрона постоянным маг-
нитным полем позволяет не только рассчитать энергетические зависи-
мости коэффициентов отражения для падающих нейтронов различной
поляризации, но и приводит к важному выводу о зависимости массы
покоя нейтрона от величины напряженности магнитного поля. Задача
о рассеянии нейтрона постоянным электрическим полем даст допол-
нительную информацию о внутреннем строении частиц с полуцелым
спином. Результаты, полученные в предыдущей главе, показывают, что
частица, находящаяся в положительном квартионном состоянии, попа-
дая в область ненулевого электрического поля, переходит в суперпози-
ционное состояние положительных и отрицательных квартионов, т. е.
состояние частицы становится суперпозицией чистых состояний части-
цы и античастицы. Это и является причиной появления электрического
дипольного момента заряженных частиц. В настоящей главе мы пока-
жем, что аналогичная ситуация возникает и при попадании нейтрона
в область ненулевого электрического поля. В заключительных разделах
главы будет предложена схема измерения ЭДМ нейтрона и определены
оптимальные условия проведения соответствующих экспериментов.

10.1. Одномерные задачи рассеяния

Единственной одномерной задачей о движении заряженной частицы
во внешних стационарных полях является рассмотренная в предыду-
щей главе задача о движении частицы в стационарном электрическом
поле. Уже задача о движении заряженной частицы в постоянном маг-
нитном поле является двумерной, поэтому мы перейдем к ее анализу
в следующей главе. Однако класс одномерных задач для нейтраль-
ной частицы с полуцелым спином гораздо шире и включает задачи
о движении как в пространственно неоднородном электрическом, так
и в магнитном полях.
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Действительно, пусть нейтральная частица взаимодействует со ста-
ционарными внешними полями, имеющими вид

Aμ(x) = Aμ (r) . (10.1)

Подставляя в уравнение (6.2) волновую функцию в виде

Ψ (r, t) = Ψ (r) exp (−iEt/h̄) , (10.2)

получаем[
h̄2

2m0
Δ + E2 −m2

0c
4

2m0c
2

+ μ0 (ΣB − iαααααααααE)
]

Ψ (r) = 0. (10.3)

В случае когда B (r) = B(z) и E (r) = E(z), оператор уравнения (10.3)
коммутирует с оператором проекции импульса на плоскость, перпен-
дикулярную оси z, следовательно, проекция импульса p⊥ = (px, py, 0)
сохраняется, поэтому Ψ (r) = Ψ(z) exp (ip⊥r/h̄), и нам остается опре-
делить лишь функцию Ψ(z).

В этом случае уравнение (10.3) принимает вид[
d2

dz2
+ κ2 + 2m0μ0

h̄2
(ΣB(z) − iαααααααααE(z))

]
Ψ(z) = 0, (10.4)

где κ — величина волнового вектора частицы, находящейся в области
нулевой амплитуды полей:

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
. (10.5)

Далее мы будем рассматривать по отдельности задачи взаимодействия
частицы с магнитным полем, с электрическим полем и суперпозицией
магнитного и электрического полей следующего вида:

B(z) = B0f(z), E(z) = E0f(z),

т. е. в последнем случае будем полагать, что пространственные профи-
ли полей совпадают.

В соответствии с рассмотрением, проведенным в предыдущей главе,
общее положительно частотное решение уравнения (10.4) имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

Cnψngn(z), (10.6)

где Cn — константы, ψn — биспиноры, являющиеся собственными ре-
шениями спиновой части уравнения (10.4) и отвечающие собственным
значениям

λ1, 2 = ±
√

(B0 − iE0)
2 , λ3, 4 = ±

√
(B0 + iE0)

2 .
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Пространственные волновые функции gn(z) удовлетворяют уравнениям[
d2

dz2
+ κ2 + 2m0μ0

h̄2
λnf(z)

]
gn(z) = 0. (10.7)

В одномерных задачах рассеяния удобно полагать, что простран-
ственные профили полей имеют следующую асимптотическую форму:

f(z) =
{

0, z → −∞,
f0, z → ∞,

где f0, в частности, может быть равным нулю. В этом случае инте-
ресующие нас решения уравнений (10.7) должны иметь следующую
асимптотическую форму при z = ±∞:

gn(z) =
{

exp(iκz) + rn exp(−iκz), z → −∞,
tn exp (iνnz) , z → ∞,

(10.8)

где
ν2n = κ2 + λn

2m0μ0f0

h̄2
.

Каждая из пространственных волновых функций gn(z) нормируется
на единичный поток падающих частиц, а коэффициенты rn и tn яв-
ляются парциальными амплитудами отраженных и прошедших волн.
Коэффициенты rn, tn, а также волновой вектор νn зависят от энергии
налетающей частицы, напряженности полей и их пространственной
конфигурации.

Так же как и ранее, энергетические коэффициенты отражения R и
прохождения T определяются из условия равенства нулю суммарного
потока частиц через бесконечно удаленные поверхности и имеют вид

R =
e−z

(∇Ψr · Ψr − Ψr · ∇Ψr

)∣∣
z→−∞

ez

(∇Ψ0 · Ψ0 − Ψ0 · ∇Ψ0

)∣∣
z→−∞

,

T =
ez

(∇Ψt · Ψt − Ψt · ∇Ψt

)∣∣
z→∞

ez

(∇Ψ0 · Ψ0 − Ψ0 · ∇Ψ0

)∣∣
z→−∞

,

(10.9)

где в соответствии с (10.6) и (10.8) волновые функции падающей Ψ0,
отраженной Ψr и прошедшей Ψt частиц имеют следующий асимптоти-
ческий вид:

Ψ0(z) =
4∑

n=1

Cnψn exp(iκz), Ψr(z) =
4∑

n=1

Cnψnrn exp(−iκz),

Ψt(z) =
4∑

n=1

Cnψntn exp (iνnz).
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10.2. Взаимодействие нейтральной частицы
со стационарным магнитным полем

Настоящий раздел посвящен анализу взаимодействия нейтронов
с магнитным полем. В первой части мы рассмотрим задачу рассеяния
нейтрона магнитным полем, занимающим полупространство. Решение
этой задачи иллюстрирует механизм поляризации нейтрона при отра-
жении от намагниченных сред, позволяет рассчитать частоту прецес-
сии спина в магнитном поле и объясняет причину изменения массы
покоя частиц при их взаимодействии с магнитным полем.

Во второй части мы рассмотрим рассеяние нейтрона пространствен-
но ограниченным магнитным полем. Интерес к этой задаче обусловлен
тем, что при рассеянии нейтронов атомарными и молекулярными газа-
ми, жидкостями, твердыми телами важную роль играет внутриатомное
магнитное поле, обусловленное, например, конечностью величины ор-
битального углового момента или спина атомных электронов и ядра.
Поскольку пространственные профили внутриатомного электрического
и магнитного полей отличаются друг от друга, мы можем проанали-
зировать вклад каждого из них в общее сечение рассеяния по отдель-
ности. Одномерная задача рассеяния является, конечно же, модельной
по отношению к указанному процессу, но тем не менее она позволяет
получить представление о параметрах, влияющих на этот процесс,
и их требуемых значениях. Мы также рассчитаем спектр связанных
состояний нейтрона в одномерной магнитной ловушке.

10.2.1. Взаимодействие нейтрона с магнитным полем. Как мы
отмечали в гл. 8, в случае когда частица взаимодействует с магнитным
полем, уравнения для положительных и отрицательных квартионных
состояний становятся не зависящими друг от друга. Следовательно,
если падающая частица находилась в одном из указанных состояний,
то она остается в этом состоянии и в области ненулевого магнитного
поля. Это связано с тем, что оператор γ4 коммутирует с оператром
уравнения (7.2) в случае, когда E = 0. Собственными функциями
оператора γ4, удовлетворяющими уравнению

γ4ψλ = λψλ

и отвечающими собственным значениям λ = ±1, являются следующие
биспиноры:

ψ+ =
(
I
0

)
, ψ− =

(
0
I

)
,

норма которых имеет вид: Nλ = ψλψλ = λ. Так как оператор γ4 комму-
тирует с оператором уравнения (7.2) в случае E = 0, то его собственные
функции являются одновременно и решениями уравнения (7.2) для
частицы, взаимодействующей с пространственно неоднородным маг-
нитным полем. Следует отметить, что при произвольном унитарном
преобразовании волновых функций Ψ′ = UΨ операторы γμ принимают
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вид: γ′μ = UγμU
−1, при этом γ′4ψ

′
λ = λψ′

λ, т. е. норма собственных вол-
новых функций оператора γ4 в произвольном представлении матриц γμ

остается неизменной. Следовательно, все сказанное выше относится
не только к стандартному, но и к произвольному представлению мат-
риц γμ.

Рассмотрим задачу о взаимодействии нейтрона с постоянным про-
странственно неоднородным магнитным полем следующего вида:

B(z) = B0

1 + exp(−βz) ,

т. е. напряженность магнитного поля плавно нарастает от нулевого
значения при z → −∞ к конечному значению B0 при z →∞. Характер-
ный пространственный размер области, где напряженность магнитного
поля меняется от нулевого значения до стационарного, определяется
выражением l = 1/β.

Уравнение (10.7) для пространственных волновых функций gn(z)
принимает в этом случае следующий вид:(

d2

dz2
+ κ2 + 2m0μ0B0

h̄2
λn

1 + exp(−βz)

)
gn(z) = 0, (10.10)

где κ определяется выражением (10.5), а собственные значения λn

имеют вид
λ1, 2 = ±1, λ3, 4 = ±1. (10.11)

Для удобства сравнения с результатами предыдущей главы введем
новые коэффициенты разложения волновой функции (10.6), как это
было сделано в разделе 9.2:

C1 = 1√
2

(A1 +B1) , C2 = 1√
2

(A2 +B2) ,

C3 = 1√
2

(A1 −B1), C4 = 1√
2

(A2 −B2).
(10.12)

В этом случае полная волновая функция принимает вид

Ψ(z) = 1
2
A1

(
w(+) (g1 + g3)
w(+) (g1 − g3)

)
+ 1

2
A2

(
w(−) (g2 + g4)
w(−) (g2 − g4)

)
+

+ 1
2
B1

(
w(+) (g1 − g3)
w(+) (g1 + g3)

)
+ 1

2
B2

(
w(−) (g2 − g4)
w(−) (g2 + g4)

)
.

Учитывая симметрийные свойства собственных значений (10.11),
несложно видеть, что для частицы, взаимодействующей с внешним
магнитным полем, имеют место следующие соотношения между
компонентами пространственных волновых функций:

g1(z) = g3(z), g2(z) = g4(z).
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Таким образом, полная волновая функция частицы, взаимодействую-
щей только с магнитным полем, принимает вид

Ψ(z) = A1

(
w(+)

0

)
g1(z) +A2

(
w(−)

0

)
g2(z) +

+B1

(
0

w(+)

)
g1(z) +B2

(
0

w(−)

)
g2(z). (10.13)

Отсюда видно, что если нижний спинор волновой функции частицы
равен нулю в какой-либо точке пространства (например, при z = −∞),
то он остается равным нулю и во всех остальных точках пространства.
В этом состоит основное отличие задачи о движении частицы в по-
стоянном магнитном поле от задачи движения частицы в постоянном
электрическом поле, где, как мы видели в предыдущей главе, симмет-
рийные свойства собственных значений приводят к тому, что g1 = g4 и
g2 = g3. Поэтому, несмотря на то что волновая функция падающей ча-
стицы имеет вид (9.17) с коэффициентами Bi, равными нулю, волновая
функция прошедшей частицы имеет вид (9.27) с ненулевым нижним
спинором.

Следовательно, при движении частицы в постоянном магнитном
поле, не ограничивая общности, мы можем положить

Ψ(z) =
∑

σ=±1

Aσψσgσ(z), (10.14)

где
ψσ =

(
w(σ)

0

)
и спиноры w(σ) являются собственными функциями уравнения

(nBσσσσσσσσσ)w(σ) = σw(σ).

Решения для падающей частицы, волновая функция которой имеет
отрицательную норму, получаются действием оператора γ5 на волновую
функцию (10.14).

Подставляя (10.14) в (10.10), получаем(
d2

dz2
+ κ2

)
gσ(z) = 2m0 |μ0|B0

h̄2
σ

1 + exp(−βz)gσ(z), (10.15)

где мы для определенности положили, что падающая частица является
нейтроном, поэтому магнитный момент является отрицательным. Вве-
дем новую переменную

ξ = − exp(−βz),
тогда уравнение (10.15) принимает вид

ξ2(1− ξ)g′′σ + ξ(1− ξ)g′σ + κ2(1− ξ)gσ − aσgσ = 0, (10.16)
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где
k2 = κ2

β2
, a = 2m0 |μ0|B0

h̄2β2
.

Общее решение уравнения (10.16) имеет вид

gσ(ξ) = C1(−ξ)−iνσF (−ik − iνσ, ik − iνσ, 1− 2iνσ, ξ)+
+ C2(−ξ)iνσF (−ik + iνσ, ik + iνσ, 1 + 2iνσ, ξ) , (10.17)

где C1, 2 — константы и мы ввели обозначение

νσ =
√
k2 − aσ . (10.18)

Асимптотика решения (10.17) при z → ∞ имеет вид

gσ(z)|z→∞ = C1 exp (iνσβz) + C2 exp (−iνσβz) .

Следовательно, асимптотической форме (10.8) отвечает лишь решение
при коэффициенте C1 в (10.17). Асимптотика этого решения при z →
→ −∞ имеет вид

gσ(z)|z→−∞ = exp (−ikβz) Γ (1− i2νσ) Γ(i2k)
Γ (ik − iνσ) Γ (1 + ik − iνσ)

+

+ exp (ikβz) Γ (1− i2νσ) Γ(−i2k)
Γ (−ik − iνσ) Γ (1− ik − iνσ)

.

Нормируя решение на единичный поток падающих частиц,

gσ(z) =
{

exp(iκz) + rσ exp(−iκz), z → −∞,
tσ exp (iνσβz) , z → ∞,

для амплитудных коэффициентов отражения rσ и прохождения tσ
получаем

rσ = Γ (−ik − iνσ) Γ (1− ik − iνσ) Γ(i2k)
Γ (ik − iνσ) Γ (1 + ik − iνσ) Γ(−i2k) , (10.19)

tσ = Γ (−ik − iνσ) Γ (1− ik − iνσ)

Γ (1− i2νσ) Γ(−i2k) . (10.20)

По аналогии с рассмотрением, использованным в предыдущей гла-
ве, положим

Aσ = Aασ, (10.21)

где
|α+1|2 + |α−1|2 = 1.

Для энергетических коэффициентов отражения и прохождения,
определяемых формулами (10.9), получаем

R =
∑

σ

|ασ|2Rσ, T =
∑

σ

|ασ|2 Tσ, (10.22)
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где Rσ и Tσ определяются выражениями

Rσ = |rσ|2 =
(

sh (π (k − Re (νσ)))

sh (π (k + Re (νσ)))

)2

,

Tσ = Re (νσ)

k
|tσ|2 = sh (2πRe (νσ)) sh(2πk)

sh2 (π (k + Re (νσ)))
.

(10.23)

Несложно видеть, что
Rσ + Tσ = 1.

Следовательно, и
R + T = 1.

Замечания и выводы
1. Основные отличия коэффициентов (10.22) от соответствую-

щих коэффициентов для случая взаимодействия заряженной частицы
с электрическим полем состоят в том, что коэффициенты отражения
и прохождения (10.22) явно зависят от ориентации спина (т. е. вектора
магнитной поляризации) падающей частицы.

Как видно из формулы (10.18), величина k0 =
√
a определяет по-

роговое значение величины безразмерного волнового вектора, соответ-
ствующее области полного отражения падающих нейтронов с поляриза-
цией σ = +1. Действительно, Re (ν+) = 0 при k < k0 и Re (ν+) > 0 при
k > k0. Это вполне естественно, поскольку энергия нейтрона в области,
занятой полем, в этом случае возрастает по сравнению с энергией
налетающей частицы, приходящей из области, где B0 = 0. Напомним,
что магнетон μ0 для нейтрона отрицателен, поэтому магнитный момент
нейтрона направлен в этом случае против направления магнитного
поля. Падающая частица с поляризацией σ = −1 испытывает заметное
отражение лишь при k→ 0, поскольку Re (ν−) > 0 при всех k. Коэффи-
циенты отражения R± и прохождения T± как функции безразмерного
волнового вектора k показаны на рис. 10.1. В качестве оси абцисс
на этом графике можно взять энергию налетающей частицы, однако
в иллюстративных целях мы воспользовались параметром k/k0.

2. Из представленных графиков видно, что при k � k0 ампли-
туды прошедших волн одинаковы для обоих состояний поляризации
падающей частицы и равны единице. Вектор магнитной поляризации
прошедшей частицы определяется в этом случае выражением

Mt = μ0ΨtΣΨt = exμ0 (α+1α
∗
−1 exp [i (ν+ − ν−) z] +

+α∗
+1α−1 exp [−i (ν+ − ν−) z]) + eyiμ0 (α+1α

∗
−1 exp [i (ν+ − ν−) z]−

−α∗
+1α−1 exp [−i (ν+ − ν−) z]) + ezμ0

(
|α+1|2 − |α−1|2

)
.

Следовательно, если в начальном состоянии нейтрон поляризован
вдоль направления магнитного поля, то направление спина по мере
его распространения в магнитном поле не изменяется. Это и понятно,
поскольку проекция спина Σz является в этом случае интегралом
движения. Если проекция спина падающего нейтрона на плоскость,
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Рис. 10.1. Коэффициенты отражения Rσ и прохождения Tσ как функции вели-
чины нормированного волнового вектора падающей частицы k/k0, где k0 =

√
a ,

для значения проекции спина σ = 1 (a), (б); −1 (в), (г)

перпендикулярную направлению магнитного поля, отлична от нуля, то
спин прецессирует вокруг направления магнитного поля. Простран-
ственная частота прецессии спина определяется выражением

Δν0 = ν+ − ν− =
√
k2 + a −

√
k2 − a . (10.24)

При k � k0 размерное значение пространственной частоты прецессии
спина принимает вид

Δν = Δν0β ≈ 2 |μ0|B0

h̄v
,

где v = p/m0 = h̄κ/m0 — скорость частицы.
3. Важным для понимания специфики свойств частиц, подчиняю-

щихся уравнению (7.2), является следующий вывод.
Дисперсионное соотношение (10.18), определяющее зависимость

волнового вектора частицы от ее энергии в области постоянного маг-
нитного поля, в размерных единицах имеет вид

ν(E) =

√
E2 −m2

0c
4 − 2m0c2 |μ0|B0σ

h̄c
.

Отсюда для гиперплоскости состояний, определяющей зависимость
энергии от импульса частицы p = h̄ν, получаем

E(±)
σ = ±

√
m2

0c
4 + 2m0c2 |μ0|B0σ + p2c2 . (10.25)
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Как мы отмечали выше, величина запрещенной зоны для свободной
частицы определяется энергетическим расстоянием между гиперпо-
верхностями зон положительно и отрицательно частотных решений и
равна удвоенной массе покоя частицы: ΔE = 2m0c

2. Как видно из по-
следней формулы, в области ненулевого магнитного поля каждая из зон
состояний свободной частицы расщепляется на две подзоны, отвечаю-
щие частицам, поляризованным в направлении магнитного поля или в
противоположном ему. Таким образом, масса покоя частицы в области
ненулевого магнитного поля, определяющая ширину запрещенной зоны
состояний

ΔEσ =
(
E(+)

σ − E(−)
σ

)∣∣
p=0

= 2mσc
2, (10.26)

зависит от состояния поляризации частицы и определяется выраже-
нием

mσc
2 =

√
m2

0c
4 + 2m0c2 |μ0|B0σ . (10.27)

В частности, при |μ0|B0 � m0c
2 получаем

mσ=±1c
2 = m0c

2 ± |μ0|B0.

Соответствующая графическая интерпретация представлена на рис. 10.2.
Как видно, величина расщепления определяется энергией взаимо-

действия магнитного момента частицы с магнитным полем, и поэтому
изменение массы должно быть наиболее заметным для легких частиц.

4. Падающая частица, поляризованная в направдении вектора на-
пряженности магнитного поля или в противоположном ему, возбуждает
состояние, отвечающее одной из подзон зоны положительно частотных
решений. В свою очередь падающая частица, состояние поляризации
которой не совпадает с направлением магнитного поля, возбуждает
состояния, относящиеся к двум подзонам (точки t+ и t− на рис. 10.2),
поэтому прецессия спина в магнитном поле является проявлением
осцилляций массы покоя частицы.

10.2.2. Рассеяние нейтрона локализованным магнитным по-
лем. Положим теперь, что напряженность магнитного поля имеет вид

B(z) = B0

ch2(βz)
. (10.28)

Подставляя (10.28) в уравнение (10.7), получаем(
d2

dz2
+ k2

)
gσ(z) = 2m0 |μ0|B0

h̄2β2

σ

ch2(z)
gσ(z). (10.29)

В (10.29) мы ввели безразмерную переменную z′ = βz (штрихи здесь
и далее для краткости опускаются), поэтому в (10.29) фигурирует
безразмерный волновой вектор

k = κ/β,

где κ по-прежнему определяется выражением (10.5).
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Введением новой функции

gσ(z) = (ch z)−ik fσ(z)

и новой переменной
η = 1

1 + exp(2z)

уравнение (10.29) может быть приведено к уравнению для гипергео-
метрических функций следующего вида:

η(1−η)f ′′σ (η)+(1+ik)(1−2η)f ′σ(η)−ik(1+ik)fσ(η)=aσfσ(η), (10.30)

где
a = 2m0 |μ0|B0

h̄2β2
. (10.31)

Общее решение уравнения (10.30) имеет вид

fσ(η) = C1F (1 + ik + sσ, ik − sσ, 1 + ik, η) +
+ C2η

−ikF (1 + sσ, −sσ, 1− ik, η) ,

где C1, 2 — константы,

sσ = 1
2

(√
1− 4aσ − 1

)
. (10.32)

При z → ∞ функция gσ(z) имеет следующую асимптотику:

gσ(z)|z→∞ = C1 exp(−ikz) + C2 exp(ikz),

следовательно, асимптотической форме (10.8) удовлетворяет решение
при коэффициенте C2. Итак,

gσ(z) = exp(ikz)F
(
1 + sσ, −sσ, 1− ik,

1
1 + exp(2z)

)
. (10.33)

Асимптотика этого решения при z → −∞ имеет вид

gσ(z)|z→−∞ = Γ(1− ik)Γ(−ik)
Γ (−ik − sσ) Γ (1− ik + sσ)

exp(ikz) +

+ Γ(1− ik)Γ(ik)

Γ (1 + sσ) Γ (−sσ)
exp(−ikz). (10.34)

Используя (10.33), (10.34), для амплитудных коэффициентов отраже-
ния rσ и прохождения tσ получаем

rσ = Γ (−ik − sσ) Γ (1− ik + sσ) Γ(ik)

Γ (1 + sσ) Γ (−sσ) Γ(−ik) ,

tσ = Γ (−ik − sσ) Γ (1− ik + sσ)

Γ(1− ik)Γ(−ik) .
(10.35)
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Таким образом, если падающая частица находится в положитель-
ном квартионном состоянии, то решение задачи (10.4) о движении
нейтрона в магнитном поле с профилем (10.28) имеет вид

Ψ(z) =
∑

σ=±1

Aσψσgσ(z),

где gσ(z) определяется выражением

gσ(z) = tσF

(
1 + sσ, −sσ, 1− ik,

1
1 + exp(2z)

)
exp(ikz).

Используя обозначения (10.21), для энергетических коэффициентов
отражения и прохождения вновь получаем

R =
∑

σ

|ασ|2Rσ, T =
∑

σ

|ασ|2 Tσ,

где парциальные коэффициенты отражения Rσ и прохождения Tσ те-
перь имеют вид

Rσ = |rσ|2 = sin (πsσ) sin (πs∗σ)

sh2 (πk) + sin (πsσ) sin (πs∗σ)
,

Tσ = |tσ|2 = sh2 (πk)

sh2 (πk) + sin (πsσ) sin (πs∗σ)
.

(10.36)

В (10.36) мы учли, что при a > 1/4 параметр sσ для σ = +1 становится
комплексным. Действительно, в этом случае s+ имеет вид

sσ=+1 = 1
2

(−1 + i
√
4a− 1

)
.

Из формул (10.36) несложно видеть, что

Rσ + Tσ = 1.

Как видно, энергетическая граница области отражения определяется
условием k0 = |s|. Параметр a, как следует из (10.31), определяет
отношение энергии взаимодействия магнитного момента с полем |μ0|B0

к кинетической энергии частицы h̄2β2/2m0, локализованной в области
ненулевого магнитного поля. При a� 1/4 получаем

ΔE0 = E0 −m0c
2 ≈ μ0B0 · a.

Таким образом, при малых a пороговое значение энергии определя-
ется произведением энергии магнитодипольного взаимодействия и па-
раметра a. Разность коэффициентов отражения для двух состояний
поляризации σ = ±1 падающего нейтрона отлична от нуля в области
ΔE+ − ΔE− = 2 |μ0|B0 · a. При a � 1/4 получаем: ΔE+ ≈ |μ0|B0.
На рис. 10.3 показана зависимость ΔR = R+ − R− от величины вол-
нового вектора k для значения a: 1/40 (a), 1/20 (б), 1/8 (в), 1/4 (г),
1 (д), 2 (е), 4 (ж), 8(з). Несложно видеть, что с ростом напряженности
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Рис. 10.3. Разность коэффициентов отражения нейтронов, поляризованных в
направлении рассеивающего магнитного поля или в противоположном ему, для
следующих значений параметра a: 1/40 (a), 1/20 (б), 1/8 (в), 1/4 (г), 1 (д), 2

(е), 4 (ж), 8 (з)

магнитного поля происходит расширение области, где нейтроны с на-
чальной поляризацией σ = +1 отражаются, а нейтроны с поляризацией
σ = −1 проходят через барьер. Из формул (10.36) следует, что, когда
параметр s равен целому числу, коэффициент отражения обращает-
ся в нуль. Это условие может выполняться лишь для поляризации
падающего нейтрона σ = −1, т. е. когда магнитный момент нейтрона
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совпадает с направлением магнитного поля. В частности, при a = 2
получаем: s− = 1, как видно из рис. 10.3, е, в этом случае ΔR = R+.

10.2.3. Зависимость коэффициентов отражения и прохожде-
ния от состояния падающей частицы. Рассмотрим теперь рассеяние
частицы, находящейся в произвольном состоянии с волновой функци-
ей (10.13). Выпишем выражения для компонент 4-векторов Mμ и Pμ:

Nr =
(
|A1|2 − |B1|2

)
|r1|2 +

(
|A2|2 − |B2|2

)
|r2|2 ,

M (r)
x = (A1A

∗
2 −B1B

∗
2 ) r1r∗2 + (A∗

1A2 −B∗
1B2) r∗1r2,

M (r)
y = i (A1A

∗
2 −B1B

∗
2 ) r1r∗2 − i (A∗

1A2 −B∗
1B2) r∗1r2,

M (r)
z =

(
|A1|2 − |B1|2

)
|r1|2 −

(
|A2|2 − |B2|2

)
|r2|2 ,

P (r)
x = i [(A1B

∗
2 −A∗

2B1) r1r∗2 − (A∗
1B2 −A2B

∗
1 ) r

∗
1r2],

P (r)
y = − [(A1B

∗
2 −A∗

2B1) r1r∗2 + (A∗
1B2 −A2B

∗
1 ) r

∗
1r2],

P (r)
z = i

[
(A1B

∗
1 −A∗

1B1) |r1|2 − (A2B
∗
2 −A∗

2B2) |r2|2
]
,

Γr = −i
[
(A1B

∗
1 −A∗

1B1) |r1|2 + (A2B
∗
2 −A∗

2B2) |r2|2
]
,

(10.37)

где r1 = r+1 и r2 = r−1. Полученные выражения показывают, что
симметрийные свойства компонент 4-векторов Mμ и Pμ при взаимо-
действии частицы с магнитным полем отличаются от аналогичных
свойств, характерных для взаимодействия частицы с электрическим
полем. Однако наряду с отличиями есть и общность, проявляющаяся
в том, что указанные 4-векторы по-прежнему остаются ортогональны-
ми. Действительно, из вышеприведенных формул получаем

MμPμ = 0.

Величина 4-векторов определяется в этом случае выражением

MμMμ = PμPμ = 4
(
|C1|2 |r1|2 + |C2|2 |r2|2

) (
|C3|2 |r1|2 + |C4|2 |r2|2

)
=

=
[
(A1 +B1)

∗ (A1 +B1) |r1|2 + (A2 +B2)
∗ (A2 +B2) |r2|2

]
×

×
[
(A1 −B1)

∗ (A1 −B1) |r1|2 + (A2 −B2)
∗ (A2 −B2) |r2|2

]
,

где коэффициенты Ci связаны с коэффициентами Ai и Bi соотношения-
ми (10.12).

Различия в симметрийных свойствах состоят в следующем. В про-
тивоположность случаю рассеяния электрическим полем, в случае рас-
сеяния магнитным полем поперечные компоненты векторов M и P
в отраженной и падающей волнах связаны теперь преобразованиями
вращения, а продольные пространственные и временные компоненты
4-векторов Mμ и Pμ связаны преобразованиями растяжения и сжатия
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с параметрами |r1|2 и |r2|2. По аналогии с рассмотрением, проведенным
в разделе 9.6, введем следующие обозначения:

R = r1r
∗
2 = |R| exp (iϕR) ,

D3 = A1A
∗
2 −B1B

∗
2 = |D3| exp (iϕ3) ,

D4 = A1B
∗
2 −A∗

2B1 = |D4| exp (iϕ4) .

Используя введенные обозначения, получаем

M (r)
x = 2 |D3| |R| cos (ϕR + ϕ3) ,

M (r)
y = −2 |D3| |R| sin (ϕR + ϕ3) ,

P (r)
x = −2 |D4| |R| sin (ϕR + ϕ4) ,

P (r)
y = −2 |D4| |R| cos (ϕR + ϕ4) .

Учитывая введенные выше определения, полученные соотношения
можно переписать в виде

M (r)
x = |R| (M (0)

x cosϕR +M (0)
y sinϕR

)
,

M (r)
y = |R| (M (0)

y cosϕR −M (0)
x sinϕR

)
,

P (r)
x = |R| (P (0)

x cosϕR + P (0)
y sinϕR

)
,

P (r)
y = |R| (P (0)

y cosϕR − P (0)
x sinϕR

)
.

(10.38а)

Отметим, что, в отличие от случая рассеяния электрическим полем,
коэффициент R не является коэффициентом отражения.

Для преобразования продольных пространственных и временных
компонент 4-векторов Mμ = (M, Γ) и Pμ = (P, N) получаем

Nr+M (r)
z =

(
N0+M (0)

z

) |r1|2 , Nr−M (r)
z =

(
N0−M (0)

z

) |r2|2 ,
Γr−P (r)

z =
(
Γ0−P (0)

z

) |r1|2 , Γr+P (r)
z =

(
Γ0+P (0)

z

) |r2|2 . (10.38б)

Замечания и выводы
1. Если состояние падающей частицы определяется параметрами

M(0)
⊥ = 0, P(0) = 0 и Γ0 = 0, то эти параметры состояния остаются

равными нулю и в рассеянном поле.
2. Отличие от нуля поперечных компонент вектора магнитной поля-

ризации падающей волны не приводит к появлению (индуцированию)
поперечных компонент вектора электрической поляризации в рассеян-
ном поле, как это имело место в случае рассеяния частицы электриче-
ским полем.

3. Вне зависимости от величины продольной компоненты векто-
ра магнитной поляризации падающей волны продольная компонента
вектора магнитной поляризации рассеянных волн отлична от нуля.
В частности, при M (0)

z = 0 получаем

M (r)
z = N0

2

(
|r1|2 − |r2|2

)
. (10.39)
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Как видно из полученного выражения, появление ненулевой продоль-
ной компоненты вектора магнитной поляризации связано с тем, что
коэффициенты отражения для состояний σ = ±1 различны.

10.2.4. Связанные состояния нейтрона в магнитном поле. Как
мы отмечали выше, рассеяние нейтронов с поляризацией σ = +1 про-
исходит за счет того, что в этом случае ширина запрещенной зоны
растет с ростом напряженности поля. С другой стороны, для нейтронов
с поляризацией σ = −1 ширина запрещенной зоны уменьшается с ро-
стом напряженности поля, поэтому для таких нейтронов образуется
потенциальная яма в области, занятой полем, и они могут оказаться
в связанном состоянии. Энергия связанных состояний нейтрона мень-
ше массы покоя свободной частицы, поэтому

k =

√
E2 −m2

0c
4

h̄cβ
= i

√
m2

0c
4 − E2

h̄cβ
= iε. (10.40)

Используя преобразование гипергеометрических функций:

F (a, b, c, z) = (1− z)c−a−bF (c− a, c− b, c, z),

из (10.33) получаем

gσ(z) =
(

1
exp(z) + exp(−z)

)ε

×

× F

(
ε− sσ, 1 + ε+ sσ, 1 +ε, 1

1 + exp(2z)

)
. (10.41)

Волновая функция (10.41) обращается в нуль при z → ∞, т. е. удо-
влетворяет граничным условиям для связанных состояний частицы.
Для того чтобы волновая функция обращалась в нуль и при z → −∞,
как следует из асимптотики (10.34), должны выполняться следующие
условия:

ε− sσ = −n, (10.42)

где n — целое неотрицательное число. Учитывая, что ε > 0, мы видим,
что число связанных уровней конечно, поскольку должно выполняться
условие

n < sσ.

Поскольку s+ при a > 0 отрицательно, то последнее условие может
выполняться лишь при σ = −1. Таким образом, нейтроны со спином,
направленным против направления магнитного поля (а следовательно,
с магнитным моментом, ориентированным по направлению магнитного
поля), образуют связанные состояния. Подставляя (10.40) в (10.42),
для энергии связанных состояний получаем

En =
√
m2

0c
4 − h̄2c2β2 (s− − n)2 . (10.43)
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В частности, когда глубина потенциальной ямы Δmσ=−1c
2 = m0c

2 −
−mσ=−1c2 много меньше массы покоя свободного нейтрона m0c

2, для
энергии связанных состояний получаем

ΔEn = m0c
2 − En ≈ h̄2β2

2m0
(s− − n)2 .

Таким образом, при заданной величине напряженности магнитного
поля возникает конечное число связанных состояний.

10.2.5. Выводы. Подытожим вышесказанное и перечислим осо-
бенности взаимодействия частиц с постоянными пространственно неод-
нородными магнитными полями.

1. Движение частицы в стационарном пространственно неоднород-
ном магнитном поле не приводит к индуцированию вектора электриче-
ской поляризации состояния частицы.

2. Масса покоя частицы, движущейся в однородном магнитном
поле, зависит от величины напряженности магнитного поля, посколь-
ку гиперплоскость состояний свободной частицы E (p) с шириной
запрещенной зоны ΔE = 2m0c

2 разбивается на две гиперплоскости,
Eσ=±1 (p), соответствующие двум противоположным поляризациям
спина вдоль направления магнитного поля, каждой из которых отвеча-
ет своя ширина запрещенной зоны

ΔEσ = 2mσc
2 = 2

√
m2

0c
4 + 2m0c2 |μ0|B0σ .

Отражением указанных закономерностей является эффект прецессии
спина нейтрона при его движении в однородном магнитном поле.

3. Зависимость массы покоя частицы от напряженности магнитного
поля приводит к образованию связанных состояний частиц в простран-
ственно ограниченном магнитном поле.

4. Энергетические коэффициенты отражения и прохождения суще-
ственно зависят от вектора магнитной поляризации падающей части-
цы, что может быть использовано для приготовления поляризованных
состояний частиц. В свою очередь энергетические коэффициенты от-
ражения и прохождения не зависят от вектора электрической поляри-
зации налетающей частицы.

5. Как видно из проведенного анализа, направление магнитного
поля в рассмотренных выше задачах является произвольным. Это
обстоятельство обусловлено тем, что движение нейтральной частицы
по внутренним степеням свободы не зависит от ее состояния по транс-
ляционным степеням свободы. Следовательно, при упругом отражении
нейтрона от идеальной границы раздела обе компоненты, σ = ±1, отра-
жаются зеркально. В зависимости от угла падения (при фиксированной
энергии частицы) меняется лишь соотношение между амплитудами
указанных компонент в отраженном поле.
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10.3. Взаимодействие нейтральной частицы
со стационарным электрическим полем

Рассмотрим задачу о рассеянии нейтрона одномерным постоянным
электрическим полем следующего вида: E = eE(z), где e — произволь-
ный единичный вектор. Для ряда пространственных профилей напря-
женности электрического поля эта задача позволяет получать точные
аналитические решения. Анализ указанной задачи представляет инте-
рес с различных точек зрения. С одной стороны, в гл. 9 мы уже ис-
следовали задачу о взаимодействии заряженной частицы с постоянным
электрическим полем, поэтому появляется возможность определения
общих и специфических черт процесса рассеяния нейтральных и за-
ряженных частиц электрическим полем. С другой стороны, поскольку
исследуемая задача является точно решаемой, то появляется возмож-
ность однозначной интерпретации механизма рассеяния нейтрона элек-
трическим полем. Это придает несомненную эвристическую ценность
указанному анализу, если учесть, в особенности, то обстоятельство,
что механизм рассеяния нейтрона электрическим полем до сих пор
однозначно не установлен [47–50].

Анализ указанной задачи можно провести с использованием общего
формализма ортогональных биспиноров (квартионов), развитого в гл. 8.
Как мы уже отмечали выше, общее положительно частотное решение
имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

Cnψngn(z),

где ортогональные биспиноры ψn в случае взаимодействия частицы
с электрическим полем отвечают собственным значениям

λ1, 2 = ∓i, λ3, 4 = ±i.
Вводя новые постоянные коэффициенты

C1 = 1√
2

(A1 +B1), C2 = 1√
2

(A2 +B2),

C3 = 1√
2

(A1 −B1), C4 = 1√
2

(A2 −B2)
(10.44)

и учитывая симметрийные свойства собственных значений, общее ре-
шение можно записать в виде

Ψ(z) = A1

2

(
w(+) (g1 + g2)
w(+) (g1 − g2)

)
+ A2

2

(
w(−) (g1 + g2)
−w(−) (g1 − g2)

)
+

+ B1

2

(
w(+) (g1 − g2)
w(+) (g1 + g2)

)
+ B2

2

(−w(−) (g1 − g2)
w(−) (g1 + g2)

)
. (10.45)

Удобство использования коэффициентов (10.44) состоит в том, что,
учитывая асимптотическую форму (10.8) пространственных волновых

13 А.В. Андреев
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функций gn(z), для амплитуды волновой функции падающей частицы
получаем

Ψ0 = A1

(
w(+)

0

)
+A2

(
w(−)

0

)
+B1

(
0

w(+)

)
+B2

(
0

w(−)

)
, (10.46)

т. е. коэффициенты Ai задают состояние падающей частицы, отвечаю-
щее положительным квартионным состояниям, а коэффициенты Bi —
отрицательным.

Полагая Bi = 0, для нормы волновой функции получаем

N (e)(z) = Ψ(z)Ψ(z) = |A1|2 + |A2|2
2

(g∗1 (z)g2(z) + g1(z)g∗2 (z)) . (10.47)

Таким образом, норма волновой функции падающей частицы является
положительной:

N0 = Ψ0Ψ0 = |A1|2 + |A2|2 .
Однако, как видно, N (e)(z) не является заведомо положительно опре-
деленной величиной, т. е. норма волновой функции рассеянных частиц
зависит от конкретных условий задачи и, в принципе, может отличать-
ся по знаку от нормы волновой функции падающих частиц. Это обсто-
ятельство отличает задачу рассеяния частицы электрическим полем от
задачи рассеяния частицы магнитным полем, когда согласно (10.13)

N (m)(z) = |A1|2 |g1(z)|2 + |A2|2 |g2(z)|2 > 0.

Как следует из результатов предыдущего анализа, изменение нормы
волновой функции может быть обусловлено как участием в процессе
рассеяния состояний, относящихся к отрицательно частотной зоне (т. е.
рождением зеркальных частиц), так и рождением античастиц. Однако
подробнее на обсуждении этого вопроса мы остановимся в гл. 11.

10.3.1. Отражение нейтрона электрическим полем. Рассмот-
рим задачу рассеяния нейтрона одномерным электрическим полем:

E(z) = E0

ch2(βz)
. (10.48)

Уравнение (10.4) принимает в этом случае вид(
d2

dz2
+ κ2

)
Ψ(z) = i

2m0μ0αααααααααE0

h̄2 ch2(βz)
Ψ(z). (10.49)

Ортогональные биспиноры, отвечающие собственным значениям

λ1, 2 = ∓i, λ3, 4 = ±i, (10.50)
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имеют в этом случае вид

ψ1 = 1√
2

(
w(+)

w(+)

)
, ψ2 = 1√

2

(
w(−)

w(−)

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w(+)

−w(+)

)
, ψ4 = 1√

2

(
w(−)

−w(−)

)
,

(10.51)

где спиноры w(σ) являются собственными функциями уравнения

(nEσσσσσσσσσ)w(σ) = σw(σ)

и nE = E0/E0.
Подставляя в (10.51) в (10.49), для координатных волновых функ-

ций gn(z) получаем следующие уравнения:(
d2

dz2
+ κ2 + 2m0μ0E0

h̄2
λn

ch2(βz)

)
gn(z) = 0. (10.52)

Введением новой координаты

ξ = th(βz)

и новой неизвестной функции

gn(ξ) =
(
1− ξ2

)− ik
2 pn(ξ)

уравнение (10.52) может быть сведено к уравнению для гипергеомет-
рических функций:(

1− ξ2
)
p′′n − 2ξ(1− ik)p′n +

(
k2 + ik + an

)
pn = 0,

где

k = κ

β
, an = λn

2m0μ0E0

h̄2β2
.

Таким образом, общее решение уравнения (10.52) имеет вид

gn(z) = A1 (2 ch(βz))ik F (−ik − sn, −ik + sn + 1, 1− ik, η) +
+A2 exp(−iκz)F (sn + 1, −sn, 1 + ik, η), (10.53)

где A1, 2 — постоянные коэффициенты,

sn = 1
2

(√
1− 4an − 1

)
, η = 1

1 + exp(2βz)
. (10.54)

Асимптотическая форма решений уравнений (10.52) при z → ∞ долж-
на иметь вид: gn(z) ∼ exp(iκz). Этому условию удовлетворяет реше-

13*
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ние (10.53) с A2 = 0. При z → −∞ эти решения имеют следующий
асимптотический вид:

gn(z)|z→−∞ = Γ(1− ik)Γ(−ik)
Γ (1− ik + sn) Γ (−ik − sn)

exp(iκz) +

+ Γ(1− ik)Γ(ik)

Γ (1 + sn) Γ (−sn)
exp(−iκz). (10.55)

Из полученных асимптотических выражений gn(z) для амплитудных
коэффициентов отражения rn и прохождения tn получаем

rn = Γ (1− ik + sn) Γ (−ik − sn) Γ(ik)

Γ (1 + sn) Γ (−sn) Γ(−ik) ,

tn = Γ (1− ik + sn) Γ (−ik − sn)

Γ(1− ik)Γ(−ik) .
(10.56)

Таким образом, общее решение уравнения (10.49) имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

Cnψngn(z), (10.57)

где

gn(z) = tn (2 ch(βz))ik ×
× F

(
−ik − sn, 1− ik + sn, 1− ik,

1
1 + exp(2βz)

)
. (10.58)

10.3.2. Коэффициенты отражения и прохождения. Симмет-
рийные свойства собственных значений (10.50) приводят к следующим
соотношениям для коэффициентов sn:

s1 = s4 = 1
2

(√
1 + i

8m0μ0E0

h̄2β2
− 1

)
= s,

s2 = s3 = 1
2

(√
1− i

8m0μ0E0

h̄2β2
− 1

)
= s∗.

(10.59)

С учетом этих соотношений выражения для амплитудных коэффици-
ентов отражения и прохождения можно записать в виде

r1 = r4 = r(k, s), r2 = r3 = r (k, s∗),
t1 = t4 = t(k, s), t2 = t3 = t (k, s∗).
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Тогда выражения для энергетических коэффициентов отражения R
и прохождения T , определяемых формулами (10.9), принимают вид

R = C∗
1C3 + C2C

∗
4

C∗
1C3 + C2C

∗
4 + C1C

∗
3 + C∗

2C4
r∗(k, s)r (k, s∗) +

+ C1C
∗
3 + C∗

2C4

C∗
1C3 + C2C

∗
4 + C1C

∗
3 + C∗

2C4
r∗ (k, s∗) r(k, s),

T = C∗
1C3 + C2C

∗
4

C∗
1C3 + C2C

∗
4 + C1C

∗
3 + C∗

2C4
t∗(k, s)t (k, s∗)+

+ C1C
∗
3 + C∗

2C4

C∗
1C3 + C2C

∗
4 + C1C

∗
3 + C∗

2C4
t∗ (k, s∗) t(k, s).

(10.60)

Как мы отмечали выше, замена коэффициентов Ci на коэффици-
енты Ai и Bi, определяемые равенствами (10.44), позволяет выделить
в волновой функции падающей частицы состояния с положительной
(Bi = 0) и отрицательной (Ai = 0) нормой. Полагая Bi = 0 и

A1 = Aα+, A2 = Aα−,

где
|α+|2 + |α−|2 = 1,

для волновой функции падающей частицы получаем

Ψ0(z) =
∑

σ=±1

ασ

(
w(σ)

0

)
exp(iκz). (10.61)

Используя формулы (10.56), для энергетических коэффициентов отра-
жения R и прохождения T в этом случае имеем

R = 1
2

[
sin2 (πs∗)

sin2 (πs∗) + sh2 (πk)
+ sin2 (πs)

sin2 (πs) + sh2 (πk)

]
,

T = 1
2

[
sh2 (πk)

sin2 (πs∗) + sh2 (πk)
+ sh2 (πk)

sin2 (πs) + sh2 (πk)

]
.

(10.62)

Несложно видеть, что
R + T ≡ 1. (10.63)

Замечания и выводы
Полученные формулы позволяют сделать ряд общих выводов о за-

висимости коэффициентов отражения и прохождения от состояния
падающей частицы.

1. Как мы видели выше (см., например, раздел 9.4), коэффициен-
ты α± задают направление вектора магнитной поляризации падающей
частицы, описываемой волновой функцией (10.61). Формулы (10.62) от
коэффициентов ασ не зависят. Следовательно, энергетические коэффи-
циенты отражения и прохождения от состояния магнитной поляриза-
ции падающей частицы не зависят.



390 Гл. 10. Взаимодействие нейтральной частицы с внешними полями

2. Из формул (10.62) следует, что граница области отражения
определяется условием

sh (πk0) = |sin (πs)| . (10.64)

При k� k0 коэффициент отражения стремится к нулю, а коэффициент
прохождения — к единице.

3. Из последней формулы видно, что энергетическая граница обла-
сти отражения ΔEb определяется выражением

ΔEb = E −m0c
2 ≈ 1

4

(√(
h̄2β2

4m0

)2

+ (2μ0E0)
2 − h̄2β2

4m0

)
.

Таким образом, пороговая энергия отражения зависит от соотношения
величин μ0E0 и h̄2β2/2m0, имеющих размерность энергии. Первая
их них определяет энергию взаимодействия электрического момента
частицы с рассеивающим электрическим полем, а вторая равна кине-
тической энергии частицы, локализованной в области, занятой полем.

Для падающей частицы, находящейся в состоянии (10.61), волно-
вые функции отраженной Ψr и прошедшей Ψt волн имеют вид

Ψr(z) =
∑

σ

ασ

(
w(σ)ru exp(−iκz)
σw(σ)rd exp(−iκz)

)
,

Ψt(z) =
∑

σ

ασ

(
w(σ)tu exp(iκz)
σw(σ)td exp(iκz)

)
,

(10.65)

где
ru = r(k, s) + r (k, s∗)

2
, rd = r(k, s) − r (k, s∗)

2
,

tu = t(k, s) + t (k, s∗)
2

, td = t(k, s) − t (k, s∗)
2

.
(10.66)

На рис. 10.4 показаны зависимости чисел заполнения положитель-
ных и отрицательных квартионных состояний отраженной и прошед-
шей волн: |ru|2 (a), |tu|2 (б), |rd|2 (в), |td|2 (г), а также энергетических
коэффициентов отражения R (д) и прохождения T (е) от величины нор-
мированного волнового вектора падающей частицы k/k0 при значении
параметра a = 2. Величина k0 в этом случае равна k0 = 0,94. Из рисун-
ков видно, что в точке k = k0 происходит резкое возрастание ампли-
туд положительных и отрицательных квартионных состояний |ru, d|2
и |tu, d|2, а коэффициент отражения R испытывает резкий спад. Следует
отметить, что с ростом величины коэффициента a значения амплитуд
квартионных состояний |ru, d|2 и |tu, d|2 в точке k = k0 все более воз-
растают, а граница области отражения становится все более резкой.

10.3.3. Электрическая и магнитная поляризация нейтрона,
рассеянного электрическим полем. Волновые функции позволили
нам определить коэффициенты отражения и прохождения нейтрона
через область, занятую электрическим полем (см. формулы (10.62)).
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Рис. 10.4. Зависимости модулей квадратов амплитуд положительных и отри-
цательных квартионных состояний отраженной и прошедшей волн: |ru|2 (a),
|tu|2 (б), |rd|2 (в), |td|2 (г), энергетических коэффициентов отражения R (д) и
прохождения T (е), а также компонент вектора электрической поляризации Pz

и Py (ж и з соответственно) от величины нормированного волнового вектора
падающей частицы k/k0 при значении параметра a = 2

Формула для коэффициента отражения (10.62) имеет вид, характерный
для отражения от потенциального барьера. Коэффициент отражения
равен единице, если энергия меньше пороговой, и быстро спадает
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до нуля при энергии частицы, превышающей пороговую энергию.
Из формулы (10.64) следует, что для широкого потенциального барьера
(β → 0) пороговая энергия отражения определяется величиной μ0E0,
которая в соответствии с определением вектора электрической по-
ляризации P (см. формулу (7.21)) имеет физический смысл энергии
взаимодействия вектора электрической поляризации частицы с элек-
трическим полем: − ∫

PEdV (см. (7.48)). Как мы отмечали выше,
при движении частицы в однородном электрическом поле указанное
взаимодействие может рассматриваться как электрическое дипольное
взаимодействие, поскольку в этом случае − ∫

PE0dV = −E0
∫
P dV .

Следует, однако, отметить, что в пространственно неоднородном элек-
трическом поле взаимодействие − ∫

PE dV не является электрическим
дипольным. Например, если P (r) имеет максимум в конечной обла-
сти вблизи точки r = r0, то разложение интеграла − ∫

PE dV вблизи
точки r = r0 включает все производные поля. Поэтому более точно
указанное взаимодействие следует определять как взаимодействие ин-
дуцированного вектора электрической поляризации частицы с электри-
ческим полем.

Исследуем динамику изменения векторов электрической и магнит-
ной поляризации нейтрона,

M = μ0ΨΣΨ, P = −iμ0ΨαααααααααΨ,

при его рассеянии электрическим полем.
Полагая, как и ранее,

α+ = cos θ
2

exp
(
−iϕ

2

)
, α− = sin θ

2
exp

(
i
ϕ

2

)
, (10.67)

из (10.61) получаем следующие выражения для векторов электриче-
ской и магнитной поляризации падающей частицы:

P0 = 0,
M0 = ez cos θ + ex sin θ cosϕ+ ey sin θ sinϕ.

(10.68)

Как мы уже неоднократно отмечали, вектор электрической поляризации
частиц, находящихся в положительном квартионном состоянии, равен
нулю. Напомним также, что углы θ и ϕ, вводимые согласно (10.67), опре-
деляют направление вектора магнитной поляризации. В соответствии
с результатами гл. 8 направление оси z′ системы координат, в которой
задаются углы θ и ϕ, совпадает с направлением вектора напряженности
электрического поля. Следует, однако, заметить, что поскольку уравне-
ние для нейтральной частицы не содержит скалярного потенциала, то
это направление может не совпадать с направлением оси z, фигурирую-
щей в уравнении (10.49) и определяющей направление изменения вели-
чины напряженности поля.
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Используя (10.67) и (10.65), для векторов электрической и магнит-
ной поляризации отраженной волны получаем

Pr = ezi (rur∗d − r∗urd) − ex (rur∗d + r∗urd) sin θ sinϕ+
+ey (rur∗d + r∗urd) sin θ cosϕ, (10.69)

Mr = ezR cos θ + ex

(
|ru|2 + |rd|2

)
sin θ cosϕ+

+ey

(
|ru|2 + |rd|2

)
sin θ sinϕ. (10.70)

Для краткости мы опустили в формулах (10.68)–(10.70) величину
магнитного момента μ0.

Отметим, что векторы Pt и Mt в прошедшей волне определяются
формулами (10.69)–(10.70) с заменой коэффициентов r на t.

Замечания и выводы
Полученные формулы позволяют сделать ряд общих выводов об

электрической и магнитной поляризации отраженной частицы.
1. Величина и направление векторов электрической и магнитной

поляризации отраженной и прошедшей частиц в общем случае зависят
от направления вектора магнитной поляризации падающей частицы
и ее энергии, поскольку амплитуды положительных и отрицательных
квартионных состояний ru, d и tu, d, определенные равенствами (10.66),
резко возрастают при приближении энергии частицы к границе области
полного отражения.

2. Поскольку первое слагаемое в (10.69) не зависит от коэффи-
циентов ασ, то, вне зависимости от направления вектора M0, в от-
раженном (прошедшем) поле возникает ненулевая проекция вектора
электрической поляризации на направление вектора напряженности
рассеивающего электрического поля. Как видно из формулы (10.69)
и рис. 10.4, максимальную величину эта проекция принимает в области
порогового значения энергии налетающей частицы.

3. Проекция вектора магнитной поляризации отраженного пучка на
направление рассеивающего электрического поля определяется произ-
ведением соответствующей проекции вектора магнитной поляризации
падающего пучка и коэффициента отражения: Mrz = M0zR.

4. Если вектор магнитной поляризации падающей частицы ори-
ентирован вдоль направления рассеивающего электрического поля
(θ = 0, π), то поперечные компоненты векторов Pr и Mr равны нулю.

5. Если направление вектора магнитной поляризации падающей ча-
стицы отличается от направления рассеивающего электрического поля
(0 < θ < π), то в отраженном поле, наряду с продольными компонен-
тами Pz и Mz, ненулевыми являются две взаимно перпендикулярные
поперечные компоненты векторов Pr и Mr, максимальные значения
амплитуд которых определяются выражениями

P⊥ = (rur∗d + r∗urd) , M⊥ =
(
|ru|2 + |rd|2

)
.
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Зависимость компонент Pz и Py от величины параметра k для случая
a = 2 показана на рис. 10.4,ж, з. Как видно из рисунков, наибольшие
значения величины векторов продольной и поперечной электрической
поляризации достигаются при энергии налетающей частицы, равной
пороговой энергии отражения. Как видно из рис. 10.4,a, в, вектор элек-
трической поляризации отличен от нуля в той области энергий падаю-
щей частицы, где волновая функция отраженной волны представляет
собой суперпозицию положительных и отрицательных квартионных
состояний:

Ψr(z) =
∑

σ

[(
ασw(σ)ru

0

)
+

(
0

ασσw
(σ)rd

)]
exp(−iκz).

Отметим, что формулы (10.62) для энергетических коэффициентов
отражения и преломления можно записать в следующем виде:

R= |ru|2−|rd|2=N (r)
u −N (r)

d , T = |tu|2−|td|2=N (t)
u −N

(t)
d , (10.71)

откуда получаем
R+ T = Nu −Nd = 1, (10.72)

где
Nu = N (r)

u +N (t)
u , Nd = N

(r)
d +N

(t)
d .

Таким образом, закон сохранения (10.63) является следствием сохра-
нения разности чисел заполнения положительных и отрицательных
квартионных состояний в процессе рассеяния, несмотря на то что
каждое из указанных чисел может значительно превышать единицу.
Сохранение разности чисел заполнения положительных и отрицатель-
ных квартионных состояний было продемонстрировано в гл. 7 на основе
общего анализа уравнения (7.2).

Отметим в заключение, что при операции пространственной инвер-
сии, как мы отмечали выше, происходит следующая замена: ru → ru и
rd → −rd, поэтому при операции пространственной инверсии вектор P
изменяет свой знак, а вектор M остается неизменным.

10.4. Движение нейтрона в суперпозиции
электрического и магнитного полей

В последнее время значительно возрос интерес к проблеме измере-
ния электрического дипольного момента элементарных частиц и ато-
мов. Существующие представления о возникновении электрического
дипольного момента нейтрона основаны на нарушении CPT -инвари-
антности. Полагается [46–50], что дипольный момент нейтрона связан
с его спином соотношением

d = d0Σ. (10.73)
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Это соотношение может выполняться только при нарушении простран-
ственной инверсии. Действительно, при инверсии координат полярный
вектор d меняет знак, а аксиальный вектор Σ знака не меняет. Соотно-
шение (10.73) нарушает также и симметрию относительно изменения
знака времени. Действительно, угловой момент частицы при изменении
знака времени меняется на противоположный, а вектор d, зависящий
лишь от координат частиц, при изменении направления времени не
меняется.

Основная идея экспериментов [46] по поиску электрического диполь-
ного момента нейтрона основана на проверке соотношения (10.73). Дей-
ствительно, если предположить справедливость соотношения (10.73),
то при движении нейтрона в параллельных однородных магнитном
и электрическом полях спин нейтрона будет прецессировать на частоте

Ω = 2 |μ0B0 + d0E0|
h̄

.

Изменение знака направления поля на противоположное приведет к из-
менению частоты прецессии на величину

ΔΩ = 4 |d0E0|
h̄

. (10.74)

Измеряемой величиной в экспериментах [46] является отношение
ΔΩ/Ω.

Как было показано в гл. 7, вектор P, введенный согласно определе-
нию (7.21), находится в полном соответствии со всеми симметриями,
предсказываемыми подгруппой CPT -преобразований. Следует поэто-
му ожидать, что характер взаимодействия нейтрона с электрическим
полем будет кардинально различным в зависимости от того, примем
ли мы определение (7.21) или (10.73). Это дает дополнительные воз-
можности проверки справедливости уравнения (7.2). Таким образом,
результаты исследования задач о взаимодействии нейтрона с электри-
ческими и магнитными полями имеют принципиальное значение для
общей теории частиц с полуцелым спином.

10.4.1. Волновые функции. Рассмотрим движение нейтрона
в суперпозиции постоянного магнитного и электрического полей. Урав-
нение (10.3) имеет в этом случае вид(

Δ + κ2
)
Ψ (r) =

[
−2m0μ0

h̄2
(ΣB) + i

2m0μ0

h̄2
(αααααααααE)

]
Ψ (r) . (10.75)

Будем полагать, что постоянные поля занимают полупространство.
Для того чтобы корректно описать процесс проникновения свободной
частицы в область, занятую полем, положим, что граница является
плавной. Этому условию удовлетворяют следующие профили полей:

B = B0

1 + exp(−βz) , E = E0

1 + exp(−βz) . (10.76)
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Положим, что векторы B0 и E0 лежат в плоскости (x, z), тогда соглас-
но (6.18) комплексный угол Φ = 0 и спиноры (8.17) принимают вид

w1 =
(

cosΘ/2
sin Θ/2

)
, w2 =

(− sin Θ/2
cosΘ/2

)
,

w3 =
(

cosΘ∗/2
sin Θ∗/2

)
, w4 =

(− sin Θ∗/2
cosΘ∗/2

)
,

(10.77)

где согласно общему определению

cosΘ(z) = Bz − iEz√
(B − iE)2

.

Учитывая, однако, формулы (10.76), мы видим, что в рассматриваемом
случае комплексный угол Θ от координаты не зависит:

cosΘ = B0z − iE0z√
(B0 − E0)

2
.

Таким образом, в соответствии с рассмотрением, проведенным в гл. 8,
собственные значения спиновой части гамильтониана (10.75) имеют
вид

λ1, 2 = ±
√

(B0 − iE0)
2 , λ3, 4 = ±

√
(B0 + iE0)

2 , (10.78)

а соответствующие им собственные функции определяются следующи-
ми выражениями:

ψ1 = 1√
2

(
w1
w1

)
, ψ2 = 1√

2

(
w2
w2

)
,

ψ3 = 1√
2

(
w3
−w3

)
, ψ4 = 1√

2

(
w4
−w4

)
,

где трехмерные спиноры wn определяются выражениями (10.77).
Поскольку оператор уравнения (10.75) коммутирует с проекциями

оператора импульса, перпендикулярными оси z, то эти проекции им-
пульса являются сохраняющимися величинами и мы можем считать,
что волновая функция является лишь функцией z. Общее решение
уравнения (10.75) имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

Cnψngn(z),

где координатные волновые функции gn(z) являются решениями сле-
дующих уравнений:(

d2

dz2
+ κ2

)
gn(z) = −2m0μ0λn

h̄2
1

1 + exp(−βz)gn(z). (10.79)
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Вводя новую координату

ξ = − exp(−βz),
уравнение (10.79) можно привести к виду

ξ2(1− ξ)g′′n + ξ(1− ξ)g′n + k2(1− ξ)gn − angn = 0, (10.80)

где для определенности мы положили, что магнитный момент частицы
является отрицательным, что, как мы уже отмечали выше, соответ-
ствует, например, нейтрону:

an = 2m0 |μ0|λn

h̄2β2
, k = κ

β
.

Решение уравнения (10.80) имеет вид

gn(z) = A1F (−ik − iνn, ik − iνn, 1− i2νn, ξ) exp (iνnz)+
+A2F (−ik + iνn, ik + iνn, 1 + i2νn, ξ) exp (−iνnz) , (10.81)

где мы ввели безразмерную координату z′ = βz (штрихи здесь и далее
опускаются), A1, 2 — константы,

νn =
√
k2 − an . (10.82)

Несложно видеть, что при z → ∞ функция gn(z) имеет следующую
асимптотику:

gn(z)|z→∞ = A1 exp (iνnz) +A2 exp (−iνnz) . (10.83)

10.4.2. Случай комплексных собственных значений. Собствен-
ные значения λn, определяющиеся формулами (10.78), в случае B0⊥E0
становятся действительными (B0 > E0) или чисто мнимыми (B0 < E0).
Рассмотрим сначала случай, когда произведение B0E0 �= 0 и является
для определенности положительным. В этом случае выражение для
величины волнового вектора в полупространстве z > 0,

ν1 =

√
k2 − 2m0 |μ0|

h̄2β2

√
B2

0 − E2
0 − i2B0E0 ,

имеет положительную мнимую часть Im (ν1) > 0, в свою очередь
Im (ν3) < 0. Аналогично, Im (ν2) < 0 и Im (ν4) > 0. Учитывая асимпто-
тику (10.83), несложно видеть, что общее решение, удовлетворяющее
условию конечности волновой функции при z → ∞, имеет следующий
вид:

Ψ(z) = A1ψ1F (−ik − iν1, ik − iν1, 1− i2ν1, ξ) exp (iν1z)+
+A3ψ3F (−ik + iν3, ik + iν3, 1 + i2ν3, ξ) exp (−iν3z) +
+A2ψ2F (−ik + iν2, ik + iν2, 1 + i2ν2, ξ) exp (−iν2z) +

+A4ψ4F (−ik − iν4, ik − iν4, 1− i2ν4, ξ) exp (iν4z) . (10.84)
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Введем функции

G1(k, ν, z)=t1(k, ν)F (−ik−iν, ik−iν, 1−i2ν, ξ) exp(iνz), (10.85а)
G2(k, ν, z)=t2(k, ν)F (−ik + iν, ik+iν, 1+i2ν, ξ) exp(−iνz), (10.85б)
где

t1(k, ν) = Γ(−ik − iν)Γ(1− ik − iν)

Γ(1− i2ν)Γ(−i2k) ,

t2(k, ν) = Γ(−ik + iν)Γ(1− ik + iν)

Γ(1 + i2ν)Γ(−i2k) .
(10.86)

Функции G1, 2(k, ν, z) имеют следующую асимптотическую форму:

G1(k, ν, z) =
{
t1(k, ν) exp(iνz), z → ∞,
exp(ikz) + r1(k, ν) exp(−ikz), z → −∞,

(10.87)

и

G2(k, ν, z) =
{
t2(k, ν) exp(iνz), z → ∞,
exp(ikz) + r2(k, ν) exp(−ikz), z → −∞,

(10.88)

где

r1(k, ν) = Γ(−ik − iν)Γ(1− ik − iν)Γ(i2k)
Γ(ik − iν)Γ(1+ ik − iν)Γ(−i2k) ,

r2(k, ν) = Γ(−ik + iν)Γ(1− ik + iν)Γ(i2k)
Γ(ik + iν)Γ(1+ ik + iν)Γ(−i2k) .

(10.89)

Несложно видеть, что каждая из функций G1, 2(k, ν, z) нормирована на
единичный поток падающих частиц, а функции r1, 2(k, ν) и t1, 2(k, ν)
являются парциальными амплитудами отраженных и прошедших волн
соответственно.

С помощью введенных функций G1, 2(k, ν, z) общее решение можно
записать в виде

Ψ(z) = C1ψ1G1 (k, ν1, z) + C3ψ3G2 (k, ν∗1 , z) +
+ C2ψ2G2 (k, ν2, z) + C4ψ4G1 (k, ν∗2 , z),

где мы учли соотношения между собственными значениями (10.78),
приводящие в свою очередь к следующим соотношениям: ν3 = ν∗1
и ν4 = ν∗2 . Учитывая асимптотики (10.87) и (10.88), для волновой
функции падающей частицы получаем

Ψ0(z) =
4∑

n=1

Cnψn exp(ikz). (10.90)
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Волновые функции отраженной Ψr(z) и прошедшей Ψt(z) частиц име-
ют соответственно следующий вид:

Ψr(z) = [C1ψ1r1 (k, ν1) + C3ψ3r2 (k, ν∗1 ) +
+C2ψ2r2 (k, ν2) + C4ψ4r1 (k, ν∗2 )] exp(−ikz), (10.91)

Ψt(z) = C1ψ1t1 (k, ν1) exp (iν1z) + C3ψ3t2 (k, ν∗1 ) exp (−iν∗1 z) +
+ C2ψ2t2 (k, ν2) exp (−iν2z) + C4ψ4t1 (k, ν∗2 ) exp (iν∗2 z). (10.92)

Используя волновые функции (10.90) и (10.91), для энергетическо-
го коэффициента отражения получаем

R = C∗
1C3r

∗
1 (k, ν1) r2 (k, ν∗1 ) + C∗

3C1r
∗
2 (k, ν∗1 ) r1 (k, ν1)

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
+

+ C∗
2C4r

∗
2 (k, ν2) r1 (k, ν∗2 ) + C∗

4C2r
∗
1 (k, ν∗2 ) r2 (k, ν2)

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
. (10.93)

Используя формулы (10.89), несложно показать, что

r∗1 (k, ν)r2 (k, ν∗) ≡ 1.

Таким образом, энергетический коэффициент отражения, определяе-
мый формулой (10.95), тождественно равен единице:

R ≡ 1. (10.94)

С другой стороны, учитывая, что согласно формуле (10.92)

Ψt(z)|z=∞ = 0,

для коэффициента прохождения получаем

T = 0. (10.95)

Таким образом, нейтральная частица полностью выталкивается из об-
ласти, занятой суперпозицией постоянных электрического и магнитно-
го полей в случае, когда B0E0 �= 0.

Возвращаясь к обсуждению экспериментов, которые мы упоминали
во введении к данному разделу, следует отметить, что в случае па-
раллельных электрического и магнитного полей волновые векторы νn

определяются следующими выражениями:

ν1 =
√
k2 − a+ ib , ν2 =

√
k2 + a− ib ,

ν3 =
√
k2 − a− ib , ν4 =

√
k2 + a+ ib ,

где
a = 2m0 |μ0|B0

h̄2β2
, b = 2m0 |μ0|E0

h̄2β2
.

Таким образом, при движении нейтрона по направлению парал-
лельных магнитного и электрического полей пространственная частота
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прецессии поперечной проекции спина будет определяться следующим
выражением:

Δν = Re
(√

k2 − a+ ib
)
− Re

(√
k2 + a+ ib

)
. (10.96)

При k2 > b получаем

Δν ≈ Δν0 + b2

8

⎛⎝ 1(
k2 − a

)3/2
− 1(

k2 + a
)3/2

⎞⎠,

где Δν0 =
√
k2 − a −√

k2 + a — пространственная частота прецессии
спина в однородном магнитном поле. Итак, мы видим, что поправка
к частоте прецессии спина, обусловленная ненулевым значением напря-
женности электрического поля, параллельного магнитному, является
величиной порядка

Δν − Δν0 ≈
(

|μ0|
E −m0c

2

)3

E2
0B0k,

в то время как
Δν0 ≈ |μ0|B0

E −m0c
2
k.

Отсюда получаем
Δν − Δν0

Δν0
≈

(
|μ0|E0

E −m0c
2

)2

.

Замечания и выводы
Таким образом, проведенные оценки позволяют сделать следующие

выводы.
Во-первых, в отличие от (10.74), поправка к частоте прецессии,

связанная с наличием электрического поля, пропорциональна не отно-
шению напряженностей электрического и магнитного полей, а зависит
от квадрата напряженности электрического поля.

Во-вторых, поскольку поправка квадратична по напряженности
электрического поля, то изменение направления электрического поля
по отношению к направлению магнитного не приводит к изменению
частоты прецессии спина нейтрона. Отметим, что квадратичная зави-
симость Δν от напряженности электрического поля следует и из общей
формулы (10.96).

10.4.3. Случай действительных и чисто мнимых собственных
значений. В случае когда B0⊥E0, волновые векторы νn принимают
вид

ν1=

√
k2− 2m0 |μ0|

h̄2β2

√
B2

0−E2
0 , ν2=

√
k2+ 2m0 |μ0|

h̄2β2

√
B2

0−E2
0 ,

ν3=ν∗1 , ν4=ν∗2 .

(10.97)
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При B0 < E0 общее решение имеет вид

Ψ(z) = A1ψ1F (−ik + iν1, ik + iν1, 1 + i2ν1, ξ) exp (−iν1z)+
+A3ψ3F (−ik − iν∗1 , ik − iν∗1 , 1− i2ν∗1 , ξ) exp (iν∗1 z)+
+A2ψ2F (−ik − iν2, ik − iν2, 1− i2ν2, ξ) exp (iν2z) +

+A4ψ4F (−ik + iν∗2 , ik + iν∗2 , 1 + i2ν∗2 , ξ) exp (−iν∗2 z) . (10.98)

Из формул (10.97) следует, что

ν2 = ν∗1 , (10.99)

поэтому данный случай является частным случаем рассмотренного
в предыдущем подразделе, не проводя никаких вычислений, можно
сразу записать выражения для энергетических коэффициентов отраже-
ния и преломления:

R = 1, T = 0. (10.100)

Отличие рассматриваемого случая от случая, когда векторы B0 и E0
не являются ортогональными, состоит в том, что из (10.97) и (10.99)
вытекает: Re (νn) = Re (ν1). Следовательно, в ортогональных электри-
ческом и магнитном полях спин не прецессирует, если B0 < E0.

Следует отметить, что формулы (10.98) и (10.100) справедливы
и при B0 = 0, поэтому случай взаимодействия нейтрона с постоянным
электрическим полем, занимающим полупространство, не требует от-
дельного рассмотрения.

В случае B0 > E0 волновые векторы ν2 = ν4 всегда являются
действительными, а волновые векторы ν1 = ν3 действительны при

k > k0 =
√
2m0 |μ0|

√
B2

0 − E2
0

/
h̄β и чисто мнимы в обратном слу-

чае. Общее решение, удовлетворяющее условию конечности волновой
функции при z → ∞, имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

CnψnG1 (k, νn, z) , (10.101)

где G1(k, ν, z) определяется формулой (10.87).
Используя (10.101) для энергетического коэффициента отражения,

получаем

R = C∗
1C3 + C∗

3C1

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
R1+

+ C∗
2C4 + C∗

4C2

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
R2, (10.102)

где
R1 = |r1 (k, ν1)|2 =

(
sh (π (k − Re (ν1)))

sh (π (k + Re (ν1)))

)2

,

R2 = |r1 (k, ν2)|2 =
(

sh (π (k − ν2))

sh (π (k + ν2))

)2

.

(10.103)
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Для энергетического коэффициента прохождения получаем

T = C∗
1C3 + C∗

3C1

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
T1 +

+ C∗
2C4 + C∗

4C2

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
T2, (10.104)

где

T1 = sh (2πRe (ν1)) sh(2πk)

sh2 (π (k + Re (ν1)))
, T2 = sh (2πν2) sh(2πk)

sh2 (π (k + ν2))
. (10.105)

Несложно видеть, что
R + T ≡ 1.

Обратимся вновь к обсуждению экспериментов по измерению ча-
стоты прецессии спина в суперпозиции постоянных электрического и
магнитного полей. Из (10.101) следует, что частота прецессии спина
определяется следующим выражением:

Δν =
√
k2 +

√
a2 − b2 −

√
k2 −

√
a2 − b2 . (10.106)

При энергии налетающего нейтрона, существенно превышающей поро-
говую энергию отражения, для Δν получаем

Δν =
√
a2 − b2

k
.

Из (10.106) следует, что частота прецессии квадратично зависит от
напряженности электрического поля. Следовательно, изменение на-
правления электрического поля не приводит к изменению частоты
прецессии спина и в случае взаимно перпендикулярных магнитного
и электрического полей.

10.4.4. Зависимость параметров рассеянных частиц от со-
стояния налетающей частицы. Исследуем зависимость компонент
4-векторов M (r)

μ и P (r)
μ от начального состояния частицы, задаваемого

компонентами 4-векторов M
(0)
μ и P

(0)
μ . Запишем волновую функцию

отраженной частицы в виде

Ψr(z) = [C1ψ1r1 + C2ψ2r2 + C3ψ3r3 + C4ψ4r4] exp(−ikz). (10.107)

Выше мы отмечали, что парциальные коэффициенты отражения обла-
дают следующими симметрийными свойствами:

r1r
∗
3 = 1, r2r

∗
4 = 1. (10.108)
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Используя волновую функцию (10.107), получаем

Nr =C1C
∗
3 r1r

∗
3 +C2C

∗
4 r2r

∗
4 +C∗

1C3r
∗
1r3+C

∗
2C4r

∗
2r4,

M (r)
x =(C1C

∗
4 r1r

∗
4 +C2C

∗
3 r2r

∗
3 ) cosΘ+(C∗

1C4r
∗
1r4+C

∗
2C3r

∗
2r3) cosΘ∗ +

+ (C1C
∗
3 r1r

∗
3−C2C

∗
4 r2r

∗
4 ) sin Θ+(C∗

1C3r
∗
1r3−C∗

2C4r
∗
2r4) sin Θ∗,

M (r)
y = i (C1C

∗
4 r1r

∗
4−C2C

∗
3 r2r

∗
3 )−i (C∗

1C4r
∗
1r4−C∗

2C3r
∗
2r3) ,

M (r)
z =−(C1C

∗
4 r1r

∗
4 +C2C

∗
3 r2r

∗
3 ) sin Θ−(C∗

1C4r
∗
1r4+C

∗
2C3r

∗
2r3) sin Θ∗ +

+ (C1C
∗
3 r1r

∗
3−C2C

∗
4 r2r

∗
4 ) cosΘ+(C∗

1C3r
∗
1r3−C∗

2C4r
∗
2r4) cosΘ∗,

P (r)
x =−i (C1C

∗
4 r1r

∗
4 +C2C

∗
3 r2r

∗
3 ) cosΘ+i (C∗

1C4r
∗
1r4+C

∗
2C3r

∗
2r3) cosΘ∗ +

+i (C1C
∗
3 r1r

∗
3−C2C

∗
4 r2r

∗
4 ) sin Θ+i (C∗

1C3r
∗
1r3−C∗

2C4r
∗
2r4) sin Θ∗,

P (r)
y =(C1C

∗
4 r1r

∗
4−C2C

∗
3 r2r

∗
3 )+(C∗

1C4r
∗
1r4−C∗

2C3r
∗
2r3) ,

P (r)
z = i (C1C

∗
4 r1r

∗
4 +C2C

∗
3 r2r

∗
3 ) sin Θ−i (C∗

1C4r
∗
1r4+C

∗
2C3r

∗
2r3) sin Θ∗ −

−i (C1C
∗
3 r1r

∗
3−C2C

∗
4 r2r

∗
4 ) cosΘ+i (C∗

1C3r
∗
1r3−C∗

2C4r
∗
2r4) cosΘ∗,

Γr = i (C1C
∗
3 r1r

∗
3 +C2C

∗
4 r2r

∗
4−C∗

1C3r
∗
1r3−C∗

2C4r
∗
2r4) .

(10.109)
Несложно убедиться, что 4-векторы Mμ и Pμ, так же как и в предыду-
щих случаях, ортогональны друг другу во всех точках пространства:

MμPμ = 0. (10.110)

Длина 4-векторов Mμ и Pμ также одинакова и для отраженной волны
имеет вид

MμMμ = PμPμ = 4
[(

|C1|2 |r1|2 + |C2|2 |r2|2
)

cos ((Θ − Θ∗) /2) +

+ (C1C
∗
2 r1r

∗
2 − C∗

1C2r
∗
1r2) sin ((Θ − Θ∗) /2)]×

×
[(

|C3|2 |r3|2 + |C4|2 |r4|2
)

cos ((Θ − Θ∗) /2)−
− (C3C

∗
4 r3r

∗
4 − C∗

3C4r
∗
3r4) sin ((Θ − Θ∗) /2)] .

Полагая в (10.109) ri = 1, мы получаем выражения для 4-векторов
M

(0)
μ и P

(0)
μ . Поэтому, учитывая симметрийные свойства (10.108), по-

лучаем
Nr = N0, Γr = Γ0.

Полученное соотношение согласуется с формулами (10.94)–(10.95),
поскольку

R = Nr

N0
= 1.

Учитывая ортогональность 4-векторов Mμ и Pμ, из (10.110) получаем

M(r)P(r) = M(0)P(0).

Следовательно, компоненты векторов M и P в отраженной волне вы-
ражаются только через компоненты этих векторов в падающей волне.
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Система уравнений (10.109) зависит от восьми действительных вели-
чин, являющихся действительными и мнимыми частями следующих
произведений:

C1C
∗
3 , C1C

∗
4 , C2C

∗
3 , C2C

∗
4 .

Разрешая эту систему уравнений, для компонент вектора магнитной
поляризации отраженной волны, например, получаем

M (r)
x =M (0)

x
1
8

[4+R1+R2+R∗
1+R∗

2−(2−R1−R2) cos 2Θ−
− (2−R∗

1−R∗
2) cos 2Θ∗]−M (0)

y
i

4
[(R1−R2) sin Θ−(R∗

1−R∗
2) sin Θ∗] +

+M (0)
z

1
8

[(2−R1−R2) sin 2Θ+(2−R∗
1−R∗

2) sin 2Θ∗] +

+ P (0)
x

i

8
[R1+R2−R∗

1−R∗
2−(2−R1−R2) cos 2Θ +

+ (2−R∗
1−R∗

2) cos 2Θ∗]+P (0)
y

1
4

[(R1−R2) sin Θ+(R∗
1−R∗

2) sin Θ∗] +

+ P (0)
z

i

8
[(2−R1−R2) sin 2Θ−(2−R∗

1−R∗
2) sin 2Θ∗],

M (r)
y =M (0)

y
1
4

(R1+R2+R∗
1+R∗

2)+M
(0)
x

i

4
[(R1−R2) cosΘ−

− (R∗
1−R∗

2) cosΘ∗]−M (0)
z

i

4
[(R1−R2) sin Θ−(R∗

1−R∗
2) sin Θ∗]−

− P (0)
x

1
4

[(R1−R2) cosΘ+(R∗
1−R∗

2) cosΘ∗] +

+ P (0)
y

i

4
(R1+R2−R∗

1−R∗
2) + P (0)

z
1
4

[(R1−R2) sin Θ+(R∗
1−R∗

2) sin Θ∗],

M (r)
z =M (0)

z
1
8

[4+R1+R2+R∗
1+R∗

2+(2−R1−R2) cos 2Θ +

+ (2−R∗
1−R∗

2) cos 2Θ∗]+M (0)
x

1
8

[(2−R1−R2) sin 2Θ +

+ (2−R∗
1−R∗

2) sin 2Θ∗]+M (0)
y

i

4
[(R1−R2) sin Θ−(R∗

1−R∗
2) sin Θ∗] +

+ P (0)
x

i

8
[(2−R1−R2) sin 2Θ−(2−R∗

1−R∗
2) sin 2Θ∗]−

− P (0)
y

1
4

[(R1−R2) sin Θ+(R∗
1−R∗

2) sin Θ∗] +

+ P (0)
z

i

8
[R1+R2−R∗

1−R∗
2+(2−R1−R2) cos 2Θ−(2−R∗

1−R∗
2) cos 2Θ∗],
(10.111)

где коэффициенты R1, 2 отличаются от коэффициентов (10.103) и опре-
деляются выражениями

R1 = r1r
∗
4 , R2 = r2r

∗
3 .

Аналогичный вид будут иметь формулы и для вектора электрической
поляризации отраженной волны.
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Несложно видеть, что каждая из компонент векторов M(0) и P(0)

влияет на каждую из компонент векторов M и P. В этом проявляется
специфика взаимодействия нейтрона с суперпозицией электрического
и магнитного полей.

10.4.5. Общие квартионные состояния. В случае взаимодей-
ствия частицы только с магнитным или только с электрическим по-
лем коммутирующей величиной является оператор проекции спина на
направление поля Σz, поэтому в качестве трехмерных спиноров wn

удобно выбрать собственные функции уравнения σzuσ = σuσ. В этом
случае собственные значения являются либо действительными, либо
чисто мнимыми, а спиноры wn всегда могут быть выбраны в виде

w1 = w3 = uσ=+1 =
(
1
0

)
, w2 = w4 = uσ=−1 =

(
0
1

)
.

В рассматриваемом случае состояния падающей частицы с положи-
тельным Ψp и отрицательным Ψa значениями нормы волновой функции
могут быть образованы для каждого из состояний поляризации по
отдельности. Действительно, при движении частицы в магнитном поле
биспиноры ψn с положительной и отрицательной нормами являются
ортогональными, и поэтому уравнения для Ψp и Ψa являются незави-
симыми. При движении частицы в электрическом поле решения, со-
ответствующие падающей частице с положительным и отрицательным
значениями нормы волновой функции для σ = +1, имеют, например,
вид

Ψ(σ=+1)
p = 1√

2
(ψ1 + ψ3) exp(iκz) =

(
w1
0

)
exp(iκz),

Ψ(σ=+1)
a = 1√

2
(ψ1 − ψ3) exp(iκz) =

(
0
w1

)
exp(iκz).

(10.112)

При движении частицы в суперпозиции электрического и магнит-
ного полей спиноры wn являются комплексными, поэтому и верхний
и нижний спиноры биспинорных волновых функций вида (10.112) не
равны нулю:

Ψp = 1√
2

(ψ1 + ψ3) exp(iκz) = 1
2

(
w1 + w3
w1 − w3

)
exp(iκz),

Ψa = 1√
2

(ψ1 − ψ3) exp(iκz) = 1
2

(
w1 − w3
w1 + w3

)
exp(iκz).

(10.113)

Норма волновой функции Ψp в (10.113) по-прежнему положительна
(ΨpΨp = 1), а волновой функции Ψa — отрицательна (ΨaΨa = −1),
несмотря на то что состояния (10.113) являются суперпозиционны-
ми. Единственное исключение составляет случай параллельных по-
лей B0 ‖ E0, поскольку в этом случае оператор проекции спина
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на направление полей (nEΣ) коммутирует с оператором уравне-
ния (7.2) и спиноры wn могут быть выбраны действительными.

Встает вопрос, можно ли задать в общем случае состояние падаю-
щей волны в виде положительного или отрицательного квартиона.
Общий ответ на этот вопрос был дан в разделе 8.6.6. Проиллюстрируем
его на примере взаимодействия частицы с суперпозицией электрическо-
го и магнитного полей, рассмотренных выше. Покажем, что выбором
коэффициентов Cn в общем решении (10.90) или (10.101) мы всегда
можем привести волновую функцию падающей частицы к виду поло-
жительного квартиона. Действительно, волновая функция падающей
частицы имеет вид

Ψ0(z) =
4∑

n=1

Cnψn exp(iκz).

Воспользуемся формулами (8.17) для спиноров wn, тогда, полагая

C1 = exp
(
−iΦ − Φ∗

2

)(
C3 sin Θ∗

2
+ C4 cos Θ∗

2

)
sin Θ

2
+

+ exp
(
i
Φ − Φ∗

2

) (
C3 cos Θ∗

2
− C4 sin Θ∗

2

)
cos Θ

2
,

C2 = exp
(
−iΦ − Φ∗

2

) (
C3 sin Θ∗

2
+ C4 cos Θ∗

2

)
cos Θ

2
−

− exp
(
i
Φ − Φ∗

2

) (
C3 cos Θ∗

2
− C4 sin Θ∗

2

)
sin Θ

2
,

для волновой функции падающей частицы получаем

Ψ0(z) =
√
2

[
C3

(
w3
0

)
+ C4

(
w4
0

)]
exp(iκz).

Полагая C3 = C4 = 1/
√
2 , имеем

Ψ0(z) =
(
w+ (Θ∗, Φ∗) + w− (Θ∗, Φ∗)

0

)
exp(iκz), (10.114)

где в соответствии с формулами (8.54)

w± (Θ∗, Φ∗) = exp
(
−Φ′′

2
σ3

)
exp

(
−Θ′′

2
σΦ

)
w± (Θ′, Φ′).

Таким образом, состояние частицы (10.114) является суперпозици-
ей состояний с противоположными проекциями спина на направле-
ние, задаваемое действительной частью комплексных углов Θ и Φ.
Неудивительно поэтому, что коэффициенты отражения (10.102) и про-
хождения (10.104) для налетающей частицы, находящейся в состоя-
нии (10.114), принимают вид

R = 1
2

(R1 +R2) , T = 1
2

(T1 + T2) .
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КВАРТИОННЫЕ РЕЗОНАНСЫ И ПРОЦЕССЫ

РОЖДЕНИЯ ЧАСТИЦ И АНТИЧАСТИЦ

В предыдущих двух главах мы получили общее решение задачи
о рассеянии заряженной и нейтральной частиц электрическим полем
и проанализировали характерные черты указанных процессов. Однако
среди решений этих задач есть специальные случаи, которые приводят
к принципиально новым физическим явлениям. Поэтому анализу ука-
занных специальных случаев мы посвящаем отдельную главу.

Обратимся вновь к обсуждению общего решения уравнения (7.2).
Как было показано в гл. 8, общее решение уравнения (7.2) представимо
в виде

Ψ (r) =
4∑

n=1

Cnψngn (r), (11.1)

где ортогональные биспиноры ψn являются собственными функциями
оператора −iμ0γμγνFνμ/2, входящего в это уравнение, и обладают
свойствами ортогональности, определяемыми соотношениями (8.19).
Поскольку оператор γ5 коммутирует с оператором уравнения (7.2), то
ортогональные биспиноры являются одновременно четными или нечет-
ными собственными функциями оператора γ5:

γ5ψ± = ±ψ±,
где

ψ± =
(
w±
∓w±

)
. (11.2)

Как видно, собственные функции оператора γ5 отвечают безмассовым
возбуждениям спинорного поля, поскольку

ψ±ψ± = w+
±w± − w+

±w± = 0.

В одномерных задачах рассеяния асимптотический вид волновой
функции падающей частицы определяется выражением

Ψ0(z)|z→−∞ =
4∑

n=1

Cnψn exp(iκz),

а с учетом свойств ортогональности биспиноров ψn энергетический
коэффициент отражения имеет вид

R =
−ez

(∇Ψr · Ψr − Ψr · ∇Ψr

)∣∣
z→−∞

ez

(∇Ψ0 · Ψ0 − Ψ0 · ∇Ψ0

)∣∣
z→−∞

=

= C∗
1C3r

∗
1 r3 + C∗

3C1r
∗
3 r1 + C∗

2C4r
∗
2 r4 + C∗

4C2r
∗
4 r2

C∗
1C3 + C∗

3C1 + C∗
2C4 + C∗

4C2
. (11.3)
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Таким образом, если падающая частица находится в одном из собствен-
ных состояний оператора ΣB− iαααααααααE, например C1 �= 0 и C2 = C3 = C4 =
= 0, то плотность потока отраженных частиц ez

(∇Ψr · Ψr − Ψr · ∇Ψr

)
обращается в нуль. Следовательно, можно было бы сказать, что безмас-
совые элементарные возбуждения спинорного поля электромагнитным
полем не рассеиваются. Однако необходимо отметить, что и плотность
потока падающих частиц в этом случае также равна нулю. Как мы
видели из анализа, проведенного в предыдущих главах, конечные зна-
чения коэффициент отражения принимает тогда, когда падающая ча-
стица находится в одном из квартионных состояний (8.85). Квартион-
ные состояния являются суперпозицией собственных состояний (11.2)
и отвечают конечной массе или энергии частицы.

Каждое из состояний (11.2) является когерентной суперпозицией
положительного и отрицательного квартионных состояний:(

w
±w

)
=

(
w
0

)
±

(
0
w

)
.

Если состояние падающей частицы является такой когерентной супер-
позицией, то равна нулю и плотность потока падающих частиц, т. е.
в случае C1 �= 0 и C2 = C3 = C4 = 0 равен нулю не только числи-
тель, но и знаменатель выражения (11.3). Встает естественный вопрос:
кроется ли какая-либо физика за математической неопределенностью
выражения (11.3) в указанном случае? Этот вопрос можно перевести
из математической плоскости в физическую, где он будет звучать
следующим образом: возможен ли распад безмассового квартиона на
положительный и отрицательный квартионы? Как следует из преды-
дущего обсуждения, этот процесс не запрещен законами сохранения
заряда и энергии. Однако предшествующий анализ таких процессов
пока не выявил.

Настоящая глава посвящена ответу на этот вопрос. Мы увидим,
что при наличии внешнего электромагнитного поля состояние спинор-
ного материального поля может качественно отличаться от состояния
свободного спинорного поля. Предпосылки указанных качественных
изменений уже были выявлены нами в предыдущей главе и состоят в
том, что каждое из ортогональных состояний в (11.1) обладает различ-
ными дисперсионными свойствами, которые зависят от напряженности
электрического и магнитного полей.

С точки зрения теории волновых процессов, задача о взаимодей-
ствии частицы с пространственно неоднородным внешним электро-
магнитным полем эквивалентна задаче о распространении, например,
оптического излучения в пространственно неоднородной среде. Одной
из характерных особенностей распространения оптического излучения
в пространственно неоднородных средах является возможность возник-
новения собственных волн, например волноводного распространения
света. Граничные условия, определяющие режим волноводного распро-
странения света, качественно отличаются от граничных условий задачи
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рассеяния света в неоднородной среде. Указанная аналогия позволит
нам объяснить специфику состояний спинорного материального поля,
взаимодействующего с пространственно неоднородным электромагнит-
ным полем.

11.1. Резонансное рассеяние нейтральных частиц
электрическим полем

В разделе 10.3 мы рассмотрели задачу о рассеянии спинорных
нейтральных частиц стационарным электрическим полем. Проведен-
ный анализ показал, что сечение рассеяния нейтрона электрическим
полем имеет пороговый характер: электрическим полем эффективно
рассеиваются лишь нейтроны, энергия которых ниже пороговой. Фор-
мулы, приведенные в предыдущей главе, позволяют оценить величину
требуемой напряженности электрического поля.

Однако, как мы отмечали во введении к настоящей главе, среди
решений задачи о рассеянии частицы электрическим полем есть спе-
циальные случаи, к анализу которых мы и перейдем.

11.1.1. Условия резонансного рассеяния. Вернемся к обсужде-
нию задачи о рассеянии нейтронов электрическим полем следующего
вида:

E(z) = E0

ch2(βz)
.

Общее выражение для коэффициентов отражения и прохождения
определяется формулами (10.60), а в случае когда состояние падаю-
щей частицы является суперпозицией положительных квартионов, они
определяются формулами (10.62). На основе анализа свойств общего
решения задачи о рассеянии нейтрона электрическим полем, прове-
денного в предыдущей главе, мы уже отмечали, что даже в случае
когда падающая частица находится в положительном квартионном со-
стоянии, норма волновой функции рассеянных частиц, определяемая
выражением (10.47), не является заведомо положительно определенной
величиной. В случае рассеяния нейтральных частиц изменение зна-
ка энергетических коэффициентов отражения R или прохождения T
свидетельствует о том, что либо прошедшая, либо отраженная волны
соответствуют состояниям материального поля в виде античастицы.

Действительно, обратимся к (10.62). Воспользуемся следующей
тригонометрической формулой:

sin(πs) = sin(πs′) ch(πs′′) + i cos(πs′) sh(πs′′). (11.4)

Из этой простой формулы следует, что в случае когда действительная
часть параметра s является целым числом,

s′ = n, (11.5)
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формулы для коэффициентов R и T принимают вид

R = sh2(πs′′)

sh2(πs′′) − sh2(πk)
, T = − sh2(πk)

sh2(πs′′) − sh2(πk)
. (11.6)

Из формул (11.6) следует, что в случае когда выполняется усло-
вие (11.5), знак нормы волновой функции отраженной или прошед-
шей частицы отличается от знака нормы волновой функции падаю-
щей частицы. Следовательно, процесс рассеяния нейтральной частицы
электрическим полем будет сопровождаться в этом случае рождением
античастиц. Отметим, что, несмотря на то что один из коэффициен-
тов, R или T , в (11.6) принимает отрицательные значения, условие

R + T = 1

по-прежнему выполняется. Как мы видели ранее, именно это условие
обеспечивает выполнение закона сохранения энергии в процессе рас-
сеяния.

Далее, несложно видеть, что при выполнении условия

k = s′′ (11.7)

формулы (11.6) имеют особенность. Возникновение этой особенно-
сти объясняется следующим образом. Асимптотический вид простран-
ственных волновых функций gn(z) определяется выражением (10.55).
При положительном знаке произведения μ0E0 и s′ = n из (10.55)
получаем

g2, 3(z)|z→−∞ = Γ(1− ik)Γ(−ik)
Γ

(−n− i(k − s′′)
)
Γ

(
1 + n− i(k − s′′)

) exp(iκz) +

+ i(−1)n+1 sh(πs′′)
sh(πk)

exp(−iκz).

Несложно видеть, что при k = s′′ амплитуда падающей волны об-
ращается в нуль, а амплитуда отраженной волны становится равной
единице. Таким образом, при k = s′′ пространственные функции g2, 3(z)
должны быть выбраны в виде

g2, 3(z) = F (−ik − s∗, −ik + s∗ + 1, 1− ik, η) (ch(βz))ik =

=
{ exp(iκz), z → ∞,

i(−1)n+1 exp(−iκz), z → −∞.
(11.8)

Вид функций |g2, 3(z)|2 показан на рис. 11.1 для случаев n = 1 (в),
2 (е), 3 (и). Следовательно, в рассматриваемом случае пространствен-
ные волновые функции безмассовых квартионных состояний (8.93),
отвечающие собственному значению λ2, 3 = iE0, имеют амплитуду, рав-
ную по модулю единице во всей области пространства за исключением
области, занятой полем.
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Отметим, что при отрицательном знаке произведения μ0E0 обраща-
ется в нуль амплитуда падающей волны для решений g1, 4(z).

При выполнении условий (11.5) и (11.7) обращается в нуль ампли-
туда падающей волны пространственных волновых функций g2, 3(z).
Однако амплитуда падающей волны пространственных волновых функ-
ций g1, 4(z) при этом остается конечной. Второй ряд графиков на
рис. 11.1 показывает для тех же значений параметров профиль функ-
ции |g1(z) − ginc(z)|2, где

ginc(z) = (1− th(βz/2)) exp(iκz)/2.

Функция g1(z) в области z < 0 является суперпозицией падающей и от-
раженной волн, а функция ginc(z) аппроксимирует волновую функцию
падающей частицы в области z < 0. Оставшаяся часть g1(z) − ginc(z)
в области ненулевого электрического поля представляет собой су-
перпозицию отраженной и прошедшей волн. Как видно из рисунка,
максимум амплитуды состояния, соответствующего суперпозиции про-
шедшей и отраженной волн, при указанных значениях параметров
достигается в области, занятой полем.

11.1.2. Сохранение энергии. Ввиду линейности уравнения (7.2)
любая суперпозиция линейно независимых решений также является
решением указанного уравнения. Рассмотрим волновую функцию сле-
дующего вида:

Ψ(z) = C1ψ1g1(z) +

+ C3ψ3F (−ik − s∗, −ik + s∗ + 1, 1− ik, η) (2 ch(βz))ik . (11.9)

При выполнении условий (11.5) и (11.7) волновая функция (11.9) имеет
асимптотическую форму

Ψ(z)=

⎧⎨⎩C1ψ1 exp(iκz)+
(
C1ψ1r

(res)
1 +C3ψ3(−1)n

)
exp(−iκz), z→−∞,(

C1ψ1t
(res)
1 + C3ψ3

)
exp(iκz), z→+∞,

где индекс (res) указывает на выполнение резонансных условий (11.5)
и (11.7), соответствующие коэффициенты имеют вид

r
(res)
1 = Γ(1 + n)Γ(−n− i2k)Γ(ik)

Γ(1 + n+ ik)Γ(−n− ik)Γ(−ik) ,

t
(res)
1 = Γ(1 + n)Γ(−n− i2k)

Γ(1− ik)Γ(−ik) .

Как видно, волновая функция (11.9) при выполнении резонансных
условий (11.5) и (11.7) соответствует падающей волне в виде безмас-
сового возбуждения спинорного поля, являющегося когерентной су-
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перпозицией положительного и отрицательного квартионов одинаковой
амплитуды:

Ψ0(z) = C1√
2

(
w(+)

w(+)

)
exp(iκz) =

= C1√
2

[(
w(+)

0

)
exp(iκz) +

(
0

w(+)

)
exp(iκz)

]
. (11.10)

В свою очередь отраженная и прошедшая волны представляют собой
суперпозиции положительного и отрицательного квартионных состоя-
ний различной амплитуды:

Ψr(z) = 1√
2

⎛⎝w(+)
(
C1r

(res)
1 + C3(−1)n

)
w(+)

(
C1r

(res)
1 − C3(−1)n

)⎞⎠ exp(−iκz),

Ψt(z) = 1√
2

⎛⎝w(+)
(
C1t

(res)
1 + C3

)
w(+)

(
C1t

(res)
1 − C3

)⎞⎠ exp(iκz).

Следовательно, несмотря на то что падающая волна отвечает безмас-
совому возбуждению материального поля, отраженная и прошедшая
волны могут отвечать состоянию нейтрального спинорного поля конеч-
ной массы, поскольку

Nr = ΨrΨr =
(
C1C

∗
3 r

(res)
1 + C∗

1C3r
(res)∗
1

)
(−1)n,

Nt = ΨtΨt =
(
C1C

∗
3 t

(res)
1 + C∗

1C3t
(res)∗
1

)
.

Отметим, что коэффициенты r
(res)
1 и t(res)1 можно записать в следующем

виде:
r
(res)
1 = i(−1)n+1Γ(1 + n)Γ(−n− i2k)Γ(ik)

Γ(−ik)
sh(πk)

π
,

t
(res)
1 = i

Γ(1 + n)Γ(−n− i2k)Γ(ik)

Γ(−ik)
sh(πk)

π
.

Несложно видеть, что эти два коэффициента связаны соотношением

r
(res)
1 = (−1)n+1t

(res)
1 ,

поэтому
Nr = −Nt.

Верхний ряд графиков на рис. 11.1 показывает пространственный про-
филь нормы волновой функции ΨRT , определяемой выражением

ΨRT (z) = Ψ(z) − Ψ0(z) (1− th(βz/2)) ,

для тех же значений n = 1 (a), 2 (г), 3 (ж).
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Несложно видеть, что в процессе резонансного рассеяния безмас-
сового возбуждения (11.10) энергия материального поля сохраняется,
поскольку энергия падающей волны

EN0 = 0

равна энергии рассеянных волн

E (Nr +Nt) = 0.

Во избежание недоразумений отметим, что в последних формулах мы
опустили сомножитель E/m0c

2, поскольку нормировочные множители
C1, 3 ∼

√
m0c2/E . Поскольку правая часть последних выражений равна

нулю, то явный вид нормировочных множителей на интерпретацию
явлений не влияет.

Следует отметить, что выполняется не только закон сохранения
энергии, но и закон сохранения потока. Действительно, плотность
потока падающих частиц равна нулю, поскольку

j0 = ez
h̄κ

m0
Ψ0Ψ0 = 0,

а плотности потока отраженных и прошедших частиц определяются
выражениями

jr = −ez
h̄κ

m0
ΨrΨr = −ez

h̄κ

m0

(
C1C

∗
3 r

(res)
1 + C∗

1C3r
(res)∗
1

)
(−1)n,

jt = ez
h̄κ

m0
ΨtΨt = ez

h̄κ

m0

(
C1C

∗
3 t

(res)
1 + C∗

1C3t
(res)∗
1

)
.

Таким образом, получаем: jr = jt, и интегральный поток рассеянных
частиц через границы обращается в нуль:∮

j dS = −
∮

z→−∞
ezjrdS +

∮
z→∞

ezjtdS = 0.

Поскольку плотность потока античастиц противоположна плотности
потока частиц, то сохранение потока можно интерпретировать следую-
щим образом. При резонансном воздействии безмассового возбужде-
ния (11.10) материальное поле во всем пространстве движется в одном
и том же направлении, а проходя через область ненулевого поля, все
античастицы преобразуются в частицы. Если в состоянии античастицы
находится прошедшая волна, то указанная интерпретация переклика-
ется с интерпретацией реакций с участием зеркальных частиц. Однако
подробнее на обсуждении этой аналогии мы остановимся чуть позже.

Отметим также, что в отсутствие падающей волны вида (11.10),
т. е. при C1 = 0, плотность потока, так же как и энергия поля, об-
ращается в нуль во всем пространстве. В свою очередь решение при
коэффициенте C3 в (11.9) равно g3(z)/t3, где коэффициент t3 при
s′ = n и k → s′′ стремится к бесконечности. Как несложно догадаться
на основе анализа вышеприведенных формул, вблизи резонанса ам-
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плитуды населенности положительного и отрицательного квартионных
состояний рассеянного поля будут существенно зависеть от величины
отстройки от резонанса.

11.1.3. Анализ резонансных условий. При выполнении соотно-
шений (11.5) и (11.7) амплитуда падающей волны пространственных
волновых функций g2, 3(z) обращается в нуль. Эти соотношения опре-
деляют условия строгого резонанса. Соотношение (11.5) накладывает
условия на напряженность электрического поля и размеры простран-
ственной области его распределения, которые выражаются с помощью
единого параметра

F = 2m0μ0E0

h̄2β2
. (11.11)

Для величины параметра F , отвечающего соотношению (11.5), полу-
чаем

Fn = (2n+ 1)
√
n(n+ 1) . (11.12)

Соотношение (11.7) определяет резонансную энергию падающей части-
цы En или величину ее волнового вектора κn,

κn = β
√
n(n+ 1) . (11.13)

Из (11.12) и (11.13) следует, что

μ0E0 ≈ n2h̄2β2

m0
, κn ≈ nβ.

В частности, при n ≈ 1 энергия электродипольного взаимодей-
ствия μ0E0 должна быть больше удвоенной кинетической энергии
частицы h̄2β2/2m0, локализованной в области ненулевого значения
поля, а величина волнового вектора — порядка обратной ширины
области ненулевого значения электрического поля: κ1 ≈ β = l−1. Как
видно из рис. 11.1, с ростом отношения κn/β вероятность рождения
античастицы в отраженном поле падает.

Как следует из формул (11.4)–(11.6), коэффициенты отражения
и прохождения могут менять знак не только при строгом выполнении
условий (11.5) и (11.7), но и в некоторой области вблизи указанных
значений. На рис. 11.2–11.4, a и б показаны энергетические зависимо-
сти коэффициентов отражения и прохождения, определяемых форму-
лами (10.62), при значении n в (11.12), равном n = 0,6 (рис. 11.2), 0,9
(рис. 11.3), 0,99 (рис. 11.4). Кривые на рис. 11.2–11.4, в показывают
квадраты амплитуд положительного (сплошная кривая) и отрицатель-
ного (штриховая кривая) квартионных состояний в рассеянном поле.
Кривые на рис. 11.2–11.4, г показывают проекции вектора электри-
ческой поляризации на направление рассеивающего электрического
поля. Из рисунков видно, что с приближением значения параметра n
в (11.12) к резонансному значению n = 1 профили коэффициентов от-
ражения и прохождения принимают S-образный вид, характерный для
резонансных процессов. При этом амплитуды квартионных состояний,
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а с ними и величина вектора электрической поляризации резко возрас-
тают. Таким образом, указанные резонансы являются квартионными
резонансами.

Рис. 11.2. Энергетические спектры коэффициентов отражения R (a), про-
хождения T (б), чисел заполнения верхних (сплошная кривая, в) и нижних
(штриховая кривая, в) квартионных состояний и продольной проекции векто-
ра электрической поляризации Pz (г) для значения параметра n, входящего

в условие (11.5), равного n = 0,6

Как мы отмечали в предыдущей главе, соотношение (10.63) явля-
ется следствием закона сохранения разности чисел заполнения поло-
жительных и отрицательных квартионных состояний в процессе рас-
сеяния. Как видно из представленных иллюстраций, каждое из чисел
заполнения при этом может не просто превышать единицу, а быть
больше единицы на несколько порядков величины.

Природа квартионных резонансов связана с тем, что резонансные
условия (11.5) и (11.7) определяют собственные моды спинорного ма-
териального поля в заданном внешнем электрическом поле, когда два
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Рис. 11.3. Энергетические спектры коэффициентов отражения R (a), про-
хождения T (б), чисел заполнения верхних (сплошная кривая, в) и нижних
(штриховая кривая, в) квартионных состояний и продольной проекции векто-
ра электрической поляризации Pz (г) для значения параметра n, входящего

в условие (11.5), равного n = 0,9

из четырех линейно независимых решений (11.1) отвечают стационар-
ному пространственному распределению волновой функции, имеющему
ненулевую амплитуду во всей области пространства за исключением
области ненулевого электрического поля. Несмотря на конечность ве-
личины амплитуды стационарных распределений, собственные моды
отвечают нулевому потоку материального поля через границы бес-
конечно большого объема, что следует из асимптотической формы
волновой функции (11.8). Собственные моды отвечают также и нулевой
энергии материального поля, что следует из свойств ортогональности
биспиноров ψn, определяемых соотношениями (8.19). Состояния, от-
вечающие двум оставшимся линейно независимым решениям в (11.1),
не являются при этом стационарными и взаимодействуют со стацио-
нарными модами, что опять же обусловлено свойствами ортогональ-

14 А.В. Андреев
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Рис. 11.4. Энергетические спектры коэффициентов отражения R (a), про-
хождения T (б), чисел заполнения верхних (сплошная кривая, в) и нижних
(штриховая кривая, которая в использованном на рисунке масштабе совпадает
со сплошной, в) квартионных состояний и продольной проекции вектора элек-
трической поляризации Pz (г) для значения параметра n, входящего в усло-

вие (11.5), равного n = 0,99

ности (8.19). Для каждого из состояний поляризации квартионные
состояния, отвечающие частицам конечной энергии, являются суперпо-
зицией резонансной и нерезонансной мод, поэтому резкое возрастание
амплитуд квартионных состояний вблизи резонанса обусловлено тем,
что нерезонансная мода лишь возмущает стационарное распределение,
уже существующее во всем пространстве. Это возмущение тем силь-
нее, чем ближе энергия падающей частицы к энергии соответствующе-
го резонанса.

Замечания и выводы
1. Любое из парциальных решений в (11.1) при любых значениях

параметров также является когерентной суперпозицией положитель-
ного и отрицательного квартионов одинаковой амплитуды. Однако
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в отличие от когерентной суперпозиции (11.9) для каждого из пар-
циальных состояний в (11.1) получаем ψnψng

∗
n(z)gn(z) = 0 при всех

значениях z. Как следует из приведенного анализа, возможность распа-
да безмассового квартиона на положительный и отрицательный квар-
тионы является следствием связи четного и нечетного по отношению
к оператору γ5 безмассовых квартионов, отвечающих одному и тому
же значению σ, которая обусловлена их свойствами, определяемыми
условиями ортогональности (8.19).

2. Во введении к настоящей главе мы отмечали, что существует
аналогия между задачами о распространении оптического излучения
в пространственно неоднородных средах и задачами о взаимодействии
материального поля с пространственно неоднородным электромагнит-
ным полем. Действительно, как видно из вышеприведенного анализа,
условия (11.5) и (11.7) эквивалентны условиям, определяющим режим
волноводного распространения света. Однако вместе с тем видно, что
указанная аналогия является неполной. Под волноводным режимом
распространения электромагнитного излучения обычно понимается си-
туация, когда амплитуда электромагнитной волны отлична от нуля
внутри волновода и равна нулю вне его. Как видно из рис. 11.1,
в рассматриваемом случае мы имеем прямо противоположную ситу-
ацию: амплитуда каждой из парциальных волн g2, 3(z) близка к ну-
лю в области ненулевого электрического поля и равна единице вне
указанной области. Естественно, что аналогичная ситуация возможна
и для электромагнитного поля. Однако в теории электромагнитных
волн этот режим не считается волноводным, поскольку энергия элек-
тромагнитного поля, находящегося вне волновода, является в этом
случае бесконечной. В теории спинорного материального поля, ввиду
ортогональности биспиноров ψ2 и ψ3, энергия материального поля,
находящегося вне «волновода», равна нулю.

3. Из формул гл. 10 следует, что граничная энергия отражения
нейтрона электрическим полем определяется равенством (10.64). При
выполнении условия (11.5) это соотношение принимает вид (11.7).
Поэтому приведенное выше обсуждение дает объяснение резкого воз-
растания чисел заполнения квартионных состояний вблизи порога от-
ражения, на которое мы обращали внимание уже в предыдущей главе.

11.2. Резонансное рассеяние заряженных частиц
Обратимся теперь к анализу задачи о рассеянии заряженной части-

цы пространственно неоднородным электрическим полем, проведенно-
му в гл. 9.

11.2.1. Положительная потенциальная ступенька. Итак, мы
видели, что в случае нейтральных частиц резонансное рассеяние воз-
никает в области волноводных мод материального поля. Решения зада-

14*
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чи о рассеянии заряженных частиц электрическим полем вида

E(z) = E0

ch2(βz)
(11.14)

весьма близки к соответствующим решениям для случая нейтральных
частиц. В этом легко убедиться, сравнив формулы гл. 9 и разде-
ла 10.3. Однако между этими двумя задачами имеется и существенное
различие, состоящее в том, что в случае заряженных частиц задача
перестает быть симметричной относительно замены z → −z, поскольку
электрическое поле вида (11.14) приводит к скачку потенциальной
энергии частицы, равному U0 = −2q0E0/β.

Асимптотический вид волновых функций задачи о рассеянии за-
ряженной частицы электрическим полем вида (11.14) определяется
выражением (9.10):

gn(z)|z→−∞ = Γ (1−ik2) Γ (−ik1)
Γ (1+sn−i (k1+k2) /2) Γ (−sn−i (k1+k2) /2) exp (ik1βz)+

+ Γ (1−ik2) Γ (ik1)

Γ (1+sn+i (k1−k2) /2) Γ (−sn+i (k1−k2) /2) exp (−ik1βz) , (11.15)

где

k1 =

√
E2 −m2

0c
4

h̄cβ
, k2 =

√
(E − U0)

2 −m2
0c

4

h̄cβ
,

sn = 1
2

(√
1−

(
U0

h̄cβ

)2
− 2λnγ

U0

h̄cβ
− 1

)
.

(11.16)

Собственные значения λn совпадают с собственными значениями зада-
чи о рассеянии нейтральной частицы и имеют вид

λ1, 2 = ∓i, λ3, 4 = ±i.
Следовательно, вне области полного отражения условия обращения

в нуль первого слагаемого в (11.15) для решений g2, 3(z) имеют теперь
вид

s′ = n, (11.17)

s′′ = k1 + k2
2

. (11.18)

Решение уравнения (11.18) имеет вид

E1, 2 =
U0

(
S2 − U 2

0

)
± S

√
(S2 − U 2

0 ) (4m2
0c

4 + S2 − U 2
0 )

2
(
S2 − U 2

0

) , (11.19)

где мы ввели обозначение

S = 2h̄cβs′′.
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Напомним, что параметр γ в выражении (11.16) есть гиромагнитное
отношение γ = μ0/μB, равное отношению величины магнетона части-
цы μ0 к величине магнетона Бора μB. В случае γ = 1 параметр s2, 3
принимает вид

s2, 3 = −i U0

2h̄cβ
= −is′′.

Таким образом, в рамках теорий, в которых полагается, что магнит-
ный момент равен магнетону Бора, уравнение (11.18) не имеет ре-
шений, отвечающих конечной величине энергии налетающей частицы,
поскольку знаменатель выражения (11.19) при выполнении последнего
соотношения обращается в нуль. Следовательно, процессов рождения
античастиц в рамках таких теорий в принципе не возникает. Напротив,
в случае γ > 1 мы получаем конечные значения величины резонансной
энергии.

Как показал анализ, основанный на тригонометрическом соотно-
шении (11.4), и как следует из формул (9.22) и (9.23), изменение
знака коэффициентов отражения и прохождения происходит не толь-
ко при строгом выполнении условий (11.17)–(11.18), также и вблизи
указанных значений. Как мы уже отмечали выше и как следует из
общих соображений, процессы рождения античастиц происходят вбли-
зи границы области полного отражения, где амплитуды отраженной
и прошедшей волн имеют сопоставимые значения, поэтому величи-
ны E1, 2, определяемые выражением (11.19), должны быть близки к ве-
личине E1, 2 ≈ m0c

2 + U0. Используя (11.16), из последнего соотноше-
ния мы получаем для величины гиромагнитного отношения следующее
выражение:

γ = 2

√
1 + 16

(
kC

β

)2
+ 3u20 + 2

kC

βu0
+ 14

kCu0
β

, (11.20)

где kC = m0c/h̄, следовательно, отношение kC/β — отношение ширины
области, занятой полем l, к комптоновской длине волны λ̄C :

kC

β
= l

λ̄C
.

Такое отношение нам уже встречалось в теории зеркальных частиц.
В свою очередь параметр u0 можно представить в виде

u0 = U0

h̄cβ
= U0

m0c
2

kC

β
.

Учитывая последние соотношения из (11.20) несложно видеть, что
реалистичные значения гиромагнитного отношения, составляющие
несколько единиц, достигаются в случае kC � β.

Таким образом, мы видим, что условие малости пространственной
ширины области, занятой полем, по сравнению с комптоновской дли-
ной волны является общим для процессов рождения как зеркальных
частиц, так и античастиц. Отличия этих процессов состоят в следую-
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щем. Во-первых, для рождения античастиц в рассеянном поле не
требуется, чтобы величина потенциального барьера превышала удво-
енную массу покоя. Во-вторых, рождение античастиц имеет место
только тогда, когда гиромагнитное отношение больше единицы: γ > 1.

На рис. 11.5 представлены энергетические спектры отражения
и прохождения для частиц, обладающих гиромагнитным отношением
γ = 1,0 (a, б); 1,5 (в, г); 2,0 (д, е). Высота потенциального барьера
была выбрана равной U0 = 4m0c

2 (что совпадает с высотой барьера
для кривых на рис. 9.1, в и г), а отношение kC/β = 0,05. Как видно
из рисунков, в области 0 � ΔE � U0 − 2m0c

2 происходят процессы
рождения зеркальных частиц, а в области выше второго порога полного
отражения, ΔE � U0, при γ > 1 возникает S-образная зависимость ко-
эффициентов отражения и прохождения, характерная для резонансных
процессов.

Рис. 11.5. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и прохожде-
ния T для частиц, обладающих гиромагнитным отношением γ = 1,0 (a, б);
1,5 (в, г); 2,0 (д, е). Высота потенциального барьера была выбрана равной

U0 = 4m0c
2, а отношение kC/β = 0,05

Отметим попутно, что кривые на рис. 9.1, д и е также относятся
к случаю частицы, обладающей гиромагнитным отношением γ = 2,0,
однако они рассчитаны для значения параметра kC/β = 1,0. Из срав-
нения этих двух рисунков следуют два важных вывода. Во-первых,
при kC/β = 1 зеркальная частица имеет положительную норму, а при
kC/β = 0,05 — отрицательную. Следовательно, знак нормы зеркальной
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частицы зависит не только от величины магнетона частицы, но и от
параметров профиля рассеивающего поля. Во-вторых, при kC/β = 1
процессов резонансного рассеяния не происходит, а при kC/β = 0,05
они отчетливо наблюдаются. Резонансы рассеяния наблюдаются при
выполнении двух условий, (11.17) и (11.18). Точно так же два условия
должны быть выполнены для реализации реакций с участием зеркаль-
ных частиц. В обоих случаях требуемые условия можно представить
в виде области на плоскости (U0, E0), где E0 — напряженность элек-
трического поля, связанная с высотой потенциального барьера соотно-
шением U0 = −2q0E0/β. Как видно, области реализации условий для
прохождения реакций с участием зеркальных частиц и античастиц не
совпадают, или, точнее, эти области практически не перекрываются.

На рис. 11.6 представлены энергетические спектры отражения и
прохождения для частицы, обладающей гиромагнитным отношением
γ = 2,0, при различной высоте потенциального барьера U0 = 0,5m0c

2

(а, б); 1,0m0c
2 (в, г); 2,0m0c

2 (д, е) и той же, что и на предыдущем
рисунке, величине отношения kC/β = 0,05. Несложно видеть, что от-
носительная ширина резонанса ΔE/U0 немонотонно зависит от высоты
потенциального барьера.

Рис. 11.6. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и прохож-
дения T для частицы, обладающей гиромагнитным отношением γ = 2,0, при
различной высоте потенциального барьера U0 = 0,5m0c

2 (a, б); 1,0m0c
2 (в, г);

2,0m0c
2 (д, е) и той же, что и на рис. 11.5, величине отношения kC/β = 0,05
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11.2.2. Отрицательная потенциальная ступенька. Процессы
резонансного рассеяния происходят в области выше верхнего порога
области полного отражения. Следовательно, из общих соображений
ясно, что резонансные реакции, в отличие от процессов, связанных с
рождением зеркальных частиц, будут происходить и для частиц, об-
ладающих противоположным зарядом. Возникающие отличия связаны
лишь с тем, что резонансы возникают в области ΔE ≈ 0. Действитель-
но, рис. 11.7–11.9 иллюстрируют специфику резонансного рассеяния
противоположно заряженных частиц на том же профиле электрическо-
го поля (11.14). На рис. 11.7 показаны энергетические спектры коэф-
фициентов отражения и прохождения, а также продольной проекции
вектора электрической поляризации отраженной частицы для различ-
ных значений пространственной ширины области ненулевого значения
напряженности электрического поля kC/β = 10 (a, б, в); 0,1 (г, д, е);
0,01 (ж, з, к). Потенциальная ступенька является в этом случае не
положительной, а отрицательной (U0 < 0), однако ее высота выбрана

Рис. 11.7. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и прохожде-
ния T и продольной проекции вектора электрической поляризации Pz отра-
женной частицы для различных значений пространственной ширины области
ненулевого значения напряженности электрического поля kC/β = 10 (a, б, в);
0,1 (г, д, е); 0,01 (ж, з, и). Потенциальная ступенька является в этом случае
не положительной, а отрицательной (U0 < 0), а ее высота выбрана равной
|U0| = 4m0c

2, т. е. значению, совпадающему по величине со значением, которое
мы часто использовали в предыдущих иллюстрациях. Величина гиромагнитно-

го отношения частицы положена равной γ = μ0/μB = 2
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равной |U0| = 4m0c
2, т. е. значению, совпадающему по величине со

значением, которое мы часто использовали в предыдущих иллюстра-
циях. Величина гиромагнитного отношения частицы положена равной
γ = μ0/μB = 2. При kC/β � 1 возникают характерные для резонансов
S-образные зависимости коэффициентов отражения и прохождения.
Как следует из вида нижних кривых, представленных на этом рисунке,
природа резонансов связана с резонансным возрастанием величины
вектора электрической поляризации, характеризующего состояние спи-
норного материального поля.

На рис. 11.8 показана зависимость энергетических спектров от-
ражения и прохождения от величины гиромагнитного отношения ча-
стицы. Параметры потенциальной ступеньки совпадают с аналогичны-
ми параметрами, использованными при расчете кривых на рис. 11.5:
U0 = 4m0c

2 и kC/β = 0,05. Как видно, получающиеся зависимости
полностью аналогичны зависимостям, представленным на рис. 11.5, а,
отличие состоит лишь в сдвиге резонанса в область ΔE ≈ 0.

На рис. 11.9 показаны зависимости энергетических спектров отра-
жения и прохождения от высоты потенциальной ступеньки |U0| = 0,5
(a, б, в); 1,0 (г, д, е); 2,0 (ж, з, и) для случая kC/β = 0,05,
γ = μ0/μB = 2. Несложно видеть, что, так же как и в предыдущем

Рис. 11.8. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и прохожде-
ния T и продольной проекции вектора электрической поляризации Pz отра-
женной частицы для различных значений гиромагнитного отношения γ = 1 (a,

б, в); 1,5 (г, д, е); 2,0 (ж, з, и) в случае U0 = 4m0c
2 и kC/β = 0,05
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случае, все получающиеся зависимости аналогичны зависимостям для
частицы противоположного заряда, представленным на рис. 11.6, со
сдвигом резонанса в область ΔE ≈ 0.

Рис. 11.9. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и прохожде-
ния T и продольной проекции вектора электрической поляризации Pz отра-
женной частицы для различных значений высоты потенциальной ступеньки
|U0| = 0,5 (a, б, в); 1,0 (г, д, е); 2,0 (ж, з, и) для случая kC/β = 0,05,

γ = μ0/μB = 2

11.2.3. Выводы
1. Условие малости пространственной ширины области ненулевого

значения поля по сравнению с комптоновской длиной волны является
необходимым условием появления реакций, приводящих к появлению
заряженных античастиц в рассеянном поле. Это условие является об-
щим условием реализации процессов с изменением числа частиц при
рассеянии заряженных частиц электрическим полем.

2. Резонансные условия для нейтральной частицы определяются
выражениями (11.5) и (11.7), а для заряженной частицы — выражения-
ми (11.17) и (11.18). Сравним эти условия. Параметр F , определяемый
соотношением (11.11), можно записать в следующем виде:

F = 1
2
μ0

μB

U0

m0c
2

kC

β
,

где мы чисто формально воспользовались связью между напряженно-
стью электрического поля и высотой потенциальной ступеньки, которая
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определяется выражением (9.1). Согласно соотношению (11.12) харак-
терная величина резонансного значения параметра должна быть по-
рядка нескольких единиц, во всяком случае для низкоэнергетических
резонансов. Условие (11.13) определяет резонансное значение энергии
налетающей частицы. Это выражение можно записать в виде

ΔEn = m0c
2

(√
1 +

(
β

kC

)2
n(n+ 1) − 1

)
.

С другой стороны, энергетическая граница области полного отражения
определяется условием (10.64), которое можно записать в виде

ΔEb = μ0E0

2
4F√

1 + (4F )2 + 1
.

Приведенные соотношения показывают, что условие kC � β не явля-
ется необходимым условием рождения античастиц нейтрального мате-
риального поля. Следовательно, состояния частиц нейтрального мате-
риального спинорного поля распадаются на частицу и античастицу при
взаимодействии с электрическим полем гораздо меньшей напряженно-
сти, чем это имеет место для частиц спинорного поля, характеризую-
щихся конечным зарядом q0 и приблизительно такими же значениями
материальных параметров m0 и μ0. С учетом статистических законо-
мерностей, присущих окружающему нас миру, это позволяет говорить
о том, что состояния нейтрального спинорного материального поля
являются менее устойчивыми, т. е. более склонными к распаду или
взаимным преобразованиям, чем состояния спинорного материального
поля, характеризующегося конечным зарядом.

3. Менее строгие требования к величине параметра kC/β для осу-
ществления реакций резонансного рассеяния нейтральных спинорных
частиц можно также продемонстрировать следующим образом. Как
показывают результаты предыдущего рассмотрения, условия резонанс-
ного рассеяния реализуются вблизи границы области полного отраже-
ния. Граничное значение энергии налетающей нейтральной частицы,
определяемое выражением (10.64), можно записать в виде

ΔEb

m0c
2

= β2

16k2C

(√
1 + (4F )2 − 1

)
= β2

16k2C

(√
1 +

(
2μ0

μB

U0

m0c
2

kC

β

)2

− 1
)
.

Как видно, при U0 < m0c
2 граничная энергия от величины указанного

параметра не зависит. Иллюстрация указанного поведения представ-
лена на рис. 11.10, где показаны в сравнении энергетические спектры
отражения и продольная проекция вектора электрической поляризации
отраженной волны для случаев kC/β = 100 (сплошные кривые), 0,1
(штриховые кривые) для тех же значений параметра n в (11.12),
что и на рис. 11.2–11.4: n = 0,6 (a, б); 0,9 (в, г); 0,99 (д, е). Как
видно, изменение величины параметра kC/β на три порядка не меня-
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ет резонансных значений коэффициентов отражения, прохождения и
электрической поляризации. Происходит лишь сдвиг границы области
полного отражения, величина которого согласуется с вышеприведенны-
ми формулами.

Рис. 11.10. Энергетические спектры коэффициентов отражения R и продольной
проекции вектора электрической поляризации Pz отраженной частицы для
различных значений величины параметра n = 0,6 (a, б); 0,9 (в, г); 0,99 (д, е).
Величина отношения kC/β равна: 100 (сплошные кривые), 0,1 (штриховые

кривые)

4. Как видно из рис. 11.2–11.10, резонансные зависимости коэф-
фициентов отражения и прохождения имеют характерный S-образный
вид: в низкоэнергетической области резонанса рождаются античастицы
в прошедшем поле, а в высокочастотной — в отраженном. Вместе с тем,
как мы отмечали в предыдущих главах, коэффициенты отражения и
прохождения при рассеянии как заряженной, так и нейтральной частиц
электрическим полем не зависят от направления вектора магнитной
поляризации падающей частицы. Следовательно, направление вылета
античастицы не зависит от направления спина падающей частицы,
а лишь от ее энергии.

5. Как видно из рис. 11.2–11.10, появление античастиц в отражен-
ном или прошедшем поле определяется знаком производной dPz/dE,
указанная зависимость позволяет дать последовательную интерпрета-
цию широкому кругу явлений, которые связывают с эффектами несо-
хранения четности.
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11.3. Прямоугольный профиль поля

Проведенное выше рассмотрение показало, что если в случае ска-
лярных полей отрицательная вероятность указывает на участие в про-
цессе рассеяния зеркальных частиц, то в случае спинорных полей
отрицательная вероятность может быть связана с рождением как зер-
кальных частиц, так и античастиц. Общим условием осуществления
реакций, приводящих к изменению числа частиц в процессе рассея-
ния заряженных частиц электрическим полем, является условие мало-
сти пространственной ширины потенциального барьера по сравнению
с комптоновской длиной волны. Это условие накладывает ограничения
на пространственные размеры области ненулевого значения напряжен-
ности поля. Однако если для реакций, проистекающих с участием
зеркальных частиц, возникают ограничения и на величину скачка
потенциальной энергии (а следовательно, и на величину напряженно-
сти поля), то для осуществления реакций, приводящих к рождению
античастиц, потенциальная ступенька, как мы видели выше, может
быть даже отрицательной. Более того, процессы рождения античастиц
имеют место и при рассеянии нейтральной частицы электрическим
полем.

С физической точки зрения наиболее яркая черта квартионных
резонансов состоит в том, что состояния материального поля в виде
частицы и античастицы становятся в этом случае пространственно
разделенными, т. е. при рассеянии частицы появляется возможность на-
блюдения античастицы как отдельного состояния материального поля.
Тот факт, что условия квартионных резонансов не зависят от величи-
ны и знака заряда, свидетельствует о фундаментальности явления и
позволяет связать его природу со структурными свойствами спинорных
материальных полей.

Базируясь на указанной общности различных с физической точки
зрения процессов рассеяния, мы можем существенно упростить ма-
тематическую модель, используемую для дальнейшей интерпретации
явления, и обратиться к задаче о рассеянии нейтральной частицы ста-
ционарными электрическими и магнитными полями, имеющими прямо-
угольный профиль. Такой характер изложения отчасти противоположен
тому, который мы использовали в гл. 5, однако, как мы увидим, для
этого есть определенные основания.

11.3.1. Общее решение. Итак, рассмотрим задачу о рассеянии
нейтральной частицы стационарными пространственно неоднородны-
ми электрическими и магнитными полями, имеющими прямоугольный
профиль:

E(z) =
{

E0, z ∈ [0, l],
0, z /∈ [0, l],

B(z) =
{

B0, z ∈ [0, l],
0, z /∈ [0, l].
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Как было показано в гл. 8, общее положительно частотное решение
уравнения (7.2) представляет собой сумму следующего вида:

Ψ(z) =
4∑

n=1

ψngn(z),

где ψn — ортогональные биспиноры (8.18), отвечающие собственным
значениям

λ1, 2 = ±
√

(B0 − iE0)
2 , λ3, 4 = ±

√
(B0 + iE0)

2 , (11.21)

а пространственные волновые функции gn(z) удовлетворяют уравнени-
ям

d2gn(z)

dz2
+ κ2gn(z) = −angn(z), (11.22)

где

κ2 = E2 −m2c4

h̄2c2
, an = 2m0μ0λn

h̄2
.

Решение уравнений (11.22) имеет вид

gn(z) =

⎧⎨⎩
An exp(iκz) +Bn exp(−iκz), z < 0,
Cn exp (iknz) +Dn exp (−iknz) , 0 � z � l,
En exp(iκz), z > l,

(11.23)

где
kn =

√
κ2 + an .

Несложно видеть, что коэффициенты An определяют состояние па-
дающей частицы, а остальные коэффициенты определяются из условий
непрерывности волновой функции и ее производной в точках z = 0
и z = l:

An +Bn = Cn +Dn, κ (An −Bn) = kn (Cn −Dn) ,
Cn exp (iknl) +Dn exp (−iknl) = En exp(iκl),

kn (Cn exp (iknl) −Dn exp (−iknl)) = κEn exp(iκl).
(11.24)

Используя эти условия, получаем

Bn = Anrn = An

(
κ2 − k2n

)
(exp (i2knl) − 1)

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
,

Cn = −An
2κ (κ+ kn)

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
,

Dn = An
2κ (κ− kn) exp (i2knl)

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
,

En = Antn = −An
4κkn exp [i (kn − κ) l]

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
.

(11.25)
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Полученные соотношения полностью определяют вид пространствен-
ных волновых функций (11.23).

11.3.2. Магнитное поле. В случае когда частица взаимодейству-
ет только с магнитным полем, собственные значения (11.21) имеют вид

λ1 = λ3 = B0, λ2 = λ4 = −B0,

а отвечающие им ортогональные биспиноры определяются выраже-
ниями

ψ1 = 1√
2

(
w(+)

w(+)

)
, ψ3 = 1√

2

(
w(+)

−w(+)

)
,

ψ2 = 1√
2

(
w(−)

w(−)

)
, ψ4 = 1√

2

(
w(−)

−w(−)

)
,

где w(σ) — спиноры, являющиеся собственными функциями уравне-
ния (nBσσσσσσσσσ)w(σ) = σw(σ). Волновая функция падающей частицы имеет
в этом случае вид

Ψ0(z) = 1√
2

[(
w(+) (A1 +A3)
w(+) (A1 −A3)

)
+

(
w(−) (A2 +A4)
w(−) (A2 −A4)

)]
exp(iκz).

В частности, задавая коэффициенты An в виде A1 = A3 = α+/
√
2

и A2 = A4 = α−/
√
2 , для волновой функции падающей частицы полу-

чаем
Ψ0(z) =

∑
σ=±1

ασ

(
w(σ)

0

)
exp(iκz),

где коэффициенты ασ определяют состояние магнитной поляризации
падающей частицы и удовлетворяют условию

|α+1|2 + |α−1|2 = 1.

Волновые функции отраженной Ψr(z) и прошедшей Ψt(z) частиц
имеют в этом случае вид

Ψr(z) = 1√
2

[(
w(+) (A1 +A3) r1
w(+) (A1 −A3) r1

)
+

(
w(−) (A2 +A4) r2
w(−) (A2 −A4) r2

)]
exp(−iκz),

Ψt(z) = 1√
2

[(
w(+) (A1 +A3) t1
w(+) (A1 −A3) t1

)
+

(
w(−) (A2 +A4) t2
w(−) (A2 −A4) t2

)]
exp(iκz),

где r1, 2 и t1, 2 определяются выражениями (11.25).
Энергетические коэффициенты отражения R и прохождения T

определяются выражениями

R = A∗
1A3 +A∗

3A1

A∗
1A3 +A∗

3A1 +A∗
2A4 + A∗

4A2
R+1 + A∗

2A4 + A∗
4A2

A∗
1A3 + A∗

3A1 + A∗
2A4 + A∗

4A2
R−1,

T = A∗
1A3 + A∗

3A1

A∗
1A3 + A∗

3A1 + A∗
2A4 +A∗

4A2
T+1 + A∗

2A4 +A∗
4A2

A∗
1A3 +A∗

3A1 +A∗
2A4 +A∗

4A2
T−1.
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Парциальные коэффициенты отражения Rσ=±1 и прохождения Tσ=±1
определяются выражениями

Rσ =

(
κ2 − k2σ

)2
(1− cos (2kσl))(

κ2 − k2σ
)2

(1− cos (2kσl)) + 8κ2k2σ

, (11.26)

Tσ = 8κ2k2σ(
κ2 − k2σ

)2
(1− cos (2kσl)) + 8κ2k2σ

, (11.27)

где
kσ =

√
κ2 − aσ

и
a = 2m0 |μ0|B0

h̄2
.

Формулы (11.26)–(11.27) относятся к случаю, когда Re (kσ) > 0.
Как видно из (11.3.2), при σ = +1 волновой вектор k+1 может быть
чисто мнимым:

k+1 = i
√
a− κ2 = iΓ.

В этом случае формулы (11.26)–(11.27) принимают вид

R+1 =

(
κ2 + Γ2

)2
(ch(2Γl) − 1)(

κ2 + Γ2
)2

(ch(2Γl) − 1) + 8κ2Γ2
,

T+1 = 8κ2Γ2(
κ2 + Γ2

)2
(ch(2Γl) − 1) + 8κ2Γ2

.

Несложно видеть, что тождественно выполняется условие

Rσ + Tσ ≡ 1. (11.28)

На основе полученных выше формул можно сделать следующие
выводы:

1. Как следует из (11.3.2), дисперсионные свойства зависят лишь
от состояния магнитной поляризации частицы σ и не зависят от
четности состояния по отношению к оператору γ5. Поэтому про-
странственные части волновых функций g1(z) и g3(z) одинаковы:
g1(z) = g3(z) = g(+)(z). Суперпозиция решений

Ψ(+)
p = 1

2
(ψ1 + ψ3) g(+)(z)

характеризуется положительной нормой Ψ
(+)
p Ψ(+)

p =
∣∣g(+)(z)

∣∣2 и значе-
нием спина

Ψ
(+)
p ΣzΨ(+)

p = σ,
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т. е. соответствует положительному квартионному состоянию ψ
(+)
σ=+1

(см. формулу (8.85)), отвечающему частице. В свою очередь суперпо-
зиция

Ψ(+)
a = 1

2
(ψ1 − ψ3) g(+)(z)

характеризуется отрицательной нормой Ψ
(+)
a Ψ(+)

a = − ∣∣g(+)(z)
∣∣2 и зна-

чением спина
Ψ

(+)
a ΣzΨ(+)

a = −σ,
т. е. соответствует отрицательному квартионному состоянию ψ

(−)
σ=+1,

отвечающему античастице.
2. Оператор уравнения (7.2) для случая движения частицы в ста-

ционарном магнитном поле коммутирует с операторами (nBΣ) и γ4.
Амплитуды положительного и отрицательного квартионных состоя-

ний определяются выражениями
I ± γ4

2
Ψ соответственно. Поскольку

в указанном случае оператор γ4 коммутирует с оператором уравне-
ния (7.2), то процессов с изменением числа частиц при взаимодей-
ствии спинорного материального поля с магнитным полем не про-
исходит: суммарное число положительных квартионов в рассеянном
поле совпадает с числом положительных квартионов в падающей
волне: N (r)

u + N
(t)
u = N

(0)
u , сохраняется также и число отрицатель-

ных квартионов: N (r)
d + N

(t)
d = N

(0)
d . В свою очередь, поскольку в

рассматриваемом случае оператор (nBΣ) коммутирует с оператором
уравнения (7.2), сохраняется число частиц с определенным состоянием
магнитной поляризации, что следует из равенства (11.28).

Однако указанные законы сохранения не определяют полностью
состояния рассеянного поля, поскольку собственные значения указан-
ных операторов определяют вид пространственных волновых функций,
т. е. дисперсионные свойства волн материального поля. Дисперсионные
свойства определяют характер эволюции состояния частицы, представ-
ленной в виде волнового пакета. Как следует из (11.22), уравнения
для пространственных волновых функций зависят лишь от квантового
числа σ. Следовательно, волновые пакеты, отвечающие двум состоя-
ниям магнитной поляризации, σ = ±1, будут распространяться в об-
ласти ненулевого магнитного поля с различной групповой скоростью.
Это вполне понятно, поскольку, как мы показали в гл. 10, масса
покоя взаимодействующей с магнитным полем частицы, отвечающая
различным состояниям поляризации, оказывается различной. Учитывая
определение групповой скорости (4.17), из (11.3.2) получаем

v(σ)
g = c

h̄k0c√
h̄2k20c

2 +m2
0c

4 + aσ
.

Следовательно, падающий волновой пакет пространственной шири-
ны d, составленный из состояний с различными значениями магнитной
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поляризации, при распространении в однородном магнитном поле будет
распадаться на два пакета, отвечающие противоположным направлени-
ям поляризации по отношению к вектору напряженности магнитного
поля, через время t0, определяющееся выражением(

v(−)
g − v(+)

g

)
t0 � d.

Таким образом, важным параметром, существенно влияющим на
состояние рассеянных волновых пакетов (т. е. рассеянных частиц),
является пространственная ширина области ненулевого значения по-
ля l, определяющая время прохождения компонент волнового пакета,
отвечающих двум ортогональным состояниям магнитной поляризации,
через область ненулевого поля t(σ)

0 = l/v
(σ)
g .

3. Детерминант системы линейных уравнений (11.24) имеет вид

Δn = (κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2 . (11.29)

Обращение в нуль детерминанта означает, что система уравнений для
коэффициентов Bn, Cn, Dn, En имеет нетривиальные решения при ну-
левом значении амплитуды падающей волны: An = 0. В рассматривае-
мом случае это условие имеет вид

κ− kσ

κ+ kσ
exp (ikσl) = ±1. (11.30)

Несложно видеть, что в случае частицы, взаимодействующей с магнит-
ным полем, условие обращения в нуль детерминанта (11.29) выполня-
ется, только если

κ =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
= i

√
m2

0c
4 − E2

h̄c
= iε

и
Re (k−1) > 0.

В этом случае уравнение (11.30) принимает вид

sin (k−1l) = 2εk−1

ε2 + k2−1

.

Последнее условие определяет энергетический спектр связанных со-
стояний нейтрона в однородном магнитном поле. Мы уже обсуждали
это явление в разделе 10.2.4, поэтому не будем здесь останавливаться
на этом вопросе.

11.3.3. Электрическое поле. В случае взаимодействия частицы
со стационарным электрическим полем собственные значения имеют
вид

λ1, 2 = ∓iE0, λ3, 4 = ±iE0.

Поэтому дисперсионные свойства оказываются идентичными для без-
массовых квартионов, описываемых биспинорами ψ1 и ψ4, и безмассо-
вых квартионов, описываемых биспинорами ψ2 и ψ3, поскольку

k1 = k4 =
√
κ2 + ia , k2 = k3 =

√
κ2 − ia , (11.31)
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где

a = 2m0 |μ0|E0

h̄2
. (11.32)

Напомним, что при движении частицы в стационарном магнитном
или электрическом поле ортогональные биспиноры (8.18) в каждой
точке пространства имеют вид

ψ1 =
(
w(+)

w(+)

)
, ψ3 =

(
w(+)

−w(+)

)
, ψ2 =

(
w(−)

w(−)

)
, ψ4 =

(
w(−)

−w(−)

)
,

где спиноры w(σ) отвечают проекции спина на направление рассеиваю-
щего поля в данной точке пространства, равной σ = ±1 соответственно.
Однако при этом биспиноры ψ1, 2 являются нечетными собственными
функциями оператора γ5, а спиноры ψ3, 4 — четными.

Как мы отмечали выше, дисперсионные свойства волн материаль-
ного поля, взаимодействующего с магнитным полем, зависят лишь от
состояния магнитной поляризации. Как видно из (11.31), в случае
взаимодействия частицы с электрическим полем дисперсионные свой-
ства зависят как от состояния магнитной поляризации частицы, так
и от четности по отношению к оператору γ5. Такие различия вполне
объяснимы, поскольку между матрицами Σ и ααααααααα имеет место связь:
Σ = αααααααααγ5, поэтому спиновую часть гамильтониана уравнения (6.2) мож-
но записать в виде

−μ0 (ΣB − iαααααααααE) = −μ0Σ (B− iγ5E) .

Отсюда наглядно видно, что характер эволюции состояния частицы,
взаимодействующей с электрическим полем, зависит в общем случае
как от состояния магнитной поляризации частицы, так и от четности
по отношению к оператору γ5.

Волновые функции отраженной Ψr и прошедшей Ψt частиц имеют
в рассматриваемом случае вид

Ψr(z) =
[(
w(+) (A1r1 +A3r2)
w(+) (A1r1 −A3r2)

)
+

(
w(−) (A2r2 + A4r1)
w(−) (A2r2 − A4r1)

)]
exp(−iκz),

Ψt(z) =
[(
w(+) (A1t1 +A3t2)
w(+) (A1t1 −A3t2)

)
+

(
w(−) (A2t2 +A4t1)
w(−) (A2t2 −A4t1)

)]
exp(iκz),

(11.33)
где коэффициенты rn и tn определяются выражениями (11.25):

rn =

(
κ2 − k2n

)
(exp (i2knl) − 1)

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
,

tn = − 4κkn exp [i (kn − κ) l]

(κ− kn)2 exp (i2knl) − (κ+ kn)2
.
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В рассматриваемом случае энергетические коэффициенты отраже-
ния Rσ и прохождения Tσ имеют одинаковый вид для обоих состояний
поляризации. Например, для случая σ = +1, учитывая, что k∗2 = k1,
получаем

R+1 = 1
A∗

3A1 + A∗
1A3

⎡⎣ A∗
3A1

(
κ2 − k21

)2
sin2 (k1l)

4κ2k21 +
(
κ2 − k21

)2
sin2 (k1l)

+

+
A∗

1A3

(
κ2 − k22

)2
sin2 (k2l)

4κ2k22 +
(
κ2 − k22

)2
sin2 (k2l)

⎤⎦,
T+1 = 1

A∗
3A1 + A∗

1A3

⎡⎣ 4A∗
3A1κ

2k21

4κ2k21 +
(
κ2 − k21

)2
sin2 (k1l)

+

+ 4A∗
1A3κ

2k22

4κ2k22 +
(
κ2 − k22

)2
sin2 (k2l)

⎤⎦.

(11.34)

В соответствии с (11.31) коэффициенты отражения для случая σ = −1
получаются подстановкой A1 → A4 и A3 → A2. Несложно видеть, что

Rσ + Tσ ≡ 1.

Коэффициент отражения больше нуля в области энергий налетаю-
щей частицы, определяемой условием 0 � κ � κth, где

κth =
√
a .

Как мы отмечали выше, условие обращения в нуль детерминан-
та (11.29) означает, что система уравнений (11.24) имеет нетривиаль-
ные решения при An = 0. Учитывая соотношения (11.31), несложно
видеть, что детерминант (11.29) принимает два различных значения,
отвечающие случаям k1 = k4 и k2 = k3. Положим для определенности,
что Δ2 = 0. Это нас приводит к следующему уравнению:

κ− k2
κ+ k2

exp (ik2l) = 1. (11.35)

Пространственные волновые функции g2, 3 принимают в этом случае
вид

g2, 3(z) =

⎧⎨⎩
− exp(−iκz), z < 0,
sin (k2(z − l/2)) / sin (k2l/2) , 0 � z � l,
exp (iκ(z − l)) , z > l.

Как видно, амплитуда отраженной волны равна минус единице, B2 =
= −1, а амплитуда прошедшей волны E2 = 1. Пусть падающая волна
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имеет вид

Ψ(+)
0 (z) = A1

(
w(+)

w(+)

)
exp(iκz), (11.36)

тогда, учитывая (11.33), получаем

Ψ
(+)
r Ψ(+)

r = −A1r1 −A∗
1r

∗
1 , Ψ

(+)
t Ψ(+)

t = A1t1 +A∗
1t

∗
1 .

При выполнении условия (11.35) коэффициенты r1 и t1 связаны соот-
ношением

r1 = t1,

откуда получаем
E

m0c
2

∫
Ψ(z)Ψ(z)dV = 0. (11.37)

В рассматриваемом случае

r1 + r∗1 = − a2

4κ20 + a2
,

поэтому при A1 = 1 отраженная волна соответствует состоянию ча-
стицы, а прошедшая — античастицы. Отметим, что κ0 в последней
формуле представляет собой одно из решений уравнения (11.35).

Условие Δ2 = 0 выполняется также и при знаке минус в правой
части равенства (11.35). В этом случае B2 = 1 и E2 = 1, поэтому

Ψ
(+)
r Ψ(+)

r = A1r1 +A∗
1r

∗
1 , Ψ

(+)
t Ψ(+)

t = A1t1 +A∗
1t

∗
1 .

Однако соотношение между коэффициентами r1 и t1 теперь принимает
вид

r1 = −t1,
поэтому снова выполняется условие (11.37).

Таким образом, при выполнении условий

κ− k2
κ+ k2

exp (ik2l) = ±1 (11.38)

падающая частица, находящаяся в состоянии (11.36), представляющем
собой когерентную суперпозицию частицы и античастицы, распадается
на отраженную частицу и прошедшую античастицу (или наоборот,
в зависимости от знака Re (A1r1)). Как следует из формул (11.34),
при энергии налетающей частицы, близкой к резонансным услови-
ям (11.38), коэффициенты R и T могут принимать отрицательные
значения, оставаясь в сумме равными единице: R + T = 1. В этом
случае, как мы видели выше, появление античастиц в отраженном поле
приводит к тому, что амплитуда прошедшей волны становится больше
единицы.
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11.3.4. Суперпозиция электрического и магнитного полей.
В общем случае суперпозиции магнитного и электрического полей все
четыре собственных значения λn различны:

λ1, 2 = ±
√

(B0 − iE0)
2 , λ3, 4 = ±

√
(B0 + iE0)

2 ,

поэтому дисперсионные свойства частицы в этом случае различны
для всех четырех состояний, отвечающих ортогональным биспино-
рам (8.18), и определяются дисперсионными соотношениями

kn =
√
κ2 ± 2m0 |μ0|

h̄2

√
B2

0 − E2
0 ∓ i2B0E0 . (11.39)

Несложно видеть, что имеют место следующие соотношения:

k∗3 = k1, k∗4 = k2. (11.40)

Энергетические коэффициенты отражения и преломления опреде-
ляются формулами

R = A1A
∗
3r1r

∗
3 + A∗

1A3r
∗
1 r3 + A2A

∗
4r2r

∗
4 + A∗

2A4r
∗
2 r4

A1A
∗
3 + A∗

1A3 + A2A
∗
4 + A∗

2A4
, (11.41)

T = A1A
∗
3 t1t

∗
3 + A∗

1A3t
∗
1 t3 +A2A

∗
4 t2t

∗
4 +A∗

2A4t
∗
2 t4

A1A
∗
3 + A∗

1A3 +A2A
∗
4 +A∗

2A4
. (11.42)

Вводя обозначения
un = κ− kn

κ+ kn
,

выражения для коэффициентов rn и tn можно записать в виде

rn = un (exp (i2knl) − 1)

u2n exp (i2knl) − 1
, tn = −

(
1− u2n

)
exp (iknl)

u2n exp (i2knl) − 1
. (11.43)

Используя эти выражения, получаем

r∗3r1 = 2u21 (1− cos (2k1l))

1− 2u21 cos (2k1l) + u41
, t∗3t1 =

(
1− u21

)2

1− 2u21 cos (2k1l) + u41
,

откуда следует
r∗3r1 + t∗3t1 = 1.

Таким образом, энергетические коэффициенты отражения и преломле-
ния (11.41)–(11.42) удовлетворяют условию

R + T = 1.

Из (11.43) также легко получаем следующие два соотношения:

rn − tn = exp (iknl) − un

un exp (iknl) − 1
, rn + tn = exp (iknl) + un

un exp (iknl) + 1
. (11.44)

Условие обращения в нуль детерминанта (11.29) имеет вид

un exp (iknl) = ±1.
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Пусть, например,
u3 exp (ik3l) = ±1, (11.45)

тогда из (11.44) с учетом (11.40) следует

r1 = ±t1.
Таким образом, так же как и в электрическом поле, падающая волна,
заданная в виде когерентной суперпозиции состояний частицы и анти-
частицы:

Ψ(+)
0 (z) = A1

(
w1
w1

)
exp(iκz),

распадается на отраженную частицу и прошедшую античастицу. Од-
нако в отличие от случая чисто электрического поля, когда усло-
вие (11.38) выполняется одновременно для обеих пар решений: (ψ1, ψ3)
и (ψ2, ψ4), в случае суперпозиции электрического и магнитного полей
условие (11.45) выполняется лишь для первой пары решений. Падаю-
щая волна, соответствующая второй паре решений, (ψ2, ψ4) (напом-
ним, что эта пара решений отвечает противоположному направлению
поляризации, задаваемому действительной частью углов Θ и Φ (см.
гл. 8)), имеет при выполнении условий (11.45) ненулевую норму:

Ψ(−)
0 (z) = A2

(
w2
w2

)
exp(iκz) +A4

(
w4
w4

)
exp(iκz).

В настоящем разделе мы полагали, что волновая функция частицы
имеет вид

Ψ(z) =
4∑

n=1

ψngn(z), (11.46)

где ψn — ортогональные биспиноры (8.18), зависящие от направле-
ния и напряженности электрического и магнитного полей. Положим,
например, что электрическое поле направлено вдоль оси z, а вектор
напряженности магнитного поля лежит в плоскости (x, z) и составляет
угол θ0 с осью z, тогда спиноры (8.17) принимают вид

w1 =
(

cosΘ/2
sin Θ/2

)
, w2 =

(− sin Θ/2
cosΘ/2

)
,

w3 =
(

cosΘ∗/2
sin Θ∗/2

)
, w4 =

(− sin Θ∗/2
cosΘ∗/2

)
,

где

cosΘ = B0 cos θ0 − iE0√
B2

0 −E2
0 − i2B0E0 cos θ0

.

Однако в области нулевых значений напряженности полей в качестве
ортогональных биспиноров мы можем выбрать биспиноры, отвечающие
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состоянию поляризации по или навстречу произвольному направлению.
Например, мы можем выбрать биспиноры следующего вида:

ψ
(0)
1 =

(
w(+)

w(+)

)
, ψ

(0)
3 =

(
w(+)

−w(+)

)
,

ψ
(0)
2 =

(
w(−)

w(−)

)
, ψ

(0)
4 =

(
w(−)

−w(−)

)
,

(11.47)

где спиноры w(σ) являются собственными функциями оператора σz

с осью z, направленной в произвольном направлении. Тогда в области
нулевой напряженности полей волновую функцию (11.46) можно пред-
ставить в виде

Ψ(z) =
4∑

n=1

ψ(0)
n fn(z). (11.48)

Учитывая (11.47) и (11.48), несложно найти связь между функциями
fn(z) и gn(z). Эта связь имеет вид

f1 = g1 cosΘ/2− g2 sin Θ/2, f2 = g1 sin Θ/2 + g2 cosΘ/2,
f3 = g3 cosΘ∗/2− g4 sin Θ∗/2, f4 = g3 sin Θ∗/2 + g4 cosΘ∗/2.

Волновая функция налетающей частицы имеет в этом случае вид

Ψ0(z) =
(

(A1 cosΘ/2−A2 sin Θ/2 +A3 cosΘ∗/2−A4 sin Θ∗/2)w(+)

(A1 cosΘ/2−A2 sin Θ/2−A3 cosΘ∗/2 +A4 sin Θ∗/2)w(+)

)
+

+
(

(A1 sin Θ/2 +A2 cosΘ/2 +A3 sin Θ∗/2 +A4 cosΘ∗/2)w(−)

(A1 sin Θ/2 +A2 cosΘ/2−A3 sin Θ∗/2−A4 cosΘ∗/2)w(−)

)
,

где An — коэффициенты, входящие в выражение (11.23). Полагая, что
коэффициенты An удовлетворяют уравнениям

A1 cosΘ/2−A2 sin Θ/2 = A3 cosΘ∗/2−A4 sin Θ∗/2,
A1 sin Θ/2 +A2 cosΘ/2 = A3 sin Θ∗/2 +A4 cosΘ∗/2,

для волновой функции падающей частицы получаем

Ψ0(z) =
(

(A1 cosΘ/2−A2 sin Θ/2)w(+)

0

)
+

+
(

(A1 sin Θ/2 +A2 cosΘ/2)w(−)

0

)
. (11.49)

Таким образом, подбирая должным образом коэффициенты суперпо-
зиции ортогональных решений (11.46), волновую функцию падающей
частицы можно привести к виду (11.49), отвечающему суперпозиции
положительных квартионных состояний. Как видно, квартионы (11.49)
являются ортогональными, однако они с неизбежностью являются су-
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перпозицией собственных состояний спинорного поля в области нену-
левых значений напряженности электрического и магнитного полей.
Выражение (11.49) наглядно демонстрирует возможность разложения
волновой функции по базису общих квартионных состояний, о которых
мы говорили ранее (см. разделы 8.6.6 и 10.4.5).

11.4. Отражение от полубесконечного барьера

Итак, проведенный анализ показывает, что резкие скачки напря-
женности внешнего поля не приводят к качественно новым явлениям
в характере взаимодействия частицы с внешними электрическими и
магнитными полями по сравнению с плавными изменениями напряжен-
ности внешних полей.

Удобство задач с резким изменением напряженности полей состоит
в том, что отличия в дисперсионных свойствах различных собственных
мод задачи kn(ω) становятся более наглядными. Как мы отмечали ра-
нее, именно различия в дисперсионных свойствах приводят к отличиям
в характере взаимодействия частиц, задаваемых в виде волновых паке-
тов, с внешними электромагнитными полями. Выше мы рассматривали
в основном случаи, когда область ненулевого внешнего поля имеет
конечную протяженность. Это связано с тем, что при наличии элек-
трического поля волновые векторы kn(ω) становятся комплексными и,
следовательно, волновая функция экспоненциально затухает в области
ненулевого поля. Исключение составляют случай чисто магнитного
поля и случай суперпозиции электрического и магнитного полей, когда
E0⊥B0 и при этом B0 > E0. В последних случаях, если энергия нале-
тающей частицы выше порога отражения, то в области ненулевого поля
все волновые векторы kn(ω) являются реальными и прошедшая волна
распространяется в области ненулевого поля не затухая. Например,
в разделе 11.3.2 мы показали, что ввиду различия дисперсионных
зависимостей, kσ=+1(ω) �= kσ=−1(ω), падающий волновой пакет разби-
вается в области ненулевого магнитного поля на два волновых пакета,
распространяющихся с различной групповой скоростью.

Обсудим теперь специфику отражения частицы от полубесконеч-
ного скачка напряженности стационарного электрического поля. По-
скольку, как мы видели выше, коэффициент отражения имеет одинако-
вое значение для обоих состояний поляризации, то рассмотрим случай,
когда падающая волна имеет поляризацию σ = +1. Волновая функция
частицы в этом случае имеет вид

Ψ(z) =

⎧⎨⎩
(A1 exp(iκz) +B1 exp(−iκz))ψ1 +

+ (A3 exp(iκz) +B3 exp(−iκz))ψ3, z < 0,
C1 exp (ik1z)ψ1 + C3 exp (−ik3z)ψ3, z > 0.

Напомним, что в соответствии с (11.31) Im (k1) > 0 и Im (k3) < 0,
поэтому условию конечности волновой функции при z → ∞ удовле-
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творяют лишь оставленные нами экспоненциальные множители при
коэффициентах Cn.

Используя условия непрерывности решения в точке z = 0, получаем

Bn = Anrn, Cn = Antn,

где

r1 = κ− k1
κ+ k1

, r3 = κ+ k3
κ− k3

, t1 = 2κ
κ+ k1

, t3 = 2κ
κ− k3

. (11.50)

Энергетический коэффициент отражения определяется выражением

R = A∗
1A3r

∗
1 r3 + A∗

3A1r
∗
3 r1

A∗
1A3 + A∗

3A1
.

Учитывая (11.50), получаем

r∗1r3 = r∗3r1 = 1.

Следовательно,
R ≡ 1,

т. е. нейтральная частица полностью выталкивается из области нену-
левого электрического поля. Глубина, на которую частица проникает
в область ненулевого электрического поля, определяется выражением
l0 = (Im (k1))

−1. Глубина проникновения существенно зависит от энер-
гии налетающей частицы и при κ�√

a равна l0 ≈ 2κ/a, где параметр a
определяется выражением (11.32).

Обращаясь к теории волновых пакетов, изложенной в гл. 4, для
пространственно временных волновых функций падающей, отражен-
ной и прошедшей частиц в соответствии с формулами (4.12), (4.125)
и (4.126) получаем

Ψ0(z, t) =
(A1ψ1+A3ψ3) τ0√

2π

∫
exp

[
−(ω−ω0)2 τ20

2
+iκ(ω)(z+L)−i (ω−ω0) t

]
dω,

Ψr(z, t) =
τ0√
2π

∫
(A1r1(ω)ψ1+A3r3(ω)ψ3)×

× exp

[
−(ω−ω0)2 τ20

2
+iκ(ω)(L−z)−i (ω−ω0) t

]
dω,

Ψt(z, t) =
A1τ0ψ1√

2π

∫
t1(ω) exp

[
−(ω−ω0)2 τ20

2
+iκ(ω)L+ik1(ω)z−i (ω−ω0) t

]
dω+

+
A3τ0ψ3√

2π

∫
t3(ω) exp

[
−(ω−ω0)2 τ20

2
+iκ(ω)L−ik3(ω)z−i (ω−ω0) t

]
dω,

(11.51)
где мы опустили несущественный экспоненциальный множитель.

Волновая функция Ψ0 описывает распространения в свободном
пространстве падающего волнового пакета, который на расстоянии L
от границы раздела имеет вид гауссовского импульса длительно-
сти τ0. Если длительность падающего импульса удовлетворяет условию
τ0 � ∂ϕr, t(ω)/∂ω, где ϕr, t — фаза коэффициентов rn и tn, то можно
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воспользоваться приближением r(ω) = r (ω0) и t(ω) = t (ω0). В этом
случае профиль отраженного волнового пакета по-прежнему имеет
гауссовский вид, длительность которого увеличивается в результате
дифракционного расплывания (см. гл. 4).

Обратимся теперь к волновой функции Ψt. В соответствии с об-
суждавшимися выше методами теории дисперсии разложим волновые
векторы κ(ω) и kn(ω) в ряд по степеням (ω − ω0). Разложение κ(ω)
с точностью до членов второго порядка определяется выражения-
ми (4.127)–(4.105). Разложение k1 до членов второго порядка имеет
вид

k1(ω) = k1 (ω0) + 1
v1

(ω − ω0) + β1
2

(ω − ω0)
2 ,

где v1 и β1 являются теперь комплексными и могут быть представлены
следующим образом:

v1 =
(
∂k1
∂ω

)−1
= c

√
ω2
0 − ω2

C + iac2

ω0
, β1 = −1

c

ω2
C − iac2(

ω2
0 − ω2

C + iac2
)3/2

и ωC = m0c
2/h̄. С учетом того что k∗3 = k1, выражение для k3 можно

не выписывать.
Таким образом, параметр v1, имеющий смысл групповой скорости

распространения волнового пакета в свободном пространстве, в об-
ласти ненулевого электрического поля становится комплексным. Это
связано с тем, что волновая функция экспоненциально затухает по
мере удаления от границы раздела в область ненулевого электриче-
ского поля. Тем не менее, используя разложение (11.4), для волновой
функции прошедшей частицы получаем

Ψt(z, t) = A1t1 (ω0)ψ1√
1 + i (β0L+ β1z) τ

−2
0

exp [i (κ (ω0)L+ k1 (ω0) z)]×

× exp
[
−1
2

(
t− L

v0
− z

v1

)2 1

τ 20 + i (β0L+ β1z)

]
+

+ A3t3 (ω0)ψ3√
1 + i (β0L− β∗

1 z) τ
−2
0

exp [i (κ (ω0)L− k∗1 (ω0) z)]×

× exp
[
−1
2

(
t− L

v0
+ z

v∗1

)2 1

τ 20 + i (β0L− β∗
1 z)

]
. (11.52)

Полученная формула дает наглядную интерпретацию процесса отраже-
ния нейтральной частицы от области ненулевого электрического поля.
Первое слагаемое в (11.52) описывает преломленную волну, направ-
ление распространения которой подчиняется классическим законам
оптики. Действительно, максимум амплитуды указанной компоненты
прошедшего волнового пакета в точке z достигается в момент времени
t0 ≈ L/v0 + z/Re (v1), т. е. равный сумме времен пролета расстояния L
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в нулевом поле и расстояния z в области ненулевого поля. С другой
стороны, второе слагаемое в (11.52) описывает частицу, которая инду-
цируется в области ненулевого поля падающей частицей и совершает
зеркальное по отношению к ней движение. Действительно, максимум
амплитуды этой компоненты прошедшей волны достигается в момент
времени tm ≈ L/v0 − z/Re (v1), следовательно, при Re (v1) ≈ v0 эта
компонента соответствует частице, совершающей зеркальное по отно-
шению к падающей частице движение. Следует, однако, отметить, что
ψnψn = 0, поэтому эти две компоненты волновой функции прошедшей
волны имеют, каждая по отдельности, нулевую норму, т. е. возбуж-
дения материального поля в области ненулевого электрического по-
ля описываются волновыми функциями, являющимися собственными
функциями оператора γ5.

Ненулевую норму имеет полная волновая функция (11.52). Вели-
чина ΨtΨt пропорциональна произведению двух гауссовских функций,
входящих в выражение (11.52), поэтому в области, занятой полем,
возбуждение материального поля, имеющее вид частицы с ненулевой
массой, существует лишь в те моменты времени и в тех областях
пространства, где произведение указанных двух гауссовских функций
не равно нулю.

Проведенный анализ показывает, что появление зеркальных состоя-
ний частиц однозначно связано с наличием областей с отрицательной
дисперсией: ∂k/∂ω < 0. Для скалярных частиц, не имеющих внут-
ренних степеней свободы, возникновение областей с отрицательной
дисперсией может быть связано только с трансляционным движением.
Если скачок потенциала электрического поля удовлетворяет условию
ΔU = eΔϕ > 2m0c

2, то точка возбуждения лежит на нижней вет-
ви энергетической поверхности (см. рис. 5.2). Частицы с полуцелым
спином обладают как трансляционными, так и внутренними степе-
нями свободы. Зеркальные состояния, связанные с трансляционны-
ми степенями свободы, также возникают в областях, где потенци-
альная энергия вдвое превышает массу покоя частицы. Зеркальные
состояния, связанные с внутренними степенями свободы, возникают
в областях ненулевого электрического поля и обусловлены тем, что
возбуждения материального поля, описываемые четными и нечетными
волновыми функциями оператора γ5 (при заданном состоянии поляри-
зации), соответствуют волнам, распространяющимся в противополож-
ных направлениях вдоль вектора напряженности электрического поля.

Таким образом, зеркальные состояния частиц, обусловленные
трансляционными степенями свободы, эквивалентны возбуждениям
состояний с отрицательной энергией (или массой), в то время как
зеркальные состояния, обусловленные внутренними степенями свободы,
связаны с дисперсионными свойствами безмассовых возбуждений,
являющихся собственными состояниями оператора γ5.
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ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНО-

И АКСИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ

Анализ задач взаимодействия спинорных частиц с внешними элек-
тромагнитными полями, проведенный в предыдущих главах, показал,
что наличие внутренних степеней свободы спинорных частиц приво-
дит к появлению качественно новых явлений. Причину возникающих
отличий можно пояснить следующим образом. В гл. 5 мы видели, что
спектры собственных значений скалярной частицы в притягивающем
кулоновском поле и зарядово-сопряженной частицы в отталкивающем
кулоновском поле являются зеркально симметричными относительно
плоскости E = 0. При этом положительно частотный спектр состояний
зарядово-сопряженной частицы в отталкивающем поле преобразуется в
отрицательно частотный спектр состояний частицы в притягивающем
поле. Вместе с тем, поскольку норма собственных волновых функций
указанных двух задач является противоположной для всех значе-
ний квантовых чисел, энергетические спектры оказываются совпадаю-
щими.

Как мы увидим в настоящей главе, спектр собственных значе-
ний спинорной частицы в кулоновском поле качественно совпадает
со спектром скалярной частицы. Однако в случае спинорной частицы
один и тот же спектр собственных значений отвечает как состоя-
ниям частицы, так и состояниям античастицы, поэтому зеркально
симметричными относительно плоскости E = 0 становятся энергети-
ческие спектры состояний частицы и античастицы. Как мы отмечали
в гл. 7, уравнение, комплексно сопряженное с (7.2), не совпадает
с уравнением для зарядово-сопряженной частицы, в результате тре-
бования инвариантности относительно CPT -преобразований приводят
к необходимости введения новых состояний материального поля —
киральных частиц. Это, впрочем, следует и из результатов общего
рассмотрения, приведенного в гл. 8, где было показано, что общее
решение уравнения (7.2) содержит четыре ортогональных биспинора
(квартиона). В настоящей главе мы обсудим общие и отличительные
черты состояний частиц, античастиц, киральных частиц и киральных
античастиц.

В первой части главы мы проведем анализ задачи о движении
частицы в постоянном магнитном поле и покажем отличие спектра
собственных значений указанной задачи от нерелятивистских спектров
и спектра, следующего из решения уравнения Дирака.
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12.1. Спин в криволинейных координатах

12.1.1. Полный угловой момент. Продолжим анализ задач
о взаимодействии частицы со стационарными внешними полями,
Aμ(x) = Aμ (r). В предыдущих главах мы провели анализ ряда одно-
мерных задач рассеяния частицы во внешних полях, перейдем теперь
к рассмотрению объемных задач. При взаимодействии частицы со ста-
ционарными внешними полями волновая функция представима в виде

Ψ (r, t) = Ψ (r) exp (−iEt/h̄) (12.1)

и уравнение (6.2) принимает вид

H(E)Ψ (r) = 0, (12.2)

где

H(E) = 1
2m0

[(
−ih̄∇ − q0

c
A

)2
+m2

0c
2 − 1

c2
(E − U (r))2

]
−

− μ0 (ΣB− iαααααααααE) (12.3)

и мы ввели обозначение

U (r) = q0ϕ (r) .

Учитывая (3.60) и (3.67), для преобразования биспинорной волновой
функции при операции трехмерных вращений получаем

Ψ′ (r′) =
(
I + iδθθθθθθθθθ

(
l + Σ

2

))
Ψ (r) .

Таким образом, сохраняющейся величиной для свободной частицы
является оператор полного углового момента h̄j, определяющийся сле-
дующим равенством:

h̄j = h̄l + h̄

2
Σ. (12.4)

Как мы отмечали ранее, операторы, отвечающие сохраняющим-
ся величинам, коммутируют с оператором уравнения (7.2). Следова-
тельно, если полный угловой момент является сохраняющейся вели-
чиной, то оператор j должен коммутировать с оператором (12.3). При
анализе коммутационных свойств оператора j удобно перейти к криво-
линейным координатам, отражающим симметрию внешнего поля. При
движении частицы во внешних полях, обладающих цилиндрической
симметрией, удобно использовать компоненты оператора j в цилин-
дрической системе координат. Из общих соображений ясно, что при
взаимодействии частицы со стационарными магнитными полями со-
храняющейся величиной может быть лишь проекция полного углового
момента на направление магнитного поля, поскольку вектор B являет-
ся аксиальным вектором.

Однако прежде чем переходить к рассмотрению конкретных слу-
чаев, найдем общее выражение для коммутаторов операторов Σ и ααααααααα
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и спиновой части оператора (12.3). Эти коммутаторы имеют следующий
вид:

[Σ, H(E)] = i2μ0 ([ΣB] − i [αααααααααE]), (12.5)
[ααααααααα, H(E)] = i2μ0 ([αααααααααB] − i [ΣE]). (12.6)

12.1.2. Внешние поля с цилиндрической симметрией. Рассмот-
рим движение частицы в аксиально симметричном стационарном внеш-
нем поле с потенциалами: ϕ = ϕ(ρ, z) и A = eϕA(ρ, z). В этом случае

E = −eρ
∂ϕ

∂ρ
− ez

∂ϕ

∂z
, B = −eρ

∂A

∂z
+ ez

1
ρ

∂(ρA)

∂ρ
. (12.7)

Оператор (12.3) имеет в этом случае вид

H(c) = 1

2m0c
2

[
−h̄2c2Δ + 2ih̄cq0

A(ρ, z)
ρ

∂

∂ϕ
+

+m2
0c

4 − (En − U(ρ, z))2 + q20A
2(ρ, z)

]
+ μ0 (iαααααααααE − ΣB) . (12.8)

Векторные спиновые операторы, входящие в (12.8), удобно связать
с проекциями матрицы σσσσσσσσσ в цилиндрической системе координат, которые
имеют вид

σρ = σ+ exp(−iϕ) + σ− exp(iϕ),
σϕ = −iσ+ exp(−iϕ) + iσ− exp(iϕ),

σz = σz.

(12.9)

Коммутационные соотношения для матриц σρ, σϕ, σz имеют вид

[σα, σβ ] = 2ieαβγσγ , (12.10)

где теперь α, β, γ = ρ, ϕ, z и eρϕz = 1.
Оператор орбитального момента в цилиндрических координатах

принимает вид

l = eρ

(
i
z

ρ

∂

∂ϕ

)
+ eϕ

[
−i

(
z
∂

∂ρ
− ρ

∂

∂z

)]
+ ez

(
−i ∂

∂ϕ

)
. (12.11)

Несложно видеть, что оператор проекции импульса на ось симметрии

задачи, lz = −i ∂
∂ϕ

, коммутирует с оператором в квадратных скобках

выражения (12.8), которое по своим симметрийным свойствам сов-
падает с симметрийными свойствами оператора уравнения КГФ. При
вычислении коммутатора оператора lz и последнего слагаемого в (12.8)
удобно воспользоваться формулами (12.9), из которых следует, что

∂σρ

∂ϕ
= σϕ,

∂σϕ

∂ϕ
= −σρ.

Используя последнее выражение, получаем[
lz, H(c)

]
= −μ0 ([αααααααααE] + i [ΣB])z . (12.12)
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Таким образом, взаимодействие орбитального момента частицы и ее
спина приводит к тому, что оператор проекции орбитального момента
частицы на ось аксиальной симметрии задачи перестает быть интегра-
лом движения, как это имеет место в скалярном случае.

Правила коммутации проекции спина Σz определяются общей фор-
мулой (12.5):

[Σz, H] = 2μ0 ([αααααααααE] + i [ΣB])z . (12.13)

Из (12.12) и (12.13) следует, что проекция полного углового момента
на ось симметрии внешнего поля является сохраняющейся величиной:[

jz, H(c)
]

= 0.

Таким образом, во внешнем поле с цилиндрической симметрией про-
екции углового момента и спина на ось симметрии поля не являются
каждая в отдельности сохраняющимися величинами. Сохраняющей-
ся величиной является проекция полного углового момента. Следует
отметить, что формула (12.13) приводит к следующему полезному
выводу. Из этой формулы следует, что проекция спина на направле-
ние магнитного поля сохраняется как в случае однородного внешнего
магнитного поля B = ezB, так и в случае, когда внешнее поле явля-
ется суперпозицией параллельных магнитного и электрического полей:
B = ezB, E = ezE.

В поле цилиндрической симметрии вида ϕ (ρ, |z|) и A (ρ, |z|) со-
храняющейся величиной является четность. Действительно, оператор
в квадратных скобках (12.8) коммутирует с оператором четности. По-
следнее слагаемое в (12.8) также коммутирует с оператором четности,
поскольку в этом случае E (−r) = −E (r) и γ4ααααααααα = −αααααααααγ4, а также
B (−r) = B (r) и γ4Σ = Σγ4.

12.1.3. Движение в центрально-симметричном поле. Как мы
уже отмечали выше, при анализе задач о движении частицы во внеш-
них полях, обладающих сферической или цилиндрической симметрией,
оказывается удобным перейти от декартовой системы координат к со-
ответствующим криволинейным системам координат. Связь компонент
матрицы σσσσσσσσσ в криволинейной системе координат с компонентами декар-
товой системы координат определяется общими правилами векторного
анализа. Для сферической системы координат получаем

σr = σ+ sin θ exp(−iϕ) + σ− sin θ exp(iϕ) + σz cos θ,
σθ = σ+ cos θ exp(−iϕ) + σ− cos θ exp(iϕ) − σz sin θ,

σϕ = −iσ+ exp(−iϕ) + iσ− exp(iϕ),
(12.14)

где σ± = (σx ± iσy) /2. Коммутационные соотношения для матриц σ±
и σz имеют вид

[σ+, σ−] = σz, [σ±, σz] = ∓2σ±.
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Используя эти коммутационные соотношения, для коммутаторов мат-
риц (12.14) получаем

[σα, σβ ] = 2ieαβγσγ ,

где α, β, γ = r, θ, ϕ и erθϕ = 1.
Оператор орбитального момента движения частицы в сферических

координатах имеет вид

l = −i [r∇] = eθ
i

sin θ

∂

∂ϕ
− eϕi

∂

∂θ
. (12.15)

Из (12.15) получаем также следующее выражение:

l2 = l2x + l2y + l2z = −
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)]
.

Оператор l2 совпадает с угловой частью оператора Лапласа:

Δ = 1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
− 1

r2
l2.

При движении частицы в сферически симметричном стационарном
поле (ϕ (r) = ϕ(r) и A = 0) оператор (12.3) принимает вид

H(s) (En) = 1

2m0c
2

[
−h̄2c2Δ +m2

0c
4 − (En − U(r))2

]
+ iμ0αrEr(r).

(12.16)
Несложно видеть, что оператор углового момента коммутирует с пер-
вым слагаемым в (12.16), поскольку l коммутирует с оператором Ла-
пласа и, как видно из (12.15), коммутирует также и с U(r). При
вычислении коммутатора оператора l и последнего слагаемого в (12.16)
удобно воспользоваться выражениями (12.14), из которых следует

∂σr

∂ϕ
= σϕ sin θ, ∂σr

∂θ
= σθ.

Используя эти выражения, получаем

[lθ, αrEr(r)] = iEr
1

sin θ

∂αr

∂ϕ
= iErαϕ = i [αααααααααE]θ ,

[lϕ, αrEr(r)] = −iEr
∂αr

∂θ
= −iErαθ = i [αααααααααE]ϕ .

Окончательно для коммутатора l и H(s) получаем[
l, H(s)

]
= −μ0 [αααααααααE]. (12.17)

Таким образом, в отличие от теории скалярных полей, где в цен-
трально-симметричном поле оператор орбитального движения частицы
является интегралом движения, в случае спинорных полей орбиталь-
ный угловой момент частицы перестает быть сохраняющейся величи-
ной.

15 А.В. Андреев
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Учитывая коммутационные соотношения (12.5), мы видим, что в
сферически симметричном внешнем поле (ϕ (r) = ϕ(r) и A = 0) сохра-
няющейся величиной является оператор полного углового момента:[

j, H(s)
]

=
[
l, H(s)

]
+ 1

2

[
Σ, H(s)

]
= −μ0 [αααααααααE] + 1

2
2μ0 [αααααααααE] = 0. (12.18)

Поскольку радиальная проекция углового момента lr = (erl) по
определению равна нулю, то сохранение полного углового момента
влечет за собой сохранение радиальной проекции спина:[

Σr, H(s)
]

= 0. (12.19)

Таким образом, при движении в центрально-симметричном поле сохра-
няющейся величиной является полный угловой момент. Орбитальный
угловой момент и спин по отдельности не являются сохраняющими-
ся величинами, сохраняющейся величиной является лишь радиальная
проекция спина.

При движении в центрально-симметричном поле сохраняющейся
величиной является четность. Действительно, несложно видеть, что

P̂αααααααααE = γ4P3αααααααααE = −γ4αααααααααEP3 = αααααααααEγ4P3 = αααααααααEP̂ .

12.2. Атом геония

Наиболее точные значения магнитного момента электрона были
получены в экспериментах с одиночными электронами, находящимися
в ловушке Пеннинга в условиях сверхвысокого вакуума и при темпера-
туре 4K [51, 52]. Ловушка образуется однородным магнитным полем и
слабым электрическим квадрупольным полем. Охлаждение электрона
в результате поглощения им радиочастотного излучения с частотой,
несколько меньшей частоты его переходов, позволяет удерживать элек-
трон в ловушке на протяжении десяти месяцев. Такое большое время
жизни электрона в ловушке, обусловленное тем, что сила взаимодей-
ствия электрона с полями ловушки существенно превышает силу вза-
имодействия с окружением, позволило Демельту ввести специальный
термин «атом геония». Движение электрона в плоскости, перпендику-
лярной направлению магнитного поля, является финитным, а следо-
вательно, энергия поперечного движения электрона становится кван-
тованной. Электрическое квадрупольное поле, соосное с магнитным,
делает финитным и движение электрона вдоль направления магнитного
поля. Геометрия ловушки выбирается такой, что позволяет достаточно
точно рассчитать энергетические уровни электрона, по крайней мере
вблизи минимума его потенциальной энергии. Расстояние между энер-
гетическими уровнями продольного движения при этом значительно
меньше расстояния между уровнями поперечного движения.

Поскольку потенциал ловушки является аксиально симметричным,
проекции углового момента lz и спина sz = σz/2 являются сохраня-
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ющимися величинами. Если магнитный момент электрона совпадает
с магнетоном Бора, то энергетические уровни электрона в ловушке
будут зависеть лишь от суммы m + σ, где m — собственное зна-
чение проекции углового момента орбитального движения электро-
на, а σ = ±1 — собственные значения оператора σz. Следователь-
но, энергии уровней, характеризуемых квантовыми числами (m = m1,
σ = +1) и (m = m2, σ = −1), будут совпадать при m1 + 1 = m2 − 1.
В случае если величина магнитного момента электрона отличается от
μB, энергии уровней электрона с квантовыми числами (m1, σ = +1)
и (m2 = m1 + 2, σ = −1) будут отличаться на величину

ΔE = 2 (|μ| − μB)B0.

Измерение величины указанного сдвига позволяет определить величи-
ну магнитного момента электрона.

Измеренная в работах [53] величина магнитного момента электро-
на μe и позитрона μp составила

|μe| /μB = 1,0011596521884(43),
|μp| /μB = 1,0011596521879(43).

В работе [54] на основе усреднения результатов 14 измерений для
величины магнитного момента электрона было предложено следующее
значение:

|μe| /μB = 1,0011596521855(40).

В предположении что электрон и позитрон должны удовлетворять
CPT -инвариантности, в [55] было предложено единое взвешенное зна-
чение для магнитного момента электрона и позитрона

|μe, p| /μB = 1,0011596521883(42).

Атом геония может быть образован и помещением в ловушку прото-
на. Сравнение частоты циклотронного резонанса протона и электрона
дает возможность прецизионного измерения отношения масс прото-
на Mp и электрона me. В работе [55] для указанного отношения
приводятся следующие значения:

Mp/me = 1836,1526670(39).

Путем помещения в ловушку полностью ионизованного атома углерода
было получено отношение масс иона углерода 12C6+ и массы электро-
на [56]:

6me/M
(12C6+)

= 0,00027436518589(58).

12.2.1. Движение электрона в однородном магнитном поле.
Рассмотрим задачу о движении электрона в однородном магнитном
поле B = ezB0. В этом случае векторный потенциал определяется

15*
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выражением A = eϕB0ρ/2 и уравнение (12.2) принимает следующий
вид:[

Δ + E2 −m2
0c

4

h̄2c2
+ i |q0|B0

h̄c

∂

∂ϕ
−

(
q0B0

2h̄c

)2
ρ2

]
Ψ (r) = 2m0 |μ0|B0

h̄2
ΣzΨ (r) ,

(12.20)
где мы учли, что магнитный момент электрона отрицателен. Как мы
уже отмечали выше, при движении частицы в однородном магнитном
поле проекция jz оператора полного углового момента

j = l + 1
2
Σ

является сохраняющейся величиной. Однако оператор уравне-
ния (12.20) коммутирует также по отдельности с оператором проекции
орбитального момента

lz = −i ∂
∂ϕ

, (12.21)

и с оператором проекции спина

sz = 1
2
Σz.

Собственные функции оператора (12.21), удовлетворяющие уравнению

lzψm = mψm,

имеют вид
ψm = exp(imϕ).

Собственные значения и собственные функции оператора, стоящего
в правой части уравнения (12.20), были определены нами ранее в гл. 8.
Напомним, что собственные значения являются вырожденными и рав-
ны

λ1, 2 = ±B0, λ3, 4 = ±B0.

Как мы уже неоднократно отмечали, при взаимодействии частицы
с магнитным полем уравнения для пространственных волновых функ-
ций положительных и отрицательных квартионов являются независи-
мыми, поэтому без потери общности мы можем ограничиться анализом
решений следующего вида:

Ψ (r) =
∑

σ=±1

Aσ

(
w(σ)

0

)
gmσ(ρ) exp (imϕ+ ikzz) , (12.22)

где спиноры w(σ) являются собственными функциями оператора σz:

σzw
(σ) = σw(σ).

Отметим, что решения для отрицательных квартионов получаются
действием оператора γ5 на волновую функцию (12.22).
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Для радиальных волновых функций gmσ(ρ) из (12.20) получаем
следующие уравнения:

d2gmσ

dρ2
+ 1
ρ

dgmσ

dρ
+

(
βmσ − m2

ρ2
−

(
q0B0

2h̄c

)2
ρ2

)
gmσ = 0, (12.23)

где

βmσ =
(
E2 −m2

0c
4

h̄2c2
− k2z − |q0|B0

h̄c

(
m+ μ0

μB
σ
))

.

Общее решение уравнения (12.23) имеет вид

gmσ(ρ) = C1
(
νρ2

)m/2
exp

(−νρ2/2)F (
1 +m

2
− βmσ

4ν
, 1 +m, νρ2

)
+

+ C2
(
νρ2

)−m/2
exp

(−νρ2/2)F (
1−m

2
− βmσ

4ν
, 1−m, νρ2

)
, (12.24)

где

ν = |q0|B0

2h̄c
= m0ωH

2h̄

и
ωH = |q0|B0

m0c
. (12.25)

Первое слагаемое в (12.24) переходит во второе при замене m → −m,
поэтому исследуем решение

gmσ(ρ) = C
(
νρ2

)m/2
exp

(−νρ2/2)F (
1 +m

2
− βmσ

4ν
, 1 +m, νρ2

)
.

Функция F (p, q, z) становится конечным полиномом и, следова-
тельно, удовлетворяет условиям при ρ → ∞ в случае, когда выполня-
ется условие

1 +m

2
− βmσ

4ν
= −n, (12.26)

где n — целое неотрицательное число. Нормированные волновые функ-
ции имеют в этом случае вид

Gnmσ (r) =
√

ν

πL

n!

(n+m)!

(
νρ2

)m/2×
× exp

(−νρ2/2)L(m)
n

(
νρ2

)
exp (imϕ+ ikzz)w(σ), (12.27)

где L — длина области, доступной для движения электрона в на-
правлении напряженности приложенного магнитного поля, L(m)

n (z) —
обобщенные полиномы Лагерра. Решение (12.27) не расходится в нуле
при выполнении условия m � −n. Как видно, при выполнении усло-
вия (12.26) два линейно независимых решения в (12.24) совпадают,

поскольку L(−m)
n+m (z) = (−z)m n!

(n+m)!
L

(m)
n (z).
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12.2.2. Энергетический спектр. Условие (12.26) приводит к сле-
дующему спектру собственных значений энергии электрона:

E2
nmσ = m2

0c
4 + h̄2c2k2z + 2m0c

2
[
h̄ωH

(
n+m+ 1

2

)
+ μ0B0σ

]
. (12.28)

Поскольку решение (12.27) удовлетворяет граничным условиям при
ρ = 0 и ρ → ∞ при выполнении условия −n � m, то, учитывая отме-
ченную выше симметрию линейно независимых решений в (12.24), мы
должны положить в (12.28), что −n � m � n.

Отметим, что при μ0 = μB формула (12.28) принимает вид

E2
nmσ = m2

0c
4 + c2h̄2k2z + 2m0c

2h̄ωH

(
n+m+ 1 + σ

2

)
.

Вводя собственное значение проекции оператора полного углового мо-
мента j,

jzΨM = MΨM =
(
m+ σ

2

)
ΨM ,

последнее выражение для положительных значений m можно перепи-
сать в виде

EnM =
√
m2

0c
4 + h̄2c2k2z + 2m0c2h̄ωH(n+M + 1/2) . (12.29)

Таким образом, мы видим, что в случае μ0 = μB спектр энергетиче-
ских уровней электрона в магнитном поле становится вырожденным
относительно суммы (n+M) квантовых чисел n и M , что является ха-
рактерной чертой спектров, получаемых на основе решения уравнений
Паули, КГФ и Дирака. В случае когда напряженность приложенного
магнитного поля удовлетворяет условию h̄ωH � m0c

2, мы получаем

ΔEnM = EnM −m0c
2 ≈ h̄ωH

(
n+M + 1

2

)
+ h̄2k2z

2m0
.

Из (12.29) следует, что уровни с наименьшей возможной при дан-
ном значении углового момента j проекцией углового момента M =
= −n− 1/2 имеют нулевую энергию ΔEn,−n−1/2 = 0 при kz = 0.

В отличие от (12.29), уравнение (12.20) при μ0 �= μB приводит
к сверхтонкому расщеплению уровней электрона в магнитном поле:

ΔEnMσ = h̄ωH(n+M + 1/2) + (μ0 − μB)B0σ. (12.30)

Энергетический уровень с фиксированными значениями квантовых чи-
сел n иM расщепляется на два подуровня с энергетическим расстояни-
ем между ними 2 (μ0 − μB)B0. Именно такое расщепление уровней на-
блюдалось экспериментально в цикле работ Демельта с сотрудниками,
проводивших прецизионное измерение спектров геония, т. е. электрона,
находящегося в ловушке Пеннинга [51].
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В предыдущих главах, рассматривая одномерные задачи рассеяния,
мы уже отмечали, что каждая из зон (положительно и отрицательно
частотных решений) свободной частицы в магнитном поле расщепля-
ется на две подзоны, отвечающие собственным состояниям спинор-
ного поля, отличающимся по знаку проекции магнитного момента на
направление магнитного поля в данной точке пространства. Таким
образом, ширина запрещенной зоны оказывается различной для двух
состояний поляризации частицы и зависит от напряженности магнит-
ного поля. Поскольку ширина запрещенной зоны определяет массу
покоя частицы и равна ее удвоенной величине, ΔEgap = 2mc2, то это
означает, что масса покоя частицы, находящейся в магнитном поле,
отличается от массы покоя свободной частицы и зависит от величины
напряженности магнитного поля. Как видно из вышеприведенных фор-
мул, это явление фундаментально и присуще не только нейтральным,
но и заряженным частицам. Действительно, сечение гиперплоскости
состояний частицы с полуцелым спином, определяющее зависимость
энергии частицы от квантовых чисел, характеризующих ее состояние,
имеет вид

E(±)
nmσ (pz) = ±

√
m2

0c
4 + 2m0c2

[
h̄ωH

(
n+m+ 1

2

)
+ μ0B0σ

]
+ c2p2z .

Следовательно, масса покоя частицы с полуцелым спином, находящей-
ся в состоянии, определяемом квантовыми числами (n, m, σ), при ее
движении в однородном магнитном поле определяется выражением

mnmσc
2 =

√
m2

0c
4 + 2m0c2

[
h̄ωH

(
n+m+ 1

2

)
+ μ0B0σ

]
.

Ввиду квантованности движения частицы в плоскости, перпендику-
лярной направлению магнитного поля, масса покоя, определяющая ее
инерционные характеристики по отношению к движению вдоль направ-
ления магнитного поля, оказывается разной для различных состояний
поперечного движения и, так же как для нейтральной частицы, зависит
от состояния ее магнитной поляризации.

12.2.3. Напряженность индуцированного магнитного поля.
Находясь в состоянии с квантовыми числами (n, m,σ), электрон
совершает орбитальное движение, а потому имеет ненулевое значение
плотности тока. Подставляя (12.27) в выражение для плотности
тока (7.15), после неложных преобразований получаем

jnmσ = −eϕ4cμ0
ν3/2

πL

n!

(n+M − 1/2)!
×

× exp
(−νρ2) (

νρ2
)M

L(M+1/2)
n

(
νρ2

)
L(M−1/2)

n

(
νρ2

)
+

+ eϕ2c (μ0 − μB) f2nmσ(ρ)
(
νρ+ m

ρ

)
− ez

|q|h̄kz

m0
f2nmσ(ρ), (12.31)
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где L(m)
n (z) — полиномы Лагерра. В случае когда движение электрона

в направлении оси z ограничено потенциальными стенками, последнее
слагаемое в (12.31) пропадает. Из приведенного выражения следует,
что в состоянии с наибольшей отрицательной проекцией полного угло-
вого момента,M = −n− 1/2 и kz = 0, плотность тока пропорциональна
μ0 − μB, а не обращается в нуль, как это следует из решений уравне-
ния КГФ или уравнения Дирака.

Напряженность магнитного поля, создаваемого плотностью то-
ка (12.31), определяется уравнением Максвелла

rotB = 4π
c

j. (12.32)

Подставляя в (12.32) выражение (12.31), получаем

B = −ezB0
1

m0c
2

q2

L

[
σ
μ0

μB

n!

(n+m)!

(
L(m)

n

(
νρ2

))2 (
νρ2

)m
exp

(−νρ2)+

+ 2
n!

(n+m)!

∞∫
√

ν ρ

(
L(m)

n

(
x2

))2
x2m exp

(−x2) (
x+ m

x

)
dx

⎤⎥⎦. (12.33)

Формула (12.33) допускает достаточно простую интерпретацию.
Действительно, хорошо известно, что емкость цилиндрического кон-
денсатора пропорциональна его длине. Учитывая это обстоятельство,
несложно догадаться, что величина

WE(ρ) = q2InM (ρ)

L

определяет плотность энергии электростатического поля, создаваемого
электроном, находящимся в состоянии с квантовыми числами (n, M).
Таким образом, мы видим, что величина напряженности магнитного
поля, индуцируемого движением электрона во внешнем магнитном
поле B0, определяется отношением энергии электростатического поля,
создаваемого электроном в данном квантовом состоянии, к его энергии
покоя m0c

2. Дальнейшая интерпретация двух слагаемых в (12.33),
одно из которых пропорционально магнитному моменту электрона μ0,
а другое — магнетону Бора μB, будет дана ниже.

Вид слагаемых в квадратной скобке выражения (12.33) показан на
рис. 12.1. Из рисунка видно, что индуцированное поле для всех состоя-
ний электрона, кроме состояний с наименьшей энергией, противопо-
ложно внешнему полю. И только в состояниях с наименьшей энергией
при заданном квантовом числе n индуцированное поле совпадает по
направлению с индуцирующим полем. Действительно, для состояний
с m = −n выражение (12.33) принимает вид

B = −ezB0
1

m0c
2

q2

L

(
μ0

μB
σ + 1

)
1
n!

(
νρ2

)n
exp

(−νρ2);
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Рис. 12.1. Пространственный профиль индуцированного магнитного поля для
состояний частицы, определяемых квантовыми числами: n = 1, m = 1, σ = −1
(a); n = 1, m = 1, σ = 1 (б); n = 1, m = 0, σ = −1 (в); n = 1, m = 0, σ = 1 (г);
n = 1, m = −1, σ = −1 (д); n = 1, m = −1, σ = 1 (е); n = 0, m = 0, σ = −1

(ж); n = 0, m = 0, σ = 1 (з)
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поскольку μ0 > μB , то при σ = −1 правая часть этого выражения
становится положительной. Таким образом, отклик системы свободных
электронов, находящихся во внешнем магнитном поле, может быть как
диамагнитным, так и парамагнитным. Это обстоятельство иллюстри-
рует одно из качественных отличий уравнения (7.2) от уравнения КГФ
и уравнения Дирака, поскольку в рамках указанных теорий отклик
свободных электронов всегда является диамагнитным.

12.2.4. Учет электрического поля ловушки. Рассматривая выше
задачу об атоме геония, мы пренебрегли наличием электрического
поля ловушки. Однако, как мы видели в предыдущих главах, характер
движения частицы в магнитном поле и в суперпозиции электрического
и магнитного полей оказывается существенно различным. Конечность
пространственного объема, доступного для движения частицы в ло-
вушке Пеннинга, непосредственно связана с наличием квадрупольного
конденсатора, ограничивающего движение частицы вдоль направления
вектора напряженности магнитного поля. Электростатический потен-
циал ловушки Пеннинга описывается следующей формулой:

ϕ (r) = ϕ0
z2 − ρ2/2

d2
,

где z — координата в направлении приложенного магнитного поля.
C учетом электростатического поля квадрупольного конденсатора урав-
нение (12.2)–(12.3) принимает вид[

Δ + κ2 + i
|e|B0

h̄c

∂

∂ϕ
−

(
eB0

2h̄c

)2
ρ2 − 2EU(ρ, z)

h̄2c2
+ U2(ρ, z)

h̄2c2

]
Ψ =

= μ0

μB

( |e|B0

h̄c
Σz + i

U0

h̄cd2
(2zαz − ραρ)

)
Ψ, (12.34)

где U0 = eϕ0 > 0, μ0 — величина магнитного момента электрона.
При учете поперечной проекции электрического поля Eρ проекция

спина на направление магнитного поля перестает быть сохраняющейся
величиной. Ненулевая компонента Eρ приводит к так называемому
магнетронному движению, в результате которого орбита электрона
становится циклоидой. Однако поскольку напряженность электриче-
ского поля ловушки существенно меньше напряженности магнитного
поля, то в нулевом приближении этой компонентой электрического
поля можно пренебречь. В этом случае оператор Σz коммутирует
с (12.34), поэтому решение этого уравнения можно искать в следую-
щем виде:

Ψ (r) =
(
w(σ)fσ(ρ, z)
w(σ)gσ(ρ, z)

)
exp(imϕ). (12.35)
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Учтем также, что U0 � m0c
2, тогда уравнение (12.34) существенно

упрощается. Подставляя (12.35) в (12.34), получаем[
∂2

∂ρ2
+ 1
ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2
− ν2ρ2 + ∂2

∂z2
− 2EU0

h̄2c2
z2

d2
+ κ2 − 2ν

(
m+ μ0

μB
σ
)]
f =

= i
μ0

μB

2U0

h̄cd2
zσg, (12.36)[

∂2

∂ρ2
+ 1
ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2
− ν2ρ2 + ∂2

∂z2
− 2EU0

h̄2c2
z2

d2
+ κ2 − 2ν

(
m+ μ0

μB
σ
)]
g =

= i
μ0

μB

2U0

h̄cd2
zσf , (12.37)

где
ν = |e|B0

2h̄c
.

Общее решение системы уравнений (12.36)–(12.37) имеет вид

Ψσ (r) = C1

(
w(σ) (Gσ(ρ, z) +G∗

σ(ρ, z))
w(σ) (Gσ(ρ, z) −G∗

σ(ρ, z))

)
+

+ C2

(
w(σ) (Gσ(ρ, z) −G∗

σ(ρ, z))
w(σ) (Gσ(ρ, z) +G∗

σ(ρ, z))

)
, (12.38)

где C1, 2 — константы нормировки. Функция Gσ(ρ, z), удовлетворяю-
щая требуемым граничным условиям, определяется следующим выра-
жением:

Gσ(ρ, z) =
(
νρ2

)m/2
exp

(
−νρ2

2
− 1

2

√
2EU0d

2

h̄2c2
z2

d2
− iσ

μ0

μB

√
U0

2E
z

d

)
,

L(m)
nρ

(
νρ2

)
Hnz

((
2EU0d

2

h̄2c2

)1/4
z

d
+ iσ

μ0

μB

(
h̄2U0

8m3
0c

4d2

)1/4
)
,

где L
(m)
n (z) — обобщенные полиномы Лагерра, Hn(z) — полиномы

Эрмита, nρ и nz — целые неотрицательные числа. Энергетический
спектр, зависящий от квантовых чисел nρ, m, σ, nz, определяется
решением следующего уравнения:

E2 −m2
0c

4

h̄2c2
= |e|B0

h̄c

(
m+ μ0

μB
σ
)

+ 2|e|B0

h̄c

(
nρ + 1 +m

2

)
+

+ 2
√
2EU0

h̄cd

(
nz + 1

2

)
+

(
μ0

μB

)2 U0

2Ed2
. (12.39)

Учитывая, что E − m0c
2 � m0c

2, решение этого уравнения можно
записать в следующем виде:

E =
[
m2

0c
4 + 2m0c

2

(
h̄ωH

(
nρ +m+ 1

2

)
+ μ0B0σ+

+

√
2h̄2U0

m0d
2

(
nz + 1

2

))
+

(
μ0

μB

)2 h̄2U0

2m0d
2

]1/2
. (12.40)
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Мы видим, что последнее выражение отличается от полученного
выше спектра атома геония лишь наличием последних двух слагае-
мых. Следует, однако, отметить, что решение (12.40) является при-
ближенным. Отличия точного решения уравнения (12.39) от (12.40),
по-видимому, необходимо учитывать при прецизионных измерениях
величин материальных констант частиц с использованием ловушки
Пеннинга.

В соответствии с результатами предыдущего анализа специфика
взаимодействия частицы с электрическим полем состоит в том, что
состояние частицы в электрическом поле характеризуется ненуле-
вым электрическим моментом. Действительно, как видно из (12.38)–
(12.2.4), состояние частицы становится суперпозицией положительных
и отрицательных квартионов. Амплитуда положительного квартионно-
го состояния в первом слагаемом в (12.38) определяется действитель-
ной частью функции Gσ(ρ, z), а отрицательного квартиона — мнимой
частью этой функции. Из (12.2.4) следует, что мнимая часть функции
Gσ(ρ, z) мала при U0 � m0c

2, поэтому амплитуда отрицательного
квартиона много меньше амплитуды положительного. Тем не менее
ненулевое значение амплитуды отрицательного квартионного состоя-
ния приводит к ненулевому значению вектора электрической поляри-
зации. Действительно, используя определение вектора электрической
поляризации (7.21), получаем

Pσ = −iμ0ΨσαααααααααΨσ = −iezμ0σ
(
ϕ+

σ χσ − ϕσχ
+
σ

)
.

Несложно видеть, что

|Pσ| ∼ Re (Gσ) Im (Gσ) .

Одновременно меняется и величина вектора намагниченности:

Mσ = μ0ΨσΣΨσ = ezμ0σ
(
ϕ+

σ ϕσ − χ+
σ χσ

)
,

откуда получаем

|Mσ| ∼ (Re (Gσ))2 − (Im (Gσ))2 .

Таким образом, при учете ненулевого электрического поля ловушки
величина магнитного момента электрона становится несколько меньше.

Указанные отличия величин векторов магнитной и электрической
поляризации от их значений для электрона в магнитном поле явля-
ются причиной того, что энергетический спектр, определяемый форму-
лой (12.39), отличается от спектра, рассчитанного в разделе 12.2.2.

12.3. Сферические волны

В гл. 4, проводя анализ состояний свободного спинорного поля, мы
показали, что для однозначного задания состояния свободной частицы,
наряду с заданием состояния по трансляционным степеням свободы
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и знака частотности решения, необходимо задание состояния по внут-
ренним степеням свободы движения частицы. Трансляционные степени
свободы состояния, задаваемого в виде плоской волны, определяются
собственными значениями оператора импульса p и оператора ih̄ ∂/∂t.
Однако разложение по плоским волнам удобно лишь при исследовании
одномерных задач рассеяния. При исследовании трехмерных задач рас-
сеяния более удобным является разложение по сферическим волнам,
поскольку потенциалы электромагнитного поля, создаваемого распре-
делением зарядов, заключенных в пространственной области конечных
размеров, стремятся к нулю при r → ∞ и, следовательно, волновая
функция частицы на бесконечности представляет собой в этом случае
суперпозицию сходящихся и расходящихся сферических волн.

12.3.1. Свободная частица. Уравнение движения свободной ча-
стицы в стационарном случае имеет вид(

Δ + k2
)
Ψ (r) = 0, (12.41)

где

k2 = E2 −m2c4

h̄2c2
.

Как мы отмечали выше, при движении в центрально-симметричном
поле орбитальный угловой момент и спин не являются по отдельности
сохраняющимися величинами. Сохраняющейся величине отвечает пол-
ный угловой момент

h̄j = h̄ (l + s) = [rp] + h̄

2
Σ. (12.42)

Собственными функциями оператора орбитального углового момента
являются сферические функции Ylml

(θ, ϕ), а собственными функци-

ями оператора спина
1
2

σσσσσσσσσ — трехмерные спиноры w(σ). Собственные
функции оператора полного углового момента находятся по правилам
сложения моментов:

Ωjm = (−1)l+m−1/2
√
2j + 1

∑
σ

(
l 1/2 j

m− σ σ −m
)
Yl,m−σw

(σ).

Поскольку для свободной частицы каждый из операторов j и l по
отдельности отвечает сохраняющейся величине, то в качестве ортого-
нальных состояний мы можем выбрать состояния, отвечающие двум
возможным значениям, j = l ± 1/2, при заданной величине l. Они
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имеют вид

Ωj=l+1/2, l,m =

⎛⎜⎜⎝
√
l +m+ 1/2

2l + 1
Yl,m−1/2√

l −m+ 1/2
2l + 1

Yl,m+1/2

⎞⎟⎟⎠,

Ωj=l−1/2, l,m =

⎛⎜⎜⎝−
√
l −m+ 1/2

2l + 1
Yl,m−1/2√

l +m+ 1/2
2l + 1

Yl,m+1/2

⎞⎟⎟⎠.
(12.43)

Спиноры (12.43) являются ортонормированными,∫
Ω+

jlmΩj′l′m′ sin θ dθ dϕ = δjj′δll′δmm′ ,

и обладают одинаковой пространственной четностью, определяемой
выражением (−1)l.

Однако поскольку при движении в центрально-симметричном по-
ле сохраняющейся величине отвечает лишь оператор j, то ясно, что
компонентами биспинорной волновой функции будут спиноры (12.43),
отвечающие одному и тому же значению j, которые имеют вид

Ω(1)
j, l,m(θ, ϕ) =

⎛⎜⎜⎝
√
j +m

2j
Yl,m−1/2(θ, ϕ)√

j −m

2j
Yl,m+1/2(θ, ϕ)

⎞⎟⎟⎠,

Ω(2)
j, l+1,m(θ, ϕ) =

⎛⎜⎜⎝−
√
j −m+ 1
2j + 2

Yl+1,m−1/2(θ, ϕ)√
j +m+ 1
2j + 2

Yl+1,m+1/2(θ, ϕ)

⎞⎟⎟⎠.
(12.44)

Спиноры (12.44), так же как и спиноры (12.43), являются ортонорми-
рованными: ∫

Ω+
jlmΩj′l′m′ sin θ dθ dϕ = δjj′δll′δmm′ .

Верхний индекс в (12.44) является, естественно, избыточным, посколь-
ку одновременное выполнение равенств j = j′ и l = l′ невозможно.
Однако мы пока оставим этот индекс ради удобства последующего
изложения. Спиноры (12.44) связаны между собой следующими соот-
ношениями:

Ω(2)
j, l+1,m = −iσrΩ

(1)
j, l,m, Ω(1)

j, l,m = iσrΩ
(2)
j, l+1,m, (12.45)

которые можно получить, используя, например, первое из соотноше-
ний (12.14).

Итак, мы видим, что общее положительно частотное решение урав-
нения (12.41) для свободной частицы, находящейся в состоянии, ха-
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рактеризуемом значением радиального квантового числа k, полным
угловым моментом j и его проекцией m, можно записать в следующем
виде:

Ψkjm (r) =
∑

n=1, 2

(
A

(n)
jm − γ5B

(n)
jm

)
u

(n)
jmf

(n)
kj (r), (12.46)

т. е. в виде разложения по четырем квартионным состояниям:

u
(1)
jm =

(
Ω(1)

j, l,m
0

)
, u

(2)
jm =

(
Ω(2)

j, l+1,m
0

)
,

−γ5u(1)
jm =

(
0

Ω(1)
j, l,m

)
, −γ5u(2)

jm =
(

0
Ω(2)

j, l+1,m

)
.

(12.47)

Линейно независимые решения (12.47) имеют следующую простран-
ственную четность:

P̂ u
(1)
jm = (−1)lu

(1)
jm, P̂ u

(2)
jm = (−1)l+1u

(2)
jm,

P̂ γ5u
(1)
jm = (−1)l+1γ5u

(1)
jm, P̂ γ5u

(2)
jm = (−1)lγ5u

(2)
jm,

где действие оператора релятивистской четности P̂ определяется соот-
ношением (7.107), т. е. P̂ ujm(θ, ϕ) = γ4ujm(π − θ, ϕ+ π). Таким обра-
зом, во внешнем поле определенную четность будут иметь состояния,
являющиеся суперпозициями состояний: u(1)

jm ± γ5u
(2)
jm и u(2)

jm ± γ5u
(1)
jm.

Подставляя (12.46) в (12.41), для радиальных волновых функ-
ций f (n) получаем

d2f (1)

dr2
+ 2
r

df (1)

dr
− l(l + 1)

r2
f (1) + k2f (1) = 0,

d2f (2)

dr2
+ 2
r

df (2)

dr
− (l + 1)(l + 2)

r2
f (2) + k2f (2) = 0.

(12.48)

Следовательно, общее решение (12.85) имеет вид

Ψkjm (r) =
(
Alu

(1)
jmjl(kr) +Bl+1u

(2)
jmjl+1(kr)

)
+

+ γ5
(
Clu

(1)
jmjl(kr) +Dl+1u

(2)
jmjl+1(kr)

)
, (12.49)

где jl(x) — сферические функции Бесселя,

jl(x) =
√
π/2x Jl+1/2(x).

Как видно, решения для свободной частицы в виде сферических волн,
отвечающие определенной четности и являющиеся суперпозицией со-
стояний положительных и отрицательных квартионов, могут быть
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представлены в виде

Ψ(l)
kjm =

(
AlΩ

(1)
j, l,mjl(kr)

−Dl+1Ω
(2)
j, l+1,mjl+1(kr)

)
,

Ψ(l+1)
kjm =

(
Bl+1Ω

(2)
j, l+1,mjl+1(kr)

−ClΩ
(1)
j, l,mjl(kr)

)
,

где волновые функции Ψ(l)
kjm и Ψ(l+1)

kjm имеют четность (−1)l и (−1)l+1

соответственно.

12.3.2. Разложение плоской волны по сферическим волнам.
Как мы видели в предыдущих главах, при анализе задач рассеяния
состояние падающей частицы можно представить в виде волнового
пакета, являющегося суперпозицией плоских волн. В трехмерных за-
дачах рассеяния конечное состояние является суперпозицией сфериче-
ских волн, поэтому значительный интерес в этом случае представляет
вид разложения плоской волны по сферическим волнам. Итак, пусть
падающая частица описывается плоской волной:

Ψkσ (r, t) =
(
uσ

0

)
exp(ikz), (12.50)

где uσ — собственные решения уравнения

σzuσ = σuσ.

Спиноры uσ имеют вид

u+1 =
(
1
0

)
, u−1 =

(
0
1

)
. (12.51)

Поскольку при свободном движении уравнения для радиальных волно-
вых функций положительных и отрицательных квартионов являются
независимыми, то ограничимся лишь случаем, когда падающая частица
находится в положительном квартионном состоянии. В соответствии
с приведенным выше анализом общий вид волновой функции положи-
тельного квартиона определяется выражением

Ψkjm (r) =
(
AlΩ

(1)
j, l,mjl(kr) +BlΩ

(2)
j, l+1,mjl+1(kr)

0

)
. (12.52)

Состояниям (12.50) соответствуют проекции полного углового мо-
мента m = ±1/2. В соответствии с вышеприведенными формулами
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спиноры Ω(1, 2)
jlm имеют в этом случае вид

Ω(1)
j, l,m=1/2 = 1√

4π

(
il
√
l + 1 Pl

− il√
l + 1

P
(1)
l exp(iϕ)

)
,

Ω(2)
j, l+1,m=1/2 = 1√

4π

( −il+1
√
l + 1Pl+1

− il+1

√
l + 1

P
(1)
l+1 exp(iϕ)

)
,

(12.53)

Ω(1)
j, l,m=−1/2 = 1√

4π

(
il√
l + 1

P
(1)
l exp(−iϕ)

il
√
l + 1Pl

)
,

Ω(2)
j, l+1,m=−1/2 = 1√

4π

(
− il+1

√
l + 1

P
(1)
l+1 exp(−iϕ)

il+1
√
l + 1Pl+1

)
,

(12.54)

где P (m)
l (cos θ) — полиномы Лежандра.

Хорошо известным является разложение плоской волны по сфери-
ческим волнам:

exp(ikz) =
∞∑
l=0

(2l + 1)ilPl(cos θ)jl(kr). (12.55)

Подставляя (12.53) в (12.52) и суммируя по l, с учетом (12.55) полу-
чаем

uk,m=1/2 (r) =
(
1
0

)
exp(ikz)

при значениях коэффициентов Al и Bl в (12.91), равных

Al = −Bl =
√
4π(l + 1) (12.56)

и
uj,m=−1/2 (r) =

(
0
1

)
exp(ikz)

при
Al = Bl =

√
4π(l + 1) . (12.57)

Таким образом, полагая в (12.52) коэффициенты A и B равны-
ми (12.56) и (12.57), мы получаем из (12.52) волновые функции,
совпадающие с (12.50).

12.3.3. Сходящиеся и расходящиеся сферические волны. Сог-
ласно определению оператора орбитального момента l его радиальная
проекция равна нулю: lr = ler = 0. Следовательно, радиальная проек-
ция спина Σr является сохраняющейся величиной в центрально-сим-
метричном поле. Используя соотношения (12.45), из спиноров Ω(1, 2)
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можно легко составить спиноры, являющиеся собственными функция-
ми оператора σr. Действительно, из (12.45) получаем

σrΩj,m,σ=±1 = (±1) Ωj,m,σ=±1,

где
Ωj,m,σ=±1 = 1√

2

(
Ω(1)

j, l,m ± iΩ(2)
j, l+1,m

)
. (12.58)

Спиноры Ωjmσ являются ортонормированными:∫
Ω+

jmσΩj′m′σ′do = δjj′δmm′δσσ′ .

Подставляя (12.58) в (12.52), получаем

ukjm (r) = 1√
2

Ωj,m,σ=+1 (Aljl(kr) − iBljl+1(kr))+

+ 1√
2

Ωj,m,σ=−1 (Aljl(kr) + iBljl+1(kr)).

В частности, используя (12.56) и (12.57), получаем следующие асимп-
тотические выражения для волновых функций в случае m = ±1/2:

uk,m=±1/2 (r) =
√
2π

∞∑
l=0

[√
l + 1 (∓i)l+1Ωj,m=±1/2, σ=+1

exp(±ikr)
kr

+

+
√
l + 1 (±i)l+1Ωj,m=±1/2, σ=−1

exp(∓ikr)
kr

]
. (12.59)

Таким образом, падающая волна, отвечающая положительной проек-
ции углового момента на направление ее распространения, является
суперпозицией расходящихся сферических волн с положительной ра-
диальной проекцией спина и сходящихся волн с отрицательной ради-
альной проекций спина. При m = −1/2 радиальные проекции спина
сходящихся и расходящихся волн меняются на противоположные.

Используя рекуррентные соотношения для присоединенных поли-
номов Лежандра, спиноры Ωjmσ можно преобразовать к следующему
виду:

Ωj, 1/2,+1 = il
√
l + 1
8π

(Pl + Pl+1)

(
1

exp(iϕ) tg θ
2

)
,

Ωj, 1/2,−1 = il
√
l + 1
8π

(Pl − Pl+1)

(
1

− exp(iϕ) ctg θ
2

)
,

Ωj,−1/2,+1 = il
√
l + 1
8π

(Pl − Pl+1)

(
exp(−iϕ) ctg θ

2
1

)
,

Ωj,−1/2,−1 = il
√
l + 1
8π

(Pl + Pl+1)

(
− exp(−iϕ) tg θ

2
1

)
.
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Таким образом, спиноры Ωjmσ для случая m = ±1/2 являются про-
изведениями полиномов Лежандра и спиноров w(σ), являющихся соб-
ственными функциями уравнения σrw

(σ) = σw(σ):

w(σ=+1) =
(

exp(−iϕ/2) cos θ/2
exp(iϕ/2) sin θ/2

)
, w(σ=−1) =

(− exp(−iϕ/2) sin θ/2
exp(iϕ/2) cos θ/2

)
.

Используя эти выражения, формулу (12.59) можно преобразовать
к виду

uk,m=1/2 (r)
∣∣
r→∞ = − i√

2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)

√
1 + cos θ

w(+1) exp(ikr + iϕ/2)
kr

+

+ i√
2

∞∑
l=0

(−1)l(2l+ 1)Pl(cos θ)

√
1− cos θ

w(−1) exp(−ikr + iϕ/2)
kr

. (12.60)

При интерпретации формулы (12.60) удобно воспользоваться следую-
щими выражениями:

∞∑
n=0

Pn(cos θ) = 1√
2(1− cos θ)

,

∞∑
n=0

(−1)nPn(cos θ) = 1√
2(1 + cos θ)

,

∞∑
n=0

nPn(cos θ) = − 1

2
√
2(1− cos θ)

,

∞∑
n=0

(−1)nnPn(cos θ) = − 1

2
√
2(1 + cos θ)

.

(12.61)

Из (12.61), в частности, получаем
∞∑

n=0

(2n+ 1)Pn(cos θ) = 2δ(1− cos θ),

∞∑
n=0

(−1)n(2n+ 1)Pn(cos θ) = 2δ(1 + cos θ).

Таким образом, при z → −∞ (т. е. θ = π) асимптотика решения (12.60)
имеет вид

uk,m=1/2

∣∣
z→−∞ = −

(
1
0

)
exp(−ikr)

ikr
δ(1 + cos θ).

Учитывая равенства exp(ikz) = exp(ikr cos θ)|θ=π = exp(−ikr), мы ви-
дим, что сходящаяся волна в (12.60) описывает падающую из z = −∞
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волну, угловой спектр которой имеет вид дельта-функции. При z → ∞
асимптотическое решение (12.60) принимает вид

uk,m=1/2

∣∣
z→∞ =

(
1
0

)
exp(ikr)

ikr
δ(1− cos θ),

т. е. угловой спектр прошедшей волны (z = +∞) совпадает с угловым
спектром падающей волны. При наличии рассеяния угловой спектр
прошедшей волны будет отличаться от углового спектра падающей. Та-
ким образом, граничные условия при решении задачи рассеяния плос-
кой падающей волны центрально-симметричным потенциалом должны
выбираться из тех соображений, что асимптотика сходящейся волны
должна иметь вид, определяемый (12.60).

12.3.4. Безмассовые сферические квартионы. Ортогональные
биспиноры, отвечающие элементарным возбуждениям спинорного поля,
взаимодействующего с электромагнитным полем, являются собствен-
ными функциями спиновой части уравнения (7.2). При взаимодей-
ствии спинорного поля со сферически симметричным стационарным
электрическим полем спиновая часть уравнения (7.2) пропорциональна
радиальной проекции оператора ααααααααα, т. е. nrααααααααα = αr. Учитывая вышепри-
веденные формулы, несложно видеть, что собственными функциями
оператора αr являются следующие:

αr

(
Ωjmσ

Ωjmσ

)
= σ

(
Ωjmσ

Ωjmσ

)
, αr

(
Ωjmσ

−Ωjmσ

)
= −σ

(
Ωjmσ

−Ωjmσ

)
. (12.62)

Легко прослеживается аналогия между формулами (12.62) и (8.82);
так же как и в случае однородного электрического поля, в качестве
характеристики состояния частицы по внутренним степеням свободы
выступает проекция оператора ααααααααα на направление электрического поля.
Указанная аналогия становится еще более прозрачной, если в дополне-
ние к соотношениям (12.62) привести следующие:

Σr

(
Ωjmσ

Ωjmσ

)
= σ

(
Ωjmσ

Ωjmσ

)
, Σr

(
Ωjmσ

−Ωjmσ

)
= σ

(
Ωjmσ

−Ωjmσ

)
. (12.63)

Несложно видеть, что соотношения (12.63) совпадают с соотношения-
ми (8.81).

Таким образом, базис безмассовых сферических квартионных со-
стояний составляют следующие биспиноры:

ψ1 =
(

Ωjmσ=+1
Ωjmσ=+1

)
, ψ2 =

(
Ωjmσ=−1
Ωjmσ=−1

)
,

ψ3 =
(

Ωjmσ=+1
−Ωjmσ=+1

)
, ψ4 =

(
Ωjmσ=−1
−Ωjmσ=−1

)
.

(12.64)

Очевидно, что безмассовые сферические квартионы обладают свойства-
ми ортогональности, определяемыми общими соотношениями (8.19).
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12.4. Движение электрона в кулоновском поле

Задача о движении электрона в кулоновском поле является базовой
моделью водородоподобного атома, т. е. атома с одним электроном,
в предположении что ядро атома имеет бесконечную массу. Успехи,
достигнутые в последнее время в атомной спектроскопии, позволяют
надежно регистрировать эффекты, связанные с конечностью массы и
размеров ядра, с наличием у ядра атома ненулевого магнитного и
электрического моментов и т. д. Тем не менее эта задача имеет осно-
вополагающее значение, поскольку позволяет аналитически рассчитать
энергетический спектр, который является нулевым приближением ре-
шения двухчастичной задачи о спектре стационарных состояний двух
противоположно заряженных частиц, имеющих произвольные массы.

В гл. 5 мы рассчитали спектр состояний релятивистской бесспино-
вой частицы в притягивающем кулоновском поле. Как было показано,
наличие в уравнении КГФ слагаемого, пропорционального квадрату
потенциала (см. (5.70)), приводит к образованию спектра связанных
состояний как для частицы, так и для зеркальной частицы. Учиты-
вая наличие аналогичного слагаемого и в уравнении (7.2), несложно
догадаться, что и спектр состояний частицы с полуцелым спином
в кулоновском поле будет содержать два базиса состояний, один из
которых относится к положительно частотной зоне состояний, а дру-
гой — к отрицательно частотной. Как мы увидим, первое слагаемое
разложения положительно частотного спектра связанных состояний
в ряд по Zα � 1 совпадает со спектром, рассчитываемым на основе
решения нерелятивистского уравнения Шредингера, поэтому, так же
как и в гл. 5, мы будем называть положительно частотный базис
собственных состояний стандартным базисом состояний.

12.4.1. Общее решение. Рассмотрим задачу о движении заря-
женной частицы с полуцелым спином в притягивающем кулоновском
поле. Потенциальная энергия имеет в этом случае вид

U (r) = eϕ (r) = −Ze2

r
. (12.65)

Подставляя это выражение в уравнение (12.2), получаем[
Δ − m2

0c
4 − E2

h̄2c2
+ 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2

r2

]
Ψ = −i μ0

μB

Zα

r2
αrΨ, (12.66)

где α = e2/h̄c — постоянная тонкой структуры, αr = αααααααααnr =
(
0 σr

σr 0

)
и

nr — радиальный единичный вектор сферической системы координат.
Мы положили q0 = −|e| и учли, что магнитный момент электрона
отрицателен, поэтому μ0 в (12.66) есть модуль магнитного момента
электрона.

В предыдущем разделе мы определили собственные функции спи-
новой части уравнения (12.66). Они имеют вид безмассовых квартио-



470 Гл. 12. Движение в центрально- и аксиально-симметричном поле

нов (12.64). Однако, как мы видели в предыдущих главах, состоя-
ние спинорного поля, взаимодействующего с электрическим полем,
является суперпозицией безмассовых квартионных состояний. Учиты-
вая, что сохраняющейся величиной в центрально-симметричном поле

является полный угловой момент j = l + 1
2
Σ, в качестве решений

уравнения (12.66) удобно выбрать суперпозиции квартионных состоя-
ний (12.47), отвечающие определенному значению полного углового
момента и определенной пространственной четности, которые име-
ют вид

Ψj=l+1/2 (r) =

(
Ω(1)

jlmf1(r)
Ω(2)

j, l+1,mg1(r)

)
,

Ψj=l−1/2 (r) =

(
Ω(2)

jlmf2(r)
Ω(1)

j, l−1,mg2(r)

)
,

(12.67)

где спиноры Ω(1, 2)
jlm определяются выражениями (12.44).

Подставляя (12.67) в (12.66) и учитывая соотношения (12.45),
в случае j = l + 1/2 для радиальных волновых функций получаем[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−κ2+ 2EZα

h̄c

1
r
+Z2α2−l(l+1)

r2

]
f1 =−Z1α

r2
g1, (12.68а)[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
−κ2+ 2EZα

h̄c

1
r
+Z2α2−(l+1)(l+2)

r2

]
g1 = Z1α

r2
f1, (12.68б)

где мы ввели следующие обозначения:

Z1 = Z
μ0

μB
, κ2 = m2

0c
4 − E2

h̄2c2
.

В случае j = l − 1/2 уравнения для радиальных волновых функций
имеют вид[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − l(l + 1)

r2

]
f2 = Z1α

r2
g2, (12.69а)[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − l (l − 1)

r2

]
g2 = −Z1α

r2
f2. (12.69б)

При поиске решений систем уравнений (12.68а, б) и (12.69а, б)
удобно воспользоваться решением следующего уравнения:

d2f

dx2
+ 2
x

df

dx
−

(
a− b

x
− γ

x2

)
f(x) = 0,

которое имеет вид

f(x) = C1 exp
(−√

ax
)
xs · F

(
− b

2
√
a

+ s+ 1, 2(s+ 1), 2
√
ax

)
+

+ C2 exp
(−√

a x
)
x−(s+1)F

(
− b

2
√
a
− s,−2s, 2√ax

)
, (12.70)
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где F (p, q, z) — вырожденная гипергеометрическая функция и

s =
√
1− 4γ − 1

2
.

Действительно, коэффициенты a и b одинаковы для всех уравнений
(12.68)–(12.69) и имеют вид

a = κ2, b = EZα

h̄c
,

а коэффициент γ можно найти, приравнивая слагаемые, пропорцио-
нальные 1/r2, в обоих частях уравнений.

Обратимся сначала к системе уравнений (12.68а, б). Поскольку два
решения (12.70) линейно независимы, то можно рассматривать их по
отдельности, поэтому остановимся сначала на анализе решения при
коэффициенте C1 в (12.70). Учитывая вышесказанное, будем искать
решение уравнений (12.68а, б) в виде

f1(r) = f0G(ξ, s, r), g1(r) = g0G(ξ, s, r), (12.71)

где

G(ξ, s, r) = exp(−κr)rsF
(
−EZα

h̄cκ
+ s+ 1, 2(s+ 1), 2κr

)
(12.72)

и
ξ = −EZα

h̄cκ
+ s+ 1.

Подставляя (12.71) в (12.68), для коэффициентов f0 и g0 получаем
следующую систему алгебраических уравнений:(

Z2α2 − l(l + 1) − γ
)
f0 + Z1αg0 = 0,

Z1αf0 −
(
Z2α2 − (l + 1)(l + 2) − γ

)
g0 = 0.

Условие существования нетривиальных решений полученной системы
уравнений приводит к следующим двум значениям параметра c:

γ± = Z2α2 − (j + 1/2)2 ±
√

(j + 1/2)2 − (Z1α)2 . (12.73)

Соответствующие этим двум значениям коэффициенты f
(±)
0 и g

(±)
0

связаны соотношениями

g
(+)
0 = −ζf (+)

0 , f
(−)
0 = −ζg(−)

0 ,

где
ζ = Z1α

j + 1/2 +

√
(j + 1/2)2 − (Z1α)2

.

Таким образом, решение системы уравнений (12.68а, б) имеет вид

f
(±)
1 (r) = f

(±)
0 G (ξ, s±, r) , g

(±)
1 (r) = g

(±)
0 G (ξ, s±, r) ,

где
s± =

(√
1− 4γ± − 1

)
/2. (12.74)
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12.4.2. Стандартный базис состояний. Асимптотическое выра-
жение вырожденной гипергеометрической функции при r → ∞ имеет
вид

F (a, b, z)|z→∞ = Γ(b)

Γ(b− a)
(−z)−a + Γ(b)

Γ(a)
exp(z)za−b.

Следовательно, волновая функция (12.72) остается конечной при
r → ∞ в случае, когда a = −n, т. е. когда выполняется следующее
условие:

−EZα

h̄cκ
+ s± + 1 = −n, (12.75)

где n — целое неотрицательное число. Разрешая последнее уравнение
относительно E, получаем следующее выражение для положительно
частотного спектра собственных значений:

E
(±)
nj = m0c

2 (n+ s± + 1)√
(n+ s± + 1)2 + Z2α2

. (12.76)

Волновые функции, отвечающие двум значениям параметра s±, имеют
вид

Ψ(1)
njm (r) = C1

(
Ω(1)

jlm

−ζΩ(2)
jl+1m

)
G (−n, s+, r),

Ψ(2)
njm (r) = C2

(
−ζΩ(1)

jlm

Ω(2)
jl+1m

)
G (−n, s−, r),

(12.77)

где C1, 2 — константы нормировки.
Случай j = l − 1/2 не требует отдельного рассмотрения. Действи-

тельно, систему уравнений (12.68а, б) можно записать в виде[
d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − (j − 1/2)(j + 1/2)

r2

]
f1 = −Z1α

r2
g1,[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − (j + 1/2)(j + 3/2)

r2

]
g1 = Z1α

r2
f1,

(12.78)
а систему уравнений (12.69а, б) — в виде[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − (j + 1/2)(j + 3/2)

r2

]
f2 = Z1α

r2
g2,[

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
− κ2 + 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2 − (j − 1/2)(j + 1/2)

r2

]
g2 = −Z1α

r2
f2.

(12.79)
Таким образом, учитывая (12.67), в случае j = l − 1/2 получаем

Ψ(3)
njm (r) = C3

(
−ζΩ(2)

jlm

Ω(1)
j, l−1,m

)
G (−n, s+, r),

Ψ(4)
njm (r) = C4

(
Ω(2)

jlm

−ζΩ(1)
j, l−1,m

)
G (−n, s−, r),

(12.80)
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где s± и ζ, как функции полного углового момента j, определяются
теми же выражениями.

Как несложно видеть, одно из двух решений, (12.77) или (12.80),
является решением с положительной нормой волновой функции, а вто-
рое — с отрицательной. Действительно, например, для заряда частицы
в состояниях (12.77) получаем

1
q0

∫
ρ(1, 2) (r) dV = ± 1

m0c
2

(
1− ζ2

) ∫ (
E

(±)
nj + Ze2

r

)
|G (−n, s±, r)|2 r2dr.

(12.81)
Учитывая, что константа ζ пропорциональна постоянной тонкой струк-
туры α, несложно видеть, что решение Ψ(1) соответствует положитель-
но заряженной частице, а решение Ψ(2) — отрицательно заряженной.
Для решений (12.80) аналогично получаем, что решение Ψ(3) отвечает
заряду q = −q0, а решение Ψ(4) — заряду q = q0. Решениям с противо-
положным знаком нормы волновой функции отвечает и противополож-
ное значение энергии частицы

E = En

m0c
2

∫
Ψn (r) (En − U (r))Ψn (r) dV ,

несложно видеть, что решениям Ψ(1, 4) отвечает положительная энер-
гия, а решениям Ψ(2, 3) — отрицательная.

Состояния материального поля с положительной нормой волновой
функции мы связали с состояниями частицы, а состояния с отрица-
тельной нормой — с состояниями античастицы. Вместе с тем вышепри-
веденные формулы влекут за собой очень важные следствия. С одной
стороны, состояния частицы и античастицы являются симметричными
(т. е. в определенной степени идентичными), поскольку, например, для
состояний с j = 1/2 получаем

Ψ(1)
n, 1/2,m (r) = Cns+

(
Ω(1)
1/2, 0,m

−ζΩ(2)
1/2, 1,m

)
G (−n, s+, r) ,

Ψ(2)
n, 1/2,m (r) = Cns−

(
−ζΩ(1)

1/2, 0,m

Ω(2)
1/2, 1,m

)
G (−n, s−, r) ,

Ψ(3)
n, 1/2,m (r) = Cns+

(
−ζΩ(2)

1/2, 1,m

Ω(1)
1/2, 0,m

)
G (−n, s+, r) ,

Ψ(4)
n, 1/2,m (r) = Cns−

(
Ω(2)
1/2, 1,m

−ζΩ(1)
1/2, 0,m

)
G (−n, s−, r) .

Так как параметр s± зависит лишь от величины полного углового
момента, т. е. s± = s±(j) одинаково в случае (12.77) и (12.80), то
волновым функциям Ψ(1) и Ψ(3) соответствует одно и то же собствен-
ное значение (12.76). Однако, с другой стороны, волновым функци-
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ям (12.77) при этом соответствует значение l = 0, а волновым функци-
ям (12.80) — значение l = 1, т. е. состояния частицы и античастицы,
отвечающие одному и тому же собственному значению, характери-
зуются различными квантовыми числами. Это обусловлено тем, что
состояниям частицы и античастицы отвечают противоположные на-
правления спина. Поскольку Ψ(3) = −γ5Ψ(1), то этим двум состояниям
материального поля отвечает одинаковое по величине, но противо-
положное по знаку значение энергии. Аналогично связаны волновые
функции Ψ(4) и Ψ(2).

Таким образом, четыре линейно независимых решения (12.77)–
(12.80) образуют четыре ортогональных квартионных состояния ча-
стицы в кулоновском поле для каждого значения величины полного
углового момента j. Два из указанных квартионов отвечают состоянию
частицы, а оставшиеся два — состоянию античастицы.

Итак, положительно частотные состояния, отвечающие уровням
электрона в притягивающем кулоновском потенциале, описываются
следующими волновыми функциями:

Ψ(l=j−1/2)
njm (r) = C1

(
Ω(1)

jlm

−ζjΩ(2)
jl+1m

)
G (−n, s+, r) ,

Ψ(l=j+1/2)
njm (r) = C2

(
Ω(2)

jlm

−ζjΩ(1)
jl−1m

)
G (−n, s−, r),

(12.82)

соответствующие им собственные значения имеют вид

E
(l=j∓1/2)
nj = m0c

2 (n+ s± + 1)√
(n+ s± + 1)2 + Z2α2

. (12.83)

Отметим, что при заданной величине j два решения (12.82) имеют
противоположную четность, поскольку l1 = j − 1/2 и l2 = j + 1/2.

Нормированные биспиноры волновых функций (12.82) имеют вид

Ψ(l=j−1/2)
jm (θ, ϕ) = 1√

1− ζ2j

(
Ω(1)

jlm

−ζjΩ(2)
jl+1m

)
,

Ψ(l=j+1/2)
jm (θ, ϕ) = 1√

1− ζ2j

(
Ω(2)

jlm

−ζjΩ(1)
jl−1m,

)
,

(12.84)

а нормированные радиальные функции

R
(1)
n, j, l=j∓1/2 = 2κ3/2

√
n!

Γ (n+ 2s± + 2)
√

(n+ s± + 1)2 + Z2α2

×

× L(2s±+1)
n (2κr) exp(−κr)(2κr)s±, (12.85)
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где κ = κ(n, j, l), а L(a)
n (x) — полиномы Лагерра. Как видно, характер-

ный пространственный масштаб изменения волновых функций (12.85)
определяется обратной величиной параметра κ, для которого с уче-
том (12.83) получаем

κ = Z

aB

1√
(n+ s+ 1)2 + Z2α2

,

где aB — боровский радиус, определяемый выражением

aB = h̄2

mee
2
.

Используя эти соотношения, константу нормировки радиальной волно-
вой функции (12.85) можно записать также в виде

2κ3/2
√

n!

Γ(n+ 2s+ 2)
√

(n+ s+ 1)2 + Z2α2
=

= 2

(n+ s+ 1)2 + Z2α2

√(
Z

aB

)3 n!

Γ(n+ 2s+ 2)
.

12.4.3. Релятивистские поправки: тонкая и сверхтонкая струк-
тура стандартного спектра состояний

а) Предельный переход α→ 0. Рассмотрим, как преобразуются фор-
мулы (12.83)–(12.85) при предельном переходе α → 0. Из (12.83) сле-
дует, что энергия связанных состояний электрона в поле кулоновского
потенциала имеет вид

ΔE(l=j∓1/2)
nj = m0c

2 − E
(l=j∓1/2)
nj =

= m0c
2

(n+ s± + 1)2
Z2α2√

1 +
Z2α2

(n+ s± + 1)2

(
1 +

√
1 +

Z2α2

(n+ s± + 1)2

) .
При α = 0 параметры γ± принимают вид

γ± =
{ − (j − 1/2)(j + 1/2), j = l + 1/2,

− (j + 3/2)(j + 1/2), j = l − 1/2.

Соответственно, для параметров s± получаем

s± =
{
j − 1/2 = l, j = l + 1/2,
j + 1/2 = l, j = l − 1/2.

Вводя главное квантовое число

np = n+ l + 1,
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для спектра излучения получаем

ΔEnp = m0c
2Z2α2

2n2
p

= m0Z
2e4

2n2
p

. (12.86)

Таким образом, характерная величина энергии связи электрона, нахо-
дящегося в основном состоянии (n = 0, l = 0), при Zα � 1 определя-
ется выражением

ΔE(l=0)
0, 1/2 ≈ I0 = Z2m0e

4

2h̄2
= Z2Ry,

где Ry — атомная единица энергии, называемая ридбергом.
Нормированная радиальная волновая функция (12.85) в этом слу-

чае принимает вид

fnl(r) = 2

n2
p

√(
Z

aB

)3 (np − l − 1)!
(np + l)!

L
(2l+1)
np−l−1(2κr) exp(−κr)(2κr)l. (12.87)

Как видно, спектр (12.86) и радиальная волновая функция (12.87)
совпадают со спектром и радиальной волновой функцией уравнения
Шредингера.

Угловая часть волновых функций (12.82) превращается из биспи-
нора в спинор, поскольку ζ = 0. Однако в рамках нерелятивистской
теории Паули энергетический спектр состояний частицы с полуце-
лым спином в кулоновском поле от проекции спина не зависит. Ре-
шение двухчастичной задачи о взаимодействии двух противополож-
но заряженных частиц с полуцелым спином позволяет рассчитать
поправки к энергетическому спектру, связанные с наличием спина
(см. [12]).

б) Предельный переход μ0 = μB. Второй предельный переход, пред-
ставляющий интерес для интерпретации спектра (12.83), состоит в пе-
реходе к пределу μ0 = μB , поскольку, как мы отмечали в разделе 7.2,
решения уравнения (7.2) должны совпадать с решениями квадрирован-
ного уравнения Дирака. Итак, полагая μ0 = μB , для значений парамет-
ра γ±, определяемого (12.73), получаем

γ± = −(j + 1/2)2 + Z2α2 ±
√

(j + 1/2)2 − Z2α2 .

Соответственно s± имеет в этом случае вид

s± =

⎧⎨⎩
√

(j + 1/2)2 − Z2α2 − 1 =
√

(l + 1)2 − Z2α2 − 1, j = l + 1/2,√
(j + 1/2)2 − Z2α2 =

√
l2 − Z2α2 , j = l − 1/2.

(12.88)
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Для энергии состояний из (12.83) получаем

E
(l=j−1/2)
nj =

m0c
2
(
n+

√
(l + 1)2 − Z2α2

)
√(

n+
√

(l + 1)2 − Z2α2
)2

+ Z2α2

, (12.89а)

E
(l=j+1/2)
nj =

m0c
2
(
n+ 1 +

√
l2 − Z2α2

)
√(

n+ 1 +
√
l2 − Z2α2

)2
+ Z2α2

. (12.89б)

Сравнивая формулы (12.83) и (12.49), мы видим, что принципиаль-
ное отличие (12.83) от (12.49) состоит в том, что спектр (12.49) зависит
лишь от величины полного углового момента (см. (12.88)) и не зависит
от взаимной ориентации орбитального момента l и спина s. Например,
из (12.49) для энергии 2s1/2-состояния получаем выражение

E
(
2s1/2

)
= E

(l=j−1/2)
nj

∣∣∣
n=1, j=1/2

=
m0c

2
(
1 +

√
1− Z2α2

)
√(

1 +
√
1− Z2α2

)2
+ Z2α2

,

которое совпадает с выражением для энергией 2p1/2-состояния:

E
(
2p1/2

)
= E

(l=j+1/2)
nj

∣∣∣
n=0, j=1/2

=
m0c

2
(
1 +

√
1− Z2α2

)
√(

1 +
√
1− Z2α2

)2
+ Z2α2

.

Напротив, спектр (12.83) зависит от взаимной ориентации орбиталь-
ного углового момента и спина. Это означает, что состояния с оди-
наковым значением j и разным значением l будут иметь различную
энергию. Например, в водородоподобном атоме появляется лэмбовский
сдвиг, т. е. сдвиг энергии 2s1/2 и 2p1/2. Отметим, что лэмбовский
сдвиг по историческим причинам обычно связывается со сдвигом 2s1/2-
и 2p1/2-уровней, однако, как хорошо известно (см. обзоры [25–27, 57]),
аналогичное расщепление возникает и для других (вырожденных
в рамках нерелятивистской теории) состояний водородоподобного ато-
ма. Действительно, параметр γ±, определяемый выражением (12.73)
и определяющий величину параметра s± в формуле (12.83), для 2s1/2-
и 2p1/2-состояний имеет вид

γ+

(
2s1/2

)
= (Zα)2 − 1 +

√
1− (Z1α)2 ,

γ−
(
2p1/2

)
= (Zα)2 − 1−

√
1− (Z1α)2 .

Поэтому состояния 2s1/2 и 2p1/2 согласно (12.83) имеют различную
энергию. Приведенные выше соотношения показывают, что в рамках
теории, основанной на уравнении (7.2), возникает сверхтонкая струк-
тура атомных спектров, связанная с различием собственных значений
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состояний с одинаковым j, но различными l и s. Это отличие связано с
тем, что волновые функции указанных состояний, как видно из (12.82),
являются суперпозициями различных квартионных состояний.

Естественно, что, так же как и в теории, основанной на использова-
нии уравнения Дирака, в спектре (12.83) имеется и тонкая структура
атомных спектров, поскольку

γ+

(
2p3/2

)
= (Zα)2 − 4 +

√
4− (Z1α)2 .

Таким образом, формула (12.83) показывает наличие сдвига 2s1/2-
и 2p1/2-уровней.

Итак, мы видим, что в пределе μ0 → μB полученные формулы
тождественно совпадают с формулами, полученными впервые Дарви-
ном [14] и Гордоном [15] из решения уравнения Дирака.

в) Природа лэмбовского сдвига. Приведенный выше расчет стан-
дартного спектра связанных состояний электрона в кулоновском поле
позволяет дать простую и наглядную интерпретацию механизмов появ-
ления сверхтонкой структуры в атоме водорода. Введем для краткости
следующее обозначение волновых функций (12.82):

Ψ(±) = Ψ(j=l±1/2)
njm (r) = Cnjm

(
ujlm

i±1ζσrujlm

)
F (−n, ν±, r) , (12.90)

где ujlm — один из спиноров (12.44) и мы воспользовались соотно-
шениями (12.45). Пользуясь полученными выше решениями, несложно
определить явный вид вектора электрической поляризации P для элек-
трона, движущегося в кулоновском поле. Подставляя (12.90) в (7.21),
получаем

P(±) = −iμ0Ψ(±)
αααααααααΨ(±) = ±er

2 |μ0| ζ
1− ζ2

Ψ
(±)

Ψ(±). (12.91)

Таким образом, слагаемое в гамильтониане уравнения (9.26),
описывающее взаимодействие вектора электрической поляризации
электрона с внутриатомным полем Ea = er

(
e/r2

)
, принимает вид

ΔE(j=l±1/2)
PE = −

∫
P(±)EadV = ±2 |μ0e| ζ

1− ζ2

∫
Ψ

(±)
Ψ(±)dr dΩ. (12.92)

Следовательно, при заданном j выше энергия уровня с меньшим l.
В частности, уровни nS1/2 лежат выше nP1/2-уровней.

Таким образом, мы видим, что механизм лэмбовского сдвига уров-
ней водородоподобных атомов с нулевым спином ядра (например,
иона гелия 4Не+1) состоит во взаимодействии вектора электриче-
ской поляризации электрона с внутриатомным электрическим полем.
На рис. 12.2 схематически показано взаимное расположение векто-
ра напряженности электрического поля, создаваемого ядром атома
E = er/r3, и вектора электрической поляризации электрона в nS1/2-
и nP1/2-состояниях.



12.4. Движение электрона в кулоновском поле 479

Рис. 12.2. Взаимное расположение вектора напряженности электрического по-
ля, создаваемого ядром атома E = er/r3, и вектора электрической поляризации

электрона P в nS1/2- и nP1/2-состояниях

Проведенные выше расчеты показывают, что наличие релятивист-
ского слагаемого q20ϕ

2 в уравнении (7.2), так же как и в случае ска-
лярных полей, приводит к сдвигу уровней, отличающихся величиной
углового момента. При этом, ввиду наличия внутренних степеней сво-
боды спинорного поля, величина сдвига уровней отличается от указан-
ных сдвигов для скалярного поля. Принципиально новой чертой спек-
тра (12.83) является появление сверхтонкой структуры. Этот эффект
не связан лишь с появлением в волновом уравнении спинорного поля
дополнительных (по сравнению с уравнением КГФ) слагаемых, описы-
вающих движение по внутренним степеням свободы. Действительно,
спектр (12.89а, б), следующий из решения квадрированного уравнения
Дирака (7.7), является вырожденным по величине полного углового мо-
мента. Наличие лэмбовского сдвига неоспоримо свидетельствует о том,
что магнитный момент частицы отличается от величины магнитного
момента, обусловленного орбитальным движением частицы как целого,
и близость магнитного момента электрона к величине магнетона Бора
является либо случайной, либо свидетельствует о наличии у него
внутренней структуры.

12.4.4. Сверхтонкая структура атомных спектров: сравнение
с экспериментом. В предыдущих разделах мы показали, что в отли-
чие от уравнения Дирака уравнение (7.2) предсказывает расщепление
энергии уровней с одинаковыми значениями полного углового момен-
та j и различными значениями орбитального момента l (лэмбовский
сдвиг).

Однако, как мы уже отмечали в предыдущих главах, задача о дви-
жении электрона в кулоновском поле не эквивалентна задаче об атоме
водорода, поскольку задача об атоме водорода является двухчастичной
задачей. Результаты расчетов, проведенных в гл. 6, показали, что наи-
больший сдвиг наблюдается для состояний с l = 0 и поправки спадают
с увеличением орбитального углового момента. Следовательно, частоты
переходов с уровней li = 0 на уровни lf > 0, полученные из решения
задачи о движении электрона в кулоновском поле, будут в наибольшей
степени отличаться от экспериментально измеренных частот переходов
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в атоме водорода. С другой стороны, частоты переходов между уровня-
ми с li > 0 и lf > 0 могут оказаться гораздо ближе к экспериментально
измеряемым частотам.

Проведем сравнение энергетического спектра электрона в куло-
новском поле E

(l)
nj (формула (12.83)) со спектром Enj (формулы

(12.89а, б)), полученным из решения уравнения Дирака для той же
задачи. Сдвиги линий двух спектров удобно выразить в виде раз-
ложения по постоянной тонкой структуры α. Для сдвигов уровней
ΔE = E − ED получаем

ΔE (nS1/2)

m0c
2

= γ2e − 1

2n3
p

(Zα)4 +

+ γ2e − 1

8n5
p

[(
7− γ2e

)
n2p + 3

(
3− γ2e

)
np − 6

]
(Zα)6 + . . . ,

ΔE (nP1/2)

m0c
2

= −γ2e − 1

6n3
p

(Zα)4−

− γ2e − 1

216n5
p

[(
19 + 11γ2e

)
n2p + 9

(
5 + γ2e

)
np − 54

]
(Zα)6 + . . . ,

ΔE (nP3/2)

m0c
2

= γ2e − 1

12n3
p

(Zα)4+

+ γ2e − 1

1728n5
p

[(
37 + 5γ2e

)
n2p + 18

(
7− γ2e

)
np − 216

]
(Zα)6 + . . . ,

(12.93)
где np = n+ l + 1 — главное квантовое число.

Из (12.93) видно, что первая неисчезающая поправка пропорцио-
нальна α4

(
γ2e − 1

)
. Учитывая, что m0c

2α2 = 2Ry, мы видим, что первое
слагаемое в правых частях (12.93) имеет характерную для сверхтон-
ких сдвигов зависимость Z4α2/n3p. Уровни nS1/2 и nP3/2 сдвигаются
вверх относительно их положения в теории Дирака, а уровень nP1/2
сдвигается вниз. Это полностью соответствует экспериментально на-
блюдаемым зависимостям.

Для лэмбовского сдвига получаем

ΔEL

(
nS1/2 − nP1/2

)
=

3
(
γ2e − 1

)
4n3

m0c
2Z4α4.

Учитывая, что экспериментально измеряемая величина магнитного мо-
мента электрона хорошо аппроксимируется формулой γe = μe/μB ≈
≈ (1 + α/2π), получаем

ΔEL = 3m0c
2Z4α5

2πn3
+ . . .

Возможность полного согласования рассчитываемых и эксперимен-
тальных данных можно проиллюстрировать на примере проведенного
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в [11, 12] прецизионного измерения тонкой структуры энергетических
уровней 8d5/2 − 8d3/2 и 12d5/2 − 12d3/2 атома водорода. При расчете
положения уровней в атоме водорода формулу (12.83) удобно привести
к следующему виду:

ΔE(l=j∓1/2)
nj = m0c

2 − E
(l=j∓1/2)
nj =

= m0c
2Z2α2

(n+ ν±)2
1√

1 +
Z2α2

(n+ ν±)2

(
1 +

√
1 +

Z2α2

(n+ ν±)2

) .

Учитывая, что
mec

2α2 = 4πh̄R∞c,

для положения уровня в частотных единицах получаем

ν
(l=j∓1/2)
nl =

= 2R∞cZ
2

(n+ ν±)2
mn

mn +me

1√
1 +

Z2α2

(n+ ν±)2

(
1 +

√
1 +

Z2α2

(n+ ν±)2

) , (12.94)

где мы учли поправку на конечную массу ядра атома mn. Как мы виде-
ли в гл. 6, поправка на конечную массу ядра, так же как и в нереляти-
вистском случае, состоит в замене массы электрона me на приведенную
массу mr = memn/ (me +mn). Подробнее расчет поправок, связанных
с учетом движения ядра, будет проведен в последней главе.

В табл. 12.1, 12.2 приведены значения экспериментально измерен-
ных частот переходов 8(12)DJ − 2S1/2 в атоме водорода и дейтерия.
Эти измерения позволяют определить значение частоты переходов
8(12)D5/2 − 8(12)D3/2. Получающиеся значения частот указанных
переходов выделены жирным шрифтом. Используя следующие
значения фундаментальных констант [25]: R∞c = 3,289841960368 ·×
× 1015 Hz, α = 0,007297352533285885, mn/me = 1836,152667,
γe = 1,0011596521884, из формулы (12.94) для частот указанных
переходов получаем теоретические значения, приведенные в нижних
строках указанных таблиц.

Из таблиц видно, что теоретически рассчитываемые по форму-
ле (12.94) значения частот переходов совпадают с экспериментальными
данными с точностью порядка нескольких килогерц. Неполное совпа-
дение теоретических и экспериментально измеряемых значений ука-
зывает на необходимость разработки методов решения двухчастичной
задачи. Анализу задачи о взаимодействии двух частиц, подчиняющих-
ся уравнению (7.2), будет посвящена последняя глава.

16 А.В. Андреев
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Т а б л иц а 12.1
Экспериментально измеренные значения частот 8DJ − 2S1/2-переходов в атомах
водорода и дейтерия и сравнение экспериментальных и теоретических значений

частот 8D5/2 − 8D5/2-переходов

Эксперимент [26]

Водород, МГц Дейтерий, МГц

ν0 770 649 000 770 859 000

ν(8D3/2 − 2S1/2) − ν0 504,4500(83) 195,7018(63)

ν(8D5/2 − 2S1/2) − ν0 561,5842(64) 252,8495(59)

ν(8D5/2 − 8D3/2) 57,1342 57,1477

Теория

ν(8D5/2 − 8D3/2) 57,1293 57,14487

Т а б л иц а 12.2
Экспериментально измеренные значения частот 12DJ − 2S1/2-переходов в ато-
мах водорода и дейтерия и сравнение экспериментальных и теоретических зна-

чений частот 12D5/2 − 12D5/2-переходов

Эксперимент [26]

Водород, МГц Дейтерий, МГц

ν0 799 191 000 799 409 000

ν(12D3/2 − 2S1/2) − ν0 710,4727(93) 168,0380(86)

ν(12D5/2 − 2S1/2) − ν0 727,4037(70) 184,9668(68)

ν(12D5/2 − 12D3/2) 16,931 16,9288

Теория

ν(12D5/2 − 12D3/2) 16,9272 16,9318

12.5. Базис волновых функций отрицательно
частотной зоны состояний частицы в кулоновском
поле (связанные состояния зеркальных частиц)

В разделе 5.4 мы показали, что наличие в уравнении КГФ слагае-
мого вида q20ϕ

2 (r) приводит к качественно новым явлениям, обуслов-
ленным тем, что на расстояниях, меньших половины классического
радиуса электрона, эффективная потенциальная энергия становится
отрицательной и в отталкивающем кулоновском поле. В случае скаляр-
ного поля это приводит к тому, что в одном и том же кулоновском поле
одновременно возникает спектр связанных состояний как частиц, так и
зеркальных частиц. Поскольку трансляционная часть уравнения (7.2)
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совпадает по виду с уравнением КГФ, то следует ожидать, что анало-
гичная ситуация имеет место и в случае спинорных полей.

12.5.1. Радиальная волновая функция. Обратимся теперь ко
второму линейно независимому решению для радиальной волновой
функции, определяющемуся вторым слагаемым в формуле (12.70):

G2(ξ, s, r) = exp(−κr)r−(s+1)F
(
−EZα

h̄cκ
− s, −2s, 2κr

)
. (12.95)

Условие обращения в нуль радиальных волновых функций на беско-
нечности принимает теперь вид

EZα

h̄cκ
+ s = n, (12.96)

где n — целое неотрицательное число. Из (12.96) получаем следующий
спектр собственных значений:

E
(l=j∓1/2)
nj = m0c

2 (n− s±)√
(n− s±)2 + Z2α2

. (12.97)

Несложно видеть, что, так же как и в случае скалярных полей,
спектр (12.97) содержит как положительные (n > s±), так и отрица-
тельные (n < s±) собственные значения.

В предыдущих главах мы связали волновую функцию с положи-
тельной нормой с состоянием частицы, а волновую функцию с отри-
цательной нормой — с состоянием зеркальных частиц. Однако у нас
остается свобода выбора, какую волновую функцию состояний отри-
цательно частотной зоны связать с состоянием зеркальной частицы,
а какую — с состоянием зеркальной античастицы. Этот выбор влияет
лишь на то, состояние с какими квантовыми числами мы будем связы-
вать с состояниями зеркальных частиц, а с какими — с состояниями
зеркальных античастиц, однако на физические свойства частиц, нахо-
дящихся в указанных состояниях, этот выбор влияния не оказывает.
Действительно, мы видели, что состояния стандартного спектра, отве-
чающие одному и тому же собственному значению, в случае частицы и
античастицы отличаются по величине углового момента, что связано с
противоположным направлением спинов частицы и античастицы. При
записи выражения для спектра (12.97) мы положили, что состояниям
зеркальной частицы отвечают волновые функции (12.82) при соответ-
ствующей замене радиальных волновых функций:

Ψ(l=j−1/2)
njm (r) = C1

(
Ω(1)

jlm

−ζjΩ(2)
jl+1m

)
G2 (−n, s+, r),

Ψ(l=j+1/2)
njm (r) = C2

(
Ω(2)

jlm

−ζjΩ(1)
jl−1m

)
G2 (−n, s−, r).

(12.98)

16*
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При выполнении условия (12.96) волновая функция (12.95) прини-
мает вид

R
(2)
n, j, l=j∓1/2(r) = C2L

(−2s±−1)
n (2κr) exp(−κr)r−(s±+1). (12.99)

Нормированные угловые волновые функции имеют вид (12.84), а ра-
диальная волновая функция (12.99) совпадает с волновой функци-
ей (5.73) для случая скалярных полей, поэтому, пользуясь результа-
тами раздела 5.4.1, для нормированной радиальной волновой функции
получаем

R
(2)
n, j, l=j∓1/2(r) = 2κ3/2

√
n!

|Γ (n− 2s±)|
1√

(n− s±)2 + Z2α2

×

× L(−2s±−1)
n (2κr) exp(−κr)(2κr)−(s±+1). (12.100)

Так же как и в случае скалярных полей, норма волновой функ-
ции (12.100) является конечной, если n − 2s± не является нулем или
целым отрицательным числом. Следовательно, параметр s± не должен
быть целым или полуцелым числом.

Определим возможности обращения параметра s± в целое или
полуцелое число при изменении заряда ядра Z. Решение уравнения

s±(Z) = p (12.101)

имеет вид

Ziα=

[
(j+1/2)2− γ2e

2
−p(p+1)±

±
√
γ2ep(p+1)+ γ4e

4
−(j+1/2)2 (γ2e−1)

]1/2
. (12.102)

При p = 0 расходящейся становится норма волновых функций (12.100),
отвечающих значению квантового числа n = 0. При p = 1/2 расходя-
щейся становится норма волновых функций, отвечающих квантовым
числам n = 0 и n = 1.

Особым является также и значение s±(Z) = −1/2, поскольку при
4γ± > 1 становится комплексным параметр s±, а следовательно, ком-
плексными становятся собственные значения (12.83) и (12.97).

Введем квантовые числа (n1, l1, j1) для обозначения состояний
спектра (12.83) и (n2, l2, j2) — для обозначения состояний спек-
тра (12.97). На рис. 12.3 показан интегральный спектр состояний (т. е.
спектр, включающий, как собственные значения (12.83) так и (12.97)),
как функция заряда ядра Z. В целях компактности на рисунке введен
верхний индекс радиального квантового числа, отвечающий соотно-
шению j = l ± 1/2, что позволяет определить величину орбитального
углового момента. Вертикальные штриховые линии отмечают значения
заряда ядра, определяющиеся выражением (12.102) при p = 0, ±1/2.
Следует отметить, что корни Zi, определяемые выражением (12.102),



12.5. Базис волновых функций отрицательно частотной зоны 485

для экспериментально измеренных отношений магнитного момента
электрона к магнетону Бора γe не являются целыми числами. Посколь-
ку заряд ядра водородоподобного атома или иона является дискретным
целым числом, то реального пересечения уровней не происходит. Тем
не менее формула (12.102) имеет принципиальное значение, поскольку
целая часть значений Zi, определяемых выражением (12.102), ука-
зывает на значение заряда ядра водородоподобного атома или иона,
для которого различные собственные значения оказываются близки.
Учитывая результаты предыдущего рассмотрения, можно сказать, что
при указанных значениях заряда ядра атомов наиболее вероятны про-
цессы с изменением числа частиц. Отметим, что при j = 1/2 корень,
отвечающий p = 1/2, имеет значение Z1 ≈ 118,6, что гораздо ближе
к граничной величине заряда ядра стабильных атомов, чем пороговое
значение Z0, которое в рамках стандартной модели определяется вели-
чиной Z0 = 1/α ≈ 137.

Рис. 12.3. Интегральный спектр собственных значений энергии связанных
состояний частицы и зеркальной частицы в кулоновском поле как функция
заряда ядра Z. Вертикальными штриховыми линиями показаны значения Ziα,

которые определяются формулой (12.102)

12.5.2. Подзоны состояний отрицательно частотной зоны
с положительными и отрицательными собственными значениями.
Как видно из рис. 12.3 при Zα � 1 существует определенная
симметрия между величиной положительно и отрицательно частотных
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собственных значений. С ростом заряда ядра эта симметрия
нарушается. Поэтому обсудим характерные черты спектра собственных
значений в области Zα � 1. Вид спектра собственных значений
существенно зависит от величины параметра s±, который при Zα� 1
имеет вид

s+ = j − 1
2
− Z2α2

2
2j + 1− γ2e
j(2j + 1)

+ . . . ,

s− = j + 1
2
− Z2α2

2
2j + 1 + γ2e

(j + 1)(2j + 1)
+ . . .

Несложно видеть, что первые слагаемые в указанных разложениях
совпадают и имеют вид s± ≈ l. Таким образом, общая структура спек-
тра при малых значениях Zα близка к структуре спектра связанных
состояний зеркальной скалярной частицы в кулоновском поле. В част-
ности, собственные значения отрицательно частотной зоны состояний
являются положительными числами при n2 > l2 и отрицательными
в обратном случае. Случай n2 = l2 требует отдельного рассмотрения.

Сравним энергии связи ΔE(l)
nj = m0c

2 − E
(l)
nj , отвечающие состоя-

ниям спектров (12.83) и (12.97). Первые члены асимптотических раз-
ложений спектров (12.83) по малому параметру Zα→ 0 имеют вид

ΔE (n1, l1, j1 = l1 + 1/2)

m0c
2

= Z2α2

2 (n1 + j1 + 1/2)2
+ Z4α4

8 (n1 + j1 + 1/2)4
×

× (4n1 + j1 + 2) (j1 + 1/2) − γ2e (2n1 + 2j1 + 1)
(j1 + 1/2) j1

+ . . . , (12.103а)

ΔE (n1, l1, j1 = l1 − 1/2)

m0c
2

= Z2α2

2 (n1 + j1 + 3/2)2
+ Z4α4

8 (n1 + j1 + 3/2)4
×

× (4n1 + j1 + 3) (j1 + 1/2) + γ2e (2n1 + 2j1 + 3)
(j1 + 1/2) (j1 + 1)

+ . . . (12.103б)

Аналогичные разложения для состояний спектра (12.97) имеют вид

ΔE (n2, l2, j2 = l2 + 1/2)

m0c
2

= Z2α2

2 (n2 − j2 + 1/2)2
− Z4α4

8 (n2 − j2 + 1/2)4
×

× (4n2 − j2 + 2) (j2 + 1/2) − γ2e (2n2 − 2j2 + 1)
(j2 + 1/2) j2

+ . . . , (12.104а)

ΔE (n2, l2, j2 = l2 − 1/2)

m0c
2

= Z2α2

2 (n2 − j2 − 1/2)2
− Z4α4

8 (n2 − j2 − 1/2)4
×

× (4n2 − j2 + 1) (j2 + 1/2) + γ2e (2n2 − 2j2 + 1)
(j2 + 1/2) (j2 + 1)

+ . . . (12.104б)

Несложно видеть, что разложения (12.103а, б) и (12.104а, б) облада-
ют зеркальной симметрией, состоящей в том, что формальная замена
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n2 → n1 и j2 → − (j1 + 1) приводит выражение (12.104а) к виду выра-
жения (12.103б), т. е.

ΔE (n2 = n1, l2 = j2 − 1/2, j2 = − (j1 + 1)) =
= ΔE (n1, l1 = j1 + 1/2, j1) . (12.105)

В свою очередь при аналогичной замене выражение (12.104б) перехо-
дит в выражение (12.103а):

ΔE (n2 = n1, l2 = j2 + 1/2, j2 = − (j1 + 1)) =
= ΔE (n1, l1 = j1 − 1/2, j1) . (12.106)

Обратимся к уровням подзоны отрицательно частотных решений
с положительными собственными значениями, для которых n2 > l2.
На рис. 12.4 схематически изображена структура ряда низколежащих
уровней положительно частотной зоны в сравнении с рядом уровней
подзоны отрицательно частотных решений с положительными соб-
ственными значениями. Представленная схема не отражает реальных
сдвигов уровней, а лишь их взаимное расположение. Это обусловле-
но тем, что в рамках линейной шкалы энергий невозможно нагляд-
но отразить одновременно тонкую и сверхтонкую структуру уровней.
Во взаимном расположении положительно и отрицательно частот-
ных собственных значений несложно видеть общие черты со случа-
ем скалярной частицы, для которой аналогичная схема представлена
на рис. 5.10. Общие черты состоят в том, что вблизи уровней, ха-
рактеризуемых в рамках нерелятивистской теории главным квантовым
числом p = n1 + l1 + 1, возникает структура уровней отрицательно ча-
стотной зоны, характеризуемая квантовыми числами (n2, l2 = n2 − p),
где n2 > n1. Зеркальная симметрия между собственными значениями
положительно и отрицательно частотных зон проявляется, во-первых,
в том, что если для уровней положительно частотной зоны, харак-
теризуемых одними и теми же значениями радиального квантового
числа n1 и углового момента l1, величина собственного значения растет
с ростом величины полного углового момента j1, то для состояний
отрицательно частотной зоны имеет место противоположная ситуация.
Величина собственного значения состояний, характеризуемых одними
и теми же значениями радиального квантового числа n2 и углового
момента l2, падает с ростом величины полного углового момента j2.
Во-вторых, как следует из соотношений (12.105) и (12.106), при об-
суждавшейся выше формальной замене совпадающими оказываются
состояния, отвечающие противоположному направлению спина. Выше
было показано, что в стандартном спектре состояний одно и то же
собственное значение отвечает частице и античастице, имеющим про-
тивоположно направленные спины. Напомним, что при этом состояния
и частицы, и зеркальной частицы мы связываем с одной и той же парой
квартионов, имеющих положительную норму.
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Рис. 12.4. Схематическая диаграмма ряда собственных значений энергии поло-
жительно (n1, l1, j1) и отрицательно (n2, l2, j2) частотных состояний частицы

в кулоновском поле

Итак, вблизи каждого из стационарных состояний частицы в куло-
новском поле возникает инвертированный спектр состояний зеркаль-
ной частицы (или античастицы). Так же как и в случае скалярной
частицы, состояния частицы и зеркальной частицы имеют различную
область пространственной локализации. При Z = 1 пространственный
масштаб распределения плотности заряда в состояниях стандартного
базиса определяется радиусом Бора aB, а волновые функции R

(2)
nlj

являются сингулярными в нуле. На рис. 12.5 показаны в сравне-
нии пространственные профили R(i)2

nlj (r) для состояний, определяемых
квантовыми числами: n1 = 0, l1 = 0, j1 = 1/2 (a), n2 = 2, l2 = 0,
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j2 = 1/2 (б), n1 = 0, l1 = 1, j1 = 1/2 (в), n2 = 3, l2 = 0, j2 = 1/2 (г).
Кривые представлены в полулогарифмическом масштабе, это позволяет
наглядно показать, что волновые функции R

(2)
nlj локализованы в обла-

сти r < r0(E), где r0(E) определяется выражением (5.71). Собственные
значения для указанных состояний при Z = 1 близки к E ≈ m0c

2, по-
этому величина r0 в соответствии с формулой (5.71) близка к величине
классического радиуса частицы.

Рис. 12.5. Пространственный профиль радиальных волновых функций R(i)2
nlj (r)

для состояний, определяемых квантовыми числами: n1 = 0, l1 = 0, j1 = 1/2
(a), n2 = 2, l2 = 1, j2 = 1/2 (б), n1 = 0, l1 = 1, j1 = 1/2 (в), n2 = 3, l2 = 1,

j2 = 1/2 (г)

Подзона состояний отрицательно частотной зоны с отрицатель-
ными собственными значениями зеркально симметрична относитель-
но состояний стандартного базиса. Квантовые числа этой подзоны
состояний удовлетворяют условию l2 > n2. Взаимное расположение
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ряда состояний этой подзоны схематически изображено на рис. 12.6.
Предельное собственное значение состояний указанной серии равно
E

(2)
nlj

∣∣∣
j→∞

= −m0c
2.

Рис. 12.6. Схематическая диаграмма ряда состояний (n2, l2, j2) подзоны отри-
цательных собственных значений

12.5.3. Глубоколежащие состояния. Как мы уже отмечали вы-
ше, спекты собственных значений скалярных и спинорных частиц име-
ют сходную структуру. Различие состоит лишь в том, что у спинорной
частицы появляется сверхтонкая структура, т. е. уровни, отвечающие
одному и тому же значению j и различным значениям l, имеют раз-
личные собственные значения.

Так же как и в случае скалярной частицы, особый интерес пред-
ставляет группа состояний с n2 = l2, поскольку собственные значения
этой группы существенно меньше массы покоя частицы. Действитель-
но, при Zα� 1 из (12.97) получаем

E (n2, l2 = n2, j2 = l2 + 1/2)

m0c
2

= 2n2 + 2− γ2e
2 (n2 + 1) (2n2 + 1)

Zα+

+
8 (n2 + 1)3 − 4 (n2 + 1)2 γ2e − 2

(
2 + n2 (5 + 4n2) γ

4
e + γ6e

)
16 (n2 + 1)3 (2n2 + 1)3

(Zα)3 + . . . ,

(12.107)

E (n2, l2 = n2, j2 = l2 − 1/2)

m0c
2

= 2n2 + γ2e
2n2 (2n2 + 1)

Zα+

+
8n3

2 + 4n2
2γ

2
e + 2

(
1 + n2 (3 + 4n2) γ

4
e − γ6e

)
16n3

2 (2n2 + 1)3
(Zα)3 + . . . (12.108)
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В частности, для состояний (n2 = 0, l2 = 0, j2 = 1/2) и (n2 = 1, l2 = 1,
j2 = 1/2) получаем

E (n2 = 0, l2 = 0, j2 = 1/2) =

= m0c
2

[(
1− γ2e

2

)
Zα+ 1

16

(
8−4γ2e−4γ4e +γ6e

)
Z3α3+. . .

]
, (12.109)

E (n2 = 1, l2 = 1, j2 = 1/2) =

= m0c
2

[
1
3

(
1+ γ2e

2

)
Zα+ 1

432

(
8+4γ2e +16γ4e−γ6e

)
Z3α3+. . .

]
. (12.110)

Несложно видеть, что в первом приближении по малому параметру Zα
энергия этих состояний равна

E0 ≈ m0c
2Zα

2
.

Таким образом, энергия связанного состояния E0 в случае позитрониу-
ма составляет ≈m0c

2α/4, т. е. приблизительно в 600 раз меньше массы
электрона.

Схематическая диаграмма собственных значений для ряда состоя-
ний этой группы представлена на рис. 12.7. Как видно, зеркальная
симметрия проявляется в том, что с ростом полного углового момента
собственные значения уменьшаются, а не растут как в состояниях
стандартного базиса.

Рис. 12.7. Схематическая диаграмма ряда глубоколежащих состояний (n2, l2, j2)
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12.6. Непрерывный спектр положительных
и отрицательных значений энергии

Решения для сплошного спектра состояний в кулоновском поле
E > m0c

2 следуют из (12.70) при замене κ→ −ik, где

k =

√
E2 −m2

0c
4

h̄c
. (12.111)

Радиальные волновые функции (12.72) и (12.95) принимают в резуль-
тате указанной замены следующий вид:

R
(i)
Ejl(r) = C exp(ikr)(kr)νi−1F

(
νi − i

EZα

h̄ck
, 2νi, −i2kr

)
, (12.112)

где ν1 = s+ 1 и ν2 = −s.
Асимптотика функции (12.112) при r → ∞ имеет вид

R
(i)
Ejl(ξ, ν, r) = C exp

(
−πη

2

)
Γ (2νi)

|Γ (νi + iη)| ×

× 1
2kr

sin
(
kr + η ln 2kr − πνi

2
− arg Γ (νi + iη)

)
,

где

η = EZα

h̄ck
.

Учитывая, что радиальная волновая функция (12.112) с точностью
до обозначений совпадает с радиальной волновой функцией для за-
дачи о движении скалярной частицы в кулоновском поле, можно не
останавливаться подробно на расчете константы нормировки волновой
функции (12.112) и воспользоваться результатами раздела 5.4:

C =

√
2m0c

2

πEk

2k |Γ (νi + iη)|
Γ (2νi)

exp
(
πη

2

)
.

Решение, отвечающие сплошному спектру отрицательной энергии
E < 0, имеет вид

R
(i)
Ejl(ξ, ν, r) = C exp(−ikr)(2kr)νi−1F (νi − iη, 2νi, i2kr),

где

η = |E|Zα
h̄ck

.

Асимптотический вид волновой функции и константа нормировки сле-
дуют из вышеприведенных формул при замене η → −η.
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Поскольку непрерывный спектр собственных значений является
бесконечно вырожденным по величине полного и орбитального угловых
моментов, то, как следует из (12.77)–(12.80), состояния сплошного
спектра содержат безмассовые сферические квартионы.

12.7. Строение атома и атомные процессы
в релятивистски инвариантной теории спинорного

материального поля

Проведенный математический анализ задачи о движении частицы
в кулоновском поле показал, что, так же как и в случае скалярных
полей, возникают кардинальные отличия спектра состояний спинорно-
го материального поля, предсказываемого решением волнового уравне-
ния (7.2), от спектра состояний, следующего из решения уравнений,
линейных по оператору ih̄ ∂/∂t. Кардинальные различия состоят в том,
что связанными могут быть состояния не только положительно, но и
отрицательно частотной зон, которые, как показал анализ одномерных
задач рассеяния, можно связать с состояниями частицы и зеркальной
частицы соответственно.

12.7.1. Отрицательный полный угловой момент (зеркальная
симметрия). Учитывая результаты анализа, проведенного в раз-
деле 5.6, несложно догадаться, что зеркальная симметрия спек-
тров (12.83) и (12.97), наличие которой мы проиллюстрировали выше
для случая Zα � 1, является следствием общих свойств симметрии
уравнения (7.2) по отношению к CPT -преобразованиям.

Это можно легко показать, обобщая результаты анализа, пред-
ставленного в разделе 5.6. Запишем выражения для параметров s±,
определяемых выражением (12.74), в следующем более громоздком, но
тождественном виде:

s±(j) =
(
j + 1

2
∓ 1

2

)
×

×

√√√√√1 +
(
j + 1

2
∓ 1

2

)−2

⎛⎝± Z2
1α

2√
(j + 1/2)2 − Z2

1α
2 + j + 1/2

− Z2α2

⎞⎠ − 1
2
.

Из последнего выражения вытекает, что имеют место следующие соот-
ношения:

s+ (j2 = −j1 − 1) = −s− (j1) − 1, s− (j2 = −j1 − 1) = −s+ (j1) − 1.
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Подставляя последние соотношения в (12.97) и (12.100) и учитывая
формулы (12.76) и (12.85), получаем

E
(l2=j2∓1/2)
nj2

∣∣∣
j2=−j1−1

= E
(l1=j1±1/2)
nj1

,

R
(2)
n, j2, l2=j2−1/2(r)

∣∣∣
j2=−j1−1

= R
(1)
n, j1, l1=j1+1/2(r),

R
(2)
n, j2, l2=j2+1/2(r)

∣∣∣
j2=−j1−1

= R
(1)
n, j1, l1=j1−1/2(r).

Далее, используя определение (12.44) спиноров Ω(1, 2)
jlm , получаем(

Ω(1)
j2, l2=j2−1/2,m(π − θ, ϕ)

−ζΩ(2)
j2, l2=j2+1/2,m(π − θ, ϕ)

)∣∣∣∣∣
j2=−j1−1

=

= (−1)m+1/2

(
Ω(2)

j1, l1=j1+1/2,m(θ, ϕ)
−ζΩ(1)

j1, l1=j1−1/2,m(θ, ϕ)

)
,(

Ω(2)
j2, l2=j2+1/2,m(π − θ, ϕ)

−ζΩ(1)
j2, l2=j2−1/2,m(π − θ, ϕ)

)∣∣∣∣∣
j2=−j1−1

=

= (−1)m+1/2

(
Ω(1)

j1, l1=j1−1/2,m(θ, ϕ)
−ζΩ(2)

j1, l1=j1+1/2,m(θ, ϕ)

)
.

Следовательно, учитывая определения (12.82) и (12.98), получаем

Ψ(l2=j2−1/2)
n, j2,m (r, π − θ, ϕ, t)

∣∣∣
j2=−j1−1

= (−1)m+1/2Ψ(l1=j1+1/2)
n, j1,m (r, θ, ϕ, t),

(12.113а)

Ψ(l2=j2+1/2)
n, j2,m (r, π − θ, ϕ, t)

∣∣∣
j2=−j1−1

= (−1)m+1/2Ψ(l1=j1−1/2)
n, j1,m (r, θ, ϕ, t).

(12.113б)

Как видно, получившиеся соотношения, связывающие волновые функ-
ции частиц и зеркальных частиц, обобщают соотношения (5.88) на
случай спинорного поля. Спинорное материальное поле, в отличие от
изотропного скалярного поля, содержит выделенное направление, по-
этому связанными оказываются не пространственно инвертированные,
а зеркально отраженные волновые функции частицы и зеркальной
частицы.

Учитывая результаты анализа, проведенного в разделе 5.6.1,
несложно догадаться, что преобразования (12.113а, б) определяют
преобразования зеркальной симметрии и, так же как и в случае
скалярных полей, не сводятся к комбинации преобразований CPT -
симметрии. Действительно, рассмотрим преобразования простран-
ственной инверсии и обращения времени для волновой функции
частицы, взаимодействующей с кулоновским полем. Ограничимся
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рассмотрением лишь одного из состояний, например Ψ(1)
njlm (r, t),

поскольку приведенные ниже формулы легко обобщаются и на все
оставшиеся состояния. Итак,

P1 : γ4Ψ
(1)
njlm (−r, t) = (−1)lΨ(1)

njlm (r, t) ,

T1 : γ1γ2γ3Ψ
(1)
n, j, l=j−1/2,m (r, −t)

∣∣∣
Z>0

=

= γ4Ψ
(3)
n, j, l=j+1/2,m (r, t)

∣∣∣
Z<0

,

P2 : γ4γ2Ψ
(1)∗
n, j, l=j−1/2,m (−r, t)

∣∣∣
Z>0

=

= (−1)m−1/2 γ4Ψ
(3)
n, j, l=j+1/2,−m (r, t)

∣∣∣
Z<0

,

T2 : γ3γ1Ψ
(1)∗
n, j, l=j−1/2,m (r, −t) =

= (−1)l−m+1/2γ4Ψ
(1)
n, j, l=j−1/2,−m (r, t) ,

C1 : γ2Ψ
(1)∗
n, j, l=j−1/2,m (r, t)

∣∣∣
Z>0

=

= (−1)l−m−1/2 γ4Ψ
(3)
n, j, l=j+1/2,−m (r, t)

∣∣∣
Z<0

,

C2 : γ4γ3γ1Ψ
(1)∗
n, j, l=j−1/2,m (r, t) =

= (−1)l−m−1/2γ4Ψ
(1)
n, j, l=j−1/2,−m (r, −t) .

(12.114)

Так же как и в случае скалярных полей, мы ввели обозначение Z > 0
для волновых функций задачи о движении частицы в притягивающем
кулоновском поле и Z < 0 — для волновых функций задачи о движении
частицы в отталкивающем кулоновском поле. Следует, однако, отме-
тить, что в случае отталкивающего кулоновского поля уравнение (7.2)
принимает вид[

Δ − m2
0c

4 −E2

h̄2c2
− 2EZα

h̄c

1
r

+ Z2α2

r2

]
Ψ = i

μ0

μB

Zα

r2
αrΨ. (12.115)

Сравнивая это уравнение с уравнением (12.66), несложно видеть, что
спектр связанных состояний указанной задачи отличается по знаку от
спектров (12.76) и (12.97). Однако одновременно с указанным изме-
нением временных частей волновых функций происходит и изменение
пространственных частей волновых функций, сводящееся к замене
ζ → −ζ. Таким образом, в решении задачи о движении частицы в от-
талкивающем кулоновском поле появляются новые биспиноры, отлич-
ные от биспиноров (12.84), входящих в волновые функции (12.77)
и (12.80). Например,

Ψ(l=j−1/2)
jm (θ, ϕ)

∣∣∣
Z<0

= 1√
1− ζ2

(
Ω(1)

jlm

ζΩ(2)
jl+1m

)
= γ4 Ψ(l=j−1/2)

jm (θ, ϕ)
∣∣∣
Z>0

.

(12.116)
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Как следует из (12.114), анализ CPT -преобразований волновых функ-
ций частицы, взаимодействующей с кулоновским полем, с неизбежно-
стью должен учитывать свойство биспиноров, определяющееся соотно-
шением (12.116).

Итак, проведенный анализ показал, что волновые уравнения со вто-
рой производной по времени проявляют новый тип симметрии — зер-
кальную симметрию. Эта симметрия проявляется в наличии связи вол-
новых функций, описывающих состояния частиц и зеркальных частиц,
и присуща как скалярным, так и спинорным полям. Преобразование
зеркальной симметрии не сводится к комбинации преобразований под-
группы CPT -симметрии. В случае скалярных полей указанную сим-
метрию можно понимать в расширенном смысле, как связь волновых
функций ψ(2) (−r, t) и ψ(1) (r, t), определяемую соотношением (5.95),
однако, учитывая (12.113а, б), ее можно записать в виде

ψ
(2)
nl2m

(r, π − θ, ϕ, t)
∣∣∣
l2=−(l1+1)

= (−1)mψ
(1)
nl1m

(r, π − θ, ϕ, t),

что подчеркивает общность указанного преобразования для скалярных
и спинорных полей.

12.7.2. Киральные состояния частиц. В предыдущих главах
мы уже говорили, что удвоение пространства состояний материальных
полей, описываемых волновыми уравнениями со второй производной по
времени, приводит к удвоению числа преобразований CPT -симметрии.
В гл. 5 мы отмечали, что ввиду квадратичной зависимости краевой
задачи (5.51) от собственных значений En общее решение (5.54) яв-
ляется одновременно решением задач о движении частицы как в при-
тягивающем, так и в отталкивающем потенциалах. Отличие состоит
лишь в знаке собственных значений, который определяется условием
выполнения соотношений (5.56а, б). Поэтому, наряду с традиционны-
ми P1- и T2-преобразованиями, отражающими свойства симметрии
волновых функций каждой из указанных задач, появляются дополни-
тельные P2- и T1-преобразования, отражающие свойства симметрии
волновых функций двух различных физических задач, а именно задач
о движении частицы в притягивающем и отталкивающем кулонов-
ском поле.

Собственные значения краевых задач о движении спинорной части-
цы в притягивающем и отталкивающем кулоновском поле связаны теми
же соотношениями, что и в случае скалярной частицы. Однако волно-
вые функции указанных двух задач оказываются различными. В слу-
чае движения частицы в притягивающем поле собственные волновые
функции выражаются через биспиноры ψp и ψa, имеющие следующий
вид:

ψp =
(

Ω1
−ζΩ2

)
, ψa =

(−ζΩ2
Ω1

)
.
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Указанные биспиноры связаны соотношением

ψa = −γ5ψp

и согласно принятой выше терминологии описывают состояния части-
цы и античастицы. Вместе с тем, как следует из результатов общей
теории, изложенной в гл. 7, 8, произвольное состояние спинорного
материального поля определяется разложением по четырем ортогональ-
ным биспинорам. Следовательно, понятий частица и античастица
недостаточно для описания произвольного состояния спинорного поля.
Неудивительно поэтому, что решения задачи о движении частицы
в отталкивающем кулоновском поле выражаются через биспиноры

ψc =
(

Ω1
ζΩ2

)
, ψac =

(
ζΩ2
Ω1

)
, (12.117)

которые также связаны соотношением

ψac = −γ5ψc.

Состояние, описываемое биспинором ψc, можно назвать состоянием
киральной частицы, а состояние ψac — состоянием киральной анти-
частицы. Основанием к использованию указанной терминологии слу-
жит следующее обстоятельство. Как мы показали в гл. 7, частица
и античастица характеризуются следующими значениями билинейных
комбинаций, определяющих состояние спинорного поля:

Na (r, t) = −Np (r, t) , Pa (r, t) = −Pp (r, t) ,
Ma (r, t) = −Mp (r, t) , Γa (r, t) = −Γp (r, t) .

Для частицы, находящейся в состоянии, описываемом биспинором ψc,
получаем

Nc (r, t) = Np (r, t) , Pc (r, t) = −Pp (r, t) ,
Mc (r, t) = Mp (r, t) , Γc (r, t) = −Γp (r, t) .

(12.118)

Как видно,
[PaMa] = [PpMp] ,

т. е. состояния частицы и античастицы характеризуются одинаковой
киральностью. В свою очередь для состояний частицы и киральной
частицы получаем

[PcMc] = − [PpMp] ,

т. е. состояния частиц спинорного материального поля, описываемых
волновыми функциями ψp и ψc, характеризуются противоположными
значениями киральности.

В гл. 9, проводя анализ рассеяния частицы в одномерном про-
странственно неоднородном внешнем поле, мы показали, что в ка-
честве естественных релятивистски инвариантных характеристик со-
стояния спинорной частицы выступают 4-векторы P

(p)
μ = (Pp, Np)
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и M
(p)
μ = (Mp, Γp). Несложно видеть, что в кулоновском поле имеют

место следующие соотношения:

P (p)
μ P (p)

μ = P (a)
μ P (a)

μ = P (c)
μ P (c)

μ ,

M (p)
μ M (p)

μ = M (a)
μ M (a)

μ = M (c)
μ M (c)

μ ,

P (p)
μ M (p)

μ = P (a)
μ M (a)

μ = −P (c)
μ M (c)

μ .

Полученные выше соотношения наглядно демонстрируют различие
свойств частиц, античастиц, киральных частиц и киральных антича-
стиц.

12.7.3. Процессы в атомах, происходящие с изменением и без
изменения состояния атомного ядра. Как следует из результатов
приведенного выше анализа, различия между волновыми функциями
связанных состояний частиц и зеркальных частиц спинорного матери-
ального поля качественно совпадают с аналогичными различиями вол-
новых функций частиц и зеркальных частиц скалярного материального
поля. Волновые функции связанных состояний зеркальных частиц син-
гулярны в нуле и поэтому определяют состояние ядра атома, а не его
атомных оболочек. Состояние атомных оболочек определяется числами
заполнения состояний стандартного спектра состояний. Переходы ча-
стиц между состояниями положительно и отрицательно частотных зон
приводят к процессам, в которых изменяется состояние как атомной
оболочки атома, так и его ядра. Мы не будем останавливаться здесь на
обсуждении указанных процессов, поскольку их общая характеристика
была приведена во введении к гл. 6.

Обсудим здесь лишь ряд специфических особенностей спек-
тра (12.97). Выше мы уже отмечали, что наибольшей спецификой
отличаются глубоколежащие состояния. Например, глубоколежащее
состояние атома позитрониума отвечает нейтральной частице с массой,
на три порядка меньшей массы электрона. Однако более интригующим
является следующее обстоятельство. Спектр (12.97) является спектром
собственных значений спинорной частицы конечной массы, взаимодей-
ствующей с кулоновским полем скалярной частицы бесконечной массы.
Как мы увидим позже, этот спектр отличается от спектра собственных
значений скалярной частицы, взаимодействующей с кулоновским полем
спинорной частицы. Тем не менее, полагая, что в нулевом приближении
эти спектры близки, для энергии связанного состояния протона
(mpc2 = 938,3 МэВ) и π−-мезона (mπc2 = 139,6 МэВ), находящегося
в основном состоянии подзоны глубоколежащих состояний (т. е.∣∣∣E(2)

njl

∣∣∣ � m0c
2), получаем

Eπ (n2 = 1, j2 = 1/2, l2 = 1) ≈ mrc
2α

3

(
1 +

γ2p
2

)
≈ 1,4 МэВ,
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где мы положили μp = 2,793μN (μN — ядерный магнетон) и

mr = mπmp

mπ +mp
.

Связанное состояние протона и π−-мезона, находящегося в указанном
состоянии, образует составную нейтральную частицу. Как видно, масса
покоя указанной составной частицы близка к массе покоя нейтрона mn.
Действительно, mnc2 = mpc2 + 1,3 МэВ. С учетом грубости приве-
денных оценок полученное совпадение вызывает пристальный интерес.
Действительно, масса нейтрона как связанного состояния π−-мезона
и протона, превышает сумму масс покоя протона и электрона, по-
этому вполне естественным выглядит распад нейтрона на протон и
электрон. Этот распад оставляет неизменными трансформационные
свойства материального поля, поскольку связанное состояние скаляр-
ного π−-мезона и спинорного протона эквивалентно спинорному полю.
В свою очередь протон и электрон, возникающие в результате ука-
занного распада, могут иметь противоположно направленные спины,
образуя суперпозиционное состояние со спином нуль, эквивалентное
скалярному полю. С тем чтобы общая волновая функция материального
поля осталась спинорной, в процессе указанного распада должен также
рождаться безмассовый квартион. Как мы отмечали в разделе 12.6,
непрерывный спектр состояний в кулоновском поле содержит состоя-
ния безмассовых сферических квартионов.

Указанная интерпретация может быть перенесена и на другие
связанные состояния нуклонов. Например, дейтрон является связан-
ным глубоколежащим состоянием π−-мезона в поле двух протонов и
т. д. Поскольку энергия глубоколежащего состояния пропорциональна
mπc2Zα, то приблизительное удвоение энергии связи дейтрона, по
сравнению с энергией связи нейтрона, является в рамках такой модели
вполне предсказуемым.

Радиальные волновые функции связанных состояний зеркальных
скалярных и спинорных частиц в кулоновском поле весьма близки и
отличаются лишь значением параметра s. Мы не будем приводить здесь
иллюстраций пространственного распределения волновых функций, по-
скольку они качественно совпадают с теми, что приведены в гл. 5.

Волновые функции состояний отрицательно частотной зоны явля-
ются сингулярными в нуле и распределены в пределах области, имею-
щей размер порядка половины величины классического радиуса части-
цы. Однако среди этих состояний выделяются состояния, отвечающие
l2 = 0, поскольку волновые функции этих состояний при Zα� 1 имеют
вид

R
(2)
n, l=0, j=1/2(r) = CL(−2s−1)

n (2κnr) exp (−κnr) (2κnr)
−1+Z2α2/2 .

Как видно, для таких состояний

R2(r)r2 = C2L(−2s−1)2
n (2κnr) exp (−2κnr) (2κnr)

Z2α2

,
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т. е. радиальное распределение R2(r)r2 остается конечным в нуле. При
этом для состояний с n > 0 при Zα � 1 радиус экспоненциального
спадания волновой функции определяется выражением

an = κ−1
n = aBn

Z
,

т. е. совпадает с радиусом экспоненциального спадания волновых
функций стандартного базиса состояний. Это обусловлено тем, что
собственные значения состояний с l = 0 и n > 0 лежат в преде-
лах области собственных значений состояний стандартного базиса
m0c

2 − I0 � En � m0c
2, где I0 — потенциал ионизации, определяемый

выражением (12.86).
Однако для глубоколежащих состояний с собственными значения-

ми En � m0c
2, как следует из (12.107)–(12.108), радиус экспоненци-

ального спадания волновой функции определяется выражением

a0 = κ−1
0s = h̄

m0c
= aBα = λ̄C . (12.119)

Таким образом, для состояния (n2 = 0, l2 = 0, j2 = 1/2) радиус про-
странственного распределения функции R2(r)r2 равен комптоновской
длине волны частицы. Например, в случае электрона эта величина
в α−1 раз меньше величины боровского радиуса, т. е. характерной ве-
личины радиуса пространственного распределения волновых функций
состояний стандартного базиса.

Отметим, что приведенные значения энергии и радиуса оболоч-
ки глубоколежащих состояний неоспоримо указывают на то, что эти
состояния не могут быть рассчитаны методами теории возмущений,
поэтому в рамках традиционных теорий эти состояния связываются
с состояниями «новых» частиц. Как следует из приведенных выше
оценок, глубоколежащие связанные состояния π−-мезонов и протонов
образуют состояния, отвечающие ядрам атомов.

12.7.4. Электронно-ядерные 0-0 переходы. Так же как и в слу-
чае скалярных полей (мы говорили об этом в разделе 5.6.3), собствен-
ные значения зоны положительно и отрицательно частотных состояний
определяются решением различных краевых задач, которые отличают-
ся видом асимптотического поведения волновых функций при r → 0:

R
(1)
nlj(r)

∣∣∣
r→0

= C1r
s± , R

(2)
nlj(r)

∣∣∣
r→0

= C2r
−(s±+1).

Собственные функции каждой из краевых задач составляют ортого-
нальный базис функций:

Ψ(1)
nljm (r) = Ψ(l)

jm(θ, ϕ)R(1)
nlj(r),

Ψ(2)
nljm (r) = Ψ(l)

jm(θ, ϕ)R(2)
nlj(r),

где Ψ(l)
jm(θ, ϕ) — ортонормированные биспиноры (12.84). Однако соб-

ственные волновые функции различных базисов в общем случае орто-
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гональными друг другу не являются. Следовательно, каждую из соб-
ственных волновых функций одного из базисов мы можем разложить
в ряд по собственным функциям второго базиса собственных функций.
Учитывая правила ортогональности биспиноров Ψ(l)

jm(θ, ϕ), разложение
волновой функции базиса отрицательно частотных решений по базису
волновых функций положительно частотной зоны будет иметь, напри-
мер, вид

R
(2)
nlj(r) =

∑
n′
C

(lj)
nn′R

(1)
n′lj(r),

где коэффициенты разложения Cnn′ определяются из условий ортого-
нальности волновых функций каждого базиса и имеют вид

C
(lj)
nn′ = 1

m0c
2

∞∫

0

R
(1)
nlj(r)

(
E(1)

nlj +E
(2)

n′lj

2
− U(r)

)
R

(2)
n′lj(r)r

2dr. (12.120)

Поскольку угловые части волновых функций обоих базисов сов-
падают, то правила отбора для переходов между состояниями раз-
личных базисов совпадают с правилами отбора для переходов между
состояниями стандартного базиса. Однако поскольку волновые функ-
ции R

(2)
nlj(r) являются сингулярными в нуле, межзонные переходы

описывают широкий круг явлений в атомах, который связан с одно-
временным изменением как состояния электронов атомной оболочки,
так и состояния ядра атома. Аналогичные процессы, проистекающие
в мезоатомах, мы обсуждали в гл. 6.

Специфика правил отбора для переходов между состояниями раз-
личных базисов состоит в том, что становятся возможными переходы
между состояниями с равными нулю значениями углового момента од-
ного и другого базисов. Эту специфику межзонных переходов в атомах
мы также обсуждали в гл. 5, 6.



Гл а в а 13

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СПИНОРНЫХ ЧАСТИЦ

С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

Настоящая глава посвящена анализу задачи о взаимодействии ато-
ма с внешним электромагнитным полем. Традиционно в курсах кван-
товой механики и электродинамики ограничиваются рассмотрением за-
дач о взаимодействии одиночных фотонов с атомами или заряженными
частицами. Однако развитие лазерной физики делает более актуаль-
ным круг задач, связанных с изучением взаимодействия одиночного
атома с сильными лазерными полями. Этот круг задач требует при-
влечения новых подходов к описанию атомно-полевых взаимодействий.
И обусловлено это тем, что наличие сильного внешнего поля суще-
ственно изменяет симметрийные свойства полной системы, состоящей
из атома и внешнего поля. Действительно, электромагнитная волна
имеет три выделенных направления в пространстве, связанные с векто-
рами напряженности электрического и магнитного полей и волнового
вектора, которые нарушают сферическую симметрию внутриатомного
поля. С другой стороны, спонтанные переходы электронов из возбуж-
денных состояний атома обусловлены взаимодействием с равновесным
тепловым излучением, создаваемым окружающей средой. Поскольку
равновесное излучение изотропно и неполяризовано, то система, состо-
ящая из атома и равновесного поля, остается сферически симметрич-
ной. Следовательно, правила отбора для переходов электрона между
различными состояниями атома будут отличаться в случае спонтанных
переходов и переходов, стимулированных сильным лазерным полем.
Указанные отличия будут наиболее существенны, когда напряженность
поля лазерной волны будет порядка внутриатомной.

Учитывая вышесказанное, можно выделить три круга задач, для
анализа которых можно использовать различные приближения общей
теории взаимодействия электромагнитного излучения с атомом. Это
задача о спонтанном распаде, когда атом взаимодействует с равновес-
ным полем, число заполнения мод которого много меньше единицы,
задача о взаимодействии атома с полями субатомной напряженно-
сти и задача о взаимодействии атома с полями околоатомной напря-
женности.

Все эти три круга задач будут последовательно рассмотрены в на-
стоящей книге. Наряду с традиционной задачей о спонтанном распаде
атома в свободном пространстве, мы обсудим также задачу о спонтан-
ном распаде атома, находящегося в резонаторе. Как будет показано,
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анализ этой задачи дает дополнительные возможности интерпретации
механизма спонтанных переходов электрона в атоме.

13.1. Калибровочное преобразование потенциалов
электромагнитного поля

В настоящем разделе мы обсудим ряд общих свойств уравне-
ния (7.2) для частицы, взаимодействующей с электромагнитным по-
лем, которые связаны с инвариантностью уравнения (7.2) относительно
калибровочного преобразования потенциалов электромагнитного поля.
Удобство использования указанного преобразования состоит в том, что
оно позволяет выделить в уравнении слагаемые, отвечающие различ-
ным типам симметрии взаимодействия.

13.1.1. Градиентное преобразование. Пусть частица взаимодей-
ствует со стационарным внутриатомным полем A

(0)
μ = (A0 (r) , iϕ0 (r))

и внешним электромагнитным полем A
(e)
μ (x) = (Ae(x), iϕe(x)). Урав-

нение (7.2) имеет в этом случае вид[
1

2m0

((
pμ − q0

c
Aμ

)2
+m2

0c
2

)
− iμ0

2
Fμνγνγμ

]
Ψ = 0, (13.1)

где Aμ = A
(0)
μ +A

(e)
μ .

При анализе задач взаимодействия частицы с внешними электро-
магнитными полями бывает удобно воспользоваться градиентным пре-
образованием. Как мы отмечали выше, уравнение (13.1) инвариантно
относительно калибровочного преобразования потенциалов электро-
магнитного поля:

A′
μ = Aμ − ∂χ

∂xμ
,

оставляющего неизменными векторы напряженности электрического и
магнитного полей, которые, в отличие от потенциалов поля, являются
физически наблюдаемыми или измеримыми величинами:

E′ = −1
c

∂A′

∂t
− ∇ϕ′ = −1

c

∂A

∂t
− ∇ϕ = E, B′ = rotA′ = rotA = B.

Действительно, преобразование волновой функции уравнения (13.1),

Ψ′(x) = Ψ(x) exp
[
−i q0

h̄c
χ(x)

]
, (13.2)

приводит уравнение (13.1) к виду[
1

2m0

((
pμ − q0

c
A′

μ

)2
+m2

0c
2

)
− iμ0

2
Fμνγνγμ

]
Ψ′(x) = 0. (13.3)

Компоненты тензора электромагнитного поля являются наблюдаемыми
величинами, поэтому F ′

μν = Fμν .
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Возьмем функцию χ(x) градиентного преобразования в виде

χ(x) = Aμ(x)xμ. (13.4)

Используя (13.4), для штрихованных потенциалов поля получаем

A′
μ(x) = Aμ(x) − ∂

∂xμ
(Aν(x)xν) = −xν

∂Aν

∂xμ
. (13.5)

Поскольку F ′
μν = Fμν , то изменяется только первое слагаемое уравне-

ния (13.3):(
pμ − q0

c
A′

μ

)2
= p2μ + 2

q0
c

∂Aν

∂xμ
xνpμ − ih̄

q0
c
xν
∂2Aν

∂x2μ
+ q20

c2
A′2

μ .

Второе слагаемое в правой части последнего равенства с помощью
тождественных преобразований можно привести к следующему виду:

2
∂Aν

∂xμ
xνpμ = 1

2

(
∂Aν

∂xμ
− ∂Aμ

∂xν

)
(xνpμ − xμpν)+

+ 1
2

(
∂Aν

∂xμ
+ ∂Aμ

∂xν

)
(xνpμ + xμpν). (13.6)

Таким образом, рассматриваемое слагаемое представляет собой сумму
произведений двух антисимметричных и двух симметричных тензоров
второго ранга, один из которых относится к электромагнитному по-
лю, а второй — к материальному. Эти тензоры отличаются по своим
трансформационным свойствам относительно операции трех- и четы-
рехмерных вращений. Антисимметричный тензор электромагнитного
поля совпадает с Fμν , а антисимметричный материальный тензор вы-
ражается через антисимметричный 4-тензор трех- и четырехмерных
вращений:

(xνpμ − xμpν) = h̄Jνμ.

Подставляя (13.6) в (13.3), окончательно получаем[
1

2m0

(
p2μ +m2

0c
2) + 1

2
Fμν

(
μBJνμ + 2μ0J

(γ)
νμ

)
+

+ q0
2m0c

∂Aν

∂xμ
(xνpμ + xμpν) − iμBxν

∂2Aν

∂x2μ
+ q20

2m0c
2

(
xν
∂Aν

∂xμ

)2
]

Ψ = 0,

(13.7)

где μB = q0h̄/2m0c — магнетон Бора, а J
(γ)
μν — введенный в гл. 3

оператор преобразования формы биспинорной волновой функции при
преобразованиях трех- и четырехмерных вращений, имеющий вид

J (γ)
μν = − i

4
(γμγν − γνγμ) .
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Запишем уравнение (13.7) в следующем виде:

ZΨ = (Z0 + V ) Ψ = 0,

где
Z0 = 1

2m0

(
p2μ +m2

0c
2) ,

т. е. Z0 является оператором уравнения для свободной частицы.

13.1.2. Векторы электрической и магнитной поляризаций.
Мы видим, что уравнение (13.7) содержит следующие слагаемые, опи-
сывающие взаимодействие частицы с электромагнитным полем. Первое
слагаемое зависит от операторов трех- и четырехмерных вращений,
следовательно, оно описывает взаимодействия, приводящие к враща-
тельному или поступательному ускоренному движению частицы. Это
слагаемое можно преобразовать к следующему виду:

V (1) = 1
2
Fμν

(
μBJνμ + 2μ0J

(γ)
νμ

)
= E (μBk + iμ0ααααααααα) − B (μBl + μ0Σ) ,

(13.8)
где k — генератор преобразования четырехмерных вращений, т. е. пре-
образований Лоренца, а l — оператор углового момента. В предыдущих
главах мы уже показывали, что квантово-механическое среднее опера-
тора k связано с оператором дипольного момента частицы. Учитывая,
что вектор электрической поляризации, связанный с внутренними сте-
пенями свободы частицы, имеет вид: P = −iμ0ΨαααααααααΨ, несложно видеть,
что первое слагаемое в правой части уравнения (13.8) является про-
изведением вектора напряженности электрического поля и оператора
электрической поляризации πππππππππ = − (μBk + iμ0ααααααααα) материального спинор-
ного поля. Физический смысл второго слагаемого в правой части (13.8)
более очевиден — это произведение вектора напряженности магнитного
поля и операторов орбитального и спинового магнитных моментов
частицы.

В предыдущих главах мы видели, что при движении частицы в од-
нородном магнитном поле сохраняющейся величиной является проек-
ция полного углового момента на направление поля:

jB = eB

(
l + 1

2
Σ

)
,

где eB = B0/B0. Действительно, как несложно видеть, jB коммутирует
с оператором

Z = Z0 + V (1) = 1
2m0

(
p2μ +m2

0c
2) − B0 (μBl + μ0Σ) . (13.9)

Аналогично этому, проекция оператора

D = −k − i

2
ααααααααα (13.10)
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на направление постоянного электрического поля

DE = eED

коммутирует с оператором

Z = Z0 + V (1) = 1
2m0

(
p2μ +m2

0c
2) + E0 (μBk + iμ0ααααααααα) . (13.11)

Действительно, в гл. 3 мы показали, что оператор k коммутирует
с p2μ. Несмотря на указанную аналогию, существует, однако, значи-
тельное различие между оператором полного углового момента j и
оператором D. Дело в том, что оператор j коммутирует как с опера-
тором (13.9), так и с полным оператором уравнения (13.7), соответ-
ствующим задаче о движении частицы в однородном магнитном поле.
С другой стороны, оператор D коммутирует лишь с приближенным
оператором (13.11) и не коммутирует с полным оператором уравне-
ния (13.7), отвечающим задаче о движении частицы в однородном
электрическом поле. Связано это с тем, что оператор l2 является ин-
вариантным относительно трехмерных вращений, а оператор k2 неин-
вариантен относительно четырехмерных вращений. Как мы отмечали
в гл. 3, два последовательных трехмерных вращения всегда эквива-
лентны трехмерному вращению. В то время как два последовательных
четырехмерных вращения, совершенные в разных плоскостях, выводят
ось вращения в гиперплоскость t = const.

В общем случае с учетом трех последних слагаемых уравне-
ния (13.7)

V (2) = q0
2m0c

∂Aν

∂xμ
(xνpμ + xμpν)−

− iμBxν
∂2Aν

∂x2μ
+ q20

2m0c
2

(
xν
∂Aν

∂xμ

)2

(13.12)

ни проекция полного углового момента, ни проекция оператора (13.10)
не являются сохраняющимися величинами, поскольку ни одна из ком-
понент симметричного тензора (xνpμ + xμpν) не инвариантна отно-
сительно трех- или четырехмерных вращений. В случае взаимодей-
ствия частицы с полем электромагнитной волны первое слагаемое
в (13.12) осциллирует на частоте внешнего поля. Второе слагаемое
в (13.12) зависит лишь от потенциалов внутриатомного поля, посколь-
ку для свободного электромагнитного поля ∂2A

(e)
ν /∂x2μ = 0, поэто-

му если градиентному преобразованию подвергать только потенциалы
внешнего электромагнитного поля, т. е. в (13.4) положить Aμ = A

(e)
μ ,

то это слагаемое обращается в нуль. Третье слагаемое в (13.12)
содержит неосциллирующую компоненту (пондеромоторный сдвиг) и
компоненту, осциллирующую на частоте второй гармоники внешне-
го поля.
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13.1.3. Градиентное преобразование потенциалов свободного
электромагнитного поля. Отметим, что штрихованный векторный
потенциал (13.5) с учетом условия лоренцевской калибровки может
быть записан в следующем виде:

A′
μ(x) =

(
xμ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xμ

)
Aν = iJμνAν , (13.13)

следовательно, пространственные и временные компоненты потенциа-
лов электромагнитного поля могут быть представлены следующим об-
разом:

A′ = −i [lA] + kA4, A′
4 = −kA. (13.14)

Последние равенства можно переписать в виде

A′ = −i [lA] + ct
∂ϕ

∂r
+ r

c

∂ϕ

∂t
, ϕ′ = r

c

∂A

∂t
− t

∂ϕ

∂t
.

В частном случае поперечного электромагнитного поля (k1A) = 0 (где
k1 — волновой вектор) получаем

ϕ′ = −rE, A′ =
[
[rk] ∂A

∂θ

]
.

В заключение данного раздела приведем формулы для двух полез-
ных частных случаев. Если A (r, t) = 0, то штрихованные компоненты
4-потенциала принимают вид

A′ (r, t) = ct
∂ϕ

∂r
, ϕ′ (r, t) = −t∂ϕ

∂t
.

В случае когда ϕ (r, t) = 0, получаем

A′
i (r, t) = −xj

∂Aj

∂xi
, ϕ′ (r, t) = r

c

∂A

∂t
.

В частности, если A = A(t), то

A′ = 0, ϕ′ = −rE. (13.15)

Таким образом, в длинноволновом приближении, т. е. когда длина
волны электромагнитного излучения превышает размеры области про-
странственной локализации частицы (обычно это радиус атомных обо-
лочек), градиентное преобразование с функцией (13.4) обнуляет век-
торный потенциал поперечного электромагнитного поля и приводит
скалярный потенциал к виду электродипольного взаимодействия. От-
метим, что и в этом случае взаимодействие является чисто электро-
дипольным только в нерелятивистском приближении, когда полагается
E ≈m0c

2 и отбрасывается слагаемое уравнения (13.7), пропорциональ-
ное ϕ′2.
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13.2. Теория возмущений для взаимодействия атома
с электромагнитным полем

В настоящем разделе мы обсудим традиционный подход к описанию
взаимодействия излучения с веществом, основанный на разложении
волновой функции по собственным волновым функциям свободного
атома. Как следует из результатов предыдущего рассмотрения, выраже-
ния для амплитуд населенности уровней в случае спинорных и скаляр-
ных полей весьма близки. Это дает нам возможность в существенной
степени опираться на результаты обсуждения, проведенного в гл. 6, и
уделить основное внимание анализу матричных элементов и следую-
щих из них правил отбора для переходов различной мультипольности.

13.2.1. Оператор взаимодействия. Задача о взаимодействии ато-
ма с электромагнитным полем является многочастичной задачей, по-
скольку даже водородоподобный атом состоит из двух частиц: ядра и
электрона. Несмотря на то что масса ядра существенно превосходит
массу электрона, ядро атома также участвует в процессе взаимодей-
ствия с внешним электромагнитным полем и, следовательно, влияет на
характер отклика атома. Задача о взаимодействии водородоподобного
атома с внешним электромагнитным полем более подробно будет рас-
смотрена позже. Однако в качестве нулевого приближения указанной
общей многочастичной задачи мы можем использовать модель, осно-
ванную на предположении, что ядро водородоподобного атома имеет
бесконечную массу. Тогда многочастичная задача о взаимодействии
атома с внешним электромагнитным полем преобразуется в задачу
о частице, взаимодействующей со стационарным внутриатомным по-
лем A

(0)
μ (r) = (A0, iϕ0) и полем внешней электромагнитной волны

A
(e)
μ (r, t) = (Ae, iϕe):{
1

2m0

[(
p − q0

c
A0 − q0

c
Ae

)2
+m2

0c
2 − 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U0 − q0ϕe

)2
]
−

−μ0 (ΣB0 − iαααααααααE0) − μ0 (ΣBe − iαααααααααEe)}Ψ (r, t) = 0,

где U0 (r) = q0ϕ0 (r) — внутриатомный потенциал, а A0 (r) — ста-
ционарный векторный потенциал, создаваемые неподвижным ионным
остатком атома. Например, в задаче о движении электрона в кулонов-
ском поле U0 (r) = −Ze2/r и A0 (r) = 0.

Общий алгоритм решения задач о взаимодействии атома со сла-
быми электромагнитными полями состоит в следующем. Сначала на-
ходятся собственные решения задачи для свободного атома, а затем
решения задачи о взаимодействии атома с полем электромагнитной
волны раскладываются по базису собственных функций задачи свобод-
ного атома. Необходимость привлечения указанного алгоритма связана
с крайней сложностью решения даже простейшей задачи о движении
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электрона в суперпозиции кулоновского поля и поля внешней плоской
электромагнитной волны.

Следуя указанному алгоритму, уравнение (7.2) удобно записать
в следующем виде:

(Z + V )Ψ (r, t) = 0, (13.16)

Z = 1
2m0

[(
p − q0

c
A0

)2
+m2

0c
2 − 1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
]
− μ0 (ΣB0 − iαααααααααE0) ,

V = − q0
m0c

Ae

(
p − q0

c
A0

)
+ q0

m0c
2
ϕe

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)
+

+ q20

2m0c
2

(
A2

e − ϕ2
e

) − μ0 (ΣBe − iαααααααααEe) . (13.17)

В (13.17) мы воспользовались условием лоренцевской калибровки
внешнего электромагнитного поля:

1
c

∂ϕe

∂t
+ div Ae = 0.

13.2.2. Волновые функции свободного атома. Остановимся на
обсуждении собственных решений свободного атома. Спектр собствен-
ных значений и собственных волновых функций определяется решени-
ем следующей задачи на собственные значения:

1
2m0

[(
p − q0

c
A0

)2
+m2

0c
2 − μ0 (ΣB0 − iαααααααααE0)

]
Ψn =

= 1

2m0c
2
(En − U0)

2 Ψn. (13.18)

Граничные условия для краевой задачи (13.18) обсуждались выше,
поэтому мы не будем останавливаться здесь на этом вопросе.

Определив спектр собственных решений краевой задачи (13.18), мы
можем записать общее решение в виде:

Ψ (r, t) =
∑
N

[(
aNΨ(+)

N (r) + bNγ5Ψ
(+)
N (r)

)
exp

(
−iE

(+)
N

h̄
t

)
+

+
(
cNΨ(−)

N (r) + dNγ5Ψ
(−)
N (r)

)
exp

(
i
E(−)

N

h̄
t

)]
, (13.19)

где N — набор квантовых чисел, характеризующих состояние элек-
трона в атоме. Например, для электрона, взаимодействующего с ку-
лоновским полем, набор квантовых чисел N = (nr, j, l, m) включает
радиальное квантовое число nr, полный угловой момент j, его проек-
цию m и орбитальный угловой момент l. Перепишем выражение (13.19)
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в виде

Ψ (r, t) =
∑

N , i,λ

aN , i,λΨN , i,λ (r) exp
(
−iE

(λ)
N

h̄
t

)
,

где λ = ±1 нумерует положительно и отрицательно частотные реше-
ния, индекс i = 1 соответствует решениям с положительной нормой,∫

Ψ1 (r)Ψ1 (r) dV > 0, а индекс i = 2 относится к решениям с отри-
цательной нормой волновой функции: Ψ2 (r) = γ5Ψ1 (r). Вводя новый
набор квантовых чисел n = (nr, j, l, m, i, λ), выражение (13.19) можно
записать в следующем компактном виде:

Ψ (r, t) =
∑

n

anΨn (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)
. (13.20)

Знак суммы в последнем выражении подразумевает суммирование
по дискретным квантовым числам и интегрирование по непрерывным
квантовым числам.

Мы записали решение (13.19) в наиболее общем виде. Отметим, что
под отрицательно частотными решениями в (13.19) мы понимаем реше-
ния, описывающие состояния зеркальных частиц (спектр собственных
значений которых включает и положительные собственные значения,
отвечающие связанным состояниям зеркальных частиц), а не решения
уравнения, комплексно сопряженного с уравнением (7.2). Учитывая
результаты предыдущего анализа, несложно видеть, что при описании
процессов, связанных с переходами валентных электронов атома, инду-
цируемыми внешним электромагнитным полем, мы можем ограничить-
ся лишь решениями при коэффициентах aN в (13.19). При описании
процессов, затрагивающих состояния электронов внутренних оболочек
атома, мы можем ограничиться решениями при коэффициентах aN ,
cN и dN , поскольку это позволяет нам описать процессы ионизации
внутренних оболочек атома, процесс K-захвата и т. д. Энергетические
спектры состояний при коэффициентах bN удалены от энергетиче-
ских спектров состояний при коэффициентах aN приблизительно на
величину 2m0c

2. В принципе, волновая функция частицы является
суперпозицией всех слагаемых в (13.19). Вместе с тем в настоящей
главе мы ограничимся рассмотрением задач о взаимодействии одиноч-
ного атома с электромагнитным полем, поэтому индекс n можно было
бы существенно упростить. Однако использование в формуле (13.20)
многокомпонентного квантового числа n позволяет рассмотреть все
возможные случаи. При этом размерность квантового числа n будет
различна в различных частных случаях.

13.2.3. Уравнения для амплитуд населенности уровней. Итак,
общее решение уравнения свободного атома имеет вид (13.20), где
коэффициенты разложения определяются формулой (7.27в). Запишем
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уравнение для атома, взаимодействующего с электромагнитной волной,
в следующем виде:

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U

)2
Ψ =

=
[

1
2m0

((
p − q

c
A

)2
+m2

0c
2
)
− μ0 (ΣB − iαααααααααE)

]
Ψ, (13.21)

где U = q0ϕ = U0 + Ue, A = A0 + Ae, здесь ϕ0 и A0 — потенциалы
внутриатомного поля, а ϕe и Ae — потенциалы электромагнитной
волны. Уравнение для сопряженной собственной волновой функции
свободного атома имеет вид

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
+ U0

)2
Ψn =

= Ψn

[
1

2m0

((
p + q

c
A0

)2
+m2

0c
2

)
− μ0 (ΣB0 − iαααααααααE0)

]
. (13.22)

Умножая (13.21) слева на Ψn, а (13.22) справа на Ψ и вычитая из
первого получившегося уравнения второе, получаем

ih̄
d

dt

{
1

m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Ψn

∂t
Ψ − Ψn

∂Ψ

∂t

)
− ΨnU0Ψ

]
dV

}
=

= 1

m0c
2

∫
Ψn

[
Ue

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)
+ 1

2

(
ih̄
∂Ue

∂t
− U2

e

)]
ΨdV +

+ 1
2m0

∫
Ψn

[(
p − q

c
A

)2
−

(
p − q

c
A0

)2
]

ΨdV −

− μ0

∫
Ψn [(ΣB − iαααααααααE) − (ΣB0 − iαααααααααE0)] Ψ dV. (13.23)

Несложно видеть, что слагаемое в фигурных скобках представляет
собой коэффициент разложения волновой функции уравнения (13.21)
по собственным функциям уравнения свободного атома

Ψ (r, t) =
∑

n

an(t)Ψn (r, t) , (13.24)

где
Ψn (r, t) = Ψn (r) exp

(
−iEn

h̄
t
)
.

Окончательно из (13.23) получаем

ih̄
dan

dt
=

∑
m

∫
Ψn

[
− q0
m0c

A(e)
μ

(
pμ − q0

c
A(0)

μ

)
+

+ q20

2m0c
2
A(e)

μ A(e)
μ − i

μ0

2
γμγνF

(e)
νμ

]
ΨmdV · am(t), (13.25)
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где мы воспользовались условием лоренцевской калибровки внешнего
электромагнитного поля.

Таким образом, решение системы уравнений (13.25) позволяет опре-
делить волновую функцию частицы, взаимодействующей с полем внеш-
ней электромагнитной волны, в виде разложения (13.24) по волновым
функциям невозмущенной задачи. Несложно видеть, что оператор,
стоящий в квадратных скобках выражения (13.25), совпадает с опера-
тором взаимодействия (13.17)

V = − q0
m0c

A(e)
μ

(
pμ − q0

c
A(0)

μ

)
+ q20

2m0c
2
A(e)

μ A(e)
μ − i

μ0

2
γμγνF

(e)
νμ .

Как видно, первые два слагаемых в этом выражении совпадают с со-
ответствующими слагаемыми оператора взаимодействия скалярной ча-
стицы. Эти слагаемые описывают взаимодействия, связанные с транс-
ляционными степенями свободы движения частицы. Третье слагаемое
описывает взаимодействия, связанные с наличием у спинорной частицы
внутренних степеней свободы.

Поскольку трансляционная часть уравнения (7.2) совпадает с транс-
ляционной частью уравнения КГФ, то здесь можно воспользоваться ре-
зультатами раздела 6.1, в котором обсуждались условия возможности
симметризации матричных элементов Vnm. Не повторяя обсуждения,
приведенного в разделах 6.1.1–6.1.2, запишем указанные матричные
элементы в симметризованном виде:

Vnm =
∫

ΨnVΨmdV = −1
c

∫
A(e)

μ j(t)nm,μdV −

− i
μ0

2

∫
ΨnγμγνF

(e)
νμ ΨmdV + q20

2m0c
2

∫
ΨnA

(e)
μ A(e)

μ ΨmdV , (13.26)

где j
(t)
nm,μ — матричные элементы трансляционной части 4-вектора

плотности тока, определяемые формулами, аналогичными формулам
(6.11а, б). Напомним, что симметризованные матричные элементы об-
ладают следующим свойством:

Vnm = V ∗
mn.

В случае скалярной частицы знак заряда и энергии частицы опреде-
ляет лишь частотность решения. В спинорном случае знаки заряда
и энергии частицы зависят от двух квантовых чисел (i, λ), поэтому,
чтобы не усложнять форму записи уравнений (13.25), мы использовали
одно шестикомпонентное квантовое число n. Однако ясно, что, пред-
ставляя его в виде двух наборов квантовых чисел, (nr, j, l, m) и (i, λ),
несложно получить соотношения, аналогичные соотношениям (6.12)
и (6.13). В связи с последним отметим снова, что в задачах, связанных
с рассмотрением одиночного атома, квантовое число i, как правило,
является избыточным.
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Поскольку трансляционная часть плотности тока спинорной части-
цы совпадает с плотностью тока скалярной частицы, мы можем не
повторять преобразований, выполненных в разделе 6.1.3, а непосред-
ственно воспользоваться формулами (6.17)–(6.19):

eij(t)nm = ei

(
∂P(t)

nm

∂t
+ c rotM(t)

nm

)
+ div

(
r
(
eij(t)nm

))
, (13.27)

где

j(t)nm = q0
m0

[
ih̄

2

(∇Ψn · Ψm − Ψn∇Ψm

) − q0
c

ΨnA0Ψm

]
,

P(t)
nm (r, t) = rρ(t)

nm =

= q0

2m0c
2

[
Ψn · r

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)
Ψm + r

(
−ih̄ ∂

∂t
− U0

)
Ψn · Ψm

]
,

M(t)
nm (r, t) = 1

c

[
rj(t)nm

]
= q0h̄

2m0c

(
Ψn · LΨm − LΨn · Ψm

)
.

Подставляя (13.27) в (13.26), после несложных преобразований полу-
чаем

Vnm = −
∫ (

P(t)
nm + P(s)

nm

)
E dV −

∫ (
M(t)

nm + M(s)
nm

)
B dV +

+
∫
ρnmϕdV + q20

2m0c
2

∫
Ψn

(
A2 − ϕ2)ΨmdV −

− 1
c

d

dt

∫
AP(t)

nmdV − 1
c

∫
P(t)

nm∇ϕdV − 1
c

∫
(eiA) div

(
r
(
eij(t)nm

))
dV ,

(13.28)

где мы опустили индекс у компонент потенциала внешнего поля и вос-
пользовались обозначениями (7.21)–(7.22).

Первые два слагаемых в (13.28) имеют стандартный вид электриче-
ского Ve и магнитного Vm взаимодействий, т. е. взаимодействий элек-
трической и магнитной поляризации материального поля с электри-
ческим и магнитным полем электромагнитной волны соответственно.
Как видно, в отличие от случая скалярной частицы, величина векторов
электрической и магнитной поляризации частицы определяется как ее
трансляционным движением, так и ориентационным (обусловленным
наличием внутренних степеней свободы). Третье слагаемое описыва-
ет взаимодействие частицы со скалярным внешним полем. Четвертое
слагаемое описывает так называемое пондеромоторное взаимодействие.
Следующие два слагаемых появились в результате преобразования
произведения A ∂P(t)

nm/∂t к виду P(t)
nmE. Они обращаются в нуль,

если частица взаимодействует с поперечным резонансным (ω ≈ ωnm)
внешним полем. Последнее слагаемое в (13.28) обусловлено последним
слагаемым в (13.27); как мы отмечали в гл. 5, этим слагаемым можно
пренебречь в длинноволновом приближении λ� aB.

17 А.В. Андреев
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13.2.4. Угловые зависимости матричных элементов. Энерге-
тический спектр электрона, движущегося в кулоновском поле, был
рассчитан в гл. 12. Как мы уже неоднократно отмечали, рассчитан-
ный спектр близок к реальному спектру водородоподобного атома с
очень тяжелым ядром, поэтому воспользуемся результатами гл. 12 для
анализа взаимодействия атома с электромагнитным полем. Угловые за-
висимости волновых функций стандартного базиса и базиса состояний
зеркальных частиц совпадают, поэтому пока мы интересуемся правила-
ми отбора, определяющимися исключительно угловой частью волновых
функций, можно не конкретизировать, с каким базисом состояний мы
имеем дело.

Нормированные волновые функции состояний частицы или зеркаль-
ной частицы в кулоновском поле имеют вид

Ψ(l=j−1/2)
njm (r) = Ψ(1)

jm(θ, ϕ)Rn, j, l=j−1/2(r),

Ψ(l=j+1/2)
njm (r) = Ψ(2)

jm(θ, ϕ)Rn, j, l=j+1/2(r).
(13.29)

Угловая зависимость волновых функций (13.29) определяется биспино-
рами

Ψ(1)
jm = 1√

1− ζ2

(
Ω(1)

jlm

−ζΩ(2)
j, l+1,m

)
,

Ψ(2)
jm = 1√

1− ζ2

(
Ω(2)

jlm

−ζΩ(1)
j, l−1,m

)
.

(13.30)

Все обозначения, использованные в формулах (13.29)–(13.30), совпа-
дают с обозначениями, введенными в разделе 12.4.

Учитывая соотношения (12.45), биспиноры (13.30) можно записать
в виде

Ψ(+)
jm = 1√

1− ζ2j

(
Ω(1)

jlm

iζjσrΩ
(1)
jlm

)
= 1√

1− ζ2j

(
Ω(+)

jm

iζjσrΩ
(+)
jm

)
,

Ψ(−)
jm = 1√

1− ζ2j

(
Ω(2)

jlm

−iζjσrΩ
(2)
jlm

)
= 1√

1− ζ2j

(
Ω(−)

jm

−iζjσrΩ
(−)
jm

)
,

(13.31)

где мы подчеркнули важное для дальнейшего рассмотрения обстоя-
тельство, что параметр ζ, определенный в разделе 12.4.1, зависит от
величины полного углового момента. Смысл введенных обозначений
вполне понятен: знак плюс относится к состояниям, для которых пол-
ный угловой момент является суммой орбитального углового момента
и спина, а знак минус — их разностью. Введенные в формулах (13.31)
обозначения позволят в более компактной форме записать последую-
щие выражения. Действительно,

Ψ(λ)
jm = 1√

1− ζ2j

(
Ω(λ)

jm

iλζjσrΩ
(λ)
jm

)
, (13.32)

где λ = ±1.
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В длинноволновом приближении матричные элементы, входящие
в выражение (13.28), принимают вид

d(t)
nm = q0

m0c
2

∫
Rn(r)

(
En + Em

2
− U0(r)

)
Rm(r)r3dr

∫
ΨnerΨmdo,

(13.33а)

d(s)
nm = −iμ0

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr

∫
ΨnαααααααααΨmdo, (13.33б)

m(t)
nm = μB

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr

∫
ΨnlΨmdo, (13.33в)

m(s)
nm = μ0

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr

∫
ΨnΣΨmdo, (13.33г)

qnm =
∫
ρnm (r) dV =

= q0

m0c
2

∫
Rn(r)

(
En+Em

2
−U0(r)

)
Rm(r)r2dr

∫
ΨnΨmdo. (13.33д)

Во избежание недоразумений отметим, что индексы n и m в (13.33)
являются совокупностью квантовых чисел: радиального квантового
числа, полного углового момента, его проекции, орбитального углового
момента и индекса, указывающего, к какому базису относится волно-
вая функция. Напомним также, что матричные элементы (13.33д) для
волновых функций состояний с различной энергией, но относящихся
к одному и тому же базису, равны нулю. Запишем биспиноры (13.32)
в следующем виде:

Ψ(λ)
jm = Urψ

(λ)
jm , (13.34)

где

ψ
(λ)
jm = 1√

1− ς2j

(
Ω(λ)

jm

iλςjΩ
(λ)
jm

)
(13.35)

и матрица Ur имеет вид

Ur = 1√
2

(
1 0
0 σr

)
.

Матрица Ur является самосопряженной,

U+
r = Ur,

и унитарной:
U+

r Ur = I.

Удобство введения биспиноров (13.35) состоит в том, что и верхний
и нижний спиноры имеют в этом случае одинаковый вид. Биспино-
ры (13.35) удовлетворяют соотношениям ортогональности:∫

ψ
(λ′)
j′m′ψ

(λ)
jmdo = δj′jδλ′λδm′m.

17*
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Используя (13.34), для произвольного оператора L получаем

Ψ
(λ′)
j′m′LΨ(λ)

jm = ψ
(λ′)
j′m′L′ψ(λ)

jm ,

где
L′ = U+

r LUr. (13.36)

Например,

r′ = U+
r rUr = r, (13.37а)

ααααααααα′ = U+
r αααααααααUr = −erγ5 − [erγγγγγγγγγ] , (13.37б)

l′ = U+
r lUr = l + 1

2
(Σ − erΣr) (1− γ4) , (13.37в)

Σ′ = U+
r ΣUr = Σ− (Σ − erΣr) (1− γ4) . (13.37г)

Мы уже отмечали выше, что состояние частицы во внешнем электри-
ческом поле является суперпозицией положительных и отрицательных
квартионных состояний. Поскольку направления спинов в положитель-
ных и отрицательных квартионных состояниях противоположны, то,
как видно из (13.30), состояниям частицы в сферически симметричном
внешнем поле с заданной величиной полного углового момента отвеча-
ют положительное и отрицательное квартионные состояния, величина
орбитального углового момента которых отличается на ±1. Напротив,
оба спинора биспинорной волновой функции (13.35) отвечают одному
и тому же значению орбитального углового момента. Такие состояния
не являются собственными состояниями частицы во внешнем сфери-
чески симметричном поле. Однако операторы сохраняющихся величин
остаются неизменными при преобразовании (13.36). Действительно,

r′ = r, j′ = l′ + 1
2
Σ′ = l + 1

2
Σ = j.

13.2.5. Правила отбора для электродипольных переходов.
Используя вышеприведенные формулы, для матричных элемен-
тов (13.33а) получаем

d(t) (j′m′λ′|jmλ) = d0

∫
Ω(λ′)+

j′m′ erΩ
(λ)
jmdo, (13.38)

где

d0 = 1− λλ′ζζ′√
(1− ζ2) (1− ζ′2)

q0

m0c
2

∫
Rn(r)

(
En +Em

2
− U0(r)

)
Rm(r)r3dr.

(13.39)
Учитывая (13.37б), матричные элементы (13.33б) удобно записать
в следующем виде:

d(s) (j′m′λ′|jmλ) = iμ0

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r2dr×

×
[∫
ψ

(λ′)
j′m′erγ5ψ

(λ)
jmdo+

∫
ψ

(λ′)
j′m′ [erγγγγγγγγγ]ψ(λ)

jmdo

]
. (13.40)
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Первое слагаемое в (13.40) с использованием вышеприведенных фор-
мул принимает вид

d(s)
1 (j′m′λ′|jmλ) = d1

∫
Ω(λ′)+

j′m′ erΩ
(λ)
jmdo, (13.41)

где
d1 = −μ0

(
λζ + λ′ζ′

)√
(1− ζ2) (1− ζ′2)

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr. (13.42)

Как видно, угловые зависимости матричных элементов (13.38) и (13.41)
гамильтониана электродипольного взаимодействия приводят к одинако-
вым правилам отбора, которые определяются матричными элементами
оператора

er = e+ sin θ exp(−iϕ) + e− sin θ exp(iϕ) + ez cos θ, (13.43)

где
e± = 1

2
(ex ± iey) .

Ниже приведены ненулевые матричные элементы оператора (13.43):∫
Ω(λ)+

j+1,m−1 sin θ exp(−iϕ)Ω(λ)
j,mdo=−i

√
(j−m+1)(j−m+2)

2(j+1)
, (13.44)

∫
Ω(λ)+

j−1,m−1 sin θ exp(−iϕ)Ω(λ)
j,mdo = −i

√
(j +m− 1)(j +m)

2j
, (13.45)

∫
Ω(λ)+

j+1,m+1 sin θ exp(iϕ)Ω(λ)
j,mdo = i

√
(j +m+ 1)(j +m+ 2)

2(j + 1)
, (13.46)

∫
Ω(λ)+

j−1,m+1 sin θ exp(iϕ)Ω(λ)
j,mdo = i

√
(j −m− 1)(j −m)

2j
, (13.47)

∫
Ω(λ)+

j+1,m cos θΩ(λ)
j,mdo = −i

√
(j −m+ 1)(j +m+ 1)

2(j + 1)
, (13.48)

∫
Ω(λ)+

j−1,m cos θΩ(λ)
j,mdo = i

√
(j −m)(j +m)

2j
. (13.49)

В соответствии с правилом треугольника для сложения угловых момен-
тов остальные матричные элементы между состояниями с одинаковым
значением λ = ±1 равны нулю.

Матричные элементы переходов между состояниями Ψ(+)
jm и Ψ(−)

j′m′
имеют следующий вид:∫

Ω(−)+
j,m−1 sin θ exp(−iϕ)Ω(+)

j,mdo = i

√
(j −m+ 1)(j +m)

2j(j + 1)
, (13.50)

∫
Ω(−)+

j,m+1 sin θ exp(iϕ)Ω(+)
j,mdo = i

√
(j −m)(j +m+ 1)

2j(j + 1)
, (13.51)

∫
Ω(−)+

j,m cos θΩ(+)
j,mdo = i

m

2j(j + 1)
. (13.52)
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Таким образом, в отличие от (13.44)–(13.49), матричные элементы
радиуса-вектора между состояниями Ψ(+)

jm и Ψ(−)
j′m′ не равны нулю при

j′ = j. Это и понятно, поскольку пространственная четность состояний,
как мы отмечали в гл. 7, 12, определяется четностью верхнего спи-
нора биспинорной волновой функции. При данном значении j верхние
спиноры функций Ψ(+)

jm и Ψ(−)
j′m′ имеют противоположную четность,

поэтому отличными от нуля являются матричные элементы с j′ = j
и равными нулю оказываются матричные элементы с j′ = j ± 1. Мат-
ричные элементы всех других переходов равны нулю в соответствии
с правилом треугольника для сложения угловых моментов.

Обратимся ко второму слагаемому матричных элементов (13.40):

d(s)
2 (j′m′λ′|jmλ) = −

∫
ψ

(λ′)
j′m′ [erγγγγγγγγγ]ψ(λ)

jmdo. (13.53)

Подставим в (13.53) оператор γγγγγγγγγ в виде

γγγγγγγγγ = e+γ− + e−γ+ + ezγ3,

где
γ± = γ1 ± iγ2,

тогда для матричных элементов (13.53) получаем

e+d(s)
2 = d2

∫[
Ω(λ′)+

j′m′ cos θσ+Ω(λ)
jm−

−Ω(λ′)+
j′m′ sin θ exp(iϕ)σ3Ω

(λ)
jm

]
do, (13.54а)

e−d(s)
2 = −d2

∫[
Ω(λ′)+

j′m′ cos θσ−Ω(λ)
jm−

−Ω(λ′)+
j′m′ sin θ exp(−iϕ)σ3Ω

(λ)
jm

]
do, (13.54б)

ezd
(s)
2 = d2

∫[
Ω(λ′)+

j′m′ sin θ exp(iϕ)σ−Ω(λ)
jm−

−Ω(λ′)+
j′m′ sin θ exp(−iϕ)σ+Ω(λ)

jm

]
do, (13.54в)

где
d2 = μ0

λζ − λ′ζ′

2
√

(1− ζ2) (1− ζ′2)

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr. (13.55)

Из (13.54) следует, что правила отбора, определяемые матричными
элементами (13.53), совпадают с правилами отбора, определяемыми
матричными элементами (13.38) и (13.41).

Сравним величину матричных элементов. Радиальные волновые
функции стандартного базиса для водородоподобного атома имеют вид

Rn, j, l=j∓1/2(r) = 2

(n+ s± + 1)2 + Z2α2

√(
Z

aB

)3 n!

Γ (n+ 2s± + 2)
×

× exp(−κr)(2κr)s±L(2s±+1)
n (2κr), (13.56)
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поэтому радиальные матричные элементы, входящие в выраже-
ние (13.39), определяются интегралом

〈n1, j1, l1| r |n2, j2, l2〉 = aB

4Z
(2k1)

s1+2 (2k2)
s2+2 ×

×
√

n1!n2!

Γ (n1 + 2s1 + 2) Γ (n2 + 2s2 + 2)

∞∫

0

L(2s1+1)
n1

(2k1x)L(2s2+1)
n2

×

× (2k2x)
(
E1 +E2

2m0c
2

+ Zα2

x

)
exp (− (k1 + k2)x)xs1+s2+3dx, (13.57)

где aB — боровский радиус и

k1, 2 = κ1, 2aB = Z√
(n1, 2 + s1, 2 + 1)2 + Z2α2

.

В гл. 12 мы показали, что в пределе α→ 0 волновые функции (13.56)
преобразуются в волновые функции нерелятивистского уравнения
Шредингера. Естественно поэтому сравнить полученные матричные
элементы с матричными элементами нерелятивистской теории.
На рис. 13.1 эти матричные элементы показаны в сравнении для пе-
рехода 〈n1 = 0, j1 = 1/2, l1 = 0| r |n2 = n, j2 = 1/2, l2 = 1〉 и значений
заряда ядра Z = 1 (а), 50 (б), 100 (в). Из рисунка видно, что даже при
Z = 50 указанные матричные элементы различаются незначительно и
лишь при Z ≈ 100 отличие становится существенным. Такое поведение
матричных элементов вполне предсказуемо. Действительно, отношение
средней потенциальной энергии электрона в атоме к энергии состояния
определяется следующим выражением:

〈Ψn|U0 |Ψn〉
En

= Z2α2

(n+ s+ 1)2
.

Средняя величина потенциальной энергии определяет характерную
величину энергии перехода из основного состояния атома в воз-
бужденное. Поскольку для состояний стандартного базиса состояний
En ≈ m0c

2, то релятивистские эффекты не оказывают существенно-
го влияния на радиационные свойства переходов между состояниями
стандартного базиса, так как в этом случае 〈U0〉 � m0c

2.
Радиальная часть матричных элементов (13.42) и (13.55) отлича-

ется от радиальной части матричных элементов (13.39) и является
малой по сравнению с ними. Действительно, радиальные матричные
элементы (13.55) имеют вид

d(s)
nm =

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr.
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Рис. 13.1. Зависимость величины матричных элементов 〈n1 = 0, j1 = 1/2, l1 =
= 0|r|n2 = n, j2 = 1/2, l2 = 1〉 от разности значений радиальных квантовых
чисел начального и конечного состояний, n2 − n1 = n, для значений заряда

ядра атома Z = 1 (а), 50 (б), 100 (в)

Учитывая, что

1

m0c
2

∫
Rn(r)

(
En + Em

2
− U0(r)

)
Rm(r)r2dr = 0,

для переходов между состояниями стандартного базиса получаем

∫
Rn(r)Rm(r)r2dr ≈ 1

m0c
2

∫
Rn(r)U0(r)Rm(r)r2dr.

Как мы отмечали выше, правая часть имеет величину порядка Z2α2,
т. е. является малой для легких ядер.
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Окончательно для величины матричных элементов (13.39), (13.42)
и (13.55) получаем следующие оценки:

d0 ≈ q0aB

Z
= μB

Zα
, d1, 2 ≈ μ0Zα

Z2α2

(n+ s+ 1)2
, (13.58)

где μB — магнетон Бора.
Таким образом, при переходах между состояниями стандартного ба-

зиса состояний матричные элементы (13.41) и (13.53) не вносят изме-
нений в правила отбора, определяемые матричными элементами (13.38),
и приводят к незначительному вкладу в величину трансляционных мат-
ричных элементов, по крайней мере для атомов с легкими ядрами.

13.2.6. Правила отбора для магнитодипольных переходов.
Правила отбора при магнитодипольных переходах определяются
матричными элементами (13.33в, г)

m(t) (j′m′λ′|jmλ) = μB

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r2dr

∫
Ψ

(λ′)
j′m′ lΨ(λ)

jmdo,

m(s) (j′m′λ′|jmλ) = μ0

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r2dr

∫
Ψ

(λ′)
j′m′ΣΨ(λ)

jmdo.

Используя (13.37в), получаем

m(t)(j′m′λ′|jmλ) =

=
μB

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r

2dr√
(1− ζ′2) (1− ζ2)

[
(1−λλ′ζζ ′)

∫
Ω(λ′)+

j′m′ lΩ(λ)
jmdo−

−λλ′ζζ ′
∫

Ω(λ′)+
j′m′ σσσσσσσσσΩ(λ)

jmdo+ λλ′ζζ ′
∫

Ω(λ′)+
j′m′ erσrΩ

(λ)
jmdo

]
, (13.59а)

m(s)(j′m′λ′|jmλ) =

=
μ0

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r

2dr√
(1− ζ′2) (1− ζ2)

[
(1+λλ′ζζ ′)

∫
Ω(λ′)+

j′m′ σσσσσσσσσΩ(λ)
jmdo−

− 2λλ′ζζ ′
∫

Ω(λ′)+
j′m′ erσrΩ

(λ)
jmdo

]
. (13.59б)

Как следует из (13.59), правила отбора определяются следующими
тремя угловыми матричными элементами:

m(1) (j′m′λ′|jmλ) =
∫

Ω(λ′)+
j′m′ lΩ(λ)

jmdo, (13.60а)

m(2) (j′m′λ′|jmλ) =
∫

Ω(λ′)+
j′m′ σσσσσσσσσΩ(λ)

jmdo, (13.60б)

m(3) (j′m′λ′|jmλ) =
∫

Ω(λ′)+
j′m′ erσrΩ

(λ)
jmdo. (13.60в)
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Представим спиноры Ω(λ)
jm в виде

Ω(λ)
jm =

(
a
(λ)
jmYj−λ/2,m−1/2

b
(λ)
jmYj−λ/2,m+1/2

)
.

При поляризации внешнего магнитного поля B = ezB для проекций
векторов (13.60) получаем

m(1)
z =

(
m− 1

2

)
a
(λ′)∗
j′m′ a

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′−1/2,m−1/2 +

+
(
m+ 1

2

)
b
(λ′)∗
j′m′ b

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′+1/2,m+1/2, (13.61а)

m(2)
z = a

(λ′)∗
j′m′ a

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′−1/2,m−1/2−

− b
(λ′)∗
j′m′ b

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′+1/2,m+1/2, (13.61б)

m(3)
z (j′m′λ′|jmλ) = iλ

∫
Ω(λ′)+

j′m′ cos θΩ(−λ)
jm do. (13.61в)

При выводе (13.61в) мы воспользовались соотношением Ω(λ)
jm =

= iλσrΩ
(−λ)
jm . Выражения (13.61а, б) приводят к следующим правилам

отбора:

j′ = j + λ′ − λ

2
, m′ = m.

Следовательно, при λ′ = λ

j′ = j, m′ = m; (13.62а)

а при λ′ = −λ
j′ = j − λ, m′ = m. (13.62б)

Матричные элементы (13.61в) были рассчитаны выше, и из них выте-
кают следующие правила отбора:

j′ = j + λ′ + λ

2
± 1, m′ = m.

Учитывая правило треугольника для сложения угловых моментов, по-
лучаем при λ′ = λ:

j′ = j, m′ = m, (13.63а)

а при λ′ = −λ:
j′ = j ± 1, m′ = m. (13.63б)

Сравнивая выражения (13.62) и (13.63), мы видим, что правила отбора,
определяемые всеми тремя матричными элементами (13.60а–в), совпа-
дают.
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В случае циркулярно поляризованной электромагнитной волны
можно воспользоваться хорошо известными выражениями для матрич-
ных элементов оператора углового момента:∫

Y ∗
l′m′ l+Ylmdo =

√
(l +m+ 1)(l −m) δl′lδm′(m+1),∫

Y ∗
l′m′ l−Ylmdo =

√
(l +m)(l −m+ 1) δl′lδm′(m−1).

Используя эти соотношения, получаем

m
(1)
+ =

√
(j − λ/2 +m+ 1/2) (j − λ/2−m+ 1/2)×

×a(λ′)∗
j′m′ a

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′−1/2,m+1/2 +

+
√

(j − λ/2 +m+ 3/2) (j − λ/2−m− 1/2)×
×b(λ′)∗

j′m′ b
(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′+1/2,m+3/2, (13.64а)

m
(2)
+ = a

(λ′)∗
j′m′ b

(λ)
jmδj′−λ′/2, j−λ/2δm′−1/2,m+1/2, (13.64б)

m
(3)
+ (j′m′λ′|jmλ) = iλ

2

∫
Ω(λ′)+

j′m′ sin θ exp(iϕ)Ω(−λ)
jm do. (13.64в)

Выражения (13.64а, б) приводят к следующим правилам отбора:

j′ = j + λ′ − λ

2
, m′ = m+ 1.

Следовательно, при λ′ = λ

j′ = j, m′ = m+ 1, (13.65а)

а при λ′ = −λ
j′ = j − λ, m′ = m+ 1. (13.65б)

Матричные элементы (13.64в) были рассчитаны выше, и из них выте-
кают следующие правила отбора:

j′ = j + λ′ + λ

2
± 1, m′ = m+ 1.

Учитывая правило треугольника для сложения угловых моментов, по-
лучаем при λ′ = λ:

j′ = j, m′ = m+ 1, (13.66а)

а при λ′ = −λ:
j′ = j ± 1, m′ = m+ 1. (13.66б)

Сравнивая выражения (13.65) и (13.66), мы видим, что правила отбора,
определяемые всеми тремя матричными элементами (13.60а–в), совпа-
дают.

Случай, когда электромагнитное поле имеет поляризацию B =
= e−B(−), можно отдельно не рассматривать ввиду эрмитовости опе-
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ратора взаимодействия V . Выпишем правила отбора, соответствующие
этому случаю. Они имеют вид: при λ′ = λ

j′ = j, m′ = m− 1, (13.67а)

при λ′ = −λ
j′ = j ± 1, m′ = m− 1. (13.67б)

В отличие от электрического дипольного момента, величины маг-
нитного дипольного момента, обусловленного движением по транс-
ляционным и внутренним степеням свободы частицы, оказываются
близки. Действительно, из (13.59а, б) получаем

m(t) (j′m′λ′|jmλ) ≈ μB

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r2dr,

m(s) (j′m′λ′|jmλ) ≈ μ0

∫
Rn′j′l′(r)Rnjl(r)r2dr.

Используя оценки, приведенные в предыдущем разделе, для переходов
между состояниями стандартного базиса получаем∣∣m(t, s)

∣∣ ≈ μ0
Z2α2

(n+ s+ 1)2
. (13.68)

13.2.7. Переходы при взаимодействии со скалярным полем.
Третье слагаемое в выражении (13.28) для матричных элементов га-
мильтониана взаимодействия отвечает за процессы взаимодействия
атома со скалярным потенциалом. В длинноволновом приближении
правила отбора определяются матричными элементами (13.33д)

qnm=
∫
ρnm (r) dV = q0

m0c
2

∫
Rn(r)

(
En+Em

2
−U0(r)

)
Rm(r)r2dr

∫
ΨnΨmdo.

Ввиду ортогональности спиноров Ω(λ)
jm угловая часть матричных эле-

ментов приводит к следующим правилам отбора:

j′ = j, m′ = m, λ′ = λ. (13.69)

Радиальная часть матричных элементов равна нулю для переходов
между состояниями, принадлежащими одному и тому же базису, поэто-
му отличными от нуля являются лишь матричные элементы переходов
между состояниями, принадлежащими различным базисам и имею-
щими одинаковые значения полного углового момента, его проекции
и орбитального углового момента:

q
(
n

(i)
1 , j, m, l|n(j)

2 , j,m, l
)

=

= q0

m0c
2

∫
R

(i)
n1jl(r)

(
E(i)

n1
+E(j)

n2

2
− U0(r)

)
R

(j)
n2jl(r)r

2dr. (13.70)
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На рис. 13.2, 13.3 показаны матричные элементы q(n(1)
1 = 0|n(2)

2 =
= −0, 1, 2, 3) и q

(
n

(1)
1 = 1|n(2)

2 = 0, 1, 2, 3
)

для s-состояний, т. е.
j = 1/2, l = 0. Как видно из рисунков, в легких атомах глубоколе-
жащее 0s(2)1/2-состояние слабо связано с уровнями стандартного базиса

состояний. Однако в тяжелых атомах 0s(2)1/2 становится связанным с со-

стоянием 1s(1)1/2 стандартного базиса. Обращаясь к рис. 12.3, мы видим,
что связь наиболее велика в той области зарядов ядер, где энергии
указанных уровней наиболее близки. Состояние 1s(1)1/2 стандартного

базиса сильно связано с состоянием 1s(2)1/2 полного базиса состояний
в атомах с легкими ядрами, и эта связь становится слабой в тяжелых
атомах, когда разность энергий указанных двух уровней становится
максимальна.

Следует напомнить, что в гл. 12 были определены собственные вол-
новые функции краевой задачи о движении электрона в кулоновском
поле, поэтому заряд ядра атома Z, фигурирующий на рис. 13.2, 13.3,
представляет собой заряд ядра с нулевым спином.

Рис. 13.2. Зависимость матричных элементов межзонных переходов
q
(
n(1)
1 = 0|n(2)

2 = 0, 1, 2, 3
)

от заряда ядра атома в случае, когда начальное

и конечное состояния являются s-состояниями, т. е. j(1, 2) = 1/2, l(1, 2) = 0
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Рис. 13.3. Зависимость матричных элементов межзонных переходов
q
(
n(1)
1 = 1|n(2)

2 = 0, 1, 2, 3
)

от заряда ядра атома в случае, когда начальное

и конечное состояния являются s-состояниями, т. е. j(1, 2) = 1/2, l(1, 2) = 0

13.2.8. Переходы высокой мультипольности. Выше мы рассмат-
ривали правила отбора в длинноволновом приближении. Вне рамок
указанного приближения угловые матричные элементы принимают вид

Fnm =
∫

Ω(λ′)+
j′m′ F exp (ikr)Ω(λ)

jmdo, (13.71)

где в качестве оператора F выступают операторы: r, l, σσσσσσσσσ, I. Расчет
матричных элементов (13.71) производится с использованием формулы

exp (ikr) = 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

iljl(kr)Y ∗
lm (ek)Ylm (er) , (13.72)

где jl(x) — функции Бесселя полуцелого порядка и ek = k/k —
единичный вектор. Используя формулу сложения угловых моментов,
получаем

YlmΩ(λ0)
j0m0

=
j0−λ0/2+l∑

j=|j0−λ0/2−l|

(
a
(λ0)
j0m0

〈j, m+m0−1/2|m, m0−1/2〉 Yj,m+m0−1/2
b
(λ0)
j0m0

〈j, m+m0+1/2|m, m0+1/2〉Yj,m+m0+1/2

)
,

(13.73)
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где 〈jm|m1m2〉 — коэффициенты Клебша–Гордана. Подстановка фор-
мулы (13.73) в (13.71) позволяет воспользоваться результатами приве-
денных выше расчетов. Правила отбора сохраняют свой вид, например
j′ = j ± 1 или j′ = j. Однако для 2l-польного излучения величина j
теперь меняется в пределах |j0 − l| � j � j0 + l. Следовательно, увели-
чение мультипольности излучения увеличивает количество конечных
состояний, связанных с начальным состоянием ненулевыми матричны-
ми элементами.

Величина дипольного момента перехода в водородоподобных ато-
мах определяется выражением d0 ∼ |eaB/Z|. Как видно из (13.72),
величина матричного элемента 2l-польного перехода пропорциональна
d0 (kaB/Z)l = d0 (2πaB/Zλ)l. Следовательно, вероятность спонтанного
2l-польного перехода меньше вероятности дипольного перехода на ве-
личину (kaB/Z)2l.

13.3. Взаимодействие атома с излучением
в резонаторе

Задача о взаимодействии отдельного атома с электромагнитным по-
лем является частным и предельным случаем задачи о взаимодействии
электромагнитного излучения с веществом. Обычно реальные систе-
мы, взаимодействующие с полем, являются многоатомными. В мно-
гоатомном случае отдельный атом взаимодействует, как правило, не
только с внешним полем, но и с полем отклика, создаваемым всеми
остальными атомами системы. Амплитуда такого самосогласованного
поля может существенно отличаться от амплитуды внешнего поля,
например, за счет того что внешнее поле поглощается атомами системы
и энергия поля со временем уменьшается. Или же, наоборот, в системе
могут происходить процессы индуцированного излучения, приводящие
к росту энергии поля. Таким образом, многоатомные системы взаимо-
действуют, как правило, с самосогласованным полем.

Необходимость учета эволюции поля в процессе его взаимодействия
с атомом может возникнуть и в одноатомной системе. Например, ес-
ли атом помещен в резонатор. Действительно, в этом случае поле,
отразившись от стенок резонатора, может снова оказаться в области,
где расположен атом. Таким образом, чем меньше размеры резонатора,
тем сильнее будут отличаться друг от друга процессы взаимодействия
атома с полем в свободном пространстве и в резонаторе. Настоящий
раздел будет посвящен, в основном, обсуждению уравнений, описываю-
щих взаимодействие одиночного атома с полем в резонаторе.

Перейдем к рассмотрению задачи о взаимодействии одиночного ато-
ма с электромагнитным полем. Уже эта задача является чрезвычайно
сложной и не имеет общего решения, пригодного во всех конкретных
случаях. Действительно, характер взаимодействия атома с внешним
полем существенно зависит от величины напряженности поля падаю-
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щей волны. Электромагнитную волну можно назвать слабой, если
напряженность ее поля сравнима с напряженностью поля тепловых
источников, в качестве которых выступают окружающие атом макро-
скопические тела. Равновесное тепловое излучение выступает в ка-
честве фонового излучения. Напряженность поля тепловых источни-
ков, имеющих комнатную температуру, в области видимого диапазона
электромагнитного спектра невелика, поскольку число квантов в моде
излучения черного тела, определяющееся распределением Планка

n(ω) = 1/ [exp (h̄ω/kT ) − 1] , (13.74)

меньше единицы при h̄ωk > kT · ln 2. В области видимого диапазона
электромагнитного излучения h̄ω = (1− 2) эВ, и поскольку комнатной
температуре соответствует энергия kT = 2,5 · 10−2 эВ, то nk � 1. В бо-
лее высокочастотной области это неравенство становится еще более
строгим.

Существенной чертой равновесного теплового излучения являет-
ся его изотропия, поэтому наличие теплового излучения не меняет
симметрии полной системы, состоящей из атома, имеющего сфериче-
ски симметричный внутриатомный потенциал, и теплового электро-
магнитного излучения. Однако при взаимодействии атома с внешней
плоской электромагнитной волной, напряженность поля которой пре-
вышает напряженность поля тепловых источников, симметрия полной
системы меняется. Действительно, электромагнитная волна выделяет
три неэквивалентных направления в пространстве, которые связаны
с направлениями ее волнового вектора и векторами напряженности
электрического и магнитного полей. И даже в длинноволновом прибли-
жении aB � λ (где aB — радиус боровской орбиты и λ — длина волны
излучения) вместо сферической симметрии свободного водородоподоб-
ного атома мы получаем аксиальную симметрию полной системы «атом
водорода + внешнее электромагнитное поле A(t)». Поэтому спектр
отклика атома, взаимодействующего с электромагнитным полем, энер-
гетическое распределение которого определяется формулой (13.74), но
все компоненты ωk имеют одинаковое направление распространения,
будет отличаться от спектра спонтанного излучения. Если все компо-
ненты спектра имеют к тому же и одинаковую поляризацию, то спектр
отклика атома будет испытывать дальнейшие изменения.

13.3.1. Уравнения взаимодействия атома с полем в резонаторе.
Поле в резонаторе с идеально отражающими стенками можно предста-
вить в виде разложения по собственным модам резонатора:

A (r, t) =
∑
kα

√
2πh̄c2

ωkV

[
A

(α)
k (t)u(α)

k (r) +A
(α)∗
k (t)u(α)∗

k (r)
]
, (13.75)
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где V — объем резонатора, а u(α)
k (r) являются собственными решения-

ми краевой задачи

Δu(α)
k (r) + k2u(α)

k (r) = 0

с граничными условиями, определяющими равенство нулю тангенци-
альной компоненты вектора напряженности электрического поля на
стенках резонатора. Например, в случае когда резонатор имеет вид
прямоугольного параллелепипеда объема V = L1L2L3, имеющего иде-
ально отражающие стенки, собственные функции u(α)

k представляют
собой суперпозицию стоячих плоских волн с волновыми векторами

kn = π
(
e1
n1

L1
+ e2

n2

L2
+ e3

n3

L3

)
, (13.76)

где ni — произвольные целые числа, а ei — система единичных ор-
тогональных векторов. Собственные решения удовлетворяют условиям
полноты и ортонормированности:

1
V

∫

V

u(α)∗
k (r)u(β)

k′ (r) dV = δkk′δαβ .

В пустом резонаторе амплитуды A
(α)
k (t) гармонически осциллируют

во времени:
A

(α)
k (t) = a

(α)
k exp (−iωkt) ,

где ωk = |k| c, и для векторов напряженности электрического E и маг-
нитного B полей получаем

E =
∑
k

√
2πh̄
ωkV

[
iωka

(α)
k u(α)

k (r) exp (−iωkt)−

− iωka
(α)∗
k u(α)∗

k (r) exp (iωkt)
]
,

B =
∑
k

√
2πh̄c2

ωkV

[
a
(α)
k rotu(α)

k (r) exp (−iωkt)+

+ a
(α)∗
k rotu(α)∗

k (r) exp (iωkt)
]
.

Для энергии поля в резонаторе, усредненной по периоду межмодовых
колебаний T , используя вышеприведенные выражения, получаем

W = 1
T

T∫

0

∫

V

w (r, t) dV dt =
∑
kα

h̄ωka
(α)∗
k a

(α)
k . (13.77)

Таким образом, нормировка, принятая в разложении (13.75), соответ-
ствует тому, что амплитуды A

(α)
k являются безразмерными амплитуда-

ми векторного потенциала и имеют простой физический смысл, состоя-

щий в том, что квадрат модуля амплитуды
∣∣∣A(α)

k

∣∣∣2 =
∣∣∣a(α)

k

∣∣∣2 определяет



530 Гл. 13. Взаимодействие спинорных частиц с электромагнитным полем

число квантов поля в (k, α) моде резонатора. При этом нормировочный
множитель

A0 (k) =

√
2πh̄c2

ωkV
(13.78)

определяет амплитуду одноквантового поля, т. е. амплитуду век-
торного потенциала в (k, α) моде резонатора в случае, когда число

заполнения этой моды равно единице:
∣∣∣a(α)

k

∣∣∣2 = 1.
Система самосогласованных уравнений взаимодействия атома с по-

лем в резонаторе состоит из уравнения для электромагнитного поля,

ΔA (r, t) − 1

c2
∂2A (r, t)

∂t2
= −4π

c
j (r, t), (13.79)

где
j (r, t) =

∑
n,m

a∗n(t)am(t)jnm,

и уравнений для амплитуд населенности атомных состояний:

ih̄
dan

dt
=

∑
m

Vnmam(t). (13.80)

Вычисления, проведенные в предыдущем разделе, показали, что наи-
большую величину имеют матричные элементы электрического диполь-
ного момента, обусловленные трансляционным движением частицы,
поэтому положим

jnm = ∂Pnm

∂t
= iωnmrρnm,

где

ρnm (r, t) = q0

m0c
2
Ψn (r)

(
En +Em

2
− U0(r)

)
Ψm (r) exp (iωnmt) .

Подставляя разложение (13.75) в (13.79), получаем

d2A
(α)
k

dt2
+k2c2A(α)

k =2i

√
2πωk

h̄V

∑
n,m

ωnmb
∗
nbm

∫
u(α)

k rρnm (r) dV exp (iωnmt).

(13.81)
Для удобства дальнейшего изложения мы обозначили амплитуды насе-
ленности атомных уровней bn(t). Положим, что одна из резонаторных
мод поля наиболее близка к частоте дипольно разрешенного перехода
между двумя уровнями атома:

ωk ≈ ω21, (13.82)

и далека от частот других переходов. В этом случае будет изме-
няться лишь населенность указанных двух уровней атома и мы мо-
жем воспользоваться двухуровневой моделью атома. Тогда в выраже-
нии (13.28) мы можем оставить лишь первое слагаемое, опустив в нем
поляризацию P(s), обусловленную наличием внутренних степеней сво-
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боды электрона, поскольку, как показывают оценки (13.58), поправки,
вносимые P(s), незначительны. Для амплитуд населенности указанных
двух уровней в этом случае получаем

db2
dt

= −
∑
kα

√
2πωk

h̄V

[∫
u(α)

k rρ21 (r) dV A(α)
k (t)−

−
∫
u(α)∗

k rρ21 (r) dV A(α)∗
k (t)

]
b1 exp (iω21t) ,

db1
dt

= −
∑
kα

√
2πωk

h̄V

[∫
u(α)

k rρ12 (r) dV A(α)
k (t)−

−
∫
u(α)∗

k rρ12 (r) dV A(α)∗
k (t)

]
b2 exp (−iω21t) .

(13.83)

Запишем амплитуду A(α)
k (t) в следующем виде:

A
(α)
k (t) = a

(α)
k (t) exp (−iωkt) .

В силу условия (13.82) амплитуды a
(α)
k (t) являются медленно меняю-

щимися, т. е. удовлетворяют условию∣∣∣∣da(α)
k

dt

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣Δωka
(α)
k

∣∣∣ � ωk

∣∣∣a(α)
k

∣∣∣ , (13.84)

где Δωk = ωk − ω21. Используя условия (13.82) и (13.84), систему
уравнений (13.81) и (13.83) можно записать в следующем виде:

da(α)
k

dt
= ν

(α)∗
k b∗1b2 exp (iΔωkt) ,

db2
dt

= −
∑
kα

ν
(α)
k a

(α)
k b1 exp (−iΔωkt) ,

db1
dt

=
∑
kα

ν
(α)∗
k a

(α)∗
k b2 exp (iΔωkt) ,

(13.85)

где

ν
(α)
k =

√
2πωk

h̄V
d
(α)
21

и

d
(α)
21 =

∫
u(α)

k rρ21 (r) dV.

Отметим, что в длинноволновом приближении

d
(α)
21 = uk (r0)

∫
e(α)
k rρ21 (r) dV ,

где r0 — радиус-вектор ядра атома.
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13.3.2. Многоатомная сосредоточенная система. Систему урав-
нений (13.85) можно обобщить и на случай, когда в резонаторе на-
ходится не один атом, а ансамбль N двухуровневых атомов. Систе-
ма уравнений, описывающих взаимодействие ансамбля двухуровневых
атомов с полем в резонаторе, имеет вид

dA(α)
k

dt
=

N∑
i=1

ν
(α)∗
k, i b

∗
1i(t)b2i(t) exp (iΔωkt) ,

db2i
dt

= −
∑
kα

ν
(α)
k, iA

(α)
k (t)b1i(t) exp (−iΔωkt) ,

db1i
dt

=
∑
kα

ν
(α)∗
k, i A

(α)∗
k (t)b2i(t) exp (iΔωkt) ,

(13.86)

где b1, 2i — амплитуды населенности уровней 1, 2 i-го атома. Как
видно, система уравнений (13.86) содержит 2N уравнений для атомных
переменных.

Пусть многоатомная система занимает объем, размеры которого
много меньше длины волны излучения. Тогда можно положить, что

uk (ri) ≈ uk (r0) ,

где r0 — координата центра масс атомного ансамбля. В случае когда
атомы ансамбля являются полностью идентичными, т. е. d(i)

21 = d21,
мы получаем, что b1i = b1 и b2i = b2, и система уравнений (13.86)
принимает вид

da
(α)
k

dt
= ν

(α)
k b∗1b2 exp (iΔωkt) ,

db2
dt

= −
∑
kα

ν
(α)
k a

(α)
k b1 exp (−iΔωkt) ,

db1
dt

=
∑
kα

ν
(α)∗
k a

(α)∗
k b2 exp (iΔωkt) ,

(13.87)

где
a
(α)
k = A

(α)
k /

√
N (13.88)

и параметры ν
(α)
k определяются следующим выражением:

ν
(α)
k =

√
2πωkN

h̄V
d
(α)
21 .

Система уравнений (13.87) совпадает по виду с системой уравне-
ний (13.85) для одного атома. Однако есть и существенное отличие
между этими системами уравнений, состоящее в том, что амплитуда
поля a(α)

k , входящая в систему уравнений (13.87), нормирована услови-
ем (13.88), т. е. она равна единице, когда число квантов в моде (k, α)
резонатора равно числу атомов ансамбля. Амплитуда одноквантового
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поля при этом становится равной A0 (k) /
√
N . Однако произведение

ν
(α)
k a

(α)
k остается таким же, как и в случае одного атома.

13.3.3. Спонтанный распад в свободном пространстве. Радиа-
ционные переходы в атоме обусловлены взаимодействием атома с теп-
ловым равновесным излучением, создаваемым окружением. Наличие
идеально отражающих стенок меняет пространственное распределение
теплового излучения в объеме резонатора, что приводит к различиям
скоростей распада атома в свободном пространстве и в резонаторе.
Наличие идеально отражающих стенок приводит также и к тому, что
электромагнитное излучение, ввиду конечной скорости его распростра-
нения, не покидает пределов области взаимодействия и может влиять
на процесс радиационного распада атома. В видимом диапазоне спектра
излучения конечность времени запаздывания может проявляться уже
при макроскопических размерах резонатора, а существенные измене-
ния в пространственной структуре поля в резонаторе проявляются
тогда, когда размеры резонатора становятся сравнимы с длиной волны
излучения. Естественно, что интерференционная структура поля в ре-
зонаторе проявляется лишь тогда, когда скорость теплового движения
невелика, так чтобы за время радиационного перехода атом переме-
щался на расстояние, много меньшее длины волны излучения.

Система уравнений (13.85) имеет следующие интегралы движения:

|b2(t)|2 + |b1(t)|2 = 1, (13.89а)∑
kα

∣∣∣a(α)
k (t)

∣∣∣2 + |b2(t)|2 =
∑
kα

∣∣∣a(α)
k (0)

∣∣∣2 + |b2(0)|2 , (13.89б)

∑
kα

∣∣∣a(α)
k (t)

∣∣∣2 − |b1(t)|2 =
∑
kα

∣∣∣a(α)
k (0)

∣∣∣2 − |b1(0)|2 . (13.89в)

Выражение (13.89а) представляет собой следствие условия полноты
системы собственных состояний двухуровневого атома, а выражения
(13.89б, в) определяют закон сохранения энергии полной системы,
включающей атом и поле в резонаторе. Действительно, из (13.89б, в)
получаем∑
kα

∣∣∣a(α)
k (t)

∣∣∣2−∑
kα

∣∣∣a(α)
k (0)

∣∣∣2= 1
2

(
|b2(0)|2−|b1(0)|2

)
− 1
2

(
|b2(t)|2−|b1(t)|2

)
.

Если в резонатор помещен атом, находящийся в возбужденном состоя-
нии, то |b2(0)|2 = 1 и |b1(0)|2 = 0. Следовательно, в результате радиаци-
онного распада атома число заполнения мод резонатора увеличивается
на единицу: ∑

kα

∣∣∣a(α)
k (t→ ∞)

∣∣∣2 − ∑
kα

∣∣∣a(α)
k (0)

∣∣∣2 = 1. (13.90)
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Оценим количество резонаторных мод, эффективно участвующих
в процессе радиационного распада атома в резонаторе. Как следует
из (13.85), характерная скорость изменения населенности уровней ато-
ма определяется величиной∑

kα

ν
(α)
k a

(α)
k = 1

h̄c

∑
kα

d
(α)
21 ωkA0 (k) a(α)

k .

Поскольку в результате радиационного распада атома число заполне-
ния мод увеличивается на единицу, то можно положить∑

kα

ν
(α)
k a

(α)
k = d21E0

h̄
, (13.91)

где E0 = ωkA0/c — амплитуда вектора электрической напряженности
одноквантового поля в резонаторе (см. (13.78)). Таким образом, атом
эффективно взаимодействует лишь с теми модами резонатора, частоты
которых лежат в следующих пределах вблизи частоты атомного пере-
хода: ∣∣∣ωk − ω21

ω21

∣∣∣ � d21E0

h̄ω21
. (13.92)

Величина, стоящая в правой части неравенства (13.92), равна отноше-
нию энергии электродипольного взаимодействия атома с однокванто-
вым полем в резонаторе к энергии кванта поля. Поскольку амплитуда
одноквантового поля обратно пропорциональна корню квадратному из
объема, то с уменьшением объема резонатора амплитуда однокван-
тового поля растет. Оценим величину напряженности электрического
поля E0, соответствующую одноквантовому полю в резонаторе:

E0 = ω

c
A0 =

√
2πh̄ω
V

.

Положим, что объем резонатора равен кубу длины волны: V = λ3. Учи-
тывая технологические трудности в изготовлении резонаторов субмик-
ронного размера, более реалистично положить, что размеры резонатора
составляют десятки микрон. В этом случае ω � 1014 Гц получаем

E0 = ω2

2πc

√
h̄

c
≈ 1 В/см.

Мы видим, что в микрорезонаторе величина E0 достаточно велика.
Действительно, полагая, что дипольный момент оптического перехода
атома равен d0 = 1 Дебай, для энергии электродипольного взаимодей-
ствия получаем: d0E0 � 0,001 эВ. Следовательно, в микрорезонаторах
Δω/ω � 10−2. Однако с уменьшением размеров резонатора растет и
межмодовое расстояние Δω0 ≈ πc/L, поэтому количество взаимодей-
ствующих мод мало. В резонаторах макроскопического размера ампли-
туда одноквантового поля падает, однако одновременно уменьшается
и межмодовое расстояние.
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Выражение (13.91) определяет связь коэффициентов ν(α)
k с напря-

женностью одноквантового поля резонатора. Полезно также опреде-
лить связь этих коэффициентов с временем спонтанного распада T1
и числом мод, эффективно участвующих в радиационном распаде
атома. Под временем спонтанного распада традиционно понимают ве-
личину, обратную скорости спонтанного распада атома в свободном
пространстве, т. е. в резонаторе бесконечно большого размера. Решение
уравнения (13.79) для электромагнитного поля имеет в общем случае
вид

A (r, t) = A0 (r, t) + 1
c

∫
1∣∣r − r′

∣∣ j
(
r′, t−

∣∣r − r′
∣∣

c

)
dV ′, (13.93)

где A0 (r, t) — решение однородного уравнения

ΔA0 (r, t) − 1

c2
∂2A0 (r, t)

∂t2
= 0.

Таким образом, первое слагаемое в (13.93) представляет собой вектор-
ный потенциал свободного равновесного поперечного электромагнит-
ного поля, а второе — векторный потенциал поля, обусловленного дви-
жением населенности уровней атома. Следовательно, число заполнения
мод резонатора определяется как амплитудой равновесного поля, так и
амплитудой поля излучения атома. В соответствии с законом сохране-
ния энергии (13.90) суммарное число заполнения мод резонатора при
радиационном распаде атома изменяется на единицу, поэтому число за-
полнения отдельной моды резонатора излучением атома можно оценить

как
∣∣∣a(α)

1k

∣∣∣2 ≈ 1/N , где N — число мод, участвующих в радиационном
распаде атома в резонаторе. Поскольку межмодовое расстояние при
L→ ∞ стремится к нулю, то число мод N стремится к бесконечности.
С другой стороны, число заполнения мод резонатора равновесным

тепловым излучением
∣∣∣a(α)

0k

∣∣∣2 определяется выражением (13.74). Сле-

довательно,
∣∣∣a(α)

0k

∣∣∣ � ∣∣∣a(α)
1k

∣∣∣ при L→ ∞, поэтому радиационный распад
в свободном пространстве определяется, в основном, амплитудой рав-
новесного поля. Это понятно и из общих соображений: в резонаторе
бесконечно большого размера, ввиду большого времени запаздывания,
отраженная от стенок резонатора волна не влияет на радиационный
распад атома, поэтому суперпозиция резонаторных мод a

(α)
1k в этом

случае описывает расходящуюся от атома волну.
Следуя вычислениям, проведенным в разделе 6.2.2, из последних

двух уравнений системы (13.85) получаем

d |a2|2
dt

= −2
∑
kα

∣∣∣ν(α)
k a

(α)
k

∣∣∣2 sin (ωk − ω21) t

ωk − ω21
|a2(t)|2 . (13.94)
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В силу вышесказанного очевидно, что в этом случае можно не учиты-
вать первое уравнение системы уравнений (13.85), а провести расчеты,
используя выражение (13.90). Учтем также, что функция sin (Δt) /Δ
при t→ ∞ близка к δ-функции, а интеграл от нее имеет величину

+∞∫
−∞

sin (Δt)

Δ
dΔ = π,

скорость спонтанного распада можно записать в виде

1
T1

= π

4

(
L

π

)3 ∑
α

∫ ∣∣∣ν(α)
k

∣∣∣2 δ (ωk − ω21) dk =

= ω3
21

2πh̄c3

∫ ∑
α

∣∣∣d(α)
21

∣∣∣2 do = 4ω3
21 |d21|2
3h̄c3

. (13.95)

При интегрировании по угловым переменным мы воспользовались фор-
мулой ∑

α

(
e(α)
k d21

) (
e(α)∗
k d∗

21

)
= (d∗

21d21) − (nd21) (nd∗
21) ,

где n = k/k и d21 =
∫
rρ21 (r) dV .

С другой стороны, выражение (13.95) можно записать в следующем
виде:

1
T1

= 2π
∑
kα

∣∣∣ν(α)
k

∣∣∣2 δ (ωk − ω21) = π

4
|ν0|2 N

Δω0
, (13.96)

где N — число слагаемых в сумме по (k, α), Δω0 = Δk · c = πc/L —
межмодовое расстояние в резонаторе, а

|ν0|2 = 1
4π

∫ ∑
α

∣∣∣ν(α)
k

∣∣∣2 do = 4πω21 |d21|2
3h̄V

. (13.97)

Отметим, что множитель 1/8 в правой части (13.95) появился в ре-
зультате того, что суммирование в (13.94) ведется по положитель-
ным проекциям вектора k, а интегрирование в (13.95) — по всему
пространству. Из этих же соображений указанный множитель введен
и в правую часть выражения (13.96). Число N мод поля, вносящих
вклад в спонтанный распад атома, определяется следующим образом.
Спонтанному распаду соответствует радиационный переход в резона-
торе бесконечного объема Li → ∞, поэтому, не ограничивая общности,
в (13.76) можно положить: Li = L. Как следует из (13.96), вклад в
сумму по k дают только те узлы обратного пространства, для которых
|kn| = ω21/c, т. е. узлы обратного пространства, лежащие на сфере
радиуса ω21/c. При ω21/c� π/L число таких узлов можно оценить как
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отношение поверхности сферы S = 4π (ω21/c)
2 к площади основания

элементарной ячейки ΔS = (π/L)2. Следовательно,

N ≈ S/ΔS = 4
π

(
ω21L

c

)2
. (13.98)

Действительно, подставляя в (13.96) выражения (13.97) и (13.98),
снова получаем формулу (13.95).

Таким образом, соотношение (13.96) определяет связь между ха-
рактерной величиной параметров ν

(α)
k , скоростью спонтанного распа-

да 1/T1 и числом N мод, участвующих в спонтанном распаде. Число
мод резонатора, принимающих участие в спонтанном распаде, квадра-
тично зависит от размеров резонатора. Уменьшение размеров резона-
тора приводит к возрастанию амплитуды одноквантового поля и уве-
личению межмодового расстояния. Одновременно с этим в резонаторе
конечных размеров становится существенным учет поля, отраженного
от стенок резонатора, которое начинает влиять на динамику радиаци-
онного распада атома в резонаторе.

13.3.4. Радиационные процессы в одномодовом резонаторе.
Как мы показали выше, число резонаторных мод поля, взаимодей-
ствующих с атомом, определяется условием (13.92). Межмодовое рас-
стояние увеличивается с уменьшением размеров резонатора, поэтому,
выбирая геометрию резонатора, при небольших его размерах (т. е.
размерах, сопоставимых с длиной волны излучения хотя бы по одному
или двум направлениям), мы можем реализовать ситуацию, когда атом
взаимодействует лишь с одной модой поля. В этом случае системы
уравнений (13.85) и (13.87) принимают вид

ȧ = νb∗1b2 exp(iΔωt),
ḃ2 = −νb1a exp(−iΔωt),
ḃ1 = νb2a

∗ exp(iΔωt).
(13.99)

Система уравнений (13.99) обладает важным свойством, заключаю-
щимся в том, что скорости изменения всех амплитуд пропорциональны
параметру ν. Следовательно, при проведении расчетов мы можем не
обращать внимания на численное значение этого параметра, поскольку
полученные зависимости могут быть легко пересчитаны на произволь-
ное значение параметра ν масштабным изменением интервала, на ко-
тором произведен расчет.

Система уравнений (13.99) имеет следующие интегралы движения,
являющиеся частным случаем выражений (13.89а–в):

|b1(t)|2 + |b2(t)|2 = 1,

|a(t)|2 − |b1(t)|2 = C1,

|a(t)|2 + |b2(t)|2 = C2,

(13.100)
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где C1 и C2 — константы, удовлетворяющие равенству C2 − C1 = 1.
Запишем амплитуды b1, 2 и a в виде

b1(t) = B1(t) exp [iϕ1(t)] , b2(t) = B2(t) exp [iϕ2(t)] ,
a(t) = A(t) exp [iψ(t)] .

После подстановки этих выражений система уравнений (13.99) прини-
мает вид

Ḃ1 = νB2A cosΦ, ϕ̇1B1 = νB2A sin Φ,
Ḃ2 = −νB1A cosΦ, ϕ̇2B2 = νB1A sin Φ,
Ȧ = νB2B1 cosΦ, ψ̇A = νB2B1 sin Φ,

(13.101)

где Φ = Δωt+ ϕ2 − ϕ1 − ψ.
Из последней системы уравнений видно, что наряду с интегралами

движения (13.100) имеют место следующие интегралы движения:

ϕ̇1B
2
1 = ϕ̇2B

2
2 = ψ̇A2. (13.102)

В гамильтоновой трактовке, которую мы обсудим позже, эти интегралы
движения имеют смысл законов сохранения углового момента.

Исследуем динамику радиационного распада полностью возбужден-
ной в начальный момент атомной системы: a(−∞) = 0, b1(−∞) = 0,
|b2(−∞)| = 1. В этом случае C1 = 0, а C2 = 1. Учитывая первое из
соотношений (13.100), амплитуды B1, 2 можно представить в виде

B1(t) = sin θ(t), B2(t) = cos θ(t). (13.103)

Из второго соотношения (13.100) в этом случае получаем

A(t) = sin θ(t). (13.104)

Подставляя (13.103) и (13.104) в (13.102), окончательно получаем

dΦ

dt
= Δ + ν cosΦ

(
1

cos θ
− 3 cos θ

)
,

dθ

dt
= −ν sin θ sin Φ.

(13.105)

В случае точного резонанса, Δω = 0, система уравнений (13.105)
имеет следующее решение:

Φ(t) = π/2, θ(t) = 2 arctg [exp(νt)] .

Следовательно, амплитуда поля A(t) имеет вид

A(t) = 1
ch(νt)

, (13.106)

а населенность верхнего (изначально возбужденного n2(t = −∞) = 1)
уровня меняется во времени по следующему закону:

n2(t) = th2(νt). (13.107)
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Отметим, что одним из точных решений системы уравнений (13.99)
является следующее: a(t) = 0, b2(t) = c2, b1(t) = c1 (где c1, 2 — констан-
ты), поэтому задание начальных условий в виде a(0) = 0, b2(0) = c2,
b1(0) = c1 не приведет к какой-либо динамике атомно-полевых перемен-
ных. Следовательно, в отсутствие равновесного теплового излучения,
т. е. при A0 = 0 в (13.93), возбужденный атом будет бесконечно долго
находиться в возбужденном состоянии. Для стимулирования радиаци-
онного распада возбужденного атома в микрорезонаторе необходимо,
чтобы число заполнения резонансной моды резонатора равновесным из-
лучением было как угодно мало, но отлично от нуля. Поэтому в общем
случае вместо (13.104) из второго соотношения (13.100) получаем

A(t) =
√
A2

0 + sin2 θ(t) ,

где A0 = A(t = 0) — амплитуда равновесного поля в резонаторе. При
Δω = 0 решение системы уравнений (13.99) выражается через эллип-
тические функции:

1√
1 +A2

0

[
F

(
π

2
,

1

1 +A2
0

)
− F

(
π

2
− θ,

1

1 +A2
0

)]
= νt. (13.108)

Пример динамики полевых и атомных переменных для случаев A2
0 =

= 1/100, 1/1000 показан на рис. 13.4. На рисунке показан временной
профиль квадрата амплитуды поля |a(t)|2 (рис. 13.4, а, в) и населен-
ности нижнего уровня (рис. 13.4, б, г). В соответствии со сказанным
выше при расчетах мы положили ν = 1. Это означает, что безразмерное
время по оси абсцисс измеряется в единицах νt. Из рисунка видно, что
равновесное поле стимулирует распад возбужденного состояния атома,
а затем происходит периодическая перекачка энергии возбуждения
от атома к полю и обратно. Форма каждого импульса поля хорошо
описывается формулой (13.106), а период их следования определяется
величиной A0. Из рисунка видно, что динамика эволюции состояния
возбужденного атома в одномодовом идеальном микрорезонаторе каче-
ственно отличается от динамики эволюции возбужденного атома в сво-
бодном пространстве. Атом большее время проводит в возбужденном
состоянии, а не в основном.

На рис. 13.5 показана динамика населенности верхнего атомного
уровня при радиационном распаде в резонаторе изначально возбуж-
денного атома в случае, когда частота моды резонатора ωk = |k| c
отстроена от частоты атомного перехода. Величина отстройки равна
(ω0 − ωk) /ν = 0 (а), 1,0 (б), 1,5 (в) и A2

0 = 1/100. Из рисунка видно,
что с ростом отстройки (в особенности, при Δω > ν) период осцил-
ляций населенности увеличивается, а вероятность нахождения атома
в возбужденном состоянии растет.

Итак, мы видим, что поведение консервативной системы, состоя-
щей из атома и одномодового поля излучения, качественно отличается
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Рис. 13.4. Динамика амплитуды поля в резонаторе |a(t)|2 (а, в) и населенно-
сти верхнего атомного уровня n2(t) = |b2(t)|2 (б, г) для значений амплитуды

равновесного поля в резонаторе A2
0 = 1/100 (a и б), 1/1000 (в и г)

от поведения атома, взаимодействующего с бесконечным числом мод
равновесного электромагнитного поля свободного пространства.

13.3.5. Радиационный распад в многомодовом резонаторе.
Качественные различия в характере взаимодействия атома с одномодо-
вым и многомодовым электромагнитными полями могут быть продемон-
стрированы уже на примере одномерной модели. Положим, что резона-
тор имеет вытянутую, например цилиндрическую, форму и поперечные
размеры близки к длине волны излучения атома, а продольная длина
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Рис. 13.5. Динамика населенности верхнего атомного уровня при радиацион-
ном распаде в резонаторе изначально возбужденного атома для различных зна-
чений отстройки частоты поля от частоты атомного перехода: (ω0 − ωk) /ν = 0
(а), 1,0 (б), 1,5 (в). Амплитуды равновесного поля в резонаторе A2

0 = 1/100

много больше длины волны излучения. В этом случае возбуждается
лишь одна поперечная мода поля и систему уравнений (13.85) можно
записать в виде

ȧn + iΔωnan = νnb2b
∗
1 ,

ḃ2 = −
∑

n

νnanb1,

ḃ1 =
∑

n

ν∗na
∗
nb2,

(13.109)
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где kn = k⊥ + ezπn/L и мы опустили индекс поляризации. В (13.109)
мы ввели амплитуду поля a′n = an exp (−iΔωnt), однако штрихи здесь
и далее будем опускать.

Особенности взаимодействия атома с полем в многомодовом резо-
наторе обусловлены спецификой временной структуры поля в точке
расположения атома. Интегральное поле в любой точке резонатора
имеет вид

a(t) =
M/2∑

m=−M/2

Am(t) exp (iΔωmt) , (13.110)

где M — число резонаторных мод, принимающих участие во взаимо-
действии с атомом. Если моды эквидистантны, то

Δωm = mΔω0.

В случае когда амплитуды An(t) некоррелированы, т. е. тогда, когда
амплитуда равновесного поля значительно превышает амплитуду поля,
обусловленного движением населенности уровней атома, можно счи-
тать, что каждая мода взаимодействует с атомом независимо. Однако
амплитуды мод поля, обусловленного движением населенности уровней
атома, являются коррелированными, поскольку все они определяются
вторым слагаемым в (13.93). Полагая, что в пределах ширины атомного
перехода все амплитуды одинаковы: An(t) = A0(t), из (13.110) получа-
ем

a(t) = A0(t)
sin (MΔω0t/2)
sin (Δω0t/2)

. (13.111)

Таким образом, мы видим, что амплитуда интегрального поля в ре-
зонаторе достигает максимума в моменты времени, удовлетворяющие
условию

tN = 2πN/Δω0,

где N — целое число. В эти моменты времени отдельные моды ре-
зонатора оказываются сфазированными друг с другом (т. е. их фазы
отличаются на величину, кратную 2π) и максимальное значение ампли-
туды интегрального поля оказывается пропорциональным числу мод
с которыми атом взаимодействует

amax (t = tN ) = M ·A0 (tN ) .

В (13.111) следует, что длительность сфазированного состояния ин-
тегрального поля (или длительность времени расфазировки) обратно
пропорциональна числу мод M .

Как мы видели выше, величина
∑
m

|am(t)|2 − ∑
m

|am(0)|2 соглас-

но (13.90) равна единице. С другой стороны, в многомодовом случае
амплитуда суммарного поля в любой точке резонатора определяется
выражением

a(t) =
∑
m

am(t).
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Как видно, интенсивность суммарного поля

|a(t)|2 =

∣∣∣∣∣∑
m

am(t)

∣∣∣∣∣
2

в многомодовом случае может превышать суммарное число квантов
поля n =

∑
m

|am(t)|2. Например, четыре сфазированные моды с одинако-

выми амплитудами a0 = 0,5 имеют суммарную амплитуду a = 4a0 = 4 ·×
× 0,5 = 2 и интенсивность суммарного поля 22 = 4. С другой стороны,
суммарное число квантов поля равно n = 0,25 · 4 = 1. Это связано
с тем, что термин «квант света», понимаемый через определение энер-
гии поля в виде E =

∑
kα

h̄ωkn
(α)
k , описывает лишь усредненные по

времени характеристики поля. Как мы видим, динамика взаимодей-
ствия атома с полем в многомодовом резонаторе определяется интер-
ференцией когерентно возбуждаемых мод поля резонатора. Скорость
радиационного распада определяется числом заполнения мод резона-
тора только тогда, когда амплитуда некогерентного равновесного поля
превышает амплитуду когерентно возбуждаемых мод, т. е. при распаде
атома в свободном пространстве.

Динамика полевых и атомных переменных при радиационном рас-
паде атомного ансамбля в многомодовом резонаторе с межмодовым
расстоянием Δ = Δω0 · T = ν показана на рис. 13.6. В этом случае
заметные значения имеют амплитуды девяти мод: центральной ω0 = ω21
и восьми боковых: ωn = ω0 ± Δω · n, где n = 1, 2, 3, 4. На рисунке
показана динамика интегральной интенсивности поля в резонаторе∣∣∣∣∑

n
an(t)

∣∣∣∣2 (а), интенсивности центральной компоненты |a0(t)|2 (б),

населенности нижнего (в) и верхнего (г) атомных уровней. Сравнивая
рис. 13.6 с рис. 13.4 и 13.5, мы видим, что если в одномодовом резо-
наторе атом находится большее время в возбужденном состоянии, то
в многомодовом резонаторе атом большее время проводит в основном
состоянии. Такое поведение атома целиком обусловлено структурой
поля в многомодовом резонаторе, о которой мы говорили выше. Дей-
ствительно, мы видим, что сразу после радиационного распада атома
интенсивность интегрального поля в резонаторе становится малой в ре-
зультате деструктивной интерференции мод поля (рис. 13.6, а), несмот-
ря на то что амплитуды отдельных мод поля при этом максимальны
(рис. 13.6, б). Однако через интервал времени Δt = 2π/Δω после
радиационного распада резонаторные моды фазируются и амплитуда
интегрального поля возрастает. В этот момент происходит интенсивное
взаимодействие атома с внутрирезонаторным полем и атом переходит
в возбужденное состояние. Далее процесс периодически повторяется.

Итак, сравнивая эволюцию атомного ансамбля в одномодовом
и многомодовом резонаторах, мы приходим к весьма интересному
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Рис. 13.6. Динамика интегральной интенсивности поля

∣∣∣∣∑
n
an(t)

∣∣∣∣2 (а), ин-

тенсивности центральной компоненты |a0(t)|2 (б), населенности нижнего (в)
и верхнего (г) атомных уровней в резонаторе с межмодовым расстоянием

Δ = Δω0 · T = ν

и нетривиальному выводу. Если полностью возбужденный в начальный
момент ансамбль атомов помещен в «пустой» резонатор (т. е. в резо-
натор, в котором поле находится в вакуумном состоянии), то в од-
номодовом случае энергетически более выгодным оказывается состо-
яние полной атомно-полевой системы, в котором энергия находится
в атомной подсистеме, а поле — в вакуумном состоянии. Указанная
тенденция проявляется тем сильнее, чем меньше амплитуда равновес-
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ного теплового поля. Чем больше число фотонов в резонаторе, тем
ближе к гармоническим становятся осцилляции населенности уровней,
следовательно, тем более равновероятными становятся основное и воз-
бужденное состояния атомной подсистемы.

В многомодовом случае ситуация меняется на противоположную:
энергетически более выгодным становится состояние системы, когда
атомный ансамбль большую часть времени находится в основном со-
стоянии, а поле — в возбужденном. Увеличение числа фотонов в ре-
зонаторе приводит, в отличие от одномодового случая, не к выравни-
ванию вероятностей возбужденного и основного состояний атомного
ансамбля, а к все большему их отличию. Основное состояние атомной
подсистемы становится все более вероятным. Такое поведение системы
проиллюстрировано на рис. 13.7, где показана динамика полевых и
атомных переменных в случае, аналогичном рис. 13.6, но со следую-

щими начальными условиями:
4∑

n=−4
|an(0)|2 = 1, b1(0) = 0, b2(0) = 1,

при этом начальные амплитуды всех волн считались равными. Мы
видим, что с ростом амплитуды поля его интерференционная структура
становится гораздо более резкой, что приводит к уменьшению времени
пребывания атомной подсистемы в возбужденном состоянии.

13.3.6. Применение гамильтонова подхода к анализу задач
взаимодействия излучения с атомом

а) Резонансный одномодовый случай. Интерпретацию приведен-
ных выше особенностей взаимодействия атома с полем в резонато-
ре можно провести с использованием гамильтонова подхода. Суть
гамильтонова подхода состоит в том, что уравнения взаимодействия
излучения с веществом приводятся к форме уравнений Гамильтона,
применяемых обычно для решения задач механики, т. е. задач о дви-
жении точечных или распределенных тел в поле внешних сил. Основа
гамильтонова подхода состоит во введении и использовании канониче-
ских переменных — обобщенных координат и импульсов. Приведение
уравнений механики к канонической форме позволяет изучать характер
поведения системы на основе анализа вида функции Гамильтона, имею-
щей смысл энергии. В консервативных системах функция Гамильтона
(или гамильтониан) представляет собой сумму кинетической и потен-
циальной энергии системы.

Уравнения взаимодействия ансамбля двухуровневых атомов с одно-
модовым полем в случае точного совпадения частоты поля с частотой
атомного перехода имеют вид трех действительных уравнений,

ȧ = νb1b2, ḃ2 = −νab1, ḃ1 = νab2, (13.112)

для амплитуды поля a(t) и действительных амплитуд населенностей
атомных уровней b1, 2(t). Из двух атомных переменных b1, 2(t) неза-
висимой является только одна, поскольку условие полноты системы

18 А.В. Андреев
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Рис. 13.7. То же, что и на рис. 13.6, но для начальных условий следующего

вида
4∑

n=−4
|an(0)|2 = 1, b1(0) = 0, b2(0) = 1

собственных функций двухуровневого атома требует выполнения сле-
дующего равенства:

b21 + b22 = 1,

смысл которого состоит в том, что вероятность найти частицу на
каком-либо из уровней двухуровневого атома должна быть равна еди-
нице. Учитывая эту связь, удобно ввести одну атомную переменную, в
качестве которой можно выбрать, например, угол Блоха θ(t), опреде-
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ляемый равенством

b2(t) = cos θ(t), b1(t) = sin θ(t). (13.113)

Подставляя (13.113) в (13.112), получаем

∂θ

∂t
= νa(t), ∂a

∂t
= ν sin θ(t) cos θ(t). (13.114)

Несложно видеть, что уравнения (13.114) имеют форму уравнений
Гамильтона для переменных θ и a с гамильтонианом

H = νa2

2
− ν

2
sin2 θ. (13.115)

Действительно, из (13.115) получаем

∂θ

∂t
= ∂H

∂a
= νa,

∂a

∂t
= −∂H

∂θ
= ν sin θ cos θ.

Итак, в соответствие оптической задаче о взаимодействии атома
с одномодовым полем мы поставили механическую задачу о точечной
частице с координатой θ, движущейся в потенциальном поле

U(θ) = −ν

2
sin2 θ (13.116)

и имеющей кинетическую энергию

K = νa2

2
= 1

2ν

(
∂θ

∂t

)2
.

Таким образом, внутриатомная переменная θ определяет энергию, за-
пасенную в атоме, а амплитуда поля a определяет скорость изменения
энергии атома при изменении величины угла Блоха θ.

Зная вид потенциальной энергии (13.116), мы можем предсказать
характер поведения атома и характер его отклика на внешнее поле,
не решая задачи. Например, если механическая частица помещена без
начальной скорости в точку с координатой θ0 (точка 1 на рис. 13.8),
то она будет совершать периодические колебания в потенциале U(θ),
доходя до точки π − θ0 и возвращаясь обратно в точку θ0. При та-
ком движении знак скорости частицы будет изменяться, поскольку
она движется то в положительном направлении оси θ, то в отрица-
тельном. Следовательно, в оптической задаче мы получим для поля
решение в виде периодической знакопеременной функции. На рис. 13.9
показана динамика амплитуды поля a(t), полученная из численно-
го решения уравнений (13.112), при различных начальных условиях:
θ0 = 2π/5, a(0) = 0 (а); θ0 = π/10, a(0) = 0 (б); θ0 = π/5, a(0) = 0
(в); θ0 = 0, a(0) = 1 (г); θ0 = 0, a(0) = 0,1 (д); θ0 = 0, a(0) = 0,00001
(е). Из рисунка видно, что при θ0 > 0 и a(0) = 0 (а, б, в) амплитуда
поля совершает периодические колебания. Эти колебания тем ближе
к гармоническим, чем ближе значение θ0 к π/2, т. е. к точке минимума
потенциала (13.116), где потенциал приближается к параболическому.

18*



548 Гл. 13. Взаимодействие спинорных частиц с электромагнитным полем

Рис. 13.8. Вид потенциальной кривой U(θ)

Рис. 13.9. Динамика амплитуды поля при различных начальных условиях: θ0 =
= 2π/5, a(0) = 0 (а), θ0 = π/10, a(0) = 0 (б), θ0 = π/5, a(0) = 0 (в), θ0 = 0,

a(0) = 1 (г), θ0 = 0, a(0) = 0,1 (д), θ0 = 0, a(0) = 0,00001 (е)

Если механическая частица стартует из точки θ0 = 0 с ненулевой
начальной скоростью, то ее скорость также будет периодически ме-
няться во времени, однако она не будет при этом менять знака. Как мы
видим из рис. 13.9, это совпадает с результатами численного решения
уравнений (13.112).

Особыми точками потенциала механической системы являются точ-
ки его экстремума. В рамках линейных теорий выделенную роль игра-
ют точки минимума потенциала. Это обусловлено тем, что в незамкну-
той системе частица стремится к точке минимума потенциала, отдавая
при этом энергию окружению. Точки минимума потенциала являются
точками устойчивого равновесия.
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В нелинейных консервативных системах выделенную роль начи-
нают играть точки максимума потенциала, несмотря на то что они
соответствуют состояниям неустойчивого равновесия системы. Объяс-
нить это можно следующим образом. В линейном мире равновесие
системы (в смысле сохранения полной энергии) осуществляется путем
периодического превращения энергии в различные формы. Например,
потенциальная энергия системы, определяющаяся ее положением в
пространстве, превращается в кинетическую, связанную со скоростью
перемещения системы в пространстве. В оптической системе это со-
ответствует превращению внутриатомной энергии в энергию электро-
магнитного поля. Потенциальная энергия линейной системы, которой
соответствует параболический потенциал, не имеет точек максимума,
поэтому увеличение начальной амплитуды колебаний не может изме-
нить характера движения системы, а приводит лишь к увеличению
максимальной передаваемой энергии. Наличие максимумов потенциала
является специфической чертой нелинейных систем. Находясь в макси-
муме потенциала, система может обладать вполне определенной внут-
ренней энергией и может не совершать при этом никаких перемещений
в пространстве. Из рис. 13.9 видно, что по мере приближения началь-
ных условий к точке θ(0) = 0, a(0) = 0 временной интервал между
последовательными импульсами увеличивается. Такое поведение си-
стемы предсказывается и аналитическим решением задачи.

Действительно, при a(0) = 0 из (13.114) получаем

dθ

dt
= ν

√
cos 2θ0 − cos 2θ

2
.

Решение этого уравнения выражается через эллиптические функции:√
2

cos 2θ0 − 1
F

(
θ, − 2

cos 2θ0 − 1

)∣∣∣∣θ
θ0

= ν (t− t0) .

В предельном случае θ0 → 0 из последней формулы получаем

θ(t) = 2 arctg [exp (ν (t− t0))] , (13.117)

где
t0 = 1

ν

∣∣∣ln [
tg

(
θ0
2

)]∣∣∣ .
Из (13.117) для профиля импульса поля получаем

a(t) = 1
ch [ν (t− t0)]

.

Таким образом, с уменьшением θ0 время задержки возрастает и ди-
намика радиационного распада атома стремится к моноимпульсной
с профилем поля в виде обратного гиперболического косинуса. Дли-
тельность импульса поля по полувысоте профиля его интенсивности
|a(t)|2 равна

τ0 = 0,88/ν.
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Итак, мы видим, что стабильность возбужденного состояния атома
в пустом одномодовом резонаторе в рамках гамильтоновой интерпре-
тации взаимодействия атома с полем обусловлена наличием точек
максимума потенциала. Система достаточно долго находится в этих
точках и лишь под влиянием равновесного поля совершает быстрый
переход из одной точки неустойчивого равновесия (θ0 = 0) в другую
(θ1 = π). Следует отметить, что ближайшие друг к другу точки мак-
симума потенциала не являются полностью эквивалентными. Действи-
тельно, b2(θ = 0) = 1, b1(θ = 0) = 0, в то время как b2(θ = π) = −1,
b1(θ = π) = 0, поэтому эквивалентные с точки зрения механической
системы состояния оказываются неэквивалентными для оптической
системы.

б) Отстройка в резонаторе. Пусть теперь ансамбль атомов находит-
ся в одномодовом резонаторе, частота которого отстроена от частоты
атомного перехода. В этом случае система уравнений взаимодействия
имеет вид (13.99)

ȧ = νb∗1b2 exp(iΔωt),
ḃ2 = −νab1 exp(−iΔωt),
ḃ1 = νa∗b2 exp(iΔωt).

Дифференцируя каждое уравнение этой системы и вводя новые пере-
менные

a(t) = A(t) exp(iΔωt/2), b1(t) = B1(t) exp(iΔωt/2),
b2(t) = B2(t) exp(−iΔωt/2),

несложно получить следующую систему уравнений:

Ä− ν2
(
|B2|2 − |B1|2 − Δω2

4ν2

)
A = 0,

B̈1 + ν2
(
|A|2 − |B2|2 + Δω2

4ν2

)
B1 = 0,

B̈2 + ν2
(
|A|2 + |B1|2 + Δω2

4ν2

)
B2 = 0.

(13.118)

Несложно видеть, что полученная система уравнений имеет вид га-
мильтоновой системы уравнений для пар канонических переменных(
A, Ȧ∗), (

B1, Ḃ∗
1

)
и

(
B2, Ḃ∗

2

)
с гамильтонианом

H = Ȧ∗Ȧ+ Ḃ∗
1 Ḃ1 − Ḃ∗

2 Ḃ2 − ν2|A|2
(
|B2|2 − |B1|2

)
−

− ν2 |B1|2 |B2|2 + Δω2

4

(
|A|2 + |B1|2 − |B2|2

)
. (13.119)

Действительно, из (13.119), например, получаем

∂H

∂Ȧ
= Ȧ∗, ∂Ȧ

∂t
= − ∂H

∂A∗ = ν2
(
|B2|2 − |B1|2

)
A− Δω2

4
A.
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Несложно видеть, что второе уравнение совпадает с первым уравне-
нием системы уравнений (13.118). Таким образом, анализ возможных
решений системы уравнений (13.118) можно провести на основе ана-
лиза особых точек потенциальной энергии гамильтониана (13.119).

Однако пользуясь интегралами движения (13.100), задачу можно
существенно упростить и получить замкнутое уравнение для каждой
из атомных и полевых переменных. Например, уравнение для b1 имеет
вид

b̈1 − iΔωḃ1 + 2ν2 |b1|2 b1 − ν2 (1− C1) b1 = 0. (13.120)

В случае радиационного распада ансамбля возбужденных атомов
в пустом резонаторе константа C1 = 0 и решение уравнения (13.120)
имеет вид

b1(t) = 1
ν

√
ν2 − Δω2

4
exp(iΔωt/2)

ch

[√
ν2 − Δω2

4
t

] . (13.121)

При Δω = 0 решение (13.121) совпадает с полученными ранее реше-
ниями (13.106)–(13.107).

Мы видим, что амплитуда и фаза b1(t) = B1(t) exp [iϕ1(t)] опреде-
ляются выражениями

B1(t) = (Γ/ν) sch(Γt), ϕ1(t) = Δω

2
t,

где Γ =
√
ν2 − Δω2/4 . Используя интегралы движения (13.100)

и (13.102), несложно определить вид b2(t):

B2(t) =
√
1−B2

1(t) , ϕ̇2(t) = ϕ̇1(t) (B1/B2)
2 .

Следовательно,

B2(t) =

√
1−

(
Γ

ν

1
ch(Γt)

)2

,

ϕ2(t)= Δω

2
√
ν2 − Γ2

arctg
(

Γ√
ν2 − Γ2

th(Γt)
)

=arctg
(

Γ√
ν2 − Γ2

th(Γt)
)
.

Заменой
b1(t) = [f(t) + ig(t)] exp(iΔωt/2)

уравнение (13.120) легко приводится к гамильтонову виду с гамильто-
нианом

H = 1
2

(
ḟ2 + ġ2

)
+ U(f , g),

где потенциальная энергия U(f , g) имеет вид

U(f , g) = −1
2

[
ν2 (1− C1) − Δω2

4

] (
f2 + g2

)
+ ν2

2

(
f2 + g2

)2
. (13.122)
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Следовательно, экстремум потенциала (13.122) является максимумом
при

ν2 (1− C1) − Δω2

4
> 0. (13.123)

Неравенство (13.123) определяет условие, при котором возбужденное
состояние атомной подсистемы в микрорезонаторе является энергети-
чески более выгодным, чем основное.

Таким образом, мы видим, что гамильтонов формализм позволя-
ет получить наглядную интерпретацию возможных сценариев эволю-
ции взаимодействующей атомно-полевой системы. Особый интерес при
этом представляет возможность определения условий для реализации
решений, соответствующих однократному обмену энергией между по-
лем и средой, т. е. уединенных импульсов вида (13.106), (13.117),
(13.121), а также определения начальных условий, соответствующих
решениям такого вида, поскольку в протяженной многоатомной сре-
де эти решения соответствуют солитонному режиму распространения
коллективных возбуждений атомно-полевой системы.



Гл а в а 14

НЕЛИНЕЙНО ОПТИЧЕСКИЙ ОТКЛИК АТОМА

В СИЛЬНОМ ЛАЗЕРНОМ ПОЛЕ

Анализ, проведенный в гл. 5 и 12, показал, что связанные состояния
отрицательно частотного спектра, волновые функции которых являют-
ся сингулярными при r = 0, отвечают за состояние ядра атома. Состо-
яние электронной оболочки атома определяется заселенностью состоя-
ний стандартного спектра состояний. Несмотря на то что собственные
значения отрицательно частотной зоны состояний могут быть близки
к величине собственных значений стандартного базиса состояний, от-
клик частиц, находящихся в этих состояниях, кардинально отличается
от отклика частиц, находящихся в состояниях стандартного базиса.
Это связано с тем, что отклик атома на внешнее электромагнитное поле
зависит от отношения величины напряженности поля электромагнит-
ной волны к величине напряженности внутриатомного поля. Характер-
ный радиус распределения заряда частиц в состояниях стандартного
спектра определяется радиусом Бора, а для частиц, находящихся в свя-
занных отрицательно частотных состояниях, он определяется класси-
ческим радиусом частицы. Ясно поэтому, что межзонные переходы
могут быть стимулированы лишь внешним полем с напряженностью,
значительно превышающей напряженность, стимулирующую переходы
между состояниями стандартного базиса состояний. Действительно,
приведенные выше оценки показали, что величина матричных элемен-
тов межзонных переходов в α−1 меньше величины матричных элемен-
тов переходов между состояниями стандартного базиса. Все сказанное
относится к водородоподобным ионам с не очень тяжелыми ядрами, по-
скольку, как мы видели выше, реальным параметром малости является
параметр Zα. Однако в нейтральных атомах с Zα→ 1 состояния отри-
цательно частотной зоны сильно экранированы наличием большого ко-
личества электронов в атомных оболочках, поэтому их взаимодействие
с внешним электромагнитным полем не может быть адекватно описано
в рамках одночастичной модели. С учетом вышесказанного мы будем
в настоящей главе, обсуждая отклик атома на воздействие лазерного
поля, по сути дела, рассчитывать отклик, обусловленный движением
валентных электронов атома, т. е. будем учитывать, в основном, лишь
состояния стандартного спектра состояний.

Анализ задач взаимодействия излучения с атомом, проведенный
в предыдущей главе, базировался на двух подходах: теории возму-
щений и приближений двухуровневого атома. При анализе электро-
дипольных переходов между состояниями стандартного базиса состо-
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яний параметром малости теории возмущений является отношение
величины энергии электродипольного взаимодействия HD = −dE0 к
энергии ионизации частицы из основного состояния стандартного ба-
зиса состояний частицы в кулоновском поле: I0 ≈ e4m0/2h̄

2. Учитывая
оценки величины дипольного момента перехода между состояниями
стандартного базиса, получаем: |d| ≈ dB = eaB, поэтому указанное
отношение можно записать в виде

〈HD〉
I0

= dBE0

I0
= eE0

Fat
= E0

Eat
,

где Fat — сила, действующая на атомный электрон со стороны ядра,
которую можно оценить следующим образом:

Fat ≈
〈
∂U0

∂r

〉
= I0
aB
.

Таким образом, параметром малости теории возмущений является от-
ношение напряженности поля электромагнитной волны к напряженно-
сти внутриатомного поля. Пока это отношение является малым, мы
можем пользоваться алгоритмом, который мы обсудили в разделе 13.2,
основа которого состоит в том, что волновая функция задачи об атоме
в поле представляется в виде разложения по собственным функциям
свободного атома. Однако рост напряженности поля электромагнитной
волны существенно меняет характер отклика атома. В очень слабых
полях отклик атома является линейным, т. е. частота поля отклика
атома совпадает с несущей частотой падающего поля. В квазирезо-
нансных процессах, когда частота падающего поля близка к частоте
атомного перехода, частота поля отклика может несколько отличать-
ся от частоты падающего поля, однако эти отличия незначительны:
h̄Δω ≈ 〈HD〉 � h̄ω0. Качественные отличия в характере отклика атома
были обнаружены, когда напряженность поля лазерных источников
стала приближаться к внутриатомной напряженности. В субатомной
области напряженностей поля лазерного импульса отклик атома пред-
ставляет собой последовательность нечетных гармоник поля лазерного
импульса с ярко выраженной частотой отсечки, которая пропорцио-
нальна пондеромоторному потенциалу поля, т. е. слагаемому оператора
взаимодействия (13.17), пропорциональному квадрату векторного по-
тенциала:

Up =
〈
q20A

2

2m0c
2

〉
= q20E

2
0

4m0ω
2
.

При напряженности поля лазерного импульса порядка внутриатомной
в спектре отклика происходят качественные изменения: частота отсеч-
ки насыщается и перестает зависеть от интенсивности лазерного им-
пульса. Меняются также и угловые зависимости вылета фотоэлектро-
нов, свидетельствующие о возрастающем вкладе высокомультипольных
переходов.
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Возникающие различия вполне предсказуемы и связаны с отличием
симметрийных свойств задачи об атоме, взаимодействующем с внешней
электромагнитной волной, по сравнению со сферической симметри-
ей задачи свободного атома. Действительно, электромагнитная волна
имеет три выделенных направления в пространстве, связанные с на-
правлением вектора напряженности электрического поля E, магнитного
поля B и волнового вектора k. Влияние векторов B и k на симметрию
волновой функции становится существенным лишь при релятивистской
напряженности поля лазерной волны Erel = mωc/e, когда скорость
движения электрона становится близка к скорости света, а ампли-
туда колебаний электрона в поле лазерной волны становится близка
к длине волны излучения. Величина релятивистской напряженности
поля существенно превосходит внутриатомную, поэтому при анализе
взаимодействия атома с лазерным импульсом, напряженность поля
которого меньше или порядка внутриатомной, мы можем пользоваться
длинноволновым приближением

A (r, t) ≈ A(t), (14.1)

когда
E = −1

c

∂A

∂t
�= 0, B = rotA = 0.

В рамках длинноволнового приближения симметрия системы «атом +
+ поле» становится аксиальной. Указанные различия несущественны
при E0 � Eat. Однако при E0 � Eat возникает необходимость в раз-
витии непертурбативных методов решения задачи о взаимодействии
атома с сильными лазерными полями. В настоящем разделе, следуя
работе [58], мы проанализируем специфику взаимодействия атома с ла-
зерными полями околоатомной напряженности.

14.1. Отклик атома в сильном лазерном поле

14.1.1. Краевая задача для свободного атома и атома, взаи-
модействующего с внешним полем. Краевая задача, определяющая
спектр собственных значений и собственных функций свободного во-
дородоподобного атома, имеет вид[

1
2m0

(
p2 +m2

0c
2) + iμ0αααααααααE0

]
Φn (r) = 1

2m0c
2
(En − U0)

2 Φn (r) , (14.2)

где E0 = −Zq0r/r3 — напряженность поля, создаваемого ядром атома,
а U0(r) = −Zq20/r. Спектр собственных значений En и собственные
волновые функции Φn (r) этой задачи были определены в гл. 12. Как
мы отмечали в разделе 13.2.2, в общем случае квантовое число n явля-
ется многокомпонентным. Однако в настоящей главе мы будем интере-
соваться откликом атома, обусловленным его валентными электронами,
поэтому можно считать, что квантовое число является совокупностью
четырех квантовых чисел {n, j, l, m}: радиального квантового числа n,
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полного углового момента j, орбитального углового момента l и проек-
ции полного углового момента m. Собственные значения энергии уров-
ней вырождены относительно проекции полного углового момента m.

Краевая задача (14.2) с граничными условиями при r → ∞ и r → 0
обладает сферической симметрией, поэтому полный угловой момент
является сохраняющейся величиной. Как мы отмечали выше, задача
о взаимодействии атома с полем внешней электромагнитной волны
сферической симметрией не обладает, поэтому базис собственных вол-
новых функций сферически симметричной задачи (14.2) не является
удобным базисом для разложения волновой функции нестационарного
уравнения для атома в поле внешней электромагнитной волны. Дей-
ствительно, с ростом напряженности поля лазерной волны количество
слагаемых в указанном разложении будет неограниченно возрастать.
Обратимся поэтому к краевой задаче следующего вида:[

1
2m0

((
p − q0

c
∇χ (r, t)

)2
+m2

0c
2

)
+ iμ0αααααααααE0

]
Θn (r, t) =

= 1

2m0c
2
(En − U0)

2 Θn (r, t), (14.3)

где χ (r, t) — произвольная функция координат и времени. Зная ре-
шение краевой задачи (14.2), мы можем легко определить решение
краевой задачи (14.3). Действительно, прямой подстановкой несложно
убедиться, что собственные функции краевой задачи (14.3) для тех же
самых граничных условий, что используются в краевой задаче (14.2),
имеют вид

Θn (r, t) = Φn (r) exp
(
i
q0
h̄c
χ (r, t)

)
, (14.4)

где Φn (r) — собственные волновые функции краевой задачи (14.2).
Собственные значения, отвечающие собственным функциям (14.4),
совпадают с собственными значениями краевой задачи (14.2). Гра-
ничные условия краевой задачи (14.3) определяются таким образом,
что при χ (r, t) → 0 они совпадают с граничными условиями краевой
задачи (14.2).

Положим, что χ (r, t) имеет вид

χ (r, t) = A(t)r, (14.5)

тогда краевая задача (14.3) принимает вид[
1

2m0

((
p − q0

c
A(t)

)2
+m2

0c
2

)
+ iμ0αααααααααE0

]
Θn (r, t) =

= 1

2m0c
2
(En − U0)

2 Θn (r, t). (14.6)

Как видно, краевая задача (14.6) принимает вид краевой задачи о дви-
жении электрона в кулоновском поле и внешнем электромагнитном
поле, описываемом в рамках длинноволнового приближения (14.1).
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Отметим, что в (14.6) не учитывается член iμ0αααααααααE. Это связано
с тем, что, как было показано в разделе 13.2, отношение характер-
ных величин матричных элементов имеет вид:

∣∣∣P(s)
nm

∣∣∣ / |Mn′m′ | ≈ α

и |Mn′m′ | /
∣∣∣P(t)

nm

∣∣∣ ≈ α3, поэтому учет матричных элементов P(s)
nm выхо-

дит за рамки длинноволнового приближения.
Волновая функция (14.4) принимает теперь вид

Θn (r, t) = Φn (r) exp
(
i
q0
h̄c

A(t)r
)
. (14.7)

Экспоненциальный множитель в (14.7) может быть представлен в виде
разложения по сферическим гармоникам:

exp
(
i
q

h̄c
Ar

)
= 4π

∞∑
l=0

l∑
m=−l

iljl
(
q

h̄c
Ar

)
Y ∗

lm

(
A

A

)
Ylm

(
r

r

)
,

где jl(z) — функция Бесселя полуцелого порядка (или сферическая
функция Бесселя), а Ylm (e) — шаровые функции. Из последней фор-
мулы видно, что собственная волновая функция (14.7), отвечающая
энергии En, j, l свободного атома, в присутствии внешнего электромаг-
нитного поля становится аксиально симметричной с осью симметрии,
совпадающей с вектором A, и представляется в виде бесконечного ряда
сферических спиноров, вид которых определяется выражением (13.30).

Волновые функции Φn (r) удовлетворяют условию ортонормирован-
ности

1

m0c
2

∫
Φm (r)

(
En + Em

2
− U0 (r)

)
Φn (r) dV = ±δnm. (14.8)

Несложно видеть, что такому же условию ортонормированности удо-
влетворяют собственные волновые функции краевой задачи (14.3):

1

m0c
2

∫
Θm (r, t)

(
En + Em

2
− U0 (r)

)
Θn (r, t) dV = ±δnm. (14.9)

Таким образом, волновые функции

Φn (r, t) = Φn (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)
, Ψn (r, t) = Θn (r, t) exp

(
−iEn

h̄
t
)

составляют два полных ортогональных базиса. Следовательно, любая
собственная функция одного базиса может быть представлена в виде
разложения по собственным функциям второго базиса. Например,

Ψn (r, t) =
∑
m

cnm(t)Φm (r, t) ,

ih̄
∂Ψn

∂t
+ q0

c

∂χ

∂t
Ψn =

∑
m

EmcnmΦm (r, t).
(14.10)

Тогда, используя (14.8), для коэффициентов разложения Cnm получаем

cnm(t) = Cnm exp
(
i
Em −En

h̄
t
)
,
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где

Cnm(t) = 1

m0c
2

∫
Φm (r)

(
En + Em

2
− U0

)
exp

(
i
q0
h̄c

A(t)r
)

Φn (r) dV.

(14.11)
Таким образом, для разложения волновых функций (14.7) по собствен-
ным волновым функциям свободного атома получаем

Θn (r, t) =
∑
m

CnmΦm (r) . (14.12)

Аналогично, используя разложения

Φn (r, t) =
∑
m

dnm(t)Ψm (r, t) , ih̄
∂Φn

∂t
=

∑
m

EmdnmΨm (r, t) ,

(14.13)
для разложения волновых функций свободного атома по волновым
функциям краевой задачи (14.6) получаем

Φn (r) =
∑
m

DnmΘm (r, t) , (14.14)

где

Dnm(t) = 1

m0c
2

∫
Φm (r)

(
En + Em

2
− U0

)
exp

(
−i q0

h̄c
A(t)r

)
Φn (r) dV.

(14.15)
Подставляя (14.13) в (14.10), получаем

Ψn =
∑
k,m

cnmdmkΨk, ih̄
∂Ψn

∂t
+ q0

c

∂χ

∂t
Ψn =

∑
k

Ek

∑
m

cnmdmkΨk,

(14.16)
следовательно, матрицы (14.11) и (14.15) удовлетворяют следующему
условию: ∑

m

cnmdmk =
∑
m

CnmDmk = δnk, (14.17)

поскольку в этом случае соотношения (14.16) принимают вид

Ψn =
∑
k,m

cnmdmkΨk = Ψn,

ih̄
∂Ψn

∂t
+ q0

c

∂χ

∂t
Ψn =

∑
k

Ek

∑
m

cnmdmkΨk = EnΨn.

Удобно ввести матрицу преобразования

Wnm = 1

m0c
2

∫
Φn (r)

(
En +Em

2
− U0

)
exp

(
−i q0

h̄c
χ
)

Φm (r) dV ,

тогда
Dnm = Wmn, Cnm = W+

nm
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и условие (14.17) принимает вид условия унитарности матрицы пре-
образования: W−1 = W+. В частности, для функции χ, определяемой
выражением (14.5), получаем

Wnm = 1

m0c
2

∫
Φn (r)

(
En +Em

2
− U0

)
exp

(
−i q0

h̄c
A(t)r

)
Φm (r) dV.

(14.18)
Отметим, что сумма в разложениях (14.12) и (14.14) подразумевает

суммирование по дискретным уровням атома и интегрирование по со-
стояниям непрерывного спектра.

14.1.2. Уравнения для амплитуд населенности уровней.
Рассмотрим, в чем состоят преимущества введения базиса состояний
аксиально симметричной краевой задачи (14.6). Общее уравнение дви-
жения электрона в кулоновском поле и поле плоской электромагнитной
волны имеет вид

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
Ψ =

=
[

1
2m0

((
p − q

c
A

)2
+m2

0c
2
)
− μ0 (ΣB − iαααααααααE)

]
Ψ, (14.19)

где векторный потенциал A является в общем случае функцией коор-
динат и времени A (r, t), поэтому

B (r, t) = rotA (r, t) , E (r, t) = −1
c

∂A (r, t)
∂t

− ∇ϕ0 (r) .

В длинноволновом приближении уравнение (14.19) принимает вид

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
Ψ =

=
[

1
2m0

((
p − q

c
A(t)

)2
+m2

0c
2

)
+ iμ0αααααααααE0

]
Ψ. (14.20)

Введем следующее обозначение для оператора в правой части уравне-
ния (14.20):

H = 1
2m0

((
p − q

c
A(t)

)2
+m2

0c
2
)

+ iμ0αααααααααE0. (14.21)

Этот оператор совпадает с оператором краевой задачи (14.6). В свою
очередь сопряженная собственная волновая функция Φn (r, t) краевой
задачи (14.2) удовлетворяет уравнению

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
+ U0

)2
Φn = Φn

[
1

2m0

(
p2 +m2

0c
2) + iμ0αααααααααE0

]
= ΦnH

†
0 .

(14.22)
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Умножая обе части уравнения (14.20) слева на Φn, а обе части
уравнения (14.22) справа на Ψ и взяв затем разность получившихся
уравнений, после интегрирования по объему получаем

ih̄
d

dt

∫
1

m0c
2

[
ih̄

2

(
Φn

∂Ψ

∂t
− ∂Φn

∂t
Ψ

)
− ΦnU0Ψ

]
dV =

=
∫ (

Φn ·HΨ − ΦnH
†
0 · Ψ

)
dV. (14.23)

Разложим волновую функцию уравнения (14.20) в ряд по собственным
функциям краевой задачи (14.2):

Ψ (r, t) =
∑

n

an(t)Φn (r, t) . (14.24)

Подставляя (14.24) в (14.23), получаем

ih̄
dan

dt
=

∑
m, k

W−1
nk (Ek − En)Wkmam(t). (14.25)

Учитывая соотношение (14.17), получаем

dan

dt
= iωnan − i

h̄

∑
m, k

W−1
nk EkWkmam. (14.26)

Несложно видеть, что, несмотря на то что мы используем длин-
новолновое приближение, получившаяся система уравнений для ам-
плитуд населенности уровней кардинально отличается от системы
уравнений (13.25), матричные элементы в правой части которой опре-
деляются выражением (13.28). Действительно, матричные элемен-
ты (13.28) содержат лишь слагаемые, пропорциональные первой и вто-
рой степеням векторного потенциала A (r, t) или его производных, в то
время как правая часть системы уравнений (14.26) содержит матрич-
ные элементы, пропорциональные произвольным степеням векторного
потенциала, что видно из определения матричных элементов (14.18).
Причина указанных кардинальных различий кроется в том, что при
выводе (13.28) мы использовали соотношения (6.16)–(6.18), которые
имеют одинаковый вид в случае скалярных и спинорных полей, но
которые, однако, являются следствием уравнения (6.14) для свободного
атома в скалярном случае или аналогичного ему уравнения (7.24)
в спинорном случае.

Если обратиться к выводу уравнений для амплитуд населенности
уровней и выводу соотношения (6.16), то несложно видеть, что в пер-
вом случае мы используем уравнение для волновой функции атома
во внешнем электромагнитном поле и уравнение для сопряженной
волновой функции свободного атома. В свою очередь во втором случае
мы используем уравнение для волновой функции свободного атома
и уравнение для сопряженной волновой функции свободного атома.
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Из общих соображений ясно, что соотношение (6.16) справедливо
лишь в рамках применимости теории возмущений. Это утверждение
можно проиллюстрировать и следующим образом. Действительно, пра-
вую часть уравнения (14.23) можно записать также в следующем виде:∑

m

am

∫
Φn (H −H0) ΦmdV =

=
∑
m

am

∫
Φn

(
− q0
2m0c

Ap + q20

m0c
2
A2

)
ΦmdV. (14.27)

Подставляя (14.27) в (14.23), мы получаем систему уравнений (13.25)
в электродипольном приближении. При E0 � Eat матрицу преобразо-
вания (14.18) можно записать в виде

Wnm = δnm − i
q0
h̄c

∫
ArρnmdV + . . . , (14.28)

где
ρnm = 1

m0c
2
Φn (r)

(
En + Em

2
− U0 (r)

)
Φm (r) .

Подставляя (14.28) в (14.25), получаем

ih̄
dan

dt
= −iq0

c

∑
m

amωnm

∫
ArρnmdV. (14.29)

Таким образом, в резонансном приближении, когда
A(t) = A0(t) exp (−iωnmt) ,

получаем

ih̄
dan

dt
= −q0

∑
m

am(t)
∫
ErρnmdV = −

∑
m

∫
EP(t)

nmdV am(t).

Как видно, полученная система уравнений совпадает с системой урав-
нений (13.25) в электродипольном приближении. Точное выражение
для матрицы преобразования Wnm имеет вид

Wnm =
∞∑

k=0

1
k!

1

m0c
2

∫
Φn (r)

(
En + Em

2
− U0

) (
−i q0

h̄c
Ar

)k

Φm (r) dV.

(14.30)
Как видно, в общем случае матричные элементы Wnm являются нели-
нейными функциями напряженности поля лазерной волны и включают
все степени поля An. Возможность ограничиться двумя слагаемыми
в (14.30) определяется величиной показателя экспоненты. Величину
показателя экспоненты мы можем легко оценить для радиационных
переходов в водородоподобном атоме. В этом случае получаем

q0A0aB

h̄c
= |e|aBE0

h̄ω
≈ E0

Eat
.

Следовательно, параметром малости задачи является отношение напря-
женностей поля лазерной волны и внутриатомного поля. При E0 � Eat
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мы можем ограничиться приближением (14.29) общей системы урав-
нений (14.26). При E0 � Eat количество существенных слагаемых
в правой части (14.26) определяется видом матричных элементов Wnm.
Следует отметить, что матричные элементы Wnm для водородоподобно-
го атома вычисляются в аналитической форме. Несложно видеть, что
указанные матричные элементы являются нелинейными функциями
амплитуды поля, и потому их разложения в ряд по степеням поля
содержат слагаемые, пропорциональные всем степеням поля.

14.1.3. Калибровочная инвариантность. Можно показать, что
система уравнений (14.26) удовлетворяет принципу калибровочной ин-
вариантности. Обратимся к случаю, когда A (r, t) = A0, где A0 —
векторная константа. В этом случае как волновая функция

Ψn (r, t) = Θn (r) exp
(
−iEn

h̄
t
)

= Φn (r, t) exp
(
i
q0
h̄c

A0r
)
,

так и волновая функция
∂Ψn (r, t)

∂t
= −iEn

h̄
Φn (r, t) exp

(
i
q0
h̄c

A0r
)

являются одновременно решениями краевой задачи (14.3), поэтому
мы можем разложить волновую функцию уравнения (14.19) в ряд
как по собственным функциям Φn (r, t), так и по функциям Ψn (r, t).
Соответствующие разложения имеют вид

Ψ (r, t) =
∑

n

an(t)Φn (r, t) , (14.31)

Ψ (r, t) =
∑

n

bn(t)Ψn (r, t) , (14.32)

где
an = 1

m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Φn

∂t
Ψ − Φn

∂Ψ

∂t

)
− ΦnUΨ

]
dV ,

bn = 1

m0c
2

∫ [
− ih̄

2

(
∂Ψn

∂t
Ψ − Ψn

∂Ψ

∂t

)
− ΨnUΨ

]
dV.

Подставляя разложения (14.31) в правую часть уравнения (14.23),
получаем

ih̄
dan

dt
=

∑
m

∫
Φn

(
− q0
m0c

A0p + q20

2m0c
2
A2

0

)
ΦmdV · am. (14.33)

С другой стороны, в рассматриваемом случае Ψn (r, t) удовлетворя-
ют уравнению

1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
+ U0

)2
Ψn (r, t) =

= Ψn (r, t)
[

1
2m0

((
p + q0

c
A0

)2
+m2

0c
2

)
+ iμ0αααααααααE0

]
, (14.34)
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поэтому вместо (14.23) получаем

ih̄
d

dt

∫
1

m0c
2

[
ih̄

2

(
Φn

∂Ψ

∂t
− ∂Φn

∂t
Ψ

)
− ΦnU0Ψ

]
dV =

=
∫ (

Φn ·HΨ − ΦnH
† · Ψ)

dV.

Следовательно,
ih̄
dbn
dt

= 0. (14.35)

Как мы уже неоднократно отмечали, изменение потенциалов поля
на постоянную величину не должно приводить к изменению значе-
ний наблюдаемых величин, это следует из принципа калибровочной
инвариантности. Как видно из (14.33) и (14.35), разложение по соб-
ственным функциям краевой задачи (14.3) находится в полном соот-
ветствии с принципом калибровочной инвариантности: изменение на
постоянную величину векторного потенциала не приводит к измене-
нию населенности уровней, которая является наблюдаемой величиной.
С другой стороны, разложение волновой функции по собственным вол-
новым функциям свободного атома приводит к тому, что населенности
уровней начинают изменяться. Это связано с тем, что собственные
волновые функции краевой задачи (14.3) имеют цилиндрическую сим-
метрию, в то время как собственные волновые функции краевой зада-
чи (14.2) являются собственными волновыми функциями сферически
симметричной краевой задачи свободного атома, поэтому изменение
векторного потенциала на постоянную величину приводит к перестрой-
ке волновой функции.

14.1.4. Поле отклика атома. Определив волновую функцию ато-
ма во внешнем поле, мы можем рассчитать поле отклика атома, которое
определяется решением следующего уравнения:

ΔAr − 1

c2
∂2Ar

∂t2
= −4π

c
j, (14.36)

где плотность тока, отвечающая уравнению (14.20), имеет вид

j (r, t) = q0
2m0

[(
ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ · Ψ + Ψ ·

(
−ih̄∇ − q0

c
A

)
Ψ

]
−

− iμ0
∂

∂t

(
ΨαααααααααΨ

)
. (14.37)

Подставляя в (14.37) волновую функцию (14.24), получаем

j (r, t) = q0
2m0

∑
n,m

a∗nam

[(
p + q0

c
A

)
Φn · Φm + Φn ·

(
p − q0

c
A

)
Φm

]
.

(14.38)
Поскольку в рамках используемого приближения мы положили −PE ≈
≈ −PE0, то спиновая часть волновой функции остается неизменной,
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поэтому
∫

ΦnαααααααααΦmdV =
∫

ΦnαααααααααΦndV · δnm и, следовательно, последнее
слагаемое в (14.37) не дает отклика на частоте внешнего поля или его
гармоник, поэтому в (14.38) мы его опустили.

Итак, для расчета поля отклика атома нам необходимо рассчитать

матричные элементы оператора скорости v = 1
m0

(
p − q0

c
A

)
. Исполь-

зуя (14.7), получаем∫
Θn (r, t)

(
p − q0

c
A

)
Θm (r, t) dV =

∫
Φn (r)pΦm (r) dV. (14.39)

Полученное соотношение показывает, что решения краевой зада-
чи (14.6) позволяют связать матричные элементы оператора скорости

v = 1
m

(
p − q

c
A

)
по собственным волновым функциям краевой задачи

о движении атома во внешнем поле с матричными элементами опера-
тора импульса для состояний свободного атома pnm. Как мы отмечали
ранее, именно оператор скорости, а не оператор импульса, отвечает
наблюдаемой величине при взаимодействии частицы с внешним полем.
В свою очередь матричные элементы оператора скорости по волновым
функциям задачи свободного атома имеют вид∫

Φn

(
p − q0

c
A

)
ΦmdV =

∑
p, q

W−1
np ppqWqm. (14.40)

Таким образом, матричные элементы оператора скорости по волно-
вым функциям свободного атома представляют собой бесконечный
ряд матричных элементов оператора импульса по волновым функциям
свободного атома. Количество существенных слагаемых в правой ча-
сти (14.40) определяется видом матричных элементов Vnm.

Спектр поля отклика атома определяется решением уравне-
ния (14.36) и на далеких расстояниях имеет вид

Ar (k, ω) = exp(ikR)

Rc

∫
j (r, ω) exp (−ikr) dV , (14.41)

где R — расстояние до точки наблюдения и k = Rω/Rc. Исполь-
зуя (14.38) и (14.40), получаем

Ar(ω) = q0
Rm0c

∑
n,m, p, q

∫
a∗n(t)am(t)W−1

np (t)ppqWqm(t) exp(iωt)dt.

(14.42)
Для спектра интенсивности отклика окончательно получаем

dI (k, ω)

dΩ
= q2

2πcm2
×

×
∣∣∣∣∣ ∑
n,m, p, q

∫
a∗n(t)am(t)W−1

np (t) [kppq]Wqm(t) exp(iωt)dt

∣∣∣∣∣
2

. (14.43)
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Отметим, что в (14.42) мы опустили экспоненциальный множитель
в подынтегральном выражении формулы (14.41), положив, что как
для лазерного излучения, так и для излучения гармоник выполняется
условие knr ≈ naB/λ� 1 (где aB — радиус Бора, а λ — длина волны
излучения). Однако для высоких оптических гармоник отклика может
оказаться, что knaB � 1. В этом случае поле отклика определяется
выражением (14.42), в котором необходимо произвести замену

ppq → 1
2

[
(exp (−ikr)p)pq + (exp (ikr)p)∗qp

]
.

14.1.5. Атом в лазерном поле релятивистской напряженности.
Краевая задача о взаимодействии атома с произвольным электромаг-
нитным полем имеет вид[

1
2m0

((
p − q0

c
A (r, t)

)2
+m2

0c
2

)
− μ0ΣB + iμ0αααααααααE0

]
Ψ (r, t) =

= 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
Ψ (r, t) . (14.44)

Учитывая соотношение между величиной матричных элементов, мы,
так же как и в (14.6), опустили слагаемое iμ0αααααααααE. Подстановка в (14.44)
волновой функции в виде

Ψ (r, t) = exp
(
i
q0
h̄c

A (r, t) r
)

Φ (r, t)

приводит уравнение (14.44) к следующему виду:[
1

2m0

((
p − q0

c
A2 (r, t)

)2
+m2

0c
2
)
− μ0ΣB + iμ0αααααααααE0

]
Φ (r, t) =

= 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
Φ (r, t) , (14.45)

где A2 (r, t) — вихревая часть электромагнитного поля. Как было
отмечено в [58], в случае произвольного поля A (r, t) удобно восполь-
зоваться следующим тождеством векторной алгебры:

A (r, t) = ∇ (A (r, t) r) − xi∇Ai (r, t) = A1 (r, t) + A2 (r, t), (14.46)
где подразумевается суммирование по повторяющемуся индексу. Пер-
вое слагаемое в (14.46) соответствует градиентной части поля, а вто-
рое — вихревой. Действительно,

rotA1 (r, t) ≡ 0, rotA2 (r, t) = rotA (r, t) .

Трансляционную часть гамильтониана взаимодействия уравне-
ния (14.45) можно привести к виду

− q0
2m0c

(pA2 + A2p) + q20

2m0c
2
A2

2 = − q0h̄

2m0c
Bl − ih̄q0

2m0c
rΔA+

+ q0
2m0c

∂Ai

∂xj
(xipj + xjpi) + q20

2m0c
2
A2

2, (14.47)
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где B = rotA и h̄l = [rp] — оператор углового момента. По со-
ображениям, обсуждавшимся в разделе 13.2, мы можем оставить
в правой части (14.47) лишь первое слагаемое, тогда в приближении
B (r, t) ≈ B(t) мы приходим к следующей краевой задаче:[

1
2m0

(
p2 +m2

0c
2) − (μBl + μ0Σ)B(t) + iμ0αααααααααE0

]
Φn (r, t) =

= 1

2m0c
2
(En − U0)

2 Φn (r, t), (14.48)

где μB = q0h̄/2m0c — магнетон Бора. Как видно, краевая задача (14.48)
является краевой задачей для атома водорода, взаимодействующего с
постоянным магнитным полем. Зная решение этой задачи, мы можем
определить решения краевой задачи[

1
2m0

((
p − q0

c
∇ (A (r, t) r)

)2
+m2

0c
2

)
−

− (μBl + μ0Σ)B + iμ0αααααααααE0] Ψn (r, t) =

= 1

2m0c
2

(
ih̄

∂

∂t
− U0

)2
Ψn (r, t) ,

которые имеют вид

Ψn (r, t) = exp
(
i
q0
h̄c

A (r, t) r
)

Φn (r, t) . (14.49)

Следует отметить, что первый сомножитель волновой функции (14.49)
уже не обладает аксиальной симметрией, поскольку зависит от направ-
ления волнового вектора электромагнитной волны.

Отметим в заключение, что при поиске точных решений краевой
задачи об атоме в произвольном поле можно также воспользоваться
следующим выражением. Используя условие поперечности поля элек-
тромагнитной волны, вихревую часть поля можно представить в сле-
дующем виде:

A2 (r, t) = −i [lA] ,

где l — оператор углового момента. Поскольку оператор углового мо-
мента является генератором операции трехмерных вращений, то ука-
занное представление позволяет применить общие методы теории групп
для поиска точных решений краевой задачи в случае произвольного
электромагнитного поля A (r, t).

14.2. Симметрийные свойства матричных элементов

Учитывая, что волновые функции базиса состояний зеркальных
частиц сингулярны в нуле, из формулы (14.18) несложно видеть, что
недиагональные матричные элементы Wnm для переходов между свя-
занными состояниями отрицательно частотного спектра близки к нулю.
Поэтому в настоящем разделе мы будем рассматривать отклик ато-
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ма, связанный с переходами внешних электронов атома между уровня-
ми стандартного спектра. Используя формулы гл. 12, матричные эле-
менты Wnm можно рассчитать в аналитическом виде. Однако получа-
ющиеся выражения слишком громоздки, поэтому в целях наглядности
мы приведем выражения для матричных элементов переходов между
состояниями стандартного базиса, используя приближение Zα � 1,
хотя это ограничение не является принципиальным.

14.2.1. Матричные элементы. Итак, в нерелятивистском при-
ближении коэффициенты разложения волновой функции в ряд по
собственным функциям свободного атома определяются из решения
системы уравнений (14.26)

dan

dt
= iωnan − i

∑
m, k

W−1
nk ωkWkmam.

Как видно, населенности уровней определяются в первую очередь ве-
личиной составного матричного элемента

Mnm =
∑

k

W−1
nk ωkWkm. (14.50)

В свою очередь спектр отклика атома, как следует из (14.42), опреде-
ляется величиной матричных элементов

Pnm(t) =
∑
p, q

W−1
np ppqWqm. (14.51)

Матричные элементы оператора импульса, входящие в (14.51), рас-
считываются для состояний свободного атома, поэтому мы можем
воспользоваться соотношением pnm = imωnmrnm, которое является
в этом случае точным и строгим.

Оператор W = exp
(
−i q0

h̄c
Ar

)
может быть представлен в виде сум-

мы четной W (e) и нечетной W (o) частей:

W = W (e) − iW (o) = cos
(
q0A (r, t) r

h̄c

)
− i sin

(
q0A (r, t) r

h̄c

)
. (14.52)

Четная часть остается неизменной при операции пространственной
инверсии r → −r и является бесконечным рядом четных степеней
функции A (r, t), нечетная часть меняет знак при операции простран-
ственной инверсии и является бесконечным рядом нечетных степеней
функции A (r, t). При взаимодействии атома с полем квазимонохрома-
тической волны, например

A (r, t) = A0(t) cos (ωt− kr) ,
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оператор V представляет собой производящую функцию для функций
Бесселя

exp(−iβ cosΦ) = J0(β) + 2
∞∑

k=1

(−1)kJ2k(β) cos(2kΦ)−

− 2i
∞∑

k=0

(−1)kJ2k+1(β) cos ((2k + 1)Φ) , (14.53)

где
β (r, t) = q0

h̄c
A0(t)r, Φ = ωt− kr.

Следовательно, матричные элементы оператора W подчиняются
следующему правилу:

Wnm(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
W (e)

nm =
∞∑

k=−∞
W (2k)

nm exp (−i2kω0t) , pn = pm,

W (o)
nm =

∞∑
k=−∞

W (2k+1)
nm exp (−i(2k + 1)ω0t) , pn = −pm,

(14.54)
где pn — собственное значение оператора четности, а явный вид мат-
ричных элементов W (k)

nm будет определен ниже.
Указанные симметрийные свойства матричных элементов операто-

ра W не зависят от состояния поляризации падающей волны. Однако
явный вид матричных элементов W (k)

nm существенно зависит от состо-
яния поляризации падающей волны. Если поле является линейно по-
ляризованным, то ось z удобно выбрать совпадающей по направлению
с вектором напряженности поля лазерной волны, тогда

A(t)r = A0(t)r cos θ cosΦ.

В случае циркулярно поляризованной волны ось z удобно выбрать
совпадающей по направлению с волновым вектором, в этом случае для
плоской электромагнитной волны получаем

A(t)r = A0(t)r sin θ cos(Φ − ϕ).

Различие матричных элементов Wnm в указанных двух случаях свя-
зано с тем, что для линейно поляризованной волны оператор W ак-
сиально-симметричен, а в случае циркулярно поляризованных волн он
зависит также и от полярного угла ϕ. В дальнейшем мы будем, как
правило, полагать, что поле является линейно поляризованным. Случай
круговой поляризации будет рассмотрен особо.

14.2.2. Матричные элементы. Используя волновые функции
атома водорода, определенные в гл. 12, матричные элементы Wnm

можно рассчитать в аналитическом виде. На рис. 14.1 показаны диа-
гональные и недиагональные матричные элементы для ряда переходов.
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Как видно из рис. 14.1, а, диагональные матричные элементы равны
единице в полях субатомной напряженности, а в области напряжен-
ности поля лазерного импульса порядка внутриатомной их значения
резко падают до нуля. Из рис. 14.1, б видно, что недиагональные
матричные элементы равны нулю в полях субатомной напряженности и
становятся отличными от нуля в полях внутриатомной напряженности.
Это относится к состояниям как одинаковой, так и противоположной
четности.

Рис. 14.1. Диагональные матричные элементы для ряда состояний стандарт-
ного базиса (а); недиагональные матричные элементы для ряда состояний

стандартного базиса (б)
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Ниже приведен аналитический вид ряда матричных элементов
в приближении α → 0. Отметим, что следующий член разложения
пропорционален α2, поэтому для атома водорода указанные матрич-
ные элементы с высокой степенью точности совпадают с матричными
элементами, рассчитываемыми с помощью волновых функций, приве-
денных в гл. 12 (которые мы не приводим ввиду их громоздкости). Для
состояний стандартного базиса состояний эти матричные элементы
имеют вид

〈1s|W |1s〉 = 16(
4 + a2

)2
, 〈2s|W |2s〉 = 1− 3a2 + 2a4(

1 + a2
)4 ,

〈2p, m = 1|W |2p, m = 1〉 = 1(
1 + a2

)3
,

〈2p, m = 0|W |2p, m = 0〉 = 1− 5a2(
1 + a2

)4 , 〈1s|W |2s〉 = 256
√
2 a2(

9 + 4a2
)3
,

〈1s|W |2p〉 = 384
√
2 a(

9 + 4a2
)3
, 〈2s|W |2p〉 =

3a
(
1− a2

)
(
1 + a2

)4 ,

〈1s|W |3s〉 =
432

√
3 a2

(
16 + 27a2

)
(
16 + 9a2

)4 , 〈1s|W |3p〉 =
864

√
2 a

(
16 + 27a2

)
(
16 + 9a2

)4 ,

〈1s|W |3d〉 = 6912
√
6 a2(

16 + 9a2
)4 ,

где
a(t) = q0aBA0

h̄c
f(t). (14.55)

Учитывая, что для монохроматической волны амплитуда электриче-
ского поля волны E0 связана с амплитудой векторного потенциала
соотношением E0 = A0ω/c, несложно видеть, что основным параметром
задачи является следующий:

μ = q0aBA0

h̄c
= d0E0

h̄ω
, (14.56)

где d0 = |e|aB — дипольный момент, имеющий величину 1 Дебай.
Несложно видеть, что параметр (14.56) равен отношению характерной
энергии d0E0 взаимодействия атома с полем к энергии кванта поля.
Этот параметр можно также интерпретировать как отношение силы,
действующей на электрон со стороны внешнего поля, Fex = q0E0,
к внутриатомной силе Fat = 〈∂U/∂r〉 ≈ h̄ω/aB .

В соответствии с отмеченными выше правилами симметрии мат-
ричные элементы переходов между состояниями одинаковой четно-
сти являются четными функциями a(t), матричные элементы пере-
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ходов между состояниями противоположной четности — нечетными
функциями a(t). При a→ 0 недиагональные матричные элементы стре-
мятся к нулю, а диагональные — к единице, поскольку волновые
функции Φn (r) являются ортонормированными.

14.2.3. Энергетические сдвиги. При решении системы уравне-
ний (14.26) удобно выделить диагональные члены

dan

dt
= iωnan − iMnnan − i

∑
m( �=n)

Mnmam. (14.57)

Как следует из (14.23), диагональные матричные элементы имеют вид

Mnn =
∫

ΦnHΦndV ,

т. е. они определяют квантово-механическое среднее оператора H по
волновым функциям свободного атома. Оператор H в нерелятивистском
приближении совпадает с гамильтонианом атома, взаимодействующего
с внешним электромагнитным полем. Поскольку при E0 � Eat волновые
функции краевой задачи (14.6) незначительно отличаются от волновых
функций свободного атома, то в этом случае получаем

Mnn ≈ ωn.

В общем случае диагональные матричные элементы имеют вид

Mnn(t) =
∑

p

W−1
np (t)ωpWpn(t) =

∑
p

ωp |Wpn(t)|2 . (14.58)

Как видно, они содержат квазистационарную часть и компоненты, ос-
циллирующие на частоте четных гармоник лазерного импульса. Учиты-
вая (14.53), квазистационарную V0 и осциллирующую Vω части можно
записать в следующем виде:

W0(t) = J0(β), Wω(t) = exp(−iβ cosΦ) − J0(β).

Матричные элементы квазистационарной части V0 при использовании
водородоподобных волновых функций могут быть вычислены в явном
виде. Например,

〈1s|W0|1s〉 = 8 + μ2(
4 + μ2

)3/2
, 〈1s|W0|2s〉 =

128
√
2μ2

(
9 + μ2

)
27

(
9 + 4μ2

)5/2
,

〈2s|W0|2s〉 =
2

(
8+μ4+2μ6

)
16

(
1 + μ2

)7/2
, 〈2p, m = 0|W0|2p, m = 0〉 = 8− 8μ2 − μ4

8
(
1 + μ2

)7/2
,

〈2p, m = ±1|W0|2p, m = ±1〉 = 8 + 8μ2 + 3μ4

8
(
1 + μ2

)5/2
.
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В длинноволновом приближении для квазистационарной частиM (0)
nm

составных матричных элементов получаем

M (0)
nm(t) =

∑
p

[
(J0(β))np ωp (J0(β))pm + 2

∞∑
k=1

(Jk(β))np ωp (Jk(β))pm

]
.

В случае взаимодействия атома с полем монохроматической волны
квазистационарная часть матричных элементов от времени не зависит,
поэтому для диагональных матричных элементов Mnn получаем

t∫

0

M (0)
nn (t′)dt′ = Ωnt,

где

Ωn =
∑

p

ωp

[∣∣(J0(β))np

∣∣2 + 2
∞∑

k=1

∣∣(Jk(β))np

∣∣2]. (14.59)

В случае взаимодействия атома с лазерным импульсом, длитель-
ность которого существенно превосходит период оптических колеба-
ний, τ0 � T , можно ввести мгновенную частоту

Ωn(t) = dΦn(t)

dt
= d

dt

t∫

0

M (0)
nn (t′)dt′,

определяющую частоту в локальные моменты времени t0, поскольку

exp (−iΦ(t))|t≈t0
= exp

[
−i

(
Φ (t0) + dΦ(t0)

dt
(t− t0) + . . .

)]
,

в этом случае Ωn(t) является медленно меняющейся функцией времени
и зависит от формы профиля лазерного импульса.

На рис. 14.2 показана зависимость частот Ωn от безразмерной
амплитуды поля μ = q0A0aB/h̄c квазимонохроматической волны для
ряда состояний водородоподобного атома. Несложно видеть, что с ро-
стом напряженности поля лазерного импульса величина отношения
h̄Ωn/En быстро падает и при напряженности поля порядка внутриатом-
ной эффективная энергия уровня становится в несколько раз меньше
энергии соответствующего уровня свободного атома. При дальнейшем
росте напряженности поля эффективная энергия уровней стремится к
ионизационному пределу. Наиболее медленный спад наблюдается для
1s-состояния, что указывает на относительную стабильность основного
состояния атома водорода.

14.2.4. Матричные элементы ионизационных переходов.
Используя волновые функции сплошного спектра атома водорода,
несложно рассчитать матричные элементы ионизационных переходов.
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Рис. 14.2. Зависимость частот Ωn от безразмерной напряженности поля μ,
определяемой равенством (14.56): n = 1s (1), n = 2s (2), n = 2p, m = 1 (3),

n = 2p, m = 0 (4)

Например, для матричных элементов переходов из основного состояния
в состояния континуума с угловым моментом l = 0 и l = 1 получаем

〈1s|W |k, l = 0〉 = 2k exp(π/2k) |Γ(1−i/k)|
ia

×

×
⎛⎝ 2F1

(
1+i/k, 2, 2,

2ik

1+ik−ia
)

(1+ik−ia)2 −
2F1

(
1+i/k, 2, 2,

2ik

1+ik+ia

)
(1+ik+ia)2

⎞⎠ ,

〈1s|W |k, l = 1〉 = 4
√
3 k2 exp(π/2k) |Γ(2−i/k)|

3!
×

×
⎡⎣Γ(3)

ia

⎛⎝ 2F1

(
2+i/k, 3, 4,

2ik

1+ik−ia
)

(1+ik−ia)3 +
2F1

(
2+i/k, 3, 4,

2ik

1+ik+ia

)
(1+ik+ia)3

⎞⎠+

+ 1

a2

⎛⎝ 2F1

(
2+i/k, 2, 4,

2ik

1+ik−ia
)

(1+ik−ia)2 −
2F1

(
2+i/k, 2, 4,

2ik

1+ik+ia

)
(1+ik+ia)2

⎞⎠⎤⎦,
где k — величина волнового вектора ионизованного электрона, обез-
размеренная умножением на боровский радиус aB. Из представлен-
ных формул видно, что полуширина кривой определяется в основном
условием ΔkaB ≈ 1. На рис. 14.3 показана зависимость величины
указанных матричных элементов как функций волнового вектора k для
различных значений безразмерного параметра a. Из рисунков видно,
что с ростом напряженности поля происходит незначительное увели-
чение полуширины кривых. При напряженности поля, приблизительно
равной и превышающей внутриатомную, максимум матричных элемен-
тов достигается при k ≈ a.
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Рис. 14.3. Зависимость матричных элементов ионизационных переходов от
величины волнового вектора ионизованного электрона для различных значений
безразмерного параметра a, определяемого формулой (14.55): a = 1 (кривая 1),

0,7 (кривая 2), 0,5 (кривая 3), 0,2 (кривая 4)

14.2.5. Учет эффектов пространственной дисперсии. Как сле-
дует из (14.53), вне рамок приближения чисто электрического взаи-
модействия величина отклика атома на частоте n-й гармоники поля
определяется матричным элементом

Kpq =
(
Jn

(
q0
h̄c

A0(t)r
)

exp (inkr)
)

pq
.

В случае водородоподобного атома эти матричные элементы могут быть
вычислены аналитически. При этом удобно воспользоваться следую-
щим соотношением:

Kpq =
∑

s

(
Jn

(
q0
h̄c

A0(t)r
))

ps
(exp (inkr))sq .

Матричные элементы от экспоненты близки по своей структуре мат-
ричным элементам оператора W . Например, выбирая систему коорди-
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нат с осью z, совпадающей по направлению с вектором A0, и осью y —
вдоль вектора k, получаем

〈1s| exp (ikr) |1s〉 = 16(
4 + (kaB)2

)2
,

〈1s| exp (ikr) |2s〉 = 256
√
2 (kaB)2(

9 + 4 (kaB)2
)3
,

〈1s| exp (ikr) |2p, m = ±1〉 = m
128

√
6 kaB(

9 + 4 (kaB)2
)3
.

Основное отличие матричных элементов Kpq от матричных элементов в
приближении чисто электрического взаимодействия заключается в сле-
дующем: становятся неравными нулю матричные элементы с Δm �= 0,
что обусловлено тем, что kr = kr sin θ sinϕ. Матричные элементы с
Δm �= 0 в приближении чисто электрического взаимодействия тожде-
ственно равны нулю ввиду аксиальной симметрии оператора W в этом
случае.

Как мы уже отмечали выше, исходя из общих соображений учет
пространственного изменения поля электромагнитной волны вносит
поправки, определяющиеся величиной параметра kaB, т. е. отношением
боровского радиуса к длине волны излучения. При взаимодействии
атома с излучением, резонансным переходу 1s ↔ 2p атома водорода,
получаем: kaB ≈ 3 · 10−3. Для излучения видимого диапазона эти по-
правки становятся меньше еще на порядок. Таким образом, в нереляти-
вистской области напряженности поля лазерной волны учет указанных
поправок не приводит к заметному изменению спектра отклика атома.

14.2.6. Циркулярная поляризация. В случае циркулярной поля-
ризации оператор W имеет вид

W = exp
[
−i q0

h̄c
A0(t)r sin θ cos (ω0t− ϕ)

]
. (14.60)

Как видно из (14.60), легко определяются матричные элементы
для собственных функций оператора проекции углового момента,
lzum(ϕ) = mum(ϕ), которые являются частью сферических функций.
Соответствующие матричные элементы имеют вид

〈m1|W |m2〉 = Jm2−m1

(
q0
h̄c
A0r sin θ

)
exp [i (m2 −m1) (ω0t− π/2)] .

Таким образом, гармоники отклика атома однозначно связаны с из-
менением проекции углового момента Δm = m2 − m1, поэтому если
лазерный импульс взаимодействует с атомом, находящимся в основном
состоянии, то максимальный номер гармоники отклика определяется
законом спадания матричных элементов с ростом углового момента
состояния.
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Некоторые матричные элементы оператора (14.60) для состояний
атома водорода представлены ниже:

〈1s|W |1s〉 = 16(
4 + μ2

)2
, 〈2s|W |2s〉 = 1− 3μ2 + 2μ4(

1 + μ2
)4 ,

〈1s|W |2p, m = 0〉 = 0, 〈2p, m = 0|W |2p, m = 0〉 = 1(
1 + μ2

)3
,

〈2p, m = ±1|W |2p, m = ±1〉 = 1− 2μ2(
1 + μ2

)4 ,

где μ определено равенством (14.56). Матричные элементы (14.2.6)
отвечают правилу отбора Δm = 0, поэтому не содержат зависимости
от частоты поля. Приведем ряд матричных элементов с Δm > 0:

〈1s|W |l = 1, m = 1〉 = 384μ(
9 + 4μ2

)3
exp (iω0t) ,

〈1s|W |l = 2, m = 2〉 = 10368μ2(
16 + 9μ2

)4 exp (i2ω0t) ,

〈1s|W |l = 3, m = 3〉 = 327680μ3(
25 + 16μ2

)5
exp (i3ω0t) .

Как будет показано ниже, в одноуровневом приближении спектр поля
отклика определяется матричными элементами P1s,1s. Учитывая, что
правила отбора для матричных элементов оператора W не зависят от
состояния поляризации лазерной волны, спектр отклика будет пред-
ставлять собой последовательность нечетных гармоник частоты лазер-
ного импульса.

14.3. Спектр отклика атома

14.3.1. Одноуровневое приближение. Кардинальное отличие
спектра отклика атома, рассчитываемого на основе использования соб-
ственных функций краевой задачи (14.6), от спектров, рассчитываемых
на основе традиционных подходов, состоит в том, что спектр отклика
даже в одноуровневом приближении зависит от параметров лазерного
импульса. Одноуровневое приближение соответствует случаю, когда
населенность основного состояния |a0(t)|2 существенно превосходит
населенность всех остальных уровней, т. е. |a0(t)|2 � |an(t)|2, где n > 0.
Очевидно, что указанное приближение применимо в широком диапа-
зоне параметров лазерного импульса в случае, когда энергия фотона
много меньше энергии перехода между основным и первым возбуж-
денным уровнем атома: h̄ω � E1 − E0. Это соотношение выполняется,
например, для водородоподобного атома, находящегося в основном со-
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стоянии и взаимодействующего с излучением видимого диапазона, ИК-
и радиочастотным полем, поскольку E2p − E1s ≈ 10 эВ. Тем не менее
экспериментальные данные однозначно свидетельствуют о том, что
диэлектрическая проницаемость газа водородоподобных атомов в ука-
занных диапазонах не равна единице. В общем случае условие при-
менимости указанного приближения зависит от параметров лазерного
импульса (напряженности поля, несущей частоты и длительности).
Однако очевидно, что при существенно субатомных значениях напря-
женности поля внешней волны, относящихся к указанному диапазону
спектра электромагнитных волн, населенность всех уровней атома, за
исключением основного, практически равна нулю. Следовательно, поле
отклика атома должно быть отлично от нуля даже в рамках одноуров-
невого приближения, когда мы можем пренебречь населенностью всех
уровней, кроме основного.

Отметим, что традиционный подход, основанный на использовании
электродипольного приближения, не дает возможности рассчитать от-
клик атома в указанных условиях без привлечения переходов электро-
на между различными состояниями свободного атома. Однако исполь-
зование волновых функций краевой задачи (14.6) в качестве базисных
волновых функций разложения волновой функции задачи (14.20) поз-
воляет нам легко рассчитать отклик атома в одноуровневом прибли-
жении.

Остановимся на обсуждении спектров отклика атома, взаимодей-
ствующего с лазерным импульсом следующего вида:

A(t) = A0 exp
(
− t2

τ 20

)
cosω0t. (14.61)

В одноуровневом приближении решение системы уравнений (14.25)
имеет вид

a0(t) = a0(0) exp

(
iω0t− i

∑
m

∫
W−1

0mωmWm0dt

)
,

следовательно, |a0(t)|2 = |a0(0)|2 = 1

и для спектра интенсивности отклика из (14.43) получаем

dI (k, ω)

dΩ
= q2

2πcm2

∣∣∣∣∣∑
n,m

∫
W−1

0n (t) [kpnm]Wm0(t) exp(iωt)dt

∣∣∣∣∣
2

. (14.62)

Пусть в начальный момент времени атом находится в основном состоя-
нии, запишем сумму в выражении (14.62) с учетом нескольких низших
состояний:∑
n,m

W−1
0n pnmWm0 = W−1

1s,1sp1s, 2pW2p, 1s +W−1
1s, 1sp1s, 3pW3p, 1s +

+W−1
1s, 2sp2s, 3pW3p,1s + . . . (14.63)

19 А.В. Андреев
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Исходя из вида матричных элементов оператора W все три слагаемых
в (14.63) дают отклик в виде последовательности нечетных гармоник
частоты лазерного поля. На рис. 14.4 представлен спектр отклика
атома, взаимодействующего с лазерным импульсом с параметрами
ω0τ0 = 100 и безразмерной амплитудой поля μ = q0A0aB/h̄c = 0,1 (a),
0,5 (б), 1,0 (в), 2,0 (д). Из рисунка видно, что возрастание амплиту-
ды поля приводит к последовательному возрастанию числа гармоник
в спектре отклика атома.

На рис. 14.5, а показан спектр отклика атома, взаимодействующего
с лазерным импульсом профиля (14.61) при ω0τ0 = 5 и μ = 2, а на
рис. 14.5, б — спектр отклика атома при тех же параметрах лазерного
импульса, но с заменой косинуса на синус в формуле (14.61). Времен-
ные профили соответствующих импульсов показаны на рис. 14.5, в, г,
а их спектры показаны на рис. 14.5, а, б штриховыми линиями. Несмот-

Рис. 14.4. Спектр отклика атома, взаимодействующего с лазерным импульсом
с параметрами ω0τ0 = 100 и безразмерной амплитудой поля μ = qA0aB/h̄c =

= 0,1 (a), 0,5 (б), 1,0 (в), 2,0 (г)



14.3. Спектр отклика атома 579

Рис. 14.5. Спектр отклика атома, взаимодействующего с лазерным импульсом
профиля (14.63) при ω0τ0 = 5 и μ = 2 (a), спектр отклика атома при тех же
параметрах лазерного импульса, но с заменой косинуса на синус в форму-
ле (14.61) (б). Временные профили соответствующих импульсов показаны на

рис. в и г, а их спектры — на рис. a и б штриховыми линиями

ря на одинаковое значение интегральной спектральной ширины откли-
ка, в спектре отклика атома, взаимодействующего с импульсом чет-
ного временного профиля, отчетливо наблюдается последовательность
нечетных гармоник отклика, в то время как отклик атома, взаимо-
действующего с импульсом нечетного временного профиля, имеет вид
спектра генерации квазиконтинуума. Таким образом, спектр отклика
атома, взаимодействующего с ультракороткими лазерными импульса-
ми, зависит не только от напряженности, длительности и несущей ча-
стоты импульса, но и от детальной структуры его временного профиля,
т. е. фазы импульса. Отметим, что для импульсов с ω0τ0 � 1 спектр
отклика атома практически не зависит от относительной фазы поля
лазерного импульса.

Итак, мы видим, что уже в рамках одноуровневого приближения
спектр отклика атома представляет собой последовательность нечет-
ных гармоник частоты лазерного импульса. При этом число гармоник
в спектре отклика атома монотонно растет с ростом напряженности по-
ля лазерного импульса. Такое поведение спектра отклика атома может
быть предсказано исходя из проведенного выше анализа симметрийных
свойств матричных элементов. Действительно, в одноуровневом при-
ближении поле отклика атома определяется матричными элементами

19*
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P00 =
∑

n,m
W−1

0n pnmWm0 и, поскольку матричные элементы оператора

импульса pnm отличны от нуля лишь для переходов между состояния-
ми противоположной четности, то

P00 = i
∑
n,m

(
W

(o)
0n pnmW

(e)
m0 −W

(e)
0n pnmW

(o)
m0

)
.

Следовательно, отклик атома в соответствии с (14.54) может быть
лишь последовательностью нечетных гармоник. В одноуровневом при-
ближении поле отклика атома не зависит ни от величины составных
матричных элементов Mnm(t), ни от частот Ωn(t), задаваемых (14.59),
что показывает общность механизма отклика атома при субатомной
напряженности поля лазерной волны. При качественно одинаковом
характере спектра отклика атома количественные отличия могут быть
связаны лишь с характеристиками начального состояния атома. Дей-
ствительно, как следует из приведенного выше обсуждения матрич-
ных элементов, изменение радиального квантового числа и углового
момента состояния приводит не только к различию коэффициентов
соответствующих нелинейных зависимостей, но и к изменению харак-
тера нелинейности. Действительно, приведенные выше формулы для
матричных элементов существенно зависят от величины квантовых
чисел. Например,

〈n1, l1, m1 = 0|W |n2, l2, m2 = 0〉 =
Q

(
n

(
n(1)

r + n(2)
r

)
, a(t)

)
(
1 + (n1n2a(t)/ (n1 + n2))

2
)n1+n2

,

где ni и n
(i)
r — главное и радиальное квантовые числа, а Q(n, a) — по-

лином a степени n (степень полинома n зависит от значения полусум-
мы радиальных квантовых чисел). Этот полином может быть выражен
через сумму гипергеометрических рядов, однако ввиду громоздкости
соответствующих формул мы их здесь не приводим. Общие формулы
зависят также и от величины проекции углового момента начального
и конечного состояний mi. Тем не менее уже из приведенной формулы
видно, что количественные характеристики отклика атома зависят от
значений квантовых чисел, определяющих его начальное состояние.

14.3.2. Теория возмущений. В рамках одноуровневого прибли-
жения мы пренебрегаем населенностью всех уровней за исключением
основного. Как мы отмечали выше, это приближение заведомо приме-
нимо в области субатомных значений напряженности поля лазерного
импульса. Повышение напряженности внешнего поля приводит к тому,
что населенности остальных уровней, оставаясь малыми, принимают
конечные значения. В этом случае мы можем воспользоваться мето-
дами теории возмущений, основное предположение которой состоит
в следующем: ∣∣an( �=0)(t)

∣∣ � |a0(t)| .
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Тогда из (14.25) получаем

bn(t) = −ib0
t∫

0

Mn0(t′) exp [i (Ωn − Ω0) t′] dt′. (14.64)

Подставляя (14.64) в (14.42), получаем

Ar(ω)= q0
Rm0c

∞∫
−∞

⎡⎣P00(t)+i
∑

n

t∫

0

M0n(t′)Pn0(t) exp[i(Ωn−Ω0) (t−t′)] dt′ −

− i
∑

n

t∫

0

P0n(t)Mn0(t′) exp [−i (Ωn − Ω0) (t− t′)] dt′

⎤⎦ exp(iωt)dt.

(14.65)

Первое слагаемое в правой части (14.65) совпадает с откликом в од-
ноуровневом приближении, поэтому это слагаемое дает отклик лишь
на частоте нечетных гармоник частоты лазерного импульса.

Отклик, описываемый вторым слагаемым в правой части (14.65),
определяется симметрийными свойствами матричных элементов∑
n

P0nMn0. Сомножители в сумме по состояниям четности, совпадаю-

щей с четностью основного состояния pn = p0, имеют вид

P0n = i
∑
pq

(
W

(o)
0p ppqW

(e)
qn −W

(e)
0p ppqW

(o)
qn

)
=

=
∞∑

k=−∞
P(2k+1)

0n exp [−i(2k + 1)ω0t],

Mn0 =
∑

p

(
W (e)

np ωpW
(e)
p0 +W (o)

np ωpW
(o)
p0

)
=

=
∞∑

k=−∞
M

(2k)
n0 exp [−i2kω0t].

(14.66)
Сомножители в сумме по состояниям с pn = −p0 имеют вид

P0n =
∑
pq

(
W

(e)
0p ppqW

(e)
qn +W (o)

0p ppqW
(o)
qn

)
=

=
∞∑

k=−∞
P(2k)

0n exp [−i2kω0t],

Mn0 = i
∑

p

(
W (o)

np ωpW
(e)
p0 −W (e)

np ωpW
(o)
p0

)
=

=
∞∑

k=−∞
M

(2k+1)
n0 exp [−i(2k + 1)ω0t] .

(14.67)



582 Гл. 14. Нелинейно оптический отклик атома в сильном лазерном поле

Таким образом, второе и третье слагаемые в правой части (14.65) при
суммировании по состояниям произвольной четности приводят к откли-
ку лишь на частоте нечетных гармоник частоты лазерного импульса.
Подставляя вышеприведенные формулы в (14.65) и полагая, что атом
взаимодействует с полем монохроматической волны, для спектра поля
отклика получаем

Ar(ω) = 2πq0
Rm0c

∞∑
k=−∞

[
P(2k+1)

00 + 2
∞∑

k′=−∞

( ∑
n(pn=p0)

P(k−k′+1)
0n M (k+k′)

n0

(k + k′)ω0 − Ωn0
+

+
∑

n(pn=−p0)

P(k−k′)
0n M (k+k′+1)

n0

(k + k′ + 1)ω0 − Ωn0

)]
δ (ω − (2k + 1)ω0), (14.68)

где Ωn0 = Ωn − Ω0.
Как видно, первое слагаемое в (14.68) совпадает со спектром, рас-

считываемым в рамках одноуровневого приближения. В этом случае
отклик атома связан лишь с деформацией волновой функции основного
состояния атома под действием внешнего электромагнитного поля, т. е.
отклик обусловлен отличием волновых функций un (r) exp

(
i
q

h̄c
Ar

)
от

волновых функций un (r). Поскольку электрон не совершает переходов
между различными состояниями атома, то спектр отклика не зависит
от соотношения частоты лазерной волны и частот переходов атома.

Второе слагаемое в (14.68) связано с учетом переходов электрона
между состояниями, соответствующими волновым функциям un (r).
Как мы отмечали выше, в присутствии внешнего электромагнитного
поля эффективная энергия этих состояний зависит от напряженности
поля (см. рис. 14.2), поэтому резонансные знаменатели зависят от
соотношения частоты гармоник поля и частот Ωn0. Таким образом,
возникающие резонансы являются нелинейными в том смысле, что
Ωn0 = Ωn0 (A0).

Как мы видели в предыдущем разделе, первое слагаемое в (14.68)
приводит почти к экспоненциальному спаду амплитуды гармоник по
мере роста их номера, а от амплитуды поля зависит лишь инкремент
спада. Наличие резонансных знаменателей во втором слагаемом суще-
ственно изменяет соотношение амплитуд гармоник и приводит к появ-
лению плато, т. е. области замедленного спадания амплитуд гармоник.
Ширина этой области, как следует из (14.68), определяется (Ωn0)max
(индекс «max» означает, что в качестве состояния n выбирается со-
стояние, для которого достигает максимума произведение P0nMn0 при
резонансном значении знаменателя). Учитывая выражение (14.59) для
частот Ωn, несложно определить качественный характер зависимости
частоты отсечки от амплитуды поля. Согласно (14.59) Ωn = fn

(
μ2

)
, где

μ определяется равенством (14.56). Следовательно, в полях субатомной
напряженности:

(Ωn0)max ≈ a+ bμ2, (14.69)
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где a и b — постоянные коэффициенты. Пондеромоторным потенциалом
поля называется постоянная часть квадратичного по полю слагаемого
уравнения (14.19)

Up = q20A
2
0

4m0c
2
.

Используя (14.56), получаем

μ2 = q20A
2
0a

2
B

h̄2c2
= Up

4h̄2

m0q
4 = 4Up

Ry
, (14.70)

где Ry — единица атомной энергии (ридберг). Таким образом, в полях
субатомной напряженности ширина плато линейно растет с ростом
пондеромоторного потенциала. Это обусловлено следующими причина-
ми. Во-первых, как видно из рис. 14.2, в субатомной области напряжен-
ностей лазерной волны разность Ω2p(2s) − Ω1s растет с ростом напря-
женности поля, поэтому коэффициент b в субатомной области энергий
является положительным. Во-вторых, как видно из рис. 14.1, недиа-
гональные элементы оператора W , входящие в произведение P0nMn0,
в субатомной области растут с ростом напряженности поля, а резонанс
согласно (14.68) достигается при k + k′ = Ωn0/ω0, т. е. номер макси-
мальной гармоники растет с ростом A0 (такое поведение демонстриру-
ет, например, рис. 14.4). Исходя из указанного поведения матричных
элементов Wn0 и частот Ωn0 можно предсказать, что ширина плато
будет достигать максимума в области напряженности поля лазерной
волны порядка внутриатомной, поскольку здесь достигают максимума
как величина недиагональных элементов оператора W (рис. 14.1), так
и разность Ωn − Ω0 (рис. 14.2).

14.3.3. Двухуровневое приближение. Итак, мы видим, что при
учете движения населенности уровней в отклике атома появляются
резонансные зависимости. Если условия резонанса выполняются до-
статочно точно, то населенность резонансного уровня может сравнять-
ся с населенностью основного состояния. В этом случае мы можем
воспользоваться двухуровневым приближением, т. е. записать систему
уравнений (14.57) в следующем виде:

db0
dt

= −iM ′
00(t)b0 − iM01(t) exp (−iΩ10t) b1,

db1
dt

= −iM ′
11(t)b1 − iM10(t) exp (iΩ10t) b0,

dbn
dt

= −i
∑

m=0, 1

Mnm(t) exp (iΩnmt) bm,

(14.71)

где индексом «0» обозначено основное состояние, индексом «1» со-
стояние, для которого выполняется резонанс, например на несущей
частоте лазерного импульса (Ω10 = Ω1 − Ω0 ≈ ω0), а индексом «n» —
все остальные состояния. Отметим, что при интегрировании по периоду
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времени, превышающему период оптических колебаний, интеграл
t∫

0

M ′
nn(t′)dt′

обращается в нуль, если атом взаимодействует с монохроматической
волной. Поэтому соответствующее слагаемое в последних уравнениях
системы (14.71) опущено.

Остановимся на анализе первых двух уравнений (14.71). Пусть ре-
зонансные уровни «1» и «0» имеют противоположную четность. В этом
случае согласно проведенному выше анализу

M ′
11(t) =

∑
k( �=0)

M
(2k)
11 exp (−i2kω0t) ,

M10(t) =
∑

k( �=0)

M
(2k+1)
10 exp (−i(2k + 1)ω0t) .

Представим амплитуды в виде разложения:

b1(0)(t) =
∑

k

b
(k)
1(0)(t) exp (−ikω0t) . (14.72)

Тогда, пользуясь резонансным приближением, получаем

db(k)
1(0)

dt
= ikω0b

(k)
1(0)−i

∑
k′( �=0)

M
(2k′)
11(00)b

(k−2k′)
1(0) −i

∑
k′
M

(2k′±1)
10(01) b

(k−2k′)
0(1) . (14.73)

Из этой системы уравнений видно, что в резонансном приближении
связанными друг с другом являются по отдельности четные и нечетные
коэффициенты разложений (14.72). В случае взаимодействия атома
с монохроматической волной система уравнений (14.73) является си-
стемой уравнений с постоянными коэффициентами, поэтому, ограничи-
ваясь конечным числом слагаемых в сумме (14.72), мы можем всегда
найти точное решение этой системы уравнений. Отметим, что при
начальных условиях b0(0) = 1 и b1(0) = 0 решения в виде рядов (14.72)
содержат только четные гармоники k.

Определив решение первых двух уравнений системы (14.71), мы
можем легко найти решение оставшихся уравнений. Подставляя полу-
ченное решение в (14.42), для спектра поля отклика атома получаем

Ar(ω) =
∑

m,m′=0, 1

∫
[b∗m(t)bm′(t)Pmm′(t) +

+ i
∑

n

t∫

0

(Mmn(t′)Pnm′(t)b∗m(t′)bm′(t) exp (iΩnm′t− iΩnmt
′)−

−Pmn(t)Mnm′(t′)b∗m(t)bm′(t′) exp (iΩnm′t′ − iΩnmt)) dt′] exp(iωt)dt.
(14.74)
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Учитывая приведенные выше симметрийные свойства матричных эле-
ментов Pnm и Mnm, несложно видеть, что в случае взаимодействия
атома с монохроматической волной отклик (14.74) содержит только
нечетные гармоники частоты электромагнитного поля.

Если резонанс осуществляется на несущей частоте поля для пе-
рехода с p1 = p0, то связанными оказываются четные гармоники раз-
ложения (14.72) для коэффициента b0 и нечетные гармоники разло-
жения коэффициента b1. С учетом симметрийных свойств матричных
элементов переходов, несложно показать, что отклик также является
последовательностью нечетных гармоник.

Таким образом, при взаимодействии атома с монохроматической
волной в условиях точного резонанса Ω10 = ω0 отклик атома является
последовательностью нечетных гармоник поля, вне зависимости от
того является ли переход разрешенным или запрещенным. Это связано
с тем, что, например, в случае p1 = −p0
1
T

T∫

0

M10(t′) exp (iΩ10t
′) b0 exp (ikω0t′) dt′ =

∑
k′, k′′

M
(2k′+1)
10 b

(k′′)
0 δk, k′′+2k′ .

Однако если атом взаимодействует с полем лазерного импульса, то
результат усреднения первых двух уравнений (14.71) по периоду опти-
ческих колебаний принимает вид

1
T

t+T∫
t

M10(t′) exp (iΩ10t
′) b0 exp (ikω0t′) dt′ =

=
∑

k′, k′′
M

(2k′+1)
10 b

(k′′)
0

1
T

t+T∫
t

exp [i(k−2k′−k′′)ω0t′ + i (Ω10(t) − ω0) t′] dt′.

Таким образом, если сдвиг уровней ΔΩ10 = Ω10(t)−Ω10(0) превосходит
спектральную ширину лазерного импульса Δω = 2π/τ0, то на фронте
импульса могут оказаться связанными четные гармоники разложе-
ния (14.72) амплитуд b1(t) и b0(t), а в теле импульса — нечетные
гармоники. В этом случае в интегральном отклике атома будут при-
сутствовать как четные, так и нечетные гармоники несущей частоты
лазерного импульса, соотношение между которыми будет зависеть как
от энергии, так и от длительности лазерного импульса.

14.3.4. Нелинейно-оптический отклик атома в лазерном поле.
Проведенный выше анализ показал, что с ростом напряженности поля
лазерной волны происходит существенное изменение характера от-
клика атома. Если при невысокой напряженности поля лазерной вол-
ны спектр отклика атома определяется матричными элементами rnm,
то с ростом напряженности поля основную роль начинают играть
матричные элементы оператора W , которые, как показано выше, яв-
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ляются существенно нелинейными функциями напряженности поля
лазерного импульса. Матричные элементы Wnm являются функциями
безразмерного параметра μ, определяемого выражением (14.56) и рав-
ного отношению силы, действующей на электрон со стороны внешнего
поля qE0, к внутриатомной силе Fat = 〈∂U/∂r〉 ≈ h̄ω/aB. Недиаго-
нальные матричные элементы Wnm достигают максимума при μ ≈ 1,
а диагональные матричные элементы существенно уменьшаются при
μ→ 1. Матричные элементы Wnm являются коэффициентами разложе-
ния волновой функции атома, взаимодействующего с полем лазерной
волны, по собственным функциям невозмущенного атома (см. (14.13)
и (14.16)). Следовательно, при стремлении напряженности поля лазер-
ной волны к внутриатомной волновая функция Ψn (r, t) (являющаяся
волновой функцией атома, взаимодействующего с электромагнитным
полем), отвечающая состоянию с энергией En свободного атома, яв-
ляется суперпозицией все большего числа волновых функций свобод-
ного атома Φm (r) и основной вклад в Ψn (r, t) дают функции Φm (r)
с m �= n. Такое поведение матричных элементов приводит к тому,
что при напряженности поля порядка внутриатмоной правила отбора
для матричных элементов

(
W−1H0W

)
nm

, входящих в систему уравне-
ний (14.25), начинают существенно отличаться от правил отбора для
матричных элементов гамильтониана электродипольного приближения
(H0 − Ed)nm. Действительно, при E0 � Eat получаем(
V −1H0V

)
nm

=
∑

p

(
1 + i

q

h̄c
Ar + . . .

)
np
Ep

(
1− i

q

h̄c
Ar + . . .

)
pm

=

= Enδnm − iωnm
q

c
(Ar)nm + . . . (14.75)

С другой стороны,

(H0 − Ed)nm = Enδnm − q (Er)nm . (14.76)

Учитывая равенство Eω = −(1/c) (∂Aω/∂t) = (iω/c)Aω, мы видим, что
в квазирезонансном приближении ωnm ≈ ω выражение (14.75) совпада-
ет с (14.76). Сравнивая (14.75) с (14.76), мы можем сделать следующие
выводы. Во-первых, при субатомной напряженности поля лазерного
импульса гамильтониан электродипольного взаимодействия качествен-
но верно описывает характер отклика атома. Во-вторых, длинновол-
новое приближение не эквивалентно электродипольному приближе-
нию, поскольку многоточие в формуле (14.75) включает матричные
элементы более высоких степеней произведения A(t)r. В-третьих,
матричные элементы (14.75), в отличие от (14.76), являются нели-
нейными функциями напряженности поля и, как следует из формул
раздела 14.2, их величина начинает падать с ростом E0 в области
E0 > Eat. Следовательно, спектр отклика атома будет насыщаться в
случае, если напряженность лазерного импульса превышает величину
внутриатомной напряженности. Действительно, рост напряженности
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поля на фронте падающего лазерного импульса приводит к тому, что
все большее количество энергетических состояний атома вовлекается
в процесс формирования его отклика. Однако когда напряженность
поля лазерного импульса начинает превышать внутриатомную, то это
не приводит к увеличению числа состояний, дающих вклад в отклик
атома. В результате ширина спектра отклика атома перестает расти.
Ясно, что форма спектра отклика продолжает меняться, поскольку
соотношение между величиной частот Ωn, определяемых соотношени-
ем (14.59), немонотонно зависит от напряженности поля. С учетом того
что в теле импульса (где E0 > Eat) частоты Ωnm = Ωn − Ωm стремятся
к нулю, спектр атома согласно (14.68) и (14.74) из квазиэквидистант-
ного преобразуется в спектр квазиконтинуума.

Итак, основные различия режимов взаимодействия атома с лазер-
ным полем внутриатомной напряженности и с субатомными полями
состоят в следующем. Во-первых, спектр отклика атома перестает
иметь вид последовательности нечетных гармоник частоты лазерно-
го поля, имеющих вид плато с четко выраженной частотой отсечки.
При напряженности поля порядка внутриатомной спектр излучения
принимает скорее вид квазиконтинуума, т. е. пьедестала с последова-
тельностью нечетко выраженных максимумов. Положения максимумов
сдвинуты относительно положения нечетных гармоник, а также по-
являются максимумы вблизи четных гармоник лазерного поля. Тем
не менее в спектре проявляется наличие частоты отсечки, зависящей
от напряженности поля лазерного импульса. Во-вторых, величина ча-
стоты отсечки перестает линейно расти с интенсивностью лазерного
поля и выходит на насыщение. В-третьих, скорость ионизации при
напряженности поля порядка внутриатомной перестает расти с ростом
напряженности поля и также выходит на насыщение.

Такое поведение спектров отклика и ионизации имеет двоякую
причину. Во-первых, при субатомной напряженности лазерного поля
спектр отклика атома определяется в основном центральной симмет-
рией внутриатомного поля, которая диктует появление лишь нечетных
гармоник частоты лазерного поля в спектре отклика атома. При на-
пряженности поля порядка внутриатомной симметрия полной систе-
мы, включающей атом и внешнее поле, перестает быть центральной,
и в длинноволновом приближении становится аксиальной. Это приво-
дит к изменению правил отбора, характерных для спонтанного излуче-
ния атома, которые в той или иной степени отражаются на спектре от-
клика атома, взаимодействующего с полем лазерной волны субатомной
напряженности. Во-вторых, при напряженности поля порядка внутри-
атомной спектр отклика атома начинает все в большей степени опре-
деляться нелинейными параметрическими процессами, приводящими
к появлению суммы по k′ в формуле (14.68). Действительно, с ростом
напряженности поля все большее число уровней вовлекается в процесс
отклика атома. При этом энергия каждого из уровней испытывает
сдвиг в поле лазерной волны, величина которого зависит от мгно-
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венного значения интенсивности лазерного импульса. Поэтому, в от-
личие, например, от классической картины надпороговой ионизации
в субатомных полях, где энергия ионизованных электронов с хорошей

точностью подчиняется закону En = h̄2k2n
2m

= nh̄ω − I, где I — энергия
ионизации атома, а h̄ω — энергия кванта лазерного поля, при напря-
женности поля порядка внутриатомной выражение для энергии иони-
зованных электронов принимает вид: En

(
|E0|2

)
= En + ΔEn

(
|E0|2

)
,

где |E0|2 — интенсивность поля лазерной волны. Указанные два фак-
тора являются доминирующими в области напряженности лазерного
поля от внутриатомной до релятивистской. В релятивистской области
напряженностей лазерной волны появляются дополнительные факторы,
связанные с влиянием магнитного поля волны на движение электрона
и эффектами пространственной дисперсии. Следовательно, симметрия
полной системы перестает быть аксиальной, что неизбежно приводит
к дальнейшей трансформации спектра отклика атома.



Гл а в а 15

АТОМ ВОДОРОДА

Как мы отмечали ранее, спектры, рассчитанные на основе решения
задачи о движении спинорной частицы в кулоновском поле, могут
служить лишь нулевым приближением реальных спектров водородо-
подобных атомов или ионов. Действительно, учет конечности массы
и наличия собственных магнитного и электрического моментов ядра
приводит к сдвигам и расщеплению уровней. Расчет стационарных
состояний атомоподобной системы, состоящей даже из двух частиц,
взаимодействующих посредством электромагнитного поля, представля-
ет собой крайне сложную математическую проблему. Вместе с тем
успехи, достигнутые в развитии методов прецизионной лазерной спек-
троскопии, позволяют надежно регистрировать сверхтонкую структуру
атомных спектров, обусловленную двухчастичными взаимодействиями.
В настоящей главе будет получено уравнение для двухчастичной вол-
новой функции, которое включает операторы сверхтонких взаимодей-
ствий. Однако решение указанного уравнения может быть получено
лишь при использовании ряда приближений. Одно из основных при-
ближений состоит в малости энергии связи электрона по сравнению
с энергией покоя электрона и ядра, поэтому рассчитываемые поправки
относятся лишь к состояниям стандартного спектра состояний водоро-
доподобного атома.

15.1. Действие для системы частиц,
взаимодействующих с электромагнитным полем

Действие является аддитивной функцией, поэтому действие для
ансамбля частиц, взаимодействующих посредством электромагнитного
поля, получается из (8.1) суммированием по отдельным частицам.
При этом необходимо учесть, что каждая частица движется в поле,
создаваемом всеми остальными частицами системы:

S= 1
16π

∫
Fμν(x)Fνμ(x)dV dt−

∑
a

1
2ma

∫[
− 1

c2

(
−ih̄∂Ψa

∂t
−qaϕ (ra, t)Ψa

)
×

×
(
ih̄
∂Ψa

∂t
− qaϕ (ra, t) Ψa

)
+

(
ih̄∇Ψa − qa

c
A (ra, t)Ψa

)
×

×
(
−ih̄∇Ψa − qa

c
A (ra, t)Ψa

)
+m2

ac
2ΨaΨa

]
dVadt+

+
∑

a

μa

∫
Ψa

[
iαααααααααa

(
1
c

∂A (ra, t)
∂t

+∇ϕ (ra, t)
)
+Σa rotA (ra, t)

]
ΨadVadt,

(15.1)
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где, для того чтобы избежать эффектов самодействия, мы, так же как
и в гл. 6, полагаем, что

Aμ (ra, t) =
∑

b( �=a)

Abμ (ra, t) .

При этом если ансамбль частиц взаимодействует с внешним полем, то
суммирование по b включает и суммирование по источникам внешнего
электромагнитного поля.

Варьирование действия (15.1) по Ψa приводит нас к уравнениям,
совпадающим по виду с уравнениями для одной частицы, движущейся
во внешнем электромагнитном поле:{

1

c2

(
ih̄

∂

∂t
− qaϕ (ra)

)2
−

[(
pa − qa

c
A (ra)

)2
+

+m2
ac

2 + 2maμa (iαααααααααaE (ra) − ΣaB (ra))
]}

Ψa = 0, (15.2)

а варьирование действия по потенциалам поля приводит нас к уравне-
ниям для поля, в которых 4-вектор плотности тока представляет собой
сумму плотностей тока отдельных частиц:

ΔA − 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c

∑
a

ja (r, t) , (15.3)

Δϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −4π

∑
a

ρa (r, t) . (15.4)

При выводе уравнений для поля (15.3)–(15.4) мы воспользовались
условием лоренцевой калибровки

1
c

∂ϕ

∂t
+ div A = 0. (15.5)

Компоненты 4-вектора плотности тока, входящие в (15.3)–(15.4), име-
ют вид

ja (r, t) = qa

ma

⎡⎣ ih̄
2

(∇Ψa · Ψa − Ψa∇Ψa

) − qa

c

∑
b( �=a)

ΨaAb (r, t)Ψa

⎤⎦+

+ cμa rot
(
ΨaΣaΨa

) − iμa
∂

∂t

(
ΨaαααααααααaΨa

)
, (15.6)

ρa (r, t) = qa

mac

[
− ih̄

2c

(
∂Ψa

∂t
Ψa − Ψa

∂Ψa

∂t

)
−

− qa

c

∑
b( �=a)

Ψaϕb (r, t)Ψa

⎤⎦ + iμa∇ (
ΨaαααααααααaΨa

)
. (15.7)
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Таким образом, из (15.3)–(15.7) видно, что, во-первых, потенциа-
лы электромагнитного поля, создаваемого системой частиц, являются
суммой потенциалов полей, создаваемых отдельными частицами, и,
во-вторых, что каждая частица движется в поле, создаваемом всеми
остальными частицами системы.

Как мы уже отмечали в гл. 6, уравнение движения одиночной
частицы в заданном внешнем поле получается варьированием дей-
ствия (15.1) по волновой функции частицы. При этом первое слагаемое
в (15.1) зависит от потенциалов внешнего электромагнитного поля
и потенциалов поля, создаваемого частицей, которые определяются
решением уравнений (15.3)–(15.4). Энергия многочастичной системы
складывается из кинетической энергии движения частиц, энергии соз-
даваемого ими поля, энергии взаимодействия частиц с внешним элек-
тромагнитным полем, а также энергии взаимодействия частиц друг с
другом посредством электромагнитного поля, которая зависит от их
взаимного расположения.

Пусть многочастичной системой является одиночный атом, тогда
потенциалы поля, входящие в действие (15.1), являются функцио-
налами волновых функций частиц, составляющих атом. Вид ука-
занной функциональной зависимости определяется решением уравне-
ний (15.3)–(15.4). В этом случае первое слагаемое в (15.1) удобно
преобразовать к следующему виду:

Sf = 1
16π

∫
FμνFνμdV dt =

= 1
8π

∫ [
Aμ

∂2Aμ

∂x2ν
+ ∂

∂xμ

(
Aν

(
∂Aμ

∂xν
− ∂Aν

∂xμ

))]
dV dt =

= − 1
2c

∫
AμjμdV dt+ 1

8π

∫
∂

∂xμ
(AνFνμ) dV dt,

при выводе которого мы воспользовались уравнениями (15.3)–(15.4).
Поскольку атом является в целом нейтральной системой, то интеграл
от 4-дивергенции обращается в нуль и выражение для Sf принимает
вид

Sf = − 1
2c

∑
a, b

(a �= b)

∫
Ab (ra) ja (ra) dVadt+ 1

2

∑
a, b

(a �= b)

∫
ϕb (ra) ρa (ra) dVadt.

Подставляя последнее выражение в (15.1), получаем

S=−
∑

a

1
2ma

∫
Ψa ·

[
−ih̄

(
−ih̄ ∂

∂xμ
− qa

c
Aμ (ra, t)

)
∂

∂xμ
+m

2

ac
2

]
ΨadVadt+

+
∑
a, b

(a �= b)

μa

2

∫
Ψa (ΣaBb − iαααααααααaEb)ΨadVadt. (15.8)
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Потенциалы электромагнитного поля, входящие в трансляционную
часть действия (15.8), являются функционалами волновых функций
частиц. Например, плотность тока jb (rb, t) частицы b определяет век-
торный потенциал Ab (ra, t) в месте расположения частицы a.

В случае водородоподобного атома или иона действие (15.8) прини-
мает вид

S = − 1
2me

∫
Ψe ·

[(
peμ − qe

c
Anμ

)
peμ +m

2

ec
2
]
ΨedVedt−

− 1
2mn

∫
Ψn ·

[(
pnμ − qn

c
Aeμ

)
pnμ +m

2

nc
2
]
ΨndVndt+

+ μe

2

∫
Ψe (ΣeBn − iαααααααααeEn) ΨedVedt+

+ μn

2

∫
Ψn (ΣnBe − iαααααααααnEe)ΨndVndt. (15.9)

Варьируя полученное действие по волновым функциям электрона и
ядра, мы получаем систему интегро-дифференциальных уравнений со
сдвигом по времени. Например, для волновой функции электрона по-
лучаем следующее уравнение:{

1
2me

[(
peμ − qe

c
Anμ

)
peμ +m

2

ec
2
]

+ μe

2
(ΣeBn − iαααααααααeEn)

}
Ψe +

+
∫

1
rne

[
qn

2mnc
Ψn (rn, t′) pnμΨn (rn, t′) −

− iμn

2
∂

∂xnν

(
Ψn (rn, t′)

(
γ(n)

μ γ(n)
ν − γ(n)

ν γ(n)
μ

)
Ψn (rn, t′)

)]
dVn×

×
[
qe

me

(
peμ − qe

c
Anμ

)
− icμe

∂

∂xeν

(
γ(e)

μ γ(e)
ν − γ(e)

ν γ(e)
μ

)]
Ψe,

где t′ = t+ rne/c.

15.2. Уравнения для электромагнитного поля

Итак, действие для атома, т. е. в целом нейтрального ансамбля за-
ряженных частиц, включает потенциалы электромагнитного поля, яв-
ляющиеся функционалами волновых функций частиц ансамбля. В на-
стоящем разделе мы приведем выражения, позволяющие определить
потенциалы и напряженности электромагнитного поля, создаваемого
ансамблем частиц.

15.2.1. Стационарные поля. Определим сначала напряженность
электрического и магнитного полей, создаваемых частицей, находя-
щейся в стационарном состоянии с волновой функцией Ψa (r, t) =
= Ψa (r) exp (−iEat/h̄). Скалярный и векторный потенциалы элек-
тромагнитного поля, создаваемые частицей a в месте расположения
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частицы b, определяются решением стационарных волновых уравне-
ний (15.3)–(15.4) и имеют вид

ϕa (rb) = qa

mac
2

∫
Ψa (Ea−qaϕb (ra))Ψa

rba
dVa−iμa

∫
ΨaαααααααααarbaΨa

r3ba

dVa, (15.10)

Aa (rb) = qa

mac

∫
1
rba

[
ih̄

2

(∇Ψa · Ψa − Ψa∇Ψa

)−
− qa

c
ΨaAb (ra)Ψa

]
dVa + μa

∫
Ψa [Σarba] Ψa

r3ba

dVa, (15.11)

где rba = rb − ra, а потенциалы Ab (ra) и ϕb (ra) описывают поля,
с которыми взаимодействуют частицы и которые создаются внеш-
ними по отношению к рассматриваемой частице зарядами. Получен-
ные формулы имеют простой физический смысл. Первое слагаемое
в (15.10) определяет потенциал поля, создаваемый распределенным
зарядом с плотностью

ρa (ra) = qa

mac
2
Ψa (Ea − qaϕb (ra)) Ψa.

Второе слагаемое в (15.10) определяет потенциал поля, создаваемого
распределенным зарядом с вектором электрической поляризации, опре-
деляемым выражением

Pa = −iμaΨaαααααααααaΨa.

Первое слагаемое в (15.11) определяет векторный потенциал поля, обу-
словленный трансляционным движением частицы. Второе слагаемое
в (15.11) определяет векторный потенциал, создаваемый распределен-
ным зарядом с вектором намагниченности

Ma = μaΨaΣaΨa.

Используя (15.10)–(15.11), для напряженности электрического и маг-
нитного полей, создаваемых частицей, получаем

Ea (rb) =
∫

rbaρa (ra)

r3ba

dVa +
∫ (

3rba (Parba) − Par
2
ba

)
r5ba

dVa, (15.12)

Ba (rb) =
∫ (

3rba (Marba) − Mar
2
ba

)
r5ba

dVa −

− qa

mac

∫
1

r3ba

{
ih̄

2

(
[rba∇a] Ψa · Ψa − Ψa · [rba∇a] Ψa

)−
−qa

c
Ψa [rbaAb (ra)] Ψa

}
dVa. (15.13)

Физический смысл полученных формул весьма прозрачен и не требует
дополнительных пояснений.
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15.2.2. Симметричная форма уравнений для электромагнитно-
го поля. Формулы (15.10)–(15.11) можно легко обобщить и на неста-
ционарный случай. Однако интерпретация выражений (7.21)–(7.22) для
векторов электрической и магнитной поляризации спинорного поля
становится более наглядной, если перейти от уравнений для потен-
циалов (15.3)–(15.4) к уравнениям для напряженности полей, т. е.
к системе уравнений Максвелла.

Как мы отмечали в гл. 7, 4-вектор плотности тока спинорного
поля имеет две составляющие, одна из них связана с трансляционным
движением, а вторая — с движением по внутренним степеням свободы,
которую мы условно назвали спиновой частью тока. Трансляционная
часть плотности тока пропорциональна заряду частицы q0 и имеет вид

ρt (r, t) = q0
m0c

[
− ih̄

2c

(
∂Ψ

∂t
Ψ − Ψ∂Ψ

∂t

)
− q0

c
ΨϕΨ

]
,

jt (r, t) = q0
m0

[
ih̄

2

(∇Ψ · Ψ − Ψ · ∇Ψ
) − q0

c
ΨAΨ

]
.

Спиновая часть плотности тока пропорциональна магнитному моменту
частицы μ0 и определяется выражением (7.17)

js = cμ0 rot
(
ΨΣΨ

) − iμ0
∂

∂t
(ΨαααααααααΨ) ,

ρs = iμ0∇
(
ΨαααααααααΨ

)
.

Каждая из указанных двух частей 4-вектора плотности тока удовле-
творяет уравнению непрерывности. Например,

∂ρt

∂t
+ div jt = 0.

Используя, как и ранее, стандартное определение векторов напря-
женности электрического поля E и индукции магнитного поля B,

E = −1
c

∂A

∂t
− ∇ϕ, B = rotA, (15.14)

уравнения (7.3) для потенциала электромагнитного поля можно запи-
сать в следующем тождественном виде:

rot (B − 4πM) = 1
c

∂

∂t
(E + 4πP) + 4π

c
jt, (15.15)

div (E + 4πP) = 4πρt, (15.16)

где векторы P = Ps и M = Ms в случае одиночной частицы опре-
делены равенствами (7.21) и (7.22), а в случае ансамбля частиц яв-
ляются суммой по ансамблю в соответствии с выражениями (15.6)
и (15.7).
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Уравнения (15.15)–(15.16), как обычно, можно дополнить следую-
щими двумя уравнениями:

div B = 0, (15.17)

rotE = −1
c

∂B

∂t
, (15.18)

которые непосредственно следуют из определений (15.14).
Выше мы показали, что векторы P и M имеют смысл векторов элек-

трической и магнитной поляризации, поэтому введем чисто формально
векторы индукции электрического поля и напряженности магнитного
поля, определив их выражениями

D = E + 4πP, H = B − 4πM, (15.19)

тогда система уравнений (15.15)–(15.18) примет вид

div D = 4πρe,
div H = 4πρm,

rotH = 1
c

∂D

∂t
+ 4π

c
je,

rotD = −1
c

∂H

∂t
− 4π

c
jm,

(15.20)

где ρe (r, t) = ρt (r, t) , je (r, t) = jt (r, t) и

ρm (r, t) = −μ0 div
(
ΨΣΨ

)
,

jm (r, t) = μ0
[
∂

∂t

(
ΨΣΨ

)
+ ic rot

(
ΨαααααααααΨ

)]
.

(15.21)

Таким образом, мы видим, что использование определений (15.19),
аналогичных классическим, приводит систему уравнений Максвелла
к симметричному виду, где ρe и je играют роль плотности электри-
ческого заряда и тока, а величины ρm и jm — плотности магнитного
заряда и тока. Следует отметить, что плотности магнитного заряда и
тока, так же как и плотности электрического заряда и тока, удовлетво-
ряют уравнению непрерывности

∂ρm

∂t
+ div jm = 0. (15.22)

Для плотности наведенного электрического заряда и тока в класси-
ческой электродинамике полагается

ρe (r, t) = − divPe и je (r, t) = ∂Pe/∂t+ c rotMe, (15.23)

где векторы Pe и Me описывают внутренние поля в среде, воз-
никновение которых обусловлено тем, что внешнее поле нарушает
центральную симметрию изначально неупорядоченной среды. Сле-
дует отметить, что аналогичные соотношения между компонентами
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4-вектора j(t)μ = (je, icρe) и векторами P(t) = Pe и M(t) = Me следуют
из выражения (13.27), полученного в рамках одночастичной задачи
в приближении теории возмущений, Действительно, в пренебрежении
эффектами пространственной дисперсии выражение (13.27) принимает
вид

j(t) = ∂P(t)

∂t
+ c rotM(t).

В свою очередь, используя уравнение непрерывности, из (13.27) полу-
чаем

ρt = ρ0 − div P(t),

где ρ0 — константа, возникающая при интегрировании уравнения
непрерывности по времени.

Несложно видеть аналогию между уравнениями (15.23) и (15.21).
Действительно, поскольку векторы P и M являются векторами локаль-
ной электрической и магнитной поляризации спинорного поля, то из
соображений симметрии получаем

ρm (r, t) = − div M и jm (r, t) = ∂M/∂t− c rotP.

Таким образом, несмотря на тождественность систем уравне-
ний (15.15)–(15.18) и (15.20), аналогия с задачами классической
электродинамики дает дополнительные представления о структуре
самосогласованных (или стационарных) состояний многочастичных
систем. Следуя аналогии с представлениями классической электро-
динамики, из уравнений (15.20) мы видим, что электромагнитное
поле наводит электрическую и магнитную поляризацию спинорного
материального поля в каждой локальной точке пространства области
их совместного существования.

Действительно, в гл. 8 мы показали, что вектор магнитной поля-
ризации спинорного поля, взаимодействующего с внешним магнитным
полем, в каждой точке пространства параллелен направлению маг-
нитного поля в данной точке пространства, а вектор электрической
поляризации параллелен направлению электрического поля. В случае
произвольной многочастичной системы плотность тока jt и плотность
заряда ρt, входящие в правые части уравнений (15.15) и (15.16),
могут включать плотность тока и заряда скалярных частиц или мак-
роскопических тел, т. е. 4-вектор плотности тока можно представить
в виде: jtμ = j

(1/2)
tμ + j

(0)
tμ . Если суммарный заряд скалярных частиц

или макроскопических тел превышает заряд спинорных частиц, то∣∣∣j(0)tμ

∣∣∣ � ∣∣∣j(1/2)tμ

∣∣∣, следовательно, мы можем считать, что jtμ в правой
части уравнений (15.15)–(15.16) обусловлено макроскопическими заря-
дами и токами. Вместе с тем векторы M и P, фигурирующие в урав-
нениях (15.15)–(15.16), описывают магнитную и электрическую поля-
ризацию спинорных полей. Как мы уже говорили, уравнения (15.17)
и (15.18) являются прямым следствием определений (15.14). Однако
два последних уравнения системы уравнений (15.20), которые следу-
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ют из них, отражают симметрию, обусловленную симметрией тензора
электромагнитного поля в среде.

15.3. Водородоподобный атом

Настоящий раздел посвящен формулировке общей задачи расчета
спектра стационарных состояний двухчастичной задачи и обсуждению
различных приближенных методов решения указанной задачи.

15.3.1. Общая задача. Итак, если мы берем за основу дей-
ствие (15.1), то стационарные состояния атома определяются из реше-
ния следующей краевой задачи:

1
2me,n

[(
pe.n − qe,n

c
An, e (re,n)

)2
+m2

e,nc
2 −

− 1

c2
(Ee,n − qe,nϕn, e (re,n))2

]
Ψe,n +

+ μe,n (iαααααααααe,nEn, e (re,n) − Σe,nBn, e (ra)) Ψe,n = 0,

Δe,nAe,n = −4π
c

je,n, Δe,nϕe,n = −4πρe,n. (15.24)

Указанная краевая задача включает уравнения для волновых функций
электрона и ядра атома и четыре уравнения для компонент потенциала
электромагнитного поля. Граничные условия для связанных состояний
атома определяются обращением в нуль амплитуд всех полей на бес-
конечности (r → 0) и конечностью нормы волновой функции каждой
из частиц, которые определяют допустимый вид их асимптотического
поведения при re,n → 0.

Таким образом, мы видим, что расчет спектра собственных состоя-
ний многочастичной системы представляет собой непростую математи-
ческую задачу даже в случае водородоподобного атома. Однако если
нас интересуют релятивистские поправки к стандартному спектру со-
стояний атома, то можно воспользоваться приближенными методами,
обсуждению которых посвящен настоящий раздел.

15.3.2. Энергия ансамбля частиц. Используя (15.1), несложно
получить выражения для обобщенных импульсов, сопряженных обоб-
щенным координатам полей A, Ψ и Ψ:

Π = ∂L

∂Ȧ
= 1

4πc

(
1
c

∂A

∂t
+ ∇ϕ

)
+ i

∑
a

μa

c
ΨaαααααααααaΨa,

Πa = ∂L

∂Ψ̇a

= h̄

2mac

(
h̄

c

∂Ψa

∂t
− i

qa

c
ϕΨa

)
,

Πa = ∂L

∂Ψ̇a

= h̄

2mac

(
h̄

c

∂Ψa

∂t
+ i

qa

c
ϕΨa

)
.

(15.25)
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Используя эти выражения, получаем следующее выражение для функ-
ции Гамильтона:

H = ΠȦ +
∑

a

(
ΠaΨ̇a + Ψ̇aΠa

)
− L =

= 1
8π

[
1

c2

(
∂A

∂t

)2
− (∇ϕ)2 + (rotA)2

]
+

+
∑

a

1
2ma

[
h̄2

c2
∂Ψa

∂t

∂Ψa

∂t
− q2a

c2
ϕ2 (ra) ΨaΨa +

+
(
ih̄∇Ψa − qa

c
A (ra)Ψa

) (
−ih̄∇Ψa − qa

c
A (ra)Ψa

)
+m2

ac
2ΨaΨa

]
−

−
∑
a, b

(a �= b)

μa

(
iΨaαααααααααa∇ϕb (ra) Ψa + ΨaΣaBb (ra) Ψa

)
, (15.26)

где, так же как и ранее,

Aμ (ra, t) =
∑

b( �=a)

Abμ (ra, t) .

Таким образом, энергия системы частиц, взаимодействующих посред-
ством электромагнитного поля, определяется выражением

E = 1
8π

∫ (
E2 + B2) dV+

+
∑

a

1

2mac
2

∫ (
−ih̄∂Ψa

∂t
− qaϕ (ra)Ψa

)(
ih̄
∂Ψa

∂t
− qaϕ (ra)Ψa

)
dVa +

+
∑

a

1
2ma

∫
Ψa

[(
−ih̄∇ − qa

c
A (ra)

)2
+m2

ac
2

]
ΨadVa −

−
∑
a, b

(a �= b)

μa

∫
ΨaΣaBb (ra)ΨadVa. (15.27)

При выводе (15.27) мы воспользовались векторными равенствами
(∇ϕ)2 = −ϕΔϕ+ div (ϕ∇ϕ) , (15.28)

1
c

div
(
ϕ
∂A

∂t

)
= 1

c

∂A

∂t
∇ϕ+ 1

c
ϕ
∂

∂t
div A = 1

c

∂A

∂t
∇ϕ− 1

c2
ϕ
∂2ϕ

∂t2
. (15.29)

Можно напомнить, что эти равенства мы использовали и во всех
предыдущих главах книги, когда получали выражения для энергии
многочастичной системы, в которой взаимодействие осуществляется
посредством электромагнитного поля.

Преобразования выражения для энергии (15.27) к другим эквива-
лентным формам мы обсуждали в разделе 7.4.3. Однако в последующем
изложении мы можем опираться на выражение (15.27), поэтому оста-
новимся на нем.
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15.3.3. Стационарный случай. Рассмотрим для простоты систе-
му, состоящую из двух частиц. Например, атом водорода. В стационар-
ном состоянии волновые функции частиц системы имеют вид

Ψa (r, t) = Ψa (r) exp (−iEat/h̄) .

В задаче об атоме водорода нас интересуют экстремумы функционала
энергии (15.27), которые позволяют определить стационарные состоя-
ния, т. е. собственные значения энергии и волновые функции двухча-
стичной задачи. Энергия системы частиц складывается из кинетиче-
ской энергии их движения, энергии создаваемого ими поля и энергии
взаимодействия посредством электромагнитного поля. Общий алгоритм
решения задачи совпадает с описанным выше и состоит в том, что,
используя решения уравнений для поля (15.10)–(15.13), мы исключаем
из выражения (15.27) полевые переменные, сводя его к виду, зависяще-
му лишь от операторов частиц. Используя формулы (15.28) и формулу

rotA · rotA = div [A rotA] + A rot rotA,

для энергии поля в стационарном случае получаем

Ef = 1
8π

∫ (
E2 + B2) dV = 1

8π

∫ (
(∇ϕ)2 + (rotA)2

)
dV =

= 1
2

∫ [
ϕn (re) ρe (re) + 1

c
An (re) je (re)

]
dVe +

+ 1
2

∫ [
ϕe (rn) ρn (rn) + 1

c
Ae (rn) jn (rn)

]
dVn, (15.30)

где ϕb (ra) и Ab (ra) — потенциалы полей, создаваемых частицей
b = (n, e) в месте расположения частицы a = (e, n). Подстановка
в (15.30) выражений (15.6)–(15.7) позволяет нам получить выражение
для энергии взаимодействия как функционала от волновых функций
частиц:

Ef = qe

2mec
2

∫
Ψe (Ee − qeϕn (re))ϕn (re)ΨedVe +

+ qn

2mnc
2

∫
Ψn (En − qnϕe (rn))ϕe (rn)ΨndVn −

− iμe

2

∫
Ψeαααααααααe∇eϕn (re)ΨedVe − iμn

2

∫
Ψnαααααααααn∇nϕe (rn)ΨndVn −

− qe

2mec

∫
ΨeAnpeΨedVe + qn

2mnc

∫
ΨnAepnΨndVn −

− q2e

2mec
2

∫
ΨeA2

nΨedVe − q2n

2mnc
2

∫
ΨnA2

eΨndVn +

+ μe

2

∫
ΨeΣeBn (re) ΨedVe + μn

2

∫
ΨnΣnBe (rn)ΨndVn. (15.31)



600 Гл. 15. Атом водорода

Таким образом, полная энергия атома, складывающаяся из ки-
нетической энергии движения частиц и энергии их взаимодействия,
принимает следующий вид:

E = Ee

2mec
2

∫
Ψe (Ee − qeϕn) ΨedVe + En

2mnc
2

∫
Ψn (En − qnϕe)ΨndVn +

+ 1
2me

∫
Ψe

(
p2

e +m2
ec

2)ΨedVe + 1
2mn

∫
Ψn

(
p2

n +m2
nc

2) ΨndVn −

− qe

2mec

∫
ΨeAnpeΨedVe − qn

2mnc

∫
ΨnAepnΨndVn −

− iμe

2

∫
Ψeαααααααααe∇eϕnΨedVe − iμn

2

∫
Ψnαααααααααn∇nϕeΨndVn −

− μe

2

∫
ΨeΣeBnΨedVe − μn

2

∫
ΨnΣnBeΨndVn. (15.32)

С учетом сказанного в гл. 6 можно положить, что энергия атома
является суммой полных энергий электрона и ядра:

E = Ee + En,

поэтому (15.32) можно переписать в следующем виде:

∫
Ψe

{
1

2me

(
p2

e + m2
ec

4 − E2
e

c2

)
+ Ee

2mec
2
qeϕn (re)−

− qe

2mec
An (re)pe − iμe

2
αααααααααe∇eϕn (re) − μe

2
ΣeBn (re)

}
ΨedVe +

+
∫

Ψn

{
1

2mn

(
p2

n + m2
nc

4 −E2
n

c2

)
+ En

2mnc
2
qnϕe (rn)−

− qn

2mnc
Ae (rn)pn − iμn

2
αααααααααn∇nϕe (rn)−

− μn

2
ΣnBe (rn)

}
ΨndVn = 0. (15.33)

Варьирование выражения (15.33) по функциям Ψe и Ψn приве-
дет нас к системе уравнений, позволяющей определить собственные
значения E(i)

e,n и собственные функции Ψ(i)
e,n стационарных состояний

атома. В частности, в пределе свободных частиц, т. е. |re − rn| → ∞,

для энергии получаем: Ea =
√
h̄2k2ac

2 +m2
ac

4 . Однако при проведении
варьирования в общем случае необходимо помнить, что потенциалы
полей, входящие в (15.33), являются функционалами от волновых
функций, вид которых определяется выражениями (15.10) и (15.11).
В гл. 6 мы видели, что более простой путь состоит в исключении
потенциалов полей из функционала (15.33) и варьировании по про-
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изведению волновых функций электрона и ядра. Подставляя (15.10)
и (15.11) в (15.33), получаем
∫

ΨeΨn

{
− Enh̄

2

2memnc
2
Δe− Eeh̄

2

2memnc
2
Δn+m2

ec
4 − E2

e

2mec
2

En

mnc
2
+

+ m2
nc

4 −E2
n

2mnc
2

Ee

mec
2

+ EeEn

memnc
4

qeqn

r
− q2eq

2
n

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
1

r2
+

+ iμeqn
En

mnc
2

αααααααααeren

r3
− iμnqe

Ee

mec
2

αααααααααnren

r3
−

− qeqn

2c2
1
r

(
vn

pe

me
+ ve

pn

mn

)
− qeμnh̄

mec

Σnle

r3
− qnμeh̄

mnc

Σeln

r3
+

+μeμn
3 (αααααααααeren) (αααααααααnren) − αααααααααeαααααααααnr

2

r5
−

−μeμn
3 (Σeren) (Σnren) − ΣeΣnr

2

r5
+Hh

}
ΨeΨn = 0, (15.34)

где r = |ren|. Так же как и в разделе 6.3.2, мы ввели обозначение

vb = 1
mb

(
pb − qb

c
Aa (rb) − ih̄ |ra − rb|

2
∇b

1
|ra − rb|

)
, (15.35)

которое появляется в результате преобразования выражения ∇Ψ · Ψ −
− Ψ · ∇Ψ к виду Ψ∇Ψ.

Варьирование выражения (15.34) по функции ΨeΨn приводит нас
к уравнению для функции ΨeΨn, оператор этого уравнения совпадает
с выражением в фигурных скобках (15.34). Обсудим физический смысл
отдельных слагаемых получившегося уравнения.

1) Хорошо известно, что энергия связи состояний стандартно-
го базиса в атоме водорода много меньше энергии покоя электрона
и протона. В свою очередь mec2 � mnc2. Следовательно, Ee � En

и En ≈ mnc2. Учитывая эти соотношения, первые шесть слагаемых
в (15.34) в пределе бесконечно тяжелого ядра можно привести к виду

HC =− Enh̄
2

2memnc
2
Δe− Eeh̄

2

2memnc
2
Δn+m2

ec
4 −E2

e

2mec
2

En

mnc
2
+m2

nc
4−E2

n

2mnc
2

Ee

mec
2
+

+ EeEn

memnc
4

qeqn

r
− q2eq

2
n

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
1

r2
≈

≈ − h̄2

2mec
2
Δe + m2

ec
4 − E2

e

2mec
2

+ Ee

mec
2

qeqn

r
− 1

2mec
2

q2eq
2
n

r2
=

= 1

2mec
2

[
p2ec

2 +m2
ec

4 − (Ee − qeϕn (re))
2
]
. (15.36)

Таким образом, несложно видеть, что первые шесть слагаемых описы-
вают кинетическую энергию электрона и ядра атома и потенциальную
энергию их кулоновского взаимодействия. В пределе бесконечно тяже-
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лого ядра эти слагаемые совпадают с независящими от спина слагае-
мыми уравнения для одиночного электрона, движущегося во внешнем
кулоновском поле.

2) Два следующих слагаемых в этом выражении,

HPE = iμeqn
En

mnc
2

αααααααααeren

r3
− iμnqe

Ee

mec
2

αααααααααnren

r3
, (15.37)

описывают взаимодействие вектора электрической поляризации части-
цы с электрическим полем, создаваемым другой частицей.

3) Девятое слагаемое,

−qeqn

2c2
1
r

(
vn

pe

me
+ ve

pn

mn

)
,

уже встречалось нам в гл. 6. Используя преобразования

vnpe = 1

r2en

{
[renvn] [renpe] + (renvn) (renpe) + ih̄

mn
(renve) + h̄2

2mn

}
,

vepn = 1

r2en

{
[renve] [renpn] + (renve) (renpn) − ih̄

me
(renvn) + h̄2

2me

}
и условие калибровки поля

diva Ab (ra) = −qb

c

∫
ΨbrabvbΨb

r3ab

dVb = 0,

это слагаемое преобразуется к следующему виду:

Hll = qeqnh̄
2

2memnc
2

leln + lnle − 1

r3
, (15.38)

где
h̄le = [renpe] , h̄ln = [rnepn] . (15.39)

Так же как и в (6.69), последнее слагаемое в (15.38) связано с неком-
мутативностью операторов le и ln. Это слагаемое описывает взаимо-
действие орбитальных угловых моментов частиц.

4) Два следующих слагаемых:

Hls = −qeμnh̄

mec

Σnle

r3
− qnμeh̄

mnc

Σeln

r3
, (15.40)

описывают спин-орбитальное взаимодействие частиц.
5) Слагаемые

HPP = μeμn
3 (αααααααααeren) (αααααααααnren) − αααααααααeαααααααααnr

2

r5
(15.41)

и
HMM = −μeμn

3 (Σeren) (Σnren) − ΣeΣnr
2

r5
(15.42)

описывают взаимодействие электрических и магнитных моментов
частиц.
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Несложно видеть, что взаимодействия, входящие в операторы HCoul

и HPE , зависят от расстояния между частицами как 1/r и 1/r2.
Остальные взаимодействия зависят от расстояния как 1/r3. В гл. 6
мы показали, что поправки, вносимые слагаемыми, пропорциональ-
ными 1/r3, к кулоновскому спектру имеют величину порядка Ry ·×
× α2me/mn. В проведенном анализе мы не учитывали слагаемых,
вносящих поправки более высокого порядка. В уравнении (15.34) эти
поправки обозначены символом Hh. Они имеют вид

Hh = − qnϕe (rn)

2memnc
4

(
p2ec

2 +m2
ec

4 − E2
e

) − qeϕn (re)

2memnc
4

(
p2nc

2 +m2
nc

4 − E2
n

)−
− Eeq

2
n

2memnc
4

qe

r

(
ϕe − Ee

mec
2

qe

r

)
− Enq

2
e

2memnc
4

qn

r

(
ϕn − En

mnc
2

qn

r

)
+

+ iμe
αααααααααerne

r3
q2nϕe (rn)

2mnc
2

+ iμn
αααααααααnren

r3
q2eϕn (re)

2mec
2

− μe
q2n

2mnc

Ae [rneΣe]

r3
−

− μn
q2e

2mec

An [renΣn]

r3
. (15.43)

15.3.4. Интегралы движения для водородоподобного атома.
Итак, варьирование уравнения (15.34) по Ψe (re)Ψn (rn) приводит
к следующему уравнению движения:

(HC +HPE +Hll +Hls +HPP +HMM )Ψe (re) Ψn (rn) = 0, (15.44)

где мы опустили поправки более высокого порядка, определяемые вы-
ражением (15.43).

Введем радиус-вектор взаимного расположения частиц r и радиус-
вектор центра масс R:

r = re − rn, R = Eere + Enrn

Ee + En
. (15.45)

Оператор полного орбитального момента движения частиц имеет
в этом случае вид

h̄L = [repe] + [rnpn] = [rp] + [RP] ,

где
p = −ih̄ ∂

∂r
, P = −ih̄ ∂

∂R
.

Оператор полного углового момента атома

J = L + S

является суммой полного орбитального момента движения частиц L
и суммарного спина

S = 1
2

(Σe + Σn) .
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Используя выражения (15.45), несложно получить

En

mnc
2

p2e
2me

+ Ee

mec
2

p2n
2mn

= − h̄2E

2memnc
2

(
Δr + EeEn

E2
ΔR

)
.

Ранее мы показали, что оператор полного углового момента ком-
мутирует со слагаемыми HC + Hll + Hls + HMM уравнения (15.44).
Несложно видеть, что два новых слагаемых, появившиеся в (15.44),
также коммутируют с оператором J. В гл. 12 мы показали, что оператор

[rp] + h̄

2
Σa коммутирует с αααααααααaE (r), поэтому

[J, HPE] = 0.

Учитывая коммутационные свойства операторов Σ и ααααααααα:

[Σi, αj ] = 2ieijkαk,

получаем

[(Σe + Σn)i , αααααααααeαααααααααn] = 2ieijk (αααααααααe)k (αααααααααn)j + 2ieijk (αααααααααe)j (αααααααααn)k = 0.

Таким образом, операторы полного орбитального момента L и пол-
ного спина S не коммутируют по отдельности с оператором уравне-
ния (15.44). Коммутирующей величиной является оператор полного
углового момента J:

[J, (H0 +HPE +Hll +Hls +HPP +HMM )] = 0. (15.46)

Оператор уравнения (15.44) зависит лишь от радиуса-вектора r =
= re − rn, поэтому оператор суммарного импульса атома P = pe + pn

коммутирует с ним:

[P, (H0 +HPE +Hll +Hls +HPP +HMM )] = 0. (15.47)

Следовательно, стационарные состояния атома можно различать по
величине полного импульса P, величине углового момента j и его
проекции m.

15.3.5. Угловые зависимости волновых функций водородопо-
добного атома. Рассмотрим случай неподвижного атома, когда P = 0.
В этом случае уравнение (15.44) принимает вид

(HC +HPE +HHF +HPP )ΨeΨn = 0, (15.48)
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где

HC = − h̄2E

2memnc
2
Δ − EeEn

memnc
4

Ze2

r
− 1

2memnc
4

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
Z2e4

r2
+

+ m2
ec

4En +m2
nc

4Ee −EeEnE

2memnc
4 ,

HPE = −i Ze2h̄

2memnc
2

(
Enγe

αααααααααer

r3
− Eeγn

αααααααααnr

r3

)
,

HHF = −4μBμN

r3
l2 + 2μBμN

r3
(γeΣe + γnΣn) l+

+ μBμNγeγn

r3
(3 (Σee) (Σne) − ΣeΣn) ,

HPP = −μBμNγeγn

r3
(3 (αααααααααee) (αααααααααne) − αααααααααeαααααααααn) ,

где мы воспользовались обозначениями

μe = −γeμB, μn = γnμN .

Здесь γe(n) — гиромагнитный множитель электрона (ядра), а магнетон
Бора μB и ядерный магнетон μN определяются хорошо известными
выражениями

μB = − qeh̄

2mec
= |e|h̄

2mec
, μN = qnh̄

2mnc
= Z|e|h̄

2mnc
.

Оператор HC есть оператор кинетической энергии движения частиц
и их взаимодействия посредством кулоновского поля. Оператор HPE

описывает взаимодействие вектора электрической поляризации части-
цы с кулоновским полем, создаваемым частицей противоположного
знака. Оператор HHF описывает сверхтонкие взаимодействия, прису-
щие нерелятивистской частице с полуцелым спином. Оператор HPP

описывает взаимодействие электрических моментов частиц. Как мы
отмечали выше, первые два слагаемых в (15.48) содержат потенциалы,
зависящие от расстояния между частицами как 1/r и 1/r2, вторые
два слагаемых пропорциональны 1/r3. Оператор HC не зависит от
спиновых операторов, а оператор HHF зависит лишь от диагональных

спиновых операторов Σa =
(

σσσσσσσσσa 0
0 σσσσσσσσσa

)
. Операторы HPE и HPP зависят

от антидиагональных операторов αααααααααa =
(
0 σσσσσσσσσa

σσσσσσσσσa 0

)
. Этим обусловлено

удобство выделения четырех слагаемых в уравнении (15.48).
Волновая функция уравнения (15.48) представляет собой прямое

произведение биспинорных волновых функций:

Ψ =

⎛⎜⎝w1
w2
w3
w4

⎞⎟⎠ = ΨeΨn =

⎛⎜⎝ueun

deun

uedn

dedn

⎞⎟⎠. (15.49)
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Исходя из вида уравнения (15.48) удобно ввести оператор L:

H = − h̄2E

2memnc
2
L.

Подставляя (15.49) в (15.48), получаем

LCw1 + L
(e)
PEw2 + L

(n)
PEw3 = −LHFw1 − LPPw4,

LCw2 + L
(e)
PEw1 + L

(n)
PEw4 = −LHFw2 − LPPw3,

LCw3 + L
(e)
PEw4 + L

(n)
PEw1 = −LHFw3 − LPPw2,

LCw4 + L
(e)
PEw3 + L

(n)
PEw2 = −LHFw4 − LPPw1.

(15.50)

Безразмерные операторы L, входящие в уравнения (15.50), имеют сле-
дующий вид:

LC = Δ + 2EeEn

Eh̄c

Zα

r
+ Z2α2

r2
1
E

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
−

− m2
ec

4En +m2
nc

4Ee −EeEnE

Eh̄2c2
,

(15.51)

LPE = L
(e)
PE + L

(n)
PE = iZα

r2

(
En

E
γeσσσσσσσσσee− Ee

E
γnσσσσσσσσσne

)
, (15.52)

LHF = Zα2

r3
mrc

2

EaB

(
2l2 − γeσσσσσσσσσel − γnσσσσσσσσσnl − γeγn

2
(3 (σσσσσσσσσee) (σσσσσσσσσne) − σσσσσσσσσeσσσσσσσσσn)

)
,

(15.53)

LPP = Zα2

r3
mrc

2

EaB

γeγn

2
(3 (σσσσσσσσσee) (σσσσσσσσσne) − σσσσσσσσσeσσσσσσσσσn) , (15.54)

где σσσσσσσσσa — матрицы Паули.
Компонентами волновой функции (15.49) являются произведения

двух спиноров. Произведения двух спиноров, как известно, распадают-
ся на два неприводимых представления, соответствующие частицам со
спином нуль и со спином единица соответственно. Используя в каче-
стве базиса собственные функции матриц Паули σ(e,n)z:

σz |±〉 = ± |±〉 ,
где |±〉 — двухрядные столбцы,

|+〉 =
(
1
0

)
, |−〉 =

(
0
1

)
,

волновые функции этих двух состояний можно представить в следую-
щем виде. Частице со спином нуль отвечает волновая функция

χ(0) = 1√
2

(|+〉e |−〉n − |−〉e |+〉n) = 1√
2

⎛⎜⎝ 0
−1
1
0

⎞⎟⎠.
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Частице со спином 1 соответствуют следующие три волновые функции:

χ
(1)
1 = |+〉e |+〉n =

⎛⎜⎝1
0
0
0

⎞⎟⎠, χ
(1)
0 = 1√

2
(|+〉e |−〉n + |−〉e |+〉n) = 1√

2

⎛⎜⎝0
1
1
0

⎞⎟⎠,

χ
(1)
−1 = |−〉e |−〉n =

⎛⎜⎝0
0
0
1

⎞⎟⎠.
Произведения спиновых волновых функций χ(0) и χ

(1)
m и шаровых

функций определяют угловую зависимость волновых функций уравне-
ния (15.49). При s = 0 угловая зависимость определяется следующим
выражением:

Ω(s=0)
j, l,m = Ylm(θ, ϕ)χ(0). (15.55)

В случае s = 1 угловая зависимость определяется по правилу сложения
угловых моментов:

Ω(s=1)
jlm = (−1)l−1+m

√
2j + 1

∑
m1,m2

(
l 1 j
m1 m2 −m

)
Ylm1(θ, ϕ)χ(1)

m2
.

При данном l возникают три решения, отличающиеся величиной пол-
ного углового момента j и его проекции m. Они имеют вид

Ω(s=1)
j=l+1, l,m =

√
(l +m)(l +m+ 1)
2(l + 1)(2l+ 1)

Yl,m−1χ
(1)
1 +

+
√

(l +m+ 1)(l −m+ 1)
(l + 1)(2l+ 1)

Yl,mχ
(1)
0 +

+
√

(l −m+ 1)(l −m)

2(l + 1)(2l+ 1)
Yl,m+1χ

(1)
−1,

Ω(s=1)
j, l,m = −

√
(l +m)(l −m+ 1)

2l(l + 1)
Yl,m−1χ

(1)
1 +

+ m√
l(l + 1)

Yl,mχ
(1)
0 +

√
(l +m+ 1)(l−m)

2l(l + 1)
Yl,m+1χ

(1)
−1,

Ω(s=1)
j=l−1, l,m =

√
(l −m+ 1)(l −m)

2l(2l + 1)
Yl,m−1χ

(1)
1 −

−
√

(l−m)(l+m)

l(2l+1)
Yl,mχ

(1)
0 +

√
(l+m)(l+m+1)

2l(2l+1)
Yl,m+1χ

(1)
−1.

(15.56)

Собственные функции (15.55) и (15.56) нормированы условием∫
Ω(s)+

jlm Ω(s′)
j′l′m′ sin θ dθ dϕ = δjj′δll′δmm′δss′ .
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Таким образом, при заданной величине полного углового момента j
и его проекции m получаем

wn (r) = fn(r)Ω(0)
j, l=j,m(θ, ϕ) +

+1∑
σ=−1

g(n)
σ (r)Ω(1)

j, l=j−σ,m(θ, ϕ), (15.57)

где

Ω(1)
j, l=j−1,m =

√
(j +m− 1)(j +m)

2j(2j − 1)
Yj−1,m−1χ

(1)
1

+
√

(j +m)(j −m)

j(2j − 1)
Yj−1,mχ

(1)
0 +

+
√

(j −m)(j −m− 1)
2j(2j − 1)

Yj−1,m+1χ
(1)
−1,

Ω(1)
j, l=j,m = −

√
(j +m)(j −m+ 1)

2j(j + 1)
Yj,m−1χ

(1)
1 +

+ m√
j(j + 1)

Yj,mχ
(1)
0 +

√
(j +m+ 1)(j −m)

2j(j + 1)
Yj,m+1χ

(1)
−1,

Ω(1)
j, l=j+1,m =

√
(j −m+ 1)(j −m+ 2)

2(j + 1)(2j + 3)
Yj+1,m−1χ

(1)
1 −

−
√

(j −m+ 1)(j +m+ 1)
(j + 1)(2j + 3)

Yj+1,mχ
(1)
0 +

+
√

(j +m+ 1)(j +m+ 2)
2(j + 1)(2j + 3)

Yj+1,m+1χ
(1)
−1.

(15.58)

Отметим, что в случае j = 0 из трех решений (15.58) отличным от
нуля остается только последнее. Оно имеет в этом случае вид

Ω(1)
010 = 1√

3

(
Y1,−1χ

(1)
1 − Y10χ

(1)
0 + Y11χ

(1)
−1

)
. (15.59)

Поэтому при расчете матричных элементов гамильтонианов взаимодей-
ствия случай j = 0 должен быть рассмотрен отдельно.

15.3.6. Матричные элементы операторов сверхтонких взаимо-
действий. Подставляя (15.57) в (15.50) и усредняя по угловым пере-
менным, мы можем получить уравнения для радиальных функций f(r)
и gσ(r). Для этого нам необходимо определить матричные элементы
операторов сверхтонких взаимодействий.
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Ненулевые матричные элементы операторов L
(e,n)
PE определяются

следующими равенствами:

∫
Ω(1)+

j, l=j−1,m (σσσσσσσσσe,ne)Ω(1)
j, l=j,m sin θ dθ dϕ = −i

√
j + 1
2j + 1

,
∫

Ω(1)+
j, l=j+1,m (σσσσσσσσσe,ne)Ω(1)

j, l=j,m sin θ dθ dϕ = i

√
j

2j + 1
,

∫
Ω(1)+

j, l=j−1,m (σσσσσσσσσee)Ω(0)
j, l=j,m sin θ dθ dϕ = i

√
j

2j + 1
,

∫
Ω(1)+

j, l=j+1,m (σσσσσσσσσee)Ω(0)
j, l=j,m sin θ dθ dϕ = i

√
j + 1
2j + 1

,
∫

Ω(1)+
j, l=j−1,m (σσσσσσσσσne)Ω(0)

j, l=j,m sin θ dθ dϕ = −i
√

j

2j + 1
,

∫
Ω(1)+

j, l=j+1,m (σσσσσσσσσne)Ω(0)
j, l=j,m sin θ dθ dϕ = −i

√
j + 1
2j + 1

.

(15.60)

Матричные элементы первого слагаемого в операторе LHF имеют
тривиальный вид, поэтому остановимся на расчете матричных элемен-
тов оператора спин-орбитального взаимодействия, записав его в виде

L1 = 2μBμN

r3
(γeσσσσσσσσσe + γnσσσσσσσσσn) l.

Следуя традиционной терминологии, мы называем это взаимодействие
спин-орбитальным, хотя, более точно, это взаимодействие собственных
магнитных моментов частиц с магнитным моментом, обусловленным
их орбитальным движением.

Действуя непосредственно операторами σσσσσσσσσe,nl на волновые функ-
ции (15.55) и (15.58), получаем

(σσσσσσσσσel)Ω(0)
jlm =

√
j(j + 1) Ω(1)

j, l=j,m,

(σσσσσσσσσnl)Ω(0)
jlm = −

√
j(j + 1)Ω(1)

j, l=j,m,

(σσσσσσσσσel) Ω(1)
j, l=j,m =

√
j(j + 1)Ω(0)

jlm − Ω(1)
j, l=j,m,

(σσσσσσσσσnl) Ω(1)
j, l=j,m = −

√
j(j + 1)Ω(0)

jlm − Ω(1)
j, l=j,m,

(σσσσσσσσσel)Ω(1)
j, l=j−1,m = (j − 1)Ω(1)

j, l=j−1,m,

(σσσσσσσσσnl)Ω(1)
j, l=j−1,m = (j − 1)Ω(1)

j, l=j−1,m,

(σσσσσσσσσel)Ω(1)
j, l=j+1,m = −(j + 2)Ω(1)

j, l=j+1,m,

(σσσσσσσσσnl)Ω(1)
j, l=j+1,m = −(j + 2)Ω(1)

j, l=j+1,m.

(15.61)

20 А.В. Андреев
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Для диагональных элементов энергии спин-орбитального взаимодей-
ствия получаем

〈s=0|L1|s=0〉=0,

〈j, l=j−1, m, s=1|L1|j, l=j−1, m, s=1〉= 2μBμN

r3
(γe+γn) (j−1),

〈j, l=j, m, s=1|L1|j, l=j, m, s=1〉=−2μBμN

r3
(γe+γn) ,

〈j, l=j+1, m, s=1|L1|j, l=j+1, m, s=1〉=−2μBμN

r3
(γe+γn) (j+2).

Для того чтобы определить явный вид зависимости указанных мат-
ричных элементов от квантовых чисел, нам необходимо усреднить
множитель 1/r3 по радиальным волновым функциям. Однако, полагая,
что в нулевом приближении радиальные волновые функции зависят
лишь от квантового числа l, из полученных формул мы можем уже
сделать некоторые предварительные выводы о соотношении энергий
различных состояний с одинаковыми значениями l.

Из полученных выражений следует, что для частиц с полуцелым
спином, имеющих противоположную по знаку величину магнитного
момента, спин-орбитальное взаимодействие делает энергетически бо-
лее выгодным состояние с наименьшим значением полного углового
момента j при данном l. Спин-орбитальное взаимодействие стремится
уменьшить величину магнитного момента атома и величину его полно-
го углового момента.

Следующее слагаемое в операторе LHF , имеющее вид

L2 = μBμNγeγn

r3
(3 (σσσσσσσσσee) (σσσσσσσσσne) − σσσσσσσσσeσσσσσσσσσn) , (15.62)

традиционно называют спин-спиновым взаимодействием, хотя, как мы
видели, оно представляет собой взаимодействие собственных магнит-
ных моментов частиц.

Прежде чем переходить к определению матричных элементов опера-
тора (15.62), его удобно выразить через полный спин атома. Это можно
сделать следующим образом:

S2 = s2e + s2n + 2 (sesn) = 3
2

+ 2 (sesn) ,

следовательно

(sesn) = 1
2

(
S2 − 3

2

)
.

С другой стороны,

(Se)2 = (see)2 + (sne)2 + 2 (see) (sne) = 1
2

+ 2 (see) (sne) ,
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откуда получаем
(see) (sne) = 1

2

[
(Se)2 − 1

2

]
.

Окончательно для гамильтониана спин-спинового взаимодействия
имеем

Hss = 2μBμNγeγn

r3

(
3 (Se)2 − S2

)
. (15.63)

Из (15.63) следует, что энергия спин-спинового взаимодействия
равна нулю в состоянии Ω(0). Для состояний с s = 1

S2Ω(1)
jlm = s(s+ 1)Ω(1)

jlm = 2Ω(1)
jlm. (15.64)

Действие оператора (Se) на волновые функции χ(1)
m определяется сле-

дующими выражениями:

(Se)χ(1)
1 = −i

√
4π
3

(
Y10χ

(1)
1 − Y1,+1χ

(1)
0

)
,

(Se)χ(1)
0 = −i

√
4π
3

(
Y1,−1χ

(1)
1 − Y1,+1χ

(1)
−1

)
,

(Se)χ(1)
−1 = −i

√
4π
3

(
Y1,−1χ

(1)
0 − Y10χ

(1)
−1

)
,

где Ylm(θ, ϕ) — сферические функции. Используя эти равенства и фор-
мулу, выражающую матричные элементы от сферических функций
через 3j-символы,

〈l1m1|Ylm|l2m2〉 = (−1)m1i−l1+l2+l

(
l1 l l2

−m1 m m2

) (
l1 l l2
0 0 0

)
×

×
√

(2l + 1) (2l1 + 1) (2l2 + 1)
4π

,

для матричных элементов от первого слагаемого в (15.63) получаем
∫

Ω(1)+
j, l=j−1,m (Se)2 Ω(1)

j, l=j−1,m sin θ dθ dϕ = j + 1
2j + 1

,
∫

Ω(1)+
j, l=j,m (Se)2 Ω(1)

j, l=j,m sin θ dθ dϕ = 1,
∫

Ω(1)+
j, l=j+1,m (Se)2 Ω(1)

j, l=j+1,m sin θ dθ dϕ = j

2j + 1
,

∫
Ω(1)+

j, l=j+1,m (Se)2 Ω(1)
j, l=j−1,m sin θ dθ dϕ = −

√
j(j + 1)
2j + 1

,
∫

Ω(1)+
j, l=j,m (Se)2 Ω(1)

j, l=j−1,m sin θ dθ dϕ = 0.

(15.65)

20*
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Спин-спиновое взаимодействие связывает лишь состояния с ненулевой
проекцией спина. Сумма диагональных матричных элементов равна 2.
Следовательно, с учетом (15.64) сумма диагональных элементов опе-
ратора 3 (Se)2 − S2 равна нулю, что непосредственно следует из вида
указанного оператора.

Для диагональных элементов энергии спин-спинового взаимодей-
ствия, усредненных по угловым переменным, получаем

〈j, l = j − 1, m|Hss|j, l = j − 1, m〉 = −2μBμNγeγn

r3
j − 1
2j + 1

,

〈j, l = j, m|Hss|j, l = j, m〉 = 2μBμNγeγn

r3
,

〈j, l = j + 1, m|Hss|j, l = j + 1, m〉 = −2μBμNγeγn

r3
j + 2
2j + 1

.

С учетом замечаний, сделанных при обсуждении матричных элемен-
тов гамильтониана спин-орбитального взаимодействия, на основании
полученных формул мы можем сделать некоторые предварительные
выводы о характере сверхтонкой структуры энергетического спектра
атома, связанной со спин-спиновым взаимодействием. Мы видим, что
для частиц с полуцелым спином, имеющих противоположную по знаку
величину магнитного момента, спин-спиновое взаимодействие делает
энергетически более выгодным состояние с наименьшим j при дан-
ном l. Спин-спиновое взаимодействие стремится уменьшить величину
суммарного магнитного момента атома и величину его полного углово-
го момента. Энергия спин-спинового взаимодействия в антисимметрич-
ном состоянии с противоположно направленными спинами равна нулю
и является положительной в симметричном состоянии с противополож-
но направленными спинами.

Как мы отмечали выше, в случае j = 0 из четырех решений (15.55)
и (15.58) ненулевыми остаются лишь два, поскольку при полном спине,
равном единице, решение с j = 0 может быть получено только при
l = 1. В этом случае матричные элементы оператора спин-орбитального
взаимодействия имеют вид

(σσσσσσσσσ1l)Ω(0)
0 = 0, (σσσσσσσσσ2l)Ω(0)

0 = 0,

(σσσσσσσσσ1l)Ω(1)
010 = −2Ω(1)

010, (σσσσσσσσσ2l)Ω(1)
010 = −2Ω(1)

010,

что находится в соответствии с общей формулой (15.61). Матрич-
ные элементы от оператора спин-спинового взаимодействия принимают
в этом случае значение〈

010|3 (Se)2 − S2|010
〉

= −1.

Этот матричный элемент не описывается формулой (15.65), полученной
нами при условии j > 0.
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Угловые зависимости матричных элементов оператора LPP совпада-
ют с угловыми зависимостями оператора (15.62), поэтому отдельного
рассмотрения не требуют.

Отметим в заключение, что при операции пространственной инвер-
сии волновая функция (15.49) преобразуется следующим образом:

S
(e)
P S

(n)
P

⎛⎜⎝w1
w2
w3
w4

⎞⎟⎠ = λ
(e)
P λ

(n)
P

⎛⎜⎝ w1
−w2
−w3
w4

⎞⎟⎠,

поэтому, учитывая свойства преобразования спиноров при операции
пространственной инверсии, решение уравнения (15.48) можно искать
в виде

w1 (r) = f1(r)Ω
(0)
j, l=j,m(θ, ϕ) + g

(1)
0 (r)Ω(1)

j, l=j,m(θ, ϕ),

w2 (r) =
∑

σ=±1

g(2)
σ (r)Ω(1)

j, l=j−σ,m(θ, ϕ),

w3 (r) =
∑

σ=±1

g(3)
σ (r)Ω(1)

j, l=j−σ,m(θ, ϕ),

w4 (r) = f4(r)Ω
(0)
j, l=j,m(θ, ϕ) + g

(4)
0 (r)Ω(1)

j, l=j,m(θ, ϕ).

(15.66)

Второе линейно независимое решение получается заменой

w′
1 = w2, w′

2 = w1, w′
3 = w4, w′

4 = w3.

15.3.7. Уравнения для радиальных волновых функций.
В уравнениях (15.50)–(15.54) E = Ee + En и Ee = mec2 − ΔEe,
En = mnc2 −ΔEn. В случае покоящегося атома из условия pe + pn = 0
следует, что ΔEn/ΔEe ∼ me/mn � 1. Учитывая это соотношение,
несложно показать, что

EeEn

E
≈ mr

me
Ee,

1
E

(
E2

e

mec
2

+ E2
n

mnc
2

)
≈ 1,

m2
ec

4En +m2
nc

4Ee +EeEnE

E
≈ m2

ec
4 − E2

e ,

(15.67)

где mr = memn/ (me +mn) — приведенная масса электрона.
Опустим вначале в уравнении (15.50) слагаемые в правой части,

которые пропорциональны 1/r3, поскольку оставшиеся слагаемые, как
мы видели в гл. 12, позволяют получить точное решение. Уравне-
ния (15.50) являются системой уравнений для восьми функций f1, 4,
g
(1, 4)
0 , g(2, 3)

±1 , g(2, 3)
±1 . Выпишем уравнения для функций w1 и w2, по-
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скольку оставшиеся уравнения имеют сходную структуру. Подстав-
ляя (15.66) в (15.50), с учетом приближений (15.67) получаем(

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
+ 2Eemr

h̄cme

Zα

r
+ Z2α2 − j(j + 1)

r2
− κ2

)
f1 +

+ γe
Zα

r2
mr

me

(√
j + 1
2j + 1

g
(2)
−1 +

√
j

2j + 1
g
(2)
+1

)
+

+ γn
Zα

r2
mr

mn

(√
j + 1
2j + 1

g
(3)
−1 +

√
j

2j + 1
g
(3)
+1

)
= 0, (15.68)(

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
+ 2Eemr

h̄cme

Zα

r
+ Z2α2 − j(j + 1)

r2
− κ2

)
g
(1)
0 +

+ γe
Zα

r2
mr

me

(√
j

2j + 1
g
(2)
−1 −

√
j + 1
2j + 1

g
(2)
+1

)
−

− γn
Zα

r2
mr

mn

(√
j

2j + 1
g
(3)
−1 −

√
j + 1
2j + 1

g
(3)
+1

)
= 0, (15.69)(

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
+ 2Eemr

h̄cme

Zα

r
+ Z2α2 − (j + 1)(j + 2)

r2
− κ2

)
g
(2)
−1 −

− γe
Zα

r2
mr

me

(√
j + 1
2j + 1

f1 +
√

j

2j + 1
g
(1)
0

)
−

− γn
Zα

r2
mr

mn

(√
j + 1
2j + 1

f4 −
√

j

2j + 1
g
(4)
0

)
= 0, (15.70)(

d2

dr2
+ 2
r

d

dr
+ 2Eemr

h̄cme

Zα

r
+ Z2α2 − j(j − 1)

r2
− κ2

)
g
(2)
+1 −

− γe
Zα

r2
mr

me

(√
j

2j + 1
f1 −

√
j + 1
2j + 1

g
(1)
0

)
−

− γn
Zα

r2
mr

mn

(√
j

2j + 1
f4 +

√
j

2j + 1
g
(4)
0

)
= 0. (15.71)

Решение системы восьми связанных уравнений ищется в виде

fi(r) = f0iG(ν, r), g(i)
σ (r) = g

(i)
0σG(ν, r),

где

G(ν, r) = exp(−κr)rν−1F
(
ν − EemrZα

h̄cmeκ
, 2ν, 2κr

)
, (15.72)

F (p, q, z) — вырожденная гипергеометрическая функция. Параметр ν
определяется из условия существования нетривиальных решений
системы линейных алгебраических уравнений для 8 коэффициен-
тов f0i, g

(i)
0σ .
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15.3.8. Теория возмущений. До сих пор мы учли в уравне-
нии (15.48) лишь слагаемые, которые спадают с расстоянием не быст-
рее чем 1/r2. Слагаемые, спадающие с расстоянием как 1/r3, малы.
Действительно, для отношения среднего значения оператора кинетиче-
ской энергии 〈K〉 =

〈(
h̄2/2mr

)
Δ

〉
, входящего в (15.48), и среднего

значения 〈HHF +HPP 〉 получаем
〈HHF +HPP 〉

〈K〉 ≈ Ze2

EaB
= Zα2mr

mn
.

Следовательно, для учета взаимодействий, спадающих как 1/r3, мы
можем воспользоваться теорией возмущений.

Обсудим сначала общие уравнения стационарной теории возму-
щений. Положим, что нам известно решение задачи на собственные
значения для уравнения

H0 (En)Ψn (r) = 0, (15.73)

где H0 — гамильтониан уравнения (8.3) или совпадающий с ним по
структуре гамильтониан HC +HPE уравнения (15.48). Нам необходи-
мо найти приближенные волновые функции уравнения

(H0(E) + δH) Ψ (r) = 0. (15.74)

Будем искать волновые функции уравнения (15.74) в виде разложения
по собственным функциям уравнения (15.73):

Ψ (r) =
∑

n

cnΨn (r) . (15.75)

Подставляя (15.75) в (15.74), получаем∑
m

cm
Em −E

m0c
2

(
E + Em

2
− U (r)

)
Ψm (r) +

∑
m

cmδHΨm (r) = 0.

(15.76)
Варьируя функционал энергии уравнения (15.74) в пространстве волно-
вых функций (15.75) и определяя последовательные минимумы, можно,
в принципе, найти решение уравнения (15.74) и при произвольном
соотношении между H0 и δH.

В случае когда поправки невелики, |E − En| � En, пользуясь усло-
вием нормировки волновых функций, получаем

(En − E) cn +
∑
m

δHnmcm = 0, (15.77)

где δHnm =
∫

ΨnδHΨmdV . Если отличны от нуля только диагональ-
ные матричные элементы оператора δHnm = δHnnδnm, то из (15.77)
получаем значение энергии n-го уровня E′

n с учетом возмущения:

E′
n = En + δHnn. (15.78)
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Если оператор δH имеет отличные от нуля недиагональные элементы,
например, связывает два соседних уровня δHn,n+1 �= 0, расстояние
между которыми сопоставимо с величиной поправок, |En − En+1| ≈
≈ |〈δH〉|, то система уравнений (15.77) принимает вид

(En + δHnn − E) cn + δHn,n+1cn+1 = 0,
(En+1 + δHn+1,n+1 − E) cn+1 + δHn+1,ncn = 0

(15.79)

и для энергии уровней получаем

E(1, 2) = En +En+1 + δHnn + δHn+1,n+1

2
±

±
√(

En −En+1 + δHnn − δHn+1,n+1

2

)2
+ δHn+1,nδHn,n+1 . (15.80)

Если поправки, вносимые возмущением, малы по сравнению с расстоя-
нием между уровнями, связанными δH, т. е. |δHnn| � |En − En+1|, то
из (15.80) получаем

E(1) = En + δEn ≈ En + δHnn + δHn+1,nδHn,n+1

En −En+1
,

E(2) = En+1 + δEn+1 ≈ En+1 + δHn+1,n+1 − δHn+1,nδHn,n+1

En − En+1
.

Следовательно, поправки, обусловленные перекрестным взаимодей-
ствием двух уровней, сдвигают энергии уровней в противоположные
стороны.

Состояние с энергией E(1) является суперпозицией невозмущенного
состояния n с примесью невозмущенного состояния n+ 1. Амплитуда
примеси определяется из (15.79):

cn+1 = δHn+1,n

E(1) − En+1 − δHn+1,n+1

cn ≈ δHn+1,n

En −En+1
cn.

Таким образом, в случае если энергия взаимодействия много меньше
энергетического расстояния между уровнями невозмущенной системы,
амплитуда примесного состояния невелика.

Ввиду громоздкости получающихся выражений мы не будем здесь
приводить аналитические выражения для поправок, обусловленных
слагаемыми HHF + HPP . Отметим лишь, что результаты численных
расчетов, основанных на использовании указанного алгоритма, приво-
дят к хорошему согласию с данными экспериментальных измерений.

15.3.9. Случай j = 0. В случае j = 0 число уравнений (15.68)–
(15.71) сокращается вдвое, поскольку в этом случае из четырех ли-
нейно независимых спиноров второго ранга Ω(s)

jlm остается два и вмес-
то (15.66) мы получаем

w1 = f1Ω
(0)
000, w2 = g

(2)
−1Ω

(1)
010, w3 = g

(3)
−1Ω

(1)
010, w4 = f4Ω

(0)
000, (15.81)
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или

w1 = g
(1)
−1Ω

(1)
010, w2 = f2Ω

(0)
000, w3 = f3Ω

(0)
000, w4 = g

(4)
−1Ω

(1)
010. (15.82)

В случае волновой функции вида (15.81) параметр ν в (15.72) имеет
вид

νi = 1
2

(
1 +

√
1− 4γi

)
, (15.83)

где

γ1 = −1 + Z2α2 +

√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
+ γn

mr

mn

)2
,

γ2 = −1 + Z2α2 +

√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
− γn

mr

mn

)2
,

γ3 = −1 + Z2α2 −
√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
+ γn

mr

mn

)2
,

γ4 = −1 + Z2α2 −
√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
− γn

mr

mn

)2
.

Решения, удовлетворяющие граничным условиям при r = 0 и r →
→ ∞, возникают при выполнении условия

νi − EeZαmr

h̄cmeκ
= −nr,

где nr — неотрицательное число, называемое радиальным квантовым
числом. Поэтому для энергетического спектра получаем

E
(i=1, ..., 4)
n, j=0 = mec

2 (nr + νi)√
(nr + νi)

2 + (Zαmr/me)
2
. (15.84)

Следовательно, положение энергетических уровней электрона ΔE =
= mec

2 − Ee определяется выражением

ΔE(i=1, ..., 4)
n, j=0 =

= mec
2√

1 +

(
Zαmr

(nr + νi)me

)2
(
1 +

√
1 +

(
Zαmr

(nr + νi)me

)2
) (

Zαmr

(nr + νi)me

)2

.

(15.85)

Собственные функции, отвечающие собственным значениям (15.84),
имеют вид

Ψ1 (r)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ω(0)
000

−ς1Ω(1)
010

−ς1Ω(1)
010

Ω(0)
000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν1, r), Ψ2 (r)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−Ω(0)

000

ς2Ω
(1)
010

−ς2Ω(1)
010

Ω(0)
000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν2, r), (15.86)
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Ψ3 (r) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ς1Ω

(0)
000

−Ω(1)
010

−Ω(1)
010

ς1Ω
(0)
000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν3, r) , Ψ4 (r) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ς2Ω

(0)
000

−Ω(1)
010

Ω(1)
010

−ς2Ω(0)
000

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν4, r) , (15.87)

где G (νi, r) определяется выражением (15.72) и

ς1 =
Zα

(
γe
mr

me
+ γn

mr

mn

)
1 +

√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
+ γn

mr

mn

)2
,

ς2 =
Zα

(
γe
mr

me
− γn

mr

mn

)
1 +

√
1− Z2α2

(
γe
mr

me
− γn

mr

mn

)2
.

Для волновой функции в виде (15.82) энергетический спектр снова
определяется выражением (15.84), а волновые функции имеют вид

Ψ5 (r) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ς1Ω

(1)
010

−Ω(0)
000

−Ω(0)
000

ς1Ω
(1)
010

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν1, r), Ψ6 (r)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ς2Ω

(1)
010

−Ω(0)
000

Ω(0)
000

−ς2Ω(1)
010

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν2, r). (15.88)

Ψ7 (r) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ω(1)
010

−ς1Ω(0)
000

−ς1Ω(0)
000

Ω(1)
010

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν3, r) , Ψ8 (r)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−Ω(1)

010

ς2Ω
(0)
000

−ς2Ω(0)
000

Ω(1)
010

⎞⎟⎟⎟⎟⎠G (ν4, r). (15.89)

Так же как и в случае движения частицы в кулоновском поле, ре-
шения (15.86)–(15.89) двукратно вырождены относительно пар частиц
и античастиц.

15.3.10. Внутренняя четность. Функция, дираковски сопря-
женная к (15.49), имеет вид: Ψ =

(
w+
1 , −w+

2 , −w+
3 , w

+
4

)
, поэто-

му, учитывая, что в случае атома водорода ς1, 2 � 1, получаем:
Ψ1, 2, 7, 8Ψ1, 2, 7, 8 > 0, Ψ3, 4, 5, 6Ψ3, 4, 5, 6 < 0. В случае движения частицы в
кулоновском поле мы оставляли решения, соответствующие частицам,
для которых ΨΨ > 0. Решения двухчастичной задачи (15.50) с ΨΨ > 0
соответствуют паре частиц или паре античастиц, решения с ΨΨ < 0
соответствуют случаю, когда двухчастичная волновая функция явля-
ется произведением одночастичных волновых функций, одна из кото-
рых соответствует частице, а другая — античастице. Преобразования



15.3. Водородоподобный атом 619

частица–античастица осуществляются операторами γ
(e)
5 и γ

(n)
5 , дей-

ствие которых на волновую функцию (15.49) определяется равенствами

γ
(e)
5

⎛⎜⎝w1
w2
w3
w4

⎞⎟⎠ = −

⎛⎜⎝w2
w1
w4
w3

⎞⎟⎠, γ
(n)
5

⎛⎜⎝w1
w2
w3
w4

⎞⎟⎠ = −

⎛⎜⎝w3
w4
w1
w2

⎞⎟⎠.
Волновые функции, отвечающие одному и тому же значению энергии,
связаны следующими преобразованиями:

γ
(e)
5 Ψ1 = Ψ5, γ

(n)
5 Ψ1 = Ψ5, γ

(e)
5 Ψ3 = Ψ7, γ

(n)
5 Ψ3 = Ψ7,

γ
(e)
5 Ψ2 = −Ψ6, γ

(n)
5 Ψ2 = Ψ6, γ

(e)
5 Ψ4 = −Ψ8, γ

(n)
5 Ψ4 = Ψ8.

Таким образом, операторы γ
(e)
5 и γ

(n)
5 действуют одинаковым образом

на волновые функции с нечетными номерами, а их действие на волно-
вые функции с четными номерами отличается по знаку.

Введем оператор внутренней четности

Γ5 = γ
(e)
5 γ

(n)
5 . (15.90)

Этот оператор преобразует каждую из частиц в ее античастицу. Дей-
ствие этого оператора на волновую функцию (15.49) определяется
следующим выражением:

γ
(e)
5 γ

(n)
5

⎛⎜⎝w1
w2
w3
w4

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝w4
w3
w2
w1

⎞⎟⎠.
Действуя оператором (15.90) на волновые функции (15.86)–(15.89),
получаем

Γ5Ψ1, 3, 5, 7 = Ψ1, 3, 5, 7, Γ5Ψ2, 4, 6, 8 = −Ψ2, 4, 6, 8. (15.91)

Следует отметить, что операторы γ
(e)
5 и γ

(n)
5 коммутируют по отдель-

ности с гамильтонианом двухчастичной задачи и оператор Γ5 также
коммутирует с гамильтонианом двухчастичной задачи, поэтому ука-
занные свойства симметрии волновых функций остаются неизменными
при действии на атом внешнего электромагнитного поля. Это приводит
к очень важному следствию. Как видно из формул (15.83)–(15.84),
энергетические уровни двухчастичных систем, имеющих различную
внутреннюю четность, отличаются друг от друга. Однако эти отличия
не могут быть зарегистрированы в оптических спектрах, поскольку
электромагнитное поле не может изменить внутреннюю четность двух-
частичной системы.

В гл. 7 было показано, что матрица γ5 является оператором CPT -
преобразования, поэтому внутренняя четность определяет симметрию
волновой функции системы частиц относительно CPT -преобразова-
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ния. Различия во внутренней структуре системы частиц, имеющих
различную внутреннюю четность, легко пояснить следующим обра-
зом. Определим величину радиальной проекции вектора поляризации
eP(i) = −iμeΨiαααααααααΨi в состояниях, описываемых волновыми функция-
ми (15.86) и (15.89). Для них получаем

d(1)
e =

∫
eP(1)

e dV = −4μBγeς1, d(1)
n =

∫
eP(1)

n dV = −4μNγnς1,

d(2)
e =

∫
eP(2)

e dV = −4μBγeς2, d(2)
n =

∫
eP(2)

n dV = 4μNγnς2,

d(3)
e =

∫
eP(3)

e dV = 4μBγeς1, d(3)
n =

∫
eP(3)

n dV = 4μNγnς1,

d(4)
e =

∫
eP(4)

e dV = 4μBγeς2, d(4)
n =

∫
eP(4)

n dV = −4μNγnς2.

Таким образом, в состояниях с положительной внутренней четно-
стью направления векторов поляризации обеих частиц совпадают,
а в состояниях с отрицательной внутренней четностью направления
векторов поляризации противоположны.

Несложно видеть, что решения (15.86) и (15.88) соответствуют
nS-состояниям, а решения (15.87) и (15.89) соответствуют nP -состоя-
ниям двухчастичной задачи. В nS-состояниях вектор de ориентиро-
ван против направления внутриатомного поля, а в nP -состояниях
совпадает с ним. В атомах с положительной внутренней четностью
вектор dn совпадает по направлению с вектором de, а в атомах с от-
рицательной внутренней четностью противоположен ему. В водородо-
подобных системах, у которых |μe| � |μn| (как в атоме водорода),
nS-уровни сдвигаются вверх, а nP -уровни — вниз. Величина сдвига
nS- и nP -состояний четных атомных систем относительно нечетных
определяется следующими выражениями:

ΔE(nS)

mec
2

= (nr + ν1)√
(nr + ν1)

2 + (Zαmr/me)
2
− (nr + ν2)√

(nr + ν2)
2 + (Zαmr/me)

2
=

= 2γeγn

n3

mr

M
(Zα)4 + 2γeγn

n5

mr

M

[
4n2 + 6n− 3−

−
((

γe
mr

me

)2
+

(
γn

mr

mn

)2
)
n(n+ 3)

]
(Zα)6 + . . . , (15.92)

ΔE(nP )

mec
2

= (nr + ν3)√
(nr + ν3)

2 + (Zαmr/me)
2
− (nr + ν4)√

(nr + ν4)
2 + (Zαmr/me)

2
=

= −2γeγn

3n3

mr

M
(Zα)4 − 2γeγn

27n5

mr

M

[
4n2 + 18n− 27+

+
((

γe
mr

me

)2
+

(
γn

mr

mn

)2
)
n (11n+ 9)

]
(Zα)6 + . . . , (15.93)
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где M = me + mn, n = nr + 1 — главное квантовое число для nS-
состояний и n = nr + 2 — главное квантовое число для nP -состояний.
Учитывая, что mec2α2 = 2Ry, несложно видеть, что первый член раз-
ложения сдвигов по степеням α пропорционален

(
Z4α2mr/n3M

)
Ry.

Положение энергетических уровней, определяемое формулой (15.85),
зависит от соотношения масс электрона и ядра me/mn. Оценим вели-
чину сдвигов уровней (15.85) по отношению к дираковскому спек-
тру (12.89) в пределе бесконечно тяжелого ядра mn → ∞. Для четных
атомных систем получаем

ΔEeven(nS)

mec
2

= Z4α4

2n3

[(
γe + γn

me

mn

)2
− 1

]
+ . . . ,

ΔEeven(nP )

mec
2

= −Z4α4

6n3

[(
γe + γn

me

mn

)2
− 1

]
+ . . .

Для нечетных атомных систем

ΔEodd(nS)

mec
2

= Z4α4

2n3

[(
γe − γn

me

mn

)2
− 1

]
+ . . . ,

ΔEodd(nP )

mec
2

= −Z4α4

6n3

[(
γe − γn

me

mn

)2
− 1

]
+ . . .

Сравнивая последние формулы с формулами (12.93), несложно видеть,
что учет спина ядра атома приводит к замене величины магнитного
момента электрона на суммарный магнитный момент |μe| + |μn| для
четных атомных систем и на разностный момент |μe| − |μn| — для
нечетных атомных систем.

Таким образом, проведенный анализ показал, что выбор одной из
двух волновых функций, отвечающих одной и той же энергии, зависит
от структуры атомной системы, т. е. от того, являются обе частицы
системы частицами либо античастицами или одна из них частица,
а другая античастица. Выбор одной из двух возможных спектральных
серий зависит от внутренней четности двухчастичной системы.

Замечания
Как было отмечено во введении к настоящей главе, представлен-

ное в ней изложение относится к стандартному спектру состояний
водородоподобного атома. Это обусловлено тем, что далеко не все при-
ближения, которые мы здесь использовали, являются обоснованными
и при учете спектра состояний зеркальных частиц. Однако учитывая
успехи, достигнутые в последнее время в области прецизионной лазер-
ной спектроскопии, содержание этой главы представляет самостоятель-
ный интерес, поскольку позволяет сопоставить результаты расчетов
сверхтонких сдвигов водородоподобных атомов и ионов с имеющимися
экспериментальными данными. Такое сравнение либо дает аргументы
в пользу развиваемых представлений, либо заставляет задуматься над
причинами возникающих расхождений.
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