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6 T5.2 Теория инерциальной — навигации 
А 65 (корректируемые системы). индре 

ев В. Д. Издательство «Наука», Главная 
YAK 629.18.014.69-506.4 редакция физико-математической литера- 

туры, М., 1967, 648 стр. 

Книга посвящена систематическому рассмотрению основных 
задач теории инерциальных навигационных систем, корректируе- 
мых от дополнительных источников информации (от высотомера, 
допплеровского измерителя скорости, лага и т. д.). Главное внимание 
уделяется исследованию уравнений ошибок инерциальных систем 
при различных способах коррекции. Основная цель этого исследо- 
вания — анализ устойчивости и изучение зависимости ошибок опре- 
деления инерциальной системой навигационных параметров (коор- 
динат, скорости, ориентации) от инструментальных погрешностей 
как элементов инерциальной системы, так и источников дополни- 
тельной информации, используемой для коррекции. 

Глава 1 содержит изложение основных результатов теорим авто- 
номных инерциальных систем. 

Глава 2 посвящена теории инерциальных систем, в которых 
используется информация от высотомера о расстоянии до поверх- 
ности Земли. Рассматриваются как инерциальные системы с тремя 
произвольно ориентированными ньютонометрами (акселерометрами), 
так и системы с двумя ньютонометрами, расположенными горизон- 
тально. 

В главе 3 дается теория гиромаятниковых систем М. Шулера. 
Доказывается их полная динамическая аналогия с инерциальными 
системами, содержащими два горизонтально расположенных нью- 
тонометра. 

В главе 4 рассматриваются упрощения уравнений инерциальных. 
систем, обусловленные малостью сжатия Земли и близостью ее поля 
тяготения к сферическому, а также упрощения, связанные с априор- 
ной информацией о характере движения объекта (близость траек- 
тории к поверхности Земли, к некоторой ортодромии на ее поверх- 
ности, приблизительное знание скорости движения и т. д.). 

Глава 5 книги посвящена теории инерциальных систем, в ко- 
торых наряду с коррекцией от высотомера применяется коррекция 
от допплеровского измерителя скорости или от лага. 

В главе 6 рассматривается астрономическая коррекция (астро- 
инерциальные системы) и совместная астро-допплеровская коррекция. 

Глава 7 содержит исследование динамики автономных и кор- 
ректируемых инерциальных систем при случайном характере инстру- 
ментальных погрешностей элементов инерциальных систем и 
устройств коррекции. 

Книга непосредственно примыкает к изданной в 1966 г. изда- 
тельством «Наука» книге В. Д. Андреева «Теория инерциальной 

навигации (автономные системы)». Она основана на работах автора 
выполненных в последние годы. 

Табл. 3. Илл. 38. Библ. 114 назв. 
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Предисловие 

Развитие авиации, ракетной техники и морского флота 

поставило новые требования перед средствами навигации и 

управления, такие, как высокая точность, автономность, уни- 

версальность, малое время подготовки, помехозащищенность, 

а иногда и скрытность работы. 

Последние годы характерны значительным продвижением 

в области создания средств навигации и управления движу- 

щимися объектами. Наряду с разработкой других принципов 

особое внимание уделяется при этом инерциальным системам 

навигации, в которых текущее местоположение объекта опре- 

деляется интегрированием измеряемых на его борту ускорений. 

Инерциальные системы являются сейчас наиболее пер- 

спективным и универсальным средством автономной навига- 

ции. Однако динамические свойства полностью автономных 

инерциальных систем таковы, что погрешности их элементов 

приводят к нарастающим со временем ошибкам определения 

координат. 

При длительном времени непрерывной работы навига- 

ционной системы ошибки определения навигационных пара- 

метров автономной инерциальной системой могут выйти за 

рамки требуемой точности. Поэтому предусматривается, как 

правило, коррекция инерциальной системы OT дополни- 

тельных источников информации: астрокоррекция, коррекция 

от высотомера и допплеровского измерителя скорости, от 

радионавигационных средств. 

Введение в инерциальную систему сторонней корректи- 

рующей информации изменяет уравнения невозмущенной ра- 

боты (алгоритм) навигационной системы. Меняется также
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динамика ее возмущенной работы, т. е. изменяются ее урав- 

нения ошибок. При этом различные способы ввода информа- 

ции могут приводить к различным изменениям уравнений 

ошибок, т. е. в конечном счете к различным формам зави- 

симости ошибок системы от ее инструментальных погреш- 

ностей и погрешностей вводимой информации, причем число 

различных вариантов достаточно велико. 

Ряд частных задач, относящихся к теории корректируе- 

мых инерциальных систем, рассмотрен в опубликованных 

работах *). Однако, как правило, это разрозненные задачи, 

а исследование их проведено при далеко идущих упрощаю- 

щих предположениях и без должной строгости. Предлагаемая 

книга ставит своей целью систематическое и строгое рассмот- 

рение основных задач теории корректируемых инерциальных 

систем с единой точки зрения. Главное внимание уделяется 

при этом анализу различных способов введения корректи- 

рующих сигналов и изучению соответствующих уравнений 

ошибок. Конечной целью этого изучения является сравнитель- 

ный анализ характера связи ошибок системы с инструмен- 

тальными погрешностями в зависимости от выбора способа 

коррекции. 

Книга в большей своей части основана на работах автора, 

выполненных и частично опубликованных в последние годы. 

Она непосредственно примыкает к выпущенной издательством 

«Наука» в 1966 г. книге автора «Теория инерциальной нави- 

гации (автономные системы)» и во многом основывается на 

результатах, полученных в указанной книге. 

Книга состоит из семи глав. Кроме того, она содержит 

Приложения, в которых освещается ряд вопросов, стоящих 

несколько в стороне от основной композиционной канвы 

КНИГИ. 

*) См., например, Мак-Клур К. JL, Теория инерциальной 

навигации, изд-во «Наука», 1964; «Инерциальные системы управле- 

ния». Сб. под ред. Д. Питтмана, Воениздат, 1964,
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Первая глава является вводной и содержит изложение 

основных результатов теории автономных инерциальных 

систем. 

Вторая глава посвящена обсуждению общих вопросов 

использования дополнительной информации и теории инер- 

циальных систем, в которых используется дополнительная 

информация от высотомера о расстоянии до поверхности 

Земли. Рассматриваются как инерциальные системы с тремя 

произвольно ориентированными ньютонометрами, так и системы 

с двумя горизонтально расположенными ньютонометрами. 

Выводятся уравнения идеальной (невозмущенной) работы и 

уравнения ошибок этих систем. Исследуется устойчивость И 

строится решение уравнений ошибок. 

В третьей главе рассматриваются гиромаятниковые системы 

Шулера, частными случаями которых являются физический 

маятник Шулера и такие классические гироскопические при- 

боры, как двухгироскопическая гировертикаль и пространствен- 

ный гирогоризонткомпас Геккелера— Аншютца. Особое внима- 

ние уделяется здесь вопросу о динамической аналогии между 

гиромаятниковыми системами Шулера и схемами инерциаль- 

ных навигационных систем с двумя ньютонометрами. Грубая 

аналогия здесь прослеживалась и раньше. На возможность 

точной аналогии было указано впервые А. Ю. Ишлинским *). 

В настоящей книге доказана полная динамическая аналогия 

между гиромаятниковыми системами Шулера и инерциальными 

системами с двумя ныотонометрами. Это позволило перенести 

на последние ряд важных результатов, известных из теории 

гиромаятниковых систем Шулера. 

В четвертой главе рассматриваются возможные упроще- 

ния уравнений невозмущенной работы инерциальных систем, 

*) Ишлинский А. Ю., Об уравнениях задачи определения 

местоположения движущегося объекта посредством гироскопов и 

измерителей ускорений. Прикладная математика и механика, т. ХХ, 

вып. 6, 1957.
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в том числе обусловленные близостью формы поверхности 

Земли к сфере, а ее поля тяготения — к сферическому. Здесь 

рассматриваются также упрощения, связанные с априорной 

информацией о характерных особенностях траектории движения 

того класса объектов, для которых предназначается инер- 

циальная навигационная система. Такими особенностями яв- 

ляются, например, близость траекторий к поверхности Земли, 

близость их к некоторой ортодромии на ее поверхности, 

ограниченность скорости движения. Изучение указанных упро- 

щений уравнений невозмущенной работы инерциальной системы, 

т. е. ее алгоритма, позволяет выявить возможности упрощения 

в том или ином случае структуры инерциальной системы, 

возможности упрощения (или даже изъятия из схемы) тех или 

иных ее устройств. 

Пятая глава книги посвящена теории инерциальных систем, 

в которых наряду с коррекцией от высотомера используется 

коррекция от допплеровского измерителя скорости или лага. 

Известно, что введение демпфирования в уравнения возмущен- 

ной работы инерциальных систем приводит к скоростным 

девиациям. Коррекция от допплеровского измерителя скорости 

или лага позволяет устранить эти девиации. Остаточные ошибки 

будут зависеть здесь лишь от инструментальных погрешно- 

стей элементов инерциальной системы и погрешности инфор- 

мации о скорости от допплеровского измерителя. Зависимость 

определяется соответствующими уравнениями ошибок. Вывод 

и изучение этих уравнений для различных способов доппле- 

ровской коррекции и составляет основное содержание пятой 

главы. 

В шестой главе рассмотрена астрономическая коррек- 

ция инерциальных систем (путем определения с помощью 

телескопов направлений на звезды) и совместная астро-доппле- 

ровская коррекция. Показано, что, в отличие от допплеров- 

ской коррекции и коррекции OT высотомера, астрокоррекция 

меняет лишь вторую группу уравнений ошибок. Изучен
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характер этих изменений при линейной и релейной коррек- 

циях. Особо рассмотрена работа фазовой схемы астрокоррек- 

ции вблизи ее нулевого положения с учетом основных OCO- 

бенностей схемы слежения за направлением на звезду. 

Последняя, седьмая глава книги содержит исследование 

динамики автономных и корректируемых инерциальных систем 

при случайном характере инструментальных погрешностей 

элементов инерциальных систем и устройств коррекции. Это 

исследование проведено в рамках корреляционной теории слу- 

чайных процессов. Основной целью его является изучение 

зависимости дисперсий ошибок определения навигационных 

параметров от статистических характеристик инструменталь- 

ных погрешностей для различных способов коррекции. 

В конце книги даны три Приложения. В первом из них 

рассмотрено влияние на работу фазовой схемы астрокоррек- 

ции помех от рассеянной атмосферой солнечной радиации 

при работе схемы в нижних слоях атмосферы. Второе по- 

священо рассмотрению схемы ближней навигации с помощью 

гирополукомпаса и допплеровского измерителя скорости. 

Содержание третьего Приложения составляет задача об 

управлении движением объекта непосредственно по сигналам 

ньютонометров (акселерометров) с привлечением или без 

привлечения дополнительной информации. Содержание этих 

Приложений было опубликовано ранее в виде статей (послед- 

него — в соавторстве с И. В. Новожиловым). 

Автор считает необходимым отметить еще следующее. 

Настоящая книга примыкает к его книге «Теория инерциаль- 

ной навигации (автономные системы)» и в значительной мере 

основана на результатах, полученных в указанной книге. 

Однако ввиду того, что в главе 1 предлагаемой книги при- 

ведены основные результаты теории автономных инерциальных 

систем, она может читаться и отдельно. 

Настоящая книга является, по-видимому, первой попыткой 

систематического изложения теории корректируемых инер-
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циальных систем. Она, естественно, не свободна от недо- 

статков. Все замечания и предложения, касающиеся улучше- 

ния книги, будут приняты автором с благодарностью. 

В заключение автор считает своим долгом выразить. глу- 

бокую благодарность А. Ю. Ишлинскому, в общении с кото- 

рым прояснились постановки ряда задач, рассмотренных в на- 

стоящей книге. Автор благодарен также Н. П. Буканову, 

Г. И. Васильеву-Люлину, Е. А. Девянину, А. П. Демь- 

яновскому, И. М. Лисовичу, И. В. Новожилову, Н. А. Па- 

русникову, П. В. Тарасову, В. В. Шедько за участие в об- 

суждении отдельных разделов книги. 

В. Андреев



Глава 1 

Необходимые сведения из теории 
автономных систем инерциальной навигации 

$ 1.1. Уравнения идеальной работы 
систем инерциальной навигации 

1.1.1. Основное уравнение инерциальной навигации и 
интегрирование его в неизменно ориентированных осях. 
Главной задачей любого способа навигации является опре- 
деление местоположения объекта, т. е. координат некоторой 
его точки, например центра масс, в заданной системе отсчета. 
В задачу навигационной системы может входить также опре- 
деление скоростей изменения этих координат, а также опре- 
деление параметров, характеризующих ориентацию движу- 
щегося объекта в заданной системе отсчета, и скоростей 
изменения параметров ориентации. 

Отличительная особенность инерциального способа нави- 
гации состоит в том, что координаты объекта получаются по 
существу интегрированием уравнений Ньютона движения 
центра масс объекта. Необходимые для интегрирования этих 
уравнений составляющие вектора результирующей силы, при- 
ложенной к объекту, находятся по показаниям специальных 
приборов — ньютонометров (акселерометров, датчиков удель- 
ной силы) в виде проекций на направления их осей чувстви- 

тельности, ориентация которых может быть задана с помощью 
гироскопов или определена по показаниям самих HbIOTOHO- 
метров. 

Инерциальная (галилеева) система координат, в которой, 
по определению, справедливы законы Ньютона, является 
основной системой отсчета в инерциальной навигации. 

Идеализированную схему пространственного ньютонометра 
можно представить себе (рис. 1.1) в виде материальной точки 
массой т, установленной в корпусе прибора в трехстепенном 
невесомом упругом подвесе. Уравнение движения чувстви- 
тельной массы ньютонометра в некоторой инерциальной
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системе отсчета имеет вид 

2 

т So == mF (в) У. (1.1) 
В этом уравнении Г — радиус-вектор точки О место- 

положения чувствительной массы ныотонометра в инерциаль- 
ной системе отсчета; F (г) — геометрическая сумма ньютонова 

притяжения единицы чувстви- 
тельной массы всей совокупно- 

стью небесных тел, включая, 
вообще гоьоря, и притяжение 
массами объекта, на котором 
установлен ньютонометр; че- 
рез f обозначена сила, дейст- 
вующая со стороны подвеса 
вследствие его упругой дефор- 
мации. 

Для наблюдателя, связанно- 
го с корпусом ньютонометра, 
единственным воздействием на 

чувствительную массу ньюто- 
нометра представляется воз- 
действие упругих сил подвеса, 

а параметрами, характеризу- 
Рис. 1.1. ющими это воздействие, — ве- 

личины деформаций подвеса. 
Величины упругих деформаций подвеса и являются показаниями 
ньютонометра. Полагая силу f пропорциональной вектору п 
деформации подвеса (f==kn) и считая для простоты отно- 
шение m/k равным единице, получаем из (1.1) следующее 
выражение для п: 

п — 97 
=a F (r). (1.2) 

Можно показать *), что при движении объекта вблизи 
Земли соотношение (1.2) с достаточной для целей навигации 
точностью представимо в таком виде: 

n=“ — g(r). (1.3) 

*) Андреев В. Д., Теория инерциальной навигации (автоном- 
ные системы), изд-во «Наука», 1966.
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Здесь теперь г — радиус-вектор точки О местоположения 
чувствительной массы ньютонометра в системе координат 
O,€,1,6,. начало которой совмещено с центром Земли, а ориен- 
тация осей неизменна по отношению к направлениям из центра 
Земли на удаленные (неподвижные) звезды. Через g(r) обо- 
значен в (1:3) вектор напряженности поля тяготения Земли. 
Дифференцирование в равенстве (1.3) проведено в системе 
координат О\Ё 11,6,. Основная погрешность, к которой при- 
водит замена уравнения (1.2) уравнением (1.3), обусловлена 
разностью сил притяжения Солнца и Луны в точке О, (центр 
Земли) и точке О (местоположение объекта). Эта погреш- 
ность равносильна вблизи поверхности Земли инструменталь- 
ной погрешности ньютонометра, не превышающей величины 

10-“ см/сек?. 
Реальные конструкции ньютонометров, как правило, одно- 

компонентные. Чувствительная масса однокомпонентного (ли- 
нейного) HbIOTOHOMeTDpAa 
имеет относительно кор- е 
пуса лишь одну степень TOTO) VT — 
свободы (рис. 1.2). Она 
может перемещаться лишь 
вдоль прямой, называемой Рис. 1.2. 
осью чувствительности. 
Вдоль этой прямой прикладывается сила реакции пружины 

подвеса, деформация которой измеряется. Показанием одно- 
компонентного ньютонометра является величина 

‚=#.е, (1.4) 

где е — единичный вектор оси чувствительности. 
Три однокомпонентных ньютонометра с некомпланарными 

осями чувствительности равносильны, очевидно, одному про- 
странственному ньютонометру. 

В рассмотренных схемах ньютонометров упругий подвес 

обеспечивается механическими пружинами. В реальных кон- 
струкциях ньютонометров используются упругие силы и дру- 
гой природы, чаще всего электромагнитные. Для вывода 

уравнений (1.3), (1.4) это обстоятельство несущественно. 
Уравнение (1.3) является основным уравнением инерциаль- 

ной навигации. Интегрирование этого уравнения составляет 
главную задачу автономной системы инерциальной навигации. 

2 В. Д. Андреев
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Наиболее естественным, во всяком случае с формальной точки 
зрения, способом интегрирования уравнения (1.3) оказывается 
интегрирование его в неизменно ориентированных осях. Пусть 
три линейных ньютонометра установлены по осям гироста- 
билизированной платформы, которые параллельны осям Ё,, 
n, ©, И одинаково с ними направлены. Тогда показаниями 
ньютонометров будут проекции вектора № на оси &, n,, С: 

Ne, = 6, — ВЕ» Пт, = 1, — бт», (1.5) 
Ne, — С, —— Bbw 

где точками обозначено дифференцирование по времени. Из 
этих соотношений получаем: 

\ 

ЕЕ 

| [ва dt bee, 
0 0 

ЕЕ 

n= | | (y+ 8.) dt + met, } (1.6) 
0 0 

t ¢ 

C= || у-ва dt + Ore, | 
0 0 

где Е, 1, ь, Е, 1, ¢’ — соответствующие начальные значения. 
Если считать проекции £¢,, By, Lt, известными функ- 

циями координат &, \,, б., что будет, например, иметь место, 
если считать поле тяготения Земли сферическим, то уравне- 
ния (1.6) позволяют по показаниям трех ньютонометров и 
соответствующим начальным условиям определить координаты 
S. „ С, текущего местоположения объекта. 

В принципе уравнениями (1.6) задача инерциальной нави- 
гации решена. В самом деле, так как движение Земли в си- 
стеме координат O,€,y,0, известно, TO OT декартовых коор- 
динат &, n,, 6, соответствующим пересчетом можно перейти 
к любым связанным с Землей координатам. Находятся также 
и скорости изменения любых координат. Так как ориентация 
объекта в системе координат О1Ё С, определена его поло- 
жением по отношению к гиростабилизированной платформе
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(например, углами поворота колец карданова подвеса 
стабилизированной платформы), то могут быть найдены 
параметры, характеризующие ориентацию движущегося 
объекта по отношению к любой связанной с Землей системе 

координат. 
Заметим, что уравнения (1.6) определяют координаты 

точки О, в которой расположены чувствительные массы нью- 
тонометров. В дальнейшем под координатами объекта всегда 
будут пониматься именно координаты этой точки. 

1.1.2. Основные системы координат, связанные с Зем- 
лей. Свяжем с Землей правый ортогональный трехгранник 
O,—no. Начало его совместим с центром Земли. Ось OC напра- 
BUM вдоль вектора й абсолютной угловой скорости вращения 
Земли. С достаточной для целей навигации точностью *) можно 
считать вектор и ориентированным неизменно по отношению 
к направлениям на удаленные звезды и совпадающим с осью 
фигуры Земли, а величину и можно считать постоянной. 
Ось O,& системы координат О\ЁС расположим на линии 
пересечения плоскости экватора и плоскости гринвичского 
меридиана. Не уменьшая общности, можно считать, очевидно, 
что в момент начала работы инерциальной системы трех- 
гранник O,€n6 совпадает с трехгранником O,£,y,0,. Тогда для 
произвольного момента времени взаимное расположение этих 
трехгранников определится следующей таблицей направляю- 
щих косинусов: 

5 n б 
Е cos ut —sinut 0 

yn,  Ssinut cosut 0 (1.7) 

С 0 0 1. 

Уровенная поверхность Земли (геоид) с большой точ- 
ностью может быть аппроксимирована эллипсоидом вращения 
Клеро, уравнение которого имеет вид: 

пе (1.8) 
a? b? 

*) См. сноску на стр. 16. 

ож
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где аи 6 — большая и малая полуоси Земли. Для принятого 
в СССР эллипсоида Красовского численные значения полуосей 

таковы: @ == 6 378 245 м, 
As р = 6 356 863 м*). 

Положение произволь- 
ной точки О в системе 

7 координат O,ENS можно 
h определить (рис. 1.3) 

географическими коорди- 
___ натами й, o’, A, где h— 
2 длина нормали, опущен- 

5 
a 

“\ AG 

ной из точки О Ha эллип- 
соид Клеро (высота над 

? уровнем океана), @’ — 
ты ° географическая широта 

SAN 7 (угол между нормалью к 

é эллипсоиду и плоскостью 
экватора), A — долгота 
(угол между плоскостями 
гринвичского меридиана 
и меридиана точки О). 

Координаты Ё 1, С связаны с координатами fh, Ф’, A 
формулами: 

Е — Fa c + A | cosq’ cos, 
(1 — е? sin? $’) № 

y= и + a | cos@’ sind, $ (1.8а) 
(1 — e? sin? g’)? 

с=|- a (1 — 2) + 4] sing’ 
1 — 22 sin? g’)? 

Рис. 1.3. 

) 

в которых через е? обозначен квадрат первого эксцентриси- 
тета эллипсоида Клеро 

а? — 6? 
e? — —_,—. (1.9 

a2 

Свяжем с точкой О правый ортогональный TpexrpaHHul. 
Ox,y,Z, — сопровождающий  трехгранник географической 

*) Параметры эллипсоидов, принятых в других странах, можно 
найти, например, в книге: Граур А. В., Математическая карто- 
графия, изд. ЛГУ им. Жданова, Ленинград, 1956.
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координатной сетки (см. рис. 1.3). Ось 2, этого трехгран 
ника направим вдоль положительной нормали к эллипсоиду 
Клеро, ось у, расположим в плоскости меридиана точки О 
и направим к северу. Взаимное расположение трехгранни- 
ков ENO и X,¥,2, характеризуется, очевидно, следующей таб- 
лицей направляющих косинусов: 

x) У 21 

Е —sind — $ШФ’ с0$А cosqg’ cosa 

1 cosA —sing’sind cosg’sina (1.10) 

C 0 cos gy’ sing’. 

Плоскости *,2, и \,2, будут плоскостями главных нор- 
мальных сечений поверхности #==const. Соответствующие 
радиусы кривизны опреде- 
ляются формулами 

а 

ra (1 — е2 sin? g’)? Th | 
a (1 — е?) 

(1 — e? sin? $’)*? rh. | 

(1.11) 

Гз — 

Наряду с географически- 
ми координатами для опре- 
деления положения точки О 
можно воспользоваться гео- 
центрическими координата- 
ми: расстоянием г от точки О Рис. 1.4. 
до центра Земли O,, гео- 
центрическими широтой ф и долготой А. В этом случае 
(рис. 1.4) 

& = 7с0$ф с0$А, n=rcos@sind, 
ы у (1.12) 

C=rsing. 

Геоцентрическая долгота совпадает с географической. Связь 
географических координат й, ф’с геоцентрическими ги ф
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вытекает из сравнения соотношений (1.8а) с соотношениями 
(1.12) и задается равенствами *) 

Г ae? / 1 — || — t 

ee [L idea | oe | 

| (1 — 22 sin? g’)'? | sing о , 

Введем сопровождающий трехгранник Охоу›2о геоцентри- 
ческой координатной сетки (рис. 1.4), совместив его ось 25 
с направлением радиуса-вектора Г точки О, а ось yo рас- 
положив в плоскости меридиана этой точки и направив ее 
на север. Таблица направляющих косинусов, характеризую- 
щих ориентацию трехгранника хоу›2. по отношению к трех- 
граннику ЁЙС, получается, очевидно, Из таблицы (1.10), если 
в последней заменить ф’ на ф. Взаимное расположение гео- 
графического и геоцентрического сопровождающих трехгран- 
ников определяется следующими направляющими косинусами: 

Хо yo 20 

x, | 0 0 

Я 0 cos(@@’—g) — 51 (9-—Ф (1.14) 
2 0 51(9—Ф cos(@ —4q), 

причем, согласно первому равенству (1.13), 

ae? sing’ cos g’ (1.15) tg (p’ —q) = 
ge — 9) (1 — e? sin? g’)'2 [а (1 — е? sin? 9’)? + A] 

Кроме геоцентрических координат г, ф, A, употреби- 
тельны еще так называемые ортодромические координаты 
(тоже сферические). Их можно определить следующим об- 
разом. Пусть имеется некоторый трехгранник O,E’n’C’, жестко 
связанный с Землей и, следовательно, неизменно ориенти- 
рованный относительно трехгранника ОС, и пусть вза- 
имная ориентация этих трехгранников задана таблицей 

*) См. сноску на стр. 16.
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направляющих косинусов 

ЕО 9 

6 Вы Bye Big 

N Bor Boo Bog (1.16) 

C Bsr В» gg» 
элементы которой постоянны. 

По отношению к трехграннику O,€/1/C’ положение точки О 
можно определить координатами Г, 2, S, аналогичными 

/ 

4 

Рис. 1.5. 

геоцентрическим координатам г, ф, A, так что (рис. 1.5) 

E’==rcoszcosS, n’—rcoszsinS, 
; | (1.17) 

С’ — гъш 2. 

Связь координат ф, A и 5, 2 вытекает из равенств 

cos@cosA = В11 cos 2 cos S + В12 cos z sinS + 8,3 sin z, 

cos@ sin A = Py, cos z cos S + foo cos Z sin S -++- Bog sin z, $ (1.18) 

sin@ = Вз1 cos z cos S +- fgg Cos 2 Sin S +B, sin z. 

В ортодромических координатах роль плоскости экватора 
играет плоскость О\Ё”” (плоскость главной ортодромии). 
При совпадении трехгранников &”]/С’ и Eno ортодромические 
координаты переходят в геоцентрические.
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Введем сопровождающий трехгранник Ох.уз2з геоцентри- 
ческой координатной сетки. Его ось 2. совместим с г, 
а ось у; расположим в плоскости, содержащей ги ось С, и 
направим в сторону оси С’. Тогда расположение трехгран- 
НИКОВ XoVo2q И Х3уз23 Относительно друг друга можно задать 
таблицей направляющих косинусов 

X3 Уз 23 

Xo cost sinp 0 
у —sinp cosp 0 (1.19) 
20 0 0 1, 

причем 
sinip =— = —— (fg, sin S — Bago cos S), 

cos ф = eG (— Bg, Sin 2 cos S — | “™ 
— Во Sin z sin S + Взз COS 2). | 

1.1.3. Гравитационное поле Земли. Проекции на оси 
E, 1, С вектора g(r) напряженности регуляризированного 
поля тяготения Земли получаются из решения проблемы 
Стокса для уровенной поверхности, заданной в форме сфе- 
роида, и имеют вид *): 

aK =—РЕ- Ср, в. = бот 7 
+ (1.21) 

Здесь 
ab 1! P= 2nDa (arctg —— =a): 

a’b / / @ —=4лрь Ш (Г — arctg Г), ‚ (1.22) 

426 
К = 2nD 7, arctg Г, 

ет 
где [’— второй эксцентриситет проходящего через точку О 
эллипсоида, софокусного с эллипсоидом Клеро и определяемого 

*) Михайлов А. А., Курс гравиметрии и теории фигуры 
Земли, Редбюро ГУГК при СНК СССР, 1939. Грушин- 
ский Н. П., Теория фигуры Земли, Физматгиз, 1963.
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уравнением 

a — 5 = 1. (1.23) 

Таким образом, 

Постоянные Они С, входящие в формулы (1.21), (1.22), 
находятся из условий 

и? _ З-Р 3 
InDa Te 218 1 — р, | (1.25) 
g, = 2CnDya + Руа — ua, | 

где 1?==(a*— 52)/6? —второй эксцентриситет эллипсоида 
Клеро, g,— величина силы тяжести на экваторе, Ру — зна- 
чение Р на поверхности эллипсоида Клеро. 

Из соотношений (1.21), (1.22), (1.12) и таблицы (1.10) 
находятся следующие формулы для проекций вектора напря- 
женности поля тяготения на оси геоцентрического сопрово- 
ждающего трехгранника: 

8. =0, | 
г = 2nDusin фсо$ф a*br 3 arctg l’ — 

у (42 — р?) 

и) 
1+1' 

— Cashe2 & (5? + у)? 
Ca%be г (b2-+-v)? cos? p+ (a? + у)? sary || (1.26) 

£,,=— 2nDp a т [2 (Г — arctg l’) + 

+ cos?@ (3 arctg [ — wz — 2) + 

a [(b2 + v) cos? @ + (a? + v) sin? $] (62 + v)'/2 

+ Cab Gea ое рее f | 
Правые части формул (1.26) с учетом равенств (1.23) — 

(1.25) могут быть разложены в быстро сходящиеся ряды *) 

“) Андреев В. JL, К решению проблемы Стокса для уро- 
венной поверхности, заданной в форме сфероида. Прикладная мате- 
матика и механика, т. XXX, Buin. 2, 1966.
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по степеням первого эксцентриситета е = |/ (4? — 62)/ 4? эл- 
липсоида Клеро: 

= @ — 2) (5) эт 29/1 + 

erga] + Lagat 
sing oT — |e (4 yo, 

вере 
+|5@—Ge+a(—s4+- 47 ®)— 

Е ЩЕ 
| (1.27) 

— sin? 29 (35 г? — га a)| в? (2) + Lab, | 

где через q обозначено отношение центробежного ускорения 
к ускорению силы тяжести на экваторе: 4 = и?а/=.. 

Численные значения коэффициентов выражений (1.27) 
показывают, что с точностью порядка 0,02 см/сек? эти вы- 
ражения могут быть заменены более простыми: 

gy = “ (q — 2?) (7) эт 2ф, 

2 1 3 g,,=—28,(4) 1-ой 5а+ | (1.28) 
— 92 

d >" (— 1 +3329 (5) |. | 

Взяв g,== 978,049 см/сек?, u==7,292116!/cex, для пара- 
метров эллипсоида Красовского (е?== 0,0066934), получим: 

Se (4—2) =— 1,58, 45% —0,0016, 
F (1.29) 

Формулы (1.27), (1.28) дают зависимость проекций вектора 
напряженности регуляризированного поля тяготения на оси гео- 
центрического сопровождающего трехгранника от геоцентри-
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ческой широты ф и расстояния г до центра Земли. Из этих 
формул можно получить проекции &,, 8, Ha оси географи- 

ческого трехгранника в зависимости от географической ши- 
роты Ф’и расстояния # до поверхности эллипсоида Клеро 
(высоты над уровнем океана). 

Перейдем в формулах (1.27) or r ифкйиф.. Orpa- 
ничимся здесь случаем малых й, когда отношение й/а имеет 
порядок е?, т. е. когда й == 100 км. Используя соотношения 
(1.13), получаем: 

gy = ве 9 — г) sin 29’ (1 и 

— 5 SEF sintg’), 

e о, 1 oy 
£,=—8,|! — 5 sin’ +9(1 324’) 

+e (— 559’ — ay sin® 29") + ‚ (1.30) 

+ eq (— J sin p’ + a sin? 29 | + 

те (Зи! — 1)— 

— 4a - 6 sin? $’) — mie 

Теперь, воспользовавшись равенством 15) и таблицей 
направляющих косинусов (1.14), находим: 

#,=8, sin 2" |1 (1+5 е? sin’ @ + 

h(lo 
+ (ze —2)|, 

lL 2 einen! 3 2 5. =—&, 1 — 7 e’ sin’ +9(1 + 5 sin $) 

а (Тв ++ gy sin? 29") ‚ (1.31) 

17. , 3 
+ e¢ (— ay sinég — 15. —~ sin? 29’ )+ 

+ =e? (Зи — 1)— “4 (1 + 6 sin?g’) — 

3h? =| 
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При k=O из формул (1.31) получаются проекции By. 

8, вектора напряженности регуляризированного поля тяго- 

тения Земли на ее поверхности (на поверхности уровенного 
эллипсоида). Если прибавить к ним проекции Ha оси у, 2; 
центробежного ускорения от вращения Земли, то первая 
сумма обращается в нуль, а вторая приводит к формуле 
нормальной силы тяжести в форме Гельмерта—Кассиниса *) 

g = 8. (1-Е sin? о’ +f; sin? 29’), (1.32) 
где коэффициенты В и В: определяются известными формулами 
Клеро с членами второго порядка: 

5 1 

B= 29 — @ — 44 94, 
02 5 a—b 

Pi =—g — 890 A= TF 
1.1.4. Уравнения идеальной работы инерциальных 

систем, определяющих декартовы координаты объекта. 
Рассмотрим систему инерциальной навигации, построенную 

следующим образом. На плат- 
форме трехстепенного измери- 
теля абсолютной угловой ско- 
рости **) установлены три нью- 
тонометра. Направления их осей 
чувствительности совпадают с 
направлениями осей правой ор- 

тогональной системы коорли- 
нат Охуг, связанной с платфор- 
мой (рис. 1.6). 

Пусть задачей инерциальной 
системы является определение 
декартовых координат &, 1, 6 
в связанной с Землей системе 

Рис. 1.6. координат О\ётЁ, скоростей &, 
yn, © изменения этих координат 

и параметров, характеризующих ориентацию объекта по 
отношению к осям Ё, 1, С. Обозначим показания HbIOTOHO- 

*) См. сноску на стр. 24. 
**) Андреев В. Д., Теория инерциальной навигации (авто- 

номные системы), изд-во «Наука», 1966.
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метров через fy, My, Mz, показания измерителей проекций 
абсолютной угловой скорости платформы через M,, My, т, 
и введем векторы 

N= NX + Nyy 11,2, 

m=o=m,x-+ ту mz, (1.38) 

где ® — абсолютная угловая скорость вращения платформы, 
т. е. трехгранника Oxyz, а xX, у, 2— орты осей этого трех- 
гранника. 

Введем систему координат O,xyz, начало которой поме- 
щено в центр Земли O,, а оси параллельны соответствующим 
осям системы координат Oxyz. Очевидно, 

г == 6 ми 56 = xx -+ yy + 22. (1.34) 

Вводя обозначение © —= dr/dt, получаем: 

cr dv . } (1 .35) 

aE — ар TPT OX | 
где точкой обозначено дифференцирование в системе коор- 
динат O, xyz. 

Теперь из равенств (1.3), (1.33), (1.35), интегрируя в си- 
стеме координат O, xyz, получаем: 

} 
t 

v= | (n—mXo+g) d+", 

° (1.36) 
t 

r= | (@—mXr)dt+r°. 
0 

Соотношения (1.36) позволяют определить координаты 
объекта в системе координат O, xyz, если известны проек- 
ции £y, Ky, Kz Что будет иметь место, если, например, 
считать поле тяготения Земли сферическим. 

Чтобы найти координаты &, \|, 6 объекта, заметим, что трех- 
гранник O,xyzZ вращается относительно трехгранника О\ 16 
с угловой скоростью 

®— {= — И, (1.37) 

где и — вектор абсолютной угловой скорости вращения Земли.



30 СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ (ГЛ. 1 

Если считать, что в начальный момент времени взаимное 
расположение трехгранников O,xyz и О\1ЁТС известно, то 
задача определения их взаимного расположения в любой момент 
времени по известному вектору (1.37) угловой скорости вра- 
щения сводится к решению известных уравнений Пуассона: 

f | 
B= | §X (m— в) 41-8. 

0 

t 

n= [ 1X (m—w)dt+, } (1.38) 
0 

t 

b= | 5X (m — w) dt +00. 
0 

Теперь 

E=§-r, n=nr, C= E-r, (1.39) 

и задача определения координат &, 1, 6 решена. Определение 

скоростей &, 1, очевидно. 
Ориентация объекта в пространстве задается его положе- 

нием относительно трехгранника Oxyz, что требует дополни- 
тельного определения либо самого положения трехгран- 
ника Оху2 относительно объекта, либо измерения угловой 
скорости вращения трехгранника Oxyz относительно объекта 

и решения уравнений, аналогичных уравнениям (1.38). Если 
платформа измерителя угловой скорости связана жестко 
с объектом, то его ориентация находится непосредственно 
по уравнениям (1.38). В дальнейшем будем считать, что 
ориентация объекта определена, коль скоро определена ориен- 
тация в пространстве чувствительных элементов инерциальной 
навигационной системы. 

Если бы поле тяготения Земли было сферическим, т. e. 

gn=— = g(r), 
то уравнения (1.36), (1.38) решались бы независимо. В дей- 
ствительности 

g=gadV, У= 2, 1, 0, (1.40) r
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где e(E, т, С) —- силовая функция малой несферической соста- 
вляющей поля тяготения. Поэтому для определения #,, Sy, &. 

необходимо предварительное разрешение уравнений (1.38), 
затем совместное решение уравнений (1.36), (1.39), (1.40). 

Отметим следующее. При выводе уравнений (1.36), 
(1.38) — (1.40) предполагалось, что платформа гироскопиче- 
ского измерителя угловой скорости (система координат Охуг) 
ориентирована произвольно как по отношению к Земле, так 
и по отношению к объекту. Здесь возможны различные 
частные случаи. 

Система координат Охуг может быть ориентирована неиз- 
менно в инерциальном пространстве (например, совмещена 
с системой координат ОЁ 1,5), что можно осуществить при по- 
мощи гиростабилизированной платформы или связав ньютоно- 
метры со свободными гироскопами. Тогда уравнения (1.36) 
перейдут в полученные ранее уравнения (1.6), а уравне- 
ния (1.38) выпадут. 

Платформу измерителя угловой скорости можно связать 
жестко с объектом. Так как ориентация объекта в общем 
случае произвольна, то здесь уравнения (1.36), (1.38) — (1.40) 
сохраняют свой вид. 

Возможен промежуточный между двумя предыдущими 
случай, когда ориентация трехгранника Oxyz, по осям кото- 
рого установлены ньютонометры, будет заданной функцией 
времени и определяемых системой координат. Такая ориен- 
тация может быть обеспечена *) либо при помощи управляе- 
мой гирорамы (или управляемой гиростабилизированной плат- 
формы), либо при помощи специальной кинематической схемы, 
установленной на стабилизированной платформе или связанной 
со свободными гироскопами. 

Примером, когда ориентация трехгранника Oxyz оказы- 
вается заданной функцией времени, будет его неизменная ориен- 
тация по отношению к Земле (например, совмещение осей х, 
у, 2иЕЁ, т, 6). Если за основу схемы взята гиростабилизиро- 
ванная платформа, то связанный с ньютонометрами трехгран- 
ник должен поворачиваться относительно нее в соответствии 
с таблицей направляющих косинусов (1.7). Если же за основу 
кинематической схемы системы взята управляемая гирорама *). 

*) См. вторую сноску на стр. 28.
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2 1 3 
то управляющие моменты My, My, My должны быть сформи- 
рованы согласно равенствам 

Му =0, M-=0, М =— Най, (1.41) 

что следует из прецессионных уравнений движения управляе- 

мой гирорамы 

о 

у— — Но@», Мх=Нюу Му=— Нзо.. (1.42) 

Уравнения (1.38), (1.39) выпадают, так как из соотно- 
шений (1.36) сразу получаются в рассматриваемом случае 
координаты &, т, С. 

В качестве примера, в котором ориентация трехгран- 
ника OxyzZ ставится в зависимость от определяемых инер- 
циальной системой координат, рассмотрим случай, когда ось 2 
направлена все время вдоль радиуса-вектора Г. Тогда 

x=0, y=0, =T!, 
, (1.43) 

v= r2z+ (ух — 0,9) Xr 
и, следовательно, 

Uy Ty, 9, = — ГО, 9, =Г. (1.44) 

Поэтому управляющие моменты равны: 

М = Ho, МЕН“, М Ныт,. (1.45) 

В уравнениях (1.36), (1.38) надо положить x = у==0, 
3 

2==, т, =—9,/|т, т,==9,|г. Величина т, вместе с My 

остается произвольной. Величиной этого момента можно, 
следовательно, распорядиться так, чтобы упростить уравне- 

ния. Так, можно взять 

М. =—0, т. ==. ==0. (1.46) 

1.1.5. Определение криволинейных координат. В даль- 
нейшем удобно заменить обозначения систем координат 
O,8,0,5, и О1ЁМС на однородные O,E1E7E3 и О В. Пусть 
положение точки О объекта в системе координат O,§'€7E9 
определяется некоторыми криволинейными, в общем случае
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неортогональными и нестационарными координатами х!, x2, 3, 
так что 

E° == EP (x), 02, 93, 1), Г=ЕЕ,, (1.47) 

где &, — орты осей . Здесь и далее по индексу, повторен- 
ному дважды (вверху и внизу), предполагается суммирова- 
ние от | до 3. Неповторяющиеся индексы пробегают зна- 
чения 1, 2, 3. 

Пусть определитель Якоби 

Ja PEE) +0. (1.48) 
(x!, м2, из) 

Задачей инерциальной системы пусть будет определение 
координат x}, #2, “3. Схему инерциальной системы пред- 
ставим себе следующим образом. В качестве ее основы 
используется гиростабилизированная платформа, оси которой 
совпадают — это не уменьшает общности — с направлениями 
осей Е системы координат 01123 (ОЕ мб). На гироста- 
билизированной платформе при помощи специальной кинема- 

тической схемы установлены три ньютонометра, единичные 
векторы осей чувствительности которых обозначим через @,, 
а показания — через Me . Кинематическую схему будем пред- 

полагать такой, что она может обеспечить заданную зависи- 
мость ориентации направлений е, от определенных инерциаль- 
HOM системой координат %° KM времени #: 

e,=e, (x), x, из, 2). (1.49) 

Направления @, некомпланарны. 
Найдем выражения Me через координаты х^. Введем 

основной координатный базис *), образованный векторами 

д г, ГЕ, (1.50) 

В силу условия (1.48) векторы 7, некомпланарны. Введем 
также взаимный базис, образованный векторами /°, взаимными 
с векторами г.. Наконец, введем метрический тензор А про- 
странства, определяемого криволинейными координатами XX”. 

*) См., например, Лурье А. И., Аналитическая механика, 
Физматгиз, 1961. 

о R П Aunnraear
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Ковариантные, контравариантные и смешанные составляющие 

этого тензора обозначим соответственно через a, @5*, ak, 

Из соотношений (1.3), (1.4), (1.40) теперь получаем: 

—(иЕ Ray May Nt Ray Е _ LV nk n, —=(% DP Rumn + 2D oka + De — grad Ут) es, (1.51) 

Re. - Здесь Г символы Кристоффеля второго рода, выра 

жающиеся через компоненты метрического тензора А; 
Го и Г — трехиндексные символы, определяемые соотно- 

шениями. 
5 sn or 

Го =a Гоо, п P00, n =r Sw 

bo ai | or + (1.52) 
0k — @ Lor,m 0k, п — Honk Anal ‘Pas 

та? У и 1 — контравариантные составляющие векторов 

g=—gradV и nm, в основном базисе, a @,, — ковариантные 
составляющие векторов е.. 

Ограничимся в дальнейшем практически важным случаем, 
когда направления @, совпадают с векторами г” взаимного 
базиса *). Тогла 

1 
е; = a е.ь = О при $ = А; е,;, = Var’ (1.53) 

Из соотношений (1.51), (1.53) первая группа уравнений 
идеальной работы инерциальной системы получается в таком 
виде *) (не суммировать по $1): 

| 

и? 1 а 5 ms 

pam = | (hes ya ны 
0 

х5 _ 22° (0)_ 
У 25° (0) SS (0) ’ (1.54) 

4 Ws" + Tog — grad'V ni | dt + #2. 

c= [брута + 4° (0). 

*) Общий случай рассмотрен в нашей книге «Теория инер- 
циальной навигации (автономные системы)», изд-во «Наука», 1966.
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< 

К уравнениям (1.54), (1.53) надо присоединить уравне- 
ния для nf M связь 1 с x и временем. 

Имеем: 

= 4, n= arg, (1.55) 

где a® — направляющие косинусы между осями ЕЁ и 1’, обра- 

зующие таблицу (1.7). Из второго равенства (1.55) 

< 

Е rm 95° l Пр = 0,0" т, Oy, == Oh. (1.56) 

|: ___ mk Из определения 1’ и очевидного равенства r= 1)'N, 

можно получить также такую формулу для 1°: 

|= 5 И дз, И.И. (1.57) 

Направляющие косинусы векторов @, по отношению 
к осям стабилизированной платформы равны: 

е.. Be. (1.58) 

Рассмотрим частный случай уравнений (1.54) — (1.58), 

когда координаты x%!, x2, #3 ортогональны. В этом случае 
векторы основного базиса перпендикулярны друг другу. 
Векторы взаимного базиса совпадают по направлению с век- 
торами основного. Отличны от нуля лишь диагональные 
составляющие метрического тензора, которые выражаются 
через коэффициенты Ляме A: 

ай. (1.59) 

Для ортогональных координат отличны от нуля лишь 
символы Кристоффеля Г,„„, в которых либо Е = т, либо 
п — т. Кроме того, 

а oS S°R —-In V a® = — Ги” — Гу, ] 
a ПУ " oA (1.60) 

Гор, s = —Vos, в. 

3*
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С учетом указанных обстоятельств уравнения (1.54) пере- 
ходят в следующие (не суммировать по $1): 

1 

Пре | (пе, Вх [Tosm® + Гази" Гы (и + 
0 

a
 + Posn* + Го — grad Уч? |} dt + В, (0) %° (0), $ (1.61) 

t 

и? = | (в) dt +-° (0), 
0 

где суммирование ведется по А, отличным OT S. 
Формулами (1.61) заменяются в случае ортогональных 

координат формулы (1.54). Соотношения (1.55), (1.57) со- 
храняют силу, соотношения (1.58), (1.56) заменяются такими: 

1a eS] 
» = 1 Te 

h, ou> 5 Ou hy, 
е; - 5, = (1.62) 

В случае ортогональных криволинейных координат их” 
кинематическую схему инерциальной системы можно, оче- 
видно, построить и на основе управляемой гирорамы, так 
как направления r° (или, что все равно, Г.) образуют в этом 
случае жесткий трехгранник, которым может быть, в част- 
ности, трехгранник платформы управляемой гирорамы. 

Для формирования управляющих моментов (1.42) необ- 
ходимы выражения для проекций ®(;) вектора ® абсолютной 
угловой скорости трехгранника Г\Гог. на направления обра- 
зующих его векторов. Эти выражения имеют вид *): 

Og = У" Е" Cam, ви" -Н Го, a) (1.63) 
где Г,„,„— символы Кристоффеля первого рода. 

Индексы $ и А в формуле (1.63) различны. Суммирова- 
ние ведется лишь по n. Как уже было отмечено, для орто- 
гональных координат отличны от нуля лишь символы Кри- 
стоффеля, в которых либо А==т, либо п= т. Символы 

Леви-Чивита ©” — + 1/.й„й», где знак определяется по- 
рядком следования индексов $, п, А. Принимая во внимание 

*) Андреев В. J, Об уравнениях невозмущенной работы 
инерциальной системы, определяющей криволинейные координаты. 
Прикладная математика и механика, т. ХХХ, вып. 5, 1965.
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равенства (1.59), из формул (1.63) получаем теперь (взяв 
расстановку индексов 5йА —= 123, 231, 312): 

1 . ) 
Oy = Fp Com, a%™ + Го, 3), 

1 . 

© (2) — hy (Гат, 1% + Роз, 1), | (1.64) 

1 * т 
(3) = FA im, +To1,9)- | 

Если координаты’ х’ определяют положение объекта в свя- 
занной с Землей системе координат 0111123, будучи стацио- 
нарными относительно Земли, то 

mS = 18 (x), x, x3) (1.65) 

и, в соответствии с таблицей (1.7), 

&1 — 1 cos ut — 1 sin Ц, 

22 — 111 sin ut + 12 cos ut, (1.66) 
ES — 13. 

В этом случае при вычислении элементов метрического 
тензора, коэффициентов Ляме и символов Кристоффеля можно 
считать #==0, так как координатная сетка х!х?и3 движется 
(вращается с угловой скоростью @) как единое целое и 
свойства пространства, определяемого криволинейными коор- 
динатами x}, x2, %3, не зависят явно от времени. Для сим- 
волов Ty, , и Гу; B этом случае, используя соотношения 

(1.52), (1.65), (1.66), приходим к выражениям, также не 
зависящим от времени: 

Oy! on? or? д 1 

Dox, su [5 4 ’ 
— —— —— ae 

дхЁ диз дхЁ диз 
, (1.67) 

Poo, = — gar В EOP 
Укажем еще следующее. В случае криволинейных ор- 

тогональных координат вместо первых трех уравнений 
(1.61) можно, очевидно, воспользоваться первым вектор- 
ным уравнением (1.36). Спроектировав это уравнение на
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направления Го, Гз, Г!, получим: 

1 ов = | [room rks Fas | ЧЕ (0. (1.672) 
0 

Но (не суммировать по $1!) 

Vig) =h, ( 4 r’), (1.68) 
откуда 

v= [3 я 27 Sr dt +x (0). (1.69) 

Эти уравнения могут быть использованы вместо последних 
трех уравнений (1.61). 

Из определения взаимных векторов и из равенств (1.65), 
(1.66) имеем: 

or $ и 1 or? 2 On! 
——_ @ r —_——— ——— — e 1.70 

ot he (n ons и ia} ( ) 

Заметим, что если в формулы (1.67а) вместо Oy» VR) 

подставить выражения (1.63), (1.68), то после простых пре- 
образований придем к первым трем формулам (1.69). 

1.1.6. Уравнения идеальной работы в ортодромиче- 
ских, геоцентрических и географических координатах. 
Ортодромические координаты г, S, 2 определены равен- 
ствами (1.17) и таблицей направляющих косинусов (1.16). 
Если принять здесь x} =r, х?==%5, 3 ==2, то получаются 
следующие значения коэффициентов Ляме: 

h=1, h=rcosz, йз=Г. (1.71) 

Из соотношений (1.70), (1.17) и таблицы (1.16) имеем: 

on -ri=0, | 

5. ? — < (Bag COS 2—Взоз1ш 25ш © — Вз1 Sinz cosS), ¢ (1.72) 

or - Г = И (Bs, Sin S — Вз2 cos S). 

Воспользовавшись известными выражениями *) отличных 

*) См., например, Лурье А. И., Аналитическая механика, 
Физматгиз, ‘1961,
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от нуля символов Кристоффеля через коэффициенты Ляме, 

находим: 
В ИО о ОНО о = 2 

21,2 ==1 12,2 == — 122 == — 102 =7 COS &, 

2 2 3 3 1 ГО = ГВ == Га = ГВ =, 
— Гозо == — Гз2, 2 == Го, = 77 sin 2 cos 2, | 

2 2 
Гоз = Гз2 = — tg 2, 

3 , 
[P59 = sin 2 cos Z, 

1 
Гал, 3 == Г1з, з = — [33, 1 == — Гзз ==. 

(1.73) 

В соответствии с равенствами (1.17), (1.67) и таблицей 
(1.16) отличны от нуля также символы: 

Do, 1 = — 742 [1 — (Bg, cos 2 cos S ++ 

+ Bs cos 2 sin S +, sin z)’], 

Гоо, 2 == 7242 cos 2 (By cos 2 cos S -+ Взо cos z sin S + 

+ Взз Sin 2) (— Bg, sin S +- Bz, cos 5), 
Гоо, 3 = 7242 (Bg, Cos 2 COS 5 Взо cos 2 Sin S++ 33 sin 2) Ж 

Хх (— Виз 2 cos 5 — Вз2 Sin 2 sin S + Взз Cos Z), 

Гоа = — Гор, 1 — 

= ГИ cos & (— Вз1 Sin 2 cos S—fy Sin z sinS + Взз cos 2), 

Го, з = — Гоз, 1 = ГИ (Bg, Sin S — Вз2 cos 5), 
Do 3= — 03,2 == 

(1.74) 

= Ги с0$ 2 (Bs, cos & cos S + Взо cos 2 sin S + Взз sin 2). | 

Далее, принимая во внимание равенства (1.52), 
(1.59), находим: 

1 
Год == Гоо,1, Го = r2 cos? 2 

3 1 
Гоо, 2, Doo — = Doo, з, 

2 3 1 
Г — Г , Г —-— [Г 01 2 COs? 2 01, 2 01 r2 01, 3» | 

я 1 
Pos = — Го, о, Гоз = — Га, 

3 1 2 Г о Ре, 02 r2 02, 3 03 r2 COs? 2 02,3 

(1.71), 

(1.75)
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Для проекций @,) из соотношений (1.64), (1.71), (1.73), 
(1.74) получаем следующие выражения: 

Oq)=Ssing+ | 

= и (Bs, cos 2 cos S + Вз2 cos 2 Sin S +- fgg Sin =), 

@ (2) —=—&а— и (Bg, Sin S — Вз2 cos S), + (1.76) 

6 (3) =— $ COS Z —|- 

+ u (— Bs, sin z cos S — Взо sin z sin S - Взз cos 2). | 

Проекции v,,) в соответствии с формулами (1.68), (1.71), 

(1.72), (1.76) находятся в таком виде: 

91) —Г, 9(2) — FO (3), U (3) — — ГО (2). (1 1T) 

Сравнение первой и третьей формул (1.76) дает, кроме 
того, равенство 

(1) = Oa) В Z+-— > (Ва COSS ГВ sin S). (1.78) 

Найдем проекции 8). Направления векторов Го, Г, Г) 

совпадают в рассматриваемом случае с направлениями осей 
сопровождающего трехгранника Ох.у.2. ортодромической 
координатной сетки, введенного в п. 1.1.2. Поэтому 

8—8.) 80—85) 8 8у (1.79) 
или, приняв BO внимание равенства (1.19), (1.20), 

$) = 8 г, (Г, ф), | 

82) = Sy, (rT, —) ся (— Bs, Sin S + By) cos 5), | 1.80) 

83) = 8y, (> sq (— Bs, Sin zcosS — 

— Bz, sin z sinS + B33 cos 2), | 

где 8, (7, Ф), 8, (г, $) заданы формулами (1.26) или (1.27). 

Входящая в эти формулы геоцентрическая широта ф выра- 
жается через & и S третьим равенством (1.18). 

Обратившись к соотношениям (1.67), (1.69) и приняв 
во внимание полученные выше промежуточные формулы, 
находим следующие уравнения идеальной работы инерциаль- 
ной системы, определяющей ортодромические координаты, 
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в Том случае, когда за основу системы взята управляемая 

гирорама: 
1 

Ux, = | |r + ЭуФг, — гоу, 

0 

1 . 
++ Sy, (г, ф) ‘COs @ (— B31 sins + Вз2 COS $) at + Ux, (0), 

t 

Uy, — | |, — Ux,02, Е г ©», 
0 

1 
+ 8%, (г, Ф) tos ф (— Вал Sin 2 cos $ — 

— Возтазто +- Взз cos 2) dt +-vy, (0), 

t 

P= | м, охоу, — дуб, 82, (г, @)] dt +7 (0), 
0 

t 

r= [rdt+r(0), 
0 

U U 

Ox, — — a Oy, = a 

u 

Oz, — Oy, tg 2 + cos = (B3) COS S + B32 sin S), 

t 

S= | ею, Ри ба sin zcosS + 
0 

+ Вз sin 2 sin S — B33 cos 2)] dt + $ (0), 
t 

z= — | [@x, + и (Ba, sin — Ву cos S)] dt + 2 (0), 

0 

sin ф = fs, Cos 2 cos $ —- Во cos 2 sin S ++ Ваз sin 2, 
2 1 3 

My = F1oW x,» Мх = Ноу, М; = — Нз®... ] 

) 

| (1.81) 

При переходе к уравнениям (1.81) всюду индексы «9», 
«3», «1» заменены на индексы «x3, «уз», «2», т. е. на
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обозначения осей геоцентрического сопровождающего трех- 
гранника. Блок-схема инерциальной системы, соответствую- 
щая уравнениям идеальной работы (1.81), представлена на 
рис. 1.7. 

BY ZLOGHUE 
HABUCALUOHOIE 
TAPAMEIN PBI: 24S y.15 

Mavanenbie — BOIYUCNUIMENLHOE 
YCNOBUA YOMPOLCIIEO 

Рис. 1.7. 

В случае, если за основу инерциальной системы взята 
гиростабилизированная платформа, из уравнений (1.81) изы- 

маются выражения для управляющих моментов М2, Mi, М} 
и добавляется таблица направляющих косинусов между осями 
Хз, Уз, 23 И осями Ё1, &%, ЕЗ стабилизированной платформы. 
Эти направляющие косинусы получаются либо из первой 
группы соотношений (1.62), либо непосредственно из опре- 
деления трехгранника Ох-Уз2з. 

Уравнения (1.81) получены на основании уравнений (1.67), 
(1.69). Вместо них можно воспользоваться также уравне- 
ниями (1.61), приняв во внимание соотношения 

h, grad’ Ут; = 85) (1.82)
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Из уравнений (1.81) для ортодромических координат 
вытекают как частный случай уравнения идеальной работы 
для геоцентрических координат. Чтобы их получить, надо 
заменить 2 и S на фи A, положить В; =1, В, =0 при 

[=] и заменить индексы «хз», «уз», «23» на индексы «хо», 
«У», «Zo», соответствующие введенным в п. 1.1.2 обозна- 

чениям осей геоцентрического сопровождающего трехгранника. 
Получим уравнения идеальной работы для географических 

координат. Географические координаты определены соотно- 
шениями (1.8а). Приняв x!==h, х?=А, x8 = @q’, находим 
для них коэффициенты Ляме: 

й = 1, 

—_ a / 

n= See +h) COS P's , (1.83) 

1 — e?) hy = Lh. 
3 (1 — e? sin? g’)” + 

Далее из равенств (1.8a), (1.70) имеем: 

С = 0, Си, 9.30. (1.84) 

Для отличных от нуля символов Кристоффеля получаем 
такие значения: 

1 
— Pop, 1 == — Pog = Pye, 2 =P a1, 9 = hp cos Ф,, 

1 
— P33, 1 == — Гзз == Гз1, з = Г13, 3 == he, 

Го = — Гозо == — Гзоо == gh sing’, 

2 | 
Г? — Го = Fy 608 0p’, Г =Tg=— sing’, 

| ° | (1.85) 

Га = Г = -—_, [3 = sing’, р. hs 

Das. 3 dae? (1 — e?) hg sing’ cos g’ 

8 (1 — е2 sin? yg’) | 

Г. = Зае? (1 — е?) sin ф' cos ф’ , 

hg (1 — e? sin? ф’)"? 
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Согласно равенствам (1.52), (1.59), (1.83), (1.67), отличны 
от нуля также символы: 

Гор, 1 = Го ==-—12й, с0$Ф', Го, з == wWhyh, ЗФ’, | 

h 3 2 2 ata ae ГВ = р. Sing’, 

Py p= Ty p= lg = ий, 608 Fs 

Doo, 3 = — Го, 2 = Ийойз sing’, ‚ (1.86) 

Г = - и cos Ф', 

h hg, 
Го за=и-2 пФ’, Г > =—u— sing’. 02, 3 he ф 03, 2 р. ф | 

Проекции @s) абсолютной угловой скорости трехгран- 
ника F)fof3 на образующие его векторы получаются из ра- 
венств (1.64), (1.83), (1.85), (1.86) в таком виде: 

On =(A+u) sing’, во =— ©", | ( = (A+ ) ф, 662 ф 1.87) 
(3) = (A + и) с05$". 

Из соотношений (1.68), (1.84), (1.87) имеем далее: 
® a ) 

Yy= Й, эр (= т +h) (3) F203), 
о (1.88) 

v= — | a (ie) +h] Og = — изд, 
(1 — е2 sin? 9’)? у 

где Го, Г. — полученные ранее радиусы кривизны (1.11) 
главных нормальных сечений поверхности й = const. 

Из сравнения первой и третьей формул (1.87) находим: 

(1) = (3) tg op’. (1 .89) 

Осталось определить входящие в подынтегральные выра- 
жения (1.67а) проекции а’ Sey 8з напряженности поля 

тяготения Земли. Если полагать поле тяготения заданным 
разложением (1.27), то в соответствии с таблицей направ- 
ляющих косинусов (1.14) будем иметь: 

8—8 = 82,608 (Ф — 9) — 89 $’ — $), | 
=, =, т (ф' — @) + By, с0$ ($’— 9), | (1.90) 

8) = 8», —0. ] 
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Теперь, исходя из уравнений (1.67а), (1.69), получаем 
следующие аналогичные (1.81) уравнения идеальной работы 
инерциальной навигационной системы, определяющей геогра- 
фические координаты: 

t 

Ux, = | (ty, + чую. — hoy, ) dt + v¢, (0), 
0 

t 

Vy, — | (ty, + ho, _—_ Оха, + Sy,) at + Vy, (0), 

0 

t 

i= | (M2, + Ux Oy, — Vy, Or, + 82) dt +h (0), 
0 

t 

В = | Ра-- в (0), 
0 

1 t 
oF (1.91) 

of =— | ondt too, a= | (2X, —u) +) 
0 0 

о о 

у, == Ox, = — Oz, = Oy, Ф,, 

a 
— A, 

"9 V 1 —e? sin? ’ + 

a (1 — е?) 
— h, 

3 (1 — e? sin? 9’)? _ 

M = 1,0, » Му = Fy, , МЗ. = — Но, , 

gy = §,, sino’ —9) +8, cos (g’ — 9), 

8, = 8,608 (p’ — 9) — &,, sing’ — 9). 

В уравнениях (1.91) индексы «x,», «>, «21» соответ- 
ствуют введенным в п. 1.1.2 обозначениям осей географи- 
ческого сопровождающего трехгранника. В последние две 
формулы (1.91) входят фи г. Они находятся из соотноше- 
ний (1.13), (1.15).
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$ 1.2. Уравнения ошибок систем инерциальной 
навигации 

1.2.1. Возмущенный режим работы инерциальной си- 
стемы. Основные инструментальные погрешности. Урав- 
нения идеальной работы, приведенные в предыдущем пара- 
графе, описывают функционирование системы инерциальной 
навигации лишь в Том случае, когда ее элементы и устрой- 
ства идеальны (не имеют инструментальных погрешностей) 
и когда начальные условия работы системы точно соответ- 
ствуют начальным обстоятельствам движения объекта. 

В действительных конструкциях перечисленные условия 
выполняются лишь с некоторой степенью приближения. По- 
этому режим работы инерциальной системы отличается от 
описываемого уравнениями идеальной работы, а навигацион- 
ные параметры определяются системой с ошибками. Этот 
режим работы можно назвать возмущенным. 

Уравнения для отклонений переменных, описывающих 
состояние инерциальной системы, от их значений, определяе- 
мых уравнениями идеальной работы, естественно назвать урав- 
нениями ошибок. Эти уравнения определяют устойчивость 
работы системы в целом. Они дают также связь между по- 
грешностями элементов схемы и неточностями задания на- 
чальных условий, с одной стороны, и ошибками определения 
навигационных параметров, с другой. Таким образом, свой- 
ства уравнений ошибок определяют в конечном счете точ- 
ность работы инерциальной системы. 

Решение уравнений ошибок позволяет предъявить требо- 
вания к характеристикам элементов системы, если она должна 
обеспечить заданную точность, или рассчитать точность опре- 
деления навигационных параметров, если характеристики 
элементов заданы. Изучение уравнений ошибок позволяет, да- 
лее, обоснованно провести выбор алгоритма работы инер- 
циальной системы. Без анализа этих уравнений невозможно 
строгое обоснование допустимости тех или иных упрощений 
уравнений идеальной работы. Наконец, лишь на основании 
изучения свойств уравнений ошибок можно судить о необ- 
ходимости коррекции работы инерциальной системы, а также 
об эффективности того или иного способа коррекции. 

В систему инерциальной навигации входит, как правило, 
достаточно большое количество элементов и устройств. Все
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они привносят свои погрешности в работу системы. Однако 
было бы неправильным пытаться отразить в уравнениях оши- 
бок погрешности возможно большего числа элементов. На- 
оборот, следует по возможности свести погрешности всех 
элементов к нескольким характерным. 

В качестве таких характерных, основных инструменталь- 
ных погрешностей в инерциальных системах навигации можно 
принять инструментальные погрешности ее чувствительных 
элементов: ньютонометров и гироскопов. Если структура 
схемы неизменна, то погрешности любых других ее элемен- 
тов и устройств всегда могут быть, очевидно, сведены к не- 
которым эквивалентным погрешностям первичной информации, 
т.е. к погрешностям чувствительных элементов системы. 

1.2.2. Уравнения ошибок определения координат. 
Уравнения ошибок инерциальной системы, определяюшей де- 
картовы координаты объекта (соответствующая схема рассмот- 
рена в п. 1.1.4), получаются варьированием уравнений идеаль- 
ной работы (1.36), (1.38) — (1.40). Они приводятся к следую- 
щей системе векторных уравнений *): 

2 . aor рог __ ur or of _An—-Am x “(Am Xr), 
at? r3 r3 Г? dt ЧЁ 

(1.92) 

40 

би, —=0Жг, 6ro=—6r+ 6rj, (1.94) 

где An и Ат — векторы инструментальных погрешностей 
ньютонометров и гироскопов системы, Of, -— вектор полной 
ошибки определения местоположения объекта в системе коор- 
динат О.С. Дифференцирование в уравнениях (1.92), (1.93) 
проведено в основной декартовой системе координат О\&,1,5,.. 

В проекциях на оси вращающегося с угловой скоростью ® 
трехгранника ху2 (этот трехгранник может быть, например, 

*) Андреев В. Д., Об общих уравнениях инерциальной на- 
вигации. Прикладная математика и механика. т. XXVIII. вып. 2, 1964. 
Андреев В. Д., Теория инерциальной навигации (автономные 
системы), изд-во «Наука», 1966.
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связан с платформой инерциальной системы) уравнения 
(1.92) — (1.94) дают: 

ox | (y? 22 — 22) — 02 — 02 | 5х + 

+ (0,0, — 9, — “t= ) by — 20, бу 

+(0,0, +0,— м 5-20, 2 == 

== An, — 2 (Amyz — Am,y) —Amyz +.Am,y — 

— 0, (Amyy + Am,z) — Am, (Oyy + 0,2) + 

+ 2x (a, Am, +, Am,), 

by + | (#2 2 — 2y%) — © — 02 Joy + 

+ (ay 0,—O — EE) 62 — 20,624 
re 

+ (ayo, 4-0, — ty) bx + 20, 64 = | (1.95) 

= An,— 2 (Am,x — Am,z) — Am,x +-Am,z— 

— oy (Amz + Am, x) — Ат, (0,2 + 0,x)-+ 
+ 2y(@, Am, + @,Am,), 

62 +/4 (x? + У? — 222) — w2 — в? Joe 

+ (0,0, — oy — че )х— 20, bx 

. 3 . 
+ (0,0, + Oy — = Oy + 20, Oy = 

— An, —2(Am,y — Amyx) — Amy + Am,x — 

— ©, (Am,x + Amyy) — Am, (©,х +-@yy) + 

+22 (0, Am, +, Amy); | 

0, + ay, — 0,9, =Am,, 

0, + 0.0, —0,0,=Амт,, | (1.96) 

9, - 0,0, — ®,0,=Ат,; | 
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` 

dx, = 0,2 — 0,у, ду, =0,х — 0,2, 

bz, = 9,y — 0х, 

бхо = 6x +6x,, by. = d6y-+ by, 

6z, = 62 +- 62). 

(1.97) 

/ 

Уравнения ошибок инерциальных систем, определяющих 
произвольные криволинейные координаты, также получаются 
варьированием соответствующих уравнений идеальной работы. 
Для случая, когда ньютонометры Me системы ориентированы 

по векторам Г’ взаимного базиса, т. е. когда уравнениями 
идеальной работы служат соотношения (1.54) — (1.58), первая 
группа уравнений ошибок получается в таком виде *): 

bn? +E duk +2 (Lt Е Го) 6x9 + 

a [" ( a +Tnal's) +2" ( 
on? 

д 

дхб 
Tot + Poal' 35 + 

+ (x5 + Го) Ps§ + < Too — 

Зи ип Or? Or? 0 OU kn OF OF | bx" — 
4r® on” oF | 

— Аи — =“ оАтРа аи (10! + a r') 4 

[Ат м Pine” Г4)]5 с |. (1.98) 
х 

Эти уравнения аналогичны по своему смыслу уравне- 

ниям (1.95). Здесь An’, Ат” — контравариантные состав- 
ляющие векторов An, Ат инструментальных погрешностей 
в основном базисе. 

Вторая группа дифференциальных уравнений ошибок сво- 

дится к системе 

о’ (Tous Ги) = Ами, (1.99) 

где 0” — контравариантные составляющие вектора @ в основ- 
ном базисе. Система (1.99) равносильна, очевидно, векторному 

*) Андреев В. Д., Об уравнениях ошибок инерциальной 
системы, определяющей произвольные криволинейные координаты 
движущегося объекта. Изв. АН СССР, Механика, № 4, 1965. 

4 В.Д. Андреев
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уравнению (1.93) или соответствующим скалярным уравне- 
ниям (1.96). 

Полные ошибки SxS определения криволинейных коорди- 

нат % находятся теперь по формулам 

би бий од, but = ErFa, 0", (1.100) 

аналогичным формулам (1.94), (1.97). . 
Уравнения (1.98) — (1.100) и вытекающие из них уравне- 

ния для конкретных координатных сеток громоздки и сложны. 
Они не обладают, как правило, достаточно четко выраженной 
симметрией, которая могла бы облегчить их анализ. Упро- 
щение этих уравнений за счет пренебрежения частью входя- 
щих в них членов в общем случае невозможно, так как 
в зависимости от характера движения объекта решающее 
значение могут иметь различные члены этих уравнений. 
Уравнения (1.98) — (1.100) линейны, но коэффициенты их, 
определяемые траекторией движения объекта, являются слож- 
ными функциями времени. 

Для различных координатных сеток уравнения (1.98) — 
(1.100) будут принимать различный вид. Это обстоятельство 
вместе с уже отмеченной зависимостью коэффициентов урав- 
нений от характера траектории объекта делает число возни- 
кающих здесь вариантов практически необозримым. 

Дело облегчается, однако, тем, что, как правило, нет 
надобности рассматривать уравнения ошибок непосредственно 
в форме вариаций тех же координат, что и определяемые 
инерциальной системой. Действительно, когда речь идет 
об анализе уравнений невозмущенного функционирования 
(идеальной работы) инерциальной системы, то одна из задач 
при этом — выбор координатной сетки. Здесь надо иметь 
возможность рассмотрения уравнений идеальной работы не- 
посредственно в тех координатных сетках, из которых де- 
лается выбор. В задачу же анализа уравнений ошибок входит, 
прежде всего, исследование таких характеристик системы, 
как ее устойчивость и зависимость величин ошибок от ин- 
струментальных погрешностей элементов и неточностей за- 

дания начальных условий. Эти характеристики можно по- 
лучить изучением уравнений ошибок не обязательно в тех 
координатах, в которых работает сама инерциальная система, 
а в любых других, удачный выбор которых может облегчить
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анализ. Разумеется, при этом инструментальные погрешности 
элементов и ошибки начальных условий должны быть пере- 
считаны в координаты, выбранные для исследования уравне- 
ний ошибок. 

Возможность перевода уравнений (1.98)—(1.100) из одних 
координат в другие прямо следует из того, что они являются 
уравнениями в вариациях основного уравнения инерциальной 
навигации (1.3), которое, очевидно, инвариантно по отноше- 
нию к системе координат, выбранной для его решения. Да и 
сами уравнения (1.98)—(1.100) имеют тензорный характер и 
свойства их в силу этого не зависят от выбора системы 
координат. 

Можно показать, в частности, что введением вектора 
ошибки 

dr — du" r, (1.101) 

уравнения (1.98)—(1.100) переводятся в уравнения (1.92) — 
(1.94) или в соответствующие им уравнения (1.95)—(1.97). 
Связь ошибок 6x, dy, dz с ошибками 6х’ вытекает из опре- 
деления (1.50) векторов г, и таблицы направляющих коси- 
HYCOB @;; между осями x, у, ди, 22, Е3. Эта связь задается 
соотношениями: 

__ OF сл | бир 0 ох”, 

05° I 
OY = а,2 6%, } (1.102) 

д=° р 02 = —— a3 0%" 

Для ортогональных криволинейных координат х” в ка- 
честве трехгранника XYZ может быть взят трехгранник Гоги]. 
Для ортодромических координат в этом случае из соотноше- 
ний (1.102) получаются формулы: 

6х == Г0о с052, бу=года, édz=—6r. (1.103) 

Аналогичные формулы имеют место для геоцентрических 
координат; они получаются из формул (1.103) заменой © и z 
на Л и $. 

4*
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Для географических координат имеем: 

bx = dh с0зф" a hy, | 
* nos? Sea т 

dy — 60” а (1 — е?) Al, | (1.104) 

y= 9 lane sin? @’)/2 + 

02 = 6h | 

1.2.3. Различные представления уравнений ошибок 
определения координат. В дальнейшем в качестве уравне- 

ний ошибок определения координат будут рассматриваться, 
как правило, уравнения (1.92)—(1.94) или соответствующие 
им скалярные уравнения (1.95)—(1.97). 

Уравнения (1.95)—(1.97) получены проектированием век- 
торных уравнений (1.92)—(1.94) на оси некоторого, вообще 
говоря, произвольного трехгранника ху2, вращающегося 
с абсолютной угловой скоростью ®. При анализе уравнений 

ошибок (1.95)—(1.97) часто оказывается удобным выбрать 
специальную ориентацию трехгранника ху2. 

Пусть трехгранник ху2 будет ориентирован неизменно. 
Тогда в уравнениях (1.95)—(1.97) надо положить ®, = Wy == 

—(®,==0, в результате чего уравнения (1.95)—(1.96) при- 
нимают особенно простой вид: 

6x + [(y? + 2? — 2х2) 6x — Bx y by — 3xz6z] = 

= Ап, — 2(Ату2 — Am,y) — Amy z + Am,y , 

бу + oa [(2*+ x? — 2у?) бу — Зугог — Byx 0х] = 
‚ (1.105) 

= Ап, — 2(Ат,х —Ат,2) — Ат, х +Am,z, 

бе = [(x?-+ у? — 222) 62 — Зах dx — Bzy by] = 

— An, — 2(Am,y— Amyx) — Am,y+Amyx; } 

0, —= Аш, 0, = Amy, 6, — Аш. (1.106) 

Уравнения (1.97) не меняются.
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Если трехгранник ху2 — сопровождающий на сфере, 
окружающей Землю, и ось 2 его направлена вдоль вектора г, 
то в уравнениях (1.95), (1.97) надо положить x = у=0, 
< =, после чего они примут такой вид: 

bs + (4 — 0} — of) 5х (@,0,— 6,) dy — 

— 20,6) + (a0, + oy) 6z + 20,62 = 

= An, -—2 Amyr — Amyr — Am,ro,— Am,ro,, 

69 +(4—o2—0}| by + (0,0, —0,) dz — 

— 20,52 + (yo, +0,) 6x + 20, dx = р (1.107) 

== An, -+ 2 Am, + Am,r — Am,ro, — Amyra,, 

92 — (2-5 в + 02 +03) 624 (0,0, —0,)dx — 

— 20, dx + (0,0, + ,) dy + 20, 6) = 

= An,-+ 2r (Am,o,+Amyoy,); | 

Ox, = и, бу, =— 0,7, 021 = 0, 1.108 
бхо==6х 0х, Ovo Oy-+ by, 020 ==08. (1.108) 

Уравнения (1.96) сохраняют свой вид. 
Уравнения (1.107), (1.108), (1.96) представляют собой 

проекции уравнений (1.92)—(1.94) на оси сопровождающего 
трехгранника xyz. Ориентация осей x и у этого трехгран- 
ника в плоскости горизонта осталась произвольной. Здесь 
возможны различные частные случаи. 

Возможно, например, совмещение трехгранника ху2 с со- 
провождающим трехгранником ортодромической или геоцен- 
трической координатной сетки. Можно выбрать ориентацию 
осей x и у такой, чтобы удовлетворялось условие ®, = 0. 

Тогда уравнения (1.95), (1.96) записываются следующим
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образом: 

b+ (4; —03| bX + @,@y dy +0, bz + 2a, 5z— 

= An, — 2Amyr — Amyr — Am,ro,, 

sy +(-— 02) dy — 0, d2 — 20, 62 + 0,0, 02 = 
| (1.109) 

— Any +2 Ат ‚г + Am,r — Am,r@y, 

64 —(2 & +2 + 0?) 62 — a, dx — 20, dx + 

+ @, dy+ 20,6y = An, + 2r (Ато, + Amyoy); | 

0,+ ®,9, = Am,, | 

9, —,0, =Ат,, | (1.110) 
9, 0,0, — a0, = Am,. 

Уравнения (1.97) переходят в уравнения (1.108). 
В коэффициенты уравнений (1.109), (1.110) входят лишь 

@,y, @y. Они связаны с Uy, Uy равенствами 

Vy Vy 

O=—->, o=—. (1.111) 

В силу ограниченности проекций v,, Vy (и Vy Vy) абсо- 

лютной скорости (и ускорения) объекта, величины ®,, Wy 

(и их производные) всегда ограничены. Это позволяет при- 
менить к уравнениям (1.109), (1.110) различные приближен- 
ные методы исследования. 

В заключение рассмотрения примеров ориентации трех- 
гранника ху2, к которому отнесены уравнения (1.95)—(1.97), 
остановимся на следующем. Если совместить этот трехгран- 
ник с сопровождающим трехгранником географической коор- 
динатной сетки (направив ось у на север), то в коэффициен- 
тах уравнений (1.95), (1.97), согласно равенствам (1.8а) и 
таблице (1.10), надо взять: 

х —=0, 
5 

ae? sin Ф’ cos Q’ 

(1 — е? sin? 9’)? 

z=h+ta(l— esinrg’)®. | 

y= — (1.112) 
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Разложив выражения для уи 2 в ряды по степеням е и 
ограничившись членами с е?, найдем: 

y= — ae’sing’ cos gq’, 
rh a(1—L sing’) | (1.113) 

Но из равенств (1.13) 

r=h+a(l _ = sin?g’). (1.114) 

Из соотношений (1.112)—(1.114) следует, что если пре- 
небречь в уравнениях (1.95), (1.97) слагаемыми, содержащими 
произведения е? на Ox, Oy, 62, 0, 9, и инструментальные 

погрешности, то уравнения (1.95), (1.97) в проекциях на оси 
географического сопровождающего трехгранника примут 
тот же вид, что и уравнения (1.107), (1.198), а при ®, =0 
уравнения (1.95)—(1.97) перейдут соответственно в уравне- 
ния (1.109), (1.110), (1.108). При этом точность получаемых 
уравнений сохраняется, так как уже при получении уравне- 
ний (1.95) были допущены аналогичные пренебрежения (была 
отброшена, например, вариация несферической составляющей 
поля тяготения Земли, которая содержит множителем 2). 

1.2.4. Уравнения ошибок ориентации осей чувстви- 
тельных элементов и определения заданных направлений 
в пространстве. Известно, что наряду с определением коор- 
динат и скорости движущегося объекта в задачу инерциаль- 
ной системы входит, как правило, определение ориентации 
объекта в пространстве. Легко усмотреть, что дело здесь 
в конечном счете сводится к определению ориентации чув- 
ствительных элементов инерциальных систем. 

В возмущенном режиме работы ориентация осей чувстви- 
тельности ньютонометров и гироскопов отличается от их 
положений, соответствующих уравнениям идеальной работы. 
Это ведет к ошибкам ориентации объекта и к ошибкам 
определения заданных направлений в пространстве. 

Если за основу кинематической схемы инерциальной си- 
стемы взят пространственный измеритель абсолютной угловой 
скорости, по осям XYZ платформы которого установлены 
ньютонометры, то ошибки ориентации платформы характе-
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ризуются вектором малого угла поворота 0, удовлетворяю - 
щим уравнению (1.93). Этот же вектор характеризует ошибку 
ориентации чувствительных элементов, если за основу схемы 
будет взята свободная или управляемая гирорама (или гиро- 
стабилизированная платформа), а управляющие моменты будут 
функциями лишь времени. 

Несколько сложнее обстоит дело, когда ориентация трех- 
гранника XYZ, вдоль осей которого установлены HbIOTOHO- 
метры, будет функцией не только времени, но и определяе- 
мых инерциальной системой координат. Уравнений (1.93) 
становится в этом случае недостаточно для описания возму- 
щенного положения трехгранника xyz. В самом деле, Am,, 
Ат, Ат, — лишь инструментальные погрешности. Дополни- 

тельное отклонение этого трехгранника, зависящее от оши- 
бок, определяемых системой координат, не учтено уравне- 
нием (1.93), хотя, конечно, содержится неявно в уравнениях 
(1.92)—(1.94) в целом. 

Если оси x, у, 2 заданы по отношению к осям 1}, 1?, 1° 
(или, что все равно, к осям &, 1, О) направляющими коси- 
нусами В,; (1', 7’, 13), то можно показать *), что погрешности 
6x, бу, 02 ориентации ортов х, у, 2 осей x, у, 2 характе- 
ризуются равенствами: 

в — [(@Ж n)- 9 @Жи-Е8^) т,» 
alow separ tale (1.115) 

г =|@х т. 2 ons 8 (0X Xr-bor) +n] ть | 

Здесь \,— орты осей 1’, a векторы 6r и @ определены 
уравнениями (1.92), (1.93); по индексам $ и # предполагается 
суммирование от | до 3. 

Введением вектора угла малого поворота 60:1, определяю- 
щего положение трехгранника Х-—0х, y+dy, 2-02 
по отношению к трехграннику хХу2, соотношения (1.115) 

*) Андреев В. JL, Теория инерциальной навигации (авто- 
номные системы), изд-во «Наука», 1966.
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представляются в виде: 

81, =— 0, Bis Se [Or s+ yz — 9,9) Ba 1 
1@ х — 0,2) Bo + (9,у— Byx) Baal, 

Oy =— By + Pa Fae lOr Me 6,5 — 9.2% | о 
+ (0,y — Oy) By + (0,2 — ВУ) Bail. 

01, = — 9. + BaZa ee [or - n, + (8.9 — By) Вуз ++ 

+62— 0,9) Ba +(0,% — 0,2) Beal | 
Отметим несколько важных частных случаев формул (1.116). 

Если направляющие косинусы В;, не зависят явно OT 

координат 1°, то В; 10? =0 и из (1.116) следует, что 

0,=—9,, 0,=—0, 0),——9,. (1.117) 

Если ось 2 трехгранника ху2 совпадает в невозмущенном 
положении с радиусом-вектором г, то 

б 6 
1.=——, бу, 

ap + (1.118) 
0,= — — 9, + Bre = ae [Or - N+ / (9,8, — 9,В,2)], 

причем, если ориентация осей x и у в плоскости горизонта 
такова, что ®, =0, то 

9,. =— 0,,, (1.119) 

а при ориентации осей х и у по странам света (ось у на- 
правлена на север) 

,—=— 9, +(“= + 6,| te ©. (1.120) 

В случае ортодромического сопровождающего трехгран- 
ника в формуле (1.120) надо заменить ф на 2. 

Формулы (1.115) и вытекающие из них формулы спра- 
ведливы для случая, когда оси чувствительности ньютоно- 
метров образуют ортогональный трехгранник, вне зависи- 
мости от того, декартовы или криволинейные координаты 
объекта определяются. В случае, когда направления е; осей
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чувствительности ньютонометров не ортогональны друг другу, 
получаются выражения для O€,, аналогичные выражениям 
(1.115). Именно, тогда 

ве, — (©, ЕЕ ait ong) =. (1.121) 

Обратим еще внимание на следующее обстоятельство. 
Формулы (1.115), (1.121) и вытекающие из них формулы 
сохраняют, очевидно, силу и для определения ошибок ориен- 
тации заданных направлений в пространстве, не связанных 
жестко с осями чувствительности ньютонометров. Этими на- 
правлениями могут быть направления, по которым ориенти- 
руется снаряд, стартующий с подвижного объекта, или на- 
правления на земные ориентиры и небесные тела, исполь- 
зуемые для коррекции инерциальной системы. В частности, 
из формул (1.116) следует, что если на борту объекта 
строится по показаниям инерциальной системы (и в осях 
платформы) направление на удаленную звезду (т. е. неиз- 
менно ориентированное в системе координат О\Ё12Е3 напра- 
вление), характеризуемое единичным вектором о, то ошибка OO 
построения этого направления зависит лишь от инструмен- 
тальных погрешностей гироскопов, т. к. 

50 —=0 Жо. (1.129) 

$ 1.3. Некоторые результаты анализа уравнений 
ошибок автономных инерциальных систем 

1.3.1. Вторая группа уравнений ошибок. Приведем 
основные результаты анализа уравнений *) ошибок автономных 
инерциальных систем: уравнений ошибок координат (1.95)— 
(1.97) и уравнений ошибок ориентации (1.116). 

Вторая группа (1.96) уравнений ошибок координат ре- 
шается, по крайней мере в квадратурах, для произвольного 
движения объекта [произвольных ®, (1), ®, (1), @,(f)] и не- 

зависимо от вида Ат, (#), Am,(t), Am,(f). В самом деле, 

система (1.96) равносильна векторному уравнению (1.93), 

*) Подробный анализ этих уравнений проведен в нашей книге 
«Теория инерциальной навигации (автономные системы)», изд-во 
«Наука», 1966.
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которое в проекциях на неизменно ориентированные оси 
приводит к трем независимым уравнениям первого по- 
рядка (1.106), немедленно интегрируемым. Переходя к про- 
екциям на оси подвижного (вращающегося с угловой ско- 
ростью @) трехгранника, получаем решение уравнений (1.96) 
в таком виде: 

3 t 

— У Oy | (Ат ‚ад —- Ата» + Am,a3) dt ++ 
0 

+ ай а 62], 
t 

Yat J (Am Oj; + Ата» + Ama) dt + 
= | (1.123) 

—- бал 9 yal + 90%. | 

1
 

3 t 

x | (Am gai, + Атуа» + Am,0,) dt + 
i=] 40 

+0 Оо + 9,02 — 0%, |, 

где ;;, — направляющие косинусы между осями X, у, 2 И 

0 — Ew Te С» а @;,-— их начальные значения. При заданном 
законе движения объекта они будут известными функциями 
времени. 

Решение (1.123) может быть получено и непосредственно 
з уравнений (1.96) без перехода к неизменно ориентиро- 

ванному трехграннику, если заметить, что общее решение 
однородных уравнений (1.96) имеет вид: 

(1.124) 

где С; — произвольные постоянные. В том, что выражения 
(1.124) являются общим решением однородных уравнений 
(1.96), можно убедиться непосредственной подстановкой.
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Надо только учесть при этом, что 
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Из решения (1.123) вытекает оценка: 

Ув: 6-0: < У Or + 05 + 0 + 
t 

+ | Ули? Е Аи? Am? dt (1.126) 
0 

При Am,—0, Ат, =0, Am,=0 соотношение (1.126) 
превращается в равенство. Это соответствует тому, что од- 
нородные уравнения (1.96) имеют первый интеграл 

07+ 65 + 02 = const, (1.127) 
для получения которого надо умножить первое уравнение 
(1.96) на 0,, второе на 0,, третье на 9, и результаты сло- 
жить. Из (1.93) получается также при Ат — 0, что 

9 — 05. (1.128) 
Это равенство включает в себя равенство (1.127). 

Соотношения (1.127), (1.128) в случае гиростабилизи- 
рованной платформы имеют очевидный смысл: если инстру- 
ментальные погрешности (свободные уходы) гироскопов от- 
CYTCTBYIOT, то платформа сохраняет свою начальную ориен- 
тацию. Аналогичный смысл имеет оценка (1.126) уходов 
платформы. 

Необходимо отметить еще следующее. Из соотношений 
(1.127), (1.128) следует неасимптотическая устойчивость од- 
нородных уравнений второй группы (1.96). Однако эти урав- 
нения суть уравнения первого приближения. Случай гранич- 
ный — уравнения первого приближения имеют нулевые корни, 
поэтому по уравнениям первого приближения окончательного 
суждения об устойчивости сделать нельзя.
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Точные уравнения для возмущений д0,, направляющих 
косинусов Qj; между осями xX, у, фи &,, N,, 6, получаются 

в таком виде *): 

да — баре, + 50,30, = 0, 

60,0 — 50,0 60,0, = 0, 2B 13 et i11%z (1.129) 

баз — бадю, + 6020 y = 0 
(i= 1, 2, 8). 

Они могут быть приведены к уравнениям: 
а 5 

Wit (602, +. 002. + daz.) = 0, 

d 
air (605, + 605, +- da.) = 0, | (1.130) 

d 
aT (603, + 603, + 6033) — 0, | 

откуда вытекает неасимптотическая устойчивость по отно- 
шению к возмущениям 04. 

1.3.2. Исследование устойчивости уравнений первой 
группы в случае движения объекта по параллели. Обра- 
тимся к уравнениям (1.95) первой группы. Их исследование 
в общем случае наталкивается на непреодолимые трудности. 
До конца оказывается возможным исследовать их лишь при 
движении объекта с постоянной скоростью вдоль параллели, 
когда надлежащим выбором трехгранника хуг коэффициенты 
уравнений (1.95) могут быть сделаны постоянными, и при 
кеплеровом движении объекта. © 

В случае движения объекта на постоянном удалении г от 
центра Земли вдоль параллели с постоянной скоростью, взяв 
в качестве трехгранника XYZ сопровождающий трехгранник 
геоцентрической координатной сетки, получим: 

o,= 0, Фу = и с05ф-- — == const, 

o, = using + — tg p= сопзь (1.131) 

+; = 02 = const, | 

*) См. сноску на стр. 58.
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где о — скорость движения. а ф — широта параллели. Тогда 
из (1.107) получаем первую группу уравнений ошибок в та- 
ком виде: 

bx + (0% — of, — w2) dx — 20, by + 

+ 20, é6z=An,—r Ат, — го, Ат, 

бу (o2 — ©.) бу ao, 62 + 20,6 = | 

= Ая, | гАт, — го, Ат, — го, Amy, 

bz — (205 + wr) dz — 2a, хр 

+ 0,@, dy = An, + 2roa, Amy. 

(1.132) 

Постоянные коэффициенты системы (1.132) определены 
равенствами (1.131). Характеристическое уравнение этой си- 
стемы сводится к полному кубическому уравнению относи- 
тельно квадрата неизвестной 4 == р?. Это кубическое урав- 
нение имеет вид: 

а + 24° (®, +- 62) а[- 3805 + 3805 (0% — 202) + 

+ (& + 97] — 0 (®—®, — 0%) (205 + в, — 207) = 0. 

(1.133) 

Для устойчивости (неасимптотической, разумеется) урав- 
нение (1.133) должно, как известно, иметь отрицательные 
или нулевые корни, причем кратным корням характеристи- 
ческого уравнения должны соответствовать линейные эле- 
ментарные делители характеристической матрицы системы 
(1.132). 

Для исследования устойчивости системы (1.132) в данном 
случае можно воспользоваться также тем обстоятельством, 
что однородную систему (1.132) можно трактовать как опи- 
сывающую движение вблизи положения равновесия (Ox — 0, 
ду = 0, 02 =—0) материальной точки под действием потенци- 
альных сил с силовой функцией 

И=—5 [(@—9 — 08) 6x)? + (of — 09) 6 
— (205 + 3) (62)? + 20,0, 6y6z] (1.134)
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и гироскопических сил 

2%. dy — 20.02, — 20, dx, | 
and a ; (1.135) 

20, OX. 

Однородная система (1.132) имеет интеграл энергии 

(6х)? + (dy)? + (62)? — 20 = const, (1.136) 

который получается, если сложить и проинтегрировать урав- 
нения (1.132), предвари- 
тельно умноженные соот- 47| 
ветственно на Ox, ду, Oz. 

Если отбросить в 
однородных уравнениях 
(1.132) гироскопические 
силы (1.135), то оста- 
нутся лишь потенциаль- 
ные. Для устойчивости 
равновесия под действием 

потенциальных сил си- 
ловая функция должна 
иметь изолированный мак- 

симум в точке равнове- 
сия. Так как силовая 
функция (1.134) представ- Рис. 1.8. 
ляет собой квадратичную 
форму входящих в нее переменных, то условиями максимума 
будут условия Сильвестра положительной определенности 
квадратичной формы. В рассматриваемом случае они сводятся 
к неравенствам 

05 — @ — 602 > 0, 205 — 207 + 0% < 0. (1.137) 

\ ® 

На рис. 1.8 прямые / и 2 соответствуют уравнениям 

@ — a, — 6, =0 и 205 —- 207 -0,==0. (1.138) 

Из расположения этих прямых следует, что области, оп- 
ределяемые неравенствами (1.137), не пересекаются, поэтому 
силовая функция не имеет максимума. Так как силовая функ- 
ция является однородной функцией второй степени, то по 
известной теореме Ляпунова из отсутствия максимума ее
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следует неустойчивость системы без необходимости рассмат- 
ривать члены высших порядков. 

Вернемся к гироскопическим силам (1.135). В областях 
Ти 3 (см. рис. 1.8), где степень неустойчивости (число OT- 
рицательных коэффициентов устойчивости Пуанкаре) консер- 
вативной системы нечетна, гироскопические силы, согласно 
известной теореме Томсона и Тэта, не могут стабилизировать 
равновесие *). В области 2, где степень неустойчивости четна, 
остается принципиальная возможность стабилизации гироско- 
пическими силами. Эта стабилизация, как известно, имеет 
временный характер и разрушается силами полной внутрен- 
ней диссипации. 

1.3.3. Решение первой группы уравнений ошибок для 
случаев неподвижного объекта и движения объекта по 
дуге неизменно ориентированного большого круга. По- 
строим решение первой группы уравнений ошибок (1.132), 
ограничившись случаем неподвижного в системе координат 
O,&,,5, объекта и случаем движения его с постоянной 
скоростью на постоянном удалении от центра Земли в пло- 
скости, проходящей через центр Земли (движение по дуге 
большого круга на неподвижной сфере, окружающей Землю). 
Общий случай, т. е. случай движения по параллели, мы 
оставляем здесь в стороне, отсылая читателя к нашей 
книге **), где этот случай подробно разобран. Для дальней- 
шего рассмотрения в настоящей книге нам будет достаточно 
двух указанных выше случаев. 

Для неподвижного в системе координат О! 1.6, объекта, 
полагая трехгранник XYZ ориентированным неизменно так, 
что его ось Z совпадает с радиусом-вектором г, получаем 
уравнения ошибок в таком виде [надо положить в (1.132) 
проекции абсолютной угловой скорости @,, ®, равными 
нулю]: 

\ 

bx + 05 6x = An, — Amyr, 

dy + ©? dy = An, + Am,r, | (1.139) 

bz — 20? dz = Ам... 

*) См. Четаев Н. Г., Устойчивость движения, Гостехиздат, 
1955. 

**) См. сноску на стр. 58.
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Решение этих уравнений очевидно: 

6.50 _. 
0х == 050 COS Wot + Sin Wot + 

0 

t 

—- > | (An, — Amyr) SiN Wp (Е — т) at, 

о 

бу’. 
ду = 050 cos Met + —a— Sin Mot ++ 

0 

t ` (1.140) 
+2 | (Any + Am,r) Sin @) (Ё — т) dt, 

0 
0 

02 = 629 ch @ V 2t+ 5 sh @ V2¢+ 
Wo 
t 

] — 

+ [ An sh @) У 2(¢ —7) dt. W V2 P 2 0 V 

При постоянных инструментальных погрешностях и ну- 
левых начальных условиях имеем: . 

6x = Ane (1 — со$ @pf), | 
Oo 

Any 
бу = —= (1 — Cos @f), (1.141) 

® 

6z = "2 (ch ay V2¢t— 1). 
20 

Заметим, что к уравнениям (1.139) сводится в первом 
приближении анализ уравнений ошибок инерциальной системы 
на активном участке полета баллистической ракеты. 

В самом деле, если взять уравнения ошибок в форме 
(1.106), то, располагая ось у в плоскости траектории 
активного участка полета, будем иметь х = 0, и первые три 

5 В. Д. Андреев
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уравнения (1.106) переходят в такие уравнения: 

bx +4 ox = Аи, — 2(Ат,2 — Ат, у) — | 

— Amyz ++ Am,y, 

by + [(z?— 2y?) dy — 8yz bz] = 

—=An,-+ 2 Am,z—+Am,z, 

62 +4 [(y? — 222) 6z — 3zy by] = 

‚ (1.142) 

—An,—2Am,y—Am,y. | 

Ориентируя ось Z вдоль направления г в точке старта 
и замечая, что отношение у/г — величина малая, из двух 
последних уравнений (1.142) получим с точностью до ли- 
нейных относительно у/’ членов: 

by +5 by—3 52% bz = Аи, + 2Am,z+Am,z, 
р (1.143) 
02 — 2562 —31;- дбу=Аи, —2Am,y—Amy,y. 

Если отбросить и слагаемые с множителем y/r (<0,1) 
и положить [/гЗ = 62 = сопз, то из уравнений (1.142), 

(1.143) найдем: 

6x + wx == An, — 2 (Ат, — Ат, у) —Ат ол, | 

бу 05 Oy = An, + 2 Am,2-+ Am,z, (1.144) 

02 —- 20762 = An, —2Ат у. 

Эти уравнения отличаются OT уравнений (1.139) лишь 
правыми частями. 

Рассмотрим случай движения с постоянной скоростью по 
дуге неизменно ориентированного большого круга. Совме- 
CTHB ось 2 с радиусом-вектором Г и расположив ось х 
в плоскости движения, будем иметь ©, = 0, и уравнения (1.132)
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примут вид: 

bx + (02 — 6?) dx 4+ 20, 62 = An, — Amyr, 

dy + a2dy= An, + Amr —o,r Am,, YF % y ny Amr Or Am, 1.148) 

02 — (205 + w%) dz — 20, dx = 

— An, + 2ro,Amy,. | 

Второе уравнение, дающее ошибку в плоскости, нормаль- 
ной плоскости движения, отделилось. Его решение: 

бу = dy? cos Wot +- Sy SiN Wot ++ 
0 

t 

] . 

= | (An, + Am,r — Wy Am,r)sin@)(¢— т) ат. (1.146) 

0 

Оставшаяся система — первое и третье уравнения (1.145) — 
описывает ошибки в плоскости движения. Характеристическое 
уравнение этой системы имеет вид: 

pt 2? (— a} + 202) — (02 — 02) (25-92) =0. — (1.147) 

Если o? > O4,, т. е. скорость движения объекта меньше 

первой космической, то уравнение (1.147) имеет два вещест- 
венных и два комплексных сопряженных корня: 

Ру = ty р 4а= ЕЛ, 
1 .| (1.148) 

UL, v= Vie OF = 207 + a, V 902 — 80%) 

При ®,=0 корень 1p переходит в + w V 2, корень 

+ jv—B 1. При ®,==0®%, т. е. для движущегося по 

круговой орбите спутника, и =0, у = 5. Зависимость вели- 
чин ци у при непрерывном изменении ®, представлена на 

рис. 1.9. Величина у практически не меняется во всем диа- 

пазоне 0 < ®, < в%. Будучи равной ® при @y =0 u @, =O: 

величина у достигает максимума при @, = W У 5/8. Этот макси- 

MYM равен W V 9/8 == 1,06@ 9. Величина д монотонно убывает от 

5%
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и = У 2 до 0. Она становится равной v в точке Oy = в,/У 2. 

В этой точке и == V V5/2. Следует отметить, что Ha 
участке 0 «о, < @)/2 значение и убывает едва на 0,15 своей 

of 

| de(te,) 

Wey) 
YD fo. 

wy 
V2 

Рис. 1.9. 

+—9 
“4 G 

82 

величины в точке ®, —=0. Все остальное изменение 4 проис- 
ходит на участке 5/2 KO, < Wo, где и убывает очень быстро. 

Общее решение первого и третьего уравнений (1.145) 
получается в виде: 

0х — 
1 

(и У’) (&— у) 

Ж sh p(t — 1) + у (6 — oO! + pW’) ту — t)]dt + | 

| 
ми) x (1.149) 
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t 

Нити | Ат, [(@5 — 62 — v’) chp (¢ — t) — 

— (0; — or) cos v(t — t)] dt — 

ey fa hut ия, п, [ch w(t — t) — cos v(t — t)] dt ++ 

+ rear (03 — 03+) cos ve — 
6x° +r Am) 

6 — 60° — v?) ch pt] + ~ nul aay eV 
х |v (в: — © + 2) sinvé в (9—6 —\?2) sh pt] 

02029 уу 

+ (© __ 62) (2 + у2) (u sin vf — vsh ий) + 

52 020, 
pope = (cos vt —ch ut), 

t 

20 
92 = wa | An, [сни (Е — t)—cos v (t—1)] dt 

+ rater | Mule —0) Fe) Heo 
— в (a — 0% — у) sin w(t — t)] dt — 

2ra y (в — 

we 
a fam [usin v(¢— t)— 

64090 (5 — 0.) 
У 0 y 

pv (м2 + v?) x 

. (6х +r Am) 20 

< (usin vt —vsh ut) — ripe y 

020 

wt 

—vsh Ве 

Ж (cos vt — ch pt) +- (c х 

69 

‚ (1.149) 



70 СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ 

х [7 (05 — 6? — 2) cos vt +- 

+ V? (a) — OF + и”) ch pt] — 

62° — ту [в (© — ®, — v’) sin vt — 

[ГЛ. } 

| (1.149) 

— (© — 9 —- и?) sh ut]. | 

При постоянных инструментальных погрешностях и ну- 
левых начальных условиях из формул (1.146), (1.149) по- 
лучаем: 

b= {1 я 09+ ом 
+ (05 — Oy — v’) ch м] 

2@yhv (Anz +- 2ray Amy) 

(© — ®,) (205 + 6") (Р-Р v 

бу = 5 (1 — cos вр), 

5) (usinvt — vsh uf), 

] 

(90 — 02) (и? + У?) Хх 

ж [2 (®; — oO, — v’) cos vt —- 

20, An, 

(pF v2) py 
+ Vv (05 — oy —- и”) ch м] | 

| (1.150) 

Ж (usin vt — vsh uf). | 

Если ©, < 62, то решение уравнений (1.145) при по- 
стоянных инструментальных погрешностях может быть упро- 

щено до такого вида: 

Ап An 0% . 6x = 2 (6 — =| COS Wt ++ Sin Wot — 
0 6) Oy 

An, в, V2 7/2 — 
о (5 or sap) MOV 2E+ 

-- v2 52° ch wo И?! | 

‚ (1.151)
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Any о Any bye 
dy —=— + =) COS Wot —- > SiN of, 

0 0 0 

6 Az 1 (“па 1 620 2 z=— 5 + в | 2°) cho УЗ | (1.151) 
@ 20 

620 5 --——-. sh @ 21. 
V 20, oV 

Из формул (1.146), (1.149) можно получить выражения 
для 6x, Oy, 62 в случае движения спутника по круговой орбите. 
Совершая предельный переход ®,-—>®%, приходим к таким 
формулам для этого случая: 

t 

6x = + | An, [— З®, (Е—т) + 4 sin ву (¢ —t)] dt — 
0 

0 

t t 

—r | Sm, ax — = | An, 0 — COS в (¢ — t)] at + 

0 0 

5° +r Am? 
rr ams (4 sin Wot — 3m ¢) + dx 
Wo 

+ 662° (sin Wot — wt) + Se (cos ®t — 1), | (1.152) 
0 

t 

бу = o | (An, = Wor Am,) Sin Wo (t — т) dt +- 

0 

t 

+ or | Am, COS Wp (Ё — т) dt + dy® cos Wot + 

0 

5 y°— r Am? 
+ ~ sin Wot, 

Wo J 
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\ 

t 

bz = | An, (1 — COS Wy (¢ — T)] at +- 
0 

0 
t 

1 . tay | Мое — дат ` (1.152) 

2 (5. +r Am) 

Wo 
(1 — cos @pft) ++ 

+0 
+ 020 (4 — 3 cos wt) + 52 sin Wot. 

0 

При постоянных инструментальных погрешностях и ну- 
левых начальных условиях имеем: 

6x = Ans [9-40 — cos oof) —- 
@ 0 

4r Amy 2 An 

a) 0 
= =) simone — @f), 

1 dy ——2 (Any — reg Am,) (1 — cos @)f), (1.153) 
0 

bz = РАЙ (wt — sin yt) + 
0 

An, 2r Amy 
+ —.— (1 — cos Wt) ++ 

60 
(1 — cOs Wf). 

@ 2 

1.3.4. Интегрирование уравнений первой группы для 
кеплерова движения объекта. Перейдем к кеплерову дви- 
жению объекта. Обратившись к векторному уравнению (1.92), 
можно заметить, что соответствующее ему однородное урав- 
нение может быть представлено в виде 

а2г Г (ен =) = (1.154) 

Таким образом, если считать точку О, в которой рас- 
положены чувствительные массы ньютонометров, совпадаю- 
щей с центром масс объекта, то однородное уравнение (1.92)
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будет уравнением в вариациях уравнения кеплерова движения 

объекта 

42 г 

dt2 
++ =0. (1.155) 

Общий интеграл уравнения (1.155), содержащий шесть 
произвольных постоянных, известен. На основании известной 
теоремы Пуанкаре частными решениями однородного уравне- 
ния (1.92) будут производные общего интеграла уравнения 
(1.155) по произвольным постоянным *). Общее решение неод- 
нородного уравнения может быть получено методом Лагранжа 
вариаций произвольных постоянных. 

Свяжем с плоскостью орбиты объекта трехгранник O,£.n,6.., 

совместив с ней плоскость О.» этого трехгранника. Ось О. 6, 

направим по нормали к плоскости орбиты так, чтобы дви- 
жение объекта, если смотреть с конца этой оси, происходило 
против хода часовой стрелки. Кеплерово движение (эллип- 
тическое) в плоскости орбиты определяется формулами **): 

\ 

M=v(t—?1%)+ MM, v==pha~*h, 
E--esinE= M, 

r=a(l—ecos™M), tg ЕЕ 
ев к (1.156) 

o=v-+ 0, 

sinE=+¥ a?) sin RM, 

k=l 

где @— большая полуось; е — эксцентриситет орбиты; М, 
Е, о— средняя, эксцентрическая и истинная аномалии; у — 
средняя частота обращения по орбите; с — угол между осью &, 

и радиусом-вектором г текущего местоположения объекта; 
« — угол между осью &/ и направлением на перигей; — время 

прохождения через перигей; J, — функции Бесселя. 

*) См., например, Гурса 9., Курс математического анализа, 
т. 2, Гостехиздат, 1933. 

**) См., например, Дубошин Г. Н., Небесная механика, 
Основные задачи и методы, Физматгиз, 1963.



74 СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ (ГЛ. 1 

Формулы (1.156) зависят от четырех произвольных по- 
стоянных: 19, е, а, ®. Две недостающие постоянные должны 
содержаться в определении плоскости орбиты по отношению 

Рис. 1.10. 

к системе координат О.Е 1... Зададим расположение трех- 
гранников О. „1,2, и ОЕ, И»б» (рис. 1.10) следующей таблицей 

направляющих косинусов: 

Es Nh С, 
0 e 

Е, со5В sinp (1.157) 

1, sina $11 В cosa -—sinacosB 

с — созазшв sina cosacos®. 

Тогда 

Е, =rcosocosf, |, = Г (cososinasinB + sinocosa), } (1.158) 

С, == (— с0$0 с0$ @ $11 В —- sinosing), 

где &, n,, 6, — орты соответствующих осей.
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Формулы (1.156), (1.158) дают общий интеграл уравнения 
(1.155), зависящий от шести произвольных постоянных: 7°, 
е, a, @, а, В. Не уменьшая общности, можно принять 

0—0, а—=в=0, ю==0(0)=0, (1.159) 

что упростит дальнейшие записи. 

Образуем следующие линейные комбинации производных 
радиуса-вектора г, определенного равенствами (1.156), (1.158), 
по произвольным постоянным: 

и dl or | 
Ч1 — ‘да’ 42 —щ де, 

1 др УГ or 
93 — т — 2) do aev of’ ‚ (1.160) 

—1% 9 , lor 
94 — п до’ 95 — a op’ 96 а da’ | 

Обозначим через р, полные производные векторов 4; по 

времени. Векторы 4; р; составляют, очевидно, систему част- 

ных решений уравнения (1.2). 
Спроектировав векторы 4;, р; на оси х, у, 2 орбиталь- 

ного трехгранника, ось 2 которого направлена вдоль вектора /, 
а ось у совмешена с осью О\б», образуем из этих проекций 

матрицы Аи В. Элементами матриц А и В будут: 

А =49;:.Х, Ay =49:.2, Ау = р, -х, Age = р, + 2 
(1—1, 2, 3, 4), (1.161) 

В; = Gira 5, By = Disa y @=1, 2), 

где х, у, 2— орты осей орбитального трехгранника. При 
вычислении элементов матриц A и В должны быть приняты 
во внимание равенства: 

_ 44а: dx __ 49 0 4 —,. 
=’ a 2, a =O =. | 
ИИ — 5 a __ а (1 — e?) 

oy =v=vVl—e—, ’=TLecso' | (1.162) 

; — Vea sin 

Vi-e? 



76 СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ (ГЛ. t 

Проекции уравнения (1.92) на оси орбитального трехгран- 
ника XYZ получаются из уравнений (1.107), если в них по- 
ложить ®,==0. Они могут быть записаны в форме Коши 

в виде системы четвертого порядка 

Xx) = — WyX_ + Хь, 

№2 = WyX1 НХ, 

х.=— 0 чим Am, —r Amy, (1.163) у 

Xy= yx, 28 *2 + An, + 2ra, Amy, 

где x; =0х, Xg==6zZ, и системы второго порядка 

Х5=Хь 

x= — + An, + 27 Am, +r Am, — ra, Am,, (1.164) 

где x, == dy. 

Величины X1, Xs, Хо являются проекциями Ha OCH х, у, 2 
вектора Or, а хз, Xg, Х. — проекциями вектора dr/dt. Эле- 
менты матриц А и В образуют системы линейно независимых 
решений однородных систем (1.163), (1.164), так как опре- 
делители матриц А и В являются определителями Вронского 
ЭТИХ решений и отличны от нуля: 

14| =— %2/2, |Bl=vV1—e?. 

Общее решение однородных систем (1.163), (1.164) может 
быть представлено теперь в виде 

= Дааа, 2, 3, 4), х, = Balu (i=1, 2). 

(1.165) 

Решение неоднородных уравнений (1.163), (1.164) no- 
лучается из формул (1.165) методом вариаций произвольных 

постоянных. Вводя матрицы D= A’, G=B и переходя 
OT Х1, X5, Мо снова к Ox, Oy, 02, получаем следующие вы-
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ражения для проекций вектора Or Ha оси орбитального 
триэдра *): 

` 

4 [ 1 

бх — У, “и | ((An, — 27Ат, —r Am,) Dig + 

1=1 0 

4 

+ (An, +- 2ra, Amy) О] dt ++ У Бух; 

j= 
4 [ f 

62 = У An | (Ап, —2r Amy —r Amy) Dig + 
i=] 

4 ‘ (1.166) 

+ (An, + 27, Amy) Dj4] dt + У Бух | 

2 Ч - 

бу = Ув, | (An, + 2r Am,-+rAm, __ 

1=1 0 

jJ=1 

Входящие в выражения (1.166) элементы матриц А, В 
и О, С имеют вид **): 

2 
— го, Ат.) Ср dt +- У, oy ; 

] 

A __ —dvt(1+ecos 9) 
11 = — ’ 

2V1i—e? 

__ 2+ecosv 
Ар — Т-Ресозо ПТ, 6 

2+ecosv r | (1.167) 

Ав — Т-Ресозо “OS” Аи, 
r dvte sin uv 

A = — , А = — COS VU, 

па 2Vi—e? 7 

*) Андреев В. J, Интегрирование уравнений ошибок си- 
стемы инерциальной навигации для кеплеровых движений объекта. 
Прикладная математика и механика, т. XXIX, вып. 2, 1965. 

+*) Лурье А. И., Свободное падение материальной точки 
в кабине спутника. Прикладная математика и механика, т. XXVII, 

вып. 1, 1963.
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Аз = шо, Ам =0; \ 

r г. 
By, = cos v, Bio = $119; 

D __ 2(1+.ecos v) 

13 У 1—2? 

р __ Vie е-- 2 со$ 9-е соз? vu 

23 У 1+ecosv ’ 

р =i|-} 1—e? (2+ ecosv)sinv + 
ЗУ ее 

—- a so (1 + ecose)e|, 

2-+-ecosv 

ne (1 + e cos v) 
Раз = 1 | —esing 

Vv 

a a (1 +ecosa], | (1.167) 
2e sinu Vl—e? ., 

D — о, — ’ 4 сут Dog и по 

бы |9 е? зто — 

| — 22 
— EES, (xe — cos —ecos)], 

1 ЗМ 
Dy, = ха Zp? esinv + 

|; 

V 1—e? (1 +e cos v) 

G _ _ У! @ о. 
12 У(1--ес039) 

G У 1—e?cosv 

22 v(1 + ecosv)° 

0 /-0 
Для величин C;, С;-.4 получаются выражения: 

4 ` 2 

= 2 ох, Ciya= У бе (1-168) 
jJ= j=l
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0 0 0 0 
Значения Dj3, Ом, Gio, Goo находятся из выражений 

(1.167), если в последних положить # =0, о =0. Величины 
20 0 0 
Ри, Ор, Gi, равны: 

D’, = 09. =0, 0 =1, 0% =— | 

2 1 
De= qo Doo = re ’ D3o = Dip = 0, 

0 1 0 
би =, Go, = 0. 

| (1.169) 

2 

В формулах (1.168) в соответствии с равенствами (1.163), 
(1.164), (1.162) 

x? = 6х), x3 = 62°, x3 == Ox? Vi Y - 52°, 
—е 

0 ое а оао Г (1.170) 
= — X, X= , = . X4 2 у 5 У, 46 у 

При е = 0, т. е. для круговой орбиты, 

r=a, r=0, v=o =O, ==, Oy =0, (1.171) 
y 

и формулы (1.166) переходят в полученные ранее формулы 
(1.152). 

1.3.5. Зависимость ошибок определения координат и 
ориентации объекта от основных инструментальных 
погрешностей и погрешностей начальных условий. 
В случае неподвижного в системе координат O,E. 7,6, объекта 
при постоянных инструментальных погрешностях полные 
ошибки OX, бу, 02. определения координат выражаются 
через решения (1.140) уравнений первой группы и через 
решения 

1 t t 

Oy = [ Amdt -- 6%, 9, = | Amydt + бу, 0, = | Am, ЧЕ. 
0 0 0 

(1.171a)
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уравнений второй группы, вытекающие из соотношений 

(1.123), посредством формул (1.108). При постоянных ин- 
струментальных погрешностях из равенств (1.108), (1.171а), 
(1.140), (1.141) следуют выражения: 

бхо = Ane + ry —- [ых — “2 COS Wot —- | 
© @ 0 0 

6x? А 
+ — sin @of у тг, 

0 

бу —= —- — r0e-+ (Oy —— совы + 
o Wo | (1.172) 

dy, А 
+ “@, Sin 00 —rAm,t, 

Mz + (62 4 mai) < Vot+ 
0 

92 — — 2 20 20 

+ esha V2 t | 

Ошибки OX, ду. складываются из постоянных составля- 
ющих, колеблющихся с частотой ©, Шулера (период = 84 мин), 
и из составляющих, растущих пропорционально времени. 
Количественная сторона дела такова. Парциальные ошибки 
в 1 KM вызываются: погрешностями ньютонометров An,, 

Any =8. 10° м/сек? (т.е. ==8.10-52),  погрешностями 

начальной ориентации 9%, 0) = 1,6. 107° рад (*&(0’,55), 
погрешностями начальных значений координат 6x°, dy°— 1 км, 
погрешностями начальных значений скоростей 0х0, у = 
1,25 м/сек. Чтобы ошибка, вызываемая погрешностями 
Am,, Ат, (взятые с обратным знаком свободные уходы ги- 

роскопов), не превысила | км за 1 час работы системы, 

величины Am,, Am, не должны превосходить 4,4. 10-8 1/сек 

(т. е. 0,009 °/час). 
Из третьей формулы (1.172) следует, что при длитель- 

ной работе системы ошибка OZ) растет по экспоненциальному 
закону. Таким образом, время, в течение которого инер- 
циальная система может с приемлемой точностью автономно 

y
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определять расстояние г до центра Земли, оказывается не- 
большим. Если, например, иметь в виду ошибку 022 =1 км, 
то при погрешностях ньютонометров и начальных условий, 
указанных выше при подсчете дхо, Oyo, здесь можно говорить 
о времени порядка 10—15 мин. Следует отметить, что 
в рассматриваемом случае, когда объект неподвижен, возра- 
стание ошибки 025 не сказывается на величинах ошибок 

OX, бу». , 
Ошибки определения ориентации по отношению к неиз- 

менно ориентированным осям при постоянных инструменталь - 
ных погрешностях гироскопов имеют, согласно равенствам 
(1.117), (1.171а), такой вид: 

91; —= —Ли.ё — 0%, Oy = — Ажуё — 0), ] 
1.173 

91: —= — Amt — 0%, ees) 

т.е. растут пропорционально времени. 
Ошибки ориентации по отношению к азимутально сво- 

бодному трехграннику определяются формулами (1.118), 
(1.119). При постоянных инструментальных погрешностях 
эти формулы дают: 

0 Any 1 у , ) 
— — —— — COS Wot —- 

1% roe Г oF у 

0 
— 55 SiN Wf, 

ra 

1.174 
9, = Ала ++ (8° — «= COS@t-+ | 

rao Г @ 

6х0 . 
T тв Sin Wot, 

6,2 == —Amzt — 02. J 

Из этих выражений следует, что углы 0,,, 0,,, характе- 

ризующие ошибки определения вертикали, содержат лишь 
постоянные и колеблющиеся с частотой Wp составляющие. 
Парциальные ошибки вертикали в 1’ получаются из-за: 

6 В.Д. Андреев
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_3 
погрешностей ньютонометров An,, Ап, =1,5 . 10° м/сек”, 

погрешностей 9х0, дуб — 1,8 км, погрешностей 5x9, dy? = 
== 2,3 m/cex. Угол 0,,, характеризующий ошибку определе- 
ния азимута, содержит растущую со временем составляющую. 
Это обстоятельство определяет жесткость требований к ази- 
мутальным гироскопам инерциальных систем (курсовых гиро- 
скопов, гироскопов направления). 

Ошибки ориентации по отношению к геоцентрическому 
сопровождающему трехграннику отличаются от ошибок (1.174) 
лишь тем, что третья формула заменяется в соответствии 
с равенством (1.120), т. е. в этом случае 

8 tg @, (1.175) 0,2 = — Am,t — 92 + 

где ох. берется согласно первому соотношению (1.172). 
Смысл последнего слагаемого формулы (1.175) геометрически 
очевиден: в непосредственной близости к полюсу небольшие 
ошибки определения местоположения ведут к существенным 
ошибкам определения направления на север. 

Перейдем к случаю движения объекта по дуге большого 
круга. В этом случае полные ошибки определения коорди- 
нат находятся из соотношений (1.108), в которые надо под- 
ставить Ox ду, 0 и 0,, 0,. Значения Ox, ду, 02 опреде- 
лены равенствами (1.146), (1.149), а для ошибок 0,, Oy, 0, 
из формул (1.123) получаются следующие выражения: 

0, — 0% cos yt — 92 sin wyt + 
t 

+ | [Am, cos Фу (f — т) — Ат. sin y(t — T)] at, 

0 
t 

Oy — 05 + | Amy ат, } (1.176) 
0 

0, — 0% sin Wyt + 02 cos wyt + 

+ | [Am, sin @y (Е —T) + Am, cos Wy (Е — T)] at. 

0
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При постоянных инструментальных погрешностях и по- 

CTOAHHOM значении Wy имеем. 

Ат, A 0, = (0% + о, ) cos уё + (— 62-Е mt) xX 

Ж sin oyt — Ата, 
Wy 

0, = 6) + Amyt, (1.177) 

0, = (6; +2 2.) sin ot — (— 02 +- =) х 

a 
Ж COS Myf +- | 

Для скоростей, много меньших первой `3 осмической, ИЗ 
соотношений (1.108), (1.177), (1.151) получаем следующие 
приближенные выражения для OXo, бу» 620: 

А Ап 
6x, = ка + (> — =) COS Wot + Sin Wot — 

0 0 0 

о | (28004 т) УЗ te 
30 

+b ch V2 р tr Amst 

Any rAm, Any 
OV — —— + (ay — =?) COS Wot + 

2 Wo 0 y (1.178) 
by? A +3 sin Ot — Г G + ме) COS @yf —- 

+r (02 — 

An — 
ae chaYV2¢+ 

Ат, \ . 
о, SiN Wyf, 

An 
22=— — —4 62° ian (6 

620 — 
——— sh TOV SI Wo у? t. 

J 

Выражение для 02. совпадает с третьим выражением 
(1.172). Выражение для дх. отличается от соответствующего 
выражения (1.172) лишь четвертым слагаемым. Оно показы- 

6*
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вает, что в рассматриваемом случае, в отличие от случая 
неподвижного основания, ошибка определения местоположе- 
ния объекта в направлении движения содержит экспоненци- 
ально растущие составляющие. Они имеют множителем вели- 
чину y/o. О количественном влиянии этих составляющих на 
величину OX, хорошее представление дает такой пример. 

An го 
Пусть величины и =) —— имеют TOT же порядок, 

207 Wo 

An 6.10 
что и [ox° — he ; . При этом условии, очевидно, 

@ @ 0 0 
2 0 

погрешности (62° Ли. 26%), 92 |e начнут существенно CKa- 
зываться на величине OX, лишь тогда, когда по мере роста функ- 

ЦИЙ sh Wp V2 t, спо У 2 Ёвеличины (2 V2 Wy SH Wo V2 t)/ 3p, 

(20, ch © V2 t)/ 30 примут значения, близкие к единице. 
Необходимое для этого время f, легко оценить. Если зна- 
чение @, того же порядка, что и угловая скорость враще- 

ния Земли (W/W, == W)/4 == 18), то & == 35 мин, для W/O, = 6 

(линейная скорость = 1000 м/сек) указанное время умень- 
шается до ft, = 25 мин, при W)/w, ~3 (скорость == 2000 м/сек) 
величина #1 —20 мин. Легко видеть, что использование при- 
ближенной формулы (1.178) для bx, при @,/@) = 1/3 право- 

мочно. Если принять во внимание характер изменения кор- 
ней вц и Vv характеристического уравнения (1.147) в зависи- 
мости от @, (рис. 1.9), то можно легко показать, что при- 
ближенная формула (1.178) для ох. дает удовлетворительную 
точность вплоть до 0/6 = 1/2. 

Выражение (1.178) для Oy. отличается от соответствую- 
щего выражения для случая неподвижного основания тем, 
что в нем теперь отсутствуют составляющие, растущие про- 
порционально времени. Вместо них появляются (два послед- 
них слагаемых) составляющие, колеблющиеся с частотой Oy. 
Амплитуды этих колебаний определяются отношениями 
rAm,/o,, r Am,/oy. Если потребовать, чтобы эти амплитуды не 

превосходили | км, то отношения Am,/wy, Am,/o, He должны 

превосходить величины порядка 3. 10“. При ®, =и тогда 
получим Am,, Ат, = 0,005 °/час, при ®,==6би (скорость 

=~ 2000 м/сек) Am,, Ат, == 0,025 "час, а при ®, = ®% соот- 

ветственно Am,, Ат, == 0,075 °/час.
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Ошибки ориентации определяются соотношениями (1.117)— 
(1.120), (1.151), (1.177), (1.178). Особенности зависимости: 
этих ошибок от инструментальных погрешностей и погреш- 
ностей начальных условий Te же, что и для OX, ду, OX, O,, 
0,, 0.. 

Рассмотрим зависимость ошибок определения координат 
и ориентации объекта в случае, когда он движется по кеп- 
леровой орбите. 

Для кеплерова движения объекта из формул (1.123), 
(1.125), замечая, что @1=— $10, 012==0, 091; ==с030, 
Qo) ==COSO, @==0, @23==$10, Az, =O, а ==1, @33 =0, 

o=0,, или непосредственно решая уравнения (1.96), полу- 
y 

чаем. 

t t 

0, = 0% cos | wy dt — 62 sin | фу at + 
0 0 

t—T 

+f Am, (т) cos | @y at — 

0 0 
t—t 

— Am, (т) sin | @y at | at, 
0 

t 
0 

Oy = | Amy dt +- By, + (1.179) 
0 

f t 

0, — 0, sin | wy dt +02 cos | фу at +- 
0 0 

р 1-—т 

+ | Am, (x)sin | @y dt + 
0 0 

t—T 

+ Am, (5) cos | Wy a at. 

0 
Для круговой орбиты *) и постоянных инструментальных 

*) Для эллиптических орбит малого эксцентриситета решения 
приведены в книге, указанной в сноске на стр. 58.
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погрешностей, приняв во внимание, что Wy==Vv= const, 
находим: 

0,— 0° cos vt — 02 sin vt ——^ Ais sin vt — | 

Ams (1 — cos vt), 

0, = Amyt + 0°, Г (1.180) 
0, = 90° sin vt + 0% cos vt + 

+ ses (1 —cos vt) +4 = sin vt. | 

Полные ошибки определения координат для случая движения 
объекта по эллиптической орбите получаются из формул 
(1.108), (1.166), (1.179). Для случая движения по круговой 
орбите при постоянных инструментальных погрешностях из 
формул (1.108), (1.180), (1.152) имеем (у = @,): 

6x9 = 0) 6х? +2 (4 sin vt — Bvt) + 

2520 (cos vf — 1) + + 662° (sinvt — vt) + 

212 

+ ane Exe — cos vt) — ve |+ 

rAm y . 2An, , 

—- (4 sin vt — 3vt) + —— (sin УЁ— УВ), 

—r02) cos vt + (1.181) 
An An 

Ovo = <= (ay? — > 

—- (22° + rag) sinvé, 

2 (8x9 +r Amy) 

У 
(1 —- cos vt) +- 625 — 

+0 
+ 020 (4 — 3 cos vt) 422 sin vt ++ 

“Ane 
- (vt — sin vt) + “2(1 — cos vf). j
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В правых частях равенств (1.181) отсутствуют экспонен- 
циально растущие слагаемые. В них есть лишь слагаемые, 
пропорциональные Ё и #2, причем с множителем Ё входит 
лишь инструментальная погрешность An, продольного нью- 
тонометра. 

Из соотношений (1.181), (1.180), (1.152), (1.117)—(1.119) 
получаются ошибки ориентации по отношению к неизменно 
ориентированному и орбитальному трехгранникам. Характер 
ошибок здесь полностью определяется зависимостями (1.180), 
(1.152).



Глава 2 

Инерциальные системы, в которых используется 
дополнительная информация 
о расстоянии до поверхности Земли 
(коррекция от высотомера] 

$ 2.1. Общие соображения об использовании 
дополнительной информации в инерциальных системах 

В предшествующей главе изложены основные свойства 
автономных инерциальных систем. Эти системы определяют 
необходимые для навигации и управления параметры движе- 
ния объекта по информации, содержащейся в показаниях 
лишь инерциальных чувствительных элементов: ньютономе- 
тров и гироскопов. Какая-либо дополнительная информация 
при этом не используется, если не говорить, конечно, о 
начальных условиях работы инерциальной системы, которые 
считаются известными. 

Уравнения ошибок инерциальных систем, выписанные 
в предыдущей главе, определяют устойчивость работы авто- 

номных инерциальных навигационных систем. Их решения 
дают связь между ошибками определения навигационных па- 
раметров, с одной стороны, и инструментальными погреш- 
ностями элементов и погрешностями задания начальных усло- 
вий, с другой. 

Из решений уравнений ошибок вытекает, что длительная 
работа автономной инерциальной системы с сохранением точ- 
ности определения ею навигационных параметров невозможна. 
Полные ошибки определения координат и ошибки ориентации 
со временем растут. При движении объекта с малыми ско- 
ростями ошибки определения координат растут по экспонен- 
циальному закону, при кеплеровых движениях их рост ха- 
рактеризуется квадратичной функцией времени. Ошибки 
определения параметров ориентации также растут, в лучшем 
случае, как линейные функции времени. 

Пусть к инерциальной системе предъявлены некоторые 
требования по точности определения координат в течение 
некоторого заданного времени ее непрерывной работы. Тогда, 
зная зависимость ее ошибок от инструментальных погреш-
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ностей и погрешностей начальных условий, всегда можно 
предъявить такие требования к точности элементов системы 
и точности задания начальных условий, что они обеспечат 
заданную точность работы инерциальной системы и с учетом 
роста ошибок во времени. Однако требования к точности 

элементов и начальных условий могут оказаться при этом такими 

жесткими, что практически им нельзя будет удовлетворить. 
Выход из указанного затруднения можно найти в исполь- 

зовании дополнительной информации, т. е. в коррекции 
инерциальных систем от сторонних источников информации. 
Такого рода источниками информации могут быть: высота 
объекта над поверхностью Земли, измеренная барометриче- 
ским или радиовысотомером; скорость объекта по отношению 
к поверхности Земли, полученная с помощью допплеровского 
измерителя скорости или лага; координаты объекта по отно- 
шению к Земле, определенные радионавигационной системой 
или посредством радиолокатора, и т. д. Для коррекции работы 
гироскопических устройств инерциальной системы может быть 
использована астрономическая коррекция, т. е., в конечном 
счете, сравнение ориентации гироскопов с направлениями на 
звезды и планеты, или коррекция, основанная на определении 
направлений на известные точки земной поверхности или 
движущиеся объекты (например, искусственные спутники 
Земли), движение которых по отношению к Земле известно 
с необходимой точностью. 

Простейший способ использования дополнительной инфор- 
мации можно мыслить себе таким образом. Время от вре- 
мени показания инерциальной системы сравниваются со зна- 
чениями навигационных параметров, полученными из других 
источников информации, и корректируются по этим значе- 
ниям. В этом случае не затрагиваются источники погрешно- 
стей и динамические процессы в инерциальной системе. 
Интервал между коррекциями определяется временем, в тече- 
ние которого приращения ошибок инерциальной системы не 
выходят за рамки допустимых величин. Так как ошибки 
инерциальной системы растут со временем, по меньшей мере 

как квадратичные функции, то при одном и том же значении 
приращений ошибок интервалы между сеансами коррекции 
должны быстро убывать со временем. При таком решении 
задачи коррекции инерциальная система превращается по 
существу в устройство, которое в течение сравнительно
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непродолжительного времени хранит точную информацию 
о навигационных параметрах, полученную из сторонних источ- 
ников. Непрерывная же коррекция не имеет в этом случае 
смысла. Таким образом, простое исправление время от вре- 
мени показаний инерциальной системы не ведет, естественно, 
к появлению каких-либо новых эффектов, которые не наблю- 
даются в автономных инерциальных системах. 

Дальнейшее развитие принципа коррекции можно пред- 
ставлять себе следующим образом. Время от времени испра- 
вляются показания инерциальной системы. Одновременно 
с этим инерциальная система устанавливается в такое поло- 
жение, как если бы момент коррекции был моментом начала 
ее работы. Ошибки, накопленные инерциальной системой, 
при таком способе коррекции уничтожаются. Интервалы 
между коррекциями могут быть равными друг другу. Про- 
цедура описанного способа коррекции ничем не отличается 
от начальной подготовки системы к работе, если иметь в виду 
подготовку на подвижном объекте. Как и в предшествующем 
случае, непрерывная коррекция теряет здесь смысл. 

Второй способ коррекции, как и первый, не затрагивает 
структуры инерциальной системы, алгоритма ее работы, ypaB-- 
нений ошибок (кроме их начальных условий), источников 

ошибок и динамики образования ошибок. Оба эти способа 
не приводят к появлению каких-либо новых качеств инер- 
циальной системы. Методы анализа работы системы при этих 
способах коррекции ничем не отличаются от методов иссле- 
дования инерциальных систем без коррекции. 

Гораздо более интересными оказываются другие способы 
использования дополнительной информации, когда с ее по- 
мощью изменяется сам алгоритм работы инерциальной си- 
стемы. Это ведет прежде всего к тому, что вместе с алго- 
ритмом (уравнениями идеальной работы) меняется и структура 
уравнений ошибок, т. е. в конечном счете характер зависи- 
мости ошибок от погрешностей элементов и начальных усло- 
вий. Такие способы коррекции предполагают, разумеется, 
использование сторонней информации в течение достаточно 
длительного времени или даже в течение всего времени ра- 
боты инерциальной системы. 

Пусть инерциальная система определяет некоторые коор- 
динаты х!, x2, x3 объекта. Пусть, далее, по информации от 
дополнительных источников мы можем непрерывно вычислять
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одну из координат, например х’, независимо от работы инер- 

циальной системы. Тогда можно, очевидно, использовать вы- 

численное значение координаты ях! для формирования тех 

членов уравнений идеальной работы инерциальной системы, 

в которые эта координата входит. Продифференцировав x}, 

можно формировать и члены, содержащие скорость х! изме- 
нения %!. Наоборот, если известна из сторонних источников 

информации скорость изменения х!, то, проинтегрировав ее, 
получим #1. 

Здесь возникают две возможности. Можно сформировать 

в уравнениях идеальной работы все члены, содержащие х!, %!. 
Тогда задача инерциальной системы становится двумерной. 
Становится ненужным ньютонометр, направление оси чувстви- 
тельности которого совпадает с нормалью к координатной 
поверхности х! = сопз1. Из уравнений ошибок инерциальной 

системы выпадает тогда уравнение, содержащее Ox!. В двух 

остальных уравнениях члены, содержащие dx!, бл, перейдут 
в правые части. Они будут теперь известными функциями 
времени, если, конечно, считать заданными во времени (де- 
терминированными или случайными функциями времени) по- 

грешности определения х!, х! из сторонней информации. 
Можно, напротив, сформировать в уравнениях идеальной 

работы по дополнительной информации не все члены, содер- 

жащие x, x}, а лишь некоторые из них. Именно Te, которые 
обусловливают появление в уравнениях ошибок членов с Ox}, 

6x!, придающих уравнениям ошибок свойства, от которых 
по тем или иным причинам полезно избавиться. Система 
остается в этом случае трехмерной, т. е. в ее составе остаются 
все три ньютонометра. Уравнения ошибок определения коор- 
динат сохраняют свой порядок. Разница будет лишь в том, 

что теперь часть членов с Ox!, dx! переносится вправо и 
перестает входить в однородные уравнения ошибок. Как мы 
увидим в дальнейшем, к интересным результатам могут при- 
вести оба из описанных способов непрерывного использования 

дополнительной информации о величинах x}, #1. 
Если из дополнительных источников информации известна 

не одна координата, а две, например x! и x*, и их произ- 
водные по времени, то описанную выше процедуру можно 
распространить на обе эти координаты. Формируя все члены
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в уравнениях идеальной работы по данным источника допол- 

нительной информации, можно прийти к одномерной задаче; 

оставляя некоторые из этих членов, — к двумерной или, на- 

конец, сохранить инерциальную систему трехмерной. 

В предшествующих рассуждениях мы предполагали из- 

вестными координаты x}, х?. Дело нисколько не меняется, 

если из сторонних источников известны не сами координаты 

х!, “2, а одна или две связи вида 

F(x}, x’, x3, В) =0, (2.1) 

наложенные на все три координаты. Далее, мы говорили лишь 
о привлечении информации о координатах объекта и на этом 
основании пришли к выводу, что в системе могут остаться 
два или даже один ньютонометр. Аналогично можно исполь- 
зовать информацию OO ориентации. Тогда можно говорить 
о сохранении в системе двух или лишь одного гироскопа. 
Впрочем, здесь надо помнить, что двух гироскопов доста- 
точно для задания ориентации и без использования дополни- 
тельных сведений. 

Основной особенностью описанного способа использова- 
ния дополнительной информации в работе инерциальных си- 
стем является, как уже было отмечено, непрерывное участие 
этой информации в формировании уравнений идеальной ра- 
боты инерциальных систем и зависимость структуры уравне- 
ний ошибок от способа использования информации. Речь 
идет, таким образом, не столько о коррекции работы инер- 
циальных систем, сколько о работе некоторых комплексных 
систем, в которые входят и устройства, посредством которых 
получается «дополнительная» информация. В общем случае 
такая система теряет автономность, свойственную чисто инер- 
циальной системе. 

Здесь, однако, не надо забывать о следующем обстоя- 
тельстве. Выше, когда говорилось об информации о коорди- 
натах х!, %*, неявно подразумевалось, что эта информация 
предполагает связь системы с внешним миром. Например, 
что она получается с помошью радиосредств. Но возможны 
другие варианты: возможно использование информации такого 
вида, который не требует связи с внешним миром. Тогда 
автономность системы не нарушается и система может даже 
остаться чисто инерциальной.
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В качестве примера можно указать на движение корабля 
по поверхности океана. Для определения его положения 
в системе координат, связанной с Землей, а следовательно, 
и в системе координат О 2123, движение Земли по отноше- 
нию к которой известно, достаточно задать две координаты 
местоположения корабля на поверхности Земли, которыми 
могут быть, например, географические широта и долгота. 
Третья координата — расстояние корабля от центра Земли — 
является функцией двух первых. Если бы определяемыми 
координатами были некоторые другие координаты x}, x7, x3, 
так что поверхность земного эллипсоида не совпадала бы ни 
< одной из координатных поверхностей 

%!'==const, %*%—const, ХЗ == const, (2.2) 

то уравнение земного эллипсоида давало бы связь этих KO- 
ординат вида (2.1). Здесь в структуре инерциальной системы 
может быть использована информация о форме поверхности 
Земли, вблизи которой движется корабль. Из уравнений си- 
стемы может быть исключена одна из переменных, и система 
может быть упрощена до двумерной. В то же время она 
остается автономной и чисто инерциальной. 

Приведенный пример можно развить дальше. Пусть объект 
движется так, что его высота над поверхностью Земли является 
известной функцией времени. Тогда автономность инерциаль- 
ной системы также сохраняется. Наконец, если изменение 
высоты в функции времени неизвестно заранее, но высота 
может быть измерена в процессе движения автономно (на- 
пример, барометрическим высотомером), то совокупность 
«инерциальная система — высотомер» оказывается автономной 
системой. 

В связи с последним примером можно высказать и более 
общие соображения. Пусть известна приближенная траектория 
движения объекта или поверхность, вблизи которой он дви- 
жется. Это обстоятельство также может быть использовано 
как дополнительная информация. В самом деле, тогда может 
случиться, что отдельные члены уравнений идеальной работы 
инерциальной системы малы по сравнению с другими. Поэтому 
их можно либо отбросить вовсе, либо сформировать как 
функции времени по приближенным значениям параметров, 
определяющих движение объекта. Из однородных уравнений 
ошибок исчезнут тогда вариации соответствующих членов.
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В правые же части войдут разности между их истинными и 
приближенными значениями. Эти разности можно считать 
известными функциями времени в том смысле, что можно их 
тем или иным образом задать при анализе уравнений ошибок. 

При оценке того, какие слагаемые уравнений идеальной 

работы можно отбросить, недостаточно, конечно, малости их 
по сравнению с другими слагаемыми. Надо оценить и прямую 
ошибку, к которой ведет пренебрежение теми или иными 
слагаемыми. Если она существенно меньше, чем заданная 
точность системы, или, во всяком случае, существенно меньше 
ошибок, вызываемых инструментальными погрешностями, то 
тогда только соответствующее слагаемое уравнений идеаль- 
ной работы можно не учитывать. Здесь следует остановиться 
еще на одном вопросе, который тесно связан с уже затро- 
нутыми. Может случиться, что среди слагаемых, входящих 
в уравнения определения координат или параметров ориента- 
ции, нет членов, пренебрежение которыми приводит к малой 
ошибке, но вариации некоторых членов существенно меньше, 
чем инструментальные погрешности. Тогда можно упростить 
уравнения ошибок, отбросив вариации этих членов. 

Полезно обратить внимание на следующее обстоятельство. 
Из высказанных в настоящем параграфе ‘соображений 06 
использовании дополнительной информации вытекает, что во 
всех случаях изменение структуры уравнений ошибок имеет 
одно общее свойство, а именно: из однородных уравнений 
ошибок выпадают те или иные слагаемые. Новых же не при- 
бавляется. В настоящей главе мы ограничимся именно этими 
случаями. Разумеется, уже сейчас можно предвидеть, что 
возможно И такое использование дополнительной информации, 
когда в уравнениях ошибок образуются новые члены, кото- 
рых нет в уравнениях ошибок чисто инерциальной системы. 
К анализу такого рода возможностей мы обратимся в сле- 
дующих главах. 

Основной задачей, которая будет рассмотрена в после- 
дующих параграфах этой главы, является анализ возможно- 
стей и эффектов, возникающих при использовании в инер- 
циальной системе информации типа связи (2.1), налагаемой 
на координаты объекта. 

При этом мы ограничимся в основном случаем, когда эта 
связь вытекает из дополнительной информации о расстоянии 
от объекта до поверхности Земли. В качестве наиболее про-
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стого случая здесь можно говорить о задании как функции 
времени расстояния г от объекта до центра Земли. 

Ограничение случаем информации о расстоянии от объекта 
до поверхности Земли не приводит к существенному умень- 
шению общности рассмотрения. В то же время этот случай 
позволяет установить ряд интересных в практическом отно- 
шении эффектов и особенностей, свойственных лишь ему. 

Специфичность задания расстояния г от объекта до центра 
Земли состоит в том, что мы рассматриваем работу инер- 
циальной системы в поле тяготения Земли. Оно близко 
к сферическому. Его свойства определяются в основном рас- 
стоянием рассматриваемой точки от центра Земли. При ана- 
лизе уравнений ошибок было в то же время выяснено, что 
наибольшие неприятности, с точки зрения обеспечения устой- 
чивости работы инергиальной системы, возникают именно из- 
за того, что в задачу системы входит определение г. Фор- 
мирование в уравнениях идеальной работы напряженности 
поля тяготения с использованием величины г, найденной са- 
мой инерциальной системой, как раз и приводит к появлению 

в решениях уравнений ошибок быстро растущих экспонен- 
циальных и степенных функций времени. 

Использование информации о расстоянии до поверхности 
Земли позволяет в большой степени обойти указанные затруд- 

нения. 

$ 2.2. Уравнения идеальной работы и уравнения ошибок 
инерциальных систем, корректируемых от высотомера 

2.2.1. Схемы с тремя ньютонометрами (акселеромет- 
рами). Пусть известно расстояние между движущимся объек- 
том и поверхностью уровенного эллипсоида, т. е. высота A 
над уровнем океана. Из равенств (1.8а) тогда 

=V = —e? sin? © +h) со ae +4] р 3) 

Значит, задание Й означает задание расстояния г от 
объекта до центра Земли в функции географической широты @’.
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Рассмотрим схему системы инерциальной навигации, в ко- 
торой сохранены все три ньютонометра, но входящая в урав- 
нения идеальной работы напряженность сферической соста- 
вляющей поля тяготения Земли формируется с использованием 
равенства (2.3). 

Уравнения идеальной работы такой схемы сохраняют 
в основном TOT же вид, что -и уравнения идеальной работы 
автономных инерциальных систем, приведенные в § 1.1. 
К ним надо добавить лишь равенство (2.3) и выбранные 
надлежащим образом соотношения для выражения @’ через 
определяемые системой координаты. Так, к уравнениям (1.36), 
(1.38) — (1.40) кроме формулы (2.3) надо добавить третье 
равенство (1.8a) 

— а(1— e?) о 4 
С т +h] sing’ (2.4) 

Аналогичные же изменения произойдут в уравнениях 
идеальной работы (1.54) — (1.58) инерциальных систем, опре- 
деляющих криволинейные координаты. К ним добавится соот- 
ношение (2.4), где теперь 

C= C(x), x2, x3, В. (2.5) 

Проще всего обстоит дело, очевидно, в случае, когда’ 
определяемыми координатами будут географические. Так Kak h 
является одной из географических координат, то к уравне- 
ниям идеальной работы (1.91) автономной инерциальной си- 
стемы, определяющей географические координаты, добавится 
лишь формула (2.3), да и то лишь в том случае, если проек- 
ции £,, &,, входящие в уравнения (1.91), взяты как функ- 

ЦИИ Г, а He fh. 
Если инерциальная система определяет геоцентрические ко- 

ординаты, то для отыскания ф’ служит первое равенство (1.13). 
Для ортодромических координат добавляется еще третья фор- 
мула (1.18). 

Если определяются сферические криволинейные` коорди- 
наты, а ньютонометры ориентированы по векторам взаимного 
базиса г’, то, взяв 

% = Г, (2.6)
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будем иметь 

ES — r f° (x2, 23, 2), (2.7) 

где функции f° суть направляющие косинусы радиуса-век- 
тора г по отношению к осям Ё, а x7, 43 — криволинейные 
координаты на сфере радиуса г. Из уравнений (1.54) получим 
тогда для $ = 1: 

t 

a | [а (Гей аж 
0 

+I} — &-—grad'en})| dt +-%} (0), $ (2.8) 
t 

4) = | ии! (0). 
0 

Здесь функция = определена равенством 

2 == втаа У = — 5 + grade, (2.9) 

т. e. e€(y, 12, 1°) — силовая функция несферической соста- 
вляющей поля тяготения Земли. 

Для s=2, 3 в формулах (1.54) надо лишь заменить 

величины grad’ Vy на отаЧ'ету. 
Выясним теперь, как изменятся уравнения ошибок инер- 

циальной системы при рассматриваемом способе использова - 
ния внешней информации о величине #. Для этого вспомним, 
что первая группа (1.95) уравнений ошибок автономной инер- 
циальной системы получена проектированием на оси подвиж- 
ного трехгранника хух векторного уравнения (1.92) 

42 ér uor 
3 ie r 

__ иг 3r-or 
r3 re 

—An—-Am (Am Ж р). (2.10) 

Если значение г, полученное из соотношения (2.3), 
используется в уравнениях идеальной работы лишь для фор- 
мирования отношения |1/73, а именно об этом варианте идет 

7 В. Д. Андреев
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сейчас речь, то в уравнении (2.10) изменится лишь последнее 
слагаемое левой части, которое содержит множителем выра- 
жение 

3r - or 1 1 l 
_ (+) = ирыв— (2.11) 

Теперь это выражение примет вид 

1 ЗАг (=) =— с, (2.12) 

причем 

Ar = 97 An 4+ 2” бд (2.13) 
oh og’ , | 

or Or 
где производные OA И 967 вычислены в соответствии с ра- 

венством (2.3). 
Ввиду малости е равенство (2.3) можно заменить прибли- 

женным 

=а-- в — зае? зи". (2.14) 

откуда 
Ar —= АА -- ае? sing’ cosq’ bp’. (2.15) 

Величина ае?6ф’ имеет тот же порядок малости, что и 
величины е?6х, е?6у, е*02. В то же время при выводе урав- 
нения (2.10), из которого мы сейчас исходим, была отбро- 
шена по малости вариация несферической составляющей поля 

тяготения. Эта вариация также сводится к величинам, про- 
порциональным e76x, е?бу, е?02. Поэтому в формуле (2.15) 
можно пренебречь вторым слагаемым. 

С учетом сказанного вместо уравнеипия {2 19) получим 
следующее: 

42 or ибг 

dt? Е rs 

—_ dr d Зиг Аг \} (2.15а) = An — Am жж — yz (Am XK + a 

(Ar = Ah), 

где Ай — погрешность информации о расстоянии до поверх- 
ности Земли.
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В проекциях на оси сопровождающего трехгранника XYZ. 

ось 2 которого совпадает с г, уравнение (2.15a) дает: 

ox +(4 —9? — 0? вх (о, —@,) by — 

— 20, dy + (@,0, + @,)6z + 20,62 = 

—=An,—r Amy — 2r Am, —-ro,Am,—ro,Am,, 

by + (a? —. a? | dy + (a0, — ®,) dz -— 

—- 20, 62 + (@yo, + @,) 5x + 20, 6% = 

= An,-+ 27Ат,--гАт, —го,Ат, — ro, Amy, 

éz + es — 0? — о? bz —- (0,0, — 0) dx — 

| (2.16) 

, 

— 2, bx + (0,0, +t-o,) dy + 20, бу= 

= An, + 2r(w,Am, + ®,Ат,)-- 

(Ar = Ah). 

Зи Ar 
r3 

@ 

Вторая группа уравнений ошибок (1.96), соотношения 
(1.97), (1.116) и вытекающие из них сохраняют в рассматри- 
ваемом случае тот же вид, что и для автономных инерциаль- 
ных систем. 

2.2.2. Схемы "с двумя ньютонометрами. Если известно 
расстояние й до поверхности Земли, TO, как уже говорилось 
выше, в схеме инерциальной навигации можно обойтись лишь 
двумя ньютонометрами. Действительно, знание A означает, 
что известна связь вида (2.1), благодаря которой можно 
выразить одну из трех координат, определяющих местополо- 
жение объекта, через две остальные. А для отыскания этих 
последних достаточно, очевидно, двух ньютонометров. 

Наиболее естественными оказываются при этом схемы, 
в которых два ньютонометра расположены в плоскости, близ- 
кой к касательной плоскости к поверхности Й = const. 

Примерами такого рода схем будут схемы с двумя нью- 
тонометрами, расположенными в плоскости геоцентрического 
горизонта. 

7*
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Пусть определяются декартовы координаты &, 1, 6. Пусть 
ось 2 платформы инерциальной системы в невозмущенном 
положении совпадает с направлением радиуса-вектора г, 
а ньютонометры п,, п, расположены по осям x, у платформы. 
Уравнения идеальной работы схемы получаются тогда из 
уравнений автономной инерциальной системы (1.36), (1.38), 
(1.39) следующим образом. Отбрасываются проекции уравне- 
ний (1.36) на ось 2. В проекциях Ha оси х и у полагается 
— у=0, 2==,, в результате чего получается: 

` t 
9, = | (ту, тю, + 8,) at +0, 

0 
t ` (2.17) 

Vy = | (п, — mv, + m,v,+ 8) dt + v}, 
0 

Uy—= Myf, Vy=—M,r, 9, ЕЕГ. | 

Векторные уравнения (1.38) проектируются на все три 
оси x, y u 2. В результате получаются скалярные уравнения 
для определения направляющих косинусов В; : 

t 

вы — [ [Bio (Me) — Въ (My —%)] @е +B 
0 

t 

Bio = | [Bis (т, — 4,) Ви (т, _ u,)| dt + Bip (2.18) 
0 

t 

Вз = | [Ви (т, —#,) —Вь (т, — ut ,)| dt +- Bi 
0 

(i=1, 2, 3). 

В этих уравнениях величины My, т, вычисляются в COOT- 
ветствии с третьим и четвертым равенствами (2.17). Вели- 
чина т, произвольна и определяется выбором ориентации 
осей x, ув плоскости, нормальной к г. Далее, в соотноше- 
ниях (2.18) 

Их = ИВ, Uy == ИВ, Ш, = ИВзз. (2.19)
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Уравнения (1.39) сохраняют силу. С их помощью нахо- 
дятся координаты &, 1, С согласно равенствам 

& =В13”, М==Вог, б==ВзГ. (2.20) 

Проекции &,, Sy, входящие в подынтегральные выражения 
первых двух уравнений (2.17), находятся по формулам: 

д a] д ) =F bu t+ 5 Ba +g Bar 
a] д 0 . 

y= Е Ва - Fy Bat Е Bao» | (2.21) 

e =e(E, 1, 0). | 

К уравнениям (2.17) — (2.21) присоединяются соотношения 
(2.3), (2.4). Кроме того, если основой схемы является ста- 
билизированная платформа, а трехгранник хуг ориентируется 
относительно нее, то вычисляются направляющие косинусы O,;; 
между осями стабилизированной платформы и осями х, у, 2. 
Для этого используется таблица направляющих косинусов (1.7) 
между осями Ё, 1, Си осями &, n,, б,. Последние, в част- 
ности, могут совпадать с осями стабилизированной платформы. 
Если же основой кинематической схемы системы взята упра- 
вляемая гирорама, то управляющие моменты формируются 
в соответствии с уравнениями (1.42) в таком виде: 

М, =— Нот», М. =Нт,, М —=— Н.т.. (2.22) 

В случае сферических криволинейных координат для 
получения уравнений идеальной работы системы с двумя 
ньютонометрами можно также воспользоваться уравнениями 
(1.54) — (1.58) автономных систем. Для ортогональных сфе- 
рических координат можно, очевидно, исходить также и из 
уравнений (1.61), (1.55), (1.57), (1.62) или (1.67), (1.69), 
(1.70), (1.64), (1.42). В указанных уравнениях надо лишь 
отбросить те соотношения, которые служат для определения 
х! =, ав остальных величину %! заменить на ее выражение, 
вытекающее из равенства (2.3). Кроме того, надо добавить 
соотношение, аналогичное (2.4), которое связывало бы криво- 
линейные сферические координаты #2, x%3 с географической 
широтой ф’, входящей в формулу (2.3).
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Для ортодромических координат вместо уравнений (1.81) 
получим, например, такие уравнения: 

t 

9х — | (", 9,0, 7 ro, + 8) at + UN 
0 

t 

vy = | (n, —v,0,+ro,+8,)dt+ 0%, 

s=| [®, + # (Bg; Sin 2 cos S +- 
COS = 

0 

| Ayo sin z sin $ — Взз cos z)] dt + $0, 
t 

z= | [— wo, + 4(— Bq, sin S + Вэ с0$5)] dt + 2°, 

0 
+ (2,23) 

и . 

O, = Wy tg 2+ —— (Вз1 cos S + Вз2 $15), 

1 
=, (Г, Mas © (— Вз: Sin S + Вз2 cos 5), 

1 . 
8,=8,, (Г, ®) 05 ф (— Bg, sin 2 cos $ — 

— Взо sin z зто + Взз cos 2), 

sing == Вз1 cos & cosS + fa cos & sin S ++ Взз Sin 2, 

М; —=— Ню, М! = Но, Me — — Н.®,, 

2 

tgg—=[1 — ae | tg’, 
5$ | ath (1 — е? sin? og’) 5? 

r= а (1 — е?) a | sin ф’ 

| (1 — e? sin? $’) sin ф. 

Для упрощения записи в уравнениях (2.23), в отличие 
от уравнений (1.81), оси сопровождающего трехгранника 
геоцентрической координатной сетки обозначены не через Xz, 

уз, 23, а через x, у, г. Последние два равенства (2.23)
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равносильны равенствам (2.3) — (2.5). Функция Vy, — проек- 
ция папряжеиности поля тяготения Земли Ha касательное 
к геоцентрическому меридиану направление, Эта функция 
задана первой формулой (1.27). 

Уравнения идеальной работы в геоцентрических коорди- 
натах получаются из уравнений (2.23), если в последних 
ПОЛОЖИТЬ 

= О, $ = А, 

oe (2.24) 
B31 = Вз2 = 9, Взз = 1. 

Тогда выпалают восьмое и десятое уравнения (2.23), 
а остальные принимают вид: 

—__ } __ . 0 ‚= | (1, Vy@ го) dt -+ vy, 

0 
t 

— _ Lopg@ cb. 9 9, = | (п v,0, + ro, + gy) 4-5), 
0 

Vy Uy 
On = Oy = 

‚о (2.25) 
ф — — | ©, dt + °°, 

0 

Oz = Wy ЮФ, Ey= 8), (г, (p), 

Му = — How, Mi= May, 
МУ = — Hy, 

tzg~=]1— ae lt 
=? u + it (1 — é? sin? gy’) SP: 

r=| a(l—e?) _. й sin g’ 

(1 — e? sin? 9’)? sing — 

Выше обсуждены уравнения идеальной работы схем 
С двумя пьютопометрами, расположенными в плоскости гео- 
центрического горизонта (нормальной к рациусу-вектору Г), 
Можно, как уже отмечалось, расположить ньютонометры
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в плоскости географического горизонта (касательной к по- 
верхности #—const). Простейшей схемой такого рода будет 
схема, определяющая географические координаты и построен- 
ная на основе управляемой гирорамы, оси х и у которой 
ориентированы по странам света. Так как поступающая от 
высотомера величина A является в этом случае одной из 
координат, то соответствующие уравнения идеальной работы 
получаются из соотношений (1.91), если в последних опустить 

третье и четвертое равенства, служащие для отыскания A 
и A. Присоединяя равенства (1.13) и заменяя индексацию 
осей на «x», «у», «2», приходим к следующей системе 
уравнений: 

{ \ 

9, = | (1, V0, — hoy) dt+-v°, 
0 

t 

v= | (n, + ho, —v,0, + 8,) dt +0, 
0 

Vy Vy 
O.=— У=т., O, = a, tg Ф,, 

t 

gp =— | o,dt+9", 
0 

t 

А — [2 — и) dt +29 (2.96) 
cos @’ | 

0 
a 

— A, 
72 V 1—e? $112 g’ + 

а (1 — e?) 
f.== ; h, 

3 (1 — e? sin? 9’)? + 

Му = Но», Mr=Hyoy, Му =— Hz, 

Sy=— 8, (Г, Ф) п (Ф' —g)+ 8, (Г, $) cos (ф'’—Ф), 
ae? 

tg o—]1— tg op’, 
=? Tn ana | B® 

a (1 —e?) sin @’ — h|: 
7 [на т sin@ °
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Разумеется, для определения величины ф’б— ф, входящей 
в выражение для &,, можно воспользоваться равенством (1.15), 
являющимся следствием двух последних формул (2.26). 

Получим уравнения ошибок схем с двумя ньютонометрами, 
в невозмущенном положении расположенными в плоскости 
геоцентрического горизонта. 

Первую группу уравнений ошибок в проекциях на оси 
сопровождающего трехгранника ху2, ось 2 которого на- 
правлена по геоцентрической вертикали (вдоль Г), можно, 
очевидно, сразу получить из системы (2.16). Для этого надо 
отбросить третье уравнение этой системы, а в первых двух 
положить 

В результате получим систему дифференциальных урав- 
нений четвертого порядка: 

oo и, . . ) 
6x (4 — of — с? dx + (0,0, — @,)dy— 20, dy = 

=-—Ar(@,@, + о,) — 2Аго, + An, — гАт, — 

— 2r Ат, -—го,Ат, — го, Ат», 

dy + (+- 0 — о dy + (ao, ++ @,) 6х + 20, 6x = 

— Ar (0, — w@yo,) + 2Aro, + Any + Or Am, + 

+ rAm,— roy Ат, — го, Amy. 

‚ (2.28) 

По поводу этих уравнений следует сделать одно уточ- 
няющее замечание. Мы получили их, положив в первых 

двух уравнениях (2.16) 

бг — Аг. 

Это равенство справедливо для малых Ox, OY, когда их 

квадратами можно пренебречь (как и квадратами 02 H Ar). 

Действительно, из тождества 

x? yet 22 — r2 (2.29) 

вытекает (в невозмущенном положении x—=y=—0, z—r) 

(6x)? + (dy)? + (62)? + 27 6z = 2r Ar +-(Ar)?, (2.30)
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откуда, если пренебречь квадратами, и вытекает равен- 
ство 02 =Ауи. 

Если иметь в виду не только первое приближение, то 
вместо уравнений (2.28) следует взять нелинейную систему, 
образованную первыми двумя уравнениями (2.16) и соотно- 
шением (2.30): 

/ 

bx (3 — © —- с? | dx + (0,0, -- o,) бу— ; 

— 20, dy -+ (0,0, + Wy) 02+ 20, 52 == 

—=Ан,—гАт, — 2r Am, -- го, Ат, -- го, Ат. 

ВН — в -- a) by + (0 Oo, — 0,) 62 — 
Г у = 

(2.31) 

— 20,52 + (ayo, + ®,) 6x + 20, 6х = 

== An, + or Am, + rAm, — го, Am, — ro, Amy, 

(6x)? + (dy)? + (62)? + 27 Oz = 2r Ar + (Ary. | 

Можно показать, что уравнения (2.28) являются первой 
группой уравнений ошибок и для схем с двумя ньютономет- 
рами, расположенными в плоскости не геоцентрического, а 
географического горизонта. Это следует из‘того, что соот- 
ветствующие уравнения идеальной работы различаются членами 
первого порядка малости (содержащими множителем е?). 
Поэтому уравнения ошибок (уравнения в вариациях) будут 
различаться членами второго порядка малости и, значит, 
в первом приближении сохранят свой вид. 

Уравнения (2.28) или уравнения (2.31) образуют первую 
группу уравнений ошибок схем с двумя ньютонометрами. 
Вторая группа уравпений ошибок (1.96), формулы (1.97), 
(1.116) для полных ошибок координат и ошибок ориентации 

(а также соотношения, вытекающие из этих формул} сохра- 
HAIOT TOT же вид, что и для автономных иперциальных 
систем. 

В заключение настоящего раздела отметим одно важное 
свойство уравнений (2.28) или (2.31). Эти уравнения сохра- 
няют свой вид при повороте трехгранника ху на произволь- 
ный угол 9 вокруг оси 2, т. е. допускают группу вращений 

вокруг оси г. Указанное свойство уравнений (2.28) непо- 
средственно вытекает из произвольности @&, = т, в уравне- 
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ниях идеальной работы (2.17), (2.18), (2.22). Оно может быть 
установлено и прямым вычислением, для чего достаточно сде- 
лать в уравнениях (2.28), (2.31) замену переменных 

dx — dx’ cos 0 — ду’ sind, 
2.32) 

dy = 6x’ sind + by’ cos. ( 

Подставим, например, выражения (2.32) вариаций Ox, ду 
через Ox’, Oy’ в уравнения (2.28). Затем умножим первое из 
полученных уравнений на cos, второе на $11 и сложим. 
В результате получим уравнение, отличающееся от первого 
уравнения (2.28) лишь тем, что теперь вместо OX, ду, ®,, 

/ @y, @,, An,, Any, Ат, Ат, Ат, в нем будут стоять 6x’, 
ду’, We, Фу’, ©", Any, Any’, Amy, Amy, Amz’. 

Значения O,., @,, выражаются через ®, и ®, формулами 

Or =, cost-+ wy sind, 
| (2.33) 

Фу" == — @, sind-+ wy cost. 

Аналогично выражаются An,, Any через Any, Any, 
а также Amy, Amy через Am,, Amy. Наконец, 

Wz" —=o,+%, Am, = Amy. (2.334) 

Далее, умножив после подстановки (2.32) первое уравне- 
ние (2.28) на — 5119, второе на cos? и сложив, придем 
к уравнению, получающемуся из второго уравнения (2.28) 
заменой индексов «x», «у», «2» на «х’», «у’», «2’». Таким же 
образом доказывается справедливость высказанного утверж- 
дения и в отношении уравнений (2.31), так как в этом слу- 
чае, очевидно, 

62’ = да. (2.34) 

Инвариантность уравнений (2.28), (2.31) относительно 
поворота трехгранника ху2 вокруг направления геоцентри- 
ческой вертикали (оси 2) позволяет при их анализе выбирать 
ориентацию осей х, у относительно стран света так, чтобы 
облегчить исследование. Среди многочисленных возможных 
выборов ориентации трехгранника хуг особо следует отметить 
два случая: 1) расположение одной из горизонтальных осей, 
например оси xX, в плоскости, содержащей вектор ar/dt
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абсолютной скорости объекта; 2) такую ориентацию осей x, 
у в плоскости горизонта, что всегда ®, = 0. 

В первом случае в уравнениях (2.28), (2.31) следует 
положить © = 0. Уравнения (2.28) превращаются тогда в такие: 

\ 

bx (4— 0? — a? 0х — a, dy — 20, dy = 

—— Aro, — 2Аго, + An, — 

— rAmy — 2r Amy — ro, Am, 

by + (4 — 02) oy +0, 82+ 20, 84 = r3 

| (2.35) 

= — Araywo, + 2Aro,+ An, + 2r Am, + 

+rAm,— го, Ат, — го, Ат. | 

Во втором случае, когда ©, =0, уравнения (2.28) пере- 
ходят в следующие: 

bx (4 — 02 65 оо, бу == 

==— Ar@y—2Aro,+An, —rAm,—2r Amy—ro, Amy, 

dy + (#— о? bY + 0,0, 5х = 

= Aro, -+ 2Aro, + Any + 2Am,r -- rAm,—ra, Am,. | 

Величины @,, Wy, входящие в эти уравнения, связаны 

с горизонтальными составляющими 9,, Uy абсолютной ско- 
рости объекта равенствами 9, ==Г®,, 9, == —г®, и вслед- 

ствие этого всегда ограничены, что делает эффективным, 
как мы увидим в дальнейшем, применение к уравнениям (2.36) 
приближенных методов исследования. 

| (2.36) 

§ 2.3. Исследование устойчивости и интегрирование 

первой группы уравнений ошибок схем 
с двумя ньютонометрами 

2.3.1. Анализ устойчивости в случаях, приводящих 

к уравнениям с постоянными коэффициентами. Как уже 
отмечалось, вторая группа уравнений ошибок схем с двумя 
ньютонометрами не меняется по сравнению с автономной
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инерциальной системой, поэтому здесь остаются в силе резуль- 
таты, изложенные в п. 1.3.1. Основное различие автономных 
инерциальных систем и рассматриваемых систем с двумя 
ньютонометрами связано с первой группой уравнений ошибок, 

анализ которых будет нашей ближайшей задачей. 

В настоящей главе мы ограничимся рассмотрением урав- 
нений первого приближения — уравнений в вариациях (2.28). 
К нелинейным уравнениям (2.31) мы вернемся в следующей 
главе после исследования аналогии между схемами инерциаль- 
ных систем с двумя ньютонометрами и маятниково-гироско- 
пическими системами Шулера. Эта аналогия облегчит анализ 
нелинейных уравнений (2.31). 

В общем случае при произвольном движении объекта 
уравнения (2.28) представляют собой систему линейных диф- 
ференциальных урагнений четвертого порядка с переменными 
коэффициентами, которые могут быть как детерминированными, 

так и случайными функциями времени. Исследование урав- 
нений (2.28) в общем случае наталкивается на непреодолимые 
математические трудности. Так, уже движение по дуге не- 
изменно ориентированного большого круга в частном случае 
закона изменения скорости объекта приводит здесь к урав- 
нению Матье — Хилла. 

До конца удается исследовать уравнения (2.28) лишь 
в тех случаях, когда они приводятся к уравнениям с посто- 
янными коэффициентами, и для кеплерова движения объекта. 
Уравнения (2.28) приводятся к уравнениям с постоянными 
коэффициентами по крайней мере в трех случаях. Первый 
случай — случай неподвижного в системе координат O,EN,C, 
объекта. Этот случай реализуется, если, например, объект 
движется по параллели навстречу вращению Земли со ско- 
ростью, равной окружной скорости точек земной поверх- 

ности. В этом случае в уравнениях (2.28) надо положить 

@,=0, ®,==0, @, =0, и они принимают вид: 

bx + of bx = An, — rAm,, ] 
. | (2.37) 

dy —- Wo бу — An, —- rAm,, 

где 

6% = a = const, (2.38)
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Второй случай — это случай движения с постоянной ско- 

ростью по дуге неизменно ориентированного большого круга. 
Уравнения ошибок получаются для этого случая из уравне- 
ний (2.35), если положить в них @, =0, или из уравне- 
ний (2.36) при ®, =0. Они таковы: 

dx -Е (62 — а?) 0х = — 2Аго + Ап. —гАт, 
Po" ») ух у (2.39) 

dy + 05 by = Аи, + rAm, — го, Am,, | 

где 

U 
Oy = — — const. (2.40) 

Наконец, коэффициенты уравнений (2.28) становятся по- 
стоянными, если объект, двигаясь с постоянной скоростью 
на постоянном удалении от центра Земли, совершает одно- 
временно непрерывный поворот (циркуляцию). Уравнения для 

этого случая получаются из уравнений (2.35), если в них 
считать @, == const, [73 = 5 == сопзЪ , = v/r == сопзф, что 0 
дает систему: 

6x + (02 — 0? — 02) dx — 20, Oy = 

= An, — rAm, — ro, Am,, 

dy + (65 — 02) dy + 20, bx = — Аго в, Е 

+ Any + rAm,— roy Am, — ro, Amy. 

(2.41) 

Частным случаем этих уравнений оказываются уравнения, 
соответствующие движению объекта с постоянной скоростью 
вдоль земной параллели. Уравнения (2.41) являются наиболее 
общими. Уравнения (2.39), (2.37) являются частными слу- 
чаями уравнений (2.41). 

Однородные уравнения (2.37) представляют собой урав- 
нения гармонических колебаний с частотой Шулера, т. е. 

движение здесь неасимптотически устойчиво. Аналогично одно- 
родные уравнения (2.39) — также уравнения гармонических 
колебаний. Однако частоты колебаний в плоскости движения 
объекта и в нормальной к ней плоскости, содержащей г, 

различны. В первой плоскости — это частота У®— о», BO 
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второй плоскости — частота Шулера @). Уравнения (2.39) 
свидетельствуют о неасимптотической устойчивости при 

®, < 2, (2.42) 

т. е. для скоростей объекта, меньших первой космической 
скорости. 

Рассмотрим однородную систему (2.41). Здесь уравнения 
не разделяются. Характеристическим уравнением системы ока- 
зывается биквадратное уравнение 

p* + р? (2—0 + 202) + (@}— 02) (03 — 62—02) =0. (2.43) 

Для устойчивости (неасимптотической, разумеется) необхо- 
димо, чтобы корни характеристического уравнения (2.43) 
были нулевыми либо чисто мнимыми, причем кратным корням 
характеристического уравнения должны соответствовать ли- 
нейные элементарные делители характеристической матрицы 
системы (2.41). Для того чтобы корни уравнения (2.43) были 
нулевыми или чисто мнимыми, необходимо, в свою очередь, 
чтобы квадратное уравнение 

Ф 9 (2%, —®, + 207) + (@)— 07) (& —® — 9) =0 (2.44) 

имело вещественные и не положительные корни. Это будет, 
очевидно, в том случае, если коэффициенты уравнения (2.44) 
будут не отрицательны, а его дискриминант А не положителен, 
что приводит к трем условиям: 

207 — ©, 20° 220 
(03 — 02) (of — 0 — 02) > 0 

) 

, (2.45) 

Последнее условие (2.45) дает в плоскости параметров 6%, 

©? гиперболу (рис. 2.1) 

0? = у (2.46) 

с асимптотами 

о 
— 260, w= a+ a (2.47)
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Устойчивость имеет место в двух областях (на рис. 2.1 
эти области заштрихованы). Первая ограничена прямыми 

2 2 2 2. 2 — oO, =, wo, = 0, @ — ©, oF = 0 (2.48) 

и определяется одним неравенством 
2 2 Wg — 0% — ©, > 0. (2.49) 

Вторая область ограничена прямыми 

07 = 0, fF = oF (2.50) 

и частью верхней ветви гиперболы между точками (205; co) 
2 (2 И (405, 65). Внутри указанных областей корни характери- 

стического уравнения (2.43) простые и чисто мнимые, 

@ | 

n
H
,
 

. a 

Wy 
Tews 
4 RS J | 

DQ wf 2% 442 би? we 

Рис. 2.1. 

На границах областей устойчивости имеет место следую- 
щее. В точке (0; = 0, wo = 0) появляются два двукратных 

мнимых корня 
Р1,2 == Рз,а = Е JO; (2.51) 

соответствующие им элементарные делители характеристиче- 
ской матрицы системы (2.41) линейны. 

2 2 2 - На отрезке прямой wo; =0, ®, <0) корни мнимые раз 

личные: 

Pro=t joy P3,=tIV Oo. (2.52) 
3
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2 2 (2 В точке (07 ==0, o= 5) получаем: 

Р1,2 == £ 190, P3,4=9, (2.53) 

причем элементарный делитель, соответствующий кратному 

нулевому корню, — делитель второй степени. 
На отрезке прямой oy =0, 0 < о? < oF корни мнимые 

различные: 

Pi, 2,3,4== © J (@ = ©). (2.54) 

В точке (оу = 0, 6: = 5) корни равны: 

Р1,2==0, P34 = 2), (2.55) 

при этом кратному нулевому корню соответствует линейный 

элементарный делитель. 
(2—2 — 2 На прямой &—®, — ©, =0 между точками (0, 05) и 

{05 0) получаем: 

Pyo=9, р.=] у 402 — 30°; (2.56) 

здесь нулевой корень имеет элементарный делитель второй 

степени. 
2 — 2 2 На полупрямой oO, = 0, @2 > ©) корни различные: 

Pi,9,3,4== = 1 (@ F ©,). (2.57) 

На отрезке 0? = 02, 0< aw) < 4005 наряду с мнимыми 
корнями 

Pi = ts У 4 — в (2.58) 

появляется кратный нулевой корень 

с элементарным делителем второй степени. 
2—2 mw? — 402 В точке (@==%, ®, == 405) появляется четырехкратный 

нулевой корень 

Ру, 2.3, 4==0, (2.60) 

которому соответствует элементарный делитель второй сте- 
пени. 

8 В. Д. Андреев
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Наконец, на участке гиперболы (2.46), там, где 
20° < Oo < 407, будут кратные мнимые корни 

рз—=ЛУю ро: 6,2. | (2.61) 
D3 4=—JV 0, + 0; — 2 

с элементарными делителями второй степени. 
Для исследования устойчивости однородных уравнений 

(2.41) можно также воспользоваться тем обстоятельством, что 
эти уравнения можно трактовать как описывающие движение 
вблизи положения равновесия 

дх—=0, dy=0 (2.62) 

материальной точки с единичной массой под действием по- 

тенциальных и гироскопических сил, совершенно аналогично 
тому, как было сделано в главе | при анализе уравнений (1.132). 

В рассматриваемом случае силовая функция потенциальных 
сил будет иметь вид 

U = —+ [(© — © — 6) (6x)? + (05 — 0°) (Oy)’], (2.63) 

а гироскопические силы — это 

— 2®.0у. 20, dx. (2.64) 

Для устойчивости положения равновесия (2.62) под дей- 
ствием лишь потенциальных сил силовая функция (2.63) должна 
иметь изолированный максимум в точке равновесия, что будет, 
очевидно, иметь место при выполнении неравенства (2.49). 
По известной теореме Кельвина тогда система будет устой- 
чива в области (2.49) и с добавлением гироскопических сил *). 

Условие (2.49) дает лишь одну из двух областей устой- 
чивости, полученных выше при анализе характеристического 
уравнения (2.43). Вторая область обязана своим появлением 

гироскопическим силам (2.64), ибо она соответствует области, 

*) См. Четаев Н. Г. Устойчивость движения, Гостехиздах. 
1955.
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где вследствие второго неравенства (2.40) степень неустой- 
чивости под действием лишь потенциальных сил четна. 

Известно, что если система под действием потенциальных 
сил неустойчива, а стабилизация ее (при четной степени не- 

устойчивости) обеспечивается гироскопическими силами, то 
получаемая при этом устойчивость разрушается, если в си- 
стеме есть силы полной внутренней диссипации, т. е. такая 
устойчивость имеет временный характер, в отличие от стаби- 
лизации потенциальными силами, которая имеет вековой ха- 
рактер и упрочняется силами полной внутренней диссипации. 

Вводя в однородные уравнения (2.41) полную внутреннюю 
диссипацию с функцией рассеяния Релея 

К = 5. (6x? + (657, (2.65) 

roe € —- некоторая положительная постоянная, получаем одно- 

родные уравнения в таком виде: 

dx + 6x + (a5 — a, — 02) dx — 20, dy = 0, | 0.66) 

dy + edy + (w5 — w2) dy + 20,64 = 0. | C 

Если считать диссипацию малой и сохранить в характе- 
ристическом уравнении системы (2.66) лишь члены с первой 
степенью &, то оно запишется так: 

рА-Е 2ep? +- р? (205 — © +- 202) + pe (205 — 0% — 202) +- 

+- (02 — 02) (05 — wr — 6) =0. (2.67) 

Из вида коэффициентов уравнения (2.67) вытекает, что 
вне области 

05 — OF — ©: > 0 (2.68) 

хотя бы один из них становится отрицательным. 
Необходимые условия Гурвица при этом нарушаются, 

корни уравнения (2.67) имеют положительные вещественные 
части, что и говорит о разрушении устойчивости вне области 
(2.68) силами полной внутренней диссипации. Неравенства 

8
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Гурвица в рассматриваемом случае имеют вид: 

> 0, 205 — oF + 602 > 0, | 

1602 (@§ — 0% — @2)-+- wf (® + 802) >0, } (2.68а) 
(© — 6) (5 — © — 62) > 0. | 

Из них следует, что в области (2.68) силы полной вну- 
тренней диссипации делают систему асимптотически устойчивой. 

Полезно обратить внимание на следующее. Иногда на том 
основании, что на любом действительном перемещении на ма- 
териальную систему действуют силы, рассеивающие энергию, 
области устойчивости, где стабилизация обеспечивается гиро- 
скопическими силами, исключаются из рассмотрения. Здесь, 
однако, надо иметь в виду, что при малой величине дисси- 
пативных сил и ограниченном времени работы системы про- 
цесс разрушения гироскопической устойчивости может не успеть 
развиться. Кроме того, следует иметь в виду, что произволь- 
ное введение диссипативных сил в систему при исследовании 
ее устойчивости может повлечь за собой серьезные ошибки. 
Ниже, в § 2.4, будет дан пример такой ситуации. 

Выше проведено исследование устойчивости по уравне- 
ниям (2.28). Но это уравнения первого приближения. Харак- 
теристическое уравнение системы (2.28) имеет в полученных 
областях устойчивости нулевые и чисто мнимые корни. Случай 
критический, и поэтому, согласно известным теоремам Ляпу- 
нова, по уравнениям первого приближения окончательного 
суждения об устойчивости сделать нельзя. Полученные усло- 
вия являются лишь необходимыми. Чтобы получить доста- 
точные условия, следует рассмотреть нелинейные уравнения 
(2.31). Это рассмотрение будет проведено в следующей главе 
при изучении аналогии между схемами инерциальных систем 
с двумя ньютонометрами и маятниково-гироскопическими си- 
стемами Шулера. 

2.3.2. Решение первой группы уравнений ошибок в слу- 
чаях, приводящих к уравнениям с постоянными коэффи- 
циентами. Получим решения первой группы уравнений ошибок 
инерциальной системы с двумя ньютонометрами для указанных 
выше случаев движения объекта, когда коэффициенты урав- 
нений ошибок становятся постоянными.
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Для неподвижного в системе координат О\& ‚С, объекта 
первая группа (2.28) уравнений ошибок переходит в уравне- 
ния (2.37). Их решение очевидно и дается формулами: 

) 0 0 бх +r Am, 

0 

dx = 6x" cos Wot ++ Sin Wot ++ 

t t 

+ = | An, Sin оу (Ё— т) dt—r | Ат, COS Wy (Ё— т) at, 
0 

0 0 
- о | (2.69) 

бу —rAm, |. 
dy = by" cos Mot + = sin Mt + 

0 

| 1 

— | Any зто (Е — т) ат--г | Ат, COS W(t —T) at. 
0 б 0 

При постоянных инструментальных погрешностях эти фор- 
мулы принимают вид: 

0 
0x = Anes +- (o*°— An COS Wot -+- 5% sin Wot, | 

Wp 0 Wp 
} (2.70) 

Any Any by? 
oy =—- + oy — COS Wot —+- SiN 60. 

60 60 Wp 

Сравнение формул (2.69), (2.70) с первыми двумя форму- 
лами (1.140), (1.141) показывает, что выражения (2.69), (2.70) 
для Ox, ду совпадают с аналогичными выражениями для авто- 
номной инерциальной системы. 

Рассмотрим теперь случай, когда объект движется с по- 
стоянной скоростью по дуге неизменно ориентированного. 
большого круга на сфере постоянного радиуса, окружающей 
Землю. Тогда уравнения (2.28) заменяются уравнениями (2.39). 
Перспишем их: 

bx - (ox — dx = Any — Amyr — 2Аг®у, | 
a (2.71) 
dy + @ Oy = Any 4- Amyr — Amzroy.
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Система (2.28) распалась на два уравнения второго по- 
рядка. Их решение таково: 

-0 
6x = 6x° cos vt +- oe sin vf + 

t 

++ | (An, — Amyr — 2 Аго,) sinv(t — т) ат 

0 

(v= V oj — оу), | (2.72) 
40 

Oy = by? cos Wt + oy Sin Wot ++ 
0 

t 

+ > | (Any ++ Amr — Am,r@y) Sin в (Е — т) at. 
0 

0 

При постоянных инструментальных погрешностях An,, 
Ди, Am,, Ат, Am, и постоянной погрешности Аг инфор- 

мации о расстоянии до центра Земли выражения для OX, ду 
принимают такой вид: 

0 
bx e+ (8 0 a cosvt +  sinve, | 

Any — Am,roy 
фу = —_—e ‚ (2.73) 

0 
Any — Am,ro dy? 

+ (5 ы 5 - * )e0s oot + $11 Wof. 
Wo Wo 

При малых ®, выражения (2.72), (2.73) мало отличаются 

OT выражений (2.69), (2.70). Если ®,==0, то формулы (2.72), 
{2.73) переходят в формулы (2.69), (2.70). 

Другим интересным предельным случаем решений (2.72), 
(2.73) будет движение спутника по круговой орбите, когда 

Решение для этого случая может быть получено из соот- 
ношений (2.72),.(2.73) предельным переходом ®,-—> у ана-
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логично тому, как из решения (1.149) были получены фор- 
мулы (1.152). Совершив этот предельный переход, найдем: 

5 

0х == dx9 + 0х0 + 

4. | (An, — гАт, — 2% АГ) (t — т) ат, 
0 

dy = dy? cos Wot +- oy Si Wot + (2.75) 

0 

f 

-- 5. | (Ди, т Am, — Ат.Г®у) sin оу (Ё — т) ат. 

0 
у 

При постоянных An,, Ап, Am,, Ат, Am,, Аг получим: 
1 

bx = 8x9 + 04% + Any, 

dy = 050 cos Wot + oy Sin Mf + (2.76) 
0 

+. + (An, — А.Г) (1 — cos Фор). 
Oo 

Обратимся теперь к последнему из указанных выше случаев, 
когда уравнения (2.28) имеют постоянные коэффициенты, -- 

к случаю уравнений (2.41): 

".. А 49 __ И OX + (% Oy 03) bx — 20, by= 

= An, —rAm, -- го. Ат, 
- | | (2.77) 

бу - (& — 02) by + 20, 6х = 

= -—Aro,o, + An, + гАт, — ro,Am, —ra,Amy. | 

Этот случай, как уже было отмечено в предшествующем 
разделе настоящего параграфа, соответствует равномерной 
циркуляции объекта на поверхности неизменно ориентиро- 
ванной концентрической с Землей сферы постоянного радиуса, 

т. е. соответствует движению объекта с постоянной скоростью-
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по дуге малого круга этой сферы. Частным случаем такого 
движения будет движение с постоянной скоростью вдоль 
параллели. Тогда трехгранник xyZ, в проекциях на оси кото- 
рого написаны уравнения (2.77), можно считать ориентиро- 
ванным по странам света (ось у направлена на север), а вхо- 
дящие в это уравнение величины Wy, ®, будут равны: 

@y=@cosp, 6, =®5ШФ, (2.78) 

где 

o=u+—_. (2.79) 
rcos@ 

Здесь У — скорость движения объекта относительно 
Земли, а ф — широта параллели, по которой движется объект. 
Дальнейшее рассмотрение этого случая будет вестись приме- 
нительно к движению по параллели, что, очевидно, не умень- 
шает общности. 

Характеристическое уравнение системы (2. 77) получается 
биквадратным. Оно имеет вид: 

Р-Н (2% - 20; — 0%) p? + (02 — 02) (@j — 0”) = 0. (2.80) 

При выполнении условия (2.49), т. е. когда 

5 — 62 > 0, (2.81) 

уравнения (2.77), как было показано в предыдущем разделе, 
характеризуют неасимптотически устойчивое движение. При 
выполнении указанного условия характеристическое уравне- 
ние (2.80) имеет две пары чисто мнимых сопряженных корней: 

Р1,2 = Е М,  рза= М, (2.82) 
где 

с? / [< }_ 
— a belo | (ааа — (0) — 02) (&—6>), 

. 02 02 2 

== +02 + 0 — Ише — (5 — 0%) (05 —”). | 
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В соответствии с этим общее решение однородной си- 
стемы (2.77) представляется функциями 

С 
bx = тя (bu cos vt — av cos pt)-+ 

+ я (usin vt — узш ый + 

—{- ——-_ oe 7 (2 sin vt—a sin pt) +- 

+ oe (cos ut — cos vf), 

бу = a sinvt — узш ut) + en 

—{- ———_. 5 и (2% cos pt — ай соз vt) +- 

| —_—=_. os a (cos ut — cos vt) +- 

-4- — a — © sin ut — asinve). 

В равенствах (2.84) Cy, Co, Cz, помню по- 
стоянные, имеющие соответственно смысл начальных значе- 

ний 0х0, dy, 6х0, 6у0. Величины а и 6 выражаются через 
модули (2.83) корней характеристического уравнения (2.80) 
и коэффициенты исходной системы следующим образом: 

2 2 2 2 2 2 
Wp —@®,— И 00 —®,—\ 

a op = д (2.85) 

Решение неоднородной системы (2.77) может быть полу- 
чено из (2.84) методом вариаций произвольных постоянных 
C,, Cy, Cy, Cy. Оно получается в таком виде: 

t | 
ee lata asinp(f£—t)-+ bsinv(f—t)]4- 

0 

= = > [cos в (Ё — т) — cos v(t — 94 + (2.86) 

+ ow (6 cos vt — av cos ut) + |
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хо 
-- ак (oO sinvt — азш и Е 

-- ae oy (usin vt — узш цб) 

-|- jonas by? (cos ut — cos vf), 

t 

w= олени 9+ 
ees | (2.86) 

—|- ——+-—_ — и (ON cus pt — aucos vt) — 

= (6 sin ut — asinvt) + 

+ ——_ nn > (usin vé — vsin yt) + 

-- ей — и (cos bt — cos vf). | 

Здесь через f,(t), fo(t) обозначены правые части ypaB- 
нений (2.77), так что 

fi(t)=An, — rAm, —го,Ат, — 2 Arey, | 

fo(t) =Ап, +r Am, — roy Am, — + (2.87) 

— ro, Am, — Aro,o,. | 

Можно убедиться в TOM, что при wo, = 0 формулы (2.86) 
переходят в формулы (2.72). Для этого достаточно заметить, 
что при ®, =0 из выражений (2.83) следует, что 

И == Wp, v= Voj— >, (2.88) 

a из выражений (2.85), (2.83) получается, что 

lim а=0, lim doo. (2.89) 
o,->0 @,>0 

При @,==0 уравнения (2.77) заменой переменных (2.32) 
приводятся к уравнепиям (2.37). Обратная замена переменных 
позволяет получить при ®,-==0 решение (2.86) из формул 
(2.69).
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Точное решение (2.86) уравнений ошибок первой группы 
при движении объекта по параллели хотя и обозримо, но 
весьма громоздко. Если принять, что 

0 > ©, (2.90) 

то решение (2.86) может быть значительно упрощено. 
Из (2.83) найдем в этом случае такие приближенные зна- 

чения ци YV: 
2 

w= a4(1 — — cos? p+ 
40 

| 

@2 7 . : 

408 Ус? cos? — 902 sin? ф cos?@p ++ 1602 sin? $) 
et | (2.91) 

У — [1 — —5 cos* ф— 
( dap ы 

sa У о? cos? p — 902 sin? ф cos? +- 1602 sin? $). 

Отсюда в первом приближении 

= @ wo sing =o Ws, И ot Ф 0+, (2.92) 

У == Wp — @ SIN @ — Wo — ©... 

С учетом соотношений (2.90) — (2.92) решение (2.86) 
может быть упрощено до вида 

1 

bx | [11 cosa, (¢ — т) + 

0 
+ fosinw, (Е — т) sin @) (Ё — t)dt + 
+ (6x° cos o,f + дуб sin w,t) cos Wot + 

. += 6 cos@,t + dy sin ,f) sin af, 0 (2.93) 
t 

1 
Одни | [— f, sino, (¢—t)+ 

0 

-+- f. cos o, (Е — T)] Sin во (Е — т) dt + 

+ (— 550 sin, + dy cos 0,6) cos Wot + 

—- a (— 6х0 sin Ot -|- dy? COS wt) sin Wot.
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При постоянных инструментальных погрешностях из (2.93), 
(2.87) получаются такие приближенные формулы: 

__ Any, 
6x == — (1 — COS Wot cos w,t) — 

0 

— — COS Wof Sin w,t + 950 cos Wot cos w,t + 
0 

0 
+ dy° cos Wot sin o,t -+ oe SiN Wot Cos W,f ++ 

0 

+. 55° sine tsino,ft, 
Oo ° 2} (2.94) 

бу — Ate COS Wot sin o,t + 
® 

Any — Araya, 
+. 5 (1 — cos Wt cos w,t)-+- 

Wo 

+ 650 cos Wot cos w,¢ — 6x° cos Wot sin o,f +- 

0 0 

-1- 55 sin Mt cos wt — $x" sin Wot sin wt. 
Yo Wo 

2.3.3. Интегрирование первой группы уравнений оши- 
бок для случая кеплерова движения объекта. Перейдем 
к построению решения уравнений (2.28) для случая кепле- 
рова движения объекта. В проекциях на оси орбитального 
трехгранника хуг (ось 2 направлена вдоль Г, ось у нор- 
мальна плоскости орбиты и движение объекта, если смотреть 
с конца этой оси, происходит против хода часовой стрелки) 
система (2.28) превращается в уравнения 

bx (5- о?) bx = An, — 

— 2r Am,—r Amy — Ardy — 2 Ага, ` (2.95) 

by ++, by = An, + 27 Ат, гАт, — го, Am,, 
] 

где ги ®, определены формулами (1.162), получающимися 
в свою очередь из формул (1.156). 

Коэффициенты уравнений (2.95) переменны. В то же время 
уравнения (2.95) не будут, как это было с уравнением (1.92),
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уравнениями в вариациях кеплерова движения (1.155). Для 
отыскания решения уравнений (2.95) нельзя поэтому восполь- 
зоваться теоремой Пуанкаре, как это было сделано для оты- 
скания решения уравнения (1.92) — векторного уравнения 
ошибок автономной инерциальной системы. Однако сопоста- 
вление уравнений (1.92) и (2.95) позволяет все-таки найти 
путь интегрирования последних *). 

Векторное уравнение (1.92) в проекциях на оси орби- 
тального трехгранника приводит к системе скалярных урав- 
нений 

6x +(4— с?) 6x +o, 62-520, 62 = 

= An, — 2+ Am, — r Amy, 

62 — (2 + 02) 62 —0, 6x — 
+ (2.96) 

— 20, 6x = An,-+ 2ray Amy | 

и к скалярному уравнению 

бу ++; dy = Any + АТ, г Ат, — го, Am,. (2.97) 

Уравнения (2.96), (2.97) суть первая группа уравнений 
ошибок автономной инерциальной системы для кеплерова 
движения объекта. Система уравнений (2.96) дает ошибки 
в плоскости орбиты, уравнение (2.97) — в плоскости, содер- 
жащей ось у и нормальной плоскости орбиты. Решение урав- 
нений (2.96), (2.97) приведено в п. 1.3.4. Это формулы (1.166). 

Сравнив уравнение (2.97) со вторым уравнением (2.95), 
замечаем, что они полностью совпадают. Поэтому решением 
второго уравнения (2.95) будет третья формула (1.166), кото- 
рую мы здесь и перепишем: 

2 t 

dy = VB, | (An, + 2 Amr +Am,r — 

i=1 0 
2 

j=l 
*) Андреев В. Д., Интегрирование уравнений ошибок си- 

стемы инерциальной навигации для кеплеровых движений объекта. 
Прикладная математика и механика, т. XXIX, вып. 2, 1965.



126 КОРРЕКЦИЯ OT ВЫСОТОМЕРА [ГЛ. 2 

Здесь величины By, Ср, Gi заданы равенствами (1.167), 

(1.169), а x2, x связаны с 6уб и Sy? соотношениями (1.170). 

Приняв во внимание эти значения B,,, С, Ст» xe, хо, можно 

легко убедиться, что для круговой орбиты, когда е = 0, v=, 
формула (2.98) переходит в полученную ранее вторую фор- 
мулу (2.75). 

Получим из (2.98) приближенную формулу для случая 
орбиты малого эксцентриситета и постоянных инструменталь- 
ных погрешностей. 

Если эксцентриситет е орбиты (эллиптической) мал, то из 
первых трех равенств (1.156) с учетом (1.159), раскладывая 
соответствующие выражения в ряды по степеням е и сохра- 
HAA лишь линейные слагаемые, находим: 

п Е =—sinvt(1—+ecos vf), 
т (2.99) 

cos Е = с0$ vt — е $112 vt. 

Теперь из четвертого равенства (1.156) 

г—=а(1 —ес0$\Г), (2.100) 

а отсюда и из пятого равенства (1.162) 

@y =v = v(1 + 2e cos ve). (2.101) 
Поэтому 

v = vt + 2e sin vt. (2.102) 

В формулы (1.167) для В, Gy входят функции зто 
и cosv. Согласно (2.102), 

sinv = sin vt + e sin 2%, 
о (2.103) 

cos v= cos vt — 2 sin’ ve. 

Теперь получаем: 

В. 1 = с0$ vt — е (1 + sin? vf), 

Во = sin vt ЕС sin ew ; 

Сто = (si t + 2 sin 2% = — 7 (Sin vl + > sin ave), , (2.104) 

Goo = [cos vt — e(1-+ sin? vf)], 

| —2 
0 =1—е, 0%==0, 0, =0, (52 — ‘|
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Подставив соотношения (2.104), (2.100), (2.101) в фор- 
мулу (2.98) и приняв во внимание постоянство инструмен- 
тальных погрешностей, после интегрирования и очевидных 
группировок приходим к такому выражению для ду: 

Ап, — av Am, 
бу = (1 -. cos vt) +- dy? cos vt + 

2 

éyo Any 
у Sin vé +e| м (1 — cos vt + sin? vt — 

— ы vi sin vt) —- А (с0$ МЁ — 1 — sin? vt + 

+ vt sin vf) 4 Same (yt cos vt — sinvt)—-+- 

yO 
+ sy°(cos vt — 1 — sin? vt) + oy’ (—-sin vt + sin vt cos vt) |. 

Vv 

(2.105) 

При е=0 это равенство переходит (V—@, а=г) 
в равенство (2.76). 

Чтобы построить решение первого уравнения (2.95), за- 
метим, что среди частных решений однородной системы (2.96), 
найденных в п. 1.3.4, есть решение 

bx, dz =0. (2.106) 

Это легко установить, раскрыв выражение (1.160) для 44. 
Сравнив первое уравнение (2.96) с первым уравнением (2.95), 
приходим к выводу, что выражение 

0х = (2.107) 

будет частным решением однородного уравнения, соответ- 
ствующего первому уравнению (2.95), в чем можно убедиться 
и прямой подстановкой. Обозначим частное решение (2.107) 
через бх( 1). 

Для отыскания второго частного решения воспользуемся 
формулой Остроградского ---- Лиувилля 

é 
ь 

-[ ром 
ИИ Oe (2.108)
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которая (с точностью до постоянного множителя) дает выра- 
жение определителя Вронского для уравнения 

y+ py poy=0. (2.109) 

В нашем случае р, =0 и определитель Вронского по- 
стоянен. Приняв для определенности его значение равным 
единице, получаем: 

6х) ве) — OX) дхо) = 1, (2.110) 

где через 0х(1) обозначено известное, а через 0х(2) — искомое 
второе частное решение. 

Из равенства (2.110) находим: 

at хе) = 5х) (| а +), (2.111) 
(1) 

Положим C==0 и подставим в (2.111) вместо 6x) его 
значение (2.107). Тогда получим: 

0%) =| Sat. (2.112) 

Воспользовавшись теперь пятым равенством (1.162), co- 
гласно которому 

a? v a 2.113 
r2 vV1—2 ( 

находим: 

ИИ 2.114 @ = Vine (2.118) 
Таким образом, общее решение однородного уравнения, 

соответствующего первому уравнению (2.95), имеет вид: 

6x =C,—+C, fv, (2.115) 
av V1 — е? 

Общее решение неоднородного уравнения найдем мето- 
дом вариаций произвольных постоянных. Полагая Су и Cy
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в формуле (2.115) функциями времени, получаем для их опре- 
деления такую систему линейных уравнений: 

> Г ; ru 

ба ГС? av УТ— е? =, | 

С уезп о С (a 2) 

Ку Г 2 Ща т 

==An,— 2 Amyr — Amyr — Ara, — 2 Аго,. | 

— ‚ (2.116) 

Определитель этой системы есть определитель Вронского 
(2.110) и равен единице. Из системы уравнений (2.116) 
получаем: 

С (Е) = — го (Ап, — 2Атуг — 

ft 

dl av 1—e? « 

— Amyr — Aro, — 2 Ara,) dt + С1, | e117 

Со ФТ [и (би, — 2 Amyr — 

0 

— Amyr — Ara, — 2 Arey) dt + C2. | 
0 0 ; 

Здесь Cy, Co определены начальными условиями 6x°, 0х0 
и равны: 

С° — 6х ev? sin 90 _ 4) __ 5x97 0y0 , ) 

1 — e? r? av V 1—e? | 2.118) 

© _ 6x°ve sin 90 + 5070 (2. 

; Vi—e a 

Подставив значения (2.118) в формулы (2.117) и далее 
в формулу (2.115), находим 6x в виде 

t 

seat] Wis | ro(An,— 2 Amyr — 

— Amyr — Ага, —2 Arw,) dt + 

0 

° sin v? a 6x%r%y0 50 (= sin =) _ 

т | — e? vy av V1—e? +r 

9 В. Д. Андреев 
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t 

-+- a | + (An, —2 mye — Ау — 
av V 1— е? a. 

6x°ve sin v9 -- 6x°r0 
— Aro, — 2 Аго,) dt — у 

Легко убедиться в том, что для круговой орбиты, когда 
2—0, формула (2.119) превращается в полученную ранее 
первую формулу (2.75). 

Получим из формулы (2.119) выражение Ox для случая 
орбиты с малым эксцентриситетом и при постоянных An,, 
Am,, Аг. Будем считать для упрощения, что в начальный мо- 
мент времени объект находится в перигее своей орбиты, что 
не уменьшает общности, и воспользуемся представлениями 
(2.100), (2.102) для г и 9. Проделав необходимые преобра- 
зования подынтегральных выражений в (2.119) и выполнив 
интегрирование, найдем: 

(2.119) 

2 

bx = 6x9 + 6х0 -- Ans +e[An, (— - COs vt + sin vt} 

3 3 sin vt 
= = cos м — т) --2 (am, —v Ar) (52% И) 

-+- 5х0 (1 —cos vt) 52 (= sin we —# — cos wf)]. (2.120) 

Первые три слагаемых правой части равенства (2.120) 
соответствуют значению OX на круговой орбите и совпадают 
с полученной ранее первой формулой (2.76). 

2.3.4. Исследование уравнений первой группы при 
произвольном движении объекта вблизи земной поверх- 
ности. В п. 2.3.1 было проведено исследование устойчивости 
уравнений первой группы (2.28) в случае равномерной цир- 
куляции объекта по поверхности неизменно ориентированной 
сферы, концентрической с Землей, когда коэффициенты урав- 
нений ошибок становятся постоянными. Были найдены условия 
устойчивости первой группы уравнений ошибок в этом случае. 

В общем случае движения объекта коэффициенты урав- 
нений (2.28) переменны и определяемое этими уравнениями 
движение может оказаться неустойчивым. В самом деле, рас-
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смотрим, например, однородные уравнения ошибок (2.39), 
соответствующие движению объекта с постоянной скоростью 
по дуге неизменно ориентированного большого круга. Одно- 
родное уравнение для ошибки в направлении движения имеет 
при этом вид: 

dx + (wp — w;) dx =0. (2.121) 

Соответствующим подбором закона изменения OW, по 
времени можно сделать это уравнение неустойчивым. Не 
говоря уже об очевидном случае неустойчивости при ©, =o 

(случай движения спутника по круговой орбите, рассмотрен- 
ный выше), частным случаем уравнения (2.121) будет изве- 
стное уравнение Матье — Хилла, допускающее расходящиеся 
решения. При этом расходящиеся со временем решения урав- 
нения (2.121) могут иметь, очевидно, место вне зависимости 
от соотношения величин 0% и в. 

Наиболее простым случаем здесь будет случай пара- 
метрического резонанса, который можно построить следую- 
щим образом. Пусть 6x9 — начальное значение Ox, пусть также 

50 = 0. Пусть @y=0 на отрезке времени (0, #1 = 1/2). 

Тогда 6x (t,)=0, 6х (1) = — 050. На отрезке времени 

ty tot) + п пусть @y,==const. В момент fy 
2У®— в 

Wy 6x9 

Va—o 
должая этот процесс дальше, по прохождении А циклов 
получим: 

получим, очевидно, Ox (№) = 0, dx (t.) = — Про- 

Е 

| 8x (top) | = 6x0 /——2e_). (2.122) 
" У—в 

Соотношение (2.122) показывает, как увеличивается ампли- 
туда ошибки 6x со временем. Если в, <<a}, то, очевидно, 

1 © 
| 0х (Lop) | a= вы (| —+- oy a, te) . (2.123) 

Обратимся теперь к общему случаю медленного движения 
объекта на постоянном удалении от центра Земли. Возьмем 

0%
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однородные уравнения ошибок первой группы в форме (2.36): 

6x + (03 — 92) dx-+-o,0, бу=0, | 
.. (2.124) 

dy + (5 — 0%) dy ++ @,0, 6х = 0. 

Величины WO, @ связаны с горизонтальными проек- y 
циями Uy, Uy абсолютной скорости объекта равенствами 
9, == —9,/Г, ®,==9,/Г. Очевидно, 

Va fo<ttuxo, (2.125) 

rae У — максимальное значение горизонтальной скорости 
объекта относительно Земли, а и — угловая скорость враще- 
ния Земли. При скоростях объекта, малых по сравнению 
с первой космической, когда 

[2.19 |®,| < @, (2.126) 

оказывается возможным *) построить эффективные оценки 
расходимости решений уравнений (2.124) по сравнению 
с решениями уравнений 

6х -- @0х=0, буду =0. (2.127) 

Заменим время ¢ безразмерной независимой переменной 

T= Wot (2.128) 

и введем малый параметр и согласно соотношениям 

оо 
— шах Ув» +0, Se С, SY = С. (2.129) 

и о > б "в у 
Очевидно, 

u<il, CZ4+Ci<1. (2.130) 

*) Андреев В. Д., Об одном случае малых колебаний физи- 
ческого маятника с подвижной точкой опоры. Прикладная матема- 
тика и механика, т. XXII, вып. 6, 1958. Парусников Н. A,, 
Клигер Л. И., Об уравнениях малых колебаний шулеровской 
вертикали, Инженерный журнал, Механика твердого тела, № 5, 1966.
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С учетом равенств (2.128), (2.129) уравнения (2.124) 
можно записать в таком виде: 

bx" + 6х = pC, (Cy 6x — С by), (2.131) 

by” + by = pC, (C, dy — C,dx), : 
где штрихами обозначено дифференцирование по т. 

Один из возможных дальнейших путей заключается в сле- 
дующем. Запишем уравнения (2.131) в несколько иной форме: 

bx" + 6x = wF, (6х, dy), ву’ ду = ы?Р, (x, dy), 
F,=C, (Cy dx — C, dy), (2.132) 
Fy=C,(C, dy — C, 6x) 

и построим их решение методом последовательных прибли- 
жений. Связь n-ro и (п—1)-го приближений определим 
равенствами 

хх ЕР. _, 
nen (2.133) 

by, +O, = Fy aay 

где 

Fy. 1 = Е. (0х1, бу, 1), х,п-1 х( п-1 Уп 1) (2.134) 

Ку a- Fy (OX ,-1 OVz—1) 

а в качестве нулевого приближения OX, буо возьмем реше- 
ния укороченных уравнений (2.127). 

Тогда 

ox, = Ww | Fy п-1 (и) sin (< — и) du+t 6х», | 

у | (2.135) 
т 

ВУ? [| Fy, gar (a) sin(t — и) аи -- dyo, 
0 J 

Приближения (2.135) суть модификация последовательных 
приближений ^Пикара. При наложении надлежащих (обычно 
на практике выполняющихся) ограничений на вид функ- 
ций Fy, Fy эти приближения сходятся. 

Не уменьшая общности, можно принять 

OX = бу = A COS Wof. (2.136)
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Из соотношений (2.135), (2.134), (2.132), воспользовав- 

шись теоремой о среднем и тем, что Ск 1, получаем 
следующие мажорантные оценки величин и бу: 

| OXn 

Да a 

Перейдя к пределу при п —> со, найдем: 

хи 

а 
бул 

а 
<- НУ? ен?т. (2.138) 

При и <! с большой точностью 

bx 

а 
"У? (2.139) п 

Возможен несколько иной способ получения оценок 
типа (2.138). Возвратимся к уравнениям (2.131). Рассмотрим 
функцию 

U = (dx) + ФУ -Е (6х2 Oy’). (2.140) 
В силу уравнений (2.131) имеем: 

U’ = 2u?(C, dy — Cy bx) (C, dy’ —Cy bx’). (2.141) 

Введем новые переменные X}, хо, Хз, X4 согласно равен- 
ствам: 

x, = 0х cost + dy sin, 

хо == — 6x sin) + dy cos, 

x, = 6x’ cos + dy’ sin yp, | (2.142) 

х4==—- ох’ зтф-Р dy’ COs tp, | 

где 

cos tp = ue ‚ зшф= oy (2.143) 
Усс? Усс? 

В фазовом пространстве [X,, хо, Хз, Х4| соотношения 
(2.140), (2.141) примут вид: 

U = x?+ жел, | 
(2.144) 

U’ = 22 (С; + СУ) Хх.
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Теперь получаем: 

JU" | < 22 хох4 < РИ. 
Если (0 — значение U при т = 0, то из неравенства (2.145) 

И < Идей". (2.146) 

(2.145) 

При ит <! 
И < U%(1 + prt). 

Неравенства (2.146), (2.147) дают оценки верхней rpa- 
ницы области, в которой находятся ошибки Ox, Oy, незави- 
симо от закона изменения ©, Wy, 

Оценки (2.146), (2.147) вполне аналогичны оценкам 

(2.138), (2.139). Однако путь, которым получены неравен- 
ства (2.146), (2.147), позволяет пойти дальше. Он позволяет 
построить более тонкие оценки, использующие скорость изме- 
нения по времени функций W,, Wy или, что все равно, функ- 
ций C,, Cy. 

Заметим, что система уравнений (2.131) допускает запись 
в канонической (гамильтоновой) форме: 

(2.147) 

dbx’ _ 0H abx __ Off 
dt 06x’ м 06x’’ 

45’ oH 45 _ ОН (2.148) 
4 09’ dt — 08у’` | 

Здесь функция Гамильтона Н —- квадратичная форма пере- 
менных 6x, Oy, 6x’, ду’, причем 

— 2H =W = (6%) -| (by)? (6x? + 
- (dy’)? — в? (C, dy — Cy bx). 

В силу уравнений (2.131) 

W! = — 212 (С бу — С 0х) (С бу — С, 0х). (2.150) 

Произведем замену переменных (2.142), определив теперь 
угол ip, равенствами 

(2.149) 

ССС, С, 
cos tp; = и 5 = = == Cc” 

(C7 +Cy) (с, + У (2 151) 

И C,C\—C,C, | 
sintp, = и ; — = 

| (С.С) (с' +C;) ]
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После несложных преобразований вместо соотношений 
(2.149), (2.150) получим: 

= [1 — (СО ие + xB x | 

W’ = — 242 и (С, C8) (cy +C'") x, (*, cos, + (2.152) 

+ x, sin p,). J 

Пусть в некоторый момент времени 

X,= PCOS фо, хо ==PSIN ро, (2.153) 

тогда, как легко усмотреть, 

W 
p= Xi + X97: 

Из второго равенства (2.152) следует, что 

у — — 2p? И © +- С?) (cr + С’) p* cos tp, Cos (tp, — ф»). 

(2.155) 

(2.154) 

Отсюда, приняв во внимание неравенства (2.154), (2.130), 
приходим к оценке 

му Те, (2.156) 

где 
72 72 у=2 тах И С” + С". (2.157) 

Теперь, аналогично (2.146), 
ИРУ , 

W < Welw "> бет, (2.158) 

При и2\т < 1 имеем: 

VW < Wl + pvt). (2.159) 

Таким образом, получены оценки расходимости CO вре- 
менем амплитуд решений уравнений (2.28) по отношению 
к их начальным значениям, учитывающие скорость измене- 
HUA Wy, Wy. 

Обратимся к количественной стороне вопроса. Рассмотрим 
движение объекта с постоянной скоростью по дуге большого
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круга земной поверхности, принимаемой за сферу. Тогда, как 

нетрудно убедиться, 
_ 72 72 u V 0 v= 2maxV СИС <4y=—, (2.160) 

где У — скорость движения относительно Земли, а величина ® 
определена равенством (2.125). Оценим величину возможного 

относительного увеличения ошибки У bx? + dy? по отношению 
к ее начальному значению за время 

sur 
т, = > (2.161) 

т. е. за время, необходимое объекту для совершения половины 
оборота вокруг Земли, для разных скоростей движения. Взяв 
У = 250 м/сек, 500 м/сек, 1000 м/сек, 2000 м/сек, получим 
следующую таблицу: 

WT, 2 
У, м/сек Ц у ‚2 её УТ» 

250 0,09 0,08 1,49 1,07 
500 0,12 0 12 1,43 1,09 

1000 0,18 0,16 1,49 1,14 
2000 0,31 0,19 1,82 1,26 

Из этой таблицы следует, что по крайней мере в случае, 

когда путевая скорость объекта относительно поверхности 
Земли постоянна, функция W практически не меняется за 
достаточно длительное время. Поэтому уравнения (2.124) 
могут быть упрощены в этом случае до вида (2.127), т. е. 
в этом случае можно считать, что система ведет себя по 
отношению к ошибкам OX, ду как консервативная (не асимп- 
тотически устойчивая). 

Остановимся на нескольких примерах, иллюстрирующих 
эффективность оценок (2.146), (2.158). Сравним оценки (2.122), 
(2.123), полученные для простейшего случая параметриче- 
ского резонанса, рассмотренного в начале настоящего раз- 
дела, с оценками (2.146), (2.147). 

Из оценки (2.123), если ввести т = @,f, и? = 0° |, по- 

лучим 
bx 
— 

6x° 
ит (2.162) 

2x ° 
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из оценки (2.147) получаем для этого случая 

6x 

6.x 
<ipke. (2.163) 

Рассмотрим случай медленного движения объекта по 
параллели. Уравнения ошибок для этого случая — это уравне- 
ния (2.41). Корни характеристического уравнения (2.80) си- 
стемы (2.41) выражаются через Wp, Wy, ®, формулами (2.82), 
(2.83). При нарушении условия устойчивости (2.81) один из 
корней характеристического уравнения становится веществен- 
ным положительным. При малых @®, когда устойчивость 
нарушается за счет увеличения ©, (случай движения с постоян- 
ной скоростью по параллели в высоких широтах), максималь- 

1 
ное значение положительного вещественного корня ST Ц2. 

Эта величина может служить мерой неустойчивости системы. 
Из оценки (2.146) аналогичная мера неустойчивости опреде- 
ляется величиной 2/2. 

В качестве последнего примера рассмотрим следующий. 
Пусть объект движется с постоянной скоростью вдоль зем- 
ного меридиана. Ориентировав трехгранник Ху по странам 
света, получим в этом случае: 

0,—=—Qg=const, o,—xzcosg, @®, = изшф. (2.164) 
у 

Однородные уравнения ошибок с учетом равенств (2.164) 
получаются из уравнений (2.28) в таком виде: 

6x + w2bx = 12 6х + 2иф cos p dy + Qu sing dy, 

оу = (Ре 29 бу — | (2.165) 

— 2изтфбх. 

Анализ точных решений 6x(t), бу(Ё) уравнений (2.165), 
полученных на цифровой вычислительной машине для скоро- 

стей У =ф==500 м/сек, 1000 м/сек, 2000 м/сек, показал 

[в полном соответствии с оценкой (2.158)], что выражения 
для ох, бу с высокой степенью точности можно представить
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формулами: 

bx == — (67 cos wot + 2 sin oot sine + | 
0 

-- (6х COS Mt +- oa sin at COS &, 

50 ° + (2.166) 
бу = (у COS Wot —- —— sin ct] cos e+ 

0 

о 6% _. 
-- (x COS Wot + —— sin ct] sine, | 

0 

где 
t 

c= [ 0, dt = + (ose — 1) (2.167) 
ф 0 

Отметим, что формулы (2.166) вполне аналогичны при- 
ближенным формулам (2.94), полученным для случая движе- 
ния объекта с постоянной скоростью вдоль параллели. 

Как правило, длительное движение объекта происходит 
обычно вблизи некоторой ортодромии на земной поверхности 
(речь идет о крейсирующих объектах со скоростями до 
2000—3000 км/час, т. е. о морских судах, самолетах, кры- 
латых ракетах) с практически постоянной скоростью. 

Из приведенных выше оценок и примеров следует поэтому, 
что с высокой степенью точности, вполне удовлетворяющей 

целям анализа уравнений ошибок, можно уравнения (2.28) 
в проекциях на .OCH азимутально свободного трехгранника, 
т. е. уравнения (2.36), заменить уравнениями 

6x 03 6x = — Aro, —2Агю, + An, — 

—r Am, — ro, Am, — 2r Amy, 

бу + © бу= Аго,-- 2 Aro, Ап, + 

+r Am, — Try, Am, + 2rAm,. 

| (2.168) 

Решение этих уравнений очевидно и полностью исчерпы- 
вает задачу. Переход к выражениям Ox, Oy для произволь- 
ного сопровождающего трехгранника на окружающей Землю 
сфере, т. е. переход к решениям уравнений (2.28), совершается
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после решения уравнений (2.168) посредством формул, обрат- 
ных формулам (2.33), в которых надо взять 

t 

==— | о, dt + 99, (2.169) 
0 

Именно таким путем написаны выражения (2.166) оши- 
бок 6x, Oy в проекциях на оси трехгранника, ориентирован- 
ного по странам света. 

Приведенные в настоящем разделе оценки показывают 
также, что уравнения (2.168) дают удовлетворительную точ- 
ность и для случая равномерной циркуляции по земной 

поверхности, а также для произвольного кратковременного 
маневра объекта. 

В заключение остановимся еще на следующем. Выше при 
анализе однородных уравнений (2.36), т. е. уравнений (2.124), 
рассмотрен случай произвольного движения объекта с малой 
(по сравнению с первой космической) скоростью на постоян- 
ном удалении от центра Земли, когда 

r=const, @ == const. (2.170) 

Легко усмотреть, что основные результаты этого исследо- 
вания можно распространить и на случай движения объекта 
при переменном г. Так, если 

r—r°+t о(р), < 1, (2.171) 

то вместо оценок (2.138) получатся оценки: 

в. 
0 

bx 5 14+-V2 wo 1—y2 , 
Tl [|< et ers, 2.179) 

где 

07 = ro. (2. ) 

При малых значениях (u?—-++ o2)17 приходим к неравенствам: 

be 
a 

‚ |< Е) = (2.174) 

Разумеется, здесь могут быть получены также оценки, 

аналогичные оценкам (2.146), (2.147), (2.158), (2.159). Мы не 
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будем здесь заниматься выводом этих оценок. При необходи- 
мости читатель сможет сделать это самостоятельно. К тому же 
в части, касающейся o(f), практически всегда оказываются 
достаточными оценки (2.172), (2.174). 

$ 2.4. Исследование устойчивости и интегрирование 
первой группы уравнений ошибок для корректируемой 
от высотомера схемы с тремя ньютонометрами 

2.4.1. Анализ устойчивости. Рассмотрим уравнения оши- 
бок схем с тремя ньютонометрами, в которых сферическая 
составляющая напряженности поля тяготения Земли, входящая 
в уравнения идеальной работы, формируется с использова- 
нием сторонней информации о расстоянии до поверхности 
Земли. 

Вторая группа уравнений ошибок здесь та же, что и 
в случае автономной инерциальной системы, поэтому в отно- 
шении уравнений второй группы на корректируемую от высо- 

томера схему с тремя ньютонометрами целиком переносятся 
результаты, изложенные в п. 1.3.1. 

Первая же группа уравнений ошибок отличается от урав- 
нений ошибок автономных инерциальных систем. Для рас- 
сматриваемых корректируемых систем, как было показано 
в п. 2.2.1, первая группа ошибок является решением век- 
торного уравнения (2.15) 

or or = An — Am x + 

+ & (Ат Xr р Sar ar Sura ‚ (2.175) 

(Аг = Ah). 

В проекциях Ha оси сопровождающего трехгранника хуг, 
ось 2 которого совмещена с г, векторное уравнение (2.175) 
приводит к системе (2.16) скалярных дифференциальных 
уравнений шестого порядка. 

Анализ уравнения (2.175) удобнее всего провести в проек- 
циях на оси неизменно ориентированного трехгранника, так как 
получающиеся при этом скалярные уравнения имеют особенно 
простой вид. Взяв для определенности в качестве неизменно
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ориентированного трехгранника трехгранник &,1,С,, получим 
уравнения: 

bE, ++ ~ OE, = Ап, — 2 (Ат, — Ame,,) + 

. . 3 A 

+n, Amg, —& Ат, + HP ’ 

én, = = On, = Any, — 2 (АтьЕ, — — Am:z,6,)+ 

. . 3 A 

+6, Am, a Е Ame, —+ “as r4 

of, +H ot, = Ang, — 2 (Amen, — Атьё + 
3 

+& Am, — 1, Ame, —- м | 

Однородные уравнения (2.176) представляют собой при 
r==const уравнения гармонических колебаний с частотой 

Шулера Oy = V p/r?. Неасимптотическая устойчивость здесь, 
таким образом, очевидна. Отсюда следует и устойчивость 
уравнений (2.16) при произвольных O,(f), ©, (1), O,(¢) и 
r=const, т. е. для произвольного движения объекта по 
сфере постоянного радиуса, концентрической с Землей. 

Заметим, что если ®,, Wy, ©, в уравнениях (2.16) постоянны, 
что будет, например, при движении с постоянной скоростью 
вдоль параллели, то устойчивость обнаруживается и без 
обращения к уравнениям (2.176), непосредственно из рассмо- 
трения системы (2.16). В самом деле, для движения по парал- 
лели, когда @,—=0, a Wy, ©, определены равенствами (2.78), 
(2.79), однородные уравнения (2.16) принимают вид: 

6x + (a3 — 0? — 92) dx — 20, dy + 20, dz =0, 

by + (02 — w2) dy + 0,0, 52 + 20, 6% =0, } (2.177) 

62 + (03 — o) 62 0,0, dy — 20, 6x = 0. | 
Эти уравнения, так же как выше это делалось по отно- 

шению к уравнениям (1.132), (2.41), можно трактовать как 
уравнения движения материальной точки единичной массы 

вблизи положения равновесия 

6%—0, dby=0, 82=0 (2.178) 

) 

| (2.176) 
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под действием потенциальных сил с силовой функцией 

1 
U =— 5 [(% — of — 02) (6x)? + (@ — 02) Oy)? + 

+ (03 — 03) (62)? + 20,0, dy62] (2.179) 

и гироскопических сил 

— 20, dy-+ 20,62, 20,6x, —20,6х. (2.180) 
Чтобы положение равновесия (2.178) было устойчивым, 

силовая функция должна иметь изолированный максимум 
в точке равновесия. Применение к квадратичной форме, 
стоящей в правой части (2.179), критерия Сильвестра поло- 
жительной определенности показывает, что условие макси- 
мума сводится к одному неравенству 

02 — 02 — 62 >0, (2.181) 

совпадающему с условием (2.49) устойчивости инерциальной 
системы с двумя ньютонометрами. 

Вне области (2.181) степень неустойчивости под действием 
потенциальных сил четна и равновесие стабилизируется гиро- 
скопическими силами. Это можно показать, рассмотрев 
характеристическое уравнение системы (2.177), которое, если 
записать его относительно квадрата неизвестной р?==4, 
имеет вид: 

48 + (365 ++ 267) 4? + (805 + o4) 9 + (& — ©? в =0, (2.182) 

где для краткости введено обозначение 
2 (2 2 6) = 0, о. (2.183) 

Полином (2.182) удовлетворяет условиям Гурвица, так как 
всегда 

(305 + 207) (305 ++ wot) — 05 (5 — wo) >0. (2.184) 

Дискриминант А кубического уравнения, получаемого 
из (2.182) заменой переменной 

1 
у=а-Е з (3805+ 262), (2.185) 

не положителен: 

4 
А — — 57 66° (405 — 60°}? < 0. (2.186)



144 КОРРЕКЦИЯ OT ВЫСОТОМЕРА [ГЛ. 2 

Если @#0, 402 —06? 5-0, 6 — 6? 5-0, то уравне- 

ние (2.182) имеет три различных вещественных отрицатель- 
ных корня, а характеристическое уравнение системы (2.177) 
соответственно имеет три пары различных чисто мнимых 
корней. 

2—2 При @° == @) характеристическое уравнение имеет кратный 

нулевой корень. Если & —=0, то характеристическое уравне- 
ние имеет пару трехкратных сопряженных мнимых корней: 

Р1, 2. 3 = 1/0, P4,5,6==— J. Наконец, при 40; — 0? =0 

появляются кратные корни: Py = — JW. Рз а= JW. 
Можно легко убедиться в том, что во всех случаях, когда 

корни характеристического уравнения системы (2.177) кратны, 
элементарные делители характеристической матрицы остаются 
линейными, что и заканчивает доказательство неасимптоти- 
ческой устойчивости уравнений (2.177). 

2.4.2. Об учете сил полной внутренней диссипации. 
При анализе устойчивости систем (1.132), (2.41), (2.177) 
были получены области, где степень неустойчивости под дей- 

ствием лишь потенциальных сил четна и где устойчивость 
обеспечивается гироскопическими силами. 

Известно, что эта устойчивость имеет временный характер 

и разрушается силами полной внутренней диссипации. 
Здесь, однако, надо иметь в виду следующее. Хотя силы 

полной внутренней диссипации всегда существуют на действи- 

тельных перемещениях механической системы, они могут быть 
настолько малыми, что процесс разрушения устойчивости 
может не успеть развиться при конечном времени работы 
системы. Кроме того, произвольное введение в систему сил 
полной внутренней диссипации (на том основании, что они 

всегда существуют) при исследовании устойчивости может 
привести к ошибочным заключениям. Чтобы показать это, 
рассмотрим в качестве примера однородные уравне- 
ния (2.176), (2.177). 

Пусть для простоты объект движется по экватору. Тогда 
в уравнениях (2.177) ®, =0, уравнение для Oy отделяется, 
а два остальных образуют систему: 

6x + (03 — 92) 6х + 26,62 =0, | 
| , — (2.187) 

62 + (@ —- 0%) 6z — 20, dx = 0.
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Так как ось ©, совпадает с осью вращения Земли, то, 
совместив в начальный момент оси х, ус осями §, 1,, будем 
иметь (Wy == const): 

0Е, == — охзшою,Ё + 62 cos ayf, | 

én, = 6х cos wf + 62 sin ®,ё. (2.188) 

Если отбросить в системе (2.187) гироскопические силы 

20,62, — 2ay dx, (2.189) 

TO останутся лишь потенциальные с силовой функцией 

U =— 4 (в — 97) (6х2 62. (2.190) 

причем уравнения (2.187) окажутся уравнениями в нормаль- 
ных координатах. 

Условие максимума силовой функции при 6x ==02 =0: 

oR — 62 >0. (2.191) 

В то же время характеристическое уравнение системы 
(2.187) имеет вид: 

р“-- 2 (5 + ©.) p? + (05 — a) = . (2.192) 

Ero корни равны: 

Р1, 2, 34 = LJ (@ = Oy), (2.193) 

т. е. система (2.187) неасимптотически устойчива при 
любом Wy. 

Устойчивость уравнений (2.187) в области значений ay, 

не удовлетворяющих неравенству (2.191), обеспечивается, 
очевидно, гироскопическими силами (2.189), так как при 
60. — О < 0 степень неустойчивости с одними потенциальными 

силами четна. 
Введем в уравнения (2.187) малые силы полной внутрен- 

ней диссипации с функцией рассеяния Релея 

f => 826% + (Oy? + 62). (2.194) 

Тогда второе уравнение (2.177) становится асимптотически 
устойчивым (@, ==0, ©, —=0), а уравнения (2.187) изменяются, 

10 В. Д. Андреев
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принимая такой вид: 

dx 22 bx + (02 — 0?) 6x + 20, 62 = 0, | 

2 +752 + (a? — 9?) 52 — 20 dx =0 | (2.195) 
0 y y | 

При малом =? характеристическое уравнение си- 
стемы (2.195) может быть записано следующим образом: 

pt + 262p3-+ 2 р? (8 + в) 
+ 28? p (05 — 9.) ++ (®& — ory? = 0. (2.196) 

Если условие (2.191) не выполнено, коэффициент при р 

становится отрицательным; необходимые условия критерия 
Гурвица не выполняются, система неустойчива. Устойчивость, 
обусловленная вне области (2.191) гироскопическими силами 
(2.189), разрушена силами полной внутренней диссипации. 

Теперь введем полную диссипацию в однородные уравне- 
ния (2.176). Первые два из этих уравнений примут вид: 

ОЕ +0708, 92, =0, 

én, - 261, + @26n, =0. j 

Для 6&, On, получаем затухающие решения, а в силу 
(2.188) получаем затухающие решения и для Ox, OY вне 
зависимости от величины Wy. 

Получили кажущееся противоречие. Оно объясняется тем, 
что диссипативные силы введены в разных координатах. 
В первом случае это координаты дх, ду, 02, во втором — 
координаты 06, 6n,, 66,. Указанное различие и приводит 
к разным результатам. Чтобы в этом убедиться, спроектируем 
уравнения (2.197) на оси х, 2 в соответствии с равен- 
ствами (2.188). Получим уравнения 

6x + (02 — @?) 6х ++ 20, 62 +e? bx +eo,6z =0, | 

02 + (02 — w2) dz — 20, bx + dz — a, dx =—0, | 

(2.197) 

(2.198) 

отличающиеся от уравнений (2.195) последними слагаемыми. 
Характеристическое уравнение системы (2.198) 

pt + 26% p> + 2p? (a + ®,) + 
+ 2=р (0) + ©?) + (@ — 07)’ = 0 (2.199)
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удовлетворяет условиям Гурвица вне зависимости от вели- 

ЧИНЫ Oy. 

Рассмотренный пример показывает, что произвольное вве- 
дение диссипативных сил в уравнения в вариациях после их 
преобразования может повлечь за собой ошибочные заклю- 
чения. Диссипативные силы, если они присутствуют в си- 
стеме, надо учитывать непосредственно при выводе уравне- 
ний в вариациях, а при преобразованиях последних подвергать 
этим же преобразованиям диссипативные силы. 

2.4.3. Об устойчивости уравнений первой группы при 
произвольном движении объекта вблизи земной поверх- 
ности. Обратимся снова к уравнениям (2.176). При г = соп${ 
их решениями будут гармонические колебания, т. е. имеет 
место неасимптотическая устойчивость. Если инерциальная 
система установлена на объекте, который совершает произ- 

вольное движение вблизи поверхности Земли, то г в уравне- 
ниях (2.176) будет некоторой функцией времени. При над- 
лежащем виде функции г (ft) решение уравнений (2.176) может 
оказаться неустойчивым (расходящимся). Если предположить, 
что объект движется вблизи г == 79 —= сопз+, так что 

ео, №11, (2.200) 
ro 

TO для меры расхождения решений уравнений (2.176) можно 
легко построить мажорантные оценки, аналогичные оценкам 
(2.138), (2.172). 

Из уравнений (2.176), учитывая соотношения (2.200), 
получаем уравнения: 

ee wo 

Е, + o2d8, = ——,— 6, 

.. 302 

on, + a on, = — = On,» | (2.201) 

.. 3020 

в, об, = — Oh, | 
где теперь 

62 — “3 . (2.202) 

10*
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Построив решение уравнений (2.201) методом последо- 
вательных приближений аналогично тому, как были построены 
приближения (2.135) для уравнений (2.124), получим следую- 
щие оценки: 

0, 0", 65. 2 

| [at | fat] Ser 
* * * (2.203) 

0? == max a ‚ T= Op, | 

а при 
30°t < 1 (2.204) 

будем иметь: 

OF 01] 05, = | 1 + 302%. 2.205 atl [at]: [sk |b ro Gane 
Оценки (2.203), (2.205) аналогичны оценкам (2.172), 

(2.174). Последние, как легко усмотреть, переходят в оценки 
(2.203), (2.205) при |2 =0. 

2.4.4. Решение уравнений первой группы для случая 
произвольного движения объекта на постоянном удале- 
нии от центра Земли. В этом случае в проекциях на неиз- 
менно ориентированные оси уравнениями ошибок первой 
группы будут уравнения (2.176). Их решение очевидно: 

00 
0Е — 020 cos apt +e Sin Wf ++ | 

* * 0 

t 

1 e . 

0 

А]. т, Am, —b Am, + 308 #27] sina, (Е — т) ат, 

én? | 
bn = dy? cos af 4+-—>* sin Wot +- 

Wo 

(2.206) 

| 

+ = | | Ал, — 2(Ать Е — Am: 6.) -- 
0 

ы _. . о Nx Ar 

+ С, Ait, Eo Am, | + 805 —= | Sin Wp ($ —- т) at, |
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5 = 60° t 55, iN Wot | ‚ = OG COS Wy —+ 5-81 @ +- 

1 

+ | [dm — 20m, Ато | 2-208) 
0 

+£ Am, — т, Ant, + 302 | sin ay (¢ — 0) dt, 

Воспользовавшись известными значениями направляющих 
косинусов 0, между осями &,, 1, С, их, у, 2, можно полу- 

чить теперь 6x, ду, 02, причем в формулах для них величины 
0 5,0 550 520 570 20 0 . 0 

66, Эт,» OC, 05» On, 66, можно выразить через Ox, dy, 
020, 6x°, dy°, 62°, а функции Anz, Any, Anz,, Ать, Amy,, 
Ать, — через An,, An,, An,, Am,, Amy, Am,. Для неподвиж- 
ного в системе координат O,€,n,6, объекта, полагая оси €, 
",, С, совмещенными с осями х, у, 2 и ось Z направленной 
вдоль Г, получаем, например, такие выражения для дх, 
бу, 62: 

0 6% < 
5x = 06.50 cos Wf + —— sin Oot + 

0 

t 

1 ; a + b | (An, — r Amy) sin 0% (¢ — т) dt, 

0 

0 ду. 
бу = Oy" COS Wot +- —— sin Wot -- 

0 

» (2.207) t 

1 os +a | (An, + r Am,) sin во (Е — т) at, 
0 

70 
dz = 62° cos Wot 422 Sin Wot ++ 

0 

t 
1 

+a | (Ап, + 30 Аг) Sin 6, (Е — т) dt. 

0
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При постоянных инструментальных погрешностях имеем: 

бх — р] м 

0 0 

An An 6%. 
= —- (52° — oe COS Wot +- — sin Wf, 

Any о Any by? 
y= бу — =F) cose + sin Wf, 

0 0 0 

02 — Ane +-3Ar—+ 

60 

70 
+ (52° — Аи —3 А) COS Wot + £2" sin Wot. 

Wo Wo 

| 

| 

J 

(2.208) 

В случае движения объекта с постоянной скоростью по 
дуге неизменно ориентированного большого круга, совместив 
его плоскость с плоскостями Ё 1, и ху и воспользовавшись 
формулами перехода (2.188), найдем: 

bx = (6х0 cos wf — 62° sin ®,ё) cos Wot +- 

+ = [(dx9 + 52°w,) cos @yt — 

— (629 — ох) sin @y4] Sin Wt + 
t 

+ | [((An,—r Amy) COS @, (Е — т) — 
0 

— (An, + 2 Amyroy + 

++ 305 Ar) sin wo, (£ — т)] sin @ (Е — т) dt, 

о éyo 
dy = Oy" cos @yf + —<— sin Wt -+- 

0 

| 
1 . . 

+ a | (An, + Am,r— Am,r@y) Sin W) (Е —T) at, 

0 

02 = (6x° sin wt 4- 62° cos Wy) COS Wot +- 

l . 

—+ т [(62° — 6x°wy) cos @yt 4- 

(2.209)
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+ (6x9 + 52%,) зто, sin Wf + 
t 

1 
= | [((An, — Атуг) sin ®, (Е — т)-- | (2.209) 

+ (An,+ 2Атуго, + 

+ 305 Ar) cos w, (Е — t)] sin @)(¢— т) dt. | 

При постоянных инструментальных погрешностях и при 
© < ©? из формул (2.209) получаются, в частности, такие 

приближенные выражения: 

dx = (5х0 cos of — 020 sin ®,Ё) cos Wot +- | 

-- = (5x° cos Oyt — 52°sin yt) Sin Oot +- 

—- Ane (1 — COs Wot cos yt) —- 
Wo 

= ( ее +3 ar) COS Wof sin р, 
0 

40 

$11 Woe, 
Wo 

A A 
бу = 23 + (9-3) COS Wot ++ (2.210) 

0 Wo 

dz = (6x9 sin Ot -- 62° cos yf) COS Wot + 

—- = (5x9 sin «ЕЁ -|- 52° cos @yt) Sin Wot — 

Any . 
——2 sin 0,Ё COS Wot ++ 

0 

0 

A -- oe +-3 Аг) (1 — cos Wf cos @,£). 
@ 

Если в формулах (2.209) положить @y==@, то полу- 

чатся ошибки Ox, Oy, 02 определения координат спутника 
на круговой орбите. При постоянных инструментальных
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погрешностях соответствующие выражения приводятся к виду; 

bx? ‚ 62° 
Ox = bx° + a, sin 2Wot +- Day (cos 2% — 1)+ 

+ Ans (1 — cos 266) + 
40 

An, Amyr 3 
+ (=F + —Ar | (sin 20% — 2050), 

40 20 4 

бу. 
бу = dy? cos Wot + —— Sin Wot +- 

0 

Any — Ат „гоу (2.211) 
5 (1 — cOs Wf), 

Oy 

30 0 
Oz — 6279 + sain 2W ¢ +- (1 — cos 2Wo¢) +- 

НА (20 — sin 2agt) + 
405 

An, Amyr 3 
— Ar |(1 — cos 20,f). 

H(z 20 vy } $2001) | 

Из уравнений (2.206), таблиц направляющих косинусов 
(1.10), (1.7) и очевидного равенства 

№ = (исозф +—)¢ (2.212) 

можно получить формулы для Ox, Oy, 02 в случае движения 
объекта с постоянной скоростью V относительно Земли вдоль 
параллели. Мы не будем здесь выписывать соответствующих 
(достаточно громоздких) выражений. При необходимости чита- 
тель сможет сделать это сам. 

2.4.5. Интегрирование первой группы уравнений оши- 
бок для кеплерова движения объекта. Векторное урав- 
нение (2.175) в случае кеплерова движения объекта в про- 
екциях на оси орбитального трехгранника хуг приводит
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к системе уравнений четвертого порядка 

bx + (5 — о?) bx + 0,52 + 20,52 = | 

= An, —2 Amyr — Ат уг, 
. и , (2.213) 

02 + (= — о?) 02 — 0, 0x — 20, 0X = 

Зи Ar 
= An, + 2Amyro, +” | 

и к уравнению второго порядка 

Oy + Soy An, + 2Am,F + Amr — Ато. (2.214) 

Уравнения (2.213), (2.214) не являются, как это было 
с уравнением (1.92), уравнениями в вариациях кеплерова дви- 
жения; поэтому к решению уравнений (2.213), (2.214) нельзя 
применить теорему Пуанкаре, которой мы воспользовались 
при отыскании решений уравнения (1.92). 

Однако сравнение уравнений (1.92) и (2.213), (2.214) 
дает путь к решению последних аналогично тому, как это 
дало нам раньше возможность решить уравнения (2.95). 

Уравнение (2.214) совпадает со вторым уравнением (2.95). 
Решением же последнего является формула (2.98), а для орбит 
малого эксцентриситета и при постоянных величинах проек- 
ций векторов An и Am на оси орбитального трехгранника — 
формула (2.105). Задача свелась, таким образом, к решению 
системы (2.213). 

Сопоставив уравнения (2.213) с уравнениями (2.96) — 
проекциями векторного уравнения (1.92) на оси хи 2 орби- 
тального трехгранника, можно обнаружить, что однородная 
система уравнений (2.213) допускает два частных решения: 

0% =, 02 = 0; 

| (2.215) 

бх —=0, 02=-. 

‚ Это позволяет понизить ее порядок до второго путем 
замены переменных: 

Ox = — | р at, ео | gat. (2.216)
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Уравнения для р и 4 получаются в виде: 

p+2— p+ 20,4 =0, 
(2.217) 

g+2—q—2wyp =0. | 

Умножив второе уравнение (2.217) на j=V-1, приба- 
вив результат к первому уравнению и введя новую (ком- 
плексную) переменную 

2=р- 74, (2.218) 

приходим к уравнению первого порядка относительно 2 

2-22 (= — jo,) =o. (2.219) 

которое немедленно интегрируется. Общим решением этого 
уравнения оказывается функция 

= (соз 20-5 29), (2.220) 

где ©, как и ранее, — истинная аномалия, а С — некоторая 
комплексная постоянная. 

Переходя теперь снова к переменным Ox, OZ и используя 
при этом соотношение (2.113), получаем два таких частных 
решения уравнений (2.213): 

г ) 
. г 

6x = = sin 2u, 02 = cos 2%; 

(2.221) 
dx —=——cos2v, 6z¢=—sin2Quv. 

a a 

. Выражения (2.221) вместе с выражениями (2.215) соста- 
вляют систему четырех частных решений уравнений -(2.213). 
Образуем из этих частных решений и их производных, взя- 
тых с учетом равенств (1.162), матрицу a. Ее элементами 

‚ 012 ==0, Oh3 = — sin 2%, 0h4—= — Cos 29, ] 
| (2.222) 

г г 
‚ @50==— (оз == — — COs 9%, 29 a’ 23 р 05
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04 == . sin 29, 

ve , 
Q3) = —_ $119, Og =0, 

уе 2av УТ — е? 
933 = УГ по sin 29 -- cos 9%, 

_ 22 

O34 == $110 с0$ 20 — 2av УТ — sin 29, (2.222) 
V1—e? 

ve , 
Q4, == 0, Oy = уг sin v, 

ve ; 2av УТ — е? 
O43 == — Vice sin 9 cos 29 -+- - sin 29, 

ve . . 2av УТ — e 
O44 = Vie sinvsin 2u—-+ cos 29. 

Определитель матрицы @ есть определитель Вронского 
полученной системы частных решений. Если привести одно- 
родную систему (2.213) к форме Коши, т. е. представить ее 
в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка, 
разрешенных относительно производных, то матрица коэффи- 
циентов правых частей не будет содержать, как и в случае 
уравнений (1.163), диагональных элементов. Поэтому опре- 
делитель Вронского постоянен. Его значение при Ё = 0 легко 
вычисляется. Заметив, что 9 (0) = 0, сразу получаем из (2.222) 

|а|=4%2(1 — 22) £0. (2.223) 

Таким образом, построенная система частных решений 
однородных уравнений (2.213) линейно независима. Общее 
решение однородной системы (2.213) имеет поэтому вид *): 

4 4 

дх = Cay; 62= У Сю. (2.224) 
i=] i=] 

*) Общее решение однородных уравнений (2.213) получено из- 
ложенным способом в нашей работе, указанной в сноске к стр. 125. 
А. И. Лурье при просмотре рукописи этой работы предложил изящ-
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Общее решение неоднородной системы найдем методом 
вариаций произвольных постоянных. Полагая С, функциями 
времени, получим для их определения уравнения: 

\ 4 4 

pa Са: = 9, pa C 105; = 0, 

4 e e e 

Dy Cit; = An, — 2 Amy —Amyr, (2.225) 

4 
: Зи А 

У бои = Ап, +2 Атуго, + —. | 
i=] 

ный прямой путь получения общего решения векторного однород- 
ного уравнения (2.175), который приводится ниже. 

Из (1.155) и однородного уравнения (2.175) следует (здесь точ- 
ками обозначены полные производные по времени): 

ХХХ ХР) =O, 

r<or+o6rXr=a, где а — постоянный вектор. 

Отсюда получается: 

бег? — 6rr-r=roér-r+rXa—rr-or. (+) 

Далее, из (1.155), (2.175): 

r-dr—r-dr=0, 

r-6r—r-dr = с = const. 

Подстановка в (x) дает (заметим, что г -Р = rr): 

бег? — orrr = or X(r Kr) ter+r Xa. 

Но гХР == vy. Поэтому приходим к уравнению 

7—5" Lh oy X or = (or +r Xa) = 

которое равносильно уравнениям 

(82 + 184) —(— 270) (62 +752) == @— Jay), 

ay 
г 

r
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Построим матрицу В —=@а_!. Для ее элементов получаем 
значения: 

ви =, В12 = п ‚ Вз==0, 

__ r | 

Bu = WwV1i—e 

Boy = — Tia Boo = =, 

r 1 
Bo3 = — мут==’ Вод = 0, 

е по cos 29 esinuvsin2v | (2.226) 

Ва — 9 —е) Pa =~ qe’ 
К cos 29 и sin 29 

Ba Vine’ Ма дуги, 
е sinv sin 29 е зто с0$ 29 

Ваз = 2(1—e2) ’ Ва = — 1—2?) ’ 

__ r sin 2u fr cos 2u 

Bas = Vine’ м о иги. 

При помощи матрицы В, обратной матрице а, выражения 
для С,(Ё) представляются формулами 

t 

с. = | вы (Аи, — 2Атуй — Amiyr) 
0 

+fu(An,+2Amyro, +E )| at +C? (2.227) 
(i=1, 2, 3, 4). 

Чтобы написать решение уравнений (2.213), осталось лишь 
подставить выражения (2.227) в формулы (2.224), определив 

0 
предварительно С: в соответствии с начальными, условиями 

Их интегрирование дает: 

bz fj bx = (ви + jee) re~ 2 + (¢ — jay) 299, ду = esr + a,v/rv. 

Найденное решение содержит все шесть произвольных посто- 
AHHBIX: 

с, ay, ay, Ci, Cg, Cg.



(2.100), (2.102), 
включительно: 

КОРРЕКЦИЯ ОТ ВЫСОТОМЕРА 

“
>
 

Ув, i By, (An, — 2Amyr — Ам, г) + 

[=] 

+ В ы + 2 Amyroy + “м. ar )I dt +7, 

1 | 

Г. oo, 
Oo; | Bis (An, — 2 Amyr — Amyr) + 

0 i=] 

+ вы (An, + 2Amyroy +e ae и) at + ct}, 

__ 060 ~~ 020 (1 —e) co _ 52° 4 6° =e) 

l—e WV1I—e Ще 2 У1—е’ 

5x° (1 —e) С 52° (1 — 2) 
= ———— ; 4 — —. 

2 УТ—е? WV1—e 

Для орбит малого эксцентриситета, используя 
получим с точностью до членов 

1 =1—ecosvt, a .—0, 

013 == sin 2vt + esin vt (8 cos 2vt —- 1), 

014 — cos 2% — e(3sin vt sin 2vt -- с0$ vt), 

Qo, = 0, O.—=1—ecos2vi, 

(23 == — cos 2vt -+- e (3 sin vt sin 2vt -+- cos ve), 

Qo, == Sin 2vt + esin vt (3 cos 2vt — 1); 

Bi3 = 90, В14 = — у (1 — 6 cos vt), 

] 
Ваз = > (1—ecosvt), Ва =0, 

Взз = = [cos 2v¢ — е (8 sin vt sin 2v¢ +- cos %#)], 

Вза == [sin 2vt + esin vi (3 cos 2% — 1)], 

[ГЛ. 2 

уравнений rs Выполнив указанные операции, найдем: 

‚ (2.228) 

| 
‚ (2.229) 

равенства 
порядка е 

‚ (2.230) 
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\ 

Byg = — [5 246 + e sin (3 cos 2%ё — 1)], 

Bas — 5: [cos 2vt —е (3 зп vt sin 2vt +- с0$ \]}; 

C} = 8x91 +e) — (1 — 0), 

C821 +e) + #1 — 2), 

+ (2.230) 

6х0 >0 
C= sae), <= 5—0). 

Если принять инструментальные погрешности постоянными 
и подставить значения (2.230) величин @;; и В;, в реше- 
ния (2.228), то после интегрирования и очевидных группи- 
ровок и упрощений, вытекающих из малости е, можно прийти 
к таким выражениям для ошибок Ox, O62: 

An, 

0х — 4%? 
(1 —cos 2vé) + 

An, aAmy 3 Ar + (Fe 41) coin ave — 200) + 
0 1 8% <. 629 

+ 6x + 5, sin 2vt + (cos 25 — 1) -- 

telat (— 7-cosvt-+ 2cos 2vt — + cos 3ve) + 

4. Anz (ve cos м3 sinvé—2sin 2% 43 sin ЗУ} + 
2v? 4 4 

oa Amy 
Fy (—2 sin vt +- sin 2vt) + 

+ Ar (5 vt cos vf — > sin vé-+ = sin ЗУ} —- 

+ 650 (1 — cos vt) ++ 

+ oe (1 —cos 2v¢ — 3 sin vt sin 2vt) + 

| (2.231) 

"0 
7 

5 (— sin vé — sin 2v¢-+-3 sin УЁ cos 2).
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92 = а (2vt — sin 2vt) + | 

hn A ЗА 
++ ay го — cos 2vt) + 620 

5x0 
Oy > — cos ovt) + 2 sin 2vt + 

An, 3, 
—- [Se ( vt cos УЁ — 7 sin vi -- 

+ 2sin 2vt — - sin ЗУ) —- 

52 (-т 
4 

‚ (2.231) 
cos vt + 2 с0$ 2% —1 COs 3%] —- 

о о 
+— (—1 + 3 cosvi—= cos 2vt ++ & 5 cos3vt] + 

—+ oe (cos vt — cos 3vt) + 020 (1 — cos vt) + 

5x0 
+ = (— 1 + cos 2vt + 3 sin vé sin 2vt) +- 

—+ 52 (— sin 2vt — sinvt + 3 sin vt cos 2vt)| . 

При е=0, т. е. для круговой орбиты, формулы (2.231) 
превращаются (v2, г==а) в первую и третью формулы 

(2.211). 

$ 2.5. Зависимость ошибок от инструментальных 
погрешностей и погрешностей начальных условий. 
Сравнение с автономными инерциальными системами 

2.5.1. Зависимость ошибок определения координат и 
ориентации от погрешностей начальных условий. В $ 2.2 
при выводе уравнений ошибок инерциальных систем, исполь- 
зующих информацию о расстоянии до центра Земли (или до 
ее поверхности), было выяснено, что в этом случае по срав- 
нению с автономной инерциальной системой меняется лишь пер- 
вая группа дифференциальных уравнений ошибок, т. е. 
уравнения (1.92), (1.95), и вытекающие из них. Остальные урав- 
нения не меняются. Следовательно, при рассмотрении зависи- 
мости полных ошибок определения координат и ориентации
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объекта (или платформы инерциальной системы) от инстру- 
ментальных погрешностей, погрешности Аг ==Ай и ошибок 
начальных условий можно опираться на результаты п. 1.3.5, 
содержащего такого рода рассмотрение для автономной инер- 
циальной системы. 

Полные ошибки определения координат дхо, ду, 020 
выражаются, согласно равенствам (1.93), (1.94), такими фор- 
мулами: 

ого = бг +6r,, би, =0 Жь№, 
(2.232) 

Ого = блох + Oyoy +622. 

В проекциях на оси сопровождающего трехгранника ху2, 
ось 2 которого совпадает с радиусом-вектором г, эти фор- 
мулы, согласно соотношениям (1.108), дают: 

ох = bx + 0х, бу ==бу- бу, те 
(2.233) 

0х: = Or, ду = — O,r. 

Ошибки ориентации сопровождающего трехгранника опре- 
деляются вектором 0, угла малого поворота, проекции кото- 
рого, согласно равенствам (1.118), имеют вид: 

6 6 
9, =— 9, 9, —=-—, 

a8, (2.234) 
9,, = — 0, + Bio anf [or Ns + Г (9. „Взл о 0 ,В,2)], 

где 

ér = dxx + byy + 622. 

В соотношениях (2.233), (2.234) проекции 0,, 0,, 0, суть 
решения уравнений (1.93) или (1.96). Для автономных инер- 
циальных систем величины Ox, OY, OZ суть решения уравне- 
ний (1.92) или (1.95). В рассматриваемом случае в формулы 
(2.233), (2.234) надо подставить в качестве Ox, Oy, 02 реше- 
ния уравнений (2.15а) или (2.16) — для схем с тремя ньюто- 
нометрами и решения уравнений (2.28) — для схем с двумя 
ньютонометрами. 

Таким образом, чтобы выяснить различие возмущенного 
движения автономных систем и систем с использованием сто- 
ронней информации о расстоянии до поверхности Земли, до- 
статочно сравнить свойства решений уравнений (1.95) со 

1] В, Д. Андреев
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свойствами решений уравнений (2.15a), (2.28). Частично такое 
сравнение уже содержится в ряде замечаний, сделанных при 
исследовании устойчивости и интегрировании уравнений 
(2.15a), (2.28). Но ввиду важности вопроса на нем следует 
остановиться специально. 

Сравним сначала свойства решений однородных уравне- 
ний (1.95), (2.16), (2.28), т. е. характер возмущенного дви- 
жения автономной инерциальной системы и системы с исполь- 
зованием сторонней информации о величине A в том случае, 
когда источниками возмущений оказываются лишь погреш- 
ности начальных условий. 

Как было показано в п. 1.3.2, уже некоторые из случаев, 
когда уравнения (1.95) сводятся к уравнениям с постоянными 
коэффициентами, свидетельствуют о неустойчивости автоном- 
ной инерциальной системы. Во всяком случае, автономная 
инерциальная система неустойчива в практически важной 
области 

(5 — % — 6 —® > 0. (2.235) 

Среди корней характеристического уравнения системы (1.95) 

в области (2.235) есть положительный, близкий при малых 

скоростях движения объекта к величине Wo V2. Модули оши- 
бок дх, Oy, 02 растут поэтому по экспоненциальному закону, 
быстро удаляясь от начальных значений. Численные оценки, 
приведенные в п. 1.3.5, показывают, что автономная инер- 

циальная система может сохранять точность, сравнимую с точ- 
ностью задания начальных условий, лишь в течение 10—15 мин 
с момента начала работы. 

В случае кеплерова движения объекта решения уравне- 
ний (1.95) также свидетельствуют о неустойчивости. В самом 
деле, из формул (1.166), если инструментальные погрешности 
равны нулю, получаем для Ox, 02, бу выражения: 

4 4 2 

6x = > CoA, 02 = > С Ao, бу = > Ci. 4Bij, (2.236) 

[=] 

где Cj; — величины, определяемые погрешностями начальных 
условий, а A),;, Аз, By; — элементы матриц частных реше- 
ний (1.167). Если элементы B,, — периодические функции вре- 
мени, то среди элементов A,,, Ao; есть растущие пропорцио- 
нально времени (A,, и 451), откуда и следует неустойчивость.
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Здесь полезно заметить, что в А время входит множителем 
во второе слагаемое с коэффициентом е. Для случая движе- 
ния объекта по круговой орбите решения Ox, 02 однород- 
ных уравнений (1.95), согласно формулам (1.152), имеют 
такой вид; 

6.0 
Ox = 6x9 + —_ (4 sin vt — 3vt) 4+- 

2 620 
у 

+ 6020 (sin vt -— УВ + (cos vt — 1), 
9 550 (2.237) 

^) 
(1 — cos vt) 920 (4 — 3 со$ vt) + 02 = 

+0 
422 sin vt. 

Из выражения для 6x следует, что погрешности 6x9, 622 
приводят к возрастанию ошибки пропорционально времени. 
Для орбиты малого эксцентриситета в выражении для OZ также 
появляются (с множителем е) линейно растущие со временем 
слагаемые *). 

В случае уравнений (2.15a), (2.28) с устойчивостью дело 
обстоит несравненно лучше. Для уравнений (2.28) в тех слу- 
чаях, когда они приводятся к уравнениям с постоянными 
коэффициентами, условием устойчивости оказывается как раз 
неравенство (2.235). Для неподвижного в системе коор- 

динат O,€,,6, объекта решением однородных уравнений (2.28) 
будут, согласно формулам (2.69), гармонические колебания 
с частотой Wo 

0х = 6x° cos wot + 2* Sin Wf, _ 

: (2.238) 
0 by? 

dy = dy® cos Wot + —5— Sin of. | 
0 

При движении объекта с постоянной скоростью по дуге 
большого круга сферы постоянного радиуса г, концентриче- 
ской с Землей, выражение (2.238) для бу сохраняет свой вид, 

*) См. $ 5.4 и 5.0 книги, указанной в сноске на стр. 98. 

11*
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а выражение для ошибки OX в плоскости движения приобре- 
тает, согласно первой popuyas ere такой вид: 

Vane © — oF 

Здесь гармоническое колебание происходит с частотой 
— }2_ (0 v= V a — о. 

Из формулы (2.239) получается, что для спутника Ha Kpy- 
говой орбите уравнения (2.28) приводят к неустойчивости, 
так как в этом случае 

6x = 6х0 + 0.0. (2.240) 

Неустойчивость имеет место и при движении спутника 
по произвольной эллиптической орбите. Действительно, в этом 
случае, согласно равенству (2.115), 

bx = 5x0 1 — @ Е зп У a — 622. (2.239) 

ru 

avV1—2 

в то же время истинная аномалия 9 является монотонно воз- 
растающей функцией времени. Она растет в среднем про- 
порционально времени. Если эксцентриситет е орбиты мал, 
то из (2.120) получается, что 

dx = 6x°[1 + е(1 —cosvt)] + 

4. 640 Ё Че (= sin vt —t — t cos vt). (2.242) 

6х = С + = C3; (2.241) 

При исследовании устойчивости уравнений (2.28) было 
отмечено, что в случае произвольного движения объекта даже 
на постоянном удалении от центра Земли коэффициенты этих 
уравнений переменны, и их решения могут оказаться неустой- 

чивыми. Однако при скоростях движения объекта, сущест- 
венно меньших первой космической скорости, можно построить 
мажорантные оценки решений однородных уравнений (2.28) 
типа оценок (2.146), (2.158). Из этих оценок следует, что 
возмущенное движение инерциальной системы с двумя нью- 
тонометрами остается близким к гармоническим колебаниям 
с частотой Wp. 

Дальнейшее улучшение устойчивости инерциальной системы 
дают уравнения (2.15a), (2.16). Напомним, что они относятся 
к случаю, когда в инерциальной системе сохраняются все 
три ньютонометра; сторонняя информация о величине й исполь*
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зуется лишь для формирования модуля напряженности поля 
тяготения Земли. 

В этом случае при произвольном движении объекта на 
постоянном удалении от центра Земли инерциальная система 
устойчива. Это следует из представления (2.206) решения 
уравнения (2.15а). 

При таком использовании информации о расстоянии й 
до поверхности Земли инерциальная система оказывается 
устойчивой и при кеплеровом движении объекта. Чтобы убе- 
диться в последнем, обратимся к формулам (2.228), (2.98). 
Когда инструментальные погрешности равны нулю, то из 
указанных формул находим: 

4 4 

бх = №4 .С°, dz= 3) a,,C%, a 

= т | (2.243) 

ico] 

| 2 

бу = У, ВС +4. 

Но все элементы матриц частных решений a,, и B;,, как 
это видно из выражений (2.226), (1.167). являются периоди- 
ческими функциями времени. | 

В частности, для орбит малого эксцентриситета однород- 
ные уравнения (2.16) имеют своим решением [см. равен- 
ства (2.105), (2.231)] выражения: 

6x =0^х0 [1 + е(1 — cosvt)] + 8 [sin 2v¢ + 

+ e(— sinvt — sin 2vt + 3sin vt cos 2vt)] + 

+22 [cos 2vt— 1-+-e(1—cos 2vt¢—3 sin vé sin 2vé)], 

dy = dy" [cos vf + e(cos vt — 1 — sin? vt)] + 
5 (2.244) 

+ — [sinvt + е(— чп vt + sin vt cos vt)], 

6z = 629[1 + e(1 — cos vt)] + ag — cos 2vt + 

>0 
+e(—1-+-cos 2v¢-+-3 sin yt sin vty] +2 [sin Qv¢ + 

+ ¢(— sin 2y¢ — sin vt + 3 sin vt cos 21]. | 
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Для произвольного движения объекта, когда F(t) оказы- 

вается произвольной функцией времени, решения уравне- 
ний (2.16) могут оказаться и неустойчивыми, причем устой- 
чивость или неустойчивость связана здесь исключительно лишь 
с видом функции Г (1). 

Однородная система (2.16) равносильна векторному 
уравнению 

42 6r 

Величина p/r? всегда положительна. Следовательно, на 
любом конечном удалении от центра Земли решение урав- 
нения (2.245) будет колебательным. Возрастание амплитуды 
этих колебаний возможно лишь за счет параметрического 
резонанса. 

Если движение объекта происходит вблизи некоторого 
постоянного г =70, так что Г = го + 0(Ё), то для проекций 
вектора Or на оси &Ё,, \,, ©, справедливы оценки (2.203): 

66, 
60° 

| OE ‚ «| Oe 
6g 

> < exp 30 max | Oly (2.246) 
n r 

Мажорантные оценки (2.246) расходимости амплитуд pe- 
шений уравнения (2.245) по отношению к их начальным зна- 
чениям являются завышенными оценками по самому способу 
их получения. Тем не менее они достаточно эффективны. 
Так, если движение происходит по поверхности Земли, то 

тах | о |=2. 10° м, го ж 6,4. 10° м. Wp = 1,20. 107° 1/сек. 

Для того чтобы амплитуда колебаний возросла в е== 2,78 раза, 

необходимо время порядка 25. 10° сек, т. е. около 70 часов. 

При шах | о | == 10° м это время уменьшается до величины 
порядка 15 часов. Если же время работы инерциальной системы 
составляет несколько часов, то правые части неравенств (2.246) 

при |0 |< 10° м практически не отличаются от единицы. 

2.5.2. Ошибки от инструментальных погрешностей 
ньютонометров и гироскопов. Перейдем к вынужденным 
решениям, т. е. к зависимостям, связывающим инструмен-
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тальные погрешности с ошибками Ox, Oy, 02. Ограничимся 
при этом случаем постоянных величин инструментальных 
погрешностей, для которого в предшествующих параграфах 
были получены явные выражения решений Ox, dy, 02 первой 
группы уравнений ошибок. Рассмотрим сначала инструмен- 
тальные погрешности чувствительных элементов инерциальной 
системы — ньютонометров и гироскопов, а уже потом по- 
грешность Аг —=Ай информации о расстоянии до поверх- 
ности Земли. 

Сравним формулы (1.141), (2.70), (2.208), представляю - 
щие соответственно решения уравнений (1.96), (2.28), (2.16) 
для неподвижного объекта. Инструментальные погрешности 
An,, Any, определяющие ошибки 6x и Oy, входят в эти 

формулы одинаково. Различие заключено лишь в формулах 
для 02. Для автономной инерциальной системы, т. е. в фор- 
мулах (1.141), ошибка в определении 62, вызванная погреш- 
ностью An,, растет по экспоненциальному закону. В системе же 

с тремя ньютонометрами и коррекцией по #, как видно 
из третьей формулы (2.208), постоянная погрешность Ап, 
ведет лишь к гармоническим колебаниям около смещенного 
положения равновесия. Погрешность Ап, проявляет себя здесь 

таким же образом, как погрешности An,, Ап, в формулах 

для 6x, бу, одинаковых для всех трех случаев. Погрешности 
Am,, Amy, Ат, гироскопических элементов не входят в фор- 

мулы (1.141), (2.70), (2.208). В выражения для полных 
ошибок дхо, ду, 625 определения координат они войдут 
в соответствии с равенствами (2.233) через величины O,, 09, 
одинаковым образом во всех трех рассматриваемых слу- 
чаях. 

Сравним далее формулы (1.150), (2.73) и (2.209), являю- 
щиеся решениями уравнений (1.96), (2.28), (2.16) в случае 
движения объекта с постоянной скоростью по дуге большого 
круга сферы постоянного радиуса, концентрической с Землей 
и не участвующей во вращении последней. Формулы для ду 

совпадают во всех трех случаях и отличаются от второго 
выражения (1.141) для случая неподвижного основания лишь 
тем, что в последнее не входит погрешность Ат,. Остается 
сравнить формулы (1.150), (2.73), (2.209) для 6х и Oz. 
Сохранив в формулах для OX лишь члены, относящиеся 
к инструментальным погрешностям инерциальной системы,
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из равенств (1.150), (2.73), (2.209) получим соответственно: 

Ап 1 
6x = =a 1 — —— (60—62 2) cos vt | a3 { ety [(@5— @, + 2) +r 

+ (05 - OF — v*\ch №] | -- 

2oyuv (Ап, -Н 2ray Amy) 

ое) ВАМ SH BE), 

6x = Bn x (1 — cos Wf), 
On — W 0— %y ‚ (2.247) 

bx = 5 1 5 fan. [1 — COS Mt Cos Ot — 
Oy — Oy 

@ 
_ a Sin Wt sin oyt) + 

+ (An, + 2ro, Amy) (cos Mot Sin Of — 

_ oy 
Wo 

SiN Wot COS В] | 

Аналогично из равенств (1.150), (2.209): 

Ап, + 27%, Amy 1 

205 + ®, | + (wp — 0%) (u? + v’) 

Ж [№2 (@}—@)—v’) cos А? (@§ — 2p) ch pe] } — 

2% Any 

py (pF 

an, - 2ra, Amy) Ж 

=) (usin — vsh pd), 

2 

@ 

x ( — COS Wf COS Ot — — sin wot sino ‘ — 
Wo У 

| (2.248) 

@ . ys. — An, (cos Mot Sin Ot — 5, SiN Wot COS o,t) . | 

Из первых равенств (2.247), (2.248) следует — и это уже 
отмечалось ранее, —- что в случае автономной инерциальной
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системы ошибки дх, 02, вызванные инструментальными по- 
грешностями An,, Ап, Am,, растут со временем по экспо- 

ненциальному закону. Наибольший интерес представляет 
сравнение второго и третьего равенств (2.247). Для схемы 
с двумя ньютонометрами, как это видно из второго равен- 
ства, 6х зависит лишь от An,, причем 

[5х | < 21 Аи, |. (2.249) 
Wy — @ 

Для схемы с тремя ньютонометрами, использующей ин- 
формацию о величине A, ошибка OX зависит не только от 
погрешности An,, но еще от погрешностей An, и Ат,, 

причем имеет место оценка: 

[ox |< — ae (2| An, || An,-+ 2го,Ат,|). (2.250) 

Из оценок (2.249), (2.250) следует, что максимальная 
величина парциальной ошибки от погрешности An, одинакова 
в обоих вариантах использования информации о величине й. 
Заметим, что из второй формулы (2.248) также получается 
оценка, аналогичная оценке (2.250): 

[1621 < == с? (| An, |+ 2|An,-+ 2ra, Amy, |). (2.251) 

Для медленных движений объекта, т. е. для скоростей 

движения, значительно меньших первой космической скорости, 

из формул (2.247) вытекают следующие приближенные ра- 
венства: 

Ап y An V2 
6x = — 5 (1 —- COS Wt) — ° Sh @ V2 Г, 

60 305 

bx = АИ (1 — cos apf), | (2.252) 
6 

dx = - [An,(1—cos Wot cos @yt)-+-An, cos Wot sin oye]. | 
0 
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Аналогично из формул (2.248): 

да = АИ (chap И? Е— 1), 
205 
| | (2.253) 

bz = [An,(1—cos at cos 2) —Ап, cos @of sin yf]. 
0 

Из сравнения второй и третьей формул (2.252) следует, 
что при малых скоростях движения по дуге неизменно ориен- 
тированного большого круга схема с двумя ньютонометрами 
предпочтительнее корректируемой по # схемы с тремя ньютоно- 
метрами, так как при одних и тех же инструментальных 
погрешностях ньютонометров максимальные ошибки Ox 
в первой схеме могут оказаться меньшими. К такому же 
выводу приводит сравнение ошибок при медленных движе- 
ниях объекта вдоль параллели. 

При скоростях движения, близких к первой космической 
скорости, и, в частности, для спутников дело обстоит не- 
сколько иначе. Чтобы убедиться в этом, сравним решения 
уравнений (1.96), (2.28), (2.16) для кеплерова движения 
объекта. 

Рассмотрим для простоты случай движения объекта по 
круговой орбите. Для автономной инерциальной системы, 
согласно формулам (1.153), имеем: 

bx | — “Cel. +4(1 — cos af) | + 
Wo 

2 An, 4a Amy 
+ + | (Sin Wot — Wf), 

© 

° "0 2.254) 
Any — a0) Am, (4. 

бу = 5 (1 —cos@,f), 
60 

2 Ans ane 
02 = (Mot — sin Mt) + (1 — cos @f). | 

© 6 

Для схемы с двумя ньютонометрами из формул (2.76) 
или формул (2.105), (2.120) при нулевых начальных усло- 
виях находим: 

An ,t? Any — а6, A 
x=, by = Я (1 —cosayt). (2.255) 

o é 0 
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Наконец, для схемы с тремя ньютонометрами, в которой 
используется информация о величине й, согласно равенствам 
(2.211) или (2.105), (2.231) имеем: 

А \ 

ox = te (1 -- cos 2@o¢) + 

An, 
+ 5 4 Soy т Jes 2Wot — 2Wof), 

Oo 
Any — а® Amz 

бу = — (1 — cos @,f), (2.256) 
0 

éz = т (29 — sin 26) + 
0 

A A 
+( "2 —- =) (1 — cos 2052). 

460 20 

Сравнение соотношений (2.254), (2.255) и (2.256) пока- 
зывает, что для спутника на круговой орбите меньшие ошибки 
дает последняя схема. В ней ошибки Ox и 02 содержат лишь 
линейно растущие со временем слагаемые, в то время как 
в двух остальных схемах выражение для Ox содержит ква- 
дратичную функцию времени. Это обстоятельство сохраняется 
для эллиптических орбит, а также для движений объекта, 
близких к кеплеровым. 

2.5.3. Ошибки от погрешностей информации о рас- 
стоянии до поверхности Земли. До сих пор шла речь 
о зависимости ошибок 6x, ду, 02 от инструментальных по- 
грешностей чувствительных элементов самой инерциальной 

системы, т. е. от An,, Ап, Ап, Am,, Ат, Am,. В то же 

время, если в инерциальной системе используется инфор- 
мация о расстоянии й до поверхности Земли, возникают 
ошибки из-за погрешности Ай (==Аг) этой информации. 
Сравним ошибки 6х, ду, 02, к которым приводит Ar, в двух 
рассматриваемых вариантах использования информации о вели- 
чине fh. Без этого сравнения представление о свойствах ука- 
занных вариантов было бы существенно неполным.
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Как и для инструментальных погрешностей, ограничимся 
здесь случаем, когда величина Аг постоянна. При необходи- 
мости можно, разумеется, легко рассмотреть и случай пере- 
менного Ar, если вид функции Аг (Ё) будет задан, так как 
соответствующие решения уравнений (1.96), (2.28), (2.16) 
с произвольным Аг были в предшествующих параграфах по- 
строены. Это замечание относится в равной мере и к инстру- 
ментальным погрешностям чувствительных элементов инер- 
циальной системы. 

Постоянная погрешность Аг в схеме с двумя ныотоно- 
метрами не приводит к дополнительным ошибкам Ox, Oy при 
неподвижном объекте. Это видно из формул (2.70). То же 
самое получается и в случае движения объекта с постоянной 
скоростью по дуге неизменно ориентированного большого 
круга, что следует из формул (2.73). Впрочем, чтобы заме- 
тить это, можно и не обращаться к решениям (2.70), (2.73). 
Достаточно убедиться, что при неподвижном объекте и 
объекте, движущемся по дуге большого круга, величина Аг 
выпадает из правых частей уравнений (2.28). 

Случай движения по параллели в схеме с двумя ньютоно- 
метрами приводит, как это видно из равенств (2.94), к до- 
полнительным ошибкам 

Ar@y@z ] 
Ох = ——z— COS Wf sin o,f, 

6) 

. | (2.257) 
ArOy@z 

dy = — —z— (1 — COS Wf cos o,f). 
60 | 

При движении спутника по круговой орбите в схеме 
с двумя ньютонометрами не возникает — это видно из ра- 
венств (2.75) — дополнительных ошибок. В случае эллипти- 
ческой орбиты появляется ошибка OX. Так, для орбиты малого 
эксцентриситета из выражения (2.120) получаем: 

dx == — 2e Ar (sin vt -- vt). (2.258) 

В схеме с тремя ньютонометрами при неподвижном объекте 

имеет место ошибка 

6z = 3 Ar (1 — cos @,f). (2.259) 

Это следует из третьей формулы (2.208).
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При движении по дуге большого круга из формул (2.209) 
получается, что 

3 Aras Oy, 
0х = © | COS Wot Sin of — — sin Wot cos Wyf |, 

бу = 0, } (2.260) 

3 Aron Oy 
62 = —+——z | 1 —cos Wt cosw yf — — поёт “у ) 

Oo — Oy Wo 

При движении по параллели 

3Ara% @ 
бх = —-5—5 [| — CoS Wf sinwt — sin wf созо 

3 Ara? sin pcos ф 
бу = — 5 5 ( — COS Wot Cos wt — 

— — sin Wot Sin ot] ‚| (2.261) 
Dp 

3 Aros cos” ф 
02 = > [1 — cos ay cos af — 

— — sin Wo? Sin ot) ; | 
Wo 

Наконец, для спутника Ha круговой орбите из выраже- 
ний (2.211) находим: 

bx =O (sin 2agt — 2000. 

бу = 0, (2.262) 

02 = oa (1 — cos 26054). 
р 

По поводу ошибок 62 в схеме с тремя ньютонометрами, 
т. е. по поводу равенства (2.259), второго равенств а (2.260), 
третьего равенства (2.261) и второго равенства (2.262), необ- 
ходимо сделать следующее замечание. 

Величина A расстояния до поверхности Земли 
в систему из стороннего источника информации. 

поступает 

Зная ри
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местоположение объекта относительно Земли, можно вычи- 
слить Г. Погрешность этого вычисления равна Ar (= АЙ). 
Естественно, что ошибка 02 определения г посредством 
ньютонометра п, имеющая тот же смысл, что и Ar, будет 
больше последней. Так, согласно равенству (2.259), она может 
достигать величины 62 —=6Ах. То же самое значение следует 
из последних формул (2.260), (2.261). Согласно второму 
равенству (2.262), максимальная величина 02 достигает зна- 
чения 3Ar/2. Поэтому для суждения о величине расстояния 
до центра Земли целесообразно пользоваться непосредственно 
величиной й, поступающей в инерциальную систему извне 
с погрешностью Ar, а не результатом интегрирования пока- 
заний ньютонометра п, что может дать погрешность, 
в шесть раз большую. Из сказанного вытекает, что из ошибок 
(2.260) — (2.262) существенны лишь ошибки Ox и ду.



Глава 3 

Маятниково-гироскопические системы Шулера. 
Аналогия с инерциальными системами 
с двумя ньютонометрами 

$ 3.1. Физический маятник Шулера 

3.1.1. Условия существования положения относитель- 
ного равновесия, в котором ось маятника совпадает с гео- 
центрической вертикалью. Рассмотрим твердое тело, имею- 
щее ось динамической симметрии. Пусть оно подвешено 
за одну из точек этой оси, не совпадающую с центром масс, 
также, очевидно, лежащим на оси динамической симметрии. 
Речь идет, таким образом, о симметричном физическом ма- 
ятнике. 

Пусть точка подвеса маятника произвольно движется в си- 
creme координат О1&1.5,. Ось симметрии маятника будет 
в каждый момент времени занимать в указанной системе 
координат положение, определяемое его параметрами, началь- 
ными условиями его движения относительно точки подвеса, 
а также законом движения точки подвеса маятника и полем 
тяготения Земли. 

Нас будет в дальнейшем интересовать задача о таком 
выборе параметров маятника, когда его ось независимо от за- 
кона движения точки подвеса будет все время совпадать с на- 
правлением к центру Земли, т. е. с направлением геоцентри- 
ческой вертикали. 

Эта задача была рассмотрена впервые Максом Шулером”). 
Он рассмотрел случай движения маятника на постоянном 
Удалении от центра Земли O, в неизменно ориентированной 
плоскости, содержащей точку O,, в предположении централь- 
ности поля тяготения Земли и установил, что ось динами- 
ческой симметрии маятника при специальном выборе его 
параметров может совпадать с направлением к центру Земли 
во все время движения, если они только совпадали в 

*) Schuler М., Die Stéhrung von Pendel und Kreiselapparaten 
durch die Beschlunigung des Fahrzeuges, Physikalische Zeitschrift, 
t. 24, Ne 16, Leipzig, 1923.
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начальный момент. Обобщению этой теоремы теоретической 
механики был посвящен в дальнейшем ряд работ, в том числе 
работы Б. В. Булгакова и А. Ю. Ишлинского. А. Ю. Иш- 
линским было дано") строгое решение задачи об отыскании ус- 
ловий, которым должны удовлетворять параметры и начальные 
обстоятельства движения физического маятника, чтобы ось 
его динамической симметрии совпадала с направлением к цен- 
тру Земли для произвольного движения точки подвеса на по- 
стоянном удалении от центра Земли. 

Теорема Макса Шулера явилась истоком идей инерциаль- 
ной навигации. Системы инерциальной навигации развивались 
вначале как некоторые механические устройства, моделирую- 
щие физический маятник Шулера. Классическими моделями та- 
кого рода являются гирогоризонткомпас Геккелера—Аншютца 
и двухгироскопическая гировертикаль. 

Ясно, что механическое устройство, дающее направление 
к центру Земли, равносильно с точки зрения конечного ре- 
зультата рассмотренной в предшествующих параграфах инер- 
циальной системе с двумя ньютонометрами. В самом деле, 
зная это направление и имея в своем распоряжении инфор- 
мацию о величине расстояния г до центра Земли, можно ре- 
шить задачу навигации. Для этого надо лишь добавить в схе- 
му гироскопы, по отношению к осям которых можно было бы 
определять ориенгацию направления к центру Земли в си- 
стеме координат О\& 1,6,, а при навигации в связанной с Зем- 
лей системе координат добавить еще и задатчик времени, 
чтобы учитывать изменение со временем положения системы 
координат О\&,1,С, по отношению к Земле. 

Однако дело здесь не только во внешнем сходстве по ко- 
нечному результату. Аналогия оказывается гораздо более 
глубокой. Как мы в дальнейшем увидим, уравнения колеба- 
ний физического маятника Шулера и его моделей около по- 
ложения относительного равновесия в точности совпадают 
с первой группой дифференциальных уравнений ошибок си- 
стем инерциальной навигации с двумя ньютонометрами. Ввиду 
большой наглядности и легкости истолкования особенностей 
движения маятника Шулера указанная аналогия представляет 
большой интерес. 

*) Ишлинский А. Ю., Об относительном равновесйи фи- 
зического маятника с подвижной точкой опоры. Прикладная мате- 
матика и механика, т. ХХ, вып. 3, 1956.
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Перейдем к физическому маятнику Шулера. Дело сво- 
дится здесь к решению двух вопросов: отысканию условий, 
при которых положение оси динамической симметрии маят- 
ника, совпадающее с направлением к центру Земли, оказы- 
вается положением относительного равновесия, и к выводу 
и анализу уравнений движения оси динамической симметрии 
маятника около положения относи- 
тельного равновесия. 

Рассмотрим первый из этих во- 
просов. Свяжем с телом маятника 
трехгранник Оху2 (рис. 3.1.), начало 
которого поместим в точку подвеса, 
а ось 2 направим вдоль оси дина- р 
мической симметрии маятника в сто- 

рону от центра масс с, который бу- 2 
дет, таким образом, иметь коорди- 
наты 

Z 

x,=y,=0, 2=—a. (3.1) 

Оси системы координат Oxyz Рис. 3.1. 
направлены по главным осям эллип- 
соида инерции маятника, являющегося эллипсоидом вращения, 
так как маятник имеет ось динамической симметрии. Поэтому 
моменты инерции маятника таковы: 

Igy = Sy = Soy =0, „=== А, /,,==С. (3.2) 

Уравнения движения маятника удобнее всего составить от- 
носительно системы координат O€,n,C,, начало которой со- 
впадает с точкой О, а ориентация осей совпадает с ориента- 
цией осей системы координат O,E,n,C,, т. е. неизменна по 
отношению к направлениям на удаленные звезды. Для состав- 
ления уравнений движения воспользуемся теоремой о кинети- 
ческом моменте. Так как система координат ОЕ т,5, движется 

по отношению к инерциальному пространству поступательно, 
то теорема о кинетическом моменте записывается в обыч- 
ном виде: 

aK a = M. (3.3) 

где К —- кинетический момент маятника, а М — суммарный 

момент внешних сил. 

12 В. Д. Андреев
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С учетом равенств (3.2) имеем: 

K,=Ao,, К,= А®, К, = С, (3.4) 

где ®,, Wy, ©, — проекции абсолютной угловой скорости вра- 

щения трехгранника Oxyz на ero оси. 
Теперь уравнение (3.3) в проекциях на OCH х, у, 2 сво- 

дится к известным уравнениям Эйлера: 

AS! (С — А) вв, = М, 
d®y 
А — (С — A) 0,0, = My, } (3.5) 

40, __ CES М, 

В уравнениях (3.5) M,, M,, М, — проекции на оси X, у, 2 
суммарного момента вокруг точки О сил, приложенных к ма- 
ятнику. Так как система координат О&\,б,, в которой за- 
писаны уравнения (3.3), (3.5), подвижна, то при подсчете 
моментов должны быть учтены, кроме сил тяготения и реак- 
ции опоры, также силы инерции переносного движения и 
кориолисовы силы. Момент силы реакции равен нулю, так как 
она проходит через точку О (трение в опоре будем считать 
отсутствующим). Кориолисовы силы также отсутствуют, так 
как система координат ОЁ 1,6, движется поступательно. По 
этой же причине силы инерции, действующие на элементар- 
ные массы маятника, параллельны и сводятся к одной силе Q, 
приложенной в центре масс с. Поле тяготения Земли в объ- 
еме маятника будем считать однородным. Если массу маят- 
ника обозначить через т, то результирующая сил тяготения 
сводится лишь к силе *) 

Е = mg, (3.6) 

приложенной в центре масс маятника и направленной по на- 
правлению поля тяготения Земли в точке О. Величина |2| 
также должна быть взята в этом случае для точки О. 

*) Влияние результирующего момента сил тяготения будет об- 
суждено позднее.
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Принимая во внимание сделанные выше замечания и учи- 
тывая равенства (3.1), находим следующие выражения для мо- 
ментов: 

М,=а(Р,-+9,), My= —a(F,+Q,) M,=0. (3.7) 

Пусть теперь ось динамической симметрии непрерывно 
совпадает с направлением к центру Земли, точка О движет- 
ся произвольным образом на постоянном удалении г от цен- 
тра Земли, а поле тяготения Земли сферическое. Тогда 

F,=F,y=0. (3.8) 
Далее очевидно, что 

Ч —=— т, @,=— me,, | 3.9) 

Q, — — 1%, | 

где Wy, Wy, ®, — проекции абсолютного ускорения точки О 
равные: 

dv 
х — т + «о, — W,Vy, | 

avy 

W= 9.0, — O,U,, f (3.10) 

du 
Wz = FA OyVy —WyVy. | 

Так как ось 2 совпадает с направлением к центру Земли, 
а r=const, то 

UV, =ГО, Vy=—TO,, 9,==0. (3.11) 

Подставив выражения (3.8) — (3.11) в формулы (3.7) и далее 
в уравнения (3.5), придем к следующим уравнениям относи- 
тельного равновесия физического маятника для рассматри- 
ваемого случая: 

5 

(А— таг) | — ву, | + Co,o, =0, 

а 
(А— таг) [9+ o,0,) — Соло, = 0, (3.12) 

ав, __ 

12*



180 МАЯТНИКОВО-ГИРОСКОПИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ШУЛЕРА  [FJI. 3 

Равенства (3.12) должны выполняться тождественно. При 
произвольных Wy, Wy, Wz это может иметь место, если одно- 

временно выполняются условия 

А 
та 

=r, С ==0. (3.13) 

Первое условие (3.13) является известным условием 
Шулера: приведенная длина физического маятника должна 
быть равна радиусу Земли. Второе условие требует, чтобы 
все массы маятника располагались на оси 2. Это условие 
может быть заменено другим. При CO из третьего ра- 
венства (3.12) следует, что 

@, =o? = const. (3.14) 

Если теперь взять @2==0, то первые два соотношения 

(3.12) будут выполняться при соблюдении только первого 
условия (3.13) при произвольном С. В этом случае проекция 
абсолютной угловой скорости вращения маятника на ось 

динамической симметрии 

©, = 600 = 0. (3.15) 

Условие (3.15) и второе условие (3.13) можно объединить 
в Одно: 

К, = Со, =0. (3.16) 

Заметим, что условие (3.15) касается выбора начальных 
обстоятельств движения маятника. К нему, естественно, 
должны быть добавлены еще два аналогичных условия: в на- 
чальный момент времени ось динамической симметрии маят- 
ника должна совпадать с направлением к центру Земли и, 

0 0 кроме того, начальные значения ®,, ®, проекций ©,, @, 

абсолютной угловой скорости вращения маятника должны 
быть такими, чтобы в начальный момент времени скорость 
изменения ориентации оси 2 маятника в пространстве сов- 
падала с начальной скоростью изменения ориентации радиуса- 
вектора г, проведенного из центра Земли в точку подвеса 
маятника. 

Условия (3.13), (3.16) и оговоренный выше выбор началь- 
ных условий и являются теми требованиями, которым должен 
удовлетворять физический маятник, чтобы ось его динами-
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ческой симметрии все время совпадала с направлением к центру 
Земли при произвольном движении точки опоры маятника 
на постоянном удалении от центра Земли. 

Как уже говорилось выше, условие (3.16) может быть 
удовлетворено либо если маятник представляет собой беско- 
нечно тонкий стержень, либо когда ®, =0. В первом случае 
маятник принципиально не может быть реализован физически. 
Однако и во втором случае практически реализовать маятник 
Шулера невозможно. В самом деле, если предположить, что 
маятник выполнен в виде кольца диаметром 0,5 м, точка 
подвеса которого отстоит на величину а от его центра масс, 
то легко подсчитать, что при выполнении первого условия 
(3.13) величина @ будет иметь значение порядка 0,01 мк, 
что и показывает практическую невозможность реализации 
маятника. 

Нас, однако, маятник Шулера интересует главным образом 
как модель некоторого класса систем инерциальной навигации. 
Поэтому мы в дальнейшем будем предполагать выполненными 
условия типа (3.13), (3.16), никак не связывая это с практи- 
ческой или даже (как в случае, когда С =0) принципиальной 
физической возможностью реализации маятника. 

Предшествующее рассмотрение проведено в предположе- 
нии сферичности поля тяготения Земли. Если снять это огра- 
ничение и ограничение, связанное с условием г =соп$ф, то 
на маятник будут действовать дополнительные к учтенным 
ранее моменты, которые должны быть тем или иным образом 
скомпенсированы. Пусть 

= г (2), .=т., F,+#0, Е, #0. (3.17) 

Тогда вместо первых двух равенств (3.12), полагая усло- 
вие (3.15) выполненным, приходим к равенствам 

4 
(А— таг) = а(Е, + 2mo, ar) + Мь 

aw, ] 

dt | 
` (3.18) 
| 

d@y adr 1 
(А— таг) — г = a(— Е, 2то, a) + м 

Равенства (3.18) должны выполняться тождественно неза- 
висимо от значений @,, Wy. Это было бы возможным, если 
удовлетворить условию 

А — таг =0, (3.19)
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а компенсирующие моменты My, My сформировать таким обра- 
зом, чтобы правые части равенств (3.18) обратились в нуль. 

В соотношении (3.19) величина г переменна, в то время 
как условия (3.18) получены для постоянного г. Возникаю- 
щие здесь затруднения можно обойти двумя путями. Первый 
заключается в том, чтобы выполнить условие (3.19) для не- 
которого r°==const, а к компенсирующим моментам добавить 
дополнительные моменты так, чтобы суммарные выражения 
для компенсирующих моментов приняли вид: 

M; = —a(F, + 2mo, 9 i Fr) та (r — го) 9% 40 | 

(3.20) 
МУ, = (— F,+2mo, J) + та — 10) SY | 

Вторым путем является замена маятника механической 
системой, в которой момент инерции А оставался бы постоян- 

zh ным, а координата 2, == — а центра 
масс с менялась бы по закону 

А 

либо, наоборот, системой, в которой 
величина @ оставалась бы постоян- 
ной, а момент инерции А менялся 
в соответствии с равенством (3:19): 

А = таг (t). (3.22) 

Такую механическую — систему 
можно мыслить себе, например, как 

Рис. 3.2. маятник с полостями, в которых в 
соответствии с условиями (3.21), 

(3.22) перемещаются некоторые массы*) так, что система со- 
храняет все время ось 2 осью своей динамической симметрии. 

Возможность выполнения при этом условия (3.21) следует 
из простого примера. Пусть в теле маятника вдоль оси 2 
имеется цилиндрическая полость (рис. 3.2), в которой по 
разные стороны от центра масс с маятника могут переме- 
щаться две равные массы m,. Обозначив расстояние одной 

*) Ввиду малости относительных скоростей перемещения этих 
масс кориолисовыми силами, как обычно, можно пренебречь.
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.з них (например, находящейся между точкой опоры О 
и точкой с) от центра масс через x, а другой через у, по- 
‚учим следующие выражения для суммарного момента инер- 
ции и координаты 2, центра масс: 

A= Ао т, (а — хе (a+ у). ) 
‚ — a(m+2m)+m(y—*) | (3.23) 
о 2m, т } 

Полагая теперь А = А, = соп$ получаем из первого 
соотношения (3.23) уравнение окружности, которая изобра- 

жена на рис. 3.3. Радиус окружности равен aV 2, центр ее 
расположен в точке с координа- 
тами х=а, у=р— а. Второе 
уравнение (3.23) является урав- 
нением прямой 

На части окружности, распо- 
ложенной в первом квадранте, ве- 

личина 2, — а пробегает значения 

2am, 
022. —@а> бт т. (3.25) 

Это и дает возможность, оста- Рис. 3.3. 

вляя А постоянным, обеспечить 
выполнение равенства (3.21). При выполнении условия (3.21) 
компенсирующие моменты (3.20) упрощаются, принимая вид: 

M,=—a(Fy + Это, a) M — (— FP, +2mo, д. 

(3.26) 

Принципиальная возможность выполнения условия (3.22) 
также очевидна. Для этого достаточно разместить четыре 
массы в плоскости, нормальной оси динамической симметрии, 
на двух взаимно перпендикулярных прямых, пересекающихся 
с осью динамической симметрии, наравных расстояниях от 
последней.
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Тогда величина а будет постоянной, а экваториальный 
момент инерции А можно сделать переменным и обеспечить 
выполнение условия (3.22). 

Для переменного А из векторного уравнения (3.3) по- 
лучим вместо уравнений (3.5) следующие скалярные уравнения: 

do aA A +0, 4 4(C — Ао, = My, | 

d@y dA 
Ао, —- (C — A) 0,0, = М,, | (3.27) 

dw 
CF = M,. | 

При выполнении условия (3.22) 

aA dr 
dt aE’ (3.28) 

Поэтому, если условие (3.15) или (3.16) также выпол- 
нено, то компенсирующие моменты будут определяться ра- 
венствами: 

/ 
M,=—a (Fy + mo 

dr / dr 

У dt 
4), My=a(—F,+mo ЧЕ]. (3.29) 

В условиях (3.21), (3.22) полагалась переменной лишь 
одна из величин а или А. Если сделать их обе переменными, 
то компенсирующие моменты могут быть упрощены еше, 
а именно: можно избавиться от вторых слагаемых в скобках. 
В самом деле, пусть @ пропорционально г. Тогда 

A=mar, а=г. (3.30) 

Следовательно, 

aA oma dr 

Компенсирующие моменты становятся зависящими лишь 
от проекций F,, Fy силы тяготения: 

M,=—aFy, М, = аБ,. (3.32) 

В отношении этих моментов необходимо сказать следующее. 

Задача их формирования равносильна задаче формирования 

несферической составляющей напряженности поля тяготения 

Земли в уравнениях инерциальной навигации. Силы F,, Е, 

являются функциями координат точки О относительно Земли
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и ориентации трехгранника xyzZ по отношению к Земле. 
Сформировать эти моменты можно было бы лишь в том 
случае, если маятник образовывал бы совместно с гироско- 
пическими устройствами навигационную систему, которая 
определяла бы указанные координаты и ориентацию. 

Здесь возникает еще один вопрос. Нельзя ли параметры 
маятника [или некоторой механической системы типа трех 
рассмотренных выше, удовлетворяющих условиям (3.21), 
(3.22), (3.30)] подобрать такими, чтобы ось динамической 
симметрии системы совпадала при произвольном движении 
точки О не с направлением к центру Земли, а с направле- 
нием поля тяготения (или поля тяжести)? Тогда компенсирую- 
щие моменты (3.32) не пришлось бы вводить. Представляется 

очевидным, что лишь за счет изменения величин A и а ука- 
занной цели достичь точно нельзя, ибо мы уже наложили 
на эти величины два условия (3.30). Это, однако, не исклю- 
чает в некоторых случаях возможности приближенного реше- 
ния задачи. Речь идет здесь о возможностях избавиться от 
компенсирующих моментов. Если же, наоборот, разрешить 
формирование компенсирующих моментов как любых необхо- 
димых функций координат и времени, то, разумеется, поло- 
жением относительного равновесия может быть сделано любое 
положение оси динамической симметрии маятника. 

В заключение необходимо сделать следующее замечание. 
Для выполнения условий (3.19), (3.21), (3.22), (3.30) при 
переменном Г мы должны иметь в своем распоряжении CTO- 
роннюю информацию о величине г. Внутри самой маятниковой 
системы эта величина не может быть определена. Величина г 
может быть, очевидно, определена, если известна (по пока- 
заниям высотомера) высота # движения точки опоры маятника 
над поверхностью Земли. Так как направление вертикали 
также известно, то (в комплексе с гироскопами) с помощью 
маятника Шулера возможно определить координаты движу- 
щейся точки опоры относительно земной поверхности. При- 
влечение соотношения (2.3) дает возможность (й известно) 
найти г. Дело обстоит здесь таким же образом, как при 
коррекции инерциальной системы от высотомера. 

3.1.2. Уравнения малых колебаний маятника Шулера 
около положения относительного равновесия. Перейдем 
к возмущенному движению маятника Шулера, т. е. к
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колебаниям его около положения относительного равновесия 
Рассмотрим при этом наиболее общий случай, когда имеет 
место выполнение условий (3.30). 

Обозначим трехгранник ху2, связанный с маятником. 
в его невозмущенном положении через хуУ2. Возмущеннох 
положение маятника — или, что все равно, связанного с ним 
трехгранника ху2 — определим углами a, В, Y (рис. 3.4). 
Направляющие косинусы между осями х, у, 2 И Ху Vo. 20 
образуют при этом следующую таблицу: 

x y 2 

хо cosBcosy—sinasinBsiny —cosasiny sinBcosy + sinacosfsiny 

yo cosBsiny-+sinasinBcosy cosacosy sinBpsiny—sinacosBcosy 

Zo — с0$ @ з1п В sin @ cos acos В. 

(3.33) 

Рассмотрим сначала случай малых углов @ и В, когда 

таблица (3.33) упрощается 
и принимает вид: 

х у р: 

Xo 1 —vy В 

У у 1 —a 
20 — В 0 1. 

(3.34) 

Для описания возму- 
щенного движения маят- 
ника достаточно получить 
уравнения, которым удо- 
влетворяют углы @ Ви 
у. Воспользуемся для это- 
го уравнениями (3.27). 

Обозначим проекции 
абсолютной угловой ско- 
рости трехгранника XpVoZ 

на его оси через Oy, Wy,» @z, В левые части уравне- 

ний (3.27) входят проекции ®,, ®, @, абсолютной угло- 

вой скорости маятника в его возмущенном движении на 

Рис. 3.4.
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OCH X, у, 2. В соответствии с таблицей (3.34) они равны: 

Oy = Oy, + Oy, VY — ®.В + а, 

Oy = Wy, — у + ода ЕВ, | (3.35) 
Oz = Oz, — Oy,a+ Ox, + Y. 

Для подсчета моментов M,, М, M,, входящих в правые 

части уравнений (3.27), понадобятся проекции W,, Wy, W, 
ускорения точки О на оси x, у, 2. Они равны: 

Wy, = Wx, — „В + Wy, Vs 

Wy = Wy, + Wz, — W,,Y, (3.36) 

W: = WB — Wy а, — 4». 

Здесь в соответствии с равенствами (3.10), (3.11) и 
вторым равенством (3.17) 

W x, —=7 (wy + хх...) —- уг, 

Wy, == Г (— ©, + y,Oz2,) — 2x7. } (3.37) 
= — Г (6. + ©? ). | 

Моменты М,, Му, М, в возмущенном движении будут 

включать в себя моменты сил инерции переносного движе- 
ния точки О, моменты сил тяготения, а также введенные 
дополнительно компенсирующие моменты. Поэтому, согласно 
равенствам (3.7), (3.32), получаем: 

M,=a(Fy + Qy) — аРу 

М, =— а(Р. + 9,) + аР,, (3.38) 
M, =0. 

Здесь силы инерции Q,, Qy, Q, определены формулами 

(3.9), в которые надо подставить W,, Wy, W, из соотноше- 
ний (3.36). 

Для проекций Р, и Fy, используя таблицу направляющих 

косинусов (3.34), получим выражения, аналогичные первым 

двум выражениям (3.36): 

ВР = FP, — Е.В Бу, 

Py — Ру Ра ~~ Рау. (9.89)



188 МАЯТНИКОВО-ГИРОСКОПИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ШУЛЕРА (ГЛ. 3 

Объединяя соотношения (3.38) и (3.39), находим: 

М = а (Ра — Fyy+ Qy), | 

My = — а (— Е.В - Fyy + ©). 
Подставим теперь в уравнения (3.27) выражения (3.35) 

угловых скоростей @,, @,, @, и значения моментов М,, 

М, М» вытекающие из равенств (3.40), (3.9), (3.36), (3.37). 

После очевидных группировок придем, пренебрегая членами 
второго порядка малости по отношению к а, В, \ и их про- 
изводным, к таким уравнениям: 

(A — mar) (@x, — @y,@z,) + C@y,@z, + 

+ A (@yy + Oy, — 02,8 — 2,8 + - 

SE (о, ол — O28 +6) + 
+(C— A)(— @ a+ 0,0,6+0,7— 

— @,0,9+ 0; а - ©, В) —а(Р 20 — FY) + 

+ 2ато ef — ат [r —г (С + ©.) a+ 

+ am [г (©, + Ox,02,) + 20,71 y. 
(A—mar) @y,+ 0,02.) —CWx,@2, + A (-- Ox,Y—Ox,Y + 

+ ола 02,0-+6) +4 (oy, — oxy + 020+ 8) — 
—(C — A) (— 0, 0, a+ 028 +0, 7+ Oo, — 

— ©; В ++ o, a) —=@(Р,В — Pyy) + 2ато, г — 

— ат [ —г (©. + o* )| B+ 

+ am [г (— Ox, Роу.) — 20.7] y, 

CE (Wz, — ва ов) = 0. 

(3.40) 

‚ (3.41) 

Из последнего уравнения, интегрируя его, находим: 

@,,— @, а о, у = Oe — wy, oe” + oF В? + у = const. 

от (3.42)
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Здесь верхними индексами «О» обозначены, как и ранее, 
начальные значения соответствующих переменных. 

Пусть параметры маятника удовлетворяют условиям (3.15), 

(3.30). Пусть, однако, эти условия выполнены неточно, 
так что 

9 = Ao), А=та(г- Аг) + АА, 
“0 (3.43) 

а= (г Аг) + Aa, 

где Аг — погрешность задания расстояния г до центра Земли, 
т. е. погрешность того источника информации, из которого 
поступает г для формирования условий (3.30). 

В равенствах (3.43) величины Аа и AA — инструмен- 
тальные погрешности выполнения условий (3.30). Из погреш- 
ностей, относящихся непосредственно к параметрам маятника, 
мы ограничимся лишь этими. Погрешности, связанные, на- 
пример, с отличием от нуля центробежных моментов инерции 
и с нарушением дийамической симметрии маятника, исследо- 
ваться не будут. Делается это потому, что движение маят- 
ника Шулера, как уже было отмечено, представляет интерес 
только из-за аналогии его движения работе рассмотренных 
ранее систем инерциальной навигации. Эффекты же, связан- 
ные с центробежными моментами инерции и динамической 
несимметрией, не имеют себе аналогичных в инерциальных 
системах. Здесь, впрочем, можно иметь в виду еще то, что 
любые другие погрешности параметров маятника могут быть 
всегда сведены к некоторым эквивалентным погрешностям 
Aa и AA. Эти последние можно считать играющими ту же 
роль, что и основные инструментальные погрешности, которые 
были ранее введены при рассмотрении уравнений ошибок 
инерциальных систем. 

Итак, пусть имеют место равенства (3.43). Тогда 

fA = 2amr + 2ma Ar + 2mkr Ar + mr Aa+ 

+ mr bad, | (8-49 
A — amr = am Ar + AA. 

Из интеграла (3.42) и первого равенства (3.43) имеем также: 

— Лео: 0 10 _ — A o= Aw „„— ay a + oe +ye+ Oa —o, B — Y. (3.45)
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Подставим соотношения (3.43), (3.44), (3.45) в первые 
два уравнения (3.41). Отбросим имеющие второй порядок 
малости произведения инструментальных погрешностей Да, 

AA и их производных по времени на величины а, В, у, а, 

В, у, а, В. Приводя подобные члены и выполняя некоторые 
группировки, после деления на та получаем: 

rat. Эго га—@, ® гВ— 62 ra —t (В, а—Ё,у)= 
о У № т Zo Xp 

= — O, Ar — 20, Ar — Cay) (Aa, — o) a + 

обо, — am 

гла , AA . A ое (Sb па) + On о". 
.. ee .. ] 

rB + 2rB + rB—@, @, ra—o* rp — — (Р.В — Fy Y) = 

— — an Ar — 20, Ar + Co, ‚ Ао», — @) a? + 

о) — “a, — 
гла |, AA - Aa 

— 67 па) вый о. | 

| (3.46) 

Легко видеть, что если Aa = AA = Ar = Ao? = 0, TO 

система уравнений (3.46) допускает тривиальное решение 

а=—В==0, коль скоро аб = Po = \0 = 90 = 80 = 0 = 0. Этим 
еще раз подтверждается, что при условиях (3.15), (3.30) ось 
динамической симметрии маятника совпадает с направлением 
к центру Земли при произвольном движении точки его опоры, 
если только в начальный момент ось маятника была направ- 
лена к центру Земли и имела надлежащую скорость измене- 
ния своей ориентации. 

Раскроем в уравнениях (3.46) выражения F,a—- Fyy и 
Р.в— Рух. Для этого заметим, что, согласно равенству (1.40), 

F =m grad V = m({ 4 + grad :), (3.47)
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где = — малая величина, характеризующая несферичность поля 

тяготения Земли. Следовательно, 

РБ». == т эта4, = Ру, = т втаду, в, 

3.48 
Ра = т (— oot gradz, e] ; | 

Величины 

agtadz,e€, Вота4.е, ygrady,e, Ygradye (3.49) 

имеют второй порядок малости, поэтому можно считать, что 

Ра — Fry == — та, | 

и (3.50) 

Рав — Руу = — mp ->. | 

Заметим, что пренебрежение величинами (3.49) равно- 
сильно пренебрежению вариацией несферической составляющей 
поля тяготения Земли, которое было допущено при выводе 
первой группы дифференциальных уравнений ошибок систем 
инерциальной навигации. 

С учетом соотношений (3.50) уравнения (3.46) прини- 
мают вид: 

ee e e . oe [AL 

ra 2ra- ra —O, @, rB — of ra + a 

— с — Со (Ag? — 0090 o,,Ar 20, Ar oO vy ( ®, — 0,0: —- 

оф, — 
Xo 

гла | 

— © (^ =) , (3.51) 
rp-+2rp+rp—a, @, ra — OF rB + > | 

= — ww Ar — 20, Аг Со, ев 

AA : 
af 6° + 9) — що, — 

Yo 

гла . 
— 0,, (74 + А) ог
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Мы рассмотрели случай, когда выполняются условия (3.15), 
(3.30). Обратимся теперь к случаю, когда выполняются 
условие (3.30) и второе из условий (3.13), т. е. когда 
маятник представляет собой бесконечно тонкий стержень. 
Здесь, разумеется, условие (3.30) выполняется за счет некото- 
рого перемещения масс вдоль оси 2; приведенные для пред- 
шествующего случая механизмы обеспечения условий (3.15) 
не имеют к этому случаю отношения. 

Положим, что условие С =0 выполнено с некоторой 
погрешностью, так что 

C= АС. (3.52) 

Из уравнений (3.41), равенства (3.42), второго и третьего 
равенств (3.43) и из соотношений (3.44), (3.50), (3.52), про- 
изведя выкладки, аналогичные выполненным при получении 
уравнений (3.51), и сохранив при этом лишь члены первого 
порядка малости по отношению к а и В, придем к сле- 
дующим уравнениям: 

. .. осени), 
ra ara + (7 ro, rea + tye 

— (),@x, + ©.) 7B — 22, (7В -+ rp) = 

= (Wy,0z, — y,) Ar — 2@,, Ar — Wy,z, AC — 

.. .. .. ‚ (3.53) 

rb + 276 + (7 — Oy, — Fz, +5)p— 

— (9, — Wz,) ra-+ 20y, (га + ra) = 

— — (Ox, Oy, — у) Аг — 20y, Ar +o xz, AC — 

гла AA - Aa 
Fp (ve Ox,0z5) — 0, (+ am —re | 

Однородные уравнения (3.53), Kak и уравнения (3.51), 
допускают тривиальное решение @&=—В==0. При ®.,=0 
однородные уравнения (3.53), как легко видеть, переходят 
в уравнения (3.51). Более того, если в правых частях урав- 
нений (3.03) положить ®, =0, то слагаемые правых частей,
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содержащие Ar, Aa, AA (инструментальные ошибки общего 
в обоих случаях происхождения), перейдут в соответствующие 
слагаемые правых частей уравнений (3.51). 

3.1.3. Уравнения свободных колебаний маятника 
Шулера около положения относительного равновесия 
при конечных величинах отклонений. Уравнения (3.91), 
(3.23) выведены в предположении, что величины углов а, В, 
у малы, т. е. эти уравнения описывают лишь малые колеба- 
ния физического маятника Шулера около положения относи- 
тельного равновесия. 

Рассмотрим теперь уравнения возмущенного движения 
маятника при конечных величинах углов отклонений a, В, Y. 
Ограничимся при этом лишь изучением однородных уравне- 
ний, т. е. уравнений свободных колебаний. Для установления 
интересующей нас аналогии между физическим маятником 
Шулера и инерциальной системой с двумя ньютонометрами 
этого, как мы убедимся, будет достаточно. 

Положение трехгранника XYZ, связанного с маятником 
в его возмущенном движении, определяется относительно 
трехгранника хоуо2о, связанного с невозмущенным положе- 
нием, таблицей направляющих косинусов (3.33). Нас инте- 
ресуют главным образом колебания оси 2 маятника, поэтому 
угол Y можно с самого начала отнести к положению трех- 
гранника хоУ20. [Заметим, кстати, что в однородные урав- 
нения (3.01), (3.53) угол ‘у не вошел]. Тогда вместо таблицы 
(3.34) будем иметь следующую таблицу: 

x y 2 

Xo cos 0 sinB 

Yo sinasinB cosa@  —sinacosf (3.54) 

20 —cosasinp sina cosacosf. 

Пусть, как и ранее, Wy,, Wy,, Oz, — проекции абсолютной 
угловой скорости трехгранника XpVo2% на его оси. Теперь 
трехгранник х.У2о не связан с маятником в его невозмущен- 
ном положении, так как угол ‘у отнесен к положению этого 
трехгранника. Поэтому теперь нельзя полагать @&,, = 0, но 
это, как будет видно из дальнейшего, не составит помехи 
при выводе необходимых уравнений. 

13 В. Д. Андреев
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Уравнения движения маятника в проекциях на оси х, 
у, 2, жестко с ним связанные, можно в соответствии с равен- 
ствами (3.3), (3.7) представить в виде 

K,+0,K,—0,Ky=a(Fy+Qy), | 
кок, —в,К,=— а(Е,-- 9»), f 6.55) 

К, =0. | 
Здесь, согласно таблице (3.04), 

Or = Wy, COSB-+ Wy, Sina $ В — cosasinB + acosf, | 

Фу = Wy, COS A-+- Wz, Sina +8, (3.56) 

0; = ,,sinB — Oy, sinacosB + @,, cosa cosp-+-a sin В. 

Аналогично 

Fy +Qr= (Fa, 9х) созВ + (Fy, + Qy,) sina sinB — 

— (Fz, + Qz,)cosasinB, ¢ (3.97) 

Py ++ Qy — (Ру + Qy,) COS а —- (Ра -|- г.) Sina. 

Положим 

F,,=Fy=0, В. =— ПР, (3.58) 
re 

что равносильно пренебрежению вариацией несферической 

составляющей поля тяготения Земли. 

Будем считать выполненными условия 

А= таг, a=kr, С==0, (3.59) 

т. е. рассмотрим случай маятника в виде бесконечно тонкого 
стержня, которому соответствуют уравнения малых колеба- 
ний (3.93). 

Учитывая соотношения (3.59), получаем для Ky, Ky, К; 
следующие выражения: 

К, = таг, К,==таго, К, ==0. (3.60) 

Из равенств (3.60), (3.56) находим: 

К; = таг (@,, cosB-+ Фу sina sin — @z, cosasinB + _ 

79 cosB). | (3.61) 
Ky = таг (@y, cosa -- @z, sina +), 

К, —0. ] 
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Аналогично из равенств (3.57), (3.58), (3.9), (3.37) и 

таблицы (3.54) получаем: 

P+ 9,=— M4 и y, + ок) + 20,7] COS B+ 

+ [r(— Ox, Фу г.) — 20,1] Sina sing — 

— [+ r— г (or + a )| cosasing }, 

Fy +Q,=—m | [r (— Ox, + @y,0z,) — 20,1] cos &-+- 

+|4+7—r(@,+02)| та}. | 

| 

‚ (3.62) 

Теперь надо подставить выражения (3.61), (3.62) в уравне- 
ния (3.55). В результате очевидных группировок и упроще- 
ний, в которых используются соотношения (3.59), придем 
к уравнениям: 

r [B + a2 sinB созВ + 2a (wy, sinB cos В — 

— @y, sina cos?B + @z, cos a cos? В) + 

+ @,, (cos a— cos Во. sina + @,, sina sinpB + 

+ (i — a? cosa с0$ В — 0? | тв cosa— 

LE о (созВ — cosa) sing — or sin?asinB cosp + 

+ @,,@y, (sin? В — cos? В) sina + 

+ @y,Wz, (cos? В cos a — с0$ В — sin?B cosa) + 

++ @y,0z, (2 cos a cos — 1)sinasinp] + 

—- or [wy, (Cos & — cos В) — 2@,, sina зшВ + 

+ wz, sin a+ В] Е г соза шт В = 0, 

г в созв — 268 sinB + 28 (— оз sinB + 

+ wy, sina cos B—@z, cos a cos В) + ®х, (созВ—соз0)-- 

- + wy, sina шв — Oz, cosasinB + 

13* 

(3.63) 
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+5 —9, — af (1 — COS а cos В) — 

— в? И @, COS COS в] sing 

— Wy, @y, cos asin — WO, @z, Sina sin Xo Yo В Хо 6B + | (3.63) 

+ yz, (sin? a cos B — cos? a cos + cos с) + 

+ or [My, (Cos В — с0$ Q)-+ Oy, SinasinB — 

— Wz, cosasingB +a cos В -+rsina=O0. | 

Легко видеть, что уравнения (3.63) допускают тривиаль- 
ное решение. Если считать углы @ и В малыми, разложить 
тригонометрические функции этих углов в ряды и сохранить 

в уравнениях (3.63) лишь первые степени а, В, а, |, то, как 
нетрудно убедиться, эти уравнения перейдут в однородные 
уравнения (3.93). 

Уравнения (3.63) это уравнения колебаний бесконечно 
тонкого маятника Шулера, для которого С ==0. Если ис- 
ходить не из условия С =0, а из условия 0, =o) =0, TO 

из уравнений (3.00) получаются уравнения, совпадающие 

с уравнениями (3.63), если в последних положить Wz, = 0. 

Для малых значений a, В, a, BB первом приближении они 
совпадут тогда с уравнениями (3.51). 

$ 3.2. Двухгироскопическая вертикаль 
и гирогоризонткомпас Геккелера—Аншютца *) 

3.2.1. Двухгироскопическая вертикаль. Двухгироско- 
пическая вертикаль представляет собой гироскопическую 

раму, центр масс которой не совпадает с центром карданова 

подвеса платформы гирорамы на объекте. Если жестко свя- 

зать с платформой гирорамы правый ортогональный трех- 

гранник Oxyz, поместив начало его в центр подвеса, то 

расположение двух гироскопов, входящих в схему рассматри- 

*) Ишлинский А. Ю., К теории гирогоризонткомпаса. 
Прикладная математика и механика, т. ХХ, вып. 4, 1956; Теория 
двухгироскопической вертикали, т. XXI, вып. 2, 1957,
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ваемого прибора, будет таким, как показано на рис. 3.5. 
Оси кожухов гироскопов лежат в плоскости XZ и парал- 
лельны оси х, а собетвенные кинетические моменты гироскопов 
расположены в плоскости у2. Центр масс с гирорамы ле- 
жит на оси 2 на расстоянии а от точки подвеса, так что 
имеют место равенства (3.1). 

7 

) 
A в 

<
 

Рис. 3.5. 

В своем движении вокруг осей кожухов гироскопы свя- 
заны геометрической связью (зубчатой передачей, как пока- 

зано на рис. 3.0, или шарнирным механизмом). Поэтому 
углы отклонения их собственных кинетических моментов от 
оси У равны по величине и противоположны по направле- 
нию, так что суммарный их кинетический момент направлен 

по оси у. 
Обозначив через В величину собственного кинети- 

ческого момента каждого гироскопа, получим для суммар- 
ного кинетического момента обоих гироскопов выражение 

Н = 2B sine, (3.64) 

где =— угол между направлением вектора собственного 
кинетического момента и осью 2.
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К гироскопам вокруг осей их кожухов прикладываются 
равные по величине и противоположные по направлению мо- 
менты, являющиеся функцией угла = и создаваемые специаль- 
ным устройством. Величину этих моментов мы обозначим 
через N. В простейшем случае момент N может быть создан 
пружиной, соединяющей кожухи гироскопов так, как пока- 
зано на рис. 3.0. 

В соответствии с теоремой о моменте количества движе- 
ния, уравнения прецессионного движения гирорамы, изучением 
которых мы ограничимся, имеют вид: 

ан 
— Ho, = M,, а — My, Ho, = M,, (3.65) 

где @,, O,— проекции абсолютной угловой скорости враще- 
ния трехгранника xyz на его оси, а M,, M,, М, — суммар- 

ные моменты, приложенные к платформе гирорамы вокруг 
соответствующих осей. 

Рассматриваемая нами система имеет четыре степени сво- 
боды. Недостающее уравнение получается из рассмотрения 
движения гироскопов вокруг осей их кожухов. Оно имеет вид 

— 0,2B cose=N, (3.66) 

где № — введенный ранее момент, являющийся функцией 

угла = и создаваемый пружиной, соединяющей кожухи гиро- 

скопов. 
Для того чтобы закончить вывод уравнений движения 

двухгироскопической вертикали, осталось лишь найти выра- 
жения для моментов M,, M,, M,. Эти моменты, как и в случае 

физического маятника, рассмотренного в предыдущем пара- 
графе, складываются из моментов сил тяготения и моментов 
сил инерции переносного движения гирорамы. Кроме того, 
могут быть приняты во внимание какие-либо дополнительные 
искусственно создаваемые моменты или возмущающие мо- 
менты, обусловленные неидеальностью элементов схемы. 
В соответствии с формулами (3.7), выражения для моментов 
M,, М, М, можно представить в таком виде: 

M,=a(Fy+ Qy) + My. My =— (Fat О My, | (3.67) 

М. = Mz,
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где через Е и @ обозначены силы тяготения и инерции пере- 
* ¥ ж 

носного движения, а через M,, My, М; — все другие моменты, 

кроме создаваемых силами Ри Q. 
Подставив теперь выражения (3.64) и (3.67) в уравне- 

ния (3.65) и присоединив соотношение (3.66), получим уравне- 
ния движения чувствительного элемента двухгироскопической 
вертикали в следующем виде: 

— @22B sine =a (Fy + Qy)+ М, 

(2B sine)=—a(Fr+ Q)+My Ff (3.68) 

2B sine—= Mz, — ®у2В созе = М. ] 

Покажем, что рассматриваемый прибор при определенном 
выборе его параметров и начальных обстоятельств его дви- 
жения оказывается моделью физического маятника Шулера. 
Для этого найдем прежде всего условия, при которых ось 2 
гирорамы имеет своим положением относительного равновесия 
направление к центру Земли при произвольном движении 
объекта, на котором она установлена. Обозначим трехгран- 
ник XYZ в Положении, соответствующем относительному 
равновесию, через х.У2о. Тогда из уравнений (3.68) и фор- 
мул (3.37), (3.9) получим: 

=al[Fy,+ т (гох, — гоу юг, + 20,.,r)| + М», 

а . 
az (2В sin €) = ‚ (3.69) 

——@[Е», — m(ray, + года, + Ро) + My, 
O,,2B8 sine = М’, — @,,2B созё = М. 

Пусть 

M,; ==0. (3.70) 

Тогда из третьего уравнения (3.69), оставляя в стороне 
исключительный случай, когда & =0, находим: 

Ox, = 0. (3.71)
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С учетом этого два первых уравнения (3.69) упрощаются 
и принимают вид: 

—0.2В sine = а (Ру, — тгоу о.) + М», 
р | | ‚ } (3.72) 
2 (2B sin =) = —@ [Г — т (гоу, + 2ray,)] + My. 

* * 

Пусть теперь моменты М, и My сформированы согласно 
равенствам 

M,=—aFy, M,=aF,, (3.73) 
Из первого уравнения (3.72) следует тогда, что 

2B sine = amroy,, (3.74) 

а из соотношения (3.74) и второго уравнения (3.72) — 

© (ar) = 2ar. (3.75) 

Легко видеть, что условию (3.75) можно удовлетворить, 
положив 

а — Г. (3.76) 

Для формирования этого условия должна, разумеется, 
использоваться дополнительная информация о величине г 
расстояния до центра Земли. 

Обратившись к последнему равенству (3.68) и исключив 
из него @y, при помощи соотношения (3.74), найдем следую- 
щее выражение для момента N: 

4B? . 
М = — sin & С05 8. (3.77) 

mar 

Таким образом, условия (3.70), (3.73), (3.74), (3.76) обе- 
спечивают существование относительного равновесия, при 
котором ось 2 прибора остается направленной к центру Земли 
(т. е. по геоцентрической вертикали) при произвольном дви- 
жении центра подвеса платформы. Именно поэтому рассматри- 
ваемый прибор и получил название двухгироскопической 
вертикали. 

Если считать поле тяготения Земли сферическим, а дви- 
жение центра подвеса происходящим на постоянном удалении 
от центра Земли, то F,, Fy, будут равны нулю, надобность 

в моментах M,, My отпадает и условие (3.76) также будет 
ЛИШНИМ. Дело ведется тогда лишь к выполнению условий 

(3.70), (3.74), (3.77).
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Заметим, что если г, а следовательно, и @ постоянны, 
то момент N может быть создан простой пружиной. В самом 
деле, обратившись к рис. 3.5 и обозначив через р расстоя- 
ние от точки закрепления пружины до оси кожуха гироскопа, 
а через А жесткость пружины, найдем, что 

N —= — 2202 sine cose, (3.78) 

если, конечно, при & =O пружина не деформирована. Поло- 
жив теперь 

ko? = ae 
mar 

приходим к требуемому. 
Если же г переменно, то необходимо, очевидно, чтобы 

переменными были а и р. 
Мы нашли выше требования, которым должны удовлетво- 

рять конструктивные параметры двухгироскопической верти- 
кали. К ним, разумеется, надо добавить требования, касаю- 
щиеся выбора начальных условий ее движения. Одно из них 
следует из равенства (3.71): 

Or, =0. (3.80) 

(3.79) 

Это означает, что ось х гирорамы в начальный момент 
должна лежать в плоскости, содержащей вектор абсолютной 
скорости точки О (центра подвеса прибора) и центр Земли Oyj. 

Далее, из соотношений (3.74), (3.75) следует, что 

sine? =—~", 040—270, 40— РО, (3.81) 

Кроме того, ось 2 гирорамы в начальный момент должна 
совпадать с направлением к центру Земли. 

Перейдем к рассмотрению возмущенного движения двух- 
гироскопической вертикали. Изучим малые колебания оси 2 
гирорамы около положения относительного равновесия, если 
требования (3.73), (3.74), (3.76) и начальные условия вы- 
полнены не совсем точно, и, кроме того, имеют место воз- 
мущающие моменты, обусловленные несовершенством подвеса 
платформы и ее дебалансом. 

Будем считать, что возмущенное положение трехгран- 
ника XYZ, относительно трехгранника хуУ2, определяется 
малыми углами @, В, Y в соответствии с таблицей направляю - 
щих ‘косинусов (3.34). Тогда для ®,, Wy, ®, имеют место
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формулы (3.35), для Q,, @, Q,— формулы (3.9), (3.36), 
(3.37), для Fy, Р,--формулы (3.39). 

Подставив перечисленные формулы в уравнения движения 
гирорамы (3.68) и введя в правые части возмущающие мо- 
менты АМ,, АМ, AM,, придем к уравнениям: 

— (@z, — Wy, + »,8 у) 2B sine = | 

=a(F,0a—F,.~+Fy) +am[r (,,—@y,z,) + 20y,] — 

— am [г — г (6. + 2] а 

ат [г (@y, + @,02,) + 20y,7] yt M,+-AM,, 

ad 
т (2В sin в) = 

=a (Fz 8—FyVv¥— Fy.) ат [г (ооо) -- 207] — 

ат (ot, +059] B+ 
+- am [г (— @¢,-+ @),0z,) — 20,7] y+ My + AM, 

(Ox, + Wy,Y — Oz,8 + а) 2B sine = AM,, 

— (@y, — Ox, + @2,0 + В 2B cose=N. 

Из третьего уравнения (3.82) видно, что величина Wy, 
имеет первый порядок малости. Поэтому в остальных урав- 
нениях ею можно пренебречь везде, где она множится на 
малые величины. Далее, по определению (3.73) моментов 

М, Му, в правых частях уравнений (3.82) пропадают суммы 
* * 

aPy + М; u —aF, + My. Наконец, в правых частях можно 
пренебречь величинами —aF,y, —aFy\, также имеющими 
второй порядок малости, а Fz с этой же точностью заменить 

на +t. С учетом указанных упрощений уравнения (3.82) 

| (3.82) 

2 

приобретут вид: 

— (@2, — @y,a+ У) 2B sine = — am 4 a+ 

+ ат Ir (oy, — Wy,(z,) + 20,,F | — 

— ат (r — го) а ат (гоу, ++ Qury,7) YAM, 
а . . 
т (2B sine) = — am +6 + am|[r (ооо) | 

| (3.83) 
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+ 20,7] — am (r a гоу, В + ато „у + AMy, 

(Wx, + @y,Y — @z,8 + 0) 2B sine = AMz, | (3.83) 

— (@y, ог а-Р B) 2В созЕ = М. 

Обозначим значение €, соответствующее положению отно- 
сительного равновесия, через &, а отклонение OT этого зна- 
чения в возмущенном движении через 0е. Пусть условия 
(3.74), (3.76), (3.77) выполнены неточно, так что 

a=k(r+Ar)- Aa, (3.84) 
а следовательно, 

2B sine = — 2B cos & be + 

+ (amr +- mr Aa -- 2am Ar) oy, 

И + (3.85) 

№ А 

ОВ созё % + = snare ~ + уве Ey | 

В равенствах (3.84), (3.85) Аг — погрешность внешней 
информации о величине г. Наличие возмущающего момента 
АМ может быть объяснено, например, начальной деформа- 
цией пружины, соединяющей кожухи гироскопов. 

Подставив соотношения (3.84), (3.85) в уравнения (3.83) 
и сохранив, как и раньше, лишь члены первого порядка 
малости, придем к уравнениям: 

d 

— Fr “dt (@y,Y) +> 

` 

9, 28 с0$ Ey 0Е и .. 
—- == а— га — 

АМ, 
am ’ 

ma 

— 2rwy,V — ro Ket 2го x + Ar@y,Oz, + 

— =. (2B cos & de) + атоу, Ar + 

— Wy, (mr Aa + 2am Ar — mr Аа) = | (3.86) 

— — am - В атгохо„— ат (r — гоу) B+ 

+ amr@y,z,y + AMy,, 
: AM, 

гоу + Oy, (Wy,Y — Oz,8 + 9) = mn 

2B COS Ep бЕ AN 
— (2,0 + B) = mar + ОВ COS Ey *
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Уравнения (3.86) и являются уравнениями малых колеба- 
ний двухгироскопической вертикали около положения отно- 
сительного равновесия. Эти уравнения учитывают основные 
инструментальные погрешности элементов прибора и погреш- 
ность Аг внешней информации о величине г. 

При 

Oy, = 0, Г — consti, Аг = Аа —=0, АМ, = AM, = AM, = 

—= АМ —=0 (3.87) 

уравнения (3.86) превращаются в уравнения, полученные 
A. Ю. Ишлинским *). Легко видеть, что при выполнении 
условий (3.87) уравнения (3.86) имеют тривиальное решение 

—В==у==0е==0, (3.88) 
соответствующее положению относительного равновесия. 

3.2.2. Гирогоризонткомпас Геккелера — Аншютца. 
Перейдем к другой классической схеме маятниково-гироско- 
пического прибора, являющегося моделью маятника Шулера,— 
к гирогоризонткомпасу Геккелера — Аншютца. 

Рис. 3.6. 

Чувствительный элемент гирогоризонткомпаса аналогичен 
чувствительному элементу рассмотренной выше двухгироско- 
пической вертикали, Он представляет собой (рис. 3.6) со- 

*) См. сноску на стр. 196.
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вокупность двух гироскопов, оси кожухов которых парал- 
лельны, а подшипники их цапф укреплены на одной и той 

же жесткой платформе. Платформа гирогоризонткомпаса мо- 
жет быть подвешена на объекте в трехстепенном кардано- 
вом подвесе или окружена сферической оболочкой и погру- 
жена в жидкость, чем достигается большее совершенство 
подвеса. Возможны и другие способы ее подвеса. Характер 
подвеса для дальнейшего рассмотрения не имеет существен- 
ного значения, нужно лишь, чтобы он обеспечивал чувстви- 
тельному элементу три степени свободы, 

Свяжем с чувствительным элементом компаса правый 
ортогональный трехгранник Oxyz. Начало его совместим 
с центром подвеса платформы, ось у направим по нормали 
к платформе, ось 2 расположим в плоскости платформы и 
направим параллельно осям кожухов гироскопов. Тогда ось x 
будет пересекать оси кожухов и лежать в плоскости соб- 
ственных кинетических моментов гироскопов. 

Оси кожухов гироскопов связаны в рассматриваемом при- 
боре зубчатой (рис. 3.6) или шарнирной передачей, так что 
повороты гироскопов вокруг осей кожухов совершаются 
в разные стороны на один и тот же по величине угол, ко- 
торый мы, как и в предыдущем случае, обозначим через :. 
Если В — величина собственного кинетического момента 
каждого гироскопа, то их суммарный кинетический момент Н 
равен по величине 

{f= 2Bsine (3.89) 

и направлен по оси у. Kak и в случае двухгироскопической 
вертикали, кожухи гироскопов соединены пружиной. Центр 
масс чувствительного элемента расположен на отрицательной 
полуоси 2 на расстоянии а от центра подвеса. 

Сравнение чувствительного элемента гирогоризонткомпаса 
с чувствительным элементом двухгироскопической вертикали 
(рис. 3.5) показывает, что они различаются тем, что в пер- 
BOM оси кожухов гироскопов лежат на OCH х и парал- 
лельны оси 2, а во втором они, наоборот, лежат на оси 
& и параллельны оси x. Кроме того, у двухгироскопиче- 
ской вертикали центр масс чувствительного элемента смещен 
в направлении, нормальном осям кожухов гироскопов, у ги- 
рогоризонткомпаса — вдоль осей кожухов.
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В связи с отмеченным сходством чувствительных элемен- 
тов движение гирогоризонткомпаса в рамках прецессионной 
теории совершенно аналогично движению двухгироскопиче- 
ской вертикали. В самом деле, в рамках прецессионной 
теории 

K,=0, K,y=H=2Bsine, K,=0. (3.90) 

Теорема о кинетическом моменте дает поэтому в проек- 
циях на оси х, у, 2 уравнения 

а 
—o,2Bsine=M,,  (Bsine)=M,, | 

° г 4 ”} (3.91) 
0,2B sine = M,, | 

к которым присоединяется уравнение 

— ®,2В cose = М, (3.92) 

где ЛМ — момент, действующий вокруг осей кожухов. 

Уравнения (3.91), (3.92) полностью идентичны уравнениям 
(3.65), (3.66), из которых мы исходили при анализе работы 
двухгироскопической вертикали. Дальнейшее рассмотрение 
уравнений (3.91), (3.92) приводит поэтому к соотношениям 
и формулам, уже полученным для двухгироскопической вер- 
тикали. Так, условиями относительного равновесия чувстви- 
тельного элемента гирогоризонткомпаса будут соотношения 
(3.70), (3.73), (3.74), (3.76); уравнениями малых колебаний 
около положения относительного равновесия — уравнения 
(3.86). 

Как уже сказано, условиями существования положения 
относительного равновесия гирогоризонткомпаса, в котором 
ось Z его совпадает с направлением к центру Земли, будут 
условия (3.70), (3.73), (3.74), (3.76). В положении относи- 
тельного равновесия ось у прибора нормальна, согласно 
соотношению (3.71), направлению абсолютной скорости дви- 

жения объекта. Угол y", который образует горизонтальная 
проекция абсолютной скорости объекта с направлением на 
восток (а следовательно, ось у с направлением на север), 
определяется формулой 

V 
* № 

igy ~~ ru COS @ Ув ’ (3.93) 

где ф — геоцентрическая широта объекта, Ур и Va, — восточ- 
ная и северная составляющие его горизонтальной скорости
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по отношению к Земле. Они выражаются через производные 
широты ф и долготы А формулами 

Vy=rq. =a (3.94) 

Отметим, что рассуждения ведутся здесь в геоцентриче- 
ской системе координат, поэтому под плоскостью горизонта 
понимается плоскость, нормальная направлению к центру 
Земли. 

Формула (3.93) совпадает с известной формулой так на- 
зываемой скоростной девиации гироскопического компаса *). 
Если известна горизонтальная составляющая скорости объекта 
относительно Земли 

2 2 И =VV2-+V3, (3.95) 
то величину Y° можно найти из равенства 

У cos х 

rucos@ ’ 
sin у“ = (3.96) 

где “%—TaK называемый гирокомпасный курс, т. е. угол 
между осью у и направлением вектора скорости. Величина V 
относительной скорости при движении морского судна может 
быть измерена, например, посредством лага; для летательных 
аппаратов, движущихся вблизи поверхности Земли, — посред- 
ством допплеровского измерителя относительной скорости. 

Заметим, что при известной величине У при помощи 
гирогоризонткомпаса можно определить геоцентрические коор- 
динаты ф и A. В самом деле, из равенства (3.96) вытекает 
соотношение 

4 В? sin? в == ma?r? [(u +4)? соз?ф- $7], (3.97) 

которое вместе с равенством 

У? — (A cos? p+ @?) r? (3.98) 

дает систему двух дифференциальных уравнений OTHOCH- 

тельно Аи ф. Решение этой системы при заданных началь- 
ных условиях и позволяет найти A и ф. Располагая вычисли- 
тельными и интегрирующими устройствами, легко построить 
схему, которая моделировала бы уравнения (3.97), (3.98) и, 

*) Булгаков Б. В., Прикладная теория гироскопов, Гостех- 
издат, 19565.
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таким образом, по известным & и У непрерывно определяла 
бы фи ^. 

Если же величина У неизвестна, то определить коорди- 
наты объекта только при помощи гирогоризонткомпаса нельзя. 
Это и понятно. Хотя трехгранник XYZ в положении OTHOCH- 
тельного равновесия является сопровождающим на сфере, 
окружающей Землю, известны лишь две проекции абсолют- 
ной угловой скорости этого трехгранника на его оси: 

__ 2Bsine 
o,—O0, Wy 

mar 
(3.99) 

Величина же @, He определена условиями относительного 
равновесия. Последнее является следствием того, что в схе- 
мах гирогоризонткомпаса и двухгироскопической вертикали 
гироскопы связаны геометрической связью (зубчатая пере- 
дача, тпарнирный механизм). Эта связь делает систему двух 
гироскопов равносильной одному гироскопу с переменным по 
величине кинетическим моментом, направленным по оси у. 
Для определения же направления к центру Земли в прост- 
ранстве надо иметь, как было выяснено раньше, по меньшей 
мере два опорных направления, т.е. два геометрически не 
связанных (независимых) носителя кинетических моментов. 

Задание скорости У равносильно по существу заданию ®.. 
Оно позволяет найти \" и, следовательно, доопределить по- 
ложение трехгранника хуг по отношению к системе осей, 
жестко связанных с Землей. Движение (вращение) последней 

по отношению к неизменно ориентированным в пространстве 
осям &, 1,, С, известно. Задание У доопределяет поэтому 
взаимное расположение трехгранников xyz и Ё 1,6... Отсюда 
и следует принципиальная равносильность задания У и 0. 

Разумеется, все сказанное выше по отношению к гиро- 
горизонткомпасу в части определения курсовой поправки и 
уравнений (3.97), (3.98) целиком распространяется и на двух- 
гироскопическую вертикаль, так как исходные уравнения их 
работы идентичны друг другу. 

Здесь, однако, полезно отметить, что, несмотря на пол- 
ную идентичность формы уравнений, описывающих работу 
обоих приборов, между ними есть существенное различие. 
Оно заключается в том, что одни и те же технологические 
погрешности изготовления чувствительного элемента могут 
привести в этих схемах к различным эффектам. Так, напри-
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мер, дебаланс гироскопов вдоль осей кожухов приводит 
в схеме двухгироскопической вертикали к появлению в ура- 
внениях колебаний около положения относительного равно- 
весия (3.86) момента AM,, тогда как в схеме гирогоризонт- 
компаса этот же дебаланс ведет к моменту AM,. Указанное 
различие при практической реализации схем может привести 
к тому, что при одних и тех же технологических погрешно- 
стях изготовления чувствительного элемента двухгироскопиче- 
ская вертикаль даст меньшую точность измерения курса, 
а гирогоризонткомпас — меньшую точность определения вер- 
тикали. 

Сделаем еще несколько замечаний по поводу уравнений 
(3.86). Уравнения (3.86) определяют углы a, В, у отклоне- 
ния трехгранника хуг, связанного с платформой чувстви- 
тельного элемента гирогоризонткомпаса или двухгироскопи- 
ческой вертикали, от связанного с положением относитель - 
ного равновесия трехгранника ху 2. Из уравнений (3.86) 
находится также отклонение де величины угла «разведения» 
гироскопов от ее значения &, соответствующего положению 
относительного равновесия. 

Здесь полезно заметить, что если речь идет о такой 
точности курса, когда определяется курсовая поправка \", то 
при определении ошибки курса надо к углу Y добавить 
ошибку вычисления курсовой поправки \у". Величина у" опре- 
деляется по формулам (3.93), (3.96), (3.97). В этом случае 
используется дополнительная информация о величине У и 
в ходе вычисления Y находятся также географические коор- 
динаты объекта. Для отыскания ошибки определения вели- 
чины курсовой поправки “у” надо, следовательно, проварьи- 
ровать уравнения (3.93), (3.96), (3.97). 

Отметим еще, что при технической реализации схемы ги- 
рогоризонткомпаса для морских судов удовлетворяют иногда 
не условию (3.76), а лишь условию (3.74), где г считают 
постоянной величиной, равной, например, среднему радиусу 

Земли. Не вводят также моменты М», М, компенсирующие 
действие на гирогоризонткомпас несферической составляющей 
поля тяготения Земли *). Неточное выполнение условия (3.76) 

*) Булгаков Б. В., Прикладная теория гироскопов, Гостех- 
издат, 1955. Грамм ель Р., Гироскоп, его теория и применения, 

. 2, ИЛ, 1952. 

14 В. Д. Андреев
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учтено уже в уравнениях (3.86) присутствием погрешностей 

Аг и Аг. Ответ на вопрос, к чему приводит отсутствие 

моментов М. Му, будет дан в следующей главе при рас- 
смотрении возможных упрощений уравнений работы инер- 

циальных систем и различных способов учета несферичности 
поля земного тяготения. 

$ 3.3. Произвольная маятниково-гироскопическая 
система Шулера 

3.3.1. Условия существования положения относитель- 
ного равновесия. Рассмотрим некоторую произвольную 
механическую систему, установленную на движущемся объекте 
в некотором трехстепенном подвесе так, что центр масс 
с системы не совпадает с центром О подвеса. Расстояние между 
центром подвеса и центром масс системы обозначим через a, 
Система может включать в себя различные движущиеся по 
отношению друг к другу механические устройства, в том 
числе гироскопы. Поэтому такую систему можно назвать 
маятниково-гироскопической системой. 

Свяжем с рассматриваемой системой трехгранник Охуг, 
начало которого совместим с центром подвеса, а ось 2 Ha- 
правим вдоль линии, соединяющей центр масс с центром 
подвеса, в сторону от центра масс. Тогда координаты центра 
масс будут: 

Хх. = у, =0, 2:==— a. (3.100) 

Найдем условия, при которых ось 2 системы в положе- 
нии относительного равновесия будет совпадать с направлением 
к центру Земли. 

Применив к системе в целом в ее движении около центра 
масс теорему о кинетическом моменте, будем иметь: 

— = М, 3.10 it (3.101) 

где К — кинетический момент системы, a М — суммарный 
момент внешних сил. 

Как и раньше, при подсчете суммарного момента будем 
считать действие сил тяготения сводящимся лишь к силе 

Р =megradV, (3.102)
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приложенной в центре масс и совпадающей по направлению 
с направлением вектора напряженности поля тяготения в 
точке О. Неоднородностью поля тяготения в объеме системы 
пренебрежем. 

Добавив момент силы инерции переносного движения, 
а также некоторый искусственно сформированный момент М*, 

получим из равенства (3.101) 

aK a’*r + ax (Fm Ze) +m. (3.103) 

Здесь, как и раньше, г — радиус-вектор точки О с Ha- 
чалом в центре Земли O,, а через @ обозначен радиус-вектор 
точки с с началом в точке О. 

Обозначим трехгранник XYZ в положении относительного 
равновесия через XYZ. Тогда 

Е = P xX Е Fy Vo Ра, 

М = M,,x%0 + My, vo + Mz,20- 

Так как в положении относительного равновесия вектор а 
коллинеарен вектору г, то из соотношений (3.103), (3.104) 
находим: 

а d? * 
K = —- aX п-т + (My, — aFy,) x0 + dt 

+ (My, + aF x.) 9+ Мало. (3.105) 
Пусть 

№ 

My,—=—aF,, Мь=аБ,, М. =0. — (3.106) 

С учетом равенств (3.106) равенство (3.105) принимает 
ВИД: 

d*r 
= = — axmn—z- (3.107) 

at 

Потребуем теперь, чтобы выполнялось условие 

а —= Г, (3.108) 

т. е. чтобы расстояние от центра масс системы до центра 
подвеса менялось пропорционально изменению расстояния 
до центра Земли. Для этого, разумеется, в схему должна 
поступать информация о величине г. 

14*
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Если условие (3.108) выполняется, то в положении отно- 
сительного равновесия 

а = — kr, (3.109) 
следовательно, 

da dr 
at a =0, (3.110) 

и поэтому равенство (3.107) с учетом соотношения (3.109) 
может быть записано в таком виде: 

aK __ а dr 
= hme (rx FI. (3.111) 

Теперь его можно проинтегрировать, в результате чего 
получается: 

K —kmr X= h, (3.112) 

где й — постоянный вектор. 
dr 

Полагая теперь h —0, вводя обозначение U—= FH и про- 

ектируя равенство (3.112) на оси ху, У, 20, находим: 

Ky,+ mavy, =0, Ку, — таох =0, К„==0. (3.113) 

Условия (3.106), (3.108), (3.113) и являются необходимыми 
и достаточными условиями существования положения относи- 
тельного равновесия произвольной маятниково-гироскопической 
системы, в котором ее ось совпадает с направлением к центру 
Земли *). 

К указанным условиям должны быть добавлены требова- 
ния K начальным обстоятельствам движения маятниково-гиро- 
скопической системы. В начальный момент ось 2 должна 
совпадать с осью 25. Скорость изменения ориентации оси Z 
в Начальный момент должна быть равна скорости изменения 
(из-за движения объекта) ориентации оси 2, сопровождаю- 
щего трехгранника. 

Условия (3.106), (3.108) совпадают с полученными ранее 
аналогичными условиями для маятника Шулера, двухгироско- 
пической вертикали и гирогоризонткомпаса. Остальные усло- 

*) Условия (3.108), (3.113) несколько иным способом (приме- 
нительно к гирораме) получены Д. М. Климовым в работе «Об 
условиях невозмущаемости гироскопической рамы» (см. При- 
кладная математика и механика, т. ХХУШ, вып. 3, 1964).
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BUA’ для этих случаев легко получаются из равенств (3.113). 
Так, для физического маятника 

Ky, — Абх, Ky, = AQy,, Kz, = Со... 

Проекции абсолютной скорости центра подвеса связаны 
с проекциями абсолютной угловой скорости равенствами 

< — ГО о —— Го... 
Xo Ус» Yo Хо 

Теперь из равенств (3.113) получаем ранее найденные 
условия 

А= таг, Со. =0. 

Для гирогоризонткомпаса и двухгироскопической верти- 
кали OCb х направлена вдоль вектора скорости VY, поэтому 
«,==0. Первое условие (3.113) удовлетворяется поэтому 
тождественно, если Hy =O. Два остальных условия дают: 

(mar — Л„)®,— Ну =0, Лю„- Hz, =0, 

где Jy, и Jz, — моменты инерции платформы гиромаятниковой 
системы вокруг соответствующих осей. 

Отсюда в рамках прецессионной теории, когда полагается 
Jy, = Jz, =0, имеем: 

На, = 0, Ну, = тагоу,, 

что также совпадает с ранее полученными условиями. 

3.3.2. Возмущенное движение вблизи положения от- 
носительного равновесия. Изучим движение оси 2 произ- 
вольной маятниково-гироскопической системы, удовлетворяю- 

щей условиям (3.106), (3.108), (3.113), около положения отно- 
сительного равновесия в том случае, когда указанные условия 
выполнены неточно и неточно соблюдены начальные обстоятель- 
ства движения системы. Среди прочих погрешностей учтем 
специально погрешность Аг внешней информации о величине г 
расстояния до Центра Земли, участвующей в формировании 
условия (3.108). 

Рассмотрим сначала малые колебания оси 2 вблизи по- 
ложения относительного равновесия. 

Для вывода уравнений движения воспользуемся снова 
теоремой о кинетическом моменте. Варьируя уравнение (3.101)



214 МАЯТНИКОВО-ГИРОСКОПИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ШУЛЕРА [ГЛ. 3 

в окрестности положения относительного равновесия, получаем: 

46К 
Ft = 6M. (3.114) 

Найдем выражения вариаций ОК и OM. Кинетический мо- 
мент К должен быть сформирован согласно равенству (3.107). 
Поэтому 

ОК —= Ет ог Ж ob kmr X oer ГАК, (3.115) 

где АК — некоторая инструментальная погрешность, 

г —Г2, Of =6xx) + byyy + Ага. (3.116) 

Чтобы получить OM, заметим, что вариация момента опре- 
деляется вариацией да, вариацией OM* корректирующего мо- 
мента и моментом АМ из-за инструментальных погрешностей. 
Поэтому, приняв во внимание выражение для М, стоящее 
в правой части уравнения (3.103), находим: 

вм = вах (Е —т т | Ном" + АМ. (3.117) 

В выражении (3.117) величина ба определена равенством 

ба = — Рог — Даг. (3.118) 

Первое слагаемое правой части вызвано погрешностью 
информации о величине г и отклонением оси 2 системы от 
направления к центру Земли, второе — инструментальной по- 
грешностью Аа фиксирования величины расстояния а между 
центром подвеса и центром масс системы. 

Дифференцируя соотношение С и замечая, что 

moor aor 

находим: 

а5к dr d? 6r a OK 
ap = hm or X ae kmr X aa a 

Теперь надо подставить выражения 3.190 и (3.117) 
в уравнение (3.114). Однако прежде, чем это сделать, упро- 
стим несколько выражение (3.117) для вариации момента. 
Прежде всего пренебрежем по малости вариацией 6М" мо- 
мента М“, корректирующего действие горизонтальной соста- 

(3.120)
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вляющей поля тяготения. Далее, обратившись к первому ра- 
венству (3.104), получим: 

ba KX F = 80 X (Еж + Fy Sot Рё). — (3.121) 

Пренебрегая в правой части произведением O@ на сумму 
первого и второго слагаемых в круглых скобках, которое 
имеет второй порядок малости, и замечая, что с этой же 
точностью можно положить 

—_ bm Ра = — о, (3.122) 

получаем: 
d2 

6M —ba Х (— SF et )-Н АМ. (3.123) 

Вводя сюда выражение (3.118) для ба, приходим к фор- 
муле 

6M = тб X и +m baz, x ELAM. (3.124) 

Подставим теперь соотношения (3.124), (3.120) в уравне- 
ние (3.114). После приведения подобных членов и некоторых 
группировок, в которых используется первое равенство (3.116), 
получаем уравнение *) 

42 6r ér ada a’r 
kmr X ( TB +2 )=— “JA +AM + т Ааа XG 

r3 

(3.125) 

Это уравнение и является векторным уравнением малых 
колебаний около положения относительного равновесия про- 
извольной маятниково-гироскопической системы, удовлетво- 
ряющей (с некоторыми инструментальными погрешностями) 
условиям (3.106), (3.108), (3.313). 

Чтобы получить скалярные уравнения для Ox и Oy, надо 
подставить в уравнение (3.125) выражения ги Or из (3.116) 

*) Андреев В. Д., К теории маятниково-гироскопической’ 
системы, удовлетворяющей условиям Шулера. Прикладная матема- 
тика и механика, т. ХХХ, вып. 6, 1965.
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и спроектировать полученное соотношение на OCH Xo, У, 

приняв во внимание равенства 

425 4229 
dE №0 = Фу» 1 ‘№ = Фу Г Ох, 

| (3.126) 
425 4225 
№ ‘У Oxy Gr * У == — Oxy + Фуд, 

где Wy, Wy» Wz, — проекции абсолютной угловой скорости 

трехгранника ХоуУ2о на его оси. 

Выполнив указанные подстановку и проектирование, после 

очевидных упрощений и группировок придем к уравнениям: 

bx (4 — Oe — о ] 6x —-- (© ©. — o,) бу — 

— 202, 6у = — (Wy,z, + @y,) Ar — 2wy, Ar + 
l . АМ), 

Tia —AKy, — Oz, АК». + @x, AKz,) + ma 

A . . 

+ as [r (Oy, —- xz) + 27 Фу. |, 

dy + fa — OF. — о? | dy—- (0,0, —|- o,) 6x + 

—- 202, 5x — — (Wy, Wz, — @x,) Ar —- 20x, Ar +L 

1, AM, 
T Tha (AK x, + @y, AKz, — Dz, AK y,) — ~ — ma 

| = (3.127) 

A — = [Fr (Oz, — @y,@z,) + 2F Ox). | 

Эти уравнения описывают малые колебания маятниково- 

гироскопической системы Шулера около положения относи- 

тельного равновесия. 

Получим теперь уравнения возмущенного движения при 

конечных величинах отклонений оси Z от положения отно- 

сительного равновесия. Очевидно, здесь можно ограничиться 

получением этих уравнений при 

Ла —=0, АК, =АК,, =AK,,=0, AM,,=AMy, =0, (3.128) 

так как правые части уравнений (3.127), соответствующие 
инструментальным погрешностям, перечисленным в (3.128), 
сохранят свой вид и для конечных отклонений.
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Проследив снова вывод уравнений (3.127), можно усмот- 
реть, что однородное уравнение (3.125) является точным. 
уравнением для возмущения Or, если не говорить о прене- 
брежении вариацией несферической составляющей поля тяго- 
тения, которое было допущено при выводе указанного урав- 
нения. Уравнения же (3.127) —уравнения первого приближения. 
Так получилось потому, что при проектировании векторного. 
уравнения (3.125) на оси хо, Yo в него в качестве вектора Or 
был подставлен, согласно (3.116), вектор 

Or = 6х + бу, + Аг. (3.129) 

Легко видеть, что равенство (3.129) справедливо ‚лишь 
в первом приближении. Если говорить о точных уравнениях, 
то равенство (3.129) должно быть заменено на следующие: 

dr = 6xX) + бу + 622%, 

(6x)? + (dy)? ++ (2)? + 2r dz = 2r Аг + (Ar)?. 

При малых 6x, ду, 02, когда их квадратами, как и ква- 
дратом Ar, можно пренебречь, из второго равенства (3.130) 
следует, что 

(3.130) 

02 = Аг, (3.131) 

и тогда первое равенство (3.130) переходит в равенство (3.129). 
Проектируя векторное уравнение (3.125) Ha OCH ху, У 

с учетом равенств (3.126), (3.128) и определяя при этом Or 
равенствами (3.130), приходим к следующей нелинейной 
системе скалярных уравнений: 

(в —в, — —« 0х (0,0, —o,)dy— 

— 202, 59 + (до, + @y,) 62 + 2ay, 62 = 0, 

sy + (402, — © 2 ) dy + (0,0, +o, 0% + | (3.132) 

+ 202, 6x + (@y,@z, — Ox,) 52 — 20x, 62 = 0, 

(dx)? + (6y)? + (6z)? + 2r 6z = 2r Аг (Аг). | 

При малых 6x, Oy, 62, когда можно считать справедливым 
равенство (3.131), нелинейные уравнения (3.132) переходят 
в линейные уравнения первого приближения (3.127).
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$ 3.4. Аналогия маятниково-гироскопических систем 
Шулера с инерциальными системами с двумя 
ньютонометрами 

3.4.1. Сопоставление первой группы уравнений ошибок 
с уравнениями колебаний маятниковой системы около 
положения относительного равновесия. Первая группа 
уравнений ошибок инерциальной системы с двумя ньютоно- 
метрами, ориентированными в плоскости горизонта, это урав- 
нения (2.31), а в первом приближении — уравнения (2.28). 

Сравним эти уравнения с уравнениями (3.132), (3.127) 
возмущенного движения произвольной маятниково-гироскопи- 
ческой системы Шулера около положения относительного 
равновесия, в котором ось = системы совпадает с направ- 
лением геоцентрической вертикали. Целью этого сравнения 
будет установление динамической аналогии между гиромаят- 
никовыми системами Шулера и инерциальными системами 
с двумя ньютонометрами. 

Начнем с уравнений первого приближения (2.28), (3.127). 
Левые части уравнений (2.28) и (3.127) полностью совпадают 
как по форме, так и по существу входящих сюда величин. 
В самом деле, как в уравнениях (2.28), так и в уравнениях 
(3.127) 6x, ду— проекции вектора Or на OCH х, у (ху, Yo) 
сопровождающего трехгранника XYZ (х20), ось 2 (20) KO- 
торого направлена вдоль Г. Величины Oy, Oy, Oz (®х,, Фу, Oz,) — 
проекции абсолютной угловой скорости указанного трех- 
гранника на его оси. 

Таким образом, однородные уравнения ошибок первой 
группы инерциальной системы в первом приближении иден- 
тичны уравнениям свободных колебаний маятниково-гироско- 
пической системы Шулера вблизи положения относительного 
равновесия. Можно сказать поэтому, что эти две механиче- 
ские системы динамически подобны при отсутствии инстру- 
ментальных погрешностей. 

Сравним теперь правые части уравнений (2.28) и (3.127). 
В правые части входят две группы слагаемых: первая со- 
держит погрешность Аг (=ДАй) внешней информации о Be- 
личине расстояния до центра Земли (расстояния до ее по- 
верхности), а вторая группа включает в себя инструменталь- 
ные погрешности элементов схем. Слагаемые, содержащие 

Аг (и Ar), в уравнениях (2.28) и (3.127) совпадают. Осталь-
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ные члены различны. Этого следовало ожидать, так как 

члены, содержащие Ar и Ar, имеют общее происхождение 
в обеих рассматриваемых системах уравнений. Происхождение 
остальных членов правых частей различно. Здесь полезно 
вспомнить, что форма правых частей как уравнений (2.28), 
так и уравнений (3.127) в значительной мере условна. Она 
зависит от того, какие конкретные инструментальные по- 
грешности схемы учтены при выводе этих уравнений. 

Выше проведено сравнение уравнений первого приближе- 
ния. Обратившись к уравнениям (2.31), (2.132) для конечных 
отклонений, заключаем, что эти уравнения также совпадают. 
Поэтому инерциальные системы с двумя ньютонометрами и 
маятниково-гироскопические системы Шулера динамически 
подобны не только в малом, но и в большом. 

Мы сравнили уравнения ошибок (2.28), (2.31) с уравне- 
ниями возмущенного движения произвольной маятниково- 
гироскопической системы Шулера. В § 3.1 были получены 
также уравнения (3.53), (3.63) возмущенного движения физи- 
ческого маятника Шулера и уравнения (3.86) возмущенного 
движения двухгироскопической вертикали и гирогоризонт- 
компаса Геккелера — Аншютца. Так как эти устройства яв- 
ляются, очевидно, частными случаями произвольной маят- 
никово-гироскопической системы, то уравнения (3.53), (3.63), 
(3.86) также должны сводиться к уравнениям (2.28), (3.127) 
или (2.31), (2.132). Убедимся в этом. 

На первый взгляд левые части уравнений (3.53) не тож- 
дественны однородным уравнениям (2.28), (3.127). Однако 
если сделать в (3.03) замену переменных 

0х —= —7В, бу==гоа, (3.133) 

то они примут вид: 

bx (+ — or —o?,| bx + (СС — Ф, ) бу — 

— 20, éy= —(0,,@ 2 o,) Ar — 20, Ar +- 

AA. } (3.134) 
+ ACO xz, —_ om (Oy, + хо) ~ 

(44 тим) 
a
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oy + (15—02, — 0%) by + (0,05, +0, 08+ | 
+ 202, 5x = — (Wy,Wz, — Ox,) Ar + Qaz,Ar + 

AA | + ACay,to2, + = (Ox, — @y,@2,) F 

Чо, (£48 4 SA Fae), | 

| (3.134) 

a 

Геометрический смысл замены переменных (3.133) очевиден. 
Левые части уравнений (3.134) полностью совпадают с ле- 
выми частями уравнений (2.28), (3.127). В правых частях 
всех трех систем уравнений совпадают слагаемые, содержа- 

щие Ar и Ar. В правых частях уравнений (3.134) и (3.127) 

в точности совпадают также слагаемые, содержащие Aa и Aa, 
в чем можно убедиться, воспользовавшись равенством А==таг. 
Легко сопоставляются также остальные слагаемые правых 
частей уравнений (3.134) и (3.127), если принять во внима- 
ние, что К, = Аб, Ky, = Ady, Kz, =Сод.. 

Рассмотрим уравнения (3.86) малых колебаний двухгиро- 
скопической вертикали (и гирогоризонткомпаса Геккелера — 
Аншютца). На первый взгляд, уравнения (3.86) и (3.127), 
(2.28) не имеют между собой ничего общего. Но более 
внимательный анализ показывает, что это не так. 

Согласно двум последним. уравнениям (3.86), 

АМ, 
@ = —— — @ @ — a, yoY mara, *o + zp AN } (3. 135) 

2B cos E,0E — — mar (@z,0 + B) _ OB tos $ 0 

Подставив выражения (3.135) в первые два уравнения (3.86), 
получим два связанных дифференциальных уравнения второго 
порядка относительно @ и В. Выполнив в этих уравнениях 
замену переменных (3.133), после некоторых преобразований 
придем к системе 

5% + [3—9 — 02 ox — a, dy — 20, 6у = 

1 а {marAN . ; 

— па af (Вов в.) — Oy Ar — 20, Ar + + (3.136) 
r Aa r Aa AM, АМ, 

0,, a a Oz, ama, + am’ | 
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\ 

69 +(—@2 Joyo, bx + 20, dx = 

= АМ, ANTo,, 

dt mao, }  2Bcosey — ` (3.136) 

- АМ, AM, 
— f/f mar o — ат — Агоу ©». | 

Yo 

Сравнивая однородные уравнения (3.136) и (3.127), (2.28), 
замечаем, что они совпадут, если в последних положить 
Ox, = O, == 0. Это равносильно записи их в проекциях на оси 
трехгранника хо 2о (хуг), ось хо(х) которого лежит в пло- 
скости, содержащей вектор абсолютной скорости точки О 
и центр Земли O,. Но таким же образом определен и трех- 
гранник ХоУ2, в уравнениях (3.136). Поэтому однородная 
система (3:136) равносильна однородным уравнениям (3.127), 
(2.28). Легко сопоставляются также правые части указанных 
уравнений. 

Уравнения (3.03), (3.86), (2.28), (3.127), которые сопо- 
ставлялись выше, это уравнения первого приближения. Для 
физического маятника Шулера были выведены также урав- 
нения (3.63) свободного возмущенного движения для конеч- 
ных отклонений. Установим равносильность этих уравнений 
с однородными уравнениями (2.31), (3.132), т.е. с уравне- 
НИЯМИ 

+ (3—9 — ©?) 6х + (0,0, — 6,) dy — 

— 20 209 + (@,@, + @y) 6z-+ 20, 02 =0, 

sy + (4-02 — ©?) dy + (0,0, + 0,)dx + 

+ 20, dx + (ayo, — O,) dz — 2,62 =0, 

(6x)? + (dy)? + (62)?-++ 27 dz = 0. 

Для этого сделаем в однородных уравнениях (3.137) за- 
мену переменных: 

| (3.137) 

6x —= — гсозазшВ, 6y=—r sina, 
(3.138) 

02 = (с0оз а созВ — 1). 

Геометрический смысл этой замены, как и замены (3.133), 
очевиден.
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Подставляя (3.138) в третье уравнение (3.137), убеждаемся, 
что оно удовлетворяется тождественно. Подстановка же вы- 
ражений (3.138) в первые два уравнения (3.137) с одновре- 
менной подстановкой в них вместо @,, Wy, ®, их значений 
(3.56) немедленно приводит к уравнениям (3.63). 

Заметим, что можно установить также полную аналогию 
уравнений возмущенного движения двухгироскопической вер- 

тикали и гирогоризонткомпаса Геккелера — Аншютца с урав- 
нениями (3.137) не только для малых, но и для конечных 
отклонений. Чтобы получить уравнения движения гироскопи- 
ческой вертикали и гирокомпаса при конечных отклонениях 
трехгранника ху2 OT трехгранника хУ2о, надо подставить 
в уравнения (3.68) не выражения (3.35), как это было при 
выводе уравнений (3.86) для малых отклонений, а выражения 
длЯ M,, Wy, ®,, вытекающие из таблицы направляющих KO- 
синусов (3.33). После этого надо исключить у и 2В sine, 
причем последнее выражение не варьируется, как это было 
при переходе от уравнений (3.83) к уравнениям (3.86), 
а исключается целиком. Затем надо сделать замену перемен- 
ных (3.138), после чего получатся уравнения (3.137). 

Выше сопоставлялись между собой уравнения (2.31) 
и (3.63), (3.132). Эти уравнения являются точными уравне- 
ниями для возмущений ох, ду, если полагать поле тяготения 
Земли сферическим. В процессе вывода уравнений ошибок 
(2.31) инерциальной системы с двумя ньютонометрами были 
отброшены по малости вариации несферической составляю- 
щей поля тяготения. При выводе уравнений (3.132) возму- 
щенного движения маятниково-гироскопической системы Шу- 
лера были отброшены вариации моментов, компенсирующих 
действие несферической составляющей поля тяготения. Харак- 

тер слагаёмых, отброшенных при указанных упрощениях, 
одинаков как в случае уравнений (2.31), так и в случае 
уравнений (3.132). Можно убедиться, что сохранение вариа- 
ции несферической составляющей поля тяготения приводит 

к появлению в этих уравнениях совершенно одинаковых до- 
полнительных слагаемых. Так что аналогия между маятнико- 
выми системами и инерциальными системами с двумя ньютоно- 
метрами по уравнениям ошибок сохраняется и в несфериче- 
ском поле. 

Несколько иначе обстоит дело с неоднородностью поля 
тяготения в объеме, занимаемом рассмотренными системами.
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Так; при выводе уравнений относитеяьного равновесия 
физического маятника Шулера и уравнений его колебаний 
около этого положения предполагалось, что действие на 
маятник притяжения Земли сводится лишь к результирующей 
силе, приложенной в центре масс маятника. Это предположе- 
ние равносильно, очевидно, тому, что в объеме, занимаемом 
маятником, поле тяготения Земли считается однородным. 
В действительности действие сил притяжения приводится 
к силе и к результирующему моменту вокруг центра масс *). 

В сферическом поле результирующий момент появляется 
в том случае, если масса тела распределена несимметрично 
относительно направления, соединяющего центр масс с цен- 
тром поля. Его величина зависит, кроме того, от геометри- 
ческих размеров тела. Расчеты показывают **), что если 
иметь в виду реализацию маятника Шулера как твердого 
тела, то моменты из-за неоднородности поля тяготения могут 
оказаться сравнимыми по величине с восстанавливающим мо- 
ментом результирующей силы. Учет моментов от неоднород- 
ности поля тяготения в теории маятника Шулера приводит 
к аналогии с некоторыми из гравиметрических (не содержа- 
щих гироскопов) схем ориентации ***). Однако эта аналогия 
не имеет такого простого и цельного вида, как рассмотрен- 
ная выше. Мы поэтому не будем ее здесь рассматривать 
подробно, ограничившись сделанными выше замечаниями. 

Остановимся еще на следующем. Уравнения (2.28), (2.31) — 
лишь первая группа уравнений ошибок инерциальной системы. 
К ним добавляется вторая группа уравнений, характеризующая 
ошибки ориентации гироскопов системы. 

В $ 1 настоящей главы уже отмечалось, что одной маят- 
никовой системы Шулера недостаточно для определения ко- 
ординат объекта. Эта система дает лишь направление 

*) Этот момент учитывается, например, при расчете либра- 
ционных движений Луны. Его приходится также учитывать при 
расчете движения искусственных спутников Земли вокруг их цен- 
тров масс. См., например, Белецкий В. B., Движение искус- 
ственных спутников Земли относительно центра масс, Сб. «Искус- 
ственные спутники Земли», № 1, изд-во АН CCCP, 1958. 

**) Hoch H., Das physikalische Pendel im radialsymmetri- 
schen Erdgewichtskraftfeld, Zeitschrift fiir ang. Mathematik und 
Physik. Bd. 24, Heft 5/6, 1944. 

***) См. $ 3.4 нашей книги «Теория инерциальной навигации 
(автономные системы)», изд-во «Наука», 1966.
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геоцентрической вертикали. Для определения координат ee 
можно, например, дополнить гироскопами, реализующими 
неизменно ориентированный в пространстве трехгранник &,1|,б.. 
Тогда углы, образованные осью 2 маятниковой системы 
с осями € 7,0, гироскопов, определят (вместе с г) коорли- 
наты движущегося объекта. Следовательно, в полные ошибки 
определения координат объекта войдут тогда ошибки ориен- 
тации гироскопов, материализующих трехгранник Ё/1,5,, т. е. 
вторая группа уравнений ошибок инерциальной системы. Да- 
лее, маятниковая система без гироскопов (например, физиче- 
ский маятник Шулера) не позволяет задать опорное направ- 
ление в плоскости горизонта. В маятниково-гироскопической 
системе это возможно (гирогоризонткомпас, например). В этом 
случае ошибка определения направления на север обуслов- 
ливается ошибками гироскопов и вертикали, как и в инер- 
циальной системе с двумя горизонтально расположенными 
ньютонометрами. 

Из изложенного следует полная динамическая аналогия 
схемы навигации, основанной на маятниково-гироскопической 
системе Шулера, и схемы инерциальной навигации с двумя 
ньютонометрами. Принципиально это равносильные схемы. 
Хотя в маятниково-гироскопической системе отсутствуют 
ньютонометры как таковые, сам маятник, ось которого со- 
впадает с направлением к центру Земли, представляет собой 
по существу двухкомпонентный ньютонометр, измеряющий 
горизонтальные ускорения. Интегрирование же ускорений 
осуществляется также самой маятниковой системой в резуль- 

тате ее движения. 

3.4.2. Достаточные условия устойчивости инерциаль- 
ной системы с двумя ньютонометрами. Установленная 
в п. 3.4.1 аналогия оказывается весьма важной для теории 
инерциальной навигации. Она связывает воедино два, каза- 
лось бы, существенно различных направления развития этой 
теории, благодаря чему становится возможным взаимное 
перенесение результатов, полученных в обоих направлениях. 

Ha маятниково-гироскопические системы переносятся, 
в частности, все результаты, полученные в гл. 2 при иссле- 
довании устойчивости уравнений (2.28) и в ходе их решения. 
Становится более прозрачным и ряд известных из теории 
гирогоризонткомпасов и гировертикалей результатов, полу-
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ченных в работах Б. В. Булгакова, А. Ю. Ишлинского, 
Д. Р. Меркина, В. Н. Кошлякова *). Так, например, 
А. Ю. Ишлинским **) были проинтегрированы с помощью 
специальной комплекснозначной подстановки уравнения (3.86) 

в предположении, что p/r3 > a, 02; r=const. Обратившись 

к уравнениям (2.28), замечаем сразу, что при Г==соп$%, 
@Ф,==0®,==0 эти уравнения (однородные) заменой перемен- 
ных (2.32) при 

t 

o= | Wz, dt (3.139) 
0 

сводятся к немедленно интегрируемым уравнениям гармони- 

ческих колебаний 6x’ + 26x’ = 0, by’ + в? бу’ =0. Этот 

результат делает очевидным также вопрос о приводимости 
уравнений гирогоризонткомпаса и двухгироскопической вер- 
тикали ***) и вопрос о соотношении уравнений (3.86) и урав- 
нений Геккелера в теории гирокомпаса ****). 

С другой стороны, аналогия с гиромаятниковыми систе- 
мами позволяет решить важный вопрос о достаточных усло- 
виях устойчивости инерциальной системы с двумя горизон- 
тально расположенными ньютонометрами при движении объекта 
по параллели. 

Задача сводится здесь к исследованию нелинейных урав- 
нений (2.31) или, так как правые части надо приравнять 
нулю, уравнений (3.137). При г = сопзЬ ®х, =0, @y, = const, 
@®z, == const (движение по параллели), переходя посредством 
замены (3.138) к уравнениям (3.63), получаем их в следую- 
щем виде: 

6 + a2sinBcosB-+ (3.140) 
+ 29 (— w* Sina cos*B + w Cos @ Cos? B) + | 

*) См. литературу в конце книги. 
**) См. сноску на стр. 196. 

***) Кошляков В. Н., О приводимости уравнений движения 
гирогоризонткомпаса. Прикладная математика и механика, т. ХХУ, 
вып. 5, 1961. 

****) Geckeler 1. W., Kreiselmechanik des Anschiitz — Кацт- 
kompasses, Ingeneur Archiv, t. VI, Heft 4, Berlin, 1935. 

15 В. Д. Андреев
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+ (&— Я cosacosp — o* )sin acosa— 

— of sin? a sin В cos B -- 

— = @y,@z, (2 cos acospB — 1)sinasingB = 0, 

a cosB — 2aB sing + | (3.140) 

+ 28 (@y, sin a cos В — @z, cosa cos В) + 

+ E — or (1—cosacos В —®>. COS С0$ В sina—+ 

++ @y,@z, (sin? a cos В — cos? a созВ + cos a) = 0. 
é 

Эти уравнения также нелинейны, но они имеют первый 

интеграл *), облегчающий исследование. Для получения первого 
интеграла уравнений (3.140) достаточно умножить первое урав- 

нение (3.140) на В, второе на асозВ и сложить. Интегри- 
рование суммы дает: 

У =(acos B)? + В? — 262 cos a cos B + 

+ or cos’? a cos? B + or. (sin? a cos? B-+ 2 cosa cos В) + 

+ 2@,,0z, (sinacosB — 311 а с0$ @ со$ В) = соп$+. (3.141) 

Обозначим через V° значение функции У при а=В== 
— а —=В —= 0. Очевидно, 

V0 —— 202 + 20? +02. (3.142) 

Построим функцию 

W —=И —V°=(acosp)?-+ p? — 2a; (cos a cos В — 1) + 

+. or, (cos*a cos? Bp—1)-+0? (sin? a cos? В -Р 2 cosacos В — 2) + 

— Е 2@y,@z, (Sin a cos В — sina cos a cos В). (3.143) 

Полная производная функции W по времени в силу урав- 
нений (3.140) 

aw << =0. (3.144) 

*) Андреев В. Д., Об ошибках систем инерциальной нави- 
гации. Изв. AH CCCP, Техническая кибернетика, № 2, 1964.
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a 

Поэтому достаточным условием устойчивости уравнений 
(3.140) по Ляпунову будет знакоопределенность функции И. 

Разложим функцию W B ряд по степеням а, В, a, В. Это 
разложение начинается с квадратичных членов 

W — 0? + B? + a? (6 — 92) +В? (02 — — 02 „—@:)-.. . (3.145) 

Применяя к квадратичной форме, стоящей в правой части 
равенства (3.145), критерий Сильвестра, находим, что усло- 
вием ее положительной определенности будет неравенство 

or — or — oF > 0. (3.146) 

Это: условие является, таким образом, достаточным усло- 
вием устойчивости положения относительного равновесия 
маятниково-гироскопической системы Шулера в рассматри- 
ваемом случае движения объекта и достаточным условием 
устойчивости инерциальной системы с двумя ньютонометрами. 
Оно совпадает с условием (2.49), полученным ранее при ис- 
следовании уравнений первого приближения *). 

3.4.3. О демпфировании колебаний маятниково-гиро- 
скопической системы Шулера. При выполнении условия 
(3.146) возмущенное движение маятниково-гироскопической 
системы Шулера устойчиво по Ляпунову. Но это условие 
не обеспечивает асимптотической устойчивости. Поэтому воз- 
никает вопрос, можно ли сделать положение относительного 
равновесия маятника Шулера асимптотически устойчивым. 

Очевидно, что для этого нало было бы ввести, например, 
в уравнения (3.53) полную диссипацию, т. е. добавить в ле- 

вые части этих уравнений слагаемые ha, В. Однако сфор- 
мировать эти слагаемые, не прибегая к внешней информации, 
мы не можем. Нам неизвестны @, В и скорости их измене- 

ния а, В, поэтому нельзя сформировать и приложить к маят- 
нику моменты, пропорциональные этим величинам. Вообще 
говоря, для демпфирования колебаний маятника даже не обя- 

зательно ‘знать величины a, В. Достаточно было бы знать 

signa и 31епр. Но и их также неоткуда извлечь. Если не 

*) В применении к гирокомпасу это условие было найдено 
A. Р. Меркиным в работе «Об устойчивости движения гирорамы» 
(Прикладная математика и механика, т. XXV, вып. 6, 1961). 

15*
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использовать внешнюю информацию, то можно лишь говорить 
о демпфирующих моментах, пропорциональных не относи- 

тельным скоростям @, В, а абсолютным скоростям вращения 
маятника O,, My, @,. Такого рода моменты появляются, если 
предположить, что, например, в опоре маятника существует 
вязкое трение. 

Рассмотрим малые колебания маятника около положения 
относительного равновесия в этом случае, ограничившись 
движением точки опоры с постоянной скоростью по дуге 
большого круга неизменно ориентированной сферы, концен- 
трической с Землей. 

Для такого движения можно принять 

Oy, = 0; =0, Г ==с01п$. (3.147) 

Из уравнений (3.41), полагая А = таг и добавляя в пра- 
вые части моменты вязкого трения — Rk,O,, —Ю@®,, — R,O,, 

получаем (инструментальные погрешности отсутствуют): 

a + a+ А, — yyy | 

Нид (Фа о) =0. 
. ‚ (3.148) 
6+(5—o2)p+2,h+k,0, =0, 

Ce (— Wy + ¥) + he (— Oy, 9) = 0. 
Если 

C+#0, (3.149) 

то третье уравнение (3.148) интегрируется. Из него находим: 
. . Р 

— Oa y= (— Oy 0 ++ y°) exp (— ~ t} ‚ (3.150) 

после чего уравнения (3.148) превращаются в такие: 

a ka wo. — ko, V — 

Cay, я от о kit 

— ar (ФРУ) хр (— =) | 
2 ; 2. m2) R — 
B + &,B + (5 ®,,) В=—^®,, 

у — Oa = (— of a? + y°) exp (— <=. t} ; | 

` (3.151) 
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Здесь, как и раньше, через &? обозначена величина [/73. 0 
Если, наоборот, 

C—O, (3.152) 

то из третьего уравнения (3.148) следует, что 

у— @y,a = 0. (3.153) 

Тогда уравнения системы (3.148) переходят в следующие: 

a ka + 02а — ko, y = 0, | 

ВА - (©? — 9?) =—Аю,, } (3.154 
у — @y,a = 0. | 

Второе уравнение (3.151) совпадает со вторым уравнением 
(3.154). И то и другое решается независимо от остальных 
уравнений. Уравнению 

6+ (05 — ®, ) 6+ kB = — о (3.155) 

удовлетворяет частное решение 

2 Кубу, 

В = — oo (3.156) 

2 2 При Oj — oO, > О корни характеристического уравнения 

(3.155) имеют отрицательные вещественные части и по углу В 
имеет место, следовательно, асимптотическая устойчивость. 
С течением времени решение однородного уравнения зату- 

хает, остается лишь постоянное отклонение В. 
Однородные системы первого и третьего уравнений (3.151), 

(3.154) совпадают и имеют вид: 

ара 620 — во у=0, | 
* ° eyo } (3.157) 

у — де — 0. 

Характеристическое уравнение системы (3.157) таково 

Применив к нему критерий Гурвица, находим, что при 
выполнении условия (05 — 6 > 0 корни уравнения (3.158) 

0
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имеют отрицательные вещественные части, стало быть и здесь 
достигается асимптотическая устойчивость. 

Первое и третье уравнения (3.154) однородные. Первое 
и третье уравнения (3.151) имеют правые части. Однако эти 
правые части со временем исчезают, поэтому с течением 
времени решения систем (3.154) и (3.151) приближаются 
друг к другу и при Ё—> со стремятся к значениям 

~ Куб, 
a=0, y=0, В==рР= — 5 cae (3.159) 

60 — Oy, 

Таким образом, демпфирование колебаний маятника Шулера 

приводит к появлению скоростной девиации В. Устранение 
этой девиации возможно лишь при наличии дополнительной 
информации о скорости движения точки опоры маятника. 
В дальнейшем мы увидим, что точно таким же образом 
обстоит дело и при введении демпфирования в первую группу 
уравнений ошибок инерциальной системы.



Глава 4 

Об упрощениях уравнений идеальной 
и возмущенной работы инерциальной системы 
с двумя ньютонометрами 

$ 4.1. Общие соображения 

Уравнения идеальной работы инерциальной системы с двумя 
ньютонометрами, выведенные в гл. 3, представляют собой 
прямое следствие основного уравнения инерциальной навига- 
ции (1.3). При выводе этих уравнений не использовались 

какие-либо упрощающие предположения, кроме уже исполь- 
зованных при выводе основного уравнения, причем упрощения, 
принятые при получении уравнения (1.3), лежат далеко за 
рамками тех точностей, которые могут быть предъявлены 
к инерциальным системам *). 

Вид уравнений идеальной работы определяется выбором 
координатной сетки, в которой осуществляется навигация 
движущегося объекта, и принятой ориентацией осей чувст- 

вительности гироскопов и ньютонометров. Правые части этих 
уравнений являются функциями показаний ньютонометров, ги- 
роскопических чувствительных элементов, координат объекта 
и скоростей их изменения. 

В правые части входят также параметры, характеризующие 
форму Земли, ее движение и гравитационное поле. 

Если иметь в виду некоторый достаточно определенный 
класс объектов, для которого предназначается инерциальная 
система, и заданные требования к ее точности, то может 
случиться, что те или иные члены правых частей уравнений 

идеальной работы окажутся малыми. Тогда их точное фор- 
мирование может оказаться ненужным. Появляется возмож- 
ность упрощения уравнений идеальной работы. Кроме того, 

если задан вид программных траекторий объекта, то надлежа- 
щим выбором координатной сетки и ориентации ньютоно- 
метров можно добиться, чтобы из уравнений идеальной работы 
выпали те или иные соотношения или их отдельные части. 

*) См. нашу книгу «Теория инерциальной навигации (автоном- 
ные системы)», изд-во «Наука», 1966.



932 ОБ УПРОЩЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ РАБОТЫ СИСТЕМЫ (ГЛ. 4 

Упрощения уравнений идеальной работы могут заклю- 

чаться не только в том, чтобы изъять из них или пренебречь 

в них отдельными слагаемыми и соотношениями. Важна также 

форма представления оставшихся соотношений и слагаемых. 

При удачном выборе этой формы приборная реализация схемы 

может быть в ряде случаев существенно облегчена. 

Важность рассматриваемого вопроса очевидна. Его реше- 

ние непосредственно связано с упрощением технической реали- 

зации схемы инерциальной навигации, уменьшением количества 

образующих ее элементов и устройств, упрощением ее эксплуа- 

тации и повышением надежности работы. 

Следует заметить, что рассматриваемая задача тесно евя- 

зана с проектированием инерциальной системы и, в частности, 

с тем выбором элементов и технических средств, которыми 

при этом располагают. Поэтому сколько-нибудь полного тео- 

ретического анализа возникающих здесь возможностей сделать, 

по-видимому, нельзя. Можно рассмотреть лишь основные, 

наиболее типичные из этих возможностей на примере широко 

используемых схем. 

Во всяком случае, мы в дальнейшем ограничимся схемами, 

определяющими ортодромические или географические коор- 

динаты объекта. 

Инерциальную систему будем представлять себе в виде 
управляемой гирорамы, ось 2 которой в невозмущенном 

положении совпадает либо с направлением радиуса-вектора r 

из центра Земли в центр подвеса гирорамы (т. е. с геоцен- 

трической вертикалью), либо с направлением нормали к уро- 

венному эллипсоиду, проведенной через центр подвеса гиро- 

рамы (на поверхности Земли — это географическая вертикаль). 

Оси чувствительности ньютонометров п,, п, будем считать 

совмещенными с осями X и у гирорамы. Ньютонометр вдоль 
оси 2 отсутствует, но в системе используется информация 
о величине г расстояния до центра Земли или, точнее, о вели- 
чине Й расстояния до ее поверхности. Величина й опреде- 
ляется с помощью высотомера. 

В последующих параграфах настоящей главы будут рас- 
смотрены прежде всего различные представления и упрощения 
уравнений идеальной работы, связанные с той или иной ори- 

ентацией осей x, у (и ньютонометров fy, fy) в плоскости 

геоцентрического или географического горизонта. Далее будут
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исследованы упрошения, вытекающие из малости эксцентри- 
ситета Земли, а также упрощения, обусловленные малостью 
отличия поля тяготения Земли от сферического. Наконец, 
будет дан анализ упрошений, возможных при задании тех 
или иных ограничительных предположений о характере допу- 
стимых траекторий движения объекта. Речь идет о таких 
характеристиках объекта, как скорость, дальность, время 
движения, высота траектории над поверхностью Земли, бли- 
зость траектории к плоскости некоторой ортодромии. 

Выше было уже отмечено, что возможность тех или иных 
упрошений тесно связана с заданными требованиями к точ- 
ности работы инерциальной системы. Следовательно, при 
анализе последствий, к которым приводит то или иное упро- 
щение уравнений идеальной работы, необходимо исследование 
уравнений ошибок. Тем более, что при изменении (упрощении) 
уравнений идеальной работы могут измениться и уравнения 
ошибок (и не всегда, кстати, в сторону их упрощения). 

Здесь уместно заметить, что допустимы упрощения урав- 
нений ошибок, не связанные с упрощением уравнений идеаль- 
ной работы, а вытекающие из особенностей движения объекта. 
Некоторыми из таких упрощений мы уже пользовались (плос- 
кое движение, медленное движение объекта, кеплерово дви- 
жение), ниже будут указаны и некоторые другие из имеющихся 
здесь возможностей. 

$ 4.2. Упрощения в инерциальной системе, 
определяющей ортодромические координаты объекта 

4.2.1. Точные уравнения идеальной работы. Уравне- 
ния ошибок. Если ньютонометры инерциальной системы 
расположены в плоскости геоцентрического горизонта и ори- 
ентированы по осям ортодромического сопровождающего 
трехгранника, то уравнениями идеальной работы будут урав- 
нения (2.23), а уравнениями ошибок (в проекциях на оси 
ортодромического сопровождающего трехгранника) —- уравне- 
ния (2.28), (1.96), (1.97), (1.118). 

Уравнения (2.23), (2.28), (1.96), (1.97), (1.118) были полу- 
чены как частный случай из общих уравнений инерциальной 
навигации в криволинейных координатах. Прежде чем пере- 
ходить к упрощениям уравнений идеальной работы для рас- 

сматриваемого случая и соответствующим уравнениям ошибок.
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целесообразно вывести точные уравнения идеальной работы, 
исходя непосредственно из рассматриваемой схемы. Это по- 
зволит лучше понять структуру указанных уравнений и истоки 
появления в них тех или иных членов, что может оказаться 
полезным при анализе возможных упрощений. 

Чтобы рассмотреть вопрос по возможности полнее, полу- 
чим уравнения идеальной работы для несколько более общего 
случая, чем уравнения (2.23), а именно для случая произволь- 
ной ориентации ньютонометров п, и п, в плоскости геоцен- 

трического горизонта (при сохранении взаимной перпенди- 
кулярности осей чувствительности этих ньютонометров). 

Выпишем основные соотношения, характеризующие ки- 
нематику сопровождающего трехгранника ортодромической 
координатной сетки и произвольно ориентированного в азимуте 
сопровождающего трехгранника на сфере, концентрической 
с Землей. 

Пусть, как и ранее, основной системой отсчета будет 
трехгранник О1Ё1,С,, начало которого совмещено с центром 
Земли, а ориентация осей неизменна. Связанный с Землей 
трехгранник обозначим, как всегда, через О.Ё16. Его ось 6 
направим по оси вращения Земли (совпадающей с осью ее 
симметрии), а ось & расположим в плоскости гринвичского 
меридиана. Если принять, что трехгранники О\Ё,1,5, и Об 
совпадают в начальный момент (это не уменьшает общности), 
то их взаимное расположение в дальнейшем будет характери- 
зоваться таблицей направляющих косинусов (1.7). 

Ортодромический трехгранник O,6'n’C’, занимающий не- 
которое произвольное, но неизменное положение по отноше- 
нию к Земле, определен относительно трехгранника O,&n6 
направляющими косинусами В,, согласно таблице (1.16). Эле- 

менты этой таблицы постоянны и могут быть выражены *), 
например, через геоцентрические (или географические) коор- 
динаты двух заданных точек на земной поверхности, лежащих 
в плоскости O,&’n’ трехгранника O,&'n/C’. 

Положение произвольной точки О определим относительно 
ортодромического трехгранника О.Ё”/С’ ортодромическими 
координатами (см. рис. 1.5): расстоянием г от центра Земли Oj, 
углом Z между направлением O,O и плоскостью ОЕ и 

*) См. Приложение II,



§ 4.2] ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРТОДРОМИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 235 

углом $ между осью &’ и проекцией направления O,O на 
плоскость 01”. 

Введем сопровождающий трехгранник х3уУз2з ортодроми- 
ческой координатной сетки (см. рис. 1.5). Начало его no- 
местим в точку О, ось 2. направим вдоль линии O,O, ось уз 
направим нормально OCH 2. и расположим ее в плоскости, 
содержащей точку О и ось С, а ось х. пусть дополняет 
оси Уз и 23 до правой ортогональной тройки. Взаимное pac- 

положение трехгранников &'N’C’ и хзуз2з задается следующей 
таблицей направляющих косинусов: 

x3 Уз 23 

=” —sinS —sinzcosS coszcosS At 

1’ cosS —sinzsinS coszsinS (4.1) 

С’ 0 cos 2 sin 2. 

Вместе с таблицами (1.16) и (1.7) эта таблица onpene- 
ляет ориентацию трехгранника Х.уз2. в системах отсчета О. 16 

И ОЕ, т, 6, - . 

Положение точки О относительно связанного с Землей 
трехгранника O,&n¢ определим (см. рис. 1.4) геоцентрическими 
координатами г, ф, A, задав их по отношению к трехгран- 
нику О1Ё15 таким же образом, как координаты г, 2, S 

по отношению к трехграннику O,&'1'C’. Тогда, если обозна- 
чить через хХоу2. сопровождающий трехгранник геоцентри- 
ческой координатной сетки, направляющие косинусы его осей 
с осями & 1, 6 составят таблицу 

a) Yo 22 
6 —5ПЛ —singcosA cos@cosa 

1] cosA  —singsinAXN  созфзшА (4.2) 

C 0 cOs®@ sing, 

аналогичную таблице (4.1). 
Так как OCH 23 и 2. трехгранников ХзУзёз И Хоу22о совпа- 

дают, Из таблиц (4.1), (4.2), (1.16), получаются равенства: 

cos@ cosA = В11 cos 2 с0$ 9 + В12 cos 2 sinS + В1з sin 2, 

cos ф sind = fp, cos 2 с0$ 5 + Boo cos zsinS + Bo3 sin z, ¢ (4.3) 

sin@ =f, cos 2 cosS + Взо cos 2 sin S + Вззш z, 

связывающие геоцентрические и ортодромические координаты.
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Взаимное расположение трехгранников Хоу222 И %X3)323 
устанавливается таблицей (1.19), где угол ф задан paBeH- 
ствами (1.20), которые можно получить из таблиц направляю - 
щих косинусов (4.1), (4.2), (1.16). 

Если оси &’, \’, Ги &, 1, С совпадают, то ортодроми- 
ческие координаты г, 5, 2 превращаются в геоцентрические 
г, A, Ф. В самом деле, тогда в таблице (1.16) By, == Вэ == 

— Взз =1, а остальные ее 

123 (Zp) элементы равны нулю. Из 
соотношений (4.3) в этом 
случае получаются paBeH- 
ства 

cos@cosA = с0$ zcosS, 

o cos@sindA-= cos zsinS, 

% sing =sinz. 

% Кроме того, согласно равен- 
ствам (1.20), тогда ф =0, и 

Zz 
9 2, трехгранники Хо\2о и ХзУз2з 

также совпадают. 
Рис. 4.1. Наряду с сопровождаю- 

щими трехгранниками Хоу22о 
И Хзу:23 геоцентрической и ортодромической координатных 
сеток введем некоторый произвольный сопровождающий трех- 
гранник Охоуо2о на сфере, концентрической с Землей, задав 
его положение (рис. 4.1) по отношению к трехграннику ХзУз2з 
следующей таблицей направляющих косинусов: 

x3 Уз 23 

Xo cose sing 0 
(4.4) 

Yo —sine cose 0 

20 0 0 |. 

Инерциальная система с двумя ньютонометрами в рассма- 
триваемом случае представляет собой (рис. 4.2) платформу 
(трехгранник Oxyz), связанную с объектом трехстепенным 
кардановым подвесом (на рис. 4.2 не показан). На платформе 
установлены в двухстепенных подвесах три гироскопа Г\, 
Го, Гз с кинетическими моментами Н\, Но, Нз. По осям mpe- 
цессий гироскопов установлены моментные датчики, при по-
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1 2 3 
мощи которых создаются моменты M,, Му, М». Платформа 
с гироскопами является, таким образом, управляемой про- 

1 4,2 
странственной гирорамой. Управляющие моменты My, My, М} 
заставляют ее прецессировать с угловыми скоростями: 

М? м! МЗ 
ПИК ИК — _* ©, == i,’ Oy = Hi,’ oO, = Hy’ (4,5) 

С платформой гирорамы жестко связаны два HbIOTOHO- 
метра п, и My, оси чувствительности которых направлены 
вдоль осей x и у платформы. Совместив трехгранники хуг 

2) 

Рис. 4.2. 

И ХоУо2о В начальный момент, можно по показаниям ньютоно- 
1 2 

метров сформировать управляющие моменты М», My, М3 так, 
что при произвольном движении объекта всегда будут тожде- 
ственно выполняться равенства 

ФхЕ=®х, Oy= Oy, O2,= Oz, (4.6) 

и трехгранники окажутся совмещенными BO все время движения. 
Найдем выражения Wy, Wy, Wz, через показания ньютоно- 

метров. Согласно основному уравнению (1.3) инерциальной 
навигации, показания ньютонометров равны: 

И — 9 —- , =— 40 — . 
№ Хо 5х, ny, Yo бу, (4 7)
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где Wy, у, — проекции абсолютного ускорения *) точки О, 
в которой расположены чувствительные массы ньютонометров, 

adr 
Дифференцирование вектора v= АЕ В ПОДВИЖНОЙ системе 

координат дает известные формулы Эйлера: 

\ 

Wy, — Ux, + Wy Uz, a г.у,» 

Wy, == Vy, + O2,Ux, — Ox,Vz» | (4.8) 

Wz, — Uz, + Ox, Vy, (о у Ох, 

где точкой, как всегда, обозначено дифференцирование по 
времени. 

Рассмотрим теперь некоторую точку P, положение которой 
в трехграннике Охуу 2, характеризуется координатами x?, 

уг, 2°. В соответствии с векторным равенством 

v=r+oxr, 

проекции VP, UY, ®, абсолютной скорости движения точки P 
0 0 

выражаются формулами: 

Р — xP Р— в yP | “=, -- vy, + Oy 2 0, У, 

P __ wP P Р о = Ур + vy +0, x? — ©, 2), (4.9) 

Р — »P Р _ 9, = 2 — у. -- O, 0 @, Xo - | 

Здесь 9х, Vy» Uz, — проекции абсолютной скорости начала 
трехгранника Oxoyo2Z (точки О), входящие в формулы (4.8). 

Возьмем в качестве точки Р центр Земли O,. Тогда 

Р __ P — — 

Так как точка O, неподвижна относительно трехгранника 
О 1,6, (а скорости и ускорения берутся именно в этой 
системе отсчета), то для нее 

ОР == ОР = Р = 0. (4.11) 

*) Точнее, ускорения в системе отсчета O,&,n,o,, в которой 
записано уравнение (1.3).
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Подставляя равенства (4.10), (4.11) в формулы (4.9), 
находим: 

Ux, ==Г®у, Uy, ==— Oy, 9 =Г. (4.12) 

Из соотношений (4.7), (4.8), (4.12) получаем: 
t 

9», — | (2, + 2..9, _ roy, + 8) dt + Uy,’ 
0 

t 

%, = { (и, +ro, —o,0, +g,) d+, | 419) 
0 

VU U 

Or, = — =, Yo — ma | 

Продолжая составление уравнений идеальной работы, вы- 
разим проекции Wy, Wy, Mz абсолютной угловой скорости 
трехгранника ХоУо2о на его оси через ортодромические коор- 

динаты 2, S и их производные 2, 5. По определению Tpex- 
гранников ХУ 20, Х3Уз23 и в соответствии с таблицей (4.4) 

@r,—=Or,cose+ay, sine, | 

Oy, = — Wy, Sine +@y, cose, $ (4.14) 

Wz, =z, Е, J 

где Wy,, Wy, Oz,— проекции абсолютной угловой скорости 
трехгранника хзуз2. на его оси. 

Трехгранник х3у323 вращается вместе с трехгранником 
é/1’/C" в его движений с Землей и, кроме того, вращается из-за 
изменения со временем координат 2 и $, Поэтому 

Ox, — — 2 +- Ux» Wy, = $ cos 2 + U ya) (4 15) 
@z,==Ssin z+ uz, | 

где их, Иу, и, — проекции вектора и угловой скорости вра- 
щения Земли на соответствующие оси. Так как вектор wt 
совпадает с осью €, то, находя из таблиц (4.1), (1.16) коси- 
нусы углов между этой осью и осями Х., уз, 23, получаем 
следующие выражения для проекций Их, Шу,» Uz, 

Их, == и (— Bg; Sin S + Bg cos S), 
Uy, == u (— Bs, sin 2 cos S — Взо sin z sin S + Вззс0$ 2), (4.16) 

Uz, == И (Bs, cos 2 Cos S + Взо cog 2 sin S + Взз sin 2).
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Из второго и третьего равенств (4.15) вытекает еще такая 

СВЯЗЬ: 

Wz, == (@,, — И) tg 2 -ц... (4.17) 

Соотношения (4.14)—(4.17) позволяют получить выражения 

для 2 из через Wy Wy, 
f ) 

,= | (— Ox, COS &~+ Wy, sine + wy.) dt + 2°, 

0 

t 

г 1 
—ee поить el { 

— 
0 

"=, Or (Wx, SINE ++ Wy, COS 8 цу.) dt -- 5, ‚ (4.18) 

f 

Е = | [Mz, — (Mx, Sin & - Wy, cose — иу,) tg 2 и] dft+ 
0 

+ =0. 

Обратившись к соотношениям (4.13), (4.18), (4.16), можно 
заключить, что для того, чтобы эти соотношения образовали 

замкнутую систему уравнений, в них надо определить gy 

gy ur. 

Согласно равенствам (4.4), (1.20) и таблице (1.19), 
\ 

8» &8y, cos g (< Bs; Sin S - Взо cos S) cos & + 

+-(— £3, sin z cosS — Basin zsinS -- Взз cos 2) siné], 4.19) 
r (4. 

gy, = 8y, cosp [— (— Bs; Sin S +-B3) cos S) sine + 

+ (— Bg, Sinz cosS — BgosinzsinS + fs, cos 2) cose]. 

Здесь проекция gy вектора напряженности поля тяготения 
2 

является функцией г и геоцентрической широты ф и задана 
первой формулой (1.27). Связь ф с 2 ио определена третьим 
равенством (4.3). 

Величина г, входящая в выражение для g, и непосред- 

ственно в правые части соотношений (4.19), определяется через 
показание высотомера / и геоцентрическую широту ф посред- 
ством формул (1.13), из которых, очевидно, географическая 
широта ф’ может быть исключена.
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Объединяя соотнашения (4.13), (4.18), (4.16), (4.19), 

241 

(1.13), 
(4.5), (4.6), третью формулу (4.3) и первую формулу (1.27), 
полунаем следующую замкнутую систему уравнений ид 
работы инерциальной навигационной системы с двумя 

еальной 

НЬЮТО- 

нометрами, определяющей ортодромические координаты; 

— = п, + OU yy гоу, + &,,) at 9, 

Wz, = €-+ (Wx, SINE + Wy, COSE — и,,) 8 2 — Uz,; 
2 1 3 

М, —-— 2х, M, = Ajay, Му, = Aza: ; 

z= | (— Wy, с0$ 8 + Wy, Sine + их.) dt +- 20, 

0 
t 

$ = {A fog = (Wx, SINE ++ Wy, COS E — и.) dt + S®, 
0 

t 

& —= | [wz, — (Wx, SiN + Wy, cose — ц,) в 2 -+ 

Чи, dt +e°; 
их. = и (— Ва Sin S + B39 cos S), 

Шу, = u(— Bs, Sin z cos $ — Взо Sin 2 sin S + Взз cos 2), 

Uz, == И (Вз1 Cos Z coSS + Взо cos 2 sin S + Взз Sin 2); 

1 
Ey, 8y, cos p [(— Bs; sin S + B39 cos 5) cos € -- 

+ (— ‘и sin z cos S — By sin z sin S + B33 cos Z) sin €], 

] 
„у, соо созф | — (— Bg; sin S + By) cos 5) sine + 

+ (— Bz, sin z cosS — fy sin 2 sin S + Взз cos Z) cos =], | 

16 В. Д. Андреев 

| (4.20) 
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a\4 , 
„= (4— 6) (1 sin 29 x 

7e? — 304 380g — 21е? 2 
Хоа lt! + [ее + 

7е2 —109 о] о[а\? . 
5 ит фе (=) + at 

4 — г?) 
4.20 

sin @ = 3, Cos 2 CoS S ++ Взо cos 2 sin S ++ Взз sin 2, | (4.20) 

r—| a (1 — e?) | a | sing’ 

| (1 — e? sin? 9’) le sing 

Г ае? , 
| — |] — + , 
5Ф | ай (1 — е? sin? oy ate) | 

При = =0 уравнения (4.20) переходят, как нетрудно убе- 
диться, в уравнения (2.23). 

Перейдем к прямому выводу уравнений ошибок. Учтем 
при их выводе основные инструментальные погрешности (т. е. 
погрешности чувствительных элементов): погрешности ньюто- 
нометров Ап,, Any, и свободные уходы гирорамы Aw,,, Aay,, 
До., которые в соответствии с формулами (4.5) равны: 

(4.21) 

Пусть возмущенное положение трехгранника Оху2, свя- 
занного с гирорамой, определяется относительно его невоз- 
мущенного положения малыми углами G, В, у согласно таблице 
направляющих косинусов 

х у 2 

Xo 1 — 7 

Yo у | —а (4.22) 

Z —В a | 

Тогда разности проекций абсолютной угловой скорости 
трехгранника Оху2 на его оси в возмущенном и невозмущенном
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положениях равны: 

Wry — Or, —@Q + Wy, — 0z,p; 

Wy — Wy, — В — Ox, —- 6), , (4.23) 

Wz — Ф. == + Oxf — Фуа. | 

Варьируя шестое, седьмое и восьмое уравнения (4.20), 
находим: 

50x, = ®; — Oy. — А, =а-о,у— 02,8 — Лох, 

бе, = Wy — Wy, — Aay, =p — Or) + 02,a—Aay,, [ (4.24) 

dz, — Wz — Wz, — Аб. — у — Ox,B — Фу — Аб. 

где, по определению, Aw,,, Aw,,, Ав, — угловые скорости 
свободных уходов платформы по соответствующим осям. 

Варьируя (изохронно) первые четыре уравнения (4.20), 
приходим к равенствам: 

SUx, = On, + Oz, OVy, + | 

+ vy, 60, —r 60, —®, ér + 6, 

бо, == Sty, Е Гб, ох SF — 6х, — | (4.25) 

_ Ox, 60, + 0, 

бо, =r бо, + ®убг, бо, = — Го, —юхбг. | 

В равенствах (4.25) 

On x, — Ny VY — П.В + Ап», 4. 
Пу, = — пу + п. + Any,, (20) 

где My,» Ny, определены формулами (4.7), a п., — аналогичной 

формулой 
п. =, — 82, (4.27) 

zo 

Исключая из равенств (4.24) — (4.26) все переменные, 
кроме а и В, и принимая при этом во внимание соотношения 

16*
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(4.7), (4.27), (4.8), (4.12), приходим к уравнениям: 

; 

ее (- = OF — OF “\a— 

—_ (ух, + Wz, ++ 2 =. о, В — 22,8 — 

1 - or бе = (0g, + An, ) -+ (0,0 „— °,) —— 20. nal 
r 

+ 

+ 2Aa,,— + Ads, — у, Аю,, — „Ао, 
| (4.28) 

.. г. £2, r нач 
—. (=, — ©. — 2 й oz, a — 202,01 = 

] . 

= — (68 xt An, J (o,0, ®,, —_ — 

~~ ое, 57 + 2 Awy,— р = Ady, + Ox, Aw, + Oz, Ao... 

К ним присоединяется уравнение для Y, получающееся 
из третьего равенства (4.24): 

у=— ов оуа + daz, + А, (4.29) 

Начальные условия уравнений (4.28), (4.29) вытекают из 
интегральных уравнений, соответствующих уравнениям (4.25). 
Ими будут величины: 

&(0) =, В(0)==8°, y(0)—y", | 
. 6r? 

В (0) = do! + Ao) + af y? — a2 0° — OF, a » 4 (4.30) 

. 6 
a. (0) = 60, + Aw’ — — oy" ово, ae | 

Перейдем к составлению уравнений ошибок коорди- 
нат 2, S и азимутального угла в. Варьируя девятое, десятое
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и одиннадцатое уравнения (4.20), получаем: 

dz = — dy, cose + d0,, sine + | 

+-(W,, sine + ay, cos €) 68 — и (Bs, cos $ -+ fgg sin 5) 65, 

5S cos z= da,, Sine +- da,, cose + 

+ (@y, COSE—@y, Sine) de+-tg z(o,, sine+y,, cos =) 02-Е 

+ usin z(— By, SinS + fy. cos S)6S Е 

+ usec 2 (Вз1 cos S + Взо sin S) 62, 

Oe cos Z = 60x, Cos 2 — sin (бо, sine + доу, cos €) — 

| (4.31) 

— sin Z(@,y, COSE — Wy, Sin€) de + 

+ и (Bg, Sin S — Вз2 cos S) 6S — [sec 2 (@,, sine + 

—Н Wy, cos =) Ни 2 (Bg, cos S + Вз2 sin S)] 62. | 

Здесь O0,,, O@y,, бо, заданы соотношениями (4.24). Ha- 
чальные условия уравнений (4.31) очевидны. 

Уравнения (4.28), (4.29), (4.31), если исключить из них 
бо, 00,, 0%; посредством соотношений (4.24), приводят 
к шести уравнениям относительно шести неизвестных: @, В, 
у, Oe, 62, OS. Эти уравнения, таким образом, дают возмож- 
ность найти ошибки координат 02, OS, ошибку азимутального 
угла 0ё и ошибки ориентации платформы инерциальной си- 
стемы, т. е. углы а, В, у. Следовательно, уравнения (4.28), 
(4.29), (4.31) — это полная система уравнений ошибок рас- 
сматриваемой схемы. 

На первый взгляд полученные уравнения существенно 
отличаются от уравнений (2.28), (1.96), (1.97), (1.116), по- 
лученных ранее и распространяющихся, очевидно, на рассма- 
триваемую схему. Однако более внимательное изучение урав- 
нений (4.28), (4.29), (4.31) позволяет свести их к общим 
уравнениям (2.28), (1.96), (1.97), (1.116). 

Начнем с уравнений (4.28). Произведем в них замену 
переменных 

бх —17В, ду == — Га. (4.32) 

Пренебрежем вариациями 02, Og, несферической соста- 
0 0 

вляющей поля тяготения. Замечая, что с этой же точностью
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можно принять 

= — т (4.33) 
и что в первом приближении имеет место равенство 

dr = Аг = Ad, (4.34) 

приходим к уравнениям: 
. т 

6x + (+ — or —- с | 6x + (0,0, — °, ) бу — 

— 202, 59 = Any, — (оо, + @y,) Ar — 2), Ar + 

+ 2 Авг + Аг + ray, Ао, + го, Ao,,: 

dy + (5 — О — с? | бу + (0,0, 4. o,) dx ‚ (4.35) 

+ 2,7, 6х = Any, — (@y,@z, — ох) Ar + 20,, Ar — 

— 2Ao,,r — Adyr-+ roy, Aas, + raz, Ау, 

(Ar = Ah). 

Они отличаются OT уравнений (2.28) лишь тем, что в пра- 
вые части уравнений (4.35) входят величины — А®,, — Ady, 
— Ао,, а в правые части уравнений (2.28) — соответственно 
величины Am,, Amy, Ат». Это различие легко объясняется. 
Дело в том, что при выводе уравнений (4.35) величины Ах, 
Доу, A®z, введены как свободные уходы управляемой гирорамы, 
имеющие положительные знаки. Величины же Am,,, Amy,, Amz, 
в уравнениях (2.28) соответствуют отрицательным знакам 
свободных уходов. В самом деле, вектор Am был введен 
как инструментальная погрешность гироскопического изме- 
рителя абсолютной угловой скорости. Если рассматривать 
управляемую гирораму как измеритель угловой скорости, где 
мерилом этой скорости будут величины управляющих момен- 
тов, то при наличии положительных свободных уходов изме- 
ренные значения проекций угловой скорости окажутся меньше 
действительных как раз на величину скорости уходов, что 
соответствует отрицательным значениям ошибок измерения 
при положительных свободных уходах. Таким образом, 

Ат», = — Ads, Amy, = — Ady,, Ат, ==—Аю,, (4.36) 

и поэтому уравнения (4.35) и (2.28) полностью идентичны.
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Обратимся к уравнениям (4.31). Введем в них новые 
переменные *): 

о = — bz cose-+ dS cos 2 $11 Е, 

Во = 02 sine-+ 6S cos 2 cose, (4.37) 

Vo = 08 + OS sin z. 

Тогда уравнения (4.31) могут быть преобразованы к 
такому виду: 

Op + Wy,Yo— 02 В2 = 50x,» | 

By 02.42 — Ox,Yo = 00, | (4.38) 

Vo + Фх Во — @,,@2 = бо... 

Легко видеть, что переменные Gy, Во, Yo представляют 
собой полные угловые погрешности определения координат 
и азимута. Введя новые переменные 

9,., — A — Q, Oy, = Bo — В, 9., = \› — у, (4.39) 

из уравнений (4.38), (4.24) получаем: 

By, + Wy,02, — 0.0, = — Aa,,, 

by, + 02,04, — 0x02, = — Ady, | (4.40) 
6., —- Wx,9y, — Wy, Ox, — — Ао... 

Здесь с учетом равенств (4.26) мы пришли ко второй 

группе уравнений ошибок (1.96). 
Введем величины: 

OX == ГВ», O6Vo — — гар. (4.41) 

Тогда из соотношений (4.39), (4.32) получим: 

dx, = ry, dy, = — гб. 

bx, = 6х +6x,, dy. = dy + в, 

что совпадает с формулами (1.97), если учесть, что для pac- 
сматриваемого случая в формулах (1.97) надо положить 
х =у==0 и отбросить соотношение для 022. 

(4.42) 

*) Андреев В. Д., К теории инерциальных систем автоном- 
ного определения координат движущегося объекта, Прикладная 
математика и механика, т. XXVIII, som. 1, 1964.
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Нам осталось показать лишь, что из уравнений (4.28), 
(4.29), (4.31) вытекают формулы (1.118). Заметив, что, по 

определению, 
( = Orr,» B= Biy,s (4.43) 

и обратившись к равенствам (4.32), приходим к первым 
двум соотношениям (1.118). Аналогично можно прийти и 
к третьему из этих соотношений, В частности, когда в == 0, 
из третьих равенств (4.37), (4.39) получаем: 

Е: ig z, (4.44) у == 012, == — 92, + 

что совпадает с формулой (1.120), являющейся частным 
случаем третьей формулы (1.118). 

4.2.2. Некоторые частные случаи азимутальной ориен- 
тации ньютонометров. Уравнения (4.20) представляют собой 
уравнения идеальной работы инерциальной системы с двумя 

ньютонометрами, определяющей ортодромические координаты 
объекта. Ньютонометры расположены в плоскости геоцен- 
трического горизонта. Ориентация их в этой плоскости 
(азимутальная ориентация) произвольна. Эта произвольность 

вытекает из произвольности угла &, а следовательно, Wz, и М3. 

Рассмотрим некоторые частные случаи выбора угла € и вы- 

текающие из этого упрощения уравнений идеальной работы. 

Если 
в = 0, (4.45) 

то получается случай ориентации ньютонометров по осям 
сопровождающего трехгранника ортодромической координат- 
ной сетки. Уравнения (4.20) переходят тогда в уравнения 
(2.23), а при совмещении трехгранников Ene и &”1'С’— в урав- 
нения (2.25) для геоцентрических координат. 

Интересным случаем является такой выбор угла в, когда 

6—0, Му ==0. (4.46) 

В этом случае проекция абсолютной угловой скорости 
платформы инерциальной системы на направление геоцентри- 

ческой вертикали равна нулю. Схемы с такой ориентацией 

платформы называют иногда в литературе «азимутально сво-
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бодными» *). В такой схеме может отсутствовать датчик 
управляющих моментов по оси кожуха гироскопа Г. (см. 
рис. 4.2). 

Если условие (4.46) имеет место, то из уравнений (4.20) 
выпадают пятое и восьмое соотношения, а в подынтеграль- 
ных выражениях первого, второго и одиннадцатого соотно- 
шений выпадают слагаемые, содержащие Wz,. 

Отметим еще, что наряду с условием (4.46) можно при- 
нять другое: 

— 40 —__ 3 O,, =o = const, Ms = const, 

что иногда (при надлежащем выборе величины wo? ) оказы- 
0 

вается удобным. 
Рассмотрим теперь такой случай. Выберем угол € так, 

чтобы все время выполнялось равенство 

Ux, = Vy. (4.47) 

Тогда из первых двух уравнений (4.20) получим для Oz, 
следующее выражение: 

0, = Ny, —Ny + &y,— 8x, 
eu 20 ; 

№5 

(4.48) 

Посмотрим, как изменятся уравнения (4.20). Из четырех 
первых уравнений останутся, очевидно, лишь два: 

| | — _ —; 9 
Oxy —_ | (te. 4 Oxy Го, т 8.) at + о о’ 

(4.49) 

Изменятся все уравнения, содержащие W,y,, так как теперь 

Ox, = — Wy,- (4.50) 
0 

*) См., например, Фридлендер Г. O., Инерциальные системы 
навигации, Физматгиз, 1961.
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В соответствии с этим вместо шестого, девятого, десятого 
и одиннадцатого соотношений (4.20) будем иметь: 

My = НФ» 

t 

z= | [wy, (cose + sine) + u,,] dt + 2°, 
0 

t 

S = | = [Wy, (Cos € — sine) — цу, dt + 59, | 

0 
t 

ё = | {®z,—[@y, (cose—sine)— ay] tg z+ uz,} dt 4 20. 
0 

(4.51) 

Остальные соотношения (4.20) не изменятся. 
Заметим, что вместо условия (4.47) можно взять более 

общее условие 

Uz, = Ву, (4.52) 

где Р — произвольный постоянный коэффициент, или даже 
условие 

. Ur, =f (Vy, В). (4.53) 

Соответствующие уравнения идеальной работы легко могут 
быть построены. 

Обсудим сравнительные достоинства и недостатки выбора 
азимутальной ориентации ньютонометров в соответствии 
с условиями (4.45) — (4.47). 

Условие (4.46) позволяет изъять из схемы моментный 
датчик гироскопа Г. и упрощает подынтегральные выражения 
(0: =0) первых двух уравнений (4.20). Однако это условие 
приводит по сравнению с условием (4.45) к дополнительному 
интегрированию в соответствии с одиннадцатым уравнением 
(4.20). Условие (4.46) усложняет по сравнению с (4.45) подын- 
тегральные выражения в уравнениях для определения zu 5, 
т. е. в девятом и десятом уравнениях (4.20). Наконец, условие
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@z,==0 делает более сложными формулы для проекций Ly, 
и gy, В целом условие (4.46) не дает существенных выгод 
по сравнению с условием (4.45), когда & =0. 

Обратимся к условию (4.47). Это условие требует 
стольких же операций интегрирования, что и условие (4.45). 
В случае условия (4.45) нужно выполнить операции интегри- 
рования для отыскания 9х, Vy, а в случае условия (4.47) — 
для отыскания Vy, и . Формулы для нахождения $ и Z 
сложнее в случае условия (4.47). Моментный датчик гиро- 
скопа Гз сохраняется. Следует отметить еще, что условие 
(4.47) приводит к необходимости формирования Wz, в COOT- 
ветствии с равенством (4.48). Величина vy, переменна. Значит, 
необходимо делить показания ньютонометров до их интегри- 
рования на переменные величины. Это является дополнитель- 
ным существенным недостатком схемы, в которой используется 
условие (4.47). Таким образом, принятие условия (4.47), 
так же как и принятие условия (4.46), не приводит к упроше- 
ниям в построении схемы. Наиболее экономным, по-видимому, 
оказывается принятие условия (4.45), когда = 0 и ньютоно- 
метры ориентированы вдоль осей х., уз сопровождающего 
трехгранника х3Уз2з ортодромической координатной сетки. 
В дальнейшем будет рассматриваться лишь этот вариант. 
Его уравнения идеальной работы — это уравнения (2.23). 

В заключение заметим, что условия (4.45) — (4.47) оста- 
вляют уравнения идеальной работы точными. Поэтому урав- 
нения ошибок для всех этих трех вариантов одни и те же. 
Это уравнения (4.35), (4.40), (4.42), (1.118), которые были 
проанализированы нами выше. 

4.2.3. Упрощения, вытекающие из близости формы 
Земли к сфере. Рассмотрим уравнения идеальной работы 
(4.20) при &==0, т. е. уравнения (2.23). Выясним возмож- 
ность упрощения этих уравнений за счет того, что форма 
поверхности Земли близка к сфере, а поле тяготения — к сфе- 
рическому полю, т. е. в конечном счете, выясним возможность 
упрощения уравнений идеальной работы за счет малости 
эксцентриситета эллипсоида Клеро. 

В первую очередь, очевидно, указанные упрощения могут 
касаться формул для Sy, Ly,» а также последних двух формул 
(2.23), дающих связь между географическими координатами A, 
ф’и геоцентрическими координатами г и Ф.
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Проекция gy, вектора напряженности поля тяготения 
Земли на направление оси Yo геоцентрического сопровождаю- 
щего трехгранника, лежащей в плоскости меридиана, за- 
дана первой формулой (1.27). В первом приближении, если 
сохранить в этой формуле лишь члены порядка е?, получим: 

gy, ae Ae. (q — e?) (=) sin 26. (4.54) 

В соответствии с первой формулой (1.27) погрешность 
формулы (4.54) оценивается величиной 

Agy, = 82 (= sin 20 | 7е? — 30g 4 

+. [309 — 21e?-+ 7 (7e2 — 10g) sin? $] (2) }. (4.55) 

Если вместо точного значения Sy, использовать для фор- 
мирования £y,, Sy, приближенное значение (4.54), то, согласно 
восьмой и девятой формулам (2.23), получим: 

4 5 

Ey, — 8е (q — 2?) (=) sin P(— Вз Sin S +- B39 cos 5), 

Sy, — &e (q — e?) (=) sine (— Вл sin 2 cosS — (4.56) 

— Pg Sin z sinS - Взз cos 2). | 

В соответствии с соотношением (4.55) погрешности Ag, 

Ag, этих представлений получаются тогда в таком виде: 
0 

\ 

Ag, ~ Se (=) sin <! 7е? — 309 | 

-- [304 — 2122 +. 7(7е? — 109) sin? g] (=) х 

Ж (— Ва sin S + B39 cos 5), 

Ag, = bef (=) sin 9 7e? — 30g + 

+ 309 — 216-47 (7e?— 109) т? (4) bx 
Ж (— Ba, Sinz cos S -— Bgp sin 2 sin S - Взз Cos 2). | 

(4.57) 
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Численные значения входящих в формулы (4.56), (4.57) 
величин таковы *): 

2, = 978,049 см[сек?, е?== 0,0067386, 

gq = 0,00346775, a — 6378245 м. (4.98) 
Приняв BO внимание эти величины, можно легко найти 

оценки максимальных значений погрешностей (4.57). Они 

получаются такими: 

|8. |, [Se |< 10” си[сек? => 10% g,. — (4.59) 

В формулах (4.54), (4.56) можно взять поэтому 

(9 — 2?) = 3,16 см/сек”, (4.60) 

и тогда эти формулы будут представлять величины Si &y, 

с точностью порядка 0,01 см/сек”. 
Займемся упрощением последних двух формул (2.23). 

Посредством этих формул находится величина г. Исключив 
из них ф, приходим к такому выражению для г: 

= (уе +b) cos? p! + 
a (1 — e?) 

+(e Tanke = +h) sin? “|”. (4.61) 

Разложив правую часть в ряд по степеням е, с точностью 
до 2“ получим: 

1 д 
Г — 7 Lot de. а 2 de® |0 e*. (4.62) 

Из выражения (4.61) находим: 

Г |-о=а-Нй, 

ae = — 5 sin? ф’, 4.63 де? e=0 2 ( . 09) 

or? а sin? $" А уе 
дет | зе e4— д sin’ ф’) — hsin‘g’]. | 

*) Значения e? и 4 приведены для параметров эллипсоида 
Ф. Н. Красовского; см., например, Граур А. В., Математическая 
картография, изд. ЛГУ им. Жданова, 1956. Значение бе CM. 
В книге: Грушинский Н, IL, Теория фигуры Земли, Физмат- 
гиз, 196
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Подставим значения производных (4.63) в разложение (4.62). 
Тогда для г получается такое представление: 

Гав — ES sin? ep’ + 

4 ein2 op’ 
+ aes [a (4 — 5 $119”) —hsin*p’]. (4.64) 

8 (a+h) 

Если сохранить здесь лишь слагаемое с е?, то тогда 

ае? . 9.0 
r=ath —— sin*q’. (4.65) 

2 

Эта формула дает выражение для г через й и $’. Гео- 
графическая широта ф’ входит в уравнения (2.23) лишь при 
определении г. Если определять г с точностью до е?, TO 
географическая широта ф’ может быть совсем исключена из 
этих уравнений. В самом деле, согласно равенствам (1.15), 
разность ф’М— ф имеет порядок е?. Поэтому в формуле (4.65) 
географическую широту ф’ можно заменить на геоцентриче- 
скую ф. Следовательно, с точностью до членов с е? вклю- 
чительно будем иметь: 

г=а(1 — sin?) +h, (4.66) 

Чтобы оценить погрешность Ar этой формулы, можно 
поступить следующим образом. Из предпоследней формулы 
(2.23) с точностью до е? находим: 

sing = эф |1 + Е (— 1 + > + sine’ \|. (4.67) 

Отсюда с той же точностью 

$112 ф — sin?’ = sin? Е (—2 + $1129”). (4.68) 

Теперь замечаем, что формула (4.64) может быть пере- 
писана таким образом: 

2 2 

r=ath — sin? p + = (sin? — sin? <”) + 

+ aise [а (4 — 5sin’p’) — Asin’ g’]. (4.69) 

Сравнивая равенство (4.69) с равенством (4.66) и при- 
нимая во внимание соотнощение (4.68), заключаем, что
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погрешность Аг формулы (4.66) имеет следующее выражение: 

ae* sin? ф’ __ 1 со h 
Ar —S о) (—1 чз (p +=). (4.70) 

Отсюда вытекает, что 

[А | < 2 aet~ 180 x, (4.71) 

причем эта оценка не зависит от A. 
С учетом формул (4.66), (4.57) уравнения (2.23) идеаль- 

ной работы схемы с двумя ньютонометрами, определяющей 
ортодромические координаты, упрощаются и принимают вид: 

\ 

t 

Ux, — | (п. + ба, о roy, T g,,) at + Ur," 
0 

t 

%,, — | (п. _ Cz, + ro, Tr 8.) at + V3 
0 

$ = | = [Фи (Ву, sin с0$ S- fgg Sin 2 sin S— 

0 

t 

z= | [— O, + 4(— Ву sin S + Во cos S)| dt + 2°; + (4.72) 
0 

и e 

®, = o, tg z+ == (Bs, cos S +-8,, sin 5); 

4 

8, =8.(9 — 2?) (5 sin p (— В, sin S + B,, cos 5), 

4 

By =8,9 — г”) (= sin (— B,, sin 2 cos S — 

— fz. Sin 2 sin S -+-B,, cos 2); 

sin = Вз1 cos 2 cosS + fg cos z sin S + Взз sin 2; 
2 1 3 

My, = — Но», My, = Hoy, М = — Нз®г,; 

r=h+a(1—F sing), | 
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Выясним, как при принятых упрощениях изменятся урав- 
нения ошибок (4.35). Левые части этих уравнений, очевидно, 

не изменятся, так как в уравнениях (4.72) учтены все те 
члены, которые входят и в точные уравнения (2.23). При- 
нятые в уравнениях (4.72) упрощения меняют коэффициенты 
левых частей уравнений ошибок (4.35) на величины первого 
порядка малости. Это несущественно, так как после умноже- 

ния на Ox, Oy, Ox, бу приводит к величинам второго по- 
рядка малости. В первом приближении, таким образом, 
левые части первой группы уравнений ошибок сохранят 

СВОЙ ВИД. 
Правые части уравнений ошибок изменятся. К собственно 

инструментальным погрешностям An,, Any, Ах, Ay, Awz, 
прибавятся некоторые эквивалентные им инструментальные 
погрешности. Их легко найти, проследив вывод уравнений 
ошибок (4.35), который проделан выше. 

В правых частях уравнений ошибок (4.35) появятся 

прежде всего эквивалентные погрешности ньютонометров An,,, 
An, вызванные упрощением формул для &,, Sy, причем 

0 0 

An, =Ag,, An, =Ag,, (4.73) 

где Ag, И Ag, суть функции, заданные равенствами (4.57). 

Оценки (4.59) показывают, что принятые упрощения формул 
для £,, Sy равносильны инструментальным погрешностям 

0 0 

ньютонометров порядка 102. Ими можно во многих слу- 
чаях пренебречь. Эффект этих погрешностей пренебрежимо 
мал во всяком случае для скоростей движения, существенно 
меньших первой космической. Это следует из проведенного 
в гл. 2 анализа уравнений ошибок схем с двумя ньютоно- 
метрами. Величины ошибок, вызываемых погрешностями (4.73), 
могут быть легко оценены по формулам, полученным в гл. 2, 
и в случае движения объекта с произвольной скоростью. 

В правые части уравнений ошибок (4.35) входят выраже- 
ния, содержащие Аг =—Ай, где Ah — инструментальная по- 
грешность высотомера. Упрощение формул для вычисления г, 
т. е. принятие для этого вычисления формулы (4.66), 
приведет к тому, что к инструментальной погрешности 
высотомера Ай добавится погрешность, определяемая равен- 
ством (4.70). Она равносильна инструментальной погрешности
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высотомера и не превышает, согласно оценке (4.71), вели- 
чины 180 м. 

Здесь полезно обратить внимание на следующее обстоя- 
тельство. На первый взгляд может показаться, что погреш- 
ность Аг вычисления г должна привести к некоторым экви- 
валентным инструментальным погрешностям Aa@,,, Аюу, Аю., 
равносильным свободным уходам гироскопов, что в свою оче- 
редь должно привести к изменению правых частей второй 

группы уравнений ошибок (4.40). Такое впечатление может 
создаться, если рассмотреть вариации третьего и четвертого 
соотношений (2.23) или (4.72). В самом деле, из них полу- 
чается: 

~ Vy, Ar 

о Е Аб, = — Fp = Ox — Oxy 
~ U Ar 

© A@y, == —~— = o,. — © —, 
yo Yo r—-<Ar Yo Yo r (4.74) 

Oz, и Аб, — (Wy, -- Лоу) ig z + 

=> =— (Bs, cosS-++-,, sin S)=o , +o, 182, | 

и погрешность Ar ведет, следовательно, к погрешностям 
~ ) 

NOx, =— Ox, , Ady, =— ay, ^^ 

~ Ar + (4.75) 
Awaz, = Wy, — tg ze | 

Последние приводят в свою очередь к тому, что к гироско- 
пам платформы инерциальной системы прикладываются до- 
полнительные моменты, что кажется равносильным свобод- 
ным уходам платформы. 

Однако рассмотрение всей совокупности уравнений в ва- 

риациях, соответствующих уравнениям (2. 23), показывает, что 

это не так. Действительно, величины Аюх Ау, заданные 
равенствами (4.75), войдут наряду со свободными уходами 
в первые два равенства (4.24), а значит, в уравнения (4.28) 

и далее в уравнения (4.35). Но величины Ах, Абу, в OT- 
личие от свободных уходов, войдут также и в правые части 
первых двух равенств (4.31), а поэтому пропадут при пере- 
ходе к уравнениям (4.40), так как в процессе этого пере- 
хода образуются разности (4.39) равенств (4.24) и (4.31). 

17 В. Д. Андреев
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Поэтому величины Ao,,, Ау, не войдут в правые части пер- 
вых двух уравнений второй группы (4.40) и не приведут, 
таким образом, к эквивалентным инструментальным погреш- 
ностям гироскопов. 

Что касается величины А®., TO она не войдет в правую 
часть третьего равенства (4.24), ибо в последнем Aq,,, по 
определению, есть инструментальная погрешность, не зави- 

сящая от Aw,,, Awy,, тогда как величина Аю,, согласно вто- 

рому и третьему равенствам (4.75), равна A@y, #2. Вели- 

чина A@,, войдет, как легко усмотреть, в уравнение (4.29), 
так как она содержится в выражении до, tg z. Но в ходе 

образования третьего уравнения (4.40) величина Aq@,, выпа- 
дает. Она не войдет в правую часть этого уравнения и, как 

и Aw,,, A@y,, не приведет к погрешности, равносильной сво- 
бодному уходу. 

Если, согласно равенствам (4.75), заменить в правых 

частях уравнений (4.35) величины Аю,, A@y,, Аю, на Абх, 
Ао, A@z,, то получим: 

2r Ady, + r Awy, ++ Ox, Az, + Oz, Aox, — | 
. Ar . 

— — ry, — — Oy, Ar —@,,0z, Ar — 

— Wy, Ar — O,,@y,Ar tg a) 

. ~ ot ~ ~ (4.76) 

— 2r Ах, —T?r Ао, + rOy, Ao,z,-—-+ rWz, Ady, = 

. Ar . . 

— Tx, — -F Oy, Ar — ©. ©, Ar + Ox, Ar — 

— wy, Ar tg 2. 

Но в правые части уравнений (4.35) величина Ar войдет 

не только через Аю,, Аю,, Аю,, но и при варьировании 

слагаемых Uy, Oz, — гоу и — Ux,0z,+ Ox, в подынтеграль- 
ных выражениях первых двух уравнений (2.23) или (4.72). 
Это дает выражения 

. . Аг | 
— Wy, Ar + году Ar tg 2-Е ray, —, 

, (4.77) 
Ar 

г‘ ] 
wy, Ar w,, Ar tg z— Го,
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Складывая правые части равенств (4.76) с выражениями 
(4.77), получаем соответственно: 

— 20, Ar — (®;0 cy.) Ar, Yo ( Ay Zy + so (4.78) 

20, Ar — (о. — Ox, )Ar. 

А это совпадает CO слагаемыми правых частей уравнений 
(4.35), содержащими Ar. 

Погрешности Аг из-за упрощений при вычислении г и 
погрешностей высотомера равносильны. Они входят в правые 
части первой группы уравнений ошибок и эквивалентны не- 
которым погрешностям ньютонометров. Правые части второй 
группы уравнений ошибок они не меняют, и поэтому 
к ошибкам, эквивалентным уходам гироскопов, не приводят. 

Это объясняется, как было выяснено, появлением Aa,, Ady, 

Aw,z, одновременно как в выражениях для управляющих MO- 
ментов, так и в соотношениях для отыскания координат 2 и 
5. Одновременность обусловлена общей причиной возникно- 

вения ошибок: погрешностью Ar. 

Если бы погрешности Aa,,, A@y,, A@z,, появившись в ре- 
зультате какой-нибудь другой причины, вошли либо только 
в уравнения определения координат, либо только в соотно- 
шения, по которым формируются управляющие моменты, то 
это привело бы к изменению правых частей уравнений вто- 

рой группы и, значит, к погрешностям, эквивалентным сво- 
бодным уходам гироскопов. В дальнейшем будет дан при- 
мер такой ситуации. 

4.2.4. Упрощения, связанные с близостью траектории 
движения объекта к поверхности Земли и к плоскости 
ортодромии. Упрощения уравнений идеальной работы, рассмот- 

ренные в предшествующем разделе настоящего параграфа, не 
связывались с характером траектории движения объекта, но 
лишь с малостью сжатия Земли. В то же время представ- 
ляется достаточно очевидным, что знание характерных особен- 
ностей движения объекта (или класса объектов), для которого 
предназначается инерциальная система навигации, может по- 
зволить значительно упростить уравнения ее работы, а зна- 
чит, и саму систему. Ниже рассматриваются упрощения, связан- 
ные с видом траектории объекта, с ее геометрической формой 

17*
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(но не со скоростью движения). При этом речь будет идти 
о траекториях, близких к поверхности Земли и к плоскости 
ортодромии 2 —=0, т. е. будут рассматриваться движения при 
малых значениях A и 2. Имеется в виду высота движения 
над поверхностью Земли порядка 50—100 км, что охваты- 
вает задачи современной и перспективной авиации. Что ка- 
сается близости движения к ортодромии, то здесь будут 
предполагаться величины 2 порядка 100—500 км. 

Обратившись к уравнениям (4.72), замечаем, что вели- 
чина A непосредственно входит лишь в последнее равенство, 
а уже через него — в первые четыре уравнения, а также 
в восьмое и девятое равенства для 8, 8. 

Последнее равенство (4.72) не нуждается, очевидно, 
в каком-либо упрощении для малых Й. 

Формулы для Wy,, Wy, могут быть при малых й записаны 
приближенно так: 

Vy, 2 о h’ | 
Ox, == — 1 +--> sin Q—TZ): 

(4.79) 
Uy, ( ez 5 h 

Фу = — Si ——}. 

Погрешности определения проекций абсолютной угловой 
скорости трехгранника хУ2о по этим формулам равносильны 
определению Г с дополнительной к (4.70) погрешностью 

, h , 2“ . h? 
Аг’ =a (> e? sin? pF sinto — т. (4.80) 

При й =50 км 
Ar’ < 500 м, (4.81) 

а при й = 100 км 
Аг’ < 1,5 кл. (4.82) 

Дополнительная погрешность (4.80) вводится лишь 
в третью и четвертую формулы (4.72). В подынтегральных же 
выражениях первых двух формул используется представле- 
ние г последним равенством (4.72). Поэтому эквивалентные 
погрешности ньютонометров для Аг’ будут иметь вид: 

Ап, = — (Фо, + Фу) Ar’ — Oy, Ar’, : 
| (4.83) 

Any, = — (@y,0z, — ©х,) Ar’ + @,, Ar’,
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в то время как для погрешности Аг, согласно равенствам 
(4.78), имели место выражения 

Any. = — (0,0 w,.) Аг — 20 Ar, | x ( Xo zy yo) Yo (4.84) 

Any, = — (Wy,0z, — ©) Ar + 20,, Ar. 

Отметим следующее. Формулы (4.79) могут быть записаны так: 

Здесь первые слагаемые в правых частях, составляющие 
основную долю сумм, получаются из Vy,, Uy, умножением Ha 
постоянный множитель 1/a, т. е. отличаются OT Vy, Uy, лишь 
масштабом. Вторые слагаемые, для формирования которых 
необходимы sin?@ uh, малы по сравнению с первыми. По- 
этому в них функция sin?@ может быть сформирована доста- 
точно грубо. Грубо могут быть выполнены и остальные опе- 
рации, необходимые для формирования вторых слагаемых 
в правых частях равенств (4.85). Точной операцией здесь 
должна быть лишь операция сложения. Представления типа 
(4.83) обычно широко используются в тех случаях, когда 
в качестве вычислительных устройств используются модели- 
рующие счетно-решающие устройства непрерывного действия. 

Рассмотрим восьмое и девятое равенства (4.72). В них 
входит отношение a4/r4, Раскладывая это отношение в ряд 
по степеням е и A/a, получим в соответствии с последней 
формулой (4.72) следующее представление: 

a 4 h 20:9 h (=) = 1— 42+ 25? ф-- 10 — 
4 

— 10 Ae sing +2 sint. (4.86) 

a > 

Для высот порядка 100 км здесь достаточно ограничиться 
выражением 

(=). =—1—44, (4.87)
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что дает формулы 

й\ . 
5, =, (q—e?) (1—4 =| sin @ (—f3; sin S + Взо cos S), 

=, (q—e?)(1 — 2) sing (— By sin 2 cos S— ‚ (4.88) 

— Bz. sin z sin S +-B., cos 2), | 

сравнение которых с соответствующими формулами (4.72) 
приводит к эквивалентным инструментальным погрешностям 
ньютонометров 

~ , h2 

An. = 8. (9— 2?) (2e? sin? @ + 10 a) x 

Ж sin @ (— Bg sin S + Вз2 cos 5), 
~ , h2 

An, = 8, (9 — е?) (2e?sin® ф + 10 ar Хх 

х sing (— fs; sin z cosS — Ву sin z sin S + Вззсо$ 2), 

(4.89) 

добавляющимся к погрешностям (4.57). Из выражений (4.89) 
при й = 100 км получаются оценки 

| Any, |, |Any,|<5-107°g,. (4.90) 

Для высот порядка 50 км можно отбросить в равенствах 

(4.88) и величину 4h/a, что дает погрешности An,, Any,, 
оцениваемые неравенствами 

|An,,|, | Any, |< 1074g,. (4.91) 

Из изложенного следует, что при высотах 50—100 ки 
величину A для формирования ®,, Oy» By» Sy, Надо знать 

0 0 0 0 

достаточно грубо либо даже можно принять равной HeKOTO- 
рому срелнему постоянному значению. Тогда оказывается, что 
высотомер нужен лишь для формирования вертикальной ско- 

рости й, входящей в подынтегральные выражения первых 

двух уравнений (4.72) [согласно формуле (4.69), г = hA-L...]. 
Поэтому при малых вертикальных скоростях может оказагься 
достаточно точной автономная система без коррекции от 
высотомера. 

Займемся упрощениями, вытекающими из близости дви- 
жения к плоскости ортодромии 2 = 0. Такое движение может, 
например, иметь место, если объект автоматически управляется
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инерциальной системой и достаточно жестко удерживается на 

программной траектории, которая лежит в плоскости орто- 
дромии 2—0. В этом случае, полагая в уравнениях (4.72) 
2 =0 и принимая во внимание соотношения (4.85), (4.88), 
получим следующие уравнения идеальной работы: 

— | (7, + 9. — гоу, - 8 хо) dt —- Ue,’ 
0 

t 

о, = | (t,, +ro, — 9,0, +¢,)dt+v9; 
0 

© | о 2? h нь) 
о е? h 

oy, = (| и; 

sin@ = Bz, cos S + Ba» sin S; 
t 

— | (©, — uB,,) dt + S°, + (4.92) 
0 

t 

— | [—®,, + 4(— Вы sin 5-Е В. cos S)] dt - 2°; 
0 

O, =u (Bs, cos S + Во sin S); 

My = fy, My = — HwW,,; My — — ЧФ» 

r=h+a(l — + sin’); 

£ = 8, (9 — 2”) (— Bs, sin S - Ву cos S) sing, 

Sy = 8, (7 — 2”) Bag sin $. ] 

Оценим погрешности принятых упрощений, для чего обра- 
тимся к уравнениям ошибок. Очевидно, левые части уравне- 
ний ошибок (4.35), (4.40) сохранят свой вид. В правых частях 

добавятся эквивалентные инструментальные погрешности An, 

Ant, Aol ‚ Aad, Ао. Их можно найти сравнением пра- 

вых частей формул’ (4.92) и (4.72). Вычислим те части
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эквивалентных инструментальных погрешностей, которые за- 
висят от величины 2 и добавляются к изученным выше. 

Займемся сначала эквивалентными погрешностями ньютоно- 
метров. Они возникают, во-первых, из-за упрощения фор- 
мулы для вычисления $1пф, погрешность в вычислении KOTO- 
рого приводит к погрешности вычисления ги &,, 8,. 
Во-вторых, к эквивалентным погрешностям ньютонометров 
приводит упрощение формулы для формирования Wz, и сомно- 
жителей в выражениях для 8, Ky, содержащих 2. 

Сравнив выражения для $1пф в системах уравнений (4.72) 
и (4.92), находим: 

Азшф = (Вз1 cos S + Bao sin 5) (1 — cos z) — Взз Sin 2. (4.93) 

Будем Считать Z малым настолько, что можно положить 

22 

п 2 = Ю 2 ==2, cos z=1—-—. (4.94) 

Тогда, сохраняя в равенстве (4.93) лишь главные члены, 
получим: 

Азшф == — Вззг. (4.95) 

Отсюда и из формулы для г, входящей в ‘систему (4.92), имеем: 

Ar = ae? (Bs, cos S + Bao sin S) Взз2. (4.96) 
Аналогично 

АЕ, =— &, (9 — 2?) (— Вы sin S + Вуз cos 5) Вуз, 

Ag, =— &, (9— 2?) [B33 — (Bg, COS S + В» Sin S)?] 2, } (4.97) 

2. 
0 y 

Авг, —— Wy 

Теперь, приняв BO внимание. вид правых частей уравнений 
ошибок (4.35), получим эквивалентные погрешности ньютоно- 
метров: 

Али, = — (бое, @y,) Ar — Qdy Ar | 
+ Ag, го, Ao, 

~ mo ‚ (4.98) 
Any, = — (@y,@z, — @x,) Ar + 20, Ar +- 

+ АЕ, + Oy, Ав, ] 

Здесь Аг, Ag. А, Аб, определены равенствами (4.96), 

(4.97), а выражения для Wy, Wy, Oz, получаются из COOTHO- 
шений (4.14) — (4.16), если в них положить в==0, z—0.
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Эти выражения получаются в таком виде: 

x, = — 2-Е и (— By sin S + В cos 5), 

i. — S$ + ups5, ` (4,99) 

6, = И (Bs, cos S ++ Взз sin 5), 
что соответствует седьмой, шестой и восьмой формулам (4.92). 

Дадим численные оценки погрешностей Any: Ап, опре- 
деляемых равенствами (4.98). 

Пусть 
— »0 — + __ 170 z= 20 =const > 0, у | (4.100) 

г—=а--й (— а) = соп$Ъ, 

т. е. пусть объект движется параллельно плоскости орто- 
дромии (на некотором расстоянии 20 от нее) с постоянной 
скоростью V° на постоянном удалении от центра Земли. Тогда 
из соотношений (4.95)—(4.99) находим: 

Ап», — 2“ (Вз1 sin S + Взо cos S) [— и2ае? (Bz, cos S ++ 

++ Bg Sin S)? Bg3 — 2 (— + 1.33 V C7833 — 

— u(V°-+ auBs3) — &. (4 — 2?) Baal: 

Any, = 2° {— aue? (By, cos $ + Bap sin S)?B33(2V9-+- $ (4.101) 

+- аиВзз) + 2ue? (— Bs; sin $ +- Взо cos S)? VB33 — 

yo 

—_@ (+83) —&e(q—e)X 

X [B33 — (Bs, COS S + В Sin S)]}. 

Так как e?< 1, то приходим к приближенным равен- 
ствам *): 

Any, = — 20 (—Ва Sin S + Byp cos 5) [(У°--аивзз) и-- | 

+ 2. (9 — €”) Bsa] 

Any, = — 2° ‘ 2a i + usa) + 

+ 8, (9 — е^) [B53 — (By, CoS S + Bagg Sin S)*] } 

*) Величина 2. (49 —е?) имеет порядок аи”, и поэтому слагае- 
мые, содержащие эту величину множителем, здесь сохранены. 

(4.102) 



266 OB УПРОЩЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ РАБОТЫ СИСТЕМЫ (ГЛ. 4 

Если 
02 >> а2и?, 

что будет иметь место при скоростях объекта, превосходя- 
щих 1000 м/сек, то равенства (4.102) могут быть упрощены 
до вида 

Ап», — —- 20 (-— Вл Sin S + Bao cos S) uV®, 
~ 4.103 

Any, — — 20° ||; + ив) 

Замечая, что 

| — Вз1 $11 $ -Е Вз2 с0$5 | < 1, |Bg3/<1 

получаем оценки: 

Any, < 2°uV®, 
(4.104) 

Aity, < 2° yo (— + 2u). 

При V9== 1000 м/сек и 2°=15' (rz9 +25 км), получим, 
например: 

Ап, < 0,3 см/сек? == 3 . 10-42, 
~ “| (4.105) 

Any, < 1,25 см/сек? == 1,25. 10 “gy. | 

Перейдем к отысканию эквивалентных инструментальных 

погрешностей Aw,y,, Aw, До, (т. е. эквивалентных уходов 
гироскопов системы), которые войдут в правые части урав- 
нений ошибок второй группы (4.40). Так как формула для 
определения 2 в уравнениях (4.92) не изменена по сравнению 
с уравнениями (4.92), то 

Aw,, = 0. (4.106) 

Из сравнения же формул (4.72) и (4.92) для Фи Q,z, 
получаем: 

Абу, = И (Bs, cos S — Во sin S) =, | 

Ads. — —(5 + иВзз)=.. 

Отсюда следуют оценки: 

| Доу, | < uz, | Adz, |< (— +- и) 20. (4.108) 

(4.107)
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При У == 1000 м/сек, 20 =15' имеем: 

| Ady, | < 0,06 °/мас, | Aw, |< 0,2°щас. — (4.109) 

Оценки (4.104), (4.108) показывают, что упрощение урав- 
нений идеальной работы (4.72) до уравнений (4.92) возможно 
лишь при весьма малых отклонениях объекта от плоскости 
ортодромии. Так, уже при отклонениях порядка 25 км (для 
скорости движения У° = 1000 м/сек) соответствующие по- 
грешности — это следует из численных оценок (4.105), 
(4.109) — достаточно велики и при высоких требованиях 
к точности работы инерциальной системы могут оказаться 
недопустимыми. В самом деле, как было выяснено в гл. 2, 

постоянные погрешности Ап», Any, приводят к ошибкам 

координат 

An 
Xo 

@ 
~ (4.109a) 

Any 
бу = —;* (1 — cos wf), 

@ 0 

6x = (1 — cos Wf), 

а постоянная погрешность A@y,—k ошибке 

dx, = Г Ау. (4.110) 

Поэтому оценкам (4.104), (4.108) соответствуют следую- 
щие оценки полных ошибок определения координат: 

0 

Ox) S| 84 |+] | [о tart) 2° 
Wo 

\ 

| (4.111) 
2V° | Vy? 

|x| Sa (—— +4) 2°, Ba | 

Отсюда и из соотношений (4.105), (4.109) получаем такие 
численные оценки ошибок за 1 час работы (время сущест- 
венно лишь для 0хо): 

| 5х. | <10 км, |6у|< 15 ки. (4.112) 

При переходе от формул (4.72) к формулам (4.92) мы 
положили sing==0, соз2=1. Существенного повышения
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точности можно достичь, если при упрощении формул (4.72) 
ВЗЯТЬ 

12 ==, с0$2=1. (4.113) 

Тогда вместо пятой, шестой, восьмой и двух последних 
формул (4.92) получатся такие: 

sing = Ba cos S + Bay sinS + Ваз, 

Ss = { ( yt 4 (Bs, Cos S + 

++ Вз2 sin 5) 2 -- Взз]} 4-Е 50, 
t (4.114 

O, =O, 2+ 4 (By cos S + f,, sinS), | 4.119 

£ = 8, (q — e’) sing (— B,, sin S + Ву cos S), 

gy = 8, (9—e’)sing X 

Ж [— (Ва cos S +- Вз2 Sin S) 2 4- Взз]. | 

Вместо выражений (4.95), (4.96) найдем: 

Asing = = (B3; cos $ +~ Взо sin 5), 

2 + (4.115) 
Аг = — ae* > (Bs, COS S + Взо sin S)?. 

Вместо соотношений (4.97) будем иметь: 

| 
Ag =8.(9—е 2) = ~ (Bs, cos S 

++ B32 Sin S) (— Bg, sin S +- Вз2 cos 5), 
(4.116) 2 

Ag, =8.(9— 2”) = (— Bg, sin 5 -- Взо cos 5) Взз, 

До. = — = (Вз1 CoS S +- Bao sin S). | 

Соответствующие оценки ошибок координат легко могут 
быть получены. Заметим, что при вычислении ошибок в пред- 
шествующем случае было выяснено, что они в основном 
определяются погрешностями А®,, и Aw,,. В рассматриваемом 
случае дело будет обстоять аналогичным образом. Эквива- 
лентные погрешности ньютонометров и свободные уходы
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гироскопов, соответствующие значениям A@y,, Ag@z,, полу- 
чаются здесь такими: 

Anis, = — 0 = (Ва cos S + | 

+ Baz Sin 5) (— Ва Sin S + Bye cos 5), 

Any, = i (— + ив} 5 (Bs, cos S + Ba sin 5), + (4.117) 

Доу, = (— + ива) 5, 

Awz, —=—й = (вы cos © +- Bs sin о). | 

Из равенств (4.117) вытекают оценки: 

| Any, | < aw =, | Any, | <au(—— + a) >, | 
+ (4.118) 

~ yo 22 ~ _ 22 ( 

Ady, | <(—-+ 4). | Awz, | < 4-. J 

Например, при V°9=2000 м/сек, 2=2°(г2 =220 Km) 
получим: 

Any, < 0,015 см/сек? == 1,5. 10755, | 

Any, < 0,075 см/сек? == 7,5. 10°, + (4.119) 

Ady, < 0,04°/час, Adz, < 0,008°/час. | 

Сравнение с оценками (4.105), (4.109) показывает, на- 
сколько эффективнее формулы (4.114) по сравнению с со- 
ответствующими формулами (4.92). 

Формулы (4.114) получены из соответствующих формул 

(4.72) заменой (4.113), а формулы (4.92) — заменой sin 2 = 0, 
с0$ 2 =1 одновременно во всех соотношениях сразу. Можно 
поступить иначе: в формуле для зшф положить $ш 2 = 0, 
с0$ 2 =1, а в формулах для S и ®; принять sinz=—z, 
с0$ # =1. При скоростях до 2000 м/сек и отклонениях от 
ортодромии до 200 км (2 =2°) это дает оценки, близкие 
к оценкам (4.119). 

В заключение укажем еще следующее. В подынтегральные 

выражения первых двух формул (4.92) входят величины Oy 

и Гох. Для малых по сравнению с первой космической 
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скоростей движения при формировании этих величин может 

оказаться приемлемой замена г на й. Это приведет к допол- 
нительным эквивалентным погрешностям ньютонометров 

An,, = ae? фоу.зшф со$ф, 
| (4.120) 

Any, = — ae? p@,,Sin@cos q, 

которые легко оцениваются, так как очевидно, что 

|Ф| < мах {|x| | @y, |}. 

4.2.5. О различных способах учета горизонтальной 
составляющей поля тяготения Земли. Выше рассмотрены 
упрощения уравнений идеальной работы инерциальной системы, 

определяющей ортодромические координаты, которые выте- 
кают из приближенных представлений отдельных формул и 
соотношений, входящих в эти уравнения. 

Дальнейшие упрощения уравнений идеальной работы могут 

состоять в пренебрежении целиком отдельными членами или 
в приближенном формировании их как функций времени по 
параметрам программной траектории движения объекта. По- 
следнее возможно в том случае, если объект имеет опреде- 
ленную программную траекторию движения и удерживается на 
ней системой управления с достаточной точностью. 

Рассмотрим одно из таких упрощений. В подынтегральные 
выражения первых двух уравнений (2.23) входят проекции 
вектора напряженности поля тяготения Земли на оси Xo и 
Yo. т. е. величины 

] 

и a (— Bg, Sin S + B32 cos 5), a (4.121) 
er (— Вал Sin 2 cos S—By9 sin 2 sin S + Взз cos 2), 

которые формируются по определенным инерциальной систе- 
мой координатам S и ф. Выясним, какого рода ошибки воз- 
никнут, если эти проекции, характеризующие несферическую 
составляющую поля тяготения, не вводить. 

Очевидно, что изъятие указанных горизонтальных соста- 
вляющих вектора напряженности поля тяготения Земли из 
первых двух уравнений (4.121) поведет к появлению в правых
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частях уравнений ошибок (4.35) эквивалентных погрешностей 
ньютонометров 

An, =— 8, (4 — 2) sing (— By, Sin S + Вл cos S), | 
An, =— 8, (q — e”)sin@ (— Вз1 sin 2 cosS — ‚ (4.122) 

— Boo Sin z sin S + Взз cos 2). 

Ограничимся случаем движения объекта с постоянной 

скоростью УЗ на постоянном удалении г от центра Земли 

в плоскости ортодромии 2 =0. Полагая начальное значение 

угла S равным нулю, что не уменьшает общности, будем 

иметь для произвольного момента времени: 

Так как при движении в плоскости ортодромии 2 —=0 
для sinq@ имеет место формула 

sin@ =f, cos S +- Во sin S, 

то выражения (4.122) для Any, Ап, представляются в виде 

B30 — B51 . 
An, =—&, (q—e?) (вы sin 2S + ВзВзо cos 25 |, (4.124) 

An, =— 8,.(9— е?) Bay (Bag COS S + Bap sin 5), 

где величина © задана формулой (4.123). 
Пусть собственно инструментальные погрешности отсут- 

ствуют и правые части уравнений ошибок (4.35) состоят 

лишь из Any, Ап,. Уравнения ошибок принимают тогда 
такой вид: 

6x + (0? — of — w2) 6x + (0,0, —@,) dy — 

— 20, dy = Аль, 

dy + (02 — o2 — ©?) dy-+(o,@, + 0,) 6% + 

+ 20, 6х = Алу, | 

‚ (4.125) 

3 

где через ? обозначена величина p/r°.
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Пусть 50 мало, так что 

(50 - и? < ов». (4.126) 

Тогда, как показано в $ 2.3, можно вместо уравнений 
(4.125) рассматривать упрощенные уравнения 

bx + 026х = An, , ] 

. .. (4.127) 
бу @ бу = Ап. 

Решения этих уравнений в течение по крайней мере 
нескольких периодов частоты Wp, т. е. в течение нескольких 
часов, с большой точностью совпадают с решениями уравне- 
ний (4.125). 

Полагая начальные условия уравнений (4.127) нулевыми, 
получаем их решения в таком виде: 

t у 

бх = = | Any, (т) sin Mp (Ё — т) dt, 
0 0 } (4.128) 

бу = = | Any, (т) sin 0 (Е — 1) dt. 
0 

0 

Подставляя сюда вместо Any, Any их значения (4.124) 
и интегрируя с учетом равенства (4.123), находим: 

__ 22 2 _ 2 
бх = — ке Ч =) Е 5 Pat (sin 2$ — 

Wp — 45 

5° 
— 2—— SiN Wot + Вз1Взо (cos 25 — cos о) , 

0 “с (4.129) 

jy = — Be (9 rc | BaiBas (cos 5 — cos @pt) ++ 
Oo — 

+ B31 B39 (sin © — ‘оо её | | 
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Разложим полученные выражения по степеням 5/6, со- 

хранив при этом члены порядка (S°/w,)*. Тогда 

ge (9—2) | B30 — В 
2 

6x = — 5 п 2S + 
0 

++ Вз1Вз2 Cos 2S — ВзлВзо COs oe — 

$0 
—— (B35 — Вз1) sin @ f+=- — [ыы (COS Wot — 

0 

— cos ШВ 31) Sin 25], | (4.130) 

by = — 8 9—2) {Bs1Bs3 COS S + ВзлВза Sin S - 
w5 

$0. 
+ Вз1Взз COS Mot -+- B31 B39 оо Mgt -- 

So 02 

2 =~ [ВзаВзз (COS Wot — cos S) — Bs;fg9 Sin SJ}. 
0 

— 

Сравнение равенств (4.130) с равенствами (4.124) позво- 
ляет представить выражения для Ox, бу в такой форме: 

An, п, n° 
6% =—5 5~ COS Wot — Sin Wot — 

6 60 60 

— & 9—2) 25° [2Вз1Взо (COS Wot — cos 25) — 
0 6 

— (В, — B31) Sin 25], | (4.131) 

An 0 ло 
бу = > — = COS Wot — — № sin @o¢ + 

0 0 0 

+ Se a г) [ВзлВзз (COS Opt — cos 5) — ВзлВзо sin $]. 
0 

Согласно равенствам (4.43), (4.32), ошибки 6x, ду соот- 
ветствуют отклонениям оси Z платформы инерциальной си- 
стемы от направления к центру Земли на углы 

5 б 
On, = — => Oy, = (4.132) 

18 В. Д. Андреев
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С другой стороны, величины 

, An , An 
1, = — 5 ‚ Oy, = = (4.133) 

ra ra 

есть не что иное, как углы, характеризующие отклонение 
направления вектора напряженности поля тяготения Земли от 
направления к ее центру. 

Из соотношений (4.130) — (4.133) следует, что если 
в начальный момент отклонить ось 2 платформы инерциаль- 
ной системы от направления к центру Земли на углы 

0... —— Ox Oly, =— Oly,» (4.134) 

т. е. совместить ее с направлением вектора напряженности 
поля тяготения, и сообщить платформе такую дополнительную 
угловую скорость, что 

0 50" 10 20” 
91, — —_ Dix, Ory, = —_ Ory,» (4.135) 

то в дальнейшем направление оси 2 платформы будет совпа- 
дать с направлением вектора напряженности поля тяготения 
с точностью до углов 

nay 602 ) 
Аб, — _ &е Ч - e*) >. a, 

r Mp Mo 

ge(g—e%) 250° | 199) 
Абу, — — 02 5 р. 

Г 05 

Здесь 

а = ВзлВзз (COS Wot — COS 5) — ВзлВз» $11 5, 4.137 
р = 2B5,B39 (COS Wyf — cos 25) — (B5. — Ва.) sin 25. (4.187) 

Возьмем значения В, ,—=1,, в соответствии с формулами (II. 4) 

Приложения ЦП. Тогда 

Вз1 =! Ф1, Взо == 60$; COS, Взо = COS Gy SIN Yo, 

где ф — широта начальной точки движения, а фу — угол, 
составленный плоскостью ортодромии 2 =0 с направлением 
на север в начальной точке.
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Подставив эти значения В;, в формулы (4.137) для a и 6, 
получим: 

а=у т 2@, [Sin фо cos Wot — sin (о S)], | 

b — sin 2, COS Фо (с0$ Wt — cos 2S) — (4.138) 

— (cos? @, cos? Фу — $112 1) sin 2S. 

Исследование на экстремум дает: 

шах а =1, тахб=2. (4.139) 

П нее зн — 4 оследнее значение достигается’ при Ф: =-р и Wo = 0. 

Вследствие равенств (4.139) имеют место оценки: 

492 1 

| Ава», |< (2—9 , 

Mp 
, + 4.140) 460? ( 

| AB1y, | < (2? = 4) oe . 

0 ) 

Для морских судов, например, когда скорость движения 
относительно Земли можно принять меньшей 50 узлов 
(= 30 м/сек), правые части неравенств (4.140) становятся 
исчезающе малы. Обратившись к формулам (4.132), (4.131), 
можно убедиться, что при столь малых скоростях в форму- 
лах для 091„,, 91у, пренебрежимо малы и слагаемые, содержа- 

щие множителем 5/5 в первой степени. В самом деле, 

0 $0 
*o — (92 — 2—2 )__ 

rap ( 4) (В= B31) @ 

aio 60 Г (4.141) 

о (ра _ 
8 (e° — 4) Ba:B30 о, | 

и при величине 50, соответствующей скорости 50 узлов, 
правые части равенств (4.141) не превышает соответственно 

величин 4’. 10-?и 2’. 10-2, Таким образом, для 1», и Ory, 

18*
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получаются следующие приближенные выражения. 

An ~0 ) 

= — 5 оо COS 600, 

~ Г 4.142 
0 An x, An‘. , ( ) 

1 cos ® 
Yo 02 „0 2 0 

Формулы (4.142) дают, в частности, ответ Ha поставлен- 
ный в конце § 3.2 вопрос о TOM, к чему приведет отсут- 
ствие компенсации влияния горизонтальной составляющей силы 
притяжения в гирогоризонткомпасе. Сравнив выражения 
(3.106) для компенсирующих моментов М», My, с выраже- 

ниями (4.124) для Ал, Ап. , легко убедиться в том, что 

формулы (4.142) дают отклонение оси 2 чувствительного 
элемента гирогоризонткомпаса от направления к центру Земли. 
Отсюда следует также, что если в начальный момент ось 2 
гирогоризонткомпаса установить по направлению вектора на- 
пряженности поля тяготения Земли (по гравитационной вер- 
тикали), то и в дальнейшем ось 2 будет с большой точно- 
стью совпадать с направлением гравитационной вертикали. 

Для летательных аппаратов с дозвуковой скоростью по- 
лета, когда V9 < 300 м/сек, правые части неравенств (4.140) 
также пренебрежимо малы, а правые части равенств (4.141) 

оцениваются соответственно величинами 0,'13 и 0,707. 

Для скоростей полета объекта УЗ == 1000 м/сек из не- 
равенств (4.140) следует, что 

| Аб, | < 5. 10-8 =0,'17, | A@ry,| <2. 107“ =0,'7. (4.143) 

Правые части равенств (4.141) имеют для этой скорости 
оценки: 0,’34 и 0,717. 

Таким образом, если в первых двух уравнениях (4.72) 
опустить слагаемые, характеризующие горизонтальную со- 

ставляющую силы тяготения, то при малых скоростях дви- 

жения, например до 300 м/сек, к правым частям пятого и 

шестого равенств (4.72) надо добавить величины 

— ~ 

An An 
AS = — У Аг — — 3 . (4.144) 

г 00 rao 
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При скоростях движения порядка 1000 м/сек необходимо, 
кроме того, заменить в трех предпоследних формулах (4.72), 
по которым формируются управляющие моменты гирорамы, 
величины Oy,, Oy,» Oz, на о, A@y,, @y, + A@y,, Oz, Ао), 
где 

0 vo \ 
n An 

Ао = У , Ао — — *o , 

т rw? Yo rw | (4 . 145) 

Ао., = Ady, tg 2. 

При любой скорости движения ось 2 гирорамы должна 
быть в начальный момент ориентирована по направлению век- 
тора напряженности поля тяготения Земли. 

Это последнее обстоятельство делает практически нецеле- 
сообразным изменение уравнений (4.72), заключающееся в изъя- 
тии из первых двух формул величин &,, 8, и добавлении 

0 

соотношений (4.144), (4.145). В самом деле, количество вы- 
числительных операций здесь не уменьшается, а осуществить 
начальную ориентацию оси 2 платформы по направлению 
вектора напряженности поля тяготения не проще, чем по на- 
правлению к центру Земли. 

Можно, однако, поступить несколько иначе: опустить 
в подынтегральных выражениях первых двух уравнений (4.72) 
не слагаемые &,, &,, характеризующие горизонтальную со- 

ставляющую силы тяготения, а проекции составляющих силы 
тяжести на OCH Xp, У. За счет этого и добавлений, анало- 
гичных (4.144), (4.145), можно прийти к начальной ориен- 
тации оси 2 платформы по направлению силы тяжести. При- 
чем ориентация этой оси платформы по направлению силы 
тяжести сохранится (с некоторой погрешностью, разумеется) 
и во все время движения. 

Проекции на оси Xo, Yo центробежной силы от вращения 
Земли, действующей на единичную массу, помещенную 
в точке О, имеют такой вид: 

Дл, == — ГИ? sin @ (— Bg, sin 5 + By cos 5), 

fy, = — ru’ sing (— Bs, sin 2 cos S — (4.146) 

— Poo Sin z sin S ++ Взз Cos 2).
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Представим подынтегральные выражения первых двух 
уравнений (4.72) следующим образом: 

Nx, Vy, Oz, — Oy, + E xy — 

=Ney+ Vy,@z, — Fy, — Л ~ 

— ge? sing (— Вз1 Sin S + B39 cos 5), 

Ny. - ГФх, — Ux 1 8 = 

— Пу, + Го», — 9.2, — Fy, a 

— g,e* sin p (— Bg Sin 2 cos 5 — 

‚ (4.147) 

— Взо Sin z sinS + B33 cos 2). | 

Теперь первые две формулы (4.92) приобретают вид: 

| 
t 

Ux, = | [1x + Эу@г — Фу = Лк ~~ 

0 

— g,e’sin p (— Вы sin S-+-B,, cos 5) | &-Н 9%, 

f 

Vy, = | [пу + Ox, — Ux,0z, — ty, a 
0 

— ge? sin (— Вз1 Sin 2 cos S — 

(4.148) 

— Pz Sin 2 sin S + Взз cos 2) ] dt + оу, 

Отбросим здесь в подынтегральных выражениях послед- 
ние слагаемые. С учетом равенств (4.146) получим: 

| 
Ux) = | [п + Vy,@z, — T@y, +r 

0 

+ ги? sing (— Вл sin S + Взо cos S) ] dt + Ur,» 
t 

Uy, = | [ny, + Ох, — Ux Oz, + 

0 

+ ги? sing (— Вз1 sin 2 cos S — 

| (4.149) 

— Pog Sin 2 sin S +- B33 cos 2) ] dt -+- Vy,
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В правых частях уравнений ошибок (4.35) появятся теперь 
эквивалентные погрешности ньютонометров 

Any, = ge? sing (— В sin $ + Bao cos 5), 

Any, = gee? sing (— Ba sin 2 cos $ — + (4.150) 

— f39Sin 2sinS + Взз cos 2). | 

Подставив сюда выражение $1пф через тригонометрические 
функции углов 5, 2 и постоянные В;,, найдем при 2=0: 

2 2 
B30 — Bay 

Any, = 2.е? ( 5 sin 2S + Вз1Взо COs 25) 
| (4.151) 

Any, = бе? (Вз1Взз cos S —- Вз1Вз2 sin $). ] 

Правые части выражений (4.151) отличаются от выражений 
4.124) лишь постоянным множителем, так же как и выра- 
жения (4.150) от выражений (4.122). Поэтому решением 
уравнений (4.125) будут выражения (4.131), и все выводы 
из проведенного выше обсуждения этого решения сохраняют 
силу. В частности, сохраняют вид оценки (4.140) и равен- 
ства (4.141), только в них величина (e? — 4) заменяется на e?. 
Так как 2? = 2 (е? — 4), то все приведенные выше численные 
оценки увеличиваются в два раза. 

Таким образом, при небольших скоростях движения 
объекта по отношению к Земле можно первые два уравне- 
ния (4.72) заменить на уравнения (4.149), к правым частям 
пятого и шестого уравнений добавить в соответствии с ра- 
венствами (4.144), (4.150) величины 

AS = — ае? sing (— Вз1 sin 2 cos $ — ) 

— fgoSin z2cosS-+f,, cos 2), 4 (4.152) 
ook 

Az=— м (— Вал $11 о - Вз2 cos 5), | 

ак Wy, ®,, Wz, в предпоследних трех уравнениях (4.72) 
добавить, согласно (4.145), величины 

An? — An? 
y Xx A@y, = ae ‚ Ady, = =. ‚ Ло, = Ady, tg 2, (4.153) 

0
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где Ли,, Any, заданы равенствами (4.150), и в начальный 
момент установить ось 2 платформы по направлению силы 
тяжести, не меняя азимутальной ориентации платформы. В этом 
случае, в соответствии с приведенными выше оценками, для 
морских судов и для летательных аппаратов с дозвуковыми 
скоростями движения вблизи поверхности Земли ошибки 
определения координат будут пренебрежимо малыми, а ось 2 
платформы во все время движения будет расположена (с пре- 
небрежимо малой ошибкой) по направлению силы тяжести. 
Пренебрежение величинами (4.153) дает ошибку ориентации 
порядка 0’,25 и ошибку определения координат порядка 0,5 км. 

При скоростях движения объекта порядка 1000 м/сек 
для ошибок определения координат при введении поправок 
(4.145) получается оценка ~2,5 км, а для ошибок ориен- 
тации — величина =1,’4. Это уже существенные ошибки. 
Следует, однако, иметь в виду, что приведенные оценки 
предельные и могут не достигаться на действительных траекто- 
риях объекта. 

4.2.6. Другие упрощения. Продолжая рассмотрение упро- 
щений уравнений идеальной работы (4.72), остановимся еще 
на одной имеющейся здесь возможности. В подынтегральные 
выражения упрощенных уравнений (4.149) входят величины 

U ®, —ro, —Х,, го, — 9,0 — fy (4.154) 
Yo Xo 20 

Их можно представить в следующем виде: 

Pe Oz, _ PO, _ xy 

—=—ro,Ssinz+rzusing—rday, + (4.155) 

го, — а, — fy, = 1@x,—TS (Wy, 4-4 sing cos 2). | 

Если принять для Г приближенное выражение (4.65), то 

для небольших значений #, S u формулы (4.155) могут 
быть упрощены таким образом: 

ха 7 roy /„= | 

—— wh — aSo,, зш z+ а2и sing, | (4.156) 

ГОх, — Эдо» — fy, — 

= Wy, — aS (ay, using cos 2). 
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Возникающие при этом погрешности эквивалентны, оче- 
видно, некоторым погрешностям ньютонометров и легко мо- 
гут быть найдены вычитанием правых частей равенств (4.155) 
из правых частей равенств (4.156). Определив оценки этих 
погрешностей, можно убедиться, что они пренебрежимо малы 
для дозвуковых скоростей движения вблизи поверхности 
Земли. Этими погрешностями в некоторых случаях можно 
пренебречь и при скоростях движения объекта порядка 
1000 м/сек. Все зависит здесь от требований к точности 
инерциальной системы. 

Правые части равенств (4.155), (4.156) зависят от скорости 
движения объекта по отношению к Земле таким образом, 
что обращаются в нуль, когда объект неподвижен относи- 
тельно Земли. При малых скоростях движения объекта отно- 
сительно Земли правые части равенств (4.155), (4.156) в силу 
непрерывности также оказываются малыми величинами. Так, 
при движении морского судна по поверхности Земли вблизи 
плоскости 2 —=0, учитывая, что скорость судна много меньше 
периферических скоростей точек земного экватора из-за вра- 
щения Земли, получаем: 

9, — Г, — Хх. — иг sing, 

ох, — Ux,0z, — fy, = — auS (Взз + sin @). 

При скорости порядка 50 узлов, когда |az|, |aS|<30 м/сек, 
имеют место оценки: 

v.0, —ro, — < и| а2 |==0,22 см/сек?, 
| № 20 Yo | | | | (4.157) 

| Их, — Эх — fy, | < 21| aS | == 0,44 см/сек“. 

Если иметь в виду определение местоположения корабля 

с точностью 1—2 мили (=1,8—3,6 км), то величинами (4.156) 
в подынтегральных выражениях уравнений (4.149) можно 
пренебречь. Тогда уравнения (4.149) принимают вид: 

t f 

9, = | ny. dt Ui, Uy = | ny dt + 0). (4.158) 
0 0 

Если иметь в виду определение местоположения объекта 
с погрешностью, меньшей | мили, или если иметь в виду 
существенно большие скорости движения, например того же 
порядка величины, что и окружная скорость точек земного
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экватора, то пренебрежение в уравнениях (4.149) величи- 
нами (4.156) может оказаться недопустимым. 

При известных условиях можно говорить тогда о другом 
упрощении: о формировании величин (4.156) или (4.155) 
по приближенным значениям входящих в них переменных и 
параметров. Здесь возможны два варианта: либо информация 
о приближенных значениях переменных, входящих в выра- 
жения (4.155), (4.156), поступает в инерциальную систему 
из сторонних источников информации, либо эти переменные 
формируются как функции времени в соответствии с номи- 
нальной траекторией движения объекта. Последнее возможно 
лишь в том случае, если объект движется по заранее за- 
данной программной траектории. 

Упрощения (4.158), заключающиеся в пренебрежении ве- 
личинами (4.156), а также формирование этих величин в со- 
ответствии с программной траекторией или посредством ис- 
пользования сторонней информации существенно изменяют 
первую группу (4.35) уравнений ошибок инерциальной системы. 

В случае, когда величины (4.156) совсем не учитываются 
в уравнениях идеальной работы системы, т.е. когда прини- 
маются равенства (4.158), в правых частях уравнений (4.35) 
появляются эквивалентные инструментальные погрешности 

An,, Ап, ньютонометров, равные правым частям равенств 
(4.156), взятым с обратным знаком. Если же величины (4.156) 
формируются приближенно, то эквивалентные погрешности 
ньютонометров будут равны разностям между приближенными 
и истинными значениями этих величин. Изменяется также за- 
висимость правых частей уравнений (4.35) от собственно 
инструментальных погрешностей. 

Изменяются в обоих случаях и левые части уравнений (4.35). 

Теперь выражения Vy Wz, — гоу, Го, — Ux,z, в первых двух 
уравнениях (4.20) не формируются как функции определен- 
ных инерциальной системой координат и скоростей. Поэтому 
из левых частей уравнений (4.35) выпадут слагаемые, появив- 
шиеся в результате варьирования указанных выражений. 

Пренебрегая, как всегда, вариацией несферической со- 
ставляющей поля тяготения, вместо уравнений (4.25) получим 

теперь уравнения 

9х = дих, 
т (4.159) 
Ovy, == Ony,. J
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Подставив сюда выражения для дих, Oty, 09», Svy,, 
вытекающие из соотношений (4.26), (4.24), (4.7), (4.8), (4.27), 
(4.12), выполнив замену переменных (4.32) и заменив Y на 
Oiz,. а Zz, на —p/r?, придем к уравнениям: 

сои 2 7? __ ая +(4— 0? — 0? +5) ox 

— Wz, бу — Wz, 69 — rOy,012.+ (Ox, — гоу) 912, = 

— Any, +r Aa, +r Ady, — ay, Ar +-ay, Ar, 
.. roe и 5 ; r2 

sy — oy (4H —o? — © +4) бу 

+ Oz, 6x +z, 0х —r Wy бу (r Wy, +1 Ox,02,) 912, = 

= Any, — r Ао, — г Ay, == Ox, Аг о, Ar. | 

| (4.160) 

Вместе с уравнениями (4.40)—(4.44) они образуют 
в рассматриваемом случае замкнутую систему уравнений 
ошибок. 

Сравнение уравнений (4.160) с уравнениями (4.35) в общем 

случае обнаруживает их существенное различие. При г = Ox, = 
= Wy, —=@z,— 0, т. е. в случае неподвижного объекта, эти 
уравнения совпадают. Последнее легко было предвидеть, так 
как для неподвижного объекта упрощенные уравнения (4.158) 
оказываются точными. 

Общее исследование уравнений (4.160) может быть про- 
ведено теми же способами, которыми ранее исследовались 
уравнения (4.35). При этом полезно иметь в виду следующие 
обстоятельства. 

В уравнения (4.160) входят проекции. 612, и B12,» которые 
в силу соотношений (4.44), (4.42) зависят как от перемен- 
ных Ox, бу, так и от переменных O,, Oy, 09,. Таким обра- 
зом, уравнения (4.160) оказываются связанными с уравне- 
ниями (4.40). От этой связи можно освободиться, подставив 
в уравнения (4.160) вместо 01. выражение (4.44) и заме- 
нив 0х через dx и 0, согласно равенствам (4.42). 

Далее, упрощение уравнений идеальной работы, при кото- 
ром величины (4.156) либо опускаются, либо формируются 
как функции времени, имеет смысл лишь при малых Wy, ®у, 
®;, имеющих порядок угловой скорости вращения Земли.
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Малостью ®х, Wy,, Wz, можно воспользоваться в этом случае и 
для упрощения уравнений ошибок (4.160). Для упрощения 
уравнений ошибок (4.160) можно использовать также малость 
величины 2, что обычно имеет место. 

$ 4.3. Упрощения в инерциальной системе, 
определяющей географические координаты объекта 

4.3.1. Точные уравнения идеальной работы. Уравне- 
ния ошибок. Рассмотрим инерциальную систему, определяю- 
щую географические координаты A, ф’, A. Два ньютонометра 
системы расположены в невозмущенном положении в пло- 
скости географического горизонта, причем один из них рас- 
положен в плоскости меридиана текущей точки объекта, 
а другой — в плоскости параллели. Уравнениями идеальной 
работы такой схемы, если в ее основу положена управляемая 
гироплатформа, будут уравнения (2.26). Уравнениями ошибок, 
как было выяснено в п. 2.2.2, будут уравнения (2.28), (1.96), 
(1.97), (1.118). 

Указанные уравнения были получены в гл. 2 из общих 
уравнений инерциальной навигации в криволинейных коор- 
динатах. Как и в предшествующем параграфе, прежде чем 
переходить к упрощениям уравнений идеальной работы (2.26), 
получим эти уравнения (а также соответствующие уравнения 
ошибок), исходя непосредственно из рассматриваемой схемы. 
Будем придерживаться той же последовательности рассужде- 
ний и выкладок, что и при выводе соответствующих уравне- 
ний для ортодромической координатной сетки. 

Обозначим, как и раньше, связанный с Землей трехгран- 
ник через ОС (ось С совпадает с осью вращения Земли), 
а сопровождающий трехгранник географической координатной 
сетки — через ОхуУ 20. Взаимное расположение этих трех- 
гранников определится следующей таблицей направляющих 

косинусов: 

Xo Yo 20 
Е —sinX —sing’cosA cosq’ cosa 

т cosA —sing’sinAa cosqg’ sina 

[д 0 cos @’ sing’. (4.161) 

Вычислим проекции Wy,, Фу, Wz, абсолютной угловой ско- 

рости ® трехгранника ОхУу2о на его оси. Трехгранник Ох 2
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вращается по отношению к трехграннику О\Етб с угловой 
скоростью @ — uw. Поэтому производные ах /аЁ, ау/аЁ, dz,/dt 
ортов Xp, Yo. 2 осей ху, Yo, 29 в системе координат O,ENG 
представляются таким образом: 

AX, Ao фо, B= @— 4) XI | и 
+ (4.162) 

So — (в — 0) X 2 | 

Умножая левую и правую части второго равенства (4.162) 
скалярно на 25, или третьего на уу, получаем: 

d d Ox, = Ux, +H + 2) = ty, — 2+ (4.163) 

В результате аналогичного умножения третьего равен- 
ства (4.162) на Хо или первого на 2, находим: 

az ау 
Oy, == И-М = Uy, — + 0. (4.164) 

И таким же образом 

ах а 
Wz, = Wz, + 2 + yy = Uz, — “3 + Kp. (4.165) 

Для дальнейшего вычисления воспользуемся таблицей напра- 

вляющих косинусов (4.161). Согласно этой таблице, например, 

их, = 0, 2 =&с0$ф’ с03 А yceosq’ sinda-+ Csing’, | 

а ad, ad,, . о —-§ (sing! cosA)——(sing’sind)+ 4 (4.166) 

+E (608 9"), | 
где &, 1], б — единичные векторы осей &, 1, С (производ- 
ная dy,/dt взята в системе координат Об, т. е. в пред- 
положении, что 4Е/АЁ = dy/dt == dt/dt == 0). 

Подставляя значения (4.166) в равенство (4.163), получаем: 

Oy, = — gq’. (4.167) 

Аналогично из таблицы (4.161) и равенств (4.164), (4.165) 
следует, что 

у, == (А -{ 4) cosy’, 92, == (4+ и) sing’ =ay, tgg’. (4.168)
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Найдем теперь проекции 9х, Vy, Uz, абсолютной ско- 
рости UV вершины трехгранника ОхУ2о на направления его 
ребер. Для этого воспользуемся формулами (4.9). 

Возьмем снова за точку Р центр Земли O,. Тогда коор- 
динаты X01, уб’, 20: точки О, в трехграннике Ох, у,2, полу- 
чатся такими: 

__ ae? sing’ cos 9 

о (1 — е2 sin? 9’)? | (4.169) 

20: == — h —a(1 — 225112 0)". 

Формулы (4.169) для yor И 20: получаются, если провести 

меридиональное сечение земного сфероида, проходящее через 

4 

Рис. 4.3. 

оси У, 20 (рис. 4.3), рассмотреть подобные прямоугольные 
треугольники O,AC и OAB и воспользоваться равен- 
ствами (1.8а). 

Подставив выражения (4.169) в равенства (4.9) и заметив, 
что ввиду неподвижности точки О, относительно трехгран- 
ника 0115 

ve = vy = ve =Q, (4.170)
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придем к уравнениям: 

Ux, — Wy, [~ + a(1 —e?sin? ф’)"] — 

ae? sing’ соз ф’ __ 

(1 — е? sin? ф/) № 
ae’ [cos? ф’ — sin? Ф’ (1 —e? sin? 9’)] 

a + 
(1 — e? sin? g’) 7? 

+ vy, ox, [44-4 (1 —e?sin?g’)”] =0, 
ae? sing’ cos ф’ф” 

(1 — e? sin? g’) 2 т 
ае? sing’ cos g’ 

© —— == 0. 
1 Ox, (1 — e? sin? $’) № 

В силу формул (4.167), (4.168) ф’= — ®х, z, = Wy, tg g’. 
С учетом этого уравнения (4.171) принимают вид: 

20 

(4,171) 

Ш 

Эх — Фу, ‘ih ++ (1 = 0, 
— e? sin2 og’) | 

+x, [2 +7SH— |=0, | (4.172) — e? sin? $")! | 

— h — Uz, — 0. ] 

Отсюда следуют соотношения, аналогичные соотношениям 
(4.12): 

Uy, ==72Фу» Фу = — Гз®х, = h, (4.173) 

где величины 
a 

Го = h, 
2 (Le? sin? 9’)? + 

(4.174) 
a а (1 — e?) +h 

° (1 — е? sin? 9’)? 

суть радиусы кривизны главных нормальных сечений поверх- 
ности #=const в точке О: г. — радиус кривизны меридио- 
нального сечения (проходящего через ось Yo), а Го — радиус 
кривизны перпендикулярного ему сечения (проходящего через 
ось Xo). 

Согласно основному уравнению инерциальной навигации, 
показания Их, My, HbIOTOHOMeTPOB, установленных вдоль 
осей ху, Yo трехгранника хуУ2о, определяются равенствами 

Ny, —=Wryy Ny, = Wy, — бу» (4.175)
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где в соответствии с соотношениями (4.8) и (4.173) 

Wx = Ux, ЙФу, — Oz: yy (4.176) 

Wy, = у, + 209 — пох. 

Теперь все исходные соотношения, необходимые для по- 
строения уравнений идеальной работы рассматриваемой схемы, 
найдены. Разрешая уравнения (4.175), (4.176) относи- 
тельно 9х, Vy, придем к первым двум уравнениям (2.26). 
Из соотношений (4.173) и второго соотношения (4.168) сле- 
дуют третья, четвертая и пятая формулы (2.26). Из равен- 
ства (4.167) и первого равенства (4.168) получаются шестая 
и седьмая формулы (2.26). Восьмая и девятая формулы (2.26) 
совпадают с формулами (4.174). К перечисленным соотно- 
шениям, дополняя их до замкнутой системы уравнений, при- 
соединяются последние шесть формул (2.26). 

Перейдем к непосредственному выводу уравнений ошибок, 

для чего проварьируем уравнения идеальной работы (2.26), 
только что подтвержденные прямым выводом. Учтем, как и 
в предшествующем параграфе, лишь основные инструменталь- 
ные погрешности схемы: погрешности An,,, Any, ньютоно- 
метров, свободные уходы Aw,, Аю,, Awz, гироплатформы, 
а также погрешность Ай информации о величине A. 

Из первых двух уравнений (2.26) имеем: 

бо, = Ory, + бою. Роу бг, — #60, — Айо,, | 

buy, = bny, + Ahoy, + h bax, — | (4.177) 
— бо. — Ux, 602, +462 y,> | 

где вариация O£y, должна быть вычислена в соответствии 
с последними тремя равенствами (2.26) и первой форму- 
лой (1.27). 

Из третьего, четвертого, восьмого и девятого соотноше- 
ний (2.26) находим: 

OUx, = 72 bWy, + Wy, 57>, 

OVy, — — Гз OW x, — Ox, 673, 

ae? sing’ cos 9’ 69’ 
675 = Ah, , 4.178 

; (1 — е? sin? 9’)? т 
2 _ №2 : / / ! __ Зае (1 — 22) sing cos 9 SM 4+. Ah. 

(1 — e? sin? ф’)"? ] 
Ors 
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Из шестого и седьмого равенств (2.26) вытекают урав- 
нения в вариациях 

69’ =— dy, d[(A+ и) cosq’] =60,,. ’ (4.179) 

Наконец, из пятого, десятого, одиннадцатого и двенадца- 
того соотношений (2.26) получаем: 

00x, — а + Oy, — Oz8 a A® x4» | 

бу, = В — WV + 02,0 — А®у, 

dz, — у —+ Ox,6 __ Wy,0 __ Ло. (4. 180) 

, dg’ 
dWz, = Oy, tg @ —- Wy, оо" . 

Здесь ДАо,, Аю,, Ав, — свободные уходы гироскопи- 
ческой платформы вокруг соответствующих осей, а углы a, 
В, Y характеризуют возмущенное положение связанного 
с платформой трехгранника ху2 по отношению к его невоз- 
мущенному положению хХуУу2,. Взаимное расположение трех- 
гранников XYZ и Хо Уго определяется таблицей направляющих 
косинусов (4.22). В соответствии с этой таблицей для вхо- 
дящих в уравнения (4.177) вариаций дих, Sty, получаются 
следующие представления: 

Onx, — Ап», ++ Пу — ne: ди, = Any, + 12,0 — NyV- (4.181) 

В формулах (4.181) через An,,, Any, обозначены, как обычно, 
инструментальные погрешности ньютонометров; йх,, Hy, заданы 
равенствами (4.175), (4.176), а для определения fz, служит 
соотношение 

", =, —В,. (4.182) 

Здесь 

Wz, — h + Оу, — Dy Ох» (4. 1 83) 

2, =8, с0$ (ф'— $) + 8„зт(Ф’-- $), — (4.184) 

где функции By, (г, ф) и 8, (Г, ф) заданы формулами (1.27). 

Уравнения (4.177)—-(4.180) вместе с соотношениями 
(4.181)— (4.183), (4.175), (4.176), (1.27) представляют собой 

19 В.Д Андреев
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замкнутую систему дифференциальных и алгебраических урав- 
нений, определяющих ошибки Og’, OA вычисления географи- 
ческих координат. Покажем, что указанные уравнения равно- 
сильны уравнениям (2.28), (1.96), (1.97). 
_ Из уравнений (4.179), вводя аналогично (4.37) новые пере- 
менные 

02 — — 6’, Во ==6А с0$ф’, y—=dAsing’ (4.184а) 

и принимая во внимание равенства 

— / __ / Yo=B,tg@, ©, =O, Еф, (4.185) 

получаем я новых переменных уравнения 

а, + Wy Vo — @, By = 60, 

В, + ©, а, — 0, Yo = 50, | (4.186) 

совпадающие с уравнениями (4.38). 
Теперь из уравнений (4.186) и (4.180), вводя переменные 

9, = 0, — а, 0, = В, — В, 9, =, —\, (4.187) 

получим уравнения, отличающиеся от уравнений (1.96) лишь 
тем, что в правых частях вместо величин Amy,, Amy,, Amz, будут 
стоять равносильные им величины — A@,, — Ady, — Ао. 

Получим первую группу уравнений ошибок. При их полу- 
чении пренебрежем, как и ранее, вариацией несферической 
составляющей поля тяготения Земли, а также произведениями 
вариаций переменных на величины, содержащие множите- 
лем е?. Это равносильно, очевидно, принятию в уравнениях 
(4.177), (4.178), (4.184) следующих упрощений: 

Го = Гз=Г, В — г, h=r, ] 

бог. —Ar—Ah, бы. =АЙ, | (4.188) 
0—0, 8, =— pr. 

Но тогда уравнения (4.177) вместе с соотношениями (4.178) 
совпадут с уравнениями (4.25), из них получатся уравне-
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ния (4.28), а после замены переменных (4.32) — уравне- 
ния (4.35), равносильные уравнениям (2.28). 

4.3.2. Возможные упрощения уравнений определения 
географических координат. Рассмотрим возможности упро- 
щения уравнений (2.26) идеальной работы инерциальной си- 
стемы, определяющей географические координаты. Эти упро- 
щения, очевидно, должны быть аналогичны упрощениям для 
случая ортодромических координат, которые рассмотрены 
в предыдущем параграфе. Так, здесь возможны упрощения, 
связанные с малостью эксцентриситета Земли, близостью дви- 
жения объекта к ее поверхности, малостью скорости движе- 
ния объекта и т. д. В случае ортодромических координат 
рассматривались еще упрощения, вытекающие из близости 
движения объекта к плоскости ортодромии. В географических 
координатах аналогом этой плоскости будет плоскость эква- 
тора. В принципе можно перенести сюда полученные в пред- 
шествующем параграфе результаты. Однако упрощения, свя- 
занные с близостью движения объекта к плоскости экватора, 
не могут представлять практического интереса, так как область 
возможных движений объекта нельзя, очевидно, ограничить 
лишь областью, прилегающей к экватору. 

Для небольших высот, когда величина й/а имеет тот же 
порядок, что и е? (т. е. для # < 50 — 100 км), в уравне- 
ниях (2.26) возможны упрощения, касающиеся формул 

для Го, Гз, £y, и формул, связывающих координаты г, ф 
с координатами й, ф’ (последние две формулы). Так, можно 
принять 

е? , 
r= all + = sin?g’ +n), 

392 (4.189) 
r,=a (1 — 24S sing’) +h. 

Из последних трех формул (2.26) и из формул (1.27) 
можно получить также такое приближенное представление 
для у: 

gy, = 2 sin 29’. (4.190) 

В этом случае последние три формулы (2.26) выпадают 
из уравнений идеальной работы. 

19*
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Особо следует отметить упрощения, возможные при дви- 
жении по поверхности эллипсоида Клеро, т. е. по поверх- 
ности океана. В этом случае й =0. Поэтому высотомер ста- 
новится ненужным и навигационная система становится авто- 
номной. В этом случае упрошаются выражения для Го, Гз, Ly, 
и подынтегральные выражения в первых двух уравнениях (2.26). 

Заметим, что при движении по поверхности Земли послед- 
ние три равенства (2.26) можно совсем исключить из урав- 
нений идеальной работы. В самом деле, рассмотрим сумму 

— 0,0, + 8y. (4.191) 

входящую в подынтегральное выражение второго уравне- 
ния (2.26). Так как 

Ux, = Г2®у, Oy = A+ u)cosg’, | 
= 7» Ory = ы (4.192) 

—=(А--Шзшф,, 
то 

— VU, 0, +8, =— (A+ using’ cos’. (4.193) 

Но поскольку эллипсоид Клеро является уровенной по- 
верхностью, то 

— ru" sing’ с08ф'-- g, =0 (4.194) 
и поэтому 

— 9, ®, -- 8„=— ГОА (A 2u)sing’ cosqg’. (4.195) 

Произведение Vy Mz, входящее в первое уравнение (2. 26), 
может быть представлено в виде 

Uy, Oz, = rap’ (A --u sin (p’). (4.196) 

При медленном движении объекта (например, морское 
судно), когда величины VO. O, + 8y, малы, в них 

можно заменить Го, Гз Ha a ы ивр" величинами ga ий? 

по сравнению с Aw и ф’и. Тогда получим: 

—vo, +g. =— 2audsing’ cosg’, 
0 #0 » Ч’ со", | (4.197) 

__ nl с: Vy Oz, = aug’ sing.
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В результате уравнения идеальной работы в случае медлен- 
ного движения объекта по поверхности Земли примут вид: 

) t 

Ox, — | (п, + ag’ u sin 9) dt - 99, 

0 

9, = | (п. — 2aui sing’ cos ф’) dt+ v°; 

0 
U e2 

= Xo _ т 2 / Oy, =] ( g in ). (4.198) 
U Зе? 

Oy, = — “о (1 {2—5 sin’g’); 

i t 

ф’ = | wr, dt +a”; = | (2 — u)at 4 40: 

0 
cos g’ 

0 
2 1 ; My = Но», M, = Ноу, M, = — F132,’ 

Wz, — Wy, tg ф’. 

Разумеется, при медленном движении объекта может слу- 

читься, что слагаемыми aug’ sing’, 2auAsing’ cosg’ в по- 
дынтегральных выражениях можно пренебречь по малости или 
сформировать их по приближенным значениям координат. 
Таким же образом можно поступить и со слагаемыми, содер- 
жащими множителями е?, в выражениях для ®х, ®у. 

Ввиду явной аналогии упрощений в ортодромических и 

географических координатах ограничимся для последних сде- 
ланными выше замечаниями. Соответствующие величины экви- 
валентных погрешностей можно найти из сравнения упро- 
щенных и точных формул совершенно подобно тому, как 
это было сделано в случае ортодромических координат. 

$ 4.4. Определение ортодромических координат 
при ориентации ньютонометров в плоскости 
географического горизонта 

Инерциальная система, оси х, у, 2 платформы кото- 
рой в невозмущенном положении совпадают с соответствую- 
щими осями сопровождающего трехгранника географической 
координатной сетки, а определяемыми координатами являются
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географические широта и долгота, имеет, по-видимому, неко- 
торые преимущества перед другими. К числу этих преимуществ 
относится, во-первых, то, что географические координаты 
традиционны, общеприняты и универсальны. Далее, уравнения 
идеальной работы инерциальной системы относительно просты. 

Наконец, немаловажным преимуществом является то, что ось 2 
платформы такой инерциальной системы совпадает с напра- 

влением нормали к уровенному эллипсоиду, а ось У pac- 
положена в плоскости географического меридиана. Это облег- 
чает, в частности, задачу начальной подготовки системы, ибо 
ось 2, платформы в начальный момент (при старте с поверх- 
ности Земли) может быть автоматически установлена в исходное 
положение (по направлению отвеса) при помощи сигналов 
ньютонометров, а ось У может быть приведена в меридиан 
с помощью гироскопов системы, для чего можно использовать 
гирокомпасный эффект. Совпадение оси 25 с нормалью к эллип- 
соиду облегчает также использование в системе информации 
о высоте й движения над поверхностью Земли. 

Однако географическая координатная сетка вырождается 
на полюсах Земли, и поэтому работа инерциальной системы 
с сохранением необходимой точности оказывается невозможной 
в непосредственной окрестности полюсов. 

Этого недостатка не имеет инерциальная система, рабо- 
тающая в ортодромических координатах. Полярную ось 6’ 
ортодромического трехгранника &/n’C’ всегда можно выбрать 
таким образом, чтобы движение объекта происходило вблизи 
плоскости 2 = 0, т. е. вне непосредственной окрестности по- 
люса ортодромической сетки. Но ортодромические координаты 
сферические. Поэтому ось 2, платформы должна быть ориен- 
тирована по направлению радиуса-вектора г. Это может 
затруднить решение задачи предстартовой ориентации плат- 
формы. 

Выше, при рассмотрении упрощений уравнений идеальной 

работы ортодромической системы, было показано, что для 
малых скоростей движения объекта указанный недостаток 

может быть устранен. Надо только заменить первые два 
уравнения (4.72) на уравнения (4.149) с одновременным при- 
бавлением к правым частям пятого и шестого уравнений (4.72) 
величин AS и Az, определенных равенствами (4.152), а также 
заменить Wy, ®,, Oz, в трех предпоследних уравнениях (4.72) 
Ha Wy, +AQ@,,, о, Ady, о, | Аю,, где Аю,, Away, Aa,
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заданы равенствами (4.153). Тогда, будучи в начальный мо- 
мент ориентированной по нормали к уровенному эллипсоиду 
(по отвесу), ось 2, платформы сохраняет эту ориентацию 
во все время движения с некоторой ошибкой, зависящей 

от скорости движения по отношению к Земле. Этот путь, как 
было показано в п. 4.2.5, приемлем для скоростей движения, 
сравнимых с окружной скоростью точек земного экватора, 
но уже при скорости порядка 1000 м/сек может привести к су- 
щественным ошибкам (ошибки определения координат ==2,0 км 
и ошибки ориентации платформы =~ 1’,4). 

Имеется другой путь, по которому можно обойти указан- 
ное затруднение. Оставив определяемыми координатами орто- 
дромические координаты 2 и $5, изменим невозмущенную 
ориентацию связанного с платформой трехгранника хоуу2о 
следующим образом. Ось 2% его совместим с направлением 
нормали к уровенному эллипсоиду, а ось Xg расположим 
в плоскости, параллельной плоскости ортодромии 2 =0. 

Для определения единичных векторов Ху, Yo. 2 осей 
трехгранника ху го получаем тогда формулы: 

о, мет, | | (4.199) ны 
0 0 0 [eX 29 | 

Здесь вектор 2) — единичный вектор нормали к уровен- 
ному эллипсоиду, а 6’ — единичный вектор полярной оси 
ортодромического трехгранника O,6'nC’. 

Обозначим через Охзу.2. сопровождающий трехгранник 
ортодромической координатной сетки и построим таблицу 
направляющих косинусов осей ху, Yo, Zp, определенных равен- 
ствами (4.199), по отношению к осям хз, Уз, 25: 

Xo У 420 

Хз Vi Yio Yis 

Уз Yo, Yoo ‘Ya 

23 Y31 Ys2 — \зз. 

„Положение совпадающей с нормалью к эллипсоиду Клеро 
оси 2, MO отношению к осям &, 1, 6, жестко связанным 
с Землей, задано третьим столбцом таблицы (4.161). Поло- 
жение осей хз, уз, 23 по отношению к осям &, 7, 6 задано 

(4.200)
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таблицами (4.1) и (1.16). Из этих данных легко находятся 
элементы третьего столбца таблицы (4.200). После очевидных 
преобразований, в которых используются тождества 

sing’ = $11 (ф’— ф) cosg-+cos(g’ —q)sing, 

cos ф’ == с0$ (ф’— ф) созф — зш (ф’— ф)зшф, 

тождества (4.3) и свойства ортогональности таблиц (4.1), 
(1.16), (4.161), получаются следующие выражения для эле- 
ментов \,з таблицы (4.200): 

(4.201) 

\у1з = sin (7 — 9) (— Вз SinS + Вз2 cos S), | cos ф 

уз 9 9 ‚- ®) (_ Вы sin z cosS — ‚ (4.202) 
— Boo sin zsinS + Взз cos 2), 

Узз == cos (ф’— $). 
Теперь из второго равенства (4.199) находим: 

x 
N 

sin г sin (~’ — @) 

cos @ 

1 
Yu = | cos 2 с0$(ф'—Ф)— 

sin (5', 25) 

Х (— Вы Sin 2 cos S — Bao sin z cos S + 3 cos 2) 

__ sinz sin (ф’— g) ‚ (4.203) 
(— Ви sin S + By. cos S), os 

sin (G’, 29) COS @ 

cos 2 sin (ф’— g) 
Y31 — — (— Bs, sin S + By cos S). | 

oN 

sin (C’, 2)) cos@ 

Наконец, из третьего равенства (4.199) 

1 

sin (7, 2) 

хп — 9 cos (20) (— Bar sin $ + gp cos 5) 
COs @ | 

\12 = — 

sin (Ф'— 9) cos (©. 2), | (4.204) 
COS @ . 

1 
Yoo = — | cos < — 

sin (5’, 29) 

XK (— Bg, Sin z cos $ — By sin zsin S + Взз cos 2) 

| “o~ 

Y32 = =~ [sin z — cos(g’ — $) cos (6', 2p). 
sin (C’, 2) 
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В формулах (4.203), (4.204) угол (7, 2) определен pa- 
венством 

7 / / cos(C’, 20) = 5’. 2, = зш 2 соз (ф’ — ф) + 
44 £08 z sin ($’— ©) 

C08 (— Bs, Sin z cos S — Ag sin z sin S + Взз cos 2). 

(4.205) 
Обозначим через Py» Ру, Pz, проекции на оси Xo Yor 2 

угловой скорости вращения трехгранника Ox ¥oZ) по OTHO- 
шению к.трехграннику Ox 3)323. Применив формулы, анало- 
гичные формулам (4.163), (4.165), получим: 

P », = ViaVis + YooVo3 + Va2Va3> 

Py. — 1311 + Vo3Yo1 + V33V91) (4.206) 

Pz, = VurVio + Yor Voo 7 2. | 

Так как выражения для проекций Wy,, Wy,, Oz, абсолютной 
угловой скорости вращения трехгранника Охзуз2з на его оси 
известны [они заданы равенствами (4.15)], теперь можно 
найти проекции абсолютной угловой скорости вращения трех- 

гранника Oxp\¥o% на оси этого трехгранника. Они равны: 

Oy = Py Oy Vi 1 Oy Vor НФ, Л, 

Oy, = Py, + Op Vint Oy Vor ®, Уз», | = (4.207) 
®, = Pz, Но, + Oy Vo3 Го, Уз. | 

Дальнейший план заключается в следующем: при помощи 
формул (4.9) найти связь между проекциями Vy,, Uy, абсо- 
лютной скорости вершины трехгранника Ох 25 на его оси 
и проекциями ®х, Wy,, а также связь Wz, C Wy, и Wy, Знание 
этих зависимостей позволит, очевидно, решить поставленную 
задачу, т. е. построить замкнутую систему точных уравнений 
идеальной работы для инерциальной системы, ось 25 плат- 
формы которой совпадает с нормалью к уровенному эллип- 
соиду, а координатами, определяемыми системой, остаются 
ортодромические координаты & и $. 

В целях упрощения дальнейших выкладок и записей 
ограничимся наиболее интересным частным случаем задачи: 
расположим оси &’, 1 ортодромического трехгранника 

\ 
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в плоскости земного меридиана, совместив ось 1’ с осью 
вращения Земли, т. е. с осью С. 

Тогда величины Вз,, входящие в формулы (4.202)—(4.204), 
окажутся равными: 

B32 = |, Вз1 = 633 == 0. (4.208) 

В формулы (4.202) — (4.204) входят также тригонометри- 
ческие функции sin(@’ —q@), соз (ф’— 9). Если разложить их 
в ряды по степеням е и ограничиться при этом лишь членами 
с е?, то получим: 

$11 (ф’— ф) = е?зшф созф, с0$(ф’—ф)=1. (4.209) 

В то же время из третьей формулы (4.3) при условии (4.208) 
имеем: 

sing =coszsinS. (4.210) 

Подстановка выражений (4.208)—(4.210) в формулы 
(4.202) — (4.204) значительно упрощает последние, приводя 
их К следующему виду: 

\1==1, Ve=—e?sinzsinScosS, | 

13 = 22 cos 2 $11 5 с0$5, 

Yo, = e?sinzsinScosS, у =1, 

оз == — e? sin 2 с0$ 2 $1125, Е (4.211) 

V3] = — e*cos zsinScosS, 

узо == e? Sin 2 cos z sin’ S, 

V33 = 1. 

о Теперь для р.’ Py» Р» С точностью до величин порядка е 

получаются значения: 
`\ 

р, = Уз —е? [2 (cos? z — sin? 2) + 

+-2S8 sin 2 cos z sinS cos $], 

—=y,,==e?(—zsinzsinScosS Py =Vig= | | +r | (4.212) 
+ Scos z(cos?S — sin? S)], 

р, =o = e*[zcoszsinScosS + 
0 

+ Ssin z(cos? S — sin? $) |.
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Из соотношений (4.15), (4.208) имеем: 

0х, = — 216055, wy—=Scosz—usinzsinS, 4.213) 
(4.213 

@z,—=Ssinz—+uacoszsinS. 

Подставив выражения (4.213), (4.212), (4.211) в формулы 
(4.207), получим: 

= — z+ucosS + | 

+-esin S[zsin $ (cos? z — sin? 2) + 

+28 cosS sin z cos 2 — изш $ cos $], 

Wy, = ($ cos z—usinzsinS)X 

Ж П.- e? (cos? $ — sin? $ cos? z)], 

@z, = S sinz-ucos zsinS + | 

+ ¢2[S sin 2 (cos? $ — sin? S — cos? 2 sin? S) + 

+ ucos zsin S(cos?S + sin? z sin? 5]. 

‚ (4.214) 

Найдем связь 9х, Vy, C Wy, ®у. Воспользуемся для этого 
соотношениями (4.9). Возьмем в качестве точки Р центр 
Земли O,. Координаты этой точки в трехграннике Охзуз 2; 
суть 

0: — yO, — 0, — Ху == У ==0, 29 =— 7. (4.215) 

Так как взаимная ориентация трехгранников %X3)52Z5 и 
ХоУо2о Определена направляющими косинусами (4.200), (4.211), 
а вершины этих трехгранников совпадают, то координаты 
x1, У, 20: центра Земли O, равны: 

х01 = ге? с05 2515 с0$5. ) 
(4.216) 

yO:1 = — ге? 511 2 с0$ 2 5112$, 20: = — Г. 

Возьмем в качестве приближенного значения для г вы- 
ражение 

г=а(1—5 ип?) + A. (4.217)
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Полагая величину A/a имеющей тот же порядок малости, 
что и е2, из формул (4.216) получаем: 

x01 == ae? cos zsinScosS, ) 

yO:1== — ae*’sinzcoszsin’?S, 4 (4.218) 

20: = —a(1 — © sin% — h | 0 | 5) р 

Внесем выражения (4.218) для x91, yO, 20: в формулы 

(4.9), предварительно заменив $11?ф согласно (4.210). Так 
как точка О, неподвижна в системе координат ONC, то 

0: — 40: — YP: = 4.219 О =: =, 0 ( ) 

и формулы (4.9) дают уравнения: 

ae? = (cos z sin S cos S) -- 

e? ow ated h 
+ Vz. — AWy,| 1 — - cos? z sin $ -|-- 

+ 2е20., sin z cos 2 $112 $ =0, 

а [. . 
— ае?—- (sin zcos zsin? 5$] -- 

at 

+ vy, + ae*wz, cos zsinS cosS + + (4.220) 
2 

+ 40x, (1 —-- cos? z sin’ 5 |.) =0, 

d 2 2» etn? h 
че (1 — 5 cos* z sin S+2)4 

+ vz, — ae*o,, sin z cos z sin? $ — 

—a 

— ae’@y cos zsinS cosS = 0. 

Выполнив дифференцирование в третьем уравнении (4.220) 
и подставив в него Wy, и Wy, из (4.214), находим: 

9. =. (4.291) 

Первые два уравнения (4.220) после выполнения диффе- 

ренцирования и замены S и & на их выражения из первого
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и второго равенств (4.214) приводят к системе уравнений: 

\ 

Ux, == Фуа |1 + ay e? (= cos? z sin? S—cos? $ + 

+ o,,ae? sin zsinScosS, 
, ; | (4.292) 

Vy, = — Фа | +2175 (5 05? 2— ИР 2 || 

+ y,ae*sinzsinScosS. | 

Разрешая ее относительно Wy, и Wy,, получаем: 

Oy, — —2 Ё — 2-е (1 — 5 08 2) |+ | 
ко а а 2 

U 
+e sinzsinScosS, 

+ (4,293) 
U h 1 

@y, == —> Ё — ~ +e (cos? S—s cos? zsin? 5) |-- 
0 a 

U 

—— ezsin zsinScosS. 

Из второго и третьего уравнений (4.214), исключая из 

них ©, получаем связь Wz, C Wy, 

Wz, == Wy, tg 2 (1 — e? sin? 5) 

2915 || +. e?(cos?S — $112 2312 5)]. (4.224) 
COS 2 

В дальнейшем понадобятся косинусы углов между осями Xp, 
Yo и осью Yo географического сопровождающего трехгранника. 
Они нужны для вычисления проекций горизонтальной соста- 

вляющей вектора напряженности поля тяготения на оси Xo, У. 
Так как эта горизонтальная составляющая имеет порядок е?, 
то можно принять 

“™ ao ams “nN 

COs (Xo: Vo) = cos (хз, у), cos (Yo: Yo) == COs (Уз, у), (4.225) 

где у; — направленная на север ось геоцентрического сопро- 
вождающего трехгранника. Обращаясь к равенствам (1.20)
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и принимая во внимание равенства (4.208), приходим к фор- 
мулам: 

cos 5 sinzsinS 

cos@ ’ | cos @ 

Що “~™ 

COS (Ху, Yo) = COS (Yo. Yo) = — (4.226) 

Выражение для проекции вектора напряженности поля р Уз 

тяготения Земли на ось Yo представлено первой форму- 
лой (1.30). Сохраняя в ней лишь члены порядка е?, получаем: 

gy, = 824 sin 29. (4.227) 

Теперь с учетом (4.210), (4.226) находим проекции век- 
тора напряженности поля тяготения на оси Xo, Yo в следующем 
виде: 

) 

£ = eg cos zsin 2S, 

(4.228) 
gy = — Aen sin? S sin 22. | 

Все соотношения, необходимые для составления уравне- 
ний идеальной работы, найдены. Составим уравнения идеаль- 
ной работы рассматриваемой инерциальной системы. 

В них войдут прежде всего уравнения для определе- 
ния Uy,, Uy, аналогичные первым двум уравнениям (4.26): 

Ч ] 

Ux, = | (и уг — hWy, — 

0 

— eet cos z sin 25) dt + vf, 
(4.229) t 

Vy, = | (ny, + hx, — оо 
0 

+ £4 sin? Ssin 22 dt +09. | 

К этим уравнениям должны быть присоединены COOTHO- 
шения (4.223), (4.224), посредством которых по известным
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“ 

9х, Uy, Находятся Wy,» Фу» Wz,! 

Uv h 3 
Oy, = ——2 |1 — —+ e?sin? S(1 — = cos? z} | + 
№ а а 2 

Vy . . 
+ —* е зщ 2 $15 с0$5, 

h 1 
Wy = "nlite (cos? 5—5 cos? z sin? 5} | — | (4.230) 

— —* esinz sinS cos, 

Wz, = Wy, tg 2 (1 — e? sin? $) + 
usinS 

+= [1 + 22 (cos? $ — sin? z sin? 5)]. | 

Далее следуют уравнения для отыскания S и & по из- 
вестным Wy, ®,. Они получаются из первых двух уравне- 
ний (4.213) и имеют вид: 

t 
z= | [— ox, и с0$ $ + 

0 

+. e?(—,, sin? S cos 22 + wy, sin z sin 2S)] dt + 2°, 
‚ (4.231) 1 

$ = | (Ф.П — 22 (cos? $ — 31125 cos? 2) ] 
0 

-Низтазто} dt+S°% | 

Наконец, в уравнения идеальной работы входят, как 
обычно, соотношения для формирования управляющих мо- 
ментов 

М; = — Нв,, М,= Ню), М =— Нави. (4.232) 

Уравнения ошибок рассматриваемой инерциальной системы 
сводятся к уравнениям (2.28), (1.96), (1.97) и могут быть 
получены тем же путем, что и для систем, рассмотренных 
в двух предшествующих параграфах. 

В заключение сопоставим уравнения (4.229) —. (4.232) 
с уравнениями (2.26) с учетом упрощений (4.189), (4.190). 
Если в уравнениях (4.229) — (4.232) положить 2 =0, что
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соответствует движению объекта в плоскости географического 
меридиана, а в уравнениях (2.26) также считать движение 
объекта происходящим в плоскости этого же меридиана, то 
легко убедиться, что уравнения (2.26) с учетом упрощений 
(4.189), (4.190) и уравнения (4.229) — (4.232) равносильны 
друг другу. Для этого надо лишь заметить, что трехгран- 
ники ХоУ2о В двух этих системах развернуты относительно 
друг друга на угол л/2. Поэтому переменная Z в уравне- 
ниях (4.229) — (4.232) соответствует долготе А в уравнениях 
(2.26), а переменная S соответствует геоцентрической ши- 
роте ф, связанной с географической широтой ф’ соотношением 

/ г? . , 6? . 
ф —Ф= zy 5112$ = sin 29. (4.233) 

Полезно отметить еще следующее обстоятельство. Урав- 

нения (4.229) — (4.232) получены в предположении (4.208), 
т. е. для случая, когда полярная ось ортодромической коор- 
динатной сетки располагается в плоскости земного экватора. 
Это ограничивающее предположение можно было бы снять. 
Однако уравнения при этом, естественно, усложняются. 
В то же время, если считать, что вычислительное устройство 
инерциальной системы может выполнять как вычисления 
по уравнениям (2.26), так и вычисления по уравнениям 
(4.229) — (4.232), то двух этих вариантов достаточно, чтобы 
обеспечить работу системы для произвольной траектории 

л 
движения объекта. В низких широтах, когда ф << 1, следует 

воспользоваться уравнениями (2.26), в высоких широтах — 

уравнениями (4.229) — (4.232). Тогда, очевидно, 2 « “ .



Глава 5 

Коррекция инерциальных систем 
от допплеровского измерителя скорости 
(или от лага) 

$ 5.1. Проблема асимптотической устойчивости 
инерциальной системы. Скоростные девиации 

В предшествующих трех главах рассмотрена коррекция 
инерциальных систем от высотомера. Было показано, в част- 
ности, что привлечение информации о расстоянии fh объекта 
до поверхности Земли позволяет обеспечить неасимптотиче- 
скую устойчивость инерциальной системы, во всяком случае 

для произвольного движения объекта на постоянном удалении 
от центра Земли и для кеплерова движения. 

Информация о величине й может быть использована двумя 
способами. В первом из них в схеме сохраняются все три 
ньютонометра, а информация о величине A используется лишь 
для формирования модуля величины Ц/’З напряженности поля 
тяготения Земли в уравнениях идеальной работы. В этом 
случае однородное уравнение ошибок первой группы в век- 
торной форме принимает вид: 

6 . 

a = 0. (5.1) 

В проекциях на оси трехгранника хуг, ось 2 которого 
направлена вдоль Г, уравнение (5.1) записывается следующим 
образом: 

bx + (+ — 0% — 0] 6x + (0,0, — o,) фу — 

— 20, dy + (0,0, + @y) 02 -+ 20, да = 0, 

у + | — 6? — с? dy + (0,0, — o,) bz — 

— 20,52 + (ayo, +0,) dx + 20, d« = 0, 

bz +(4—0 — с?) bz + (0,0, — 0,) dx — 

— 20, dx + (0,0, +0,) dy +20, 69 =0. | 

20 В. Д. Андреев 

` 

‚ (6.2) 
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При втором способе использования информации от высото- 
мера из схемы изымается ньютонометр, ориентированный 
по оси 2, и тогда однородные уравнения ошибок первой 
группы имеют такой вид: 

dx + (5 —o — 0?) ix + (0,0,—6,) by— 20, dy =0, | 

‚ (5.3) 
oy + (4 — 02 — 02) dy + (0,0,4-0,) dx-+20, 65 =0. | 

В гл. 2 было показано, что уравнения (5.2), (5.3) в тех 
случаях, когда коэффициенты их становятся постоянными, 
имеют своими решениями незатухающие колебания. В про- 
стейшем случае, когда r==const, @, ==, =O, =0 — это 
гармонические колебания с частотой Шулера. Таким образом, 
здесь имеет место неасимптотическая устойчивость. Естест- 
венно поставить задачу обеспечения асимптотически устой- 
чивого движения инерциальной системы в окрестности поло- 
жения, определяемого уравнениями идеальной работы. Эта 
задача может быть, очевидно, решена введением в уравне- 

ния (5.2), (5.3) слагаемых, пропорциональных dx, by, Sz. 
Системы (5.2), (5.3) суть уравнения в вариациях соответ- 

ствующих уравнений идеальной работы. Поэтому ввести 

в уравнения (5.2), (5.3) слагаемые, пропорциональные Ox, 

dy, 52, можно, если надлежащим образом изменить уравне- 
ния идеальной работы инерциальной системы, а именно: ввести 
в уравнения идеальной работы такие слагаемые, вариации 
которых привели бы к появлению величин, пропорциональ- 

ных 6x, Oy, OZ. 
Обратившись к первой группе уравнений идеальной работы 

(1.36), изменим *) ее следующим образом (Ak, = const): 

t 1 

v= | (n—m Xv’ +g—k,v') dt+¢°, r= | (v —mXr')dt-++7°, 

" (5.4) 

*) Уравнения (5.4) содержат 9’ и г’ (в отличие от 9 и Г) по- 
тому, что при изменении уравнений идеальной работы, в соответ- 
ствии с (5.4), г’ Ги 9’ Е 9 даже при отсутствии инструмен- 
тальных погрешностей и правильно заданных начальных условиях 

[см. (5.5)].



§ 5.1] ПРОБЛЕМА АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 307 

Пусть элементы схемы идеальны, т. е. не имеют инстру- 
ментальных погрешностей, а величина Г (Г) для формирования 
модуля вектора 2 напряженности поля тяготения известна 
точно. Тогда из соотношений (5.4), (1.36) вместо уравне- 
ния (5.1) получается такое векторное уравнение для ошибки 
br =r’ — и: 

42 6r d 6r ér dr pth ta =e (5.5) 
В проекциях на оси трехгранника XyZ, ось 2 которого сов- 
падает с г, вместо уравнений (5.2) теперь получим уравнения: 

ХНА, dx + (2 — 02 — 0?) 8x + | 

+ (@,@y — ©, — k,@,) by — 20, dy + 
+ (0 ,@, + Wy + А10,) 62 — 20, фа = — Ril Wy, 

sy +b, by + (F— 0? — 02) dy + 
+ (ayo, — 0, — k,o,) 62 — 20,52 + | (5.6) 

+ (Oy 0, +o, + k,0,) dx + 20, 6x = kro, 

6z-+ hk, 62+(4—o2 — 0?) 52 + 

+ (0,0, — @y — Во,) bx — 20, bx 

+ (0,0, +0,+ Во) dy + 20, dy = Ayr. ) 

Соответственно для схемы с двумя ньютонометрами вместо 
уравнений (5.3) придем к уравнениям: 

éx+tk, bx + (4 —o2 — 0?) 5х -- | 

+ (0,0 y — 0, — h,0,) dy — 20, dy = — ky roy, 

Бу, d+ (F-— 02 — 02) by + 
+ (@,o, + 0, Ро.) 6x + 20, Sx = КГ. | 

Рассмотрим однородные уравнения (5.5) — (5.7). Решения 
однородных уравнений (5.5), (5.6), как это следует из вида 
уравнения (5.5), представляют собой затухающие колебания. 

(5.7) 

20*
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Вектор 6r, а значит, и Ox, Oy, 62 в однородных уравне- 
ниях (5.6) при k, >0, r=const стремятся со временем 
к нулю независимо от закона изменения по времени W,, Wy, W,. 
Несколько иначе обстоит дело с решениями Ox, бу однород- 
ных уравнений (5.7). Они могут быть затухающими или, на- 
оборот, возрастающими со временем в зависимости от соот- 
ношения между величинами А;, ®,, Wy, ®,, а при переменных 
My, Wy, @, — И в зависимости от вида функций O,(f), ®, (0, 
oO, (Е). 

При ©,= @, = ©, = 0, г =const решения уравнений (5.7) 
с течением времени стремятся, очевидно, к нулю. При ®,== 
=o, ==0, r=const, ®,=const, т. е. при движении объекта 
с постоянной скоростью по большому кругу на сфере с цен- 
тром в точке QO), не участвующей во вращении Земли, урав- 
нения (5.7) разделяются и условием затухания при № > 0 
оказывается неравенство 

е—>0 (%=4). (5.8) 

При движении объекта с постоянной скоростью по парал- 
лели, если принять, что ось у расположена в плоскости зем- 
ного меридиана, будем иметь: 

х==0, W,=const, @,== const, Г = const. (5.9) 

Коэффициенты однородных уравнений (5.7) будут в этом 
случае постоянными, что позволяет для исследования устой- 
чивости применить критерий Гурвица. 

Характеристическое уравнение системы (5.7) имеет вид: 

pt + 2k, p? + (205 + 207 — wy + Fi) p? + 
+ R, (205 + 202 — в) p+ 

+ (05 — @%, — 07) (3 — 02)-+ Rio, = 0. (5.10) 

Неравенства Гурвица дают следующие условия асимпто- 
тической устойчивости: 

Е > 0, 2% 202 + 2k? — Ой > 0, | 

(802 + оао 0, | (5.11) 

(5 — © — 2) (03 — 0?) + ko? > 0. | 



$ 5.1] ПРОБЛЕМА АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 309 

2 (2 В области параметров №, ®, w2, в которой удовлетво- 

ряются неравенства (5.11), решение однородных уравнений 
(5.7) будет затухающим. 

Интересно сравнить области (5.11) асимптотической устой- 
чивости однородных уравнений (5.7) с областями неасимпто- 
тической устойчивости однородных уравнений (5.3), в которые 

превращаются уравнения (5.7) при А, =0. Условия неасимп- 
тотической устойчивости уравнений (5.3) определяются нера- 

венствами (2.45). Области неасимптотической устойчивости 
в плоскости параметров @>, or представлены Ha рис. 0.1. 

| 

a
 74 

\ 
` 

>) 
2 \ ~e 

Wy N QDS IW SSS 

2,2 2 | 
NG wy 

Рис. 5.1. 

Легко видеть, что при № ==0 условия (5.11) превращаются 
в условия (2.45). Таким образом, в силу непрерывности при 
достаточно малых Rk, области неасимптотической устойчи- 
вости, приведенные на рис. 2.1, становятся областями асимп- 
тотической устойчивости однородных уравнений (5.7). Легко 
заметить также, что при увеличении А, область 1 (рис. 2.1) 
не сужается. Это видно из того, что при 

05 — 0 — 03 > 0 (5.12) 

условия (5.11) выполняются при любом № >0. При лю- 
бом k, > 0 выполняются также условия (5.11) в полуполосе 

2 2 (2 2 

В общем случае второе неравенство (5.11) выполняется 
при выполнении третьего и четвертого. Третье неравенство
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2 2 разбивает плоскость параметров 6, ®, Ha три области 

(рис. 5.1). Кривая, образующая границы областей, —- это ги- 
пербола / (на рисунке показана одна ее ветвь) 

wo, = —А1/4 + of] [8 (of — 20) - (5.13) 

Асимптотами гиперболы являются прямые 
Фу = 205, 02 = (a5 — №1) [4 + 09/8. (5.14) 

2 2 2 a? 4 Неравенству (807 + 2k*) (205 04) + 0; > 0 соответствует 

область между ветвями гиперболы, а так как одна из ее 
ветвей лежит целиком в нижней полуплоскости *) 6? < 0, то 

остается область между ветвью гиперболы [ и прямыми 
wo? = 0, 9, = 0. 

Четвертому неравенству (5.11) соответствует гипербола 2 
22—02 202 (02 —- (92 Oy = Oy — ®, + #10, | (65 0°), (5.15) 

асимптотами которой являются прямые 

р 0—0 — =? — 2 — 2 Re -+ 6) ®, 0. —0, Wf = W. (5.16) 

Одна из ветвей гиперболы (5.15) лежит в полуплоскости *) 
© < 0, вторая — в полуплоскости or, `> 0. Эта последняя 

ветвь пересекает ось абсцисс 02 ==0 в точке w= @) и ги- 

перболу (5.13) в точке с абсциссой Oy < 402. Область асимпто- 

тической устойчивости однородных уравнений (5.7) при Rk, > 0 
на рис. 5.1 заштрихована. Для сравнения здесь пунктиром 
нанесены также границы области неасимптотической устойчи- 

вости уравнений (5.3). При А ==0 указанные области, есте- 
ственно, совпадают. При Е ->со областью устойчивости 
будет полоса О < 207, w2 > 0. 

Таким образом, изменение уравнений идеальной работы 
в соответствии с (5.4) позволяет ввести затухание в уравне- 
ния ошибок первой группы. Однако это достигается ценой 

того, что в правых частях уравнений ошибок (5.5) — (5.7) 

*) Физический смысл имеет, разумеется, лишь первый квад- 
рант плоскости Ф,, wo. 

О частях графиков гипербол (5.14), (5.15), лежащих в полу- 

плоскостях 6? < 0, Фу < 0, говорится лишь для пояснения геомет- 
рии рис. 5.1. Для этого же на рис. 5.1 нанесена и часть прямой 
2 2 — kj +0) — ©, — ©, =0, лежащая в полуплоскости ®; < 0.
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появляются дополнительные возмущения, пропорциональные 
скорости движения объекта. Эти возмущения приводят 
к ошибкам системы — скоростным девиациям. Дело обстоит 
здесь точно таким же образом, как при демпфировании фи- 
зического маятника Шулера, рассмотренного в гл. 3. 

Оценим величину скоростной девиации. Рассмотрим дви- 
жение объекта вдоль земного экватора. Пусть ось х трех- 
гранника хуг направлена вдоль экватора. Тогда ©, = ®, =0, 
@y == const. Уравнения (5.7) разделяются. Первое из них при- 
нимает вид: 

6x + ky bx + 0) bx = — ky ray. (5.17) 
Если @, =с01$4, TO установившееся значение скоростной 

девиации будет: 
Его 

ao 

Для эффективного («заметного») демпфирования величи- 
на Ak, должна иметь порядок Фу; если положить А; = Wy, то 

гоу 

6x = — —, (5.19) 
Wo 

дх = — (5.18) 

Теперь видно, что уже для неподвижного относительно 

Земли объекта, когда W/W) = 1/16, значение | 6x | имеет ве- 
личину порядка 400 км, что, конечно, недопустимо. 

Чтобы сохранить точность работы демпфированной инер- 
циальной системы, надо устранить скоростные девиации. Для 
этого, очевидно, нужна информация о величине и направле- 
нии абсолютной скорости объекта. Одним из возможных 
источников такой информации является допплеровский изме- 

ритель скорости, который позволяет измерить скорость дви- 
жения объекта по отношению к Земле. Так как угловая ско- 
рость вращения Земли известна с большой точностью, то 
сложение показаний допплеровского измерителя с величиной 
переносной скорости объекта из-за вращения Земли позволяет 
получить необходимую для коррекции абсолютную скорость. 

Для морских судов источником информации об относи- 
тельной скорости может быть также лаг (при этом скорости 
морских течений надо полагать известными). 

Прежде чем ‘перейти к коррекции инерциальной системы 
от допплеровского измерителя (или лага), обратим внимание 
еще на одну возникающую здесь возможность.
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Изменим уравнения идеальной работы (1.36) следующим 
образом: 

В
 

1 

a | [a—mx 4 
6 

+g—h(f—mxr\lat+ FZ, ‚ (5.20) 

([4+—т x г} dt+ т. 

Пусть инструментальные погрешности ньютонометров и 
гироскопических измерителей абсолютной угловой скорости 
отсутствуют. Пусть, далее, трехгранник XYZ, связанный 
с платформой инерциальной системы, каким-либо способом 
удерживается в положении, когда его ось 2 совпадает с Г. 
Это может быть сделано, например, посредством гравиметри- 
ческих схем с ньютонометрами *). В этом случае координаты, 
определяемые инерциальной системой из решения уравнений 
(5.20), не используются для ориентации оси 2 платформы 
вдоль радиуса-вектора г. Вместо уравнений ошибок (5.6) 
получим тогда уравнения: 

5-5 (№: — 03 — 62) 6x4 

+ (0,0, — @,) dy — 20, dy + 
+ (0,0, + ©,)62 + 20,62 =0, 

ву, 5+ (4 —o2 — 02) y+ 
+ (wa, —@,)6z — 20,62 -+ 

+ (@y@, + @,) 6x + 20, 6х = 0, 

62 +h, 62 +(4 —o2 — of) 52 + 

- (0,0, — Wy) 0х — 20, bx 

(оо, + 6,) dy + 20, dy =— Ayr. 

*) См. нашу книгу «Теория инерциальной навигации (автоном- 
ные системы)», изд-во «Наука», 1966. 

(5.21) 
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Вместо уравнений (5.7), если величина г известна точно, 
будем иметь соответственно такие уравнения: 

b+ hy 0x + [№ — © — a?) 02+ r 

+ (0,0, — @,)dy — 20, by =0, 
by +h, by + (4 —02— в?) dy + 

+ (aya, + @,) 6х + 20, dx = 0. J 

Структура левых частей уравнений (5.21), (5.22) несколько 
отличается от левых частей уравнений (5.6), (5.7). Однако 
в уравнениях (5.21), (5.22), как и в уравнениях (5.6), (5.7), 

есть слагаемые № 6x, № dy, 102, создающие эффект демп- 
фирования. В то же время правые части уравнений (5.22) 
равны нулю, что означает отсутствие скоростных девиаций, 
а скоростные девиации в уравнениях (5.21) создаются лишь 

вертикальной составляющей г скорости объекта и при 
r==const также отсутствуют. 

На первый взгляд может показаться, что скоростные де- 
виации убраны без дополнительной информации о скорости 
объекта, во всяком случае без информации об ее горизон- 
тальной составляющей. На самом деле это не так. Действи- 

тельно, мы предположили, что ось 2 трехгранника худ, 
связанного с платформой, ориентирована вдоль г посредством 
гравиметрической схемы, а гироскопические измерители абсо- 
лютной угловой скорости трехгранника XYZ идеальны. Ho 
тогда известны ®,, Wy, а следовательно (заметим, что г из- 
вестно), и горизонтальные составляющие абсолютной скорости 
объекта 9, =Г®,, 9, = — Го,. Таким образом, дополни- 
тельная информация о скорости здесь использована, хотя она 
и получена (если не говорить о величине г) посредством 
лишь инерциальных элементов, 

| (5.22) 

$ 5.2. Необходимые сведения о допплеровском 
измерителе скорости 

Работа допплеровского измерителя скорости основана на 
известном эффекте Допплера, Элементарная теория этого 
эффекта сводится к следующему.
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Пусть (рис. 5.2) в точке А расположен излучатель элек- 
тромагнитных волн. Пусть в этой же точке расположен 

yy приемник отраженных OT пло- 
скости NN волн. Пусть, далее, 
точка А движется со скоростью V 

И по отношению к плоскости NN, 
— 2 причем направление У нормально 

у этой плоскости. — Излучаемый 
сигнал может быть представлен 
в форме 

0_. М E,=E;sinet, (5.23) 

Рис. 5.2. где ® — круговая частота излу- 
чаемого сигнала. 

Тогда принимаемый сигнал можно записать в виде 

[ 

о и | V dt 

Ey = E sin | ot —o@ - - | (5.24) 

где У — модуль скорости точки A, 2°—pacctosuHue от 
точки А до плоскости NN в начальный момент времени, 
с — скорость света. 

Если &® — круговая частота излучаемого сигнала, TO кру- 
говая частота принимаемого отраженного сигнала равна: 

Г f и 

о и | V dt 

of = 4 | ot—o о J=oe(1 +). (5.25) 
С 

Допплеровское смещение частоты 

Aw = ©’ —o=y, (5.26) 

т. е. величина допплеровского смещения частоты пропорцио- 
нальна скорости У перемещения точки по отношению к OT- 
ражающей плоскости. 

Аналогичная зависимость имеет место при направленном 
облучении земной поверхности с движущегося по отношению
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к ней объекта *). В самом деле, пусть (рис. 5.3) из точки А 
(объекта) по направлению АВ послан пакет (цуг) электро- 
магнитных волн. После отражения в точке В от земной по- 
верхности он принимается затем приемником в точке С, 
в которую переместится объект за время между моментами 
излучения и приема. Если скорость объекта У составляет 
угол ф с направлением излучения АВ, 
то как У, так и @ можно считать по- 
стоянными за время между моментами 
излучения и приема, а угол 6 — Ma- 
лым. Поэтому допплеровский сдвиг 
частоты 

Ao = ze У созф, (5.27) 

т. е. сдвиг частоты пропорционален 
проекции вектора У на направление 
излучения — приема. 

Таким образом, если на борту Рис. 5.53. 
объекта есть три излучателя-прием- 
ника, облучающие земную поверхность по направлениям 
Qi Go @з, то получаются три проекции V,, Vo, У. вектора 
относительной скорости объекта на эти направления. Обозначив 
через 919243 трехгранник, взаимный с трехгранником 414203, 
найдем тогда вектор У в таком виде: 

V=QV,+9qV.+ 9°V3. (5.28) 
Ориентация антенн допплеровского измерителя OTHOCH- 

тельно корпуса объекта задана, т. е. задано положение еди- 

ничных векторов 41, 42, 43. Известна также ориентация плат- 
формы инерциальной системы по отношению к корпусу объекта. 
Это позволяет по величинам V,, Vo, И. получить проекции 
У, Vy, И, вектора У скорости объекта по отношению 

к Земле на направления осей чувствительности ньютонометров 
инерциальной системы. 

Заметим, что инерциальная система определяет абсолютную 
скорость движения той точки, в которой (или вблизи которой) 

*) См., например, Винницкий А. С., Очерк основ радиоло- 
кации при непрерывном излучении радиоволн, изд-во «Советское 
радио», 1961; Астафьев Г. П. Шебшаевич В. С., 
Юрков Ю. A., Радионавигационные устройства и системы, изд-во 
«Советское радио», 1958.
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расположены чувствительные массы ньютонометров. Доппле- 
ровский измеритель определяет проекции на направления 
излучения — приема относительной скорости тех точек объекта, 
в которых (или вблизи которых) расположены антенны. Места 
расположения антенн (или пар антенн: излучающей и при- 
нимающей) разнесены относительно друг друга и по отноше- 
нию к месту, в котором на объекте установлены чувстви- 
тельные элементы инерциальной системы. Это ведет к тому, 
что вектор относительной скорости, определенный инерци- 
альной системой, будет отличаться от определенного доппле- 
ровским измерителем даже в том случае, если и инерциаль- 
ная система и допплеровский измеритель были бы идеальны. 
Однако интеграл от разности их, очевидно, мал, а именно 
им и определяется эффект указанной погрешности. Поэтому 
в дальнейшем будем считать, что допплеровский измеритель 
дает относительную скорость той же точки объекта, коорди- 
наты которой определяются инерциальной системой. 

Отметим еще следующее обстоятельство. Излучение антенн 

происходит в телесном угле конечной величины, поэтому 
облучению подвергаются целые участки поверхности Земли. 
Следовательно, принимаемый отраженный сигнал содержит 
некоторый спектр допплеровских смещений частот. К такому же 

эффекту приводит изменение У и ф за время излучения и 
приема цуга волн (или пакета импульсов). В то же время 
допплеровский измеритель работает при достаточно высоком 
уровне случайных помех. Это приводит к тому, что эффек- 
тивная полоса пропускания тракта обработки принимаемого 
сигнала выбирается достаточно узкой. Вследствие этого доп- 
плеровский измеритель не может дать мгновенного значения 
относительной скорости, а лишь осредненное за некоторое 
время, что равносильно некоторому запаздыванию. Другими 
словами, величины Vp), Иро, Ирз, получаемые OT допплеров- 
ского измерителя, не равны проекциям V,, Vo, Из относи- 
тельной скорости на направления 41, Qo, 43, а связаны с ними 
в первом приближении дифференциальными соотношениями 
вида 

dV 
Г-НУ = Vi. (5.29) 

Здесь постоянная времени Т = 1/A®, где AQ — эффек- 
тивная полоса пропускания канала обработки отраженного
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сигнала. Постоянная времени Т не превышает нескольких 
секунд. При анализе работы допплеровского измерителя 
в комплексе с инерциальной системой этой постоянной вре- 
мени можно пренебречь, так как период собственных коле- 
баний инерциальной системы имеет порядок периода Шулера, 
т. е. порядок десятков минут. Период же колебаний центра 
масс объекта при автоматическом управлении по сигналам 
инерциальной системы имеет порядок минут. 

В дальнейшем будем считать, что допплеровский измери- 
тель скорости измеряет скорость Vp объекта по отношению 
к находящемуся под ним участку земной поверхности. Полагая, 
что измеряется скорость по отношению к окрестности точки, 
в которой радиус-вектор г текущего местоположения объекта 
пересекает поверхность земного эллипсоида, имеем: 

Vp=o—aXr—, (5.30) 

где © — абсолютная скорость движения объекта, ий — угловая 
скорость вращения Земли, а о — расстояние от центра Земли 
до указанной выше точки ее поверхности. При движении 
в непосредственной близости к земной поверхности p/r = 1. 

Инструментальную погрешность допплеровского измери- 
теля обозначим через ДУ. Если У›— показание допплеров- 

ского измерителя с учетом его инструментальной погреш- 
/ = = ности, TO V,=V,-+AV,. Вариация 6V, показаний доп 

плеровского измерителя равна: 

дУр=У» — У, =АУ,. (5.31) 
Величина | AV,| имеет *) порядок 0,001|У |. 

$ 5.3. Демпфирование инерциальной системы 
с использованием информации о скорости 
от допплеровского измерителя 

5.3.1. Уравнения невозмущенной (идеальной) работы. 
Уравнения ошибок. Из предшествующего рассмотрения сле- 
дует, что 

Vio=o—-axret (5.32) r e 

*) См., например, Мак-Клур К. JIL, Теория инерциальной 
навигации, изд-во «Наука», 1964.
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В то же время в инерциальной системе, согласно уравне- 
ниям идеальной работы (1.36), в результате первого интегри- 
рования получается вектор скорости 9, а в. результате вто- 
рого интегрирования— радиус-вектор г. Поэтому может быть 
найдена относительная скорость 

V=o—uXr—. (5.33) 

Образуем разность 

Если AV, =0 (т. е. допплеровский измеритель не имеет 
погрешностей), а инерциальная система работает без ошибок, 
то АУ ==0. 

Для возмущенного режима работы инерциальной системы 
и при АУ, -20 величина AV’ =6 АДУ определяется следующим 
равенством: 

АУ = — (оф иж" АУ, -- 

+[o+s0—uxr£—d(uxrt)|= 

=b0—ou Xr£ —uX6(r£)—Av,. (5.35) 

Вектор би находится из следующих соображений. Вектор 
угловой скорости вращения Земли задан в основной декар- 

товой системе координат, положение которой известно на 
борту объекта с точностью до малого угла поворота 6, 
определяемого второй группой уравнений ошибок. Поэтому 

би —=— 0 Хи. (5.36) 
Далее, 

бару, por Ви) = вии г. 

С точностью до слагаемых, содержащих произведения 
вариаций переменных на квадрат эксцентриситета эллипсоида 
Клеро, находим: 

о \ __ а бо а Аг 
d(r\—or2 Ни 72’ 

Ar = Ah, (5.37) 

— a би = —0Ku—. |
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Подставляя выражения (5.37) в формулу (5.35) и пре- 
небрегая по малости произведением #060, получаем оконча- 
тельно: 

\ 

АУ =d0+ (6 x u-)Xr— 

—uX(ort—r =“) ЛУр ‚ (5.38) 

(Ar = Ah). 
7 

Разность АУ между относительной скоростью, опреде- 
ленной инерциальной системой, и скоростью, определенной 
допплеровским измерителем, можно использовать для введе- 
ния демпфирования в инерциальную систему. Для этого 
достаточно изменить уравнения идеальной работы (1.36) ана- 
логично уравнениям (5.4), а именно взять их в таком виде: 

\ t 

o= | (n—mXo0+¢—h AV) dt +0, 

0 

! + (5.39) 
r= | (o—mxr)dt+r, 

0 

ДУ =V— Vp. 
Здесь, как и в уравнениях (5.4), постоянная А! имеет раз- 

мерность 1/сек. 
К цели приводит также и другое изменение уравне- 

ний (1.36), а именно представление их в следующем виде: 

t 

v= | (п—тхо- g)dt+ 90, 

0 

f ‚ (5.40) 
‚= | о— т Xr + #, (AV +m X АУ) dt +r? 

0 

AV =У—У,. | 
Здесь постоянная №, имеет, очевидно, размерность сек. Точ- 

кой обозначено дифференцирование в осях, связанных с плат- 
формой инерциальной системы, т. е. в тех же осях, в которых 
проведено интегрирование в уравнениях (5.39), (5.40).
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Если допплеровский измеритель идеален, элементы инер- 
циальной системы не имеют погрешностей, а начальные условия 
работы инерциальной системы соблюдены точно, то, как уже 
говорилось выше, ДУ ==0, и поэтому уравнения (5.39), (5.40) 
совпадают с соответствующими уравнениями (1.36). В про- 
тивном случае система будет совершать некоторое возмущен- 
ное движение. Это движение будет, вообще говоря, различ- 
ным для случаев уравнений (5.39), (5.40). В обоих случаях 
оно будет отличаться от того движения, которое имеет место 
при ^, =0, А, =0 и которое изучено в предыдущих главах. 

Рассмотрим возмущенное движение в случае уравне- 
ний (5.39). 

Варьирование этих уравнений дает: 

б0 = An — Am Хо— X 50 + bg — ВОДУ, 
| г (5.41) 

br = 60 —AmxXr—oX6r. J 
Рассматривается схема с тремя ньютонометрами, в которой 

для формирования модуля вектора напряженности поля тя- 
готения используется внешняя информация о величине Й рас- 
стояния до поверхности Земли. В этом случае, в соот- 
ветствии с формулой (2.12), 

3 
bg=—0( 4) = — 5 or—ryd()=— Hor ++ nore . (5.42) 

r3 

Подставим теперь OY из второго уравнения (5. 4) в первое. 
Одновременно подставим в это уравнение выражения (5.38), 
(5.42) для OAV и Og. После очевидных группировок придем 
к векторному уравнению 

420 {0 Sy Se — ew x or t+ 

пи AMX Grae Om + 

+ Зи ar ky [AV, ы а“ — ` (5.43) 

exw xr Am <r] 

(Ar = Ah). | 

Уравнени.. (0.43) дает первую группу скалярных уравне- 
ний ошибок инерциальной системы, корректируемой одно- 

временно от высотомера и допплеровского измерителя ско-
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рости. Оно заменяет, очевидно, уравнение (2.15а) и переходит 
в последнее при № =0. Вторая группа уравнений ‘ошибок 

не меняется и сохраняет тот же вид [42 = Ат), что и для 

автономной инерциальной системы. 

Уравнение (5.43) — это уравнение ошибок схемы с тремя 
ньютонометрами. Первую группу уравнений ошибок для схемы 
с двумя ориентированными в плоскости горизонта ньютоно- 
метрами также можно получить из уравнения (5.43). Для 
этого следует спроектировать векторное уравнение (5.43) 
на оси х, у трехгранника ху, ось 2 которого направлена 
вдоль радиуса-вектора г, и в полученных таким образом 
уравнениях заменить Oz на Аг (= А1). В результате придем 
к уравнениям: 

6x + kOe + (4— 08 — 02) dx + 

-|- |, — 0, —k, (о, — и. =] бу — 20, бу = 

— An, — 2Amyr — Amyr —o,r Am, — @,r Am, — 

— (@,@, + @, + kywy) Ar — 2a, Ar ++ 

+ Ry (AV py + au) , — au 0, РГ Amy), 

У k, y+ (4 —a2— 02 Jy (5.44) 

+[o,0,+6,+ в (0, —и, 2) | 6х 20, 5%= 

= Ап, + 2Am,r + Am,r — oyr Ат, — 

—@,r Amy — (0,0, — O,— k,@,) Ar + 20,Ar + 

+ А, (AV p, + au,0, — au,0,-+-r Am,) 

(Ar = Ah). J 

При ЕЁ! =0 эти уравнения переходят в уравнения (2.28). 
Уравнения ошибок (5.43), (5.44) получены для ‘случая, 

когда допплеровская коррекция осуществляется в соответ- 
ствии с формулами (5:39). Аналогично могут быть получены 
уравнения ошибок для схемы, работающей по формулам 
(5.40). 

9] В. Д. Андреев
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Варьирование первых двух уравнений (5.40) дает соот- 

‹ошения: 
50 =Аи — Ат Хоф ох - ва, | 

ér = 60 —Am X r— 0 X r+ (5.45) 

+ Bi (SAV+Lo@X SAY). | 

Подставим во второе из них выражение (5.38) для OAV 

и разрешим полученное уравнение относительно 69. Получим: 

бо =; (or — 50-Е Am X r-+0 X or) — @ X 59 
1 

+ 4 [exort—@xaxrt— 

их! ann +Av,], (5.46) 

Теперь из равенства (5.46) и первого равенства (5.45) 

находим 09: 

0 = — ki (An — Ат X 0 +-6g)-+6r +0 X or — 
их 2—0 Xu) г — | 

их АУ, |. (5.47) 

Подставим это значение 69 вместе с выражением (5.42) 
для 6g в уравнение (5.46) или в первое уравнение (5.45). 
После очевидных преобразований придем к следующему век- 

торному уравнению: 

42 ог prt iv 

Ge aE re (wx or 2) 4 | 

ыы ша 

—- (Am Ж r) + 3ur <f + 

+A} (An ~ Am Ge were) 

+ or |OXmXro+uxre | 
(Ar = Ah). 

Г (5.48) 
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При А = 0 это уравнение переходит в уравнение (2.15а). 

Уравнение (5.48) — это уравнение ошибок схемы с тремя 
ньютонометрами, работающей по формулам (5.40). Чтобы 
получить соответствующие уравнения для схемы с двумя 
ньютонометрами, надо спроектировать векторное уравнение 
(5.48) на оси x, у трехгранника ху, ось 2 которого сов- 
мещена с г. В полученных таким образом уравнениях надо 
заменить Oz на Ar и опустить в их правых частях проекции 

a(“4 Ar \ 
вектора =, |—=— 1. 

5.3.2. Уравнения идеальной работы и уравнения оши- 
бок схемы, определяющей ортодромические координаты. 
Прежде чем перейти к анализу уравнений ошибок (5.43), 
(5.44), (5.48), полезно повторить вывод этих уравнений на 
примере какой-либо конкретной системы инерциальной нави- 

гации. В качестве такого примера можно взять систему 
с двумя ньютонометрами, определяющую ортодромические 
координаты. Уравнения идеальной работы этой схемы обра- 
зуют систему уравнений (2.23). 

Введем в эту схему демпфирование в соответствии с урав- 
нениями (5.39). Согласно соотношениям (5.39), (5.33), (5.34), 
(5.31), первые два уравнения (2.23) изменятся тогда следую- 
щим образом: 

t 

9х = | (1, + vyo, — ray + 8, — № AV ,) dt + vy, 

" | (5.49) 
| 

Vy = | (ny t+ro,— V,@, + &y — Rk, AVy) dt + vy. | 
0 

В уравнениях (5.49) 

AV,=V,—Vp, АУ, =И, — Ир, 

V =9, — pu (— By, sin z cos $ — Bao sin z sin S + 

+ Взз cos 2), | (5.50) 

Vy = vy + pu (— Bg, Sin S + Вз2 cos 5). | 

Здесь полезно заметить — это относится как к уравне- 
ниям (5.49), так и к первым двум уравнениям (2.23), — что 

21*
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выполнение вычислительных операций над показаниями нью- 
тонометров до интегрирования может оказаться нецелесо- 
образным. Об этом уже говорилось ранее. Причина этого — 
наличие в величинах N,, п, быстро меняющихся со временем 

составляющих. При построении схемы может оказаться удоб- 
ным разбить каждый из интегралов в правых частях уравне- 
ний (5.49) по крайней мере на две. 

Первыми из этих интегралов будут интегралы от N,, Ny. 

Тогда вычислительные операции будут выполняться с доста- 

точно медленно меняющимися величинами | ла, | 2 at, 

что позволит обойтись менее быстродействующими вычисли- 

тельными устройствами. Аналогично можно отдельно проин- 
тегрировать величины AV,, AV, или даже, раскрыв AV,, ДУ, 

в соответствии с последними тремя равенствами (5.50), про- 
интегрировать отдельно Vp,, Ур,. С точки зрения конечного 
результата и уравнений ошибок все перечисленные варианты 
равносильны, поэтому в-дальнейшем будут рассматриваться 
уравнения идеальной работы в форме (5.49). 

Уравнения ошибок рассматриваемой демпфированной схемы 
вытекают из уравнений ошибок рассмотренной в предше- 

ствующем разделе общей схемы. Ими будут уравнения (5.44). 
Однако для того чтобы лучше освоить эти уравнения, по- 
лезно вывести их для ортодромической инерциальной системы 
непосредственно из уравнений работы этой системы. Речь 
идет лишь о первой группе уравнений ошибок, ибо вторая 
группа, очевидно, не меняется. 

Для получения первой группы уравнений ошибок надо 

проварьировать уравнения (5.49), (5.50) вместе с остальными 
соотношениями (2.23), дополняющими уравнения (5.49), (5.50) 
до замкнутой системы уравнений. Решение поставленной за- 
дачи облегчается тем, что в $ 4.2 нами уже выводились урав- 
нения ошибок системы, определяющей ортодромические коор- 
динаты и не корректируемой от допплеровского измерителя. 
Мы исходили при этом из уравнений идеальной работы (4.20). 
Уравнения (4.20), если в них положить г =0, будут отли- 
чаться от уравнений (4.49), (4.50), (2.23) лишь отсутствием 
в первых двух уравнениях (4.20) слагаемых А, AV,, R, ДУ, 

в подынтегральных выражениях. Соответственно уравнения 
ошибок будут отличаться лишь вариациями k,OAV,, ®\6 АУ,
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указанных слагаемых. Задача сводится поэтому к вычислению 
этих вариаций, после чего можно будет воспользоваться 
результатами, полученными в 6 4.2. 

Обозначим, как обычно, невозмущенное положение трех- 
гранника, связанного с платформой инерциальной системы, 
через хоУо20. Возмущенное положение XYZ этого трехгран- 
ника зададим по отношению к трехграннику хоУ2о малыми 
углами а, В, Y в соответствии с таблицей направляющих 
косинусов (4.22). В соответствии с этой таблицей и равен- 

ством Ур = Vp < AVp имеем: 

Урх = У», t Vy¥ — Изв + AV dx,» | 
/ 

Voy=Vy,+Vz,.a—Vs,y + AV dy,, 

где AV py,, AV py, — инструментальные погрешности доппле- 
ровского измерителя. В них входят и инструментальные по- 
грешности пересчета проекций относительной скорости с на- 
правлений осей антенн допплеровского измерителя на напра- 
вления осей платформы инерциальной системы. 

Из последних двух равенств (5.50) следует, что проекции 
/ / 

Vy, Vy относительной скорости, определенные инерциальной 

системой в возмущенном режиме работы, равны: 

У, = Vx, + bux, — (0 + 60) и (— Вал sin 2 cos S — 

— Bz sin 2 sin S + Взз cos 2) — pud (— fa, Sin 2 cos S — 

— Px Sin zsinS + Взз с0$ 2), г (5.02) 

Vy = Vy, бо, (0-+ dp) и (— Bay Sin S + Ва cos S)- 
+ pud (— Bg, sin $ + B32 cos 5). | 

(5.51) 

) 

Ho 

и (— Вз1 Sin 2 cos S — Bg Sin z sin $ + Взз cos 2) = Uys | 

и (Bs, cos 2 cos S-++- Вз2 cos z sin S + Взз sin 2) = uz,, 

и (Вл Sin S — Вз2 cos S) = — Их, | (5.53) 

и (Вз1 COS S +- Взо Sin 5) = uz, С0$ 2 — uy, Sin 2. | 

Далее, 

ud (— fz, Sin z cos S — Boo Sin 2 sin S + fgg cos 2) = 
= — (uz,5z + u,, sin 265), | (5.54) 

u6 (— Ba, Sin S + Bo cos S) = 
— — (Uz, COS Z — wy, Sinz) 65. | 
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Подставим выражения (5.53), (5.54) в формулы (5.52) и 
введем при этом новые переменные Ay, fo, Yo, определяемые 
равенствами (4.37), если положить в них €==0. Получим: 

у, = Uy, — Ply, + 0х, — Uy,69 4-0 (— иг, ++ их, 2), | (5.55) 

Vy — Vy, + OL x, + OVy, + Uy, dp ~~ О (Uz, Be ~~ Uy, V2). | 

Наконец, заменим углы Qo, Bo, Yo на их выражения через 
a, В, у, Oy, Oy, 0. в соответствии с равенствами (4.39). 
После этого формулы (5.55), если в них пренебречь еще 
величинами Uy, 00, и, о, примут такой вид: 

Vip = Ux, — Pty, бо, 0 (— и ив) | 
+ 0 (— 42,0 + их у), 

Vy = Vy, + Plt, + bVy, — © (U4z,0y, — из,0»,) — 

— 0 (42,8 — изу). | 

(5.56) 

Из соотношений (5.56), (5.51), замечая, что 

Ух, = Vx, — Оу», Vy, = Vy, + Pllx,s V 2, — г, (5.57) 

находим вариации OAV, = У — Ур» 6 ДУ у, = у, — Уру. 
Они равны: 

6 АУ», — 9х, + 0 (— 2.9.x, + их) _ 

— puz,a + roxy + rp — АУрх, 

6 AV y, — bvy, — 0 (Иод ~ Ид.) ~ ©.58) 

— 0. В- гоу — га — ДУру. | 

Для дальнейшего преобразования формул (5.58) восполь- 
зуемся последними двумя равенствами (4.25). Заметив, что 
в этих равенствах можно положить Oc ==Ar, и подставив 
в них O6@,,, бы, из соотношений (4.24), получим выражения 
du, 69, через a, В, y, Ar, Аю,, А®у» Г, Or Фу» Oz, 
Подставив эти выражения в формулы (5.58) и введя вместо 
аи В переменные ох и ду в соответствии с равенствами
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(4.32), найдем: 

SAV ,, = Ary, — rAwy, + ах — 

7 (os, a £ tz oy + 0 (x02, a И.О) ~ AV px,» 

dAV, = — Аг 9 + rAw,y, + dy + 

+- (os, ~~ г и) ох + О (иг a Иду.) a AV py, ° 

Легко видеть, что в невозмущенном режиме работы, 
когда инструментальные погрешности отсутствуют и OX = ду== 
—0, =O, —=0. —0, правые части равенств (5.59) обра- 
щаются в нуль. Таким образом, в этом случае OAV, = 
—0АУ, —=0, как это и должно быть. 

Сравним выражения (5.59) с теми, которые получаются 
из формул (5.38), (5.41), соответствующих общему случаю 
схемы с двумя горизонтально ориентированными ньютоно- 
метрами. Из равенства (5.38) и второго равенства (5.41) 
имеем: 

d5AV=6r +o X br+AmX r+ 

+X) Жи их (ir 2—r 

Ho B рассматриваемом случае 

бе —0х X) + by py +622), (5.61) 

где через Ху, Po, 2 обозначены орты соответствующих осей. 
Поэтому, спроектировав равенство (5.60) на оси ху, Yo, по- 
лучим равенства (5.59), если в последних положить O— A и 
заметить еще, что Аш», == — Аю,, Ат, =— Ау, Ат. == 

= — Аб... 

В результате варьирования уравнений (5.49) получим: 

vu, = on, + @, dv, + vy da, — го, — в, dr + | 

+ 05; a R16 AV „, 

bv, = dny +o, or Ч 7%, — 9,60, —w, dv, + 

Эти уравнения отличаются OT первых двух уравнений (4.25) 
лишь присутствием в правых частях слагаемых — А16 ДУ „, 

‚ (5.59) 

Ага 

re 
)—AV,. (5.60) 

‚ (5.62) 
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— k,6AV,. Из уравнений (4.25) были получены уравнения 
(4.28), а затем уравнения (4.35). Следовательно, уравнения 
(5.44) должны получаться из уравнений (4.35) добавлением 
к их правым частям указанных слагаемых. Приняв во внима- 
ние выражения (0.09), легко убеждаемся, что прибавление 
величин — №10 АУ,, — 10 АУ, к правым частям ypaBHe- 
ний (4.35) действительно приводит к уравнениям (5.44), так 
как Ао», —_— Ат. Ay, = eo Amy, Ао», =—— Ат... 

Выше дан непосредственный вывод уравнений ошибок для 

инерциальной системы, определяющей ортодромические коор- 
динаты в том случае, когда ее уравнения идеальной работы 
изменены в соответствии с уравнениями (5.39). Если же 
ввести демпфирование в рассматриваемую инерциальную 
систему согласно уравнениям (5.40), а не (5.39), то первые 
два уравнения (2.23) останутся неизменными, зато изменятся 
два последующих уравнения (2.23). Они примут вид: 

1 . 

0, =—+[v, + (АУ, +0, ЛУ, — в, AV,)], | 
‚ (5.63) 

1 . 

9—9, (AV +a, АУ, —- 0, AV |, | 

где AV, и АУ, определены формулами (5.50). 
В этом случае первая группа уравнений ошибок полу- 

чается из соотношений 

60 x, = Ox, + Wz, 60, + Vy, 50z, —AF Wy, — ray, | 
(5.63а) 

dvy, = бп, + Агох, + Гбох, — Wz, 69, — Vx, д. 

полученных варьированием первых двух уравнений (2.23), и 
из вариаций равенств (5.63) 

— Ary, -- 7 60x, == 60, + № (SAV, + @z,5AV,,— | 

— 0х0 AV z,)s | 

, (5.64) 
Ar@y, + гофу, = dx, + 1 (6 АУ, об АУ. — 

— 2,5 AV y,). | 

К уравнениям (5.63a), (5.64) надо присоединить, разу- 
меется, формулы (5.58) для бАУ,, ВАУ), равенства (4.24), 
(4.26), определяющие величины б®,, б®у, бог, их, бпу, 
а также соотношения (4.32).
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5.3.3. Исследование устойчивости. Рассмотрим однород- 
ное уравнение 

42 or 
a 

ог 

dt 
—huXir2+4ir=0, (5.65) 

соответствующее векторному уравнению (5.43), т. е. урав- 
нению ошибок инерциальной системы, корректируемой от 
высотомера и допплеровского измерителя, когда коррекция 
от допплеровского измерителя осуществляется по уравнениям 
(5.39). 

Исследуем устойчивость движения, описываемого уравне- 
нием (5.65). Заметим прежде всего, что структура этого 
уравнения несколько отлична от однородного уравнения (5.5). 

В уравнении (5.65) появилось дополнительное слагаемое— 
a 

hax or—. Причина этого различия понятна. Она заключается 

в том, что демпфирование в уравнении (5.5) было введено 
по абсолютной скорости, тогда как в уравнении (5.65) — 
по относительной скорости, поступающей от допплеровского 

измерителя. Если бы Земля не вращалась (й = 0), то указан- 
ное различие пропало бы. 

В случае, когда г = сопз+, т. е. когда движение объекта 
происходит на постоянном удалении от центра Земли, век- 
торное уравнение (5.65) при проектировании его на оси 
2» n, &, или &, 1, © приводит к уравнениям с постоянными 
коэффициентами. Так, проектируя на неизменно ориентиро- 
ванные оси &, 1, С, не участвующие во вращении Земли, 

* 

и замечая, что и. =u ==0, и, — и ==с01$+, 6r=—6é,& + 
* 

+ би, + 62,6, приходим к уравнениям: 

65, + &, 0, + 02 58,-+ k, <n, =0, 

ome +R Ot. +05, — №, -- WE,=0, F (5.66) 
664+ А, 66, + 05 65, = 0. | 

Третье уравнение (5.66) отделилось. Соответствующее ему 
характеристическое уравнение имеет корни (2, — 4? < 0): 

1 | 
р. = 5 (— № ЕЛ), v= V 403 —#.. (5.67) 

При k; > 0 ошибка 66, затухает со временем. 
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Чтобы ответить на вопрос об устойчивости первых двух 
уравнений (5.66), выпишем соответствующее им характери- 
стическое уравнение. Оно имеет вид: 

a 2 

p*+ 2k, p+ (Ri + 205) p? + 2k,02%p Но + eu? a= 0. 

(5.68) 
Условия Гурвица сводятся для этого уравнения к нера- 

венствам 

в >0, 2k, (| 02) > 0, 

4k! (o3 — w=] > 0, of + ne > 0. | (5.69) 
2 

Так как 62 >> и? ®_, то эти неравенства всегда удовлет- 
0 r2 ы р у 

воряются при Rk, > 0. Таким образом, при Rk, > 0 уравнение 
(5.65) свидетельствует об асимптотической устойчивости рас- 
сматриваемой инерциальной системы с тремя ньютонометрами, 
корректируемой от высотомера и допплеровского измерителя 
скорости, при произвольном движении объекта на постоянном 
удалении от центра Земли. 

К этому же выводу можно прийти, рассмотрев уравне- 
ние (5.65) в проекциях на оси связанного с Землей трех- 
гранника. Вместо уравнений (5.66) получим тогда уравнения: 

БЕН, 56 + (©? — 42) 8 — 2161 — Ви (1 —<)on=0, 

ik, 61 -+ (of — wn + QudE ви (1—5) =0, | 

66+ k, f+ w2 65 = 0. 

(5.70) 
Третье уравнение (5.70) совпало по виду с третьим урав- 

нением (5.66). Это естественно, так как ось С совпадает 
с осью &, и поэтому 66 =65,. 

Характеристическое уравнение системы, образованной двумя 
первыми уравнениями (5.70), имеет вид: 

p+ 2p? + [A+ 2 (0-4?) + 
+ 2k, [© + w? (1 —2 =) p + (02-0)? + Rew? (1 — $0. 

(5.71)
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Неравенства Гурвица дают следующие условия отрица- 
тельности вещественных частей корней характеристического 
уравнения (5.71): 

2, > 0, 2k, [A+ 03+ (1+2) |> 0, 

48 (9—1) (+4402) > 0, | 6.72) 

нии (1 — <4) > 0. 
Эти условия, как и условия (5.69), выполняются, коль 

скоро k, > 0. 

Мы рассмотрели движение объекта на постоянном удале- 
нии от центра Земли. Покажем теперь, что соответствующим 
выбором величины № можно обеспечить асимптотическую 
устойчивость и при переменном г. В самом деле, пусть 

r=r°+o(t), r°—=const, О <1, (5.78) 

2 

т. е. движение объекта происходит вблизи некоторого по- 
стоянного расстояния гб от центра Земли. Тогда уравнения 
(5.66) можно представить в таком виде: 

.. . 3 

66. + А, 58 + 02 08, = 08 “FOE, — ky = 2 On, 

én, -- №, on, + 02 dn, = 62 oon, т | (5.74) 

ОЕ, РА, 0b, + 028, = 02 92. a Oy 
где 

o = — const. 5.75 0 — 78 

Займемся сначала третьим уравнением (5.74). Запишем его 
в виде системы двух дифференциальных уравнений первого 
порядка (в форме Коши) 

х =— Ах — 2х. +, | в 171 0772 =) (5.76) 

Aq — Хр J 
где 

2 3p 
X= Oy Py, = % 5 Хе. (5.77)
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Перейдем к нормальным координатам *) Dz, uz, для чего 
сделаем замену переменных: 

Х1 = 63 (& cos Из — vsin 4), 

Хо = 63 COS Из, 
(5.78) 

ky / 9 ki 
E—=— oO v= | бд. 

В переменных 03, и, получим уравнения: 

db 1~ , 
a = eb; — — yz Sin Hs, 

dit, 1 ~ (5.79) 
a tw @, COS Us, 

J 

где теперь 

ф, = Я № bs COS U3. (5.80) 

Подставив Py в первое уравнение (5.79), будем иметь: 

Ча = bale ——- 028 sina, COS its). (5.81) 

Для устойчивости достаточно, очевидно, чтобы выражение, 
стоящее в скобках, было всегда отрицательным. Отсюда и из 
соотношений (5.78) получаем условие 

Е 1 
4 =—- = 

2 
2 Ry 

HE 

Это условие будет выполняться, если 

2 30 
602 9,0 Sin 2u,>0. (5.82) 

a > 0, (5.83) 

*) См. Булгаков Б. В., Колебания, Гостехиздат, 1954.
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где 

с 3 ша 

_ 2 
lel 1, (5.84) 

Из неравенства (5.83) вытекает, что для обеспечения 
асимптотической устойчивости величина Rk, должна выбираться 
в интервале 

2006 < Ry < ® (2 — 52). (5.85) 

Мера устойчивости будет определяться при этом величи- 
ной q. 

Обратимся теперь к первым двум уравнениям (5.74). 
Запишем *) их в форме Коши: 

4 

У, — —_ ЮУ, ~ OF» + Py 

=» (5.86) 
21 — — RZ, — 6902. Ф., 

22 — 21 ] 

где 

yo = 0&, 2 — On,» 

30 a 

Py =O Fa 2 — № т 42, | (5.87) 
30 а 

ф: = бо 2, НА, > ЧУ». 

Перейдем к нормальным координатам по формулам: 

y, = 0, (8 с0$ и! — узш и), | 

Yo = 61 cos ty, 

21 = 65 (8 COS Up — УЗ йо), (5.88) 

Zo = бо COS и. 

*) Нижеследующая методика исследования устойчивости раз- 
работана совместно с Н. А. Парусниковым.
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В новых переменных уравнения (5.86) запишутся сле- 
дующим образом: 

db, ~ 
it Eb, —; Py Sin ay, 

du, __ ~ 

i 5, Py COS #1, 

db, 1~ | (5.89) 
— = 265 — ф. Sin и, 

du, ~ 
at — Vi Foy Pz COS #2 

В соответствии с соотношениями (5.87), (5.88) функции 

фу ф, определяются равенствами: 

®, = 02 —> a > 6, cos 4, — k, = ube COS Uo, | 

(5.90) 
ф. = 8 3. в, COS Uy + №, — = 20, COS 11. 

Введем функцию 

U = bi -+ 53. (5.91) 

Для асимптотической устойчивости достаточно, очевидно, 

чтобы эта функция стремилась к нулю при стремлении { к 
бесконечности. Тогда 61, by, а с ними ур, у, 21, 22, а зна- 

чит, и 0&, 0Ё, On,, On, будут с течением времени асимпто- 
тически стремиться к нулю. 

Найдем достаточные условия того, что 

limU =0. (5.92) 
1-> со 

Для этого вычислим полную производную dU/dt. Из оп- 
ределения (5.91) функции И, из первого и третьего урав- 
нений (5.89) и из соотношений (5.90) имеем: 

a = 2eU — — = [op 2 30° (5: Sin 2, COS a 4+. 5 Sin “2 COS to) — 

— hk, 6165 sin (a; — из)]. (5.93) 
Пусть 

= зшу, в6=6созх, = - В.  (5.93а)
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Тогда из равенства (5.93) получаем: 

<= 2U je—— Гозо (sin u, cos и, sin? x +- 

++ sin #0 COS Ио cos? Хх) — ky < usin (u, — Ug) sin Xx cos “| }. 

(5.94) 
В фигурных скобках здесь стоит функция 

1 30 — g — — 12 — (si in2 i 2y\ — (= — 5 Е: -o (Sin №; cos и, sin? у, ++ sin И. COS и, COS x) 

—k, “ usin (u, — uo) sin x cos x| . (5.94a) 

Для того чтобы величина И при ¢t—>co обращалась 
в нуль, достаточно, чтобы производная @(/4Ё все время 
имела знак, обратный знаку И. А для этого достаточно по- 
требовать в свою очередь, чтобы выполнялось неравенство 

gq, < 0. (5.95) 

Очевидны оценки: 
9 

; ; ; 1 
| sin 2, cos #, sin? x + sin #2 cos 4, 03? | < 5’, 

1 
1 r (5.96) 

| sin (21 — 45) siny cosy | < 5, = <1. | 

Поэтому неравенство (5.95) выполняется во всяком слу- 
чае при 

1 k -5- — = (cog a > 0, (5.97) 
о 1 

И -- 4 

где величина с определена соотношением (5.84). 
Отсюда, принимая во внимание малость с и 1/6 по 

сравнению с единицей получаем интервал значений fy: 

26 (@p-+ < в < 2 (и ис). (5.98) 

Так как c< 1 ии < 1, то интервал (5.98) для Ry 
можно считать совпадающим с интервалом (5.89). 

Величина 4› будет мерой устойчивости. Затухание в си- 
стеме будет не худшим, чем характеризуемое множителем 
e-mln|a@!, Это вытекает из определения U u равенства (5.94).
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В самом деле, из равенства (5.94) следует, что 
d SF <—WU min |g). (5.99) 

Значит, 

. U < Ude-2min| as}, (5.100) 
Но тогда 

b= V 1 < ем, (5.101) 

где 60 — начальное значение 0. 
На этом мы закончим исследование устойчивости инер- 

циальной системы с тремя ньютонометрами, работающей 
в соответствии с уравнениями (5.39), и перейдем к исследо- 
ванию инерциальной системы, работающей по уравнениям 

(5.40). В этом случае векторное уравнение ошибок — это 
уравнение (5.48). Ему соответствует однородное уравнение 

d? 6r u dor d? a 

Se Ge + Ri Gp eX Or S) + 
‚г (1 — 3h 2) dr =0. (5.102) 

При r=const это уравнение дает при проектировании 
его на оси &, 1,, С, три скалярных дифференциальных урав- 
нения с постоянными коэффициентами: 

bE + kiw? 66, + <? bE — Riu — 5m, —0, | 

on, + 2/26, + oon, ++ kw 06, = 0, f (0.103) 

66, + Ria? 86, + 02 66, = 0. | 

При #160: =, третье уравнение (5.103) переходит в 

третье уравнение (5.74). Характеристическое уравнение, соот- 
ветствующее двум первым уравнениям (5.103), получается 
в виде 

а?и? (< } + 2k/a2p? + 02 (2+ kia?) p? + 
2 р 0 =0. (5.104) 

Применив к этому уравнению критерий Гурвица, можно 
ura? 
r2 

ные части корней уравнения (5.104) будут всегда отрица- 

`> 0 веществен- 2. убедиться, что в силу неравенства Wo
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тельными, коль скоро №, > 0. Таким образом, решение од- 

нородного уравнения (5.102) при г = соп3{ затухает со вре- 
менем. Система асимптотически устойчива при А; > 0. 

В случае, если величина г не постоянна, а является функ- 
цией времени, можно обеспечить асимптотическую устойчи- 
вость надлежащим выбором величины А. Определение А, 

можно провести аналогично тому, как это было сделано 
выше для уравнения (5.65), т. е. переходом к нормальным 
координатам. Здесь следует отметить, однако, что в отли- 
чие от уравнения (5.65) в коэффициенты уравнения (5.102) 
входит не только расстояние г до центра Земли, но и его 
производные по времени. Поэтому при выборе величины А, 

при г =r(t) придется учитывать не только отличие р вели- 
чины Г от некоторого постоянного значения 70, но также 

скорость о и ускорение 0. 
Уравнения (5.65), (5.102) описывают при отсутствии ин- 

струментальных погрешностей возмущенное движение схем 
с тремя ньютонометрами. Соответствующие уравнения для 
схем с двумя ньютонометрами, ориентированными в гори- 
зонте (географическом или геоцентрическом), получаются, 
как уже выше было отмечено, из уравнений (5.65), (5.102) 
проектированием их на оси х, у сопровождающего трех- 
гранника ху2, ось 2 которого совпадает с радиусом-векто- 
ром г, а ось у расположена, например, в плоскости мери- 
диана. Так, из уравнения (5.65) получатся в результате та- 
кого проектирования уравнения (5.44), если в последних 
оставить лишь левые части. Соответствующие однородные 
уравнения имеют вид: 

НА, 6x -+(4 —o? — 2) | 

+-[0,0, — 9, — k, (9, —u, 4) |dy— 20, 69 =0, 

oy +k, dy + (4 —a? — ©] by + 

+]o,0,-+0, +k, ©, —4,2)]dx+ 20, d% =0. | 

‚ (5.105) 

Исследуем устойчивость этих уравнений. Рассмотрим 
сначала случай движения объекта с постоянной скоростью по 

99 В. Д. Андреев
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‘параллели, когда коэффициенты уравнений (5.105) будут 
постоянными. В этом случае @,==и,==0. Характеристиче- 
ское уравнение системы уравнений (5.105) принимает вид: 

рА-Е 2k, p® + (Ri + 205 + 207 — ©?) p?+ 

+k, (203+ 202 — 0? — 40,u, <\ p+ 

+ (03 — 97) (03 — 02 — 0%) +83 (o,—u, 2) =0. (6.106) 

Уравнение (5.106) отличается от уравнения (5.10) коэф- 
фициентом при р и свободным членом. При и = 0 это урав- 
нение переходит в уравнение (5.10), а при А, =0— в урав- 
нение (2.43). 

Применение к уравнению (5.106) критерия Гурвица дает 
следующие условия асимптотической устойчивости: 

BEE очен > 0, 

5.107 
(802 + 2k!) (203 —o — 2 — <7) +04 > 0, | ( ) 

(5 — 02) (% — ©; ea ale —и, =] > 0. | 

Ранее нами было установлено, что в области 

Oj — OF — a7 > 0 (5.108) 

ипнерциальная система с двумя ньютонометрами неасимптоти- 
чески устойчива без допплеровской коррекции. Можно легко 

усмотреть, что теперь в области (5.108) при А! > 0 удов- 
летворяются все условия (5.107) асимптотической устойчиво- 
сти. Для первого, третьего и четвертого условий это оче- 
видно. Из второго же условия получаем: 

2 

Dh? + 2-1-2 — @2 — 2. “| 50. (5.109 1 +t Zz y r2 + z r > V. (5. ) 

Так как 

>22 (5.110)
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то неравенство (5.109) также удовлетворяется в области 
(5.108). 

При движении объекта по экватору, когда WO, = 0, и, = 0, 
неравенства (5.107) сводятся к двум неравенствам: 

k, > 0, 05 — oF > 0. (5.111) 

В этом случае система (5.105) распадается Ha два урав- 
нения второго порядка. Их характеристические уравнения: 

Р-р — 64) =0, pP+kptoh—0, (6.112) 
откуда также следуют неравенства (5.111). 

Отметим, что условия (5.107) асимптотической устойчи- 
вости аналогичны условиям (0.11), в которые первые пере- 
ходят при ий =0. Подобно тому, как это было сделано для 
условий (5.11), можно построить по условиям (5.107) обла- 
сти устойчивости в плоскости параметров ®,, ®.. Ввиду ма- 
лости угловой скорости вращения Земли и по сравнению 
с ® эти области будут близки к приведенным на рис. 5.1 
для неравенств (5.11). 

Условия (5.107) дают ответ на вопрос об устойчивости 
инерциальной системы при движении объекта с постоянной 
скоростью вдоль параллели. При более общем характере 
движения объекта точное исследование устойчивости урав- 
нений (5.105) затруднительно, ибо речь должна идти тогда 
об исследовании системы дифференциальных уравнений чет- 
вертого порядка достаточно общего вида с переменными 
коэффициентами, которые могут быть по существу произ- 
вольными функциями времени. Мы не располагаем регуляр- 
ными способами решения такого рода задачи. Однако можно 
найти достаточные условия асимптотической устойчивости 

для произвольного движения объекта в том случае, когда 
скорость его движения существенно меньше первой косми- 
ческой скорости. Это охватывает достаточно широкий класс 
движений, таких, например, как движение морских судов, 
самолетов, крылатых ракет. 

Чтобы найти достаточные условия асимптотической устой- 
чивости для таких движений объекта, рассмотрим уравне- 
ния (5.105) в проекциях на оси азимутально свободного 

22*



340 ДОППЛЕРОВСКАЯ КОРРЕКЦИЯ [ГЛ. 5 

трехгранника, для которого &, = 0. Уравнения (5.105) примут 
тогда следующий вид: 

i+ hy 6x + (В —o?) 8x -+(0,0, + kyu, 2) by =0, - 
a ву, oy + (4 — 0?) ву +(0,0, — ku, 5) 0x =0. й an 

(5. 

Здесь г, tz, Wy, ®, — некоторые функции времени, оп- 

ределяемые законом движения объекта. Будем в дальнейшем 
полагать, что 

Q? — w? + © < of, г= 0 - о (1), 

5.114 
ГО — const, lel ey 

Первое неравенство (5.114) означает, что скорость дви- 
жения объекта значительно меньше первой космической ско- 

рости. Остальные условия (5.114) ограничивают изменение г. 
Они означают, что объект движется вблизи окружающей 
Землю сферы постоянного радиуса г0. 

Если аа, то уравнения (5.113) могут быть пред- 

ставлены в такой форме: 

.. . 3 
0%-- h, 0% + 0} x = (2-5 2) Ox — 

—(a,0, + kyu, =. oy, 

8) + h, Oy + 0265 = (9. 2 30. ео) by — 

— (0,0, — kyu, = ох, | 

| (5.1142) 

rie 

[о — =. 
re 

Производя замену переменных 

bx = %), 6X = Xo, sy=y, бу = yo, (5.115)
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запишем уравнения (5.114а) следующим образом: 

x, = — Ах, — 07%, + P) 

Xo = x, 
a | (5.116) 
У: = — RY, — OGY. + Фь, 

У =, 

где, в соответствии с (5.114а), (5.115), 

— (236 2 Q, = (03 + о? Xo (0,0, + kit, =) Yo 

3p 2 ‚ (5.117) 

Ф› = (о + о? У — (0,0, kyu, = о 

Перейдем к нормальным координатам 61, и1, Do, из по 
формулам: | 

x, = 0, (e cos u, — “11 и), 

Хо = 5, cos tt, 

y, == 05 (€ cos 4p — VSiN йо), 

Yo =. COS tty, (5.117а) 

k [2 
— __ 2. 1 

Уравнения (5.116) в нормальных координатах примут вид: 

db ~ ) 
po — FH Sin, 

du ~ 
aE = 5 Pi COS My, 

5.118 
abs р 15 sind | ae 2 P2 2, 

du, __ ~ 

ad =v 5 Фо COS Uo |
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Здесь теперь 

~ Зо 
— [2 30 2 __ Q, = (© = о? b, cos tt, | 

a 
— (0,0, + Ryu, = by COS Uo, 

a0 | (5.119) 
фо (© = + a? b, COs и, — 

— (0,0, — ви, р: COS ty. | 

Введем в рассмотрение функцию 

U = b? + в. (5.120) 

В силу уравнений (5.118) 

dU 1 ~~ ; ~ . 
7 =? Е — > (Фр! sin tt, + фобо sin и.) |. (5.121) 

Подставив сюда выражения (5.119) для Op фо, найдем: 

aU 1 о 2 . 2 о . 

— =2 |0 — |, 5 sin и, cos и, -+ 650. cos #, sin 4, — 
at 

— by boo ,@y Sin (4, + 12) + Ryu, “ b,b, sin (ty — и) -|-- 

+ 0? 28 (61 sin 4, cos и, + 53 sin и, cos и, | . (5.122) 

Проекции @,, My можно представить таким образом: 

@,=Qsinpy, @,=9 с0$ фу, (5.123) 

где функция © (Ё) определена первым соотношением (5.114), 
a ip, — некоторый угол, являющийся функцией времени. Оче- 
видно, ЧТо 

Oy Oy 
» CcoOsip,= 

2 2 9 5 0, +O, O, + a, 

Аналогично соотношениям (5.123) можно записать: 

sin, = 

b,=bsinp,, 6.=6с0зф, b=Vb?+ 62. (5.124)
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Внесем выражения (5.123), (5.124) в правую часть ра- 
венства (5.122). Получим: 

a — 20 — + | 2 (Sin и: COS #, Sin? ро cos? tp, + 

— sin us COS Hy COS? фо Sin? $, — 
— sin(#, + a5) sin tp, cos tp, Sin фо Cos фо) + ‚ (5.125) 
+ kyu, “ Sin (Ио — #1) SiN o COS фо ++ 

-{- ©? =e (sin 2, COS №1 Sin? ,-Sin Ио COS Uy cos? $.) | 

Для асимптотической устойчивости достаточно, чтобы 
функция, стоящая в фигурных скобках в правой части ра- 
венства (5.125), была все время отрицательной. 

Имеем очевидные неравенства: 

. . . 1 
| sin a, cos #1 sin? ip, +- sin и cos Ио cos? tp, | < 5, | 

| sin 2, Cos и; Sin? фо cos? p, + 

— Sin Uy COS Uy COS? tp. Sin? tp, — 

. 3 
— sin (и + 2) sin tp, Costp, Sin 'p2cost,|<z, | (5.126) 

. . 1 
| sin (> — #1) sintp, созфь | < 5, 

а 

51, | 4, |< и. 

Введем еще обозначения: 

max 0? = 02, 

3 тах |0 | =r 
Qro 0" 

(5.127) 

С учетом соотношений (5.126), (5.127) приходим к вы- 
воду: чтобы выражение в фигурных скобках в формуле (5.125)
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было отрицательным, достаточно выполнения неравенства 

k, 1 30? . Е 
= — = J Кое и-- < 0. (5.128) 

Vas 

Сравнивая неравенство (5.128) с неравенством (5.97), по 
аналогии с (5.98) заключаем, что для выполнения неравен- 
ства (5.128) величина А, должна лежать в диапазоне: 

2 322 
2 

460 

2 
[неон < 24| +). (5.129) 

0 

Величина — п!п| 42| будет мерой устойчивости, ибо по 
аналогии с соотношением (5.101) имеет место соотношение 

b= V P+ 2 < Бе-тш al, (5.130) 

Выше проведен анализ устойчивости схемы с двумя нью- 
тонометрами, когда уравнения ошибок получаются проекти- 
рованием на оси х, у векторного уравнения (5.65). В случае 
векторного уравнения (5.102) анализ устойчивости схемы 
с двумя ньютонометрами может быть проведен аналогично. 

5.3.4. Решение уравнений ошибок. Зависимость оши- 
бок инерциальной системы от инструментальных погреш- 
ностей. Рассмотрим уравнения ошибок (5.43), (5.48) схем 
с тремя ньютонометрами, корректируемых от допплеровского 
измерителя. Построим решение этих уравнений, ограничив- 
шись случаем движения объекта на постоянном удалении от 
центра Земли, когда соответствующие однородные уравнения 
приводятся к уравнениям с постоянными коэффициентами. 

Векторное уравнение (5.43), если спроектировать его на 
оси &, 1,, 6,, приводит к скалярным уравнениям 

4 

Е, НА, 86, + 208, + 2, сиб, =f, 

on, + &, on, + edn, —k, Suds —sf,, | (5.180 

66, НА, 66, + 0200, =f, 
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где 

fe, — Ang, —2 (Am,,o, a Amz, ",) a Amn,&, + 

+ Amen, +3 + a „А! |AV oe, — Ата,6, 

+ Amen, + > (Ale +656 :)): 

Fg Atty, — 2 (Am, §, — Am, 0) — Ame 8, + 
+ Am:,£, +3 ae n, А | AV one — Ате,, ' (5.132) 

+ Amo, + (- 27-05 
Fe, = Ат, — 2 (Am, 11, — Am, 5) — Armen, 
+ Ат, + 3 ae C+, |AV oe. — Атм, ++ 

+ Amn,&, a < (02,5, + В] . 

Решение третьего уравнения (5.131) очевидно: 

=e 2 а [55 cos vt +-— ~ (00h +b 6c, sin vt] ] 

Ri, 

+1 | fe Ту 94%, | (6.133) 
0 

‚м v= OT ° 

Два первых уравнения (5.131) образуют связанную си- 
стему уравнений. Для ее решения надо найти корни харак- 

теристического уравнения (5.68). Ввиду малости и? по сравне- 
HHIO C 2 здесь можно получить достаточно точные и простые 

приближенные выражения для этих корней. 
Как известно, корни алгебраического уравнения четвер- 

той . степени 

ре аз ар? + agp + a4 =0 (5. 134) 
совпадают с корнями двух квадратных уравнений 

P+ (a + Aya) F+(y + “J a и) = 0, (5.138) 
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где 

A, „= + У 2—4, (5.136) 
а у— какой-либо действительный корень кубического урав- 
нения 

83—44, -- (2a,a,—8a,) y+ в. (4а, — 41) — a2=0. (5.137) 

В рассматриваемом случае это вспомогательное кубиче- 
ское уравнение будет иметь вид: 

Л (У) = 28 — (в + 204) y? +- 

+ т (#7 — 2) — 2k? atu" _ 

(5 (205 — К) + 2% =0, (5.138) 

При и =0 это уравнение имеет корни: 

2 
=> — 6}, Уз = 60. (5.139) 

Взяв корень у, в качестве первого приближения, из урав- 
нения (5.138) методом Ньютона найдем уточненное значение 
этого корня: 

9 42? 

(Hy 5.140) = —_ —- @ — ° . Я ШВ 
Теперь с точностью до слагаемых с множителем и? имеем: 

9 а2и2 

1 r2 

A = £9 VE H| 1+ | (9.141) ‚2 1 0 1 (402 — wy? 

Для коэффициентов квадратных уравнений (5.135) полу- 
чаем выражения: 

172 
. о a*u? 

а1-Р Ав? р + ГУ 462 — Б2 
9 ‚Н/У 40% 1 'T Ga ep , 

k 
—- А —=—^—%— | (5.142) 
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Решая квадратные уравнения (5.135), получаем с точ- 
ностью до членов с и? включительно следующие выражения 
для корней характеристического уравнения (5.68): 

иа ] 

Ш наи 
ne 2 V 402 — & 

og UE 

ую |, 
2 0 1 (405 — #1)? 

| (5.143) 
о Ha 

P3,4==——| ЕЕ Vig—® 
о au? 

Л у Al 1+ них | 
0 ty (40 Re)? | 

или в первом приближении 

аи 

ра lit aa Лую—®. (5.144) 1, 2, 3, 4 о — | 2 — 9 0 1 

Заметим, что таким же способом могут быть найдены 
корни характеристического уравнения (5.71). В первом при- 
ближении они получаются такими: 

ho 
P1,2,3,4=— pt (4—2). (5.145) 

После того как найдены корни характеристического урав- 
нения (5.68), дальнейшее построение общих решений первых 
двух уравнений (5.131) может быть выполнено обычными 
способами. 

Из вида корней (5.144), (5.145) характеристических урав- 
нений (5.68), (5.71) вытекает, что вместо системы дифферен- 
циальных уравнений четвертого порядка, образованной пер- 

выми двумя уравнениями (5.131), можно рассматривать два
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уравнения второго порядка: 

9 НА, 06 + 6365 = f, 

én, +k, on + o2dn =f, 

Эта возможность вытекает из того обстоятельства, что 
связь первого и второго дифференциальных уравнений (5.131) 
ввиду малости и является слабой, и в демпфированной системе 
эффекты, обусловленные этой связью, не успевают развиться 
за время затухания переходных процессов. 

Решение уравнений (5.146) имеет вид, аналогичный реше- 
нию (5.133) последнего уравнения (5.131). Эти три решения 
могут быть объединены в одно векторное 

Rit 
bre 2 [67 cos vt + — ( 

(5.146) 

d 6r°® 

dt 
mt or°) sinvé—+- | 

1 hi yn 
. Ll Awe ee ут» (Е — 1) dt (5.147) 

о 

v= 7 4) | 
соответствующее векторному уравнению (5.43), если в левой 
части его положить ий = 0, т. е. уравнению 

Oe ey ве, (5.148) 

где векторная функция Д есть правая часть уравнения (5.43). 
Проекции этой функции на оси &, n,, 6, заданы формулами 
(5.132). Интегрирование в правой части равенства (5.147) 
выполнено в осях &, \,, C. 

Остановимся подробнее на правой части уравнения (5.43). 
По сравнению с недемпфированной инерциальной системой 
здесь появляется дополнительное слагаемое 

ky |AV, —uaXr a Ar oY xX a) Xr — Ат <r]. (5.149) 

Наряду с инструментальной погрешностью допплеровского 
измерителя скорости сюда входит вектор 90, являющийся 
решением второй группы уравнений ошибок. Ввиду малости
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величины и по сравнению с Wy и AR, это не приводит, однако, 
к существенным дополнительным ошибкам определения коор- 
динат. В первом приближении в выражении (5.149) можно 
сохранить лишь первый и последний члены. В этом случае 
в качестве функции Ё в решении (5.147) следует взять 

Л=Ап—Атж + Sr X Am) + 

ЗА 1 2 (AV, —Am><r). (5.150) 
r4 

Полезно заметить, что демпфирование инерциальной си- 
стемы приводит к появлению дополнительного слагаемого 
(Е Ат Х г) в правой части уравнения ошибок, даже если 
Ур =0, т. е. при идеальном допплеровском измерителе. 

Для количественной оценки влияния инструментальных 
погрешностей на ошибки определения координат в демпфи- 
рованной инерциальной системе рассмотрим случай, когда 

функция Д представляет собой постоянный вектор в осях &, 

n, ©. Пусть Д =@ ==с01$+. Тогда решение (5.147) примет 
ВИД: 

kit 
0 

бете ? [or°coswe + — (“2 — 2 ar] sin vt | Е 

kit 
+— | _ Lot (- SL sin vt + cos “| . (5.151) 

0 Vv 

Установившееся значение ошибки 

or =. (5.152) 
Oo 

Если другие погрешности, кроме постоянной погреш- 
ности AV, допплеровского измерителя, отсутствуют, TO 

"= АЕ AV, (5.153) 
@o 

Если отношение A,/O) есть величина порядка единицы, TO 
br =~ ЛУр/в5. Пусть, например, АУ = 0,001У. Тогда 6r = 
— У/1,25. При скорости порядка 1000 м/сек получим тогда, 
что |ér|=0,8 км. Аналогично проявляет себя слагаемое 
(— & Ат Xr) в правой части формулы (5.150).
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Что касается остальных инструментальных погрешностей, 
т. е. первых четырех слагаемых в правой части (5.150), то 
здесь полезно отметить следующее. Эти слагаемые входят 
в правую часть уравнения ошибок демпфированной системы 
в таком же виде, как и в уравнение ошибок системы без 
допплеровской коррекции. Однако установившееся значение 
ошибки ог от влияния этих слагаемых в демпфированной си- 
стеме равно половине максимального значения ошибки в не- 
демпфированной системе. В самом деле, пусть, например, 
единственной инструментальной погрешностью будет постоян- 

ная погрешность Ай == с01п$4 ньютонометров. Тогда из фор- 
мулы (5.151) получаем установившуюся ошибку 

— lanl 154 | би | = oe (5.154) 

В недемпфированной же системе 

__ An 
dr = —5 (1 — cos 652) (5.155) 

Mo 

и поэтому 

пах | or |= 252! (5.156) 
@ 

<
 

Мы построили выше решение уравнения (5.43). Анало- 
гично может быть построено решение уравнения (5.48) для 
схемы с тремя ньютонометрами, корректируемой от доппле- 
ровского измерителя в соответствии с уравнениями (5.40). 
Здесь также можно показать, что при Г==соп$ вместо 
уравнения (5.48) в первом приближении можно рассматривать 
уравнение 

2 

EOF + plop ЧМ бе У, (5.157) 

где в качестве № можно взять правую часть уравнения (5.48) 
при й =0: 

а d 
fy = An —Am xX ——— (Am X 1r)+ 

A га а 
3 wo + | Gp (Ап — Am Ж SE 

A d? +340") Avy]. (6.158) 
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При #162 =, левая часть уравнения (5.157) совпадает 

с левой частью уравнения (5.148). Решение уравнения (5.157) 
определится формулой (5.147), если в последней заменить Л) 
на fy, а №, на Rio. 

Обратимся к уравнениям ошибок демпфированных систем 
с двумя ньютонометрами. Рассмотрим сначала уравнения (5.44). 
Ограничимся случаем малых M,, Oy, т. е. случаем медленных 

(по сравнению с первой космической) скоростей движения 

объекта на постоянном расстоянии от центра Земли (или 
при небольших изменениях этого расстояния). 

При исследовании устойчивости однородных уравнений 
(5.44) было выяснено, что в проекциях на оси азимутально 
свободного трехгранника они представляются в виде (5.114а), 
причем правые части этих уравнений мало сказываются на 
решении. Связь уравнений (5.114а) между собой, обусловлен- 
ная слагаемыми, стоящими в правых частях, оказывается 
слабой при малых @,, Wy, о. Эффекты, вызванные этой связью, 

не успевают развиться за сравнительно малое время затуха- 
ния переходных процессов при достаточно эффективном демп- 
фировании. Поэтому в проекциях на оси азимутально свобод- 
ного трехгранника можно пренебречь слагаемыми, стоящими 
в правых частях уравнений (5.114а). Это вполне аналогично 
пренебрежению последними слагаемыми в Левых частях двух 
первых уравнений (5.131), которое было принято при по- 
строении решения (5.147) уравнения (5.43). 

Из сказанного вытекает, что в проекциях на оси азиму- 
тально свободного трехгранника вместо уравнений (5.44) можно 
в первом приближении рассмотреть уравнения 

bx +h 6х- 20х =, | 
р . (5.159) 

dy + № dy + w2 dy = fy. | 

Функции fy, и fy, стоящие здесь справа, суть правые 

части уравнений (5.44), если в них положить ©, =0, что 
имеет место для азимутально свободного трехгранника. В пер- 
вом приближении в правых частях уравнений (5.44) можно 
пренебречь по малости слагаемыми, содержащими множите- 

лями Wy, Oy, Ш, Uy, Uz, сохранив слагаемые с ®,, Wy. Тогда
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будем иметь: 

fe An, —Amyr —o,Ar-Lk, (ДУ р, —гАт,), | (5.160) 

fy =An,+Am,r+o,Ar + ki (AV, +r Am,). | 

Решение уравнений (5.159) можно получить из фор- 
мулы (5.147), если в ней вектор Or заменить на Ox, ду, 
а Л — на fy, fy. 

Уравнения (5.44) суть уравнения ошибок схем с двумя 
ньютонометрами, работающих по формулам (5.39). Для схем 
с двумя ньютонометрами, работающих по формулам (5.40), 
уравнения ошибок получаются из векторного уравнения (5.48) 
проектированием его на оси х, у сопровождающего трех- 
гранника xyZ, ось 2 которого совпадает с г. При этом, как 
было указано в конце п. 5.3.1, по выполнении проектирования 
надо заменить OZ на Аг и опустить проекции вектора 
а 3 ur Ar 

ral r4 }- 
При медленных движениях на постоянном удалении от 

центра Земли в первом приближении получим тогда в про- 
екциях на оси азимутально свободного трехгранника [в тех 
же предположениях, что и уравнения (5.159)] следующие 
уравнения: 

bx + ki? 6x + of 6x = fi, ] 
ae (5.161) 

dy + R05 Oy + 0569 =f, 

где 

Г, = An, — Amr — o, Ar + 

+ k; (An, —ro, Am, —AV,,), | 6.169) 

{i= An, + Am,r +o,Ar+ 

+ ki (An, — ra, Am, — AV p,). | 

При ko? = k, уравнения (5.161) и (5.159) отличаются друг 

от друга лишь правыми частями и то лишь теми слагае- 
/ 

мыми в них, которые содержат множителями Ry и ky. Наиболее 

существенное различие заключается в том, что в функции Г’, Л,
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инструментальные погрешности допплеровского измерителя вхо- 

дят лишь своими вторыми производными АУр,„ АУ ру, тогда 
как функции f,, fy зависят непосредственно от AV р,, АУр,. 

$ 5.4. Изменение собственных частот инерциальной 
системы, корректируемой от допплеровского 
измерителя 

5.4.1. Уравнения идеальной работы. Уравнения ошибок. 
В § 5.3 было выяснено, что первая группа уравнений ошибок 
демпфированной инерциальной системы в простейшем случае 
сводится к дифференциальным уравнениям второго порядка 
с постоянными коэффициентами. Характеристическое уравне- 
ние имеет при этом вид: 

pe+Rp+or;—0. (5.163) 

Его корни 
Е 1 р =— 5-5 У — 4%. (5.164) 

Если 40° > А], то корни характеристического уравнения 

равны: 

р =Ь—Ф вм, pat, v= 4. (5.165) 
) 

Максимальное значение | достигается, очевидно, при 
k, == 2%) и равно 

Up = Wp. (5.166) 

При дальнейшем увеличении Rk, корни (5.164) становятся 
отрицательными вещественными (заметим, что А! > 0): р! = 
— — Uy, Р2 = — Up, причем ци; < щ, Ho > ш. Поэтому при 
Ц —= Ш = @® получается максимально достижимая величина 
затухания в системе. 

Ввиду малости Up = ® == 1,25. 107° это затухание может 
оказаться недостаточным, во всяком случае при небольшом 
времени работы системы и больших величинах начальных 

условий уравнений ошибок. В самом деле, ву == 1,26. 10% 
и поэтому функция e-%!, характеризующая затухание, умень- 
шается медленно. Ona достигает значения 1/е ==1/3 при 
{800 сек. В реальных схемах обычно Ry < 209 и эффект 

23 В. Д. Андреев
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затухания собственных колебаний оказывается еще слабее. 
Выход из указанного затруднения может быть найден на пути 
искусственного увеличения частоты «у собственных колебаний 
инерциальной системы. 

В автономной инерциальной системе увеличение частоты 
собственных колебаний приведет к баллистическим девиациям. 
Это легко понять, если вспомнить аналогию между инерциаль- 
HOH системой, определяющей местоположение объекта с по- 
мощью ньютонометров и гироскопов, и физическим маятником 
Шулера. Именно выбор собственной частоты маятника, равной 

Oo = V glr, обеспечивает невозмущаемость относительного рав- 
новесия маятника ускорениями его точки опоры. 

Однако с помощью информации от допплеровского изме- 
рителя относительной скорости, как будет ниже показано, 
можно увеличить собственную частоту инерциальной системы 
и избежать баллистических девиаций аналогично тому, как с по- 
мощью этой информации удалось избавиться от скоростных 
девиаций при введении демпфирования. 

Изменение частоты собственных колебаний инерциальной 
системы может быть осуществлено двумя способами. В пер- 
вом из них первая группа (1.36) уравнений идеальной работы 
заменяется на уравнения 

v= | (n—_mx<o0+ 2) dt+ 0°, 
0 

é , (5.167) 
r= |@—mXr-+k, AV) dt+r° 

0 

(AV =V—V,). | 

Во втором способе уравнения (1.36) заменяются следую- 
щими уравнениями: 

` 

Ё 

v= | #п—тжое- ki (AV-+m XAV)] dt+-9°, 

" ‚ (5.168) 

r= {(@—mxXndt+r 

" (AV —=V —V,j). | 
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В уравнениях (5.167), (5.168) AV — разность относитель- 
ных скоростей, определенных соответственно инерциальной 
системой и допплеровским измерителем, а коэффициенты Ко 

/ т 

и Р2 — некоторые безразмерные постоянные. При k, = 0, 

Во —0 уравнения (5.167), (5.168) превращаются в уравне- 
ния (1.36). 

Чтобы убедиться в том, что изменение уравнений идеаль- 
ной работы в соответствии с соотношениями (5.167), (5.168) 
действительно приводит к изменению частоты собственных 
колебаний инерциальной системы, надо составить уравнения 
возмущенного движения. 

Начнем со случая уравнений (5.167). Из этих уравнений 
и из равенства (5.38) получаем: 

9 = An — Am 9 —  X 60 +5bg, 

dr = 60 — Amr —o or + 2&5 AV, 

АУ 60+ (9 Хи] Xr — (5.169) 

Ага —#х (3 ти =] — AV p. | 

Из "торге и третьего уравнений (5.169) имеем: 

НИИ TEE or +0 X or + he (wx or 2) + 

Ат Xr ho[—(8X и) Xr—uxXr SF АУ, ||. 
(5.170) 

Подстановка этого результата в первое уравнение (5.169) 
вместе с выражением (5.42) для Og приводит к векторному 
уравнению 

Ort ky (ux or 2 ав & or 

<C+ 40 (An вх G8 | eam xX n+ 
| (0 Жи Xre+axr “5 Аг —АУ, |. 6.171) 

Это и есть искомое уравнение ошибок схемы, работаю- 
щей по уравнениям (5.167). При Е. =0 уравнение (5.171) 

23*
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переходит в уравнение (2.15а), т. е. в уравнение ошибок схемы, 
работающей в соответствии с уравнениями (1.36). Заметим, 
что изменение (5.167) касается лишь первой группы уравне- 
ний идеальной работы, посредством которых находятся коор- 
динаты х, у, 2 в подвижном трехграннике O,xyz. Вторая 
группа уравнений идеальной работы, касающихся определения 

направляющих косинусов В;, между осями &, п, CU xX, у, 2 

и координат &, 1, 6, остается без изменений. В соответствии 
с этим не меняется и вторая группа уравнений ошибок. 

Выше дан вывод уравнения ошибок схемы, работающей 
по уравнениям (5.167). Обратимся теперь ко второму случаю— 
случаю уравнений (5.168). Варьируя эти уравнения и вспо- 
миная соотношение (5.38), приходим к системе уравнений 
в вариациях: 

60 = An — Am<0—oX 60 бе ) 

+ №0 ДУ + 0 SAV), 

де = 60 —-AmXr—o Xr, 
(5.172) 

ЛУ = 5 + (0Жм Xr — 

— их (и =) — Ур. 

Из второго и третьего уравнений (5.172) получаем: 

(1 — 22) — a — dg + ko F(X ort) = An — Am x 

_ Ky an (OxXu)xXrf—axXr om + AV |: (5.173) 

Подставив сюда 09 из второго уравнения (5.172), 62 из 
/ 

соотношения (5.42) и поделив результат Ha 1 — Ro, находим 
окончательный вид уравнения ошибок для варианта (5.168): 

aor | ky < ( Л 4 

dt? 1—k, dt WX or “| aaa 
1 dr ur Ar 

— An — А —+3 — — (Л 
[= ( 0 mx at | } | m x1) + 

/ 
Ro 

+ — ия “|x xXr = + ux 0}. (5.174)
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5.4.2. Анализ уравнений ошибок. Сравним уравнения 
ошибок (5.171) и (5.174). Легко видеть, что они имеют 
совершенно одинаковую структуру и различаются лишь коэф- 
фициентами, содержащими № и Ro. 

Если взять эти коэффициенты такими, чтобы выполнялось 
равенство 

1 
= | Ro, 5.175 1— А + 2 ( ) 

то будет иметь место также равенство 

fe k 5.176 ти (5.176) 

Теперь видно, что замена (5.175) сводит уравнение (5.174) 
к уравнению (5.171). Таким образом, изменения (5.167) 
и (5.168) уравнений идеальной работы динамически равно- 
сильны. Они приводят к одному и тому же уравнению оши- 
бок. Поэтому в дальнейшем достаточно рассмотреть лишь одно 
из уравнений (5.171), (5.174), например уравнение (5.171). 

Рассмотрим прежде всего однородное уравнение (5.171) 

ethos dt (ux or 4 я-а ви =0. (5.177) 

Если бы Земля не вращалась, то это уравнение приняло бы 
вид (И =0): 

г om 
Se + + he) & or == 0. (5.178) 

При г const, введя, как обычно, обозначение п//3 — w2, 
получим решение уравнения (5.178) в виде формулы 

dr — 6r° cos @ V 1 +k t + 

1 а 6r°® 

Tv OVTEE 

Таким образом, действительно, собственная частота си- 
стемы изменилась: вместо величины W) она стала иметь вели- 

чину Wo V1 + Rp. 
Предположение о TOM, что и =0, означает, что относи- 

тельная скорость, измеряемая допплеровской станцией, равна 
абсолютной скорости, т. е. скорости в системе координат 

sin@ V1 +&ot. (5.179) 
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O,&,n,6,. не участвующей во вращении Земли. В действитель- 
ности и == 0 и допплеровский измеритель дает лишь OTHOCH- 
тельную скорость. Этим объясняется появление в уравне- 

нии (5.177) слагаемого № ai (4X or 5). 

Указанное слагаемое обусловливает появление в уравнении 
ошибок сил гироскопического характера, которые не влияют 
на устойчивость (неасимптотическую). В самом деле, умножим 
уравнение (5.177) скалярно на 46г/АЁ. Так как вектор u 
постоянен и Г =const, то 

dor а а а абг da ér for 4 (axor 2) = а (ax | (5.180) 

и получается равенство 

4260г daér абг 

которое после интегрирования дает соотношение 

(“) 88 (1+) 67 = со. — (5.182) 

Из этого соотношения и следует неасимптотическая устой- 
чивость системы. 

В проекциях на оси &, n,, 6, векторное уравнение (5.177) 
дает три скалярных уравнения: 

` 
a e 

о --а-^,) 955 — kaw — dn, = 0, 

bn + (1-^,) 9251, + № г & =0, | (5.183) 

66, + (1+ he) 9855, = 0. 

Решением третьего уравнения (5.183) будут гармонические 

колебания с частотой V=@V1 +k). Характеристическое 
уравнение системы, образованной двумя первыми уравнениями 
(5.183), имеет вид: 

pit р? [202 (1 + k,) + a | + af(1-++2,)? = 0. (6.184)
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Корни этого биквадратного уравнения суть 

Pi, 2, 3, 4 — 

2 

==У —o(I-+e,)— ce +k ey в ана и 

(5.185) 
а 2 

Так как Я >-, То, сохранив в выражениях для 

корней лишь линейные относительно au/r слагаемые, полу- 
чаем такие приближенные значения: 

Rp S| 
Pr, 2,3,4= + (в УТ FH 

Таким образом, решение двух первых уравнений (5.183) 
представляет собой суперпозицию двух гармонических коле- 

баний. Одно из них имеет частоту 9% V1+ А», второе — 
Ry au 

частоту >: 

После того как найдены корни характеристического ypaB- 
нения (5.184), легко может быть построено общее решение 
однородной и неоднородной систем (5.183). 

Если № невелико (например, А. = 10), то вследствие 
Ry au 

малости и по сравнению с Wy величина —~ —— будет малой 

по сравнению с Wo V1 +-Ry. Корни характеристического урав- 

нения (5.184) будут мало отличаться от величин + 16 V1 + Ro. 
Связь первого и второго уравнений (5.183) будет в этом 
случае слабой. Вместо них, во всяком случае для небольшого 
времени работы, можно рассматривать уравнения 

66 + (1-^,) 6258, =0, on. +(1+&,) o26n =0, 

которые получаются из уравнений (5.183), если положить 
в НИХ “== 0. 

В этом случае вместо векторного уравнения (5.171) можно 
рассматривать уравнение 

Tr -- (1 ®,) oor =f, (5.185а) 
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где через f обозначена правая часть уравнения (5.171). Ввиду 
малости и можно принять, что 

Д=(1 + hy) (Ам — Ат Хх) — 

lied 4 dA af — — (Am Xr) — hy +3 (5.186) 

Общее решение уравнения (5.185а) находится в таком виде: 

ог = 670 cos vt + 

l aor 
+ — к nvt + — Lf Fo sinv(t—t)dt, (5.187) 

где 

V=@)V 1+ ep. (5.188) 

Уравнение (5.171) — это уравнение ошибок схемы с тремя 
ньютонометрами, работающей согласно формулам (5.167). 
Уравнения ошибок аналогичной схемы с двумя ньютономет- 
рами, когда отсутствует ньютонометр вдоль оси Z, в невоз- 
мущенном положении совпадающей с направлением г, полу- 
чаются из векторного уравнения (5.171) проектированием его 
на оси х и у сопровождающего трехгранника, причем в ука- 
занных проекциях надо положить 

6z = Ar (= AA), 

AV р. = Аг — (Vp X 0). == ‚ (5.188а) 
=Ar—(o,—4 uy)dx+(0, — Ри, 6, | 

где можно взять 0/Г = а/’. Так как вектор И постоянен 
в системе координат O,£,n,6, в которой проведено диф- 
ференцирование в уравнении (5.171), то при г = сопз+ 

e 

d a a aor (их) = 2ux—. (5.189)
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Приняв это во внимание, уравнения ошибок для схемы 
с двумя ньютонометрами получим в следующем виде: 

6% |(1- №) (@ — 02) — 02 — ви, | 6х 

4 Га А Фо, — ФР = (Uy, — и,Фу)| by — 

— (20, +“ и, ву=Х,, 

oy +[(1 + &,) (03 — 02) — 6? — №, 4 u,0,] dy + 

+| (1 + fs) 0,0, +0, + hy = (ay — ив, | dx + 

-- (20, + = и, У, | 

где fy, и fy определены равенствами: 

1: == — (@,0, + Фу) Ar — (2 + до, Ar + 
+ (1+ hy) An, — Атуг —(1 + fy) ro, Am, — 

— ro, Am, — К EF (AV p, + au,9, — au ,9,) — 

— ©, (AV p, +- au,8, — aut0,)| 

fy = — (ув, — wo,) Ar + (2-+ Е) ю, Ar + 

+ (1 + ke) An, + Am,r — (1 + ky) ray Am, — 

— ro, Ат, — Ro EF (AV py + au,8, — аи,0.) -- 

+ (5.190) 

| (5.191) 

+o, (AV,,+ au,8, — au ,0,)| | 

При движении объекта по параллели с постоянной ско- 
ростью однородные уравнения (5.190) принимают вид: 

bx + [(1- hy) (08 — 02) — of — №, 4 и, dx — | 

— (20,-+ ho — и, ду = 0, 

dy + \(! А.) wo — 6? —k,— и.о, dy+ 
(5.192) 

+ (20, 4 hy и, bx =0. |
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Характеристическое уравнение этой системы уравнений 
сводится к биквадратному уравнению 

pi+ [ (203 — 92) (1-5 №) + 202 + 2k, = 4,0, + 

au 
r2 

+ ^2 | p?-+[(og—02) (1+) — 08 — 

— А. С и, [6 (1 + Ry) — 0? — ky — и.о, —0. (5.193) 

Можно показать, что по крайней мере в области 

a (2 Oj — 0, 0. > 0 

уравнение (5.193) имеет две пары сопряженных чисто мнимых 
корней, т. е. в этой области система неасимптотически 
устойчива. 

Если речь идет о медленных движениях объекта на по- 
стоянном удалении от центра Земли, то в первом приближе- 
нии в проекциях на оси азимутально свободного трехгран- 
ника вместо уравнений (5.190) можно рассмотреть упрощенные 
уравнения 

6x + 02(1-+ №) 6х = fi, | 

dy + 02 (1- А) бу= fi 

причем в качестве правых частей этих уравнений могут быть 

взяты функции 

fi =—o,Ar+(1+k,) An, —Атг — k, AV 
x 

fi, =0, Ar +(1 +4) An, + Amr —k, AV). 

(5.194) 

Dx’ 
| (5.195) 

$ 5.5. Демпфирование инерциальной системы 
с одновременным изменением собственных частот 

5.5.1. Уравнения идеальной работы. Уравнения оши- 
бок. В §§ 5.2 и 5.3 было рассмотрено демпфирование инер- 
циальных систем с использованием информации от доппле- 
ровского измерителя относительной скорости. В предыдущем 
параграфе рассмотрено изменение собственных частот инер- 
циальной системы при использовании этой же информации.
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Перейдем теперь к рассмотрению демпфирования инерциаль- 
ных систем с одновременным изменением собственных частот. 

Два варианта демпфирования [уравнения (5.39), (5.40)] и 
два варианта изменения собственных частот [уравнения (5.167), 
(5.168)] дадут четыре варианта схем, в которых демпфиро- 
вание осуществляется с одновременным изменением частот 
собственных колебаний. Составим соответствующие уравнения 
идеальной работы. 

Комбинируя уравнения (5.39), (5.167), получим уравнения 
идеальной работы первого из четырех указанных вариантов: 

t 

o= | —mX0+g—h, AV) dt+ 0", 

" ‚ (5.196) 

r= |@—mxXr+hAV)dt+r 
0 

(AV = V— V,). | 
В качестве второго варианта возьмем комбинацию ypaBHe- 

ний (5.39), (5.168). Получим: 

t 

v= | [~—mx<v0+ ¢—hkh, AV+ 

0 

+ ki (AV + m X AV)] dt-+0°, | (5.197) 
t 

r = | @—mXr)dt+r 
0 

(ДУ=У— У,). | 
Третий вариант образуется уравнениями (5. 40), (5.167): 

= елтхонвичи 

‚-| о—тжи- в (ДУ тЖжАУ) + + (5.198) 
6 

4- ky AV] dt + r° 
(AV = V—V,j). | 
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Наконец, для получения уравнений идеальной работы 
четвертого варианта надо скомбинировать уравнения (5.40), 
(5.168). В результате приходим к уравнениям 

o= | п-тхо--а- & (АУ + 
0 

AV)| dt + 0° | И | og 

г = | [v—mXr+ ki (AV+m xX AV) @&-- 
0 

(AV =V--V,). 
) 

Получим уравнения ошибок для всех этих вариантов. 
Варьируя уравнения (5.196), получаем систему уравнений 
в вариациях: 

50 =An— ох 9 — Am 0-+ dg— kb AV, 

br = 60 —Amxr- oXdr+h SAV, 

6AV=d0+ @ ЖЖ — иж ‚ (5.200) 

х (6 <—r a | — AV >. | 

Исключив из уравнений (5.200) сначала OAV, а затем dv 
и подставив вместо Og его выражение (5.42), придем к век- 
торному уравнению 

426 аб 
<a + Rk, oe ++ ph (1 + ko) Or + 

hy (a X Or 2) — ya X Or = 

—(1-+ ky) (An —Am x Ч a 48 | 

— (Am <1) — ky (Am X r) + 

o|— 
|: (5.201) 

+h @Х Жи 

— в Жи Xr 2 -и 
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При № =0 это уравнение превращается, как нетрудно 
убедиться, в уравнение (5.43), при А =0 — в уравнение 
(5.171), а если одновременно А =0 и А. =0, то уравнение 
(5.201) переходит в уравнение (2.15а). 

Аналогично, варьируя уравнения (5.197), получаем си- 
стему уравнений в вариациях: 

60 = An — Ат X 0 — юж — 
— kb AV +k 6 АУ +0 X АУ), 

бе = 50 — Am xX r—o X Or, ‚ (5.202) 

оДУ = d0+ (0X a) Же —их 

Подставив в первое уравнение (5.202) выражение 6 ДУ 
из третьего уравнения, а затем OV из второго, получим урав- 
нение ошибок для варианта (5.197) в таком виде: 

42 or 

dt® 1— № dt 

а а k, a 

+ mag a) (ux or =) = 
r 1—k 

— 1. wy (An — Om x а”) — 
1—№ r* 

k, Ry а 

— = (Am Xr) — iz Am X Щи \O Xm) Жи + 

ит “|x 0) xr + 

их" “АУ, |. (6.203) 

При А, =0 это уравнение переходит в уравнение (5.43), 

при № =0-— в уравнение (5.174), а при ky =k, =0 — 

в уравнение (2.15а).
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Получим уравнения ошибок для варианта (5.198). Варьи- 
руя уравнения (5.198), находим: 

50 = An — Am 0 — o X 50 6, 

ér == бо —-Am Xr —o X Or + 

+ kf (OAV +0 Xb ДУ) ЕДУ, | (5.204) 

OAV = (ЖЖ! — их 

Для приведения этой системы уравнений к обычной форме 
можно поступить следующим образом. Подставим OAV из 
третьего уравнения во второе и разрешим полученное урав- 
нение относительно d 60/dt: 

doe ==“ OOF | Am т dt # 

+%|—@X a) Xr t+u x (or = “НАУ, || -- 

ож иж irt—r 8 2 -)--АУ, |- 
(5.205) 

С другой стороны, из первого равенства (5.204) следует, 
что 

d 60 = An—Am xX 9-84. (5.206) 

Приравняв правые части равенств (5.205), (5.206), найдем: 

/ 
ky dr 

69 = — ———_— TR (®— Ат ха) + 

+ ЕЕ ees + Am Же) — РЕ Хи — 

ах (tr 

Жг-—их [фи 

~)—av,|— = <[ox их 

““)— ЛУ, |. (5.207) 

а Аг 
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Подставляя теперь это значение OV в соотношение (5.206) 
или в соотношение (5.205) и вспоминая выражение (5.42) 
для Og, придем после очевидных группировок к уравнению 

4? ; Se ав v(t 387) or + 

hy “ (uxcor! ан = (ux or 2 2) = 

а (An —amx +3 )—F (Ат Xn) + 

+ hp 3 [OX Xr -ри Xr — АУ, |-+ 
+8} [Ox a xrttuxrt—av,|+ 

их}. о 
При №. = 0 уравнение (5.208) переходит, как и следовало 

ожидать, в уравнение (5.48). При kj =0 оно превращается 

в уравнение (5.171). При ki =0, 2—0 — в уравнение (2.15а). 
Уравнение ошибок для четвертого из перечисленных выше 

вариантов уравнений идеальной работы получается варьиро- 
ванием уравнений (5.199). Это дает систему уравнений: 

69 —Ап — Ато — 0X50 +6g+ 

+ 2 (5AV т @ X dAV), 

ér =b0 — Am r—oXor+ 

+k (SAV+oXd5AV), Г (9-209) 

SAV = 50 + (0X 4) Xr — 

—4xX (6 ri_y >”) — ЛУ,. 

Из второго и третьего уравнений системы (5.209) 

450 _1 ‚(ее Ат в») 
dt ky 

a2) НАУ, |. 
(5.210) 

++ |- Хм Xr их (тг
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Из первого и третьего уравнений (5.209) 

аб _ |1 

dt 1—k, 
(Aa — Am x + dg =) — 

ko d a a a Ar 

— 27 G[-Oxaxrt tax (or т “у, | 

(5.211) 

Сравнивая между собой равенства (5.210) и (5.211), на- 
ходим выражение для 09: 

абг ki 
; +-Amx< "1 09 = ai Ав- ~Am x 4 bg-+ 

ky 

+ ож ых or 2 rt) — AV, |}. 

(5.212) 

Чтобы закончить вывод уравнения ошибок для варианта 
(5.199), осталось подставить это значение в уравнение (5.210) 
или в уравнение (5.211) и воспользоваться равенством (5.42). 
В обоих случаях приходим к одному и тому же уравнению 

/ 
42 6г ki pw dor 1 ow ,¢ 

—— -—~{1— ЗА: — | бР 
а 1 а rl it] т 

/ (reese Sale / 2 и а 

vk at’ 

= 4 к (4 Am x Г-З м) — Om xO + 

——— 

4 анк + 3 ur) 

ki 2 ] а а a Ar 
+> by de OX w) Xr их 5 — Ау, + 

Ко a а а А 
ТЕ ии нии я — АУ |. (5.213)
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Легко убедиться в том, что при kj =0 это уравнение 

превращается в уравнение (5.174), а при Ро —= 0 — в уравне- 

ние (5.48). Если же одновременно положить #1 =0 и ko = 0, 
то уравнение (5.213) переходит в уравнение (2.15а). 

Итак, нами получены уравнения ошибок для всех четырех 
вариантов уравнений идеальной работы (5.196) — (5.199). 
Это соответственно уравнения (5.201), (5.203), (5.208), (5.213). 
Сравнив эти четыре уравнения друг с другом, можно легко 
усмотреть, что уравнения (5.201), (5.203) могут быть пере- 
ведены друг в друга. В самом деле, структура этих уравне- 
ний одинакова. Они различаются лишь множителями при 
одинаковых слагаемых. Эти множители зависят от коэффи- 

циентов №1, №, Ro. Обозначим коэффициент А; в уравнении 
(5.203) через А. Если теперь положить 

Е 
— =, 5.214 1— ky, 1 ( ) —1-- Ао, 1— kf -- 2 

то уравнения (5.201) и (5.203) совпадут. В этом случае, 
следовательно, возмущенные движения инерциальных систем, 
построенных в соответствии с уравнениями (5.196) и (5.197), 
будут идептичны друг другу. Сравнив уравнения (5.208) и 
(5.213), убеждаемся, что структура их также одинакова и 
при выполнении условия (5.214) они полностью совпадают. 
Таким образом, возмущенные движения систем, работаю- 
щих по уравнениям (5.198) и (5.199), также будут оди- 
наковыми. 

Из проведенного сопоставления вытекает, что в дальней- 
шем достаточно рассмотреть одно из уравнений (5.201), 
(5.203) и одно из уравнений (5.208), (5.213). Какие именно, 
вообще говоря, принципиально безразлично. Однако варианты 
уравнений идеальной работы (5.196), (5.198) структурно 
проще, чем варианты (5.197), (5.199). К тому же, как это 
видно из уравнений ошибок, в вариантах (5.196), (5.198) 

изменение коэффициентов №1, № и ki, ky позволяет менять 
величину демпфирования и собственную частоту независимо 
друг от друга. По этим соображениям варианты (5.196), 
(5.198) уравнений идеальной работы могут оказаться пред- 
почтительнее при практической реализации, нежели вариан- 
ты (5.197), (5.199). Поэтому в дальнейшем будут рассмат- 

24 В. Д. Андреев
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риваться именно уравнения ошибок (5.201), (5.208), отно- 
сящиеся к указанным двум вариантам уравнений идеальной 
работы. 

Уравнения (5.201), (5.208) суть уравнения ошибок схем 
инерциальных систем с тремя ньютонометрами. Соответст- 
вующие уравнения ошибок схем с двумя ориентированными 
в плоскости горизонта ньютонометрами могут быть получены 
из векторных уравнений (5.201), (5.202) проектированием 
последних на оси x, у сопровождающего трехгранника xyz, 
ось 2 которого направлена вдоль радиуса-вектора г. При 
этом в полученных уравнениях надо положить Oz = Аг (= An), 
а вместо АУр, подставить выражение этой проекции согласно 
второму равенству (5.188а). Из векторного уравнения (5.201) 
получаем тогда, например, такую систему скалярных уравнений: 

6% + ky 6х \ 

+ [а + Rg) (4 — 02) — 02 — №, 4,0, | dx —- 

+ [а +) 0,0, —0, — & (0, —4, 4)— 
; 

— Rott, Tr + ko (Uy a буи, | бу — 

a ; 
— (20,+ и, бу =. 

( | 6.215) 
dy + Е, oy + 

+ [а + kp) я 2“ и.о, бу 

+|а-+юою, о, (0, — 4, 2) — 

— Rott, Cae ho — (Wytty — ом) | dx + 

+(20,+ hy = 4, | be fy | 

Функции fy, fy, стоящие в правых частях уравнений 

(5.215), суть проекции правой части уравнения (5.201) на 
оси х, у сопровождающего трехгранника. Они равны соот-
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ветственно [с учетом соотношений (5.188a)]: 

1: =(1-Р Ry) (An, — ro, Am,) — 

— (0,0, + Wy + k,o,) Ar — (2-++ №) Wy Ar — 

—(2+k)r Amy —r Ат, —ro,Am,+ 

+ Ry [AV р. Г Amy + a (u,0, о и,9.)] — 

a Ry ] = [AV py +a (u,9, ~ u,0,)] — 

— @, [AV py + a(u,Dy a и,0.)] ’ 

fy = (1+ Bp) (Any — го, Ат + 

+ ©. — @y@, ++ &@,) Ar +- (2+ №) о, Ar +- 

+ (2+ ky) r Am, +r Am,— ro, Amy + 

+k, [AV py +r Am, + a (и.0, — и,0,)] — 

— hy \ [AV py + @ (4,0, — и,0,)] + 

+@,[AVp,+ 4 (u,0, — u,9,))\ y 

Легко видеть, что при k,—O уравнения (5.215) совпа- 
дают с уравнениями (5.190), а при №. = 0 переходят в урав- 
нения (5.44). Если же одновременно равны нулю К; и Ro, 
то уравнения (5.215) превращаются в уравнения (2.28). 

Уравнения (5.215) соответствуют векторному уравнению 
(5.201). Уравнения ошибок для схемы с двумя ньютономет- 
рами, соответствующие векторному уравнению (5.208), полу- 
чаются совершенно аналогично уравнениям (5.215). 

‚ (5.216) 

5.5.2. Случай ортодромических координат. Прежде 
чем переходить к дальнейшему анализу уравнений ошибок 
демпфированных инерциальных систем с измененными соб- 
ственными частотами, обратимся к схеме с двумя ньютоно- 
метрами, определяющей ортодромические координаты. Вы- 
пишем для этой схемы уравнения идеальной работы и непо- 
средственным варьированием их получим уравнения ошибок. 
Ограничимся при этом тем вариантом ввода в инерциальную 
систему информации от допплеровского измерителя, который 
соответствует уравнениям (5.196). Случай, соответствующий 
уравнениям (5.198), может быть рассмотрен аналогично. 

24*
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Уравнения идеальной работы определяющей ортодроми- 
ческие координаты инерциальной системы с двумя ньютоно- 
метрами в случае отсутствия допплеровской коррекции — это 
уравнения (2.23). В соответствии с равенствами (5.196), пер- 
вые четыре уравнения (2.23) заменяются теперь следующими 
уравнениями: 

{ 

и, = | (и, V,0,—TOy +£,—R, АУ .) dt +v°, 

0 
t 

9, = | (п, ro, — U0, + gy—k, AV) dt оу; 

Uy + ky ЛУ, vy +k, AVy ‚ (5.217) 
Oy — r pO = r 

ДУ ,,=V,— Vopr AV, =V,y—V py; 

У = Uy — 

— 0% (— fy, Sin 2 cos S — Взозш z sin S + Взз cos 2), 

Vy = vy + pu (— Bg, Sin S +  Bgo cos 5). | 

Остальные одиннадцать соотношений (2.23) остаются, 
очевидно, без изменений. 

Выведем уравнения ошибок схемы, работающей в соот- 
ветствии с соотношениями (5.217) и последними одиннадцатью 
равенствами (2.23), исходя непосредственно из этих соотно- 
шений и равенств. В результате мы должны прийти, оче- 
видно, к уравнениям (5.215). 

Варьируя первые четыре соотношения (5.217) и прене- 
брегая вариациями Og,, ОЕ, несферической составляющей 

поля тяготения, приходим к системе уравнений: 

bv, = 6n, -+ dvya, + v, ba, — ®, Ar — 

—-rda, — k,6 AV, 
60) = on, + a, Ar +60, —o, 50, — 

— 9,00, — R,bAV,, ‚ (5.218) 

rdo, +a, Аг =, - &6 АУ 

— гб, — o, Аг = 6, + k 6 AV, 

(Ar = Ah). 
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Обозначим невозмущенное положение трехгранника, свя- 
занного с платформой инерциальной системы, через хХоУогу. 
В этом положении ось 2 направлена вдоль радиуса-вектора г. 

Оси Xo, У расположены в плоскости геоцентрического 
горизонта и вдоль них установлены ньютонометры Их, My,. 
Возмущенное положение связанного с платформой трехгран- 
ника обозначим через xyz. Взаимное расположение трех- 
гранников №20 и XYZ определим малыми углами о, В, у 
в соответствии с таблицей направляющих косинусов (4.22). 

При таком вводе углов а, В, y для вариаций 6ДУ,, SAV, 

из последних четырех равенств (5.217) получатся уже най- 
денные нами ранее выражения (5.58). В этих выражениях 
через AVp,, АУру обозначены инструментальные погреш- 
ности допплеровского измерителя, углы 09,, 09„, 92, введены 
равенствами (4.39), в которых в свою очередь углы Oo, Po, 
Yo связаны с полными ошибками 62, OS определяемых си- 
стемой ортодромических координат. Эта связь дается соот- 
ношениями 

== —62, В№=05 с08$2, \у==06Ззше, (5.219) 

которые вытекают из соотношений (4.37), если в последних 
положить 8 = 0. 

В равенствах (5.218) индексы «x», «у», «2» могут быть 
заменены соответственно на «Xp», «У», «Zo». С учетом этого 
из них получаются следующие выражения для 609,, OVy,: 

бу, =r day, + wy, Ar — kod AV ,, 

dvy, = — 7 60x, — Ox, Ar — kod АУ). 
(5.220) 

Подставим эти выражения в уравнения (5.58) и разрешим 
их относительно OAV,, SAV, Заменив еще, как и ранее, р 
на а, получим: 

1 
6 AV = ТЕ [r d@y, + @,, Ar + 

+ a (ty82,— Uz,0¢,)—auz, + ro. y + rB—AV px]. 

SAV, = r бо, — @,, Ar + 

. (5.221) 

1+, [— 

+ a (уд, — иг.0у) —аиг.В + r@y,y—ra ~ АУру, |. |
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Теперь для получения уравнений ошибок необходимо сде- 
лать следующее. Подставить выражения для проекций dvy,, 0%, 
из последних двух равенств (5.218) в первые два из этих 
равенств, одновременно заменив 9,, Vy, на — Гу, Гох. 
В полученные соотношения внести значения бАУ,, 6АУ,, 
из формул (5.221). Далее следует заменить O@,,, бо, бо, 
On,,. Oy, на их значения, вытекающие из формул (4.24), (4.26), 
(4.7), (4.27), (4.33), (4.8), (4.12). Наконец, надо произвести 
замену переменных (4.32). В результате мы должны прийти 
к уравнениям, отличающимся от уравнений (5.215) лишь тем, 
что теперь в правых частях вместо величин Ат», Amy,, Amz, 
появятся равносильные им величины — А®,, — До,, — Aa,,. 

Намеченная выше программа подстановок и исключений 
достаточно громоздка. Однако наша задача облегчается тем, 
что нет необходимости выполнять сейчас эту программу пол- 
ностью. Частично она была уже выполнена. Поэтому можно 
частично воспользоваться уже готовыми результатами. В самом 
деле, ранее было показано (п. 0.3.2), что прямой вывод 
уравнений ошибок демпфированной инерциальной системы 

(способом, идентичным излагаемому) приводит к уравне- 
ниям (5.44), если в последних заменить Am,, Amy, Amz, 
на —Aw,,, — Ady, — До... Уравнения же (5.44) совпадают 
с уравнениями (5.215), если в них положить А ==0. Значит, 
чтобы убедиться в том, что из соотношений (5.218), (5.221), 
(4.24), (4.26), (4.7), (4.27), (4.33), (4.8), (4.12), (4.32) выте- 
кают уравнения (5.215), надо проверить лишь, что из пере- 
численных соотношений действительно получаются те же 
слагаемые, содержащие множителем Ао, которые содержатся 
в уравнениях (5.215). Ниже показывается, что это действи- 
тельно так. 

Из соотношений (5.221), (5.218) имеем: 

bx + ne Ко г [a (их г, = и. 9х) —_— Ц.“ + 

+ гой + 7В — АУрж] = 
— ... + №2 дих, — Rote, [а (иг, — и.) — 

— див + ro, —ra—AVpyJ + 

+ ke (Vy, 502, — Wy, Ar — Fr b0y,), | 

| (5.222) 
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.. а 
бу + se Ro dt [a (ty Oz, a иду) ~ 

— auz $+ гоу — га — AV py,l — 

—... + ko ОПУ, + Roz, [a (их дл —_ и. 9х) _ 

—auza+ rox,y + rB — AV px] — 
— ko (Vx, 602, — Ox, Ar —rd0,,). 

375 

| (5,222) 

2 

Здесь многоточиями обозначены слагаемые уравнений оши- 

бок (за вычетом Sx, dy), не содержащие Ao. 
С другой стороны, сохранив в уравнениях (5.215) лишь 

слагаемые, содержащие множителем коэффициент Ао, и; заменив 
индексы «х», «у», «2» на «Ху», «уд», «KZ», запишем ука- 
занные уравнения в следующем виде: 

+... +h, [5—9 — ти, 6х + 

+- ko | Oxy, — tz, ar +- — (Oxy, — и] бу — 

— ko “ Uz, бу=... tho (An,, — rox, Amz,) — 

— ky (@y, Ar 4-r Anty,) — № ] = [AV px, -Е 

--а (Uz,0%,—Ux,92,)] —@z, [AV py, +4 (uz,8),— y,02,)1 | 

— и: + s (Фу Mx, ~~ ху.) | Ox + Re + Мг Ox — 

—... -+- ky (Any, —ray, Ат, ) ko (Wx, Ar--r Amy,)— 

d 
— Ro ] ЧЕ [AV py, + a (и. бу, — Uy 9z,)] + 

++ Wz, [AV рх, +a (их, — их,02,)] | my 

(5.223) 

Убедимся в тождественном совпадении равенств (5.222) 
и (5.223). Прежде всего легко усматривается, что слагаемые 
равенств (5.222), (5.223), содержащие величины АУрх,, AV py,,
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9,, Oy, 0., полностью совпадают. С учетом этого задача 
сводится к сравнению равенств 

Хх... + hey (Auz,0 — roy — rp) = 

. + Re [6nx, + vy, 602, — Wy, Ar — 

— Wz, (— аи В + ray y — ra) — г бу], 

бу... А г (ви. В — гоу + го) = 

. + Re [би — о-в. + о, Ar + 

+ @2,(— виа + roxy +78) + Гбфх, | 
которые получаются из равенств (5.222), если в них опу- 

(5.224) 

стить слагаемые, содержащие AVp,, АУру, 6х, Oy, 92, 
с равенствами 

хр... + k, (4 — 02, —~ и, ‚© ,,) * + | 

+ ke | 0, — uz, ar += = (DxiH yg — Фин) бу— 

— ko - и„бу=... + Ro (Ап, — го, Amz,—@y, Ar—r Amy), 

byt... +h [+ —02 — 4,0, y+ 

ar a 

+ ke | Oxy — Uz, pe + р (Oy Lc, a оу, Ox -- 

+h, 2 и. 6х =... + ko (Any, —roy, Amz,+-@,,Ar--r Am,,); | 

(5.225) 

получающимися из равенств (5.223), если в правых частях 
этих равенств отбросить последние ‘слагаемые, зависящие OT 
величин AVp,,, АУру, 0х, Oy. 0... 

Чтобы убедиться в совпадении равенств (5.224) и (5.225), 
преобразуем первые из них. Для преобразования исполь- 
зуем соотношения (4.24), (4.26), (4.7), (4.27), (4.33), (4.8), 
(4.12), (4.32). 

В соответствии с формулами (4.26), (4.7), (4.27) для 
вариаций On,,, би, входящих в равенства (5.224), получаются
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следующие выражения: 

On.,, — (©, _ £,,) Yo~ (@,, _ £,,) В + An, | | (5.226) 
on, — (@,., _ 8.) у + (w,, -_ £,,) С + Ап. J 4 

Пренебрегая в правых частях этих выражений произведе- 

ниями &,\ и &,\, имеющими второй порядок малости, 

и заменяя величину &, ее значением (4.33), получаем: 
0 

rv 
On, — уу — (we, + +) р + Ап», 

dry, = — 9-Е (=. +4) a—+ Ам... | 

Подставим в эти формулы вместо проекций Wy,, Wy» Way 
их значения из равенств (4.8), (4.12). Тогда формулы (5.227) 
примут вид: 

| (5.297) 

би, = [г (Oy,@z, — Ox.) — 27 Ox] У — | 

—|r+r (4 — 02, — «| p+ An,., 

дту, = — IF (@x,@z, + @y,) + 279] y+ 

thar oH) e+ Ane 
Внесем выражения (5.228) для On,,, Oty, в равенства (5.224). 

Одновременно заменим в этих равенствах величины Uy, Vy, 
OM,,, OWy, 00; на их значения из соотношений (4.12), (4. 24). 
После приведения подобных членов в равенствах (5.224) про- 
падут слагаемые, содержащие угол у. В результате равен- 
ства (5.224) запишутся следующим образом: 

6х ... +h, (5—9, — 14 и, о, "В — 

(5.298) 

— Ro (ox,0y, — < itz ra keauz,a = 

. + ke (Any, + rOx, Awz, — Oy, Ar + г Awy,), 

dy+ ... —# laa — ино, | та + 

+- Re ‘(out ++ Hz rp — зай = ~~ 

. + ko (Any, + Oy, Awz, + Ox, Ar —_ г Ao,,). J 

‚ (5.299) 



378 ДОППЛЕРОВСКАЯ КОРРЕКЦИЯ [ГЛ. 5 

Введем теперь вместо @ и В переменные Ox, ду согласно 
формулам (4.32). Получим: 

бх+ ... +h, (4, — 03, -- hy < u,0,,) 0x + 

—- Ro (оу, ~~ Uz, oy ~~ “ tz бу — ko < Kz, бу — 

=... + №2 (Ап, -- го, Ав, — у, Ar +r Ао), 
. , , (5.230) 

dby+ ... +h, (ty — 02, —4u,0, )dy+ 

ar, a: a 
+ ke (1,0, — Ha, “pe + Tr iz 0х - Re Tr Uz, 0X — 

=... +kp(Any + ray, Ао, + ох, Аг —rAa,,). | 

Сравнивая левые части равенств (5.230) и (5.225), заме- 
чаем, что они разнятся лишь тем, что в равенства (5.230) 

в коэффициенты при Ox и ду входит величина Uz, тогда как 
в соответствующих коэффициентах равенств (5.225) стоит 
выражение (Wy их, — ®хиу.). Но вектор и угловой скорости 
вращения Земли считается постоянным в системе коорди- 
нат O,&,7,6,, в которой ведется все рассмотрение. Поэтому 
из равенства 

du ° 
Fo eto K4=0 (5.231) 

вытекает, что 

Uz, = — Wy,lly, + Фу. (5.232) 

Таким образом, принимая во внимание соотношение (5.232), 
приходим к выводу, что левые части равенств (5.230) и (5.225) 
полностью совпадают. Что касается правых частей указанных 
равенств, то они различаются лишь тем, что вместо величин 
Ат», Ату, Ат», стоящих в правых частях равенств (5.225), 
в. правых частях равенств (5.230) стоят величины — Aw, 
— Ло,, —Ао.. Ho 

Am,,—=— Ad, Ат, ==— Аю,, Ат, =— Adz, (5.233) 

поэтому правые части равенств (5.230) и (5.225) также пол- 
HOCTbIO совпадают.
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Из совпадения равенств (5.225) и (5.230) вытекает, что 
совпадают равенства (5.222) и (5.223). Это означает, что 
уравнения ошибок определяющей ортодромические координаты 
инерциальной системы с двумя горизонтально ориентирован- 
ными ньютонометрами, получающиеся непосредственным варьи- 
рованием уравнений идеальной работы (2.23), (5.217), в точ- 
ности совпадают с уравнениями ошибок (5.215), полученными 
из векторного уравнения (5.201), относящегося к произволь- 
ной инерциальной системе. 

5.5.3. Исследование устойчивости. Рассмотрим вектор- 
ные дифференциальные уравнения (5.201), (5.208). Как было 
показано в п. 5.0.1, к этим уравнениям сводятся уравнения 
ошибок корректируемых от допплеровского измерителя инер- 
циальных систем с тремя ньютонометрами, если коррекция 
осуществляется в соответствии с уравнениями идеальной 
работы (5.196)—(5.199). 

Основная цель применения допплеровской коррекции со- 
стоит, как уже было отмечено выше, в том, чтобы обеспечить 
асимптотическую устойчивость положения (движения) инер- 
циальной системы, соответствующего уравнениям идеальной 
работы. Для этого надо, чтобы решения уравнений ошибок 
(5.201), (5.208) с течением времени стремились к нулю, т. е. 
чтобы были устойчивыми тривиальные решения однородных 
уравнений (5.201), (5.208). 

Исследуем устойчивость однородного уравнения (5.201) 

42 6r абг 
пои ey) Or + 

4 hy-~G (иж or +) — kw X dr 2=0 (5.234) 

при Г = const. 
Проектируя это векторное уравнение на оси неизменно 

ориентированной системы координат О\&,1,5, (ось O,C на- 
правлена вдоль вектора и угловой скорости вращения Земли) 
и замечая, что 

Uy, == Ил, =0, Ц, ==И =const, (5.235)
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приходим к скалярным уравнениям 

НЕ, 0& + 05 (1- &,) 6& — 

au ° au 

én + &, dn + 92 (1-- 39, + ‚ (5.236) 

++ hy — бЕ, — k, 68, = 0, 

Е, А, 66, --= 5 (1 + №5) 06, =0. 

Если г —= соп$ф, то коэффициенты уравнений (5.236) по- 
стоянны. Третье уравнение (5.236) отделилось, Его решение 
очевидно. При Е >O u 1+ k,>O0 решение этого уравне- 
ния стремится со временем к нулю. Характеристическое урав- 
нение оставшейся системы четвертого порядка [первое и вто- 
рое уравнения (5.236)] записывается таким образом: 

pi 28 рз + 2% 1-е“ atu | р? 

+ 2k, о-в, SF] p+ 

+ of (1 +k)? + eH о (5.237) 

Условиями устойчивости будут следующие неравенства Гур- 
вица: 

2k, > 0, | 

2, [o3(1+,) +4? +2,(1 +4) =F] > 0. 
| 2142 2 ‚ (5.238 4} (1 + &,) (03 — 2) (42 + 03 )>° (5.298) 

af(1 +k)? В 2 > 0. 
Tak как 

@? (5.238а) 

то при 
в >0, 1+h)>0 (5.239) 

условия (5.238) всегда выполняются,
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Таким образом, движение, описываемое векторным урав- 
нением (0.234), асимптотически устойчиво при г = соп$1. Сле- 
довательно, допплеровская коррекция инерциальной системы 
с тремя ньютонометрами, осуществляемая по уравнениям 
(5.196), (5.197), обеспечивает асимптотическую устойчивость 
инерциальной системы при произвольном движении объекта, 
на котором она установлена, на постоянном удалении от центра 
Земли. Асимптотическая устойчивость имеет место в том числе 
и для случая движения спутника по круговой орбите. 

Обратимся к уравнению (5.208). Соответствующее одно- 
родное уравнение имеет вид: 

Ser gE aoe i [1-37 + 

+ hy (= x or =) + hi ae a (4x or = —0. (5.240) 

Если объект движется на постоянном удалении от центра 

Земли, то г==0, u/r? = 60 = const и проектирование урав- 
нения (5.240) на неизменно ориентированные оси &,, \,, 6, 
(ось С, совпадает с осью вращения Земли) приводит к такой 
системе дифференциальных уравнений с постоянными коэф- 
фициентами: 

SE, + #10968, -+ 09 (1 -+ hp) 0, — | 
а _- 

— Rou < én, — Riu — én, = 0, 

от, + Ао бт, + во (1 + №5) dn, + | (5.241) 
+ hou = 08, + kus OE, = 0, 

6c. + kia 06, + (1 +- ko) 65, — 0. 

Устойчивость третьего уравнения (5.241) при 

kA>0, 14+№>0 (5.242) 

очевидна. Характеристическим уравнением системы двух пер- 
ВЫХ уравнений (5.241) является уравнение четвертой степени 

(а =F ~) р ны“ -) p+ 

9 a*u? + [2554 + ig) + hy oo 3 S| pp 
+ 2160 (1- Ro) p + wo(1 + by = 0. (5.243) 
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Применив к этому уравнению критерий Гурвица, можно 
убедиться, что вследствие неравенства (5.238а) вещественные 
части корней характеристического уравнения отрицательны, 

если kj >0и 1 + Rk. > 0. Таким образом, инерциальные си- 
стемы, корректируемые в соответствии с уравнениями (5.198), 
(5.199), асимптотически устойчивы при выполнении условий 
(5.242). Условия (5.242) вполне аналогичны, очевидно, усло- 
виям (5.239). 

Перейдем к исследованию устойчивости корректируемых 

от допплеровского измерителя инерциальных систем с двумя 
ньютонометрами. Соответствующие уравнения ошибок полу- 
чаются проектированием векторных уравнений (2.201), (2.208) 
на оси х, у сопровождающего трехгранника XYZ, ось 2 ко- 
торого совпадает с г. Мы ограничимся исследованием урав- 
нений (2.201). Исследование уравнений, вытекающих из век- 
торного уравнения (2.208), может быть проведено аналогично. 

В соответствии с уравнениями (5.215), однородные урав- 
нения ошибок инерциальной системы с двумя ньютонометрами 
имеют в рассматриваемом случае следующий вид: 

6% |а- № (% —®) — 2 — 

— №“ 2500, bx @ оо, —O, — 

—k, (о, — и, =) — ви, 27 -- 

В | dY— (20,4 hy uz) 59 = 0, 

89+ hy 9 + а +s) (4 — 02) — 0? — 

— ky © uzo,|dy +-[(1 + hy) @,0y + 0, 

(5.244) 

а ar +h (0, —u, 2)\— kf — 
— hy (Фи, — Фу, | и - (20,+ би, ] 5—0. | 

Если движение объекта, Ha котором установлена инер- 

циальная система, произвольно, то коэффициенты уравнений 
(5.244) также являются произвольными функциями времени. 
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Исследование (точное) устойчивости уравнений (5.244) связано 
в этом случае с непреодолимыми математическими трудностями, 
так как регулярные методы такого исследования отсутствуют 
в арсенале средств современной теории дифференциальных 
уравнений. Точное исследование устойчивости уравнений 

(5.244) может быть выполнено поэтому лишь для случая дви- 
жения объекта с постоянной скоростью вдоль земной парал- 

лели, когда коэффициенты указанных уравнений становятся 
постоянными. Кроме того, оказывается возможным отыскание 
достаточных условий устойчивости для случая медленных 

движений объекта вблизи земной поверхности (когда ско- 
рость движения существенно меньше первой космической 
скорости). 

При движении объекта с постоянной скоростью вдоль 
параллели в уравнениях (5.244) 

И ==, ==0, uy—=const, ©, == С01$Ь 5 O45 

u,== const, @,==const, r=const, (2.245) 

и они принимают вид (4 =o): 

bx + hy Ox +| (1+ hey) (2 — 6?) — 

— 0} — bk, + u,0, |x — (©, — би, ] ву — 

— (20, + и, 0—0, { (5.246) 

8-1 %;) 0} — 02 — ky и, бу + 

+ (©, — ти, dx + (20, + hy 4 u,|6% = 0. | 

Прежде чем перейти к исследованию устойчивости этих 
уравнений, рассмотрим их частный случай, соответствующий 
движению объекта вдоль экватора. В этом случае 

u,=0, @,=0 (5.247) 
и система уравнений (5.246) распадается на два дифферен- 
циальных уравнения второго порядка: 

6x + k,6x + (1 + №) (в — ®у) 6x = 0, 6.248) 

by + ky dy +. 09 (1 + Ry) dy = 0. 
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Первое из этих уравнений дает ошибку в направлении 
движения, второе — в нормальном к нему горизонтальном на- 
правлении. Из вида уравнений (5.248) следует, что при Rk, > 0, 
1 - Ю› > 0 корректируемая инерциальная система устойчива, 
если 

on — © > 0, (5.249) 

т, е. для скоростей движения, меньших первой космической 

скорости. 
Вернемся к уравнениям (5.246), т. е. к общему случаю 

движения объекта вдоль параллели. Применим для исследо- 
вания устойчивости этих уравнений критерий Гурвица. 

Введем обозначения: 
5 

a, = 03 (1 + ky) — © — и, 

a, = 0? (1+ А), ‚ (5.250) 

С учетом этих обозначений система (5.246) записывается 
следующим образом: 

bx k, 6х + (4 — Ay) bx — k,a36y — a4 dy = 0, | (5.251) 

бу А, бу-- a, dy + Е1азох + а. 6х = 0. 

Характеристическое уравнение системы (5.251) есть 

p* 6, p> + bop? + bsp 5. =0, (5.252) 
где 

2, 9 — ааа, | 
b, = 2k,a, — Е1 ао + 281 0304, , (5.253) 

2 2 2 
b4 == a) — Qa. 4+ Е1аз. 

Условия Гурвица для уравнения (5.252) имеют вид: 

b,>0, 66—65. >0, | 

616263 — 63 — bibs > 0, | (5.254) 
4. > 0. | | 
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При выполнении первого, третьего и четвертого из этих 
условий второе условие выполняется автоматически, поэтому 
оно несущественно. 

Первое условие (5.254) означает, что 

№ > 0, (5.255) 
и является очевидным. 

Третье условие (5.254) после подстановки в него вместо 

коэффициентов 0, их выражений (0.203) через величины 4; 
принимает вид: 

ki [2 (#1 + а4) [201 — a2 248 (a4 — аз] -- 2} > 0. (5.256) 
Подставляя сюда выражения для A), Ao, Az, Aq из (5.250), 

приходим к неравенству 

а? 9 
(1 + Ay) ] 2 | ei + (20,-+ Ro =. и, | (205 —w,—2 = и +- 

чать») оу | 50. (5.257) 

Наконец, четвертое условие (5.254) дает неравенство 

(1+) (0h —08) (08 — 03 — 0) + 
+ hy (1 +h.) 0, (©, — < w,) (203 — 202 — 02) + 

+ (42+ #02) (о, — Su,) >0. (5.258) 

Неравенства (5.255), (5.257), (5.258) и определяют [вместе 
со вторым неравенством (5.254)] области асимптотической 
устойчивости корректируемой инерциальной системы при дви- 

жении объекта по параллели. При № ==0 эти неравенства 
переходят в неравенства (5.107), а если наряду с № =0 по- 
ложить еще и, = 0, то указанные неравенства совпадут с усло- 
виями (5.11). 

Ввиду малости и, по сравнению с Wy области устойчивости, 
определяемые условиями (5.255), (5.257), (5.258), близки 
к областям, определяемым этими условиями в предположении, 
что и, =0. В этом предположении и при выполнении оче- 
видных условий А >20 и 1 №_>0 неравенство (5.257) 
можно преобразовать к такому виду: 

Е 4 1+ wy 
4 8 w — 206 

o> — (5.259) 

95 В. Д. Андреев
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Аналогично неравенство (5.258) принимает вид: 

22 1 ko, 

1+, в (1 + ky) — ©: 

Неравенство (5.259) разбивает плоскость параметров ©, 

@? на три области. Кривая, образующая границы области 

or < fie 2 — @? ++ | (5.260) 

и? — | 

ws _ № | 

_’ 

Г я aly Gu? af 
Рис. 5.4. 

(рис. 5.4), есть гипербола / (на рисунке показана одна ветвь 
гиперболы) 

4 

@? = — у (5.261) 

Асимптотами гиперболы (5.261) являются прямые 

1-- № 2 62 
у = 26), o? = 5 o —7~+— 7 (1+ Ay). (5.262) 

Неравенству (5.259) соответствует область между ветвями 
гиперболы (5.261). Так как одна из ветвей этой гиперболы 
лежит целиком в нижней полуплоскости 6 < 0, то остается
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область между ветвью [Г и осями a, =0, 0? = 0. Указанная 

ветвь гиперболы ближе всего подходит к оси 42 —0 в точке A 

[0 = 49, = (1-Е №,)]. На рис. 5.4 гипербола (5.261) 
изображена для случая 

2 
© 

ky = 2, R= —. (5.263) 

Неравенству (5.260) соответствует также гипербола (Ha 
рисунке она обозначена цифрой 2) 

| 
2 __ y) 2 12 

o = I+k, С + ^.) 9 — ©; -- о? а + ky) — в | (5.264) 

с асимптотами 

о о - о о (5.265) (-НА,) 62 = — @ + (1+ &,) 02 — №. 

Неравенству (5.260) удовлетворяет область между ветвью 
гиперболы (5.264), лежащей в первом квадранте, и осями 

2 2 2 __ of =0, a =0. Эта ветвь проходит через точку (®, = 0, 

0 =), ближе всего подходит к оси wo, —0 в точке В 

с координатами 

wo? = 02 (14-k,)— ka, VIR, | 

= hm VTFE—A) | 
и пересекает гиперболу (5.261) в точке С [© < 455, 

(1-Е А). На рис. 5.4 указанная ветвь изображена 

при значениях (5.263) коэффициентов А! и Ro. 
Таким образом, областью устойчивости уравнений (5.246), 

соответствующей условиям (5.259), (5.260), будет область, 
ограниченная отрезком прямой 6? =0 между точками © — 0, 

OF =, частью гиперболы (5.264) между точкой (:==0, 

6—6) и точкой С (©, wy, частью гиперболы (5.261) от 

(5.266) 

ТОЧКИ С (©, 6?) до асимптоты WO; = 205 и осью 62 =0. 

При А, = А. =0 эта область переходит в область неасимпто- 
тической устойчивости, представленную на рис. 2.1. При 

25+
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заданном Rk, область устойчивости максимальна при 

k Ai 1 2—5 —1, (5.267) 
0 

когда касательная к гиперболе (5.264) в точке (0; = 03, 

602 == 0) становится параллельной оси or = 0. 

Выше рассмотрен вопрос об устойчивости корректируемой 

от допплеровского измерителя инерциальной системы с двумя 
ньютонометрами при движении объекта с постоянной ско- 
ростью вдоль параллели. Это одно из возможных движений 
объекта, однако это достаточно частный вид движения. В об- 
щем случае движение объекта происходит под произвольным 
углом к параллели и скорость движения переменна. 

При произвольном движении объекта коэффициенты урав- 
нений (5.244) становятся переменными и, как уже было 
отмечено в начале настоящего раздела, точное исследование 
устойчивости наталкивается на непреодолимые математические 
трудности. 

Однако если предположить, что скорость движения объ- 
екта мала по сравнению с первой космической скоростью, 

то возможно весьма эффективное приближенное решение 
задачи, которое позволяет получить достаточные условия 
устойчивости уравнений (5.244). 

Рассмотрим уравнения (5.244) в проекциях на оси азиму- 
тально свободного трехгранника. Для этого положим в этих 
уравнениях ®, = 0. Получим уравнения: 

А+ (4—9?) (1+6) dx + 

ar 
| та + Ro) O,@y + Ry < и,— Rott, — 

A hy © (ty —@ylty by — hy u,d9 = 0, 
. | (5.268) 

6) +k, dy + (4 - с? (1 + &,) dy 

+ te +) 0, — kyu, “ — hy — 

— ke (© xlly — ву, | 0x + byt и. 6x = 0. |



§ 5.5] ДЕМПФИРОВАНИЕ С ИЗМЕНЕНИЕМ ЧАСТОТ 389 

Для упрощения дальнейших выкладок примем, что r==const. 

Введем обозначение a= и с помощью замены переменных 

бх=х, бх=х бу=у, бу=у (5.268a) 

представим уравнения (5.268) в форме Коши: 

x,=— k,x, — 65 (1 + k,) х. + Ф,, | 

т ` (6.969) 
у. = — №5, — 05 (1 + k) Yo + Po: 

Vo = У. 
Здесь 

ф = (1 + ^,) вх, — Ie TF Ry) оо, Аи, + + 

+ kg = (@,Uy — yl) уг Е № = ИУ» 

| (5.270) 
a 

= (1 +h,) oy, — (1 +k) 0,0, — kt, 2— 

a a 
— Ro („и — Фу, Хо — ky — Uz, X}. | 

Перейдем в уравнениях (5.269) к нормальным координатам 
0, из, бо, ty по формулам 

X, = 0, (80$ и, — УЗ #1), x =, cos и, 
(5.271) 

у1 = 05 (# с0$ Up — VSIN Uy), Yo == 65 с0$ Ио, 

A, 9 i (5.272) 
8—=—- v= 05 (1 + &))— =z - . 

Уравнения (5.269) в нормальных координатах примут вид: 

где 

; ln~ . ) 

a = ed, — — #1 Sin Uy, 

du, 1 ~ 

— == — COS И 
dt bv #1 1" 
ab в (5.273) 
<r == 80. — — ф! sin Uo, 

du, ~ 
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В правые части уравнений (5.273) входят функции 0; И 

фо. В соответствии с равенствами (5.270), (5.271) эти функции 
представляются в следующем виде: 

корни оны и 
+ hey — (Oly —oytt,)| by COS ty + 

+ hey U,Do (Е COS Ug — VSiN Ua), 
_ 

a d= (1+) 03), 0084 —[(1-+h)0,0,—A, $4, — 
a 

— Ro — (@ uy — @yit,) | b, cos и! — 

a . 
— Ro— u,b, (€ с0$ 4; — VSin u)). 

(5.274) 

Рассмотрим квадратичную форму 

ИИ в. (5.275) 

Полная производная функции U в силу уравнений (5.273) 
представляется таким выражением: 

dU 1 ~ = <: =? jel — —- Ae sin и; + 655 sin и.) | (5.276) 

Подставим сюда значения (5.274) функций ф,, фо. В резуль- 
тате получим: 

dU 1 Г1-А 
wt = 2120 — | + 2 (biwy sin 2, - 

у 

НЕ 3605 Sin Qty — 2@,@yb1bo sin (tt; + и2)) — 
a . 

+ bb, (Ryu, + Ry (@,Uy — @ylt,) — Коиге) sin (и! — и) | . 

(5.277) 
Величины 0,, Jy можно представить в виде: 

Аналогично | 

0, = Я зшф,, Oy = © costp,, =, +O}, (5.279)
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Если через о обозначить абсолютную скорость объекта, 

то, очевидно, ® —= /г, так как г =0. 
Наконец, для и, и и, имеем представления: 

«2=ЩЗШХ, И, = cosy, t= uu, (5.280) 

где, очевидно, # — проекция вектора w угловой скорости 
вращения Земли на горизонтальную плоскость. 

С учетом представлений (5.278), (5.279), (5.280) выраже- 
ние (5.277) для производной dU/dt может быть записано 
следующим образом: 

a — 20| 2 — |= (2 (sin? ip, cos? tp, sin 24, + 

+ cos? 1 sin? ро sin 25 — + Sin 2ip, sin 2ip, sin (a, +- u)) +. 

+ эр (Ry — Eko) и, +- RoQu Sin (ф5—Х) ) Sin (и— и) Sin 241] | . 

(5.281) 

Введя обозначение 

w* = — e+— | №» (0? | sin? ip, cos? фо sin 24, + 

+- cos? ф sin? ро sin 22 — >. Sin 2ip, sin 2фо sin (4, ++ us) | - 

- 5 [Ce — ep) ty + Эш sin (iy — 1) ] и шут 24, |, 
(5.282) 

представим равенство (5.281) в таком виде: 

dU + 
ro Ир”. (5.283) 

Для асимптотической устойчивости уравнений (5.268) при 
r=const достаточно, чтобы величина WW” была всегда поло- 
жительной. В самом деле, из уравнения (5.283) тогда полу- 
чается, что с течением времени функция U стремится к нулю. 
По определению этой функции, вместе с нею стремятся 
к нулю величины 6, и Jo, следовательно, в соответствии 
с равенствами (5.271), стремятся к нулю XX), Xo, У, у, 

а значит, согласно соотношениям (5.268а), и Ox, ду, Sx, ду. 
Последнее и означает, что достаточным условием устойчи- 
вости является условие 

и" > 0. (5.284)
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Заменяя в выражении (5.282) для и” величины & и \ их 
выражениями через ky, А, Wo, получаем: 

"= St — ; 
И «а + By) — a 

+ cos? tp, $112 tp, sin 2a, — 5 Sin 24; Sin 2фо sin (uw, + и.) -- 

>; |, (1 + =) и, +- RoQuy sin (фо — x)| x 

X sin (иг — и!) sin 2p, | > 0. (5.285) 

| he 0? sin? tp) COS? фо Sin 2u4,+- 

_ Имеют место оценки: 

sin? wp, cos? tp, sin 21 + cos? фо sin? фо sin 20 — 

1 | | 3 — 5 Sin 2p, sin 24 sin (4 —ш)| < 5. (5.286) 

| sin (№2 — #1) sin 2, | < 1, 

| sin (th, — X)'sin (и› — 4) sin 2$, |< 1. 

“Поэтому, если &, >0, 11 №0, то из соотноше- 
ния (5.285) следует, что 

Rk 1 3 (1 + Re) ож 1 =} Q?? 
2 Е 4 

Из А) — 

+ ot Ё (1 ++ 3) “+ hou | | ‚ (5.287) 

пит и” > * = 

где и — угловая скорость вращения Земли, а. @" = max|Q |. 

° Для устойчивости достаточно, чтобы величина w* была 
положительной. Это дает следующее условие асимптоти- 
ческой устойчивости: 

+40" + 
4 

-- = Ё (1 + 3) ut ва | >0, (5.288)



$ 5.5] ДЕМПФИРОВАНИЕ С ИЗМЕНЕНИЕМ ЧАСТОТ 393 

которое при №. =0 переходит в условие (5.128), если заме- 

тить, что wl, и положить в (5.128) с =0. 

Условие (5.288) при заданных г и Q* позволяет выбрать 
величины № и Ао так, чтобы обеспечить асимптотическую 
устойчивость инерциальной системы при любом законе измене- 
ния скорости объекта. При этом мерой затухания начальных 

~ 

ошибок будет как раз величина |”. В самом деле, из соот- 
ношения (5.283) 

t 
—2 | p*dt 7 

И = бе 0 < U%-2u"t, (5.289) 

где U° — начальное значение функции И. 
В соответствии с определением (5.275) функции U, по- 

лучаем теперь: 

Ув < е-им. (5.290) 
В заключение отметим следующее. Условие устойчивости 

(5.288) получено нами в предположении, что Г = сопз+, т. е. 
для произвольного движения объекта на постоянном удалении 
от центра Земли. Легко видеть, что тем же путем можно 
получить достаточное условие асимптотической устойчивости 
и с учетом вертикальных перемещений объекта. Тогда в это 

условие войдут максимальные значения |r| и |r—r°|, где 
го — постоянное значение г, в окрестности которого проис- 
ходит движение объекта. Аналогичное замечание справедливо 
и в отношении устойчивости корректируемой от допплеров- 
ского измерителя схемы инерциальной системы с тремя ньюто- 
нометрами, исследование которой было проведено нами также 
в предположении, что Г == const. 

5.5.4. Решение уравнений ошибок. Зависимость ошибок 
от инструментальных погрешностей. Выбор величин коэф- 
фициентов коррекции. Рассмотрим однородное уравнение, 
соответствующее векторному уравнению (5.234). В проекциях 
на оси неизменно ориентированной в пространстве системы 
координат О\Ё 1,5, (ось С, совмещена с осью вращения Земли) 
уравнение (5.234) приводит к трем скалярным уравнениям 
(5.236). При r==const коэффициенты линейных дифферен- 
циальных уравнений (5.236) постоянны. Общее решение
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последнего из этих уравнений очевидно. Решение соответст- 
вующего неоднородного уравнения может быть найдено 
методом вариаций произвольных постоянных общего решения 
однородного уравнения. 

Для построения общего решения однородной системы 
четвертого порядка, образованной первым и вторым уравне- 
ниями (5.236), необходимо найти корни характеристического 
уравнения (5.237). 

и2а? 
Так как 0 > то достаточно точные приближен- 

ные значения корней уравнения (5.237) можно найти спо- 
собом, аналогичным примененному при отыскании корней 
(5.143) уравнения (5.68). В рассматриваемом случае вспомо- 
гательное кубическое уравнение (5.137) записывается таким 
образом: 

2 а2и? 

2 — [205 (1 + Aa) + + | yp 

+24 @6(1 + ho) [At — 05 (1 + &5] — REL + ea) Sb y + 
+ a9 (1 + Re)” [209 (1- №) — Ai] + 

аа be)? (24% + 0883) “4 —0. (5.291) 

Легко находится следующее приближенное значение корня 
У; этого уравнения: 

2 2 2 , Ry 1a°u 
Y= — 0 (1 + ke) — aa 3 а + Ь,)|, (5.292) 

где 0? == 403 (1+ k,) — №. 
Это значение представляет собой начало разложения точ- 

2742 

ного значения корня по степеням ——-. 
rg 

Мы ограничились при этом лишь нулевым и первым сла- 
гаемыми указанного разложения. Так как обычно 

o? = 405 (1 — A> 4, (5.293) 

то формула (5.292) дает удовлетворительную точность вычи- 
сления корня у.
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Теперь задача приближенного решения уравнения (5.237) 
сводится к отысканию корней двух квадратных уравнений 

рр =0, р-р с.=0, (5.294) 

коэффициенты которых выражаются через коэффициенты 
уравнения (5.237) и найденное значение y,. В соответствии 

с равенствами (5.135), (5.136), эти коэффициенты могут быть 
представлены в таком виде: 

а2и? “= 
3 by 2==А, x (1-4 2g? 

ke ‚ ko  . &u 

са OH(1 Ry) = 1-5 (Л) Gage 
где 

9 2 

аа ( 8), = 2 [4 +e) + 4], 

= $1 [Ri (2+ 4ko-+ ) — 26% (1 + ha) (Ro 4]. 

Решая первое уравнение (5.294), находим два из корней 
характеристического уравнения (5.237) в таком виде: 

Ху — (4: 
ae (5.295) 

Аналогично из второго уравнения roe получаем: 

у ЕДЫ] + 
© Jonas . (5.295а) 

При А. =0 значения (5.295), (5.295a) корней характери- 
стического уравнения становятся равными соответствующим 
выражениям (5.143). 

После того как корни характеристического уравнения 
найдены, построение общего решения однородной системы 
первых двух уравнений (5.236), а затем и соответствующей 
неоднородной системы может быть выполнено обычными 
способами. Однако это решение получается весьма громозд- 
ким, а поэтому неудобным для практических расчетов.
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Для упрощения решения можно воспользоваться следую- 
щими обстоятельствами. 

Из вида корней (5.295), (5.295а) характеристического 
уравнения (5.237) следует, что при выполнении неравен- 
ства (5.293) они близки к значениям 

1 
| k 1 

Pio Рьа==— 8 jv. =, Vz V 455 (1 + А,)—№, 
(5.2956) 

т.е. близки к корням характеристического уравнения 

p?+ kp +05(1-+- №) =0, 

соответствующего векторному уравнению второго порядка 

420 dé Te Hh, +3 (1 +4) dr =0. (5.296) 

ua 
Это означает, что из-за малости величины +> по сравне- 

нию C № и © связь первого и второго уравнений (5.236) 
оказывается слабой. В демпфированной системе эффекты, 
обусловленные этой связью, не успевают развиться за время, 
необходимое для затухания начальных ошибок. 

Таким образом, при выполнении неравенства (5.293) 
вместо ‘уравнения (6.201) можно в ‘первом приближении огра- 
ничиться рассмотрением уравнения 

Sk, Sol в) 8" FO), — (5.297) 

где через f(t) обозначена правая часть уравнения (5.201). 
Общее решение уравнения (5.297) может быть записано 

в таком виде: 

бе = e-* [био со$УЁ-- ~ ( on +. ebr°| sin ve| -- 

t 

+= [7 e-&('—%) sin y(t — т) at, (5.298) 

0 

где и у заданы последними двумя равенствами (5.2956), а диф- 
ференцирование и интегрирование проведено в осях O,£, 7,6. 

В решении (5.298) через f(f) обозначена правая часть 
уравнения (5.201). В первом приближении, если пренебречь 
в правой части уравнения (5.201) слагаемыми, содержащими
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множителем ий, выражение для f(t) может быть взято в сле- 
дующем виде: 

f(t) =(1 + (An — Am x ar Sar Ar) _ 
ра 

d али 

— a (Ат Xr) — А, (Am Ж г) — № ae + Rk, AVp. (5.299) 

Возможность такого упрошения функции f(t) вытекает 
из следующего соображения. Вторая группа уравнений оши- 
бок инерциальной системы, корректируемой от допплеров- 
ского измерителя, сохраняет тот же вид, что и в случае 
автономной системы. Согласно соотношениям (1.94), ошибки 
0,, 9,, 9,, определяемые уравнениями второй группы, приводят 

к ошибкам вычисления местоположения объекта Or = 0, Х г. 
Если иметь в виду точность определения координат объекта 
порядка 1 км, то должно выполняться неравенство |0 |< 

< 1,5. 10-* рад. Но тогда | (0 Ж ) x 74 | < 74. 10-* м/сек. 
a Ar 

Такого же порядка величина | ux r| pp если Ar < 1 км. 

га а Аг 
Погрешность (0 Жи) Ж = иЖг-=„- суммируется в пра- 

вой части уравнения (2.201) с инструментальной погреш- 

ностью AV, допплеровского измерителя. Величина | (9 Ж и) Ж 

а Аг a 
Жи! r2 

грешность допплеровского измерителя имеет обычно порядок 
| м/сек. Отсюда и следует возможность пренебрежения 
в правой части уравнения (5.201) слагаемыми, содержащими 
множителем й. 

Рассмотрим решение (5.298). Если функция Л представ- 
ляет собой постоянный вектор 0, TO установившееся значе- 

ние ошибки равно: 
b b 

or = vote oF (1-F Ay) . (5.300) 

Сравним эту ошибку и установившуюся ошибку (5.152) 
системы, в которой демпфирование введено без изменения 
периода колебаний. Если 

An —Amx РЗ =a, (5.301) 

< 0,15 м/сек, а инструментальная по- 
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где а — постоянный вектор, то в =а, (1 -- №). Следова- 
тельно, согласно равенствам (5.300), (5.152), 

bp (5.301a) 
Oo 0 (1-- №5) 

Таким образом, уетановившаяся погрешность из-за по- 
стоянной инструментальной погрешности (5.301) одинакова 
в обоих случаях и не зависит от выбора величин Rj, № 
коэффициентов коррекции. 

В правой части (5.150) уравнения ошибок схемы, демп- 
фированной без изменения частоты, остается еще величина 

ky (ДУр— Am X г) — © (Am X 1), (5.302) 

а в правой части (5.299) уравнения (5.297) — величина 

dA d у — a (Am X r)-++ в (AVp — Am X r) — ky —z72 . (5.303) 

Пусть 

—Атжо—Атхь=а=в, = (5.304) 

причем а. = 6. — постоянные векторы. Тогда из соотношений 
(5.152) и (5.300) получаем соответственно: 

де, bry = — 4 _, (5.305) 
0p 0 (1 + №) 

т, е. установившаяся ошибка от инструментальной погреш- 
ности (5.304) меньше в (1-- Ао) раз в схеме с изменением 
частоты. Аналогичное обстоятельство имеет место и по от- 
ношению к инструментальной погрешности А, АУр. 

В схеме с изменением частоты в правой части присут- 

ствует еще величина А AY сли пр — 6.. то устано- 2—4 ° а 3 tO Y 
вившаяся ошибка в этом случае равна: 

ба. (5.306) 
OFF (1+ &) 

Ro Так как обычно — |, TO ГА, 

or == №. (5.307) 
9
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Обратимся к уравнению (5.208). Соответствующее ему 
однородное уравнение (5.240) в проекциях на оси &, \,, 6, 
приводит при Г = соп${ к линейным дифференциальным урав- 
нениям (5.241). Решение последнего из этих уравнений оче- 
видно. Отыскание корней характеристического уравнения 
(5.243) системы первых двух уравнений (5.241) может быть 
проведено таким же способом, каким выше были найдены 
корни уравнений (5.68), (5.237). Вследствие малости вели- 
чины и по сравнению с Wp корни здесь также оказываются 
близкими к величинам (5.2956), в которых надо только k, за- 

1 2 
менить на Rio. Связь первых двух уравнений (5.241) оказы- 
вается благодаря малости и слабой, как и в случае уравне- 
ний (5.236). Поэтому вместо уравнения (5.240) в качестве 
первого приближения здесь также может быть взято уравне- 

/ 2 
ние (5.296), куда вместо А надо подставить А160. Соответ- 
ственно вместо уравнения (5.208) можно (положив в нем 
u=0, г —=с01п$1) взять уравнение 

“ав + Ria ar q+ 00(1 +h) 5 =’, (5.308) 

где теперь 

f ()= (+h) (An — Am x SE 3 BO) 
A а +i ip (м --АтХ fey )— 5 (am X 1) — 

d AV ‚ aa 
ho м-р. (5.309) 

При r=const и 160 == № левые части уравнений (5.297) 
и (5.308) совпадают. Таким образом, в первом приближении 
при отсутствии инструментальных погрешностей все приве- 
денные выше четыре варианта (5.196) — (5.199) коррекции 
равносильны. 

Общим решением неоднородного уравнения (5.308) при 
r=const является, очевидно, формула (5.298), в которую 
вместо f(t) надо подставить f’ (ft). Правые части уравнений 
(5.297) и (5.308), т. е. векторные функции f(t) и ТГ’ (2), 
существенно различаются между собой. Таким образом, ос- 
новное отличие схем (5.196), (5.197) от схем (5.198), (5.199) 
заключается в различном влиянии на точность их работы 
инструментальных погрешностей элементов и погрешностей
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AV,, Аг внешней информации. При практической реализа- 
ции схемы коррекции это обстоятельство может оказаться 
решающим. Так, например, если основной погрешностью 
является постоянная погрешность AV, допплеровского изме- 
рителя, то предпочтительнее могут оказаться варианты (5.198), 
(5.199), так как в правую часть (5.309) уравнений ошибок 
этих вариантов погрешность AV, входит лишь своими про- 
изводными по времени. Постоянная составляющая этой по- 
грешности к ошибкам не приводит. 

Уравнения (2.201), (2.208), решения которых обсуждены 
выше, — это уравнения ошибок корректируемых инерциаль- 
ных систем с тремя ньютонометрами. Соответствующие урав- 
нения для схем с двумя ньютонометрами получаются из век- 
торных уравнений (2.201), (2.208) проектированием их на 
горизонтальные оси х, у сопровождающего трехгранника, 
ось 2 которого направлена вдоль г. Из уравнения (2.201) 
получается при этом система (5.215). Ей соответствует одно- 
родная система (5.244). 

Структура этой системы уравнений достаточна сложна. 
Как уже было отмечено ранее, в случае произвольного дви- 
жения объекта коэффициенты системы (5.244) будут некото- 
рыми функциями времени. 

Уравнения ошибок могут быть точно решены до конца 
лишь в случае движения объекта с постоянной скоростью вдоль 
параллели, когда уравнения (5.244) переходят в систему 
дифференциальных уравнений (5.246) с постоянными коэф- 
фициентами. При этом, если @,, ®,, ®, малы по сравнению 
с ©, то для приближенного решения характеристического 
уравнения (0.252) системы (5.246) можно применить TOT же 
прием, что и при решении уравнений (5.68), (5.237), при- 
чем, если ®,, My, ®, достаточно малы, то корни характери- 
стического уравнения (5.252) оказываются близкими к вели- 
чинам (5.2956). Связь первого и второго уравнений системы 
(5.246) оказывается слабой, и вместо этой системы можно 
рассматривать в первом приближении два независимых урав- 
нения второго порядка, на которые распадается система (5.246), 
если в ней положить 

6), = ©, ==И, =0. (5.310) 

Здесь необходимо обратить внимание на следующее. При 
движении объекта по параллели со скоростями, существенно
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меньшими первой космической скорости, всегда |W, |< Wp. 

В то же время величина |@,| может оказаться близкой к W 
или даже превзойти величину Wp, если движение происходит 
по параллели, лежащей в достаточно высоких широтах. Ука- 
занное обстоятельство является следствием того, что урав- 
нения (5.246) записаны в проекциях на оси трехгранника хуг, 
ось У которого направлена на север. Если рассмотреть урав- 
нения ошибок в проекциях на оси сопровождающего (ось 2 
совпадает с Г) трехгранника ху2, абсолютная угловая ско- 
рость вращения которого вокруг оси 2 равна нулю (®, = 0), 
т. е. в проекциях на оси азимутально свободного трехгран- 
ника), то отмеченное затруднение можно обойти. 

В проекциях на оси азимутально свободного трехгран- 
ника однородные уравнения ошибок рассматриваемой системы 
переходят в уравнения (5.268). Теперь ©, не входит в коэф- 
фициенты уравнений. Величины же Wy, Wy, Hy, Uy, и, (теперь 

переменные даже при движении вдоль параллели) при малых 
скоростях движения (1000—2000 м/сек) существенно меньше 
по модулю, чем в. Поэтому в первом приближении можно 
положить их равными нулю. С учетом сказанного уравнения 
(5.215) в проекциях на оси азимутально свободного трех- 
гранника для медленных движений могут быть упрощены до 
вида 

6x ++ 6х (1-Е hy) 6х =, (0, | 311 

dy +, y+ (1-Е А.) в dy= fy (0, | 

причем в первом приближении в качестве функций / (Г) и 
Ty (Е) могут быть взяты функции 

f (2) =(1 + Ry) An, —r Amy +k, (AV py — | 

—r Amy) — Ro AV py 

fy E) = (1 + fy) Any +r Am, + RAV py + 
+r Am,) — Rp AV py, } 

(5.312) 

получающиеся из правых частей (5.216) уравнений (5.215) 
при ®@,=0,=и,==и, 

Уравнения (5.311) получены упрощением уравнений (5.215), 
которые в свою очередь ‘получены проектированием векторного 

МИ, — 

26 В. Д. Андреев
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уравнения (5.201) на горизонтальные оси х, у. Аналогично 
можно получить для инерциальной системы с двумя ньюто- 
нометрами упрощенные уравнения, соответствующие вектор- 
ному уравнению (5.208). Они имеют вид: 

bx + 160 dx + 00 (1 №) dx = (5.313) 

by + о dy + @6 (1 ho) dy = fy, | 
где 

Fe = Any (1 + he) + kj Any —r Amy — | 

— ky AV py — ky AV pg, 6.314) 

fy = Any (1 + 2) + Ry Any +r Am, — 

— ky AV py —R, AV py. | 

При 1600 = ky однородные уравнения (0.311) и (5.313) 
совпадают. Корни соответствующих характеристических урав- 
нений суть величины (5.2956). Решение уравнений (5.311), 
(5.313) записывается формулами вида (5.298), в которых 
вместо Or будут стоять соответственно OX или OY, а вместо 
векторной функции f(t) — скалярные функции f,(t), Ху (т), 

fe, Лу (т). 
/ / Заметим, что функции f, hy и fs fy различаются лишь 

слагаемыми, содержащими множителями А, и А;. Слагаемые 

же с множителем Ry одинаковы в обоих случаях. Различие 
в решениях уравнений (5.311) и (5.313) обусловлено указан- 
ным отличием друг от друга функций fF, Ty И fie ie Xa- 

рактер этого различия очевиден. 
Уравнениям (5.297), (5.308), (5.311), (5.313) соответст- 

вует одно и то же характеристическое уравнение 

p’ + hyp +(1 + А) %=0 (5.315) 
с корнями 

ре Л, c= Fy vz У4 И №) — fi. 
(5.316) 

Корни (5.316) характеристического уравнения (5.315) 
являются одними из основных расчетных параметров инер- 
циальной системы, корректируемой от допплеровского изме- 
рителя скорости. Ниже приведена таблица, характеризующая
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значения этих корней в зависимости от величин коэффициен- 
тов коррекции Rk, и Ро. В таблице даны значения постоянной 

T, мин > 10 | 20 | 30 | 40 50 60 

ty» сек Ry в. | в, в, Ro в, Е, 

1 2 649070 | 649017 | 649007 | 649004 | 649002 | 649001 

1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
10 0,2 6560,3 |6507,0 |6497,0 164940 16492,0 16491,0 

0,995 0,999 1,000 1,000 1,000 1,000 
100 0,02 135,2 81,87 76,86 68,39 66,78 65,92 

0,691 0,886 0,914 0,968 0,979 0,985 
200 0,01 86,5 33,17 23,16 19,69 18,08 17,21 

0,431 0,689 0,819 0,886 0,922 0,944 
300 0,0067 77,6 24 23 14,21 10,74 9,14 8,27 

0,304 0,538 0,692 0,787 0,849 0,888 
400 0.0050 74,32 21,00 10,98 7,51 5,91 5,04 

0,233 0,431 0,534 0,692 0,768 0,821 
500 0,0040 72,86 19,54 9,52 6,05 4,45 3,58 

0,187 0,355 0,497 0,605 0,691 0,752 
600 0,0033 7203: 18,71 8,69 5,22 3,62 2,75 

0,156 0,300 0,428 0,534 0,619 0,686 
700 | 0,0029 | 71,59 | 1827| 825] 478| 318] 2,31 

0,137 0,267 0,385 0,488 0,574 0,643 
800 0,0025 71,28 17,95 7,94 4,47 2,86 2,00 

0,119 0,232 0,338 0,432 0,515 0,584 
900 0,0022 71,07 17,74 7,72 4,26 2,65 1,79 

0,105 0,206 0,302 0,387 0,466 0,533 
1000 0,002 70,59 17,60 7,57 411 2,00 1,63 

0,016 0,188 0,276 0,358 0,433 0,500 

времени 
1 2 

C= =e (5.317) 

и периода колебаний | 

T= 2% an (5.318) 
a V 403 (1 &)— 

Во вторых строчках таблицы под значениями Ay выпи- 
саны значения степени затухания 

a 
2p VI-F 

Выбор коэффициентов № и Ry имеет своей целью обес- 
печить достаточно эффективное затухание, т. е. достаточно 

267 

(5.319)
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малое значение постоянной времени ¢, при минимальных 
ошибках от инструментальных погрешностей. При этом стре- 
мятся обычно оставить период Г достаточно большим, чтобы 
сохранить за инерциальной системой свойства хорошего 

фильтра низких частот. 
В заключение заметим, что выбор величин коэффициен- 

тов № и Ро по приведенной таблице возможен лишь в той 
области их значений, где справедливы условия перехода 
к упрощенным уравнениям (5.297), (5.308), (5.311), (5.313), 
т. е. условия вида (5.293). В противном случае для системы 
с тремя ньютонометрами следует рассматривать He упрощен- 
ное характеристическое уравнение (5.315), а уравнения (5.237), 
(5.243). В схемах же инерциальных систем с двумя ньютоно- 
метрами следует учитывать дополнительно условия устойчи- 
вости вида (5.288) полных уравнений ошибок. 

При выборе величин коэффициентов коррекции Е и Ро 
приходится, как правило, учитывать случайный характер ин- 

струментальных погрешностей и в первую очередь случайный 

характер инструментальных погрешностей допплеровского из- 
мерителя скорости. Влияние случайных погрешностей будет 
рассмотрено в седьмой главе книги. 

$ 5.6. Дополнительные замечания о допплеровской 
коррекции инерциальных систем 

5.6.1. Некоторые варианты коррекции инерциальной 
системы, построенной на основе управляемой гироплат- 
формы. Рассмотрим инерциальную систему с двумя ньютоно- 
метрами, основой которой является управляемая гиростаби- 
лизированная платформа (или управляемая гирорама). Ось 2 
платформы в невозмущенном положении совпадает с радиу- 
сом-вектором г, а ньютонометры установлены вдоль ее осей 
х и у, которые в невозмущенном положении располагаются 
в плоскости геоцентрического горизонта. Ограничимся слу- 
чаем определения ортодромических координат, что не умень- 
шит общности дальнейшего рассмотрения. Уравнениями иде- 
альной работы указанной схемы в случае, когда допплеров- 
ская коррекция отсутствует, являются уравнения (2.23). 

Исследованные в предшествующих параграфах варианты 
построения схем допплеровской коррекции инерциальных си- 
стем основаны на формулах (5.196)—(5.199), полученных
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для случая произвольной ориентации платформы инерциаль- 
ной системы. В применении к инерциальной системе, опре- 
деляющей ортодромические координаты, формулы (5.196)— 
(5.199) приводили к изменению лишь первых четырех урав- 
нений (2.23). Остальные уравнения не менялись, что видно, 
например, из формул (5.217). В частности, оставались неиз- 
менными пятое и шестое уравнения (2.23), посредством ко- 
торых находятся координаты хи 2 по известным о и Wy. 

Оставались без изменения также одиннадцатое, двенадцатое 
и тринадцатое уравнения (2.23), по которым формируются 
управляющие моменты гиростабилизированной платформы 
(гирорамы) системы. 

В то же время в пятое, шестое, одиннадцатое, двенад- 
цатое и тринадцатое уравнения (2.23) входят проекции Oy, Oy 

абсолютной угловой скорости трехгранника xyz платформы 

на ее оси Хи у. Так как трехгранник ху2 сопровождающий, 
т.е. ось & его в невозмущенном положении направлена 
вдоль г, то величины ®, и ®, определяются через "У, у,, 

u,, Uy. Но допплеровский измеритель дает как раз вели- 

чины У, и!,. Поэтому здесь появляется возможность кор- 
рекции от допплеровского измерителя путем добавления допол- 
нительных слагаемых к ®,, Oy в уравнениях для определения 5 

и 2, а также в уравнениях для управляющих моментов. Рассмот- 
рим эту возможность. Возьмем вместо ®, и Wy величины 

АУ, AV, 
Oy— Rg——1 Wy + Rey 7? (5.320) 

в которых AV, и AV, заданы последними четырьмя равен- 

ствами (5.217). Подставим указанные величины вместо O, H Wy 
в выражения для управляющих моментов, т. е. сформируем 
эти моменты по формулам: 

№=— Ha (в, — ky ~~), | 

мы | за 
Mz На (ву Ве) tg 2+ 

“+ <> (Ва cos $ + Bye sin $). |
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Первые два уравнения (2.23) заменим на уравнения (5.49) 
с привлечением соотношений (5.50). Остальные уравнения 
(2.23) оставим без изменения. 

Получим уравнения ошибок для этого случая. Варьируя 
уравнения (5.49) вместе с третьим и четвертым уравне- 
ниями (2.23), отбрасывая по малости вариации Og,, ВЕ, и 
полагая ду = Ах, находим: 

а 
20 АР Г 6a, + (a) + 0,0,) Ar +a (Го®,) = 

= On, — ra, 60, — roa, bo, — k, AV ,, 

—20, Ar—r 60,-+(—0, +0,@,) Ar (р бе ,) = 

= ony — ra, do, — ra, do, — R,5AV,,. 

| (5.322) 

Обозначим, как и ранее, связанный с платформой Tpex- 
гранник XYZ в его невозмущенном положении через XoVoZo, 
а отклонение платформы от ее невозмущенного положения 
зададим малыми углами a, В, Y в соответствии с таблицей 
направляющих косинусов (4.22). Тогда величины бих,, Ory, 
будут заданы формулами (4.26), (4.27), (4.7), (4.8), (4. 12). 

В уравнения (5. 322) входят вариации 0%,, доу, бо. 

Их надо связать с а, В, у, а, В, \. Очевидно, что ранее 
решавшие эту задачу соотношения (4.24) теперь непригодны, 
так как мы изменили выражения для управляющих моментов, 
взяв вместо соответствующих формул (2.23) формулы (5.321). 
Из формул (5.321) и равенств (4.23) получаются вместо (4.24) 
следующие соотношения: 

0x, = а Ноу — @2z,8 — Aw,, + ke - 

. бА у. 
doy, = В — O,,y + @2,a — Доу — kg ——, ‚ (5.323) r 

АУ, } 

— 602, = у ов — © а — Ао. — ke 12. | 

Здесь, как и в формулах (5.322), величины OAV,, SAV, 
определены равенствами (5.58). 

Из третьего и четвертого уравнений (2.23) имеем: 

Ovy, —_— Ary, —f? Ох, 

(5.324) 
6х, — Ar@y, —- r OWy,-
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Подставим эти значения до, и 69, в правые части ра- 
венств (5.58). Заменим также величины O,, Oy, O2, их вы- 
ражениями (4.39) через а, В, Y и 92, Во, Yo. Тогда получим: 

6AV, =rdbo, +o, Ar+p(— ии, Yo) + 

+r (or, —— ur, ytrp—AV px, 

б АУ „= —rdo,, — O, Ar — о (м, By — и Vo) — 

г (oy, и») у — га — AV py, 

Из соотношений (5.323) и (5.325) можно найти выражения 
для бох, OWy,, 602: 

1 
ТЕК } а a+ @y,Y — 02,8 — Aw,, + 

‚ (5.325) 

| Ох, = 

ty Ar —o (и, By — и Vo) + 

+ (гоу, —- риу,) у — га — AV py] | 

доу, == TLE } В— @x,Y + @2,a — Awy, — 

— A [o, Ar +p(—4,0,+ 4, у.) (5.326) 

+ (ras, — pur, ¥-+ В — AV x]. 
O02, = у + 2,68 — Wy,a — Ао», — 

k, tg 2 Ar —ТРь = aan 

AV Dx. 

Теперь. надо подставить выражения (5. 396) для OWy,, OWy,, 
doz, в уравнения (5.322). В эти уравнения надо подставить 
также вместо АУ, SAV, выражения (5.325), предварительно 
заменив в них бе d@y, в соответствии с равенствами (5.326). 
Кроме того, в уравнения (5.322) надо ввести значения ди, 
би, согласно равенствам (4.26), (4.27), (4.7), (4.8), (4.12). 
В результате получится первая группа уравнений ошибок 
рассматриваемой схемы.



408 ДОППЛЕРОВСКАЯ КОРРЕКЦИЯ [ГЛ. 5 

Обратимся ко второй группе уравнений ошибок. Под- 
черкнем, что во. всех предшествующих случаях коррекции 
вторая группа уравнений ошибок не претерпевала изменений, 
сохраняя все время тот же вид, что и для автономной инер- 
циальной системы. В данном случае дело обстоит иначе. 
Это является следствием дополнительного вмешательства 
в формирование управляющих моментов гироплатформы. 

Варьируя пятое и шестое уравнения (2.23), получаем 
соотношения 

да = — 60, — 4 (— B,, COS S ++ Bg sin 5) до, 

$ cos 2 = d@y, + 

+ & tg 2 +—— (B3, COS S ++ Взо Sin 5 02 —- 

+-u sin z(— В; sin S + By. cos S) 65, 

в которых вариации до», и OWy, определены формулами (5.326). 
Вводя в соотношения (5.327) новые переменные 

о —= — 02,  Во=бо с0$2, Y,==dSsinz (5.328) 

и привлекая седьмое равенство (2.23) и равенства (4.15), 
(4.16), приходим к следующим уравнениям: 

a, + Oy Yo _ ©, Во — 60,» 

В. + ©, 6 — Oy Vo = 00, , 0 

‚ (5.327) 

| 
(5.329) 

Вместе с соотношениями (5.326) уравнения (5.329) co- 
ставляют вторую группу уравнений ошибок. 

Проделав необходимые выкладки, можно убедиться в том, 
что замена переменных (4.39) не приводит уравнения (5.329), 
(5.326) к уравнениям (4.40). Таким образом, уравнения вто- 
рой группы получаются отличными от соответствующих урав- 
нений автономной инерциальной системы. Уравнения ошибок 
второй группы в общем случае не отделяются от уравнений 
первой группы (5.322), (5.325), (5.326). В рассматриваемом 
случае уравнения первой и второй групп образуют связан- 
ную систему дифференциальных уравнений седьмого порядка. 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая малых 
значений Wy, ®,, Wz, Примем также для упрощения, что
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0—7 =с0105$ и 2==0. Пренебрегая членами, содержащими 
Ox,» Фу, Oz, Их» Uy, Uz, И ИХ производные, получим тогда 
вместо равенств (5.325) такие равенства: 

6 AV —fT оу, — AV px,» 

ДУ, =—r 60x, — AV py. 
Вместо равенств (5.326) теперь будем иметь более про- 

стые равенства: 

(5.330) 

60x, = — Ao,,) —— 
] . 

ЕЕ (@ 
1 . , 

OWy, = TLR (В— Ав, )-- а oe ) AV px (5.331) 

S02, — у — Аб... 

Аналогично уравнения (5.8329) упрощаются до вида 

0, = 50, = 60, у, = 50, . (5.332) 

Равенства (5.322) теперь записываются следующим образом: 

4 (гоу) = би», — ВО AV igs | 
d (5.333) 

— a (7 b@x,) = Oty, — #16 ДУ), 

причем в этом случае, согласно равенствам (4.26), 
2 2 —=— @ Ап, п, =orra-+ An , ; én, pRB An,, on, 57а An,, (5.334) 

где, как обычно, введено обозначение 5 = р/гЗ. 

Подставим в равенства (5.333) выражения для бп,, пу, 
do,, Say. SAV, SAV, из соотношений (5.334), (5. 331) 
(5. 330) и произведем saMeny переменных 6x = гВ, ду = — га 
Получим уравнения: 

6x + 6х + (1+ А,) 08 6х = 

= (1-Е kp) Any, + г Ady, — № АУ, 
+ №1 (До, + ДУр,), | (5.335) 

бу А, by (1- №) ® dy = | 

= (1+ #2) Any, —гДо,, — Re AVpy + 

+ ki(—r Aas, + AV py). | 



410 ДОППЛЕРОВСКАЯ КОРРЕКЦИЯ [ГЛ. 5 

Легко видеть, что эти уравнения совпадают с уравне- 
ниями (5.311), так как Ао, =—=р— Ат,, Ао, =—Ат,, 
До„, = — Ат... 

Обратимся теперь к уравнениям (5.332) второй группы. 
Вводя замену переменных 

9, = (1 + Ry) A, — о, 9 = (1 + F,) В, — В, | 
(5.336) 

9. —\. —\, | 

получим уравнения: 
. AV ) 
Oy — — Ло, — ko ae , 

. AV 
Oy, = — Ady, + №2 = ; (5.337) 

be, —= —_ Ао... J 

Во всех предшествующих случаях уравнения ошибок 
второй группы имели (при сделанных упрощениях) такой вид: 

6, —— Аб», By, — Ау, 
(5.338) 

9. == — Ао... 

Уравнения (5.337) отличаются OT уравнений (5.338) He 
столько формой, сколько самим смыслом входящих в них 
переменных. В случае уравнений (5.338) полные ошибки бхо, 
Oyo определения координат вычисляются в соответствии с ра- 
венствами 

Ox, =0х + Oy г, dy, = dy — 8,7, (5.339) 

в то время как в случае уравнений (5.337) полные ошибки 
равны соответственно: 

1 
Ox, = 1B, == (r0, + Ox) тр, 

) 

; + (5.340) 
dy, =— га, = (— rd, + dy) ГЕ ° | 

Указанное различие делает интересным сравнение с рас- 
сматриваемым основного из изученных ранее вариантов доп- 
плеровской коррекции — варианта, определяемого уравне- 
ниями (5.217).
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В случае варианта (5.217) полная система уравнений оши- 
бок включает в себя уравнения (5.311), (5.338) и (5.339), 
к которым добавляются уравнения для определения ошибок 
ориентации платформы инерциальной системы 

6, —=— 6%, Oy= =, бд 0,. (5.341) 
Г Г 

В варианте, рассматриваемом в настоящем разделе, урав- 
нениями ошибок будут уравнения (5.335), (5.337), (5.340) и 
соотношения 

9, =. Oy, = 2, 91.) = — 9... (5.342) 
г Г 

С точки зрения ошибок ориентации платформы (откло- 
нения оси 2 платформы от направления к центру Земли и 
ошибки азимутальной ориентации) оба варианта одинаковы. 

Действительно, уравнения (5.335) совпадают с уравне- 
ниями (5.311), совпадают также соотношения (5.341) и (5.342), 
так как 

0, = Oy. (5.343) 

Последнее видно из сравнения *) третьего уравнения (5.338) 
с третьим уравнением (5.337). 

Полные же ошибки определения координат различны 
в двух рассматриваемых вариантах, даже если взять в обоих 
случаях инструментальные погрешности одинаковыми. 

В самом деле, пусть величины До, , Ady, Aoz,, АУ рх,, AV ру, 
постоянны. Тогда из уравнений (5.337), полагая начальные 
условия нулевыми, получим: 

\ AV py 
== — (лох, A kp “pw | р, 

(5.344) 
AV 

By, = (— Ady, + Re Ра) Г. 

*) Сравниваются дифференциальные уравнения. Строго говоря, 
надо проверить еще соответствие начальных условий. Легко убе- 
диться, что это соответствие также имеет место.
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Из уравнений же (5.338) следует, что 

0,, == — Лор, Oy, = — Доу, 9... =— — Awz,t. (5.345) 

С другой стороны, если считать инструментальные по- 
грешности Ап,, Any, ньютонометров также постоянными, TO 
из уравнений (5.335) после затухания переходных процессов 
получаются такие установившиеся значения OX и ду: 

Ry 
6x = —= (г Awy, + АУрх), 

+ (0.346) 
R 

бу = yt - 1 (—r Aor, + AV Dy). 

Теперь из соотношений (5.339), (5.345), (5.346) 1 находим: 

А ky 

о чаты | (5.347) 
An К, | 

у = 5 —rA AV py A y= о АЕ) (—r DO,x,+AY р») тА®и | 

Соответственно из paBeHcTB (5.340), (5.344), (5.346) 
получаем: 

бхо = (— r Ao, мы CoE 

] Ly 

tree [4 + with 

by = TLE (r Aw,, +- № AV py.) t + 

(r Ay, -- AV os) : 

(5.348) 

-- iy - 1 (—rAw,, + AV py,) 
<a | 05 05 (1 + №) ^ ov) | 

‚ Сравнение правых частей равенств (5.347) и (5.348) по- 
казывает, что постоянные составляющие погрешностей в случае 
равенств (5.348) в (1- А.) раз меньше, чем в случае (5.347). 
Однако растущие пропорционально времени составляющие 
ошибок также существенно различны. В случае (5.347) это 

6x,=—rhat, 6 =ГА®, р, (5.349)
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в случае же (5.348) — 

т 1 Aay, + № AV рн), | 
1 

by, = TLE (r Ao, + 2 AV py,)t. 
| (5.350) 

Так как обычно №. 31, так что Р/(1-Р Е) =1, и, 
кроме того, вследствие №. > 1 имеем: 

1 
ГЕЯ |7А®у |< AV ox!» 

| (5.351) 
| ^ Ао», | <<|AV vy, |, 

1 

1+ Ry | 

TO вместо равенств (5.350) можно написать приближенные 
равенства 

0х, = АУ „Ь ду = AV ny f (5.352) 

Сравнивая выражения (5.349) и (5.352), заключаем, что 
при 

|r Awy, {>| АУр», |, |гАо,|>|АУр,| (5.353) 

меньшие ошибки дает вариант допплеровской коррекции 
с изменением управляющих моментов по формулам (5.321). 
В противном случае более выгодным оказывается коррекция, 
построенная в соответствии с уравнениями (5.217). Отметим, 
что сравнение здесь проведено для постоянных инструмен- 
тальных погрешностей. Случайные погрешности требуют, 

разумеется, специального рассмотрения, и оно в дальнейшем 
будет проведено. 

Полезно обратить внимание на следующее обстоятельство. 
Легко усмотреть, что вариант допплеровской коррекции 
с изменением управляющих моментов при ky, >> 1 по суще- 
ству равносилен [это, в частности, следует из равенств (5.352)] 
схеме счисления пути посредством интегрирования вектора Ур 
путевой скорости, измеренного допплеровским измерителем. 
Роль инерциальной системы практически сводится здесь лишь 
к поддержанию ориентации платформы в плоскости горизонта 
и по отношению к меридиану, что и дает возможность по- 
лучить с помощью допплеровского измерителя вектор путевой 
скорости.
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Рассмотренный выше вариант допплеровской коррекции 
построен, как мы помним, следующим изменением уравне- 
ний (2.23). Вместо первых двух из этих уравнений взяты 
уравнения (5.49), (5.50), а управляющие моменты сформи- 
рованы согласно равенствам (5.321). При этом формулы для 
моментов отличаются от соответствующих выражений (2.23) 
тем, что вместо @,, Wy взяты выражения (5.320). 

Однако проекции @,, Wy абсолютной угловой скорости 

трехгранника XYZ платформы на его оси входят не только 
в те из уравнений (2.23), по которым формируются упра- 
вляющие моменты. Они входят также в пятое и шестое 
уравнения (2.23), служащие для отыскания © и 2. 

В этих уравнениях проекции @,, Wy также можно заме- 

нить на величины (5.320). При этом управляющие моменты 
можно либо оставить в том виде, как они выглядят в урав- 
нениях (2.23), либо изменить в соответствии с равенствами 
(5.321). Легко убедиться, что первый из этих вариантов 
не приводит к изменению частоты собственных колебаний 
инерциальной системы и поэтому мало интересен. Интерес 
может представить лишь второй из указанных вариантов, 
в котором проекции @,, ®, заменяются на выражения (5.320) 

одновременно как в уравнениях для определения 2 и S, так 
и в формулах для управляющих моментов. 

Тогда вместо пятого и шестого уравнений (2.23) получим 
следующие уравнения: 

АУ, 
7 

и 
)- cos 2 (Pas Cos 2 — 

t 

1 

S= | [az (о-в 
0 

— Bz, sin z cos S — Bs sin 2 sin 5 dt +- 55, 

‚ (5.354) 

z=|[—o.4+ Ro 
0 

Yo 
AV 

r 

+ u(— Bs, sinS + Взо cos $) dt + 20. | 

Рассмотрим уравнения ошибок. Очевидно, что уравнения 
(5.322), (5.325), (5.326) сохранят свой вид. Уравнения же
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(5.329) изменятся следующим образом: 

: R 
02 + Wy, V2 _— Wz ,B2 — SOx, a —=6 AV y,» 

Е 
Bo + 02,02 — Wy,Y2 = b@y, + — 5 АУ, (5.355) 

V2 + Ox,b2 — ®у\2 == 00, —* 6 AV ig z. | 

Если принять r=const, 2==0, 9х =®у =0,==0, TO 
для Ox и ду получатся уравнения (5.335), а уравнения (5.355) 
перейдут [следует учесть соотношения (4.43), (4.44)] в урав- 
нения (5.338). Таким образом, рассматриваемый вариант кор- 
рекции оказывается динамически равносильным изученному 
ранее варианту, описываемому уравнениями (5.217). 

5.6.2. Допплеровская коррекция с повышением поряд- 
ка уравнений ошибок. Линейная коррекция с переменными 
коэффициентами. Нелинейная коррекция. Рассмотрим инер- 
циальную систему, в которую допплеровская информация вво- 
дится следующим образом. Первые два уравнения (2.23) заменя- 
ются на уравнения (5.49), управляющие моменты формируются 
согласно равенствам (Ез — некоторый постоянный коэффициент) 

/ 
k, AV AV | 

М; =— Hy ыы f * it), 
0 

/ t 

Е AV 
Му ие, АУ, + kz | — i) , 

5 ‚ (5.356) 
k 

М} = 3 & + — AV x, + 

t 

АУ, Ц , 

Ч | 4 к ысоз 5 рт 5) |, 
0 

а остальные уравнения (2.23) остаются без изменения. 
Этот вариант является развитием рассмотренного в пред- 

шествующем разделе настоящего параграфа. Выражения (5.356) 
для управляющих моментов отличаются от выражений (5.321) 
лишь тем, что в правые части равенств (5.356) введены 
интегралы от AV, и ДУ).
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Составим уравнения ошибок рассматриваемого варианта. 
Будем считать для простоты, что ®х, Wy, Oz» Их» Иу» Ид 
равны нулю, r==const, 2==0. Тогда из равенств (5.49) 
получим уравнения 

(700) = бы, — Ry OAV д, | 
d (5.357) 

=— Е (г 60 x,) — Oily, — k, dAV y, 

совпадающие с уравнениями (5.333). 
Вместо равенств (5.323) будем иметь: 

t 

бо, = 6 — Лох, +2 ВАУ y, + “8 | 6 AV y, dt, 
0 

! (6.358) 
diy, = — Aay,— “2.5 AV, — “8 | 6 AV ,, dt, 

0 

daz, = y — Aaz,. 

Для 6AV,, OAV, , дих, и Oty, останутся в силе формулы 
(5.330), (5.334). 

Подставим выражения (5.330), (5.334) в равенства (5.357) 

и разрешим последние относительно дох., Oy. Получим: 

Ап . AV ) 
60,, = — 690, — > +. Rk, (бо, + PH | , 

| (5.359) 
. о An, AV px, 

O@y, — — в Е — hy (во, — —2= 

С другой стороны, подставив 6AV,, SAV, из соотно- 
шений (5.330) в первые два равенства (5.358) и продиффе- 
ренцировав их, найдем: 

. 1 .. . k . 

80 тра [2 — Abs, — 2 AV oy, + 
| Ни», — АУь,.)], | 

. l .. . |: . (5.360) 
by, = Tag [B— Ady, + Ури, — 

Rk 
— — (г OWy, — AV px,)| . | 



§ 5.6] ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 417 

Приравняв правые части соотношений (5.359), (5.360), 
придем к таким выражениям для до», и OW,,: 

1 -- А. 9 Any, 

06, = Е; (1 +- Re) — Е: (- om — r )— 

1 .. . Ro . AV ny, 

ky (1 + 22) — ks (a — Ad. AV oy.) — г’ 
ть, An } (5.361) 

doy, = (— ОВР —= — 
Е: (1+ 22) — kg 0 Г 

| .. . ko о. AV px, 

RA - ^2)—Аз ( _ Ay. + r А, + Fr 

Введем выражения (5.361) в уравнения (5.359) или 
(5.360), сделав одновременно замену переменных дх == 7В, 
бу==— га. После очевидных группировок и упрощений при- 
дем к уравнениям: 

ох, 6x-+(l + hy) © dx + 63, Ox = 

—(1 + 22) Any, + 2. Any, +7 Ady, + rk; Ady, — 

— ky AV py, + (Ry — №3) AV Dey 
.. . (5.362) 

бу-- В, бУ-Н (1-Е ^,) «бу oh, бу = 

—(1 + ky) Any, + А. Any, — r Ady, — 

— rk, Mo, — № AV py, + (Ry; — №.) AV dy, - | 

Уравнения (5.362) описывают @=—%®, p= <=] KO- 

лебания оси 2 платформы рассматриваемой инерциальной 
системы около направления к центру Земли. Уравнения (5.362) 
имеют третий порядок. Раньше при аналогичных упрощаю- 
щих допущениях получались всегда уравнения второго по- 
рядка: например, уравнения (5.335), (5.311), (5.313). Повы- 
шение порядка связано с введением интегралов от AV,,, AVy, 
в управляющие моменты. Легко видеть, что при А =0 
уравнения (5.362) после интегрирования перейдут в уравне- 
ния (5.335). Аналогично соотношения (5.361) при А. =0 
перейдут в соотношения (5.331). Чтобы в этом убедиться, 

надо подставить в равенства (5.361) величины @ и В, выте- 
кающие из уравнений (5.335). 

97 В. Д. Андреев
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Характеристическое уравнение, соответствующее каждому 
из двух уравнений (5.362), является полным кубическим 
уравнением 

Р-НА, р?- (1 + Rp) ор + ok, = 0. (5.363) 

Так как коэффициенты k,, Ро, Ез независимы, то всегда 
можно подобрать их так, чтобы характеристическое уравне- 
ние имело корни с отрицательными вещественными частями. 
Тогда свободные колебания платформы со временем зату- 
хают и остается лишь вынужденная часть решения. 

Сравнение правых частей уравнений (5.335) и (5.362) 
показывает, что в них входят одни и те же инструменталь- 
ные погрешности. Разница лишь в том, что в уравнения 
(5.362) они входят своими производными высших порядков, 
нежели в уравнения (5.335). Если инструментальные погреш- 
ности An,, Any, Аю,, Ady, АУрх, АУру постоянны, то 
установившиеся значения Ox иду решений уравнений (5.362) 
будут иметь следующие значения: 

ей gy (5.364) 7? —— 7° 
Op Op 

Они зависят лишь OT инструментальных погрешностей 
ньютонометров. В отличие от решений (5.346) уравнений 
(5.335) постоянные погрешности гироскопов (свободные уходы) 
и допплеровского измерителя не приводят здесь к установив- 
шимся ошибкам ориентации оси 2 платформы. 

Посмотрим теперь, как обстоит дело с полными ошиб- 
ками обхо, бу» определения координат. Как и ранее, примем 

Охо — ГВ, бу = — Гор, (5.365) 

где 9 и В определены уравнениями 

Cy = br, Bo = 60y,. (5.366) 
Таким образом, 

t ] 

0х2 = | bo, dt + 6x9, 
0 

(5.367) 
t 

бур = — | 60, dt + dyn. 
0
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Для вычисления интегралов, стоящих в правых частях 
формул (5.367), преобразуем формулы (5.361) для do,,, доу. 

Подставим в них вместо а и В их выражения через bx, Ox, 

dx, dy, dy, ду и инструментальные погрешности согласно 
уравнениям (5.362). Для постоянных инструментальных по- 
грешностей получим тогда: 

, 
__ l LAR a 

909 = r[R, (1 + Rp) — a] | ks бу 

ВМА) = +)? | AV 3 Fr ( a) x 0 2 Ру 
Ry oy КЗ oy r | (5.368) 

__ __ 1-НА, к 

SO y= г [ks — А, (1+ А2)] | ks и 
2 

a “AC am) bx 0 a+ hy bie] + AV Dx, . 
3 3 r 

Подставляя теперь эти выражения в равенства (5.367), 
интегрируя и замечая, что по затухании переходных процессов 

An, An _ 
бх —=—* =const, dy=-—#2= const (5.369) 

Mo @ 

и, значит, . 

дх = 6х =0, дбу=бу==0, (5.370) 

получим следующие установившиеся значения полных оши- 
бок определения координат: 

1 lth, ‚= 
bx» = | 2. 0х0 — 

2 kg — №, (1 + А.) ks 

_ №— (1-Е №5) 550 @ (1+ by)” ee __ 
R 3 Ry 6 

69-е (5.371) 
—_ | I+ А. 0__ | 

ва | zo» 
__ kg —, (1 +p) “0 

Rs oy 
__ dry? 

ky Wo 

An - 
( > 57) + dy$-+ АУ Е 

27*
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В отличие от формул (5.348), здесь в выражения для 
5X5, Oyo не входят слагаемые вида ГДАо,, Ё, r Awy,¢; слагае- 
мые же, пропорциональные AVp,,, AVpy,, при А > 1 ста- 
новятся практически одинаковыми как в решениях (5.371), 
так и в решениях (5.348). 

Заметим, что по пути повышения порядка уравнений оши- 
бок можно идти еще дальше. Так, добавив к правым частям 
выражений (5.356) для управляющих моментов вторые инте- 
гралы от AV,, AVy, можно прийти к уравнениям ошибок 
четвертого порядка. Такое повышение, увеличивая каждый 
раз порядок астатизма схемы по отношению к детерминиро- 
ванным инструментальным погрешностям, может, однако, при- 
вести (в дальнейшем это будет показано) одновременно к уве- 
личению случайных ошибок корректируемой системы. 

До сих пор рассматривалась коррекция инерциальной 
системы с постоянными коэффициентами. Разумеется, коэф- 
фициенты ky, Ао, № и т. д. могут быть сделаны и задан- 
ными функциями времени. Уравнения, соответствующие этому 
случаю, могут быть получены теми же способами, что и для 
постоянных коэффициентов. Однако нельзя просто заменять 
в выведенных выше уравнениях ошибок указанные коэффи- 
циенты заданными функциями времени, так как в процессе 
вывода уравнений ошибок приходилось дифференцировать 
выражения, содержащие эти коэффициенты. В силу постоян- 
ства коэффициентов их производные при этом выпали. 

К интересным результатам можно прийти, напри- 
мер, если заменить постоянные коэффициенты функциями 
вида *) 

ky (t) = ki Rie ™, (5.372) 

0 
где ky и kig— некоторые постоянные. 

Соответствующая # ==0 величина 

ky = ki-+ Rig 
0 

может быть большой, в то время как величина А! (t==Cco)—=R 
может быть взята достаточно малой. 

*) См., например, Мак-Клур К. Л., Теория инерциальной на- 
вигации, изд-во «Наука», 1964.
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Наконец, можно мыслить себе схемы с нелинейной кор- 
рекцией, когда величины ky, Ro, ky ит. д. берутся как функ- 
ции AV. Получить соответствующие уравнения ошибок не 
составляет большого труда. Однако в нашем распоряжении 
нет регулярных методов анализа получаемых при этом урав- 
нений даже для простейших видов функций А, (AV), Е (АУ), 
k (ДУ). 

Для такого рода анализа необходимо прибегать, как пра- 
вило, к численному решению уравнений. Поэтому мы 
ограничимся лишь сделанными замечаниями.



Глава 6 

Астрономическая коррекция систем 
инерциальной навигации. Совместная 
астро-допплеровская коррекция 

$ 6.1. Вводные соображения 

Рассмотренные в предшествующих двух главах коррекция 
инерциальных систем навигации от высотомера и коррекция 
от допплеровского измерителя скорости (или лага) меняют 
структуру лишь первой группы (1.95) уравнений ошибок и 
совершенно не затрагивают уравнений ошибок (1.96) второй 
группы (за вычетом разве лишь варианта допплеровской кор- 
рекции с изменением управляющих моментов, рассмотренного 
в последнем параграфе предыдущей главы). 

Правые части второй группы уравнений ошибок суть 
инструментальные погрешности гироскопических чувствитель- 
ных элементов инерциальной системы. Из проведенного 
в предшествующих главах анализа уравнений ошибок выте- 
кает, что инструментальные погрешности гироскопов (по- 
грешности измерителей абсолютной угловой скорости, сво- 

бодные уходы платформ) могут привести к нарастающим со 
временем ошибкам определения координат и параметров 
ориентации объекта. В инерциальных системах с двумя 
ньютонометрами инструментальные погрешности гироскопов 
в первую очередь ограничивают время нёпрерывной работы 
системы, в течение которого она сохраняет заданную точ- 
ность. Следует отметить, что в случае, когда инерциальная 
система не содержит гироскопов, а чувствительными элемен- 
тами являются лишь ньютонометры, дело не меняется. В этом 
случае инструментальные погрешности тех ньютонометров, 
которые используются для определения ориентации плат- 
формы, также приводят к возрастающим со временем ошиб- 
кам определения навигационных параметров *). 

Чтобы сохранить точность инерциальных систем, приме- 
няется коррекция работы гироскопических чувствительных 

*) См. нашу книгу «Теория инерциальной навигации (aBTOHOM- 
ные системы)», изд-во «Наука», 1966,
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элементов (или заменяющих их ньютонометров). Коррекция 
осуществляется путем сравнения действительной и расчетной 

ориентаций чувствительных элементов инерциальной системы 
по отношению к направлениям на объекты, положение ко- 
торых в системе координат O,&,n,0, или O,EnS известно 
в каждый момент времени. 

Такого рода объектами могут быть прежде всего небес- 
ные тела: звезды, Солнце, планеты и Луна, а также источ- 
ники мирового радиоизлучения. Объектами, по направлениям 
на которые осуществляется коррекция, могут быть также 
искусственные спутники Земли и ориентиры, расположенные 
на земной поверхности. , 

Наиболее употребительна оптическая коррекция по звездам 
(астрокоррекция). Схемы коррекции оказываются здесь наи- 
более простыми по двум причинам. Во-первых, при движении 
объекта вблизи Земли направления из точки текущего место- 
положения объекта на звезды можно считать неизменными 
в системе координат О\Ё,‚ 1,6, т. е. эффектами параллакти- 
ческого смещения и собственного движения звезд можно 
пренебречь. Во-вторых, при определении направлений на 
звезды не приходится учитывать их угловые размеры. 

В дальнейшем будет рассматриваться главным образом 
коррекция по звездам (астрокоррекция). Но как процедура 
рассмотрения, так и основные результаты его без труда мо- 
гут быть перенесены на другие случаи. В дальнейшем 
речь будет идти о коррекции гироскопических чувствитель- 
ных элементов. Однако в силу сделанного выше замечания 
результаты рассмотрения в равной степени относятся и к без- 
гироскопным системам. 

Остановимся коротко на характере некоторых задач, кото- 
рые возникают при анализе работы схем астрокоррекции. 

Первая задача, с которой здесь приходится иметь дело, — 
это определение в заданный момент времени расчетных на- 
правлений на небесные тела. Для решения этой задачи необ- 
ходимо знать движение Земли относительно звезд и принятые 
в астрономии способы задания направлений на небесные тела 
в различных системах отсчета. Вторая задача связана с изу- 
чением характера информации, которая получается при на- 
блюдении звезд (или других небесных тел) посредством теле- 
скопов. Наряду с другими эффектами, здесь должно быть 
учтено отличие видимого расположения небесных тел от дей-
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ствительного, возникающее вследствие скоростной аберрации 
из-за движения Земли по орбите и атмосферной рефракции. 
Кроме того, если иметь в виду коррекцию в нижних слоях 
атмосферы в дневное время, должны быть учтены помехи от 
фона рассеянной атмосферой солнечной радиации. Третьей и 
основной задачей является анализ динамики работы схемы 
астрокоррекции, изучение изменений в структуре уравнений 
ошибок инерциальной системы, а также исследование зависи- 
мости ошибок системы от инструментальных погрешностей. 

§ 6.2. Движение Земли. Определение направлений 
на небесные тела в связанных с нею системах координат 

6.2.1. Упрощенное описание движения Земли. Если 
пренебречь влиянием планет и Луны на движение Земли, 
считать Солнце неподвижной звездой, а действие притяже- 

ния Земли Солнцем считать сводящимся к силе, напра- 
вленной по линии, соеди- 
няющей центр Земли с 
центром Солнца, то дви- 
жение центра масс Земли 

A будет подчиняться зако- 
нам движения материаль- 
ной точки в центральном 
(сферическом) поле сил *). 

В соответствии с эти- 
ми законами движение 
центра масс Земли будет 

Рис. 6.1. происходить в плоско- 
CTH, проходящей через 

центр Солнца и сохраняющей неизменной свою ориентацию 
относительно неподвижных звезд. Эту плоскость в астрономии 
называют плоскостью эклиптики **). Орбита Земли в пло- 
скости эклиптики представляет собой эллипс (рис. 6.1), 
в одном из фокусов которого © ‘расположено Солнце. 
Точка // эллипса, лежащая на его большой оси. (линии апсид), 
для которой расстояние между Землей и Солнцем минимально, 

*) См., например, Аппель П., Теоретическая механика, т. [, 
Физматгиз, 1960. 

**) При точном определении эклиптики учитывается влияние 
планет и Луны на движение центра масс Земли.
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называется перигелием орбиты, а точка А, наиболее удален- 
ная от Солнца, — афелием орбиты. 

Если длину радиуса-вектора, проведенного из точки S 
в точку 3 текущего местоположения Земли, обозначить 
через А, а угол, который он составляет с радиусом-вектором 
точки //, обозначить через 9, то уравнение рассматриваемого 
эллипса будет иметь вид: 

R— асе) , (6.1) 
Не соз$ 0 

где а — большая полуось орбиты Земли, а е — эксцентри- 
ситет орбиты. Численные значения этих величин равны *): 

а —= 149,5. 106 км, е==0,01675. (6.2) 

Обозначив через O площадь сектора эллипса 35, через 
Р — период обращения Земли вокруг Солнца, а через &, как 
обычно, время, запишем интеграл площадей, имеющий место 
при движении материальной точки в центральном поле сил 
в такой форме (закон Кеплера): 

РЁ. (6.3) 

Из равенств (6.1), (6.3) следует, что 

49 2п (1+ e cos 6)? АК __ _2naesind 
= — =. (6.4) 
at P (1 — e2)"?2 dé РИ—е2)! 

Позтому скорость © движения центра масс Земли в зави- 

симости от угла 09 миражается формулой 

=V! + e?-1 2e cos 8. (6.5) 
ye 

Так как Р =31,558 . 10° сек, то средняя скорость дви- 
жения центра масс Земли 

2ла 

PV 1—e? 

Если в первом уравнении (6.4) пренебречь членами с e? 
и высшего порядка малости по сравнению с единицей, то 

— 29,770 к.м/сек. (6.6) Uy == 

*) Блажко С. Н., Курс сферической астрономии, Гостех- 
издат, 1954.



426 АСТРОНОМИЧЕСКАЯ КОРРЕКЦИЯ (ГЛ. 6 

можно легко прийти к соотношению 

2m . oot 
0 == = t+ 2esin +f. (6.7) 

Движение Земли вокруг центра масс в вопросах нави- 
гации можно в первом приближении считать *) сводя- 
щимся к равномерному вращению с угловой скоростью 

и—=7,292116. 10° 1/сек вокруг ее оси (малой оси эллип- 
соида Клеро) в ту же сторону, что и орбитальное вращение. 
При этом ось Земли отклонена от нормали к плоскости эклип- 
тики на угол 8 == 23° 27'. 

6.2.2. Определение направлений на небесные тела, 
Для определения направлений на небесные тела введем при- 

нятые в астрономии горизонталь- 
ную, экваториальную и эклипти- 
ческую системы координат. 

В качестве горизонтальной 
системы координат возьмем трех- 
гранник Ох!У.2\, введенный в 
п. 1.1.2. Если взять A =0 и пре- 
небречь различием направлений 
нормали к эллийсоиду Клеро и 
геодезической вертикали (отвеса), 
то трехгранник Ox ,y,2, (CM. 
рис. 1.3), грань Ox,y, кохорого 

Рис. 6.2. касательна к земному эллипсоиду, 
будет совпадать с принятой вастро- 

номии горизонтальной системой координат. Произвольное на- 
правление с единичным вектором © определим относительно 
трехгранника Ox,y,2, углом Н между этим направлением и 
плоскостью Oxy, и углом А между проекцией вектора 0 Ha 
плоскость Ох:у и осью Оу, (рис. 6.2). Угол A, изменяю- 
щийся от O до 2л, называют азимутом направления 0. За 
положительное направление отсчета угла А принимается отсчет 
от оси Oy, в направлении к оси Ox,, т. е. от направления 
на север к направлению на восток. Угол Н называется высо- 

4 

*) Блажко С. Н., Курс сферической астрономии, Гостехиз- 
дат, 1954. Андреев В. Д., Теория инерциальной навигации (авто- 
номные системы), изд-во «Наука», 1966,
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той направления 0 над горизонтом. Он изменяется от 0 до 
- л; при положительном угле Н направление о лежит над 
плоскостью горизонта. Если x1, у1, 2, — единичные векторы 
осей Ox,, Оу, O2,, то 

о — х, с0$ НЯ зш А- у, со$ Н соз Аа зшН. (6.8) 

Вместо угла ff употребляется также угол 2 между на- 
правлением @ и осью OZ; ввиду того, что ось Oz, напра- 
влена в зенит, этот угол называется зенитным расстоянием 
направления 0. Так как &==л/2 —H, то 

0 = x, Sinzsin А-- у, sinzcos А-Е 2, cos 2. (6.9) 

Первую экваториальную систему координат Об 
(рис. 6.3) определим следующим образом. Ось OC, направим 
параллельно вектору й угло- 
вой скорости вращения Земли А 
(вдоль оси мира). Оси ОЁ и 
От, расположим в ПЛОСКОСТИ, 
нормальной вектору и, т. е. па- 

раллельной плоскости земного 
экватора, причем ось OE, pac- 
положим в плоскости меридиана 
точки О. Произвольное напра- 
вление, характеризуемое еди- 
ничным вектором о, определим 
в этой системе углами би Ё, 
аналогичными углам Ни А. 

Угол 6, называемый склоне- Рис. 6.3. 
нием направления 0, меняется 
от 0 до {л/2 и считается положительным, когда вектор 0 
составляет с осью Об острый угол. Вместо угла 6 yno- 
требляется также его дополнение до л/2—полярное расстоя- 
ние р. 

Угол Ё называется часовым углом направления о. Он изме- 
няется от 0 до 2л. За положительное направление его 
отсчета принимается направление, обратное направлению вра- 
щения Земли, т. е. угол ¢ отсчитывается от оси O§€, к отрица- 
тельному направлению оси On,. Угол Ё часто удобно измерять 

не в градусной или радианной, а в часовой мере от 0 до 24". 
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Таким образом, в системе координат ОЕ 16: 

p=, cosdcost — 1], cosdsin#-+ 5, sind (6.10) 
ИЛИ 

0 — &, $11 pcost—yn,sin psint-+€, cos р, (6.11) 

где &, \, $1 —— орты соответствующих осей. 
Заметим, что системы координат ОЕ 1.6, и Oxy, 2, меняют 

свою ориентацию относительно удаленных звезд как вслед- 
ствие вращения Земли, так и при перемещении точки О 
вблизи земной поверхности, причем система Ox,),2, меняет, 
очевидно, ориентацию как при изменении обеих географиче- 
ских координат ф’и A точки О, так и при неизменных Q’ 
и Л с течением времени. Система же ОЁ лс, — только при 
изменении долготы А точки О и времени. 

Переход от системы координат Ox,),2, к системе коор- 
динат O§€) 1,6, осуществляется посредством таблицы напра- 
вляющих косинусов: 

Е Th С 

x) 0 I 0 

у — 519’ 0 cosg’ (6.12) 

2 cosq@’ О sing’. 

Перейдем, например, от углов би Ёк углам Ни A. Из 
таблицы (6.12) и соотношения (6.10) имеем: 

р == — x, cosdsint + y, (— sing’ с036 соз #-{- cos g’ sind) + 

+ 2, (cosq’ cosécost—-sing’ 3116). (6.13) 

Сравнение с равенством (6.8) дает формулы перехода: 

соз Нзш А = — созоб $! &, 

cos Н cos А = — sing’ cosdcost—+ cos q’ 511 6, (6.14) 

эт Я =cosq’ cosécost—+ sing’ $11 6. 

Для определения второй экваториальной и эклиптической 
систем координат проведем через точку О кроме плоскости, 
параллельной земному экватору, еще плоскость, параллель- 
ную плоскости эклиптики. Если плоскость орбиты Земли и 
направление вектора угловой скорости ее вращения считать 
неизменно ориентированными относительно удаленных звезд,
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то плоскости, параллельные плоскостям экватора и эклиптики, 
пересекутся по некоторой прямой, проходящей через точку О 
и также неизменно ориентированной в звездном простран- 
стве. Введем единичный вектор { нормали к плоскости орбиты 
Земли так, чтобы вращение Земли вокруг Солнца происхо- 
дило против хода часовой стрелки, если смотреть с конца 

вектора J. Тогда, очевидно, угловая скорость 6 будет Ha- 
правлена вдоль [, а вектор иЖ{-—вдоль прямой, по которой 
плоскость эклиптики пере- 
секается с плоскостью эква- oI 
тора. 

Теперь вторую экватори- 
альную систему координат 
ОЕтрб> (рис. 6.4) можно оп- 
ределить таким образом. Ось ols 
OG направим вдоль вектора 
ц угловой скорости враще- 
ния Земли, ось OF — вдоль 
вектора # Х lL, ось Отр пусть 
дополняет оси OF и OC, до 
правой ортогональной трой- Рис. 6.4. 
ки. Плоскость Ом этой 
системы координат параллельна плоскости экватора. Направле- 
ние оси ОЕ. можно назвать направлением весеннего равноден- 
ствия *). Когда Земля, совершая движение вокруг Солнца, за- 
нимает такое положение, что ориентация радиуса-вектора А, 
направленного от Солнца к Земле, противоположна ориентации 
оси ОЁ., ось Земли становится, очевидно, нормальной к ра- 
диусу-вектору R и в северном полушарии происходит аст- 
рономическая смена времени года: зима сменяется весной. 
Это обстоятельство и объясняет название направления век- 
тора #Х #. 

Произвольное направление 0 задается во второй эквато- 
риальной системе координат (рис. 6.4) углом 6 между 
направлением о и плоскостью Ор и углом а между осью OE, 
и проекцией вектора © на плоскость О&ть. Угол склонения 6 
имеет тот же смысл, что и в первой экваториальной системе 

координат. Угол @ называется прямым восхождением. Он 

р 

w
t
 

22 

*) В сферической астрономии это направление называется обычно 
направлением на точку весеннего равноденствия.
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изменяется от 0 до 2л и положительным направлением его 
отсчета считается отсчет от оси ОЁ к оси ON. Угол a, 
как и часовой угол Ё, измеряется не только в градусной 

и радианной, но также и в часовой мере от 0 до 24". 
Обозначив через Е, No, Go единичные векторы направлений 

осей OF, От», Об», будем иметь: 

0 = 5 с0$ 0 с0$ @ (о с0$ dsina + € sind. (6.15) 

Если обозначить через $ угол между осью Of, и осью OF, 
первой экваториальной системы, то, очевидно, 

s=a-+t. (6.16) 

Величина $ численно равна, как это будет ясно из даль- 
нейшего, звездному времени на меридиане оси ОЁ:. 

Взаимное расположение систем координат ОЁ1 115, и О 1252 
определяется следующей таблицей направляющих косинусов: 

Eo 2 С 
Е cos 5 — $15 0 (6.17) 

H, sins coss 0 

а 0 0 1. 

Таблица (6.17) совместно с равенствами (6.15), (6.16) по- 
зволяет перейти от координат ¢ и 0 к координатам а и 6 
и наоборот. Формулы перехода получаются таким же образом, 
каким были получены формулы (6.14) перехода от углов but 
к углам Ни A. 

Определим эклиптическую систему координат ОЁ\збз. На- 
чало ее, как и в предыдущих случаях, поместим в точку О 
текущего местоположения объекта, ось Об. направим вдоль 
нормали [ к плоскости эклиптики, ось OF; совместим с осью ОЕ.. 
Положение оси От; определится тогда однозначно. Так как 
угол между плоскостями экватора и эклиптики обозначен че- 
рез €, то направляющие косинусы углов между осями систем 
координат ОЁ рб и ОЁМ3б3 образуют следующую таблицу: 

3 Ns (3 
ЕЁ | 0 0 
№2 O cose — зше (6.18) 

C O sine cose.
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Произвольное направление © определяется в системе коор- 
динат ОЁ.1зС. широтой В и долготой L, аналогичными гео- 
центрическим координатам ф и A. Поэтому 

О = Е; cosB cosL+n3 со$ В я Ё- 5. чп В. (6.19) 

В отличие от систем координат Ox,y,2, и ОЁ тб: сис- 
темы O€oNobo и ОЕ 133 ориентированы в звездном пространстве 
неизменно. Поэтому направления на удаленные звезды в этих 
системах неизменны, а следовательно, координаты а, 6 и В, 
[ этих направлений постоянны. 

В астрономических справочниках (ежегодниках) направле- 
ния на небесные тела задаются обычно на начало астрономи- 
ческого года координатами а, 6 или В, L во второй эквато- 
риальной или эклиптической системах координат. Зная эти 
координаты, с помощью таблиц (6.17), (6.12) можно перейти 
к координатам небесных тел в первой экваториальной и го- 
ризонтальной системах координат, а с помощью соответствую - 
щих таблиц направляющих косинусов — к координатам на- 
правлений на небесные тела относительно любой другой 

системы координат, положение которой по отношению к Земле 
в заданный момент времени известно, например по отношению 
к системе координат, жестко связанной с платформой инер- 
циальной системы. Это позволяет нужным образом установить 
по отношению к осям платформы оси визирующих устройств 
(телескопов) системы астрокоррекции. 

Здесь необходимо иметь еще в виду следующие обстоя- 
тельства. Мы предполагали выше, что ориентация второй эква- 
ториальной и эклиптической систем координат неизменна по 
отношению к направлениям на неподвижные звезды. Это свя- 
зано с предположением о неизменности ориентации оси вра- 
щения Земли и плоскости ее орбиты (плоскости эклиптики). 

В действительности эти предположения выполняются лишь 
в первом приближении. Так, ориентация мгновенной оси вра- 
щения Земли в звездном пространстве не остается неизменной. 
Главной причиной этого является то обстоятельство, что притя- 
жение Земли Солнцем и Луной сводится не только к резуль- 
тирующим силам, направленным по линиям, соединяющим центр 
масс Земли с центрами масс Солнца и Луны, HO и к ре- 
зультирующим моментам относительно центра масс Земли. 
Возникновение этих моментов обусловлено сжатием Земли, 
т. е. асимметрией распределения масс Земли относительно
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направлений, соединяющих ее центр с центрами масс Солнца и 
Луны. Векторы результирующих моментов сил притяжения 
Солнца и Луны лежат в плоскости земного экватора и стре- 
мятся совместить эту плоскость соответственно с плоскостью 
эклиптики и плоскостью лунной орбиты. Действие этих мо- 
ментов приводит к прецессии вектора угловой скорости вра- 
щения Земли относительно нормали к плоскости эклиптики 
по конусу с углом при вершине 2= с периодом, приблизи- 
тельно равным 26 000 годам, и к нутации с основным периодом 
около 18,6 года, приводящей к периодическому изменению 
наклона эклиптики к плоскости экватора на угол Ae (= 10"). 

Далее, вследствие возмущающего воздействия планет пло- 
скость орбиты Земли также не остается в звездном простран- 
стве неизменной, как это было нами принято выше. Она 
вращается вокруг оси, лежащей в плоскости орбиты, со ско- 
ростью, имеющей в настоящую эпоху величину порядка 47” 
в столетие. Это вращение приводит к медленному изменению 
(уменьшению в настоящую эпоху) угла =. Кроме того, вслед- 
ствие движения Луны и Земли вокруг общего центра масс 
плоскость орбиты Земли уклоняется от плоскости эклип- 
тики, вблизи которой происходит движение центра масс 
системы Земля — Луна, на величину порядка 1”, 

Вращение плоскости эклиптики, прецессия и нутация век- 
тора мгновенной угловой скорости вращения Земли приводят 
к тому, что ориентация введенных нами выше эклиптической 
и второй экваториальной систем координат не сохраняется 
неизменной относительно направлений на неподвижные звезды. 
Вследствие этого координаты направлений на небесные тела, 
если задать их в предположении неизменной ориентации трех- 
гранников ОЁ2б› и ОЕ ба, будут содержать ошибки. Если 
направления на эти тела использовать для коррекции инерци- 
альной системы, то появятся соответствующие ошибки опре- 
деления координат объекта. 

Очевидно, что вращением плоскости эклиптики (==0”,5 Brod), 
эффектом движения Земли относительно центра масс системы 
Луна — Земля (= 0",1) и нутацией (0”,5 в год OT длиннопе- 
риодической и столько же от короткопериодической) в вопро- 
сах навигации можно пренебречь, если иметь в виду точ- 
ность определения местоположения порядка одного километра. 
Это следует уже из того, что погрешности определения ко- 
ординат объекта не превысят сумму перечисленных величин
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и тогда, когда положение систем координат O€oNoby и Оба 
взято на начало астрономического года, а отнесено к лю- 
бому времени в течение года. 

Прецессия оси вращения Земли дает в этом случае су- 
щественную погрешность, ибо она приводит к изменению 
ориентации вектора угловой скорости вращения Земли (а сле- 
довательно, оси Об.) приблизительно на 20” в год и повороту 
направления весеннего равноденствия, т. е. оси ОЁ (ОЕ, 
на 50” в год в плоскости эклиптики. Погрешности опреде- 
ления координат будут иметь ту же величину. Поэтому эффект 
прецессии должен учитываться в том смысле, что ориентация 
систем координат ОЁ126, и ОЕ; должна браться на момент 
начала работы системы астрокоррекции либо близко к этому 
моменту. Так как длительность непрерывной работы системы 
навигации относительно непродолжительна и, по-видимому, 
не будет в большинстве случаев превышать величины порядка 
одного месяца, то накопление ошибок не превысит тогда ве- 
личины порядка 5”. Заметим, что если говорить об удален- 
ных звездах, то изменение направлений на них в системах 
координат 0.26, и ОЕ Сз связано, разумеется, с опреде- 
лением самих этих систем координат и заданием положения 
звезд именно в этих системах, а не с изменением положения 
направлений на звезды в пространстве. Изменения углов между 
направлениями на удаленные звезды (за счет собственного дви- 
жения звезд и их параллактического смещения) либо вовсе 
не наблюдаются, либо эти изменения исчезающе малы (= 1"). 

Отметим еще, что в расчетах, связанных с астрокоррек- 
цией инерциальных систем, следует различать координаты 
действительного и видимого положений небесных тел. Они 
различаются на величину аберрации, вызванной движением 
Земли по орбите. Постоянная годичной аберрации, опреде- 
ляемая отношением скорости движения Земли по орбите к ско- 
рости света, равна =20”. Если не вводить поправки на эф- 
фект аберрации и использовать видимые координаты звезд, 
то их надо брать на момент начала коррекции. В самом деле, 
если в момент начала астрокоррекции (или начала работы 
системы) определены видимые (кажущиеся) направления на 
звезды, используемые для астрокоррекции, то изменения этих 
направлений из-за годичной аберрации не превзойдут в течение 
последующего месяца величины = 10”, так как изменение на- 

правления вектора скорости Земли относительно звезд за месяц 

28 В. Д. Андреев
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составляет величину порядка л/б. Несколько меньше вели- 
чина погрешности аберрации из-за суточного вращения Земли 
и Из-за перемещения объекта относительно земной поверх- 
ности. Даже если скорость объекта приближается к пер- 
вой космической, величина аберрации остается здесь мень- 
шей 5". 

В заключение остановимся еще на эффекте параллактиче- 
ского смещения. Если коррекция осуществляется по звездам, 
то явление параллакса и собственные движения звезд можно 
не учитывать, ибо последние пренебрежимо малы, а величина 
годичного параллакса для звезд не превосходит 1”. Суточные 
параллаксы имеют значение только при коррекции по Солнцу, 
планетам, Луне и, разумеется, искусственным спутникам Земли. 
Для Солнца суточным параллаксом (= 8”) можно еще пре- 
небречь. Суточный параллакс близких планет может дости- 
rath 1’, а суточный параллакс Луны уже имеет величину 
порядка 2° и должен учитываться достаточно точно. При ис- 
пользовании для астрокоррекции направлений на искусствен- 
ные спутники Земли параллактическое смещение, как нетрудно 
понять, является одним из основных эффектов, которые необ- 
ходимо учитывать при определении направлений на них. 

6.2.3. Движение Земли и измерение времени. Соот- 
ношением (6.16) нами было введено звездное время 5. Ввиду 
важности понятия времени в расчетах, связанных с астрокор- 
рекцией, остановимся на нем подробнее. 
` Если считать, что угловая скорость вращения Земли OTHO- 
сительно удаленных звезд постоянна по величине, то в каче- 
стве единицы времени естественно взять звездные сутки — 
время одного оборота Земли по отношению к звездам. Начало 
местных звездных суток относится к моменту совпадения 
осей ОЁ и O€ первой и второй экваториальных систем, 
т. е. к моменту прохождения направления весеннего равно- 
денствия через меридиан точки места наблюдения. Именно 
вследствие этого звездное время и определено формулой (6.16). 
Очевидно, что если $1 и Sq суть значения звездного вре- 
мени на двух различных меридианах A, и Ag для одного и 
того же момента времени, то разность звездного времени чис- 
ленно равна разности долгот, взятой с обратным знаком: 

$1 — Sp = Ag — М. (6.20)
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Для практического применения удобнее оказывается не 
звездное, а солнечное время. Единицей истинного солнечного 
времени—солнечными сутками называется время между двумя 
последовательными совмещениями радиуса-вектора А (рис. 6.1) 
с плоскостью фиксированного земного меридиана. За меру 
истинного солнечного времени в некоторой точке О прини- 
мается угол между проекцией радиуса-вектора Ю на пло- 
скость земного экватора и линией пересечения плоскости 
экватора с плоскостью меридиана точки О. Вследствие того, 
что векторы Ёи и составляют острый угол л/2 — в, сол- 
нечные сутки длиннее звездных. 

Рассмотрим ход истинного солнечного времени на мери- 
диане, который совпадает с направлением — А в момент про- 
хождения Землей перигелия орбиты. Перенесем начала вве- 
денных ранее двух экваториальных и эклиптической систем 
координат из точки О в центр Земли O, и обозначим их 
в этом случае соответственно через 0111151, Обь, O1Esnabe- 
Если @ — долгота перигелия в системе координат О\Ё; зб», 
то, обозначив через Ry единичный вектор направления К, 
получим для его определения равенство 

— Ю = — & cos(o + 0) — n, sin(o@ + 0). (6.21) 

Таблица направляющих косинусов между осями систем коор- 
динат 015165 и O,&3%363 приобретает вид: 

23 13 Gs 

Eo cos(x+ut)  sin(y +at) 

2 —sin(x-+ut) cos(x+at) 0 

Oo 0 0 1. 

(6.22) 

Здесь и — угловая скорость вращения Земли относительно 
звезд, { — звездное время *), отсчитываемое от момента про- 
хождения Землей перигелия, а угол XY определяется из условия 
совмещения плоскости меридиана с направлением — Ю в на- 
чальный момент: 

tg y =cosetga. (6.23) 

*) Величина Ё пропорциональна $, и коэффициентом пропор- 
циональности является, очевидно, угловая скорость и вращения 
Земли относительно звезд. 

28*
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Наряду с формулой (6.21) для определения единичного 
вектора — № в системе координат O,€,7,0, имеем, согласно 
соотношению (6.10), выражение 

— В, = 1 с0$ бо с0$ Г — n, cosdg sin? +6, sinbds, (6.24) 

где до — склонение Солнца, a Г — часовой угол Солнца, 
т. е. измеренное в угловых единицах истинное солнечное время. 

Приравнивая теперь составляющие вектора — Ю по осям 
E,, "1 @, вытекающие из равенства (6.24), и составляющие, 
полученные из формулы (6.19) при переходе с помощью 
таблиц (6.22), (6.17) от системы координат О1Ё;зб; к системе 
O,&:7,6,, находим: 

cos до cos Г = — cos(@ + 8) cos (y + ut) — 

— cosesin(y + ut) sin(w+ 0), 

cos bo sin Г —= — cos(@-+ 9)sin(y + ut) + ` (6.25) 

-++-cosecos(x + ut)sin(o + 0), 

$1п бо = — sinesin(@+ 8). 
/ 

Поделив второе равенство (6.25) на первое, придем 
к формуле 

1 — cos =) cos ut) sin (o +6 te (y+ ut a — 6) 4-4 еее Ob ОЕ Ц +8) 

1 (1 — cos =) sin (xy + uf?) sin (a + 8) 

7 cos (y + ut — o— 0) 

tg T= 

(6.26) 
Сохраняя в этой формуле лишь члены первого порядка 

малости относительно (1 —cosé) и используя формулу (6.23) 
и приближенное выражение (6.7) для O(¢), приходим к соот- 
ношению 

т (и — Fe) t—20sin e+ 

2 

Это соотношение, называемое уравнением времени *), 
с точностью до принятых упрощений связывает ход звездного 
и истинного солнечного времени. 

sin? = sin 2 о 27 р —sin?=sin20. (6.27) 
о Р 

1954. Блажко С. Н., Курс сферической астрономии, Гостехиздат,
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Из соотношения (6.27) следует, что ход истинного сол- 
нечного времени неравномерен. Шо этой причине для прак- 
тического применения вместо него вводится среднее солнеч- 
ное время, связь которого со звездным определяется первым 
слагаемым правой части равенства (6.27). Если задать отлич- 
ные от нуля начальные условия, то зависимость 4ас0в0го 
угла Г среднего Солнца от звездного времени ¢ запишется 
следующим образом: 

T—Ty=(u — + (t — ty), (6.28) 

где Го— часовой угол среднего Солнца на рассматриваемом 
меридиане, соответствующий звездному времени К. Равен- 
ство (6.28) задавало бы солнечное время точно, если бы 
Земля двигалась вокруг Солнца с постоянной скоростью по 
круговой орбите (е =0), а ось вращения Земли была бы 
нормальна плоскости орбиты (5 = 0). Именно этим объяс- 
няется название определенного равенством (6.28) угла Г 
часовым углом среднего Солнца. 

За единицу измерения звездного времени { берутся звезд- 
ные сутки, т. е. время одного оборота Земли относительно 
звезд. Тогда численно и=2л, а Р количество звездных 
суток в году. За единицу измерения среднего солнечного 
времени т берутся средние солнечные сутки, так что 

T —T) = 2n(t — %). (6.29) 

Подставляя это равенство в равенство (6.28) и учитывая, 
что ий =2л, получаем: 

t—H =F (th), (6.30) 

где тои ty — соответствующие начальные значения. 
Пусть @ — количество средних солнечных суток в году. 

Так как Земля совершает за год относительно звезд на один 
оборот больше, чем относительно Солнца, то 

Q = P— 1 = 365,2422, (6.31) 

и формулу (6.30) можно переписать так: 

t—h= ат (t — t). (6.32)
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Формула (6.32) дает связь звездного и среднего солнеч- 
ного времени в некоторый момент на заданном меридиане. 
Для двух различных меридианов Ay >A, и двух различных 
моментов времени (1) и (2) имеем: 

ti) = tayo + oe [raj — +a) о], | 

= Во [+8 — Hol. | ры 

Так как для одного меридиана 

ду? — у? = ae. [ву — uh], (6.34) 

а для одного момента времени 

ti, © — ta), © = ^^ (6.35) 
TO 

№ 4h м, Qtl pa, oa, 
£ (3) = К) од - — “я — Va) о]. (6.36) 

Последняя формула определяет звездное время to в неко- 
торый момент времени для меридиана A, по среднему солнечному 
времени TH для этого момента на заданном меридиане Ay и по 

звездному и солнечному времени ti 0 И TAY 0 для другого мо- 

мента времени на другом меридиане (A,). Обычно в качестве 

меридиана A, берется гринвичский меридиан. Если ti о — звезд- 
ное время на гринвичском меридиане в среднюю полночь, 
то, очевидно, То = 0. 

6.2.4. Определение местоположения на Земле посред- 
ством астрономических наблюдений. Отыскание направле- 
ний на небесные тела относительно трехгранника Ох1у: 2: 
в определенные (фиксированные) моменты времени издавна 
используется в навигации, геодезии и картографии для нахо- 
ждения координат точки О на земной поверхности. 

Принцип определения широты ф’ следует из соотноше- 
ний (6.14). Если измерить высоту Н направления на небесное 
тело в момент верхней кульминации, т. е. когда #=0, 
и считать, что склонение 6 известно в ‘момент наблюдения
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(для удаленной звезды O==const), то из третьей фор- 
мулы (6.14) следует, что 

sin H == со$ (ф’— 6), (6.37) 

причем при 1—0 направление на светило лежит в пло- 
скости Oy,2,, так как $т А =0. 

Задача определения долготы А сводится, очевидно, к сопо- 
ставлению местного времени (безразлично какого: звездного, 
истинного или среднего солнечного) со временем на некото- 
ром исходном меридиане в один и тот же физический момент, 
так как разница во времени на двух различных меридианах 
в один и TOT Же момент равна разности долгот этих меридианов. 

Если измерить высоты ff, и Но над горизонтом двух 
небесных тел и знать звездное время $1 и So на гринвичском 
меридиане в моменты замеров, то можно определить (спо- 
соб Сомнера) одновременно широту и долготу. В самом 
деле, из последнего равенства (6.14), соотношения (6.16), 
связывающего прямое восхождение а и часовой угол [ 
с местным звездным временем $, и из того обстоятельства, 
что разница между местным и гринвичским звездным вре- 
менем равна долготе места, следует система уравнений 

шп H, —sing’ sind cos @’ cos 6, с0$ (51 — а А), 1 ф itt ф 1 ($1 i+ A) (6.38) 

sin Но. = sing’ siné,-+ cos @’ cos бо с0$ (52 — № +A). 

Уравнения (6.38) представляют собой уравнения в коор- 
динатах ф’и А двух линий равных высот, соответствующих 
замеренным высотам f7, и Но. Легко видеть, что система 
уравнений (6.38) имеет две пары решений. Выбор нужной 
пары предполагает знание приблизительных координат опре- 
деляемого места. При достаточно большой разнице между 
высотами Н, и Но это обстоятельство не вносит дополни- 
тельных затруднений. 

$ 6.3. Коррекция инерциальной системы 
по двум звездам 

6.3.1. Информация, получаемая при наблюдении звезд 
посредством телескопов. Возможные способы астрокор- 
рекции. Основным элементом схемы астрокоррекции является 

телескоп. с помошью которого определяется направление 

на звезду. Выясним поэтому прежде всего характер той
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информации, которая может быть получена в результате 
наблюдения звезды в телескоп, установленный на платформе 
инерциальной системы. 

Пусть основой инерциальной системы является свободная 

гиростабилизированная платформа, с которой (рис. 6.5) жестко 

Рис. 6.5. 

связан трехгранник Охуг. Пусть с платформой жестко свя- 
заны два телескопа, направления оптических осей которых 
характеризуются единичными векторами 41 и 42, занимаю- 
щими неизменное положение по отношению к трехгран- 
нику Oxyz. Введем следующие координатные трехгранники. 
Косоугольный трехгранник 0419593 с вершиной в точке О, 
образованный единичными векторами 41, 92 направлений опти- 
ческих осей телескопов и единичным вектором 4з, нормаль- 
ным этим направлениям: 

__ UX 92 
93 — ив, (6.39) 

где В — угол между направлениями 41 и Qo, и поэтому 

с0$ В = 4; : Qo. (6.40) 

Трехгранник 419293 будем называть в дальнейшем ос- 
НОВНЫМ.
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Введем также трехгранник 0147493, взаимный с трехгран- 
ником 0,4293, так что 

1 1 
=, 9Ж4 9@=-, 4 4ь 

(6.41) 
1 

4“ —=--9Ж 94» 9= (4: Ж 92) 9:3. 

Подставив в равенства (6.41) выражение для Gz из (6.39) 
и используя соотношение (6.40), найдем: 

1 
= тер (91 — 92608 В), | 

(6.42) 
= тей (@— 9 cos В), 9 ==0з. | 

По определению векторов 41, Qo, зи @\, 42, 403, имеем: 

9,9“ =0 при 5-2 А, 

Ч; 49 =1. 
Введем также правые ортогональные  трехгранники 

А: х1у121 и А.х?у?22, связанные с фокальными плоскостями 
телескопов. Их начала A, и А. пусть находятся на осях 
телескопов @ и 02, оси 21 и 2? направлены вдоль осей 
телескопов, а плоскости A,x'y! и А.х?у? совпадают с фокаль- 
ными плоскостями соответственно первого и второго теле- 
скопов. Расположим оси У! и у? в плоскости векторов 41, Qo, 
тогда оси x!, x? окажутся нормальными этой плоскости. 

Если №1, у, 21 и x?, у?, 22 — единичные векторы осей 
x}, У, 21 и x, У2, 22, то очевидны равенства: 

(6.43) 

x= x? = 49: = 03, 
у! = — п В4?, у? = эт Bq’, (6.44) 

eq, 2=4.. 
Пусть начальная ориентация платформы и направле- 

НИЙ Gg), Go выбрана так, что направления осей телескопов 41, Qo 

в начальный момент точно совпадают с направлениями на две 
звезды $1 И So. Тогда изображения звезд будут находиться 
в фокальных плоскостях телескопов в точках A, и Abd, 
т. е. на оптических осях телескопов. Если гиростабилизиро- 
ванная платформа идеальна, т. е. сохраняет неизменной свою 
ориентацию в пространстве, то, очевидно, и в течение всего
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дальнейшего времени изображения звезд будут находиться 
в точках A, и Ao. 

Пусть теперь гироскопы имеют свободные уходы, тогда 
платформа и связанный с ней трехгранник Oxyz будут менять 
свою ориентацию по отношению к своему начальному положе- 
нию, которое мы обозначим через Ох*у*"=*. Направления осей 
телескопов 41, Qo отклонятся при этом от направлений на 
звезды S,, So, а изображения звезд в фокальной плоскости 
займут некоторые положения, характеризуемые координатами 
x!, you x2, у. 

Величины x}, У! и x7, у? могут быть индицированы 
с помощью фоточувствительных элементов, расположенных 
в фокальных плоскостях телескопов, и будут являться той 
информацией, которую дает наблюдение звезд. Эти величины 
являются, очевидно, мерой отклонения платформы от ее 
начального положения. 

Пусть (—0), как и раньше, есть вектор малого угла пово- 
рота платформы относительно ее начального положения. 
Этот же вектор характеризует, очевидно, отклонения трехгран- 
ников х!у12 и х?у22? от их начальных положений x!*yl*z)*, 
х*у*2*, Смещения x, У! и х2, у? изображений звезд $1 И So 
в фокальных плоскостях телескопов пропорциональны проек- 
циям 0,, 9, Oy, Oy вектора 0 на соответствующие оси: 

х1 = 00, у — — аб, 

х2 = 00, уУ?—=— aby, (6.45) 

где а — коэффициент пропорциональности. 
Из соотношений (6.45) получаем: 

9, =0. 0231 В = 02318, 0„=0. 43 = 63, 

0, =0.а' 31 В = 01518, 0„=0. 43 = 683. (6.46) 

Здесь 01, 07, 03 — контравариантные составляющие век- 
тора 8 по векторам 41, Qo. @з, так что 

9 —=0,60°, (6.47) 

где по индексу $ ведется суммирование от | до 3. 
Из соотношений (6.45), (6.46) следует, что знание коор- 

динат х!, y!, х?, у? смещенного положения изображения звезд 
в фокальных плоскостях телескопов равносильно знанию
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контравариантных составляющих вектора 0 ухода *) гироста- 
билизированной платформы по векторам 41, Qo. Qs! 

1. # м Ц 
Ot = азтВ ' asinB’ 0° — a а‘ (6.48) 

Вектор ухода @ представляется при этом, согласно 
равенствам (6.47), (6.48), двумя равнозначными выражениями 

} x2 x! y! 

= 1 Tan B 9 зав 93, 
№ и ‚| (6.49) 

9=% TanB тв Ba | 
Отсюда вытекает, что одновременное определение координат 
УГ и у? избыточно: достаточно определять лишь одну из них. 

Представление (6.49) дает возможность найти по извест- 
ным x}, y!, x?, у? проекции 0,, 0,, 0, вектора ухода 0 на оси 
стабилизированной платформы. Из первого равенства (6.49) 
получаем, например: 

0 —х.а 2 eg ШЩх.0 
* 1 GsinB  ~'2GsinB *%'° a" 

x2 x! у! 

Oy =У. 9; азтВ  %° 2 пав  ¥' 87a f (6.50) 
—__ x? x! y! 

9—2. % утв 2 ` 42 пов  *'93 в. 

Аналогичные выражения получаются и из второго равен- 
ства (6.49). В формулы (6.50) входят скалярные произве- 
дения ортов Хх, у, 2 осей стабилизированной платформы на 
единичные векторы GQ), Qo. G3, т. е. направляющие косинусы 
углов между векторами 41, Qo 93 и осями x, у, 2. Эти 
направляющие косинусы известны. В случае стабилизированной 
платформы, когда 41, 42, а следовательно, и Gz ориентированы 
неизменно по отношению к ней, указанные направляющие 
косинусы постоянны. 

Перейдем к рассмотрению случая, когда кинематической 

основой инерциальной системы является не свободная, а уп- 
равляемая гиростабилизированная платформа (или гирорама). 

*) Здесь и далее вектор 0 называется вектором ухода лишь 
для краткости; на самом деле вектором ухода является век- 
тор (— 6).
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Этот случай представляется на первый взгляд существенно 

более сложным, чем предыдущий. Такое впечатление вызвано 
тем, что теперь трехгранник Oxyz, связанный с платфор- 
мой управляемой гирорамы, меняет свою ориентацию по от- 

ношению к направлениям на звезды. Поэтому направления 
Qi, 42 не могут оставаться жестко связанными с платформой. 
Ориентация этих направлений по отношению к осям плат- 
формы должна быть функцией изменения ориентации самой 
платформы по отношению к осям &, \,, б, или, что все 
равно, по отношению к направлениям на удаленные звезды. 
Так как изменение ориентации платформы по отношению к 
осям &, 1,, б, зависит от координат, определяемых инерци- 
альной системой, то и положение осей телескопов относи- 
тельно платформы должно зависеть от этих координат. 

Координаты определяются инерциальной системой с ошиб- 
ками, которые являются не только функцией погрешностей 

гироскопических элементов, но и остальных элементов, 
в частности ньютонометров. 

На первый взгляд представляется, что эти погрешности 
войдут в ошибки ориентации осей телескопов, и, таким об- 
разом, координаты x}, y!, x7, у? звезд в фокальных пло- 
скостях телескопов будут зависеть не только от инструмен- 
тальных погрешностей гироскопов. 

Однако более внимательное рассмотрение показывает, что 
формулы (6.48) — (6.50) сохраняют силу и для случая уп- 
равляемой гироплатформы. В них только векторы 41, Go 93 
становятся соответствующим образом сформированными пере- 
менными величинами, а угол @9 принимает смысл вектора, 
входящего во вторую группу уравнений ошибок (1.96). Этот 
вектор в случае управляемой гирорамы определяется лишь 
инструментальными погрешностями гироскопов Am,, Amy, Am, 
совершенно так же, как и в случае гиростабилизированной 
платформы. | 

Чтобы убедиться в справедливости высказанного утверж- 
дения, достаточно обратиться к формулам (1.116). Эти фор- 
мулы дают проекции на соответственные оси вектора 0, 
ошибки ориентации некоторого трехгранника ху2, невозму- 
щенное положение которого задано по отношению к осям 
=. П,, С, направляющими косинусами @,,(&,, \,, 6,). Невоз= 
мущенная ориентация этого трехгранника является, таким 
образом, заданной функцией определенных инерциальной си-
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стемой координат. Правые части формул (1.116) содержат 
поэтому как ошибки 0,, 9,, 9,, вызванные лишь погрешно- 
стями гироскопов (в силу уравнений ошибок второй группы), 
так и слагаемые, вызванные ошибками O&,, On,, 05, коорди- 
нат, определенных инерциальной системой. 

Применим формулы (1.116) к трехгранникам Ох1у!21 и 
Ox?y2z?, В невозмущенном положении эти трехгранники 
жестко связаны с направлениями 41, Gj на звезды S,, So, и 

поэтому их невозмущенная ориентация по отношению к осям 
=, n, б, неизменна. Вследствие этого в формулах (1.116) 
следует в рассматриваемом случае считать @,, = const. При- 
нимая это во внимание, находим: 

01+ = — Ou, Oy: = — By, 

6.51 вн (6.51) — — Dy, 8142 = — BO», 

что и требовалось. Этот же результат получается и из ра- 
венства (1.122). 

Таким образом, в результате наблюдений звезд опреде- 
ляется вектор 9, входящий во вторую группу уравнений оши- 
бок (1.96). Следовательно, по уравнениям (1.96) может быть 
определен, если известен угол @, вектор Am инструменталь- 
ной погрешности определения абсолютной угловой скорости 
вращения трехгранника платформы инерциальной системы. 
В проекциях на оси х, у, 2 платформы имеем: 

Ат, = 6, + 0,0, — o,8,, 

Ат, = 6, -+0,0,—,0,, } (6.52) 

Am, =6,-+ 0,0) — @,0,. | 

Величины (6.02) можно было бы и использовать для кор- 
рекции показаний гироскопических чувствительных элемен- 
тов. Однако формирование Am,, Am,, Am, по формулам 

(6.52) предполагает дифференцирование проекций 0,, 0,, 0,, 

а следовательно, и x}, У, х?, у?. Схемы для получения ве- 
личин x}, y!, x?, у? ввиду малости световых потоков, излу- 
чаемых звездами, работают с большими коэффициентами уси- 
ления при высоком уровне случайных помех. Поэтому диф- 
ференцирование координат x!, y!, х?, у? затруднительно, и 
схемы коррекции гироскопических элементов инерциальных
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систем строят, как правило, в виде схем, следящих за на- 
правлением на звезды и сводящих угол 0 к нулю. Основные 
принципы построения такого рода схем будут изложены в 
последующих разделах настоящего параграфа. 

6.3.2. Линейная одновременная коррекция по двум 
звездам. Рассмотрим астрономическую коррекцию инстру- 
ментальных погрешностей гироскопических чувствительных 
элементов инерциальной системы, когда основой ее кине- 
матической схемы является гиростабилизированная платформа. 
Пусть известны по наблюдениям двух звезд посредством те- 
лескопов величины x!, y!, х?, y?. Тогда по формулам (6.50) 
можно найти величины O,, 0,, 0... 

Уравнения движения гиростабилизированной платформы 
при отсутствии астрокоррекции — это вторая группа (1.96) 
уравнений ошибок инерциальной системы. В проекциях на 
оси гиростабилизированной платформы эти уравнения имеют 
ВИД: 

0, —=Ат,, 0, =ДАт,, 0, =Ат,. (6.53) 

Уравнениям (6.53) соответствует векторное уравнение (1.93) 

dd 

Здесь вектор @ является вектором ухода (малого угла по- 
ворота) платформы, а вектор Am есть не что иное, как ско- 
рость свободного ухода гиростабилизированной платформы *). 

Первая группа уравнений ошибок сводится в случае авто- 
номной системы к векторному уравнению (1.92) 

42 ог 4 bor _ иг or-ér __ 
SSS 

— An — Am xs — (Ат г), (6.55) 

где Or —=охх Г оуу 022, ах, у, 2— орты осей стабили- 
зированной платформы при отсутствии уходов. 

Для инерциальных систем, корректируемых от высото- 
мера и допплеровского измерителя скорости, первая группа 

*) Точнее, взятая с обратным знаком скорость свободного 
ухода.
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уравнений ошибок будет иметь другой вид, однако на на- 
стоящем этапе рассмотрения задачи астрокоррекции это не- 
существенно. 

К уравнениям (6.54), (6.55) добавляются в рассматриваемом 
случае алгебраические соотношения 

6r; = 0 Жь, 6ro=6r+ 67}, (6.56) 
где 

Or, = 0х оуу- 0212, 

Ого = охох + by y+ 622. 

Посредством этих соотношений находится полная ошибка ого 
определения местоположения объекта. Соотношения (1.116) 
в рассматриваемом случае приводят снова к уравнению (6.54), 
а значит, не вносят ничего нового. 

Просмотр уравнений (6.53) — (6.56) приводит к следующим 
возможным способам использования полученных с помощью 
телескопов величин 0,, 0, 0, для коррекции инерциальной 
системы. 

Прежде всего можно, согласно первому равенству (6.56), 
сформировать величины 

0х: =0,2 —0,у, Oy, =09,х —0,2, 02, =0,у— 0х (6.57) 

и вычесть их из тех значений координат, которые опреде- 
лены инерциальной системой. Тогда ошибки координат све- 
дутся лишь к величинам OX, OY, OZ, получающимся в резуль- 

тате решения первой группы уравнений ошибок, вытекающей 
из векторного уравнения (6.55). В этом случае мы по су- 
ществу не вмешиваемся в работу инерциальной системы, 
а корректируем только ее выходные показания. Использова- 
ние информации о величинах 0,, 09, 0, здесь неполно. 

Ориентация гиростабилизированной платформы остается не- 
скорректированной. В правых частях уравнений ошибок пер- 
вой группы остаются величины Am,, Amy, Am,. Они войдут, 

таким образом, в ошибки координат OX, OY, OZ, хотя и 
не вызовут составляющих ошибок, растущих пропорционально 
времени (во всяком случае, при постоянных Am,, Am,, Ат,). 

Вторым путем, о котором уже упоминалось в предше- 
ствующем параграфе, оказывается такой. Продифференцировав 
проекции 0,, 0, 0,, полученные с помощью телескопов,
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можно найти по уравнениям (6.53) величины Am,, Am,, Am, 

и сформировать моменты, приложение которых к гироскопам 
гиростабилизированной платформы вызвало бы угловые ско- 
рости прецессии последней, компенсирующие уходы Am,, 
Ат, Am,. Использовав одновременно начальные значения 

90°, 60%, 62, придем к тому,что уравнения (6.53) второй группы 
выпадут совсем из уравнений ошибок; а в правых частях 
уравнений ошибок первой группы, получающихся из вектор- 
ного уравнения (6.55), пропадут величины Am,, Ат,, Ат, 

Этот путь наиболее полно использует информацию, получае- 
мую от схемы индикации звезд телескопами. Однако он 
предполагает дифференцирование величин x!, х?, у!, у2, что, 
как уже ранее говорилось, практически трудно осуществить. 

Третий путь заключается в том, чтобы по величинам O,, 
0,, 0., полученным со схемы индикации звезд, сформировать 

моменты, приложение которых к гироскопам стабилизирован- 
ной платформы сводит величины х!, y!, х2, у? или, что все 
равно, величины 9,, Oy, 0, к нулю. Речь идет здесь, таким 

образом, о непрерывном удержании стабилизированной плат- 
формы в таком положении, когда оптические оси телескопов 
совпадают с направлениями на визируемые звезды. 

Простейшим способом здесь будет формирование величин 
2 М МЗ - корректирующих моментов Му, М,‚, М гиростабилизирован 

ной платформы пропорциональными O,, 0, 0,, т. е. пропор- 

циональными правым частям выражений (6.50). В этом случае 

My = —HokOy, М» = Н1А0,, Му==Нз#б‚, (6.58) 

где H,, Но, Ну — величины кинетических моментов гиро- 
скопов, а Е — некоторый постоянный коэффициент. 

Тогда система уравнений (6.03) движения платформы пре- 
вратится в систему 

Be RO, = Ам, 0,-+ 20, =An,, (6.59) 

0, + 20, = Аш, 

равносильную векторному уравнению 

9-0 = Am. (6.60)
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Решение уравнения (6.60) очевидно: 

t 

9 — | Am (1) е-#(-9 dt + 00-1. (6.61) 
0 

Здесь под интегралом от вектора понимается новый век- 

тор, проекции которого на оси х, у, 2, связанные CO ста- 

билизированной платформой, равны интегралам от проекций 

на эти же оси вектора, образующего подынтегральное выра- 

жение. Поэтому выражение для 9,, например, имеет вид: 

t 

9, = | Am, (те (Эд 00е-*, (6.62) 
0 

Выражения для 09, 9, совершенно аналогичны. 

Из равенства (6.61) видно, что при > 0 и Ат = 0 на- 
чальная погрешность ориентации платформы со временем 
сводится к нулю. Если Ат -= 0, но величина | Ат | ограни- 
чена, то ограниченной оказывается и величина | AO |. В самом 
деле, из формулы (6.61) вытекает оценка 

t 

[91-< [ |Am|e*’P dx [63 е7", (6.63) 
0 

ИЛИ 
тах | Ar | 

10] < г (1 —e-*t) | 0° |е-*. (6.64) 

Таким образом, по истечении некоторого времени (с MO- 
мента начала коррекции), длительность которого зависит 
от величины А, слагаемые правой части неравенства (6.64), 
содержащие экспоненциальные множители, затухнут и оста- 
нется 

10| < max | Am (6.65) 

Выбором достаточно большого № величина |09| может 
быть сделана настолько малой, что можно будет пренебречь 
величинами 6х, бу, 021. Ошибки инерциальной системы 
будут определяться тогда лишь решениями уравнений первой 
группы. Из соотношений (6.60), (6.54) следует при этом, 

29 В. Д. Андреев
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что в правых частях уравнений первой группы величины Am,, 

Ат, Ат, должны быть заменены на 

Дт, =Ат,— #0, Am; — Ат, — Кб, ] 6.66) 

Am’, = Am, — Аб. 

Если величины Am,, Amy, Am, постоянны, то из pa- 

венств (6.66) получается, что по истечении некоторого вре- 
мени с момента начала коррекции будут иметь место равенства 

Г / / Ат, =Ат, =Ат, =0. (6.67) 

Полезно отметить здесь, что остаточные погрешности 

Amy, Amy Am, 
= Ё ’ 0, ОВ ' г — Г? ’ (6.68) 

имеющие место при постоянных Am,, Ат, Am,, могут быть 

использованы для определения постоянных составляющих 
уходов гиростабилизированной платформы, что в принципе 
позволяет скорректировать возмущающее воздействие этих 
постоянных составляющих в периоды между сеансами астро- 
номической коррекции. 

Остаточные рассогласования можно убрать также, введя 
в корректирующие моменты составляющие, пропорциональ- 
ные интегралам от 0,, 9., 9,. Тогда вместо равенств (6.58) 
будем иметь: | 

t / 

My=— Ha | #0, ky [ 6:4 | 
\ 

у’ 

0 

t 

M =H, Ry +k, | Oy dt 
0 

~
~
 (6.69) 

t 

М3 — Н: 20, +h, [0,4 
0 

а вместс уравнения (6.60) получим уравнение 

t 

a+ ве, | 9 dt = Am. (6.70) 
0
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Характеристическое уравнение, соответствующее линей- 
ному интегро-дифференциальному уравнению (6.70), имеет вид 

p?-t+kp+k_,=0. (6.71) 

Е? — 4k_, > 0 (6.72) 
При 

характеристическое уравнение имеет два отрицательных корня: 

k Е? 
И ИЕ УИ (6.73) 

Решение уравнения (6.70) представляется в виде 

t 

1 | . __ А —A,(t—T) —A,(t—T) = i, i! т (т) [e —е ] dt + 

+ [0°(A, + k) — Ат] e-*t — [8°(A, + Е) — Am] ем . (6.74) 

Проинтегрировав по частям, получим: 
t 

0 | | Am (т) [Ayes @-9 — ме-№@-] dt +- 
Ago — Ay [$ 

+ 0° [(Ay + в) е-№ — МВ eat) |. (6.75) 

Если величина | Am| ограничена, то, как и в предыдущем 
случае, ограниченной оказывается и величина | 6 |. 

При постоянном Am по прошествии некоторого времени #1 
с момента начала коррекции, когда затухнут переходные 

процессы, величины 9 и 0 можно считать равными нулю. 
Из уравнения (6.70) при этом получим: 

ty 

| | 9 dt — Ат, (6.76) 
0 

т. е. постоянная составляющая вектора Am оказывается 
в дальнейшем скомпенсированной накопленным интегралом. 
Она остается, естественно, скомпенсированной и по оконча- 
нии сеанса астрокоррекции. 

Сравнение уравнений (6.54) и (6.70) показывает, что 
в рассматриваемом случае коррекции вектор Am в правой 

29*
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части уравнения (6.55) ошибок первой группы должен быть 
заменен на вектор 

t 

Am’ = Ат — #0 — #_, | 0 dt. (6.77) 
0 

Из равенства (6.76) при этом следует, что по окончании 
переходных процессов 

Ат’ = 0 (6.78) 

и инструментальные погрешности гироскопов выпадают и из 
первой группы уравнений ошибок. 

Закончим на этом рассмотрение астрокоррекции схемы 
со свободной (при отсутствии астрокоррекции) гиростабили- 
зированной платформой и перейдем к случаю, когда основой 

схемы является управляемая гироплатформа. Покажем, что 
на этот случай можно распространить способы коррекции, 
рассмотренные выше для случая со свободной гироплат- 
формой. 

Что касается первых двух способов — коррекции лишь 
значений координат, определенных инерциальной системой, 

и коррекции путем формирования величин —Am,, — Amy, 
— Ат, по величинам x}, y!, х?, у? и их производным, — то 
эти способы здесь в такой же степени очевидны, как и 
в рассмотренном выше случае. 

Как было показано в предыдущем разделе настоящего 
параграфа, в случае управляемой гироплатформы сохраняют 
силу соотношения (6.47) — (6.50) с той лишь разницей, что 
теперь векторы 41, Go, 93 меняют свою ориентацию относи- 
тельно осей х, у, 2 в зависимости от определенных инер- 
циальной системой координат и времени. Относительно же 
трехгранника &/1,С, ориентация направлений 41, Go, @з CO- 
храняется неизменной, как и в случае свободной гиростаби- 
лизированной платформы. 

Уравнения (6.53) заменяются теперь уравнениями (1.96) 

0, + 0,0, — 0,0, = Am,, | 

6, + 0,0, — 0,0, =Ат,, | (6.79) 
| 
J
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или равносильным векторным уравнением 

дб-т ох 0 — Аж, (6.80) 

в котором точкой обозначено локальное дифференцирование 
по времени в подвижной системе координат Оху2, связан- 
ной жестко с вращающейся с угловой скоростью ® плат- 

формой. 
Рассмотрим линейную коррекцию. Сформируем моменты 

Му, Му, М» согласно равенствам 
/ t 

М? = — Hox + q, [Or { 6° at) 
0 / 

t 

М1 = H,y-q, Cane | 90° dt |, (6.81) 
0 

t 

M3 = Ниуе + 4, | О-В [ Ode |, | 
0 

где составляющие 0° получаются по известным x}, yl, 42, у? 
из соотношений (6.48), а по $ ведется суммирование от | 
до 3. 

Приложение этих корректирующих моментов к гироскопам 
платформы вместе с управляющими моментами превратит 
векторное уравнение ошибок второй группы (6.80) в урав- 
нение 

t 

d+oX0+h0-+4_, | 04 = Ам, (6.82) 
0 

или, в иной записи, в уравнение 

t 

п-ов, [ Odt == Am. (6.83) 
dt 

0 

Интегрирование в третьем слагаемом левой части этого 
уравнения проведено, как это следует из формул (6.81), по 
направлениям @.. Эти направления неизменны относительно 
осей системы координат ОЁ \,5, и интегрирование вдоль этих 
осей равносильно интегрированию вдоль ортов &, n,, 6,, 
поэтому уравнение (6.83) целиком оказывается написанным
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в неизменно ориентированной системе координат ОЁ\л,С,. 
При этом, конечно, если вектор Ат физически задан в проек- 
циях на оси системы координат Oxyz, то в уравнении (6.83) 
его надо полагать пересчитанным в проекции на оси системы 

Уравнение (6.83) и по форме и по сути своей совпадает 
с уравнением (6.70), рассмотренным при анализе коррекции 
схемы со стабилизированной платформой. Решением ero 
является формула (6.75). Если вектор Ат постоянен в си- 
стеме координат ОЁ 7,0, то сохраняют силу равенство (6.76) 
и выводы из него. 

Таким образом, корректирующие моменты (6.81) дают 
решение задачи линейной астрокоррекции управляемой гиро- 

стабилизированной платформы. Однако это лишь одно из 
возможных решений. 

Второе решение можно получить, сформировав коррек- 
тирующие моменты следующим образом: 

f | 
My = — H, (kx -9,0°+-h_, | x-9,0° at — 

0 

— 0,0,-+ @,9,), 

t 

M =H, (ky-g0°+&_, Гу. 9,0° ae — | 689 
0 

о 0,0, + © ,8,), 

t 

My, =H, (kz-9,0°+ k_, | 2-9,0° dt — 
0 

— 0,0, + 0,0,), 
где 

0,=х.4,0°, 0,=у.4,9°, 0,=2-а,0°. (6.85) 

Тогда вместо уравнения (6.82) будем иметь уравнение 
t 

бу ое, | 94 = Ат. (6.86) 
0 

В отличие от уравнения (6.83), здесь дифференцирование 
и интегрирование проведены в осях х, у, 2, связанных
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с управляемой гироплатформой. Соотношение (6.76) оказы- 
вается здесь справедливым в том случае, если вектор Ат 
постоянен в системе координат Оху2, связанной с платфор- 
мой инерциальной системы. 

6.3.3. Релейная одновременная коррекция по двум 
звездам. В предшествующем разделе рассмотрена астро- 
коррекция инерциальной системы, построенной на основе 
свободной или управляемой гиростабилизированной плат- 
формы, когда корректирующие моменты, прикладываемые 
к гироскопам платформы, формировались как линейные функ- 
ции величин 0,, Oy, 0, и их интегралов. Такого рода линей- 
ная коррекция предполагает известными координаты х!, y!, 
х?, y? изображений звезд в фокальных плоскостях теле- 
скопов. 

В TO же время наиболее распространенные фазовые 
схемы *) обработки сигналов, получаемых при наблюдении 
звезд посредством телескопов, могут дать лишь знаки коор- 
динат x}, y!, х?, у? и их отношения x!/y!, х?/у2. Покажем, 
как осуществить коррекцию в этом случае. 

Рассмотрим сначала случай, когда кинематической основой 
инерциальной системы является свободная гиростабилизиро- 
ванная платформа. Построим, полагая известными знакй 
координат x}, y!, x, у2, корректирующие моменты, прило- 
жение которых к гироскопам платформы парирует ее уходы, 
т. е. сводит координаты x}, y!, x2, у? к нулю. 

Из соотношений (6.48) следует, что величины x7, x}, у! 
(y?) пропорциональны контравариантным составляющим 0!, 
02, 03 вектора 8 по векторам 41, 42, 43. В соответствии 
с этими соотношениями, если $ В > 0, имеем: 

sien x? = sign 01, sign x! = — sign 62, 
(6.87) 

sign y! = sign y? = — sign 63. 

С другой стороны, уравнения (6.53) равносильны, очевид- 
но, системе 

01 = ий, 02=Аи?, 63 — Атз, (6.88) 

*) Подробнее работа фазовых схем рассматривается в следую- 
щем параграфе.
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где Am, Ат? Am’ — контравариантные составляющие век- 
тора Ат инструментальной погрешности гироскопов по тем 
же векторам Qi, Qo, 93. 

Из сравнения соотношений (6.87), (6.88) вытекает, что 
для осуществления коррекции достаточно сформировать три 

тройки корректирующих моментов М, Ми, МЗ; Му», Мур, 

М; Муз, Mis, М3 так, чтобы каждая тройка приводила 
к прецессии гиростабилизированной платформы соответст- 
венно вокруг направлений gy, Qo, Gg, и надлежащим образом 
коммутировать эти тройки моментов в соответствии со зна- 
ками signx!, sing x’, sign y! (sign у2) координат x!, x?, 
у! (2). 

Пусть Н1 = Н. = Н.==Н. Тогда, очевидно, для указан- 
ных троек моментов имеем соотношения: 

М, =— Myx + May+ Миг = Hkq,, 
М, = — Myx + Мру- Мог = НЁа. { (6.89) 

М, =— Музх + Misy + Mizz = НЁч.. | 
Отсюда 

Ми = — Нд. x, Ми = Нд. у, М = НЁд1-2, | 

М = — НА. x, Ме= НЕ. у, М» = НЕдо-2, | (6.90) 

Mj, = — Hkg3- x, Ма == НЁдз. у, Ма = НА@з.. | 
Образуем моменты 

M3, = М: sign у! = Hkq, sign у! (= М. sign у2 = (6. ) 

== НЁЧз sign y’). | 

Контравариантные составляющие суммарного момента кор- 
рекции 

оказываются теперь в силу соотношений (6.87) равными: 

М = — НЕ зп 0', М? = Hksign0?’, 
МЗ = Hk sign 0°. (6.93)
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Приложение момента М к гиростабилизированной плат- 
форме приводит теперь вместо уравнений (6.88) к таким 
уравнениям ее движения: 

614 & sign 01 = Дии, 

624 #з1еп 02 = Аш?, $ (6.94) 

63+ & sign 03 = Am3. | 

Из этих уравнений следует, что при 

k > тах [| Ами |, | Ат? |, | Am? |} (6.95) 

отклонения 01, 02, 03, а значит, и x}, х?, у, у? сводятся 
с течением времени к нулю. 

Согласно уравнениям (6.94), в районе нулевых значений 01, 
02, 93 будут иметь место незатухающие колебания (скользя- 
щие режимы). 

Чтобы избежать их, можно, например, ввести коммути- 
рующие сигналы у1, Yo. уз, сформировав их не по равенствам 

y,=sign6!, у, == ют 02, у; = sign 63, (6.96) 

а следующим образом: 

y,=0 при |0°|<c, 
у; = $11 0’ при |0'|>c (6.97) 

(1=1, 2, 3). 

В этом случае в окрестности точки x1 == х? = у! =0 
будет существовать зона нечувствительности (мертвая зона) 
размером с ЖСжЖС, в которую и будет приводиться изо- 
бражение звезды. 

С точностью до погрешностей (обычно малых), обусло- 
вленных зоной нечувствительности, по окончании приведения 
проекции Am,, Ат, Am, в уравнениях ошибок первой 

группы можно считать равными нулю, как и в случае линей- 
ной коррекции. 

Из соотношений (6.48), (6.94), (6.95) следует, что эф- 
фективность релейной схемы коррекции зависит от угла В 

между направлениями на звезды. Чем меньше угол В, тем 

больше | Ат’ | при заданном |Am|, поэтому тем большей 
должна быть величина А. Впрочем, ухудшение работы схемы
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коррекции при уменьшении угла В имеет место и в случае 
линейной коррекции. Из выражений (6.50) видно, что при 
малых величинах шт В большим значениям 9,, 09, 0, могут 

соответствовать малые значения координат х1, х2, т. е. эф- 
фективная чувствительность схемы коррекции понижается при 
уменьшении угла В между наблюдаемыми звездами. 

Рассмотрим релейную коррекцию в случае, когда кинема- 
тической основой инерциальной системы является управляемая 
гироплатформа. Го аналогии с соотношениями (6.89) — (6.91) 
сформируем корректирующие моменты следующим образом: 

Му = — НЁх . 9, sign 6°, | 

Му = НЁу. 4.121 0°, | (6.98) 

М = Hkez - q,sign 0°, | 

где теперь, в отличие от формул (6.90), произведения X . 4... 
Уу.4., 2.4; являются не постоянными величинами, а некото- 
рыми функциями времени и координат объекта. 

Для контравариантных составляющих 01, 62, 603 вектора 0 
по векторам 41, Qo, G3 придем тогда снова к уравнениям 
(6.94), а следовательно, и к вытекающим из этих уравнений 
выводам. 

6.3.4. Поочередная коррекция по двум звездам. Рас- 
смотренные выше схемы линейной и релейной коррекций 
предполагали одновременное наблюдение двух звезд двумя 
телескопами. Возможно и другое решение задачи: поочеред- 
ное наблюдение двух звезд одним телескопом. При этом либо 
телескоп периодически переводится из положения, когда его 
оптическая ось совпадает с направлением 01 на первую звезду, 
в положение, когда эта ось совпадает с направлением 42 на 
вторую звезду, либо телескоп остается неподвижным, но 
в него поочередно поступает лучистая энергия от двух звезд, 
что может быть осуществлено с помощью специальных зер- 
кальных или призматических оптических устройств. 

Основа принципа построения схемы поочередной астро- 
коррекции по двум звездам заключается в соблюдении сле- 
дующего условия: сведение к нулю отклонений x!, у! изо- 
бражения первой звезды от центра фокальной плоскости не 

должно приводить (за счет действия корректирующих момен-
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тов) к увеличению координат х?, y? изображения второй 
звезды. 

Что касается описанного выше релейного способа кор- 
рекции, то он полностью удовлетворяет этому условию и 
поэтому может быть целиком перенесен на случай поочеред- 
ной коррекции. Действительно, момент Ё $121 01, входящий 
в первое уравнение (6.94), сводит к нулю величину 01, т. e., 
как это следует из первого равенства (6.48), координату x?. 
При этом прецессия платформы, как видно из первого 
равенства (6.89), происходит вокруг оси 41, так что коор- 
динаты x!, у! не меняются. Момент & sign 02 во втором ypaB- 
нении (6.94) сводит к нулю, согласно второму равенству 
(6.48), координату х!. Вращение платформы происходит во- 
круг оси 42, и координаты х?, у? в силу этого не меняются. 
Наконец, момент & sign 093 сводит к нулю координаты y!, у? 
одновременно вне зависимости от того, по какой из звезд 
совершается коррекция. Приведенные соображения справед- 
ливы, очевидно, как в случае, когда основой инерциальной 
системы является свободная гиростабилизированная платформа, 
так и в случае управляемой платформы. 

Легко усмотреть, что линейная коррекция в том виде, 
в каком она выше была построена, в случае гиростабилизи- 
рованной платформы приводит к цели и при поочередном 
наблюдении двух звезд. Действительно, когда визируется 
первая звезда, то из равенств (6.50) выпадает x”, и, таким 
образом, корректирующие моменты (6.69) будут иметь вид: 

М? = — Но bly + hy | Jy at 
` 0 

t 

M. — H, hy +h | Jy dt}, \ (6.99) 
0 

t 

МЗ — Нз| kJ, + k_, | Jat 
0 

где, согласно соотношениям (6.50), (6.48), 

J = % + (420? + 4303), Л, = у. (9202 - 4309), re ak
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Выражения для моментов МУ, Му, Me при визировании 
второй звезды будут отличаться от формул (6.99), (6.100) 
лишь тем, что вместо 420? в них будет стоять 4161. 

В период коррекции по первой звезде вместо уравне- 
ния (6.70) будет, таким образом, иметь место уравнение 

t 
dd 
HR G2? + 938°) 4+ ®-, | (4202 + 930%) dt Am. (6.101) 

6 

Это векторное уравнение равносильно, очевидно, системе 
скалярных уравнений 

t 

01 — Am), 02-е, | 0242 == Am’, 
0 

| (6.102) 
t 

31 203-1 k_, | 03 dt — Am’. 
0 

Решение каждого из двух последних уравнений (6.102) 
аналогично решению (6.75) уравнения (6.70). Первое же 
уравнение (6.102) совпадает с первым уравнением (6.88). 
Приняв во внимание равенства (6.48), заключаем, что при 
слежении за первой звездой координаты x!, у! (а следова- 
тельно, и У2) сводятся к нулю. Координата же x? меняется 
таким образом, как если бы коррекция отсутствовала вообще. 
Аналогичным образом обстоит дело и при коррекции по вто- 
рой звезде, когда сводятся к нулю координаты x7, у? и не 
затрагивается координата х!. Очевидно, что дело не меняется, 
если в равенствах (6.99) коэффициент R_, равен нулю. 

Можно убедиться также, что в случае, когда основой 
схемы инерциальной системы будет не свободная гиростаби- 
лизированная платформа, а управляемая, формирование кор- 
ректирующих моментов в соответствии с равенствами (6.81) 
решает задачу линейной коррекции и при поочередном на- 

блюдении звезд. Формирование же корректирующих моментов 
в точном соответствии с равенствами (6.84) становится при 
поочередной коррекции невозможным, так как в правые части 
этих равенств входят проекции O,, 9,, 0,, в которые, в соот- 
ветствии с формулами (6.50), входят координаты изображений 
обеих звезд одновременно.
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Из изложенного следует, что одновременное или пооче- 
редное наблюдение двух звезд посредством телескопов позво- 
ляет скорректировать инструментальные погрешности гиро- 
скопических чувствительных элементов. 

Наблюдение одной звезды, например S,, позволяет кор- 
ректировать лишь ту часть погрешностей, которая приводит 
к появлению составляющих 02, 03 ошибки. Составляющая 01, 
т. е. поворот платформы инерциальной системы вокруг на- 
правления на наблюдаемую звезду, остается нескорректиро- 
ванным. Поэтому полная коррекция инструментальных погреш- 
ностей гироскопических элементов при наблюдении лишь одной 
звезды невозможна без привлечения какой-либо дополнитель- 
ной информации. 

6.3.5. О формировании корректирующих моментов. 
В полученные выше формулы (6.50), (6.58), (6.69), (6.81), 
(6.84), (6.90), (6.98), (6.99), по которым формируются кор- 
ректирующие моменты, входят единичные векторы GQ}, Qo, YJ 
точнее, проекции (;.х, 4;-у, 9;:2 этих векторов на OCH 
платформы инерциальной системы. Векторы 9 и 95 суть 
единичные векторы направлений на звезды, по которым осу- 
ществляется коррекция, вектор 43 выражается через век- 
торы 91 и Qo равенством (6.39). 

Укажем путь вычисления проекций векторов 41 и Qo на 
оси платформы инерциальной системы для случаев, когда оси 
платформы в невозмущенном положении ориентированы неиз- 
менно или совпадают с осями сопровождающих трехгранников 
географической, геоцентрической и ортодромической коорди- 

натных сеток. 
Если звезды $1 И Sg, по которым должна быть проведена 

астрокоррекция, выбраны, то можно считать заданными на- 
правления на них 91 и 42 в связанной с Землей системе ко- 
ординат O,EnC в момент начала коррекции. Соотношения, 
необходимые для определения векторов 41 и Qo в этой си- 
стеме координат, приведены в § 6.2. Пусть в момент Ё# 
начала коррекции направления Qj, Qo характеризуются сле- 
дующими направляющими косинусами: 

5 у 0 / 0 10 os 10 . / 9, cos, cosh) cos Pi sindy, sin Pi (6.103) 
70 0 / . 0 . / 

95 COS фо, COS Nov COS фо, Sin №5. sin Фо.
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где Oe ф.., №, № — географические широты и долготы на- 

правлений g, и Qo. 
Если основой инерциальной системы является свободная 

гиростабилизированная платформа, то ее положение по отно- 
шению к системе координат О1Ё16 в момент начала работы 
системы должно быть, очевидно, заданным. Пусть оно задано 
таблицей направляющих косинусов: 

5 т C 

x cos ф. cos cos pr sind? sin er 

. 40 (6.104) 
co cosA cos sind 

у 3Ф, y Py y Sin Py 
0 о, . 0 

z cos@, cosa? cosg, sind? sing). 

Так как в дальнейшем положение осей x, у, 2 в про- 
странстве остается неизменным, то, полагая, как обычно, 
угловую скорость и вращения Земли постоянной и напра- 
вленной вдоль оси О.С, получим для момента Ё следующую 
таблицу направляющих косинусов: 

Е т C 

x COs Ф cos (№, — ut") cos gr зи — ut”) sin gr 

* 6.105 
у cos Ф, cos (A) — ut ) Cos фи sin (n2 _ ut*) sin 9” ( ) 

Z COS oy cos (A? — ut") cos om sin (A2 — ut”) sin of. 

Таблицы (6.105) и (6.103) полностью определяют проекции 
векторов 41, 42 (а значит, и G3) на оси xX, у, 2 платформы 
в момент # начала астрокоррекции. Так как ориентация осей 
х, у, 2 неизменна, то в дальнейшем эти проекции остаются 
постоянными. 

Если оси х, у, 2 платформы инерциальной системы 
в невозмущенном положении совпадают с осями сопровождаю- 
щего трехгранника географической координатной сетки, то 

положение этих осей по отношению к осям системы коор- 
динат О ЕС задается таблицей направляющих косинусов (1.10). 
Таблица (1.10) вместе с таблицей (6.103) определяет проекции 

векторов 41, 42 Ha оси x, у, 2 в момент # начала астро- 
коррекции. В дальнейшем, в отличие от предшествующего



§ 6.4] СХЕМЫ С ФАЗОВОЙ ИНДИКАЦИЕЙ ЗВЕЗД 463 

случая, эти проекции не остаются постоянными. Чтобы опре- 
делить их, надо, очевидно, вместо таблицы (6.103) взять сле- 
дующую таблицу направляющих косинусов: 

Е n C 
0 

GQ, COS @}, COS [Ate —u(t— t")| cos gf, sin ie —u(t— Г) sin of, 

42 cos oo, cos [^>, — и (Е — Г) cos 0, sin [ Aon —u(t— Г) cos 0. 

(6.106) 

Аналогичным образом можно определить проекции векто- 
ров 91 и 42 на оси сопровождающих трехгранников геоцен- 
трической и ортодромической координатных сеток. Для этого 
надо лишь наряду с таблицами (6.106), (1.10) привлечь та- 
блицы направляющих косинусов (1.14) и (1.16). 

$ 6.4. Схемы астрокоррекции с фазовой 
индикацией звезд 

6.4.1. Принцип действия фазовой схемы индикации. 
В предшествующих параграфах была рассмотрена астрокор- 
рекция инерциальных систем путем наблюдения за двумя 
звездами посредством телескопов. Предполагалось, что в ре- 
зультате этого наблюдения определяются (индицируются) коор- 
динаты х!, У, х2, у? изображений звезд в фокальных пло- 
скостях телескопов или по крайней мере знаки этих координат. 

Индикация изображений звезд, т. е. определение величин 
х1, У, х2, у, может быть осуществлена посредством свето- 
чувствительных элементов, размещенных в фокальных пло- 
скостях телескопов. Например, в фокальной плоскости можно 
разместить телевизионную трубку типа «Видикон» или «Су- 
перортикон». Тогда, ориентировав направления строчной и 
кадровой разверток опросных импульсов вдоль осей x! (x7), 

у! (у2), получим координаты х1, у, x2, у? в виде интервалов 
времени, им пропорциональных. 

Вторым примером схем для получения координат х', yl, 
х?, у? могут быть так называемые фазовые схемы. В них в 
фокальной плоскости размещается фотоэлемент или какой- 
либо другой фоточувствительный элемент, а перед ним рас- 
полагается вращающийся обтюратор, модулирующий световой 

поток звезды. Простейшим обтюратором такого типа является.
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очевидно, полудисковый (рис. 6.6), представляющий собой про- 
зрачный диск с зачерненной половиной. При вращении такого 
обтюратора с угловой скоростью ® в сигнале, который сни- 
мается со светочувствительного элемента, будет содержаться 

2л, 
составляющая частоты =. Выделив ее с помощью узко- 

полосного фильтра, можно, очевидно, получить гармонический 
сигнал модуляции светового потока звезды, сравнение фазы 
которого с фазой опорного сигнала, врашающего обтюратор, 

; позволяет определить угловое 
Я \ положение направления на звез- 
a ду в поле зрения телескопа. 

Отстояние направления на 
звезду от оси телескопа такого 
рода обтюратором при произ- 
вольном положении звезды в 
поле зрения обычно не инди- 
цируется, хотя принципиально 
это и возможно. Для этого 
можно было бы, например, про- 
зрачность незачерненной части 
полудискового обтюратора сде- 

Рис. 6.6. лать функцией расстояния от 
его центра. 

Если же звезда располагается вблизи оси поля зрения, 
то ввиду конечного размера изображения звезды глубина мо- 
дуляции ее светового потока обтюратором становится функ- 
цией расстояния изображения звезды от центра фокальной 
плоскости. В этом случае, таким образом, в сигнале, который 
снимается со светочувствительного элемента, окажется инфор- 
мация и об отстоянии направления на звезду от оптической 
оси телескопа. 

В дальнейшем телевизионные схемы выделения информации 
о положении изображения звезды в фокальной плоскости рас- 
сматриваться не будут, так как анализ их — дело чисто радио- 
технических методов. В схемах же с механическими обтюра- 
торами существует ряд вопросов, анализ которых требует 
применения методов теоретической механики. Имея в виду 
в дальнейшем рассмотрение некоторых из этих вопросов, оста- 
новимся подробнее на структуре фазовой схемы с механиче- 
ским полудисковым обтюратором. 
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Схема выделения сигнала от звезды (схема индикации 
звезды) включает в себя (рис. 6.7) телескоп / с обтюратором 
и фоточувствительным элементом, привод обтюратора 2, уси- 
литель 9, резонансный фильтр 4, синхронный фазовый детек- 
TOPO, фильтр-выпрямитель 6. 
В устройства 2 и д no- и M 
дается сигнал опорной ча- 

стоты ®. 
Если считать звезду то- 

чечным источником излу- 
чения оптику телескопа 
идеальной, а помехи отсут- 

ствующими, то изображе- Рис. 6.7. 
ние звезды $, в фокальной 
плоскости будет точечным. Пусть (рис. 6.6) направление из 
точки A, в точку $, составляет угол ф с осью x}. Тогда 

wt 

x'=pcosg, y'=opsing, (6.107) 

где р — расстояние от изображения звезды $, до оптической 
оси телескопа. Пусть, далее, линия раздела прозрачной и 
непрозрачной частей полудискового обтюратора составляет 

в начальный момент угол tp с направлением оси x!, Тогда 
при вращении обтюратора с угловой скоростью W (направле- 
ние вращения показано на рис. 6.6 стрелкой) сигнал Е, сни- 
маемый с фоточувствительного элемента, будет иметь вид: 

E==*2 [1 --- sign sin(@t — p-+ p)]. (6.108) 

Здесь коэффициент Ey характеризует яркость звезды и 
чувствительность фоточувствительного элемента. 

Носителем информации о положении изображения звезды 
является в сигнале (6.108) фаза ф, поэтому системы такого 
рода и названы фазовыми системами. 

Сигнал с фоточувствительного элемента поступает в уси- 
литель, а затем в резонансный фильтр частоты ®. Если счи- 
тать усилитель линейным, то, обозначив его коэффициент 
усиления через и, будем иметь на входе резонансного фильтра 
величину 

р. =5 [1 — 3121 $11 (9 —@-+ y)], (6.109) 

где p= ВЕ. 

30 В. Д. Андреев
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Будем считать фильтр идеальным, т. е. пропускающим 
лишь частоту ®. Функция р, (Г) — периодическая с периодом 
2л/ю. Ее разложение в ряд Фурье имеет вид: 

0 ФФ) 

р. = 24M (a COs kot + bp sin kot), (6.110) 

k=l 
где 

2st/@ 

a) == — | p, at, 
0 
2m /@ 

a = | р. с0$ kot dt, ¢ (6.111) 
0 
2mt/@ 

bo =“. р» sin kot at. 
0 

Подставив выражение (6.109) в формулы (6.111), найдем 
величины коэффициентов при первых гармониках: 

2p 2p 0 0 ay — ——sing@—p), @ ==-cos@—yp). (6.112) 

Таким образом, сигнал У с резонансного фильтра полу- 
чается в виде 

2p, V ==" sin(ot +p — 9). (6.113) 

Этот сигнал через фильтр поступает, согласно приведен- 
ной на рис. 6.7 схеме, в синхронный детектор. Если детек- 
тор множительного типа, то его действие можно считать сво- 
дящимся к умножению входного сигнала на sin(@t-+ а); 
если же детектор коммутационный, то умножение произво- 
дится на signsin(@t -- а). Обозначив через 0,, Uy выходные 
сигналы множительного и коммутационного синхронных детек- 
торов, получим для этих случаев: 

3. = 72 sin(ot + pb —@ sin(ot а), 
1 п 

9. = <P sin (@t + p — $) sign sin(@t + а). | 
(6.114) 
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Здесь @а — сдвиг фазы управляющего детектором сигнала 
частоты ® по отношению к сигналу, вращающему обтюратор. 

Далее по схеме (рис. 6.7) следует выпрямитель. Он про- 
пускает лишь постоянную составляющую сигналов (6.114). 
Подставив правые части равенств (6.114) вместо р, (Р) в пер- 
вую формулу (6.111), найдем для постоянных составляющих 
такие значения: 

$. =F с05(—Ф+ф— о), | 
— (6.115) 
Е cos(—p-+p—a). 

В обоих случаях величина 9 пропорциональна cos(—@ -+ 
+ ф — о). Если коэффициент пропорциональности обозначить 
через п’, то 

0 = Ц’ cos(— Ф-ф — а). (6.116) 

Полагая 

фи = 5, ф — @2 = Л, (6.117) 

из соотношения (6.116) получим: 

0 =p'sing, 0” =p’ cosg. (6.118) 

Сравнивая равенства (6.118) и (6.107), заключаем, что 

И, vat y, (6.119) 

т. е. величины 9”, 9” пропорциональны координатам x}, у! 
изображения звезды в фокальной плоскости телескопа. Соот- 
ношения (6.119) не определяют координаты x!, у! изображе- 
ния звезды, а определяют лишь знаки этих координат и их 
отношение. Однако, как было показано выше, этого оказы- 
вается достаточным для коррекции инструментальных погреш- 
ностей гироскопических чувствительных элементов инерциаль- 
ных систем. 

В проведенных выше выкладках величина ф полагалась 
постоянной. Однако полученные при этом соотношения 
(в дальнейшем это будет показано) сохраняют свою силу и 

в том случае, если величина ф переменна, но скорость ф 

изменения Фф мала по сравнению с W. 

30*
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6.4.2. Динамика замкнутой фазовой схемы астрокор- 
рекции вблизи положения равновесия. Исследование 
устойчивости. Рассмотрим работу фазовой схемы астрокор- 
рекции стабилизированной платформы с учетом типичных OCO- 
бенностей составляющих ее элементов *). 

Откажемся прежде всего от предположения о том, что 
телескоп является идеальным и изображение звезды точеч- 
ным. Примем, что яркость изображения является функцией 
расстояния от текущей точки изображения до его центра. 
Пусть, как и ранее (рис. 6.6), ф — угол линии раздела про- 
зрачной и непрозрачной частей обтюратора с осью Xx}, 
х1 = рсозфи у! = psing — координаты центра изображения, а 
Го — радиус поля зрения телескопа. Тогда освещенность E 
фоточувствительного элемента, равная интегралу от яркости 
по прозрачной части обтюратора, будет, очевидно, функ- 
цией величин 

п— ри L—psin(@—) 
расстояний центра изображения звезды до границ области 
интегрирования: 

Е = Е [о — 0, озш (ф — ф]}]. (6.120) 

Для вращающегося с частотой ® обтюратора выражение 
(6.120) превращается в такое: 

Е =Е [го — 0, osin (ot +o — p)]. (6.121) 

Если считать фоточувствительный элемент линейным, то 
на его выходе получим сигнал 

и=ыЕ- f (2), (6.122) 

где коэффициент |4 характеризует чувствительность прием- 
ника, а функция f (1) — помехи: детерминированные (фон неба, 
например) и случайные (шумы приемника, случайная соста- 
вляющая фона) **). 

*) Девянин Е. А., Об уравнениях систем автоматического 
сопровождения. Изв. АН СССР, Техническая кибернетика, 
№ 1, 1965. 

**) Влияние помех от фона неба на работу систем астрокор- 
рекции с радиально-щелевыми обтюраторами (в частности, с полу- 
дисковыми) рассмотрено в Приложении I, Влияние случайных помех 
рассматривается в последней главе.
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Примем далее, что усилитель (рис. 6.7) может быть опи- 
сан уравнением 

P(D)V —=R(D)u, (6.123) 

где D=—— оператор дифференцирования, P(D) u R(D)— 

полиномы с постоянными коэффициентами, У — выходной 
сигнал усилителя. = 

Синхронный детектор, как известно *), можно описать 
уравнениями 

W,=A(V)Q(2), 

W,=hV)Q(t+- 5°}, | (6.124) 

где W,, №. — выходные сигналы синхронного детектора, 
й(/) — его нелинейная характеристика, @ (¢) — периодическая 
функция частоты ®. Для детектора коммутационного типа 
© (Е) = sign sin(@t +), для детектора множительного типа 
Q(t) = sin(ot-+-a), где а — фазовая погрешность опорного 
сигнала. 

Резонансные фильтры, следующие за усилителем, будем 
также считать линейными с постоянными параметрами. Их 
уравнения будут тогда иметь вид: 

2)Е =S,(D)W,, Q,(D)§ =5,(Р)\, (6.125) 
Q, (ВР)т=52(Б)\,, 

где & и | — выходные сигналы фильтров. 
Рассмотрим случай линейной коррекции гиростабилизиро- 

ванной платформы по первой звезде. Воспользовавшись ра- 
венствами (6.58), (6.50) и заметив, что в формулах (6.125) 
«образами» координат х! и у! являются соответственно вели- 
чины Пи &, сформируем корректирующие моменты следующим 

*) См., например, Красовский А. А., Поспелов Г. C,, 
Основы автоматики и технической кибернетики, Госэнергоиздат, 
1962; Большаков И. А., Прохождение регулярных и случайных 
сигналов через фазовый детектор коммутационного типа, Вестник 
МГУ, № 6, 1958.
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образом: 

Mi = — Ни (-х ив. 4), | 

М-Н - Фив 9.4), | (6.126) 

MS = Hyk(—2- go 4 —2- a5), | 

Тогда движение гиростабилизированной платформы OTHO- 
сительно ее невозмущенного положения будет, согласно соот- 
ношениям (6.59), описываться уравнениями 

2 1 . М . 1 

Oy — A, —Ат,, 9+ Fi, = Amy, | 6.197 

. МЗ | 
9. -- Fy = Am,, | 

К выписанным уравнениям (6.120) — (6.127) необходимо 
добавить соотношения, связывающие величины 0,, Oy, 0, 

с величинами о и Ф. Согласно равенствам (6.50), (6.107), 
имеем: 

xl 1 

их Фив — 4. 
__ x! у! 

y= ID asin в | (6.128) 
x! y! 

92 = — 2° Gein 2 93a 
x'=pcosg, yl'=opsing. | 

Упростим полученные уравнения. Начнем с соотноше- 
ния (6.120). Функция, стоящая в правой части равен- 
ства (6.120), является периодической функцией аргумента 
ф —ф с периодом 2л. Ее можно разложить в ряд Фурье. 
При этом, очевидно, коэффициенты разложения окажутся 
функциями 0. Таким образом, получим представление: 

B= | fag (0) cos & (P—Y) 6, (0) sink (@—W)]. (6.129) 
k=] 

В первом приближении для типичных форм «колоколо- 
образной» зависимости ярхости изображения от расстояния
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до его центра правая часть равенства (6.120) может быть 
представлена в виде 

Е = E,+C,(0)sin(@ — $), (6.130) 
где разложение С\ (0) в ряд по степеням о начинается с первой 

степени 0. Для малых 0 поэтому равенство (6.121) превра- 
щается в такое: 

E=E,+E£,psin(g — 1), (6.131) 

где Е; — постоянный коэффициент. 
Чтобы проиллюстрировать это утверждение, рассмотрим 

такой пример. Пусть изображение звезды представляет собой 
круг радиуса 0), яркость которого В постоянна. Если 
20 < ro (f9 — радиус поля зрения телескопа), TO освещен- 
ность Е будет равна яркости В, умноженной на площадь 
изображения звезды, приходящуюся на прозрачную часть 
диска обтюратора. 

Поэтому 

Е —=В {=«p@| 1 — = arccos sin(@ —y)| = 

+ Pp Sin (ф — tp) и 1 — ty sin? @—W} (6.132) 
0 

Пусть изображение звезды находится вблизи центра поля 
зрения, так что 0/6 < 1. Тогда, раскладывая правую часть 
равенства (6.132) в ряд по степеням 0/0), получаем следую- 
щее приближенное представление: 

02 
E=B |190 ори 9—5]. (6.133) 

Это представление совпадет, как легко видеть, с форму- 
Bros 

лой (6.131), если взять Ву = 5 Е = 2В0%. 

Качественный характер зависимости С, (0) при возраста- 
нии 0 может быть представлен в общем случае графиком, 
изображенным на рис. 6.8, что позволяет хорошо аппрокси- 
мировать эту зависимость функцией 

С: (0) =£,0 при PCP, | 
6.134) 

С: (о) = Е! о; = соп$ё при o> 0. (
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Приняв для E представление (6.130) и положив ф = 0, 
что не уменьшает общности, получим вместо соотноше- 
ния (6.122) следующее равенство: 

и — ИС, (©) чт (@Е ФЛ, Л, =У(Ю-НЫЕо. (6.135) 

Возьмем далее синхронный детектор множительного типа 

6 mt 

2, р oo 

7 и; и’, 

Рис. 6.8. 

и положим A(V)=V. Тогда уравнения (6.124) примут вид 

W,=V sin (ot+ а), 

№. =V cos (wot +a). (0.186) 

Упростим также соотношения (6.126), (6.128). Пусть 

B= >, 42 =, 49з=х, а==1. Тогда вместо указанных 

соотношений получим: 

Му = Нов, М — Нм, | 

0, —=— у, 0, =— x}, (6.137) x 

x'=ocosg, yl=osing. | 

Третьи равенства (6.126), (6.128) выпадают. Из трех урав- 
нений (6.127) остаются также лишь первые два, которые 
с учетом соотношений (6.137) принимают вид: 

6,—kE=Am,, 6,—kn=Am,. (6.138) 

Объединив равенства (6.135), (6.123), (6.136), (6.125) и 
четыре последних равенства (6.137), получим следующую
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систему уравнений, описывающую процесс астрокоррекции: 

и= UC; (6) Sin (wt + @) + Л, | 

R(D)u=P(D)V, 

W,=Vsin(@t+ a), W.=—Vcos(ot—+a), 

Qi (D)§ = 5, (2), Q.(D) 1 = S_(D) We, | (6.139) 

6,—kE=Am,, 0,—kn=An,, 
0,—=pcosg, 0,—=—psing, 

p= У 0+ 65. | 
Если каналы коррекции по углам 0, и 0, симметричны, TO 

©, (D) =Q,(D), S$; (D)= S_(D). (6.140) 

Если теперь считать С, (0) =Е\0, т. е. принять пред- 
ставление (6.131), то система уравнений (6.139) заменой 
переменных 

a=0, sinwt + 0, соз ФЕ, 
(6.141) 

р —0,с0$ wt — 0, sin of 

может быть приведена к системе линейных уравнений с по- 
стоянными коэффициентами. 

Рассмотрим для простоты случай, когда фильтры после 
коммутатора отсутствуют, т. е. когда 

Q, (2) = (2) = §, (D) = S,(D) = 1, (6.142) 

а резонансный усилитель настроен на частоту Vv, близкую 
к частоте @ вращения обтюратора, и описывается уравнением 

D2 

(ен ПУ=а (6.143) 

Тогда с учетом равенства (6.131) получим: 

и = ИБ, [osin(o@t + ф) + fo], В, 

р? р 

E—Vsin(ot+a), n=Vcos(t+t+a), 4} (6.144) 

6,—kE=Am,, 6,—kn=Any,, 
0,=pcosg, 0,—=—psing, 

о=У +6. | 
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Выполнив замену переменных (6.141), придем к уравнениям: 

“== WE, (a+ fo), 
D? D 

+ (6.145) 
a —wb — RV cosa = Am, sin ot + Am, cos af, 

b+ wa — kV sina = Am, cos ot — Am, sinat. | 

Исследуем устойчивость движения. Характеристический 
определитель однородной системы (6.145) имеет вид: 

А (р) = pt + ЖурЗ- (@? ++ v?) p? + 
+ 2% (Co? — nv cosa) p-+- wv (® — 2nsina), (6.146) 

E,k 
где n=. 

Критерий Гурвица дает следующие условия устойчивости: 

28 > 0, | 

Су-- п соза >> 0, 

[6059 (4? — 67) + 2%v0 sina — псов] > 0, | 147 
@—2nsina>0. | 

Первое из этих условий выполняется всегда. Второе не- 
существенно, так как выполняется при выполнении третьего 
и четвертого условий. Таким образом, область устойчивости 
системы определяется при п > 0 неравенствами 

— Ccosa(v? — 02) + 22 ую sina — п соз?а > 0, 

o— 2nsina > 0. 
(6.148) 

В плоскости параметров п, а область устойчивости для 
n> 0 изображена на рис. 6.9. Граница области устойчивости 
пересекает ось абсцисс n=O в точке, где 

2 — ©)? 

So Hy (6.149) 
При а = л получаем, что 

n = 6 (2 — w?), (6.150) 

Область устойчивости на рис. 6.9 построена в предполо- 
жении, что 2 — v2 > 0. 

При отрицательных # аналогичная область устойчивости 
получается, очевидно, при л<ах 2л.
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Из рис. 6.9 вытекают следующие выводы. Для обеспе- 
чения устойчивости работы схемы необходимо ввести в опор- 
ный сигнал частоты ® фазовый сдвиг a. Его оптимальное 

р. р. ut значение при малой величине \“ —- в близко к = -5.. Этот 

сдвиг компенсирует изменение фазы выходного сигнала V 
резонансного фильтра по отношению к входному сигналу и. 
Чем меньше &, т. е. чем 
выше добротность резонанс- a 
ного контура усилителя, тем 
плотнее прилегают боковые 
ветви границы области устой- 
чивости к оси абсцисс п = 0 
и тем строже, следовательно, 
должна выбираться величи- “5 
Ha a. Последнее связано 2 
с видом фазовой частотной 
характеристики резонансно- 
го фильтра: чем меньше 
затухание C, тем резче изме- 
нение фазы У по сравнению #22 
сив окрестности частоты ©. 
При 6 = 0 обеспечить устой- 
чивость работы схемы нельзя. 

Физически это связано с Рис. 6.9. 
тем, что в замкнутой системе, 

когда изображение звезды движется в фокальной плоскости, 
фильтр должен пропускать некоторую полосу частот в окрест- 
ности частоты ®. При уменьшении же & ширина полосы 
пропускания фильтра также уменьшается. 

Далее, как видно из рис. 6.9, область устойчивости 
резко сужается при больших п, причем величина п не может 
быть больше (при а==л/2) чем 0/2. Качественный смысл 
этого понятен. Большие значения ий соответствуют большим 
скоростям перемещения изображения звезды по рисунку об- 
тюратора в процессе коррекции. Ясно, что скорость обтю- 
рации должна превышать скорость перемещения изображения 
звезды. В противном случае работа схемы коррекции невоз- 
можна. Поэтому при заданной конечной скорости коррекции 

частота обтюрации ® не может быть взята произвольно 
малой. 

И 
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$ 6.5. Совместная астро-допплеровская коррекция 

6.5.1. Схема с одновременной подачей сигналов доп- 
плеровской и астрокоррекции на моментные датчики 
гироскопов. Уравнения ошибок автономной инерциальной 
системы распадаются на две группы дифференциальных урав- 
нений, решаемых независимо друг от друга. Астрономиче- 
ская коррекция гироскопических устройств инерциальной 
системы, как мы выяснили в предшествующих параграфах 
настоящей главы, изменяет лишь вторую группу уравнений 
ошибок. Первая же группа уравнений ошибок не меняется. 
Точнее, не меняются левые части уравнений ошибок первой 
группы. Входящие же в правые части инструментальные по- 
грешности Ат, Am,, Ат, либо совсем выпадают из урав- 

нений (по окончании переходных процессов ‘в цепях астро- 
коррекции), либо заменяются на выражения вида (6.66), 
(6.77). 

В предшествующих главах мы выяснили также, что кор- 
рекция инерциальной системы от высотомера и основные 
варианты допплеровской коррекции изменяют, наоборот, лишь 
первую группу уравнений ошибок, совершенно не затрагивая 
вторую. Очевидно, что в таком случае совместная астро- 
допплеровская коррекция (вместе с коррекцией от высотомера) 
дает простую сумму эффектов от каждой из указанных кор- 
рекций в отдельности. 

Однако в частном случае, когда основой инерциальной 

системы является управляемая гиростабилизированная плат- 
форма (или управляемая гирорама), возможно такое построе- 
ние схемы допплеровской коррекции, когда она затрагивает 
и вторую группу уравнений ошибок. Этот случай исследован 
в п. 0.6.1. Он характерен тем, что сигналы допплеровской 
коррекции подаются на управляющие моментные датчики гиро- 
платформы. В этом случае при совместной астро-допплеров- 
ской коррекции уравнения ошибок первой и второй групп 
не разделяются, и совместная астро-допплеровская коррекция 
требует здесь специального рассмотрения. 

Рассмотрим, как и в п. 0.6.1, инерциальную систему 
с двумя ньютонометрами, определяющую ортодромические 
координаты. Эта схема построена на базе управляемой гиро- 
платформы, ось 2 которой в невозмущенном положении сов- 
падает с радиусом-вектором г, т. е. с геоцентрической вер-
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тикалью, а ньютонометры расположены по осям х и у плат- 
формы, лежащим в горизонтальной плоскости. Уравнения 
идеальной работы схемы при отсутствии допплеровской и 
астрономической коррекции — это уравнения (2.23). 

Введем в указанную схему сигналы астро-допплеровской 
коррекции следующим образом. Заменим первые два урав- 
нения (2.23) на уравнения (5.49). Остальные уравнения (2.23) 
за вычетом равенств, определяющих управляющие моменты 

2 gl 3 
My, M,, Му, оставим без изменения. Управляющие моменты 
зададим в таком виде: 

М; = н, k ~—) М, | у = — fo | Oy — ho —, = Му», 

AV 

My= Fh (oy +h: 7) + Mew Г (6.151) 
AV 

Mr = Ha | (©, + be Е] 2+ 

COS 2 
a (Bg, COS S ++ Bg sin 5) ++ Ма». 

Здесь Му», Му, М3, — моменты астрокоррекции. Если 

они равны нулю, то выражения (6.151) для Му, Му, М? 
превращаются в выражения (5.321). 

Моменты астрокоррекции сформируем в соответствии 
с равенствами (6.81), положив в них для простоты k_, =0. 
Тогда получим, что 

Му» = — HokO,, Mie, = Hy Ry, 

Му, = H3k0,. 
Составим уравнения ошибок рассматриваемой системы. 
В результате варьирования уравнений (5.49) вместе 

с третьим и четвертым уравнениями (2.23) придем к урав- 
нениям (5.322), которые мы здесь и перепишем: 

20, Ar +r day | (@, + @,0,) Ar + 
-- га (r бе) = dn, —ro,do, — ro, 0, — Rk, OAV „, 

} 
t (6.152) 
J 

- ; ‚ (6.153) 
— 20, Ar — r6o,-+(— @,-+ @,a,) Ar — 

— г (r 6a) = dn, — ro, do, — ra, бо, — А16 АУ. |
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Если обозначить связанный с платформой инерциальной 

системы трехгранник хуг в его невозмущенном положении 
через хУ2о, то отклонение платформы от ее невозмущен- 
ного положения можно задать малыми углами а, В, Y в COOT- 
ветствии с таблицей направляющих косинусов (4.22). Вели- 
чины би», би, определятся тогда равенствами (4.26), (4.27), 
(4.7), (4.8), (4.12). 

Из равенств (6.152), (6.153), (4.23) получаем соотно- 
шения 

SAV, ) 
OWx, — 4“ + ФУ — zB a Ао», —++ Ro р: Yo — ROx,; 

. SAV, 
OWy, — В ~ Ox, + 02,0 ~ Ао, — Re “ — ROy,, 

+ (6.154) 

doz, =у-- @x,8 — Фуа — До, — 

SAV, 
— ko = о tg i РО. 

аналогичные соотношениям (5.323), в которые они переходят 
при А =0. В правых частях равенств (6.154), как и в соот- 
ношениях (5.323), величины OAV, и OAV, определены фор- 
мулами (5.58). 

В формулы (5.58) входят вариации 69х, и dvy. В силу 
третьего и четвертого уравнений (2.23) они равны: 

бо, = — Ox, Аг — гбох, 
(6.155) 

бо, = @y, Ar + 7 do,,. 

Подставив эти значения dv,y, 69, в формулы (5.58), 
найдем: 

бАУИ,. =т d@y, -Е Wy, Ar + о (— uz 0x,.+ uy 0z,) — ) 

— 04z,0. Е rOx,V + rp — АУрх, 

6 AV у, == — Л бо, — Ox, Ar — (и 9у, __ шуб», __ (6.156) 

— ои„.В + ГОУ — га ~~ AV py, .
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Теперь из соотношений (6.154), (6.156) можно найти OW,» 
бу, дю». Для них получаются следующие выражения: 

1 
Ох, = Тр ТА, {а + Oy,Y — 2,8 — Ady, — RO, +- | 

+ = [— @x, Ar — 0 (42.0, — uy,92,) — Pttz,B +- 

+ гоу — га, — AV py, ] , 

d@y, = нь | B — @,,y + 2,0 — Awy, — 

— h0y, — “2 fay, Ar + 9 (— a2, 0x5 + иж.) — 

— риа roxy + 7В —AV dx] } 

602, = У-Ро,В — Фуа — Ао, — kOz, — 
kot . — Е, 6 — 0,,V + а — Awy, — kOy + 

A 
+ — Wy, £ (— Uz,0%, + U,,82,) — 

о r AV pb 
— ana} oxy в Иа r 

Подставляя эти выражения в равенства (6.156), 
в свою очередь: 

ВАУ, = Tag [B+-(@2, — и, а— Лю, — 

в -- wy, +2 (— toes t ta) + 
РР 

+=p— 

sa, <a l—(on—Fot— 
A 

— Ах, — ^0,,. + _ Ox, + £ Gay — #0.) + 

+ a+ 

+ (6.157) 

получаем 

‚ (6.158) 

пор» |. 

|
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Для того чтобы закончить вывод первой группы уравне- 
ний ошибок, осталось лишь подставить выражения (6.157), 
(6.158) в равенства (6.153). Одновременно в эти равенства 
надо подставить выражения для Ory, Ofy,, вытекающие из 
соотношений (4.26), (4.27), (4.7), (4.8), (4.12). 

Займемся выводом второй группы уравнений ошибок. 
Варьируя пятое и шестое равенства (2.23), получаем соотно- 
шения (5.327) и далее соотношения (5.329). Последние, если 

заменить Clo, Во, Yo на их выражения через а, В, у, Ox, Oy, Oz, 
согласно равенствам (4.39), записываются в следующем виде: 

6,,+at wy, (0., +7) — @z, (0, +8) =, | 
6,, + В —Н Wz, (Ox, + a) — о. (82, у) = бу, ‚ (6.159) 

0, Ну-Н ох, („В — о, (8x, + 0) = d0z,. | 
Эти уравнения вместе с соотношениями (6.157) и соста- 

вляют вторую группу уравнений ошибок. 
Дальнейшее изучение уравнений ошибок рассматриваемой 

системы проведем в предположении малости проекций O,,, 
Wy. Oz, абсолютной угловой скорости вращения трехгран- 
ника №020 на его оси. Примем также для упрощения, что 
o==r=const и 2 =0. Тогда, пренебрегая слагаемыми, CO- 
держащими проекции Wy,, Wy,, Oz,. Их, Uy,» И» и их произ- 
водные, из уравнений (6.153) получим соотношения 

© (r bey,) = би, — RO ЛУ, 
(6.160) 

— (од) = bry, — kd AV y,, | 

где теперь, согласно равенствам (4.26), 

ony, == — worB Е. An,» Sty, = wore + Any. (6.161) 

С этими же упрощениями выражения (6.157) для вариаций 
60,,, бе, 6@z, принимают следующий вид: 

Ох, = r 

1 |. АУр, \ | 
TER (2—9, he), 

1 |. дур, \ | 
бо, т (b— Ло» — #6, + Ae De), г (6.162) 

dz, — у — Аба, — Кб... 
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Аналогично вместо равенств (6.156) имеем более простые 
равенства: 

r . AV ny 
0 AV ., = ТЕ, (6 — Абу, — ROy, — — р) 

‚ (6.163) 
r . AV py, 

ВАУ, = — TTR, (i —Ae,,— RO, +2). 

Наконец, вместо уравнений (6.159) получаем уравнения: 

6,,-a=de » Oy + B= do ‚| 
” 20x01 Yet B= Oey, (6.164) 

02, + y = da,z,. 

Сделанные допущения позволяют написать уравнения ОШИ- 

бок в сравнительно простом виде. Так, из равенств (6.160) — 
(6.163), производя замену переменных 

0х =7В, бу=— га (6.165) 

и вспоминая, что Г ==const, получаем уравнения: 

6x + k, 6х, (1-Е) o2dx—rkd, —rk,kO, = | 

= (1+ 22) Аи, + r Aoy, + . 
+ А, (AV py, + r Awy,) — ke AV py. 

by +k, dy-+(1 + &,) o2 dy + ГАО, + 70, = 

—=(1-+ ky) Any, — r Ady, -+ 

- ky (AV py, — 7 Aerx,) — № AV Dy,. | 

| (6.166) 

Уравнения (6.166) образуют первую группу уравнений 
ошибок рассматриваемой системы. Вторая группа получается 
из соотношений (6.164), (6.162), (6.165). Она записывается 
таким образом: 

(1+ fa) B,-+ Аб, — = — Ao, — Ур 
] 

(1 + ha) By, + во, 5 = — ory, +22 AV ogy | ©6167) 

62, = a ЕО. —— Аб. ] 

31 В. Д. Андреев
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Полные ошибки определения координат представляются, 
как и в автономной системе, выражениями 

ха —= 0х - гб. , 
А (6.168) 

Oyo = Oy — гб... 

Легко установить, что при k=O уравнения (6.166) — 
(6.168) равносильны уравнениям (5.335), (5.337), (5.340). 
В самом деле, при Е =0 уравнения (6.166) превращаются 
в уравнения (5.335). Чтобы убедиться в равносильности 
уравнений (5.337), (5.340) и уравнений (6.167), (6.168), надо 
в первых из них сделать замену переменных: 

Oy, == (1 + Re) Ox, — ko, 

By. =(1 + ha) Oy, + br 2%, | (6.169) 
9. = 0. 

Рассмотрим дифференциальные уравнения (6.166), (6.167). 
Первое уравнение (6.166) и второе уравнение (6.167) образуют 
систему дифференциальных уравнений третьего порядка 

6x А, 6х + 2 (1+ А.) 6х — №" (6, +2 0,)= | 

= Any, (1 + ko) +r Ady, + 
+ ky (AV px, + r A@y,) — Ro AV pew 

(1 + 2) 6y, + 20y, + 6-0 =e — Mary, + AV Dey 

‚ (6.170) 

Аналогичную же систему образует второе уравнение (6.166) 
с первым уравнением (6.167). 

Характеристическое уравнение каждой из указанных двух 
систем дифференциальных уравнений имеет вид: 

p® + (k, + &) р? + [6 (1) А p+ 9 =0. (6.171) 

Структура коэффициентов этого уравнения такова, что 
надлежащим выбором величин Rk, ky, Ro корни характеристи- 
ческого уравнения могут быть сделаны любыми наперед 
заданными. Устойчивость процесса астро-допплеровской кор- 

рекции, таким образом, всегда может быть обеспечена. Сво- 
бодные колебания в системе затухают.
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Следует, однако, отметить, что при Е-—»>со уравнение 
(6.171) раскладывается на множители 

p+k=0, 

p?+kp+o2=—0. 

Другими словами, при достаточно жесткой астрокоррекции, 
т. е. при больших значениях №, что часто имеет место, про- 
падает эффект изменения собственной частоты инерци- 
альной системы, что, как мы помним, является одной 
из целей, преследуемых при введении допплеровской кор- 

рекции. 
Если считать устойчивость системы обеспеченной над- 

лежащим выбором величин коэффициентов №, №, №2, то при 
постоянных инструментальных погрешностях в системе по 
затухании переходных процессов устанавливаются такие вели- 
чины ошибок: 

(6.172) 

1 k — (— Ay, + <2 AV р») 

O., = = {— Ay, — fe AV ру, , 

1 
В, — — р А (6.173) 

Ап 
6x 5 AV py, 

M 0 

An, 
dy = —* + —- AV py, 

0 0 

Поэтому, в соответствии с равенствами (6.168), установи- 
вшиеся значения полных ошибок OX, бу» определения коор- 
динат оказываются равными соответственно: 

`\ 1 1 
бхо = aD (Any, + 2, AV px.) + у (Ro AV px, — ГА®у,), 

° ‚ (6.174) 
1 1 

бу? = mr (Any, + №, AV py.) + ъ (Ro AV py, +7 A@x,). | 
0 

Представляется интересным сравнить установившиеся 
ошибки рассматриваемого варианта астро-допплеровской 

31*
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коррекции с основными вариантами, в которых уравнения оши- 
бок первой и второй групп разделяются. 

Пусть допплеровская коррекция вводится в соответствии 
с уравнениями (5.196) или, что в рассматриваемом случае все 
равно, в соответствии с уравнениями (5.217). 

Тогда при отсутствии астрокоррекции и при тех же упро- 
щених, которые принимались при выводе уравнений (6.166), 
первую группу уравнений ошибок будут образовывать урав- 
нения (5.311), (5.312). Если в этих уравнениях заменить Amy, 
Ат, на —Ao,,, — Аю,, то они примут следующий вид: 

6x + ож (1 &,) 2 8х = (1 В) An, + 

+r A@y, — ko AV py, + А, (AV px, гАо,,), 
; r= (6.175) 

dy +k, бУ- (1 + А.) 05 dy = (1 + ky) Ап, — 

—r Ao, — № AV py, + ki (AV py, — 7 Awy,). | 

Уравнения второй группы — это уравнения 

0, —=— Аб», , By, — Доу, 0, — — Az. (6. 176) 

Полные ошибки определения координат находятся по 
формулам (6.168). 

Если ввести теперь астрокоррекцию, сформировав кор- 
ректирующие моменты в соответствии с равенствами (6.152), 
то уравнения второй группы запишутся следующим образом: 

Oy, + 20, = — Ле, by, + RBy, = —Aay,, | x + x x yo + Yo Yo | (6.177) 

82, + 0», = — Aaz,. ) 

При этом изменяются и уравнения (6.175). В них величины 
A@,,, A@y, заменяются, как это было выяснено в п. 6.3.2, 
на величины 

До, = Ao, --20,, До, = Ао, +8,, (6.178) 

что в рассматриваемом случае следует и непосредственно из 
сравнения уравнений (6.176) и (6.177).
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Таким образом, для схемы, в которой астро-допплеровская 
коррекция осуществляется в соответствии с соотношениями 
(5.196), (6.152), упрощенная система уравнений ошибок сво- 
дится к уравнениям: 

6x + вх -- (1-Н А) 92 dx = 

—(1-+ №.) Ая, -- г(Аю, + 28y,) — Re AV, + 

+ Е! (AV px, + Г Awy, + rkOy,), 

бу, dy+(1 + А.) of dy = 

= (1+ №.) Any, —r (Лю, - 20, — № AV py, + 
+ k, (AV py, — r Aw, — rhOx,), 

Oy, —- RO., — —_ AW x.) By, + Ry, — — Абу, 

0... — ЕО, —— Ао. , 

бх.==6х-- 70, бу ==ду— гб, | 

‚ (6.179) 

При постоянных инструментальных погрешностях устано- 
вившиеся значения ошибок, вытекающие из уравнений (6.179), 
таковы: 

9, = — a ‚ Oy, = = ‚ 9.=— ne ; 

6x = пл ри s 
0p 60 (1 ++ №2) 

An , k, AVp 
бу=. к + BE hy) ; | (6.180) 

ba hg tony a | ®а-ь) А 
М ty АУ, ПИ 

Op © (1-Е №2) А 

Аналогично для схемы, в которой астро-допплеровская 
коррекция осуществлена в соответствии с равенствами (5.198), 
(6.152), уравнения ошибок получаются из соотношений (5.313),
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(6.177), (6,178), (6.168). Они имеют вид: 

6x + №, 6х + 93 (1 - ,) 5х = | 

—An,,(1+-k,) +3 Any, +r (Ady, + 20) — 

— ky MV px, — “+ AV oxy 
® 

by + А, by +02 (1 + 2) dy = 

= Any, (1 + №) +2 Anny, — 7 (Ady, + k0,)— | (6-18) 

— ky AV py, — #1 AV py,» 

60 

Oy, + RO, — A,» By, + RBy, — Awy,» 

0. {+ 20. = — До. 
9х. —=6х -- rBy, ду = by — гб... | 

Из этих уравнений получаются при постоянных инстру- 
ментальных погрешностях следующие значения установив- 

шихся ошибок: 
oe 

Аб Ao 9, = — Ze, 0, = ——*, 

Ао 
02, — — га , 

Ап Ап 
хм, бу=—,- .- 

6% on 6.182) 

Ап r Ао 
bX = = __ Yo 

60 k 

я, — АПу, r ho, 

уг = р . 
© R 

Из сравнения выражений (6.173), (6.174) с выражениями 
(6.180) и (6.182) вытекает, что варианты (6.180) и (6.182) 
дают меньшие значения ошибок. Это относится как к ошиб-
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кам ориентации, так и к полным ошибкам определения коор- 
динат. 

Заметим в заключение, что из полученных решений урав- 
нений ошибок вытекает, что в случае применения совместной 

астро-допплеровской коррекции начальные ошибки со временем 
затухают, поэтому начальные условия работы инерциальной 
системы могут быть взяты приближенно. Здесь допустимы 
достаточно большие отклонения начальных условий OT - их 
точных значений. 

6.5.2. О возможности астрономической коррекции по 
одной звезде. Рассмотрев в предшествующих параграфах 
астрономическую коррекцию инерциальных систем, мы пришли 
к выводу, что для устранения возрастающих со временем 
ошибок, вызванных свободными уходами гироскопов инер- 
циальной системы, необходима одновременная или поочеред- 
ная коррекция по двум звездам. Если иметь в виду пол- 
ное устранение ошибок от инструментальных погрешностей 
гироскопов, TO и при астро-допплеровской коррекции 
также необходима астрономическая коррекция по двум звез- 
дам. Однако можно говорить не о полном устранении влия- 
ния указанных погрешностей, а о том, чтобы уменьшить их 
влияние до уровня, удовлетворяющего некоторым заданным 
требованиям к точности работы инерциальной системы. В этом 
случае оказывается возможным говорить об астрокоррекции 
инерциальной системы по одной звезде, во всяком случае 
при постоянных инструментальных погрешностях гироскопов. 

Прежде чем перейти к обсуждению этой возможности, 
полезно остановиться на следующем уже отмечавшемся ранее 
обстоятельстве. Как в случае автономной инерциальной си- 
стемы с двумя ориентированными в плоскости горизонта 
ньютонометрами (установленными по осям х и у платформы, 

ось 2 которой в невозмущенном положении совпадает с г), 
так и в случае этой схемы с допплеровской коррекцией, 
инструментальные погрешности гироскопов (постоянные) не 
приводят к ‘возрастающему отклонению оси 2 платформы 
от вертикали (от направления радиуса-вектора г). Эти откло- 
нения остаются ограниченными. Возрастает со временем: лишь 
ошибка азимутальной ориентации платформы, т. е. отклоне- 
ние осей х и у OT их невозмущенного положения в плоскости 
горизонта. Таким образом, платформа уходит лишь вокруг
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оси Zz. В самом деле, ошибки 091,, O1y,, O12, ориентации 
платформы равны: 

0 
91, — O1y, = 

O12, — — 9... 

6х 
ry (6.183) 

Ho во всех случаях, когда отсутствует астрономическая 
коррекция, угол 01», растет со временем, так как 

02, = — Ло. f, (6.184) 

в то время как решения Ox, ду уравнений ошибок первой 
группы ограничены при постоянных инструментальных погреш- 
ностях, а следовательно, ограничены и величины Q1,, O1y,. 

При этом в схемах с допплеровской коррекцией уста- 

новившиеся значения углов 01», O1y,, вызванные постоянными 
1 

погрешностями Аю,, Аюу, содержат множителем ТЕ. Это 
2 

видно из уравнений (5.311) — (5.314) и (5.335). Если выбрать 
величину Ay достаточно большой, то упомянутые установив- 
шиеся значения углов Oiy, 01, могут быть сделаны доста- 
точно малыми. Тогда ось 2 платформы инерциальной си- 
стемы будет с большой точностью совпадать с направлением 
вертикали. 

Что касается полных ошибок определения координат, то, 
когда астрокоррекция отсутствует, они содержат растущие 
со временем составляющие, зависящие от Aw,, Доу. 

Однако в случае, если сигналы допплеровской коррекции 
входят в управляющие моменты гироплатформы в соответ- 
ствии с равенствами (5.321), указанные составляющие при 
заданном времени работы системы также могут быть сделаны 
малыми за счет выбора величины коэффициента Ао. Это сле- 
дует из равенств (5.350). Таким образом, в этом случае, если 
единственными инструментальными погрешностями являются 
погрешности гироскопов, остается лишь одна вызываемая ими 
существенная ошибка, которая не затронута допплеровской 
коррекцией, — ошибка 0, ориентации платформы в азимуте: 
Она определяется формулой (6.184). Ясно, что для устране- 
ния этой ошибки достаточно астрономической коррекции лишь 

по одной звезде. 
Заметим, что проведенное выше рассуждение, строго 

говоря, справедливо лишь при отсутствии других инстру-
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ментальных погрешностей, кроме погрешностей гироскопов, 
или при малой их величине по сравнению с последними. Так, 
из равенств (5.350), (5.352) следует, что будут иметь место 
возрастающие со временем ошибки, зависящие от инструмен- 
тальных погрешностей допплеровского измерителя скорости. 
При астрономической коррекции по двум звездам эти ошибки 
устраняются, что следует из формул (6.174) для полных 
ошибок определения координат в этом случае. 

Отметим еще, что наличие достаточно точной вертикали 
в случае допплеровской коррекции (малость углов 601х. и 01) 
позволяет осуществить следующий способ астрокоррекции 
полных ошибок определения координат. Можно замерять 
углы между осью 2 (вертикалью) и осями телескопов, сле- 
дящих за двумя звездами, затем воспользоваться для вычи- 
сления координат текущего местоположения уравнениями типа 
уравнений (6.38). Однако такая коррекция также требует 
двух звезд.



Глава 7 

Динамика инерциальных систем 
с учетом случайного характера 
инструментальных погрешностей 

$ 7.1. Основные соотношения корреляционной теории 
случайных процессов 

Инструментальные погрешности инерциальной системы и 
устройств коррекции могут быть не только детерминирован- 
ными, но и случайными функциями времени, Тогда ошибки 
определения инерциальной системой навигационных пара- 
метров будут содержать случайные составляющие. В этом 
случае анализ уравнений ошибок инерциальных систем может 
быть проведен методами теории случайных функций и стати- 
стической динамики. Ниже приводятся (без доказательства) 
основные соотношения этой теории *). Мы ограничимся при 
этом рамками корреляционной теории действительных ста- 
ционарных (и стационарно связанных) случайных функций 

времени. 
Действительной случайной функцией времени [случайным 

процессом xX (¢)] называется множество действительных функ- 
ций х(Ё), обладающих определенными статистическими свой- 

ствами. Полное и исчерпывающее задание действительной 
случайной функции времени X (Ё может быть сделано с по- 

мощью соответствующих ей функций f,, Го... плотности 
распределения вероятностей. Функцией плотности распреде- 
ления вероятностей А-го порядка fp, (X1, ty, Хх, tos ..., Xp» Lp) 
для случайной функции Х (К) называется сложная вероятность 
того, что значение случайной функции Х(Ё в момент вре- 
мени # лежит в диапазоне x, < X (t,) < x, + ах, в момент 
времени № — в диапазоне хо < X (6) < хо ах, ..., Ha- 
конец, в момент времени ¢,—B диапазоне xX, < X (tp) < 
<х,—-ах,. Задание плотности вероятности А-го порядка 

*) Подробное и обстоятельное изложение затрагиваемых здесь 
вопросов можно найти в книге: Пугачев В. С., Теория случай- 
ных функций и ее применение к задачам автоматического упра- 
вления, Гостехиздат, 1957.
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означает по существу задание ряда плотностей вероятности 

Tis For +++, fp, Ибо имеет место соотношение *) 

i -  tra= | fe AX p. (7.1) 

Корреляционная теория оперирует понятиями математиче- 
ского ожидания и корреляционной функции случайной функ- 
ции времени. Математическое ожидание и корреляционная 
функция определяются, как мы увидим сейчас, лишь функ- 
циями плотности вероятности первого и второго порядка, 
т. е. это существенно более бедные характеристики случай- 
ных функций, чем полная система функций плотности вероят- 
ности. Однако в большинстве практических задач эти харак- 
теристики оказываются достаточными. 

Математическое ожидание M[X ([)] = т,(Ё) случайной 
функции Х (В определяется соотношением 

т, (t) = | хр (х, бах, (7.2) 
— с 

а корреляционная функция K , — соотношением 

К. (Ь Е) = МХ ®— т, OMX (Р)—т,(#)]} = 

— | | [x—m, (Их — т, (Е) fo(x, x’, t, t) dx dx’. (7.3) 

Дисперсия О, случайной функции X (Ё) равна значению 
корреляционной функции при Ё =, т. е. 

D,=K,(t, = МХ @— т, (OF. (7.4) 

Дисперсия D, случайной функции Х (В) есть, таким образом, 
математическое ожидание квадрата уклонения значений слу- 
чайной функции от ее математического ожидания. Поэтому 

среднеквадратичное отклонение x (t) функции X(t) от ee 

математического ожидания равно УС, (6. 

*) Здесь и в дальнейшем предполагается, что несобственные 
интегралы существуют в смысле главного значения.
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Наряду с корреляционными функциями К’, (, #), Ky (é, Ё) 

случайных функций X (¢) и У(Ё вводится их взаимная кор- 
реляционная функция 

Ky bs (= МХ ®— т, ФИ) — т, EM}. (7.5) 
Если Kyy(é, )==0, то случайные функции Х( и У(Ё) 

называются некоррелированными. Для действительных слу- 
чайных функций 

Клу(Ь К) =Кух(Е, 2). (7.6) 

Z(t) =X @)+Y (), (7.7) 
Если 

то из равенств (7.3), (7.5), (7.6) вытекает, что 

К, (Е Г) = К.К КРК, (Е, В. (7.8) 

Отсюда следует, что дисперсия суммы некоррелированных 
случайных функций X(t) и Y(t) равна сумме дисперсий 
этих функций. 

Если 
dX (t) 

У (Е) — dm.’ (7.9) 

то корреляционная функция случайной функции У(Ё равна 

"К, (Е, и) 
Ky (ЕЁ) = т рп (7.10) 

Аналогично, если 

АРХ (t) d1X (t) 
— ———— , Z t = ——_—-, . yQ=—Z (j=, (7.11) 

то взаимная корреляционная функция случайных функций У (Ё) 
и Z(t) находится в виде 

7+4 / 

Ky (ts р ER (7.12) 
at? at’? 

Если случайная функция задана в виде 

ХО = АЕ, (7.13)
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где A — случайная постоянная величина, a f (Ё) — неслучайная 
(детерминированная) функция времени, то 

К, (tt) = МАРА) = DS OF) (7.14) 
Аналогично для двух случайных функций 

X=Af(t) и Y=Bg(t) (7.15) 

взаимная корреляционная функция 

Клу(& 1) = MAB) f oC), (7.16) 
roe М[АВ] — взаимный корреляционный момент случайных 
величин Аи В. 

В дальнейшем для нас особое значение будут иметь ста- 
ционарные и стационарно связанные случайные функции. Они 
характерны тем, что вид их функций плотности вероятности 
не зависит от начала отсчета времени. В соответствии с этим 
корреляционные и взаимные корреляционные функции будут 
зависеть лишь от разности # — аргументов Ё и ?’: 

=, (т), №у=Ё,,(т), Т=Ё К. (7.17) 

В этом случае, очевидно, 

р, =, (0). (7.18) 

Из определения корреляционной A, (tT) и взаимных корре- 
ляционных R,y(t), №,,(1) функций вытекают следующие их 
свойства: 

Ry (1) = Ry (— 1), Ry (t) = Ry x (— т), | 

| 2, (t) |< А, (0) = D,= const, (1.19) 
| А ху (©) |< V D,D, = const. | 

Отметим еще, что если 

d"X (¢ ZH)= О, (7.20) 

то, согласно равенству (7.10), 

ПЕ 
№, (® = (—1)" О | (7.21) 

откуда следует, что все производные стационарной случайной 

функции (если эти производные существуют) суть стационар- 

ные случайные функции. Обратное утверждение не имеет
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места. В результате интегрирования стационарной случайной 

функции может быть получена функция нестационарная. 
Для характеристики стационарной случайной функции 

наряду с корреляционной функцией употребляется также спек- 
тральная плотность $5, (6), представляющая собой преобра- 
зование Фурье корреляционной функции Е, (т): 

$, (0) = вета. (7.22) 
—с 

В свою очередь корреляционная функция выражается через 
спектральную плотность интегралом 

в, (т) = | $, (©) е/от da, (7.23) 
—со 

т. е. корреляционная функция является преобразованием Фурье 
для спектральной плотности. 

Из равенства (7.23) следует, что 

D, =k, O= | S,@)do. (7.24) 
— со 

Так как функция k(t) четная, то из соотношения (7.22) 
вытекает четность функции ©, (6). 

Из формул (7.8) и (7.22) следует также, что спектраль- 
ная плотность суммы двух некоррелированных стационарных 
случайных функций равна сумме их спектральных плотностей. 

Из теории стационарных случайных функций известно *), 
что любая такая функция X (ft) представима на отрезке 
— Т<Е<Т в виде разложения 

(ee) 

iO) yt XH=m,H)+ D ael. (7.25) 
l=—oo 

Здесь Я — взаимно некоррелированные случайные величины, | 

математические ожидания которых равны нулю, а 

wl 
O= oF: (7.26) 

*) См.. например, книгу, указанную в подстрочном примечании 
на стр. 490.
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Дисперсии D, случайных величин а, равны коэффициентам 
разложения в ряд Фурье корреляционной функции Е, (т) 
в интервале — 27 Ct < 27; 

„(р = У De", =a. (7.27) 
[т -— 0 

Таким образом, 
27 

р; = M [a,)? = 7 | в, (в) el dt. (7.28) 
< 27 

Переход в формуле (7.27) к пределу при Г -»со дает 
соотношение (7.23). Переход же к пределу при Г->со 
в формуле (7.25) дает интегральное представление стацио- 
нарной случайной функции Х (В: 

XH=m,O+ | Qe) el do, (7.29) 

где случайная функция | 

9(®)=5- [ X @ estat, (7.30) 

так что ее корреляционная функция представляется выра- 
жением 

Kg, 0’) =S,(@)d(@ — 0), (7.31) 

где 6(@ — ®”) — дельта-функция Дирака *). 
Рассмотрим теперь следующую задачу. Пусть дифферен- 

циальное уравнение, связывающее случайные функции X (Ё 
и Y(t), задано в виде 

P(D)Y =e(D)X, (7.32) 

где через P(D) и e(D) обозначены полиномы с постоянными 
| a 
коэффициентами от оператора дифференцирования D=-—r- 

Пусть функция XX (f) стационарна и пусть известны матема- 
тическое ожидание функции X (tf), а также ее корреляционная 

*) Обычно допускают, что корреляционная функция может 
иметь разрывы первого рода и включать в себя дельта-функции.
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функция №,(1) или спектральная плотность ©, (6). Пусть 
также начальные условия функции Y (Г) заданы как некоторые 
случайные величины. Требуется найти математическое ожи- 
дание и дисперсию случайной функции У (Г), являющуюся 
решением уравнения (7.32). 

Решение однородного [X (Ё==0] уравнения (7.32) при 
случайных начальных условиях находится, очевидно, таким же 
образом, что и обычное решение при детерминированных 
начальных условиях. Оно получится в виде суммы некоторых 
функций времени со случайными коэффициентами, зависящими 
от случайных начальных условий. Если заданы математические 

ожидания, дисперсии начальных условий и их взаимные кор- 
реляционные моменты, то можно легко найти математическое 
ожидание и дисперсию решения однородного уравнения (7.32). 
Если выполнены условия устойчивости, т. е. если корни Q, 
характеристического уравнения Р (a)=—=0 имеют отрицательные 
вещественные части, то математическое ожидание и диспер- 
сия решения однородного уравнения (7.32) будут, очевидно, 
стремиться с течением времени к нулю. 

Рассмотрим решение неоднородного уравнения (7.32) при 
нулевых начальных условиях. Применяя к обеим частям равен- 
ства (7.32) операцию математического ожидания и замечая, 
что она перестановочна с операцией дифференцирования, при- 
ходим к следующему уравнению, связывающему математиче- 
ские ожидания т, (Г) и т, (0: 

Р(Р)т, (t) = e (D) m, (0. (7.33) 

Это уравнение решается, очевидно, обычными способами. 
Осталось найти дисперсию Dy, решения неоднородного 

уравнения (7.32). При этом можно, очевидно, оставить в пра- 
вой части вместо функции X (Ё) центрированную случайную 

функцию 

X(t) = X (t)— m, (0), (7.34) 

математическое ожидание которой равно нулю. Соответствую- 
щее значение Y(t) обозначим через УЗ (А). Это будет, оче- 
видно, также центрированная (с равным нулю математическим 
ожиданием) случайная функция. 

Вместо уравнения (7.32) получим теперь уравнение 

P(D) Y°(t) =e (D) X°(2). (7.35)



$ 7.1) КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 497 

Пусть &(Р) — решение уравнения (7.35) в случае, когда 
вместо X°(f) в правую часть его подставлена импульсная 
функция O(f). 

Функцию 2([) называют обычно весовой функцией или 
импульсной переходной функцией. 

Тогда, как известно, решение уравнения (7.35) при ну- 
левых начальных условиях может быть формально записано 
следующим образом: 

t 

Y(t) = | g(t — 1) X(t) ат. (7.36) 
fy 

В соответствии с этим равенством и определением кор- 
реляционной функции (7.3) и дисперсии (7.4) получим: 

t Ё’ \ 

Ky (t. г) = | [ (2 дет, (т, т”) at dv’, 
fy by 

(7.37) 

Dy (t) = Ky (t, 2). 
Для отыскания дисперсии О, (#) случайной функции Y° (1), 

когда случайная функция X(t) стационарна, можно посту- 
пить и иначе. Согласно равенству (7.25), стационарная функ- 
ция X°(¢) может быть представлена разложением 

(= У ае Е. (7.38) 
l=— © 

Для каждого элементарного слагаемого правой части ра- 
венства (7.38) можно найти решение у, (Ё, @,) уравнения (7.35). 
В соответствии с формулой (7.36) получаем: 

t 

y(t, д == [ g¢—r) ede. (7.39) 
t 0 

Теперь 

У° (2) = 4 a,y, (t, ©) (7.40) 

и, значит, так как случайные величины а, не коррелированы, 

О, O= > Mia | yi, eo). (7.41) 

32 В. Д. Андреев
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Или с учетом равенства (7.28) 

р, (В = , > D,| у, (Е, @) Р. (7.42) 

Переход в формулах (7.28), (7.39), (7.42) к пределу при 
Т —> со с учетом соотношений (7.27), (7.22), (7.23) приводит 

к такому выражению для дисперсии: 

р, = | $, @®) | уе, в) Ра, (7.43) 
где _ 

y(t, ©) = | в (Е — t) e/®* at, (7.44) 

10 

Формулы (7.37), (7.42), (7.43) дают значение дисперсии 
случайной функции У°(Ё), а значит, и случайной функции Я (f) 
в функции времени. Если выполнены условия устойчивости, 
то можно получить значение дисперсии Dy, по затухании 

переходных процессов [когда случайный процесс 7У9({) ста- 
новится стационарным при стационарном процессе Х°()]. 
т.е. Dy (== 009). В этом случае, очевидно, 

| У, (Е, ®) | =| ФО) |, (7.45) 

где через Ф(/,) обозначена передаточная функция 

сл 09 0 (jo,) = P (jay) (7.46) 

Вместо формулы (7.42) получим теперь формулу 

Dy (co) = > D,|® Vo), (7.47) 

а вместо формулы (7.43) — соотношение 

D, (00) = { S .(@)| ® (jo). do. (7.48) 

Мы рассмотрели случай, когда правая часть уравне- 
ния (7.35) зависела от одной случайной функции. 

Если правая часть уравнения (7.35) зависит не от одной, 
а от нескольких случайных функций А,(0). т.е. если правая
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часть представляется суммой 

F (t)= 2 e,(D) X, (2), (7.49) 

TO описанным выше способом могут быть найдены дисперсии 
Dy, (Е), соответствующие каждой из случайных функций А; (2). 

В случае, когда случайные функции Х,(Ё) попарно не кор- 
релированы, дисперсия Dy (Г), соответствующая всей правой 

части (7.49), получается простым суммированием диспер- 
СиЙ Ру, (1). Если же случайные функции Х,(Ё) коррелиро- 

ваны, то для вычисления дисперсии следует воспользоваться 
формулами, вытекающими из соотношений (7.4), (7.8). 
При этом понадобятся взаимные корреляционные функции 
Куру; (Е, Г’). Очевидно, что если решению y,(f) уравнения 

(7.35) с правой частью (7.49) соответствует функция веса #;({), 
а решению y,(¢) — функция веса g(t), то 

ЕР 

Кур, = | [ et —D ee —т) Кии, (®, т) ат ах. 
fo ty (7.50) 

где Кик, (т, т’) — взаимная корреляционная функция случай- 

ных функций Х,(Ю и Х,(Ю, входящих в выражение (7.49). 

. Далее, если правая часть уравнения (7.35) не коррелиро- 
вана со случайными начальными условиями, то дисперсия 
решения уравнения (7.35) с ненулевыми начальными условиями 
получается как сумма найденной выше дисперсии D, (2) с диспер- 

сией решения однородного уравнения. При наличии корреляции 
между случайными начальными условиями и случайными функ- 
циями в правой части уравнения эту корреляцию необходимо, 
разумеется, также учитывать при вычислении общей дисперсии. 

Отметим еще следующее. Если даны несколько диффе- 
ренциальных уравнений типа (7.35) 

| Р‚(Р) У; (@ ==е;(Р) Ху (6, (7.51) 

причем их правые части коррелированы, TO при вычислении 
дисперсии случайной функции 

ZO)= Di (7.52) 
также необходимо учитывать, что функции Г, (Г) оказываются 
коррелированными. Вычисление дисперсии должно быть про- 

32*
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ведено с привлечением формул типа формулы (7.8), причем 
взаимные корреляционные функции К уу, t’) находятся из 

соотношений, аналогичных соотношению (7.50). 
К решению уравнений типа (7.35) сводится задача иссле- 

дования случайных движений, в сущности, любой линейной 

динамической системы. Приведенные выше соотношения по- 
зволяют найти математические ожидания и дисперсии при 
заданных статистических характеристиках случайных возму- 
щающих воздействий и начальных условий. 

В предшествующем рассмотрении мы полагали, что ма- 
тематические ожидания, дисперсии и корреляционные моменты 
случайных начальных условий известны. Полагались также 
известными математические ожидания, корреляционные функ- 
ции (или спектральные плотности) случайных функций, обра- 
зующих правую часть уравнения (7.35), а также взаимные 
корреляционные функции этих случайных функций друг 

с другом и с начальными условиями. Все эти исходные ста- 
тистические характеристики при решении конкретных задач 
должны быть либо заданы из априорных соображений, либо 
найдены в результате постановки специальных экспериментов, 

Экспериментальное определение математических ожиданий, 
корреляционных и взаимных корреляционных функций само 
по себе представляет достаточно сложную задачу. При ее 
решении, как правило, исходят из предположения об эрго- 
дичности рассматриваемых случайных процессов. В случае 
выполнения гипотезы эргодичности для приближенного опре- 
деления математического ожидания и корреляционной функ- 
ции достаточно иметь запись одной реализации x(t) случайной 
функции Х\(Р) в достаточно большом интервале времени 
0 <ЁСХ Г. Тогда 

1 
Пт x (t) dt, 

Ё
—
5
.
 

‚ (7.53) t 
1 

К + (т) == = | [x(¢+ — m,][x (4) — т] dt. 

0 

Аналогично по одновременно записанным реализациям 
x(t), y(t) двух случайных функций Х (6) и У (Ё) находится 
их взаимная корреляционная функция.
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$ 7.2. Влияние случайных инструментальных 
погрешностей на ошибки автономных инерциальных 
систем 

7.2.1. Случай неподвижного объекта. Рассмотрим влия- 
ние случайных инструментальных погрешностей на ошибки 
автономных инерциальных систем. Ограничимся при этом 
двумя случаями: случаем неподвижного в системе координат 
О\Ё,1,5, объекта и случаем движения спутника по круговой 
орбите. Эти случаи являются достаточно характерными, так 
как первый дает хорошее приближение для медленного дви- 
жения объекта, а второй — для слабо возмущенного движе- 
ния спутника. Они позволяют, как мы увидим, хорошо про- 
следить зависимость ошибок от случайных инструментальных 
погрешностей при изменении характера движения объекта. 

В первом случае, когда объект неподвижен в системе 
координат О\Ё тб, уравнения ошибок автономной инер- 
циальной системы сводятся, как показано в § 1.2, к сле- 
дующим уравнениям: 

dx + wf bx = An, — rAmy, 

dy + wf dy == An, + rAm,, 

02 —- 20? 6z = An, 

5 

(7.54) 
0, =Ат,, 9, =Ат, 9, =Амт,, 

bx, =6х-- г0,, бу ==6у — r0,, 62. ==02, 

бу bx 
9, —=— > y=: 9,. = — 9,. | 

Здесь 6X, бу, O62. — полные ошибки определения ко- 
ординат, а6,,, 8), 09\.— ошибки ориентации платформы инер- 

циальной системы. 

Из симметрии уравнений (7.54) по переменным 6X и бувыте- 
кает, что вместо этих уравнений достаточно рассмотреть систему 

bx + 026х =Ди, —гАт, | 

0. — Аи ” y y? 
bx. = 6x + гб,, (7.55) 

6 
9, = — 
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и уравнение р - 

bz, — 205 62, = Ап... (7.56) 

Будем считать, что инструментальные погрешности нью- 

тонометров An,, An, и гироскопов Am, являются центриро- 

ванными случайными стационарными функциями времени. 

Пусть эти функции не коррелированы друг с другом и пусть 

их спектральные плотности суть: 
1 

$ Dan, a, 

Ап. — x 2 +0 ’ 

Dan a, 
San =— An, д ты (7.57) 

$ __ Damy By 

Am,, — a Po . 

Наконец, пусть начальные условия уравнений (7.55), 

(7.56) — независимые центрированные случайные величины 

6х0, 6х0, 09, 620, 62° с известными дисперсиями О; „ Ds 0, 

Ро, Бу, D ,;0- Примем, что начальные условия He корре- 
y 

лированы с инструментальными погрешностями. 

Найдем дисперсии случайных функций 020, OX» и Ory. 

Начнем с уравнения (7.56). Дисперсию Ру», ввиду неза- 

висимости (некоррелированности) 62°, 62°, An, можно пред- 

ставить в виде суммы 
6 82° A Dz, = Dye, +P se, Бу. (7.58) 

Так как решение однородного уравнения (7.56) имеет вид 

020 =020 ch @ УЕ ут Sh Wp V 2t, (7.59) 
Do 

то, в соответствии с равенством (7.14), имеем: 

— ы р 70 — 

08 = Dep ch’ 0 УЕ 0,= 53 sh? wy V2 t. (7.60) 2 
Wo 

An 
Осталось вычислить дисперсию D,,2 решения уравне- 

2 

ния (7.56) при нулевых начальных условиях. Для этого



§ 7.2] ОШИБКИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ 503 

заметим, 4TQ весовая функция уравнения (7.56) имеет вид 
1 — 

= ——— sh , ; в VE 8% У? (7.61) 

а корреляционная функция Kan, (2, t’) случайной функции 

Ап, (Р) в силу соотнощений (7.23), (7.57) равна: 

K an, В) = Dane 73" | (7.62) 

Поэтому, в соответствии с равенствами (7.37), при fy =0 
получаем: 

ЕЕ 

An Dan, a. Dy (t) = ое | | sha V2 ¢—1)X 
у 209 5} 

зн V2 Е— 1) 17-71 дтал". (7.62а) 

Выполнив интегрирование *) в правой части равенства 
(7.62а), найдем: 

Dan 1 — 

РА” (t) = 2 —a,{——-— sh 2t—t 
sz," ( ) 20} (205 — a5 ) | и. (55-75 ° о У )+ 

р. 
405 

2 |1 —е “= (ch я V2t+ 
2 205 — 

—- SF sh Wy V2t) | + shop узи. (7.63) 

A Легко видеть, что О,,2(0) =0, как это и должно быть. 
2 

При малых значениях Е, раскладывая правую часть равен- 
ства (7.63) в ряд, получаем следующее приближенное вы- 

ражение: 
A и £s DY =, (F-4% 15); (7.64) 

При достаточно большом Ё, когда sh Wo У 2: == СВ @ V 2t = 

a ee "21, из формулы (7.63): можно получить следующее 

*) Для вычисления внутреннего интеграла надо разбить область 
интегрирования на две: х— 1’ >On tT—1' <0,
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асимптотическое выражение для дисперсии: 

pA" __ Dane” vet 7 65) 

52» Ba V2 (V2 + а,) | | 

Если 0, >> Wp, TO 

Daz Dane a (7.66) 
4, © 8ара,У2 | 

Обратимся к системе уравнений (7.55) и найдем диспер- 
сии О», (Г) и 0%, (К). Для этого надо, очевидно, найти кор- 

реляционные функции случайных функций 6x и Oy, а также 
их взаимную корреляционную функцию. 

Аналогично представлению (7.58) имеем: 

/ 0 / m / K, (t, t)=Kat, ко" (t, Е). (7.67) 
y y y 

Очевидно, 
во 

kK Y=D,9. 7.68 
By ey ae’) 

Далее, весовая функция второго уравнения (7.55) равна 
единице, а корреляционная функция Kamy (t, Г’) случайной 

функции Ат, (Е) равна: 

Kam, (6, Е) = Dame Py! "1. (7.69) 

Поэтому (¢9 = 0) по первой формуле (7.37) находим: 

ЕЕ 

Кома | [еб ddr’, (7.70) 
y у 

0 0 

откуда 

Ki = Dy, И 
+a en By lH о-Ву" 4 е-Вуе — у (7.71) 
Гу 
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Теперь 

В =20 yn Lay a5 (e~ Py’ — I} 
y 

D, (t) =D + De" 
в, ( at By 

‚ (7.72) 

$ 

С течением времени второе слагаемое в квадратных скоб- 
ках перестает играть существенную роль, и при достаточно 
больших Ё имеет место асимптотическая формула 

2D, ¢ Am 
Da =—_. (7.73) 

y By 

Нри малых значениях Ё получается приближенное pa- 
венство 

D, =D, 2-0. (7.74) 
0 Ат 0 y y y . 

Рассмотрим первое уравнение (7.55). Так как мы усло- 
вились считать случайные функции Ап, и Ат, некоррелиро- 
ванными, то можно написать, что 

Ро = Б-р DEP ре ру. = (7.15) 
Здесь, очевидно, 

р. 
De = Ds. cos’ Wot, pe — oF sin’ Wot; (7.76) 

и задача сводится к вычислению Dire и Demy, 

Оставляя в правой части первого уравнения (7.55) лишь Ай, 
замечаем, что в этом случае весовая функция будет равна: 

g (t) = + sinagt. (7.77) 
0 

Отсюда и из соотношений (7.37), (7.57), (7.62) получаем: 

Бы, (== 
t tf 

A 
_t! 

= [ [ sinag — Эта те Tl ae dt! 
0 0 

(7.78)
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Вычисление интеграла, стоящего в правой чавти этого 
равенства, приводит к формуле 

А Dan Oy 1 

р». х (Фф=— aes ¢ — ——sin Zoot) + 
a, +05 0 0 

а! — ee (= Sin Wot + cos oot) Е sin? wot | . аа о, и} 
(7.79) 

При малых ¢ имеем приближенное выражение: 

А tA 
Dye * ()=Dan 1 (7.80) 

Наоборот, при достаточно больших { из формулы (7.79) 
следует асимптотическое представление 

Ол а, 1 | 
ет | Е ( — 0. Sin Dot) — oo sin? oy (7. 81) 

®) 

или приближенно 
Вл 

Dire = — 
, 7.8 at ow 

если MOXHO считать, что 

2 2 

Оставим теперь в правой части первого уравнения (7. 09) 

ЛИШЬ —rAny. Весовая функция по отношению к этому воз- 

мущению задана равенством (7.77). В то же время, согласно 
равенствам (7.69) и (7.21), 

Kan, ts = Ри, [28,0 —#) ре" |. (1.84) 

Поэтому 
t 

В, YH) = — | | SiN Wy (2 — 1) sin ® (Е — т’) Хх 

0 0 0 

x [25 (+ — +’) —-pyewPy! ^^" Патат. (1.85)
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~
 i 

| [ sino ¢ — озна — 106 —) at dt’ = 

0 0 

1 1. 
=5(t—5,-sin 2agt) 

~
 

C
e
 

| Sin @) ((— т) sin (Е —т)е Вт! тат" = 

0 

=] ров зввье (OOD de 
| (7.86) 

+ то (Ё— t’) | sin о (Е — t) e Ву (tT) | ат = 

[в ¢—— sin 2Wot | ++ 
= Eta | № 

207 _в + / В 
——— | —е Ву (3 Sin Wot ++ cos ort) — 

BY + 0% ®) 

Поэтому 

"В.О л 
Ар = [зы 20ot — 

By + 20 

2B y | -—B 2 В . - 
poe | — 6 By (3 Sin Wot + cos ох + 

. В , 

+ — sin? aot }. (7.87) 
0 

Разложив выражение, стоящее в правой части этого 
равенства, в ряд по степеням #, придем к следующей при- 
ближенной формуле: 

2778, (6 + 28») Ват, 

- 7.88 

32а “” 
Dye? (t) =
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Если В? >), то формула (7.88) может быть упрощена 

до вида 
Ат 4 2 3 

О, Вт 1 (7.89) 

При больших значениях времени Е из равенства (7.87) 
получается следующее асимптотическое выражение для дис- 
персии: 

r2B D 1 28 В 
Demy (t) = Pag | 2Wot = x r sin? oy | 

y 1% 0 ут 90 % 

(7.90) 
Приближенно 

р Ат Ат 
Dey (Е) = 5, —. (7.91) 

Если подставить теперь выражения (7.76), (7.79), (7.87) 
в правую часть равенства (7.75), то получим выражение для 
дисперсии О, ,(Ё) случайной функции Ox: 

1 D =D 20 | D.. sin? ® | 
bx 6x0 COs of 602 6x? sin of 

0 

Dn a 1 
 ——— и ‚| м 
а 60 

++ 1—e7%x’ “© sin wot + cos Wot || — 
Ay Г 60 @ 

1 “В.О л 1 
— — sin ogt | + = С | пам — 

Wo By + 60 0 

2 
Е 1 —е Ву' Py sin Wot -f- COS Wot РУ singe . 
В, Wo Wo 

(7.92) 

После этого, согласно последнему равенству (7.55), дис- 
персия функции 0,, находится по формуле 

] 
Ре, (f) = sr Pox (2). (7.93)
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Для малых значений Г получается, например, следующее 
приближенное выражение: 

r2 

D5 40 Does 4 1 
De, (Е) = —- 7 t? +- z ByP amy + Fi Ва. (7.94) 

Для больших значений ¢ асимптотически 

De = us COS? Wot + ® sin? wot -- 
6 

Dan. Oy 1 4 2 1 , 
—+- t —- —sin 2 7 5-5 sin’ Mot | ++ 

г? (о Zio) Loe 209 , a, +05 6 

ByD am _ 1 2B, By 
y р 

———; | t — ——sin 200 — gine t 7.95 
я о Bap 8 BT a oe 

Отсюда видно, что с течением времени величину диспер- 
сии De, все в большей степени определяют слагаемые, про- 

порциональные времени. Так что для достаточно больших 
значений { получаем (предполагается еще малость 2 по срав- 

2 2 нению с 9, и В) приближенное равенство 

Dan Di , De,, —(5"5 =i Nt (7.96) 

Чтобы закончить решение поставленной нами задачи, 
осталось вычислить дисперсию Dey, полной ошибки 6х2 опре- 
деления координаты х. В соответствии с третьим равен- 
ством (7.55) и соотношением (7.8) имеем: 

Кез, (6 #) = Kor (ts 14-7 Key (6 t+ 
+r [Kes, od. + Kor, в, (#', 5]. (7-97) 

Поэтому 

Dox, (t) = Dox () + r°De, (2) + 2rKox, в, (E Ю. (7.98
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Выражения для Ds, (Г) и De, (t) вычислены выше. Они 

определены соответственно равенством (7.92) и вторым равен- 
ством (7.72). Найдем Koy, 6, 

В правые части уравнений (7.55) для 6x и Oy входят 

случайные функции Amy и Amy. Они, очевидно, коррели- 

рованы, причем, согласно равенствам (7.12) и (7.69), их взаим- 
ная корреляционная функция равна: 

Кат, am, (6 Г) =— р Ват, В, e By lif ' sign (¢ —t’). (7.99) 

Поэтому 
1 t 

rB,D т 
Kox, oy (1, t)= У Ат 47 [|| sino t — т) Хх 

0 0 

Же Ву! ТТ I sion (т—т)атат. (7.100) 

Вычислив интеграл в правой части равенства (7.100), 
получаем: - 

rD 
ре Byt 
By + 9 

е-В (2 sin о 0$ ogt] —> SiN Wot -- COs ont . (7.101) 
0 

Kox,0, (Е, 1) = 

При малых значениях f приближенно 

rp, D 
Kos, 0, (ts 2) = В. (7.102) 

При больших значениях Е асимптотически 

rD В 
К», ву (Е, К) = (1 — — sin Wot ++ cas ort) (7.103) 

po Wp 

Из соотношений (7.98), (7.101), (7.92) и (7.72) по- 
лучается теперь следующее выражение для дисперсии
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ошибки 0хо: 

] . 
Ds, = D,,0 cos? ®t + oe узо? Ot + rd op + 

Dx a. 1 
rs | aC —=>_ sin Zant —- 

Wo 

2 _ 
-- of — eo Ox! (= Sin Wot ++ cos в.) — Роу —- 

9 0 

гр д By (ЗВ, + 2005) 2(By + opps + ©) 

о) о 09 (B, + 9) 
2 3 @ 2 

+ oe Py! 4. У 7B 605 yt — 89 sin ogt — 
BY + 05 05 05 

8 y 2B В — —, sin at + isin’ @ t — e-"Y sin@t |. (7.104) 
205 * в) ‘| 

При малых значениях ¢, в соответствии с равенствами 
(7.102), (7.94), (7.74), находим: 

1 
Ds; = VD; 0 + Ро + Бо + бт, + ил Вл, 

(7.105) 

При больших значениях Ё аналогично формуле (7.96) 
имеем: 

р 3r2D 
Dus, =( are | am (7.106) 

xo By 

Заметим, что вычисление дисперсии Dey, можно провести 
и несколько иначе, чем это было сделано выше. Для этого 
следует рассмотреть уравнение 

bx, + 92 6х, = An, + ra, (7.107) 

которое получается. из первых’ трех уравнений (7.55), причем 
здесь надо учесть, что в силу второго и третьего из указан: 
ных уравнений начальные условия уравнения (7.107) имеют 
ВИД; 

bx} = 0х0 -|- 709, хх г Ато. = (7.108)
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Поэтому начальное значение производной 0х0 коррелиро- 

вано со случайной функцией 0, (1). 

Дисперсию Дь», можно, очевидно, представить в виде 
суммы 

р, = DEE + DEE + Date + By. (7.109) 

Первые три слагаемых определены равенствами (7.76) и 

(7.79). Что касается слагаемого Дух,, то для его определения 
получается такое соотношение: 

~ 2 
— p2 2 Г 112 р =r D 69 0s Of + oe P amy Sin Ot + 

6х0 

ft ¢ 

+ ro | | Kg, (1, т’) Sin Wo (Е — т) Sin во (Е — т’) dt dt’ + 
0 0 

+ 2Pagcosiagt | К, (с 0) sin @) (¢ — 1) dt + 

0 

+ 2r?sin Wot | Koy, Ат, (т, 0) $1п ву (Е — т) ах. (7.110) 

0 

Корреляционная функция Kay (с, 1’) была вычислена ранее. 

В соответствии с равенствами (7.67), (7.68), (7.71) она равна: 

, 2 (т ' — 1’ 
eT an La ( т —= > L) 4. 

Tenby lt 1p Byt’ ety —a)], (7.111) 
тв 

откуда также 

K, (<, 0) = 
У 

«Ра | 5 т реет че). 7.112) 

В подынтегральное выражение последнего слагаемого 
правой части равенства (7.110) входит взаимная корреляционная
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функция Кв, Amy: Так как Am, = у, TO 

K = А . 7.113) Oy, Am, 9,, 0, ( 

Поэтому из формул (7.111), (7.12) получаем: 

Key, Amy (т, т’) = 

Pamy —Byt’ —Ву | tT" | = [1 —e7Py + sign (< —1^) (1 —е № )], (7.114) 
y 

откуда также 
р 

Key, Amy (т, 0) = = sign t (1 — ее №11 \. (7.115) 

Теперь можно вычислить входящие в равенство (7.110) 
интегралы. Приняв во внимание соотношение (7.111), находим: 
ЕЕ 

| Koy (T, T’) SiN Wo (ЕЁ — т’) Sin Wp (Е — т) dt dt’ = 

0 0 

— a Ро — cos af)? +- 
0 

Ват, E 2 (By + вов, + 09) Ву (ЗВу + 209) + 
—- 

Ву (By + 9) a (Ву + ©) @ 
28, (282 +- в 282 

+ 2е-Ву' — By ( Py Fr ) sin oot +e COS Wot + 
@o 60 

BS Ву 28 _ 
— sin2a¢ + —5- $112 o,f — Ye By! cos wot О РЯ И о Ут 

20 
+ Oey e Py! sing | . (7.116) 

yt % 

Учитывая соотношение (7.115), имеем: 
t 

| Key, Amy (т, 0) чт ®, (Е —t)dt= 

0 

В am [- 0) y 0 —Byt 
— (1 — cos В) — ery + 

B, | a OBL we 
1 

+a [— Sin Wot Фо COS 6902] } . 7.117 

33 В. Д. Андреев
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Наконец, приняв во внимание значение (7.112) функции 
Kay 0), получаем: 

р 90 

[№ (т, 0) sin во (¢ — 1) dt = — у — (1 — COs Woof). (7.118) 

Подставив значения интегралов (7.116)—(7. 118) в правую 

часть равенства (7.110), находим выражение для Dax, Под- 
становка этого выражения вместе со значениями (7.76), (7.79) 

6х 8x9 Ап 
функций Dx,’ Ds, Ds." в соотношение (7.109) приводит 

снова к формуле (7.104). 
В заключение отметим следующее. Выше при отыскании 

дисперсий случайных функций Ox, Ox», Oy, 0), были исполь- 

зованы формулы (7.37), которые дают выражение дисперсии 
через корреляционную функцию правой части диффер@- 
циального уравнения. Можно было бы, разумеется, провести 
соответствующие вычисления по формуле (7.43). Однако это 
вычисление связано с отысканием значений несобственных 
интегралов и в рассматриваемом случае приводит к сущест- 
венно более сложным выкладкам. 

7.2.2. Движение спутника по круговой орбите. В слу- 
чае движения спутника по круговой орбите уравнения ошибок 
в проекциях на оси орбитального трехгранника имеют сле- 
дующий вид: 

6x + 262 = An, —гАт,, | 

dy + ©? бу = An, +r Am, — ro, Ат», 

dz — 30002 — 2a, bx = Ап, + 2ro, Ат,; 

0, + (099, — Am,, 

6,—Am,, r (7.119) 

0, — a9, = Am,; 

5 6 
i.=——, 1,=—, 01, 02; 

bdx,=6x-+ rBy, ду =бу— гб, 

020 = 02. ° 1 
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Они получаются из общих уравнений (1.95) — (1.97), если 
положить в последних 

Решение первых трех уравнений (7.119) дается форму- 
лами (1.152). 

Согласно этим формулам, 

t 

Ox — | An , [— 3@ (Е—т) -+ 4 sin @) (Е—т)] dt — 

° 6 
t t 

—r [ Am, at—2 | dn, tt — COS у (tf — t)] dt + 

0 0 

6x°-+ r Amy 
+. 6x° + с (4 sin Wot — 3@ot) + 

0 . 

.0 
202 (COS Wot — 1), 

Wo 
- 6 62° (Sin Wot — Wot) + 

t 

бу = | (Any — гоу Am,) sin во (Е — т) dt + 

8 (7.121) 
t 

г [ Am, COS Wp (Е — т) dt + dy® cos Mot + 

0 

бу — r Am? 
+ a Sin wo 

0 

t 

92 — | Ап, [1 — cos @ (Ё — t)] dt ++ 
Wo 

0 

t 

+ > | Ап, Sin о (Е — т) dt 4 620 (4—3 созву В + 

0 
0 

920 2 (5х0 г Ато 
= —— sin @¢ + ( + y (1 — cos @f). 

M M 

33*
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Решение системы, образованной четвертым и щестым урав- 
нениями (7.119), получается в таком виде: 

0, = 0° cos wot — 02 sin Wot -+- 

t 

+ | [Ат COS @ (Е — t) — Am, sin @ (tf — 1)] ат, 

| ; (7.122) 
0. = 9, sin Wot + 82 cos Wot ++ 

t 

+ | [Ат , Sin @) (Е — т) -- Am, cos Wy (Ё —- 1)] dt. 

Это следует из формул (1.179), если в них взять 
@y==@)==const. Решение пятого уравнения (7.119) оче- 
ВИДНО: 

Oy = OY + { Ama (7.123) 

В дальнейшем будем предполагать, что математические 
ожидания случайных начальных условий и случайных инстру- 

ментальных погрешностей равны нулю. Будем полагать 
случайные функции An,, Any, Ап, Ат, Ат, Ат, не- 

коррелированными друг с другом и с начальными усло- 

виями 650, dy’, 62°, dx°, dy°, 62°, 00, 9, 0. Корреляцию 
между начальными условиями будем также считать отсут- 
ствующей. 

Найдем дисперсии Dao. Da, > Da,, ошибок ориентации 

платформы инерциальной системы И дисперсии Dox» Dey,» 
Doz, полных ошибок определения координат по зэданным ди- 
сперсиям начальных условий и заданным корреляционным 
функциям Kan, ; Kany: ; Kan, Kan, ; Кат, Kam, инструмен- 

тальных погрешностей. Последние 0 аналогии с равенствами 
(7.62), (7.69) возьмем в таком виде: 

| t-t" | 
= D e % у, г 

К Ал, у, г Ап, у, 2 

—В 12-2 | = д е ‘д, у 2 . 
К Ат, у, = Amy, y,2 

(7.124)
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Согласно седьмому, восьмому и девятому равенствам 
(7.119) имеем: 

1 1 
0% =a Оз, De. = wr Dex: 0%, = Da,. (7.125) 

1х ly 

Из выражения (7.121) для 6x следует, что дисперсию Ds, 
можно представить в виде суммы 

р, = DBP + DEP + D4 D4 рая РА» DAMy, 
(7.126) 

где 

05% = — Dox 

5x0 1. 
О, = 2 Dg (4 sin Ot — 30 ot)’, 

520 , (7.127) 
Дух = = 36 Dg5z20 (sin Wot — Wot)’, 

p® — a? д (COS W, t — 1)? | 

а остальные слагаемые определяются следующим образом: 

| 
pate = ra Kan, (ts 1) [+ 8a — © 

ий SiN Wo (Ё — T)] [— 80) (¢ — т) 

+ 4 sin у (ЕЁ — t’)] dt dv’, 
t 

An 4 

Mss = | 
a) 

t 

| Kan, 6, п — cosa (t—11X 
0 

ЖП — cos @) (Ё — t’)] ат dv’, (7.128) 

| 

— г" Kam (т, т) ата + | 
47 Dam (4 Sin Wot — 3W ot)” — 

0 у 

— <4 sin Wt — 3@pf) | Кат, (т, 0) dt. 
0 0
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Подставляя в первое из этих равенств значение корре- 
ляционной функции Kan (т, 1’), получаем: 

t 

Dprx =9D, „| [ео т ата" — 

t ft 
24D . 
— = [Ге ое lsin о (Е — 1’) dt dv’ + 

0 

+ 62 An 
x 

Е 

pil fee И sin @o(t—T) зав (Ё—т”) dt dt’. (7.129) 
0 

Последний из интегралов в формуле (7.129) уже вычи- 
слен нами ранее и выражается формулой (7.79). Для двух 
первых интегралов получаются следующие выражения: 

! t 

Гела наи = 

0 0 
2 1 2 —a,t 

=~ 8-4 P+ GU —G@tt+ De), 
x x x 

те“! ТТ 1 w(t — 1^) dt dv! = 

o
t
e
 

ee
 

| 
90 «2 шо. 

— и — о —# 608 gf) + 
Oo (a2. + 60) Wo 

1 а 
9.11 — (а Ё- Ге“ | — Рае) © (a,¢ + 1) | 

еб! (9: SiN Wot +- Wy COS Wot) — 

— a2t sin@¢ +, cost}. (7.130) 

Подставляя полученные Значения интегралов в равен- 
ство (7.129), после приведения подобных членов приходим
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к соотношению 

oe 9 Da" « — fp) [ 

Panta, a) + | 
4 1 о 

о, + 05 ay (ay + 9) 

6 (a2 — 30% _ 
м at gp tye ty 

Oy 

24 (20%, +4) . 
LL (Wot COS Mot — Sin Wot) ++ 

a Roy 

424 ; SiN Wot — № cos Oot — Boy sin 260 — 
Wo Oy 60 

16 8 (a, — 30 
— 531? Mot — (4 о (= sin Mot ++ 

60 a (©, -+ ©) 

] 
— со$ о | (7.131) 

Аналогично (7.129) получаем далее: 

| 

| | Kan, (6. +t’) [1 — cos @(¢ — t)] [1 —cos a(t — т’) dt dv! = 

0 0 

= | | К дп, (т, с”) dt dt’ — 

0 Q 

t ft 

—2 | | К п, (т, 1”) COS Wp (Ё—т’) dt dt’ + 
оо 

t 1 

+ ] ] К дл, (т, т) COS Wg (¢ — T) COS Wy (Е — т“) ат ат’. (7.132) 

0 0
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t 

| | Ка», © t’) COS Wy (Ё — т”) dt dt’ = 

0 

= rig Оле sin ag + wpa [© и, о 
+2 пох |. 

t t 

[ | Kan, © 1’) COS Wy (Е —T) COS Wy) (Ё—т/) dt dv’ = | (7.133) 
6 6 

— Рае ( +36 sin 2a] + 

20 - ; ге "2" (4, COS Wf — Wy SiN Wot) + 

a2 + we (a2 + w?)? 

1 , 202 
+ ——; sin? wot — ; 

Поэтому, приняв еще во внимание первое равенство (7.72), 
вместо второй формулы (7.128) приходим к соотношению 

Е — 

2 2 Ая, Ш 4D Ал, | За? ++ 260 
— 21 2 6х о (a; ++ ©) 

4 2.2 4 2 = 20, + 20205 + 209 4 ma on tet | 

a2 (a + 06) as 

Г Зв Sin 2Wot — о 

Oz 

sin Mot + 
0 

+ 2 cos Wot - sin? pt +- 

134 S 1 co t 2 e / e 
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Наконец, приняв опять во внимание первое равенство 
(7.72), из третьего равенства (7.128) находим: 

РА", ,|9" — 7 t— at 
У 

-- 2 sin? Wot + (1 — e~ Py’) Sin Wot — 
т 0 

2m si oot + ye Pot te Ps] (7.135) 
о By By 

Соотношения (7.126), (7.127), (7.131), (7.134), (7.135) 
вместе со вторым равенством (7.125) определяют диспер- 
CHIO Do, угла 01, для произвольного момента времени. 

В частности, при малых значениях времени ¢ из указанных 
соотношений получается такое приближенное выражение для 
дисперсии: 

y= (Dy. + Dy: ot? + Бо + 
1 1 2 РО, Нури, 9-5 Byam, f. (7.186) 

При возрастании Ё в. формулах (7.131), (7.134), (7.135) 

ДЛЯ Dore, Done, Demy слагаемые, имеющие множители e-% 

и е- pt, быстро убывают (во всяком случае при ©, В >> Wo) 
и перестают сказываться на величине Da, . При достаточно 

больших значениях Ё величина дисперсии Da определяется 

первым слагаемым правой части формулы (7.131), так как 
в этом случае имеет место приближенное равенство 

176 Do, = FF la Da, +9 (Pas + 4D,,002) £2 + 

+ >. Dan, t| Нан, Р. (7.137) 
Oot, 

De 

Продолжая рассмотрение поставленной задачи, найдем 
дисперсию Г, (1). Для ее отыскания необходимо, как это 

следует из первого равенства (7.125), найти Л, (f). Согласно 
второй формуле (7.121), дисперсия Оь, может ° быть предста- 
влена суммой 

Dy = pe + р =. DyI+t Dy t+ Dey 2, (7-138)
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где 0 
бу __ о Ds, == Оу cos Woe 

} 
р. sin? wt by — by? 0”? 

а остальные слагаемые определяются интегралами: 

Е | 

pity =, | | Kan (п, т) Sin @ (ft — Tt) X 
“06 8 у 

X sin @(t — т”) dt dv’, 
t ¢ 

Dyer | | Kam, (tT, т’) sin W(t —t) K 
0 0 

xX sin W(t — т”) dt dv’, 
t ft 

Dye — 2 | | Кат, (5, t’) COS Wy (Е — т) X 

0 0 
2 

X cos W(t — 1’) dt dr’ + = Бат, ЗВ @ot — 
0 

t 
2 

— = sin ogt | Kam, (t 0) COS Wy (Е — т) dt. 
0 

0 

(7.139) 

(7.140) 

Принимая во внимание соотношения (7.78), (7.79), при- 

ходим к таким выражениям для Бу И Dy =: 

Вл a 1 

De"y =—— {> (« изо + 
oy af + © 0G 0 

2 a 
—>— | — ебу | Sin ®t + с0$ ot) -— 

0 
1. 

——5 sin’ at}, 
@ 

r*0?D В 1 
DA": — т ¢t — —— 511200 ye Lae и] 
+7 | — ев (i Sin @o¢ + cos orf) — 

Bz + 0 ®o 
1, 

— —y sin? @pft }. 
@ 

| 

(7.141) 

|



§ 7.2] ОШИБКИ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ 523 

Аналогично из третьего соотношения (7.140), приняв во 
внимание второе равенство (7.133), находим: 

Dit = Гоа. вы — J Sin 2a) +. 

в + 5 209 

By 2p, 28° В, в 
+— sin? Wt — | [cos ¢tt—sino tle х |. 

oe м | B+ a5 м“ 
(7.142) 

Формулы (7.138), (7.139), (7.141), (7.142) вместе со вто- 
рым равенством (7.125) определяют дисперсию Do , угла 01... 

При малых значениях Ё из указанных соотношений полу- 
чается следующее приближенное значение: 

1 1 Dy, = 7 (Daye Р-Н Dag, И) + 
2 

28, Oo + Бат, + Dam,t. (7.143) 

При достаточно больших значениях времени # величину 
дисперсии определяют пропорциональные времени слагаемые 
правых частей формул (7.141), (7.142), так что приближенно 
(с учетом неравенств @ >> Wp, В >> W) 

Ре = (ры Dan 4+ Dam 4+ Dam )e (7.144) 
PAO у В. 2 BY x 

Чтобы закончить определение дисперсий отклонений плат- 
формы инерциальной системы от невозмущенного положения, 
в котором ее оси совпадают с осями орбитального трехгран- 
ника, осталось найти Do, Согласно последнему равенству 

(7.125) и второй Формуле (7.122), 

А 
В. — D, “+ DY -+ DE" "и Dg? (7.145) 

где первые два слагаемых суть 

00 0 
9. 2 

Бу = Doo sin’ Ot, De = Doo cos @t, (7.146)
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а последние два слагаемых заданы интегралами: 

t ft 

рак [| [| Kam, (в, 0’)sin a(t — 1) X 
1z 6 0 

X sin W(t — т”) dt dv’, 
tt + (7.147) 

Am, __ / __ 
De. =| J Kam, (3, T’) COS (Е — T) Ж 

Ж COS в (Ё — т’) dt dv’. | 

Принимая BO внимание равенства (7.79) и (7.133), по- 
лучаем: 

С 1 
De * = “0 D {oe (! agp Sinz!) + 

iz peta 4%) of Wo 

2 Be _. —B ,t 
Ня |! — (той +008 ant) ¢ x — 

By +05 @o 

и |, 
“0 J + (7.148) 

1 1 
Ра = Е 51120 0 B2 Lae am, | ( +5, Sin of) -+ 

0 

-|- Pe (6. cos Wot — Wo Sin Wot ye Pet —- В, —- 

z 0 

sin? ot. | 

Из формул (7.145), (7.146), (7.148) вытекает, что при 
малых значениях # величина дисперсии Dg определяется 

выражением 
1 2 

__ 2 _ 9, _0 4 О, — Ро (Ро 5 р, + д Pam J ‚ (7.149) 
1: 

при больших же значениях Ё имеет место приближенное 
равенство 

Dam, Бат, 
Do,, = Eo В. t. (7.150)
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Выше определены дисперсии De, Do, Da, , случайных 

угловых ошибок ориентации платформы. Найдем теперь дис- 
персии Г)», Dey, О», полных ошибок OX», ду», OZ) опреде- 
ления координат. 

Начнем с отыскания Ду». Согласно последнему равенству 
(7.119), 02. =02, а поэтому в соответствии с третьей форму- 
лой (7.121) дисперсию Dez, случайной ошибки 02. можно 
представить следующей суммой: 

Doo, — Di? 4 ры + DE Dats e+ Date + Day. (7.151) 

Здесь, очевидно, 

bx" _ 4 О. +0 (1 — cos o,f)? | 
Dez, wn 6x° ( 0 ) ) 

5” — р. (4 — Зсозе 
62 = 620 ( 0 ) , 

620 | (7.152) 
Бу, — —- т По sin? Opt, 

4r? 
pamy — 1—coso,f)?, 

62. в Ат ( 0 ) 

а остальные два слагаемых определяются таким образом: 

An, Dy, t= Sf [kay (т, т’) [1 —cos @, (¢ —1)| X 

ЖП — cos @) (Е — т’) dt dt’, | (9.153) 
t 

Done =1 ||| Ка», © tT’) sin @, Е — t) X 

0 0 
5 м 

X sin (Ё — т”) атат'. | 

Стоящие в правых частях равенств (7.153) интегралы уже 
встречались ранее. Так, первый из этих интегралов отли- 
чается от интеграла во втором равенстве (7.128) лишь тем, 
что в нем вместо Kan, стоит Кл», что несущественно для 

вычисления указанного интеграла. Поэтому по аналогии
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с формулой (7.134) находим: 

2 2 м. Ча, a 

6z, —— _ 72 @ (a + 06) ay 
2 (at + a2o2 в 92 a 

a. (©, —- 65) a х 20 

2 (2а2 + w? 
— (24s +29) Sin Wot + 2 cos Wot + sin? Wot + 

0х0 

20° a 
+ 5 ° 5 [моей — cos ох mal (7.154) 

о, (0%, + a) Oo 

Значение второго интеграла (7.153) устанавливается CpaBHe- 
нием с равенствами (7.78), (7.79). Получаем: 

р oO 
pat, — Ата | — [ Ш sin до | 
to tw | 0 20) 

+ ПЕНИИ Ё — (= Sin Wot + cos oot) oe 4+ sin? Wot |. 
a, +05 Op | 60 j 

(7.155) 

Из формул (7.151), (7.152), (7.154), (7.155), раскладывая 
заключенные в них функции времени в ряды Тейлора и огра- 

ничиваясь первыми отличными от нуля слагаемыми этих рядов, 

можно получить такое представление дисперсии Dez, для 

малых значений {: 

De,, = О + (Бу + Бу — "ат, t? 
1 1 На РА +g Ба. (7.156) 

При больших значениях ¢ приближенно (а, >>> @5) имеем: 

12 1 t Doz, = (Pan, + Вы —. (7.157) 
Oy a, =) @ 

Перейдем к отысканию Оз», Dey, Для этого можно по- 
ступить следующим образом. По решениям (7.121), (7.122) 
найти взаимные корреляционные функции Кл, в, (2, t’), 

Кеу, о, (1, #). Затем в соответствии с предпоследними двумя
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равенствами (7.119) вычислить Ох, и Dey, по формулам: 

Dsx, == ёж 0%, + 2rK ox, 6, (t, t), | 

Оу, = Ву О, — 2r Koy, 0, (ft, t). J 

`` Входящие в правые’ части этих формул дисперсии D5, 
и Dsy уже вычислены нами ранее, как и дисперсия De, 

(7.158) 

Дисперсию же Dg надо вычислить заново вместе с взаим- 

ными корреляционными функциями Koy, ey и Koy, 0, 
Из первой формулы (7.122) получаем: 

D, =D, cos*o t + D,o sin?o tf + 
9, 9, 0 9, 0 

| 

+ | | Kam, (т, т’) COS Wy (Ё — т) COS Wy (Ё — т’) dt dv! + 

0 0 

ЕТ 

-- J ] Kam, (T, <’) sin 60 (1 — т) sin Wy (t — т”) dt dt’. (7.159) 

Ms первой формулы (7.121) и формулы (7.123) имеем: 

Kor, 0, (t paar [ [кы (с, хака! + 
t 

+— (4 sin Wot — 3a) | Клт, (т, 0) 4т. (7.160) 
0 

0 

_ Наконец, из второй формулы (7.121) и первой формулы 
(7.122) вытекает, что 

К бу, 0, (Е, t) — 

t ¢ 

=r| | Kan, t’) COS Wp (Е — T) COS Wy (Ё — т”) dt dt’ + 

оо 

t 

+r] | Kam, (0 т”) Sin Wo (Ё — 1) зао (Е — 1’) dt dt’ — 

0 0 

— sin at | Kam, Ct 0) cos @p(# — т) at. (7.161) 
о 

. 0 -
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Обратимся теперь к первому равенству (7.158) и под- 
ставим в него выражение (7.126) для О,,, выражение (7.72) 
для De и выражение (7.160) для Koz, в, (1, 1). При этом 

в формуле (7.126) заменим последнее слагаемое в соответ- 
ствии с последним соотношением (7.128). В результате по- 
лучим: 

6х 6x9 62° 62° 
Dox, = Dg, - В, Poe Вы Е 

+ Dat + DAM + PD. 0 +5 Am, (4 sin of — 362}. (7.162) 
у 0 

6% 116 1762 7628 An Ап 
Здесь функции О’,, Dy, Бу, Dg,» Оу,*, Ds,? опре- 

делены формулами (7.127), (7.131), (7.134). 
Обратимся ко второму равенству (7.158). Подставим в него 

значение (7.138) дисперсии Оу,, значение (7.159) дисперсии 0%, 

и значение (7.161) функции Koy, a(t, t), причем, как и при 

вычислении Do, , заменим последние два слагаемых в правой 

части равенства (7.138) их выражениями, определенными двумя 
последними формулами (7.140). В результате найдем: 

0 ° 0 2 

D, =D” +d” + рр sintot + 
бу, бу бу бу О Am, 0 

+ r?Dyo cos? © t+ r2D 0 sin? © Ё. (7.163) 
р 0 9, 0 

В этом равенстве функции 05%, [5% заданы соотноше- 
A ниями (7.139), а функция Р,,у—первым соотношением (7.141). 

При малых значениях Ё формулы (7.162), (7.163) дают 
следующие приближенные значения дисперсий Дух, Doy,: 

Dy, = Бур + (Бу "Ват, op | 

+ Ре (оды, ) BG Daun OF: 
Пх 

| (7.164 Dyy, = Бур В + (Dye + „+ (7.164) 

1 2 леч 4 +r a 1 +7 Pant |
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При больших # значения дисперсий Оз», Dey, опреде- 
ляются приближенными равенствами: 

12 
Dox, — 0.02 Dyn t—-9 (4D, ,005 + Ру 7 

2%0 2 

6 
"ГБ, Dan bs } (7.164a) 

1 
D — —— р t. by, ora An, | 

Заметим, что в выражения (7.164) для Dox, Dey, случай- 
ные погрешности Am,, Ат, 0,, 0, 9, вошли лишь как 

начальные условия, а погрешность Ат, не вошла вовсе. При 
суммировании в правых частях равенств (7.158) интегралы, 
содержащие Kam (т, т’), Kam, (т, т’), Клт, (т, 7’), взаимно 
уничтожались. Причину этого легко установить, если рас- 
смотреть уравнения (7.119) несколько иначе, чем это было 
сделано выше. 

Выполним в первых трех уравнениях (7.119) замену пере- 
менных 

bx —=6х. —г0, бу=бу--г0,, 022==02 (7.165) 

согласно двум предпоследним равенствам (7.119). Одновре- 

менно подставим в правые части этих уравнений вместо Am,, 

Ат, Ат, Am, их выражения через 0,, 09,, 0, и произвол- 
ные последних согласно четвертому, пятому и шестому урав- 
нениям (7.119). Тогда для полных ошибок OX, ду», OZ. опре- 
деления координат получим дифференциальные уравнения 

6x, + 26202 =An,, | 

by, + oR dy, = An,, | (7.166) 

5z, — 30252, — 20)6%,=An, | 

с начальными условиями 

6x9 = 0х0 -- 70, бу бу — 62, 020—620, | 7.167 

649 = 6x9 + бо, dy8—=dy°— бо, 629 = 420. | | 

34 В. Д, Андреев
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Как видим, в правые части уравнений (7.166) не входят 
инструментальные погрешности Am,, Ат, Ат,. Их началь-. 
ные значения входят лишь в начальные условия *). 

Если написать для Охо, ду, 025 решение, аналогичное 
решению (7.121) для 6x, Oy, 02, и вычислить дисперсии Дух, 
Dey, непосредственно по этому решению, то, разумеется, 
придем снова к формулам (7.162), (7.163). Проделав надле- 
жащие выкладки, читатель легко может в этом убедиться. 

В заключение отметим еще следующее. Выше мы дважды 
обращались к дифференциальным уравнениям для полных 
ошибок 6X, ду, 02. определения координат. В случае непо- 
движного объекта — это уравнения (7.107), в случае движе- 
ния спутника по круговой орбите — уравнения (7.166). Разу- 
меется, такого рода уравнения могут быть получены и в общем 
случае, что при решении некоторых задач может оказаться 
полезным. Так, если обратиться к общим уравнениям ошибок 
(1.95) — (1.97), то соответствующие уравнения для OX5, ду», 
62. можно получить, произведя в уравнениях (1.95) замену 
переменных в соответствии с равенствами (1.97). Использова- 
ние равенств (1:97) позволяет при этом исключить из правых 
частей уравнений инструментальные погрешности Am,, Amy; 

Am, и их производные. Вместо них в правых частях появятся 
слагаемые, зависящие от углов 09, 0,, 0,, определяемых 
в результате решения уравнений (1.97). 

у’ 2’ 

$ 7.3. Влияние случайных инструментальных 
погрешностей на ошибки корректируемых 
инерциальных систем 

7.3.1. Коррекция от высотомера. В § 2.2 были получены 
уравнения ошибок инерциальных систем, корректируемых от 
высотомера. Рассматривались два варианта схем: с тремя 
произвольно ориентированными ньютонометрами и с двумя 
ньютонометрами, ориентированными в плоскости географи- 
ческого или геоцентрического горизонта. 

*) Это обстоятельство будет иметь место и при движении спут- 
ника не только по круговой, но и по эллиптической орбите. Дело 
в том, что упругий подвес идеального линейного ньютонометра, 
расположенного в центре масс объекта, движущегося под действием 
лишь гравитационных сил, не деформирован (показания ньютоно- 
метра равны нулю) вне зависимости от ориентации его оси чувст- 
вительности. -` 
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Для варианта с тремя ньютонометрами` уравнения ошибок 
в проекциях на оси трехгранника XYZ, ось 2 которого сов- 
падает с г, состоят из уравнений (2.16),. уравнений (1.96) 
и алгебраических соотношений (1.108), (1.118). Для варианта 
с двумя ньютонометрами уравнения ошибок включают в себя 
уравнения (2.28), уравнения (1.96) и алгебраические соот- 
ношения (1.108), (1.118). 

Рассмотрим указанные уравнения, полагая инструменталь- 
ные погрешности случайными функциями времени с корре- 
ляционными функциями вида (7.124). Как и в предшествую- 
щем разделе, ограничимся при этом случаем неподвижного 
в системе координат О\Ё/1,6, объекта и случаем‘ движения 
спутника по круговой орбите. 

Рассмотрим сначала уравнения ошибок схемы с тремя 
ньютонометрами. Для неподвижного объекта в этом случае 
получаем следующие уравнения: 

Ox + 05 0% = An, —rAm,,’ 

dy +0) 6y = An, +r Am,, 

62 + a2 dz = An, + За? Ar; 

6. =Am,, by=Amy, 6,—=Am; “f (7.168) 
6 x 

,=——, y=. 9,. = — 9,; 

бха=0х 70, ду ==ду — гб, 

620 = 02. 

Сравнение этих уравнений с уравнениями (7.54), исследо- 
ванными в п. 7.2.1, показывает, что они различаются лишь 
третьими уравнениями. Поэтому дисперсии Doz, Dey, De, 

Dey: 0%, Do, ‚, Do , Dg Dox,» Dey, решений соответствую- 

щих уравнений (7.168) будут определяться выражениями, полу- 
ченными ранее при исследовании уравнений (7.54). Следова- 
тельно, нам осталось найти лишь дисперсию Дуг = Doz, реше- 

ния третьего уравнения (7.168). | 

_ Для этого заметим, что левая часть третьего уравнения 
(7.168) совпадает по виду с левыми частями первых двух 
уравнений (7.168). Одинаково входят также во все три 
уравнения инструментальные погрешности An,, An,, An, 

34*
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ньютонометров. Таким образом, если представить диспер- 
сию D,, решения третьего уравнения (7.168) в виде суммы 

D, = DAN + DY? ры + Dey, (7.169) 

то первые три слагаемых этой суммы можно получить из 
выражений (7.79), (7.76), заменив в них лишь индексы. 
Указанные слагаемые получаются в следующем виде: 

р a 1 ] 
Die te a | ——— sin дом |+ 

a2 + 60 20 

- > | — (= sin Wot ++ cos oot) oe — 
@ 0 | (7.170) 

1. 
— — sin? Wot we 

0 
. 2 

sin One 
52° 2 620 

Ds, = D,,,cC0oS Ot, Ds, =D | 

Если корреляционную функцию случайной инструменталь- 
ной погрешности Аг задать равенством 

Ka, (Е, Е) = Dae or ИТ, (7.171) 
то, очевидно, четвертое слагаемое формулы (7.169) может 
быть записано в виде, аналогичном первому выражению 
(7.170): 

905 0 1 |. 
ру — ~—~ Dar [= | ~~ Oe, $11 до) - 

620 

60 0 

+ — Ё — (<= Sin Wot ++ cos oot) eel — — Sin? Wot ; 
Wp Oo 

(7.172) 

Равенства (7.169), (7.170), (7.172) дают выражение Ds, 
дисперсии ошибки 02 —=02. для произвольного момента вре- 
мени. Для малых значений ¢ приближенно 

Doz = Р-Р (Ра, 9) т. (7.173) 

Для больших значений ¢ величина О», определяется прибли- 
женным равенством 

р 9922 
ры =| Ae 1 S00 м (7.174) 9 

X20 a,
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Дисперсия Ds, растет здесь лишь пропорционально вре- 
мени, в то время как в случае автономной инерциальной си- 
стемы [см. формулы (7.58), (7.60), (7.66)] дисперсия Dy, 
растет со временем (при достаточно больших ¢) по экспо- 
ненциальному закону. 

В случае движения спутника по круговой орбите уравне- 
ния ошибок схемы с тремя ньютонометрами получаются из 
уравнений (2.16), (1.96), (1.108), (1.118), если в них положить 

O,=@,=0, r=const, @&,==0 = и 5 — сопзф, (7.175) 

и имеют такой вид: 

bx + 20962 = An, —r Amy, | 

by a2 dy = An, +r Am,—ro,Am,, 

éz— 20, bx = An, + 27%, Am, + 307 Ar; 

6+ 0,0, =Am,., 
0, = Amy, + (7.176) 

0, — 00, = Am,; 
бу ox 

91, = — к’ 9,=—>, 0), = —0,; 

dxg—=dx-+70,,  ду=бу— гб, 

022 —=02. 

Сравнение этих уравнений с уравнениями (7.119) пока- 
зывает, что они различаются также лишь третьими уравне- 
ниями. Однако перенесение результатов решения уравне- 
ний (7.119) на уравнения (7.176) несколько сложнее, чем 
перенесение решений уравнений (7.54) на уравнения (7.168). 
Все же из сравнения уравнений (7.176) и (7.119) сле- 
дует, что дисперсии Do |» Dey; Do, Dsy, а следовательно, дис- 

персии Dp, Dey, и Пе, , имеют в случае уравнений (7.176) тот 

же вид, что и в случае уравнений (7.119). Следовательно, оста- 
лось вычислить лишь дисперсии РВ = Doz, Dox,» De, 

Решение системы, образованной первым и третьим урав- 
нениями (7.176), можно получить из формул (2.28), если 

положить в них г==0, ®,==0%, а в качестве а,» Bij Cc’ 
взять выражения (2.230) при e=0, v=@. В результате
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придем к формулам: 

1 . . 
0х =o, | (Ап, — r Amy) sin 20% (¢ — т) dt + 

0 
t 

1 
+ Sa, (An, + 27% Am, + 303 Ar) X 

0 

X [cos 2@, (f — tT) — 1] dt dx9 + 2 sin dat + 
0 

620 1H gq, (608264 —1), | (7.177) 

1 
—=55. fe An, + 2ra, Am, —+ 30% Ar) Х 

0 

х sin 260 (Е — т) dt — > | (An, — r Amy) x 

X [cos (т 1] def 204 

5S sin 2Mo¢ — Jo (60S 2W of — 1). 

Эти формулы можно несколько упростить, если проин- 

тегрировать по частям слагаемые, содержащие Amy. 
иметь тогда: 

: ] 
r ° . 

— 92% | Avs, sin 2) (¢ — т) dt = 

0 

Amy 
Sin 2@ ot — Г | Amy Cos 20% (Е — т) at, 

0 
260 

| (7.178) r . 

Dap | Am, [cos 20% (Ё — т) — 1] 41 = 
0 

0 r Am, о | 
=— De, (COS 265 — 1) — 

—r | Amy sin 26% (Е — т) dt.
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Теперь 

1 ; 
Ox = в. | An, sin 20, (Е — т) dt + 

0 
t 

+5 | (An, + 30; Ar) [cos 2, (Е — t) — 1] dt — 
0 

t 

r Am + 0х0 —r | Am, dy Ут 2-Е 
0 "0 

++ 6x9 +526 (COS 26% — 1), 
Wo , 

— z= 55 [ (Ап, + 30? Ar) sin 2m, (Е — т) dt — 
0 

t 

1 
— Fa, J An, [cos 2@) (Е — t) — 1] dt — 

bx? +r Am? 620 

535 

‚ (7.179) 

РУ (cos 200 — 1) 294+ ~ sin Wot. | 
205 

В соответствии со второй формулой (7.179) и последним 
равенством (7.176) имеем: 

__ ps2? 620 6х? Ап 
Бу, ~~ Dez, -- Dez, + Dez, + Dye 

An Ar Am? 

-- Ву. = Dy, —- Dez, и 

Здесь 

62° __ 620 __ 1 a) 

Dy, = D,,0» M82, = Gop 08° Sin 20°, 

р. cos 205 — 1)? 62. Awe 670 ( 0 , 

pity =p 2%. — 1) bz, do Amy (cos Oot — ) | 

(7.180) 

r (7.181)



536 СЛУЧЛИНЫЕ ИНСТРУМЕНТАЛЬНЫЕ ПОГРЕШНОСТИ ГЛ.7 

Остальные три слагаемых суммы (7.180) выражаются 
интегралами: 

t 

Dore = т | | К an (т, т’) [соз 20, (¢ — т) — 1]Ж 

X [cos 20) (Е — t’) — 1] dt dv’, 

o
t
 

К an, © t’) sin 20) (¢ —t) X | (7.182) 

X sin 2@) (¢ — т’) dt dv’, 

pet, = | [ Кл t’) sin 20) (Е — t) X 

0 0 

X sin2@9(¢ —t’) dt dv’. | 

Эти интегралы сводятся к уже найденным нами. Так, HH- 
A 

теграл в выражении для р, отличается от второго инте- 
2 

грала (7.128) по существу лишь тем, что вместо @) в нем 
в подынтегральном выражении стоит величина 26. Поэтому 
по аналогии с формулой (7.134) получаем: 

An, Ay Ba 400 , 20, + 84.65 ++ 3209 4 
02, 406 (0%, + 465) с, о (а, + 465) 

802 _ а 907, + 40? 
— е Of 1 п 4M ¢ — x1 49 sin 2 ¢ ++ 
a. 4 0 Op 

+ 2 cos 2m@o¢ + sin? Зо -- 

1605 ay —at 
5 n | Sin 200 — —cos2Wof}e *|. (7.183) 

а, (a). + 405) 2



§ 7.3] ОШИБКИ КОРРЕКТИРУЕМЫХ СИСТЕМ 537 

Точно таким же образом из сравнения второго и третьего 
интегралов (7.182) с интегралом (7.78) находим: 

р a 1 
Ап Ап 2 ; 

D2 = Pde aa Fo. Aogt) + 

2 0 0 Do 

+ 5 2 5 | — (5 sin 2m¢ ++ cos 2} ote — 
Oo 

| 

—-т sin? ро | ; 

о | (7,184) 4 
Ar 99D ar | a, ( 

O22 a? + 402 dap 

Oy 2 . —a.t 
1 — sin 2@,¢ + cos ЗЕ] e7 “| — 

+ a2 + 462 | (>. of + COS ot) 

1 
t — за Чи + 

Do 

1 
— —, sin? 200 $. 

462 ° | 

Соотношения (7.180), (7.181), (7.183), (7.184) полностью 
определяют дисперсию Dez, как функцию времени, если кор- 
реляционные функции случайных инструментальных погреш- 
ностей An,, An,, Am,, Аг заданы равенствами (7.124), (7.171). 

Для малых значений времени Е из этих соотношений выте- 
кает приближенная формула 

В... = 920 + Бу ++ 

о 9 о 960 | 1 
+ «Ду» P amy +a Dar+z Dan, t + 

6 
+ => Dan. (7.185) 

При больших значениях #, т. е. при большом времени 
работы инерциальной системы, приближенно 

3D D 902D д 
Dies = (Че ие — ‘Ve (7.186) 2 х 4600,, 4a, 

Сравнение формулы (7.186) с формулой (7.157) показы- 
вает, что при большом времени работы инерциальной системы 
случайные ошибки 025 от инструментальных погрешностей 
Ап, и Ап, в корректируемой от высотомера инерциальной 

системе с тремя ньютонометрами имеют меньшие дисперсии,
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нежели в автономной. Хотя в обоих случаях эти дисперсии 
и растут пропорционально времени, но коэффициенты про- 
порциональности меньше в корректируемой системе. Однако 
в этом случае имеет место дополнительная составляющая 
[последнее слагаемое в формуле (7.186)] дисперсии Бу», 
обусловленная случайной погрешностью высотомера. 

Найдем дисперсии 0%, И Оз». Для отыскания первой из 

них надо найти сначала дисперсию Dz, решения первого 
уравнения (7.176), после чего в соответствии с восьмым ра- 
венством (7.168) дисперсия De, , найдется по формуле 

1у r2 
0% . (7.187) 

Решение 6x первого уравнения (7.176) нами найдено. Это 
первая формула (7.179). В соответствии с этой формулой 

D,, = DY" + DE 4+ D+ Dats 4+ рат, DAT 4 DAMy, 
(7.188) 

где первые три слагаемые суть 

бо bx? 1 
Ds, = О Ds, —= у Dy jo sin? 2002, 

vod | (1.189) 
20 

О, = ok Бух (с0$ 2Wot — 1)?. | 

Для вычисления же четырех последних слагаемых служат 

соотношения. 

t ¢ 

п 1 / ° 

Die = a | J Kang т) Sin 209 Е — 7) K 

XX sin 2m (Ё — т’) dt dv’, 
р 

dite || Кан, (®. 60520 4—9-ПЖ | (7.190) 
бо о 

x [cos 2m) (Ё— т”) — 1] dtdv’, 

Ar 9% / Ds. = [ [се t’) [cos 2m) (Е — т) — ИЖ 

X [cos 26% (ЕЁ — т’) — 1] dt dv’, 
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t of 

A / ры» | | Kan, (т, т’) атат' + 

r? . 
-Н— Dam, sin? 2600 — 

40 y 

539 

| (7.190) 
t 

—— sin Qaot | Kam, (т, 0) at. 
6 Wo 2 

Интегралы в первых трех полученных соотношениях ана- 
логичны интегралам (7.182). Поэтому по аналогии 
лами (7.183), (7.184) получаем: 

Darn о, 1 
Dits = x | (+ ——sin dog 

Ox а? -|- 402 | 4692 40 of JT 

2 ах . —at 
| 1 — | —^ sin 200 +- cos 2] ея | — 
Ната (sa, ot Г of) 

1 о ] 
— ——5 Sin” 200 ys 

4692 

с форму- 

| 

Dy п, pa 20% + 80202 + 3209 

x Gok (ap 42) | a, о 4) 

+ 2 cos 2. Ё + sin? 2m >¢ ++ 
о a, (az + 406) 

a ~_ 
— — 2 COS 2} [24 ей › 

0 20 
2 

Аг 905D Ar 3a, + 460 

Ву, = 2 5 * 4 (af + 409) 
22 24 + 80702 +- 3205 4 а а, | heocd 
а 5-е а sin Wot — 

a, (a; + 9) 0, 60 

20, + 405 - 
— re, Sin 2Wot + 2 cos 2Wo¢ + sin? 2a ¢ -- 

160° 

а, (с; -|- 460) 

a 

an 

4 
| 0. 

(sin 2% — —— cos до "| . 

| (7.191) 
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Из четвертого соотношения (7.190) имеем: 

Е 1 
ВАТУ — гр — +. —~ sin? 2@o¢ + 

Am, By Ago? о 

+ (e~Byt — Dar toe шо} (7.192) 
у OFy 

Формулы (7.187) — (7.189), (7.191), (7.192) определяют 
дисперсию Do, для произвольного момента времени. Для 

малых значений времени из них получается следующее при- 
ближенное выражение: 

1 1 

Do, , т [ Days + Въ - (03 Dyin т Dan) и 

2 0 2 
ry (Pan 96% D 4,) |-45 В, Pam (7.193) 

Для больших же значений ¢ приближенно 

2  [2„, ЗВ, 276 2D vm 
De =|—~\|——~ +— АЕ 

Pry г? о Г era, +r 4a, +r By 

(7.194) 

Интересно сравнить это выражение с выражением (7.137) 
дисперсии De, для автономной системы. В выражении (7.194) 

присутствует дополнительно слагаемое, содержащее Dar. Од- 
нако остальные слагаемые содержат время в первой степени, 
тогда как в выражении (7.137) оно имеется и во второй и 
в третьей степени. Таким образом, коррекция от высотомера 
существенно снижает случайные ошибки системы. 

Чтобы закончить исследование случайных ошибок коррек- 
тируемой OT высотомера схемы с тремя ньютонометрами, 
установленной на спутнике, движущемся по круговой орбите, 
нам осталось лишь найти дисперсию Do, ошибки определе- 
ния местоположения в направлении движения. 

Согласно десятому равенству (7.168), величина 0х. = 6x + 
+ 79,. Выражения для 6x и 0, заданы соответственно пер- 

вой формулой (7.179) и формулой (7.123). Из этих формул
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следует, что 

1 

6х5 т | Ап, Sin 2 (¢ — т) dt + 

0 
t 

oe | (An, + 30? Ar) [cos 20, (Е — т) — 1] dt + 
0 

6° + r Am? 
20 

-|- У sin 2@of + 90 

620 
+ Qoy (cos 2¢ — 1)-+ гбу. (7.195) 

Согласно этому представлению решения OX), дисперсия Dox, 
может быть записана в виде суммы 

р pity 0% 58% pn po" D An, D Ar 

бх, © OX2 as bX, + 6х. -- bx, -- 6х. + 6х. + 6X2" 

Здесь 

Ато Г? . 
Day, У — 402 Dam, sin? 2Wot, 

r | (7.196) 
D У — r2 D , 

bX 6 

два последующих слагаемых определены первым и третьим 
равенствами (7.189), а три последних слагаемых — равенст- 
вами (7.191). 

При малых значениях времени t из указанных соотноше- 

ний получаем: 

— 2 . 2 \ 42 
В, _ D, 0 rr Deo + (Poor? Pam)? + 

1 1 + (03 Des +g Dan.) B+( GF Dan, HOD a,) OF. (7-197) 

При больших значениях ¢ приближенно 

1 {Dy 3D, 2704 D 
Dox, | ie ae “| t. (7.198) 

460 Oy a, 0, 
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Сравнение этой формулы с первой формулой (7.164) пока- 
зывает, что коррекция от высотомера существенно умень- 
шает случайную ошибку OX) системы совершенно аналогично 
TOMY, как это уже было выяснено в отношении ошибки @\.. 

Выше рассмотрена корректируемая от высотомера инер- 
циальная система с тремя произвольно ориентированными 
ньютонометрами. Обратимся теперь к схеме с двумя гори- 
зонтально ориентированными ньютонометрами. Как и в пре- 
дыдущем случае, ограничимся при этом двумя крайними слу- 
чаями: случаем неподвижного объекта и случаем спутника, 
движущегося по круговой орбите. 

Если объект, на котором установлена инерциальная си- 
стема, неподвижен в системе отсчета O,§,y,C,, то уравнения 
ошибок инерциальной навигационной системы получаются из 

уравнений (2.28), (1.96), (1.108), (1.118), если в них поло- 

ЖИТЬ O, =, ==, = Г =0. При этом уравнения примут 
такой вид: 

y 

6x + 6х = An, —rAm,, 

ду + af dy = An, + гАм,; 

0, = Am,, 0, = Amy, 0, = An,; + (7.199) 

6 6 | 
9,=— 9, y=, 9,,—= —0,; 

bx) = 0х + 70, dyo= dy — гб... 

Уравнения (7.199) отличаются от рассмотренных ранее 
уравнений ошибок (7.168) схемы с тремя ньютонометрами 
лишь тем, что среди уравнений (7.199) отсутствуют третье 
и последнее уравнения (7.168), содержащие 62, 025. Так как 
ошибки 02, 62. не входят в остальные уравнения, TO ана- 
лиз уравнений (7.199) приводит к результатам, уже полу- 
ченным при анализе уравнений (7.168). 

Рассмотрим случай спутника на круговой орбите. Для 
получения уравнений ошибок схемы с двумя ньютономет- 
рами в этом случае следует в уравнениях (2.28), (1.96), 

(1.108), (1.118) положить: ©, —©@ 

—1 = == ОПЗ r==const. ‘Тогда получим следующую 

y=r=0, WO, — 0 =
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систему уравнений: 

6x = — 2% Ar + Ал, —r Amy, 

бу + аду = An, +rAm,— ro, Am,; 

6+ 00, =Ам,, 

6, =Amy,, ` (7.200) 

| 0, — 600, — Am,; 

6 6 
.=——, y=, 0,,— — 9,; 

6x, = 6x-+70,, dyp—= dy — r0,. | 

Эта система отличается от системы (7.176), рассмотрен- 
ной выше, отсутствием третьего и последнего уравнений, со- 
держащих 02 и OZ). Кроме того, различна структура пер- 
вых уравнений. 

Поэтому результаты анализа системы (7.176) могут быть 
отнесены к системе (7.200) лишь частично. Очевидно, что 
дисперсии De | De,» De, De, Do, Dey, Dey, будут иметь 

в случае уравнений (7.200) те же значения, что и в случае 
уравнений (7.176). Дисперсии же Dey, Do Dex, будут дру- 

гими и их надо вычислить заново. 
Решение первого уравнения (7.200) было найдено в § 2.3. 

Оно определено первой формулой (2.75) и имеет вид: 

f 

bx = 6x94. bx0¢ | (An, —r Amy — 20) Ar) (Е — 1) dt. 
0 

(7.201) 

Интегрируя по частям, можно преобразовать решение 
(7.201) к такому виду: 

f 

bx = 8x9-+ 6x% + | An, (¢—1)dt— 
0 

1 

— | (7 Am, +- 2a, Аг) dt +r АЕ + 20, Art, (7.202) 
0
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Отсюда следует, что дисперсия [),, случайной ошибки 6x 
представляется суммой 

bx? A D, = DS? + D4 Date + DAT 4 DA™y, (7.203) 

Первые два слагаемых этой суммы равны: 

6.x? 6x? Dy = Day Ds = Бун. (7.204) 

Последние три слагаемых находятся из равенств. 

\ f tft 

Ры* = | J Kang 1) (t —t)(t —1’) dt dav’, 

Doty = oom t + { Kan (t, т’) dt dv’ — 

— 21 [ Kam, (т, 0) “| | (7.205) 

t ¢ 

Der — 405 [рый —- | | Kar(t, т’) dt dv’ — 
оо 

[ 

—2t | Kar(t, oar] | 
0 

Подставляя сюда выражения (7.124), (7.171) корреля- 
ционных функций Kan, Kar Kam, случайных инструмен- 

тальных погрешностей An,, Ar, Am, и интегрируя, прихо- 

дим к таким значениям дисперсий pate, Demy, Der: 

Ара {2-8-1 e+ [1—a@gst per] | 
rn An, 2 4 Xx ’ 

[ 3a, 0, Oy 

Am, _ ,2 2 2 Г -В и 21 В.Е 
D3, =F Ра", | +a le У +, и 

DA = 402 Da, (f+ (er! — 1) += mal 
ae a, 

(7.206)
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Соотношения (7.203), (7.204), (7.206) определяют диспер- 
сию Ds, случайной ошибки дх, а вместе с равенством 
De, = Dox/r? — дисперсию De Для малых значений Bpe- 

мени ¢ указанные соотношения могут быть значительно упро- 
щены. При этом для дисперсии De, получается такое прибли- 

женное выражение: 

| 1 Dy =r (Dye Бы? тр anf 
8 2 39.2.8552 в". (7.207) 

Для больших значений # приближенно 

2 Dy, = [= (Dao 4980.) + Da n, | P+ xa Dy, В. (7.208) 

Сравним выражения (7.208), (7.194) и (7.137) для диспер- 
сии De, в случаях корректируемых от высотомера схем 

с тремя и двумя ньютонометрами и в случае автономной 
инерциальной системы. Видно, что корректируемая система 
с двумя ньютонометрами дает существенно ббльшие диспер- 
сии De, чем схема с тремя ньютонометрами. Выраже- 

ние (7.208) гораздо ближе по своей структуре к выраже- 
нию (7.137) дисперсии Dey в автономной системе, чем 

к выражению (7.194) этой дисперсии в корректируемой си- 
стеме с тремя ньютонометрами. 

Перейдем к вычислению дисперсии Dox, В соответствии 
с равенством 0х. ==0х --70, и формулами (7.202), (7.123) 

получаем такое выражение для бхо: 

bx, = 6x°-+ гб, + (6 и! Ат,-- 20 о Ar) { + 

+ [е- эм, dt — 26% | Ar dt. (7.209) 

В соответствии с этим выражением имеем: 

бк 6x0 60 Аг am; 

35 В. Д. Андреев
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Здесь первые два слагаемых определены равенствами 
0 6 

(7.204), дисперсия DY определена соотношением 
2 

5% — р 7.211 
bx, ву’ (7.211) 

четвертое и пятое слагаемые заданы третьим и первым равен- 
0 Am 

ствами (7.206), а для вычисления дисперсии ДО, У имеет место 
2 

формула 
0 

Ат 2 2 Die =O бат Ё. (7.212) 

При малых значениях времени Ё из выражения (7.210) 
находится следующее приближенное значение дисперсии Г)х,: 

_ 2 2 2 
Poe = Pogo FP Бо (Руб FP am, 1 + 

8 1 
РОВ, Е. (7.213) 

При больших значениях ¢ упрошенное выражение для 
дисперсии Дь»х, получается таким: 

2 . 
Ds, = (Бу —- Dam, + 40D 4,) t? +. Bay Dyn (7.214) 

Сопоставление этого выражения с выражениями (7.198), 
(7.164а) приводит к выводам, аналогичным сделанным выше 
при сравнении выражений (7.208), (7.194), (7.137) для дис- 
персии De, „. 

7.3.2. Совместная коррекция от высотомера и доп- 
плеровского измерителя скорости. Рассмотрим влияние 
случайных инструментальных погрешностей на ошибки инер- 

циальной системы, корректируемой одновременно от высото- 
мера и допплеровского измерителя скорости. Ограничимся 
при этом анализом полученных в гл. 5 упрощенных уравне- 
ний ошибок типа уравнений (5.297), (5.299), уравнений (5.308), 
(5.309), уравнений (5.311), уравнений (5.313) и, наконец,
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уравнений (5.335), (5.337), (5.340). Так как упрощенные 
уравнения (5.297), (5.299) и (5.308), (5.309) схем с тремя 

ньютонометрами аналогичны упрощенным уравнениям (5.311) 
и (5.313) схем с двумя ньютонометрами, то можно ограни- 
читься анализом лишь этих последних. Результаты этого 
анализа могут быть затем легко перенесены на уравнения 
(5.297), (5.299) и (5.308), (5.309). 

В гл. 5 было показано, что в случае уравнений (5.311) 
вторая группа уравнений ошибок имеет тот же вид, что 
и для автономной инерциальной системы. Приняв во внимание 
симметрию этих уравнений и уравнений (5.311), заключаем, 
что достаточно рассмотреть такую систему уравнений: 

6x +-k, dx | (1+ ^,) 6х = 

—(1 +k.) An,—r Am, + 

+k, (AVp,—rAm,) — № AV ру; 

=“, 6,——86, 
\ (7.215) 

6, —Ат,, 0, = Аш; 

0%2 = bx + 7б.. | 

Аналогично, присоединяя к первому уравнению (5.313) 
последние пять соотношений (7.215), приходим к системе 
(2,05 =}: 

6x + k, dx (1-Е, 02 6х = (1-Е В) Ап, + 
р . . . Rk 5 

+ —y An, —1 Amy — Ry AV р, — 5 AV pg 
0 9 | 

+ (7.216) 
6—9”, 9, = — 0 2 

0, =Ам,, 0, =Ажт,; 

бхо = 6х + гб. 

В свою очередь, присоединяя необходимые дополнитель- 
ные соотношения к уравнениям (5.335), (5.337), (5.340) 
и также учитывая их симметрию, убеждаемся, что здесь 

35*
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достаточно рассмотреть систему следующих уравнений: 

6x + &, dx +2 (1+ k,)dx = (1 №) An, — 

—r Am, — ky AV p+ №, (AV, —r Amy); 
6.x а. 

бур’ ба ба | (7.217) 

oy = Amy 4+ AV ny 9,==An,; 

1 
6X5 = TLR, (Ox + ry). 

Заметим, что в системах (7.215), (7.216), (7.217) урав- 
нения для 0,,, 9, одинаковы и аналогичны соответствующим 
уравнениям автономной инерциальной системы. Они рассмо- 
трены в предшествующем параграфе и мы ими в дальнейшем 
заниматься не будем. 

Обратимся к уравнениям (7.215). Наша задача заклю- 
чается в том, чтобы вычислить дисперсии Da,» Dox, случайных 

ошибок ориентации платформы и определения местоположения 
объекта. При этом мы будем, как и ранее, предполагать, что 
инструментальные погрешности An,, Amy, АУр, являются 

стационарными некоррелированными друг с другом случай- 
ными функциями, причем.их корреляционные функции будем 
считать заданными равенствами 

— |) e-alt—t"] — —В1:-2 | Kan, Ап, Kam, Dam,é ‚ | 
Kay (7.218) 

—]) e-vit-#t’| 
Dx AV nx . 

Из второго соотношения (7.215) следует, что дисперсия 
De, = Do,x/r?. Так как решение однородного уравнения для 6х 

затухает со временем (и при надлежащем выборе величин А, 
и Ро затухает достаточно быстро), то при отыскании диспер- 
сии D5, можно ограничиться вычислением ее установившегося 
значения, для чего можно воспользоваться формулой (7.48). 

Дисперсию Ds, можно представить в виде суммы: 

Dy. = Dene + Diy + Бу, 5х. (7.219)
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Так как спектральная плотность 

Dan 

San, (0) = ——* ae (7.220) 

и аналогичные формулы имеют место для Samy И АИ, то 

слагаемые правой части равенства (7.219) выражаются, со- 
гласно соотношению (7.48), следующими формулами: 

Ап, — 
| 

бх 

Dan, (1-5)? г do 
— | (a? + ©)| (в) yjo--(1 +p) 06 P’ 
Demy — 

_ PamyPr? J |— jo—hy |? do p22) 
л (82-97) | (jo)? + лю + (1 + Fp) % BP 

ре 
Dav, ¥ [k; — Rp Jo |? do 

= a | + 0°) | (ja)? Ayjo-- Ah) oP | 

Интегралы, стоящие здесь в правых частях, вычисляются 
таким образом. Они представляются в виде 

о) 

— £n (Jo) do 7.999 

Sn | PS (7.222) 
=O 

где в общем случае 

hy (== agx® ах" --... На», 
En (x) — бухт 2 —- by x2n-4 + ... —- В 1 

[все корни й,(х) =0 лежат в левой полуплоскости]. 

Интегралы (7.222) выражаются рационально *) через коэф- 

фициенты полиномов &,(х) и й,(х). Так, для п =1, 2, 3, 4 

(7.293) 

*) Булгаков Б. В., Колебания, Гостехиздат, 1954.
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имеют место следующие выражения *): 

= bo + A) | лы Л by + a 
Л = а. ’ Л — 2.2 ’ 

01 0“ 1 

A455 
n(— aby + agb, — “022 

43 = Ay (2043 — 4a») 

b 
л [bc (— 444-4 4,43) —A 436, + 0,b, +5 (поула) | 

J, = . 
а (2905 + ana, — 41443) | 

(7.224) 

Для первого из интегралов (7.221) n==3 u 

a=1, а = +a, a,=(1+,)0)+ Ва, ] 
, г (1.225) 

3 = AO, (1 +,), В =0, В =0, 6, =1. 

Подставив эти величины в третью формулу (7.224), при- 

ходим к такому значению дисперсии Dene: 

Di" =D, т ___ (7.226) 
Ox "x wok, [op (1 + в) +a (k, +9)| 

Для второго из интегралов (7.221) коэффициенты а, отли- 
чаются от величин (7.225) лишь тем, что в них вместо а 
надо подставить В. Коэффициенты же 6, равны: 

bo==0, В =—1, bo = Rj. (7.227) 

В результате получим здесь: 

ki (Rk, +8 
Pr 2 и Е pity — pp, СТ ‚ (7.228) 

У [ap (1 + Ry) +B (Ry +)] 

| *) Значения интегралов J, для n=1,..., 7 можно найти в книге: 
Пугачев В. С., Теория случайных функций и ее применение 
к задачам автоматического управления, Гостехиздат, 1957.
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Аналогично находим: 

ву 
Rey + iC 

р 60 (1- Ro) 
Арх в [62 (1-Е k | Dx ky [95 (1-- НУ (4 +Y)] 

Формулы (7.219), (7.226), (7.228), (7.229) определяют 
установившееся значение дисперсии D5 а вместе с COOT- 

ношением 

V Der Dx — (7.229) 

— Ds, (7.229a) 

дают установившееся значение дисперсии Де, . 
Вычислим дисперсию Dox, полной ошибки определения 

местоположения в направлении оси х. В соответствии с по- 
следним равенством (7.215) 

Dox, = Dox + r’ De, + 2rK ox, ey (¢, №). (7.230) 

Величина Das, вычислена (для достаточно больших значе- 
ний #) выше. Величина De, имеет TO же значение, что и для 

автономной инерциальной системы, т. е. задана равен- 
ствами (7.72). Так как в качестве первого слагаемого в фор- 
муле (7.230) имеется в виду установившееся значение D,,, 
то вместо равенств (7.72) можно взять 

— т В, = Р-Р, G ы }- (7.231) 

Осталось найти Koy, ey (t, Г). Случайные инструменталь- 

ные погрешности и начальные условия мы считаем HeKOppe- 
лированными друг с другом, поэтому в соответствии с пер- 
вым и четвертым уравнениями (7.215) имеет место формула 

t f 

Kero, Э=— | | [Кат (0!) + 

HK gin, am т) eM эту (р — 1) dvdr’, (7.232) 
у’ y 

где 

и 2 Е 7.233 =, = (Е А,) - = (7.233)
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Подставляя в подынтегральное выражение в правой части 
равенства (7.232) значения К Ат, И Кл, amy’ определенные 

формулами (7.218), (7.99), получаем: 

t 1 

Ker, 0,(t: 0 =—4 Dam, | | № —Bsign(e—v) x 
0 0 

K e~Blt-t 1-@-9 sin v(t — т) dr dv’. (7.234) 

Раскрывая значение стоящего здесь в правой части двой- 
ного интеграла, находим: 

Ok hy Kays Om Dar — ie 
— ki —В —Bt Ry +8 __ . 

(& — B)?-++- v? е + у [(e-+ B)? + v2] | (Е НВ sin vt + 

hv cos ve ети Е [(- у cee _ 
(2, ~B) («—B)\ 
+p) sin ve 
2k, 

+(—apiet ed cos wt |e-e |. (7.235) 

По затухании переходных процессов 

аль | 2h &, В 
Ка», by (© В = — ota — etre: (7.286) 

Теперь выражение для дисперсии [„, может быть пред- 
ставлено в виде суммы 

An AV A Вх, = Dye х-Н Бы DF Dey) (7.237) 

где первые два слагаемых вычисляются по формулам (7.226), 
(7.229), а последнее слагаемое равно: 

А 2 Ar Ру", + 27K ye g(t D> Dy» (1.238) 
bt,
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что, если учесть соотношения (7.228), (7.231), (7.236), (7.233), 
приводит к формуле 

Am, __ 2 2 [01 2k, 7 
Doe =т Peo ar бам, | В 52 B+ ko 

k? (k, +8) в 1 itB 

ч_ Е +8 1 60 (1 +- №2) f 

Ва + В — АВ] Ry [op (1 ++ А-В (+ В] 
(7.239) 

Если считать, что 

а, В, YS №, в (1-Е №) и № >> 1, (7.240) 

то выражения (7.226), (7.228), (7.229) могут быть значи- 
тельно упрощены. Вместе с ними упрощаются и выражения 
для дисперсий 0%, „, Рьх,. Для их определения получаются 

тогда следующие приближенные формулы: 

pe 
2 4 1 

Ра, № Drv nx hoop 
y= Rng 2 т 01 Г Ку 

А 
1 

4D T kota? 
A ,; 
"у МВ ‚ (1.240а) 

22 

В 
р р Ко чр Woke 

6х. —_ Ап, Фа АУрх м 

t Оф 
+ гр 0 + 2720 |. 

и Amy \ В ope, оВ | 

Из второй из этих формул следует, что с течением вре- 
мени величина дисперсии Dey, все в большей степени опре- 
деляется слагаемым, пропорциональным времени и зависящим 
от инструментальных погрешностей гироскопов. При боль- 
ших # приближенно 

t 
О», — 2r?Dam yE (7.241)
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Выше найдены дисперсии De И Dox, для случая урав- 

нений ошибок (7.215). Найдем теперь эти дисперсии для 
случая системы уравнений (7.216). Эта система отличается 
от системы (7.215) лишь первым уравнением. Поэтому раз- 
личие дисперсий Do, , И Dox, в обоих случаях будет опре- 

деляться различием дисперсий Dy, и функций Koy, 6, (1. 

В соответствии с первым уравнением (2.216) установив- 
шееся значение дисперсии D,, может быть представлено 
в виде суммы 

Any Am, AV 
Ds, = Doe -- р, + D,. Dx, (7.242) 

слагаемые которой находятся из соотношений: 

А 
Бух” = | 

со 1+k oe jo ° do 
OD ian , | ° a, 

m J (a? +0") | (jo)? + ky jo (1 + hp) о 
Am 

Ds, Y= | 

ео | — jot 7.28% 
п о) | (jo)? + k,Jo+ (1 + &,) |’ 

DAY Dx 
6x 

со — ю— №1 (jay? ° do 
__ YPavn, | , 6% 

пы 0) | (Jo)? +b, jot (1 hy) 0)? 
Интегралы (7.243) можно вычислить совершенно анало- 

гично TOMY, как выше были вычислены интегралы (7.291). 
В результате получим 

Da". — Da, (k, +0) (1-2) o; + kia , 

ox х вой, [op (1 + А) +a (+ а] 
ОАт, — Г) 2 Br? 

6x A y ky [0g (1 + 2,) + B (2, + B)] (7.244) 

MV py у {Ri [© НА) У] 226 
Dy, °* = Day are , 

DX wok, [05 (1 + %)+ v(A, у) 

` 
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Формулы (7.244), (7.242) вместе с соотношением 

1 

определяют установившееся значение дисперсии Па. Если 

имеют место неравенства (7.240), то с учетом этих нера- 
венств получается следующее приближенное значение уста- 
новившейся дисперсии О, у; 

РН р Тор, Я (7245 x rath a + Amy Be AV ny re ( у ) De, — Dan 

Для вычисления дисперсии Дух, составляющей ох. пол- 
ной ошибки определения местоположения можно воспользо- 
ваться снова формулой (7.230). В эту формулу входят Ду, 
Do, и Kox, 6, (¢, ¢). Величина Dy, найдена выше, функция Do, 

имеет тот же вид, что и для автономной инерциальной си- 
стемы, T. е. задана равенствами (7.72). Так как речь идет 
о вычислении асимптотического значения дисперсии Дух,, TO 
вместо равенств (7.72) можно воспользоваться асимптотиче- 
ским выражением (7.231). Что касается функции Koz, 6, (0, 

то ее надо найти заново, ибо выражение (7.236), получен- 
ное для уравнений (7.215), несправедливо, очевидно, для 
уравнений (7.216). 

В соответствии с первым и четвертым уравнениями (7.216) 
имеем: 

Kox, a, (Е, t)= 

t 1 

=—1| | Ка, Am (1, т”) е-=@-т sinv (t—t)dt dt’, (7.246) 
‚^ту од 

где величины & и V заданы равенствами (7.233). Принимая 
во внимание выражение (7.99) для взаимной корреляционной 
функции Кл» 4, › Получаем далее: 

УТУ 
К вх, 6, ($, 0) = 

t t 

=P Dam, | sign(t—v’)e-BIt-t' |-€(¢-T) siny(t—t) dt dt’. 

об 
(7.247)
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Вычисляя значение входящего в правую часть интеграла, 
приходим к формуле: 

—^ Dam. i — В В _ 
Kox, 9, (Е, В) —= В А ‚| (e+ В)? v? + ЕВЕ е Be}. 

(¢ + В) sin vt -+ vcos vt] e~€+B)é — В 
Тег 

i CIES ( sin vf ~ cos vt) ee |. (7.248) 

По затухании переходных процессов 

гр Ату 

Kon 0 = CER LE (7.249) 

Чтобы закончить вычисление дисперсии [5х надо под- 
ставить выражения (7.242), (7.231), (7.249), (7.244) в равен- 
ство (7.230). Если учесть при этом неравенства (7.240), то 
получим приближенно, что 

21 p2 2b 2 4 
Кобо + №1 + Day fy (FG -- у) №560 

Dx Пух, = Da 
7” "x © 

r2 [1 + Dam, (+ -- 2+} +ИРь. (7-250) 

4 
60419 

При больших значениях #, когда величина дисперсии ДО», 
будет определяться слагаемым, содержащим множителем 
время, формула (7.250) перейдет в приближенную формулу 
(7.241). 

Обратимся теперь к системе уравнений (7.217). Как легко 
видеть, она отличается от системы (7.215) четвертым и по- 
следним уравнениями. Первые же уравнения в обоих случаях 
одинаковы. Поэтому дисперсия Г); ,, а значит, и дисперсия De, 

будут иметь здесь Te же значения, что и в случае уравнений 
(7.215). Они определятся формулами (7.219), (7.226), (7.228), 
(7.229), (7.229а). Следовательно, в случае уравнений (7.217) 
задача сводится к вычислению дисперсии Рф», ошибки дхо 
определения местоположения объекта.
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Согласно последнему равенству (7.217), 

1 Г? 2r 

Pon ры бы Ра Poy T TPR, MOH oy © 0. 
(7.251) 

Как уже говорилось, дисперсия О’, имеет здесь TO же 
значение, что и в случае уравнений (7.215). Легко находится 
также дисперсия Dg, . В самом деле, сравнивая пятые ypaB- 

нения систем (2.215) и (2.217), принимая во внимание соот- 
ношения (7.72), (7.218) и замечая, что инструментальные 
погрешности АУр, и Ат, не коррелированы, приходим 

к такому выражению для Dy: 

t, 1, _ 
Dy =D +2Dan [B+ Bee 6 —1)] 

Qk Г ly 
+Dav,,c lots у —1]. (7.252) 

Для больших значений ¢ величины е-В!, е-“! становятся 
малыми и имеет место `асимптотическая формула 

2 | Qk2 
В, = 2 T Fam, t— + T ay 

1 

y 78) DAV ny (=). (7.253) 

Осталось’ найти функцию Koy oy (2, р). В соответствии 

с первым и четвертым уравнениями (7.217) находим: 

ЕЕ 

Ка, = | | [eKam, (т, 39+ 
НК ли (9, т) 72-9 sin v(t — т) dv dt! + 

yoy 
ЕЁ 

| 

+75 | | ВК, © 
00 

PK ay AV py ("° тете sinw ¢ — 1) ал ат’. (7.254) 

Первый из интегралов, стоящих в правой части равен- 
ства (7.254), вычислен нами ранее. Его значение определено 
выражением, стоящим в правой части соотношения (7.235).
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Второй интеграл вычисляется аналогично. Для него полу- 
чается формула: 

Е ft 

Е , 
Я — — [Гели ¢e т’) — 

0 0 

J —_ —_ . — К дурь AV py (ТТ ee 79 эту (E — п) dt de! = 
_ № D 2k, ki — Re 

ry YD Verve ep yy 
ky + Roy k, — key 

Ея“ ety ey Хх 
xX [— (e + y) sin vt + vcos vt] ег tv)? 

__ а (A; + Rey) (—y) \ <. 
+ [( у (2-Е v2) + v[(e— y)2 4] ) sin ve 

+(- ря + Ве) cost | ee |. (7.255) 

При больших ¢ величина 4 асимптотически стремится 
К значению 

Ry 2k, Е, — key 
у == eae |- (7.256) 

Чтобы получить значение Ds,, для случая уравнений (7.217), 
надо теперь подставить в формулу (7.251) значение Дух, 
следующее из соотношений (7.219), (7.226), (7.228), (7.229), 
значение D5 , определенное равенством (7.253), и значение 

K 6x, By (¢, £), вытекающее из равенств (7.254), (7.235), (7.255). 

Если полагать выполненными неравенства (7.240), то в резуль- 
тате указанных подстановок получится следующая прибли- 
женная формула: 

223 1 p2 _ Dan, Влур, Е +2 ( 2k, —=)4 

OR, Root у wok Ro ооо у 
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Для достаточно большого значения времени ¢ работы систе- 
мы величина дисперсии Do,, будет, очевидно, определяться сла- 
гаемыми, содержащими множителем время. В этом случае 
приближенно 

Day r?Dm 
Doe, =2( Oe. mo) (7.258) 

” | в 
Сравнение формулы (7.258) с формулой (7.249) показы- 

вает, что вариант коррекции, соответствующий уравнениям 
ошибок (7.217), предпочтительнее вариантов, соответствующих 
уравнениям ошибок (7.215), (7.216) в том случае, когда 

Davo, < "Бат. (7.259) 

В противном случае более эффективными являются вариан- 
ты коррекции, соответствующие уравнениям (7.215), (7.216). 

Интересно сравнить дисперсии ошибок (7.240a), получен- 
ные из уравнений (7.215), с дисперсиями ошибок (7.245), 
(7.250), полученными из уравнений (7.216). Из сравнения 
первой формулы (7.240а) с формулой (7.245) видно, что 
дисперсии ошибок ориентации, вызванных случайными по- 
грешностями ньютонометров и допплеровского измерителя ско- 
рости, всегда больше в схеме, соответствующей уравнениям 
(7.216). Дисперсии ошибок ориентации, вызванных случай- 
ными инструментальными погрешностями гироскопов, на- 
оборот, всегда больше в схеме, соответствующей уравне- 
ниям (7.215). Поэтому та или иная из этих схем может 
оказаться предпочтительнее другой в зависимости от того, 
инструментальные погрешности каких элементов наиболее 
существенны. 

При выборе варианта коррекции необходимо учитывать 
не только дисперсии, но и математические ожидания случай- 
ных ошибок. Так, если математическое ожидание погреш- 
ности допплеровского измерителя существенно. то предпочти- 
тельнее может оказаться схема, соответствующая уравнениям 
(7.216), в правые части которых погрешность АУ р, входит 
лишь своими производными, несмотря на то, что дисперсии 

A AV ; ошибок Der Ps, D, °* здесь будут большими, чем в схеме, 
ly 

соответствующей уравнениям (7.215). 
Сравнение второй формулы (7.240а) с формулой (7.250) 

показывает, что влияние погрешностей ньютонометров и
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допплеровского измерителя на величины дисперсии /)5„, ошибок 
определения координат такое же, как и на величины дисперсий 
ошибок ориентации. Что касается погрешностей гироскопов, 
то здесь имеет место следующее. Слагаемые, пропорцио- 
нальные времени, одинаковы как в случае уравнений (7.215), 
так и в случае уравнений (7.216). Таким образом, если по- 
грешности гироскопов достаточно велики, а время работы 
системы большое, т. е. если погрешности (уходы) гироскопов 
являются определяющими, то схемы, соответствующие урав- 
нениям (7.215) и (7.216), оказываются равносильными с точки 
зрения величин дисперсий ошибок координат. 

Отметим, что высказанные выше сравнительные замечания 
сделаны по упрощенным формулам, которые предполагают 
выполнение неравенств (7.240). При невыполнении этих не- 
равенств надо сравнивать полученные выше точные формулы 
для дисперсий ошибок. При сравнении следует еще иметь 
в виду, что наряду с уменьшением установившихся ошибок 
целью допплеровской коррекции является введение в схему 
достаточно большого (эффективного) демпфирования. 

7.3.3. Одновременная коррекция от высотомера и 
астро-допплеровская коррекция. Присоединим к коррекции 
от высотомера и допплеровской еще и астрокоррекцию и 
рассмотрим их совместную работу при случайных погреш- 
ностях. 

Ограничимся при этом случаем линейной астрокоррекции. 
В системе уравнений (7.215) изменятся при добавлении астро- 
коррекции левые части четвертого и пятого из этих уравнений, 
а также правая часть первого уравнения [см. (6.66)]. Так как 
при этом уравнения для 9, и 9, будут идентичными друг другу, 

то здесь достаточно рассмотреть такую систему уравнений: 

bx +h dx-+(1 + k,) 026% = 

=(1 + А.) An,—r (Am,k0,) + 

+k; [AV ), — г (AmykO,)] — № AV py, м (7.260) 
O1y — 

6, + RO, — Amy, 

bx. = dx + гб...
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Вместо системы уравнений (7.216) получим соответственно 
следующие уравнения: 

bx + k, 6x (1-- ^,) of dx = 
k . . . 

— (1-Е ^) А-а Ane — 1 (Aimy — 29) — 

. р ve — hy Wpp— FAV pgs | 
0 

(7.261) 

6 0,=—, 

‘Oy + 20, = Amy, 
bx. = 6x -+1r0y. 

Наконец, вместо системы уравнений (7.217) получаются 

[см. уравнения (6.166) — (6.168)] уравнения: 

bx Е, bx (i+ Ry) wo? 6% — ЕВ, — rk, kd, = 

—=(1-+ №) An, —r Amy + 

+k, (AV p,—r Amy) — hy AV py, 

: bx k 
(1+ Be) By + ROy + Rp = Ат, + —2 АУр» {| (7.262) 

6,-+ 20, = Аж, 

6 
=, 9:. = 0. 

bx. = 6x +10). 

При А =0 уравнения (7.262) заменой переменных (6.169) 

сводятся к уравнениям (7.217), 
Рассмотрим уравнения (7.260). Вычислим установившиеся 

(по затухании переходных процессов) значения дисперсий 

De, Оз», Do,» Оз», ошибок 0, dx, 0,, дх.. При этом будем 
предполагать, что инструментальные погрешности An,, Amy, 
AV y, имеют спектральные плотности вида (7.220). 

36 В. Д. Андреев
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Из третьего уравнения (7.260) и второго равенства (7.218) 
имеем: 

De = BD amy | do 

Уп dbo) | joF ee 
(7.263) 

Воспользуемся для вычисления интеграла, стоящего в правой 
части, представлением (7.222). Здесь п==2, причем @ =1, 
a,=k-+ В, 42 =2В, бу =0, 6. =1. Согласно второму равен- 
ству (7.224), получаем поэтому: 

Dam y Do, ERED) (7.264) 

Как и ранее, 

1 
Do, == Ох. (7.265) 

Для вычисления установившегося значения дисперсии Ду, 
представим ее значение в виде 

D, = ре р р + DOM, (7.266) 
6x 

где справа стоит сумма дисперсий от независимых случайных 
инструментальных погрешностей An,, AVp,, Amy, образу- 

ющих правые части уравнений (7.260). Очевидно, что вели- 

ЧИНЫ Dore И Der ds будут иметь те же значения, что и 
2 2 

Any AVpx величины D. *, Оу, 2х, полученные ранее при рассмотрении 

системы уравнений (7.215). Эти последние величины опре- 
деляются формулами (7.226) и (7.229). 

Для отыскания слагаемого рту заметим, что если 

в правой части первого из уравнений (7.260) положить 

An — (), AV pn, = 0, 
x 

a разность Ат, — №9, заменить на 9, согласно третьему 
уравнению, то первое уравнение (7.260) примет вид 

6x-+ 6х - (1- ^,) 63 8х = — г (68,--^,0,). (7.267)
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Поэтому передаточную функцию 

. 6 
® (jo) =F, 

можно записать следующим образом: 
0 (jo-+ ky) 

® (jo) =— —— POO ‚ (7.268 
[(jo)” лю + (1 + hy) 05] (Jo +4) 20%) 

Здесь использовано равенство 

Oy 1 
Amy jak 

Теперь, замечая, что 

Dam 
Sam, (0) = "У oe (7.269) 

получаем в соответствии с формулой (7.48): 

A Dy) 

— PP amy [ — (jo)? — #№ 40 

ол | [(jo)?-+ 4, jo 05 (1+ 45)| 99-9 | B+ 0? ` 
(7.270) 

Для вычисления стоящего здесь интеграла воспользуемся, 
как обычно, представлением (7.222). В рассматриваемом 
случае п —=4, причем 

a= 1, ] 

и = ЕВА, 

= 03(1 +.) + kB+ А (k-+8), 
a, =k, kB + 05 (1 + &,) (ЕВ), 

а. = kpo?(1 {- №), | (7,271) 
Do = 0, 

b, —- 1, 

bo = — ki, 

63 — (0. ) 

36*
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Подставляя эти значения коэффициентов а;, В; в четвертую 
формулу (7.224) и производя очевидные упрощения, получаем: 

х [в (1 + №) (A +B) + RB+ 2, (ЕВ) Ж 

x {RB+ [B+ А, (ЕВ R,)] Е о (1 +)? + 

03 (1+ №) [2, (BE Ю-Р-}. (1.272) 

Формулы (7.266), (7.226), (7.229), (7.272) определяют 
установившееся значение дисперсии ДО», при произвольных 
параметрах коррекции. Если принять неравенства (7.240), 
а также принять во внимание, что обычно 

>, щУТ-РА, (7.273) 

то из указанных формул получается следующее приближен- 
ное выражение для дисперсии Г»: 

р р ko р г? р Е? +. Rae 

А ak, Amy ев | OVDe а 

(7.274) 

Перейдем к вычислению дисперсии ДП». Аналогично 
(7.266) представим ее значение в виде суммы 

В = Б-р. (7.275) 

Здесь величины первых двух слагаемых правой части равны 

соответственно величинам Dom, Dey Dx, входящим в сумму 
(7.266) и определенным формулами (7.226) и (7.229): 

Dats р bx ? 
AV Dx — Py4” Dx 

Dox, = Ds, °
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Для отыскания значения третьего слагаемого (7.275) при- 
ходим к равенству 

BD amy [ ео (1+ fy)" do 
| [(j0)?+-2, fo+(1+-49) 05] (70-2) |? (Во?) 

(7.276) 

которое получается совершенно аналогично равенству (7.270). 
Интеграл в соотношении (7.276) вычисляется по чет- 

вертой формуле (7.224). В рассматриваемом случае коэф- 
фициенты а; заданы первыми четырьмя равенствами (7.271), 
а коэффициенты 6, равны соответственно 

5 =0, 6, =0, &=0, 6 з==65(1-- №,}?. (7.277) 

Приняв это во внимание, получим 

ot 
X {2,05 (1 + #,) + (2 + В [RB ®, (Е А-В X 

х («а (А) [РА В] + 

+ RB LRB+ hy (ky -ЕВ. (9.278) 
Равенства (7.272), (7.226), (7.229), (7.278) определяют 

дисперсию Ду», ошибки OX, для произвольных величин коэф- 
фициентов коррекции. Если подчинить их значения тем же 
условиям, что были приняты при выводе приближенной фор- 

мулы (7.271), то из указанных равенств получается упрощен- 

ная формула 

Ro r о 

я Dan, оо ~ Amy | 72, kB р АУрх 

21 (023 
Ry - 60 

age оу 
‚ (7.279) 

Рассмотрим уравнения (7.261). Третье уравнение (7.261) 
совпадает с третьим уравнением (7.260). Значит, для диспер- 
сии De, остается в силе выражение (7.264). Заново не- 

обходимо вычислить, таким образом, лишь дисперсии 
Dox, De, И Dox,
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Представим дисперсию Дух в виде суммы: 

р, = Dot + Бы, Вх Dam, (7.280) 

Очевидно, как и ранее, 

1 
0%, , = О. 

Из сравнения уравнений (7.261) и (7.216) вытекает, что 

величины Dene, DoY Dx определены первым и третьим равен- 

ствами (7.244). Для Ds у получается выражение 

pity = 
"ВР amy | — jo 2 do 

md | [09 юм (-Ь)] 99-9 | Ре. 
(7.281) 

Чтобы вычислить интеграл в правой части этого равен- 
ства, представим его в форме (7.222). Для коэффициентов а; 
полинома й.(х) получаются те же значения, что и значе- 
ния (7.271); коэффициенты же J, равны: 

bob = 0, b= l, b,=0, b; = 0. (7.282) 

Подставив указанные значения коэффициентов a, и 6, 
в четвертую формулу (7.224), после упрощений приходим 
к выражению 

2 
pamy Г BD amy 

bx,” — В (RB) [og (1 +- №.) (2 + B)-+ 2, Rp x 

X {5 (1 ++ Pe)? + в (1-+-Fe) [Ry (Е Р-Н 2? + 7] + 

+ RB [AB + ky (Ay + 2+) } + (7.283) 
Если жесткость астрокоррекции конечна, HO достаточно 

велика [например, удовлетворяет условиям (7.273)], и спра- 
ведливы неравенства (7.240), то из формул (7.283) можно 
получить следующее приближенное соотношение: 

ПР amy Am, 

Dee? = FREB) (7.284)
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Теперь из равенства (7.280), первого и третьего равенств 
(7.244) с учетом условий (7.240) и из равенства (7.284) 
получаем приближенное значение 

2 
Кобо ++ ki г? 

22 

р р —. (7.285 о а + Amy РЕВ) —- АУрх о ( ) Dox — Dan, 

Сравнение формулы (7.274) с формулой (7.285) показы- 
вает, что при одних и тех же численных значениях входящих 
в них параметров коэффициенты при Dan, и Dayp, больше 

в формуле (7.285), а коэффициенты при Ват, одинаковы 

в обоих этих случаях. Таким образом, приближенные значе- 
ния дисперсий ошибок OX от инструментальных погрешностей 
HbIOTOHOMETPOB и допплеровского измерителя скорости в слу- 
чае варианта коррекции инерциальной системы, соответствую- 
щего уравнениям ошибок (7.261), больше, чем в случае, 
соответствующем уравнениям (7.260), а от погрешностей 
гироскопов — одинаковы в случаях уравнений ошибок (7.261) 
и (7.262). 

Вычислим дисперсию Оу», полной ошибки OX, определе- 
ния местоположения, получающуюся в силу уравнений (7.261). 
Имеем 

Dox, = Dene Бу, P* 4 Dye). (7.286) 
Здесь . 

ры; = Poe 7.287 
Dip 5х = Dev de, (7.287) 

причем Dene Dor x заданы первым и третьим равен- 

ствами (7.244), а 

r’BDy, 
Amy __ my 

Dyy, _ It 

| 4, jo + a5 (1 + &y) |? do 
7.288 

x J | [ (ya)? + вл + 05 (1 + №) Vio+ &) |? (6? + 0° (7-289) 

Для вычисления интеграла воспользуемся снова четвертой 
формулой (7.224). Как и ранее, значения коэффициентов a,
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определены в рассматриваемом случае первыми четырьмя 
равенствами (7.271), коэффициенты же 6, равны 

0—0, 1—0, b=—Rk;, 
b, = 64 (1, (7.289) 

В соответствии с этим получаем 

reDam 
Amy __ y 

В ЕВ * 
X (2198 (1 + 2)? + 02 (1 + 2) (R-+8) X 

Ж [B+ № (Ai + R +B) АВ (Ri + k+B)} X 
X {og (1 + 2)? + 03 (1 + &,) [A?+ B?-++ а, (R+8)] + 

+ AB [AB -+ ky (А-В. 

Формулы (7.286), (7.290) вместе с первой и третьей фор- 
мулами (7.244) определяют Dey, в случае уравнений (7.262) 
для произвольных значений коэффициентов коррекции А;, 
ko, К. Из них, в частности, получается такая аналогич- 
ная (7.279) упрощенная формула: 

21 22 2 2 
Roo -- №1 Da r?( wpe + 1) Da Ay 
61 ПУ АВ "Dx On 

Dox, = Dan, 

Сравнение этой формулы с формулой (7.279) показы- 
вает, что инструментальные погрешности ньютонометров и 
гироскопов могут дать большие дисперсии ошибки 0х. в слу- 
чае уравнений (7.261), а погрешности допплеровского изме- 
рителя скорости, наоборот, могут привести к большим 
дисперсиям ошибок в случае уравнений (7.260). 

Чтобы закончить решение поставленной в начале настоя- 
щего раздела задачи, осталось рассмотреть уравнения оши- 
бок (7.262). 

Заметим прежде всего, что третье уравнение (7.262) 
аналогично третьим уравнениям (7.260), (7.261), и здесь 
справедливы полученные ранее соотношения.
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Следовательно, надо рассмотреть лишь совокупность 
первого, второго, четвертого и шестого уравнений (7.262). 
Из них надо найти дисперсию De, ошибки 091, ориентации 

платформы инерциальной системы и дисперсию Дьх, ошибки OX, 
определения местоположения объекта. Мы будем предполагать, 
что коэффициенты А1, №, Е выбраны такими, что характе-- 
ристический определитель системы (7.262) имеет корни с отри- 
цательными вещественными частями, и для вычисления ди- 
сперсий De и Dex, воспользуемся поэтому формулой 

(7.48). 
Вычислим сначала дисперсию Do, , - Ее можно представить 

в виде суммы: 

— Ап АУр Ат Dg, = Dont Ба, 2 + Dy. (7.292) 

Входящие в эту сумму слагаемые определяются в соответ- 
ствии с первым, вторым и четвертым уравнениями (7.262) 
следующими соотношениями: 

Da" — OD rn, | (1 + Ro) jo+ |2 dw 

9, mr? А (jo) 02 +. @2 ’ 

Vay ro —Р. (10)? ; 
AVny __ Dx 2 (jo)? +k, jo+ kik do | 

Пу" ия J ^ Ja) | Fepar | (7-298) 

pity + ny | А Pda 
ay © J} Sa [а | 

где 

А (jo) = (fo? + (Ry + ®) (fo? + 

+ [aR (1+) + £4] о-в. (7.294) 

Интегралы (7.293) вычисляются с помощью представле- 
ния (7.222) и последнего равенства (7,224). Так, для первого
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из этих интегралов получаем значение: 

Ав, __ Ге, я = 

b 
а, 99 (— 4,44 4243) — Ap Agh, -- Aq 65 -- Е (A943 — @ 42) 

— х Q4 

г? Ay (aya + аа — а14оаз) 

(7.295) 
где 

ау =1, а = А Е-а, } 

a, = 0 (R, —- R)-+- RR + 05 (1 ao Ro), 

а) = о. 03 [© (1 + k,) + *], 

а, — 90, | (0.296) 

Do —- 0, 

> 6. —- 0, 

by —— (1-25), в. = 1. | 

Для вычисления второго интеграла (7.293) надо в правой 
части равенства (7.295) заменить aDan, Ha VDav py в коэф- 

фициентах а, определенных первыми четырьмя равен- 
ствами (7.296), заменить @ на у, а в качестве коэффициен- 
тов 0, взять величины 

bo==0, B= №, = — (2), | 
| STATA (79) 

6. = Rik . ) 

Наконец, для вычисления третьего интеграла (7.279) надо 
aD д 

в правой части соотношения (7.295) вместо величины 5 ns 

взять величину BDamy: в коэффициентах а; величину @ заме- 

нить на В, а вместо коэффициентов 6; подставить следующие 
их значения: 

0—0, B= 1, 6=—№, b3=0. — (7.298)
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Отыскание дисперсии Дь», можно провести совершенно 
аналогично отысканию дисперсии 0%, - Ее также можно пред- 

ставить в виде суммы: 

А AV A Dey, = Dye Бу вх + Бу. (7.299) 

Для вычисления каждого из слагаемых этой суммы можно 
снова воспользоваться формулой (7.295). Для вычисления 

Ап 
первого слагаемого Dy * следует опустить в правой части 

равенства (7.295) величину r?, а в качестве коэффициентов а; 
взять их значения из (7.296). Коэффициенты 0, надо заменить 
следующими значениями: 

bo = 0, b,=0, р. = — 1, b, = k?, (7.300) 

При вычислении второго слагаемого формулы (7.299) 
величина г? в правой части равенства (7.295) также опускается 
(полагается равной единице), а вместо величины aDan, берется 

величина VDav py В коэффициентах а, также @ заменяется 

на у, а коэффициенты 6; задаются следующим образом: 

6—0, В =0, 6, =— №, 6, = (А, НВ}. (7.301) 

Наконец, при вычислении третьего слагаемого формулы 
ар Ап 

(7.299) вместо величины —„_” в формулу (7.295) подстав- 

ляется величина Damyr*B, а в коэффициентах а, заменяется 

на В, а в качестве коэффициентов 6, берутся величины 

b6,=0, 6 =0, 60,=0, 6. =0. (7.302) 

Представляет интерес сравнение величин дисперсий Do, 

и Dox,, определяемых для случая уравнений (7.262) соотно- 
шениями (7.292), (7.299), с величинами дисперсий Do, Ds, 

в случае уравнений (7.260) и (7.261), точнее, сравнение 
зависимостей величин дисперсий ошибок от величин коэф- 
фициентов коррекции А, №, А. Однако прежде чем сравни-
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вать величины ошибок, надо сначала условиться о точке зре- 
ния, с которой это сравнение проводить. В самом деле, 
когда мы выше сравнивали между собой величины дисперсий 
ошибок в случае уравнений (7.260) и (7.261), то смысл 
этого сравнения был вполне однозначным, ибо однородные 
уравнения (7.260) и (7.261) полностью совпадают, и сравне- 
ние проводилось вследствие этого при одинаковых значениях 
коэффициентов коррекции. Однородные же уравнения (7.262) 
отличаются от однородных уравнений (7.260), (7.261), поэтому 
здесь нельзя ограничиться лишь сравнением установившихся 
значений дисперсий ошибок, но необходимо учитывать одно- 
временно изменение динамических свойств однородной си- 
стемы в зависимости от выбора величин коэффициентов кор- 
рекции. . 

Можно поступить, например, следующим образом. Обо- 
значим коэффициенты коррекции k,, №, Е в случае уравнений 

(7.262) через ki, Ro, В, чтобы отличать их от соответствую- 
щих коэффициентов уравнений (7.260), (7.261). Характери- 
стическое уравнение (6.171) системы (7.262) запишется тогда 
следующим образом: 

p+ (Ri + К”) p?+ [6% (1 + Re) + 1] р" = 0. 

Обозначим его корни через ру, Py, Ро. 

Характеристическое уравнение системы (7.260) или (7.261) 
распадается на два уравнения: 

р-р (1-- №) =0, p+k=0. 
Корни этих уравнений суть: 

A . ke 
Ры=— 5 =) (1) — т, 

рз==— Rk. 

/ / Выберем теперь коэффициенты коррекции №, №, Re 

в случае, соответствующем уравнениям ошибок (7.262), так, 
чтобы корни характеристического уравнения (7.289) имели бы 

значения:
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Этого можно достичь, если взять 

kl = AL (14 fy), 

При таком выборе коэффициентов А’, ki, А, наименьшее 

затухание в системах (7.260)-— (7.262) будет одинаковым, 
и с точки зрения демпфирования их можно считать до не- 
которой степени равносильными *). Поэтому сравнение 
величин дисперсий ошибок становится теперь вполне право- 
мерным. 

$ 7.4. Динамика фазовой схемы астрокоррекции 
при воздействии случайных помех 

В § 6.4 была рассмотрена работа фазовой схемы астро- 
коррекции вблизи положения равновесия. Задача была сведена 
к исследованию системы линейных уравнений (6.139) с пере- 
менными коэффициентами, которые при условиях (6.142) за- 
меной переменных (6.141) приводятся к системе (6.145) 
линейных уравнений с постоянными коэффициентами. Условия 
устойчивости этой системы уравнений получены в виде не- 
равенств (6.148). 

В уравнениях (6.145) через f, обозначен сигнал помехи. 
Помехи могут быть как детерминированными (например, рас- 
сеянная атмосферой солнечная радиация), так и случайными 

функциями времени. Ввиду слабости световых потоков звезд, 
попадающих на фоточувствительные элементы схем астро- 
коррекции при малом диаметре объектива телескопа, эти 
схемы работают при высоком уровне случайных помех, зна- 
чительно превышающем уровень полезного сигнала. При этом 
основную долю помех составляют шумы фоточувствительного 

*) Разумеется, считать схемы вполне равносильными нельзя, 
хотя бы из-за различия третьих корней характеристических урав- 
нений.
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элемента. Указанное обстоятельство весьма существенно, и 
параметры схемы астрокоррекции нельзя выбрать без его учета. 

Рассмотрим уравнения (6.145), описывающие работу схемы 
астрокоррекции, оставив из правых частей лишь функцию 
помех о (Г). Будем считать, что это стационарная центриро- 
ванная случайная функция времени, характеризующая дельта- 
коррелированный процесс (белый шум). Пусть ее корреля- 
ционная функция имеет вид: 

К, (т, т’) = 2л50 (т — т’), (7.303) 

где $0 — постоянная спектральная плотность. 
В целях упрощения дальнейшего рассмотрения возьмем 

а=5, У=0. (7.304) 

Тогда система уравнений (6.145) запишется следующим 
образом: 

й — pE, (a+ fo), 

D? D 

a—wob=0, 

b+ ша — ВУ =0. 

| (7.305) 

J 

Характеристический определитель (6.146) системы при вы- 
полнении равенств (7.304) примет вид: 

A (р) = p*+ 2Cop* + 202 р? + 2603р + 03 (@ — 2n), (7.306) 

где 

Ей, (7.307) 

а условия устойчивости (6.148) сведутся к неравенствам 

to >0, wo—2n>0. (7.308) 

Вычислим установившиеся значения дисперсий D, и 
D, переменных а и 6. В соответствии с формулой (7.48),
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уравнениями (7.305) и равенством © /, (6) = 50 имеем: 

со ] 

215003 

Pa= ) TaGRyF 
xo (7.309) 

__ 02| __ 725 | О, =] 21.50% | KG dQ, 

где A(jQ)— значение xapaKTepucTuyecKoro определителя 
(7.306) при p= /Q. 

Для вычисления интегралов (7.309) представим их в форме 
(7.222), после чего применим четвертую формулу (7.224). 
Для первого интеграла (7.309) 

Q=1, a,—=200, 4=20?, 20: =26%3, 

a, = 63 (@ — 2n), (7.310) 
by —=0, 61 =0, 2—0, 6. = 21505, 

для второго интеграла коэффициенты а; сохраняют, очевидно, 
те же значения, а коэффициенты 6, равны: 

bj = 0, b, = VU, ро == —- 4125024, bz = 0. (7.311) 

В соответствии с этими значениями коэффициентов, для 
установившихся значений дисперсий D, и О, получаются сле- 
дующие выражения: 

р, = И, ре". (7.312) 

Переменными исходной системы уравнений (6.139), из ко- 
торой получены рассматриваемые уравнения (7.305), были 
He au b, a 0, и Oy. Однако нас интересует прежде всего 
величина о расстояния от центра поля зрения телескопа до 
изображения звезды. Именно величина о характеризует угло- 
вую ошибку коррекции. Так как 

= 07+ 9, = a? + &, (7.313) 

то дисперсии (7.312) вполне определяют среднеквадратичную 

погрешность р. 
Выражения (7.312) для дисперсий D, и D, отклонений a 

иб при {Е —со легко истолковать.
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Величина D, не зависит от @ совсем, величина 0), зависит 
слабо, а при малых п практически не зависит. Это обстоя- 
тельство объясняется TEM, что спектральная плотность $0 функ- 
ции о (Г) постоянна. Далее, при n=O дисперсии D,=D,= 
В этом случае схема становится разомкнутой и функция по- 
мехи fo не приводит к отклонениям по координатам а и 06. 
При 6=0 или ®==2п нарушаются условия устойчивости 
(7.308) и дисперсии отклонений а и 6 возрастают со време- 
нем беспредельно. Увеличение & ведет к уменьшению диспер- 
сий. Это также легко понять, если принять во внимание, что 
величина 1/C характеризует эффективную полосу пропускания 
резонансного фильтра. Уменьшение полосы пропускания в слу- 
чае белого шума ведет, естественно, к уменьшению D, и D,. 

Из выражений (7.312) вытекает, что для уменьшения влия- 
ния случайных помех надо увеличивать б и уменьшать п. 
Однако минимизация влияния случайных помех — не един- 
ственное требование к системе коррекции. Вторым важным 
требованием является увеличение скорости приведения изо- 
бражения звезды в центр поля зрения телескопа из некоторого 
начального положения 40, 65 и увеличение скорости затуха- 
ния переходного процесса в системе, а значит, в конечном 
счете выбор величин корней характеристического уравнения. 

Обратимся к характеристическому уравнению A(p) = 0. 
Это уравнение четвертого порядка. Как известно, корни урав- 
нения четвертого порядка 

p* + ap? + а›р* + азр + аа =0 (7.314) 

совпадают с корнями двух квадратных уравнений 

A — x2 EEE ety 4 oe = 0, (7.315) 

где 

A, = + У8у- а? — 4a, (7.316) 

а у— какой-либо действительный корень кубического урав- 
нения 

83 — 44, У? (2а.а. — 8a,) y+ a, (4a, — a) —0. (7.317) 

В рассматриваемом случае удается найти достаточно точ- 
ное и простое приближенное выражение для действительного 
корня уравнения (7.317), а затем найти и корни уравнений
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(7.315) для интересующих нас диапазонов изменения коэффи- 
циентов характеристического уравнения (7.314). 

Подставив в уравнение (7.317) значения коэффициентов 
в соответствии с равенствами (7.306), (7.307), получаем вспо- 
могательное кубическое уравнение в виде 

уз — wy? + wo! [а y+ 

+01 —v—4e—]=0. (7.318) 

Найдем ero решение при значениях n/m и 6, малых по 
сравнению с единицей. Для этого заметим, что при 6 = =0 
левая часть уравнения (7.318) раскладывается на множители, 
и уравнение принимает вид: 

(y — w*)? (y+ ©?) = 0. (7.319) 

Возьмем в качестве первого приближения решения ypaB- 
нения (7.318) корень 

y= — 62 (7.320) 

уравнения (7.319). Заметим, что хотя корни Yo з = ®? также 
действительны, брать их в качестве первого приближения 
невыгодно, так как здесь придется иметь дело с кратным 
корнем, что, как известно, резко усложняет применение при- 
ближенных методов дальнейшего уточнения корней. Взяв же 
в качестве первого приближения корень (7.320) и применив 
метод Ньютона, сразу находим следующее приближение в виде 

у= — o?+ on. (7.321) 

Теперь из соотношения (7.316) получаем 

А1,2 = 1 7 (4% — п), (7.322) 

и решение квадратных уравнений (7.315) дает следующие 
четыре корня характеристического уравнения (7.314) си- 
стемы (7.305): 

© . on 
риа — № +101 F ). (7.828) 

Эти выражения для корней дают, как нетрудно убедиться, 
удовлетворительную точность по крайней мере при п < 0/4, 

< 0,1-:- 0,5. 

37 В. Д. Андреев
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Вещественные части всех корней (7.323) отрицательны 
и равны — 0/2. Величина — 50/2 вещественных частей кор- 

ней определяет в конечном счете время приведения звезды 
в центр поля зрения телескопа. Сопоставление выражений 
(7.323) для корней с выражениями (7.312) для дисперсий D, 
и 0, показывает, что увеличение C одновременно уменьшает 
и ошибки от случайных помех и время приведения изобра- 
жения звезды к центру поля зрения. Однако эта одновремен- 
ность имеет место лишь при малых б. 

При произвольных 6 и ограниченных п кубическое урав- 
нение (7.318) имеет корень 

G? (n — 20) — 4n |. (7.324) СЕТЕ 
Этот корень при малых п и C переходит, как легко видеть, 

в значение (7.321). 
Подстановка значения (7.324) корня вспомогательного 

кубического уравнения в формулу (7.316) дает следующие 
выражения для Ay, 9: 

Аз 2 У @-- 8 — 64) — Ino G+ 42 — 16). 
— 4+ 

(7.325) 
Для достаточно больших С отсюда получается 

Аз = (20 —+), (7.326) 

после чего вспомогательные квадратные уравнения принимают 
такой вид: 

x? 2юх +o? — по =0, 

хех? =0. 

Решив их, найдем следующие значения корней характе- 
ристического уравнения рассматриваемой системы: 

| (7.327) 

o—2n 
Py a) a р. = — 2a, 

р f (7.328) 
P3, 4 — — ра = jo. 

При больших ¢ выражения (7.328) для корней сохраняют 
точность при значениях п, вплоть до имеющих тот же поря- 

док величины, что и O.
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При возрастании С корень ро, оставаясь отрицательным, 
становится по величине сколь угодно большим. Это говорит 
о возможности понижения порядка системы, что соответствует 
замене резонансного фильтра апериодическим. 

Как видно из равенств (7.328), при больших 6 веществен- 

ные части корней р: 34 убывают по величине с ростом С. 
Увеличение же п, увеличивая модули вещественных корней Pz, 4, 

ведет к уменьшению модуля вещественной части корня ру. 
При @=2n этот корень обращается в нуль. В этом случае: 
нарушается второе условие устойчивости (7.308). К тому же 
увеличение п ведет к увеличению ошибок от случайных помех. 

Таким образом, если при малых значениях 6 увеличение 6. 
вело к одновременному уменьшению влияния помех и времени 
приведения системы к положению равновесия, то, начиная 
с некоторого значения, дальнейшее увеличение C, уменьшая 
ошибки от случайных помех, увеличивает время приведения. 

Компромиссное разрешение указанного противоречия и оты- 
скание здесь надлежащего оптимума составляет одну из основ- 
ных задач анализа динамики схемы астрокоррекции. Следует 
отметить, что такого же рода задача возникает и в случае 
любой другой схемы углового сопровождения, например ра-- 
диолокационной. 

37*



Приложение | 

Рассеянная атмосферой солнечная радиация 
как пример детерминированных помех 
в фазовой схеме астрокоррекции *) 

Наряду с полезным световым потоком звезды обтюратор 
фазовой схемы индикации пропускает на фоточувствительный 
элемент поток фона, мощность которого может во много раз 
превышать мощность светового потока звезды. Если бы 
в пределах телесного угла поля зрения телескопа поток фона 
был PaBHOMepeH, то сигнал от него был бы задержан резо- 
нансным фильтром (см. блок-схему, приведенную на рис. 6.7). 
Однако поток фона, как правило, неравномерен, неравно- 
мерность его модулируется обтюратором и пропускается 
фильтром. Если величина сигнала модуляции фона сравнима 
с величиной полезного сигнала, то это может исказить ра- 
боту системы или даже сделать систему неработоспособной. 

Модуляция фона — одна из наиболее существенных осо- 
бенностей работы систем индикации, так как именно она 
является одной из основных причин, ограничивающих вели- 
чину поля зрения системы, т. е. величину | 0|, при которой 
возможна астрокоррекция. 

Наряду с уменьшением поля зрения величина сигнала мо- 
дуляции фона может быть снижена необходимым усложне- 
нием рисунка обтюратора. Развитием полудискового обтюра- 
тора, описанного в § 6.4, могут быть, например **): щелевой 
обтюратор (рис. П.1, a), равномерная решетка (рис. II. 1,6), 
полудиск-решетка (рис. П. 1, в), решетка с «двойным шагом», 
т. е. решетка, состоящая из половин двух равномерных ре- 
шеток с разным шагом (рис. IT. 1, 2). 

Однако усложнение решетки приводит к ослаблению по- 
лезного сигнала, к необходимости работы с несколькими 
гармониками частоты вращения обтюратора, т. е. к услож- 

*) Андреев В. JL, Прохождение полезного сигнала и си- 
гнала фона через радиально-щелевые обтюраторы систем индикации 
светящихся объектов. Изв. АН СССР, Техническая кибернетика, 
№ 3, 1963. К определению оптимальных параметров систем инди- 
кации светящихся объектов, там же, № 4, 1963. 

**) Aroyan С. F., Technical Spatial Filtering, Proceedings of 
the IRE, No 9, 1959.
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нению канала обработки сигнала, снимаемого с фоточувстви- 
тельного элемента, а в некоторых случаях (например, в случае 
равномерной решетки) ведет к необходимости сканирования. 
Поэтому теоретический анализ зависимости величин амплитуды 
полезного сигнала и сигнала модуляции фона на рабочих 
частотах системы индикации от параметров решетки и вели- 
чины поля зрения представляется необходимым, тем более, 
что прямые эксперименты в этой области достаточно тонки 
и сложны, а результаты их обработки не всегда достоверны. 

a) 

G) 

Рис. IT.1. 

В качестве примера детерминированного фона ниже будет 
рассмотрена рассеянная атмосферой солнечная радиация. Эта 
радиация является существенной помехой для фазовой системы 

при наблюдении звезды днем в пределах земной атмосферы. 
В то же время этот пример достаточно характерен. Способ 
его рассмотрения и ряд результатов могут быть без труда 
перенесены на случай других детерминированных помех, 
в том числе и тех, которые являются следствием неидеаль- 
ности оптики телескопа. Остановимся прежде всего на опи- 
сании прохождения полезного сигнала и сигнала фона через 
радиально-щелевые обтюраторы фазовых систем индикации. 

38 В. Д. Андреев
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Полный световой поток, как уже говорилось, складывается 
из потока от индицируемой звезды и потока фона. Если 
предполагать звезду точечным источником, а оптику теле- 
скопа идеальной, то полезный световой поток Ру, проходящий 
на фоточувствительный элемент через вращающийся с угло- 

вой скоростью ® обтюратор типа изображенных на рис. II. 1, 
25 

является периодической функцией времени с периодом Г < 7" 

2 
На интервале времени 0 < [<-> он может быть представлен 

P= у Ё (2) — 4 (“)]. (I. 1) 
J 

Здесь р — коэффициент пропорциональности, определяемый 
яркостью звезды, п — число прозрачных клиньев щелевого 
обтюратора, т; и т,,1— углы, соответствующие началу и 

концу /-го светлого клина, а функция 1 (т,;/@) равна: 
г 

в виде 

0 < Ч при ~~ 9 

(4) ° и (I. 2) 
© Tj ° 

| при >. 
“. 

Для определения рабочих частот следует разложить функ- 
цию Ру( в ряд Фурье. 

Перейдем к потоку фона. Пусть яркость фона 

B=B(r, т), (I. 3) 

где ги т— полярные координаты произвольного направле- 
ния в телесном угле поля зрения, причем г отсчитывается 
от оси поля зрения телескопа, а начало отсчета угла * мо- 
жет быть выбрано с учетом вида функции В. 

Тогда поток фона через обтюратор равен: 

=) | [ В (г, х гагат. (I. 4) 

jJ=0 OL+T 0 

В пределах поля зрения яркость фона В является перио- 
дической по т функцией с периодем 2л. Следовательно, пе- 

риодической функцией по Г с периодом, равным или мень-
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шим 2л/ю, является и функция Р, (№. Поэтому определение 
величин амплитуд сигнала модуляции фона сводится при за- 
данном B(r, tT) к вычислению коэффициентов разложения 

функции P,(t) в ряд Фурье в интервале (0, =), соответ- 

ствующих рабочим частотам, т. е. частотам разложения в ряд 
Фурье полезного сигнала Ру(Ю. Выражение соответствующих 
коэффициентов Фурье функции P, (Ё) через параметры обтю- 
ратора и величину угла поля зрения даст как раз интере- 
сующие нас зависимости. 

Следует отметить, что в большинстве случаев функция В 
непосредственно в переменных г, т не задана. 

Наиболее интересен случай, когда яркость фона В опре- 
делена как функция углов 2 и @, образованных направле- 
нием визирования с двумя фиксированными направлениями. 
При наблюдении звезды, когда фоном является рассеянная 
атмосферой солнечная радиация, 2 и ф — углы между напра- 
влением на звезду и направлениями в зенит и на Солнце. 

Определим ряды Фурье 

0 со 

Ру (В = 2 —- У (в cos kat + bi sin kot) (I. 5) 
k=1 

полезного сигнала, пропускаемого различными обтюраторами. 
Для вычисления коэффициентов рядов (1.5) воспользуемся 
формулами (6.111), в которые подставим вместо р, функ- 
цию Ру, заданную равенствами (1.1) и (I. 2). 

Для щелевого обтюратора сразу получаем: 

a= —_., ao = sin Ат, = (1 —cos kt), (I. 6) 

где ту — угловой размер щели. 

Для полудиска ту =, и поэтому 

— — 2p 
=, а, =0, do, =0, 1 = Ogata’ (1. 7) 

Для равномерной решетки с четным п 

по, л 
T= а TH (27-Е |, (I. 8) 

38*
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и вследствие этого 

a= р, 

op м Ё k о — 4P У AM Sin 2 a, = тд cos (47 1) т SIN 

j=0 
n—-l 

0 2р \. Ел 
p= SY) sin (47 + 1) 5 sin. 

j=0 
Ввиду четности п имеют место равенства: 

n—-1 

Yi sin (47+ 1) 5” sin oa = 

j=0 

5-1 
Е 

= У зиму sin + 
j=0 

+71 
ЕП 

+ у sin [ant (47 05 р Se | sin on 

n—-l bn 

У cos (47+ ат = 
j=0 

n 

a Е Е 
= У cos (47 1) = sin + 

j=0 

5-1 
. Е Rk 

—|- У, cos Jen + (47+ 1) | sin. 

j=0 

Поэтому при четном А = 24: 

2 ра Е Е 
45, = ал cos (4/-+ 1) од SINE 

1=0 

2 2 k л 
bg д У, sin (47 1) $= sin эт. 

1-0 | 

| (I. 9) 

+ (1.10) 

LAD 
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При нечетном Е = 2q--1: 

Q2q+1 = Doq41 = 0. (I. 12) 

Аналогичным образом для полудиска-решетки получаем: 

as, 

5-1 

0 <P kn 
а, = > cos (4 +1) == sin mm | (I. 13) 

a, 2 
о __ 2p kn _, Ёп = р gy sin gy | 

= 

п 
И, наконец, для решетки с двойным шагом (= И =| 

имеем. 

—=1 
2 В 

а — 2Р. У, cos (4+ 1) 2 sin omy 

j=0 

a7} 

kw kx 
cos}kn-+- (47+ 1) sin =— |, 

+ у ( a | 2m | (I. 14) 

n 
—-1 
2 

2 . . kt . ku 
ре = Р. У, $1 (47 05: т -Н 

j=0 
7-1 

+ У sin [ent as + 9 sin 
jr 



286 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Дальнейшие упрощения основываются на соотношениях *) 

n 
——1 

` kw kw sin? sin | 
У, cos(4j + 1) 5 Ш > = 5 Вл ’ 

j=0 COS > 

x7! 
- (1.15 

У sin (47+ 1) se sin SS = (I. 15) 
j=0 

] bat ] sin ba sin 

= —| $11 — = 
2 2 2 ko 

cos —— 
2n ] 

При нечетном Е =24 1 отсюда следует, что 

а | 
. 2g+l1l)n . (2g+1)2 

У! cos (47+ 1) 4 + sin { +) — 

1=0 

_—_ 1, (¢+1)a 

п 
—— |] 
2 

У sin(47 +) cats sin Care 5. 
120 

При четном А =24 выражения (1. 15) обращаются в нуль 
при всех 4, кроме тех, которые имеют вид; 

а=5 (28 +1. (I. 17) 

При этих же значениях 4 выражения (I. 15) обращаются 

‚ раскрытие 

o
l
o
’
S
 

в неопределенности вида которых дает 

*) Рыжик И. М., Градштейн И. С., Габлицы интегралов, 
сумм, рядов и произведений, Гостехиздат, 1951.
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соотношения 

п 

5-1! 
У cos (47-4 1) nese sin pestis — 0, 

(I. 18) 

У, sin (47 1) РОЯ sj . РОЯ т. 

1=0 

На основании равенств (1. 16) и (1.18) из соотношений 
(I. 9) — (1. 11), (1.13), @. 14) получаем соответственно: 

41 тт Г. 19) (1. 

Ри (2541) = п Onc) ’ 

0 we р п (2q +1) 
92941 бар в mm? 

0 Р 
6541 = mt (2g +1) ’ (I. 20) 

0 — 0 _— Р . 
a= 0, On (2541) = л (2s-+-1) ’ 

о —_ р л (294--1) л (2¢ +1) 
батя + 1) tg mn 8 т |: | 

(I. 21) 
Bo sat) = =e n(2s+1) п (2s + 1) , 

Om (542) = =H т (2s+1)"~ “3, (2s + 1) ° 

Выпишем теперь разложения в ряды Фурье функций Pp: 
для щелевого обтюратора 

pi = 224 2 py (=? cos hot бое *sin kot); (1. 22) 
ke
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для полудиска 

м 1 = ---Р У, gar sin@gt её 4.23) 

для равномерной решетки 

м т Da ata Ут” (09+ Dot (I. 24) 
q= 

для полудиска-решетки 

м 1 о 
Рая Voge |e Е cs 9-0 + 

q=0 

-+-sin(2g+ 1) ot+ sinn (29-0 ot]; (I. 25) 

наконец, для двойной решетки 

©) Py Р\ 1 ая 
Ра Ут On 

q= 

в Я | cos (2q¢+ 1) of sin п (29 1) of + 

4 sin m(2q + 1 ot}. (1. 26) 

Рабочими частотами могут быть все частоты, содержа- 
щиеся в спектре пропускаемого обтюратором полезного сиг- 
нала. 

Предпочтительнее, естественно, обрабатывать те из них, 
которые, во-первых, несут относительно большую часть об- 
щей энергии полезного сигнала, воспринимаемого фоточувст- 
вительным элементом, и, во-вторых, относительно велики по 
сравнению с амплитудами сигналов модуляции фона на этих 
частотах. 

Найдем амплитуды сигналов модуляции фона на рабочих 
частотах. Как уже было отмечено выше, они определяются 
соответствующими коэффициентами разложения функции Р, () 

в ряд Фурье на отрезке (0, =).
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Вычисление этих коэффициентов удобно провести, пред- 
ставив функцию яркости В (г, т), периодическую по т с пе- 
риодом 2л, рядом Фурье: 

— — 3 + у (a, соз Ел + бьзш Ат). (I. 27) 

Из соотношений (1. 4) и (1.27) имеем: 

1+1 Г 12 со 

Pi (Ё) = У, [ | —- У (a, cos kt +b, sin ы atv, 

]=0 OE+T, kel 

(Г. 28) 

где 
fo 25 ) 

а, (го) = — | | В (Г, t)rcosktdr ат, 

°° 4.29 
To 2 

b, (го) = == | [во t)sinkt dr at. 

Произведя в правых частях равенств (1.29) интегрирова- 
ние по т, получаем для щелевого обтюратора: 

Ayton [1 — — 
or У [a, (cos kt) — 1) 5, sin kt] sin Rot + 

Rea] 

PO — 

-|- ы [a, sin Rt) — 6» (cos Rt) — 1)] cos hoot |. (I. 30) 

Отсюда при Ту=л (т. е. для полудискового обтюратора) 
следует, что 

aire — 2a 
p? — 7 о +» | — рт т (24а-- 1) otf + 

9—1 

+ Hitt cos(2q-+ Dot}. (4.31
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Для равномерной и полудисковой решеток соответственно 

кл 
алг? ка SiN | ее 471 пл 

Pi?) — У, ; a a, Усов [ве + ЕТ) 4 

kel _ j= 

п-1 4 1 
— , п 

+5, sink (Е + it ы (I. 32) 
j=0 

[4 5-1 
— 2 co =2sin —— 2 

4 Aytro | 2n |= 47-1 ax Pm eh SM, Yaseen + ELS) 
kw] j=0 

—-1 

+5 У sin k(ot + HE" =) ‚ (1.33) 
j=0 

Аналогично для двойной решетки 

али? к рат 5 3-1 4jtin rn |— 
PP= У, ; а, У, cos (ое + 5 =) 

kel - j=0 

+7! | Ел 2 2 sin —— 
ух 47-1 п 2т +5, У, sin k (wt + 5 =)|+ — x 

1=0 

a 4 1 — - It 

x he У сов (m+ ot + E> =) 4 
1=0 

т 

5—1 

+5, У чае (пой + =) |. 0.39 
j=0 - 
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С помощью равенств (I. 10) — (1. 12) выражение (1. 32) для 

Р® может быть представлено также следующим образом: 
Г п 

— со a ЧП э-1 
9 Aor 2 | 

P} =—y-+ У 7 Ay У cos2q Ж 

4=1 - j=0 

x (we + “EE =) +b, У sin 24 (wt + a) . 

1=0 
(1.35) 

Формулы (1.33) — (1.35), используя соотношения (I. 15), 
(1.16), (1.18), легко преобразовать к такому виду: 

: aro 
Р® — вто | 2 ЕТ [Bn са+1) COS 2 (24 + 1) of — 

q=0 

Чл (2941) Sinn (2g + 1) wt |; (I. 36) 

aoura — (2g +1) x — 
Р® — + Yon Iq 41 {lion tg on —- И x 

2 1 | x оз 08 + [Bays ЕО ах 
X sin (2g + 1) ot + 6, (941) CoS 2 (24 + 1) of — 

— @y (2g41 Sinn (29 + ath, (I. 37) 

(2¢-+-1)% 
ОИ Уз — ta Q2g+1 | on — 

ig 4 crt) * cos (24 + 1) at + boy 41 Ё earn 

te Crt’) * | sin (2g + 1) ot +5, ол) 608 (29 + 1) of + 

+ Bn (2941) cosm(2¢g-+ 1)ot —a, (2q41) Sin n(2q +1) at — 

— Am (2941) Sin m (2g + 1) в (I. 38) 

Выше определены для нескольких характерных радиально- 
щелевых обтюраторов разложения в ряд Фурье полезного 

5 РР = 
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сигнала 
0 со 

а 

РУ) (#) = > + У, (ap cos kat +- b, sin kot) 
k=1 

и сигнала модуляции фона 

pl (Е) = 2 +. У (ap cos kat + Dz sin kat). (I. 39) 
k=l 

Найдем теперь отношение амплитуд полезного сигнала и 
фона на рабочих частотах, т. е. отношение 

_ У (© 
У (az)? + (62)? 

Из выражений (1.22) — (1.26) и (1.30) — (1. 38) можно 
усмотреть, что для рассмотренных выше радиально-щелевых 
обтюраторов 

Mp (I. 40) 

лу «A, 

где P—APKOCTh индицируемой звезды, a a, и 6, связаны 
с коэффициентами а», D, разложения яркости фона В (г, т) 
в ряд Фурье следующим образом: 

Op (Го) = | а» (г) г аг, 

и (I. 42) 
b, (Го) = | р, (г) гаг. 

0 

Докажем теперь, что соотношение (1.41) справедливо для 
произвольного радиально-щелевого обтюратора. 

Из формул (1.1) и (1.2) следует, что 
п-1 

P : . n= У, (sin kt ,,,— sin Ат), 
j=0 

ot F (1, 48) 

b= — i. У, (cos Rt ;,, — cos АТ), 

j=0 
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а из формулы (1.28) получаем: 

_ п 

a, = = У (sin kt ,,,—sin kt ,)— 
j=0 

— П-1 

_ Pk cos kt,,, — cos kt Г. ( 1+1 i 
1=0 р (I. 44) 

а b, == У, (cos КТ, — cos kt ,) + 
j=0 

$ п-1 

+ У сшита — п Ат). 
1=0 

Легко видеть, что 

— = п-1 2 
a,+b 

ay +b,’ =—— У (sinkt;,, —sin Ат,) | -- 

1=0 

n—-l 2 

-- У, (Cos Ат; +1 — cos kt) . (I. 45) 
j=0 

Из соотношений (1.43) и (1.45) теперь немедленно сле- 
дует справедливость равенства (1.41) для любого радиально- 
щелевого обтюратора рассматриваемого класса. 

Легко убедиться, что высказанное утверждение несправед- 
ливо для щелевых обтюраторов, в которых линиями раздела 
прозрачных и непрозрачных участков являются не прямые, 
а произвольные кривые, соединяющие центр диска обтюра- 
тора с его границей, т.е. когда 

т;= т, (г) (I. 46) 

(во всяком случае, при произвольном характере фона и 
произвольном отстоянии светящегося объекта от центра), ибо



594 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

для таких обтюраторов 

— | 

-+ f [sin Rt 41 (г) — sin Ат, (7)] a, (7) г dr — 

j=0 0 
n—1 0 

—= . | [cos kt,,,(r)—cos kt, (г)] 0, (Г) rar, 

a | (1.47) 
ре = ; | [cos Ат, 1 (Г)—с0$ Ат, (г)] а (Г) rar + 

bod 

] п-1 0 

TE > | [sin Ат, 4.1 (7)—sin kt, (Г), (г) г dr. 
j= 

В частности, для произвольного «скрученного» обтюра- 
тора, когда 

т; (г) = т, На (г), (I. 48) 

где т,— угол «нескрученной» радиально-шелевой решетки, 

имеем: 
п-!1 2 

2 (ав + (6, = | 1» (sin kt,,, — sin | -- 

| ]=0 

п- 2\ To 

+ by (cos kt;4, — Cos „> | | (a, cos Ка, +- 
\ Lo j=0 

2\ 2 To 

+ 5b, sin ka)r | + || (6, cos Ра —a, Sin kara | (I. 49) 

0 

Но так как, согласно неравенству Буняковского, 

Го 2 To 

| (a, cos Ка bd, sin ka) г | + | (b, cos ka— 

0 0 
Го 2 To 

— a,sinka)r | < | r?dr | (ai —- bi) dr, (1.50) 

0 0
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то в этом случае 

"7 5 : 1. 51 r . 
и | (az, + 5») dr ( ) 

0 

Следует отметить, что- в обтюраторах с пограничными 
линиями т, =—т,(г) координаты т иг индицируемого объекта 

не будут разделяться так просто, как в радиально-щелевых 
обтюраторах, где координата т определяется без определе- 
НИЯ Г. 

Рассмотрим случай, когда фоном является рассеянная 
атмосферой солнечная радиация. 

Тогда яркость фона *) 

В —=В (2, ф) = Ау, (2) у ($), (I. 51a) 

где А — некоторая постоянная, 2 — угол между направле- 
ниями на звезду и в зенит, ф — угол между направлениями 
на звезду и на Солнце. 

Функция у, (2) определяет 
влияние массы столба атмо- 
сферы в направлении визирова- 
ния, У (ф) — директриса рас- 
сеяния, характеризующая рас- 
сеяние солнечной радиации эле- 
ментарной массой атмосферы. 

Для получения использован - 
ного в предыдущих парагра- 
фах разложения функции В 
в ряд Фурье по т необходимо 
определить эту функцию в ко- Рис. П.2. 
ординатах г и т. 

Введем систему координат O,&no (рис. П.2), поместив 
начало ее в центр Земли и направив ось 6 в зенит, т. е. по 
направлению, соединяющему центр Земли O, с точкой теку- 
щего местоположения объекта. 

Произвольное направление © определим в этой системе 
координат долготой G, отсчитываемой в плоскости ЁО\1 от 

*) См., Кондратьев К. Я., Лучистая энергия Солнца, Гид- 
рометеоиздат, 1951,
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направления O,&, и широтой В, отсчитываемой от плоскости 
60,1. 

Направления на звезду и Солнце определим соответст- 
венно векторами о, (9, В,) и ос (Вс) (угол Gc, не ограничивая 
общности, можно положить равным нулю). 

Входящие в равенства (I.51a) переменные 2 и ф будут, 
очевидно, заданы соотношениями 

0$ 2 =0.6, —с0$ф==0.0С. (I. 52) 

Введем также с центром в точке О, правую ортогональ- 
ную систему координат O,€)1,6, (рис. П. 3), направив ось G 

вдоль вектора 0,, а ось NY, — 
вдоль вектора 6 Жо, (рис. П.2). 

Произвольное направление 
о определим в системе коор- 
динат O,£,y,6, долготой т, от- 
считываемой в плоскости £,0,1) 
от направления О1Ё, и допол- 
нением г до широты, отсчиты- 
ваемым от оси O,G). ` 

Поле зрения системы инди- 
кации представляется в этом 
случае внутренней областью ко- 
нуса с углом при вершине 275, 
осью которого является напра- 
вление о,. 

Взаимное расположение осей &, yn, Си Ё, "1, & харак- 
теризуется следующей таблицей направляющих косинусов: 

Рис. П.3. 

5 и C 
€&, sinB, cosa, sinp, sina, —cosf, (1. 53) 

1 — sina, cos a, 

С cosB,cosa, cos. sina,  sin§,. 

В системе координат O,€)7,5, вектор © определяется соот- 
ношением 

о =—€§,sinrcost+ 1 зшизшт- 6; cosr, (I. 54) 

где &, ), 6 — орты соответствующих осей.
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Из равенств (1.52), (1.54) и таблицы (I. 53) следует, что 

cos 2 = — sin 2, Sinr cost-+-cos 2, cosr, | 

(COS 2#с — COS 2, COS ф,) SiN COS т 

COS P == sin 2, _ 

— sina, sin 2сзшг sint + cos@q, cosr, 

COS P, — COS 2, COS 2с 
cosa, = : . 08%. sin 2, Sin Z¢ 
Man 

+ (I. 55) 

cos z== — sinz, sinr cost-+- cos 2, С0$ Г, 

cos P= — sing, sinr cos(t-++ &) -- cos q, cosr, | (1. 56) 

sin ©, Sin 2, sin 2,, 
& = arctg 

COS 2с — COS 2, COS P, ° 

Если положить 

ф=ф, 0$, z=—2,+62 (I. 57) 

и считать Og, 02 и г малыми величинами в пределах поля 
зрения, то легко получить из соотношений (1.95), что 

02 = Г COST, 
(I. 58) 

Оф ==rcos(t-+ 6). 

Формулы (1. 96) или (1.57), (1.58) и осуществляют пере- 
вод переменных ф и Z в переменные г и т. 

Разложим функцию B(r, т) в ряд Фурье по т. Полагая 
mt 

величину 2 достаточно удаленной от значения 2 == -5-, чтобы 

считать 
1 

cos2’ 
(1.59) У = 

и взяв для начала в качестве функции У (ф) индикатрису 
рассеяния Релея *) 

Yo =1-+ со$2ф, (I. 60) 

будем иметь для функции B(zZ, ф) следующее выражение: 

__A 2 В (1+ cos Ф). (1.61) 

*) См. книгу, указанную в сноске на стр. 595. 

390 В Л. Annneern
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Вспомнив теперь равенства (1.56) и положив (вследствие 
малости г) Юг = ши ==г, cosr—1, разложим функцию у 
в ряд по степеням Г № &.. 

После необходимых группировок получим: 

B=a,— of cost —- Agr sint -- a,r? x (r ig 2.) 051+ + — 
q= 

—ayr? У (г 2,9 +1 соз tos — 
а=0 

— agr? sint >) (r tg 2.) cos 4t! т —- 
q=0 

+asrsint У (гв 2.) =" сов т, (1.62) 
q=0 

где < 

~ __ A р 

a= сов =. (1 + cos*@,), 
~ A , 

2 Tse [sin 2p, cose + tg 2, (1- cos’ ф,)], 

аз = —~— sin 2g, sine, : 
сова, | (I. 63) 
А 2 2 in? 4-х =. [((1 + cos ф,) 1522, sin’ @, cos 2 -+- 

+- sin 29, cose tg Z,], 

~ A . 
25 о. (sin? p, sin 2e + sin 2q, sine tg z,). 

Таким образом, определение коэффициентов разложения 
функции В (г, t) в ряд Фурье сводится к вычислению инте- 
гралов вида 

2л д 

| cos” tsin kt dt, | cos" t cos kt at, 

0 0 

2л 2л 

| cos’ t sin t sin kt dt, | cos’ тп т cos Ат at. 

9 

(I. 64)
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Так как функция cos’ т четная, а функция cos’ т пт не- 
четная, то 

2л Qn 

| cos’ tsinkt dt = 0, | cos’ tsintcosktdt=0. (1.65) 
0 0 

Оставшиеся два интеграла легко вычисляются. 
Например, вычислим 

2л л 

| cos" tcos kt dt = 2 | cos" t cos kt at. (I. 66) 

0 0 

Если и=2т + 1, то при четном k= 2n 

Qn 
2m +1 

| COs т cos 2nt dt = 0, (I. 67) 

0 

а при нечетном R==2n-+ 1, вследствие того, что 

cos’ 1 (¢ +. л) = —cos**' т, (1. 68) 
имеем: 
2л 

2т-+1 | cos” * tcos(2n + 1) тат = 
0 

as 
2 

—4 | оз? +1 т соз (2и + 1) тат. (. 69) 
0 “^ 

Воспользуемся теперь известным соотношением *) 
ы It 

2 

1 tT (xe + y—1) 
F(x, y) — 1 

| с0$ (х — у)тсо$*+У-2 т dt, 
0 

(1. 70) 
где F(x, у) — эйлеров интеграл первого рода (бэта-функ- 
ция), равный: 

t 

F(x, y= | и" (1 — a)! и. (1.71) 
0 

*) См. Уиттекер Э. Г., Ватсон Дж. Н., Курс современ- 
ного анализа, ч. Il, Физматгиз, 1963. 

39*
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Из соотношения (1. 70), полагая 

x=m+n+2, y=m—n+l, (I. 72) 

немедленно получаем: 

л 

2 

4 | cos’ +1 cos(Qn + 1) тат== 
0 

4л 
= . I. 73 

g2m+2 Om -- 2) F(m+n+2,m—n+1) (I. 73) 

Замечая, что при целых положительных диф 

1 a(a+6—1)! 
Fab) ба, (I. 74) 

получаем окончательно: 

2л | 

| со" +1 tcos(2n + 1) tdt= 
0 

_ (2m 1)! Г (I. 75) 
~ 22m (т—п)! (п 1-1! 

(m>n, n> 0). 

Аналогично имеем: 

2л 

| со52® т cos(2n + 1) tdt=0, (I. 76) 
0 

2л л/2 

| cos” + cos 2nt dt =2 | cos”! + cos (2n — 1) 14% -- 
0 0 

m/2 

+2 | 032" 11 cos(2n-+ 1) tdt, (1.77) 
0 

откуда 

ont 
л (2m)| 

| cos?” 1 cos 2nt dt = о2т-1 (т— п)! (т--п)! } (1.78) 
0 

(m>n, n> 0). | 
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Замечая теперь, что 

On 

| cos’ tsintsin kt dt = 
6 

2m 

= | cos" t [cos (# — 1)t— cos(k +. 1)t] dt, (I. 79) 
0 

находим также: 
ont 

[| cost sin tsin 2ntdt=0, 
0 

2л (1.80) 

| со" +1 + sin tsin(2n + 1)t dt =0; 

0 

on 

| 05" +1 тзшлзш Qntdt == 
6 

_ п (2m + 1)12п ‚ 1.81) 
M41 Om on +1) (m+n+1)! 

(m>n—1, n> 1); | 

2st ) 

; л 2т)1 (2 1 
| cost змитьы (ал) тат ЕО |. 82) 
; | 

(m>n, п>0). 

Обращаясь теперь к соотношению (Т. 62), находим коэф- 
фициенты разложения В (г, т) в ряд Фурье: 

940 = 24, | 

а = — бог, (I. 83)
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При п>.1 из соотношений (I. 75), (I. 78), (I. 81), (1. 82) 
получаем далее: 

Qo, Q,r >» M ig z ,) 97 (g—n-+1)! (gtn+D! 

—_ gr? to > 29 (29-5 l)len Do, @5Г xe 52,) i. (q—n+l1)!(q+n+1)! 

Qn +1 — 

_ x ' 24+1 (29 +3)! ; Q4r Xe g z,) aT; g—n+1)! (¢q+n+2)! 

Don 41 — 

[> ®) 

— Gr? У (r tg zat 1 (2q + 2)! (2n + 1) 

q=n—| 
204? (g—n+1)i(g+n+2)! 

} (1, 84) 

2 
Выражения (I. 84) можно переписать в более удобной 

форме, произведя переиндексацию 4 ={- п — 1. Тогда: 

__ ay? (rigz, a>) rtgz,\74 (2n+-2i)! 
ao, = “5 ($+) ) | 2 и ий! ' 

[= 

Don = —-5 2 д (Qn +A)! 
1=0 

a? (вам у ( 2.) (Qn +2i-+1)! 
vans 2 V2 172) UOa-EF 

j= 

ho. ae 4572 (rig ey)" vy rtgz,\24 (Qn -+2i)! (2n +1) 
enti 2 ( 2 | ( 2 : ПО 

i=0 

asr2 (rig z, \2 И-П Ort z,\7! (2n-+-2i — 1)! 2n вв" Ув) | 
2 

7 

| 

| (1. 85) 

Ряды (1.85) при малых г сходятся, как это легко видеть, 
весьма быстро. Уже сохранение только их первых членов 
может дать удовлетворительную точность.
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Если взять индикатрису Фесенкова, то для Yo вместо фор- 
мулы (1.60) будем иметь *) выражение 

у —= 1 + а созф- 0 с052ф Е ссо33 $. (I. 86) 

Вместо представления (1.62) функции В получим соот- 
ветственно: 

В = ay — Aor cos tT -+- @г sint - ayr? cos? t — а. г? costsint + 
со со ~ ~ 2 

+ ar? У (r tg а, ) 9+ сот — agr® У (r tg 2.) cos G43 

~ < 2 oq+2 +arsint x (rig 2.) Ч сот — 
q= 

—a,r3sint У (r tg z,)%*' оз +81. (1. 87) 
q=0 

wae. ) 

a, = ——— с, (1  асозф, Н 6 соз? ф,  ссозЗф,,), 

Ay = ——— cos Z, [(1 + асозф, + 8cos? ф, + ¢cos*@,) tg 2, —+- 

- sing, cose (a -+ 26 созф, + 3¢ cos’ ф,)], 

a, = ——— с, sing, sine (a + 26 созф, + 3с cos’ ф,), 

a, = ——_— cos Z, [i + acosg, + bcos?g,+c cos’ @,) tg? 2, 

+ sing, cose tg 2, (a+ 26 cose, + 3¢ cos? ф,) + 
+ sin? ф, cos 28 (b-+ 3¢ cos@,)], 

a, = АЯ —— [sing, sine tg 2, (4-26 cos @,+3c со? ф,) + ` (1.88) 

— sin’, sin 2e (6 + 3с cos@,)], 

a, = cz [(1 +acosg, + dcos’@, + ccos*@,) ig? 2,-- 

+ sing, cose tg? z, (a+ 2b созф, + 3¢ cos? @,) + 

-- sin? ф, cos 2e tg z, (В + 3c cos@,) + 
+ sin’ @, cose (6 cos*e — 3¢ sin’ =)], 

"Нл [sing, sine tg? 2, (а- 26 созф, Е Зс cos? @,)-+ 

- sin’ @, sin 2e tg 2, (0 + Зссозф,) + 
+ sin’ ф, sine (3c cos?e — с $112 8)]. 

*) См. книгу, указанную в сноске Ha стр. 9595. 
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Для коэффициентов разложения в ряд Фурье получим 
формулы: 

dy = 241, | 

[7 — — Qol, b, = asl, | (I. 89) 

a4r? asf? 
a=) —=—-5 

и для >| 

Ш art (==. у" "У (Е у Crb2 Dt 
i =0 

b a,r (rtgez, 212 \. rigz, 21 (2n +- 2i)! (2n +1) mn = (8) У, (78) 

<
.
 

4 fad ПОЕТ! ’ 

= + (1. 90) 
re 2n—3 Qi . 

ao. — eh [Cees > (2) (2n +- 27)! 
an 4 2 — 2 i!(2n +i)!’ 

be (rie "УЕ 28 On 4.21 —1)!2n $ 
{п 4 \ 2 — 2 Иа ‘° 

{= 

При сохранении в рядах под знаком суммы только пер- 
вых членов, для амплитуд A,, А. гармоник модуляции фона 
получаем, вспоминая обозначения (I. 42), следующие выражения: 

A, =-^ У а, А, = Vata. 4.9 

А при k > 3 соответственно 

R+2 kR-3 
ro 182, 2—5 

А, = = ( : } Vata. (I. 92) 

На основании соотношений (1.41), (1. 88), (1.91), (1. 92) 
можно высказать ряд качественных и количественных сообра- 
жений по выбору параметров радиально-щелевого обтюратора, 
когда индицируемым объектом является звезда, а фоном — 
рассеянная атмосферой солнечная радиация. 

Эти соображения позволяют провести некоторые сравни- 
тельные оценки. 
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Если тА — звездная величина индицируемой звезды, 

Eo — блеск звезды нулевой величины, т. е. создаваемая ею 
освещенность в люксах, а коэффициент А в формуле (I. 51а) 
определяет яркость в стильбах, то из соотношения (I. 41) 
имеем: 

В ы 10 2,5 

Me — 1 4M Ap | 
(I. 93) 

Задавшись превышением A° сигнала от звезды над ампли- 

тудой сигнала модуляции фона на рабочей частоте, получим 

неравенство 

т 

Е..10 25 А. (I. 94) 

3 

Это неравенство вместе с формулами (Г.91), (1. 92), (1. 88) 
связывает следующие величины: 

А — характеризующую яркость фона в направлении 
визирования, 

ф,, 2, — определяющие рабочий диапазон углов системы 
индикации по отношению к направлениям на Солнце и в зенит, 

тА — минимальную величину звезды, по которой еще 

возможна работа с заданным превышением полезного сигнала 
над сигналом фона, 

^0 — величину превышения, 
Го — радиус поля зрения системы, 
& — номер рабочей гармоники (начиная с которой 

реализуется заданное превышение), определяющий в конечном 
счете число клиньев решетки обтюратора. 

Если задать, например, величины A, @,, Z,, ma, № и ro: 
TO можно определить минимальное количество клиньев 
решетки. 

Выбор минимального числа клиньев весьма важен, ибо он, 
ввиду конечной величины изображения звезды в фокальной 

плоскости оптической системы, определяет центральную мерт- 
вую зону обтюратора, а следовательно, в большой степени 
статическую и динамическую погрешности системы. 

Необходимо также иметь в виду, что обычным режимом 
работы систем индикации является работа при высоком уровне
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случайных momex. Поэтому полоса пропускания фильтров 
рабочей частоты должна быть минимальной. В то же время 
изображение звезды в ходе работы перемещается по рисунку 
обтюратора, что приводит к изменению рабочей частоты 
(допплеровский эффект обтюратора). Если v — скорость пере- 
мещения изображения в направлении, нормальном радиусу 
обтюратора, а г, — расстояние изображения от центра обтю- 
paTopa, то изменение рабочей частоты А (по) = по/г,. Это 
изменение, пропорциональное числу п клиньев обтюратора, 
приводит к необходимости соответствующего расширения 
полосы пропускания фильтров. 

Из формул (I. 88), (1.91), (1.92) видно, что максимальные 
значения А, будут достигаться при минимальном @,, макси- 
мальном 2, и при #==0. 

Последнее, как легко видеть из (1.55), (1. 96), означает, 
что направления на звезду, Солнце и зенит лежат в одной 

плоскости. 
При e=0 

a, = a, = a, =0 (1. 95) 

и, следовательно, 

37 47 
Го 49 Го 4 д— 96, д. а. | 

A. — rete (25s a A 3 (I. 96) 

в — Ч(Е 9) \ 2 46 (#23). 

Приведем некоторые численные оценки. Пусть, например, 
20—10, mA—3, Е =2,3. 10-6, гу ==0,01, 2, < 5л/12, 

ф, >79, А=0,05, а=0,05, 6=1,1, с==0,7. Тогда 

42 —2,1, 4=8, в =30, 62, =3,7. Подставляя в (I. 96), 
получаем: 

A,=7-107°, A,=107°. (I. 97) 
При k>3 

R+2 

A, =0,33 Sane (I. 98) 

На графике (рис. П.4) представлена зависимость — 18 A, (Е).
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Правая часть неравенства (1. 94) при оговоренных выше 
численных значениях отдельных параметров равна 

min 
197 BS 
Ho = 46 «107%, (I. 99) 

Взятый со знаком минус логарифм этой величины также 
нанесен на графике (рис. П. 4). | 

Из графика (рис. П.4) следует, что в рассматриваемом 
случае рабочими гармониками могут быть пятая и выше. 

4 -19 46°10" 

0 |- 

Рис. П.4. 

Гармоники по четвертую включительно либо не должны 
пропускаться обтюратором, либо должны подавляться в схеме 
обработки сигнала с фоточувствительного элемента. 

Рассмотрим еще (также в качестве примера) зависимость 
минимальной рабочей частоты от изменения угла поля зрения 
системы. 

Из формул (1.96) следует, что при 

Го = Ur, (1. 100) 
/ 

величина А; выражается через A, и Ц для всех А таким 
образом: 

Ay = pt? Ag. (I. 101) 

Поэтому график — lg А» (В) сдвигается по оси ординат 
на величину (© - 2) 12 и по отношению к графику — lg А, (A).
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На рис. П. 4 приведены (пунктиром) графики —lg А» при 
U=2 и W/o, т. е. для Г/==0,02 и Г. —=0,005. Из графиков 
видно, что изменение Гу в два раза в любую сторону требует 
соответственного изменения рабочей частоты на единицу. 

Отметим, что при изменении A° в 10 раз сдвигается Ha 
единицу по оси — 15 А, линия 

_ пт 
to Во -10 2,5 
5 бл = const. (I. 102) 

Выведем формулы для некоторых энергетических оценок. 
Полную энергию Г всех гармоник модулированного сиг- 

нала звезды, согласно теореме Парсеваля *), можно опре- 
делить следующим соотношением: 

2л/® 

T= У [ак + (68) = я | [Po OP — (4). о. (I. 103) 

Аналогичное соотношение справедливо и для гармоник 
фона. 

Для произвольной радиально-щелевой решетки 

T = 2 ра (1 — а), (I. 104) 

где а — отношение прозрачной площади обтюратора К ПОЛ- 

ной, т. е. 

а=5- у (1 — т). (I. 105) 
j= 

Легко видеть, что максимальное значение Г достигается 
при @ ==]. 

Для равномерной решетки, полудискового обтюратора и 
решетки двойного шага, для которых а ==!/5, полная энергия 
модулированного сигнала максимальна и равна 

Г = 0,5р-. (Т. 106) 

Для полудисково-решетчатого обтюратора а ==0,25, и 
поэтому 

T =0,375 p?. (I. 107) 

*) См. Голстов Г. П., Ряды Фурье, Гостехиздат, 1951.
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Для щелевого обтюратора @ = 1, /2л и 

__ pt То T= Pts (1 — >... (I. 108) 

Если при обработке сигнала используются Г гармоник, 
начиная с т-й, то 

m+l 

T= Х [las) + 4). (I. 109) 

Например, при использовании трех гармоник, начиная 
с пятой, т. е. гармоник 5®, 60, 70, для щели с ту ==л/б 
получаем: 

= 0,034 р?. (1. 110) 

Полная энергия для такой щели, согласно (I. 108), полу- 
чается равной = 0,15 р?. 

Для полудиска (при использовании частот OM и 60) полу- 
чается 

T, =0,024 р. (I. 111) 

Для полудиска-решетки с шестью клиньями (п = 6) на 
частотах 00, 60, 7@ имеем: 

nae | aT — [ore (I. 112) 
JU n2 — | 

2 sin on 

Для двойной решетки при п =6, m=8, т. e. для рабо- 
чих частот 5, ne. 7@, 80, 9@, получаем: 

T= [2+ Gor т (ct 33 ete и) + 

+ aE men (te a +) + 
3 \? + eps (cig ge ete SE) |= 0.390% 118) 

Наконец, для равномерной решетки с шестью клиньями 
(п =6) для одной рабочей частоты б® 

T, =" == 0,4 р. (I. 114) 

Следует отметить, что оценка (I.114) вообще не зависит 
от п, а оценки (1. 112) и (1.113) при п 25 зависят от пи 1
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очень мало, так как при достаточно большом п имеют место 
такие асимптотические равенства: 

вместо (I. 112) 

Т, =F(1 =) = 0,18p? (I. 115) 

и вместо (I. 113) 

T, = 2; (2 + 9) ~0,395p2 (I. 116) 

Практически при #2 > 5D можно считать поэтому оценки 
(I. 112), (1. 113) или (1. 115), (1. 116) не зависящими OT ви т. 

Приведенные выше численные оценки показывают, что 
щель и полудиск при работе на гармониках Е 25 энерге- 
тически совершенно невыгодны. 

Ближе всего подходит к полному использованию энергии 
модулированного сигнала звезды равномерная решетка, даже 
при использовании только одной гармоники (0,4р? при пол- 
ной энергии 0,5р?). 

Полудисково-решетчатый обтюратор, как это видно из 
оценок (1. 112), (1. 115), пропускает на фоточувствительный 
элемент на гармониках (п — 1)o, no, (2-++-1)@ менее чем 
половину энергии, пропускаемой равномерной решеткой на 
частоте по, в то время как вся энергия модулированного 
сигнала, проходящая через полудиск-решетку, составляет 0,75 
энергии полудиска. 

Обтюратор с двойной решеткой на частотах (п — 1)о, 
по, (т — По= (в 1)0, mo, (m+ 1) пропускает на фото- 
чувствительный элемент, как это видно из сравнения оценок 
(1. 113), (1. 116) с оценкой (I. 114), энергию, практически рав- 
ную энергии равномерной решетки на частоте по. 

Следует отметить, что реализация энергетических соотно- 
шений, приведенных выше, определяется всей схемой обра- 
ботки сигнала. 

Поэтому окончательные оценки энергетической эффектив- 
ности того или иного обтюратора можно делать только с уче- 
том особенностей схем обработки сигнала, а также принимая 
во внимание то обстоятельство, что обычным режимом работы 
системы индикации является работа ее при высоком уровне 
случайных помех. 

В заключение дадим оценку погрешностей, допускаемых при 
сохранении в рядах (1. 90) только первых членов разложения.
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Рассмотрим входящую в выражение (I. 90) для 42„.: сумму 

У (==) (21 +211)! __ 
272 ИбаАЕОГ = 

_ QV /rigz,\2% (21-211)! 
=1+)¥ ( и") оЕРРОГ: 117) 

Обозначив сумму в левой части через у, можно усмотреть, 
что имеет место неравенство 

y— (8+) My <1, (I. 118) 

ue 427 +2) (2n+2j+3 
M = max G41) Qn tj4D n+. (1. 119) 

Из соотношений (1.118), (1.119) сразу же следует, что 

1 
1—(2n +3) (= rte 2. } 

VR (I. 120) 

Аналогично для сумм, входящих в выражения для Oo, 14, 
Ay,» Oona, получаем: 

°° 21 Е 
— 21 У (=) О <- Tenby (EE и) + (1.121) 

a 21 __ (5 5. oe < — ae т | 

При п=12, г==0,02, tg 2, —=4 получаем, например: 

] 

1— 2143 (7822) 
=1- 0,04. (1.122) 

Аналогичным образом могут быть получены оценки, если 
брать не один, а два или более членов сумм.



Приложение Il 

Об одном способе навигации 
с помощью гирополукомпаса 
и допплеровского измерителя скорости*) 

Рассмотрим случай приведения объекта из начальной точки 
маршрута в конечную, когда в качестве указателя курса ис- 
пользуется гирополукомпас с широтной компенсацией в на- 

чальной точке движения. Для обеспечения прибытия в ко- 
нечную точку гирополукомпас в момент начала движения 
отклоняется на некоторый угол от ортодромии, проходящей 

через начальную и конечную точки. Момент прибытия опре- 
деляется сравнением результатов интегрирования показаний 

допплеровского измерителя скорости 
р с расчетной дальностью. 

Определим исходные параметры 
| движения и оценим некоторые по- 

грешности такого способа навигации, 
связанные с возможными неточно- 

— стями определения исходных пара- 
метров. 

о 

т м Будем считать, что объект дви- 
ий 

жется на постоянном расстоянии Ro 
от центра Земли, а скорость дви- 

Е, жения © (#) является известной функ- 
|| цией времени. 

Рис. П.55. Для составления уравнений дви- 
жения воспользуемся принципиаль- 

ной схемой  гирополукомпаса, представляющего собой 
(рис. П.5) астатический гироскоп в трехстепенном кардано- 
вом подвесе. Ось внешней рамки карданова подвеса верти- 
кальна: с нее снимается курсовой угол. Вектор Н кинети- 
ческого момента гироскопа лежит в плоскости горизонта. 
Взаимная перпендикулярность рамок обеспечивается межра- 
мочной коррекцией (на рисунке не показана). Компенсация 
широтной ошибки полукомпаса обеспечивается моментом М,, 
приложенным по оси внутренней рамки. 

*) Андреев В. Д., Изв. АН СССР, Техническая киберне- 
тика, № 6, 1963.



ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ НАВИГАЦИИ 613 

Введем правую ортогональную систему координат ОЁ\Ё, 
связанную с Землей. Начало этой системы координат совме- 
стим с центром Земли. Ось OC направим вдоль вектора 
угловой скорости вращения Земли @, а за ось OF примем 
линию пересечения экватора плоскостью гринвичского мери- 
диана. 

Положение объекта на поверхности сферы $ радиуса Ro, 
концентрической с Землей и вращающейся вместе с ней, 
определим сферическими координатами: долготой А, отсчи- 
тываемой в плоскости экватора от оси OE, и широтой ф, 

отсчитываемой от плоскости экватора. 
Координатами начальной и конечной точек движения будут 

соответственно Ay, ФИ Ag, фо. 
Свяжем с текущим местоположением объекта трехгранник 

Дарбу O,xyz, ориентированный по странам света. Начало 
его поместим в точку О, текущего местоположения объекта 
на сфере $. Ось O,y направим по геоцентрической вертикали 
вверх, а ось O,x — вдоль меридиана на север. 

Взаимное расположение осей систем координат OENC 
и O,xyz определяется следующей таблицей направляющих 
косинусов: 

х у 2 

Е —singcosA с05фсо$А —sindA 
(II. 1) 

1 —singsinA  созфзшА cosa 

C COS @ sing 0. 

Введем сопровождающий трехгранник О/^х\у:21, начало 
которого также совместим с точкой O,. Ось Оу направим 
вверх по вертикали, а ось Ох, — вдоль вектора путевой 
скорости объекта 9. Положение трехгранника O,x,y,2, OTHO- 
сительно трехгранника O,xyz определится такой таблицей: 

x У! 21 

x cosp 0 —sinwb 
y 0 1 0 (II. 2) 

z зшф 0 Cos Wp. 

Как видно из таблицы (П.2), положительный отсчет 
угла ф ведется от направления на север к направлению на 
восток.
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Полагая, что ось внешней рамки гирополукомпаса совме- 
щена с осью O,y, (O,y), точка пересечения осей его подвеса 
расположена в точке О}, и замечая, что проекция абсолютной 
угловой скорости трехгранника O,x,y,2Z, на ось Oy), 

Фу =(@ +A) зшф—ф, (II. 3) 

можем записать уравнения движения объекта и гирополу- 
компаса в системе координат O€NC следующим образом: 

b = (@+A)sing — SE. (1. 4) 

Начальными условиями системы (II. 4) будут: 

ф(0) = фи, ^ (0) =^,, ф(0) = Yo. (II. 5) 

Если бы широтная компенсация гирополукомпаса произ- 
водилась непрерывно, то 

"о. , uv sin p 

о costp, A= Rycos@ ’ 

K 

Н 

и вместо уравнений (П.4) для движения по ортодромии имели 
бы место уравнения 

= sing, (П. 6) 

9 = о 

Ко 

В этом случае начальным значением ф(0) был бы угол фо 
ортодромии, проходящей через начальную (ф!, А!) и конечную 
(фо, Ag) точки движения, с осью O,x в точке (@,A,), так что 

v sin p 
Ry cos@’ p=Asing. (II. 7) cos th), А = 

COS фо Sin (А. — Ay) ) 

; , t (II. 8} 
COS thy = sin Фо — sing, cos Sp | 

0 cos @, sin Sy ‘J 

где Sj—BeAM4MHa угла в плоскости ортодромии между Ha- 
правлениями в точки ($1, A) и (фо, Ag), определяемая из со- 
отношения 

COS Sp = COS , COS фо COS (Ag — А.) + Sing, Sings. (II. 9) 

В рассматриваемом случае широтная компенсация произ- 
водится только в начальной точке движения, T. е. 

К 
Fy = Sing). (II. 10)
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Поэтому уравнения движения из (П. 4) получаются такими: 

U v sin 

P= № Ro COs ® ° (II. 11) 

р =(@ +A) sing —o $11 $1. 

Начальными условиями уравнений (П. 11) являются: 

ф(0) = фи, ^ (0) = Aq, $ (0) = fy + Ato. (П. 12) 

В соотношениях (П. 12) величина фо задана посредством pa- 
венств (П.8), а величина Ащ должна быть определена из 
условия прохождения траектории через конечную точку дви- 
жения, например из условия 

h (Po) == №. (II. 13) 

Если # — момент времени, в который условие (II. 13) 
будет выполняться, то очевидно, что угловая дальность S, 
между начальной и конечной точками вдоль траектории дви- 
жения определится интегралом 

со$1р, A= 

ty ti 

$: = | Ур eos pat = | 2 at. (II. 14) 
0 0 

Ro 

Угловое расстояние S,, естественно, может отличаться OT рас- 
стояния So, определенного равенством (II. 9). 

Прежде чем приступить к решению системы (П.11) и 
определению исходных параметров движения, вернемся к тем 
упрошающим предположениям, которые были сделаны при 
выводе уравнений (II. 11). 

Движение объекта полагалось происходящим по поверх- 
ности сферы $ радиуса Ro, концентрической с Землей и вра- 
щающейся вместе с ней. Считалось также, что ось внешней 

рамки гирополукомпаса направлена по оси O,y, (O,y), т. е. 
по нормали к поверхности сферы $, тогда как в случае, 
когда положение внешней оси связано с направлением гиро- 
вертикали, имеющей маятниковую коррекцию, она будет от- 
клонена на малый угол от направления оси О\ У. 

При выводе уравнений (П. 11) было введено предположе- 
ние о том, что направление скорости 9 объекта совпадает 
с его продольной осью и определено в системе координат 
O,xyzZ углом ф, снимаемым с гирополукомпаса. На самом
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деле продольная ось объекта O,x, может быть отклонена 

от направления O,X, на угол сноса 
/ 

о 
В—= 2. (II. 15) 

Причиной возникновения сноса могут являться, например, бо- 
ковой ветер, действие кориолисовой силы, неидеальность 
геометрии объекта. Так как угол сноса В может быть 
измерен допплеровским измерителем скорости и объект может 
быть развернут на этот угол системой управления, чтобы 
парировать снос, то при действительном движении в уравне- 
ниях (I. 11) 

9 (1) = Vy, (Г) созВ. (П. 16) 

Из дальнейшего легко усмотреть, что при определении 
Фо и Афо перечисленные выше упрощения при определенном 

ограничении угловой дальности Sp) не приводят к ощутимым 
погрешностям. 

При вычислении фо и Athy можно считать созВ равным 
единице, а Ry принять равным, например, максимальному 
значению радиуса кривизны земного сфероида. Однако при 
определении дальности $, следует учитывать несферичность 
Земли, так как допплеровский измеритель скорости измеряет 
проекцию скорости объекта относительно Земли на плоскость, 
касательную к земному сфероиду *). р 

Естественно, что при существенных величинах В соотно- 
шение (П.16) лолжно быть учтено при интегрировании по- 
казаний продольного канала допплеровского измерителя ско- 
рости. Вернемся к системе уравнений (П. 11). Эта система 
при постоянном 9 = может быть, вообще говоря, проин- 
тегрирована по крайней мере в квадратурах. 

В самом деле, подставив А из второго уравнения (Il. 11) 
в третье и разделив после этого третье уравнение на первое, 
можно получить следующее соотношение, связывающее \р и ф: 

d (sin 1) , __ R®,; ; 
ig — sin tg 9 == (sing — sing). (II. 17) 

Это линейное относительно Sin tp уравнение. 

*) См. $ 5.2 (стр. 313).
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Его решение: 

sintp = — __ № | +sinsing,) +Cy, (II. 18) 
Up COS @ 

Для определения ф(Ё) имеем теперь равенство 

ф 

Uy = 4, II. 19 
Ro t+ Co (7S ( 

Q; 

где sint) определен равенством (II. 18). 
Далее, зная @(t), из соотношения (П. 18) находим wp (ft), 

а из второго уравнения (II. 11) — 

t 

a(t) = 22 | ПФ ий, (II. 20) `В, | cos@ 
0 

Использование квадратур (II. 19), (П. 20) для определения 
исходных параметров движения затруднено, однако, двумя 
обстоятельствами: во-первых, они получаются трудно обо- 
зримыми из-за сложности подынтегральных выражений и, во- 
вторых, не очевиден способ их распространения на случай, 
когда © переменно. 

Поэтому построим приближенное решение системы (II. 11), 
для чего воспользуемся близостью решений системы (II. 11) 
к решениям системы (П.7) и рассмотрим уравнения (II. 11) 
в системе координат, связанной с ортодромией, проходящей 
через точки (ф1, Ax), (фо, Ag) и являющейся решением системы 
(II. 7). 

Введем ортодромическую систему координат O§E,1,5, сле- 
дующим образом. Ось Об, направим от центра Земли в Has 
чальную точку (ф:, A), ось On, — нормально плоскости Ops 
тодромии, ось О& расположим в плоскости ортодромии и 
направим в сторону конечной точки движения. Взаимное 
расположение систем координат Об и OE,N,S, определим 
таблицей направляющих косинусов: 

В Nh С 

5 Вы Bis В (И. 21) 
1 Ba: Bae Bag 

6 Вы Ва Bags 

40 В. Д. Андреев
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Очевидно, что 

В1з = COS, COSA,, Воз == COS, SinA,, Взз = 11. (II. 22) 

Остальные B;; определяются из соотношений 

— © — 1 COS So _ 01 Х 62 о 
5 — sin S, > mh ~~SinsS, › (II. 29) 

где &, т — орты осей ОЁ, On,, аб, Oo — единичные век- 
торы направлений из точки О в начальную и конечную точки 
движения. 

Из равенств (П. 23) следует, что 

1 
В. = 15 (COS фо COS А. — COS , COSA, COS Sy) = 

— — $11 @, Cos A, COS ф, — SinA, Sin фу, 
1 

Во = in 5. (COS фо Sin Ag — cos q, sin A, cos Sy) = 

— — sing, sind, cos tp)-+ cos A, Sin Фу, 
О $) — 

Ва1 = ain Sy (Sin фо — Sin @, COS Sp) = COS G, COS fp, 

ahs nies | 
Bip = sin S, (03 фу SiN A, $10 фо — COS фо Sif Ay sin @,) = 

| — sifl @, COs A, Sin фу -- COS фу SinA,, 
1 . . 

Boo = ans, (sin @, COS фо COS Ay — COS G, SiN фо COS Ay) = 

— — sin @, sin A, sin фу — cos A, COS фу, 

COS ф; COS фо SiN (Ag — Ay) = COS Q, SiN фу. | 

(П. 24) 

Положение объекта в системе координат ОЁ 16, опреде- 
лим угловой дальностью S вдоль ортодромии и отстоянием в 
от нее; дальность S при этом будем отсчитывать от началь- 
ной точки движения; направлением положительного отсчета UL 
будем считать направление от ортодромии к оси От. 

Если о — единичный вектор направления в точку текущего 
местоположения объекта на сфере $, то его направляющие 
косинусы 

] 

832 — т So 

cosusinS, sin, cospcossS (II. 25) 

в системе координат O§F,1,0, и направляющие косинусы 

cospcosdA, cos@sind, sing (II. 26)
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в системе координат OEMS в силу таблицы (П. 21) связаны 
соотношениями 

cos pcos A =), с0$ шо + Во sin ut, cos pcos S, 

cos@sinA = Во! cos wsin S + Poo Sin U+-fo3 cos № cos S, (II. 27) 

sin@ = Вз1 cos usin S ++ Взр sin u+f,, cos wcos S, 

которые дают возможность выразить координаты фи A че- 
pes S uu. 

Уравнения движения объекта (П. 11) записываются в си- 
стеме координат ОЁ!11]15\ следующим образом: 

u = a(t) sin 0, 

S=4 a 9 (II. 28) 

0 = — в (зшф — sing,), | 

rae 

§——b+ising, a= of) (II. 29) 
0 

Подставляя значение Sing, из соотношений (II. 27), (II. 24), 
(II. 22) получаем далее: 

5  a(f) cos 9 

Sa tosp ” | 

u=a(t)sin®, (II. 30) 

9 = — @(COSq@, COS фу со usin S + | 

t+ cos @, Sin фозш и - sing, cosucosS —sing,). | 

Начальными условиями системы (II. 30) являются величины 

$ (0) =0, в(0)=0, II. 31 
8 (0) = Oy = — Фо = — Ato. oe 

Для обеспечения прохождения через конечную точку (фо, Ag) 

необходимо величину 8, = — Аф, определить из условия 

40 и($0)=0. (11.32)
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Вследствие малости углов ци 0 представляется возмож- 
ным рассмотреть вместо уравнений (П. 30) систему: 

S = a(t), 

0 = — w(cos gq, Cos $, sinS + sing, cos S — sing,), ат. 33) 

| 
Уравнения (II. 33), как легко заметить, интегрируются по- 

следовательно, одно за другим, при этом получается: 

$= fa (t) dt, 
0 

t 

9 — — о | (cos@, Cos pysinS ++ sing, cosS — sing,)dt+6,, 
0 

t 

u= [ a(t) 6 at. 
0 

Если положить, что 

a(t) = oe при t<t,, 

a(t) = B= a) = const при Ё > Ё,, | 
Vv
 

(II. 34) 

(IL. 35) 

TO подстановка этих значений в первое соотношение (II. 34) 
дает. 

t 

S= [аа (t <t,), 
0 

t | 
S= [a(f)dt+a,(t—t,) ЕЕ). 

б 

Из второго равенства (П. 34) при < Ё имеем: 
; t t 

9 = —o sin Ф | (co [офи dt — 

0 0 
t t 

— © COS ; COS py | [sin [ a(t) и) dt -|- ot sing, + 9p. 

0 0 

(II. 36) 

(II. 37)
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При ¢ >t, находим: 

+ —93) — COS, COS (£25 Ss +93) — 
Q 

—— sing, sin[S,-+- a(t —4,] + 
0 

+ — COS, COS фу Cos [S, + a (t — ty)] fof sing, +0, (II. 38) 
0 

где 

(575 
9 =o sing, > 

0 

ty Е, t | 

S = | a(t)dt, а = | (cos | а (Ё) и) dt, 
0 0 0 n/t | (II. 39) 
= | [sin foc i dt. 

0 0 
3 

Наконец, из третьего соотношения (II. 34) для # < &, получаем: 

t t t 

h=—asing, | |2 | [cos [ом dt — 
0 0 0 

t t t 

— COS, COS фу | | (f) | [si | а (Е) | a| dt +- 

0 0 0 

t Е 

+oasing, | ta (t) dt + 0 | a(t) dt. (II. 40) 
0 0 

И для t >t, 

# cos S, agt? 
и == © SIN Py (ps и) 

sin S, ) + ао sing, (“== —9)— 

— ocosg, cos te(- sos Se 4 gi\l@—t)+ (i. 41) 

—- = sin@, cos |5, (1 — t.)| + 

+. cosg,costysialS, + ay (Е — ВЛ ago + sing, -+ 

+ Oo [S, + a (Е — t,)]. 

— COS &, соо ( pp +a 
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Здесь 

tor t t ] 

р1== | a(t) | (co | а (Е) a ae dt, 
о |. 0 0 
ty t t ty 

P= | a ©] (si a(t) | и at, Рз — | [а (t) dt. 

о |. 0 0 ( 

(II. 42) 

Вычислим теперь 05. Будем считать, что для момента & 
прибытия в конечную точку, когда должно быть выполнено 
условие 

ц (1) = 0, (П. 43) 

справедливо неравенство 

ГЫ. (П. 44) 

Так как 
S (Ё) = So, (II. 45) 

TO 

t; —t, = DoT Ss | tp SoS р. (II. 46) 
Qo Ay 

Подставляя теперь {= в соотношение (II. 41), полу- 
чаем после некоторых упрощений и группировок: 

__ @COS ф, COS  [ sin $, — sin Sp 

8 _ So | Qo + 

+ (43+ SS) (5, — 8.) + 93]+ 
- , sing, [cos S,—cos $ sin Se 

+ So | Qo +43 — 5) (St о 

1 +4,(8, = So) — gh ини] (1. 47) 

Оценим погрешности, привносимые заменой системы урав- 
нений (П. 30) системой (II. 33). | 

Для определения разностей AS, AQ и Aw решений 
систем (П.30) и (П.33) вычитанием уравнений (П.33) из
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уравнений (II. 30) получаем: 

AS = a4(1 __ cos 0 }, 
cos и 

Ad = w AS (cos ф! cos p cos 5 + sin @, sin S) — 

— (1 — cos и) (COs @, Cos Pp Sin S—sin @, cos 5) — 

— © SIN LCOS Ф1 SiN Yo, 

Au = а (0 — sin® + 46). 

Учитывая, что 

| cos ф1 COS фу cos S+ sing, зто | < 1, 

| cos , cos фу sin S — sing, cosS | < 1, 

623 

(II. 48) 

| 

(II. 49) 

и ограничиваясь в правых частях равенств (П. 48) лишь OCHOB- 
ными членами, получаем: 

| AS | < ботах-5-, 

92 

[49 |< (бо max ++ max| №], 

93 | Au| < Sp(max 4+ A0}). | 

aS, 

Qo 

Для оценки правых частей неравенств (П. 50) 
9 и ц, полученные из соотношений (П.34) при 
Я — а: 

5 — Aol, 

Sint __ 
6—6 —a(sing, 

COS apt — 1 
—tsing,] , — COS $1 COS фо 

Ц — 909 + @ (sin 0; os a +- 

Sin Got 
—- COS Ф! COS po — 

|. or sin @, — ¢ cos q, Cos 4} 

(II. 50) 

возьмем ©, 

постоянном 

‚ (1.510 
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где 
9. — 6 COS P; COS фу (1 __ мч] — 

0 Ay So 

—— a, in , (3 oo 7). (II. 52) 

Из формул (П. 51) и 1.52) следует, что 

oS? 
тах | 9 | == | 9 (50) |= az» | 

| $ oS (II. 53) 

паж ву) aya 
Следовательно, 

0258 

тя 
XH 

0254 | 1 oS? 
A@ о | — 5%. П. 54 [5 (1.54 

a] 1 st), 
Au | | < V3 + 2a, 

Выражение (П. 47) для 09, может быть упрощено. Разло- 
жив тригонометрические функции $1п 5%, cos Sp в ряды по сте- 
пеням 5% и сохранив в разложениях третьи степени So, получим: 

__ @COS Ф, COS Po [ao #2 \ _ @sing, [сз 77 

0 = ба, (53 re + <. 24a) (Ss+e,+ So | 

(II. 55) 

Здесь 1, &, &3, Е, — постоянные величины, характеризующие 
начальный участок движения. Они выражаются через S,, &,, 
9, 4, Pi» Po Рз следующим образом: 

€, == 6(a,9, -- со$ $, — 1). 

Е) = 6 (315, — 5, cos S, — a)95S,+ р»), 

Е; = 24 (yt. — og; + sin S,— 5„), 
‚ (1.56) 

&. == 24 (1 —-cosS, —S, sinS, + 49,5» — 

$? 

S.+3+73— 21).
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Допущенная при замене формулы (П.47) формулой (П.55) 
погрешность в определении QO) и связанная с ней погреш- 
ность Aw(S,) оцениваются неравенствами 

050 oS? 
|A® | $ aa [Ар (90) IS arg (II. 57) 

Погрешность Ац ($5), вызванная отличием действительной 

путевой скорости v (1) от расчетной, оценивается неравенством 

Ла | oS? Ат, (1.58) 
За 

где |ЛАа| — отклонение действительной величины a(t) от 
расчетной. 

Некоторому отклонению расчетной скорости от действи- 
тельной равносильно также допущение о постоянстве Ro. 

Соотношения (II. 8), (П.9), (П.55), (П. 39), (П. 42) и по- 
следнее равенство (П.31) дают возможность вычислить Wo, 
Афо и оценить погрешность А ($5) в момент прибытия, свя- 
занную с неточностью их определения. 

Перейдем к определению программной дальности. Так как 
из первого неравенства (П. 54) следует, что погрешность AS, 
вызванная выходом траектории из плоскости ‘ортодромии, 
мала, то задача определения ©; сводится лишь к определе- 
нию с нужной точностью длины дуги эллипса, образованного 
пересечением земного сфероида и плоскости ортодромии, 
от начальной точки движения с координатами (q,, A,) до KO- 
нечной точки с координатами (фо, Ag). 

Легко усмотреть, обращаясь к таблице (П. 21), что сечение 
земного сфероида плоскостью ортодромии есть эллипс, боль- 
шая полуось ‘которого расположена в плоскости земного 
экватора и равна радиусу экваториального сечения Земли, 
т. е. ее большой полуоси а; малая же полуось равна 

р’ —=вУ1— e? (1 — соз? фз? $), (II. 59) 
где 

22 4—6? (II. 60) 
az 

— эксцентриситет земного сфероида. 
Квадрат эксцентриситета е’ сечения равен: 

(e’)? == е? (1 — cos? @, sin? фо). (П. 61)
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Длина дуги эллипса, образованного сечением земного 
эллипсоида плоскостью ортодромии, очевидно, равна: 

Sota 

[= а | У! — 2? (1 — cos? ф, эт? $) соз? $ dS, (И. 62) 
а 

где а — угол в плоскости ортодромии между направлением 0, 
и линией пересечения плоскости ортодромии с экватором. 

Разложение подынтегрального выражения (П. 62) в ряд 
по степеням е? и интегрирование дают: 

[= 25.1 — (1 — cos?g, sin? фо |. (П. 63) 

Отброшенные при этом члены оцениваются неравенством 

[AL < 2 8, (II. 64) 

Таким образом, определение исходных параметров фу, Arp, 
и / по заданным географическим координатам (Pj, A) началь- 

HOH и (>, №.) конечной точек движения сводится к следую- 

щим вычислениям. 
Определение геоцентрических широт @,, фо по географи- 

/ Г. ческим Ф\, Фо: 
2 

| ФФ — > Sin 29 о. (II. 65) 
| 

Определение фу и 5%, по формулам: 

cos Sy == COS @ COS фо COS (Ap — Ay) + Sing, Sings, | 

. __ COS фз Sin (Ay — Ay) 
sin fy = sin 5. , ` (II. 66) 

__ sin @. — sin Q, cos Sp 

COS Yo = cos @, sin Sy ; 

Вычисление {: 
2 

1 — @50 |1 -_ on (1 —cos?q, sin? Wo) |. (II. 67) 

И, наконец, нахождение Arp, по формуле 

Ay, =— © COS P; COS Wo (а) + 

ба, So 

© sin, 3 E4 Set (50 ++). (II. 68) 
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В соотношениях (П. 65) — (П. 68) входящие в коэффи- 
циенты величины 22, A, ©, Ap, &, Eq, Ез, 4 являются постоян- 
ными и значения их известны. 

Суммарные максимальные погрешности приведения объекта 
в конечную точку движения, вносимые неточностью опре- 
деления исходных параметров движения по приведенным выше 
формулам, не превышают величин: 

А < ае?$) 4 aS? 

| I< 4 18a? 

| Aw | 1 4 S50 4 Me) Я 

™~ gag УЗ © 2a, 406 3a?



Приложение Ш 

Об управлении движением объекта 
по показаниям ньютонометров *) 

Рассмотрим схему управления движением центра масс 
объекта непосредственно по показаниям ньютонометров, без 
определения координат объекта. Выведем и проанализируем 
уравнения движения объекта вблизи программной траектории. 

Пусть программная траектория движения объекта задана 
в плоскости, проходящей через центр Земли O, и занимающей 
неизменное положение по отношению к Земле. Введем правый 
ортогональный трехгранник О", плоскость О.Е KOTO- 
рого совпадает с плоскостью программной траектории. Дей- 

ствительное местоположение центра масс объекта О в системе 
координат О\Ё определим расстоянием Ю центра масс 
от центра Земли O, и двумя углами AzuS. Первый из них — 
это угол между направлением O,O и плоскостью О1Ё 1. 
Положительные углы AZ соответствуют отклонению напра- 
вления O,O к оси &. Угол $ — это угол между осью O,N% 
и проекцией направления O,O на плоскость О1&\. 

Будем считать, что на борту объекта известны из каких- 
либо источников информации величины $ и R. Тогда задачу 
навигации объекта можно рассматривать как задачу управле- 
ния движением объекта, при котором величина Az сводится 
непрерывно к нулю с заданной точностью. 

Эту задачу можно, очевидно, решить, если определить 
точное значение величины Az (например, при помощи инер- 
циальных систем), а затем использовать это значение для 
управ .ения движением объекта. Однако знание точного зна- 
чения Az не является здесь необходимым. Ниже рассматри- 
вается схема управления движением объекта по показаниям 
надлежащи . образом ориентированного ньютонометра, кото- 
рые являются некоторой линейной комбинацией величины Az 

и ее производных. 

*) Андреев В. Д., Новожилов И. В., Инженерный жур- 
нал, Механика -твердого тела, № 2, 1966.
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Пусть на борту объекта реализовано направление С, нор- 
мальное плоскости программной траектории, что может быть 
сделано, например, при помощи гироскопических устройств. 
Пусть вдоль этого направления установлен ньютонометр, 
показание которого обозначим через a, Показание HbIOTOHO- 

метра, соответствующее Az==0, обозначим через a2. Вели- 
Co 

чина а, будет функцией S, Аг, R, их производных и вре- 

мени. Величина же ae зависит лишь от ©, А и времени. При 

известных 5 и А величина ae может быть сформирована для 

каждого момента времени. Разность 

ба, =a, — a? Ш. 1 
Co So Co ( ) 

может служить мерой отклонения движения от программного 
и может быть использована для управления движением объекта. 

Найдем выражения для a,» a. ба,. Учтем при этом сле- 

дующие погрешности: инструментальную погрешность ньюто- 
нометра Aa, , погрешности Ах, АЮ информации о величи- 

нах Su R, а также инструментальные погрешности ориентации 
оси чувствительности ныотонометра. 

Введем правые ортогональные трехгранники OES, ОЕ", 
O€'n/C’. Их начала поместим в центр масс объекта. Ось \ 
направим вдоль линии О, О, а ось & расположим параллельно 
плоскости программной траектории. Оси CG’, (9 ориентированы 
так же, как Су, ось |’ составляет с осью 10 угол S’ = S—Ax, 
а ось 10 с осью "у образует угол S. 

Трехгранник Обо получается из трехгранника ОЁ’”\/С/ 
поворотом на малый угол Ах вокруг оси ©’, а трехгранник 
ОЕТБ — из трехгранника O£%C° поворотом на угол Az вокруг 
оси #9. Таблица направляющих косинусов между осями &, 1, 6 
и &’, n’, С’ имеет вид: 

Е Ах 0 
п — Ах 1 Az 

С 0 —Az 1. 

(III. 2) 

Чтобы получить направляющие косинусы между осями £9, 
Co и &’, x, C’, надо, очевидно, в таблице (Ш.2) поло- 

жить Аг = 0.
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Инструментальную погрешность ориентации оси C чувстви- 
тельности ньютонометра, т. е. отклонение ее от направле- 
ния 00(5’), зададим двумя малыми углами oO, и B,, так что 
направляющие косинусы оси © с осями &’, 1’, С’ будут 
равны: В,, —a,, 1. Полагая чувствительную массу ньютоно- 
метра единичной, точечной и расположенной в точке О, для 

показания ньютонометра получим выражение 

а, = — We. +8, + Aa,, (Ш. 3) 

где We, — проекция на ось 5, абсолютного ускорения центра 
масс объекта, 8, — проекция на эту же ось силы притя- 

жения Землей чувствительной массы ньютонометра, а Аа — 
погрешность показаний ньютонометра. 

Проекции Wz, W,, We абсолютного ускорения точки О 

Ha оси трехгранника Об равны: 

МЕ =— ЮВ (в — 0:0) — 2 Ра, 

И, =А—^ (02? +03), (Ш. 4) 

У; =А (оо) 2Во | 

где точками обозначено дифференцирование по времени, 
а через We, W,, We обозначены проекции абсолютной угловой 
скорости трехгранника ОЁТС на его оси. 

Если считать поле тяготения Земли центральным, то 
ВЕ =85=0, 8. —=— 8. Теперь из таблицы (Ш.2), соот- 

ношений (II. 3), (Ш.4) и определения углов a,, В, получим, 
пренебрегая членами второго порядка малости: 

ах, = — ИВ, — (У + 8) (Az —a,) — Е Аа. (Ш.5) 

Чтобы определить ae (= а), надо положить еще о, = 0, 
“0 

В, —=0, Az=0. Тогда a; — — Шо. 
0 

Для формирования Ив необходимо, как это следует 

из третьей формулы (Ш. 4), знать R, Ю и проекции о, 

0, Фо абсолютной угловой скорости вращения трехгран- 

ника #0000 на его оси. Эти проекции суть функции S, би 
времени #. В нашем распоряжении имеются, однако, лишь 

Е’, Oy’, Oe, являющиеся функциями 9’, S’ и ft, а вместо R
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и Ю известны лишь величины R-+-AR, R-+-AR. Поэтому 
значение 40 может быть сформировано в виде 

Go 

at, — We. — — (R —+- AR) (®,, +. Oe) ~~ 20, (R + AR). 

(Ш. 6) 
Теперь из формул (III. 5), (Ш. 6) и соотношения, анало- 

гичного (Ш. 1), получим: 

Oa, | = — W Be — (И, +. 8) (Az — a,) — и, -- Аа, + W,. 

(III. 7) 

Преобразуем правую часть равенства (IIJ.7), подставив 
в него вместо W¢’, Wy’, We их выражения через We, Wy, WE, 
Az, Ах, Az, Ах. В соответствии с таблицей (Ш. 2) будем иметь: 

Wg! ==; — O, Ax — Az, On! =O; Ax + ©, — Of Az, аи.) 

Wy = @, Az + — Ax. J ) 

Вводя (Ш. 8) в (III. 7), заменяя одновременно W;, W,, We 

согласно формулам (Ш.4) и полагая x —=RAx, z—RAz, 
находим: 

ба, — 2 — (&/К — OF — у) #—х (©, — @,0,.) — 2х a 

AR (в + ©,0¢) + 20; AR 4-0, [g +R — R (w+ @8)] + 
+f, [А (@g — оо) + 2Ro,]-+-Aag. (III. 9) 

Сигнал ньютонометра бак, используется, как было ука- 
зано, для управления движением объекта. Если обеспечена 
устойчивость процесса управления и если при этом сигнал бак, 
подается на управление с достаточно большим коэффициентом 
усиления, то можно принять, что движение объекта описы- 
вается уравнением 64+, = 0, или 

2-{ (g/R—o? —o?) z= f, (АК, AR, x, х, а. By, Aag), (Ш. 10) 

где fe —однородная функция первой степени своих аргументов. 

Пусть пока AR, AR, x, x, а,, В,, Ady, а с ними и функ- 
ция fe пренебрежимо малы. Тогда из (Ш. 3) 

z+ (g/R — ® — 2) 2=0, (III. 11)
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При 92, OF < = g/R, когда влиянием Wg, @,, можно 

пренебречь, движение объекта по координате 2 будет пред- 
ставлять собой периодические колебания шулеровской частоты 

с амплитудой, определяемой начальными значениями коорди- 
наты 2 объекта и скорости ее изменения. 

До сих пор предполагалось, что по продольной коорди- 
нате © объект не управляется. Величина же $ (с погреш- 
ностью Ах) известна. Можно представить себе схему, в ко- 
торой и по координате S объект управляется по сигналу 
ньютонометра (например, путем управления тягой двигателя). 

Если программным значением координаты $ считать вели- 
чину ©”, то ньютонометр должен быть установлен вдоль оси &’, 
Для величины бар, аналогично (Ш.2) можно получить тогда 
выражение 

—х ее x — & (ep __ 
Oa, = X + (8/R — @,, — Of) * — 2 (0, + @,0,) 

— 20,2 — 20, AR — AR (a — 0.) — 
_ 5_ , , И 

Ye [8 + & — R (@ + %:]] +5, [К (@,— 0) + 2RO,] + Аа, 

где теперь величина х/А — отклонение фактического значе- 
ния координаты S объекта от ее программного значения 9’, 
а углы \, и 6, — инструментальные погрешности ориентации 
оси ньютонометра Q¢, аналогичные углам @а,, В,. В этом слу- 
чае при устойчивом и достаточно жестком управлении дви- 
жение по координате S будет описываться уравнением ба —0. 
Вместе с уравнением ба, =0 это приводит к системе: 

x + (03 — 0? — 92) x — 2 (0, + 0,0,) — 20,2 = 

= 20, AR-+AR (®,—@,,) + 

+ [e+ R=R (ot +08] — 
— 6, [А (в + 0,02) + 2Roa;g] + Aag, 

2- (03 — 0? — в? z+x(o, — 0,0,) + 20,% = 

= 25; AR + AR (о) 

+a,[g+R— К (© + oF) ++ 

[К ©; — во) + 2Ао] + Аа. | 

| (HIT. 12) 
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Эта система описывает отклонение движения центра масс 
объекта от программного. Если ньютонометры dg, Ag уста’ 
новлены на одной и той же платформе, то В, ==0, и си- 
стема (Ш. 12) полностью совпадает с уравнениями ошибок 
определения координат инерциальной системой с двумя Нью’ 
тонометрами. 

Следует заметить, что можно поставить по оси 1’ третий 
ньютонометр и управлять с его помощью движением объекта 
также и по координате А. Тогда в тех же предположениях 
система уравнений ба+, =0, ба, =0, 0а.,==0 полностью 
совпадает с уравнениями ошибок автономной инерциальной 
системы с тремя ньютонометрами. 

Возможен случай, когда по одной из двух координат 
(Аг или ©) объект не управляется непосредственно по сиг- 
налам ньютонометров, а определение соответствующих коор- 
динат производится при помощи инерциальной системы. Тогда 
совместная система уравнений ошибок управления объектом 
и ошибок инерциальной системы будет иметь вид (Ш. 12). 
Аналогичным образом обстоит дело и для трех координат: 
Az, 5, R. 

Уравнения (Ш. 12) инвариантны относительно поворота 
трехгранника ОЁТС вокруг оси 1. Из этого следует, что при- 
нятое выше ограничивающее предположение о том, что про- 
граммная траектория лежит в неизменно ориентированной 
относительно Земли плоскости, не является существенным. 
Однако для упрощения дальнейшего изложения целесообразно 
сохранить принятый ранее способ задания программы. 

Результаты, изложенные выше, получены в предположе- 
нии, что осуществлен устойчивый и достаточно эффективный 
(жесткий) процесс управления объектом по сигналу ньютоно- 
метра. Возможность осуществления такого процесса не оче- 
видна. Чтобы убедиться в такого рода возможности, надо 
рассмотреть движение управляемого объекта. Проведем это 
рассмотрение на примере летательного аппарата типа самолета. 

Составим уравнения движения объекта. 
Уравнение сил в проекции на ось OC имеет вил: 

т (И. — 8) = Pro , (Ш. 13) 

где m==const— масса объекта, Wyo — проекция абсолютного 

ускорения центра масс объекта, т б— проекция силы 

41 В. A. Андреев
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1 
тяготения, Г — проекция аэродинамических сил и силы тяги 
двигателя. 

Выражение для разности И — 8 p0 может быть получено 

из соотношений (Ш.5), (Ш.4), если в соотношении (Ш. 5) 
изменить на противоположный знак правой части и положить 
а, = В, = Aa; = 0. 

Определим Е fo Пусть У — скорость объекта относительно 

Земли, У" — воздушная скорость объекта, 9 — скорость ветра 
в точке О. Тогда 

У*—=Ур— 9, Vo=RAz. (Ш. 14) 

Обозначим через Ox*y*z* систему координат, полученную 
из системы ОЁС двумя поворотами: на угол фу вокруг оси H 
и на угол 0) вокруг оси z* до совпадения оси х” с векто- 
ром У*. Полагая Vi у. < У*, имеем: 

Yo=—Vi/V*, = Vi /V*. (III. 15) 
Введем связанный с объектом правый ортогональный трех- 

гранник Oxyz, ось х которого параллельна хорде крыла и 
ориентирована по направлению полета, ось у лежит в пло- 
скости симметрии объекта, а ось 2 направлена вдоль по раз- 
маху правого крыла. Полагая отклонение трехгранника Oxyz 
от трехгранника Ox*y"z* малым, зададим положение первого 
по отношению ко второму тремя малыми поворотами: на 
углы Yo, В вокруг осей х*, у’ (это положение называется 
обычно полусвязанной систгмой координат) и на угол @& вокруг 
оси 2“. Углы а, B—cyTb углы атаки и скольжения. 

Аэродинамические силы задаются обычно *) в осях полу- 
связанной системы координат проекциями: Х — лобовое со- 
противление, У — подъемная сила, 2 — боковая сила. Силу 
тяги двигателя Р будем считать расположенной в плоскости 
симметрии объекта под некоторым малым углом ф к оси х. 

Теперь с точностью до величины второго порядка малости 
по Wo, 8, а, В, Yo. Ф, Az имеем: 

Fi,=(P—X)(—p) —B) + ¥ (y+ Az) +Z. (Ill. 16) 
Величина Z представляется в виде 

2 = m(Cop-+ Crd, + Coy о) АХ, (Il. 17) 

*) См., например, Лебедев A. A, Чернобровкин Л. C,, 
динамика полета, Оборонгиз, 1962. 
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Здесь 0,, Oy, 6, — малые углы отклонения элеронов, рулей 

высоты и рулей направления, СА, Cox, С ‚у — аэродинамиче- 

ские коэффициенты, т — масса объекта m Af, — некоторая 
возмущающая сила, 

Для маршевого участка полета, когда разность Р — X 
мала, первым слагаемым правой части (Ш. 16) можно прене- 
бречь; можно считать также А = с010$ и У = тг. Уравне- 
ние (1.13) с учетом соотношений (Ш. 16), (Ш.17) при- 
нимает вид: 

W 8 po = & (Yo tAz)+Chp + Cid, +- Сб, НАХ, (Ш. 18) 

Составим уравнения угловых движений объекта около 
центра масс, необходимые для определения величины В, вхо- 
дящей в уравнение (Ш. 18). Положение связанного с объек- 
том трехгранника Oxyz определим по отношению к трех- 
граннику ОЁС малыми поворотами вокруг осей Ё, 1, 6 на 
углы: рыскания ip, тангажа 9 и крена у. Тогда с точностью 
до величин второго порядка малости 

к —ф=— В, Y=y. (Ш. 19) 

Нас интересует главным образом движение центра масс 
объекта. Так как частоты колебаний, соответствующие этому 
движению, существенно меньше частот колебаний, характери- 
зующих процесс угловой стабилизации объекта, то при изу- 
чении низкочастотных движений центра масс объекта урав- 
нения движения объекта вокруг центра масс можно записать 
в виде M,—=0, M,—0, М, = 0, где M,, М,, М, — проек- 

ции момента внешних сил на оси трехгранника. Охуг. 
В силу аэродинамической симметрии объекта при малых 

значениях @, В, O,, Oy, 6, моменты M,, My не зависят от 

a, 0.. Поэтому с точностью до величин второго порядка 
малости из M,—0, М, =0 следует *): 

Mb + Myx 6, + МУЗ, НАМ, =0, 20) 
(1.2 

В 5 5 __ MyB-+ Мухо,-- Мб, НАМ, =0, | 

где МВ, м, М“х, Мух, Mey, Myy — аэродинамические коэф- 

фициенты моментов, AM,, АМ, — возмущающие моменты. 

*) См., например, книгу, указанную в сноске на стр. 634, 

41*
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Чтобы закончить составление уравнений движения объекта, 

необходимо задать законы формирования отклонений рулей. 

Их можно представить в виде 

6, = по (у Az—a,), by = mo (tp — В,) + Rott, 
(и) = № (5a, ). 

Здесь No, My, ky — коэффициенты настройки системы упра- 
вления. Величины ф —В,, y+Az—a, суть сигналы угловой 
стабилизации, снимаемые с осей карданова подвеса гироско- 
пической платформы, реализующей трехгранник ОЁ”\/С’. 

Последнее уравнение (Ш.21) описывает работу устрой- 
ства преобразования показаний ньютонометра. Величина и — 
выходной сигнал этого устройства. Через L и N обозначены 
некоторые пока произвольные операторы, удовлетворяющие 
условию 

(Ш.21) 

[(0) = № (0), или u (0a, = 0) =0. (Ш. 22) 

Подставив в уравнение (Ш.18) выражение И — 8 p0 

из равенств (Ш.5), (Ш.4) и присоединив к полученному 
соотношению уравнения (Ш. 14), (Ш. 15), (Ш. 19) —(Ш.21), 
(II. 9), получим систему уравнений, описывающих управляе- 
мое движение объекта: 

[R—R (0? +-07)+ А2- А (0, +0,0,)+2Ro, = | 

= (y+ Az)+Cip + C6, 4 Срб,- АХ, 
6, = Mo (vy + Az—a,), 6, = то(ф — B,) + Rot, 

(и) = М (64, ), 

МВ Мб, + Мб, + АМ, =0, 

Mp + Myr d, + My d, ++ AM, =0, г (II. 23) 

ba, = — z—(g/R — of — oF) 2 — x (0, —@,0,) — 
— 20, + AR (в + оо) + 2 ARa; + 

+4, [+ R—R (03+ 9] + 
+ 6, [R (or — Е) + 2Ro,,] + Аа, 

фо = — (R Az —4,)/V", Po —p=—p, z—=RAz. | 
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Получим из этих уравнений систему уравнений в вариа- 

циях, описывающих движение около невозмущенного | про- 

граммного, определяемого условиями: 

u=Az=z==0, AR=x=0, В, = а, = Аа =0, 

Af, =АМ,=АМ, = ==0. 

Для невозмущенного движения 

к (0, оо) 2Ro, = ву Св--Са, Е Срд, | 
b= My, 6,=тоф, ф=В, 

МВВ-- мы 6, + Мб, =0, 

МВ + Myr d, + My 6, =0. 

| (III. 24) 

Сохраним за отклонениями (вариациями) переменных у, O,, 
б,, В, ф от значений, определяемых системой (Ш. 24), обо- 

значения самих переменных. Тогда из соотношений (Ш. 23), 
(Ш. 24) получаются следующие уравнения в вариациях: 

e, — СВ — C6, — Суб, — ву Az) =Af,, 

Mp + Мб, Ms, =— АМ, 

Mp + Myx о, Myy 6, = —AM,, 

д,—то (Y-+AzZ)=—na,, 6,—тор— и = —mf,, 

L(w)—N(6a,)=0, да, +e,—/f;, ‚ (III. 25) 

г, — 2 — (4—6: — 62) z= 0 (05 = &/К), 

z=Rhz, 

R hz Uy ; 
p—p+>-F=7 (У =\* = const). | 

Здесь, как и в равенстве (Ш. 10), 

ft — £ (@, — во — 20.5 АА (в + 0,02) + 

+ 2ARo, ра, [g +R — R (02 + 02)] + 

- В [^ (og — воз) + 2Ro,].
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Исследуем систему уравнений (Ш. 25). 
Положим вначале, что объект статически устойчив по 

курсу. Это позволит принять пока 1 =0. Тогда первые 
семь уравнений (Ш.25) решаются независимо от послед- 
них трех. 

Если считать в первых семи уравнениях (Ш. 25) правые 
части равными нулю, что означает отсутствие других возму- 
щений, кроме ветра, то эти уравнения будут удовлетворяться 
частным решением =; =b=6, =6, =u — 0a, = Vt Az=0. 

С учетом этого три последних уравнения (ИГ 25) дают: 

2+ (3 — ©? — 0?) 2=0, 

z=RaAz, (III. 26) 

p=(— Аг HV. | 

Первое равенство (III. 26) совпадает с равенством (Ш. 11), 
полученным ранее. 

Следует отметить, что равенство (Ш. 11) было получено 
в предположении достаточно большой жесткости управления. 
Теперь видно, что этот результат получается. (если возму- 
щения отсутствуют) и при произвольной жесткости управле- 
ния. При этом оказывается, что объект по координате Z не 
возмущается ветром. 

Следует далее подчеркнуть, что эти результаты полу- 
чены для произвольных операторов L, №, в том числе и 
нелинейных. 

Единственное требование, которому должны удовлетворять 
эти операторы, — удовлетворение условию (Ш. 22). 

Для дальнейшего удобно, исключив из системы (Ш. 25) 

переменные y-+Az, В, 0, б,, Eps ба, , привести ее к виду 

2-{ (2 — 0? — в?) 2 = — phot. 
. | (Ш. 27) 

— N[— ¢ — (@2 — «2 — w@? L (u) = N[— 2 — (@) — 09: — 0") 2]. 

При получении уравнений (JII.27) предполагалось, как и 
ранее, что в системе отсутствуют возмущения, кроме ветра. 
Коэффициент ци в первом уравнении (Ш. 27) зависит лишь 
от параметров объекта. Его явное выражение в дальнейшем 
не понадобится и поэтому здесь не выписывается.
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Если операторы L и N суть полиномы от опера- 
тора р дифференцирования, а 9: <, On < wp yk —=const, 
TO можно исследовать характер зависимости общего реше- 
ния уравнений (11.27) от вида операторов L, №. Тогда, 
если 2(р) есть изображение решения z(t) по Карсону — 
Хевисайду, то 

L (р) (р?2о- p2o) — URoQ (р, Zo, Uo, 20, Uo ...) ‚ (1.28) 
(p? + 05) [4 (p) — Hap (p)] 

где @ — линейная однородная функция начальных условий. 
Скобка (Pp? + 5) в знаменателе правой части paBeH- 

ства (1.28) обусловливает присутствие в решении незату- 
хающих колебаний шулеровской частоты. Одной из задач, 
которую можно пытаться решить подбором вида операторов 
(р) и N(p), является устранение этих колебаний. Проще 
всего это сделать, взяв 

L(p)= р? 0?, N(p)=1. (Ш. 29) 

Тогда при ЦА, = pe, > ow, получим: 

2(р)== 

Peat Ра | Вбр ta) +P Zo—te) ayy, 30) 2(р) == 
Pp’ + po, (p? + о) (p? + 1491) 

Если 

Uo —- Zo» Ko — Zo» (Ш. 31) 

то 

_ pz) + Р2о Ill. 32 2(D= Tak (Ш. 32) 

Условия (Ш. 29), (Ш. 31) означают, что величина 2 нахо- 
дится по показаниям ньютонометра и начальным условиям 
точно, т. е. дело здесь сводится к управлению движением 
объекта обычной инерциальной системой. Заметим, что усло- 
Bue (Ш. 29) легко расширяется до условия вида 

L(p)=(p? +o) Л (р), М(р)=— А (р), 

где Л (р) — произвольный оператор. При этом, однако, усло- 
вия, аналогичные (Ш. 31), будут иметь более сложный вид. 

Другой крайний по отношению к условиям (Ш. 29), 

(IU. 31) случай 
L(ip)=1, М(р)=—1 (III. 33)
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приводит к непосредственному управлению по сигналам ньюто- 
нометра. Тогда вне зависимости от величины y= Roy из 
равенства (11. 28) получаем: 

p?2y+ Р2о Ш. 34) 

Ро 

т, е, 2([) имеет тот же вид, что и полученный ранее в пред- 
положении бесконечно большого значения Ap. 

Следует сказать, что выбор (Ш. 33) оставляет в стороне 
вопрос о фильтрации короткопериодических составляющих 
показаний ньютонометра. Последнее всегда может быть сде- 
лано, причем постоянные времени фильтра будут достаточно 
малыми, так что при рассмотрении длиннопериодических дви- 
жений этими постоянными времени можно пренебречь. 

Оценим влияние правых частей уравнений (III. 25). Из пер- 
вых семи уравнений (Ш. 25) для L=1, №М = —1 получим 
(1+ pk) 64а, =Ф, где Ф является функцией АХ, АМ, 
АМ,, поа,, fe, т. е. правых частей уравнений (III. 25). При 

Ukog >> 1 влиянием этой функции можно пренебречь. 
Из предшествующего рассмотрения вытекало [это видно 

из соотношений (Ш. 30), (Ш. 34)] существование незатухаю- 
щих колебаний. Можно ввести демпфирование в уравнения 
движения, если использовать для управления информацию 

о величине 2. Это получается, например, при my == 0, ибо 

в силу последнего уравнения (Ш. 25) имеем: tp = (—z-+u,)/V. 
Из системы уравнений (Ш.25) при m,#0, L= р? о”, 

N=—1, ©; <<a}, OF <, Wk, const (причем Иа; > 09), 
Ф =O получим вместо равенства (Ш. 30): 

2(р) = Р?2о + ро - Ро Ayu, 

pe р? Ap + UR, 
Ro [p? (2) — Uo) + p (20 — %)] Е Ро . (Ш.35) 
(p? + о) (мена) 

2 — Здесь при pk, >> ®5 величина A, = ШУ. 

Первому слагаемому правой части равенства (Ш. 35) соот- 
ветствует затухающий переходный процесс. Второе слагаемое 

при 2% == #0, 20 == и, определяет незатухающую составляющую 

решения. При 2 ==, 2%0==ио эта составляющая решения 

2 (р) = 
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пропадает. Если v,==const, то имеет место статическое 
отклонение 2, = А, | LR) 

Для случая L=1 и N==—1, полагая опять m+ 0, 
Ф=0; o?, OF << 02; WRog == const (причем [Ro >> 1), полу- 

чаем вместо равенства (III. 30): 

Р*2о + Р2о- Pho2y | Agve 

Р-- Ap + ap 

Здесь при WR >> 1 величина Ao = Mo/RogV. В этом случае 
свободные колебания в системе со временем затухают пол- 
ностью, а статическое отклонение 2) =h,v, |6. Легко видеть, 

что при А =®2А2 статические отклонения 2), 2. равны 

друг другу, а Ay >>> Ad. 

2 (р) =
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