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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий сборник задач предназначен для уча-

учащихся старших классов, преподавателей математики,

руковод1 гелей математических кружков и студентов

педагогических институтов. Его можно использовать

как источник задач для внеклассной работы и как посо-

пособие для самостоятельного изучения геометрии.

Недавно изданная книга И. Ф. Шарыгина «Задачп
по геометрии. Стереометрия)) (М.: Наука, 1984) наряду
с задачами письменных конкурсных экзаменов содержит
много интересных задач повышенной трудности, как

известных, так и оригинальных, авторских, но задачи

в ней почти не систематизированы. Дело в том, что уси-

усилиями как профессиональных математиков, так и просто
любителей математики в области стереометрии был на-

накоплен богатый и интересный материал, и поэтому сна-

сначала нужно было собрать теоремы и задачи, изучить

и сравнить их различные доказательства, т. е. провести

предварительную обработку всего этого материала,
а уже потом привести его к более стройному и завер-

завершенному виду. В нашей книге мы и постарались спра-
справиться со второй задачей. Разумеется, при этом мы

опирались на первый этап работы, и все наиболее ин-

интересные задачи из указанной книги и нашу книгу

вошли (с переработанными решениями); они составляют

примерно половину ее.

Книга содержит около 560 задач, снабженных реше-
решениями, и около 60 задач для самостоятельного решения.
По сравнению с указанной книгой И. Ф. Шарыгина
включено несколько новых тем: центр масс, правиль-

правильные многогранники, инверсия, принцип Дирихле, раз

резания, целочисленные решетки ы т. д. Для удобства
пользования принята подробная рубрикация; задачг

разделены на 16 глав, а каждая глава на 5—6 пара

графов.
Особый интерес представляет вводная часть —

«Знакомство со стереометрией». В ней собраны задачи.



пе требующие фактически никаких внаний по стерео-

стереометрии, но для решения которых нужно обладать про-
пространственным воображением.

При решении некоторых задач используются пла-

ттиметрпческие факты; мы сочли излишпим повторять
ах известные доказательства. В таких случаях указы-

указывается, где эти доказательства можно прочитать. Ссыл-
Ссылки даются на две книги, изданные недавно и достаточно

ьольшим тиражом: Прасолов В. В. Задачи по

планиметрии, чч. I, II.— М.: Наука, 1986 (в ссыл-

ссылка ч — Прасолов и номер соответствующей задачи)
и Ш а р ы г и н И. Ф. Задачи по геометрии. Плани-

Планиметрия.— Изд. 2-е.— М.: Наука, 1986 (в ссылках —

Шарыгин; римская цифра указывает номер раздела,

арабская — номер задачи). См., например, с. 37.

Значительную часть книги составляют задачи по-

повышенной трудности, причем некоторые из них требу-
требуют предварительного знакомства с основными поня-

понятиями и теоремами стереометрии. Поэтому начинаю-

начинающим изучать стереометрию рекомендуются в первую

очередь следующие задачи:

1.1, 1.7, 1.8, 1.11, 1.12, 1.13, 1.14, 1.17, 1.18, 1.19,
1.21, 1.22;

2.1, 2.9, 2.10, 2.11, 2.13, 2.14, 2.18, 2.26;
3.1, 3.2, 3.3, 3.7, 3.10, 3.32;
4.1, 4.2, 4.3, 4.12, 4.41;
5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.11, 5.16;
6.1, 6.2, 6.3, 6.18, 6.19, 6.54;
7.1, 7.12, 7.31, 7.33, 7.34, 7.52;
10.13, 10.22, 10.23, 10.32, 10.35;
11.1, 11.10, 11.17, 11.18;
12.20, 12.21, 12.22, 12.23, 12.25, 12.26;
15.1, 15.2, 15.3, 15.4, 15.5, 15.26.



ЗНАКОМСТВО СО СТЕРЕОМЕТРИЕЙ

1. Сложите 6 спичек так, чтобы образовалось 4

правильных треугольника со стороной, равной длине

спички.

2. Предложите практический способ непосредствен-
непосредственного измерения диагонали кирпича (без каких-либо

вычислений).
3. Можно ли изготовить звезду, изображенную на

рис. 1?

Рис. 1 Рис. 2

4. Решая задачу, ученик изобразил тетраэдр, в ко-

котором проведено сечение (рис. 2). Правилен ли его

чертеж?
5. На рис. 3, а и б изображены проекции двух мно-

многогранников, точнее говоря, их вид сверху. (Никаких
невидимых ребер нет.) Возможны ли такие многогран-
многогранники?

6. Какую форму должна иметь пробка, чтобы ею

можно было заткнуть отверстия трех видов: треуголь-
треугольное, квадратное и круглое?

7. Можно ли в плоскости прорезать тонкое отвер-

отверстие, не разбивающее ее на части, сквозь которое мож-

можно продеть каркас: а) куба; б) тетраэдра? (Ребра кар-
каркаса считаются сколь угодно тонкими.)



8. Можно ли четырьмя свинцовыми шарами закрыть

точечный источник света? (Источник считается закры-

закрытым, если любой луч, выходящий из него, пересекает

хотя бы один из шаров.)

Рпс. 3

9. Вырежьте из прямоугольного листа бумаги фигу-
фигуру, изображенную на рис. 4. (Клеем пользоваться

нельзя.)
10. Можно ли сложить 6 карандашей так, чтобы лю-

любые два из них соприкасались? Тот же вопрос для 7 ка-

карандашей.
11. Человек прошел километр на север, затем кило-

километр на запад и километр па юг. Мог ли он при этом

вернуться в исходное положение?

12. Из 7 одинаковых кубиков склеен «крест» следую-

следующим образом: к каждой из 6 граней одного из кубиков
приклеено ио кубику
(склепка происходит по

грапям). Можно ли таки-

такими «крестами» заполнить

без просветов все прост-

пространство?
13. а) Вершины М и

N куба с ребром асиммет-

асимметричны относительно цент-

центра куба. Найдите длину
кратчайшего пути, идуще-
идущего пз М в N по поверхнос-

поверхности куба.
б) Коробка имеет фор-

форму прямоугольного парал-
параллелепипеда размером 30 X 12x12. Точка А находится
па грани 12У12, причем она удалена па расстояние 1
от одной стороны этой грани и равноудалена от двух

10
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других параллельных сторон. Какова длина кратчай-
кратчайшего пути по поверхности коробки из точки А в точ-

точку, симметричную ей относительно центра паралле-
параллелепипеда?

14. Можно ли единичный кубик завернуть в платок

размером 3x3?

15. а) Докажите, что поверхность куба можно раз-

разрезать так, что, развернув ее, получим фигуру, изобра-
изображенную на рис. 5, а.

—1-
i

Рис. 5

б) Та же задача для фигуры, изображенной на

рис. 5, б.
16. Докажите, что из прямоугольного листа бумаги

можно склеить бесконечно много различных тетраэд-

тетраэдров (склейка производится только по краям, без нало-

наложений).
17. а) Можно ли соединить 3 резиновых кольца так,

чтобы их нельзя было расцепить, но после разрезания
любого из них они расцеплялись бы?

б) Тот же вопрос для 10 колец.

Решения

1. Спички нужно сложить в виде правильного тетраэдра.

2. Можно, например, сложить три кирпича так, как noFa^a-

по на рис. 6, и измерить расстояние между отмеченными поч-

почками.

3. Нет, такую звезду изготовить нельзя. Обозначим верши-

вершины звезды так, как показано на рис. 7. Рассмотрим плоскость

11



АхАвАй. Звено АЪА% показыпает, что точка А2 лежит «выше»

этой плоскости; звено ЛХЛ4 показывает, что точка Л4 лежит

«ниже» ее. А вот звено Л2Л4 показывает, что, наоборот, Л2 ле-

лежит «ниже», а Л4 «выше».

Изображенная звезда представляет собой один из примеров

так называемых «невозможных объектов». Подобного рода

объекты и конструкции не так

уж редки в живописи. Они

встречаются уже в работах

Рис. 6 Рпс. 7

старых русских мастеров иконописцев. Очень много «невоз-

«невозможных объектов» изобрел известный голландский художш":

Эшер A898—1972), творчество которого любят многие матема-

математики и физики.
4. Заштрихованный на рис. 2 четырехугольник не может

быть плоским. В самом деле, продолжения противоположных

сторон сечения, изображенных сплошной линией, пересекают
продолжения переднего ребра тетраэдра в двух различных точ-

точках. Этого не может быть, так как плоскость и прямая, в ней не

лежащая, имеют не более одной общей точки.

5. Изображенные многогранники невозможны. Обозначим

ла рис. 3, а вершины внешнего четырехугольника (квадрата),

начиная с правой нижней, против часовой стрелки через А, В,

С и D, а вершины внутреннего четырехугольника через Ах, Вг,

Cf и Dt соответственно. Рассматривая сечения, параллельные

плоскости ABCD, убедимся, что Bt отстоит от плоскости

ABCD дальше, чем Аг, Сл — дальше, чем Ви Dt — дальше, чем

Cj, A1 — дальше, чем Dx. Это невозможно.

Введем на рис. 3, б такие же обозначения, как и на рис. 3, а.

Как и в предыдущем случае, легко убедиться, что точки Аг и

Cf менее удалены от плоскости ABCD, чем точки Вл и Dv Сле-

Следовательно, любая точка отрезка Л,С, менее удалена от пло-

плоскости ABCD, чем любая точка отрезка BxD-i, а значит, эти
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отрезки не пересекаются. Поэтому точкп Аг, Вх, С\ и D± не мо-

могут лежать в одной плоскости.

6. Задача имеет бесконечно мпого решений. Условию зада-

задачи удовлетворяет, например, пробка, изображенная иа

рис. 8, а (кусок цилиндра с квадратным сечением обрезан в виде

Рис. 8

клина). С другой стороны, формально возможна даже фигура,

изображенная на рис. 8, б (круг, квадрат и треугольник, рас-

расположенные так, как показано на этом рисунке),

Рис. 9

7. а) Процесс протаскивания каркаса куба сквозь отвер-
отверстие в виде буквы Н изображен на рис. 9, а. Сначала подводим

одно ребро куба к перекладине и двигаем куб до тех пор, попа
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сквозь перекладину не пройдет второе ребро. Затем сдвигаем

куб так, чтобы к перекладине переместилась другая пара «вер-

«вертикальных» ребер. Дальнейший процесс аналогичен преды-

предыдущему.

б) Процесс протаскпванпн каркаса тетраэдра сквозь отвер-

отверстие в виде буквы Т изображен на рис. 9, б. Расположим тетра-

тетраэдр так, чтобы одна его грань была параллельна данной пло-

плоскости, а его противоположная вершина была обращена к пло-

плоскости. Подведем эту вершину к разрезу и начнем проталкивать

тетраэдр так, чтобы два его ребра двигались по горизонтальной

«перекладине» буквы Т, а одно
— но ее вертикальной «стойке».

Когда к «перекладине» подойдет ребро грани, параллельной пло-

плоскости, повернем слегка тетраэдр вокруг этого ребра. Остав-

Оставшаяся часть тетраэдра проталкивается сквозь отверстпе оче-

очевидным образом.
8. Можно. Пусть источник света находится в центре О пра-

правильного тетраэдра ABCD. Рассмотрим трехгранный угол, обра-

вованный лучами ОА, ОВ и ОС Построим шар, пересекающий

лучи ОА, ОВ и ОС и не содержащий точки О. Такой гиар, как

легко видеть, существует: можно, например, взять шар, касаю-

касающийся лучей ОА, ОВ и ОС, и слегка его увеличить (или прибли-
приблизить к О). Этот шар, очевидно, за-

закроет весь трехгранный угол ОАВС.

Другим шаром закроем угол OABD.

Если второй шар пересекается с

первым, то, отодвигая его центр но

лучу ОР, где Р — центр второго

шара, и соответственно увеличивая

его радиус, всегда можно добить-

добиться того, чтобы второй тар не пере-

пересекался с первым. Затем точно так

же построим шар, закрывающий
¦трехгранный угол ОA CD и не пе-

пересекающийся с двумя первыми ша-

шарами, и шар, закрывающий трех-
трехгранный угол OBCD.

Еслп потребовать, чтобы все шары были одинакового радиу-

радиуса, то наименьшее число шаров, закрывающих источник света,

равно 6. Доказательство этого факта достаточно сложно. По-

Попробуйте, однако, самостоятельно найти нужную конструк-

конструкцию из 6 равных шаров.
9. Требуемая выкройка изображена на рис. 10. Ее нужно

взять в руки, держа левой рукой левый край, а правой — пра-

правый, и повернуть правый край на 180° иа себя. Дальнейшее оче-

очевидно.
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flO.
На рис. 11, а показано, как сложить три карандаша.

Сверху иа них можно положить еще три карандаша, сложенных

аналогичным образом (рис. 11, б); при этом карандаши можно

сложить так, чтобы диаметр вписанной окружности треуголь-

треугольника, образованного точками касания трех нижних (и трех

верхних) карандашей, был равен диаметру карандаша. Тогда в

образовавшийся между ними зазор можно вставить седьмой

карандаш.

Рис. 11

Если d — диаметр карандаота, / — его длина, то сложить

7 карандашей указанным способом можно, лишь если dll ^ Я,
где К — некоторое число. Найдите самостоятельно наименьшее

такое к. (Для обычных не-

очмнеяных карандашей тре-
требуемое соотношение выполня-

выполняется.)
П. Да, мог. Предполо-

Предположим, что человек вышел из

точки Л и, пройдя по мери-

меридиану 1 км па север, оказал-

оказался в точке В. Пройдя 1 км по

параллели, он может снова

оказаться в точке В, если

обойдет одан или несколько

раз вокруг Северного полюса.
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1
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2

2

1

1

2

2
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1

1
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2

1
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1

-

2

2

"пс-

Для этого длина параллелп,
на которой лежит точка В, должна быть равна 1/га км.

12. Можно. Разобьем пространство на слои толщиной 1,

а слои разобьем на единичные кубики. В нечетных слоях по-

поместим центры крестов в клетках, отмеченных цифрой 1, а в чет-

четных слоях — в клетках, отмеченных цифрой 2 (см. рис. 12).
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13. а) Любой путь, идущий по поверхности куба, можно раз-

развернуть на плоскость. На рис. 13, а изображены развертки
шести кратчайших путей, идущих из М в N; длина каждого из

них равна у 5а.

в

А

С'
В

•Е

Рис. 13

б) Как и в задаче а), достаточно выбрать паименьший га

отрэзков АВ, AC, AD и АЕ (рис. 13, б). Ясно, что АВ2 =-- 422 =

= 1764, АС2 = 37Ч-172 = 1658, Л?>2 = 322+24И = 1600 п

А К > AD. Кратчайший путь AD имеет длину 40.

Изобразите самостоятельно этот путь на параллелепипеде.

Рис. 14 Рис. 15

14. Можно. Из квадрата со стороной 21/2 можно вырезать

фигуру, в которую можно завернуть единичный кубик (па

рис. 14 эта фигура заштрихована). Ясно также, что 2~^2 < 3.
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15. Вырежьте эти фигуры из бумаги. Свернуть из них по-

поверхность куба вы сможете без затруднений (сгибать их нужно

по диагоналям квадратиков).
16. Склеим из прямоугольника цилиндр и выделим на его

верхнем и нижнем основании два диаметра. Если угол между

этими диаметрами не слишком велик, то «сплющив» основания

по этпм диаметрам, получим тетраэдр. Изменяя угол между диа-

диаметрами, будем получать разные тетраэдры
17. Можно. На рис. 15 показано, как сцепить 5 колец. Ана-

Аналогичным образом можно сцепить любое количество колец.

2 В. В. Прасолов, Н, Ф. Шарьтпга



Глава 1

ПРЯМЫЕ II ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Углы и расстояния

между скрещивающимися прямыми

1.1. Дан куб ABCDAXBXCYDX с ребром а. Найдите
угол и расстояние между прямыми АХВ и АСг.

1.2. Дан куб с ребром 1. Найдите угол и расстояние

между скрещивающимися диагоналями двух его со-

соседних граней.
1.3. Пусть К, L и М — середины ребер AD, А1В1

и ССХ куба ABCDA1BlClDl. Докажите, что треуголь-
треугольник KLM правильный, причем его центр совпадает с

центром куба.
1.4. Дан куб ABCDA1B1ClD1 с ребром 1, К — сере-

середина ребра DD±. Найдите угол п расстояние между

прямыми СК и A-JD.
1.5. Ребро CD тетраэдра ABCD перпендикулярно

плоскости ABC; M —

середина DB, N —

середина

АВ, а точка К делит ребро CD в отношении СК : KD =

= 1:2. Докажите, что прямая CN равноудалена от

прямых AM и ВК.

1.6. Найдите расстояние между двумя скрещиваю-

скрещивающимися медианами граней правильного тетраэдра с реб-
ребром 1. (Исследуйте все возможные варианты располо-
расположения медиан.)

§ 2. Углы между прямыми и плоскостями

1.7. Плоскость задана уравнением ах + by + cz +
+ d = 0. Докажите, что вектор {а, Ь, с) перпендикуля-

перпендикулярен этой плоскости.

1.8. Найдите косинус угла между векторами с коор-
координатами (а1, Ъг, Cj) и (а2, Ь2, с2).

1.9. В прямоугольном параллелепипеде

ABCDA1B1C1D1 известны длины ребер: АВ = а„
AD = Ь, ААг = с.
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а) Найдите угол между плоскостями ВВгЮ и АВСХ.
б) Найдите угол между плоскостями AB1D1 и AfixD.
в) Найдите угол между прямой BDX и плоскостью

AJ1D.
1.10. В основании правильной треугольной призмы

лежит треугольник ABC со стороной а. На боковых

ребрах взяты точки Аг, Вг и Сг, расстояния от которых

до плоскости основания равны а/2, а и За/2. Найдите
>гол между плоскостями ABC и А\В1С1.

§ 3. Прямые, образующие равные углы
с прямыми и плоскостями

1.11. Прямая I образует равиые углы с двумя пере-

пересекающимися прямыми 1г и 12, причем она не перпенди-

перпендикулярна плоскости П, содержащей этп прямые. Дока-
Докажите, что проекция прямой I на плоскость П тоже об-

образует равные углы с прямыми Zj и 12.
1.12. Докажите, что прямая I образует равные углы

с двумя пересекающимися прямыми тогда и только

тогда, когда она перпендикулярна одной из двух бис-

биссектрис углов между этими прямыми.
1.13. Даны две скрещивающиеся прямые 1г и 12\ на

Zj взяты точки Ог и Al7 на 12 взяты точки О2 и А2, при-
причем О1О2 — общий перпендикуляр к прямым 1г и 12,
а прямая АгА2 образует равные углы с прямыми lt и 12.
Докажите, что О^Ах = О2А2.

1.14. Точки А± и А2 принадлежат плоскостям П1 и

П2, пересекающимся по прямой I. Докажите, что пря-
прямая АХА2 образует равные углы с плоскостями Пг и

П2 тогда и только тогда, когда точки At и Аг равноуда-
равноудалены от прямой I.

1.15. Докажите, что прямая, образующая попарно
равные углы с тремя попарно пересекающимися прямы-
прямыми, лежащими в плоскости П, перпендикулярна пло-

плоскости П.

1.16. Даны три прямые, не параллельные одной пло-

плоскости. Докажите, что существует прямая, образую-
образующая с ешми равные углы; более того, через любую точ-

точку можно провести ровно четыре такие прямые.
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§ 4. Скрещивающиеся прямые

1.17. Даны две скрещивающиеся прямые. Докажи-
Докажите, что существует единственный перпендикулярный им

отрезок, концы которого лежат на этих прямых.

1.18. В пространстве даны две скрещивающиеся пря-
прямые 1г и 12 и точка О, не принадлежащая пи одной из

них. Всегда ли существует прямая, проходящая через

точку О и пересекающая обе данные прямые? Может
ли таких прямых быть две?

1.19. В пространстве даны три попарно скрещиваю-
скрещивающиеся прямые. Докажите, что существует единствен-
единственный параллелепипед, три ребра которого лежат на этих

прямых.
1.20. На общем перпендикуляре к скрещивающимся

прямым р и q взята точка А. По прямой р движется точ-

точка 717; N — проекция точки Л/ на прямую q. Докажи-
Докажите, что все плоскости AMN имеют общую прямую.

§ 5. Теорема Пифагора в пространстве

1.21. Прямая I образует с тремя попарно перпенди-

перпендикулярными прямыми углы а, C и у. Докажите, что

cos2 a -f- cos2 p + cos2 у = 1.

1.22. Плоские углы при вершине D тетраэдра ABCD

прямые. Докажите, что сумма квадратов площадей
трех его прямоугольных граней равна квадрату площа-

площади грани ABC.

1.23. Внутри шара радиуса R взята точка А на рас-
расстоянии а от его центра. Через точку А проведены три

попарно перпендикулярные хорды.

а) Найдите сумму квадратов длин этих хорд.

б) Найдите сумму квадратов длин отрезков хорд,,
на которые их делит точка А.

1.24. Докажите, что сумма квадратов длин проек-

проекций ребер куба на любую плоскость равна 8а2, где а —

длина ребра куба.
1.25. Докажите, что сумма квадратов длин проек-

проекций ребер правильного тетраэдра на любую плоскость

равна 4а2, где а — длина ребра тетраэдра.
1.26. Дан правильный тетраэдр с ребром а. Докажи-

те, что сумма квадратов длин проекций (на любую
плоскость) отрезков, соединяющих его центр с верши-

вершинами, равна а2.
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§ 6. Метод координат

1.27. Докажите, что расстояние от точки с коорди-
координатами (х0, у0, zQ) до плоскости, заданной уравнением
ах + by -\- cz -\- d, = 0, равно

/а* + Ь2 + с2

1.28. Даны две точки А и В и положительное число

к=ф1. Найдите геометрическое место таких то-

точек Л/ (ГМТ), что AM : ВМ = к.

1.29. Найдите геометрическое место таких точек X,
что рАХ2 + qBX2 + rCX2 = d, где А, В и С — дан-

данные точки, р, q, г и d — данные числа, причем р -\- q +
- г = 0.

1.30. Оси двух конусов, у которых равны углы меж-

между осью и образующей, параллельны. Докажите, что

все точки пересечения их поверхностей лежат в одной
плоскости.

1.31. Дан куб ABCDALBlC1Dl с ребром а. Докажи-
Докажите, что расстояние от любой точки пространства до

одной из прямых AAlt BtCx, CD не меньше а/]/2.
1.32. На трех взаимно перпендикулярных прямых,

пересекающихся в точке О, даны точки А, В ж С, рав-
равноудаленные от О. Пусть I — произвольная прямая,

проходящая через О; точки At, Bx и С1 симметричны
Л, В ж С относительно I. Плоскости, проходящие через
точки Ах, Bj и Су перпендикулярно прямым ОА, ОВ

и ОС соответственно, пересекаются в точке М. Найдите

геометрическое место точек М.

Задачи для самостоятельного решения

1.33. Параллельные прямые Zx п 12 расположены в

двух плоскостях, пересекающихся по прямой I. Дока-
Докажите, что ZjJ I.

1.34. Три прямые попарно скрещиваются. Докажи-
Докажите, что существует бесконечно много прямых, пересе-

пересекающих сразу все три эти прямые.

1.35. Треугольники ABC и А^ВуСу не лежат в одной
плоскости, а прямые АВ и АуВ^, АС и А1С1, ВС и

В1С1 попарно пересекаются.

а) Докажите, что точки пересечения указанных пря-
прямых лежат на одной прямой.
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б) Докажите, что прямые ААХ, ВВХ и СС1 пересе-
пересекаются в одной точке или параллельны.

1.36. В пространстве дано несколько пряных, при-
причем любые две из них пересекаются. Докажите, что

либо все они лежат в одной плоскости, либо все оби

проходят через одну точку.
1.37. В прямоугольном параллелепипеде

ABCDAXBXCXDX диагональ АСХ перпендикулярна пло-

плоскости AXBD. Докажите, что этот параллелепипед яв-

является кубом.
1.38. При каких расположениях двугранного угла

и секущей плоскости в сечении получится угол, кото-

который биссекторная плоскость двугранного угла пересе-

пересекает ш> его биссектрисе?
1.39. Докажите, что сумма углов, которые прямая

образует с двумя перпендикулярными плоскостями,
не превосходит 90°.

1.40. В правильной четырехугольной пирамиде угол

между боковым ребром и плоскостью основания равен

углу между боковым ребром и плоскостью боковой гра-
грани, не содержащей этого ребра. Найдите этот угол.

1.41. Через ребро ААХ куба ABCDAXBXCXDX прове-
проведена плоскость, образующая равные углы с прямыми
ВС и BXD. Найдите эти углы.

Решения

1.1. Легко проверить, что треугольник AXBD равносторон-
равносторонний. Кроче того, точка А равноудалена от его вершин. Поэтому

она проецируется в центр этого треугольника Аналогично

точка Сх проецируется в центр треугольника AXBD. Следова-

Следовательно, прямые АХВ и АСХ перпендикулярны, а расстояние

между ними равно расстоянию от центра треугольника A^BD
до его стороны. Так как стороны этого треугольника равны

ау21 искомое расстояние равно о./~1/6.

1.2. Рассмотрим диагонали АВ^ и BD куба АВСиАхВхСхВх.
Так как BXDX\\BD, угол между диагоналями АВЛ и BD равен

углу ABXDX. Но треугольник AB,Jix равносторонний, поэтому
^ABXDX = 60°.

Легко проверить, что прямая BD перпендикулярна пло-

плоскости АСАгСх; поэтому при проекции на эту плоскость она

переходит в середину М отрезка АС. Аналогично точка Вх при

этой проекции переходит в середину N отрезка /4]Ct. Таким

образом, расстояние между прямыми АВХ и BD равно расстоя-
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I пню от точки М до прямой AN. Если катеты прямоугольного

(треугольника равны а и 6, а его гипотенуза равна с, то расстоя-
расстояние от вершины прямою угла до гипотенузы равно able. В пря-

прямоугольном треугольнике AMN катеты равны 1 и 1/1/2, поэто-

поэтому его гипотенуза равна Т/3/2, а искомое расстояние рав-

равно i/т/з".
1.3. Пусть О — центр куба. Тогда 20К = CtD, 20L =

= DA1 и 2ОМ = А1С1. Так как треугольник C-JiA^ прапилг.-
пыл, та треугольник KLAI тоже правильный, причем О —

сто центр.

1.4. Вычислим сначала петичшгу угла. Пусть М —

серодип

ребра ВВХ. Тогда ^4 г Л^Г || КС, поэтому угол между прямыми С л

и A^D ранен углу MAXD. Этот угол можно вычислить по тсоро-

ме косинусов, так как A-J) = V2, А^М = V-5/2 п DM = 3 2.

После несложных вычпеленпи получ он cos MAXD l/l/lO.
Для вычисления расстояния между прямыми СК и A±D

спроецируем их на плоскость, проходящую через ребра АВ п

C^D^. Прямая AtD прп этом проецируется в середину О отрез-

отрезка ADj. а точки С и К — в середину Q отрезка ВС1 и середину
Р отрезка ODt. Расстояние между прямыми СК и AiD равно

расстоянию от точки О до прямой PQ. Катеты ОР и OQ прямо-

прямоугольного треугольника OPQ равны 1/~[/8 а 1. Поэтому его

гипотенуза равна 3/~|/8. Искомое расстояние равно произве-

произведению длин катетов, деленному на длину гипотенузы, т. е.

оно равно 1^3.

1.5. Рассмотрим проекцию на плоскость, перпендикулярную

прямой CN. Проекцию любой точки X будем обозначать Х1.
Расстояние от прямой CN до прямой AM (соответственно В К)

равно расстоянию от точки Сг до прямой АХМХ (соответственно
BjK{). Ясно, что треугольник Аф^Вх — равнобедренный, Кх —

точка пересечения его медпан, С1 — середина А^Вх, а Мх
—

середина Вфх- Поэтому прямые АгМх и В1К1 содержат медиа-

медианы равнобедренного треугольника, а значит, точка Сх равно-

равноудалена от них.

1.6. Пусть ABCD — данный правильный тетраэдр, К —

середина АВ, М — середина АС. Рассмотрим проекцию на

плоскость, перпендикулярную грани ABC и проходящую через

ребро АВ. Пусть Z>, — проекция вершины D, il/j — проекция
точки М, т. е. середина отреака А К. Расстояние между прямы-

прямыми СК и DM равно расстоянию от точки К до прямой D^M^.
В прямоугольном треугольнике D^M^K катет КМг равен 1/4,
а катет D1M1 равен высоте тетраэдра ABCD, т. е. он равен
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Т/2/3. Поэтому гипотенуза равна 1/35/48, а значит, искомое

расстояние равно 1/2/35.
Если N — середина ребра CD, то для нахождения расстоя-

расстояния между медианами СК и BN можно рассмотреть проекцию

на ту же плоскость, что и в предыдущем случае. Пусть N1 —

проекция точки N, т. е. середина отрезка D1K. В прямоуголь-

прямоугольном треугольнике BN1K катет КБ раьен 1/2, а катет KN1 ра-

равен l/l/б. Поэтому гипотенуза равна 1/5/12, а искомое рас-

расстояние равно 1/1/10.
1.7. Пусть (хх, Ух, Zj) и (х2, у2, z2)— точки данной плоскости.

Тогда ахг + Ъуг -\- сгх
—¦ (ах2 -\- Ьу2 + сг2)= 0, а значит, век-

векторы (xi — х2, У]
—

у2, Ч
— гг) и (°i Ъ, с) перпендикулярны.

Поэтому любая прямая, проходящая через две точки данной

плоскости, перпендикулярна вектору (о., 6, с).
1.8. Так как (u, v) = |u|-jv[ cos ф, где ф

—

угол между

векторами и и v, то искомый косинус угла равен

1.9. а) Первое р е ш е п и е. Возьмем в качестве нача

ла координат точку А и направим оси Ох, Оу и Oz по лучам АВ,

AD и АА^. Тогда вектор с координатами F, а, 0) перпендикуля-

перпендикулярен плоскости BBiD, а вектор @, с, —6) перпендикулярен пло-

плоскости АВС1. Поэтому косинус угла между данными плоскостя-

плоскостями равен ас/Уа2 + Ь2 ¦ УЪ2 + с2.

Второе решение. Если площадь параллелограмма

ABCXDX равна S, а площадь его проекции на плоскость BBjD

равна s, то коспнус угла между рассматриваемыми плоскостями

равен s/S (см. задачу 2.13). Пусть М и N — проекции точек

А и Cf на плоскость BB^D. Проекцией параллелограмма

ABC1D1 на эту плоскость является параллелограмм MBNDf.

Так как MB = а21~Уа2 + б2, то s = а.2с/~\/а2 + Ь2. Остается

заметить, что S = а у Ь2 + с2.

б) Систему координат введем так же, как и в первом ре-

решении задачи а). Если плоскость задана уравнением рх +

~\г ЧУ + гг = «, то вектор (р, q, r) перпендикулярен ей. Пло-

Плоскость AB1D1 содержит точки А, В1 и Dx с координатами @,
0, 0), (а, 0, с) и @, 6, с). Эти условия позволяют найти ее уравне-

низ: Ъсх -f- асу — abz =0; значит, вектор Fс, ас, —об) пер-

перпендикулярен ей. Учитывая, что точки с координатами @, 0, с),

(о, Ь, г) п @, Ъ, 0) принадлежат плоскости A^CxD, находим ее

уравнение п получаем, что вектор Fс, —ас, —об) перпендикуля-
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рен ей. Поэтому косинус угла между данными плоскостями ра-

равен косинусу угла между этими двумя векторами, т. е. он равен

(аЧ2 + Ъ2с2 — a2c2)l(a2b2 + Ь2с2 + а2с2).

в) Систему координат введем так же, как в первом решении

вадачы а). Тогда плоскость A^BD задается уравнением х/а +

+ у/b + г/с = 1, а значит, вектор abc(lla, 1/6, lie) =

= (be, ca, ab) перпендикулярен этой плоскости. Вектор ВО,
имеет координаты (—а, Ъ, с). Поэтому синус угла между прямой

BD^ и плоскостью A^BD равен косинусу угла между векторами

(—а, Ь, с) и (be, ca, аЬ), т. е. он равен abcly а? -\- Ь2 + с2Х

X ~\/аЧ2 + ЬЧ2 + с2аК

1.10. Пусть О — точка пересечения прямых АВ и A-JB\,
М — точка пересечения прямых АС ш А1С1. Докажем сначала,

что МО А_ОА. Воаьмем для этого на отрезках BBt и ССХ точки

В2 и С2 так, что ВВ^ = СС% = АА1. Ясно, что МА : ААг =*

= АС : СгС2 =1 и ОА : ААЬ = АВ : Вф^ = 2. Поэтому

МА : ОА = 1 : 2. Кроме того, /L МАО = 60°, а значит,

Z_OMyl = 90°. Следовательно, плоскость АМА^ перпендику-

перпендикулярна прямой МО, по которой пересекаются плоскости ABC и

A-fi]C^. Поэтому угол между этими плоскостями равен углу

АМАг, который равен 45°.
1.11. Доказательство достаточно провести для случая, ког-

когда прямая I проходит через точку О пересечения прямых lt и

12- Пусть А ¦—

некоторая точка прямой I, отличная от О; Р —

проекция точки А на плоскость П; В[ в ?, — основания пер-

перпендикуляров, опущенных из точки А на прямые 1г и 12- Так как

/LAOB1 = /_АОВг, то прямоугольные треугольники АОВг и

АОВ2 равны, а значит, ОВг = ОВЪ. По теореме о трех перпен-

перпендикулярах РВ1Л-ОВ1 и РВ2 _L OB,. Прямоугольные треугольники

РОВ1 и РОВ, имеют общую гипотенузу и равные катеты ОВ±

и ОВЪ поэтому они равны, а значит, Z-POSj = /LPOB2.
1.12. Пусть П — плоскость, содержащая данные прямые.

Случай, когда /_|_П, очевиден. Если же прямая I не перпендику-

перпендикулярна плоскости П, то I образует равные углы с данными пря-

прямыми тогда и только тогда, когда ее проекция на П является

биссектрисой одного из углов между ними (см. задачу 1.11);
это означает, что I перпендикулярна второй биссектрисе.

1.13. Проведем через точку О прямую l'x, параллельную

1у Пусть П— плоскость, содержащая прямые l^ n 1^, А%— про-

проекция точки Ал на плоскость П. Как следует из задачи 1.11,

прямая АЛА2 образует равные углы с прямыми 1^ и I , поэто-

поэтому треугольник Л'О„Л„ равнобедренный, а значит, О„Ап =
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Легко проверить, что верно и обратное: если О1А1 = ОгАг,
то црямаи АХА2 ибразует равные углы с прямыми 1г и 12.

1.14. Рассмотрим проекцию на плоскость П, перпендику-

перпендикулярную прямой I. Точки ijiij при этой проекции переходят в

А1 и А2, прямая I — в точку L, а плоскости Пх и П2
— в пря-

прямые р1 и р2. Как следует из решения задачи 1.11, прямая AtA2

образует равные углы с перпендикулярами к плоскостям Пх
и П2 тогда и только тогда, когда прямая А%А2 образует равные

углы с перпендикулярами к прямым р1 и р2, т. е. образует рав-

равные углы с самими прямыми р1 и р2; а это, в свою очередь, озна-

означает, что AXL = A2L.
1.15. Если прямая не перпендикулярна плоскости П п

образует равные углы с двумя пересекающимися прямыми этой

плоскости, то ее проекция на плоскость П параллельна биссект-

биссектрисе одного ив двух углов, образованных этими прямыми (за-

(задача 1.12). Можно считать, что все три прямые пересекаются в

одной точке. Если прямая I является биссектрисой угла между

прямыми 11 и 12, то 1г и 12 симметричны относительно прямой I,
поэтому I не может быть биссектрисой угла между прямы-

прямыми 11 и 1а.

1.16. Можно считать, что данные прямые проходят черев

одну точку. Пусть ал н а2
— биссектрисы углоч мржду пер-

первой и второй прямой, 6, и Ъ„ — между второй п т| гьеп. Пря-
Прямая образует равные углы с тремя данными прямыми тогда н

только тогда, когда она перпендикулярна прямым о.;- и 67- (за-

(задача 1.12), т. е. перпендикулярна плоскости, содержащей пря-

прямые at и Ь/. Различных пар (at, bj) ровно 4. Все плоскости, зада-

задаваемые этими парами прямых, различны, так как прямая at
не может лежать в плоскости, содержащей 1ц и Ь2.

1.17. Первое решение. Пусть прямая I перпендику-

перпендикулярна данным прямым Zt и 12. Проведем через прямую Ц пло-

плоскость, параллельную I. Точка перосечепич этой плоскости с

прямой 12 является одним концом искомого отрезка.

Второе решение. Рассмотрим проекцию данных

прямых на плоскость, им параллельную. Концами искомого

отрезка являются точки, проецирующиеся в точку пересечения

проекций данпых прямых.

1.18. Пусть прямая / проходит через точку О и пересекает

прямые Z, и Z2. Рассмотрим плоскости Пт и П2, содержащие точ-

точку О и прямые 1Х и /2 соответственно. Прямая I принадлежит как

плоскости П1т так и плоскости П2. Плоскости 1\г и П2 не парал-

параллельны, так как они имеют общую точку О\ ясно также, что они

но совпадают. Поэтому плоскости П, и П2 пересекаются по пря-

прямой. Если эта прямая не параллельна ни прямой llt ни прямой
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l2, то она и есть искомая прямая; в противном случае искомой

прямой не существует.

1.19. Чтобы получить искомый параллелепипед, нужно

через каждую ив данных прямых провести две плоскости: пло-

плоскость, параллельную одной ия оставшихся прямых, и нло-

скость, параллельную другой из оставшихся прямых.

1.20. Пусть PQ — общий перпендикуляр к прямым р и q,

причем точки Р и Q лежат на прямых р и д соответственно. Про-
Проведем через точки Р a Q прямые q" и/, параллельные прямым

N

Рис. 16

д и р. Пусть М' и N' — проекции точек М и N на прямые р'
н q'; Мъ Nx и X — точки пересечения плоскости, проходящей
через точку А параллельно прямым р и q, со сторонами ММ'

и NN' параллелограмма MM'NN' и с его диагональю MN

(рис. 16). По теореме о трех перпендикулярах М'N A. q, а значит,

Z.MXNXA = 90°. Ясно также, что МХК : МгХ = MX : NX =

= PA : QA — величина постоянная. Поэтому точка X при-

принадлежит фиксированной прямой.
1.21. Введем систему координат, направив ее оси параллель-

параллельно трем данным перпендикулярным прямым. Возьмем на пря-

прямой / вектор v единичной длины. Вектор v имеет координаты

(ж, у, z), где х = ± cos а, у
= + cos Р, г = ± cos у. Поэтому

cos2 a + cos2 Р + cos2 у = х2 + j/2 + z2 = \ vj2 = 1.

1.22. Первое решение. Пусть а, р и у
— углы меж-

между плоскостью ABC и плоскостями DBC, DAC и DAB соот-

соответственно. Если площадь грани ABC равна S, то площади

граней DBC, DAC и DAB равны 5 cos а, 5 cos P и S cos у

(см. задачу 2.13). Остается проверить, что cos2a + cos2P +

-j-cos27= 1. Так как углы а, р и у равны углам между
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прямой, перпендикулярной грани ABC, и прямыми DA, DB и

DC, то можно воспользоваться результатом задачи 1.21.

Второе решение. Пусть ос — угол между плоскостями

ABC и DBC; D' — проекция точкп D на плоскость ABC, Тогда

SDBC= cos aSдвс т SD,BC = cos aSDBC (см. задачу 2.13), по-

втому cos a = SDBC/SABC, SD,BC = S2DBC/SABC. Аналогичные

равенства можно получить и для треугольников D'AB и D' АС.

Складывая их и учитывая, что сумма площадей треугольников
D'BC, D'AC и D'AB равна площади треугольника ABC, полу-

получаем требуемое.
1.23. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед, ребра

которого параллельны данным хордам, а точка А и центр О шара

гиляются его противоположными вершинами. Пусть а1г а2 п

ач
— длины его ребер; ясно, что а2 + а2. + а\ = а".

а) Если хорда удалена яа расстояние х от центра шара, то

кгадрат ее длины равен 4Д2 — 4а;2. Так как расстояния от дан-

данных хорд до точки О равны диагоналям граней параллелепипе-

параллелепипеда, то искомая сумма квадратов равна 12Д2— 4(а2 + а2) —
- 4 (of + а») - 4 (а2 + $) = 12Я2 - 8а2.

б) Если длина хорды равна d, а точка А находится на рас-

расстоянии у от ее середины, то сумма квадратов длин отрезков хор-

хорды, на которые она делится точкой А, равна 2.у2 + d2/2. Так как

расстояния от точки А до середин данных хорд равны alt a,2 и

о3, а сумма квадратов длин хорд равна 12Д2 — 8а2, то искомая

сумма квадратов равна 2о.2 + FД2 — 4а2) = 6Д2 — 2а2.

1.24. Пусть а, Р и 7
—

углы между ребрами куба р прямой,
перпендикулярной данной плоскости. Тогда длины проекций

ребер куба на эту плоскость принимают значения a sin a,

л sin P и a sin у, причем каждое значение принимается ровно
4 раза. Так как cos2 a + cos2 Р + cos2 у = 1 (задача 1.21), то

ein2 a + sinBP + sin2 7
= 2. Поэтому искомая сумма квадратов

равна 8а2.

1.25. Проведем через каждое ребро тетраэдра плоскость,

параллельную противоположному ребру. В результате получим

куб, в который вписан данный тетраэдр, причем ребро куба рав-

равно а/ у 2. Проекция каждой грани куба является параллело-

параллелограммом, диагонали которого равны проекциям ребер тетраэд-

тетраэдра. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме

квадратов длин всех его сторон. Поэтому сумма квадратов длин

двух противоположных ребер тетраэдра равна сумме квадратов

длин проекций двух пар противоположных ребер куба. Следо-

Следовательно, сумма крадратов проекций ребер тетраэдра равна сум-

сумме квадратов проекций ребер куба, т. е. она равна 4а2.

1.26. Как и в предыдущей задаче, будем считать, что вер-
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шипы тетраэдра ABXCDX- расположены в вершинак куба

ABCDA1B1C1D1; длина ребра этого куба равна al~\/2. Пусть
U — центр тетраэдра. Отрезки ОА и OD1 являются половинами

диагоналей параллелограмма ABCxDv, поэтому сумма квадра-
квадратов их проекций равна четверти суммы квадратов проекций сто-

popi этого параллелограмма. Аналогично сумма квадратов про-

гкций отрезков ОС и ОВ1 равна четверти суммы квадратов про-
проекции сторон параллелограмма Аф^СО. Заметим, далее, чио

сумма квадратов проекций диагоналей параллелограммов

AAXDXD и ВВ1С1С равна сумме квадратов проекций их сторон.
В итоге получаем, что искомая сумма квадратов равна четверти

суммы квадратов проекций ребер куба, т. е равна о2.

1.27. Пусть (я1!, ylt zT)— основание перпендикуляра, опу-

опущенного из данной точки на данную плоскость. Так как вектор

(о. Ь, с) перпендикулярен данной плоскости (задача 1.7), то

¦/'i — хо + ^о, уг
=

у0 + "кЬ и zT
=¦

z0 + Ас, причем искомое

расстояние равно |A|Vo2+ b2-\-с2. Точка (хх, уг, zx) лежит в

данной плоскости, поэтому

о\х0 + la) + b(y0 + lb) + с(г0 + lc) -\- d = О,

т. е. I = -(аа-0 + fc^0 + cz0 + d)/(a2 + б2 + с2).

1.28. Введем систему координат так, чтобы точки А и В

пмелп координаты (—я. О, 0) и (я, 0, 0) соответственно. Если

точка М имеет координаты (х, у, г), то —

=
-^

ВЫ2 (х
Уравнение AM : ВМ = А приводится к виду

2/от./ 1 + к2 у а а
/ 2/У-

Это уравнение является уравнением сферы о центром

+
г п радпусом

2ка

1

1.29. Введем систему координат, направив ось 6'z перпенди-

перпендикулярно плоскости ABC. Пусть точка X имеет координаты (х,
у, г). Тогда, например, АХ2 = (х — o^J + (^ — °2J + г2- По~

этому для координат точки X получаем уравнение вида (р +

+ <7 + г)[х2 + у2 + г2) + а.г + $у -f- б = 0, т. е. ах + р\у +

+ ё = 0. Это уравнение задает плоскость, перпендикулярную

плоскости ABC (в вырожденных .случаях оно задает пустое мно-

жесгво или все пространство).
1.30. Пусть ось конуса параллельна оси Oz; его вершина

имеет координаты (о., Ь, с); а — угол между осью конуса и обра-

образующей. Тогда точки поверхности конуса удовлетворяют
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уравпешио

(х - ay + (у - бJ = Щг - сJ,

где к = tg а. Разность дьух уравнений конических поверхностей
с одним и тем же углом а является линейным уравнением; все

общие точки конических поверхностей лежа» в плоскости, за-

заданной этим уравнением.

1.31. Введем систему координат, направив оси Ох, Оу и

Oz по лучам АВ, AD и AAt. Прямая АА1 задается уравнениями

х = 0, у = 0; прямая CD — уравнениями у = a, z — 0; .пря-
.прямая В1С1 — уравнениями х = a, z = а. Поэтому квадраты рас-
расстояний от точки с координатами (х, у, z) до прямых AAlt CD и

В1С1 равны х2 + у2, (у ~ аJ + г2 и (х — о.J + (г — о.J соот-

соответственно. Все эти числа не могут быть одновременно меньше

й2/2, так как ж2 + {х — аJ > о.2/2, у2 + (у — аJ > о.2/2 и г2 +

+ (г
— о.J > о.2/2. Все эти числа равны о.2/2 для точки с коор-

координатами (а/2, а/2, а/2), т. е. для центра куба
1.32. Направим оси координат по лучам ОА, ОБ и ОС.

Пусть прямая I образует с этими осями углы а, Р и у соответст-

соответственно. Координаты точки М равны координатам проекций точек

Ах, Бх и Сх на оси Ох, Оу и Oz соответственно, т. е. они рарны

a cos 2a, a. cos 2р и a cos 27, где а = \ОА\. Так как cos 2a +

+ cos 2р + cos 27
= 2(cos2 a + cos2 p + cos2 7) ~3 = —1 (см.

задачу 1.21) и —1 <J cos 2а, cos 2Р, cos 27 ^ 1, то искомое ГМТ

состоит из точек пересечения куба |.г|, \у\, \z\ ^ а с плоскостью

х -\- у + г = —а; вта плоскость проходит через вершины с коор-

координатами (а, —а, —а): (—о., а, —а) и (—а, —а, а).



Глава 2

ПРОЕКЦИИ, СЕЧЕНИЯ, РАЗВЕРТКИ

§ 1. Вспомогательные проекции

2.1. Дан параллелепипед ABCDAXBXCXDX. M —

точка пересечения диагонали АСХ с плоскостью AXBD.
Докажите, что AM = ACJ3.

2.2. а) В кубе ABCDA1B1C1D1 проведен общий пер-
пендпкуляр MN к прямым АХВ и ВХС (точка М лежит

на прямой АХВ). Найдите отношение АХМ : MB.

б) Дан куб ABCDAXBXCXDX. На отрезках ААХ п

ВС1 взяты точки М и N так, что прямые MN и BXD пе-

пересекаются. Найдите разность отношений ВСХ : BN
и AM : ААХ.

2.3. Углы между некоторой плоскостью и сторонамп

правильного треугольника равны а, р и у. Докажите,,
что синус одного из этих углов равен сумме синусов

двух других углов.

2.4. В основании пирамиды лежит многоугольник с

нечетным числом сторон. Можно ли на ее ребрах так

расставить стрелки, что сумма полученных векторов

будет равна нулю?
2.5. Плоскость, проходящая через середины ребер

АВ и CD тетраэдра ABCD, пересекает ребра AD и ВС
в точках L и N. Докажите, что ВС : CN = AD : DL.

2.6. В пространстве даны точки А, Аи В, Вг, С„
Сх, не лежащие в одной плоскости, причем векторы

ААГ, ВВГ и ССХ сонаправлены. Плоскости АВСЫ
АВ^С и АХВС пересекаются в точке Р, а плоскости

AxBjC, АХВСХ и АВХСХ — в точке Рх. Докажите, что

РРг II ААХ.
2.7. Даны плоскость П и точки А и В вне ее. Най-

Найдите геометрическое место точек X плоскости П, для

которых прямые АХ ш ВХ образуют равные углы с

плоскостью П.

2.8. Докажите, что сумма длин ребер выпуклого

многогранника больше 3d, где d — наибольшее рас-
расстояние между его вершинами.
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§ 2. Теорема о трех перпендикулярах

2.9. Прямая I не перпендикулярна плоскости П,
Г — ее проекция на плоскость П. Пусть 11

— некото-

некоторая прямая плоскости П. Докажите, что I J_ l1 тогда п

только тогда, когда Г J_ h (теорема о трех перпенди-

перпендикулярах).
2.10. а) Докажите, что противоположны) ребра пра-

правильного тетраэдра перпендикулярны.

б) В основании правильной пирамиды с вершиной S
лежит многоугольник Аг ... А.гп_1. Докажите, что ребра
SAl и АпАп+1 перпендикулярны.

2.11. Докажите, что противоположные ребра тетра-

тетраэдра попарно перпендикулярны тогда и только тогда,

когда одна из его высот проходит через точку пересече-
пересечения рысот грани (в этом случае и все остальные его вы-

высоты проходят через точки пересечения высот граней).
2.12. Ребро AD тетраэдра ABCD перпендикулярно

грани ABC. Докажите, что при проекции на плоскость

BCD ортоцентр треугольника ABC переходит в орто-

ортоцентр треугольника BCD.

§ 3. Площадь проекции многоугольника

2.13. Площадь многоугольника равна S. Докажите,
что площадь его проекции на плоскость П равна
S cos ф, где ф

—

угол между плоскостью П и плоскостью

многоугольника.
2.14. Вычислите косинус двугранного угла при реб-

ребре правильного тетраэдра.
2.15. Двугранный угол при основании правильной

м-угольной пирамиды равен а. Найдите двугранный
угол между соседними боковыми гранями.

2.16. В правильной усеченной четырехугольной
пирамиде проведено сечение через диагонали основа-

оснований и сечение, проходящее через сторону нижнего ос-

основания и противоположную сторону верхнего основа-

основания. Угол между секущими плоскостями равен а.

Найдите отношение площадей сечений.
2.17. Двугранные углы при ребрах основания тре-

треугольной пирамиды равны а, C и у; площади соответст-

соответствующих боковых граней равны Sa, Sb и Sc. Докажите^
что площадь основания равна

Sa cos a -f- Sb cos p + Sc cos y-
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§ 4. Задачи о проекциях

2.18. Проекции пространственной фигуры на две

I пересекающиеся плоскости являются прямыми линия-

| ми. Обязательно ли эта фигура — прямая линия?

2.19. Проекции тела на две плоскости являются

| кругами. Докажите, что радиусы этих кругов равны.
2.20. Докажите, что площадь проекции куба с реб-

[ ром 1 на плоскость равна длине его проекции на пря-

|мую, перпендикулярную этой плоскости.

2.21. Дан произвольный треугольник ABC. Дока-

| жите, что правильный треугольник можно так спрое-

спроецировать (ортогонально) на некоторую плоскость, что

его проекция будет подобна данному треугольнику.
2.22. Проекции двух выпуклых тел на три коорди-

координатные плоскости совпадают. Обязательно ли эти тела

имеют общую точку?

§ 5. Сечения

2.23. В пространстве даны две параллельные пло-

плоскости и две сферы, причем первая сфера касается пер-

первой плоскости в точке Л, вторая сфера касается второй
плоскости в точке В и сферы касаются друг друга в точ-

точке С. Докажите, что точки А, В и С лежат на одной
прямой.

2.24. Около шара описан усеченный конус, основа-

основания которого являются большими кругами двух других

шаров (см. задачу 4.18). Определите площадь полной

поверхности усеченного конуса, если сумма площадей
поверхностей трех шаров равна S.

2.25. Два противоположных ребра тетраэдра пер-

перпендикулярны, а их длины равны а и Ъ; расстояние
между ними равно с. В тетраэдр вписан куб, четыре

ребра которого перпендикулярны этим двум ребрам
тетраэдра, а на каждой грани тетраэдра лежат ровно

две вершины куба. Найдите ребро куба.
2.26. Какие правильные многоугольники могут по-

получиться при пересечении куба плоскостью?
2.27. Все сечения некоторого тела плоскостями яв-

являются кругами. Докажите, что это тело — шар.

2.28. Через вершину А прямого кругового конуса

проведено сечение максимальной площади. Его пло-

площадь в два раза больше площади сечения, проходящего

через ось конуса. Найдите угол при вершине осевого

сечения конуса.
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2.29. Плоскость делит медианы граней ABC, ACD
и ADB тетраэдра ABCD, выходящие из вершины А, в

отношениях 2:1, 1:2 и 4:1, считая от вершины.

Пусть Р, Q и R — точки пересечения этой плоскости с

прямыми АВ, АС и AD. Найдите отношения АР : РВ„
AQ-.QC и AR : RD.

2.30. В правильной шестиугольной пирамиде
SABCDEF (с вершиной S) на диагонали AD взяты три
точки, делящие ее на 4 равные части. Через эти точки

проведены сечения, параллельные плоскости SAB.

Найдите отношения площадей полученных сечений.
2.31. Сечение правильной четырехугольной пира-

пирамиды является правильным пятиугольником. Дока-
Докажите, что боковые грани этой пирамиды

—

правильные

треугольники.

§ 6. Развертки

2.32. Докажите, что все грани тетраэдра ABCD

равны тогда и только тогда, когда выполняется одно из

следующих условий:
а) суммы плоских углов при каких-либо трех вер-

вершинах тетраэдра равны 180°;

б) суммы плоских углов при каких-либо двух вер-
вершинах равны 180° и, кроме того, равны какие-либо два

противоположных ребра;
в) сумма плоских углов при какой-либо вершине

равна 180° и, кроме того, в тетраэдре есть две пары рав-
равных противоположных ребер.

2.33. Докажите, что если сумма плоских углов при

вершине пирамиды больше 180°, то каждое ее боковое

ребро меньше полупериметра основания.

2.34. Пусть SA, SB, Sc и SD — суммы плоских углов

тетраэдра ABCD при вершинах А, В, С a D. Докажи-
Докажите, что если SA = SB ш Sc = SD, то д ABC = д BAD

и AACD = &BDC.

Задачи для самостоятельного решения

2.35. Длина ребра куба ABCDA1BlC1D1 равна
а. Пусть Р, К и L — середины ребер AAt, A1D1 и ВХСХ;
Q — центр грани CCXDXD. Отрезок MN с концами на

прямых AD и KL пересекает прямую PQ п перпенди-

перпендикулярен ей. Найдите длину этого отрезка,
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?.36. Число вершин многогранника равно п. Дока-
Докажите, что у него есть проекция, число вершин кото-

которой: а) не меньше 4; б) не больше п — I.

2.37. Проекции прямоугольного треугольника на

грани двугранного угла величиной а являются пра-
правильными треугольниками со стороной 1. Найдите ги-

гипотенузу прямоугольного треугольника.
2.38. Докажите, что если боковую поверхность ци-

цилиндра пересечь наклонной плоскостью, а затем разре-
разрезать вдоль образующей и развернуть на плоскость, то

линия сечения будет представлять собой синусоиду.
2.39. Объем тетраэдра A BCD равен 5. Через середи-

середины ребер AD и ВС проведена плоскость, пересекающая
ребро CD в точке Л/, причем DM : СМ =2:3. Вы-
Вычислите площадь сечения тетраэдра указанной пло-

плоскостью, если расстояние от нее до вершины А равно 1.

2.40. В правильной четырехугольной пирамиде
SABCD с вершпной S сторона основания равна а,

а угол между боковым ребром и плоскостью основания

равен а. Плоскость, параллельная АС и BS, пересека-
пересекает пирамиду так, что в сечение можно вппсать окруж-
окружность. Найдите радиус этой окружности.

2.41. Ребро правильного тетраэдра равно а. Пло-
Плоскость П проходит через вершину В и середины ребер
АС и AD. Шар касается прямых АВ, AC, AD н той час-

части плоскости П, которая заключена внутри тетраэдра.
Найдите радиус шара.

2.42. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно а.

Пусть М —

центр грани ADC, N — середина ребра
ВС. Найдите радиус шара, вписанного в трехгранный
у гол А и касающегося прямой MN.

2.43. Двугранный угол при ребре АВ тетраэдра
ABCD прямой; М —

середина ребра CD. Докажите,
что площадь треугольника AM В в четыре раза меньше

площади параллелограмма, стороны которого равны и

параллельны отрезкам АВ и CD.

Решения

2.1. Рассмотрим проекцию данного параллелепипеда на

плоскость ABC параллельно прямой Лх?) (рис. 17). Ясно, что

на этом рисунке AM : МСг = AD : ВСХ =1:2.

2.2. а) П е р в о е решение. Рассмотрим проекцию дан-

данного куба на плоскость, перпендикулярную прямой ВгС

(рис. 18, а). На этом чертеже прямая B-fi изображается одной
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точкой, а отрезок MN
— перпендикуляром, опущенным ия этой'

точки на прямую AXB. Ясно также, что на этом чертеже Афг :

: Вф = 1/2 : 1. Так как АХМ : MN = А1В1 : Вф и MN-.

: MB = Аф± : Вф, то AJA : MB = Л^ : Вф2 = 2:1.

Второе решение. Рассмотрим проекцию данного

куба на плоскость, перпендикулярную прямой АСХ (рис. 18, б).

Прямая ACi перпендикулярна плоскостям треугольников AXBD
и BXCDX, поэтому она перпен-

перпендикулярна прямым АХВ жВхС
т. е. отрезок MN ей паралле-
параллелен. Таким образом, отрезок

MN на данном чертеже изоб-

изображается точкой пересечения

отрезков АгВ и ВХС. Следо-
Следовательно, на этом чертеже

б) Рассмотрим проекцию
куба на плоскость, перпенди-

перпендикулярную диагонали BXD

(рис. 19). На этом рисунке

шестиугольник АВССф^А^ правильный, а прямая MN прохо-

проходит через его центр; пусть L — точка пересечения прямых MN

и ADlt P — точка пересечения прямой ААг и прямой, про-

Рис. 18

ходящей через точку Dj параллельно MN. Легко убедиться,
что A ADM = Д41.О1Р,_ а значит, AM = АХР. Поэтому ВС1 :

г BN = ADt: D^L = АР : РМ = (AAt + AM) : ААХ = 1 +

-\- AM : AAi, i. e. искомая разность отношений равна 1.

2.3; Пусть Af, fij- и Cj — проекции вершин данного пра-
правильного треугольника ABC на прямую, перпендикулярную
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иппой плоскости. Если углы между данной плоскостью и пря-
шя АВ, ЗС и СА равны у, а и Р, то AtBr = a sin у, В^С^ =

a sin и и Ci-Л] = a sin P, где а — сторона треугольника
\ВС. Пусть для определенности точка Сг лежит на отрезке

?!• Тогда Аф^ = A^i -f- C-Ji-i, т. е. sin у
— sin a -f- sin p.

2.4. Нет, нельзя. Рассмотрим проекцию на прямую, перпен-

перпендикулярную основанию. Проекции всех векторов основания ну-

певые, а проекция суммы векторов бо-

боковых ребер не может быть равна ну-

иго, так как сумма нечетного коли-

количества чисел +1 нечетна.

2.5. Рассмотрим проекцию тет-

тетраэдра на плоскость, перпендику-

¦лярную прямой, соединяющей се-

Гредины ребер А В и CD. Данная

[плоскость проецируется при этом в

|прямую LN, проходящую через точ-

1ку пересечения диагоналей парал-

|лелограмма ADBC. Ясно, что для

проекций В'С : C'N' = A'D' : D'L'.

2.6. Пусть К — точка пересе-

пересечения отрезков BCi и ВгС. Тогда
плоскости АВСХ и АВХС пересекаются
плоскости А1ВгС и /ijfiCj — по прямой АгК. Рассмотрим
проекцию на плоскость ABC параллельно АА^. Как проекция
точки Р, так и проекция точки Рг лежит на прямой А К^, где
— проекция точки К. Аналогичные рассуждения показы-

показывают, что проекции точек Р и Р1 лежат на прямых BL± и CMj,
где Li — проекция точки пересечения прямых АСг и АгС, М± —

проекция точки пересечения прямых ABi и AiB. Поэтому про-
проекции точек Р и Pj совпадают, т. е. PPf || АА^.

2.7. Пусть Аг и Bj — проекции точек А и В на плоскость

П. Прямые АХ ж ВХ образуют равные углы с плоскостью П

тогда и только тогда, когда подобны прямоугольные треуголь-
треугольники ААгХ и ВВгХ, т. е. АгХ : ВгХ = А±А : BtB. Геометри-
Геометрическим местом точек плоскости, отношение расстояний от ко-

которых до двух данных точек Аг ж Вг той же плоскости постоянно,

является окружность Аполлония или прямая (см. Прасолов,
13.7 или Шарыгин, II.9).

2.8. Пусть d = АВ, где А и В — вершины многогранника.

Рассмотрим проекцию многогранника на прямую АВ. Если не-

некоторая точка С проецируется не на отрезок АВ, а на его про-

продолжение, например, за точку В, то АС > АВ. Поэтому все

точки многогранника проецируются в точки отрезка АВ. Так

как длина проекции отрезка на прямую не превосходит длины
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самого отрезка, то достаточно доказать, что в каждую внутрен-

внутреннюю точку отрезка АВ проецируются точки по крайней мере
трех различных ребер. Проведем через произвольную внутрен-
внутреннюю точку отрезка АВ плоскость, перпендикулярную ему. Се-

Сечение многогранника этой плоскостью является п-угольником,

где п > 3, а значит, плоскость пересекает по крайней мере три
различных ребра.

2.9. Пусть О — точка пересечения прямой I и плоскости П

(случай, когда прямая / параллельна плоскости П, очевиден);

А — произвольная точка прямой I, отличная от точки О; А' —

ее проекция на плоскость П. Прямая АА' перпендикулярна лю-

любой прямой плоскости П, поэтому АА'J_li. Если i_L^, то

AQAJi; следовательно, прямая 1± перпендикулярна плоскости

АОА', а зпачит, A'Oj_lt. Если V J_ If, то рассуждения анало-

аналогичны.

2.10. Решим сразу задачу б), частным случаем которой
является задача а). Проекцией вершины S на плоскость основа-

основания является центр О правильного многоугольника Аг ... А^п—lt
а проекцией прямой SAt на эту плоскость является прямая

OAt. Так какОЛ!_1_ АпАп+ь то SA j J_ AnAn+i (см. задачу 2.9).

2.11. Пусть АН — высота тетраэдра A BCD. По теореме

о трех перпендикулярах ВН J_ CD тогда и только тогда, когда

АВ ±CD.
2.12. Пусть ВК и ВМ — высоты треугольников ABC и

DBC соответственно. Так как В К _1_ АС и ВК J_ AD, то прямая

ВК перпендикулярна плоскости ADC, а зпачит, BKj_DC. По

теореме о трех перпендикулярах проекция прямой ВК па пло-

плоскость BDC перпендикулярна прямой DC, т. е. она совпадает с

прямой ВМ. Для высот, опущенных пз вершины С, доказа-

доказательство аналогично.

2ЛЗ. Утверждение задачи очевидно для треугольника, одна

из сторон которого параллельна линии пересечения плоскости

П с плоскостью многоугольника. В самом деле, длина этой сто-

ропы при проекции не изменяется, а длина высоты, опущенной

на нее, при проекции изменяется в cos cp раз.

Докажем теперь, что любой многоугольник можно разре-

разрезать на треугольники указанного вида. Проведем для этого че-

через все вершины многоугольпика ирямые, параллельные линии

пересечения плоскостей. Многоугольник разрежется при этом

на треугольники п трапеции. Остается раирезать каждую тра-

пгщно по любой из ее диагоналей.
2.14. Пусть ф — двугранный угол прч ребре правильного

тетраэдра; О — проекция вертштнм D правильного тетраэдра
ABCD на противоположную грань. Тогда cos ф

= Saiso !

: Sabv = 1/3.

38



2.15. Пусть S — площадь боковой грани, h — высота пи-

пирамиды, а — сторона основания, ср
— искомый угол. Площадь

проекции на биссекторную плоскость двуграяпого угла между

соседними боковыми гранями для каждой из этих граней равна
S cos (ср/2); с другой стороны, она равна ah sin (iu'n)/2. Ясно

также, что площадь проекции боковой грани на плоскость, про-

проходящую через ее основание перпендикулярно основанию пира-

пирамиды, равна S sin а; с другой стороны, она равна а/г/2. Следо-
Следовательно, cos (ср/2) = sin a sin (я/п).

2.16. Проекцией стороны основании на плоскость первого
сечения является половина диагонали основания, поэтому пло-

площадь проекции второго сечения на. плоскость первого сечеш я

равна половине площади первого сечепия. С другой стороны,
если площадь второго сечения равна 5, то площадь его проек-

проекции равна S cos а. Поэтому площадь первого сечения рав-

равна 2S cos a.

2.17. Пусть D' — проекция вершины D пирамиды ABCD

на плоскость основапия. Тогда SABC= ± SBCD, + SACD, ±
± S AFID,

= 5Q cos a + Sb cos P + Sc cos у. Площадь треуголь-

треугольника BCD' берется со знаком «—», если точки D' и А лежат по

разные стороны от прямой ВС; для площадей треугольников

ACD' и ABD' знак выбирается аналогично.

2.18. Не обязательно. Рассмотрим плоскость, перпенди-
перпендикулярную двум данным плоскостям. Любая фигура, располо-
расположенная в этой плоскости, будет обладать требуемым cboiictbom,

если только ее проекции

на данные плоскости не огра-

ограничены.

2.19. Диаметры указап-

ных кругов равны длине про-

проекции тела на прямую, по ко-

которой пересекаются данные

плоскости.

2.20. Пусть точки Вл и D

при рассматриваемой проекции

переходят во внутренние точ-

точки проекции куба (рис. 20).

Тогда площадь проекции куба

равна удвоенной площади про-

проекции треугольника ACDlt т. е. она равна 25 cos ср, где S

площадь треугольника ACD^, ср
— угол между плоскостью иро-

екцни и плоскостью ACD^. Так как сторона треугольника

ACD% равна ~|/2", то 25 = ~[/з.
Проекция куба на прямую I, перпендикулярную плоскости

проекции, совпадает с проекцией диагонали B±D на эту
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прямую. Так как прямая BtD перпендикулярна плоскости

ACDX, то угол между прямыми I и B^D тоже равен ср. Поэтому
длина проекции куба на прямую I равна BtD cos cp =

= ~|/5 cos ф.

2.21. Проведем через вершины А и В прямые, перпендику-

перпендикулярны* плоскости ABC, и возьмем на них точки Af и В±. Пусть

ААг = х и Bfij = у (если точки Л( и fij лежат по разные сто-

стороны от плоскости ABC, то считаем, что числа х и у имеют раз-

разные знаки). Пусть a, b и с — длины сторон данного треугольни-

треугольника. Достаточно проверить, что числа х и у можно подобрать так,

чтобы треугольник АгВ^С был правильным, т. е. выполнялись

равенства я2 -f- ft2 = у2 + а2 и (х — иJ + с2 = уг + а2. Пусть
а2 — fc2 = X и а2 — с2 = (х, т. е. ж2 — у2 = X. и ж2 — 2#j/ = ц.
Из второго равенства получаем 2у = х — и/я. Подставляя это

выражение в первое равенство, приходим к уравнению 3«2 -f-

+ B|х
— 4Х)н — и,2 = 0, где и = ж*. Дискриминант ?> этого

квадратыого уравнения неотрицателен, поэтому оно имеет ко-

корень х. Если х Ф О, то 2у ~ х — u/ж. Остается заметить, что

если х = 0 — единственное решение получепного уравнения,

т. е. D = 0, то ^ = |х
= 0, поэтому у = 0 — решение.

2.22. Обязательно. Докажем сначала, что если проекции

двух выпуклых плоских фигур на координатные осп совпадают,

то эти фигуры имеют общую точку. Для этого достаточно дока-

доказать, что если точки К, L, М и N лежат на сторонах А В, ВС,
CD и DA прямоугольника ABCD, то точка пересечения диаго-

диагоналей АС и BD принадлежит четырехугольнику KLMN. Диа-

Диагональ АС не принадлежит треугольникам KBL и NDM, а диа-

диагональ BD не принадлежит треугольникам КAN и LCM. По-

Поэтому точка пересечения диагоналей АС и BD не принадлежит
ни одному ив этих треугольников, а значит, она принадлежит

четырехугольнику KLMN.

Опорные плоскости, параллельные координатным плоско-

плоскостям, для рассматриваемых тел совпадают. Возьмем одну из

опорных плоскостей. Точкп каждого из рассматриваемых тел,

лежащие в этой плоскости, образуют выпуклую фигуру, при-

причем проекции этих фигур на координатные оси совпадают. По-

втому в каждой оиорпой плоскости есть хотя бы одна общая

точка рассматриваемых тел.

2.23. Во всяком случае, точки А, В в С лежат в одной пло-

плоскости, и иоатому можно рассмотреть сечеппе плоскостью, со-

содержащей эти точки. Так как плоскость сечения ироходит через

точку касания сфер (сферы и плоскости), в сеченпп получаются

касающиеся окружности (окружность п прямая). Пусть Оу и

О2 — центры первой и второй окружностей. Так как ОХА || О2В
п точкп Oj, С и О2 лежат на одной прямой, /_АОгС = Z_BO2C.
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[Поэтому Z^ACOy = Z-.BCO2, т. е. точки А, В и С лежат на

Iодной прямой.
2.24. Осевое сечение данного усеченного конуса является

Iописанной трапецией АВCD с основаниями AD = 2Л и ВС —

|= 2г. Пусть Р — точка касания вписанной окружности со

[стороной АВ, О — центр вписанной окружности. В треуголь-

треугольнике АВО сумма углов при вершинах А ж В равна 90°, поэтому

|он прямоугольный. Следовательно, АР : РО = РО '. ВР, т. е.

\РО2 = АР-ВР. Ясно также, что АР — Л и ВР = г. Поэтому

[радиус РО вписанной в конус сферы равен ~VRr, а значит,

\S = 4л(Ла + Rr + г2).
Выражая объем даппого усеченного конуса по формулам,

I приведенным в решениях задач 3.7 и 3.11, и приравнивая эти

выражения, получаем, что площадь его полной поверхности

[равна 2зх(Л2 + Rr + г2) = 5/2 (нужно учесть, что высота усе-

усеченного конуса равна удвоенному радиусу сферы, около которой
[ он описан).

2.25. Общий перпендикуляр к данным ребрам делится па-

параллельными им плоскостями граней куба на отрезки длиной

1/, х и z (х — длина ребра куба; отрезок длиной у прилегает к

ребру а). Плоскости граней куба, параллельные данным ребрам,
пересекают тетраэдр по двум прямоугольникам. Меньшие сто-

стороны этих прямоугольников равны ребру куба х. Так как сто-

стороны этих прямоугольников легко вычисляются, получаем

х = by/с и х = azlc. Следовательно, c=x-\-y-\-z=x-\-

-\- cx/b + cxla, т. е. х = abcl(ab -j- be -\- ca).

2.26. Каждая сторона полученного многоугольника принад-

принадлежит одной из граней куба, поэтому число его сторон не пре-

превосходит 6. Кроме того, стороны, принадлежащие противополож-

противоположным граням куба, параллельны, так как линии пересечения

плоскости с двумя параллельными плоскостями параллельны.

Следовательно, сечение куба не может быть правильным пяти-

пятиугольником, так как у того нет параллельных сторон. Легко

проверить, что правильный треугольник, квадрат и правильный
шестиугольник могут быть сечениями куба.

2.27. Рассмотрим некоторый круг, являющийся сечением

данвого тела, и проведем через его центр прямую I, перпендику-
перпендикулярную его плоскости. Эта прямая пересекает данное тело по

некоторому отрезку АВ. Все сечения, проходящие через пря-

прямую I, являются кругами с диаметром АВ.

2.28. Рассмотрим произвольное сечение, проходящее через

горшипу А. Это сечение является треугольником ABC, причем

его стороны АВ и АС являются образующими конуса, т. е.

имеют постоянную длину. Поэтому площадь сечения пропор-

циональиа синусу угла ВАС. Угол ВАС изменяется от 0° до <р,
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где <р
— угол при вершине осевого сечения конуса. Если ф ^

<^ 90е, то наибольшую площадь имеет осевое сечение, а если

<р > 90°, то наибольшую площадь имеет сечение с прямым углом

при вершине А. Таким образом, ив условия задачи следует, что

sin ф
= 0,5 и ф > 90°, т. е. ф

= 120°.

2.29. Решим сначала следующую задачу. Пусть иа сторопак

АВ и АС треугольника ABC взяты точки L и К так, что AL :

: LB = т и А К : КС = п; N — точка пересечения прямой KL
и медианы AM. Вычислим отношение AN : NjM. Рассмотрим
для этого точки S и Т, в которых прямая KL пересекает прямую

ВС и прямую, проведенную через точку А параллельно ВС.

Ясно, что АТ : SB = AL : LB = m и А Г : SC = А К : КС =

=
п. Поэтому AN : NM = AT : SM = 2AT : (SC + SB) =

= 2{SC : AT + SB : AT)'1 = 2mn/(m + n). Заметим, что все

рассуждегшя остаются справедливыми и в случае, когда точки

К и L взяты на продолжениях сторон треугольника; в этом слу-

случае числа тип отрицательны.

Предположим теперь, что АР : РВ = р, AQ : QC — q и

AR : RD = г. Тогда по условию задачи 2pql(p -\- q) = 2,

2?W(g + r) = 1/2 и 2рг/(р + г) = 4. Решая эту систему уравне-

уравнений, получаем р = ¦—4/5, q = 4/9 и г = 4/7. Отрицательность
числа р-означает, что данная плоскость пересекает не ребро АВ,

а его продолжение.

2.30. Занумеруем данные секущие плоскости так, что пер-

первая из них — ближайшая к вершине А, а третья
— наиболее

удалендая от вершины А. Рассматривая проекцию на пло-

плоскость, перпендикулярную прямой CF, легко получить, что

первая плоскость проходит через середину ребра SC и делит

ребро SD в отношении 1:3, считая от точки S: вторая пло-

плоскость проходит через середину ребра SD, а третья делит его в

отношении 3:1. Пусть сторона основания пирамиды равна 4а,
а высота боковой грани равна 4/г. Тогда первое сечение состоит

из двух трапеций: одна с высотой 2h и основаниями 6а и 4о,
а другая с высотой h n основаниями 4о и а; второе сечение

является трапецией с высотой 2/г и основаниями 8а и 2а; третье
сечение — трапеции"! с высотой h и основаниями 6а п За. Поэто-

Поэтому отношение площадей сечений равно 25 : 20 : 9.

2.31. Так как у четырехугольной пирамиды пять граней,
ранное сечение проходит через все грани. Поэтому можно счи-

считать, что вершины К, L, М, N ж О правильного пятиугольника

лежат на ребрах АВ, ВС, CS, DS и AS соответственно. Рассмот-

Рассмотрим проекцию на плоскость, перпендикулярную ребру ВС

(рис. 21). Пусть В'К' : А'В' = р. Так как M'K'WN'O', ЛГOil

\\K'L', K'N' WM'L', то B'W : В'S' = А'О' : A'S' = S'N' :

I A'S' = p. Поэтому S'O' : A'S' = 1 — p, а значит, S'N' :
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вЧ'

S' = A — pJ, так как M'N'WL'O'. Итак, р
= S'N' I

fA'S' = (l— pJ, т. e. p
= C — V5)/2.

Пусть SA = 1 и ЛЛ5В = 2ф. Тогда NO2 = p2 + A —
- pJ — 2p(l — p) сов2ф и /ГО2 = p2 + 4A — pJ sin2 ф —
— 4p(l — p) sin2 ф. Приравнивая эти выражения и учитывая,

[no cos 2ф = 1 — 2 sin2 ф,

ократпм на 1 — р; полу-

»шм 1 — Зр = 4A — Зр) X

|>.'Бтяф. Так как п на-

нагнем случае 1 — Зр =^ 0 , то

Sin2 ф
= 1/4, т. е. ф

= 30°.

2.32. а) Пусть суммы

(плоских углов при верши-

[нахЛ, В шС равны 180°.

I Тогда развертка тетраэдра

[на плоскость ABC явля-

является треугольником, причем

точки А, В и С — середины

I его сторон. Следовательно,

все грани тетраэдра равны.

Обратно, если тетраэдр равногранный, то при развертке лю-

оые две его смежные грани образуют параллелограмм. Следова-
Следовательно, развертка тетраэдра является треугольником, т. е.

суммы плоских углов при вершинах тетраэдра равны 180°.

б) Пусть суммы плоских углов при вершинах А и В равны

180°. Рассмотрим развертку тетраэдра на плоскость грани ABC

(рис. 22). Возможны два

варианта: С

1) Равны ребра А В и

CD. Тогда DAC + D2C =

= 2АВ = DXD2, поэтому

точка С — середина отрез-

отрезка D-fii.

2) Равны ребра, отлич-

отличные от АВ и CD. Пусть

для определенности АС =

= BD. Тогда точка С ле-

лежит как па серединном пер-

перпендикуляре к отрезку

DyD.2, так п на окружности

радпуса BD с центром А- Одна из точек пересечения этих мно-

множеств — середина отрезка DrD2, а вторая точка пересечения
лежит на прямой, проходящей через Ds параллельно D^D2.

Вторая точка в нашем случае не годится.
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в) Пусть сумма плоских углов при вершине А равна 180°,
АВ = CD и AD = ВС. Рассмотрим развертку тетраэдра на

плоскость ABC и воспользуемся для образов вершины D обоз-

обозначениями рис. 22. Противоположные стороны четырехуголь-

четырехугольника ABCD2 равны, поэтому он параллелограмм. Следователь-

Следовательно, отрезки СВ и ADS параллельны и равны, а значит, четырех-

четырехугольник ACBDS
—

параллелограмм. Поэтому развертка тет-

тетраэдра является треугольником, причем А, В и С — середины

его сторон.

2.33. Пусть SAf ... Ап — данная пирамида. Разрежем ее

боковую поверхность по ребру SAx и развернем на плоскость

(рис. 23). По условию точка S лежит внутри многоугольника

А^ ... АпА1. Пусть В — точка пересечения продолжения отрез-

отрезка A±S ва точку S со стороной этого многоугольника. Если а п

b — длины ломаных А\А% ... Ви В ... АпА1, то A%S + SB < а и

[ 6A[S<SB + Ъ, Поэтому < а + 6.

Рис. 23 Рис. 24

2.34. Так как сумма углов каждой грапи тетраэдра равна
180°, то SA + SB + Sc + SD= 4-180°. Пусть для определен-

определенности 5Л< Sc- Тогда 360° — Sc = 5A< 180°. Рассмотрим раз-

развертку данного тетраэдра на плоскость ABC (рис. 24). Так как

= AD1DSD2 и Л/>3 : ?3С = #i#3 : #я#2. т° ААСВЯ °о

vPs, причем коэффициент подобия равен отношению

боковой стороны к основанию в равнобедренном треугольнике
с углом SA при вершине. Следовательно, АС = DjB. Аналогич-
Аналогично СВ = АТ)^. Поэтому i^ABC = Ь^ВАЛ^ = &BAD. Аналогич-

Аналогично доказывается, что t\ACT) — t\BDC.



V лав а 3

ОБЪЕМ

§ 1. Формулы для объема тетраэдра и пирамиды

3.1. Три прямые пересекаются в точке А. На каж-

каждой из них взято по две точки: В и В', С и С\ D и D'.
{окажите, что VABcd •' Vab'cd' = (AB-AC-AD): (АВ'х
[AC-AD').

3.2O Докажите, что объем тетраэдра ABCD равен

AB-AC-AD-sin p sin у sin D/6,

рде р и у
— плоские углы при вершине А, противолежа-

ие ребрам АВ и AC, a D — двугранный угол при
збре AD.

3.3. Площади двух граней тетраэдра равны 5Х и S2t
— длина их общего ребра, а — двугранный угол

(между ними. Докажите, что объем V тетраэдра равен
252 sin а/За.

3.4. Докажите, что объем тетраэдра ABCD равен
\dAB-CD sin ф/6, где d — расстояние между прямыми

\АВ и CD, ф — угол между ними.

3.5. Точка К принадлежит основанию пирамиды

|с вершиной О. Докажите, что объем пирамиды равен
\&~КО1Ъ, где S — площадь проекции основания на

плоскость, перпепдикулярную КО.

3.6. В параллелепипеде ABCDA^B^C^D-^ диа-

диагональ АС1 равна d. Докажите, что существует тре-

треугольник, длины сторон которого равны расстояниям

от вершин Ах, В и D до этой диагонали, причем объем

параллелепипеда равен 2dS, где S — площадь этого

треугольника.

§ 2. Формулы для объема многогранников

ы круглых тел

3.7. Докажите, что объем многогранника,; описан-

описанного около сферы радиуса R, равен SR/32 где S — пло-

площадь поверхности многогранника,
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3.8. Докажите, что отношение объемов сферы и опи-

описанного около нее усеченного конуса равно отношению

площадей их полных поверхностей.
3.9. Шар радиуса R касается одного основания

усеченного конуса и касается его боковой поверхности
по окружности, являющейся окружностью другого
основания конуса. Найдите объем тела, состоящего

из конуса и шара, если площадь полной поверхности
отого тела равна 5.

3.10. а) Радиус прямого кругового цилиндра и его

высота равны R. Рассмотрим шар радиуса R с центром
в центре О нижнего основания цилиндра и конус с вер-
вершиной О, основанием которого служит верхнее осно-

основание цилиндра. Докажите, что объем конуса равен

объему части цилиндра, лежащей вне шара. Для до-

доказательства воспользуйтесь равенством площадей се-

сечений, параллельных основаниям (Архимед).
б) Считая известными формулы для объема ци-

цилиндра и конуса, получите формулу для объема шара.
3.11. Найдите объем V усеченного конуса с высотой

h и радиусами оснований R и г.

3.12. Дана плоская выпуклая фигура периметра
2р и площади S. Рассмотрим тело, состоящее из точек,

удаленных от этой фигуры на расстояние не больше d.

Найдите объем этого тела.

3.13. Объем выпуклого многогранника равен V,

площадь поверхности— S; длина г-го ребра равна 1Ь дву-

двугранный угол при этом ребре равен <рг. Рассмотрим тело,

состоящее из точек, удаленных от многогранника на

расстояние не больше d. Найдите объем и площадь по-

поверхности этого тела.

3.14. Все вершины выпуклого многогранника рас-
расположены в двух параллельных плоскостях. Дока-
Докажите, что его объем равен h(St + S2 + 45)/6, где St
и S.2 — площади граней, лежащих в данных плоскостях,

S — площадь сечения многогранника плоскостью, рав-

равноудаленной от данных, h — расстояние между дан-
данными плоскостями.

§ 3. Свойства объема

3.15. В пространстве даны две скрещивающиеся

прямые. Противоположные ребра тетраэдра переме-

перемещаются по этим прямым, причем их длины остаются
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эстоянными. Докажите, что объем тетраэдра при этом

те изменяется.

3.16. В пространстве даны три параллельные пря-
1мые а, Ъ и с. Ребро тетраэдра перемещается по прямой
\а, причем длина его остается постоянной, а две остав-

|гаиеся вершины перемещаются по прямым b и с. До-
Докажите, что объем тетраэдра при этом не изменя-

изменяется.

3.17. Докажите, что плоскость, пересекающая лишь

Iбоковую поверхность цилиндра, делит его объем в та-

|ком же отношении, в каком она делит ось цилиндра.

3.18. Докажите, что плоскость, проходящая через

Iсередины двух скрещивающихся ребер тетраэдра, делит

(его на две части равного объема.

3.19. Параллельные прямые а, Ь, с и d пересекают
одну плоскость в точках А, В, С и D, а другую плос-

плоскость — в точках А', В', С и D'. Докажите, что объ-

объемы тетраэдров A'BCD и AB'C'D' равны.
3.20. В плоскостях граней тетраэдра ABCD взяты

точки А и Ви Сх и Dl так, что прямые ААХ, ВВХ, ССг
и DDX параллельны. Найдите отношение объемов тет-

тетраэдров ABCD и AXBXCXDV.

§ 4. Вычисление объема

3.21. Плоскости А ВСг и АХВХС делят треугольную

призму АВСА1В1С1 на четыре части. Найдите отноше-

отношение объемов этих частей.

3.22. Объем параллелепипеда ABCDAlBlC1DL ра-
равен V. Найдите объем общей части тетраэдров ABlCDl
и АфС-JD.

3.23. В каком отношении делит объем тетраэдра

плоскость, параллельная двум его скрещивающимся

ребрам и делящая одно из других ребер в отношении

2:1?

3.24. На трех параллельных прямых взяты сона-

правленные векторы ААХ, ВВ1 и ССг. Докажите, что

объем выпуклого многогранника АВСА1В1С1 равен

S{AAX + ВВХ -+- CCj)/3, где S — площадь треуголь-

треугольника, получающегося при пересечении этих прямых

плоскостью, им перпендикулярной.
3.25. Пусть М — точка пересечения медиан тет-

тетраэдра A BCD (см. с. 244). Докажите, что сущест-

существует четырехугольник, стороны которого равны и
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параллельны отрезкам, соединяющим М с вершинами

тетраэдра. Вычислите объем тетраэдра, задаваемого
этим пространственным четырехугольником, если объем

тетраэдра ABCD равен V.

3.26. Через высоту правильного треугольника со

стороной а проведена плоскость, перпендикулярная
плоскости треугольника, и в этой плоскости взята пря-
прямая I, параллельная высоте треугольника. Найдите
объем тела, полученного при вращении треугольника

вокруг прямой I.

3.27. Прямые АС и BD, угол между которыми ра-
равен а (а < 90°), касаются шара радиуса В в диамет-

диаметрально противоположных точках А и В. Прямая CD

тоже касается шара, причем угол между АВ и CD ра-
равен ф (ф < 90°). Найдите объем тетраэдра ABCD.

3.28. Точка О лежит на отрезке, соединяющем вер-

вершину треугольной пирамиды объема V с точкой пере-
пересечения медиан основания. Найдите объем общей части

данной пирамиды и пирамиды, симметричной ей от-

относительно точки О, если точка О делит указанный от-

отрезок в отношении: а) 1 : 1; б) 3 : 1; в) 2 : 1; г) 4 : 1

(считая от вершины).
3.29. Стороны пространственного четырехугольника

KLMN перпендикулярны граням тетраэдра ABCDf
а их длины равны площадям соответствующих граней.
Найдите объем тетраэдра KLMN, если объем тетра-

тетраэдра ABCD равен V.

3.30. Боковое ребро правильной призмы ABCA1B1Ci
равно а; высота основания призмы тоже равна а. Через
точку А проведены плоскости, перпендикулярные пря-
прямым АВ1 и АСг, а через точку А1 — плоскости, пер-

перпендикулярные АгВ и АгС. Найдите объем фигуры,

ограниченной этими четырьмя плоскостями и плос-

плоскостью ВХВССХ.
3.31. Тетраэдры ABCD и AlB1C1D1 расположены

так, что все вершины каждого из них лежат в соот-

соответствующих плоскостях граней другого тетраэдра
(Л лежит в плоскости B1C1D1 и т. д.). Кроме того, А1
совпадает с точкой пересечения медиан треугольника

BCD, а прямые BDX, CB± и БСг делят пополам отрезки

AC, AD и АВ соответственно. Найдите объем общей
части тетраэдров, если объем тетраэдра ABCD ра-
равен F.
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§ 5. Вспомогательный объем

3.32. Докажите, что биссекторная плоскость дву-

двугранного угла при ребре тетраэдра делит противопо-
противоположное ребро на части, пропорциональные площадям

граней, заключающих этот угол.
3.33. В тетраэдре ABCD грани ABC и ABD имеют

площади риди образуют между собой угол а. Найдите
площадь сечения, проходящего через ребро АВ и центр
вписанного в тетраэдр шара.

3.34. Докажите, что если хг, х2, х3, х4
— расстоя-

расстояния от произвольной точки внутри тетраэдра до его

граней, a hu h2, h3, /i4 — соответствующие высоты тет-

тетраэдра, то

\ \ h h

3.35. На грани ABC тетраэдра ABCD взята точка О
и через нее проведены отрезки ОАХ, ОВг и ОСХ, па-

параллельные ребрам DA, DB и DC, до пересечения
с гранями тетраэдра. Докажите, что

ОА. ОВЛ ОСЛ
DA

^
DB

^
DC

3.36. Пусть г — радиус вписанной сферы тетра-

тетраэдра; га, гь, ге и rd
—

радиусы сфер, каждая из кото-

которых касается одной грани и продолжений трех других.
Докажите, что

3.37. Дана выпуклая четырехугольная пирамида
MABCD с вершиной 71/. Плоскость пересекает ребра
MA, MB, МС и MD в точках Аи Въ Сг и Dx соответст-

вепно. Докажите, что

с МА
, с

МС с MD c MB

3.38. Боковые грани треугольной пирамиды рав-
равновелики и образуют с основанием углы а, C и у. Най-

Найдите отношение радиуса шара, вписанного в эту пира-

пирамиду, к радиусу шара, касающегося основания пира-

пирамиды и продолжений боковых сторон,
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Задачи для самостоятельного решения

3.39. Две противоположные вершины куба совпа-

совпадают с центрами оснований цилиндра, а остальные его

вершины лежат на боковой поверхности цилиндра.
Найдите отношение объемов цилиндра и куба.

3.40. Внутри призмы объема V взята точка О.
Найдите сумму объемов пирамид с вершиной О, осно-

основаниями которых служат боковые грани призмы.
3.41. В каком отношении делит объем куба плос-

плоскость, проходящая через одну вершину куба и центры

двух граней, не содержащих этой вершины?
3.42. Отрезок EF не лежит в плоскости параллело-

параллелограмма ABCD. Докажите, что объем тетраэдра EFAD

равен сумме или разности объемов тетраэдров EFAB
и EFAC.

3.43. Боковые грани гс-угольной пирамиды являются

боковыми гранями правильных четырехугольных пира-
пирамид. Вершины оснований четырехугольных пирамид, от-

отличные от вершин n-угольной пирамиды, попарно сли-

сливаются. Найдите отношение объемов пирамид.

3.44. Двугранный угол при ребре А В тетраэдра
ABCD прямой; М — середина ребра CD. Докажите,
что площадь треугольника AMВ в два раза меньше

площади параллелограмма, диагонали которого рав-
равны и параллельны ребрам АВ и CD.

3.45. Грани ABD, BCD и CAD тетраэдра ABCD

служат нижними основаниями трех призм; плоскости

их верхних оснований пересекаются в точке Р. Дока-
Докажите, что сумма объемов этих трех призм равна объему
призмы, основанием которой служит грань ABC, а бо-

боковые ребра равны и параллельны отрезку PD.

3.46. Правильный тетраэдр объема V повернут на

угол а @ <; а < я) вокруг прямой, соединяющей сере-
середины его скрещивающихся ребер. Найдите объем об-
общей части исходного тетраэдра и повернутого.

3.47. Куб с ребром а повернут на угол а вокруг

диагонали. Найдите объем общей части исходного куба
и повернутого.

3.48. В основании четырехугольной пирамиды
SABCD лежит квадрат ABCD со сторлюй а. Углы

между противоположными боковыми гранями прямые;
двугранный угол при ребре SA равен а. Найдите объем
пирамиды.
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Решения

3.1. Пусть huh' — длины перпендикуляров, опущенных

из точек D и D' на плоскость ABC; S и S' — площади треуголь-

треугольников ABC и АВ'С. Ясно, что h : h' = AD : AD' и S : S' =

= (AB-AC) : (AB'-AC). Остается заметить, что Vabcd '•

¦ VAB'C'D' — hS : h S'.

3.2. Высота треугольника ABD, проведенная из вершины В,

равна AB sin у, поэтому высота тетраэдра, опущенная на плос-

плоскость ACD, равна AB sin у sin D. Ясно также, что площадь тре-

треугольника ACD равна AC-AD sin р72.
3.3. Пусть fej и h2—высоты данных граней, опущенные на их

общую сторону. Тогда V = (^sin a)Sj3 = ah^sin а/6. Остает-
Остается заметить, что hx = 2Sj/a, h2 = 2S2/a.

3.4. Рассмотрим параллелепипед, образованный плоскостя-

плоскостями, проходящими через ребра тетраэдра параллельно противо-

противоположным ребрам. Плоскости граней исходного тетраэдра от-

отсекают от параллелепипеда 4 тетраэдра, объем каждого из ко-

которых составляет 1/6 объема параллелепипеда. Поэтому объем

тетраэдра составляет 1/3 объема параллелепипеда. А объем

параллелепипеда легко выражается через данные в условии ве-

величины: его грань является параллелограммом с диагоналями

длиной АВ и CD и углом ф между ними, а высота, опущенная

на эту грань, равна d.

3.5. Угол а между прямой КО и высотой h пирамиды ра-

равен углу между плоскостью основания и плоскостью, перпенди-

перпендикулярной КО. Поэтому h = КО cos а и S — S'cos а, где S' —

площадь основания (см. задачу 2.13). Следовательно, S- КО =

= S'h.

3.6. Рассмотрим проекцию данного параллелепипеда на

плоскость, перпендикулярную прямой АС^ (рис. 25). В даль-

дальнейшем ходе решения использугогся обозначения рис. 25.

На этом рисунке длины отрезков ААу, АВ и AD равны рас-

расстояниям от вершин Ах, В и D параллелепипеда до диагонали

АС\, а стороны треугольника ААлВх равны этим отрезкам. Так

как площадь этого треугольника равна S, то площадь треуголь-

треугольника AXDB равна 3S. Если М — точка пересечения плоскости

AjDB с диагональю АС±, то AM = d/З (задача 2.1), а значит,

согласно задаче 3.5 объем тетраэдра AAXDB равен dS/З. Ясно

также, что объем этого тетраэдра составляет 1/6 часть объема

параллелен ипеда.

3.7. Соединим центр сферы с вершинами многогранника
и разобьем его тем самым на пирамиды. Высоты этих пирамид

равны радиусу сферы, а их основаниями являются грани

многогранника. Поэтому сумма объемов этих пирамид равна
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Рис. 25

SR/3, где S — сумма площадей их оснований, т. с. площадь

поверхности многогранника.

3.8. И конус, и саму сферу можно рассматривать как не-

некоторый предел многогранников, описанных около данной сфе-
сферы. Остается заметить, что для каждого ив этих многогранников

справедлива формула V = SR/3,
где V — объем, 5 — площадь по-

поверхности многогранника, R —¦

радиус данной сферы (задача 3.7),

3.9. Точно такие же рассуж-

рассуждения, как и в задаче 3.8, пока-

показывают, что объем этого тела ра-

ранен SR/3.

3.10. а) Рассмотрим произ-
произвольное сечение, параллельное

основаниям. Пусть МР — ра-

радиус сечения конуса, МС — ра-

радиус сечения шара, МБ — ради-

радиус сечения цилиндра. Требуется

проверить, что пМР2 = пМВ% —

— пМС2, т. е. МБ2 = МР2 +

-f- МС2. Для доказательства это-

этого равенства достаточно заметить, что МБ = ОС, МР = МО,
а треугольник СОМ прямоугольпыи.

б) Объемы рассматриваемых в задаче а) цилиндра и конуса

равны я/?3 и п/?3/3. Объем шара радиуса R в два раза больше

разности объемов цилиндра и конуса, поэтому он равен 4пД8/3.

3.11. Данный конус получается отсечением конуса с вы-

высотой х и основанием радиуса г от конуса с высотой х -f- h и ос-

основанием радиуса R. Поэтому V = n(R2(x + h) — г%)/3. Так

как х : г = (х + h) : R, то х = rhl(R — г) и х + h = Rh/(R —
— г). Следовательно, V = п(г2 + rR + R2)h/3.

3.12. Предположим сначала, что данная плоская фигура
является выпуклым га-угольпиком. Тогда рассматриваемое гело

состоит ив приемы объемом 2dS, n полуцилиндров с суммарным

объемом лрс!2 и п тел, из которых можно составить шар объемом

4nd3/3. Опишем подробнее последпие п тел. Рассмотрим шар
радиуса й и разрежем его полукругами (с центрами в центре

шара), получающимися параллельными переносами основа-

оснований полуцилпндров. Это и есть разбиение шара на п тел.

Итак, если фигура является выпуклым многоугольником,

то объем тела равен 2dS + npcP + 4жР/3. Эта формула остается

справедливой и для произвольной выпуклой фигуры.
3.13. Как и в предыдущей задаче, разобьем полученное тело

на исходный многогранник, призмы, соответствующие граням,
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части цилиндров, соответствующие ребрам, и части шара ра-

радиуса d, соответствующие вершинам. Теперь легко проверить,

что объем полученного тела равен V + 6'd-f- тг d ^Цп— <Pj) 1%\-

4 з V
<-}--тяй ,

а площадь его поверхности равна ?-f-^

3.14. Первое решение. Пусть О—ннутренняя точка мно-

многогранника, равноудаленная от данных плоскостей. Поверхность
многогранника, заключенную между данными плоскостями,
можно разбить на треугольники с вершпнамп в вершинах много-

многогранника. Следовательно, многогранник разбивается на две

пирамиды с вершиной О, основаниями которых служат грани
с площадями St и $2, и несколько треугольных пирамид с вер-

шивой О, основаниями которых служат указанные треуголь-

треугольники. Объемы первых двух пирамид равны hSJu и hS2l&. Объем
s-й треугольной пирамиды равен 2hstIZ, где st

— площадь

сечения этой пирамиды плоскостью, равноудаленной от данных;

в самом деле, объем пирамиды в 4 раза больше объема тетра-

тетраэдра, который отсекает от нее указанная плоскость, а объем

тетраэдра равен hst/6. Ясно также, что S] + •¦¦ + sn = S.

Второе решение. Пусть S(t) — площадь сечения много-

многогранника плоскостью, удаленной на расстояние t от первой плос-

плоскости. Докажем, что S(t) — квад-

квадратичная функция (при 0 ^ ( ^

< h), т. е. S(t) = at2 + Ы + с.

Рассмотрим для этого такую про-

проекцию многогранника вдоль не-

некоторой прямой на первую плос-

плоскость, что проекции верхней и

нижней граней не пересекаются

(рис. 26). Площади обеих за-

заштрихованных частей являются

квадратичными функциями t, по-

поэтому S(t) — площадь незаштри-

хованной части — тоже квадра-
гис. а>

точная функция.
Для любой квадратичной функции S(t), где t изменяется от О

до h, можно подобрать достаточно простой многогранник с точно

такой же функцией S(t): если а > 0, то можно взять усеченную

пирамиду, а если а < 0, то можно взять часть тетраэдра, за-

заключенную между двумя плоскостями, параллельными двум его

скрещивающимся ребрам. Объемы многогранников с равными

функциями S(t) равны (принцип Кавальери). Легко проверить,
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что любой из новых простых многогранников можно разбить

на тетраэдры, вершины которых лежат в данных плоскостях.

Для них требуемая формула легко проверяется (в случае, когда

две вершины тетраэдра лежат в одной плоскости и две в другой,

следует воспользоваться формулой из задачи 3.4).
3.15. Объем такого тетраэдра равен abd sin ф/6, где а и Ь —

длины ребер, d — расстояние между скрещивающимися прямы-

прямыми, ff
—

угол между пими (задача 3.4).
3.16. При проекции на плоскость, перпендикулярную дап-

ным прямым, прямые a, b и с переходят в точки А, В а С. Пусть
s — площадь треугольника ABC; KS — ребро тетраэдра, пере-
перемещающееся по прямой а. Согласно задаче 3.5 объем рассматри-

рассматриваемого тетраэдра равен sKS/S.

3.17. Пусть плоскость П пересекает ось цилиндра в топке О.

Проведем черев точку О плоскость П', параллельную основа-

основаниям цилиндра. Эти две плоскости целят цилиндр на 4 части,

причем 2 части, заключенные между плоскостями, имеют рав-

равный объем. Следовательно, объемы тех частей, на которые ци-

цилиндр делится плоскостью П,

равны объемам тех частей, на

которые он делится плоско-

плоскостью П'. Ясно также, что отно-

отношение объемов цилиндров с

равными основаниями равно

отношению их высот.

3.18. Пусть Л/ и К ~ се-

середины ребер АВ и CD тетра-

тетраэдра А ВCD. Пусть для опре-

определенности плоскость, прохо-

проходящая через М и К, пересека-

пересекает ребра AD п ВС в точках

L в N (рис. 27). Плоскость
DMC делит тетраэдр на две

части равного объема, поэто-

поэтому достаточно проверить, что

равны объемы тетраэдров DKLM и CKNM. Объем тетраэд-

тетраэдра СКВМ равен 1/4 объема тетраэдра ABCD, а отношение

объемов тетраэдров СКВМ и CKNM равно ВС : СМ. Анало-

Аналогично отношепие 1/4 объема тетраэдра АВ CD к объему тет-

тетраэдра DKLM равно AD : DL. Остается заметить, что ВС :

: CN = AD : DL (задача
- 2.5).

3.19. Согласно задаче 3.16 VA,ABC=VAA,B,C,. Записывая

аналогичные равенства для объемов тетраэдров A'ADC a A' ABD

в выражая VA,Bcr) u Vj^b'cv чеРсз этп объемы, получаем

требуемое.

Рис. 27



3.20. Пусть Л2 — точка пересечения прямой АА% п плос-

плоскости B^C^D^. Докажем, что Л1ЛО=ЗЛ1Л. Тогда Vt
воспользовавшись результатом= 1 ¦ 3;

ABCD ¦

задачи 3.19,

ABCD
:

x найдутся
определенности, что

окончательно получим

= 1:3.

Среди коллинеарных векторов ВВ1, ССг и

два сонаправленных; предположим

векторы BBt и CCt сонаправлены. Пусть М — точка пересечения

прямых ВСх и СВг. Прямые BCt и СВг принадлежат плоскостям

ADB u ADC соответственно, поэтому точка М припадлежит

прямой AD. Проведем через параллельные прямые ААЛ и DDt
плоскость; она проходит через точку М п пересекает отрезки ВС

и ВхСг в некоторых точках L и К (рис. 28). Легко проверить, что

М — середина отрезка KL, точка А прпнадлежпт прямым DM

и DtL, точка А+ — прямой DL, точка А2 — прямой DtK. По-

Поэтому АХА : ЛЛ2 = LM : LK =1:2, а значит, AtA2 =

Рис. 28

3.21. Пусть Р и Q — середины отрезков ACt и ВС,, т. е.

PQ — прямая пересечения данных плоскостей. Отношение объ-

объемов тетраэдров CXPQC и СгАВС равно (С,Р : CtA)(CjQ : СЛВ) =
= 1:4 (см. задачу 3.1). Ясно также, что объем тетраэдра С\АВС

составляет 1/3 объема призмы. Пользуясь этим, легко проверить,
что искомое отношоние объемов равно 1 : 3 : 3 : 5.

3.22. Общая часть указанных тетраэдров является выпук-
выпуклым многогранником с вершинами в центрах граней.параллелепи-

граней.параллелепипеда. Плоскость, равноудаленная от двух противоположных

граней параллелепипеда, рассекает этот многогранник на две
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четырехугольные пирамиды, объем каждой из которых равен.

F/12.

3.23. Сечение тетраэдра данной плоскостью является па-

параллелограммом. Каждую из двух полученных частей тетра-

тетраэдра можно разрезать на пирамиду, основанием которой служит

этот параллелограмм, и тетраэдр. Объемы этих пирамид и тетра-

тетраэдров можно выразить через длины а и Ь скрещивающихся ре-

ребер, расстояние d и угол ф между ними (для тетраэдров следует

воспользоваться формулой задачи 3.4). Тем самым находятся

объемы полученных частей; они равны 1(W81 и 7и/162, где v =

= abd sin ф, а их отношение равно 20/7.

3.24. Отложим на продолжении ребра BBt за точку В%
отрезок BtB2, равный ребру ААЛ. Пусть К —середина отрезка
A-iBx, т. е. точка пересечения отрезков АхВг и АВ2. Так как объ-

объемы тетраэдров А^КС^А и В^КСф^ равны, то равны объемы

многогранников АВСАхВхСх и АВСВ2Сх- Аналогичные рассуж-
рассуждения показывают, что объем многогранника АВСВ2СХ равен

объему пирамиды АВСС3, где СС3 = ААХ + ВВ1 + СС±. Остает-
Остается воспользоваться формулой задачи 3.5.

3.25. Достроим пирамиду МАВС до параллелепипеда

(рис. 29). Пусть МК — его диагональ. Так как MA + MB -f-

+ МС + MD = 0^ (см. задачу 14.3, а), то КМ = MD. По-

Поэтому четырехугольник MCLK
^ ^ искомый. Объемы тетраэдров

MCKL и МАВС равны, так как

каждый из них составляет 1/6

объема рассматриваемого парал-

параллелепипеда. Ясно также, что объ-

объем тетраэдра МАВС равен V/4.

Замечание. Из решения

задачи 7.15 следует, что набор
векторов сторон требуемого про-

пространственного четырехугольника

определен однозначно. Поэтому

существует 6 различных таких

четырехугольников, причем объемы всех задаваемых ими Tei-

раэдров равны (см. задачу 8.26).

3.26. Заметим сначала, что при вращении (в плоскости)

отрезка длиной 2й относительно точки, лежащей на серединпом

перпендикуляре к этому отрезку и удаленной от отрезка па рас-

расстояние х, получается кольцо с внутренним радиусом х и ппеш-

ним радиусом T/j;2 + rf2; площадь этого кольца равна Jitf2, т. е-

бпа не зависит от т. Следовательно, сечение данного тела плос-

плоскостью, перпендикулярной оси вращения, представляет собой

Рис. 29
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кольцо, площадь которого не зависит от положения прямой I.

А значит, достаточно рассмотреть случай, когда осью вращения

является высота треугольника. В этом случае объем тела вра-

вращения — конуса
—

равен nas ~1/3/24.
3.27. Пусть АС = х, BD = у; Dt

—

проекция D на плос-

плоскость, касающуюся шара в точке А. В треугольнике CAD^ угол

А равен а или 180° — а, поэтому х2 + у2 + 2ху cos а = CD\ =
= 4/?4g2(p. Ясно также, что х + у = CD = 2/J/cos ф. Следо-

Следовательно, либо ху = /22/cos2(a/2), либо ^j/ = /?2/sin2(a/2). Учи-

Учитывая, что (а; + j/J > 4ж1/, получаем, что первое решение воз-

возможно при <р > а/2, а второе
—

при «р > (я — а)/2. Так как

объем F тетраэдра ABCD равен xyR sin a/3, окончательный от-

ответ таков: если a <S 2«р <с я — а, то F = 2J?3tg(a/2)/3, а если

я — a ^ 2ф <с я, то V может иметь значения 2/?3tg(a/2)/3
и 2J?sctg(a/2)/3.

3.28. На рисунках 30, а—г изображены общие части пира-

пирамид во всех четырех случаях.

а) Общая часть — параллелепипед (рис. 30, а). Он полу-
получается из исходной пирамиды отсечением трех пирамид, подоб-

подобных ей с коэффициентом 2/3; при этом три пирамиды, подобные

исходной с коэффициентом 1/3, являются общими для пар от-

отсекаемых пирамид. Поэтому объем пирамиды равен F(l —
— 3B/3K + 3A/3K) = 2F/9.

б) Общая часть — «октаэдр» (рис. 30, б). Объем этого мпо-

гогранника равен ГA — 4A/2K) = V/2.

в) Общая часть изображена на рис. 30, в. Для вычисления

ее объема нужно из объема исходной пирамиды вычесть объем

пирамиды, подобной ей с коэффициентом 1/3 (на рисунке эта

пирамида вверху), затем вычесть объем трех пирамид, подобных

исходной с коэффициентом 5/9, и прибавить объем трех пирамид,

подобных исходной с коэффициентом 1/9. Поэтому объем общей
части равен F(l — A/3K — 3E/9)" + 3A/9)8) = НОГ/243.

г) Общая часть изображена на рис. 30, г. Ее объем равен

V(l — C/5K — 3G/15K + 3A/15)*) = 12F/25.

3.29. Существование такого пространственного четырех-

четырехугольника KLMN для любого тетраэдра ABCD следует из ут-

утверждения задачи 7.19; таких четырехугольников несколько,

по объемы всех задаваемых ими тетраэдров равны (задача 8.26).
Воспользовавшись формулой задачи 3.2, легко доказать, что

F3 = (abc/6Kp2q, где а, Ь и с — длины ребер, выходящих из вер-

вершины А; р
— произведение сипусов плоских углов при вершп-

П!' А, q — произведение синусов двугранных углов трехгран-
трехгранного \тла при вершине А. Опустим из произвольной точки О,

лежащей внутри тетраэдра ABCD, перпендикуляры на грани,
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выходящие п.ч вертит.] Л, и отложим ни пих отрезки OP, OQ
и OR, равпые площадям этих граней. Из решения задачи 8.26

следует, что объем IV тетраэдра OPQR равен объему тетраэдра
KLMN Плоские (соответственно двугранные) углы трехгран-

трехгранного угла OPQR дополняют до 180° двугранные (соответственно

Рис. 30

плоские) углы трехгранного угла ABCD (см. задачу 5.1). Сле-

Следовательно, W3 = (SlS2Ss/(>)sq2p, где 5,, 5,, SH — площади

граней, выходящих из вершины А. Так как SlS2Sa = (afccJ/V8,

т. е. w = | Fs.

3.30. Пусть Л/ 13 iV — середины ребер ВХСЛ и ВС. Рассмат-

Рассматриваемые пары плоскостей симметричны относительно плоскости

AAtMN. Возьмем на луче MN точку К так, что М К = 2MN.
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Так как AA^MN — квадрат, то КАЛ-AM, а значит, прямая А К

перпендикулярна плоскости АВгС±, т. е. А К — прямая пере-

пересечения рассматриваемых плоскостей, проходящих через точ-

точку А. Аналогично строим прямую AtL пересечения плоскостей,

проходящих через точку At. Так как BXN
—

проекция примой

АВХ на плоскость ВССХ, то плоскость, проходящая через точку

А перпендикулярно АВг, пересекает плоскость ВССЛ по прямой,

перпендикулярной прямой BiN. Проводя аналогичные рассуж-

рассуждения для других рассматриваемых плоскостей и учитывая, что

треугольники ВМС и BxNCi правильные, получаем, что рассмат-

рассматриваемые плоскости высекают на плоскости ВССфх ромб, со-

состоящий из двух правильных треугольников со стороной KL =

= За. Площадь этого ромба равна 9а2 Т/3/2. Искомая фигура
является четырехугольной пирамидой, основанием которой слу-

служи г этот ромб, а вершиной — точка 5 пересечения прямых А К

и AtL. Так как расстояние от точки S до прямой KL равно Зп/2,

объем этой пирамиды равен 9<г3 Т/3/4.
3.31. Пусть К, L и М — середины отрезков АВ, АС и AD.

Докажем сначала, что К — середина отрезка DCX. Точка В ле-

лежит в плоскости Л!<?]?>!, поэтому точка Сх лежит в плоскости

-A-,LB. Достроим тетраэдр ABCD до треугольной призмы, до-

добавив вершины S та Т, где AS = DB и А Т = DC. Плоскость

AXLB проходит через се-

середины сторон CD и А Т

параллелограмма CDA T,

поэтому она содержит пря-

прямую BS. Следовательно,

5 — точка пересечения пря-

прямой DK с плоскостью

AjLB, т. е. S = Cf. Анало-

Аналогично доказывается, что L

и М —

середины отрезков

BD, и СВ^. Итак, тетраэдр

/IjBiCjDi ограничен плос-

плоскостью ВХС^Л, проходягдей
через точку А параллель-

по грани BCD, и плоскос-

плоскостями AlLB,AlMC и AXKD.
Пусть Q — середина ВС, Р — точка пересечения BL и KQ

(рис. 31). Плоскость AtKD отсекает от тетраэдра A BCD тетраэдр

DKBQ, объем которого равип "Vli; плоскости AtLB и АгМС от-

отсекают тетраэдры такого же объема. При этом, например, для

тетраэдров, отсекаемых плоскостями A^KD и AjLB, общим яв-

является геграэдр AxBPQ, объем которого ранен 1^/24. Следова-
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т( пьно, объем общей части тетраэдров АВ CD и AiB^xDj ранен

Ц1
— 3/4 + 3/24) = 3F/8.

3.32. Отношение отрезков ребра равно отношению высот,

опущенных из его концов на бцссекторную плоскость, а по-

последнее отношение равно отношению объемов тетраэдров, на ко-

которые плоскость разделила данный тетраэдр. А так как высоты,

опущенные из любой точки биссекторной плоскости на грани

двугранного угла, равны, то отношение объемов этих тетраэдров

равно отношению площадей граней, заключающих данный дву-

двугранный угол.

3.33. Пусть а = АВ, х — площадь искомого сечения. Вос-

Воспользовавшись для объема тетраэдра А ВCD и его частей фор-
формулой задачи 3.3, получим

2 рх sin (а/2) _2_ дх sin (а/2) 2_ pq sin а

1" ~а + ~3 а
=

~3 а
•

2рд cos (а/2)
Следовательно, х = . .

3.34. Разрежем тетраэдр на 4 треугольные пирамиды, осно-

основаниями которых служат грани тетраэдра, а вершиной служит

данная точка. Указанная сумма отношений является суммой от-

отношений объемов этих пирамид к объему тетраэдра. Эта сумма

равна 1, так как сумма объемов пирамид равна объему тетраэдра.
3.35. Параллельные отрезки AD и ОАЛ образуют с плос-

плоскостью BCD равные углы, поэтому отношение длин высот, опу-

опущенных на эту плоскость из точек О и А, равно отношению длин

Vobcd ®А\
этих отрезков. Следовательно, т? =

п л • Записав такиеv ABCD UA

же равенства для отрезков ОВ-х и ОСх и сложив их, получим

0А! 0В1 OC1 VOBCD + VOACD + VOABD
DA + DB + DC

~

VABCD
- *•

3.36. Пусть Sa, Sb, Sc и Sd — площади граней BCD, ACD,
ABD и ABC; V — объем тетраэдра; О — центр сферы, касаю-

касающейся грани BCD и продолжений трех других граней. Тогда
3^ = ra(~Sa + Sb+ Sc + Sd)> a значит, l/rQ = {~Sa +
+ Sb + Sc + Sd)/SV. Записав аналогичные равенства для

остальных радиусов вневписанных сфер и сложив их, получим

1 1 1 i 2{Sa + Sb + Sc + Sd) 2

3.37. Пирамиду Л/Л1В1С]О1 можно разрезать на два тет-

V раэдра как плоскостью MAxClt так и плоскостью
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^оэтому

воспользовавшись формулой задачи 3.1, получим

..--j ..-_, MDX
\vmb?xvx = ~mW~cm"~m~d Vmbcd =

. IMAX MBy MCX MD\ MA
= -5- h

~ма"мв "mc~'Wd

1где /i — высота пирамиды MABCD. Подставляя в A) аналогич-

кные выражения для объемов всех тетраэдров, после сокращения

| получаем требуемое.

3.38. Пусть г и г' — радиусы вписанного и вневписанного

I шаров, S — площадь боковой грани, s — площадь основания,

V — объем пирамиды. Тогда V = C5 + s)r/3. Аналогично до-

доказывается, что F = C5 — s)r'/3. Кроме того, s= (cosa-r*
+ cos p + cos y)S (см. задачу 2.13). Следовательно,

г 35 — s 3 — cos а — cos E — cos у

г'
~

35 + s
~

3 + cos a + cos Р + cos Y
'



Глава 4

СФЕРЫ

§ 1. Длина общей касательной

4.1. Плоскость касается двух касающихся шаров

радиуса R и г в точках А и В. Докажите, что АВ =

4.2. Три шара попарно касаются; плоскость каса-

касается этих шаров в точках А, В и С. Найдите радиусы
шаров, если стороны треугольника ABC равны с, Ъ и с.

4.3. Два шара одного радиуса и два другого распо-
расположены так, что каждый шар касается трех других и

данной плоскости. Найдите отношение радиусов шаров.

4.4. Радиусы двух непересекающихся шаров равны
Bar; расстояние между их центрами равно а. В каких

пределах может изменяться длина общей касательной
к этим шарам?

4.5. Две касающиеся сферы вписаны в двугранный
угол величиной 2а. Пусть А — точка касания первой
сферы с первой гранью, В — точка касания второй сфе-
сферы со второй гранью. В каком отношении делится отре-

отрезок АВ точками пересечения с этими сферами?

§ 2. Касательные к сферам

4.6. Иа произвольной точки пространства опущены

перпендикуляры на плоскости граней данного куба.
Полученные отрезки являются диагоналями шести

других кубов. Рассмотрим шесть сфер, каждая из ко-

которых касается всех ребер соответствующего куба.
Докажите, что все эти сферы имеют общую касатель-

касательную прямую.

4.7. Сфера с диаметром СЕ касается плоскости ABC

в точке С; AD — касательная к этой сфере. Докажите,
что если точка В лежит па прямой DE, то АС = АВ.

4.8. Дан куб ABCDAyBxCJ}^ Плоскость, проходя-

проходящая через вершину А и касающаяся вписанной в куб
сферы, пересекает ребра А1В1 и A1D1 в точках К и N.
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Найдите величину угла между плоскостями AC-Ji п

ACrN.
4.9. Два равных треугольника KLM и KLN имеют

общую сторону KL, причем /_KLM = /_LKN = 60°,
KL = 1 и LM = KN = 6. Плоскости KLM и /STL7V

перпендикулярны. Найдите радиус шара, касающегося

отрезков LM и KN в их серединах.
4.10. Из точек А а В проведены всевозможные ка-

касательные к данной сфере. Докажите, что все точки ич

пересечения, отличные от А и В, лежат в двух плос-

плоскостях.

4.11. Центры трех сфер, радиусы которых равны 3,
4 и 6, расположены в вершинах правильного треуголь-
треугольника со стороной 11. Сколько существует плоскостей,
касающихся одновременно всех этих сфер?

§ 3. Две пересекающиеся окружности
лежат на одной сфере

4.12. а) Две окружности, не лежащие в одной пло-

плоскости, пересекаются в двух различных точках А и В.

Докажите, что существует единственная сфера, содер-
содержащая эти окружности.

б) Две окружности, не лежащие в одной плоскости,
касаются прямой I в точке Р. Докажите, что существу-

существует единственная сфера, содержащая эти окру?кности.
4.13. Дана усеченная треугольная пирамида. До-

Докажите, что если две ее боковые грани
— вписанные

четырехугольники, то третья боковая грань
— тоже

вписанный четырехугольник.

4.14. Все грани выпуклого многогранника являются

вписанными многоугольниками, а все углы трехгран-

трехгранные. Докажите, что вокруг этого многогранника можно

описать сферу.
4.15. Три сферы пмеют общую хорду. Через точку

этой хорды проведены три хорды, принадлежащие раз-
различным сферам. Докажите, что концы этих трех хорд

лежат на одной сфере или в одной плоскости.

4.16. В пространстве расположено несколько ок-

окружностей, причем любые две из них имеют пару об-

общих точек. Докажите, что либо все эти окружности

имеют две общие точки, либо все они принадлежат од-

одной сфере (или одной плоскости).
4.17. Три окружности в пространстве попарно ка-

касаются друг друга (т, е, они имеют общие точки и об-
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щие касательные в этих точках), причем все три точки

касания различны. Докажите, что эти окружности

принадлежат либо одной сфере, либо одной плоскости.

§ 4. Разные задачи

4.18. Три точки А, В и С сферы радиуса R попарно
соединены (меньшими) дугами больших кругов. Через
середины дуг АВ и А С проведен еще один большой круг,
пересекающий продолжение дуги ВС в точке К. Найди-
Найдите длину дуги СК, если длина дуги ВС равна I (I <C nR).
(Большим кругом называется сечение сферы плос-

плоскостью, проходящей через центр.)
4.19. Хорда АВ сферы радиуса 1 имеет длину 1 и

расположена под углом 60° к диаметру CD этой сферы.
Известно, что АС = у 2 и АС <С ВС. Найдите длину
отрезка BD.

4.20. Дана сфера, окружпость на ней и точка Р, не

принадлежащая сфере. Докажите, что вторые точки

пересечения сферы с прямыми, соединяющими точку Р

с точками окружности, лежат на одной окружности.
4.21. На сфере радиуса 2 расположены три попарно

касающиеся окружности радиуса 1. Найдите радиус
наименьшей окружности, расположенной на данной
сфере и касающейся всех трех данных окружностей.

4.22. Введем систему координат с началом О в центре
земного шара, осями Ох и Оу, проходящими через точ-

точки экватора с долготой 0° и 90° соответственно, и осью

Oz, проходящей через северный полюс. Какие коорди-
координаты имеет точка земной поверхности с широтой ф и

долготой \|5? (Землю рассматривать как шар радиуса R;
в южном полушарии широту считать отрицательной.)

4.23. Рассмотрим все точки поверхности земного ша-

шара, географическая широта которых равна их долготе.

Найдите геометрическое место проекций этих точек на

плоскость экватора.

§ 5. Площадь сферической полоски

и объем шарового сегмента

4.24. Две параллельные плоскости, расстояние меж-

между которыми равно h, пересекают сферу радиуса R.

Докажите, что площадь поверхности части сферы, за-

заключенной между ними, равна 2nRht
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4.25. Пусть А — вершина шарового сегмента, В —

точка окружности его основания. Докажите, что пло-

площадь поверхности этого сегмента равна площади круга

радиуса АВ.

4.26. Пусть h — высота шарового сектора (рис. 32),
В — радиус шара. Докажите, что объем этого шарового

сектора равен 2nB2hl3.
4.27. Пусть h — высота шарового сегмента (рис. 33),

В — радиус шара. Докажите, что объем шарового
сегмента равен nh2CR — h)/3.

4.28. Докажите, что объем тела, полученного про
вращении сегмента круга относительно не пересе-

пересекающего его диаметра, равен

яс2/г/6, где а — длина хорды
этого сегмента, h — длина про-

проекции этой хорды на диаметр.

Рпс. 32 Рис. 33

4.29. Золотое колечко имеет форму тела, ограни-
ограниченного поверхностью шара и цилиндра (рис. 34).
Сколько золота нужно добавить, чтобы увеличить

диаметр d в к раз, а вы-
^

соту h оставить прежней? ¦-" Н

4.30. Центр сферы ?х
принадлежит сфере S2,
причем эти сферы пересе-
пересекаются. Докажите, что

площадь части поверхнос-

поверхности 5а, находящейся внут-

внутри Slt равна 1/4 площади

поверхности St.
4.31. Центр сферы а

принадлежит сфере р. Пло-
Площадь части поверхности

""- -"'

сферы р, лежащей внутри Рис. 34

а, равна 1/5 площади по-

поверхности а. Найдите отношение радиусов этих сфер.
4.32. Некоторый 20-гранник описан около сферы

радиуса 10. Докажите, что на его поверхности найдут-
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ся две точки, расстояние между которыми больше 21.

4.33. Найдите площади частей, на которые пло-

плоскости граней куба с ребром а разбивают описанную

около него сферу.
4.34. Шар радиуса R касается ребер правильного

четырехгранного угла (см. с. 174), все плоские углы

которого равны 60°. Поверхность шара, находящаяся

внутри угла, состоит из двух криволинейных четырех-

четырехугольников. Найдите их площади.

4.35. Дан правильный тетраэдр с ребром 1. Сфера
касается трех его ребер, выходящих из одной вершины,
в их концах. Найдите площадь части поверхности сфе-
сферы, расположенной внутри тетраэдра.

4.36. На сфере радиуса 2 расположены три попарно

касающиеся окружности радиуса у 2. Часть поверх-
поверхности сферы, расположенная вне окружностей, пред-
представляет собой два криволинейных треугольника. Най-

Найдите площади этих треугольников.

§ 6. Радикальная плоскость

Пусть прямая I, проходящая через точку О, пересекает
сферу S в точках А и В. Легко проверить, что произведение длин

отрезков ОА и ОБ зависит лишь от О и 5, по не зависит от вы-

выбора прямой I (для точек, лежащих вне сферы, оно равно квад-

квадрату касательной, проведенной из точки О). Эта величина, взя-
!гая со знаком «плюс» для точек, лежащих вне S, и со знаком

«минус» для точек, лежащих внутри S, называется степенью
точки О относительно сферы S. Легко проверить, что она равна
д2 — Л2, где d — расстояние от точки О до центра сферы, Л —

радиус сферы.

4.37. В пространстве даны две неконцентрические

сферы. Докажите, что геометрическое место точек, сте-

степени которых относительно этих сфер равны, является

плоскостью (радикальная плоскость двух сфер).
4.38. К двум сферам проведены общие касательные

АВ и CD. Докажите, что длины проекций отрезков АС

и BD на прямую, проходящую через центры сфер,
равны.

4.39. Найдите геометрическое место середин общих
касательных к двум данным непересекающимся сферам.

4.40. Внутри выпуклого многогранника расположе-
расположено несколько непересекающихся шаров различных ра-

радиусов. Докажите, что этот многогранник можно разре-
разрезать на меньшие выпуклые многогранники, каждый из

которых содержит ровно один из данных шаров,
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§ 7. Сферическая геометрия и телесные углы

4.41. На сфере даны две пересекающиеся окружно-
окружности S± и S2. Рассмотрим конус (или цилиндр), касаю-

касающийся данной сферы по окружности S±. Докажите, что

окружности Sl и S2 перпендикулярны тогда и только

тогда, когда плоскость окружности S2 проходит через

вершину этого конуса (или параллельна оси цилиндра).
4.42. Найдите площадь криволинейного треуголь-

треугольника, образованного при пересечении сферы радиуса R

с трехгранным углом, двугранные углы которого рав-
равны а, Р и у, а вершина совпадает с центром сферы.

4.43. Пусть А± и Вг — середины сторон ВС и АС

сферического треугольника ABC. Докажите, что пло-

площадь сферического треугольника АХВХС меньше поло-

половины площади сферического треугольника ABC.

4.44. Выпуклый n-гранный угол высекает на сфере
радиуса R с центром в вершине угла сферический п-

угольник. Докажите, что его площадь равна R2(a —
— (п — 2)я), где о — сумма двугранных углов.

4.45. На сфере фиксированы две точки А и В. Найди-

Найдите геометрическое место третьих вершин С сферических
треугольников ABC, в которых величина /_А +

+ /_В —/_С постоянна.

4.46. На сфере фиксированы две точки А и В. Най-

Найдите геометрическое место третьих вершин С сфери-
сферических треугольников ABC данной площади.

4.47. На сфере расположены три дуги больших кру-
кругов в 300° каждая. Докажите, что хотя бы две из них

пмеют общую точку.
4.48. На сфере дано несколько дуг больших кругов,

причем сумма их угловых величин меньше п. Докажи-
Докажите, что существует плоскость, проходящая через центр

сферы и не пересекающая ни одной из этих дуг.

Рассмотрим сферу единичного радиуса с центром в вершине

многогранного угла (или на ребре двугранного угла). Площадь
части ее поверхности, заключенной внутри этого угла, называет-
называется величиной телесного угла этого многогранного (двугранно-
(двугранного) угла.

4.49. а) Докажите, что телесный угол двугранного

угла равен 2а, где а — величина двугранного угла в

радианах.

б) Докажите, что телесный угол многогранного угла

равен 0 — (п — 2)л, где о — сумма его двугранных

углов,
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4.50. Вычислите величину телесного угла конуса о

углом 2а при вершине.
4.51. Докажите, что разность между суммой телес-

телесных углов двугранных углов тетраэдра и суммой те-

телесных углов его трехгранных углов равна 4гт.

4.52. Докажите, что разность между суммой телес-

телесных углов двугранных углов при ребрах многогранни-
многогранника и суммой телесных углов многогранных углов при

его вершинах равна 2п(Т — 2), где Г — число граней
многогранника.

Задачи для самостоятельного решения

4.53. Через точку D проведены три прямые, пересе-

пересекающие сферу в точках А и Ал, В и Вг, С и С1. Дока-
Докажите, что треугольник A-^B-fi^ подобен треугольнику со

сторонами AB-CD, ВС-AD и AC-BD.

4.54. В тетраэдре ABCD проведено сечение плос-

плоскостью, перпендикулярной радиусу описанной сферы,
идущему в вершину D. Докажите, что вершины А, В, С
и точки пересечения плоскости с ребрами DA, DB, DC
лежат на одной сфере.

4.55. Дан куб ABCDAXBXCXDX. Через вершину А

проведена плоскость, касающаяся вписанного в куб
шара. Пусть М и N — точки пересечения этой пло-

плоскости с прямыми АгВ и A±D. Докажите, что прямая

MN касается вписанного в куб шара.
4.56. Шар радиуса R касается всех боковых граней

пирамиды в серединах сторон ее оснований. Отрезок%
соединяющий вершину пирамиды с центром шара, де-
делится пополам точкой пересечения с основанием пира-

пирамиды. Найдите объем пирамиды.
4.57. На сфере расположены окружности So, St, ...

...-, Sn, причем Si касается Sn и S2, S2 касается S^ и S3,...

..., Sn касается Sn^ и Slt a So касается всех окружностей.
Кроме того, радиусы всех этих окружностей равны.

При каких п это возможно?
4.58. Пусть К — середина ребра ААг куба

ЛВС/)Л1В1С1/I, точка L лежит на ребре ВС, причем

отрезок KL касается вписанного в куб шара. В каком

отношении отрезок KL делится точкой касания?
4.59. Плоскости основания конуса и его боковой по-

поверхности изнутри касаются п попарно касающихся

шаров радиуса R; п шаров радиуса 2В. аналогичным об-

68



тазом касаются боковой поверхности с внешней сто-

стороны. Найдите объем конуса.
4.60. Плоскость пересекает ребра АВ, ВС, CD и

\DA тетраэдра ABCD в точках К, L, М и N; Р — произ-

произвольная точка пространства. Прямые РК, PL, PM и

\PN вторично пересекают окружности, описанные около

треугольников РАВ, РВС, PCD ы PDA в точках

]А\, Llt Мг и iVj. Докажите, что точки Р, Кх, Llt Мг и

|ЛГ, принадлежат одной сфере.

Решения

4.1. Докажем сначала, что длина общей касательной к

| двум касающимся окружностям радиусов R и г равна 21/Яг.
Рассмотрим для этого прямоугольный треугольник, концы гипо-

'
тенузы которого

—

центры окружностей, а один из катетов па-

параллелен общей касательной. Применяя к этому треугольнику
I теорему Пифагора, получим я? + {R — гJ = (Я + гJ, где ас-

длина общей касательной. Отсюда х = 2~\/Rr.
Рассматривая теперь сечение, проходящее через центры

данных шаров и точки А и В, легко проверить, что эта формула
справедлива и в нашем случае.

4.2. Пусть х, у и z — радиусы шаров. Согласно задаче 4.1

а = 2~v xy, b = 2~Vyz и с = 2~Vxz. Поэтому ас/Ь = 2х, т. е.

ж = ас/2Ь. Аналогично у = ab/2c и z = Ьс/2а.
4.3. Пусть А и С — точки касания с плоскостью шаров ра-

радиуса Я; В и D — точки касания с плоскостью шаров радиуса г.

Согласно задаче 4.1 АВ — ВС ~ CD — AD = 2~V Rr, поэтому

ABCD — ромб; его диагонали равны 2R и 2г. Следовательно,

Д2 _|_ г2 — iJRr, т. е. Я = B ± "|/3)г. Таким образом, отноше-

отношение большего радиуса к меньшему равно 2 + 1/3.
4.4. Пусть MN — общая касательная, ^ иВ — центры ша-

шаров. Радиусы AM и BN перпендикулярны касательной MN.

Пусть С — проекция точки А па плоскость, проходящую через

точку ./V перпендикулярно MN (рпс. 35). Так как NB — г и

NC = /?, то ВС может изменяться от R + г до Щ — г\. Поэто-

Поэтому величина MN2 = АС2 — АВ2 — ВС2 может изменяться от

а2 - (R + гJ до а2 — (R — гJ.
Для пересекающихся шаров верхний предел длпны MN

остается таким же, а нижний равен 0.

4.5. Пусть а и Ь — радиусы сфер, Ал в В\ — другие точки

их касания с гранями угла. Стороны трапеции АА^ВВ\ легко

вычисляются: ABi = АгВ — 2V~ab (задача 4.1), АА1 —
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= 2a cos а и BBX = 2b cos а. Квадрат высоты этой трапеции

равен АаЪ — (Ъ — аJ соя'2 а, а квадрат диагонали равен 4ab —

— (Ъ — aJ cos2 а + (« + ЬJ cos2 а = 4аЬA -+- cos2 а). Если сфе-
га, проходящая через точки А и Ах, пересекает отрезок АВ

\/ -2 a =в точке К, то ВК = Ва\/ВА, = 2~l/ ai/Vl + со-2 a

= ЛВ/A + cos2 a) и 4 К = Л В cos2 a/
/A + cos2 a). Аналогично находятся длины

отрезков, на которые делится А В точкой

пересечения со второй сферой. В итоге

получаем, что отрезок А В разделен

в отношении cos2 a : sin2 a : cos2 a.

4.6. Рассмотрим сначала данный куб

ABCDAxBxC^Dt. Конус с осью А С, и об-

образующей АВ касается сферы, касающей-

касающейся всех ребер данного куба. Поэтому ко-

яус с осью А В и образующей АСХ касает-

касается сферы, касающейся всех ребер куба с

диагональю АВ. Эти рассуждения пока-

Рис. 35 зывают, что любая из четырех прямых,

проходящих через данную точку парал-

параллельно какой-либо диагонали данного куба, касается всех по-

полученных шаров.

4.7. Так как АС и AD — касательные к данной сфере, они

равны. Поэтому точка А принадлежит плоскости, проходящей
через середину отрезка CD перпендикулярно ему. Так как

/-CDB - - 90°, то эта плоскость пересекает плоскость ABC по

прямой, проходящей через середину отреака ВС перпендику-
перпендикулярно ему.

4.8. Докажем сначала следующее вспомогательное утвержде-

утверждение. Пусть две плоскости, пересекающиеся по прямой АХ,
касаются сферы с центром О в точках F и G. Тогда АОХ —

биссекторная плоскость двугранного угла, образованного плоско-

плоскостями A OF и AOG. В самом деле, точки F и G симметричны отно-

относительно плоскости АОХ.

Пусть плоскость A KN касается вписанной в куб сферы в

точке Р, а прямая АР пересекает NK в точке М. Применяя до-

доказанное выше утверждение к касательным плоскостям, прохо-

проходящим через прямую NA, получаем, что ACXN — биссекторная
плоскость двугранного угла, образованного плоскостямп ACyDi
и АСХМ. Аналогично АСгК — биссекторная плоскость дву-

двугранного угла, образованного плоскостями АСгМ и АСХВ\. Сле-
Следовательно, угол между плоскостями ACXN и АСЛК вдвое мень-

меньше двугранного угла, образованного полуплоскостями ACXDj
и АСХВХ- Рассматривая проекцию па плоскость, перпендикуляр-
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ную 4Ci, получаем, что двугранный угол, образованный полу-

Юлоскостямн A CxD\ и АС±Ви ранен 120°.

4.9. Пусть Oi и О2 — проекции цепгра О данного шара па

плоскости KLM ц KLN; Р и S — середины отрезков LM и К N.

Так как OP = OS и РК = SL, то ОК = OL. Поэтому проек-
проекцией точек Ох и О2 на прямую KL является точка Q — середина

отрезка KL. Так как плоскости KLM n KLN перпендикулярны,

то ООХ = О2О = 00^, поэтому квадрат радиуса искомой сферы

равен РО\ + ОО2 = РО\ -f ОО2. Применяя теорему косинусов к

треугольнику KLM, получаем КМ'' = 31. По теореме синусов

31 = B7? sin С0°J = 3R2. Следовательно, РО\ + ОО\ = (Л2 —
~ PL2) -f- (/?2 — QL2) = 62/3 — 9 — 1/4 = 137/12.

4.10. Пусть О — центр данной сферы, г — ее радиус; я и

Ь — длины касательных, проведенных из точек А п В; М —

точка пересечения касательных, проведенных из А и В', х —

длина касательной, проведенной пз М. Тогда А М2 = (я ± хJ,
ВМг = (Ь ± жJ и ОЛЯ = г2 + ж2. Подберем числа а, Р и у

так, чтобы выражение аАМ2 -\- fiBM2 -f- ^ОЛ/2 не зависело от

я, т. е. а -\- Р + у = 0 и ±2ая ± 2$Ь = 0. Получаем, что точ-

точка М удовлетворяет соотношению ЬА М2 -\- аВМ2 — (я -f-

+ Ь)ОМ2 = dj или соотношению ЬА М2 — аВМ2 + (а —

•— Ь)ОМ2 = d2. Каждое из втих соотношений определяет пло-

плоскость (см. задачу 1.29).
4.11. Рассмотрим плоскость, касающуюся всех трех данных

сфер, и проведем через центр сферы радиуса 3 плоскость, ей

параллельную. Полученная плоскость касается сфер радиуса
4 + 3 и 6±3, концентрических со сферами радиуса 4 и 6. В слу-

случае, когда знаки при числе 3 одинаковы, касание внешнее,

а когда они разпые, касание внутреннее. Ясно также, что для

каждой плоскости, касающейся всех сфер, плоскость, симмет-

симметричная ей относительно плоскостп, проходящей через центры

сфер, тоже касается всех сфер.

Для того чтобы выяснить, существует ли плоскость, про-

проходящая через данную точку и касающаяся двух данных сфер,
можно воспользоваться результатом задачи 12.11. Во всех слу-

случаях, кроме внутреннего касания со сферами радиуса 1 и 9,
касательные плоскости существуют (см. рис. 36). Докажем, что

не существует плоскости, касающейся внутренне сфер радиуса
1 п 9 с центрами Л и С и проходящей через точку А. Пусть к —

угол между прямой А В и касательной из А к сфере с центром

В, Р — угол между прямой АС и касательной из А к сфере с

центром С. Достаточно проверить, что а + р > 60°, т. е.

cos (а + Р) < 1/2. Так как sin к = 1/11 п sin p = 9/11, то

cosa= 1/120/11, cos p = V40/11. Пиитому со? (а + []) =
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= D0 У? — 9J/121. Итак, неравенство cos (a + |3) < 1/2 вкви-

валентно неравенству 80~1/з < 139; последнее неравенство про-

проверяется возведением в квадрат.

В итоге получаем, что всего имеется 3 пары касательных

плоскостей.

4.12. Пусть Oi и О2 — центры данных окружностей: н зада-

задаче а) М — середина отрезка АВ, в задаче б) М = Р. Рассмот-

Рассмотрим плоскость MOjO2- Цент-

Центром искомой сферы является

точка пересечения перпенди-

перпендикуляров, восставленных в втой

плоскости из точек Ot и О2 к

прямым МО± и МО2.
4.13. Описанные окруж-

окружности двух боковых граней
имеют две общие точки — об-

общие вершины втих граней.
Повтому существует сфера, со-

содержащая обе эти окружнос-
окружности. Описанной окружностью

третьей грани является сече-

сечение втоп сферы плоскостью

грани.

Рис 36 4.14. Рассмотрим какую-

нибудь вершину многогранни-
многогранника и еще три вершины

— концы выходящих из нее ребер.
Через эти 4 точки можно провести сферу. Такие сферы мож-

можно построить для каждой вершины многогранника, и поэтому
достаточно доказать, что для соседних вершин эти сферы сов-

совпадают.

Пусть Р и Q — соседние вершины. Рассмотрим описанные

окружности двух граней с общим ребром PQ. И точка Р, и кон-

концы пыходящих из нее трех ребер принадлежат хотя бы одной
из втпх окружностей. То же самое верно и для точки Q. Остается
заметить, что через две окружности, имеющие две общие точки

и не лежащие в одной плоскости, можво провести сферу.
4.15. Произведение длин отрезков, на которые каждая из

трех хорд делится точкой их пересечения, равно произведению

длин отрезков, на которые точкой пересечения делится общая
хорда, а значит, все вти произведения равны. Если отрезки А В

и CD пересекаются в точке О и АО-ОВ = CO-OD, то точки А,
В, С и D лежат на одной окружности. Следовательно, концы пер-
первой и второй хорды, а также концы второй и третьей хорды ле-

лежат на одной окружности. Вторая хорда принадлежит обеим
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тпм окружностям, а -значит, эти окружности принадлежат

Ьдной сфере.
4.16. Если все окружности проходят через некоторые две

точки, то все доказано. Поэтому можно считать, что есть трп

окружности, прпчем третья окружность не проходит хотя бы

через одну из точек пересечения первых двух окружностей. До-
Доскажем, что тогда эти трп окружности принадлежат одной сфере
Нилп плоскости). Согласно задаче 4.12, а первые две окружности

(принадлежат одной сфере (пли плоскости). Третья окружность

[ пересекает первую окружность в двух точках. Эти две точки не

|«огут совпасть с двумя точками пересечения третьей окруж-

[ности со второй, так как иначе все три окружности проходили бы

через две точки. Поэтому третья окружность имеет по крайней

| мере три общие точки со сферой, заданной первыми двумя

окружностями. Следовательно, третья окружность принадле-

принадлежит этой сфере.
Возьмем теперь какую-нибудь четвертую окружность. Ее

[ точкп пересечения с первой окружностью могут, конечно, со-

совпасть с ее точками пересечения со второй окружностью, но

тогда онп уже не могут совпасть с ее точками пересечения с

третьей окружностью. Поэтому четвертая окружность пмеет по

крайней мере три общие точкп со сферой, заданной первыми дву-

двумя окружностями, а значит, принадлежит ей.

4.17. Пусть сфера (или плоскость) а содержит первую и

вторую окружности, сфера (или плоскость) |3
—

вторую и

третью. Предположим, что а и Р не совпадают. Тогда их линией

пересечения является вторая окружность. Кроме того, общая

точка первой п третьей окружностей тоже принадлежит линии

пересечения а и Р, т. е. второй окружности, а значит, все

три окружности имеют общую точку. Получено противо-

противоречие.
4.18. Плоскость, проходящая через центр сферы и середи-

середины дуг АВ п АС, проходит также и через середины хорд АВ а

АС, поэтому она параллельна хордо ВС. Следовательно, боль-

большой круг, проходящий через В ж С, и большой круг, проходя-

проходящий через середины дуг АВ ж АС, пересекаются в таких двух

точках К п Ki, что диаметр ККг параллелен ВС. Поэтому длина

дуги СК равна (яЛ ± 1)/2.
4.19. Пусть О — центр сферы. Возьмем точку Е так, что

С? = ЛЯ. Так как ZJOCE = 60° и СЕ = 1 = ОС, то ОЕ = 1.

Точка О равноудалена от всех вершин параллелограмма АВЕС,

поэтому АВЕС — прямоугольник и проекция Ог точки О на

плоскость втого прямоугольника совпадает с его центром, т. е.

с серединой отрезка ВС. Отрезок OOf является средней линией
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треугольника CBD, поэтому BD = 200, = 2~VoC2 — BC2/i =•

«= 2"l/l — (ЛВ2 + AC2)/i = 1.

4.20. Пусть Л и Z? — две точки данной окружности, Аг н

i?i — вторые точки пересечения прямых РЛ и РВ со сферой;
I — касательная к описанной окружности треугольника РАН

в точке Р. Тогда Z_(Z, ЛР) = Z(GP, Л В) = ziA\Bi, AP)< T- °-

j4XjBj |j i. Пусть плоскость П проходит через точку А1 параллель-

параллельно плоскости, касающейся в точке Р сферы, которая проходит

через данную окружность и точку Р. Все искомые точки лежат

в плоскости П.

4.21. Пусть О — центр сферы; 0\, 02 и 03 — центры дан-

данных окружностей; 04 — центр искомой окружности. Рассмат-

Рассматривая сечение сферы плоскостью ООХО2, легко доказать, что

ООгО2 — правильный треугольник со стороной 1/3. Прямая
004 проходит через центр треугольника OtO2Os перпендикуляр-

перпендикулярно его плоскости, а значит, расстояния от ьершин этого треу-

треугольника до прямой ООг равны 1. Пусть К —точка касания

окружностей с центрами Ох и О4; L — основание перпендикуля-

перпендикуляра, опущенного из Ох на 00^, N —¦ основание перпендикуляра,

опущенного из К на O^L. Так как A0xKN юАОО^Ь, то OX./V =

=» OL-O^KlOOx = V2I3, а значит, искомый радиус 04Я равен
LN = 1 — УгТз.

4.22. Пусть Р = (х, у, г)— данная точка земной поверх-

поверхности, Р' — ее проекция на плоскость экватора. Тогда z =

= R sin ф п OP' = R cos ф. Следовательно, х = OP'cos i[> =

= R cos ф cos ф и у
== R cos ф sin г)>. Итак, Р = (R cos ф cos i[),

R cos ф sin \[), R sin ф).
4.23. Введем такую же систему координат, как п в зада-

задаче 4.22. Если широта и долгота точки Р равны ф, то Р =

•= {R сов2ф, R cos ф sin ф, R sin ф). Проекция этой точки на

плоскость экватора имеет координаты х = R cos2 ф и у
=

«= R cos ф sin ф. Легко проверить, что (х — R/2J + у2 = /?г/4,
в1, е. искомое множество — окружность радиуса R/2 с центром

(Я/2, 0).
4.24. Рассмотрим сначала усеченный конус, боковая по-

поверхность которого касается шара радиуса R с центром О, при-
причем точки касания делят образующие конуса пополам, и до-

докажем, что площадь его боковой поверхности равна 2nRh, где

h — высота этого конуса. Пусть АВ — образующая усеченного
конуса; С — середина отрезка АВ\ L — основание перпен-

перпендикуляра, опущенного из С на ось конуса. Площадь боко-
боковой поверхности усеченного конуса равна 2nCL-AB (эту фор-
формулу можно получить предельным переходом, воспользовав-

воспользовавшись тем, что площадь трапеции равна произведению сред-
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ней линии на высоту), а так как угол между прямой АВ vl осью

конуса равен углу между СО и CL, то АВ : СО = h : CL, т. е.

CL-AB = CO-h = Rh.

Утверждение задачи доказываете;! теперь предельным пере-

переходом: заменим рассматриваемую часть поверхности сферы фи-

фигурой, состоящей из боковых поверхностей нескольких усечен-
усеченных конусов; когда высоты этих конусов стремятся к нулю,

площадь поверхности этой фигуры стремится к площади рас-

рассматриваемой части сферы.

4.25. ПустЕ) М
—

центр основания шарового сегмента, h —¦

высота сегмента, О — центр шара, R — радиус шара. Тогда

AM = h, МО = R — h и ВМЛ-АО. Следовательно, АВ2 -•

АМ2= ВМ2 = ВО2 — ОМ'\ т. е. АВ2 = h2 + R2 — (R —
— КJ = 2Rh. Остается воспользоваться результатом за-

дачтт 4.24.

4.26. Объем шарового сектора равен SR/3, где S — площадь

сферической части поверхности сектора. Согласно задаче 4.24

S = 2nRh.

4.27. Шаровой сегмент вместе с соответствующим конусом

с вершиной в центре шара составляют шаровой сектор. Объем

шарового сектора равен 2nR2h/3 (задача 4.26). Высота конуса

равна R — h, а квадрат радпуса его основания равен R2 —¦

— (R — КJ = 2Rh — h2, поэтому его объем равен зт(Я —
¦— h)BRh — h2)/3. Вычитая из объема шарового сектора объем

конуса, получаем требуемое.

4.28. Пусть АВ — хорда данного сегмента, О — центр кру-

круга, х — расстояние от О до АВ, R — радиус круга. Объем тела,

полученного при вращении сектора АОВ вокруг диаметра, ра-
равен RS/3, где S — площадь поверхности, полученной при вра-

вращении дуги АВ. Согласно задаче 4.24 S = 2nRh. Из решения

той же задачи следует, что объем тела, полученного при враще-
вращении треугольника АОВ, равен 2nx2hl3 (для доказательства сле-

следует заметить, что часть поверхности этого тела, полученная

при вращении отрезка АВ, касается сферы радиуса х).

Итак, искомый объем равен 2яЛ2Л/3 — 2nx2hl3 =

= 2я(ж2 + a2/4)fe/3 — 2я.г%/3 = na2hl%.
4.29. Согласно задаче 4.28 объем колечка равен як3/&, т. е.

он не зависит от d.

4.30. Пусть О, и О2 — центры сфер Si и 52, Ri и й2 — нх

радиусы. Пусть, далее, А — точка пересечения сфер, АН —

высота треугольника ОхАОг. Внутри St находится сегмент сфе-
сферы S2 с высотой OtH. Так как О1Ог = АО2 = R2 и ОХА — R\,

то 2ОгН :/?!=/?, : /?2, т. е. OJl
— R\J2R^. Согласно задаче

4.24 площадь поверхности рассматриваемого сегмента равна
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4.31. Если бы сферы аир пересекались, то площадь и

верхиостп части сферы р, расположенной внутри а, состаи i

ла бы 1/4 поверхности а (задача 4.30). Следовательно, сфера

содержится внутри а, а значит, отношение их радпус<

равно 1/5.
4.32. Рассмотрим описанный около сферы радиуса 10 м

гогранник, расстояние между любыми двумя точками поверх

ности которого не превосходит 21, и докажем, что число его гра

ней больше 20. Заметим для начала, что этот многогранник рас

положен внутри сферы радиуса 11, центр которой совпадает <

центром О вписанной сферы. В самом деле, если для некотором

точки А поверхности многогранника ОА > 11, то пусть В -

вторая точка пересечения поверхности многогранника с прямой

ОА. Тогда АВ = АО + ОВ > 11+10 = 21, чего не может быть.

Каждая плоскость грани отсекает от сферы радиуса 11 «ша

почку» площадью 2nR(R — г), где R = 11 и г = 10 (см. зада

чу 4.24). Такие «шапочки» покрывают всю сферу, поэтому

n-2nR(R — г) > 4я/?2, где п — число граней. Следовательно,
п > 2R/(R — г) = 22 > 20.

4.33. Плоскости граней куба разбивают описанную сферу
па 12 «двуугольников» (соответствующих ребрам куба) и 6 кри-

криволинейных четырехугольников (соответствующих граням куба).

Пусть х — площадь «двуугольника», у — площадь «четырех-

«четырехугольника». Так как радиус описанной сферы равен ау 3/2,
то плоскость грани куба отсекает от нее сегмент высотой

а(уЗ — 1)/2; площадь поверхности этого сегмента равна

яо2C — КЗ)/2. Этот сегмент состоит из четырех «двуугольни-
«двуугольников» и одного «четырехугольника», т. е. Ах + у = ля2C

—

— Уз}/2. Ясно также, что 12ж + Gy = 4лЛ2 = Зля2. Решая

вту систему уравнений, получаем х = ля2B — УЗ)/4 и у
=

= паЦУз — 1)/2.
4.34. Рассмотрим правильный октаэдр с ребром 2R- Радиус

шара, касающегося всех его ребер, равен R. Грани октаэдра

разбивают шар на 8 сферических сегментов (соответствующих

граням) и 6 криволинейных четырехугольников (соответствую-

(соответствующих вершинам). Пусть х — площадь сегмента, у
— площадь

«четырехугольника». Искомые площади равны у и 5у + 4х.
Вычислим сначала х. Так как расстояние от центра октаадра до

вершины равно V2 R, а расстояние от центра его грани до

вершины равно 2Л/~1/з, то расстояние от центра октаэдра до его

грани равно RV2li. Следовательно, высота рассматриваемого

оферического сегмента равна A — у 2/3)/?, а значит, х =
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= 2лЛ2A — У'2.'3). Ясно также, что 8х + Ьу = 4яЛ2. Поэтому
2л/?2 / т/Т \ ,/16 т/Т \

= —д—-4 у "о" —3 п 5у + 4х = лЛ2 -„- V "о" —2).

4.35. Рассмотрим правильный тетраэдр с ребром 2. Поверх

[иость сферы, касающейся всех его ребер, разбивается его поверх-

поверхностью на 4 равных криволинейных треугольника, площадь каж-

| дого из которых и есчь искомая величина, и 4 равных сегмента.

Пусть х — расстояние от центра грани до вершины, у — рас-

| стояние от центра тетраэдра до грани, z — расстояние от цент-

центра грани до ребра этой грани. Легко проверить, что х = Ъ1уЗ

|n z = 1/Т/з. Далее, у
= ft/4, где h = 1/4,— х2 = У8/3 —

высота тетраэдра, т. е. у
= 1/1/6. Радиус г сферы равен

/j/a + z2 = l/l/6 + 1/3 = 1/V2. Высота каждого из четы-

четырех сегментов равна г — у
— 1/1/2 — l/Ув. Следовательно,

искомая площадь равна

4.36. Рассмотрим куб с ребром 2V2. Сфера радпуса 2 с

центром в центре куба касается всех его ребер, а ее пересече-

пересечения с гранями являются окружностями радпуса V2. Поверх-
Поверхность сферы разбивается поверхностью куба на 6 сегментов и

8 криволинейных треугольников. Пусть х — площадь сегмен-

сегмента, у
—

площадь криволинейного треугольника. Тогда искомые

площади равны у и 16я — у
— Зх A6я — площадь поверхности

сферы радиуса 2). Так как высота каждого сегмента равна

2— ~V2, то х — 4лB — 1/2), а значит, у
= A6я — 6z)/8 ==

= я(з1/г"— 4) и 16я — у
— Зх = я(9~1/2~— 4).

4.37. Введем систему координат с началом в центре первой
сферы и осью Ох, проходящей через центр второй сферы. Пусть

расстояние между центрами сфер равно а; радиусы первой и вто-

второй сфер равны R и г. Тогда степени точки (ж, у, z) относитель-

относительно первой и второй сфер равны х2 + у2 + z2 — R2 п (ж — аJ +
-[- у2 + z2 — г2. Поэтому искомое ГМТ задается уравнением
ж2 + у2 + z2 — В2 = (х — аJ + у2 + z2 — г2, т. е. х =

= (я2 + R2 — г2)/2а. Это уравнение задает плоскость, перпенди-

перпендикулярную прямой, соединяющей центры сфер.

4.38. Пусть М —

середина отрезка АВ; I — прямая, про-

проходящая через центры данных сфер; Р — точка пересечения

прямой I п радикальной плоскости данных сфер. Так как ка-

касательные МА и MB, проведенные из точки М к данным сфе-
сферам, равны, то М принадлежит радикальной плоскости этих

сфер. Поэтому проекцией точки М ыа прямую I является
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точка Р, т. е. проекции точек Л и В на прямую ( симметричны от-

относительно точки Р. Следовательно, при симметрии относитель-

относительно точки Р проекция отрезка Л С па прямую I переходит в про-

проекцию отрезна BD.

4.39. Середины общих касательных к двум сферам лежат

в их радикальной плоскости. Пусть Ot и О2 — центры данных

сфер, М — середина общей касательной, N — точка пересече-

пересечения радикальной плоскости с прямой OjOg. Рассмотрим сечение

данных сфер плоскостью, проходящей через точки Ох ж О2,
и проведем к полученным в сечении окружностям внешнюю и

внутреннюю касательные (рис. 37). Пусть Р п Q — середины

Рис. 37

этих касательных. Докажем, что NQ <i NМ ^ NP. В самом

деле, ЛгЛ/2 = О1Ж2-О1ЛГ2==ж2/4 + Л2-О1Лг2, где х — дли-

длина касательной, а величина х наибольшее п наименьшее значе-

значение принимает в случае внутреннего и внешнего касания

(см. решение задачи 4.4). Итак, искомым ГМТ является коль-

кольцо, расположенное в радикальной плоскости, с внешним радиу-

радиусом NP и внутренним NQ.

4.40. Пусть iSj, ..., Sn — поверхности данных шаров. Для

каждой сферы S{ рассмотрим фигуру Mt, состоящую из точек,

степень которых относительно St не больше степеней относи-

относительно всех остальных данных сфер. Докажем, что фигура Mt
выпуклая. В самом деле, пусть Mtj — фигура, состоящая из

точек, степень которых отиосптельно St не больше степени отно-

относительно Sj\ фигура Mtj является полупространством, состоя-

состоящим из точек, лежащих по ту же сторону от радикальной пло-

плоскости сфер St и Sj, что и сфера St. Фигура Mt является пере-

пересечением выпуклых фигур Mtj, поэтому она выпукла. Кроме
того, она содержит сферу St, так как каждая фигура Mtj со-

содержит сферу St. Для любой точки пространства какая-то

из ее степеней относительно Si, ..., Sn является наименьшей,

поэтому фигуры Mt покрывают все пространство. Рассматривая
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части этих фигур, лежащие внутри исходпого многогранника

получаем требуемое разбиение.
4.41. Пусть А — точка пересечения данных окружностей,

О — вершина рассматриваемого конуса (пли ОА — образую-
образующая цилиндра). Так как прямая ОА перпендикулярна касатель-

касательной к окружности S± в точке А, то окружности St и S2 перпенди-
перпендикулярны тогда и только тогда, когда ОА — касательная к

окружности S%.
4.42. Рассмотрим сначала сферический «двуугольник»

—

часть сферы, заключенную внутри двугранного угла величиной

а, ребро которого проходит через центр сферы. Площадь такой

фигуры пропорциональна а, а при а = я она равна 2я/?2; сле-

следовательно, она равна 2aR2.

Каждой паре плоскостей гравей данного трехгранного угла

соответствуют два «двуугольника». Эти «двуугольники» покры-
покрывают данный криволинейный треугольник и треугольник, сим-

симметричный ему относительно центра сферы, в 3 слоя, а осталь-

остальную часть сферы в один слой. Следовательно, сумма их площадей
равна площади поверхности сферы, увеличенной на 4S, где
S — площадь искомого треугольника. Поэтому S = R2(a +
+ Р + Т-п).

4.43. Рассмотрим множество концов дуг с началом в точке

С, делящихся пополам большим кругом, проходящим через точ-

точки А1 в Вг. Это множество является окружностью, проходящей
через точки А а В и точку С, симметричную точке С относи-

относительно радиуса, делящего пополам дугу А1В1. Часть этой

окружности, состоящая из концов дуг, пересекающих сторопу

А1В1 криволинейного треугольника АфхС, лежит внутри кри-

криволинейного треугольника ABC. В частности, внутри треуголь-

треугольника ABC лежит точка С, а значит, S
авс ^

$
А в С ~^~ ^ а в с

(имеются в виду площади криволинейных треугольников).
Остается заметить, что SА вс

= SА в с,, так как этп треуголь-

треугольники равны.

4.44. Разрежем n-гранный угол на п — 2 трехгранных

углов, проведя плоскости через одно его ребро и несмежные с

ним ребра. Записав для каждого из этих трехгранных углов фор-
формулу из задачи 4.42 и сложив их, получим требуемое.

4.45. Пусть М и N —• точки пересечения сферы с прямой,
проходящей через центр описанной окружности S треугольника
ABC перпендикулярно его плоскости. Пусть а = /LMBC =

= Z.MCB, Р = А^МАС = /LMCA и у = Z-MAB = /L.MBA

(имеются в виду углы на сфере). Этим величинам можно так при-

приписать знаки, что будут выполняться равенства Р -f- у = /Л ,

а -\- у = Z-B и а -\- р = Z-C; следовательно, 2у = Z-A +
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+ /_B — А-С. Каждый из углов А, В и С определен с точностью

до 2л, поэтому угол у определен с точностью до п. Равенство

у = Z-MAB = Z-MBA определяет две точки М, симметричные

относительно плоскости ОАВ, где О — центр сферы; если вместо

у взять у + я, то вместо М получится точка N, т. е. окружпость

S не изменится. Искомому ГМТ принадлежат не все точки

окружности, а лишь одна из дуг, определяемых точками А и Б

(какая именно — видно из знака числа Z-A + ZJB — Z.C).
Итак, искомое ГМТ состоит из двух дуг окружностей, симметрич-

симметричных относительно плоскости ОАВ.

4.46. Площадь сферического треугольника ABC опреде-

определяется величиной Z-A + jLB -f- ZJ2 (см. задачу 4.42). Пусть

точки А' и В' дпаметрально противоположны точкам А и В.

Углы сферических треугольников ABC и А'В'С связаны сле-

следующим образом: /-А' = п — /-А (см. рис. 38), Z-B' = п —

— Z-B, а углы при вершине С у

них равны. Поэтому величина

Z.4' + /LB' — Z.C = 2я —

—

(Z-A + ZJ5 + АС) постоянна.

Искомое ГМТ состоит из двух

дуг окружностей, проходящих
через точки А' и В' (см. задачу

4.45).

4.47. Предположим, что дан-

данные дуги а, Ъ и с не пересекают-

пересекаются. Пусть Са и Съ — точки пере-

пересечения больших кругов, содер-

содержащих дуги а и Ъ. Так как дуга а больше 180°, то она содержит

одну из этих точек, например Са. Тогда дуга Ь содержит точ-

точку Сь. Рассмотрим также точки Аь и Ас, Ва и Вс пересечения

других пар больших кругов (Аь принадлежит дуге Ь, Ас —

дуге с, Ва — дуге а, Вс — дуге с). Точки Вс и Съ лежат в пло-

плоскости дуги а, но самой дуге а они не принадлежат. Поэтому

/-ВСОСЪ < 60° (О — центр сферы). Аналогично Z_AcOCa < 60°

и /_АьОВа < 60°. Следовательно, Z.ACOBC = /LAbOBa < 60Q

и ^-АСОСЬ = 180° — Z-AcOCa > 120°, т. е. Z-ACOBC +
+ А-ВСОСЪ < Z-AcOCb. Получено противоречие.

4.48. Пусть О — центр сферы. Каждой плоскости, проходя-

проходящей через О, можно сопоставить пару точек сферы — точки

пересечения со сферой перпендикуляра к этой плоскости, про-

проходящего через точку О. Легко проверить, что при этом сопо-

сопоставлении плоскостям, проходящим через точку А, соответст-

соответствуют точки большого круга, перпендикулярного прямой ОА.

Поэтому плоскостям, пересекающим дугу АВ, соответствуют

точки части сферы, заключенной между двумя плоскостями,
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проходящими через точку О перпендикулярно прямым ОА и

ОБ соответственно (рис. 39). Площадь этой фигуры равна

(а/л)S, где а — угловая величина дуги АВ, a S — площадь

сферы. Таким образом, если сумма угловых величин дуг мень-

меньше я, то площадь фигуры, состоящей из точек сферы, соответст-

соответствующих плоскостям, пересекающим эти дуги, меньше S.

Рис. 39 Рис. 40

4.49. а) Телесный угол пропорционален величине двугран-

двугранного угла, а телесный угол двугранного угла величиной л ра-

равен 2я.

б) См. задачу 4.44.
4.50. Пусть О — вершина конуса, ОН — его высота. По-

Построим сферу радиуса 1 с центром О и рассмотрим ее сечение

плоскостью, проходящей через прямую ОН. Пусть А и В ¦—

точки конуса, лежащие на сфере; М — точка пересечения луча

ОН со сферой (рис. 40). Тогда НМ = ОМ — ОН = 1 — cos a.

Телесный угол конуса равен площади сферического сегмента,

отсекаемого основанием конуса. Согласно задаче 4.24 эта пло-

площадь равна 2nRh = 2яA — cos a).
4.51. Телесный угол трехгранного угла равен сумме его

двугранных углов минус п (см. задачу 4.42), поэтому сумма
телесных углов трехгранных углов тетраэдра равна удвоенной
сумме его двугранных углов минус 4л. А удвоенная сумма

двугранных углов тетраэдра равна сумме их телесных углов.

4.52. Телесный угол прп г-й вершине многогранника равен

ct
— (re,- —¦ 2)л, где ct — сумма двугранных углов при ребрах,

выходящих из нее, а гег
— число этих ребер (см. задачу 4.44).

Так как каждое ребро выходит ровно из двух вершин, то

2jk, = 2P, где Р — число ребер. Поэтому сумма телесных

углов многогранных углов равна 2а — 2(Р — В)л, где с —

сумма двугранных углов, В —¦ число вершин. Остается заме-

заметить, что Р — В = Г — 2 (задача 8.14).
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Глава 5

ТРЕХГРАННЫЕ И МНОГОГРАННЫЕ УГЛЫ.

ТЕОРЕМЫ ЧЕВЫ И МЕНЕЛАЯ

ДЛЯ ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ

§ 1. Полярный трехгранный угол

5.1. Дан трехгранный угол с плоскими углами а,

|3, у и противолежащими им двугранными углами А, В

и С. Докажите, что существует трехгранный угол с

плоскими углами л—А, л—В и л—С и двугранными

углами л—а, л—13 и л—у.
5.2. Докажите, что если двугранные углы трехгран-

иого угла прямые, то его плоские углы тоже прямые.
5.3. Докажите, что трехгранные углы равны, если

равны их соответственные двугранные углы.

§ 2. Неравенства с трехгранными углами

5.4. Докажите, что сумма двух плоских углов трех-

трехгранного угла больше третьего плоского угла.
5.5. Докажите, что сумма плоских углов трехгран-

трехгранного угла меньше 2л, а сумма его двугранных углов
больше л.

5.6. Луч SС лежит внутри трехгранного угла
SABC с вершиной S. Докажите, что сумма плоских уг-
углов трехгранного угла SABC, больше суммы плоских

углов трехгранного угла SABC.

§ 3. Теоремы синусов и косинусов
для трехгранных углов

5.7. Пусть а, |3 и у
— плоские углы трехгранного

угла, А, В ж С — противолежащие им двугранные

углы. Докажите, что sin a : sin A = sin |3 : sin В =

= sin у : sin С (теорема синусов для трехгранного угла).
5.8. Пусть а, C и у

— плоские углы трехгранного

угла, А, В и С — противолежащие им двугранные

углы.

а) Докажите, что cos a = cos C cos у -f- sin C sin у •

•cos Л (первая теорема косинусов для трехгранного

угла).
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б) Докажите, что cos А = —cos В cos С -\- sin В sin С •

• cos а (вторая теорема косинусов для трехгранного

угла).
5.9. Плоские углы трехгранного угла равны а, E и

<у; противолежащие им ребра образуют с плоскостями

граней углы а, Ъ и с. Докажите, что sin a sin a =

= sin p sin Ъ = sin у sin с.

5.10. а) Докажите, что если все плоские углы трех-

трехгранного угла тупые, то и все его двугранные углы
тоже тупые.

б) Докажите, что если все двугранные углы трех-

трехгранного угла острые, то и все его плоские углы тоже

острые.

§ 4. Разные задачи

5.11. Докажите, что в произвольном трехгранном

угле биссектрисы двух плоских углов и угла, смежного

с третьим плоским углом, лежат в одной плоскости.

5.12. Докажите, что попарные углы между биссект-

биссектрисами плоских углов трехгранного угла либо одно-

одновременно острые, либо одновременно тупые, либо од-

одновременно прямые.
5.13. а) В трехгранный угол SABC вписана сфера,

касающаяся граней SBC, SCA и SAB в точках А1%
Bt и Су. Выразите величину угла ASBX через плоские

углы данного трехгранного угла.

б) Вписанная и вневписанная сферы тетраэдра
ABCD касаются грани ABC в точках Р и Р' соответст-

соответственно. Докажите, что прямые АР и АР' симметричны
относительно биссектрисы угла ВАС.

5.14. Плоские углы трехгранного угла не прямые.

Через его ребра проведены плоскости, перпендикуляр-
перпендикулярные противолежащим граням. Докажите, что эти пло-

плоскости пересекаются по одной прямой.
5.15. а) Плоские углы трехгранного угла не прямые.

В плоскостях его граней проведены прямые, перпенди-
перпендикулярные противолежащим ребрам. Докажите, что все

три полученные прямые параллельны одной плоскости.

б) Два трехгранных угла с общей вершиной S распо-
расположены так, что ребра второго угла лежат в плоско-

плоскостях соответствующих граней первого и перпендику-

перпендикулярны его противоположным ребрам. Найдите плоские

углы первого трехгранного угла.
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§ 5. Многогранные углы

5.16. а) Докажите, что у любого выпуклого четырех-
четырехгранного угла существует сечение, являющееся парал-
параллелограммом, причем все такие сечения параллельны.

б) Докажите, что у выпуклого четырехгранного угла
с равными плоскими углами существует сечение, являю-

являющееся ромбом.
5.17. Докажите, что в многогранном угле' любой

плоский угол меньше суммы всех остальных плоских

углов.
5.18. Один из двух выпуклых многогранных углов с

общей вершиной лежит внутри другого. Докажите, что

сумма плоских углов внутреннего многогранного угла
меньше суммы плоских углов внешнего.

5.19. а) Докажите, что сумма двугранных углов

выпуклого n-гранного угла больше (п — 2)л.
б) Докажите, что сумма плоских углов выпуклого

n-гранного угла меньше 2л.

5.20. Сумма плоских углов некоторого выпуклого

n-гранного угла равна сумме его двугранных углов.

Докажите, что п = 3.
5.21. В выпуклый четырехгранный угол вписана

сфера. Докажите, что суммы его противоположных
плоских углов равны.

5.22. Докажите, что выпуклый четырехгранный угол

можно вписать в конус тогда и только тогда, когда сум-
суммы его противоположных двугранных углов равны.

§ 6. Теоремы Чевы и Менелая

для трехгранных углов

Прежде чем перейти к теоремам Чевы и Менелая для трех-

трехгранных углов, следует доказать (и сформулировать) теоремы
Чевы и Менелая для треугольников. Чтобы сформулировать эти

теоремы, потребуется понятие отношения ориентированных
отрезков, лежащих на одной прямой.

Определение. Пусть точки А, В, С и D лежат на

одной прямой. Отношением ориентированных отрезков АВ и CD

называется число AB/CD, абсолютная величина которого равна

ABlCD, и при этом опо положительно, если векторы АВ и CD

сонаправлены, и отрицательно, если эти векторы имеют противо-
противоположные направления.

5.23. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника ABC

(или на их продолжениях) взяты точки Сг, А1 и ВЪ]
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Га) Докажите, что точки Ау, Вг и Сг лежат на одной
прямой тогда и только тогда, когда

А.В ВС С А
'

-¦ ¦ ¦ ¦ = 1 (теорема Менелая).
АгС

б) Докажите, что если прямые ААг, ВВ1 и СС1 по-

попарно непараллельны, то они пересекаются в одной
точке тогда и только тогда, когда

АВ ВС СЛА
¦

.——.
=
— 1 (теорема Чевы).

АгС ВгА СХВ
Пусть лучи I, m и п с общим началом лежат в одной пло-

плоскости. Выберем в этой плоскости положительное направление
вращения. В этом параграфе будем обозначать через sin (I, га)/
/sin (n, га) отношение синусов углов, на которые нужно повер-

повернуть в положительном направлении лучи I и п, чтобы они со-

совпали с лучом т. Ясно, что эта величина не зависит от выбора в

плоскости положительного направления вращения, так как при
изменении этого выбора меняют знак и числитель, и знаменатель.

Пусть полуплоскости а, Р и у имеют общую границу. Вы-

Выберем одно из двух направлений вращения вокруг этой прямой
в качестве положительного. В этом параграфе будем обозначать
через sin (a, P)/sin (у, Р) отношение синусов углов, на которые

нужно повернуть в положительном направлении полуплоскости

а и у, чтобы они совпали с полуплоскостью р. Ясно, что эта

величина не зависит от выбора положительного направления

вращения.

5.24. Дан трехгранный угол с вершиной S и ребрами
a, b и с. Лучи а, C и у с началом в точке 5" расположены
в плоскостях граней, противолежащих ребрам а, Ъ

и с соответственно.

а) Докажите, что лучи а, E и у лежат в одной плос-

плоскости тогда и только тогда, когда

sin (a, v) sin (Ь, a) sin (с, Р) .

sin F, v) "sin (с, a) 'sin (а, Р)

(первая теорема Менелая).

б) Докажите, что плоскости, проходящие через па-

пары лучей а и а, Ъ и C, с и у, пересекаются по одной пря-
прямой тогда и только тогда, когда

sin (а, у) sin F, a) sin (с, Р) .

sin (Ь, у) 'sin (с, а) 'sin (а, Р)

(первая теорема Чевы).

5.25. Дан трехгранный угол с вершиной S и ребрами
а, Ъ, с. Лучи a, (S и у с началом в точке S расположены
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в плоскостях граней, противолежащих ребрам а, Ъ и о

соответственно. Будем обозначать через 1т плоскость,,

содержащую лучи I и т.

а) Докажите, что

sin (ab, аа) sin Fc, fcf5) sin (са, су)
sin (ас, аа)'sin (ba, fc|3)"sin(cb, су)

sin (Ь, a) sin (e, P) sin (а, у)
sin (с, а) "sin (а, |3) 'sin (fc. у)'

б) Докажите, что лучи а, E и у лежат в одной плоско-

плоскости тогда и только тогда, когда

sin (ab, аа) sin (be, ЬР) sin (со., су) .

sin (oc, aa)'sin(ba, bp)"sin(cfc, cy)

(вторая теорема Менелая).

в) Докажите, что плоскости, проходящие через па-

пары лучей а и а, Ъ и C, с и у, пересекаются по одной пря-
прямой тогда и только тогда, когда

sin (ab, аа) sin (be, &р) sin (ca, су) •

sin (ас, аа)'sin (ba, 6P)'sin(efc, су)

(вторая теорема Чевы).

5.26. В трехгранный угол SABC вписана сфера,
касающаяся граней SBC, SCA и SAB в точках Alt Въ
и С1 соответственно. Докажите, что плоскости SAAX,
SBBl и SCC1 пересекаются по одной прямой.

5.27. Дан трехгранный угол с вершиной S и ребрами
а, Ъ и с. Лучи а, C и у расположены в плоскостях гра-

граней, противолежащих ребрам а, Ъ и с, а лучи а', (У
и у' симметричны этим лучам относительно биссектрис

соответствующих граней.
а) Докажите, что лучи а, C и у лежат в одной плоско-

плоскости тогда и только тогда, когда лучи а', C' и у' лежат в

одной плоскости.

б) Докажите, что плоскости, проходящие через па-

пары лучей а и a, b и C, с и у, пересекаются по одной пря-
прямой тогда и только тогда, когда плоскости, проходя-

проходящие через пары лучей а и а', Ъ и C', с и у', пересе-
пересекаются по одной прямой.

5.28. Дан трехгранный угол с вершиной S и ребра-
ребрами а, Ъ и с. Прямые а, C и у расположены в плоскостях

граней, противолежащих ребрам а, Ъ и с. Пусть a
'
—

прямая, по которой плоскость, симметричная плоскости
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аа относительно биссекторной плоскости двугранного

угла при ребре а, пересекает плоскость грани be; пря-
прямые Р' и у' определяются аналогично.

а) Докажите, что прямые а, C и у лежат в одной
плоскости тогда и только тогда, когда прямые а', р'
и у' лежат в одной плоскости.

б) Докажите, что плоскости, проходящие через па-

пары прямых а и а, Ъ и р, с и у, пересекаются по одной
прямой тогда и только тогда, когда плоскости, прохо-
проходящие через пары прямых а и а', Ъ и р', с и у',
пересекаются по одной прямой.

5.29. Дан тетраэдр АхА.гА^А^ и некоторая точка Р.

Для каждого ребра A{Aj рассмотрим плоскость, сим-

симметричную плоскости PAtAj относительно биссектор-
биссекторной плоскости двугранного угла при ребре ALAj. До-
Докажите, что либо все эти 6 плоскостей пересекаются в

одной точке, либо все они параллельны одной прямой.
5.30. Дан трехгранный угол SABC, причем A.ASB —

*=Z-ASC = 90°. Плоскости пь и пс проходят через реб-

ребра SB и SC, а плоскости п'ь и п'с симметричны им от-

относительно биссекторных плоскостей двугранных уг-
углов при этих ребрах. Докажите, что проекции на

плоскость BSC прямых пересечения плоскостей пь и

пс, п'ь и п'с симметричны относительно биссектрисы
угла BSC.

5.31. Пусть точка Монжа тетраэдра ABCD (см. за-

задачу 7.32) лежит в плоскости грани ABC. Докажите,
что тогда через точку D проходят плоскости, в которых
лежат:

а) точки пересечения высот граней DAB, DBC и

DAC;
б) центры описанных окружностей граней DAB,

DBC и DAC.

Задачи для самостоятельного решения

5.32. В трехгранный угол с вершиной S вписана

сфера с центром О. Докажите, что плоскость, проходя-

проходящая через три точки касания, перпендикулярна пря-
прямой OS.

5.33. Дан трехгранный угол SABC с вершиной S;
А, В и С — двугранные углы при ребрах SA, SB и SC;
а, р и у

— противолежащие им плоские углы.
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а) Биссекторная плоскость двугранного угла при

ребре SA пересекает грань SBC по лучу SAlt Докажи-
Докажите, что sin A-^SB : sin A±SC = sin ASB : sin ASC.

б) Плоскость, проходящая через ребро SA перпенди-

перпендикулярно грани SBC, пересекает эту грань по лучу SA^
Докажите, что sin А^В : sin AXSC = (sin |3 cos С) :

: (sin у cos В). (Предполагается, что все плоские углы

данного трехгранного угла острые; разберите само-

самостоятельно случай, когда среди плоских углов трех-

трехгранного угла есть тупые углы.)
5.34. Пусть a. b и с — единичные векторы, направ-

направленные вдоль ребер трехгранного угла SABC.

а) Докажите, что плоскости,'проходящие через реб-
ребра трехгранного угла и биссектрисы противолежащих
им граней, пересекаются по одной прямой, причем эта

прямая задается вектором а + b -f- с.

б) Докажите, что биссекторпые плоскости двугран-

двугранных углов трехгранного угла пересекаются по одной
прямой, причем эта прямая задается вектором a sin a -f-
+ b sin p + с sin у.

в) Докажите, что плоскости, проходящие через

ребра трехгранного угла перпендикулярно его противо-

противолежащим граням, пересекаются по одной прямой,
причем эта прямая задается вектором a sin a cos В X

X cos С + Ь sin p cos A cos С + с sin у cos A cos В.

г) Докажите, что плоскости, проходящие через бис-

биссектрисы граней перпендикулярно плоскостям этих

граней, пересекаются по одной прямой, причем зта пря-

прямая задается вектором [а, Ь] + [Ь, с] + [с, а] (опре-
(определение векторного произведения [а, Ь] векторов а

и b см. на с. 133).
5.35. В выпуклом четырехгранном угле суммы про-

противоположных плоских углов равны. Докажите, что в

него можно вписать сферу.
5.36. Проекции SA', SB' и SC ребер SA, SB и

SC трехгранного угла на противоположные грани слу-
служат ребрами нового трехгранного угла. Докажите, что

его биссекторными плоскостями являются SAA', SBВ*
и SCC.

Решения

5.1. Возьмем внутри данного трехгранного угла с вершиной
S произвольную точку iS" и опустим из нее перпендикуляры

S'A', S'B' и S'C на грани SBC, SAC ж SAB соответственно,



Ясно, что плоские углы трехгранного угла S'A'B'C1 допольяюг

до я двугранные углы трехгранного угла SABC, Для заверше-
завершения доказательства остается заметить, что ребра SA, SB и SC

перпендикулярны граням S'B'C', S'A'C и S'A'B' соот-

соответственно.

Замечание. Угол S'A'B'C называется дополнитель-

дополнительным или полярным к углу SABC.

5.2. Рассмотрим трехгранный угол, полярный к данному

(см. задачу 5.1). Его плоские углы прямые, поэтому его дву-

двугранные углы тоже прямые. Следовательно, плоские углы исход-

исходного трехгранного угла тоже прямые.

5.3. Полярные углы к данным трехгранным углам имеют

равные плоские углы, а значит, они равны.

5.4. Рассмотрим трехгранный угол SABC с вершиной S,

Неравенство L.ASC < /LASB + /LBSС очевидно, если

/LASC < z\ASB. Поэтому будем считать, что /LASC > /L ASB,

Тогда внутри грани ASC можно так выбрать точку В', что

АЛ SB' = /LASB и SB' = SB, т. е. &ASB = AASB'. Можно

считать, что точка С лежит в плоскости ABB'. Так как А В' +

+ В'С= АС<АВ + ВС = А'В + ВС, то В'С<ВС. Сле-

Следовательно, /LB' SC < A.BSC. Остается заметить, что

Z-B'SC = Z-ASC — /LASB.

5.5. Первое решение. Отложим на ребрах трех-

трехгранного угла от вершины S равные отрезки SA, SB и SС.

Пусть О — проекция точки S на плоскость ABC. Равнобедрен-
Равнобедренные треугольники A SB и АОВ имеют общее основание АВ ш

AS > АО. Следовательно, Z.ASB < А.АОВ. Записывая ана-

аналогичные неравенства для двух других углов и складывая их,

получаем /LASB + /LBSC + Z.CSA < Z.AOB + ZJ3OC +

+ /LCOA <а 2л (последнее неравенство становится строгим,
только если точка О лежит вне треугольника ABC).

Для доказательства второй части достаточно применить

уже доказанное неравенство к углу, полярному к данному

(см. задачу 5.1). В самом деле, если а, р и у
— двугранные углы

данного трехгранного угла, то (л — a) -f- (я — Р) + (я — у) <3
< 2я, т. е. а + р + у > я.

Второе решение. Пусть точка А' лежит на продол-

продолжении ребра SA за вершину S. Согласно задаче 5.4 АЛ'SB +

+ Z-A'SC > Z-BSC, т. е. (я — Z.ASB) + (я — Z-ASC) >
> ZJBSC, а значит, 2я > ZLASB + Z.BSC+ Z.CSA.

Доказательство второй части проводится точно так же, как

и в первом решении.

5.6. Пусть К — точка пересечения грани SCB с прямой
АС. Согласно задаче 5.4 /LCSК + Z.KSB > Z.CSB и

Z.CSA + Z-CSK > /LASK = Z.ASC + Z.CSK. Складывая
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&ти неравенства и учитывая, что /-CSK -[- ^-KSB = /LC6B,
получаем требуемое.

5.7. Возьмем на ребре SA трехгранного угла SABC про-

произвольную точку М. Пусть М' — проекция точки М на пло-

плоскость SBC, P a Q
—

проекции точки М на прямые SB и SC.

По теореме о трех перпендикулярах M'P-LSB и M'Q-LSC. Если

SM = а, то MQ = о. sin р и ЛШ' = MQ sin С = о. sin p sin С.

Аналогично ММ' = МР sin В = a sin -у sin Б. Следовательно,

sin Р : sin В = sin у : sin С Второе равенство доказывается

аналогично.

5.8. а) Первое решение. Возьмем на ребре SA

точку М и восставим из нее в плоскостях SAB и SAC перпенди-

перпендикуляры РМ и QM к ребру SA (точки Р и Q лежат на прямых

SB и SС). Выражая по теореме косинусов длину стороны PQ
в треугольниках PQM и PQS и приравнивая эти выражения,

после сокращения получаем требуемое равенство.

Второе решение. Пусть a, b и с — единичные век-

векторы, направленные по ребрам SA, SB и SC. Вектор Ь, лежа-

лежащий в плоскости SAB, можно представить в виде Ь = a cos у +

+ и, где u_La и |и| = sin у. Аналогично с = a cos р -|- v, гдо

vj_a и |v| = sin Р. Ясно также, что угол между векторами и и

v равен А. С одной стороны, скалярное производоппе векторов
b и с равно cos а; с другой стороны, произведение равно

(a cos у + u, a cos р + v) = cos P cos у + sin P sin у cos A.

б) Для доказательства достаточно применить первую теоре-

теорему косинусов к углу, полярному к данному трехгранному углу

(см. задачу 5.1).
5.9. Проведем три плоскости, параллельные граням трех-

гранпого угла, удаленные от них на расстояние 1 и пересекаю-

пересекающие ребра. Вместе с плоскостями граней они образуют паралле-

параллелепипед, причем все его высоты равны 1, а значит, площади всех

его граней равны. Заметим теперь, что длины ребер этого парал-

параллелепипеда равны l/sin a, l/sin Ь и l/sin с. Следовательно, пло-

площади его граней равны sin a/sin b sin с, sin p/sin a sin с и

Bin y/sin a sin b. Приравнивая эти выражения, получаем

требуемое.

5.10. а) Согласно первой теореме косинусов для трех-

трехгранного угла (задача 5.8,а) sin P sin у cos A = cos a
—

— cos P cos у. По условию cos a < 0 и cos p cos у > 0, поэто-

поэтому cos A < 0.

б) Для доказательства достаточно воспользоваться второй
теоремой косинусов (задача 5.8,6).

5.11. Первое решение. Отложим на ребрах трех-

трехгранного угла от вершины S равные отрезки SA, SB и SC. Бис-

Биссектрисы углов A SB и BSC проходят через середины отрезков
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АВ и ВС, а биссектриса угла, смежного с углом CSA, парал-
параллельна СА.

Второе решение. Отложим на ребрах трехгранно-
трехгранного угла от вершины 5 равные векторы а, Ь и с. Биссектрисы
углов A SB и BSC параллельны векторам afbjb-j-c, а бис-

биссектриса угла, смежного с углом CSA, параллельна вектору
с — а. Остается заметить, что (а -|- ь) + (с — а) = Ь -(- с.

5.12. Отложим иа ребрах трехгранного угла от его вершины

векторы a, b и с единичной длины. Векторы а + b, b-j-c п

а -|- с задают биссектрисы плоских углов. Осгается проверить,
что все попарные скалярные произведения этих векторов имеют

один и тот же знак. Легко убедиться, что скалярное произведе-

произведение любой пары этих векторов равно

1 + (а, Ь) + (Ь, с) + (с, а).

5.13. а) Пусть а, р и у
— плоские углы трехгранного угла

SABC; х = <LASBi = /LASCt, у = <LBSA± = Z-BSCX и z =

= /LCSAt = <LCSBi. Тогда x + у = <LASCt + ^BSCt =

= /LASB = у, у + z = a, z + x = E. Поэтому x = (E +
+ V

- o)/2.
б) Пусть точка D' лежит на продолжении ребра AD за точ-

точку А. Тогда вневписанная сфера тетраэдра, касающаяся грани

ABC, вписана п трехгранный угол ABCD' с вершиной А. Из ре-

решения задачи а) следует, что Z.BAP = (ZJJ.4C+ /LJ1AD —•

— Z.CAD)/2 и /LCAP' = (^LBAC + A.CAD' — /LBAD')l2.
А так как /LBAD' = 180° — /LBAD и jLCAD' = 180° —

— Z-CAD, то /-ВАР= /-САР'\ значит, прямые АР и АР'

симметричны относительно биссектрисы угла ВАС.

5.14. Выберем точки А, В и С на ребрах трехгранного угла

с вершиной S так, что SAJ- ABC (плоскость, проходящая черев

точку А одного ребра перпендикулярно ему, пересекает два

других ребра, так как плоские углы не прямые). Пусть АА±,

BBi и CC'i — высоты треугольника ABC. Достаточно прове-
проверить, что SAAi, SBBi и SCC\ являются плоскостями, о которых

говорится в условии задачи. Так как ВС-LAS и BC-LAAi, то

BC-LSAAl7 а значит, плоскости SBC и SAAi перпендикулярны.
Так как BBi-LSA и BBiA.AC, то BBi-LSAC, а значит, плоско-

плоскости SBBi и SAC перпендикулярны. Аналогично доказывается,

что плоскости SCCi и SBC перпендикулярны.
5.15. а) Пусть a, b и с — векторы, направленные по ребрам

SA, SB и SC трехгранного угла. Прямая, лежащая в плоскости

SBC и перпендикулярная ребру SA, параллельна вектору

(а, Ь)с — (а, с)Ь. Аналогично две другие прямые параллельны

векторам (Ь, с)а _ (Ь, а)с и (с, а)Ь _ (с, Ь)а. Так как сумма
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этих трех векторов равна нулю, они параллельны одной пло-

плоскости.

б) Направим по ребрам первого трехгранного угла SABC

векторы a, b и с. Пусть (Ь, с) = а, (а, с) = E и (а, Ь) = у. Если

ребро второго угла, лежащее в плоскости SAB, параллель-
параллельно вектору Ха + цъ, то (Ла + цЬ, с) = 0, т. е. ХE + ца = 0.

Легко проверить, что если хотя бы одно из чисел а и Р отлпчно

от нуля, то это ребро параллельно вектору а» — pb (случай,
когда одно из чисел равно нулю, нужно разобрать отдельно).
Следовательно, если не более одного из чисел a, Р и у равно

нулю, то ребра второго двугранного угла параллельны векто-

векторам ус
— рЬ, а& — ус и pb — аа, а так как сумма этих векторов

равна нулю, то ребра должны лежать в одной плоскости.

Если же, например, аФ 0 и Р = Y — 0, то два ребра должны

быть параллельны вектору а. Остается единственная возмож-

возможность: все числа а, Р и у равны пулю, т. е. плоские углы первого

трехгранного угла прямые.
5.16. а) Пусть А, В, С и D — точки на ребрах выпуклого

четырехгранного угла с вершиной S. Прямые АВ и CD парал-

параллельны тогда и только тогда, когда они параллельны прямой

ij, по которой пересекаются плоскости SAB и SCD. Прямые ВС

и AD параллельны тогда и только тогда, когда они параллельны

прямой 12, по которой пересекаются плоскости SCB и SAD.

Следовательно, сечение является параллелограммом тогда и

только тогда, когда оно параллельно прямым /г и 12.
Замечание. Для невыпуклого четырехгранного угла

сечение плоскостью, параллельной прямым lt и 1.?, не будет
ограниченной фигурой.

б) Точки А и С на ребрах четырехгранного угла можно

выбрать так, что SA = SC. Пусть Р — точка пересечения

отрезка АС с плоскостью SBD. Точки В и D можно выбрать так,
что SB = SD и отрезок BD проходит через точку Р. Так как

плоские углы данного четырехгранного угла равны, то равны

треугольники SAB, SAD, SCB и SCD. Поэтому четырехуголь-

четырехугольник А ВCD — ромб.
5.17. Рассмотрим многогранный угол ОА\ ... Ап с верши-

вершиной О. Как следует из результата задачи 5.4, /-АгОА% <i

< <LA2OAS + /LAXOA^, ^A1OA3 < ZAaOAj + /LA^OAi, ...

..., /LAlOAn-1 <Z. Ап_гОАп + /LAnOAi. Следовательно,
Z-AtOA2 < ^LA.2OA3 + /-AfiAi + ... + /LAn^OAn + <LAnOAi.

5.18. Пусть многогранный угол ОА\...Ап лежит внутри

многогранного угла ОВ^ ... Вт. Можно считать, что Аъ .., Ап,
Bi, .., Вт — точки пересечения их ребер со сферой радиуса 1.

Тогда величипы плоских углов данных многогранных углов рав-

равны длинам соответствующих дуг этой сферы. Итак, вместо мно-
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[ согранцых углов будем рассматривать «сферические много-

многоугольники» Ах ... Ап и В\ ... Вт. Пусть Pi, .., Рп —точки пере-

пересечения «лучей» А±А2, ..., AnAi со сторонами сферического мно-

многоугольника Bi ... Вт (рис. 41). Согласно задаче 5.17

где l(Pi^1, Pi)— длина части «периметра» многоугольника

Bi ... Вт, заключенной внутри «угла» Рг_ду1гРг, Складывая
зти неравенства, получаем требуемое.

Рис. 41 Рис. 42

5.19. а) Разрежем и-гранный угол SAi ... Ап с вершиной
S на п — 2 трехгранных углов плоскостями SAiAs, SAfAi, ...

,.., SAiAn—f. Сумма двугранных углов n-гранного угла равна

сумме двугранных углов этих трехгранных углов, а сумма

двугранных углов любого трехгранного угла больше п

(задача 5.5).

б) Докажем это утверждение индукцией по п. Для и = 3

оно верно (см. задачу 5.5). Предположим, что оно верно для

любого выпуклого (п — 1)-гранного угла, и докажем, что тогда

оно верно для выпуклого и-гранного угла SAi ... Ап с вершиной
5. Плоскости SAiA2 и SAn-.iAn имеют общую точку 5, поэтому
они пересекаются по некоторой прямой I, причем эта прямая но

лежит в плоскости SAtA n. Возьмем на прямой I точку В так, что-

чтобы она и многогранный угол SAi ... Ап лежали по разные сто-

стороны от плоскости SAfAn (рис. 42). Рассмотрим (п — 1)-гран-
ный угол SBA2Ag ... -4n—j. По предположению индукции сумма

его плоских углов меньше 2л, а так как ZJBSAi + /LBSAn>
ь> /LA1SAn (задача 5.4), то сумма плоских углов п-гранного

угла SAiA2 ... Ап меньше суммы плоских углов (п — 1)-гран-
ного угла SBA2Aa ... 4n_j.

5.20. Сумма плоских углов произвольного выпуклого мно-

многогранного угла меньше 2л (см. задачу 5.19,6), а сумма дву-

93



граниых углов выпуклого n-гранного угла больше (п
— 2) Я

(см. задачу 5.19, а). Поэтому (п — 2)л < 2л, т. е. п < 4.

5.21. Пусть сфера касается граней четырехгранного угла
SABCD в точках К, L, М и N (К принадлежит грани SAB,
L — грани SBC и т. д.). Тогда /LASK = <LASN, /LBSK =

= L.BSL, /LCSL = /LCSM, A.DSM = /LDSN. Поэтому

/LASD + L.BSC = AASN + Z.D5JV + Z_?SL + ^-CSL =

•= /-ASK+ A.DSM + .LBSK+ /LCSM = ^ASB + Z^CSD.

5.22. Пусть ребра четырехгранного угла SABCD с вершиной
S являются образующими конуса с осью SO. В трехгранном

угле, образованном лучами SO, SA и SB, двугранные углы при

ребрах SA и SB равны. Рассматривая три других таких угла,

получаем равенство сумм противоположных двугранных углов

четырехгранного угла SABCD.

Предположим теперь, что суммы противоположных дву-

двугранных углов равны. Рассмотрим конус с образующими SB,
SA п SC. Допустим, что SD не является его образующей. Пусть
SDt — прямая пересечения конуса с плоскостью ASD. В че-

четырехгранных углах SABCD и SABCDt суммы противополож-
противоположных двугранных углов равны. Из этого следует, что двугран-
двугранные углы трехгранного угла SCDD^ удовлетворяют соотноше-

соотношению ЛС + /-Dx
— 180° = ЛС. Рассмотрим трехгранный угол,

полярпып к SCDDt (см. задачу 5.1). В этом угле сумма двух

плоских углов равна третьему, что невозможно (см. задачу 5.4).
5.23. а) Пусть при проекции на прямую, перпендикуляр-

перпендикулярную прямой A±Bi, точки А, В и С переходят в А', В' и С", точ-

точка Ci — в Q, а две точки Ал и Вг переходят в одну точку Р.

Так как АрЗ : ~А~? = ~РВ' : ~РС', 1Т~С : Т^А = ~РС' : ТА' п

1~В ~В~С С~А -рв> ТС ПА'
С.А:Сп= QA'-.QB', то ^J=-.-.J=.^±=? = ^-. =F7-^=- =
х__

т

А^С ВгА СгВ PC PA QB'

РВ' Щ> _Ь а + х

Равенство —., ;

Х
= 1 эквивалентно тому, что х = 0 (нужно

а о -\- х

учесть, что а ф Ъ, так как А' Ф В'). А равенство х — 0 озна-

означает, что Р = Q, т. е. точка Сх лежит на прямой АхВ^

б) Докажем сначала, что если прямые AAU BBi и СС\ про-

проходят через одну точку О, то выполняется указанное соотноше-

соотношение. Пусть а = ОА, Ъ = ОБ и с = ОС. Так как точка Ct ле-

лежит на прямой АВ, то ОСг = ОА + хАВ = а + Ж(Ь — а) =

= A — х)& _|- xi>. С другой стороны, точка Ci лежит на пря-

прямой ОС, следовательно, ОСХ + уОС
= 0, т. е. A — ж)а +
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+ zb -|- -ус = 0. Аналогичные рассуждения для точек Ai и fix

показывают, что A
— t/)b + ус + an = О и A — z)c + za+

-т- pb = 0. Так как векторы a, b и с
попарно ноколлинеарны,

то любые тройки ненулевых чисел (р, q, г), для которых ра +

+ ф + гс = 0, пропорциональны. Сравнение первого и

третьего из полученных равенств показывают, что = -тг%

1-У Р_ „
1-ж 1-У,.

а второго и третьего
— = з . Следовательно, —-—

X
у i — 2 х у

\ — z

X = 1. Остается заметить что

Предположим теперь, что выполняется указанное соотно-

соотношение, и докажем, что тогда прямые AAi, BB\ и СС± пересе-
пересекаются в одной точке. Пусть Сг — точка пересечения прямой
АБ с прямой, проходящей черев точку С и точку пересечения

прямых ААх и ВВ\. Для точки Сх выполняется такое же соот-

соотношение, как и для точки С%. Поэтому С*А : С*В = С^А : CyB.
Следовательно, Сг =СХ, ч. е. прямые ААХ, ВВ1 и СС'Х пересе-

пересекаются в одной точке.

Можно проверить также, что если выполняется указанное

соотношение и две из прямых AAi, BB^ и СС± параллельны, то

третья прямая им параллельна.

5.24. а) Возьмем на ребрах о, Ъ и с трехгранного угла про-

произвольные точки А, В и С. Пусть Av B^ и Сх — точки, в ко-

которых лучи а, р и v (или их продолжения) пересекают пря-

прямые ВС, СА и АВ. Применяя теорему синусов к треугольникам

А В Bs Af
SA^vSAJ, получаем sin^

=

sin^
и

sinCSA^
CS

= —.—„ . „ . Учитывая, что sin BA^S — sin CA^S, получаем

sin BSA1 А В CS

—~A~C'liS'
^ак легко Убедиться, вто означает, что

A

sin (Ь, а) \в CS

•^—,
г- =

-=-.-g? (нужно лишь проверить совпадение зна-

sin (с, у) С^А BS sin (с, р)
ков этих величин). Аналогично sin F) Y)==-^S

E
йп(а.Р)

="

^С As
t= • 77^;. Остается применить теорему Менелая к треуголь-
ВА сй

нику ABC и заметить, что лучи а, р и у лежат в одной плоскости
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тогда и только тогда, когда точки А , В1 и С лежат на одной
прямой.

В приведенном выше решении есть небольшая неточность:

не учитывается, что прямые, на которых лежат лучп а, Р и у,

могут быть параллельны прямым ВС, СА и АВ. Чтобы этого

не случилось, точки А, В и С нужно выбирать не произвольно.

Пусть А — произвольная точка на ребре а, а Р и Q — такие

точки на ребрах Ь и с, что АР |у п AQj Р. Возьмем на ребре точ-

точку В, отличную от Р, и пусть Я — такая точка на ребре с, что

BR Цех. Остается взять на ребре с точку С, отличную от Q и Я.

Теперь уже всегда существуют точки А±, By и С,, в которых лу-

лучи а, Р и у (или их продолжения) пересекают прямые ВС,
СА и АВ.

б) Решение почти дословно повторяет решение предыдущей

задачи; нужно лишь к треугольнику ABC применить не теоре=-

му Менелая, а теорему Чевы.

5.25. а) Как видно из решения .задачи 5.24,а, на ребрах
а, Ъ и с можно так выбрать точки А, В ж С, что лучи а, Р и у
не параллельны прямым ВС, СА и А В и пересекают их в точках

Аи Bt и С\. Обозначим для краткости двугранные углы между

плоскостями аЬ и аа, ас и аа через U, V, а углы между лучами

Ъ и а, с и а — через в, ;;; будем также обозначать площадь

треугольника XYZ через (XYZ). Вычислим объем тетраэдра

SABAi двумя способами. С одной стороны,

VSABAi = (SA!B)-Kfi = SA^.SB.ha sin в/в,

где ha — высота, опущенная из вершины А на грань SBC*

С другой стороны,

2 (SAB)-(SAA1) sin U

VSABAt
=

З" SA (CMl 8адачу 3-3)<

Поэтому SA^SB-h^in в/6 = 2(SAB)-(SAA1)sin U/3SA. Ана-

Аналогично SA1-SC-hasia v!& = 2(SAC)-(SAAi)sin V/3SA, Деля
одно из этих равенств на другое, получаем

5fi sin и (SAB) sin U

S~C' sin;;
=

(SAC) "sin V

Это равенство означает, что

SB sin (b, a) (SAB) sin |
SC 'sin (c, a) (SAC)

'

sin (ac, aa)

(нужно лишь проверить совпадение знаков этих выражений).
Проводя аналогичные рассуждения для точек В\ и Сх и пере-

перемножая полученные равенства, после сокращения приходим

к требуемому равенству.
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б) Для решения этой задачи нужно воспользоваться резуль-

результатами задач 5.24,а и 5.25,а.

в) Для решения этой задачи нужно воспользоваться резуль-

результатами задач 5.24,6 и 5.25,а.

5.26. Пусть а, Ь и с — ребра SA, SB и SC; а, Р и V
-

лучи

SBi и SCt. Так как l_ASBx = /LASCit то |sin (a, Р)| =
1= [sin (a, v)|- Аналогично jsin (Ь, а)| = |sin F, -у)] и

[[sin (с, а) | = |sin (с, E)|. Поэтому

Isin (а, у) sin (Ь, a) sin (с, ft) I

sin (Ь, v) "sin (ci a) sin (а. Р) I
'

[Ясно также, что каждый из трех этих сомножителей отрицате-

отрицателен, а значит, их произведение равно —1. Остается воспользо-

воспользоваться первой теоремой Чевы (задача 5.24,6).
5.27. Легко проверить, что sin (a, v) = —sin F, у') и

[sin (b, у) = —sin (а, v'). sin (b, а) = —sin (с, а') и sin (с, а) =

= —sin (Ь, a'), sin (с, Р) = —sin (а, Р') и sin (а, Р) =

1 = —sin (с, Р'). Поэтому

sin (а, у') sin (Ь, a') sin (с, ft')

sin (b, Y')'sin (с, а') "sin (а, ft')
=

/sin (а, v) sin (Ь, а) sin (с, Р) \—1
~

\_sin F, v) sin (с, а) 'sin (а, ft) у

Для решения задач а) и б) достаточно воспользоваться этим ра-

равенством и первыми теоремами Менелая и Чевы (задачи 5.24,а

и 5.24,6).

5.28. Рассмотрим сечение плоскостью, проходящей через

ребро а перпендикулярно ему, и будем обозначать точки пере-
пересечения данных прямых и ребер с этой плоскостью теми же бук-
буквами, что и их самих. Возможны два случая:

1. Лучи аа и аа! симметричны относительно биссектрисы

угла Ьас (рис. 43,а).
2. Лучи аа и аа' симметричны относительно прямой, пер-

перпендикулярной биссектрисе угла Ьас (рис. 43,6).
В первом случае угол поворота от луча аа к лучу аЪ равен

углу поворота от луча ас к лучу аа' и угол поворота от луча аа

v лучу ас равен углу поворота от луча аЬ к лучу аа; во втором

случае эти углы не равны, а отличаются на 180°. Переходя к

углам между полуплоскостями,, в первом случае получаем

sin(a6, аа) — —sin(ae, аа') и sin(ac, аа) = —sin(afc, аа'),
а во втором случае sin(afc, аа) = sin(ae, аа') и sin(ae, аа) =
= sin(afc, аа'). В обоих случаях sin(a6, aa)/sin(ac, аа) =
= sin(ac, aa')/sin(ab, аа'). Проводя аналогичные рассуждения
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для ребер 6 и с и перемножая все такие равенства, получаем

8Jn(q6, aa) sin (be, ЬР) sin (ca, су)
sin (ас, аа) "sin (ba, fcpj'sin (cb, су)

~

/sin (ab, aa') rsin (fa. bp') sin (ca, ry')\—1
~~

^sin (ac, aa')
'

sin Fa, fcp') "sin (cb, cy')j
*

Для решения задач а) и б) достаточно воспользоваться этим

равенством и вторыми теоремами Менелая и Чевы (зада-

(задачи 5,25,6 и 5.25,в).

Рис. 43

5.29. Обозначим через лг^ плоскость, симметричную пло-

плоскости PAjAj относительно биссекторной плоскости двугранно-

го угла при ребре AtAj. Как следует ив задачи 5,28,6, плоскость

Пи проходит через прямую, по которой пересекаются плоскости

ntj и jijft. Рассмотрим три плоскости п12, Jigg и л31. Возмозкны два

случая.

1. Эти плоскости имеют некоторую общую точку Р*. Тогда

плоскости Л13, я24 и л34 проходят через прямые АХР*, А2Р* п

А$Р* соответственно, т. е. все 6 плоскостей ntj проходят через

точку Р*.

2. Плоскости щ2 и Jijs, л21 и л2з, Лз1 и л32 пересекаются по

прямым If, l2, hi причем эти прямые параллельны. Тогда пло-

плоскости эти, Лй и Яз2 проходят через прямые Ц, 12 и 1$ соответст-

соответственно, т, е. все 6 плоскостей ntj параллельны одной прямой,
Б.30. Проекция на плоскость BSC любой прямой I, про-

кодягцей через точку S, совпадает с прямой, по которой пло-

плоскость, проведенная через ребро SA и прямую I, пересекает пло-

плоскость BSC, Поэтому достаточно доказать, что плоскости, про-



веденные через ребро SA и прямые пересечения плоскостей ль

в лс, jtf, и яс, симметричны относительно биссекторной плоскости

двугранного угла при ребре SA. Это следует из результата

задачи 5.25,в.

5.31. а) При решении этой задачи будем использовать то,

что проекция Бг точки D на плоскость ABC лежит на описаннвй

окружности треугольника ABC (задача 7.32,6). Проведем в

треугольниках DAB, DBC и DAC высоты DC\, DAX a DBu

Требуется доказать, что лучи DAlt DBi и DCX лежат в одной
плоскости, т. е. точки А±, В\ и Ct лежат на одной прямой. Так
как прямая DDX перпендикулярна плоскости ABC, то DDt _L AXC,
Кроме того, DAfJ_AiC. Поэтому прямая АгС перпендикулярна
плоскости DD^Ai, в частности, D1AlJ-A1C. Следовательно,
Aj, Вл и Cf — основания перпендикуляров, опущенных на пря-

прямые ВС, СА и АВ из точки Dx, лежащей на описанной окруж-
окружности треугольника ABC (для точек В\ и Сг доказательство

проводится точно так же, как и для точки Ах). Можно доказать,

что точки Аи Вх и Сх лежат на одной прямой (см. Прасолов, 2.29).

б) Если ААл- — высота треугольника ABC, а О — центр
его описанной окружности, то лучи АА± и АО симметричны
относительно биссектрисы угла ВАС. В самом деле, легко про-

проверить, что /-ВАО = /LCAAx = |90° — /LC\ (нужно рассмот-

рассмотреть два случая: угол С — тупой и угол С — острый). Посколь-

Поскольку, как было доказано в предыдущей задаче, прямые, соеди-

соединяющие вершину D с точками пересечения высот граней DABt

DBC и DAC, лежат в одной плоскости, то в одной плоскости

лежат и прямые, соединяющие вершину D с центрами описанных

окружностей граней DAB, DBC и DAC (см. задачу 5.27,а),



Глава 6

ТЕТРАЭДР, ПИРАМИДА И ПРИЗМА

§ 1. Свойства тетраэдра

6.1. В любом ли тетраэдре высоты пересекаются в

одной точке?
6.2. а) Через вершину А тетраэдра ABCD проведе-

проведены 3 плоскости, перпендикулярные противоположным
ребрам. Докажите, что все эти плоскости пересекаются
по одной прямой.

б) Через каждую вершину тетраэдра проведепа

плоскость, перпендикулярная противоположной грани
и содержащая центр ее описанной окружности. Дока-
Докажите, что эти четыре плоскости пересекаются в одной
точке.

6.3. Медианой тетраэдра называется отрезок, соеди-

соединяющий его вершину с точкой пересечения медиан про-
противоположной грани. Выразите длипу медианы тетра-

тетраэдра через длины его ребер.
6.4. Докажите, что центр вписанпой в тетраэдр сфе-

сферы лежит внутри тетраэдра, образованного точками

касания.

6.5. Пусть S1 и ^2 — площади граней тетраэдра,

прилегающих к ребру а; а — двугранный угол при
этом ребре; Ъ — ребро, противоположное а; <р — угол

между ребрами Ъ и а. Докажите, что

5J + S\ — 2StSa cos a = {ah sin q>J/4.

6.6. Докажите, что произведение длин двух проти-

противоположных ребер тетраэдра, деленное на произведе-
произведение сппусов двугранных углов при этих ребрах, одно

и то же для всех трех пар противоположных ребер тет-

тетраэдра (теорема синусов для тетраэдра).
6.7. а) Пусть St, S2, S3 и S, — площади граней

тетраэдра; Pt, Р9 и Ps — площади граней параллеле-
параллелепипеда, грани которого проходят через ребра тетраэдра
параллельно его противоположным ребрам, Докажите,



что

о2 . с2 . С2 I C2 n2 I D2 I D3
"Г "Г "Г Оз + >->4

—

*1 "+" ' Й "+" г,.

б) Пусть 7г15 /гг, /г3 и 7г4 — высоты тетраэдра, dl, d2
|и ds — расстояния между его противоположными реб-

ребрами. Докажите, что

J_J_J_J 111

6.8. Пусть St, Rt и lt (i = 1, 2, 3, 4)— площади

Iграней, радиусы описанных около этих граней кру-
1гов и расстояния от центров этих кругов до противо-

противоположных вершин тетраэдра. Докажите, что 18FJ =
4

= 2 S\(l2 — Rf), где V — объем тетраэдра.

6.9. Докажите, что для любого тетраэдра существу-
существует треугольник, длины сторон которого равны произ-
произведениям длин противоположных ребер тетраэдра,

причем площадь S этого треугольника равна GVR, где
V — объчм тетраэдра, R — радиус его описанной сфе-

сферы (формула Крелле).
6.10. Пусть а и b — длины двух скрещивающихся

ребер тетраэдра, аир — двугранные углы при этих

ребрах. Докажите, что величина а2 + b2 + lab ctg ax

X ctg p не зависит от выбора пары скрещивающихся

ребер (теорема Бретшнейдера).
6.11. Докажите, что для любого тетраэдра сущест-

существует не менее 5 и не более 8 сфер, каждая из которых
касается всех плоскостей его граней.

§ 2. Тетраэдры, обладающие
специальными свойствами

6.12. В треугольной пирамиде SABC с вершиной S
боковые ребра равны, а сумма двугранных углов при

ребрах SA и SC равна 180°. Выразите длину бокового

ребра через стороны а и с треугольника ABC.

6.13. Сумма длин одной пары скрещивающихся ре-
ребер тетраэдра равна сумме длин другой пары. Докажи-
Докажите, что сумма двугранных углов при первой паре ребер
равна сумме двугранных углов при второй паре.

6.14. Все грани тетраэдра — подобные между собой

прямоугольные треугольники. Найдите отношение наи-

наибольшего ребра к наименьшему.
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6.15. Ребро правильного тетраэдра ABCD равно а.

Вершины пространственного четырехугольника

A1B1C1D1 лежат на соответственных гранях тетраэдра

(<4j — на грани, противолежащей А, и т. д.), а его сто-

стороны перпендикулярны граням тетраэдра: А1В1X
J-BCD, ВХСЛ _L CDA , C^y-LDAB и D^ A-ABC. Вы-

Вычислите длины сторон четырехугольника A-^B-fi-JD^.
6.16. Сфера касается ребер АВ, ВС, CD и DA тет

раэдра A BCD в точках L, М, N и К, являющихся вер-

вершинами квадрата. Докажите, что если эта сфера каса-

егся ребра АС, то она касается и ребра BD.
6.17. Пусть Л/ — центр масс тетраэдра A BCD, О —

центр его описанной сферы.
а) Докажите, что прямые DM и ОМ перпендикуляр-

перпендикулярны тогда и только тогда, когда А В'1 + ВС2 + СА" =

= AD2 + BD2 + CD2.

б) Докажите, что если точки D и М и точки пересе-
пересечения медиан гранен, сходящихся в вершине D, лежат

на одной сфере, то DM _L ОМ.

§ 3. Прямоугольный тетраэдр

6.18. В тетраэдре A BCD плоские углы при верши-

вершине D прямые. Пусть Z.CAD = a, /LCBD = |3 и

/LACB = ф. Докажите, что cos tp
= sin a sin p.

6.19. Все плоские углы при одной вершине тетра-
тетраэдра прямые. Докажите, что длины отрезков, соеди-

соединяющих середины его противоположных ребер, равны.
6.20. В тетраэдре ABCD плоские углы при вершине

D прямые. Пусть h — высота тетраэдра, опущенная из

вершины D; a, b не — длины ребер, выходящих из

вершпны D. Докажите, что

h2
~

а2
+

Ъ2
+

с2
¦

6.21. В тетраэдре ABCD плоские углы при вершине

А прямые и А В = АС + AD. Докажите, что сумма

плоских углов upи вершине В равна 90°,

6.22. Три двугранных угла тетраэдра прямые. До-
Докажите, что у этого тетраэдра есть три плоских пря-
прямых угла.

6.23. В тетраэдре три двугранных угла прямые.

Один из отрезков, соединяющих середины противопо-
противоположных ребер, равен а, а другой Ь, причем Ъ > а.

Найдите длину наибольшего ребра тетраэдра,
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6.24. Три двугранных угла тетраэдра, ие принадле-

принадлежащие одной вершине, равны 90°, а все остальные дву-

двугранные углы равны между собой. Найдите эти углы.

§ 4. Раввогранный тетраэдр

Определение. Тетраэдр называется равпогранным,

если все его грани равны, т. е. его противоположные ребра по-

попарно равны.

6.25. Докажите, что все грани тетраэдра равны тог-

тогда и только тогда, когда выполняется одно из следую-

следующих условий:

а) сумма плоских углов при какой-либо вершине

равна 180° и, кроме того, в тетраэдре есть две пары

равных противоположных ребер;

б) центры вписанной и описанной сфер совпадают;

в) радиусы описанных окружностей граней равны;

г) центр масс и центр описанной сферы совпадают.

6.26. В тетраэдре ABCD двугранные углы при

ребрах АВ и DC равны; равны также двугранные уг-

углы при ребрах ВС и AD. Докажите, что АВ — DC и

ВС = AD.

6.27. Прямая, проходящая через центр масс тетра-

тетраэдра и центр его описанной сферы, пересекает ребра
АВ и CD. Докажите, что АС = BD и AD = ВС.

6.28. Прямая, проходящая через центр масс тетра-

тетраэдра и центр его вписанной сферы, пересекает ребра АВ

и CD. Докажите, что АС = BD п AD = ВС.
6.29. Докажите, что если /_ВАС = ^/ЛВО =

= /_ACD = /_BDC, то тетраэдр ABCD равнограннып.
6.30. Дан тетраэдр ABCD; Оа, О,, Ос и Od — цент-

центры вневписанных сфер, касающихся его граней BCD,
ACD, ABD и ABC. Докажите, что если трехгранные

углы OaBCD, О.ACD, OCABD и ОЛАВС — прямые, то

все грани данного тетраэдра равны.

Замечание. Есть еще и другие условия, определяю-
определяющие равногранные тетраэдры; см., например, задачи 2.32, 6.48
и 14.22.

6.31. Ребра равногранного тетраэдра равны а, Ь и с.

Вычислите его объем V и радиус R описанной сферы.
6.32. Докажите, что для равногранпого тетраэдра

а) радиус вписанного тара вдвое меньше радиуса

шара, касающегося одной грани тетраэдра и продол-
продолжений трех других граней;
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б) центры четырех вневписанных шаров являкт

вершинами тетраэдра, равного исходному.
6.33. В равногранном тетраэдре ABCD опущен

высота АН; Еу — точка пересечения высот грани BCD

hx и /г2 — длины отрезков, на которые одна иэ высо

грани BCD делится точкой Нх.
а) Докажите, что точки Н и Нг симметричны отно

сительно центра описанной окружности треугольник
BCD.

б) Докажите, что АН2 = 4/i]/i2.
6.34. Докажите, что в равногранном тетраэдре

основания высот, середины высот и точки пересече-

пересечения высот граней принадлежат одной сфере (сфера
12 точек).

6.35. а) Докажите, что сумма косинусов Двугран-
Двугранных углов равнограиного тетраэдра равна 2.

б) Сумма плоских углов трехгранного угла равна
180°. Найдите сумму косинусов его двугранных углов.

§ 5. Ортоцентрический тетраэдр

Определение. Тетраэдр называется ортоцентри-

ческим, если все его высоты (или их продолжения) пересекаются
в одной точке.

6.36. а) Докажите, что если ADX.BC, то высоты,
опущенные из вершин В и С (а также высоты, опу-

опущенные из вершин А и D), пересекаются в одной точке,
причем эта точка лежит на общем перпендикуляре к

AD и ВС.

б) Докажите, что если высоты, опущенные из вер-
вершин В а С, пересекаются в одной точке, то AD -LBC

(а значит, в одной точке пересекаются высоты, опу-
опущенные из вершин А в D).

в) Докажите, что тетраэдр ортоцентрический тогда
и только тогда, когда две пары его противоположных

ребер перпендикулярны (в этом случае третья пара про-

противоположных ребер тоже перпендикулярна).
6.37. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре

общие перпендикуляры к парам противоположных ре-

ребер пересекаются в одной точке.

6.38. Пусть К, L, М и N — середины ребер АВ, ВС,
CD и DA тетраэдра ABCD.

а) Докажите, что АС ±.BD тогда и только тогда, ког-

когда КМ = LN.
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б) Докажите, что тетраэдр ортоцентрический тогда

|п только тогда, когда отрезки, соединяющие середины

[противоположных ребер, равны.
6.39. а) Докажите, что если ВС 1.AD, то высоты,

1опущенные из вершин А и D на прямую ВС, попадают

[в одну точку.

б) Докажите, что если высоты, опущенные из вер-
вершин А и D на прямую ВС, попадают в одну точку, то

ВС Л-AD (а значит, в одну точку попадают высоты,

опущенные из вершин В и С на прямую AD).
6.40. Докажите, что тетраэдр ортоцентрический

тогда и только тогда, когда выполнено одно из следую-
™

щих условий:
а) суммы квадратов противоположных ребер равны;

б) произведения косинусов противоположных дву-

двугранных углов равны;

в) углы между противоположными ребрами равны.

Замечание. Есть еще и другие условия, определяю-

определяющие ортоцентрические тетраэдры; см., например, задачи 2.11
и 7.1.

6.41. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре:

а) все плоские углы при одной вершине одновремен-
одновременно либо острые, либо прямые, либо тупые;

б) одна из граней — остроугольный треугольник,
6.42. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре

выполняется соотношение ОН2 — 4R2 — 3d2, где О —

центр описанной сферы, И — точка пересечения высет,

R — радиус описанной сферы, d — расстояние между

серединами противоположных ребер.
6.43. а) Докажите, что окружности 9 точек тре-

треугольников ABC и DBC принадлежат одной сфере тог-

тогда и только тогда, когда ВС X-AD.

б) Докажите, что для ортоцентрического тетраэдра
окружности 9 точек всех граней принадлежат одной
сфере (сфера 24 точек).

в) Докажите, что если AD J- ВС, то сфера, содержа-

содержащая окружности 9 точек треугольников ABC и DBC,
и сфера, содержащая окружности 9 точек треугольни-
треугольников ABD и CBD, пересекаются по окружности, лежа-

лежащей в плоскости, которая делит пополам общий пер-

перпендикуляр к ВС и AD и ему перпендикулярна.

Замечание. Определение окружности 9 точек см,

Прасолов, 10.2 или Шарыгин, 11.160.
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6.44. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдр

центры масс граней, точки пересечения высот граней
а также точки, делящие отрезки, соединяющие точку

пересечения высот с вершинами, в отношении 2:1,
считая от вершины, лежат на одной сфере (сфера
12 точек).

6.45. а) Пусть И — точка пересечения высот орто-

центрического тетраэдра, М' — центр масс какой-либо

грани, N
— точка пересечения луча ИМ' с описанной

сферой тетраэдра. Докажите, что ИМ' : M'N = 1:2.

б) Пусть М — центр масс ортоцентрического тет

раэдра, Н' — точка пересечения высот какой-либо

грани, N — точка пересечения луча Н'М с описанной

сферой тетраэдра. Докажите, что И'М : MN = 1:3.

6.46. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре
точка Монжа (см. задачу 7.32,а) совпадает с точкой

пересечения высот.

§ 6. Достраивание тетраэдра

Проведя через каждое ребро тетраэдра плоскость, парал-
параллельную противоположному ребру, тетраэдр можно достроить до

параллелепипеда (рис. 44).

6.47. Три отрезка, не лежащих в одной плоскости,
пересекаются в точке О, делящей каждый из них попо-

пополам. Докажите, что существуют ровно два тетраэдра,
в которых эти отрезки соединяют середины противо-
противоположных ребер.

6.48. Докажите, что все грани тетраэдра равны тог-

тогда и только тогда, когда выполняется одно из следую-

следующих условий:
а) при достраивании тетраэдра получается прямо-

прямоугольный параллелепипед;
б) отрезки, соединяющие середины противополож-

противоположных ребер, перпендикулярны;

в) площади всех граней равны;
г) центр масс и центр вписанной сферы совпадают.

6.49. Докажите, что в равногранном тетраэдре все

плоские углы острые.

6.50. Докажите, .что сумма квадратов длин ребер
тетраэдра равна учетверенной сумме квадратов рас-
расстояний между серединами его противоположных ребер.

6.51. Пусть а и ах, b и 617 с и cL
— длины пар проти-

противоположных ребер тетраэдра; а, р, у
— соответствен-

соответственные углы между ними (а, Р, у < 90°). Докажите, что
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одно из трех чисел аах cos a, bbx cos [3 и ссх cos у
— сум-

сумма двух других.
6.52. Прямая I проходит через середины ребер АВ

и CD тетраэдра ABCD; плоскость П, содержащая I,
пересекает ребра ВС и AD в точках М и N. Докажите,
что прямая I делит отрезок MN пополам.

Рпс. 44

6.53. Докажите, что прямые, соединяющие середй*
ну высоты правильного тетраэдра с вершинами грани,
на которую эта высота опущена, попарно перпендику-
перпендикулярны.

§ 7. Пирамида и призма

6.54. Плоскости боковых граней треугольной пира-
пирамиды образуют с плоскостью основания равные углы.

Докажите, что проекция вершины на плоскость осно-

основания является центром вписанной или вневписанной

окружности основания.

6.55. В треугольной пирамиде двугранные углы при
ребрах основания равны а. Найдите ее объем, если

длины ребер основания раины a, b и с.

6.56. На основании треугольной пирамиды SABC
взята точка М и через нее проведены прямые, парал-
параллельные ребрам SA, SB и SC и пересекающие боковые

грани в точках Ах, B± и Сх. Докажите, что

мл. А/Б.

SA "'
SB

"'
SC

6.57. Вершина S треугольной пирамиды SABC сов-

совпадает с вершиной конуса, а точки А, В и С лежат на

окружностп его основания. Двугранные углы при
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ребрах SA, SB и SC равны а, |3 и у. Найдите угол
между плоскостью SBC и плоскостью, касающейся
поверхности конуса по образующей SC.

6.58. Сонаправленные векторы ААХ, ВВ1 и ССЛ
перпендикулярны плоскости ABC, а их длины равны

соответствующим высотам треугольника ABC, радиус
вписанной окружности которого равен г.

а) Докажите, что расстояние от точки М пересече-
пересечения плоскостей АХВС, АВХС и АВСХ до плоскости

ABC равно г.

б) Докажите, что расстояние от точки N пересече-
пересечения плоскостей АХВХС, АХВСХ и АВХСХ до плоскости

ABC равно 2г.

6.59. В правильную усеченную четырехугольную
пирамиду с высотой боковой грани а можно вписать

шар. Найдите площадь ее боковой поверхности.
6.60. Через точку М основания правильной пирами-

пирамиды проведен перпендикуляр, пересекающий плоскости

боковых граней в точках Мх, ..., Мп. Докажите, что

сумма длин отрезков ММХ, ..., ММп одна и та же для

всех точек М основания пирамиды.

6.61. Шар вписан в n-уго.льную пирамиду. Боко-

Боковые грани пирамиды поворачиваются вокруг ребер ос-

основания и кладутся в плоскость основания так, что они

лежат по одну сторону от соответствующих ребер
вместе с основанием. Докажите, что вершины этих

граней, отличные от вершин основания, лежат на одной

окружности.
6.62. Из вершин основания вписанной пирамиды в

боковых гранях проведены высоты. Докажите, что пря-

прямые, соединяющие основания высот в каждой грани,
параллельны одной плоскости. (Плоские углы при

вершине пирамиды не прямые.)
6.63. В основании пирамиды с вершиной S лежит

параллелограмм ABCD. Докажите, что ее боковые реб-

ребра образуют равные углы с некоторым лучом SO, ле-

лежащим внутри четырехгранного угла SABCD, тогда и

только тогда, когда SA -\- SC = SB + SD.

6.64. Основаниями усеченной четырехугольной пи-

пирамиды ABCDA1B1C1D1 являются параллелограммы

ABCD и AyByC-iPi. Докажите, что любая прямая, пере-

пересекающая три из четырех прямых АВХ, ВСХ, CDX и DAX,
пересекает и четвертую прямую или параллельна ей.
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6.65. Найдите площадь полной поверхности призмы,
описанной около сферы, если площадь ее основания

равна S.

6.66. На боковых ребрах ВВ-^ и ССХ правильной
призмы АВСА1В1С1 взяты точки Р и Рх так, что

ВР : РВг = С1Р1 : РХС = 1:2.

а) Докажите, что двугранные углы при ребрах APh
и АгР тетраэдра ААгРРх — прямые.

б) Докажите, что сумма двугранных углов при реб-
ребрах АР, РРХ и Р1А1 тетраэдра АА1РР1 равна 180°.

Задачи для самостоятельного решения

6.67. В призму (не обязательно прямую) впи-

вписан шар.

а) Докажите, что высота призмы равна диаметру

шара.

б) Докажите, что точки касания шара с боковыми

гранями лежат в одной плоскости, причем эта плоскость

перпендикулярна боковым ребрам призмы.
6.68. Сфера касается боковых граней пирамиды в

центрах описанных около них окружностей; плоские

углы при вершине этой пирамиды равны. Докажите,
что пирамида правильная.

6.69. Сфера касается трех сторон основания тре-

треугольной пирамиды в их серединах и пересекает боко-

боковые ребра тоже в их серединах. Докажите, что пирами-

пирамида правильная.
6.70. Сумма длин противоположных ребер тетра-

тетраэдра ABCD одна и та же для любой пары противопо-

противоположных ребер. Докажите, что вписанные окружности

любых двух граней тетраэдра касаются общего ребра
этих граней в одной точке.

6.71. Докажите, что если двугранные углы тетра-

тетраэдра равны, то этот тетраэдр правильный.
6.72. В треугольной пирамиде SABC угол BSC

прямой и ZASC = Z.ASB = 60°. Вершины А и S и

середины ребер SB, SC, АВ и АС лежат на одной

сфере. Докажите, что ребро SA является диаметром
этой сферы.

6.73. В правильной шестиугольной пирамиде центр
описанной сферы лежит на поверхности вписанной.

Найдите отношение радиусов вписанной и описанной

сфер(
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6.74. В правильной четырехугольной пирамиде
центр описанной сферы лежит на поверхности вписан-

вписанной. Найдите величину плоского угла при верппшо

пирамиды.

6.75. В основании треугольной призмы ABCA-Ji-fix
лежит равнобедренный треугольник. Известно, что

пирамиды АВССи АВВ1С1 и АА1В1С1 равны. Найдпто

двугранные углы при ребрах основания призмы.

Решения

6.1. Нет, не в любом. Рассмотрим треугольник ABC, в ко-

котором угол А не прямой, и восставим к плоскости треугольники

перпендикуляр AD. В тетраэдре ABCD высоты, проведенные

из вершин С и D, не пересекаются.
6.2. а) Перпендикуляр, опущенный из вершины А на плос-

плоскость BCD, принадлежит всем трем данным плоскостям.

б) JleiKO проверить, что все указанные плоскости прохо-

проходят через центр описанной сферы тетраэдра.

6.3. Пусть AD = о, BD = b, CD = с, ВС = alt СА = Ь±
и АВ = cj. Вычислим длину т медианы DM. Пусть N — сере-

середина ребра ВС, DN =
р и AN = q. Тогда DM2 +

+ MN2— 2DM-MN cos DMN = ?>Л'2 п DMZ + AM2 —

— 2D М-AM cos DMA = AD2, а значит,

2 q2 2mgCOS ф 2 2 . W . 4mgCOS(p 2
m + "g-

—

g
== P И HI + -g- + g

= О .

Домножая первое равенство на 2 п складывая его со вторым ра-

равенством, получаем Зте2 = а2 + 2/>2 — 2ф1Ъ. А так как Р =

— BЬ2 + 2с2 — а\)/Ь и 92 = BЬ2 + 2с\ — о^)/4, то 9т2 =

(г2 2) ^14
6.4. Достаточно доказать, что если сфера вписана в трех-

трехгранный угол, то плоскость, проходящая через точки касания,

разделяет вершину S трехгранного угла и центр О вписанной

сферы. Плоскость, проходящая через точки касания, совпадает

с плоскостью, проходящей через окружность, по которой конус

с вершипой S касается данной сферы. Ясно, что эта плоскость

разделяет точки S и О; для доказательства можно рассмотреть
любое сечение, проходящее через точки S и О.

6.5. Проекция тетраэдра на плоскость, перпендикулярную

ребру а, является треугольником со сторонами 26\/а, 2S2/a
и Ь sin ф; угол между первыми двумя сторонами равен а. За-

Записав теорему косинусов для эюго треугольника, получаем тре-
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6.6. Рассмотрим тетраэдр ABCD. Пусть АВ =
a. CD — Ь\

а и Р — двугранные углы при ребрах АВ и CD; St и S2 — пло-

площади граней ABC и ABD, S3 и S4 — илощади граней CD A

и CDB; V — объем тетраэдра. Согласно задаче 3.3 V =

~2S1S2sinal3a и V = 2S3S4 sin р/36. Следовательно,
ab : sin a sin Р = 45г525я54 : 9F2.

6.7. а) Пусть а, Р и у
—

двугранные углы при ребрах гра-

грани с площадью Sx. Тогда Sx
— S2 cos a + S3 cos P + S4 cos у

(см. задачу 2.13). Кроме того, согласно задаче 6.5

S\ ~ 2S1Sg cos p =

Следовательно, ^ | | | ^ ^1B
+ S3 cos p + S4 cos v) = Si + Si + Si + S\.

б) Поделив обе части полученного в задаче а) равенства

на 9Fa, где V — объем тетраадра, приходим к требуемому.
6.8. Доказательство проведем сначала в случае, когда

центр описанного шара находится внутри тетраэдра. Прежде
всего докажем, что 1\ — R\ = 2/^г?4, где dt — расстояние от

центра описанного шара до s-ii грани, 1ц — высота тетраэдра,

опущенная на эту грань. Для определенности будем считать,
что номер i соответствует грани ABC. Пусть О — центр опи-

описанной сферы тетраэдра ABCD, О1 — проекция О на грань ABC,

DH — высота, Н1 — проекция О на DH. Тогда Ох#2 = DO\ —
— DH2 = l\ ~ h\ и ОН\ = DO2 ~ DH\ = fl2 — (fe4 — dtf = R2 ~

— d2 + 2hidi
— Щ, где R — радиус описанной сферы тетраэдра.

Так как O.JI = OHV то I2 — R2 + d\ = 2А^г. Остается заме-

заметить, что R\ = АО\ = АО2 — №\ = R2 — d\.
Завершают доказательство следующие преобразования:

Согласно задаче 8.1,6 ^ (ddhi) — '•

В случае, когда центр описанного шара находится вне тет-

тетраэдра, рассуждения почти не изменяются: нужно только одну

из величин dj считать отрицательной.
6.9. Пусть длины ребер AD, BD и CD равны а, Ь и с; длины

ребер ВС, СА и АВ равны а!, Ь' и с'. Проведем через вершину D

плоскость П, касающуюся описанной около тетраздра сферы.

Рассмотрим тетраэдр AYBCxD, образованный плоскостями П,
BCD, ABD и плоскостью, проходящей через вершипу В парал-

параллельно плоскости ACD, и тетраэдр AB^CiD, образованный
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плоскостями П, ABD, A CD и плоскостью, проходящей через
вершину А параллельно плоскости BCD (рис. 45).

Так как DC± — касательная к описанной окружности тре-

треугольника DBC, то AJBDCi— Z.BCD. Кроме того, BCY\\CD,
поэтому Z-CXBD = /LBDC. Следовательно, ADC±B °° ACBD,

а значит, DCi : DB = СВ : CD, т. е. DCX
— a'blc. Аналогично

DAi = c'b/a, DC2 = Ь'ale и DB2 = с'alb. А так как AAXCXD <*>

<n ADC2B3, то AYCt : AtD ~ DC2 : DB2, т. е. A^ = b'bVac.

B%

Рис. 45

Итак, длины сторон треугольника AtCiD, домноженные на ас/Ь„
равны а'а, Ъ'Ь и с'с, а значит,

Вычислим теперь объем тетраэдра A{BCxD. Рассмотрим
для этого диаметр DM описанной сферы исходного тетраэдра
и перпендикуляр В К, опущенный на плоскость AXCXD. Ясно,
что ВК J-D К и DMJ-DK. Опустим из середины О отрезка DM

перпендикуляр OL на отрезок DB. Так как ABDK °° ADOL,
то BKiBD = DL : DO, т. е. ВК = Ь2/2й. Поэтому

V --BKS
Ь4

Л1ВС1Г) 3 Л1С1Г) fi/?a2c2

Отношение объемов тетраэдров А^ВСф п ABCD равно про-

произведению отношения площадей граней ВСф и BCD и отно-

отношения длин высот, опущенных на эти грани; последнее отно-

отношение равно SA BD: SABD. Так как ADC^B со дСб/?, то

S Бс D: S = (DB : CDJ— b2 ; с2. Аналогично SA BD :

¦= Ь2 : a2. Следовательно,

Ь4
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6.10. Пусть Si и So — площади граней с общим ребром а,

S3 и Si ¦— площади граней с общим ребром Ь. Пусть, далее, а,
тип — длины ребер грани с. площадью S^, a, v и б — величины

двугранных углов при этих ребрах, ht — длина высоты, опущен-

опущенной на эту грань; Н
— основание этой высоты; V — объем тет-

тетраэдра. Соединяя точку // с вершинами грани Slt получаем три

треугольника. Выражая площадь грани 53 через площади этих

треугольников, получаем

ah ctg a + mh1 ctg у + nh ctg 6= 2 5,

(так как углы а, у и б изменяются от 0° до 180°, эта формула оста-

остается справедливой и в том случае, когда точка Н лежит вне

грани). Учитывая, что h^ = ЗУ/^, получаем

a ctg а + т ctg у + п ctg б = 25^/37.
Сложив такие равенства для граней Sj и S2 и вычтя из

них равенства для остальных граней, получим

a ctg а - Ъ ctg р = (s\ + S22- S* - S\)/W.
Возведем это равенство в квадрат, заменим ctg2a и ctg2 P на

l/sin2a — 1 и l/sin2P — 1 и воспользуемся равенствами

«7sin2 a = iSlsl/W2 и 62/sin2 P = 4S2S2/9F2 (см. задачу 3.3).
В итоге получим

а2 + Ь2 + 2аЬ ctg a ctg р
= B<? — T)/9V2,

где Q — сумма квадратов попарных произведений площадей гра-
граней, Т — сумма четвертых степеней площадей граней.

6.11. Пусть V— объем тетраэдра; Sv 52, 5д и S^—площа-
S^—площади его граней. Если расстояние от точки О до i-й грани равно

/»г, то B eihiSi)/3 = V, где ег = = + 1, если точка О и тет-

тетраэдр лежат по одну сторону от t-й грани, и ег =
— 1 в про-

противном случае. Следовательно, если г — радиус шара, касаю-

касающегося всех плоскостей граней тетраэдра, то B ei^i) r/3—V,

т. е. 2 ег$1 > 0- Обратно, если для данного набора ег = + 1

величина ^ ei^i положительна, то существует соответствую-

щпй шар. В самом деле, рассмотрим точку, для которой h1 =
= h2 = h3 = г, где г = SV/'^leiSi (иными словами, мы рассмат-

рассматриваем^ точку пересечения трех плоскостей). Для этой точки
h также равно г.

Для любого тетраэдра существует вписанный шар (ег =»

= 1 при всех i). Кроме того, так как площадь любой грани мень-

меньше суммы площадей остальных граней (задача 10.22), то сущест-

существует 4 вневписапных шара, каждый из которых касается одной
грани и продолжений трех других граней (одно из чисел et рав-
равно —1).
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Ясно также, что если для некоторого набора ег
= ±1 вс-

ина^ e^Sj положительна, то для набора с противоположными

знаками она отрицательна. Так как всего наборов 24 = 16, то

шаров не более 8. Ровно 8 их будет в том случае, когда сумма

площадей любых двух граней не равна сумме площадей двух

других граней.
6.12. Возьмем на луче AS точку А± так, что AAl = 2AS.

В пирамиде SAXBC двугранные углы при ребрах SA1 и SC рав-

равны и SAi = SC, поэтому АУВ = СВ = а. Треугольник АВА$
прямоугольный, так как его медиана BS равна половине сторо-

стороны AAi. Следовательно,

АА\ = АхВг + AJ32 = а2 + с2, т. е AS = VT+^/l.
6.13. Если в тетраэдре ABCD сумма длин ребер Ли и CD

равна сумме длин ребор ВС и AD, то существует сфера, касаю-

касающаяся этих четырех ребер во внутренних точках (см. задачу

8.30). Пусть О — центр этой сферы. Заметим теперь, что если

пз точки X проведены касательные ХР и XQ к сфере с центром

О, то точки Р и Q симметричны относительно плоскости, про-

проходящей через прямую ХО и середину отрезка PQ, а значит,

плоскости РОХ и QOX образуют с плоскостью XPQ рав-

равные углы.

Проведем 4 плоскости, проходящие через точку О и рассмат-

рассматриваемые ребра тетраэдра. Они разбивают каждый из рассмат-

рассматриваемых двугранных углов на 2 двугранных угла. Выше было

показано, что полученные двугранные углы, прилегающие к од-

одной грани тетраэдра, равны. Как в одну, так й в другую рас-

рассматриваемую сумму двугранных углов входит по одному полу-

полученному углу для каждой грани тетраэдра.

6.14. Пусть а ¦—длина наибольшего ребра тетраздра. В обоих)

гранях, прилегающих к этому ребру, оно является гипотенузой.
Эти грани равны, так как подобные прямоугольные треугольни-
треугольники с общей гипотенузой равны; пусть тип —

длины катетов

втих прямоугольных треугольников, Ь — длина шестого ребра
тетраэдра. Возможны два варианта:

1) Ребра длиной m выходят из одного конца ребра а, ребра
длиной п — из другого. В треугольнике со сторонами т, т и 6

прямым может быть только угол, противолежащий fe; кроме

того, в треугольнике со сторонами а, т и п катеты тоже должны

быть равны, т. е. т = п. В итоге получаем, что все грани тетра-

тетраэдра равны.

2) Из каждого конца ребра а выходит одпо ребро длиной т

и одно ребро длиной п. При ятом, если а
—

Ь, тетраэдр тоже бу~
дет равногранный,
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Заметим теперь, что в равногранноы тетраэдре не может быть

I прямых плоских углов (задача 6.49). Следовательно, в дейст-
I вптельности возможен только второй вариант, причем Ь <; а.

[ Пусть для определенности т ^ п. Так как треугольники со сто-

1 ронами а, т, п и т, п, Ъ подобны, причем наименьшей стороной

второго треугольника не может быть сторона п, то а : т =*

¦ m : п = п : Ъ = к > 1. Учитывая, что а2 = та2 + п2, по-

получаем
X* = г? + 1, т. е. У. = /A + У5)/2.

6.15. Опустим перпендикуляры АгК и ВУК на С?>, ?3?

и CYL на Л?>, CjAf и DtM на ЛВ, О^ п AtN на ВС. Отношения

длин этих перпендикуляров равны косинусу двугранного угла

при ребре правильного тетраэдра, т. е. они равны 1/3 (см. за-

задачу 2.14). Так как стороны четырехугольника A1B1CiD1 пер-

перпендикулярны граням правильного тетраэдра, их длины рав-

равны (см. задачу 8.25). Следовательно, ArK = B\L = C\M =¦

= DiN = х и ВхК = СЛЬ = DjM = Aj^N = Зх. Рассмотрим

развертку тетраэдра (рис. 46). Ребра тетраэдра разделены точ-

точками К, L, М и Лт на отрезки длиной т и п. Так как х2 + п2 =

= DtB2 = 9ж2 -4- т2. то 8Ж2 = геа — т2 = (п + т)(п — т) =¦

= а(п — т.). Пусть луч BDt пересекает сторону АС в точке Р\

Q и R — проекции точки Р на стороны АВ и ВС. Так как .РЯ :

i PQ = 1 : 3, то СР : РЛ = 1 : 3.

ВС 11 5
г

и -ГБ
=

"о" + IF = ТТ- Следовательно,

а значит, а; = а/4]/3. Длины

АфхСфх равны 2]/2з:= я//6»

Поэтому Ц =
1+ -|„1

п : m = BR : ?(> =7:6,

сторон четырехугольника
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6.16. По условию KLMN — квадрат. Проведем через точ-

точки К, L, М и N плоскости, касающиеся сферы. Так как все эти

плоскости одинаково наклонены к плоскости KLMN, то опп

пересекаются в одной точке S, расположенной на прямой 00,,
где О — центр сферы, а 01 — центр квадрата. Эти плоскости

пересекают плоскость квадрата KLMN по квадрату TUVW,

серединами сторон которого
являются точки К, L, М и

Лт (рис. 47). В четырехгран-
четырехгранном угле STUVW с верши-

вершиной 5 все плоские углы рав-

равны, а точки К, L, М ш N ле-

лежат на биссектрисах его плос-

плоских углов, причем SK =

= SL = SM = SN. Следова-

Следовательно, SA = SC и SD =

= SB, а значит, А К = AL
—

= СМ = CN и BL = ВМ =

== DN = DK. По условию Л С

тоже касается шара, поэтому
АС = АК + CN = 2AK. А.

(гак как SK — биссектриса угла DSA, то DK : КА = DS : SA =

= ?>? : АС. Из равенства .4С = 1АК следует теперь, что

DB — 2DK. Пусть Р — середина отрезка DB; тогда Р лежит

на прямой SO. Треугольники DOK и DOP равны, так как

DK = DP и /LDKO = 90Q = /LDPO. Поэтому ОР = ОК =

•= Я, где Л — радиус сферы, а значит, DB тоже касается сферы.
6.17. а) Пусть ВС = а, СА = Ь, АВ = с, DA =

аг, DB
=

= bj и /ЭС = Cj. Пусть, далее, G — точка пересечения медиан

треугольника ABC, N — точка пересечения прямой DM с опи-

описанной сферой, К — точка пересечения прямой AG с описанной

окружностью треугольника ABC. Докажем сначала, что

AG-GK = (а2 + Ь2 + с2)/9. В самом деле, AG-GK = Я2 — О^2,
где R — радиус описанной окружности треугольника ABC,

0i
— ее центр. Но О^2 = R2 — (а2 + Ь2 + с2)/9 (см. Шары-

гин, 11.193,6). Далее, DG-GN = AG-GK = (а2 + Ь2 + с2)/9,
а значит, GiV = (а2 + Ь2 + с2)/9те, где

t = DG = ]/3 (а» + Ъ\ + с2) - а2 - Ь2 - A)

(см. задачу 6.3). Поэтому DN = DG + G7V = m + (а2 + Ь2 -fc

+ c2)/9m= (а2 + Ь2 + с2)/3т.
Перпендикулярность прямых DM и ОМ эквивалентна ра-

равенству DN = 2DM, т. е. (а2 + Ь\ + с2)/3т = Зт/2. Выра-

Выражая т по формуле A), получаем требуемое.
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б) Воспользуемся обозначениями задачи а) и ее результа-

результатом. Пусть х = а\ + Ь\ + с2 м у
— а2 + W- + с2. Требуется

проверить, что х= у. Пусть, далее, Alt Bi и Сх —точки пере-

пересечения медиан треугольников DBC, DAC и DAB. При гомо-

гомотетии с центром D и коэффициентом 3/2 точка пересечения ме-

медиан треугольника А^В^С^ переходит- в точку пересечения ме-

медиан треугольника ABC. Поэтому М — точка пересечения про-

продолжения медианы DX тетраэдра А^В^Сф с описанной сферой
этого тетраэдра, а значит, для вычисления длины отрезка DM

можно воспользоваться формулой для DN. полученной в за-

задаче а):

DM = (DAl + DB\ + DC\)/ZDX.
Ясно, что DX = 2те/3; выражая DAi, DB± и DC± через медианы ,

а медианы через стороны, получаем DA\ + DB2 -f- DC2 =

= Dя — y)fQ. Следовательно, DM = Dя — у)/18т. С другой сто-

стороны, DM
= Зга/4, поэтому 2D# — у) = 27'п2. Согласно фор-

формуле A) 9т2 = Ъх — у, а значит, 2Dж — у) = 3Cж — у), т. е.

х = у.

6.18. Пусть CD = а. Тогда АС = a/sin a, ВС = a/sin 0

и А В = ajActg^ + ctg2p. Учитывая, что Л В2 = АС2 + ВС2 —

— 1А С-ВС cos cp, получаем требуемое.
6.19. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед ребра

АВ, AD и ЛЛг которого являются ребрами данного тетраэдра.

Отрезок, соединяющий середины ребер А В и A^D, является

средней линией треугольника ABD1 (параллельной BDj);
следовательно, его длина равна d/2, где d — длина диагона-

диагонали параллелепипеда.

6.20. Так как S\BC = S\BD + S2BCD + S\cv (см. задачу

1.22), то SABC = l/aV + 62с2 + а2с2/2. Следовательно, объем

тетраэдра равен h у a2b2 -j- Ь2с2 + a2c2/6. С другой стороны, он

равен abc/(j. Приравнивая эти выражения, получаем требуемое.
6.21. Возьмем на лучах АС и AD точки Р и R так, что

АР = АН = АВ, и рассмотрим квадрат APQR. Ясно, что

ААВС = ARQD и AABD = APQC, а значит, ABCD = А<??>С.
Таким образом, сумма плоских углов при вершине В равна

/LPQC + L.CQD + /LDQR = ^1Р()Й = 90°.

6.22. Для каждого ребра тетраздра существует лишь одно

несмежное с ним ребро, поэтому среди любых трех ребер найдут-
найдутся два смежных. Заметим теперь, что прямыми не могут быть

три двугранных угла при ребрах одной грани. Следовательно,

возможны два варианта расположения трех ребер, двугранные
углы при которых прямые: 1) эти ребра выходят из одной вер-

вершины; 2) два ребра выходят из концов одного ребра.
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В первом случае достаточно воспользоваться результатом

задачи 5.2.

Рассмотрим второй случай: двугранпыо углы при ребрам

АВ, ВС и CD прямые. Тогда тетраэдр ABCD выглядит следую-

следующим образом: в треугольниках ABC и BCD углы АСВ и CBD

прямые и угол между плоскостями этих треугольников тоже

прямой. В этом случае углы АСВ, ACD, ABD и CBD прямые.

6.23. Согласно решению задачи 6.22 возможны два ва-

варианта.

1) Все плоские углы при одной вершине тетраэдра прямые.
Но в этом случае длины всех отрезков, соединяющих середины

противоположных ребер, равны (задача 6.19).

2) Двугранные углы при ребрах АВ, ВС и CD прямые.
В этом случае ребра AC n BD перпендикулярны граням CBD

и ABC соответственно. Пусть АС = 2х, ВС — 2у и BD — 2z.

Тогда длина отрезка, соединяющего середины ребер АВ и CD,
и отрезка, соединяющего середины ребер ВС и AD, равна

ух2 + г2, а длина отрезка, соединяющего середины ребер АС

и BD, равна ]Лж2 + V2 + г2. Поэтому х1 + г2 = а2 и х2 +

-j- Ay2 -j- z2 = b2. Наибольшим ребром тетраэдра ABCD являет-

является ребро AD; квадрат его длины равен 4(#а + у2 + z2) = Ъ2 -\-

Ч-За2.

6.24. Как следует из решения задачи 6.22, можно считать,

что вершинами данного тетраэдра являются вершины А, В, D

И Di прямоугольного параллелепипеда ABCDA1BiCiD1. Пусть
а — искомый угол; АВ = a, AD = b и DDl = с. Тогда а

=

«= Ъ tg а и с = b tg а. Косинус угла между плоскостями BBXD

и ABCt равен

aclY^+ Ъ2Уъ2-\- с2 = tg2a/(l + tg2a) = sin2K

{см. задачу 1.9,а). Следовательно, cos a = sin2a =1 — cos2a,

т. e. cos a = (—1 ± у 5)/2. Так как 1 + у 5 > 2, окончатель-

окончательно получаем a = arccos ((]/5 — 1)/2).
6.25. а) Пусть А В = CD, AC — BD и сумма плоских углов

при вершине А равна 180е. Докажем, что AD = ВС. Для этого

достаточно проверить, что /LACD = А.ВАС. Но как сумма уг-

углов треугольника ACD, так и сумма плоских углов при всршино
А равны 180°; кроме того, /LDAB — /LADC, так как /\DAB=
= AADC.

б) Пусть Oj и О2 — точки касания вписанной сферы с гра-

гранями ABC и BCD. Тогда ^ОХВС = /\О2ВС. Из условия задачи

следует, что О< и О2 — центры описанных окружностей указан-

указанных граней. Поэтому Z.BAC = Z.fiOjC/2 = <LBO2C/2 ~ /LBDC,

Аналогичные рассуждения показывают, что каждый из плоския
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углов при вершине D равеп соответствующему углу треуголь-

треугольника ABC, а значит, их сумма равна 180°. Это утверждение

справедливо для всех вершин тетраэдра. Остается воспользовать-

воспользоваться результатом задачи 2.32,а.

в) Углы ADB и А СВ опираются на равные хорды в равных

окружностях, поэтому они равны или составляют в сумме 180°.

Предположим сначала, что для каждой пары углов граней тет-

тетраэдра, опирающихся на одно ребро, имеет место равенство

углов. Тогда, например, сумма плоских углов при вершине D

равна сумме углов треугольника ABC, т. е. равна 180°. Сумма
плоских углов при любой вершине тетраэдра равна 180°, по-

атому он равногранный (см. задачу 2.32,а).
Докажем теперь, что случай, когда углы ADB и АСВ не

равны, невозможен. Предположим, что /LADB -j- /_АСВ = 180"

и /LADB Ф Z-ACB. Пусть для определенности угол ADB ту-
тупой. Поверхность тетраэдра ABCD можно так «развернуть»
на плоскость ABC, что образы Da, Db и Dc точки D попадут па

описанную окружность треугольника ABC; при этом направле-
направление поворота боковой грани вокруг ребра основания выбирается
в соответствии с тем, равны ли углы, опирающиеся на это ребро,
пли же они составляют в сумме 180°. В процессе разворачива-
разворачивания точка D движется по окружностям, плоскости которых пер-

перпендикулярны прямым АВ, ВС и СА. Эти окружности лежат

в разных плоскостях, поэтому любые две из них имеют не более

двух общих точек. Но две общих точки есть у каждой пары этих

окружностей: точка D и точка, симметричная ей относительно

плоскости ABC. Следовательно, точки Da,Db и Dc попарно раз-
различны. Кроме того, ADb = ADC, ВТ)а = BDC и CDa = CDb.
Развертка выглядит следующим образом: в окружность вписан

треугольник ADCB с тупым углом Dc; из точек А и В проведены

корды ADb и BDa, равные ADC и BDC соответственно; С — сере-

середина одной из двух дуг, заданных точками Da и Db. Одна из се-

середин этих двух дуг симметрична точке Dc относительно пря-

прямой, проходящей через середину отрезка А В перпендикулярно

ему; эта точка нам не подходит. Искомая развертка изображена
на рис. 48. Углы при вершинах Da, Db и Dc шестиугольника

ADcBDoCDb дополняют до 180° углы треугольника ABC, по-

поэтому их сумма равна 360°. Но эти углы равны плоским углам

при вершине D тетраэдра ABCD, поэтому их сумма меньше

360°. Получено противоречие.

г) Пусть К и L — середины ребер АВ и CD, О — центр

масс тетраэдра, т. е. середина отрезка KL. Так как О — центр

описанной сферы тетраэдра, то треугольники АОВ и COD рав-

равнобедренные, с равными боковыми сторонами и равными ме-

медианами ОК и OL. ПоэтомуДАСВ = ДССШ, а значит, АВ =
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= CD. Аналогично доказывается равенство других пар про
тивоположных ребер.

6.26. Трехгранные углы при вершинах А и С имеют pan

ные двугранные углы, поэтому они равны (задача 5.3). Следо

вательно, равны их плоские углы, а значит, /\АВС = /\СРА

6.27. Центр масс тетраэдра лежит на прямой, соединяющей

середины ребер АВ и CD. Следовательно, на этой прямой лежит

центр описанной сферы тетраэд-

тетраэдра, а значит, указанная прямая

перпендикулярна ребрам А В и

CD. Пусть С и D' — проекции

точек С и D на плоскость, про-

проходящую через прямую АВ па-

параллельно CD. Так как А СBD' —

параллелограмм, то АС = BD и

AD = ВС.

6.28. Пусть К и L — середи-
середины ребер АВ и CD. Центр масс

тетраэдра лежит на прямой KL,

рпс ^g поэтому центр вписанной сферы
также лежит на прямой KL. Сле-

Следовательно, при проекции на

плоскость, перпендикулярную CD, отрезок KL переходит
в биссектрису треугольника, являющегося проекцией грани
ABC. Ясно также, что проекция точки К является серединой

проекции отрезка АВ. Поэтому проекции отрезков KL и АВ

перпендикулярны, а значит, плоскость KDC перпендикулярна
плоскости П, проходящей через ребро АВ параллельно CD.

Аналогично плоскость LAB перпепдикулярна П. Следовательно,

прямая KL перпендикулярна П. Пусть С и D' — проекции то-

точек С и D на плоскость П. Так как ACBD' — параллелограмм,
то АС = BD и AD = ВС.

6.29. Пусть S — середина ребра ВС; К, L, М и N — се-

середины ребер АВ, AC, DC и DB. Тогда SKLMN —четырех-

—четырехгранный угол с равными плоскими углами, а его сечение

KLMN — параллелограмм. С одной стороны, четырехгранный

угол с равными плоскими углами имеет сечение — ромб (за-
(задача 5.16,6); с другой стороны, любые два сечения четырех-

четырехгранного угла, являющиеся параллелограммами, параллельны

(задача 5.16,а). Поэтому KLMN — ромб; кроме того, из решения

вадачи 5.16,6 следует, что SK — SM и SL = SN. Это озна-

означает, что АВ = DC и АС = DB. Следовательно, ?±ВАС =
= &ABD и ВС = AD.

6.30. Точка касания вневписанной сферы с гранью ABC

совпадает с проекцией Н точки Od (центра сферы) на плоскость
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ABC. Так как трехгранный угол OdABC прямой, то Н — точка

пересечения высот треугольника ABC (см. задачу 2.11).

Пусть О — точка касания вписанной сферы с гранью ABC.

Из результата задачи 5.13,6 следует, что прямые, соединяющие

точки О а 11 с вершинами треугольника ABC, симметричны от-

относительно его биссектрис. Нетрудно доказать, что это означает,

что О — центр описанной окружности треугольника ABC (до-

(доказательство достаточно провести для остроугольного треуголь-

треугольника, так как точка Н принадлежит грани). Таким образом,
точка касания вписанной сферы с гранью А ВС совпадает с цент-

центром описанной окружности этой грани; для остальных граней

доказательство этого проводится аналогично. Остается восполь-

воспользоваться результатом аадачп 6.25,6.

6.31. Достроим данный, тетраэдр до прямоугольного па-

параллелепипеда (см. задачу 6.48,а); пусть х, у и z — ребра этого

параллелепипеда. Тогда ж2 -f- у2 = a2, j/2 + z2 = Ъ2 и г2 +

+ а:2 = с2. Так как R = d/2, где d — диагональ параллелепи-

параллелепипеда, а d2 = х2 + г/2 + г2, то В.г = (ж2 + Уг + г2)/4 = (а2 +

-Ь Ь2 + с2)/8.
Складывая равенства а;2 + j/2 = а2 и г2 -f- ж2 = с2 и вычитая

из них равенство у2 + z2 = Ьа, получаем ж2 = (о2 -f- с2 — Ь2)/2.
Аналогично находим j/2 и г2. Так как объем тетраэдра в три раза

меньше объема параллелепипеда (см. решение задачи 3.4), то

FB = (ceyzJ/9 = (а2 + Ь2 — с2)(а2 + с2 — 62К?>г + с2 — я2)/72.

6.32. Достроим данный тетраэдр до прямоугольного парал-

параллелепипеда (см. задачу 6.48, а). Точка пересечения биессктор-
ных плоскостей двугранных углов тетраэдра (т. е. центр впи-

вписанного шара) совпадает с центром О параллелепипеда. Рассмат-

Рассматривая проекции на плоскости, перпендикулярные ребрам тет-

тетраэдра, легко проверить, что грани тетраэдра удалены от вер-

вершин параллелепипеда, отличных от вершип тетраэдра, вдвое

больше, чем от точки О. Следовательно, эти вершины являются

центрами вневписанных шаров. Этим доказаны оба утверж-

утверждения.

6.33. Достроим данный тетраэдр до прямоугольного парал-

параллелепипеда. Пусть ААц — его диагональ, О — его центр. Точка

Н± является проекцией точки А\ на грань BCD (см. задачу 2.11),
а центр Of описанной окружности треугольника BCD — проек-

проекцией точки О. Так как О — середина отрезка АА±, точки Н и Hi

симметричны относительно Of.

Рассмотрим проекцию параллелепипеда на плоскость, пер-

перпендикулярную BD (рис. 49; в дальнейшем решении исполь-

вуются обозначения этого рисунка, а не обозначения в прост-
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ранстве). Высота СС треугольника BCD параллельна плос-

плоскости проекции, поэтому длины отрезков ВНг и CHj равны h^
и /г2; длины отрезков АН а А1Н1 при проецировании не измени-

изменились. Так как АН : AiHl
= АС : АЛВ = 2 и АХНХ : ВПХ =

6.34. Воспользуемся решением предыдущей задачи и обо-

обозначениями рпс. 49; на этом рисунке Р — середина высоты АН.

Легко проверить, что ОН = ОНг = ОР = у г2 -f- а2, где г —

расстояние от точки О до грани,
а — расстояние между центром опи-

описанной окружности и точкой пере-

пересечения высот грани.

6.35. а) Пусть е15 е2, е3 и е4 —

единичные векторы, перпендикуляр-

перпендикулярные граням и направлепные во внеш-

внешнюю сторону. Так как площади всех

граней равпы, то ei + е2 + ез 4"

+ е4
= о (см. задачу 7.19). Следо-

Следовательно, 0 = | е± + е2 + es + е4|2 =
= 4-f-2^(eii ej)- Остается заме-

заметить, что скалярное произведение

где фг.-
— двугранный угол между гра-

Рис. 49

(ег, еу.) равно —cos

нями с номерами i п /.

б) Возьмем на одном ребре данного трехгранного угла

с вершиной S произвольную точку А и проведем из нее отрезки

АВ и АС до пересечения с другими ребрами так, что /LSAB =

= /LASC и /LSAC = ^LASB. Тогда Дб'СЛ = ДЛД5. Так как

сумма углов треугольника ACS равна сумме плоских углов

при вершине 5, то /L.SCA = /LCSB. Следовательно, /\_SCA
=

= /\CSB, а значит, тетраэдр ABCS равногранный. Согласно

задаче а) сумма косинусов двугранных углов при ребрах этого

тетраэдра равна 2, а эта сумма в два раза больше суммы коси-

косинусов двугранных углов данного трехгранного угла.

6.36. а) Пусть ADA.BC. Тогда существует плоскость П,

проходящая через ВС и перпендикулярная AD. Высота, опу-

опущенная из вершины В, перпендикулярна AD, поэтому она ле-

лежит в плоскости П. Аналогично высота, опущенная из

вершины С, лежит в плоскости П. Следовательно, эти высоты

пересекаются в одной точке. Эта точка принадлежит также плос-

плоскости П', проходящей через AD и перпендикулярной ВС. Остает-

Остается заметить, что плоскости П п П' пересекаются по общему пер-
перпендикуляру к AD и ВС.

б) Пусть высоты ВВ' п СС пересекаются в одной точке.

Каждая из высот ВВ' п СС перпендикулярна AD. Поэтому
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плоскость, содержащая эти высоты, перпендикулярна AD, а зна-

значит, BCA-AD.

в) Пусть две пары противоположных ребер тетраэдра пер-

перпендикулярны. Тогда третья пара противоположных ребер тоже

перпендикулярна (задача 7.1).
Следовательно, высоты тетраэдра попарно пересекаются.

Если несколько прямых попарно пересекаются, то они лежат

в одной плоскости или проходят через одну точку. В одной
плоскости высоты тетраэдра лежать не могут, так как иначе

в одной плоскости лежали бы и его вершины; поэтому они пере-

пересекаются в одной точке.

6.37. Из решения задачи 6.36,а следует, что точка пере-

пересечения высот принадлежит каждому общему перпендикуляру
к противоположным парам ребер.

6.38. а) Четырехугольник KLMN — параллелограмм, сто-

стороны которого параллельны АС и BD. Его диагонали КМ и LN

равны тогда и только тогда, когда он прямоугольник, т. е. АСА.

A-BD.

Отметим также, что плоскость KLMN перпендикулярна

общему перпендикуляру к АС и BD и делит его пополам,

б) Следует из результатов задач 6.38, а и 6.36, в.

6.39. а) Так как BC-i-AD, то существует плоскость П„
проходящая через прямую AD и перпендикулярная ВС; пусть

U — точка пересечения прямой ВС с плоскостью П. Тогда A U

п DU — перпендикуляры, опущенные из точек А и D на пря-

прямую ВС.

б) Пусть A U и DU — высоты треугольников ABC и DBC.

Тогда прямая ВС перпендикулярна плоскости ADU, а значит,

BCA-AD.

6.40. а) Следует из задачи 7.2.

б) Воспользовавшись результатами задач 6.6 и 6.10, по-

получаем, что произведения косинусов противоположных дву-

двугранных углов равны тогда и только тогда, когда равны суммы

квадратов противоположных ребер.
в) Достаточно проверить, что если все углы между проти-

противоположными ребрадш равны а, то а = 90°. Предположим, что

а Ф 90°, т. е. cos а Ф 0. Пусть а, Ь и с — произведения длин

пар противоположных ребер. Одно из чисел a cos а, Ь cos a

и с cos а равно сумме двух других (задача 6.51). Так как

cos и ?= 0, то одно из чисел a, b и с равно сумме двух дру-

других. С другой стороны, существует треугольник, длины сто-

сторон которого равны a, b и с (задача 6.9). Получено противо-
противоречие.

6.41. а) Если A BCD — ортоцентрический тетраэдр, то

АВ% + CD2 = AU1 + ВС2 (см. задачу 6.40, а). Поэтому ЛЯ2 +
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•f AC2 — ВС2 = AD2 + AC2 — CD2, т. е. косинусы углов ВАС

и DAC имеют один знак.

б) Так как в треугольнике не может быть двух не острых

углов, то, учитывая результат задачи а), получаем, что еслп

Z.BAC ^ 90°, то треугольник BCD остроугольнып.

6.42. Пусть К и L — середины ребер А В и CD. Точка Н

лежит в плоскости, проходящей через CD перпендикулярно АВ,
а точка О — в плоскости, проходящей через К перпендикулярно
АВ. Эти плоскости симметричны относительно центра масс М

тетраэдра
— середины отрезка KL. Рассматривая такие плос-

плоскости для всех ребер, получаем/что точки Н и О симметричны от-

относительно М, а значит, KIILO — параллелограмм. Квадраты
его сторон равны R2 — АВ2/Ь и R2 — CZ>2/4, поэтому
ОЮ = 2(Я2 — АВ2/Ь) + 2(Я2 — СГ>2/4) — d2 = 4Л2 — (АВ2 +
+ CZJ)/2 — й2. Рассматривая сечение, проходящее через точ-

»у М параллельно АВ и CD, получаем, что АВ2 -j- CD2 = id2.

6.43. а) Окружности 9 точек треугольников ABC и DBC

принадлежат одной сфере тогда и только тогда, когда основания

высот, опущенных из вершин А и D на прямую ВС, совпадают.
Остается воспользоваться результатом задачи 6.39, б.

б) Отрезки, соединяющие середины противоположных ре-
бор, пересекаются в одной точке, делящей их пополам,— центре

масс; кроме того, для ортоцентрического тетраэдра их длины

равны (задача 6.38, б). Следовательно, все окружности 9 точек

граней тетраэдра принадлежат сфере с диаметром, равным дли-

длине отрезка, соединяющего середины противоположных ребер,
и центром в центре масс тетраэдра.

в) Обе эти сферы проходят через середины ребер АВ, BD,
DC и СА, а эти точки лежат в указанной плоскости.

6.44. Пусть О, Л/ и И — центр описанной сферы, центр

масс и точка пересечения высот ортоцентрического тетраэдра.

Из решения задачи 6.42 следует, что М — середина отрезка ОН.

Центры масс граней тетраэдра являются вершинами тетраэдра,

гомотетичного данному с центром гомотетии М а коэффициен-
коэффициентом —1/3. При этой гомотетии точка О переходит в точку Of,
лежащую на отрезке МН, причем МОг — МО/3. Следовательно,

IIOi
— НО/3, т. е. точка О переходит в О, при гомотетии с цен-

центром II и коэффициентом 1/3. При этой гомотетии вергапны тет-

тетраэдра переходят в указанные точки на высотах тетраэдра.

Итак, 8 из 12 данных точек лежат на сфере радиуса /?/3 с цент-

центром Oi (R — радпус описанной сферы тетраэдра). Остается до-

доказать, что на той же сфере лежат точки пересечения высот гра-

граней. Пусть О', //' и М' — центр описанной окружности, точка

пересечения высот и центр масс какой-либо грани (рис. 50).

Точка Л/' делит отрезок О' Н' в отношении О' М' : М' Н' = 1 : 2
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{см. Прасолов, 10.1 или Шарыгин, 11.147). Теперь легко вычис-

вычислить, что проекция точкп О1 на плоскость этой грани совпадает

с серединой отрезка М'Н', а значит, точка О] равноудалена
от М' и Я'.

6.45. а) Из решения задачи 6.44 следует, что при гомотетии

с центром Н и коэффициентом 3 точка М' переходит в точку

описанной сферы тетраэдра.

б) Из решения задачи 6.44 следует, что при гомотетии с цен-

центром М и коэффициентом —3 точка И' переходит в точку опи-

описанной сферы тетраэдра.

6.46. Так как ABJ_CD, то существует плоскость, проходя-

проходящая через АВ и перпендикулярная CD- В этой плоскости лежит

как точка пересечения высот,

опущенных из вершин А и В,

так и точка Монжа. Если провес-

провести такие плоскости через все реб-

ребра, то они будут иметь единст-

единственную общую точку.

6.47. Рассмотрим тетраэдр,

в котором данные отрезки сое-

соединяют середины противополож-

противоположных ребер, и достроим его до

параллелепипеда. Ребра этого

параллелепипеда параллельны

данным отрезкам, а его грани проходят через их концы. Следова-

Следовательно, этот параллелепипед однозначно определяется данными

отрезками, а до одного и того же параллелепипеда достраивают-

достраиваются ровно два тетраэдра.

6.48. а) Диагоналями противоположных граней полученного

параллелепипеда являются два противоположных ребра тетра-

тетраэдра. Эти грани будут прямоугольниками тогда и только тогда,

когда противоположные ребра равны.

Результат этой задачи используется при решении задач

б — г.

б) Достаточно заметить, что данные отрезки параллельны

ребрам параллелепипеда.

в) Пусть площади всех граней тетраэдра равны. Достроим
тетраэдр ABXCD\ до параллелепипеда ABCDA\B\C-J)X. Рас-

Рассмотрим проекцию на плоскость, перпендикулярную прямой А С.
Так как высоты треугольников ACBi и ACD\ равны, то проек-

проекцией треугольника ABiDi является равнобедренный треуголь-
треугольник, причем точка Af проецируется в середину его основания.

Следовательно, ребро AAt перпендикулярно грани АВCD. Ана-

логичпые рассуждения показывают, что параллелепипед прямо-

прямоугольный,
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г) Воспользуемся обозначениями задачи в) п снова рассмот-

рассмотрим проекцию на плоскость, перпендикулярную АС. Если центр

вписанной сферы совпадает с центром масс, то плоскость ACA\Ci

проходит через центр вписанной сферы, т. е. является биссек-

ториой плоскостью двугранного угла при ребре АС. Следова-

Следовательно, при проекции отрезок АА\ переходит в биссектрису и

медиану проекции треугольника ABiD1, а значит, ребро AAi
перпендикулярно грани ABCD.

6.49. Достроим равнограпный тетраэдр до параллелепипеда.

Получим прямоугольный параллелепипед (задача 6.48, а). Если
его ребра равны а, Ъ и с, то квадраты сторон грани тетраэдра

равны а2 + б2, Ь2 + с2 и с2 + а2- Так как сумма квадратов лю-

любых двух стороп больше квадрата третьей стороны, грань явля-

является остроугольным треугольником.
6.50. Достроим тетраэдр до параллелепипеда. Расстояния

между серединами скрещивающихся ребер тетраэдра равны дли-

длинам ребер этого параллелепипеда. Остается воспользоваться

тем, что если а и Ь — длины сторон параллелограмма, a dl и rf2 —'

длины его диагоналей, то d\ -\- d\ = 2 (а -f- Ь ).
6.51. Достроим тетраэдр до параллелепипеда. Тогда я и а,

—

диагонали двух противоположных граней параллелепипеда.

Пусть тип — стороны этих граней, причем т ^ п. По теореме

косинусов 4т2 = а2 + а2 -f- 2аал cos а и in2 == а2 + а| —

•—2ааг cos а, поэтому па, cos а = га2 — п2. Записав такие равен-

равенства для чисел ЪЪ± cos P и

сс1 cos у, получим требуемое.
6.52. Достроим тетраэдр

A BCD до параллелепипеда

(рис. 51). Сечение этого па-

параллелепипеда плоскостью П

является параллелограммом;

точки М ж N лежат на его

сторонах, а прямая I прохо-
проходит через середины двух дру-
других его сторон.

6.53. Пусть ABtCDi —

тетраэдр, вписанный в куб
ABCDAxBxC^D^ II — точка

пересечения диагонали АСЛ с

плоскостью B-iCDi', M — середина отрезка АНt являющегося

высотой тетраэдра. Так как С^Н : НА =1:2 (задача 2.1), то

(точка М симметрична Cj относительно плоскости Bj^CDl.

6.54. Если а — угол между плоскостями боковых граней и

плоскостью основания, h — высота пирамиды, то расстояние от

А

Рис. 51
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проекции вершины на плоскость основания до любой прямой^
содержащей ребро основания, равно h ctg a.

Заметим также, что если равны двугранные углы при ребрах
основания, а не просто углы между плоскостями, то проекция

вершины является центром именно вписанной окружности.

6.55. Пусть h — высота пирамиды, V
—

ее объем, S — пло-

площадь основания. Согласно задаче 6.54 h = r tg а, где г — радиус

вписанной окружности основания. Следовательно, V = Shl3 =

= Sr tg а/3 = S2 tg а/Зр = (p — a)(p — b)(p — c) tg а/3, где р =.

= (a + b + c)/2.
6.56. Пусть прямая А М пересекает ВС в точке Р. Тогда

MAi : SA = MP :AP= SMBC : SABC. Аналогично МВг : SB =¦

= samc '¦ sabc и MCi : sc = sabm • sabc- Склядывая эти

равенства и учитывая, что SMBC + SAMC + SABM = SABC,
получаем требуемое.

6.57. Пусть О — центр основания конуса. В трехгранных

углах SBOC, SCOА и SAOB двугранные углы при ребрах SB

и SC, SC и SA, SA и SB равны. Обозначим эти углы через х, у
п z. Тогда a = j/ + z, p= z+ iHf = i-f i/. Так как плоскость

SCO перпендикулярна плоскости, касающейся поверхности ко-

конуса по образующей SC, то искомый угол равен

я_ я + « — Р — Y
Т

~~х =

2
'

6.58. а) Опустим из точки М перпендикуляр МО на пло-

плоскость ABC. Так как расстояние от точки Ау до плоскости ABC

равно расстоянию от точки А до прямой ВС, угол между плоско-

плоскостями А ВС и А\ВС равен 45°, Поэтому расстояние от точки

О до прямой ВС равно длине отрезка МО. Аналогично рас-
расстояния от точки О до прямых СА и АВ равны длине отрезка

МО, а значит, О — центр вписанной окружности треугольника

ABC и МО =
г.

б) Пусть Р — точка пересечения прямых В\С и BCj. Тогда
плоскости АВЛС шАВСг пересекаются по прямой АР, а плоско-

плоскости АЛВС^ п АхВ^С — по прямой АгР- Аналогичные рассужде-
рассуждения показывают, что проекция точки iV на плоскость ABC совпа-

совпадает с проекцией точки М, т. е. она является центром О вписан-

вписанной окружности треугольника ABC.

Первое решение. Пусть ha, hb и hc — высоты тре-

треугольника ABC; Q — проекция точки Р на плоскость ABC,

Рассматривая трапецию ВВхСхС, получаем PQ = hbhj
i(hb + /ic). Так как АО : 00 = АВ : BQ = F + с) : а, то N0 =

аААх + (Ь + с) PQ aha (hb + hc) + (Ь + с) hbhc 45

= 2г.
a-f-Ь -\-о
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Второе решение. Пусть К — точка пересечения

прямой N0 с плоскостью AxBiC^. Из решения вадачи 3.20 сле-

следует, что МО = КО/3 и NK = КО/3, поэтому N0 = 2МО = 2г*

6.59. Пусть р и q — длины сторон оснований пирамиды-

Тогда площадь боковой грани равна а(р + 8)/2. Рассмотрим се-

сечение пирамиды плоскостью, проходящей через центр вписанно-

вписанного шара перпендикулярно одной из сторон основания. Это се-

сечение является описанной трапецией с боковой стороной а и

основаниями р и Q. Следовательно, р + д = 2а. Поэтому пло-

площадь боковой поверхности пирамиды равна 4а2.

6.60. Пусть Л>г. .— основание перпендикуляра, опущенного

из точки М на ребро основания (или его продолжение), причем
точка Mt лежит в плоскости грани, проходящей через это реб-
ребро. Тогда MMt = NtM tg а, где о — угол между основанием и

боковой гранью пирамиды. Поэтому нужно доказать, что сумма

длин отрезков NtM не зависит от точки М. Разрежем основание

пирамиды на треугольники отрезками, соединяющими точ-

точку М с вершинами. Сумма площадей этих треугольников равна

а а

~2 N%M -f- ... + ~2 NnM, где а — длина ребра основания пи-

пирамиды. С другой стороны, сумма площадей этих треугольников

всегда равна площади основания.

6.61. Если сфера касается сторон двугранного угла, то при

совмещении этих сторон точки касания совпадают. Поэтому все

точки касания боковых граней с вписанной сферой при повороте

вокруг ребер попадают в одну точку
— точку касания сферы с

плоскостью основания пирамиды. Расстояния от этой точки до

вершин граней (после поворота) равны расстояниям от точек

касания сферы с боковыми гранями до вершины пирамиды.

Остается заметить, что длины всех касательных к сфере, прове-
проведенных из вершины пирамиды, равны.

6.62. Докажем, что все указанные прямые параллельны

плоскости, касающейся описанной сферы пирамиды в ее верши-

вершине. Для этого достаточно проверить, что если A At и BBi — высо-

высоты треугольника ABC, то прямая А\В-\ параллельна прямой,
касающейся описанной окружности треугольника в точке С. Так

как AiC : BtC = AC cos С : ВС cos С = AC : ВС, то ДА^С со

00 ААВС. Поэтому /LCA^Bx = Z~A. Ясно также, что угол меж-

между касательной к описанной окружности в точке С и хордой
ВС равен /LA.

6.63. Предположим сначала, что боковые ребра пирамиды

образуют равные углы с указанным лучом SO. Пусть плоскость,

перпендикулярная лучу 50, пересекает боковые ребра пирамиды
в точках Alt Bu С± и Dt. Так как SAj = SBX = SCX = SDlt
а площади треугольников BCD, ADB, ABC и ACD равны,
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то, воспользовавшись результатом вадачи 3.37, получим

требуемое.
Предположим теперь, что SA + SC = SB + SD- Отложим

на боковых ребрах пирамиды равные отрезки SAi, SBj, SCi и

SDi. Воспользовавшись результатом задачи 3.37, легко полу-

получить, что точки А\, By, C\ и Dt лежат в одной плоскости П. Пусть
Si — описанная окружность треугольника AiBtCi, О — ее центр,

т. е. проекция вершины S на плоскость П. Точка D\ лежит в пло-

плоскости П, а расстояние от нее до вершины S равно расстоянию от

точек окружности Sj до вершины 5. Поэтому точка D^ лежит на

описанной окружности треугольника А\В\С\, т. е. луч 50 —

искомый.

6.64. Пусть прямая I пересекает прямую ABi в точке К,

(Утверждение задачи эквивалентно тому, что плоскости KBCf,

KCDi и KDAx имеют общую прямую, т. е. имеют общую точку,
отличную от К. Проведем через точку К плоскость, параллель-

параллельную основаниям пирамиды. Пусть L, М и N — точки пересече-

пересечения этой плоскости с прямыми ВС-1, CDt и DA\ (рис. 52, а);
AoBqCqDq — параллелограмм, по которому эта плоскость пере-
пересекает данную пирамиду или продолжения ее ребер. Точки

К, L, М и Л' делят стороны параллелограмма A0BqC0Dv в одном

и том то отношении, т. е. KLMN — параллелограмм. Плоскости

KBCr. KCDX и KDAx пересекают плоскость ABCD по прямим,

проходящим через точки В, С и D параллельно прямым KL, КМ

и KN. Остается доказать, что эти три прямые пересекаются в од-

одной точке.

Рис. 52

Возьмем на сторонах параллелограмма A BCD точки К', V,
М' и Л'', делящие стороны этого параллелограмма в том же от-

отношении, в каком точки К, L, М и N делят стороны параллело-

параллелограмма ABB0CBD0. Требуется доказать, что прямые, проходящие

через точки В, С и D параллельно прямым К'V, К'М' и VМ',
пересекаются в одной точке (рис. 52, б). Заметим, что прямые,
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проходящие через вершины К', U и М' треугольника К'VМ'

параллельно прямым ВС, BD и CD, пересекаются в точке М

симметричной точке М' относительно середины отрезка CD.

Следовательно, прямые, проходящие через точки В, С и D па-

параллельно прямым К'U, К'М' и L'M', тоже пересекаются в

одной точке (см. Прасолов, 11.48 или Шарыгин, 11.56).
Замечание. Так как линейным преобразованием па-

параллелограмм АВCD можно перевести в квадрат, требуемое
утверждение достаточно доказать для квадрага. Если АВCD —

квадрат, то K'L'M'N' —тоже квадрат. Легко проверить, что

прямые, проходящие через точки В, С и D параллельно прямым

К'V, К'М' и К'N' соответственно, пересекаются в одной точ-

точке, лежащей на описанной окружности квадрата ABCD.

6.65. Если р — полупериметр основания призмы, г — ра-

радиус сферы, то площадь основания равна рг, а площадь боковой

поверхности равна 4рг. Следовательно, площадь полной поверх-
поверхности призмы равна 65.

6.66. а) Пусть М и N — середины ребер РРЛ и АА±. Ясно,
что тетраэдр AAtPPi симметричен относительно прямой MN.

Пусть, далее, Р' — проекция точки Р на плоскость граня

АССхАх. Точка Р' лежит на проекции В'Вг отрезка BBi на эту

плоскость и делит ее в отношении В'Р' : PBj= 1 : 2, поэтому

Р' — середина отрезка АРг. Следовательно, плоскости АРPi
и ЛА1Р1 перпендикулярны. Аналогично плоскости Aj^PPt и

ААЛР перпендикулярны.
б) Так как PPjN — биссекторная плоскость двугранного уг-

угла при ребре РР\ тетраэдра AAtPPi, то достаточно проверить,

что сумма двугранных углов при ребрах РР1 ж АР тетраэдра

равна 90°. Плоскость PPXN перпендикулярна грани

поэтому нужно проверить, что угол между плоскостя-

плоскостями PPjA и BCC\Bi равен углу между плоскостями РРУА и

ABBiAi. Равенство этих углов следует из того, что при симмет-

симметрии относительно прямой РР' плоскость РР±А переходит в себя,
а указанные плоскости граней переходят друг в друга.



Глава 7

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

И ВЕКТОРЫ

§ 1. Скалярное произведение. Соотношения

7.1. а) Дан произвольный тетраэдр ABCD. До-

Докажите, что (АВ, CD) + (AC, DB) + (AD, ВС) — 0.

б) Докажите, что если в тетраэдре две пары про-

противоположных ребер перпендикулярны, то третья пара

противоположных ребер тоже перпендикулярна.

7.2. Докажите, что суммы квадратов двух противо-
противоположных пар ребер тетраэдра равны тогда и только

тогда, когда третья пара противоположных ребер пер-

перпендикулярна.
7.3. Диагональ АСХ прямоугольного параллелепи-

параллелепипеда ABCDAlBiCtDl перпендикулярна плоскости

AXBD, Докажите, что этот параллелепипед является

кубом.
7.4. В правильной усеченной пирамиде К — се-

середина стороны А В верхнего основания, L — середина

некоторой стороны CD нижнего основания. Докажите,
что длины проекций отрезков АВ a CD на прямую KL

равны.
7.5. Дан трехгранный угол с вершиной 5 и точка

N. Сфера, проходящая через точки S и N, пересекает
ребра трехгранного угла в точках А, В в С Докажите,
что центры масс треугольников ABC принадлежат од-
одной плоскости.

7.6. Докажите, что сумма расстояний от внутренней
точки выпуклого многогранника до плоскостей его

граней не зависит от положения точки тогда и только

тогда, когда сумма векторов единичных внешних нор-
нормалей к граням равна нулю.

7.7. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре
центр масс является серединой отрезка, соединяющего

ортоцентр и центр описанной сферы.
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§ 2. Скалярное произведение. Неравенства

7.8. Докажите, что в пространстве нельзя выбрать
более 4 векторов, все углы между которыми тупые.

7.9. Докажите, что а пространстве нельзя выбрать
более 6 векторов, все углы между которыми но

острые.
7.10. Докажите, что сумме косинусов двугранных

углов тетраэдра положительна и не превосходит 2.

7.11. Внутри выпуклого многограннике А1...Ап
взята точка А, а внутри выпуклого многогранника

В± -..Вп — точка В. Докажите, что если Z.A,AAj^.
^ /.BiBBj для всех i, j, то на самом деле все эти не-

нестрогие неравенства являются равенствами.

§ 3. Лписйпые зависимости векторов

7.12. Точки О, А, В и С не лежат в одной плоскости.

Докажите, что точка X лежит в плоскости ABC тогда
—* —*- —¦> —>-

и только тогда, когда ОХ = рОА ¦+- qOB •+• ЮС, где

P + q + г = 1. Кроме того, если точка X принадле-
принадлежит треугольнику ABC, то р : q : г = SBXC : &'Cxa s
с

АХВ

7.13. На ребрах АВ, АС и Л/) тетраэдра ABCD
взяты точки К, L и М так, что АВ = аАК, АС =^

= рМ? и AD = Y^^-
а) Докажите, что если т> — а + р + 1,то все плос-

плоскости KLM содержат фиксированную точку.

б) Докажите, что если Р = а + 1 и «у = Р + ч *

то все плоскости KLM содержат фиксированную
прямую.

7.14. Два правильных пятиугольника OABCD и

ОЛ1В1С1/I в общей вершиной О не лежат в одной
плоскости. Докажите, что прямые ААЪ ВВг, СС± и DDt
параллельны одной плоскости.

7.15. а) Внутри тетраэдра A BCD взята точка О*

Докажите, что если аОА + &OR + уОС + WD = 0s
то все числа а, р1, у и б одного внака.

б) Из точки О, лежащей внутри тетраэдра, опуще-
•—> —*¦ —>¦ —>-

вы перпендикуляры ОЛг, ОВц ОС, и OD, на его грани.

Докажите, что если аОЛ, + Р^й, + V^i +
= 04 то все числа аа р\ v и * одного знака,
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7.16. Точка О лежит внутри многогранника А± ...

... Ап. Докажите, что существуют такие положитель-

положительные (а значит, все ненулевые) числа х1г . .
.л хпг что

хг0Аг + ... + хпОАп=~0,

§ 4. Разные задачи

7.17. Пусть а, Ь, с и d — единичные векторы, на-

направленные из центра правильного тетраэдра в его

вершины, и — произвольный вектор. Докажите, что

(a, u)a + (b, u)b -+- (с, и)с 4- (d, u)d = 4u/3.
7.18. Из точки М, лежащей внутри правильного

тетраэдра, опущены перпендикуляры MAt (i = 1, 2,

3, 4) не его грани. Докажите, что МАЛ -f МАЪ -f

+ МА3 -f- МА^ = 4МО/3, где О — центр тетраэдра.
7.19. Из точки О, лежащей внутри выпуклого мно-

многогранника, проведены лучи, пересекающие плоскости

граней и перпендикулярные им. На этих лучах от точ-

точки О отложены векторы, длины которых равны пло-

площадям соответствующих граней. Докажите, что сумма

этих векторов равна нулю.

7.20. Даны три взаимно перпендикулярные пря-

прямые, расстояние между любыми двумя из которых рав-

равно а. Найдите объем параллелепипеда, диагональ ко-

которого лежит на одной прямой, а диагонали двух со-

соседних граней — на двух других прямых.
7.21. Пусть a, b и с — произвольные векторы.

Докажите, что |а|+ |b|+|c|+|a+b+c| ^
> |а + Ь| + |Ь + с| + |о + а|.

§ 5. Векторное произведение

Векторным произведением двух векторов а и b называется

вектор с, длина которого равна площади параллелограмма, на-

натянутого на векторы а и Ь, а направлен он перпендикулярно к

а и Ь, причем так, что векторы a, b и с образуют правую трой-

тройку, т. е. имеют такую гке ориентацию, как большой (а), указа-
указательный (Ь) и средний (с) пальцы правой руки. Обозначение:
с= [а, Ь]; другое обозначение: с = аХЬ.

7.22. Докажите, что

а) [а, Ь] = — [Ь, а];
б) [Я,а, |лЬ] = Я.(л[а, Ь];
в) [at b + с] = [а, Ь] + [a, cL
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7.23. Векторы а и Ь имеют координаты [ал, а2, as)
и (Ъи Ь2, Ъй). Докажите, что вектор [а, Ь] имеет коор-

координаты {a2bs — а3Ь2, аА — ахЪь, a1b2 — а.,^).
7.24. Докажите, что

а) [а, [Ь, с]] = Ь(а, е) — с(а, Ь);
б) ([а, Ь], [с, dl) = (a, c)(b, d) - (Ь, с)(а, d).
7.25. а) Докажите, что [а, [Ь, с]] + [Ь, 1с, а]] -\

+ [е, [а, Ь]] = 0 (тождество Якоби).
б) Пусть точка О лежит внутри треугольника ABC

и а = ОА, b = ОВ и с = ОС. Докажите, что тождест-

тождество Якоби для векторов a, b и с эквивалентно равенству

^вос + bSCOA + eS0AB = 0.

7.26. Углы при вершинах пространствегаюго шести-

шестиугольника прямые, причем у него нет параллельных

сторон. Докажите, что общие перпендикуляры к па-

парам противоположных сторон шестиугольника пер-

перпендикулярны одной прямой.
7.27. Докажите с помощью векторного проиэведе-

пия утверждение задачи 7.19 для тетраэдра ABCD.

7.28. а) Докажите, что плоскости, проходящие че-

через биссектрисы граней трехгранного угла SABC пер-

перпендикулярно плоскостям этих граней, пересекаются
по одной прямой, причем эта прямая задается вектором
[а, Ь] + [Ь, с] + [с, а], где a, b и с — единичные век-

векторы, направленные вдоль ребер SA, SB и SC.

б) На ребрах трехгранного угла с вершиной О
взяты точки У1]7 А2 и Ал так, что ОАг — ОА2 — ОА3.
Докажите, что биссекторные плоскости его двугранных

углов пересекаются по прямой, задающейся вектором

ОАisin сц + OA2s\r а2 + OAasin as, где аг
— вели-

величина плоского угла, противолежащего ребру ОА j

7.29. Дан параллелепипед /4Z?CZ)/41B1C1D1. Дока-
Докажите, что сумма квадратов площадей трех его попарно

непараллельных граней равна сумме квадратов пло-

площадей граней тетраэдра AXBCXD.
Число ([а, Ь], с) называется смешанным произведением

векторов а, Ь и с. Легко проверить, что абсолютная величипа
этого числа равна объему параллелепипеда, натянутого на век-

векторы а, b и с, причем это число положительно, если а, Ь и с —

иравая тройка векторов.

7.30. Докажите, что векторы с координатами

(йц о„, ая), (Ьх, Ъ2, Ъ3) и (сх, с2, cs) параллельны одной
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плоскости тогда и только тогда, когда

Для тех, кто знаком с понятием произведения матриц, пояс-

поясним связь между векторным произведением и коммутатором двух

матриц. Каждому вектору а = (af, a2, a3) в трехмерном про-
пространстве можно сопоставить кососимметрическую матрицу

О — a a

аг ах О

Пусть векторам а и b сопоставлены матрицы А и В. Рас-

Рассмотрим матрицу [А, В] = АВ — ВА — коммутатор матриц
А и В. Несложные вычисления показывают, что вектору [а, Ь]
сопоставлена матрица [А, В].

§ 6. Симметрия

Симметрией относительно точки А называется преобразо-
преобразование пространства, переводящее точку X в такую точку X',
что А — середина отрезка XX'. Другие названия этого пре-
преобразования — центральная симметрия с центром А или про-
просто симметрия с центром А.

7.31. Дан тетраэдр и точка N. Через каждое ребро
тетраэдре проведена плоскость, параллельная отрезку,
соединяющему точку N с серединой противоположного
реПра. Докажите, что все шесть этих плоскостей пере-

пересекаются в одной точке.

7.32. а) Через середину каждого ребра тетраэдра
проведена плоскость, перпендикулярная противополож-

ложному ребру. Докажите, что все шесть этих плоскостей

пересекаются в одной точке (точка Монжа).
б) Докажите, что если точка Монжа лежит в плос-

плоскости какой-либо грани тетраэдра, то основание вы-

высоты, опущенной на эту грань, находится на ее опи-

описанной окружпости.

Симметрией относительно плоскости П называется пре-

преобразование пространства, переводящее точку X в такую точ-

точку X', что плоскость П проходит через середину отрезка XX'

„перпендикулярно ему.

7.33. Три равных правильных пятиугольника рас-
расположены в пространстве так, что они имеют общую
ккршину и каждые два из них имеют общее ребро. До-
Докажите, что выделенные на рис. 53 отрезки являются

ребрами прямого трехгранною угла.
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7.34. Даны две пересекающиеся плоскости и ка-

касающаяся их сфера. Рассматриваются все сферы, ка-

касающиеся этих плоскостей и данной сферы. Найдите

геометрическое место точек касания сфер,
7.35. Пусть О — центр цилиндра (т. е. середина

его оси), АВ — диаметр одного основания, С — точка

окружности другого основа-

основания. Докажите, что сумме

двугранных углов трехгран-
пого угла ОABC с вершиной
О равна 2л.

7.36. В выпуклой 5-граи-
ной пирамиде SABCDE рав-
равны боковые ребра и двугран-
двугранные углы при боковых реб-
ребрах. Докажите, что эта пи-

р со рамида правильная.
7.37. Какое наибольшее

число плоскостей симметрии
может иметь пространственная фигура, состоящая из

трех попарно непараллельных прямых?
Симметрией относительно прямой I называется преобра-

преобразование пространства, переводящее точку X в такую точку X',
что прямая I проходит через середину отрезка XX' перпендику-

перпендикулярно ему. Это преобразование называется также осевой симмет-

симметрией, а I — осью симметрии.

7.38. Докажите, что при симметрии относительно

прямой, заданной вектором Ь, вектор а переходит в век-

вектор

/й
(b, I»

- а

7.39. Перпендикулярные прямые Zx и 12 пересекают-
пересекаются в одной точке. Докажите, что композиция симмет-

симметрии относительно этих прямых является симметрией
относительно прямой, перпендикулярной им обеим.

7.40. Докажите, что никакое тело в пространстве

не может иметь ненулевое четное число осей симметрии.

§ 7. Гомотетия

Гомотетией называется преобразование пространства, пе-

переводящее точку X в точку X', обладающую тем свойством, что

ОХ' = кОХ (точка О и число к фиксированы). Точка О назы-

называется центром гомотетии, а число к — коэффициентом го-

гомотетии.
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7.41. Пусть гий — радиусы вписанной и описан-

описанной сфер тетраэдра. Докажите, что R ^ Зг.

7.42. В плоскости боковой грани правильной че-

четырехугольной пирамиды взята произвольная фигура
Ф. Пусть Фч — проекция Ф на основание пирамиды,
а Ф.2 — проекция Ф! на боковую грань, смежную с ис-

исходной. Докажите, что фигуры Ф и Ф2 подобны.
7.43. Докажите, что внутри любого выпуклого

многогранника М можно разместить два многогран-

многогранника, подобных ему с коэффициентом 1/2, так, чтобы

они не пересекались.
7.44. Докажите, что выпуклый многогранник нель-

нельзя покрыть тремя многогранниками, гомотетичными

ему с коэффициентом к, где 0 < к -< 1.

7.45. На плоскости дан треугольник ABC. Найдите
геометрическое место таких точек D пространства, что

отрезок ОМ, где О — центр описаннбй сферы тетра-

тетраэдра ABCD, М — центр масс этого тетраэдра, перпен-

перпендикулярен плоскости ЛDM.

§ 8. Поворот. Композиции преобразований

Мы не будем давать строгого определения поворота относи-

относительно прямой I. Для решения задач достаточно иметь следую-

следующее представление о повороте: поворот относительно прямой,
I (пли относительно оси I) на угол ф — это преобразование
пространства, переводящее каждую плоскость П, перпендику-
перпендикулярную прямой I, в себя, причем в плоскости П это преобразо-
преобразование является поворотом с центром О на угол <р, где О

— точ-

точка пересечения Пи1. Иными словами, при повороте на угол ф

относительно прямой I точка X переходит в такую точку X',
что:

а) перпендикуляры, опущенные из точек X и X' на прямую

I, имеют общее основание О;
б) ОХ = ОХ';

в) угол поворота от вектора ОХ к вектору ОХ' равен ф.

7.46. Пусть Ai и /4j — проекции вершин тетра-

тетраэдра A1A2A3Ai на плоскости П' и П". Докажите, что

одну из этих плоскостей можно так переместить в прост-

пространстве, что 4 прямые АгАх станут параллельны.

Определение. Композицией преобразований F и G

называется преобразование G с F, переводящее точку X в точ-

ку G(F(X)).

7.47. Докажите, что композиция симметрии отно-

относительно двух плоскостей, пересекающихся по прямой
I, является поворотом относительно прямой I, причем
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угол этого поворота в два раза больше угла поворота
относительно прямой I, переводящего первую плос-

плоскость во вторую.
7.48. Докажите, что композиция симметрии отно-

относительно точки О и поворота относительно прямой I,

проходящей через О, является также и композицией
некоторого поворота относительно прямой I и симмет-

симметрии относительно плоскости П, проходящей через точ-

точку О перпендикулярно I.

Определение. Движением называется такое преобра-
преобразование, переводящее каждую точку пространства в точку про-

пространства, что если А' ж В' — образы точек А и В, то АВ =

= А'В', т. е. движение
— это преобразование пространства,

сохраняющее расстояния.
Движение, оставляющее неподвижными четыре точки про-

пространства, не лежащие в одной плоскости, оставляет неподвиж-

неподвижными и все остальные точки пространства. Поэтому любое дви-
движение задается образами четырех точек, не лежащих в одной
плоскости.

7.49. а) Докажите, что любое движение пространст-
пространства является композицией не более чем четырех сим-

симметрии относительно плоскостей.

б) Докажите, что любое движение пространства,,,
имеющее неподвижную точку О, является компози-

композицией не более чем трех симметрии относительно плос-

плоскостей.

Определение. Движение, являющееся композицией
четного числа симметрии относительно плоскостей, называется

движением первого рода или движением, сохраняющим ориента-

ориентацию пространства. Движение, являющееся композицией нечет-

нечетного числа симметрии относительно плоскостей, называется

движением второго рода или движением, изменяющим ориента-

ориентацию пространства.
Мы не будем доказывать, что композицию четного числа

симметрии относительно плоскостей нельзя представить в виде

композиции нечетного числа симметрии относительно пло-

плоскостей.

7.50. а) Докажите, что любое движение первого
рода, имеющее неподвижную точку, является поворо-

поворотом относительно некоторой оси.

б) Докажите, что любое движение второго рода,,
имеющее неподвижную точку, является композицией
поворота относительно некоторой оси (возможно, на

нулевой угол) и симметрии относительно плоскости,,

перпендикулярной этой оси.

7.51. Шар, лежащий в углу прямоугольной короб-

коробки, перекатывается вдоль стенки коробки в другой
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угол, причем боковой стеики всегда касается одна и та

же точка шара. Из второго угла шар перекатывается
в третий, затем в четвертый и наконец возвращается
в исходный угол. При этом некоторая точка X поверх-
поверхности шара переходит в точку Х1. После такого же пере-

перекатывания точка Хх переходит в Х2, a Х2 в Х3. До-
Докажите, что точки X, Х1, Ха и Х3 лежат в одной плос-

плоскости.

§ 9. Отражение лучей света

7.52. Луч света входит в прямой трехгранный угол
и отражается ото всех трех граней по одному разу.

Докажите, что при этом он просто изменит направ-
направление.

7.53. Луч света падает на плоское зеркало поц уг-
углом а. Зеркало повернули на угол р1 вокруг проекции

луча на зеркало. На какой угол отклонится при этом

отраженный луч?
7.54. Плоскость П проходит через вершину конуса

перпендикулярно его оси; точка А лежит в плоскости

П. Пусть М — такая точка конуса, что луч света, иду-

идущий из А в М, зеркально отразившись от поверхности

конуса, станет параллелен плоскости П. Найдите гео-

геометрическое место проекций точек М на плоскость П.

Задачи для самостоятельного решения

7.55. Точка X находится на расстоянии d от центра

правильного тетраэдра. Докажите, что сумма квадра-

квадратов расстояний от точки X до вершин тетраэдра равна

4(/?2 -f- (Р), где R — радиус описанной сферы тетра-

тетраэдра.
7.56. На ребрах DA, DB и DC тетраэдра ABCD

взяты точки А11 В1 и Сх так, что DA± = aDA, DB± ==>

= f>DB и DCX = yDC. В каком отношении плоскость

А1В1С1 делит отрезок DD', где D' — точка пересечения
медиан грани ABC?

7.57. Пусть М и N — середины ребер АВ и CD

тетраэдра ABCD. Докажите, что середины отрезков

AN,- CM, BN и DM являются вершинами параллело-

параллелограмма.

7.58. Пусть О — центр описанной сферы ортоцент-
ортоцентрического тетраэдра, Н — его ортоцентр. Докажите»
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что

ОН^^ЦЭА + бВ + ОСЛ- OD).

7.59. Точка X лежит внутри правильного тетра-

тетраэдра ABCD с центром О. Докажите, что среди углов,
под которыми видны ребра тетраэдра из точки X, най-
найдется угол, величина которого не меньше угла AOBS
ы угол, величина которого не больше угла АОВ.

Решения

7.1. а) Пусть а = АВ, Ь = ВС, с = CD. Тогда (АВ, CD) =

= (а, с), {AC, DB) = (а + b
,
—b — с) = —(а, Ь) — (Ь, Ь) —

— (Ь, с) — (а, с) и (AD, ВС) = (а + Ь + с, Ь) = (а, Ь) +

-J- (b, b) + (с, Ь). Складывая эти равенства, получаем требуемое,
б) Очевидно следует из задачи а).

7.2. Пусть а = АВ, b = ВС и с = CD. Равенство АС2 +

+ BD2 = ВС2 + AD2 означает, что |а + Ь|а + |Ь + с|2 =
= |ЬР -f- |а + b -f- с|2, т. е. (а, с) = 0. + —

7.3. Пусть &=AAi, Ъ — АВ и с = AD. Тогда АСЛ =

= а + b -f- е, и поэтому вектор а + Ь + с перпендикулярен

векторам а — b, b — с и с — а по условию. Учитывая, что

(а, Ь) = (Ь, с) = (с, а) = 0, получаем 0 = (а + b + с, а — Ь) =
= а2 — Ь2. Аналогично Ъ2 = с2 и с8 = а?. Поэтому длины всех

ребер данного прямоугольного параллелепипеда равны, т. е.

он — куб.
7.4. Если вектор х лежит в плоскости верхнего или нижпего

основания, то будем обозначать через их вектор, полученный из

х поворотом на 90° (в этой плоскости) в положительном направ-

направлении. Пусть О] и О2 — центры верхнего и нижнего оснований;

ОгК — а и O2L = b. Тогда А В = kRa и CD = kRb. Требуется

проверить, что \(КЬ, АВ)\ = \(KL, CD)\, т. е. |(Ь — а+ с,

W?a)| = |(b — а + с, W?b)|, где с = ОХО2. Учитывая, что

скалярное произведение перпендикулярных векторов равно пу-

пулю, получаем (Ь — а + с, kRa) = Mb, Ra) и (b — а -|- с,
kRb) = —fe(a, Rb). Так как при повороте обоих секторов на 90°

их скалярное произведение не изменяется и fi(fia) = —а, то

(Ь, Да) = (Rb, —a) = —(a, Rb).
7.5. Пусть О — центр сферы; М — центр масс треугольника

ABC; u = SO; a, b и с — единичные векторы, направленные по
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ребрам трехгранного угла. Тогда 3SM = SA + SB -J- SC =

= 2((u, a)a + (u, b)b + (и, с)с). Центр О сферы принадлежит пло-

плоскости, проходящей через середину отрезка SN перпендикуляр-
перпендикулярно ему. Поэтому и = ех + Хе2 + |хе35 где ех, е„ и е3

— некоторые

фиксированные векторы. Следовательно, 3SM = 2(ef -J- Хе2 +
+ |хе3), где е{ = (ег, а)а + (е., b)b + (е., с)с.

7.6. Пусть nlt ..., nfe — единичные внешние нормали к гра-

граням; Мг, ..., Mh — произвольные точки этих граней. Сумма

расстояний от внутренней точки X многогранника до всех гра-

граней равна

2 W'ni) = S(^> nt) + 2 (^i- n0'

где О — некоторая фиксированная внутренняя точка многогран -

вика. Эта сумма не зависит от X, только если 2 (^^> n0 ss

е=0, т. е. 2ni=°-
7.7. Пусть О— центр описанной сферы ортоцентрического тет-

тетраэдра, Н—его ортоцентр, М—центр масс. Ясно, что ОМ = (ОЛ-\-

-\- ОБ -\- ОС + OD)I'l. Поэтому достаточно проверить, что ОН=

— (ОА + ОВ -\-ОС + OD)/2. Будем доказывать, что если ОХ =

= (ОА + ОВ +ОС -\- OD)/2, то X — ортоцентр. Докажем, нап-

например, что АХ J_ CD. Ясно, что АХ = аЪ + ОХ = (— ОА-\-

-\-~OB+ОС + OD)/2 = (АВ+ОС + OD)/2. Поэтому 2 (CD, Ix) =
= (сЪ, ав + дс+~оЪ) = (сЪ, 1в) + (— дс + о~Ъ, дс + oh).
Оба слагаемых равны нулю; первое — вследствие того, что

CD_]_AB, а второе
— вследствие того, что ОС = OD. Аналогично

доказывается, что AXj_BC, т. е. прямая АХ перпендикулярна

грани BCD. Для прямых ВХ, СХ и DX доказательство анало-

аналогично.

7.8. Первое решение. Пусть в пространстве распо-

расположено несколько лучей с общим началом О, образующих по-

попарно тупые углы. Введем систему координат, направив ось Ох

вдоль первого луча, а в качестве координатной плоскости Оху

выбрав плоскость, содержащую первые два луча. Каждый луч
задается некоторым вектором е, причем вместо е можно взягь

&е, где "к > 0. Первый луч задается вектором е^ = A,0, 0),
а луч с номером к — вектором eh

= (xh, yk, zk). При к > 1

скалярное произведение векторов ех и еь отрицательно, поэтому

ah < 0. Можно считать, что
xk
= —1. Далее, при к > 2 ска-

скалярное произведение векторов е2 и еь отрицательно. Учитывая,
что za

= 0 согласно выбору координатной плоскости Оху, полу-

получаем (еа, eft) = 1 -(- г/а!/ь < 0. Следовательно, все числа уь имеют
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одна и ют же знак A1|><пшюшш>жный знаку числа у2). Те-

Теперь воспользуемся тем, чго (ег, е^-) = 1 + ytyj -J- ztzj <0 при

t, j ^ 3 г, i =t= /. Ясно, чю ytyj > 0, поэтому ztzj < 0. Так как

не существует трех чисел разных знаков, могут существовать
пишь два вектора, отличных от первых двух векторов ет и е2,

Второе решение. Докажем сначала, что если XjCj -J-
+ ... + kheh = \+i^h+i -+- ... -+- ^nen, причем все числа ?^, ...

..., %п положительны и 1 ^ I < п, то углы между векторами ег
не все тупые. В самом деле, квадрат длины вектора Xjet -]- ... +

+ Vfc РаБен (*iei + - + Vh' ^ft+ieh+i + ••• + К*п)' й ес"

ли все углы между векторами
е. тупые, то это скалярное произ-

произведение является суммой отрицательных чисел.

Предположим теперь, что в пространстве существуют векто-

векторы el7. ,.t еБ, все углы между которыми тупые. Ясно, что эти век-

векторы не могут быть параллельны одной плоскости; пусть, на-

например, векторы ех, е2 и е8 не параллельны одной плоскости.

Тогда е4 = J^e,, + Х2е2 -f- 7vse3 и е5 = ^ + |.1ае2 -(- |хзез. Выч-
Вычтем из первого равенства второе и преобразуем полученное ра-
равенство так, чтобы и в правой и в левой его части стояли векторы

с положительными коэффициентами; при этом в левой части бу-
будет вектор е4, а в правой вектор е6. Получено противоречие.

7.9. Предположим, что углы между векторами е^, ..., е, не

острые. Направим ось Ох по вектору ех. В плоскости, перпенди-

перпендикулярной ец не может быть более четырех векторов, углы меж-

между которыми не острые; вместе с вектором
— ет получится всего

лишь 6 векторов. Поэтому выбрать вектор е2 и направить ось

Оу можно так, что е2
= (х2, у2, 0), где х% ф 0 (а значит, х2 < 0)

и ft > 0. Пусть ей = (xh, yh, zh) при k — 3, ..., 7. Тогда xh <

^0в xhx2 -+- yhy2 < 0. Поэтому xhx2 > 0, а значит, yhy2 ^ 0,
т. e. yk < 0. Так как (eg, er) < 0 при 3 < s, r < 7 и xTxs > 0,

yr!/s ^ 0, то zzr < 0. Но среди 5 чисел z3, ..., z. нулевых не

более двух, поэтому среди трех оставшихся чисел обязательно

найдутся два числа одвого знака. Получено противоречие.

7.10. Пусть ct, е2, е3 и е4
— единичные векторы, перпенди-

перпендикулярные граням и направленные во внешнюю сторону; п =

= ет -)- е2 -f- е3 + е4; s — указанная сумма косинусов. Так как

(ej.c/) = —cos (fij, где <ptj
— угол между гранями с номерами

i и /, то |п|2 = 4—2s. Неравенство s^ 2 теперь очевидно. Оста-

Остается проверить, что s > 0, т. е. |п| <^ 2.

Существуют такие ненулевые числа а, {5, у и 6, что cte, +

+ Ре2 + 7es + 6pi
~ 0. Пусть для определенности б — наи-

наибольшее по абсолютной величине среди этих чисел. Поделив дан-
данное равенство ва 6, можно считать, что 6=1; тогда числа а, р
и у положительны (см. задачу 7.15, б) и не превосходят 1. Так

как n = n _ ае± — ре2 — -уе, — ё4 = A — а)ег + A — Р)е2 +
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+ A - Y)es. to |n| < 1 - a + 1 - P + 1 - у
= 3 - (a + p+

+ у). Остается заметить, что 1 = |e4| = |aej + Ре, + "\'ез|^
^ a -\- P + у, причем равенства быть не может, так как данные

векторы неколлинеарны.
7.11. Пусть векторы а$ и Ьг сонаправлены с лучами ААг

и ВВ{ и имеют единичную длипу. Согласно задаче 7.16 сущест-

существуют такие положительные числа зг , ..., хп, что х1&1 + ...

... + хпап = 0. Рассмотрим вектор b = х1^1 + • • • + inbn. Так

как (b4, bj) < (а{, а^ по условию, то | b |2 = 2 х\ + 2 2^жг (bi'

bi) < S xi + 2 ^ Vj (ai aj)
= I *a + + жа I* = °

чем, если хотя бы одно неравенство (Ь4, b^) ^ (ai5 а;-) строгое,

то получим строгое неравенство |Ь|2<0, чего не может быть.

7.12. Точка X лежит в плоскости ABC тогда и только тог-

тогда, когда АХ= ЫВ + \хЖ, т. е. ОХ = ОА-\-АХ= ОА-\-KAB-\-
= ОА + к (ОВ

— д

+ WB + [ЮС.
Пусть точка X принадлежит треугольнику ABC. Докажем,

например, чю X = SCXA : SABC. Равенство АХ = %АВ-\-цАС
означает, что отношение высот, опущенных из точек X и В на

прямую А С, равно ?i, а отношение этих высот равно SCXA : SABC,
7.13. Пусть я= АО, Ъ = АС и с = AD. Пусть, далее,

X — произвольная точка и АХ = Ха + |xb -J- ve. Точка X при-

принадлежит плоскости KLM, если АХ = рАК + qAL + rAM =

= -^ а -\- 4- b + -^ с, где Р + </ + г = 1 (см. задачу 7.12), т. е.

Яа + (.iP -+¦ vv = 1-

а) Числа k, u и v требуется подобрать так, чтобы для любых

аир выполнялось равенство Xa-r-(j,p-r-v(a-r-p + l)=l,
т. е. "k -\- v — 0, (.i + v = 0 и v = 1.

б) Точка X принадлежит всем рассматриваемым плоскостям,
если Щ — 1) + цР + v(P + 1) =1 для всех Р, т. е. к + и. +
-f-v = 0hv — Х= 1. Такие точки X заполняют прямую.

¦

7.14. Пусть ОС = WA + (хОВ. Тогда, так как правильные

пятиугольники подобны, OCi = %ОАг + p,OBi, а значит, CCi =

= "кААг + uBBj, т. е. прямая ССх параллельна плоскости П,

содержащей AAi и ВВх. Аналогично доказывается, что прямая

DDi параллельна плоскости П.

7.15. а) Перенесем в равенстве <хОА + рОВ + уОС + ЬоЪ =
= 0 все слагаемые с отрицательными числами в правую
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часть. Если р, q и г — положительные числа, то конец вектора

рОР + qOQ лежит внутри угла POQ, а конец вектора рОР +

+ QOQ -j- rOR — внутри трехгранного угла OPQR с вершиной
О. Остается заметить, что, например, ребро CD лежиг вне угла

АОВ, а вершина D
— вне трехгранного угла ОАВС.

б) Так как точка О лежит внутри тетраэдра A^B^CxD^, можно

воспользоваться решением задачи а).
7.16. Пусть продолжение луча OAt за точку О пересекает

многогранник в точке М; Р — одна из вершин грани, содержа-

содержащей точку М; QR — сторона этой грани, пересекающаяся с про-

продолжением луча МР за точку М. Тогда ОМ = рОР + qOQ +

-\-rOR, где р, q, г !> 0. Так как векторы OAt и ОМ противопо-

противоположно направлены, то ОА{ + аОР + $00 + yOR = 0, где

а> Р> У ^0, Р, О, R — некоторые вершины многогранника.

Записав такие равенства для всех i от 1 до п и сложив их,

получим требуемое.
7.17. Первое решение. Любой вектор и можно пред-

представить в виде и = аа + |ЗЬ + ус; поэтому доказательство доста-
достаточно провести лишь для векторов a, b и с. Так как центр пра-

правильного тетраэдра делит его медиану в отношении 1:3, то

(а, Ь) = (а, с) = (a, d) — —1/3. Учитывая, что а + b + с +

-f- d == 0, получаем (а, а)а -+- (a, b)b -j- (a, c)c + (a, d)d =

= а — (Ь -+- с -+- d)/3 = а + а/3 = 4а'3. Для векторов b и с

доказательство проводится аналогично.

Второе решение. Рассмотрим куб ABCDAXB\CXDX.
Ясно, что AB1CDl — правильный тетраэдр. Введем прямоуголь-
прямоугольную систему координат с началом в центре куба и осями, парал-

параллельными ребрам куба. Тогда ]/За = A, 1, 1), ]/з Ь =

-= ( —1, —1,1), 1/з"с=(—1, 1, -1) и l/lfd = A,-1. -1).
Пусть и = (х, у. г). Несложные, но несколько громоздкие вы-

вычисления приводят теперь к требуемому результату.
7.18. Опустим из точки О перпендикуляры OBt на грани тет-

тетраэдра. Пусть аг- — единичный вектор, сонаправленный с OBV

Тогда (ОМ, а,-) аг -+- МАХ = OBt. Так как тетраэдр ВгВ^ВзВ^

правильный, сумма векторов OBt равна нулю. Следовательно,

'^lMAi='^j(Mb, ai)ai = 4MO/3 (см. задачу 7.17).
7.19. Первое решение. Докажем, что сумма проек-

проекций всех данных векторов на любую прямую I равна нулю. Рас-

Рассмотрим для этого проекцию многогранника на плоскость, пер-

перпендикулярную прямой I. Проекция многогранника покрыта
проекциями его граней в два слоя, так как грани можно разбить
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на два тииа: «видимые сверху» и «видимые снизу» (грани, прое-
проецирующиеся в отрезки, можно не учитывать). Приписав площа-

площадям проекций граней одного типа знак «плюс», а граней другого
типа знак «минус», получим, что сумма площадей проекций гра-
граней с учетом знака равна нулю. Заметим теперь, что площадь

проекции грани равна длине проекции соответствующего векто-

вектора на прямую I (см. задачу 2.13), причем для граней разного ти-

типа проекции векторов противоположно направлены. Следова-

Следовательно, сумма проекций векторов на прямую I тоже равна

нулю.

Второе решение. Пусть X — точка внутри много-

граппика, ht — расстояние от нее до плоскости i-й грани. Раз-

Разрежем многогранник на пирамиды с вершиной X, основаниями

которых служат его грани. Объем V многогранника равен сумме

объемов этих пирамид, т. е. 3V = V] h-S-, гДе $i —площадь

i-й грани.

Пусть, далее, п4 — единичный вектор внешней нормали к

i-й грани, Мг — произвольная точка этой грани. Тогда h-r
—

= (XAf., п.), поэтому 3V = 2 VSi == 2 (*^i' Sin0 = 2 (X°'
Sini) + 2 (°Mi' Sini) = (^' 2 Sini) + 3F (здесь О — неко-

торая фиксированная точка многогранника). Следовательно,

7.20. Рассмотрим параллелепипед ABCDA-iB^C^D^. Пусть
на данных прямых лежат диагонали граней с общим ребром ВС,

причем АС ¦— одна из этих диагоналей. Тогда ВС\ — вторая

такая диагональ, a B\D ¦— диагональ параллелепипеда, лежащая

на третьей данной прямой. Введем прямоугольную систему ко-

координат так, что прямая АС совпадает с осью Ох, прямая ВС^

параллельна оси Оу и проходит черев точку @, 0, а), прямая B^D

параллельна оси Ог и проходит через точку (а, а, 0). Тогда точ-

точки А и С имеют координаты (х1У 0, 0) и (х2, 0, 0), точки В и С^ —

(О, yj_, а) и @, у2, а), точки D и Вг — (a, a, z{) и (a, a, z2). Так как

AD = ВС = BiCi, то а — v1
=

х2
=

¦—а, а = —у}
=

у2
— а и

z,
= —я = а — Z2, откуда хг = 2а, х2 = —а, у1

= —я, у2
=

= —2а, г, = —а и г.г
= 2а. Тем самым найдены координаиы

вершин А, В, С, D, Вг и Сг.

Простые вычисления показывают, что АС = Зя, А В =

= а]/б и ВС = а ]/3, т. е. треугольник ABC —прямоуголь-

—прямоугольный, а значит, площадь грани-Л BCD равна АВ-ВС = За2 ]/2.
Плоскость грани А ВCD задается уравнением у -(- z.= 0. Рас-

Расстояние от точки (х0, у0, Zq) до плоскости рх -(- Чу + rz = 0 рав-

равно \рх0 + дУо + rz0 \/Vp2 + Ч* + г2 (задача 1.27), поэтому
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расстояние от точки В1 до грани ABCD равно За/ ]/2. Следова-

Следовательно, объем параллелепипеда равен 9а3.

7.21. Фиксируем а = |а|, ?=|Ь| и с = |с|. Пусть х, у, z —

косинусы углов между векторами а и b, b и с, с и а. Разность

между левой и правой частями требуемого неравенства

равна а + Ь + с + Уа2 + Ь2 + с2 + 2 (аЬх + Ьсу + acz)
—

— Уа* + Ь2 + 2аЬх — УЬ2 + с2 + 2fcci/— ]/> + в2 + 2асг =

= /(ж> !/> z)- Числа ж, {/ и г связаны некоторыми неравенствами,

но нам будет проще доказать, что f(x, у, г) ^ 0 для всех х,

у, г, не превосходящих по модулю 1.

ФУНКЦИЯ ф (*) = V7T~t - VT+~t ^
монотонна по t. Следовательно, при фиксированных у и z

функция f(x, у, г) достигает наименьшего значения, когда х =

==rfcl- Фиксируем затем х = +1 и г; в этом случае функция /
достигает наименьшего значения, когда у = ±1. Наконец, фик-
фиксировав х = +1 и(/=+ 1, получаем, что функция / достигает

наименьшего значения, когда числа ж, у, z равны ±1. В этом

случае векторы а, Ь и с коллинеарны и неравенство легко прове-

проверяется.

7.22. Утверждения а) и б) легко следуют из определения.

в) Первое решение. Введем систему координат

Oxyz, напрагив ось Ох вдоль вектора а. Можно проверить, что

векторным произведением векторов а = (а, 0, 0) и и = (х, у, z)

является вектор @, —«z, ay). В самом деле, этот вектор перпен-

перпендикулярен обоим векторам, а его длина равна произведению

длины вектора а на длину высоты, опущенной на вектор а из

конца вектора и; согласованность ориентации следует проверить

для различных вариантов знаков чисел у и г.

Теперь требуемое равенство легко проверить, выражая коор-

координаты входящих в него векторных произведений через коорди-

координаты векторов b и с.

Второе решение. Рассмотрим призму АВСАгВгС±

где АВ = Ь, ВС = с и ААХ = а. Так как АС = b + с, то ука-

указанное равенство означает, что сумма трех векторов внешних

(или внутренних) нормалей к боковым граням призмы, длины

которых равны площадям соответствующих граней, равна нулю.

Пусть А'В'С — сечение призмы плоскостью, перпендикулярнол

боковому ребру. После поворота векторов нормалей на 90° в

плоскости А'В'С они переходят в векторы dA'В', dB'С' и

dC'A', где d — длина бокового ребра призмы. Ясно, что сумма

этих векторов равна нулю.
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7.23. Пусть а = «Л + а.2% + а3е3 иЬ= btet + Ь2е2 + fcse3,
где ех, е2 и е3 — единичные векторы, направленные вдоль осей

координат. Для решения задачи можно воспользоваться ре-

результатами задач 7.22, а — в, предварительно заметив, что

[et, е2] = е3, [е2, е8] = е, и [е3, ej = е2.
7.24. Оба равенства можно доказать несложными, но не-

несколько громоздкими вычислениями, воспользовавшись резуль-

результатом задачи 7.23.

7.25. а) Согласно задаче 7.24,а [а, [Ь, с]] = Ь(е, а) — с(а,
Ь), [Ь, [с, а]] = с(а, Ь) — а(Ь, с) и [с, [a, b]J = a(b, с) —

—b(a, с). Складывая эти равенства, получаем требуемое.
б) Векторы [Ь, с], 1с, а] и [а, Ь] перпендикулярны плоско-

плоскости ЛВС и сонаправлеиы, а их длины равны 2SboCi %Scoa и

2Saob- Поэтому векторы [а, [Ь, с]], [Ь, [с, а]] и [с, [а, Ь]] пос-

после поворота на 90° в плоскости ABC переходят в векторы ZaS^QC,
2bSC0A и 2cSAOb-

7.26. Пусть a, b и с — векторы, задающие три несмежные

стороны шестиугольника; alt bt и С?
— векторы противополож-

противоположных сторон. Так как вектор at перпендикулярен векторам b и

с, то at
= X[b, с]. Следовательно, общий перпендикуляр к век-

векторам а и at задается вектором na
= [a, [b, с]]. Из тождества

Якоби следует, что па "Ь пь "Ь пс
== ", т. е. эти векторы перпен-

перпендикулярны одной прямой.

7.27. Пусть a = DA, b = DB и с = DC. Утверждение

задачи эквивалентно равенству [а, Ь] + [Ь, с] -\- [с, а] +

+ [Ь — с, а — с] = 0.

7.28. а) Докажем, например, что вектор [а, Ь] -+- [Ь, с] +

+ [с, а] лежит в плоскости П, проходящей через биссектрису

грани SAB перпендикулярно этой грани. Плоскость П перпен-

перпендикулярна вектору а — Ь, поэтому она содержит вектор

[с, а — Ь]. Кроме того, плоскость П содержит вектор [а, Ь], по-

поэтому она содержит вектор [а, Ь] -+- [с, а — Ь] = [а, Ь] +
+ |Ь, с] + [с, а].

б) Пусть ОА = ОАЛ sin а, + ОАа sin а + ОА„ sin а„. Дока-
X 1 Z 2 о Л

жем, например, что плоскость ОА^А делит пополам угол меж-

между гранями ОА„АЛ и ОА„А„. Для этого достаточно проверитъ,

что перпендикуляр к плоскости ОА^А является биссектрисой
угла между перпендикулярами к плоскостям ОА^АХ и OA^A%.
Перпендикуляры к этим трем плоскостям задаются соответст-

соответственно векторами ОА„Х ОА=ОАахОА, sin a, + OAnx OA,.sma.,,
а .аХХ л**о

ОА2 X ОА1 и ОА2 X ОА3. Как легко видеть, если | а | = | b |,
то вектор a -J- b задает биссектрису угла между векторами а и

b . Поэтому остается доказать, что длины ^
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п 0А2 X 0Аа sin
aa равны. Но |ОЛ2 X ОА%\= sin А1ОА2 = smas

в |.ОЛ X ОЛ3 | = sin a , что и завершает доказательство. Для
плоскостей ОА, А и ОА, А доказательство аналогично.

7.29. Пусть а = АгВ, b = BCt и с = CjD. Тогда удвоен-
удвоенные площади граней тетраэдр^ A-JiC-Ji равны длинам векторов

[а, Ы, [Ь, с], [с, d] и [d, а], где d = —(а + b -+- с), а удвоен-

удвоенные площади граней параллелепипеда равны длииам векторов

[а, С], [b, d] и [а + b, b + с]. Пусть х = 1а, Ь|, у = [Ь, с]
в z = [с, а]. Тогда учетверенные суммы квадратов площадей
граней тетраэдра и параллелепипеда равны |х|2 + |у|2 + |у —
— z|2 + |z — х|2 и |z|a + |х — у|а + |х + у — z|2 соответст-

соответственно. Легко проверить, что каждая ив этих сумм равна 2(|х|2 +
+,|У|а + |z|a-(y, z)-(x, г)).

7.30. Три вектора компланарны тогда и только тогда, когда

их смешанное произведение равно нулю Воспользовавшись

формулой задачи 7.23, получаем, что смешанное произведение

данных векторов равно

(o2bs — <hb2)cf + (o^bi — axbs)c2 + (atb2 — а2Ь^)с^.

7.31. Пусть М —цевтр масс тетраэдра, А —середина реб'~
ра, через которое проходит плоскость П, В — середина проти-

противоположного ребра, N' — точка, симметричная TV относительно

точки М. Так как точка М является середипой отрезка А В

(см. задачу 14.3), то AN'\\BN, а значит, точка N' принадлежит

плоскости П. Следовательно, все шесть плоскостей проходят

через точку N\

7.32. а) Пусть А — середина ребра а, В — середина про-

противоположного ему ребра Ь. Пусть, далее, М — центр масс

тетраэдра, О — центр его описанной сферы, О' —точка, сим-

симметричная О относительно точки М. Так как точка М является

серединой отрезка АВ (задача 14.3), то О'А\\ОВ. Но отрезок ОВ

перпендикулярен ребру Ъ, поэтому О' A _Lfc, а значит, точка 0е

принадлежит плоскости, проходящей через середину ребра а

перпендикулярно ребру Ь. Следовательно, все шесть плоскостей

проходят черев точку О'.

б) Пусть точка Монжа О' лежит в плоскости грани ABC.

Проведем через вершину D плоскость П, параллельную этой

грани. Так как центр О описанной сферы тетраэдра симметричен
точке О' относительно его центра масс М, а точка М делит ме-

медиану тетраэдра, проведенную из вершины О, в отношении 3 : 1

(задача 14.3), то точка О равноудалена от плоскостей П и ABC.

Остается заметить, что если центр сферы равноудален от двух

параллельных секущих плоскостей, то проекция окружности
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на щорую секущую плоскость совпадает со второй ©к-

ружностью сечения.

7.33. Докажем, что Z-ABC = 90° (рис. 54). Рассмотрим

для этого пунктирные отрезки А'В' и В'С. Ясно, что при сим-

симметрии относительно плоскости, проходящей через середину
отрезка ВВ' и перпендикулярной ему, отрезок АВ переходит
в А'В', а ВС — в В'С. Поэтому достаточно доказать, что

/LA'B'С = 90°. Кроме того, B'C\\BF, т. е. нужно доказать, что

А'В' _L BF. При симметрии относительно биссекторной плоскости

двугранного угла, образованно-
образованного пятиугольниками с общим реб-

ребром BF, точка А' переходит в В'.

Поэтому отрезок А'В' перпенди-

перпендикулярен этой плоскости, в част-

частности, А'В' А. ВF.

Для остальных углов меж-

между рассматриваемыми отрезками

доказательство проводится анало-

аналогично.

7.34. Предположим сначала, Рис. 54
что и данная сфера, и сфера,
касающаяся ее, расположены в одном и том же двугранном угле

между данными плоскостями. Тогда обе сферы симметричны

относительно биссекторной плоскости этого двугранного угла,

а значш, точка их касания лежит в этой плоскости. Если же дан-

данная сфера и сфера, касающаяся ее, расположены в разных дву-

двугранных углах, то их общей точкой может быть лить одна из

двух точек касания данной сферы с данными плоскостями. Та-

Таким образом, искомое ГМТ состоит из окружности, по которой
данную сферу пересекает биссекторпая плоскость, и двух точек

касания дапной сферы с данными плоскостями (легко проверить,
что все эти точки действительно принадлежат искомому ГМТ).

7.35. Пусть а, Р и у
— двугранные углы при ребрах ОА,

ОБ и ОС. Рассмотрим точку С', симметричную С относительно О.

В трехгранном угле ОABC двугранные углы при ребрах ОА,

ОВ и ОС равны я — а, я — Р а у. Плоскость ОМС, где М —

середина отрезка А В, разбивает двугранный угол при ребре ОС'

на два двугранных угла. Тяк как трехгранные углы ОАМС'

и ОВМС симметричны относительно плоскостей ОМР и OMQ,

где Р и О — середины отрезков А С и ВС, то указанные дву-.

гранные углы при ребре ОС ранны я — а и я — р. Следователь-
Следовательно, у

= (я — а) + (я — р"), что и требовалось.
7.36. Пусть О — проекция вершины S на плоскость осно-

основания пирамиды. Так как вершины основания пирамиды равно-

равноудалены от точки S, то они равноудалены и от точки О, а значит,
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они лежат на одной окружности с центром О. Докажем теперь,
что ВС = АЕ. Пусть М —

середина стороны А В. Так как

ЛЮ-LAB и SOА-АВ, то отрезок АВ перпендикулярен плоскости

SMO, а значит, при симметрии относительно плоскости SMO

отрезок SA переходит в отрезок SB. Двугранные углы при реб-

ребрах SA и SB равны, поэтому плоскость SAE при этой симмет-

симметрии переходит в плоскость SBC. А так как окружность, на ко-

которой лежат всршиыы основания пирамиды, при рассматрива-

рассматриваемой симметрии переходит в себя, то точка Е переходит

в точку С.

Апалогично доказывается, что ВС = ED = А В = DC,

7.37. Пусть П — плоскость симметрии фигуры, состоящей
из трех попарно непараллельных прямых. Возможны лишь

два варианта: 1) относительно П симметрична каждая данная

прямая; 2) одна прямая симметрична относительно II, а две

другие прямые симметричны друг другу.

В первом случае либо одна прямая перпендикулярна П,
а две другие принадлежат П, либо все три прямые принадлежат

П. Таким образом, плоскость П задается некоторой парой дан-

данных прямых. Следовательно, плоскостей симметрии этого типа

не более 3.

Во втором случае плоскость П проходит через биссектрису
угла между двумя данными прямыми перпендикулярно плос-

плоскости, содержащей эти прямые. Для каждой пары прямых су-

существуют ровно 2 такие плоскости, поэтому число плоскостей

симметрии этого типа не более 6.

Итак, всего плоскостей симметрии не более 9. Кроме того,

фигура, состоящая из трех попарно перпендикулярных прямых,

проходящих через одну топку, имеет как раз 9 плоскостей сим-

симметрии.

7.38. Пусть а' — образ вектора а при рассматриваемой
симметрии; и — проекция вектора а на данную прямую. Тогда

а' + а = 2и и »—Ь
(ЬГТ5>'

7.39. Введем в пространстве систему координат, взяв пря-

прямые if и I, в качестве осей Ох и Оу. При симметрии относительно

прямой Ох точка (х, у, z) переходит в точку (х, —у, —г), а при

симметрии относительно прямой Оу полученная точка переходит
в точку (—х, —у, z).

7.40. Фиксируем какую-нибудь ось симметрии I. Докажем,

чго остальные оси симметрии разбиваются на пары. Заметим

сначала, что при симметрии относительно прямой I ось симмет-

симметрии переходит в ось симметрии. Если ось симметрии V не пере-

пересекает I или пересекает не под прямым углом, то парой к I'

будет ось, симметричная ей относительно I. А если ось V пере-
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секает I под прямым у1лом, то парой к V будет прямая, перпен-
перпендикулярная I и V и проходящая через точку их пересечения.'
В самом деле, из задачи 7.39 следует, что вта прямая является

осью симметрии.

7.41. Пусть М — центр масс тетраэдра. При гомотетии

с центром М и коэффициентом —1/3 вершины тетраэдра пере-

переходят в центры масс его граней, а значит, описанная сфера тет-

тетраэдра переходит в сферу радиуса Я/3, пересекающую все гра-
грани тетраэдра (или касающуюся их). Для доказательства того, что

радиус этой сферы не меньше г, достаточно провести плоскости,

параллельные граням тетраэдра и касающиеся частей этой сфе-

сферы, лежащих вне тетраэдра. В самом деле, тогда эта сфера ока-

окажется вписанной в тетраэдр, подобный исходному и не мень-

меньший его.

7.42. Пусть SAB — исходная грань пирамиды SABCD,

SAD — вторая грань. Повернем плоскости этих граней относи-

относительно прямых АВ и AD так, чтобы они совпали с плоскостью

основания (поворот производится в сторону меньшего угла).

Рассмотрим систему координат с началом в точке А и осями Ох

и Оу, направленными по лучам АВ и AD. Первая проекция за-

задает преобразование, при котором точка (х, у) переходит в

(х,ку), где к = cos a (a — угол между основанием и боковой

гранью); при второй проекции точка (х, у) переходит в (кх. у).

Следовательно, композиция этих преобразований переводит
точку (х, у) и (кх, ку).

7.43. Пусть А и В — наиболее удаленные друг от друга

точки многогранника. Тогда образы многогранника М при го-

гомотетиях с центрами А и В и коэффициентом 1/2 задают искомое

расположение. В самом деле, эти многогранники не пересекают-

пересекаются, так как они расположены по разные стороны от плоскости,

проходящей через середину отрезка АВ перпендикулярно ему.

Кроме того, они лежат внутри М, так как М — выпуклый много-

многогранник.

7.44. Рассмотрим выпуклый многогранник М и любые три

многогранника Mlt M2 и М3, гомотетичных ему с коэффициен-
коэффициентом к. Пусть 0\, О2 и О3 — центры соответствующих гомотетий.

Ясно, что если А ¦— точка многогранника М. наиболее удален-
удаленная от плоскости, содержащей точки Оъ О2 и О3, то i не принад-

принадлежит ни одному из многогранников Мг, М„ и М3. Это следует
из того, что при гомотетии с коэффициентом к и центром О, ле-

лежащим в плоскости П, наибольшее расстояние от многогранника

до плоскости П изменяется в к раз.

7.45. Пусть N
—

центр масс треугольника ABC. При гомо-

гомотетии с центром N и коэффициентом 1/4 точка D переходит в М.

Докажем, что точка М лежит в плоскости П, проходящей через
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центр Oj описанной окружности треугольника ABC перпенди-

перпендикулярно его медиане А К. В самом деле, OMj_AKno условию

vlOO,J_AK. Итак, точка D лежит в плоскости П', полученной из

плоскости П гомотетией с центром N и коэффициентом 4. Об-

Обратно, если точка D лежит в этой плоскости, то OMj_A К.

Пусть, далее, К и L — середины ребер ВС и AD. Тогда

М —

середина отрезка KL. Медиана ОМ треугольника KOL

является высотой, только если КО = OL. А так как ОА = ОВ,

то высоты ОК и OL равнобедренных треугольников ВОС'и AOD

равны тогда и только тогда, когда ПС = AD, т. е. точка D ле-

лежит на сфере радиуса ВС с центром А. Искомым ГМТ является

пересечение этой сферы с плоскостью ГГ.

7.46. Можно считать, что плоскости ГГ и П" не параллель-

параллельны, так как иначе утверждение очевидно. Пусть I — прямая

пересечения этих плоскостей, А* — точка пересечения прямой I

с плоскостью AiAiAi. Плоскость AiAiAi перпендикулярна пря-

прямой I, поэтому / _L А[А* и I _L A"tA*. Следовательно, если плос-

плоскость П' повернуть вокруг прямой I так, чтобы она совпала с

плоскостью П", то прямые А\а\ будут перпендикулярны пря-
прямой I.

7.47. Рассмотрим сечение плоскостью, перпендикулярной
прямой I. Требуемое утверждение следует теперь из соответстг

вующего планиметрического утверждения о композиции двух

осевых симметрии (см. Прасолов, 8.14, б).
7.48. Пусть А —

некоторая точка, В — ее образ при сим-

симметрии относительно точки О, С — образ точки В при повороте

на угол ф относительно прямой I, D — образ точки С при сим-

симметрии относительно плоскости П. Тогда точка D является об-

образом точки А при повороте на угол 180° + ф относительно

прямой I.
7.49. а) Пусть Т — пекоторое преобразование, переводя-

переводящее точку А в точку В, отличную от A; S — симметрия относи-

относительно плоскости П, проходящей через середину отрезка АВ

перпендикулярно ему. Тогда S°T(A) = S(B) = А, т. е. А—не-

А—неподвижная точка преобразования S°T. Кроме того, если Т(Х) =

= X для некоторой точки X, то АХ = Т(А)Т(Х) = ВХ. Сле-

Следовательно, точка А' принадлежит плоскости П, а значит, S(X) =

= X. Таким образом, точка А и все неподвижные точки преобра-
вевания Т являются неподвижными точками преобразования
S° Т.

Возьмем 4 точки пространства, не лежащие в одной плос-

плоскости, и рассмотрим их образы при данном преобразовании Р.

Можно подобрать к (к ^ 4) таких преобразований St, . .
., Sh —

симметрии относительно плоскостей, что преобразование S^...
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... °Sh°P оставляет неподвижными выбранные 4 точки, т. е. это

преобразование оставляет неподвижными все точки пространст-

пространства. Следовательно, Р = Sh° ...°Si; для доказательства этого

утверждения можно воспользоваться тем, что если S°F = G,

где S — симметрия относительно плоскости, то SCC = S°S°.F =

= F, так как S°S — тождественное преобразование.
б) Для преобразования, оставляющего точку О неподвиж-

неподвижной, в качестве одной из 4 точек, образы которых задают это пре-

преобразование, можно взять точку О. Во всем остальном доказа-

доказательство аналогично решению задачи а).

7.50. а) Согласно задаче 7.49,6 любое движение первого

рода, имеющее неподвижную точку, является композицией двух

симметрии относительно плоскостей, т. е. поворотом относитель-

относительно прямой, по которой пересекаются эти плоскости (см. зада-

задачу 7.47).

б) Пусть Т — данное движение второго рода, / — симмет-

симметрия относительно неподвижной точки О этого преобразования.
Так как / можно представить в виде композиции трех симметрии
относительно трех попарпо перпендикулярных плоскостей, про-

проходящих через точку О, то / — преобразование второго рода.

Поэтому Р — Т°1 — преобразование первого рода, причем О —

неподвижная точка этого преобразования. Следовательно, Р —

поворот относительно некоторой оси I, проходящей через точ-

точку О. Поэтому преобразование Т = Т°1°1 = Р°1 является

композицией поворота относительно некоторой прямой I и сим-

симметрии относительно плоскости, перпендикулярной I (см. за-

задачу 7.48).

7.51. После перекатывания любая точка А поверхности ша-

шара переходит в точку Т(А), где Т — движение первого рода, имею-

имеющее неподвижную точку
—•

центр шара. Согласно задаче 7.50,а

преобразование Т является поворотом относительно некоторой
оси I. Следовательно, точки Хг, Х2 и Х3 лежат в плоскости, про-

проходящей через точку X перпендикулярно прямой /.

7.52. Свяжем с данным трехгранным углом прямоугольную

систему координат Oxyz. Луч света, двигающийся в направле-

направлении вектора (х, у, г), после отражения от плоскости Оху будет
двигаться в направлении вектора (х, у, —г). Таким образом, от-

отразившись ото всех трех граней, он будет двигаться в направле-

направлении вектора (—х, —у, —г).

7.53. Пусть В — точка падепия луча на зеркало; А — точ-

точка луча, отличная от В; К и L — проекции А на зеркало в ис-

исходном и повернутом положении, Af и А2 — точки, симметрич-
симметричные А относительно этих положений зеркала. Искомый угол ра-
равен углу АгВАг. Если АВ = а, то А±В = А,В = а и А К =

=
о sin а. Так как ?.KAL = Р, то АгА2 = 2KL = 2А К sin p =
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«= 2a sin a sin p\ Следовательно, если ф
— искомый угол, то

sin(q:/2) = sin a siu p'.
7.54. Введем систему координат с началом О в вершине ко<

нуса и осью Ох, проходящей через точку А (рис. 55). Пусть

ОМ — (х, у, г), тогда АМ — (х — а, у, z), где а = АО. Если

a — угол между осью конуса Oz

и его образующей, то х2 + у2 =

= /с2г2, где k = tg a. Рассмотрим

вектор РМ, перпендикулярный
поверхности конуса, с началом Р

на оси конуса. Этот вектор имеет

координаты (х, у, t), причем

О =(ОМ, РМ) = г2 + у2 +fe =

=&2z2+ tz, т. е. t = —fr22_

При симметрии относительно

прямой РМ вектор а = AM пе-

переходит в вектор 21) • '
'—а,

Рис. 55 _>.

где Ь = РМ (см. задачу 7 .38).

Третья координата эюго вектора равна

2ak2rz
гг —z;

она должна быть равна нулю. Поэтому искомое ГМТ задается

уравнением хг + у1
— 2ак2х/A -J- к2) = 0; оно представляет со-

собой окружность радиуса ак2/^ + к2) = a sinaa, проходящую

через вершину конуса.



Г лав а 8

ВЫПУКЛЫЕ МНОГОГРАННИКИ

И ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ

§ 1. Разные задачи

8.1. а) Площади всех граней выпуклого многограп-
ника равны. Докажите, что сумма расстояний от его

внутренней точки до плоскостей граней не зависит от

положения точки.

б) Высоты тетраэдра равны fe,, fo2, /i3 и ^*; ^и d2, d3
и di — расстояния от произвольной его внутренней
точки до соответствующих граней. Докажите," что

2 (di/fci) = 1-

8.2. а) Докажите, что выпуклый многогранник не

может иметь ровно 7 ребер.
б) Докажите, что выпуклый многогранник может

иметь любое число ребер, большее 5 и отличное от 7.

8.3. Плоскость, пересекающая описанный много-

многогранник, делит его на две части объемом Fx и F2; его

поверхность она делит на две части площадью Sr и S2-
Докажите, что V1 : St = V.2 : S^ тогда и только тогда,

когда плоскость проходит через центр вписанной сферы.
8.4. В выпуклом многограннике из каждой вершины

выходит четное число ребер. Докажите, что любое се-

сечение его плоскостью, не содержащей вершин, являет-

является многоугольником с четным числом сторон.

8.5. Докажите, что если любая вершина выпуклого

многогранника соединена ребрами со всеми остальными

вершинами, то этот многогранник
— тетраэдр.

8.6. Какое наибольшее число сторон может иметь

проекция выпуклого многогранника с п гранями?
8.7. Каждая грань выпуклого многогранника имеет

центр симметрии.

а) Докажите, что его можно разрезать на паралле-

параллелепипеды.

б) Докажите, что он сам имеет центр симметрии.
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8.8. Докажите, что если все грани выпуклого много-

многогранника
— параллелограммы, то их число является

произведением двух последовательных натуральных

чисел.

§ 2. Признаки невписанности и неописанное™

многогранников

8.9. Некоторые грани выпуклого многогранника
окрашены в черный цвет, остальные — в белый, при-
причем никакие две черные грани не имеют общего ребра.
Докажите, что если площадь черных граней больше
площади белых, то в этот многогранник нельзя вписать

сферу.
Может ли для описанного многогранника площадь

черных граней равняться площади белых?

8.10. Некоторые грани выпуклого многогранника

окрашены в черный цвет, а остальные — в белый, при-
причем никакие две черные грани не имеют общего ребра.
Докажите, что если черных граней больше половины,
то в этот многогранник нельзя вписать сферу.

8.11. Некоторые вершины выпуклого многогранни-'
ка окрашены в черный цвет, а остальные — в белый,
причем хотя бы один конец каждого ребра белый. До-
Докажите, что если черных вершин больше половины, то

этот многогранник нельзя вписать в сферу.
8.12. Все вершины куба отсечены плоскостями,

причем каждая плоскость отсекает тетраэдр. Докажите,
что в полученный многогранник нельзя вписать сферу.

8.13. Через все ребра октаэдра проведены плоскости;
при этом образовался многогранник с четырехуголь-
четырехугольными гранями: каждому ребру октаэдра соответствует

одна грань. Докажите, что полученный многогранник
нельзя вписать в сферу.

§ 3. Формула Эйлера

Во всем этом параграфе В — число вершии, Р — число ре-

ребер, Г — число граней выпуклого многогранника.

8.14. Докажите, что В — Р + Г = 2 (формула
Эйлера).

8.15. а) Докажите, что сумма углов всех граней
выпуклого многогранника равна удвоенной сумме уг-
углов плоского многоугольника с тем же числом вершин»
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б) Рассмотрим для каждой вершины выпуклого мно-

многогранника разность между 2д и суммой плоских уг-

углов, сходящихся в этой вершине. Докажите, что сумма

всех этих величин равна 4я.

8.16. Пусть Гь — число /с-угольных граней произ-
произвольного многогранника, Bft — число его вершин,

v которых сходится к ребер. Докажите, что 2Р = ЗВ3 +
+ 4В4 + 5ВВ ...

= ЗГ3 + 4Г4 + 5Г5 + ...

8.17. а) Докажите, что в любом выпуклом многогран-
многограннике найдется либо треугольная грань, либо трех-
трехгранный угол.

б) Докажите, что для любого выпуклого многогран-
многогранника сумма числа треугольных граней и числа трех-
трехгранных углов не меньше 8.

8.18. Докажите, что в любом выпуклом многогран-
многограннике найдется грань, у которой менее шести сторон.

8.19. Докажите, что для любого выпуклого мно-

многогранника ЗГ > 6 + Р и ЗВ > 6 + Р.

8.20. Дан выпуклый многогранник, все грани

которого имеют 5, 6 или 7 сторон, а все многогранные

углы — трехгранные. Докажите, что число пяти-

пятиугольных граней на 12 больше числа семиугольных.

§ 4. Обходы многогранников

8.21. Планета имеет форму выпуклого многогранни-

многогранника, причем в его вершинах расположены города^ а каж-

каждое ребро является дорогой. Две дороги вакрыты на ре-

ремонт. Докажите, что из лю-

любого города можно проехать
в любой другой по остав-

оставшимся дорогам.
8.22. На каждом ребре

выпуклого многогранника

указано направление; при
этом в любую вершину хотя

бы одно ребро входит и хо-

хотя бы одно из нее выходит.

Докажите, что существуют

две грани, которые можно

обойти, двигаясь в соответ-

соответствии с введенной ориента-
ориентацией ребер.

8.23. Система дорог, про-
проходящих по ребрам выпук- Рис. 56
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лого многогранника, изображенного на р ис. 56, соеди-
соединяет все его вершины и не разбивает его на дв е части.

Докажите, что эта система дорог имеет не менее 4 ту-

тупиков. (Для системы дорог, изображенной на рис, 56,
вершины А, В, С и D тупиковые.)

§ 5. Пространственные многоугольники

8.24. Плоскость пересекает стороны пространствен-
пространственного многоугольника Ах ... Ап (или их продолжения)
в точках В-у, ..., Вп; точка Bt лежит на прямой А;А1+1.

А В А В АпВп
Докажите, что -Ан^-- .

'
»...-¦.„ = 1, причем на

Агь\ Лз -2 А\ь-п
сторонах многоугольника (а не на их продолжениях)
лежит четное число точек Bt.

8.25. Даны четыре прямые, никакие три из которых

не параллельны одной плоскости. Докажите, что су-

существует пространственный четырехугольник, стороны
которого параллельны этим прямым, причем отношение

сторон, параллельных соответствующим прямым, для

всех таких четырехугольников одно и то же.

8.26. а) Сколько существует попарно не равных

пространственных четырехугольников с одним и тем же

набором векторов сторон?
б) Докажите, что объемы всех тетраэдров, задавае-

задаваемых этими пространственными четырехугольниками,

равны.
8.27. В пространстве даны точки А, В, С и D, при-

причем АВ = ВС = CD и /ABC = /.BCD = /CDА =

= а. Найдите угол между прямыми AC u BD.

8.28. Пусть Вх, В2, ..., Въ — середины сторон

А3Ай, АйАь, ..., А2А3 пространственного пятиугольни-

пятиугольника А, ... Аъ; Хрь = A +

= A — 1/1/*5)ЛгБ|. Докажите, что как точки Ptt так и

точки Qi лежат в одной плоскости.

8.29. Докажите, что пятиугольник, все стороны и

углы которого равны, является плоским.

8.30. В пространственном четырехугольнике ABCD

суммы противоположных сторон равны. Докажите,
что существует сфера, касающаяся всех его сторон а

диагонали АС.
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8.31. Сфера касается всех сторон пространственного

четырехугольника. Докажите, что точки касания лежат

в одной плоскости.

8.32. На сторонах АВ, ВС, CD и DA пространствен-
пространственного четырехугольника ABCD (или на их продолже-

продолжениях) взяты точки К, L, М и N, причем AN = А К,
ВК = BL, CL = СМ и DM = DN. Докажите, что

существует сфера, касающаяся прямых АВ, ВС, CD
и DA.

'

8.33. Пусть а, Ъ, с и d — длины сторон АВ, ВС,
CD и DA пространственного четырехугольника ABCD.

а) Докажите, что если не выполняется ни одно из

трех соотношений а -+- Ъ = с + d, а + с = b + d и

а + d = b + с, то существует ровно 8 различных
сфер, касающихся прямых АВ, ВС, CD и DA.

б) Докажите, что если выполняется хотя бы одно из

указанных соотношений, то существует бесконечно

много различных сфер, касающихся прямых АВ, ВСТ
CD и DA.

Решения

8.1. а) Пусть V — объем многогранника, S — плошадь его

грани, ht — расстояние от точки X, лежащей внутри многогран-

многогранника, до i-й грани. Разрезая многогранник на пирамиды с вер-
вершиной X, основаниями которых служат его грани, получаем

V = ShJS + ... + Shn/3. Следовательно, hx + ... + hn =
= 3V/S.

б) Пусть V — объем тетраэдра. Так как ht
= 3V/St, где

St— площадь j-й грани, то 2 (йг/Лг) = Bйг5г)/3^- Остается

заметить, что d,-.S?/'3= Уг,где Vj — объем пирамиды с вершиной
в выбранной точке тетраэдра, основанием которой служит i-я

грань, и 2Fi = F-

8.2. а) Предположим, что многогранник имеет только тре-

треугольные грани, причем их количество равно Г. Тогда число

ребер многогранника равно ЗГ/2, т. е. оно делится на 3. Если же

у многогранника есть грань с числом сторон более трех, то число

его ребер не менее 8.

б) Пусть п ^ 3. Тогда 2м ребер имеет n-угольная пирамида,

a 2n -f- 3 ребер имеет многогранник, который получится, если

от n-угольной пирамиды отсечь треугольную пирамиду плос-

плоскостью, проходящей вблизи от одной из вершин основания.

8.3. Предположим для определенности, что центр О вписан-

вписанной сферы принадлежит части многогранника с объемом V\,
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Рассмотрим пирамиду с вершиной О, основанием которой служит
сечение многогранника данной плоскостью. Пусть V — объем

этой пирамиды. Тогда Vx — V = rS1/3 и V* + V = rS2/3, где

г — радиус вписанной сферы (см. задачу 3 -.7). Поэтому .Si :

: .S2 = V\ : Vz тогда и только тогда, когда ( Vi — V) : (F2 +
-f- V) = Si : S2 = Vi : V2, а значит, V = 0, т. е. точка О при-

принадлежит секущей плоскости.

8.4. Прямых, соединяющих вершины многогранника, ко-

конечное число, поэтому данную плоскость можно слегка поше-

пошевелить так, чтобы в процессе шевеления она не пересекла ни

одной вершины и в новом положении она не была бы параллель-
параллельна ни одной прямой, соединяющей вершины многогранника.
Будем сдвигать эту плоскость параллельно до тех пор, пока

она не выйдет за пределы многогранника. Число вершин сече-

сечения будет изменяться, только когда плоскость будет проходить
через вершины многогранника, причем она каждый раз будет
проходить лишь через одну вершину. Если по одну сторону от

этой плоскости лежит т ребер, выходящих из вершины, а по дру-

другую п ребер, то число сторон сечения при переходе через вер-

вершину изменяется на п — т = (п -J- т) — 2т = 2к — 2т, т. е.

на четное число. Так как после выхода плоскости за пределы мно-

многогранника число сторон сечения равно нулю, то число сторон

исходного сечения четно.

8.5. Если любая вершина многогранника соединена реб-

ребрами со всеми остальными вершинами, то все грани тре-

треугольные.

Рассмотрим две грани ABC и ABD с общим ребром АВ.

Предположим, что многогранник не тетраэдр. Тогда у него есть

еще вершина Е, отличная от вершин рассматриваемых граней.

Так как точки С \\D лежат по разные стороны от плоскости ABE,

треугольник ABE не является гранью данного многогранника.

Если провести разрезы по ребрам АВ, BE и ЕА, то поверхность

многогранника распадается на две части (для невыпуклого много-

многогранника это было бы неверно), причем точки С и D лежат в раз-

разных частях. Поэтому точки С и D не могут быть соединены реб-
ребром, так как иначе разрез пересекал бы его, но ребра выпук-

выпуклого многогранника не могут пересекаться по внутренним

точкам.

8.6. Ответ: 2п — 4. Докажем сначала, что проекция вы-

выпуклого многогранника с п гранями может иметь 2и — 4 сто-

сторон. Отрежем от правильного тетраэдра ABCD ребро CD приз-

призматической поверхностью, боковые ребра которой параллельны

CD (рис. 57). Проекция полученного многогранника с п гранями

на плоскость, параллельную прямым АВ и CD, имеет 2п — 4

сторон.
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Докажем теперь, что проекция М выпуклого многогранника
с п гранями не может иметь более 2п — 4 сторон. Число сторон

проекции на плоскость, перпендикулярную грани, не может

быть больше числа сторон всех других проекций, В самом деле,

при такой проекции данная

грань переходит в сторону

многоугольника; если же

плоскость проекции слегка

пошевелить, то »та сторона

сохранится или распадется на

несколько сторон, а число

остальных сторон не изменит-

изменится. Поэтому будем рассмат-

рассматривать проекции на плоскос-

плоскости, не перпендикулярные гра-

граням. В этом случае ребра,

проецирующиеся в границу

многоугольника М, разбива- Рис. 57

ют многогранник на две части:

«верхнюю» и «нижнюю». Пусть рх и р2, <7i и д2, rjnr2
— число вер-

вершин, ребер и граней в верхней и нижней частях (вершины и ребра
границы пе учитываются); т — число вершин многоугольника

М, т, (соответственно т2) — число вершин М, из которых выхо-

выходит хотя бы одно ребро верхней (соответственно нижней) части.

Так как из каждой вершины М выходит по крайней мере одно реб-
ребро верхней или нижней части, то т. <; т1 + т^,. Оценим теперь
число тх. Из каждой вершины верхней части выходит не менее

трех ребер, поэтому число концов ребер верхней части не менее

Зрх + тх. С другой стороны, число концов утих ребер равно
Ъц\ поэтому Зр] + тл ^ 2gj. Докажем теперь, что рг

—

дх +

-\-r-t = \. Проекции ребер верхней части разбивают много-

многоугольник М на несколько многоугольников. Сумма углов этня

многоугольников равна п(т ¦— 2) + 2npt. С другой стороны, она

равна 2 л (9ii — 2), где glt
— число сторон i-го многоугольника

i

разбиения; последняя сумма равна л(/я + 2gj) — 2гг. Прирав-
Приравнивая оба выражения для суммы углов многоугольников, полу-

получаем требуемое. Так как gt
=

рх + гг
— 1 и т1 + Зрх ^ 2д1§

то /П] <| 2гх — 2 — pt < 2г, — 2. Аналогично т2 ^ 2г2 — 2,

Следовательно, т ^ /п, + "Н < 2(г5 + г2) — 4 = 2п — 4.

8.7. а) Возьмем произвольную грань данного многогран-
многогранника и ее ребро гх. Так как грань центрально симметрична, то

она содержит ребро г2, равное и параллельное г,. Грань, приле-

прилегающая к ребру г2, тоже имеет ребро г3, равное и параллельное

гх, и т. д. В итоге получаем «поясок» граней, заданный ребром
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Г] (он обязательно замкнется на ребре гг). Если из поверхности

многогранника вырезать этот «поясок», то останутся две «им

почки» HIj и Ш2. Сдвинем «шапочку» Ш, внутрь многогранши «

на вектор, заданный ребром гг, и разрежем многогранник по и»

лученной при этом поверхности Т(Ш][). Часть многогранник.-!
заключенную между HIi и Т(Ш!), можно разрезать на призмы,

а разрезая их основания на параллелограммы (см. Прасолои,
ч. II, 24.18), получим разбиение на параллелепипеды. Грани
многогранника, заключенного между Т(ШХ) и 1П2, центрально
симметричны, а число его ребер меньше, чем у исходного много-

многогранника, на число ребер «пояска», параллельных г(. Следова-

Следовательно, за конечное число подобных операций многогранник
можно разрезать на параллелепипеды.

б) Как и в задаче а), рассмотрим «поясок» и «шапочки», за-

дапные ребром г грани Г. Проекция многогранника па

плоскость, перпендикулярную ребру г, является выпуклым мно-

многогранником, сторонами которого служат проекции граней,

входящих в «поясок». Проекции граней одной «тапочки» за-

задают разбиепие этого многоугольника на центрально симмет-

симметричные многоугольники. Следовательно, этот многоугольник

центрально симметричен (см. Прасолов, ч. II, 24.19), а значит,

для грани Г найдется грань Г', проекция которой параллельна

проекции Г, т. е. эти грани параллельны; ясно также, что вы-

выпуклый многогранник может иметь лишь одну грань, параллель-

параллельную Г. Грани Г и Г' входят в один «поясок», поэтому Г' тоже

имеет ребро, равное и параллельное ребру г. Проводя аналогич-

аналогичные рассуждения для всех «поясков», заданных ребрами гра-
грани Г, получаем, что грани Г и Г' имеют соответственно равные

и параллельные ребра. Так как эти грани выпуклы, они равны.

Середина отрезка, соединяющего центры их симметрии, являет-

является их центром симметрии.

Итак, для любой грани найдется центрально симметричная
ей грань. Остается доказать, что все центры симметрии пар гра-

граней совпадают. Это достаточно доказать для двух граней, имею-

имеющих общее ребро. Рассматривая «поясок», заданный этим ребром,
получим, что параллельные им грани также имеют общее ребро,

причем оба центра симметрии пар грапей совпадают о центром

симметрии пары общих ребер граней.
8.8. Воспользуемся решением задачи 8.7. Каждый «поясок»

разбивает поверхность многогранника на две «шапочки». Так

как многогранник центрально симметричен, обе «шапочки» со-

содержат равное число грапей. Поэтому другой «поясок» пе можер

целиком лежать в одной «тапочке», т, е. любые два «пояскя»

пересекаются, причем ровно по двум граням (параллельным

ребрам, ведающим «пояски»),
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Пусть к — число различных «поясков». Тогда каждый «по-

«поясок» иересекается с к — 1 другими «поясками», т. е. он содер-

содержит 2(к — 1) граней. Так как любая грань является параллело-

параллелограммом, она входит ровно в два «пояска». Поэтому число гра-

псй равно 2{к — l)fc/2 = (к — 1)к.
8.9. Докажем, что если никакие две черные грани описан-

описанного многогранника не имеют общего ребра, то площадь черных

граней не превосходит площади белых. При доказательстве бу-

будем использовать то, что если две грани многогранника касают-

касаются сферы в точках Oj и 02, а А В — их общее ребро, то ААВОх =

= &АВО2. Разобьем грани на треугольники, соединив каждую

(точку касания многогранника и сферы со всеми вершинами со-

соответствующей грани. Из предыдущего замечания и условия сле-

следует, что каждому черному треугольнику можно сопоставить

белый треугольник с такой же площадью. Поэтому сумма пло-

площадей черных треугольников не меньше суммы площадей белых

треугольников.
Описанный многогранник — правильный октаэдр — можно

окрасить так, чтобы площадь черных граней равнялась площади

белых и никакие две черные грани не имели общего ребра.
8.10. Докажем, что если в многогранник вписана сфера

и никакие две черные грани не имеют общего ребра, то черных

граней не больше, чем белых. При доказательстве будем исполь-

вовать то, что если Of и О-2 — точки касания со сферой граней
с общим ребром А В, то AABOf = ААВОг, а значит, /-AO-J5 =
= /LAO?B. Рассмотрим все углы, под которыми из точек каса-

касания сферы с гранями видны ребра соответствующей грани. Из

предыдущего замечания и условия следует, что каждому такому

углу черной грани можно сопоставить равный ему угол белой

грани. Поэтому сумма черных углов не больше суммы болых

углов. С другой стороны, сумма таких углов для одной грани

равна 2зт. Следовательно, сумма черных углов равна 2пп, где

v — число черных граней, а сумма белых углов равна 2пт, где

т — число белых граней. Таким образом, п ^ т.

8.11. Докажем, что если многогранник вписан в сферу и ни-

никакие две черные вершины не соединены ребром, то черных вер-

вершин не больше, чем белых.

Пусть плоскости, касающиеся в точках Р и Q сферы с цент-

центром О, пересекаются по прямой АВ. Тогда любые две плоскости,

проходящие через отрезок PQ, высекают на плоскости АВР

такой же угол, как н на плоскости ABQ. В самом деле, эти углы

симметричны относительно плоскости А ВО. Рассмотрим теперь
для канадой вершини нашего многогранника углы, которые пи-

писек аются на кесательной плоскости дпугранпыми углами между

сходящимиси в эюй верпшпе гранями. Из предыдущего ааме-

11*
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чпния и условия следует, что каждому углу при черпой вершине
можно сопоставить равный ему угол при белой вертипе. Поэтому
сумма черных углов ве больше суммы белых. С другой стороны,
сумма таких углов для одной вершины равна л(я — 2), где п —•

число граней многогранного угла с втой вершиной (для доказа-

вельства этого удобно рассмотреть сечение многогранного угла

плоскостью, параллельной касательной плоскости). Видно так-

также, что если вместо этих углов рассматривать углы, дополняю-

дополняющие их до 180е (т. е. внешние углы многоугольника сечения),

то их сумма для любой вершины буцет рнвна 2л. Как и раньте,

сумма черных таких углов не больше суммы белых. С другой

стороны, сумма черных углов равна 2яи, где п — число черсыя

вершин, а сумма белых углов равна 2лот, 1до т — число бе-

пых вершин. Следовательно, 2пп < 2пт, т, е. п. «С т.

8.12. Окрасим грани исходного куба в белый цвет, а осталь-

остальные грани полученного многогранника
— в черный. Белыя

граней 6, черных граней 8, причем никакие две черные грани

не имеют общего ребра. Следовательно, в втот многогранник

нельзя вписать сферу (см. задачу 8.10).

8.13. Окрасим 6 вершин исходного октавдра в белый цвет,

а 8 новых вершин — в черный. Тогда один конец каждого ребра

полученного многогранника белый,,
а другой черный. Следовательно,
этот многогранник нельвн виисать

в сферу (см. вадачу 8.11).

8.14. Первое решение.

Пусть М — проекция многогранник
ка на плоскость, не перпендикуляр-

перпендикулярную ни одной его грани; при тан ой

проекции все грнви проециругоюя
в мпогоугольппки. Ребра, проециру-

проецирующиеся в стороны границы Л/, раз-
разбивают многогранник на две части.

Рассмотрим проекцию одной из этих частей (рис, 58). Пусть

«,, . .
., nk

— числа ребер граней этой части, Bj —число внут-

внутренних вершив атой части, В' —число вершин границы М. Сум-
Сумма углов многоугольников, на которые рявбпт многоугольник
М, равна, с одпой стороны, ^л(п{ — 2), ае другой стороны

(

п(В* — 2) -f 2nBj, Следовательно, V „ч
— 2/г = В' — 2 + 2VU

где к •*• число граней первой части. Записывая такое же ра-

венстао для второй части многогранника а складывая оба эти

равенства, получаем требуемое,
Второе решение. Рассмотрим сферу радиуса 1

с центром О, лежащим внутри многогранника, Углы вида AOBt

Рис. 58
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Iгде АВ — ребро многогранника, разбивают поверхность сферы
1 на сферические многоугольники. Пусть nt — число сторон i-то

сферического многоугольника, ог — сумма его углов, Sj
— пло-

площадь. Согласно задаче 4.44 St = а(
— n(nt — 2). Сложив все

| такие равенства для г = 1, . .
., Г, получим 4л = 2лВ — 2зтР +

2яГ.

8.15. Пусть ^ — сумма всех углов граней выпуклого мно-

многогранника. В задаче а) требуется доказать, что 2 = 2 (В —

—2)я, а в задаче б) требуется доказать, что 2Взт — 5j — 4я.

Поэтому обе задачи эквивалентны.

Если грань содержит к ребер, то сумма ее углов равна

(к — 2)зт. При суммировании по всем граням каждое ребро учи-
учитывается дважды, так как оно принадлежит ровно двум граням.

Следовательно, ^ = BР — 2Г) я. Поатому 2Вл — 2 = 2л (В —.

_ р + Г) = 4л.

8.16. Каждому ребру можно сопоставить две вершины,

соединенные им. При этом вершина, в которой сходится к ребер,
встречается к раз. Поэтому 2Р = ЗВ3 + 4В4 + 5В5 + ...

С другой стороны, каждому ребру можно сопоставить две гра-

грани, прилегающие к нему. При этом /r-угольная грань встречает-
встречается /,• раз. Поэтому 2Р = ЗГ3 + 4Г4 + 5Г5 + ...

8.17. а) Предположим, что некоторый выпуклый много-

многогранник не имеет ни треугольных граней, ни трехгранных углов.

Тогда В3 = Г3 = 0, а значит, 2Р = 4Г4 + 5Г5 + ... > 4Г
и 2Р = 4В4 + 5В5 + ... > 4В (см. задачу 8.16). Следовательно,
4В — 4Р + 4Г < 0. С другой стороны, В —. Р + Г = 2. По-

Получено противоречие.

б) Согласно формуле Эйлера 4В + 4Г = 4Р + 8. Подста-

Подставим в эту формулу следующие выражения для входящих в нее

величин: 4В = 4В3 + 4В4 + 4В5 + ..., 4Г = 4Г3 + 4Г« +
+ 4Г5 + ... и 4Р = 2Р + 2Р = ЗВЯ + 4В| + 5В5 + ...

...—ЗГ8+ 4Г4 + 5Г5 + ... После сокращения получаем

В3 + Г3 = 8 + В5 + 2В6 + ЗВ, + ... + Г5 + 2Гв + ЗГ, ... >
>8.

8.18. Предположим, что любая грань некоторого выпуклого

многогранника имеет не менее шести сторон. Тогда Г3 = Г4 =
= Г5 = 0, и поэтому 2Р = 6Г„ + 7Г, + ... > 6Г (см. задачу
8.16), т. е. Р 2== ЗГ. Кроме того, для любого многогранника
2Р = ЗВ3 + 4В4 + ... «Э= ЗВ. Складывая неравенства Р ^ ЗГ

и 2Р ^ ЗВ, получаем Р > Г + В. С другой стороны, Р =

= Г 4- В — 2. Получено противоречие.

Замечание. Аналогичным образом можно доказать, что

в любом выпуклом многограннике найдется вершина, из которой
выходит менее шести ребер.
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8.19. Для любого многогранника 2Р = ЗВ3 + 4В4 + 5В8 -f-
+ ... ^= ЗВ. С другой стороны, В = Р — Г + 2. Поэтому

2Р 2* 3(Р — Г + 2)* т. е. ЗГ 3* 6 + Р. Неравенство ЗВ > 6 +

-(- Р доказывается аналогично.

8.20. Пусть а, Ь и с — количества граней, имеющих 5, 6 и 7

сторон соответственно. Тогда Р = Eа + 6Ь + 7с)/2, Г = а +
+ Ъ + с и, так как по условию из каждой вершины выходят

три ребра, В = Eа + 6Ь + 7с)/3. Умножив все эти выражения

на 6 и подставив в формулу 6(В + Г — Р) = 12, получпм тре-

требуемое.
8.21. Пусть А и В — данные города. Докажем сначала, что

из Л в В можно было проехать по закрытия на ремонт двух до-

дорог. Рассмотрим для этого проекцию многогранника на неко-

некоторую прямую, не перпендикулярную ни одному из его ребер
(при такой проекции вершины многогранника не сливаются).

Пусть Л' и В' — проекции точек А и В, а М' и TV' — крайние
точки проекции многогранника (в точки М' и N' проецируются

вершины М и ./V). Если идти из вершины А так, что в проекции

движение будет происходить по направлению от М' к N', то

в конце концов обязательно попадем в вершину N. Аналогично

из вершины В можно пройти в N. Таким образом, можно про-
проехать из А в В (через Л').

Если полученный путь из А в В проходит через закрытую

дорогу, то есть еще два объезда по граням, для которых это реб-
ребро является общим. Вторая закрытая дорога не может находить-

находиться сразу на двух этих объездах.

8.22. Выйдем из некоторой вершины многогранника и бу-
будем идти по ребрам в указанном на них направлении до тех пор,

пока не попадем в вершину, в которой уже побывала ранее.
Путь от первого прохождения через эту вершину до второго об-

образует «петлю», разбивающую многогранник на две части. Рас-

Рассмотрим одну из них и найдем на ней грань с требуемым свойст-
свойством. Границу каждой из двух частей можно обойти, двигаясь
в соответствии с введенной ориентацией. Если рассматриваемая

фигура сама является гранью, то все уже доказано. Поэтому бу-
будем считать, что опя не является гранью, т. е. па границе имеет-

имеется вершина, из которой пыходиг (соответственно входит) ребро,
не лежпгцее на границе фигурн. Пройдем по этому ребру я бу-
будем идти дальше по ребрам в указанном направлении (соот-
(соответственно о направлении, противоположном указанному) до тех

пор, пока сяова не внйтем на границу или получим петлю. Путь
разбивает фигуру на две части; границу оппоп иа них можно

обойти в соответствии с ориентацией (рис. 5',)). С той частью

проделаем то же самое it т д. После нескольких гаки\ операций
останегся одна грань, обладающая требуемым свойством. Для
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другой из полученных на самом первом шаге частей аналогично

можно найти вторую нужную грань.

8.23. Раскрасим вершины многогранника в 2 цпега так, как

показано на рис. 60. Тогда любое ребро соединяет 2 вершины

разного цвета. Для данной системы дорог назовем степенью

вершииы многогранника число

дорог, проходящих через ату

вершину. Если система дорог не

имеег вершин степени более 2, то

разность между числом черных и

белых вершин не превосходит 1.

Если есть лишь одна вершина

Рис. 59 Рнс. 60

степени 3, а остальные вершины имеют степень не более 2, то раз"

ность между числом черных и белых, вершин не превосходит 2.

В нашем случае разность между числом черных и белых вер-

вершин равна 10—7 = 3. Поэтому найдется вершпна степени не

менее 4 или 2 вершины степени 3. В обоих случаях число тупи-

тупиков не менее 4.

8.24. Рассмотрим проекцию на прямую, перпендикулярную

данной плоскости. Все точки Bi проецируются при этом в одну

точку В, а точки Ах, ..., Ап — в Сл, ..., Сп. Так как отношения

отрезков, лежащих на одной прямой, при проецировании со-

краняются, то

с,в с2в
с2в-с3в

= 1.

Данная плоскость разбивает пространство на две части.

Идя пз вершины Аг в Ai?l, мы переходим из одной части прост-

пространства в другую, только если точка Bt лежит па стороне A tA i+1.

Так как, совершив обход многоугольника, мы вернемся в исход-

исходную часть пространства, то число точек Bi, лежащих па сторо-

сторонах многоугольника, четпо.

8.25. Пусть а, Ь, с и d — векторы, параллельные данным

прямым. Так как любые три вектора в пространстве, пе лежанию
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в одной плоскости, образуют базис, то существуют такие не-

ненулевые числа а, Р и f' что аа "Н РЬ + ус + d = 0. Векторы

аа, pb, 7е и d являются сторонами искомого четырехугольника

Пусть теперь а^а, РХЬ, YiC и d — векторы сторон другого такого

четырехугольника. Тогда ata + р\Ь + Yic + d = 0 = «a -f-
+ Pb + Vc + d, т. е. (а, - а)а + (Pi - P)b + (Yi - У)с = 0.

Так как векторы a, b и с не лежат в одной плоскости, то а = а^,

Р = -Pi и Y =Y 1.

8.26. а) Фиксируем один из векторов сторон. За ним мо-

может следовать любой из трех оставшихся векторов, а аа ним —•

любой из двух оставшихся. Поэтому всего различных четырех-

четырехугольников ровно 6.

б) Пусть а, Ь, с и d — данные векторы сторон. Рассмотрим
параллелепипед, задаваемый векторами a, b и с (рис. 61); его

диагональю служит вектор d. Несложный перебор показывает,

что все 6 различных четырехугольников содержатся среди че-

четырехугольников, сторонами которых являются ребра этого

параллелепипеда и его диагональ d (фиксаровать при переборе
удобно вектор d). Объем каждого соответствующего тетраэдра

составляет 1/6 часть объема параллелепипеда.

8.27. В треугольниках ABC и CDА равны стороны А В

и CD и углы В и D, а сторона АС у них общая. Если /\А ВС =.

= l\CDA, то ACX.BD- Рассмотрим теперь случай, когда ати

треугольники не равны. Возьмем на луче ВА точку Р так, что

ДСВР = /\CDA, т. е. СР = СА (рис. 62). Опа может не со-

совпасть с точкой А, только если /LABC < /LAPC — Z.BAC,
т. е. а < 60°. В этом случае ^ACD

= /LPCB = (90° — а/2) —
— а = 90° — За/2. Следовательно, Z-ACD + A.DCB = (90° —
— За/2) + а = 90° — а/2 = /_АСВ. Поэтому точки А, В, С

в D лежат в одной плоскости, причем точка D лежит внутри

угла АСВ. Так как /\AJBC = /\DCB и эти треугольники рав-

вобедрепные, то угол между прямыми А С и BD равен а.

Итак, если а > 60е, то AC-LBD, a если а < 60°, то либо

ACJ-BD, либо угол между прямыми АС и BD равен а.

8.28. Пусть AiXj
— XAjBj. Достаточно проверить, что

при % = I ± \Г\/Ъ стороны пятиугольника А", ... А'6 парал-
параллельны противоположным диагоначям. Пусть а, Ь, с, d, e —

векторы сторон АхАг, А^Ац, ..., AbAi. Тогда А{Х\ = Я.(а + Ь +

+ с/2), i^Xg = а + ЦЪ + с + d/2), А^Х3 = а + b + Цс +

+ d + е/2), iTxg = a + b + c + ?i(d + e+ а/2) и А*ХЯ =
*=a+b + c + d-f^(e+a + Ь/2). Поэтому Х*Х3 =

Т Txi = A — Х)& + A — ЦЪ + М + (W2) (с + с) =



= A— ЗЯ/2)а + A — ЗЯ/2)Ь + (к/2)й, Х^ХЪ = AtX5 — А^Х^ =
= (Я/2)а + (А,/2)Ь + A — ^)d- Значит, Х1Х3||Х4Х5 тогда и толь-

только тогда, когда B — ЗХ)/Я = К/{2 — 2К), т. е. 5Яг — 10Я + 4 =

= 0. Это уравнение имеет корни 1 + 1/1/5.
8.29. Первое решение. Предположим, что данный

пятиугольник Аг ... Ав не плоский. Выпуклая оболочка его

В

Рис, 61 Рис. 62

вершпн либо является четырехугольной пирамидой, либо ее-

сгопт из двух тетраэдров с общей гранью. В обоих случаях мощ*

но считать, что вершины А± и А$ лежат по одну сторону от плос-

плоскости А2А3А5 (см. рис. 63). Иа условия задачи следует, что диа-

гоналп данного пятиугольника равны, поэтому равны тетра-

тетраэдры А,1А^А3АЪ и AiAsA2A6. А так как точки А{ и А^ лежа!

Рпс. 63

по одну сторону от грани А2А3АЬ *— равнобедренного треуголь-
треугольника, то Ах и Ai симметричны относительно плоскости, проходя-

проходящей через середину отрезка А2Аз перпендикулярно ему- Сле-

Следовательно, точки А\, А2, Аз и Ai лежат в одной плоскости.
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Рассматривая теперь равные (плоские) тетраэдры АгА2АаА1
п АхАъАьАа, приходим к противоречию.

Второе решение. Тетраэдры АхАгА3А^ и А2А^АЪА\
равны, так как равны их соответствующие ребра. Эти тетраэдры
симметричны либо относительно плоскости, проходящей через
середину отрезка А±А2 перпендикулярно ему, либо относитель-

относительно прямой Л4М, где М —

середина отрезка А\А2. В первом

случае диагональ А3А5 параллельна АЛА2, поэтому 4 вершины

пятиугольника лежат в одной плоскости. Если есть две диаго-

диагонали с таким свойством, то пятиугольник плоский. Если же есть

4 диагонали со вторым свойством, то две ив них выходят из од-

одной вершины, например Л3. Пусть М и К — середины сторон

АгА2 и AiAb, L и N — середины диагоналей AiA3 и А3А5. Так
как отрезок АзАъ симметричен относительно прямой AtM, его

середина TV принадлежит этой прямой. Повтому точки Ai, M,
N, Аз и Аъ лежат в одной плоскости; в той же плоскости лежиг

и середина К отрезка АцАъ. Аналогично в одной плоскости ле-

лежат точки А2, К, L, А3, Ах и М. Следовательно, все вершины

пятиугольника лежат в плоскости АаКМ. k

8.30. Пусгь вписанные окружности Sl и S2 треугольников
ABC и ADC касаются стороны А С в точках Рх и Р2 соответст-

соответственно. Тогда АРХ = (АВ + АС - ВС)!2 и АР2 = (AD + АС'—
— CD)!2. Так как АВ — ВС = AD — CD по условию, то

АРг = АР2, т. е. точки Pt и Р2 совпадают. Следовательно, ок-

окружности #! И 52 принадлежат одной сфере (см. задачу 4.12).
8.31. Пусть сфера касается сторон АВ, ВС, CD и DA прост-

пространственного четырехугольника АВCD в точках К, L, М л N

соответственно. Тогда AN — А К, ВК = BL, CL = СМи DM =

= DN. Поэтому

АК BL CM

ШсТТШ'AN
= 1-

Рассмотрим теперь точку N', в которой плоскость KLM пере-

пересекает прямую DA. Воспользовавшись результатом задачи 8.24,

получим, что DN : AN — DN' : AN' и точка N' лежит на от-

отрезке AD. Следовательно, N = N', т. е. точка N лежит в плос-

плоскости KLM.

8.32. Так как AN = АК, то в плоскости DAB существует

окружность Si, касающаяся прямых AD и АВ в точках А' и К.

Аналогично в плоскости ABC существует окружность S2, ка-

касающаяся прямых АВ и ВС в точках К и L. Докажем, что сфера,
содержащая окружности S^ и S2,— искомая. Эта сфера касает-

касается прямых AD, АВ и ВС в точках N, К и L (в частости, точки

В, С и D лежат вне птой сферы^. Остается проверить, что эта

сфера касается прямой CD в точке М.
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Пусть Ss — сечение данной сферы плоскостью BCD, DN' —

I касательная к Ss. Так как DC = ±DM ± MC, a DM = DN =

1= DN' и MC = CL, то дпипа отрезка DC равпа сумме или раз-

разности длин касательных, проведенных та точек С в D к окруж-

I ности S3. Это означает, что прямая CD касается окружности S3.
В самом деле, пусть а = d2 —• Л2, где d — расстояние от центра

окружности S3 до прямой CD и Л — радиус Ss; P — основание

(перпендикуляра, опущенного из центра окружности S3 на пря-
'

мую CD; х = СР и у
= DP. Тогда длины касательных CL и DN'

равны V х2 -{- а и V у2 + а. Пусть |V ж2 + а ± Vy2 + а | =
= \х ± у\ Ф 0. Докажем, что тогда а = 0. Возведя обе части

в квадрат, получим ~\/ (жа + я)(г/2 + а)
—

±ху + а. Еще раз
возведя в квадрат, получим а (х2 + у2) = +2axij. Если а =^= 0,

то (ж ± г/J = 0, т. е. ж = ±у. Равенство 2\ух2 -\- а\ = 2|ж| вы-

выполняется, только если а = 0.

8.33. а) Введем на прямых АВ, ВС, CD и DA координаты,

взяв в качестве начал координат точки А, В, С и D соответствен-

соответственно, а в качестве положительных направлений
— направления

лучей АВ, ВС, CD и DA. В соответствии с результатом задачи

8.32 будем искать на прямых АВ, ВС, CD и DA такие точки К,

L, М и ЛГ, что AN = А К, ВК = BL, CL = CM и DM = DN,

т. е. А К = х, ЛЛГ = а«, ВС = у, ВК = р"У, СМ = z, ct =

= Vz> DN = и и DA/ = Си, где а, Р, -у, 6 = +1- Так как ЛВ =

= Л К + /?#, то а — х — f>y. Аналогично Ъ = у
—

yz, с =

= z — 6и и <i = м — ах. Следовательно, и = d -\- их, z = с -J-
+ Ы + баж, у = b + ус + уЫ + -убаж И ж = а + |5Ь + $ус +
-f- Py^^ "т" Ру^аа;- И3 последнего соотношения получаем A —.

— сф1>6)ж = а + |5ft + f>yc -f- Py^^- Итак, если 1 — «Py^ = 0,
то выполняется соотношение вида я±Ь±с±<!= 0; ясно

ff чкже, что соотношение а — b — с — d = 0 выполняться не мо-

может. Следовательно, в нашем случае аР^б Ф 1, а значит, оф^б =
= —1. Числа а, Р, y = ±1 можно задавать произвольно, а чис-

число 6 определяется этими числами. Всего существует 8 различных

наборов чисел а, р, у, 6, причем для каждого набора существует

единственное решение ж, у, z, и. Кроме того, все числа ж, у, г, и

отличны от нуля, поэтому все 8 решений различны.

б) Первое решение. Разберем, например, случай,

когда а + с = Ь + d, т. е. а — b + с — d — 0. В этом случае

следует положить Р = —1, ру = 1, р^уб = —1 и ар-уб = 1,
т. е. a = P = Y=6= —1. Рассматриваемая в решении за-

задачи а) система уравнений для ж, у, z, и имеет бесконечно много

решений: и
— d — ж, z=c — d -f- х и г/ = Ь — с -\- d — ж =

= а ¦—

ж, где число ж произвольно.
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Остальные случаи разбираются аналогично: если а + Ъ =

= с + d, то а = V
= —1 и Р = 5 = 1, а если а + d — b -f- с,

Второе решение. В каждом из трех случаев, когда

выполняются указанные соотношения, можно построить четырех-

четырехугольную пирамиду с вершиной В, боковые ребра которой равны

и параллельны сторонам данного четырехугольника, основанием

является параллелограмм, а суммы длин противоположных ре-

ребер равны (см. рис. 64). Поэтому существует луч, с которым

a+c=b+d

ребра пирамиды — а значит, и стороны четырехугольника —»

образуют равные углы (задача 6.63). Пусть Плоскость П, пер-

перпендикулярная этому лучу, пересекает прямые АВ, ВС, CD
и DA в точках Р, Q, R и S, а соответственные боковые ребра пи-

пирамиды
— в точках Р', Q', R' и S'. Так как точки Р', Q', R'

и S' лежат на одной окружности, а прямые PQ и P'Q', QR и Q'R'
и т. д. параллельны, то /_(PQ, PS) = /L(P'Q', P'S') = /_(R'Q',
R'S') = /L(RQ, RS), т. е. точки Р, Q, Ли S лежат на одной ок-

окружности (см. Прасолов, I, с. 36); пусть О — центр этой окруж-
окружности. Так как прямые АР и AS образуют с плоскостью П рав-
вые углы, то АР = AS. Следовательно, соответственные стороны

(треугольников АРО и A SO равны, а значит, равны расстояния

от точки О до прямых АВ и AD. Аналогично доказывается, что

точка О равноудалена от всех прямых АВ, ВС, CD и DA, т. е.

сфера с центром О, радиус которой равен расстояншо от точки О
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до этих прямых, искомая. Перемещая плоскость П параллельно,

получаем бесконечное множество сфер.
Замечание. Для каждой вершины пространственного

четырехугольника ABCD можно рассмотреть две бнссекторные

плоскости, проходящие через биссектрисы его внешнего и внут-

внутреннего угла перпендикулярно ил. Ясно, что О — точка пере-

пересечения биссекторных плоскостей. По одной прямой пересекают-

пересекаются следующие четверки биссекторных плоскостей: в случав

а + с = Ь -\- d все 4 внутренние; в случае а + Ь = с + d —

внутренние при вершинах А и С и внешние при вершинах В

и D; в случае а + d = b + с — внутренние при вершинах В

и D и внешние при вершинах А и С,



Глава 9

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ

§ 1. Основные свойства

правильных многогранников

Выпуклый многогранный угол называется правильным, если

все его плоские углы равны п все двугранные углы тоже равть

Выпуклый многогранник называется правильным, если все

его грани и мпогограппые углы правильные, а кроме того, все

грани равны и многогравные углы тоже равны. С точки зрения
логики, это определение неудачно — в вем сказано много лиш-

пего. Достаточно было бы потребовать, чтобы грани и много-

многогранные углы были правильными; их равенство уже следова-
следовало бы иа этого. Но такие детали — пе для первого звакомства о

правильными многогранниками. (Разбору различных эквива-
эквивалентных определений правильных многогранников посвя-

посвящен § 5.)
Имеется всего лишь пять различных правильных много-

многогранников: тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр и икосаэдр; по-

последние три многогранника изображены на рис. 65. Этот рису-

рисунок, впрочем, мало о чем говорит
— он не может заменить ип

Октаэдр Додекаэдр

Рис. 65

Икосаэдр

доказчтельства того, что других правильных многогранников
нет, ни даже доказательства того, что лакие правильные много-

многогранники, какие нарисованы, действительно существуют. Все
это нужно доказывать.

В одной из дошедших до нашего времени аптвчпнх книг го-

говорится, что октаэдр и икосаэдр открыл ученик Платова Теэтет

D10—368 г. до н. э.), а куб, тетраэдр и додекаэдр были извест-
известны пифагорейцам задолго до вего. Многие историки математи-
математики сомневались в правдивости этих слов; особенное недоверие
вызывало то, что октаэдр был открыт позже додекаэдра. Дейст-
Действительно, египетские пирамиды построены в глубокой древности,
а соединив мысленно две пирамиды, легко получить октаэдр,
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Но более внимательное исследование заставляет поверить сио-
вам античной книги. Эти слова вряд ли можно истолковать ина-

иначе, чем так: Теэтет выделил класс правильных многогранников,
т. е. с какой-то степенью строгости дал их определение, обнару-
обнаружив тем самым их общее свойство, и доказал, что существует
всего лишь 5 различных правильных многогранников. Куб, тет-

тетраэдр и додекаэдр привлекали внимание геометров и до Теэтета,
но лишь просто как интересные геометрические объекты, а не

как правильные многогранники. Интерес к кубу, тетраэдру и

додекаэдру подтверждает древнегреческая терминология: у этих

многогранников были специальные названия.

Не удивительно, что куб и тетраэдр всегда интересовали
геометров; додекаэдр требует пояснений. В природе встречают-
встречаются кристаллы пирита, близкие по форме к додекаэдру. Сохра-
Сохранился также додекаэдр, непонятно для каких целей изготовлен-

изготовленный этрусскими ремесленниками в 500 г. до н. э. Форма доде-
додекаэдра несравненно привлекательней и таинственней формы
октаэдра. Пифагорейцев додекаэдр должен был заинтриговать
еще и потому, что их символом была правильная пятиконечная

звезда, естественно вписывающаяся в грани додекаэдра.
При изучении правильных многогранников наибольшие

трудности также вызывают именно октаэдр и икосаэдр. Скрепив
три правильных треугольника, три квадрата или три правиль-
правильных пятиугольника и продолжив такое конструирование, в кон-

конце концов придем к правильному тетраэдру, кубу или додека:>д-

РУ; при этом на каждом шаге получается жесткая конструкция.
А для октаэдра и икосаэдра приходится скреплять соответствен-

соответственно четыре и пять треугольников, т. е. начальная конструкция
нежесткая.

9.1. Докажите, что не существует никаких других
правильных многогранников, кроме перечисленных
выше.

9.2. Докажите, что существует додекаэдр
— пра-

правильный многогранник с пятиугольными гранями
и трехгранными углами при вершинах.

9.3. Докажите, что все углы между не параллель-

параллельными гранями додекаэдра равны. .

.

9.4. Докажите, что существует икосаэдр — пра-
правильный многогранник с треугольными гранями и пяти-

пятигранными углами при вершинах.
9.5. Докажите, что для любого правильного много-

многогранника существует: >

а) сфера, проходящая через все его вершины (опи-
(описанная сфера);

б) сфера, касающаяся всех его граней (вписанная
сфера).

9.6. Докажите, что центр описанной сферы пра-
правильного многогранника является его центром масс

(т. е. центром масс системы точек с единичными мас-

массами, расположенными в его вершинах).
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Центр описанной сферы правильного многогранника, со

впадающий с центром вписанной сферы и с центром масс, назы

вается центром правильного многогранника.

§ 2. Взаимосвязи
между правильными многогранниками

9.7. а) Докажите, что можно выбрать 4 вершины
куба так, что они будут вершинами правильного тетра-

тетраэдра. Сколькими способами можно это сделать?

б) Докажите, что можно выбрать 4 плоскости гра-

граней октаэдра так, что они будут плоскостями граней
правильного тетраэдра. Сколькими способами можно

это сделать?
9.8. Докажите, что на ребрах куба можно выбрать

6 точек так, что они будут вершинами октаэдра.
9.9. а) Докажите, что можно выбрать 8 вершин

додекаэдра так, что они будут вершинами куба. Сколь-
Сколькими способами можно это сделать?

б) Докажите, что можно выбрать 4 вершины доде-

додекаэдра так, что они будут вершинами правильного тет-

тетраэдра.
9.10. а) Докажите, что можно выбрать 8 плоскостей

граней икосаэдра так, что они будут плоскостями гра-

граней октаэдра. Сколькими способами можно это сделать?
б) Докажите, что можно выбрать 4 плоскости граней

икосаэдра так, что они будут плоскостями граней пра-
правильного тетраэдра.

* * *

9.11. Рассмотрим выпуклый многогранник, вер-
вершинами которого являются центры граней неЕ?оторого
правильного многогранника. Докажите, что этот мно-

многогранник тоже является правильным. (Он называет-

называется многогранником, двойственным исходному.)
9.12. а) Докажите, что тетраэдру двойствен тет-

тетраэдр.
б) Докажите, что куб и октаэдр двойственны

друг другу.
в) Докажите, что додекаэдр и икосаэдр двойственны

друг другу.
9.13. Докажите, что если равны радиусы вписан-

вписанных сфер двух двойственных друг другу правильных

многогранников, то: а) равны радиусы их описанных

сфер; б) равны радиусы описанных окружностей их

граней.
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9.14. Грань додекаэдра и грань икосаэдра лежат

в одной плоскости и, кроме того, их противоположные

грани тоже лежат в одной плоскости. Докажите, что

все остальные вершины додекаэдра и икосаэдра рас-
расположены в двух плоскостях, параллельных этим

граням.

§ 3. Проекции и сечения

правильных многогранников

9.15. Докажите, что проекции додекаэдра и ико-

икосаэдра на плоскости, параллельные их граням, являют-

являются правильными многоугольниками.
9.16. Докажите, что проекция додекаэдра на плос-

плоскость, перпендикулярную прямой, проходящей через
его центр и середину ребра, является шестиугольни-

шестиугольником (а не десятиугольником).
9„17. а) Докажите, что проекция икосаэдра на

плоскость, перпендикулярную прямой, проходящей
через его центр и вершину, является правильным 10-

угольникоы.

б) Докажите, что проекция додекаэдра на плос-

плоскость, перпендикулярную прямой, проходящей через
его центр и вершину, является неправильным 12-уголь-
ником.

9.18. Существует ли сечение куба, являющееся

правильным шестиугольником?
9.19. Существует ли сечение октаэдра, являющееся

правильным шестиугольником?
9.20. Существует ли сечение додекаэдра, являющее-

являющееся правильным шестиугольником?
9.21. Две грани ABC и ABD икосаэдра имеют об-

общее ребро АВ. Через вершину/) проводится плоскость,

параллельная плоскости ABC. Верно ли, что сечение

икосаэдра этой плоскостью является правильным шести-

шестиугольником?

§ 4. Самосовмещения правильных многогранников

9.22. Какие правильные многогранники имеют

центр симметрии?
9.23. Выпуклый многогранник симметричен от-

относительно некоторой плоскости. Докажите,- что она
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либо проходит через середину его ребра, либо является

плоскостью симметрии одного из многогранных углов

при вершине.
9.24. а) Докажите, что для любого правильного

многограншша плоскости, проходящие через середины
его ребер перпендикулярно им, являются плоскостя-

плоскостями симметрии.

б) У каких правильных многогранников есть еще
и другие плоскости симметрии?

9.25. Найдите число плоскостей симметрии каж-

каждого из правильных многогранников.

9.26. Докажите, что любая ось вращения правиль-
правильного многогранника проходит через его центр и либо

вершину, либо середину ребра, либо центр грани.
9.27. а) Сколько осей симметрии имеет каждый

иэ правильных многогранников?
б) Сколько других осей вращения имеет каждый

из них?

9.28. Сколько самосовмещений (т. е. движений,,
переводящих многогранник в себя) имеется для каж-

каждого из правильных многогранников?

§ 5. Различные определения

правильных многогранников

9.29. Докажите, что если все грани выпуклого

многогранника — равные правильные многоугольни-

многоугольники, а все его двугранные углы равны, то этот много-

многогранник правильный.
9.30. Докажите, что если все многогранные углы

выпуклого многогранника правильные, а все грани —

правильные многоугольники, тот этот многогранник

правильный.
9.31. Докажите, что если все грани выпуклого

многогранника — правильные многоугольники, а кон-

концы ребер, выходящих из каждой вершины, образуют
правильный многоугольник, то этот многогранник

правильный.

* * *

9.32. Обязательно ли является правильным вы-

выпуклый многогранник, у которого равны все грани
и все многогранные углы?
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9.33. Обязательно ли является правильным вы-

выпуклый многогранник, у которого равны: а) все ребра
и все двугранные углы; б) все ребра и все многогран-
многогранные углы?

Решения

9.1. Рассмотрим произвольный правильный многогранник.

Пусть все его грани
—

правильные /г-угольники, а все много-

многогранные углы содержат по т граней. Каждое ребро соединяет

две вершины, а из каждой вершины выходит т ребер. Поэтому
2Р = тВ. Аналогично каждое ребро принадлежит двум граням,

а каждой грани принадлежит п ребер. Поэтому 2Р = пГ. Под-

ставнв эти выражения в формулу Эйлера В — Р + Г = 2
2 2 11

(см. задачу 8.14), получим
— Р — Р +

— Р = 2, т. е.
— + —=-

111
*=

~2 -\- тГ > "о". Следовательно, либо п < 4, либо m < 4. Та-

Таким образом, одно из чисел m и п равно 3; обозначим дру-

другое число через х. Теперь нужно найти все целочисленные

1111 Р
решения уравнения -g -f-

—

—~о +р~• ЯС11°, чт0 х = 6р . „ <

< 6, т. е. х = 3, 4, 5. Следовательно, имеется лишь 5 различ-

различных пар чисел (т, п):

1.C, 3); соответствующий многогранник — тетраэдр,

у него 6 ребер, 4 грани и 4 вершины;

2. C, 4); соответствующий многогранник
— куб, у пего

12 ребер, 6 граней и 8 вершин;

3. D, 3); соответствующий многогранник — октаэдр, у неге

12 ребер, 8 граней и 6 вершин;
4. C, 5); соответствующий многогранник — додекаэдр,

у него 30 ребер, 12 граней и 20 вершин;
5. E,3); соответствующий многогранник — икосаэдр, у него

30 ребер, 20 граней и 12 вершин.
Число ребер, граней и вершин здесь вычислялось по фор-
1111 2 2

мулам
- +

т
=

-2 + р", Г = -Р и В = - Р.

Замечание. Многогранники каждого описанного выше

типа определены однозначно с точностью до подобия. В самом

деле, преобразованием подобия можно совместить пару граней
двух многогранников одного типа так, чтобы многогранники

лежали по одну сторону от' плоскост совмещенных граней.
Если многогранные углы равны, то многогранники, как легко

убедиться, совпадут. Равенство многогранных углов очевидно

в случае трехгранных углов, т. е. для тетраэдра, куба и доде-
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Рис. 66

каэдра. А для октаэдра и икосаэдра можно с овместить двойст-

двойственные им многогранники, поэтому равны и исходные много-

многогранники (см. задачи 9.5, 9.11 и 9.12).

9.2. Доказательство будет основано па свойствах фигуры,
состоящей из трех одинаковых правильных пятиугольников

с общей вершиной, каждые два из

которых имеют общее ребро. В ре-
тении задачи 7.33 доказано, что

выделенные на рис. 53 отрезки обра-
образуют прямой трехгранный угол, т. е.

рассматриваемую фигуру можно так

приложить к кубу, что эти отрезки

совпадут с его ребрами, выходящими

из одной вершины (рпс. 66). Дока-

Докажем, что полученную фигуру можно

достроить до додекаэдра с помощью

симметрии относительно плоскостей,

параллельных граням куба и проходящих через его центр.

Сторопы пятиугольника, параллельные ребрам куба, си\г-

метричны относительно указанных плоскостей. Кроме тою, рас-
расстояния от каждой из этих сторон до той грани куба, с которой

она соединена тремя отрезками, равны (они равны V а? — б2,'

где а — длина отрезка, соединяющего вершину правильного

пятиугольника с серединой соседней стороны, Ь — половина

диагонали грани куба). Следовательно, с помощью указанны»

симметрии рассматриваемую фигуру действительно можно до-

достроить до некоторого многогранника. Остается доказать, что

этот многогранник правильный, т. е. двугранные углы при реб-
ребрах pt, выходящих из вершин куба, равны двугранным углам

при ребрах qj, параллельных граням куба. Рассмотрим для этого

симметрию относительно плоскости, проходящей через середину

ребра pi перпендикулярно ему. При этой симметрии ребро qj,
выходящее из второго конца ребра pt и параллельное грани

куба, переходит в ребро рк, выходящее из вершины куба.
9.3. Для смежпых граней это утверждение очевидно. Если

Г] и Г2 — несмежные грани додекаэдра, то грань, параллель-

параллельная Г,, будет смежной с Г2.
9.4. Икосаэдр будем строить, располагая его верплшы на

ребрах октаэдра. Расставим на ребрах октаэдра стрелки так,

как это показано на рис. 67, а. Теперь поделим все ребра в одном

и том же отношении % : A — X), учитывая при атом их ориен-

ориентацию. Получепиые точки являются вершинами выпуклого

многогранника с треугольными гранями и пятигранными углами

при вершинах (рис. 67, б). Поэтому достагочно подобрать А, так,
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чтобы этот многогранник был правильным. У него есть два типа

ребер — принадлежащие граням октаэдра и не принадлежащие

им. Квадрат длины любого ребра, принадлежащего грани окта-

октаэдра, равен к2 + A
— кJ — 2ХA — X)cos 60° = ЗЯ2 — 31 + 1,

а квадрат длины любого ребра, не принадлежащего грани окта-

октаэдра, равен 2A —¦ XJ =2 — 4?t + 1%? (при доказательстве по-

последнего равенства нужно учесть, что угол между несоседними

ребрами октаэдра, выходящими из одной вершины, равен 90°).

Рис. 67

Таким образом, если ЗХ2 — ЗХ + 1 = 2 — 4к + 2Х2, т. е.

1/5— 1
X = 2 (отрицательный корень мы отбросили), то все грани

полученного многогранника являются правильными треуголь-

треугольниками. Остается доказать, что равны все двугранные углы

при его ребрах Это легко следует пз того, что (для любого X)
вершины полученного многогранника равноудалены от центра

октаэдра, т. е. лежат иа одной сфере.
9.5. Проведем через центры всех граней перпендикуляры

к ним. Легко убедиться, что для двух соседних граней такие

перпендикуляры пересекаются, в одной точке, причем она уда-

удалена от каждой грани на расстояние a ctg <p, где а — расстояние

от центра грани до ее сторон, а <р
— половина двугранного угла

между гранями многогранника. Для этого нужно рассмотреть

сечение, проходящее через центры двух соседних граней и се-

середину их общего ребра (рис. 68). Таким образом, на каждом

нашем перпендикуляре можно отметить точку, причем для со-

соседних граней втп точки совпадают. Следовательно, все эти пер-

перпендикуляры имеют общую точку О.

Ясно, что расстояние от точки О до каждой вершины много-

многогранника равно a/cos ф, а до каждой грани—a ctg ф, т. е. точка
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О является как центром описанной, так и центром вписанной

сферы.
9.6. Нужно доказать, что сумма векторов, соединяющих

центр описанной сферы правильного многогранника с его вер-
вершинами, равна нулю. Обозначим ету сумму векторов через х.

При любом повороте, совмещающем
многогранник с самим собой, центр
описанной сферы остается на месте,

и поэтому вектор х переходит в се-

себя. Но ненулевой вектор может пе-

переходить в себя лишь при повороте

вокруг оси, праллельной ему. Оста-

Остается заметить, что у любого пра-
правильного многогранника есть не-

несколько осей, повороты вокруг ко-

которых переводят его в самого себя.

9.7. а) Если ABCDAxB-i,C-iD1 —

куб, то A ВХСВЛ и АхВСф — пра-

правильные тетраэдры.

б) Легко проверить, что середины ребер правильного тетра-
тетраэдра являются вершинами октаэдра. Из этого видно, что можно

выбрать 4 грани октаэдра так, чтобы они были плоскостями гра-
граней правильного тетраэдра, причем сделать это можно двумя
способами.

9.8. Пусть ребро куба ABCDAxBxCjDx равно 4а. Возьмем

на ребрах, выходящих из вершины А, точки, удаленные от нее

на расстояние За. Аналогично возьмем 3 тонки иа ребрах, вы-

выходящих из вершины С]. Используя равенство За + 3" = 1 -+¦

+ 42 -f- 1, легко проверить, что длины всех ребер мпогогран-
иика с вершинами в выбранных точках равны ЗТ/2 а.

9.9. а) Из решения задачи 9.2 видно, что существует куб,

вершины которого находятся в вершинах додекаэдра. При этом

па каждой грани додекаэдра расположено одно ребро куба.
Ясно также, что выбор в качестве ребра куба любой из пяти

диагоналей некоторой грани додекаэдра однозначно задает весь

куб. Поэтому имеется 5 различных кубов с вершинами в вер-

шпнах додекаэдра.

б) Расположив куб так, что его вершини находятся в вер-

вершинах додекаэдра, можно затем расположить правильный тетра-
тетраэдр так, что ето вершины находятся в вершинах этого куба.

9.10. а) Ив решения задачи 9.4 видно, что можно выбрать
8 граней икосаэдра так, что опи будут гранями октаэдра.

При этом из каждой вершины икосаэдра выходит ровно одно

ребро, не лежащее в плоскости грани октаэдра. Ясно также,

что выбор любого из пяти ребер, выходящих из некоторой вер-
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шины икосаэдра, в качестве робра.пе принадлежащего плоскости

грани октаэдра, однозначно задает октаэдр. Поэтому имеется

5 различных октаэдров, плоскости граней которых проходят
через грани икосаэдра.

б) Выбрав 8 плоскостей граней икосаэдра так, что онп яв-

являются плоскостями граней октаэдра, из них можно выбрать
4 плоскости так, что онп являются плоскостями граней правиль-
правильного тетраэдра.

9.11. При повороте относительно прямой, соединяющей
вершину исходного многогранника с его центром, переводящем

многогранник в себя, центры граней, прилегающих к этой вер-

вершине, переходят в себя, т. е. они являются вершинами пра-

правильного многогранника. Аналогично, рассматривая поворот

относительно прямой, соединяющей цептр грани исходного

многогранника с его центром, получаем, что многогранные углы

двойственного многогранника правильные. Так как движением

ыожно совместить любые два многогранных угла исходного мно-

многогранника, все грани двойственного многогранника равны.

А так как можно совместить любые две грани исходного много-

многогранника, равны все многогранные углы двойственного много-

многогранника.

9.12. Для доказательства достаточно заметить, что если

у исходного многогранника m-гранные углы при верщивах

и n-угольные грани, то у двойственного ему многогранника бу-

будут n-гранные углы при вершинах и m-угольные грани.

Замечание. Решения задач 9.2 и 9.4 фактически яв-

являются двумя разными решениями одной и топ же задачи. В са-

самом деле, если существует додекаэдр, то существует двойствен-

двойственный ему многогранник — икосаэдр (и наоборот).

9.13. а) Пусть О — центр исходного многогранника, А —

одна из его вершин, В — центр одной из граней с вершиной А.

Рассмотрим грань двойственного многогранника, образованного
центрами граней исходного многогранника, прилегающего к вер-

вершине А- Пусть С —центр этой грани, т. е. точка пересечения

этой грани с прямой ОА. Ясно, что АВ±ОВ и BCS.OA. Поэтому

ОС : ОБ = ОБ : ОА, т. е. г2 : Rz = гг : Rlt где rt и Ri (соот-
(соответственно г8 и Ro) — радиусы вписанной и описанной сфер ис-

исходного многогранника (соответственно двойственного ему мно-

многогранника).
б) Если плоскость удалена на расстояние г от центра сферы

радиуса Я, то она высекает па ней окружность радиуса

V R2 — г2. Поэтому радиус описанных окружностей граней

многогранника, вписанного в сферу радиуса R и описан-

описанного около сферы радиуса г, равен V R% — г2. В частности, если
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у двух многогранников Я и г равны, то равны п радиусы описан-

описанных окружностей пх граней.

9.14. Если додекаэдр и икосаэдр вписаны в одну сферу, то

радиусы их вписанных сфер равны (задача 9.13,а), т. е. равны

расстояния между их противоположными гранями. Будем на-

еывать «центром сферической грани» додекаэдра (или икосаэдра)

ючку пересечения описанной сферы с прямой, проходящей
через его центр и центр одной из граней. Фиксируем одпн из

центров сферических граней додекаэдра и рассмотрим расстоя-

расстояния от него до вершин; среди этих расстояний ровно 4 различ-

различных. Для решения задачи достаточно доказать, что этог набор
из четырех различных расстояний совпадает с таким же набором
для икосаэдра.

Легко проверить, что центры сферических граней доде-

додекаэдра являются вершинами икосаэдра, а центры сферических
граней полученного икосаэдра являются вершинами исходного

додекаэдра. Поэтому любое расстояние между центром сфери-
сферической грани и вершиной додекаэдра япляется расстоянием меж-

между вершиной и центром сферической грани икосаэдра.
9.15. Для доказательства достаточно заметить, что эти

многогранники переходят в себя при повороте, совмещающем

проекцию верхней грани с проекцией нижней грани. Таким об-

образом, проекция додекаэдра является 10-угольником, перехо-

переходящим в себя при повороте на 36° (рис. 69, а), я проекция ико-

еаэдра является шестиугольником, переходящим в себя при

¦овороте на 60° (рпс. 69, б).

Рис. 69

9.16. Рассмотрим куб, вершпны которого расположены
В вершинах додекаэдра (см. задачу 9.2). В нашей задаче речь

идет о проекции на плоскость, параллельную грани этого куба.
Тепррь легко убедиться, что проекцией додекаэдра действитель-
действительно является шестиугольник (рис. 70).
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9.17. а) Рассматриваемая проекция икосаэдра переходит

в себя при повороте на 36° (при этом проекции верхних граней

переходят в проекции нижних граней). Следовательно, она яв-

является правильным 10-угольником (рис. 71, а).

б) Рассматриваемая проекция додекаэдра является 12-

уголышком, переходящим в себя при повороте на 60° (рис. 71. б).
Половина его сторон является проек-

проекциями ребер, параллельных плоскостп

проекции, а другая половина сторон
—

проекциями ребер, не параллельных

плоскости проекции. Следовательно,
этот 12-угольник неправильный.

9.18. Существует. Середины ука-
указанных на рис. 72 ребер куба явля-

являются вершинами правильного шести-

шестиугольника. Это следует из того, что

стороны этого шестиугольника парал-

параллельны сторонам правильного тре-

треугольника PQR, а их длины вдвое

меньше длин сторон этого треугольника.
9.19. Существует. Проведем плоскость, параллельную

двум противоположным граням октаэдра и равноудаленную от

ни*. Легко проверить, что сечение этой плоскостью будет пра-

правильным шестиугольником (на рис. 73 изображена проекция на

секущую плоскость).

Рпс. 70

Рис. 71

9.20. Существует. Возьмем три пятиугольные грани с об-

общей вершиной А и рассмот рпм сечепне плоскосгью, пересекаю-

пересекающей этх! грани и параллельной плоскости, в которой лежат три

попарно общие вершины рассматриваемых граней (рис. 74).
Это сечение является шестиугольником с попарно параллель-

параллельными противоположными сторонами. При повороте на 120Q
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относительно оси, проходящей через вершину А и перпендику-

перпендикулярной секущей плоскости, додекаэдр и секущая плоскость

переходят в себя. Поэтому сечение является выпуклым шести-

шестиугольником с углами 120°, длины сторон которого, чередуясь,

принимают два значения. Для того чтобы этот шестиугольник

Рис. 72

был правильный, достаточно, чтобы эти два значения были рав-

равны. Когда секущая плоскость движется от одного своего край-'
него положения до другого, удаляясь от вершины А, первое

из этих значений возрастает от 0 до d, а второе убывает от d

до а, где а
— длина ребра додекаэдра, d —¦ длина диагонали

грани (d > а). Поэтому в не-

некоторый момент эти значения

равны, т. е. сечение является

правильным шестиугольни-

шестиугольником.

9.21. Нет, не верно. Рас-

Рассмотрим проекцию икосаэдра
на плоскость ABC. Она яв-

является правильным шести-

шестиугольником (см. задачу 9.15
и рис. к ней). Поэтому рас-
рассматриваемое сечепие было бы

Рис. 74
правильным шестиугольни-

шестиугольником, лишь если бы все 6 вер-

вершин, соединенных ребрами с точками А, В и С (и отличных от А ,

В л С), лежали в одной плоскости. Но, как легко убедиться,
это неверно (пначе получилось бы, что все верпшны икосаэдра

расположены на трех параллельных плоскостях).

9.22. Легко проверить, что все правильные многогранники,

кроме тетраэдра, имеют центр симметрии.

486



9.23. Плоскость симметрии разрезает многогранник на двз

части, поэтому она пересекает хотя бы одно ребро. Рассмотрим

два случая.
1. Плоскость симметрии проходит через вершину много-

многогранника. Тогда она является плоскостью симметрии много-

многогранного угла при этой вершине.

2. Плоскость симметрии проходит через неконцевую точку

ребра. Тогда это ребро переходит в себя при симметрии относи-

относительно этой плоскости, т. е. плоскость проходит через середину

ребра перпендикулярно ему.

9.24. а) Для тетраэдра, куба и октаэдра утверждение за-

задачи очевидно. Для додекаэдра и икосаэдра нужно воспользо-

воспользоваться решениями задач 9.2 и 9.4 соответственно. Для доде-

додекаэдра при этом удобно рассмотреть плоскость, проходящую

через середину ребра, параллельного грани куба, а дли ико-

икосаэдра
— плоскость, проходящую через середину ребра, не ле-

лежащего в плоскости грани октаэдра.

б) Нужно выяснить, для каких многогранных углов пра-

правильных многогранников существуют плоскости симметрия,

не проходящие через середины ребер. Любая плоскость симмет-

симметрии многограпных углов тетраэдра, додекаэдра и икосаэдра

проходит через середины ребер. У куба и октаэдра есть плос-

плоскости симметрии многогранных углов, не проходящие через се-

середины ребер. Эти плоскости проходят через пары противопо-

противоположных ребер.
9.25. Сначала рассмотрим плоскости симметрии, проходя-

проходящие через середины ребер перпендикулярно им. Нужно выяс-

выяснить, через сколько середин сразу проходит такая плоскость.

Легко проверить, что для тетраэдра каждая плоскость прохо-

проходит через середину одного ребра, для октаэдра, додекаэдра и ико-

икосаэдра
— через середины двух ребер, а для куба — через се-

середины четырех ребер. Поэтому число таких плоскостей для

тетраэдра равно 4, для куба — 12/4 = 3, для октаэдра —

12/2 = 6, для додекаэдра и икосаэдра
— 30/2 = 15.

У куба и октаэдра есть еще и другие плоскости симметрии,

проходящие через пары противоположных ребер, причем для

куба такая плоскость проходит через 2 ребра, а для октаэдра —

через 4. Поатому число таких плоскостей для куба равно 12/2 =

= 6, а для октаэдра — 12/4 = 3. Всего у куба и октаэдра по 9

плоскостей симметрии.
9.26. Ось вращении пересекает поверхность многогранника

в двух точках. Рассмотрим одпу из них. Возможны три ва-

вариопта.

1. Точки является всршпнои многогранника,
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2. Точка принадлежит ребру многогранника, но не являет-

является вершиной. Тогда это ребро переходит в себя при некотором

повороте относительно нее. Следовательно, эта точка является

серединой ребра, причем угол поворота равен 180°.
3. Точка принадлежит грани многогранника, но не при-

принадлежит ребру. Тогда эта грань переходит в себя при неко-

некотором повороте относительно нее. Следовательно, эта точка яв-

является центром грани.

9.27. а) Для каждого правильного многогранника прямые,

проходящие через середины противоположных ребер, являются

их осями симметрии. В тетраэдре таких осей 3, в кубе и окта-

октаэдре
— 6, в додекаэдре и икосаэдре — 15. Кроме того, в кубе

осями симметрии являются прямые, проходящие через центры

граней, а в октаэдре — прямые, проходящие через вершины;

таких осей у них по 3.

б) Прямая называется осью вращения n-го порядка (для
2л

данной фигуры), если при повороте на угол
~

фигура перехо-

переходит в себя.

Прямые, проходящие через верщины и центры граней тетра-
тетраэдра, являются осями третьего порядка; этих осей 4.

Прямые, проходящие через пары вершин куба, являются

осями третьего порядка; этих осей 4. Прямые, проходящие
через пары центров граней куба, являются осями четвертого

порядка; этих осей 3.

Прямые, проходящие через пары центров граней октаэдра,
являются осями третьего порядка; этих осей 4. Прямые, про-
ходящи* через пары вершин октаэдра, являются осями четверто-

четвертого порядка; этих осей 3.

Прямые, проходящие через пары вершин додекаэдра, яв-

являются осями третьего порядка; этих осей 10. Прямые, прохо-
проходящие через пары центров граней додекаэдра, являются осями

пятого порядка; этих осей 6.

Прямые, проходящие через пары центров граней икосаэдра,
являются осями третьего порядка; этих осей 10. Прямые, про-
ходящпе через пары вершин икосаэдра, являются осями пятого

порядка; этпх осей 6.

9.28. Люб5гю гронь правильного многогранника можно пере-
перевести движением в любую другую. Если грани многогранника
re-угольные, то имеется ровно 2п самосовмещений, сохраняющих

одну из граней: п поворотов и п симметрии относительно плос-

плоскостей. Поэтому число самосовмещенип (включая тождествен-

тождественное преобразование) равно 2иГ.

Число самосовмещеннй тетраэдра равно 24, куба и окта-

вдра
—¦ 48, додекаэдра и икосаэдра

— 120.
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3 а м е ч а 11 и е. Диалогичными рассуждениями можно по-

казагь, чго число самосовмещений правильного многогранника

равно удвоенному произведению числа его вершин иа число гра-

граней его многогранных углов.

9.29. Нужно доказать, что равны все многогранные утлы

вашего многогранника. Но его двугранные углы равны по усло-

условию, а плоские углы являются углами равных многоугольников.

9.30. Нужно доказать, что все грапн равны и многогранные

углы тоже равны. Докажем сначала равенство граней. Рассмот-

Рассмотрим все грани, сходящиеся в некоторой вершине. Многогранный
угол при этой вершине правильный, поэтому равны все его

плоские углы, а значит, равны углы рассматриваемых правиль-

правильных многоугольников. Кроме того, все стороны правильных

многоугольников, имеющих общую сгорону, равны. Следова-
Следовательно, все рассматриваемые многоугольники равны, а значит,

равны и все грани мвогограпипка.

Докажем теперь равенство многогранных углов. Рассмот-

Рассмотрим все многогранные углы при вершинах одной из граней.

Одним из плоских углов каждого из них является угол эгой

грани, поэтому все плоские углы рассматриваемых многогран-

многогранных углов равны. Кроме того, многогранные углы, вершинами

которых являются концы одного ребра, имеют общий двуграп-
ный угол, поэтому равны все их двугранные углы. Следователf.-

по, все рассматриваемые многограппые углы равны, а знашт,

равны и все многогранные углы нашего многогранника.

9.31. Нужно доказать, что все многогранные углы нашего

многогранника правильные. Рассмотрим концы всех ребер, вы-

выходящих из некоторой вершины. Как следует из условия зада-

задачи, многогранник с вершинами в этих точках и точке А является

пирамидой, основание которой — правильный многоугольник,
причем все ребра пирамиды равны. Поэтому точка А принад-

принадлежит пересечению плоскостей, проходящих через середины
сторон основания перпендикулярно им, т. е. она лежит

на перпендикуляре к основанию, проходящему через его

центр. Следовательно, пирамида правильная, а значит, много-

многогранный угол при ее вершине правильный.
9.32. Нет, не обязательно. Рассмотрим прямоугольный па-

параллелепипед A BCDAiB\CtDi, отличный от куба. В тетраэдре
AU\CDX все грани и все трехгранные углы равны, во он не яв-

является правильным.

9.33. Нет, не обязательно.. Рассмотрим выпуклый много-

многогранник, вершинами которого являются середины ребер куба.
Легко проверхггь, что у этого многогранника равны все ребра,
псе двуграипые углы и все многогранные углы.



Глава 10

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

§ I. Длины, периметры

10.1. Пусть а, Ъ и с — длины сторон параллелепи-

параллелепипеда, d — одна из его диагоналей. Докажите, что

аа + Ь2 + с2 > dV3.
10.2. Дан куб с ребром 1. Докажите, что сумма

расстояний от произвольной точки до всех его вершин

не меньше 4 ]/3.
10.3. В тетраэдре ABCD плоские углы при верши-

вершине А равны 60°. Докажите, что АВ + АС + AD ^
^BC+CD+DB.

10.4. Из точек Л1? А2 и А3, лежащих на прямой af

опущены перпендикуляры AlBi на прямую Ъ. Дока-
Докажите, что если точка А2 лежит между Л, и As, то дли-

длина отрезка А2В.2 заключена между длинами отрезков

AXB± и A3BS.
10.5. Внутри выпуклого многогранника находится

отрезок. Докажите, что его длина пе превосходит

длины наибольшего отрезка с концами в вершинах

многогранника.
10.6. Пусть Р — проекция точки М на плоскость,

содержащую точки А, В та С. Докажите, что если из

отрезков РА, РВ и PC можно составить треугольник,
то из отрезков MA, MB и МС тоже можно составить

треугольник.

10.7. Внутри выпуклого многогранника взяты точ-

точки Р и Q. Докажите, что одна из вершин многогран-

многогранника менее удалена от Q, чем от Р.

10.8. Точка О расположена внутри тетраэдра
ABCD. Докажите,, что сумма длип отрезков ОА, ОВ,
ОС и OD не превосходит суммы длин ребер тетраэдра,

10.9. Внутри куба с ребром 1 расположено не-

несколько отрезков, причем любая плоскость, парал-
параллельная одной из граней куба, пересекает пе более
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одного отрезка. Докажите, что сумма длин этих от-

отрезков не превосходит 3.

10.10. Замкнутая ломаная проходит по поверх-

поверхности куба с ребром 1 и имеет общие точки со всеми

его гранями. Докажите, что ее длина не меньше 3 у 2.
10.11. Тетраэдр, вписанный в сферу радиуса R,

содержит ее центр. Докажите, что сумма длин его

ребер больше 6R.
10.12. Сечение правильного тетраэдра — четырех-

четырехугольник. Докажите, что периметр этого четырех-

четырехугольника заключен между 2я и За, где а — длина

ребра тетраэдра,

§ 2. Углы

10.13. Докажите, что сумма углов пространствен-

пространственного четырехугольника не превосходит 360°.
10.14. Докажите, что не более одной вершины тет-

тетраэдра обладает тем свойством, что сумма любых

двух плоских углов при этой вершине больше 180°.

10.15. Точка О лежит на основании треугольной

пирамиды SABC. Докажите, что сумма углов между

лучом SO и боковыми ребрами меньше суммы плоских

углов при вершине S и больше половины этой суммы.
10.16. а) Докажите, что сумма углов между ребра-

ребрами трехгранного угла и плоскостями протшюлежа-
щих им граней не превосходит суммы его плоских

углов.

б) Докажите, что если двугранные углы трехгран-
трехгранного угла острые, то сумма углов между его ребрами
и плоскостями противолежащих им граней не меньше

полусуммы его плоских углов.
10.17. Диагональ прямоугольного параллелепипеда

образует с его ребрами углы а, Р и Y- Докажите, что

а + Р + Т < п-

10.18. Все плоские углы выпуклого четырехгран-

четырехгранного угла равны 60°. Докажите, что углы между его

противопложнымп ребрами не могут быть одновремен-
одновременно острыми или одновременно тупыми.

10.19. Докажите, что сумма углов, под которыми
полны ребра тетраэдра, из произвольной точки, лежа-

лежащей внутри его, больше Зэт.

10.20. а) Докажите, что сумма двугранных углов

при четырех ребрах АВ, ВС, CD и DA тетраэдра
А ВCD меньше 2эт.
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б) Докажите, что сумма двугранных углов тетра-

вдра заключена между 2л и Зл.

10.21. Пространство полностью покрыто конечным

набором прямых круговых конусов (бесконечных в

одну сторону) с углами раствора фх, ..., <рп. Докажи-
Докажите, что фх + ... + ф^ ^ 16.

§ 3. Площади

10.22. Докажите, что площадь любой грани тет-

тетраэдра меньше суммы площадей трех остальных его

граней.
10.23. Один выпуклый многогранник лежит внутри

другого. Докажите, что площадь поверхности внеш-

внешнего многогранника больше площади поверхности

внутреннего.
10.24. Докажите, что для любого тетраэдра найдут-

найдутся две такие плоскости, что отношение площадей про-

проекций тетраэдра на них не меньше 1/2.
10.25. а) Докажите, что площадь любого треуголь-

треугольного сечения тетраэдра не превосходит площади од-

вой из его граней.
б) Докажите, что площадь любого четырехуголь-

четырехугольного сечения тетраэдра не превосходит площади одной
из его граней.

10.26. Плоскость, касающаяся вписанной в куб
сферы, отсекает от него треугольную пирамиду. До-
Докажите, что площадь поверхности этой пирамиды не

превосходит площади грани куба.

§ 4. Объемы

10.27. На каждом ребре тетраэдра отмечено по од-
одной точке. Рассмотрим четыре тетраэдра, одна из

вершин каждого из которых является вершиной исход-

исходного тетраэдра, а остальные его вершины
— отмечен-

отмеченные точки, лежащие на ребрах, выходящих из этой

вершины. Докажите, что объем одного из них не

превосходит одной восьмой объема исходного тетра-

тетраэдра.
10.28. Длины пяти ребер тетраэдра не превосходят

1. Докажите, что его объем не превосходит 1/8.
10.29. Объем выпуклого многогранника равен V,

а площадь поверхности S.
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а) Докажите, что если внутрп его расположена

сфера радиуса г, то VIS ^ г/3.

б) Докажите, что внутри его можно расположить

сферу радиуса VIS.

в) Один выпуклый многогранник расположен

внутри другого. Пусть Ft и S( — объем и площадь

поверхности внешнего многогранника, V2 и S2 —
внутреннего. Докажите, что 3V1/Sl'^ VJS2.

10.30. Внутри куба расположен выпуклый много-

многогранник, проекция которого на каждую грань куба
совпадает с этой гранью. Докажите, что объем мно-

многогранника не меньше 1/3 объема куба.
10.31. Площади проекций тела на координатные

плоскости равны St, S2 и S3. Докажите, что его объем

не превосходит yS^^Sg.

§ 5. Разные задачи

10.32. Докажите, что радиус вписанной окруж-
окружности любой грани тетраэдра больше радиуса его
вписанной сферы.

10.33. На основании треугольной пирамиды ОАВС

с вершиной О взята точка М, Докажите, что

ОМ -SABc^OA- Smbc + OB. SMAC + ОС • SMAB.

10.34. Пусть г и R — радиусы вписанной и опи-

описанной сфер правильной четырехугольной пирамиды.

Докажите, что Rlr ^ 1 -+- 1^2.
10.35. Можно ли в кубе вырезать отверстие, сквозь

которое пройдет куб того же размера?
10.36. Сечения М^ и М2 выпуклого центрально

симметричного многогранника параллельны, причем

Mv проходит через центр симметрии.

а) Верно ли, что площадь Л/х не меньше площа-

ди А/,?
б) Верно ли, что радиус наименьшей окружности,

содержащей Л/х, не меньше радиуса наименьшей

окружности, содержащей М2?
10.37. Внутри сферы радиуса R находится выпук-

выпуклый многогранник. Длина его ?-го ребра равна ltl
двугранный угол при этом ребре равен фг. Докажитех
что
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Задачи для самостоятельного решения

10.38. Треугольник А'В'С — проекция треуголь-
треугольника ABC. Докажите, что высоты треугольника

А'В'С не превосходят соответствующих высот треуголь-
треугольника ABC.

10.39. Шар вписан в усеченный конус. Докажите,
что площадь поверхности шара меньше площади бо-

боковой поверхности конуса.
10.40. Наибольший из периметров граней тетраэд-

тетраэдра равен d, а сумма длин его ребер равна D. Докажи-
Докажите, что 3d < 2D < Ы.

10.41. Внутри тетраэдра ABCD взята точка Е.

Докажите, что хотя бы один из отрезков АЕ, BE н

СЕ меньше соответствующего отрезка AD, BD и CD.
10.42. Можно ли внутри правильного тетраэдра с

ребром 1 разместить 5 точек так, чтобы попарные рас-
расстояния между ними были не меньше 1?

10.43. Трехгранный угол имеет плоские углы а, р и

у. Докажите, что cos2 a -f- cos2 p -f- cos2 у ^
^ 1 4" 2 cos a cos p cos y«

10.44. В основании пирамиды ABCDE лежит па-

параллелограмм ABCD. Ни одна из боковых граней но

является тупоугольным треугольником. На ребре
DC существует такая точка М, что прямая ЕМ пер-
перпендикулярна ВС. Кроме того, диагональ основания

АС и боковые ребра ED и ЕВ связаны соотношениями:

АС ^ ЪЕВ1А ^ bED/З. Через вершину В и середину
одного из боковых ребер проведено сечение, пред-
представляющее собой равнобедренную трапецию. Найди-
Найдите отношение площади сечения и площади основания

пирамиды.

Решения

10.1. Так как d < а + Ь + с, то <Р < а2 + Ь2 + с2 +
+ 2аЪ + 2Ъс + 2са < 3(о2 + Ь2 + с2).

10.2. Если PQ -^ диагональ куба с ребром 1, а К *• произ-

произвольная точка, ю РХ + QX > PQ = Т/з, Так как у куба 4
диагонали, сумма расстояний от точки X до всех вершин куба
не меньше 4~1/3.

10.3. Докажем сначала, что если Z.BAC = 60р, то АВ +
+ AC ^ 2BO. Рассмотрим для этою точки В' и С, симметрич-
симметричные точкам В ж С относительно бпссектрисы угла А. Так как в

любом выпуклом четырехугольнике сумма длив диагоналйй
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больше суммы длин пары противоположных сторон, то ВС +

+ В'С > СС + ВВ' (равенство достигается, если АВ — АС).
Остается заметить, что В'С = ВС, СС = АС и ВВ' = АВ.

Аналогично доказываются неравенства AC + AD^2CD и

AD + АВ ^ 2DB. Складывая все эти неравенства, получаем

требуемое.
10.4. Проведем через прямую b плоскость П, параллельную

а. Пусть Ct — проекция точки Аь на плоскость П. По теореме о

трех перпендикулярах CtBt -L Ъ, поэтому длина отрезка В2С2 за-

заключена между BiCi и В°С3; длины всех трех отрезков AtCf
равны.

10.5. При доказательстве мы несколько раз будем исполь-

использовать следующее планиметрическое утверждение: «Если точка X

лежит на стороне ВС треугольника ABC, то либо АВ ^ АХ,

либо АО АX». (В самом деле, один из углов ВХА или СХА не

меньше 90°; если L.BXA «* 90е, то АВ > АХ, а если Z.CAX >

> 90°, то АС > АХ.)

Продолжим данный отрезок до пересечения с гранями мно-

многогранника в некоторых точках Ри^; при этом его длина может

только увеличиться. Пусть MN — произвольный отрезок с кон-

концами на ребрах многогранника, проходящий через точку Р. Тог-

Тогда либо MQ > PQ, либо NQ > PQ. Пусть для определенности

MQ > PQ. Точка М лежит на некотором ребре А В и либо AQ >

> MQ, либо BQ >MQ. Мы заменили отрезок PQ на больший

отрезок, один ил концов которого лежит в вершине многогран-

многогранника. Проведя теперь точно такие же рассуждения для конца Q
полученного отрезка, мы заменим отрезок PQ на больший отре-
отрезок с концами в вершинах многогранника.

10.6. Пусть а = PA, b = РВ и с — PC. Можно считать, что

а ^ b < с; тогда по условию с < а-\-Ь. Пусть, далее, h — РМ.

Требуется доказать, что Vс2 + h2 < Vа* + й2 +W+ Л2, т. е.

Остается заметить, что

10.7. Рассмотрим плоскость П, проходящую через середину

отрезка PQ перпендикулярно ему. Предположим, что псе вер-

вершины многогранника удалены от точки Q не менее, чем от точки
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Рпс- 75

Р. Тогда все вершины многогранника лежат потуже сторону и

плоскости П, что и точка Р. Следовательно, точка Q лежит пи

многогранника, что противоречит условию.

10.8. Пусть М и Л' — точки пересечения плоскостей АОВ и

COD С ребрами CD is. АВ соответственно (рис. 75). Так как три

угольник АОВ лежит внутри трг

угольника A MB, то АО + ВО

^ AM -\- ВМ. Аналогично СО
+ DO < CN + DN. Поэтому дс
таточно доказать, что сумма длив

отрезков AM, ВМ, CN и DN н

превосходит суммы длпн ребер тет

раэдра АВCD.

Докажем сначала, что есл!

X — точка на стороне А'В' трс

угольника А'В'С', то длина отрезка
С X не превосходит половины пери-

периметра треугольника А'В'С. В са

мом деле, СX < СВ' + В'X в

С'Х <С'А + А'Х. Поэтому 2СX

+ В'С' + СА'. Таким образом, 24 М < АС + CD +

IBM < ВС + CD + DB, 2CN < ВА + АС + СВ п

г ВA -f- AD + ?>#¦ Складывая все эти неравенства, по

лучаеи требуемое.

10.9. Занумеруем отрезки и рассмотрим отрезок с номером I

Пусть Ц — его длина, a
xt, yt, zt

— длины проекций на ребра
куба. Легко проверить, что lt ^ xt + yi -\- zt. С другой сторо-

стороны, если любая плоскость, параллельная грани куба, пересе-
пересекает не более одного отрезка, то проекции этих отрезков на каж-

каждое ребро куба не имеют общих точек. Поэтому 2г»^*'
2 yi ^ 1 и^2!^^! а значит, У, I. ^ 3.

10.10. Рассмотрим проекции на 3 непараллельных ребра
куба. Проекция данной ломаной на любое ребро содержит оба

конца ребра, поэтому она совпадает с самим ребром. Следова-
Следовательно, сумма длин проекций звеньев ломаной на любое ребро
не менее 2, а сумма длпн проекций звеньев ломаной на все три

ребра не менее 6.

Одна из трех длпн проекций любого звена ломаной кга. ребра
куба нулевая; пусть две другие длины проекций равны а и Ь.

Так как (а + ЬJ ^ 2(а2 + Ь2), то сумма длин звеньев ломаной но

меньше суммы длин проекций звеньев ломаной па три ребра ку-

куба, деленной на V2, а значит, она не меньше 6/V2 = 3~1/2.
10.11. Пусть V,, \2, v3 и v4

—

векторы, идущие из центра

сферы в вершины тетраэдра. Так как центр сферы лежит внутри

+ DA,
2.DN
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тетраэдра, то существуют такие положительные числа 7-j, ,,., ?i4,
что TijVj + ?i2v2 + 7i3va + ^4*Т4 = 0 (см. задачу 7.16). Можно

считать, что 7.J + ... -+- ^
Пусть, например, 7^ >

+ Vs + V4| < Фа + ?-э
но противоречие, поэтому

.» + v,| = | A - 2 ^)v,

= 1- Докажем, что тогда 7.г <| 1/2.

1/2. Тогда Д/2 < l^v^ == |?i2v2 -+-
+ ?ч)« = A -Ъ,)П < -R/2. Получе-

Получе7.г ^ 1/2. Следовательно, jvx + ,.,

... + A - 2Xjv4| < (A - 2Ь,) + ...

...+ (l—2K,))R = 2R. Так как

(см. решение задачи 14.15), a |2vi
^ A6 — 4) Я2 = 12Л2. А так как 2R

vi
~

vj f =
To

~ IS

—

Vy |, то vi

ili|
10.12. Рассмотрим все сечения тетраэдра плоскостями,

параллельными данному сечению. Те из них, которые являются

четырехугольниками, при проецировании на прнмую, перпен-

перпендикулярную плоскостям сечений, попадают во внутренние точки

некоторого отрезка PQ, причем точкам Р и Q соответствуют се-

сечения плоскостями, проходящими через вершины тетраэдра

(рис. 76, а). Длина стороны сечения, принадлежащей фиксиро-
фиксированной грани тетраэдра, является линейной функцией на отрезке

6

?'¦

Рис. 76

PQ. Поэтому периметр сечения, как сумма линейных функций,

является линейной функцией на отрезке PQ. Значение линейной

функции в произвольной точке отрезка PQ заключено между ее

значениями в точках Р и Q. Поэтому достаточно проверить, что

периметр сечения правильного тетраэдра плоскостью, прохо-

проходящей через его вершину, заключен между 2а и За (кроме слу-

случая, когда сечение состоит из единственной точки; но такое сече-

сечение не может соответстповать точкам Р ia Q). Если сечение явля-

является ребром тетраэдра, то для. него значение рассматриваемой
линейной функции равпо 2а.

'

Так как длина любого отрезка с концами на сторонах пра-

правильного треугольника не превосходит длины его стороны, пе-

периметр треугольного сечения тетраэдра не превосходит За.
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Если плоскость сечения проходит через вершину D тетраэд-

тетраэдра ABCD и пересекает ребра АВ ж AC, to развернем грани ABD

н ACD на плоскость ABC (рпс. 76, б). Стороны сечения соединя-

соединяют точки D' и D", поэтому сумма их длин не меньше D'D"- — 2а.

10.13. Если вершины пространственного четырехугольника

ABCD не лежат в одной плоскости, то А.АВС < A.ABD +

+ A.DBC и A.ADC < A.ADB + A.BDC (см. задачу 5.4). Скла-

Складывая этп неравенства и затем прибавляя к обепм частям углы

BAD н BCD, получаем требуемое, так как суммы углов треуголь-

треугольников ABD я DBC равны 180°.

10.14. Предположим, что указанным свойством обладают

вершины А п В тетраэдра ABCD. Тогда АСАВ + A.DAB >

> 180° п А.СВА Л- ADBA > 180°. С другой стороны, А.САВ +

+ А.СВА = 180" — А.АСВ < 180° н <^ОВЛ + *LZ>/1B < 1809.

Получено противоречие.

10.15. Согласно задаче 5.4 AASB < AAS0 + ABSO.

А так как луч SO лежит внутри трехгранного угла SABC, то

A.ASO + A.BSO < L.ASC + /LBSC (см. задачу 5.6). Записы-

Записывая еще две пары таких неравенств и складывая их, получаем

требуемое.

10.16. а) Пусть а, р и у
— углы между ребрамп SA, SB v SC

л плоскостями противолежащих им граней. Так как угол между'

прямой I и плоскостью П не превосходит угла между прямой I
и любой прямой плоскости П, то a ^S /LASB, P <i /-BSC п y^
< Z.CSA.

б) Дпуграпиые углы трехгранного угла SAВС острые, поэто-

поэтому проекция SAi луча SA на плоскость SBC лежит внутри угла

BSC. Поэтому из неравенств Z.ASB < Z-BSAf + /LA SAi n

/-ASC < АЛ SAi + A.CSAi следует, что A.ASB + A.ASC —

—A.BSC ^ 2A.ASAi. Записав аналогичные неравенства для ре-

ребер SB в SC и сложпв их, получим требуемое.
10.17. Пусть О — центр прямоугольного параллелепипеда

ABCDA\BiCxDi. Высота ОН равнобедренпого треугольника
АОС параллельна ребру ААи поэтому ААОС = 2а, где а —

угол между ребром АА\ vs. диагональю АС\. Аналогичные рас-
суждення показывают, чго плоекпе углы трехгранного угла

OACDi равны 2а, 2р и 2у. Следовательно, 2а + 2E + 2у < 2л.
10.18. Пусть S — вершина данного угла. Из решения задачи

5.10,6 следует, что его можно так пересечь плоскостью, что в се-

чс-ппи получится ромб ABCD, причем SA = SC и SB = SD,
а проекция вершины S- на плоскость сечения совпадает с точкой

О пересечеппн диагоналей ромба. Угол A SC будет острым, если

АО < SO, и тупым, если АО > SO. Так как A.ASB = 60°, то

АВ^ = AS2 -j- /?,S- — AS-BS. Выразпв по теореме Пифагора
АВ, AS и BS через АО, ВО и SO, после сокращения и возведения



в квадрат получим A + а2)A + б2) = 4, где а = AOlSO и Ъ =»

= BOlSO. Следовагельно, как неравенства о > 1 и Ъ > 1,
так и неравенства о < 1 и Ь < 1 ве могут выполняться одно-

одновременно.
10.19. Пусть О —точка внутри тетраэдра ABCD\ a, P и

у
— углы, под которыми видны из нее ребра AD, BD и CD;

a, Ь н с — углы, под которыми видны ребра ВС, СА и АВ\ Р —

точка пересечения прямой DO с гранью ABC. Так как луч ОР ле-

лежит внутри трехгранного угла ОABC, то Z-AOP + Z.BOP <

< Z.AOC + /LBOC (см. задачу 5.6), т. е. л — ос + л — Р<
< ? + а, а значит, сс + Р + а+Ь> 2л. Аналогично E +
+ V+fc + c>2n и « + Y+ " + *?> 2я. Складывая эти не-

неравенства, получаем требуемое.
10.20. а) Применим утверждение задачи 7.19 к тетраэдру

ABCD. Пусть а, Ь, с и d— векторы, соответствующие граням
BCD, ACD, ABD и ABC. Сум-
Сумма этих векторов равна нулю,

поэтому существует простран-

пространственный четырехугольник,

векторами последовательных

сторон которого являются а,

b, с и d. Угол между сторо-
сторонами а и Ь этого четырех-

четырехугольника равен двугранному

углу при ребре CD (см.
рпс. 77). Аналогичные расеуж-

с"

денпя показывают, что рас-

рассматриваемая сумма двугранных углов равна сумме плоских

углов полученного четырехугольника, которая меньше 2л (за-
(задача 10.13).

б) Запишем полученное в задаче а) неравенство для каж-

каждой пары противоположных ребер тетраэдра и сложим эти три

неравенства. Каждый двугранный угол тетраэдра входит в два

таких неравенства, поэтому удвоенная сумма двугранных углов

тетраэдра меньше 6я.

Сумма двугранных углов любого трехгранного угла больше

л (задача 5.5). Запишем такое неравенство для каждой из че-

четырех вершин тетраэдра и сложим эти иеравенства. Каждый

двугранный угол тетраэдра входит в два таких неравенства (со-
(соответствующих концам ребра), поэтому удвоенная сумма
двугранных углов тетраэдра больше 4я.

10.21. Вершины всех конусов можно заключить в шар ра-

радиуса г. Рассмотрим сферу радиуса п с тем же центром О. Еслн

Rlr стремится к бесконечности, то доля поверхности этой сферы,
заключенной внутри данных конусов, стремится к доли ее по-



верхности, заключенной внутри конусов с теми же -углами раст-

раствора, вершинами в точке О и осямп, параллельными осям дан-

данных конусов. Так как телесный угол конуса с углом раствора <р

равен 4я sin2 (rp/4) (задача 4.50), то 4я (sin2 (<fi/4) + ...

... + sin2 (<pnM)) ^ 4я. Остается заметить, что х ^ sin x.

10.22. Проекции на плоскость грани тетраэдра трех осталь-

остальных его граней полностью покрывают эту грань. Ясно также, что

площадь проекции треугольника на плоскость, ему не параллель-

параллельную, меньше площади самого треугольника (см. задачу 2.13).
10.23. Построим внешним образом на гранях внутреннего

многогранника как на основаппях прямоугольные призмы, реб-
ребра которых достаточно велики: все они должны пересекать по-

поверхность внешнего многогранника. Эти призмы высекают на по-

поверхности внешнего многогранника попарно непересекающие-

непересекающиеся фигуры, площадь каждой из которых не меньше площади

основания призмы, т. е. грани внутреннего многогранника.

В самом деле, проекция каждой такой фпгуры на плоскость осно-

основания призмы совпадает с самим основанием, а при проециро-

проецировании площадь фигуры может только уменьшиться.

10.24. Пусть плоскость П параллельна двум скрещиваю-

скрещивающимся ребрам тетраэдра. Докажем, что требуемые две плоскосш

можно найти даже среди плоскостей, перпендикулярных П.

Проекцией тетраэдра на любую такую плоскость является тра-

трапеция (или треугольник) с постоянной высотой, равной расстоя-
расстоянию между выбранными скрещивающимися ребрами тетраэдра.
Средняя линия этой трапеции является проекцией параллело-
параллелограмма с вершинами в середппах четырех ребер тетраэдра. Та-
Таким образом, остается проверить, что для любого параллело-

параллелограмма найдутся две такие прямые (в той же плоскости), что

отношение длин проекций параллелограмма на них не меньше

V2. Пусть а и Ь — длины сторон параллелограмма, причем

а ^ fc; d — длина его наибольшей диагонали. Длина проекции

параллелограмма на прямую, перпендикулярную стороне fc,

не превосходит а; длина проекции на прямую, параллельную

диагонали d, равна d. Ясно также, чго d2 ^ а2 + fc2 ^ 2о3.

10.25. а) Если треугольное сечение не проходит через вер-

вершину тетраэдра, то существует параллельное ему треугольное

сечение, проходящее через вершину; площадь последнего се-

сечения больше. Поэтому достаточЕЮ рассмотреть случаи, когда

сеченпе проходит через вершину пли ребро тетраэдра.
Пусть точка Л/ лежит на ребре CD тетраэдра ABCD. Дли-

Длина высоты, опущенной из точки М на прямую АВ, заключена

между длинами выест, опущенных на эту прямую из точек С

и D (задача 10.4). Поэтому SAbm < SABC или SAnm< SA[iD.
Пусть точки М п N лежат па ребрах CD и СВ тетраэдра
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А ВCD. К сечению AMN тетраэдра A MBС можно применить
только что доказанное утверждение. Поэтому 5ддш ^ SaCM ^

^ Sacd или Samn ^ $авм-

б) Пусть плоскость пересекает ребра АВ, CD, BD ж АС

тетраэдра ABCD в точках К, L, М и N соответственно. Рассмот-

Рассмотрим проекцию на плоскость, перпендикулярную прямой MN

(рис. 78, а). Так как К'U = KL sin ср, где ср
—

угол между

прямыми KL и МЛ',то площадь сечения тетраэдра равна K'L'X

y.MNl2. Поэтому достаточно доказать, что K'L'^A'C или

К'U <B'D'.

Рис, 78

Остается доказать следующее планиметрическое ут-

утверждение: «Длина отрезка KL, проходящего через точку пере-
пересечения диагоналей выпуклого четырехугольника А ВCD, не

превосходит длины одной пз его диагоналей (концы отрезка ле-

лежат на сторонах четырехугольника)». Проведем через концы от-

отрезка KL прямые, ему перпендикулярные, и рассмотрим проек-

проекции На них вершин четырехугольника, а также точки пересечения

с ними прямых АС и BD (рис. 78, б). Пусть для определенности

точка А лежит внутри полосы, заданной этими прямыми, а точка

В вне ее. Тогда можно считать, что D лежит внутри полосы,

так как иначе BD > KL п доказательство завершено. Так как

АА'

ВВ' ¦BJI

то либо АА' < СС (и тогда А С > KL), либо ВВ'

да BD > KL).

DD' (и тог-
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1о.26. Пусть данная плоскость пересекает ребра АВ, AD
п АА' в точках К, L и М; Р, Q и R — центры граней ^4J9J9'/4',
A BCD и /4/)Z)M'; О — точка касания плоскости со сферой.
Плоскости КОМ й КРМ касаются сферы в точках О и Р, по-

поэтому АКОМ
•= А КРМ, а значит, Z.KOM — Z.KPM. Ана-

Аналогичные рассуждения показывают, что /LKPM + /LMRL +

-f- Z.Z<2# = ^~КОМ + /LMOL + /LLOK — 360°. Ясно
также^

что ИГР = КО, LQ — LR и MR = Л1Р, поэтому четырехуголь-
накп А КРМ, AMRL и ALQK можно сложить так, как показа-

показано на рис. 79. В шестиугольнике AtA-^MA^K углы при верши-
вершинах A, Ai и Л2 прямые, поэтому /LK + ^L + /LM = 4л —

— 1,5я = 2,5л, а так как углы К, L и Л/ больше я/2, то два

из них, например, К и L, меньше я. Тогда точка Л2 лежит на

дуге СС, А\ — на дуге С?, а значит, точка М лежит внутри

квадрата А ВCD.

При симметрии относительно серединного перпендикуляра
к отрезку DAt обе окружности переходят в себя, поэтому каса-

касательные прямые DA и DC переходят в АгА% и А2А2, а значит,

ADKE = AAtEtE. Аналогично ABLF = AA^F. Следова-
Следовательно, площадь шестиугольника ALA\MA^K, равная площади

поверхносги данной пирамиды, меньше площади квадрата

АВCD.

10.27. Ecrftl два тетраэдра имеют общий трехгранный угол,
то отношение их объемов равно произведению отношений длин

ребер, лежащих на ребрах этого трехгранного угла (см. задачу
3.1). Поэтому произведение отношенпй объемов рассматриваемых
четырех тетраэдров к объему исходного равно произведению чи-

чисел вида AtBtj : AtAj, где At и Aj — вершины тетраэдра,Bi3 —>
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отмеченная точка на ребре A tAj. Каждому ребру A tAj соответст-

соответствует пара таких чисел АЬВ^ : AtAj тА^ц : AtAj. Если A^Aj^
«=

о и Afiij = х, то AjBtj = а
—

х. Поэтому произведение
х (а — т) 1

пары чисел, соответствующих ребру AtAj, равно j ^~4""
Так как у тетраэдра 6 ребер, рассматриваемое произведение

четырех отношений объемов тетраэдров не превосходит 1/46 =
= 1/81. Поатому одно из отношений объемов не превосходит 1/8.

10.28. Пусть длины всех ребер тетраэдра ABCD, кроме

ребра CD, не превосходит 1. Если йг и Ь,2 — высоты, опущенные

из вершин С и D на прямую АВ, и а = АВ, то объем V

тетраэдра ABCD равен afejfeasin ф/6, где ср
— двугранный угол

при ребре АВ. В треугольнике со сторонами а, Ь и с квадрат

высоты, опущенной на а, равен (Ь2 — х'2 + с2 — (а — xJ)l2 *C
< (fc2 + с2 — я /2)/2. В нашем случае h2 < I — a2/4, поэтому

V ^ оA — а2/4)/6, причем 0 < « <^ 1. Вычисляя производную
функции пA — а'г/4), получаем, что она монотонно возрастает

на интервале от 0 до  /4/3,а значит, и на интервале от 0 до 1.

При а = 1 величина аA — яг/4)/6 равна 1/8.

10.29. а) Пусть О — центр данной сферы. Разобьем дан-

данный многогранник на пирамиды с вершиной О, основаниями ко-

которых служат его грани. Высоты этих пирамид не меньше г,

поэтому сумма их объемов ие меньше Sr/З, а значит, V ^ 6V/3.

б) Построим на гранях данного многогранника как на ос-

основаниях внутренним образом прямоугольные призмы высотой

h = VlS. Эти призмы могут пересекаться и вылезать за пределы

многогранника, а сумма их объемов равш hS = V, поэтому ос-

останется точка многогранника, ими не покрытая. Сфера радиуса

VlS с центром в этой точке не пересекает граней данного много-

многогранника.

в) Согласно задаче б) во внутренний многогранник можно

поместить сферу радиуса г = V«.ISt. Л так как эта сфера лежит

внутри внешнего многогранника, то согласно задаче а) VjSi ^
> г/3.

10.30. На каждом ребре куба есть точка многогранника,

так как иначе его проекция вдоль этого ребра не совпадала бы

с гранью. Возьмем на каждом ребре куба по одной точке много-

многогранника и рассмотрим новый выпуклый многогранник с вер-

вершинами в этих точках. Так как он содержится в исходном много-

многограннике, достаточно доказать, что его объем не меньше 1/3 объ-

объема куба.
Можно считать, что длина ребра куба равна 1, Рассматри-

Рассматриваемый многогранник получается путем отрезания тетраэдров
от трехгранных углов при вершинах куба. Докажем, что сумма

объемов двух тетраэдров для вершпн, принадлежащих одному
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ребру куба, не превосходит 1/6. Эта сумма равна "j S^h^ -f-

"т"  "^2^2'г"е '*i п 'г2 — высоты, опущенные на противополож-

противоположные грани куба пз вершины многогранника, лежащей на

данном ребре куба, a Si и S2 — площади соответствующих

граней тетраэдроп. Остается заметить, что

<1/2и ^ + /^=1.
Четыре параллельных ребра куба задают разбиение его

вершпн на 4 пары. Поэтому объем всех отрезанных тетраэдров
не превосходит 4/6 = 2/3, т. е. объем оставшейся части не мень-

меньше 1/3.
Если ABCDAiBiCiDi — данный куб, то многогранниками,

для которых достигается равенство, являюгея тетраэдры ABlCD1
а А^ВСхВ.

10.31. Проведем плоскости, параллельные координатным
плоскостям и удаленные от них на расстояние пе, где п пробе-
пробегает целые числа, е — некоторое фиксированное число. Опи

разбивают пространство на кубики с ребром е. Доказательство
достаточно провести для тел, состоящих из этих кубиков. В са-

самом деле, если е устремить к нулю, то объем и площади проек-

проекций тела, состоящего из лежащих внутри исходного тела куби-
кубиков, будут стремиться к объему и площадям проекций исход-

исходного тела.

Докажем сначала, что если тело разрезано на две части

плоскостью, параллельной плоскости коордипат, причем для
обеих частей справедливо указанное неравенство, то оно спра-

справедливо и для всего тела. Пусть V — объем всего тела, 5 , S

и S3 — площади его проекций иа координатные плоскости; объ-

объем и площади для первой п второй его частей будем обозна-

обозначать одним и соответственно двумя штрихами. Нужно дока-

доказать, что пз неравенств V' <^ у S'^s'^'^ п V" ^ у s'^S'^s"^ сле-

следует неравенство V = V -\- V" < YSiSiS3- Так как s'3 < s.t "

5g< Ss, достаточно проверить неравенство |/"'$^+ jA^'S^
< j/^'jS'.j. Можно считать, что S3 — площадь проекции на плос-

плоскость, разрезающую тело. Тогда S^ = S[ + $[ и ?2 = s'2-\- S'l.
Остается проверить неравенство ~\/ab + ~\/ч1 ^ "|/(а -|- с) (Ь + d).
Для его доказательства нужно обе части возвести в квадрат и

1
воспользоваться неравенством у (ad) (be) < tj- (ad -J- be),

Доказательстпо требуемого нерапещтва будем проводить

индукцией по высоте тела, т. е. по числу слоев кубиков, из ко-

которых оно состоит, Предыдущим рассуждеиием фактически до-
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казан шаг индукции. Но пока еще не доказана база пндукцпи
—•

не разобран случай тела, состоящего иа одного слоя кубиков-.
В этом случае доказательство снова проведем по индукции о по-

помощью доказанного выше утверждения: будем разрезать тело

на прямоугольвые параллелепипеды размером еХеХпе. Спра-
Справедливость требуемого неравенства для одного такого парал-

параллелепипеда, т. е. база индукции, легко проверяется.

10.32. Рассмотрим сечение тетраэдра плоскостью, парал-

параллельной грани ABC и проходящей через центр его вписанной

сферы. Это сечение является треугольником А^ВгС^, подобным

треугольнику ABC, причем коэффициент подобия меньше 1.

Треугольник АуВхС± содержит окружность радиуса г, где г —¦

радиус вписанной сферы тетраэдра. Проводя к этой окружности

касательные, параллельные сторонам треугольника AiBiCit
получим еще меньший треугольник, описанный около окруж-

окружности радиуса г,

10.33. Согласно задаче 7.12 ОМ = рОА + qOB + rOC, где

Р — SMBC '• SaBC> Ч = SMAC • $АВС и r — SMAB '• $ABC-
Остается заметить, что ОМ <^ рОА + qOB + ЮС.

10.34. Пусгь 2а — сторона основания пирамиды, h — ее

высота. Тогда г — радиус вписанной окружности равнобедрен-
равнобедренного треугольника с высотой h и основанием 2а; R — радиус
описанной окружности равнобедренного треугольника с вы-

высотой h и основанием 2\Z'2a. Поэтому г(а + Т/а2 + К1) = ah,
т. е. rh

— a(V a2 + h2 — а). Если Ъ — боковая сторона равно-

равнобедренного треугольника, то 2R : Ь — Ь : h, т. е. 2Rh =

= 6* == 2аа + КК Следовательно, к = Rh = Baa +"№)/

/2а(У а1 + К1 — «), т. е. Ba2fc + 2а2 + Ь2)* = 4а2/с2(а2 + ff).
Пусть х = /гг/а2. Тогда ж2 + 4*A + к — к2) + 4 + 8к = 0i

Дискриминант итого квадратного уравнения относительно х

равен 16А'г(АЛ! — 2/с — 1). Так как к > 0 и это квадратное урав-

уравнение имеет корни, то к ^ 1 + у 2.

10.35. Можно. Проекцией куба с ребром а на плоскость,

перпендикулярную диагонали, является правильный шести-

шестиугольник со стороной Ь — aV2lv2). Впишем в получепный
шестиугольник квадрат так, как показано на рис. 80. Легко

проверить, что сторона этого квадрата равна 2T/3b/(l + КЗ) =

= 2l/2o/(l + 1/3) > а, а значит, он содержит внутри себя

квадрат К со сгороноп а. Вырезав часть куба, проецирующуюся
в К, получим требуемый вырез.

10.36. а) Да, верно. Пусть О — центр симметрии данного

мпогограшшка; М2 ~~ многоугольник, симметричный М2 от-

относительно точки О, Рассмотрим наименьший выпуклый много-
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граннпк Р, содержащий М2 и М2. Докажем, что плошадь части

сечения Mi, лежащей внутри Р, не меньше площади М2. Пусть
А — внутренняя точка некоторой грани TV многогранника Р,

отличной от М2 и М2, а точка В симметрична А относительно О.

Плоскость, параллельная N, пересекает грани М2 и М2, только

если она пересекает отрезок

/ \ А В; при этом она пересекает

и Л/]. Пусть плоскость, про-
проходящая через точку отрезка
А В параллельно грани N, пе-

ресекает грани М2 п Мг по

отрезкам длиной I ml', а часть

грани Mi, лежащую внутри
Р,— по отрезку длиной т.

Тогда т > (I + V)l2, так как

многогранник Р — выпуклый.
Следовательно, площадь М\

рис go
не меньше полусуммы площа-

площадей Мъ и Л/2, т. е. площади М2.
б) Нет, не верно. Рассмотрим правильный октаэдр с реб-

ребром а. Радиус описанной окружности грани равен а/Т/з. Се-

Сечение, параллельное грани и проходящее через центр октаэдра,
является правильным шестиугольником со стороной а/2; радиус
его описанной окружности равен а/2. Ясно, что вД/з > а/2.

10.37. Рассмотрим тело, состоящее из точек, удаленных

от данного многогранника на расстояние не больше d. Площадь

поверхности этого тела равна S + <12 h (я — fi) *Ь 4лй2, где

S — площадь поверхности многогранника (задача 3.13). Так как

это тело заключено внутри сферы радиуса d + R, то площадь

его поверхности не превосходит 4n(d + ВJ (это утверждение
получается предельным переходом из утверждения задачи

10.23), Следовательно, S + d 2] ^ (я — ср{) <8л<Ш + 4лД2,
Устремляя d к бесконечности, получим требуемое.
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Глава 11

ЗАДАЧИ НА МАКСИМУМ И МИНИМУМ

§ 1. Отрезок с концами на скрещивающихся прямых

11.1. Концы отрезка АВ перемещаются по данным

прямым о и Ь. Докажите, что его длина будет наимень-

наименьшей, когда он перпендикулярен обеим прямым.

11.2. Найдите наименьшую площадь сечения куба с

ребром а плоскостью, проходящей через его диа-

диагональ.

11.3. Все ребра правильной треугольной призмы
АВСАхВгСх имеют длину о. Точки М и N лежат на

прямых BCt и САг, причем прямая МЛ' параллельна
плоскости ААгВ. Чему равна наименьшая длина та-

такого отрезка MNJ

11.4. Дан куб ABCDA1B1ClD1 с ребром а. Концы
отрезка, пересекающего ребро C1D1, лежат на прямых

ААу и ВС. Какую наименьшую длину может иметь

этот отрезок?
11.5. Дан куб ABCDA-J5fi-J) ± с ребром а. Концы

отрезка, образующего угол 60° с плоскостью грани
ABCD, лежат на прямых АВг и ВСг. Какую наимень-

наименьшую длину может иметь этот отрезок?

§ 2. Площадь и объем

11.6. Чему равно наименьшее значение отношения

объемов конуса и цилиндра, описанных около одной
сферы?

11.7. Площадь поверхности сферического сегмента

равна S (имеется в виду сферическая часть его по-

поверхности). Каков наибольший возможный объем
такого сегмента?

11.8. Докажите, что среди всех правильных п-

угольных пирамид с фиксированной площадью пол-

полной поверхности наибольший объем имеет пирамида,

у которой двугранный угол при ребре основания равен

двуграшкшу углу при ребре правильного тетраэдра.
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11.9. Через точку 71/, лежащую внутри данного

трехгранного угла с прямыми плоскими углами, про-

проводятся всевозможные плоскости. Докажите, что объ-

объем тетраэдра, отсекаемого такой плоскостью от трех-

трехгранного угла, будет наименьшим, когда М — точка

пересечения медиан треугольника, являющегося се-

сечением трехгранного угла этой плоскостью,

* # *

11.10. Чему равна наибольшая площадь проекции
правильнего тетраэдра с ребром а на плоскость?

11.11. Чему равна наибольшая площадь проекции
прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, Ъ и с

на плоскость?

11.12. Иа плоскости лежит куб с ребром а. Источ-
Источник света расположен на расстоянии Ъ от плоскости,

причем Ъ > а. Найдите наименьшее значение площади

тени, отбрасываемой кубом на плоскость.

§ 3. Расстояния

11.13. а) Рассмотрим для каждой внутренней точки

правильного тетраэдра сумму расстояний от нее до

его вершин. Докажите, что эта сумма будет наимень-

наименьшей для центра тетраэдра.

б) Два противоположных ребра тетраэдра равны Ъ
и с, а остальные ребра равны а. Чему равно наимень-
наименьшее значение суммы расстояний от произвольной точ-

точки пространства до вершин этого тетраэдра?
11.14. Дан куб ABCDA1B1C1Dl с ребром а. На лу-

тах AtA, A1B1 и A1D1 взяты соответственно точки Е,
F и G так, что А±Е = AJF = AXG = Ь. Пусть М —

точка окружности Su вписанной в квадрат ABCD,
а N — точка окружности S2, проходящей через Е, F
п G. Чему равно наименьшее значение длины отрезка

мт
11.15. В усеченном конусе угол между осью и об-

образующей равен 30°. Докажите, что кратчайший путь
по поверхности конуса, соединяющий точку границы
одного основания с диаметрально противоположной
точкой границы другого основания, имеет длину 2Л,
где R — радиус большего основания.

11.16. Длины трех попарно перпендикулярных от-

отрезков ОА, ОВ и ОС равны а, Ъ и с, причем а ^ b ^
203



^ с. Какое наибольшее и какое наименьшее значение

может принимать сумма расстояний от точек А, В и С

до прямой I, проходящей через точку О?

I 4. Разные задачи

11.17. Прямая I лежит в плоскости одной грани
данного двугранного угла. Докажите, что угол между

прялшй 1 и плоскостью другой грани наибольший, ког-

когда I перпендикулярна ребру данного двугранного угла,

11.18. Высота правильной четырехугольной приз-
призмы ABCDA-lB1ClDl в два раза меньше стороны основа-

основания. Найдите наибольшее значение угла А±МС1Л где
М — точка ребра АВ.

11.19. Три одинаковые цилиндрические поверхно-
поверхности радиуса R со взаимно перпендикулярными осями

попарно касаются друг друга.

а) Чему равен радиус наименьшего шара, касаю-

касающегося этих цилиндров?
б) Чему равен радиус наибольшего цилиндра, ка-

касающегося трех данных, ось которого проходит вну-
внутри треугольника с вершинами в точках касания трех
данных цилиндров?

11.20. Может ли правильный тетраэдр с ребром 1

пройти через круглое отверстие радиуса: а) 0,45;
б) 0,44? (Толщиной отверстия можно пренебречь.)

Задачи для самостоятельного решения

11.21. Какой наибольший объем может иметь че-

четырехугольная пирамида, в основании которой ле-

лежит прямоугольник, одна сторона которого равна а,
если боковые ребра пирамиды равны Ь?

11.22. Каков наибольший объем тетраэдра ABCD,
все вершины которого лежат на сфере радиуса 1,
а ребра АВ, ВС, CD и DA видны из центра сферы под
углом 60°?

11.23. Два конуса имеют общее основание и рас-

расположены по разные стороны от него. Радиус основа-

основания равен г, высота одного конуса h, другого Н (h^
^ Н). Найдите наибольшее расстояние между двумя

образующими этих конусов.

11.24. Точка N лежит на диагонали боковой грани
куба с ребром а, а точка М — на окружности* распо-
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поженной в плоскости нижней грани куба и имеющей
центр в центре этой грани. Найдите наименьшее зна-

значение длины отрезка MN.

11.25. Дан правильный тетраэдр с ребром а. Най-

Найдите радиус шара с центром в центре тетраэдра, для

которого суммарный объем части тетраэдра, располо-
расположенной вне шара, и части шара, расположенной вне

тетраэдра, достигает наименьшего значения.

11.26. Диагональ куба с ребром 1 лежит на ребре
двугранного угла величиной а (а <С 180°). В каких

пределах может изменяться объем части куба, заклю-

заключенной внутри угла?
11.27. Две вершины тетраэдра расположены на по-

поверхности сферы радиуса ]/'Ю, а две другие верши-
вершины — на поверхности сферы радиуса 2, концентриче-
концентрической с первой. Какой наибольший объем может иметь

такой тетраэдр?
11.28. Плоские углы одного трехгранного угла

равны 60°, другого — 90°; расстояние между их вер-
вершинами равно а, причем вершина каждого из них

равноудалена от граней другого. Найдите наимень-

наименьший объем их общей части — шестигранника.

Решения

11.1. Проведем через прямую b плоскость П, параллель-

параллельную а. Пусть А' — проекция точки А на плоскость П. Тогда

ЛВ2= А'В'1 + А'А- = А'В2 + /г2, где Л — расстояние между

прямой о и плоскостью П. Точка А' совпадает с В, еспяАВЛ_П.щ

11.2. Пусть плоскость проходит через диагональ АС± куба

ABCDA^BiCjDi и пересекает ею ребра ВВ^ и DDL в точках Р

и Q соответственно. Площадь параллелограмма APCjQ равна
произведению длины отрезка ACi на расстояние от точки Р до

Прямой АС\. Расстояние от точки Р до прямой АС\минпмально,
когда Р лежит на общем перпендикуляре к прямым АС\ и ВВ\\
этим общим перпендикуляром является прямая, проходящая

через середпны ребер BBi и DDX. Итак, площадь сечения будет
наименьшей, когда Р и Q — середины ребер ВВ\ и DDt. Это се-

сечение является ромбом С диагоналями ACt = а~|/з и PQ =¦

— оТ/2; его площадь равна a'2l/(i/2.
11.3. Если М' и ЛГ' — проекции точек М и Лг на плоскость

ABC, то M'N'\\AB. Пусть СМ' — х. Тогда M'N' ~ х, а длина

проекции отрезка MN на прямую CCi равна \а — 2z|. Следо-
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вателыю,

MN% = х2 + (а — 2хJ = Ъх2 — 4ах + в2.

Наименьшая длина отрезка Л/jV равна а/1/5.
11.4. Пусть точки М и N лежат на прямых АА\ и ВС соот-

соответственно и отрезок MN цересекает ребро C1D1 в точке L.

Тогда точки М и N лежат иа лучах ААХ п ВС, причем х = А М >

>aij= S./V >¦ а. Рассматривая проекции на плоскости АА\В
и ABC, получаем соответственно CtL : LD^ = а : (х — а) и

C±L : LZ?f = (j/ — а) : а. Поэтому (х — а){у — а) = а2, т. е.

яу
= (х + у)а, а значит, (хуJ = (х + уJа2 > 4г;/аг, т. е. ху>

^ 4аг, Следовательно, MN2 ~ х2 -\- у2 + а2 = (ж + </J —
— 2a;j/ + а2 = (а#J/а2 — 2ед + а2 = (*у — агJ/а2 > 9а2. Наи-

Наименьшее значение длины отрезка MN равно За, оно достигает-

достигается, когда А М = BN = 2а,

11.5. Введем систему координат, направив оси Ох, Оу и Ог
по лучам ВС, ВА и ВВ\ соответственно. Пусть точка М ирямой
BCi имеет координаты (х, 0, х), а точка TV прямой В\А имеет коор-

координаты @, у, а — у). Тогда квадрат длины отрезка MN равен

з? + V2 + (а — х — j/J, а квадрат длины его проекции MiNi
на плоскость грани А ВCD равен а:2 + у2. Так как угол

между прямыми MN и M±Ni равен 60°, то MN = 2M1NU т. е.

Пусть и2 = х2 + у2 и у = ж + у. Тогда A/iV = 2A/tiV,- =
«= 2и. Кроме того, (а — уJ = Зи2 по условию и 2u2 ^ у2. Сле-

Следовательно, (а — v)z Р* Зу2/2, а значит, у ^ аA/б — 2). По-

втому и?= (a — tJ/3 > о2C — Уб)г/3 = а2(У1 — У~2)'2,
т. е, MN ^ 2а(~1/3 — Т/2). Равенство достигается, когда х =

=
у
= а(Уб"—2)/2.
11.6. Пусть г — радиус данной сферы. Если осевое сече-

сечение конуса является равнобедренным треугольником с высотой h

и основанием 1а, то ah = S = г(а -+- У/г2 -+- а2). Следователь-

Следовательно, a2{h — гJ = r2(/i3 + а8), т. е. а2 = г2А2,'(А — 2г). Поэтому
объем конуса равен яг^/З^ — 2;). Так как

то объем конуса минимален при h = 4г. В этом случае отно-

отношение объемов конуса и цилиндра равно 4/3.

11.7. Пусть V — объем сферического сегмента, R — ра-

радиус сферы. Так как S = 2nRh (задача 4.24) и V = лй2(ЗЯ —
— ЛO3 (задача 4.27), то V = Sb/2 — лА3/3. Поэтому производ-
производная I7 по h равна 5/2 — л/г'2. Наибольшим объем будет при h

= 1/|Ь'/2л; оп равен У
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11.8. Пусть h — высота правильной пирамиды, г — ра-

радиус вписанной окружности ее основания. Тогда объем ц пло-

площадь полной поверхности пирамиды равны

'

| tg \ (А) и п tg ? О2 + г VF+?)
соответственно. Итак, фиксирована величина г2 + rV № + '2 =

= а и нужно выяснить, когда максимальна величина г*Ь

(уже видно, что ответ не зависит от п). Так как h'1 + ra = {air —¦

— r)a = (airJ — 2а + г2, то (rViJ = а?г2 — 2аг\ Производ-
Производная этой функции по г равна 2а2?- — 8аг3. Поэтому объем пира-
пирамиды максимален, если г'2 = а/4, а значит, h2 = 2а. Следова-

Следовательно, если ф
— двугранный угол при ребре основания этой

пирамиды, то tg2 ф = 8, т. е. cos ф
= 1/3.

11.9. Введем систему координат, направив ее оси по реб-
ребрам данного трехгранного угла. Пусть точка М имеет коорди-

координаты (а, р, v); плоскость пересекает ребра трехгранного угла

в точках, удаленных от его вершины на расстояния а, Ь а с.

Тогда эта плоскость задается уравнением х/а + у/Ь + г/с = 1.

Так как она проходит через точку М, то а/а + р7Ь + у/с = 1.

Объем отсеченного тетраэдра равен абс/6. Произведение abc

будет наименьшим, когда величина a$y/abc будет наибольшей,
т. е. когда а/а = E/6 = у/с = 1/3.

11.10. Проекция тетраэдра может быть треугольником

пли четырехугольником. В первом случае она является проек-

проекцией одной из 1раней, поэтому ее площадь не превосходит V3a?/4.
Во втором случае диагонали четырехугольника являются

проекциями ребер тетраэдра, поэтому площадь тени, раваая

иоловине произведения длин диагоналей на синус угла между

ними, не превосходит о2/2; равенство достигается, когда пара про-

противоположных ребер тетраэдра параллельна данной плоскости.

Остается заметить, что КЗа2/4 < а'2/2.

11.11. Площадь проекции параллелепипеда вдвое больше

площади проекции одного из треугольников с вершинами в кон-

концах трех ребер параллелепипеда, выходящих из одной точки;

например, если проекцией параллелепипеда является шести-

шестиугольник, то в качестве такой вершины нужно взять вершину,

проекция которой лежит внутри шестиугольника. Для прямо-

прямоугольного параллелепипеда все такие треугольники равны.

Поэтому площадь проекции параллелепипеда будет наиболь-

наибольшей,-когда один из этих треугольников параллелей плоскости

проекции. Она будет раана V'а'гЬг -Ь Ь'с2 + с2аг (см. зада-

задачу 1.22).
11.12. Пусть A BCD — квадрат со сторопон а; точка X

удалеиа от прямой А В па расстояние Ь, причем 6> а; С a D' —
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точки пересечения продолжений отрезков ХС и XD за точки

С и D с прямой АВ. Так как ?\C'D'X <*> ACDX, то х : b ==

I = а : (fc — а), где л; = С'?>'. Поэтому л; = аЫ(Ь — а). Эти рас-

|суждения показывают, что тень, отбрасываемая верхней гранью

|куба, всегда представляет собой квадрат со стороной abl(b — а).
Следовательно, площадь юни, отбрасываемой кубом, будет наи-

наименьшей, кмда эта тень совпадает с тенью, отбрасываемой одной
I лишь верхней гранью, т. е. когда источник света расположен

над верхней гранью. При этом площадь тени равна

(ab !(а — Ь))-; нижняя грань куба считается входящей в тень.

11.13. а) Проведем через вершины правильного тетраэдра
А В CD плоскости, параллельные противоположным граням.
Эти плоскости также образуют правильный тетраэдр. Поэтому

сумма расстояний от них до внутренней точки X тетраэдра

ABCD постоянна (задача 8.1, а). Расстояние от точки X до га-

I кой плоскости не превосходит расстояния от точки X до соот-

соответствующей вершины тетраэдра, причем сумма расстояний от

¦точки X до вершин тетраэдра равна сумме расстояний от точки

\Х до этих плоскостей, только если X — центр тетраэдра.

б) Пусть в тетраэдре ABCD ребра А В и CD равны b и с,

Fa остальные ребра равны а. Если М и N — середины ребер А В
' п CD, то прямая MN является осью симметрии тетраэдра ABCD.

Пусгь X — произвольная точка пространства; точка Y сим-

симметрична ей относительно прямой MN; К — середина отрезка
XY (опа лежит на прямой MjV). Тогда ХА + ХВ — ХА +

YA > 2KA = КА + КВ. Аналогично ХС + XD > КС +

+ KD. Поэтому достаточно выяснить, чему равно наименьшее

аначение суммы расстояний до вершин тетраэдра для точек

прямой MN. Для точек этой прямой сумма расстояний до вер-
вершин тетраэдра ABCD не изменится, если отрезок А В повернуть

относительно нее так, чтобы он стал параллелей CD. При этом

получим равнобедренную трапецию ABCD с основаниями b

и с и высотой MN — Т/а2 — (Ьй + сг)/4. Для любого выпуклого
четырехугольника сумма расстояшш до вершин достигает наи-

наименьшего значения в точке пересечения диагоналей; при этом

она равна сумме длин диагоналей. Легко проверить, что сумма

длин диагоналей полученной трапеции ABCD равна ~\/ia2 -+- ?fcc
11.14. Пусть О — центр куба. Рассмотрим две сферы с

центром О, содержащие соответственно окружности Si и 52.

Пусть Л[ ц /?2 — радиусы этпх сфер. Расстояние между точка-

точками окружностей Si u S2 не может быть меньше |flt — R2\. Если

два ковуса С общей вершиной О, проходящие соответст-

соответственно через Sf и 52, пересекаются (т. е. имеют общую образую-

образующую), то расстояние между Si и S2 равно \Rt — /?2|. Если же

вти конусы не пересекаются, то расстояние между Si и 5а равно

213



наименьшему пз расстояний между их точками, лежащими

в плоскости, проходящей через точку О и центры окружностей,

т. е. в плоскости АА\ССХ. Пусть KL — диаметр окружности

Si, лежащий в укаэаной плоскости; Р — точка пересечения

прямых О К и ААЛ (рис. 81).
Введем систему координат, направив оси Ох и Оу по лучам

АХС\ и AiA. Точки Е, О и К имеют координаты @, 6), (а/У2,

а/2) и (яП/2 — 1)/2, о) соответственно, поэтому 11г — ОЕ =

= Vb2 — аЬ + За2/4 а ЕК — V 463 — 8аЬ + G — 2~)/Ца?12.
Ясно также, что /?t = аГу2.

Конусы пересекаются, если Ь = АХЕ 5= АХР = а(]/2 +
1)/2. В этом случае наименьшее значение MN равно /?2 — /?i.

Если же Ъ < а(\>/2 + 1)/2, то

конусы не пересекаются и

наименьшее значение МЛ' рав-

равно ЕК.

11.15. Докажем, что крат-

чан-ний путь, идущий из точ-

точки А границы большего ос-

основания в диаметрально про-

тпвопояожную точку С дру-

другого основания, состоит из

образующей АВ и диаметра

Af C-j вс; длина этого пути равна

Рис 81 2.R. Пусть г — радиус мень-

меньшего основания, О — его

центр. Рассмотрим путь, идущий из А в некоторую точку М

меньшего основания. Так как развертка боковой поверхности

конуса с углом а между осью ц образующей представляет

V

Ч
ч /

V
0

L

/
С

¦37

Рис. 82

Собой сектор окрл'жности радиуса R, имеющий длину дуги

2я/? sin а, то разкертка боковой поверхности данного усечен-
усеченного конуса с углом а — 30° представляет собой почукольцо с
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внешним радпусом 2Д и внутренним радиусом 2г. Кроме то-

того, если /_ВОМ = 2ф, то на разверчке /_ВСМ = ф (см.

рис. 82). Длина любого пути из Л в Л/ не меньше длины отрез-

отрезка А М на развертке конуса. Следовательно, длина пути из А

в С не меньше А М + СМ, где А М2 = А С2 + CM2 —2AMX

ХСМ cos АСМ= 4Я2 + 4г2 — 8/? г cos ф (на развертке) и СМ =

= 2r cos ф (на поверхности конуса). Остается проверить, что

*
+ 4г2 — 8/Я cos ф + 2r cos ф > 2Л.

Так как 2/? — 2r cos ф > 0, то, перенося 2r cos ф в правую
часть и возводя обе части нового неравенства в квадрат, легко

получаем требуемое.
11.16. Пусть углы между прямой I и прямыми ОА, ОБ ж ОС

равны а, Р и V- Тогда cos2a + cos2p 4" cos2y = 1 (задача 1.21),

значит, sin2a + sin2p +
sin2^ = 2. Сумма расстоя-

расстояний от точек А, В и С до

прямой I равна a sin a 4"

b sin p 4-c sin у. Пусть х =

= sin а. у — sin p, z = sin y.
В задаче требуется найти наи-

наибольшее и наименьшее зна-

значение величины ах 4" by + cz

при следующих условиях:

zo>7

+ У2 + z2 = 2, 0 у,

Рис. 83

= 1. Эти условия Еыделяют

на поверхности сферы х2 4~

4" у2 4" z2 = 2 криволинейный

треуюльник (рис. 83).

Пусть плоскость ах -\- by -\- cz = р0 касается поверхности

сферы х2 4" У2 + z2 = 2 в точке Мв с координатами (х0, j/0, z0),
причем xs, j/0, z0 ^ 0. Тогда x0 = Яа, y0 = Xb, z0 = Яс и Я2(а2 4"

4- b2 4- с2) = 2, а р0
= ?(а2 4- б2 4- с2) = У2(а2 4" Ь2 4- с2).

Если г0 < 1 (т. е. с2 < а2 4" 6s)i то Л/о принадлежит выделен-

выделенному криволпнейному треуюльнику, а значит, в этом случае

р0
— искомое наибольшее значение функции ах -\- by 4- cz.

Пусть теперь г0 > 1, т. е. с2 > а2 4" Ь*. Плоскость ах -\- by 4"

4- cz = р, где р < р0, пересекает рассматриваемую сферу по

окружности. Нас интересуют те значения р, при которых эта

окружность пересекается с выделенным криволинейным тре-
треугольником. Наибольшее из таких р соответствует значению

z0
= 1. Нахождение х0 и j/0 сводится к вадаче: при каких ieji

достигает наибольшего значения выражение ах -Ь by, если ж2 4"

4- у2 = 1. Легко проверить, что г = в/ /а2 -J- Ь2 и у' ¦¦
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^уд ь25 т. с. в этом случае искомое наибольшее зпаченпо

р равно Va" + Ь2 + с.

Докажем теперь, что наименьшее значение выражения ах +

-Jr by + сг на выделенном треугольнике достигается в вершине

хг
—

j/j
= 1, 2l = 0. В самом деле, так как 0 ^ х, у, г ^ 1, то

х + у + 2 > х2 + г/2 + г2 = 2, а значит, y + z — 1 > 1 — г.

Обе части этого неравенства неотрицательны, поэтому Ь(у +

-f- z — 1) ^ аA — х). Следовательно, ах + by + сг ^ ал; -+¦

+ Ьг/ + Ьг ^ а + Ь.

11.17. Пусть Л —точка пересечения прямой I с ребром
двугранного угла. Отложим на прямой I отрезок А В длиной 1.

Пусть В' — проекция точки В на плоскость другой грани,
О — проекция точки В на ребро двугранного угла. Тогда
sin ВАВ'= ВВ' = OB sin BOB' = sin ВАО sin BOB'. Так как

sin BOB' — синус данного двугранного угла, то sin BAB' мак-

максимален, когда /-ВАО = 90°.

11.18. Пусть AAi — 1, ЛЛ/= х. Введем систему коордп-

пат, осн которой параллельны ребрам призмы. Векторы MAi

и МСх имеют координаты @,1, —х) и B, 1, 2 — х); их скаляр-

скалярное произведение равно 1 — 2х -f- ж2 = A — хJ ^ 0. Поэтому
JLAiMCi ^ 90°; при х = 1 этот угол равен 90°.

11.19. Существует параллелепипед ABCDAiBtCiDi, ребра
AAi, DC и В^С\ которого лежат на осях данных цилиндров

(задача 1.19); ясно, что этот параллелепипед является кубом
с ребром 2Л.

а) Центр этого куба удален от всех ребер на расстояние

~\/2R, а любая другая точка удалена на расстояние больше

V2R хотя бы от одной из прямых АА\, DC, BiCi (задача 1.31).
Поэтому радиус наименьшего шара, касающеюся всех трех

цилиндров, равен (VI. — 1)/?.
- б) Пусть A', L и М —

середиггы ребер AD, АгВ\ и ССи
т. е. точкп попарного касания данных цилиндров. Тогда тре-
треугольник KLM — правильный, причем его центр О совпадает

с центром куба (вадача 1.3). Пусть A", L' и W —

середины ре-

ребер В1С1, DC и ААг; эти точки симметричны точкам К, L и Л/

относительно О. Докажем, что прямая I, проходящая через

точку О перпендикулярно плоскости KLM, удалена от прямых

BiCi, DC и АА1 на расстояние V2R. В самом деле, X'OJ_'

и K'OJ-ВгСх, поэтому расстояние между прямыми I и Biff

равно К'О = V2H; для остальных прямых доказательство

аналогично. Следовательно, радиус цилиндра с осью I, касаю-

касающегося трех данных ^цилиндров, равен (V2 — 1)Я- Остается-
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проверить, что расстояние от- любой прямой V, пересекающей

|треуюльник KLAI, до одной из точек К', V, М' не превосхо-

| дат У2Н.. Пусть, например, точка X пересечения прямой I'

\ с плоскостью KLM лежит внутри треугольника KOL. Тогда

11.20. В процессе прохождения тетраэдра сквозь отверстие

обязательно будет момент, когда вершина В находится по одну

сторону от плоскости отверстия, вершина А — в плоскости от-

отверстия, а вершины CnD —по другую сторону от плоскости от-

отверстия (или в плоскости отверстия). Пусть в этот момент плос-

плоскость отверстия пересекает ребра ВС и BD в точках М и N;

окружность отверстия содержит треугольник A MN. Выясним

теперь, при каком положении точек М ш N радиус наименьшей

окружности, содержащей треугольпик AMN, будет наи-

наименьшим.

Предположим сначала, что треугольник AMN— остро-

остроугольный. Тогда наименьшей окружностью, его содержавши,
является его описанная окружность (см. Прасолов, II, 15.127).
Если сфера, экватором которой является описанная окруж-

окружность треугольника A MN, не касается, например, ребра ВС,

то внутри этой сферы на ребре ВС можно взять вблизи точки М

такую точку М', что треугольник AM'N остроугольный и ра-

радиус его описанной окружности меньше радиуса описанной

окружности треугольника A MN. Поэтому в том положении, ког-

когда радиус описанной окружности треугольника AMN мини-

минимален, рассматриваемая сфера касается ребер ВС и BD, а зна-

значит, ВЫ — BN =
х. Трсуюльник AMN — равнобедренный,

н в нем MN — х, AM = AN = Ух2 — х + 1. Пусть Я—

середина MN, L — проекция В на плоскость AMN. Так как

центр сферы лежит в этой плоскости, а прямые ВМ и BN ка-

касаются данной сферы, то LN и LM — касательные к описанной

окружности треугольника AMN. Если /LMAN = а, то LK —

= МК lg а = х-УЗхг — ix + И'Дх2 — 2х+ 2). В треуголь-

треугольнике АКБ угол АКВ=$ тупой и cos P=C.z—2)/Уз(Зх2—4г+4).
Поэтому LK = — KB cos fj = хB — Зх)/2УЗх* — 4л + 4. При-

Приравнивая два выражения для LK, получим для а; уравнение

Зз? — <эх2 + 1х — 2 == 0. A)

Радиус Я описанной окружности треугольника AMN ранен

(х2 — а: -{г 1)/ УЗх2 — kx + 4. Приближенные вычисления кор-
корня уравнения дают значения х « 0,3913, R « 0,4478 (с ошиб-

ошибкой, не превосходящей 0,00005).
Предположим теперь, что ]реугольник AMN

— пе остро-

остроугольный. Пусть ВМ = х, BN — у. Тогда АМг = 1 — х -f- x2,
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Рис. 84

AN2 = 1 — у + у2 и MN* — я? + г/2 — хд. Угол M4./V —

острый, так как AM2 + AN2 > Л/Лг2. Пусть для определенности

угол ANM — не острый, т. е. 1 — х -f- х2 S3» {х1 + #2 — я;/) +

+ A — У + У2)- Тогда 0 < х < уA — 2у)/{1 — у), поэтому
у < 0,5, а значит, х < 2уA — 2у) < 1/4. На отрезке [0, 1/2]

квадратный трехчлен 1 —х + ж2 убывает, поэтому ЛУ1/2^

> 1 —• 1/4 + 1/16 = 13/16 > @,9J, т. е. в случае тупоуголь-

тупоугольного треугольника AMN ра-

дпус наименьшей окружнос-

окружности, его содержащей, больше,

чем в случае остроугольного.

Докажем, что в отверстие

найденного радиуса R тетра-

тетраэдр может пройти. Отложим

на ребрах тетраэдра отрезки

длины х, где х — корень ураи-

неиия A), так, как показано

на рис. 84, и проделаем сле-

следующую последовательность

движений:

а) расположим тетраэдр

так, чтобы окружпость отверс-

отверстия была описанной окруж-
окружностью треугольника AMN, и будем поворачивать тетраэдр

вокруг прямой MN до тех пор, пока точка V не попадет в

плоскость отверстия;

б) сдвинем тетраэдр так, чтобы плоскость VMN оставалась

параллельной своему исходному положению, а точки Р и Q по-

попали на границу отверстия;

в) будем поворачивать тетраэдр вокруг прямой PQ до тех

пор, пока вершина D не попадет в плоскоаь отверстия.

Докажем, что все эти операции осуществимы. При поворо-
повороте тетраэдра вокруг прямой MN плоскость отверстия пересе-

пересекает его по трапеции, диагональ которой уменьшается от NA

до NV, а острый угол при большем основашш возрастает

до 90°. Следовательно, радиус описанной около трапеции ок-

окружности уменьшается. Поэтому операция а) п аналогичная ей

операция в) осуществимы.
Возьмем на ребре ВС точку Т. Сечение тетраэдра ABCD,

параллельное VMN и проходящее через точку Т, является пря-

прямоугольником с диагональю 1/<2+A—f>2 = T//2{f—0,5)а -}-0,52,
где t = ВТ. Из этого следует осуществимость операции б).

Ответ: через отверстие радиуса 0,45 тетраэдр пройти мо-

может, а через отверстие радиуса 0,44 не .может.
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Глава 12

ПОСТРОЕНИЯ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА

ТОЧЕК

§ 1. Скрещивающиеся прямые

12.1. Найдите геометрическое место середин отрез-

отрезков, параллельных данной плоскости и концы которых
лежат на двух данных скрещивающихся прямых.

12.2. Найдите геометрическое место середин отрез-
отрезков данной длины d, концы которых лежат на двух дан-
данных скрещивающихся перпендикулярных прямых,

12.3. Даны три попарно скрещивающиеся прямые.
Найдите геометрическое место точек пересечения ме-

медиан треугольников, параллельных данной плоскости

и вершины которых лежат на данных прямых,
12.4. В пространстве даны две скрещивающиеся

прямые п точка А на одной из них. Через данные пря-
прямые проведены две перпендикулярные плоскости, об-

образующие прямой двугранный угол. Найдите гео-

геометрическое место проекций точки А на ребра таких

углов.

12.5. Даны прямая I и точка А. Через точку А про-

проводится прямая V, скрещивающаяся с I. Пусть MN —

общий перпендикуляр к этим двум прямым (точка М
лежит на Г). Найдите ГМТ М.

12.6. Попарно скрещивающиеся прямые 1г, 12 и 13
перпендикулярны одной прямой и пересекают ее в точ-

точках А х, А 2 и А з соответственно. Пусть М и N — такие

точки прямых 1г и 12, что прямые MN и Z8 пересекаются.
Найдите геометрическое место середин отрезков MN.

12.7. Даны две скрещивающиеся перпендикулярные

прямые. Концы отрезков АгА2, параллельных данной
плоскости, лежат на этих прямых. Докажите, что все

сферы с диаметрами АХА2 имеют общую окружность.
12.8. Точки А и В двигаются по двум скрещиваю-

скрещивающимся прямым с постоянными, но неравными скоро-

скоростями; отношение их скоростей равно к. Пусть М и
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Лг — такие точки прямой АВ, что AM : ВМ = AN '

: BN = к (точка 71/ лежит на отрезке АВ). Докажите,
что точки М и N двигаются по двум перпендикуляр-
перпендикулярным прямым.

§ 2. Сфера п трехгранный угол

12.9. Прямые 1г и /2 касаются сферы. Отрезок MN
с концами на этих прямых касается сферы в точке Х%
Найдите ГМТ X,

12.10. Точки А и В лежат по одну сторону от пло-

плоскости П, причем прямая АВ не параллельна П. Най-

Найдите геометрическое место центров сфер, проходящих

через данные точки и касающихся данной плоскости.

12.11. Центры двух сфер разного радиуса лежат в

плоскости П. Найдите геометрическое место точек X
этой плоскости, через которые можно провести плос-

плоскость, касающуюся сфер: а) внутренним образом;
б) внешним образом. (Внутреннее касание — сферы ле-

лежат по разные стороны от плоскости, внешнее — по

одну сторону.)

12.12. Две плоскости, параллельные данной пло-

плоскости П, пересекают ребра трехгранного угла в точ-

точках А, В, С a Аи В±, Сл (одинаковыми буквами обоз-
обозначены точки, лежащие на одном ребре). Найдите гео-

геометрическое место точек пересечения плоскостей ABCV
ABfi и АгВС.

12.13. Найдите геометрическое место точек, сумма

расстояний от которых до плоскостей граней данного

трехгранного угла постоянна.

12.14. Окружность радиуса R касается граней дан-

данного трехгранного угла, все плоские углы которого

прямые. Найдите геометрическое место всех возмож-

возможных положений ее центра.

§ 3. Разные ГМТ

12.15. На плоскости дан остроугольный треуголь-
треугольник ABC. Найдите геометрическое место проекций на

эту плоскость всех точек X, для которых треугольни-

треугольники АВХ, ВСХ и САХ остроугольные.
12.16. В тетраэдре ABCD высота DP наименьшая.

Докажите, что точка Р принадлежит треугольнику,-
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стороны которого проходят через вершины треуголь-
треугольника А ВС параллельно его противоположным сторонам.

12.17. Дан куб. Вершипы выпуклого многогранника
лежат на его ребрах, причем на каждом ребре лежит

ровно одна вершина. Найдите множество точек,, при-

принадлежащих всем таким многогранникам.

12.18. Дан плоский четырехугольник ABCD. Най-

Найдите геометрическое место таких точек М, что боковую
поверхность пирамиды MABCD можно так пересечь

плоскостью, что в сечении получится: а) прямоуголь-
прямоугольник; б) ромб.

12.19. Ломаная длины а выходит из начала коорди-

координат, причем любая плоскость, параллельная коорди-
координатной плоскости, пересекает ломаную не более чем в

одной точке. Найдите геометрическое место концов та-

таких ломаных.

Л

§ 4. Построения на изображениях

12.20. Дано изображение проекции на некоторую
плоскость куба ABCDAlB1C1Di с отмеченными точками

Р, Q, R на ребрах ААг, ВС, В^СХ (рис. 85). Постройте
на этом изображении сечение куба плоскостью PQR.

12.21. Дано изображение проекции на некоторую
плоскость куба ЛВС1)Л1В1С1?I с отмеченными точками

Р, Q, R на ребрах ААЪ ВС vi

CXDV Постройте на этом изобра-
изображении сечение куба плоскостью

PQR.
12.22. а) Дано изображение 4/

проекции на некоторую плоскость

трехгранного угла ОаЬс, на гра-

гранях ОЪс и Оас которого отмечены

точки А и В. Постройте на этом

изображении точку пересечения
прямой АВ с плоскостью ОаЬ.

б) Дано изображение проек- Рпс. 85

ции на некоторую плоскость трех-

трехгранного угла с тремя отмеченными на его гранях точ-

точками. Постройте на этом изображении сечение трех-

трехгранного угла плоскостью, проходящей через отмечен-

отмеченные точки.

12.23. Дано изображение проекции на некоторую
плоскость трехгранной призмы с параллельными реб-
ребрами а, Ъ и с, на боковых гранях которой отмечены
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точки Л, В и С. Постройте на этом изображении сечение

призмы плоскостью ABC.

12.24. ABCDAlB1CxDx — выпуклый шестигранник с

четырехугольными гранями. Дано изображение проек-
проекций на некоторую плоскость трех его граней? сходя-

сходящихся в вершине В (и тем самым — семи его вершин).
Постройте изображение восьмой его вершины Dit

§ 5. Построения, связанные

с пространственными фигурами

12.25. На плоскости дано шесть отрезков, равных

ребрам тетраэдра ABCD. Постройте отрезок2 равный
высоте ha этого тетраэдра.

12.26. На плоскости нарисованы три угла, равных
плоским углам а, р1 и у трехгранного угла. Постройте
на той же плоскости угол, равный двугранному углу,
противолежащему плоскому углу а,

12.27. Дан шар. С помощью циркуля и линейки

постройте на плоскости отрезок2 равный радиусу этого

шара,

Решения

12.1. Пусть данные прямые Zj и 12 пересекают данную плос-

плоскость П в точках Р и Q (если ijlll или Jjln, то искомых отрез-

отрезков нет). Проведем через середину М отрезка PQ прямые V

и lz, параллельные прямым ^ и 12 соответственно. Пусть неко-

некоторая плоскость, параллельная плоскости П, пересекает пря-
прямые 2j п /2 в точках As и А2, а прямые lt и '2 — в точках Mi
и Мз- Тогда А\А2 — искомый отрезок, причем его середина со-

совпадает с серединой отрезка МхМг, гак как МхА\М2Ач, — парал-

параллелограмм. Середины отрезков МгМ2 лежат на одной прямой,
так как все эти отрезки параллельны друг другу.

12.2. Середина любого отрезка с концами на двух скрещи-

скрещивающихся прямых лежит в плоскости, параллельной им и рав-

равноудаленной от них. Пусть расстояние между данными прямы-
прямыми равно а. Тогда длина проекции на рассматриваемую «сере-

«серединную» плоскость отрезка длиной d с концами на данных пря-

прямых равна yd2 — о2. Поэтому искомое ГМТ состоит из середин

отрезков длиной у d- — а* с концами на проекциях данных пря-

прямых «на серединную» плоскость (рнс, 86). Легко проверить, что

ОС = А В/2, т. е. искомое ГМТ является окружностью с цент-

центром О и радиусом j/da — аг/2.
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Рис. 86

12.3. Геометрическим местом середин сторои А В указан-

указанных треугольников является прямая I (см. задачу 12.1). Иско-

|мое ГМТ состоит из точек, делящих в отношении 1 : 2 отрезки,

параллельные данной плоскости и концы которых лежат на пря-
прямой I и на третьей данной пря-
прямой. Слегка изменив решение за-

задачи 12.1, можно доказать, что А

это ГМТ тоже является прямой.
12.4. Пусть щ и я2

— пер-

перпендикулярные плоскости, про-

проходящие через прямые Ц и Z2; I—

прямая их пересечения; X —про-

—проекция на прямую / точки А, ле-

лежащей на прямой 1±. Проведем
через точку А плоскость П, пер-

перпендикулярную прямой Z2. Так как П J_ J2, то П j_ яя. Поэтому

прямая АХ лежит в плоскости П. А значит, если В —точка

пересечения П и 12, то /LBXA = 90°, т. е. точка X лежит на

окружности с диаметром АВ, построенной в плоскости П.

12.5. Проведем через точку А плоскость, перпендикуляр-

перпендикулярную прямой I. Пусть М' и Лг' — проекции точек М и N на эту

плоскость. Так как MNA.I, то M'N'\\MN. Прямая MN перпен-

перпендикулярна плоскости А ММ', так как NMA-MM' и ЛГМ J_ AM;

поэтому NMJ-A М', а значит, точка М' лежит на окружности

с диаметром Л"А. Следовательно, искомое ГМТ — цилиндр,

диаметрально противоположными образующими которого яв-

являются прямая I и прямая t, проходящая через точку А парал-

параллельно 1\ прямые I и t следует исключить.

12.6. Прн проекции на плоскость, перпендикулярную 13,

прямая ls переходит в точку As, а проекция М'N' прямой MN

проходит через вту точку; кроме того, проекции прямых 1Х

и f2 параллельны. Поэтому А\М' : A^N' = AiAs '. A2As — ^ —

постоянное число, а значит, А\М — га и A%N — lb. Пусть О

и X — середины отрезков AiAs и MN. Тогда 2ОХ = А\М -\-

+ A%N = t (a + b), т. е. псе точки X лежат на одной прямой.
12.7. Пусть В^Вг — общий перпендикуляр к данным пря-

прямым (точки А\ и J?t лежат на одной данной прямой). Так как

A2Bi-LAiBi, точка Si принадлежит сфере с диаметром AiA2.
Аналогично точка В2 принадлежит этой сфере. Геометрическим
местом середин отрезков AiA2, т. е. центров рассматриваемых

сфер, является некоторая прямая I (задача 12.1). Любая точка

этой прямой равноудалена от В\ и Вг, поэтому I-L В\В». Пусть

М — середина отройка BiB2; О — основание перпендикуляра,
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опущенного из точки М на прямую I. Окружность радиуса OB^
С центром О, проходящая через точки В1 и В2, будет искомой.

12.8. Пусть А\ и В^ —положения точек А и В в другой
момент времени; П — плоскость, цараллельцая данным скре-

скрещивающимся прямым. Рассмотрим проекцию на плоскость П

параллельно прямой AiB±. Пусть А', В', М' и N' — проекции
точек А, В, М и N; С — проекция прямой AiBf. Точки М а N

двигаются в фиксированных плоскостях, параллельных плос-

плоскости П, поэтому -достаточно проверить, что точки М' и N'

двпгаются-по двум перпендикулярным прямым. Так как А'М' :

: М'В'-'= к — А'С : G.B', то СМ' — биссектриса угла А'С'В'.

¦Аналогично СN'~— биссектриса угла, смежного с jijiom А'С'В'.

Биссектрисы двух смежных углов перпендикулярны.

12.9. Пусть прямая llt содержащая точку М, касается сфе-

сферы в точке А, а прямая 1г — в точке В. Проведем через прямую
lt плоскость, параллельную /2, и рассмотрим проекцию на эту

плоскость параллельно прямой АВ. Пусть N' и X' — образы
точек N и X при этой проекции. Так как А М = MX и BN —

= NX, то AM: AN' = AM : BN = ХМ : XN = X'M : X'N',
а значит, АХ' — биссектриса угла MAN'. Поэтому точка X ле-

лежит в плоскости, проходящей через прямую АВ и образующий

равные углы с прямыми /j и 12 (таких плоскостей две). Искомое

ГМТ состоит из двух окружностей, по которым эти плоскости

пересекают данную сферу; точки А а В при этом следует иск*

лючить.

12.10. Пусть С — точка пересечения прямой АВ с дайной
плоскостью, М — точка касания одеюй из искомых сфер с и к с-

костыо П. Так как САР = СА • СВ, точка М лежит на окруж-

окружности радиуса V СА • СВ с центром С. Следовательно, центр О

сферы принадлежит боковой поверхности прямого цшшндрн,

основанием которого служит эта окружность. Кроме того, ценгр

сферы принадлежит плоскости, проходящей через середину от-

отрезка А В перпендикулярно ему.

Предположим теперь, что точка О равноудалена от А и В

и расстояние от точки С до проекции М ючки О на плоскость [[

равно V СА ¦ СВ. Пусть СMi — касательная к сфере радиуса
ОА с центром О. Тогда СМ — CMU поэтому ОМ- = СО1 —

— СМ2 = СО1 — СМ{ = ОМ\, т. с. точка М принадлежит

рассмат риваемой сфере. А так кап ОМ±.11, го М — точка ка-

касания этой сферы с плоскостью 11.

Итак, искомое ГМТ является пересечением боковой по-

поверхности цилиндра с плоскостью.

12.11. а) Пусть данные сферы пересекают плоскость П

по окружностям Si и S-2- Общпс внутренние касахельные к этим
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1окружпостям разбивают плоскость на 4 части. Рассмотрим пря-

|мой круговой конус, осевым сечением которого являются те

I части, которые содержат St и S2. Плоскости, касающиеся дан-
данных сфер внутренним образом, касаются этого конуса. Любая

такая плоскость пересекает плоскость П но прямой, лежащей
ште осевого сечения конуса. Искомое ГМТ сосгоит из точек,

лежащих вне осевого сечения конуса (граница осевого сечения

I входит в ГМТ).

б) Решается аналогично задаче а). Проводятся общие внеш-

пие касательные и рассматривается осевое сечепие, состоящее

из части плоскости, содержащей обе окружпости, в части, ей

симметричной.
12.12. Пересечением плоскостей АВС\ и АВ^С является

прямая А М, где М — точка пересечения диагоналей ВС\ и В\С

трапеции ВССХВ\. Точка М лежит на прямой I, проходящей через
1
середины отрезков ВС и В,С, и вершину данного трехгранного

угла (см. Прасолов, 1.22). Прямая I однозначно определяется
плоскостью П; поэтому однозначно определена плоскость Па,
содержащая прямую I и точку А. Точка пересечения прямой
А М с плоскостью А\ВС принадлежит плоскости Па, так как

этой плоскости принадлежит вся прямая AM. Аналогично Па
построим плоскость Пь; пусть т — прямая пересечения этих

плоскостей (плоскость Пс тоже проходит через прямую га). Ис-
Искомое ГМТ состоит из точек этой прямой, лежащих внугри дан-

данного трехгранного угла.

12.13. На ребрах данпого трехгранного угла с вершиной О

выберем точки А, В и С, расстояния or которых до плоскостей

граней равны данному числу а. Площадь S каждого из треуголь-

треугольников ОА В, ОВС и ОСА равна 3V/a, где V — объем тетраэдра
ОABC. Пусть точка X лежит внутри трехгранного угла ОABC,
причем расстояния от нее до плоскостей его граней равны а±,
а2 и а3. Тогда сумма объемов пирамид с вершиной X и основа-

основаниями ОАВ, ОВС и ОСА равна 5(о, + о2 + о3)/3. Поэтому
V = 5(«j + а2 + а3)/3 ± v, где и — объем тетраэдра ХАВС.

Так как V = 5о/3, то а, + а2 + % =
а тогда и только тогда,

когда v = 0, т. е. X лежит в плоскости ABC.

Пусть точки А', В' и С симметричны А, В и С относитель-

относительно точки О. Так пак любая точка лежит внутри одного пз 8 трех-

трехгранных углов, образованных плоскостями граней данпого трех-

трехгранного угла, то искомым ГМТ является поверхность выпук-

выпуклого многогранника АВСА'В'С.

12.14. Введем прямоугольную систему координат, напра-
направив ее оси по ребрам данпого трехгранного угла. Пусть Oi —

центр окружности; П — плоскость окружности; а, Р и у
— углы

между плоскостью П и координатными плоскостями. Так как
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расстояние от точки О\ до прямой пересечения плоскостей П

и Oyz равно R, а угол между этими плоскостями равен а, то

расстояние от точки О\ до плоскости Oyz равно R sin а. Анало

гичные рассуждения показывают, что точка 0Х имеет координат и

(R sin ix, R sin P, R sin у). Так как cos2a + cos2P + cos2y = 1

(задача 1.21), то sin2a + sin'2P + sin2v = 2, а значит, ООХ

= ~]/lR- Кроме того, расстояние от точки Oj до любой гран»

трехгранного угла не больше R. Искомое ГМТ является частью

сферы радиуса V2R с центром в начале координат, ограничен

ной плоскостями х = R, у — R ш z = R.

12.15. Если углы ХАВ и ХВА острые, то точка X лежит

между плоскостями, проведенными через точки А и В пернем

дпкулярно прямой А В (для точек X, не лежащих па отрезке АН,

верно и обратное). Поэтому искомое ГМТ лежит внутри (по но

па сторонах) выпуклого шестиугольника, стороны которого про
ходят через вершины треугольника ABC перпендикулярно его

сторонам (рис. 87). Если расстояние от точки X до плоскости

ABC больше, чем наибольшая сторона треугольника ABC, то

углы АХВ, АХС и ВХС острые. Поэтому пскомое ГМТ — внут-

внутренность указанного шестиугольника.

12.16. Достаточно проверить, что точка Р удалена от каж-

дой стороны треугольника ABC не более, чем его противополож-

противоположная вертипа. Докажем это утверждение, например, для сторо-

стороны ВС. Рассмотрим для этого проекцию па плоскость, перпен-

перпендикулярную прялои [1С; точки В и С при этой проекции

переходят в одну точку М (рис. 88). Пусть A'Q' — проекции

соответствующей высоты тетраэдра. Так как D'P^A'Q' no

услошпо, то D'M^A'M. Псно также, что РМ <^D' M.

12.17. Каждый рассматрпьаемый многогранник получает!
из дапного куба ABCDAjBiCiD, путем отсечения тетраэдро»

от каждой из ею вершин. Тетраэдр, отсекаемый от вершины А,

содержится в тетраэдре AA{BD. Таким образом, если от куба
отсечь тетраэдры, каждый из которых задай тремя ребралш
куба, выходящими из одной точки, то оставшаяся часть куба
содержится в любом из рассматриваемых мпогограгшпков. Лег-

Легко проверить, что оставшаяся часть явлиется октаэдром с вер-

ншпами в центрах граней куба. Если же точка не принадлежит

этому октаэдру, то нетрудно указать многогранник, которому

опа не вринадлеашт; в качестве такого многогранника можио

взять тетраэдр ABXCD\ или тетраэдр AxBC-J).
12.18. Пусть Р ш Q — точки пересечения продолжений про-

противоположных сторон четырехугольника ABCD. Тогда МР

и MQ — прямые пересечении плоскостей противоположных

граней пирамиды MABCD, Сечение пары плоскосгей, пересс-
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Кающихся по прямой I, представляет собой две параллельные

«рпмые, только если плоскость сечения параллельна I. Поэто-

сечение пирамиды MADCD является параллелограммом,

только если плоскость сечения пораллельпа плоскости MPQ;
1тфи этом стороны параллелограмма параллельны МР и MQ.

Рис. 87 Рис.88

а) В сечении может получиться прямоугольник, только

если Z.PMQ = 90°, т. е. точка М лежит на сфере с диаметром

PQ; точки этой сферы, лежащие в плоскости данного четырех-

четырехугольника, следует исключить.

б) Пусть К и L — точки пересечения продолжений диаго-
диагоналей АС и BD с прямой PQ. Так как диагонали параллело-

параллелограмма, получающегося в сечении пирамиды AtA BCD, парал-

параллельны прямым МК и ML, то он будет ромбом, только если

/LKML = 90°, т. е. точка М лежит на сфере с диаметром KL;
точки этой сферы, лежащие в плоскости даппого четырехуголь-

четырехугольника, следует исключить.

12.19. Пусть (х, у, z) — координаты конца ломаной, (х(,
j/j-, zt) — координаты вектора t-ro звена ломаной. Из условия

вадачи следует, что числа xt, yt и zt ненулевые и имеют тот же

внак, что и числа х, у и г соответственно. Поэтому | х \ + | у | -f-

2 11 4 |l 1г1г
Ц — длина г-го авево ломаной. Следовательно, х \ + | у \ + | г \ >
> 2 'г == "• 1'фОме того, длина вектора (ж, у, г) не превосходит

длины ломаной, т. е. она не превосходит а.

Докажем теперь, что все точки шара радиуса а с центром
в начале координат, лежащие вне октаэдра, задаваемого урав-

уравнением |a:|-f-|j/|-f-|z|<fl, кроме точек координатных плос-

плоскостей, принадлежат искомому ГМТ. Пусть А/ = (х, у, z)
—

точка грани указанного октаэдра. Тогда ломаная с вершинами

@, 0, 0), {х, 0, 0), (.г, у, 0) и (ж, у, г) имеет длину а. «Растягивая»
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эту ломаную, т. е. перемещая ее конец по лучу ОМ, заметем всо

точки луча ОМ, лежащие, между сферой и октаэдром (исключая

точку грани октаэдра).

12.20. В процессе построения можно использовать то, чго

прямые, по которым некоторая плоскость пересекает пару па-

параллельных плоскостей, параллель

ны. Ход построения виден и.)

рис. 89. Сначала через точку Р

проводим -прямую, параллельную

прямой RQ, и находим ее точки

пересечения с прямыми AD n AiDi.

Эти точки соединяем с точками Q и

Я и получаем сечения граней A BCD

и A]B^C}D\. На сечении одной и.)

двух оставшихся граней уже пост-

построены две точки, и остается только

соедииячь их.

12.21. В этом случае для пост-

роепия уже не достаточно сообра-
жепгш, использованных в предыдущей задаче. Построим по

этому сначала точку М пересечения прямой PR и плоскости

грани A BCD следующим образом. Проекцией точки Р на плос-

плоскость гу'Яви A BCD явлчетси точка А, а проекцию R' точки R

на эту плоскость легко построить {RC^CR' — параллелограмм).
М является точкой пересечения прямых PR а АН'. Соединив

I'll с. «9

Рпс. 90

точки М и О, получим сечение грани A BCD. Дальнейшее по-

построение проводится таким же способом, как в в предыдущей
зедаче (рис. 90).

12.22. а) Пусть Р — произвольная точка ребра с. Плос-

Плоскость РА В пересекает ребра о и Ь в тех же точках, в каких их

пересекают прямые РВ и РА соответственно. Обозначим эти
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точки Ai и В\. Тогда искомая точка является точкой пересече-

пересечения прямых А]Л\ и АВ (рис. 91).

б) Пусть на гранях ОЬс, Оас и Oab отмечепы точки А, В

и С. Воспользовавшись задачей а), можно построить точку пере-
пересечения прямой АВ с плоскостью Oab. Теперь на плоскости

Oab известны две точки плоскости ABC: только что построенная
точка и точка С. Соединив их, получим искомое сечение плос-

плоскости Oab. Дальнейшее построение очевидно.

12.23. Пусть точки А, В я С лежат па грапях, противоде-

жащих прямым а, Ь и с. Построим точку X перессченпя прямой
АВ с гранью, в которой лежит точка С. Выберем для этого на

прямой с произвольную точку Р и построим сечение призмы
плоскостью РАВ, т. е. найдем точки Ах и Bi, в которых прямые
РА и РВ пересекают ребра бия соответственно. Ясно, что X

является точкой пересечения прямых А В и А\В±. Соединив точ-

точки X и С, получим искомое сечение грапи, противолежащей реб-
ребру с. Дальнейшее построение очевидно.

12.24. Построим сначала прямую пересечения плоскостей

граней A BCD и A\BxC\Di. Этой прямой принадлежит точка Р

Рис. 92

пересечения прямых АВ и А{В\ и точка Q пересечения прямых
ВС и BiC\. Пусть М — точка пересечения прямых DA и PQ.
Тогда М — точка пересечения грани ADD±A\ с прямой PQ,
т. е. точка Dt лежит на прямой МА{. Аналогично, если Лг —

точка пересечения прямых CD и PQ, то точка Di лежит на пря-

прямой C\N (рис. 92).
12.25. Опустим из вершины А тетраэдра A BCD перпенди-

перпендикуляр АА\ на плоскость BCD и перпендикуляры АВ', АС'

и AD' на прямые CD, BD и ВС. По теореме о трех перпендику-

перпендикулярах АХВ' -L CD, AXC JL BD и Аф' JL ВС.
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Рис. 94

Из этого вытекает следующее построение. Построим раз-

развертку тетраэдра ABCD и опустим из вершины А высоты во

всех гранях, ее содержащих (рис. 93). Точка Аг является точкой

пересечения продолжений этих высот, а искомый отрезок яв-

является катетом прямоугольного треугольника с гипотенузой
АВ' я катетом А^В'.

12.26. Рассмотрим трехгранный угол с плоскими углами-

ct, P и у. Пусть О — его вершина. На ребре, противолежащем

углу а, возьмем точку А и проведем через нее в плоскос-

плоскостях граней перпендикуляры А В и АС к ребру ОА. Это пост-

построение можно выполнить на данной
плоскости для развертки трехгран-

трехгранного угла (рис. 94). Построим те-

теперь треугольник ВА'С со сторо-

сторонами ВА' = BAi и СА' = СА2-
Угол ВА'С является искомым.

12.27. Построим с помощью

циркуля на данном шаре окруж-

окружность с некоторым центром А и

возьмем на ней три произвольные

точки. С помощью циркуля легко

построить на плоскости треуголь-

треугольник, равный треугольнику с верши-

вершинами в этих точках. Затем построим описанную окружность
втого треугольника и тем самым найдем ее радиус.

Рассмотрим сечение данного шара, проходящее через его

центр О, точку А и некоторую точку М построенной на шаре

окружности. Пусть Р — основание перпендикуляра, опущен-

опущенного из точки М на отрезок ОА (рис. 95). Длины отрезков AM
и МР известны, поэтому можно построить отрезок АО,
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Глава 13

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

§ 1. Принцип крайнего

13.1. Докажите, что в любом тетраэдре найдется

ребро, образующее острые углы о ребрами, выходящи-
выходящими из его концов.

13.2. Докажите, что в любом тетраэдре найдется

трехгранный угол, все плоские углы которого острые.
13.3. Докажите, что в любом тетраэдре найдутся три

ребра, выходящих из одной вершины, из которых
можно составить треугольник.

13.4. В основании пирамиды А1 ... AnS лежит пра-

правильный гс-уголышк Ах ... Ап. Докажите, что если

/.SAyA^ = zSA.A3 = ...
= 2SAnAv то пирамида

правильная.
13.5. Дана правильная треугольная призма

ABCAJi^C^ Найдите все точки грани ABC, равноуда-
равноудаленные от прямых АВ^ ВС1 и САУ.

13.6. На каждой из 2/с -(- 1 планет сидит астроном,
наблюдающий ближайшую планету (все расстояния

между планетами различпы). Докажите, что найдется
планета, которую ппкто не наблюдает.

13.7. В пространстве имеется несколько планет —

шаров с единичными радиусами. Отмстим на каждой
планете множество всех точек, из которых не видна ни

одна другая планета. Докажите, что сумма площадей
отмеченных частей равна площади поверхности одной
планеты.

13.8. Докажите, что куб нельзя разрезать на не-

несколько попарно различных кубикои.

§ 2. Принцип Дирихле

13.9. Докажите, что у любого выпуклого многогран-
многогранника найдутся две грани с равным числом сторон.

13.10. Внутри шара радиуса 3 расположено несколь-

несколько шаров, сумма радиусов которых равна 25 (эти
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шары могут пересекаться). Докажите, что для любой

плоскости найдется плоскость, параллельная ей и пере-

пересекающая по крайней мере 9 внутренних шаров.
13.11. Дай выпуклый многогранник Рг с девятью

вершинами Аг, А2, ..., Av. Пусть Р2, Р3, ..., P(J — мно-

многогранники, полученные из него параллельными пере-

переносами на векторы АгА2, ..., А^с, соответственно. До-
Докажите, что по крайней мере два из 9 многогранников

Рх, Р2, ..., Р9 имеют общую внутреннюю точку.
13.12. Прожектор, освещающий прямой трехгран-

трехгранный угол (октант), расположен в центре куба. Можно

ли повернуть его так, чтобы он не освещал ни одной

вершины куба?
13.13. Дан правильный тетраэдр с ребрами единич-

единичной длины. Докажите следующие утверждения:

а) на поверхности тетраэдра можно выбрать 4 точки

так, чтобы расстояние от любой точки поверхности до

одной из этих четырех точек не превосходило 0,5;

б) на поверхности тетраэдра нельзя выбрать трех
точек, обладающих этим свойством.

§ 3. Выход в пространство

При решении планиметрических задач иногда оказывает су-

существенную помощь то соображение, что плоскость расположена

в пространстве, а значит, можно использовать вспомогательные

элементы, находящиеся вне исходной плоскости. Такой метод

решения планиметрических задач называется выходом в про-

пространство.

13.14. По четырем прямолинейным дорогам, ника-

никакие две из которых не параллельны и никакие три не

проходят через одну точку, идут 4 пешехода с постоян-

постоянными скоростями. Известно, что первый пешеход встре-
встретился со вторым, третьим и четвертым, а второй —
с третьим и четвертым. Докажите, что тогда третий пе-

пешеход встретился с четвертым.

13.15. Три прямые пересекаются в точке О. На пер-
первой из них взяты точки А1 и А2, на второй — Вх и В2,
на третьей — С1 и С2. Докажите, что точки пересечения

прямых А1В1 и А.,В2, В^С^ и В2С2, А1С\ и А2С2 лежат

на одной прямой (предполагается, что эти прямые пере-
пересекаются, т. е. не параллельны).

13.16. Три окружности попарно пересекаются п

расположены так, как показано на рис. 96, Докажите,
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что общие хорды пар этих окружностей пересекаются
в одной точке.

13.17. Общие внешние касательные к трем окруж-

окружностям па плоскости пересекаются в точках А, В и С.

Докажите, что эти точки

лежат на одной прямой.
13.18. Какое наимень-

наименьшее число полосок шири-

шириной 1 требуется для того,
чтобы покрыть круг диа-

диаметра (Л

13.19. На сторонах ВС

и CD квадрата А ВCD взя-

взяты точки М и N так, что

CM + CN = AB. Прямые
AM и AN делят диаго-
диагональ BD на три отрезка.

Докажите, что из этих от-

отрезков всегда можно составить треугольник, причем

один угол этого треугольника равен 60°.
13.20. На продолжениях диагоналей правильного

шестиугольника выбраны точки К, L и М так, что-

стороны шестиугольника пересекаются со сторонами
треугольника KLM в шести точках, являющихся вер-
вершинами некоторого другого шестиугольника Н. Про-
Продолжим те стороны шестиугольника Н, которые не ле-

лежат на сторонах треугольника KLM. Пусть Р, Q, R —

Рис. 96

ттг

\ \ \ \ \/

Хала.

Рис. 97

точки их попарных пересечений. Докажите, что точки

Р, Q и R лежат на продолжениях диагоналей исходного
шестиугольника,
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13.21. Рассмотрим такую фигуру, как на рис. 97,а,
но сложенную ш Згс2 ромбиков. Разрешается произво-
производить перестановки ромбиков, показанные на рис. 98.

8а какое наименьшее число таких операций можно

получить фигуру, изображенную на рис. 97,6?

Рис.!

13.22. Правильный шестиугольник разрезан на рав-
равновеликие параллелограммы. Докажите,- что их число

делится на 3.

13.23. Четырехугольник ABCD описан около ок-

окружности, причем его стороны АВ, ВС, CD и DA ка-

касаются ее в точках К, L, М и

N соответственно. Докажите,
что прямые KL, MN и АС ли-

либо пересекаются в одной точке,
либо параллельны.

13.24. Докажите, что пря-
прямые, соединяющие противопо-
противоположные вершины описанного

шестиугольника, пересекаются
в одной точке. (Теорема Бри-
аншона.)

13.25. На плоскости дана
™пс- »9 конечная система точек. Ее

триангуляцией называется та-

такой набор непересекающихся отрезков с концами в

этих точках, что любой другой отрезок с концами в

данных точках пересекает хотя бы один из них

(рис. 99). Докажите, что существует такая триангуля-

триангуляция, что ни одна из описанных окружностей получив-

234



шихся треугольников не содержит внутри других то-

точек, причем если никакие четыре данные точки не
лежат на одной окружности, то такая триангуляция
единственна.

«S * «S

13.26. На плоскости даны три луча с общим нача-

началом, и внутри каждого из углов, образованных этими

лучами, отмечено по точке. Постройте треугольник
так, чтобы его вершины лежали на данных лучах, а сто-

стороны проходили через данные точки.

13.27. На плоскости даны три параллельные прямые
и три точки. Постройте треугольник, стороны (или
продолжения сторон) которого проходят через данные

точки, а вершины лежат на данных прямых.

Решения

13.1. Если АВ — наибольшая сторона треугольника ABC,
то Z-C ^ /-A и Z.C ^ Z-B; поэтому оба угла А и В должны

быть острыми. Таким образом, к наибольшему ребру тетраэдра

прилегают лишь острые углы.

13.2. Сумма углов каждой грани равна л, а граней у тет-

тетраэдра четыре. Поэтому сумма всех плоских углов тетраэдра

равна 4я. А так как вершин у тетраэдра тоже четыре, то найдется

вершина, сумма плоских углов при которой не больше л. По-

втому все плоские углы при этой вершине острые, так как лю-

любой плоский угол трехгранного угла меньше суммы двух дру-

других плоских углов (задача 5.4).

13.3. Пусть АВ — наибольшое ребро тетраэдра ABCD.

Так как (А С + AD — АВ) + (ВС + BD — ВА) = (AD +
+ BD —АВ) + (АС + ВС — АВ) > 0, то АС + AD — АВ >

>¦ 0 или ВС + BD — ВА > 0. В первом случае треугольник

можно составить из ребер, выходящих из вершины Л, а во вто-

втором
— из ребер, выходящих из вергаипы В.

13.4. Построим па плоскости угол ВАС, равный а, где а «=«

*=« ^.SAiAjt =«
...

»= /LSAnA1. Будем считать, что длина отрезка

АВ равна стороне правильного ыногоугольппка, лежащего

В основании пирамиды. Тогда для каждого I = 1, . . .,
п на луче

АС можно так построить точку St, что AAStB = AAtSAt+i.
Предположим, что не все точки St совпадают. Пусть Sk — бли-

|кайшая к В точка, 5j
— наиболее удаленная от нее. Так как

ShSt >\SkB
— StB\, то \ShA — StA\ > \ShB — StB\, т. е.

|«S*_i# — "fy-i^l > I'^feS — StB\. Но в правой части этого не-

неравенства стоит разность между наибольшим и наименьшим
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числом, а в левой — разность двух чисел, заключенных между

ними. Получено противоречие. Поэтому все точки St совпадаю!,

а значит, точка 5 равноудалена от вершин основания Лх . . . А „.

13.5. Пусть О — точка грани ABC, равноудаленная от ука-

указанных прямых. Можно считать, что А — наиболее удаленная
от точки О вершипа основания ABC- Рассмотрим треугольники

AOBi и BOCi. Сюрони ABi п ВСг этих треугольников равны,

причем это — наибольшие стороны (см. задачу 10.5), т. е. осно-

основания высот, опущенных га эти стороны, лежат на самих сторо-
сторонах. А так как эти высоты равны, то из неравенства АО ^ ВО

следует неравенство ОВ\ ^ ОС±. В прямоугольных треугольни-
треугольниках ВВ^О и СС±О катеты ВВ\ и ССХ равны, поэтому ВО ^ СО.

Итак, из неравенства АО ^ ВО следует неравенство ВО ^

^ СО. Продолжая аналогичные рассуждения, получаем: СО ^

> АО и АО < ВО. Следовательно, АО = ВО = СО, т. е. О —

центр правильного треугольника ABC.

13.6. Рассмотрим пару планет А и В, расстояние между

которыми наименьшое. Тогда их астрономы наблюдают планеты

друг друга: астроном планеты А наблюдает планету В, а аст-

астроном планеты В наблюдает планету А. Возможны следующие
два случая.

1. Хотя бы одну из планет А и В наблюдает еще какой-ни-

какой-нибудь астроном. Тогда на 2к — 1 планет остается 2Л — 2 наблю-

наблюдателя. Поэтому найдется планета, которую никто не наблюдает.

2. Никакой из оставшихся астрономов не наблюдает ни

планеты А, ни планеты В. Тогда можно выбросить эту пару пла-

планет и рассматривать такую же систему с меньшим числом пла-

планет (число планет при этом уменьшается на 2). В конце концов

либо встретится первая ситуация, либо останется одна планета,

которую никто не наблюдает.

13.7. Рассмотрим сначала случай двух планет. Каждая

из них делится экватором, перпендикулярным соединяющему

их центры отрезку, на два полушария, причем из одного полу-

полушария вторая планета видна, а из другого
— нет. Заметим, что,

вообще говоря, в условии задачи следовало бы уточнить, как

считать — видна ли другая планета из точек этих экваторов

или нет? Но так как площадь экваторов равна нулю, это не имеет

никакого значения. В дальпёйшем точки экваторов рассматри-

рассматривать не будем.
Пусть Oi, , . ., Оп — центры данных планет. Достаточно

доказать, что для любого вектора а длиной 1 на плянете с неко-

некоторым номером i найдется точка X, для которой OtX — а и и.)

которой не видна ни одна другая планета, причем такая точка

единственна,
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Докажем сначала единственность точки X, Предположил!•

'что OtX = OjY и из точек X и У не видно никаких других пла-

[ ист. Но из рассмотренного выше случая двух планет следует, чго

исли из точки X не видна планета с номером /, то иа точки У

I иланета с номером i будет иидна. Получено противоречие.
Докажем теперь существование точки X. Введем систему

[координат, направив ось Ох в направлении вектора а. Тогда та

(точка данных планет, для которой координата х имеет нанболь-

| шее значение, является искомой.

13.8. Предположим, что куб разрезан па несколько попар-

попарно различных кубиков. Тогда каждая из его граней разрезана
на квадратики. Выберем наименьший из всех квадратиков раз-
бпения граней. Нетрудно убедиться, что наименьший из квад-

квадратиков разбиения квадрата не может прилегать к его границе.

Поэтому кубик, оспование которого
— выбранный наименьший

квадратик, лежит впутри «колодца», образованного прилегаю-
прилегающими к его боковым граням кубиками. Таким образом, его грань,

противолежащая основанию, должна быгь заставлена еще мень-

меньшими кубиками. Выбираем среди них наименьший и повторяем

для него те же самые рассуждепия. Действуя таким образом,
в конце концов мы дойдем до противоположной грапи, и на пей

окажется квадратик разбиения, меньший, чем тот, с которого

мы начинали. Но мы начипали с наименьшего из всех квадрати-
квадратиков разбиения граней куба. Получено противоречие.

13.9. Пусть число граней многогранника равно п. Тогда

каждая его грань может иметь от трех до и — 1 сторон, т. е.

число сторои каждой из п граней может принимать одно из

п — 3 значений. Следовательно, найдутся Две грани с равным
числом сторон.

13.10. Рассмотрим проекцию на прямую, перпендикуляр-

перпендикулярную данной плоскости. Исходный шар проецируется ири этом

в отрезок длиной 3, а внутренние шары
— в отрезки, сумма

длин которых равна 25. Предположим, что требуемой плоскости

не существует, т. е. любая плоскость, параллельная данной,

пересекает пе более 8 впутрешшх шаров. Тогда любая точка

отрезка длиной 3 принадлежит пе более чем 8 отрезкам
—

проек-

проекциям впутренппх шаров. Следовательно, сумма длин этих от-

отрезков не превосходит 24. Получено противоречие.
13.11. Рассмотрим многогранник Р, являющийся образом

многогранника Р± при гомотетии с центром Ах и коэффициен-
коэффициентом 2. Докажем, что все 9 многогранников лежат внутри его.

Пусть Av А*, ..., А* — вершины мпогограшшка Р. Докажем,

например, что многогранник Р2 лежит внутри Р. Для этого

достаточно заметить, что при параллельном переносе на вектор
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A±A2 точки Av A2, A3, .--,Ag переходят в точки A2, A2, А3, ...

,.., А'ъ, где A[ — середина отрезка A*A*.

Сумма объемов многогранников Pi, Р2, . , ., Ря> лежащих

внутри многограншша Р, равна 9F, где V — объем многогран-
многогранника Ри а объем многогранника Р равен 8V. Следовательно,

указанные 9 мпогогранпиков не могут не иметь общих внутрен-
внутренних точек.

13.12. Докажем сначала, что прожектор можно повернуть

так, чтобы он освещал соседние вершипы А и В куба. Если
/-АОВ < 90°, то из центра О куба можно осветить отрезок АВ.

Для этого нужно поместить отрезок АВ в одной из граней осве-

освещаемого прожектором угла, а затем слегка пошевелить прожек-

прожектор. Остается проверить, что Z-AOB < 90°. Это следует из того,

что АО2 + ВО2 = -у АВ2 +
~ АВ2 > АВ2.

Повернем прожектор так, чтобы он освещал две вершины

куба. Плоскости граней освещаемого прожектором угла раз-

разбивают пространство на 8 октантов. Так как в одном из них ло-

шат две из восьми вершип куба, найдется октант, не содержащий
ни одной вершины. Этот октант задает требуемое положении

прожектора.

Замечание: Мы не рассматриваем того случая, когда

одна из плоскостей грапей октантов содержит вершину куба.
От этого случая можно избавиться, слегка пошевелив прожектор.

13.13. а) Легко проверить, что середины ребер АВ, ВС,
CD, DA обладают требуемым свойством. В самом деле, на двух

ребрах каждой из граней лежат выбранные точки. Рассмотрим
теперь, например, грань ЛВС. Пусть Bt — середина ребра АС.
Тогда треугольники ABBi и СВВх накрыты кругами радиуса 0,5
с центрами в серединах сторон АВ и СВ соответственно.

б) Возьмем на поверхности тетраэдра три точки и рассмот-

рассмотрим часть поверхности тетраэдра, покрытую шарами радиуса 0,5

с центрами в этих точках. Будем говорить, что некоторый угол

грани покрыт, если для некоторого числа е > 0 покрыты все

точки грани, удаленные от вершины данного угла меньше чем

на е. Достаточно доказать, что в случае трех точек всегда най-

найдется непокрытый угол граии.

Если шар радиуса 0,5 с ц ептром О покрывает две точки А

и В, расстояние между которыми равпо 1, то О — середина от-

отрезка АВ. Таким образом, если шар радиуса 0,5 покрывает две

вершины тетраэдра, то его центр — середина ребра, соединяю-

соединяющего эти вершины. Из рпс. 100 видно, что в этом случае шар

покрывает 4 угла граней. При этом для непокрытых углов

остаются пепокрытишп их биссектрисы, и поэтому не можез
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случиться так, что каяадый шар в отдельности не покрывает

угла, а все они вместе покрывают его. Ясно также, что если шар

покрывает всего лишь o;mj вершину тетраздра, то on покрываег

лишь три угла.

Всего в тетраэдре имеется 12 углов граней. Таким образом,

три шара радиуса 0,5 могут их покрыть, только если центры ша-

шаров — середины ребер тетраэдра»

причем даже середины несмежных

ребер, так как шары с центрами в

серединах смежных ребер имеют

Рис. 100 Рис.. 101

общий покрытый ими угол. Ясно, что в тетраэдре нельзя выбрать
три несмежных ребра.

13.14. Введем наряду с координатами в плоскости, в кото-

которой движутся пешеходы, еще и третью ось координат — ось

времени. Рассмотрим графики движения пешеходов. Ясно, что

пешеходы встречаются, когда их графики движения пересекают-

пересекаются. Из условия задачи следует, что графики третьего и четвертого

пешеходов лежат в плоскости, заданной графиками двух первых

пешеходов (рис. 101). Поэтому графики третьего и четвертого

пешеходов пересекаются.

13.15. Возьмем в пространстве точки с'г и с'2 так, что они

проецируются в точки С и Cg, причем сами они не лежат в

исходной плоскости. Тогда точки пересечения прямых

А С2, ВХСХ и В^С2 проецируются в точки пересечения прямых

АгСг и А2С2, В1С1 и ?2С2. Поэтому указанные в условии за-

задачи точки лежат на проекции прямой пересечения плоскостей

Л1В1С{ и AJ32C2, где прямая С\с'2 содержит точку О.

13.16. Построим сферы, для которых наши окружности

являются экваторами. Тогда общие хорды пар этих окруж-

окружностей — проекции окружностей, по которым пересекаются по-

построенные сферы. Поэтому достаточно доказать, что сферы имеют

общую точку. Рассмотрим для этого окружность, по кото-

которой пересекаются две из наших сфер. Один конец диаметра этой

239



окружности, лежащего в исходной плоскости, находится пне

третьей сферы, а другой — внутри ее. Поэтому окружное!¦•

пересекает сферу, т. е. три сферы имеют общую точку.
13.17. Рассмотрим для каждой нашей окружпосги копус,

основанием которого является данная окружность, а высота

его равна ее радиусу. Будем считать, что все эти конусы распо-

расположены но одну сторону от исходной плоскости Пусть Oi, Ог,

Os—центры окружностей, а о[, 0'2, 0'3 — вершины конусов.

Тогда точка пересечения общих впотнпх касательных к окруж-

окружностям с номерами I a / совпадает с точкой пересечения прямой

OjOj с исходной плоскостью. Таким образом, точки А, В и С

лежат на прямой пересечения плоскости о'о'2О'3 с исходной

плоскостью.

13.18. При решении этой задачи воспользуемся тем, чго

площадь полоски, высекаемой на сфере диаметра d двумя па-

параллельными плоскостями, расстояние между которыми равно А,

равняется ndh (см. задачу 4.24).

Пусть круг диаметра d покрыт к полосками шириной 1.

Рассмотрим сферу, для которой этот круг служит экватором.

Проведя черев границы полосок плоскости, перпендикулярные

экватору, получим на сфере сферические полоски, причем пло-

площадь каждой из них равна nd (точное говоря, не превосходит

nd, так как одна граница исходной полоски может не пересекать

круга). Сферические полоски тоже покрывают всю сферу, по-

поэтому их площадь не меньше площади сферы, т. е. knd ^ ml2

ш kz& d. Ясно, что если к ^ d, то к полосками можно покрыть

круг диаметра d.

13.19. Достроим квадрат ABCD до куба АПСЬАуВ^Сфх.

Из условия задачи следует, что СМ = DN и ВМ = CN. Воуь-

меы на ребре BBt точку К гак, что ВК = DN. Пусть отрезки
AM ш AN пересекают диагональ BD в точках Р и Q, a R — точ-

точка пересечения отрезков А К и НА,. Докажем, чго стороны тре-

треугольника PBR равны соответствующим отрезкам диагонали

BD. Ясно, что BR
—

DQ. Докажем теперь, чго PR = PQ. Так
как ВК = СМ и ВМ = CN, то КМ = MN, а значит, АЛ КМ =

= &ANM. Кроме того, KR = NQ, поэтому RP = PQ. Остает-
Остается заметить, что Z.RBP = Z-AyBD = 60°, так как треугольник

A tBV — равносторонний.
13.20. Обозначим исходный шестиугольник через ABCC^D^A^

и будем считать, что он является проекцией куба

А'В'СD'A^B^C^D^ на плоскость, перпендикулярную диагонали

D'B[. Пусть К', U, М'—точки прямых B[c'v B[B' и В[а[, про-

проецирующиеся в точки К, L и М (рпс. 102). Тогда Н — это се-

сечение куба плоскостью K'L'M', в частности, стороны треуголь-
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мгпка PQR лежат на проекциях прямых, по которым плоскость

I A"' L'M' пересекается с плоскостями нижних граней куба (мы
I считаем, что точка В'± расположена выше точки D'). Следова-

Следовательно, точки Р, Q, П являются _

проекциями точек пересечения А
продолжений нижних ребер куба / ! \

l(D'A', D'C, D'D'J с плоскостью

'к'L'M', а значит, они лежат на

продолжениях диагоналей исход-
исходного шестиугольника.

13.21. Рассмотрим проекцию
куба, сложенного из п3 кубиков,
на плоскость, перпендикулярную
его диагонали. Тогда рис. 97, а

можно рассматривать как проек-

проекцию всего отого куба, а рис. 97, б
— как проекцию лишь задних

граней куба. Допустимая опера-

операция — это вставление или уби-
убирание кубика, причем вставлять

кубик можно только так, чго три его грани соприкасаются с

уже имеющимися гранями. Ясно, что ге3 кубиков меньше чем

за и3 операций вынуть нельзя, а за п3 операций их вынуть

можно.

13.22. Правильный шестиугольник, разрезанный на парал-

параллелограммы, можно представить как проекцию куба, из кото-

которого вырезано несколько пря-

прямоугольных параллелепипедов

(рис. 103). Тогда проекции

прямоугольников, параллель-
параллельных граням куба, покрывают

грани одним слоем. Таким об-

образом, в исходном шестиуголь-

шестиугольнике сумма площадг-й парал-
параллелограммов каждого из трех

впдов (параллелограммы одно-

одного вида имеют параллельные

стороны) равна одной трети

площади шестиугольника. Так

как параллелограммы равно-

велпки, число параллелограм- рпс доз
мов каждого вида одно п то-

тоже. Поэтому пх общее число делится на 3.

13.23. Проведем через вершины четырехугольника ABCD

перпендикуляры к плоскости, в которой он расположен, От-
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ложнм на нпх отрезки А А', ВВ', СС и DD', равные касатель

ныы, проведенным к окружности из соответствующих вершин

четырехугольника, причем так, что точки А' и С" лежат но одн)

сторону от исходной плескостн, а В' и D' — по другую

(рис. 104). Так как АА'\\ВВ' и А-АКА' = 45° = /LBKB', точ

ка К лежит на отрезке А'В'. Аналогично точка L лежит на от-

отрезке В'С, а значит, прямая KL лежит в плоскости А'В'С.
Аналогично прямая MN лежит в плоскости A'D'C',

С

Если прямая А'С параллельна исходной плоскости, то пря-

прямые AC, KL и MN параллельны прямой А'С. Пусть теперь

прямая А 'С' пересекает исходную плоскость в топке Р, т. е. Р —

точка пересечения плоскостей А'В'С, A'D'C' и исходной плос

кости. Тогда прямые KL, АС и MN проходят через точку Р.

13.24. Проведем через вершины шестиугольника ABCDEF

перпендикуляры к плоскости, в которой он лежит, и отложим

на них отрезки АА', . .
., FF', равные касательным, проведен-

проведенным к окружности из соотпетствующих вершин, причем отложим

так, что точки А', С" и Е' лежат по одну сторону от исходной
плоскости, а В', D' и F' — но другую (рис. 105). Докажем, что

прямые А'В' и E'D' лежат в одной плоскости. Если AB\\ED,
то A'B'WE'D'. Если же иртмые АВ п ED пересекаются в неко-

некоторой точке Р, то отложим на перпендикуляре к исходной плос-

плоскости, проведенном через точку Р, отрезки РР' и РР", равные
касательной к окружности, проведенной из точки Р. Пусть
Q — точка касания окружности со стороной А В. Тогда отрезки
P'Q, P"Q, A'Q и B'Q образуют с прямой А В углы в 45° и лежат

в плоскости, перпендикулярной исходной плоскости и прохо-

проходящей через прямую АВ. Поэтому прямая А 'В' проходвт либо

через топку Р', либо через точку Р". Нетрудно убедиться, что

через ту же точку проходит и прямая E'D', Таким образом,
прямые А'В' и E'D' пересекаются, а значит, прямые A'D' и В'Е'
тоже пересекаются. Аналогично доказывается, что прямые
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A D', B'E' и СF' попарно пересекаются. Но так как эти прямые

не лежат в одной плоскости, они должны пересекаться в одной
точке. Прямые AD, BE и CF проходят через проекцию этой точ-
точки на исходную плоскость.

Рис. 105

13.25. Возьмем произвольную сферу, касающуюся данной

плоскости, и рассмотрим стереографическую проекцию плос-

плоскости на сферу. На сфере получается конечная система точек,

и они являются вершинами некоторого выпуклого многогран-

многогранника. Для получения требуемой триангуляции нужно соединить

те исходные точки, образы которых на сфере соединены ребрами
получившегося выпуклого многогранника. Единственность три-

триангуляции эквивалентна тому, что все грани многогранника яв-

являются треугольниками, а это, в свою очередь, эквивалентно

тому, что никакие четыре данные точки не лежат на одной ок-

окружности.

13.26. Данные лучи и точки можно представить как изоб-

изображение проекции трехгранного угла с тремя отмеченными

ва его гранях точками. В задаче требуется построить сечение

втого угла плоскостью, проходящей через данные точки. Соот-

Соответствующее построение описано в решении задачи 12.22, б.

13.27. Данные прямые можно представить как проекции

прямых, на которых лежат ребра трехгранной призмы, а дан-

вые точки — как проекции точек, лежащих на ее гранях (или
продолжениях граней). В задаче требуется построить сечение

призмы плоскостью, проходящей через данные точки. Соот-

Соответствующее построение описано в решении вадачи 12.23.
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Глава 14

ЦЕНТР МАСС. МОМЕНТ ИНЕРЦИИ.

БАРИЦЕНТРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ

§ 1. Центр масс и его основные свойства

Пусть в пространстве задана система точек с приписанными
им массами, т. е. имеется набор пар {X., mt), где X. — точка

пространства, am. — некоторое число, причем тх + ...

...-(- га =5^ 0. Центром масс системы точек Xf, ..., Хп с массами

1щ, ..., тп называется точка О, для которой выполняется ра-

равенство ml0X1 + ... + тп0Хп = 0.

14.1. а) Докажите, что центр масс системы точек

существует и единствен.

б) Докажите, что если X — произвольная точка

плоскости, а О — центр масс точек Х1Л ,.., Хп с масса-

массами /щ, ..., тп, то ХО = -—г
¦¦ {т1ХХх + ...

¦

... + тпХХп).
14.2. Докажите, что центр масс системы точек

Хх, ..., Хп, Ytl .., Ym с массами %, ..., ап, Ьг, ..., Ьт
совпадает с центром масс двух точек — центра масс

первой системы X с массой аг + ... -f- an и центра масс
Y второй системы с массой Ъг + ... + Ът.

14.3. а).Докажите, что отрезки, соединяющие вер-
вершины тетраэдра с точками пересечения медиан проти-

противолежащих граней, пересекаются в одной точке, при-
причем каждый из них делится этой точкой в отношении

3:1, считая от вершины (эти отрезки называются ме-

медианами тетраэдра).
б) Докажите, что в той же точке пересекаются от-

отрезки, соединяющие середины противоположных ребер
тетраэдра, причем каждый из них делится этой точкой
пополам.

14.4. Дан параллелепипед ABCDA^B^C^Dy. Пло-
Плоскость AyDB пересекает диагональ ACY в точке М. До-
Докажите, что AM : АСХ = 1 : 3.

14.5. Дан треугольник ABC и прямая Z; А1г В± и

С1 — произвольные точки прямой I. Найдите геомет-
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рическое место центров масс треугольников с вершина-
вершинами в серединах отрезков ААг, ВВХ и ССг.

14.6. На ребрах АВ, ВС, CD и DA тетраэдра ABCD
взяты точки К, L, М и N так, что АК : KB =» DM :

: МС = р и BL : LC =.AN : ND = д. Докажите, что

отрезки КМ и LN пересекаются в одной точке О, при-
причем КО : ОМ = q и NO : OL = р.

14.7. На продолжениях высот тетраэдра ABCD за

вершины отложены отрезки ААи ВВ1, ССг и DDlt дли-
длины которых обратно пропорциональны высотам. До-
Докажите, что центры масс тетраэдров ABCD и AXBXCXD1
совпадают.

14.8. Две плоскости пересекают боковые ребра пра-
правильной n-угольной призмы в точках Alt ..., Ап и

Вх, ..., Вп соответственно, причем эти плоскости не

имеют общих точек внутри призмы. Пусть М и N —

центры масс многоугольников Ах ... Ап и Bt ... Вп.
а) Докажите, что сумма длин отрезков А1Ви ...

,.., АпВп равна nMN.

б) Докажите, что объем части призмы, заключенной

между этими плоскостями, равен sMN, где s — пло-

площадь основания призмы.

,§ 2. Момент инерции

Величина Iм = т MX* + ... + mnMXfx называется мо-

моментом инерции относительно точки М системы точек Xlf..., Xn
с массами ти ..., тп.

14.9. Пусть О — центр масс системы точек, суммар-
суммарная масса которой равна т. Докажите, что моменты

инерции этой системы относительно точки О и произ-
произвольной точки X связаны соотношением /Y = 10 -f-
+ тХОК

14.10. а) Докажите, что момент инерции относи-

относительно центра масс системы точек с единичными масса-
1 V1 2

ми равен
— ?ац, где п — число точек, atJ

— расстоя-

ние между точками с номерами i и /.
б) Докажите, что момент инерции относительно

центра масс системы точек с массами тх, ..., тп, равен

^ mjd\j, где т = /nx-f- ... + тп, ati— расстояние

между точками с номерами i и /,

14.11. Докажите, что сумма квадратов длин медиан

тетраэдра равна 4/9 суммы квадратов длин его ребер.
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14.12. В вершины тетраэдра помещены единичные
массы. Докажите, что момент инерции этой системы от

носительно центра масс равен сумме квадратов расстоя
ний между серединами противоположных ребер тет

раэдра.
14.13. Дан треугольник ABC. Найдите геометри

ческое место таких точек X пространства, что ХА2

+ ХВ2 = ХС2.
14.14. Два треугольника — правильный со сторо

ной а и равнобедренный прямоугольный с катетами,

равными Ь,— расположены в пространстве так, что их

центры масс совпадают. Найдите сумму квадратов рас
стояний от всех вершин одного из них до всех вершин

другого.
14.15. Внутри сферы радиуса R расположено п то-

точек. Докажите, что сумма квадратов попарных рас-
расстояний между ними не превосходит n2R2.

14.16. Точки Аг, ..., Ап лежат на одной сфере,
а М — их центр масс. Прямые МАг, ..., МАп пересе
кают эту сферу в точках Вх, ..., Вп (отличных от Ау, ...

..., Ап). Докажите, что МА1 + ... + МАп ^
< МВ1 + ... + МВп.

§ 3. Барицентрические координаты

Пусть в пространстве задан тетраэдр A1A2AsAi. Если точ-

точка X является центром масс вершин этого тетраэдра с массами

mi, m2, ms и то4, то числа (тъ т2, ms, m4) называются барицент-
барицентрическими координатами точки X относительно тетраэдра

A1A2AsAi.

14.17. Пусть в пространстве задан тетраэдр
•"¦ 1"^ 2-"- 3** 4"

а) Докажите, что любая точка X имеет некоторые

барицентрические координаты относительно него.

б) Докажите, что при условии тх + т.г + т3 +
+ тл = 1 барицентрические координаты точки X оп-

определены однозначно.
14.18. В системе барицентрических координат, свя-

связанных с тетраэдром А^А^^А^ найдите уравнение:
а) прямой А1А2; б) плоскости Л^^Лз', в) плоскости,

проходящей через А3А^ параллельно АХА2.
14.19. Докажите, что если точка с барицентрически-

барицентрическими координатами (j;) п (г/,) принадлежит некоторой пря-
прямой, то топ же прямой принадлежит точка с координа-
координатами (xt -|- yt)t
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14.20. Пусть Sa, Sb, Sc и Sd — площади граней
BCD, ACD, ABB и ABC тетраэдра ABCD. Докажите,
что в системе барицентрических координат, связанных с

тетраэдром ABCD:

а) центр вписанной сферы имеет координаты (Sa,
•S'bi Sc, Sd);

б) центр вневписанной сферы, касающейся грани

ABC, имеет координаты (Sa, Sb, Sc, —Sd).
14.21. Найдите уравнение описанной сферы тетра-

тетраэдра A1A2A3Ai в барицентрических координатах, свя-

еанных с ним.

14.22. а) Докажите, что если центры /lt /2, /3 и /4
вневписанных сфер, касающихся граней тетраэдра,
расположены на его описанной сфере, то этот тетраэдр

равногранный.
б) Докажите, что верно и обратное: для равногран-

еого тетраэдра точки 1Х, /2, /3 и /4 лежат на описанной

сфере.

Решения

14.1. Пусть X и О — произвольные точки плоскости. Тог-

Тогда т1ОХ1 -(- ... -+- тп0Хп =('пх +.. •+mn) OX + т^ХХ^ -\- ...

... + тпХХп, поэтому точка О является центром масс данной

системы точек тогда и только тогда, когда (тх+ ••• + тг)ОХ-{-

+
V V \ I V V Л г- г. Y (~\ —^————.^—— Ч/

ТХЬ ЛЛ. ~р а , • -j— ЛЪпЛ Л«, = Uj Т. с. Л L/ — i_ _i /Ч

X (m1XX1 + ... + тпХХпу Из этого рассуждения вытекают

решения обеих задач.

14.2. Пусть Z — произвольная точка, а = а1+... + ап,

Ь = Ь1+...+Ьт. Тогда ~ZX= L{\ZXx-ir.,.+anZXn)
и ZY =-г (Ъ ZY.-\-...-\-Ь ZY ). Если О — центр

масс точки X с массой а и точки У с массой 6,
-^ 1

^+ ...+fcmzym), т. е. О—центр масс системы точек

Xv ...., Хп, Yv ..., Ym с массами av ..., ап, bv ..., Ьт.
14.3. Поместим в вершины тетраэдра единичные массы.

Центр масс этих точек расположен на отрезке, соединяющем вер-

вершину тетраэдра с центром масс вершин противоположной грани,

причем делит этот отрезок в отношении 3:1, считая от вершины.
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Таким образом, все медианы тетраэдра нроходят через ei i

центр масс.

Цеш р масс вершин тетраэдра расположен также на отрезк<,

соединяющем центры масс противоположных ребер (т. е. их си

редины), причем он делит этот отрезок пополам.

14.4. Поместим в точки Ау, В и D единичные массы. Пусть
О — центр масс этой системы. Тогда

ЪМ) = АА1 + АВ + AD = АА1 + А^В^ + В~Сг = ACV

v. е. точка О лежит на диагонали А Су. С другой стороны, центр
масс точек Ai, В пй лежит в плоскости AyBD, поэтому О = М,

а значит, ЗАМ = ЗАО = А Су.

14.5. Поместим в точки А , В, С, Ay, Bi в Су единичные массы.

С одной стороны, центр масс этой системы совпадает с центром

масс треугольника с вертшшами в середпнах отрезков ААу, ВВ\
п ССу. С другой стороны, он совпадает с серединой отрезка, со

единяющего центр ыасс X точек А-у, By и С\ с центром масс М

треугольника ABC. Точка М фиксирована, а точка X перемг

щается по прямой I. Поэтому середина отрезка M.Y лежит ни

прямой, гомотетичной прямой I с центром М и коэффициен-
коэффициентом 0,5.

14.6. Поместим в точки А, Л, С и D массы 1, р, pq и д соот-

соответственно и рассмотрим центр масс Р этой системы точек. Так

как К — центр масс точек А и В, М —

центр масс точек С и D,

то точка Р лежит на отрезке КМ, причем КР : РМ = ([>д + д) :

: A + /;) = д. Аналогично точка Р лежит на отрезке LN, при

чем NP : PL = р.

14.7. Пусть М — центр масс тетраэдра ABCD. Тогда МА-\-

+МВг +МС1 +MD1 = {МА+ МВ + МС + MD) + (АА^ВВ^

-i-'CC1+DD1) = АА1+вЪ1+С?1 + Ш^ Векторы ~ААГ ВВ^ СС1 и

DL>1 перпендикулярны граням тетраэдра, а их длины пропор-

пропорциональны площадям граней (это следует из того, что площа-

площади граней тетраэдра обратно пропорциональны длинам высот,
опущенных на нпх). Следовательно, сумма этих векторов равна

нулю (см. вадачу 7.19), а значит, М — центр масс тетраэдра

14.8. а) Так как МА^ + ... + МАп = MB± + ... + МВп =

¦= 0, то, складывая равенства МА-% -f- AiBi -]- B^N = MN для

всех i = 1, ...,п, получаем ^j^ + ... + АпВп = пМN. Сле-

Следовательно, отрезок MN параллелен ребрам призмы и А В,-}
... + AnBn MN
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Заметим также, что взяв вместо многоугольника В± ... Вп
одно из оснований призмы, получидг, что прямая MN проходит

через центры оснований призмы.

б) Разобьем основание призмы на треуюльники, соединив

ее центр с вершинами; площади этих треугольников равны. Рас-

Рассмотрев треугольные призмы, основаниями которых служат полу-

полученные треугольникп, данную часть призмы можно разрезать на

многогранники с треугольными основаниями и параллельными

боковыми ребрами. Согласно задаче 3.24 объемы этих многогран-
многогранников равны s(AtBi + Аф-г + MN)/3n, ..., s(AnBn -f- AxBj +
-f- MN)/3n. Поэтому объем всей части призмы, заключенной

между данными плоскостями, равен sB(A1Bi + ... + АпВп) +
-\-nMN)/3n. Остается заметить, что А1В1 + ... + АпВп = nMN.

14.9. Занумеруем точки данной системы. Пусть хг
— вектор

с началом в точке О и концом в точке с номером i, причем
этой точке приписана масса т{. Тогда 2 mixi = 0- Пусть, да-

далее, а = То. Тогда /о =2 rai4 ТХ = 2 ni (xi + «J=2/Vi+
+ 2B '"Л, а) + 2 mia2 = Iо + m<j2-

14.10. а) Пусть xi
— вектор с началом в центре масс О п

концом в точке с номером i. Тогда 2 (xj — xjJ = 2 (xi~i'x2-)~-
— 2 2 (x»> xj)> гДе суммирование ведется по всем возможным

ij

парам номеров точек. Ясно, что 2 (х\ + х]) = 2га 2 х\ "* 2п1о

и 2 (xi> xj) =S [XV 2 хз) = °- Поэтому 2пТ0 = 2 (х, — x-f =•

2 4
i<j
б) Пусть х{ — вектор с началом в центре масс О и концом

2 тгт^ (х\ +
г,3

-2 2 rnimj (xi-х,-)- Яс™>что 2 »hmj {4+*f) =2 mix
*i i3 i

в точке с номером i. Тогда 2 тгт. (х4 — х^ = 2

mi fxi- 2 mjxj) =0< Поэтому 2'"^o = 2 mimi (xi—x,)

j

14.11. Поместим в вершины тетраэдра единичные массы.

Так как их центр масс — точка пересечения медиан тетраэдра
—

делит каждую медиану в отношении 3:1, то момент инерции

тетраэдра относительно центра масс равен C/4таJ + ...

... + C/4mdJ = 9/16 (ml + ml -f n% + т^). С другой стороны,
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согласно задаче 14.10, а он равен сумме квадратов длин рг

тетраэдра, деленной на 4.

14.12. Центр масс О тетраэдра А ВCD является точкой т

сечения отрезков, соединяющих середины противоположных

бер тетраэдра, причем точка О делит каждый из этих отрезкоп

полам (задача 14.3,6). Если К — середина ребра АВ, то АО

+ ВО2 = 20К2 + АВ2/2. Запишем такие равенства для п

ребер тетраэдра и сложим их. Так как из каждой вершины ви

дят 3 ребра, в левой части получится 3/<> Если L — серод|

ребра CD, то 20К2 + 2OL2 = KL2. Кроме того, как следует

задачи 14.10, а, сумма квадратов длин ребер тетраэдра рш

4/о Поэтому в правой части равенства получатся d -\- 2/o, i

d — сумма квадратов расстояний между серединами прогонки

ложных ребер тетраэдра. После сокращения получаем требует

14.13. Поместим в вершины А и В массы +1, а в верши

С — массу —1. Центр масс М этой системы точек является m |

шиной параллелограмма АСВМ. По условию 1х = ХЛ

+ ХВ2 — ХС2 = 0, а так как Тх= A + 1 — 1)МХ2 + /л, (
дача 14.9), то MX2 = —1м= а2 -\- Ь2 — с2, где а, Ъ п с — д i

ны сторон треугольника ABC (задача 14.10, б). Итак, (

Z-C < 90°, то искомое ГМТ — сфера радиуса ~Vаг -\- Ь2
с центром М.

14.14. Если М — центр масс треугольника ABC, то /Л/
= (АВ2 + ВС* + АС2)/3 (см. задачу 14.10, а), поэтому для i

бой точки X имеем равенство ХА2 + ХВ2 + ХС2 = Ix
= ЗХМ2 + IM

= SXMi + {АВ2 + ВС2 + АС2)/3. Если Ла-

Ладанный прямоугольный треугольник, AiB^Cx—данный м|и
вильный треугольник, а М — их общий центр масс, то АХА
+ AtB2 + АХС2 = 3/4tM2 + 4Ь2/3 = а- + 4Ь'2/3. Записав aii.i i

гичные равенства для точек Вх и Сх и сложив пх, получим, ч

искомая сумма квадратов равна За2 + 4Ь3.

14.15. Поместим в данные точки едпшгшые массы. Как с i

дует из результата задачи 14.10, а, сумма квадратов попарны

расстояний между этими точками равна п/, где / — момент uw\

ции системы точек отпоспгсльпо цептра масс. Рассмотрим пчи |

момент инерции системы относительно цептра О сферы. С одш

стороны, I ^ Io (cjr. задачу 14.9). С другой стороны, так м<

расстояние от точки О до любой ил дапных точек пе провоем

дит R, то /о^иЛ2. Поэтому nl ^ «аЯ2, причем равенство и

стнгаетсял только если / = /о (т. е. центр масс совпадает с цип

ром сферы) и Iq = пГ1г (т. е. все точки расположены на повер

ности данной сферы").
14.16. Пусть О — центр данной сферы. Если хорда АВ про

ходит через точку М, то АМ-ВМ = Я2 — d2, где d = MO. Ovu
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начни через Ix момент инерции системы точек А^, ..., Ап от-

относительно точки X. Тогда /0= IM-\-ndl (см. задачу 14.9).

С другой стороны, так как OAt
— П, то /о = nR2. Поэтому

AiM-BiM = R'*—d2=ji(A1M2+...+AnM2). Таким обра-

образом, если ввести обозначение аг
= АгМ, то требуемое неравенст-

1 /1
во перепишется в виде а% + . .. + ап <^ (а1+ • • • + aV) (~+ ¦ •.

1 \
...-J-— . Для доказательства этого неравенства следует вос-

2 2 /
ж у I

пользоваться неравенством ж + Е/^ J7~ + "J" I последнее неравен-
2 2

ство получается из неравенства ху ^.х —

ху -\- у умножением
х + у\обеих частей на —-—I.

14.17. Введем следующие обозначения: ех = А^А±, е2 =

= АаА2, ез == АцАз и х = XAi- Точка X является центром масс

вершин тетраэдра АхАгАъА^ с массами mt, m2, гщ и mi тогда и

только тогда, когда тх(х + ех) -f m2(x + е2) + т3(х + е3) +
+ т4х = 0, т. е. тх = —(m,ej + m2e, + m3e3), где m = т± +

+ тг + т3 -f- m4- Будем считать, что m = 1. Любой вектор х

можно представить в виде х = —т^ — т2е2 — тзез> причем
числа т1, т2 и тз определены однозначно. Число т4 находится

по формуле mi
= 1 — mx

— m2 — m3.

14.18. Точка с барицентрическими координатами (жц х2,

sc3, х4): а) лежит на прямой А\А%, если х3
= аг4 = 0; б) лежит в

плоскости Л^г^з, если г4
= 0.

в) Воспользуемся обозначениями задачи 14.17. Точка X ле-

лежит в указанной плоскости, если х = ^(ej — е2) + ие3, т. е.

х±
=

—х.г.
14.19. Точка с барицентрическими координатами (жг -\- yt)

является центром масс точек с координатами (xt) и ((/г). Ясно так-

также, что центр масс двух точек лежит на прямой, проходящей

через них.

14.20. а) Центр вписанной сферы явчяется точкой пересе-
пересечения биссекторных плоскостей двугранных углов тетраэдра.

Пусть М — точка пересечения ребра А В с биссекторной плос-

плоскостью двугранного угла при ребре CD. Тогда AM : MB =

= Sb : Sa (задача 3.32), поэтому точка М имеет барицентриче-
барицентрические координаты (Sa, Sb, 0, 0). Биссекгорная плоскость дву-

двугранного угла при ребре CD проходит через точку с координата-

координатами (Sa, Sb, 0, 0) и через прямую CD, точки которой имеют коор-

координаты @, 0, х, у). Следовательно, эта плоскость состоит из то-

точек с координатами (Sa, Sb, x, у) (см. задачу 14.19). Таким
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«бразом, точка (Sa, Sb, Sc, S^) принадлежи] биссекторпой п и

кости двугранного угла при ребре CD. Аналогично доказыпт

ся, что она принадлежит и остальным биссекторньш плоском л

б) Центр впсвписанной сферы, касающейся грани АВ(
является точкой пересечения биссекторных плоскостей двугрии
ных углов при ребрах AD, BD, CD и биссекторных плоскосп

внешних двугранных углов при ребрах АВ, ВС, СА. Пусть М
точка пересечения продолжения ребра CD с биссекторной ii.i

скостыо впешнего у1ла при ребре АВ (если эта бпесекторн
плоскость параллельна ребру CD, то следует воспользоваты

результатом задачи 14.18, в). Такие же рассуждения, как и и|

решении задачи 3.32, показывают, что СМ : MD = Sd : S

Дальнейший ход решения такой же, как и в предыдущей задач

14.21. Пусть X— произвольная точка, О — центр описашн

сферы данного тетраэдра, е4
= ОАг и а = ХО. Если точка \

имеет барицентрические координаты [х ,х ,х ,хЛ, то У xi (а

-f-еЛ = 2 xi^^i== 0» так как X — центр масс точек А
, ..., А

с массами а^, ...,х^. Поэтому B xi) a = ~ 2jriei" Точка

принадлежит описанной сфере тетраэдра тогда и только То1д

когда |а| = ХО = R, где R—радиус этой сферы. Таким обр|
вом, описанная сфера тетраэдра задается в барицентрически
координатах уравнением л2BЖ!J==B xieiT< т- е- ^32jr?
+ 2Л2 2 xixj

= Ла2 Ж1 + 2 2 xixj (ei- ej)> так как | ei | = ;'

Это уравнение переписывается в виде 2 a4'rj(^2 — (ei> ej)) I
= 0. Заметим теперь, что 2(R2 — (ei, е-)) = о2-, где аг- —дм

на ребра А{А}. В самом деле, оу
= | е{

—

е^ |а = | е{\2 + | е^ |2
— 2 (е|7 е^) = 2 (Л2 — (е{, е^)). В итоге получаем, что описании i

сфера тетраэдра А А А А задается в барицентрических копр

динатах уравнением 2 xixfu
~ ^> гДе аЦ—длина ребра <4;/1

14.22. а) Пусть Si, S2, S3 и S4 — площади граней А2А3А

А\А3А\, А\А2А\ и А\А2А3. Точки 1^,12, 13 и 1ц имеют барицонтри
ческие координаты (—Si, S2, S3, S4) (Slt —S2, S3, St), (S,, S .

—S3, S4) и (Si, S2, Ss, —S4) (задача 14.20, б), а описанная сфг
pa тетраэдра задается в барицентрических координатах ураши

нием 2 a\jxixj ~®i гДе atj —длина ребра AtAj (задача 14.21

Запишем условия принадлежности точек 1Х и /2 описанной сф

рь (обозначая для простоты a%SiSj через ytJ): yi2 + у13 + уи

z=s #23 "Г #34 ~Т* #24 ^ #12 ~Т" #23 "Т" #24 ^^ #13 Г #34  ~#14* ^КЛаДЬШПН

эти равенства, получаем yl9
= ySi. Аналогично, складывая таки
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равенства для точек Ii и /,-, получаем y-tj
=

yki, гд1 наоор чисел

{i, /> к, 1} совпадает с {1, 2, 3, 4}.
Перемножая равенства yJ3

=

у23 и ;/11
=

y2i, получаем

все числа S{ и а^- положительны, то ¦S'1a13a14 = •S2a23a24' T> е-

аи иа

—г, = —^—. Домножпв обе части равенства на а , по-

лучпм ^,
=

?
. В каждой части этого равенства

стоит отношение произведения длин сторон треугольника к его

площади. Легко проверить, что такое отношение ранно учетве-

учетверенному радиусу описанной окружности треугольника. В самом
1 аЪс

деле, S = 7j- ah sin у = -^. Таким образом, радиусы описанных

окружностей граней А^А^А и ¦^1'43'44 равны. Аналогично дока-

доказывается, что радиусы исех граней тетраэдра равны. Остается

воспользоваться результатом задачи 6.25,в.

б) Воспользуемся обозначениями предыдущей задачи. Для

равногранно!о тетраэдра Sx = S2 = Ss — ?4. Поэюму условие

принадлежности точки TL описанной сфере тетра.»дра запишется

в виде а12 + ol3 + ajj = о23 + a3i + o2j. Это равенство следует

из того, что а12
= a3j, al3

= o2j и ajj = a23. Принадлежность
точек /2, /3 и Ц описанной сфере проверяется аналогично.

Замечание. Утверждение задачи б) доказано другим

способом в решении задачи 6.32.



Глава 15

РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ

§ 1. Примеры и контрпримеры

15.1. а) Существует ли четырехугольная пирамида,

у которой две несмежные грани перпендикулярны пло-

плоскости основания?

б) Существует ли шестиугольная пирамида, у кото-

которой три (смежные или нет) боковые грани перпендику-

перпендикулярны плоскости основания?

15.2. Вершина Е тетраэдра АВСЕ расположена

внутри тетраэдра ABCD. Обязательно ли сумма длим

ребер внешнего тетраэдра больше суммы длин ребер
внутреннего?

15.3. Существует ли тетраэдр, все грани которого —

тупоугольные треугольники?
15.4. Существует ли такой тетраэдр, что основания

всех его высот лежат вне соответствующих граней?
15.5. В пирамиде SABC ребро SC перпендикулярно

основанию. Могут ли углы ASB и АСВ быть равны?
15.6. Любой ли трехгранный угол можно так пере-

пересечь плоскостью, что в сечении получится правильным

треугольник?
15.7. Найдите плоские углы при вершинах трехгран-

трехгранного угла, если известно, что любое его сечение являет-

является остроугольным треугольником.
15.8. Можно ли расположить в пространстве 6 го-

парно не параллельных прямых так, что все попарные

углы между ними будут равны?
15.9. Обязательно ли является кубом многогранник

все грани которого
— равные между собой квадраты?

15.10. Все ребра многогранника равны и касаются

одной сферы. Обязательно ли его вершины принадле-
принадлежат одной сфере?

15.11. Может ли конечное множество точек в про-

пространстве, не лежащих в одной плоскости, обладать
следующим свойством: для любых двух точек А а В
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из этого множества найдутся еще две такие точки С и D

из него, что AB\\CD и зти прямые не совпадают?
15.12. Можно ли так расположить 8 непересекаю-

непересекающихся тетраэдров, чтобы любые два из них соприкаса-
соприкасались по участку поверхности с ненулевой площадью?

§ 2. Целочисленные решетки

Множество точек пространства, все три координаты кото-

которых — целые числа, называется целочисленной решеткой, а са-

сами эти точки — узлами целочисленной решетки. Плоскости, па-

параллельные координатным плоскостям и проходящие через узлы

целочисленной решетки, разбивают пространство на кубики с

ребром 1.

15.13. Девять вершин выпуклого многогранника
лежат в узлах целочисленной решетки. Докажите, что

внутри его или на его поверхности есть еще один узел

целочисленной решетки.
15.14. а) При каких п существует правильный п-

угольпик с вершинами в узлах (пространственной)
целочисленной решетки?

б) Какие правильные многогранники можно распо-
расположить так, чтобы их вершины являлись узлами цело-
целочисленной решетки?

15.15. Можно ли провести конечное число плоско-

плоскостей в пространстве так, чтобы каждый кубик целочис-
целочисленной решетки пересекала хотя бы одна из этих пло-

плоскостей?
15.16. Докажите, что наименьшая площадь S парал-

параллелограмма с вершинами в целочисленных точках

плоскости ах -f- by -f- cz = 0, где а, Ъ и с — целые

числа, равна наименьшей длине I вектора с целочислен-

целочисленными координатами, перпендикулярного этой пло-

плоскости.

15.17. Вершины Ах, В, Сг и D куба ABCDAiBlCiD1
лежат в узлах целочисленной решетки. Докажите, что

остальные его вершины тоже лежат в узлах целочис-

целочисленной решетки.
15.18. а) Дан параллелепипед (не обязательно пря-

прямоугольный) с вершинами в узлах целочисленной ре-

решетки, причем внутри его расположено а узлов решет-

решетки, внутри граней — Ъ узлов, внутри ребер — с узлов.

Докажите, что его объем равен 1 + а + -=¦ + -г.

б) Докажите, что объем тетраэдра, целочисленными
точками которого являются лишь его вершиных может

быть сколь угодно велик,
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§ 3. Разрезания. Разбиения. Раскраски

15.19. а) Разрежьте тетраэдр с ребром 1а на тетра-

тетраэдры и октаэдры с ребром а.

б) Разрежьте октаэдр с ребром 2а на тетраэдры и

октаэдры с ребром а.

15.20. Докажите, что пространство можно запол-

заполнить правильными тетраэдрами и октаэдрами (бел
промежутков).

15.21. Разрежьте куб на три равные пирамиды.
15.22. На какое наименьшее число тетраэдров мож-

можно разрезать куб?
15.23. Докажите, что любой тетраэдр можно так

разрезать плоскостью на две части, что из них можно

вновь сложить такой же тетраэдр, приложив их друг
к другу иным способом.

15.24. Докажите, что любой многогранник можно

разрезать на выпуклые многогранники.
15.25. а) Докажите, что любой выпуклый многогран

ник можно разрезать на тетраэдры.

б) Докажите, что любой выпуклый многогранник
можно разрезать на тетраэдры, вершины которых рас-
расположены в вершинах многогранника.

* * *

15.26. На сколько частей разбивают пространство
плоскости граней а) куба; б) тетраэдра?

15.27. На какое наибольшее число частей могут раз-
разделить сферу п окружностей?

15.28. В пространстве дано п плоскостей, причем
любые три из них имеют ровно одну общую точку и ни-

никакие четыре не проходят через одну точку. Докажите,
что они разбивают пространство на (и3 -f- 5/г -\- 6)/6 ча-

частей .

15.29. В пространстве даио п (п ^ 5) плоскостей,
причем любые три из них имеют ровно одну общую точ-

точку и никакие четыре не проходят через одну точку. До-
Докажите, что среди частей, на которые эти плоскости

разбивают пространство, имеется не менее Bп — 3)/4
тетраэдров,

* * *

15.30. Камень имеет форму правильного тетраэдра.
Его перекатывают по плоскости, переворачивая через

ребро. После нескольких таких переворачиваний ка-
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мень вернулся на исходное место. Могут ли при этом

его грани поменяться местами?

15.31. Прямоугольный параллелепипед размером
2Zx2mx2« разрезан на кубики со стороной 1, и каж-

каждый из этих кубиков окрашен в один из 8 цветов, при-
причем любые два кубика,, имеющие хотя бы одну общую

вершину, окрашены в разные цвета. Докажите, что все

угловые кубики окрашены в разные цвета,

§ 4. Задачи-одиночки

15.32. Плоскость пересекает нижнее основание ци-

цилиндра по диаметру,- а с верхним основанием имеет

единственную общую точку. Докажите^ что площадь

отсеченной части боковой поверхности цилиндра равна
площади его осевого сечения*

15.33. Внутри выпуклого многогранника объемом V

дано 3BП — 1) точек. Докажите,, что в нем содержится

многогранник объемом F/2% во внутренней части ко-

которого нет ни одной из данных точек.

15.34. В пространстве заданы 4 точки,, не лежащие в

одной плоскости. Сколько имеется различных парал-

параллелепипедов, для которых зти точки служат верши-

вершинами?

Решения

15.1. Да, такие пирамиды существуют. В качестве их осно-

оснований можно взять, например, четырехугольник и невыпуклый
шестиугольник, изображенные на рис. 106; вершины этих пира-

пирамид лежат на перпендикулярах, восставленных из точек Р и Q
соответственно,

Рис. 106

15.2. Нет, не обязательно. Рассмотрим равнобедренный
треугольник ABC, основание АС которого много меньше боковой

стороны. Вершину D поместим вблизи середины стороны АС,
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а вершину Е — внутри тетраэдра ABCD и вблизи вершины П.

Периметр внешнего тетраэдра можно сделать сколь угодно

близким к За, где а — длина боковой стороны треуголмип и

ABC, а периметр внутреннего
— к 4а.

15.3. Да, существует. Пусть в треугольнике ABC угол

тупой, точка D лежит на высоте, опущенной из вершины

Слегка приподняв точку D над плоскостью ABC, получим тр

буемый тетраэдр.
15.4. Да, существует. Этим свойством обладает тетраэдр

которого два противоположных двугранных угла тупые. Д ш

построения такого тетраэдра можно, например, взять две дням

пали квадрата и чуть-чуть приподнять одну над другой.

Замечание,

тетраэдра попадает

Основание наименьшей высоты люб<>1 »

внутрь треугольника, стороны котором»

проходят через оершины прогн

волежащей грани параллельно с

ребрам (см. задачу 12.16).

15.5. Да, могут. Пусть tomi i

С и S лежат на одной дую iii

ружности, проходящей через А п

В, причем SCA.AB и точкп

ближе к прямой А В, чем точкп S

(рис. 107). Тогда треуголмип
АВS можно так поверпуть ио

круг оси А В, что отрезок SC Ci <

яет перпендикулярен плоскости

ABC.

15.6. Нет, не любой. Рассмог

рим трехгранный угол SA И

у которого Z. BSC < 60° и ребро A S перпендикулярно грппп
SBC. Предположим, что его сечение ABC является правильны I

треугольником. В прямоугольных треугольниках A BS и А С
'

равны гипотенузы, поэтому SB = SC. В равнобедренном тр
•

угольнике SBC угол при вершине S наименьший, поэтму
ВС < SB. Ясно также, что SB < АВ, а значит, ВС<ЛН.

Получено противоречие.
15.7. Докажем сначала, что любое сеченпе трехгранного ji

па с прямыми плоскими углами является остроугольным тр

угольником. Пусть секущая плоскость отсекает от ребер отрепки

длиной а, Ъ и с. Тогда квадраты длий сторон сечения рпп
бы а2 + Ь2, Ь2 + с2 и а2 + с2. Сумма квадратов любых двух ctih

рон больше коадрата третьей, поэтому треугольник остро-

остроугольный.

Докажем теперь, что если не все плоские углы трехгранного

угла прямые, то у него есть сеченяе — тупоугольный треуголь
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ник. Если в трехгранном угле есть тупой плоский угол, то отло-

отложим на его сторонах равные отрезки SA и SB; если точка С на

третьем ребре взята достаточно близко к верните 5, то треуголь-

треугольник ABC тупоугольный. Если же в трехгранном угле есть ост-

острый плоский угол, то на его сторонах можно так выбрать точки

А и В, что угол SAB тупой; если точка С на третьем ребре взята

достаточно близко к вершине S, то треугольник ABC — тупо-

тупоугольный.
15.8. Да, можно. Проведем прямые, соединяющие центр ико-

икосаэдра с его вершинами (см. задачу 9.4). Легко проверит*, что

любые две такие прямые проходят через две точки, являющиеся

концами одного ребра.

15.9. Нет, пе обязательно. Возьмем куб и приложим к каж-

каждой из его граней по такому же кубу. У полученного (невыпук-

(невыпуклого) многогранника все грани являются равными между собой

квадратами.

15.10. Нет, не обязательно. Построим внешним образом на

гранях куба как основаниях правильные четырехугольные пи-

пирамиды с двугранными углами при основании, равными 45°,

В результате получим 12-гранник, имеющий 14 вершин, причем
8 из них — вершины куба, а 6 — вершины построенных пирамид;

ребра куба являются диагоналями его граней, а поэтому его реб-

ребрами не являются.

Все ребра этого мноюграннпка равны, и онп равноудалены
от центра куба. Одной сфере его вершины принадлежать не мо-

могут, так как вершины куба удалены от центра на расстояние

а 1/3/2, где а — ребро куба, а остальные вершины удалены

от центра куба на расстояние а.

15.11. Да, может. Легко проверить, что вершины правиль-

правильного шестиугольника обладают требуемым свойством. Рассмот-

Рассмотрим теперь два правильных шестиугольника с общим центром О,

лежащие d разных плоскостях. Если А и В — вершины разных

шестиугольников, то в качестве С и D можно взять точки, сим-

симметричные А и В относительно точки О.

15.12. Можно. На рис. 108 сплошной линией изображены 4

треугольника (один лежит внутри трех других). Рассмотрим
4 треугольные пирамиды с общей вершиной, основаниями кото-

которых служат эти треугольники. Аналогично строятся еще 4 тре-

треугольные пирамиды с общей верпшиои (лежащей по другую сто-

сторону от плоскости рисунка), основаниями которых служат тре-

угольникп, изображенные пунктиром. Полученные 8 тетраэдров
обладают требуемым свойством.

15.13. Каждая из трех координат узла целочисленной решет-
решетки может быть либо четной, либо нечетной; всего получается

23 = 8 различных вариантов. Поэтому среди девяти вершин
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Рис. 108

многогранника найдутся две вершины с координатами одпои

четности. Середина отрезка, соединяющего эти вершипы, иличч

целочислепные координаты.
15.14. а) Докажем сначала, что при п — 3, 4, 6 существую

правильный n-угольник с вершинами в узлах целочисленной рг
шетки. Рассмотрим куб ABCDAiBxCxDi, вершины которон»

имеют координаты (±1, ±1, ±1).
Тогда середины ребер АВ, ВС,
CCf, C^Di, D^Ai и А±А являк.г-

ся вершинами правильного шес-

шестиугольника и все они име-

имеют целочисленные координат

(рис. 109); середины ребер АН,
CCi и ?>ij4i являются вершинами

правильного треугольника; ясно

также, что А ВCD — квадрат с це-

целочисленными вершинами.

Докажем теперь, что при

п?=3, 4, 6 не существует пра-
правильного п-угольника с верши-

вершинами в узлах целочисленной решетки. Предположим, что ти-

кой n-угольник существует при некотором п ф 3, 4, 6. Среди
всех n-угольников с вершинами в узлах решетки можно вм-

брать тот, у которого длина сто-

стороны наименьшая. Чтобы до-

доказать это, нужно проверить,

что длина стороны такою

и-угольника может прини-

принимать лишь конечное число

значений, меньших данно-

данного. Остается заметить, что

длина любого отрезка о

концами в узлах решетки

раона у п\ + «2 + п\, Где щ,

к2 и щ
¦— целые числи •

Пусть AiA2 ... Ап —

выбранный п-угольник О

наименьшей длиной стороны. Рассмотрим правильный п-уголь-
п-угольник Bi ... Вп, где точка Bt получается из точки At переносом на

вектор Ai+fAi+o, т. е. AiBt=Ai+iAt+2. Так как при переносе пп

вектор с целочисленными координатами узел решетки перехо-

переходит в узел решетки, Bt является узлом решетки. Для того

чтобы получить противоречие! остаегся доказать, что длина сто-
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роны многоугольника Bf ,., Вп строго меньше длины сторо-
стороны многоугольника А± ... Ап (и не равна нулю). Доказатель-
Доказательство этого достаточно очевидно; нужно только разобрать от-

отдельно два случая: п — 5 и п > 7.

б) Докажем сначала, что куб, правильный тетраэдр и окта-

октаэдр можно расположить требуемым образом. Рассмотрим для это-

этого куб ABCDAxB^iDi, вершины которого имеют координаты

(±1,±1, ±1). Тогда AB1CD1 —требуемый тетраэдр, а середи-

середины граней рассматриваемого куба являются вершинами требуе-
требуемого октаэдра.

Докажем теперь, что додекаэдр и икосаэдр нельзя располо-

расположить требуемым образом. Как следует из предыдущей задачи,
не существует правильного пятиугольника с вершинами в узлах

решетки. Остается проверить, что и у додекаэдра, и у икосаэдра

найдется набор вершин, задающих правильный пятиугольник.
Для" додекаэдра это вершины одной из граней, а для икосаэдра

это вершины, являющиеся концами выходящих из одной вер-
вершины ребер.

15.15. Нельзя. Пусть в пространстве задано п плоскостей.

Если кубик решетки пересекается с некоторой плоскостью, то

он целиком лежит внутри полосы шириной 2  /3,состоящей из

всех точек, удаленных от данной плоскости не более чем на VS

(yS — наибольшее расстояние между точками кубика). Рас-

Рассмотрим шар радиуса R. Если все кубики решетки, имеющие

общие точки с этим шаром, пересекаются с данными плоскостя-

плоскостями, то полосы шириной 2 Т/3, определяемые данными плоскостя-

плоскостями, наполняют весь шар. Объем части каждой такой полосы, ле-

лежащей внутри шара, не превосходит 2 V3nR2. Так как объем

шара не превосходит суммы объемов полос, то 4эт/?3/3 ^

п п Д2,т.е. R < 3У3 п. Следовательно, есяи R >п. лд, R > \>
что и плоскостей не могут пересекать всех кубиков решетки, имею-

имеющих общие точки с шаром радиуса R.

15.16. Можно считать, что числа а, Ъ и с в совокупности вза-

взаимно просты, т. е. наибольшее число, на которое все они делятся,

равно 1. Вектор, перпендикулярный этой плоскости, имеет коор-

координаты (ha, Kb, Яс); эти координаты целые, только если % целое,

поэтому I — длина вектора (а, Ь, с). Если и и v — векторы со-

соседних сторон параллелограмма с вершинами в целочислен-

целочисленных точках данной плоскости, то их векторное произведение

(см. с. 133) является вектором с целочисленными координатами,

перпендикулярным данной плоскости, причем длина этого векто-

вектора равна площади рассматриваемого параллелограмма. Следо-

Следовательно, & > L.
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Докажем теперь, что S ^ I. Для этого достаточно указать

целочисленные векторы и и v, лежащие в данной плоскости,

векторное произведение которых имеет координаты {а, Ь, )

Пусть d — наибольший общий делитель чисел а и Ь; а' = а

и Ь' = bid. В качестве и возьмем вектор (—Ь', а', 0). Если v

= (х, у, z), то [u, v] = (a'z, b'z, —а'х — b'y). Поэтому в качист

пе г нужно взять d, а числа х и у подобрать так, чтобы выполни

лось равенство ах + by + cz = 0, т. е. —а'х — b'y = с.

Остается доказать, что если числа р и q взапмно просты, то

существуют такие целые числа х и у, что рх + qy = 1; ТО1ДП

рх' + gj/ = с для х' — сх и у' = fj/. Можно считать, что р

> g > 0. Будем последовательно производить деления с octui

ком: р = qn0 + rit q
= r^ + r2, rx = r2n2 + ''з! •¦•. Oi-t

r=

rftnft "b rft+i> rft ==

nft+irft+i' Так как числа р ж q взаимно про

сты, то q и гг взаимно просты, а значит, гг и r2 взаимно прости и

т. д. Поэтому rh и rft+i взаимно просты, т. е.
rh+i

= 1. Подставим

в формулу rft_j = rhnh + 1 значение rk, полученное из предыду

щей формулы rh_2 = rh_1nh_f -f- rft; затем подставим значепш

rh_f, полученное из формулы rk_3 = rk_inh__2 + rfe_n и т. д. II t

каждом шаге получаются соотношения вида хг-г + ^rj_i
= 1»

поэтому в конце получится требуемое соотношение.

15.17. Пусть (xt, yt, zt)
— координаты t-fi вершпны правиль

пого тетраэдра АфСф. Его центр, совпадающий с центром ку .

ба, имеет координаты (а^ + х2 -\- х3 -\- ж4)/4 и т. д. Точки,

симметричная (а^, уг, zx) относительно центра куба, имеет коор

динаты (хг + х2 + х3 + я4)/2
—

жх
= (—^ + a;s + а;3 + x^l'l n

т. д. Четность числа — х± + хг +Жз -f- ж4 совпадает с четно

стью числа Xj + х2 + а^ + ау. Итак, нужно доказать, что числа

xi + ^2 + хз + »4 и т- Д-— четные. Будем считать, что начало

координат находится в четвертой вершине тетраэдра, т. е. х4
= VI = Ч = 0.

Пусть м, I», w — целые числа. Легко проверить, что если

число и2 -f- v2 + w2 делится на 4, то все числа и, v и w — четныо.

Поэтому достаточно проверить, что число к2 -f- v2 + u>2, где и

— X], + z2 + хз, v = ух + у2-\- уз и u; = zl -f z2 + z8,
— чет-

четное. Пусть а — ребро куба. Так как х\~^ у\~^ z\ = ^ и

*А + ЗД2 + ЧЧ == (V2aJ cos 60° = а2, то и2 -\-v* + w2
= 6а2 + 6а2 = 12а2. Число о2 целое, потому что оно является

суммой квадратов трех целочисленных координат.

15.18. а) Можно считать, что одна из вершин данного парал

лелепипеда находится в начале координат. Рассмотрим куб Кх,
абсолютные величины координат точек которого пе превосходит

некоторого целого числа п. Разобьем пространство на парал

лелепипеды, равные данному, проведя плоскости, параллельные
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его граням. Соседние параллелепипеды получаются'друг из дру-

друга переносом на целочисленный вектор, поэтому все эти парал-

параллелепипеды имеют целочисленные вершины. Пусть N — число

наших параллелепипедов, имеющих общие точки с кубом К\.
Все они расположены внутри куба К2, абсолютные величины ко-

координат точек которого не превосходят п + й, где d — наиболь-

наибольшее расстояние между вершинами данного параллелепипеда.
Обозначим объем данного параллелепипеда через V. Так

как рассматриваемые N параллелепипедов содержат куб #j и

содержатся в кубе К2, то BиK < NV < Bп + 2df, т. е.

1 Y 1 I 1 \3

Для каждого из рассматриваемых N параллелепипедов на-

напишем рядом с его целочисленными точками следующие числа:

рядом с внутренней точкой — число 1, рядом с точкой грани
—

число 1/2, рядом с точкой ребра
— число 1/4, а рядом с верши-

вершиной — число 1/8 (в итоге рядом с точками, принадлежащими не-

нескольким параллелепипедам, будет написано несколько чисел).
Легко проверить, что сумма чисел, стоящих рядом с каждой це-
целочисленной точкой куба Кг, равна 1 (нужно учесть, что каждая

точка грани принадлежит двум параллелепипедам, точка реб-
ребра — четырем, а вершина

— восьми); для целочисленных точек

внутри куба К2 такая сумма не превосходит 1, а для точек вне

К2 таких чисел нет. Поэтому сумма всех рассматриваемых чисел

заключена между количествами целочисленных точек кубов К±
и К2. С другой стороны, она равна Л'A + а + Ь/2 + с/4). По-
Поэтом у

Bга + IK < NA + а + 6/2 + с/4) < Bп + 2й + IK, B)

Перемножая неравенства A) и B), получаем, что для любого

натуральною п справедливы неравенства

2п+1 \» 1 + а + ft/2 + с/4

) ^
*

2п + 2d ) ^ V **=[ 2п

Так как при п, стремящемся к бесконечности, и верхпяя и ниж-

нижняя оценки стремятся к 1, то 1 + а + Ь/2 + с/4 = V.

б) Рассмотрим прямоугольный параллелепипед
ABCDAyT1\CxD\ с целочисленными вершинами, ребра которого
параллельны осям координат и их длины равны 1, 1 и п. Цело-

Целочисленными точками тетраэдра A^BC^D являются лишь его вер-

вершины, а его объем равен п/3.

15.19. а) Середины ребер тетраэдра с ребром 2а являются вер-

вершинами октаэдра с ребром а. Если из тетраэдра вырезать этот

октаэдр, то останутся 4 тетраэдра с ребром а.
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б) Если от октаэдра с ребром 1а отрезать 6 октаэдроп с |

ром а, одна из вершин каждого из которых является верш i

исходного октаэдра, то остапется 8 тетраэдров, основаниями

торых являются треугольники, образованные серединами |

граней.
15.20. Возьмем правильный тетраэдр с ребром а и про

плоскости его граней, а также все параллельные им плосы

удаленные от них на расстояния nh, где h — высота тстра

Докажем, что эги плоскости разбивают пространство па i

эдры и октаэдры с ребром а.

Каждая плоскость грани исходного тетраэдра разреши i

правильные треугольники с ребром а, причем треугольники

двух типов: треугольники одного типа можно совместгть m pi

сом с гранью исходного тетраэдра, а треугольники другого ti

нельзя (рис. 110, а). Докажем, то и любая рассматрь пас

Рпс. 110

плоскость разрезана остальными плоскостями на правилып

треугольники. Для этого достаточно заметить, что если т

плоскость удалена от плоскости грани исходного тетраэдра нп

расстояние nh, то существует правильный тетраэдр с ребро

(и + 1)о, при одной из вершин которого расположен исходны «

тетраэдр, а наша плоскость является плоскостью грани тетра

эдра при другой вершине (рис. 110, б). Рассматриваемая систем

плоскостей переходит в себя при переносе, переводящем верти
ну одного из этих тетраэдров в вершину другого. Так как люба

грань каждого многогранника, на которые разбито пространет

во, является одним из треугольников, на которые разрезаны пло

скости, то еще одпим параллельным переносом можно либо сон

местить ее с гранью исходного тетраэдра, либо совместить пэр
их ребер (имеется в виду, что тетраэдр и многогранник имон

общую плоскость грани и расположены по одну сторону от нее)
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В первом случае многогранник является правильным тетраэдром,
а во втором — правильным октаэдром (см. решение задачи

15.19,а).
15.21. В качестве общей вершины этих пирамид возьмем

одну вершину куба, а в качестве оснований — тря несмежные

с пей грани куба.

15.22. Если из куба ABCDA'B'C'D' вырезать тетраэдр

A'BC'D, to оставшаяся часть куба распадается на 4 тетраэдра,
т. е. куб можно разрезать на 5 тетраэдров.

Докажем, что на меньшее число тетраэдров куб разрезать
нельзя. Грань ABCD не может быть гранью тетраэдра, на кото-

которые разбит куб, поэтому к ней прилегает но крайней мере два

тетраэдра. Рассмотрим все тетраэдры, прилегающие к грани

ABCD. Их высоты, опущенные на эту грань, не превосходят а,

где а — ребро куба, а сумма площадей их граней, лежащих на

ABCD, равна а2. Поэтому сумма их объемов не превосходит

а?1'А. Так как грани одного тетраэдра не могут располагаться на

противоположных гранях куба, к граням ABCD и A'B'C'D'

прилегает по крайней мере 4 тетраэдра, причем сумма их объе-

объемов не превосходит 2а3/3 < а3. Следовательно, есть еще один

тетраэдр разбиения.
15.23. Сумма углов каждой из четырех граней тетраэдра

равна 180°, поэтому сумма всех плоских углов тетраэдра равна

4«180°. Следовательно, сумма плоских углов при одной из четы-

четырех вершин тетраэдра не превосходит 180°, а значит, сумма двух

плоских углов при ней меньше 18(f. Пусть для определенности

сумма двух плоских углов при вершине А тетраэдра ABCD

меньше 180°. Возьмем на ребре АС точку L и построим в пло-

плоскости ABC угол ALK, равный углу CAD. Так как Z. KAL +

+ Z.KLA = Z.BAC + Z. CAD < 180°, то лучи LK и АВ пере-

пересекаются, и поэтому можно считать, что точка К лежит на луче

АВ. Аналогично строим на луче AD точку М так, что Z-.ALM =

= /L.BAC. Если точка L достаточно близка к вершине А, то точ-

точки К и М лежат на ребрах; АВ и AD. Покажем, что плоскость

KLM разрезает тетраэдр требуемым образом. В самом деле,

?\KAL = /\MLA, поэтому существует движение пространства,

переводящее AKAL в &MLA. При этом преобразовании тетра-

тетраэдр AKLM переходит в себя.

15.24. Проведем все плоскости, содержащие грани данного

многогранника. Все части, на которые они разбивают прост-

пространство, выпуклые. Поэтому они задают требуемое разбиение.
15.25. а) Возьмем внутри многогранника произвольную точ-

точку Р и разрежем его грагш на треугольники. Треугольные пи-

пирамиды с вершиной Р, основаниями которых являются эти тре-

треугольники, дают искомое разбиение.
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б) Докажем утверждение индукцией по числу вершин п.

Для п = 4 оно очевидно. Предположим, что оно верно для любо

го выпуклого многогранника с п вершинами, и докажем, пю

тогда они перни и для многогранника с п + 1 вершинами. Вы \

лим одну из вершин этого многогранника и отрежем от него иы

пуклую оболочку остальных п вершин, т. е. наименьший выпук

лый многогранник, содержащий их. По предположению инд>к

цип эту выпуклую оболочку — выпуклый многогранник с п пор

шинами — можно разрезать требуемым образом. Оставшаяся
часть является многогранником (возможно, невыпуклым) с <ц

ной выделенной вершипой А, а все остальные вершины соедшп

ны с ней ребрами. Разрежем на треугольники его грани, но

содержащие вершину А. Треугольные пирамиды с вершиной Л,
основаниями которых являются эти треугольники, дают искомое

разбиение.
15.26. Плоскости граней обоих многогранников пересека-

пересекаются только по прямым, содержащим их ребра. Поэтому каисдии

из частей, на которые разбито пространство, имеет общие точки

с многогранником. Более того, каждой вершине, каждому pefipy

и каждой грани можно сопоставить ровно одну прилегающую к

ней часть, причем этим будут исчерпаны все части, кроме самого

многогранника. Таким образом, требуемое число равно 1 + П +-

+ Г + Р. Для куба оно равно 1+8+6+12 = 27, а для тстраэд

ра 1+4+4+6 = 15.

15.27. Обозначим требуемое число через Sn. Ясно, что Si
= 2. Выразим теперь Sn+1 через Sn. Рассмотрим набор из п + 1

окружностей на сфере и выделим среди них одну окружность.

Пусть остальные окружности делят сферу на sn частей, (sn
=?а Sn), а число частей, на которые они делят выделенную ок-

окружность, равно к. Так как к равно числу точек пересечения вы-

выделенной окружности с остальными п окружностями, а любые

дяе окружности имеют не более двух точек пересечения, то

к ^ In. Каждая из частей, на которые разделена выделенная

окружность, делит на две части не более чем одну из ранее полу-

полученных частей сферы. Поэтому рассматриваемые и + 1 окруж-
окружностей делят сферу на не более чем sn + к ^ Sn + 2 и частей,

причем равенство достигается, когда любые две окружности
имеют две общие точки и никакие три окружности не проходят

через одну точку. Следовательно, Sn+i = Sn + 2n, а значит,

Sn = Sn_i + 2(n - 1) = Sn_2 + 2(n - 2) + 2(n - 1) = ...

...
= Si+ 2 + 4+ ... + 2(n —1) = 2 + n(n — l) = n2— n+2.

15.28. Докажем сначала, что п прямых, никакие две из кото-

которых не параллельны и никакие три не проходят через одну точ-

точку, разбивают плоскость на (п2 + п + 2)/2 частей. Доказательст-
Доказательство проведем индукцией по п. Для п — 0 утверждение очевидно.
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Предположим, что оно доказано для п прямых, и докажем его

для и + 1 прямых. Выделим среди них одну прямую. Остальные

прямые делят ее на п+1 частей. Каждая из них делит на две ча-

части какую-либо из тех частей, на которые делят плоскость и пря-

прямых. Поэтому после проведения одной прямой число частей уве-

увеличилось на п-\-1. Остается заметить, что
' ' ' ' '

.

и2 + и -f- 2
2

-g-^ + n+l.

Для плоскостей доказательство проводится почти так же,

как и для прямых. Нужно лишь воспользоваться тем, что п

плоскостей пересекают выделенную плоскость по п прямым, т. е.

они разбивают ее на (и2 + п + 1)^2 частей. Для и = О утвержде-
утверждение очевидно; равенство

(и + IK + 5 (и + 1) + 6 г? + Ъп + 6 п2 + п + 2
6 6 ^^ 2

проверяется простыми вычислениями.

15.29. Рассмотрим все точки пересечения данных плоско-

плоскостей. Докажем, что среди данных плоскостей имеется не более

трех, не разделяющих эти точки. В самом деле, предположим,

что есть 4 такие плоскости. Никакая плоскость не может пересе-
пересекать всех ребер тетраэдра АВСВ, заданного этими плоскостями;

поэтому пятая данная плоскость (она есть, так как и J> 5) пере-
пересекает, например, не ребро АВ, а его продолжение в некоторой
точке F. Пусть для определенности точка В лежит между А и F.

Тогда плоскость ВВС разделяет точки А и F, чего не может быть.

Таким образом, имеется и — 3 плоскости, по обе стороны от

которых лежат рассматриваемые точки. Заметим теперь, что если

среди всех рассматриваемых точек, лежащих по одну сторону

от некоторой из данных плоскостей, взять ближайшую, то три

плоскости, проходящие через эту точку, задают вместе с нашей

плоскостью один из требуемых тетраэдров. В самом деле, если

бы этот тетраэдр пересекала какая-либо данная плоскость, то

нашлась бы более близкая к нашей плоскости точка пересечения.

Следовательно, имеется п — 3 плоскости, к каждой из которой

прилегает по крайней мере 2 тетраэдра, а к трем оставшимся

плоскостям прилегает хотя бы по одному тетраэдру. Так как

каждый тетраэдр прилегает ровно к четырем плоскостям, всего

2 (и
— 3) + 3 2п — 3

тетраэдров не менее — -~—!—
= —j—,

15.30. Нет, не могут. Разобьем плоскость на треугольники,

равные грани тетраэдра, и занумеруем их так, как показано на

рис. 111. Вырежем треугольник, состоящий из четырех таких

треугольников, и свернем из него тетраэдр. Легко проверить,
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что если этот тетраэдр перевернуть через ребро, а затем впош.

развернуть на плоскость, разрезав по боковым ребрам, то ном<

ра треугольников развертки совпадут с номерамитреугольникоп
на плоскости. Следовательно, после любого числа переворачнпа-

ний тетраэдра номера треуголыш

Л Л Л. ков его развертки совпадут с помо-

/\ /р\ / 7 \ рами треугольников на плоскости.

/ \/ \/ _;_\ .15.31. Вырежем из данного гм-

V" /\ . 7\ ~ 7 раллелепипеда полоску толщиной и

\ /\ / *\ / Два кубика и склеим оставшиеся

\у \У У части. Докажем, что раскраска но-

/\ .? /\ з /\ вого параллелепипеда обладает преж-

/ ?\ / 7 \ / 2 \
ним свойством, т. е. соседние кубики

Z \Z V \ окрашены в разные цвета. Это нужно

\ / / \ 2 / \ 7 / проверить лишь для кубиков, прп-

\ / \ / \ / легающих к плоскости разреза. Рас-
v v V

смотрим четыре кубика с общим реб-
Рис. 111 ром, прилегаю1цих к плоскости раз-

разреза и расположенных по одну сторо-

сторону от нее. Пусть они окрашены в цвета 1—4; будем двигаться п

исходном параллелепипеде от этих кубиков ко второй плоскости

разреза. Прилегающие к ним кубики первого вырезанного слон

должны быть окрашены в другие цвета, т. е. в цвета 5—8. Д.1

лее, прилегающие к этой новой четверке кубов кубики окра-
окрашены не в цвета 5—8, т. е. в цвета 1—4, а к ним, в свою

очередь, прилегают кубики, окрашенные не в цвета 1—4, т. о.

в цвета 5—8. Таким образом, к рассматриваемой четверке куби-

кубиков в новом параллелепипеде прилегают кубики других цветов.

Рассмотрев для кубика, прилегающего к разрезу, все 4 такие

четверки, получим требуемое.
Из любого прямоугольного параллелепипеда размером

2ZX2mX2/i с помощью описанной выше операции можно полу-
получить куб размером 2x2X2, причем у него будут те же самые уг-
угловые кубики. Так как любые два кубика куба размером 2X2X2

имеют хотя бы одну общую точку, все они окрашены в раз-
разные цвета.

15.32. Пусть О — центр нижпего основания цилиндра;
АВ — диаметр, по которому плоскость пересекает основание;
а —¦ угол между основанием и секущей плоскостью; г — радиус

цилиндра. Рассмотрим произвольную образующую XY цилнтп-

ра, имеющую общувд точку Z с секущей плоскостью (точка X

лежит па нижнем основании). Если Z^AOX = ф, то расстояние
от точки X до прямой А В равно г sin ф. Поэтому XZ =»

= г sin ф tg а. Ясно также, что г tg a = h, где h — высота

цилиндра,
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Развернем поверхность цилиндра на плоскость, касающуюся

его в точке А. Введем на этой плоскости систему координат, выб-

выбрав в качестве начала точку А, а ось Оу направив вверх, парал-
параллельно оси цилиндра. Точка X переходит при развертке в точку

(гср, 0), а точка Z — в точку (/чр, h sin <р). Таким образом, раз-
развертка поверхности сечения ограничена осью Ох и графиком
функции у = h sin (x/r) (рис. 112). Ее площадь равна

л.»

J h sin (x/r) dx = (— hr cos (x/r)) = 2hr.

Остается заметить, что площадь осевого сечения цилиндра тоже

равна 27гг.

15.33. Докажем сначала,- что через любые две точки, лежа-

лежащие внутри некоторого многогранника, можно провести пло-

плоскость, разбивающую его на

две части с равными объемами,

В самом деле, если некоторая

плоскость разбивает его на

части, отношение объемов ко-

которых равно х, то при пово-

поворачивании этой плоскости на

180° вокруг данной прямой
О пг а:

Рис. 112

отношение объемов непрерыв-

непрерывно изменяется от х до Их. Поэ-

Поэтому в некоторый момепт оно

равно 1,

Докажем требуемое утверждение индукцией по п. При
п = 1 проведем через две из трех данных точек плоскость, раз-

разбивающую многогранник на части с равными объемами. Та часть,

внутренности которой не принадлежит третья из данных точек,

является искомым многогранником. Индукционный шаг дока-

доказывается таким же способом. Через две из 3B™ — 1) данных точек

проводим плоскостъ, разбивающую многогранник на части с

равными объемами. Внутри одной из этих частей лежит не более

CB" — 1)—2)/2 = 3-2™ —2,5 точек. Так как число точек це-

целое, оно не превосходит 3B — 1). Остается применить к полу-

полученному многограннику предположение индукции.

15.34. Рассмотрим параллелепипед, для которого данные

точки служат вершинами, и отметим его ребра, соединяющие

данные точки. Пусть п — наибольшее число отмеченных ребер

этого параллелепипеда, выходящих из одной вершины; число и

может изменяться от 0 до 3. Несложным перебор показывает, что

возможны лишь варианты, изображенные на рис. 113* Вычис-
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пим число параллелепипедов для каждого из этих вариапто»

Первой может быть любая из четырех точек, второй — люба i

из трех оставшихся и т. д., т. е. 4 точки можно занумерован

24 различными способами. После нумерации данных точек пари I

лелепииед в каждом случае восстанавливается однозначно, по-

поэтому нужно выяснить, какие нумерации приводят к одному и то

му же параллелепипеду.

а п=О 6 п=2 г п=3

Рис. 113

а) Параллелепипед в случае а) не зависит от нумерации.

б) Нумерации 1, 2, 3, 4 и 4, 3, 2, 1 приводят к одному и тому

же параллелепипеду, т. е. всего имеется 12 различных парал-

параллелепипедов.
'

в) Нумерации 1, 2, 3, 4 и 1, 4, 3, 2 приводят к одному и тому

же параллелепипеду, т. е. всего имеется 12 различных паралле-

параллелепипедов.

г) Параллелепипед зависит только от выбора первой точкп,

а1, е. всего имеется 4 различных параллелепипеда.

В итоге получаем, что всего имеется 1+12+12+4
= 29

различных параллелепипедов.



Глава 16

ИНВЕРСИЯ И СТЕРЕОГРАФИЧЕСКАЯ ПРОЕКЦИЯ

Пусть в пространстве дана сфера S с центром О и радиусом
R. Инверсией относительно сферы S называется преобразование,
переводящее произвольную точку А, отличную от О, в точку
.Л*, лежащую на луче ОА на расстоянии ОА* = W-iOA от точ-

точки О. Инверсию относительно S будем также называть инвер-

инверсией с центром О и степенью R2.

Всюду в этой главе образ точки А при инверсии обозначает-
обозначается через А*,

§ 1. Свойства инверсии

16.1. а) Докажите, что при инверсии с центром О

плоскость, проходящая через точку О, переходит в себя,

б) Докажите, что при инверсии с центром О плос-

плоскость, не содержащая точки О, переходит в сферу, про-

проходящую через точку О.

в) Докажите, что при инверсии с центром О сфера,
содержащая точку О, переходит в плоскость, не со-

содержащую точки О.
16.2. Докажите, что при инверсии с центром О

сфера, не содержащая точки О, переходит в сферу.
16.3. Докажите, что при инверсии прямая или ок-

окружность переходит в прямую или окружность.

Углом между двумя пересекающимися сферами (сферой и

плоскостью) называется угол между касательными плоскостями

к сферам, проведенными через любую из точек пересечения
сфер.

Углом между двумя пересекающимися окружностями в про-
пространстве (окружностью и прямой) называется угол между каса-

касательными прямыми к окружностям, проведенными через лю-

любую из точек пересечения окружностей!

16.4. а) Докажите, что при инверсии сохраняется
угол между пересекающимися сферами (плоскостями).

б) Докажите, что при инверсии сохраняется угол
между пересекающимися окружностями (прямыми),

16.5. Пусть О — центр инверсии, R2 — ее степень^

Докажите, что тогда А*В* ~
ОА-ОВ
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16.6. а) Дана сфера и точка О, лежащая впе с».

Докажите, что существует инверсия с центром О, пер

водящая данную сферу в себя.

б) Дана сфера и точка О, лежащая внутри ее. До
кажите, что существует инверсия с центром О, пер
водящая данную сферу в сферу, симметричную ей or

носительно точки О,
16.7. Пусть инверсия с центром О переводит сферу

S в сферу S*» Докажите, что О — центр гомотетии,

переводящей S в S*,

§ 2. Сделаем инверсию

16.8. Докажите, что угол между описанными окруж-
окружностями двух граней тетраэдра равен углу между опи-

описанными окружностями двух других его граней.
16.9. Даны сфера, окружность S на ней и некото-

некоторая точка Р, лежащая вне сферы. Через точку Р и каж-

каждую точку окружности S проводится прямая. Дока-
Докажите, что вторые точки пересечения этих прямых со

сферой лежат на некоторой окружности,
16.10. Пусть С — центр окружности, по которой

конус с вершиной X касается данной сферы. Какое гео-

геометрическое место пробегают точки С, когда X про-
пробегает плоскость П, не имеющую со. сферой общих
точек?

16.11. Докажите, что для произвольного тетраэдра

существует треугольник, длины сторон которого равны

произведениям длин противоположных ребер тетра-
тетраэдра.

Докажите также, что площадь этого треугольника

равна 6VR, где V — объем тетраэдра, & R — радиус
его описанной сферы. (Формула Крелле.)

16.12. Дан выпуклый шестигранник, все грани ко-

которого
—

четырехугольники. Известно, что из восьми

его вершин семь лежит на одной сфере. Докажите, что

и восьмая вершина лежит на той же сфере,

§ 3. Наборы касающихся сфер

16.13. Четыре сферы попарно касаются друг друга
в 6 различных точках. Докажите, что эти 6 точек ле-

лежат на одной сфере.
16.14. Даны четыре сферы St, S2, Ss и Sit причем

сферы iS*! и #2 касаются в точке Ах; S2 и S3 — в точке
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Аг; S3 и 54 — в точке А3; SA и й^ — в точке Л4. Дока-
Докажите, что точки АиА2, А3аА^ лежат на одной окруж-
окружности (или на одной прямой).

16.15. Дано п сфер, каждая из которых касается

всех остальных, причем никакие три сферы не касают-

касаются к одной точке. Докажите, что п ^ 5.
16.16. Даны три попарно касающиеся сферы 217

22, 23 и набор сфер iS^, S2, - .
., Sn, причем каждая

сфера St касается всех трех сфер 2j, 22, 23, а также

сфер 54_1 и Si+1 (имеется в виду, что So = Sn и Sn+1 =
= S^. Докажите, что если все точки касания сфер
попарно различны и п > 2, то п = 6.

16.17. Четыре сферы попарно касаются в различных
точках и их центры лежат в одной плоскости П. Сфера
•S* касается всех этих сфер. Докажите, что отношение

ее радиуса к расстоянию от ее центра до плоскости П

равно 1 : V3,
16.18. Три попарно касающихся шара касаются

плоскости в трех точках, лежащих на окружности ра-

радиуса В.. Докажите, что существуют два шара, касаю-

касающиеся трех данных шаров и плоскости, причем если г

/ ^ \
1 1 2 УЗ

и р (р > г)
— радиусы этих шаров, то = —^—.

§ 4. Стереографическая проекция

Пусть плоскость П касается сферы S в точке А и АВ — диа-

диаметр сферы. Стереографической проекцией называется отобра-
отображение сферы S с выколотой точкой В на плоскость П, при кото-

котором точке X, принадлежащей сфере, сопоставляется точка F,
в которой луч ВХ пересекает плоскость П.

Замечание. Иногда дается другое определение стерео-
стереографической проекции: вместо плоскости П берется плоскость

П', проходящая через центр О сферы S параллельно П. Ясно,
что если Y' — точка пересечения луча ВХ с плоскостью П',

то 2OY' = AY, так что разница между этими двумя определе-
определениями не существенна,

16.19. а) Докажите, что стереографическая проек-

проекция совпадает с ограничением на сферу некоторой инвер-
инверсии в пространстве.

б) Докажите, что при стереографической проекции

окружность на сфере, проходящая через точку В, пере-

переходит в прямую, а окружность, не проходящая через

точку В, переходит в окружность.
в) Докажите, что при стереографической проекции

сохраняются углы между окружностями,
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16.20. В пространстве даны окружность S и теп

В. Пусть А — проекция точки В на плоскость, сод» |

жащуго окружность S. Для каждой точки D oitpj
ноет» iS1 рассмотрим точку М — проекцию точки I

на прямую DB. Докажите, что все точки М лежат uu

одной окружности.
16.21. Дана пирамида SABCD, причем ее оснон

ние — выпуклый четырехугольник ABCD с пернем

дикулярными диагоналями, а плоскость основания гк р

пендикулярна прямой SO, где О — точка пересечении
диагоналей. Докажите, что основания перпендику.ш

ров, опущенных из точки О на боковые грани пирами
ды, лежат на одной окружности.

16.22. Сфера ? с диаметром АВ касается плоское!и

П в точке А. Докажите, что при стереографической про

екции симметрия относительно плоскости, параллель
ной П и проходящей через центр сферы S, переходит
в инверсию с центром А и степенью АВ2. Точнее ю

воря, если точки Хг и Х2 симметричны относительно

указанной плоскости, а Ух и У2 — образы точек Xv
и Хг при стереографической проекции, то Y1 — обрал
точки У2 при указанной инверсии.

Решения

16.1. Пусть R2— степень рассматриваемой инверсии.

а) Рассмотрим луч с началом в точке О и введем на нед1 ко

ординаты. Тогда точка с координатой х переходит при инверсии
в точку с координатой Кг/х. Поэтому луч с началом в точке О пе

реходш при инверсии в себя. Следовательно, плоскость, прохо-

проходящая через точку О, переходит в себя.

б) Пусть А — основание перпендикуляра, опущенного и 1

точки О на данную плоскость, а X — любая другая точка этон

плоскости. Достаточно доказать, что Z-OX*A*— 90° (в самом деле,

это означает, что образ любой точки рассматриваемой плоскости

лежит на сфере с диаметром ОА*). Ясно, что ОА* : ОХ* =

(FT \ (R2 \
==1оа):\ОХ)==ОХ:ОЛ''г- е- АОХ*Л*оо АОАХ. Поэтому

/-ОХ*А* = Z-OAX = 90°. Для полноты доказательства сле-

следует заметить, что любая точка Y сферы с диаметром ОА *,
отличная от точки О, является образом точки данной плоскос-

плоскости — точки пересечения луча OY с данной плоскостью.

в) Можно провести такие же рассуждения, как в предыдущей
задаче, а можно и более или менее прямо ею воспользоваться,

так как (X*)* = X.
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16.2. Пусть А и В — точки, в которых данную сферу S пе-

пересекает прямая, проходящая через точку О и центр S, а X —

произвольная точка S. Достаточно доказать, что /LA*X*B* —

= 90°. Из равенств ОА -ОА* = ОХ-ОХ* и ОБ-ОБ* = ОХ-ОХ*

вытекает, что ДОуЦю АОХ*А* и АОВХ <*> Л ОХ*Б*, а из

этого получаем следующие соотношения между ориентирован-

ориентированными углами (определение и свойства ориентированных yi-

лов см. Прасолов, I, с. 36): ;L(A*X*, ОА*) = /-(ОХ, ХА) и

/.(ОБ*, Х*В*) = /-{ХБ, ОХ). Поэтому

Z.(A*X*, Х*В*) = ?.(А*Х*, ОА*) + Z.(OB*,

= Z. (ОХ, ХА) + Z. (Х?, ОХ) = А(ХВ, ХЛ) = 90°.

16.3. Легко проверить, что любую прямую можно предста-

представить в виде пересечения двух плоскостей, а любую окруж-
окружность — в виде пересечения сферы и плоскости. В задачах 16.1

и 16.2 было показано, что при инверсии плоскость или сфера
переходит в плоскость или сферу. Поэтому при инверсии пря-

прямая или окружность переходит в фигуру, являющуюся пересе-

пересечением либо двух плоскостей, либо сферы и плоскости, либо

двух сфер. Остается заметить, что пересечением сферы и пло-

плоскости (а также пересечением двух сфер) является окруж-

окружность.

16.4. а) Докажем сначала, что касающиеся сферы переходят

при инверсии либо в касающиеся сферы (сферу и плоскость),
либо в пару параллельных плоскостей. Это легко следует иа то-

того, что касающиеся сферы — это сферы, имеющие единственную

общую точку (и того, что при инверсии сфера переходит в сферу
или плоскость). Поэтому угол между образами сфер равен углу
между образами касательных плоскостей, проведенных через
точку пересечения.

Таким образом, остается провести доказательство для двух

пересекающихся плоскостей П1 и П2. При инверсии с центром О

плоскость Пг переходит в сферу, проходящую через точку О,

причем касательная плоскость к ней в этой точке параллельна

плоскости Пг. Из этого следует, что угол между образами пло-

плоскостей Пх и П2 равен углу между плоскостями Щ и П2.

б) Для начала нужно сформулировать определение касания

окружностей в сохраняющемся при инверсии виде. Сделать это

несложно: две окружности в пространстве касаются тогда и

только тогда, когда они принадлежат одной сфере (или плоско-

плоскости) и имеют единственную общую точку. Теперь уже легко до-

доказать, что касающиеся окружности переходят при инверсии
в касающиеся окружности (окружность и прямую) или пару
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параллельных прямых. Дальнейшее доказательство пропл и

точно так же, как и в задаче а).
16.5. Ясно, что ОА -ОА* = R2 = ОБ-ОБ*. Поэтол у

: ОБ* = ОБ :ОА*, т. е. АОАВ <*> А ОБ*А*. Следоипт i

А*В* OB* OB* OB R2
АВ

~

ОА
~

ОА 'ОВ~ ОА-ОВ'

16.6. Пусть X и F — точки пересечения данной сферы с щ

мой, проходящей через точку О. Рассмотрим инверсию с цот|><

О и коэффициентом R2. Легко проверить, что в обеих задачах фм>
тически требуется подобрать коэффициент В} так, чтобы длн и

бой прямой, проходящей через точку О, выполнялось рапош и

OX-OY = R2. Остается заметить, что величина OX-OY и"

висит от выбора прямой.
16.7. Пусть А± — точка сферы S, а А2 — вторая точка пгр

сечения прямой ОА± со сферой S (если ОА± — касательнаи к Л,
то А% = А]). Легко проверить, что величина d = OAfOA^ о/цм

и та же для всех прямых, пересекающих сферу S. Если В.2 — ci

В2 Л2
пень инверсии, то ОА± = q-д-

=

-j- OA2. Таким образом, если

точка О лежит внутри сферы S, то Аг
— образ точки А2 при ю

мотетии с центром О и коэффициентом — B2/d, а если точка О

лежит вне сферы S, то Аг — образ точки Л» при гомотетии

центром О и коэффициентом B2/d.
16.8. Рассмотрим инверсию с центром в вершине D тетрппд

pa ABCD. Описанные окружности граней DAB, DAC и DHC

при этом перейдут в прямые А*В*,

А*С* и В*С*, а описанная окруж
ность грани А ВС — в описанную ок-

окружность S треугольника А*В*С*.

Так как при инверсии углы между

окружностями (или прямыми) cov-

раняются (см. задачу 16.4, б), нуж-

нужно доказать, что угол между пря-

прямой А*В* и окружностью S равен

углу между прямыми А*С* и В*С

(рис. 114). Это непосредственно елс-

Рис. 114 ДУет из того, что угол между каса-

касательной к окружпости в точке А*

и хордой А*В* равен вписанному углу А*С*В*.
16.9. Пусть Х-и Y — точки пересечения сферы с прямой,

проходящей через точку Р. Нетрудно убедиться, что величина

PX-PY не зависит от выбора прямой; обозначим ее через R2.

Рассмотрим инверсию с центром Р и степенью R2. Тогда X* =

276



= Y. Таким образом, множество вторых точек пересечения со

сферой прямых, соединяющих Р и точки окружности S, являет-

является образом S при рассматриваемой инверсии. Остается заме-

заметить, что образ окружности при инверсии является окруж-
окружностью.

16.10. Пусть О — центр данной сферы, ХА — некоторая ка-

касательная к сфере. Так как АС — высота прямоугольного тре-

треугольника ОАХ, то ААСО <*> А ХАО. Поэтому АО : СО —

= ХО : АО, т. е. СО-ХО = АО2. Таким образом, точка С явля-

является образом точки X при инверсии с центром О и степенью

АО2
— R2, где R — радиус данной сферы. Образом плоскости П

при этой инверсии является сфера диаметра R2l0P, где Р — ос-

основание перпендикуляра, опущенного из точки О на плоскость П;
эта сфера проходит через точку О, а ее центр лежит на отрез-

отрезке ОР.

16.11. Пусть дан тетраэдр ABCD. Рассмотрим инверсию с

АВг2 ВСг2
центром D и степенью г2. Тогда Л*Д* =

д^.дд,
В*С*=

BD-DC

АСг2 „

и А*С* =
вA-DC

¦ Следовательно, если взять г = DA-DB-DC,
то А*В*С* — искомый треугольник.

Для вычисления площади треугольника А*В*С* найдем объ-
"

ем тетраэдра A*B*C*D и его высоту, проведенную из верши-

вершины D. Описанная сфера тетраэдра ABCD переходит при инвер-
инверсии в плоскость А*В*С*. Поэтому расстояние от этой плоско-

плоскости до точки D равно г2/2Л. Далее, отношение объемов тетраэд-

тетраэдров ABCD и A*B*C*D равно произведению отношений длин

ребер, выходящих из точки D. Следовательно,

_ ?A*DB*DC*_ (_г\г /_г_\2 /_г_\я
VA*B*C*D~V DA DB DC ~V

[DA) [OBJ \pC)
~ V '

Пусть S — площадь треугольника А*В*С*. Воспользовавшись

1 It-2
формулой VA*mc*D

—

-^hdS, получим Vr* = ~зШ S> T* e" S~

= 6VR.

16.12. Пусть ABCDAiBxCiPi —^ данный шестигранник,

причем лишь про вершину С± не известно, что она лежит на дан-

данной сфере (рис. 115, а). Рассмотрим инверсию с центром А. При
этой инверсии данная сфера переходит в плоскость, а описан-

описанные окружности граней ABCD, АВВгА± и AA-JDJ) — в прямые

(рис. 115, б). Точка С± является точкой пересечения плоскостей

AiBiPi, CDiP и ВВгС, поэтому ее образ Сх является точкой пе-

пересечения образов этих плоскостей, т. е. описанных сфер тетра-

тетраэдров AAj^Bj^D^ AC*D±D* и АВ*ВгС* (имеется в виду точка,

отличная от .Л). Следовательно, чтобы доказать, что точка С±
принадлежит данной сфере, достаточно доказать, что описанные

277



окружности треугольников ^1B1D1, C*D^D* и В*ВХС* «м<

общую точку (см. Прасолов, II, 28.6,а).
16.13. Достаточно проверить, что при инверсии с цспг|

в точке касания двух сфер остальные 5 точек касания псрехо i

в точки, лежащие в одной плоскости. При этой инверсии

Рис. 115

сферы переходят в пару параллельных плоскостей, а дпо др\ч

сферы — в пару сфер, касающихся их и друг друга. Точьп кл

ния этих двух сфер с плоскостями являются вершинами ки 11|

та, а точка касания самих сфер
— точкой пересечения ею ди и

налей.

16.14. Рассмотрим инверсию с центром А При 3to\i<iJi
*

S1 и переходят в параллельные плоскости S* и ?*. Il\
*

доказать, что точки А2 А* ж лежат на одной прямой
точка касания плоскости S* и сферы S*, А*а—точка касашп

S* и ¦S'4, Л*— точка касания плоскости 5* и сферы .S*). 1

смотрим сечение плоскостью, содержащей параллельные <И|

Л*О3 и Л*04, гдеО3 и Oi — центры сфер 5* и 5* (рис. 1111). I

ка А* лежит на отрезке О3О4, поэтому она лежит и iijum i

сечения. Углы при вершинах Од и О равнобедренныч |

угольников A*OSA* и А*О^А* равны, так как -d*O3|| /1*^4 <

довательно, /_04Л*Л* == zjOsA*A*, а значит, точки И* 1

Л* лежат на одной прямой.
16.15. Рассмотрим инверсию с центром в одной пз гоч<

сания сфер. Эти сферы переходят в пару параллельных и

стей, а остальные п — 2 сферы — в сферы, касагащмгч и

этих плоскостей. Ясно, что диаметр любой сферы, киг im

двух параллельных плоскостей, равен расстоянию m«vi t

скостями. Рассмотрим теперь сечетгие плоскостью, ршшо
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ной от двух наших параллельных плоскостей. В сечении имеем

систему из п — 2 попарно касающихся равных окружностей.
На плоскости нельзя расположить больше трех равных окруж-
окружностей так, чтобы они попарно касались. Поэтому п — 2 <^ 3,

т. е. п <i 5.

16.16. Рассмотрим инверсию с центром в точке касания сфер
2Х и 2,. При этом они переходят в пару параллельных плоско-

плоскостей, а образы всех остальных

сфер касаются этих плоскос-

плоскостей, и поэтому их радиусы

равны. Таким образом, в сече-

сечении плоскостью, равноудален-
равноудаленной от этих параллельных

плоскостей, получается то, что

изображено на рис. 117.

16.17. Рассмотрим инвер-
инверсию с центром в точке каса-

касания некоторых двух сфер.
При этой инверсии плоскость

П переходит в себя, так рис. Цб

как точка касания двух сфер
лежит на прямой, соединяющей их центры; касающиеся в цент-

центре инверсии сферы переходят в пару параллельных плоскостей,

перпендикулярных плоскости П, а остальные две сферы
— в

сферы с центрами в плоскости П, поскольку они как были

симметричны относительно нее, так и

останутся. И образы этих сфер, и об-

образ сферы S касаются пары параллель-
параллельных плоскостей, поэтому их радиусы

равны.

Рассмотрим (для образов при ин-

инверсии) сечение плоскостью, равноуда-

равноудаленной от пары наших параллельных

плоскостей. Пусть А и В (лежащие в

плоскости П) — центры образов сфер,

С — центр третьей сферы, a CD — вы-

высота равностороннего треугольника
ABC. Если R — радиус сферы S*, то

CD = ~\/ЪА С/2 = "I/ЗЛ. Поэтому для сферы S* отношение ра-

радиуса к расстоянию от центра до плоскости П равно 1 : V3. Ос-

Остается заметить, что при инверсии с центром, принадлежащим

плоскости П, отношение радиуса сферы к расстоянию от ее

центра до плоскости П одно и то же и для сферы S, и для сфе-
сферы S* (см, задачу 16.7),

Рис. 117
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16.18. Рассмотрим инверсию степени BДJ с центром О п (ц

ной из точек касания сфер с плоскостью; эта инверсии ш-цпт

дит окружность, проходящую через точки касания сфер с и го

скостыо, в прямую АВ, удаленную от точки О на рагстошни

2В. (А та В — образы точек касания). Существование дпух сфер,
касающихся двух параллельных плоскостей (исходной плоскости

и образа одной сферы) и образов двух других сфер, очемндно.

Пусть Р и Q — центры этих шаров, Р' и Q' — проекции точек /'

и О на плоскость ОАВ. Тогда Р'АВ и Q'AB — раппосгоромпи

треугольники со стороной 2а, где о — радиус сфер, т. о. полони

на расстояния между плоскостями (рис. 118). Поэтому

г — ~~

QO2 - a2

(задача 16.5), значит,

~~~~P
PO2-QO2 (Р'0'f — (Q'O'J

= (BЛ +  /3aJ - BЯ -1/3 aJ)/iaR2 =, Z \ Л It

(здесь О' — проекция точки О на прямую P'Q').
16.19. Пусть плоскость П касается в точке А сферы S с дп.1

метром АВ. Пусть, далее, X—точка сферы S, а Y — ючьл

пересечения луча jBX с и пи-

костью П. Тогда ДА\Н*>
00 AYAB и поэтому АН

:ХВ = YB : АВ, т. с. Л П >

X YB = АВ2. Следовательно,
точка Y является образом том

ки X при ипверсии с центром
В и степенью АВ'1.

Задачи б) и в) яиляьшн

следствиями только что дока

занного утверждения и со

ответствующих свойств ниРис. 118

версии,

16.20. Так как Z,AMB = 90°, точка М принадлежит сфер»
с диаметром АВ. Поэтому точка D является образом точки М при

стереографической проекции сферы с диаметром АВ на или

скость, содержащую окруяшость S. Следовательно, все точки Л/

лежат на одной окружности — образе окружности S при шим>|>
сии с центром В и степенью АВ- (см. задачу 16.19,а).

16.21. Опустим из точки О перпендикуляр ОА' на грпиь
SAB. Пусть Ai — точка пересечения прямых АВ п SA'. Так как

AB-LOS nAB-LOA', плоскость ?ОЛ'перпендикулярнаnipnuofiAB
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п поэтому OAil.AB, т. е. А± — проекция точки О на сторону АВ,

Ясно также, что Ai — образ точки А' при стереографической
проекции сферы С диаметром 50 на плоскость основания. Таким

образом, нужно доказать, что проекции точки О на стороны че-

четырехугольника ABCD лежат на одной окружности (см. Пра-

Прасолов, 2.31 или Шарыгин, II, 247).
16.22. Так как точки Хг и Х2 симметричны относительно

плоскости, перпендикулярной отрезку АВ и проходящей через

его середину, то /LABX1 = /LBAX.2. Поэтому прямоугольные
треугольники ABY1 п AY%B подобны. Следовательно, АВ :

= AY2: АВ, т. е. AY



Приложение

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Боковые грани правильной /г-угольной пирамиды
являются боковыми гранями правильных четырех-

четырехугольных пирамид. Вершины оснований четырехуголг.
ных пирамид, отличные от вершин /г-угольной пирами-

пирамиды, образуют правильный 2/г-уголыгак. При каких и

это возможно? Найти двугранный угол при основании

правильной /г-угольной пирамиды.
2. Пусть К и М — середины ребер А В и CD тог-

раэдра A BCD. На лучах DK и AM взяты точки L и

г,
DL АР т п

Р так, что „

¦ =
-ттт и отрезок LF пересекает pciipo

ВС. В каком отношении ребро ВС делится точкой иери-
сечения с отрезком LP?

3. Обязательно ли сумма площадей двух rpancii
тетраэдра больше площади третьей грани?

4. Оси п цилиндров радиуса г расположены в одной
плоскости. Углы между соседними осями равны соот-

соответственно 2ах, 2а2, ..., 2ап- Найти объем общей част

данных цилиндров.
5. Существует ли тетраэдр, площади трех rpnin-ii

которого равны 5, 6 и 7, а радиус вписанного тара

равен 1?

6. Найти объем наибольшего правильного октп.и-

ра, вписанного в куб с ребром а.

7. Дан тетраэдр ABCD. Па его ребрах АВ и CD

v », АК DM
,

.
1Т

взяты точки К и М так, что
-gjr

=
-tjtt Ф 1 • Черо.»

точки К и М проведена плоскость, делящая тетрплдр
на два многоугольника равных объемов. В каком от-

отношении эта плоскость делит ребро ВС?
8. Доказать, что пересечение трех нрямых круго-

круговых цилипдров радиуса 1, оси которых попарно нер-
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пендикулярны, содержится в некотором шаре радиуса

Г 2

9. Доказать, что если в пространственном четырех-
четырехугольнике равны противоположные стороны, то у него

равны также и противоположные углы.

10. Пусть А'В'С — ортогональная проекция тре-
треугольника ABC. Доказать, что треугольник А'В'С'

можно покрыть треугольником ABC.

И. Противоположные стороны пространственного
шестиугольника параллельны. Доказать, что эти сто-

стороны попарно равны.
12. Чему равна площадь наименьшей грани тетраэд-

тетраэдра, ребра которого равны 6, 7, 8, 9, 10 и 11, а объем

равен 48?

13. В пространстве имеются 30 ненулевых векторов.

Доказать, что среди них найдутся два, угол между ко-

которыми меньше 45°.

14. Доказать, что у любого многогранника сущест-
существует проекция, являющаяся многоугольником, число

вершин которого не меньше 4. Доказать также, что у

него существует проекция, являющаяся многоуголь-
многоугольником с числом вершин не более и — 1, где п — число

вершин многогранника.

15. В пространстве задано конечное число точек,

причем объем любого тетраэдра с вершинами в этих

точках не превышает 1. Доказать, что все эти точки

можно поместить в тетраэдр объема 8.

16. На сфере задан конечный набор красных и си-

синих больших кругов. Доказать, что существует точка,

через которую проходит 2 или более кругов одного

цвета и ни одного круга другого цвета.
17. Доказать, что если в выпуклом многограннике

из каждой вершины выходит четное число ребер, то в

любом сечении его плоскостью, не проходящей ни че-

через одну из его вершин, получится многоугольник с

четным числом сторон.
18. В любом ли многограннике найдется не менее

трех пар граней с одинаковым числом сторон?
19. В основании пирамиды лежит параллелограмм.

Доказать, что если противоположные плоские углы при

вершине пирамиды равны, то равны и противополож-
противоположные боковые ребра.

20. На ребрах мпогогранника расставлены знаки

«+» и «—». Доказать, что найдется вершина, при
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обходе вокруг которой число перемен знака

меньше 4.

21. Доказать, что любое выпуклое тело обьсми I

можно поместить в прямоугольный параллеленшн l

объема 6У.

22. Дан куб ABCDAXBXCJ)X с ребром, ранним I.
Возьмем точки М и К на прямых А Сг и Z?Ccoom in

венно так, что Z.AKM = 90е, Чему равно наймет.ни

значение AMI
23. Дан ромб с острым углом а. Сколько супу i i

вует различных параллелепипедов, все грани которых

равны этому ромбу? Найти отношение объемом пни

большего такого параллелепипеда и наименьшей).

24. На плоскости даны 6 отрезков, равных |нГ>|м i

некоторого тетраэдра (указано, какие ребра мн.шюп и

соседними). Построить отрезки, равные рассгшиш »

между противоположными ребрами тетраэдра, риди>'
вписанного шара, радиусу описанного шара.

25. Доказать, что для любого п существует гфор

внутри которой лежит ровно п точек с целочисленными

координатами»
26. Многогранник М! является образом вынук ioi »

многогранника М при гомотетии с коэффициентом .

Доказать, что существует параллельный перенос, iii'pi

водящий многогранник М' внутрь М. Доказать, "и »

если коэффициент гомотетии к< —^-, то это утиерл» u

ние становится неверным,

27. Можно ли составить куб с ребром к из черни
и белых единичных кубиков так, чтобы у любою ь\
бика ровно два из его соседей имели тот же циш, чт t

и он сам? (Два кубика считаются соседними, если они

имеют общую грань.)
28. Пусть Е — радиус шара, описанного око i t

тетраэдра ABCD, Доказать, что имеет место игра

венство

CD2 + ВС2 + BD2 < 4i?2 + АВ* + АС2 + ЛИ .

29. Доказать, что периметр любого сечепии т< г

раэдра не превосходит наибольшего из перимотрои им»

граней.
30. На сфере, проведено п больших кругов, pa.» nt

вающих ее на части. Доказать, что эти части мол i »

раскрасить в два цвета таким образом, что любш U»
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соседние части будут окрашены в разные цвета. При
этом для нечетного п диаметрально противоположные

части будут разного цвета, а для четного п — одного

цвета,
31. Существует ли выпуклый многогранник, имею-

имеющий 1988 вершин и такой, что ии из какой точки про-

пространства, расположенной вне многогранника, все его

вершины увидеть нельзя, а любые 1987 вершин уви-
увидеть можно* (Многограпник предполагается непро-

непрозрачным.)
32. Пусть г — радиус шара, вписанного в тетраэдр

ABCD. Доказать, что имеет место неравенство

. AB-CD

^2(AB-\-CD)'

33. В пространстве дан шар и две точки А и В,
расположенные вне его. Рассматриваются всевозмож-

всевозможные тетраэдры АВМК, описанные около данного ша-

шара. Доказать, что сумма углов пространственного че-

четырехугольника АМВК, т. е. выражение Z.AMB -f-
+ Z.MBK + ZBKA + /.КAM, постоянна.

34. Пусть натуральные числа В, Р и Г удовлетво-

удовлетворяют следующим соотношениям: В — Р -J- Г = 2,
4 < В < 2Р/3 и 4 < Г < 2Р/3. Доказать, что сущест-

существует выпуклый многогранпик, имеющий В вершин,
Р ребер и Г граней.

35. Доказать, что в правильном тетраэдре можно

проделать отверстие, через которое пройдет такой же

тетраэдр.
36. Конус с вершиной Р касается сферы по окруж-

окружности S. Стереографическая проекция из точки А пере-
переводит окружность S в окружность S', Доказать, что

прямая АР проходит через центр S'.
37. В пространстве даны три попарно скрещиваю-

скрещивающиеся прямые 1г, 12 и 13. Рассмотрим множество М,
состоящее из прямых, каждая из которых образует
равные углы с прямыми 1г, 12 и 1а и равноудалена от

этих прямых,

а) Какое наибольшее число прямых может содер-
содержаться во множестве М?

б) Какие значения может принимать т, где т —

число прямых, содержащихся во множестве Л/?
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