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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий сборник задач предназначен для школь-

ников, учителей, руководителей математических круж-
ков, студентов педагогических институтов и всех, кто

увлекается решением задач по элементарной геометрии.
Он состоит из нестандартных геометрических задач не-

сколько повышенного по сравнению с обычными школь-

ными задачами уровня. В сборник включены в основном

задачи, предлагавшиеся в разное время на математи-

ческих олимпиадах разного ранга, задачи из архивов
математических олимпиад и математических кружков.

Ранние этапы работы математических кружков нашли

отражение в первых выпусках серии «Библиотека мате-

матического кружка». Но за последние два десятилетия

появилось много новых интересных задач (например, в

журнале «Квант»). Поэтому, на наш взгляд, назрела
необходимость по возможности полно собрать в одной
книге имеющиеся геометрические задачи, систематизи-

ровать их и снабдить решениями.
Сборник выходит в двух частях, каждая из которых

содержит около 600 задач. Его можно рассматривать не

только как источник задач для внеклассной работы, но и

как пособие для самостоятельного изучения геометрии.
Для того чтобы облегчить читателю поиск.задач на

интересующую тему, принята подробная рубрикация.
Задачи распределены по 29 главам, каждая из которых
состоит из 5—10 параграфов. За основу классификации
приняты методы решения геометрических задач. Внутри
каждого параграфа задачи расположены в порядке воз-

растания трудности.

Каждая глава начинается с краткой сводки теорети-
ческих сведений. В рубрики «Вводные задачи» включены

простейшие задачи на данную тему.

Руководителям кружков могут понадобиться задачи,

решения которых учащиеся должны найти самостоя-
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тельно, не прибегая к имеющимся источникам. Поэтому
в конце многих глав приводятся задачи для самостоя-

тельного решения.
Автор выражает искреннюю благодарность Н. Б. Ва-

сильеву, предоставившему обширный архив геометри-
ческих задач, А. Ю. Вайнтробу и С. Ю. Оревкову, сооб-

щившим решения многих задач. Совершенствованию
рукописи способствовали предложения и замечания,

высказанные академиком А. В. Погореловым, С. Ю. Орев-
ковым, Н. П. Долбилин'ым и редактором книги А. М. Аб-

рамовым, которому также принадлежит замысел этой

книги.

В. В. Прасолов



УКАЗАНИЯ К ПОЛЬЗОВАНИЮ КНИГОЙ

1. Советы школьнику

Решать задачи из этой книги следует таким образом.
Нужно найти какой-нибудь заинтересовавший вас пара-
граф (не главу!) и попробовать решить подряд все задачи,

которые будут получаться. Задачи расположены в по-

рядке возрастания трудности, поэтому первые задачи
должны получиться, а последние уже вполне можно и не

решить. Даже если вы решили задачу, следует заглянуть
в «Решения»: там может быть более простое и короткое
решение. Решения задач написаны не очень подробно,
но вся схема рассуждений приведена; чтобы разобраться
в них, нужны определенные усилия.

В начале каждой главы приведено краткое описание

содержащихся в ней параграфов. Для того чтобы лучше
ориентироваться в книге, следует прочитать эти ввод-

ные части к главам. В них приводятся также напомина-

ния основных сведений, которые могут потребоваться
при решении задач. Подчеркнем, что это именно напоми-

нания, не претендующие на логическую строгость и

полноту.
К названиям параграфов не следует относиться слиш-

ком строго. Они достаточно условны и не всегда можно

объяснить, почему задача попала именно в этот параграф,
а не в другой. Основная цель разбиения на параграфы —
помочь ориентироваться в этом большом наборе задач.

Без него такая масса задач производила бы несколько

угнетающее впечатление. Названия параграфов являют-

ся также до некоторой степени подсказками, точнее,

намеками, как решать задачу.

2. Советы руководителю кружка

Предлагаемые задачи рекомендуются для факульта-
тивных занятий и кружков. Их можно использовать

также на учебных занятиях в классах с углубленным
изучением математики. Набор задач в книге очень ве-
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лик и решить их все подряд школьнику почти невозмож-

но. Поэтому книгу нельзя воспринимать как готовый

курс планиметрии, и вам придется выбрать некоторую
часть задач в соответствии с программой занятий. Раз-

биение задач на главы и параграфы призвано помочь

подобрать нужные задачи. Названия глав и параграфов
до некоторой степени помогут вам также составить при-

мерную программу занятий и выделить основные методы

решения задач.
«Задачи для самостоятельного решения» можно при

необходимости использовать для различных контроль-
ных работ и экзаменов в рамках кружков, факультати-
вов и любой другой внеклассной работы со школьниками.



Глава 1

ПОДОБНЫЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ

Основные сведения

1. Треугольник ЛВС подобен треугольнику АфхСх (обозначе-
ние: Д АВСог/\ Л^^) тогда и только тогда, когда выполнено

одно из следующих эквивалентных условий:
а) ЛБ:ВС:СЛ = Л1Вх:51С1:С1/11;
б) АВ-.ВС^Л^^В^ и ^АВС=ЛА1В1СХ\
в) </ АВС=^А1В1С1 и ^ ВАС= ^ В^С^
2. Если параллельные прямые отсекают от угла с вершиной А

треугольники АВ^^ и АВ2С2, то эти треугольники подобны и

АВх:АВ2 = АС1:АС2 (точки В± и В2 лежат на одной стороне угла,
С± и С2— на другой).

3. Средней линией треугольника называется отрезок, соеди-

няющий середины двух его сторон. Этот отрезок параллелен

третьей стороне и равен половине ее длины.

Средней линией трапеции называется отрезок, соединяющий

середины боковых сторон трапеции. Этот отрезок параллелен ос-

нованиям и равен полусумме их длин.
4. Отношение площадей подобных треугольников равно квад-

рату коэффициента подобия, т. е. квадрату отношения длин со-

ответствующих сторон. Это следует, например, из формулы

8Авс^АВ-АС$1пА.
5. Многоугольники АхА2...Ап и В1В2...Вп называются по-

добными, если А-±А2: А2А§:...: АпА\ — В\В2: В2В$:...: ВпВ\ и углы

при вершинах Аъ ..., Ап равны соответственно углам при вер-

шинах Въ ..., Вп.
Отношение соответственных диагоналей подобных многоуголь-

ников равно коэффициенту подобия; для описанных подобных

многоугольников отношение радиусов вписанных окружностей
также равно коэффициенту подобия.

Вводные задачи

1. Докажите, что медианы треугольника пересека-
ются в одной точке и делятся этой точкой в отношении

2:1, считая от вершины.
2. На стороне ВС треугольника ЛВС взята точка А±

так, что ВАг : АгС=2 : 1. В каком отношении медиана

ССх делит отрезок АА{?
3. В остроугольном треугольнике АВС проведены

высоты ААх и ВВг. Докажите, что АХС \ ВХС=АС : ВС.
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4. Биссектриса АЭ треугольника АВС пересекает
описанную окружность в точке Р. Докажите, что

ААВРюАВОР.
5. В треугольник ЛВС вписан квадрат так, что одна

сторона квадрата лежит на стороне ВС, а две оставшиеся

вершины квадрата
— на сторонах АВ и АС. Найдите

сторону квадрата, если известны длины стороны ВС
и высоты, опущенной на ВС.

§ 1. Отрезки, заключенные

между параллельными прямыми

1.1. Основания трапеции равны а и Ь.

а) Найдите длину отрезка, высекаемого диагоналями

на средней линии.

б) Найдите длину отрезка, высекаемого боковыми

сторонами трапеции на прямой, проходящей через точ-

ку пересечения диагоналей параллельно основаниям.

1.2. Докажите, что середины сторон произвольного

четырехугольника
— вершины параллелограмма. Для

каких четырехугольников этот параллелограмм явля-

ется прямоугольником, для ка-

ких — ромбом, для каких —

квадратом?
В 1.3. Точки Аг и Вх делят

стороны ВС и АС в отношениях

ВАг : АгС=1 : р и АВ, : ВХС=
= 1 : ц. В каком отношении от-

резок АА х делится отрезком ВВг?
1.4. На стороне АО парал-

лелограмма АВСВ взята точка

Р так, что АР = -АВ\ О,—

точка пересечения прямых АС

и ВР. Докажите, что АО. =

в N с =_^АС.
Рис 1 "+1

1.5. Одна из диагоналей впи-

санного в окружность четырехугольника является диа-

метром. Докажите, что проекции противоположных
сторон на другую диагональ равны.

1.6. Точки А и В высекают на окружности с центром
О дугу величиной 60°. На этой дуге взята точка М. До-

кажите, что прямая, проходящая через середины отрез-
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ков МА и 0ВУ перпендикулярна прямой, проходящей
через середины отрезков МВ и ОА.

1.7. В прямоугольнике АВСВ точка М — середина
стороны АВ, N — середина стороны ВС. На продолже-
нии отрезка ЮС за точку Д берется точка Р. Обозначим

точку пересечения прямых РМ я АС через С}. Докажите,
что А. (^ММ^А. ММР (рис. 1).

1.8. Диаметры АВ и СО окружности 5 взаимно

перпендикулярны. Хорда ЕА пересекает диаметр Си
в точке К, хорда ЕС пересекает диаметр АВ в точке Е.

Докажите, что если СК : КО=2 : 1, то АЕ : ЕВ=3 : 1.

§ 2. Отношение сторон подобных треугольников

1.9. ВЕ—биссектриса угла В в треугольнике АВС

(или биссектриса внешнего угла В), Е—точка на сто-

роне АС (или на продолжении стороны АС). Докажите,
„_

АВ АЕ
ЧТ0 ВС=ЕС>

1.10. Диагонали четырехугольника АВСй пересе-
каются в точке О. Докажите, что А0-В0=С0-О0 тог-

да и только тогда, когда ВС\\АО.
1.11. Н — точка пересечения высот треугольника

АВС] Аи Вх и С1— основания высот ААи ВВХ и ССг.
Докажите, что АН'А1Н=ВН-В1Н=СН'С1Н.

1.12. Точки М и К лежат на сторонах АВ и ВС тре-
угольника АВС соответственно; отрезки АК и СМ пере-
секаются в точке Р. Известно, что каждый из отрезков
АК и СМ делится точкой Р в отношении 2:1, считая

от вершины. Докажите, что АК и СМ — медианы тре-

угольника.
1.13. На стороны ВС и Си параллелограмма АВСО

(или на их продолжения) опущены перпендикуляры
АМ и ЛЛЛ Докажите, что треугольник МАЫ подобен

треугольнику АВС.

1.14. Через произвольную точку Р стороны АС тре-

угольника АВС параллельно его медианам АК и СЕ про-
ведены прямые, пересекающие стороны ВС и АВ в точ-

ках Е и Р соответственно. Докажите, что медианы АК и

СЕ делят отрезок ЕЕ на три равные части.

1.15. Пусть две стороны и два угла одного треуголь-
ника равны двум сторонам и двум углам другого тре-

угольника. Можно ли утверждать, что эти треуголь-
ники равны?
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1.16. Пусть В — середина отрезка АС. Точки й и

Е находятся по одну сторону от прямой АС, причем
А. АОВ=А. ЕВС, А. ОАВ=А. ВСЕ. Докажите, что

А. ВОЕ=А. АйВ.

1.17. На биссектрисе прямого угла взята точка Р.

Через нее проводится произвольная прямая, высекаю-

щая на сторонах угла отрезки длиной а и Ь. Докажите,
1.1 о

что величина —\~-г- не зависит от этой прямой.

1.18. Пусть гаУ гь, гс
— радиусы вневписанных

окружностей .треугольника ЛВС, касающихся сторон

ВСу АС у АВ соответственно, г — радиус вписанной

окружности, 5 и р
—площадь и полупериметр треуголь-

ника АВС. Докажите, что:

а) 8 = (р—а)га-

б) ±+±+±=±.'
Га ГЪ ГС Г

1.19. На стороне ВС равностороннего треугольника
АВС как на диаметре во внешнюю сторону построена
полуокружность, на которой взяты точки К и Ьу деля-

щие полуокружность на равные дуги. Докажите, что

прямые АК и АЬ делят отрезок ВС на равные части.

1.20. Точка О — центр вписанной окружности тре-
угольника АВС. На сторонах АС и ВС выбраны соответ-

ственно точки М и К так , что ВК-АВ=В02 и АМ-АВ=

=А02. Докажите, что точки М, О и К лежат на одной
прямой.

1.21. Длины двух сторон треугольника равны 10 и 15.

Докажите, что длина биссектрисы угла между ними не

больше 12.
1.22. Докажите, что точка пересечения диагоналей,

точка пересечения продолжений боковых сторон и се-

редины оснований произвольной трапеции лежат на

одной прямой.
1.23. В трапеции точка пересечения диагоналей рав-

ноудалена от прямых, на которых лежат боковые сторо-
ны. Докажите, что трапеция равнобедренная.

1.24. Прямая / пересекает стороны АВ и АВ па-

раллелограмма АВСО в точках Е и Р соответственно.

Пусть С—точка пересечения прямой / с диагональю АС.
и АВ . АО АС
Докажите, что д-+ _==_.

1.25. Пусть АС — большая из диагоналей паралле-
лограмма АВСО. Из точки С на продолжения сторон
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АВ и АБ опущены перпендикуляры СЕ и СР. Докажите,
что АВ-АЕ+АО.АР=АС\

1.26. Отрезок ВЕ разбивает треугольник ЛВС на

два подобных треугольника, причем коэффициент по-

добия равен |/з. Найдите углы треугольника АВС.

§ 3. Отношение площадей подобных треугольников

1.27. Через некоторую точку, взятую внутри тре-
угольника, проведены три прямые, параллельные его

сторонам. Эти прямые разбивают треугольник на шесть

частей, три из которых — треугольники с площадями

Зь 52, 53. Найдите площадь данного треугольника.
1.28. На стороне АС треугольника АВС взята точ-

ка Е. Через точку Е проведена прямая БЕ параллельно
стороне ВС и прямая ЕР параллельно стороне АВ

(О и Е—точки на сторонах). Докажите, что 8ВОЕР =
= 2|/ 8АГ)Е- 8ЕЕС.

1.29. Через точку, лежащую внутри данного тре-

угольника, проведены три прямые, параллельные его

сторонам. Эти прямые разделяют треугольник на шесть

частей, три из которых—параллелограммы с площадями

5^, 8'2, 8'3. Найдите площадь треугольника.
1.30. На сторонах квадрата АВСИ площади 5 взяты

точки /С, Е, М, Н (К на АВ и т. д.) так, что АК=ВЕ=

=СМ—Г)Н=АВ/4. Найдите площадь четырехугольни-

ка, ограниченного прямыми АЕ, ВМ, СН и О/О

§ 4. Вспомогательные равные треугольники

1.31. Катет ВС прямоугольного треугольника АВС с

прямым углом С разделен точками О и Е на три равные
части. Докажите, что если 5С=3 АС, то сумма углов
АЕС, АВС и АВС равна 90°.

1.32. Точка К — середина стороны АВ квадрата
АВСБ, а точка Ь делит диагональ АС в отношении

АЬ : ЬС=3 : 1. Докажите, что угол КЕВ прямой.
1.33. Равнобедренные прямоугольные треугольники

АВС и СОЕ с заданными на плоскости вершинами пря-
мых углов В и В имеют общую вершину С (при этом по-

вороты от АВ к ВС и от СЬ к ВЕ — в одну сторону).
Докажите, что положение середины отрезка АЕ не за-

висит от выбора точки С.
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1.34. а) На сторонах ВС и СВ квадрата АВСВ по-

строены внешним образом правильные треугольники
ВСК и ВСЬ. Докажите, что треугольник АКЬ правиль-
ный.

б) На сторонах ВС и СО параллелограмма АВСВ по-

строены внешним образом правильные треугольники
ВСК и ОСЬ. Докажите, что треугольник АКЬ правиль-
ный!

1.35. Внутри квадрата АВСВ взята точка Р так, что

А РВА=^РАВ=15°. Докажите, что СРВ — равно-
сторонний треугольник.

1.36. На катетах СА и СВ равнобедренного прямо-
угольного треугольника ЛВС выбраны соответственно

точки В и Е так, что СВ=СЕ. Продолжения перпенди-
куляров, опущенных из точек ОиСна прямую АЕ, пере-
секают гипотенузу АВ соответственно в точках К м Ь.

Докажите, что /С^=^В.
1.37. Внутри треугольника АВС взята точка Р так,

что /- РАС=/_ РВС. Из точки Р на стороны ВС и

СА опущены перпендикуляры РМ и РК соответственно.

Пусть В — середина стороны АВ. Докажите, что ВК=
=ВМ.

§ 5. Применение свойств вписанного угла
для доказательства подобия треугольников

1.38. На отрезке АВ как на диаметре построена полу-
окружность. Прямая / касается этой полуокружности в

точке С. Из точек Л и В на прямую / опущены перпен-
дикуляры АМ и ВЫ. Пусть В — проекция точки С
на АВ. Докажите, что СВ2=АМ-ВЫ.

1.39. Даны две окружности, пересекающиеся в точ-

ках А и В. АВ и СВ—касательные к первой и второй
окружностям (В и С—точки на окружностях). Дока-

ЛС СП2
жите, что

Ш
=

Ж*-
1.40. Дан параллелограмм АВСВ с острым углом

при вершине А. На лучах АВ и СВ отмечены точки Н
и К соответственно так, что СН=ВС и АК—АВ.

а) Докажите, что ВН=ВК.

б) Докажите, что треугольник ВКН подобен тре-
угольнику АВК.

1.41. На дуге ВС окружности, описанной около

равностороннего треугольника АВС, взята произволь-
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ная точка Р. Отрезки АР и ВС пересекаются в точке (}.

Докажите, что
щ
=

щ+-рс *

1.42. АВ— диаметр окружности 5*, А — центр ок-

ружности 52. Эти окружности пересекаются в точках С
и V. Через точку В проведена прямая, пересекающая

окружность 52 в точке М, лежащей внутри окружности
51, а окружность 5Х— в точке N. Докажите, что М№=

1.43. а) Из точки С проведены две прямые, касаю-

щиеся окружности в точках А я В. Докажите, что длина

перпендикуляра, опущенного из произвольной точки Р

окружности на прямую АВ, равна среднему геометри-

ческому длин перпендикуляров, опущенных из той же

точки окружности на прямые АС и ВС.

б) Из произвольной точки О вписанной окружности
треугольника АВС опущены перпендикуляры 0А\ ОВ\
ОС на стороны треугольника АВС и перпендикуляры
ОА\ ОВ\ ОС" на стороны треугольника с вершинами в

точках касания. Докажите, что ОА'-ОВ'-ОС=0А"'х
хОВ"-ОС".

1.44. Дан угол с вершиной О и окружность, касаю-

щаяся его сторон в точках А и В. Из точки А параллель-
но ОВ проведен луч, пересекающий окружность в точке

С. Отрезок ОС пересекает окружность в точке Е, а пря-
мые АЕ я ОВ пересекаются в точке К. Докажите, что

ОК=КВ.
1.45. Через середину С произвольной хорды АВ ок-

ружности проведены две хорды ЛХ и ММ (точки К и М ле-

жат по одну сторону от А В).
а) Отрезок КМ пересекает А В в точке <?, отрезок

МЬ пересекает АВ в точке Р. Докажите, что РС=(}С.
б) Прямая КМ пересекает прямую АВ в точке /?,

прямая МЬ — в точке 5. Докажите, что 7?С=5С.

§ 6. Треугольник, образованный основаниями высот

1.46. Пусть АА^ и ВВ1— высоты треугольника АВС.

Докажите, что треугольник АХВХС подобен треугольни-
ку АВС. Чему равен коэффициент подобия?

1.47. Треугольник АВС остроугольный, и /_ ВАС=
= а. На стороне ВС как на диаметре построена полуок-
ружность, пересекающая стороны АВ и ВС в точках

Р и (} соответственно. Найдите отношение площадей
треугольников АВС и АРС1.

17



1.48. Из вершины С остроугольного треугольника
АВС опущена высота СН, из точки Н опущены перпен-
дикуляры НМ и НЫ на стороны ВС и АС соответственно.

Докажите, что треугольники АВС и МЫС подобны.
1.49. В остроугольном треугольнике ЛВС проведены

высоты. ЛД ВЕ и СР. Докажите, что -тг^-тг» гДе

р—периметр треугольника ЕЭР, Р—периметр тре-
угольника АВС.

1.50. а) Докажите, что высоты ААЪ ВВ^, СС^ ост-

роугольного треугольника АВС делят углы треуголь-
ника А1В1С1 пополам.

б) На сторонах А В, ВС, СА остроугольного треуголь-
ника АВС взяты точки С*, Л*, В± соответственно. Дока-
жите, что если А. В±АХС=А. ВАхСи /. АХВГС=А- АВ&
и А. А^В^А. АС^Вй то точки Аи В* и С* являются

основаниями высот треугольника АВС.
1.51. В остроугольном треугольнике АВС проведены

высоты АА±, ВВ1 и ССг. Докажите, что /~ АСС^
=/- ААХВ±.

1.52. В остроугольном треугольнике АВС проведены
высоты ААи ВВХ и ССХ. Докажите, что если А^Вх || АВ и

В1С1Ц ВС, то ЛЛЦ АС.

§ 7. Подобные фигуры

1.53. В треугольник вписана окружность радиуса г.

Касательные к этой окружности, параллельные сторо-
нам треугольника, отсекают от него три маленьких тре-
угольника. Пусть гь г2, г3— радиусы вписанных в эти

треугольники окружностей. Докажите, что г1+г2+г3=г.
1.54. Дан треугольник АВС. Постройте две прямые

х и у так, чтобы для любой точки М на стороне АС сумма

длин отрезков МХМ и МУм, проведенных из точки М

параллельно прямым х и у до пересечения со сторонами
АВ и ВС треугольника, равнялась 1.

1.55. В равнобедренном треугольнике АВС из сере-
дины Н основания ВС опущен перпендикуляр НЕ на

боковую сторону АС, О — середина отрезка НЕ. До-

кажите, что прямые АО и ВЕ перпендикулярны.
1.56. Докажите, что проекции основания высоты

треугольника на стороны, ее заключающие, и на две

другие высоты лежат на одной прямой.
■' 1.57. На отрезке АС взята точка В и на отрезках

АВ, ВС, СА построены полуокружности 5Ь 52, 53
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по одну сторону от АС. В — точка на 53, проек-
ция которой на АС совпадает с точкой В. Общая каса-

тельная к 5Х и 52 касается этих полуокружностей в точ-

ках Р и Е соответственно.

а) Докажите, что прямая ЕР параллельна касатель-

ной к 53, проведенной через точку О.
б) Докажите, что ВрЬЕ — прямоугольник.
1.58. Из произвольной точки М окружности, опи-

санной около прямоугольника АВСИ, опустили перпен-

дикуляры МО, и МР на две его противоположные сто-

роны и перпендикуляры МЯ и МТ на продолжения
двух других сторон. Докажите, что прямые РК и (}Т
перпендикулярны, а точка их пересечения принадлежит
диагонали прямоугольника АВСЬ.

1.59. К двум окружностям, расположенным одна вне

другой, проведены одна внешняя и одна внутренняя
касательные. Рассмотрим две прямые, каждая из кото-

рых проходит через точки касания, принадлежащие од-

ной из окружностей. Докажите, что точка пересечения
этих прямых расположена на прямой, соединяющей цент-

ры окружностей.

Задачи для самостоятельного решения

1.60. Основание равнобедренного треугольника сос-

тавляет четверть его периметра. Из произвольной точки

основания проведены прямые, параллельные боковым

сторонам. Во сколько раз периметр треугольника боль-
ше периметра отсеченного параллелограмма?

1.61. Диагонали трапеции взаимно перпендикуляр-
ны. Докажите, что произведение длин оснований трапе-
ции равно сумме произведений длин отрезков одной диа-

гонали и длин отрезков другой диагонали, на которые
они делятся точкой их пересечения.

1.62. Сторона квадрата равна 1. Через его центр
проведена прямая. Вычислите сумму квадратов расстоя-
ний от четырех вершин квадрата до этой прямой.

1.63. Можно ли двумя прямолинейными разрезами,
проходящими через две вершины треугольника, разре-
зать его на такие четыре части, чтобы три треугольника
(из числа этих частей) были равновелики?

1.64. Точки А'', В' и С симметричны центру опи-

санной окружности относительно сторон треугольни-
ка АВС. Докажите, что треугольники АВС и А'В'С

равны.
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1.65. В параллелограмме АВСЭ точки Е и Р — се-

редины сторон АЭ и ВС; К, Е> М, N — точки пересе-
чения АР и ВО, БР и АС, СЕ и ВЯ, АС и ВЕ соответ-

ственно. Докажите, что четырехугольник КЬМЫ — па-

раллелограмм.
1.66. Угол А треугольника АВС в два раза больше

угла В. Докажите, что ВС2=^(АС+АВ)-АС.
1.67. Докажите, что если ортоцентр делит высоты

треугольника в одном и том же отношении, то треуголь-
ник равносторонний.

1.68. Внутри треугольника АВС дана точка К такая,
что прямые, проходящие через К и параллельные сторо-
нам треугольника АВС, дают в пересечении со сторона-
ми треугольника три отрезка одинаковой длины х. Най-

дите х, если длины сторон треугольника равны а, Ъ, с.

1.69. Пусть О — произвольная точка медианы ААХ
треугольника А ВС. Прямая ВО пересекает сторону АС
в точке Вх. Через Вг проведена прямая, параллельная
основанию ВС и пересекающая сторону АВ в точке Сх.
Докажите, что точки С, О и Сг лежат на одной прямой.

1.70. Через точку О, взятую на высоте ВН треуголь-
ника АВС, проводятся прямые АО и СО, которые пере-
секают стороны ВС и ВА соответственно в точках К
и М. Докажите, что А. КНВ=А. МНВ.

1.71. В четырехугольнике АВСй точка Е — сере-
дина АВ, Р — середина СО. Докажите, что середины
отрезков АР, СЕ, ВР и йЕ являются вершинами парал-
лелограмма.

Решения

1.1. Пусть АВСЭ —трапеция, ВС = а, АО—Ь, где а < Ь.

а) Пусть М и N—середины сторон А В и СТ>, К и Ь—точки

пересечения МЫ с диагоналями АС и ВЭ соответственно. Тогда

МК=у
ВС= - а и М1=

у
АВ=

у
Ь. Поэтому К1 = МЬ—МК =

«1(6_а).
б) Прямая, проходящая через точку О пересечения диагона-

РО АР РО
лей, пересекает АВ в точке Р, СО — в точке ф. бт^=-гъ » ~дЪ==

ВР АВ—АР
п

РО
,
РО

,
■. Складывая эти равенства, получаем -пг~х- -*-р.

= 1,

т.е. РО=^. иР<г=2РО=2а&
а-{-Ь а-\-Ь%
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1.2. В четырехугольнике АВСО точки К,Ь,М, #—середины

сторон АВ, ВС, СО, ИА соответственно. Поэтому КЬ = МИ =--АС

и отрезок КЬ параллелен МИ', т. е. КЬМИ—параллелограмм.

Теперь ясно, что КЬМИ— прямоугольник, если диагонали ЛС и

ВО перпендикулярны; ромб, если АС —ВО; квадрат, если диа-

гонали АС и ВО равны по длине и перпендикулярны.

1.3. Обозначим точку пересечения отрезков ААг и ВВХ через О.

Проведем в треугольнике ВгВС отрезок АХА2\\ВВ1. Тогда Б1С:Б1И2=

= (1+р): 1, и поэтому АО-.ОАг^АВг'.В^^ ~ В1С:В1Л2= -^: 1.

1.4. Первое решение. Треугольник А()Р подобен тре-

АО АР 1
угольнику С($В, поэтому -7^==-77Я=—» т« е- (}С = пА(}. АС=

ЦС ВС п

= ^4^+^с=(я+1)^4^.
Второе решение. Разделим стороны АО и ВС на /г

равных частей и соединим их так, как показано на рис. 2. При

Ш
АР Л

Рис. 2

этом диагональ ЛС разделится на л+1 частей, которые, как

легко видеть, равны по длине.

1.5. АВСО —данный четырехугольник, ЛС—диаметр окруж-

ности, описанной около АВСО. Опустим перпендикуляры ААХ и

ССХ на ВО (рис. 3). Нам нужно доказать, что ВА1 = ОС1. Опустим
также перпендикуляр ОР из центра О описанной окружности на

ВО. Ясно, что Р—середина отрезка ВО. Прямые ААЪ ОР, ССг

параллельны, и АО = ОС, поэтому АХР = РСХ. Поскольку Я —

середина ВО, ВАх = ОСх.
1.6. Пусть С, О, Е, ^—середины сторон АО, ОВ, ВМ, МА

четырехугольника АОВМ. Поскольку АВ = МО= Р, где Я — ра-

диус данной окружности, то, как мы знаем из задачи 1.2, СОЕР—

ромб. Поэтому прямая СЕ перпендикулярна прямой ОР.
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1.7. Проведем через центр О прямоугольника АВСО прямую,
параллельную ВС. Эта прямая пересекает ^N в точке К (рис. 4).

Поскольку прямая МО параллельна РС, —^
=

у~ , а так как

Рис. 3

прямая КО параллельна ВС, у—

_<2К
К$- СлеДОвательно, -^

—

КМ>
т- е- прямая КМ параллельна /УР. Поэтому ^ ММР =

= </ КМО. С другой стороны, треугольник МКМ равнобедренный,
т. е. ^ КМО= ^ (}ЫМ.

1.8. Возьмем на отрезке Си точку К так, чтобы СК'.Кй =
= 2:1, а на отрезке ЛВ—точку ^ так, чтобы А1\ЬВ^= 3:1. Пусть
^—точка пересечения прямых ЛК и С1. Поскольку прямая АК

пересекает окружность 5 ровно в двух точках, одна из которых—
точка А, нам достаточно доказать, что точка Е лежит на окруж-
ности 5.

Пусть а—длина стороны квадрата АСВО. Обозначим проек-

ции точек К, 1% Е на прямые АО, СВ, йВ через /С', V', Е',
точки пересечения прямых АВ и Си, АЕ и ВЭ, СЕ и ВО —

через О, Му Р\ а = </ ОАМ=^ ^ МЕЕ\ у = ^ВСР = ^РЕЕ'
,ч т , /С/С' /Ж' /Ж 1 IX'

(Рис5). Тогда 1В а = :5Г =л^=ТГ=Т "^7 =— =

В//

//С

1/С"

=
г-г =

-^- � Поэтому ОМ —-х-а и ВР =~а . Следова-

ла
111

тельно, МР =а—-^а——а
=

-^-а. Поскольку МЕ':Е'Р =
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;а:1б7=3:2, имеем МЕ' = — МР = 0,1а. Ясно, что Я'Я =
о

=— МЕ'==0,2а. По теореме Пифагора ОЕ2 = (ОМ + Е'Е)2 +

+(МЕ')2 =(0,5а+ 0,2а)2 + (0,1а)2 = 0,49а2 + 0,01а2 = 0,5а2, т. е,

точка Е лежит на окружности 5.

3

Рис. 5

1.9. Первое решение. Опустим из вершин Л и С пер-

пендикуляры АК и СЬ на прямую ВЕ. Прямоугольные треуголь-
ники ВЬС и ВКА подобны, так как ^СВ1 = ^/ АВК- Прямоуголь-
ные треугольники аЕ и АКЕ тоже подобны, так как ,/СЯХ =

= 2 КЕА. Из подобия треугольников получаем -вп^т^^т^Б •

оС Сь С/Г

Второе решение. Если ВЕ—биссектриса внутреннего
угла, то 2 ЛЯЯ=2 СМ и ^ #ЯЛ=180°— ^ ВВС. Если ВЕ—
биссектриса внешнего угла, то ^ АВЕ = 180° ■— ^ СЯЯ
и ^ ВЕА = ^ ВЕС. В обоих случаях зшЛВЯ = зтСВЯ и

8ш ВЕА = з!п ВВС Поэтому, применяя теорему синусов к треуголь-
АЕзт АВЕ зтСВЕ СЕ

АВ

АВ АЕ

никам АВЕ и СВЕ, имеем
~зш ВЯЛ зшЯЯС СВ

=
7^5

. Следо-

вательно, Ж^^Е .

1.10. Если А0:О0 = С0:В0, то ДЛОЯооДСОЯ. Поэтому
^ ОЛЛ = ^ ОСБ, т.е. ОДЛ О. Если же ВС||ЛО, то ^ ОЛЯ=^ ОСВ и

^ ООЛ = ^ ОЯС, поэтому Д ЛОО со Д СОВ. Следовательно,
ЛО-ВО-СО-Ш.

1.11. Прямоугольные треугольники ААХС и ВВХС имеют

общий острый угол С, следовательно, ^Я^Сгг^ЛхЛС, т.е.

прямоугольные треугольники АВХН и ВЛХЯ подобны. Из подобия
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этих треугольников получаем

ВН АН
т. е. АН-А^^

АгН ВХН
= ВНВ1Н. Второе равенство получается аналогично.

АР СР
1.12. Поскольку рт?

= рХ|==^» треугольник АСР подобен

треугольнику КМР. Поэтому МК=-~-АС и прямая МК парал-

лельна АС, т. е. КМ — средняя

линия треугольника.

1.13. Если угол АВС тупой

(соответственно острый), то угол
МАN тоже тупой (соответствен-

но тоже острый). Кроме того,

стороны этих углов взаимно пер-

пендикулярны. Поэтому ,/ АВС—

= ^_МАК. Прямоугольные тре-

угольники АВМ и АВИ имеют

равные острые углы АВМ и АВЫ,

АМ АВ АВ
поэтому

АЫ Ж=с5'т-е-тре'
рис 5 угольник АВС подобен треуголь-

нику МАЫ.

1.14. Обозначим точку пересечения медиан через О, точки

пересечения медианы АК с прямыми РР и РЕ— через () и М,

точки пересечения медианы СЬ с прямыми ЕРиРЕ—через К иМ

соответственно (рис

1
РМ--

6). Ясно, что

1

РМ

РЕ ~рр~

ьо

~'1С
=

1

^
РЕ. Аналогично, ЕЫ~— РЕ.

1.15. Пусть а > 1. Треугольник со сторонами 1,а, а2 сущест-

1 + У"5
вует, если а2 < а-\-1, т. е. а <

ронами 1, а, а2 и а, а2, а3, где 1 < а <

требуемому условию и не равны.

. Треугольники со сто-

1 + ^5
—ъ , удовлетворяют

1.16. Так как Д АВВ со Д СВЕ иСВ = АВ, то ^=^~ =

ВЬ Со

АР

АВ
Чтобы доказать, что Д ВВЕ ооД ОЛЬ\ остается проверить,

180°—^/ ОВЛ—^ СВЯ =

Поскольку Д РВЕ со

что ^ ВВЕ=/_ ВАВ. Ясно, что ^ ЯВЕ
= 180° — ^ /)БМ — ^ ЛОВ = ,/ ВАВ.

СОЗВАВ, ^ВВЕ = ^АВВ.
1.17. Обозначим вершину угла через С, точки пересечения

прямой со сторонами угла —через А и В. Пусть а~СА, Ь — СВ,
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Опустим из точки Р перпендикуляры Р/С и РЬ на стороны АС и

ВС соответственно. Поскольку треугольник АКР подобен тре-

п, 0 АК РЬ а—к к __.. .

п

угольнику Р1ВУ цр=-[л>
т. е.

-^--:=—-, где к = РК = ЬР.

лл 1,1 1
лИз этого равенства получаем \—-=—-. Ясно, что величина к

зависит только от точки Р и не зависит от выбора прямой АВ.
1.18. а) Пусть О— центр вписанной окружности, Оа— центр

вневписанной окружности, касающейся стороны ВС» Опустим из

точек О и Оа перпендикуляры ОК и ОаЬ на прямую АС. По-

скольку точки О и Оа лежат на биссектрисе угла Л, треуголь-
ники АКО и АЮа подобны. Из равенства длин касательных,

проведенных из одной точки, легко получить, что АЬ = р и

АК~р—а. Следовательно, г:га — КО:Ша = АК:АЬ = (р—а):р,
т. е. (р—а)га = рг = 3.

б) Складывая равенства—=- ,
—==- и

—= --

Га Р ГЬ Р Гс Р

г . г . г Зр—а—Ь—с , 1,1,11
получаем =— =1, т. е. — =—.

Га ГЬ Гс р Гах ГЬ: Гс Г

1.19. Обозначим середину стороны ВС через О, а точки пе-

ресечения АК и АЬ со стороной ВС— через Р и (?. Можно счи-

тать, что ВР < В(}. Поскольку точки /Си/, делят полуокруж-
ность на равные дуги, треугольник ЬСО равносторонний и ЬС\\АВ.
Поэтому &АВС}сп /\ЬСС}, т.е. В<3:(}С= АВ'.ЬС = 2:\. Следова-

тельно, ВС = Я<?+<ЭС = 3<2С. Аналогично, ВС=ЗВР.
1.20. Поскольку ВК:ВО = ВО:АВ и ^КВО = ^ АВОу

Д КОВ со Д ОАВ. Поэтому ,/ КОВ = </ ОАВ. Аналогично,

^ АОМ = ,/ А ВО. Следовательно, ^ КОМ = ^ КОВ + /. ВОА +
+ ^А0М = ^0АВ+ ^В0А+ ^АВ0=№6, т.е. точки К, О

и М лежат на одной прямой.
1.21. Первое решение. Решим задачу в общем случае.

Пусть СВ = а, АС = Ь, Си— биссектриса угла С. Проведем через

вершину В прямую, параллельную СО. Эта прямая пересекает

прямую АС в точке Е. Треугольник ЕСВ равнобедренный, по-

скольку ^ СЕВ = ^АСВ^^ ВСВ = ^ СВЕ. Поэтому СЕ = СВ=а.

Си АС
Из подобия треугольников АСЭ и АЕВ получаем -тт—г —-гб" » т-е-

АС И
Сй = ВЕ. -11—^ВЕ.——-. Ясно, что ВЕ<ВС+СЕ= 2а. Поэтому

АЬ а-\-Ь

СО < ——. В нашем случае СО < ——=12.
а+ ^ ~ 25

Си АВ сЬ
Второе решение. Ясно, что -_«-__«__ Х

X—кот и ~^=-^г. Поэтому СО=-М_-со5(С/2) <
2аЬ

8Ш(С/2)
"

8Ш С-51П Л* "^"' —а+^^^^"а+^
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1.22. Пусть продолжения сторон АВ и СВ трапеции пересе-
каются в точке /С, а ее диагонали—в точке Ь (рис. 7). Докажем,
что точки Е и Л в которых прямая КЬ пересекает стороны ВС
и АВ, являются их серединами.

Коэффициент подобия треугольников КВЕ и КАР равен коэф-
фициенту подобия треугольников КЕС и КРВ, поэтому АР = рВЕ,

РВ = рЕС. Коэффициент подобия
треугольников ЕСЬ и АР!, равен

коэффициенту подобия треуголь-
ников ВЕЬ и ВРЬ, поэтому
АР =цЕС и РВ^цВЕ. Перемно-
жая равенства АР=*рВЕ и РВ =

= дВЕ, получаем-Л/7»РВ = рдВЕ2.
Перемножая оставшиеся два ра-

венства, получаем АР-РВ = рдЕС2.
Следовательно, ВЕ= ЕС, АР =

= рВЕ = рЕС= РВ.

1.23. Пусть продолжения бо-

ковых сторон АВ и СВ пересе-

каются в точке /С, а диагонали

трапеции пересекаются в точке Ь.

Согласно предыдущей задаче прямая КЬ проходит через середину

отрезка АВ, ,а по условию задачи эта же прямая делит пополам

угол АКВ. Поэтому треугольник АКВ— равнобедренный, а зна-

чит, и трапеция АВСВ тоже равнобедренная,

Рис. 8 Рис! 9

1.24. Возьмем на диагонали АС точки В' и В' такие, что

ЛЯ АН' ЛП ЛВ'

ВВ'\\1 и ОД'||/ (рис.8). Тогда ^=^р и ^-=^-.
Поскольку стороны треугольников АВВ' и СВВ' попарно парал-

лельны и АВ — СВ, эти треугольники равны и АВ' = СВ\ Поэтому

АВ АВ АВ' АВ' СВ'+АВ' АС

АЕ г АР АО АО АО 'АО'
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1.25. Опустим из вершины В перпендикуляр ВО на АС (рис. 9).
АС АВ

Из подобия треугольников А ВО и АСЕ получаем ~^-—-гх I т. е.
АО'

АС»АС = АЕ»АВ. Прямые АР и СВ параллельны, поэтому

ОСВ и САР равны и прямоугольные треугольники СВО и

углы

АСР

АС _ВС
АР

~~

СО*

т.е. АС*СС — АР*ВС. Складывая полученные равенства, нахо-

дим АС(АС+ СС) = АЕ-АВ-!ГАР*ВС. Поскольку АС+ СО = АС,

получаем требуемое равенство.
1.26. ^ АЕВ-\-^ ВЕС— 180°, поэтому эти углы не могут быть

разными углами подобных треугольников АВЕ и ВЕС, т. е. они

равны и ВЕ—перпендикуляр.
Теперь возможны два варианта: /тАВЕ=^СВЕ или

^ АВЕ= ^ ВСЕ. Первый вариант отпадает, так как в этом случае

треугольник АВЕ равен треуголь-

нику ВСЕ. Остается второй вари-

ант. В этом случае ^ АВС =
= ^ АВЕ + ^ СВЕ = </ АВЕ +
+^/ ВАЕ= 90°. В прямоугольном

треугольнике АВС катеты отно-

сятся, как 1: У 3, поэтому его уг-

лы равны 90°, 60°, 30°. -

1.27. • Проведем через точку
Ф, взятую внутри треугольника
АВС, прямые ОЕу РС, Н1 парал-
лельно ВСу СА, АВ соответственно

так, чтобы точки Р3 Н лежали на

стороне ВС, точки Е, I — на АС,
точки /), О— на АВ. Введем обозначения: $ = $л#с> 51 = 5оод,
$2 = $/я<?> $3 = $я/^ (рис' 10)* Тогда

Г, -./Г8з^_°<2 ,
^

, РС} _А1 + 1Е+ ЕС/1+у1 АС^ АС^ АС АС
-=1,

т.е. 3 = (У31+У32+У33)\

"К ЗВОЕР
1.28,

$АОЕ
= 2 У~8аое*$1<гс

_
^

_

дд
_

^

5Л/)Я /Ш ЛЯ у >егс

Заэе
Поэтому

1.29. Будем использовать обозначения задачи 1.27 и введем еще

дополнительные обозначения: $1 = 5<зрсе> §2 — $<зовн> $'з = $(2оаг-
Согласно предыдущей задаче (см. рис. 10)

3[ = 2 У3&, 82 = 2У"3^83} 5^2 У8^.
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Из этих уравнений получаем 5!= 53=
5х5г5г5з ~ 51<$з

25, 25* 25з
Но 8 = {У"8~1+\г31-\-УгЗзУ (см. задачу 1.27). Поэтому

1.30. Обозначим точки пересечения прямых КО и АЕ, АЕ

и ВМ, ВМ и СН, СН и КО через Р, <2, /?, 5 соответственно

Рис. 11

(рис. 11). Четырехугольник Р§/?5— квадрат, поскольку он пере-

ходит в себя при повороте на 90° относительно центра квадрата
АВСО.

Р() = АС1 — АР = АС1 — (1В.
АВ

Треугольники АС}В и АВЕ подобны с коэффициентом

поэтому РС}—АС}- -0В==—Д=. (АВ— ВЕ)=*--Д=-
1^17 1^17

АЁ~ V \Г

-.Р(}* =^АВ*=^8.
1.31. Первое решение. Построим на катете ВС квад-

рат ВСМЫ\ на стороне МЫ выберем точки Р и С} так, чтобы

■МЫ (рис. 12). АМ^СО и МР = АС,
о

поэтому прямоугольные треугольники АМР и ОСА равны. Следо-

вательно, ^РЛО = 90° и РАО— равнобедренный прямоугольный

треугольник. </ АВС= ^ РОС}, так как треугольники АВС и РОС}

равны. Поэтому </ АВС+1 АОС=/_ РО§ +/_ АОС= 90° —

— ^ ЛОР = 45°. Ясно также, что </ ЛЯС = 45°.
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Второе решение. Пусть ^ Л/)С= а, </ ЛВС=р. Нам

достаточно проверить, что *8 (оь + Р) = !• Ясно, что \§а=^-^-

1+1
1с (а I В)-

^"+ ^Р
-

2 3
-1г8Г(а + р)_1_1&ав1ер_ ^

-I.

6

Третье решение. 0Я = 1, ЕЛ = У2, ЕВ = 2, Ай = У$,

ВА=^у \0. Поэтому -—=-——^-—- и треугольники ОБА

и АЕВ подобны. Следовательно, ^ АВС= ^ ЕАЭ. Кроме того,

^ АЕС=^ САЕ = 45°. Поэтому ^ АВС+ </ ЛОС+^ ЛЕС ==

=» (,/ еуш+^ сае)+^ ляс=</ ело+,/ лос=90°.
1.32. Опустим из точки Е перпендикуляры ЬМ на Л В и ^Л^

на АЭ. КМ = МВ = МО и КЕ^ЕВ^ИЕ, поэтому прямоугольные
треугольники /(Л4Х и М1Я, рав-

ны. Следовательно, </ /Я./С =
= ^ /УШ = 90°.

1.33. Опустим перпендикуля-

ры АА+, ССх и Е/?1 на прямую

ВО (рис. 13). /_ СХВС = 180°—

—90°—^ ЛЯЛ^ </ АХАВ и

АВ = ВС, поэтому прямоуголь-
ные треугольники ААгВ и В^С
равны. Аналогично получаем равенство треугольников ССхЭ и ОЕ±Е.
А1В — СС1 = ОЕ1, поэтому середина О отрезка АЕ проецируется
в середину отрезка Вй. С другой стороны, средняя линия трапе-

АЛСС АА1 + ЕЕ1 В^+С^ ВО _

ции ААхЕ-^Е равна ^ ±=—±-±————-. Поэтому поло-

жение точки О определено однозначно.

1.34. а) Ясно, что /_ АйЕ = </ АЭС+ ,/ С^^ = 90о + 00о = 150°

и ^ КСЕ = 360°—^КСВ— ^ ВСО— {_ ЭСЕ = 360°-60°— 90° —

— 60° =г 150°. Поэтому ^/ АВЕ
— ^ /(С/,. Следовательно, треуголь-

ники ЛО/. и /(^ равны, т. е. Л^ = /С^. Ясно также, что АК^АЬ.

б) Ясно, что ,/ ЛБ/( = 60°+,/ ЛВС и ^КСВ+^ВСО +
+ ^ БСЕ = 120°+ ^ БСО. Поскольку ^ ЛВС+^ ВСО= 180°,

^АВК+ (^.КСВ + ^ВСО+^ОС1) = 3№°. Поэтому ^ АВК =

= </тЕСК. Поскольку АВ — Сй — СЕ и ВК = КС, треугольники
Л В/С и 1С/С равны, т. е. АК = КЕ. Аналогично доказывается, что

Л1 = /а.

1.35. Построим на стороне АЭ квадрата внутренним образом

треугольник АС^й, разный треугольнику АРВ (рис. 14). /_ РАС} =

= 90°—15°—15° = 60° и ЛР = Л<2, поэтому треугольник ЛР<?
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равносторонний. </Рф!):= 360°—60°—150°=» 150°, поэтому тре-
угольник РС^й равен треугольнику А<2/), т.е. РО^ОА^Сй.
Аналогично доказывается, что СР = СО.

1.36. На продолжении отрезка АС за точку С возьмем точку М

так, что СМ — СЕ (рис. 15). Тогда треугольник АСЕ при повороте
с центром С на 90° переходит в треугольник ВСМ. Поэтому пря-
мая МВ перпендикулярна прямой АЕ и, значит, параллельна

с

а&

111 X 1 1

"Р^ 15**

Л

/г

м-

V

Рис. 14 Рис. 15

прямой а. Поскольку МС=гСЕ~йС и прямые йК, СЬ и МВ

параллельны, /<Х = 1,#.

1.37. Пусть а — ^ РАС= ^ РВС. Обозначим середину от-

резка АР через Е, середину отрезка ВР через Р (рис. 16).
Поскольку треугольник АКР

прямоугольный, ^ КЕР = 2а и

КЕ = ЕР. Аналогично, ^МРР=*
= 2а и МР = РР. Посколь-

ку четырехугольник ИЕРР—

параллелограмм, ^/ йЕР=*

*= ^ РРВ. Следовательно,

^ КЕй = </ МРВ. Поскольку
ЕО^РР= РМ и ЕК~=ЕР =

= РО, треугольники /(/Г1) и

йРМ равны. Следовательно,
ж=ом.

1.38. Пусть 0—центр окружности. ^ МАС= ^ АСО = ^ САО,
и поэтому треугольник АМС равен треугольнику АОС. Анало-

гично, треугольник СйВ равен треугольнику СЛ^Б.* Треуголь-

ник АСй подобен треугольнику СйВ, поэтому ТтГ^ТТд"'
т* е*

С02 = АО-ОВ = АМ-МВ,
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1.39. Угол между касательной АВ и хордой Ай равен углу

АСй, опирающемуся на хорду ЛО, т. е. ^ АСО = ^ БАБ. Ана-
логично, ^СОА = ^ АВй. Поэтому треугольники АСО и ОАВ

АС Си АО СО
подобны, т. е. тГТ:=="Тд~

и
ТэТТ^^/Гя"* Перемножая получен-

ие СЯ2
ные равенства, имеем

-^—=
.

1.40. АК= АВ = СО, Ай = ВС= СН и ^КАО^^ОСН,
поэтому треугольник АЭК равен треугольнику С/)// и йК= ОН.

Покажем, что точки Л, /С, Я, С и О лежат на одной окруж-
ности. Опишем вокруг треугольника ЛОС окружность. Проведем
в этой окружности хорду СК\ параллельно Ай и хорду АН^

параллельно ОС. Тогда К\А=ОС и НгС=АЭ. Значит, К± = К
и #1 = #, т. е. построенная-окружность проходит через точки К

и Я и углы КАН и /ШЯ равны, поскольку они опираются на

одну дугу. Кроме того, уже было показано, что КОН—равнобед-
ренный треугольник.

1.41. Первое решение. Отметим на отрезке АР точки

М и N так, что РЫ = РВ, РМ = РС. Тогда треугольники СРМ

и ВРЫ правильные. Треугольник С(}Р подобен треугольнику ЯфМ,

поэтому

ср
_

ив
_

Др

/><2
~~

N(1^ вр—Р(1
'

Отсюда получаем требуемое равенство!

Второе решение. На продолжении отрезка ВР за точку Р

отметим точку /) так, что РО — СР. Тогда треугольник СЭР

правильный и прямая СО параллельна прямой фР. Поэтому

ВР _ВО __ВР+СР _1 1 1_
т* е*

рп гр »
Р$ ЯС

~"

СР
*

Р<2~~ СР
~

ВР
'

1.42. Пусть прямые ВМ и ОЫ пересекают окружность 52

в точках ^ и С± соответственно. Докажем, что прямая ОС± сим-

метрична прямой СЫ относительно прямой ВМ. Поскольку пря-
мые ВЫ и ЛМ перпендикулярны, достаточно доказать, что

^ СЫВ=^ ЯМО. Это очевидно, поскольку дуги СВ и ВО равны.

Дуги С±М и СЬ равны, поскольку они симметричны относительно

диаметра ЛЛЛ Поэтому ^/ АЮС1= ^ СМЬ. Кроме того, ^ СММ =

=1 ^ МЫО\ следовательно, треугольники МСЫ и ОМ№ подобны,

т*е*
мм~~ оы

'

1.43. а) Опустим из точки Р на окружности перпендикуляры

РЛХ-, Р#х, РС+ на прямые ВС, СЛ, АВ соответственно. ,/ РВЛх =

=^ РЛС* и ^ РВСх— ^ РАВ+, поэтому прямоугольные треуголь-
ники Р^ и РАС1} РАВ^ и РВС^ подобны* т. е. РА^.РВ^
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^РС^.РА, РВ^.РА — РСх'.РВ. Перемножая эти равенства, полу-

чаем РА±*РВ± = РС\.
б) Согласно а) ОА"=УОВ'.ОС\ ОВ"=УОА'..ОС, ОС" =

= УОА''ОВ'. Перемножая эти равенства, получаем требуемое.
1.44. Первое решение. ^ЕОК-= ^ ЕСА = ^ ОАК,

поэтому треугольник АОК подобен треугольнику ОЕК и -Т1?~7Тк
*

С другой стороны, по свойству касательной и секущей АК*ЕК =
= КВ2. Поэтому КВ = ОК.

Второе решение. Проведем через точку С касательную
к окружности, пересекающую прямую ОВ в точке М. </ СОМ =

= </ ОСА= ,/ ОАК и </ АОК= ^ СМО, поэтому треугольник АОК

подобен треугольнику ОМС. Следовательно,

АО _ОМ __

ОМ

ОК~~~ СМ~~ ВМ

1.45. а) Опустим из точки (? перпендикуляры (}К1 и ($N1
на КЬ и ИМ, из точки Р— перпендикуляры РМ± и Р/.х на NМ

и ^ Ясно что 29—^1-^ т е
<?<*-Ц*^**

И-Д^ ИСН°' ЧТ°
РС-РЬ1"-РМ1

' Т' е*

РС*~ РЬ1.РМ1
•

Р1,
~~

Р/.
Поскольку ^КЫС=^М1С и ^ЫКС^^ЬМС,

и рм7=рлГ-Поэтому
<?С2 _<2К-С1М Л(3»(?Б (ЛС —дС)»(ЛС+ <ЗС)_ /1С2—(?С2
рс2

~~

рьрм
~"

рб-лр
~~

(лс—рс).(лс+рс)
~~

лс2—рс2
*

Отсюда получаем (}С — РС.

б) Решается совершенно аналогично.

1.46. Л1С=ЛСсо$С, ВХС— ВС соз С, угол С у треугольников
ЛЯС и Л!^^ общий, поэтому треугольники АВС и Л1В1С по-

добны, причем коэффициент подобия равен соз С.

1.47. Поскольку СР и В(} — высоты треугольника АВС, тре-
угольник А(}Р подобен треугольнику АВС с коэффициентом подо-

бия соз а (см. задачу 1.46), поэтому §авс'-$арс?— 1 *соз2а.
1.48. Точки М и N лежат на окружности, построенной на

СИ как на диаметре. ^ ЫМС= ^ МЯС, поскольку они опираются

на одну дугу этой окружности. Прямоугольные треугольники СНЫ
и САН имеют общий угол С, поэтому ^ САН = </ УУ#С = </ ЫМС.
Аналогично, ^ СВН=^ ММС.

1.49. Согласно задаче 1.46 Р^ = ЯС-созЛ, Р/} = ЛС-соз Я,
ЯЛ = ЛБ-еозС, поэтому р = ВС-сов А + ЛС-соз Я + ЛЯ-соз С.

Пусть О—центр описанной окружности треугольника АВС, /?—ее

радиус. Тогда $яОС = ^-#.Ж:-со5 Л, 8А0С = -^Я -АС-соз 5,
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5лов = -2"Л-ЛВ-со8С, т. е. 3АВС = -^# (ВС-соз А + ЛСсоз В +

+ ЛВ-соз С) =— Кр. Поскольку рЯ=28АВС = Ргу получаем

требуемое.
1.50. а) Согласно задаче 1.46 ^ С1А1В = ^САфг=: ^ А. По-

скольку ЛЛ^ВС, ^ СгАхА = ^ Я^Л. Аналогично доказы-

вается, что лучи ВХВ и СХС— биссектрисы углов АХВХС\ и АхСф^.
б) Пусть а=^тВ1А1С=/тВА1Си $ = I А1В1С= ^ АВ&

иу=^ А1С1В=</АС1ВЬ Тс^гда ^ Л = 180° — р —?, </ В=180°—
— а—у и ^С=180° —а—р. Поскольку ^ Л+ ,/В+ ^ С= 180°,
а + Р + у=180°. Поэтому а==^ Л, Р = ,/ В и у^/.С.

АВ АС
Из подобия треугольников ЛВС и АВХСХ получаем -г5-

=
"Т7т-.

Лох ЛС-х

Поэтому треугольник АВВг подобен треугольнику АССх, т. е

^ЛВ^1 = ^/ЛСС1. Аналогично, ^ ВААг = ^ ВССХ и ^САА^^
= ^/ СВВ*.

Докажем теперь, что АА{[\_ВС. Для этого достаточно дока-

зать, что ^СААх-\-^АСАх =90°. Ясно, что .^САА^-^

+^АСА1=^САА1+ ^АСС1+ /тВСС1 = ±(/:САА1 + ^СВВ1)+

+ ^иЛСС1 + / Л5Б1) +|(,/ВСС1 + ^ ДЛЛ,) = ~(^ А +

+ ,/В+ ^/С) = 90°. Аналогично доказывается, что ВВХ^_АС и

СС!_1ЛБ.
1.51. Согласно задаче 1.46 ^ ВАС = ^ В^хС Поскольку

треугольники АСгС и ЛЛгС прямоугольные, ^/ ЛССх = 90°— ^/ ВЛС

и 2^^1^1 = 90°— ^ВгАхС. Поэтому ^ ЛСС1=2^^1^1.
1.52. Согласно задаче 1.46 ^ ВгАхС= ^ ВАС. Поскольку

А1В1\\АВ, ^ВХАХС= ^АВС. Поэтому ^ ВАС=^АВС. Ана-

логично, из того, что ВхСх || ВС, следует равенство ^ АВС—
= ^ ВСА. Поэтому треугольник А ВС равносторонний и АгСх || АС.

1.53. Периметр треугольника, отсекаемого прямой, парал-
лельной стороне ВС, равен сумме расстояний от точки Л до точек

касания вписанной окружности со сторонами АВ и АС, поэтому

сумма периметров маленьких треугольников равна периметру

треугольника А ВС: Р1+ Р2 + ^з = ^- Из подобия треугольников

Г\ Р\ Г2 ^2 Г3 Рз гт

ясно, что т^-рг» г^~Т' "7
=

-р". Поэтому

^1 , ^2 , гз Р\ _|_ Рч \_ ^з 1

т. е. Гг + г2 + Гв = г.

1.54. Пусть М = А. Тогда Х^ = Л, поэтому ЛУу4 = 1. Анало-

гично, СХс—\. Докажем, что х = АУд и у
= СХс—искомые пря-

2 В. Б. Прасолов, ч. I 33



А М

Рис. 17

мые ЕЕ и АО при

ВЕ±А0.
1.56. Пусть Л Ль

К?

С

повороте

мые. Возьмем на стороне ВС точку й так, что ЛВ || ЛШ (рис. 17).
Пусть Е—точка пересечения прямых СХС и АЮ. Тогда ХММ +

+ Кд|М = Хс^+ Кд|М. Поскольку треугольники ЛВС и ЛШС

^ подобны, СЕ = УмМ. Поэтому
ХММ+УММ=ХСЕ+СЕ=ХСС=\.

1.55. Опустим из точки В пер-

пендикуляр Вй на сторону ЛС.

Д ЯОС со Д ЛЯС со ДМЕЯ. По-

скольку /Г—середина стороны
СХ>, а О—середина стороны ЕН,

то Д ВСЯ с/эД ЛЯО, в част-

ности, </ ЯЯС= </ ЯЛ О. Следо-
вательно, перпендикулярные пря-

мые ВС и АН переходят в пря-

на один и тот же угол, т. е.

— высоты треугольника АВС, О —

точка их пересечения. Опустим из точки Вг перпендикуляры ВгКУ

В^§ ВуМ, В^ на АВ, ААЪ СС^, ВС соответственно. Треуголь-
...

п г> а г> *

* КВ\ АВ1 1^Вг
ники КЬВх и СХАХС подобны, поскольку ^—==—±==—± и

^КВф— ^тС1САи поэтому К1 \\ СхАг. Аналогично, М^ЦС^.
Треугольники ОС1А1 и ВКМ подобны, поэтому КМ \\ С^. Через

одну точку можно провести только одну прямую, параллельную

данной прямой, поэтому точки К, Ь, М, N лежат на одной прямой
1.57. а) Пусть О —середина АС, 0^ — середина ЛВ, 02—сере

дина ВС, Будем считать, что АВ^ВС. Проведем через точку 01
прямую ОгК параллельно ЕР (К—точка на отрезке Е02). Дока

жем, что прямоугольные треугольники ЭВО и ОхК02 равны

В самом деле, 0102 = О0 = ^- АС и ВО = К02= -I (ВС—АВ)

Из равенства треугольников ВВО и ОгК02 следует, что ,/ ВОй=
= ^ Ох02Еу т. е. прямая БО параллельна Е02 и касательная,

проведенная через точку О, параллельна прямой ЕР.

б) Поскольку углы между диаметром АС и касательными

к окружностям в точках Р, й, Е равны, ^тРАВ = ^тОАС =
= ^ ЕВС и </ РВА = ^ йСА =,/ ЕСВ, т. е. Р лежит на отрезке

Ай, Е— на отрезке ОС. Кроме того, ^АРВ = ^ВЕС =
= ^ ЛОС= 90°, поэтому РйЕВ—прямоугольник.

1.58. Пусть М<2 и МР—перпендикуляры, опущенные на сто-

роны ЛО и ВС, МР и МТ—перпендикуляры, опущенные на

продолжения сторон АВ и Си. Обозначим через М\ и Р± вторые
точки пересечения прямых РТ и С}Р с окружностью.

Так как ТМ1 = РМ = А<Э и ТМХ || Л01, то АМХ \\ Т(). Анало-

гично, АР1\\ЯР. Поскольку ^лМ1АР1 = 90о} то РР ±ТС}.
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Обозначим точки пересечения прямых Тф и /?Р, МХА и ЯР§

РХА и ТС} через Е, Р, О соответственно (рис. 18). Чтобы дока-

зать, что точка Е лежит на прямой ЛС, достаточно доказать, что

прямоугольники АРЕО и АМХСРХ подобны. Поскольку ^ АНР—
—^ АМ1К = ^ МХТЕ= ^ МХСТ, можно обозначить величины

этих углов одной буквой а. АР ~ # д^. -^ #
= /?Л.81па = М1Л-8ш2а, АО =

^МгТ-з^а^МхС-з^а, т. е.

прямоугольники АРЕО и АМХСРХ ц
подобны. /

1.59. Обозначим центры ок- [
ружностей через Ох и 02. Внешняя I
касательная касается первой ок- \

ружности в точке /С, второй ок- М,
ружности — в точке Ь, внутрен-
няя касательная касается первой
окружности в точке М, второй Т 2Р^~ ^С

окружности — в точке N. Пусть Рис- №

прямые КМ и ЬЫ пересекают прямую Ох02 в точках Рх и Р2 со-

ответственно. Нам надо доказать, что РХ = Р2. Рассмотрим еще

точки А, Я*, Я2 пересечения прямых КЬ и МЫ, КМ и ОхА> ЬЫ
и 02А соответственно (рис. 19). ^ ОхАМ-\-^ ЛМО2 = 90°, поэтому

Рис. 19

прямоугольные треугольники ОхМА и АЫ02 подобны, А02 || КМ4
ЛО* || ЬЫ. Из параллельности этих прямых получаем Айх:йхОх =
— 02Рх:РхОх и й202:АО2 = 02Р2:Р20х. Из подобия четырехуголь-
ников АКОхМ и 02ЫАЬ получаем АОх\ОхОх = 0202:АЭ2. Следо-
вательно, 02Р1:Рх01 = 02Р2:Р2Ох, т. е. Р1 = Р2'



Глава 2

ВПИСАННЫЙ УГОЛ

Основные сведения

1. Угол АВС, вершина которого лежит на окружности,

а стороны пересекают эту окружность, называется вписанным
в окружность. Пусть О—центр окружности. Тогда

</ЛВС = у</ЛОС,
если точки В и О лежат по одну сторону от АС, и

^ ЛВС=180° — у</ АОС,

если точки В и О лежат по разные стороны от АС. Важней-

шим и наиболее часто используемым следствием этого факта
является то, что величины углов, опирающихся на равные дуги,

равны, а величины углов, опирающихся на -равные хорды, либо

равны, либо составляют в сумме 180°.
2. Величина угла между хордой АВ и касательной к окруж-

ности, проходящей через точку Л, равна половине угловой вели-

чины дуги АВ.
3. Угловые величины дуг, заключенных между параллельными

хордами, равны.

4. Как уже говорилось, величины углов, опирающихся на

одну хорду, могут быть равны, а могут составлять в сумме 180°.

Для того чтобы не рассматривать различные варианты

расположения точек на окружности, введем понятие ориентиро-

ванного угла между прямыми. Величиной ориентированного угла

между прямыми АВ и Си (обозначение: ^ (АВ, Си)) будем назы-

вать величину угла, на который нужно повернуть против часовой
стрелки прямую АВ, так, чтобы она стала параллельна прямой
СО. При этом углы, отличающиеся на п-180°, считаются равными.

Следует отметить, что ориентированный угол между прямыми СО
и АВ не равен ориентированному углу между прямыми АВ и СО

(они составляют в сумме 180° или, что по нашему соглашению

то же самое, 0°).
Легко проверить следующие свойства ориентированных углов:
а) ^ (АВ, ВС)=— ^ (ВС, АВ)\
б) ^ (АВ, СО) + </ (СО, ЕР) = ^(АВ, ЕР);
в) точки А, В, С, О, не лежащие на одной прямой, принад-

лежат одной окружности тогда и только тогда, когда </ (АВ,ВС)~
=</ (ЛО, ОС) (для доказательства этого свойства нужно рас-

смотреть два случая: точки В и О лежат по одну сторону от АС)
точки В и О лежат по разные стороны от ЛС).
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Вводные задачи

1. а) Из точки А, лежащей вне окружности, выходят

лучи АВ и АС, пересекающие эту окружность. Докажите,
что величина угла ВАС равна полуразности угловых ве-

личин дуг окружности, заключенных внутри этого угла.
б) Вершина угла ВАС расположена внутри окружно-

сти. Докажите, что величина угла ВАС равна полусум-
ме угловых величин дуг окружности, заключенных вну-

три угла ВАС и внутри угла, симметричного ему отно-

сительно вершины А.
2. Из точки Р, расположенной внутри острого угла

ВАС, опущены перпендикуляры РСг и РВ+ на прямые
АВ и АС. Докажите, что /_ С1АР=/_ С&Р.

3. Докажите, что все углы, образованные сторона-
ми и диагоналями правильного л-угольника, кратны
1807л.

4. Центр вписанной окружности треугольника АВС

симметричен центру описанной окружности относительно

стороны АВ. Найдите углы треугольника АВС.
5. Пусть Аи Ви Сх—середины сторон ВС, СА, АВ

правильного треугольника А ВС. Докажите, что описан-

ные окружности треугольников АВхСи АгВСи АхВгС
имеют общую точку.

§ 1. Углы, опирающиеся на равные дуги

2.1. Вершина А остроугольного треугольника АВС

соединена отрезком с центром О описанной окружности.
Из вершины А проведена высота АН. Докажите, что

А. ВАН=^ ОАС.

2.2*. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника
АВС во внешнюю сторону построен квадрат с центром в

точке О. Докажите, что СО — биссектриса прямого уг-
ла С.

2.3. Две окружности пересекаются в точках М и К.

Через М и К проведены прямые АВ и СО соответствен-

но, пересекающие первую окружность в точках Л и С, вто-

рую
— в точках Вий. Докажите, что АС\\ВБ.

2.4. Из произвольной точки М внутри данного угла
с вершиной А опущены перпендикуляры МР и М<3 на

стороны угла. Из точки А опущен перпендикуляр АК
на отрезок Рф. Докажите, что /- РАК—/- МА(}.

2.5. п диаметров делят окружность на равные дуги.

Докажите, что основания перпендикуляров, опущенных
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из произвольной точки М внутри окружности на эти

диаметры, являются вершинами правильного многоуголь-
ника.

2.6. На окружности даны точки Л, В, М и N. Из

точки М проведены хорды МА1 и МВи перпендикуляр-
ные прямым ЫВ и ЫА соответственно. Докажите, что

прямые ААг и ВВ1 параллельны.
2.7. Прямоугольный треугольник АВС (/_ ВАС=

=90°) двигается по плоскости таким образом, что вер-
шины В и С скользят по сторонам заданного на плоскости

прямого угла Р. Докажите, что геометрическим местом

точек А является отрезок. Найдите длину этого отрезка.
2.8. АВСОЕР — вписанный шестиугольник. Дока-

жите, что если АВ\\ИЕ и ВС\\ЕР, то СЭ\\АР.
2.9. АхА2 . . .А2п—вписанный 2п-угольник. Про все

пары его противоположных сторон, кроме одной, извест-

но, что они параллельны.
а) п нечетно. Докажите, что оставшаяся пара сторон

также параллельна.
б) п четно. Докажите, что оставшаяся, пара сторон

равна по длине.

§ 2. Величина угла между двумя хордами

Решить задачи этого параграфа помогает следующий факт.
Пусть А, В, С, й—точки на окружности в указанном порядке.

Тогда угол между хордами ЛВ и СИ равен -^-|^ АВ—^ СВ | , угол

между хордами АС и ВО равен -^(^ АВ-\-^СО). (Для доказа-

тельства нужно провести через конец одной из хорд хорду,

параллельную другой хорде.)

2.10. На окружности даны точки Л, В, С, В в указан-
ном порядке. М

—

середина дуги АВ. Обозначим точки

пересечения хорд МС и МО с хордой АВ через Е и К.
Докажите, что КЕСИ — вписанный четырехугольник.

2.11. По стороне правильного треугольника катится

окружность радиуса, равного его высоте. Докажите,
что угловая величина дуги, высекаемой на окружности
сторонами треугольника, всегда равна 60°.

2.12. На окружности даны точки Л, В, С, О в указан-
ном порядке. Лх-, #1, Сх, Эх— середины дуг Л В, ВС, СО,
ВА соответственно. Докажите, что прямые А±С± и В101
перпендикулярны.

2.13. На окружности взяты точки Л, С^ В, Ль С, В*
в указанном порядке.
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а) Докажите, что если прямые ААи ВВ^ и ССг яв-

ляются биссектрисами углов треугольника ЛВС, то они

являются высотами треугольника А1В1С1.
б) Докажите, что если прямые ААи ВВг и СС^ яв-

ляются высотами треугольника А ВС, то они являются

биссектрисами углов треугольника А1В1С1.
в) В окружность вписаны треугольники 7\ и Т2,

причем вершины треугольника Т2 являются серединами
дуг, на которые окружность разбивается вершинами тре-
угольника 7\. Докажите, что в шестиугольнике, являю-

щемся пересечением треугольников 7\ и Т2, диагонали,

соединяющие противоположные вершины, параллельны

сторонам треугольника Тг и пересекаются в одной точке.

§ 3. Угол между касательной и хордой

2.14. Окружности 5Х и 52 пересекаются в точке Л.

Через точку А проведена прямая, пересекающая 5Х в

точке В, 52— в точке С. В точках С и В проведены каса-

тельные к окружностям, пересекающиеся в точке О.

Докажите, что угол ВИС не зависит от выбора прямой,
проходящей через А.

2.15. Две окружности касаются в точке А. К ним

проведена общая (внешняя) касательная, касающаяся

окружностей в точках С и И. Докажите, что А. САО—90°.
2.16. Две окружности касаются внутренним образом

в точке М. Пусть АВ — хорда большей окружности, ка-

сающаяся меньшей окружности в точке Т. Докажите, что

МТ — биссектриса угла АМВ.

§ 4. Связь величины угла
с длиной хорды и длиной дуги

2.17. АВ и СБ — диаметры одной окружности. Из

точки М этой окружности опущены перпендикуляры МР

и М(± на прямые АВ и СВ. Докажите, что длина отрез-
ка РО, не зависит от положения точки М.

2.18. В окружность вписаны две равнобедренные тра-
пеции с соответственно параллельными сторонами. До-

кажите, что диагональ одной из них равна по длине диа-

гонали другой трапеции.
2.19. По неподвижкой окружности, касаясь ее изну-

три, катится без скольжения окружность вдвое меньше-

го радиуса. Какую траекторию описывает фиксирован-
ная точка К подвижной окружности?
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§ 5. Четырехугольник АВСО вписанный,
если /ВАО+/_ВСО=Ш°

2.20. В треугольнике АВС угол В равен 60°, биссек-

трисы АО и СЕ пересекаются в точке О. Докажите, что

СЮ=ОЕ.
2.21. Докажите, что отрезок, соединяющий центры

вписанной и вневписанной окружностей треугольника,
делится описанной окружностью пополам.

2.22. Четыре пересекающиеся, прямые образуют че-

тыре треугольника. Докажите, что четыре окружности,
описанные вокруг этих треугольников, имеют одну об-

щую точку.
2.23. Диагонали АС и СЕ правильного шестиугольни-

ка АВСЬЕР разделены точками М и N так, что АМ :

: АС=СЫ : СЕ=к. Найдите X, если известно, что точки

В, М и N лежат на одной прямой.

§ 6. Во вписанном четырехугольнике АВСО

углы АВО и АСО равны

2.24. Из произвольной точки М катета ВС прямо-
угольного треугольника ЛВС опущен на гипотенузу АВ

перпендикуляр МАЛ Докажите, что /_ МАМ=/_ МСЫ.

2.25. Вписанная окружность касается сторон АВ и

АС треугольника ЛВС в точках МиЛ^. Пусть Р — точка

пересечения прямой МЫ и биссектрисы угла В (или ее

продолжения). Докажите, что А. ВРС=90°.

2.26. Внутри остроугольного треугольника АВС да-
на точка Р. Опустив из нее перпендикуляры РА1у РВ^
и РСг на стороны, получаем треугольник Л^С^. Про-
делав для него ту же операцию, получаем треугольник

Аф2С2, а затем — треугольник А3В3С3. Докажите, что

треугольник А3В3С3 подобен треугольнику АВС.
2.27. Докажите, что если проекции точки пересече-

ния диагоналей АС и ВО вписанного четырехугольника
АВСО на стороны соединить последовательно четырьмя
отрезками, то получится описанный четырехугольник.

2.28. Внутри четырехугольника АВСО отмечена точка

М так, что АВМО — параллелограмм. Докажите, что

если ,/. СВМ=/_ СОМ, то /_ АСО^А. ВСМ.
2.29. Докажите, что основания перпендикуляров,

опущенных из точки описанной окружности на стороны
треугольника, лежат на одной прямой (прямая Симеона).
40



2.30. Докажите, что если для вписанного четырех-
угольника АВСО выполнено равенство СО=АО+ВС,
то точка пересечения биссектрис углов А и В лежит
йа стороне СБ.

2.31. Докажите, что диагонали выпуклого четырех-
угольника перпендикулярны тогда и только тогда, когда

проекции их точки пересечения на все четыре стороны ле-

жат на одной окружности (предполагается, что проекции
попадают на стороны).

§ 7. Биссектриса угла треугольника делит

дугу описанной окружности пополам

2.32. В треугольнике АВС стороны АС и ВС не рав-
ны. Докажите, что биссектриса угла С делит пополам

угол между медианой и высотой, проведенными из этой

вершины, тогда и только тогда, когда /- С=90°.
2.33. Известно, что в некотором треугольнике медиа-

на, биссектриса и высота, проведенные из вершины С,
делят угол на четыре равные части. Найдите углы этого

треугольника.
2.34. Докажите, что в любом треугольнике АВС бис-

сектриса АЕ лежит между медианой АМ и высотой АН,
2.35. Постройте треугольник по биссектрисе, медиа-

не и высоте, проведенным из одной вершины.

§ 8. Вписанный угол применяется для доказательства

того, что прямые пересекаются в одной точке

2.36. На сторонах АС и ВС треугольника АВС во

внешнюю сторону построены квадраты АСАгА2 и ВСВ^.^.
Докажите, что прямые АХВ, А2В2 и АВХ пересекаются
в одной точке.

2.37. На сторонах произвольного треугольника АВС

во внешнюю сторону построены равносторонние тре-

угольники АВС1у АгВС и АВгС. Докажите, что прямые
ААи ВВ1у СС± пересекаются в одной точке и образуют
углы, равные 60°.

2.38. На сторонах произвольного треугольника АВС

во внешнюю сторону построены подобные треугольники
АВС1у А±ВС и АВХС так, что А. СА^В=А. СЛВХ=
-А Сг,АВ и Л ЛВхС=/1 ЛХВС=А АВС±.

41



а) Докажите, что окружности, описанные вокруг

треугольников АВСи АВХС и АХВСУ пересекаются
в одной точке.

б) Докажите, что в той же точке пересекаются пря-
мые ААи ВВХ и ССг.

§ 9. Вписанный четырехугольник
с перпендикулярными диагоналями

В этом параграфе АВСЭ— вписанный четырехугольник, диа-
гонали которого перпендикулярны. Мы будем использовать также

следующие обозначения: О—центр описанной окружности четырех-
угольника АВСй, Р—точка пересечения диагоналей.

2.39. Из вершин А и В опущены перпендикуляры на

сторону СО, пересекающие диагонали в точках К и М

соответственно. Докажите, что АКМВ — ромб.
2.40. Известен радиус описанной окружности К.

а) Найдите АР2+ВР2+СР*+ОР*.
б) Найдите сумму квадратов сторон четырехугольни-

ка АВСЭ .

2.41. Докажите, что ломаная АОС делит АВСО на

две фигуры равной площади.

2.42. Докажите, что расстояние от точки О до сторо-
ны АВ равно половине длины стороны СО.

2.43. Докажите, что прямая, проведенная из точки

Р перпендикулярно ВС, делит сторону АВ пополам.

2.44. Найдите сумму
квадратов диагоналей, ес-

ли известна длина отрезка
ОР и радиус описанной ок-

ружности #.

§ 10. Три равные
пересекающиеся

окружности

2.45. Три равные ок-

ружности имеют общую
точку //, а точки их пере-
сечения, отличные от Я,
образуют остроугольный

треугольник АВС. Докажите, что Н — точка пересе-
чения высот треугольника АВС.

2.46. Докажите, что точки пересечения трех окруж-
ностей одного радиуса, проходящих через одну точку,
лежат на окружности того же радиуса.
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2.47. Три окружности одинакового радиуса попарно
пересекаются: первая со второй в точках Л и Аи вторая
с третьей в точках В и В^ третья с первой в точках С и

и С*, При этом Л, В, С — внешние точки; Ль Ви Сг—
внутренние точки (рис. 20). Докажите, что сумма угло-
вых величин дуг АВи ВСХ и СА± равна 180°.

§11. Разные задачи

2.48. Пусть Н — точка пересечения высот треуголь-
ника ЛВС, О — центр описанной окружности. Докажи-
те, что А. ОАН=\^ С—А. В\.

2.49. АВСЭ — вписанный четырехугольник, про-
должения сторон которого пересекаются в точках Е и /С.
Докажите, что четыре точки пересечения биссектрис уг-
лов АЕй и АКВ со сторонами четырехугольника АВСО

являются вершинами ромба.
2.50. Точки К и Р симметричны основанию Н высо-

ты ВН треугольника АВС относительно сторон АВ и

ВС. Докажите, что точки пересечения отрезка КР со

сторонами АВ .и ВС (или их продолжениями) являются

основаниями высот треугольника.

2.51. На продолжении диаметра ЕР данной окруж-
ности фиксирована точка С. Точки А и Аг расположены
на окружности по разные стороны от ЕР так, что АСф
фАхС, но /- АСЕ=/_ АхСЕ. Докажите, что положение

точки пересечения прямых ЕР и АА± не зависит от поло-

жения точек А и Ах.
2.52. Окружности 51 и 52 пересекаются в точках

Л и В, причем касательные к5х в этих точках являются

радиусами 52. На внутренней дуге З* взята точка С
и соединена с точками Л и В прямыми. Докажите, что

вторые точки пересечения этих прямых с 52 являются

концами одного диаметра.
2.53. Докажите, что точки пересечения противопо-

ложных сторон (если эти стороны не параллельны) впи-

санного шестиугольника лежат на одной прямой
(теорема Паскаля).

2.54. Из центра О окружности опущен перпендику-
ляр ОА на прямую /. На прямой / взяты точки В и С

так, что АВ=АС. Через точки В и С проведены две се-

кущие, первая из которых пересекает окружность в точ-

ках Р и (2, а вторая
— в точках М и N. Прямые РМ и

^N пересекают прямую / в точках 7? и 5. Докажите,
что А%=А8.
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Задачи для самостоятельного решения

2.55. Докажите, что серединный перпендикуляр к

отрезку с концами в основаниях высот треугольника
делит противоположную сторону пополам.

2.56. Докажите, что если провести из вершины пра-
вильного многоугольника все диагонали, то они разде-
лят угол при этой вершине на равные части.

2.57. В выпуклом четырехугольнике АВ=ВС=СЭ>
М — точка пересечения диагоналей, К — точка пере-
сечения биссектрис углов А и В. Докажите, что точки

Л, М, К и В лежат на одной окружности.
2.58. Окружности с центрами 0г и 02 пересекаются

в точках А и В. Прямая ОхА пересекает окружность с

центром 02 в точке N. Докажите, что точки Оь 02, В и

N лежат на одной окружности.
2.59. Окружности ^ и 52 пересекаются в точках

А и В. Прямая МN касается окружности 5х в точке М

и окружности 52 в точке N. Пусть А —та из точек

пересечения окружностей, которая более удалена от

прямой МN. Докажите, что /_ О^АО^Ъ/- МАN.
2.60. Дан четырехугольник АВСЬ, вписанный в ок-

ружность, причем АВ = ВС. Докажите, что 5АВСО==

=у(#Л + СР)-кь, где Нь—высота треугольника АВй,

опущенная из вершины В.
2.61. Четырехугольник АВСО вписанный, причем

АС — биссектриса угла ОАВ. Докажите, что АС-ВБ—

=ло-ос+лв.вс.
2.62. В прямоугольном треугольнике АВС из верши-

ны прямого угла С проведены биссектриса СМ и высота

СН. НБ и НЕ — биссектрисы треугольников АНС и

СНВ. Докажите, что точки С, О, //, Е и М лежат на од-

ной окружности.
2.63. В остроугольном треугольнике АВС проведены

высоты ВВх и ССи О — центр описанной окружности.
Докажите, что прямые АО и В^ перпендикулярны.

2.64. Вне правильного треугольника АВС, но внутри

угла ВАС взята точка М так, что А. СМА=-30° и

А. ВМА=а. Чему равен угол АВМ?

Решения

2.1. Проведем диаметр АО. ^ СЭА = ^ СВА, поскольку эти

углы опираются на одну дугу. Треугольники САО и НАВ прямо-

угольные, поэтому ^ ВАН = ^ ОАС.
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2.2. ^ ВОА =90°, поэтому точки О и С лежат на окруж-

ности, построенной на отрезке АВ как на диаметре. Треугольник
АОВ равнобедренный, следовательно, дуга ВО равна дуге ОА и

^ ВСО = ^ ОСА, т. е. СО—биссектриса.
2.3. Чтобы нам не пришлось разбирать различные варианты

расположения точек, воспользуемся свойствами ориентированных

углов. / (А С, СК) = </ (АМ, МК) = ^ (ДМ, М/С) = ^ (ЯЯ,
ОК) = ^(ВО, СК), т. е. ЛС|| ДО.

2.4. Точки Риф лежат на окружности, построенной на

отрезке АМ как на диаметре. Поэтому ^ <?Л1Л = </ СРЛ как

углы, опирающиеся на одну дугу. Треугольники РАК и МАО
прямоугольные, следовательно, ^ РАК = ^, МАО..

2.5. Ясно, что основания перпендикуляров, опущенных из

точки М на диаметры, лежат на окружности 5, построенной на

отрезке ОМ как на диаметре (О —центр исходной окружности).
Точки пересечения данных диаметров с окружностью 5, отличные

от точки О, делят ее на п дуг. Поскольку на все дуги, не содер-

жащие точку О* опираются углы 180°/я, угловые величины этих

дуг равны 360°/л. Поэтому угловая величина дуги, на которой
лежит точка О, равна 360° — (п — \)-360°/п = 360°/п. Следовательно,
основания перпендикуляров делят окружность 5 на п равных дуг,

т. е. являются вершинами правильного л-угольника.

2.6. Ясно, что </ (ЛЛь ВВг) = ^ (ААЪ АВг) + ^ (АВ^ ВВ^
=</ (МАг, МВ1) + ^(АМ, Д/У). Так как МА1]иВN\^МВ^X_АN^
то ^ (МЛь МВ1) = ^(ВЫУ ЛЛ0=— ^(ЛЛГ, Д/У). Поэтому
</ (АА^, ВВ1) = 0°, т. е. ААг || ВВ+.

2.7. Точки А и Р лежат на окружности, построенной на

отрезке ВС как на диаметре, поэтому ^ АРС = ^ АВС, т. е.

величина угла АРС постоянна.

Максимальная длина хорды АР равна диаметру окружности,

т. е. гипотенузе ВС.

Минимальная длина хорды АР равна наименьшему катету.
В самом деле, пусть АС^АВ. Тогда ^АРС—^АВС^
«^ ^ ВСА «^ ^ РСА. Длина отрезка, по которому движется

точка Л, равна разности длин гипотенузы и наименьшего из

катетов.

2.8. Поскольку АВ\\ЭЕ% то ^АСЕ = ^ВРО. Поскольку
ВС || ЕР, то ^ САЕ = </ ВОР. Треугольники АСЕ и ВОР имеют по

два равных угла, поэтому третьи углы у них тоже равны. Из

равенства этих углов следует равенство дуг АС и ОР> т. е.

параллельность хорд СО и АР.

2.9. Доказательство проведем индукцией по п. Для четырех-

угольника утверждение очевидно, для шестиугольника оно было

доказано в предыдущей задаче. Допустим, что утверждение дока-

зано для 2(/г-—1)-угольника, и докажем его для 2л-угольника.
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Пусть А± ... А2п— 2/1-угольник, в котором А1А2\\ Ап + 1Ап + 2, ...

..., Ап-^Ап || Лгл-Игл- Рассмотрим 2 (л—1)-угольник ЛХЛ2 ...

>" Ап-1Ап+^ ... Л2я-1. По предположению индукции при чет-

ном я получаем Ап-1Ап+1 || А2п-хАъ при нечетном л получаем

Рассмотрим треугольник Л„_1Л„Л„+1 и треугольник
^ ►.

^2л-1^2л^1- Пусть п четно. Тогда векторы Л„_хЛ„ и А2п-1А2т
>- ►■

Ап-1Ап + 1 и ^2л-1^1 параллельны и противоположно направлены,

поэтому 2 Л/Ий-1Л/2 + 1
= ^ ЛИап-Ия,, и АпАп+х = А2пА± как

хорды, отсекающие равные дуги, что и требовалось. Пусть л

нечетно. Тогда Ап^1Ап+1 = А2п^1Ай т. е. Л^^.11| Ап + 1А2п-1-
В шестиугольнике Лп_:1Л„Л„+1у42„_1;42„Л1 имеем ^1^4«-1 II
II ^л+1^2п-1' и Ап-ХАп || Л2„-1Л2„, поэтому по предыдущей
задаче АпАп + ± \\ А2пАъ что и требовалось.

2.10. ^ КЕС=^(^МВ+ ^АС), ^ КйС= -^ (^ МВ + ^ ВС).

Поскольку ^МВ = ^ АМ, то ^КЕС+^ КйС= -^ (^ МВ+^ ВС+

-\-^СА +^ АМ) = 180°, т. е. четырехугольник КЕСй вписанный.

2.11. Обозначим угловую величину дуги, высекаемой сторона-
ми треугольника на окружности, через а. Рассмотрим дугу, высе-

каемую продолжениями сторон треугольника на окружности и обо-

значим ее угловую величину через а'. Тогда -р-(а+ ос')=^/ ВАС=

=60°. Но а = а', так как эти дуги симметричны относительно

прямой, проходящей через центр окружности параллельно основа-

нию ВС треугольника. Поэтому а = а' = 60°.

2.12. Обозначим угловые величины дуг АВ, ВС, СО, ВА через

а, р, у, б соответственно. Ясно, что а+ |3-|-у + 6 = 360о. Обозна-

чим точку пересечения прямых АхСх и ВхЭ^ через О. ^ АгОВ1=

2.13. а) Докажем, что АА± \_С}Вх- Обозначим точку пересе-

чения этих отрезков через М. ^ АМВ±-=-х (^АВ^-^АхВ+^ВСх)^

= ^ ЛВВг+1 А±АВ+^ ВССХ=^(^ АВС+^ САВ^-^ ВСА)=Ж.

б) Обозначим точки пересечения отрезков ААх и ВС, ВВХ и АС

через Мх и М2 соответственно.

Первое решение. ^ ВМгА =-^ (^ВА-\-^А1С) = ^ ВСА+

+ ^А1С1С, ^ВМ2А =^^ВА+ ^В1С) = ^ВСА+^В1С1С. По-

46



скольку </ ВМ1А = ^ ВМ2Л =90°, ^ АгСхС=^ В&С, т. е. ССх—
биссектриса угла АхСхВх.

Второе решение. Прямоугольные треугольники АМгС
и ВМ2С подобны, поэтому ^ ВгВС= ,/ АХАС, а значит, ^ВгС =
= ^АгС и ^ ВхСхС= </ АхСуС, т. е. ^-—биссектриса угла А^В^

в) Обозначим вершины треугольника Т± через Л, В и С; сере-
дины дуг ВС, СА, АВ через Л*, Ви Сх. Тогда 72 ^^С*. Пря-
мые АА^ ВВ1у СС1 являются биссектрисами треугольника 7$,
поэтому они пересекаются в одной точке О. Пусть прямые АВ и

СхВ\ пересекаются в точке К. Нам достаточно проверить, что

КОЦАС. В треугольнике АВхО прямая ВгСх является биссектри-
сой и высотой, поэтому этот треугольник равнобедренный. Следо-

вательно, треугольник АКО тоже равнобедренный. Прямые КО

и АС параллельны, так как </ КОА = ^ КАО=^ ОАС.

2.14. Пусть Р—вторая точка пересечения окружностей. ^ йСВ=*

=±.^АС=^АРС и ^ОВС=^АРВ% поэтому ^ВЯС=180° —

- ^ ОЯС—^ЯСЯ = 180° —</ЛРЯ—^ ЛРС=180° —</ВРС =

= ^ АВР+ ^ АСР. Но углы ЛВР и ЛСР опираются на посто-

янные дуги, поэтому они постоянны.

2.15. Пусть 0± и 02—центры окружностей 5Х и52; С и О —

точки касания общей внешней касательной с окружностями 5^
и 52 соответственно. Угол между касательной СО и хордой СА
в два раза меньше угла СО^А, опирающегося на дугу СА. Ана-

логично, ^ О02А = 2 ^ ЛОС, Поэтому ^ СОА + ^ ОСА =

=4- (^ С0*Л + ^ П02А). Поскольку СОх || О02, ^ С04Л +

+^ Ш2Л = 180% т. е. ^ СиА + ^ ОСА =90°. Следовательно,

,/ СЛО = 90°.

2.16. Обозначим точку пересечения луча А В и касательной

к окружностям в точке М через С. Поскольку СМ и С7—каса-

тельные к меньшей окружности, ^шСМТ= ^тСТМ. Ясно, 'что

^ ТАМ+/1 АМТ=^ СТМ, следовательно, </ 7ЛМ + ^ АМТ=*
= ^/ СМГ. Угол между^касательной СМ и хордой МБ равен углу*

опирающемуся на дугу ВМ. Поэтому ^ СМВ = ^ ВАМ — ^ 7ЛМ.
Следовательно, ^ 7ЛМ+ ^ АМТ=^ СМТ= </ СМВ+ ^ ВМТ =

= ^ 7ЛМ+ </ 5М71, т. е. ^АМТ = ^ ВМТ.
2.17. Обозначим центр окружности через О. Точки Р и ф

лежат на окружности, построенной на радиусе ОМ как на диа-

метре, т.е. точки О, Р, С}, М лежат на окружности постоянного

радиуса Я/2. При этом либо ^/ РОС? = ^ ЛОО, либо ^РО(} =
= ^ ЖЯ)=180°—^ ЛОО, т.е. длина хорды Рф постоянна.

2.18. Пусть АВСО и Л1в1С101—трапеции с соответственно

параллельными сторонами, вписанные в одну окружность. Ясно*
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что ^ АВС— ^ АхВхС^. Поэтому хорды АС и АгСг равны, посколь-

ку на них опираются равные углы.

2.19. Рассмотрим два положения подвижной окружности: в

первый момент, когда точка К попадает на неподвижную окруж-

ность (точку касания окружностей в этот момент мы обозначим

через Кг), и в какой-нибудь другой (второй) момент. Пусть О —

центр неподвижной окружности, 0± и 02— положения центра под-

вижной окружности в первый и второй моменты соответственно,

К2— положение точки К во второй момент, А—точка касания

окружностей во второй момент. Поскольку окружность катится

без проскальзывания, длина дуги К\А равна длине дуги К2А.
Так как радиус подвижной окружности в два раза меньше,

^/ К202А~2 ^ К\ОА. Точка О лежит на подвижной окружности,

поэтому ^ К2ОА=-^ ^ К202А=^ КгОА, т.е. точки К2, Кг и О

лежат на одной прямой (мы считаем, что точки К2, Кг и А раз-

личны; точка К2 может совпадать с точкой Л, только если А =

= Кг или А диаметрально противоположна Кг)-
Траектория движения —диаметр неподвижной окружности.

2.20. ^ ЕСЮ = ^ АОС = 180° — ^ ОАС — ^ ОСА = 180° —

- 4 </ Л -~ ^ С =90°+ -! 1В = 120°. Поэтому ^ ЕОй +

+ </ ЯВЛ=120о+ 60о=180°, т.е. точки В, Е, О, О лежат на

одной окружности. Поскольку О является точкой пересечения

биссектрис, /_ ЕВО = ^ОВО, т.е. ЕО^Ой.

2.21. Обозначим центр вписанной окружности треугольника
АВС через 0±, центр вневписанной окружности, касающейся сто-

роны ВС, через 02. Пусть М—середина отрезка Ог02. Поскольку

^ огВ02 = ^ ОгС02 = 90°, то ОгМ = ВМ = 02М = СМ.

Первое решение. Поскольку точки Л, Оь М лежат на

биссектрисе угла А, </ ВОгМ = </ ВАОх-\- ^ АВОх =^ (,/ А + ^ В).

Аналогично, ^ СОгМ = -~- (</ Л+ ^ С). Поскольку треугольники

С^МД иОхМС равнобедренные, ^0^5= 180° — 2,/ ДС^М^ 180°—
— ^Л— ^В, </ ОгМС= 180°— /, Л — ^ С. Складывая эти ра-

венства, получаем </ ВМС = </ ОхМВ + ^ С^УИС = 180° — ^ Л.

Поэтому точки Л, В, Л4 и С лежат на одной окружности.

Второе решение. Поскольку ВМ = СМ, точка М лежит

на серединном перпендикуляре й к отрезку ВС. Рассмотрим сна-

чала случай, когда АВ Ф АС. Тогда биссектриса АОх не является

высотой треугольника АВС и пересекается с прямой & только в

точке М. Однако обе эти прямые проходят через точку Мг— сере-

дину дуги ВС описанной окружности. Следовательно, М—Мг.

Равнобедренный треугольник (АВ = АС) «является пределом» неко-
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торой последовательности разносторонних треугольников, поэтому

утверждение задачи для него тоже верно.

2.22. Из условия задачи следует, что никакие три прямые не

пересекаются в одной точке и никакие две не параллельны. Пусть
прямые А В, АС, ВС пересекают четвертую прямую в точках ^,
Е, Р соответственно (рис. 21). Обозначим через Р точк^у пересече-
ния описанных окружностей тре-
угольников А ВС и СЕР, отлич-

ную от точки С. Докажем, что

точка Р принадлежит описанной

окружности треугольника ВйР.

Для этого достаточно проверить,

что ^ (ВР, РР) = ^ (Вй, ОР).
Ясно,' что ^ (ВР, РР) =
=^ (ВР, РС)+ ^ (РС, РР) ==

= </(ВЛ, АС)+^(ЕС, ЕР) =
=Л(ВЭ, АС) + ^(АС,ОР) =
= /т (ВО, БР). Аналогично дока-

зывается, что точка Р принадлежит описанной окружности треуголь-

ника АйЕ.

2.23. Треугольник ЕОЫ равен треугольнику СВМ, так как

Ей = СВ, ЕИ = СМ и ^ОЕС=^ВСА=30° (рис. 22). Пусть

Рис. 21

^МВС^^ МОД = а, ^ ВМС=^ЕА!0:=$. Ясно, что ^ ЛЛ^С=
= 180° — р. Рассматривая треугольник ВМС, получаем /_ВЫС---
--90°—а. Поскольь- а+Р= 180°—30°= 150°, то ^ РМВ = ^ ЯМС+
+ ^ СА'В = (180° — р) + (90°— а) =270°— (а+ $)= 120°. Поэтому
точки В, О, Ы, I) (О—центр шестиугольника) лежат на одной

окружности. При этом СО = СВ = СО, т. е. С-центр этой окруж-

ности, следовательно, к = СМ:СЕ = СВ:СА = 1: У 3.

2.24. Точки N и С лежат на окружности, построенной на от-

резке АМ как на диаметре. Углы МАМ и МСМ опираются на

одну дугу ММ} поэтому они равны.
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2.25. Пусть О—центр вписанной окружности. Точки М и N

лежат на окружности, построенной на отрезке ОА как на диаметре.

Поэтому ^ОММ= ^ ОАМ=^^ А. Ясно, что ^ ДОС=180° —

- ^ ОВС-1 0СВ= 180е-— </ Я-~ ^ С= 90° +~ ^ Л. Точ-

ка Р лежит вне отрезка ВО, поэтому ^ РОС=180°—^ ВОС=

= 9о°_1^ л.

Возможны два случая: точка Р лежит внутри треугольника

или вне его. В первом случае ^ РЫС=^ СЛЧ)+^ ОУУР = 90° +

+1. ^ А =180°— ^ РОС, во втором ^ Р#С = </ ММА =

=^/ОЛМ—^ОЛШ=90°—у ^ Л = </ РОС. В обоих случаях точки

О, УУ, Р и С лежат на одной окружности. Поэтому ^ ОРС=

= </ ОЛ^С== 90°.
2.26. ^ С*ЛР = </ С1В1Р = ^т А2В±Р=Л А2С2Р= ^ В3С2Р =

= ^ Д<Из^ (первое, третье и пятое равенства получаются из впи-

санности соответствующих четырехугольников, остальные равенства

очевидны). Аналогично, ^ В^АР = ^ С3А3Р. Поэтому ^ #3Л3Сд=
= ^^з^зР+^С3Л3Р=^ СгАР+^ ВгАР = ^ ВАС. Аналогично

получаются равенства остальных углов треугольников А ВС

и А3В3С3.
2.27. Опустим из точки О пересечения диагоналей перпенди-

куляры ОЛь ОВ±, ОС^ 00* на стороны АВ, ВС, С/),. ОА соот-

ветственно. Точки Лх и 01 лежат на окружности, построенной
на АО как на диаметре, поэтому ^ОАфх — ^ОАВ^ ^САй.

Аналогично, ^ОАф1 = ^ОВВ±—
= ^ ОВС. Поскольку углы САО
и ВВС опираются на одну дугу,

они равны и ^ ВхА^О — ^/ ОЛ101*,
т. е. ОАх—биссектриса угла

ВхАфх. Аналогично доказывается,

что ОВ$, ОС\\ ОВХ'—биссектрисы,
т. е. О— центр вписанной окружно-

сти четырехугольника АфгСфх.

2.28. Возьмем точку N так,

что ВЫ |] МС и МС [| ВМ (рис. 23).
Тогда ЛМ || СО. ^ УУСБ=^ СЯМ-

РИС' ^
= </СОМ==,/Л/ЛВ, т. е. точки

А, Вт N и С лежат на одной окружности. Поэтому ^ АСй =

= ^/ Л/ЛС= ^ МВС= ^ВСМ.
2.29. Пусть точка Р лежит на дуге ЛС. Основания перпенди-

куляров> опущенных из точки Р на стороны ВС, АС, АВ, обо-
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значим через Л*, #ь С* соответственно. </ АВС+^ АРС= 180°

и ^ ЛВС+^ Л!РС1= 180°, поэтому ^АРС^^А^РС^. Отсюда
видно, что </ АРСх= ^ АХРС и одна из точек Ль С* лежит на

стороне треугольника, а другая
— на продолжении стороны. Точ-

ки Я* и Ах лежат на окружности, построенной на СР как на

диаметре, поэтому ^ АхВхС= ^ АгРС. Аналогично, ^ АВгСч^
= ^ АРСХ. Поскольку </ АРС1=^ АгРС, то ^ Аф^С^ I. АВгСь
т. е. точки Л*, #ь С* лежат на одной прямой.

2.30. Возьмем на стороне йС точку Е так, что ВА—ВЕ.

Тогда ^ ВАЕ=^ АЕВ и </ ДЛЯ =-1(180° — ^ ЛГ>Я). Посколь-

ку четырехугольник АВСВ вписанный, ^АВЕ= 180° — </#, т.е.

^ ОЛЕ = -1^ В. Так как ВС= СВ—АВ = СЕ, аналогично полу-

чаем ^СВЕ =-х- ^ Л. Для определенности будем считать, что

^ В < ^ А (в случае, когда </ В — ^ Л, точкой пересечения бис-

сектрис углов Л и В является точка Я). В этом случае биссект-

риса ВР (Г—точка на стороне СВ) и отрезок ЕА являются сто-

ронами выпуклого четырехугольника ВРЕА. ^ АЕР = 180° —

—9" ^
^ и ^ ^^ ==~о" ^ ^' П0ЭТ0МУ ВРЕА—вписанный четы-

рехугольник. Следовательно, ^ ЕАР—^ ЕВР =
-^- ^

А—— ^ #,

т. е. АР—биссектриса.
2.31. Опустим из точки О пересечения диагоналей перпенди-

куляры ОЛь ОВъ ОСх, ОВг на стороны ЛВ, ВС, Си, ВА соот-

ветственно. Легко проверить, что условием вписанности четырех-

угольника ЛхВхС-ьРх является равенство ^ АВхАх-\- ,/ Л^ХСХ +
+ ^ ВВхЛ1+ ^/ СВХСХ =180°, а условием перпендикулярности

диагоналей четырехугольника АВСВ — равенство </ ЛОЛ* +

+ ^ВОА1+^СОС1+ ^ВОС1=\80°. Докажем теперь, что обе

эти суммы углов равны для любого рассматриваемого четырех-

угольника. Точки А\ и В± лежат на окружности, построенной
на отрезке АО как на диаметре, поэтому ^ АОАх= ^ АВ^А^
Аналогично, ^ ВОАх = </ ВВХАЪ ^СОС± = ^ СВгСъ ^ ООСх =
= ^ ВВгСх.

2.32. Пусть О—центр описанной окружности треугольника,
М— середина стороны Л В, Н — основание высоты СЯ, В— середи-
на той из дуг, задаваемых точками Л и В, на которой не лежит

точка С. ОВ[\СН, поэтому ^ ВСН = ^ МВС. Биссектриса делит

пополам угол между медианой и высотой тогда и только тогда,

когда ^ МСВ= ^ВСН=^ МОС= ^ ОВС = ^ ОСВ, т.е. М = 0

и АВ—диаметр окружности.

2.33. Пусть а— </ А < ^ В. Согласно предыдущей задаче

^ С = 90°§ Медиана СМ делит треугольник АВС на два равнобед-
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ренных треугольника. ^ЛСМ = ^Л=а, ^ МСВ = 3а, значит,

а+ 3се = 90°, т.е. а = 22,5°. Поэтому </Л=22,5°, </ В = 67,5°,

^С= 90°.

2.34. Пусть И—точка, в которой прямая АЕ пересекает опи-

санную окружность. Точка О является серединой дуги ВС. По-

этому МйЦАН, причем точки Л и О лежат по разные стороны

от прямой МН. Следовательно, точка Е лежит на отрезке МН.

2.35. Предположим, что треугольник АВС построен, АН—

высота, АО—биссектриса, АМ—медиана. По задаче 2.34 точка О

лежит между М и И. Точка Е пересечения прямой АЭ и перпен-

дикуляра, проведенного через точку М к стороне ВС, лежит на

описанной окружности треугольника АВС. Поэтому центр О опи-

санной окружности треугольника лежит на пересечении середин-

ного перпендикуляра к отрезку АЕ и перпендикуляра к сторо-

не ВСу проведенного через точку М.

Последовательность построений такова: на произвольной пря-
мой (которая в дальнейшем окажется прямой ВС) строим точку //,
затем последовательно строим точки Л, О, М, Е, О. Искомые

вершины В и С треугольника являются точками пересечения

исходной прямой с окружностью с центром О и радиусом ОА.

Построение выполнено тогда и только тогда, когда АН <

< АО < АМ.

2.36. Если угол С прямой, то решение задачи очевидно:

С является точкой пересечения прямых А\В, А2В2, АВ±. Если же

Л

Рис. 24

/_ С ф 90°, то описанные окружности квадратов АСА\А2 и ВСВХВ$
имеют кроме С еще одну общую точку С* (рис. 24). Тогда

I (АС1} А2СХ) = </ (А2Си АгСг) = ^(ЛА, СгС) = ^ (СгС, €&)=
= ^{Сфь С1В2) = ^(С1В2> С!Б) = 45° (или же—45°; важно лишь

то, что все углы имеют один и тот же знак). Поэтому ,/ (АСи Сфх) =
= 4-45°= 180°, т. е. прямая ЛВ* проходит через точку С*. Ана-

логично, Л2#2 и АгВ проходят через точку Сц.

52



2.37. См. решение задачи 2.38, являющейся обобщением этой

задачи.

2.38. Пусть О—точка пересечения описанных окружностей

треугольников АВСХ и АВгС, отличная от Л (эти окружности
касаются в точке Л, только если ^ СхАВ=/_ #^0=180°—/_ ВАС;
в этом случае очевидно, что А является точкой пересечения окруж-
ностей и прямых, о которых идет речь в условии). Тогда ,/ (ВО, ОС)=
= </(ВО, ОА) + ^(ОА, ОС) = /(ВС1, С1А) + /(В1А, ВХС) =
= ^ (ВС, САх)-\-^ (ВАг, ВС) = ^ (ВАи САг) (мы пользуемся тем,

что треугольники А±ВС, АВгС и АВСг одинаково ориентированы).
Равенство /.(ВО, ОС) = ^ (ВА±, СА\) означает, что описанная

окружность треугольника А\ВС также

Докажем теперь, что прямая ААх

/(АО, ОАг) = 1(АО, ОСг) + ^(ОСъ
= ^(АВ, ВС1) + /т(АС1, АВ) +
+ ^(СВ, СА1) = ^(АСг, ВСг) +
+</(СВ, СА0=0°. Для прямых ВВ^

и ССх доказательство аналогично.

Напомним, что в задачах

.2.39—2.44 АВСй—вписанный че-

тырехугольник, диагонали которо-
го перпендикулярны, О—центр
описанной окружности, Р—точка

пересечения диагоналей.

2.39. Пусть прямые АК и ВМ

пересекают сторону Си в точ-

ках А\ и Вх, а описанную окруж-

ность— в точках Л2 и В2 (рис. 25).
1

проходит через точку О.

проходит через точку О.

ОВ) + ^(ОВ, ОАх) =

В

90° :,/ АРЭ=— (^ЛЯ+ ^СЯ)и90° = ^ВВ1С= -^(^ЭВ2+^СВ),
поэтому ^ АО = ^йВ2, т. е. ^ АВй = ^ БВВ2.

В четырехугольнике АКМВ сторона АК параллельна сторо-
не МВ, поэтому ^ АКВ = ^ КВМ = ^ АВК, т. е. ВР = РК.
Ясно также, что АР = РМ, поэтому треугольник -АВР равен тре-
угольнику МРК, т. е. АКМВ— ромб.

2.40. Пусть ^ЛОВ = а, ^СОО^р. Тогда ^ ЛОР = а/2,

^ РЛО = р/2. Поскольку диагонали взаимно перпендикулярны,

^ АВР+^РАО = 90°, т. е. а/2+ Р/2 = 90°. АР2 + ВР2 = АВ* =

= 4#2 &1п2 (а/2) и СР2+ ВР2 = СБ2 = 4#2 81л2 (р/2), поэтому АР2 +

+ВР2+СР2+ИР2 = АВ2+Сй2 = 4#2 (зш2 (а/2) + зш2 (р/2)) = 4/?*.

Ясно также, что ВС2+А02 = ВР2+ СР2+ОР2+ АР2 = 4К2, т. е.

АВ2+ ВС2+Сй2+ А02 = №2.

2.41. Пусть /АОВ = а, ^/СОЯ = р. Тогда </ЛЯР = а/2,

^ РЛО = Р/2. Поскольку диагонали взаимно перпендикулярны, то

^ АЭР+^РАВ=90°, т. е. а+Р = 180°.
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Пусть радиус описанной окружности равен Я. Тогда Заов***

= у#281па, 5Соо = 4-/?2з1пр. Поскольку а+ р = 180°, то

81па = з1пР, т. е. 8А0В = 8С0О. Аналогично, 8В0С = 8А0О,
поэтому 8А0В + 8В0С = 8А01)+8С0О.

2.42. Первое решение. Пусть М—середина стороны АВ,

N—середина стороны СО. Как и в предыдущих задачах, полу-

чаем, что
-^- ^ АОВ-\--гг </ СОО = 900, т. е. прямоугольные тре-

угольники ВОМ и СОМ имеют равные углы. Поскольку ВО — СО,

эти треугольники равны и ОМ = СМ=1г-СО.

Второе решение. Проведем диаметр АЕ. ^ ВЕА=^ ВСР
и ^ АВЕ = ^ ВРС= 90°, поэтому ^ ЕАВ = ^ СВР. Углы, опи-

рающиеся на хорды ЕВ и СО, равны, поэтому ЕВ~СИ. Поскольку

^ ЕВА =90°, расстояние от точки О до АВ равно -^-ЕВ.
2.43. Пусть перпендикуляр, опущенный из точки Р на ВС,

пересекает ВС в точке Н и АО в точке М (рис. 26). ^ ВОЛ =
=^ ВСА = ^ ВРН = ^ МРй.. Из

равенства углов МБР и МРО

следует, что МР—медиана пря-

моугольного треугольника АРЭ.

В самом деле, ,/ АРМ =90°—
— ^ МРО = 90° — ^ МОР =

= ^ РАМ, т. е. /Ш = РМ = АГО.

2.44. Пусть М —середина ЛС,

#—середина ВВ. АМ2 = АО2—

— ОМ2, В№=В02—ОЫ2, поэтому
АС2 + В02=А (Я2—ОМ2)+4 (Я2 —
— 0#2) = 8Я2— 4 (ОМ2 + ОЛ72) =
= 8#2 —40Р2, поскольку ОМ2 +

+ 0№= ОР2.

2.45. Углы АВН и ЛСЯ опираются на одну и ту же хорду АН.

Поскольку радиус окружности, проходящей через точки А, В, И,

равен радиусу окружности, проходящей через точки А, С, Н, то

^ АВН = ^ ЛСЯ=а^Аналогично, ^ВАН = ^ ВСН = $, ^ САН=
= ^ СВН = у. Сумма углов треугольника АВС равна 2 (а + р+7)»
поэтому а + Р + 7 = 90°.

Чтобы доказать, что прямая АН перпендикулярна стороне ВС,

достаточно доказать, что 2 ВАН+ ^ АВС= 90°. Но ^ ВАН=$,

^АВС=^АВН+ ^НВС=а+ у.
2.46. Введем следующие обозначения: А, В, С—центры окруж-

ностей, О—точка их пересечения, /?—радиус, Ль В±, Сх—точки
попарного пересечения окружностей (с центрами В и С, А и С,

Рис. 26
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А и В соответственно), А2, В2, С2—середины сторон ВС, АС,
АВ соответственно (рис. 27).

Поскольку ОА=ОВ = ОС= Я, радиус описанной окружности
треугольника АВС равен У?. Треугольник А2В2С2 подобен тре-

угольнику А ВС с коэффициентом 1/2, поэтому радиус описанной

окружности треугольника А2В2С2 равен /?/2.

Рис. 27

Точки А2, В2> С2 являются серединами отрезков ОАи ОВх,
ОСг. Поэтому радиус описанной окружности треугольника АгВ^
в два раза больше радиуса описанной окружности треугольника

А2В2С2, т. е. равен /?, что и требовалось.
2.47. При пересечении двух одинаковых окружностей полу-

чаются
*

одинаковые дуги, поэтому угловые величины дуг АА^
ВВх, СС± не зависят от того, на какой из окружностей рассматри.
ваются эти дуги. Следовательно, ^ АВх-\-^> ВСх-\-^> САХ~^ ААХ+
+ ^ ВВХ+^ ССХ—^ АХВХ—^ ВХСХ —^ СХАХ = ^ АСХ+^ СВХ+^ВАХ.

^ ВАС = </ ВААХ + ^ АХАС = -1 (^ ВА х + ^ САч),
,
^ АВС =

= -^(^АВ1+ ^СВх), ^ АСВ = ^-(^ВСХ + ^АСХ). Поскольку

сумма углов треугольника АВС равна 180°, ^ ВАх-\-^САх-\-^АВх +
+ ^СВх-\-^ ВСХ + ^ АСХ = 360°, т. е. ^ Л^+ и ВС*+ ^ СЛ1=180°.

2.48. Обозначила точки пересечения прямых АО и АН с описан-

ной окружностью через М и /V соответственно. Будем считать*

что ^ С > </ Б, Рассмотрим два случая: угол С острый и угод С

тупой.
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В первом случае ,/СЛ #=90°— </ С, ^ВАМ= 180°— ^АВМ—
— /тВМА=90°— ^С. Поэтому ^ ОАН = ^ А—2 (90°— ^ С) =
= ^С-^В.

Во втором случае </СЛЛ^=^ С—90°, ,/Д/Ш=180о—</ЛВМ—
— ^ ВЛ4Л = ,/ С—90°. Поэтому ^ ОАН = ^ А +2(^ С—90°) =
= ^С-^В.

2.49. Будем считать, что Л—наиболее удаленная от точек К

и Е вершина, С—наименее удаленная от них вершина, О лежит

на КА, В лежит на ЕА. Точки пересечения биссектрис углов
АЕВ и АКВ со сторонами АВ, ВС, СО и йА обозначим через

А Н С

Рис. 29

Р, М, (} и N соответственно; точку пересечения этих биссектрис

обозначим через Н (рис. 28). Легко проверить, что ^ КНЕ =
= 180°—</ ВСЕ— ^ НЕП—^ НКВ. Далее,

^ ВСЕ = </ОЛВ=Д(^ВС+^СО),

^ /Ш)=-1 ^ лвх>=-|- (- ло-^ вс),

^НКВ = ±-^АКВ =±-(^АВ —^СО).

Поэтому ^ /(ЯЕ = 180°—1- (^ АВ + ^ ВС + ^ СО + ^ ОЛ) =90°,

т. е. биссектрисы углов ЛЕО и АКВ перпендикулярны. КН яв-

ляется биссектрисой и высотой треугольника Л4/(УУ, поэтому
МЯ = ЯЛГ. Аналогично, РН = Н(). Поэтому РМ()М— ромб.

2.50. Пусть прямая /СР пересекает сторону ЛВ в точке /?,
а сторону ВС—в точке О (рис. 29). Точки /С, Я и Р лежат на

окружности с центром в точке В. В этой окружности угол НКР

и центральный угол НВР опираются на одну дугу, поэтому

I НВР = 2^ НКР. Ясно также, что </ НЕР = ^ Е/(Я + </ ЕНК=
= 2 </ #/(Р,
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Рассмотрим окружность, описанную вокруг треугольника ВНС.

ВС—ее диаметр, поэтому точка Р лежит на этой окружности.

Точка Е тоже лежит на этой окружности, поскольку ^ НЕ?"—,/ НВР.

Поэтому ^ СЕВ = ^СНВ = 90° и СЕ—высота.

2.51. Обозначим точку пересечения ЕР и АА\ через В. Будем
для определенности считать, что точка Е лежит между С и Р,

Рассмотрим точку Л2, симметричную точке Лх относительно диа-

метра ЕР. Ясно, что точки С, А, Л2 лежат на одной прямой.

Поскольку дуги А2Р и А^Р симметричны, ^ А2АР = ^ АгАР.
Поскольку </ ЕАР = 90°, то ^ ЕАВ = 90°—^ АгАР, следовательно,

^СЛЯ= 180° —2^ АХАР— ^ ЕАВ = ^ ЕАВ. Прямые АЕ и АР

являются биссектрисами внутреннего и внешнего угла А треуголь-

Ааг п
ЕС АС РС РС

_с
ника АВС. Поэтому -^-

=

-Ш=Тв'==РЕ-ЕВ
' 0тсюда ЕВ =

ЕС-РЕ
, Полученное выражение для /?В не зависит от точки А.""

ЕС +РС

2.52. Обозначим центр окружности 5^ через Р, центр окруж-

ности 52— через О. Пусть прямая АС пересекает 52 в точке К,
а прямая ВС— в точке Е. Обозначим величину угла ЛРС через а,

величину угла ВРС—через р. Поскольку </ ОАР = </ ОВР = 90°,

^ ЛОВ=180°—а— р. Далее, </ ЮВ=Ж°—2 ,/ 1ВО=2 ^ СВР =
= 180° —р. Аналогично, </ КОА = 180°—а. Поэтому ^ 10/С =

= ,/ШЗ + ^ЯСМ— ^ ЛОВ = 180°, т. е. 7(1 —диаметр.
2.53. Будем доказывать, что если Л, В, С, О, 5", Р—точки

на окружности, расположенные в произвольном порядке, причем

прямые АВ и ВЕ пересекаются в точке О, ВС и ЕР— в точке Я,
СО и РА—в точке /С, то точки О, Я и /С лежат на одной прямой.

Докажем сначала, что ^ (ЛВ, ОЯ) + ^ (С/), РЛ) +
+ ^ (ЕР, ВС) = 0°. В самом деле,

^ (ЛВ, ВЕ) = ^(АВ,ВЕ) + ^(ВЕ,ВЕ)=Л(АС,СЕ) + ^(ВР,РВ),
</ (СО, /М) = ^(С1), йА)+^ (ОЛ, РА)=^(СЕ, ЕА)+^(ВВ, ВР),
1(ЕР, ВС) = ^(ЕР, РС) + ^(РС, ВС) = 1(ЕА,АС) + ^(РВ,ВВ).

Сумма первых трех членов правых частей, так же как и сумма

вторых трех членов, равна 0°.

Пусть 2—точка пересечения описанных окружностей тре-
угольников ВВС и ВРК (рис. 30). Докажем, что точки В, Р, 2
и Я лежат на одной окружности. Для этого нужно проверить,
что ^ (В2, 2Р) = </ (ВНУ НР). Ясно, что ^ (В2, 2Р) = Л(В2, 2В) +
+ ^(В2, 2Р), а ^(В2, 2В) = 1(ВС, 0В) = ^(АВ, ВЕ),
2 (#2, 2Р) = ^ (ВК, КР) = ^ (СВ, РА) и, как только что было

доказано, ^ (АВ,ВЕ) + ^ (СВ,РА)=— </ (ЕР, ВС)=^(ВС, ЕР)=
= ^ (ВЯ, Я/7).

Докажем теперь, что точки Я, 2 и О лежат на одной пря-
мой. Для этого достаточно проверить, что ^ (02, 2В) = ^(Н2, 2В).
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Ясно, что ^ (сг, гв)=^ (<ю, ов) = ^(ео, йв), ^ (нг% гв)=*
= ^ (Я/7, РВ) = ^ (Ей, ОВ). Аналогично доказывается, что

Рис. 30

точки /С, 1 и О лежат на одной прямой: </ (02, 20) = ^ фВу В0)=
= ^фВ, ВА) Л (02, 2/С)= </ ф/7, Р/С) = ^ (ОВ, ВА).

Мы получили, что точки Н и

/С лежат на прямой 02, поэто-

му точки О, Я и /С лежат на

одной прямой,

2.54. При решении этой

задачи мы воспользуемся свой-

ствами ориентированного угла

между прямыми.

Рассмотрим точки Л/', Р\

(}' и /?', симметричные точкам

М, Я, (} и /? относительно пря-

мой ОА (рис. 31). Поскольку
точка С симметрична точке В от-

носительно ОА, прямая Р'<2'
проходит через точку С. Легко проверяются следующие равенства:
дез, N5) = ^ш(^'^9 ио) = ^((1'Р', ир'^цср', д'Р') и

^(СЛ',Я'Д')=^(МЛ1', Р'ЛГ) =,/(Л1#, Р'ЛГ) = ,/(СЛ/, ЯЧУ).
Из этих равенств мы получаем, что точки С, #, Р\ 5и/?-
лежат на одной окружности. Но поскольку точки 5, /?' и С ле-

жат на одной прямой, 5 = /?', что и требовалось.

Рис. 31



Глава 3

ОКРУЖНОСТИ

Основные сведения

1. Прямая, имеющая ровно одну общую точку с окружностью,

называется касательной к окружности.

Через любую точку Л, лежащую вне окружности, можно про-

вести ровно две касательные к окружности; пусть В и С—точки
касания, О—центр окружности. Тогда:

а) АВ = АС\
б) / ВАО^^СЛО;
в) Ъв±_АВ.

(Иногда касательной мы будем называть не прямую АВ, а отре-

зок АВ, Например, свойство а) можно сформулировать так: «каса-

тельные, проведенные из одной точки, равны».)
2. Пусть прямые 1$ и /2, проходящие через точку Л, пере-

секают окружность в точках В±, С^ и В2, С2 соответственно. Тогда
АВ^-АСх = АВ2-АС2. В самом деле, Д АВгС2оо Д АВ2Сг по трем

углам (советуем читателям самостоятельно доказать это, используя

свойства вписанных углов и рассматривая два случая: А лежит

вне окружности и А лежит внутри окружности).
Если прямая /2 касается окружности, т. е. В2 — С2, то

АВ±- АС^ — АВ\. Доказательство проводится так же, как и в пре-

дыдущем случае, только теперь нужно воспользоваться свойст-
вами угла между касательной и хордой.

3. Прямая, соединяющая центры касающихся окружностей,
проходит через их точку касания.

4. Величиной угла между двумя пересекающимися окружно-
стями называется величина угла между касательными к ним, про-

веденными через точку пересечения. При этом безразлично, какую
из двух точек пересечения окружностей мы выберем.

Угол между касающимися окружностями равен 0°.
Понятие величины угла между окружностями используется

только при решении задач § 4.
5. При решении задач § 5 используется одно свойство, не

имеющее прямого отношения к окружностям: высоты треуголь-

ника пересекаются в одной точке. Доказательства этого факта
можно найти в решениях задач 5.8, 10.1, 11.26 и 13.12, а можно

пока принять его на веру.

6. Уже в середине пятого века до нашей эры Гиппократ из

Хиоса (не путайте его со знаменитым врачом Гиппократом из Кос,
жившим несколько позже) и пифагорейцы начали решать задачу

квадратуры круга. Она формулируется следующим образом:
построить с помощью циркуля и линейки квадрат, имеющий ту
же площадь, что и данный круг. В 1882 году немецкий математик
Линдеманн доказал, что число л трансцендентно, т. е. не является
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корнем многочлена с целыми коэффициентами. Из этого, в частно-
сти, следует, что задача квадратуры круга неразрешима.

По-видимому, многим давала надежду на возможность квадра-

туры круга задача 3.15 (задача о «луночках Гиппократа»): пло-

щадь фигуры, образованной дугами окружностей, равна площади

треугольника. Решив эту задачу, постарайтесь понять, почему
в данном случае подобные надежды не имели оснований.

Вводные задачи

1. Докажите, что из точки Л, лежащей вне окруж-
ности, можно провести ровно две касательные к окруж-
ности, причем длины этих касательных (т. е. расстояния
от А до точек касания) равны.

2. а) Через точку А проведены две прямые. Первая
прямая пересекает окружность в точках Вг и Си вто-

рая
— в точках В2 и С2. Докажите, что АВ1-АС1=

=АВ2-АС2. (Точка А может лежать как внутри окруж-
ности, так и вне ее.)

б) Через точку Л, расположенную вне окружности,
проведена прямая, пересекающая окружность в точках В

и С. Докажите, что квадрат касательной, проведенной
из точки А к окружности, равен АВ-АС.

3. Две окружности пересекаются в точках А и В.

Точка X лежит на прямой АВУ но не на отрезке АВ. До-
кажите, что длины всех касательных, проведенных из

точки X к окружностям, равны.
4. Две окружности радиусов /? и г касаются внешним

образом (т. е. ни одна из них не лежит внутри другой).
Найдите длину общей касательной к этим окружностям.

5. Пусть а и Ь — длины катетов прямоугольного тре-

угольника, с — длина его гипотенузы.

а) Докажите, что радиус вписанной окружности

этого треугольника равен -^(а + Ь—с).

б) Докажите, что радиус окружности, касающейся

гипотенузы и продолжений катетов, равен -у (а + Ь + с).

§ 1. Касательные к окружностям

3.1. Прямые РА и РВ касаются окружности с цент-

ром О (А и В — точки касания). Проведена третья ка-

сательная к окружности, пересекающая отрезки РА и

РВ в точках ХиУ. Докажите, что величина угла ХОУ не

зависит от выбора третьей касательной.
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3.2. Две непересекающиеся окружности вписаны в

угол.
а) К этим окружностям проведена общая внутренняя

касательная. Обозначим точки пересечения этой каса-

тельной со сторонами угла через Ах и Л2, а точки каса-

ния — через Вх и В2. Докажите, что А1В1=А2В2.
б) Через две точки касания окружностей со сторонами

угла, лежащие на разных сторонах этого угла и на раз;
ных- окружностях, проведена прямая. Докажите, что

эта прямая высекает на окружностях хорды равной
длины.

§ 2. Произведение длин отрезков хорд (секущих),
проходящих через фиксированную точку

3.3. Через точку Р, лежащую на общей хорде АВ

двух пересекающихся окружностей, проведена хорда
КМ первой окружности и хорда ЬЫ второй окружности.
Докажите, что четырехугольник КЬМЫ вписанный.

3.4. Дана окружность 5 и точки Р, К вне ее. Про-
ведем через точку Р секущую РАВ (А, В — точки на

окружности) и построим окружность, проходящую че-

рез точки К, А, В. Докажите, что все такие окружности
проходят, кроме /С, еще через одну общую точку, не за-

висящую от выбора секущей РАВ.
3.5. В параллелограмме АВСО диагональ АС боль-

ше диагонали ВО, М — такая точка на диагонали АС,
что четырехугольник ВСБМ вписанный. Докажите,
что прямая ВЭ является общей касательной к описанным

окружностям треугольников АВМ и АйМ.

§ 3. Касающиеся окружности

3.6. Две окружности 5Х и 52 с центрами Ох и 02 ка-

саются в точке А. Через точку А проведена прямая,
пересекающая 5! в точке Аг и 52 в точке А2. Докажите,
что прямая 01А1 параллельна прямой 02А2.

3.7. Три окружности 5Ь 52 и 53 попарно касаются

друг друга в трех различных точках. Докажите, что пря-
мые, соединяющие точку касания $! и 52 с двумя други-
ми точками касания, пересекают окружность 53 в точ-

ках, являющихся концами ее диаметра.
3.8. Две касающиеся окружности с центрами Ох и

02 касаются внутренним образом окружности радиуса Р.
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с центром О (рис. 32). Найдите периметр треугольника
ООхОа.

3.9. Три окружности с центрами Л, 5, С, касаю-

щиеся друг друга и прямой /, расположены так, как

Рис. 32 Рис. 33

показано на рис. 33. Обозначим радиусы окружностей
с центрами Л, В, С через я, Ь> с соответственно. Дока-

жите, что -т= =-7= + ~р= .

§ 4. Углы между пересекающимися окружностями

3.10. Две окружности имеют радиусы /^ и /?2, а рас-
стояние между их центрами равно й. Докажите, что

эти окружности ортогональны тогда и только тогда,

когда <Р = #? + #!.
3.11. Точки Л, В, С, В—вершины выпуклого четы-

рехугольника. 5Л—окружность, проходящая через точ-

ки В, С, О; 5д—через Л, С, В\ 5С—через Л, В, Д;
50—через Л, В, С. Докажите, что окружности 5Л и 5С
пересекаются в точке В под тем же углом, что и окруж-
ности Хй и Хд в точке Л.

§ 5. Применения теоремы о том, что высоты

треугольника пересекаются в одной точке

3.12. АВ— диаметр окружности, С и О — произ-
вольные точки на окружности. Пусть Р, <2 — точки пере-
сечения прямых АС и ВЭУ АЭ и ВС соответственно. До-
кажите, что прямые А В и РС} перпендикулярны.

3.13. Прямые РС и РВ касаются окружности с диа-

метром АВ (С и О — точки касания). Докажите, что

прямая, соединяющая Р с точкой пересечения прямых
АС и ВО, перпендикулярна АВ.
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3.14. Дан диаметр АВ окружности и точка С. С по-

мощью одной линейки (без циркуля) опустите перпенди-
куляр из точки С на Л В, если

а) точка С не лежит на окружности;
б) точка С лежит на окружности.

§ 6. Площади криволинейных фигур

3.15. На гипотенузе и катетах прямоугольного тре-
угольника построены полуокружности, расположенные
так, как показано на рис. 34. Докажите, что сумма пло-

щадей образовавшихся «луночек»

равна площади данного треуголь-
ника.

3.16. На трех отрезках ОА,
ОБ, ОС одинаковой длины (точ-
ка В лежит внутри угла АОС)
как на диаметрах построены ок-

ружности. Докажите, что пло-

щадь криволинейного треугольника, ограниченного ду-
гами этих окружностей и не содержащего точку О, рав-

на половине площади (обыч-
ного) треугольника АВС.

3.17. На сторонах про-
извольного остроугольного
треугольника АВС как на

диаметрах построены ок-

ружности. При этом обра-
зуется три «внешних» кри-
волинейных треугольни-
ка и один «внутренний»
(рис. 35). Докажите,
что если из суммы пло-

щадей «внешних» тре-
угольников вычесть пло-

щадь «внутреннего» треугольника, то получится уд-
военная площадь исходного треугольника АВС.

§ 7. Радикальная ось

На плоскости даны окружность 5 и точка Р. Прямая, про-
веденная через точку Р, пересекает окружность в точках А и В.

3.18. Докажите, что произведение РА*РВ не зависит

от выбора прямой.
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Эта величина, взятая со знаком «плюс» для точки Р вне ок-

ружности и со знаком «минус» для точки Р внутри окружности,
называется степенью точки Р относительно окружности 8.

3.19. Докажите, что для точки Р, лежащей вне ок-

ружности 5, ее степень относительно 5 равна квадрату
длины касательной, проведенной из этой точки.

3.20. На плоскости даны две неконцентрические ок-

ружности 5Х и 52. Докажите, что геометрическим местом

точек, для которых степень относительно 5х равна сте-

пени относительно 52, является прямая.

Эта прямая называется радикальной осью окружностей 5г и 82.

3.21. Докажите, что радикальная ось двух пересе-
кающихся окружностей проходит через точки их пере-
сечения.

3.22. На плоскости даны три окружности, центры
которых не лежат на одной прямой. Проведем радикаль-
ные оси для каждой пары этих окружностей. Докажите,
что все три радикальные оси пересекаются в одной точке.

Эта точка называется радикальным центром трех окруж-
ностей.

3.23. а) На плоскости даны три попарно пересекаю-
щиеся окружности. Через точки пересечения любых

двух из них проведена прямая. Докажите, что эти три

прямые пересекаются в одной точке или параллельны.
б) На сторонах ВС, СА, АВ остроугольного треуголь-

ника АВС взяты произвольные точки Аи Ви Сх. Докажи-
те, что три общие хорды пар окружностей с диаметрами
ААи ВВи ССХ проходят через точку пересечения вы-

сот треугольника АВС.

3.24. На стороне ВС треугольника АВС взята точ-

ка А\ Серединный перпендикуляр к отрезку А'В пере-
секает сторону АВ в точке М, а серединный перпенди-
куляр к отр:зку А 'С пересекает сторону АС в точке N.

Докажите, чго точка, симметричная точке А' относитель-

но прямой ММУ лежит на описанной окружности тре-

угольника АВС.

3.25. На плоскости данм две непересекающиеся ок-

ружности. Проведем к ним одну общую внешнюю каса-

тельную и одну внутреннюю. Точки касания с первой
окружностью обозначим через Л и В, со второй — через
С и В. Докажите, что точка пересечения прямых А В

и СО принадлежит прямой, соединяющей центры окруж-
ностей.
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3.26. а) Внутри выпуклого многоугольника располо-
жено несколько точек. Докажите, что многоугольник
можно разрезать на маленькие многоугольники так, что-

бы все они были выпуклыми и в каждом из них содержа-
лась ровно одна из данных точек.

б) Внутри выпуклого многоугольника расположено
несколько попарно непересекающихся окружностей раз-
личных радиусов. Докажите, что многоугольник можно

разрезать на маленькие многоугольники так, чтобы все

они были выпуклыми и в каждом из них содержалась
ровно одна из данных окружностей.

3.27. Докажите, что диагонали ЛО, ВЕ, СР описан-

ного шестиугольника АВСйЕР пересекаются в одной
точке.

Задачи для самостоятельного решения

3.28. Качалка, имеющая форму сектора круга радиу-
са /?, качается на горизонтальном столе. По какой траек-
тории движется ее вершина?

3.29. Окружности 5Ь 52, 53 с центрами 0и 02» 09

пересекаются в точке С. Кроме того, 5Х и 52 пересека-
ются еще в точке 1>, 5Х и 53— в точке Л, 52 и 58— в точ-

ке В. Точки 0г и О2 принадлежат окружности 58. Дока-
жите, что точки Л, В и 02 лежат на одной прямой.

3.30. Даны четыре окружности, причем первая каса-

ется второй в точке Л, вторая третьей — в точке В, третья
четвертой — в точке С, четвертая первой — в точке И.

Докажите, что четырехугольник АВСИ вписанный.
3.31. Из точки Л, лежащей вне окружности радиуса

Я, проведены к ней две касательные АВ и АС, где

В и С—точки касания. Пусть ВС = а. Докажите, что

4/?2 = г2+ г2а-г \ . где г и та—радиусы вписанной и

вневписанной окружностей треугольника ЛВС. -

3.32. Две окружности касаются внутренним образом.
Прямая, проходящая через центр меньшей окружности,
пересекает большую в точках Л и 2), а меньшую

— в

точках В и С. Найдите отношение радиусов окружно-
стей, если АВ : ВС : СО=2 : 4 : 3.

3.33. Центры трех окружностей радиуса Я, где К

<#<2, образуют правильный треугольник со стороной
2. Чему равно расстояние между точками пересечения
этих окружностей, лежащими вне треугольника?
3 В. В. Прасолов, ч. 1 65



Решения

3.1. Пусть прямая ХУ касается данной окружности в точке 2.

Соответственные стороны треугольников ХОА и ХОЪ рав-

ны, поэтому ^ ХОА=^ ХОЪ. Аналогично, ^20У=^В0У. Сле-

довательно, ^ Х0У=1 Х01+ </ 20У=±. (^ АО! + </ 20В) =

-±*лов.
3.2. а) Обозначим вершину угла через Л, а точки касания

окружностей со сторонами угла
— через Сь С2, О*, 02 (Рис- 36, а).

Рис. 36

Касательные, проведенные из одной точки, равны, поэтому А2Сг=
= А2В2+ В2Вь А102 = А1В1+ В1В2 и АС1 + С1А2+ А2С9^АОг+
+01Л1[+Л102. Подставляя первое и второе равенства в третье и учи-

тывая, что А2С2 = А2Вм Л1^1 = Л1В1 и А01=АСи получаем

А1В1 = А2В2.
б) Обозначим вершину угла через Л, точки касания окруж-

ностей со сторонами угла—через С(, С2, йи 02; точки пересече-

ния секущей С2Ох с окружностями—через Бх и В2 (рис. 36,6).
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Произведение длины секущей на длину ее внешней части равно

квадрату касательной, поэтому С2В1*С201 = С2С2 и й^^й^ —

= />1^2> Поскольку СХС2 = ^!1>2» то С2В1 = ОхВ2. Следовательно,
С2В2 = 0\Вх.

3.3. Пусть Р—точка пересечения диагоналей выпуклого четы-

рехугольника АВСВ. Четырехугольник АВСй вписанный тогда
и только тогда, когда треугольник АРВ подобен треугольнику

ЮРС, т. е. РА-РС= РВ-РО. Так как четырехугольники А1ВЫ и

АМВК вписанные, РЬРМ = РА-РВ =РМРК. Поэтому четырех-
угольник К^МN вписанный.

3.4. Обозначим через X вторую точку пересечения прямой
Р/С с окружностью, проходящей через точки /С, Л, В, а через

Рф—касательную к 5. Поскольку Р(%2 = РА-РВ =РК*РХ, точка

РО2
К лежит на прямой Р/С и РХ=-. ? т. е. X зависит только от

Р, /С, <? и не зависит от выбора секущей РАВ.
3.5. Пусть О—точка пересечения диагоналей АС и ВВ. Тогда

МО'ОС = ВООй. Поскольку ОС= ОА и ВО = Ой, МООА=В02
и МО-ОА = Э02. Эти равенства означают, что ОВ касается опи-

санной окружности треугольника АВМ и ОБ касается описанной

окружности треугольника АйМ.

3.6. «Точки Ой А и 02 лежат на одной прямой, поэтому

</ А2АОг —^А^АОй Треугольники А02А2 и АОгАх равнобедрен-
ные, поэтому ^ Л2Л02 = </ АА202 и ^ АхАО\^= ^ ААхОх. Следо-
вательно, ^ ЛЛаС^^/ЛЛхО!, ц. е. ОгАх || 02Л2.

Рис. 37

3.7. Обозначим центры окружностей 5ь 52, 53 через Оь 02,

03; точки касания окружностей 52 и 53, $1 и 53, $1 и 52 —через

А, В, С; точки пересечения прямых СА и СВ с окружностью 53—

через Аг и Я* (рис. 37).
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Согласно предыдущей задаче ВуОг\\СОх и А х09 \\ СОг. По-

скольку точки Оъ С и 02 лежат на одной прямой, точки А1$ Оа

и В% тоже лежат на одной прямой, т. е. А1#1—диаметр окруж-

ности 53.
,

3.8. Обозначим точки касания окружностей с центрами О и

01} О и 02, 0\ и 02 через Л'1э Л*, В соответственно. Точка касания

двух окружностей лежит на прямой, соединяющей их центры. По-

этому 0102^01В+В02^ОгА1+ 02А2 и ООг+ООъ+О&ъ^

=?((Ю1+ 01А1) + (002+ 02А2)^ОА1+ОА2 = 2К.

3.9. Обозначим проекции точек Л, В, С на прямую / через

А-и Ви С*1 соответственно. Пусть С2 —проекция точки С на пря-

мую АА%. Применяя теорему Пифагора к треугольнику АСС2>

получаем СС1 = АС2—АС1, т. е. А1С\ = (а+с)2— (а —с)а = 4я<7.

Аналогично, ВХС\ = 4Ьс и АхВ\ — ^аЬ. Поскольку А1Сх-\-С1В1 =

= АхВи имеем |^ ас+ )/"&; = ^"ай , т. е. —-тг=:-\—==—=. .

У Ь У а ус
3.10. Обозначим центры окружностей через Ох и 02, точку их

пересечения — через А. Поскольку радиусы О,Л и 02А перпенди-

кулярны касательным к окружностям, проведенным через точку

Л, угол между этими касательными равен углу между радиусами

ОхА и 02А. Поэтому окружности ортогональны тогда и только

тогда, когда </ ОгА02 = 90°, т. е. 0^1 =0^+0^.
3.11. Обозначим углы между окружностями так, как показано

на рис. 38 (одинаковые обозначения использованы для четырех

равных углов, которые образу-

ются при пересечении двух ок-

ружностей).

Рассматривая величины уг-

лов, образованных окружностя-

ми, проходящими через точки

А, С, Ву й соответственно, по-

лучаем *+5+г=180°, *+*+
+ «=180°, у+^+^=№0 и

у+и+ $=\80°. Вычитая из

суммы двух первых равенств два последних равенства, получаем

х — у, что и требовалось.

Для учета различных расположений точек Л, В% С, О доста-

точно считать, что величины *, у, г, 5, /, и могут принимать

отрицательные значения.

3.12. Прямые ВС и ЛО являются высотами треугольника

ЛРВ, поэтому прямая Рф, проходящая через точку (? их пересе-

чения, перпендикулярна прямой АВ.
3.13. Обозначим точки пересечения прямых АС и ВО, ВС и

ЛО через К и К\ соответственно. Согласно предыдущей задаче
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ККг _]_ АВ% поэтому нам достаточно доказать, что точка пересечения
касательных в точках С и I) лежит на прямой КК\.

Докажем, что касательная в точке С проходит через середину

отрезка КК\. Пусть М—точка пересечения касательной в точке С

и отрезка КК±. Стороны углов ЛВС и СККх соответственно пер-

пендикулярны, поэтому они равны. Аналогично, ^ СЛВ = ^ СК\К.
Ясно также, что ^/ /ССМ==^ ЛВС (по свойству угла между каса-

тельной и хордой), поэтому треугольник СМК равнобедренный.

Аналогично, треугольник СМКх равнобедренный и КМ =СМ=КхМ9
т. е. М—середина отрезка КК\>

Аналогично доказывается, что касательная в точке О проходит

через середину отрезка ККъ т- е- касательные в точках С и О

пересекаются в точке, являющейся серединой отрезка ККь
3.14. а) Прямая АС пересекает окружность в точках А и Аи

прямая ВС—в точках В и Вг. Если А = Аг (или В = ВХ), то пря-

мая АС (ВС) —искомый перпендикуляр. Если же это не так,

то АВг и ВАх являются высотами треугольника АВС и искомая

прямая—это прямая, проходящая через точку пересечения пря-

мых АВХ и ВАг.

б) Возьмем точку Сь не лежащую на окружности, и опустим

из нее перпендикуляр на АВ. Пусть он пересекается с окруж-
ностью в точках Э и Е. Построим точку Р пересечения прямых

ОС и АВ у а затем точку Р пересечения прямой РЕ с окруж-

ностью. При симметрии относительно АВ точка С переходит

в точку Р. Поэтому СР— искомый перпендикуляр.

3.15. Обозначим длины катетов через а и Ь, длину гипоте-

нузы— через с. Чтобы найти сумму площадей «луночек», нужно
от площади фигуры, состоящей из треугольника и полукругов,

диаметры которых
— катеты, отнять площадь полукруга, диаметр

которого—гипотенуза. Поэтому сумма площадей «луночек» равна

%а*+%Ь*+3АВс~* =3АВС,

поскольку а2 + Ь2 = с2.

3.16. Обозначим точки пересечения окружностей, построенных

на отрезках ОВ и ОС, ОА и ОС, ОА и ОВ, через Аи Въ Сг со-

ответственно (рис. 39). </ ОАхВ = ^ ОАхС~90°, поэтому точки В,

А\ и С лежат на одной прямой, а поскольку окружности имеют

одинаковые радиусы, ВАХ~ АгС. Точки Лъ Ви Сх являются середи-

нами сторон треугольника АВС, поэтому ВАх = СхВх и ВСх = АхВх.
Поскольку круги имеют одинаковый радиус, то равные хорды

ВА\ и СхВх отсекают от кругов части равной площади, а равные

хорды СХВ и ВгАх также отсекают от кругов части равной пло-

щади. Поэтому площадь криволинейного треугольника АфхСх

69



равна площади параллелограмма А^В^В, т. е. равна половине

площади треугольника ЛВС.

3.17. Проведем высоты АА^ ВВ& СС± треугольника АВС.

Окружность, построенная на стороне АВ как на диаметре, про-

ходит через точки А\ и В±, Проведем прямые Аф±ч ВХС^ СгА1

Л^ С,^_ В

Рис. 39

и обозначим их точки пересечения с окружностями, как показано

на рис. 40. </ АхСф = ^ АСф^ (см. задачу 1.50), поэтому четырех-

угольник АВХАХВ симметричен четырехугольнику АВ2А2В относи-

тельно прямой АВ. Следова-

тельно, площади сегментов, отсе-

каемых хордами АВ± и АВЪ

В^Ах и В2А2, ВА± и ВА2, по-

парно равны. Переместим сег-

менты АВ2 и ВА2 «внешнего»

криволинейного треугольника
АВСг на место сегментов АВ±
и ВА^. Аналогичную операцию
проделаем для криволинейных
треугольников АВгС и АфС.
Теперь, учитывая равенство сег-

ментов А1В1 и А2В2, ВхСх и

Яз^з, АХСХ и Л3С2, получаем,
что разность суммы площадейРис. 40

внешних криволинейных треугольников и площади внутреннего

криволинейного треугольника равна разности суммы площадей

четырехугольников АВ2А2В, АС2А$С, СВ3С3В и площади треуголь-

ника А1В1С1. Ясно, что в сумму площадей четырехугольников

площадь каждого из треугольников АВ ХСХ, АХВСХ, АХВХС входит

дважды, а площадь треугольника АХВХС1 входит трижды. Поэтому
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после вычитания площади треугольника А^В^ остается удвоен-

ная площадь треугольника АВС.

3.18. Проведем через точку Р другую прямую, пересекающую

окружность в точках Аг и Вг. Тогда Д РАА1со Д РВф, поэтому
РА'.РАг^РВ^.РВ.

3.19. Проведем через точку Р касательную РС. Д /МСс/эДРСВ,
поэтому РА:РС = РС:РВ.

3.20. Проведя прямую через точку Р и центр О окружности

5, получаем, что степень точки Р относительно окружности 5

равна й2— Я2, где й = РО, /? — радиус окружности.
Поместим начало координат в центр окружности $1, а ось Ох

проведем через центр окружности 52. Тогда центр окружности 5Х
имеет координаты (0, 0), а центр окружности 52—координаты
(а, 0). Пусть радиусы окружностей 5Х> 52

^ равны ЯиН% со-

ответственно.

Точка с координатами (х, у) имеет степень х2+ у2—Р\ отно-

сительно окружности $х и степень (х—а)2-\-у2—Я\ относительно

окружности 52. Для множества точек, степени которых относи-

тельно $х и 52 равны, получаем уравнение х2-\-у2—Р\ =

= (х—а)2+ у2—Р1 т.е. *=1(аа+Я?--#2). Это уравнение

задает прямую, перпендикулярную отрезку, соединяющему центры

окружностей $1 и 52.
3.21. Степени точки пересечения окружностей относительно

каждой из них равны нулю, поэтому она лежит на радикальной
оси. Если точек пересечения две, то они однозначно задают ради-

кальную ось.

3.22. Так как центры окружностей не лежат на одной пря-

мой, радикальная ось первой и второй окружностей пересекается
с радикальной осью второй и третьей окружностей. Степени точки

пересечения относительно всех трех окружностей равны, поэтому
она лежит на радикальной оси первой и третьей окружностей.

3.23. а) Согласно задаче 3.21 прямые, содержащие хорды,

являются радикальными осями. Согласно задаче 3.22 радикаль-

ные оси пересекаются в одной точке, если центры окружностей не

лежат на одной прямой. В противном случае они перпендикулярны

этой прямой.
б) Обозначим окружности, построенные на отрезках АА1$

ВВЪ ССЪ через 5д, 5д, 5С соответственно. Построим на отрезке

АВ как на диаметре окружность 5. Общей хордой окружностей
5 и 5^ является высота АИа> общей хордой окружностей 5 и$д
является высота ВН^. Согласно а) общая хорда окружностей 5^
и 5д проходит через точку пересечения общих хорд окружностей

5 и 5д, 5 и 5д, т. е. проходит через точку О пересечения высот.
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Аналогично доказывается, что и общие хорды окружностей 5^ и

5с» 5д и5с проходят через точку О.
3,24. Обозначим через В' и С точки пересечения прямых Л'М

и Л'# с прямой, проведенной через точку Л параллельно пря-
мой ВС (рис. 41). Поскольку тре-
угольники А'ВМ и А'ЫС равно-

бедренные, треугольники ЛВС

и А'В'С равны. Поскольку
АМ*ВМ — А'М'В'М, степени точ-

ки М относительно окружностей
5 и 5', описанных около треуголь-

ников А ВС и А 'В'С соответствен-

но, равны. Это верно и для точ-

ки //, поэтому прямая МЫ явля-

ется радикальной осью окружно-
стей 5 и 5'. Окружности 5 и 5'

имеют одинаковые радиусы, поэ-

тому их радикальная ось является

осью симметрии 5 и 5'. Точка Л\

лежащая на окружности 5', при симметрии относительно прямой
МЫ переходит в точку, лежащую на окружности 5.

3^25. Будем считать, что точки А я С лежат на одной каса-

тельной, В и О— на другой. Обозначим точку пересечения прямых
АВ и СП через /(, точку пересечения прямых АС иВй—через Е,

Рис. 41

Рис. 42

центры первой и второй окружностей—через Ох и Оа соответст-

венно (рис. 42).

АВ±ОгЕ, ОхЕ±02Е, 02Е±Сй.
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Поэтому АВ ^Сй, т. е, К является точкой пересечения окруж-

ностей $1 и 52, построенных на отрезках АС и ВО как на диа-

метрах. Мы получили, что точка К лежит на радикальной оси

окружностей $! и 5*. Покажем теперь, что прямая 0Х0% является

радикальной осью окружностей $! и 5а. Радиусы 0ХА и 0ХВ яв-

ляются касательными к окружностям З* и 5а, поэтому точка 0Х
лежит на радикальной оси. Аналогично, точка Оа лежит на ради-

кальной оси.

3.26. а) Обозначим данные точки через Аъ ..., Ап. Для каж-

дой точки А{ рассмотрим множество М/, состоящее из тех точек

/I, для которых Л/—ближайшая из точек Аь ...9 АП9 т.е.

А(Х < А/Х, / = 1, ...,- л. Тогда М(—выпуклое множество. В самом

деле, пусть М,-у— множество точек X, для которых А[Х ^АуХ%
т. е. полуплоскость. Множество Л!,- является пересечением выпуклых
множеств М;;-, поэтому оно само выпуклое. Кроме того, поскольку

каждое из множеств М/у содержит точку Л/, Л!/содержит точку А?
Поскольку для каждой точки плоскости какая-то из точек А±> .. .,Лл
является ближайшей, множества Л1,- покрывают всю плоскость. Рас-

сматривая те части множеств М/, которые лежат внутри исходного

многоугольника, получаем требуемое разбиение.
б) Воспользовавшись доказанными свойствами радикальных

осей, мы можем почти дословно повторить рассуждения, при-

веденные в а).
Обозначим данные окружности через 5*,..., 5„. Для каждой ок-

ружности 5; рассмотрим множество М;, состоящее из тех точек X, для

которых степень относительно 5/
не больше степеней относительно

$!,...,5л. Тогда М(—выпуклое мно-

жество. В самом деле, пусть М,у —
множество точек X, для которых

степень относительно 5/ не больше

степени относительно З/.Мц явля-

ется полуплоскостью, состоящей из

точек, лежащих по одну сторону

с окружностью 5/ от радикаль-

ной оси окружностей 5/ и 8^.
Множество М( является пересече-
нием выпуклых множеств М/у,
поэтому оно само выпуклое. Кроме

того, поскольку каждое из множеств М/у содержит окружность

5/, М[ содержит 5/. Поскольку для каждой точки плоскости

какая-то из степеней относительно 5Ь ..., 5„ является наимень-

шей, множества М,- покрывают всю плоскость. Рассматривая те

части множеств М(, которые лежат внутри исходного многоуголь-

ника, получаем требуемое разбиение.
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3.27. Пусть выпуклый шестиугольник АВСйЕР касается ок-

ружности в точках Я9 (}9 Т, 3, Я, V (точка # лежит на АВ,
(г-на ВС и т. д.).

Выберем произвольное число а > О и построим на прямых ВС

и ЕР точки С' и Я7 так, что фф' = РР' =а, а векторы С<?' и

РР' сонаправлены с векторами и ЕР. Аналогично строим
точки К', 8\ Т\ V (рис. 43, /г#'=55' = 7Т' = иЦ'=а). По-

строим окружность $1, касающуюся прямых ВС и /Г/7 в точках Р-

и С'. Аналогично построим окружности 52 и 53.

Докажем, что точки В и/: лежат на радикальной оси окруж-

ностей $! и 52. ВС' = (}(}'—ВЦ =Ш—ВЯ =ВЯ' (если ОС < В(?,
то В<1' = В(1— (1(1' = ВЯ —№' = ВР') и ЕР' = ЕР+ РР' =

= Е5+55'=-Е5'. Аналогично доказывается, что прямые РС и

АВ являются радикальными осями окружностей 5Х и 53, 52 и53
соответственно. Поскольку радикальные оси трех окружностей
пересекаются в одной точке, прямые Ай, ВЕ и СР пересекаются
в одной точке.



Глава 4

ПЛОЩАДИ

Основные сведения

1. Площадь 5 треугольника ЛВС можно вычислять по сле-

дующим формулам:

а) 5=-^- ака, где а = ВС, На—длина высоты, опущенной на ВС;

б) 5 = -1&с81пЛ;

в) 5 = /?г, где р—-полупериметр* г—радиус вписанной окруж-
ности. В самом деле, если О— центр вписанной окружности, то

5 =5^0+5лос + 50вс=г"2 (с+Ь+а)г = рг.

2. Если многоугольник разрезан на несколько многоугольни-
ков, то сумма их площадей равна площади исходного много-

угольника.
3. Фигуры, имеющие равную площадь, иногда называются

равновеликими.

Вводные задачи

1. Докажите, что площадь выпуклого четырехуголь-

ника равна ^йДзшф, где й± и й2—длины диагона-

лей, а ф—угол между ними.

2. Пусть Е и Р—середины сторон ВС и Ай парал-
лелограмма АВСй. Найдите площадь четырехуголь-
ника, образованного прямыми АЕ, ЕО, ВР, РС> если

известно, что площадь АВСЭ равна 5.
3. Многоугольник описан около окружности радиу-

са г. Докажите, что его площадь равна рг, где р —

полупериметр многоугольника.
4. Точка X расположена внутри параллелограмма

АВСБ. Докажите, что 8АВХ + 8сох = 8всх + 8лох.
5. Пусть Аи В+, Си Г)1—середины сторон СТ), ВА,

АВУ ВС квадрата ЛВСД площадь которого равна 5.

Найдите площадь четырехугольника, образованного
прямыми АА^ ВВ0 СС±, ББ^
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§ 1. Площади треугольников, на которые медианы

разбивают треугольник

4.1. Докажите, что медианы разбивают треугольник
на шесть равновеликих треугольников.

4.2. Внутри треугольника АВС взята точка Р так,

что площади треугольников АВР, ВСР и АСР равны.
Докажите, что Р — точка пересечения медиан треуголь-
ника.

§ 2. Вспомогательные равновеликие треугольники

4.3. Внутри данного треугольника АВС найдите

точку О такую, что площади треугольников ВОЬ, СОМ
и АОЫ (точки Ь, М и N лежат

на сторонах АВ% ВС и СА, при-
чем ОЦ\ВС, ОМ\\АС и ОЩ\АВ)
равны (рис. 44).

4.4. Через точку Е, взятую

внутри параллелограмма АВСО,

проведены прямые, параллель-
ные сторонам и разбивающие
его на четыре параллелограмма.
Докажите, что точка Е лежит на

диагонали АС тогда и только тог-

да, когда параллелограммы, прилегающие к вершинам
В и О, равновелики.

4.5. На продолжениях сторон ВА, АВУ ВС, СВ вы-

пуклого четырехугольника АВСЭ взяты точки Аи Ви

СьЯх так, что ЮА^бА, АВХ=2АВ, ВСХ-=2ВС и

СЕ>1=2СО. Найдите площадь получившегося четырех-

угольника А^Схйц если известно, что площадь четы-

рехугольника АВСЬ равна 5.
4.6. Шестиугольник АВСИЕР вписан в окружность.

Диагонали АЕ)У ВЕ и СР являются диаметрами этой

окружности. Докажите, что площадь шестиугольника
АВСЭЕР равна удвоенной площади треугольника АСЕ.

§ 3. Вычисление площадей

4.7. Высота трапеции, диагонали которой взаимно пер-
пендикулярны, равна 4. Найдите площадь трапеции,
если известно, что длина одной из ее диагоналей равна 5.
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4.8. В прямоугольник АВСй вписаны два различ-
ных прямоугольника, имеющих общую вершину К на

стороне АВ. Докажите, что сумма их площадей равна
площади прямоугольника АВСй.

4.9. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника
АВСИЕ отсекает от него треугольник единичной пло-

щади. Вычислите площадь пятиугольника АВСВЕ.
4.10. В треугольнике ЛВС точка Е — середина сто-

роны ВС, точка О лежит на стороне АС, АС=\, /__ ВАС=*

=60°, /_АВС= 100°, ^АСВ=20° и /^ ОЕС=80° (рис. 45).
Чему равна сумма площа-
ди треугольника АВС и

удвоенной площади тре-

угольника СОЕ?
4.11. На сторонах АВ,

ВС и СА треугольника
АВС взяты точки Е, Р и

С так, что АЕ : ЕВ^ВР:
: РС=СО : СА = к<Ц. Найдите отношение площади тре-
угольника, образованного прямыми АР, ВО и СЕ, к

площади треугольника АВС.
4.12. Вокруг треугольника ВХВ2В3 описан треуголь-

ник АХА2АЪ, вокруг АгА2А3 описан треугольник СХС2СВ
так, что его стороны параллельны соответственным сто-

ронам ВхВ2Вг. Найдите площадь треугольника АгА2А3,
если известны площади треугольников ВХВ2В3 и СгС2С3.

§ 4. Площадь помогает решить задачу

4.13. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника взяты

точки Аг, Вг и Сх соответственно. Прямые ААХ, ВВХ
и ССХ пересекаются в точке Р.

а) Докажите, что Н^=н-^-
б) Докажите, что

АСг ВАХ СВ< .
, тт \

СГВ'А^'ЩЛ-1 (теорема Чевы).

4.14. Длины сторон треугольника образуют арифме-
тическую прогрессию. Докажите, что радиус вписанной

окружности равен трети одной из высот треугольника.
4.15. Докажите, что сумма расстояний от точки,

взятой произвольно внутри правильного треугольника,
до его сторон постоянна (и равна высоте треугольника).
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4.16. Дан правильный треугольник ЛВС и точка О

внутри него. М, Р и К — проекции точки О на высоты

Ад, ВЕ и СР соответственно. Докажите, что величина

АМ+ВР+СК не зависит от выбора точки О.
4.17. Докажите, что в выпуклом многоугольнике,

все углы которого равны, сумма длин перпендикуляров,

опущенных из любой внутренней точки О на стороны
многоугольника или на их продолжения, не зависит

от выбора точки О.
4.18. Многоугольник, описанный вокруг окружно-

сти радиуса г, разрезан на треугольники (произвольным
образом). Докажите, что сумма радиусов вписанных ок-

ружностей этих треугольников больше г.

4.19. Дан выпуклый многоугольник А{А2 . . .Ап. На
стороне А1А2 взяты точки Вх и /)2> на стороне А2А3 —

точки В2и03и т. д. так, что если построить параллело-
граммы А1В1С1Ии . .

., АпВпСпОп, то прямые АхСи . . .

. .
., АпСп пересекутся в одной точке О. Докажите, что

4.20. На сторонах ЛВ, ВС, С23, ЭА параллелограм-
ма АВСБ взяты точки М, //, К, Р соответственно так,

что МК\\Ай, НР\\АВ. Докажите, что прямые ЯР, ЛШ
и ОС пересекаются в одной точке (О — точка пересече-
ния прямых НР и М/С).

4.21. Докажите, что если никакие стороны четырех-*
угольника не параллельны, то середина отрезка, соеди-
няющего точки пересечения противоположных сторон,
лежит на прямой, соединяющей середины диагоналей,

4.22. Внутри треугольника АВС взята точка О.
Обозначим расстояния от точки О до сторон ВС, СА, АВ

треугольника через йа, йъ, с1СУ а расстояния от точки О

до вершин А, В, С — через /?а, Рь, Рс.

а) Докажите, что аК^сйс-\-Ыь.
б) Докажите, что Ра+#ь+Рс>2(с(а+йь+йс).

§ 5. Площади образуют арифметическую прогрессию

4.23. а) Противоположные стороны АВ и СЭ про-
извольного выпуклого четырехугольника АВСБ разде-
лены на пять равных частей и соответствующие точки

противоположных сторон соединены (рис.-46, а). Дока-
жите, что площадь среднего (заштрихованного) четы-

рехугольника в пять раз меньше площади исходного.

б) Каждая из сторон выпуклого четырехугольника
разделена на пять равных частей и соответствующие
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точки противоположных сторон соединены (рис. 46, б).
Докажите, что площадь среднего (заштрихованного)
четырехугольника в 25 раз меньше площади исходного.

Рис. 46

4.24. Середины Ми IV сторон АВ и СО выпуклого
четырехугольника АВСО соединены с концами проти-
волежащих сторон (М— с С и О, N — с А и В). Дока-
жите, что площадь четырехугольника, ограниченного

проведенными отрезками, равна сумме площадей тре-

угольников, прилегающих к сторонам АО и ВС.

§ 6. Площади треугольников, на которые диагонали

разбивают четырехугольник

4.25. Диагонали разбивают выпуклый четырехуголь-
ник АВСО на четыре треугольника. Докажите, что если

ВС\\АИ, то треугольники, прилегающие к сторонам АВ
и СХ>, равновелики. Верно ли обратное?

4.26. а) Диагонали выпуклого четырехугольника
АВСО пересекаются в точке Р. Известны площади тре-

угольников АВР, ВСРУ СОР. Найдите площадь тре-
угольника АОР.

б) Диагонали выпуклого четырехугольника площади
1 делятся точкой пересечения в отношениях 2 : 3 и

4 : 5. Найдите площади четырех треугольников, на кото-

рые диагонали разбивают четырехугольник.
в) Выпуклый четырехугольник разбит диагоналями

на четыре треугольника, площади которых выражаются
целыми числами. Докажите, что произведение этих чи-

сел представляет собой точный квадрат.
4.27. Диагонали четырехугольника пересекаются в

точке Р, причем сумма площадей треугольников АВР и

СОР равна сумме площадей треугольников ВСР и

АОР, Докажите, что точка Р является серединой одной
из диагоналей.
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4.28. Выпуклый четырехугольник разбит диагоналя-
ми на четыре треугольника. Суммы квадратов площадей

треугольников, прилегающих к противоположным сто-

ронам четырехугольника, равны между собой. Докажите,
что хотя бы одна из диагоналей делится точкой пересе-
чения пополам.

§ 7. Площади треугольников, на которые

внутренняя точка разбивает четырехугольник

4.29. Внутри выпуклого четырехугольника АВСО
имеется точка О такая, что площади треугольников ОАВ,
ОВС, ОСИ и ООА равны. Докажите, что одна из диаго-

налей четырехугольника делит другую пополам.

4.30. В выпуклом четырехугольнике АВСО сущест-
вуют три внутренние точки Ри Р2, Р8, не лежащие на

одной прямой и обладающие тем свойством, что сумма
площадей треугольников АВРЬ и СйР1 равна сумме пло-

щадей треугольников ВСРг и АОР1 для каждого /= 1, 2, 3.
Докажите, что АВСО — параллелограмм.

§ 8. Площадь четырехугольника с вершинами

на сторонах (диагоналях) четырехугольника

4.31. Докажите, что площадь четырехугольника, об-

разованного серединами сторон выпуклого четырех-
угольника АВСО, равна половине площади АВСО.

4.32. Дан выпуклый четырехугольник площади 5.

Внутри него выбирается точка и отражается симметрично
относительно середин всех сторон. Получаются четыре

вершины нового четырехугольника. Найдите его пло-

щадь.

4.33. Докажите, что если диагонали выпуклого че-

тырехугольника равны, то его площадь равна произве-
дению длин отрезков, соединяющих середины противо-
положных сторон.

4.34. В выпуклом четырехугольнике АВСО взяты

точки: Р и (} — середины диагоналей АС и В1), М и N —

середины сторон АВ и СО, 5 — точка пересечения
диагоналей. Докажите, что площадь четырехугольни-
ка РМС^Ы равна абсолютной величине полуразности
площадей треугольников А8В и С50.

4.35. В выпуклом четырехугольнике АВСО точки Е
и К — середины диагоналей АС и ВО соответственно,
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Н — точка пересечения продолжений сторон АЭ и ВС.

Докажите, что

4.36. На каждой стороне параллелограмма взято по

точке. Площадь четырехугольника с вершинами в этих

точках равна половине площади параллелограмма. До-
кажите, что хотя бы одна из диагоналей четырехуголь-
ника параллельна стороне параллелограмма.

4.37. Точки К и М — середины сторон АВ и СО вы-

пуклого четырехугольника АВСЭ, точки Ь и N распо-
ложены на сторонах ВС и АО так, что КЬММ — пря-
моугольник. Докажите, что площадь четырехугольника
АВСБ вдвое больше площади прямоугольника /С/.Л4ЛГ.

§ 9. Прямые и окружности, делящие фигуры
на равновеликие части

4.38. На боковых сторонах АВ и СИ трапеции АВСЭ
взяты точки М и N так, что отрезок ММ параллелен
основаниям и делит площадь трапеции пополам. Най-

дите длину ММ, если ВС=а и АО=Ь.
4.39. Докажите, что диагональ выпуклого четырех-

угольника делит его площадь пополам тогда и только

тогда, когда она делит пополам другую диагональ.
4.40. Каждая из трех прямых делит площадь фигуры

пополам. Докажите, что часть фигуры, заключенная

внутри треугольника, образованного этими прямыми,
имеет площадь, не превосходящую 1/4 площади всей

фигуры.
4.41. Прямая / делит площадь выпуклого многоуголь-

ника пополам. Докажите, что эта прямая делит проекцию
данного многоугольника на прямую, перпендикулярную

/, в отношении, не превосходящем 1+1/^2.
4.42. Докажите, что любой выпуклый многоуголь-

ник можно разрезать двумя взаимно перпендикуляр-
ными прямыми на четыре фигуры равной площади.

4.43. а) Докажите, что любая прямая, делящая по-

полам площадь и периметр треугольника, проходит че-

рез центр вписанной окружности.
б) Докажите аналогичное утверждение для любого

описанного многоугольника.

4.44. Точки А и В, лежащие на окружности 5Ь
соединены дугой окружности 52, делящей площадь
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круга, ограниченного 5*, на две равные части. До-
кажите, что дуга 52, соединяющая Л и В, по длине боль-
ше диаметра 51.

§ 10. Формула для площади четырехугольника

4.45. а) Докажите, что площадь выпуклого четы-

рехугольника АВСЭ вычисляется по формуле

8* = (р-а)(р-Ь)(р-с)(р-с1)-аЬсасоз*(Ц^у
где р— полупериметр, а, &, с, й — длины сторон.

б) Докажите, что если четырехугольник АВСИ впи-

санный, то

8>=(р-а)(р-Ь) (р-с) (р-с1).

в) Докажите, что если четырехугольник АВСВ впи-

санный и описанный одновременно, то 82=аЬсс1.

§11. Разрезания

4.46. Докажите, что площадь правильного восьми-

угольника равна произведению длин наибольшей и на-

именьшей из его диагоналей.

4.47. Стороны АВ и Си параллелограмма АВСй пло-

щади 1 разбиты на п равных частей, АВ и ВС — на т

равных частей.

а) Точки деления соединены так, как показано на

рис. 47, а.

б) Точки деления соединены так, как показано на

рис. 47, б.
Чему равны площади образовавшихся при этом ма-

леньких параллелограммов?
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Задачи для самостоятельного решения

4.48. Стороны вписанного четырехугольника АВСВ

удовлетворяют соотношению АВ'ВС=Ай-ОС. Докажи-
те, что площади треугольников ЛВС и АОС равны.

4.49. Медианы треугольника имеют длины 9, 12, 15.
Чему равна его площадь?

4.50. В прямоугольном треугольнике гипотенуза рав-
на с, радиус вписанной окружности равен г. Чему равно
отношение площади вписанного круга к площади тре-
угольника?

4.51. Докажите, что все выпуклые четырехугольники,
имеющие общие середины сторон, равновелики.

4.52. Докажите, что если два треугольника, получаю-
щихся при продолжении сторон выпуклого четырехуголь-
ника до их пересечения, равновелики, то одна из диаго-

налей делит другую пополам.

4.53. Площадь треугольника равна 5, периметр ра-
вен Р. Прямые, на которых расположены его стороны,
отодвигаются (во внешнюю сторону) на расстояние к.

Найдите площадь и периметр треугольника, образован-
ного тремя полученными прямыми.

4.54. Найдите площадь общей части четырех кругов
радиуса 1, центры которых образуют квадрат со сторо-
ной 1.

4.55. Точки М и N являются серединами боковых

сторон АВ и СО трапеции АВСС Докажите, что если

удвоенная площадь трапеции равна АЫ-ЫВ+СМ-МО,
то АВ=СО=ВС+АО.

4.56. Прямая пересекает стороны АВ и ВС треуголь-
ника АВС в точках М и К. Известно, что площадь тре-
угольника МВК равна площади четырехугольника
АМКС Докажите, что

АМ+ МК+ КС 1

МВ+ВК
^ 3*

Решения

4.1. Пусть АА±У ВВ+, СС±—медианы треугольника АВС^
О—точка их пересечения.

В треугольниках ОВА^ и ОСА^ стороны ВА1 и САг равны;
высоты, опущенные из вершины О на эти стороны, тоже равны,

поэтому Зова1 = 8оса1- Аналогично, Зоав1=$осв1 и 80АС1=
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В треугольнике АОСх сторона АО в два раза больше стороны

АхО треугольника АхОВ, а высота, опущенная на сторону АО,

в два раза меньше высоты, опущенной на сторону Аг0. Поэтому
$ЛОС, = ^ов. АнаЛ0ГИЧН0' 3АОС1 = 3В1ОС-

4.2. Треугольники АВР и АСР имеют общую сторону АР и

равновелики, поэтому перпендикуляры ВМ и СМ, опущенные из

точек Б и С на прямую АР, равны. Поэтому прямоугольные тре-

угольники ВМК и СЛ^/С, где К—точка пересечения прямых АР

и ВС, равны, т. е. прямая АР проходит через середину сторо-
ны ВС. Аналогичные рассуждения для прямых ВР и СР показы-

вают, что Р—точка пересечения медиан треугольника.
4.3. Обозначим точку пересечения прямой 1*0 со стороной АС

через /*!. Поскольку 8юв —5мос и АМОС—А^ОС, то Зюв=
— З^ос- Высоты треугольников ШВ и 1г0С равны, поэтому
Ю — ЬхО, т. е. точка О лежит на медиане, проведенной из вер-

шины А. Аналогично доказывается, что точка О лежит на медиа-

нах, проведенных из вершин В и С, т. е. О—точка пересечения

медиан треугольника. Проведенные рассуждения показывают

также, что точка пересечения медиан треугольника обладает тре-

буемым свойством.

4.4. Обозначим точки пересечения проведенных прямых со сто-

ронами параллелограмма через Р, (?, М, Ь: точка Р лежит на

стороне АВ, (} — на стороне СЭ, М— на стороне ВС, I* — на сто-

роне АО. Допустим сначала, что точка Е лежит на диагонали АС.

Тогда треугольники АВС и АЭС, ЕМС и Е(}С, АРЕ и А1Е

равны, поэтому

$РЕМВ = $АВС—5еМС~—$АРЕ = $АОС—$Е<ЗС—3А1Е=$ЕЫХ)-

Пусть теперь точка Е не лежит на диагонали АС. Для опре«

деленности будем считать, что точка Е лежит внутри треуголь-

ника АВС. Рассмотрим точку Е' пересечения прямой АН и диаго-

нали АС. Проведем через точку Е' прямую Р'О.', параллельную

Р(} (рис. 48). Как только что было доказано, Зр'Е>мв — $Е'ЮЯ'-
ЯСНО, ЧТО ЗрЕМВ > Зр'Е'МВ
и 3Е<ю<1> > 3Еи>(), поэтому

ЗрЕМВ > &В№<)-
4.5. Поскольку АВ = ВВи

то ЗВВхС= Звас- А так как

ВС = ССг, то Зв^СхС^Звв^с —
= 3ВАС и 5ЯВ.С» = 23вас- Ана-

логично, «5/>/)1^|=25асо* поэто-

му ЗВВхС1 + Зо[)1А1 = 23две +

+ 23АСй=23АВС0. Аналогично, ЗАА1В1 + 3ССх01= 25авсо- По-

этому ЗАгВхСгОх = $АВСО + ЗААгВх+^ВВхСх+^ССхОх+ ЗоОгАх =
= ЬЗавсо-
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4.6. Пусть О—центр описанной окружности. Поскольку АО,
ВЕ и С/7—диаметры, то 8АВо =8ОЕо= 8АЕО, 8ВСо= 3Ер0=:
— Зсео^соО^Заго^Засо- Ясно также, что 8ЛВСоег=8аво +
+8[>Ео+8всо+8его+8соо-\~8аро н 8Асе=8АБо+8сео +
-т*8АС0. Следовательно, ЗАВСоер=1 28асе.

4.7. Пусть диагонали АС и Вй трапеции АВСО перпенди-

кулярны, высота СР равна 4 и ЛС= 5. Поскольку треугольник
АСР прямоугольный, АС= 5 и С/7 = 4, то АР=3. Пусть прямая,
проведенная через точку С параллельно ВО, пересекает прямую
АР в, точке Е. Прямоугольные треугольники АЕС и АСР имеют

АЕ АС
ОбЩИЙ ОСТРЫЙ УГОЛ, ПОЭТОМУ ОНИ ПОДОбнЫ И

-^
=

-гт; » Т. е.

СР-.

N С

яг
25

г с
АО+ ВС

пп
АЭ+ йЕАЕ = -5-. Следовательно, 8АВсо = к С/7 = *-

о 2. 2.

_АЕ-СР_50
2 ""3*

4.8. Если один из параллелограммов вписан в другой,.то

центры этих параллелограммов

совпадают (см. задачу 7.3). Поэтому
все три рассматриваемых прямо-.

угольника имеют общий центр О,
т. е. вершины вписанных прямо-

угольников лежат на окружности

радиуса ОК с центром О. Обозна-

чим вершины вписанных прямо-

угольников, лежащие на стороне

ВС, через Л4 и УУ, а проекцию /Н
точки О на хорду МЫ—через Ох

(рис. 49). Поскольку 0^ = 0^
и ОхМ = ОхЫ, имеем ВМ^МС.

Следовательно, 8КВм + 8кВя =

1 .„/,„., . „.,. 1

Рис. 49

=

^ КВ-(ВМ+ ВЛ0=-~ КВ.ВС 8^сN+8^см—-2^С• (СЛГ+

+СМ)=Д/,С.#С. Поэтому 8КАи+ 5к/а= 28квс1-8КВМ -

- $/озлг- 51сЛг~8ЬСМ = 25*яс!~у (КВ+ 1С) • ВС= 8квьс. По-

скольку /С/, делит площадь каждого из трех прямоугольников по-

полам, из равенства 8КМ1-\-Зк^1 = 8кВСг. следует требуемое.
4.9. Поскольку 8АВЕ=8АВС, точки Е и С равноудалены от

АВ и ЯСЦЛВ. Аналогично доказывается, что и остальные диаго-

нали параллельны соответствующим сторонам. Пусть Р—точка

пересечения ВО и ЕС. Если 8ВРС = х, то 8АВсое==8аве+8ерВ+
+ 8евс-т-3Врс = 3-\-х (8Ерв==:8АВе=\, так как АВРЕ—парал-
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лелограмм). Остается найти х. 8ВрС:5е)рс = ВР:ВР = ЗерВ'.Зеро>

т. е. *:(1—*) = 1:*. Отсюда х=
У

2~ и ЗАВСве= 2
-

4.10. Опустим из точки С перпендикуляр / на прямую АВ.

Пусть А\ В', Е'—точки, симмет-

ричные точкам А, В, Е относи-

тельно прямой /. Тогда треуголь-
ник АА'С равносторонний, причем

</ АСВ = </ ВСВ' = ^ В'СА' = 20°.

Треугольники ЕЕ'С и ИЕС

являются равнобедренными тре-
угольниками с углом при вершине

20°, имеющими общую боковую

сторону ЕС. Поэтому эти тре-

угольники равны. Следовательно,-

$авс + 2$Еэс = $авс + 25ее'С*

Поскольку Е—середина стороны ВС, 25еЕ'С= 5ве'С=-к Звв>С'

Поэтому Злвс+23ЕОС = 3АВС +у Звв>с=у 3АА>с = ^-3—
4.11. Обозначим точки пересечения прямых АР и СЕ, ВО и

АР, СЕ и ВО через /С? {« и М соответственно (рис. 50). Тогда

^кьм^Завс—Закс—3В1А—Зсмв-

Вычислим площадь треугольника АКС. Для этого найдем
ЕК Е'Р

отношение ЕК:КС Проведем прямую ЕЕ'\\АР. "кг==~рг и

ВР АВ к+\ ЕК к ВР к2
т=1ш=—> поэтому ж^к+т'Ус^к+т- 3акс =

КС КС ЕА к+\ к
=

•Ш
• 3АЕС «

-Ёс'ВА* 8лвс =
к2+к+\

#

ЙЛ
# 5лвс==

/? &
=

6«+ й + 1
' 5>4ас- Аналогично, 5В1.а = 5смв = кг, к+1

X

ус „ поэтому 5М-1 3/;
_ (1-й)» „(1-й)3

4.12. Будем считать, что точки В+, В2, В3 лежат на сторонах

А2А*, А9Ах, АХА2, а точки А±, А2, А3—на сторонах С2С3, С8Сь
СХС2 соответственно.

Поскольку треугольники В1В2Въ и СгС2С3 гомотетичны, пря-

мые ВхСь В2С2 и В3С3 пересекаются в одной точке О.

.

0
3СгВ10 с20 СхО 3Схос*

3АзВ20В1 = 3СаВх0 и ■= яд7)=!:Т7)-с » поэтому

8А$ВгОВ1:==8В1ОВг^СгОСг=::к28В1ОВ^ ™е к~Коэффициент ПОДОбиЯ

треугольников ВхОВ2 и СгОСг, т. е. ЗлаДаОВ^&^ов,. ^нало"
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ГИЧН0, 5АВаОВз
= &$ЯаОВз и ^а^ОВ, = Ь8Вх0Вг. СклаДЫВЭЯ ЭТИ

равенства, получаем 3А1ЛгАш^кЗВ1ВлВа^УЗВхв%Вш^СгСшс9-
4.13. а) Опустим перпендикуляры АА2 и СС2 на прямую ВР.

Треугольники АВР и ВСР имеют общую сторону ВР, поэтому

Завр'-Звср — АА2:СС2. Из подобия треугольников АА2В± и СС2ВХ
получаем АА2:СС2 = АВ1:В1С.

б) Согласно а) ^=4^, ^«^и^-1%.
Остается перемножить эти равенства.

4.14. Пусть длины сторон треугольника АВС равны а, Ъ, с,

причем а^б^с. Тогда Ь=—^—. С одной стороны, Завс—

1 3
—

-- г (а + Ь-\-с) — ^г гЬ% где г—радиус вписанной окружности.

С другой стороны, 8авс = "к^ь^- Поэтому г = -~-къ.

4.15. Из точки О внутри правильного треугольника АВС опу-

стим перпендикуляры ОА^ ОВъ ОС^ на стороны ВС, АС, АВ

соответственно. Пусть а—длина стороны треугольника АВС, к—

длина высоты. Ясно, что Завс^Звсо+Засо+Заво- Отсюда по-

лучаем -~-ак= ~а*ОАг-\--уа-0^1+-^а-0СЪ т. е. к = ОАх-\-

+ ОВ1-\-ОС1.
4.16. Опустим из точки О перпендикуляры 0АЪ 0ВЪ 0СХ на

стороны ВС, АС, АВ соответственно. Ясно, что АО = АМ-\-0Ах,
ВЕ = ВР+ ОВъ СР = СК+ ОСх. Скла-

дывая эти равенства, получаем

АО + ВЕ+ СР = АМ+ ВР+СК+

+ ОА1+ ОВ1+ ОСх.

Пусть длина высоты треуголь-

ника АВС равна Н. Тогда Л0+

-\- ВЕ+СР — Зк и, согласно предыду-

щей задаче, ОА ± + 0ВХ + 0СХ = к.

Поэтому АМ+ ВР+СК = 2к.

4.17. Поскольку все углы мно-

гоугольника Ах ... Ап равны, его

можно поместить в некотором

правильном многоугольнике В± ... Вп так, чтобы соответственные

стороны этих двух многоугольников были параллельны (рис. 51).
Расстояние от точки О до прямой В;В{+1 равно сумме рас-

стояния от точки О до прямой А(А(+1 и расстояния между пря-

мыми Л/Л/+1 и Б/В/ + 1. Поскольку расстояние между этими пря-

мыми от точки О не зависит, нам достаточно доказать, что сумма

расстояний от О до сторон правильного многоугольника В± ... Вп
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не зависит от О. ^--в^Ча^"^^..*^+4,^0 =

~у^(Л1+--« +йл-1+ /1п)» где 6—длина стороны правильного

многоугольника Вх...Вп, а Л/.— расстояние от точки О до сто-

роны В/В,-+1. Из этого равенства видно, что сумма /1Х+...+/!„
постоянна.

4.18. Пусть гь ..., /•„—радиусы вписанных окружностей полу-
ченных треугольников, Р1% ..., Р„—-их периметры, а $1, ..., 5„—
площади. Площадь и периметр исходного многоугольника обозна-

чим через 5 и Р соответственно.

Ясно, что Р{ < Р (см. задачу 5.27). Поэтому

4 19 А1В1-А2В2....-АпВп
^

ЛА А2В2 АпВп
=

=
^^0

. .
3АпВп0 __^АхВхО

т ^ #
8АпВп0

^Агй%0 5А1й10 ^Агй.О 5АпОпО
'

•^Л.^о —5^0,0» поскольку сторона Ах0 у этих треугольников

общая, а высоты, опущенные из точек Вх и Г>1 на эту сторону,

равны (точка О лежит на диагонали АхСх параллелограмма

Л&СгОд. Аналогична,- /,5,° =... =
*пВп°

=1. Поэтому

4.20. Через точку Е пересечения прямых ОС и ВР проведем

прямые НХРХ и К\МХ параллельно прямым НР и КМ. Точки

Рис. 52

пересечения прямых КМ и ЯЛ, К\Мг и НР обозначим через
Р и О соответственно (рис. 52). Воспользуемся теперь результа-
том задачи 4.4.

Точка О лежит на диагонали СЕ параллелограмма СНхЕКи

поэтому ЗроиИг^^кКгОО. т. е. З^нов^Зк^Ер. Точка Е лежит
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на диагонали ВР параллелограмма АРНВ, поэтому З^вРхА =
= 5нхНОЕ=8кК\ЕР- Следовательно, точка Е лежит на диагонали

МО параллелограмма АОКМ.
4.21. Пусть Е а Р—точки пересечения продолжений сторон

данного четырехугольника. Обозначим вершины четырехугольника

так, что Е— точка пересечения продолжений сторон АВ и СО за

точки В и С, Р—точка пересечения лучей ВС и АО. Достроим

треугольники АЕР и АВО до параллелограммов АЕР.Р и АВЬО

(рис. 53).
При гомотетии с центром А и коэффициентом 2 середина

диагонали ВО, середина диагонали АС и середина отрезка ЕР пе-

реходят в точки Ь, С и К соответственно. Поэтому нам достаточно

доказать, что точки I, С и Я лежат на одной прямой. Именно

этот факт был доказан в предыдущей задаче.

4.22. а) Опустим из точек В и С перпендикуляры ВК и С1*

на прямую ОА. Пусть а1=ВК, аа = С^. Ясно, что ах-\-а%^а.

Поэтому уаКа^^а1Яа+^а2Ка=8Асо+ЗАВО=-2Ьс1ь+ ~сс1с.

Заметим, что при доказательстве мы использовали только то,

что точка О лежит внутри угла ВАС, а не внутри треуголь-

ника АВС.

б) Применяя неравенство из а) к точке, симметричной точке О

относительно биссектрисы угла А (это правомерно ввиду заме-

чания в а)), получаем неравенство а#а&*с-(1ъ-\-Ь*(1с> т. е.

с Ь с а

Яа^— с1ь-\ йс. Аналогично, ^ь^-г^а+у^ и Кс^*

^— ^ьЛ—йв.'Складывая эти неравенства, получаем /?д + '#ь +

X Ц

поскольку р--2- ^2.
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4.23. а) Решим более общую задачу: будем считать, что сто-

роны разделены на 2я+1 равных частей. Обозначим последова-
тельно точки деления А0=А, Аъ ..., Л2„+1 = В, С0 = 1>,
Съ ..., С2л + 1

= С (рис. 54). В треугольниках С0А0А1у СхА^, ...

..., С2пЛ2„Л2п + 1 стороны А0Аг, АгА2} ..., А2пА2п + 1 равны;
длины высот, опущенных на эти стороны, образуют арифметическую

Рис. 54

прогрессию. Поэтому и площади этих треугольников образуют

арифметическую прогрессию. Следовательно, 5С А А
=

= 2^ГГ(5с0ли1+-+5сг„л2„л!П+1)- Аналогично, $„п+1сп-сп+1=

= 2^Т(5ЛСА+-+Ч»+1с,Л+1)' Складывая эти равен-

ства, получаем, что площадь среднего четырехугольника в 2я+1
раз меньше площади всего четырехугольника.

б) Мы опять решим более общую задачу—докажем, что если

стороны АВ и Си разбиты на т, а ВС и ЛО—-на п равных частей

(тип нечетны), то площадь центрального четырехугольника
в тп раз меньше площади четырехугольника АВСй.

Докажем сначала, что каждый из отрезков, соединяющих

противоположные стороны четырехугольника, разбит другими от-

резками на равные части. Для этого достаточно доказать, что

если точки /С, /-, М, N. лежащие на сторонах АВ, ЮС, АО, ВС

соответственно, таковы, что Л/С = аЛБ, #/- = аОС, АМ-—$АГ),

ВЫ = $ВС, то точка пересечения Р отрезков /(X и МЫ делит их

в тех же отношениях, т. е. МР = <хММ, /(Р = РЛХ. Возьмем на

отрезках ММ и К1< точки /? и 5 такие, что МЯ=аМ№

и К8 = $к1. Тогда ЛМ+ М^==рл5+ аЛ^У===рлВ+а (МА +

+ Л^+ВлГ) = рлЗ---арАб+ аЛ^+ аРБС и АК+ К8==аЛВ +
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Так как ВС—АВ =ВС—Хв> получаем АМ+МК =АК+ К5.

Следовательно, # = 5 = Р.

Рассмотрим четырехугольники, на которые АВСВ разбит от-

резками, соединяющими точки на сторонах АВ и СВ. Из реше-

ния, приведенного в а), видно, что площадь среднего из этих

четырехугольников в т раз меньше площади АВСВ, а из только

что доказанного утверждения видно, что его стороны делятся

отрезками, соединяющими точки на ВС и АО, на п равных частей.

Еще раз применяя к этому четырехугольнику утверждение а),

получаем, что площадь заштрихованного среднего четырехуголь-

ника в тп раз меньше площади АВСВ.

4.24. Расстояние от точки N до прямой АВ равно полусумме

расстояний от точек С и О до этой прямой. Поэтому 3АВ^ =

= $вмс+ $амо- Аналогично, Зсом^^вм+Зам- Складывая

эти равенства, получаем (рис. 55):

(51+54+ 5в) + (53 + $4 + 57) =

= (5х+ 52) + (56+ 5в) + (52 + 53)+

+ ($б+ 57), т. е. 54 = 52+ 56.
4.25. Пусть Р—точка пере-

сечения диагоналей выпуклого че-

тырехугольника АВСВ.

Равенство 3АВр= 3Сор эквива-

лентно равенству 8Авр-\-^аро~
= $сор-\-$аро> или $аво=5Аси-

В свою очередь, равенство пло-

щадей треугольников АВВ и

АСВ эквивалентно тому, что

высоты, опущенные из точек В

и С на сторону АВ, равны по

длине, т. е. ВС \\ АВ. Таким образом, треугольники, прилегающие

к боковым сторонам трапеции, равновелики. Проведенные рассуж-

дения показывают также, что если треугольники АВ? и СВР

равновелики, то АВСВ—трапеция или параллелограмм.

4.26. а) 8аор:ЗАВр = ВР:ВР= Зсвр'.$вср> т. е.

Рис. 55

$ЛЯР=
$АВР'$СРР

$ВСР

б) Воспользуемся формулой Зляс— 'п"^8*11 ^- Поскольку

81п Л=з1п(180° —Л), площади треугольников, на которые диаго-

нали разбивают четырехугольник, относятся, как произведения

отрезков диагоналей, заключающих эти треугольники, т. е. как

(2-4):(2-5):(3-4):(3-5). Сумма этих произведений равна 45, поэтому
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площади треугольников равны 8/45, 10/45 = 2/9, 12/45 = 4/15,
15/45=1/3.

в) Согласно а) 8АОр-8СВр=8АВР'8сг>р> Поэтому 8АВр X
X 8свр,8сор*8АОр= (8Лор»8Свр)2-

4.27. Ясно, что 8Авр=^АР-ВР$1пАРВг 8ВСр^-х-ВРх

ХСР$\пВРС,8Сор^^СР-ВР$1пСРВ]\8АОр^^АР-ВР$11\АРО.
Поскольку з1п АРБ = з1п ВРС= $1л СРВ = в1п АРВ, равенство суми

площадей перепишется в виде

АР-ВР+СР-ВР^ВРСР+АР-ВР,

т. е. (АР— СР) (ВР—ВР)=0.
4.28. Обозначим точку пересечения диагоналей через Р.

По условию 8арв +8сро=82врс+82аро, а по задаче 4.26 а)

8арв'8сро — 8врс'8Аро- Поэтому 8Арв ± 28ЛРв-8Сро+8сро=
= Зврс ±28врс'8Аро+8аро. Следовательно, 3АрВ-\-8сро ==

= 8Врс+3Ар0 и либо 8Арв—8сро = 3ВрС—3АРО, либо

8АрВ—3Сро = 8АРс>—8ВрС, т. е. либо 8АРВ = 3ВрС, либо

8арв~8АрО' Пусть, например, 8АрВ =3Врс Высоты треуголь-
ников АРВ и ВРС, опущенные из вершины В, совпадают, поэтому
АР = РС. Аналогично, если 8АрВ =3Аро, то ВР — РВ.

4.29. Обозначим середины диагоналей АС и ВВ через Е и Р

соответственно. Равенство площадей треугольников ОАВ и ОВС
эквивалентно тому, что точка О лежит на прямой ВЕ^ Аналогич-
ные рассуждения показывают, что точка О является точкой пере-

сечения прямых АР, ВЕ, СР и ВЕ.

Докажем, что либо прямые АР и СР, либо прямые ВЕ и ВЕ

совпадают. Допустим, что прямые АР и СР не совпадают. Тогда
Р— их единственная общая точка, поэтому Р = 0. Прямые ВЕ

и ВЕ проходят через точку 0 = Р. Поскольку точка Р лежит на

прямой ВВ, прямые ВЕ и ВЕ совпадают с ВВ.

Можно считать, что прямые ВЕ и ВЕ совпадают, т. е. точки

В, Е и В лежат на одной прямой. Это означает, что диагональ ВВ

проходит через середину Е диагонали АС.

4.30. Предположим, что четырехугольник АВСВ не является

параллелограммом. Для определенности будем считать, что пря-

мые АВ и СВ пересекаются в точке О. Найдем геометрическое
место точек Р, лежащих внутри четырехугольника АВСВ и обла-

дающих тем свойством, что 8АВр+Зсор= 8Вср-{-8А[)р, т. е.

8АВр+8сор=-п 8АВСо- На стороне ОА треугольника АОВ от-

ложим отрезок ОК, равный отрезку АВ, на стороне ОВ—отре-

зок 01, равный отрезку СВ. Тогда 8АВр= 8кор и 8сор=8рои
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поэтому Зокрь^Завр+Зсэр^-оЗавсо- Поскольку треугольник

ОКЬ. фиксирован, площадь треугольника ?К1> постоянна и все

точки Р лежат на прямой, параллельной /С/-. В частности, точки

^1» ^1» ^з лежат на одной прямой, что противоречит условию.

4.31. Пусть Р, М, К и Я—середины сторон АВ, ВС, Си

и ОА соответственно. §арн—"т5аво и Зсмк~-т $сво> поэтому

Зарн+Зсмк—-^ $АВСй> Аналогично, 3ВРМ+ЗрНК^^8АВСГ>.
Следовательно, Зрмкн^Завсо—^арн+Зврм+Зсмк+Зокн)**

=

~2 $АВСй-

4.32. Пусть Е, Р, О, Я—середины сторон выпуклого четырех-
угольника АВСО, О—точка внутри АВСй. Обозначим точки,

симметричные О относительно точек Е, Р% О, Я, через Еъ Рг,
Сх, Я* соответственно. Поскольку ЕР—средняя линия треуголь-

ника ЕгОРъ 8^0рх = ^8Е0Р. Аналогично, 8р1оо1 = 48гос>
50,0//, = 4500// и 8н1ОЕг = 4$НОЕ- ПОЭТОМУ З^/^Я, = 45Я/?0я-
Согласно задаче 4.31 ЗАВСо = 2$егон- Поэтому З^/^я, =
= 2$АВСО — 25-

4.33. Пусть Е, Р, О, Я—середины сторон АВУ ВС, СО, ВА

выпуклого четырехугольника АВСО. Поскольку диагонали АС

и ВР равны, то согласно задаче 1.2 четырехугольник ЕРОН —

ромб. Площадь ромба равна половине произведения длин его

диагоналей. Согласно задаче 4.31 Завсо — ^Зегон—ЕОРН.
4.34. Предположим для определенности, что $л58^5^С5Я-

Тогда $аво^$асо> поэтому расстояние от точки С до прямой АО

не больше расстояния от точки В до этой прямой. Отрезки РN

и М(1 являются средними линиями треугольников АСО и АВО,
поэтому, учитывая предыдущее замечание, получаем, что пря-

мая РЫ расположена в полосе между прямыми М(} и АО. Ана-

логично, прямая (}М расположена в полосе между прямыми МР

и ВС, Поэтому

8рм^N= $,4 ВСй~ ($АРN^+5АМР)
~ (5ЛЛ1<? +$ЯСЛЧ?) =

^Завсо—1 "^8Асо+-^-8авс\ — 1"4-$АВО+-4$всй)'==ж
=*3АВСо— {-^ЗасоЛ—^ Завсэ) — (-4" $авсо+-2§всо ) =

4.35. Для определенности будем считать, что 3АВО > 3АСг>
(в случае 8авэ—Засо стороны ВС и Ай параллельны). Тогда точка В

расположена дальше от прямой ЛО, чем точка С, поэтому точка Я

лежит на лучах ВС и АО (рис. 56).
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Пусть Р и ф —середины сторон СО и АВ, 3—точка пересе-
чения диагоналей четырехугольника АВСй. По предыдущей задаче

Зресж—^Завз—?г$ся5> поэтому 3РЕК*=-^ 3Лвз—-^ $со5-

Рис. 56

Поскольку прямые АО и ЕР параллельны, а точка И лежит

на прямой АО, 3НЕР = 8[)Ер=-т- З^сй- Аналогично, «5#л;/> =

^-^^вси- Итак,

Зеки = $екр+$нер+Знкр =

4.36. На сторонах АВУ ВС, СО к АО взяты точки /С, ^, М и N

соответственно.

Первое решение. З^ц^м находим, вычитая из площади

четырехугольника АВСО сумму площадей треугольников АК№,

ВКЬ, СЬМ, /ЖЛ7. Введем обозначения сс = </ВЛО, а = АО,

Ь = АВ. Тогда 3^всо = аЬв\па, $ЛА:дг=-~- ЛМ-Л/($1па,

$В1/с = 4 ^ (*-л*) 81п а> 5С1Ж = у (а-В/,) (6-М/)) з!л а,

$^NМ = -о" (а—^^) ^^ 8*й а* Поэтому 5/ад|дг=-о-а^ 8*° а X

X [ 1— ^ 1 . Поскольку 5/^^=^ $лвсг> =

= -^-а6з1па, то либо АЫ^ВЬ, либо АК = МО. Если АN = В^,

то 1# || ЛЯ; если Л#= Л*Г>, то /Ш II ЛЯ.

Второе решение. Предположим, что диагональ КМ не

параллельна стороне АО. Фиксируем точки /С, М$ N и будем
двигать точку I по стороне ВС, При этом сумма площадей тре-

94



угольников ВКЕ и СЬМ изменяется строго монотонно. Кроме
того, если Ь№ || АВ, то сумма площадей треугольников ВКЕ
и СЕМ именно такова, что выполняется равенство $>1#лг+$#ах +

+ 8с^м+5^мN~-^8Авс^> т- е- ^к^мNт==^^5Авс^^
4.37. Пусть Е± и N1—середины сторон ВС и АВ соответственно.

Тогда КЕХМЫ^—параллелограмм и его площадь равна половине

площади четырехугольника АВСВ (см. задачу 4.31). Поэтому нам

достаточно доказать, что площади параллелограммов КЬМЫ и

К1\ММг равны. Если эти параллелограммы совпадают, то дока-

зывать больше ничего не нужно, а если они не совпадают, то,

так как середина отрезка КМ является их центром симметрии,-

Ы^ || NN1 и ВС || АВ. В этом случае средняя линия КМ трапеции

(или параллелограмма) АВСВ параллельна основаниям ВС и АВ,
и поэтому высоты треугольников КЬМ и КЬхМ, опущенные на

сторону КМ, равны, т. е. равны площади параллелограммов

КЬМЫ и КЕгММг.
4.38. Пусть А1# = *. Обозначим точку пересечения прямых

АВ и СО через Е. Ясно, что треугольники ЕВС, ЕММ и ЕАВ

подобны. Поэтому 8рж'-$ЕМы:^ЕАЭ = а2-х2:Ь2. Поскольку5ямл^—
— 5ЕВС = $мвсN=1$МА^N=$ЕА^—$ЕМN> то *2—а2 = Ь2—х2

4.39. Пусть О—точка пересечения диагоналей четырехуголь-
ника АВСВ. Опустим из точек В и В перпендикуляры ВВх и

ВВ+ на диагональ АС. Диагональ АС делит площадь четырех-

угольника пополам тогда и только тогда, когда ВВ1 = 001, т. е.

ВО = 00.

4.40. Обозначим площади частей фигуры, на которые ее делят

прямые, так, как показано на рис. 57. Площадь всей фигуры
обозначим через 5.

Поскольку 53+ (52 + 57) = ~5=51+ 5б + (52 + 57), то 53 =

= 51 + 5в. Складывая это равенство с равенством-^-5 = $!-)-$2 +

+ 53 + 54, получаем -^
5 = 25!+52+54+ 56 ^> 25ь т. е. $1 < -^

3.

4.41. Обозначим проекцию прямой / через В, крайние точки

проекции многоугольника
— через А и С. Пусть ^—точка много-

угольника, проецирующаяся в точку С; прямая / пересекает мно-

гоугольник в точках К и I, а /С* и Е$—точки прямых СгК и

СхЬ, проецирующиеся в точку А (рис. 58).

Одна из частей, на которые прямая / делит многоугольник,

содержится в трапеции К±КЕЕ^ другая часть содержит треуголь-
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ник СХКЬ. Поэтому Зкки^-Зсм, т. е.
у

АВ- (КЬ+К^д ^

у
ВСИ. Поскольку КгЦ = К!

ЛВ+ВС
ВС

имеем

АВ (2+"орт ) ^ ВС. Решая это квадратное неравенство, получаем

А

.Г
у

г'

9

г

Л

.Г

К

1

г;

■г,

(Г

Рис. 57 Рис. 58

"Т7Г^1 + УГ2. Аналогично, -БТГ^1-'"^2 (нужно провести те

же рассуждения, поменяв местами А и С).
4.42. Обозначим площадь многоугольника через 5. Пусть / —

произвольная прямая. Введем систему координат, для которой

прямая / является осью Ох. Пусть 8 (а) — площадь той части мно-

гоугольника, которая лежит ниже прямой у = а. При изменении

а от —оо до +оо 5 (а) непрерывно меняется от 0 до 5, поэтому

5(д)=-^-$ для некоторого а, т. е. прямая (/ = а делит площадь

многоугольника пополам. Аналогично, существует прямая, перпен-
дикулярная прямой / и делящая площадь многоугольника пополам.

Эти две прямые разбивают многоугольник на части, площади ко-

торых равны 5Ь 52, 53 и 54 (рис. 59). Поскольку 5х+52 =
= 53+54 и 51 + 54 = 52 + 53, то 5х = 53 = Л и 52 = 54 = В. При

повороте прямой / на 90° А заменится на В, а В— на Л. По-

скольку Л и В изменяются при повороте / непрерывно, то для

некоторого положения прямой у4=В, т. е. площади всех четырех

фигур равны.
4.43. а) Пусть прямая, делящая пополам площадь и периметр

треугольника А ВС, пересекает стороны АС и ВС в точках Р ъ §
соответственно. Обозначим центр вписанной окружности треуголь-

ника АВС через О, радиус вписанной окружности — через г. Тогдр
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8АВЯ0Р = \г(АР+АВ+ В<1) и 50дсР=4 г (<?С + СР). По-

скольку прямая Я<? делит периметр пополам, АР+АВ + ВС} —

= (}С-\-СР, поэтому Завс^ор^Зос^ср- Кроме того, 8ав<зр =
= $ЗС/> по условию. Поэтому Зо<зр = 0, т. е. прямая ($Р прохо-
дит через точку О.

б) Доказательство проводится совершенно аналогично.

у

1

\

;1
0

15<
V 5,

5г

3>

X

Рис. 59 Рис. 60

4.44. Рассматривая образ окружности 52 при симметрии от-

носительно центра окружности 5г и учитывая равенство площадей,

можно доказать, что диаметр ААХ окружности $1 пересекает

52 в некоторой точке К, отличной от А, причем АК > АгК.

Окружность радиуса КА± с центром К касается окружности

$! в точке А\, поэтому ВК > АхК, т. е. ВК + КА > АгА. Ясно

также, что сумма длин отрезков ВК и К А меньше длины дуги 52,
соединяющей точки А и В.

4.46. а) Пусть АВ = а, ВС= Ь, СО = с, Ай = с1, 8ЛВСо = $.

Ясно, что $=$лвс+$лдс=-9- № з!п В + ей з!п П) и а2 + 6а —

— 2аЬ сое В = АС2 = с2 + <Р—2Ы соз Я. Поэтому

1652 = 4а2*?2— 4а2Ь2 со&2 В+ 8аЬЫ 81п В 81пй+ 4с2с12---4с242 со*2 О.

(д2 + Ь2_с% __ ^2)2 + 8а^Ы с08 Д со& 0 = 4а2^2 С082 Д _|_ 4^2 СОд2 #

Подставляя второе равенство в первое, получаем

165а = 4(аЬ +о02—(а2+ Ь2—с2— 42)2 —

—ЪаЬсй (1 + соз В соз О—з!п В з!п О).

Ясно, что А(аЬ+сс[)2—(а2-\-Ь2—с2—42)2=16 (р—а) (р—6) (р~с)(р—^

и 1-г-соз ДсозО—81пВ81пЯ = 2соз2 (~-^—)•
б) Если АВСИ—вписанный четырехугольник, то ^В-\-^О =

= 180°, и поэтому соз:■(
В+О =0.

в) Если АВСй—описанный четырехугольник, то а-\-с = Ь-\-(19
поэтому р—а-\-с=Ъ-\-<1 и р

— а = с, р
— 6 = с(, р—с= а, р—д,~Ъ.
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4.46. Отрежем от правильного восьмиугольника треугольники
и переставим их так, как показано на рис. 60. В результате по-

лучим прямоугольник, стороны которого равны наибольшей и наи-

меньшей диагоналям восьмиугольника.

4.47. а) Отрежем от параллелограмма две части (рис. 61, а)
и переставим их так, как показано на рис. 61, б. При этом по-

лучается фигура, состоящая из тп-\-\ маленьких параллелограм-

Рис. 62

б) Отрежем от параллелограмма три части (рис. 62, а) и пе-

реставим их так, как показано на рис. 62, б. При этом получает-

ся фигура* состоящая из тп—\ маленьких параллелограммов.

Поэтому площадь маленького параллелограмма равна г #



Г лава 5

ВЕКТОРЫ

Основные сведения

1. Приведем список обозначений, которыми будем пользо-

ваться:

а) АВ и а—векторы;

б) АВ и \а\ — их длины;

в) (АВ, Си), (а, Ь) и (АВ, а) — скалярные произведения Еек-

торов;
г) (*» У)

— вектор с координатами х, у;
—>

д) нулевой' вектор буд^м обозначать 0 или 0.

2. Ориентированным углом между ненулевыми векторами а
и Ь (обозначение: / (а, Ь)) будем называть угол, на который
нужно повернуть против часовой стрелки вектор а, чтобы он стал

сонаправлен с вектором Ь. Углы, отличающиеся на 360°, счита-
ются равными. Легко проверить следующие свойства ориентиро-
ванных углов между векторами:

а) 1(а,Ь) = -</(&, а);
б) /.(а, Ь) + Л(Ъ, с) = ^(а,с);
в) ^(-а, Ь) = ^(а, Ь) + 180°.
3. Скалярным произведением векторов а и Ь называется число

(а, Ъ)~\ а |-| Ъ | соз (</ (а, Ь)) (если один из этих векторов нуле-

вой, то (а, 6) = 0). Легко проверить следующие свойства скаляр-
ного произведения:

а) (а, Ь) = (Ь, а);
б) |(а,*)|<|а|.|»|;
в) (Ха-\-\хЬ, с) = Х(а, с) + \х(Ь, с);
г) если а, Ь Ф 0, то (а, Ь) = 0 тогда и только тогда, когда а _[_ Ь.
4. Многие векторные неравенства доказываются с помощью

следующего факта.
Пусть имеется два набора векторов, причем известно, что

сумма длин проекций векторов первого набора на любую прямую
не больше суммы длин проекций векторов второго набора на ту

же прямую. Тогда сумма длин векторов первого набора не больше

суммы длин векторов второго набора (см. задачу 5.26). Тем са-

мым задача на плоскости сводится к задаче на прямой, которая
обычно бывает значительно проще,
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Вводные задачи

1. Пусть ААХ—медиана треугольника ЛВС. Дока-

жите, что АА1 = ^(АВ +АС).
2. Докажите, что \а + Ь\2 + \а —&|2 = 2(|а|а + |Ь\2).
3. Докажите, что если векторы а + Ь и а—Ь пер-

пендикулярны, то |а| = |&|.
4. Пусть ОА +ОВ + ОС = 0 и ОА=ОВ = ОС. Дока-

жите, что АВС—правильный треугольник.
5. Пусть М и N—середины отрезков АВ и СЭ. До-

кажите, что АШ =
у (АС + ~вЪ).

§ 1. Векторы сторон многоугольников

5.1. М1У М2> ...,Л1в—середины сторон выпуклого
шестиугольника АгА2.. .Лв. Докажите, что существует
треугольник, стороны которого равны и параллельны
отрезкам МгМ2У М3М^ М5Мб.

5.2. Дано п попарно не сонаправленных векторов
а1Э . ..,а„ (л^З), сумма которых равна нулю. Дока-

жите, что существует выпуклый п-угольник, для кото-

рого набор векторов сторон совпадает с набором
а1э ...,а„. Сколько имеется различных таких много-

угольников?
5.3. В четырехугольнике АВСй точка Е — сере-

дина АВ, К — середина СИ. Докажите, что середины

отрезков АКу СЕ, ВК и ЭЕ являются вершинами парал-
лелограмма.

5.4. В выпуклом пятиугольнике АВСБЕ сторона
ВС параллельна диагонали ЛО, СО\\ВЕ> ОЕ\\АС и

АЕ\\Вй. Докажите, что АВ\\СЕ.

§ 2. Скалярное произведение. Соотношения

5.5. Диагонали некоторого четырехугольника пер-

пендикулярны. Докажите, что диагонали любого другого
четырехугольника, соответствующие стороны которого
имеют те же длины, перпендикулярны.

5.6. Правильный многоугольник Ах . . . Ап вписан

в окружность радиуса К с центром О; X —.произволь-
ная точка. Докажите, что АхХ2-\-. . .+АпХ2=п(Н2+с12)у
где й=ОХ.

5.7. Точка М лежит на окружности, описанной око-

ло правильного треугольника АВС. Докажите, что сум-
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ма МА^+МВ'+МС4, не зависит от положения точ-

ки М.
5.8. Пусть О—центр описанной окружности тре-

угольника АВС, а точка Н обладает тем свойством,

что ОН = ОА-\-ОВ-\-ОС. Докажите, что Н—точка пе-

ресечения высот треугольника А ВС.
5.9. а) Пусть О—произвольная точка внутри пра-

вильного треугольника АВС, йа, йь и йс— расстояния
от точки О до сторон ВС, АС и АВ соответственно.

Докажите, что с1аОА +аьОВ + (1сОС = '6.
б) Пусть О—центр вписанной окружности треуголь-

ника АВС. Докажите, что аОА +ЮВ+ с6С = 0.

в) Пусть О—произвольная точка внутри треуголь-
ника АВС. Докажите, что

8ВОс-М+8АОС.ОВ + 8АОВ.бд=0.
5.10. Докажите, что для точек Р, лежащих на впи-

санной в треугольник АВС окружности, сумма аРА2+
+ЬРВ2+сРС2 постоянна.

5.11. В выпуклом четырехугольнике сумма рас-
стояний от вершины до сторон одна и та же для всех

вершин. Докажите, что этот четырехугольник является

параллелограммом.

§ 3. Скалярное произведение. Неравенства

5.12. Докажите, что из пяти векторов всегда можно

выбрать два так, чтобы длина их суммы не превосходила

длину суммы оставшихся трех векторов.
5.13. 10^ векторов таковы, что длина суммы любых

9 из них меньше длины суммы всех 10 векторов. Докажи-

те, что существует ось, проекция на которую каждого
из 10 векторов положительна.

5.14. Ученику нужно скопировать выпуклый мно-

гоугольник, помещающийся в круге радиуса 1. Сначала

ученик отложил первую сторону, из ее конца — вто-

рую, из конца второй — третью и т. д. Закончив по-

строение, он обнаружил, что многоугольник не замк-

нулся, а первая и последняя нарисованные им вершины
удалены на расстояние йоддг от другой. Известно, что

углы ученик откладывал точно, а относительная погреш-
ность при откладывании длины каждой стороны не пре-
восходила р. Докажите, что й ^ 4р.

101



§ 4. Скалярное произведение. Разные задачи

5.15. Найдите точку, сумма квадратов расстояний
от которой до вершин данного треугольника была бы

наименьшей.

5.16. Точки Л, В, С и И таковы, что для любой

точки М скалярные произведения (МЛ, МВ) и (МС, МБ)
не равны друг другу. Докажите, что АС = ОВ. Верно
ли обратное утверждение?

5.17. Дано 8 вещественных чисел а, Ь, с, &, е, /, §у к.

Докажите, что хотя бы одно из шести чисел ас+Ьй,
ае+Ъ1, а§+Ыг, се+с1[, с§+с1к, ед+рН неотрицательно.

5.18. Докажите, что в выпуклом й-угольнике сумма

расстояний от любой внутренней точки до сторон посто-

янна тогда и только тогда, когда сумма векторов единич-
ных внешних нормалей равна нулю.

§ 5. Суммы векторов

5.19.0—центр правильного многоугольника Л {...ЛД,
X—произвольная точка плоскости.

а) Докажите,' что 0А1+ ...+ 0Ап*= 0.

б) Докажите, что ХА±+ ...+ХАп = п-ХО.
5.20. Точка Л находится внутри правильного 1985-

угольника, а точка В—вне его. Обозначим через а

вектор, равный сумме векторов, идущих из Л в вер-
шины 1985-угольника, а через Ь—аналогичный вектор
для В. Может ли оказаться, что |а|<|6|?

5.21. В треугольнике АВС проведены медианы ЛЛ „

ВВ„ СС^ Докажите, что АА1+~ВВ1 + СС1 = 0.
5.22. На сторонах ЛВ, ВС, СА треугольника АВС

взяты точки Аь Вь С+ так, что прямые АА±, ВВг,
СС^ пересекаются в одной точке О.

а) Докажите, что если ОА + ОВ + ОС = 0, то АА„
ВВ19 ССг—медианы треугольника.

б) Докажите, что если ОА1 + ОВ1+ОС1==0, то ААЬ
ВВ1У ССг—медианы треугольника.

в) Докажите, что если АА1 + ВВ1 + СС1 = 0, то ААи
ВВЬ ССг—медианы треугольника.
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§ 6. Неравенства

5.23. На окружности радиуса 1 с центром О дано
2я+1 точек Р1ч..., Р2п+1, лежащих по одну сторону от не-

которого диаметра. Докажите, что \0Рг+... +0Р2л+1|>1.
5.24. а19 а2, ..., ап

—векторы, длины которых не

превосходят 1. Докажите, что в сумме с=*±а1±
± #2 ± • • • ± ап можно выбрать знаки таким образом,
чтобы |с|<К2.

5.25. Периметр пятиугольника равен 1. Будем по-

следовательно строить пятиугольники с вершинами в

серединах сторон предыдущих пятиугольников. Дока-
жите, что сумма периметров всех этих пятиугольни-
ков не превосходит 8.

§ 7. Метод усреднения

5.26. Имеется два набора векторов а1У ...,ап и

&1, •.., Ьту причем сумма длин проекций векторов пер-
вого набора на любую прямую не больше суммы длин

проекций векторов второго набора на ту же прямую.
Докажите, что сумма длин векторов первого набора
не больше суммы длин векторов второго набора.

5.27. Докажите, что если один выпуклый многоуголь-
ник лежит внутри другого, то периметр внутреннего
многоугольника не превосходит периметра внешнего.

5.28. Сумма длин нескольких векторов на плоскости

равна Ь. Докажите, что из этих векторов можно выбрать
некоторое число векторов (может быть, только один)
так, что длина их суммы будет не меньше Ь/л.

5.29. Докажите, что если длины всех сторон и диаго-

налей выпуклого многоугольника меньше й> то его пе-

риметр меньше ли.

5.30. На плоскости даны четыре вектора а, &, с, й,

сумма которых равна нулю. Докажите, что |а| + |&|+
+ М+||*|>|а+1*| + |» + 1*| + |с + 1*|.

5.31. Внутри выпуклого м-угольника А1А2...Ап
выбрана точка О так, что ОА1-\-... +ОЛ„ = 0. Дока-

жите, что периметр многоугольника не меньше Ы/п,
где Л = ОА1 + ОА2+...-\-ОАгГ

5.32. Длина проекции замкнутой выпуклой кривой
на любую прямую равна 1. Докажите, что ее длина

равна л.
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§ 8. Векторное произведение

Векторное произведение определяется для векторов в трех-
мерном пространстве. Векторным произведением двух векторов а
и Ь называется вектор с, длина которого равна площади парал-
лелограмма, натянутого на векторы а и Ь, а направлен он пер-

пендикулярно к а и Ь, причем так, что векторы а, Ь, с образуют
правую тройку, т. е. имеют такую же ориентацию, как большой

(а), указательный (Ь) и средний (с) пальцы правой руки.
Мы будем рассматривать векторы, лежащие в одной* плоско-

сти П, поэтому несколько видоизменим определение. Поскольку
с_]_П, а П фиксирована, то вектор с параллелен фиксированной
прямой, т. е. его можно считать числом. Векторным произведением
векторов а и Ь будем называть число с~\ а \»\ Ь '-зт /_ (а, Ь).
Обозначение: с = [а, Ь]. Число с равно площади параллелограмма,
натянутого на векторы а и Ь, с учетом знака.

5.33. Докажите, что

а) [ка, [г6| = Х[х[а, Ь\\
б) [а, *-г'с] = [а, Ь] + [а, с].
5.34. Пусть а = (х19у1)9 Ь = (х2,у2). Докажите, Что

[а>Ь\ = х1у2—х2у1.
5.35. Три бегуна Л, 5, С бегут по параллельным

дорожкам с постоянными скоростями. В начальный
момент площадь треугольника АВС равна 2, через 5 с

равна 3. Чему может быть равна 8АВС еще через 5 с?

5.36. По трем прямолинейным дорогам с постоянными

скоростями идут три пешехода. В начальный момент

времени они не находились на одной прямой. Докажите,
что они могут оказаться на одной прямой не более двух
раз.

5.37. В выпуклом пятиугольнике АВСЭЕ площади

треугольников А ВС, ВСй, СИЕУ ОБА, ЕАВ равны
а, Ь> с, йу е соответственно. Обозначим площадь пяти-

угольника через 5. Докажите, что

52—5 (а+4 + с + (1 + е) + (аЬ + Ьс + сй-\- йе + еа) = 0

(теорема Мёбиуса).

Задачи для самостоятельного решения

5.38. Докажите, что

5лдс = у]/лВ2.ЛС2 — (АВАСУ .

5.39. МЫ—средняя линия треугольника АВС, па-

раллельная стороне ВС, Р—середина МЫ, О—произ-
вольная точка. Докажите, что 20А -\~0В-\- ОС = ЮР.
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5.40. Точки Л, В, С движутся равномерно с оди-

наковыми угловыми скоростями по трем окружностям
в одну и ту же сторону. Докажите, что точка пересе-
чения медиан треугольника ЛВС при этом движется

также по окружности.
5.41. Л, В, С, Эу Е—произвольные точки на плоско-

сти. Существует ли такая точка О, что ОА -\-ОВ-\-ОС =

— СЮ + ОЕ? Найдите все такие точки.

5.42. АВСй—выпуклый четырехугольник, Р и (? —

середины его диагоналей. Докажите, что АВ2 +ВСа +
Я- СП1 + ЯЛ2 = А С2 + ВО2 + 4Яф2.

5.43. Дан треугольник ЛВС. На его сторонах АС
и ЛВ берутся точки Н и /С соответственно так, что

Л#= —гт ЛС, Л/( = --ЛВ. Докажите, что при любом

р прямая КН проходит через одну и ту же точку.
5.44. На плоскости даны пять точек Л, В, С, Ву Е. Се-

редины отрезков А В и СО, ВС и ОВ соединены, середи-
ны получившихся отрезков

— тоже. Докажите, что по-

следний отрезок параллелен отрезку АЕ и его длина

равна -±АЕ.

Решения

5.1. Ясно, что Л1г/И2 = у (Л1Л2 +Л2Л3) = у Л,Лз, А*зМ4 =

1 >► > 1 > > > >* -*

=-^ЛэЛь и МЪМЛ = -^ АЪА±. Поэтому М1Мш+ М9МА+М&Мв = 0.

5.2. Рассмотрим замкнутую ломаную А{А^... Ап, и пусть

г - > ►

&! = АхА2, &2=Л2Л3, ..., Ьп=АпА1— векторы последовательных ее

звеньев. Отложим все эти векторы от одной точки.

Покажем, что ломаная Лх ... Ап является выпуклым много-

угольником тогда и только тогда, когда поворот от вектора Ь(
к вектору &/+1 происходит всегда в одну и ту же сторону и вну-

три угла, образованного векторами Ъ{ и &/ + 1, не содержится других

векторов Ьу.
Предположим, что поворот от вектора Ь,- к вектору &/4 1 всегда

происходит в одну и ту же сторону и между векторами Ь{ и Ь/ + 1

нет других векторов &у. Для определенности будем считать, что

этот поворот происходит против часовой стрелки. Существует та-

кой номер 6, что векторы- Ь2у ..., Ь^ лежат по одну сторону от

прямой, проведенной через вектор Ь1§ а векторы Ь&+1, ,.,, Ьп —
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по другую. Введем систему координат так, чтобы ось Ох была

направлена по вектору Ъ\. Проекции точек Л2, Л3, Л4, ..., Л^+1'
(т. е. проекции концов суммы векторов &1 + Ь2+ • • • +^/) на ось

Оу монотонно возрастают, поскольку проекции векторов Ьъ...,Ьь
на ось Оу неотрицательны. Аналогично, проекции точек Ак + 2> •••

..., Л„, А1 на ось Оу монотонно убывают. Поскольку есть ровно два

интервала монотонности, то все точки А1у Л2, ..., Ап расположены

по одну сторону от прямой А±А2у т. е. ломаная А1 ... Ап распо-

ложена по одну сторону от любого из своих звеньев и, значит,

является выпуклым многоугольником.

В обратную сторону доказательство очевидно.

Для решения задачи нам нужно отложить векторы аь . ..,а„
от одной точки и занумеровать их либо по часовой стрелке, либо

против часовой стрелки. Мы получаем два выпуклых многоуголь-

ника, один из которых центрально симметричен другому.

5.3. Обозначим середины отрезков Л/С, СЕ, ВК и ОЕ через У,

Уи Хх и X соответственно. ~ЁХ =— (ЁА + АО) и ЕУ = ЁА +

+ -1 (АО + /Ж), поэтому XV = ЁУ—ЁХ = 1.(ЁА + Ы) =

= 2. (ва + Ж). Аналогично, ^1 = 4- (ЁВ + ВС) и ^Х1=ЁЯ +

+ — (ЯС+С/Г), поэтому

Х^ =ЯК1-ЕХ1 =-у (ЯВ+С/С) =-^ (ВА + ОС)

Поскольку ХК=ХхКь ЛТУхХх— параллелограмм.
5.4. Обозначим точки пересечения АО и ВЕ, АС и ВЕ через

Т7 и О соответственно. Стороны треугольников АРЕ и ВСО со-

ответственно параллельны, поэтому эти треугольники подобны и

АР ВС
г

АР+ВС ВС
_,

тг7г
=

-ттгг< Следовательно, ^г>=т^т» Учитывая, что ВС =
Т7/: С/) ЕР-\-СО СО

ВС СО
л

АЕ ОЕ
_=_. Аналогично, 1Ш^-Ш.

ЕС АЕ
Из подобия треугольников ВЕО и. ЕСА получаем -тг^ =-?тб->

пг _п
ся ля

а так как ЕО = СО) то -Б-р"
=

"БТГ'
оЬ си

тл ЯС СО АЕ ОЕ л
Из полученных равенств имеем ——-= -——=-——==_—_

— ^.
ЛО />/: ВО лС

Ясно, что БС+с5+^+^+^=сС АО-\-1е+СА+0^+
+ ЁС =^ВС= ХАО,'СО = 'кВЕ, ~ОЕ = ХСА) ЕА=КОВ. Следова-
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тельно, 0 = 1(АО+ ВЕ+ СА+ОВ)-\-АВ=:— ХЕС+ АВ, т. е.

"АВ = 'кЁС. Поэтому АВ\\ЕС.

5.5. Пусть а = АВ, Ь~ВС> с = СЭ, й — ИА. Диагонали вы-

пуклого четырехугольника АВСй перпендикулярны тогда и только

тогда, когда (а + Ь,Ь+ с)=0, т. е. Ь2+ (а, Ь) + (Ь, г) + (а, с) = 0.

Ясно, что —а= а-\-Ь + с, поэтому | а |2 = | а \2+ \Ь \2 + \с |2 +
+ 2 (а, Ъ)-{-2(Ь, г)+ 2 (а, с). Перпендикулярность диагоналей

эквивалентна равенству | Ь |2+— (| й |2 —| а |2-—| Ь |2 —| с|2)=0

или | & |2 + | ^ |2 = | а |2 + | с |2. Это—условие только на длины сто-

рон четырехугольника.

5.6. Пусть О—центр правильного л-угольника А±,^Ап.

ТогдаЛхО-1 + ЛпО = 0, поскольку вектор а = А10-\-... +АпО
переходит в себя при повороте на угол 2л/я. А;Х2 =

= (А$+ ОХ3 Л^+^) = Л/02+ОХ2+2(лД ОХ) = Я*+<*я+

^ ^
п

I
п

^
\

+2 (Л/О, ОХ). Поэтому 2 Л/Х2=л#2+т*2+2 2 Л<°' 0Х =

1 = 1 \* = 1 /
п

= пК2+ пс12, поскольку 2 4/0 = 0.
* = 1

5.7. Л*Л* = М02+ОЛ2+ 2(МО, ОЛ)=2[#2+ (Л10, 04)]. По-

этому МЛ4+ МЯ4+МС4=12#4+8#2(Ш, ^+СШ+ ОС) +

+ 4 (МО, 0Л)2 + 4(М&, ОВ)2+ 4(Ж), "ОС)2. Ясно, что ОЛ+

+ ОВ+ ОС==0.

Рассмотрим точки Л*, В^ С*, являющиеся проекциями точки

М на прямые ОА, ОВ, ОС соответственно. Тогда (МО, ОА) =

= ±МО-ОАг—±К-ОА1. Согласно задаче 2.5 точки Ль Ви С+
являются вершинами правильного треугольника, вписанного

в окружность с диаметром МО. Поэтому, согласно предыдущей

задаче, 0А\ + 0В\ + ОС\ = |-#2 +|-#2 =у#2, значит, МЛ4+

+ МЯ4+ МС4= 12#4+ 6#4= 18Я4.

5.8. Докажем, что АН±ВС. АН =='АО+ОН= а6+'ОА +
+^+^=0^+0? и ^=^+7^=—<^+0?. поэтому

(ЛЯ, БС) = ОС2—ОВ2 = 0, так как О—центр описанной окруж-

ности. Аналогично доказывается, что ВН_[_АС и СН^_АВ.
Замечание. Поскольку существование точки Я, заданной

равенством ОН = ОА-\-ОВ-\-ОС, очевидно, приведенное решение
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можно рассматривать как одно из доказательств теоремы о том,

что высоты треугольника пересекаются в одной точке.

6.9. Эта задача является довольно типичным примером того,

как обобщение задачи делает ее решение более простым. Задачи

а) и б) являются частными случаями задачи в), но решить взятую

отдельно задачу а) или б) труднее, чем задачу в).
Мы приведем сразу решение задачи в). Введем следующие

обозначения: а = 04, Ь = ОВ', с = ОС\ а=</ВОС, р = ^ЛОС,
7 = </ АОВ) а = |а|, Ь = \Ъ\, с = \с\.

Рассмотрим вектор х = 2(Звос ОА-\"$аос 0В-\-Зд0в ^О =

~ Ьс81па-а-\-ас в1п $-Ь-\-аЬ $1п ус. Чтобы проверить, что х = 0,
нам достаточно доказать, что (а, х) = (Ь, х) = (с, л;)=0. (а, х) —
= а2Ьс (§1п а+81п Р сое у+ 8*п V С05 Р) — сРЪс (з1п а+51п (р+у))=0,
так как а+р+ у = 360°. Аналогично доказывается, что (Ь, х) = 0

и (г, х) = 0.

5.10. Пусть О—центр вписанной окружности. Тогда РА2 =

= Р02+ 2<РО, Ш)+ ОА2. Поскольку величины РО и ОА по-

стоянны, нам достаточно проверить, что постоянно число

2,;(РО, ОА) + 2Ь(РО, ОВ) + 2с(РО, ЪС)^
= (2РО, а Ш+ Ь Ы+с ЪС).

В задаче 5.9 б) было доказано, что аОА-\-ЬОВ-\-сОС~Ъ.
5.11. Пусть /—произвольная прямая, л—единичный вектор,

перпендикулярный прямой /. Если точки А и В лежат в той же

полуплоскости, заданной прямой /, что и вектор л, то

о (В, /)—р(Л, 1) = (АВ, л), где р(Х, /) — расстояние от точки X

до прямой /.

Пусть пъ л2* л3, п4—единичные векторы, перпендикулярные

последовательным сторонам четырехугольника АВСй и направ-

ленные внутрь. Обозначим сумму расстояний от точки X до сто-

рон четырехугольника АВСВ через 2 (X). Тогда 0 = 2 (В)—2 (А) =

= (АВ, П1 + п2+Щ+ п^). Аналогично, (ВС, п1 + п2+п3+ п1) = 0.

Поскольку точки А, В, С не лежат на одной прямой, пх-\-п% +

-т-Лд+ л4 = 0. Поэтому п\ + п\+2(пъ л2) =л2+л*+2 (л8, л4),
т. е. ^ (Ль л2) = /(л8, л4), поскольку |л/| = 1. Аналогично,

^ (я2, л3) = ^ (л4, Лх). Но / (ль л2) + ^ (л2, л3) + ^ («а, я4) +
-I- ^ (л4, ях) =360°, поэтому ^ (л,, л2) + </ (л2, п3) = ^ (л3, л4) +
4- ^ (л4, л^ = 180°. Следовательно, ^ (л^, л3) = ^ (ль л2) +
+ ^ (я2, л3)=180°. Аналогично, ^ (л2, л4) = 180°, т. е. противо-

положные стороны четырехугольника АВСй параллельны.
5.12. Рассмотрим пять векторов аъ а2> а3, а^ а5 и предпо-

ложим, что длина суммы любых двух из них больше длины
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суммы трех оставшихся. Поскольку

I «1 + ааI > \а9 + аА+аь\,

\аг\*+ 2(а19 а2) + |а2|2>
>|а3|2+ |а4|2+ |а6|2 + 2(а3> а4) + 2(а4, а5) + 2(а3, аб).

Складывая такие неравенства для всех десяти пар векторов, по-

лучаем 4 (| аг |2+ .. .) + 2 «аь а,)+ .. 0 > 6 (| ах |2+ .. 0 +
+ 6 ((аь а2) + ..0» т. е. |а1+'а2+ а3+ а4+ а5|2 < 0. Мы при-

шли к противоречию.

5.13. Обозначим данные векторы через ег, ..., е10. Пусть

АВ = е1-\-... +^ю- Докажем, что луч Л# задает искомую ось.

Ясно, что \~АВ —^|2 = ЛВ2— 2 (ЛЯ, е!) + \еЦ29 т. е. (АВ, е() =

-=у(ЛВ2+|^/|2—|ЛВ—^/|2). По условию ЛВ>|ЛВ —*/|, по-

этому (ЛВ, #,) > 0, т. е. проекция вектора €{ на луч ЛЯ поло-

жительна.

5.14. Обозначим векторы последовательных сторон исходного

многоугольника через еъ ..., ет а векторы сторон «копии»^-че-

рез /ь ..., /п. Тогда //= (1 + р;) */, где |р,-|</>. Пусть

/= 2 л = 2 <1+^) *< = 2 ^/- Ясно'что *н/1-
1=1 I = 1 1=1

Разобьем векторы еъ ..., #„ на две группы: первая группа

состоит из векторов, имеющих положительную проекцию на век-

тор /, вторая группа состоит из векторов, имеющих неположи-

тельную проекцию на вектор /. Поскольку многоугольник вы-

пуклый, можно считать, что первая группа состоит из векторов

0ъ •
••> ?к> а вторая группа состоит из векторов е^+1у ..., еп.

**=(/> /) = (/. Р1*1+•••+?***) + (/. Рк + 1еЬ + 1+---+Рп*п)**'
<|Р(/. ^1+...+**)| + |Р(/.^+ 1+--.+^В) 1 = |2р(/,^1+..
• ••+**) I- Поскольку ^1+...+^ является диагональю мно-

гоугольника, лежащего внутри круга радиуса 1, | ег + ... + #* | ^2.
Таким образом, й2<;2/?-2 |/|, т. е. А*^4р.

5.15. Обозначим точку пересечения медиан треугольника

через О. Тогда ОЛ + ОВ+*ОС= 0 (см. задачу 5.21).

Пусть X—любая другая точка. Тогда

ХЛ2+ ХВ2+ ХС2 = |^+ ОЛ|2+|^+^|2+|^+ОС|2 =

= ОЛ2 + ОВ2+ ОС2+ЗХ02+ 2(ХО, Ш+ 'ОВ + ОС) =

= ОА* + ОВ2+ ОС2 + ЗХ02^ОА2-\-ОВ2+ ОС2.

Поэтому О—искомая точка.
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5.16. Рассмотрим две точки Мг и М2. Тогда (Л/хЛ, Мф) =*

ЛМ+Л^Д). Аналогично, (ЩС, А^Ь) = Л^Л*! + (ЩС, ЩР) +

+ (ЛМ*2, М2С+ М2й). Поэтому (МгА, М1В) — (М1С> МгВ) =

= (ЛМ, М^)— (Л?Л А^Ь) + (МгМ29 Ш—~АС). Если ЯД> ЯсС

то (МгМ21 ОБ —АС) принимает Есе действительные значения,

когда М± пробегает всю плоскость. Поэтому в этом случае

(Мр1, МХВ) — (МхС, М1й)=0 для некоторой точки М±. Если

же (МА, Ш) ф (МС, МО) для всех точек М, то ~АС==~ОВ.
Обратное утверждение неверно. Если АСВО— прямоугольник,

то АС=5В, но (АС, Л/5) = 0 = (ЛЛ, ~АВ).
5.17. Рассмотрим на плоскости четыре вектора (а, Ь), (с, с/),

(е, /), (&, ^). Один из углов между этими векторами не превосхо-

дит 360°/4 = 90°. Если же угол между векторами не превосходит

90°, то их скалярное произведение неотрицательно.

Данные шесть чисел являются скалярными произведениями

всех пар наших четырех векторов, поэтому одно из них неотри-

цательно.

5.18. Пусть /II, ..., п^—единичные внешние нормали к сто-

ронам, а Мъ ..., М&— произвольные точки на этих сторонах.

Для любой точки X, лежащей внутри многоугольника, расстояние

до 1-й стороны равно (ХМ(, /I/). Поэтому суммы расстояний от

внутренних точек А и В до сторон многоугольника равны тогда
к

^
к

у
к

^

и только тогда, когда 2 (лм1> */) = 2 (ВМ!> п()=1 2 (ВА> я')+
4=1 1 = 1 1 = 1

к
—> /—* * \

+* 2 (ЛЛ1/,' пд> т. е. ( ВЛ, 2 п1 )==0- Следовательно, сумма
1 = 1 \ 1=1 /

расстояний от любой внутренней точки многоугольника до ста-

к

рон постоянна тогда и только тогда, когда 2 Л; = 0.
1= 1

5.19. а) Пусть а = ОА±-\-... -\-ОАп. При повороте вокруг

точки О на 360°/п точка Л/ переходит^в точку Л/ + 1 (ЛП+1 = Л1).
Поэтому при этом повороте вектор а переходит в себя, т. е. а = 0.

б) Ясно, что ХАг+ ... -\-ХАп^(ХО+ОА1)+ . .. + {ХО+ОАп) =

= яХО+ОЛ!+,,, 4-^^л» В а) было доказано, что ОЛх+.,.

... + ОЛ„ = 0.
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6.20. Согласно предыдущей задаче «=1985-ЛО, Ь=1985-ВО,

где О—центр многоугольника. Ясно, что АО может быть больше

ВОу например, если точка А расположена очень близко к вер-

шине многоугольника, а точка В—очень близко к середине стороны.

5.21. ААх=*-2 (Аб+ ЛС), Я^—у (#Л+#0 и СС±==

=*-х-(СА + СВ). Складывая эти равенства, получаем ЛЛ^ +

+ ВВ1 + СС1= 0. Заметим также, что если О—точка пересечения

медиан, то АО—-* АА±, ВО=-^ ВВ^ СО^-^СС^ Поэтому

5.22. а) Предположим, что ОА+ОВ-{-ОС= 0. Тогда сумма

проекций этих векторов вдоль прямой АО на прямую ВС равна

О, т. е. АгВ-{-А1С = 0. Поэтому Ах— середина ВС. * Аналогично,

#* и Сх—-середины АС и А В.

б) Предположим, что ОАг + ОВ^-^-ОСг — О. Тогда сумма проек-

ций этих векторов на прямую, перпендикулярную АО, равна 0.

Поэтому высоты треугольников АОС+ и АОВ^ опущенные на сто-

рону ЛО, равны, т. е. 8А0С1 = ^А0Вх=:^- Аналогично, 5ВОс, =
= 5ДО/41 = 52 и 8С0А1=8СОВ1=89. Ясно, что

^1+ ^2^ 8а0В^8ах0В^ 82
^

81 + 83 $АОС 8д10С 83

Поэтому $2=53. Аналогично, ($1=52=58. Следовательно, ВАх'.САх—
=52:53=1, т. е. Л*—середина ВС. Аналогично, В± и Сх—сере-
дины сторон АС VI А В соответственно.

в) Предположим, что ЛЛ1+ В#1+СС1=0. Тогда АВ^+ ВС^

+ СА1 = ЛВ+В/^ + ВС+1СС1 + СЛ + ЛЛ*1 = (ЛВ + ВС+СЛ) +

+ (АА1+т+~сс1)=о. пусть ^«р, т^д' ж=г- Ясно'

что 0^АВ1+В^+СА1==рАС + дВА + гСВ и р(АС+~ВА +

+ СБ) = 0. Поэтому рВА+рСВ = дВА + гСВ. Следовательно,
р = ^ = /-. Остается воспользоваться задачей 4.13.

5.23. Докажем это утверждение по индукции. Для п — О

утверждение, очевидно, верно. Допустим, что утверждение дока-

зано для 2п-\-\ векторов. Рассмотрим в системе из 2/г + З векто-

ров два крайних вектора {т. е. два вектора, угол между которыми

максимален). Для определенности будем считать, что это—век-

торы ОРх и ОР2п + 3. По предположению индукции длина вектора
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ОК — ОР2-{-. • *+0Р2л+2 не меньше 1. Вектор 0# лежит внутри

угла Р\ОР2п+ъ> поэтому он образует острый угол с вектором

б8 = дР1+ ОР2п+ц. Следовательно, | 05+ 0/Г| >0# > 1.

5.24. Докажем сначала, что если а, Ь и с— векторы, длины

которых не превосходят 1, то хотя бы один из векторов а±:6,

а±г, 6 32 с имеет длину, не превосходящую 1. В самом деле,

два из векторов :±-а, 32 Ь% 32 с образуют угол, не превосходя-

щий 60°, поэтому разность этих двух векторов имеет длину, не

превосходящую 1 (если в треугольнике Л#<1, ВС<1 и

^ ЛЯС<60°, то АС—не наибольшая сторона и ЛС<;1).
Таким образом мы можем спуститься до двух векторов а и Ь.

Угол между векторами а и Ь или векторами а и — & не пре-

восходит 90°, поэтому либо \а—&|<;>^2, либо \а + Ъ\<У~2.
5.25. Пусть Ль #ь С*, О*, Ях—середины сторон Л В, ВС,

СО, ОЯ, ЯЛ; Л2, В2> С2, Оа> Я2—середины сторон АгВъ ВгСъ

Сгйъ №, ЕхАг.

Достроим треугольник ЭВС до параллелограмма БВСК

(рис. 63). Поскольку АС = 2А1В1 и С/С = 25^1, треугольник

М&& подобен треугольнику ЛСК с коэффициентом -^-. Поэтому

А1С^^АК^(АО+ОК)=^^(201Ег+ВС) и Л2В2=1л1С1<

< -^ (2^^Е^+ ВС). Аналогично, В2С2< -^(2Е1А1 + СО),

С*Я2< ~ (2А1В1+БЕ)1 И2Е2<: ^ (2В1С1+ЕА), и, наконец,

Е2А2<^—(2С1й1+ АВ). Складывая все эти неравенства, получаем

^«^Т (2^+^°)» где Л'—триметр пятиугольника, построенного
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на /-мшаге. Поскольку Рг^Р0, Я2<;-гРо- Следовательно, Р2ь+1<,
4

<р«<(4)*-/><" т-е- />о+Р1+Ра+-..<: (1 + 1+т+Т +

5.26. Введем систему координат Оху. Пусть 1$ — прямая,

проходящая через точку О и образующая угол <р (0 < ф < я)

с осью Ох, т. е. если точка А лежит на /ф и вторая координата

точки А положительна, то </ АОХ — у\ 1^~1п = Ох.

Если вектор а образует угол а с осью Ох (угол отчиты-

вается против часовой стрелки от оси Ох к вектору а), то длина

проекции вектора а на прямую /ф равна |а||соз(ф—а) |.
л

Интеграл \ | а \ • | соз (ф— а) | Лф = 2 | а | не зависит от а.

о

Пусть векторы а* аю Ь1у ..., Ьт образуют с осью Ох

углы а*, ..., ал, Рх, ..., рот. Тогда, по условию, | аг | • |соз (ф—0^)1+
+... + | ап | • | соз (ф-а„) | < | *1 |• | сое (ф-РО |+ • • • +1 Ьт |Х
Х|со8(ф— Рот) | для любого угла ф. Интегрируя эти неравенства

по ф от 0 до л, получаем |аг | +... +1 ап \<\ Ьх | + ... +1 Ьт |.
ь

Замечание. Величина \ / (х) их называется средним
о—а ^

а

значением функции / на отрезке [а, Ь]. Равенство

я

| а |-| соз (ф—а) | с?ф = 2 |а \
о

означает, что среднее значение длины проекции вектора а рав-

но — | а |. ( Этим не совсем точным выражением мы и будем

пользоваться в дальнейшем. Совсем правильно сказать было бы

так: среднее значение функции / (ф), равной длине проекции

2
вектора а на прямую /ф, на отрезке [0, я] равно — | а |.

5.27. Сумма длин проекций сторон выпуклого многоугольника
на любую прямую равна удвоенной длине проекции многоугольника

на эту прямую. Поэтому сумма длин проекций векторов сторон
на любую прямую для внутреннего многоугольника не больше,

чем для внешнего. Следовательно, согласно задаче 5.26 сумма

длин векторов сторон, т. е. периметр, у внутреннего многоуголь-
ника не больше, чем у внешнего.
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5.28. Если сумма длин векторов равна Ь, то, согласно заме-

чанию к задаче 5.26, среднее значение суммы длин проекций этих

векторов равно 2Ь/п.

Функция / на отрезке [а, Ь] не может быть всюду меньше

ь

своего среднего значения с, поскольку иначе с = т \ / (х) Ах <

а

< ,_
=с. Поэтому найдется такая прямая /, что сумма длин

проекций исходных векторов на нее не меньше 2/,/я.
Зададим на прямой / направление. Тогда либо сумма длин

положительных проекций на это направление, либо сумма длин

отрицательных проекций на это направление не меньше 2Ь/л.

Поэтому либо длина суммы векторов, дающих положительные

проекции на выбранное направление, либо длина суммы векторов,

дающих отрицательные проекции на выбранное направление, не

меньше Ь/л.

5.29. Обозначим проекцию многоугольника на прямую /

через А В. Ясно, что точки А и В являются проекциями некото-

рых вершин А± и В± многоугольника. Поэтому АхВх^ АВ, т. е.

длина проекции многоугольника не больше Л^, а Л^х < д. по

условию. Поскольку сумма длин проекций сторон многоугольника
на прямую / равна 2Л5, она не превосходит 2^.

2

Среднее значение суммы длин проекций сторон равно — Р,

где Р—периметр (см. задачу 5.26). Среднее значение не превосхо-
2

дит максимального, следовательно, —Р < 2с1, т. е. Р < ли.
л

5.30. Согласно задаче 5.26 неравенство | а | + | Ь | + | с |+| ^1^
^|а+ </| + |&+ ^| + 1с+ ^1 достаточно доказать для проекций
векторов на прямую, т. е. можно считать, что а, Ьу с, й—век-

торы, параллельные одной прямой, т. е. просто числа, причем

а_|_6_|-с-(-й = 0. Будем считать, что сС^О, поскольку иначе мы

можем просто изменить знаки у всех чисел.

Можно считать, что а^Ь<с. Нам нужно разобрать три

случая: 1) а, Ьу с<0, 2) а«^0 и Ь, с^О, 3) а, 6<0, с^О.
В этих случаях нам нужно проверить следующие неравенства:

О \а\ + \ь\+\с\+\а\^\а\-\а\+ \л\-\ь\ + \а\-\е\;
2) \а\+\ь\ + \е\+\а\^\а\-\а\ + \ь\+\а\+\е\+\а\.

Эти неравенства очевидны5 поскольку |^|<|а| + |Ч+ 1сЬ

3) \а\+\ь\+\с\+\а\^\\а\-\а\\+\\ь\-\а\\+\с\+\а\,

т. е. \а\ + \Ь\^\\а\— |й|| + ||б|_ \а\\. Разбирая слу-
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чаи | ^ | < | 6 I > |6|<|й||С|а|, | а | < | с( |, получаем требуемое

неравенство (в последнем случае нужно учесть, что |й| = |а| +
+ \Ь\-\с\<\а\ + \Ь\).

5.31. Согласно задаче 5.26 неравенство достаточно доказать

для проекций векторов на любую прямую. Пусть проекции век-

торов ОА±, ..., 0Ап на прямую / равны (с учетом знака) а±, ..., ап.

Разобьем числа а^ ..., ап на две группы: хг ^ х2 ^ ... ^ х^ ^ О

и #1<#2< ••• <«/п-/г<0. Пусть у1 =—у1 Тогда *!+...

Периметру в проекции соответствует число 2 (^1 + г/х). Сумме

длин векторов ОА; в проекции соответствует число #1+ ...+**+

+ 01+.'-+Уи-* = 2а. При замене *,- на "*/ = у (*1 + •.. +хк) и

^ на1// =^3&(^+---+^-*) величина х1+...+хк+ у1'+...

•'•Л-Уп-к не изменяется, а величина Хх-\-ух может только

уменьшиться. Поэтому

2 (XI + Уд ^ 2(х1±уА)
Х1+---+Уп-к хг+...+уп-к а + а к(п— к)'

г-
П

^
П 4

г?
Если п четно, то -т—

— :>; =—. Если п нечетно, то
к(п—к)ппп

Т'Т
п п 4/ггт о-4 л

. Поэтому Р^* — й при четном п,
к(п
— к) п—\ п-\-1 п2—1

""""*

я

4"
^

4
я

•а^ — а при нечетном п.-""

л2—1 -"я

Обе эти • оценки неулучшаемы. Для доказательства нужно

рассмотреть многоугольники, вершины которых разбиты на две

п п п—1 п-\-\
группы, содержащие — и

-^- точек при п четном,
—-— и ■——

точек при п нечетном, причем попарные расстояния между вер-

шинами одной группы малы, а расстояния между вершинами раз-
ных групп велики.

5.32. Длина кривой — предел периметров вписанных в нее

многоугольников. Рассмотрим вписанный многоугольник с пери-

метром Р и длиной проекции на прямую /, равной й^ Пусть

1—е<^< 1 для всех прямых /. Многоугольник можно подо-

брать так, чтобы е было сколь угодно мало. Поскольку много-

угольник выпуклый, то сумма длин проекций сторон многоуголь-
ника на прямую / равна 2^.
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2
Среднее значение величины 2йь равно —Р (см. задачу 5.26),

2
поэтому 2—2е < — Р < 2, т. е. я—ле < Р < л. Устремляя е

к нулю, получаем, что длина кривой равна л.

5.33. а) Пусть сначала к> \л > 0. Тогда [ка, ^Ь] = \ка\ X

X | ц& | з1п ^ (а, Ь) = Хц [а, 6]. При рассмотрении других случаев

нужно учесть, что если к > 0, \1 < 0 или Я, < 0, ^ > 0, то

I. (а, Ь) = ^ (ка, \1Ь)+ 180°, т. е. з!п </ (я, &)=— зш ^ (А,а, цЬ),
а если Я < 0, ц < 0, то </ (а, Ь) = ^ (ка, рЬ).

б) Будем считать, что все рассматриваемые векторы име-

ют общее начало: а — ОА, Ь = ОВ, с = ОС, Ь-\-с = ОЭ. Введем

систему координат, направив ось Оу по лучу ОА. Пусть А = (0, ух),
В = (х2, г/2), С = (х3у уз), # = (*2 + *з> У2 + Уз)- Тогда [а, Ь] =
= ^2^, [а, с] = дгзУ1, [а, &+ с] = (*2 + *3)#1 = [а, 6] + [а, с].

5.34. Обозначим единичные векторы, направленные по осям

Ох и Оу, через I и у. Тогда [х^+ ^У, х21+у2]] = х1х2{1, /]+
+ *!*.['. 7]+ 0Л[/, Ч + У1У11У.У]. Ясно, что[/,У] = -[у,1]= 1

и [/, /] = [У, У] = 0, т.е. [а, &] = ад2—д^.

5.35. Пусть Л (I), В (/), С (/) — положения бегунов в момент /.

Тогда

А (0 В (/) = Л (0) В (0) + (*в-г>л) *, А (/) С (/) = Л (0) С(0)+

где г^» г>д, г>с— скорости бегунов.

$лвс (0 =

[Л(/)В(0. ^(/)С(/)]| =4-|№+(^-^)Л Н-(*с-*л)']

где Ь = А (0) В (0), с = А (0) С (0). Поскольку VА || яв || фс, [яд—^,

^с—Уа]^®* Следовательно, 8лвс(*) — \х-\-уЦ- Решая систему

х| = 2, | л: + 5(/| = 3, получаем два решения: 5^дс (/)= 2 + -=- Н
I I

или $лдС(/) = |2— /1. Поэтому при *=10 с имеем 5^с = 4 или

5.36. Пусть А (/), 5 (/), С (/) — положения пешеходов в момент /;

х(1) = А(1)В(1),у(1) = А(1)С(1).1о?№х(1) = 1а+ Ь,у(1) = 1с+а.
Пешеходы находятся на одной прямой тогда и только тогда,

когда х (/) ||.у (/), т. е. [х (/), у (()] = 0. Ясно, что [х (/), У (01 =

=/2 [а, с]-{-*([а, **] + [&, с]) + [&, й]—квадратный трехчлен.

В начальный момент [х (/), У (0] 5* °- Квадратный трехчлен, не

равный тождественно нулю, имеет не более двух корней.
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5.37. Пусть х — Ххв^+ х^ъ. Тогда [е^ х\ = х2[еъ е2] и

[х> е2] — х1[еъ е2\. Поэтому

-._
I*. е2] [еъ х]
[еъ е2] [еъ е2\

Следовательно,

[х, е2\-[еъ У] + [еи х]-[е2, У] + [е2, ег]-[х, у) = 0 (1)

для любых векторов в\, е2, х, у на плоскости. Положим е1 = АВ,

е2 = АС, х
— АВ, у = АЕ. Тогда 5 = а + [х, е2] + й = с-\-[у, е2]-\-

-\-а=а-{-[х, е{\-\-Ь, т.е. [х, е2] = 8—а—Л, [у, е2] = 8—с—а,
[х, ^2] = 5—&—Ь. Подставляя эти равенства в (1), получаем
— (5—а—фе+(8—с—а) (8—4—Ь)—аЛ = 0, т.е.

52—5(а+Ь+с+а+е)+ (аЬ+Ьс+са+(1е+еа) = 0.



Глава 6

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС

Основные сведения

1. Параллельным переносом называется преобразование плос-

кости, при котором точки смещаются по параллельным (или сов-

падающим) прямым на одно и то же расстояние.

2. Композиция (т. е. последовательное выполнение) двух парал-
лельных переносов является параллельным переносом.

3. Во всех задачах этой главы перенос является методом ре-

шения, т. е. вспомогательным средством.

Вводные задачи

1. Докажите, что при параллельном переносе окруж-
ность переходит в окружность.

2. Две окружности радиуса 7? касаются в точке /С.
На одной из них взята точка Л, на другой — точка В,
причем А АКБ=90°. Докажите, что АВ=2%.

3. Две окружности радиуса # пересекаются в точках

М и N. Пусть А и В — точки Пересечения серединного
перпендикуляра к отрезку МЫ с этими окружностями,
лежащие по одну сторону от прямой МЫ. Докажите, что

МЫ2+АВ2=4К\
4. Внутри прямоугольника АВСЭ взята точка М.

Докажите, что существует выпуклый четырехугольник
с перпендикулярными диагоналями длины АВ и ВС,
стороны которого равны АМ, ВМ, СМ, йМ.

§ 1. Перенос помогает решить задачу

6.1. В каком месте следует построить мост МЫ через

реку, разделяющую деревни А и В, чтобы путь АМЫВ
из деревни А в В был кратчайшим? (Берега реки счита-

ются параллельными прямыми, мост перпендикулярен

берегам.)
6.2. Дан треугольник А ВС. Точка М, расположен-

ная внутри треугольника, движется параллельно стороне
ВС до пересечения со стороной СА, затем параллельно
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АВ до пересечения с ВС, затем параллельно АС до

пересечения с АВ и т. д. Докажите, что через некоторое
число шагов траектория движения точки замкнется.

6.3. а) Докажите, что если отрезок, соединяющий се-г

редины противоположных сторон выпуклого четырех-

угольника, равен полусумме двух других сторон, то

четырехугольник
—

трапеция или параллелограмм.

б) Докажите, что если сумма длин двух отрезков,
соединяющих середины противоположных сторон вы-

пуклого четырехугольника, равна половине его перимет-

ра, то четырехугольник
— параллелограмм.

6.4. В трапеции АВСО стороны ВС и АВ параллель-
ны, М — точка пересечения биссектрис углов А и Ву
N — точка пересечения биссектрис углов С и Б. Дока-

жите, что

2ММ=\АВ+СО—ВС—АО\.

6.5. Из вершины В параллелограмма АВСО проведе-
ны его высоты ВК и ВН. Известно, что КН=ау ВО = Ь.

Найдите расстояние от точки В до точки пересечения вы-

сот треугольника ВКН.
6.6. В квадрате со стороной 1 расположена фигура,

расстояние между любыми двумя точками которой не

равно 0,001. Докажите, что площадь этой фигуры не

превосходит: а) 0,34; б) 0,287.

§ 2. Построения

6.7. Даны две окружности 5Ь 52 и прямая /. Прове-
дите прямую 1и параллельную прямой /, так, чтобы:

а) расстояние между точками пересечения 1Х с окруж-
ностями 5Х и 52 имело заданную величину а\

б) 5! и 52 высекали на 1г равные хорды;
в) 5Х и 52 высекали на 1Х хорды, сумма (или разность)

длин которых имела заданную величину а.

6.8. Даны непересекающиеся хорды АВ и СО ок-

ружности. Постройте точку X на окружности так, чтобы

хорды АХ и ВХ высекали на хорде СО отрезок ЕРУ
имеющий данную длину а.

6.9. Даны две окружности 5Ь 52 и точка А. Прове-
дите через точку А прямую / так, чтобы 5Х и 52 высекали

на ней равные хорды.
6.10. а) Даны две окружности 5х и 52, пересекаю-

щиеся в точках А и В. Проведите через точку А прямую /
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так, чтобы отрезок этой прямой, заключенный внутри
окружностей 5Х и 52, имел данную длину.

б) Впишите в данный треугольник А ВС треуголь-
ник, равный данному треугольнику РС}К.

6.11. Постройте четырехугольник по углам и диаго-

налям.

§ 3. Геометрические места точек

6.12. Найдите геометрическое место точек: а) сумма;
б) разность расстояний от которых до двух данных пря-
мых имеет данную величину.

6.13. Угол, изготовленный из прозрачного материа-
ла, двигают так, что две непересекающиеся окружности
касаются его сторон внутренним образом. Докажите,
что на нем можно отметить точку, которая описывает

дугу окружности.

Задачи для самостоятельного решения

6.14. Даны две пары параллельных прямых и точка Р.

Проведите через точку Р прямую так, чтобы обе пары
параллельных прямых отсекали на ней равные отрезки.

6.15. Постройте параллелограмм по сторонам и углу
между диагоналями.

6.16. В выпуклом четырехугольнике АВСЭ стороны
АВ и СО равны.

а) Докажите, что прямые АВ и Си образуют равные
углы с прямой, соединяющей середины сторон АС и ВО.

б) Докажите, что прямые АВ и СЭ образуют равные

углы с прямой, соединяющей середины диагоналей АС

и ВО.

6.17. Среди всех четырехугольников с данными дли-

нами диагоналей и величиной угла между ними найдите

четырехугольник наименьшего периметра.

Решения

6.1. Пусть А'— образ точки А при параллельном переносе на

вектор МЫ. Тогда А'М = АМ, поэтому длина пути АМЫВ равна

А'N-\^NВ-\-МN. Поскольку длина отрезка МЫ постоянна/нам

нужно найти точку N, для которой сумма А'Ы~\-ЫВ минимальна.

Ясно, что А'N -\-ИВ минимальна, когда точка N лежит на отрез-

ке А'В, т. е. точка N является точкой пересечения берега, ближай-

шего к точке В% и отрезка А'В.
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6.2. Обозначим последовательные точки траектории на сторо-

нах треугольника через А1у Въ В2, С2, С3, А3, Л4, В4, Въ, С5, С6,...

(рис. 64). Поскольку А1В1\\АВ2, В1В2[\СА1 и В1С\\В2С2, треуголь-
ник АВ2С2 получается из треугольника АХВХС параллельным пере-
носом. Аналогично, треугольник А3ВС3 получен параллельным

переносом из треугольника АВ2С2, а треугольник А±ВАС— из тре-

угольника А3ВС3. Но треугольник Аф^С тоже получен из тре-

угольника А3ВСВ параллельным переносом. Поэтому ЛХ = Л4, т.е.

после семи шагов траектория замкнется (возможно, что она замк-

нется и раньше).
6.3. а) Пусть Е и Р— середины сторон АВ и СО четырехуголь-

ника АВСО, причем ЕР =
-^- (Ай + ВС). Рассмотрим точку К, яв-

ляющуюся образом точки Э при'параллельном переносе на вектор

ВС, т.е. ОК —ВС (рис. 65). Поскольку Г— середина диагонали

В

Л /Г

Рис. 64 Рис. 65

СО параллелограмма ВСКО, Р также является серединой диаго-

нали ВК. Поэтому ЕР— средняя линия треугольника АКВ и АК =

= 2ЕР = АО-\-ОК. Но АК < Ай+ йК, если только точка й не

лежит на отрезке АК, т. е. если стороны АО и ВС не парал-
лельны.

б) Пусть Е, Р, С, // — середины сторон АВ, СО, ВС, АЭ

выпуклого четырехугольника АВСО, Как и в а), получаем, что

ЕР ^ -^-{АО-\-ВС) и ОН «^ -у (ЛВ + СХ>), причем первое неравен-

ство достигается, только если Ай\\ВС, а второе
— если АВ\\СО.

Если же четырехугольник АВСО не является параллелограммом,
то хотя бы одно из неравенств строгое и

ЕР + СН <1.(АВ+ВС+СО+ ОА)

6.4. Построим окружность 5, касающуюся стороны АВ и лучей
ВС, АО, и перенесем треугольник СОМ параллельно (по направ-
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лению оснований ВС и Ай) так, чтобы точка И' совпала с точ-

кой М, т. е. сторона Си' касалась окружности 5 (рис. 66).
Для трапеции АВС'В' равенство 2МЛ/' = | АВ + С'й'—ВС —

— АО' | очевидно, поскольку Ы' — М и трапеция АВСВ' описан-

ная. При переходе от трапеции АВС'О' к трапеции АВСй к левой

части этого равенства добавляется 2/У'#, а к правой добавляется
СС -\-йО' = 2NN'^ поэтому равенство сохраняется.

В Ра

Рис. 67

6.5. Обозначим точку пересечения высот треугольника ВКН

через #1. Поскольку ННг±ВК и КН±\_ВН, НН^АЭ и

КН^ОС, т.е. Н^йК—параллелограмм. Поэтому при параллель-

ном переносе на вектор ЯХЯ точка К переходит в точку 1>, а точ-

ка В переходит в некоторую точку Р (рис.67). Поскольку РО\\ВК,
то ВРйК—прямоугольник пРК = ВО = Ь. Поскольку ВНХ_[_/(//,

Р# _]_ К//. Ясно также, что

РН = ВН±.
В прямоугольном треуголь-

нике Р/(# известны гипотенуза

КР = Ь и катет КН = а, поэтому

ВН1 = РН=\ГЬ2—а2.
6.6. а) Фигуру, лежащую вну-

три квадрата АВСЭ со стороной 1,
обозначим через /% ее площадь—

через 5. Рассмотрим два вектора

ААХ и АА2у где точка Л* лежит

на стороне АО и ЛЛх = 0,001,
а точка А2 лежит внутри угла

ВАЭ, ^ А2ААг = 60° и ЛЛа = 0,001

(рис. 68).
Обозначим образы Р при параллельных переносах на векторы

АЛ* и АЛ2 через Р± и Р2. Фигуры Р, Р±, Р2 не имеют общих

точек и лежат внутри квадрата со стороной
35 < 1,001», т, е. 5 < 0,335 < 0,34.

1,001. Поэтому
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б) Рассмотрим вектор ААг — АА^АгАА2. Повернем вектор АА3
вокруг точки А (против часовой стрелки на острый угол) так,

чтобы точка А3 перешла в точку Л4, для которой Л3Л4 = 0,001.

Рассмотрим также векторы ААЬ и ААв длины 0,001, образующие

с вектором ЛЛ4 углы 30° и лежащие по разные стороны от

него (рис. 68).
Обозначим образ фигуры Р при параллельном переносе на

вектор АА{ через Р{. Для определенности будем считать, что

5 (Р*П/^Х5 (Р9 П Г)- ТогДа 5 (^4ПГ) < у 5, поэтому 5 (РАу Р)^

3
^~5. Фигуры Рь и Рв не пересекаются ни друг с другом, ни

7

с фигурами Р и ^4, поэтому 5 (Р (} Р* [} Ръ()Рв)^ у
5. (Если бы

оказалось, что 5 (^П^Х^ (^4П Р)> то вместо фигур Ръ и Рв
надо было бы рассматривать фигуры Р± и Р2.) Поскольку длины

векторов АА[ не превосходят 0,001 V 3, все рассматриваемые фи-

гуры лежат внутри квадрата со стороной 1 + 0,002 ]/* 3. Поэтому

!_$< (1 + 0,002 VI)2 и 5 < 0,287.

Примечание. 8 (А[)В) — площадь объединения фигур А
и В* 3(А(]В)— площадь их пересечения.

6.7. а) Рассмотрим на прямой / точки Л и В, для которых

АВ — а. Если С и й—точки пересечения окружностей 5х и 55,
с прямой,'параллельной прямой /, то СЭ = а тогда и только тогда,

когда Сй—± АВ. Из этого вытекает построение: делаем переносы

окружности 5х на векторы АВ, ВА и находим точки пересечения

образов окружности 5г с окружностью 52; искомая прямая про»

ходит через одну из них.

б) Обозначим проекции центров окружностей 5! и 52 на пря-

мую / через Ох и 02. Образ окружности 52 при параллельном

переносе на вектор О^О} обозначим через 52. Центры окружностей

$! и $2 лежат на прямой, перпендикулярной прямой /. Искомая

прямая—это прямая, проходящая через точки пересечения окруж-

ностей $1 и 52.

в) Пусть 0* и 02 —проекции центров окружностей 5^ ч 52
на прямую /. Рассмотрим на прямой / точку 02, для которой

О^'г — а/Ъ (таких точек две; мы выбираем любую из них). Пусть

52—образ окружности 52 при параллельном переносе на вектор

0202. Обозначим точки пересечения прямой 1Ъ параллельной пря-
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мой /, с окружностями 5Х и 5г через X' и К', а проекции этих

точек на прямую /— через X и V (рис. 69).

Сумма длин хорд, высекаемых прямой 1г на окружностях 5*
и 52, равна 2(01Х+ 0&). Равенство 2(01Х+ 0'2У)=а = 2010г
выполняется, если Х — У и эта точка лежит внутри отрезка 0$%.

X 0, в; У 0г I

Ч

5'г

Рис. 69

-проекция точки пересе-Ясно, что если Л' = У, то эта точка -

чения окружностей 5Х и 52.

Разность длин хорд, высекаемых прямой / на окружностях

5хи 52, равна ±2 (ОгХ—О'гУ). Равенство ±2 (ОгХ -0'2У) = 20г02

выполняется, если Х = У и эта точка лежит вне отрезка 0,02.

Из этого вытекает построение: искомые прямые, проходят через

точки пересечения окружностей 5! и 52. Сумма длин хорд равна

а для точек пересечения, ле-

жащих внутри полосы, зада-

ваемой перпендикулярами к пря-

мой /, проходящими через точ-

ки 01 и 02, разность длин

хорд равна а для точек пересе-

чения, лежащих вне этой по-

лосы.

6.8. Предположим, что точ

ка X построена. Перенесем точку

А на вектор ЕР', т. е. построим

точку А'у для которой ЕР =

= АА'. Это построение мы мо-

жем сделать, поскольку вектор ЕР нам известен: его длина рав-

на а и он параллелен СО.

Рис. 70
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Поскольку АХ || А'РУ ^ А'РВ —^ АХВУ поэтому угол А'РВ
известен. Таким образом, точка Р лежит на пересечении двух

фигур: отрезка СИ и дуги окружности, из которой отрезок А'В

виден под углом АХВ (рис. 70).

6.9. Предположим, что прямая / построена. Перенесем $1

параллельно / так, чтобы центр Ог образа 51 окружности 5х и

центр 02 окружности 52 лежали на прямой, перпендикулярной

прямой /. Окружности 5^ и 52 пересекаются в точках М и М,

причем прямая / проходит через точки М и N.

Проведем касательные АС} п АР к окружностям 5х и 52 соот-

ветственно. Поскольку А^2 = АМ^АN = АР2^ длина АС} равна АР
и нам известна (мы можем построить касательную АР и измерить

ее длину), 0[ А мы можем найти: 0[А2 = А(}2-\-Я2, где Я— радиус

окружности 52. Кроме того, ^020^0Х = 90°. Таким образом, точ-

ка 0\ является пересечением окружности радиуса АО\ с центром

в точке А и окружности, построенной на отрезке Ох02 как на

диаметре. Зная точку 0[, строим точки М и N1 задающие прямую /.

6.10. а) Проведем через точку А прямую РС} (Р .г.ежит на

окружности 5Ь (2 — на окружности 52). Опустим из центров Ох

Рис. 71

и 02 окружностей 5Х и 52 перпендикуляры ОхМ и ОгМ на пря-

мую РС}. Перенесем отрезок МN параллельно на вектор МОх.

Пусть С—образ точки N при этом переносе (рис. 71).

Треугольник ОхСО% прямоугольный, поэтому ^ ОхСО% =»

= ^ N[N02, 01С =МN= -^^Р^•^ следовательно, чтобы построить

прямую Р<3, для которой РС} = а, нам нужно построить треуголь-

ник ОхСОг с заданной гипотенузой Ох02 и катетом ОхС==-^-а.
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Затем нужно провести через точку А прямую,' параллель-

ную ОгС.

б) Ясно, что достаточно решить обратную 'задачу: описать

вокруг данного треугольника Р(}# треугольник, равный данному

треугольнику ЛВС.

Предположим, что мы построили треугольник ЛВС, стороны
которого проходят через данные точки Р, ф, #. Построим дуги
окружностей, из которых отрезки ЯР и ()Р видны под углами

А и В соответственно. Ясно, что точки А и В лежат на этих дугах,

причем длина отрезка ЛВ известна.

Согласно а) мы можем построить прямую АР, проходящую

через точку Р, отрезок которой, заключенный внутри окружнос-
тей 5х и 52, имеет данную длину. Проводя прямые АН и В(},

получаем треугольник АВС, равный данному треугольнику, по-

скольку у этих треугольников по построению равны сторона и

прилегающие к ней углы.

6.11. Предположим, что мы построили искомый четырехуголь-
ник АВСВ. Пусть Вг и В2— образы точки В при переносах на

М

Рис. 72

векторы АС и СА соответственно. Опишем вокруг треугольников

ВСВХ и ВАВ2 окружности 5Х и 52. Обозначим точки пересечения

прямых ВС и ВА с окружностями 5х и 52 через М и N (рис. 72).
Ясно, что,/ ВСВг=^ ВАВ2=^ В,^ ВСМ = 180°— ^С и ^ ВАМ =
= 180°-.^ А.

Из этого вытекает следующее построение. На произвольной
прямой / берем течку В и строим на / точки В± и В2 так, чтобы

ВВ1 = ВВ2 — АС. Фиксируем одну из полуплоскостей П, заданных

прямой /, и будем считать, что точка В лежит в этой полуплос-

кости. Построим окружность 5Ь из точек которой (лежащих в
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П) отрезок ООх виден под углом Г>. Аналогично строим окруж-

ность 52. Построим точку М на 5* так, чтобы из всех точек

части окружности 5*, лежащей в П, отрезок ОМ был виден под

углом 180°—^ С. Аналогично строим точку N. Отрезок МN

виден из точки В под углом В, т.е. В является точкой пересече-

ния окружности с центром й радиуса ОВ и дуги окружности,

из которой отрезок МN виден под углом В (и она лежит в полу-

плоскости П). Точки С и А являются точками пересечения прямых
ВМ и ВN с окружностями З* и 52.

Докажем, что мы построили искомый четырехугольник. По

построению 'четырехугольник АВСй имеет заданную диагональ

ВО и заданные величины углов ОАВ, ЛВС, ВСО. Поэтому угол
АОС имеет заданную величину, и, следовательно, ^ АОС— ^ОСО^
т.е. АСОхО— параллелограмм. Поэтому АС — ОО^ т.е. АС имеет

заданную длину.

6.12. а) На прямой /^ имеются две точки Л и С, расстояния
от которых до прямой /2 равны а. На прямой /2 тоже имеются

Рис. 73

две точки В и О, расстояния от которых до /* равны а. При
этом АВСО — прямоугольник. Для определенности будем считать,
что точка М, принадлежащая искомому геометрическому месту

точек, лежит внутри угла АОВ, где О—точка пересечения прямых

к и /2 (рис. 73). Проведем через точку А прямую /2, параллель-

ную прямой /2. Опустим из точки М перпендикуляры МА^ МА2,

МВх на прямые /*, /2, /2 соответственно. Точка М лежит внутри

полосы, заданной прямыми /2 и /2, поскольку иначе расстояние от

прямой /2 до точки М больше а. Поскольку В1М-\-МА2 = а, то

ВгМ-\-АХМ =а тогда и только тогда, когда А1М = А2М> т.е.

точка М равноудалена от прямых /х- и /2 и поэтому лежит на

отрезке АВ. Аналогичные рассуждения для точек, лежащих внутри

углов ВОС, СОО и 00А, показывают, что искомым геометричес-

ким местом точек является граница четырехугольника АВСО.
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б) Построим точки Л, В, С, О, М, А^ Л2, В* и прямую /^
как и в а).

Точка М на этот раз может лежать как внутри полосы, задан-

ной прямыми /2 и /2, так и вне нее. При разборе этих двух ва-

риантов будем считать, что АгМ ^ВгМ.
Пусть точка М лежит внутри полосы. Тогда В1М + А2М=*а

и ВгМ —АгМ=а, т.е. А2М-\-А1М = 0. Поэтому М = А.

Пусть точка М лежит вне полосы. Тогда ВХМ—А2М—а и

В1М —А1М = а, т. е. А2М = А1М. Поэтому точка М лежит на про-

должении отрезка БА за точку А.

При разборе случая АХМ ^ ВХМ удобнее вместо прямой /а

рассмотреть прямую, проходящую через точку В параллельно пря-
мой 1г. Тогда все рассуждения

повторяются дословно. Анало-

гичные рассуждения для осталь-

ных углов показывают, что ис-

комым геометрическим местом

точек является множество точек,

лежащих на продолжениях сто-

рон прямоугольника АВСЭ.

6.13. Пусть сторона АВ

угла ВАС касается окружности

радиуса г± с центром Оь сто-

рона АС касается окружности

радиуса г2 с центром 02.
Перенесем прямую АВ па-

раллельно внутрь угла ВАС на

расстояние гь прямую АС— на

расстояние г2. Пусть Ах—точка

пересечения перенесенных прямых (рис. 74.). Тогда ^ 01А102 =

= ^ ВАС.
Постоянный угол ОхАхОъ опирается на неподвижный отрезок

ОхО%, поэтому точка Ах описывает дугу окружности.

Рис. 74



Глава 7

ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ

Основные свеления

1. Симметрией относительно точки А называется преобразо-
вание плоскости, переводящее точку X в такую точку X', что

Л—середина отрезка XX'. Другие названия этого преобразова-
ния— центральная симметрия с центром А или просто симмет-

рия с центром А.

Заметим, что симметрия с центром А представляет собой
частный случай двух других преобразований— она является пово-

ротом на 180° с центром Л, а также гомотетией с центром Лис

коэффициентом —1.
2. Если фигура переходит в себя при симметрии относительно

точки Л, то Л называется центром симметрии этой фигуры.
3. В главе используются следующие обозначения для преоб-

разований:
5д—симметрия с центром Л;
Та —перенос на вектор а.

4. Композицию симметрии относительно точек Л и В мы бу-
дем обозначать через 5д°$л; при этом сначала выполняется сим-

метрия относительно точки Л,- а затем —относительно точки В.

(Кажущаяся неестественность такой последовательности операций
оправдывается тождеством

(ЗвоЗд)(Х) = 8в(3А(Х)).)

Композиции любых отображений обладают свойством ассоци-
ативности: Р о (О о Н)

— (Р о С) о Я. Поэтому порядок, в каком бе-

рется композиция, несуществен, и можно просто писать У7о Со Я.
5. Композиции двух центральных симметрии или симметрии

и переноса вычисляются по следующим формулам (см. задачу 7-7):

а) ЗвоЗА = Т2Хв'>

б) Тао8А = 8в и 8воТа = 8А, где а = 2ЛВ.

Вводные задачи

1. Докажите, что при центральной симметрии ок-

ружность переходит в окружность.
2. Докажите, что четырехугольник, имеющий центр

симметрии, является параллелограммом.
3. Противоположные стороны выпуклого шестиуголь-

ника попарно равны и параллельны. Докажите, что этот

шестиугольник имеет центр симметрии.
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4. Даны параллелограмм АВСй и некоторая точка М.

Через точки Л, В, С, I) проводятся прямые, параллель-
ные прямым ТИС, МО, МАУ МВ соответственно. Дока-
жите, что эти прямые пересекаются в точке, симметрич-
ной точке М относительно точки пересечения диагоналей

параллелограмма.
5. Докажите, что противоположные стороны шести-

угольника, образованного сторонами треугольника и

касательными к его вписанной окружности, проведенны-
ми параллельно сторонам, равны.

§ 1. Симметрия помогает решить задачу

7.1. Докажите, что если в треугольнике медиана и бис-

сектриса совпадают, то треугольник равнобедренный.
7.2. Двое игроков поочередно выкладывают на пря-

моугольный стол пятаки. Монету разрешается класть

только на свободное место. Проигрывает тот, кто не мо-

жет сделать очередной ход. Докажите, что первый игрок
всегда может выиграть.

7.3. На сторонах ЛБ, ВС, Си, ВА параллелограмма
АВСВ взяты точки Ль Вх, С\% 0\ так, что Л1В1С101—
параллелограмм. Докажите, что центры этих двух па-

раллелограммов совпадают.
7.4. Окружность пересекает стороны ВС, СЛ, АВ

треугольника АВС в точках Л* и Л2, Вх и В2, Сх и С2
соответственно. Докажите, что если перпендикуляры к

сторонам треугольника, проведенные через точки Ль В*
и Сь пересекаются в одной точке, то и перпендикуляры
к сторонам, проведенные через Л2, В2 и С2, также пере-
секаются в одной точке.

7.5. В треугольнике АВС проведены медианы АР
и СВ. Докажите, что если А. ВАР=А- ВСВ=30°, то

треугольник АВС правильный.
7.6. Даны выпуклый и-угольник с попарно непарал-

лельными сторонами и точка О внутри него. Докажите, что

через точку О нельзя провести больше п прямых, каждая
из которых делит площадь я-угольника пополам.

§ 2. Свойства симметрии

7.7. а) Докажите, что композиция двух централь-
ных симметрии является параллельным переносом.

б) Докажите, что композиция параллельного пере-
носа и центральной симметрии (в обоих порядках) яв-

ляется центральной симметрией.
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7.8. Пусть точка А± симметрична некоторой точке

А плоскости относительно заданной точки 0г\ точка

Л2 симметрична А1 относительно другой точки 02; А3
симметрична А2 относительно 03; Л4 симметрична А3
относительно Ох; Аь симметрична Ал относительно 02;
Ав симметрична Аъ относительно 03. Докажите, что Лв
совпадает с А.

7.9. а) Докажите, что ограниченная фигура не может

иметь более одного центра симметрии.
б) Докажите, что никакая фигура не может иметь

ровно двух центров симметрии.
в) Пусть М — конечное множество точек на плоско-

сти. Точку О назовем «почти центром симметрии» множе-

ства М, если из М можно выбросить одну точку так,
чтобы точка О была центром симметрии оставшегося
множества (в обычном смысле). Сколько «почти центров

симметрии» может иметь М?
7.10. Найдите все точки внутри остроугольного тре-

угольника такие, что точки, симметричные им относи-

тельно середин сторон треугольника, лежат на описан-

ной около него окружности.

§ 3. Симметрия помогает

решить задачу. Построения

7.11. Через общую точку А окружностей 5* и 52
проведите прямую так, чтобы эти окружности высе-

кали на ней равные хорды.
7.12. Через данную точку А проведите прямую так,

чтобы отрезок, заключенный между точками пересечения
ее с данной прямой и данной окружностью, делился точ-

кой А пополам.

7.13. Даны угол АВС и точка й внутри него. По-

стройте отрезок с концами на сторонах данного угла,
середина которого находилась бы в точке О.

7.14. Даны угол и внутри него точки А и В. Построй-
те параллелограмм, для которого точки А и В — про-
тивоположные вершины, а две другие вершины лежат

на сторонах угла.
7.15. Даны четыре попарно непараллельные прямые

и точка О, не лежащая на этих прямых. Постройте парал-
лелограмм с центром О и вершинами, лежащими на дан-

ных прямых,— по одной на каждой.
7.16. Даны непересекающиеся хорды АВ и СО ок-

ружности и точка / на хорде СВ. Постройте на окруж-
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ности точку X так, чтобы хорды АХ и ВХ высекали на

хорде Си отрезок ЕР, делящийся точкой 7 пополам.

7.17. Через общую точку А окружностей 5Х и 52 про-
ведите прямую / так, чтобы разность длин хорд, высекае-

мых на /окружностями 5! и 52, имела заданную величи-

ну а.

7.18. Даны т=2п-\-\ точек — середины сторон т-

угольника. Постройте его вершины.

Задачи для самостоятельного решения

7.19. Постройте треугольник по медианам та, ть и

углу С.
7.20. а) Дана точка внутри параллелограмма, не ле-

жащая на отрезках, соединяющих середины противо-
положных сторон. Сколько существует отрезков с кон-

цами на сторонах параллелограмма, делящихся этой точ-

кой пополам?

б) Дана точка, лежащая внутри треугольника, обра-
зованного средними линиями данного треугольника.
Сколько существует отрезков с концами на сторонах дан-
ного треугольника, делящихся этой точкой пополам?

7.21. а) Найдите множество вершин выпуклых че-

тырехугольников, середины сторон которых являются

вершинами данного квадрата.
б) На плоскости даны три точки. Найдите множество

вершин выпуклых четырехугольников, середины трех
сторон каждого из которых лежат в данных точках.

7.22. На прямой даны точки Л, В, С, О, расположен-
ные в указанном порядке, причем АВ=СЕ). Докажите,
что для любой точки Р на плоскости АР+ЭР^ВР+СР.

Решения

7.1. Пусть в треугольнике ЛВС медиана ВО является бессек-

трисой. Рассмотрим точку Въ симметричную В относительно точ-

ки О. Поскольку точка О является серединой отрезка АС, четы-

рехугольник АВСВ^ является параллелограммом. Поскольку
^ АВВх = ^ ВхВС— ^ АВХВ, треугольник ВХАВ равнобедренный
и АВ = АВ1 = ВС.

7.2. Первый игрок кладет пятак в центр стола, а затем кла-

дет пятаки симметрично пятакам второго игрока относительно

центра стола.

При такой стратегии первый игрок всегда имеет возможность

сделать очередной ход. Поскольку игра не может длиться дольше

132



5/5 ходов, где 5—площадь стола, 5—площадь пятака, игра кон-

чается за конечное время и первый игрок выигрывает.
7.3. Точка пересечения диагоналей параллелограмма является

его центром симметрии. Пусть О— центр симметрии параллело*

грамма ЛБСО. При симметрии с центром О точки Аг и Вх пере-

ходят в некоторые точки Л2 и В2, причем Л2 и В2 лежат на

сторонах СО и АЭ и А1ВХ — В2А2. Поэтому треугольники В2А20
и ОхС^О имеют соответственно параллельные стороны и В2А% =
*= #1^. Следовательно, В2 — 01 и А2 = С1. Из этого видно, что

точка О является центром симметрии параллелограмма АхВхСхО^
7.4. Пусть перпендикуляры к сторонам, проведенные через

точки Ль В± и Сх, пересекаются в точке М. Обозначим центр

окружности через О.

Перпендикуляр к стороне ВС, проведенный через точку Аи
симметричен относительно точки О перпендикуляру к стороне ВС9

проведенному через точку Л2. Поэтому перпендикуляры к сторо-

нам, проведенные через точки Л2, В2 и С2, пересекаются в точке,

симметричной М относительно точки О.

7.5. Так как ^ ЕАР = ^ЕСР = 30°, точки Л, Е, Р, С лежат

на одной окружности 5, причем если О—ее центр, то ^ ЕОР =
= 60°. Точка В симметрична А относительно точки Е, поэтому
она лежит на окружности 5Х, симметричной окружности 5 отно-

сительно точки Е. Аналогично, точка В лежит на окружности 52,

симметричной окружности 5 относительно точки Р. Поскольку

треугольник ЕОР правильный, центры окружностей 5, 5Х и 52

образуют правильный треугольник со стороной 2#, где /?—ра-

диус этих окружностей. Поэтому окружности $1 и 5а' имеют един-

ственную общую точку В, причем треугольник ВЕР правильный.
Следовательно, треугольник АВС тоже правильный.

7.6. Рассмотрим многоугольник, симметричный исходному от-

носительно точки О. Поскольку стороны многоугольника попарно

непараллельны, контуры этих многоугольников не могут иметь

общих отрезков, а могут иметь только общие точки. Поскольку
многоугольники выпуклые, на каждой стороне лежит не более

двух точек пересечения; поэтому имеется не более 2п точек пере-

сечения контуров (точнее, п пар симметричных относительно О

точек).

Пусть /* и /2— прямые, проходящие через точку О и делящие

площадь исходного многоугольника пополам. Докажем, что внутри

каждой из четырех частей, на которые эти прямые делят плос-

кость, имеется точка пересечения контуров. Предположим, что в

одной из частей между прямыми /х и /2 нет таких точек. Обоз-

начим точки пересечения прямых /х и /2 со сторонами многоуголь-
ника так, как это показано на рис, 75, Пусть точки Л', В', С,
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й' симметричны относительно точки О точкам А, В, С, Ю соот-

ветственно. Для определенности будем считать, что точка А ле-

жит ближе к точке О, чем точка С'. Поскольку АВ и СИ' не

пересекаются, точка В лежит ближе к точке О, чем точка О'-

Поэтому 8ЛВ0 < 8со'0= 3соо
(через АВО обозначена выпу-
клая фигура, ограниченная от-

резками АО и ВО и частью

границы /г-угольника, заклю-

ченной между точками А и В).

рис 75 С другой стороны, 8АВ0 =

=8соо> поскольку прямые /х и /а
делят площадь многоугольника пополам. Получено противоречие.
Поэтому между каждой парой прямых, делящих площадь пополам,

лежит пара симметричных точек пересечения контуров, т. е. таких

прямых не больше п.

7.7. а) Пусть точка А при центральной симметрии относи-

тельно точки Ох переходит в точку А1у точка Аг переходит при

центральной симметрии относительно точки 02 в точку А2. Тогда

Ох02— средняя линия треугольника ААгА2, поэтому АА2 = 20102.

б) Пусть 02— образ 0г при переносе на вектор -^
а. Соглас-

но а) 50 о $0 =Та. Умножая это равенство на 50 справа или

на 50 слева и учитывая, что5#о5х—тождественное преобра-

зование, получаем 80 =80 оТа и 50 =Тао80 .

7.8. Согласно предыдущей задаче 8во8^ — Т2Хв' Поэтому

5о8 ° 5о, ° 5о, ° 5о, ° 5о, ° 5о, = Г2(0^о,+оД+ о^)=77 - тождест-

венное преобразование.
7.9. а) Предположим, что ограниченная фигура имеет два

центра симметрии Ог и 02. Введем систему координат с осью

абсцисс, направленной по лучу 0102. Поскольку 50 о50 =

= Т2о~о, фигура переходит в себя при переносе на вектор 20^2.

Однако ограниченная фигура не может обладать этим свойством,
так как образ точки с максимальной абсциссой не принадлежит

фигуре.

б) Пусть О3=50 (01)» Легко проверить, что 50 =50 о 50 ©50 .

Поэтому если Ог и 02—центры симметрии фигуры, то и 03— центр

симметрии фигуры, причем 03 Ф Оъ 03 Ф 02.

в) Покажем, что конечное множество может иметь только О,

1, 2 или 3 «почти центров симметрии». Соответствующие примеры

приведены на рис. 76. Остается доказать, что конечное множество

не может иметь больше трех «почти центров симметрии».
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Почти центров симметрии конечное число, поскольку они

являются серединами отрезков, соединяющих точки из множества.

Поэтому мы можем выбрать прямую, проекции почти центров сим-

метрии на которую не сливаются. Следовательно, доказательство

достаточно провести для точек, лежащих на одной прямой.
Пусть на прямой задано п точек с координатами хх < хг <

< ... < *Л_1 < хп. Если мы выбрасываем точку хг, то центром

/7 = 0

/7 = 2

Л=Г

л=3

Рис. 76

симметрии оставшегося множества может быть только точка

2Т" п\ если выбрасываем хп—то только точка 0п"1; если

же выбрасываем любую другую точку— то только точка
*! +*«

Поэтому почти центров симметрии не больше трех.

7.10. Пусть X—внутренняя точка треугольника АВС. Точка,

симметричная точке X относительно середины стороны АВ тре-

угольника ЛВС, лежит на описанной окружности тогда и только

тогда, когда точка X лежит на дуге, симметричной дуге АВ

(имеется в виду та из дуг, задаваемых точками Л и В, на кото-

рой не лежит точка С) относительно середины стороны АВ, т. е.

^ ЛХ#=180°— ^ АСВ.

Точка, обладающая требуемым свойством, лежит на пересече-

нии трех дуг окружностей, симметричных дугам АВ, ВС, АС
относительно середин соответствующих сторон. Докажем, что

такая точка существует и единственна. Дуги, симметричные дугам

АВ и АС, имеют две общие точки: точку А и некоторую точку Н,

При этом ^0#С=36О°—^ДЯЛ—,/Д//С=360°—(180°—^АВС) —
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__(180°— //АСВ)=Ш°— ^ВАС, поэтому точка И лежит на

дуге, симметричной дуге ВС, т. е. является искомой точкой.

Поскольку </ ВАС Ф 180°—^ВАСУ точка А не обладает требуе-

мым свойством.

Замечание. Легко убедиться, что точка пересечения высот

обладает требуемым свойством, т. е. И является точкой пересече-

ния высот.

7.11. Рассмотрим окружность 51, симметричную окружности

5^ относительно точки А. Искомая прямая проходит через точки

пересечения 5{ и 52.
7.12. Пусть /'—образ прямой / при симметрии относительно

точки А. Искомая прямая проходит через точку А и точку пере-
сечения прямой /' с окружно-

му^ / стью 5.

Х\/ 7.13. Построим точки А' и

X Т X С пересечения прямых, сим-

X уй X метричных прямым ВС и АВ

X 4- X относительно точки /), с пря-

X \Х мыми АВ и ВС (рис. 77).
В /С} С Ясно, что точка О являет-

р уу
ся серединой построенного от-

резка А'С\ поскольку точки

А' и С симметричны относительно И.

7.14. Пусть О—середина отрезка АВ. Нам надо построить
точки С и I), лежащие на сторонах угла, для которых точка О

является серединой отрезка Си. Это построение описано в реше-

нии предыдущей задачи.

7.15. Предварительно разобьем прямые на пары. Это можно

сделать тремя способами.

Пусть противоположные вершины А и С параллелограмма

АВСй лежат на одной паре прямых, вершины В и О— на другой.
Рассматривая угол, образованный первой парой прямых, строим

точки А и С, как это описано в решении задачи 7.13. Аналогично

строим точки В и О.

7.16. Предположим, что точка X построена. Обозначим образы

точек Ау В и X при симметрии относительно точки ,7 через А'9

В' и X' соответственно (рис. 78).

Поскольку ^ А'РВ — 180°—^ АХВ> угол А'РВ нам известен.

Поэтому точка Р является точкой пересечения отрезка СО с дугой
окружности, из которой отрезок ВА' виден под углом 180°—^АХВ.
Точка X является точкой пересечения прямой ВР с данной

окружностью.
7.17. Предположим, что мы построили прямую /. Рассмотрим

окружность 5ь симметричную окружности 5* относительно точки
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А. Обозначим центры окружностей 5Ь 5^ и 52 через 0^ 0[ и 02
соответственно (рис. 79).

Проведем через точки 0\ и 02 прямые 1\ и /2, перпендикуляр-
ные прямой /. Расстояние между прямыми /]' и /2 равно половине

разности длин хорд, высекаемых прямой / на окружностях 5Х и

52. Поэтому для построения прямой / нам нужно построить

окружность радиуса я/2 с центром в точке 0[— прямая /2 будет
касательной к этой окружности.

Рис. 78 Рис. 79

Построив прямую /2, опускаем на нее перпендикуляр из точки

А и получаем прямую /.

7.18. Пусть Въ В2,...,Вт— середины сторон АгА2, А2А3,...

..., АтАх многоугольника АХА2 ... Ат. 8в%(А1) = А2, 8вл(А2) =

= А3, ..., 8вт (Ат) = Ах. Поэтому 8вт о ...о8вл (Аг) = Аъ т. е.

точка Ах является неподвижной точкой композиции симметрии

8вт°8вт_хо ...
о 8вг. Из задачи 7.7 следует, что композиция

нечетного числа центральных симметрии является центральной
симметрией, т. е. имеет единственную неподвижную точку. Эту
точку можно построить как середину отрезка, соединяющего точку

X и точку 8вт° 8вт_1о ... о5в, (X), где X — произвольная точка

плоскости.



Глава 8

ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ

Основные сведения

1. Симметрией относительно прямой I (обозначение: 5^) на-

зывается преобразование плоскости, переводящее точку X в такую

точку Х\ что /—серединный перпендикуляр к отрезку XX'.
Это преобразование называется также осевой симметрией, а

/—осью симметрии.
2. Если фигура переходит в себя при симметрии относительно

прямой /, то / называется осью симметрии этой фигуры.
3. Композиция двух осевых симметрии является параллель-

ным переносом, если их оси параллельны, а если они не парал-

лельны, то она является поворотом (см. задачу 8.14).
Осевые симметрии являются как бы кирпичиками, из которых

построены все другие движения плоскости: можно доказать, что

любое движение является композицией не более трех осевых

симметрии. Поэтому композиции осевых симметрии дают гораздо
более мощный метод решения задач, чем композиции центральных

симметрии. Кроме того, поворот иногда бывает удобно разложить
в композицию двух осевых симметрии, причем за одну из осей
можно взять любую прямую, проходящую через центр поворота.

Вводные задачи

1. Докажите, что окружность при осевой симметрии
переходит в окружность.

2. Две окружности имеют общий центр О. Третья
окружность пересекает их в точках Ау В, Су И. Докажи-
те, что если прямая АВ проходит через точку О, то и пря-
мая СО проходит через точку О.

3. Четырехугольник имеет ось симметрии. Докажите,
что этот четырехугольник либо является равнобедренной
трапецией, либо симметричен относительно диагонали.

4. Ось симметрии многоугольника пересекает его

стороны в точках А и В. Докажите, что точка А является

либо вершиной многоугольника, либо серединой стороны,
перпендикулярной оси симметрии.

5. Докажите, что если фигура имеет две перпендику-
лярные оси симметрии, то она имеет центр симметрии.
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§ 1. Симметрия помогает решить задачу

8.1. На биссектрисе внешнего угла С треугольника
АВС взята точка МфС. Докажите, что МА+МВ>
>СА+СВ.

8.2. Точка М лежит на диаметре АВ окружности.
Хорда СО проходит через М и пересекает АВ под углом
45°. Докажите, что сумма СМ2+Е>М2 не зависит от вы-

бора точки М.
8.3. Равные окружности 5Х и 52 касаются окружности

5 внутренним образом в точках Л* и Л2. Произвольная
точка С окружности 5 соединена отрезками с точками

Ах и А 2. Эти отрезки пересекают 5Х и 52 в точках Вх и В2.
Докажите, что А1А%\\В1В2.

8.4. а) Докажите, что площадь любого выпуклого
четырехугольника не превосходит полусуммы произве-
дений противоположных сторон:

3Авсо^^(АВСО+ВС^АО).
б) Докажите, что равенство в а) достигается только

для вписанного четырехугольника, диагонали которого

перпендикулярны.
8.5. Докажите, что в любом треугольнике ЛВС

высота На не больше V р(р—я), где р
—

полупериметр.

§ 2. Симметрия помогает решить задачу. Построения

8.6. Постройте четырехугольник АВСО, у которого
диагональ АС является биссектрисой угла Л, зная длины

его сторон.
8.7. Постройте четырехугольник АВСР, в который

можно вписать окружность, зная длины двух соседних

сторон АВ и АВ и углы при вершинах В и И.
8.8. Постройте треугольник АВС по стороне с, высо-

те Нс и разности углов А и В.

8.9. Даны острый угол МОЫ и точки А и В внутри
него. Найдите на стороне ОМ точку X так, чтобы тре-

угольник ХУ1У где У и Ъ — точки пересечения прямых
ХА и ХВ с (Ж, был равнобедренным: ХУ=Х%.

8.10. Даны прямая МЫ И'две точки Л и В по одну

сторону от нее. Постройте на прямой МЫ точку X так,
чтобы /_ АХМ=2А_ ВХЫ.
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§ 3. Построения. Стороны треугольника симметричны
относительно биссектрисы

8.11. Постройте треугольник ЛВС, если даны точки

Л, В и прямая, на которой лежит биссектриса угла С.

8.12. Дрны три прямые 1и /2, /з, пересекающиеся
в одной точке, и точка Л на прямой 1Х. Постройте тре-
угольник ЛВС так, чтобы точка Л была его вершиной,
а биссектрисы треугольника лежали на прямых /ь /2, /3.

8.13. Постройте треугольник по данным серединам

двух сторон и прямой, на которой лежит биссектриса,
проведенная к одной из этих сторон.

§ 4. Композиции симметрии

8.14. а) Прямые /х и /2 параллельны. Докажите,
что 5/2о5^ = Т2а» где Та — параллельный перенос, пе-

реводящий 1г в /2, причем а ±_1Х.

б) Прямые /х и /2 пересекаются в точке О. Дока-
жите, что 5/а о 5/==/?^, где /?§—поворот, переводя-
щий 1г в /2.

8.15. На плоскости даны три прямые а, Ь, с. Пусть
Т = 8а о 8Ь о 8С. Докажите, что Т о Т—параллельный
перенос (или тождественное отображение).

8.16. Пусть /3 = 5/^/2). Докажите,
'

что 5^ = 5^0
о 5/а о 5/4.

§ 5. Свойства симметрии и осей симметрии

8.17. Точка Л расположена на расстоянии 50 см от

центра круга радиуса 1 см. Разрешается отразить точку
симметрично относительно любой прямой, пересекаю-
щей круг. Докажите, что а) за 25 отражений точку Л

можно «загнать» внутрь данного круга; б) за 24 отра-
жения этого сделать нельзя.

8.18. Пусть а—вектор, перпендикулярный прямой
2(х а)

I. Докажите, что 5,(лг) = лг—
1 '

а для любого век-

тора лг.
8.19. На окружности с центром О даны точки Аи. . .

. .
., Лп, делящие ее на равные дуги, и точка X. Дока-

жите, что точки, симметричные X относительно прямых
0Аи . .

., 0АПУ образуют правильный многоугольник.
8.20. Докажите, что если плоская фигура имеет ров-

но две оси симметрии, то эти оси перпендикулярны.
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8.21. Докажите, что если многоугольник имеет не-

сколько (больше двух) осей симметрии, то все они пере-
секаются в одной точке.

8.22. Докажите, что если плоский многоугольник
имеет четное число осей симметрии, то он имеет центр
симметрии.

§ 6. Задачи, использующие свойства

композиций симметрии

8.23. Впишите в данную окружность л-угольник,
стороны которого параллельны заданным п прямым.

8.24. Через центр О окружности проведены п пря-
мых. Постройте описанный около окружности п-уголь-
ник, вершины которого лежат на этих прямых.

8.25. Вписанная окружность касается сторон ВС, СА,
АВ треугольника А ВС в точках 7а, Ть, Тс. Пусть /Са,
/Сь, Кс — образы этих точек при симметрии относитель-
но биссектрис углов А, В, С соответственно.

а) Докажите, что прямая КаКъ параллельна пря-
мой АВ.

б) Обозначим середины сторон треугольника через
Ма, Мь и Мр. Докажите, что если треугольник ЛВС

не равнобедренный, то прямые МаКа, МьКь и МСКС
пересекаются в одной точке.

8.26. Две прямые пересекаются под углом у. Блоха

прыгает с одной прямой на другую; длина каждого

прыжка равна 1 м, и блоха не прыгает обратно, если

только это возможно. Докажите, что последовательность

прыжков периодична тогда и только тогда, когда у/п —

рациональное число.

§ 7. Экстремальные задачи

8.27. Даны прямая / и две точки Л, В по одну сторо-

ну от нее. Найдите на прямой / точку X так, чтобы длина
ломаной АХВ была минимальна.

8.28. В данный остроугольный треугольник впишите

треугольник наименьшего периметра.
8.29. Найдите кривую наименьшей длины, делящую

равносторонний треугольник на две фигуры равной
площади.
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Задачи для самостоятельного решения

8.30. Может ли ограниченная фигура иметь один

центр симметрии и ровно одну ось симметрии?
8.31. Дан невыпуклый четырехугольник периметра Р.

Докажите, что найдется выпуклый четырехугольник
того же периметра, но большей площади.

8.32. Постройте точку Р внутри треугольника А ВС,

для которой КА=ЕВ=НС, где /С, Е, Н — основания

перпендикуляров, опущенных из точки Р на стороны АВУ

ВС, СА соответственно.

8.33. На плоскости задана ограниченная фигура Ф,
обладающая следующими свойствами: для любой пря-
мой /

1) пересечение / с Ф либо пусто, либо точка, либо

отрезок;
2) существует ось симметрии фигуры Ф, параллель-

ная /.

Докажите, что Ф есть круг или точка.

8.34. Вершины выпуклого четырехугольника лежат

на различных сторонах квадрата. Докажите, что пери-

метр этого четырехугольника не меньше 2\^2а} где а —>

сторона квадрата.

Решения

8.1. Обозначим образы точек А и В при симметрии относи-

тельно прямой СМ через А' и В''. Тогда АМ-{-МВ = А'М-\-МВ>
> А'В = А'С+СВ= АС+СВ.

8.2. Обозначим точки, симметричные точкам С и Г) относи-

тельно прямой АВ, через С и В' соответственно. ^С'ЛШ = 90°,

лоэтому СМ2+МЯ2==С'М2+ МЯ2==С'02. Поскольку ^С'СП^
= 45°, хорда С'й имеет постоянную длину.

8.3. Проведем диаметр окружности 5, являющийся осью сим-

метрии окружностей $! и 52. Пусть точки С и В^ симметричны

точкам С и В2 относительно этого диаметра (рис. 80).
Окружности $1 и 5 гомотетичны с центром гомотетии в

точке А1$ причем при этой гомотетии прямая ВгВ' переходитчв

прямую СС, поэтому эти прямые параллельны. Ясно также, что

В2В'21| СС. Поэтому точки В^ В' и В2 лежат на одной прямой,

причем эта прямая параллельна прямой СС.
8.4. а) Пусть О'—точка, симметричная точке О относительно

серединного перпендикуляра к отрезку АС (рис, 81). Тогда

142



$АВСО ~ &АВСй

1

$ваО' + &всО'<^АВ-АО'+^ВС.СО'
(АВ-СО-{-ВС-АО), что и требовалось.

б) Из предыдущего видно, что равенство достигается тогда и

только тогда, когда ^ Э'АВ= ^ /)'СВ = 90°.

Предположим, что это равенство выполнено. Тогда четырех*

угольник АВСЭ' вписанный, поэтому АВСЭ тоже вписанный.

В

Рис. 80 Рис. 81

Отрезок Вй' является диаметром описанной окружности, поэтому

^Ш)О' = 90°. Так как ЛСЦОЯ', то АС±ВЭ.
Обратно, если АВСВ—вписанный четырехугольник с перпен-

дикулярными диагоналями, то при симметрии точки Э относи-

тельно серединного перпенди-

куляра к диагонали АС полу-
чаем точку ^', для которой
^Я'1)В = 90о, т. е. В'В—диа-

метр описанной окружности.

Поэтому ^ В'АВ = 2 О'СВ =

= 90°.

8.6. Проведем через точку А

прямую /, параллельную сторо-
не ВС. Обозначим образы точек

В и С при симметрии относи-

тельно прямой / через В' и С соответственно (рис. 82). Тогда

Ь+с= СА + АВ = СА+АВ'^СВ'=УСВ2-{-В'В*, т. е. Ь + с^*

^ /а2+ (2/1а)а. Отсюда

*& <| ((Ь + с)2-а*) = р (р-а).

В'

\

\

/
^^к

с

3

Рис. 82
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8.6. Предположим, что четырехугольник АВСО построен.
Пусть для определенности АО > АВ. Обозначим через В' точку,
симметричную точке В относительно диагонали АС. Точка В' ле-

жит на стороне Ай, причем В'0 = АО— АВ.
В треугольнике В'СО нам известны длины всех сторон:

В'0 = АО— АВ, В'С = ВС. Построив треугольник В'СО, на про-

должении стороны В'О за точку В' построим точку Л. Дальней-
шее построение очевидно.

8.7. Предположим, что четырехугольник АВСО построен. Для
определенности будем считать, что АО > АВ.

Пусть О —центр вписанной окружности; точка О' симметрич-
на О относительно прямой АО; Л'—точка пересечения прямых
АО и ОС, С—точка пересечения прямых ВС и А'О' (рис. 83).

В треугольнике ВС'О' нам известны сторона ВО' и приле-

гающие к ней углы ^ О'ВС = 180°— ^ В, ^ ВО'С = ^ О.
Построим треугольник ВС'О' по этим элементам. Поскольку

П О У Н Ъ Н

Рис. 83 Рис. 84

АО' —АО, мы можем построить точку Л. Затем строим
точку О, являющуюся точкой пересечения биссектрис углов АВС
и ВО'С. Зная положение точки О, мы можем построить точку О

и вписанную окружность. Точка С является точкой пересечения

прямой ВС и касательной к окружности, проведенной из
точки О.

8.8. Предположим, что треугольник АВС построен. Обозна-
чим через С точку, симметричную С относительно серединного

перпендикуляра к стороне АВ, через В' -—точку, симметричную В
относительно прямой СС. Для определенности будем считать,
что АС < ВС. Тогда ^ АСВ' = </ АСС-\-^ ССВ = 180° — ^ Л +
+ ^ССВ ==180°~(</ Л — </ В), т.е. угол АСВ' нам известен.

Треугольник АВВ' мы можем построить, поскольку АВ=с,
ВВ' = 2/1 и ^/ АВВ'= 90°, Точка С является точкой пересечения

144



серединного перпендикуляра к отрезку ВВ' и дуги окружности-,
из которой отрезок АВ' виден под углом 180°—(,/Л— </В).

8.9. Пусть проекция точки А на прямую ОЫ лежит ближе к

точке О, чем проекция точки В. Предположим, что мы построили

равнобедренный треугольник XVI. Рассмотрим точку Л', симмет-

ричную точке А относительно прямой ОМ. Опустим из точки X

перпендикуляр ХН на прямую ОЫ (рис. 84). Поскольку ^ А'ХВ =

=,/ А'ХО+ ^ОХА + ^ УХИ + /тИХ2=^2 ^ОХУ+2^ УХИ=
= 2,/ ОХИ =180°—2,/ МОЫ, угол А'ХВ известен. Точка X

является точкой пересечения прямой ОМ и дуги, из которой
отрезок А'В виден под углом 180°—2 ^ МОЫ. При этом проек-

ция точки X на прямую ОЫ должна лежать между проекциями
точек А и В.

Обратно, если </ А'ХВ = 180° —2 /_ МОЫ и проекция точки X

на прямую ОЫ лежит между проекциями точек А и В, то тре-

угольник ХУ1 равнобедренный.
8.10. Предположим, что точка X построена. Пусть В'—точка,

симметричная точке В относительно прямой МЫ.

Первое решение. Проведем окружность с центром
в точке В'', касающуюся прямой МЫ. Тогда прямая АХ является

Рис. 85

касательной к этой окружности (см. рис. 85, а; не любая каса-

тельная годится).
Второе решение. Пусть окружность радиуса АВ' с

центром в точке В' пересекает прямую МЫ в точке А'. Тогда

прямая В'Х является биссектрисой угла АВ'А'.

Построение: пусть О—середина отрезка АА'\ точка X явля-

ется точкой пересечения прямой В'О и прямой МЫ (рис. 85, б).
8.11. Пусть А'—точка, симметричная точке А относительно

биссектрисы угла С. Тогда точка С является точкой пересечения

прямой А'В и прямой, на которой лежит биссектриса угла С.
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8.12. Пусть Л2 и Л3—точки, симметричные точке А относи-

тельно прямых 12 и /3. Тогда точки А2 и А3 лежат на прямой ВС.

Поэтому точки В и С являются точками пересечения прямой А2АЪ
с прямыми /2 и /3.

8.13. Предположим, что треугольник АВС построен, причем'

N—середина АС, М—середина ВС и биссектриса угла А лежит

на данной прямой /.

Построим точку #', симметричную точке N относительно

прямой /. Прямая ВА проходит через точку #' и параллельна
прямой МЫ (рис. 86). Таким образом мы находим вершину А и

прямую ВА. Проведя прямую АИ9 получаем прямую АС. Остается

построить отрезок, концы которого лежат на сторонах угла ВАС

и точка М является его середи-
ной (см. решение задачи 7.13).

8.14. Пусть X—произвольная
точка, Х1 = 811(Х)иХ2 = 8и(Х1).

а) Выберем на прямой 1Х про-
извольную точку О и рассмотрим

систему координат с началом О

и осью абсцисс, направленной по

прямой 1г. Прямая /2 задается в

этой системе координат уравне-

нием у
= а. Обозначим ординаты

точек X, Хъ Х2 через у> уъ у2
соответственно. Ясно, что ух=—у и */2

= (Д-"#1)+й = #+2а.
Поскольку точки X, Л\, Х2 имеют одинаковые абсциссы,

Х2 = Т2а(Х), гДе Та— перенос, переводящий /$ в /2, причем

«1/1-
б) Рассмотрим систему координат с началом О и осью абсцисс,

направленной по прямой 1Х. Пусть угол поворота от прямой 1±
к /2 в этой системе координат равен а, углы поворотов от оси

абсцисс до лучей ОХ, ОХ^ ОХ9 равны ф, фх, ф2 соответственно.

Ясно, что фх = —ф и ф2 = (а—фх) +а = ф+ 2а. Так как

ОХ = ОХ1 = ОХ2, то Х2 = Н2$-(Х)У где /?§— поворот, переводящий

1г в 12.
8.15. Представим ТоТ в виде композиции трех преобразо-

ваний:

ГоТ==(5во5&о5г)о(сао56о5,) = (5ао5ь)о(5,о5в)о(5ьо5с).

При этом 8а о 8ь — поворот на угол 2 ^ (Ь, а), 5со5а—пово-

рот на 2 ^ (а, с), 5&о5с— поворот на 2 ^ (с, Ь). Сумма углов

поворотов равна 2 (^ (6, а)-\- ^ (а, с)-\-^ (с, Ь)). Величина угла

между прямыми определена с точностью до 180°, поэтому удвоен-

ный угол между прямыми определен с точностью до 360°, т. е.
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как и обычный угол. Поэтому 2 (^ (6, а)-\- ^ (а, с) + ^ (с, Ь)) =

=2 ^/ (/?, Ь) = 0°. Композиция «поворотов ка углы, в сумме состав-

ляющие 0°, является параллельным переносом (см. задачу 9.25).
8.16. Если точки X и V симметричны относительно прямой /3,

то точки 81Х(Х) и 5^(10 симметричны относительно прямой /2,

т.е. 5|1(Х) = 51ав5|1(П. Поэтому 5по5/,=5/1о5/1 и 5,,=

8.17. Обозначим центр данного круга через О, круг радиуса

/? с центром О—через 0#. Докажем, что множеством образов
точек йд при симметриях отно-

сительно прямых, проходящих

через Оь является круг 0#+2-
В самом деле, образы точки О

при указанных симметриях за-

полняют круг 02, а круги

радиуса /? с центрами в й2
заполняют круг /)#+2. Поэтому
за п отражений из точек О*
мы можем получить любую
ТОЧКу ИЗ 1>2л + 1 и ТОЛЬКО ЭТИ

точки. Остается заметить, что

точку А мы можем «загнать» внутрь 0# за п отражений тогда и

только тогда, когда за п отражений мы можем перевести неко-

торую точку из Од в А.

8.18. Пусть У = 81(х). Тогда у—х = Ха и (х+у)\_а
(рис. 87). Поэтому 0 = (х+у, а) = (2х+ 'ка,а) = 2 (х1а) + 1(а,а),

т. е. *=—2^1*59. Отсюда у =х+ка =х—2&-$а.
(а, а)

* -г

^ а)

8.19. Обозначим симметрии относительно прямых ОА^ ..., ОАп
через 5ь ..., 5„. Пусть Х^ =8^(Х) при к=\, ..., п. Нам

нужно доказать, что при некотором повороте относительно точки

О система точек Хъ ..., Хп переходит в себя. Ясно, что

$к+\ ° 5* (хк) = 8к+1 °8к°8к (х) = хк + 1- Преобразования 5А-цо5Л
являются поворотами относительно точки О на угол 4я/я (см.
задачу 8.146)).

Замечание. При четном п получается я/2-угольник.
8.20. Пусть прямые /х и /2 являются осями симметрии пло-

ской фигуры. Это означает, что если точка X принадлежит фи-
гуре, то точки 5^ (X) и 812(Х) принадлежат фигуре. Рассмотрим

прямую /3 = 5г1(/2). Согласно задаче 8.16 5^3(Х) = 5^о5гао5;1 (X),
поэтому /3 также япляется осью симметрии фигуры.

Если у фигуры ровно две оси симметрии, то /3 = /1 или

/з = *2- Ясно, что /3 Ф 1\. Поэтому /8 = /2, т. е. прямая /2 перпен-
дикулярна прямой /];.
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8.21. Предположим, что многоугольник имеет три оси сим-

метрии, которые не пересекаются в одной точке, т. е. эти оси

образуют треугольник.
Пусть X —точка многоугольника, наиболее удаленная от не-

которой внутренней точки М этого треугольника. Точки X и М

лежат по одну сторону от одной из рассматриваемых осей сим-

метрии /. Если X' — точка, симметричная X относительно пря-

мой /, то МХ' > МХ и точка X' более удалена от точки М, чем

точка X. Получено противоречие, поэтому все оси симметрии

многоугольника пересекаются в одной точке.

8.22. Все оси симметрии проходят через одну точку О (за-
дача 8.21). Если 1Х и /2—оси симметрии, то /3==^а(^)—тоже
ось симметрии (см. задачу 8.16). Выберем одну из осей симмет-

рии / нашего многоугольника. Остальные оси разбиваются на

пары прямых, симметричных относительно /. Если прямая 1Ъ пер-
пендикулярная / и проходящая через точку О, не является осью

симметрии, то число осей симметрии нечетно. Поэтому прямая /х

является осью симметрии. Ясно, что 5^ о 5/ = /?^80°— центральная

симметрия, т. е. О—центр симметрии.

8.23. Предположим, что многоугольник АгА2...Ап построен.

Проведем через центр окружности О серединные перпендикуляры

к> к> ....» 1п к хордам АХА2, А2А3, ..., АпАх соответственно.

Прямые /х, ..., /„ нам известны, поскольку они проходят через

точку О и перпендикулярны данным прямым. /42 = 5/, (Л^,
Л3 = $/.,( А2), ..., А1 — $1 (Ап), т. е. точка Ах является непод-

вижной точкой композиции симметрии 5/ о 5/ о,,,о5/,о5/|.
При нечетном п на окружности имеется ровно две неподвижные

точки, при четном п либо неподвижных точек нет, либо все

точки неподвижны.

8.24. Предположим, что мы построили искомый многоугольник

А1...Ап. Рассмотрим многоугольник ВХ.,.ВП1 образованный точ-

ками касания описанного многоугольника с окружностью. Ясно,

что стороны многоугольника Вх...Вп перпендикулярны данным

прямым, т. е. имеют заданные направления. Воспользовавшись

решением предыдущей задачи, построим многоугольник Вх...Вп.

Проводя касательные к окружности в точках ВХу ..., Вп, полу-
чаем многоугольник А\...Ап.

8.25. а) Пусть О—центр вписанной окружности треугольника
АВС. Обозначим прямую ОА через я, прямую ОВ— через Ь.

Тогда 8ао 8Ъ (Тс)=8а(Та) = К а
и 5ьо5а (ТС)=8Ь(ТЪ)--=КЪ, поэтому

точки Ка и Кь получаются из точки Тс поворотом с центром О

на углы, в сумме дающие 360°, т. е. ,/ КьОТс = </ КаОТс. Из
этого следует, что КаКь II ЛВ.

б) Из а) вытекает, что треугольники КаКьКс и МаМьМс
имеют соответственно параллельные стороны, поэтому эти тре-
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угольники гомотетичны и прямые КаМа% Кь^ь* КсМс пересе-

каются в одной точке.

8.26. Для каждого вектора прыжка блохи имеется ровно два

положения блохи, для которых прыжок задается этим вектором.

Поэтому последовательность прыжков периодична тогда и только

тогда, когда имеется лишь конечное число различных векторов

прыжков.

Пусть а%—вектор прыжка блохи с прямой /2 на прямую /ь

а2, а3, «4» •••—векторы последующих прыжков блохи. Тогда

«2 = 5^(0!), а3 = 5/1(а2), а4 = 5/а (а3),... Поскольку ком-

позиция 5^г о 5;, является поворотом на угол 2у (или на угол

2л—2^), векторы а3, аб, а7, ... получаются из вектора а^ пово-

ротами на 2^, 4у, 6у, ... (или 2(л—у), 4 (я—у), 6(л—V)»---)-
Поэтому набор а±, а3, а5, ... содержит конечное число различ-

ных векторов тогда и только тогда, когда у/тс является рацио-

нальным числом. Набор а2, а4, а6, ... рассматривается анало-

гично.

8.27. Пусть точка А' симметрична точке А относительно пря-
мой /. Пусть X —точка на прямой /. Тогда АХ-\-ХВ =

= А'Х-\-ХВ^ А'В, причем равенство достигается, только если

точка X лежит на отрезке А 'В. Поэтому искомая точка является

точкой пересечения прямой / и отрезка А'В.

8.28. Пусть на сторонах АВУ ВС, СА треугольника АВС

взяты точки Р, С # соответственно. При симметрии треуголь-
ника АВС относительно стороны ВС получается треугольник

АхВС. Рассмотрим далее симметрии относительно сторон САЪ
АгВх, ВхСх, С\А2 и А2В2 (рис. 88). Композиция этих симметрии явля-

ется композицией поворотов относительно точек С, В± и Л2 на

углы 2 ^ С, 2 ^ В и 2^/С соответственно. Поскольку в сумме
эти углы дают 360°, композиция этих поворотов является парал-
лельным переносом.

Длина выделенной на рисунке ломаной равна удвоенному

периметру треугольника Р(2К, поэтому периметр треуголь-
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ника Р<3% не меньше половины длины отрезка РР2.
Ясно также, что длина отрезка РР2 не зависит от положе-

ния точки Р на стороне АВ, поскольку А2В2 получается из АВ

параллельным переносом. Если / АР% = / ВРС), /_ Р(?В = / #<2С
и ^АЯР^^СЩ (т. е. Я, <?,
Я — основания высот треугольника

АВС), то ломаная превращается в

отрезок РР2 и периметр треуголь-
ника минимален,

д Обратно, если ломаная прев-

ращается в отрезок РР2у то

должно выполняться указанное

выше равенство углов, т. е. Р,
ф, /?—основания высот треуголь-

Вг С, ника.

р пд
8.29. При решении задачи

нам придется воспользоваться

фактом, который будет доказан во второй части: из всех замкну-

тых кривых, ограничивающих фигуры площади 5, наименьшую

длину имеет окружность; при этом ее длина равна 2 У~лЗ>
Рассмотрим кривую, делящую площадь равностороннего тре-

угольника площади 5 пополам. Возможны два случая: либо кри-

вая отделяет одну из вершин треугольника (для определенности

вершину А) от противоположной стороны, либо кривая замкнута.

Во втором случае ее длина не меньше У~2п8.
Рассмотрим первый случай. Образы кривой при последова-

тельных симметриях относительно прямых АС, АВЪ ЛС2, АВ2 и

АС^ (рис. 89) образуют замкнутую кривую, ограничивающую

фигуру площади 35. Поэтому искомой кривой является дуга

окружности радиуса У~33/я с центром в точке А. Ее длина

равна Уп8/3 < У2л8.
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Глава 9

ПОВОРОТ

Основные сведения

1. Мы не будем давать строгого определения поворота. Для
решения задач достаточно иметь следующее представление о по-

вороте: поворот с центром О (или относительно точки О) на

угол ф—это преобразование плоскости, переводящее точку X
в точку X', обладающую свойствами:

а) ОХ' = ОХ;
__^ _^

б) угол поворота от вектора ОХ к вектору ОХ' равен ф.
2. В главе используются следующие обозначения для пре-

образований и их композиций:
Та—перенос на вектор а;
5О—симметрия относительно точки О;

«5*—симметрия относительно прямой /;
Я о—поворот с центром О на угол ф;
Роб—композиция преобразований Р и О, причем (РоС) (Х)=

3. Задачи, решаемые с помощью поворотов, можно разделить
на два больших класса: задачи, не использующие свойств компо-

зиции поворотов, и задачи, использующие эти свойства.

Для решения задач, использующих свойства композиции по-

воротов, нужно твердо усвоить результат задачи 9.25: К в ° $а —

==/?& где у
= а+ Р и </БЛС = а/2, ^Л#С=Р/2.

Вводные задачи

1. Докажите, что при повороте окружность перехо-
дит в окружность.

2. Докажите, что выпуклый /г-угольник является

правильным тогда и только тогда, когда он переходит
в себя при повороте на угол 3607м относительно некото-

рой точки.

3. Докажите, что треугольник ЛВС является пра-
вильным тогда и только тогда, когда при повороте на 60°

(либо по часовой стрелке, либо против) относительно

точки А вершина В переходит в С.
4. Докажите, что середины сторон правильного мно-

гоугольника образуют правильный многоугольник.
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5. Через центр квадрата проведены две перпендику-
лярные прямые. Докажите, что их точки пересечения со

сторонами квадрата образуют квадрат.

§ 1. Поворот на 90°

9.1. На сторонах ВС и СО квадрата АВСЭ взяты

точки М и К соответственно, причем 2_ ВАМ^/_ МАК.
Докажите, что ВМ+КО=АК.

9.2. Даны четыре точки на одной прямой. Постройте
квадрат, продолжения сторон которого пересекают эту
прямую в данных точках.

9.3. Два квадрата ВСГ>А и ВКМЫ имеют общую
вершину В. Докажите, что медиана ВЕ треугольника
АВК и высота ВР треугольника СВЫ лежат на одной
прямой. (Вершины обоих квадратов перечислены по ча-

совой стрелке.)
9.4. Внутри квадрата А1А2А3А4, взята точка Р. Из

вершины Аг опущен перпендикуляр на А2Р, из А2 — на

Л3Р, из А3 — на А4Р, из Л4 — на АХР. Докажите, что

все четыре перпендикуляра (или их продолжения) пере-
секаются в одной точке.

9.5. Дан треугольник ЛВС. На его сторонах АВ и ВС

построены внешним образом квадраты АВМЫ и ВСРС}.
Докажите, что центры этих квадратов и середины отрез-
ков Л'Щ и АС образуют квадрат.

9.6. Вокруг квадрата описан параллелограмм. Дока-

жите, что перпендикуляры, опущенные из вершин па-

раллелограмма на стороны квадрата, образуют квадрат.

§ 2. Поворот на 60°

9.7. На отрезке АЕ по одну сторону от него по-

строены равносторонние треугольники АВС и СОЕ.
М и Р — середины отрезков АО и ВЕ. Докажите, что

треугольник СРМ равносторонний.
9.8. Постройте равносторонний треугольник АВС

так, чтобы его вершины лежали на трех данных парал-
лельных прямых /ь /2 и /3.

9.9. Рассмотрим всевозможные равносторонние тре-

угольники РКМ, вершина Р которых фиксирована, а

вершина К лежит в данном квадрате. Найдите геометри-
ческое место вершин М.
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9.10. Вокруг правильного треугольника ЛВС опи-

сана окружность. На дуге А В взята точка М. Докажите,
что МС=МА+МВ.

9.11. ЛВС — правильный треугольник. Найдите гео-

метрическое место точек М, лежащих внутри треуголь-

ника, для которых МА2=МВ2+МС2.
9.12. АВСОЕР— правильный шестиугольник, К —

середина диагонали ВО, М — середина стороны ЕР.

Докажите, что треугольник АМК правильный.
9.13. Внутри остроугольного треугольника найдите

точку, сумма расстояний от которой до вершин мини-

мальна.

9.14. Внутри остроугольного треугольника А ВС с

длинами сторон а, Ь, с взята точка О, из которой все

стороны видны под углом 120°. При этом АО=и, ВО=V,
СО=хю. РС[К — равносторонний треугольник, внутри
которого имеется точка Е, обладающая тем свойством,
что РЕ=а, С1Е=Ь, ЯЕ=с. Докажите, что длина стороны
треугольника РС1И равна и^+хи.

9.15. Правильные треугольники ЛВС, СОЕ, ЕНК

(вершины обходятся в направлении против часовой

стрелки) расположены на плоскости так, что АО = ОК .

Докажите, что треугольник ВРЮ тоже правильный.
9.16. На сторонах произвольного треугольника АВС

вне его построены равносторонние треугольники АВСи
АВгС и АгВС. Докажите, что:

а) АА^ВВ^ССи
б) прямые ААг, ВВи СС^ пересекаются в одной

точке О;
в) для остроугольного треугольника А ВС точка О

лежит внутри треугольника и ОА1=ОВ+ОС.
9.17. На сторонах остроугольного треугольника АВС

вне его построены равносторонние треугольники АХВС,
АВХС, АВС1. Восстановите треугольник АВС, зная вер-
шины Аг, Вь Сг этих треугольников.

9.18. Шестиугольник АВСОЕР вписан в окружность
радиуса /?, причем АВ=СО=ЕР=К. Докажите, что

середины сторон ВС, ОЕ, РА образуют правильный
треугольник.

§ 3. Повороты на произвольные углы

9.19. Поворот с центром О переводит прямую 1±

впрямую /2, а точку Ах, лежащую на прямой 1и—в
точку Л а. Докажите, что точка пересечения прямых 1±

153



и /2 лежит на описанной окружности треугольни-
ка АгОА2.

9.20. На плоскости лежат две одинаковые буквы Г.
Концы коротких палочек этих букв обозначим через Л
и А', Длинные палочки разбиты на п равных частей точ-

ками Ль . .
., Ап__г\ А'1У . .

., А'п_л (точки деления нуме-

руются от концов длинных палочек). Прямые ААг
и А'А'С пересекаются в точке Хь. Докажите, что точки

Хи . .
., Хл_, образуют выпуклый многоугольник.

9.21. По двум прямым, пересекающимся в точке Р,
равномерно с одинаковой скоростью движутся точки:

по одной прямой — точка Л, по другой — точка В. Че-

рез точку Р они проходят не одновременно. Докажите,
что в любой момент времени окружность, описанная во-

круг треугольника АВР, проходит через некоторую фик-
сированную точку, отличную от Р.

9.22. а) Треугольник А1В1С1 получен из треуголь-
ника АВС поворотом на угол а (а<180°) вокруг центра
его описанной окружности. Докажите*, что точки пере-
сечения сторон АВ и АхВи ВС и В1Си СА и СхАг (или
их продолжений) являются вершинами треугольника,
подобного треугольнику АВС.

б) Четырехугольник А1В1С1Э1 получен из четырех-
угольника АВСЮ поворотом на угол а (а<180°). Дока-
жите, что точки пересечения соответствующих сторон
являются вершинами параллелограмма.

9.23. Докажите, что три прямые, симметричные про-
извольной прямой, проходящей через точку пересечения
высот треугольника, относительно сторон треугольника,

пересекаются в одной точке.

9.24. По арене цирка, являющейся кругом радиуса
10 м, бегает лев. Двигаясь по ломаной линии, он пробе-
жал 30 км. Докажите, что сумма всех углов его поворо-
тов не меньше 2998 радиан.

§ 4. Композиции поворотов на 90°

9.25. Докажите, что композиция двух поворотов на

углы, в сумме не кратные 360°, является поворотом. В ка-

кой точке находится его центр и чему равен угол пово-

рота?
Исследуйте также случай, когда сумма углов пово-

ротов кратна 360°.

9.26. Равнобедренные прямоугольные треугольники
АВС и СОЕ с заданными на плоскости вершинами пря-
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мых углов В и В имеют общую вершину С (при этом по-

вороты от ЛВ к ВС и от СП) к ВЕ — в одну сторону).
Докажите, что положение середины отрезка АЕ не за-

висит от выбора точки С.
9.27. На сторонах произвольного выпуклого четы-

рехугольника во внешнюю сторону построены квадраты.
Докажите, что отрезки, соединяющие центры противо-
положных квадратов, равны по длине и перпендику-
лярны.

9.28. На сторонах параллелограмма во внешнюю

сторону построены квадраты. Докажите, что их центры
образуют квадрат.

9.29. На сторонах треугольника АВС внешним об-

разом построены квадраты с центрами Р, ф, /?. На сто-

ронах треугольника РС}К внутренним образом построены
квадраты. Докажите, что их центры являются середина-
ми сторон треугольника АВС.

9.30. Внутри выпуклого четырехугольника АВСЭ

построены равнобедренные прямоугольные треугольники
АВОи ВС02, СООз, ОЛ04. Докажите, что если Ог=03,
то 02=0А.

§ 5. Композиции поворотов на 60°

9.31. На сторонах произвольного треугольника по-

строены внешним образом равносторонние треугольники.
Докажите, что их центры образуют равносторонний тре-
угольник.

9.32. На сторонах треугольника АВС построены пра-
вильные треугольники А'ВС, В'АС во внешнюю сторону,
С'АВ — во внутреннюю. М — центр треугольника
С'АВ. Докажите, что А'В'М — равнобедренный тре-
угольник, причем /- А'МВ'= \2§°.

9.33. На сторонах центрально симметричного шести-

угольника как на основаниях построены во внешнюю

сторону правильные треугольники. Докажите, что се-

редины отрезков, соединяющих их вершины, образуют
правильный шестиугольник.

* § 6. Композиции поворотов на произвольные углы

9.34. Постройте гс-угольник, если известны п точек,

являющихся вершинами равнобедренных треугольни-
ков, построенных на сторонах этого я-угольника и имею-

щих при вершинах углы аи . .
., а;1.
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9.35. На сторонах произвольного треугольника АВС
вне его построены равнобедренные треугольники А'ВС,
АВ'С, АВС'. Точки А\ В\ С' являются вершинами этих

равнобедренных треугольников, углы при этих верши-
нах равны а, р, у соответственно, причем а+р+у=2я.
Докажите, что углы треугольника А'В'С равны а/2,
р/2, у/2.

9.36. ЛЛХ и АМЫ — подобные равнобедренные тре-
угольники с вершиной А и углом при вершине а. Пусть
СЫК и аМ — подобные равнобедренные треугольники
с углом при вершине я—а. Докажите, что С=С. (Тре-
угольники надо считать ориентированными.)

Задачи для самостоятельного решения

9.37. На плоскости проведена окружность радиуса 1

с центром О. Две соседние вершины квадрата лежат на

этой окружности. На каком наибольшем расстоянии от

точки О могут лежать две другие его вершины? .

9.38. На сторонах выпуклого четырехугольника
АВСО построены правильные треугольники АВМ\ СОР
во внешнюю сторону, а ВСЫ, АОК — во внутреннюю.
Докажите, что МЫ=АС.

9.39. На сторонах выпуклого четырехугольника
АВСй во внешнюю сторону построены квадраты с цент-

рами М, /V, Р, (2. Докажите, что середины диагоналей

четырехугольников АВСБ и МЫР($ образуют квадрат.
9.40. Внутри правильного треугольника АВС лежит

точка О. Известно, что /1ЛОВ-1130, А.ВОС=123°.
Найдите углы треугольника, стороны которого равны

отрезкам ОЛ, ОВ, ОС.

9.41. На плоскости проведено п прямых (л>2), при-
чем никакие две из них не параллельны и никакие три
не пересекаются в одной точке. Известно, что можно

повернуть плоскость вокруг некоторой точки О на неко-

торый угол а (а<180°) так, что каждая из проведенных

прямых совместится с какой-нибудь другой проведенной
прямой. Укажите все я, для которых это возможно.

9.42. По кругу расположены 10 шестеренок различ-
ных размеров. Первая шестеренка сцеплена со второй,
вторая с третьей и т. д. Десятая сцеплена с первой. Всег-
да ли такая система может вращаться? Может ли вра-
щаться такая же система, состоящая из 11 шестеренок?

9.43. На необитаемом острове пират зарыл клад, ру-

ководствуясь следующими построениями. Пусть А и В —
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два камня, Сь С2, Сд — три пальмы. Точку Рх пират
строил так: от А дошел до Си затем свернул налево на

90° и прошел еще столько же (т. е. АСХ), там он отметил

точку Ах. Потом он от В дошел до Си свернул на 90°

направо и прошел расстояние ВСХ. Там он отметил точ-

ку Вх. Точку пересечения прямых АВХ и ВАХ он обозна-
чил через Рх. Аналогичным образом пират построил
точки Я2, Ря и зарыл клад в центре окружности, проведен-
ной через Ри Р2, Р3. Когда пират вернулся на остров,
пальм не было. Но он все же нашел клад. Как?

Решения

9.1. Повернем квадрат АВСй относительно точки А на 90° так,

чтобы точка В перешла в точку О (рис. 90). При этом повороте

точка М переходит в точку ЛГ, а точка К—в точку /('. Ясно,

что </ ВМА^^ ОМ'А. Так как ^ МАК = ^ МАВ = ^ Л^'Л^,
то </УИЛО=</ М'АК. Поэтому /^М'АК==
= ^ МАП = ^ВМА = </ ЭМ'А, т. е.

треугольник АКМ' равнобедренный.

Отсюда АК=КМ'=КО+ОМ'=КО+

+ ВМ.

9.2. Предположим, что мы построили

квадрат Р(}Я8 так, что продолжения

сторон Яф, /?5, РЗ и (}% проходят че-

рез данные точки Ау В, С и В соответст-

венно. Опустим перпендикуляры ВХ и

СУ на прямые Р(? и <?/? соответственно.

Точки X и У лежат на окружностях $!

и 52, построенных на отрезках АВ и Си

как на диаметрах (рис. 91).

Пусть 52 —образ окружности 52 при

параллельном переносе на вектор СВ,
У—образ точки У при этом переносе.

Поскольку ВХ = ВУ и ^ ХВУ =90°,
точка У является точкой пересечения

окружности 5.^ и окружности 5ц, являющейся образом окруж-

ности $! при повороте на 90° относительно точки В. Дальнейшее

построение очевидно.

9.3. Совершим поворот на 90° относительно точки В, пере-
водящий вершину К в вершину N. а вершину С— в А. При этом

точка А переходит в некоторую точку А\ точка Е— в Е''. Так

как точки Е' и В являются серединами сторон /ГМ и А'С тре-

угольника А^С, ВЕ' || N0. Но </ ЕВЕ' =т\ поэтому ВЕ_]_#С.
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9.4. При повороте относительно центра квадрата на 90°, пере-

водящем точку Ах в точку Л2, перпендикуляры, опущенные из

точек А1$ Л2, Л3, Л4, переходят в прямые АгР, А3Р, А*Р, АгР

Рис. 91

соответственно. Поэтому точкой их пересечения является образ

точки Р при обратном повороте.

9.5. Введем следующие обозначения: а = ВМ, Ь = ВС; На и

%Ь—векторы, полученные из векторов а и Ь поворотом на 90°

против часовой стрелки, т. е. Ка = ВА, #Ь = В(2; Оь 02, 03,

04—середины отрезков АМ> МС1, (}С, СА соответственно (рис. 92).

Тогда 1^ =1 (а+ Яа), #02=1 (а+/?&), 'в63 = ±(Ь+ КЬ)>

вб^ = ^(Ь+Ка). Поэтому 0$2= 1 (КЬ—Ка), б$3 = ±-(Ь-а),
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0304 —--(Ра— РЪ)> Оь01 ——■ (а — Ь). Следовательно, Ох02 =*

= —Оз154, 0^03=^-Сй01 и 0&2=КО%)9,т. е. О^Оз^—квадрат.
9.6. Вокруг квадрата АВСЭ описан параллелограмм АФ^С^р^

(точка А лежит на стороне АхВ1у В—на стороне ВХС^ и т. д.).
Опустим из вершин Аъ Въ Си Б^ перпендикуляры /ь /2, /3, /4
на стороны квадрата. Чтобы доказать, что эти прямые образуют

квадрат, нам достаточно проверить, что при повороте на 90° отно-

сительно центра О квадрата АВСй прямые 1Ъ /2, /з» и пере-

ходят друг в друга. При повороте относительно точки О на 90°

точки Ах> В1У С1} /^ переходят в точки А2) В2, С2, й2 (рис.93).

Рис. 93

Поскольку АА2\_ВХВ и ВА2\_ ВгА, В1А2^\_АВ (высоты
треугольника АВВг пересекаются в одной точке; см. решение за-

дачи 10.1). Это означает, что прямая /х переходит при повороте
на 90° относительно точки О в прямую /2. Для остальных пря-

мых доказательство аналогично.

9.7. Рассмотрим поворот на 60° относительно точки С, пере-
водящий точку Е в й. При этом точка В переходит в А, т. е.

отрезок ВЕ переходит в отрезок Ай. Поэтому середина Р отрезка
ВЕ переходит в середину М отрезка АО, т. е. треугольник СРМ

равносторонний.
9.8. Предположим, что мы построили треугольник АВС так,

что его вершины А, В, С лежат на прямых /ь /2> 1$ соответст-

венно. При повороте на 60° относительно точки А точка В пере-
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холит в точку С. Поэтому точка С является точкой пересечения

прямой /3 и образа прямой/2 при повороте на 60° (в обе стороны)
относительно точки А.

9.9. Точка М получается из точки К поворотом на 60° отно-

сительно точки Р. Поэтому искомое геометрическое место точек

является объединением двух квадратов, получающихся изданного

квадрата поворотами на ± 60° относительно точки Р.

9.10. Пусть М'—образ точки М при повороте на 60° относи-

тельно точки В, переводящем точку А в точку С. Угол АМВ

опирается на дугу величиной 240°, поэтому /_СМ'В=^ АМВ=\20°.

Треугольник ММ'В равносторонний, поэтому </ ВМ'М = 60°. По-

скольку ^ СМ'В-\-^ ВМ'М = 180°, точка М' лежит на отрезке

МС. Поэтому МС= ММ'+-М'С= МВ+ МА.

9.11. Рассмотрим поворот относительно точки А на 60°, пере-
водящий вершину В в вершину С. При этом повороте точка М

переходит в некоторую точку М', а точка С— в точку О. Равен-

ство МА2 = МВ2+ МС2 эквивалентно равенству М'М2~М'С2-\-
4-Л4С2, т. е. тому, что ^ МСМ' = 90°. Это равенство в свою очередь

эквивалентно тому, что </ МСВ+ ^ МВС= ,/ МСВ+ ^ АГСО=
= 120°—90° = 30°, т.е. ^ ВМС= 150°. Искомым геометрическим
местом точек является лежащая внутри треугольника дуга окруж-

ности, из которой отрезок ВС виден под углом 150°.

9.12. Обозначим центр шестиугольника через О. Рассмотрим
поворот с центром А на 60°, переводящий точку В в точку О.

При этом повороте отрезок ОС переходит в отрезок РЕ. Точка К

является серединой диагонали Вй параллелограмма ВСОО, поэтому
она является серединой диагонали СО. Следовательно, точка К

при рассматриваемом повороте переходит в точку М, т. е. тре-

угольник АМК правильный.

Рис. 94 Рис. 95

9.13 Пусть О—точка внутри треугольника АВС. При повороте

на 60° относительно точки А точки В, С, О переходят в некоторые

точки В\ С, О' (рис. 94). Так как АО = 00' и ОС = 0'С, то

ВО+АО-^СО =ВО-\-00'-\-0'С. Длина ломаной ВОО'С мини-
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малъна тогда, когда эта ломаная является отрезком, т. е. ^ АОВ~
—^АО'С — ^АОС=120°. Искомой точкой является точка пересече-

ния дуг окружностей, из которых отрезки АВ, ВС и АС видны под

углом 120°. Для остроугольного треугольника эта точка лежит

внутри треугольника.

9.14. Пусть Е'—образ точки Е при повороте на 60° относи-

тельно точки /?, переводящем точку Р в <?. Тогда (}Е'~РЕ=а,
(}Е~Ь и ЕЕ' = ЯЕ = с, т. е. треугольник ЕЕ'($ равен треуголь-
нику АВС.

Пусть прямая, проведенная через точку Е параллельно (}Р,
пересекает сторону Р/? в точке /С, сторону ф/?—в точке Е

(рис. 95). Отрезок КЕ переходит в ЕЕ', значит, ^()ЕЕ —
= ^/ Е1Е'~ /_ Е'Е($ =120° и точка ^ треугольника ЕЕ'($ соот-

ветствует точке О треугольника АВС, поэтому ЬЕ = и, 1Е'— V,

^(2==ш. Следовательно,

9.15. При повороте относительно точки С на 60° против часо-

вой стрелки точка А переходит в точку В, точка О—в точку Е.

Поэтому при повороте на 60° против часовой стрелки вектор

ЭК— АО переходит в вектор ВЕ.

Поскольку при повороте относительно точки Н на 60° против

часовой стрелки точка К переходит в точку Е и вектор Е>К пере-

ходит в вектор ВЕ, точка О при этом повороте переходит в точку

В, т. е. треугольник ВНЭ равносторонний.

9.16. При повороте на 60° относительно точки С точка А

переходит в точку Вг, точка Л,—в точку В. Поэтому ААх — ВВ^.
Аналогично, ЛА1 = СС1. Кроме того, угол между прямыми ААг и

ВВ± равен 60°.

Пусть О—точка пересечения прямых АА\ и ВВг. Отложим
на луче ОВг отрезок ООх так, что 001 = АО. При повороте на 60°

относительно точки А точки Въ Ои В переходят в точки С, О,

С± соответственно. Поэтому точки С, О, С^ лежат на одной пря-
мой и ВхО{=СО.

Из точки О все стороны треугольника АВС видны под

углом 120°, поэтому для остроугольного треугольника эта точка

лежит внутри треугольника. Тогда точка Ог лежит на отрезке ОВх
и ОВ1 = 001+ О^Вг = АО-\-СО. Аналогично, ОА1 = ВО-\-СО,
ОСл~АО-\-ВО. Этим завершается решение всех трех задач.

9.17. Согласно предыдущей задаче прямые ААи ВВи СС+

пересекаются в одной точке О, причем </Л1ОВ1 = ^/^О^ =

==^^0^^ = 120°, ОА{=ОВ-\-ОС, ОВ^ОА +ОС^ОС^ОА+ ОВ.

Из последних трех равенств получаем ОА=~ (ОВ1+ ОС1—ОАх).
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Отсюда вытекает следующее построение. Сначала мы строим точку

О, из которой стороны треугольника А\В1С1 видны под углом 120°.

Затем на луче ЛхО откладываем точку А так, чтобы ОА =*

— — (ОВ1-\-ОС1—ОД) и точка О лежала между точками А и А±.

Аналогично строим вершины В и С.

9.18. Пусть Р, (?, /? — середины сторон ВС, ЭЕ, РА\ О —

центр описанной окружности. Предположим, что треугольник Р()Н

правильный. Докажем, что тог-

да середины сторон ВС, ОЕ'$
Р'А шестиугольника АВСВЕ'Р' ч

з котором вершины Е' и Р'

получены из точек Е и Р пово-

ротом на некоторый угол отно-

сительно точки О, тоже образу-
ют правильный треугольник.
Этим будет все доказано, по-

скольку для правильного шести-

угольника середины сторон ВС,
йЕ, РА образуют правильный

треугольник, а любой из рас-

сматриваемых нами шестиуголь-

ников может быть получен из правильного поворотами треуголь-

ников ОСЭ и ОЕР.

Пусть (}' и /?'— середины сторон ВЕ' и АР' (рис. 96). При

повороте на 60° вектор ЕЕ' переходит в вектор РР''. Поскольку

-х-РР', вектор (}(}' переходит в вектор /?/?'0§'=^Ш' и №-

при этом повороте. По предположению треугольник Р0.Н правиль-

ный, т. е. вектор Я(? переходит в вектор РН при повороте на 60°.

Поэтому вектор РС}' = Р()+ (}(}' переходит в вектор РК' =

= РЯ~{-ЯЯ' при повороте на 60°, т.е. Д Р(}'К' правильный.

9.19. При решении мы воспользуемся свойствами ориентирован-

ного угла между прямыми (см. главу 2). Обозначим точку пере-

сечения прямых через Р. Тогда

I (ОАъ А,Р) = 1{ОА1у 1,) = ^ (ОЛ2, /2) = </ (ОА2,А2Р).

Поэтому точки О, Аи Аъ Р лежат на одной окружности.
9.20. Одинаковые буквы Г можно совместить поворотом с не-

которым центром О (если они совмещаются параллельным перено-

сом, то АА{\\ А'А'.). Согласно задаче 9.19 точка X/ лежит на

описанной окружности треугольника А'ОА. Ясно, что точки,

лежащие на одной окружности, образуют выпуклый многоугольник.
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9.21. Пусть О—центр поворота /?, переводящего отрезок

Л (^) Л (/2) в отрезок В ((г) В (/2), где (г, (2 — некоторые моменты

времени. Тогда этот поворот /? переводит Л (/) в В (() в любой

момент времени I. Поэтому, согласно задаче 9.19, точка О лежит

на описанной окружности треугольника АРВ.

9.22. Пусть Л, В— точки окружности с центром О, А{ и Вх —

образы этих точек при повороте на угол а относительно центра

О; Р и Рг—середины отрезков АВ и АхВи М—точка пересече-
ния прямых АВ и А^ВХ. Прямоугольные треугольники РОМ и

РгОМ имеют общую гипотенузу и равные катеты РО = Р10, поэтому
эти треугольники равны и ^ МОР = ^ МОР1 = а/2. Точка М

получается из точки Р поворотом на угол а/2 и последующей

гомотетией с коэффициентом ;—^т- и центром О.^

соз(а/2)
'

а) Точки пересечения прямых АВ и АлВи АС и АгСи ВС и

ВгСг являются вершинами треугольника, гомотетичного с коэф-

фициентом треугольнику, образованному серединами сто-

рон треугольника АВС. Ясно, что треугольник, образованный

серединами сторон треугольника АВС, подобен треугольнику ЛВС.

б) Точки пересечения соответствующих сторон четырехуголь-
ника образуют четырехугольник, гомотетичный с коэффициентом

четырехугольнику, образованному серединами сторон

четырехугольника АВСЭ. Середины сторон четырехугольника
АВСО являются вершинами параллелограмма (задача 1.2).

9.23. Пусть И—точка пересечения высот треугольника АВС,

#1, #2 и #3—точки, симметричные точке Н относительно сторон

ВСу АС и А В. Точки Н±, Н2 и Нг лежат на описанной окруж-

ности треугольника АВС (задача 11.2). Пусть / — прямая, про-

ходящая через точку Н. Прямая, симметричная прямой / относи-

тельно стороны ВС (соответственно АС, АВ), пересекает описан-

ную окружность в точке Нг (соответственно #2, #з) и в некото-

рой точке Рх (соответственно Р2, Р*).
Рассмотрим какую-нибудь другую прямую /', проходящую

через Я. Пусть ф— угол между /и Г. Построим для прямой /'
точки Р[, Р'2% Ру тем же способом, каким были построены для

прямой / точки Р*, Р2, Рз- Тогда ^Р^/Р'^Ф, т.е. величина

дуги Р{Р\ равна 2ф (поворот от Р/ к Р.' противоположен по на-

правлению повороту ог / к/'). Поэтому точки Р[, Р'2, Р'3 являются

образами точек Р\у Р2, Р3 при некотором повороте.
Ясно, что если в качестве Г выбрать высоту треугольника,

опущенную из вершины Л, то Р1 = Ро = Р3 = А$ а значит, и Рх==
= Р2 = Р8.
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9.24. Предположим, что лев бежал по ломаной АХА2 ... Ап.
Распрямим траекторию движения льва следующим образом. Повер-
нем относительно точки Л2 арену цирка и дальнейшую траекто-

рию так, чтобы точка Л3 попала на луч А\Аг. Затем повернем
относительно точки Л8 арену цирка и дальнейшую траекторию
так, чтобы точка Л4 попала на луч АХАЪ и т. д, Центр 0 арены

Рис. 97

цирка переходит при этом последовательно в точки Ог = 0,021 ...

..., Он-ъ точки Аъ ..., Ап переходят в точки Ль ..., Л„, лежа-

щие на одной прямой (рис. 97).

Пусть а/_1— угол поворота льва в точке А\. Тогда

^ 0/_1>4|'0/ = а/.1 и Л,-0/_1 = Л;0/^1О, поэтому О^;-^ 10а/_1.

Следовательно, 30 000 = А[А'п^ А'^+ 0102+.. .+0„_2 0„_1+
+ Оп^гА'п<, 10+ 10 («1 + ... Ч-а„_2)+ 10, т. е. аг+...
... + ая_8^2998.

9.25. Рассмотрим композицию поворотов /?$* о Р$. Если Ог—02,

то оба утверждения задачи очевидны, поэтому будем считать, что

01 ф 02. Пусть 1 — ОхОъ /х — прямая, проходящая через точку 0!',

причем угол поворота от прямой 1Х к прямой / равен -~-фь /2 —

прямая, проходящая через точку 02, причем угол поворота от

прямой / к прямой /2 равен
—

ф2. Тогда /?$2 о /?$* =5/ао 5^5^о5г, =

= 5^0 5^.
Прямые \± и /2 параллельны тогда и только тогда, когда

2~ф1+ -^ф2
=Ы т. е. ф! + ф2 = 2/гл.

Если /х ||/2, то 5,, о5/а = Г2й, где а— вектор, соответствую-
щий параллельному переносу, переводящему прямую 1\ в прямую /2.

Если прямые 1Х и /2 не параллельны и 0—точка их пере-

сечения, то 5/,°$/, является поворотом на угол ф1 + ф2 относи-

тельно точки 0.

9.126. Пусть /?! —поворот с центром #, переводящий точку Л

в точку С, /?2 —поворот с центром /), переводящил точку Свточ-
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ку Е. Тогда /?ао/?1(Л) =^ причем /?2°#1--поворот на 180°*

Поэтому центром поворота /?2°#1 является середина отрезка АЕ.

С другой стороны, центром композиции поворотов/?2 °#1 является

вершина прямого угла равнобедренного прямоугольного треуголь-
ника с гипотенузой ВО, т. е. фиксированная точка.

9.27. Пусть Р, ф, Р, 5—центры квадратов, построенных внеш-

ним образом на сторонах А В, ВС, СО, ОА соответственно.

Построим на отрезках (}К и 5Р внутренним образом равнобедрен-
ные прямоугольные треугольники с вершинами 0± и 02 соответствен-

но. О==^°о^о(В) = Н})10О(В) и В^Р^оР^О^р^О),
т. е. 01 = 02—середина отрезка ВО.

При повороте на 90° относительно точки 0 = 01 = 02, пере-
водящем точку ф в точку Р, точка 5 переходит в точку Я.

Поэтому при этом повороте отрезок (?5 переходит в отрезок /?Р,
т. е. эти отрезки равны и взаимно перпендикулярны.

9.28. Пусть Р,'' (?, Р, 5— центры квадратов, построенных

внешним образом на сторонах АВ, ВС, СО, ОА параллелограмма

АВСО. Согласно предыдущей задаче диагонали четырехугольника

РфР5 равны и взаимно перпендикулярны. Кроме того, центр сим-

метрии параллелограмма АВСО является центром симметрии

четырехугольника РС?Р5, т. е. РрР5— параллелограмм. Паралле-
лограмм с равными и взаимно перпендикулярными лиагоналями

является квадратом.

9.29. Обозначим центры квадратов, построенных внешним обра-

зом на сторонах АВ, ВС, СА, через Р, (?, Р соответственно. Рас-

смотрим поворот на 90° с центром Р, переводящий точку С в Л.

При повороте на 90° в том же направлении с центром Р точка А

переходит в В. Композиция этих двух поворотов является пово-

ротом на 180°, поэтому центр этого поворота—середина отрез*

ка ВС. С другой стороны, центр этого поворота является верши-

ной равнобедренного прямоугольного треугольника с основанием РР,
т. е. является центром квадрата, построенного на Р(}. Этот квад-

рат построен на стороне треугольника РфР именно внутренним

образом.
9.30. Если Ог = Ош, то Р^0° оР°ГоР^° о Р»°° =

= Ко!°в°*о!0в=="Е- Поэтому ^^У°о^оГУ°=/?^оС0о
о Р^°°о Р^°О = Ро840О°РоГ°' т- е* °4^°2. (Я—тождественное пре-

образование.)
9.31. Пусть А+, Вх, Сх—центры правильных треугольников,

построенных внешним образом на сторонах ВС, СА, АВ треуголь-

ника АВС. Р^0 оР^2°о = Р^40°, где О—вершина треугольника

с основанием ВгСъ причем /_ ОВгС^ ^ 0С1#1 = -к-.
120° =60°,
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т. е. точки О, В\> Сг образуют правильный треугольник. Так как

120°+120°+120° =360°, то /?^°"о /?^0°о /?^°° является парал-

лельным переносом. Но /?^>20° о/?^20°о/?^20° (Б) = Б, поэтому

/?^°°о ^о% ^2ос =/?> т е Л„0«>о ^о^^-^о^^о0 Сле.

довательно, Л 1
= 0.

9.32. Композиция поворота на 60° относительно точки А\

переводящего точку В в точку

С, поворота на 60° относительно

точки В\ переводящего точку С в

точку А у и поворота на 120° относи-

тельно точки Му переводящего точку

А в точку Ву имеет неподвижную точ-

ку В. Поскольку первые два пово-

рота производятся в направлении,

противоположном направлению по-

следнего поворота, композиция этих

поворотов является параллельным

переносом, имеющим неподвижную

точку, т. е. является тождест-

венным преобразованием: Я^120 о Н*%, о Я*д, ~Е. Поэтому

К%°'° ° ^^О==^л10 » т- е' точка М является центром поворота

#в°'° ° Ка°'°- Следовательно, ^ МА'В' = ^ МВ'А' =30°, т. е.

А'В'М — равнобедренный треугольник, причем ^ А'МВ' — 120°.

9.33. Обозначим вершины правильных треугольников через

Ах, ..., Л6, середины отрезков АХА2, ...,АъА\— через Съ ...,Св,

центр симметрии шестиугольника— через О (рис. 98).

Докажем, что С1С2 = С2С3 и / СХС2С^= 120°. Ясно, что

*У,"в Ка! ° ^лГ = /?о80О = ^Х° ° *"в° *УЛ ПУСТЬ *"," о #л°>
= ^200. Тогда ^РА2А3 = ^РА3А2 = 30°, т. е. /?}>20°(Л3) = Л2.

Так как #)>20%#^о = /^80°, ^ ОЛхЯ = 30° и ^ ОЯ^1 = 60°.

Поэтому РО_\_А^а[ и </ОРЛ4 = 60°, т. е. /?^>20° (Лх) = Л4. Мы

получили, что /?р20° (ЛхЛ3) = Л4Л2. Но ^02==-—Лх>1з и С2С8 =

=-уЛ2Л4, следовательно, СхСг^СгСз и ,/ СхС2Сз = 120°.

Аналогично доказывается, что все стороны шестиугольника

Сх ... Св равны и все его углы равны 120°, т. е. этот шестиуголь-
ник правильный.

9.34. Обозначим данные точки через Мъ ..., Мп. Предполо-
жим, что мы построили многоугольник А\А2 ... Ап так, что тре-

угольники Лх-М^г, Л2М2Л3, »�•> АпМпАх равнобедренные, при-
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чем </ Л/М/Л/+1- = а/ и стороны многоугольника являются осно-

ваниями этих равнобедренных треугольников. Ясно, что К°$ о...

•••°^5й (^1) = ^1« Если «1+...+а„ Ф /г-360°, то точка Лх яв-

ляется центром поворота 7?д{* о ... о /?д| . Центр композиции пово-

ротов мы можем построить. Построение остальных вершин много-

угольника производится очевидным образом. Если ах+ ... -\-ап=*
= #•360°, то задача неопределенная: либо любая точка А± задает

многоугольник, обладающий требуемым свойством, либо задача не

имеет решений.
9.35. В&, о Ц%, о Я% (В) = /$, о #|, (С) = КЪ, (А) == В, т. е.

5— неподвижная точка композиции поворотов /?$'о #д, о#",.

Поскольку а+ р + 7 = 2я, эта композиция является параллельным

переносом, имеющим неподвижную точку, т. е. тождественным

преобразованием. Поэтому #сУ = Кв' ° #3'» т- е. точка С является

центром поворота Кв'0К%- Следовательно, ^СА'В'' =-$•

и ^С'ВМ'=|-. Тогда ^ Л'С^' = я-у-|-==|-.
9.36. #§7а о^(Лг)=1и #<Га о /?л (Ц = #. Поэтому преобра-

зования /?о~а о #л и ^с~а°^л являются центральными симмет-

риями относительно середины отрезка ЬЫ, т. е. НЪ~а ° $а==

#3~а°#3- Следовательно, /?8"а = #сГа и 0'=0.



Глава 10

ГОМОТЕТИЯ

И ПОВОРОТНАЯ ГОМОТЕТИЯ

Основные сведения

1. Гомотетией называется преобразование плоскости, пере-
водящее точку X в точку Х'у обладающую тем свойством, что

ОХ'=кОХ (точка О и число к фиксированы). Точка О называется

центром гомотетии, а число к—коэффициентом гомотетии.

Гомотетию с центром О и коэффициентом к будем обозначать Но*
2. Две фигуры называются гомотетичными, если одна из них

переходит в другую при некоторой гомотетии.

3. Поворотной гомотетией называется композиция гомотетии

и поворота, имеющих общий центр. Порядок, в каком берется
композиция, безразличен, поскольку /?$ ° #о = #0 ° #о*

Коэффициент поворотной гомотетии можно считать положи-

тельным, так как #о8°°° Н&= Ндк-
4. Композиция двух гомотетий с коэффициентами к^ и /г2*

где кхк2 ф 1, является гомотетией с коэффициентом кгк2, причем
ее центр лежит на прямой, соединяющей центры этих гомотетий

(см. задачу 10.24).
5. Центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок АВ

в отрезок СО, является точка пересечения описанных окружно-
стей треугольников АСР и ВЭР, где Р—точка пересечения пря-
мых АВ и СИ (см. задачу 10.29).

Вводные задачи

1. Докажите, что при гомотетии окружность перехо-
дит в окружность.

2. Две окружности касаются в точке Л'. Прямая,
проходящая через точку /С, пересекает эти окружности
в точках А и В. Докажите, что касательные к окружно-
стям, проведенные через точки А и Ву параллельны.

3. Две окружности касаются в точке К. Через точку К

проведены две прямые, пересекающие первую окруж-

ность в точках А и В, вторую — в точках С и й. Дока-

жите, что АВ\\СО.
4. Докажите, что точки, симметричные произвольной

точке относительно середин сторон квадрата, являются

вершинами некоторого квадрата.
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5. На плоскости даны точки А, В и прямая /. По
какой траектории движется точка пересечения медиан-

треугольников АВС, если точка С движется по прямой /?

§ 1. Гомотетичные многоугольники

10.1. Докажите, что высоты треугольника пересека-
ются в одной точке, причем эта точка Н лежит на одной
прямой с точкой пересечения медиан М и центром опи-

санной окружности треугольника О (точнее, М лежит

на отрезке ОН и делит его в отношении ОМ \ МИ=
= 1:2).

10.2. Докажите, что середины сторон треугольника,
основания высот и середины отрезков, соединяющих

точку пересечения высот с вершинами, лежат на одной
окружности (окружность девяти точек).

10.3. Окружность 5 касается равных сторон АВ
и ВС равнобедренного треугольника АВС в точках Р и

/(, а также касается внутренним образом описанной ок-

ружности треугольника А ВС. Докажите, что середина
отрезка РК является центром вписанной в треугольник
А ВС окружности.

10.4. Выпуклый многоугольник обладает следующим
свойством: если все его стороны отодвинуть на расстоя-
ние 1 во внешнюю сторону, то полученные прямые об-

разуют многоугольник, подобный исходному. Докажите,
что в этот многоугольник можно вписать окружность.

10.5. Докажите, что в любом треугольнике К^&г

{К и г — радиусы описанной и вписанной окружностей),
причем равенство достигается только для равносторон-
него треугольника.

10.6. В треугольник ЛВС вписан квадрат так, что

две его вершины лежат на основании, а две другие вер-
шины лежат на боковых сторонах треугольника. Дока-

жите, что сторона квадрата меньше 2г, но больше \^2г,
где г — радиус вписанной окружности треугольника
ЛВС.

10.7. Докажите, что каждый выпуклый многоуголь-
ник Ф содержит два непересекающихся многоугольника
Фг и Ф2, подобных Ф с коэффициентом 1/2.

10.8. Выпуклый четырехугольник разделен диагона-

лями на четыре треугольника. Докажите, что прямая,
соединяющая точки пересечения медиан двух противо-
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положных треугольников, перпендикулярна прямой,
соединяющей точки пересечения высот двух других тре-

угольников.

§ 2. Гомотетичные окружности

10.9. На'окружности фиксированы точки Л и В,
а точка С движется по этой окружности. Найдите геомет-

рическое место точек, являющихся точками пересечения
медиан треугольников АВС.

10.10. В окружности проведена хорда Л В, стягиваю-

щая дугу величиной 120°. Можно ли провести через се-

редину этой хорды другую хорду, делящуюся точкой

пересечения хорд в отношении 1 : 4?

10.11. Две окружности касаются в точке Р. Через
точку Р проведены две секущие, пересекающие первую

окружность в точках Аг и Ви вторую окружность —
в точках Л2 и В2. Докажите, что треугольник РА1В1
подобен треугольнику РА2В2.

10.12. Внутри окружности 5 даны две точки А и В,

Докажите, что существует окружность, проходящая че-

рез точки А, В и целиком лежащая внутри окружно-
сти 5.

10.13. На отрезке между центрами двух касающихся
внешним образом окружностей как на диаметре постро-
ена окружность. Докажите, что все три окружности
касаются одной прямой.

10.14. а) Вписанная окружность треугольника АВС
касается стороны АС в точке О, ВМ — ее диаметр. Пря-
мая ВМ пересекает сторону АС в точке К. Докажите,
что АК^ОС.

б) В окружности проведены перпендикулярные диа-

метры АВ и СО. Из точки М, лежащей вне окружности,
проведены касательные к окружности, пересекающие
прямую АВ в точках Е и Я, а также прямые МС и МО,
пересекающие прямую АВ в точках Р и К. Докажите,
что ЕР—КН.

10.15. В окружность вписан четырехугольник АВСО.

Докажите, что точки пересечения медиан треугольников
АВС, СОА, 6СО, ОАВ лежат на одной окружности.

10.16. Окружности а, (3, у имеют одинаковые ради-
усы и касаются сторон углов Л, В, С треугольника АВС
соответственно. Окружность б касается внешним обра-
зом всех трех окружностей а, |3, у. Докажите, что центр
окружности б лежит на прямой, проходящей через центр
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описанной и центр вписанной окружностей треуголь-
ника А ВС.

10.17. Дан треугольник А ВС. Построены четыре
окружности равного радиуса р так, что одна из них ка-

сается трех других, а каждая из этих трех касается двух
сторон треугольника. Найдите р, если радиусы вписан-

ной и описанной окружностей треугольника равны г и /?
соответственно.

§ 3. Построения и геометрические места точек

10.18. Дан угол АВС и точка М внутри него. По-

стройте окружность, касающуюся сторон угла и прохо-
дящую через точку М.

10.19. Впишите в треугольник две равные окружно-
сти, каждая из которых касается двух сторон треуголь-
ника и другой окружности.

10.20. Дан остроугольный треугольник ЛВС. По-

стройте точки X и У на сторонах АВ и ВС так, чтобы:

а) АХ=ХУ=УС\

б) ВХ^ХУ=УС.

10.21. Дан треугольник ЛВС. Постройте отрезок МЫ

(М — на стороне АВ, N — на ВС), параллельный осно-

ванию АС и равный сумме отрезков АМ и СЫ.
10.22. Прямоугольный треугольник ЛВС изменяется

таким образом, что вершина А прямого угла треуголь-
ника не изменяет своего положения, а вершины В и С

скользят по фиксированным окружностям 5Х и 52,
касающимся внешним образом в точке А. Найдите гео-

метрическое место оснований В высот АО треугольников
А ВС.

§ 4. Композиции гомотетий

10.23. Преобразование •/ обладает следующим свой-
ством: если А' и В'—образы точек Л и В, то

А'В'= кАВ, где к— постоянное число.

а) Докажите, что если к=1, то преобразование /
является параллельным переносом.

б) Докажите, что если кф\, то преобразование /
является гомотетией.

10.24. Докажите, что композиция двух гомотетий

с коэффициентами ки к2у где кхк2=^\} является гомоте-
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гией с коэффициентом кхкг% причем ее центр лежит на

прямой, соединяющей центры этих гомотетий.

Исследуйте случай к&^Х.
10.25. 5Ь 52 и $з — три окружности различных

радиусов. К этим окружностям проведены общие внеш-

ние касательные: АВ и АЕ — к 5Х и 52, ВР и ВО— к 5а
и 53, СК и СН — к 5х и 53. Докажите, что точки Л, б,
С лежат* на одной прямой.

§ 5. Поворотная гомотетия

10.26. На сторонах треугольника ЛВС внешним об-

разом построены подобные треугольники АВСи АВХС,

АгВС так, что А. СХАВ=А А.ВС^А В,СА и А. АСгВ=

—/_ ВАгС=А СВгА. Докажите, что точки пересечения
медиан треугольников ЛВС и А1В1С1 совпадают.

10.27. Дан квадрат АВСО. Точки Р и (? лежат соот-

ветственно на сторонах АВ и ВС, причем ВР=ВС1. Пусть
Н — основание перпендикуляра, опущенного из точки В

на отрезок РС. Докажите, что /- ОНС1=90о.
10.28. На стороне АВ треугольника АВС задана

точка Р. Впишите в треугольник АВС треугольник РХК,
подобный заданному треугольнику ЬМк.

§ 6. Центр поворотной гомотетии

10.29. Прямые АВ и АгВг пересекаются в точке Р,
причем все точки Л, В, Аи Ви Р различны. Докажите,
что существует единственная поворотная гомотетия, пе-

реводящая точку А в Аи а В — в Ви причем ее центром
является точка пересечения описанных окружностей
треугольников ААгР и ВВ^Р.

10.30. Постройте центр О поворотной гомотетии с

данным коэффициентом кф\, переводящей прямую 1Х
в прямую /2, а точку Аи лежащую на /,,— в точку Л2.

10.31. Докажите, что центр поворотной гомотетии,

переводящей отрезок АВ в отрезок АгВи совпадает с

центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок
ААх в отрезок ВВ^

10.32. Четыре пересекающиеся прямые образуют че-

тыре треугольника.. Докажите, что четыре окружности,
описанные вокруг этих треугольников, имеют одну об-

щую точку.
10.33. Имеется два правильных пятиугольника с об-

щей вершиной. Вершины каждого пятиугольника нуме-
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руются цифрами от 1 до 5 по часовой стрелке, причем в

общей вершине ставится 1. Вершины с одинаковыми но-

мерами соединены прямыми. Докажите, что полученные
4 прямые пересекаются в одной точке.

10.34. Постройте четырехугольник АВСВ по А. В+
+А.Ю, а=АВ, Ь=ВСУ с=СВ, <1=ОА.

Задачи для самостоятельного решения

10.35. Впишите в данный треугольник ЛВС тре-
угольник А1В1С1, стороны которого параллельны сторо-
нам данного треугольника КЬМ.

10.36. На плоскости даны точки А и Е. Постройте
ромб АВСй с заданной высотой, для которого Е — се-

редина стороны ВС.
10.37. Дан четырехугольник. Впишите в него ромб,

стороны которого параллельны диагоналям четырех-
угольника.

10.38. Дан острый угол АОВ и внутри него точка С.

Найдите на стороне ОБ точку Му равноудаленную от сто-

роны ОА и от точки С.

10.39. На полуокружности с диаметром А В дана
точка X. Построим на луче ХА точку У так, чтобы ХУ=
=ХВ. Какое множество пробегают точки У, когда X

пробегает все внутренние точки полуокружности?
10.40. Дан остроугольный треугольник ЛВС. О —

точка пересечения его высот, со — окружность с цент-

ром О, лежащая внутри этого треугольника. Постройте
треугольник Л^С^ описанный около окружности о>

и вписанный в треугольник ЛВС.
10.41. Даны три прямые а, Ь, с и три точки Л, В, С,

расположенные соответственно на прямых а, Ъ, с. По-

стройте точки X, У, 1 на прямых а, Ь, с соответственно

так, чтобы ВУ : АХ=2, С1 : АХ=3 и точки X, Г, 2
лежали на одной прямой.

Решения

10.1. Пусть А±, Въ Сг— середины сторон ВС, АС и АВ тре-

угольника АВСУ М—точка пересечения его медиан. При гомоте-

тии с коэффициентом —2 и центром М точка А± переходит в точ-

ку А, поэтому серединный перпендикуляр к стороне ВС переходит

в перпендикуляр, опущенный из точки А на сторону ВС. Поскольку
серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются

в центре О описанной окружности, то н высоты треугольника
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пересекаются в одной точке Я, являющейся образом точки О при

гомотетии с коэффициентом —2 относительно точки М. Ясно, что

точка М лежит на отрезке ОН и делит его в отношении ОМ:МЯ=

= 1:2.

10.2. Пусть А±% Я*, Сх— середины сторон, Л2, В2, С2— осно-

вания высот, Л3, В3, С3—середины отрезков, соединяющих точку

пересечения высот Н с вершинами, М—точка пересечения медиан,

О—центр описанной окружности треугольника АВС (рис. 99).

При гомотетии с центром Н и коэффициентом 1/2 точки Л, В, С

переходят в Л3, в3, С3, а точка О, являющаяся точкой пересе-

чения высот треугольника АфхС^— в точку Оъ причем ОМ'.МОх—
= 2:1, т. е. Ох— центр описанной окружности треугольника А^хС^.
Мы видим, что описанная окружность треугольника АВС при этой

гомотетии переходит и в описанную окружность треугольника

АзВ3С3, и в описанную окружность треугольника Аф^С^ т. е.

точки Лх, гВх, Сх, Л3, #з, С$ лежат на одной окружности. Ясно

также, что точка Н является точкой пересечения высот треуголь-

ника Л3В3С3 и точки Л2, #2» С2 симметричны Н относительно его

сторон. (Поэтому точки Л2, В2, С2 лежат на описанной окружно-

сти треугольника А3В3С3 (см. задачу 11.2).

Рис. 99 Рис. 100

10.3. Рассмотрим гомотетию Нв с центром в точке В, пере-
водящую отрезок АС в отрезок А'С, касающийся описанной

окружности треугольника АВС. Обозначим середины отрезков РК

и А'С через Ог и О, центр окружности 5—-через О (рис. 100).

Окружность 5 является вписанной окружностью треугольни-

ка А'ВС\ поэтому нам достаточно доказать, что при гомотетии Н%
точка Ох переходит в точку О. Для этого достаточно проверить,
что ВО^ВО— ВА-.ВА'. Это равенство следует из того, что РОг
и ОА являются высотами подобных прямоугольных треугольников
ВРО и ВОА\
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10.4. Пусть коэффициент подобия многоугольников к < 1.

Сдвигая стороны исходного многоугольника во внутреннюю сто-

рону последовательно на к, к2, к3, ..., получаем стягивающуюся

систему вложенных выпуклых многоугольников, подобных исход-

ному с коэффициентами к, к2, к3, ... Единственная общая точка

этих многоугольников является центром вписанной окружности

исходного многоугольника ( ее радиус равен к-\-к2-\-... = -—-г \.

10.5. Пусть А±9 Вг, С±— середины сторон ВС, АС, АВ соот-

ветственно. При гомотетии с центром в точке пересечения медиан

треугольника и коэффициентом гомотетии—1/2 описанная окруж-

ность 5 треугольника АВС переходит в описанную окружность 5^

треугольника Аф^С^.

Поскольку окружность $! пересекает все стороны треуголь-

ника АВС, мы можем построить треугольник А'В'С со сторо-

нами, параллельными сторонам треугольника АВС, для которо-

го $1 будет вписанной окружностью, причем треугольник А'В'С1

содержит треугольник АВС (рис. 101). Обозначим радиусы вписан-

ных окружностей треугольников АВС и А'В'С через г и г\
радиусы окружностей 5 и 5Х— через /? и /?х. Ясно, что г^г' =

= /?! =— /?. Равенство достигается тогда, когда треугольник А'В'С'"

совпадает с треугольником АВС, т. е. окружность $! является

вписанной окружностью треугольника АВС. В этом случае АВг=
= АСЪ как касательные, проведенные к окружности из одной

точки. Поэтому АВ = 2АСг = 2АВ1=АС. Аналогично, АВ = ВС.

10.6. Построим вписанную и описанную окружности квадрата
и проведем к этим окружностям касательные, параллельные сторо-

нам треугольника АВСг как это показано на рис, 102. При этом

Рис. 101
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образуются треугольники АхВ^С^ и А2В2С2, подобные треуголь-
нику АВС.

Пусть Г1 и га — радиусы вписанных окружностей треугольни-
ков АхВгСх и А2В2С2. Ясно, что гх < г < г2. Ясно также, что

1 1 _ 1
Гх = -~-а и г2 — -—^а, где а—сторона квадрата. Поэтому -уа=

= Г1 < г и -у=а
= г% > г, т. е. а < 2г и а > |/~~2г.

10.7, Пусть Л, б—пара наиболее удаленных друг от друга

точек многоугольника Ф. Тогда ф1 = Н1/(* (ф) и Ф2 = #^/2(Ф) —
искомые фигуры. В самом де-

ле, Фх и Ф2 не пересекаются,

так как лежат по разные сторо-

ны от серединного перпенди-.

куляра к отрезку АВ. Кроме

того, Ф( содержится в Ф, так

как Ф—выпуклый многоуголь-
ник.

10.8. Пусть Ль #1, С,-, Ох —

середины сторон АВ, ВС, СО,

ОА четырехугольника АВСй;

О—точка пересечения диагона-

лей АС и ВО; Л2, В2,С2,02—

точки пересечения медиан тре-

угольников АВО, ВСОу СйО,

АОО\ Л3, В3, С3, 03—-точки

пересечения высот треуголь-

ников ВСО, АВО, АйО, СОО

(рис. 103).

Четырехугольник А^В^С^О^ является параллелограммом, при-

1 -т* ^. 1 тт-* ~ тс* 2

Рис. 103

чем АхВх АС, В1С1 = -2-БО. Ясно, что ОА2 = -^ОАъ ОВ2 =

= |-05ь ОСь^^ОСи 65% =^ШЪ поэтому параллелограмм

А2В2С202 гомотетичен параллелограмму А^^СуО^ Для решения
задачи нам достаточно доказать, что при повороте на 90° парал-

лелограмм А3В3С303 переходит в параллелограмм, гомотетичный

параллелограмму Л1В1С101.

Поскольку А3В3^_АхВх и В3С3 _1_ #1Сь при повороте на 90°

параллелограмм А3В3С903 переходит в параллелограмм, стороны

которого параллельны сторонам параллелограмма АхВхСхОх. Нам

остается проверить, что АхВх:А3В8 = ВхСх:В3С3, т. е. АС:А3В3 =
= Вй:В3С9. Расстояние между прямыми А303 и В3С3 равно
АС сова, где а —угол между диагоналями АС и ВО. Поэтому
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А3В9 = АС*-.— . Аналогично» В3Сз = #0.—- .Следовательно,
51П а 8Н1 а

АС
=

ВО

А$Вз В$Съ

10.9. Пусть М—точка пересечения медиан треугольника АВС,

О—середина отрезка АВ. Ясно, что ОМ = — ОС, поэтому точки М

заполняют окружность, получающуюся из исходной окружности
гомотетией с коэффициентом 1/3 относительно точки О.

10.10. Предположим, что хорда СО делится точкой О в отно-

шении СО:ОЭ— 1:4. Тогда при гомотетии с коэффициентом —1/4
и центром О точка О переходит в С.

Пусть МЫ—диаметр, проходящий через точку О, причем
1 3

МО=-^Н% N0= -^%, где /? — радиус исходной окружности. При

гомотетии относительно точки О с коэффициентом —1/4 точки /И,

N переходят в некоторые точки М', Ы', причем М'0 = —%,
о

3 3 1
/У'0 = ~/?. Поскольку -о-#<-о~#» т- е- N'0 < МО, исходная

окружность не пересекается со своим образом при гомотетии отно-

сительно точки О с коэффициентом —1/4. Поэтому хорда СО не

может делиться точкой О в отношении 1:4.

10.11. Точка касания двух окружностей является центром

гомотетии, переводящей одну окружность в другую. При этой
гомотетии треугольник РАхВ± переходит в треугольник РА2В2,
поэтому эти треугольники подобны.

10.12. Пусть точки А и В лежат на хорде СО, причем А
лежит между точками С и В.

Докажем, что существует гомотетия, переводящая точки С и

О в точки А и В соответственно. В самом деле, центр X этой

СА
гомотетии лежит на прямой СО и задается уравнением -т-тг =

Ал.

ВО
^ л*

СА-АВ
^

АВ—АХ
' 0тсюда

САА-ВВ
' ПосколькУ АХ < АВ,

точка X лежит на отрезке АВ.

При гомотетии с центром X, переводящей точки С и О в

точки А и В соответственно, окружность 5 переходит в окруж-

ность, проходящую через точки Л, В и целиком лежащую внутри

окружности 5.

10.13. Пусть 0± и О2—центры окружностей с?* и 52, касаю-

щихся внешним образом в точке Л, /— их общая внешняя каса-

тельная, О—середина отрезка Офц. Опустим из точек О*, О, 0%
перпендикуляры ОлМ^ ОМ, ОгМ% на прямую / (рис. 104$,
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Окружность с центром О касается прямой /, если ее радиус

равен ОМ. Поэтому нам надо показать, что -0-0x02 = ОМ. Ясно,

что 0102 = 01Л-(-Л02 = 01Л11 + 02М2 = 20Ж. Последнее равенство
следует из того, что ОМ—средняя линия трапеции ОгМхМ202.

Рис. 104

10.14. а) При гомотетии с центром В, переводящей вписанную
окружность во вневписанную окружность, касающуюся стороны

АС, точка М переходит в некото-

рую точку М'. Точка М' является

концом диаметра, перпендикуляр-
ного прямой АС, поэтому М*
является точкой касания вневпи-

санной окружности со стороной АС,
а значит, и точкой пересечения

прямой ВМ со стороной АС, по-

этому К = М' и точка К является

точкой касания вневписанной

окружности со стороной АС. Те-

перь легко вычислить, что АК =

=
'

— СВ, где а, Ь, с—длины сторон треугольника АВС.

б) Рассмотрим гомотетию с центром М, переводящую пря-

мую ЕН в прямую, касающуюся данной окружности. При этой

гомотетии точки Е, Р, /(, Н переходят в точки Е', Р', К\ Н'

соответственно. Согласно а) Е'Р' = К'Н'% поэтому ЕР —КН.
10.15. Пусть К и Ь— середины диагоналей АС и ВЭ, М —

середина отрезка /(X. Докажем, что точки пересечения медиан

треугольников АВС, СЭА, ВСй, йАВ образуют четырехугольник,

гомотетичный четырехугольнику АВСВ относительно точки М с

коэффициентом —1/3,

Рис. 105
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Пусть О—точка пересечения медиан треугольника ЛВС, Р —

середина отрезка ВО (рис. 105). РЬ — средняя линия треуголь-
ника ОВй, поэтому прямая РЬ параллельна прямой ОО. Поскольку
Р0 = 0К, прямая ОО проходит через середину М отрезка Щ..
ОМ\Р1= 1:2 и Р1\0О= 1:2, поэтому 0М:0О= 1:4 иОМ:МО =

= 1:3.
10.16. Пусть Оа, 0«, О , Об—центры окружностей а, Р, у,

6; Ох и 02—центры вписанной и описанной окружностей треуголь-
ника ЛВС.

Треугольник ОаОаО является гомотетичным образом треуголь-
ника ЛВС, причем центром гомотетии является точка Ог. При этой
гомотетии точка 02 переходит в центр описанной окружности тре-

угольника ОаОоОу, совпадающий с точкой 0^. Поэтому точки

01» #2» ^6 лежат на ОДНОЙ ПрЯМОЙ.

10.17. Пусть Ль Ви С+— центры данных окружностей, касаю-

щихся сторон треугольника, О— центр окружности, касающейся

этих окружностей, Ог и 02—центры вписанной и описанной окруж-
ностей треугольника ЛВС.

Прямые АА19 ВВЪ СС1 являются биссектрисами углов тре-

угольника АВС, поэтому они пересекаются в точке Ог. Следова-
тельно, треугольник АхВгСх является гомотетичным образом тре-
угольника АВС с центром гомотетии 0^, причем коэффициент
гомотетии равен отношению расстояний от точки Ог до сторон

треугольников А ВС и АхВхСх, т. е. равен —~. При этой гомо-

тетии описанная окружность треугольника АВС переходит в опи-

санную окружность треугольника АхВгСх. Поскольку ОАх = ОВх =
= ОСх= 2р, радиус описанной окружности треугольника АхВхСх

равен 2р. Следовательно, ( —)/?== 2р, т. е. р — 9
.

р
•

10.18. Возьмем на биссектрисе угла ЛВС произвольную точку О

и построим окружность 5 с центром О, касающуюся сторон угла.

Прямая ВМ пересекает окружность 5 в точках Мх и М2. Задача
имеет два решения: при гомотетии с центром В, переводящей М±
в М% и при гомотетии с центром В, переводящей М2 в М, окруж-
ность 5 переходит в окружности, проходящие через точку М и

касающиеся сторон угла.

10.19. Ясно, что обе окружности касаются одной из сторон

треугольника. Покажем, как построить окружности, касающиеся

стороны АВ.

Возьмем прямую с', параллельную прямой АВ. Построим две

окружности 5^ и 5^ одинакового радиуса, касающиеся друг друга

и прямой с'. Построим касательные а' и Ь' к этим окружностям,

параллельные прямым ВС и АС соответственно. Треугольник
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А'В'С, образованный прямыми а\ Ь'у с', имеет стороны, соот-

ветственно параллельные сторонам треугольника АВС, т. е. сущест-

вует гомотетия, переводящая треугольник А'В'С в треуголь-
ник АВС. Искомые окружности являются образами окружностей
5' и 5^ при этой гомотетии.

10.20. а) Отложим на сторонах АВ н СВ треугольника АВС

отрезки ЛЛ'х и СУХ равной (произвольной) длины а. Проведем

через точку Ух прямую /, параллельную стороне АС. Пусть К2—

точка пересечения прямой / и окружности радиуса а с центром в

точке Хх, лежащая внутри треугольника. Тогда искомая точка У

является точкой пересечения прямой АУ2 со стороной ВС, X —

точка на луче АВ, для которой АХ = СУ.

б) Возьмем на стороне АВ произвольную точку ХхфВ.

Окружность радиуса ВХ1 с центром в точке Хх пересекает луч ВС
в точках В и Ух. На прямой ВС построим точку Сх так, чтобы

УЪСХ~ ВХХ и точка Ух лежала между В и Сх. При гомотетии с

центром В, переводящей точку Сх в С, точки ХХ и Ух переходят
в искомые точки X и У.

10.21. Первое решение. Возьмем на отрезке АВ произ-

вольную точку Мх и проведем через нее прямую /, параллельную

стороне АС. Пусть Л^—точка пересечения прямых / и ВС. На луче

М1Л/1 построим точку О так, чтобы МхО = М^А. На продолжении
отрезка МхО за точку О построим точку УУ2 так, чтобы 07У2 = N1С.
Искомая точка N является точкой пересечения прямых АЫ2 и ВС.

Точка М строится теперь очевидным образом.

Второе решение. При движении отрезка МN', парал-
лельного стороне АС, по направлению к вершине В его длина

монотонно убывает, а длины отрезков АМ и СМ монотонно воз-

растают. Поэтому задача имеет не более одного решения. Покажем,
что отрезок МЛ/, проходящий через точку О пересечения биссектрис

треугольника АВС, является искомым. В самом деле, /_ МОА =
= ^ОАС= </ МАО, поэтому АМ = МО. Аналогично, СМ = ЛЧ).

Следовательно,

МЛ/ = МО+ ОЛ/ = ЛМ+ Л^С.

10.22. Проведем к окружностям 5! и 52 общие внешние каса-

тельные 1Х и /2. Прямые 1Х и /2 пересекаются в точке К. Точка К

является центром гомотетии Я, переводящей окружность 5! в

окружность 52. Пусть АХ = Н (А). Точки А и К лежат на пря-

мой, соединяющей центры окружностей, поэтому ААХ—диаметр

окружности 52, т. е. ^ АСАх= 90° и АХС\\АВ. Следовательно,
отрезок АВ при гомотетии Н переходит в АХС, поэтому прямая ВС

проходит через точку /С и ^ /Ш/С = 90°. Точка О лежит на окруж-

ности 5, построенной на отрезке АК как на диаметре. Ясно также,
что точка О лежит внутри угла, образованного прямыми 1Х и /2.
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Таким образом, геометрическим местом точек О является дуга

окружности, высекаемая прямыми 1г и /2 на окружности 5.

10.23. Из условия задачи следует, что отображение / взаимно

однозначно.

а) Пусть точка А переходит при отображении / в точку А\

а В— в точку й'. Тогда 1}В'=='ВА + АА' + АГВ' = — АЛ+ АА' +

-\-АВ — АА\ т. е. преобразование / является параллельным пере-

носом.

б) Рассмотрим три точки Л, В, С, не лежащие на одной пря-
мой. Пусть А', В\ С — их образы. Прямые АВУ ВС, СА не могут

совпасть с прямыми А'В', В'С, С*А* соответственно, так как

в этом случае А = А', В = В', С = С. Пусть АВ Ф А'В'. Прямые
АА' и ВВ' не параллельны, поскольку иначе четырехугольник

АВВ'Аг был бы параллелограммом и АВ = А'ВГ. Пусть О—точка

пересечения прямых АА' и ВВ'. Треугольники АОВ и А'ОВ'

подобны с коэффициентом подобия &, поэтому ОА' ~кОА, т. е.

точка О является неподвижной точкой преобразования /. Следова-

> ► —*

тельно, 0[ (Х)—[ (О) [ (Х)=ЮХ для любой точки X, а это озна-

чает, что преобразование / является гомотетией с коэффициентом к
и центром О.

10.24. Пусть Н~Н2оНи где Ни Н2 — гомотетии с центрами

0{, 02 и коэффициентами к1у к2. Введем обозначения А' = Н1(А),

В'^Н^В), А" = Н2(А')> В" = Н2(В'). Тогда /ТВ' = к^АВ и

А"В" — к2А'В'у т. е. А"В" = к1к2АВ. Из этого с помощью преды-

дущей задачи получаем, что преобразование И при к\к2 Ф I

является гомотетией, а при кгк2=\—параллельным переносом.

Ясно, что коэффициент гомотетии равен кгк2.
Нам остается проверить, что неподвижная точка преобразо-

вания Н лежит на прямой, соединяющей центры гомотетий Н1 и

Я2. Поскольку О^А' = к1О^А и О^Ап = к2О^А\ тоОИ" = А?2 {02Ъ1 +
+ 6^')=к2(0^1+ к16^)^к202Ъ1+ к1к26^2+ к1к202~А. Для не-

подвижной точки X получаем уравнение 02Х= (к1к2—к2)0102-\-

+кхк202Х, т. е. 02Х =
* 2 2

Ох02. Ясно, что точка X лежит
1 а^г?2

на прямой Ог02.
10.25. Точка А является центром гомотетии, переводящей $1

в 52, точка В — центром гомотетии, переводящей 52 в 53. Компо-

зиция этих гомотетий переводит $1 в 53, причем ее центр лежит

на прямой АВ. С другой стороны, ясно, что центром гомотетии,

переводящей окружность ^ в окружность 53, является точка С.
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В самом деле, точке пересечения внешних касательных соответ-

ствует гомотетия с положительным коэффициентом, а композиция

гомотетий с положительными коэффициентами является гомотетией

с положительным коэффициентом.
10.26. Пусть ср=</ СгАВ=/_ АгВС=^ ВгСА и к=АС1:АВ^

=ВА1:ВС~СВ1:СА. Тогда Еекторы АСЪ ВАЪ СВХ получаются

из векторов А В, ВС, СА поворотом на угол ф и гомотетией

с коэффициентом к. Обозначим это преобразование через Р.

Пусть М и Мг—точки пересечения медиан треугольников

А ВС и АхВхСх соответственно. Тогда АМ=-^-(АВ-\-АС) и АМг =

=

у (АС^ААг+АВг) = ~ (Р (АВ)+АВ+Р (ВС)+АС+Р (С%)) =

= ^(АВ+~АС), поскольку Р (АВ) + Р (ВС) + Р (СА) = Р (АВ+

+ ВС+ СЛ) = 0. Мы видим, что АМ = АМ1у поэтому М = М^
10.27. Первое решение. Рассмотрим преобразование,

переводящее треугольник ВНС в треугольник РНВ, т. е. компо-

зицию поворота на 90° относительно точки И и гомотетии с коэф-

фициентом ВР.СВ и центром Н. Поскольку при этом преобразо-

вании вершины квадрата переходят в вершины квадрата, а точки

С и В переходят в точки В и Р, то точка О переходит в точку ф,

т. е. ^ОЯС = 90°.

Второе решение. Докажем, что треугольник НВ(} подо-

бен треугольнику ЯСО. В самом деле, ^ НВ<2 =,/ ИСЭ и

НВ:НС = РВ:ВС= В<2:СО. Поэтому </С#/)= ,/ВЯ<? и ^ Я/У$=
=^СНО+^ С7/<? = ^ ВНС1+1 <±НС= Л ВНС= 90°.

10.28. Предположим, что мы построили треугольник РХУ,

причем точки X и V лежат на сторонах АС и СВ соответственно.

Нам известно преобразование, переводящее точку X в точку К,
а именно— поворотная гомотетия с центром Р, углом поворота

Ф= </ ХРУ= </ ЛИЫ и коэффициентом гомотетии к = РУ:РХ =

= ^Л/:^М. Искомая точка V является точкой пересечения отрез-

ка ВС и образа отрезка АС при этом преобразовании.
10.29. Пусть поворотная гомотетия с центром О переводит

отрезок АВ в отрезок АгВг. Если Р — О, то Д ААгР со Д ВВгР и

единственной общей точкой описанных окружностей этих треуголь-

ников является точка Р. Пусть теперь Р Ф О. Из очевидного равен-

ства ^ {ОА, АР)~ </ (ОАъ АгР) следует, что точки О, Л, Аи Р

лежат на одной окружности. Аналогично, точки О, В, В1у Р ле-

жат на одной окружности. Мы видим, что если описанные окруж-

ности треугольников ААХР и ВВгР имеют единственную общую
точку Р, то только эта точка и может быть центром поворотной
гомотетии, переводящей АВ в А-^В^ а если списанные окружности
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этих треугольников имеют две общие точки, то центром такой по-

воротной гомотетии может быть только вторая точка пересечения

окружностей.
Нам остается доказать, что эти точки и в самом деле всегда

являются центрами искомых поворотных гомотетий. В первом слу-

чае это очевидно. Пусть теперь описанные окружности тре-

угольников ААХР и ВВХР пересекаются в точке О ф Р. Тогда

^ (ОА, АВ)=^ (ОАи АХВ) и ^ (ОВ, АВ)=^ (ОВъ Л^). По-

этому треугольник, образованный прямыми ОА, АВ> ОВ, подобен

треугольнику, образованному прямыми ОАъ А1Ви ОВг. Это и

означает, что существует поворотная гомотетия с центром О, пе-

реводящая АВ в А1В1.
10.30. Пусть Р—точка пересечения прямых 1г и 12. Согласно

задаче 10.29 точка О лежит на описанной окружности 5Х тре-
угольника А±А2Р. С другой стороны, ОА2:ОА1 = к. Геометричес-
ким местом точек X, для которых ХА2:ХА1 = к, является окруж-

ность 52 (задача 13.7). Точка О является точкой пересечения

окружностей $! и 52. Таких точек имеется две, причем любая из

них является центром искомой поворотной гомотетии.

10.31. Пусть О—центр поворотной гомотетии, переводящей
отрезок АВ в отрезок АХВХ. Тогда Д АВОсл Д АфхО, т. е.

^ ЛОВ = ^ А1ОВ1 и АО.ВО^АхО-.В^. Следовательно, ^ АОА±=

= ^/ ВОВ± и
^-71
=

н-п » т- е. Д ААхОсп Д ВВх0. Поэтому точка О

является центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок ААХ
в отрезок ВВ\.

10.32. Пусть прямые АВ и ИЕ пересекаются в точке С, а пря-

мые ВЭ и АЕ—в точке Р.

Центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок АВ

в отрезок ЕО% является точка пересечения описанных окружнос-

тей треугольников АЕС и ВИС, отличная от точки С (см. зада-

чу 10.29), а центром поворотной гомотетии, переводящей АЕ
в ВО,— точка пересечения описанных окружностей треугольников
АВР и ЕйР. Согласно задаче 10.31 центры этих поворотных гомо-

тетий совпадают, т. е. все четыре описанные окружности имеют

одну общую точку.
10.33. Решим задачу в несколько более общем виде. На окруж-

ности 5 взята точка О, Н— поворотная гомотетия с центром О.

Докажем, что все прямые XX', где X—точка на 5 и Х' = Н(Х),
пересекаются в одной точке.

Пусть Р— точка пересечения прямых ХгХ[ и Х2Х2. Согласно
задаче 10.29 точки О, Р, Хъ Х2 лежат на одной окружности и

точки О, Р, Х,\ Х-2 тоже лежат на одной окружности. Следова-

тельно, Р—точка пересечения окружностей 5 и Н (3), т, е. все
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прямые XX' проходят через точку пересечения окружностей 5 и

Н (5), отличную от точки О.

10.34. Предположим, что четырехугольник АВСЭ построен.

Рассмотрим поворотную гомотетию с центром А, переводящую

точку В в точку О. Пусть С—образ точки С при этой гомотетии.

Тогда 1СВС = ^В-\-^В и ^С/ =БС.^=^.
Мы можем построить треугольник СйС по СО,Г>С и ^СИС'.

Точка А является точкой пересечения окружности радиуса й

с центром В и геометрического места точек X, для которых

С'Х:СХ = с1:а (это геометрическое место точек является окруж-

ностью; см. задачу 13.7). Дальнейшее построение очевидно.



Глава 11

ТРЕУГОЛЬНИКИ

Основные сведения

1. Вписанной окружностью треугольника называется окруж-

ность, касающаяся всех его сторон. Центром вписанной окруж-
ности является точка пересечения биссектрис.

Вневписанной окруоюностью треугольника ЛВС называется

окружность, касающаяся одной стороны треугольника и продол-
жений двух других его сторон. Для каждого треугольника имеет-

ся ровно три вневписанные окружности. Центром вневписанной

окружности, касающейся стороны АВ, является точка пересечения

биссектрисы угла С и биссектрис внешних углов А и В.

Описанной окружностью треугольника называется окружность,

проходящая через его вершины. Центром описанной окружности

треугольника является точка пересечения серединных перпенди-

куляров к его сторонам.
2. Для элементов треугольника АВС часто используются сле-

дующие обозначения:

а, Ь, с—длины сторон ВС, СА> АВ\

а, Р, у—величины углов при вершинах Л, В, С;
/? — радиус описанной окружности;
г — радиус вписанной окружности;
па, Пь, Нс—длины высот, опущенных из вершин А% В, С.
3. Если АБ—биссектриса угла А треугольника АВС (или

биссектриса внешнего угла А), то ВО:СО = АВ:АС (см. зада-

чу 1.9).
Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из вер-

шины прямого угла, равна половине гипотенузы (см. задачу* 11.8).
4. Для доказательства того, что некоторые прямые пересе-

каются в одной точке, часто используется теорема Чевы (зада-
ча 11.22).

Для доказательства того, что точки пересечения некоторых

прямых лежат на одной прямой, часто используется теорема Ме-

нелая (задача 11.33).

Вводные задачи

1. а) Докажите, что если в треугольнике медиана сов-

падает с высотой, то этот треугольник равнобедренный.
б) Докажите, что если в треугольнике биссектри-

са совпадает с высотой, то этот треугольник равнобед-
ренный.
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2. Докажите, что биссектрисы треугольника пересе-
каются в одной точке.

3. На высоте АН треугольника АВС взята точка М.

Докажите, что А В2—АС2=МВ2—МС\
4. На сторонах АВ, ВС, СА правильного треуголь-

ника АВС взяты точки Р, <2, Р так, что АР : РВ=

=В<2 : (}С=СК : ЯА=2 : 1. Докажите, что стороны тре-
угольника Р($К перпендикулярны сторонам треуголь-
ника АВС.

5. На сторонах ВС, СА, А В треугольника АВС взя-

ты точки Аи В1у Сх так, что АВ1=АСи ВА1=ВС1 и СА1 =

=СВ1. Докажите, что вписанная окружность касается

сторон треугольника АВС в точках Аг, Ви Сг.

§ 1. Вписанные и описанные окружности

11.1. Пусть 0А% Ов, Ос—центры вневписанных окруж-
ностей треугольника АВС. Докажите, что точки А, В,
С—основания высот треугольника 0А0В0С<

11.2. Докажите, что точки, симметричные точке пере-
сечения высот треугольника АВС относительно его

сторон, лежат на описанной окружности треугольника.
11.3. Из точки Р дуги ВС описанной окружности

треугольника АВС опущены перпендикуляры РХ, РУ\
РЪ на ВСу СА, АВ соответственно. Докажите, что

БС
_

АС АВ

РХ~~ РУ + Р2'

11.4. а) Из центра О описанной окружности остро-

угольного треугольника АВС опущены перпендикуляры
ОА', ОВ', ОС на стороны ВС, СА, АВ соответственно.

Докажите, что ОА'+ОВ'+ОС=Н+г.
б) Докажите, что если угол А тупой, то ОВ'+ОС—

_ОЛ'=#+г.
11.5. Через точку Р, лежащую на основании ВС рав-

нобедренного треугольника АВС, проведены прямые,
параллельные боковым сторонам. С[ \\ К — точки пере-

сечения этих прямых с боковыми сторонами АВ и АС.

Докажите, что точка Р\ симметричная точке Р относи-

тельно прямой С?/?, лежит на окружности, описанной

вокруг треугольника АВС.

11.6. В треугольнике АВС точка М — середина сто-

роны ВС, О — центр вписанной окружности, АН —

высота, Е — точка пересечения прямой ОМ и прямой АН.
Докажите, что длина отрезка АЕ равна г.
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11.7. Продолжения биссектрис треугольника АВС

пересекают описанную окружность в* точках Аи В^
Сх. М—точка пересечения биссектрис. Докажите, что:

а) —ЯЩ^ = /?; б) -мвГ
= 2г-

§ 2. Прямоугольные треугольники

11.8. Пусть М—середина стороны АВ треугольника

АВС. Докажите, что СМ =
-^
АВ тогда и только тогда,

когда ^/ АСВ = 90°.

11.9. АВС—равнобедренный треугольник с основа-

нием АС и острым углом при вершине В, СО—бис-

сектриса угла С. Через точку О проведена прямая,

перпендикулярная биссектрисе СВ. Эта прямая пере-
секает продолжение основания АС в точке Е. Дока-

жите, что АВ==-^ЕС.
11.10. Сумма углов при основании трапеции равна

90°. Докажите, что отрезок, соединяющий середины ос-

нований, равен полуразности длин оснований.

11.11. В прямоугольном треугольнике АВС прове-

дена высота СК из вершины прямого угла С, а в тре-

угольнике АСК
— биссектриса СЕ. Докажите, что СВ=

=ВЕ.
11.12. СВ и СР — высота и биссектриса прямоуголь-

ного треугольника АВС с прямым углом С, О/С и ВЕ —

биссектрисы треугольников ВВС и АВС. Докажите, что

точки С, Е, Р, К являются вершинами квадрата.
11.13. Дан треугольник АВС, причем 21 С=2А_ А

и АС=2ВС. Докажите, что этот треугольник прямо-

угольный.

§ 3. Правильные треугольники

11.14. Из некоторой точки М внутри правильного
треугольника АВС опускаются перпендикуляры МН,
МКу МР на его стороны АВ, ВС, СА соответственно.

а) Докажите, что АН2+ВК2+СР2=НВ2+КС2+РА2.
б) Докажите, что АН+ВК+СР=НВ+КС+РА.
11.15. Точки О и Е делят стороны АС и АВ правиль-

ного треугольника АВС в отношениях АВ : ВС=
=ВЕ : ЕА = 1 : 2. Прямые ВВ и СЕ пересекаются в точ-

ке О. Докажите, что А. АОС'=90°.
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11.16. Окружность делит каждую из сторон тре-

угольника на три равные части. Докажите, что этот тре-
угольник правильный.

11.17. Докажите, что если точка пересечения высот

остроугольного треугольника делит высоты в одном и том

же отношении, то треугольник правильный.
11.18. В треугольник АВС вписаны три квадрата:

у одного две вершины лежат на стороне А С, у другого —

на ВС, у третьего
— на АВ. Докажите, что если все три

квадрата равны, то треугольник ЛВС -правильный.
11.19. Докажите, что если а+ка=Ь+кь=с+кс, то

треугольник АВС правильный.
11.20. В треугольник АВС вписана окружность, ка-

сающаяся его сторон в точках Аи Ви Сх. Докажите, что

если треугольники АВС и А1В1С1 подобны, то треуголь-
ник АВС правильный.

11.21. Радиус вписанной окружности треугольника
равен 1, длины высот — целые числа. Докажите, что

треугольник правильный.

§ 4. Теорема Чевы

11.22. На сторонах ВС, АС, АВ треугольника АВС
взяты точки А1У Вх, Сг. Докажите, что прямые ААХ,
ВВг, ССХ пересекаются в одной точке тогда и только

тогда, когда
~ • ^ • ~= 1 (теорема Чевы).

11.23. Докажите, что медианы треугольника пересе-
каются в одной точке.

11.24. Докажите, что биссектрисы треугольника пе-

ресекаются в одной точке.

11.25. Пусть Аи Ви Сх — точки касания вписанной

окружности треугольника АВС со сторонами ВС, СА,
АВ соответственно. Докажите, что прямые ААи ВВХ и

ССХ пересекаются в одной точке.

11.26. Докажите, что высоты остроугольного тре-

угольника пересекаются в одной точке.

11.27. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника АВС

взяты точки Ах, Вх, Сх. Докажите, что

АСХ ВАХ СВ1
_

81п АССХ з!п ВААХ бш СВВ1

СХВ
*

АХС
'

ВгА
~~

зш СХСВ
'

8Ш А{АС
*

81л ВХВА
'

11.28. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС

взяты точки Аи Вг и Си причем прямые ААи ВВг и ССХ
пересекаются в одной точке. Докажите, что прямые
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АА 2, ВВ2 и СС2, симметричные этим прямым относитель-

но соответствующих биссектрис, тоже пересекаются
в одной точке.

11.29. Через точки А и О, лежащие на окружности,

п]роведены касательные, пересекающиеся в точке 5.

На дуге АО взяты точки В и С. Прямые АС и ВО пере-
секаются в точке Р, АВ и СО — в точке С}. Докажите,
что прямая РС? проходит через точку 5.

11.30. На сторонах треугольника ЛВС во внешнюю

сторону построены квадраты. Аи Ви Сг — середины

противоположных сторон квадратов, построенных на

ВС, СА, АВ соответственна Докажите, что прямые ААи
ВВи ССХ пересекаются в одной точке.

11.31. а) На сторонах ВС, СА, АВ равнобедренного
треугольника ЛВС с основанием АВ взяты точки А1у
В1у Сг так, что прямые ААи ВВи ССХ пересекаются
в одной точке. Докажите, что

ЛСу
_

81п АВВГ 51п САЛ1
С\~В~~ 81пВАА1зтСВВ1

'

б) Внутри равнобедренного треугольника АВС с ос-

нованием А В взяты точки М и N так, что /_ САМ=

=/_ АВМ и /_ СВМ^=/_ ВАЫ. Докажите, что точки С,
М и N лежат на одной прямой.

11.32. Треугольник А'В'С вписан в треугольник
АВС: вершины А\ В', С лежат на сторонах ВС, СА, АВ
соответственно. Докажите, что если прямые, проведен-
ные через вершины треугольника А'В'С перпендику-
лярно к соответствующим сторонам треугольника АВС,
пересекаются в одной точке, то и прямые, проведенные
через вершины треугольника АВС перпендикулярно
к соответствующим сторонам треугольника А'В'С, пере-
секаются в одной точке.

§ 5. Теорема Менелая

Пусть АВ и СО— коллинеарные векторы. Обозначим через
^

,
Ав

-==• величину ±777* где знак *~*~* берется в том случае, когда
СО ^^

векторы АВ и СО сонаправлены, а знак «—»—в тбм случае, когда

векторы АВ и СО направлены в разные стороны.

1.1.33. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника АВС

(или на их продолжениях) взяты точки Аг, Ви С, соот-

ветственно. Докажите, что точки А\, Ви Сх лежат на
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одной прямой тогда и только тогда, когда

-== • -=4- • ^=^ = 1 (теорема Менелая).
САх АВх ВСх

11.34. Точка Р лежит на описанной окружности тре-

угольника АВС\ Аи Ви Сх — основания перпендикуля-
ров, опущенных из точки Р на прямые ВС, СА, АВ.

Докажите, что точки Ль Ви Сх лежат на одной прямой.
11.35. В прямоугольном треугольнике АВС прове-

дена высота СК из вершины прямого угла С, а в тре-

угольнике АСК проведена биссектриса СЕ. О — се-

редина отрезка АС, Р — точка пересечения прямых ОЕ
и С/С. Докажите, что ВР\\СЕ.

11.36. Прямые АА1у ВВ1у ССх пересекаются в одной
точке О. Докажите, что точки пересечения прямых А В

и АгВи ВС и ВхСи АС и АхСх лежат на одной прямой.
11.37. Через точку К проходят четыре прямые. Две

другие прямые пересекают эти прямые в точках Л, В,
С, О и Л,-, В1Э С1У Рх соответственно. Докажите, что

Ж АО АхСх . АхЭх

ВС ВО ВхСх ВхОх
11.38. На одной прямой взяты точки В, С, Л, на

другой — точки В, Р, В\ обозначим точки пересечения

прямых АВ и ВО, СО и Л/7, ЕР и ВС через I, М, N

соответственно. Докажите, что точки Ьу М, N лежат на

одной прямой.
11.39. Докажите, что точки пересечения* противо-

положных сторон вписанного шестиугольника АВСЭЕР

лежат на одной прямой (теорема Паскаля).

§ 6. Целочисленные треугольники

11.40. Длины сторон треугольника — последователь-

ные целые числа.

а) Найдите длины сторон этого треугольника, если

известно, что одна из его медиан перпендикулярна

одной из его биссектрис.
б) Докажите, что если этот треугольник остроуголь-

ный, то высота, опущенная на среднюю по величине сто-

рону, делит ее на отрезки, разность длин которых рав-
на четырем.

11.41. Радиус вписанной окружности треугольника
равен 1, а стороны — целые числа. Докажите, что эти

стороны равны 3, 4, 5.
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§ 7. Разные задачи

11.42. Биссектрисы треугольника АВС пересекаются
в точке О. Через точку О проведены две прямые, которые

параллельны прямым АВ и АС и пересекают ВС в точках

О и Е. Докажите, что периметр треугольника ОИЕ равен

отрезку ВС.

11.43. Внутри треугольника АВС взята произволь-
ная точка О и построены точки Аи Ви С1у симметричные
О относительно середин сторон ВС, СА, АВ. Докажите,
что Л АВС=А Л^С*! и прямые ААи ВВи ССг пере-
секаются в одной точке.

11.44. Существует ли треугольник, у которого на

одной прямой лежат середины: а) биссектрис; б) высот?
11.45. Для всякого ли треугольника можно составить

еще треугольник из его: а) медиан; б) биссектрис; в) вы-

сот?
11.46. Прямая делит площадь треугольника в отно-

шении 5Х : 52, а его периметр
— в отношении Рх : Р2

соответственно. Докажите, что «$! : З^^Рх : Р% тогда

Рис. 106

и только тогда, когда прямая проходит через центр впи-

санной окружности.
11.47. Докажите, что если в треугольнике две бис-

сектрисы равны, то треугольник равнобедренный.
11.48 (теорема Максвелла). Внутри произвольного

треугольника АВС берется произвольная точка Р и сое-

диняется с вершинами треугольника. Докажите, что

если построить треугольник со сторонами, параллель-
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ными этим отрезкам, и через его вершины провести пря-
мые, параллельные сторонам треугольника АВС, то они

пересекутся в одной точке.

11.49 (теорема Морлея). В треугольнике АВС про-
ведены трисектрисы (лучи, делящие углы на три равные

части). Ближайшие к стороне ВС трисектрисы углов В
и С пересекаются в точке Лх; аналогично определяем
точки Вг и Сх. Докажите, что треугольник А1В1С1 равно-
сторонний (рис. 106).

Задачи для самостоятельного решения

11.50. Докажите, что проекция диаметра описанной

окружности, перпендикулярного первой стороне тре-
угольника, на прямую, содержащую вторую сторону,
равна по длине третьей стороне.

11.51. Докажите, что радиус вневписанной окруж-
ности, касающейся гипотенузы прямоугольного тре-
угольника, равен его полупериметру.

11.52. В треугольнике ЛВС стороны АВ и ВС равны.
На стороне А В взята точка О, а на продолжении стороны
ВС — точка Е так, что АО=СЕ. Докажите, что середина

отрезка ОЕ лежит на стороне АС.
11.53. Дан треугольник ЛВС и в нем биссектриса

ЛО; О, Ои 02 — центры окружностей, описанных

около треугольников АВС, АВГ>, АСО соответственно.

Докажите, что треугольник ООхОг равнобедренный.
11.54. В прямоугольном треугольнике АВС на ги-

потенузе АВ взяты точки К и М так, что АК=АС и

ВМ^ВС. Найдите угол МСК.
11.55. Найдите все треугольники, у которых углы

составляют арифметическую прогрессию, а стороны:
а) арифметическую, б) геометрическую.

11.56. В треугольнике АВС проведена медиана ВМ.

Вписанные окружности треугольников АВМ и ВСМ

касаются ВМ в точках Р и С} соответственно. Дока-

жите, что Р(2 = ^\ АВ—ВС\.
11.57. Треугольник, составленный из а) медиан,

б) высот треугольника АВС, подобен треугольнику ЛВС.

Каким соотношением связаны длины сторон треуголь-
ника АВС?

11.58. На плоскости проведены прямые а, Ь, с, й.

Никакие две из них не параллельны и никакие три не

пересекаются в одной точке. Известно, что прямая а
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параллельна одной из медиан треугольника, образован-
ного прямыми Ьу с, А. Докажите, что прямая Ь парал-
лельна медиане треугольника, образованного прямыми
й, с, Л.

11.59. На сторонах АВ, ВС, СА правильного тре-
угольника АВС выбраны точки С*, Ви Аг так, что точки

Л а, Ва, С2 пересечения ВВХ с ССи АА^ с ССг и ЛЛ*
с ВВг оказались на вписанной в исходный треугольник
окружности. Докажите, что треугольники АхВ^ и

А%ВгС% тоже правильные.

Решения

11.1. СОд и СОд—биссектрисы внешних углов при вершине С.

Поэтому С лежит на прямой 0А0В и </ ОдСВ = /^ ОвСА. Поскольку
СОс—биссектриса угла ВСА, ^ ВСОс^ Л АСОс. Складывая эти

равенства, получаем ^ОлСОСяа ^ОсСОв, т, е. ОсС—высота тре-

угольника ОдОвОс. Аналогично доказывается» что ОдА и ОвВ —

высоты этого треугольника.

11.2. Пусть Аи Я*, Сх—точки, симметричные точке Я относи-

тельно сторон ВС, СА, АВ соответственно.

Для" того чтобы не рассматривать отдельно остроугольные и ту-

поугольные треугольники, воспользуемся свойствами ориентирован-

ного угла между прямыми (см. главу 2). Так как АВ^СН и ВС^_АН9
то ^ (АВ, ВС) = ^ (СН, НА), а так как треугольник АСгН равно-

бедренный, то ^ (СН, НА)=*^ (АСь СХС). Следовательно, ^ (АВ,
ВС)=*^ (АСх, С\С), т. е. точка Сх лежит на описанной окружности

треугольника АВС. Аналогично доказывается! что точки Л* и В±
лежат на этой окружности.

11.3. Обозначим радиус описанной окружности треугольника АВС

через #. Эта окружность является также описанной окружностью

треугольников АВР, АРСиРВС. Ясно, что ^ Л#Р=180°~-</ АСР=*а,

2вЛР=/5СР=Р и ^САР^^СВР^у. Поэтому РХ*=РВз1пу=*
*=2# 81п Р 81п у, РК=2/? 81п а 81п V и Р2=2# 81п а 81п р. Ясно так-

же, что #С= 2Д8Ш ^ ДЛС«2#8Ш(р+ ?)* ЛС»2/?8Ш(а—V)»

АВ = 2# 81П (а+ Р). Нам остается проверить равенство
- ^ "Г \- «

«в?—^а~*Ч4-5 пУаТ*7 - что делается простым вычислением.

«1л а 8'ш у
'
81п а з!п р

11.4. а) Введем обозначения а=ОЛ', Р=ОД% у=ОС. Так как

•5лвс=5вос+5лос+5лов - -у (аос + Ь^+су), тог~* а^+« #

Поэтому нам надо проверить, что
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Ясно, что (Ь+с) а+(а + с) $ + (а + Ь) 7 = 2#2 (соз А (8Ш5 + 81п С) +

+ соз В (81п Л + з1п С) + соз С (зш Л + 8тВ)) = 2/?2(з1п(В + С) +
+8Ш (Л+С)+8*п (Л+В))*=2Р2 (81п Л+81п В+8Ш С) = ^(а+ 6+ с),

что и требовалось.

б) Доказательство проводится так же, как и в предыдущем слу-

чае. Основные изменения таковы: $лвс =— 8вос-\-$аос-{-$АоВ1
-аа+ Ь$ + су

т. е. г=- „ -(Ь+с)а+ (а+ с)$ + (а+Ь)уш
а-\-Ь + с

=2#2 (соз А($1п В+в1п С)+соз В($1п А+Ып С)+соз С(з1п Л+з1л В)).
И.б. Первое решение. Пусть для определенности РС<

<РВ. Так как точки Р и А% Р и Р' равноудалены от прямой ф/?,
то АР'ЩК. Ясно также, что Л^=Р^? = Р,^?, т. е. ЦАР'К— рав-

нобедренная трапеция и ^ фЛР' =»

= ^ ЯР'А. Из равнобедренно-
сти треугольников АВС и С/?/3'

получаем ^ ВСА = ^ у4ЛС и

^ЯСР'^^ КР'С. Складывая по-

лученные равенства, имеем

^<}АР' + ^ ВСА + ^ РСР' «

= ^ЯР'А + ^ ЛВС + Л ЯР'С,
т. е. ^ ВЛЯ' + ^ БСР' = ^АВС+
+^АР'С (рис. 107). Поэтому точ-

ка Р' лежит на описанной окруж-

ности треугольника АВС.

Второе решение. Так

как точки Р и А, Р и Р' равно-

т. е. ^ЛР'Р = 90°. Нам

В Р

Рис. 107

удалены от прямой <2#, то АР'\\С1#У
остается проверить, что ^ АВС-\-^ РР'С= 90°. Поскольку точки

Р, Р' и С лежат на окружности с центром /?,

^РР'С=у^Р^С= 1^ВЛС=х=90°-^ ЛВС.

11.6. Пусть Р—точка касания вписанной окружности со сто-

роной ВС. Легко вычислить, что /ИС=-х-, РС=
'

9

"^- и НС**

Д2 + &2_С2

2а
. Из подобия треугольников ОЛ4Р и ЯМЯ получаем

ЯЯ ЯМ МС—НС а—2НС а«—д«— Ь2 + с2 6+с
ОР~~РМ~~ МС—РС с—Ь а(с—Ь)

Кроме того, АН*а = 25 = г (а+ Ь+ с), т. е. —=
'

-

. Ясно,

что 0Р = г, поэтому

ЛЯ ЛЯ ЯЯ а+^+ с *>+с ,
= вг—: ! !—в=1, т, в. АЕ=*Г>
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11.7. Так как ^-^Т» то 2Щ$9^МВ*-"С*. Ана-
МБ МА МБ МЛ

логично,

МА1-МС1__МБГМС1_МА1'МВ1 МА-МБ

МБ МА МС
'

МСг

МА-МС_МБ-МС
^

МВ1
~~

МАг
*

Поэтому нам достаточно доказать, что #3 = -—
*

,* Ай~
и

3_ (МА-МБ-МС)2
~~

МАгМВ^МСг'
Пусть /Л = 2а, ^В= 2Р, ^С= 2у. По теореме синусов

МЛ
_

з1п *у
Так как а+ Р+7»=я/2, то 81п (я—а—7)=

= соз р, поэтому МА = Ь—^ . Аналогично, МВ^с и МС=
соз р соз V

АС ~~вт (я—а—7)

эз р, п

81п р
= д.

соз а

Так как ^ МЛВ1= а+ Р = ^ АМВь то АВ^МВ^. Поэтому
МВг АВг 8ш р _,в

зШ р л ААП
-тн1—т^— , о » т» е- МВх = с—г—7г-. Аналогично, МС^
ЛВ ЛВ 81п 2^

х
8ш 27

^..Ё^Х и МЛх^&.Д^г. Тогда МЛ.МВ.Л1С= аЬсХ
81п 2а зш 2Р

_ 81па-81пР-з1п7 ,„ * .,,> »,•> . 81п а-з1п Р»з1п 7

соз а-соз р* соз 7
1x1

81п2а-81п 2Р-81п27

п
зиа2 а соз а

__

1 81л 2а 8т2а 2з1п2а
у 81п22а* 81п а

~~

2 з1п 2а з1п а #соз2а соз а
*

па аЬс
нам остается проверить равенства /<<, = 7Г-:—.г :—-ъ—-—— иг г г

8 8ш2а«зш2Р«31п27
оч 8а^с.з1п2а-81п2 Р-81п27 п8/-3=: 5— -. Первое равенство следует из того*

соз а-соз Р»соз 7
_

_ а Ь с п

что 2/? =——г=——5=-:—т> • Второе равенство следует из того*
81П А 51П о 81П С

.,
-

, ^81па-81п7 81пр«81п7 зШа-зШр
что г=МЛ-з1па = & о—-—а *-=с* —.

соз р соз а соз 7

11.8. Предположим сначала, что СМ = -~- АВ. Тогда АМ=МС

и СМ = МВ, поэтому ^ С7Ш = ^ ЛСМ и ^ СВМ = ^ ВСМ, т. е.

^Л+ ^/В = ^ С. Таккак </ Л + ^ В + ^ С= 180р, то ^ С= 90°.

Предположим теперь, что </ С=90°. Тогда точка С лежит на

окружности, построенной на отрезке АВ как на диаметре. Точка

М является центром этой окружности, поэтому СМ = АМ=-^-АВ,
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11.9. Обозначим через Р точку пересечения прямой ЕО и пря-
мой ВС, через К— точку пересечения прямой, проведенной через

точку В параллельно ВС, с прямой АС (рис. 108).
В треугольнике ЁСР отрезок СО является биссектрисой и

высотой, поэтому ЕО — ОР. Так как ЕК:КС=ЕО:ОР= 1, то ОК—

медиана прямоугольного треугольника ЕОС, Согласно задаче 11.8

ОК — -к ЕС. Треугольник АОК подобен треугольнику АВСч

поэтому /Ш «=/Ж =-^-ВС.
11.10. Пусть сумма углов при основании АО трапеции АВСО

равна 90°. Обозначим точку пересечения прямых АВ и СО через О,

Тогда точка О лежит на прямой, проходящей через середины
оснований. Проведем через точку С прямую С/(, параллельную этой

прямой, и прямую СЕ, параллельную прямой АВ (точки К и Б

лежат на основании АО). Тогда С/С— медиана прямоугольного

треугольника Е€Оь поэтому СК~-к ЕО^-^(АО—ВС) (см. за-

дачу 11.8).

Рис. 108 Рис. 109

11.11. Рассмотрим биссектрису В# треугольника ВВС. Острые
углы ЕВС и КСА имеют соответственно перпендикулярные сто-

роны, поэтому СВ_|_ВЛЛ, т. е. в треугольнике ЕВС биссектриса
ВN является высотой. Следовательно, СВ — ВЕ.

11.12. Отрезки СР и ОК являются биссектрисами подобных

треугольников АСВ и СОВ, поэтому АВ:РВ = СВ:КВ. Следова-

тельно, РК\\АС. Аналогично доказывается, что ЛРЦСВ. Поэтому
СЬРК—прямоугольник, у которого диагональ СР является бис-

сектрисой угла ЬСК, т. е. квадрат.

11.13. Возьмем на продолжении отрезка СВ за точку В точку С*

так, чтобы ^С1^В=^СЛВ. Тогда </ СХАС=^ СХСА, т.е. СгА^СхС.
Пусть СВ=а, ВСх^х. Тогда С1Л = С1С= о+а;, Отрезок АВ
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СлА АС
является биссектрисой треугольника СгАС, поэтому т^б-=бт:г»

СгВ ВС

т. е. ■ ад2. Следовательно, лг = а, т. е. ЛВ является биссект-

рисой и медианой треугольника СгАС. Поэтому АВ является и

высотой этого треугольника, т. е. ^АВС= 90р.

11.14. а) По теореме Пифагора АН2+ВК2+СР2*=(АМ2—МН2)+

+(ВМ2—МК2)+{СМ2—МР2)У а НВ2+КС2+РА2=(ВМ2—МН2)+
+ (СМ2—МК2)+ {АМ2—МР2). Ясно, что эти выражения равны.

б) Проведем через точку М прямые АгВ2у ВХС2, СХА2, па-

раллельные сторонам АВ% ВС, СА (рис. 109). Отрезки ЛШ, М/С,

МР являются медианами треугольников ВгМА2, СгМВ2, АгМС2
и АА1 = ВВ2, ВВ1 = СС2> СС1 = АА2. Поэтому

АН+ВК+СР= АА2+А2Н+ВВ2+В2К+ СС2+ С2Р =

^НВг+В^+КСг+С^+РАг+А^^НВ+КС+ РА.

Замечание. Соотношения из а) и б) на длины отрезков

АН, ВК* СР, НВ, КС% РА эквивалентны.

11.15. Возьмем на стороне ВС точку Р так, чтобы ВР:РС =

«=2:1. Пусть Р и (?—точки пересечения АР с отрезками ВО и

СЕ соответственно. Ясно, что треугольник ОРф правильный.

Поэтому нам достаточно доказать,, что ^ ЛОР= 30°, а для этого

достаточно доказать, что АР= РО.

Проведем через точку О прямые йЕ^СЕ и ОР^АР (Е^ и

?1—точки на сторонах АВ и ВС, рис. ПО). Тогда АЕ^ЕхЕ^
= /Ш:/)С= 1:2 и АЕ:ЕВ = 2:\,

поэтому ЕгЕ:ЕВ = 4:3, т. е. ООг

:ОВ = 4:3. Аналогично, ВР:РО=*
= ВР:РР1=6:1. Следовательно*
ОР-.РО :ОВ = Р(}:(}Р:РА = 1:3:3,
т. е. АР= РО.

11.16. Пусть А и В, С и /),
/? и Р—точки пересечения ок-

ружности со сторонами Р(}, (}%<

ЯР треугольника Р(}Н. Рассмот-

рим медиану Р5. Она соединяет

середины параллельных хорд РА "

и йС и поэтому перпендикулярна
им. Следовательно, Я5 является высотой треугольника Р^Я, а

значит, Р(} = РЯ. Аналогично, Р(} = (}К.
11.17. Обозначим точку пересечения высот АО, ВЕ< СР че-

„
_

. НО НЕ НР _

рез Я. Пусть /2 =
^-=^:=^ . Тогда5^яя=5вс//=5си//=

^ЬЗавс и $лдд=73^5Лв//=уз^5ДСЛ==$яся» следователь-
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но, АЕ= ЕС, т. е. ВЕ—медиана. Аналогично доказывается, что

и остальные высоты треугольника являются медианами, т. е.

треугольник правильный.

11.18. Обозначим сторону квадрата, две вершины которого

лежат на стороне ВС, через х. Из подобия треугольников АВС и

ЛР<3, где Р и ($ —вершины квадрата, лежащие на ЛВ и АС, по-

де ка —х а-ка 25 .

лучаем—=-^ » т. е. дс =
——г-~—пт—• Аналогичные рас-у

а ка а+ ка а + ка
суждения для других квадратов показывают, что а+ Ла = Ь-]-кь=*
= с-\-кс. Из задачи 11.19 следует, что треугольник ЛВС пра-

вильный.

25
11.19. Пусть к==а-{-ка = Ь-\-кь — с-\-кс. Тогда к = а-\ =

25 25
«= Ь-\-—т- = с-\ , где 5—площадь треугольника АВС. Квад-

о с

25
ратное уравнение 6 = дН имеет два корня х± и х2, причем

х1х2
= 23. Длины сторон треугольника являются корнями этого

уравнения, поэтому они не могут быть все различными. Пусть
для определенности а =Ь. Если с ф а, то ас = 25, т. е. а — Ь =

= 23/с = кс, чего не может быть.

11.20. Пусть Аи В^ С*—точки касания со сторонами ВС,

СЛ, АВ соответственно. Ясно, что ^тС1А1В=-^-(180°— ^В) и

4/СЛ1В1=у (180° —^С), поэтому ^^#1=-^-(^Д + 20- Ана-

логично, ^Л1В1С1 =^-(^Л+ ,/0 и ^ЛА#1=-у(^Л + ^Д).

Можно считать, что ^Л^^В^^С. Тогда ^Аг^ ^В^^С^.

Следовательно, /_А= ^С±^=-^ (^А +^В) и ^С=^А1=*

= 4(^Б + ^С), Т* е* ^А==^В и ^С=^в- Поэтому

^Л = ^В = ^С и треугольник АВС правильный.

11.21. В любом треугольнике высота больше диаметра впи-

санной окружности. Поэтому длины высот—целые числа, большие

двух, т. е. все они не меньше 3. Пусть 5—площадь треуголь-

ника, а— наибольшая его сторона, к—соответствующая высота.

Предположим, что треугольник неправильный. Тогда его

периметр Р меньше За. Поэтому За > Р = Рг= 23 = ка, т. е. к < 3.

Получили противоречие.

11.22. Предположим, что прямые АА^ ВВ± и СС± пересе-

п _, АС± ^АСгР 8асхс АСх
каются в точке Р. Тогда п р

=
-^

=
-т; , поэтому -7Г-~- =
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^АСгС—^АСхР $аср
я

ВАл Заир СВх
-ъ ^

=

-^ . Аналогично, -3-77 =
*пи

и

д"1
="

$ПГР АС\ ВА\ СВХ 8 АГр О АПр &ПСР «

^авр
'

СХВ АХС ВХА 8ВСР §аср $авр
п АСХ ВАХ СВХ %

_

Предположим теперь, что ^ в
•

л А •
"Б~~г

= !• Проведем
Сх# ЛцС о^Л

через точку пересечения прямых ЛЛ^ и ВВц прямую СС'Х (точка С[
лежит на отрезке АВ). Тогда, согласно предыдущему,

АС1 ВАХ СВ1
_

АС1 ВАХ СВ1

С[В
'

"^С"' ВХА Сф
'

АХС
#

ВХА
'

АС[ АС±
„,0

= „
р . На отрезке АВ имеется единственная точка Х9

АХ
для которой =^ поскольку из этого уравнения получаем

ЛХ =
1

.л ЛВ. Поэтому С1 = Си т. е. прямая СС* проходит

через точку пересечения прямых АА\ и ВВХ.
11.23. Обозначим медианы треугольника АВС через ЛЛ^

ВВХ и ССх. Нам достаточно доказать^ что

АС± ВАХ СВХ

т. е.

СХВ АХС ВХА
= 1.

Это очевидно: АС1 — С±В, ВАХ = АХС, СВ± = ВХА.
11.24. Обозначим биссектрисы треугольника АВС через АА&

во пп а АСХ Ь ВАХ с СВХ а __

ВБх и ССХ. Ясно, что —-Ь- = —, -т-?г
= т- и -б-т =—• Поэтому1 х

СхВ а ЛХС Ь ВХА с
'

АСХ ВА± СВХ
СХВ

'

АХС
*

ВХА

11.25. Ясно, что ЛС! = #1Л, ВАХ = СХВ, СВХ = АХС. Поэтому
АСХ ВАх СВХ

=

СхБ ЛхС ВХА
11.26. Обозначим высоты остроугольного треугольника АВС

через ЛЛЬ ##1, ССХ. Пусть СВ1 = л;; тогда АВ{=Ь—х и

д2 I ^2 с2 С24-Ь2 Й*
Отсюда СВх = х = -кт

» Аналогично, ВХА=-—!2Ь ——«»-, -х-
2^ ,

ЛС4= Тс , СХВ ^ , БЛх Та
и

*с=—^ • Поэтому
-сё' л^-вйв1-

11.27. Применяя теорему синусов к треугольникам АСС± я

л„ ЛСХ ЫпАССх ССХ 8ШВ
ВССь получаем _«__- и

-^д^^^д,
* е.
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АС± бШАСС* $\пВ А ВА± 81л ВЛЛ* 81п С
...

*

= л
■

*
»

г. Аналогично, ■

.,

~ =—;—т-ттт •
—1—5"

СгВ в'тСхСВ з!л Л АгС в1п ЛИС 81л в

СВ± з!п СВВ* 81л Л п
и -—4-*«

*

.
~-. Для завершения доказательства оста-

ВгА 81п В^л 81л С

ется перемножить эти равенства.

11.28. Можно считать, что точки Л2* В2 и Са лежат на сто-

ронах треугольника АВС. Согласно задаче 11.27
^-~

• -г-4- •

-тр-г3»
81пЛСС2 81п ВААг 81п СВВ2 п и

.

ос
«=

, ^

*
*
-т—-т—гя

•
.

р р ? * Поскольку прямые ЛЛ2, ЯВа
81л С2СВ 81п Л2ЛС 81п В2ВЛ

и СС2 симметричны прямым АА^ ВВ± и СС+ относительно бис-

сектрис, ^АСС2 = ЛСгСВ, ^СгСВ^^АСС1 и т. д., поэтому

8шАСС2 81п ВЛЛ2
^
81лСВВ2

«1я С2СВ
'

81л А2АС
*

81п В2ВА
""

81п С^В 81п ЛхЛС 81п В^ВА СгВ А^С _*М_ ,
ж

81л АССх
'

81л ВЛЛХ
*

81л СВВх
в

ЛС*
"

5Л4
'

С^
в

#

- ЛС2 ВЛ2 С52 .

АЛ по
Следовательно, ^

*
*

.,

*
*
в л

= Ь т« е* прямые ААг% ВВ2 и

С2о Л20 о2А

СС2 пересекаются в одной точке.

11.29. Согласно задачам 11.27 и 11.22

81пЛ5Р

81Л

А8Р 51п РАР 81п 8РР
_

81л А3(} 81п РЛ(? 81п 50ф
Л§5

#

81пРЛ5
'

81п РВА
~~ ~~

81л <Э$0
*

81л (?Л$
'

ШЩА*

Но ^РАР= ^ЗР<2, ^8РР = ^РАС}, /.РАЗ =*^(}РА и ^РОЛ =

угла о гт
81пЛ5Р 81пЛ5(? ы

»/ц>Л5. Поэтому —:— .=—-—ттсГпг- Из этого следует, что
81Л Рои 81л Ц&и

точки 5, Р и (2 лежат на одной прямой, поскольку функция

81л (а— х) & ( 81л (а—я) \ 81л а
-

монотонна по г
' 1 —

г
^ /81л (а—*)\
^ \ 8Ш X )

шиии1иппа ну л. —^— I I —
—-

я •

8Л1 X йх\ 81П X ) 81Л2 X

11.30. Обозначим точки пересечения прямых АА±, ВВ^, СС}
со сторонами ВС, СА, АВ через Л2, В2, С2 соответственно.

Отношение ВА2:А2С равно отношению высот, опущенных из

точек В и С на сторону ЛЛ$, т. е. равно отношению ЗавАг^аса^
Далее,

$АВА1 АВВАу8\П АВА±
_

АВ $1п(,/В + ф)

$АСАг
**

АС-СА^'В'тАСАх
~~

АС
*

81п (,/С+ф)
'

где ф
= ^СВЛ1=^ВСЛ1 = аго1§[ 2. Аналогично,

СБа
д

ВС 81п(^С+Ф) АС2
=

ЛС 81л (^Л + ф)

В2Л
в

ЛВ
#

81п(\/Л-{-ф) "
С2В ВС

*

8Ш(^В+ <р)'

„ ВА2 СВ2 АС2 , „

Перемножая эти равенства, получаем -А1 •
ь

*
• тг-4= Ь По

Л2С о2Л С2В

теореме Чевы прямые АА±, ВВЪ ССХ пересекаются в одной точке.
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11.31. а) По теореме Чевы -7^~ =-^ •
~^~. По теореме

СцО ЛхО ОхО

синусов

СА^СА^^±, А1В = АВ.в1пВАА<
,Ш ААф'

*
81п АА1В

'

8Ш АВф
' *

31П Л^Я
'

Подставляя эти четыре равенства в предыдущее равенство и учи-

тывая, что АС=*ВС, получаем требуемое утверждение.
б) Обозначим точки пересечения прямых СМ и СМ с основа-

нием АВ через М± и Ы±. Нам нужно доказать, что М^вЛ^. Из

АМ± АЫ<
кЛ КТ

а) следует, что -—-= ^--4, т. е. Л^ — Л^.

11.32. Пусть прямые, проходящие через вершины треуголь-

ника А'В'С перпендикулярно к соответствующим сторонам тре-

угольника АВС, пересекаются в точке О. Поскольку точки О, В',

Л, С лежат на окружности, построенной на отрезке ОА как на

диаметре, ^ОВ'С = ^ОАС. Опустим из точки А перпендикуляр

АА^ на прямую В'С. Так как ^ОВ'А = 90°, то ^ А^АВ' = ^ОВ'С'щ*
= ^ОАС % т. е. прямая ЛЛХ симметрична прямой АО относительно

биссектрисы угла А. Аналогичные рассуждения для остальных

углов показывают, что перпендикуляры ААЪ ВВ^ СС1} опущенные
из вершин треугольника АВС на стороны треугольника А'В'С\

симметричны прямым АО, ВО, СО относительно биссектрис тре-
угольника АВС. Согласно задаче 11.28 прямые ААЪ ВВЪ СС±
пересекаются в одной точке.

11.33. Первое решение. Предположим, что точки А^Вй
С* лежат на одной прямой /. Проведем через точку В прямую

ВВ2, параллельную прямой / (точка В2 лежит на прямой АС).
_ Жа1 вЖх АС~1 ~Щ гтТогда ,

х =—^—ь. и ■, .* =~ . Перемножая эти равенства,

ЦП СВх ВС^ В2В^
ва1 ~Щ в2вг ~М[ __

л
_

получаем ■■ * -*=—~. ^. Поскольку точки А, С,
САг ВС, СВг В2Вг

о о - #А ~Щ ЩВ{ и Во лежат на одной прямой,
• ■ =-

х

; поэтому
СВ1 В2В^ СВх

ВА± СВх АС± .

0 ВАг СВх АСх ,
__

Предположим теперь, что у > • ■-- ■ • ■
.

*
= 1. Пусть пря-

САг АВ1 ВСХ
мая В%Ах пересекает прямую АВ в точке С[. Нам достаточно до-

казать, что С[ = С*. Согласно предыдущему -*—- • —-
*
—

7А1 АВх ВСг
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Ъ л СП АС
- 1 =4=1-. 4=Ц- •

-==-, поэтому АС^ВС^АС'г/ВС'г. Докажем,
САХ АВХ ВС\

что уравнение АХ/ВХ = Х имеет не более одного решения, если

А Ф В. Введем на прямой АВ координаты: за начало координат
возьмем точку Ат и будем считать положительным направлением

направление вектора АВ. Пусть точка X имеет координату х.

ДХ х

Тогда .

=
, гяеа = АВ. Уравнение АХ/ВХ = Х перепишется

ВХ х а

х . ка
в виде = л, т. е. х = : г.

х—а А—1

Второе решение. Предположим, что точки А1у В^ С\

лежат на одной прямой /. Одна из сторон треугольника АВС

(для определенности АВ) не лежит на /. Пусть НА и Нв—гомо-
тетии с центрами в точках А± и В± и коэффициентами Аф/АхС

и ВхС/В^А. Тогда по задаче 10.24 НА о Яд—гомотетия с коэффи-
. Жв Щс п „ 1

циентом & = ■ • ■ - и центром О, лежащим на прямой /.

АХС В±А
Но НАо НВ(А) = НА (С) =В} следовательно, точка О лежит на

прямой АВ, а так как АВф1, то 0= С1 и ——
= Ь, т. е.

1ф Щ: си
=

1^с
'

~в^А
"

"сф
'

А±В ВХС СХА ,
_

Предположим теперь^ что -
• -

• -
х

= I. Пусть НА,
А\С В\А С\В

Нв% Яс—гомотетии с центрами Аи В^ С± и коэффициентами

А[В . В^С . С[В
кл = -==-,

я» = -==г, кс= -==-щ Пусть О—центр гомотетииА

АХС ВХА СХА

Н—НАоНв. По условию ЪаЬв — Ъс* т» е« гомотетии Я и Нс
имеют один и тот же коэффициент к. Кроме того, Я (Д) =

= НА(НВ(А)) = НА(С) = В = НС(А)У т. е. (*-1) М= 0Я-О4==

= СхВ—СгА — (к—1) С±А. Следовательно * точка С* совпадаете

точкой О и, согласно задаче 10.24, лежит на прямой А-^В^.

** *м ел &*! ВРсоъРВС Ш1 СРсоьРСА

^П.34. Ясно, ™щ=- сЯсозРСВ- Щ
=

-АРсоьРАС

АСг АР соз РАВ _

и ■ -=
77я— г>о л•* Перемножая эти равенства и учитывая,

ВС} РВ соз РВА
г '

что ^РАС^^РВС, ^РАВ = ^РСВ и ^РСА+^РВА= 180°,

Ш1 (Щ ~Щ , тл Ал

получаем -=? •-==-•-==-= 1. Из теоремы Менелая следует,
СЛ, АВ1 ВЪ

что точки Л*, /?ь С$ лежат на одной прямой.
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11.35. Проведем биссектрису ВН треугольника ЕВС. Так как

1ЕВС=</АСК, то ^НВС+^НСВ = /.АСЕ + /_ЕСВ = 90°, т. е.

ВН^_СЕ. Следовательно, треугольник ЕВС равнобедренный и вы-

соты СК и ЕР равны. Применяя теорему Менелая к треугольнику
СО АЕ КЕ

АСК и тройке точек О, Е, Е, получаем -^—г- •

-=гр
•

—ет?= 1. Сле-
ил ЬК гС

ВР ВК лл=

ВС~
=

"Я/Г* равенства

т. е. /\ЕКВсо&СКЕ и

ЕВ || СЕ.

11.36. Пусть Л2, В2, С2— точки пересечения прямых ВС и

ВхСху АС и АхСъ АВ и А1В1. Применим теорему Менелая к сле-

дующим треугольникам и точкам на их сторонах: ОАВ и (Ль Вх, С2)»
ОВС и (#ь С1§ Л2), ОЛС и (Ль С1} В2). Тогда

ллГ Ш1 вс"2
_

ос[ шГх сХъ

довательно,

КЕ ВК

ЕС
~~

ВЕ

КЕ ЕК СК ЕР

ЕС
~

АЕ АС
~

АС

КЕ ВК
следует, что

-^-
=

-^Г

ОАх ВВг АС2 ССг ОВх ВА2

<Щ сс! аЩ

АА^' Щ' СВ1~
'

„
щ; лд; гл^ ,

Перемножая эти равенства, получаем
. 1 . - = 1.

ЛС2 СД2 ВЛ2
Из теоремы Менелая следует, что точки Л2, Вг, С2 лежат на

одной прямой.
11.37. Пусть Ь—точка пересечения прямой, на которой ле-

жат точки Л, В, С, О, и прямой, на которой лежат точки Л^,
#ъ Сх, #1. Применим теорему Менелая к следующим треуголь-

никам и точкам на их сторонах: АА^Ь и (О^, О, К), ##1^ и

(Сь С, /С), Б^^ и (Оъ О, /С), ЛЛ^ и (Сь С, /С). Тогда

ар ТЩ
ш
Т^к

_^х
вс

л
Тс[ вГк__л

ТБ
"

А^5[ лТс Тс
*

Жс[
#

Щ

(Ш Ш1 5x7
/СУ V Ю АХСХ АК )V ю в^ вк

Перемножая эти равенства, получаем требуемое утверждение.

Замечание. Выражение -=- : -=- (точки Л, В, С, й
ВС Вй

лежат на одной прямой) называется двойным отношением точек

Л, В\ С, Э.
11.38. Обозначим точки пересечения прямых ЕЕ и СО, ЕЕ и

ЛЯ, ЛЯ и СО через ^/, К, № соответственно. Применим теорему
Менелая для треугольника 1)]/У7 к пяти тройкам точек (^/),Я),
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(Л, М, Г), (В, С, #), (А> С> Е)> (5. °> И- тогда

^ ^._Е^.в1 _л^
(У5

1РС

(УО

га
1,

1/Л , ^

Лс

Им
и

шв

Ш Ш

7в
'

и?о

кл ч/с

= 1.

УЕ

Перемножая эти равенства, получаем
VI Ч/М УЫ

Л. По-
VI УМ УЫ

втому точки Ь, М, N лежат на одной прямой.

11.39. Обозначим точки пересечения прямых АВ и ЮЕ$ СО и

ГА, ВС и ЕР, Си и ЕР, АВ и ЕР, АВ и СИ через /,, Мъ Ыъ

Рис. 111

С/, V* Я7 соответственно (рис. 111). Нам нужно доказать, что

точки /,, М, N лежат на одной прямой.

Применяя теорему Менелая для треугольника (У|/Ц? к трой-
кам точек (/,, О, Е), (А, М, р), (В, С, #), получаем

~^~
*

Ш
'

7Ё
'

(7м
*

у?"
"

Ш№/,
(У Л/ УД ГС

У# ГЯ (УС

Перемножая эти равенства, получаем

уГ
-

Ш? 1777 (То Ря ТР

= 1.

ИМ №# (УС

Ш
'

(ум
*

># го

Ясно также, что

(УО«(УС УЕ>

УР-УЕ~~УА

Отсюда следует
775 УЕ

Ш)
*

(7Я

(УЯ УР УЛ

V/7' ИМ.1РВ

УД~~№С- №0
'

#

(7?
"

Та
#

"Р7Г

УД ГС

Ш
*

*гс
= 1

204



поскольку знак каждого из шести сомножителей отрицателен-!

ТШ уе ^ТР лШ в

Ш
ш

Ш

"Ш)Щ ЦЕ
*

ТТР
#

ТА
*

ТВ
"

ЖС^

- ТЕ Ш Ш
, Г АЛ МПоэтому -

• •
,■■■ =1} т. е. точки ^, М, N лежат на

VI (УМ УН

одной прямой.
11.40. а) Пусть ВМ—медиана, АК—биссектриса треуголь-

ника АВС и' ВМ ^_АК. Прямая АК является биссектрисой и вы-

сотой треугольника АВМУ поэтому АМ = АВ9 т. е. АС = 2АМ я»

«2ЛВ. Следовательно, ЛВ = 2, ВС = 3, ЛС= 4.

б) Пусть ЛВ = л— 1, ЛС= л, #С= л+1, ВЯ —высота, ЯМ—

медиана. Обозначим длину ВН через Л, длину МИ—через х.

Нам нужно доказать, что *= 2. По теореме Пифагора (п±\)2яш

-Л2+(у ±*)2* т. е. п*+2п+\=Н2+^+пх+х* и л2-2л+

л2
4-1=Л24--т-—л^+^а. Вычитая из первого равенства второе,

получаем 4/1=»2лл, т. е. **=*2.

11.41. Обозначим точки касания вписанной окружности со

сторонами АВ, ВС, СА через С*, И^ В* соответственно. Тогда
ЛВ2 = >4С1=л, ВА1 = ВС1= у9 СА1 = СВх = г. Простыв вычисления

Ь+с—а а—Ь+е аА-Ь—с
показывают, что *=—^ ? У~" о » г==:—^ » по-

этому числа *, у, г либо все целые,' либо все полуцелые. По-

скольку радиус вписанной окружности г равен 1,

х = г с*2 (И/2) = с!г (И/2), у= с*г (В/2), г - с^ (С/2).

Так как ^ Л + ^ В+ ^ С=х180°,

<** (С\ \г(А 1 ДУ-**М/?ЖЕ(Д/Я)

Отсюда получаем уравнение г= . Из него видно, что если
Ху— 1

х и у полуцелые, то г не может быть полуцелым. Поэтому нам

нужно решить это уравнение в целых положительных числах.

Ясно, что —1^-=г^Ь т. е. (*—1)(у—1)<2. Находя все це-

лочисленные положительные решения этого неравенства и прове-

х-\-и
ряя, будет ли число —-*? целым, получаем единственное (с точ-

ностью до перестановки) решение: *=*1, у= 2, * = 3. Следова-

тельно, а= 5, 6 = 4, с = 3.

11.42. Треугольник ОЕС равнобедренный, поскольку ^ БОС**
= ^ОСА^^ОСЕ. Поэтому ОЕ = ЕС. Аналогично! ОО^Вй.
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Следовательно,

0О +ОЕ+ 0Е = ВО +ОЕ+ ЕС =ВС

11.43. Ясно, что Хс=Пю и 'Ш1 = 04, поэтому А^Вг = вХ
Аналогично, В^С1 = СВ и С^А1 = АСУ т. е. Д АВС=Д Аф^С^
Мы доказали также, что АВАфх—параллелограмм, поэтому
отрезки ААг и ВВ± делятся точкой пересечения пополам. Анало-

гично, отрезки АА1 и ССх делятся точкой пересечения пополам, т. е.

ВВг и ССг проходят через середину отрезка ААг.
11.44. а) Пусть Аъ Въ С±—середины сторон ВС, СА, АВ.

Середина биссектрисы угла А лежит на отрезке В-^Сх, причем не

является концом этого отрезка. Аналогичные рассуждения пока-

зывают, что середины биссектрис углов Л, В, С лежат на разных

сторонах треугольника А^ВхСх и поэтому не могут лежать на

одной прямой.

б) Если АВС—прямоугольный треугольник, то середины его

высот лежат на средней линии, параллельной гипотенузе.
11.45. а) Обозначим медианы треугольника АВС через ААц

ВВЪ . СС^ Поскольку Ш1+Ш1+СС'1^^(АВ + АС) +

+ ^(^+Щ-{-^(СА-\-СВ)==0, из отрезков ААЪ ВВи СС^

всегда можно составить треугольник.

б) и в) Рассмотрим равнобедренный треугольник АВС с

основанием ВС— 1 и биссектрисой ААХ = 100. Проведем биссект-

рисы ВВг и ССг. Ясно, что ВВ1 = СС1 < У~2 ВС= У"2 . Поэтому
ААх > ВВх-\-ССъ т. е. из отрезков ААЪ ВВЪ ССХ нельзя со-

ставить треугольник.

Если же АА'У ВВ', СС—высоты рассмотренного нами тре-

угольника, то ВВ'-{-СС < ВВ± + СС1 < ААх = АА'. Поэтому и из

отрезков АА', ВВ', СС нельзя составить треугольник.

11.46. Прямая не пересекает одну из сторон треугольника,

для определенности—сторону ВС Пусть М и N—точки пересе-

чения прямой со сторонами АВ и АС соответственно. Рассмотрим
точку О пересечения отрезка ММ и биссектрисы угла А. Точка О

равноудалена от сторон АВ и АС. Обозначим расстояния от

точки О до сторон АВ, АС и ВС через гъ гг и г2 соответственно.

Тогда

8ВМ„с ^МВ+^гфС+^СЫ^
§алш ^пМА+^^АМ

МВ+ВС+СЫ . (г2 — Г1)Вв
МЛ+ Л/У ^^(МЛ+ЛЛ^)'
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Поэтому 81:82 = Рх'.Ръ тогда и только тогда, когда

?.* л 4_ ам\
= в' т- е. Г1«=г2. В этом случае точка О равноуда-

лена от всех сторон треугольника, т. е. О— центр вписанной

окружности.

11.47. Первое решение. Пусть в треугольнике АВС

биссектрисы ВМ и СN равны. Предположим, что ^ В Ф ^ С.

Пусть для определенности ^ В <

< ^/ С. Обозначим через Л^

точку пересечения прямой ВМ

с описанной окружностью тре-

угольника ВСN (рис. 112). Так

как ^СЛ*1 = ^Я < ^С= ^ВМ,
то ^СМ1М<^>ВЫМ^ причем

^ВNМ^=^В+ ^С< 180°. Из

двух дуг, меньших 180°, наиболь-

шую дугу стягивает наибольшая

хорда, поэтому СЫ < ВМ±. Ясно также, что ^ ВМС =

= 180°-1 ^ в-2 с < 180- _2-^в-(1,/с+!^в) =

= ^/ ВМХС, поэтому точка М лежит вне описанной окружности

треугольника ВСЫ, т. е. ВМ± < ВМ. Следовательно, СЛ/ <

< /Ш$ < ВМ. Получено противоречие с равенством биссектрис.

Второе решение. Докажем сначала, что биссектриса
2Ьс А

АО угла А треугольника АВС равна со5— . В самом деле,

применяя теорему синусов к треугольникам АйС и АВС, полу-
/Ш СО зШС з!пЛ

0
чаем ^

=
г и = . Перемножая эти равенства и

з!лС ,
А с а

г ^

8Ш
"2"

учитывая, что СВ=
, получаем требуемое равенство. Анало-

га
2ас #

гично доказывается, что биссектриса угла В равна соз
-^-.

Предположим, что биссектрисы углов А и В равны, но а > Ь.

А
^

В 1,11.1 Ьс ас
Тогда соз-?г<со8-7Г и —\—г >——* т.е. ——<—_.2 2 с

•
6 с

'
а 6+с а+ с

Перемножая полученные неравенства, приходим к противоречию
с равенством биссектрис.

11.48. Ясно, что вместо треугольника со сторонами, парал-
лельными отрезками АР, ВР и СР, можно рассматривать какой-

нибудь треугольник со сторонами, перпендикулярными этим

отрезкам, а через его вершины проводить прямые, не параллель-

ные, а перпендикулярные сторонам треугольника АВС. В каче-

стве такого треугольника можно взять треугольник Ох0203 с вер-
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шинами в центрах окружностей, описанных вокруг треугольников

АВР, ВСР, САР. Тогда прямые, проходящие через вершины тре-
угольника О^О^Оъ и перпендикулярные сторонам треугольника

АВС, являются серединными перпендикулярами к сторонам тре-

угольника АВС и поэтому пересекаются в одной точке (рис. 113).

Рис. 113

11.49. Пусть у исходного треугольника были углы ^ Л = 3а,

^ # = 3р, ^ С= 3у. Возьмем равносторонний треугольник А2В2С2,
Построим на его сторонах как на основаниях равнобедренные

Рис. 114

треугольники АгВ%К, В2СгР, С2Л2<? о углами при основаниях

60°—у, 60°—а, 60° —Р соответственно. Продолжим боковые сто-
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роны этих треугольников за точки Л2, В2, С2 и обозначим точку

пересечения продолжений сторон /?В2 и фС2 через А3у точку
пересечения продолжений сторон РС2 и КА2— через В3,

точку пересечения продолжений сторон ($А2 и РЯ2—
через С8. Проведем через В2 прямую, параллельную Л2Са, и

обозначим через М и N точки ее пересечения с прямыми (?Л3 и

(?С8 (рис. 114). В2Я — высота треугольника ^МN, который подо-

бен равнобедренному треугольнику ()А2С2. Поэтому В2— середина

отрезка Л/М. Вычислим углы треугольников В2С3М и В2А3М:

^ С3В^ = ^РВ2М = 1С2В2М-^ С,В2Р = а; I В2ЫС3 =
= 180° —^ С2А2С} = 120°+р, значит, ^ В2С3Ы = 180°—а —

— (120°-|-Р) = V- Аналогично, ^А3ВгМ=у, ^ В2А3М = а. Сле-

довательно, треугольники #2С3/У и Л3#2М подобны. Значит,
СВВ2:В2А3 = С3М:В2М, а так как В2М=В2М и ^ С3Я2Л3=^ С3МВ2,
то С3В2:В2А3 = С3М:В2М, т. е. треугольники С3В2Л3 и С3ЛШ2
подобны, следовательно, </ Б2С3Л3^7- Аналогично, </ А2С3В3 — у,

а значит, </ Л3С3#3 = Зу = ^ С и С3В2, С3Л2—трисектрисы угла
С3 треугольника А3В3С3. Аналогичные рассуждения для вершин

у43 и В3 показывают, что треугольники АВС и А3В3С3 подобны,
а точки пересечений трисектрис треугольника А3В3С3 образуют

правильный треугольник А2В2С2.



Глава 12

МНОГОУГОЛЬНИКИ

Основные свойства

1. Выпуклый многоугольник называется описанным, если все

его стороны касаются некоторой окружности. Выпуклый четырех-
угольник является описанным тогда и только тогда, когда

АВ+СО=ВС+АО.
Выпуклый многоугольник называется вписанным; если все его

вершины лежат на одной окружности. Выпуклый четырехуголь-
ник является вписанным тогда и только тогда, когда ^ АВС +
+ ^ СОА^^ОАВ+ ^ВСй.

2. Выпуклый мйогоугольник называется правильным, если все

его стороны равны и все углы также равны.

Выпуклый п-угольник является правильным тогда и только

тогда, когда при повороте на угол 2л/л с центром в некоторой
точке О он переходит в себя. Точка О называется центром пра-
вильного многоугольника.

Вводные задачи

1. Докажите, что выпуклый четырехугольник АВСВ

можно вписать в окружность тогда и только тогда, когда

^ АВС+А. СВА -180°.
2. Докажите, что в выпуклый четырехугольник АВСВ

можно вписать окружность тогда и только тогда, когда

АВ+СВ=ВС+АВ.
3. а) Докажите, что оси симметрии правильного

многоугольника пересекаются в одной точке.

б) Докажите, что правильный 2я-угольник имеет

центр симметрии.
4. а) Докажите, что сумма углов при вершинах вы-'

пуклого л-уголт>ника равна (п—2) «180°.

б) Выпуклый я-угольник разрезан непересекающи-
мися диагоналями на треугольники. Докажите, что ко-

личество этих треугольников равно п—2.

§ 1, Вписанные и описанные четырехугольники

12.1. Докажите, что если центр вписанной в четырех-

угольник окружности совпадает с точкой пересечения
диагоналей, то этот четырехугольник — ромб.
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12.2. Около окружности .с центром О описан четырех-
угольник АВСО. Докажите: /_ АОВ+А СОО=180°.

12.3. Докажите, что если существуют окружность,
касающаяся всех сторон выпуклого четырехугольника
АВСО, и окружность, касающаяся продолжений всех
его сторон, то диагонали такого четырехугольника
взаимно перпендикулярны.

12.4. Окружность высекает на всех четырех сторонах
четырехугольника равные.хорды. Докажите, что в этот

четырехугольник можно вписать окружность.
12.5. Четырехугольник АВСО вписан в окружность.

Докажите, что АВ-СО+АО-ВС=АС-ВО (теорема Пто-
лемея).

12.6. Биссектрисы углов выпуклого четырехуголь-
ника АВСО образуют выпуклый четырехугольник Р.

Докажите, что четырехугольник Р вписанный.
12.7. Докажите, что точка пересечения диагоналей

описанного вокруг окружности четырехугольника сов-

падает с точкой пересечения диагоналей четырехуголь-
ника, вершинами которого служат точки касания сторон
первого четырехугольника с окружностью.

§ 2. Четырехугольники

12.8. М и N — середины диагоналей АС и ВО вы-

пуклого четырехугольника АВСО, причем МфЫ. Пря-
мая МЫ пересекает стороны АВ и СО в точках Мх и М%
соответственно. Докажите: если ММ1^ММ1, то АЩВС.

12.9. Пусть АВСО — выпуклый четырехугольник.
Докажите, что если окружности, вписанные в треуголь-
ники АВС и АОС, касаются АС в одной точке, то и ок-

ружности, вписанные в треугольники АВО и ВСО, ка-

саются ВО в одной точке.

12.10. Диагонали описанной трапеции АВСО с осно-

ваниями АО-я ВС пересекаются в точке О. Радиусы
вписанных окружностей треугольников АОО, АОВ,
ВОС и СОО равны г^ г2, г3 и г4 соответственно. До-

1,11,1
кажите, что —|— = —|—.

?\ ?з г2 гА

12.11. Докажите, что два четырехугольника подобны

тогда и только тогда, когда у них равны четыре соответст-

венных угла и соотбетственные углы между диагона-
лями.

12.12. В выпуклом четырехугольнике АВСО сторо-
ны АВ и СО равны, но не параллельны.
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а) Докажите, что прямая, проведенная через сере-
дины сторон ВС и ЛО, образует с прямыми АВ и СО

равные острые углы.
б) Докажите, что прямая, проведенная через середи-

ны диагоналей АС и ВО, образует со сторонами АВ и СО

равные острые углы.
12.13. Из вершин выпуклого четырехугольника опу-

щены перпендикуляры на диагонали. Докажите, что

четырехугольник, образованный основаниями перпенди-

куляров, подобен исходному четырехугольнику.
12.14. О выпуклом четырехугольнике АВСй извест-

но, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники
АВС, ВСй, СОА и ЪАВ, равны между собой. Докажите,
что АВСО — прямоугольник.

12.15. Докажите, что если в четырехугольник можно

вписать окружность, то центр этой окружности лежит

на одной прямой с серединами диагоналей.

§ 3. Шестиугольники

12.16. Докажите, что если в выпуклом шестиуголь-
нике каждая из трех диагоналей, соединяющих противо-
положные вершины, делит площадь пополам, то эти

диагонали пересекаются в одной точке.

12.17. Противоположные стороны выпуклого шести-

угольника АВСОЕР попарно параллельны.
а) Докажите, что площадь треугольника АСЕ состав-

ляет не менее половины площади шестиугольника.
б) Докажите, что площади треугольников АСЕ и ВОР

равны.
12.18. Все углы выпуклого шестиугольника АВСОЕР

равны. Докажите, что \ВС—ЕР\= \ОЕ—АВ\= \АР—СО|.
Обратно, если шесть отрезков удовлетворяют этим

условиям, то из них можно составить шестиугольник
с равными углами.

12.19. В равностороннем выпуклом шестиугольнике
АВСОЕР сумма углов при вершинах Л, С, Е равна
сумме углов при вершинах В, О, Р. Докажите, что углы
при противоположных вершинах равны.

§ 4. Метрические соотношения

в правильных многоугольниках

12.20. В окружность радиуса # вписан правильный
п-угольник Аг. . .Ап. Точка X находится на расстоянии А
от центра окружности. Найдите сумму квадратов рас-
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стояний от точки X до всех вершин п-угольника,
если:

а) п четно и й=К> т. е, точка X лежит на окружности;
б) п и & любые.
12.21. Найдите сумму квадратов длин всех сторон

и диагоналей правильного /г-угольника, вписанного в ок-

ружность радиуса К.
12.22. Найдите сумму квадратов расстояний от вер-

шин правильного /г-угольника, вписанного в окруж-
ность радиуса /?, до произвольной прямой, проходящей
через центр многоугольника.

12.23. В окружность радиуса /? вписан правильный
пятиугольник А1А2АЯАЛАЬ. Докажите, что А1А2-А1А3 =
= |/Т/?2.

12.24. Правильный десятиугольник А±А2 ... А±0
вписан в окружность радиуса /?. Докажите, что ЛХЛ4 —
— А\А2 = Ц-

12.25. Докажите, что в правильном 18-угольнике
диагонали АгА12, А2Аи и А9А1в пересекаются в одной
точке.

§ 5. Правильные многоугольники

12.26. Существует ли правильный многоугольник,
длина одной диагонали которого равна сумме длин двух

других диагоналей?
12.27. Бумажная лента постоянной ширины завязана*

простым узлом и затем стянута так, чтобы узел стал

плоским (рис. 115). Докажи-
те, что узел имеет форму
правильного пятиугольника.

12.28. Докажите, что ес-

ли многоугольник Ах. . .Ап
с нечетным числом сторон впи-

сан в окружность и все его

углы равны, то он является

правильным.
12.29. На сторонах АВ,

ВС, СИ, ВА квадрата АВСВ

построены внутренним образом правильные треуголь-
ники АВКу ВСЬ, СОМ, йАЫ. Докажите, что середины

сторон этих треугольников (не являющихся сторонами

квадрата) и середины отрезков ЛХ, ЬМ, МЫ, ЫК обра-
зуют правильный двенадцатиугольник.

12.30. Докажите, что можно расставить в вершинах

правильного я-угольника действительные числа хи ...

<^>
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. .
., хп, все отличные от нуля, так, чтобы для любого

правильного ^-угольника, все вершины которого яв-

ляются вершинами исходного п-угольника, сумма чи-

сел, стоящих в его вершинах, равнялась нулю.
12.31. В правильном /г-угольнике (п^З) отмечены

середины всех сторон и диагоналей. Какое наибольшее
число отмеченных точек лежит на одной окружности?

12.32. Вершины правильного п-угольника окрашены
в несколько цветов так, что точки любого одного цвета

служат вершинами правильного многоугольника. До-

кажите, что среди этих многоугольников найдется два

равных.

§ 6. Вписанные и описанные многоугольники

12.33. Докажите, что если из произвольной точки

окружности, описанной вокруг 2я-угольника, опустить
перпендикуляры на его стороны (или продолжения
сторон), то произведение длин перпендикуляров, опу-
щенных на «четные» стороны, будет равно произведению
длин перпендикуляров, опущенных на «нечетные» сто-

роны.
12.34. В 2я-угольнике (п нечетно) Аи . .Л2П, описан-

ном около окружности с центром О, диагонали АгАп+1%
А2Ап+2, . .

., Ап^А2п_Гпроходят через точку О. До-

кажите, что и диагональ АпА2п проходит через точку О:
12.35. На сторонах треугольника во внешнюю сто-

рону построены три квадрата. Какими должны быть углы
треугольника, чтобы шесть вершин этих квадратов, от-

личных от вершин треугольника, лежали на одной
окружности?

12.36. Вписанный многоугольник разбит непересе-
кающимися диагоналями на треугольники. Докажите,
что сумма радиусов всех вписанных в эти треугольники
окружностей не зависит от разбиения.

12.37. Некоторые стороны выпуклого многоуголь-
ника красные, остальные — синие. Сумма длин красных

сторон меньше половины периметра и нет ни одной пары

соседних синих сторон. Докажите, что в этот много-

угольник нельзя вписать окружность.

§ 7. Произвольные выпуклые многоугольники

12.38. В равностороннем (неправильном) пятиуголь-
нике АВСйЕ угол АВС вдвое больше угла йВЕ. Най-
дите величину угла А ВС.
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12.39. Какое наибольшее число острых углов может

иметь выпуклый многоугольник?
12.40. Сколько в выпуклом многоугольнике может

быть сторон, равных по длине наибольшей диагонали?
12.41. Для каких п существует выпуклый п-уголь-

ник, у которого одна сторона имеет длину 1, а длины

всех диагоналей — целые числа?

12.42. Может ли выпуклый неправильный пяти-

угольник иметь ровно 4 стороны одинаковой длины и ров-
но 4 диагонали одинаковой длины?

Может ли в таком пятиугольнике пятая сторона
иметь общую точку с пятой диагональю?

12.43. Точка О, лежащая внутри выпуклого много*

угольника, образует с каждыми двумя его вершинами
равнобедренный треугольник. Докажите, что точка О

равноудалена от вершин этого многоугольника.

Задачи для самостоятельного решения

12.44. Точка Р лежит внутри прямоугольника АВСВ.

Докажите, что РА2+РС2=Р02+РВ\
12.45. АС— наибольшая сторона треугольника АВС.

На ЛС выбираются точки Л* и С± так, что АСг=АВ
и СА1=СВ. Затем на стороне АВ берется точка А2 так,

что АА1—АА2, а на стороне СВ — точка С, так, что

ССХ=СС2. Докажите, что точки Аи А2у Сх, С2 лежат на

одной окружности.
12.46. Угол между любыми двумя диагоналями вы-

пуклого 180-угольника измеряется целым числом граду-
сов. Докажите, что многоугольник правильный.

12.47. В окружность вписан выпуклый 7-угольник.
Известно, что какие-то три его угла равны 120°. Дока-

жите, что какие-то две его стороны имеют одинаковую

длину.
12.48. АВСй — выпуклый четырехугольник. Аг —

центр описанной окружности треугольника ВСБ\ Ви Си

Ох определяются аналогично.

а) Докажите, что либо Аи В1у Си йх совпадают, либо

все они различны. Во втором случае докажите, что Аг
и Сх лежат по разные стороны от прямой В^.

б) Обозначим через А2 центр описанной окружности

треугольника ВхС^Г)^ В2у С2, й2 определяются анало-

гично. Докажите, что четырехугольники АВСй и

А2В2С202 подобны.
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Решения

12.1. Пусть О— центр вписанной окружности и точка пересе-

чения диагоналей четырехугольника АВСО. Тогда ^АСВ = ^АСО
и ^ВАС= ^САЭ. Лоэтому треугольники АВС и АЭС равны,

поскольку сторона АС у них общая. Следовательно, АВ = ОА.

Аналогично, АВ = ВС-=СО = ОА.

12.2. Ясно, что ^ОАО^^ОАВ, ^ОВС=^ОВА, ^ОСВ =
= ^ОСО, ^ООА = ^ООС. Складывая эти равенства, получаем

^ОАО+ ^ООА+ ^ОВС+ ^ОСВ =
== </ОАВ+ ^ОВА+ ЛОСО+ ^ООС.

Так как ^ОАО+ ^00А = 180°— ^АОО, /_ОВС+ ^ОСВ= 180°—

— 1ВОС, ^ОАВ + ^ОВА= 180°— ^АОВ, /_ОСО+ ^_ООС =
= 180°— ^СООУ то </ЛОО + ^ВОС= ^АОВ + /_СОО. Атак как

^А(Ю+ ^ВОС+ ^АОВ + ЛСОО=360°, то /_АОВ+^ССЮ= 180°.
12.3. Обозначим вписанную окружность четырехугольника

АВСО через 51, а окружность, касающуюся продолжений сторон

.четырехугольника,— через 52. К двум окружностям можно про-

вести не больше четырех общих касательных: две внешние и две

внутренние. Поэтому окружности 5Х и 52 однозначно задают вы-

пуклый четырехугольник АВСО, причем прямая /, соединяющая

центры окружностей 5х и 52, является осью симметрии этого мно-

гоугольника. Прямая / содержит диагональ четырехугольника

АВСО. Ясно, что если диагональ четырехугольника является

осью симметрии, то его диагонали взаимно перпендикулярны.

12.4. Пусть О—центр данной окружности, Я—ее радиус,

а—длина хорд, высекаемых окружностью на сторонах четырех-

угольника. Тогда расстояния от точки О до сторон четырехуголь-

тырехугольника и является центром вписанной окружности.

12.5. Возьмем на диагонали ВО точку М так, чтобы ^МСО=
— ^ВСА. Тогда треугольник АВС подобен треугольнику ОМС,

поскольку углы ВАС и ВОС опираются на одну дугу. Поэтому

~^=^, т. е. ЛВСЛ = ЛС.МО. Поскольку ^МСО— ^ВСА,

то ^ВСМ = ^АСО. Треугольник ВСМ подобен треугольнику
АСО, так как углы СВО и САО опираются, на одну дугу.

ВС АС
Поэтому 51Г*=Тп' т- е- ВСАО = АСВМ. Складывая получен-

ные равенства, имеем

АВСО+ВСАО = АС-МО+АСВМ = АСВО.

12.6. Пусть М—точка пересечения биссектрис углов А и В,
N— точка пересечения биссектрис углов С и О. Если треуголь-
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ники АМВ и СМй пересекаются, то углы АМВ и СМО являются

противоположными внутренними углами четырехугольника Р

(рис. 116, а). Если треугольники ЛМВ и СЫй не пересекаются,

то углы АМВ и СМй являются противоположными внешними

углами четырехугольника Р (рис. 116,6) Или углами, вертикаль-

ными к внутренним углам четырехугольника Р (рис. 116, в). Во

б ЛЯ

Рис. 116

всех случаях нам нужно доказать, что ^АМВ+^СЫО = 180°,

Ясно, что

^АМВ+^СЫО=\80°— ^АВМ—^ВАМ+№°—^СОЫ—
1

.« 1 . - . ^.п
1 ,~ 1

-^ОСМ=180° ^Я—±.^+180°—^Я-^С.
Так как ^Л + ,/В+^С+ ^/0 = 360°, то ^АМВ+ ^СЫО^ 180°.

12.7. Пусть стороны ЛВ, ВС, СО, ОЛ четырехугольника АВСО

касаются вписанной окружности в точках Е, Р, О, Н соответст-

венно (рис. 117).

Покажем сначала, что прямые РН, ЕО и АС пересекаются в

одной точке. Обозначим точки, в которых прямые РН и ЕО пе-'

ресекают прямую АС, через М и М' соответственно. Поскольку

^АНМ = ^ВРМ как углы между касательными и хордой НР,

81п АНМ = 8\пСРМ. Поэтому
АМ-МН__8АМН_АН.МН

АН
л

АМ'
=

^т. Аналогично, -^т

РМ-МС 8ГМС
АЕ АН АМ

РС-РМ ' *

, поэтому М = М\
АМ
_=

_ аналогично, —-^^«^-^
т. е. прямые РН, ЕО и АС пересекаются в одной точке.

Аналогичные рассуждения показывают, что прямые РН, ЕО
и ВО пересекаются в одной точке, поэтому прямые АС, ВО, РН

и ЕО пересекаются в одной точке, что и требовалось.
12.8. Предположим, что прямые АО и ВС не параллельны.

Пусть М2, /С, Л^2—середины сторон АВ, ВС, СО соответственно.

Если МЫ\\ВС, то ВС\\АО, так как АМ = МС и ВЛ/ = ЛТ>.

Поэтому мы будем считать, что прямые МЫ и ВС не параллель-

ны, т. е. Мг Ф М2 и Л^х Ф Ы2. Ясно, что МгМ = -^ВС = ЫЫ2 и
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—> —►

М1М = NN^. Поэтому М1М2^\М2. Следовательно, КМ\\АВ\\
\\СО\\КМ, т. е. М = Ы. Приходим к противоречию.

12.9. Докажем, что окружности, вписанные в треугольники

АВС и АСБ, касаются АС в одной точке тогда и только тогда,

когда АВ-\-СО = ВС-\-АО. Обозначим точки касания вписанной

окружности треугольника АВС со сторонами А Ву ВС, СА через

А\, В& N соответственно; точки касания вписанной окружности

треугольника АСЭ со сторонами Си, РА, АС—через С*, йъ М

Рис. 117 Рис. 118

соответственно. Для определенности можно считать, что точка М

лежит между точками А и Лг (рис. 118). Тогда

АВ+СО = АА1+А1В + СС1+ С10 =
= (ЛМ + МЛ^) + ВБ1+ (С^ + М^)+ ^01- =
= АОг+Ой^ ВВ1+ ВХС+2ММ = ВС+ АО+2МЫ.

Окружности* вписанные в треугольники АВС и АСО, касаются

АС в одной точке тогда и только тогда, когда /№N = 0, т. е.

АВ + СО = ВС+АР.
Аналогичные рассуждения показывают, что окружности, впи-

санные в треугольники АВО и ВСЭ, касаются ВО в одной точке

тогда и только тогда, когда АВ-\-Сй = ВС-{-АО. Поэтому, если

окружности, вписанные в треугольники АВС и АСВ, касаются

АС в одной точке, то АВ-\-Сй = ВС+Ай. Следовательно, окруж-
ности, вписанные в треугольники АВВ и ВСВ> касаются в одной
точке.

12.10. Обозначим длины отрезков АО и ВО через х и у,

длины сторон АВ, ВС, СО, йА— через а, Ь, с, 4.

Треугольники ВОС и АОВ подобны с некоторым коэффициен-
том к, поэтому СО = кх, ВО = ку. Следовательно,

2 ("1+1) ==а+ х+У
]
Ь* + Ьх + ЬУ9

VI гз/ $АОй к2^ЛОЭ

2 ( !
1

1 "\—а+х+ кУ |
с+ кх + у

\г2 г4) кЗА0О
'

кЗА0о
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так как 8Я0С = &2$лоя» 5лов = $соо = *$лог>-
■х + У ,

Х + У _х+ Ьу х
Ьх + у

Поскольку

нам остается проверить равен-
$АОй кЗАОо Ь8Аоо к$АОй
ство Ы-\-й*=а-\-с. Это равенство следует из того, что'трапеция
является описанной, так как Ы = Ь.

12.11. Преобразованием подобия мы можем совместить одну

пару соответственных сторон четырехугольников, поэтому нам

достаточно рассмотреть четырехугольники АВСО и АВС^Рь у

которых точки С* и Л*
• лежат на лучах ВС, АО и СО || С^.

Обозначим точки пересечения диагоналей четырехугольников АВСО

и АВСхй! через О и Ог соответственно.

Предположим, что точки С иО лежат ближе к точкам В и

Л, чем точки Сх и О*. Докажем, что тогда ^АОВ > /^АОхВ
В самом деле, ^СгАВ > ^САВ и {ОхВА > ^ОВА, поэтому

^ЛО1В=180°—^СгАВ—^ОхВА < №°—^САВ—^ОВА=*^АОВ.
С1 = С> Ох = ^. Мы доказали,

С

Получено противоречие, поэтому
что если у четырехугольников

равны соответственные углы при

вершинах и соответственные

углы между диагоналями, то

четырехугольники подобны. Об-

ратное утверждение очевидно.

Замечание. Необходи-

мо требовать равенство именно

соответственных углов между

диагоналями, поскольку можно

добиться того, чтобы ^АОВ-\-

+ ^/10x3=180° и ^АОВф
Ф ^АОгВ. Тогда четырехуголь-
ники АВСО и АВСхО^ имеют четыре равных соответственных угла

и равные углы между диагоналями, но эти четырехугольники не

подобны.

12.12. а) Обозначим середины сторон ВС и АО через М и Дг

соответственно. Пусть 0±—образ точки В при параллельном пе-

реносе на вектор СВ, т. е. ВСОО^—параллелограмм (рис. 119).
Пусть Р—середина отрезка ЛОх. Поскольку АВ~СО= 01В,
отрезок ВР—биссектриса равнобедренного треугольника АВЭ1.
Поэтому нам достаточно доказать, что ВР[\ММ.

Докажем, что ВМЫР—параллелограмм. В самом деле, по-

Р$=±-5$=±-ВС: --ВМ.скольку АМ = ЫО и АР = РО^

б) Первое решение. Пусть М, /V, Р, ф—середины от-

резков ВС> АО, АС, ВО соответственно. Так как РМ= ~!г-АВ =
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= л^ и ^^^Тю^Тй,™ рмс^ы- -параллелограмм, причем

РМ:М<3 = АВ:СО=\, т.е. РМ(}Ы —ромб и прямые Р(? и МЫ

перпендикулярны. Согласно а) прямая МЫ образует со сторонами

АВ и СО равные острые углы, поэтому прямая Р() также обра-
зует со сторонами АВ и СО равные острые углы.

Второе решение. Пусть О—точка пересечения прямых
АВ и СХ>, Р и <?—-середины отрезков АС и ВО. Обозначим про-

екции точек Л, В, С, О, Р, (} на биссектрису угла АОО через

Лх, #1, С1% #1, Ръ С* соответственно. Ясно, что ОРг =

ОСг + ОА±
п пп _0О! + 0В1
иОС?! Так как АВ = СО, то АхВх =

2
"
~^х 2

= С^х. Поэтому ОЛх—ОВг^Ойг— ОС*, т. е. 0^1 + 0^ = 0^ +
+ 0#х. Следовательно, Р\ — (}1, т. е. точки Р и (} лежат на пря-

мой, перпендикулярной биссектрисе угла АОО. Эта прямая обра-

зует равные острые углы с прямыми АВ и СО.

12.13. Пусть О—точка пересечения диагоналей выпуклого

четырехугольника АВСО. Без ограничения общности можно счи-

тать, что а
— ^АОВ < 90°. Опустим перпендикуляры АА^ ВВЪ

ССЪ 0/>1 на диагонали четырехугольника АВСО. Ясно, что

ОАг = ОА соз а, 0Вг = ОБ соз а, 0СХ = ОС сов а, 00* = СЮ соз а

и при симметрии относительно биссектрисы угла АОВ четырех-
угольник АВСО переходит в четырехугольник, гомотетичный

четырехугольнику АфхСхО-^ с коэффициентом 1/соза.

12.14. Докажем сначала, что если треугольник АВС лежит

внутри треугольника А'В'С, то г
Авс < гА,в,с,. В самом деле,

Рис. 120

окружность 5, вписанная в треугольник АВСУ лежит внутри тре-

угольника А'В'С. Проведя к этой окружности касательные, па-

раллельные сторонам треугольника А'В'С, мы можем получить

треугольник А"В"С", подобный треугольнику А'В'С, для которого
5 является вписанной окружностью. Поэтому г

АВС
~г

А„в„с„ <

< тА'В'С *
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Отложим от некоторой точки Р векторы РАХ = АВ, РВг —

= С#, РС^СО, ТЬ1 = АО. Тогда А^В1= СА=--5^СЪ т. е.

Лх/^СхОх— параллелограмм, причем отрезки РА±, РВЪ РСЪ Рйг
делят его на четыре треугольника, равных треугольникам АВС,
ВСО, СИА у ОАВ (рис. 120). Пусть О—точка пересечения диаго-

налей параллелограмма. Докажем, что Р — О. В самом деле, если

Р Ф О, то можно для определенности считать, что Р лежит внутри

треугольника АгВхО. Тогда тАВ(1< гАхВхР <тАхВх0
=

тСхОх0<
<гс1й р

— гОАС> что противоречит условию.

Поскольку р = 3/г, а площади и радиусы вписанных окруж-
ностей треугольников /М^, РВхСг, РСхОъ РОхА1 равны, то

равны и их периметры. Поэтому Аф^С^^— ромб, а АВСй —

прямоугольник.
12.15. Поскольку для параллелограмма утверждение задачи

очевидно, будем считать, что четырехугольник АВСО—не парал-

лелограмм; для определенности АВ и СЭ пересекаются в точке /С.

В

Рис. 121

Пусть О—центр вписанной окружности четырехугольника

АВСО, М, N—середины диагоналей АС и ВО. Ясно, что

$ам+5слт) = 8амв+8смй = 8аов-\-8соо— ~2 $авсо-

Поэтому нам достаточно доказать, что геометрическим местом точек

X, лежащих внутри четырехугольника АВСО, для которых сумма

площадей 8Ахв~\~^схо равна половине площади АВСО, является

отрезок. Отложим на лучах КВ и КС отрезки КР = АВ и КО.—СО

(рис. 121). Тогда 8ахв = $кхр и Зсхй^^кхо* т. е. 8ахв+$схо=*

=8кХР-\-8кХ()- Поэтому площадь треугольника РХ<2 постоянна»

т. е. точка X заметает отрезок, параллельный отрезку Рф.

12.16. Предположим, что диагонали шестиугольника образуют
треугольник РОЯ. Обозначим вершины шестиугольника следую-
щим образом: вершина А лежит на луче 0Р, В — на ЯР, С—на

Я<2, О —на Р<?, Е— на РЯ, Р— на ОН (рис. 122).

221



Поскольку прямые АЭ и ВЕ делят площадь шестиугольника

пополам, $арее + ЗрЕй = $росв + $авр и 5арер~\-$АВР —
= 8рпсв +8рео. Поэтому 8АВР = 8РЕГ), т. е.

АР.ВР = ЕР-ОР = (ЕК+ЯР).(0(} + (?Р) > ЕК-йС}.

Аналогично, С<2-0<) > АР-РЯ и РК-ЕК >ЪР-ё(}. Перемножая
эти неравенства, получаем

АР*ВР.С<2*0(}-РК-ЕК > ЕЯ-ОС1.АР.РЯ.ВР:СС},
чего не может быть. Поэтому диагонали шестиугольника пересе-

каются в одной точке.

12.17. Проведем через точки Ау С> Е прямые /ь /2, /з» парал-
лельные прямым ВС, ВЕУ РА соответственно. Обозначим точки

Рис. 122 Рис. 123.

пересечения прямых /{ и /2, /2 и /3, /3 и /2- через Р, ф, Я соот-

ветственно (рис. 123). Ясно, что

$АСЕ=-2 (ЗАВСПЕГ—ЗрКмд +ЗрсЖ —

Аналогично, 8ВОЕ= -^ (8АВСОЕЕ+8р,ц,р,). Ясно, что

Р<2 = |ЛВ—М|, (?/? = | СО—АР\, РЯ = \ЕР-ВС\,

поэтому треугольники Р<2# и Р'ф'Я1 равны. Следовательно,
Засе—Звое-

12.18. Проведем через точки А, С, Е прямые /^ /2, /з, парал-
лельные прямым ВС, ОЕ, РА соответственно. Обозначим точки

пересечени" прямых /х- и /2* /2 и /3, /3 и /х через Р, (?, /? соот-

ветственно. Треугольник Рф# правильный. Ясно, что

Р<2 = \АВ-йЕ\, С}К = \СО-АР\$ КР = \ЕР —ВС\.

Поэтому | АВ—ОЕ\ = \СО— АР\ = \ЕР— ВС\, что и требовалось.
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Обратно, пусть даны шесть отрезков АВ\ ВС, СО', ОЕ'',

ЕР', РА', удовлетворяющих условию | ВС—ЕР' \ — \ОЕ'—АВ'\=
= |РЛ'— СИ' \ = а. Построим равносторонний треугольник Р(}К
со стороной а и отложим на лу-

чах <?Р, Д<2, РД отрезки <?!,,
ЯМ, РЫ, равные наибольшем
из пар отрезков АВ' иОЕ', СО'
и АР'у ЕР' и ВС соответствен-

но. Достраивая треугольники

ЫРЬ, М^Ь и ##М до парал-

лелограммов, получаем иско-

мый шестиугольник.

12.19. Первое реше-
ние. Если з выпуклом шести-

угольнике сумма углов при

вершинах А, С, Е равна сумме углов при вершинах В, О, Р, то

Л А + ^ С+</Е=^В+ Л 0 + ,/ Р = 360°.

По теореме синусов
81пРВО:8'тВОР:81пОРВ = ОР:РВ:ВО.

Так как шестиугольник равносторонний, РР = 2РЕ 81п1-^- РЕй

РВ = 2АР 8И1 (-1 РЛВ^) , вО = 2ВС §1п [— БСО ) , т. е.

ОР:РВ:ВО = 8т(^РЕОу.$1п(^РАв\.$[п(^ВСо}^
= А'С:СЕ';Е'А',

где Е" А 'С — некий треугольник с углами -^ ^ РЕО, -^ </ ВЛ/7»

-^- ^/ ВСО соответственно. Следовательно, Д ВОР оо Д Е' А'С,

т. е. ^РВО^^РЕО, ^ВОР-^^ВАР, ^ОРВ^^ВСО,
Поскольку ^ 5ОС=у(180° —^ВСО), ,/РОР = -1(1809 — ^РЕО)

и {.ВЭР^^РАВ, то ^ЕОС^^ВОР+ ^ВОС+ Л РОЕ ^

= -1</РЛ# + ~(360°--,/ ВСО — ^ РЕй) = ^ РАВ. Аналогично,

^ВСО = ^АРЕ и ^АВС= ^РЕО, что и требовалось.
Второе решение. Отрежем от шестиугольника АВСОЕР

треугольники АВС, СЭЕ и ЕРА. Поскольку ^АВС+ ^СОЕ +

+ ^ЕРА = 360°, приложив сторону РЕ треугольника АРЕ к

стороне ОР треугольника СОЕ, мы сможем приложить стороны

ВС и ВА треугольника АВС к сторонам ОС и РА треугольников

СЭЕ и АЕР. Полученный треугольник мы можем совместить с
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треугольником АСЕ, образованным вершинами исходного шести-

угольника (рис. 124). Пусть О—общая точка переложенных тре-

угольников ЛВС, СИЕ, ЕРА. Тогда четырехугольники АВСО,

СйЕО, ЕРАО являются ромбами, поэтому АВ\\БЕ,ВС\\ЕР, Сй\\РА.
Теперь видно, что углы при противоположных вершинах равны.

12.20. а) Пусть п = 2т. Поскольку Ак и Ак+т—диаметраль-
но противоположные точки окружности, треугольник АкХАк+т
прямоугольный. Поэтому

Л*2+ Ак + тХ2 = АкА\+т = 4Я«.

Число таких пар равно т> поэтому искомая сумма равна АтН2 =

= 2лЯ2.

б) Обозначим центр окружности через О. Тогда

ХА2к = \ХО+ ОАк |2=Х02+2(ХО, бАк) + ОА1=<Р+ф+2(Хб'бХ$.

Поэтому 2 ХАк = п(й*+ К*) + 2[ ХО, 2 ОАк р" (^2+#2)> по-

Ае1 \ /г-1 /

скольку 2^ ОАк = 0 (задача 5.19а)).

12.21. Обозначим через 8к сумму квадратов расстояний от

вершины Ак до всех остальных вершин. Тогда

Зк=АкА\+ АкА1+...+АкА1 = АкО* + 2(А$, ОЛх) +

+ Лх02+ ... + АкО*+ 2 (А&, ОАп) + АпО* = 2пН\

п
-> -*

п

поскольку 2 ^/= 0. Поэтому 2 5* = 2я2/?2. Поскольку квад-
1=1 6=1

рат каждой из сторон и диагоналей дважды входит в эту сумму,

искомая сумма равна п2Я2.

12.22. Пусть у41э ..., Ап—вершины правильного «-угольни-

ка, вписанного в окружность с центром О. Прямая /, проходящая
через точку О, пересекает окружность в точках X и У. Пусть

Х±, ,..-9Хп—точки, симметричные точке X относительно прямых

ОАх, ...-, ОАп. Тогда длина отрезка ХХк равна удвоенному рас-
стоянию от точки Ак до прямой /. Согласно задаче 8.19 точки

Х1,...,Хп являются вершинами правильного многоугольника.

п

Поэтому согласно задаче 12.20 2 ХХ\=2пН2, т. е. искомая сум-

к=\

ма равна -~- /?2.

12.23. Ясно, что Л1Л2= 2/? з1п 36° = 4# соз 18°-з1п 18°, АгАа=
-= 27? з!п 72° = 2Я соз 18р. Поэтому

Л1Л2.^1/1з = 8/?2зт 18°.соз2 18°.
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V 5—1
Покажем, что 81п 18° = -—

. Рассмотрим равнобедренный

треугольник ЛВС с углами ^ Л = 36°, </ В = ^ С=72°. Пусть
ЛС=1, ВС~х. Проведем биссектрису ВО треугольника ЛВС.

Тогда треугольник ВСО подобен треугольнику ЛВС и ^АВО =
= ^ВАО. Поэтому АО = ВО = ВС= х и ОС= х2, т. е. 1=ЛС =

= АВ-\-ОС= х-\-х2. Отсюда (отрицательный корень мы отбросим)

/""5-1 , 1Й0 ,
А х У"Ь-\ п

*=-—о * т* е* 8*п *° ==8*п "9"=="о~==: —I Поэтому

со52 18°= 1 -8ю* 18°= "^5 ■ 5С+ *
и Л1Л2.Л1Л3= уТЯа.

о

12.24. Проведем диаметры Л5Лю, А2А7 и хорды А\А±, АААЬ.
Пусть Р—точка пересечения прямых ЛхЛ4 и А2А7> О—точка

пересечения диаметров АъА1о и Л2Л7, т. е. центр описанной ок-

ружности. Ясно, что Л4Л5||Л2Л7 и Л1Л4|И5Л1о, т. е. А±АъОР —

параллелограмм. Поскольку треугольник А2АХР равнобедренный

в нем ^Л1=-^Л2Л4 = 36°, ^ Л2=у^Л7Л! = 72°У А1Р=А1А%.

Поэтому ИхЛ4— АгА2 = АгА^— АгР = А4Р = АьО = Я.

12.25. Обозначим точки, в которых диагонали АХА12 и Л2Л14
пересекают диаметр ЛЯЛ18, через О и О' соответственно. Нам

нужно доказать, что 0 = 0'. Обозначим центр описанной окруж-

ности через О. Ясно, что ^/ОЛхО = 20° и ^ АгОАи — 40°. Поэтому

ОВ = /?81п^° Ясно также, что ,/0Л2О'=30° и ^Л2О'Л18=70°.
8Ш 40

Поэтому 00' = Я ^-^5 . Так как 8Ш 20° 81п 70° = з!п 20° соз 20°=
81П 70

= -|-81п40о = 81п30о81п40о, то 0О = 0О'. Ясно, что обе диагона-

ли А2Аи и АХА12 пересекают именно отрезок ОАи, а не отрезок

ОА9. Поэтому 0 = 0\ что и

требовалось.
12.26. Рассмотрим правиль-

ный 12-угольник АХА2.. ,Л12,
вписанный в окружность радиу-
са Я. Ясно, что ЛхЛ7 = 2/?,
ЛхЛз = АхАй = /?. Поэтому

А1А1 = А1А3+ А1Ац.
12.27. Обозначим вершины

пятиугольника так, как пока- рис 125
за но на рис. 125.

Если в треугольнике две высоты равны, то равны и стороны,

на которые опущены эти высоты. Рассматривая треугольники

ЕАВ, АВС, ВСО, получаем ЕА = АВ, АВ = ВС, ВС= СО. По-
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этому трапеции ЕАВС и АВСй равнобедренные, т. е. ^/Л = ^^5=
=^ВСО. Рассматривая треугольники АВО и ВСЕ, получаем
Ай^ВО и ВЕ = СЕ. Поскольку треугольники ЕАВ, АВС, ВСй

равны, ВЕ = АС=;ВО. Поэтому АЭ =ВЕ и ВО = СЕ, т. е. тра-

пеции йЕАВ и ВСйЕ равнобедренные. Следовательно, Ей = АВ=

= ВС= СЭ = АЕ и ^Л = </Я = </С=^0 = </Я, т. е. АВСйЕ—

правильный пятиугольник.

12.28. Обозначим центр описанной окружности через О. Посколь-

ку^" ^Ак°Ак+2+ ^АкАь + гАк + 2^ 180°, величина угла АкОАк+2

равна 360°—2^М#Лл + 1Л^+2, т. е. постоянна. Поэтому при пово-

роте на этот угол относительно точки О точка Ак переходит в точ-

ку Ак+2- Следовательно, А1А2 = А3А±= ...
— Ап^2Ап-1~АпА1 и

/42Л3 = А±АЪ = ... = Ап„гАп = А1А2. Все углы и все стороны мно-

гоугольника А1А2...Ап равны, поэтому он правильный.

12.29.-Пусть О —центр квадрата. Введем систему координат,

направив оси по лучам ОК и 0№. Будем считать, что длина сто-

роны квадрата равна двум. Обозначим середины отрезков ВК,

СМ, МК через Рг, Р2, ^з соответственно. Нам достаточно дока-

зать, "что ОР1 = ОР2 = ОРв и Р1Р2 = Р2Рз> поскольку остальные

равенства доказываются аналогично. Точки Рь Р2, Рз имеют сле-

о ( 1 , V 3 1 \ 0 Л Т/"3 I \
дующие координаты: Р1 = ( — 1-|——, — ), Я2=М _.!_,_-1,

^(-^Ц^'^Г^)* Поэтому ОР^ОР^ОР^У^у^
и Р1Р2 = Р2Рз = 1/7-4Уг""3.

12.30.* Проведем через центр правильного многоугольника

Ах..,Ап прямую /, не проходящую через его вершины. Пусть *;

равно проекции вектора ОЛ/ на прямую, перпендикулярную пря. ~

мой /. Тогда все x^ отличны от нуля и сумма чисел */, стоящих

в вершинах правильного ^-угольника, равна нулю, поскольку

равна нулю соответствующая сумма векторов 0Л/ (см. задачу 5.19а)).
12.31. Пусть сначала я = 2т. Диагонали и стороны правиль-

ного 2т-угольника имеют т различных длин. Поэтому отмеченные

точки лежат либо на т—1 концентрических окружностях (по п

точек на каждой), либо в общем центре этих окружностей. По-

скольку различные окружности имеют не более двух общих точек,

окружность, не принадлежащая этому семейству концентрических

окружностей, содержит не более 1 +2 (т-— 1) — 2т— 1 —п—1 от-

меченных точек.

Пусть теперь л = 2т+1. Диагонали и стороны правильного

(2т+1)-утольника имеют т различных длин. Поэтому отмеченные
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точки леж^ат на т концентрических окружностях по п точек на

каждой. Окружность, не принадлежащая этому семейству кон-

центрических окружностей^ содержит не более 2т =п—1 отме-

ченных точек.
В обоих случаях наибольшее число отмеченных точек, лежа-

щих на одной окружности, равно п.

12.32. Обозначим центр многоугольника через О, вершины —

через А+, ..., Ап. Предположим, что среди одноцветных много-

угольников нет равных, т. е. они имеют т = т1<т2<т3< ... <тк

сторон соответственно. Рассмотрим преобразование /, определенное
на множестве Еершин л-угольника и переводящее вершину Ак в

вершину Атк : / (Ак) = Атк (считаем, что Ар+яп = Ар). При этом

преобразовании вершины правильного т-угольника переходят в

одну точку В, поэтому сумма векторов О/ (А/)9 где А{—вершины
—>■ -»

т-угольника, равна тОВ Ф 0.

Поскольку /.Ат^ОАт^ = т^тА^ОА^•, вершины любого правиль-

ного многоугольника с числом сторон больше т переходят при

рассматриваемом преобразовании в вершины правильного много-

угольника. Поэтому и сумма векторов О/ (А{) по всем вершинам

л-угольника и аналогичные суммы по-Еершинам т2-, т3-, ...,т/г-

угольников равны нулю. Получено противоречие с тем, что сумма

векторов 01 (А[) по вершинам т-угольника не равна нулю. Поэтому

среди одноцветных многоугольников найдется два равных.
12.33. Обозначим Еершины многоугольника через А±, ..., Ап,

основания перпендикуляров, опущенных из точки А окружности

на прямые А\АЪ А2А3, ...9АпА1,— через В^у ...,Вп соответ-

ственно. Пусть ^.Ак-1АкА = рк, ^шААкАкл.1~ак. Тогда

АВк:АВк^1~ ААк $1п ак:ААк$1п Р$ = 81п а^:51п р#.

Аналогично, АВк~2: АВк_1 = 81п Р*-1:51Л а^„ь поэтому

АВк-<1'АВк 51п ак 8И1 Р^-х
АВк-1 ""зпкх^зшР*'

Если точка А лежит на одной из дуг ^Актт±Ак или ^АьАь+и
то аь~*1

= Рл + 1» а если не лежит, то аа_1 + Рй + 1
= л. В обоих

случаях 81п а^«1 = 81п р^+1. Перемножая равенства

АВ±* АВ3_ §1п аэ $1п р2 АВ2п-1*АВ1 _з1п а% з!п р2п

АВ\
~~~

5ш а2 з!п рз
' '"'

АВ\п
* ~~"8*п а2« 51п (V

получаем требуемое равенство.
12.34. Пусть ОН{—высота треугольника 0Л/Л/ + 1\ Тогда

^#/_10Л/==^/#,ОЛ/==ср/. Из условия задачи следует, что ф( +
+ф2=ф« + 1+ф« + 2, фл + а+ф« + 8=ф2+ фЗ)фЗ+ф4 = ф«Ь8+ф« + 4»..-
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...-, Фл-2 + фл-1 = ф2л-2 + ф2л-1 (ПРИ записи последнего равен-

ства мы учли, что п нечетно) и фл-1 + 2фл + ф„ + 1 = ф2п-1+
+ 2ф2л+ ф1. Складывая все эти равенства, получаем Фл-1+Фп—
=ф2и-1+ф2л» что и требовалось.

12.35. Предположим, что на сторонах треугольника ЛВС во

внешнюю сторону построены квадраты АВВхА1у ВСС2В2, АСС3А3

и вершины Ль #ь В2, С2, С3, А3 лежат на одной окружности 5.

Серединные перпендикуляры к отрезкам АхВ1у В2С2, А3С3 прохо-
дят через центр окружности 5. Ясно, что серединные перпенди-

куляры к отрезкам АХВЪ В2С2, А3С3 совпадают с серединными

перпендикулярами к сторонам треугольника ЛВС, поэтому центр
окружности 5 совпадает с центром описанной окружности тре-

угольника.

Обозначим центр описанной окружности треугольника АВС

через О. Расстояние от точки О до прямой В2С2 равно /? соз А +

+ 2#8шЛ, где К — радиус описанной окружности треугольника

АВС. Поэтому

ОВ\ = (# з1п Л)2 ± (Я соз А + 2Я 5ш А)2 =
= /?2 (3+2 (зШ 2Л — соз 2А)) = Я2 (3—2 У 2 соз (45° + 2Л)).

Ясно, что для того чтобы треугольник обладал требуемым свой-

ством, необходимо и достаточно, чтобы ОВ1 = ОС% = ОА\, т. е.

со5(45°+ 2Л) = со5(450+ 2В) = со5(45°-1-2С). Это равенство вы-

полняется при </ А = ^ В = ^ С= 60°. Если же ^/ А ф ^ В, то

(45° + 2</Л) + (45о + 2^В) = 360°, т. е. ^ Л + ^В=135°. Тогда
</С= 45° и ^ Л = ,/ С = 45°, </ В = 90° (или </В = 45°, </ Л ==

== 90°). Мы видим, что треугольник должен быть либо равносто-

ронним, либо равнобедренным прямоугольным.
12.36. Пусть АВС—треугольник, вписанный в окружность 5.

Обозначим расстояния от центра О окружности до сторон ВС,

СА, АВ через а, Ь> с соответственно. Тогда Н-\-г = а-\-Ь-\-с, если

точка О лежит внутри треугольника АВС, и /?-{-г = — а-\-Ь-\-с>
если точки О и А лежат по разные стороны от прямой ВС (см.
задачу 11.4).

Каждая из диагоналей разбиения принадлежит двум треуголь-
никам разбиения. Для одного из этих треугольников точка О и

оставшаяся вершина лежат по одну сторону от диагонали, для

другого
— по разные стороны. Разбиение я-угольника непересе-

кающимися диагоналями на треугольники состоит из п— 2 тре-

угольников. Поэтому сумма (п— 2) Я + Г1+ ... +г„_2 равна сумме
расстояний от точки О до сторон я-угольника (расстояния до сто-

рон берутся с соответствующими знаками). Из этого видно, что

сумма Г!+...+г„_2 не зависит от разбиения.
12.37. Пусть ВС—синяя сторона, АВ и СО—соседние с ВС

стороны. По условию стороны АВ и СВ красные.
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Предположим, что многоугольник описанный; Р, (?, Я — точки

касания сторон АВ, ВС, СО с вписанной окружностью. Ясно, что

ВР=В(}> СК = С(2 и отрезки ВР, СЯ граничат только с одним

синим отрезком. Поэтому сумма длин красных сторон не меньше

суммы длин синих сторон. Получено противоречие с тем, что сумма

длин красных сторон меньше половины периметра. Поэтому в мно-

гоугольник нельзя вписать окружность.
12.38. Поскольку треугольники ВАЕ и ВСО равнобедренные,

то </ АВЕ = ^ АЕВ^х и </ СВО = ^ВОС= у. Поэтому

^ АЕО+ ^ СОЕ = х-\-^ВЕО + у + ^ВОЕ=
=х+у+\80°— ^ ОВЕ.

По условию 2</ ОВЕ = ^ АВС= х+у-\-^ ИВЕ, т. е. * + */ =
= </ ОВЕ. Следовательно, </ АЕО+ {_ СйЕ = 180°, т. е. АЕ\\ СО.

В четырехугольнике АСОЕ стороны АЕ и СО параллельны и

АЕ = ЕО = ОС> поэтому он ромб и АС = ЕО. Значит, треугольник
АВС равносторонний и ^/ АВС = 60°.

12.39. Пусть л-угольник имеет к острых углов. Тогда сумма
его углов меньше к'90°-\-(п— /?)«180°. С другой стороны, сумма

Рис. 126 Рис. 127

углов п-угольника равна (п — 2)«180°. Поэтому (п — 2)«180°<
< к»90°-\-(п— #)«180°, т. е. к < 4. Поскольку к — целое число,

Для любого п > 3 существует п-угольник с тремя острыми

углами (рис. 126).
12.40. Предположим, что несмежные стороны АВ и СО равны

по длине наибольшей диагонали. Тогда АВ-\-СО^АС-\-ВО. Но в

выпуклом четырехугольнике сумма длин диагоналей всегда больше

суммы длин пары противоположных сторон, т. е. АВ-\-СО < АС-\-
-\-ВО. Получено противоречие, поэтому стороны, равные подлине

наибольшей диагонали, должны быть смежными, т. е. таких сторон

не больше двух.

Пример многоугольника с двумя сторонами, равными по длине

наибольшей диагонали, приведен на рис. 127. Ясно, что такой

я-угольник существует при любом п > 3.
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12.41. Докажем, что п^5. Пусть АВ = \, а С—вершина, не

соседняя ни с А, нн с В. Тогда | АС—ВС\ < АВ = \. Поэтому
АС —ВС, т. е. точка С лежит на серединном перпендикуляре к

стороне АВ. Таким образом, кроме вершин Л, В, С многоугольник
может иметь еще только две вершины.

Пример пятиугольника, обладающего требуемым свойством,

приведен на рис. 128. Поясним, как он устроен. АСйЕ—прямо-

угольник, АС = Ей = 1 и / Су4О = 60°. Точ-

ка В задается условием ЕВ =#В=3.

Примером четырехугольника, обладаю-

щего требуемым свойством, является пря-

моугольник АСЭЕ на том же рисунке.
12.42. Пример пятиугольника, удов-

летворяющего условию задачи, приведен на

ЕП=1
ВЕ=В0=3
АП-ЕС=2

Рис. 128 Рис. 129

рис. 129. Поясним, как он устроен. Возьмем равнобедренный пря-

моугольный треугольник ЕАВ, проведем серединные перпендику-

ляры к сторонам ЕА, АВ и на них построим точки С и й

так, чтобы ЕЭ =ВС=АВ (т. е. прямые ВС и Ей образуют с

соответствующими серединными перпендикулярами углы в 30°).
Ясно, что ОЕ = ВС = АВ = ЕА < ЕВ < ОС и ОВ = ОА = СА =

=СЕ > ЕВ.

Докажем теперь, что пятая сторона и пятая диагональ не

могут иметь общей точки. Предположим, что пятая сторона АВ

имеет общую точку А с пятой диагональю. Тогда пятая диаго-

наль— это АС или АО. Разберем эти два случая.

В первом случае Д/4ЯО = Д СМ, поэтому при симметрии
относительно серединного перпендикуляра к отрезку ЕЭ точка А

переходит в точку С. Точка В при этой симметрии остается на

месте, так как ВЕ — ВЭ. Поэтому отрезок АВ переходит в СВ,

т. е. АВ — СВ. Пришли к противоречию.
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Во втором случае /\,АСЕ = &ЕВЭ, поэтому при симметрии
относительно биссектрисы угла АЕй отрезок АВ переходит в ВС,

т. е. АВ = СО. Пришли к противоречию.
12.43. Рассмотрим две соседние вершины Лх и А2. Если

^/ А1ОА2^90°, то ОА1~ОА2, поскольку к основанию равнобед-

ренного треугольника не может прилегать прямой или тупой угол.

Пусть теперь ^ АгОА2 < 90°. Проведем через точку О пря-
мые 1х и /2, перпендикулярные прямым ОА х и ОА2. Обозначим

области, на которые эти прямые

разбивают плоскость, так, как

показано на рис. 130. Если в

области 3 есть вершина Ак, то

АхО = АкО = А20, поскольку

^АхОАк^90° и ^ А2ОАк^90°.
Если же в области 3 нет вершин

многоугольника, то в области 1

есть вершина Ар и в области 2

есть вершина Ад. (Если бы в

одной из областей /, 2 не было вер-

шин многоугольника, то точка О

оказалась бы вне многоугольника.) Поскольку ^/ А1ОА(]^90°,
^А2ОАр^90° и ^ АрОАд^> 90°, то А10 = АдО = АрО = А20.

Остается заметить, что если расстояния от точки О до любой

пары соседних вершин многоугольника равны, то равны и все

расстояния от точки О до вершин многоугольника.

Рис. 130



Глава 13

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК

Основные сведения

1. Геометрическое место точек (сокращенно ГМТ), обладающих
некоторым свойством,— это фигура, состоящая из всех точек, для

которых выполнено это свойство.

2. Решение задачи на поиск ГМТ должно содержать:

а) доказательство того, что точки, обладающие требуемым
свойством, принадлежат фигуре Ф, являющейся ответом задачи;

б) доказательство того, что все точки фигуры Ф обладают

требуемым свойством.
3. ГМТ, обладающих двумя свойствами, является пересечением

(т. е. общей частью) двух фигур: ГМТ, обладающих первым свой-
ством, и ГМТ, обладающих вторым свойством.

4. Три важнейших ГМТ:
а) ГМТ, равноудаленных от двух данных точек А и В,

■является серединным перпендикуляром к отрезку АВ\
б) ГМТ, удаленных на расстояние /? от данной точки О,

является окружностью радиуса /? с центром О;
в) ГМТ, из которых данный отрезок АВ виден под данным

углом, является объединением двух дуг окружностей, симметрич-
ных относительно прямой АВ (точки А и В не принадлежат ГМТ).

Вводные задачи

1. а) Найдите ГМТ, равноудаленных от дву.х парал-
лельных прямых.

б) Найдите ГМТ, равноудаленных от двух пересекаю-
щихся прямых.

2. Найдите геометрическое место середин отрезков
с концами на двух данных параллельных прямых.

3. Дан треугольник ЛВС. Найдите ГМТ X, удовле-
творяющих неравенствам ЛХ^вХ^СХ.

4. Найдите геометрическое место таких точек X, что

касательные, проведенные из X к данной окружности,
имеют данную длину.

5. На окружности фиксирована точка Л. Найдите
ГМТ X, делящих хорды с концом Л в отношении 1 : 2,
считая от точки А.
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§ 1. ГМТ — прямая

13.1. На плоскости даны точки А и В. Найдите ГМТ

УИ, для которых разность квадратов длин отрезков АМ
и ВМ постоянна.

13.2. Два колеса радиусов г^ и г2 катаются по пря-
мой /. Найдите множество точек пересечения М их общих
внутренних касательных.

13.3. Даны две непересекающиеся окружности, ни

одна из которых не лежит внутри другой. Докажите,
что ГМТ УИ, для которых касательные, проведенные из

точки М к этим окружностям, равны по длине, является

прямой.

§ 2. ГМТ — окружность (дуга окружности)

13.4. Отрезок постоянной длины движется по пло-

скости так, что его концы скользят по сторонам прямого
угла А ВС. По какой траектории движется середина это-

го отрезка?
13.5. Даны две точки А и В. Две окружности касают-

ся прямой Л В, одна — в точке Л, другая — в точке В,
и касаются друг друга в точке М. Найдите ГМТ М.

13.6. На плоскости даны две точки А и В. Найдите
ГМТ М, для которых сумма квадратов длин отрезков АМ

и ВМ постоянна.

13.7. На плоскости даны две точки А и В. Найдите
ГМТ М, для которых АМ : ВМ=к.

13.8. На плоскости даны два непересекающихся

круга. Обязательно ли найдется точка М плоскости, ле-

жащая вне этих кругов, удовлетворяющая такому ус-
ловию: каждая прямая, проходящая через точку М,
пересекает хотя бы один из этих кругов?

Найдите ГМТ М, удовлетворяющих такому условию.

§3. Метод ГМТ

13.9. Две точки Р и С} движутся с одинаковой посто-

янной скоростью V по двум прямым, пересекающимся
в точке О. Докажите, что на плоскости существует не-

подвижная точка Л, расстояния от которой до точек Р

и С1 в любой момент времени равны.
13.10. Точки Л, В и С таковы, что для любой чет-

вертой точки М либо МА^МВ, либо МА^МС. Дока-
жите, что точка Л лежит на отрезке ВС.
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13.11. Через середину каждой диагонали выпуклого
четырехугольника проводится прямая, параллельная
другой диагонали. Эти прямые пересекаются в точке О.

Докажите, что отрезки, соединяющие точку О с середи-
нами сторон четырехугольника, делят его площадь на

равные части.

13.12. а) Докажите, что для того чтобы перпендику-
ляры, опущенные из точек Аи Ви Сг на стороны ВС, САУ
АВ треугольника АВС, пересекались в одной точке, не-

обходимо и достаточно, чтобы

А1В2+С1А*+В1С2=В1А*+А1С*+С1В*.
б) Докажите, что высоты треугольника пересекаются

.
в одной точке.

§ 4. Вспомогательные равные и подобные
треугольники

13.13. Дана полуокружность с центром О. Из каж-

дой точки X, лежащей на продолжении диаметра полу-
окружности, проводится касающийся полуокружности
луч и на нем откладывается отрезок ХМ, равный от-

резку ХО. Найдите ГМТ М, полученных таким образом.
13.14. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС от-

кладываются равные отрезки АВ и СЕ произвольной
длины. Найдите геометрическое место середин отрез-
ков ВЕ.

13.15. А и В — фиксированные точки на плоскости.

Найдите ГМТ С, обладающих следующим свойством: вы-

сота Нь треугольника АВС равна Ь.
13.16. Даны окружность и точка Р внутри нее.

Через каждую точку С? окружности проводим касатель-

ную. Перпендикуляр, опущенный из центра окружности
на прямую РС}, и касательная пересекаются в точке М.

Найдите ГМТ М.

§ 5. Вписанный угол

13.17. На окружности фиксированы точки А и В,
а точка С перемещается по этой окружности. Найдите
множество точек пересечения: а) высот; б) биссектрис
.треугольников АВС.

13.18. А и В — фиксированные точки окружности,
М — переменная точка той же окружности. На каждой

ломаной, состоящей из двух отрезков АМ и ВМ, отметим

середину К. Найдите множество точек К (задача Архи-
меда).
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13.19. На плоскости даны четыре точки. Найдите
множество центров прямоугольников, образуемых че-

тырьмя прямыми, проходящими соответственно через
данные точки.

§ 6. Гомотетия

13.20. На окружности фиксированы точки Л и В.

Точка С перемещается по этой окружности. Найдите мно-

жество точек пересечения медиан треугольников АВС.

13.21. Дан треугольник
*

АВС. Найдите множество

центров прямоугольников РС?/?5, вершины 0, \\ Р кото-

рых лежат на стороне Л С, вершины 7? и 5 — на сторо-
нах АВ и ВС соответственно.

13.22. Две окружности пересекаются в точках А и В.

Через точку А проведена секущая, вторично пересекаю-
щаяся с окружностями в точках Р и ф. Какую линию

описывает середина отрезка Р<2, когда секущая вра-
щается вокруг точки А?

§ 7. Нахождение ГМТ

13.23. Пусть О — центр прямоугольника АВСВ. Най-

дите ГМТ М, для которых АМ^ОМ, ВМ^ОМ, СМ^
^ОМ, йМ^ОМ.

13.24. О — центр* правильного треугольника АВС.
Найдите ГМТ М, удовлетворяющих следующему усло-
вию: каждая прямая, проведенная через точку М, пере-
секает либо отрезок А В, либо отрезок СО.

13.25. Точки А, В, С лежат на одной прямой, причем
В между А и С. Найдите ГМТ М таких, что радиусы
описанных окружностей треугольников АМВ и СМВ

равны.
13.26. Дан выпуклый четырехугольник АВСй. Най-

дите ГМТ М, лежащих внутри четырехугольника АВСО,
для которых сумма площадей треугольников АМВ и

СМО постоянна.

Задачи для самостоятельного решения

13.27. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС

берутся точки О и Е. Найдите геометрическое место

середин отрезков ИЕ.
13.28. Две окружности касаются данной прямой в

двух данных точках Л, В и касаются друг друга. Пусть
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С и И — точки касания этих окружностей с другой внеш-

ней касательной. Найдите геометрическое место середин
отрезков СЭ.

13.29. Докажите, что если биссектриса одного из уг-
лов треугольника имеет внутри треугольника общую точ-

ку с перпендикуляром, восставленным из середины проти-
воположной стороны, то треугольник равнобедренный.

13.30. Дан треугольник АВС. Найдите множество

всех таких точек М этого треугольника, для которых
выполнено условие АМ^ВМ^СМ. Когда полученное
множество есть а) пятиугольник; б) треугольник?

13.31. Дан квадрат АВСй. Найдите геометрическое
место середин сторон квадратов, вписанных в данный
квадрат.

13.32. Дан равносторонний треугольник А ВС. Най-
дите ГМТ М таких, что треугольники АМБ и ВСМ

равнобедренные.
13.33. Найдите геометрическое место середин отрез-

ков длины 2/[/~3, концы которых лежат на сторонах еди-

ничного квадрата.
13.34. Найдите геометрическое место центров окруж-

ностей, вписанных в треугольники, две вершины которых
лежат на данной окружности, а третья

— на данном ее

диаметре.

Решения

13.1. Введем систему координат, выбрав точку А' в качестве

начала координат и направив ось ОХ по лучу АВ. Пусть точка М

имеет координаты (*, у). Тогда АМ2 — х2-\-у2 и ВМ2 = (х —а)2-{-у2,
где а = АВ. Поэтому АМ2—ВМ2 — 2ах—а2. Множество точек М,

(а2 А-к \
для которых АМ2— ВМ2 — к, состоит из точек (

9 , у ] , где у

произвольно. Таким образом, это множество является прямой,

перпендикулярной отрезку АВ.
13.2. Пусть Ох и 02— центры колес радиусов г± и г2 соот-

ветственно. Если М—точка пересечения внутренних касательных,

то ОгМ :02М = Гх:г2. Из этого условия легко получить, что рас-

стояние от точки М до прямой / равно \^— . Поэтому все точки

пересечения общих внутренних касательных лежат на прямой,

параллельной прямой / и отстоящей от нее на расстояние ; .

Г1~ГГ2

13.3. Введем систему координат на плоскости так, чтобы центр

первой окружности имел координаты (—а, 0), центр второй окруж-
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ности— координаты (а, 0). Пусть г— радиус первой окружности,
Я— радиус второй окружности.

Если из точки М проведена касательная МЬ к окружности
с центром О {Ь—точка касания), то МЬ2 — М02—О/А Поэтому

касательные, проведенные из точки М с координатами (х, у) к дан-

ным окружностям, равны по длине тогда и только тогда, когда

из точки М можно провести касательные и (х+а)2+у2—г2 =

г2 —Я2
= (х—а)2-\-у2—Я2у т. е. х = —■? , у любое.

г2 #2
Нам остается проверить, что точка (*, у) при х— —- лежит

Я2— г2
вне окружностей, т. е. Я^а—х= а-\ ^ и г^а-\-х= а-\-

г2—Я2
-\ -г . Поскольку данные окружности не пересекаются, 2а >

> Я-{-гу поэтому г < 2а— /?. Следовательно, Я2—г2^Я2—

— (2а— Я)2 = 4Яа—4а2, т. е. /?<;а-|-—-т . Аналогично, г^а+

г2— Я2
Н 2 . Таким образом, искомое множество—прямая, перпен-

дикулярная прямой, соединяющей центры окружностей.

13.4. Пусть М и N—концы отрезка, О
— его середина. Точка В

лежит на окружности, построенной на отрезке МЫ как на диа-

метре. Поэтому ОВ~— МЫ, т. е. точка О лежит на окружности

радиуса -^-МЫ с центром в точке В. Траекторией точки О является

часть этой окружности, заключенная внутри угла ЛВС.

13.5. Проведем через точку М общую касательную к окруж

ностям. Пусть О—точка пересечения этой касательной с пря

мой ЛВ. Тогда АО = МО = ВО, т. е. О—середина отрезка АВ

Точка М лежит на окружности с центром О и радиусом -^
АВ

Множеством точек М является окружность, построенная на от-

резке АВ как на диаметре, из которой выброшены точки А и В

13.6. Пусть О —середина отрезка АВ. Тогда АМ2-\-ВМ2 =

==|ЛО+ Ол5|2+ |БО+ ОУЙ |2 = АО2 + ВО2 + 20М2+ 2 (АО +ВО,

5М)=-^АВ2+ 20М2, т. к. ~АО+~вб=~6. Поэтому ГМТ М, для

которых АМ2-\-ВМ2 = с> совпадает с ГМТ М, для которых ОУИ2 =

—
-к с—^ АВ2, т. е. с окружностью радиуса 1/ -у с—-^ АВ2

с центром О.

237



13.7. При к—\ мы получаем серединный перпендикуляр к

отрезку АВ. В дальнейшем будем считать, что к Ф 1.

Первое решение. Введем систему координат на плоско-

сти так, чтобы точки А и В имели координаты (— а, 0) и (о, 0)
соответственно. Если точка М имеет координаты (х, у), то

АМ* (х+а)2+у* ЛГ
АМ*

.а

ВШ= (х-а)г + у2-
Уравнение -щ^^Ь2 приводится к виду

,1 + А2 V, 2 ( 2ка

Это уравнение является уравнением окружности с центром

1-М2 Л\ 2ка

уЗ^Д» ^ и радиусом
ц^.^1

•

Второе р е ш'е н и е. Построим точку Р на отрезке АВ,

для которой АР:ВР — к, и точку (} на прямой АВ вне отрезка ЛБ,
для которой А(}:В(1~к.

Пусть М— точка вне прямой АВ, для которой АМ:ВМ = к.

Поскольку АМ:ВМ = АР:ВР и АМ:ВМ = А(}:В(1, то МР и

Рис. 131

Мф—биссектрисы внутреннего и внешнего угла Л1 треуголь-
ника АМВ. Поэтому ^ РМС} = 90°, т. е. точка М лежит на окруж-

ности, построенной на отрезке Р<2 как на диаметре.

Обратно, пусть точка М лежит на окружности, построенной
на отрезке Р(? как на диаметре (точка М отлична от точек Р и (?),
Проведем через точку В прямую /, параллельную прямой АМ.

Пусть С и О—точки пересечения прямой / с прямыми РМ и С)М

соответственно. Из подобия треугольников АРМ и ВРС получаем

АМ:СВ = АР:ВР~к. Из подобия треугольников В0,Э и А()М

получаем АМ:ВО = АС}: ВС} = к. Поэтому СВ^Вй, т. е. МВ —

медиана прямоугольного треугольника СМй. Следовательно,
ВМ=СВ = ВО. Поэтому АМ:ВМ = АМ:СВ = к.

13.8. Проведем общие касательные к данным кругам (рис. 131).

Легко проверить, что точки, принадлежащие заштрихованным
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областям (но не их границам), удовлетворяют требуемому условию,
а точки, не лежащие в этих областях, не удовлетворяют-этому

условию.

13.9. Точка Р проходит через точку О в момент /$, точка <? —

в момент (2. Тогда в момент
А I- 2

точки Р и (} находятся от

точки О на одинаковом расстоянии, равном
' *

9

2
'е. Проведем

в этот момент перпендикуляры к прямым в точках Р и (}. Легко

проверить, что точка пересечения этих прямых является искомой

точкой-

13.10. Найдем ГМТ М, для которых МА > МВ и МА > МС.

Проведем серединные перпендикуляры /х и /2 к отрезкам АВ и АС.

МА > МВ для точек, лежащих внутри полуплоскости, заданной

прямой /х и не содержащей точку Л.. Поэтому искомым ГМТ

является пересечение полуплоскостей (без границ), заданных пря-

мыми /ь 12 и не содержащих точку А. Если точки А, В, С не

лежат на одной прямой, то это ГМТ всегда непусто. Если А, В,
С лежат на одной прямой, но А не лежит на отрезке ВС, то это

ГМТ тоже непусто. Если же А лежит на отрезке ВС, то это ГМТ

пусто, т. е. для любой точки М либо МА^МВ, либо МА^МС.
13.11. Обозначим середины диагоналей АС и ВИ четырех-

угольника АВСО через М и N соответственно. Ясно, что 8амв —

= 5ВМс и Замо = 8омс> т- е- 8оавм =$всом- Поскольку при

перемещении точки М параллельно ВЭ площади четырехугольни-

ков БАВМ и ВСЭМ не изменяются, Зоаво — Звсоо- Аналогич-
ные рассуждения для точки N показывают, что 8авсо — $соао-

Мы получили систему уравнений

Заоо+^аво^^всо+Зсоо* Заво + Звсо~$соо+Заоо-
Отсюда Заэо ==3#со — $\ и $апо~$соо — $2- Из этого видно,

что площадь каждой из четырех частей, на которые отрезки, соеди-

няющие точку О с серединами сторон четырехугольника, разби-

вают его, равна -о-(51 + 52).

13.12. а) Пусть перпендикуляры, опущенные из точек А1у #ь
С± на прямые ВС, СА, АВ, пересекаются в точке М. Поскольку

точки Ву и М лежат на одном перпендикуляре к прямой АС,

В1А2— В^С2 = МА2—МС2. Аналогично, С1В2~-С1А2^МВ2—МА-

и А\Сг— А1В2 = МС2—МВ2. Складывая эти равенства, получаем

Аф2 + СИ2+ ВгС2 = В\А2 + АгС2+ СХВ2.

Обратно, пусть А1В* + С±А*+В1Сг = В1А* + А^+ СуВ2. Обо-
значим точку пересечения перпендикуляров, опущенных из точек

А± и Вх на прямые ВС и АС, через М. Проведем через точку М

прямую /, перпендикулярную прямой АВ. Если С^—точка на
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прямой /, то, согласно предыдущему, АХВ2-(-С\А2+ ВгС2 = ВгА2 +

+ А1С2 + С'1В2. Поэтому С[А2
— С[В2 = СХА2— С±В2. Согласно за-

даче 13.1 ГМТ X, для которых ХА2—ХВ2 = к, является прямой,
перпендикулярной отрезку АВ. Поэтому перпендикуляр, опущен-
ный из точки Сх на прямую АВ, проходит через точку М, что и

требовалось.
б) Положим Ах — А, В1 = В, С1 = С. Из очевидного равенства

АВ2+ СА2+ ВС2 = ВА2+ АС2+ СВ2 получаем, что высоты, опу-
щенные из точек А, В, С на стороны ВС, СА, АВ, пересекаются
в одной точке.

13.13. Пусть К—точка касания прямой МХ и данной полу-

окружности, а Р— проекция точки М на диаметр. В прямоуголь-
ных треугольниках МРХ и ОКХ

равны гипотенузы (МХ =ОХ)
и </ РХМ = ^ ОХК. Поэтому эти

треугольники равны и, в част-

ности, МР =КО = К, где К—

радиус данной полуокружности.

Следовательно, точка М лежит

на прямой /, параллельной диа-

метру полуокружности и касаю-

/^ I ^\ В щейся полуокружности. Пусть
/ \ АВ— отрезок прямой /, проек-

/ \ цией которого является диаметр

т I полуокружности. Из точки прямой

\ / Л лежащей вне отрезка АВ,

\ /5 нельзя провести касательную к

\^|^^/ данной полуокружности, поскольку

касательная, проведенная к окруж-
ис'

ности, будет касаться другой полу-
окружности.

Искомым ГМТ является отрезок АВ, из которого выброшены
точки А, В и его середина.

13.14. Пусть М± и М—середины отрезков ЮЕ и АС соот-

ветственно. Достроим треугольник БЕС до параллелограмма ИЕСР.

Пусть М2—середина отрезка АР. Тогда ММ2 = -^ СР—-^ Ей =

— МхО, т. е. ММг || 1М2. Так как АЭ = ОР$ то йМ2 является

биссектрисой угла АЭР. Искомым ГМТ является отрезок, про-

веденный через середину стороны АС параллельно биссектрисе

угла В.

13.15. Пусть Н—основание высоты Нъ треугольника АВС и

НЬ = Ь. Обозначим через В' точку пересечения перпендикуляра к

прямой АВ, проведенного через точку А, и перпендикуляра к пря-
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мой АН, проведенного через точку С. Прямоугольные треуголь-
ники АВ'С и ВАН равны, поскольку ,/ АВ'С= ^ ВАН и АС =
— ВН. Поэтому АВ' = АВ, т. е. точка С лежит на окружности,

построенной на АВ' как на диаметре.

Построим на отрезке АВ как на диаметре окружность 5 и

пусть $1, 52— образы этой окружности при поворотах с центром А

на ± 90° (рис. 132). Мы доказали, что. точка С Ф А принадлежит
объединению окружностей 5Х и 52. Обратно, пусть точка С Ф А

принадлежит окружности 5х или 52, А В'—диаметр соответствую-
щей окружности. Тогда /тАВ'С= ^НАВ и АВ' = АВ, поэтому
АС= НВ.

13.16. Пусть О— центр окружности, N—точка пересечения

прямых ОМ и (?Р. Опустим из точки М перпендикуляр М8 на

прямую ОР. Из подобия треугольников ОМС} и 0(}М, ОРМ и

ПЛ._
ОЛ/ 0<2 ОР ОМ _

ОМ5 получаем 7)7Г~7ш"
и
~ТШ~ пъ

' Перемножая эти ра-

0Р °<? п по °За
венства, получаем 7)7Г

=

~77о~' Поэтому 05 = является по-

стоянной величиной. А поскольку точка 5 лежит на прямой ОР,
ее положение не зависит от выбора точки (?. Искомым ГМТ яв-

ляется прямая, перпендикулярная прямой ОР и проходящая че-

рез точку 5.

13.17. а) Пусть О—точка пересечения высот АА+ и ВВ+.
Точки Ах и В* лежат на окружности с диаметром СО, так как

^СВхО^^САхО= 90°. Следовательно, ^А0В= 180° — ^С. По-

этому искомое ГМТ— окружность, симметричная данной относи-

тельно прямой АВ (точки А и В следует исключить).

б) Если О—точка пересечения биссектрис треугольника АВС,

то <//Ш# = 180° — ^ОАВ— ^ОВА = №°—1 ^А~ ^Д =

= 90°-)-— ^С. Поскольку на каждой из двух дуг, на которые

отрезок АВ разбивает окружность, угол С постоянен, искомым

ГМТ являются две дуги окружностей, из которых отрезок АВ ви-

ден под углом 90° + -о- ^С (точки А и В исключаются).

13.18. Пусть С— середина дуги АМВ. Опустим из точки С

перпендикуляры СР и С(? на АМ и /Ш. Будем для определен-
ности считать, что АМ > ВМ. Докажем, что тогда Р—середина
ломаной АМВ. Так как ^МС^/.РМС, то &С}МС= /\РМС,
а так как ВС=АС и /_0.ВС = ^РАС, то Д<?ЯС=ДРЛС (все
четыре треугольника прямоугольные). Поэтому ЛР = В(2 =
= ВМ-\-М(} = ВМ-\-МР> что и требовалось.

Искомым ГМТ является объединение четырех дуг окружно-

стей, из которых отрезки, соединяющие точки А и В с середи-
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нами двух дуг, заданных точками А и В, видны под углом 90°

(рис. 133).
13.19. Предположим, что точки Л и С лежат на противопо-

ложных сторонах прямоугольника. Пусть М и N—середины от-

резков АС и ВО соответственно. Проведем через точку М прямую

/х, параллельную сторонам прямоугольника, на которых лежат

точки Л и С, а через точку N—прямую /2, параллельную сторо-

нам прямоугольника, на которых лежат точки Вий. Пусть О —

точка пересечения прямых 1Х и /2. Ясно, что точка О лежит на

окружности 5, построенной на отрезке ЛШ как на диаметре.

С другой стороны, точка О является центром прямоугольника.

Ясно, что прямоугольник можно построить для любой точки О,
лежащей на окружности 5.

Остается заметить, что на противоположных сторонах прямо-

угольника могут лежать также точки А иВ,%4 и О. Поэтому
искомым ГМТ является объединение трех окружностей.

13.20. Пусть О—середина отрезка АВ> М—точка пересечения

медиан треугольника АВС. При гомотетии с центром О и коэф-
фициентом 1/3 точка С переходит в точку М. Поэтому точки пе-

ресечения медиан треугольников АВС лежат на окружности 6\

(0) ^к
^Л^^ а & м и р а

Рис. 133 Рис. 134

являющейся образом исходили окружности при гомотетии с цент-

ром О и коэффициентом 1/3. Для получения искомого ГМТ из

окружности 5 нужно выбросить образы точек А и В,

13.21. Пусть О—середина высоты ВН, М—середина отрезка

АС-, й и Е—середины сторон #0 и Р5 соответственно (рис. 134).
Точки О и Е лежат на прямых АО и СО соответственно. Се-

редина отрезка ОЕ является центром прямоугольника Р($Ц8.

Ясно, что она лежит на отрезке ОМ. Искомым ГМТ является от-

резок ОМ9 за исключением его концов.

13.22. Пусть Ох и 02—центры данных окружностей (точка Р
лежит на окружности с центром Ох), О—середина отрезка О^;
Р\ (}' и О'—проекции точек Оъ 02 и О на прямую Рф. При

вращении прямой Р<} точка О' пробегает окружность 5, постро-
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енную на отрезке АО как на диаметре. Ясно, что при гомотетии

с центром А и коэффициентом 2 отрезок Р'С}' переходит в отре-

зок Р(}9 т. е. точка О' переходит в середину отрезка Р(?. Поэтому
искомым ГМТ является образ окружности 5 при этой гомотетии.

13.23. Проведем серединный перпендикуляр / к отрезку АО.

Ясно, что АМ^ОМ тогда и только тогда* когда точка М лежит

по ту же сторону от прямой /, что и точка О (или лежит на пря-

мой /). Поэтому искомым ГМТ является ромб, образованный сере-

динными перпендикулярами к отрезкам ОА, ОБ, ОС, ОЭ.
13.24. Пусть А± ъ /?х—середины сторон СВ и АС соответст-

венно. Искомым ГМТ является внутренность четырехугольника

ОА^В^
13.25. Пусть М—произвольная точка плоскости, не лежащая

на прямой АС. Обозначим центры описанных окружностей тре-

угольников АВМ и СВМ через Од и 0с§ середины отрезков ВМ,

И

АРЕ й С

Рис. 135

ВА, ВС—через О, Р, <? (рис. 135). Тогда точки Ол, Ос и О ле-

жат на одной прямой, а Р и ф—проекции точек Од и Ос на пря-

мую АС. Радиусы описанных окружностей треугольников АВМ

и СВМ равны тогда и только тогда, когда ВОдМОс— ромб, т. е.

О—середина отрезка 0АОс* Это, в свою очередь, эквивалентно

тому, что проекция точки О на АС совпадает с серединой от-

резка Рф* т. е. точка М лежит на прямой, полученной гомоте-

тией с коэффициентом 2 и центром В из серединного перпендику-

ляра к отрезку Р(? (точку, лежащую на прямой АС, следует
выкинуть).

13.26. Ясно, что если АВ\\СИ, то искомым ГМТ является

отрезок, параллельный этим прямым.

Пусть О—точка пересечения прямых АВ и СВ. Отложим на

лучах ОА и ОС отрезки ОР = АВ и 0(1 — СО соответственно.

Ясно, что 3АМВ —Зрмо и Зсмо—8(}МО- Поэтому $амв+8слю =»

= $рмо+5(2Мо~ ±8рм<3 + $РО(}- Следовательно, ±5Рм(2 =
= (Замв+$смо)~-8ро<) является постоянной величиной. Иско-

мым ГМТ является отрезок, параллельный отрезку Р<2.
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Г лава 14

ПОСТРОЕНИЯ

Основные сведения

1. Задачи на построение решаются по определенной стандарт-
ной схеме. Сначала проводим анализ, т. е. предполагаем, что ис-

комая фигура построена, и, исследуя ее свойства, находим, как

ее можно задать с помощью исходных данных. На основании

этих рассуждений описываем последовательность построений. За-
тем нужно доказать, что указанная последовательность построе-

ний приводит к требуемому результату, а также выяснить, в ка-

ких случаях сколько имеется решений.
При написании решений я несколько отклонился от этой

схемы. Дело в том, что в подавляющем большинстве случаев после

анализа доказательство уже совершенно очевидно. В подобных

случаях доказательство не приводится, но следует помнить, что
его нужно провести самостоятельно. Если же доказательство не
совсем очевидно, то указывается, как преодолеть возникающие

трудности.
В решениях не приводится также исследование числа реше-

ний задач на построение.
2. Часть задач на построение, решения которых используют

геометрические преобразования, распределены по соответствую-
щим главам.

3. Многие задачи на построение решаются следующим обра-
зом. Сначала находим два ГМТ, каждому из которых принадле-
жит искомая точка. Затем строим эти ГМТ, и искомая точка

принадлежит их пересечению (при этом, конечно, не любая точка

пересечения является искомой).
4. Если А и В — фиксированные точки, то ГМТ X, для ко-

торых АХ:ВХ = к Ф 1, является окружностью, которая называ-
ется окружностью Аполлония (см. задачу 13.7). Это ГМТ иногда

используется при решении задач на построение.

Вводные задачи

1. Постройте треугольник ЛВС по стороне а, высоте

На и углу А.

2. Постройте прямоугольный треугольник по катету
и гипотенузе.

3. Постройте окружность с данным центром, касаю-

щуюся данной окружности.
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4. Постройте прямую, проходящую через данную точ-

ку и касающуюся данной окружности.
5. Даны отрезки, длины которых равны а, Ь, с. По-

стройте отрезок длины: а) аЫс\ б) V аЬ.
6. Постройте ГМТ, из которых данный отрезок виден

под данным углом.

§ 1. Метод геометрических мест точек

14.1. Постройте треугольник по а, На и радиусу опи-

санной окружности /?.
14.2. Постройте точку М внутри данного треуголь-

ника АВС так, чтобы 5АВМ:8ВСМ:8АСМ= 1:2:3.
14.3. Проведите через данную точку Р, лежащую

внутри данной окружности, хорду так, чтобы разность
длин отрезков, на которые Р делит хорду, имела данную
величину а.

14.4. Постройте окружность данного радиуса г, ка-

сающуюся данных непересекающихся прямой и окруж-
ности.

14.5. Даны точка А и окружность 5. Проведите через
точку А прямую так, чтобы хорда, высекаемая окруж-
ностью 5 на этой прямой, имела данную длину й.

14.6. Постройте треугольник АВС по острому углу Л,

радиусу описанной окружности /? и УЬ2+с2.
14.7. Дан четырехугольник АВСИ. Впишите в него

параллелограмм с заданными направлениями сторон.

§ 2. Вписанный угол

14.8. Постройте треугольник по а, тс и углу А.

14.9. Даны окружность и две точки А и В внутри
нее. Впишите в окружность прямоугольный треугольник
так, чтобы его катеты проходили через данные точки.

14.10. Продолжения сторон АВ и СЭ прямоугольни-
ка АВСБ пересекают некоторую прямую в точках Ми N.
а продолжения сторон АО и ВС пересекают ту же прямую
в точках Р и С1. Постройте прямоугольник АВСБ, если

даны точки М, Ы, Р, (2 и длина а стороны АВ.

14.11. Постройте треугольник АВС по высоте С#,
биссектрисе СО и медиане СМ.

14.12. Постройте треугольник АВС по стороне а,

углу А и радиусу вписанной окружности г.

14.13. Постройте точку N внутри треугольника АВС,
для которой А.ЫВС=/-ЫСА=А-МАВ.
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14.14. Дан диаметр А В окружности и точка С на

нем. Постройте на этой окружности точки X и У, сим-

метричные относительно прямой АВ, так, чтобы прямые
АХ и УС были перпендикулярны.

§ 3. Подобные треугольники и гомотетия

14.15. Постройте треугольник по двум углам Л, В

и периметру Р.
14.16. Постройте треугольник по длинам трех его

медиан.

14.17. Постройте треугольник по длинам трех высот

/*а> 'г6> Лс.
14.18. Впишите в данный остроугольный треугольник

АВС квадрат ЛХМЛ/ так, чтобы вершины К и N лежали

на сторонах АВиАС, а вершины 1иМ — на стороне ВС.
14.19. Даны две параллельные прямые и отрезок АВ

на одной из них. Разделите, пользуясь только линейкой,
отрезок АВ: а) на две равные части; б) на п равных ча-

стей.
14.20. Постройте треугольник АВС по На, Ь—с и г.

§ 4. Движения

14.21. Постройте треугольник АВС по: а) с, а—Ь

(а>Ь) и углу С; б) с> а+Ь и углу С.

14.22. Постройте треугольник АВС по я, Ь и ^1 А—

—А. В (АЛ>/.В).
14.23. Дан угол ЛВС и прямая /. Постройте прямую,

параллельную прямой /, на которой стороны угла АВС

высекают отрезок данной длины а.

14.24. Постройте четырехугольник АВСВ по четырем
углам и длинам сторон АВ=а и СБ=Ь.

14.25. Дан треугольник АВС. Постройте прямую,
делящую пополам его площадь и периметр.

§ 5. Окружность Аполлония

14.26. Постройте треугольник по а, На и Ыс.
14.27. Постройте треугольник АВС, если известны

длина биссектрисы СЭ и длины отрезков АВ и бО,
на которые она делит сторону АВ.

14.28. На прямой даны четыре точки А, В, С, О
в указанном порядке. Постройте точку УИ, из которой
отрезки АВ, ВС, СО видны под равными углами.
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14.29. На плоскости даны два отрезка АВ и А 'В'.

Постройте точку О так, чтобы треугольники АОВ и

А'ОВ' были подобны (одинаковые буквы обозначают со-

ответственные вершины подобных треугольников).

§ 6. Построение треугольников
по различным элементам

14.30. Постройте треугольник АВС по с, та и ть.

14.31. Постройте треугольник АВС по а, Ь и На.
14.32. Постройте треугольник АВС по /гь, Нс и та.

14.33. Постройте треугольник АВС по А. А, кь и Нс.
14.34. Постройте треугольник ЛВС по а, йь и ть.

14.35. Постройте треугольник АВС по На, та и Ль.
14.36. Постройте треугольник АВС по а, Ь и тс.

14.37. Постройте треугольник по /га, /яа и /_ Л.

14.38. Постройте треугольник ЛВС по а, Ь и биссект-

рисе /с.
14.39. Постройте треугольник АВС по А Л, Ла и по-

лупериметру /7.
14.40. Постройте треугольник ЛВС по /?, г и углу Л.

§ 7. Построение треугольников
по различным точкам

14.41. Постройте треугольник АВС, если даны: пря-
мая /, на которой лежит сторона АВ, и точки Ль Вх —
основания высот, опущенных на стороны ВС и АС.

14.42. Постройте равнобедренный треугольник, если

заданы основания его биссектрис (т. е. точки их пересе-
чения со сторонами).

14.43. а) Постройте треугольник АВС, зная три точ-

ки Л', В', С, в которых биссектрисы его углов пересе-
кают описанную около треугольника окружность (оба
треугольника остроугольные).

б) Постройте треугольник АВС, зная три точки Л',
В', С', в которых высоты треугольника пересекают опи-

санную около треугольника окружность (оба треуголь-
ника остроугольные).

14.44. Постройте треугольник АВС, зная три точки

Л', В', С, симметричные центру описанной окружности
этого треугольника относительно сторон ВС, СА, АВ.

14.45. Постройте треугольник АВС, зная три точки

Л', В', С, симметричные точке пересечения высот тре-
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угольника относительно сторон ВС, СА, АВ (оба тре-
угольника остроугольные).

14.46. Постройте треугольник АВС, зная три точки

Р, (), #, в которых высота, биссектриса и медиана, про-
веденные из вершины С, пересекают описанную окруж-
ность.

14.47. Постройте треугольник АВС, зная положение

трех точек Ах, Ви Сг, являющихся центрами вневписан-

ных окружностей треугольника АВС (оба треугольника
остроугольные).

14.48. Постройте треугольник АВС по центру опи-

санной окружности О, точке пересечения медиан М и

основанию Н высоты СН.

§ 8. Треугольники

14.49. Постройте на сторонах АВ и ВС треугольника
АВС точки М и N соответственно так, чтобы отрезок МЫ

был параллелен стороне АС и МЫ=АМ-\-СЫ.
14.50. Постройте точки X и У на сторонах АВ и ВС

треугольника АВС так, чтобы АХ=ВУ и ХУ\\АС.
14.51. Постройте треугольник по сторонам а и Ь,

если известно, что угол против одной из них в три раза
больше угла против другой.

14.52. Впишите в данный треугольник АВС прямо-
угольник Р#(25 (вершины К и (2 лежат на сторонах АВ

и ВС, Р и 5 — на стороне АС) так, чтобы его диагональ

имела данную длину.
14.53. Проведите через данную точку М прямую так,

чтобы она отсекала от данного угла с вершиной А тре-

угольник АВС данного периметра 2р.
14.54. Дан треугольник АВС, причем АВ<СВС. По-

стройте на стороне АС точку В так, чтобы периметр

треугольника АВВ был равен длине стороны ВС.

14.55. Постройте треугольник АВС по радиусу опи-

санной окружности и биссектрисе угла Л, если известно,

что разность углов В и С равна 90°.

§ 9. Четырехугольники

14.56. Постройте ромб, две стороны которого лежат

на двух данных параллельных прямых, а две другие

проходят через две данные точки.

14.57. Постройте четырехугольник АВСй по четы-

рем сторонам и углу между сторонами АВ и СО.
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14.58. Через вершину А выпуклого четырехуголь-
ника АВСВ проведите прямую, делящую его на две рав-
новеликие части.

14.59. Даны середины трех равных сторон выпуклого

четырехугольника. Постройте этот четырехугольник.
14.60. На доске была начерчена трапеция АВСО

(АО\\ВС) и проведены перпендикуляр ОК из точки О

пересечения диагоналей на основание АВ и средняя
линия ЕР. Затем трапецию стерли. Как восстановить

чертеж по сохранившимся отрезкам ОК и ЕР?
14.61. Постройте выпуклый четырехугольник, если

даны длины всех его сторон и одной средней линии

(средней линией четырехугольника называется отрезок,
соединяющий середины противоположных сторон).

14.62. а) Постройте квадрат, зная по одной точке на

каждой его стороне.
б) Постройте прямоугольник с данным отношением

сторон, зная по одной точке на каждой из его сторон.

§ 10. Построение окружностей

14.63. Внутри угла даны две точки А и В. Постройте
окружность, проходящую через эти точки и высекающую
на сторонах угла равные отрезки.

14.64. Дана окружность 5, точка А на ней и прямая /.

Постройте окружность, касающуюся данной окружности
в точке А и данной прямой.

14.65. Даны две точки А, В и прямая /. Постройте
окружность, проходящую через точки Л, В и касаю-

щуюся прямой /.
14.66. На плоскости даны три точки Л, В и С. По-

стройте три окружности, попарно касающиеся в этих

точках.

14.67. Постройте окружность, касательные к кото-

рой, проведенные из трех данных точек Л, Б, С, имели

бы длины а, Ьу с соответственно.

§ 11. Необычные построения

14.68. С помощью циркуля и линейки разделите угол
19° на 19 равных частей.

14.69. С помощью циркуля и линейки разделите угол
7° на 7 равных частей.

14.70. На клочке бумаги нарисованы две прямые,
образующие угол, вершина которого лежит вне этого
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клочка. С помощью циркуля и линейки. проведите ту
часть биссектрисы угла, которая лежит на клочке бу-
маги.

14.71. На плоскости даны две точки, расстояние ме-

жду которыми больше 1 м. С помощью циркуля, имею-

щего раствор не более 10 см, и линейки длиной 20 см

постройте отрезок, соединяющий данные точки.

Задачи для самостоятельного решения

14.72. Постройте ромб по высоте и диагонали.

14.73. Постройте прямую, касающуюся двух дан-
ных окружностей (разберите все возможные случаи).

14.74. На плоскости даны точки А, В, С. Проведите
через точку А прямую, равноудаленную от точек Б и С.

(Исследуйте Есе возможные случаи.)
14.75. Постройте параллелограмм, две смежные вер-

шины которого даны, а две другие лежат на данной ок-

ружности.
14.76. а) Постройте равносторонний треугольник, вы-

соты которого пересекаются в данной точке, а две вер-
шины лежат на данной окружности.

б) Постройте квадрат, две вершины которого лежат

на данной окружности, а диагонали пересекаются в дан-

ной точке.

14.77. Постройте ромб по периметру и сумме диаго-
налей.

14.78. Постройте прямоугольный треугольник по ра-
диусам вписанной и описанной окружностей.

14.79. Дан треугольник АВС. Постройте точку X

так, чтобы для четырехугольника АВСХ существовали
вписанная и описанная окружности.

14.80. Постройте треугольник АВС, если даны точки

А и В и прямая, на которой лежит биссектриса
угла С.

14.81. Постройте треугольник по точке пересечения
медиан и серединам двух его средних линий.

14.82. Постройте треугольник АВС по сторонам АВ
и АС, зная, Зто биссектриса АС, медиана ВМ и высота

СН пересекаются в одной точке.

14.83. Постройте параллелограмм АВСВ по верши-
не Л, середине М стороны ВС и середине Н стороны СО.

14.84. Дан угол РО0, и точка М внутри него. Дано
также положительное число /д. Постройте трапецию
АВСИ (АВ\\СО), обладающую следующими свойствами:
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1) А и О лежат на луче ОР, В и С — на луче 0(?;
2) М — точка пересечения диагоналей АС и ВВ\
3) ЛВ-ш.
14.85. Постройте треугольник, если известны отрез-

ки, на которые высота делит его основание, и медиана,

проведенная к боковой стороне.
14.86. Старинный замок был обнесен треугольной

стеной. Каждая сторона была поделена на три равные
части и в этих точках (а также в вершинах) были по-

строены башни. Всего вдоль стены было построено
9 башен А, Еу Р> В, К, Ьч С, М, N. Со временем все баш-

ни, кроме башен Е, К, М, разрушились. Как по остав-

шимся башням определить, где находились башни Л,
Ву С? (Башни Л, б, С стоят в вершинах.)

Решения

14.1. Построим отрезок ВС длины а. Центр О описанной

окружности треугольника ЛВС является точкой пересечения двух

окружностей радиуса Я с центрами в точках В а С. Выберем
одну из этих точек пересечения и построим описанную окруж-

ность 5 треугольника ЛВС. Точка А является точкой пересечения

окружности 5 и прямой, параллельной прямой ВС и отстоящей
от нее на расстояние На (таких прямых две).

14.2. Построим точки А± и В± на сторонах ВС и АС соответ-

ственно так, чтобы ВА1:А1С—1:3 и Л#1:#1С= 1:2. Пусть точка

X лежит внутри треугольника АВС. Ясно, что §авх:$всх~
= 1:2 тогда и только тогда, когда точка X лежит на отрезке

ВВь $ЛВХ''$АСХ—1:3 тогда и только тогда, когда точка X ле-

жит на отрезке АА±. Поэтому искомая точка М является точкой

пересечения отрезков АА1 и ВВ^
14.3. Пусть АВ— хорда, проходящая через точку Я, М —

середина хорды АВ. Ясно, что \АР—ВР\=2РМ. Поскольку
^РМО= 90°, точка М лежит на окружности, построенной на от-

резке ОР как на диаметре.

Построим на отрезке ОР как на диаметре окружность 5. За-

тем построим хорду РМ окружности 5 так, чтобы РМ=а/2 (та-
ких хорд две). Искомая хорда задается прямой РМ.

14.4. Пусть Я — радиус данной окружности, О —ее центр.

Центр искомой окружности лежит на окружности 5 радиуса

Я+г с центром О. С другой стороны, ее центр лежит на прямой /',

параллельной данной прямой и удаленной от нее на расстояние г

(таких прямых две). Ясно, что любая точка пересечения окруж-

ности 5 и прямой / может служить центром искомой окружности.
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14.5. Обозначим радиус окружности 5 через /?, ее центр —

через О. Пусть окружность 5 высекает на прямой /, проходящей

через точку А, хорду Р(}\ М — середина хорды Р(}. Тогда ОМ2 =

— ОС}2— М(}2 = Н2—й"^2» т-е- искомая прямая является каса-

тельной к окружности радиуса 1/ /?2—^ й2 с центром в точке

О, проходящей через точку А.

14.6. Построим треугольник ВОС, у которого ОВ = ОС— Я и

^ВОС = 2 /_А. Согласно задаче 13.6 ГМТ X, для которых

ВХ2-\-СХ2 — Ь2-\-с2, является окружностью 5 с центром в сере-

/Ь2-{- с2 1
—^ -г-ВС2. Кроме того, ГМТ

X таких, что ^ВХС= /_А,— это окружность 5' радиуса # с

д центром О. Поэтому искомая точ-

ка А является точкой пересечения

окружностей 5 и 5'.

14.7. Возьмем на прямых АВ

и СИ точки Е и Р так, чтобы

прямые ВР и СЕ имели заданные

направления. Рассмотрим все-

возможные параллелограммы Р(}К8
с заданными направлениями

сторон, вершины Р и /? которых
лежат на лучах ВА и СИ, а

вершина ф — на стороне ВС (рис.

136). Докажем, что геометри-

ческим местом вершин 5 является отрезок ЕР. В самом деле,

5/? Р<? в(? РК
с

„

™

~=грг
—

-р/Т"
= ттт;== Ъп » т- е- точка 5 лежит на отрезке ЕР. 06-

ЬС сС уС дС

ратг.о, если точка 5' лежит на отрезке ЕР, то проведем З'Р' \\ВР,

Р'()'\\ЕС и <3'Я'\\ВР (Р\ $', /?' —точки на прямых АВ, ВС, СО).
с'р' Р'Р О'С О'/?'

^>1П?=т=ж=15Г>т-е- 8'р'= <*'«' и г**'*'-

параллелограмм.
Из этого вытекает следующее построение. Строим сначала

точки Е и Р. Вершина 5 является точкой пересечения отрезков

АВ и ЕР. Дальнейшее построение очевидно.

14.8. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть Ах и Сх —середины сторон СВ и АВ. Поскольку С1А1\\АС,
то ^/Л1С1В=^Л. Из этого вытекает следующее построение. По-

строим сначала отрезок СВ длины а и его середину Л1# Точка Сг
является точкой пересечения окружности радиуса тс с центром С

и дуг окружностей, из которых отрезок АХВ виден под углом
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^А. Построив точку Сг, отложим на луче ВС^ отрезок ВА =

= 2ВСг. Тогда А — искомая вершина треугольника.

14.9. Предположим, что мы построили искомый треугольник

и С—вершина его прямого угла. Поскольку ^АСВ =90°, точка

С лежит на окружности 5, построенной на отрезке АВ как на

диаметре. Поэтому С является точкой пересечения окружности 5

и данной окружности. Построив точку С и проведя прямые СА и

СВ, найдем оставшиеся вершины искомого треугольника.

14.10. Предположим, что мы построили прямоугольник АВСй.

Опустим из точки Р перпендикуляр РН на прямую ВС. Точку /?
мы можем достроить, поскольку она лежит на окружности, по-

строенной на отрезке Рф как на диаметре, и РК =АВ = а. По-

строив точку /?, строим прямые ВС, /Ш и опускаем перпендику-

ляры из точек М и Л/ на эти прямые.

14.11. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть О —центр описанной окружности 5 треугольника АВС,

Е—середина дуги АВ окружности

5, точнее говоря, той из дуг, на ко-

торой не лежит точка С (рис. 137).

Мы можем построить пря-

моугольные треугольники СМИ,

СОН по гипотенузам СМ, СО и

катету СИ. Учитывая, что точка

О лежит между точками Ми//,

построим точки С, М, О и Н

на плоскости. Поскольку СО —

биссектриса угла АСВ, точка Е

является точкой пересечения пря-

мой СО и перпендикуляра к пря-

мой МН, проведенного через точку М. О является точкой пере-

сечения серединного перпендикуляра к отрезку СЕ и прямой МЕ.

Построив точку О, строим окружность 5, описанную вокруг тре-
угольника АВС. Ее центр —точка О, а радиус равен ОЕ. Точки

А иВ являются точками пересечения прямой МН и окружности 5.

14.12. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть О— центр вписанной окружности треугольника АВС. Тогда

^ВОС=№°— ^ОВС — ^ОСВ= 180°—-1 ^АВС—^^АСВ =

= 90°-|-— ^А. О является точкой пересечения дуги окружности,

из которой отрезок ВС виден под углом 90°-|--п- </Л, и прямой,

параллельной отрезку ВС и отстоящей от него на расстояние г.

Построив отрезок ВС длины а и точку О, мы можем построить

вписанную окружность треугольника АВС. Прямые АВ и АС яв-
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ляются касательными к этой окружности,' проведенными из то-

чек В и С.

Докажем, что построенный нами треугольник АВС является

искомым. Ясно, что ВС —а и радиус вписанной окружности тре-

угольника ЛВС равен г. Так как 90°4-— ^Л — ^ВОС =

= 90°+ -!-,/ЯЛС, то ^ВАС=^А.

14.13. Предположим, что мы построили точку N внутри тре-

угольника ЛВС, для которой ^ЯВС— ^СА ~ ^ЫАВ= х. Тогда

^АКС=\№>—1тЫАС—1тЫСА^№*—{{тА--{тКАВ)--1тКСА^
= 180° —^Л. Аналогично, ^ВЫА = 180°— </Я. Из этого выте-

кает следующее построение. Построим дугу X, из которой отре-
зок АС виден под углом 180°— ^Л (таких дуг две, но одна из

них не имеет общих внутренних точек с треугольником АВС\ эту

дугу мы не будем рассматривать), и дугу У, из которой отрезок

АВ виден под углом 180° — ^В. Тогда N —точка пересечения X

и К, отличная от точки Л.

Докажем, что построенная нами точка N искомая. Сначала

докажем, что точка N всегда существует и лежит внутри тре-

угольника А ВС (дуги X н У-, вообще говоря, выходят за пределы

треугольника). Существование точки N следует из того, что дуга

X касается стороны АВ в точке Л. Поскольку дуга X касается

стороны АВ в точке Л, точка N лежит внутри угла ВАС. По-

скольку дуга У касается стороны ВС в точке В, точка N лежит

внутри угла ЛВСг Поэтому N лежит внутри треугольника АВС.

Так как точка N лежит внутри треугольника АВС и ^Л + ^В +
+ ^С=180°, то г/С#В = 360° —^ЛЛ'С— </ВЛМ=^180о— ^С.
Так как 180° = ^АВ+^ВЫЛ+^ВА = ^АВ+ (180°—^В)+
+ (4.В — ^МВС), то ^ЛМД = ^М?С. Аналогично, </Л'ВС =
= ^ЫСА, т. е. N — искомая точка.

14.14. Предположим, что мы построили точки Л и К, обла-

дающие требуемыми свойствами. Обозначим точку пересечения
прямых АХ и УС через М, а точку пересечения прямых АВ и

ХУ—через /С. Прямоугольные треугольники АХК и УХМ имеют

общий острый угол X, поэтому ^ХАК= /ЦХУМ. Углы ХАВ и

ХУВ опираются на одну дугу, поэтому ^ХАВ = /_ХУВ. Следо-
вательно, ^ХУМ = ^ХУВ. Поскольку ХУ ^ АВ, то К—середина
отрезка СВ.

Обратно, если К—середина отрезка СВ, то ^МКХ = ^ВУХ =
= ^ХЛВ. Треугольники АХК и УХМ имеют общий угол X и

^ХАК= ^ХУМ, поэтому ^УМХ = ^АКХ =^90°.
Из этого вытекает следующее построение. Через середину К

отрезка СВ проводим прямую /, перпендикулярную прямой АВ,
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Точки X и. У являются точками пересечения прямой / с данной

окружностью.
14.15. Построим сначала произвольный треугольник с углами

А и В. Затем найдем его периметр Р±. Искомый треугольник по-

добен построенному нами треугольнику с коэффициентом Р/Р±.
14.16. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть АА^ ВВ+, ССх— его медианы, М—точка их пересечения,

М'—точка, симметричная точке М относительно точки Л*. Тогда
2 2 2

Ш'=-гтв1 МС— -^тс и М'С= -^-ть. Поэтому мы можем по-

строить треугольник ММ'С. Точка Л симметрична М' относительно

точки М, точка В симметрична С относительно середины отрез-

ка ММ'.

14.17. Ясно, что вС:АС:АВ = 4-'-4-'-4-=^'^'-тГ' Возь-
ка пь пе па кь пс

мем произвольный отрезок В'С и построим треугольник А'В'С

так, чтобы В'С:А'С=кь:ка и В'С:А'В' = кс:ка. Пусть к'а—вы-
сота треугольника А'В'С'У опущенная из вершины А'. Искомый

треугольник подобен треугольнику А'В'С с коэффициентом ка/ка-
14.18. Возьмем на стороже АВ произвольную точку /С% опус-

тим из нее перпендикуляр /С'// на сторону ВС, а затем построим

квадрат К'Ь'М'Ы', лежащий внутри угла АВС. Пусть прямая ЯМ'

пересекает сторону АС в точке N. Ясно, что искомый квадрат

является образом квадрата К(Е'М^' при гомотетии с центром В

и коэффициентом ВN:ВN'*

Рис. 138.

14.19. Возьмем на второй прямой отрезок ВЕ < АВ. Пусть
С —точка пересечения прямых Ай и ВЕ. Будем последовательно

строить следующие точки: Вн+1 —точку пересечения прямых АпЕ
и ВВ (А0 = А), Ап + 1—точку пересечения прямых СВп+1 и АВ

(рис. 138). Докажем, что АпВ~——- АВ.
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Доказательство проведем по индукции. Ясно, что А0В = АВ.

Обозначим точку пересечения прямой САп и прямой БЕ через Еп.

Пусть ЭЕ\АВ = к, АВ = а, АпВ = ап и Ап+1В=х. Ясно, что

кх ко, кх
ЕЕп+1:АнАп + 1

= ОЕп+1:ВАп+ъ т. е.- - =—— . Отсюда *=

• а. Если ап
= -

ап + а~"
"

~"

п+1
'

п+ 2'
14.20. Предположим, что мы построили искомый треугольник

АВС. Пусть ф—точка касания вписанной окружности со сторо-

ной ВС, Р(1—диаметр этой окружности, /?—точка касания вне-

вписанной окружности со стороной ВС. Ясно, что В%= 0

а + Ь-
и В<? =

а+ с—Ь
Поэтому ЯС} = \ВК—ВС}\ = \Ь —*~"

2
^

2

-— с\. Вписанная окружность треугольника АВС и вневписанная

окружность, касающаяся стороны ВС, гомотетичны с центром гомо-

тетии А. Поэтому точка А лежит на

прямой РН (рис. 139).
Из этого вытекает следующее постро-

ение. Строим прямоугольный треугольник

Р<2Н по известным катетам Р(}=2ги

М1 = \Ь — с |. Затем проводим две пря-

мые, параллельные прямой ^ и уда-
ленные от нее на расстояние На. Верши-
на А является точкой пересечения од-

ной из этих прямых с лучом /?Р. По-

скольку нам известна длина диаметра

Рф вписанной окружности, мы можем

ее построить. Точки пересечения каса.

тельных к этой окружности, проведенных из точки А, с пря-

мой /?ф являются вершинами В и С треугольника.

14.21. а) Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть С—точка, симметричная точке А относительно биссектрисы

угла С. Тогда ^ ВСА = 180°— </ АСС= 180°—
у (180°— ^ С) =

==90°+!^ С и ВС = а—Ь.

В треугольнике АВС нам известны АВ = с* ВС —а—Ь

и г/С, = 90о+~^С. Поскольку </ С > 90°, треугольник АВС

строится по этим элементам однозначно. Точка С является точкой

пересечения серединного перпендикуляра к отрезку АС и пря-
мой ВС.

б) Решение аналогично решению задачи а). В качестве С нужно
взять точку, симметричную точке А относительно биссектрисы
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внешнего угла С треугольника АВС. Поскольку ^ АСВ =

= — ^/ С < 90°, задача может иметь два решения.

14.22. Предположим, что мы построили треугольник ЛВС.

Пусть С—точка, симметричная точке С относительно серединного

перпендикуляра к отрезку АВ. В треугольнике АСС известны

АС = Ь, АС =а и ^САС — ^ А — ^ В. Поэтому мы можем его

построить. Точка В симметрична точке А относительно серединного

перпендикуляра к отрезку СС.

14.23. Имеются два вектора ±а, параллельных прямой /

и имеющих заданную длину а. Рассмотрим образы луча ВС при па-

раллельных переносах на эти векторы. Точка их пересечения

с лучом ВА лежит на искомой прямой (если они не пересекаются,

то задача решений не имеет).

14.24. Предположим, что мы построили четырехугольник АВСВ.

Обозначим образ точки В при параллельном переносе на век-

тор СВ через Вх. В треугольнике АВВ± нам известны АВ, ВВХ
и ^ АВВг. Из этого вытекает следующее построение. Строим про-
извольно луч ВС, затем проводим лучи ВВ± и ВА' так, что

</ В'ХВС = 180°— ^ С, ^ А'ВС = ^й и эти углы откладываются

от луча ВС в одной полуплоскости. На лучах ВА' и ВВ\ отложим

отрезки ВА = а и ВВХ = Ь соответственно. Проведем луч АО' так,

что ^ВАВ' — ^А и лучи ВС, АВ' лежат по одну сторону
от прямой АВ. Вершина В является точкой пересечения луча АВ'

и луча, проведенного из точки Вх параллельно лучу ВС. Вер-
шина С является точкой пересечения луча ВС и луча, проведен-

ного из точки В параллельно лучу Вф.
14.25. Согласно задаче 4.43 а) прямая, делящая пополам

площадь и периметр треугольника, проходит через центр его впи-

санной окружности. Ясно также, что если прямая проходит через

центр вписанной окружности треугольника и делит его периметр

пополам, то она делит пополам и его площадь. Поэтому нам нужно

провести прямую, проходящую через центр вписанной окружности

треугольника и делящую его периметр пополам.

Предположим, что мы построили точки М и N на сторонах

АВ и АС треугольника АВС так, что прямая МЫ проходит через

центр О вписанной окружности и делит периметр треугольника
пополам. Построим на луче АС точку В так, что АВ — р, где р

—

полупериметр треугольника АВС. Тогда АМ = ЫВ. Пусть ф —центр

поворота #, переводящего отрезок АМ в отрезок ВЫ (точку А —

в точку В, точку М—в точку Ы). Поскольку нам известен угол

между прямыми АМ и СЛ/, мы можем построить точку ф: точка (}
является вершиной равнобедренного треугольника А(^В, причем

^ А0.В — 180°—^ А и точки В, ф лежат по одну сторону от пря-
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мой АО. При повороте # отрезок ОМ переходит в отрезок О'Ы.

Точку О' мы можем построить. Ясно, что </ 0Ы0' равен ^ Л,
поскольку угол между прямыми ОМ и О'Ы равен ^ Л. Поэтому
точка N является точкой пересечения прямой АС и дуги окруж-

ности, из которой отрезок 00' виден под углом 180°—</ А.

Построив точку N, проводим прямую ОN и находим точку М.

Легко проверить, что если построенные нами точки М и N

лежат на сторонах АВ и АС, то МЫ— искомая прямая. Основной

момент в доказательстве—доказательство того, что при повороте

относительно точки (2 на </ А точка М переходит в точку N. Для

доказательства этого факта надо воспользоваться тем, что

^ОЫО' = ^ А, т. е. при этом повороте прямая ОМ переходит

в прямую О'Ы,

14.26. Построим сначала отрезок ВС длины а. Затем построим

ГМТ X, для которых СХ:ВХ=Ь:с (окружность при Ь:с Ф 1

и прямая при Ь:с~Л, см. задачу 13.7). В качестве вершины А

можно взять любую из точек пересечения этого ГМТ с прямой,
удаленной от прямой ВС на расстояние На.

14.27. По длинам отрезков АО и ВО мы можем построить

отрезок АВ и точку й на этом отрезке. Точка С является точкой

пересечения окружности радиуса СО с центром й и ГМТ X,

для которых АХ:ВХ~АО\ВО.

14.28. Пусть Л—точка, не лежащая на прямой АВ. Ясно,
что ^ АХВ = </ ВХС тогда и только тогда, когда АХ:СХ = АВ:СВ.

Поэтому точка М является точкой пересечения ГМТ X, для кото-

рых АХ:СХ = АВ:СВ, и ГМТ К, для которых ВУ:ОУ= ВС:ОС

(эти ГМТ могут не пересекаться).
14.29. Нам нужно построить точку О, для которой АО:А'0 =

=.АВ:А'В' и ВО:В'0= АВ:А'В'. Точка О является точкой пере-

сечения ГМТ X, для которых АХ:А'Х^АВ\А'В'ъ и ГМТ У,

для которых ВУ\ВГУ= АВ\А'ВГ.

14.30. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

2
Пусть М—точка пересечения медиан ААЬ и ВВ^. Тогда АМ~~та

о

2
а ВМ=-7гШь. Треугольник АВМ мы можем построить по длинам

о

сторон АВ—с, АМ и ВМ. Затем на лучах АМ и ВМ откладываем

отрезки ААх^Ша и ВВ^ — ть. Вершина С является точкой пере-

сечения прямых АВх и А1В.
14.31. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть Я—основание высоты, опущенной из вершины Л. Мы можем

построить прямоугольный треугольник АСН по гипотенузе АС~Ь

н катету АН = На. Затем на прямой СН строим точку В: СВ = а.

14.32. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Опустим из середины Л* стороны ВС перпендикуляры АХВ' и А^С
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на прямые АС и АВ соответственно. Ясно, что ААх~та, АгВ'—

= -<гЬь> ЛгС^-х-Ьс. Из этого вытекает следующее построение.

Строим отрезок АА± длины та. Затем строим прямоугольные тре-

угольники ААХВ' и ААХС по известным катетам и гипотенузе так,

чтобы они лежали по разные стороны от прямой ААХ. Нам оста-

ется построить точки В и С на сторонах АС и АВ' угла САВ'

так, чтобы отрезок ВС делился точкой А\ пополам. Для этого

отложим на луче АА\ отрезок АО~2АА^ а затем проведем через

точку О прямые, параллельные сторонам угла САВ''. Точки пере-

сечения этих прямых со стронами угла САВ' являются вершинами

искомого треугольника (рис. 140).
14.33. Построим угол В'АС, равный </ А. Точка В строится

как пересечение луча АВ' и прямой, параллельной лучу АС

и удаленной от него на расстоя-

ние кь, Аналогично строится точ-

ка С.

14.34. Предположим, что мы

построили треугольник АВС.

Опустим из точки В высоту

ВН и проведем медиану ВВХ. В

прямоугольных треугольниках
СВН и ВХВН нам известны

катет ВЫ и гипотенузы СВУ

ВХВ. Поэтому мы можем их построить. Затем на луче СВХ

откладываем отрезок СА~2СВ^ Задача имеет два решения, так

как треугольники СВИ и ВХВН можно строить либо по одну,
либо по разные стороны от прямой ВН.

14.35. Предположим, что мы построили треугольник АВС,

Пусть М—середина отрезка ВС. Опустим из точки А высоту АНУ
а из точки М— перпендикуляр ЛШ на сторону АС. Ясно, что

МО = -х-Иь. Поэтому мы можем построить треугольники АМВ

и АМН. Зершина С является точкой пересечения прямых АЭ

и МН. На луче СМ откладываем отрезок СВ = 2СМ. Задача имеет

два решения, так как треугольники АМО и АМН можно строить
либо по одну, либо по разные стороны от нрямой АМ.

14.36. Предположим, что мы построили" треугольник АВС.

Пусть Аь Я* и Сх—середины сторон ВС, СА и АВ соответственно.

В треугольнике ССХВХ нам известны все стороны: ССх = тС9

СхВх = ^-а и СВх = -?гЬ. Поэтому мы можем его построить. Точ-

ка А симметрична С относительно точки Вх% а точка В симметрична
А относительно точки Сх.
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14.37. Предположим, что мы построили треугольник ЛВС,
АМ—его медиана, АН—высота. Пусть точка А' симметрична А

относительно точки М.

Построим отрезок АА' = 2та. Пусть М—его середина. Мы мо-

жем построить прямоугольный треугольник АМН с гипотенузой
АМ и катетом АН = ка (двумя способами). Точка С лежит на дуге

окружности, из которой отрезок АА' виден под углом 180°— ^ Л,
поскольку </ЛСЛ'= 180°—^САВ. Поэтому точка С является

точкой пересечения этой дуги и прямой МН. Точка В симметрична
С относительно точки М.

14.38. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть СО—биссектриса угла С треугольника АВС. Проведем пря-

мую Ми, параллельную стороне ВС (точка М лежит на стороне

АС). Треугольник СМО равнобедренный, так как ,/ МСй =

= /ОСВ^^МОС. Поскольку ~=^=,^=± и АМ +<- *~ * АМ АО АС Ь '

-)- МС = Ь, МС = . Строим равнобедренный треугольник САШ

по основанию СО = 1Г и боковым сторонам МО = МС=——7 . Затемс г
а + Ь

на луче СМ откладываем отрезок СА = Ь$ а на луче, симметрич-

ном лучу СМ относительно прямой СО, откладываем отрезок СВ = а.

14.39. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Пусть 5{—вневписанная окружность, касающаяся стороны ВС.

Обозначим точки касания окружности З* с продолжениями сто-

рон АВ и АС через /( и[, а точку касания $! со стороной ВС —

через М. Поскольку Л/С = Л^, А1 = АС-\-СМ, АК = АВ+ ВМ,

имеем АК = АЬ = р. Пусть 52— окружность радиуса На с цент-

ром А. Прямая ВС является общей внутренней касательной

к окружностям $1 и 52.

Из этого вытекает следующее построение. Строим угол /(Л/,,

равный по величине углу Л, так, чтобы КА — ЬА = р. Строим ок-

ружность $!, касающуюся сторон угла КАЬ в точках /С и I,
и окружность 52 радиуса На с центром в точке Л. Затем проводим

общую внутреннюю касательную к окружностям $1 и 52. Точки

пересечения этой касательной со сторонами угла КАЬ являются

вершинами В и С искомого треугольника.

14.40. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Ясно, что ВС= 2К зШ Л. Пусть О—центр вписанной окружности

треугольника АВС. Тогда </ ВОС= 180°— ^ ОВС— ^ ОСЯ=180°—

— -к^В п" ^^= 90°+—^ Л. Из этого вытекает следующее

построение. Строим отрезок ВС длины 27? 81п Л. Затем строим точ-

ку О, являющуюся точкой пересечения дуги, из которой отрезок
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ЕС виден под углом 90° +— ^Л, и прямой, параллельной пря-

мой ВС и удаленной от нее на расстояние г. Вершина Л искомого

треугольника является точкой пересечения касательных к окруж-

ности с центром О и радиусом г, проведенных из точек В и С

(имеются в виду касательные, отличные от прямой ВС).
Для доказательства того, что построен искомый треугольник,

нужно только заметить, что ^ Л=2^/ ВОС—180°.

14.41. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Точки Ах и Вг лежат на окружности 5, построенной на отрезке

АВ как на диаметре. Центр О этой окружности лежит на середин-

ном перпендикуляре к хорде Л^. Из этого вытекает следующее

построение. Сначала строим точку О, являющуюся точкой пересе-

чения серединного перпендикуляра к отрезку А1В1 и прямой /.

Затем строим окружность радиуса ОА1 = ОВ1 с центром О. Вер-

шины А и В являются точками пересечения окружности 5 с пря-

мой /. Вершина С является точ-

кой пересечения прямой АВ± и

прямой ВА±.
14.42. Предположим, что мы

построили равнобедренный тре-
угольник АВС (АВ — ВС), при-
чем Лх, Вг, Сг— основания его д
биссектрис. Тогда ^ А\СгС =

~^СХСА =^тС1СА1, т- е. треуголь-

ник САхСг равнобедренный и

А1С=А1С1. В'
Из этого вытекает следую- Рис. 141

щее построение. Через точку В±

проводим прямую /, параллельную АхСг. На прямой / строим точ-

ку С так, чтобы САХ = СХА± и </ С±АгС > 90°. Точка Л симмет-

рична точке С относительно точки Въ а вершина В является точ-

кой пересечения прямых АС^ и А±С.

14.43. а) Первое решение. Ясно, что ^ВА' = ^А'С = а,

^СВ' = ^В'А = $ и ^АС' = ^С'В = у. Следовательно, а + 0 =

= ^А'В', $-\-у = ^В'С и у-\-а = ^С'А'. Поэтому имеем а =

=Д (- Л'В'+- СА'-^ В'С), Р =— (- ЛГВ' + » В'С-^ СА%

у=-1г-(^ В'С-\-^СА'— и А'В'). Для построения треугольни-

ка АВС остается отложить найденные дуги \~>СА, ^А'В, ^В'С

на описанной окружности треугольника АВС.

Второе решение. Предположим, что мы построили тре-

угольник АВС. Обозначим точку пересечения прямых АА' и В'С
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через Н (рис. 141). Так как ^ НАВ' + ^ НВ'А — ('— </ Л +

+у^я)+-^С==90°, то </ЛЯВ'-90°, т. е. АА'ЛВ'С.

Аналогичные рассуждения показывают, что ВВ'^А'С и СС^А'В'.
Из этого вытекает следующее построение. Строим прямые, на ко-

торых лежат высоты треугольника А'В'С. Точки пересечения этих

прямых с описанной окружностью треугольника А'В'С являются

вершинами искомого треугольника АВС.

Докажем, что построенный треугольник АВС является иско-

мым, т. е. лучи А А', ВВ' и СС являются биссектрисами углов

треугольника АВС. Так как А'С ±ВВ', то ^САВ' + ^ А'В =

= 180°, а так как В'А' }_СС, то ^С'АВ' + и А'С= 180°. Следо-

вательно, ^ А'В — и А'С, т. е. АА' —биссектриса угла ВАС. Ана-

логично доказывается, что ВВ' и СС—биссектрисы углов АВС

и АСВ.

б) Пусть точки А, В, С лежат на описанной окружности

треугольника А'В'С. В а) доказано, что прямые АА', ВВ', СС
являются биссектрисами углов треугольника А'В'С тогда и толь-

ко тогда, когда эти прямые являются высотами треугольника АВС.

Из этого вытекает следующее построение. Вершины А, В, С явля-

ются точками пересечения биссектрис углов треугольника А'В'С

с описанной окружностью треугольника А'В'С.

14.44. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Обозначим середины сторон ВС, СА, АВ треугольника через А1г

Вь Сг соответственно. Поскольку ВС\\В1С1\\В'С и ОА+^ВС,
ОА' 1_В'С. Аналогично получаем, что ОВ' ± А'С и ОС ±А'В',

т. е. О—точка пересечения высот треугольника А'В'С. Построив
точку О, проводим серединные перпендикуляры к отрезкахМ ОА',

ОВ', ОС. Эти прямые образуют треугольник АВС.

14.45. Предположим, что мы построили треугольник АВС.

Обозначим точку пересечения высот треугольника АВС через О,

а основания высот, опущенных на стороны ВС, СА, АВ,— через А(>
В±, С1! соответственно. Согласно задаче 1.50 а) прямые АА±, ВВи

СС{ являются биссектрисами углов треугольника Аф^^. Но тре-

угольники АгВхС1 и А'В'С гомотетичны с центром О. Поэтому

прямые А' А, В'В, СС являются биссектрисами углов треугольни-
ка А'В'С.

Из этого вытекает следующее построение. Точка О является

точкой пересечения биссектрис углов треугольника А'В'С. Сторо-
ны треугольника АВС лежат на серединных перпендикулярах
к отрезкам ОА', ОВ', ОС.

Для доказательства того, что мы построили искомый треуголь-

ник, нужно воспользоваться результатом задачи 1.50 б): если

^В^С^^ВАхСи ^ А.В.С^^ АВ1С1 и ,/ А&В^^ АСфи
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то тогда точки Аъ В1г С± являются основаниями высот тре-

угольника АВС.

14.46. Предположим, что мы построили треугольник ЛВС.

Пусть О—центр описанной окружности, М—середина стороны АВ,
Я—основание высоты, опущенной из точки С (рис. 142). Точка <?
является серединой дуги АВ, поэтому ОС} \_АВ. Из этого вытекает

следующее построение. Сначала по трем данным точкам строим

описанную окружность 5 треугольника РС}Я. Точка С является

точкой пересечения прямой, проведенной через точку Р параллель-
но ОС}, и окружности 5. Точка М является точкой пересечения

прямой ОС} и прямой /?С. Прямая АВ проходит через точку М
и перпендикулярна ОС}.

14.47. Предположим, что мы построили треугольник АВС,

причем ^41, В1у Сх—центры вневписанных окружностей, касающих-

ся сторон ВС у СА, АВ соответственно. Прямые ВхАх и ССг явля-

ются биссектрисами смежных углов, поэтому эти прямые перпен-

дикулярны. Аналогично, ВхВ^АхСх и АхА^ВгСх- Из этого

вытекает следующее построение. В треугольнике АхВхСх проводим
высоты. Основания этих высот являются вершинами искомого

треугольника.

Для доказательства того, что мы построили искомый треуголь-

ник, нужно воспользоваться результатом задачи 1.50 а).
14.48. Первое решение. Предположим, что мы постро»

или треугольник АВС. Пусть Сх—середина стороны АВ, /(-—точ-

ка пересечения прямых СгО и НМ (рис. 143). Поскольку ОСх_\_АВ,
то ОСх || СНУ т. е. треугольники СИМ и СХКМ подобны с коэф-
фициентом С1М/МС= 1/2.

Из этого вытекает следующее построение. На луче НМ строим

точку Ох так, чтобы НОх'.НМ =3:2. Затем из точки Н опускаем

перпендикуляр НСх на прямую ООх. Точка С гомотетична точке С*
относительно точки М с коэффициентом —2. Точки А и В явля-
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ются точками пересечения прямой НС± и окружности радиуса ОС

с центром О.

Второе решение. Пусть Нг—точка пересечения высот

треугольника ЛВС. Согласно задаче 10.1 ОМ:МНх = 1:2 и точка М

лежит на отрезке ОН1. Поэтому мы можем построить точку Нх-
Затем проводим прямую НХН и восставляем к этой прямой в точ-

ке Н перпендикуляр /. Опустив из точки О перпендикуляр на пря-

мую /, получаем точку Сх (середину отрезка А В). На луче С±М

строим точку С так, что СС1:МС1 = 3:1. Точки А и В являются

точками пересечения прямой / с окружностью радиуса СО с цент-

ром О.

14.49. Предположим, что мы построили точки М и N. Пусть

К—точка отрезка ММ, для которой МК — АМ. Тогда ИК — СМ>

поскольку МИ =--АМ-\-СЫ. Треугольники АМК и КСИ равнобед-

ренные. Следовательно, </ МАК= / МКА = ,/ КАС и ^ ИКС =
= ^ КСИ= ^ КСА. Поэтому К является точкой пересечения биссек-

трис треугольника А ВС. Из этого вытекает следующее построение.

.Строим точку пересечения биссектрис треугольника АВС и прово-

дим через нее прямую /, параллельную стороне АС. Точки М и N

являются точками пересечения прямой / со сторонами АВ и ВС.

14.50. Предположим, что мы построили точки X и У на сто-

ронах АВ и ВС треугольника АВС так, что АХ — ВУ и ХУ\\ АС.

Проведем КУ^ЦЛ/3 и У\С^ \\ ВС (точки У1 и Сг лежат на сторо-

нах АС и АВ). Тогда У1У = АХ = ВУ, т. е. ВУУ1С1—ромб
и ВУг— биссектриса угла В.

Из этого вытекает следующее построение. Проводим биссек-

трису ВУ1у затем проводим прямую У\У, параллельную стороне
АВ (У лежит на ВС). Точка X теперь строится очевидным образом.

14.51. Пусть для определенности а < Ь. Предположим, что

треугольник АВС построен. Возьмем на стороне АС точку О так,

чтобы /тАВй=/тВАС. Тогда ^ВйС = 2 ^ ВАС и ^СВО =
= 3 ^ ВАС— ^ ВАС=2^ ВАС, "т. е. СО = СВ = а. В треуголь-

нике ВСй нам известны все стороны: Сй = СВ = а и йВ = АО =

= Ь—а. Построив треугольник ВСИ, проводим луч ВА, не пере-

секающий сторону СО, так, чтобы ^тйВА=-^ ^йВС. Искомая

вершина А является точкой пересечения прямой СЭ и этого луча.

14.52. Пусть точка В' лежит на прямой /, проходящей через

точку В параллельно АС. Стороны треугольников АВС и АВ'С

высекают на прямой, параллельной стороне АС, равные отрезки.
Поэтому прямоугольники Р'К0,'§' и РЯ0.3, вписанные в треуголь-

ники АВС и АВ'С соответственно, равны, если точки /?, ф, Я', С}'
лежат на одной прямой.

Возьмем точку В' на прямой / так, чтобы ^ В'АС— 90°.

В треугольник АВ'С прямоугольник Р'Я.'0.'8' с данной диаго-
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налью Я'О' вписывается очевидным образом (Р' = А). Проведя
прямую #'С', находим вершины К к (} искомого прямоугольника

(рис. 144).
14.53. Предположим, что мы построили треугольник ЛВС.

Пусть К и Ь— точки, в которых вневписанная окружность, касаю-

В* В

Рис. 144

щаяся стороны ВС, касается продолжений сторон ЛВ и АС соот-

ветственно. Поскольку АК= А1 = р, мы можем построить эту вне-

вписанную окружность; остается провести к построенной окруж-
ности касательную через данную точку М.

14.54. Построим точку К на стороне ЛС так, чтобы АК =

= БС— АВ. Пусть точка О лежит на отрезке АС. Равенство АО +
+ ВО+ АВ = ВС эквивалентно равенству АО-\-ВО=^АК. Для то-

чки О, лежащей на отрезке Л/С, последнее равенство перепишется
в виде АО+ВО^АО+ОК, а для точки О, не лежащей на от-

резке АК,— в виде АО+ ВО= АО—ОК. В первом случае ВО =

= /Ж, а второй случай невоз-

можен. Поэтому точка О является

точкой пересечения серединного

перпендикуляра к отрезку ВК и

отрезка АС.

14.55. Предположим, что
д

треугольник АВС построен. Про-

ведем диаметр СО описанной ок-

ружности. Пусть О—центр описан-

ной окружности, Ь—точка пере-
сечения продолжения биссектрисы

АК с описанной окружностью

(рис. 145). Так как ^ АВС—
— ^АСВ = 90°, то </ АОВ = ^АСВ; поэтому ^ОА=^АВ. Ясно

также, что ^ В1 = ^ 1С. Следовательно, ^ А0/, = 90°.

Из этого вытекает следующее построение. Строим окружность
5 с центром О и данным радиусом, На окружности 5 выбираем
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произвольную точку А. Строим точку Е на окружности 5 так,

чтобы ^Л01 = 90°. На отрезке АЕ строим отрезок АК, равный
данной биссектрисе. Через точку К проводим прямую /, перпен-

дикулярную ОЬ< Точки пересечения прямой / с окружностью 5

являются вершинами В и С искомого треугольника АВС.

14.56. Пусть расстояние между данными параллельными пря-
мыми равно а. Нам нужно провести через точки А и В парал-
лельные прямые так, чтобы расстояние между ними было равно а.

Для этого построим окружность на отрезке А В как на диаметре

и найдем точки С+ и С2 пересечения этой окружности с окруж-

ностью радиуса а с центром А. Сторона искомого ромба лежит

на прямой АСх (второе решение —на прямой АС2). Затем через

точку В проводим прямую, параллельную АСг (соответственно

ЛС2).
14.57. Предположим, что мы построили четырехугольник АВСЮ.

Обозначим середины сторон АВ, ВС, СЭ> ВА через Р, Ф, /?, 5

соответственно; середины диагоналей АС и Вй — через /Си/..

В треугольнике КЗЬ нам известны 1(8=-^ Си, /,5=~ ЛЯ и угол

/С5/., равный углу между сторонами АВ и СО. Построив

треугольник КЗЬ, мы можем построить треугольник КНЕ, пос-

кольку известны длины всех его сторон. После этого достраиваем

треугольники К81. и КШ до параллелограммов КЗЕ<2 и КЯЬР.

г Вершины Л, В, С, Э являются

Рис. 146 Рис. 147

14.58. Опустим из вершин Вий перпендикуляры ВВХ и йй^
на диагональ АС. Пусть для определенности Ш?1 > ВВ±. Построим

отрезок длины а =ООх—ВВХ и проведем прямую, параллельную

прямой АС, удаленную от АС-на расстояние а и пересекающую
ЕЙ

сторону СО в некоторой точке Е. Ясно, что Зляя— т^п $асо~
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= _
1

$асо = $авс- Поэтому медиана треугольника АЕС лежит

на искомой прямой.
14.59. Пусть Р, (?, /? — середины равных сторон АВ, ВС, СЭ

четырехугольника АВСО. Проведем серединные перпендикуляры

1х и /2 к отрезкам Р<) и <?/?. Поскольку АВ = ВС= Сй, точки

В и С лежат на прямых /х и /2 и В(} — (1С.

Из этого вытекает следующее построение. Проводим середин-

ные перпендикуляры /х и /2 к отрезкам Р<? и (2/?. Затем через

точку (} проводим отрезок с концами на прямых 1г и /а так, чтобы

<? была его серединой (см. задачу 7.13).
14.60. Обозначим середины оснований АО и ВС через Ь и Ы\

середину отрезка ЕР— через М (рис. 147). Точки {,, О, УУ лежат

на одной прямой (задача 1.22). Ясно, что точка М также лежит

на этой прямой. Из этого вытекает следующее построение. Прове-
дем через точку К прямую /, перпендикулярную прямой О/С. Осно-
вание АО лежит на прямой /. Точка /, является точкой пересече-

ния прямой / и прямой ОМ, Точка N симметрична точке Е отно-

сительно точки М. Через точку О проведем прямые, параллельные

прямым ЕМ и /7ЛГ. Точки пересечения этих прямых с прямой
/ являются вершинами А и В трапеции. Вершины В и С симмет-

ричны вершинам А и О относительно точек Е и Е соответственно.

14.61. Предположим, что мы построили четырехугольник АВСО

с данными длинами сторон и данной средней линией КР (К и Р —

середины сторон АВ и СИ). Пусть Аг и В±—точки, симметричные
точкам А и В относительно точки Р. Треугольник АгВС мы можем

построить, так как в нем известны стороны ВС, СА1 = АЭ пВА^ =

= 2КР. Достроим треугольник А±ВС до параллелограмма АгЕВС.

Теперь мы можем построить точку О, так как нам известны СО

и Ей = ВА. Воспользовавшись тем, что ИА = АХС, построим точку А.

14.62. а) Предположим, что мы построили квадрат Р<2/?5 так,

что данные точки А, В, С, О лежат на его сторонах Р(?, ф#, /?5,
5Р соответственно. Построим на отрезках АВ и СО как на диа-

метрах окружности $1 и 52 соответственно. Обозначим точки пере-

сечения диагонали ф$ с этими окружностями через М и N соот-

ветственно. Так как ^ А(}М = ^/ Б@Л1 = 450, то М—середина ду-

ги АВ (имеется в виду та дуга, на которой не лежит точка О).
Аналогично, N—середина дуги СО.

Из этого вытекает следующее построение. На отрезках АВ

и СО как на диаметрах строим окружности 5Х и 52 соответствен-

но. Затем строим середину М дуги АВ, лежащей по одну сторону
от прямой АВ с отрезком ОС, и середину N дуги ОС, лежащей
по одну сторону от прямой ОС с отрезком АВ. Вершины ф и 5

являются точками пересечения прямой МЫ с окружностями 5^
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и 52, а вершины Р, /? —точками пересечения прямых АС} и #5,
В() и СЗ соответственно.

б) Предположим, что мы построили прямоугольник Р($К8 так,

что данные точки Л, В, С, Э лежат на сторонах Рф, ф#, /?5, 5Р
соответственно и Р(}:01К = а, где а—данное отношение сторон.

Пусть Р—точка пересечения прямой, проведенной через точку Б

перпендикулярно к прямой АС, и прямой <?/?. Тогда ОР:АС= а.

Из этого вытекает следующее построение. Из точки В прово-

дим луч, пересекающий отрезок АС под прямым углом, и на этом

луче строим точку Р так, что БР = а-АС. Сторона <2# лежит

на прямой ВР. Дальнейшее построение очевидно.

14.63. Окружность высекает на сторонах угла равные отрезки

тогда и только тогда, когда ее центр лежит на биссектрисе угла.

Поэтому центром искомой окружности является точка пересечения

серединного перпендикуляра к

отрезку АВ и биссектрисы данно-

го угла.

В' В

Рис. 148 Рис. 149

14.64. Предположим, что мы построили окружность $', каса-

ющуюся данной окружности 5 в точке А и данной прямой в не-

которой точке В. Пусть О и О'— центры окружностей 5 и 5' со-

ответственно (рис. 148). Ясно, что точки О, О' и А лежат на одной

прямой и 0'В = 0'А. Поэтому нам нужно построить точку О'

на прямой ОА так, чтобы 0'А = 0'В> где В — основание перпенди-

куляра, опущенного из точки О' на прямую /. Для этого опустим

перпендикуляр ОВ' на прямую /. Затем отложим на прямой АО

отрезок ОА' длины ОВ'. Через точку А проведем прямую АВ,

параллельную А 'В' (точка В лежит на прямой /). Точка О' явля-

ется точкой пересечения прямой ОА и перпендикуляра к прямой /,

проведенного через точку В.

14.65. Пусть 1г—серединный перпендикуляр к отрезку АВ,
С—точка пересечения прямых /г и /, а /' — прямая, симметричная

/ относительно прямой /1# Наша задача сводится к тому, чтобы
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построить окружность, проходящую через точку А и касающуюся

прямых / и /' (см. задачу 10.18).

14.66. Предположим, что мы построили окружности $ь 52

и 53, попарно касающиеся в данных точках: 5Х и 52 касаются

в точке С, 5Х и 53—в точке В, 82 и 53— в точке Л. Пусть Оь

02 и 03—центры окружностей 5Ь 52 и 53. Тогда точки Л, В, С

лежат на сторонах треугольника Ох0203, причем ОхВ = ОхС} 02С =
= 02А и 03А = 03В. Поэтому точки А, ВУ С являются точ-

ками касания вписанной окружности треугольника Ог0203 со сто-

ронами.

Из этого вытекает следующее построение. Строим описанную
окружность треугольника АВС и проводим к ней касательные

в точках Л, В и С. Точки пересечения этих касательных являют-

ся центрами искомых окружностей.

14.67. Предположим, что мы построили окружность 5, каса-

тельные АА1у ВВг, ССг к которой имеют длины а, Ь, с соответ-

ственно (Ах, Въ С\—точки касания). Построим окружности 5а,
5&, 5С с центрами Л, Ву С и радиусами ау Ъ, с соответственно

(рис. 149). Если О— центр окружности 5, то отрезки ОАх, ОВ1}

ОСх являются и радиусами окружности 5, и касательными к ок-

ружностям 5д, 8ь', 8С. Поэтому точка О является радикальным

центром окружностей 8а, 5^ и 5С (см. § 7 главы 3).
Из этого вытекает следующее построение. Сначала мы строим

окружности 8а, 8Ь, 8С. Затем строим их радикальный центр О.
Искомая окружность является окружностью с центром О и радиу-

сом, равным по длине касательной, проведенной из точки О к ок-

ружности 8а.
14.68. Ясно, что если у нас есть угол величиной а, то мы мо-

жем построить углы величиной 2а, За, ... Поскольку 19-19° = 361°,
мы можем построить угол величиной 361°, совпадающий с углом

величиной 1°.

14.69. Если дан угол 7°, то мы можем построить угол вели-

чиной 8«7° = 56°. Ясно также, что можно построить угол 60°.

Поэтому мы можем построить угол величиной 60°— 56е =4°. Нам

остается поделить угол 4° на 4 равные части, т. е. поделить его

пополам и полученные части тоже поделить пополам.

14.70. Последовательность построений такова. Выбираем на кло-

чке бумаги произвольную точку О и производим гомотетию с цен-

тром О и достаточно малым коэффициентом к, чтобы образ точки

пересечения данных прямых при этой гомотетии оказался на кло-

чке бумаги. Тогда мы можем построить биссектрису угла между
образами прямых. Затем произведем гомотетию с прежним центром

и коэффициентом \/к и получаем искомый отрезок биссектрисы

(точнее, производим гомотетию для пары точек построенной бис-

сектрисы, образы которых лежат на клочке бумаги).

269



14.71. Изложим схему решения вкратце, не вдаваясь в очевид-

ные подробности. Ясно, что мы можем построить на доске решетку
квадратов с не очень большой стороной, например, со стороной
1 см (рис. 150). Данные точки попадут в какие-то два квадрата
этой решетки. Мы можем найти координаты этих точек в квадра-

Рис. 150

тах. Затем строим еще более мелкую решетку квадратов, умень-
шаем в соответствующее число раз координаты точек и строим

картинку, подобную исходной. На этой уменьшенной картинке
мы можем непосредственно соединить данные точки. Затем нахо-

дим координаты точек пересечения полученного отрезка с квадра-

тами решетки. Увеличивая эти координаты в нужное число раз,

находим точки пересечения искомого отрезка с решеткой квадра-

тов и строим его.
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