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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий второй том «Геометрических преобразований»
посвящен так называемым линейным и круговым преобразова-
преобразованиям, которые проходятся на математических отделениях пед-

пединститутов и университетов, но совсем не затрагиваются про-

программой средней школы (в вузах эти преобразования чаще

называют проективными и конформными). Однако книга эта

адресована в первую очередь читателям, так или иначе свя-

связанным именно со средней школой,— учащимся и учителям

школ, студентам и преподавателям институтов. Соответственно

этому основная цель её состоит в том, чтобы показать тесную

связь рассматриваемых здесь преобразований с элементарной
геометрией; от изложения более высоких теорий, связанных

с геометрическими преобразованиями, автору пришлось отка-

отказаться почти полностью, так как книга и без того оказа-

оказалась более толстой, чем это ему бы хотелось. Единственные
значительные отступления в область «высшей геометрии»

представляют собой приложения к главам I и II, посвященные
неевклидовой геометрии Лобачевского; впрочем, и здесь автор

стремился к максимальной элементарности, так что эти при-
приложения также должны быть вполне доступны интересующимся
математикой школьникам старших классов.

Существенную часть содержания книги составляют задачи,

сопровождаемые решениями, приведёнными в конце. Основной
текст нигде не зависит от задач; однако нам кажется, что

ознакомление по крайней мере с частью из них будет очень

значительно способствовать глубине понимания материала

книги. Все задачи относятся к элементарной геометрии; исклю-

исключение представляют лишь задачи приложений, которые пре-

преследуют цель хотя бы немного ознакомить читателей с конкрет-
конкретными теоремами неевклидовой геометрии. Решения задач иногда

сопровождаются замечаниями общего характера, относящимися
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к методике использования рассматриваемых в книге преобра-
преобразований; в одном случае автор не удержался от соблазна

приложить к решению задачи более обширное примечание,

указывающее возможность довольно широкого развития .изло-
.изложенных в книге теорий (см. решение задачи 300). Второй том

книги в основном не зависит от первого; в частности, первый
том вполне может быть заменён планиметрической частью

какого-либо из «больших» учебников элементарной геометрии

(«Элементарная геометрия» Ж. Адамара или «Курс элемен-

элементарной геометрии» Д. И. Перепёлкнна). Однако воеденне к

третьей части книги и приложения к главам I и II этой части

непосредственно апеллируют к введениям к первой и второй
частям первого тома. Также и в части терминологии второй

том, естественно, весьма строго следует за первым. Для того

чтобы облегчить читателям возможные обращения к первому

тому книги, в конце помещён предметный указатель, относя-

относящийся сразу к обоим томам.

Каждая глава третьей части представляет собой самостоя-

самостоятельное целое; вторую из них вполне можно читать раньше

первой. Введение к части третьей, а также приложения к

главам lull при первом чтении книги могут быть опущены;
однако было бы жалко, если бы читатель совсем пропустил
их. В первой главе может быть опущен также последний

параграф, стоящий в книге особняком. Во второй главе можно

считать дополнительными последние три параграфа; читать их

можно в любом порядке. Из этих параграфов мне бы хотелось

в первую очередь порекомендовать читателям весьма принци-

принципиальное заключение § 4 (стр. 246—253; мелкий шрифт здесь,
как и всюду в книге, можно считать необязательным), а также

изящный (хоть и большой по объёму) § 5, который, вероятно,
многим покажется довольно неожиданным.

И. М. Яглом



ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ

ЛИНЕЙНЫЕ И КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ВВЕДЕНИЕ

ЧТО ТАКОЕ ГЕОМЕТРИЯ? (ОКОНЧАНИЕ)

Во введении к первой части книги мы определили геомет-

геометрию как науку, изучающую те свойства геометрических фигур,
которые не меняются при движениях. Во введении ко второй
части мы дали новое определение геометрии как науки, изу-

изучающей свойства геометрических фигур, не меняющиеся при

преобразованиях подобия. Возникает вопрос о том, совпадают

ли эти определения полностью, т. е. являются лн они раз-

различными определениями одной и той же науки, или же суще-

существуют две различные геометрии, причём во введении к пер-

первой части мы говорили об одной из них, а во введении ко

второй части — о другой. Ми покажем здесь, что в действи-
действительности правильным является второй ответ па наш вопрос,

т. е. что существуют две разные геометрии (хотя и очень

близкие между собой). Логическим развитием этого факта
явится предложение о существовании многих различных

геометрий; одной из наиболее интересных геометрий, сущест-
существенно отличающейся от обычной, является неевклидова гео-

геометрия Лобачевского, которой будут посвящены приложения

к главам I и II настоящей части.

Во введении ко второй части мы признали нецелесообраз-
нецелесообразным предложенное ранее определение геометрии как науки,

изучающей свойства фигур, не меняющиеся при движениях.

При этом мы основывались на следующих доводах. Движе-
Движения— это такие преобразования плоскости, которые не меняют

расстояния между двумя точками. Но величина, выражающая

расстояние, зависит от той единицы длины, при помощи ко-

которой это расстояние измеряется. А так как геометрическое

предложение не может зависеть от выбора единицы длины,
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то отсюда следует, что в геометрических теоремах не могут
фигурировать длины отрезков, а только отношения этих длин;
это н означает, что подобные между собой фигуры не разли-

различимы для геометрии.

Однако это рассуждение, вполне верное, когда речь идёт

о теоремах элементарной геометрии, перестаёт оставаться

справедливым при переходе к геометрическим задачам, в

частности — к задачам на построение. В этих задачах длина

! | jотрезка задаётся не числом, а при

помощиотрезка, равного данному.
1 ' Так,например, если в задаче тре-

требуется построить треугольник
ABC, зная длины двух его сто-

сторон АС и АВ и длину медианы CD,
то это значит, что нам даны

отрезки, равные отрезкам АС, АВ
и CD (черт. 1). Таким образом,
здесь у нас фигурируют непосред-
непосредственно длины отрезков, а не от-

отношения длин, и теперь подобные

(но не обязательно равные!) треугольники уже не будут для нас

равноправны: если один из этих треугольников является реше-
решением нашей задачи, то другие (не равные ему) условиям задачи
не удовлетворяют. Итак, мы видим, что, в то время как все тео-

теоремы элементарной геометрии охватываются определением гео-

геометрии, которое было дано во введении ко второй части книги,
задачи на построение выпадают из этих рамок (они существенно
опираются на определение геометрии, приведённое во введении
к первой части). Это обстоятельство и является главной при-

причиной того, что в учебнике Киселёва изложение базируется
на первом определении геометрии и соответственно этому
начинается с теорем о равенстве треугольников: если считать,
что подобные треугольники не различимы между собой, то

эти теоремы являются бессодержательными, так как само по-

понятие равенства в этом случае не имеет смысла.

Таким образом, мы приходим к выводу, что во введении к

первой части и во введении ко второй части мы определили

две различные геометрии. При этом все свойства фигур
во второй геометрии (которую удобно называть геометрией
подобий) относятся также и к первой геометрии (к гео-

геометрии движений): действительно, каждое свойство фи-
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гуры, сохраняющееся при преобразованиях подобия, сохра-
сохраняется также и при движениях. Однако обратное предложение
неверно: в геометрии движений фигуры имеют больше свойств,
чем в геометрии подобий (в геометрии движений расстояние

между двумя точками фигуры является её геометрическим

свойством, а в геометрии подобий можно рассматривать только
отношения расстояний). Это обстоятельство является причи-
причиной того, что в геометрии подобий имеется значительно меньше

задач на построение, чем в геометрии движений*).
Вдумаемся теперь в то, каким образом мы пришли к оп-

определению наших двух геометрий. Геометрия движений опре-
определялась как наука, изучающая свойства геометрических фи-
фигур, сохраняющиеся при движениях; в этой геометрии две

фигуры, переводимые одна в другую движением, т. е. две

равные фигуры, являются неразличимыми. Геометрия подобий

определялась как наука, изучающая свойства геометрических

фигур, сохраняющиеся при преобразованиях подобия; в этой

геометрии «равными», т. е. не различимыми между собой, яв-

являются подобные фигуры. Но можно дальше пойти по этому

пути, выбрав ещё какую-нибудь совокупность преобразований
и объявив ((равными» между собой в смысле новой геометрии

фигуры, переводимые друг в друга преобразованиями нашей

совокупности'). При этом мы придём к новой геометрии, ко-

которая определится как наука, изучающая свойства геометри-
геометрических фигур, сохраняющиеся при преобразованиях выбранной
нами совокупности геометрических преобразований.

Теперь мы подошли уже совсем близко к окончательному

ответу на вопрос, стоящий в заголовке введений ко всем

частям этой книги. Для того чтобы дать полное определение

геометрии (или, точнее, определение множества различных

*) В геометрии подобий возможны лишь такие задачи на построение,
в которых задаются какие-либо углы между линиями фигуры и отно-

отношения расстояний между её точками, так как в этой геометрии только

углы и отношения расстояний являются геометрическими свойствами

фигуры. Так, например, в геометрии подобий можно поставить задачу:
построить треугольник ABC, зная угол А и отношения длин биссек-

биссектрисы и высоты, проведённых из вершины В. При этом решить эту
задачу — это значит иайти какой-нибудь из множества подобных между
собой треугольников (неразличимых в геометрии подобий), имеющих
данный угол и данное отношение биссектрисы к высоте.

*) Примеры совокупностей преобразований более общих, чем пре-

преобразования подобия, читатель найдёт ниже в главах I и II этой части

книги.
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геометрий), нам осталось, только выяснить, всякая ли сово-

совокупность геометрических преобразований может быть положена

в основу определения геометрии.

Нетрудно понять, что ответ на последний вопрос является

отрицательным. Так, например, нельзя определить «геометрии

симметрии», т. е. науки, изучающей такие свойства геомет-

геометрических фигур, которые одинаковы у двух фигур, симмет-

симметричных относительно прямой, и только у таких фигур
(свойства, не меняющиеся при снмметрнях относительно пря-

прямой). Действительно, в этой геометрии две фигуры F и F', сим-

симметричные относительно прямой /, должны были бы обладать

одинаковыми «геометрическими свойствами», так же как и

фигуры F и F", симметричные отно-

относительно прямой т (черт. 2). В то же

время свойства фигур F' и F" должны
быть уже различными (эти фигуры не

симметричны между собой, а следова-

следовательно, «не равны» в смысле нашей

геометрии). Но это противоречит то-

тону, что свойства обеих фигур, как

F', так и F', совпадают со свойства-

свойствами фигуры F.

После этого примера становится

довольно ясным, какими свойствами

должна обладать совокупность преоб-

преобразований для того, чтобы, исходя из этих преобразований,
можно было определить некоторую «геометрию». «Равенство»

фигур определяется в нашей геометрии следующим образом:

фигура F' «равна» фигуре F в том и только в тол случае,
если F можно перевести в F' каким-либо преобразованием
заданной совокупности преобразований. Для того чтобы это

«равенство» имело смысл, необходимо, очевидно, чтобы оно

обладало следующими свойствами:
Iе каждая фигура F должна быть «равна» сама себе;
2° если фигура F «равна-» фигуре F, то и обратно,

фигура F должна быть «.равна'» фигуре F';
3° если фигура F1 «равна» фигуре F, а фигура F' «равна»

фигуре F,, то и фигура F' должна быть «.равна» фигуре F.
Эти условия заведомо выполняются, если рассматриваемая

совокупность преобразований удовлетворяет следующим тре-
требованиям:
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1° совокупность преобразований содержит тождествен-

тождественное преобразование (преобразование, оставляющее всякую

фигуру на месте — переводящее её в себя);
2° если в совокупность входит некоторое преобразова-

преобразование II, переводящее фигуру F в фигуру F', то в эту совокуп-
совокупность входит и противоположное преобразование Р, пере-
переводящее фигуру F' в фигуру F (черт. 3, а);

Черт. 3.

3° если в совокупность входит преобразование II,, пе-

переводящее фигуру F в фигуру Fx. и преобразование Мг.
переводящее фигуру Z7, в фигуру F', то в эту совокупность
входит также и преобразование Н3, переводящее фигуру F
в фигуру F'{«сумма-» первых двух преобразований) (черт. 3,6).

Всякая совокупность преобразований, обладающая свой-

свойствами 1°—3е, называется группой преобразований.
Так, например, совокупность движений или совокупность пре-

преобразований подобия образует группы преобразований. Сово-

Совокупность вращений плоскости вокруг определённой точки О
тоже составляет группу. Действительно:

1° тождественное преобразование можно рассматривать как

вращение вокруг точки О -на угол 0° (или 360е);
2° преобразование, противоположное вращению вокруг

точки О на угол а, есть вращение вокруг той же точки -на

тот же угол а, но в противоположном направлении;
3° сумма вращений вокруг точки О сначала на угол а,

а затем на угол E представляет собой вращение вокруг той

же точки на угол a + f.
Однако совокупность всех вращений плоскости уже не

составляет группы: «сумма» двух вращений может оказаться

уже не вращением, а параллельным переносом (см. § 2 гл. I
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первой части книги). Также не составляет группы и сово-

совокупность симметрии относительно всевозможных прямых пло-

плоскости: здесь не выполняются ни условие 3е («сумма»
двух симметрии относительно прямых представляет собой уже
не симметрию, а вращение или параллельный перенос; см. § 1
гл. II первой части), ни условие 1° (тождественное преобра-
преобразование нельзя представить себе как симметрию относительно

какой-либо прямой).
Теперь определение геометрии, которое мы дали выше,

можно сформулировать так: геометрия есть наука, изуча-
изучающая свойства фигур, не меняющиеся при преобразованиях
некоторой группы преобразований. Согласно этому опреде-
определению имеется не одна, а много геометрий; чтобы придти к

какой-либо из них, достаточно выбрать каким-либо образом
группу преобразований. Частными случаями рассматриваемых
геометрий являются «геометрия движений» и «геометрия подо-

подобий», изучаемые в школе. В приложениях к главам I и II

третьей части книги мы покажем, что и к неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского можно также придти естественным путём,
если исходить из приведённого общего определения геометрии.

Определение геометрии как науки, изучающей свойства

фигур, не меняющиеся при преобразованиях какой-либо груп-
группы преобразований, также принадлежит немецкому математику

Ф. Клейну. Несмотря на то, что это определение не являет-

является самым общим (им не охватываются некоторые важные раз-
разделы современной геометрии), оно оказалось очень полезным

и сыграло важную роль в развитии науки. В частности, поня-

понятие группы преобразований ныне является одним из самых

важных понятий всей современной математики*).
Элементарная геометрия изучает только те геометрические

фигуры плоскости, которые образованы прямыми линиями и

окружностями. Ниже мы покажем, что преобразования подо-
подобия можно определить как такие преобразования плоско-

плоскости, которые переводят каждую прямую линию в прямую
линию и каждую окружность в окружность (см. теорему 1
из § 4 гл. II, стр. 247). В последующих двух главах мы рас-

рассмотрим преобразования плоскости, переводящие прямые линии

в прямые линии, но не обязательно окружности в окружности

*) Общему понятию группы, являющемуся основным в современ-
современной алгебре, посвящена хорошая популярная книга П. С. Алексан-

Александрова «Введение в теорию групп», Москва, Учпедгиз, 1951.
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(такие преобразования мы будем называть линейными пре-

преобразованиями), и преобразования, переводящие окруж-
окружности сноба в окружности, но не обязательно прямые в пря-
прямые (эти преобразования мы будем называть .круговыми

преобразованиями). Обе эти совокупности преобразова-
преобразований составляют группы*).

Геометрия, определяемая с помощью группы линейных пре-

преобразований, называется проективной геометрией1).
Геометрия, определяемая" с помощью группы круговых пре-

преобразований, называется конформной или аналагмати-

ческой геометрией. В настоящей книге мы не ставим

своей целью изложить начальные сведения из проективной
или аналагматической геометрий или хотя бы только познако-

познакомить читателя с основными методами и понятиями этих инте-

интересных, н важных геометрий3). Задача нашего дальнейшего

изложения будет значительно проще.
Факт существования различных геометрий может принести

большую пользу, если даже и не выходить за рамки элемен-

*) Ясно, что если преобразование П переводит прямые в прямые,
то и противоположное преобразование Р переводит прямые в прямые;
если два преобразования II, и П, переводят прямые в прямые, то н их

сумма Па обладает этим свойством; при тождественном преобразова-
преобразовании прямые остаются прямыми — значит, линейные преобразования
составляют группу. Аналогично показывается, что и совокупность кру-
круговых преобразований является группой.

*) Точнее, проективная геометрия есть наука, изучающая свойства

геометрических фигур, не меняющиеся при обобщённых ли-
линейных (или проективных; см. § 2 гл. I) преобразованиях.
Наука, изучающая свойства геометрических фигур, не меняющиеся
при обыкновенных линейных (или аффинных; см. § 1'гл. 1)
преобразованиях, называется аффинной геометрией.

*) Проективная геометрия служит предметом обязательного изу-
изучения на математических факультетах пединститутов и университетов.
Для первоначального ознакомления с этой замечательной наукой мож-

можно рекомендовать очень хорошую (хотя и не очень лёгкую) популяр-
популярную книгу О. А. Вольберга «Основные идеи проективной гео-

геометрии», Москва, Учпедгиз, 1949; для более подготовленного читателя

(например, уже прочитавшего книгу Вольберга) очень интересной мо-

может оказаться книга Д ж. В. Юнга «Прогктявная геометрия»,
Москва, ГИИЛ, 1949. По конформной (аиалагматической) геометрии у
нас, к сожалению, пока отсутствуют элементарные книги. Некоторое
представление об этой науке читатель может получить нз прибавлении М
«Аналагматические свойства окружностей в пространстве» ко второму
тому «Элементарной геометрии» Ж. А дам ар а A-е издание, Москва,

Учпедгиз, 1939); заметим только, что это прибавление является до-

довольно трудным.
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тарной геометрии Киселёва. Зная, что та или иная теорема

на самом деле относится, например, к проективной геомет-

геометрии, т. е. что свойства, о которых идёт речь в этой теореме,

не меняются при произвольном линейном преобразовании, мы

можем зачастую значительно упростить доказательство тео-

теоремы. Пусть, например, нам требуется доказать, что некото-

некоторые три прямые /j, /, и /3 пересекаются в одной точке. Под-

Подвергнем чертёж задачи подходящим образом выбранному

линейному преобразованию. При этом прямые llt 1г и /3 пе-

перейдут в три новые прямые 1[, Гг и Г3; если три первые пря-

прямые пересекались в одной точке А, то три преобразованные
прямые тоже будут пересекаться в одной точке А' (в кото-

которую переходит точка А при линейном преобразовании); об-
обратно, если /,', Гг и Г3 пересекаются в одной точке, то и

/,, /, и /3 пересекаются в одной точке. Таким образом, нам

достаточно доказать, что преобразованные прямые пересека-
пересекаются в одной точке, что может оказаться проще, чем дока-

доказательство аналогичного факта для исходных прямых. Подоб-

Подобный метод доказательства геометрических теорем иллюстри-

иллюстрируется ниже большим числом разнообразных примеров.
Заметим, что приемы решения задач в третьей части

книги несколько отличны от тех, с которыми читатель мог

познакомиться по двум первым частям. Если применение дви-
движений или преобразований подобия в задачах первых двух

частей сводилось к тому, что мы преобразовывали тем или

иным образом известную часть чертежа задачи, то ниже

нам весьма часто придётся преобразовывать весь чертеж.

Ясно, что раньше преобразование чертежа в целом не могло

принести нам никакой пользы: так как при движении чертеж

не меняется (ибо в элементарной геометрии фигуры, различа-
различающиеся своим расположением, не отличаются одна от дру-

другой), то он не может стать проще первоначального. Однако

при доказательстве теорем элементарной геометрии, на самом

деле относящихся к проективной или аналагматнческой гео-

геометрии, преобразование чертежа в целом часто может при-

принести значительную пользу.
В связи с другим подходом к решению задач в последней

части книги несколько изменяется и характер самих задач.
В то время как в первых двух частях ббльшую часть задач

составляли задачи на построение, в последней чаще встре-
встречаются задачи на доказательство. Однако иногда и при ре-



ВВЕДЕНИЕ 15

шенип задач на построение использование линейных или кру-

круговых преобразований может оказаться полезным. Для примера
можно назвать три следующие интересные задачи:

а) вписатьв данную окружность л-угольннк, стороны ко-

которого проходят через п заданных точек плоскости (см. § 5
гл. I, задача 183а), стр. 119; § 2 гл. И, задача 232, стр. 207;
§ 4 гл. И, задача 259, стр. 237);

б) описать вокруг данной окружности /г-угольннк, вер-
вершины которого лежат на п заданных прямых (см. § 5 гл. I,
задача 1836), стр. 120 и § 5 гл. И, задача 283, стр. 303);

в) вписатьв данный и-угольннк другой /г-угольннк, сто-

стороны которого проходят через п заданных точек плоскости

(см. § 5 гл. I, задача 189, стр. 122).
Решение первой из этих задач, не использующее свойств

линейных или круговых преобразований, является весьма

сложным (см., например, указанные на стр. 606 книги

Ж. Адамара (задача 391) и Д. О. Шклярского и др.

(задача 80}). Для второй и третьей задач подобное решение

вовсе не известно.

Отметим ещё, что использование линейных и круговых

преобразований позволяет решить интересный вопрос о том,

какие построения являются возможными, если пользоваться

только одной линейкой или только одним циркулем (см. ниже

§ 5 гл. 1 и § 2 гл. И).



ГЛАВА I

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 1. Параллельное проектирование плоскости на плоскость.

^ Линейныепреобразования плоскости

Пусть тг и тт'— какие-то две различные плоскости про-

пространства (параллельные или пересекающиеся). Спроекти-
Спроектируем одну плоскость на другую параллельно

некоторому направлению а, т. е. поставим в соот-

соответствие каждой точке Р пло-

плоскости тг точку Р плоскости тг',
лежащую на прямой, проходя-

Черт. 4.

щей через Р и параллельной заданной прямой а1) (черт.
4, с, б). При этом каждая фигура F плоскости тг перейдёт
в некоторую фигуру F' плоскости тт'.

*) Ясно, что проектирование .плоскости я иа плоскость к' парал-
параллельно данному направлению а возможно, если направление а не па-

параллельно ни плоскости я, ни плоскости к'. В дальнейшем это будет
всегда подразумеваться.
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Наглядным примером параллельного проектирования может

служить, например, тень, отбрасываемая рамой окна на пол

комнаты в солнечный день1) (черт. 5).

Черт. 5.

В том случае, когда плоскость тт' параллельна плоскости тт,

каждая фигура при параллельном проектировании перейдёт

х) Так как солнце находится на очень большом расстоянии от нас,

солнечные лучи можно считать параллельными.
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просто в равную ей фигуру (параллельное проектирование
сводится в этом случае к параллельному переносу в про-

пространстве в направлении а; см. черт. 4, а1)). В случае же,
когда плоскости тт и тг' не параллельны, форма фигуры при

параллельном проектировании искажается (см. черт. 4, б;
вспомните также, как сильно искажаются тени предметов,

когда солнце стоит достаточно низко).
Иногда решение геометрических задач можно упростить,

рассмотрев вместо данного чертежа чертёж, получающийся
из него параллельным проектированием. Этому методу реше-

решения задач и посвящен на-

настоящий параграф. Од-

Однако предварительно необ-

необходимо изучить основные

свойства параллельного

проектирования.
А. При параллельном

проектировании прямые
линии плоскости тг пе-

переходят в прямые линии

плоскости тг'. Действп-

Черт. 6. тельно,все прямые, па-

параллельные а, проведён-

проведённые через точки прямой / плоскости тг, заполняют некоторую

плоскость .с (а именно, плоскость, параллельную прямой а и

проходящую через прямую /). Следовательно, прямая / при

параллельном проектировании переходит в прямую линию

/'—линию пересечения плоскостей о и тг' (черт. 6). Обратно,
во всякую прямую плоскости тт' переходит некоторая пря-

прямая плоскости тг. \
"

Б. При параллельном проектировании параллельные

прямые переходят в параллельные. Действительно, если

прямые / и /, плоскости тг параллельны между собой, то

плоскости о и о„ проведённые через эти прямые параллельно

прямой а, будут параллельны. Следовательно, и прямые /' и

1[, по которым плоскости о и о, пересекаются с плоскостью

тг', также будут параллельны (черт. 7).

но
') Параллельный перенос в пространстве определяется аналогич-

параллельному переносу на плоскости (см., например, книги

Ж. Адамара и Д. И. Перепёлкина, цитированные в подстрочном при-

примечании1) на стр. 11 первого тома киши).
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В. При параллельном проектировании сохраняется от-

отношение длин двух отрезков, расположенных на одной пря-
прямой. Это обстоятельство непосредственно следует из теоремы
о том, что параллельные пря-

прямые, пересекающие стороны

угла, высекают на них про-

пропорциональные отрезки (см.
о АВА'В'\

черт. 8, а, где т=Ш) .

При параллельном про-

проектировании сохраняется
также отношение длин

двух отрезков, располо-
расположенных на параллельных

прямых. Действительно,
пусть АВ и CD—два от-

отрезка плоскости тт, такие,
что АВ || CD (черт. 8, б). Черт.7.

Проведём через точку D пря-

прямую DE || СА до пересечения в точке Е с прямой АВ. При
параллельном проектировании параллелограмм ACDE перейдёт

Черт. 8.

в параллелограмм A'CDE плоскости тг' (так как параллельные

прямые переходят в параллельные, а отрезок АВ переходит



20 ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

в А'В). Следовательно,

СР_АЕ
А~В~~АВ

А'Е
__

CD

А'В'~~ А'&

(здесь мы использовали то обстоятельство, что отношение

длин двух отрезков, расположенных на одной прямой, сохра-
сохраняется при параллельном проектировании).

Г. При параллельном проектировании сохраняется от-

отношение площадей двух фигур плоскости. Для того чтобы

доказать это свойство, нанесём на плоскость тт сетку из рав-

равных между собой мелких квадратов. В силу свойств Б и В

Черт. 9.

при параллельном проектировании эта сетка перейдёт в сетку
равных между собой параллелограммов плоскости тт' (черт. 9).
Если сетку квадратов сделать достаточно мелкой, то отно-

отношение числа квадратов, помещающихся внутри Flt к числу
квадратов, помещающихся внутри Ft, можно сделать сколь

угодно мало отличающимся от отношения S1:S1 площадей

фигур F1 и Ft1). Точно так же, если F[ и F't — фигуры,
в которые переходят при параллельном проектировании F, и

Ft, то отношение числа параллелограммов сетки, помещаю-
помещающихся внутри F'lt к числу параллелограммов, помещающихся

внутри F't, может быть сделано сколько угодно близким к

*) S1:St равно пределу, к которому стремится отношение числа

квадратов, заключённых внутри Fv к числу квадратов, заключённых

внутри Ft, если сторона квадрата сетки неограниченно уменьшается.
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отношению Si'.S't площадей фигур F[ и F't. Но так как число

квадратов, помещающихся внутри Flt равно числу параллело-

параллелограммов, помещающихся внутри F'lt а число квадратов, поме-

помещающихся внутри Ft,— числу параллелограммов, помещаю-
помещающихся внутри F't, то дол-
жно иметь место равенство

которое нам и требуется
доказать.

Докажем теперь сле-

следующую основную теоре-

теорему о параллельном про-

проектировании.

Теорема 1. Пусть
А, В и. С— три точки

плоскости тг, не лежа- Черт.10.
щие на одной прямой, М,
N и Р— три точки плоскости тг', тоже не лежащие на одной

прямой. При помощи параллельного проектирования пло-

плоскости тс на плоскость тс' треугольник ABC можно пере-

перевести в треугольник А'В'С, подобный треугольнику MNP.
Нам требуется так расположить плоскости тт и тг' в про-

пространстве и выбрать такое направление, чтобы при параллель-

параллельном проектировании тг на тг' в этом направлении треугольник
ABC перешёл в треугольник, подобный MNP. Сделать это

чрезвычайно просто. Пусть А'В'С — такой треугольник плос-

плоскости тс', что Д А'В'С сп Д MNP и А'В=АВ. Придадим
плоскости тг такое положение в пространстве, чтобы лежа-

лежащий в ней отрезок АВ совместился с отрезком А'В плос-

плоскости тс', а'точка С лежала вне плоскости тг' (черт. 10).
Если теперь спроектировать тг на тг' параллельно направле-
направлению СС, то треугольник ABC перейдёт в треугольник ABC.

107. Используясвойства параллельного проектирования,

докажите, что три медианы треугольника пересекаются в

одной точке.

108. Используясвойства параллельного проектирования,

докажите, что прямая, соединяющая точку пересечения про-

продолжений боковых сторон трапеции с точкой пересечения
её диагоналей, делит основания трапеции пополам. ¦
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109. На плоскости даны две параллельные прямые / и /,.
а) ОтрезокАВ прямой / разделите пополам при помощи

одной линейки.

б) Черезданную точку М проведите при помощи одной

линейки прямую, параллельную прямым / и 1Х.
В'

Обобщением задачи 109а) является задача 1326) следующего

параграфа (стр. 58).
' 110. Пусть Л/, N и Р—точки, расположенные на сто-

сторонах АВ, ВС н СА треугольника ABC и делящие эти сто-

/ AMBN СР\
роны в одинаковых отношениях [т. е.

j^
= T/c==p^) •

Докажите, что:

а) точкапересечения медиан треугольника MNP совпа-

совпадает с точкой пересечения медиан треугольника ABC;
б) точка пересечения медиан треугольника, образован-

образованного прямыми AN, BP и СМ, совпадает с точкой пересе-

пересечения медиан треугольника ABC.
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111. Через каждую вершину треугольника ABC прове-
проведены две прямые, делящие противоположную сторону тре-

треугольника на три равные части. Докажите, что диагонали,
соединяющие противоположные вершины шестиугольника,
образованного этими шестью прямыми, пересекаются в од-

одной точке (черт. 11 ,а).
С теоремой задачи 111 интересно сравнить следующее предло-

предложение: диагонали, соединяющие противоположные вершины шести-
шестиугольника, образованного прямыми, делящими углы произвольного
треугольника ABC на три равные части, пересекаются в одной
точке (черт. 11,6). [Самое
простое доказательство

этого последнего предло-
предложения опирается па свой-

свойства обобщённых линей-

линейных (проективных) преоб-
преобразований плоскости, ко-

которым посвящен следую-
следующий параграф этой главы;
однако оно использует
больший материал из тео-

теории этих преобразова-
преобразований, чем тот, который
будет изложен в настоя-

настоящей книге.}

112. На сторонах

АВ, ВС н АС треуголь-
треугольника ABC даны точки

М, N и Р. Докажите,
что:

а) если точки А/,,
/V, и Р1 симметричны
точкам М, N и Р от-

относительно середин со-

соответствующих сторон

треугольника ABC

(черт. 12, а), то тре-

треугольники ЛШР и

A\lNlP1 имеют одина-

одинаковую площадь [в частности, если точки M,^N и Р лежат
на одной прямой, то и точки /И,, ¦ N1 и Рг лежат на одной

прямой];
б) еслиМ1Ъ /V, и Р1 — такие точки сторон АС, ВА и"

СВ треугольника ABC, что ЛШ, |[ ВС, NNl || СА и РР± || АВ
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Р С

Черт. 13.

(черт. 12, б), то треугольники MNP и Afj/VjP, имеют оди-

одинаковую площадь [в частности, если точки М, N п Р ле-
лежат на одной прямой, то и точки М1Ъ N1 и Р1 лежат на

одной прямой].
113. Используя свойства параллельного проектирования,

решите следующую задачу на построение: в данный тре-

треугольник ABC вписать прямо-

прямоугольник известной площади о

так, чтобы две вершины пря-

прямоугольника лежали на сто-.

роне АВ, а остальные две —

на сторонах СА и СВ.

114. На сторонах треуголь-
треугольника ABC как на диагоналях

построены три параллелограмма

с одинаковыми направлениями

сторон. Докажите, что вторые
диагонали этих параллелограммов пересекаются в одной
точке (черт.. 13).

115. Докажите, что прямая, соединяющая середины диа-
диагоналей произволь-
произвольного четырёхугольника
ABCD, делит пополам

отрезок, соединяющий

точки пересечения про-

противоположных сторон

(черт. 14). • /A J--^ \

[Разумеется, че-

четырёхугольник задачи

115 не должен быть

трапецией или парал-

параллелограммом, так как

иначе отрезок, соеди-

соединяющий точки пересечения противоположных сторон, не

существует.]

Теорема задачи 115 часто формулируется ещё и по-иному.
Фигура, образованная четырьмя произвольными прямыми плос-

плоскости, никакие три из которых не пересекаются в одной
• точке и никакие две не параллельны, называется полным

четырёхсторонником. Все шесть точек попарного пере-
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сечения прямых (стор'он полного четырёхсторонника) называ-

называются вершинами четырёхсторонника; прямые, соединяющие
противоположные вершины четырёхсторонника (т. е. вершины,

не лежащие на одной стороне), называются его диагона-

диагоналями. При этих обозначениях предложение задачи 115 можно

сформулировать следующим образом: середины трёх диаго-
диагоналей полного четырёхсторонника лежат на одной прямой

(теорема о полном четырёхстороннике).

116. ПустьAlt Вх и С,— такие точки сторон ВС, СА

и АВ треугольника ABC, что fjf = ?5р
=^=у • Дока-

Докажите, что площадь треугольника, образованного прямыми

А4„ ВВ1 и ССХ, равна одной седьмой площади треуголь-
треугольника ABC.

117. Используясвойства параллельного проектирования,
докажите теорему Чева: если на сторонах АВ, ВС и

СА (но не на их продолжениях!) взяты три точки М, N и Р,
такие, что

AM BN СР_.
MB' NC' РА~~ '

то прямые AN, BP и СМ пересекаются в одной точке.

Доказательство теоремы Чева в более полной формулировке
составляет содержание задач 576) из § 1 гл. I второй части книги,

н 1346) из § 2 настоящей главы (стр. 58); в § 2 указаны также много-

многочисленные применения, которые может иметь эта важная теорема.

До сих пор мы всё время считали, что плоскости тг и тг'

различны. Соответственно этому в настоящем параграфе мы

говорили об отображении одной плоскости тг на другую
плоскость тс', в то время как в предыдущих главах мы рас-

рассматривали преобразования, переводящие данную плос-

плоскость в себя (движения и преобразования подобия).
Рассмотрим теперь преобразование, переводящее плос-

плоскость тс в себя, которое получается следующим образом:
плоскость тс перемещается каким-то образом в пространстве
н затем параллельно проектируется на своё прежнее положе-

положение. Это преобразование мы будем называть п'араллель-
ным проектированием плоскости тг на себя.
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Частным случаем такого преобразования плоскости является

всякое движение; параллельное проектирование плоскости тт

на себя представляет собой движение, если новое положение

плоскости тс будет параллельно первоначальному.
Из свойства А параллельного проектирования сразу сле-

следует, что при параллельном проектировании плоскости на

себя прямые линии переходят в прямые линии. Всякое

преобразование плоскости в себя, переводящее прямые линии

снова в прямые линии, мы будем называть линейным

преобразованием1). Простейшими примерами линейных

преобразований плоскости служат движения и преобразования
"^подобия. Параллельное проектирование плоскости на себя

также является линейным преобразованием. Это последнее

преобразование сложнее движения или преобразования подо-

подобия: при этом преобразовании не сохраняется отношение

длин отрезков и поэтому форма фигур меняется.

Оказывается, что всякое линейное преобразование
плоскости сводится к параллельному проектированию плос-

плоскости на себя. А именно, имеет место следующая важная

теорема:

Теорема 2. Всякое линейное преобразование плос-

плоскости может быть осуществлено путём параллельного
проектирования плоскости на себя и последующего преоб-

преобразования подобия.

Из этой теоремы вытекает, что для изучения свойств всех

линейных преобразований достаточно рассмотреть свойства,
общие параллельным проектированиям плоскости на себя н

преобразованиям подобия *); в частности, из неё следует, что

все линейные преобразования плоскости обладают перечислен-

перечисленными выше свойствами Б — Г (см. стр. 18—20), поскольку
и параллельные проектирования плоскости на себя и преобра-
преобразования подобия обладают этими свойствами. Теорема 2 по-

позволяет также ответить на вопрос о сумме двух или не-

нескольких преобразований параллельного проектирования
плоскости на себя; из неё следует, что такая сумма пред-

') Такие преобразования часто называются также аффинными
преобразованиями.

*) Из теоремы 2 следует, что линейные преобразования можно

определить как параллельные проектирования плоскости на себя,
сопровождаемые преобразованиями подобия (см. по этому поводу ко-
конец первой части книги, стр. 67—69 первого тома).
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ставляет собой новое параллельное проектирование плоскости

на себя, сопровождаемое ещё, быть может, преобразованием
подобия (ибо эта сумма, разумеется, представляет собой ли-

линейное преобразование плоскости).

Теорема 2 является следствием теоремы 1 и следующей теоремы:
Теорема 3. Существует единственное линейное преобразо-

преобразование плоскости, переводящее три данные точки А, В, С, не ле-

лежащие на одной прямой, в три другие данные точки А', В', С

(тоже не лежащие на одной прямой).
Если считать теорему 3 уже доказатюй, то из неё сразу выте-

вытекает справедливость теоремы 2. Действительно, так как существует
только одно линейное преобразование, переводящее данный
треугольник ABC в другой данный треугольник А'В'С, то оно должно

совпадать с параллельным проектированием плоскости иа себя н по-

последующим преобразованием подобия, переводящими треугольник ABC
в треугольник А'В'С (то, что такие проектирование н подобие сущест-
существуют, следует из теоремы 1). Таким образом, нам остаётся только до-

доказать теорему 3').
Идея этого доказательства такова. Пусть известно, что линейное

преобразование переводит три точки А, В к С плоскости в три из-
известные точки А', В' и С'; надо показать, что тем самым полностью

определено, в какую точку М переходит произвольно вы-

выбранная точка Af плоскости. Мы найдём сначала некоторое число

точек, относительно которых сможем указать, в какие точки они

переходят; затем построим ряд новых точек, для которых можно

будет сделать то же самое, затем ещё новые такие точки и т. д. Та-

Таким образом, мы получим на плоскости определённую сеть точек,

для каждой из которых можно будет построить точку, в которую она

переходит при рассматриваемом линейном преобразовании. В процессе
дальнейшего построения эта сеть точек будет делаться все' гуще и

гуще; мы покажем, что её можно сделать сколь угодно густой (на-
(например, такой, что на каждом квадратном миллиметре площади будет
иметься не меньше миллиона точек сети). Таким образом, для любой

точки М плоскости можно найти сколь угодно близкие к ней

точки сети; можно также найти сколь угодно малый много-

многоугольник с вершинами в точках сети, внутри которого заключается

') Собственно говоря, из теорем 3 и 1 следует только то, что
всякое линейное преобразование плоскости, переводящее хотя бы одну
тройку точек А, В, С, не лежащих на одной прямой, в

три точки А', В'_, Q, тоже не лежащде иа. одной прямой,
может быть осуществлено путём параллельного проектирования плос-
плоскости иа себя и последующего подобного преобразования. Но легко
видеть, что не может существовать линейного преобразования, пере-
переводящего каждые три точки плоскости в три точки, лежащие на
одной прямой. Действительно, из того, что три точки А, В и М, где
А и В фиксированы, a Af—произвольная точка плоскости, пере-

переходят в три точки А', В' н М, лежащие на одной прямой, следует,
что все точки плоскости переходят в точки прямой А'В', т. е. что мы

не имеем преобразования плоскости в обычном см'ысле этого слова.
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точка М. Так как каждая точка сети переходит при нашем линейном

преобразовании во вполне определённую точку и, следовательно, каж-

каждый многоугольник с вершинами в точках сети переходит во вполне

определённый многоугольник, то отсюда с очевидностью следует, что

для любой точки М определяется точка М, в которую она пере-
переходит1). А это нам и требуется доказать.

Покажем теперь, как построить сеть точек, о которой говорилось
выше. Для этого мы воспользуемся следующим свойством линейного

преобразования: всякое линейное преобразование переводит парал-
параллельные прямые в параллельные прямые. Действительно, если бы

две параллельные прямые I и т перешли бы при линейном преобра-
преобразовании в пересекающиеся прямые V и т', то в точку Р' пересече-
пересечения прямых V и т' должна была бы перейти точка, принадлежащая

одновременно прямым I и т, в то время как такой точки вовсе не

..существует.
Обозначим теперь прямую АВ через г, и прямую АС — через 1г.

При нашем преобразовании прямая lt перейдёт в прямую l[, проходя-
проходящую через точки А' и В', а прямая 1г — в прямую l't, проходящую
через точки А' и С. Проведём через точку С прямую CD, параллель-
параллельную 1Х, и через точку В —прямую BD, параллельную lt (черт. 15, а).
Так как при линейном преобразовании параллельные прямые перехо-
переходят в параллельные, то прямая CD перейдёт в прямую CD", парал-
параллельную l'v а прямая BD— в прямую BD', параллельную l\. Таким

образом, изображённый на черт. 15, а параллелограмм ABDC перей-
перейдёт в параллелограмм A'B'D'C, и точка О пересечения диагоналей
AD и ВС параллелограмма ABDC— в точку (У пересечения диагона-
диагоналей A'D1 и В'С параллелограмма A'B'D'C. Проведём далее через О

прямые, параллельные lt и 12,— средние линии параллелограмма ABDC.
Эти прямые перейдут при нашем линейном преобразовании в прямые,

параллельные соответственно прямым I, и ta и проходящие через точ-

точку О'-, т. е. в средние линии параллелограмма A'B'D'C'; точки пере-
пересечения этих прямых с прямыми lt и 1г — середины сторон параллело-

J) Это рассуждение делает теорему 3 почти очевидной, но оно
всё же не может считаться вполне строгим её доказательством. Дейст-
Действительно, из возможности построения сколь угодно густой сети точек,
для которых известно, в какие точки они переходят, разумеется, не

следует, что каждая точка плоскости может быть включена в эту
сеть (так, например, рассматривая только точки оси х с рациональ-
рациональными координатами, мы сможем получить сколь угодно густую сеть

точек этой прямой, но точку с координатой jc = 7a2 нельзя будет
включить в эту сеть). Таким образом, на плоскости могут существо-
существовать такие точки М, для которых нельзя прямо указать точки М',
в которые они переходят (хотя можно найти точки, сколь угодно
близкие к М, для которых это можно сделать). Для того чтобы

дополнить приведённое рассуждение до строгого доказательства тео-

теоремы 3, нужно привлечь ещё некоторые соображения, на которых мы

ие остановимся. См. по этому поводу книгу: Б. Н. Делоне и

Д. А. Райков, Аналитическая геометрия, т. I, М.— Л., Гостехнздат,
1948, стр. 120—124.
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грамма ABDC
— перейдут в соответствующие точки параллелограмма

A'BDC, т. е. в середины его сторон.

Проведём теперь такое же построение, как описано выше, в каж-

каждом из четырёх меньших параллелограммов, на которые разбивают
параллелограмм ABDC его средние линии, затем — в каждом из полу-
полученных ещё меньших параллелограммов и т. д. (черт. 15, а). Мы полу-
получим внутри параллелограмма ABDC сетку из параллелограммов, кото-

которая переходит в аналогичную сетку внутри параллелограмма ABDC;
каждый узел первой сетки переходит в соответствующий ему узел

Черт. 15.

второй сетки. При этом, повторив процесс измельчения сетки доста-
достаточно много раз, мы сможем сделать параллелограммы сетки сколь

угодно малыми и, следовательно, сеть вершин параллелограммов —

сколь угодно густой.
Проведём теперь через точки А и D прямые, параллельные ВС,

и через точки В н С— прямые, параллельные AD. Так как вершины
ABDC переходят в вершины A'BD'C и, следовательно, прямые АС
и BD в Л'С h'B'D", to проведённые прямые перейдут при нашем
линейном преобразовании в прямые, параллельные соответственно пря-
прямым В'С и A'Lf и проходящие через точки A', D и В', С. Таким обра-
образом, мы получим параллелограмм KLMN, в два раза больший парал-
параллелограмма ABDC, который при нашем линейном преобразовании
переходит в известный нам параллелограмм K'L'M'N'. Повторяя то

же самое построение ещё один раз, мы получим параллелограмм PQRS,
в четыре раза больший параллелограмма ABDC; стороны этого послед-
последнего параллелограмма параллельны сторонам параллелограмма ABDC
(черт. 15, б). Повторяя это построение, мы можем найти все большие
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по размерам параллелограммы, о которых известно, в какие паралле-

параллелограммы они переходят при нашем линейном преобразовании; проде-
проделывая затем в каждом из этих параллелограммов построение, описан-

описанное выше, мы можем определить внутри каждого из них сетку из

сколь угодно близких друг к другу параллельных прямых, которая
переходит при нашем линейном преобразовании в известную сеть па-

параллельных прямых (черт. 15, б).
Таким образом, мы можем определить бесконечно много точек,

относительно которых можно указать, в какие точки они перехо-
переходят при нашем линейном преобразовании. При этом построенная
таким образом сеть точек может быть распространена на всю пло-

плоскость и может быть сделана сколь угодно густой. А это мы и хотели

показать.

'

§ 2. Центральное проектирование плоскости на плоскость.

Обобщённые линейные (проективные) преобразования
плоскости

Пусть тт и тг'— две плоскости пространства. Выберем
в пространстве точку О, не лежащую ни на одной из этих

двух плоскостей, и спроектируем из точки О пло-

плоскость те на плоскость тт', т. е. поставим в соответ-

соответствие каждой точке Р плоскости те точку Р плоскости тт',

Черт. 16.

лежащую на прямой ОР (черт. 16, а, б). Точку О мы будем
называть центром проекции, точку Р—централь-
Р—центральной проекцией или просто проекцией точки Р. Каж-
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дая фигура F плоскости тг перейдёт при центральном проекти-

проектировании в некоторую фигуру F" плоскости тс' (вспомните, на-

например, тень, отбрасываемую вечером на улицу рамой окна

ярко освещенной комнаты; черт. 17).

Черт. 17.

Если плоскость тс Параллельна плоскости тс', то при цен-

центральном проектировании тс на тс' каждая фигура F плоскости it

переходит в фигуру F1 плоскости тг'. подобную F (централь-
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ное проектирование сводится к центрально-подобному

преобразованию в пространстве с центром подо-

подобия в точке О1); см. черт. 16, с). В дальнейшем нас будет

в первую очередь интересовать тот случай, когда плоскость тг

не параллельна тг' (черт. 16,6).
Отметим прежде всего, что в этом случае на плоскости тг

существует прямая, точки которой не проектируются н и

в какие точки плоскости тт': это есть прямая х, по кото-

которой пересекается плоскость тг с плоскостью, параллельной тг'

и проходящей через точку О (черт. 18, с). Аналогично на

•О

Черт. 18.

плоскости тг' имеется прямая, в точки которой не проекти-

проектируются никакие точки плоскости тг,—это прямая У, по

которой плоскость тг' пересекается с плоскостью, параллель-

параллельной тг и проходящей через О (черт. 18,6).
Таким образом, при центральном проектировании плоскости

тг на плоскость тг' имеются две прямые (одна на тг, другая на

тг'), находящиеся в исключительном положении. Эти две пря-

прямые мы будем называть выделенными прямыми плоско-

плоскостей тг и и'г).
Центральное проектирование значительно сильнее иска-

искажает фигуры, чем параллельное проектирование. Отрезок

прямой может при центральном проектировании перейти

в отрезок, луч или в совокупность двух лучей (черт. 19, а,

г) См. сноску!) на стр. 95 первого тома книги.

*) Очевидно, что прямая х параллельна прямой у'; обе эти пря-

прямые параллельны линии пересечения плоскостей я и к'.
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б, в), треугольник— в одну из фигур, изображённых на

черт. 20, а — д.

Сложный чертёж иногда удаётся удачно выбранным цен-

центральным проектированием перевести в более простой и таким

образом облегчить решение задачи, связанной с этим черте-

7

Черт. 19.

жом. При этом пользуются следующими свойствами централь-

центрального проектирования.
А. При центральном проектировании прямые линии

плоскости тг переходят в прямые линии плоскости тг' (ис-
(исключение составляет выделенная прямая х плоскости тт,

точки которой, как мы уже отмечали выше, не проек-

проектируются ни в какие точки плоскости тг').
Действительно, прямые, соединяющие все точки некото-

некоторой прямой / плоскости тт с точкой О, заполняют плоскость о;

следовательно, прямая / переходит при центральном проекти-

2 И. М. Яглом
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Черт. 20, а—в.
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2*
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ровании в прямую /'— линию пересечения плоскостей тт' и о

(черт. 21).
Обратно, всякая прямая /' плоскости тг' (за исключе-

исключением выделенной прямой у') яв-

является образом некоторой пря-
прямой I плоскости тт.

Б. Прямые /, и /, плоскости

тг, пересекающиеся в точке М вы-

выделенной прямой х этой, плоско-

плоскости, переходят при центральном
проектировании в параллельные

прямые /| и l't плоскости тг'.

Действительно, в. этом случае

плоскости о, и о„ проходящие

через прямые /lt соответственно,

/, н через точку О, пересекают-

ц „. сяпо прямой ОМ, параллельной
плоскости тт', а следовательно,

проекции /J и l't прямых lt u /,
на плоскость тг' вовсе не пересекаются (черт. 22, а).

Параллельные прямые т1 и /и, плоскости тт переходят
при центральном проектировании в прямые т\ и т\ пло-

¦ скости тт', пересекающиеся в точке М, выделенной пря-
прямой У этой плоскости, так как плоскости т, и т„ прохо-

проходящие через прямые тх, соответственно, тг н через точку О
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пересекаются по прямой ОМ', параллельной плоскости п, и

пересекающей плоскость п' в точке М', выделенной примой у

(черт. 22, б). Исключение составляют прямые, параллель-
параллельные х, которые переходят при центральном проектирова-
проектировании в параллельные прямые, а именно в прямые, парал-

параллельные у' (черт. 23).

Черт. 23.

Используя только свойства А и Б линейного преобразо-
преобразования, можно доказать ряд интересных геометрических тео-

теорем. [Отметим, что приведённые ниже формулировки теорем

в-ряде случаев требуют некоторого уточнения; см. об этом

ниже, стр. 51 и след.].
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118. а) На плоскости даны две прямые /, и /, и точка Я,
не лежащая ни на одной из них. Через Р проводится пара

прямых, пересекающих /, и /, в точках А и С, соответ-

соответственно В и D (черт. 24, с). Докажите, что точки пересечения

прямых AD и ВС для всевозможных пар прямых, проходящих

через Р и пересекающих /, и /„ лежат на одной прямой р.

Если /, и /j пересекаются в точке Q, то и р проходит

через ту же точку. При этом, если Р и Р,—две разные

точки, лежащие на одной прямой, проходящей через Q, то

им соответствует одна и та же прямая р.

|
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б) На плоскости даны прямая q и две точки А и В, не

лежащие на этой прямой. Пусть U и V—пара точек на д,

М—точка пересечения прямых UA и VB, N—точка пере-
пересечения прямых UB п VA (черт. 24, б). Докажите,, что при

любом выборе пары точек U и V на q прямые MN пересекаются

в одной и той же точке Q, лежащей на прямой АВ. При
этом двум различным прямым q и qx, пересекающим АВ
в одной и той же точке Р, соответствует одна и та же

точка Q.
Прямая р задачи 118а) называется полярой точки Я отно-

относительно пары прямых /,, /, или относительно угла, обра-
образованного этими прямыми (сравните с определением поляры точки
относительно окружности в § 4 этой главы). Точка Q задачи 1186)
называется полюсом прямой q относительно пары
точек А, В.

119. а) На плоскости даны две прямые /, и /„ точка пе-

пересечения которых нам недоступна (ср. стр. 87—88 первого

тома), и точка Л1. С помощью одной линейки (без циркуля!)
проведите через М прямую, проходящую через точку пере-
пересечения /, и 1Х (черт. 25, с).

б) Недоступнаяпрямая / плоскости определяется двумя
парами прямых /?,, р, и qx, дг, пересекающихся в каких-то

точках Р, Q этой прямой (черт. 25, б). Кроме того, на

плоскости дана прямая т и точка М. ^6 помощью одной

линейки проведите через М прямую, проходящую через

точку пересечения прямых / и т.

в) Спомощью одной линейки проведите прямую /, про-

проходящую через недоступные точки Р и Q, определённые
парами прямых /?,, р, и #,, qt (черт. 25, в).
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г) Две недоступные прямые /, и /, плоскости опреде-

определены каждая двумя парами прямых аналогично прямой /
в условии задачи б) (черт. 25, г). С помощью одной ли-

линейки проведите через данную точку М прямую, проходя-

проходящую через точку L пересечения прямых /, и /,.

Черт. 25, в. г.

Во второй части книги, где мы впервые встретились

с построениями с недоступными элементами («построения на

ограниченной части плоскости»), специально отмечалось, что

такие построения имеют серьёзное практическое значение

в геодезии (см. подстрочное примечание на стр. 88—89 первого

тома). Следует, однако, иметь в виду, что в геодезии (т. е.

при построениях на местности) не допускается проведение

окружностей: геодезические инструменты позволяют прокла-

прокладывать на местности прямые, но не окружности. Поэтому
для геодезической практики особую важность имеют такие

построения на ограниченной части плоскости, которые могут

быть осуществлены с помощью одной линейки1).
Задачи 119а) — г) как раз и посвящены построениям та-

такого рода.

') Точнее говоря, геодезическим построениям в геометрии отве-

отвечают построения с помощью линейки и транспор-
транспортира, поскольку геодезические инструменты позволяют строить пря-
прямые и откладывать в данной точке от данной прямой известный угол.
Построения с помощью одной линейки представляют собой лишь

самые простые из таких построений.
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Черт. 26.

Черт. 27.

120. Наплоскости дан отрезок АВ и область Q, как изобра-
изображено на черт. 26. Как при помощи одной линейки продол-
продолжить отрезок АВ вправо от области Q, если при этом

воспрещается проводить

какие-либо линии внутри

этой области?

[Эта задача может

иметь следующий смысл:

требуется продолжить дан-

данное на местности направ- /[
ление, например, за лес,

в котором визирование

направлений становится

невозможным.]
121. Наплоскости даны две точки А и В. Как соеди-

соединить их прямой линией, если в нашем распоряжении имеется

только линейка, которая короче расстояния АВ (черт. 27)?

При решении задач на построение всегда считают, что

каждые две точки плоскости можно соединить прямой; тем

самым предполагается, что решающий задачу располагает
безграничной линейкой. Практически же каждая линейка

является, разумеется, ограниченной, и с помощью её мы мо-

можем соединить прямой линией лишь пары точек, не отстоя-

отстоящих слишком далеко одна от другой. Решение задачи 121

показывает, что это обстоятельство не может сузить области

возможных построений: все построения, выполнимые при
помощи неограниченной линейки, могут быть выполнены и
с помощью линейки конечной длины (эта линейка может

быть даже сколь угодно короткой).

Отметим ещё, что ограниченность раствора всякого циркуля
также не сужает области выполнимых построении. В § 5 будет пока-

показано, что все задачи на построение, выполнимые с помощью циркуля
и линейки, выполнимы также линейкой и циркулем любого фиксиро-
фиксированного раствора (при этом циркуль достаточно даже применить

один единственный раз).

122. а)Прямая р пересекает стороны АВ, ВС и СА

треугольника ABC (или их продолжения) в точках L, М и

N. Обозначим точки пересечения прямых AM, BN и CL

через R, S и Т, как указано на черт. 28, а. Докажите, что

прямые AS, ВТ и CR пересекаются в одной точке Р.
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б) Даны треугольник ABC и точка Q. Точки пересече-
пересечения прямых QA, QB и QC с соответствующими сторонами

треугольника ABC (или* нх продолжениями) обозначим через
К, L и М; точки пересечения KL и АВ, KM a AC, LM и

ВС—через R, S и Т (черт. 28, б). Докажите, что точки

R, S и Т лежат на одной прямой q.
С

"""В

Точку Р задачи 122а) называют иногда полюсом прямой р
относительно тре у голышка ABC, прямую q задачи 1226) —

полярой точки Q относительно треугольника ABC.

123. Теорема Дезарга. Докажите, что если два

треугольника ABC и А1В1С1 расположены на плоскости та-

таким образом, что прямые ААХ, ВВ1 и СС, пересекаются

в одной точке О, то точки пересечения прямых АВ п И,В,,
АС и Afilt ВС и В1С1 лежат на одной прямой / (черт. 29).
Обратно, если точки пересечения прямых АВ и AJilt AC и

Afi^ ВС и Б,^ лежат на одной прямой, то прямые AAlt
BBt п ССг пересекаются в одной точке.



124: ЦЕНТРАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛОСКОСТИ 43

Треугольники, удовлетворяющие условиям теоремы Дезарга,
называются перспективными. Точка О, в которой пе-

пересекаются прямые, соединяющие соответствующие вершины

треугольников, называется центром перспективы,

а прямая /, на которой лежат точки пересечения соответст-

соответствующих сторон,— осью перспективы.

Заметим, что теорема Дезарга выражает некоторое общее свой-
свойство пряных и точек плоскости, которое можно и не связывать с из-

изрой треугольников. Выделение отдельных элементов черт. 29 (напри-
(например то, что отрезок АВ изображён жирной линией, а точка Р—

светлым кружком) облегчает его запоминание, но несколько затемняет

его смысл — так оно затушёвывает то обстоятельство, что все фигу-
фигурирующие в теореме Дезарга прямые и все точки совершенно
равноправны (на черт. 29 прямую ОСС1 тоже можно рассматри-
рассматривать как ось перспективы двух треугольников

—

треугольников РЕВ,
к QAA^, точку В тоже можно рассматривать как центр перспективы

двух треугольников — треугольников PRBl и САО). Аналогичное
замечание можно сделать также н по поводу задач 122а), б), 125, 126,
127, 129а), б); см. по этому погоду гл. Ill очень интересной, но довольно

трудной книги Д. Гильберта и С. Кон-Фоссена, Наглядная

геометрия, М.— Л., Гостехиздат, 1950.

Теоремы задач 122а) и б) являются частными случаями теоремы

Дезарга: иа черт. 28, а треугольники RST и ЛВС перспективны, па

черт. 28, б перспективны треугольники KLM и ABC.

124. а) Дан треугольник ABC и три точки P. Q и R,
лежащие на одной прямой. Впишите в треугольник ABC

треугольник XYZ, такой, что стороны его проходят соот-

соответственно через точки Р, Q и R1).

') То-есть постройте треугольник XYZ, вершины которого лежат
на сторонах треугольника ABC или и а их продолжениях

(а стороны или продолжения сторон переходят через задан-

заданные точки).
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б) На плоскости даны прямые /,, /, и 13, пересекающиеся
в одной точке О, и три точки А, В и С. Постройте тре-
треугольник XYZ, стороны которого проходят через точки А,
В и С, а вершины лежат на прямых llt /,, la.

Обобщением задачи 124а) является задача 128 этого параграфа;
обобщением задачи 1246) —задача 160 из § 4 (стр. 100). Дальней-
Дальнейшее обобщение этих задач содержится в задаче 189 из § 5 (стр. 122).

125. Теорема о дважды перспективных

треугольниках. Пусть два треугольника ABC и AlBlCl
обладают тем свойством, что прямые ААг, ВВ1 к ССг пере-
пересекаются в одной точке О и прямые ABlt BClt САХ пере-
пересекаются в одной точке О, (черт. 30). Докажите, что в та-

таком случае и прямые

AClt BA1 и СВХ пере-
пересекаются в одной точке

О, (другими словами,

треугольники, перспек-
перспективные двумя способа-

способами так, как это ука-
указано в условии задачи,

перспективны и треть-

третьим способом).
[Отметим, что тео-

теорема задачи 125 утвер-
утверждает существование

трёх треугольников:
ABC, АХВ?Х и OOfitJ
каждые два из ко-

которых перспективны

между собой тремя спо-

способами с центрами пер-

перспективы в вершинах

третьего треуголь-

треугольника.]
126. Теорема о

трижды перспек-

гивиыхтреуголь-
Черт. 31. ннках.Пусть два

треугольника ABC и

А1В1С1 обладают тем свойством, что прямые AAlt BB1 и СС,
пересекаются в одной точке О, прямые ААХ, ВСг и СВХ пере-

Черт. 30.
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секаются в одной точке Ог и прямые ЛС„ ВВ1 и СА1 пере-
пересекаются в одной точке О, (черт. 31).

Докажите, что в этом случае и прямые ABlt BAt и ССХ
пересекаются в одной точке О, (другими словами, треуголь-
треугольники, перспективные тремя способами так, как это ука-
указано в условии задачи, перспективны и четвёртым способом).

127. На плоскости даны три треугольника ABC, А1В1С1
и AtBtCt, такие, чтс прямые АВ, AlB1 n AtBt пересекаются
в одной точке Р, прямые АС, А1С1 и AtCt пересекаются

Черт. 32.

в одной точке Q, прямые ВС, В1С1 и fi.C, пересекаются

в одной точке R и точки Р, Q и R лежат на одной

прямой.
Докажите, что в этом случае три точки, в которых

в силу теоремы Дезарга (задача 123) сходятся прямые AAlt
BBt и CCt\ AAt, BBt и CCt; AtAt, BxBt и ClCl лежат на

одной прямой (черт. 32).

[Теорему задачи 127 можно коротко сформулировать

следующим образом: если оси перспективы трёх попарно

перспективных треугольников совпадают, то их центры пер-

перспективы лежат на одной прямой.]
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128. Впишите в данный л-угольннк AlAt...An другой
л-угольннк так, чтобы его стороны проходили через л извест-

известных точек, расположенных на одной прямой').
Значительным обобщением задачи 128 является задача 189 из

§ 5 (стр. 122).

129. а)Даны две прямые / и /„ точки А, В, С, распо-
расположенные на прямой /, и точки Av В,, С,, расположенные
на прямой /,. Докажите, что точки пересечения прямых АВ1
и /4,В, АСХ и Afi, BCt и Bfi лежат на одной прямой
(черт. 33, а).

б) Даны две точки О и О, и прямые /, т, п, проходя-
проходящие через точку О, и /„ т„ я,, проходящие через точку Ог.
Точки пересечения прямых / и т1Л т и л,, л и /^ /, и и,

т1 и л, их и / обозначим соответственно через Р, Q, R;
Р» Q,. Ri (черт. 33, б). Докажите, что прямые PPV QQX
и /?/?j пересекаются в одной точке.

Отметим, что задачи 129а) и б) могут быть также сфор-

сформулированы следующим образом:

а) Есливершины А, В, С (невыпуклого или даже само-

самопересекающегося) шестиугольника АВ1СА1ВС1 лежат на пря-

прямой /, а вершины At, Вг, С,— на прямой /lt то точки пересе-

пересечения противоположных сторон этого шестиугольника лежат

на одной прямой.
б) Еслистороны PQlt QRt, RPt (невыпуклого или даже

самопересекающегося) шестиугольника PQ^PjQA?, проходят

через точку О„ а стороны PXQ, QtR, RtP—через точку
О, то диагонали этого шестиугольника пересекаются в одной

точке.

В такой форме предложения этих задач оказываются очень

похожими на предложения задач 145 и 146 из § 3 настоя-

настоящей главы, стр. 80 (сравните также решение задачи 174,
стр. ПО, и 179, стр. 115, из § 5)г).

х) Слово «вписанный» здесь понимается в том же смысле, что и

в задаче 124а), являющейся частным случаем настоящей (см. сноску
на стр. 43).

*) Эта аналогия не является случайной, однако выяснение её при-
причин опирается на общую теорию конических сечений, от изложения

которой в рамках настоящей книги пришлось отказаться, чтобы ие
слишком увеличить объём книги. По этому поводу см., например,
книгу Д. Гильберта и С. Кон-Фоссена, цитированную на стр. 43.
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Заметим ещё, что предложению задачи 129а) можно при-

придать следующую весьма наглядную форму: если четырёх-
четырёхугольник АССХА1 разбит произвольной прямой ВВ1 на два

Черт. 33.

новых четырёхугольника АВВ1А1 и ВСС1В1 (черт. 33, а), то

точки пересечения диагоналей трёх четырёхугольников АВВ1А1,
ВССгВг и ACCtAt лежат на одной прямой.

130. а) В какое предложение перейдёт теорема задачи

129а), если спроектировать черт. 33, а с плоскости гс на

другую плоскость гс' так, чтобы прямая /, была выделен-

выделенной прямой плоскости гс?
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б) На плоскости даны четыре прямые, никакие две из

которых не параллельны и никакие три не пересекаются

в одной точке. Докажите, что точки пересечения высот

четырёх треугольников, образованных этими четырьмя пря-

прямыми, лежат на одной прямой.

В другой связи задача 1306) была приведена в § I гл. II вто-

второй части книги (см. задачу 87).

131. В какое предложение перейдёт теорема задачи 1296),
если спроектировать черт. 33, б с плоскости п на другую
плоскость п' так, чтобы прямая ООг была выделенной пря-
прямой плоскости п?

Свойства А и Б центрального проектирования в какой-то

мере заменяют свойства А и Б параллельного проектирова-
проектирования (см. выше стр. 18). Попы-
Попытаемся теперь найти какую-ни-
какую-нибудь замену свойству В парал-
параллельного проектирования.

Пусть при центральном про-

проектировании с центром проек-
проекции в точке О отрезок АВ пло-

плоскости п переходит в отрезок
А'В плоскости тс' (черт. 34);
посмотрим, как изменится дли-

длина этого отрезка. Восполь-

Воспользуемся тем, что площади двух
треугольников, имеющих по

равному углу, относятся как
Черт. 34.

произведения сторон, заключающих эти углы (это следует,

например, нз известной формулы S=-? ab sin С J. Поэтому,
обозначая через Л и К расстояния от точки О до прямых
АВ и А'В, мы будем иметь:

h'-A'B' OA'OB1 I

h-AB
==

ОАОВ Г

ИЛИ

ОА'-ОВ (^"

QAQB
'

Ц
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Отсюда следует, что если А, В, С—три произвольные
точки на прямой / плоскости п, а А', В1, С— точки плоско-

плоскости тс', в которые они проектируются, то

ОА' -ОС

К_ АС/ОА'
.
0В'\

Ш?
Rr OB'-OC h^W \Ш"~Ш)' (*)

Таким образом, в противоположность параллельному проектн-
А'С АС

рованию, здесь, вообще говоря, яу=5" 7"^ дс • Однако если мы

составим отношение двух отношений, в которых

делят отрезок АВ две точки С и D прямой АВ (черт. 34),
то мы, очевидно, получим:

А'С А'Р' (АСОА ОВЛ (AD ОА^шОВ\_АС AD

ВС
:
B'D1 \ВС' ОА :ОВ): \BD' ОА

:
ОВ )~~ВС :

BD'

AC AD

Выражение-st^ :-бк называется двойным или слож-
oL tSU

н ы м отношением, в котором две точки С и D делят

отрезок АВ, или двойным отношением четырёх точек А, В;
С, D.

Таким образом, мы пришли к следующему результату:
В. При центральном проектировании сохраняется двой-

двойное отношение четырёх точек А, В; С, D, расположенных
ыа одной прямой.

Двойное отношение четырёх точек есть отношение двух
AC AD

простых отношений
^

"
д/г

^ак как пРостое отношение

может быть положительным или отрицательным (см. стр. 77

первого тома), то естественно считать, что и двойное

отношение может быть положительным или

отрицательным. Очевидно, двойное отношение четырёх
точек А, В; С, D будет положительным, если обе точки С,
D находятся внутри или вне отрезка АВ (в этом случае от-

АС AD
ношения -5~ и

gg будут или оба отрицательны пли оба по-

положительны), и отрицательным, если одна из точек С, D
находится внутри отрезка АВ, а другая

— вне этого отрезка

(в этом случае одно из отношений -^
и
^ будет поло-

положительно, а другое
— отрицательно). Другими словами,
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можно сказать, что двойное отношение четырёх точек А, В;
С, D будет отрицательно, если пары точек А, В и С, D
разделяют друг друга (черт. 35, о), и положительно в про-

противном случае (черт. 35, б). Отсюда можно заключить, что

знак двойного отношения
Я

.j
С четырёх точек сохраняется

« В прицентральном проектнро-
-

„ ягван»»1 т- е- свойство В
—° ° остаётся в силе н в том слу-

б)
чае, если учитывать знак

Чирт. 35. двойногоотношения: дей-

действительно, если пары точек

А, В и С, D разделяют (не разделяют) друг друга, то и

пары прямых ОА, ОВ и ОС, OD разделяют (не разделяют)
друг друга и, следовательно, пары точек А', В1 и С, D', в

которые проектируются пары А, В и С, D, разделяют (не

разделяют) друг друга').
Отметим ещё, что если прямая АВ параллельна выделен-

выделенной прямой плоскости п (т. е. параллельна линии пересече-

пересечения плоскостей тс и тс'; черт. 36), то, очевидно, АВ || А'В' и

Ш
= б!"' ПоэтомУ Ф°РмУла (*)

в этом случае даёт / "\^^.q
t A'C j_AC
ВС ВС'

или словами: при центральном

проектировании сохраняется
отношение двух отрезков прп-

1

мой, параллельной выделенной цет 36

прямой плоскости.

Относительно сложное свойство В центрального проекти-

проектирования будет играть в нашем элементарном изложении сравни-
сравнительно небольшую роль (исключение в этом отношении

составляет последний параграф настоящей главы, в котором
весьма существенно используется свойство В), однако оно яв-

является основным во всех более глубоких теориях, связанных

с центральным проектированием.

1) Заметим, что аналогично этому при параллельном проектирова-
проектировании простое отношение трёх точек одной прямой тоже, очевидно, со-

сохраняется не только по величине, но и по знаку.
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Если рассматривать отношение АС: ВС, в котором данная точка С
делит отрезок АВ, то можно выделить мучай, когда точка С является
серединой АВ, т. е. когда \АС\ = \ВС\ (мы ставим чёрточки, чтобы
подчеркнуть, что эти отрезки равны по абсолютной величине по про-
противоположны по направлению), пли АС:ВС=— 1. Точно так же, если

рассматривать двойное отношение
-g^:
—

, в котором пара точек

С, D делит отрезок АВ, можно особо выделить тот случай, когда

\АС\ \AD\ ACAD
| ~ц?

—

]}?>
"¦"'

~ВС' ~BD =
— (ес-11! точка С отлична от точки D,

— а, разумеется, только этот случай и может представлять интерес,—
АС АО

то отношения
-^

и
-^

должны иметь разные знаки). В этом случае

одна из точек С, D находится

внутри отрезка АВ, а вторая —

вне этого отрезка, причём отпо- Я С В I)
AC' AD r

-3 н ' —

шення тзрг
н
ttft равны по аб-

салютной величине (черт. 37). р
'

При этом говорят, что точки С

I! D гармонически делят отрезок АВ (пли что пара точек С, D
гармонически сопряжена паре точек А, В).

Выше мы сидели, что в вопросах, связанных с параллельным

проектированием, очень часто фигурируют середины отрезков (см., на-

например, задачи 107, 108, 109а), ПО,'112а), 115, решения задач 1096), 111,
1126), доказательство теоремы 3 на стр. 27—30, в котором существен-

существенную роль играют средине лнппп некоторых параллелограммов, и т. д.).
Аналогично этому в вопросах, связанных с центральным проектирова-
проектированием, часто встречаются пары точек, гармонически делящие какой-то

отрезок. Так, например, геометрическое место задачи 118а) — поляру
точки Р относительно пары прямых I, и lt — можно определить как

геометрическое место таких точек М всех проходящих через точку Р

секущих, что точки Р и М делят гармонически отрезок, высекаемый

на секущей прямыми f, и /,; точка Q задачи 1186) есть такая точка

прямой АВ, что Q и Р делят гармонически отрезок АВ1), и т. д. До-
Доказательства всех этих утверждений легко получить, если воспользо-

воспользоваться свойством В центрального проектирования.

Отметим ещё одну неточность, которая имелась в преды-

предыдущем изложении. Наличие на плоскостях тт и тт' двух выде-

выделенных прямых х и У, точки первой из которых никуда не

') Тот факт, что точки Q и Р задачи 1186) делят гармонически

отрезок АВ, часто формулируют так: любые две диагонали полного

четырёхсторонника делят гармонически третью его диагональ (см.
выше стр. 24—25). Предоставляем читателю доказать самостоятельно,

что эта теорема равносильна нашему утверждению.
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проектируются, а в точки второй не проектируются никакие

точки, создаёт необходимость многочисленных оговорок во

всех предложениях, связанных с центральным проектированием;

выше эти оговорки, как правило, опускались. Так, например,
формулировка теоремы Дезарга (см. задачу 123), строго го-

говоря, является неправильной, так как она не оговаривает ряда

особых случаев, возникающих из-за того, что при центральном

С

Черт. 38, а, б.

проектировании прямые, пересекающиеся в одной точке (на-
(например, прямые А4„ ВВ1 и ССХ ил» АВ, Л,5, a PQ на черт. 29),
могут перейти не только в прямые, пересекающиеся в одной

точке, но и в параллельные прямые. Полная формулировка

теоремы Дезарга должна иметь следующий вид: если два

треугольника расположены на плоскости так, что прямые,

соединяющие соответствующие вершины этих треугольни-
треугольников, пересекаются в одной точке или параллельны между
собой, то либо точки пересечения соответствующих сто-

сторон треугольников лежат на одной прямой (черт. 38, а, б),
либо одна пара соответствующих сторон параллельна
прямой, соединяющей точки пересечения двух других пар

соответствующих сторон (черт. 38, в, г), либо каждая

сторона одного треугольника параллельна соответствующей

стороне второго треугольника (черт. 38, д, е)у и обратно.

Мы видим, насколько громоздкой а трудной для понимания

является эта полная формулировка. Аналогичное замечание

можно сделать и относительно многих других задач.
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Для того чтобы устранить все осложнения, связанные с

особым положением выделенных прямых, мм будем говорить,
что выделенная прямая х плоскости тг проектируется в «бес-

«бесконечно удалённую прямую» плоскости тг' н что в выделен-

выделенную прямую У плоскости тг' проектируется «бесконечно уда-

удалённая прямая» плоскости тт. При этом следует иметь в виду,

что эта терминология чисто условна: выражение «прямая х

проектируется в беско-

бесконечно удалённую пря-
прямую» равносильно сле-

следующему: «прямая *

ни во что не проекти-

проектируется». Про каждую

точку X выделенной

прямой х мы будем
говорить, что эта точ-

точка проектируется в

«бесконечно удалён-

удалённую точку» плоскости

Черт. 39. тг';совокупность пря-

прямых, проходящих через

точку X, проектируется в совокупность параллельных между
собой прямых (черт. 39), про которые мы будем говорить, что

все они пересекаются в одной «бесконечно удалённой точке»1).
Таким образом, каждая прямая I плоскости имеет' одну «бес-

«бесконечно удалённую точку», в которой эта прямая пересекается

со всеми параллельными ей прямыми, а все бесконечно уда-

удалённые точки всех прямых плоскости лежат на одной «беско-

«бесконечно удалённой прямой».
Эта терминология имеет следующий смысл. Если точка М

прямой / приближается к точке X пересечения / и х, то

проекция этой точки на плоскость тг' неограниченно удаляется

(в одну или в другую сторону прямой /' в зависимости от того,

с какой стороны приближается точка М к точке X; см. черт. 40).

*) То обстоятельство, что каждой «бесконечно удалённой точке»

плоскости отвечает совокупность параллельных между собой прямых,
«проходящих через эту точку», позволяет отождествлять «бесконечно

удалённые точки» с направлениями плоскости. При этом, напри-
например, выражение «прямая, проведённая через данную точку А и данную
бесконечно удалённую точку В» означает прямую, проведённую через
А в направлении, отвечающем «бесконечно удалённой точке» В,
и т. д.
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Точно так же, если точка М прямой / движется в одну пли

в другую сторону этой прямой, неограниченно удаляясь, то

проекция этой точки приближается к точке V пересечения
прямой /' с прямой у (черт. 40I).

Черт. 40.

AD
Отношение -^, где D есть «бесконечно удалённая точка»

прямой АВ, естественно считать равным единице (отношение
AM

jTTj стремится к единице, когда точка М «стремится к беско-

бесконечно удалённой точке D», т. е. неограниченно удаляется

вдоль прямой АВ в одну или в другую сторону). В связи
AC AD г, ,

с этим двойное отношение яс~:Ж>* где —«бесконечно

удалённая точка», следует считать равным простому отноше-

отношению ._.. Нетрудно проверить, что свойство В центрального

проектирования при этом сохраняется и тогда, когда какап-

•) Отметин, что оказывается целесообразным говорить об одной
«бесконечно удалённой точке» прямой, несмотря иа то, что из сообра-
соображений наглядности хочется считать, что прямая имеет две такие точки,
отвечающие двум её направлениям.
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либо из точек А, В, С, D является «бесконечно удалённой»
или проектируется в «бесконечно удалённую».

Введение «бесконечно удалённой прямой» и «бесконечно

удалённых точек» позволяет охватить одной общей формули-
формулировкой ряд частных предложений, имеющих одинаковые дока-

доказательства (ибо- прн центральном проектировании не суще-

существующие «бесконечно удалённые точки» равноправны с на-

настоящими точкамр! — одни могут переходить в другие). Так,
например, все частные случаи теоремы Дезарга, перечисленные
на ¦предыдущей странице, охватываются первоначальной фор-
формулировкой этой теоремы (задача 123), если только считать,

^что как точка пересечения прямых AAlt BBt и CClt так и

точки пересечения соответствующих сторон треугольников
ABC и А1В1С1 могут быть и обыкновенными и «бесконечно

удалёнными».
Плоскость, дополненную таким образом фиктивными «бес-

«бесконечно удалёнными» точками и прямой, называют проек-

проективной плоскостью.

Введение «бесконечно удалённых» точек и прямой иногда может

оказаться полезным и в вопросах,-не связанных с центральным проек-

проектированием. Так, например,, удобно отождествлять параллельный пе-

перенос с центрально-подобным преобразованием с центром подобия в

«бесконечно удалённой точке» плоскости, отвечающей направлению
переноса, н коэффициентом подобия, равным еднинце. [Это связано

с тем, что если рассматривать всевозможные фигуры Fv Ft, Ft, ...,

центрально-подобные данной' фигуре F, причём такие, что какой-то

точке А фигуры F соответствует фиксированная точка А', то при не-

неограниченном удалении центров подобия О,- (/=1, 2, 3, ...) вдоль
прямой АА' фигура Ff будет всё более походить на фигуру Р, полу-
получающуюся из F параллельным переносом на расстояние АА', а коэф-

коэффициент подобия ^-г-(/=1, 2, 3, ...) будет стремиться к единице;

см. черт. 41.] При этом условии отпадает необходимость выделять част-
частные случаи, которые имеют место в ряде теорем, относящихся к цен-

центрально-подобным фигурам. Так, например, теперь можно утверждать,
что две окружности всегда можно двумя способами рассматривать
как центрально-подобные (см. § 1 гл. I второй части книги). Сумма
двух центрально-подобных преобразований (каждое из которых может
иметь конечный или «бесконечно удалённый» центр) будет снова яв-
являться центрально-подобным преобразованием (с конечным или «беско-
«бесконечно удалённым» центром; см. § 1 гл. I первой части и § 1 гл. I

второй части). Теорема о трёх центрах подобия теперь может быть

короче сформулирована так: три центра подобия трёх попарно цеит-
рально-подобиых фигур всегда лежат на одной прямой, эта формули-
формулировка охватывает случаи, когда один из трёх центров подобия является
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«бесконечно удалённым» (две из трёх фигур равны) и когда все три

центра подобия — «бесконечно удалённые», а ось подобия есть «беско-
«бесконечно удалённая прямая» (все три фигуры попарно равны), а также

случай, когда все три центра подобия совпадают. Три окружности с
нашей новой точки зрения всегда будут иметь шесть попарных центров
подобия, расположенных по три на четырёх осях подобия (относительно
различных частных случаев, охватываемых этой теоремой, см. § 1 гл. I

Черт. 41.

второй части книги). Теорема 2 § 2 гл. I второй части принимает
теперь более простой вид, так как скользящую симметрию мы можем

считать частным случаем центрально-подобной симметрии и случаи,
когда F переводится в F' скользящей симметрией, уже не надо огова-

оговаривать отдельно. Теорема 2 § 2 гл. II первой части является с нашей

новой точки зрения просто частным случаем теоремы 2 § 2 гл. I

второй части (что объясняет очень большое сходство формулировок и

доказательств этих двух теорем). Иногда также удобно рассматривать
параллельный перенос как вращение, центром которого является «беско-
«бесконечно удаленная точка», соответствующая направлению, перпендику-
перпендикулярному к направлению переноса; при этом все теоремы о сложе-
сложении собственных движений (см. первую часть книги) можно будет
охватить одной формулировкой. ^^,

132. а) Дан параллелограмм ABCD. Докажите, что если

прямая DM отсекает от стороны АВ отрезок АМ=
— АВ,го

она отсекает от диагонали АС отрезок AN= ¦ . АС
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Черт. 42

[133—134)

(на черт. 42 п= 2). Во что перейдёт это предложение, если

спроектировать плоскость чертежа* на другую плоскость так,
чтобы прямая АВ была парал-
параллельна выделенной прямой пло-

плоскости?

б) На плоскости даны две

параллельные прямые / и /, п

отрезок АВ на /. Разделите от-

отрезок АВ на п равных частей

с помощью одной линейки.

133. Вкакую теорему перейдёт теорема о полном четы-

четырёхстороннике (см. задачу 115 из § 1 на стр. 24 и от-

относящийся к ней текст),
если спроектировать

черт. 14 так, чтобы пря-
прямая ABE была выде-
выделенной?

134. а) Используя
свойства центрального

проектирования, дока-
докажите теорему Мс-

н ел а я: три точки М,
N, Р, расположенные
на сторонах АВ, ВС

и СА треугольника ABC

(или на их продолже-

продолжениях), лежат на одной

прямой в том и только

в том случае, когда

AM BN СР_
ВМ' CN' АР

— 1

(черт. 43).
б) Используя свой-

свойства центрального про-

проектирования, докажите

теорему Чева: три прямые AN, BP u СМ, где М, N,
Р—точки, расположенные на сторонах АВ, ВС, СА треуголь-
треугольника ABC (пли на их продолжениях), пересекаются в одной
точке или "параллельны в том и только в том случае,

а/

Черт. 43.
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когда

AM BN CP
ВМ

'

CN
'

АР~
'

(черт. 44).

См. также задачи 57а), б) из § 1 гл. I оторой части книги и 117
из § 1 настоящей главы (стр. 25); относительно связи между теоремам"
Мепелая н Чева см. задачу 165 из § 4 настоящей главы (стр. 100).

Нетрудно видеть, что если точки М, N и Р лежат на

одной прямой, то на сторонах (не на продолжениях сторон!)
треугольника ABC из них расположены две точки или же

ни одной (черт. 43, а, б); поэтому из трех отношении

AM BN CP

Ш7' CV1 АР отР1ШателЬ||Ы1|П являются или два, пли ни одного

В

Черт. 44.

п произведение трёх отношений обязательно положительно.

Точно так же, если прямые AN, BP и СМ пересекаются в

одной точке (черт. 44, а, б) или параллельны, то из точек

М, N, Р на сторонах треугольника (не на продолжениях!)
,.
AM BN CP

лежат все три или одна; поэтому из отношений
-^ ,jj^,-^p

положительными являются или два, пли ни одного и произве-

произведение трёх отношений отрицательно.

Теоремы Менелая и Чева часто находят применение в за-

задачах, где требуется доказать, что три точки лежат на одной

прямой или три прямые пересекаются в одной точке. Так,
с помощью теоремы Менелая можно доказать предложения

задач 85 из первого тома книги, 115, 1226), 123, 127, 129а),

1376), 144, 145, 167, теоремы задач 170, 172а), 6) п т. д.;
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с помощью теорэмы Чева можно доказать, что три медианы,

три биссектрисы, три высоты пересекаются в одной точке, а

также предложения задач 506), в) из первого тома 111,
114, 122а), 123, 123, 126, 1296), 137а), 138а), б), 139а),
б), 146, 149, 156, теорему задачи 169 и т. д. Мы ре-

рекомендуем читателю попытаться самостоятельно провести

эти доказательства (см. также по этому поводу цитированные

на стр. 606 книги Ж. А дам ар, Элементарная геометрия, ч. 1,
Д. О. Шклярский и др., Избранные задачи и теоремы эле-

элементарной геометрии, ч. 2 и книгу Д. И. Перепёлки н, Курс
элементарной геометрии, ч. 1, М. — Л., Гостехнздат, 1948).

Докажем теперь следующую важную теорему.

Теорема 1. Пусть даны четыре тонки А, В, С, D

плоскости тс, никакие три из которых не лежат на одной

прямой, и четыре точки М, N. P. Q плоскости тс', ника-

никакие три из которых тоже не лежат на одной прямой.

При помощи центрального (или параллельного) проектиро-
проектирования плоскости тс на плоскость тс' четырёхугольник ABCD

можно перевести в четы-

четырёхугольник ABCD', подоб-
подобный MNPQ1).

Отмгтнм прежде всего,
что доказательство теоремы 1

не представляет затруднений,
если четырёхугольники ABCD
и MNPQ являются трапе-

трапециями: AD || ВС, MQ || NP.
Рассмотрим в этом случае

трапецию A'B'C'D' плоскости

1О-Й' тс',подобную A1NPQ, и та-

Черг. 45. кую,что/ТУ =/D. Придадим
плоскости тс такое положе-

положение в пространстве, чтобы отрезок AD совпал с отрезком А'О,
а точки В к С расположились вне плоскости тс' (черт. 45).
Соединим точки В и В", С и С. Прямые ВВ \\ СС будут
лежать в одной плоскости: так как ВС || AD, AD || ВС,
то отрезки ВС и ВС параллельны и, следовательно, лежат

') Точнее, вершины четырёхугольника ABCD можно перевести в

вершины четырёхугольника A'B'C'D', подобного MNPQ (ср. с под-

подстрочным примечанием на стр. 377 решений).
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в одной плоскости. Если прямые ВВ и СС пересекутся в не-

некоторой точке О, то центральное проектирование с цен-

центром в О переводит ABCD в A'B'C'D'; если ВВ || СС, то

параллельное проектирование в направлении этих прямых

переводит ABCD в ABCD.

Покажем, что общий случай можно привести к рассмот-

рассмотренному частному случаю. Пусть теперь ABCD и MNPQ
два произвольных четырёхугольника, расположенных1 соответ-

соответственно в плоскостях тс и тг* (черт. 46) *); предположим, что

при некотором центральном (или параллельном) проектирова-
проектировании тс на тс' четырёхугольник ABCD переходит в четырёх-
четырёхугольник ABCD', подобный MNPQ. Покажем, что, зная

ABCD и MNPQ, мы можем найти выделенную прямую пло-
плоскости тс. Пусть Е, Е", R—точки пересечения сторон АВ и

CD, А'В и CD', AW н PQ четырёхугольников ABCD, ABCD
и MNPQ; в силу свойства А центрального проектирования
точка Е перейдёт в Е'. Если А^ есть «бесконечно удалённая
точка» прямой А'В, то в силу свойства В центрального про-
проектировании в Х\ переходит такая точка Хх прямой АВ, что

АЕ_шАХх А'Е' MR
BE:BXx"~We Ш

А'Е' А'Х1 А'Е'
(так как g^:^777 = g^t' CP- СТР- 55). Из этого условии мы

АХ
можем определить отношение -^г? (по величине и по знаку!)

н найтн точку Л",. Точно так же соотношение -~: гге?—
СЕ' PR илг

—

jrrpr
—

fjg определяет точку Xt прямой DC, которая пере-

ходит в «бесконечно удалённую точку» X't прямой D'C*).

') На черт. 46 четырёхугольники ABCD и MNPQ — оба выпук-
выпуклые; однако рассуждения почти не изменятся и в том случае, когда

один из низ или оба незыпуклые.
•) Если в «бесконечно удалённую точку» прямой А'В' переходит

точка Е прямой АВ (т. е. если А'В \\С'1У), то мы будем рассматривать
вместо прямых АВ и CD прямые Аи к ВС. Если и точка Е и точка /

пересечения прямых AD и ВС переходят в «бесконечно удалённые
точки» (т. е. если A'B'C'D' — параллелограмм), то выделенной прямой
плоскости я будет являться прямая EI. В этом последнем случае тео-

теорема 1 допускает также и чисто геометрическое доказательство (см.,
например, книгу Б. Н. Делоне и О. К. Житомирский, Задач-
Задачник по геометрии, изд. 5-е, М. —J1., Гостехиздат, 1950, задача 503,
где доказывается, что всякий четырехугольник можно центральным
проектированием перевести в квадрат).
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Прямая XtXt и есть выделенная прямая плоскости п. Анало-
Аналогично этому в плоскости я' четырёхугольника А'В'С'ЕУ можно

определить выделенную прямую Y[Y't (черт. 46; точки Y\ и

Y't определяются

Черт. <io

АЕ АЕ' AY'. CE
равенствами _

= —:—.; „ _ =

Пр'оведём через точки А и В прямые АК и BL, парал-
параллельные выделенной прямой XxXt; пусть К " L— точки пе-

пересечения этих прямых с прямой CD. В силу свойства Б

центрального проектирования параллельные прямые АК и BL

переходят в параллельные прямые; таким образом, наше цен-
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тральное проектирование переводит трапецию ABLK в тра-

трапецию A'B'L'K' (где А'К \\ В'L' \\ Y[Y't). При этом, зная четы-

четырёхугольники ABCD и MNPQ, мы можем найти трапецию
ABLK и трапецию MNTS, подобную A'B'L'K'. [Для этого

надо найти на прямых MN и PQ точки Z, u Z,, такие, что

Л»?. AfZ,
_

А'Е1. А'У[ _ АЕ

nr'nT,~~ be
'•
в-у[

~~

ВЕ

PRPZ^ СЕ. СУ\ С?
QR:QZ,~WF:DYt-~ о/т1

и провести MS \\ NT || ZtZt.]
Переведём теперь центральным (или параллельным) проек-

проектированием трапецию ABLK в трапецию A'B'L'K', подобную
MNTS; выше мы видели, что это всегда возможно. Наша

теорема будет доказана, если мы покажем, что это проекти-

проектирование переводит четырёхугольник ABCD в четырёхугольник
A'B'CD', т. с. что оно переводит точки С и D в точки С и

V. Отметим прежде всего, что выделенной прямой плоскости тт

при этом проектировании обязательно является найденная

выше прямая ХхХг: действительно, выделенная прямая парал-

параллельна АК и BL (в силу свойства Б центрального проекти-

проектирования1)) и проходит через точку А', (ибо точка Е пересе-

пересечения АВ и KL переходит в точку f пересечения А'В' п KL'
v AEАХ. А'Е1

и точка л„ такая, что /й?:/Г5^ — яп^ ¦ переходит в «беско-

«бесконечно удалённую точку»). Точно так же показывается, что

выделенной прямой плоскости тг' является прямая Y[Y't. Так

как точки Е, Xt и «бесконечно удалённая точка» прямой KL
переходят соответственно в ?", «бесконечно удалённую

точку» и точку Y't прямой K'L', то в силу свойства В цен-

центрального проектирования точка С перейдёт в такую точку С

прямой K'L', что

cv
•

су;
-

следовательно,

ГУ — F'V . —^-iсг. — с rt cx .

*) Это можно усмотреть так же и из того, как осуществляется

центральное (или параллельное) проектирование, переводящее трапецию
в трапецию (см. стр. СО—61).
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¦<. _

Докажем теперь, что точка С совпадает с точкой С. Пере-
Переведём при помощи центрального (или параллельного) про-

проектирования и последующего преобразования подобия изо-

изображённую на черт. 46 трапецию CDGF (где" CF || DG || АГ,А'1)
в трапецию CD'GF' (где CF' || DG \\ У'ХгУ. это возможно

в силу доказанного выше. При этом точка Е перейдёт в Е,
точка X, прямой CD перейдёт в «бесконечно удалённую
точку» X' прямой CD' и «бесконечно удалённая точка» К

/ Q?QX СЕ'
прямой CD перейдёт в точку Y't ( ибо ^:-^= -^гв

и

TjF=-fyp'--jyyj по определению точек Хж и Y't). Поэтому в

силу свойства В проектирования

'

сг[

;

Отсюда следует, что точка С совпадает с С. Точно так же

доказывается, что при центральном проектировании, переводя-
•

щем ABLK в A'BL'K', точка D переходит в точку D, совпадаю-

совпадающую с D'; значит, четырёхугольник ABCD переходит в A'BCD'.

Нетрудно перенести доказательство теоремы 1 и на тот

случай, когда некоторые из точек А, В, С, D или А', В, С, U
являются «бесконечно удалёнными».

135. Пусть A1AtAtAt—произвольный четырёхугольник;,
Bt, Bt, Ba, Bt— точки пересечения его сторон с прямыми,"
соединяющими точку N пересечения диагоналей четырёх-

четырёхугольника с точками Р и Q пересечения противоположных

сторон. Точки пересечения сторон четырёхугольника AtAtAaAt
и "вписанного в него четырёхугольника BlBtBiBi обозначим

буквами Ж„ Л1Ш, Ма, Mt, Мь, Mv M1 и Af8, как указано
на черт. 47. Докажите, что:

а) прямыеМХМЪ, MtM%, /ИаЛ1, и MtMb проходят через

точку N;

б) прямыеMtMt и М%М7 проходят через точку Р; пря-
прямые MxMt и МАМЪ проходят через точку Q; .

в) прямыеMxMt, МЯМЛ, Ж4Л/, и МъМа проходят через

точку пересечения прямой PQ и диагонали AtAt\ прямые
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M3Mt, Л1гМ^, МХМ% и М7Л1Й проходят через точку пересе-
пересечения прямой PQ и диагонали Л,/?,;

г) четвёрки прямых Л/,Л/,, МЬМ7, BtMx и В2Ма; Af,Af4,
м*м» В*АК " В,МХ\ М3М5, МХМ„ ВХМ% и B,Afi: Af^.,
AfjAf,,, В,Л/, и fiaAf, сходятся в четырёх точках прямой PQ.

Черт. 47.

136. На стороне /4? четырёхугольника ABCD взята произ-

произвольная точка /. Из D как из центра точка / проектируется

в точку 2 прямой ВС; затем из А как из центра точка 2

проектируется в точку 3 прямой CD; из В как из центра

3 И. М. Яглоы
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точка 3 проектируется в точку 4 прямой DA; из С как из

центра точка 4 проектируетеи в точку 5 примой АВ и т. д.

(черт. 48). Докажите, что:

а) точка13 стороны АВ,
к которой мы приходим, обой-
обойдя три раза четырёхугольник,
совпадает с заданной точкой
/ (и, следовательно, точка 14

совпадает с точкой 2, точ-
точка /5— с точкой 3 п т. д.);

б) прямые 1—7, 2—8,
3—9 и т. д. (т. е. прямые,
проходящие через точки / и

7, 2 и 5, 3 н 9 и т. д.) проходят
через точку пересечения диа-
диагоналей четырёхугольника;

в) прямые1—2 и 7—8-
2—3 и 8—9; 3—4 и 9—10
и т. д. пересекаются на пря-

прямой, соединяющей точки пе-

пересечения противоположных

сторон четырёхугольника.
167. В плоскости треугольника ABC дана точка О-

/4,, Bt и Сх— точки пересечения прямых АО, ВО и СО с

противоположными сторонами треугольника. Докажите что-

а) еслиЛ,, В„ С, —точки сторон ВС., С А 'ав
треугольника Л.В.С,, такие, что три прямые АгА "в В и

C?t пересекаются в одной точке, то и прямые АА
, ВВ и

CCt пересекаются в одной точке (черт. 49,а); *'
*

б) если точки At, Bt, С,, расположенные на сторонах
Б1С1. СА " ABi треугольника i41B,C1, лежат на одной
прямой, то и точки пересечения прямых AAt, ВВ, СС с

противоположными сторонами треугольника ABC лежат 'на
одной прямой (черт. 49, б).

Черт. 48.

До сих пор мы всё время рассматривали отображение
плоскости п на другую плоскость тЛ Теперь рассмотрим
преобразование, переводящее плоскость я в себя, ко-

которое производится следующим образом: плоскость я переме-
перемещается каким-то образом в пространстве, занимает какое-то
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новое положение и затем проектируется из некоторого центра О

на своё прежнее положение. Это преобразование мы будем
называть центральным проектированием плоско-

плоскости п на себя. Частным случаем такого преобразовании
является всякое преобразование подобия; центральное прогктн-

Черт. 49.

рованпе плоскости на себя представляет собой подобие, если

новое положение плоскости параллельно её первоначальному
положению.

Из свойств центрального проектирования следует, что

всякая прямая линия плоскости п при центральном проектиро-

проектировании этой плоскости на себя переходит снова в прямую линию,
за исключением единственной выделенной прямой, которая
исчезает («переходит в бесконечно удалённую прямую»). Если

3*
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же мы рассмотрим какую-либо часть плоскости тт, которую

не пересекает выделенная прямая, то всякая прямая, прохо-

проходящая по этой части плоскости, переходит в прямую линию.

Преобразования плоскости, переводящие все прямые, рас-

расположенные на какой-либо части плоскости, снова в прямые

линии, мы будем называть обобщёнными линейными

преобразованиями. Всякое линейное преобразование

является, конечно, одновременно н обобщённым линейным

преобразованием, но обратное обстоятельство неверно: ней-

нейтральное проектирование плоскости на себя является обоб-

обобщённым линейным преобразованием, но оно не является линей-

линейным преобразованием плоскости.

Можно показать, что всякое обобщенное линейное

преобразование плоскости можег быть сведено к центральному

проектированию плоскости на себя и преобразованию подобия.
А именно, имеет место следующая важная теорема:

Теорема 2. Всякое обобщенное линейное преобразо-
преобразование плоскости может быть осуществлено путём цен-

центрального (или параллельного) проектирования плоскости

на себя а последующего преобразования подобия.
Обобщённые линейные преобразования плоскости обыкно-

обыкновенно называют проективными преобразовани-

преобразованиями1). Основанием для этого названия служит теорема 2.

Доказательство теоремы 2 очень близко к доказательству тео-

теоремы 2 из § 1 (см. выше стр. 26). Рассмотрим, например, случай,
когда часть плоскости, о которой идёт речь в определении обобщён-
обобщённого линейного преобразования, представляет собой выпуклый четы-

четырёхугольник (например, страницу тетради).
Пусть обобщённое линейное преобразование переводит четырех-

четырехугольник ABCD в четырёхугольник А В'СГУ (черт. 50). В силу тео-

теоремы 1 мы можем перевести четырёхугольник ABCD в четырёх-
четырёхугольник A'B'C'D' при помощи центрального (или параллельного)
проектирования плоскости на себя и последующего преобразования
подобия. Следовательно, если мы докажем, что существует е д и н-

с т в е н и о е обобщённое линейное преобразование, переводящее ABCD
в А'В'С'ПУ, то отсюда будет следовать, что оно совпадает с централь-
центральным проектированием плоскости на себя и последующим подобным
преобразованкем.

') Вот ещё одно определение проективных преобразований: про»
ективными преобразованиями называются такие преобразования про-
проективной плоскости я (см. выше стр. 56), которые переводят
прямые линии снова в прямые линии; от определения линейных (или
аффинных) преобразований (см. конец § 1) оно отличается только тем,
что здесь я не обыкновенная, а проективная плоскость.
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Доказательство того, что обобщённое линейное преобразование
полностью определяется тем, в какие точки перешли вершины
четырёхугольника, очень близко к доказательству теоремы 3 § 1;
здесь его мы только коротко наметим. Обозначим через Е, F; Е1, F'
точки пересечений продолжений сторон АВ и CD, AD и ВС; А'В' и

CD, A'D' и ВС четырёхугольников ABCD и ABCD' (некоторые
из этих точек могут быть и бесконечно удалёнными) и через G н G'

Черт. 50.

точки пересечения диагоналей этих четырёхугольников. Так как пря-
прямая АВ переходит в А'В' и CD переходит n CD", то точка Е пере-

переходит в Е'; аналогично точка F переходит в F', G — в G'. Отсюда

следует, что прямые EG и FG переходят в прямые EG', соответ-

соответственно, F G'.

Прямые EG и FG делит четырёхугольник ABCDua четыре мень-

меньших четырёхугольника, относительно каждого из которых нам из-

известно, в какой четырёхугольник его переводит наше обобщённое

линейное преобразование. Соединяя затем точки пересечения диаго-
диагоналей этих меньших четырёхугольников с теми же точками Е и F

и продолжая этот процесс далее, мы определим внутри четырёхуголь-
четырёхугольника ABCD сетку из прямых линий, относительно которой нам из-

известно, в какую сетку она переходит внутри A'B'C'D' при нашем

преобразовании (см. черт. 50). При этом эта сетка может быть сде-

сделана сколь угодно густой (нетрудно видеть, что при центральном про-

проектировании плоскости нашего чертежа на себя, переводящем пря-
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мую EF в бесконечно удалённую прямую, наша сетка переходит

в изображённую на черт. 51 сетку параллелограммов, фигурирующую

Черт. 51.

в доказательстве теоремы 3 § 1. Отсюда аналогично доказательству
теоремы 3 § 1 следует единственность обобщённого линейного пре-
преобразования, переводящего ABCD в А'В'СЧУ1).

§ 3. Центральное проектирование,
переводящее заданную окружность в окружность.

Стереографическая проекция

В предыдущем параграфе мы привели ряд задач, которые
решались при помощи следующего приёма: чертёж проекти-
проектировался на другую плоскость таким образом, что доказатель-
доказательство интересующего нас соотношения на преобразованном
чертеже оказывалось уже простым. Однако первое ознаком-

ознакомление с этим методом заставляло думать, что он приложим

лишь к сравнительно небольшому числу задач. Действительно,
в элементарной геометрии рассматриваются свойства фигур,
образованных из прямых линий и окружностей. При цен-

центральном проектировании прямые линии переходят снова

в прямые линии; однако окружности, вообще говоря, уже н е

переходят в окружности. Поэтому кажется, что метод цен-

центрального проектирования может оказаться полезным только

*) Мы здесь ограничиваемся рассмотрением того, куда переводит
наше преобразование внутренние точки четырехугольника, так как
само определение обобщённого линейного преобразования естествен-
естественным образом выделяет некоторую часть плоскости, преобразование
которой нас только и интересует. Заметим, впрочем, что построенную
сеть можно распространить и за пределы исходного четырёхуголь-
четырёхугольника аналогично тому, как это делалось в § 1.
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при решении задач, в условии которых вовсе не фигурируют
окружности (такими были все задачи предыдущего параграфа).

В этом параграфе мы покажем, как можно использовать

метод центрального проектирования н при решении ряда за-

задач, связанных с окружностью. Для этого мы докажем сле-

следующие две теоремы.

Теорема 1. Пусть на п носкости тг дана окруж-
окружность S и точка Q внутри этой окружности. При по-

помощи центрального проектирования плоскости тг на дру-
другую плоскость тг' можно перевести окружность S в неко-

некоторую окружность S' плоскости тг', центром которой
служит точка Q', в которую переходит при проектиро-
проектировании точка Q.

Теорема Г. Пусть на плоскости тг дана окруж-
окружность S и прямая I, не пересекающая окружности. При
помощи центрального проектирования плоскости тг на дру-
другую плоскость тт' можно перевести окружность S в неко-

некоторую окружность S' плоскости тг', а прямую I— в «.бес-
«.бесконечно удалённую прямую» этой плоскости.

Существует несколько путей для доказательства теорем

1 и Г. Мы выберем не самый простой из них, так как допол-

дополнительные усилия, которые нам придётся приложить, с лихвой

окупаются интересными результатами, которые мы попутно

получим1). Этот путь связан с рассмотрением стереогра-

стереографической проекции сферы на плоскость.

Стереографической проекцией сферы о на плоскость тг',
касающуюся сферы о в некоторой точке А, называется цен-

центральная проекция о на плоскость тг' из второго конца О

диаметра этой сферы, проходящего через точку А (черт. 52).
Таким образом, стереографическая проекция переводит каж-

каждую точку М сферы о (кроме точки О) в точку М пересечения

прямой ОМ с плоскостью тг'; точка О сферы не переходит

при стереографической проекции ни в какую точку плоскости.

Важнейшее свойство стереографической проекции выра-
выражается следующей теоремой.

Теорема 2. Стереографическая проекция переводит

каждую окружность сферы а в окружность или прямую

*) Другой путь доказательства этих теорем намечен в 26-й главе

популярной книжки Г. Радемахер и О. Теплиц, Числа и фи-
фигуры, М-—Л, ОНТИ, 1938 (ср. также Г. Штейнгауз, Математи-
Математический калейдоскоп, М. — Л., Гостехиздат, 1949, тема 43).
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плоскости тг' и, обратно, каждой окружности или пря-

прямой плоскости тт' при стереографической проекции соот-

соответствует окружность сферы о.

Черт. 52.

Доказательство. Прежде всего очевидно, что сте-

стереографическая проекция переводит окружность 5 сферы а,

проходящую через точку О, в прямую S плоскости тг'

Черт. 53.

(черт. 53); обратно, каждой прямой плоскости тг' стереогра-

стереографическая проекция сопоставляет окружность сферы о, про-

проходящую через точку О. Пусть теперь S есть окружность

сферы о, не проходящая через О. Окружность 5
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можно рассматривать как линию касания о с описанным ко-

конусом К (черт. 54, а) или с описанным цилиндром Л (черт. 54, б);
пусть Р— точка пересечения с плоскостью п' прямой,
проходящей через вершину Р конуса К или параллельной
образующей цилиндра Л. Докажем, что стереографическая

61

Черт. 54.

проекция переводит окружность 5 в окружность S' плоско-
плоскости п' с центром в точке Р.

Пусть М—произвольная точкч окружности S, М— точка

плоскости тг', в которую она проектируется. Нам надо до-

доказать, что расстояние РМ не зависит от выбора точки М

окружности S; это и будет означать, что геометрическое
место точек М представляет собой окружность S' с цен-
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тром Р. Рассмотрим сначала тот случай, когда 5 есть линия

касания конуса К со сферой о (черт. 54, а), и проведём че-

через точки Р ч О плоскости тт, и тг,, параллельные тт'; пусть
N есть точка пересечения прямой ОМ с плоскостью тт,, Q—¦
точка пересечения прямой РМ с плоскостью тг,; точку Q со-

соединим с О. Прямые РМ', PN и QO будут параллельны, так

как они суть линии пересечения плоскости ОРМ с парал-

параллельными плоскостями тг', тг, и тг,. Поэтому треугольники
MPN и MQO, так же как и треугольники OPN и ОРМ,
подобны между собой. Из подобия первой пары треугольнн-

PN 00
ков вытекает, что -рм—гщ'! так как 0.0= QM как две

касательные к сфере а, проведённые из одной точки Q

(QO лежит в плоскости ns, касающейся о; QM есть обра-
образующая конуса К, описанного вокруг о), то PN=PM. Та-

Таким образом, мы видим, что отрезок PN равен отрезку РМ

образующей конуса К н, следовательно, не зависит от

выбора точки М. Далее из подобия второй пары тре-
РМ ОР

угольников вытекает
"рдГ —Tipi откуда

Таким образом, РМ действительно не зависит от выбора
точки М, что и требовалось доказать.

Если ? есть линия касания цилиндра Л со сферой о

(черт. 54, б), то проведём через точку М образующую ци-

цилиндра; точки пересечения её с плоскостью тг' и рассмотрен-

рассмотренной выше плоскостью тг, обозначим через R и Q. Так как

MR || OP, то R—точка отрезка МР. Соединим Q с О; как

и выше, заключаем, что треугольники MRM и MQO подобны,
откуда следует равенство отрезков MR и RM (ибо QM=
= 0.0, как отрезки касательных к сфере о, проведенных из
точки Q). А теперь из подобия треугольников ОРМ u MRM
заключаем, что

РМ'=РО;

вначит, и в этом случае РМ не зависит от выбора точки М.

Обратно, пусть S' есть произвольная окружность плоско-

плоскости тг' с центром в точке Р, М—произвольная точка этой

окружности и М—точка сферы о, соответствующая М' при

стереографической проекции. Обозначим через Р точку пере-
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сечения прямой ОР с касательной плоскостью а к сфере о

в точке М (если такая точка существует). Аналогично пре-
предыдущему нетрудно показать, что точка Р не зависит от

выбора точки М' на окружности S'\ если же плоскость а

параллельна ОР, то это обстоятельство будет иметь место

при любом выборе точки М'. Отсюда следует, что геометри-
геометрическим местом точек М является окружность S, по которой
касается сферы о конус К касательных, проведённых к сфере
из точки Р, или цилиндр Л касательных, параллельных ОР.

Используя теорему 2, мы можем уже легко доказать ос-

основные теоремы 1 и Г.
Доказательство теоремы Г. Пусть дана окруж-

окружность S плоскости тт и прямая /, не пересекающая этой окруж-
окружности. Проведём сферу о, которая содержит окружность S; затем

Черт. 55.

проведём через прямую / плоскость а, касающуюся сферы о.
Обозначим через' О точку касания плоскости а и сферы о н

проведём параллельно плоскости а плоскость тг', касающуюся
сферы о в точке А (черт. 55). При центральном проектировании
плоскости тт на плоскость тг* с центром проекции в точке О

окружность 5 перейдёт в некоторую окружность S' пло-

плоскости тг' (в силу теоремы" 2), а прямая /, очевидно, перейдёт
в «бесконечно удалённую» прямую плоскости тг'.

Доказательство теоремы 1. Пусть нам дана

окружность S и точка Q внутри этой окружности. Проведём
через точку Q две произвольные хорды АС и BD и рассмот-

рассмотрим вписанный в 5 четырёхугольник ABCD (черт. 56). Обо-
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значим через Е и F точки пересечения противоположных сто-

сторон этого четырёхугольника. Из того, что касательные, про-

проведённые из точки Е пересечения сторон АВ и DC к окруж-
окружности S, касаются её в

точках дуг АВ и DC,
следует, что прямая EF не

пересекает S. Спроекти-

Спроектируем наш чертёж на дру-

другую плоскость п' так, что-

чтобы окружность 5 перешла
в некоторую окружность

S', а прямая EF—в бес-

бесконечно удалённую пря-

прямую плоскости тг' (это мы

можем сделать в силу тео-

теоремы Г). В таком случае

четырёхугольник ABCD

Черт. 56. перейдётво вписанный в

окружность S' параллело-

параллелограмм ABCD' (т. е. в

прямоугольник), а точка Q пересечения диагоналей четырёх-
четырёхугольника ABCD— в точку Q' пересечения диагоналей пря-

прямоугольника A'BCD", т. е. в центр, окружности S' (А'С и

BD'—диаметры S).
Теоремы 1 и 1 дают возможность использовать цен-

центральное проектирование для решения ряда задач, связанных

с окружностью. Ниже мы приводим несколько таких задач.

При решении их часто будет оказываться полезным следующее

очевидное соображение: если центральное проектирование пе-

переводит окружность S в окружность S', то касательная к окруж-
окружности 5 (прямая, имеющая с окружностью единственную
общую точку) переходит в касательную к окружности S'.

Решения этих задач, не использующие центрального про-

проектирования, являются, как правило, весьма сложными.

138. а) Докажите, что прямые, соединяющие вершины

треугольника с точками касания противоположных сторон
с вписанной в треугольник окружностью, пересекаются в од-

одной точке (см. ниже черт. 63, г, стр. 82).
б) Даны треугольник ABC и окружность S, пересекаю-

пересекающая стороны АВ, ВС и СА треугольника соответственно
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в точках М и N, Р и Q, R и Г. Пусть С„ Л„ /3, —точки
пересечения касательных к окружности 5 в точках М и N,
Р п Q, R и Т соответственно. Докажите, что прямые AAt,
БВ1 и СС1 пересекаются в одной точке.

139. Пусть ABCD— четырёхугольник, описанный во-

вокруг окружности S; Л,, Bt, С, п D, — точки касания его

сторон с окружностью 5 (черт. 57). Докажите, что:

а) точки пересечения диагоналей четырёхугольников
ABCD и AlBlClDl совпадают;

В

Черт. 57.

б) продолжения диагоналей четырёхугольника ABCD

проходят через точки пересечения противоположных сторон

четырёхугольника /1,5,0,0,.
140. Пусть ABCD—четырёхугольник, вписанный в ок-

окружность iS, Р и Q — точки пересечения его противопо-

противоположных сторон, О— точка пересечения диагоналей. Дока-

Докажите, что:

а) существует бесконечно много вписанных в окруж-
окружность 5 треугольников, стороны которых (или их продол-

продолжения) проходят через точки Р, Q и О (точнее, если две

стороны вписанного в 5 треугольника проходят через две

нз точек Р, Q и О, то третья сторона обязательно прохо-

проходит через третью точку);

б) существует бесконечно много вписанных в окруж-

окружность 5 четырёхугольников, точки пересечения протнвопо-
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ложных сторон которых совпадают с Р и Q (точнее, если

две противоположные стороны вписанного в 5 четырёх-

четырёхугольника пересекаются в точке Р и третья сторона про-
проходит через Q, то и противоположная ей сторона проходит

через Q), причём точки пересечения диагоналей всех этих

четырёхугольников совпадают с О;
в) существует бесконечно много вписанных в окруж-

окружность 5 четырёхугольников, точка пересечения диагоналей

которых совпадает с О, а одна из точек пересечения про-

противоположных сторон — с Р (точнее, если точка пересече-
пересечения диагоналей вписанного в 5 четырёхугольника совпадает

с О и одна из сторон проходит через Р, то и противопо-

противоположная ей сторона проходит через Р), причём вторая точка

пересечения противоположных сторон всех этих четырёх-

четырёхугольников совпадает с Q.
141. Через фиксированную точку Р, расположенную

в плоскости окружности S, проводятся всевозможные секу-
секущие этой окружности. Найдите геометрическое место точек

пересечения касательных к окружности S, проведённых
в двух точках пересечения окружности с секущей.

/г—-.

Черт. 58.

142. Даны окружность S, точка Р и прямая /, прохо-
проходящая через Р и пересекающая окружность в точках А
и В; точку пересечения касательных к S в точках А и В
обозначим через К.

а) Через Р проходит переменная прямая, пересекающая
АК и ВК в точках М а N (черт. 58, а). Докажите, что
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геометрическим местом точек X пересечения вторых каса-

касательных к окружности S, проведённых из точек М п N,
является прямая линия, проходящая через К (точнее, часть

этой прямой, расположенная вне S).
б) Переменная точка R окружности 5 соединяется с точ-

точками Р и К (черт. 58, б). Докажите, что прямая х, соеди-

соединяющая вторые точки М и N пересечения RK и RP с

окружностью S, проходит через фиксированную (не завися-

зависящую от выбора RI) точку, лежащую на прямой /.

143. Впишите в данную окружность четырёхугольник,
если известны:

а) точка пересечения диагоналей четырёхугольника и

две точки, лежащие на его противоположных сторонах;

б) точка пересечении двух противоположных сторон и

но одной точке на каждой из двух других сторон.

Черт. 59.

144. Пусть AAV ВВ,, и ССг — три хорды окружности S,

пересекающиеся в одной точке О, X— произвольная точка

той же окружности. Докажите, что точки Р, Q и R пере-

пересечения прямых ХАг, XBt, XCl со сторонами ВС, СА, АВ

треугольника ABC лежат на 'одной прямой, проходящей

через О (черт. 59).
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145. Теорема Паскаля. Докажите, что три точки

пересечении противоположных сторон вписанного в окруж-

окружность шестиугольника лежат на одной прямой (черт. 60).

М

Черт. 60.

В другой сппзи теорема Паскаля (в несколько более общем виде)
приведена в § 5 настоящей главы (см. за-

задачу 179,-стр. 115) и в§ 1 гл. II (задача
223, стр. 193).

146. Теорема Брнакшока.
Докажите, что три диагонали, сое-

соединяющие противоположные вершины

описанного вокруг окружности ше-

шестиугольника, пересекаются в одной

точке (черт. 61).

В другой связи теорема Брнаншопа
приведена в § 5 гл. II (см. задачу 2S2,
стр. 303). Ещё одно неожиданное доказа-

доказательство той же теоремы содержит приложение к настоящей главе

(см. задачу 197 на стр. 146). Относительно связи между теоремами
Паскаля и Брнаншопа см. задачу 162 из § 4 (стр. 100).

Предельными случаями теорем Паскаля и Брнаншона яв-

являются некоторые предложения, относящиеся к вписанным и

описанным пятиугольникам, четырёхугольникам и треугольни-
треугольникам. Так, например, предположим, что вершина F шести-

шестиугольника ABCDEF, вписанного в окружность, движется по

окружности, приближаясь к точке Е. При этом сторона EF

шестиугольника будет стремиться к касательной к окружно-
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сти в точке Е, и в пределе мы получим следующее предло-
предложение: точка пересечения стороны ВС вписанного в окруж-
окружность пятиугольника ABCDE с касательной к окружности
в точке Е лежит на одной прямой с точками пересечения

сторон АВ и DE, CD и АЕ (черт. 62, с). Аналогично, счи-

считая, что в шестиугольнике ABCDEF вершина F совпадает
с Е, а вершина D— с С, мы получим следующую теорему:
точка пересечения сторон АВ и СЕ вписанного в окруж-

окружность четырёхугольника АВСЕ лежит на одной прямой
с точками пересечения стороны ВС и касательной к окруж-

Черт. Ь2, а—в.

ности в точке Е, стороны АЕ и касательной к окружно-

окружности в точке С (черт. 62, б). Предполагая, что вершина F

шестиугольника совпала с ?, а вершина С— с В, мы полу-

получим, что точка пересечения касательных к окружности

в вершинах Е и В вписанного четырёхугольника ABDE ле-

лежит на одной прямой с точками пересечения противо-
противоположных сторон; очевидно, на этой же прямой лежит и

точка пересечения касательных к окружности в точках А и D

(черт. 62, в). Наконец, предполагая, что вершина В шести-
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угольника совпала с А, вершина D— с С и вершина F—с Е,
мы получаем: точки пересечения сторон треугольника АСЕ

с касательными к описанной,

вокруг АСЕ окружности в

противоположных вершинах
треугольника лежат на од-

одной прямой (черт. 62, г). Все
эти предложения можно условно

-' считать частными случаями тео-

теоремы Паскаля, относящимися

к вписанным в окружность

шестиугольникам, одна или не-

несколько сторон которых имеют нулевую длину; естественно,
что каждое из них можно доказать точно так же, как дока-

С/1

Черт. 62, г.

Черт. 63.

зывается теорема" Паскаля (впрочем, некоторые из этих тео-

теорем допускают и более простые доказательства).
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Совершенно аналогично можно вывести ряд новых пред-

предложений и из теоремы Брианшона, если считать отдельные

стороны описанного шестиугольника совпадающими (другими
словами, если считать, что описанный шестиугольник имеет

один или несколько углов, равных 180°). О соответствующих
предложениях дают представление чертежи 63, а— г; предо-
предоставляем читателю самостоятельно их сформулировать (отметим,
что теоремы, выражаемые черт. 63, в и г, совпадают с пред-

предложениями задач 139а) и 138а)).
'

147. Дана окружность и на ней точка А. Проведите
касательную к окружно-
окружности в точке А, пользуясь
только одной линейкой

(без циркуля!).
Сравните задачу 147 с

задачей 153 следующего па-

параграфа (стр. 88).

14S. Дана дуга MN

окружности 5 и прямая /,
пересекающая эту дугу в

одной точке (черт. 64).
С помощью одной линейки

определите вторую точку

пересечения прямой / с

окружностью S.

Сравните задачу 148 с

задачей 154 следующего па-

параграфа (стр. 89).

г-""/'

\

Черт. 65.

149. Даны треугольник ABC n точка Q; прямые AQ,

BQ и CQ пересекают противоположные стороны треуголь-
треугольника в точках М, N и Р (черт. 65). Вершины треуголь-
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ника DEF, образованного вторыми касательными к вписан-

вписанной в треугольник окружности s, проведёнными из точек

М, N и Р, соединены с точками касания s с соответствую-

соответствующими сторонами треугольника ABC. Докажите, что три по-

полученные прямые пересекаются в о^ной точке (а именно,
в точке Q).

§ 4. Полярное преобразование плоскости.

Принцип двойственности

^ В дальнейшем важную роль будет играть следующая
теорема.

Теорема 1. Если через точку Р, не лежащую на

окружности S, провести всевозможные пары секущих, пе-

пересекающих окружность в точках А и Л,, В и Bv то

геометрическим местом точек пересечения прямых АВ

и А1В1 и геометрическим местом точек пересечения пря-
прямых ABt и АХВ будет являться одна прямая р (черт. 66).

Прямая р называется полярой точки Р относительно

окружности S, а точка Р—полюсом прямой р1).
С первого взгляда теорема 1 не кажется ни очень инте-

интересной, ни очень' важной; однако замечательные следствия,

') Поляру точки Р относительно окружности S можно также опре-
определить как геометрическое место таких точек проходящих через Р

секущих, которые вместе с точкой Р гармонически делят отрезки,
высекаемые на секущих окружностью (см. мелкий шрифт на стр. 51).
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вытекающие из этой теоремы, вполне оправдывают наше вни-

внимание к ней.

Теорему 1 легко доказать, если воспользоваться теоре-
теоремами 1 и Г предыдущего параграфа. Если точка Р лежит

внутри окружности 5 (черт. 66, а), то сё можно централь-

центральным проектированием перевести в центр окружности (см. тео-

теорему 1 § 3). Но для случая, когда Р есть центр S, тео-

теорема 1 является очевидной: четырёхугольник АВА1В1 является

в этом случае прямоугольником (все его углы опираются на

диаметр), АВ || BxAlt ABt || BAl и, следовательно, искомым

Черт. G7.

геометрическим местом является «бесконечно удалённая пря-
прямая» плоскости (черт. 67, а). Отсюда вытекает, что эта тео-

теорема верна для любой точки Р, расположенной внутри окруж-
окружности. Если точка Р находится вне окружности 5 (черт. 66, б),
то при помощи центрального проектирования её можно пере-

перевести в «бесконечно удалённую точку» плоскости (см. тео-

теорему Г § 3). Но если Р есть «бесконечно удалённая точка»,
то теорема 1 очевидна: четырёхугольник AA^fi является

в этом случае трапецией, вписанной в окружность (т. с.

равнобочной трапецией) с фиксированным направлением осно-

оснований (черт. 67, б); точка пересечения диагоналей АВ1 и Л,В
и точка пересечения боковых сторон АВ и AXBX лежат на её

оси симметрии, т. е. на диаметре окружности S, перпенди-

перпендикулярном к направлению оснований трапеции. Отсюда сле-

следует, что теорема 1 является справедливой для любой точки Р,

лежащей вне окружности S. '

Если точка Р лежит на окружности S, то геометрическое

место теоремы 1 не имеет смысла, так как в этом случае
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точки А к В совпадают с точкой Р, четырёхугольник АВВ1А1
вырождается в треугольник Л^Р, прямые Afi и ВХА пере-
переходят в прямые AJ> и ВХР, пересекающиеся в точке Р, а

прямая АВ становится неопределённой (черт. 68). Нетрудно
видеть, однако, что если точка Р приближается к точке Р

окружности (безразлично, изнутри или снаружи окружности),
то поляра р' точки Р при-
приближается к касательной

к окружности в точке Р

(см. черт. 68). Поэтому
естественно считать по-

полярой точки Р окружно-
окружности 5 касательную
р к окружности в этой

точке.

Если точка Р лежит

внутри окружности S, то

её поляра р относительно

5 целиком лежит вне S,
а если Р лежит вне S, тор
пересекает 5(см. черт. 66).
Когда Р лежит вне

V окружности S, её по-

Черт. 68. лярар совпадает с пря-
прямой, соединяющей точки

касания с S касательных, проведённых к ней из точки Р

(черт. 66, б). Для того чтобы доказать это утверждение,
достаточно заметить, что оно справедливо в том случае, когда
Р есть «бесконечно удалённая точка» (см. черт. 67, б); так

как при центральном проектировании, переводящем точку Р
в точку Р и окружность 5 в окружность iS', поляра точки Р

относительно 5 переходит в поляру точки Р относительно S'

и касательные к 5—в касательные к 5", то это предложение

сохраняет силу и в том случае, если Р есть произвольная точ-

точка, расположенная вне S'.
Отметим ещё, что поляра р точки Р относительно

окружности S перпендикулярна к прямой ОР (здесь О—

центр окружности S); обратно, полюс Р прямой р
лежит на перпендикуляре, опущенном из О на пря-

прямую р. Это следует, например, нз соображений симметрии

(черт. 69).
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Построение поляры точки Р относительно заданной окруж-
окружности S, а также построение полюса произвольно заданной

прямой р непосредственно вытекают из определений (см.
черт. 66, а, б). Отметим что оба эти построения выполня-

выполняются одной линейкой, т. е. без помощи циркуля,—

Черт. 69.

обстоятельство, которым нам ещё придётся пользоваться

впоследствии.

Наиболее важным свойством поляры является следующее:

Теорема 2. Если точка А лежит на поляре b

точки В, то точка В лежит на поляре а точки А (черт. 70).

Это свойство непосредственно следует из определения

поляры. Пусть* например, А расположена внутри окружно-
окружности S; в таком случае В обязательно лежит вне S, ибо иначе

поляра * точки В лежала бы целиком вне 5 (черт. 70, а).
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Так как точка А лежит на поляре точки В, то через точку В

можно провести две секущие, пересекающие окружность
в точках М, /И, и N, Nlt таких,
что А есть точка пересечения диа-

диагоналей четырёхугольника МЛ\^гЫ.
Но тогда из черт. 70, а сразу

следует, что полярой точки А яв-

является прямая BQ, где Q есть точка

пересечения MN и AI,W,; следова-

следовательно, поляра А проходит через

точку В. Аналогично доказывается

теорема 2 и в том случае, когда А

лежит вне 5 (в этом случае В может

лежать внутри S, чему соответствует
тот же черт. 70, с, где следует

изменить обозначения точек А и В,
или вне 5— см. черт. 70, б);

она сохраняет силу и когда А лежит на окружности S

(черт. 70, в).

150. Докажите,что если расстояние от центра О окруж-
окружности 5 до точки А равно d, то расстояние от О до по-

поляры а точки А относительно 5 равно -у, где г—радиус S.

151. ПустьА п В— две точки, а и b— их поляры от-

относительно окружности iS с центром О, АР и BQ— рас-
расстояния от А до b и от В до а. Докажите, что

ОА

АР''
ОВ
¦BQ.-

152. Пусть дан произвольный четырёхугольник ABCD,
а) вписанныйв окружность S;

б) описанныйвокруг окружности S.
Докажите, что перпендикуляр, опущенный из центра 5

на прямую, соединяющую точки пересечения противопо-

противоположных сторон четырёхугольника, проходит через точку
пересечения его диагоналей.

153. Дана окружность 5 и точка А вне неё. Проведите из

точки А касательные к окружности, пользуясь только одной
линейкой.'

Сравните с задачей 147 из § 3 (стр. 83).
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164. Данадуга Л1Ы окружности 5 и прямая /, не пере-

пересекающая этой дуги (черт. 71). С помощью одной линейки

определите точки пересечения прямой / с окружностью S.

Сравните с задачей 148 из § 3 (стр. 83).

165. Параллельной линейкой называется ли-

линейка, имеющая два параллельных края; с её помощью

можно провести две параллельные пря-

прямые /, и /,, отстоящие друг от друга
на расстоянии а, равном ширине ли-

линейки, так, чтобы /, проходила через

/,•
в

1

Ил

N ^-~..

Черт. 71. Черт. 72.

две данные точки А и В (черт. 72, с) или чтобы /, проходила

через А, а /,— через В (черт. 72, б)'). Докажите, что с по-

помощью одной параллельной линейки можно найти точки пере-

пересечения данной прямой / с неначерченной окружностью, имею-

имеющей данный центр А и радиус а, равный ширине линейки.

Параллельная линейка является весьма распространённым

чертСжным инструментом; поэтому интересно выяснить, какие

построения выполнимы с помощью такой линейки. Совершенно
ясно, что все задачи на построение, которые решаются одной

линейкой, разрешимы с помощью параллельной линейки.

Однако с помощью параллельной линейки можно ре-

решить также некоторые задачи, неразрешимые с помощью

простой линейки; так, например, в § 5 будет показано, что

с помощью одной линейки (без циркуля) нельзя через данную

точку М провести прямую, параллельную известной прямой /

(см. ниже стр. 123), в то время как с помощью параллельной
линейки это можно сделать (ибо можно провести прямую /,,
параллельную / и отстоящую от неё на расстоянии а; далее

см. задачу 1096) из § 1, стр. 22).

1) Последнее возможно, разумеется, лишь в том случае, если
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Все построения, выполнимые с помощью параллельной

линейки, разумеется, выполнимы также и с помощью циркуля

и линейки (ибо при наличии этих инструментов выполнимы оба

построения, изображённые на черт. 72, а и б: построение

изображённых на черт. 72,6 прямых /, и /, сводится

к определению вершины Р прямоугольного треугольника АВР

с известной гипотенузой АВ и катетом ВР=а). В § 5 будет
показано, что и обратно, все построения, выполнимые с по-

помощью циркуля и' линейки, осуществимы также и при

наличии одной параллельной линейки; при этом основную

роль будет играть построение, составляющее содержание за-

задачи 155.

166. Докажите, что прямые, соединяющие вершины тре-

треугольника ABC с полюсами А', В, С противоположных

сторон треугольника относительно некоторой окружности S,
пересекаются в одной точке.

Теорема задачи 156 может быть сформулирована ещё и

по-иному. Два треугольника ABC и А'ВС называются

полярными относительно данной окружности, если стороны

треугольника А'В'С являются полярами соответствующих
вершин треугольника ABC; из теоремы 2 следует, что в таком

случае стороны треугольника ABC являются полярами вершин

треугольника А'В'С. Теорема задачи 156 означает, что поляр-
полярные треугольники всегда перспективны (см. задачу 123 из

§ 2 и относящийся к ней текст, стр. 42—43); из этой теоремы

вытекает также, что точки пересечения соответствующих
сторон треугольников ABC и А'ВС лежат на одной прямой
(см. задачу 123). [Частными случаями теоремы задачи 156
являются предложения задач 138а) и б) из § 3 (стр. 76—77).]

157. Даны два треугольника ABC и А1В1С1 и окруж-
окружность S. Докажите, что если прямые, соединяющие соот-

соответствующие вершины этих треугольников, пересекаются
в одной точке, то и прямые, соединяющие полюсы сторон

треугольника ABC (относительно S) с полюсами соответст-

соответствующих сторон треугольника ^,?,0,, пересекаются в одной

точке (иными словами, если два треугольника ABC и А1В1С1
перспективны, то и треугольники, полярные первым двум,
тоже перспективны; см. текст, относящийся к предыдущей
задаче).
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158. Треугольник называется автополярным относи-

относительно данной окружности, если каждая сторона треуголь-
треугольника является полярой протнвоположной веришны. Докажите,
что для каждого тупоугольного треугольника ABC

существует единственная окружность, относительно которой
он является автополярным; центром этой окружности является
точка пересечения высот треугольника ABC. Остроугольный
или прямоугольный треугольник не является автополярньм
относительно никакой окружности.

Отметим, что из теоремы I вытекает, что

если в окружность S вписан четырехугольник, то трсуголыгак,
вершинами которто являются точка пересечения диагоналей четырСх-

Р

Черт. 73.

является
угольника и точки пересечения противоположных сторон,

автополярным относительно S (черт. 73, а).
Точно так же,

если вокруг окружности S описан четырёхугольник, то треуголь-

треугольник, образованный диагоналями четырёхугольника и прямой, соединяю-

соединяющей точки пересечения противоположных сторон, является автополяр-

автополярным относительно S (черт. 73, б).
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[Если стороны описанного четырёхугольника, изображёшюго на

черт. 73,6, касаются S в вершинах вписанного четырёхуголышк.1,

изображённого на черт. 73, о, то треугольник, выделенный жирными
линиями на черт. 73,6, совпадает с треугольником, выделенным на

черт. 73, а; доказательство этого представляется читателю.] Из резуль-
результата задачи 158 вытекает, что оба рассматриваемых треугольники
являются тупоугольными и точки пересечения их высот совпа-

совпадают с центром S.

Понятие поляры точки относительно окружности позволяет

определить своеобразное «преобразование» плоскости, которое

оказывается полезным для доказательства многих теорем.
А именно, пусть мы имеем какую-либо фигуру F на плоскости,

образованную любым числом точек и прямых линий. Поставим

в соответствие этой фигуре новую фигуру F, заменив каждую

точку первоначальной фигуры F её полярой и каждую прямую

фигуры F— её полюсом относительно какой-либо фиксирован-
фиксированной окружности 5". Преобразование, которое ставит в соот-

соответствие F новую фигуру F', полученную из первоначальной
описанным образом, называется полярным преобразо-
преобразованием. \

Полярное преобразование, разумеется, не яыяется пре-

преобразованием в том смысле, в каком мы^до сих пор понимали

это слово. Раньше, говоря о преобразовании, мы подразуме-
подразумевали всегда «точечное преобразование», т. е. преобразование,
переводящее точки плоскости снова в точки. Полярное же

преобразование переводит точки в прямые и прямые в точки;
оно является преобразованием совсем другой природы, чем

все те, которые мы рассматривали раньше (движения, пре-
преобразования подобия, преобразования проектирования). Впо-
Впоследствии мы встретимся с другими примерами преобразова-
преобразований, не являющихся точечными (см. § 5 гл. II).

Мы определили полярное преобразование как преобразова-
преобразование, переводящее заданную ф и г у р у в некоторую другую
фигуру; этого вполне достаточно для решения всех приведённых ниже
задач. Можно, однако, рассматривать полярное преобразование как
преобразование всей плоскости (точнее, множества всех
точек н всех прямых плоскости), переводящее каждую точку в некото-

некоторую прямую н каждую прямую в некоторую точку. При этом в силу
теоремы 2 точки, лежащие на одной прямой I, переходят в прямые,
проходящие через одну точку L — образ прямой I (черт. 74, а). Про-
Произвольная кривая f, рассматриваемая как совокупность точек, пере-
переходит при полярном преобразовании в новую кривую Г, которую
следует рассматривать как совокупность всех её касательных (черт.74, б).
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Отметим ещё, что полярное преобразование плоскости можно опре-

определить независимо от теоремы 1 при помощи следующей геометри-
геометрической конструкции. Рассмотрим две параллельные плоскости жиж'
~и точку М, равноудалённую от обеих плоскостей (черт. 75). Сопоставнм

теперь каждой прямой I, проходящей через точку М, плоскость А,
тоже проходящую через М н перпендикулярную к I, н точке А,
в которой прямая I пересекает плоскость -п, прямую а', по которой
плоскость X пересекает плоскость п' (при этом основанию О перпен-
перпендикуляра МО, опушенного из М на ж, не будет отвечать никакая

прямая плоскости -'). Если те-

теперь «опустить» плоскость я' на
плоскость л (т. е. спроектировать
её ортогонально на к), то пря-
прямая а' перейдёт в прямую а

плоскости п. Нетрудно показать,
что преобразование, ставящее в

соответствие точке А прямую а,
есть не что иное, как полярное

преобразование относительно

окружности с центром О и ра-

радиусом, равным ОМ; так как

Lje_T 75 намэто предложение не пона-
v '

' добнтся,то доказательство его

мы предоставим читателям. Из

этого нового определения полярного преобразования нетрудно вы-

вывести все его свойства; мы рекомендуем читателю попытаться сде-

сделать это самостоятельно.

При помощи полярного преобразования иногда удаётся
свести задачу к более простой и тем самым облегчить её

решение. Некоторые примеры подобного рода мы прпведбм
ниже. Однако ещё большее значение имеет полярное пре-

преобразование как источник совершенно новых теорем, которые

можно вывести нз уже известных предложений. Действительно,
если в предыдущих параграфах настоящей главы мы решали

геометрические задачи, приводя при помощи подходяще вы-

выбранного центрального пли параллельного проектирования

задачу к её более простому частному случаю (например,
считали произвольно заданный треугольник равносторонним

.в § 1 или произвольно заданные прямые параллельными в

§§ 2 и 3), то при помощи полярного преобразования мы

никогда не сможем придти к частному случаю —го-й-оке
самой задачи. Действительно, чертёж, полученный нз

ного чертежа полярным преобразованием, будет уже совер-
совершенно иным: там, где раньше у нас была точка, сейчас будет
прямая линия, и наоборот. Таким образом, если мы преобра-

преобразуем чертёж, соответствующий какой-либо теореме, то мы
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придем к чертежу, выражающему совершенно новое предло-
предложение. Это предложение может быть проще первоначального,

и, доказав его, мы докажем тем самым и первоначальную
теорему. Но если даже новая теорема доказывается и не

проще первоначальной, мы всё же останемся в выигрыше,
так как вместо одной теоремы мы получим две (причём
доказывать надо только одну из этих теорем).

Теоремы, получаемые одна из другой при помощи поляр-
полярного преобразования, называются двойственными тео-

теоремами, а факт существования пар двойственных друг
другу теорем носит название принципа двойствен-
двойственности. Многочисленные примеры, иллюстрирующие принцип
двойственности, будут приведены ниже.

Принцип двойственности позволяет переходить от одной геометри-
геометрической теоремы к другой заменой слова «точка» оловом «прямая»,
и наоборот. Мы основывали этот принцип на полярном преобразовании
плоскости, которое определялось с помощью теоремы 1 в начале

параграфа. При этом значение теоремы 1 заключается в том, что она

даёт возможность переходить от точек к прямым так, что каждой
точке отвечает единственная прямая, каждой прямой — единственная

точка н точка, лежащая на прямой, переходит в прямую, проходящую
через соответствующую точку (см. теорему 2 на стр. 87). Способов,
позволяющих каждой точке плоскости сопоставить некоторую прямую,
можно указать, разумеется, очень много (например, каждой точке Р

можно сопоставить ось симметрии р точки Р и какой-либо фиксиро-
фиксированной точки О; см. также задачи 118а) или 1226) из § 2). Однако
можно доказать, что всякое преобразование плоскости, переводящее
точки в прямые, такое, что каждой точке (прямой) отвечает

единственная прямая (точка) и точке и проходящей через нее

прямой отвечают прямая и лежащая на ней точка, может быть

получено при помощи полярного преобразования относительно некото-

некоторой окружности S, сопровождаемого ещё, быть может, центральным
проектированием плоскости на себя или симметрией относительно

точки и центральным проектированием (см. по этому поводу гл. VI

хорошей популярной книги О. Вольберга «Основные идеи про-
ективиоЙ геометрии», изд. 3-е, М.—Л., Учпедгиз, 1949).

Отметим ещё, что указанное выше различие между использова-

использованием центрального или параллельного проектирования и использова-

использованием полярного преобразования не является принципиальным. Мы

отмечали, что полярное преобразование иногда применяется для до-
доказательства геометрических теорем (а не для получения новых

предложений). С другой стороны, параллельное или центральное про-

проектирование тоже может быть применено для получения новых теорем
нз уже известных: преобразовав при помощи проектирования чертёж
какой-либо теоремы, мы можем иногда получить новое предложение.

Действительно, теоремы, в которых фигурируют лишь понятия,

сохраняющиеся при параллельном проектировании (т. е. теоремы аф-
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финной геометрии; см. введение к третьей части), не могут перейти
в результате параллельного проектирования в новые теоремы (подобно
тому, как ни одна геометрическая теорема не может перейти в новую

теорему, если передвинуть как-либо сё чертёж; подробнее об этом

см. введение к первой части). Поэтому применение параллельного
проектирования к таким теоремам ограничивается тем, что иногда при
помоши параллельного проектирования удаётся придти к более про-

простому частному случаю той же теоремы; много примеров подобного

рода имеется в § 1. Однако теоремы, в формулировке которых фигу-
фигурируют иные понятия, могут при параллельном проектировании пере-

переходить в новые теоремы: так, спроектировав, например, прямоугольный
треугольник в равносторонний, мы можем перевести какую-либо тео-

теорему о прямоугольном треугольнике в совершенно новое предложение.

_
Точно так же при помощи центрального проектирования можно полу-*

чать новые теоремы из теорем, относящихся к аффинной геометрии;
некоторые примеры подобного рода были приведены выше (см. за-

задачи 130а) н 131, 132а) и 133 из § 2, стр. 47—48 н 57—58). Однако
параллельное и центральное проектирования чаше применяются для
доказательства теорем, а полярное преобразование — для вывода новых

теорем из уже известных.

Важно иметь в виду, что принцип двойственности имеет

место только на проективной плоскости, т. е. на

плоскости, дополненной «бесконечно удалёнными» элементами

(в «бесконечно удалённую прямую» переходит при полярном
преобразовании центр окружности S, а в «бесконечно уда-
удалённые точки» — диаметры этой окружности). Это и понятно:

принцип двойственности позволяет заменять в геометрических

теоремах точки прямыми, а прямые — точками, т. е. он озна-

означает, что точки и прямые плоскости в известном смысле

равноправны между собой. Между тем до введения «беско-

«бесконечно удалённых» элементов никакой равноправности точек

и прямых быть не могло: в противном случае параллельным

прямым (не имеющим общей точки) должны были бы отвечать

какие-то «параллельные» точки (не имеющие «общей прямой»,
т. е. прямой, проходящей через обе точки),, а таких точек

вовсе не существует. Введение «бесконечно удалённых» эле-
элементов устраняет исключительное положение параллельных

прямых: на проективной плоскости каждые две прямые опре-

определяют единственную принадлежащую им обеим точку (конеч-

(конечную или «бесконечно удалённую») и каждые две точки опре-
определяют единственную проходящую через них прямую.

'Можно показать, что из отмеченной симметрии основнах-свойств то-

точек и прямых проективной плоскости уже с необходимостью следует
принцип двойственности, т. е. возможность получать из одних теорем



ПОЛЯРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЛОСКОСТИ 97

другие (двойственные первоначальным) при помощи замены слова
«точка» словом «прямая», выражения «лежит на» выражением про-
проходит через» и наоборот. Действительно, общий путь доказательства

геометрических теорем состоит в том, что эти теоремы сводятся к дру-
другим, более простым, те в свою очередь сводятся к каким-то ешй
и т. д., пока не приходят к простейшим геометрическим предложениям —
аксиомам, принимаемым без доказательства. Но в проективной пло-
плоскости основные свойства точек и прямых совершенно равноправны,
т. е. каждая аксиома остаётся справедливой, если заменить в ней

слово «точка» словом «прямая», выражение «лежит на» выражением

«проходит через» и наоборот (для каждой аксиомы существует двойст-

двойственная ей аксиома). Отсюда следует, что при подобной замене каждая

теорема переходит в новую теорему, тоже верную: эта новая тео-

теорема может быть доказана так же, как и первоначальная, только те-

теперь доказательство приведет к аксиомам, двойственным тем, к кото-

которым приводило доказательство первоначальной теоремы. Подробнее
об этом см.- п. 3 гл. 1 и п. 3 гл. II цитированной выше книги

О. А. Вольберга.
Впрочем, следует отметить, что полярные преобразования позво-

позволяют получить значительно больше двойственных друг другу теорем,
чем одно только использование равноправности осноиных свойств точек
и прямых. Действительно, использование этой равноправности (выра-
(выражающейся в существовании пар двойственных друг другу аксиом)
позволяет получать теоремы, двойственные лишь тем предложениям,
в формулировке которых не участвуют никакие углы или расстояния
(ибо в противном случае мы не будем знать, чем заменить в новой

теореме эти углы нл'п расстояния)')- Приводимые же ниже свойства

Б н В полярного преобра-
преобразования позволяют приме-

применить принцип двойствен-
двойственности к значительно бо-

более широкому классу тео-

теорем.

Рассмотрим некото-

некоторые свойства полярного

преобразования. Са-
Самым важным из них яв-

является следующее.

А. Точка А и про-
проходящая через неё Черт.76.

прямая b переходят
при полярном преобразовании в прямую а и лежащую на ней

точку В (черт. 76).

М Другими словами, равноправность основных свойств точек и

прямых проективной плоскости позволяет применять принцип двойст-

двойственности 7ншь к теоремам проективной геометрии (см. введение

к третьей части).

4 И. М. Яглоы
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Это свойство полярного преобразования непосредственно

вытекает из теоремы 2.

Из свойства А следует, что три точки А, В и С, лежа-

лежащие на одной прямой /, переходят при полярном преобразо-

преобразовании в три прямые а, Ь и с, пересекающиеся в одной точке L

(черт. 77), и обратно, что три прямые, пересекающиеся

в одной точке (обыкновенной или «бесконечно удалённой»),

переходят в три точки, лежащие на одной прямой. Это

обстоятельство уже позволяет

получать из известных теорем
новые теоремы. Рассмотрим, на-

например, теорему задачи 137а):
если Alt B1,C1 — такие точки

на сторонах треугольника

ABC (обозначим его через Т),
что прямые ААХ, BBlt С6\
пересекаются в одной точке

О, и At, Bt, С, — такие точки

на сторонах треугольника

А1В1Сг (треугольника 7",), что

AtAt, BtBt, CxCt пересекают-
пересекаются в одной точке Ож, то и

прямые AAt, ВВ%, CCt пересекаются в одной точке

(черт. 78, с). Применим к этой теореме полярное преобразо-
преобразование. Треугольник Т перейдёт в новый треугольник t, сто-

сторонами которого являются поляры а, Ь и с вершин Т; точка О

перейдёт в прямую о и треугольник 7", — в треугольник tlt
сторонами которого являются прямые а,, Л, и с,, соединяю-
соединяющие вершины / с точками пересечения о с его противополож-

противоположными сторонами; точка О1 перейдёт в прямую о, и точки Аг,
Bt и С,— в прямые аг, bt и сг, соединяющие вершины tx
с точками пересечения о, с его противоположными сторонами
(черт. 78, б). Так как прямые АгАг, ВгВг и C1Ct в силу

теоремы задачи 137а) пересекаются в одной точке, то точки

пересечения а и at, b и bt, с п ct должны лежать на одной

прямой. Таким образом, мы приходим к следующей теореме:
если tx — треугольник, образованный прямыми, соединяю-

соединяющими вершины произвольного треугольника t с точками

пересечения его противоположных сторон с какой-либо

прямой о, a tt — треугольник, образованный прямыми, со-

соединяющими вершины t1 с точками пересечения его про-

Чсрт 77.
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тивоположных сторон с какой-то прямой о
, то точки

пересечения соответствующих сторон треугольников t и tt
лежат на одной прямой,— это есть совершенно новая тео-

теорема, выражаемая новым чертежом. При этом нам нет

Г

Чсрг. 73.

необходимости доказывать это предложение

самостоятельно: его справедливость автоматически

следует из теоремы задачи 137а) и свойства А полярного

преобразованиял).

') Отметим, что, строго говоря, при выводе новых теорем при

помощи полярного преобразования это преобразование следует приме-
применять два раза. Это легко уяснить себе, если вдуматься в приве-

приведённый выше пример. Применяя полярное преобразование, мы из

известной теоремы (в нашем случае
— теоремы задачи 137а)) получаем

формулировку новой теоремы. Однако мы ещё не можем быть

твёрдо уверены в справедливости этой теоремы во всех случаях (мы
ещё не'можем утверждать, что черт. 78, б, где треугольник / и прямые
о но, выбраны совершенно про изволь но, может быть по-

получен полярный преобразованием черт. 78, я); для доказательства

полученной теоремы нам следует снова произвести полярное преобра-
преобразование н таким образом свести новую теорему к первоначальной.

4-
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159. Какиетеоремы получаются при помощи полярного

преобразования из теорем задач 118а), б); 122а), б); 123;
125; 126; 127; 129а), б)?

160. Наплоскости даны прямые /„ /,, ..., /л, пересекаю-

пересекающиеся в одной точке, и п точек Л1„ Mt, ...,Мп. Постройте
и-угольннк А1Аг...Ап, вершины которого лежат на прямых

h> 'и • •
•• 'л« а стороны проходят через точки /И„ Мг, ..., Мп.

Значительное обобщение задачи 160 содержится в задаче 189

из § 5 (стр. 122).

161. Какиетеоремы получаются при помощи полярного

преобразования из теорем задач 135а) — г); 136а) — в);
1376)?

162. Вкакие теоремы переходят теоремы задач 138а), б);
139а), б); 140; 142а), б); 144; 145; 146; 149 при полярном

преобразовании относительно окружности, фигурирующей
в условиях каждой из этих задач?

163. Какоепредложение получается из результата зада-
задачи 141 при полярном преобразовании относительно окруж-
окружности 5?

164. Данаокружность 5 н три прямые /, /, и /,. Опи-
Опишите вокруг S четырёхугольник ABCD так, чтобы вершины
И н С лежали на прямой /, вершина В—на прямой /, и

вершина D— на прямой /,.
Обобшеиием .этой задачи является задача 1836) из § 5 (стр. 120).

165. Выведите с помощькз полярного преобразования
теорему Чева (смЬвададу..!346) из §2, стр. 58—59) из теоремы

Менелая (задача 134а)) и обратно— теорему Менелая из

теоремы Чева.

Рассмотрим теперь дальнейшие свойства полярного пре-
преобразования.

Б. Параллельные прямые переходят при полярном пре-
преобразовании в точки, лежащие на одной прямой с центром

окружности S, относительно которой производится поляр-
полярное преобразование; обратно, точки, лежащие на одной

прямой с центром окружности S, переходят в параллель-

параллельные прямые (черт. 79).
Это свойство сразу следует из того, что полюс прямой а

лежит на прямой, перпендикулярной кап проходящей через
центр 5 (см. выше стр. 86).
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В. Угол между двумя прямыми а и b равен углу, под
которым виден из центра основной окружности полярного
преобразования отрезок, соединяющий точки А и В, в ко-

которые переходят эти прямые (или углу, смежному с ним).

Черт. 79.

Это свойство также следует из того, что поляра точки А

относительно окружности 5 перпендикулярна к примой ОА; от-

отсюда вытекает, что угол между прямыми а и Ь и угол между

прямыми ОА и ОВ—углы
со взаимно перпендикуляр-

перпендикулярными сторонами (черт. 80). ?"*—,
Свойства Б и В поляр-

полярного преобразования позво-

Черт. 81.

ляют получать из многих теорем элементарной геометрии но-

новые теоремы. Рассмотрим, например, следующее предложение:

вписанный угол, опирающийся на диаметр, прямой (черт. 81, а).
При полярном преобразовании точки А, В и С окружности S

переходят в касательные a, b'w с к этой окружности; при
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этом, если А и В—диаметрально противоположные точки

окружности, то касательные а и b параллельны (ср. со свой-
свойством Б полярного преобразования).

Принимая во внимание свойство В полярного пре-
преобразования, мы приходим к теореме: отрезок KL, высе-
высекаемый на произвольной касательной с к окружности S
параллельными касательными а и b к той же окруж-
окружности, виден из центра О окружности S под прямым
углом (черт. 81, б).

РагССМ°ТрИМ 6Щё ОД1Ш> более «^«"ый, пример. Почти очевидным

^У пРедложеи|1е:четырёхуголыш. вершинами Г
V^"™ "аР^ограмма, сам является

предложе"не

Прежде всего нам необходимо так определить середины стопон
параллелограмма, чтобы в это определе„и<Гвход„ли So па'яГя"

В,

Черт. 82.

 BeCT"O> В° чт0 они преходят при полярном
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~п
СИЛу свойства Б полярного преобразования параллелограмм

vwr;
"еРеХ0Д|1т ПРИ полярном преобразовании в четырехугольник

А В Си', точка пересечения диагоналей которого совпадает с центром О

окружности S (см. черт. 82, б; сама окружность 5 на stov чертеже
не изображена). Противоположные вершины параллелограмма перехо-
переходят в противоположные стороны четырёхугольника A'B'C'D', диагонали

параллелограмма
— в точки К \\ L пересечения противоположных сто-

сторон, точка пересечения диагоналей — в прямую KL. Средние линии
параллелограмма (прямые, проведённые через точку пересечения диа-
диагоналей параллельно сторонам) в силу свойств А и Б полярного пре-

преобразования переходят в точки Е и F пересечения прямой KL с диа-

диагоналями А'С и B'D' четырехугольника A'B'C'D. Сиедовательно,
середины сторон параллелограмма переходят в прямые ЕВ' и ED', FA'1
и FC, а исходная теорема —
в следующее предложение:
точка пересечении диаго-
диагоналей четырёхугольника,
сторонами которого c.tv-
жат прямые FA', ЕВ', FC
и ED', совпадает с точкой

пересечения диагоналей че-

четырёхугольника A'B'C'D'

(черт. 82, б).
Как мы видим, получен-

полученное предложение является
совсем не простым н не

очевидным; непосредствен-
непосредственное доказательство его до-
довольно сложно.

166. Воспользуйтесь
свойством Б полярного

преобразования для до-

доказательства теоремы

Дезарга (задача 123 из

§ 2, стр. 42).
167. Пусть /—произвольная касательная к вписанной

окружности S треугольника ABC; Л1, N, Р—точки пересе-
пересечения / со сторонами треугольника (черт. 83). Восставим из

центра О окружности S перпендикуляры к прямим ОМ, ON,
OP; пусть А\х, /V, н Р, — точки пересечения этих перпен-

перпендикуляров с соответствующими сторонами треугольника.

Докажите, что точки Л/„ N, н Р, лежат на одной прямой /,,
также касающейся окружности S.

168. Вкакую теорему переходит прп полярном преобра-

преобразовании теорема: вписанные углы, опирающиеся на одну

и ту же хорду, равны между собой?

А
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169. Вкакую теорему переходит при полярном преобра-
преобразовании теорема о прямой Симеона (задача 85 из § 1 гл. II

второй части книги)?
170. Вкакую теорему переходит при полярном преобра-

преобразовании теорема «медианы треугольника пересекаются в

одной точке», если за окружность полярного преобразова-
преобразования принять описанную окружность 5 треугольника?

171. Вкакую теорему переходит при полярном преобра-
преобразовании теорема: если диагонали параллелограмма взаимно

перпендикулярны, то они являются биссектрисами углов
параллелограмма?

172. Вкакие теоремы переходят при полярном преобра-
преобразовании теоремы:

а) высотытреугольника пересекаются в одной точке?

б) биссектрисытреугольника пересекаются в одной точке?

173. Придумайтесамостоятельно другие примеры двой-

двойственных друг другу теорем.

Кроме свойств А — В полярного преобразования при выводе новых

теорем из уже известных иногда оказываются полезными и иные его

свойства, в частности те, которые составляют содержание задач 150
и 151. Так, например, воспользовавшись свойством В полярного пре-

преобразования и теоремой задачи 150, нетрудно показать, что теорема
задачи 105а) из § 2 гл. II второй части книги переходит при полярном
преобразовании в следующую теорему: если />,, р,, рг

—расстояния
сторон произвольного треугольника ЛВС от точки О, из которой
стороны треугольника видны под равными {или смежнымиI) углами,
то большая из велтш—^г^\

— не превосходит суммы двух

других. Аналогично с помощью предложения задачи 151 можно из

теорем задач 254а), б) и 255 из § 4 гл. II (см. ниже стр. 234) получить
следующие предложения:

произведение расстояний от чётных вершин описанного около

окружности S Ъх-уголъника A^-..А^ до произвольной касателъ-

') Если все углы треугольника ABC меньше 120°, то О — точка

внутри треугольника, из которой все стороны видны под равными угла-
углами (в 120°); если ABC — тупоугольный треугольник с углом, ббль-
шим 120°, то точки, из которой все стороны видны под равными углами,
не существует и О — точка вне треугольника, из которой две стороны
видны под углами в 60°, а ббльшая сторона —поя углом в 120°; если
одни угол треугольника равен 120°, то точка О совпадает с верши-
вершиной тупого угла, и сформулированное предложение не имеет смысла.

Точка О обладает замечательными свойствами (некоторые из них

рассмотрены в задачах § 2 гл. 11 второй части книги); в литературе
она иногда называется точкой Торичелли треугольника.
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ной I окружности S всегда равно произведению расстояний от
нечётных вершин до той же прямой I;

произведение расстояний от всех вершин описанного около

окружности S п-уголъника A,At.. .Ап до произвольной касатель-
касательной. I окружности S всегда равно произведению расстояний от то-

точек касания сторон п-угольника с окружностью до той же прямой I;
пусть d0, dx, d,, ..., rfn_,—расстояния от вершин правиль-

правильного п-угольника /^./4,... Д, до произвольной касательной I вписан-
вписанной окружности п-угольника, da

— наименьшее из этих расстоя-
расстояний. В таком случае

1-14-1+ 4—L

Предоставляем читателю самостоятельно вывести с помощью поляр-
полярного преобразования все эти теоремы.

Наконец, отмстим еще одно свойство полярного преобразования,
играющее -основную роль по многих глубоких теориях, связанных

с этим преобразованием. Наряду с двойным отношением

Черт. 84.

четырёх точек, лежащих иа одной прямой (см. выше стр. 49),
часто рассматривают также двойное или сложное отноше-

отношение четырёх прямых a, b; c,d, пересекающихся в одной точ-

точке. Под этим понимают дройное отношение четырёх точек А, В; С, Е>,
в которых четыре рассматриваемые прямые пересекают произ-

произвольную пятую прямую I (не проходящую через их общую точку;
см. черт. 84). Очевидно, что это сложное отношение зависит только

от прямых а, Ь, с, d, но не от прямой V, действительно, если те же

четыре прямые пересекают какую-либо иную прямую /' в точках

А', В', О, СУ, то сложное отношение точек А', В", С, D' равно слож-

сложному отношению точек А, В; С, D (в силу свойства В центрального

проектирования; сравните черт. 84 с черт. 34 на стр. 48).
Теперь можно сформулировать то свойство полярного преобразо-

преобразования, которое мы имели в виду:

Г. Если четыре точки А, В, С и Д лежащие на одной пря-

прямой I, переходят при полярном преобразовании в четыре прямые
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а, Ь, с и d (пересекающиеся в силу свойства А полярного преобра-
вования в одной точке L), то сложное отношение четырёх прямых
а, Ь; с, d равно сложному отношению четырёх точек А, В; С, D.

Доказательство свойства Г является совсем простым. Действи-
Действительно, рассмотрим четыре точки А, В, С и D, лежащие на одной

прямой I, и четыре прямые а, Ь, с н d — поляры этих точек относитель-

относительно некоторой окружности S (черт. 85). Согласно определению двойного
отношения четырёх прямых двойное отношение точек А, В; С, D

Черт. 85.

равно двойному отношению прямых ОА, ОВ\ ОС, OD, где О—

центр окружности 5. Так как поляра точки относительно окружно-
окружности 5 перпендикулярна к прямой, соединяющей эту точку с центром
окружности 5' (см. выше, стр. 86), то прямые ОА, ОВ, ОС и OD пер-

перпендикулярны соответственно к прямым а, Ъ, с и d. Отсюда следует,
что четвёрку прямых ОА, ОВ, ОС, OD можно движением совместить

с четвёркой прямых а, Ь, с, d (эти четвёрки равны): для этого доста-

достаточно параллельно перенести четвёрку ОА. ОВ, ОС, OD так, чтобы
точка О совпала с точкой L, а затем повернуть эту четвёрку прямых
на 90° вокруг точки L. Следовательно, сложное отношение четырёх
прямых ОА, ОВ; ОС, OD равно сложному отношению четырёх прямых
а, Ь; с, d, а значит, и сложное отношение четырёх точек А, В; С, D
равно сложному отношению четырёх прямых а, Ь; с, d, что и требо-
требовалось доказать. j/

§ 5. Проективные преобразования прямой и окружности.
Построения с помощью одной линейки

Пусть / н /'—две различные прямые плоскости. Выберем
на плоскости некоторую точку О, не лежащую ни на одной

из этих прямых, и спроектируем из центра О прямую / на

прямую /', т. е. сопоставим каждой точке Р прямой / ту
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точку Р прямой /', в которой её пересекает прямая ОР
(черт. 86). Прп этом точка X прямой /, в которой / пересе-
пересекается с прямой ОХ, параллельной /', не проектируется нн

в какую точку прямой /'. Для того, чтобы сделать точку X

равноправной со всеми другими точками, мы будем говорить,

Черт. 86.

что она проектируется в «бесконечно удалённую

точку» прямой /'. Точно так же мы будем считать, что

в точку У, в которой прямая /' пересекается с прнмоП ОУ,
параллельной /, проектируется «бесконечно удалённая
точка» прямой /. Если прямые / и /' параллельны между
собой (черт. 87, а), то мы будем говорить, что «бесконечно

*0

/Pl\

п
\

Черт. 87.

удалённые точки» этих прямых проектируются одна в дру-

другую; то же самое мы будем говорить и в том случае, когда /

проектируется на /' параллельно (черт. 87, б).
Центральное (или параллельное) проектирование не является

преобразованием прямой, переводящим её в себя,—
это есть отображение одной прямой на другую. Пусть
теперь прямая / проектируется из некоторой точки О на пря-

прямую /,, прямая /j проектируется из точки О, на прямую /„
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прямая /, проектируется из точки О, на прямую /„ и т. д.,

наконец, прямая 1п проектируется из точки Оп обратно на

прямую / (черт. 88). При этом точка А прямой / переходит
сначала в точку /, прямой /,, затем—в точку И, прямой /„
затем— в точку Аа прямой /, и т. д. и, наконец, в точку А'

Черт. 88.

первоначальной прямой /. Таким образом, рассмотренная цепь

центральных проектирований определяет некоторое преобра-

преобразование прямой /, при котором точка А переходит
в точку А'. Такое преобразование прямой мы будем называть

проективным преобразованием. Мы будем называть

преобразование прямой проективным и в том случае, когда
в цепи приводящих к этому преобразованию проектирований
одной прямой на другую некоторые (центральные проектиро-
проектирования (или даже все) заменяются параллельными проектиро-
проектированиями'). .1

Основным свойством проективных преобразований является

следующее: при проективных преобразованиях прямой со-

') Вообше с того момента, как мы ввели в рассмотрение «беско-

«бесконечно удалённые точки» плоскости (см. выше стр. 54), мы можем счи-

считать параллельное проектирование одной прямой на другую частным

случаем центрального проектирования (когда центром проекции слу-
служит «бесконечно удалённая точка»).
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храняется двойное отношение четырёх точек. Действи-
Действительно, при центральном проектировании одной прямой на

другую двойное отношение четырёх точек не меняется

(см. свойство В центрального проектирования, стр. 49); не ме-

меняется двойное отношение и при параллельном проектирова-
проектировании прямой на прямую (при параллельном проектировании не

АС
меняется даже простое отношение « трёх точек А, В, С).

Отсюда вытекает, что при всяком проективном преобразова-
преобразовании прямой (осуществляемом при помощи ряда последователь-

последовательных проектирований) каждые четыре точки переходят в четыре

точки, имеющие то же самое двойное отношение.

Из этого основного свойства сразу следует, что проек-

проективное преобразование прямой полностью определяется
тем, в какие точки

переходят три дан-
данные точки. Действи-
Действительно, если известны

точки А', В' и С, в

которые перешли при

проективном преобра-
преобразовании три данные точ-

точки А, В и С, то любая

другая точка М прямой

переходит в такую_

точку ЛГ, что

АС.АМ_А?_шА'М' ,

ВС
:
ВМ~~В'С

'•
Г

В' 6 С1

Черт. 89.

Но равенство (*) однозначно определяет положение точки М.

С другой стороны, существует проективное преобразо-
преобразование прямой, которое переводит три данные точки А,

В, С в три наперёд заданные точки А', В, С. Для того

чтобы такое преобразование осуществить, спроектируем сна-

сначала нашу прямую / на произвольную прямую /, так, что-

чтобы точки А, В, С перешли в некоторые точки Alt Blt С,
прямой /,, затем спроектируем прямую /, на произволь-

произвольную прямую /,, пересекающую / в точке А', так, чтобы

точка At перешла в точку А', а точки Б„ С,— в какие-то

точки В„ С, прямой /„ наконец, спроектируем прямую /,
на прямую /, приняв за центр проекции (конечную или
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'«бесконечно удалённую») точку О пересечения прямых B'Bt
и CCt (черт. 89)').

Теперь легко доказать, что каждое преобразование пря-

прямой, при котором сохраняется двойное отношение четырёх

точек прямой, является проективным преобразованием
(т. е. может быть осуществлено при помощи цепи последова-

последовательных проектирований). Действительно, пусъь мы имеем какое-

то преобразование прямой, при котором сохра-

сохраняется двойное отношение четырёх точек, и

пусть это преобразование переводит какие-то три точки А,
В, С в точки А', В', С. Существует проективное пре-

преобразование, которое переводит точки А, В, С в те же

точки А', В1, С. Но если два преобразования прямой, оба
сохраняющие двойное отношение четырёх точек, переводят
какие-то три точки прямой в одни и те же три точки, то

они переводят произвольную точку М в одну и ту же точку
М (положение которой определяется формулой (*) предыду-
предыдущей стр.), т. е. совпадают между собой.

174. Воспользуйтесьсвойствами проективного преобразо-
преобразования прямой для доказательства теоремы задачи 129а) из

§ 2, стр. 46.

175. Воспользуйтесь свойствами проективного преобра-
преобразования прямой для доказательства теоремы задачи 136а)
из § 2, стр. 65—66.

176. ТочкаУИ, на стороне AtAt правильного и-уголышка

^ИИа'-'^п проектируется из центра Ап на сторону АгА3;
полученная точка Ж, проектируется из центра Л, на сто-

сторону A3At', полученная точка М3 проектируется из центра At
на сторону Л4Л5 и т. д. Докажите, что:

а) еслип = 4, то точка УИ18, полученная после трёх-
трёхкратного обхода «-угольника, совпадает с-исходной точкой /И,
(и, следовательно, Л1и совпадает с Mt,/4IS— сИ/, нт. д.);

б) еслип= 6, то точка Л113, полученная после двукратного
обхода w-угольника, совпадает сисходной точкой Л/, (и,
следовательно, Ж„ совпадаетчгТЙ^ М15— с Л13 и т. д.);

*) Можно доказать даже, что всякое проективное преобразование пря-
прямой осуществимо при помощи одного проектирования прямой I на

некоторую другую прямую I, и последующего проектирования прямой I,
на первоначальную прямую I. Нам это предложение не понадобится,
и мы не будем останавливаться па его доказательстве.
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в) если л =10, то точка Л/,„ полученная после одного
обхода л-угольннка, совпадает с исходной точкой Л/, (и,
следовательно, М1г совпадает с Л/,, М13 — с М п т. д.).

Рассмотрим теперь цепь проектирований, при которых
проектируются друг на друга прямые и окружности.
Пусть, например, окружность 5 проектируется из точки О,
этой окружности на прямою /„ прямая /, проектируется из

Черт. 90.

некоторой точки О, на другую прямую /„ прямая /, проекти-

проектируется из точки О, окружности S3 на окружность 53, окруж-
окружность Ss проектируется из другой точки О4 окружности на

прямую /4, наконец, прямая /4 проектируется из точки Os
окружности 5 обратно на S (черт. 90)'). Первое проектиро-

проектирование переводит точку А окружности S в точку А1 прямой /„
второе проектирование переводит Ах в точку Аг прямой /„
третье—точку Аг в точку А3 окружности S3, четвертое —

') Окружность необходимо проектировать на прямую из точки О

этой же окружности, ибо если бы точка О находилась внутри

окружности, то каждой точке прямой отвечали бы две точки окружно-

окружности, а если выбрать О вне окружности, то некоторым точкам прямой

будут отвечать две точки окружности, а другим
— ни одной.
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точку Аг в точку А4 прямой /4 и, наконец, последнее —

точку А, в точку А' окружности S.

Таким образом, наша цепь проектирований определяет не-

некоторое преобразование окружности S, переводящее

точку А в точку А'. Всякое преобразование окружности, кото-

которое может быть осуществлено при помощи цепи подобных

последовательных проектирований, мы будем называть про-

проективным преобразованием окружности.

Черт. 91.

Двойным (или сложным) отношением четырёх
точек А, В; С, D окружности 5 мы будем называть

двойное отношение четырёх точек At, Bt\ С„ ?)„ в которые

переходят точки А, В, С, D при проектировании окружности S
из некоторой точки Р этой OKpyjKno<fTii на какую-либо пря-
прямую / (черт. 91). Нетрудно показать, что так определённое
двойное отношение четырёх точек окружности не зависит от

выбора точки Р и прямой /, т. е. вполне определяется точ-

точками А, В, С, D. Действительно, пусть при проектировании

окружности S из точки Р на прямую / точки А, В, С, D
переходят в точки Alt Вг, С„ ?)„ а при проектировании

окружности S из точки Q той же окружности на прямую т —
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в точки Аг, Bt, С„ D, (черт. 91). В силу известного свой-
свойства вписанных углов прямые РА, РВ, PC, PD образуют
между собой такие же углы, как и прямые QA, QB, QC, QD.
Отложим теперь на прямых QA, QB, QC, QD отрезки
QA*=PAlt QB*= PBlt QC*= PCl, QD*= PDt. В таком

случае фигура QA*B*C*D* будет равна фигуре PA^fi^
(эти две пятёрки точек можно совместить движением: доста-

достаточно совместить точки Q и Р и лучи QA* и QB* направить
по лучам РАЖ и PBt); поэтому точки А*, В*, С* и D* лежат

на одной прямой т* и двойное отношение четырёх точек

А*, В*; С*, D* равно двойному отношению четырёх точек Alt />,;
С,, D,- С другой стороны, четвёрка точек А*, В*, С*, D*
получается из четвёрки точек Alt Вж, С„ D, проектированием

прямой /и на прямую т* из центра Q; поэтому двойное
отношение точек А*, В*; С*, D* равно двойному отношению
точек At, Вг; С,, D,. Отсюда и вытекает, что двойное отно-

отношение четвёрки точек Alt Вг; С„ D, равно двойному отно-

отношению четвёрки точек At, Bt\ С,, D,, что и требовалось
доказать.

Так как проектирование прямой на окружность (или окруж-
окружности на прямую) сохраняет двойное отношение четырёх точек,
то при проективном преобразовании окружности сохра-
сохраняется двойное отношение четырёх точек. Отсюда в точ-

точности так же, как и в случае проективных преобразований

прямой, выводится, что проективное преобразование окруж-
окружности полностью определяется тем, в какие точки пере-
ходят три данные точки. Наконец, легко доказать, что

всякое преобразование окружности, при котором сохраняется
двойное отношение четырёх точек, является проективным

преобразованием (т. е. может быть получено в результате

ряда последовательных проектирований1)). Для этого достаточно

показать, что существует проективное преобразование, пере-

переводящее три данные точки А, В, С окружности S в три на-

наперёд заданные её точки А', В1, С (ср. выше стр. 110). Но

J) Из сказанного ниже даже следует, что всякое проективное

преобразование окружности осуществимо при помощи одного про-

проектирования окружности S из точки О на некоторую прямую I и по-

последующего проектирования прямой I из другой точки О' обратно на

окружность S. Для этого достаточно выбрать точки О и О' таким об-

образом, чтобы двойное отношение четырех точек А, В; С, О окружно-
окружности равнялось двойному отношению точек А', В; С, О'; ср. с черте-

чертежом 98 на стр. 118.
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такое преобразование можно осуществить так: спроектируем

тройки точек А. В, Си А', В', С из произвольных точек О,
и О, окружности 5 в

р'
— точкиAt, Blt С,, со-

соответственно Alt Вг,
С„ прямых /, и /,, пе-

пересекающихся в точке

At, а затем спроекти-

спроектируем тройку точек At,
Blt С, в тройку точек

Д„ Бг, С2 (черт. 92;
за центр О этого про-

проектирования следует

принять точку пересе-
пересечения прямых #,В, и

CjC.). В таком слу-
случае последовательность

трёх проектирований:

окружности 5 на пря-

прямую /, из центра О,,
прямой /, на прямую /, из центра О и /. обратно па окруж-

окружность 5 из центра О„ переводит тройку точек А, В, С в

тройку точек А', В', С
S

Черт. 92.

Черт. 93. Черт. 94.

177. Через середину О хорды АВ окружности 5 прове-
проведены две произвольные хорды ЛШ \\ PQ. Докажите, что

отрезок EF, который высекают на АВ хорды МР и NQ,
делится точкой О пополам (черт. 93).
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178. Воспользуйтесьсвойствами проективного преобразо-
преобразования окружности "для доказательства теорем задач 140а)

— в)
§ 3 (стр. 77—7S).

179. Воспользуйтесьсвойствами проективного преобразо-
преобразования окружности для доказательства теоремы Паскаля:
если А, В, С, D, Е, F—произвольные шесть точек окруж-
окружности, то точки пересечения АВ и DE, ВС и EF, CD и FA
лежат на одной прямой (черт. 94; сравните с задачей 145
из § 3, стр. 80).

Отметим, что результат задачи 179 сильнее результата
задачи 145, поскольку там мы считали, что ABCDEF есть
вписанный в окружность выпуклый шестиугольник, в то

время как в условии задачи 179 шестиугольник ABCDEF может
быть н самопересекающпмся.

Таким образом, шесть точек окружности определяли в

задаче 143 единственный вписанный в окружность шестиуголь-
шестиугольник, в то время как теперь мы можем рассматривать 60 раз-
различных вписанных в окружность шестиугольников с одними

и темп же вершинами, отвечающих различным возможным

порядкам нумерации вершин1), и, следовательно, GO раз-
различных «паскалевых прямых», отвечающих данной шестёрке
точек окружности1).

') Существует 60 различных шестиугольников, имеющих своими

вершинам» данные шесть точек. Действительно, начина» от какой-либо

вершины, мы можем пятью способами выбрать вторую вершину, после

этого еще четырьмя способами — третью, затем тремя способами —

четвертую, двумя способами — пятую; после этого последняя вершина
определится однозначно. Таким образом, мы получаем чнсло5-4-3-2-1 =
= 120, которое надо ешЗ разделить пополам, так как при таком пере-

перечислении всех возможных шестиугольников каждый шестиугольник

считается дважды (в соответствии с двумя возможными направлениями

обхода его вершин).
') Полученная таким образом совокупность 60 прямых обладает

рядом замечательных свойств, изучавшихся многими выдающимися

геометрами прошлого века. Так, например, эти 60 прямых пересекаются
по четыре в 45 точках (на каждой паскалевой прямой лежат три такие

точки) п по три — в 80 точках (на каждой паскалевой прямой лежат

четыре такие точки); последние 80 точек, кроме прямых Паскаля, лежат

ещё по четыре па 20 новых прямых, которые в свою очередь пересе-
пересекаются по четыре в 15 новых точках и т. д. Все эти свойства могут быть

довольно просто выведены из теорем Дезарга (задача 123 из § 2, стр. 42),
Паскаля и Брнаншона, однако доказательство их завело бы нас слишком

далеко.
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Заметим также, что так как теорема Брнаншона
(см. задачу 146 из §3) может быть выведена из теоремы Паска-

Паскаля (см. решение задачи 162 из § 4), то из теоремы задачи 179

Черт. 95.

следует, что и теорема Брнаншона остабтся справедливой для

санопересекающнхся шестиугольников (черт. 95).

180. а) Выведите из теоремы Паскаля предложение за-

задачи 144 из § 3 (стр. 79).
б) Из произвольной точки Т плоскости опущены перпен-

перпендикуляры ТР и TQ на стороны АВ и АС треугольника ABC;

Черт.96. /

далее точка Т соединена с вершинами В и С\п из вершины

А опущены перпендикуляры AR и AS на прямые ТС и ТВ

(черт. 96). Докажите, что точка пересечения прямых PR и

QS лежит на прямой ВС.

в) Из произвольной точки М плоскости опущены перпен-

перпендикуляры МР, MQ и AIR на стороны треугольника ABC;
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пусть Р, Q' и R— вторые точки пересечения сторон тре-

треугольника с окружностью S, проходящей через точки Р, О, R
(черт. 97). Докажите, что точки пересечения PQ' и PQ,

ft

Черт. 97.

и PR, QR и Q'R лежат на прямой ОМ, где О —

центр

Часто оказывается важным уметь определить неподвиж-
неподвижные точки проективного преобразования окружности, т. е.

такие точки, которые при этом преобразовании переходят сами

в себя. Будем считать, что проективное преобразование опре-
определено тем, что три заданные точки А, В а С окружности 5

переходят в три другие известные точки А', В и С. Мы можем

считать, что тройка точек А', В, С не совпадает с тройкой
точек А, В, С, так как иначе рассматриваемое проективное

преобразование было бы тождественным преобразованием и все

точки окружности являлись неподвижными1). Пусть, например;
точка А' не совпадает с А; далее пусть М— произвольная

точка окружности S и М— точка, в которую переходит

точка М в результате проективного преобразования (черт. 98).

Докажем, что прямые AM' и А'М пересекаются на пря-

прямой LJV, соединяющей точки пересечения АВ и А'В,
АС и А'С.

') Так как существует единственное проективное преобразо-
преобразование окружности, переводящее три данные точки в три известные

точки, то преобразование, оставляющее три точки на месте, обязательно

совпадает с тождественным.
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М

Jf

Действительно, предположим, что это не так, и обозначим

через 7", и Тг точки пересечения прямых А'М и AM' с пря-

прямой UV; далее, пусть R есть точка пересечения прямой АА'

с прямой UV. Проектируя окружность S на прямую UV сна-

сначала из точки А', а затем из точки А, мы увидим, что двой-

двойное отношение точек А, В; С, М окружности S равно двой-

двойному отношению то-

чек R,U; V, Tx пря-
прямой UV и двойное

отношение точек А',
В; С, М окружно-
окружности 5 равно двойно-

двойному отношению точек

Я. U; V, Tt прямой
UV. Но поскольку
существует проек-
проективное преобразова-
преобразование, переводящее
четвёрку точек А, В,
С, Л1 в четвёрку то-

точек А', В, С, М,
то двойные отноше-

отношения этих двух чет-

четверок точек равны.

Следовательно, равны и двойные отношения четвёрок точек

R, U; V, Г, и R, U; V, 7", прямой UV, откуда вытекает, что

точка Тх совпадает с Tt. А это нам и требовалось доказать.

Теперь мы видим, что для построения точки М', в кото-

которую переходит при пашем проективном преобразовании

«аперёд заданная точка М окружности S, достаточно соединить

точку А с точкой Т пересечения прямой AM с прямой UV,
где U—точка пересечения АВ' и А'В, V—точка пересечения
АС и А'С. Точка пересечения прямой AT с окружностью S

и будет точкой М. Из этого построения—непосредственно

следует, что неподвижными точками рассматриваемого

проективного преобразования окружности являются точки

пересечения прямой UV с окружностью S; таким образом,
преобразование имеет две неподвижные точки, если UV пере-
пересекает S (именно этот случай изображён на черт. 98), одну
неподвижную точку, если UV касается S, и ни одной непо-

неподвижной точки, если UV проходит вне S.
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Интересно отметить, что построение неподвижных точек

проективного преобразования окружности S, переводящего три
данные её точки А, В, С в три другие данные точки A', В', С,
производится с помощью одной линейки (без циркуля).

181. Дана окружность S и две сб хорды АВ и CD.

Найдите такую точку X окружности, чтобы прямые АХ и

ВХ высекали на CD отрезок,

а) имеющийданную длину а;

б) делящийся пополам в данной точке Е хорды CD.

В другой связи задачи 181а) и б) приведены в первой части

киши (см. задачу 5 из § I гл. I п задачу 10 из § 2 той же главы).

182. а)Дана прямая / и точка Р вне нее. Найдите на

прямой/ отрезок XV известной дли ни а, который виден из Р

под данным углом а.

б) Даны две прямые /, и /, и две точки Р и Q, не

лежащие на этих прямых. Найдите точку А' на прямой /, и

точку К на прямой /,, такие, что отрезок XY виден из точки Р

под данным углом а п из точки Q—под данным углом ;$.

о)

183. а) Впишите в данную окружность л-уголышк, стороны

которого проходят через п заданных точек Л/,, Л1г, ..., Мп
(черт. 99, а) или часть сторон проходит через данные точки,

а остальные параллельны известным прямым.
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б) Опишите вокруг данной окружности и-угольник, вер-
вершины которого лежат на л известных прямых /,, /„ ..., /л
(черт. 99, б).

[Условия задач 183а) и б) можно также сформулировать
следующим образом:

а) постройтеи-угольннк, вписанный в данную окружность S

и описанный вокруг данного я-угольннка /И,/И, ... Мп ');
б) постройтел-угольннк, описанный вокруг данной окруж-

окружности 6' н вписанный в данный л-угольннк NtNt... Nn.]
В другой связи задача 183а) приведена в §§ 2 и 4 гл. II (см. задачу 231

на стр. 206—207 и 259 на стр. 237), а задача 1836) —в § 5 той же

главы (задача 283 на стр. 303). Частными случаями задачи 183 являются

задачи 40а), б) из § 1 гл. II части первой и 1436) из § 3 настоящей
главы (стр. 79).

184. а) Впишите в данную окружность S треугольник

ABC, зная длину стороны АВ, направление стороны ВС и

точку, через которую проходит сторона АС.

б) Впишите в данную окружность S четырёхугольник
ABCD зная две точки, лежащие на двух противоположных

сторонах, и длины двух других сторон.

Рассмотрим теперь проективное преобразование прямой/,
переводящее три данные точки А, В, С в три известные точки

А', В", С; наша цель будет заключаться в отыскании непо-

неподвижных точек этого преобразования. Для решения этой
задачи рассмотрим вспомогательную окружность S н спроекти-

спроектируем прямую / на окружность S из некоторой точки О этой

окружности (черт. 100). Каждому преобразованию прямой,
переводящему точку М в точку М, отвечает преобразование
окружности, переводящее точку Mlt в которую проектируется
точка /И, в точку Ми в которую проектируется М'. При этом

если преобразование прямой будет проективным, т. е. будет
сохранять двойное отношение четырёх точек, то и преобра-
преобразование окружности будет сохранять двойное отношение че-

четырёх точек (ибо двойное отношение четырёх точек окруж-
окружности равно двойному отношению соответствующих точек

прямой), т. е. тоже будет проективным. Пусть точки А, В, С;
А', В", С прямой проектируются в' точки Alt Blt С,; Л'„ Ви С[
окружности (черт. 100), в таком случае проективному преоб-

*) Ср. с подстрочным примечанием на стр. 43.
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разованию прямой, переводящему точки А, В, С в точки

А\ &, С» отвечает проективное преобразование окружности S,
переводящее точки И„ В,, С, в точки А[, В[, Q. Неподвижным
точкам проективного преобразования прямой отвечают непо-

неподвижные точки проективного преобразования окружности. Но
неподвижные точки проективного преобразования окружности
мы уже умеем находить (см. выше черт. 98). Таким образом,

В СС /Г Д

Черт. 100.

.неподвижные точки нашего проективного преобразования
прямой 1 находятся как точки пересечения I с прямыми,
соединяющими О с точками пересечения окружности S и

прямой UV, где U—точка пересечения /4,Д и /4|В,, V—

точка пересечения /4,d и А'1С1 (здесь мы считаем, что А

отлична от А' и, следовательно, И, отлична от А[; если три

точки А', В', С совпадают с точками А, В, С, то все точки

прямой / являются неподвижными). Проективное преобразо-
преобразование прямой, не являющееся тождественным, может иметь

две, одну или ни одной неподвижной точки; при этом непо-

неподвижная точка может быть и «бесконечно удаленной» (если
прямая, соединяющая О с неподвижной точкой проективного

преобразования окружности, параллельна /).
Отметим, что если окружность S нам задана, то далее

нахождение неподвижных точек проективного преобразования

прямой, переводящего три данные точки А, В, С в три другие

данные точки А', В, С, производится уже без циркуля (с по-

помощью одной лнне-йки).
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185. Даныдве прямые /, и /„ и две точки А и В, не лежа-

лежащие на этих прямых. Найдите на прямой /, такую точку X,
чтобы прямые АХ и ВХ высекали на прямой /, отрезок,

а) имеющийданную длину а;

б) делящийся пополам в данной точке Е прямой /а.
Ср. с задачей 181 (стр. 119).

186. Даныдве прямые /, и /„ точка А на прямой llt
точка В на прямой /2 и точка Р, не принадлежащая ни /,,
ни /,. Проведите через Р прямую, пересекающую /2 и lt
в точках X и У, таких, что

а) AX:BY=m:n, где т:п задано;

б) AX-BY=k*, где k задано.

В другой связи задача 186а) приведена в первом томе книги

(см. задачу 416) из § 2 гл. II первой части и относящееся к этой за-

задаче замечание на стр. 114 первого тома).

187. Наплоскости даны три прямые /,, /, и /, и точка Р.

Проведите через Р прямую, на которой данные три прямые

высекают рапные отрезки.

188. Наплоскости даны две прямые /, и /, и точка Р

вне этих прямых. Проведите через точку Р две прямые,

высекающие на /, и на /, отрезки XXY1 и Х2Уг данной длины:

Черт. 101.

189. На плоскости даны п прямых__/гг-_/!^ГТ., /л и п

точек Ж,, Mt, .... Мп (черт. 101). Постройте л-уголышк,
вершины которого лежат на данных прямых, а стороны прохо-
проходят через заданные точки (или часть сторон проходит через
известные точки, а остальные имеют известные направ-

направления).
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[Эту задачу можно сформулировать также следующим

образом: вписать в данный л-угольник другой л-уголыжк,
стороны которого проходят через данные л точек (или часть

сторон проходит через данные точки, а другие имеют известные

направления), или ещё так: построить н-угольннк, вписанный
в данный я-угольнпк Л^УУ,... Nn и описанный вокруг другого
известного л-уголышка /И,Л/2... Мп.]

Частными случаямн задачи 189 являются задачи 476) н 48в) из§ 1
гл. I второй части книги, 124а), б) и 128 из § 2 настоящей главы

(стр. 43—44 и 46), 160 из § 4 настоящей главы (стр. 100).

С содержанием настоящего параграфа тесно связан вопрос

о построениях с помощью одной линейки.

Обыкновенно в геометрпн рассматрнваются построения, которые
можно осуществить при помощи лннейкп и циркуля. Однако

оказывается, что запрещение пользоваться одним из этих двух

инструментов не очень сильно уменьшает наши возможности.

В следующей главе мы покажем, что, пользуясь только одним

циркулем, можно решить все задачи на построение, которые
можно решить с помощью циркуля и лннейкн (см. § 2 гл. II,
стр. 209 и след.). Здесь же мы рассмотрим построения, осу-

осуществляемые с помощью одной линейки.

Нетрудно видеть, что при помощи одной линейки нельзя

решить все задачи на построение, которые можно решить,
если пользоваться и линейкой и циркулем. Покажем, например,
что с помощью одной линейки нельзя провести через данную

точку Р прямую, параллельную данной прямой /.Действительно,
предположим, что это не так, т. е. что искомую прямую т

можно найти при помощи построения, которое состоит только

в проведении каких-то прямых линий. Спроектируем чертеж
этого построения (состоящий только из прямых линий) па

другую плоскость тг' таким образом, чтобы параллельные прямые
/ и т перешли в пересекающиеся прямые /' н т. Мы увидим, что

построение, при помощи которого находится прямая т,

выполненное на плоскости п', где роль прямой / играет пря-
прямая /', приводит к прямой т', не параллельной /'. Таким

образом, это построение не во всех случаях приводит к прямой,

параллельной заданной, что и доказывает наше утверждение.

Однако.можно доказать, что во всех построениях элемен-

элементарной геометрии достаточно использовать циркуль только
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один раз. При этом мы можем начертить циркулем со-

совершенно произвольную окружность — после этого уже

будет возможно во всех дальнейших построениях совсем не

пользоваться циркулем. Иными словами, если на плоскости

заранее задана какая-то окружность S с известным центром О,
то, используя эту окружность, можно осуществить с помощью

одной линейки любое построение, выполнимое циркулем и

линейкой. Доказательству этого предложения будут посвящены

остальные задачи настоящего параграфа.
Все построения, которые можно осуществить с помощью

циркуля и линейки, сводятся к проведению некоторого числа

. прямых линий и окружностей. При этом прямые линии про-
проводятся через какие-либо две точки, имеющиеся на чертеже,
а окружность каждый раз проводится из какой-то известной

точки — центра окружности,— известным радиусом. Точки,

которые могут фигурировать в этих построениях, либо задаются

заранее, либо определяются пересечением вспомогательных

прямых и окружностей. Таким образом, все построения

при помощи циркуля и линейки сводятся к комбинации сле-

следующих основных построений *):
A. провестипрямую через данные две точки;

Б. провести окружность, если известны центр и радиус

этой окружности;

B. определитьточку пересечения двух данных прямых;
Г. определить точку пересечения данной прямой и данной

окружности;
Д. определить точку пересечения двух данных окружностей.

При этом окружности можно считать заданными своими

центрами и радиусами, а прямые — парами точек, через которые
они проходят.

Из пяти основных построений два, а именно построения А и В,
осуществляются с помощью одной линейки. Построение Б,
конечно, невозможно осуществить с помощью одной ли-

линейки, и в этом смысле наше утверждение о том, что при
наличии вспомогательной окружности с известным центром спо-

ыощью одной линейки можно решить в с ё^задааи, которые
можно решить циркулем и линейкой, является неточным. Однако

оказывается, что в этом случае можно при помощи одной

') Подробнее об этом см. Д. И. Перепелкин, Геометрические
построения в средней школе, М., Учпедгиз, 1953.
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линейки построить сколь угодно много точек окруж-

окружности, центр и радиус которой нам заданы (см. ниже задачу 191).
Кроме того, используя вспомогательную окружность, можно

при помощи одной линейки осуществить построения Г и Д
(см. задачи 192 и 193), а следовательно, и вообще любое

построение, выполнимое при помощи циркуля и линейки (с тех»

уточнением, о котором мы говорили выше: если в задаче

требуется построить некоторую окружность, то при помощи

одной линейки можно построить, разумеется, не все точки

окружности, а только сколь угодно много её точек).
Во всех задачах 190—193 считается заданной некоторая

фиксированная окружность S с известным центром О. Все

построения требуется произвести при помощи одной линейки.

При решении этих задач оказывается существенным, что поля-

поляра заданно!) точки и полюс заданной прямой относительно извест-

известной окружности строятся без помощи циркуля (см. § 4, стр. 87).

190. а) Проведите через заданную точку Р прямую,

параллельную заданной прямой /.

б) Отложитеот данной точки М отрезок MN, равный
и параллельный заданному отрезку АВ.

в) Опуститеиз заданной точки Р перпендикуляр на за-

заданную прямую /.

191. Какпостроить сколь угодно много точек окруж-

окружности S,, если известны центр ей А и радиус ВО

192. Найдите точки пересечения данной прямой / и

окружности S,, заданной центром А и радиусом ВС.

193. Найднтеточки пересечения двух окружностей S, и Sv
заданных центрами А1 и At и радиусами В1С1 и ВгСг.

Заметим, что если на плоскости задана даже не целая

окружность S, а лишь (сколь угодно малая!) дуга MN

окружности (и её центр О), то уже можно решить с помощью

одной линейки все задачи на построение, разрешимые с по-

помощью циркуля и линейки. Этот результат следует из того, что

точки пересечения любой прямой/с окружностью S, дуга ЛШ

которой нам известна, можно определить с помощью одной ли-

линейки (см. задачи 148 из§3 и 154 из § 4, стр. 83 и 89); поэтому
все построения, выполнимые с помощью одной линейки при на-

наличии на плоскости окружности S, шыполннмы также, если

задана не вся окружность целиком, а лишь некоторая её дуга.
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Следует еще иметь в виду, что условие о том, что нам

известен центр окружности S (или дуги MN, если счи-

считать заданной не всю окружность, а лишь некоторую её дугу),
является очень важным. Действительно, нетрудно показать,
что если центр заданной окружности S нам не известен, то

невозможно определить его, не пользуясь циркулем. Доказа-

Доказательство этого аналогично рассуждению, с помощью которого

мы показали выше, что одной линейкой нельзя построить па-

параллель к известной прямой. Предположим, что мы нашли

некоторое построение, выполнимое одной линейкой, позво-

позволяющее определить центр О окружности S; чертёж этого по-

построения представляет собой
"

некоторую систему прямых

^лнннй, как-то связанных с окружностью S, две из которых

пересекаются в точке О. Спроектируем этот чертёж на новую
плоскость тг' так, чтобы окружность 5 перешла в новую окруж-
окружность S', а центр О окружности S— в точку О', не являю-

нгуюся центром S'; это возможно сделать в силу результатов

§ 3 (см., в частности, теорему I на стр. 71). При этом мы

получим на плоскости тс' чертёж, во всём подобный первона-

первоначальному, только этот чертёж будет определять уже не центр

окружности S', а другую точку О'. Поэтому не может суще-
существовать построения, выполнимого с помощью одной линенки,

которое позволяет найти центр любой окружности, а сле-

следовательно, ни одно построение не может дать нам уверен-

уверенности, что мы нашли центр окружности S. Но отсюда вытекает,
что если центр заданной окружности S неизвестен, то нельзя

с помощью одной линейки решить все задачи, разрешимые

циркулем « линейкой (например, с помощью циркуля и ли-

линейки можно определить центр S, а одной линейкой сделать

это невозможно).
Более того, если на плоскости даны даже две непересе-

непересекающиеся окружности с неизвестными центрами, то одной

линейки оказывается недостаточно для того, чтобы определить

центры этих окружностей *) (за исключением того случая, когда

известно, что окружности являются концентрическими; см. ниже

задачу 194в)). Можно показать, однако, что если на плоскости

даны две пересекающиеся или касающиеся окружности (cm.jo-
дачн 194а), б)) или три (хотя бы и не пересекающиеся) окруж-

') См., например, книгу Г. Радемахер и О. Теплиц, Числа и

фигуры, гл. 26, М.—Л., ОНТИ, 1938.
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ности1), то всегда можно при помощи одной линейки определить

центры этих окружностей а, следовательно, и решить все те

задачи, которые разрешимы циркулем и линейкой.

194. На плоскости даны две окружности S, и St. Как
найти с помощью одной линейки центры этих окружностей,
если они":

а) пересекаютсяв двух точках;

б) касаются;

в) коицентричны.

Теперь мы можем также доказать теорему о построениях
с помощью параллельной линейки, которая била сформулиро-
сформулирована в § 4 (см. выше стр. 90). Действительно, поскольку
с помощью параллельной линейки можно найти точки пере-
пересечения произвольной примой / с окружностью S, имеющей
известные центр А и радиус а (см. выше задачу 155 из § 4,
стр. 89), то с помощью параллельной липсПки наверное можно

решить все задачи, разрешимые с помощью одной линейки при
наличии на плоскости окружности S с известным центром, т. е.

все задачи, разрешимые циркулем и линейкой.

ПРИЛОЖЕНИЕ К ГЛ. I

Неевклидова геометрия Лобачевского (первое изложение)

Во введении к третьей части мы отмечали, что каждой

группе преобразований отвечает своя геометрия — паука, изу-
изучающая свойства геометрических фигур, не меняющиеся при пре-

преобразованиях именно этой группы. Таким образом, классическая

геометрия Евклида, которая изучается в средней школе, отнюдь

не является единственной: выбрав какую-либо группу преоб-
преобразований, отличную от группы движений (пли группы пре-

преобразований подобия, которая приводит к геометрии, весьма

близкой к евклидовой), мы придём к какой-то новой, «не-

«неевклидовой» геометрии. Примером такой «неевклидовой»

геометрии может служить проективная геометрия, изу-

изучающая свойства фигур, не меняющиеся при проективных

(обобщенных линейных) преобразованиях. Однако проективная

геометрия является, пожалуй, даже «слишком неевклидовой»:

') Надо только потребован., чтобы эти три окружности не принад-
принадлежали одному пучку (см. ниже § 3 гл. II, стр. 215 и след.).
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она сохраняет настолько мало особенностей, присущих евкли-

евклидовой геометрии, что сопоставление этих двух геометрий
становится фактически невозможным. Так, например, в про-
екгивной геометрии отсутствует понятие расстояния между

точками, ибо любые два отрезка плоскости можно проективным

преобразованием перевести один в другой и, следовательно,

в смысле проективной геометрии они «равны» между собой;
точно так же и любые два угла «равны» между собой, так

что и привычное понятие угла между прямыми в проективной
геометрии не имеет смысла. Более того, даже любые два

четырёхугольника плоскости «равны» в смысле проективной
геометрии (см. по этому поводу теорему 1 § 2 гл. I, стр. 60);

"

поэтому здесь нельзя выделить никаких определённых классов

четырёхугольников (как параллелограммы, трапеции и т. д.).
Также «равны» между собой и любые два треугольника, причём

проективным преобразованием можно перевести любой тре-

треугольник в любой треугольник так, чтобы произвольная на-

наперёд заданная точка первого треугольника перешла в опре-

определённую точку второго треугольника; это обстоятельство
полностью снимает вопрос о «замечательных точках треуголь-
треугольника» (в проективной геометрии все точки треугольника совер-
совершенно равноправны). Таким образом, учение о треугольниках
и четырёхугольниках, занимающее столь значительное место

в школьном курсе геометрии, в проективной геометрии стано-

становится совершенно бессодержательным. Можно сказать, что

теория многоугольников в проективной геометрии начинается

сразу с учения о пятиугольниках: лишь для пятиугольников
можно формулировать определённые признаки «равенства» и

выделять те или иные специальные их классы.

Все эти особенности проективной геометрии связаны с тем,

что совокупность проективных преобразований является зна-

значительно более широкой, чем совокупность движений

(движения представляют собой лить очень частный случай
проективных преобразований). Именно поэтому проективная

геометрия много беднее геометрическими свойствами, чем

евклидова геометрия: большинство свойств, сохраняющихся

при движениях, уже не сохраняется при проективных преобра- у
зованиях (например, длина отрезка прямой, величина угла,/
свойство четырёхугольника быть параллелограммом и т. jq.
Для того чтобы придти к геометрии, более богатой геометри-

геометрическими свойствами, чем проективная геометрия, следует вы-
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брать более узкую совокупность проективных преобразований
(надо только, разумеется, потребовать, чтобы эта совокупность
преобразований тоже составляла группу). Так, например,
ограничившись совокупностью движений (составляющих лишь

часть всей группы проективных преобразований), мы придём
к евклидовой геометрии. Но можно и по-иному выбирать
группы проективных преобразований, составляющие часть пол-
полной группы; на этом пути можно получить новые интересные

геометрии.
Один из простейших способов, каким можно выбрать

группу проективных преобразований, достаточно узкую для

того, чтобы построенная на базе этой группы геометрия была

достаточно богата геометрическими свойствами, состоит

в следующем. Возьмем в плоскости определенный круг К и

рассмотрим те проективные преобразования, которые пере-
переводят этот круг в себя. Очевидно, что совокупность этих

проективных преобразований составляет группу: если произ-

произвести, например, последовательно два проективных преобра-
преобразования, каждое из которых переводит К о себя, то сумма
этих преобразований, разумеется, тоже будет переводить К

в себя; столь же просто проверяется выполнимость и осталь-

остальных условий, определяющих группу. Проективные преобра-
преобразования, переводящие К в себя, мы будем называть неев-

неевклидовыми д в и ж е и и я м и, а науку, изучающую свой-

свойства фигур, не меняющиеся при неевклидовых движениях,—

неевклидовой геометрией Лобачевского.

С первого взгляда может показаться, что группа неев-

неевклидовых движений выбрана неудачно. В самом деле, если

группа всех проективных преобразований является слишком

широкой, так что с помощью проективного преобразова-
преобразования можно перевести любые два отрезка один в другой
и поэтому понятие длины отрезка не имеет смысла, то

группа неевклидовых движений может показаться слиш-

слишком узкой: эти преобразования не позволяют перевести

каждую точку плоскости в любую другую, так что здесь

тоже должно отсутствовать понятие длины отрезка (ибо не

все отрезки можно сравнивать). В самом деле, неевклидовы

движения определяются как преобразования, переводящие К
в себя; поэтому им одну точку круга К нельзя перевести

неевклидовым движением в точку, расположенную вне этого

круга. Однако это затруднение не является серьёзным. Усло-

Б И. М. Яглоы



130 ЛИНЕЙНЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ

внмся только называть точками неевклидовой гео-

геометрии лишь точки круга К; соответственно этому пря-

прямыми неевклидовой геометрии ш будем называть

отрезки прямых, заключенные внутри К. В таком случае уже

все точки нашей геометрии будут равноправны: нетрудно ви-

видеть, что существует неевклидово

движение, переводящее любую вну-
внутреннюю точку А круга К в любую
другую внутреннюю точку А' (ср.
теорему 1 § 3, стр. 71). Более того,
можно показать, что если в точках

А и А' задать произвольные луни
АР и А'Р (под лучом с началом

А следует понимать отрезок прямой,
ограниченный точкой А и окруж-

окружностью 2 круга К; см. черт. 102),
то существует неевклидово дви-

движение, переводящее А в А', и луч

АР в луч А'Р'. Для доказательства
достаточно заметить, что в силу теоремы 1 § 3 существует
неевклидово движение Дх, переводящее А в центр О

круга К, и неевклидово движение Mt, переводящее А' в

О. Предположим ещё, что Дх переводит луч АР в луч
OQ, а Дж — луч АР в луч OQ'. Обозначим теперь
через —Дх неевклидово движение, противоположное движе-

движению Дг (т. е. переводящее луч ОС/ в луч А'Р; такое

движение существует, поскольку неевклидовы движения

образуют группу), и рассмотрим последовательность трёх
неевклидовых движений: Дх, вращения В круга К вокруг
центра О на угол QOC/ и —Дг. Первое из этих преобразо-
преобразований переводит АР в OQ, второе — OQ в OQ', наконец,
третье — OQ" в А'Р. Таким образом, сумма этих трёх не-

неевклидовых движений переводит АР в А'Р, что и доказывает

наше утверждение.

Таким образом, в неевклидовой геометрии Лобачевского

каждую точку можно перевести в любую другую точку и

каждый луч
— в любой другой луч; возникает естественный

вопрос о том, нельзя ли —также перевести любой отрезок

АВ в любой другой отрезок ^Эч-^Нетрудно видеть, что
ответ на этот вопрос будет отрицательным. Действитель-
Действительно, пусть существует неевклидово движение, переводя-
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движение, разу-

Т.

щсе отрезок АВ в отрезок А'В (черт. ЮЗ). В таком

случае это движение переводит прямую АВ в прямую А'В;
так как, кроме того, каждое неевклидово

меется, переводит окружность ?

круга К в себя, то точки Р и

Q, в которых АВ пересекает окруж-
окружность 2, перейдут в точки Р' п

Q', в которых А'В пересекает
2. Таким образом, наше неевкли-

неевклидово движение переводит чет-

четвёрку точек А, В, Р, Q в чет-

четвёрку точек А', В, Р", Q'. А так

как неевклидовы движения со-

сохраняют величину двойного отно-

отношения четырёх точек (этим свой-

свойством обладает каждое проектив-
проективное преобразование; см. выше стр. 49), то должно иметь

АР AQ АР' AQ'
место равенство: «р'/Ю^ТРя7" :Wfy~; если же это равенство

не выполняется, то заведомо не существует неевклндовп дви-

движения, переводящего отрезок АВ в отрезок А'В').
Итак, мы доказали, что если отрезок АВ можно неев-

неевклидовым движением перевести в отрезок А'В, то

АР .ЛО___А]*_ .A'Q'
ВР

'

BQ В'Р'
:
B'Q'

"

Покажем теперь, что п обратно, если

АР ,AQ_AP' .A'Q'
ВР -BQ~В'Р' -B'Q' '

Черт. 103.

•) Из полученного раоенстиа, в частности, следует, что если поря-
порядок точек на (соклндооых) прямых АВ и А'В' таков: Q, А, В, Р н

Q', А', В', Р', то неевклидово движение, переводящее отрезок АВ

в отрезок А'В', наверное переводит Р в Р' и Q в Q' (но не Р в Q',

a Q в Я'!). Действительно, двойное отношение "Бр:7^'тпк же как "

WW'WU7 ' больше СД1Ш|ШЫ (вя > '¦ Щ< Н в товремя как двоП-

A'Q' A'P' IAQ' А'Р' \
ное отношение

A'Q' A'P'

поэтому равенство ^-:^ = -

меньше единицы
AQ' А'Р' \

< 1. ^грг> I ):

является невозможным.
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то существует неевклидово движение, переводящее отре-
отрезок АВ в отрезок А'В". Действительно, переведём точку А

в точку А' так, чтобы луч АР перешёл в луч А'Р (выше мы

видели, что это всегда возможно). При этом точка Q перей-
перейдёт в точку Q'; пусть Bt — точка, в которую перейдёт точ-

точка В. В силу того, что двойное отношение четырёх точек

не меняется при проективном преобразовании, мы будем иметь

АР AQ А'Р1 A'Q' а АРАО

:щ=щр-:&
А так как по усл0В1"° вр:щ>

=

А'Р'. A'Q'
В'Р"B'Q''

Т0

АЧ^.Аф А'Р.A'Q'
BlP"B1Q> B'P" B'Q"

Отсюда следует, что точка В1 совпадает с 'В, т. е. что наше

неевклидово движение переводит отрезок АВ в отрезок А'В.

Таким образом, мы видим, что двойное отношение
АР АО
ВР*Ж5 хаРактеРмзУет «неевклидову длину» отрезка ИВ, т.е.

что два отрезка АВ и А'В равны в смысле неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского в том и только в том случае, когда
, , . АРAQ А'Р' A'Q' ~

совпадают двойные отношения -пр'.-БТ) и ъгъ;ш--бп?;- Этого,

однако, ещё мало для того, чтобы назвать двойное отноше-
АР АО

нне тгр'дтт неевклидовой длиной отрезка АВ: ведь в евкли-

евклидовой геометрии таким свойством обладает не только длина

отрезка, но и любая однозначная функция от длины (напри-

(например, квадрат длины или корень кубический из длины). Мы
привыкли ещё к тому, что длина суммы двух отрезков равна

сумме их длин, т. е. что если точка С делит отрезок АВ

на два меньших отрезка АС и СВ (черт. 104, а), то длина

АВ равна сумме длин отрезков АС к СВ. Если же точка С

делит отрезок АВ неевклидовой геометрии Лобачевского на

два отрезка АС и СВ (черт. 104, б), то, очевидно,

AP.AQ_(AP.AQ\ f?P.CQ\
ВР •BQ

—

\CP'Cq) \BP-BQJ
'

АР АО
т. е. двойное отношение -щв'-'ш равно произведению
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(а не сумме!) двойных отношений ^:^ и j^'-щ. Но от-

отсюда следует, что *)

(ибо логарифм произведения равен сумме логарифмов сомно-

сомножителей). Поэтому, если обозначить

. (АР AQ\
Хо^\-Вр'-Щ) =алв (*)

(где, как всегда, Р н Q— точки пересечения прямой АВ
с окружностью 1), то

С другой стороны, как было показано выше, два отрезка АВ

/> С

а)
0)

Черт. 104.

АР АО
и А В равны в том и только в том случае, если ^gp:gg=

А'Р' А'О' с*
=-^гтг.:^г;, млн, что равносильно, если dAB= dA-B'- Это

*) Отметим, что в силу нашего условия о порядке точек на пря-

прямой АВ (см. сноску на стр. 131) двойное отношение -^р\ щ (а также

и два др\гих двойных отношения) положительно; поэтому лога-

логарифм его сущестиует.
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позволяет назвать число dAB, определяемое по формуле (*),
неевклидовой длиной отрезка ИД1).

Отметим, что если точка В движется по прямой АР, не-

неограниченно приближаясь к Р, то дпойное отношение

dl -.оМ неограниченно увеличивается (ибо ВР—> 0); поэтому
ВР BQ
н длина dAB отрезка АВ растёт неограниченно. Отсюда сле-

следует, что неевклидова длина луча АР (tuu всей прямой PQ)
бесконечна, хотя вся неевклидова прямая и изображается ко-

конечным отрезком.

Черт. 105.

Неограниченность неевклидовой прямой можно доказать

и чисто геометрически. На черт. 105, а показано построение,

позволяющее удвоить отрезок АВ неевклидовой прямой PQ;
АР AQ ~АР АО

действительно, -go: -пк = =тг: =-^
, так как четверки точек

А, В, Р, Q и А, В, Р, Q получаются одна из другой иен-

*) Точнее, неевклидовой длиной отрезка АВ следует илзьшлть ны-

(АР
АО\

ТЗР 'ВО)'
гдс * ~ произвольное постоянное число;

выбор того или другого значения k означает выбор той или иной
единицы измерения длин в неевклидовой геометрии Лобачевского. От-
Отсюда следует, что выбор основания системы логарифмов в формуле (*)
не играет роли (ибо переход от одной системы логарифмов к другой
равносилен умножению всех «длин» dAB на одни и тот же постоянный
множитель).
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al> AC) FiP Iif)

тральным проектированием с центром О„ и =:—=-—:
v

,

так как четвёрки точек ~А, В, Р, Q и В, Bt, P, Q получа-
получаются одна из другой центральным проектированием с цен-

центром Ог. Следовательно,

AP.AQ_ BP
. BQ

ВР'ВО Д,Я
*

Bfi
'

или

т. е. отрезок BBt равен (в смысле неевклидовой геометрии

Лобачевского) отрезку АВ. А теперь уже нетрудно видеть,
что на луче АР можно от точки .4 сколь угодно много раз
откладывать отрезок, равнин АВ, к всё же мы никогда не дой-

дойдем до точки Р (черт. 105, б).

Перейдём к вопросу об угле м е ж д у прям и м и в не-

неевклидовой геометрии Лобачевского. Рассмотрим прежде
всего две пары лучей ОР и

OQ, ОР и OQ\' выходящих

из центра О круга К. Совер-
Совершенно ясно, что ест обыкно-

обыкновенные (евклидовы) углы POQ
и P'OQ' равны (черт. 106),
то существует неевклидово

движение, переводящее угол

POQ в угол P'OQ': этим дви-

движением будет вращение вокр_\ г

центра О (вращение вокруг О,
очевидно, является неевкли-

неевклидовым движением, так как это

есть проективное преобразо-
преобразование, переводящее круг К в себя)'). Докажем, что и обратно,
если существует неевклидово движение, переводящее угол
POQ в угол POQ", то (обыкновенные) углы POQ и POQ"

•) Углы POQ и P'OQ' (pauiiuc u евклидовом смысле) всегда можно

совместить неевклндопым движением даже так, чтобы ОР сов-

па л о с ОР', а ОС — с OQ1 (а не наоборот, ОР с ОС?' и OQ с ОР').
Для этого достаточно повернуть круг К на угол POP' вокруг центра
О (при этом ОР соьпадёт с ОР') н, может быть, отразить еще" К сим-

симметрично от диаметра ОР (симметрия относительно диаметра h. также

является неевклидовым движением).
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равны. Действительно, такое неевклидово движение перево-

переводит точки Р и Q в точки Р \\ Q и, следовательно, прямую

PQ — в прямую PQ[, касательные PR и QR к окружности 2

в точках Р \\ Q — в касательные PR' и Q'R' в точках Р и

С? (ибо окружность 2 при всяком неевклидовом движении

переходит в себя и касательные к 1 переходят в касатель-

касательные; ср. выше стр. 76), прямую OR—в прямую OR' и точ-

точку Т пересечения PQ и OR в точку Т пересечения PQ' и

OR1 (черт. 106). Таким образом, наше неевклидово движе-

движение переводит отрезок ОТ в отрезок ОТ; значит, эти от-

отрезки должны быть равны в смысле неевклидовой геометрии
Лобачевского. Но отсюда вытекает, что эти отрезки равны
и в смысле евклидовой геометрии: действительно, если бы,

например, отрезок ОТ был меньше ОТ, то вращение во-

вокруг О (являющееся неевклидовым движением) переводило бы
ОТ в часть отрезка ОТ, поэтому неевклидовы длины этих

отрезков не были бы одинаковы. А из равенства ОТ—ОТ

следует, что ^/ POQ= /_ POQ

(так как ОТ= г cos
0 , ОТ=

/P0Q1
= г cos » , где г — радиус

круга К ).
Таким образом, мы видим, что

величина угла POQ характеризует
«неевклидов угол» между ОР и

OQ ( в том же смысле, в каком

Я'

АР АО
двойное отношение-57-'75^ харак-

9 R

Черт. 107.

тернзует «неевклидову длину» от-

отрезка АВ ). Кроме того, если луч Oil делит угол POQ

на части POU и UOQ, то ^/P0Q=^/P0U-\-^/U0Q
{величина суммы двух углов равна сумме их величин);
поэтому мы можем назвать неевклидовым углом bP0Q
между двумя лучами ОР и OQ, исходящими из центра О

.круга К, величину (евклидова) угла POQ. Пусть теперь
PAQ есть угол с вершиной в произвольной точке А

круга К (черт. 107). Произведём неевклидово движение,
переводящее А в центр О круга; пусть угол PAQ перехо-
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дмт при этом в угол POQ. Такое движение, разумеется,
можно выбрать не одним способом (см. выше стр. 130). Если,
однако, два движения Д1 и Л, переводят угол PAQ в

два различных угла POQ к PlOQl с вершимой в О, то

движение — Д, противоположное Л,, переводит угол POQ
в угол PAQ и, следовательно, неевклидово движение, яв-

являющееся суммой движений — Л, и Л„ переводит POQ'
в PfiQi- A отсюда вытекает, что углы P'OQf u PlOQl
«равны» в смысле неевклидовой геометрии Лобаченского,
а значит, они равны и в обычном (евклидовом) смысле. По-

Поэтому за величину iPAQ неевклидова угла между лучами
АР и AQ можно принять евклидову величину любого угла

POQ' с вершиной О (т. е. в центре К), в который угол PAQ
может быть переведён неевклидовым движением. Ясно, что

эта неевклидова величина угла обладает важнейшими свойст-

свойствами величины угла евклидовой геометрии: она одинакова для

любых двух углов, которые можно перевести один в другой

при помощи неевклидова движения, и дли угла PAQ, разде-
разделенного внутренним лучом AR на две части PAR и RAQ,
она равна сумме Zp,\r-\-%raq-

Так как прямая при неевклидовом движении переходит

в прямую же, то ясно, что величина развернутого угла (т. п.

угла, стороны которого составляют одну прямую) в любой

точке А совпадает с величиной развёрнутого угла в точке О,
т. е. с евклидовой величиной развёрнутого угла; иначе го-

говоря, в неевклидовой геометрии, так же как и в обычной, развер-
развернутый угол всегда равен 180°. Полный угол вокруг любой точки

в неевклидовой геометрии, как п в евклидовой, равен двум
развёрнутым углам, т. е. 360°. Прямой угол, т. е. угол, рав-
равный своему смежному, равен, очевидно, половине развёрну-
развёрнутого угла, т. е. 90°. При этом, однако, две прямые, взаимно

перпендикулярные (т. е. образующие прямой угол) в неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского, конечно, не будут, вообще

говоря, взаимно перпендикулярными в обычном (евклидовом)
смысле.

Рассмотрим подробнее вопрос о том, в каком случае две

неевклидовы прямые PQ и P,Q, будут взаимно перпен-

перпендикулярны в смысле неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского. Если эти прямые пересекаются в центре О круга К,
то они должны быть перпендикулярны и в обычном (евкли-

(евклидовом) смысле, так что касательные к окружности 2 в точ-
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ках Р и Q здесь будут параллельны прямой Р^ (черт. 108, а);
иначе говоря, эти две касательные к прямая Р^ в этом

случае сходятся в одной

«бесконечно удалённой»
точке проективной пло-

плоскости. При неевклидовом

движении, переводящем
О в произвольную точку
А, черт. 108, а перейдет
в черт. 108, б; при про-
тпвоположном движении,

переводящем А в О,
черт. 108, б перейдёт в

черт. 108, а. Отсюда

видно, что для того, что-

чтобы две неевклидовы пря-
прямые PQ и Р,<?, были

Р

6}

Черт. 108.

взаимно перпендикулярны, надо, чтобы продолжение прямой

Р1С?1 за круг К проходило через точку пересечения касатель-

касательных к X в точках Р и Q (черт. 108, бI). В частном случае,
когда прямая PQ является диаметром круга (черт. 108, в),

жение
*) Иначе: прямая PlQ1 перпендикулярна к PQ, если её продол-
ше за круг К проходит—нерез полюс прямой PQ относитесь-
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касательные к 2 в точках Р и Q будут параллельны между
собой и перпендикулярны (в евклидовом смысле) к этому
диаметру; следовательно, прямая PXQX, перпендикулярная
PQ в неевклидовом смысле, будет образовывать с ней и

евклидов угол в 90° (независимо от того, проходит ли PtQt
через центр круга или нет). Ясно, что из любой точка В

неевклидовой геометрии Лобачевского можно опустить
единственный перпендикуляр на любую прямую PQ; для
этого достаточно соединить В с точкой R пересечения ка-

касательных к ^ в точках Р и Q. Основание этого перпен-

перпендикуляра естественно назвать проекцией точки В на

прямую PQ. В частном случае точка В может распола-
располагаться на прямой PQ; тогда наше построение показывает,

как восставить перпендикуляр к примой в точке этой прямой.

Черт. 109.

Выясним ещС, как построить в неевклидовой геометрии

Лобачевского биссектрису угла. Если вершина угла совпа-

совпадает с центром О крута К, то прямая OU будет биссектрисой
в том случае, если она делит этот угол пополам в обычном

(евклидовом) смысле (черт. 109, а); другими словами, пря-
прямая OU есть биссектриса угла POQ, если продолжение ее

за круг К проходит через точку R пересечения касательных

к окружности 2 в точках Р и Q. Отсюда следует, что

но окружности S (см. выше § 4, стр. 86); в силу теоремы 2 § 4

(стр. 87)' в этом случае к продолжение прямой PQ будет проходить

через полюс Я,С?, относительно S, т. с. через точку пересечения ка-

касательных к окружности S u точках Р, и Qx.
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прямая AU будет биссектрисой неевклидова угла PAQ

(с вершиной в произвольной точке А неевклидовой

геометрии Лобачевского), если продолжение её за круг К

проходит через точку R пересечения касательных к 1

в точках Р и Q (черт. 109, бI).

Можно указать простое построение, позволяющее найтн угол P'OQ'
с вершиной в центре О круга К, равный данному углу PAQ

(черт. ПО, а; равенство углов и отрезков всюду понимается в смысле

неевклидовой геометрии Лобачевского). Рассмотрим два угла PAQ и

^/1,0,, симметричные (в обычном смысле) относительно некоторого
диаметра MN круга К (черт. 110, б); при этом выберем их так, чтобы

углы А1АР и AXAQ были равны углам ОАР и OAQ (отсюда следует,
что угол PAQ равен углу PAQ) и чтобы расстояние ААХ было рав-
равно АО. Углы PAQ н PlAlQ1 заведомо равны, поскольку они перево-
переводятся олни в другой неевклидовым движением — симметрией относи-

относительно диаметра MN. Неевклидово движение, совмещающее отре-

отрезок ААХ с отрезком АО, переводит угол РАО в угол PAQ (именно
для этого мы требовали равенства углов А,АР и ОАР, AtAQ и OAQ),
а угол PlAlQl — в угол FO'Q' с вершиной в центре О, ранный
углу PAQ (ибо неевклидово движение переводит равные углы и рав-
равные). Наша задача состоит в том, чтобы указать, как построить
угол P'OQ' (считая угол PAQ заданным).

Предположим для определённости, что углы РАО и QAO острые.
Восставим в_точках А и О, А н А, перпендикуляры (неевклндопы)
KL и К1U, KL и KJL, к АО, соответственно к AAt (так как АО —

диаметр, то KL и K'L будут являться и евклидовыми перпендикуля-
перпендикулярами к АО; см. выше черт. 108, в); точки_перссечспия сторон углов
PAQ и P'OQ', соответственно_PAQ~ и РХА~,О^, с (евклидовыми) пря-
прямыми KL n_fCL', KL п Д",/., обозначим через G, Н, С и Н'\

С, N, G, и //,, как указано^ ма_ «;рт. П0,_я, б. Ил черт. ПО, б видно,

что (евклидовы) прямые KKV 1TV Ш,, ННХ (и ~АА[) сходится в одной

«бесконечно удалённой» точке R; так как неевклидово движение пере-
переводит черт. ПО, б в черт. 110, а, то прямые КК\ LL', GO', HH'
(и АО) должны сходиться в одной точке R.

Отсюда вытекает искомое построение угла" P'OQ'. А именно, для
того чтобы перенести неевклидовым движением вершину А угла
PAQ в центр О круга К, надо восставить в точках А и О пер-
перпендикуляры (обычные) KL и K'L' к диаметру АО {К, L и К', L'—
точки пересечения этих перпендикуляров4с окружностью S, К и К'

J) То-есть если продолжение AU проходит через полюс пря-
прямой PQ относительно окружности ? (сравните со сноской на пре-
предыдущей странице). В частном случае, когда угол PAQ развёрнутый,
построение биссектрисы угла, очевидно, совпадает с построением пер-
перпендикуляра к прямой PQ в данной сё точке А.
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лежат по одну сторону от ОА) и соединить точки С и Н' пересе-
пересечения АР и АО с К'U с (лежащей пне К) точкой R пересечения
Й\Г\ 11 II" Of* .lit ИПГТ ifLI/i 1Э/Т ¦• DW' т. о» ллл.. л .n.u />* J <. »— л...г гш ъ*/ГА" и если пересекают KL в точках

Черт. ПО.

G и Н, то с&ЛН'=1С0Н')• А так как гООн= Z.GOH (здесь 2GOv—
неевклидова величина угла между лучами 00 и ОН, /_ СОН — евкли-

евклидов угол между этими же лучами), то окончательно

1) Можно также соединить с точкой R точки Р и О - прямые

RP и RQ пересекут окружность S в точках Р и С? (см. черт. \\0,а,б).
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Отметим ещё, что, как следует из черт. 110, а.

(ибо AG<OG\ АН<0Н' и, значит, /GOA</G'AO,
Z. НОА < {_ И1АО).

Ещё одно несложное построение для неевклидова угла оРЛр
между известными лучами АР и AQ неевклидовой геометрии Лоба-
Лобачевского будет указано в конце приложения к гл. II этой части
книги (см. стр. 354, в частности черт. 265).

Сравним теперь неевклидову геометрию Лобачевского

с геометрией Евклида, изучаемой в средней школе. Сразу
бросается в глаза, что обе геометрии имеют много общего.

Так, в обеих геометриях через каждые две точки проходит
одна п только одна прямая » две различные прямые не мо-

могут иметь больше одной общей точки — это следует из того,

что прямые неевклидовой геометрии Лобачевского изобража-
изображаются отрезками прямых плоскости. Далее, и в евклидовой

геометрии и в геометрии Лобачевского каждую точку и луч,

выходящий из этой точки, можно перевести движением в любую
другую точку и наперёд заданный луч, выходящий нз второй
точки. Неевклидова длина отрезка и величина угла очень

близки по своим свойствам к соответствующим понятиям

обычной (евклидовой) геометрии; так, например, в обеих

геометриях длина суммы двух отрезков (соответственно вели-

величина суммы двух углов) равна сумме их длин (сумме величин

этих углов). „
В неевклидовой геометрии Лобачевского подобно обыкно-

обыкновенной геометрии Евклида можно на любой прямой от любой

точки в любом из двух направлений отложить отрезок любой

данной длины (здесь существенную роль играет, что неевкли-

неевклидова прямая бесконечна; см. выше стр. 134); точно так же

в любой точке заданной прямой можно по любую сторону от

этой прямой отложить данный угол. А отсюда следует, что и

все теоремы школьного курса геометрии, доказательства кото-

которых опираются лишь на перечисленные простейшие предложе-
предложения (аксиомы) евклидовой геометрии, переносятся в неевклн-

•дову геометрию Лобачевского и без, всяких изменений. Так,
например, в геометрии Лобачевского остаются в силе теоремы

о смежных и вертикальных углах (и как следствие — теоремы
о том, что биссектрисы вертикальных углов составляют одну

прямую, а биссектрисы смежных углов взаимно перпендику-

перпендикулярны); все признаки равенства треугольников (включая н
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признаки равенства прямоугольных треугольников); теоремы
о свойствах равнобедренного треугольника; свойство перпен-
перпендикуляра, проведённого к отрезку прямой через его середину,
и свойство биссектрисы угла; теорема о том, что биссек-

биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, и т. д. Из
признаков равенства треугольников, как обычно, выводится

теорема о внешнем угле треугольника («внешний угол тре-
треугольника больше каждого внутреннего угла его, не смежного

с этим внешним»), откуда в свою очередь следуют теоремы
о соотношениях между сторонами и углами треугольника и

теорема о том, что каждая сторона треугольника меньше

суммы двух других его сторон. Отсюда вытекают теоремы
о сравнительной длине перпендикуляра и наклонных (которые
позволяют назвать расстоянием от точки до прямой

длину перпендикуляра, опущенного нз точки на прямую), а

также теорема о том, что отрезок короче любой ломаной,
соединяющей его концы. Если теперь определить длину про-
произвольной кривой как предел длин вписанных в неё ломаных,
то мы сможем заключить, что в неевклидовой геометрии Лоба-

Лобачевского, как и в обычной (евклидовой) геометрии, отрезок

примой есть кратчайшее расстояние между двумя точками;

это позволяет определить расстояние между точками

как длину отрезка, соединяющего эти

точки. Все эти предложения подчёр-

подчёркивают большое сходство между двумя

геометриями.

Для примера покажем, как доказы-

доказывается в неевклидовой геометрии Лоба-

Лобачевского первый признак равенства тре-

треугольников. Пусть мы имеем два

треугольника ABC и А1В1С1, такие,

что dAC=dAiCi, dA0= dAiBi и ЪВАС= Черт.Ш.
=г.ЬВАС-, требуется доказать, что эти

треугольники равны (черт. 111). Переве-
Переведём неевклидовым движением точку А в точку Л,, причём

так, чтобы сторона АС пошла по А1С1. Тогда вследствие

равенства этих сторон точка С совместится с С,; вследствие

равенства углов А и At сторона АВ пойдёт по Л,В,, а

вследствие равенства этих сторон точка В совпадёт с В,;
поэтому сторона СВ совместится с С1В1 (так как две точки

можно соединить только одной прямой) и треугольники
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совпадут; значит, он» равны1). Это рассуждение дословно по-

повторяет доказательство первого признака равенства треуголь-

треугольников, приведённое в школьном учебнике А. П. Киселёва

(рекомендуем читателю сравнить по книге Киселёва!), хоти

чертёж здесь, разумеется, надо представлять себе совсем иным.

В качестве второго примера рассмотрим теорему: три бис-

биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Как мы

уже упоминали, в неевклидовой геометрии Лобачевского

сохраняет силу теорема о том, что если какая-либо точка

лежит на биссектрисе угла, то она одинаково удалена от сто-

сторон угла, а также и обратная теорема (докажите!). Рассмот-

Рассмотрим биссектрису AM угла А треуголь-
треугольника ABC. и биссектрису BN угла В

(черт. 112). Эти две биссектрисы дол-

должны, очевидно, пересечься внутри тре-

треугольника в некоторой точке Q. Так
L как точка Q принадлежит биссектрисе

AM, то она равноудалена от сторон
АВ и АС; так как она принадлежит бис-

биссектрисе BN, то она равноудалена от

сторон ВА и ВС. Поэтому точка Q рав-
равноудалена также н от сторон СА и СВ.

Но в таком случае она должна лежать

на биссектрисе угла С; следовательно, биссектрисы трёх углоз
треугольника пересекаются в одной точке Q. Это доказатель-

доказательство тоже почти дословно повторяет соответствующее место

из учебника А. П. Киселёва. Рекомендуем читателю само-

самостоятельно доказать и другие теоремы, перечисленные выше.

Отметим, что каждую теорему неевклидовой геометрии
Лобачевского можно одновременно рассматривать и как тео-

теорему евклидовой геометрии, относящуюся к точкам круга К
и хордам этого круга. Так, например, теорема неевклидовой

геометрии: биссектриса угла есть геометрическое место точек,

') Неевклидово движение, переводящее точку А в точку Ai it

луч АС в луч AXCV осуществляется либо так, как указывалось па

стр. 130, либо следующим образом:, сначала производится движе-
движение Л,, переводящее А в О, затем поворот В вокруг О, затем

симметрия С круга К относительно диаметра OQ',
в который перейдёт луч АС в результате первых двух движений, и

лишь после этого — движение — /?,,'переводящее О в А. Если
iBAC= ^B,AlC,< TO одно из этих двух неевклидовых движении, пере-
переводящих луч АС в луч Л,С„ наверное, переводит луч АВ в луч Л,/?,.

Черт. 112.
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равноудалённых от сторон угла
— имеет следующий смысл.

Пусть PR, QS и MN—три хорды окружности 2, пересека-
пересекающиеся в одной точке А и такие, что продолжение MN про-
проходит через точку пересечения касательных к 2 в точках Р
и Q (MN есть «неевклидова биссектриса» угла PAQ; см.

черт. 113). Соединим произвольную точку К хорды MN
с точками Т1 и Тг, в которых пересекаются касательные

к окружности ? в точках Р н R, Q и S (т. е. опустим из
точки К «неевклидовы перпендикуляры» на прямые PR и QS);
пусть хорды U1Vl н UtVt, высекаемые окружностью ? на

этих перпендикулярах, пересекают PR, соответственно QS,
в точках С и D. В таком случае двойное отношение точек

К, С; {/,, V, равно двойному от-

отношению точек К, D; Vx, С/г.
Связь между теоремами неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского
и теоремами обычной (евклидовой)
геометрии позволяет сводить до-

доказательство любого предложения

неевклидовой геометрии к дока-

доказательству некоторой теоремы,

относящейся к точкам и хордам
-'"'

круга К, т. е. даёт общий метод,
с помощью которого можно сколь

угодно подробно изучать неев-

неевклидову геометрию (см. ниже за-

задачу 198, а также задачи 199—

211). Но эта связь может представ-

представлять интерес ещё и в другом

отношении. Доказав какое-либо предложение неевклидовой

геометрии, мы тем самым докажем и соответствующее предло-
предложение евклидовой геометрии; так из того, что, в неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского сохраняется теорема о биссек-

биссектрисе угла, вытекает, что в обозначениях черт. ИЗ

/О/, . КУХ __ KVt . KU,
С(/,

"

CV,
~~

DVt
•

DUt
'•

непосредственное .доказательство этого довольно сложно.

Подобное применение неевклидовой геометрии к доказатель-

доказательству теорем обычной (евклидовой) геометрии может иногда

приводить к интересным результатам.

Черт. 113.
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195. Докажите, что теорема неевклидовой геометрии

Лобачевского: биссектрисы вертикальных углов составляют

одну прямую
— равносильна теореме евклидовой геометрии,

составляющей содержание задачи 139а) из § 3 (стр. 77).
196. Какойтеореме евклидовой геометрии соответствует

следующая теорема неевклидовой геометрии Лобачевского:

биссектрисы смежных углов взаимно' перпендикулярны?
197. Докажите, что теорема неевклидовой геометрии

Лобачевского: биссектрисы треугольника пересекаются в

одной точке — равносильна теореме Брнапшона евклидовой

геометрии (см. задачу 146 из § 3, стр. 80).
198. Воспользуйтесь выражением неевклидовой длины

отрезка для непосредственного доказательства того, что

в геометрии Лобачевского длина стороны треугольника

всегда меньше суммы длин двух других его сторон.

Наряду со сходством между обычной (евклидовой) геомет-

геометрией и неевклидовой геометрией Лобачевского имеет место

также и резкое различие между ними. Вспомним так называе-

называемую аксиому параллельных линий: через одну и ту

же точку нельзя провести двух
различных прямых, не пересекаю-
пересекающих одну и ту же третью пря-

прямую. Посмотрим, выполняется ли эта

аксиома в неевклидовой геометрии

Лобачевского. Здесь две прямые PQ
и RS следует называть пересе-

пересекаю щ п м и с я только в том случае,

если они пересекаются во внутренней
точке круга К (черт. 114), так как-

внешние по отношению к кругу точки

и граничные точки (точки окружно-
окружности 2) не считаются точками неевклидовой геометрии Лобачев-
Лобачевского. Отсюда сразу следует, что через данную точку .4 вне

прямой PQ можно провести бесконечно много прямых,
не пересекающих PQ (как прямая MN на черт. 114). Таким
образом, аксиома параллельных линий в неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского не выполняется. Вместе с тем все тео-

теоремы школьного курса геометрии, доказательство которых
так или иначе опирается на эту, теорему (а таких теорем в
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курсе большинство) становятся в неевклидовой геометрии сом-
сомнительными— они могут оказаться верными в этой геометрии
(см. ниже задачи 201, 203, 204), но могут быть также и не-

неправильными (см., например, ниже задачи 199 а),б), 207—211I).
Прямые QP и UP, пересекающиеся в точке окружности 2,

мы будем называть параллельными прямыми неевкли-

неевклидовой геометрии. Параллельные прямые не пересекаются

(поскольку точки окружности 2 не считаются точками неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского). Однако, разумеется, не
всякие непересекающиеся прямые являются параллельными;
поэтому обычное определение параллельных как прямых,
которые не пересекаются, сколько бы мы их нн продолжали,

не сохраняет силу в неевклидовой геометрии. Из черт. 114

видно, что параллельные PQ прямые AU и AV разделяют
пересекающие PQ и не пересекающие PQ прямые, проходя-

проходящие через Л. Поэтому проходящие через данную точку А

прямые, параллельные PQ, можно определить как такие пря-
прямые AU и AV, которые сама не пересекают PQ, но все

проходящие через А прямые, заключённые внутри угла UAV,

уже пересекают PQ. Интересно отметить, что это «неев-

«неевклидово» определение параллельных прямых остается справед-
справедливым п в евклидовой геометрии; только здесь пря-
прямые AU и AV совпадают и угол UAV является развОр-
нутым. Именно это обстоятельство и служит основанием

для того, чтобы присвоить прямым AU п AV привычное
название параллелей к PQ; оно определяет значительное

сходство между свойствами евклидовых и неевклидовых па-

параллелей *).
Прямые неевклидовой геометрии Лобачевского, не являю-

являющиеся пи пересекающимися, ни параллельными (как прямые

PQ и Af.V на черт. 114), называются расходящимися.

Название «расходящиеся прямые» связано с тем, что такие

прямые при движении по ним в любом из двух возможных

') Из того, что известное нам доказательство какой-либо теоремы

опирается на аксиому параллельных линий, разумеется, не следует,
что не существует другого доказательства той же теоремы, не исполь-

использующего этой аксиомы. Поэтому нз того, что определенное доказа-

доказательство теоремы не переносится непосредственно в неевклидову

геометрию Лобачевского, не вытекает ещё, что в этой геометрии

теорема обязательно не верна.

*) См по этому поводу книгу А. П. Н о р д е н, Элементарное
введение в геометрию Лобачевского, гл. Н, М., Гостехнздат, 1953.
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направлений неограниченно удаляются друг от друга (см. ниже

задачу 199в)).

199. а) Пусть PQ и RS—две прямые неевклидовой

геометрии Лобачевского, пересекающиеся в точке В. Дока-

Докажите, что расстояния от точек прямой RS до прямой PQ
возрастают неограниченно по обе стороны от точки В. При
этом основания перпендикуляров, опущенных из всевозмож-

всевозможных точек прямой RS на прямую PQ (проекции точек пря-

прямой RS на прямую PQ), покрывают лишь конечный отре-

отрезок PlQ1 прямой PQ, т. е., другими словами, вся прямая RS

проектируется в конечный отрезок P,Q, прямой PQ. Пер-
Перпендикуляры, восставленные к прямой PQ в точках Я, и Qit
параллельны RS.

Все эти особенности взаимного расположения пересека-
пересекающихся прямых PQ и RS показаны на схематическом

черт. 115, а, где искривленная линия RBS изображает

«неевклидову прямую» RS. Прямые PtR и QtS, параллель-
параллельные RS, изображены неограниченно приближающимися к этой

прямой; основанием для этого служит задача б).
б) Пусть PQ и UP—две параллельные прямые неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского. Докажите, что расстояния
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от точек прямой UP до прямой PQ неограниченно убывают
в направлении луча АР (А — произвольная точка прямой UP)
11 неограниченно возрастают в направлении луча AU. Про-
Проекцией всей прямой UP на прямую PQ служит луч QtP'
при этом перпендикуляр, восставленный к прямой PQ в

точке Q,, параллелен UP.
Все эти особенности взаимного расположения парал-

параллельных прямых PQ и UP показаны на схематическом

черт. 115, б.

в) Докажите, что расходящиеся прямые PQ u MN неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского имеют (единственный)
общий перпендикуляр KL; обратно, если две прямые имеют

общий перпендикуляр, то эти прямые
— расходящиеся. Рас-

Расстояния от точек прямой MN до прямой PQ неограниченно

растут в обе стороны от основания К общего перпендику-

перпендикуляра. Прямая AW проектируется в конечный отрезок P,Q,
прямой PQ; перпендикуляры, восставленные к прямой PQ
в точках Р, и Q,, параллельны MN.

Эти особенности взаимного расположения двух расходя-

расходящихся прямых PQ и MN изображены на схематическом

черт. 115, в.

Так как из всех расстояний от какой-либо точки А пря-

прямой MN до точек прямой PQ кратчайшим является перпен-

перпендикуляр, опущенный из А на PQ (ибо в неевклидовой геомет-

геометрии Лобачевского, как мы уже отмечали выше, сохраняется

теорема о сравнительной длине перпендикуляра и наклонных),
и расстояния от точек прямой A1N до расходящейся с ней

прямой PQ растут по обе стороны от основания К. общего

перпендикуляра KL этих прямых (см. задачу 199в)), то общий

перпендикуляр KL расходящихся прямых PQ и MN неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского является кратчайшим расстоя-
расстоянием между точками этих прямых; это дает основание назы-

называть расстоянием между прямыми PQ и MN длину

отрезка KL. Что же касается параллельных прямых неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского, то в противоположность евкли-

евклидовой геометрии понятие расстояния между такими прямыми

здесь не имеет смысла (можно показать, что любую пару

параллельных прямых неевклидовой геометрии Лобачевского

можно совместить неевклидовым движением с любой другой

парой параллельных прямых).
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Заметим ещё, что поскольку две пересекающиеся или

параллельные прямые неевклидовой геометрии Лобачевского

вовсе не имеют общего перпендикуляра, а две расходящиеся

прямые имеют единственный общий перпендикуляр (см. за-

задачу 199в)), то никакие две прямые неевклидовой геометрии
не могут иметь двух общих перпендикуляров; другими сло-

словами, в неевклидовой геометрии Лобачевского не существует

прямоугольников—четырёхугольников с четырьмя прямыми

углами (см. также ниже задачу 2076)).
Из результата задачи 199в) следует ещё одно различие

^между неевклидовой геометрией Лобачевского и обычной

(евклидовой) геометрией. В евклидовой геометрии две прямые,

перпендикулярные к третьей, параллельны между собой;

обратно, любые две (пли больше) параллельные прямые можно

рассматривать как перпендикуляры к одной и той же прямой.
В противоположность этому в неевклидовой геометрии Лоба-

Лобачевского прямые, перпендикулярные к какой-либо одной пря-

прямой, уже не будут параллельными. Такие прямые мы назовём

сверхпараллельны ми. Из результата задачи 199в) выте-

вытекает, что две сверхпараллельные прямые являются расходя-

расходящимися 1) и обратно — любые две расходящиеся прямые явля-
являются сверхпараллельнымп (т. е. они перпендикулярны к одной
и той же третьей прямой); поэтому выражения «две расхо-

') Эти прямые не могут быть пересекающимися; теорема: два
перпендикуляра к одной прямой не могут пересечься, сколько бы мы
их ни продолжали

— доказывается в школьном курсе геометрии я о
аксиомы параллельных линий н поэтому должна" сохранять силу и
в неевклидовой геометрии Лобачевского.
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дпщнеся прямые» плп «две сверхпараллельные прямые» имеют

в неевклидовой геометрии Лобачевского одинаковый смысл.

Что же касается трёх пли больше сверхпараллельных прямых

(т. е. трёх или более перпендикуляров к одной и той же

прямой), то это уже не будут произвольные расходящиеся
(т. е. попарно не пересекающиеся и не параллельные) пря-
прямые. Действительно, прямые PjQ,, P,Q2, P,QS, ..." т. д.

неевклидовой геометрии Лобачевского будут, очевидно, лишь

U

Р М

в том случае перпендикулярны к одной и той же прямой KL,
если продолжения хорд P,Qj, PtQ,, PSQS, ... и т. д. за

круг К. проходят через одну точку — точку пересечения каса-

касательных к окружности 2 в точках К a L (черт. 116, а).
Таким образом, хорды круга К, пересекающиеся в одной
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точке А внутри К, представляют собой пучок пересе-
пересекающихся прямых неевклидовой геометрии Лобачевского

(черт. /116, б); хорды, пересекающиеся в одной точке Р

окружности 2,— пучок параллельных прямых

(черт. 116, в), а хорды, продолжения которых проходят через

одну точку R вне К,— пучок сверхпараллельных

прямых (черт. 116, а).
Укажем тут же ещё некоторые особенности взаимного

расположения точек и прямых неевклидовой геометрии Лоба-

Лобачевского. Пусть PAQ— неевклидов угол, образованный лу-
лучами АР и AQ. В таком случае внутри этого угла можно

провести прямую PQ, параллельную одновременно и АР \\ AQ;
эта прямая отделяет точки, через которые можно провести

прямые, пересекающие обе стороны угла, от точек, через

которые нельзя провести ни одной такой прямой (черт. 117, а;

напомним, что в геометрии Евклида через каждую точку

внутри угла можно провести прямую, пересекающую обе его

стороны). Аналогично, если QP и UP—две параллельные

прямые неевклидовой геометрии Лобачевского, то внутри

полосы, ограниченной этими прямыми, также можно провести

прямую UQ, параллельную одновременно и QP u UP и отде-

отделяющую точки, через которые проходят прямые, пересекаю-
пересекающие и QP и UP, от точек, через которые такие прямые не

проходят (черт. 117,6). Если же PQ и MN—расходящиеся

Черт. 118.

прямые, то точки, через которые проходят прямые, пересе-
пересекающие и PQ и MN, отделяются от точек, через которые
ни одна такая прямая не проходит, двумя прямыми МР и NQt
каждая из которых параллельна одновременно и PQ и MN

(черт. 117, в). Все эти особенности неевклидовой геометрии

Лобачевского схематически изображены на черт. 118, а—в.
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200. а) Докажите, что каждые две прямые /, и /, не-

неевклидовой геометрии Лобачевского имеют ось симметрии /

(симметрия относительно прямой определяется в неевклидо-

неевклидовой геометрии Лобачевского в точности так же, как и

в евклидовой геометрии; см. начало § 1 гл. II части пер-

первой). При этом прямые llt /, u / принадлежат все одному
пучку (т. е. или все пересекаются в одной точке, или все

параллельны между собой, или все три перпендикулярны
к одной прямой; см. стр. 152).

б) Докажите, что если прямые /,, /, и / неевклидовой

геометрии Лобачевского принадлежат к одному пучку и /

есть ось симметрии точек Л, и Л2, лежащих соответственно

па прямых /, и /,, то / является осью симметрии прямых

/, I. 1г.
201. Четырёхугольник неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского, диагонали которого в точке пересечения делятся

пополам, называется неевклидовым пара л л елограм-
м о м. Докажите, что:

а) противоположные стороны неевклидова параллело-

параллелограмма равны;

б) противоположные углы неевклидова параллелограмма

равны;

в) еслидиагонали неевклидова параллелограмма взаимно

перпендикулярны, то все его стороны равны и диагонали

являются биссектрисами углов при вершинах (такой парал-
параллелограмм можно назвать неевклидовым ромбом);

г) еслидиагонали неевклидова параллелограмма равны,

то все его углы равны (такой параллелограмм можно на-

назвать неевклидовым прямоугольником, хотя углы

его, разумеется, не являются прямыми; см. стр. 150);
д) если диагонали неевклидова параллелограмма одно-

одновременно равны н взаимно перпендикулярны, то все стороны

его равны и все углы равны (такой параллелограмм можно

назвать неевклидовым квадратом).
202. Являются ли противоположные стороны неевкли-

неевклидова параллелограмма (см. предыдущую задачу) параллель-

параллельными прямыми?
203. Докажите,что в неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского высоты остроугольного треугольника пересекаются

в одной точке. Остаётся ли эта теорема в силе и для тупо-

тупоугольных треугольников?
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204. Докажите,что в неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского медианы треугольника пересекаются в одной точке.

205. Сохраняется ли в неевклидовой геометрии Лоба-

Лобачевского теорема: медианы треугольника в точке пересече-

пересечения делятся в отношении 2:1, считая от вершин?
206. Докажите,что в неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского три перпендикуляра, восставленные к сторонам тре-

треугольника в их серединах, принадлежат одному пучку

(т. е. либо пересекаются все в одной точке, либо все парал-

параллельны между собой, либо все три перпендикулярны к одно»

прямой; см. стр. 152).
207. а)Докажите, что сумма углов треугольника неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского всегда меньше 180°').
б) Докажите, что сумма углов л-угольника неевклидовой

геометрии Лобачевского всегда меньше, чем 180°(п— 2).
208. Докажите,что площадь w-угольипка неевклидовой

геометрии Лобачевского пропорциональна разности между
180° (п

— 2) и суммой углов «-угольника (в частности,
площадь треугольника с углами /^.А, /_В » Z.C
равна kA80°—?А—/_В—/_С), где коэффициент про-

пропорциональности k зависит от выбора единицы измерения

площадей).

Разность между 180° (л—2) (суммой углов л-угольнпка ев-

евклидовой геометрии) и суммой углов л-угольнпка неевклидо-

неевклидовой геометрии Лобачевского называется угловым дефек-
дефектом (недостатком) этого я-угольипка. Таким образом, тео-

теорема задачи 208 может быть сформулирована так: площадь
п-угольника неевклидовой геометрии Лобачевского пропор-
пропорциональна его угловому дефекту. Отсюда, в частности,
видно, что сумма углов л-угольннков малой площади близка
к 180° (я—2).

1) Можно доказать, что для любых трёх углов А, В и С, сумма
которых меньше 180°, можно подобрать треугольник неевклидовой
геометрии Лобачевского с углами этой величины. С этим обстоятель-
обстоятельством связан и неожиданный результат нижеследующих задач 208
и 209. В обычной (евклидовой) геометрии задание всех углов тре-
треугольника равносильно заданию двух его элементов (ибо третий угол
здесь определяется двумя другими); поэтому три угла не могут опре-
определять треугольник. В противоположность этому в неевклидовой гео-

геометрии три угла — это три независимых элеиеита треугольника; он»
его полностью определяют.

/
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209. Докажите четвёртый признак равенства
треугольников неевклидовой геометрии Лобачевского:
два треугольника равны, если три угла одного треугольника

равны трём углам второго треугольника.

Из теоремы задачи 209 вытекает, в частности, что в

неевклидовой геометрии Лобачевского отсутствует понятие

подобия фигур. Это обстоятельство имеет важное принципи-

принципиальное значение. Во введении ко второй части мы видели,

что все теоремы евклидовой геометрии фактически относятся

к «геометрии подобий», т. е. в них фигурируют лишь те

свойства геометрических фигур, которые не меняются при

преобразованиях подобия. Это связано с тем, что содержание

теорем обычной (евклидовой) геометрии не может зависеть от

выбора единицы измерения длин; поэтому ни в какой теореме
не могут фигурировать длины отрезков (а лишь отношения

длин). Но в неевклидовой геометрии Лобачевского не суще-

существует подобных фигур и, следовательно, нет преобразований,
которые можно было бы назвать «неевклидовыми подобиями);

следовательно, там положение дела должно быть иным. В

силу нашей долголетней привычки к евклидовой геометрии

это может показаться удивительным; поэтому мы остановимся

на этом вопросе подробнее.

Напомним, что теоремы евклидовой геометрии могут
зависеть от выбора единицы измерения углов;

так, например, формулировка теоремы «сумма углов треуголь-
треугольника равна 180°», разумеется, изменится, если принять гра-

градус равным не
до!

а
]оо

част" "Рямого угла1). Эта разница

между расстояниями и углами связана с тем, что в евкли-

евклидовой геометрии единицу измерении углов можно определить

чисто геометрически (за такую единицу измерения можно прн-

') Иначе говоря, r теоремах евклидовой геометрии могут фигури-

фигурировать величины углов, но лишь отношения величин длин

(сравните, как фигурируют углы и длины в теореме: в прямоугольном

треугольнике с углом 30° меньший катет равен половине гипотенузы).
Именно поэтому в дореволюционном учебнике Киселёва, которым до
сих пор пользуются в наших школах, не пришлось изменить пи одного

слова из-за того, что за время употребления этого учебника полно-

полностью изменились принятые единицы измерения длин (мы имеем

в виду переход от русской системы мер к метрической в 1918 г.).
Если бы за это время изменились единицы измерения углов, то фор-
формулировки ряда теорем пришлось бы заменить новыми.
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нять, например, прямой угол — угол, равный своему смежному,—

пли любую его часть; также и угол в 1 радиан— центральный

угол, которому отвечает дуга окружности, равная радиусу,—оп-

радиусу,—определяется геометрически), в то время как никаких геометриче-

геометрических соображений, которые позволили бы предпочесть одну еди-

единицу длины другой, здесь не существует. В противоположность

этому в неевклидовой геометрии Лобачевского единицу из-

измерения длин тоже можно определить чисто геометрически;

например, можно принять за единицу длины сторону равно-

равностороннего треугольника с углом 45° (в силу теоремы задачи 209

это есть вполне определённый отрезок). Поэтому формули-
формулировки теорем неевклидовой геометрии могут зависеть от

выбора единицы длины.

Отметим ещё, что в силу теорем задач 208 и 209 в

неевклидовой геометрии Лобачевского также н единица из-

измерения площадей может быть определена чисто геометри-

геометрически, например из условия, чтобы площадь каждого «-уголь-
«-угольника была равна его угловому дефекту ') (можно также при-

принять за единицу площадь какого-либо треугольника, опреде-
определённого своими углами).

В заключение остановимся на вопросе о классифика-
классификации движений неевклидовой геометрии Лобачевского.

В первой части книги мы видели, что каждые две собственно-

равные фигуры обыкновенной (евклидовой) геометрии можно

перевести одну в другую при помощи двух последовательных

симметрии относительно прямой (см. § 2 гл. II первой части,
в частности текст, напечатанный мелким шрифтом на стр. 63).
Совершенно так же показывается, что и в геометрии Лоба-
Лобачевского каждые две собственно-равные фигуры можно пе-

перевести одну в другую при помощи суммы двух симметрии
относительно прямой (определение симметрии относительно

прямой, а также собственно-равных и зеркалыю-равных фи-
фигур в неевклидовой геометрии Лобачевского ничем не отли-
отличается от определения этих понятий в евклидовой геометрии;

') В таком случае мы придём к предложению: площадь каждого
многоугольника равна его угловому дефекту, являющемуся хоро-
хорошим примером теоремы, зависящей от выбора единицы
площади (при ином выборе единицы измерения площадей эта

теорема уже не будет верна).
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см. начало § 1 гл. II и начало § 2 той же главы первой
части книгиI). Однако, в то время как в евклидовой геометрии
имеются две существенно различные возможности взаимного

расположения двух прямых (пересекающиеся п параллельные

прямые), в неевклидовой геометрии Лобачевского приходится
рассматривать три случая взаимного расположения прямых

(пересекающиеся, параллельные и расходящиеся прямые).
Соответственно этому в обычной геометрии существуют два

различных тина собственных движений, а именно: вращение
и параллельный перенос,
т. е. сумма симметрии от-

относительно двух пересе-
пересекающихся прямых и сумма

симметрии
'

относительно

двух параллельных пря-

прямых; в неевклидовой же

геометрии Лобачеиского

существуют следующие

три типа собственных дви-

движений.

1°. Сумма спм м е-

трнй относительно

прямых /, и /,, пере-

пересекающихся в точ-

точке А (черт. 119, а).
При этом движении точка

А остаЕтся па месте и,

следовательно, пучок И,
Черт. 119, а.

прямых, пересекающихся
в точке А, переходит в себя (каждая прямая этого пучка пе-

переходит в другую прямую того же пучка). Пусть В'— точка,

в которую переходит при рассматриваемом движении произ-

произвольная точка В неевклидовой геометрии Лобачевского (В сим-

симметрична Bj относительно /,; В, симметрична В относительно /,),

•) Читателю рекомендуется самому проверить, что эти определе-

определения, а также все рассуждения, напечатанные мелким шрифтом на

стр. 65 первого тома книг», могут быть дословно перенесены в не-

неевклидову геометрию Лобачевского.
Аналогично показывается, что в неевклидовой геометрии, как и

в обычной (евклидовой) геометрии, каждые две зеркально-равные фи-

фигуры можно перевести одну в другую при помошн суммы трёх сим-

симметрии относительно прямой.
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ВА п ВА— прямые пучка II,, проходящие через точки В \\ В".
Нетрудно показать, что точка В1 симметрична В относительно

оси симметрии прямых ВА и ВА. Действительно, в силу тео-

теоремы задачи 206 (применённой к треугольнику BBJZ) ось симмет-

симметрии точек В и В принадлежит к тому же пучку II,, что и

прямые /, и /,; в силу результата задачи 2006) ома является

осью симметрии прямых ВА и ВА.

Отметим на каждой прямой АР пучка II, точку В, сим-

симметричную В относительно осп симметрии прямых АР и АВ.

Геометрическое место всех точек В мы назовём окружно-

окружностью неевклидовой геометрии Лобачевского, а точку А —

центром этой окружности. Таким образом, мы видим, что

при движении типа 1° каждая точка перемещается по окруж-
окружности с центром А (см. черт. 119, о).

Окружность с центром А можно проще определить как

геометрическое место точек, равноудалённых от точки А

(ибо при движении,

оставляющем А на ме-

месте, расстояние от пе-

перемещающейся точки

до А не может изме-

изменятьсяI). Движение
типа 1°, которое ха-

характеризуется тем, что

некоторая точка А не-

неевклидовой геометрии
Лобачевского остается

на месте, можно на-

назвать неевклидо-

неевклидовым вращением

вокруг точки А.

2°. Сумма сим-

симметрии относи-

относительно сверхпа-

сверхпараллельных пря-

прямых /, и /„ перпендикулярных к прямой MN
(черт. 119,6). При этом движении прямая MN остаётся на

)
Черт. 119, б.

х) Разумеется, равноудалённых в смысле неевклидовой геометрии.
С точки зрения евклидовой геометрии эта кривая, конечно, окруж-
окружностью являться не будет.
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месте и, следовательно, пучок Пг сверхпараллельных прямых,
перпендикулярных к MN, переходит в себя (каждая прямая
пучка переходит в прямую того же пучка). Пусть В—точка,
в которую переходит при рассматриваемом движении произ-
произвольная точка В неевклидовой геометрии Лобачевского (В сим-

симметрична Ву относительно /,; S, симметрична В относитель-
относительно /,), BQ и BQ'—прямые пучка II,, проходящие через точ-
точки В и В'. Нетрудно показать, что точка В симметрична В
относительно оси симметрии прямых BQ n BQ'. Действительно,
в силу теоремы задачи 206 ось симметрии точек В и В' принад-
принадлежит к тому же пучку IIJt что и прямые /, и/х; в силу зада-
задачи 2006) она является осью симметрии прямых BQ и BQ'.

Отметим на каждой прямой ВР пучка II, точку В, симмет-

симметричную В ¦

относительно оси симметрии прямых ВР и BQ.
Геометрическое место точек В мы назовём э к в и д и с т а н-

т о й неевклидовой геометрии Лобачевского, а прямую MN—

осью этой эквпдпетанты. Таким образом, при движении
типа 2° каждая точка перемещается но эквндпетанте с осью

MN (черт. 119,6).
Эквндпстанту с осью AIN можно проще определить как

геометрическое место точек, равноудалённых от прямой
MN и расположенных по одну сторону от MN (ибо при
движении, оставляющем прямую на месте, расстояние от

перемещающейся точки до этой прямой не может изменитьсяI).
Движение тина 2°, которое характеризуется тем, что некоторая

прямая AIN остается неподвижной (скользит сама по себе), можно
назвать неевклидовым переносом вдоль прямой MN.

3°. С у м м а симметрии относительно парал-

параллельных прямых /, и /, (черт. 119, в). При этом дви-

движении переходит в себя пучок II, прямых, параллельных /, и

/, (каждая прямая пучка и при симметрии относительно /,, и при

симметрии относительно /, переходит в прямую того же пучка).

') Отсюда и происходит слово «эквнднетанта» (в переводе с латин-
латинского— линия равных расстояний). Заметим, что в силу результатов
задач 199а)—в) геометрическое место точек, равноудалённых от дан-
данной прямой MN (и расположенных по одну сторону от MN), ие мо-
может являться прямой линией.

Отметим ещё, что в литературе по неевклидовой геометрии под
эквиднетантой иногда понимают геометрическое место точек, удалён-
удалённых от прямой MN на данное расстояние а и расположенных с о б с и х

с т о р о н от AW(см. также примечание к решению задачи 300, стр. 603).
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Пусть В— точка, в которую переходит при рассматриваемом

движении произвольная точка В неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского (В симметрична В, относительно /„• В1 симметрична В от-

относительно 12); ВР и ВР—прямые пучка П„ проходящие через
В н В. Нетрудно пока-

показать, что точка В сим-

симметрична В относительно

осп симметрии прямых ВР

и ВР. Действительно, в

силу теоремы задачи 206

ось симметрии точек В и

В принадлежит к тому
же пучку Пэ, что и пря-

прямые /, и /,; в силу задачи

2006) она является осью

симметрии прямых ВР и

ВР.
Отметим на каждой

прямой АР пучка Hs точ-

а\ куВ, симметричную В
^ относительноосп сп.мме-

Черт. 119, в. трннпрямых АР и ВР.

Геометрическое место то-

точек В мы назовём предельной линией неевклидовой

геометрии Лобачевского. Таким образом, при движении типа 3°
каждая точка перемещается по предельной линии (черт. 119, в).

В евклидовой геометрии последовательность окружностей, про-
проходящих через данную точку А и касающихся в этой точье дайной

прямой I, при неограниченном увеличении радиуса стремится к самой

прямой I — иногда говорят поэтому.что «прямая есть окружность беско-

бесконечно большого радиуса» (черт. 120^)'). 13 неевклидовой геометрии

') Это утверждение имеет следующий смысл. Расстоянием

от точки Вдо кривойГ называется расстояние от .в д о самой

близкой к В точки Г (так, расстояние от В до прямой I равно
длине перпендикуляра ВР, опущенного из В на I, а расстояние от В

до окружности S с центром О равно наименьшему из отрезков ВМ,
BN, где М и Л^—точки пересечения «прямой ВО с окружностью S).
Если радиусы окружностей S,, St*S3, .... Sn, ..., касающихся пря-
прямой I в точке А, неограниченно возрастают, то расстояния
BMV ВМ%, ВМЪ, ..., ВМп, ...от произвольной тонки В прямой I

до окружностей 5,, St> Sa Sn,...стремятся к нулю (черт. 120, а).
Аналогичный смысл имеют и нижеследующие утверждения, отно-

относящиеся к неевклидовой геометрии Лобачевского.
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Лобачевского дело обстоит иначе: нетрудно понять, что там последоиа-
тельность окружностей, проходящих через точку А и касающихся пря-
прямой /, при неограниченном увеличении радиуса букт стремиться к

предельной линии, проходящей через А и касающейся I, т. е. «окруж-
«окружностью бесконечно большого радиуса» является предельная линии (но

не прямая); отсюда происходит и название «предельная линия». С дру-

другой стороны, если мы рассмотрим ещё и всевозможные эквидистанты,

проходящие через А и касающиеся I, то при неограниченном увели-

увеличении ширины экпиднетаиты (расстояния от точек эквиднетаиты до её

оси), мы придём снова к той же предельной линии, а при уменьшении

ширины эквидистанты до нуля получим прямую I (черт. 120, б).
ширины

6 И. М. Яглом
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Укажем ешё следующие близкие друг к другу определения окруж-

окружности, предельной линии и эквидистанты неевклидовой геометрии Ло-

Лобачевского: окружностью (соответственно предельной линией или

эквидистаитой) называется кривая, пересекающая под прямым углом

все прямые пучка пересекающихся прямых (соответственно пучка па-

параллельных или сверхпараллельных прямыхI).

210. Докажите,что вокруг каждого треугольника неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского можно описать либо окруж-

окружность, либо предельную линию, либо эквнднстанту.

Отметим, что поскольку точка пересечения биссектрис тре-

треугольника равноудалена от всех его сторон (см. выше стр. 144),
то в каждый треугольник можно вписать окружность.

211. Докажите,что в неевклидовой геометрии Лобачев-
Лобачевского отношение длины окружности к радиусу не является

постоянной величиной.

Из результата задачи 211 следует, что в неевклидовой

геометрии Лобачевского неравные окружности не являются

подобными (ср. выше стр. 155)*).

На этом мы закончим изучение неевклидовой геометрии
Лобачевского'). В изложении этой новой геометрии мы нсхо-

*) Определение угла между произвольными (не обязательно пря-
прямыми) линиями плоскости приведено иа стр. 182 (см. текст, напечатан-

напечатанный мелким шрифтом). __^^-^
*) Отсюда же следует, что обычное определение радиэниой меры

угла а как отношения длины дуги окружности, отвечающей централь-
центральному углу а, к радиусу окружности ие может быть перенесено в не-

неевклидову геометрию, ибо здесь это отношение зависит не только от а,
но и от величины радиуса. Раднаииую меру угла в неевклидовой
геометрии Лобачевского можно ввести чисто формально, приписав раз-
развёрнутому углу величину л= 3,14159... или же при помощи следую-
следующей довольно сложной геометрической конструкции: за радианную
меру угла а принимают предел, к которому стремится отношение
душ окружности, отвечающей центральному углу а, к величине ра-
радиуса окружности, если радиус неограниченно уменьшается.

*) Читателям, интересующимся большими подробностями, можно

рекомендовать, например, книги: А. П. Н о р д е н, Элементарное вве-
введение в геометрию Лобачевского, М., Гостехиздат, 1953, нлн П.А.Ши-

П.А.Широков, Краткий очерк основ геометрии Лобачевского, М., Гостех-
Гостехиздат, 1955. Из сочинений самого Н. И. Лобачевского наиболее
доступными являются «Геометрические исследования по теории па-

параллельных линий», М.—Л., Изд. АН СССР, 1945.



НЕЕВКЛИДОВА ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО 1G3

дплн из её определения, приведенного на стр. 129; при этом

все теоремы неевклидовой геометрии сводились к обычным

теоремам, относящимся к точкам (и хордам) круга К, и изу-
изучение неевклидовой геометрии заключалось в выделении тех

(евклидовых) свойств круга К (и помещающихся внутри него

фигур), которые сохраняются при проективных преобразо-
преобразованиях, переводящих К в себя. Но существует и иной

путь изучения неевклидовой геометрии Лобачевского. Этот

путь был намечен на стр. 142—145 (см. доказательство первого
признака равенства треугольников и теоремы о том, что бис-

биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке); он со-

состоит в систематическом сведении теорем геометрии Лобачев-
Лобачевского к более простым теоремам и, в конечном счете, к не-

нескольким простейшим аксиомам и совершенно аналогичен

построению, курса (евклидовой) геометрии в средней школе.

На этом пути можно доказать все теоремы неевклидовой

геометрии Лобачевского; следует только вместо аксиомы па-

параллельных линий школьного курса предположить, что через

точку А, расположенную вне прямой PQ, можно провести
много различных прямых, не пересекающих PQ. При таком

изложении связь неевклидовой геометрии со свойствами точек

и хорд круга К не играет никакой роли; на чертежах совер-

совершенно незачем изображать этот круг, а можно ограничиться

схематическими чертежами, аналогичными черт. 115, 118 или

120,6.
Исторически неевклидова геометрия впервые была постро-

построена именно этим последним путем. Она возникла из стремле-

стремления доказать аксиому параллельных линий, относительно ко-

которой долгое время не было известно, что это действительно

аксиома, а не очень трудная теорема, доказательство которой
ещё не найдено. При попытках доказать эту аксиому многие

учёные пользовались методом «доказательства от противного»,

т. е. предполагали, что аксиома параллельных линий не верна

и старались, исходя из этого предположения, придти к какому-

либо противоречию. Все подобные попытки оказались безус-
безуспешными: теоремы, вытекающие из ложности аксиомы парал-

параллельных линий, казались весьма удивительными, но ни одна

нз них не противоречила другой. Тем не менее попытки всё

продолжались, пока Н. И. Лобачевский впервые не заявил

вполне определённо, что таким путём и нельзя придти к про-

противоречию, ибо, отвергнув аксиому параллельных линий, мы

6»
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придём к новой геометрии, столь же безошибочной, как п

обычная'). При этом он настолько глубоко развил новую

геометрию, что она действительно стала в отношении геомет-

геометрической содержательности и логической стройности ничем

не уступающей геометрии Евклида. Создание неевклидовой

геометрии (которое обычно датируется 1826 г., когда Н. И. Ло-

Лобачевский первый раз выступил с публичным докладом о своём

открытии) и послужило доказательством недоказуемости аксио-

аксиомы параллельных линий.

Выше было сказано, что геометрия Лобачевского является

столь же безошибочной, как и геометрия Евклида. Кажется,

однако, что в окружающем нас пространстве может выпол-

выполняться лишь одна из этих двух геометрий; при этом кажется

очевидным, что этой единственно «правильной» геометрией
является геометрия Евклида'). Однако на самом деле вопрос

об отношении геометрий Лобачевского и Евклида к действн- .

тельностн является более сложным. Непосредственный опыт

не позволяет решить вопрос об истинности или ложности

аксиомы о параллельных, ибо, разумеется, никак нельзя про-

проверить экспериментально, что существует лишь единственная

прямая, проходящая через данную точку А и не пересекаю-
пересекающая фиксированную прямую /. Соображения геометрической

*) Об очень интересной истории открытия неевклидовой геометрии
Н. И. Лобачевским, а также о работах в этой же области других уче-
ученых (из которых особенно надо отметить знаменитого немецкого ма-

математика К. Ф. Гаусса и замечательного венгерского учёного Я- Больаи,
независимо от Н. И. Лобачевского пришедших к тем же идеям) см.

В. Ф. Каган «Н. И. Лобачевский и его геометрия», М., Гостехиздат,
1955, или обстоятельную книгу того же автора «Лобачевский», Изд.
АН СССР, М.— Л., 1948.

•) Точнее, здесь следует сказать так: «Кажется, что одна из этих

двух геометрий (а именно, геометрия Евклида) должна лучше отра-
отражать свойства реального пространства, чем другая». Действительно,
строго говоря, вообще нельзя ставить вопрос о том, какая геометрия
выполняется в окружающем нас мире, ибо основные понятия геомет-

геометрии
— точки, прямые линии и пр.— не являются реально существую-

существующими объектами, а представляют собой лишь результат определённой
идеализации свойств окружающих нас предметов (именно поэтому
геометрию нельзя относить к числу так называемых «естественных
наук», как физика, химия или биология, выводы которых проверяются
опытами). Можно лишь говорить о том, какая геометрия более точно
описывает свойства мельчайших частиц или областей пространства,
принимаемых за точки, и траекторий световых лучен, принимаемых за

прямые.
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наглядности здесь также ничего не говорят. Разумеется, ясно,
что при небольшом расстоянии от А до / прямая, проходящая

через А и образующая с перпендикуляром, опущенным нз А

на /, «достаточно острый» угол (например, 45° или 60°, нлн 75°;
см. черт. 121), пересечёт /; однако вряд ли кто-нибудь будет
считать «очевидным», что пересечёт / прямая, образующая
с этим перпендикуляром «почти прямой» угол, например угол
89° 59' 59", 999. Ещё труднее сослаться на наглядность в том

случае, когда расстояние от А до / очень велико, например

много больше расстояния от Земли до Солнца. Можно, правда,
пытаться экспериментально решить вопрос о сумме углов

4epi. 121.

треугольника (см. задачу 207); этот путь решения вопроса

о геометрической природе пространства был указан ещё самим

Лобачевским, попытавшимся определить с помощью данных

астрономических наблюдений сумму углов очень большого

треугольника, образованного тремя звёздами1). Однако таким

образом принципиально нельзя опровергнуть истинность гео-

геометрии Лобачевского, поскольку наши измерения производятся

лишь с ограниченной точностью (определяемой свойствами

инструментов) и эксперимент позволяет только заключить,

что сумма углов треугольника приближённо равна такой-то

величине, и оценить ошибку, которая при этом может быть

допущена. Поэтому подобный опыт никогда не даст твёрдой

уверенности в том, что сумма углов треугольника точно

равна 180°. Напротив того, опыт мог бы доказать, что сумма

углов треугольника не равна 180° и что, следовательно,

евклидова геометрия является ложной; однако при всех про-

произведённых измерениях обнаруженное отклонение суммы углов

*) Напомним, что в силу результата задачи 208 сумма углов тре-

треугольника неевклидовой геометрии Лобачевского тем более отличается

от 180°, чем больше площадь треугольника.
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треугольника от 180° не превосходило возможной ошибки

измерений.
Таким образом, пока вопрос об истинности или ложности

геометрии Лобачевского не решён каким-либо более тонким

экспериментом, приходится считать, что обе геометрии
—

Евклида н Лобачевского, с равным успехом могут быть при-

применены для изучения закономерностей, имеющих место в ре-

реальном мире *). Попытки выяснить, какая из возможных геомет-

геометрических схем (которые отнюдь не исчерпываются геометриями

Евклида и Лобачевского; см., например, ниже, стр. 167—168)
более всего подходит к описанию свойств окружающего нас

пространства, вызвали дальнейший значительный прогресс

¦"физики. Наиболее замечательным достижением в этом плане

идей пока следует считать появление так называемой «теории
относительности» («специальная теория относительности»—

А. Эйнштейн, 1905; «общая теория относительности» —

А. Эйнштейн, 1916), коренным образом изменившей наши

представления о геометрии значительных по размерам областей

пространства и полностью снявшей вопрос об истинности плн

ложности геометрии Лобачевского в его первоначальной по-

постановке; к сожалению, мы не можем остановиться на этой

теории, весьма своеобразно связанной с темой настоящей
книги').

Огромная заслуга Н. И. Лобачевского состоит в том, что

он первый сломал существующие представления об единствен-

единственности и незаменимости евклидовой геометрии. При этом,

однако, Н. И. Лобачевский не дал полного доказательства

непротиворечивости построенной им новой геометрии: несмотря

•) Тот факт, что при изучении неевклидовой геометрии Лобачсл-
ского неизбежно приходится пользоваться искажёнными чертежами
вроде наших черт. 115 или 118, никак ие связан с вопросом об истин-

истинности или ложности этой геометрии. Действительно, возможность

употребления в евклидовой геометрии точных чертежей самым тесным

образом связана с существованием преобразований подобия, позволяю-
позволяющих изобразить большую область плоскости «в малом масштабе» (см.
том I, введение ко второй части книги). В неевклидовой геометрии
Лобачевского преобразования подобия отсутствуют (см. выше стр. 155);
поэтому здесь при изображении на листе бумаги больших областей
плоскости приходится искажать чертежи (изображать прямые линии
искривлёнными и т. д.).

*) Геометрические идеи теории относительности коротко намечены
в приложении II к книге Б. Н. Делоне, цитированной в подстрочном
примечании на следующей странице.
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на то, что при значительном развитии этой геометрии ему
не удалось обнаружить в ней никаких противоречий, строго
говоря, всё же нельзя было считать полностью доказанным,
что такое противоречие не может встретиться когда-нибудь
в дальнейшем. С этой точки зрения большой интерес пред-
представили результаты итальянского математика Е. Бельтрами,
который в 1868 г. показал, что неевклидова геометрия Лоба-
Лобачевского имеет место на некоторых замечательных поверхно-
поверхностях обыкновенного (евклидова) пространства (если за рас-

расстояние между точками А и В поверхности принимать длину
кратчайшей линии, проведенной по поверхности между А и В;
эти «кратчайшие» линии играют в геометрии на поверхности
роль прямых). Тем самым было окончательно доказано, что

геометрии Евклида и Лобачевского вполне равноправны: если

только не содержит противоречия геометрия Евклида, то не

может содержать противоречия и геометрия специальных по-

поверхностей евклидова пространства
— геометрия Лобачевского.

Через два года после работы Е. Бельтрамн появились

первые публикации Ф. Клейна, посвященные неевклидовой

геометрии. Стремясь в связи с существованием двух различ-
различных геометрий выяснить, что же следует назвать геометрией,
Клейн пришёл к точке зрения, указанной во введении к третьей
части настоящей книги. Эта точка зрения, как ми видели,

с самого начала делает геометрию Лобачевского равноправ-
равноправной с евклидовой. Клейну же принадлежит то определение

неевклидовой геометрии Лобачевского, которое было принято
на стр. 129; вытекающая отсюда возможность осуществить

неевклидову геометрию внутри круга К обыкновенной евкли-

евклидовой плоскости (намеченная уже в работе Бельтрами) также

показывает, что эта геометрия не может содержать противо-

противоречия, т. е. дает доказательство недоказуемости аксиомы па-

параллельных '). При этом Клейн пошёл даже ещё дальше:

рассматривая различные достаточно узкие группы проектив-
проективных преобразований, он выделил целый ряд (а именно, девять)

геометрий на плоскости, в каждой из которых естественно

определяются понятия расстояния между точками и угла между

*) См. го этому поводу книгу Б. Н. Делоие' «Краткое изложе-

изложение доказательства непротиворечивости планиметрии Лобачевского»,
М-, Изд. АН СССР, 1953, в которой содержится оригинальное изло-

изложение неевклидовой геометрии Лобачевского, весьма близкое к идеям

настоящего приложения.



168 ЛИНЕЙНЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ

прямыми. В настоящее время все те из этих геометрий, ко-

которые отличны от геометрии Евклида, называются неевкли-

неевклидовыми; таким образом, геометрия Лобачевского является

лишь одной (хотя и наиболее важной) из неевклидовых гео-

геометрий1).
В заключение отметим, что доказательства непротиворе-

непротиворечивости геометрии Лобачевского, принадлежащие Бельтрамн

и Клейну, не являются единственно возможными. В евклидо-

евклидовом пространстве можно построить и другие «модели» гео-

геометрии Лобачевского, отличные от «модели Бельтрамн» (со-
(совокупности точек некоторой специальной кривой поверхности,
расстояния между которыми измеряются «по поверхности» и

1

«модели Клейна» (совокупности точек круга К, расстояния

между которыми определяются отличным от обычного обра-

аом) *). Ещё одна интересная «модель» этой геометрии будет
рассмотрена в приложении к гл. II этой части книги.

,- ') Геометрия Лобачевского выделяется из прочих неевклидовых

геометрий в том отношении, что в ней сохраняются все аксиомы

евклидовой геометрии, кроме одной, самой сложной и наименее оче-

очевидной из них — аксиомы параллельных линий. В других неевклидо-
неевклидовых геометриях отличия от геометрии Евклида более значительны;
так, например, в некоторых из них прямая ие может быть неограни-
неограниченно продолжена в обе стороны, а в других ие каждые две точки

можно соединить прямой. Подробное изложение относящегося сюда

материала содержится в книгах Ф.Клейна «Неевклидова геомет-

геометрия», М.—Л., ОНТИ, 1936, В. Ф. Кагана, «Основания геометрии»,
т. II, М., Гостехиздат, 1956 и Б. А. Розенфельда, «Неевклидовы
геометрии», М., Гостехиздат, 1955; следует только иметь в виду, что все

эти книги довольно трудны и годятся только для достаточно подго-

подготовленного читателя (знакомого, в частности, с основами высшей ма-

математики). Относительно одной нз неевклидовых геометрий, отличных

от геометрии Лобачевского (так называемой геометрии Рнмаиа,
указанной немецким математиком Б. Риманом ещё в 1854 гч т. е.

значительно раньше работы Клейна), см. также приложение к гл. II

настоящей части, стр. 337—345).
*) В пашем кратком изложении мы не останавливаемся на неко-

некоторых принципиальных дефектах «модели Бельтрами», вынуждающих
считать, что лишь открытие «модели Клейна» доставило безупречное
доказательство непротиворечивости геометрии Лобачевского (см., на-

например, конец приложения I к книге Б. Н. Делоне, цитированной
в сноске к стр. 167).



ГЛАВА II

КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 1. Симметрия относительно окружности (инверсия)

Построение точки А', симметричной данной точке А от-
относительно данной прямой /, обыкновенно производят сле-

следующим образом. Проводят две произвольные окружности
с центрам» на прямой /, проходящие через точку А. Вторая
точка пересечения этих окружностей и будет симметрична
точке А относительно прямой / (черт. 122).

Черт. 122.

Здесь используется то обстоятельство, что все окружно-

окружности с центрами на прямой /, проходящие через некоторую

точку А, проходят и через точку/!', симметричную И относи-

относительно прямой / (черт. 123). Этот факт можно принять за

определение симметрии относительно прямой: точки А и А'

называются симметричньиш относительно прямой I. если

каждая окружность с центром на прямой I, проходящая
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через точку А, проходит одновременно и через точку А'.

Такое определение, очевидно, равносильно тому, которое

было дано в § 1 гл. II первой части книги.

Черт. 123.

В этом параграфе мы рассмотрим новое преобразонание —

симметрию относительно окружности. Это пре-

преобразование во многом аналогично симметрии относительно

прямой и часто оказывается полезным для решения геометри-
геометрических задач.

Черт. 124.

Мы будем исходить нз определения симметрии относи-

относительно прямой, данного в начале параграфа. При этом нам

будет удобно несколько видоизменить это определение.

В настоящей главе нам часто придётся говорить об угле
между двумя окружностями или между прямой и окружностью.



СИММЕТРИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ОКРУЖНОСТИ (ИНВЕРСИЯ) 171

Углом между двумя окружностями естественно на-

называть угол между касательными к окружностям в точке их

пересечения (черт. 124, о). Из этого определения следует,
что угол между двумя окружностями равен углу между ра-

радиусами, проведёнными в точку касания (или смежному углу,
поскольку угол между двумя окружностями, как и угол между

двумя прямыми, не определяется однозначно: его можно счи-

считать равным о или 180°—о). Точно так же углом между
прямой / н окружностью 5 мы будем называть угол

между прямой / и касательной к окружности 5 в точке пе-

пересечения этой окружности с / (черт. 124, бI).

Черт. 125.
\

Окружности, центры которых лежат на дайной прямой /

(и только эти окружности), перпендикулярны к прямой /

(черт. 125). Поэтому можно следующим образом определить
симметрию относительно прямой: точка А симметрична

точке А' относительно прямой I, если каждая окружность,

проходящая через точку А и перпендикулярная к прямой I,

проходит через точку А'.

Докажем теперь следующую теорему.

') Если окружности S, и S, пересекаются в двух точках А и В,
то угол между касательными к S, и S, в точке А, очевидно, равен
углу между касательными к S, и S, в точке В (черт. 124, а); анало-

аналогично если прямая I и окружность 5 пересекаются в точках А и В,
то касательные к S в точках -4 ив образуют с прямой I одинаковые

углы (черт. 124,6).
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Теорема I. Все окружности, проходящие через дан-

данную точку А и перпендикулярные к данной окружности 2

(не проходящей через А), проходят одновременно через

некоторую точку А', отличную от А.

Доказательство. Пусть 5— окружность, проходящая

через точку А и перпендикулярная к окружности 2 (черт. 126),
Проведём "прямую через центр О окружности 2 и точку А и

соединим О с точкой В пересечения окружностей 2 и 5.

Так как окружность 5 перпендикулярна к окружности 2, то

прямая ОВ является касательной к окружности S. Пусть А'—

вторая точка пересечения прямой ОА с окружностью 5.

Черт. 126. Черт. 127.

В силу известного свойства касательной к окружности имеем:

ОА-ОА'=ОВ1,
пли

ОА'=^ .

ОА

где R—радиус окружности S. Отсюда видно, что точка А'

пересечения прямой ОА с окружностью 5 не зависит от

выбора окружности 5. Следовательно, все окружности5,
перпендикулярные к 2 и проходящие через точку А, пересе-
пересекают прямую ОА в одной и той же точке А'(черт. 127).
А это нам и требовалось доказать.

Теперь становится естественным следующее определение:
Точка А называется симметричной точке А' относительно

окружности 2, если каждая окружность, проходящая
Через точку А и перпендикулярная к окружности 1, про-
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ходит через точку А11). Если точка А' симметрична точке А
относительно 1, то, очевидно, и точка А симметрична А'
относительно 1 (см. черт. 127); это позволяет говорить о точ-

точках, симметричных друг другу относительно окружности. Со-
Совокупность всех точек, симметричных точкам некоторой фи-
фигуры F относительно окружности 2, образует фигуру Г,
симметричную фи-
фигуре F относительно 1

(черт. 128). Если точка

А' симметрична точке А

относительно окружности
?, то говорят также, что

А' получается из А

отражением от 2.
Симметрия относитель-

относительно прямой' является пре-

предельным случаем симмет-

симметрии относительно окруж-

окружности, ибо прямую можно

рассматривать как «окруж-
«окружность бесконечно боль-
большого радиуса». В дальней-
дальнейшем мы увидим, что такое включение прямых в число окруж-
окружностей позволяет сократить многие рассуждения, связанные

с изучением симметрии относительно окружности.

Симметрия относительно окружности называется также

инверсией; в этом случае окружность, относительно ко-

которой производится симметрия, называется окружностью

инверсии, центр этой окружности — центром инвер-

инверсии, а квадрат её радиуса /?' = А— степенью ннвер-

с и и. Название «инверсия» менее наглядно, чем «симметрия от-

относительно окружности»; однако оно короче и по этой при-

причине имеет большее распространенне. Мы в дальнейшем также

будем, как правило, пользоваться этим новым названием.

Очевидно, что инверсию можно определить также и сле-

следующим образом: инверсией с центром инверсии в точке О

Черт. 128.

•) Нетрудно видеть, что если А и А'— две точки, симметричные

относительно окружности S, то каждая окружность, проходящая

через точки А и А', перпендикулярна к S (аналогично тому, как

каждая окружность, проходящая через две точки А и А', симметрич-
симметричные относительно прямой I, имеет центр из прямой I).
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и степенью инверсии k называется преобразование, перево-
переводящее каждую точку А плоскости в точку А', лежащую
на луче ОА и такую, что

0А'=ш м

(черт. 129, яI). Ясно, что это определение равносильно при-

приведённому выше (см. доказательство теоремы 1); оно менее

геометрнчно, чем прежнее определение, но обладает преиму-

преимуществом большой простоты *).

Иногда оказывается полезным рассматривать преобразова-
преобразование, переводящее точку А в точку А', такую, что А и А'

лежат на одной прямой с некоторой фиксированной точкой О
ff

но разные стороны от О и 0А'= 7г2 (черт. 129,6).

Такое преобразование мы будем называть инверсией с центром
в точке О и отрицательной степенью —А3). Очевидно,
что инверсия с центром О и отрицательной степенью —k

равносильна инверсии с центром О и положительной степенью k

(симметрии относительно окружности 5 с 'центром О н ра-

радиусом ]/А) и последующей симметрии относительно точки О.

Инверсию с отрицательной степенью также можно определить

геометрически аналогично первому определению шшерспи с положи-

положительной степенью (симметрии относительно окружности). Основную
роль здесь играет следующая теорема.

') По существу это новое определение симметрии относительно

окружности довольно близко к определению симметрии относительно

прямой, принятому в § 1 гл. II первой части книги.

*) Исходя из этого определения, инверсию иногда называют также

преобразованием обратных радиусов. С этим определе-
определением связано также название «инверсия» (от латинского слова inversio —

обращение).
8) Сравните с определением центрально-подобного преобразования

с отрицательным коэффициентом подобия (см. § 1 гл. I второй части

книги).
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Теорема Г. Все окружности, проходящие черезданную
точку А и пересекающие данную окружность Е в диаметрально
противоположных точках, проходят одновременно черезнекото-
некоторую точку А', отличную от А.

Действительно, пусть Bfi2 — концы диаметра окружности S, в кото-

которых её пересекает окружность S, проходящая через известную точку А

(черт. 130, а). Проведём прямую через центр О окружности 1 н точку
А и пусть А'— вторая точка пересечения ОА с S, Af<V— диаметр i,

проходящий через О. Так как центр S равноудалён от В, и Bt, a
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О—середина отрезка В^, то AWV_Lfi,B2. Следовательно, ОВг есть

высота прямоугольного треугольника MB^N и по известной теореме

OB\=MO-ON; с другой стороны, по свойству хорд окружности
MO-ON=A'O-OA. Следовательно,

А'ООА =

и, значит,

где R — радиус окружности S. Таким образом, А'О ие зависит
от выбора окружности 5 и, следовательно, все окружности,

проходящие через А н пересекающие 2 в диаметрально противопо-
противоположных точках, пересекают ОА в одной и той же точке А' (черт. 130,6).
^

Из формулы (**) вытекает, что /почка А' получается из А ин-

eepciteil с центром О и (отрицательной!) степенью — Р?. если каждая

окружность, проходящая через А и пересекаюш/т в диаметрально
противоположных точках окружность ? с центром О и радиусом
И, проходит также и через точку А'. .

Перечислим теперь некоторые основные свойства инверсии.
А. При инверсии с центром О и степенью k окруж-

окружность 2 с центром О и радиусом ]/| k\. (окружность
инверсии, если k положительно) переходит в себя. Внут-
Внутренние точки окружности 21 (кроме её центра) переходят
во внешние точки, а внешние точки — во внутренние.

Центр инверсии О является единственной точкой пло-

плоскости, которая не переходит при инверсии ни в какую

точку плоскости (и соответственно этому в точку О не

переходит никакая точка плоскости).
Свойство А инверсии сразу следует из основной фор-

формулы (*): если ОA= ~\f\k\ (точка А лежит на окружности

инверсии X), то и ОА'= \qt =V\^|» т- е. точка А' тоже

лежит на 2; если ОЛ <]/]&! (точка А расположена внут-

внутри 2), то ОА'= \-7уд Г> У | k |, т. е. точка А' расположена

вне 2; если ОА>УЩ, то ОА'<УЩ.
Отметим ещё, что если степень инверсии положительна

(симметрия относительно окружности 2), то каждая точка

окружности 2 переходит сама в себя (является неподвиж-

неподвижной точкой инверсии); если степень инверсии отрицательна,

то каждая точка окружности 2 переходит в диаметрально

противоположную точку этой окружности (инверсия с отрица-

отрицательной степенью вовсе не имеет неподвижных точек).
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Б,. Прямая /, проходящая через центр инверсии О,
переходит при инверсии сама в себя.

Доказательство этого предложения сразу вытекает из того,
что каждая точка А переходит при инверсии в точку А',
лежащую на прямой ОА.

Б,. Прямая I, не проходящая через центр инверсии О,
переходит при инверсии в некоторую окружность S, про-
проходящую через точку О.

Обозначим буквой Р основание перпендикуляра, опущен-
опущенного из точки О на прямую /, и пусть Р есть точка, в ко-

которую переходит точка Р при инверсии

(см. черт. 131, я, на котором изображён

случай, когда степень инверсии положи-

тельна; доказательство почти не ме-

меняется и в том случае, когда она отри-

отрицательна). Согласно второму определе-
определению инверсии мы имеем:

Г)Р' ——и^
~ОР'

где k— степень инверсии. Пусть те-

теперь А — произвольная точка прямой/
и А'—точка, в которую она переходит

при инверсии. В таком случае

откуда следует, что

ОР__№ Р\гъг. ^\0
ОА~ОР"

Из последнего соотношения вытекает,

что треугольники ОРА и ОА'Р подобны

между собой (так как они имеют об-

общий угол и равные отношения сторон,

заключающих этот угол). Следователь-

Следовательно. /ОА'Р=^ОРА= 90°, т. е. точка А' лежит на ок-

окружности S, диаметром которой является отрезок ОР.

Б3. Окружность S, проходящая через центр О инверсии,

переходит при инверсии в некоторую прямую I, не про-

проходящую через точку О.

Пусть Р—второй конец диаметра S, проходящего через

центр О и Р—точка, в которую переходит Р при рассма-
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трнваемой инверсии; далее, пусть А— произвольная точка 5

и а'— точка, в которую переходит А (черт. 131,6). Так же

как выше, показывается, что треугольники ОРА' и ОАР по-

подобны (ибо OP-OP= OA-OA'= k), откуда вытекает, что

?ОРА'=/^ОАР=90° и, следовательно, точка А' лежит на

прямой, проходящей через точку Р и перпендикулярной к ОР.

Черт. 132. '

Б4. Окружность S, не проходящая через центр О ин-

инверсии, переходит при инверсии в некоторую окружность S

(тоже не проходящую через О).
Пусть А — произвольная точка окружности S, А'—точка,

в которую переходит точка А при инверсии, и Л,— вторая
точка пересечения прямой ОА с окружностью 5 (черт. 132,
а и б). В таком случае мы имеем:

ПА'——UA —
ОА'

где k— степень инверсии. С другой стороны, в силу извест-
известного свойства окружности

OA-OA1 = kl, ОЛ= А-,

где А, не зависит от точки А (так, в случае, когда точка О

расположена вне S, kt есть квадрат касательной, проведённой
из точки О к окружности S).
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Из сравнения двух последних формул следует, что

OA=*OAV"*,
т. е. что точка А' центрально-подобна точке Л, с центром

подобия О и коэффициентом подобия —, а следовательно,

принадлежит окружности S', центрально-подобной окружности

5 с центром подобия О и коэффициентом подобия -?-'). г то

и доказывает наше утверждение.
Отметим, что центр окружности 5 не переходит при

инверсии в центр окружности S'.

Черт. 133.

Можно также дать другое доказательств свойства Б, инверсии
более близкое к доказательствам свойств Б2 и Б3.

Пусть С* — центр окружности S, М и N — точки пересечения

окружности S с прямой OQ (О — центр инверсии), А — произвольная
точка этой же окружности и М', N' и А'— точки, в которые пере-
переходят при инверсии точки М, N и А (черт. 133). В точности, как при

доказательстве свойств Б, и Б3, показываем, что ?_ ОАМ=/_ ОМ'А'
п ?OAN=?ON"A'. Но, очевидно, ? MAN= ?OAN—?OAM u

?_ MA'N" = ?_0№А'—?_ ОМ'А'. Таким образом, мы получаем, что

/ M'A'N1 = ?MAN=90°

и, значит, точка А' лежит на окружности S' с диаметром M'N\

') Нетрудно видеть, что если точка О лежит внутри окружности S

или степень инверсии отрицательна (по оба эти обстоятельства не

имеют места одновременно), то коэффициент подобия окружностей 5

и S' является отрицательным (равен —j~)' т' е" точки А' и А ле"

жат по разные стороны от точки О.
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Б,-Б€ инверсии можно объединить в одноСвойства

предложение.
Б. Каждая окружность или прямая линия переходит

при инверсии в окружность или прямую линию.
Отметим ещё, что в силу свойства Бв каждую окруж-

окружность можно при помощи подходяще выбранной инверсии
перевести в прямую линию; для этого достаточно принять

за центр инверсии какую-либо точку этой окружности.

й)

Черт. 134.

Нетрудно видеть, что при помощи инверсии всегда можно пере-

перевести одну из двух данных окружностей в другую. Если данные

окружности не равны, то это можно даже сделать двумя различными
способами, принимая за центр инверсии соответственно внешний или

внутренний центр подобия этих окружностей (см. доказательство
свойства Б4). Если окружности равны, то существует только одна ин-

инверсия, переводящая их друг в друга (две равные окружности имеют
единственный центр подобия; см. § 1 гл. I части второй книги). Однако
в этом случае эти две окружности можно перевести одну в другую при
помощи симметрии относительно некоторой прямой — оси симметрии
этих окружностей; таким образом, в рассматриваемом случае вто-

вторая инверсия заменяется симметрией относительно прямой, которую
можно рассматривать кек предельный случай инверсии (ср. вы-

выше стр. 173).
Аналогично этому существуют две инверсии, переводящие друг

в друга данные окружность и прямую, не касающуюся этой окруж-

окружности; центрами этих инверсий служат два конца диаметра окруж-
окружности, перпендикулярного к прямой (см. доказательство свойств Б,
и Бв). Если окружность и прямая касаются, то существует только

одна инверсия, переводящая их друг в друга.

Две различные прямые никогда не могут быть переведены одна

в другую при помощи инверсии, но могут быть переведены одна в

другую при помощи симметрии относительно прямой. ТакихЧнмметрий
будет существовать две, если эти прямые не параллельны (осями этих

симметрии являются две биссектрисы углов, образованных прямыми),
и только одна, если прямые параллельны.
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В. Угол между двумя окружностями (или окружно-
окружностью и прямой, или двумя прямыми) сохраняется при
инверсии.

Предположим сначала, что одна из рассматриваемых линий
есть прямая, проходящая через центр инверсии. В этом слу-
случае для доказательства достаточно рассмотреть черт. 134, а,
где точка Q есть центр окружности 5, в которую переходит
прямая /, А'Т— касательная к окружности 5 в точке А' и

Z ТА'О= 90°—Z. OA'Q= 90°—Z.A'OQ=ZРЛО

(ср. доказательство свойств Б, и В3 инверсии), или черт. 134,6,
где точки Q и Q'— центры окружностей 5 и S', AT и AT—

касательные к этим окружностям соответственно в точках А

и А' и

Z QA'O=Z QAfi=

Z_ TAAl = 90°—Z. QAAl = 90°—

= 90°_Z QA'O=Z ГА

(см. доказательство свойства Б4 инверсии).

Черт. 135.

Пусть теперь 5, и 5,, например, две окружности, пере-

пересекающиеся в точке А и переходящие при инверсии в окруж-

окружности Sj и S't, пересекающиеся в точке А', АТ^ и АТг, со-

соответственно А'Т[ и А'Т'„— касательные к этим окружностям

в точках А и Л''(черт. 135). В таком случае из доказанного
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выше вытекает, что

откуда следует

что и требовалось доказать.

Касающиеся окружности (или окружность и прямая) — это

такие окружности (окружность и пряман), угол между кото-

которыми равен нулю. Поэтому из свойства В следует, что каса-

касающиеся окружности или касающиеся окружность и пря-
прямая переходят при инверсии в

касающиеся окружности или касаю-

касающиеся окружность и прямую. Исклю-

Исключение могут представлять только окруж-

окружности (или окружность и прямая), каса-

касающиеся в центре инверсии О; такие

окружности (окружность и прямая) пе-

переходят при инверсии в параллельные

прямые, так как точка О не переходит

при инверсии ни в какую точку плоско-

плоскости (черт. 136).
е^т'

" Заметим,что направление угла между
окружностями (или двумя прямыми, или

прямой и окружностью) при инверсии (как и при симметрии относи-
относительно прямой) меняется на противоположное: если угол между
двумя окружностями S, и S, равен а, причём касательная АТ1 к

окружности S, в точке А пересечения 5. и S, может быть совме-

совмещена с касательной АТг к окружности St путём поворота па угол а

в направлении против часовой стрелки, н S, и S, переходит соответ-

соответственно в окружности S[ и 5;, то касательная А'Т[ к окружности Sj
в точке А', в которую переходит точка А, совмещается с касательной

А'Т'г к окружности Б'г при повороте на угол а в направлении по ча-

часовой стрелке (черт. 137, а, б).
Касательной к произвольной кривой f в некоторой её точке

М называется предельное положение, которое занимает секущая ЛШ,
кривой, когда точка М1 стремится к точке Л/ (черт. 138, а). Углом
между двумя произвольными пересекающимися кривыми называется

угол между касательными к этим кривым о точке пересечения (черт. 138,6;
разумеется, если две кривые пересекаются в нескольких точках, они

не обязаны образовывать между собой в этих точках равные углы).
Нетрудно показать, что при инверсии произвольные пересекающиеся

кривые плоскости переходят в новые кривые, которые образуют
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между собой в точке пересечения тот же угол, что и первона-
первоначальные (другими словами: при инверсии сохраняются углы между

Черт. 138.

кривыми)'). Действительно, пусть т есть некоторая кривая, переходя-

переходящая при инверсии с центром в точке О и степенью k в новую кривую

•) Всякое преобразование, npii котором сохраняются углы между
кривыми, называется ко и фор ми ым. Таким образом, инверсия есть

конформное преобразовиние.
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f, М и М1 — две близкие точки кривой y. М1 и М\ — отвечаю-

отвечающие им точки кривой т' (черт. 139, а). Треугольники ОММ1 и ОМ\М'

будут подобны, ибо {_ MOMt= {_ M'fiM' и
щ^

=щ* (последнее ра-

равеиство следует из того, что OM'OM'= OM1-OM'l=k); поэтому

?_ М^МО= ^ M'M'fi. Пусть точка М1 стремится к точке М. При этом

угол ОММ1 стремится к углу ОМТ, образованному касательной МТ к кри-

кривой y в точке М с прямой ОМ, угол ОМ[М' стремится к углу ОМТ, обра-
образованному касательной М'Т' к кривой y' в точке М с прямой ОМ'.

Черт. 139.

Из равенства углов, которые образуют с прямой ОММ' касательные

МТ и МТ (черт. 139, в) к кривым ^ и f, в точности, как при до-

доказательстве свойства В, выводится, что угол между двумя кривыми
сохраняется при инверсии (черт. 139, б).

Отметим, что свойства Б и В инверсии (симметрии отно-
относительно окружности) остаются в силе также и для симметрии
относительно прямой. Свойство А симметрии относительно

окружности аналогично следующему свойству симметрии отно-
относительно прямой: при симметрии относительно прямой I эта
прямая переходит сама в себя, а две полуплоскости, на кото-

которые разбивает прямая I плоскость, меняются местами.
Решения всех приведённых ниже задач опираются на свой-

свойства А —В инверсии. Относительно некоторых уточнений,
которых требуют отдельные задачи, см. ниже стр. 201 и след.

212. Пусть окружность 5 касается одновременно двух
окружностей Sl и St. Докажите, что прямая, соединяющая точ-

точки касания, проходит через центр подобия окружностей^ и ?,.
В другой связи эта задача приведена во второй части книги

(см. задачу 55 из § 1 гл. I).
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213. Дана окружность 5 и две точки Л и В на ней.

Проводятся всевозможные пары окружностей ?„ Slt касаю-

касающихся 5 в точках А и

Ви ZL

а) касающихсямеж-

между собой;

б) перпендикуляр-
б) перпендикулярных друг к другу.

Найдите геометри-
геометрическое место точек ка-

касания (соответственно
точек пересечения)

5, и St.
214. ПустьА, В, С и D— четыре произвольные точки

плоскости, не лежащие на одной прямой или на одной ок-

окружности. Докажите, что угол между окружностями,
описанными вокруг треугольников ABC и ABD, равен

углу между окружностями,
описанными вокруг тре-

треугольников CDA и

CDB.

215. На отрезках AM,
MB и АВ одной прямой как

на диаметрах построены

полуокружности ?„ St и 5

(черт. 140). В точке М к

прямой АВ восставлен пер-
'^ пенднкуляр MD и в криво-

криволинейные треугольники
ADM и BDM вписаны ок-

окружности 2, и 2,. Дока-
Докажите, что:

а) окружности 2, и 2,
равны;

б) общая касательная к 2, и 5, в их точке касания

проходит через В; общая касательная к 2, и St в их точке

касания проходит через А.

216, Докажите, что если каждая из четырех окружностей

5„ ?„ 5„ и 54 касается двух соседних («соседними» с S,
считаются окружности S, и St; черт. 141), то четыре точки

касания лежат на одной окружности 2.
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217. а) На плоскости даны шесть точек .4,, Аг, А3;
В„ В„ В3. Докажите, что если окружности, описанные вокруг

треугольников AtAtBa, A^B^ п АгАгВ1 пересекаются в

одной точке, то и окружности, описанные вокруг треуголь-
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пиков В.ДД. Я.ДД и ДДД, пересекаются в одной
точке (см. черт. 159, а на стр. 202).

б) Даны четыре окружности Slt 5„, 5а и St; пусть S,
и 5, пересекаются в точках А1г А2, 5," и S,— в точках В,
и Б2, .S, и SA — в точках С, и С„ наконец, S4 и 5, — в

D,, D2 (черт. 142, а). Докажите, что если Л„ Б,, С, и D,
лежат на одной окружности (или прямой) 2, то и Аг, Вг,
С, и D, тоже лежат на одной окружности (или прямой) 2'.

в) На плоскости даны шесть точек Л,, Аг; В„ Вж;
С,, С,. Докажите, что если окружности 5,, S2, S3 и 54, опи-

описанные вокруг треугольников AJifi» И,Б,Са, /IjBjC, и А,ВгС„
пересекаются в одной точке О, то и окружности S\ S2, S3 и S1,
описанные вокруг треугольников Afifi^ AJ3jClt AtBlCl и

А,В2Сг, пересекаются в одной точке О' (черт. 142, б).
218. а) Будем называть п прямых плоскости прямыми

общего положения, если никакие дзе из эгнх прямых не

параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке.

Точку пересечения двух прямых общего положения (двух

пересекающихся прямых) мы будем называть и е н т р а л ь н о /I

точкой двух прямых (черт. 143, а).

Черт. 143. я—б.

Отбрасывая последовательно каждую из трёх прямых

общего положения, мы получим три пары прямых. Окружность,
проходящая через три центральные точки этих трёх нар пря-

прямых, мы будем называть центральной окружностью

трёх прямых. [Очевидно, что центральная окружность трёх

прямых есть просто окружность, описанная вокруг треуголь-

треугольника, образованного этими прямыми (черт. 143, б).]

Отбрасывая последовательно каждую из четырёх прямых

общего положения, мы получим четыре тройки прямых.
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Докажите, что четыре центральные окружности этих троек

прямых пересекаются в одной точке (черт. 143, вI). Эту
точку мы будем называть центральной точкой че-

четырёх прямых.

Черт. 143, в—г.

Отбрасывая последовательно каждую из пяти прямых

общего положения, мы получим пять четвёрок прямых.

Докажите, что пять центральных точек этих четвёрок
прямых лежат на одной окружности (черт. 143, г). Эту

*) См. задачу 64 из § 2 гл. I второй части книги.
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окружность ми будем называть центральной окруж-
окружностью пяти прямых1).

"

Вообще, если продолжить этот ряд определений, то ка-

каждому нечётному числу п прямых общего положения бу-
будут отвечать п точек—центральных точек всевозможных

групп из и—1 прямых, получаемых из наших п прямых

при отбрасывании одной из них. Докажите, что эти п то-

точек всегда будут лежать на одной окружности—цент-

окружности—центральной окружности п прямых. Каждому чёт-

чётному числу л прямых общего положения будут отвечать я

окружностей — центральных окружностей всех групп из

п — 1 прямых, которые можно составить из этих п прямых.

Докажите, что эти п окружностей всегда будут пере-
пересекаться в одной точке — центральной точке а

и р я м ы х.

б) Окружность, проходящую через две точки, выбран-
выбранные на двух пересекающихся прямых, и через точку пере-

') Нетрудно видегь, что это предложение равносильно следующему:
если продолжить следующие через одну стороны произвольного

Черт. 144.

(не обязательно выпуклого) пятиугольника до пересечения и опи-

описать окружности вокруг пяти образовавшихся треугольников то

пять точек пересечения соседних окружностей лежат на одной

окружности- центральной окружности сторон пятиугольника (черт. 14 i).
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сечения прямых (черт. 145, а), мы будем называть направ-

направляющей окружностью двух прямых с заданными

на них точками. 4

Рассмотрим теперь три прямые общего положения, на

каждой из которых задано по точке. Отбрасывая последо-

последовательно по одной из этих прямых, мы получим три пары

прямых; докажите, что отвечающие им три направляющие ок-

окружности пересекаются в одной точке — направляющей
точке трёх прямых (черт. 145, бI).

См. задачу 82а) нз § 1 гл. II оторой части книги.
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Далее рассмотрим четыре прямые общего положения, на

каждой пз которых задано по точке; дополнительно потребуем,
чтобы все эти точки лежали на одной окружности. Отбра-
Отбрасывая последовательно по одной прямой, мы получим четыре
тройки прямых и, следовательно, четыре направляющие точки
этих троек. Докажите, что эти четыре точки лежат на од-

одной окружности — направляющей окружности че-

четырёх прямых (черт. 145, вI).
Вообще, если продолжить этот ряд определений, то лю-

любому нечётному числу л прямых общего положения с

заданными на них точками, лежащими на одной окружности,

будут отвечать л окружностей — направляющих окружностей
всевозможных групп из л — 1 прямых с заданными на них

точками, получаемых отбрасыванием какой-то одной из

л прямых; докажите, что этг. и окружностей будут пересе-
пересекаться в одной точке — направляющей точке л пря-

прямых. Чётному числу л прямых общего положения с за-

заданными на них точками, лежащими на одной окружности,

отвечают л точек—направляющих точек л—1 из наших

прямых; докажите, что эти л точек лежат на одной окруж-

окружности— направляющей окружности п прямых.

Заметим, что предположение i условии задач 218а), б) о том,

что заданные п прямых
— прямые общего положения, не является

существенным; см. по этому поводу ниже. стр. 203—204.

219. а) Докажите следующее соотношение, связывающее

радиусы R и г описанной и вписанной окружностей про-
произвольного треугольника и рас-
расстояние d между центрами этих

окружностей:

_1 | 1 _1_.

*) Нетрудно видеть, что это

предложение равносильно следую-

следующему: если взять на сторонах про-
произвольною четырёхугольника че-

четыре точки, лежащие на одной

окружности, соединить их после-

последовательно и описать окружности

вокруг четырёх образовавшихся
треугольников, то четыре точки пересечения соседних окруж-
окружностей лежат на одной окружности

— направляющей окружно-
окружности сторон четырёхугольника (черт. 146).

Черт. 146.
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Обратно, если радиусы R и г двух окружностей и рас-

расстояние d между нх центрами связаны соотношением (*),

то эти окружности можно рассматривать как описанную
и вписанную окружности некоторого треугольника (и даже

бесконечного числа нх; за вершину такого треугольника
можно принять произвольную точку большей окружности;

черт. 147).
б) Докажите следующее соотношение, связывающее ра-

радиусы R и /"j описанной и вневпнеанной окружностей произ-
произвольного треугольника и расстояние

dx между центрами этих окружностей:

1 I

d,-R

Примечание. Формулы задач 219л)
и б) можно также записать в следующем
простом виде:

= R1 — 2Rr и d\= Rt-\-2Rrl.
Черт. 147. 220. а) Четырехугольник ABCD

вписан в некоторую окружность и од-

одновременно описан вокруг другой окружности. Докажите, что

прямые, соединяющие точки касания противоположных сто-

сторон четырёхугольника с вписанной окружностью, взаимно

перпендикулярны.

б) Докажите следующее соотношение, связывающее ра-

радиусы R и г описанной и вписанной окружностей четырёхуголь-
четырёхугольника ABCD и расстояние d между цен-

центрами этих окружностей:

_J i L__±-(„\

Обратно, если радиусы R и г двух

окружностей и расстояние d между
нх центрами связаны соотноше-

соотношением (**), то эти окружности можно

рассматривать как описанную и впи-

вписанную окружности некоторого четы- Черт.148.

рёхугольннка (и даже бесконечного
числа их; за вершину такого четырёхугольника можно при-

принять произвольную точку большей окружности; черг. 148).
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Из теорем задач 219а) и 2206) следует, что либо вовсе

не существует л-угольннков (где л = 3 или 4), вписанных

в одну из двух данных окружностей и описанного вокруг
второН окружности, либо их существует бесконечно много.

Можно показать, что это предложение сохраняет силу и для

любого л>4 (см. ниже задачу 252 из § 3, стр. 232).

221. Докажите, что радиус г вписанной окружности

треугольника ие может превосходить половины радиуса R

описанной окружности; при этом r=-^-R в том и только

в том случае, если треугольник равносторонний.

Черт. 149.

222. Докажите, что окружность девяти точек треуголь-

треугольника (см. задачу 51а) из § 1 гл. I второй части книги) касается

вписанной и трёх вневписанных окружностей (черт. 149).

См. также ниже задачу 274 из § 5 (стр. 267).

223 Используя свойства инверсии, выведите теорему

Паскаля (см. выше задачу 145 нз§ 3 гл. 1, стр. 80) из теоремы

о трёх центрах подобия (см. § 1 гл. I второй части книги).

7 И. М. Яглом
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Докажем теперь теорему, которая неоднократно будет

применяться при решении последующих задач этой главы.
'

Теорема 2. Каждые две окружности или прямую и

окружность можно при помощи инверсии перевести в две

прямые (пересекающиеся или параллельные) или в две кон-

концентрические окружности.
Доказательство. Данную окружность 5 всегда можно

перевести при помощи инверсии в прямую линию; для этого

достаточно принять за центр инверсии какую-нибудь точку
этой окружности (см. выше стр. 180). Прямая при инверсии
с центром на этой прямой переходит в себя. Поэтому две

окружности или окружность II прямую, имеющие общую точку,

Черт. 150.

всегда можно перевести в две прямые; для этого достаточно

принять за центр инверсии эту общую точку. При этом,
если окружности (окружность и прямая) имели две общие
точки (т. е. пересекались), то полученные прямые будут
пересекаться в точке, в которую переходит вторая об-
общая точка (черт. 150, а); если две окружности (окружность и

прямая) касались, то полученные прямые будут параллельны
(черт. 150, б).

Нам остаётся только доказать, что две непересекающиеся

окружности или непересекающиеся прямую и окружность
можно перевести инверсией в две концентрические окруж-
окружности. К доказательству этого предложения мы сейчас и пе-

перейдём.
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Пусть сначала мы имеем непересекающиеся окружность S

и прямую / (черт. 151). Опустим из центра окружности S

перпендикуляр о на прямую /; пусть Р— основание этого

перпендикуляра. Проведём окружность S с центром в точке Р
и радиусом, равным длине касательной PQ, проведённой из

Р к окружности S; окружность S, очевидно, будет перпен-
перпендикулярна как к прямой /, так и к окружности 5. Произведём
инверсию с центром в одной

из двух точек пересечения

прямой о и окружности S,
обозначим эту точку через
О. При этом прямая о перей-
перейдёт сама в себя (см. свойство

Б, инверсии);
¦

окружность 5

перейдёт в некоторую пря-

прямую S' (свойство Б3). Пря-
Прямая / и окружность 5 перей-

перейдут в две окружности /' и 5'

(свойства Bf и Б4); при этом

в силу свойства В инверсии

Черт. 151.обе эти окружности будут
перпендикулярны как к о,

так и к S'. Но если окружность перпендикулярна к некоторой
прямой, то это значит, что центр этой окружности лежит на

прямой (см. выше, стр. 171). Следовательно, центры обеих

окружностей /' и S' принадлежат как прямой о, так и пря-

прямой S', т. е. совпадают с точкой пересечения этих прямых.

Итак, мы видим, что наша инверсия действительно переводит

окружность 5 и прямую / в две концентрические окруж-
окружности.

Аналогично доказывается, что две непересекающиеся ок-

окружности 5, и 5, можно при помощи инверсии перевести

в две концентрические окружности. Покажем Прежде всего,
что существует окружность 5 с центром на линии центров о

наших окружностей, перпендикулярная как к S,, так и к St.
Для этого

*

произведём инверсию с центром в точке А пере-

пересечения 5 и о. При этом (непересекающиеся) окружности St
и S перейдут в (непересекающиеся) окружность 5, п прямую St
(черт. 152, с). Пусть 5 есть окружность с центром в точке Р

7*
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пересечения о и S2 и радиусом, равным длине касательной,

проведённой из Р к "?,; 5— окружность, которая переходит

в 5 при рассматриваемой инверсии. Окружность S перпенди-

перпендикулярна k^S, и S, (см. выше); следовательно', окружность S

перпендикулярна к 5, и S2 (в силу свойства В инверсии).

Теперь нам остаётся только произвести инверсию с центром
в точке О пересечения окружности S и прямой о. В точности,
как выше, показывается, что эта инверсия переводит окруж-
окружности St и S2 в концентрические окружности S[ и S't (с об-
общим центром в точке пересечения прямой о и прямой S',
В которую переходит при инверсии окружность S; черт. 152, б).
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224. Пусть 2, и 2,—две окружности, касающиеся внут-
внутренним образом. В образованную ими фигуру (черт. 153)
вписаны последовательно окружности SB, Slt St, ... ; при
этом центр So лежит на линии центров АВ окружностей 2,
и 25,, a Sn касается «?„_,
(л= 1, 2, 3, ...). Обозна- *? <?
чим радиусы окружностей
SB, SltSt, S3, ... через rQ,

ri> rt' rs> • • •
i
a расстояния

их центров от прямой АВ —

через de, dlt dt, d3, ...

а) Докажите, что

б) Выразите радиус гп
окружности Sn через ради-

радиусы /?t и /?, окружностей 2,
и 2, и номер п.

225. Пусть 2t и 2,—
две пересекающиеся окруж- Черт.153.
ностн, 5„ St, Ss, ...

—

какие-то окружности, вписанные в образованную ими луночку

(черт. 154). Обозначим радиусы окружностей Slt S2, S3, ...

Черт. 154.

через г г ,
г , ....

а расстояния их центров от общей

хорды ЛЗ окружностей 2, н 2, —через dv dt, dt, ...
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Докажите, что

?=?=?=...= 0.
rf rf й

Какой геометрический смысл имеет величина с?

226. Пусть So, 5,, S2, 5a, ...
— окружности, касаю-

шнеся изнутри полуокружности 2 и её дламетра -4Б; 50
проходит через центр 2, a Sn касается 5„_, (я = 1, 2, 3, ."..)

Черт. 155.

(черт. 155). Обозначим радиусы окружностей 2, So, Slt S,,

S,, ... через /?, r0, rlt rt, r,, ...,
а отношения ^, ^- ,

111"

Г Г̂ «Г
а) Выразитерадиус rn окружности Sn через R и номер л.

б) Докажите,что

/„= 2, /, = 4, ^, = 18, /3=10°. '.= 578, ...

и вообще /„ (л ^ 2) есть целое число, которое выражается

через числа /я_, и tn_t при помощи следующей простой
формулы:

227. Цепью называется совокупность конечного числа

окружностей 5„ St, ...
, Sn, каждая из которых касается

двух фиксированных непересекающихся окружностей 2,н 2,
(назкваемых основанием цепи) и двух других окружностей
цепи (см. черт. 156, а и б). Очевидно, что если окружности

2, и 2, расположены одна внутри другой, то окружности

цепи касаются этих окружностей различным образом (т. е.

\
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одной внешне, а второй — внутренне; черт. 156, с); если

окружности 2, и 22 расположены одна вне другой, то

окружности цепи касаются обеих окружностей одинаковым

образом (обеих внешне

пли обеих внутренне;

черт. 156, б). Докажи-
Докажите, что:

а) Еслиданная па-

пара окружностей 2,, 2,
является основанием i/j
некоторой цепи, то

она является основа-

основанием бесконечного чис-

числа цепей, состоящих

из одного и того же

числа окружностей.
[Точнее: каждая окруж-

окружность, касающаяся ок-

окружностей 2, и 2t (раз-
(различным образом, если

эти две окружности
заключены одна вну-

внутри другой, и одина-

одинаковым образом, если

они расположены одна

вне другой), может

бить включена в ка-

какую-нибудь цепь с ос-

основанием 2,, 22.]
б) Длятого чтобы

данная пара непересе-
непересекающихся окружностей

2„ 2, являлась осио-.

ванпем какой-либо це-

цепи (а следовательно, и

бесконечного числа цепей; см. задачу а)), необходимо и

достаточно, чтобы угол а, образованный окружностями S1

и S1, касающимися окружностей 2, и 2, в точках их пе-

пересечения с линией центров, был соизмерим с 360°; при

этом S1 и 51 должны касаться 2, и 2а одинаковым обра-

образом, если 2Х и 2, расположены юдна внутри другой, и

Черт. 156.
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в) Пусть цепь с основанием 2„ 2, содержит чётное число

окружностей 5„ St, ...
, Sln. В таком случае «противопо-

«противоположные» окружности этой цепи 5„ Su+l тоже могут быть

приняты за основание некоторой цепи (черт. 158). При этом,

Черт. 158.

если характеристика цепи с основанием 2„ 2, равна —

(см. задачу б)), а характеристика цепи с основанием Slt

SH+1 равна —, то

т , т' 1

"я"it T"

В заключение этого параграфа отметим, что наличие на

плоскости одной особой («выделенной») точки (центра ин-

инверсии), которая не переходит при инверсии ни в какую

точку, создаёт необходимость некоторых оговорок, которые

опускались в предыдущем. Так, например, условие задачи

217а) является не совсем точным: из того, что окружности,
описанные около треугольников AxAtBt, А^АгВх и AtAaBlt
пересекаются в одной точке, ещё не следует, что сущест-

существуют окружности, описанные вокруг треугольников BtBtA3,
В В А„ 5,6,-4,,— возможно, что какие-нибудь три точки

в\, в',\, или Blt Ba, Аг, или Bt, Bt, А, (или даже каждая из
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этих трёх троек точек), лежат на одной прямой. Точная

формулировка задачи имеет следующий вид: если окружности,

описанные около треугольников А^В,, AlAtBt и Л,Л3В„

¦—- _-*'

41

Черт. 159.

пересекаются в одной точке, то или окружности, описан-

описанные вокруг треугольников BtBtAt, ВуВгАх и BtBtAlt пересе-
пересекаются в одной точке (черт. 159, а) — при этом одна или

две из этих окружностей могут быть «бесконечно боль-
большого радиуса-», т. е. прямыми (черт. 159, б),— или каждая
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из троек точек Вх, В% и А3; В„ Вг uAt; В„ В, и Alt лежит
на одной прямой (черт. 159, в). Аналогичные оговорки должны
быть сделаны и в условиях некоторых других iu приведённых
выше задач.

Необходимость этих оговорок может бить устранена ана-

аналогично тому, как мы это делали в случае проективных преоб-
преобразований (см. выше стр. 51 и след.), а именно введением одной

фиктивной «бесконечно удалённой» точки, которая переходит
при симметрии относительно окружности 2 в центр О окруж-
окружности и в которую в свою очередь переходит точка О').
[При этом при подходящих соглашениях можно распространить
и нижеследующее свойство Г инверсии (см. §4, стр.236) на тот

случай, когда одна из исходных пли преобразованных точек яв-

является «бесконечно удалённой»,— сравните выше, стр. 55—56.J
Следует также иметь в виду, что в вопросах, связанных с

инверсией, всегда надо подразумевать под словом «окружность»

обычную окружность или прямую (которую можно рассматри-

рассматривать как «окружность бесконечно большого радиуса» или,
точнее, как «окружность, проходящую через бесконечно уда-

удалённую точку»).

Так, в условии той же задачи 217а) можно считать, что одна

или две, или даже все три тройки точек /4,, At, fi,; Ait A3, Bt;
At, /4S, Bx лежат на одной прямой; при этом в последнем случае не

надо требовать, чтобы прямые АхАгВ3, A,A3Bt и AtA3B, пересекались
в одной точке (три прямые всегда пересекаются в одной «бесконечно

удалённой» точке).
При виеденнн этих соглашений отпадает также необходимость

каких бы то ни было оговорок относительно расположения прямых в

условиях задачи 218а) н б); в условии задачи 2186), можно, кроме
того, считать, что выбранные на прямых точки лежат на одной окруж-
окружности или одной прямой. Так, в случае, если три прямые /,,
/,, /, пересекаются в одной точке А, то центральной окружностью этих

прямых следует считать точку А («окружность пулевого радиуса»); если

из трёх прямых /,, /, и I, две прямые параллельны, то центральной
окружностью этих трёх прямых надо считать третью прямую («окруж-

') Название «бесконечно удалённая» точка здесь может быть объяс-

объяснено аналогично тому, как это делалось в гл. II: оно связано с тем,

что если точка М неограниченно приближается к центру О окруж-
окружности X, то точка М, симметричная точке М относительно ?, неогра-
неограниченно удаляется от О.

Плоскость, дополненная таким образом одной фиктивной «беско-
«бесконечно удалённой» точкой, называется конформной или аналаг-

матнческой плоскостью (ср. с определением проективной
плоскости на стр. 56).
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ность бесконечно большого радиуса»); если три прямые /,, lt, lt все

параллельны, то за центральную окружность этих прямых следует
принять бесконечно удалённую точку плоскости. В таком случае
теорема задачи 218а) сохраняет силу независимо от того, являются ли

рассматриваемые п прямых прямыми общего положения или нет; прн

этом центральная точка п= 2/г прямых может быть как конечной, так

и бесконечно удалённой; центральная окружность n= 2*-f-l прямых
может быть как обычной окружностью, так и точкой («окружностью
'нулевого радиуса»; в частности, центральной окружностью может

явиться и «бесконечно удалённая точка» плоскости) или прямой («окруж-
(«окружность бесконечно большого радиуса»).

§ 2. Применение инверсии к решению задач на построение.
Построения с помощью одного циркуля

В этом параграфе мы рассмотрим ряд задач на построение,

при решении которых удобно пользоваться инверсией. При
этом мы будем опираться на то, что чертёж, получаемый из

заданного чертежа при помощи инверсии с известными цен-

центром О и степенью k, всегда можно построить циркулем и

линейкой. Так, на черт. 160 изображено построение точки А',
симметричной данной точке А

относительно известной окруж-

окружности 2 с центром О; действи-

действительно, из подобия прямоуголь-

прямоугольных треугольников ОАР и ОРА'

следует

ОА_ОР
ОР~ОА'

и, значит,

Черт-160- ол.оа'=ор:
Итак, если точка А расположена вне 2, то для построения

точки А' надо провести из /точки А касательные АР и AQ
к окружности 2; А' есть точка пересечения прямых ОА и

PQ. Если точка А расположена внутри 2 то для того, чтобы

построить точку А', следует найти точки Р и Q пересечения
с окружностью 2 перпендикуляра к прямой ОА, восставлен-

восставленного в точке А; А' есть точка пересечения прямой ОА и

касательных к 2 в точках Р и Q (здесь надо представлять

себе, что точки А и А' на черт. 160 поменялись местами).
Для того чтобы построить окружность или прямую S',

симметричную данной окружности или прямой S относительно
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заданной окружностн X с центром О, достаточно найти три

точки М, N' и Р, симметричные каким-то трём точкам М,
N и Р линии 5. Ещё проще при построении окружностн или

прямой S' исходить из доказательства свойств Б, — Б4 инвер-
инверсии (см. выше, стр. 177—179). Так, если 5 есть прямая, про-

проходящая через О, то 5' совпадает с 5. Если 5 есть прямая,
не проходящая через О, то диаметром окружности S' служит
отрезок ОР, где Р есть точка, симметричная относительно

2 основанию Р перпендикуляра, опущенного на прямую 5 из

точки О (ср. выше черт. 131, а, стр. 177). Если 5 есть ок-

окружность, проходящая через точку О, и ОР—её диаметр, то

S' есть прямая, перпендикулярная к ОР и проходящая через

точку Р, симметричную Р относительно ? (ср. выше черт.

131, б). Наконец, если 5 есть окружность, не проходящая

через О, и Л/— какая-то её точка, то S' есть окружность,

центрально-подобная 5 с центром подобия О, проходящая че-

через точку ЛГ, симметричную /VJ относительно 2 (см. выше

черт. 132)').
Отметим, наконец, что нетрудно осуществить циркулем

и линейкой инверсию, переводящую заданную окружность в

прямую, или две заданные окружности (или прямую и окруж-

окружность) — в две прямые или в две концентрические окружностн

(см. теорему 2 § 1, стр. 194). Действительно, для того чтобы

перевести заданную окружность 5 в прямую, достаточно

выбрать центр инверсии на этой окружности. Для того чтобы

перевести две окружностн (или прямую и окружность) S, и 5. в

две прямые, следует выбрать за центр инверсии общую точку
этих окружностей. Наконец, для того чтобы перевести непе-

непересекающиеся окружность S и прямую / в две концентри-
концентрические окружности, достаточно выбрать за центр инверсии

точку пересечения перпендикуляра QP, опущенного из центра

окружности 5 на прямую /, с окружностью 5, имеющей центр

в точке Р и радиус, равный касательной, проведённой из Р

к 5 (см. выше черт. 151, стр. 195). Для того чтобы пере-

перевести непересекающиеся окружностн 5, и St в две концен-

концентрические окружностн, следует выбрать за центр инверсии

точку пересечения линии центров ОХО% окружностей 5, и St

') Можно также воспользоваться тем, что концы М' и N1 диа-

диаметра M'N' окружностн S', проходящего через О, симметричны отно-
относительно S концам Л1 к N диаметра S, проходящего через О (см. выше

черт. 133).
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и какой-либо окружности S, перпендикулярной как к 5,, так

и к St: при такой инверсии 5 и OiOl перейдут в две прямые,

окружности S1 и S2 — в окружности S[ и Б'г, перпендикуляр-
перпендикулярные к этим двум прямым, т. е. имеющим общий центр в точке

пересечения прямых (см. доказательство теоремы 2 § 1). Для
того чтобы построить окружность S, пересекающую и St и St
под прямым углом, найдём сначала окружность S, пересе-

пересекающую под прямым углом окружность 5, и прямую S,, в

которые переходят окружности 5, и St при инверсии с цен-

центром в точке А пересечения ОхОг и 5,,— эта окружность

имеет центр в точке Р пересечения OtO, и 5, и радиус, рав-
равный касательной, проведенной из Р к S, (см. черт. 152, а,

стр. 196). Искомая окружность 5 отвечает окружности 5 при

инверсии, переводящей 5, и 5, в 5, и S, (черт. 152,6)').
Инверсию с отрицательной степенью тоже легко осущест-

осуществить циркулем и линейкой, так как такая инверсия равносильна

инверсии с положительной степенью (симметрии относительно

окружности) и последующей симметрии относительно точки

(см. выше, стр. 174).

228. Данугол MAN и точка О, не лежащая на сторо-

стороне угла. Проведите через О прямую, пересекающую сто-

стороны угла в точках X и У, таких, что произведение OX-OY
имеет заданную величину к.

229. Впишитев данный параллелограмм другой парал-
параллелограмм с известной площадью и известным углом между
диагоналями.

230. Данытри точки Л, В и С. Проведите через точку
А прямую / так, чтобы:

а) произведениерасстояний от В и С до прямой / имело

данную величину;
б) разностьквадратов расстояний от В и С до прямой

/ имела данную величину.
231. Вданную окружность 5 впишите л-угольнпк, сто-

стороны которого проходят через п заданных точек (или не-

некоторые стороны имеют данные направления, а остальные

') Можно также принять за окружность S "любую окружность,
центр О которой лежит на радикальной оси окружностей Sj| n S,, a

радиус равен длине касательной, проведённой из О к S, или S,
(см. ниже стр. 221).
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проходят через известные точки). Рассмотрите отдельно

случаи чётного и нечётного п.

В другой связи настоящая задача приведена в § 5 гл. 1 (см. задачу
183а) иа стр. 112). См. также задачу 239 из § 4 настоящей главы (стр.237).

Задачи на построение окружностей

232. Проведитеокружность,
а) проходящуючерез две заданные точки А и В и ка-

касающуюся данной окружности (или прямой) S;
б) проходящую через данную точку А и касающуюся

двух данных окружностей (пли двух прямых, или окружности
и прямой) 5, и St.

См. также задачи 49а), б) из § 1 гл. I второй части и 247а) из

§ 3 настоящей главы (стр. 230). Обобщением задач 232j), б) являются

задачи 235а), б).

233. Проведитеокружность, проходящую через две дан-

данные точки А и В и

а) перпендикулярнуюк данной окружности (или прямой) S;

б) пересекающуюданную окружность 5 в диаметрально

противоположных точках.

Обобщением задачи 233а) является задача 235а).

234. Проведитеокружность, проходящую через данную
точку А и

а) перпендикулярную к двум данным окружностям (или

двум прямым, или окружности и прямой) 5, и St;
б) перпендикулярнуюк данной окружности (или прямой)

S1 и пересекающую другую данную окружность 5, в диа-

диаметрально противоположных точках;

в) пересекающуюдве данные окружности 5, и S, в диа-

диаметрально противоположных точках.

Сч. также задачи 248а) — в) из § 3 (стр. 231). Обобщением задачи

234а) является задача 2356).

235. Проведитеокружность,
а) проходящуючерез две данные точки Аи В и пере-

пересекающую данную окружность (или прямую) 5 под извест-

известным углом а;

б) проходящуючерез данную точку А и пересекающую

две данные окружности (или две прямые, или прямую г.

окружность) ?х и 5, под известными углами а и {(.
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236. Данытри окружности (или три прямые, или две

окружности и прямая, или две прямые и окружность) 5„ S2
и 5а. Проведите окружность, перпендикулярную к 5, и S, и

а) перпендикулярнуюк Ss;
б) касающуюсяSt;
в) пересекающую5, под известным углом а.

См. также задачи 2476) и 249а) из § 3 (стр. 230—231). Обоб-
Обобщением задач 236 а)—в) является задача 238а).

237. Данытри окружности (или три прямые, пли две

окружности и прямая, или две прямые и окружность) 5„ 5а
и S3. Проведите окружность, касающуюся 5, и St и

а) касающуюсяS, (задача Аполлония);
б) пересекающую.S, под известным углом а.

Обобщением задач 237а), б) является задача 238а).

Задаче^й Аполлония называется задача о построе-

построении окружности, касающейся трёх данных окружностей 5,,
S2 и Ss. Известно много различных решений этой знамени-

знаменитой задачи, ряд из которых приводится в настоящей книге

(см. два решения задачи 237а), решение задачи 272 п два

решения задачи 285 из § 5)'). Иногда в качестве предельных

случаев задачи Аполлония рассматривают также задачи, где

некоторые (или все) из окружностей 5„ 5, и St заменяются

точками («окружностями нулевого радиуса») или прямыми

(«окружностями бесконечно большего радиуса»); при этом

под «касанием» окружности и точки понимают, что окруж-
окружность проходит через точку. При таком более широком

понимании задачи Аполлония приходится различать следую-
следующие 10 вариантов этой задачи:

Построить окружность, которая

1) проходитчерез три данные точки;

2) проходитчерез две данные точки и касается данной

прямой;
3) проходитчерез две данные точки и касается данной

окружности;

4) проходит"через данную точку и касается двух дан-

данных прямых;

') Иные решения той же задачи см., например, в книгах

Д. И. Перепел кип. Курс элементарной геометрии, ч. 1, М.—Л.,
Гостехнздат, 1948, и Ж. Адамар, Элементарная геометрия, ч. 1, М.,
Учпедгиз, 1948.
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5) проходитчерез данную точку и касается данных пря-

прямой и окружности;

6) проходитчерез данную точку и касается двух данных

окружностей;
7) касаетсятрёх данных прямых;

8) касаетсядвух данных прямых и данной окружности;

9) касаетсяданной прямой и двух данных окружностей;
10) касается трёх данных окружностей.
Из этих 10 задач две, а именно задачи 1) и 7), прохо-

проходятся в школьном курсе геометрии '). Задачи 2) и 4) были при-
приведены во второй части книги (см. задачи 49а), б) нз § 1 гл. I

второй части); там же была приведена и задача 8) (см. зада-

задачи 49в) н 56, а также задачу 271 нз § 5 настоящей гласи);
относительно задач 3), 5) и G) см. задачи 232а), б)
настоящего параграфа; наконец, задачи 9) и 10) (собственно
задача Аполлония) содержатся в задаче 237а).

238. Даны три окружности Sv St и Ss. Постройте ок-

окружность 5 так, чтобы

а) углы,образованные S с Slt S, и 5,, имели данные

величины а, р и у;
б) отрезкиобщих касательных S и S,, 5 и 5,, 5 и Ss,

заключённые между точками касания, имели данные длины

а, Ь, с.

См. также задачи 2866), а) из § 5, стр. 307.

Используя свойства симметрии относительно окружности,

легко решить вопрос о том, какие построения элементарной
геометрии являются выполнимыми, если пользоваться только

одним циркулем. Обычно в задачах на построение предпола-

предполагается, что при выполнении построения можно пользоваться

циркулем и линейкой. В некоторых случаях оказывается воз-

возможным обойтись и совсем без помощи циркуля; выше у нас

') Отметим (так как в школьном курсе это обыкновенно опускают),
что задача 7) имеет четыре решения, если три прямые образуют тре-
треугольник (вписанная н три виевписанные окружности треугольника),
два решения, если две прямые параллельны, а третья их пересекает,
и ни одного решения, если все три прямые параллельны или все они

пересекаются в одной точке.
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были приведены некоторые задачи, которые разрешимы, если

пользоваться только одной линейкой (см. задачи 109 а), б),

119а)— г), 1326) из§§ 1, 2 гл. 1). В § 5 гл. I мы показали, что

все построения, которые можно осуществить с помощью циркуля
и линейки, можно выполнить при помощи одной только ли-

линейки, если в плоскости чертежа начерчена никоторая окруж-

окружность с известным центром (см. выше стр. 123—125, где приве-

приведена также более точная формулировка этого утверждения).
Ещё более поразительным оказывается результат, относящийся

к построениям с помощью одного циркуля; оказывается, что

при помощи одного циркуля (без линейки!) можно осуще-
осуществить все построения, которые осуществимы с помощью

циркуля и линейки1). Доказательству этого результата (при-
(принадлежащего датскому математику XVII века Г. Мору и

повторенному после того, как работа Мора была забыта,
итальянским математиком конца XVIII века Л. Маскеропп) и

будут посвящены остальные задачи настоящего параграфа.

239. На плоскости дан отрезок АВ. С помощью одного

циркуля удвойте этот отрезок (т. е. найдите на продолже-

продолжении АВ за точку В такую точку С, что АС=2АВ).

Из решения задачи 239 вытекает, что с помощью одного

циркуля можно увеличить любой данный отрезок АВ в любое

целое число раз п, т. е. наНтн на

о о <ь ?-продолжении АВ за точку В такую
Я В С Uточку с чт0 Ас=п-АВ. Так,

Черт. 161. например,для того чтобы утро-

утроить отрезок АВ, достаточно

найти на его продолжении за точку В такую точку С, что

АС'= 2АВ, а затем построить на продолжении ВС за С

такую точку С, что ВС=2 ВС; в таком случае АС=ЗАВ

(черт. 161).

') Это утверждение нуждается в некотором уточнении, аналогичном

сделанному выше при рассмотрении вопроса о построениях с помощью

одной линейки (см. § 5 гл. 1, стр. 124—125). А именно, если в задаче

на построение требуется найти некоторую пгямую линию или фигуру,
состоящую из прямых линий (например, треугольник), то при помощи
одного циркуля мы, разумеется, не сможем этого сделать. Однако
можно найти сколь угодно много точек каждой из искомых прямых н

все точки пересечения искомых прямых и окружностей (наиример,
рее вершины искомого треугольника).
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240. Наплоскости даны окружность Хс известным цен-

центром О и точка А. С помощью одного циркуля найдите точку

А', снметрнчную А относительно окружности 1\

241. Наплоскости задана окружность 5. С помощью
одного циркуля найдите центр этой окружности.

242. Спомощью одного циркуля проведите окружность,

проходящую через три данные точки А, В и С (не лежа-

лежащие, разумеется, на одной прямой).
243. а)На плоскости дана окружность 2 и прямая /

(заданная, быть может, только двумя своими точками А и В).
С помощью одного циркуля найдите окружность /', симмет-

симметричную прямой / относительно окружности ?.
б) На плоскости дани две окружности 2 и 5. С по-

помощью сииого циркуля найдите окружность (или прямую) S',
симметричную окружности 6* относительно окружности X.

Результаты задлч 240, 242 и 243а), б) уже позволяют

утверждать, что всякая задача на построение, которая может

быть решена при помощи циркуля и линейки, может быть

решена также и при помощи одного циркуля. Действитель-

Действительно, предположим, что ми умеем решать некоторую задачу

на построение с помощью циркуля и линейки. Представим
себе чертёж $~ этого построения, состоящий нз каких-то

окружностей и прямых линий. Если этот воображаемый чер-
чертёж подвергнуть инверсии, выбрав окружность инверсии S

так, чтобы её центр О не лежал ни на одной нз линий чер-

чертежа оГ, то мы придём к новому чертежу <»Г', состоящему

уже нз одних лишь окружностей. Покажем, что чертёж <§"'
можно построить с помощью одного циркуля. Представим
себе процесс построения чертежа аГ, осуществляемый путём
последовательного проведения каких-то прямых и окружностей.
Точки чертежа S~y которые по условию задачи считаются

заданными, мы перенесём на чертёж <»Г' (в силу результата
задачи 240 это можно сделать с помощью одного циркуля),
а затем будем строить чертёж о?"' в той же последова-

последовательности, в которой строится чертёж <>Г. Каждая пря-
прямая / чертежа <?Г проводится через какие-то две точки А, Б,

уже имеющиеся на этом чертеже; на чертеже оГ' ей отвечает

окружность /', проходящая через точки А', В', соответствующие
точкам А и В, и через центр О окружности 2. В процессе по-

построения &Г' точки А', В'будут построены до проведения окруж-
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ности /'; поэтому /' можно будет построить одним циркулем (см.

задачу 242). Каждая окружность 5 чертежа »Г строится по

известным центру Q и радиусу A1N1). При последовательном

построении чертежа $"' точки Q', М н N", отиечающче точ-

точкам Q, М и N, определятся до построения окружности S\

Черт. 162.

отвечающей окружности 5 чертежа оГ. В силу результата
задач 240 и 2436) мы сможем построить с помощью одного

циркуля точки Q, М и N чертежа с&~, затем окружность 5

и, наконец, искомую окружность S' чертежа <?Г'. Таким обра-
образом, мы сумеем полностью построить чертёж <&", т. е. вос-

восстановить фигуру F', получающуюся из искомой фигуры F при
помощи известной инверсии (возможно, что F н F' состоят

*) Наиболее частым является тот случай, когда точка М совпа-

совпадает с Q.
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каждая из одной лишь точки). После этого будет уже легко

восстановить и фигуру F (см., впрочем, сноску на стр. 210).
Для того чтобы пояснить этот общий метод, рассмотрим

подробно два примера. На черт. 162,а изображено известное

построение перпендикуляра, опущенного из точки М на пря-

прямую АВ; это построение предполагает использование и цир-

циркуля и линейки. Чтобы найти основание Р перпендикуляра

при помощи одного циркуля, можно поступить так. Рассмотрим
черт. 162,6, симметричный чертежу 162,а относительно окруж-

окружности 2 с центром О. Построим точки А', В и М, симме-

симметричные точкам А, В и М относительно 2 (задача 240).
Затем проведём окружности Sl и St с центрами А и В и

радиусами AM и ВЛ1; им отвечают пересекающиеся в точках

Л'}' и N' окружности S[ и S't, которые легко найти (задача

2436)I). Точка Р1 черт. 162, б может быть найдена как точка

пересечении окружностей А'ВО и MN'O (см. задачу 242),
а искомая точка Р—как точка, симметричная Р относительно

окружности 1 (задача 240). [При помощи одного циркуля
можно построить также сколь угодно много точек перпенди-

перпендикуляра AIP, симметричных точкам окружности M'N'O, но,

разумеется, не все точки отрезка Л1Р.]
В качестве второго примера рассмотрим задачу о построе-

построении окружности S, вписанной в данный треугольник ABC

(черт. 163, а; треугольник можно считать заданным лишь своими

вершинами). Найдём точки А', В", С, симметричные вершинам

треугольника относительно некоторой окружности 2 с цен-

центром О (черт. 163,<?). Построим окружности А'ВО, А'СО и

В'С'О (задача 242) и окружности S[ и S't, отвечающие про-

произвольным окружностям Sj и S, с центрами А и В (задача 243 б)).
Точкам пересечения 5,' с ОА'Е и ОА'С и S', с OB'A' u OBC
отвечают точки D и Е, F u Q на черт. 163, а (задача 240);
окружностям о, и с2, с3 и с4 одного радиуса с центрами D и

Е, F и G отвечают окружности <з\ a a't, a'3 и а\ на черт. 163,6
(задача 2436)). Обозначим точку пересечения а[ и о, через М,
точку пересечения с'3 и с\ — через N' и точку пересечении

окружностей А'МО и BN'O (задача 242) через Q; точ-

точка Q' симметрична центру Q вписанной окружности треуголь-

*) Проще было бы срэзу найти точку TV, симметричную относительно
2 точке /V пересечения 5, и 5,. Вообще наш общий метод обычно даёт
отнюдь не сачое простое из возможных решений задачи на построение
с помощью одного циркуля.
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ника ABC. Далее остаётся только опустить из точки Q пер-
перпендикуляр QP на сторону АВ треугольника (вопрос о том,

С

1

а)

Черт. 163.

как построить основание Р этого перпендикуляра с помощью

одного циркуля, специально рассматривался выше) и затем

описать окружность с центром Q и радиусом QP.
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§ 3. Пучки окружностей. Радикальная ось двух окруж-
окружностей

В доказательстве важной теоремы 2 § 1 (стр. 194)
фигурировали окружности, перпендикулярные к двум данным.
Так как вопрос о таких окружностях имеет большое принци-
принципиальное значение, мы рассмотрим здесь его подробнее.

Черт. 164.

Совокупность всех окружностей (и прямых), перпендику-
перпендикулярных к двум данным окружностям «S, и St (или к окружности
и прямой, или к двум прямым), называется пучком окруж-

окружностей1). В зависимости от взаимного расположения 5, и S,
пучки окружностей могут быть трёх различных типов.

') Точнее было бы сказать: пучок окружностей и прямых; однако
слово «прямых» для краткости обычно опускают.
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1°. Если окружности 5, и «S, пересекаются, то с по-

помощью инверсии их можно перевести в две пересекающиеся

прямые Si и Si (см. теорему 2 § 2); пучок окружностей,
перпендикулярных к 5, u S2, перейдёт при этом в совокуп-
совокупность окружностей, перпендикулярных к S,' и S!,. Но если

окружность перпендикулярна к прямой, то центр её должен

лежать на этой прямой; следовательно, все окружности, пер-
перпендикулярные к SI ii «?,,— концентрические с общим цен-

центром в точке В' пересечения Si и S'2 (черт. 164, а). Отсюда
следует, что пучок окружностей, перпендикулярных к пере-

пересекающимся окружностям 5, и S2, может быть при по-

помощи инверсии переведён в совокупность концентрических

окружностей; никакие две окружности этого пучка не пере-

пересекаются между собой (черт. 164, б). Та из концентрических

окружностей, которая проходит через центр инверсии А,

переходит в прямую линию, принадлежащую пучку. Так как

среди концентрических окружностей есть малые окружности,
сколь угодно близкие к точке В', то среди окружностей
нашего пучка есть малые окружности, сколь угодно близкие

к точке В; поэтому к пучку условно относят и точку В пере-
пересечения St ii St (а к совокупности концентрических окружностей

причисляют и их общий центр В'). Так как среди концентри-
концентрических окружностей есть сколь угодно большие, то среди

окружностей нашего пучка есть также сколь угодно малые

окружности, близкие к центру инверсии А; поэтому к пучку

причисляют условно и вторую точку А пересечения S1 n Sa.
2°. Касающиеся окружности 5, и St можно при по-

помощи инверсии перевести в две параллельные прямые Si n S',.
Для того чтобы окружность была перпендикулярна к двум

параллельным прямым, необходимо, чтобы её центр лежал

одновременно на обеих прямых; но это, очевидно, невозможно.

Следовательно, пучок окружностей, перпендикулярных к Si и S«,
не может содержать ни одной окружности; он состоит только из

прямых, перпендикулярных к направлению Si и Sj (черт. 165, а).
Переходя при помощи инверсии обратно к окружностям 5, и

St, мы заключаем, что пучок окружностей, перпендикуляр-
перпендикулярных к двум касающимся окружностям St и St, может

быть при помощи инверсии переведён в совокупность
параллельных прямых. Этот пучок состоит из окружностей,
проходящих через точку А касания S, и 5, (центр инверсии)
и касающихся в этой точке прямой /, перпендикулярной к St

I
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и St; прямая / тоже принадлежит к пучку (черт. 164, б). Точку А

иногда тоже условно причисляют к пучку.

aj
l\

Черт. 165.

3°. Две непересекающиеся окружности 5, и S
можно при помощи инверсии перевести в две концентриче-
концентрические окружности Si и S'2. Если
окружности 5 и 2, пересекающие-
пересекающиеся в точке М, взаимно перпен-

перпендикулярны (черт. 166), то каса-

касательная к 1 в точке Л/ перпен-

перпендикулярна к касательной к S в

точке М и, следовательно, прохо-
проходит через центр О кружностн S;
точно так же_касательная к S про-
проходит через центр О, окружности
2. Отсюда вытекает, что треуголь-

Черт. IC6.

ник ОАЮ1— прямоугольный и, значит, сумма квадратов
радиусов окружностей S и 2 равна квадрату расстояния между
их центрами. Отсюда с очевидностью вытекает, что две

окружности с разными радиусами, но общим центром
(концентрические окружности) не могут быть перпенди-
перпендикулярны к одной и той же окружности. Следовательно,
пучок окружностей, перпендикулярных к S[ и S't, не может
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содержать окружностей; он состоит только из прямых, про-

проходящих через общий центр Р окружностей S\ и S,

(черт. 167, а). Таким образом, мы видим, что пучок окруж-

окружностей, перпендику-

лярных к двум непере-

непересекающимся окруж-
окружностям S, и «S,. мо-

может быть переведён

при помощи инверсии
в совокупность пря-

Черт. 167.

мых, пересекающихся в одной точке; он состоит из все.х

окружностей, проходящих через две фиксированные точки Р

(точка, отвечающая при инверсии точке Р) и Q (центр инвер-

инверсии; см. черт. 167, б). Прямая, соединяющая точки Р и Q,
тоже принадлежит пучку *).

Из рассмотрения черт. 164, 165, 167 можно усмотреть

некоторые общие свойства всех типов пучков. Так, например,
во всех случаях через каждую точку плоскости проходит

окружность пучка, вообще говоря, единственная. Исключение
составляет точка А пучка касающихся окружностей (черт.
165, б) н точки Р и Q пучка пересекающихся окружностей
(черт. 167, б), через которые проходят бесконечно много

окружностей пучка.

*) В литературе пучок окружностей типа 1° (пучок непересекаю-
непересекающихся окружностей) обыкновенно называется гиперболическим,
пучок окружностей типа 2° (пучок касающихся окружностей) — пара-
параболическим и пучок окружностей типа 3° (пучок пересекающихся
окружностей) — эллиптическим.
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Отметим ещё, что окружности, перпендикулярные к двум

окружностям S, и 2, пучка, перпендикулярны ко всем окруж-
окружностям пучка. Это совершенно очевидно, если 2^ и X, — две

прямые (черт. 168, с, б) или две концентрические окружности

(черт. 168, в); отсюда и из теоремы 2 § 1 следует, что это

утверждение справедливо во всех случаях. Таким образом,
можно говорить в взаимно перпендикулярных пуч-
пучках окружностей. Очевидно, что пучок окружностей, пер-



220 КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ



ПУЧКИ ОКРУЖНОСТЕЙ 221

пенднкулярный к пучку пересекающихся окружностей, состоит
из окружностей, не имеющих общих точек, и наоборот (черт.
169, с); пучок, перпендикулярный к пучку касающихся окруж-
окружностей, сам состоит из касающихся окружностей (черт. 169,6).

Для дальнейшего будет существенно заметить, что центры

всех окружностей данного пучка лежат на одной прямой г.

Это совершенно очевидно, если речь идёт о пучке касаю-

касающихся окружностей (в этом случае г проходит через А и

перпендикулярна к /; см. черт. 165, б) или о пучке пересе-

пересекающихся окружностей (г перпендикулярна к PQ и проходит

через середину PQ; черт. 167,6). В случае пучка непересе-
непересекающихся окружностей (черт. 164, б) наше утверждение вы-
вытекает из того, что пучок при помощи инверсии можно пе-

перевести в совокупность концентрических окружностей и, сле-

следовательно, все окружности пучка центрально-подобны с одним

и тем же центром подобия А (по различными коэффициентами
подобия; см. доказательство свойства Б4 инверсии, стр. 178—

179) окружностям с одним

и тем же центром В; значит,
все их центры лежат на од-

одной прямой АВ (совпадающей
с АВ, ибо В лежит на прямой

АВ).
Из последнего замечания

вытекает одно интересное след-

следствие. Если окружность Е с цен-

центром А\ п радиусом г перпен-

перпендикулярна к окружности 5, то ЧеРТ-170.

это значит, что касательная,

проведённая из точки М к окружности S, имеет длину г

(черт. 170). Поэтому, если окружность с центром М перпен-

перпендикулярна одновременно к двум окружностям 5, и St, то

касательные, проведённые из точки М к этим окружностям,

равны; обратно, если касательные Л/7", и Л/Г,, проведённые
из точки М к 5, и 5„ равны, то окружность с центром М

и радиусом MTl=MTt перпендикулярна как к 5„ так и,к 5,.
Таким образом, из того, что центры всех окружностей пучка
лежат на одной прямой, вытекает, что все тонки, из которых

можно провести к данным двум окружностям 5, и 5,
равные касательные, лежат на одной прямой. Эта прямая

называется радикальной осью окружностей S1 и 5,.
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Так как понятие радикальной оси весьма важно, то мы

подойдём к нему ещё и с другой стороны. Длина отрезка

касательной, проведённой к окружности 5 из точки М, фи-
фигурирует в школьном курсе геометрии в следующей теореме:

Теорема 1а. Произведение МА• MB отрезков секущей,
проведённой к окружности S из внешней точки М (А и В—

Черт. 171.

точки окружности S) не зависит от выбора секущей, а за-

зависит только от точки М и окружности S; оно равно

квадрату касательной, проведённой из точки Л1 к окруж-

окружности (черт. 171, с).
Теорема 1а аналогична следующей теореме:
Теорема 16. Произведение МА-МВ отрезков хорды

окружности S, проходящей через внутреннюю точку
М (А и В—точки окружности S), не зависит от выбора
хорды, а зависит только от точки М и окружности S

(черт. 171, б).
Таким образом, мы видим, что если через произвольную

точку М проводить всевозможные прямые, пересекающие ок-

окружность 5 в точках А и В, то произведение МА-МВ не
зависит от выбора прямой, а зависит только от точки и от

окружности. В соответствии с определением знаков отрезков

(см. § 1 гл. 1 второй части книги) это произведение следует
считать положительным, если точка М расположена вне ок-

окружности, и отрицательным
— в противном случае; если

точка М расположена на окружности, то следует считать,

что точка А совпадает с М и, следовательно, произведение

МА-МВ равно нулю (черт. 171,'в). Произведение МА-МВ,
взятое с соответствующим знаком, называется степенью

точки М относительно окружности 5.
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Обозначим расстояние от точки М до центра О окружно-
окружности 5 через d, а радиус 5—через г. Проведя секущую МАиВ0
через центр О, мы видим, что отрезки МЛ0 и МВ0 будут
равны d -\-г п й— т

или d-\-r и г — й

(черт. 171). Учитывая
соглашение о знаках

отрезков, мы найдём,
что степень точки М

относительно окруж-
окружности S во всех слу-
случаях равна й" — г1.

Точки, из которых

можно провести к ок-

окружностям 5, н 5, рав-
равные касательные, обла-

обладают тем свойством,
что степени нх относи-

относительно 5, н St равны.

Поэтому тот факт, что

все такие точки лежат

на одной прямой, мож-

можно сформулировать ещё
так: все точки, лежа-

лежащие вне двух данных

окружностей 5, и St и

обладающие тем свой-

свойством, что степени нх
"

относительно 5, и St
равны, лежат на одной

прямой. Докажем те-

теперь, что вообще гео-

геометрическое место точек, степени которых относительно

двух окружностей St и St равны, является прямой линией1);
эта прямая и называется радикальной осью 5, и St.

Пусть М—произвольная точка искомого геометрического

места, йг и dt — расстояния от неё до центров Ог и О, дан-

6}

Черт. 172, а—б.

*) Если окружности S, и S, не пересекаются, то все точки, имею-

имеющие относительно инх равные степени, лежат вне обеих окружностей;
таким образом, для этого случая наше утверждение можно считать

уже доказанный.
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ных окружностей 5, и St радиусов г, и гх (черт. 172). В та-

таком случае должно иметь место равенство

<Г- — г*= d* — г*ui 'i ы« '«•

Опустим из М перпендикуляр МР на линию центров 0,0,.
г

М

Черт. 172, в—е.

Очевидно, d\= Л1Р* -}-Р0\, d\= Л1Р1-}-Р0{; следовательно,

МР* _L ро\ — г\ = МР" -[- Р0\ — г],

РО\-РО\= г\-г\,

(Р01 -L POt) (POt — POJ = г\ - r\.

откуда

ИЛИ
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Пусть гг^гг; в таком случае POl^POt, т. е. точка Р

расположена не дальше от О,, чем от О,; другими словами, она
лежит с той же стороны от середины Т отрезка ОхОг, что

и точка О, (центр меньшей окружности). Если Р лежит между

О, и О, (черт. 172, а, в,д), то

РО, — POt= (РТ -|- TOJ— (TOt — РТ)= 2РТ;
если Р лежит вне отрезка OtO2 (черт. 172, б, г, е), то

PO.-PO^Ofi,,
POt -f- POt= {РТ+ ГО,) + (РТ— ГО,) = 2РТ.

Таким образом, во всех случаях Р0\—Р0\= 20,0, • ТР,
и окончательно имеем 2O1Ot-TP=r\— г\.

Таким-образом, точка Р не зависит от выбора точки М

искомого геометрического места и, значит, это геометриче-

геометрическое место представляет собой прямую линию, перпендику-

перпендикулярную к линии центров OxOt.
Очевидно, что если окружности 5, и St не имеют общих

точек, то радикальная ось не пересекает ни одной из них

(черт. 172, а, б); если 5, и 52 пересекаются, то радикальная
ось проходит через точки пересечения (имеющие степень

нуль относительно обеих окружностей Sx и St; см. черт.

172, в, г); если 5, и 5. касаются, то радикальная ось про-

проходит через точку касания (черт. 172, д, е). Из формулы
г* — г*

1Н~
20,0,

нетрудно вывести, что если 5, и St лежат одна вне другой,
то радикальная ось проходит между ними (черт. 172, а),
а если S3 заключена внутри Slt то радикальная ось прохо-

проходит вне их (черт. 172, о); если 5, равна Sl(r1=rt), то ра-

радикальная ось 5, и 5, совпадает с их осью симметрии. Если

окружности 5, и S, концентрнчны @,0, = 0), то они вовсе

не имеют радикальной осп *).

*) Это следует также из того, что не существует окружностей,
перпендикулярных одновременно к двум концентрическим окруж-
окружностям (см', выше стр. 217).

Иногда говорят, что две концентрические окружности имеют

«бесконечно удалённую» радикальную ось; при этом руководствуются
теми же соображениями, которые побуждали нас к введению беско-

бесконечно удалённых элементов на стр. 54 и 203.

8 и. м. Яглом
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¦S,

Пусть теперь у нас имеются три окружности S,, S2 и S3.
Если центры этих окружностей не лежат на одной прямой,
то их попарные радикальные оси (перпендикулярные к ли-

линиям центров) не па-

параллельны. Если Z есть

точка, в которой пе-

пересекаются радикаль-

радикальные оси окружностей
5, и St, 5, и 53, то

эта точка имеет оди-

одинаковые степени отно-

относительно 5, и 5, и

относительно S1
отсюда следует

она имеет также одина-

одинаковые степени относи-

относительно St п S3, т. е.

лежит па радикальной
осп 5, и S3. Другими

попарные радикальные оси трёх окружностей 5,,
3, центры которых не лежат на одной прямой, пере-

пересекаются в одной точке

(черт. 173). Эта точка на-

называется радикальным

3'

что

Черт. 173.

словами:

St и Ss

трёх окружно-окружноцентром
стей.

Из сказанного вытекает

простое построение ради-

радикальной оси г двух н е п е-

ресе кающихся окруж-

окружностей S4 и St (радикальная
ось пересекающихся окруж-
окружностей совпадает с их

общей хордой). Построим

вспомогательную третью

окружность S, пересекающую

5, и 5, (черт. 174). Ради-
Радикальными осями 5, и S, St и S будут служить пх общие хорды.

Поэтому точка М пересечения этих общих хорд принадле-
принадлежит г. Опустив из М перпендикуляр на линию центров 5, и 5,
или найдя аналогичным образом с помощью другой вспомога-

Черт. 174.
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квадрату рас-
расих ось симмет-

симметтельной окружности S' ещё одну точку М радикальной оси,
мы без труда найдём прямую г.

Отметим, что всюду в предыдущем можно считать, что

какие-либо (или даже все) из рассматриваемых окружностей
имеют радиус нуль, т. е. являются точками. В частности,

степень точки М относительно точки 5 равна

стояния A1S, радикальная ось двух точек есть

рии, радикальный

центр трёх точек—

центр окружности,

проходящей через
эти точки.

Отметим ешё сле-

следующее предложение,

аналогичное теореме

о центрах окружно-

окружностей, перпендикуляр-
перпендикулярных к двум данным
(см. выше стр.221): гео-

геометрическое место

центров окружно-
окружностей, пересекаюищх
две банные окружно-
окружности S, и 5, в диаме-

диаметрально противопо-
противоположных точках, есть

прямая s, перпенди-
перпендикулярная к линии

центров S, и S, (и,
следовательно, парал-
параллельная их радикаль-
радикальной оси). Действитель-

Действительно, если окружность
2 пересекает окруж-

окружность S в диаметрально
протнвопаюжпых точ-
точках А, В и линия цен-

центров ОО1 этих окруж-
окружностей пересекает \; в точках К п L (черт. 175, а), то из прямоуголь-

прямоугольного треугольника KAL находим:

KOOL= OA\

или, обозначая радиусы OlK=O1L и ОА окружностей v и S через
R и г и расстояние ОО1 между их центрами через d.

Черт. 175.

8*
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Поэтому если М— центр окружности 2, пересекающей по диаметру

две окружности S, и S, с центрами О1 и О, и радиусами г, и rt

(черт. 175, б), то

где d1 = MOl, dt = ЛЮ,. Отсюда следует, что если л, ^/,
далее, преобразовывая последнее равенство, можно получить:

где Q — основание перпендикуляра, опущенного из М на Ofi2,
Т — середина отрезка Oft, (ср. выше текст на стр. 224—225). Отсюда
следует, что искомое геометрическое, место точек М есть прямая s,
симметричная радикальной осн г окружностей S, и S, относительно

середины Т отрезка Ofi

Черт. 176.

Найдём ещё геометрическое место центров таких окружностей 2,
что две данные окружности &', и S, пересекают v в диаметрально

противоположных точках (черт. 176). Прежде всего ясно, что центр М

окружности 2 должен заключаться как внутри S,, так и внутри S2

(см. выше черт. 175, а); следовательно, такие окружности существуют
только в том случае, если S. .и Sa пересекаются. Далее, пусть /-,, г,
и R — радиусы окружностей ?„ S, и 2; di и Аг — расстояния от М

до центров S, и S2. Так как S, и S, пересекают v в диаметрально

противоположных точках, то

и r\=

откуда

Но это равенство показывает, что степени точки Л1 относительно
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5, иS, рапны; значит, М принадлежит радикальной оси г окружностей
6, иSr Следовательно, геометрическим местом центров окруж-
окружностей 2, таких, что S, и S, пересекают v в диаметрально про-
противоположных точках, является отрезок радикальной оси г

окружностей S, и St, заключённый внутри S, и St,— общая хорда
S, u S, (напомним, что часть радикальной оси, внешняя по отношению
к S, и S,, есть геометрическое место центров окружностей ?, таких,

что S, и S, пересекают J под прямым углом).

Рассмотрим снова два взаимно перпендикулярных пучка
окружностей (см. выше черт. 169, а, б). Мы отмечали выше,

что радикальной осью каких-либо двух окружностей 5, и St
пучка является линия центров пучка, перпендикулярного к

первому (см. стр. 221); отсюда вытекает, что каждые две

окружности пучка имеют одну и ту же радикальную ось.

Обратно, совокупность окружностей, имеющих одну и ту

же радикальную ось, представляет собой пучок (он пер-
перпендикулярен к пучку окружностей, перпендикулярных к ка-

каким-лнбо двум окружностям 5,, 5,, выбранным нз этой со-

совокупности).
Иногда пучок окружностей определяют как совокуп-

совокупность окружностей, каждые две из которых имеют одну п

ту же радикальную ось *). Однако это определение менее

удобно, чем приведённое выше, так как • оно не охватывает

совокупностей концентрических окружностей (черт. 164,д),
параллельных прямых (черт. 165, а) и пересекающихся прямых

(черт. 167, а)*).

Аналогично пучку окружностей
—

совокупности окружностей,
каждые две нз которых имеют одну и ту же радикальную ось,—
определяется связка окружностей — совокупность окружностей,
каждые три нз которых имеют один и тот же радикальный центр Z.
[Условно причисляют к числу связок также совокупность всех прямых
линий плоскости.] Связки окружностей тоже могут быть трех разлнч-

*) Любопытно отметить, что при таком определении пучка точки,
которые мы чисто условно причисляли к пучкам типов 1° и 2°, есте-

естественно включаются в пучок, так как можно говорить о радикальной
оси точки и окружности или двух точек. Напротив того, прямые те-

теперь приходится условно присоединять к окружностям пучка (огово-
(оговорив, что радикальная ось окружностей пучка тоже принадлежит

пучку).
*) Важным достоинством первого определения пучка окружностей

является то, что нз него сразу следует, что при инверсии пучок

окружностей переходит снова в пучок окружностей', второе опре-
определение пучка в этом отношении менее удобно,



230 круговыепреобразования B44—247

ных типов, в зависимости от того, лежит ли точка Z вне окружностей
связки, иа окружностях связки или внутри окружностей связки *).
Связка второго типа представляет собой совокупность всех окружно-
окружностей, проходящих через фиксированную точку Z. Что касается связок

первого и третьего типов, то можно показать, что они представляют
собой совокупности всех окружностей, которые переходят в себя при
некоторой определённой фиксированной инверсии / (/ имеет положи-

положительную степень в первом случае и отрицательную степень во втором
случае). Можно также определить связку первого типа как совокуп-
совокупность всех окружностей (и прямых), перпендикулярных к некоторой
окружности 2, а связку третьего типа — как совокупность всех окруж-
окружностей (и прямых), пересекающих некоторую окружность 2 в диа-

диаметрально противоположных точках. По поводу доказательства всех

перечисленных предложений см., например, книгу: Б. Н. Делоне
н О. К. Житомирский, Задачник по геометрии, задачи 273—291

(М. —Л., Гостехнздат, 1950).

244. Докажите, что общие хорды трёх попарно пе-

пересекающихся окружностей пересекаются в одной точке

(черт. 177) или параллельны.

245. Докажите, что общая
хорда двух пересекающихся
окружностей делит пополам отре-

отрезок их общей внешней касатель-

касательной, заключённый между точка-

точками касания.

246. Дана окружность S и

точка М вне её. Через точку М

проводится переменная окруж-
окружность 2, пересекающая 5 в точ-

Черт. 177. кахА, В. Найдите геометриче-
геометрическое место точек пересечения

прямой АВ с касательной к 2 в точке М.

247. Постройте окружность,
а) проходящуючерез две данные точки А и В и касаю-

касающуюся данной окружности (пли прямой) S;

б) перпендикулярнуюк двум данным окружностям 54 и St ¦

ii касающуюся данной окружности (пли прямой) 5.

См. также задачи 496) из § 1 гл. I второй част» книги и 232а)
и 2366) из § 2 настоящей главы (стр. 207 и 208).

г) Связка первого типа называется гиперболической, связка

второго типа — параболической и связка третьего типа—

эллиптической!
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248. Постройтеокружность, проходящую через данную
точку М и

а) перпендикулярнуюк двум данным окружностям 5, и St;
б) перпендикулярнуюк данной окружности St и пересе-

пересекающую другую данную окружность St в диаметрально

противоположных точках;

в) пересекающую две данные окружности 5, и St в

диаметрально противоположных точках.

См. также задачи 234а) — в) из § 2 (стр. 207).

249. Данытри окружности 5„ S, и S3. Постройте окруж-
окружность S,

а) перпендикулярнуюк Slt St и S3;
б) пересекающуюS,, St и St в диаметрально противо-

противоположных точках;

в) такую,что St, St и Sa пересекают .S в диаметрально

противоположных точках.

Cv. также задачу 236а) из § 2 (стр. 208).

250. Даныдве окружности 5, и St. Найдите геометри-
геометрическое место точек М, таких, что

а) разность квадратов длин касательных, проведённых
из М к 5, и к Slt имеет данную величину с;

б) отношениедлин касательных, проведённых из М к S,
и к 5„ имеет данную величину /г.

См. также задачу 88 из § 1 гл. II второй части книги и задачу
260 из § 4 настоящей глапы (стр. 242).

В задачах 250а)-, б) можно также одну из двух окруж-

окружностей 5„ St или даже обе эти окружности заменить точками

(«окружностями нулевого радиуса»); при этом под длиной ка-

касательной, проведённой из М к точке S, следует понимать

просто расстояние между этими точками. Таким образом, эти

задачи являются обобщением следующих более простых задач:

а) найтигеометрическое место точек, разность квадратов

расстояний от которых до двух данных точек постоянна;

б) найтигеометрическое место точек, отношение расстоя-

расстояний от которых до двух данных точек постоянно.

251. Даныдве окружности Sl и St и прямая /, пересе-
пересекающая 5, в точках At и Bl n St в точках Аш и Bt. Дока-
Докажите, что
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а) если / проходит через центр подобия S, и S2, то ка-,

сательные к 5, в точках At и Вх пересекаются с касательными

а)

к S, в точках At n Вг в двух точках, лежащих на радикаль-

радикальной оси S, и S, (черт. 178, с);
б) если / не проходит через

центр подобия 5, и 5„ то касатель-

касательные к 5, в точках А1 и В1 пере-
пересекаются с касательными к 5, в

точках At и Вг в четырёх точках,
лежащих па одной окружности

(черт. 178, б).
252. Теорема Понселе.

Докажите, что если существует

л-угольннк, вписанный в данную

окружность 5 и одновременно опи-

описанный вокруг другой данной

окружности s, то существует бес-

бесконечно много таких л-угольнпков; за вершину каждого
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такого л-угольнпка можно принять любую точку ббльшей
окружности 5 (черт. 179).

См. также выше задачи 219а) и 2206) из § 1 (стр. 191—192).

§ 4. Инверсия (окончание)

Продолжим теперь изучение свойств инверсии.
В § 1 мы видели, что угол между прямыми (или между

прямой и окружностью пли между двумя окружностями) не

меняется при инверсии (см. свойство В инверсии, стр. 181).
Выясним теперь, как изменяет-

изменяется при инверсии расстояние

между двумя точками. Пусть
А и В—яве произвольные
точки плоскости, А' и В— точ-

точки, в которые они переходят gд' "
при инверсии с центром О (от- ц R0
личном от А и от В) и сте-

'

пенью k, которую мы для простоты считаем положительной

(черт. 180). Треугольники ОАВ, и ОВА' будут подобны, так

ПА ПИ'

как /^АОВ= Z.BOA' и ??=?± (ибо ОА-ОА'=

=OB-OB=k). Следовательно,

АВ ОА .,_, ._ ОБ'

Ш
=

О&' откУда АВ==АВ'ОА-

Заменяя здесь Off на^.мы получим требуемую формулу:

Если k отрицательно, то в формуле (*) достаточно только

заменить k на \к\.

253. а) Пусть </„ dt, ds, ...,dn — расстояния от точки

М, расположенной на дуге А1АП окружности, описанной

около правильного /г-угольнпка АгАг ... Ап, до вершин

Alt Аг, Ая, ...,АП этого я-угольника. Докажите, что

1 , 1 I L_l_ J L__l
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[В частности, при я= 3 мы получаем:

1.1 1

откуда

или словами: сумма расстояний от произвольной точки

окружности, описанной около равностороннего треуголь-

треугольника, до двух ближайших вершин треугольника всегда

равна расстоянию до третьей вершины.]
б) Докажите, что если п нечётно, то в обозначениях

задачи а) имеет место равенство

[В частности, при /г = 3 мы приходим к тому же самому

предложению, что и в случае задачи а).]
254. а) Пусть />„ р„ ...,/>,„_„ Р2п

— расстояния от

произвольной точки М окружности S до сторон А^,
A2AS, ..., Ain_lAtn, AinAl вписанного в 5 2я-угольннка
^iW • • • ^sn- Докажите, что

PiPsPb • • • />,„-, =PiPJ>, • • • Ргп-

б) Пусть plt pt, pt, ..., р„
— расстояния от произволь-

произвольной точки М окружности 5 до сторон вписанного в неё

/г-угольннка АхАг\ ... Ап, Я,, Рг, Рв, ..., Рп— расстояния

от точки М до сторон описанного /г-угольника, образован-
образованного касательными к окружности в точках А„ Л„ ...,Ап.
Докажите, что

PiP,P* •••Pn= pip1p, ••• Рп-

255. Пусть alt аг, ...,aa_t, ав
— длины сторон AtAt,

A,AS, AtAt, ..., АпАх л-угольннка AtAtA3 ... АП, вписан-

вписанного в окружность S, н plt pt, ..., р„_,, р0,
— расстояния от

произвольной точки М дуги А1АП окружности до соответ-

соответствующих сторон. Докажите, что

Ро Pi
~*~

Ра
"*" ' " *

Pn-i

'

В частности, если рассматриваемый /г-угольннк
—

пра-

1 1 i I i i1 1
ВИЛЬНЫЙ, ТО —= —-4 V-

. . . -\ .
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256. Пусть Ао, Л„ А,, .... Д, — какие-то п-\-\ точек

окружности 2 радиуса R.

а) Докажите, что если п четно, то всегда можно по-

построить окружности So, St, S2, ..., Sn, касающиеся 1 соот-

соответственно в точках Ао, А1У Аг, ...,Ап и такие, что 5,
касается So и S2, St касается Sl и S3, ,So касается

Sn и St (черт. 181). Выразите радиус окружности So через R
и расстояния между точками Ао, Alt Аг ,Ап.

б) Докажите, что если « нечётно и существуют окруж-

окружности 50, S,, S ,Sa, касающиеся 2 в точках Ао, Alt
А2, ...,АП, такие, что 5, касается So и St, St касается

St и St, ..., So касается Sn и Slt то

t.. .А„_2АП_ГАПАО.

Из выражения для расстояния между точками А' и В,
получающимися при инверсии из данных точек А и В, выте-

вытекает одно интересное следствие. Назовём двойным (или

сложным) отношением четырёх точек A, B,CnD плоскости

положительное число'

A?.AD
ВС' ED
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(сравните с определением двойного отношения четырёх точек

прямой; см. § 2 гл. I, стр. 49). Докажем, что инверсия обла-

обладает следующим свойством:

Г. Двойное отношение четырёх точек плоскости со-

сохраняется при инверсии.
Действительно, пусть точки А, В, С и D переходят при

инверсии в точки А', В1, С и D'. В таком случае формула (*),
стр. 233, даёт

А'С'= AC-
ОАОС'

A'D'=AD.7^7^, BD'=BD-1OA-OD'
-----

OB-OD-

Следовательно,

А'С ACOB A[D_ ADOB
BC~BC'OA' WD~TJD' OA*

откуда
AC .A'D'_AC.AD
BC'BD BC'BD'

что и требовалось доказать (сравните с выводом свойства В

центрального проектирования; см. § 2 гл. I, стр. 49).
Отметим ещё, что свойство Г инверсии не имеет смысла,

если одна из рассматриваемых четырёх точек совпадает с

центром инверсии (так как центр инверсии не переходит

при инверсии ни в какую точку плоскости; см., впрочем,
выше стр. 203).

257. Найдите геометрическое место точек, отношение

расстояний которых от двух данных точек постоянно.

258. Докажите теорему Птолемея: если четырёх-
"

угольник может быть вписан в окружность, то сумма произ-

произведений противоположных сторон этого четырёхугольника
равна произведению его диагоналей.

См. также ниже задачу 269 (стр. 246), а также задачу 86в) из

§ 1 гл. II второй части книги').

J) Ешё одно доказательство и ряд приложений теоремы Птолемея
имеются в цитированной на стр. 606 книге Д. О. Шклярского
и др., Избранные задачи и теоремы, ч. 2.



259J ^ инверсия(окончание) 237

I 259. Воспользуйтесь свойством Г инверсии для решения

| задачи 231 из § 2 (стр. 206—207).

Докажем теперь ещё одно свойство инверсии, которое
можно рассматривать как обобщение свойства Г. Двойным
(или сложным) отношением четырёх окружно-
окружностей 5,, St, S3 и 54 мы будим называть выражение

Ь hi

где, например, /,, есть отрезок общей касательной окружно-
окружностей 5, "и S3 между точками касания, и так же определяются
величины ti3, /,, и /„'). При этом здесь некоторые (или
даже все) из окружностей 5„ S2, S3 и St могут являться
точками (которые можно рассматривать как «окружности ну-
нулевого радиуса»). Если, например, 5, и S2 есть точки, то

tl3 есть просто расстояние StS3 между этими точками; если

5, есть точка, a Ss—окружность, то tl3 есть длина отрезка

касательной, проведённой нз точки 5, к окружности S3.
Имеет место следующее свойство инверсии:

Г. Двойное отношение четырёх окружностей сохраняется

при каждой инверсии, центр которой лежит вне всех этих

окружностей или внутри всех их1).
[При этом если в двойном отношении исходных окруж-

окружностей фигурировала, например, общая внешняя касатель-

касательная окружностей 5, и 5S, то в двойном отношении пре-

преобразованных о'кружностей должна участвовать также общая

*) Принимай за t13 отрезок обшей внешней или общей внутрен-
внутренней касательной окружностей 5, и 5S и аналогично для t23, tu и tti,
мы получим всего 16 различных двойных отношений четырёх данных

попарно непересекающихся окружностей.
') Если центр инверсии О лежит н а какой-либо из рассматривае-

рассматриваемых окружностей, то эта окружность переходит при инверсии в прямую
и свойство Г теряет смысл. Если О лежит вне некоторых рассматри-
рассматриваемых четырёх окружностей и внутри других, то свойство Г тоже

не выполняется. Так, если центр инверсии О лежит вне окружности

St и внутри окружности S3 и эти две окружности лежат одна вне

другой, то при инверсии они переходят в окружности S'3 и S's, лежа-

лежащие одна внутри другой, так что общей касательной окружностей
S' и S' не существует и поэтому двойное отношение преобразованных

окружностей нельзя определить.
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внешняя касательная окружностей S[ и S'3, в которые пере-
переходят St и S3ji т. д.1).]

Свойство Г инверсии остаётся в силе и в том случае,
если некоторые (или даже все) из рассматриваемых окружно-
окружностей заменяются точкам» («окружностями нулевого радиуса»).
В частности, если все окружности заменить точками, то мы

снова приходим к свойству Г (которое, таким образом, дейст-
действительно можно рассматривать как частный случай свойства Г).

Черт. 182.

Для доказательства определим прежде всего, как изме-

изменяется при инверсии длина отрезка общей касательной

двух .окружностей между точками касания. Пусть St
и St—две окружности (ни одна из которых не проходит

через центр инверсии), 5| и S"t —окружности, в которые

переходят при инверсии окружности 5, и 5, (черт. 182).
Центр и степень инверсии мы обозначим соответственно через

О и k, центры окружностей Slt St и S[, S't через О„ О2
') Если окружности все лежат одна вне другой, то при инверсии

с центром вне их сохраняются псе 16 двойных отношений этих

окружностей (см. сноску ') на предыдущей странице).
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и О\, О'г, радиусы этих окружностей через г„ г, и r[, r't.
Мы считаем, что центр инверсии О лежит вне 5, и вне 5,
или внутри .S, и 5„.

Пусть *12 и t\,—длины отрезков общих касательных

окружностей Sx n Sa и окружностей S't u S'2 между точками

касания. Из черт. 183, а, б непосредственно вытекает, что

где знак минус в последней скобке отвечает случаю общей

внешней касательной (черт. 183, с), а знак плюс—случаю

общей внутренней касательной (черт. 183,6). Но

Ofi\= 00! -f- OO\— 200х • 00, cos Z. OfiOt.

Таким образом, получаем:

еи= ОО\ + ОО\— 200, • 00, ¦ cos /_ 0,00,— г\ — r\ ±2rxrv
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или, несколько преобразуя,

l—r\)-
— 200, • ОО^

Совершенно аналогично имеем:

—2оо; • оо; cos /_ о\оо\ ± ir\r\.

Как мы видели' при доказательстве свойства Б4 инверсии

(стр. 178—179), окружность S\ центрально-подобна окруж-
окружности 5, с центром подобия О. При этом коэффициент подобия

равен -г-, где kl — произведение расстояний от О до двух точек

пересечения окружности St с какой-либо секущей, проходя-
проходящей через О, называемое степенью точки О относи-

относительно окружности 5,-(см. определение на стр. 222).
Проведя секущую через центр О, окружности Slt легко

убеждаемся, что

k

(ср. стр. 223). Итак, имеем:

и аналогично

где kt= OO\— г\— степень точки О относительно окруж-
окружности St.

Подставим теперь в формулу для t[\ полученные выра-
выражения OO'V О'О[, <г[ II г\ и воспользуемся тем, что О[ и О'ш
лежат на прямых ООХ и OOt, т. е.

(см. черт. 182I).

ь ь

*) Здесь мы пользуемся тем, что коэффициенты подобия — и —

к, я,
оба положительны или оба отрицательны, так как по условию О лежит

вне 5, и вне S, или внутри S, и внутри Sa.
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Мы получим:

"¦I "а

-*2-2у
• ?-•ОО^ОО, cos ^00,+

РГ >«cos

Учитывая теперь, что

kt-\-kt — 200,-00, cosZ.°,°°2±2г,гг= @0\—г\)-\-
+ {00\—rD-200, ¦ ООг ¦ c

будем иметь:

Отметим, что если одну из двух окружностей 5, и St
заменить точкой (например, считать, что /^ = 0) или даже

заменить точками обе окружности (считать, что г,=г1= О),
то рассуждения, которые привели к формуле (**), оста-

останутся в силе; при этом под степенью А, точки О относи-

относительно точки St надо будет понимать квадрат расстояния

OSl(kl= OO\— г\, где точка О, совпадает с S,, а г,= 0).
Следовательно, и формула (**) остаётся справедливой в том

случае, когда одна из двух окружностей St и Sa или даже

обе они заменяются точками. В частности, если и 5, и St —

точки, то мы снова приходим к формуле (*) (стр. 233), которую,

следовательно, можно считать частным случаем формулы (**).
Заметим ещё, что так как

,_k_ri— h
я,

ТО

!• Ь Ь 1 »• fc Ь гг
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и, следовательно, полученную формулу можно переписать

в виде

/ г г

или в виде

Последнее соотношение означает, что выражение
"

¦

(длина отрезка общей касательной двух окружностей между
точками касания, деленная на среднее пропорциональное

радиусов окружностей) не меняется при инверсии, центр

которой лежит вне обеих окружностей и.ш внутри обеих

окружностей.
Пусть теперь имеются четыре окружности Slt St, S^ и 54

(некоторые из которых могут быть точками); при инверсии
они переходят в четыре окружности (пли точки) S'v Sj, S 
и 5^,. Согласно формуле (**) имеем:

k

откуда сразу получаем:

что нам н требовалось доказать (сравните с доказательством

свойства Г инверсии).

260. Найдите геометрическое место точек Л1 таких,
что отношение длин касательных, проведённых из М к двум

заданным окружностям 5, и 5„ имеет постоянную величину.

См. также задачу 88 из § 1 гл. II второй части книги и задачу 2506)
из § 3 этой главы (стр. 231). Если считать S, и S, «окружностями
нулевого радиуса», т. е. точками, то мы придём к задаче 257.
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Черт. 184.

261. Докажите следующее обобщение теоремы
Птолемея: если окружности S,, Slt S3 и St касаются

одной и той же пятой окружности (или прямой) ? (черт. 184),
то имеет место соотношение

t1j3l~{-tutl3 = tl3t,l,

где tlt есть отрезок общей

касательной окружностей 5,
и ?, и аналогичный смысл

имеют величины /13, tlf, t.3,

[В условии этой задачи

предполагается, что точки Л/„
Л1г, М% и Л/4, в которых ок-

окружности 5,, S2, Sa н 5, каса-

касаются 2, располагаются вдоль

2 в порядке: Л/и Л1г, Л13, М4.
Далее, например, /,, означает

отрезок общей внешней
касательной окружностей

5, и St, если эти окружности имеют одноименное касание с

окружностью 2—обе внешнее или обе внутреннее,— и от-

отрезок общей внутренней касательной в противном случае;
если 2 есть прямая, то /„ означает отрезок общей внешней
касательной 5, и St, когда эти две окружности расположены

по одну сторону 2:, и отрезок общей внутренней касательной

5, и St в противном случае.]

Теорема задачи 261 остаётся справедливой и в том случае,

когда некоторые из окружностей 5„ S,, 5, и S4 заменяются

точками («окружностями нулевого радиуса»). Если все окруж-

окружности S,, St, S3 и St заменить точками, то мы придём к тео-

теореме Птолемея (см. задачу 258).

262. Докажите,что если четыре окружности 5„ S,, S3
и St проходят через одну точку 2, то длины отрезков об-

общих касательных этих окружностей удовлетворяют соотно-

соотношению задачи 261.

Если рассматривать точку как частный случай окружности
(«окружность нулевого радиуса»), то теорему задачи 262
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следует считать частным случаем теоремы задачи 261. Однако
в то время как в формулировке задачи 261 мы объединили

те случаи, когда 2 есть окружность и когда 2 есть прямая

(«окружность бесконечно большого радиуса»), предложение

задачи 262 уже требует отдельного доказательства. Это

связано с тем, что в теории инверсии окружности и прямые

являются равноправными (окружность может при инверсии

переходить в прямую, а прямая
— в окружность), а точки

и окружности не являются равноправными. Соответственно

этому в тех случаях, когда в решении задач используется

инверсия, часто оказывается возможным заменить участвующую
в условии 'задачи окружность прямой (другими словами, рас-

рассматривать прямую как частный случай окружности) или пря-

прямую окружностью, без того чтобы в решении что-нибудь
изменилось. Однако случай, когда вместо окружности в ус-
условии задачи фигурирует точка, всегда требует отдельного

рассмотрения *).
Заметим, что имеет место также и теорема, обратная

предложениям задач 261—262. Л именно, если длины от-

отрезков общих касательных четырёх окружностей удовле-
удовлетворяют соотношению задачи 261, то эти четыре окруж-

окружности обязательно касаются одной и той же питой

окружности или прямой или проходят все через одну
точку (см. задачу 2736) из § 5, стр. 267).

263. Докажите, что если четыре попарно пересекаю-

пересекающиеся окружности 5„ St, St, и 54 касаются одной окружности

пли прямой 2 пли проходят через одну точку 2, то углы

между этими окружностями удовлетворяют соотношению

SHI -^ SHI ^--j-Sin -i*-Sin-^ = Sin -ilsin -f ,

') Исключение составляют формула (**) и свойство Г инверсии,
которые, как было показано выше, сохраняют силу, если часть окруж-
окружностей или все они заменяются точками. Поэтому в задачах, опираю-
опирающихся на формулу (**) или свойство Г, можно часть окружностей
заменить точками. Именно поэтому в формулировке задачи 261 мы

можем считать, что некоторые из окружностей S,, S,, S, и S4 явля-

являются «окружностями нулевого радиуса», т. е. точками. Наоборот, пря-
прямыми окружности S,, Sv Sa и S4 заменить нельзя (ибо формула (**)
и свойство Г инверсии теряют смысл при замене окружностей
прямыми).
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где, например, а12 есть угол между окружностями 5, и S,
(точнее, угол между радиусами этих окружностей, проведён-
проведёнными в точку пересечения).

[Здесь предполагается, что точки касания окружностей
•^1. •$,, ^j " ^4 с окружностью пли прямой 2 расположены
на 2 в том порядке, который оговорён в условии задачи
261; если же 2 есть точка, то радиусы 0,2, О22, Оа2
и О42 окружностей Slt S2, S3, St располагаются вокруг 2
"в порядке: 20„ 20„ 2О3, 2О4.]

Применение линейных преобразований к геометрическим
задачам на доказательство в §§ I—3 предыдущей главы

сводилось чаще всего к упрощению чертежа задачи при по-

помощи подходящим образом выбранного линейного преобразо-
преобразования. По другой линии шло применение полярного преобра-
преобразования плоскости в задачах §4 гл. I: там мы, преобразовывая
чертёж какой-либо известной нам теоремы, приходили к но-

новому предложению, которое уже не нуждалось в доказатель-

доказательстве, так как его справедливость вытекала из справедливости

исходного предложения. Таким образом, основная ценность

полярного преобразования заключалась в том, что с помощью

этого преобразования мы могли получать из каких-либо из-

известных теорем совершенно новые предложения.

В задачах 212—227 из § 1 и задачах 253—263 настоящего

параграфа инверсия использовалась для упрощения чертежа

задачи аналогично применению линейных преобразований
в §§ 1—3 гл. I. Ясно, однако, что это преобразование с ус-
успехом может быть также использовано и для получения новых

теорем из уже известных:, инверсия очень сильно изменяет

чертежи (переводит прямые линии в окружности), и поэтому

полученная таким образом новая теорема может значительно

отличаться от первоначальной. Некоторые примеры такого

применения инверсии дамы в последующих задачах 264—270 ').

264. а) Известно, что геометрическим местом центров

окружностей, одновременно касающихся двух пересекающихся

прямых /, и /8, являются биссектрисы углов, образованных

*) Отметим, что во всех задачах подобного рода, строго говоря,
инверсию надо применять два раза (сравните со сноской на стр. 99).
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этими прямыми. В какое предложение переходит эта теорема,

если преобразовать её чертёж с помощью инверсии?
б) Геометрическим местом центров окружностей, пере-

пересекающих две пересекающиеся прямые lt и /2 под равными

углами, тоже являются биссектрисы углов, образованных
прямыми /, и /2. В какое предложение переходит эта тео-

теорема, если преобразовать её чертеж с помощью инверсии?
в) Постройтеокружность, пересекающую четыре данные

попарно пересекающиеся окружности под разными углами.
265. Вкакое предложение переходит при инверсии тео-

теорема: сумма углов треугольника равна 180°?

266. В какое предложение переходит при инверсии

теорема:

а) высотытреугольника пересекаются в одной точке?

б) биссектрисытреугольника пересекаются в одной точке?

267. Вкакое предложение переходит теорема о прямой
Симеона (см. задачу 85 из § 1 гл. II второй части книги)

при инверсии с центром в точке Р?

268. В какую теорему переходит при инверсии пред-
предложение: окружность есть геометрическое место точек, равно-

равноудалённых от одной точки (определение окружности)?
269. а)В какую теорему переходит при инверсии тео-

теорема: каждая сторона треугольника меньше суммы двух

других его сторон?
б) Докажите теорему, обратную теореме Пто-

Птолемея (см. выше задачу 258, -стр. 236): если сумма про-

произведений противоположных сторон некоторого четырёх-

четырёхугольника равна произведению диагоналей, то вокруг этого

четырёхугольника можно описать окружность.
270. Вкакое предложение переходит при инверсии:

а) теоремаПифагора;
б) теоремакосинусов;
в) теоремасинусов.

Свойство Б инверсии утверждает, что при этом преобра-
преобразовании каждая окружность переходит снова в окружность
(здесь к числу окружностей мы причисляем также и прямые,

которые рассматриваются как «окружности бесконечно боль-

большого радиуса»). Все преобразования плоскости, обладающие
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этим свойством, называются круговыми преобразова-
преобразованиям п. Простейшие примеры круговых преобразований дают
движения и преобразования подобия. При этом и движения

и преобразования подобия переводят также и прямые линии

в прямые линии, т. е. являются одновременно и круговыми и
линейными преобразованиями (см. § 1 гл. I, стр. 26). Инвер-
Инверсия тоже является примером кругового преобразования, однако

более сложного, чем движения или преобразования подобия
(это преобразование уже, разумеется, не является линейным).

Можно показать, что всякое преобразование, одновре-
одновременно и круговое и линейное, есть преобразование подобия,
а всякое круговое преобразование, не являющееся линейным,
можно свести к инверсии. Точнее, имеют место следующие
две замечательные теоремы:

Теорема 1. Всякое круговое преобразование плоско-

плоскости, являющееся одновременно и линейным, есть преобра-
преобразование подобия.

Теорема 2. Всякое круговое преобразование плоскости

или представляет собой преобразование подобия, или мо-

может быть осуществлено при помощи инверсии и последу-
последующего преобразования подобия.

Из теоремы 2 следует, что круговые преобразования пло-

плоскости можно определить как преобразования инверсии,

сопровождаемые ещё, быть может, преобразованием подобия

(см. по этому поводу конец первой части книги, т. I, стр. 67—69).
В частности, отсюда вытекает, что все круговые преобразо-
преобразования обладают свойствами А, Б, В и Г инверсии (см. выше

стр. 176—180 и 236), поскольку и преобразования подобия,
очевидно, обладают этими свойствами. Наконец, теорема 2
позволяет также решить вопрос о сумме двух (или несколь-

нескольких) инверсий: такая сумма должна представлять собой инвер-

инверсию, сопровождаемую преобразованием подобия (поскольку
эта сумма есть круговое преобразование плоскости).

Доказательство теоремы 1. Выше мы уже видели,
что всякое линейное преобразование плоскости представляет собой

параллельное проектирование плоскости на себя, сопровождаемое,
быть может, последующим преобразованием подобия (см. теорему 2

§ 1 гл. I, стр. 26). Таким образом, нам надо только выяснить, в каком

случае параллельное проектирование плоскости на себя переводит
окружности в окружности.

Совершенно очевидно, что при параллельном проектировании
плоскости п на параллельную ей плоскость к' каждая окруж-
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ность плоскости я переходит в окружность плоскости п': действитель-
действительно, такое параллельное проектирование представляет собой не что иное,

как параллельный перенос плоскости п в пространстве в направлении
проектирования до совмещения её с я'1) (черт. 185, я). С другой сто-

стороны, если плоскость к не параллельна п', то параллельное

9

Черт. 185.

проектирование не может перевести окружность в окружность. Дей-
Действительно, при таком проектировании диаметр окружности, парал-
параллельный линии пересечения плоскостей пил', переходит в отрезок
той же самой длины, а остальные диаметры перейдут в отрезки дру-
другой длины; следовательно, кривая, в которую перейдёт окружность,
уже не будет окружностью (черт. 185, б). Таким образом, для того

чтобы параллельное проектирование плоскости на себя перево-
переводило окружности в окружности, необходимо, чтобы новое поло-

См. сноску на стр. 18.
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женив плоскости, пз которого производится проектирование на
её первоначальное положение (см. выше стр. 25), было параллель-
параллельно первоначальному положению. А так как в этом случае параллель-
параллельное проектирование можно заменить параллельным переносом плоско-
плоскости в пространстве, то такое параллельное проектирование плоскости
ла себя будет равносильно некоторому движению. Отсюда н из тео-

теоремы 2 § 1 гл. I следует теорема I.

Доказательство теоремы 2. При доказательстве тео-

теоремы 2 (которое значительно сложнее доказательства теоремы 1)
основную роль играет стереографическая проекция сферы па пло-

плоскость (см. § 3 гл. I, стр. 71). Особенно важным оказывается дока-
доказанное в § 3 гл. I основное свойство стереографической проекции:
стереографическая проекция переводит каждую окружность
плоскости (к которым, как и всюду и настоящем параграфе, причи-
причисляются также и прямые) в окружность сферы (см. теорему 2 § 3
гл. I. стр. 71—72).

Пусть К есть какое-нибудь преобразование плоскости г.. Спроек-
Спроектировав при помощи стереографической проекции плоскость п на

сферу о, мы получим некоторое преобразование К сферы о, отвечаю-
отвечающее преобразованию К плоскости. Так, например, вращению плоско-
плоскости - вокруг точки А, в которой сфера о касается плоскости г., отве-

отвечает вращение о вокруг диаметра, проходящего через точку А (черт.
186, а); параллельному переносу гс в каком-то направлении а соответ-

соответствует преобразование о, при котором каждая точка сферы сдвигается
по кругу, проходящему через центр проекции и расположенному в

плоскости, параллельной направлению а (черт. 186, б). Из основного

свойства стереографической проекции следует, что если преобразова-
преобразование К плоскости являлось круговым, то преобразование К сферы
тоже будет круговым, т. е. будет персподпть каждую окружность
сферы снова в окружность. Обратно, из того, что преобразование К
сферы является кругопым, следует, что и отвечающее ему преобра-
преобразование К плоскости является круговым.

Пусть теперь К — некоторое круговое преобразование плоскости п,

К — отвечающее ему круговое преобразование сферы о. Если пре-

преобразование К оставляет на месте центр проекции О, то К есть

преобразование подобия.

Действительно, в § 3 гл. I мы видели, что прямые плоскости п

переходят при стереографической проекции в окружности сферы о,

проходящие через О (см. черт. 53 на стр. 72). Преобразование К

сферы о, оставляющее точку О на месте, переводит, очевидно,

каждую окружность, проходящую через О, снова в окружность,

проходящую через О. Отсюда следует, что преобразование К пло-

плоскости гс переводит каждую прямую этой плоскости снова в

прямую, т. е. является одновременно круговым и линейным. А это

возможно только в том случае, если К есть преобразование подобия
(см. теорему1). _

Предположим теперь, что круговое преобразование К сферы о не

оставляет точку О на месте. Обозначим через О, точку, которую пре-

преобразование К переводит в точку О, и через Ь — диаметральную
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плоскость сферы, перпендикулярную к отрезку ОО1 (черт. 187). Пусть
I — симметрия сферы о относительно плоскости с (т. е. I есть преоб-
преобразование сферы о, переводящее каждую_точку М в точку М, симме-

симметричную М относительно плоскости I). I есть круговое преобразова-

а]

Черт. 186.

ние сферы, тоже переводящее точку О, в точку _О. Обозначим

далее через К, такое преобразование сферы, что К можно пред-
представить как сумму преобразований I и Kt (т. е. преобразование К
получается, если последовательно осуществить два преобразова-



ИНВЕРСИЯ (ОКОНЧАНИЕ) 251

иия I н Kj*)). Нетрудно видеть, что К, есть тоже круговое преобразование
сферы: если 6", есть окружность сферы, в которую переводит преобразо-
преобразование I окружность S, а К переводит S в S', то К, переводит 5, в S'7

Кроме тою, преобразование К, оставляет точку О на месте (ибо К
и I переводят О, в одну и ту же точку О).

Из того, что К можно представить в виде суммы преобразова-
преобразований I и К,, следует, что исходное круговое преобразование К
плоскости можно представить в виде суммы преобразований I и К„

Черт. 187.

отвечающих в силу стереографической проекции соответственно

преобразованиям I и К,. Так как преобразование К, оставляет центр

проекции О на месте, то К, есть преобразование подобия (см. выше).
Докажем, что I представляет собой инверсию; этим будет завершено
доказательство теоремы 2.

Пусть ? есть окружность, по которой пересекает сферу плоскость 8,
S — окружность плоскости, в которую_ переходит 25 при стереогра-
стереографической проекции. Так как симметрия I оставляет все точки 2 па

месте, то при преобразовании I каждая точка окружности S перехо-

переходит в себя. Далее, так как при симметрии I две полусферы, на ко-

которые делится сфера плоскостью о, переходят друг в друга, то

преобразование I переводит внешность окружности 2 во внутреннюю
область этой окружности, и наоборот. Докажем, что каждая окруж-
окружность S, перпендикулярная к ?, переходит при преобразовании I в себя.

Пусть S есть некоторая окружность сферы, перпендикулярная

к_ окружности 2 (черт. 188); это значит, что плоскость окружности
S перпендикулярна к плоскости 8. Обозначим через S окружность

') Другими словами: если Ж, есть точка сферы а, в которую

переводит преобразование I некоторую точку М, а К переводит М

в точку ЛГ, то К, переводит Мх в М.'.
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(или прямую) плоскости, в которую переходит S при стереографиче-
стереографической проекции. Очевидно, что при симметрии I окружность S пере-
переходит сама в себя; следовательно, преобразование I переводит в себя

S. Покажем, что окружность S перпендикулярна к окружности 2.

Пусть ВТ и ВТ^—касательные к окружностям X и S в точке В их

пересечения; ВТ^\_ВТ. При центральном проектировании с центром

в точке О прямые ВТ и BTt переходят в касательные ВТ и ВТ1
к окружностям ?, соответственно S, в точке их пересечения В. Точки

пересечения ВТ и ВТг с плоскостью г. обозначим через Р и Q;

Черт. 188.

пусть ещё C*j— точка пересечения BTt с плоскостью it,, параллельной г.

и проходящейJ4epe3 О^плоскость 71,-не изображена иа чертеже). Так как

треугольники BOQt и BBQ подобны (ибо Qfi\\QB как линии пересече-

пересечения плоскости BQB с двумя параллельными плоскостями гс, и г)

tiQJi^Qfi (как две касательные •
к сфере о, проведённые нз

точки C*i). то QB=QB\ точно так же показывается, что РВ=РВ.

А теперь из равенства треугольников PBQ и PBQ заключаем, что')

т. е. что окружности S и S перпендикулярны.
Таким образом, мы видим, что при преобразовании I все точки

окружности ? остаются иа месте и каждая окружность S, перпенди-

') Доказательство равенства углов ТВТ1 и TBTV разумеется, со-

сохраняет силу и в этом случае, когда' угол ТВТг не прямой. Отсюда
следует, что угли между окружностями при стереографической
проекции сохраняются (т. е. угол кежду двумя окружностями 2 v S

сферы о равен углу между окружностями или прямыми 2 и S плоскости я,
в которые они переходят). [Вообще стереографическая проекция
есть конформное отображение сферы о на плоскость я в смысле

определения, приведённого э сноске на стр. 183.]
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кулярная к ?, переходит в себя1). Следовательно, совокупность
окружностей, перпендикулярных к ? и проходящих через фиксирован-
фиксированную точку А (см. выше черт. 127, стр. Г72), переходит в себя. Отсюда,
учитывая, что внешность окружности X переходит во внутренность X
и наоборот, мы с необходимостью заключаем, что точка А при пре-

преобразовании I переходит в точку А', симметричную А относительно
?, т. е. что I есть симметрия относительно окружности X.

Отметим ещё, что наличие на плоскости особой точки,
не переходящей при симметрии относительно окружности ни

в какую точку плоскости, не позволяет, строго говоря, счи-

считать инверсию преобразованием плоскости в обычном смысле

этого слова (обычно от преобразования плоскости требуют,
чтобы оно переводило каждую точку А в какую-нибудь точ-

точку А'). Соответственно этому формулировка основной тео-

теоремы 2 не является вполне аккуратной. Впрочем, нетрудно
понять, что преобразование плоскости в обычном смысле нико-

никогда не может переводить окружность (являющуюся замкну-
замкнутой кривой) в прямую (незамкнутую кривую); поэтому все

преобразования плоскости в обычном смысле этого слова,

которые переводят окружности и прямые снова в окружности
и прямые (т. е. являются круговыми прсобразованнями), пере-
переводят прямые линии в прямые линии и окружности в окруж-

окружности, т. е. являются преобразованиями подобия (см. тео-

теорему 1). То, что мы выше называли круговыми преобразова-
преобразованиями, можно было бы вполне строго определить аналогично

обобщённым линейным преобразованиям (см. § 2 гл. I, стр. 6S)
как преобразования, переводящие некоторую область й пло-

плоскости в другую область Q' и каждую окружность или пря-

прямую, пересекающую У, в окружность или прямую, пересе-

пересекающую Q' (обобщённые круговые преобразова-
н н я) *). Мы не остановимся подробнее на этом вопросе.

*) Нетрудно видеть, что каждая окружность плоскости, перпен-

перпендикулярная к 2, может быть получена стереографической проекцией
нз некоторой окружности S, перпендикулярной к S (это следует, на-

например, из того, что таким образом можно получить окружность,

перпендикулярную к S и пересекающую S в произвольной наперёд
заданной паре точек); отсюда следует, что каждая окружность,
перпендикулярная к Е, переходит при преобразовании 1в себя.

*) Вполне строго было бы также говорить о круговых преобра-
преобразованиях конформной плоскости (см. сноску на стр. 203); не-

неявно мы именно так и поступали во всех предыдущих рассуждениях
(отметим, что стереографическая проекция есть отображение точек

сферы о на точки конформной плоскости г.— в «бесконечно

удалённую» точку плоскости п переходит точка О сферы).
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§ 5. Осевые круговые преобразования

А. Расширение

В начале этого параграфа мы рассмотрим одно простое

преобразование, иногда оказывающееся полезным при решении

геометрических задач. По своим свойствам это преобразова-
преобразование значительно отличается от всех тех, которые мы изучали

до этого.

Вспомним следующую известную задачу, решение которой
изложено в школьном учебнике геометрии Киселёва: по-

построить общую касательную к двум данным окружностям.

Черт. 189.

Решение этой задач» заключается в следующем. Предполо-
Предположим, что задача решена (черт. 189, а; для определённости
мы здесь ограничиваемся случаем общей внешней касатель-

касательной). Теперь преобразуем наш чертёж, уменьшив радиусы а

и b (a<^b) данных окружностей 5, и 52 на одну и ту же

величину а, а центры их оставив прежними; при этом окруж-
окружность St перейдёт в точку S[, а окружность Ss — в окруж-
окружность Sj радиуса b— а (черт. 189, б). Очевидно, что каса-

касательная /', проведённая из точки S[ к окружности S't, парал-
параллельна общей касательной / окружностей 5Х и 52 и расстоя-
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нне между / и /' равно а. Прямую /' нетрудно построить,
используя известное построение касательной, проведённой
к дайной окружности из данной точки; после этого легко
найти и искомую прямую /, сдвинув прямую /' на расстояние а
в направлении, перпендикулярном к /'. -«

Преобразование, переводящее черт. 189, б в черт. 189, о,
называется расширением на величину а; это преоб-
преобразование чертежа заключается в том, что радиусы всех

окружностей увеличиваются на одну и ту же величину а

(так что точки, которые можно рассматривать как окружно-
окружности нулевого радиуса, переходят в окружности радиуса а),
а все прямые сдвигаются в направлении, перпендикулярном
к ним, на расстояние а. Преобразование, переводящее

черт. IS9, а в черт. 189, б называется расширением на

отрицательную величину
— а («сжатием»); при этом преобра-

преобразовании радиусы всех имеющихся на чертеже окружностей

уменьшаются на одно и то же число а.

Теперь, прежде чем идти дальше и изучать свойства рас-

расширения, нам необходимо остановиться на одном обстоятель-

обстоятельстве, весьма существенном для всего дальнейшего содержания
этого параграфа. Дело в том, что данное нами определение

расширения без дополнительных разъяснений не имеет смысла.

Во-первых, это определение не

объясняет, во что переходят при

расширении на отрицательную ве-
^

личину —а (т. е. при сжатии)
окружности, радиусы которых
меньше а (например, точки). Но Черт.190.
если даже ограничиться пока лишь

расширениями на положительную величину, то и здесь не вей

оказывается в порядке. Действительно, мы говорили, что при

этом преобразовании к'аждая прямая сдвигается перпендику-

перпендикулярно к себе на расстояние а. Но ведь прямых, отстоящих от

данной прямой / на расстояние а, имеется не одна, а две

(черт. 190). Как же определить, в какую именно из этих

двух прямых переходит прямая / при расширении?
В выше разобранной задаче (черт. 1S9) этот вопрос ре-

решался тем, что прямая / касалась окружности S2: мы сдви-

сдвигали её так, чтобы после этого она касалась «расширенной»
(в этом случае на самом деле «сжатой») окружности Б'г.
Однако ясно, что в общем случае это не есть решение
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вопроса. Если рассмотреть черт. 191, а, где прямая / касается

сразу двух окружностей, то здесь мы должны бы были пред-

предположить, что при расширении чертежа прямая < раздваи-

раздваивается», переходя сразу
•

в две различные прямые 1\ и Гг
(черт. 191, б). Кроме того, мы совсем не можем определить,
в какую прямую переходит при расширении прямая, не ка-

касающаяся ни одной окружности чертежа. Таким образом, если

мы хотим научиться применять расширение к любому чертежу,
то мы обязаны дополнить данное выше определение и, помимо

задания величины а, на которую сдвигается каждая прямая,

указать ещё, в какую сторону эта прямая сдвигается.

Черт. 191.

Обе стороны, в которые можно сдвигать заданную пря-

прямую, совершенно равноправны, и у нас нет никакой воз-

возможности выделить какую-либо одну из них. Для того

чтобы иметь возможность различать два направления, перпен-

перпендикулярных к данной прямой, надо предварительно задать

направление этой прямой; только после этого стано-

становится возможным говорить о сдвиге прямой «вправо» или

«влево» (аналогично тому, как для того, чтобы иметь воз-

возможность говорить о «правой» и «левой^> сторонах улицы,
необходимо предварительно указать,' в каком направлении
движется по этой улице человек). Прямая, на которой выде-

выделено определённое направление (на чертежах обычно обозна-
обозначаемое стрелкой), называется направлен но й прямой
или осью; мы будем чаще употреблять первое название.

Таким образом, для того чтобы определить полностью преоб-
преобразование расширения, необходимо привлечь понятие направ-

направленных прямых. Если считать, что все прямые чертежа явля-

являются направленными, то можно условиться, что при расши-

расширении на положительную величину а каждая прямая
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сдвигается перпендикулярно к себе самой на расстояние а

в определённом направлении (например, вправо, как мы

и будем считать во всём дальнейшем); при этом каждая

(направленная) прямая перейдёт во вполне определённую

(направленную) прямую и никакие две различные (направлен-

(направленные) прямые не перейдут в одну и ту же (направленную)

Г* ^ 7;
Черт. 192.

прямую. Ясно, что две прямые /, н lt, отличающиеся только

своим направлением, перейдут при расширении в две раз-

различные прямые 1[ и 1\ (черт. 192, а); таким образом, мы

получаем возможность объяснить «удвоение» прямой / при

расширении черт. 191, о. Обратно, в две прямые l[ н Г2, отличаю-
отличающиеся только направлением, при расширении переходят две

различные прямые /, и /. (черт. 192, б); следовательно, при
расширении различные по положению на плоскости прямые

могут «сливаться».

Необходимость пведення направленных прямых можно пояснить

ещё так. Предположим, что горизонтальная прямая при расширении

сдвигается на расстояние а вверх. Естественно требовать, чтобы

прямые, соседние с горизонтальной (т. е. прямые, пересекающие гори-
горизонталь под очень малыми углами), сдвигались также в направлении,

близком к направлению вверх, а не в противоположном направлении
(требование непрерывности преобразования). Теперь точно так
же можно определить направление, в котором должны сдвигаться

прямые, близкие к этим близким к горизонтали прямым, и т. д. Рас-

Рассмотрим пучок прямых, получающихся из горизонтали вращением ее

в направлении против часовой стрелки на всевозможные углы от 0э

до 180° (черт. 193). Если требовать, чтобы соседние прямые сдвига-
сдвигались в близких направлениях, то из того, что горизонтальная прямая
сдвигается вверх, однозначно определится направление сдвига всех

прямых пучка: соседние с горизонталью прямые должны будут сдви-
сдвигаться вверх н слегка налево (здесь слово «налево» означает, разу-
разумеется, не «налево относительно прямой», так как прямая считается

ненаправленной, а «налево относительно человека, смотрящего на пло-

плоскость»), прямая, образующая с горизонталью угол 45 , должна будет
сдвигаться вверх и налево, вертикальная прямая

— точно налево,

9 И. М. Яглом



258 КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

прямая, образующая с горизонталью угол 180° (т. е. та же г о р н з о н-

т а л ь),— точно вниз. Итак: если требовать, чтобы расширение было
непрерывным преобразованием (а не непрерывные преобразования, при
которых соседние точки или соседние прямые расползаются в

совершенно различных направлениях, в геометрии не могут быть

интересными), то горизонтальная прямая при расширении обязана сдви-
сдвигаться одновременно и вверх и вниз: иначе мы не сможем объяснить,

как преобразуется черт. 193. Един-
Единственный выход из этого затруд-
затруднения: считать прямые «двойными»,
т. е. различать их не только по
положению на плоскости, но ещё
и «по направлению». Если ввести
такое условие, то при повороте на
180° направленная горизонтальная
прямая перейдёт в прямую с про-
противоположным направлением, сдви-

сдвигающуюся при расширении в про-

противоположную сторону (вниз), что

нам и требовалось.

В дальнейшем на всём про-

протяжении этого параграфа мы

Черт. 193. подсловом «прямая» всегда бу-
будем подразумевать направлен-

направленную прямую («ось»); при этом прилагательное «направленная»
часто будет опускаться. [Исключение составляют формули-
формулировки задач этого параграфа, где прямые считаются нена-

ненаправленными.] Две направленные прямые мы будем называть

параллельными только в том случае, если они парал-

параллельны в обычном смысле и одинаково направлены (черт. 194, а);

Черт. 194.

таким образом (направленные) прямые, изображённые на

черт. 194, б, не считаются параллельными. Углом между
двумя направленными прямыми мы будем называть угол, опре-
определяемый лучами, соответствующими направлениям этих

прямых, указанным стрелкой (черт. 195, а). В то время как

\глу между двумя ненаправленными прямыми можно но желанию

приписывать одно из двух значений (угол АОС или АОВ на
'

черт. 195, б), угол между двумя направленными прямыми
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всегда имеет одно определённое значение (разумеется, с точ-

точностью до слагаемого, кратного 360°).
Введение направленных прямых устраняет первое из двух

затруднений, возникших в связи с приведённым в начале

параграфа определением расширения. Теперь можно следую-
следующим образом уточнить это определение: расширением на

положительную величину а называется такое преобразо-
преобразование чертежа Т, состоящего из некоторого числа окруж-
окружностей и направленных "прямых (осей), при котором каждая

окружность заменяется окружностью с тем же центром
и радиусом, на а большим первоначального^ (в частности,
точки, которые здесь рассматриваются как окружности радиуса

нуль, переходят в окружности радиуса а), а каждая (направ-

(направленная) прямая сдвигается вправо на расстояние а. Однако
пока мы ещй не можем определить расширения на отрица-

отрицательную величину —а, так как не ясно, как можно умень-

уменьшить на а радиус окружности, если он с самого начала был

меньше а. Формально следует считать, что окружность

радиуса г<^а при расширении на отрицательную величину — а

перейдёт в окружность отрицательного радиуса г — а=

=—(а— г), но пока не ясно, что это должно означать.

Выход из положения здесь подсказывается тем, как было

устранено выше затруднение с преобразованием при расши-

расширении прямых линий. Будем считать, что все окружности пло-

плоскости являются сдвоенными: каждым положению центра

и радиусу отвечают две окружности противоположных

направлений. На чертежах направление окружности (как
и направление прямой) мы будем обозначать стрелкой;

окружности с указанным направлением будем называть н а-

правленными окружностями или циклам и (мы
будем чаще употреблять первое название). Примем какое-то

определённое направление (например, направление против
часовой стрелки, как мы будем считать во всём даль-

дальнейшем) за положительное, а противоположное ча-

9*
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правление (по часовой стрелке) — за отрицательное.

Раднус положительно направленных окружностей условимся

считать положительным, а раднус отрицательно направленных

окружностей— отрицательным.

Теперь мы можем дать

окончательное определение рас-

расширения. А именно, расшире-
расширением на величину а (а может

быть как положительным, так и

отрицательным) мы будем на-

зывать такое преобразование
чертежа, состоящего из на-

направленных прямых (осей) и на-

направленных окружностей (цик-

(циклов), при котором каждая

(направленная) окружность с

центром О и радиусом г пере-
переходит в (направленную) окруж-
окружность с тем же центром О

и радиусом r-j-a, а каждая

(направленная) прямая сдви-

сдвигается вправо на расстояние а.

При этом под сдвигом на

отрицательное расстояние

— а мы будем подразумевать
сдвиг на расстояние а ъ об-

обратном направлении

(т.е. влево). Если расширение
на величину а переводит чертёж Т в новый чертёж 7", то, оче-

очевидно, обратно, чертёж V переходит в Т при расширении на

величину —а. Легко видеть, что при расширении две на-

направленные окружности S, и 5„, отличающиеся только на-

направлением (т. е. окружности радиусов г и —г), переходят
в две различные окружности S[ a S'2 радиусов г-\-а и

— г-\-а (окружность «раздвоилась»; см. черт. 196, о, б, где

отдельно изображены случаи а<^г и а*^>г); обратно, в две

окружности S[ и S't, отличающиеся только направлением,

переходят при расширении две различные окружности 5, п S2.
В дальнейшем на всём протяжении этого параграфа мы

под словом «окружность» всегда будем понимать направлен-

направленную окружность («цикл»); при этом прилагательное «направ-

Чсрт. 196.
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ленная» мы будем часто опускать. [Исключение составляют

формулировки задач этого параграфа, где окружности счи-

Черг. 197.

таются ненаправленными.] Две (направленные) окружности или

(направленную) окружность и

(направленную) прямую мы бу-
будем называть к а с а ю щ и м н-

ся только в том случае, если

их направления в точке каса-

касания совпадают (черт. 197, а);
таким образом, окружность и

прямую или пары окружностей,

изображённые на черт. 197, б,
мы не будем считать касаю-

касающимися. При этих условиях

две (направленные) окружности
не могут иметь более двух

общих касательных; в случае,
если окружности имеют одина-

одинаковое направление, это будут
общие внешние касательные

(черт. 198, а), а если окружно-
окружности имеют противоположные направления,— общие внутренние
касательные (черт. 198, б). Точки в этом параграфе мы будем
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всегда рассматривать как «циклы нулевого радиуса»; пр» этом

направления точки, разумеется, не имеют (негде поставить

стрелку!). Мы будем считать, что окружность (или прямая)
«касается» точки А, если она проходит через А.

Перечислим теперь основные свойства расширения.
А. Касающиеся окружность и прямая переходят при

расширении в касающиеся окружность и прямую (черт. 199).

\.

Черт, 199.

Доказательство свойства А (довольно очевидного из

черт. 199, с, 6) состоит в следующем. Будем считать рас-

расстояние от точки до направленной прямой положитель-

положительным, если точка расположена

слева от прямой, и отри-
отрицательным— в противном

случае; это условие будет при-

меняться и в дальнейшем изложении. В таком случае условие
касания (направленной) окружности и (направленной) прямой
состоит в том, что расстояние от центра окружности до

прямой равно (положительному или отрицательному) ра-
радиусу окружности (черт. 199, а, б). Но при расширении
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на величину а и расстояние от центра окружности 5 до пря-
прямой / и радиус 5 увеличиваются на одно и то же число а.

Отсюда следует, что условие касания прямой « окружности
при расширении сохраняется.

Б. Касающиеся окружности переходят при расширении
в касающиеся окружности (черт. 200).

Доказательство свойства Б (довольно очевидного из

черт. 200, а, б) состоит в следующем. Легко проверить, что

две (направленные) окружности касаются в том и только

в том случае, если рас-
расстояние между центра-
центрами окружностей равно
разности их радиусов
(черт. 200, а, б). Но при

расширении радиусы всех

окружностей увеличива-
увеличиваются на одну и ту же

величину а, а расстояния

между центрами остаются

прежними. Отсюда сле-

следует, что условие каса-

касания двух окружностей при /

расширении сохраняется. /
Для того чтобы лучше!

уяснить себе всё сказанное, \
рассмотрим снова задачу о \

проведении общей касатель- \
ной к двум окружностям S,
и S, радиусов а и Ъ. Мы

будем считать, что окруж-
окружности являются направлен-

направленными; при этом числа а и Ь

могут быть как положитель-

положительными, так и отрицательными. В случае, когда an b имеют одинаковые

знаки (черт. 201, а), согласно определению касательных к направлен-

направленным окружностям мы должны рассматривать общие внешние каса-

касательные; в случае, когда а и Ь имеют разные знаки (черт. 201, б), мы
будем искать общие внутренние касательные. Для решения задачи
достаточно произвести расширение на величину —а или —Ь. Это

расширение переводит одну из двух окружностей в точку, после чего

задача об отыскании общей касательной двух окружностей сводится
к задаче об отыскании касательной, проведённой из данной точки к

дайной окружности. На этом примере хорошо заметна выгода, кото-

которую приносит введение направленных прямых и окружностей; разные
случаи, изображаемые черт. 201, а и б, описываются теперь совер-
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шенно одинаково (в «Геометрии» Киселёва случаи, изображённые на

черт. 201, а, б, разумеется, рассматриваются отделыго).

Прежде чем перейти к третьему свойству расширения,
нам надо будет ввести понятие касательного расстоя-

расстояния, которое будет играть большую роль с этом параграфе.

Касательным расстоянием двух окружностей 5, и S2 на-

называется длина отрезка общей касательной этих окруж-

окружностей между точками касания (черт. 202, а). Касатель-

Касательному расстоянию двух ненаправленных окружностей можно

приписать два разных значения (АВ или CD на черт. 202, б);
однако касательное расстояние направленных окружностей
(циклов) имеет строго определённое значение, поскольку на-

направленные окружности могут иметь не более двух общих
касательных и длины отрезков этих касательных равны между
собой (см. выше черт. 198). [Напомним, что аналогично

этому углу между ненаправленными прямыми можно припи-

приписать два значения, а угол между направленными прямыми

определяется однозначно; см. выше стр. 259, черт. 195, а, б.]
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В случае, если две (направленные) окружности не имеют об-

общих касательных (например, если одна из них заключена

внутри другой), эти окружности не имеют касательного рас-

расстояния (аналогично тому, как нельзя определить угол между
непересекающимися окружностями). Касательное расстояние

двух направленных окружностей равно нулю в том и только

в том случае, если эти окружности касаются (см. пыше

черт. 197, а; аналогично этому угол между окружностями
равен пулю в том и только в том случае, если окружности

касаются); касательное расстояние окружностей, изображён-
изображённых на черт. 197, о, которые мы условились не считать

касающимися, отлично от нуля (оно равно АВ для первой
пары изображенных на

этом чертеже окружно-
окружностей п не существует
для второй пари).

Нетрудно видеть, что

если радиусы двух (на-
(направленных) окружностей
S, и S. равны гх и гг,
а расстояние между их

центрами равно d, то

касательное расстояние
t этих окружностей

равно

В

(для доказательства до-
достаточно применить тео-

теорему Пифагора к треуголь-

треугольнику ОгОгР черт. 203;

черт. 203, а и б отдельно

изображают случаи, когда

г, и гг имеют одинаковые и различные знаки). Из этой фор-
формулы, в частности, следует, что две окружности S1 и St
касаются (т. е. касательное расстояние t этих окружностей
равно нулю) в том и только в том случае, если

т. е. если расстояние d между их центрами равно разности

Радиусов (см. выше, стр. 263).
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Отметим теперь следующее важное свойство расширения.
В. Если расширение переводит (направленные) окружно-

окружности Sl и St в (направленные) окружности S[ и S't, то ка-

касательное расстояние ( окружностей S\ и S't равно каса-

касательному расстоянию t окружностей St и St (черт. 204).

Черт. 204.

Действительно, согласно определению расширения радиу-

радиусы г[ и г\ окружностей S't u S't равны соответственно гх-\-а
и гж-\-а, где а есть величина расширения, а расстояние d

между нх центрами равно расстоянию d между центрам» S, и

St. Отсюда получаем:

f=Yd"- (г; - гу=VtP - [(г,+ а) - (г,+а)]'=

что и требовалось доказать.

Свойство В преобразования расширения является обобще-
обобщением свойства Б (которое можно сформулировать следующим
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образом: если касательное расстояние двух направленных
окружностей равно нулю, то касательное расстояние
преобразованных окружностей тоже равно нулю).

271. Применитерасширение для решения задачи 49в) из

§ 1 гл. I второй части книги (см. т. I, стр. 82).
272. Примените расширение для решения задачи Апол-

Аполлония (задача 237а) из § 2, стр. 208).
273. а)Примените расширение для решения задачи 261

из § 4 настоящей главы (стр. 243).
б) Докажите теорему, обратную предложениям задач 261

и 262: если касательные расстояния четырех окружностей
•S,, Slt Sa и St связаны соотношением

==
МЗ 14

(ПЛИ *»A1+'m'm='iA» 11Л» 'ii'm+'i»'m = ',Ai). то

эти окружности или все касаются одной и той же пятой

окружности, или касаются одной прямой, пли проходят через

одну точку.

[Здесь tlt означает касательное расстояние окружностей
5, и St н аналогичный смысл имеют величины tlt, tlt, tt3,
ttt и tst. При этом, если, например, tlt n tl3 — отрезки
одноимённых общих касательных 5, н St, соответст-

соответственно 5", и 5", (т. е. оба — отрезки общих внешних каса-

касательных или оба — отрезки общих внутренних касательных),
то под /гз надо понимать отрезок общей внешней каса-

касательной St и Ss; если же tlt a tlt — отрезки разноимён-
разноимённых общих касательных (т. е. одной внешней и одной

внутренней), то под t13 надо понимать отрезок общей внут-

внутренней касательной St п Sa; точно так же, если /,, и

tlt — отрезки одноимённых (разноимённых) общих касатель-

касательных, то tlt есть отрезок общей внешней (внутренней) каса-

касательной St и St и т. д.]
274. Воспользуйтесьрезультатом предыдущей задачи для

доказательства теоремы задачи 222 из § 1 (стр. 193).
275. Докажите,что если даны четыре окружности 5„

5„ 5, и St, касающиеся каких-то трёх фиксированных
окружностей 2,, 2, и 23, то эти четыре окружности каса-

касаются также и некоторой четвёртой окружности 2.



268 КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

[В условии задачи 275 некоторые (или все) из окруж-
окружностей 2,, 2t и 13 можно заменить прямыми («окружностями
бесконечно большого радиуса») или точками («окружностями
нулевого радиуса»); окружность 2 тоже может оказаться

прямой или точкой '). В том случае, когда ?,, 22 и 23 —
три прямые, окружность X совпадает с окружностью девяти

точек треугольника, образованного этими прямыми (см. за-

задачу 274).]
Введение направленных прямых н окружностей не только необхо-

необходимо для рассмотрения тех преобразований, которым посвящен этот

параграф, но часто оказывается полезным и в других вопросах (см.,
например, стр. 24—25 и 33 первого тома книги). Определенным преиму-
преимуществом направленных прямых является то, что угол между ними

определяется однозначно; также и то обстоятельство, что две иаправ-

Черт. 203.

ленные окружности не могут иметь больше одной пары общих каса-

касательных, в некоторых случаях существенно упрощает дело. Так, тре-*
угольник, стороны которого считаются ненаправленными, имеет шесть

биссектрис: три внутренние и три внешние, пересекающиеся по три

в четырёх точках — центрах четырёх «вписанных» окружностей, ка-
касающихся всех сторон треугольника (черт. 205, а); эта довольно слож-
сложная конфигурация значительно упрощается, если принять стороны
треугольника за направленные прямые,— тут остаются всего три бес-

') Некоторые из окружностей S,, S2, S3 и St тоже могут являться

точками.
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сектрисы и одна «описанная» окружность (черт. 205, б)*). [Предостав-
[Предоставляем читателю самостоятельно выяснить, как упрощаются при введе-

введении направленных прямых довольно сложные теоремы, фигурирующие
о решении задачи 1726).] Две направленные окружности имеют один

центр подобия (а не два!): это будут внешний центр подобия для оди-

одинаково направленных окружностей и внутренний центр в противном

Черт. 206.

случае; соответственно этому три направленные окружности имеют

три попарных центра подобия, которые лежат на одной прямой — (един-
(единственной!) оси подобия этих трех окружностей (сравните черт. 206
со значительно более сложным черт. 72 на стр. 94 первого тома книги).

Формулировки теорем, составляющих содержание задач 261, 262, 273
и ряда последующих задач, значительно упрощаются, если считать

фигурирующие в этих теоремах окружности направленными; при этом
становятся излишними довольно громоздкие разъяснения, приведённые
в конце условий задач. Число примеров подобного рода можно еще

увеличить.

Наконец, отметим ещё одно обстоятельство, чрезвычайно важное

для всего содержания этого параграфа. Свойства направленных пря-
прямых не только во многом проще свойств обыкновенных (ненаправ-
(ненаправленных) прямых; они также больше напоминают свойства

*) Биссектрису угла между двумя направленными прямыми можно

определить как (направленную) прямую, образующую равные углы
с обеими сторонами угла, или как геометрическое место точек, рас-

расстояния от которых до сторон угла равны (по величине и по знаку;
см. выше, стр. 262); эти два определения не совпадают. Здесь

у нас слово «биссектриса» имеет второй смысл; в противоположность
этому в нижеследующей теореме V слово биссектриса употребляется
в первом смысле.



270 КРУГОВЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ

точек. Так, три направленные прямые касаются единственной на-

направленной окружности подобно тому, как три точки лежат на един-

ственнойокружности; двенаправленныеокружности имеют две, одну
(если онн касаются!) или ни одной общей (направленной) касательной
подобно тому, как две окружности имеют две, одну (если они ка-

касаются!) или ни одной общей точки, и т. д.'). Это создаёт известный

параллелизм («двойственность») между свойствами точек и направлен-
направленных прямых, теряющийся, если прямые считать ненаправленными. Для

иллюстрации можно привести, например, следующий ряд теорем, где

предложение, стоящее справа, получается нз соответствующего левого

предложения заменой слов «точка», «прямая» и «окружность» соот-
соответственно на «направленная прямая», «точка» и «направленная окруж-
окружность» и выражений «точка лежит на прямой», «окружность касается

прямой» и «точка лежит на окружности» на «направленная прямая
проходит через точку», «направленная окружность проходит через

точку» и «направленная прямая касается направленной окружности» *):

*) Вот ещё один важный пример того же рода: если из точки А

можно провести к направленной окружности S две (направленные)
касательные т, п и М, N—точки S, лежащие на этих касатель-

касательных, то отрезки AM и AN равны по величине и противоположны

по направлению (черт. 207, а); подобно этому, если прямая а пере-
пересекает окружность S в двух точках М, N и т, п — касательные

к S в этих точках, то углы между а и т, а и п равны по вели-

величине и противоположны по направлению (черт. 207, б). [По поводу
использованной здесь аналогии между отрезками касательных и углами
см. ниже, стр. 276—277.]

•) Используя отмеченную выше аналогию между основными свой-
свойствами точек и направленных прямых, можно без отдельного доказа-
доказательства вывести справедливость одного из двух соответствующих друг
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I. Если каждая из четырёх ок-

окружностей Sj, S,, S3 и St касается

двух соседних (т. е. 5, касается

S2 и 54,5, касается Sj н S3 и т. д.),
то четыре точки касания лежат

на одной окружности Е (см. за-

задачу 216 из § 1).

II. Если At и Аг — точки пе-

ресече1шя окружностей S1 и S,;
#„ В,— точки пересечения S, и

S3; С., С. — точки пересечения

S3 и S, н 2),, Д — точки пересе-
пересечения S, н 5, и точки Av Bv
С,, ?>, лежат на одной окружности,
то и Аг, Вг, С,, ?>2 лежат па од-

нон окружности (см. задачу 2176)
нз § 1).

•

Ш. Пусть S,, S,, S3 — три
окружности, пересекающиеся в
одной точке О; окружность, про-
проходящую через три отличные от
О точки пересечения S,, 5, и

Ь'3, назовём центральной
окружностью наших трёх
окружностей. Далее, из че-

четырех окружностей, пересекаю-
пересекающихся в одной точке О, можно

выбрать четыре тройки окружно-
окружностей; соответствующие четыре
центральные окружности пересе-
пересекаются в одной точке — цент-

центральной точке четырёх
окружностей (это утвержде-
утверждение равносильно теореме задачи

217в)). Аналогично нз пяти пере-

пересекающихся в одной точке окруж-

окружностей можно выбрать пять чет-

четвёрок окружностей; соответствую-
соответствующие пять центральных точек

лежат на одной окружности
—

центральной окружно-
окружности пяти окружностей

Г. Если каждая нз четырёх
направленных окружностей 5„ Sv
S3 и 54 касается двух соседних,
то четыре (направленные) общие
касательные соседних окружно-
окружностей касаются одной направленной
окружности S (см. ниже задачу

284).

II'. Если й, и «,
— общие (на-

(направленные) касательные направ-
направленных окружностей S, н S,, Ь. и

Ьг — общие касательные S, и S3,
с, и с,

— общие касательные S3 н

о4 и d.\\d1 — общие касательные

St и \ и направленные прямые

«,, bv с,, rf, касаются одной

направленной окружности, то и

я,. Ьх, с,, d, касаются одной на-

направленной окружности (см. ниже

задачу 278а)).

III'. Пусть S,, S,, 53-трн
направленные окружности, касаю-

касающиеся одной направленной пря-
прямой о; направленную окружность,
касающуюся трёх отличных от о

(направленных) общих касатель-

касательных S,, S. и S3, назовём цент-

центральной окружностью
наших трёх окружностей.
Далее из четырёх направленных
окружностей, касающихся одной

направленной прямой о, можно

выбрать четыре тройки окружно-
окружностей; соответствующие четыре
центральные окружности касаются

одной направленной прямой —

центральной прямой че-

четырёх окружностей. Ана-
Аналогично из пяти направленных

окружностей, касающихся одной

направленной прямой, можно

выбрать пять четвёрок окружно-
окружностей; соответствующие пять цент-

центральных прямых касаются одной

направленной окружности
—

другу предложений из справедливости второго (сравните со сказанным
на стр. 96—97 о «принципе двойственности» на проективной плоскости).
Мы не остановимся подробнее на этом обстоятельстве,
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н т. д. (ср. с задачей 218а) из § 1).

IV. Пусть Sv 5г, 53 - три
окружности, пересекающиеся в

одной точке О, Av Аг, А3
—

три
точки, взятые соответственно на
этих трёх окружностях; тогда

окружность Г„ проходящая через
точки Av А, и отличную от О

точку пересечения ST и 52, и

окружности ?2, -3, определённые
аналогично ?,, пересекаются в од-

одной точке — направляющей
точке наших трёх окруж-
окружностей (это утверждение равно-
равносильно теореме задачи 217а)).
Далее пусть заданы четыре окруж-

окружности Sv S,, S3, S4, пересекаю-
пересекающиеся в одной точке О, н на них

четыре точки АГ А,, А3, Ах— все

лежащие на одной окружности;
в таком случае четыре направля-
направляющие точки четырёх троек окруж-
окружностей, которые можно выбрать
из Sv S,, S3, S4, лежат на одной
окружности—н аправляющей
окружности наших ч е-

тырёх окружностей.
Аналогично из пяти пересекаю-
пересекающихся в одной точке окружностей
S,, S,, S3, Sit S5, на которых

заданы пять точек Av A2, А3, Ах,
И5, лежащих на одной окружно-
окружности, можно выбрать пять четвёрок
окружностей; соответствующие
пять направляющих окружностей
пересекаются в одной точке —

направляющей точке на-

наших пяти окружностей
и т. д. (ср. с задачей 2186) из § 1).

V. Окружность, проходящая
через середины сторон треуголь-
треугольника ABC (черт. 208, а), касается

центральной окружно-
окружности пяти окружностей
и т. д. (докажите!)

IV. Пусть Sv S8. S3 — три
направленные окружности, каса-
касающиеся одной направленной пря-
прямой о, я,, а„, а3

— какне-то трн

(направленные) касательные к

Sj, S2 н 6 ;тогда направленная

окружность ?„ касающаяся «.,

аг и отличной от о (направленной)
общей касательной 5, и Sv и

окружности ?2, S3, определённые
аналогично -,,"все касаются одной
направленном прямой — напра-
направляющей прямой наших

трёх окружностей (см. ни-
ниже задачу 27S6)). Далее пусть
заданы четыре направленные
окружности 5,, &'., S3, Sf, касаю-

касающиеся одной направленной пря-
прямой о, и какие-то (направленные)
касательные я,, аг, а3, at этих

окружностей, все касающиеся

одной направленной окружности;
в таком случае четыре направля-
направляющие прямые четырёх троек
окружностей, которые можно

выбрать из 5j, Sj, S3, Sv все ка-

касаются одной направленной окруж-
окружности — направляющей ок-

окружности наших четырёх
окружностей. Аналогично нз

пяти касающихся одной направ-
направленной прямой направленных
окружностей с пятью их (направ-
(направленными) касательными, касаю-

касающимися одной направленной ок-

окружности, можно выбрать пять

четвёрок окружностей; соответ-

соответствующие пять направляющих
окружностей касаются одной на-

направленной прямой
—

направ-
направляющей прямой пяти

окружностей н т. д. (дока-
(докажите!).

V. Окружность, касающаяся
трёх биссектрис треугольника ABC
(черт. 208,6; см. сноску на стр. 269),
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«вписанной-.) окружности, касаю- касается описанной окпужно-
щейся всех сторон ABC (н даже стн, проходящей через все вер-

Р

Черт. 20S.

всех четырех таких окружностей;
см. задачу 222 iij § 1).

шнны треугольника ABC (н даже

все четыре окружности, касаю-

касающиеся биссектрис треугольника
ABC, обладают этим свойством;
выбирая же по-разному направ-
направления сторон треугольника ABC,
а следовательно "н биссектрисы,
мы получим всего 16 окружно-
окружностей, касающихся описанной ок-

окружности). [Для доказательства

достаточно заметить, что на черт.

208, б точки А, В, С являются

основаниями высот треугольника

i41?1C,, и воспользоваться резуль-
результатами задачи 51а) из § 1 гл. I вто-

второй части книги н задачи 222 из

§ 1 этой главы1).]

Этот ряд теорем можно было бы значительно увеличить.

Впоследствии мы убедимся, что отмеченный параллелизм между
свойствами точек н направленных прямых заходит весьма далеко.

До сих пор мы рассматривали расширение как" преобразо-
преобразование, переводящее каждый чертёж плоскости в новый

чертёж. Посмотрим теперь на это преобразование с несколько

иной точки зрения. Ранее, в первом томе этой книги, мы

*) Здесь снова используется аналогия между расстояниями и угла-
углами, встречавшаяся уже в сноске ') па стр. 270.
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изучали движения (часть первая), преобразования подобия
(часть вторая), в настоящем томе мы рассматриваем линей-

линейные преобразования (§§ 1—3 гл. I третьей части), инверсии. Все

эти преобразования являются точечными преобразо-
преобразованиями плоскости, т. е. они переводят каждую точку
плоскости (или какой-то её част», как обобщённые линейные

преобразования и инверсии — ср. выше стр. 68 и 253) в ка-

какую-то новую точку. Выше мы имели также один пример

преобразований, отличных от точечных,— это полярные пре-

преобразования (см. § 4 гл. I), которые переводят точки в пря-
прямые линии и прямые линии в точки. Расширения тоже явля-

являются неточечнымн преобразованиями, однако совсем иной при-

природы, чем полярные .преобразования.
В § 4 гл. I мы отмечали наличие на плоскости прин-

принципа двойственности. Этот принцип состоит в том,
что точки и прямые плоскости в значительной мере равно-

равноправны, так что во многих теоремах можно заменить всюду
слово «точка» на слово «прямая» и наоборот, и теорема при
этом останется справедливой. Но если точки и прямые равно-

равноправны, то наряду с точечными преобразованиями естественно

рассматривать также и преобразования, которые переводят
прямые линии снова в прямые линии, но не обязательно

точки в точки. Расширения как раз и представляют собой

пример такого преобразования плоскости.

При изучении точечных преобразований каждая геометри-
геометрическая фигура F рассматривается как совокупность точек;
точечное преобразование переводит все эти точки в новые

точки, и таким образом фигура F переходит в новую фигуру
F'. В частности, каждая кривая линия у переходит при точеч-

точечном преобразовании в новую кривую у' (черт. 209, а). При
изучении преобразований, переводящих прямые линии в пря-

прямые, каждую геометрическую фигуру Ф следует рассматри-
рассматривать как совокупность прямых линий; после преобразования
каждая прямая линия переходит в другую прямую и, следова-

следовательно, фигура Ф переходит в новую фигуру Ф'. В частности,

кривую линию мы будем в этом параграфе рассматривать как

совокупность прямых — касательных к этой линии; в результате

преобразования, переводящего прямые линии снова в прямые,
каждая кривая Г переходит в новую кривую Г' (черт. 209, б).

При рассмотрении преобразований плоскости, переводящих

прямые линии в прямые линии, оказывается более удобным
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рассматривать направленные прямые (осиI). Всякое
преобразование плоскости, переводящее ось в ось (но не

обязательно точку в точку), называется осевым преобра-
преобразованием. Осевые преобразования можно считать отвеча-

отвечающими точечным преобразованиям по принципу двойствен-
двойственности.

V

6)

Черт. 209.

В § 1 этой главы мы рассматривали точечные кру-
круговые преобразования плоскости, т. е. точечные

преобразования, при которых окружности (к числу кото-

которых причисляются также и прямые, рассматриваемые как

окружности бесконечно большого радиуса) переходят снова

в окружности. Расширение есть такое осевое преобразова-
преобразование, при котором окружности (к числу которых причисляются
также и точки, рассматриваемые как окружности нулевого

радиуса) переходят снова в окружности!). Все преобразо-

1) О причинах, по которым удобнее считать, что точкам по прин-

принципу двойственности отвечают направленные прямые, см. мелкий

шрифт на стр. 268 и след.

а) Отметим, что если рассматривать расширение как осевое пре-
преобразование, то в определении расширения уже не следует

указывать, во что переходят при этом преобразовании окруж-
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вання, обладающие этим свойством, мы будем называть

осевыми круговыми преобразованиями1). Опре-
Определение осевых круговых преобразований получается из опре-

определения круговых преобразований заменой слова «точка»

словом «прямая» (направленная) и наоборот. Сравнение
свойств точечных и осевых круговых преобразований хорошо

иллюстрирует общий принцип двойственности.

Расширения являются частным случаем осевых круговых

преобразований. Другой частный случаи таких преобразова-
преобразований представляют преобразования подобия (см. вторую часть

книги). С более сложными примерами осевых круговых пре-

преобразований мы встретимся дальше.

Из свойства А расширений следует, что это преобразова-
преобразование переводит окружности снова в окружности (см. сноску5)
на предыдущей странице), свойство Б соответствует ана-

аналогичному свойству инверсий («касающиеся окружности

переходят при инверсии в касающиеся окружности»). Вы-

Выясним, какому свойству круговых преобразовании отвечает

по принципу двойственности свойство В расширения.

Остановимся подробнее на смысле понятия касательного рас-

расстояния двух окружностей. Окружность мы в этом параграфе
рассматриваем не как совокупность точек, а как совокупность пря-
прямых линий — касательных к окружности. Для определения каса-

касательного расстояния двух окружностей 5Х и 52 мы прежде всего

выделим «общую прямую» т этих окружностей, т. е. их общую
касательную. Пусть А и В—точки окружностей Sx и 5„,
лежащие на прямой т (черт. 210, а). Длина отрезка АВ и

есть касательное расстояние Sx и S2.
Заменим теперь в этом определении всюду слово «прямая»

на слово «точка» н наоборот. Окружности 5Х и S2 мы

теперь будем рассматривать как совокупность точек; вместо

ностн (осевое преобразование полностью определяется указанием

того, в какую прямую переводит преобразование произвольную прямую).
То обстоятельство, что при расширении окружности переходят в окруж-
окружности, с нашей новой точки зрения означает, что при расширении псе

прямые, касающиеся какой-либо окружности S, переходят в прямые,
касающиеся новой окружности 5'. Это обстоятельство является след-
следствием правила, определяющего преобразование прямых линий при
расширении.

*) В литературе эти преобразования чаще называются преобра-
преобразованиями Лагерра (по имени замечательного французского
математика, впервые их рассмотревшего).



ОСЕВЫЕ КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 277

«общей прямой» рассмотрим «общую точку» этих двух окруж-
окружностей, т. е. точку М их пересечения. Пусть а и b—«пря-
b—«прямые окружностей Sx и 5g, проходящие через ЛТ», т. е. каса-
касательные к окружностям в точке М (черт. 210, б). Отрезку
АВ (совокупности точек прямой т, расположенных между
точками А и В) отвечает, очевидно, по принципу двойствен-
двойственности угол аМЬ (совокупность прямых, проходящих через М
и расположенных между прямыми а и Ь); длине отрезка АВ

Черт. 210.

отвечает величина угла аЛ№. Но угол аМЬ есть угол между

окружностями S, и S2 (см. выше, стр. 170, черт. 124, а),

следовательно, понятие касательного расстояния двух окруж-
окружностей соответствует по принципу двойственности понятию

угла между окружностями.
Выше мы видели, что при инверсии угол между двумя

окружностями сохраняется (см. свойство В инверсии, стр. 181);
в силу основной теоремы 2 § 4 (стр. 247) отсюда следует,

что при каждом точечном круговом преобразовании угол
между двумя окружностями не меняется. Этому свойству круго-
круговых преобразований и отвечает сохранение касательного рас-

расстояния двух окружностей при преобразовании расширения1).

*) Во избежание недоразумений считаем необходимым подчерк-

подчеркнуть, что содержание этого параграфа подсказывается прин-

принципом двойственности, но ие выводится из него. Поэтому такое,

например, рассуждение: «точечные круговые преобразования сохра-
сохраняют угол между окружностями, следовательно, осевые круговые

преобр'азоьання должны сохранять касательное расстояние двух окруж-

окружностей, отвечающее в силу принципа двойственности понятию углач,

разумеется, совершенно необоснованно; известные нам свойства поляр-
полярного преобразования, на которых мы основывали принцип двойствен-
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Б. Осевая инверсия

Перейдём теперь к описанию нового преобразования —
осевой инверсии. Это преобразование можно считать

отвечающим по принципу двойственности обыкновенной ин-

инверсии.

Черт. 211.

Начнём с доказательства следующей теоремы, которая
подскажет нам определение осевой инверсии.

Теорема 1. Пусть мы имеем некоторую окружность

S и прямую I (черт. 211; окружность и прямая считаются

иости (см. § 4 гл. I), не дают инкаких оснований к такому заключению.

Для того чтобы принцип двойственности можно было бы применить
к выводу свойств осевых круговых преобразований из свойств точеч-
точечных круговых преобразований, надо развить сам этот принцип значи-
значительно глубже, чем мы это сделали в настоящей книге; для этого

потребовалась бы почти такая же большая книга.
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направленными). Выберем на прямой I произвольную точку М,

лежащую вне окружности S, и пусть а и Ь— каса-

касательные к окружности S, проведённые из точки М. В та-

таком случае произведение1)

t
п. а

зависит только от окружности S и прямой I. но не за-

зависит от выбора точки М на прямой I.
Доказательство. Пусть О есть центр и г— радиус

окружности S, А и В— точки касания а и b с окружностью,
Р—основание перпендикуляра, опущенного из точки О на

прямую /, и d= OP— расстояние от центра 5 до прямой /

(черт. 211, а, б; на обоих чертежах окружность положительно

направлена и точка О расположена слева от направленной
прямой /). Из треугольника ОАР по теореме тангенсов получим:

/_ОАР-/_ОРА

* 2 _ОР-ОА
I Z OAP+ ? ОРА ~ОР+ОА'

Так как в четырёхугольнике ОАМР два противоположных

угла прямые, то вокруг него можно описать окружность. От-

Отсюда имеем /^ОАР=^ОМР; /_ОРА=/_ОМА (как углы,

опирающиеся на одну дугу). Теперь воспользуемся тем, что

^/ ОМР+Z.0МА=ZрмА>

Так как, кроме того, OP=d, ОА= г, то мы будем иметь:

Но из черт. 211 следует (обратите внимание на направление

прямых!)

=lb; /_PMA=18O° — Та

1) Угол между направленными прямыми а и Ъ мы будем обозна-

обозначать через аЬ.



КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

tgf
Таким образом, окончательно получим:

откуда видно, что произведение, стоящее слева, действи-

действительно не зависит от выбора точки М на прямой / (а только от

Черт. 212.

окружности S и прямой /), что нам и требовалось доказать *).
Посмотрим теперь, какой теореме отвечает теорема I по

принципу двойственности. В теореме 1 рассматриваются

окружность S и прямая / (черт. 212, а); очевидно, в двоН-

*) Нетрудно проверить, что соотношение (*) сохраняет силу и при
ином выборе точки М на прямой / (см. пунктир на черт. 211, д, б).

Также и в том случае, если окружность 5 отрицательно направ-
направлена или точка О лежит справа от I, или имеют место оба эти об-

la. lb
стоятельства одновременно, произведение tg

— tg — будет равно

где г есть радиус направленной окружности 5 (который мо-

может быть и положительным и отрицательным; см. выше стр. 260), а

й — расстояние точки О от направленной прямой I (которое тоже мо-
может быть и положительным и отрицательным; см. выше стр. 262). Ре-
Рекомендуем читателю самостоятельно разобрать все представляющиеся

здесь случаи.
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ственной теореме должны фигурировать окружность S и точка

L (черт. 212, б). Произвольной точке Л/ прямой / будет от-

отвечать произвольная прямая т, проходящая через точку L;
касательным а и b к окружности S, проведённым из М,—
точки А и В окружности 5, лежащие на прямой т; углам
•\ /\
la н lb — отрезки LA и LB. Но из школьного курса геомет-

геометрии хорошо известна следующая
Теорема Г. Пусть мы имеем некоторую (ненаправ-

(ненаправленную) окружность S и точку L (черт. 212,6). Проведём
через точку L произвольную прямую т, пересекающую
окружность S, и пусть А и В—точки окружности S,
лежащие на прямой т. В таком случае произведение

LA-LB (**)

зависит только от окружности S и точки L, но не за-

зависит от выбора прямой, проходящей через L (см. выше

теоремы 1а и 16 § 3, стр. 222).
Эта теорема соответствует по принципу двойственности

теореме 1.

Произведение LA-LB, зависящее только от точки L и

окружности S, мы называли выше степенью точки L относи-

относительно окружности S (см. стр. 222). Аналогично этому фпгу-
/\ /\

рнрующее в формулировке теоремы 1 произведение tg -^ tg —

называется степенью (направленной) прямой / отно-

относительно (направленной) окружности 5').

В § 4 гл. I мы называл» две теоремы двойственными друг
другу, если каждую из них можно получить, применив полярное пре-
преобразование к чертежу другой. Покажем, что с помощью полярного
преобразования теорему 1 можно вывести из хорошо известной тео-

теоремы Г, т. е. что эти две теоремы двойственны в строгом смысле

§ 4 гл. I.

Черт. 212,6 переходит при полярном преобразовании относительно

окружности S в черт. 213. Примем теперь, что окружность S u пря-

2) Хорошо известно, что если точка L лежит вне окружности S,
то её степень относительно S равна квадрату касательного рас-

расстояния L и S. Аналогично этому если (направленная) прямая I пе-

пересекает (направленную) окружность S, то её степень относи-

относительно S равна квадрату тангенса половины угла между I и S;
для доказательства достаточно принять за точку М черт. 211, а точку
пересечения I и S.
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мые I, а, Ь черт. 213 направлены; при этом, очевидно, la = /_ LOA,
lb = ?_ LOB (см. свойство В полярного преобразования, стр. 101). Далее

из треугольников LOA и LOB по так называемым формулам Моль-
вейде имеем:

LA
sin

LOA

LB
sin Z.LOB

LO+OA~ /LAO- /ALO' LO+OBcos— s-== cos*

Но, очевидно, / LAO= 180° - /. LBO; / OLA=?OLB (черт. 213),
или (если точка L лежит внутри 5)

?LAO=?LBO,

т-

Следовательно, во всех случаях

,/ LAO-/: ALO
cos;^ ~^ =

. №°-ZLOB LOB
=sin ^= __cos___.

cos
/ LBO - / BLO

± ^=cos

Z.O/1

Таким образом, обозначая рас-
расстояние OL через D и радиус
окружности S через г, имеем:

Черт. 213.

LA

D+r

sin
y LB

У D+r
cos
y

7\
la

C0S2"
или, перемножая между собой две последние формулы,

LALB la II
(D+ л)« g2 g 2

*

Так как произведение LA-LB зависит только от точки L (тео-
(теорема Г), то из полученной формулы вытекает, что произведение

*g 2" tg у
зависит только от прямой I (теорема 1)').

: 2) Произведение LA-LB (степень точки L относительно окруж-
иости S)paBHO | LT — г%\, где г — радиус S, D— расстояние точки L от

центра О окружности 5 (см. выше стр. 223). Следовательно, гроиз-
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При этом выводе теоремы 1 из теоремы Г мы считали, что

окружность S положительно направлена и О лежит слева от I (срав-
(сравните черт. 213 и 211, а). Предоставляем читателям самостоятельно рас-
рассмотреть все остальные случаи.

Вспомним теперь определение инверсии. Инверсией с цент-

центром О и степенью k называется (точечное) преобразование,
при котором каждая точка А переходит в такую точку А',
что прямая АА' проходит через О и

OA-OA'—k

(черт. 214, с); при этом точки А и А' лежат по одну сторону
от О. Аналогия между тео-

теоремами 1 и Г подсказывает

следующее определение:
Осевой инверсией с (на-

(направленной) центральной
прямой о и степенью k на-

называется (осевое) преобра-
преобразование, при котором каж-

каждая (направленная) прямая
а переходит в такую (направленную) прямую а', что точка

пересечения а и а' лежит на прямой о и

/\ /\
. оа . од- .

tgtg =Ь

(черт. 214, б); при этом прямые а и а' направлены в одну

сторону от о 2).
Это определение надо несколько дополнить, так как оно

не указывает, как преобразуются прямые, не пересекающиеся
с центральной прямой о. При этом можно руководствоваться

Л (>оа \
следующими соображениями. Если угол оа мал I tgy мал I»

toto
,
№ ID1— r»l \D—r\ лi*

ведение tgуtg— равно
{D+r), =\D+r j '"¦"¦ так как D=^T'

где d есть расстояние прямой I or О (см. задачу 150 из § 4 гл. I,

стр. 88), равно ;(ср. выше стр. 280).

2) Другими словами: в точке пересечения а, а' и о стрельи на

прямых а к а' направлены в одну.сторону от прямой с.
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то угол оа' близок к 180° (tg-к- велик). Опустим из произ-

произвольной точки М прямой о перпендикуляры МР и МР на

9' У

Черт. 215.

прямые а и а' (черт. 215); пусть О — точка пересечения а

с' и о. В таком случае имеем:

**§
МР= ОМsin оа =ОМ = ,̂

= ОМsin A80°— оа') = ОМ ¦

^

Разделим теперь почленно первое из этих равенств на второе.

гг, ,, . , оа . , , , .оа . I. оа .он \
Так как 1 -f-tgs— ^ 1 и 1 -J-ctg1-^- =& 1 (tg -^ и ctg -j- малы )

оа . оа' . оа . оа'
:ctg tgtg

то мы получим:

МР'
~*~

Поэтому естественно считать, что при осевой инверсии -со

степенью k прямая Ь, параллельная центральной прямой о

и отстоящая от о на расстояние MQ, переходит в пря-

прямую Ь\ противопараллельную оси о1) и отстоящую от о

х) То-есть лараллельную о и Еротивоположно направленную.
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на такое расстояние MQ, что
-пту
— ^ (черт. 215); обрат-

обратно, прямая Ь' переходит в Ь.

Осевую инверсию можно определить и геометрически.

Пусть о есть центральная прямая осевой инверсии, 2 —

окружность, касающаяся какой-то прямой / и преобразованной

промой /' (такая окружность называется и а п равл я ющей

Черт. 21G.

окружностью осевой инверсии), а0 и а'о — две произволь-

произвольные (направленные) касательные к окружности !\ пересекаю-

пересекающиеся на прямой о (черт. 216). В силу теоремы 1 мы имеем,

очевидно,
/\ /\' /\ /\

^0^ ^^

где k— степень осевой инверсии. Отсюда вытекает следую-
следующее определение осевой инверсии:

Осевой инверсией с центральной прямой о и направляю-

направляющей окружностью 2 называется (осевое) преобразование,
переводящее каждую (направленную) прямую а в такую

(направленную) прямую а', что а и а' пересекаются на

прямой о и касательные а0 и о'в к окружности 2, парал-
параллельные а и а', пересекаются тоже на прямой о (черт. 216).
[Это определение также не указывает, как преобразуются
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прямые, не пересекающиеся с центральной прямой о. Его

надо дополнить следующим образом: касательные р и р'

направляющей окружности 2, не пересекающие централь-

центральную прямую о, переходят при осевой инверсии друг в друга;
каждая прямая Ь, параллельная р, переходит в прямую Ь',
параллельную р' и такую, что расстояния прямых b и

Ь' от о пропорциональны расстояниям р и р' от о.]
Задание осевой инверсии центральной прямой о и направ-

направляющей окружностью 2 позволяет легко построить прямую а'

(или ft')» B которую переходит данная прямая а (или Ь): для

этого строим последовательно прямые а0, a't, а' (соответствен-
(соответственно Р, р', Ь'). Отметим ещё, что так как с0 и а'о должны быть

направлены в одну сторону от о, то 2 пересекает о.

Направляющая окружность 2 данной осевой инверсии опреде-

определяется, очевидно, неоднозначно: уже в угол 101' на черт.
216 можно вписать бесконечно много различных окружностей,
а прямые / и /' тоже можно выбирать различными способам».

Аналогично тому, как при рассмотрении отрезков прямой
часто оказывается удобным приписывать отрезкам опре-
определённые знаки (см. § 1 гл. I второй части книги), иног-

иногда приписывают знаки и

углам между (направленны-
(направленными) прямыми, пересекающи-
пересекающимися в одной точке. А имен-

именно, в полном соответствии с

тем, как вводятся знаки от-

резков, два угла ab и cd

считаются имеющими оди-

одинаковый знак, если на-

направления этих углов от а

к b и от с к d совпадают

(черт, 217, а), и имеющими разные знаки, если эти на-

направления различны (черт. 217, б). При этом, разумеется,

оказывается существенным порядок, в котором выписаны на-

чальный и конечный луч угла; углы ab и Ьа имеют согласно

нашему определению противоположные знаки.

Если рассматривать знаки отрезков, то приходится счи-

считать, что степень точки L относительно окружности S, рав-

равная произведению LA-LB, положительна, если точка L

расположена вне окружности S (см. черт. 212, б; в этом
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случае отрезки LA и LB одинаково направлены), и отрица-

отрицательна, если L расположена внутри S (ср., например,
черт. 171, с и 171, б на стр. 222). Если г есть радиус окруж-
окружности S, a d—расстояние точки L от центра •!>, то степень

L относительно 51 равна (включая знак!)

d'— r' = (d— r)(d-{-r)

(см. выше, стр. 223). Аналогично этому, если рассматривать
знаки углов, то степень (направленной) прямой / относи-
относительно (направленной) окружности S, равная произведению

•s /\

tgytgy, будет положительна, если / пересекает S (см.

черт. 211, а; в этом случае углы la н lb одинаково направ-

направлены), и отрицательна, если / не пересекает S (черт. 211,-б).
Если г 'есть (положительный или отрицательный) радиус
окружности S, a d (положительное пли отрицательное; см.

выше стр. 262) — расстояние центра S от прямой /, то сте-
степень / относительно S равна (включая знак!)

r-d

r+ d

(см. доказательство теоремы 1 на стр. 279—280; рекомендуем
читателю самостоятельно разобрать все представляющиеся

случаи).
Если рассматривать знаки отрезков, то степень k (обык-

(обыкновенной) инверсии можно считать как положительной, так и

отрицательной; последнее

означает, что отрезки ОА

и ОА' имеют разные знаки,

т. е. что точки А и А' рас-

расположены по разную сторону

от О (черт. 218, а). При
этом инверсия с отрицатель-

отрицательной степенью —k равно-
равносильна инверсии с положи-

положительной степенью к и после- Черт.218.

дующей симметрии относи-

относительно центра инверсии О. Совершенно так же, если рас-

рассматривать знаки "углов, то степень осевой инверсии можно

считать как положительной, так и отрицательной; последнее
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/S

означает, что углы оа н оа имеют разные знаки, т. е. что

прямые а к а' направлены в разные стороны от прямой о

(черт. 218, б). Осевая инверсия с отрицательной степенью

— k, очевидно, равносильна осевой инверсии с положительной

степенью k и последующей симметрии относительно центральной

прямой о. Осевую инверсию с отрицательной степенью можно

описать геометрически, вполне аналогично геометрическому

определению осевой инверсии с положительной степенью, с

Черт. 219.

тем лишь различием, что в этом случае направляющая окруж-
окружность 2 не будет пересекать центральной прямой о

(черт. 219).
Отметим, что если при осевой инверсии (с положительной

или отрицательной степенью) (направленная) прямая а пере-

переходит в (направленную) прямую а', то обратно а' перехо-
переходит в а.

Перечислим важнейшие свойства осевой инверсии.

А. Осевая инверсия переводит параллельные прямые в па-

параллельные прямые (черт. 220).
Свойство А непосредственно вытекает н из первого и из

второго определения инверсии.

Б. Каждая (направленная) окружность или точка пе-

переходит при осевой инверсии в новую (направленную) окруЖ'
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ность или точку (сравните со свойством Б обыкновенной

инверсии, § 1, стр. 180).

Чсрг. Zi\).

Так как осевая инверсия с отрицательной степенью равно-

равносильна осевой инверсии с положительной степенью и после-

последующей симметрии относительно прямой, то нам достаточно

Черт. 221.

доказать свойство Б для того случая, когда степень инвер-
инверсии положительна и, следовательно, направляющая окруж-
окружность У1 инверсии пересекает центральную прямую о в точках

Qo " ^о (l'ePT. 221). Пусть далее Zo — точка пересечения
I

I Ю И. М. Яглом
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касательных k0 и /0 к окружности 2 в точках Qo и /?0'),
S—произвольная (направленная) окружность (или точка),
а— касательная к S, с0 — касательная к X, параллельная а,

Од
— вторая касательная к 2, проведённая из точки уИ0 пе-

пересечения с0 и о, н, наконец, а — касательная к S, парал-
параллельная а'о.

Из соображений подобия следует, что точка М пересе-
пересечения а и а лежит на прямой о, параллельной о и распо-

расположенной по отношению к окружности 51 точно так же,
как прямая о расположена по отношению к окружности I

(другими словами, расстояние центра окружности S от пря-

прямой о так относится к радиусу этой окружности, как рас-

расстояние центра окружности 2 от прямой о к радиусу 1).
Обозначим точки пересечения S н 6 через Q и /? и точку

пересечения касательных k н / к окружности S в точках Q
и R через Z (очевидно, прямые Аи/ соответственно парал-
параллельны ft0 и /0).

Рассмотрим произвольную (направленную) окружность S,,
касающуюся k н /; пусть с, — касательная к этой окруж-
окружности, параллельная а, М—точка пересечения а и ах. Мы

утверждаем, что Ж лежит на ради кал ьн ой оси о, окруж-
окружностей S и Sj (см. § 3 настоящей главы, стр. 221 и след.). Пусть А,
А и А1 — точки касания прямых а, с и с, с окружностями S,
соответственно S,. Так как S,, очевидно, центрально-подобна

S с центром подобия в точке Z и А и Аж — соответствую-

соответствующие точки этих окружностей, то АА1 проходит через Z. С дру-
другой стороны, о есть поляра точки Z относительно окруж-
окружности S (см. § 4 гл. I, стр. 84 и след.); так как о проходит через

Л1, то поляра точки Л1, т. е. прямая АА, проходит через Z.

Следовательно, точки А, А н А1 лежат на одной прямой, про-

проходящей через Z. Теперь из подобия треугольников МАЛ
п МАА1 следует

МАМА

1) Если ka и 1а параллельны, то о проходит через центр Г; в этом

случае осевая инверсия сводится к симметрии относительно о с по-

последующим изменением направлений всех прямых, и свойство Б
является очевидным.
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Отсюда, так как, очевидно, Л1А — МА, имеем:

МА=МА1.

Но это и означает, что точка М лежит на радикальной оси

я, окружностей 5 и 5,. Отметим ещё, что так как линия

центров окружностей S и Slt т. е. биссектриса угла OZR,
перпендикулярна к о и о, то о, || о.

До сих пор мы считали, что Sx — произвольная

окружность, вписанная в угол QZR. Выберем теперь эту

окружность специальным образом. А именно, потребуем,

Черт. 222, а.

чтобы отрезок QQ1 прямой k между точками касания с S п

с St делился центральной прямой о пополам (черт. 222).
В этом случае радикальная ось о, окружностей S и 5, сов-

совпадает с о (это следует из того, что точка /, в которой k
пересекает центральную прямую о, принадлежит радикальной
оси окружностей 5 и St: IQ= IQt). Но раз прямые с, и а

пересекаются на центральной прямой о, то прямая ах совпа-

совпадает с прямой а', получающейся из а при помощи осевой

инверсии (см. определение осевой инверсии на стр. 285). Л

10*
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это означает, что окружность 5 переходит в результате осе-

осевой инверсии в окружность St (которую мы в этом случае

будем обозначать через S'). Этим самым доказательство свой-

свойства Б инверсии полностью закончено').
Из доказательства свойства Б непосредственно вытекает

построение окружности S', в которую переходит данная

Черт. 222, б.

окружность S: окружность S' касается касательных k и I

окружности S, параллельных касательным kB и 1В направ-
направляющей окружности 2 в точках пересечения I с централь-
центральной прямой о; при этом отрезки QQ' и /?/?' общих каса-

касательных окружностей S U S' делятся центральной прямой
о пополам. В случае, когда 5 пересекает о (черт. 222, с),
прн построении окружности S' можно исходить из того, что

*) Рекомендуем читателю самостоятельно разобрать, как надо из-

изменить это доказательство для того, чтобы оно относилось к случаю
осевой инверсии отрицательной степени.
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о есть общая хорда 5 u S' (это следует нз того, что о есть

радикальная ось 5 н S').
Из этого построения можно сделать несколько важных

выводов. Прежде всего легко показать, что если окруж-
окружность S не пересекает центральной прямой осевой инвер-
инверсии, то всегда можно подобрать направляющую окруж-

I ность2 таким образом,
чтобы преобразованная ок-

окружность S' являлась точ-

точкой («окружностью радиуса
нуль»); если же S пересе-

пересекает о, то i можно по-

подобрать так, чтобы центр

I

Черт. 223.

S' лежал на о. Действительно, пусть 5 не пересекает о и

Р есть основание перпендикуляра, опущенного нз центра О

окружности 5 на прямую о, РТ— касательная, проведённая
нз точки Р к окружности S, и S'— т.г:ая точка на продол-

продолжении ОР за точку Р, что PS'=PT (черт. 223, а). Легко

видеть, что в этом случае радикальная ось точки («окружно-
(«окружности нулевого радиуса») У и окружности S совпадает с о (ибо
в силу равенства PT=PS' точка Р принадлежит радикаль-
радикальной оси). Отсюда следует, что если направляющая окруЖ-
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ность 2 осевой инверсии такова, что касательные к этой

окружности в точках пересечения её с осью о параллельны
касательным S'Q и S'R, проведённым из S' к S (например,
если 2 касается отрезков SQ и S'R в их серединах / u J;

черт. 223, а), то осевая инверсия переводит окружность S

Черт. 224.

в точку S'. Если же S пересекает о в точках U и V, то

для того, чтобы перевести S в окружность S' с диамет-

диаметром UV {S' имеет то же направление, что и 5), достаточно
потребовать, чтобы касательные к направляющей окруж-
окружности 2 в точках пересечения её с центральной прямой о

были параллельны общим касательным S и 5' (например,
чтобы 2 касалась этих общих касательных в точках пересе-
пересечения их с о; черт. 223, б)..

Пусть, далее, осевая инверсия переводит (не пересекающую
центральную прямую о) окружность S в точку S, тип— каса-
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тельные, проведённые к окружности 5 из (произвольной) точки М

центральной прямой о, S,
— (произвольная) окружность, касаю-

касающаяся т и л (черт. 224). Прямые т и л', в которые переводит т
и л наша осевая инверсия, обе проходят через М и S' и, следо-
следовательно, могут отличаться только направлением; окружность

S[, в которую переводит осевая инверсия окружность Slt ка-

касается т и п. Но очевидно, что только точка (но не окруж-
окружность отличного от нуля радиуса) может «касаться» двух
прямых, совпадающих по положению, но противоположных по

направлению; следовательно, рассматриваемая осевая инверсия

переводит в точку и окружность Sx. Отсюда вытекает, что

каждые две окружности S и ?,, имеющие две общие каса-

касательные т и п, можно перевести в бее точки подходяще

выбранной осевой инверсией {и.ш расширением); для этого

достаточно только потребовать, чтобы центральная прямая о

осевой инверсии проходила через точку пересечения т и п

и окружность S переходила в точку (если т || л, то 5 и Sl
можно перевести в точки расширением). Более того, даже

три окружности S, 5, и St, удовлетворяющие тому един-

единственному условию, что ось подобия о этих окружностей
(см. § I гл. I второй части книги, т. I, стр. 94)') не пересе-

пересекает самих окружностей, можно перевести в три точки

подходяще выбранной осевой инверсией; для этого достаточно

произвести осевую инверсию с центральной прямо.1 о, пере-
переводящую 5 в точку (см. черт. 224)').

Приведём ещё алгебраическое доказательство свойства Б осепой

инверсии, опирающееся на первое определение этого преобразования.
Пусть касательная а к окружности S пересекает центральную прямую

') В то время как три ненаправленные окружности имеют, во-

вообще говоря, четыре оси подобия, три направленные окружности
имеют единственную ось подобия (см. выше стр. 269, в частности

черт. 206).
*) Отметим имеющееся в этом пункте различие между обыкно-

обыкновенной и осевой инверсией. Случай, когда три заданные окружности
можно перевести при помощи обыкновенной инверсии в три прямые,
представляет собой редкое исключение (для этого необходимо, чтобы
данные окружности пересекались в одной точке). В противополож-
противоположность этому при помощи осевой инверсии три данные окруж-

окружности весьма часто можно перевести в три точки (случай, когда ось

подобия трёх окружностей не пересекает этих окружностей, нельзя

считать исключением; этот случай, грубо говоря, имеет место «столь

же часто», как и противный).
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о в точке /И, г — радиус S и d — расстояние центра О этой окруж-
окружности от прямой о (черт. 225). Опустим из точки О перпендикуляры
ОР и OQ на о и а и пусть К есть точка пересечения прямой а с

прямой OK, параллельной о, Р' — основание перпендикуляра, опушен-

опушенного из точки К на о. В таком случае, очевидно1),

МР=МР'+ Р'Р.

Далее из треугольников МР'К a KOQ имеем:

7n7\ ^ 7^
— tg oa tgoa sinoa sin од

и, следовательно,

tgoa sinoa i_»„•??1 l6 2

2tgf
или окончательно

') Для того чтобы сделать всё это рассуждение независимым от

чертежа, необходимо привлечь понятие направленных отрезков (ср. со

сноской ¦) на стр. 50 первого тома книги).
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где

Теперь произведём осевую инверсию со степенью инверсии k. В

таком случае прямая а перейдёт в прямую а', пересекающую о в той

же точке М и такую, что

оа . оа'
tg

т. с.

/\ /\ s\ /\

. оа оа . оа I оа'

tg у
= k ct§ "у" ' 8Т

=

Т 8~У"

Следовательно, для новой прямой я' мы будем иметь:

Л1Я=ИАс18-2- +
- tg —,

или

AfP=H'tg-^- +B'ctg-^, M
где

Из сравнения соотношений (*) и (**) следует, что прямая а'

каслется окружности S', радиус г* и расстояние О'Р= d' центра О кото-

которой от оси о определяются из соотношений

(см. черт. 225). А это нам и требовалось доказать.

Отметим, что нз полученных формул вытекает:

Таким образом, для того чтобы преобразованная окружность S' была
точкой, необходимо н достаточно, чтобы имело место соотношение

+' —

2k
или

м_ d-r. k —

d+r
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Отсюда следует, что если (направленная) прямая о не пересекает
(направленной) окружности S (т. е. если d* — г* > 0), то S можно

перевести в точку при помощи осевой инверсии с центральной пря-
прямой о; для этого достаточно выбрать степень инверсии k, равной

[При этом в точки переходят все окружности, для которых

~

= k%

или —= .

' •
это семейство окружностей характеризуется тем, что

Г I — А

центр подобия каждых двух из них лежит иа оси о.]
Для того чтобы центр* преобразованной окружности лежал на цен-

центральной прямой о, необходимо и достаточно, чтобы имело место со-

соотношение

d + r

2л

или

-d+ r

d+ r
—

r+,t

Поэтому если S пересекает о (т. е. если г1 — d* > 0), то S можно

перевести в окружность, центр которой лежит на о; для этого
достаточно выбрать степень инверсии k равной

r + d

В. При осевой инверсии сохраняется касательное расстоя-

расстояние двух окружностей (сравните со свойством В обыкновен-

обыкновенной инверсии, § I, стр. 181).
Предположим сначала, что одна из двух окружностей пред-

представляет собой точку М («окружность нулевого радиуса»),
лежащую на оси инверсии о (черт. 226, а). В таком случае
точка М при инверсии перейдёт в себя, а касательное расстоя-

расстояние МА точки М и окружности 5 будет р'авно касательному
расстоянию МА' точки М и преобразованной окружности S'
(ибо о есть радикальная ось S и S\ см. доказательство свой-

свойства Б осевой инверсии).

Пусть теперь 5, и S% — две окружности и АВ— их общая
касательная, пересекающая ось инверсии о в точке М, 5| и

S't — окружности, в которые переходят окружности Sv и 5, в

результате осевой инверсии, и А'В' — их общая касательная
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(черт. 226, б). В силу только что доказанного мы имеем:

АМ=А'М, ВМ= В'М,
откуда вытекает

АВ=А'В>,
что и требовалось доказать.

J---

М.'

Из свойства В осевой инверсии, в частности, вытекает,
что две касающиеся окружности переходят при осевой ин-

инверсии в две касающиеся окружности.
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Отметим, что аналогично тому, как при обыкновенной инверсии
не меняется угол между окружностями, но меняется направление от-

отсчёта угла (см. выше стр. 182), можно считать, что при осевой инверсии

касательное расстояние двух окружностей не меняется по величине,

но меняется по направлению. А именно, если АВ есть ка-

касательное расстояние двух окружностей S, и S3 и направление отрезка
АВ от А к В противоположно направлению общей касательной I окружно-
окружностей, которой принадлежит этот отрезок, то касательное расстояние
А'В преобразованных окружностей S[ и S[ равно расстоянию АВ, но

направление отрезка А'В от А' к В' уже будет совпадать с направ-
направлением прямой V, в которую переходит I (см. черт. 226, б).

Аналогично определению касательного расстояния двух окружно-
окружностей можно определить касательное расстояние пары произвольных

кривых 7i H Ti как длину

.""--¦. ¦ 1 _» а

отрезка общей касательной

Yt и Ti между точками каса-

касания (черт. 227; относительно

понятии касательной к про-

произвольной кривой см. выше

стр. 182). Можно показать,
что если при осевой, инвер-
инверсии две произвольные кри-
кривые Yi и у, переходят в кри-
кривые Yi я 1',. то касатель-

касательное расстояние у[ и Yi

равно касательному рас-
расстоянию Yi и у» (другими словами: при осевой инверсии сохраня-
сохраняются касательные расстояния между кривыми1)). Мы не остано-
остановимся на доказательстве этого свойства осевой инверсии, так как оно
нигде нам не понадобится.

276. а)Примените осевую инверсию для решения задачи
Аполлония (см. задачу 237а) из § 2, стр. 208) в том слу-
случае, когда ось подобия заданных окружностей S,, S, н S3
не пересекает ни одной из них.

б) Примените осевую инверсию для доказательства тео-

теоремы задачи 261 (стр. 243) в том случае, когда ось подобия

окружностей 5j, S3 » Ss не пересекает ни одной из них.

277. Используясвойства осевой инверсии, выведите тео-

теорему Брнаншона (см. задачу 146 из § 3 гл. I, стр. 80) из того

факта, что попарные радикальные оси трёх окружностей пе-

пересекаются в одной точке (см. § 3, стр. 226).

Черт. 227.

') Всякое преобразование, при котором сохраняются касательные

расстояния между кривыми, называется эквнлонгальным (ср. с

определением конформного преобразования на стр. 183). Таким обра-
образом, осевая инверсия есть эквилонгальное преобразование.
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различным образом, если 2, и 22 расположены одна вне

другой (черт. 157, а и б). А именно, если

то окружности 2, н 22 могут служить основанием цепи,

содержащей п окружностей, причём точки касания окруж-
окружностей цепи с 2, (или с 22), взятые в порядке следования

окружностей цепи, пробегают окружность 2, (соответственно
2,) т раз (на черт. 156, с, б изображены случаи, когда

т=\).

Дробь — называется характеристикой цепи.
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278. а) Даны четыре окружности S,, Slt S3 и St; пусть

ах, а,
— общие касательные S1 и St, bv bt — общие касатель-

касательные S, и Ss, с,, сг—общие касательные SR и 54, d^, йг—

Черт. 228.

общие касательные 54 и Sx. Докажите, что если av bv cx
и dx касаются одной окружности 1, то я„ Ьг, с, п rf, ка-

касаются одной окружности Е (черт. 228, сI).

*) В задачах 278—280 следует так выбирать общие касательные

окружностей, чтобы их можно было рассматривать как н а п р а в -
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б) Даны три окружности S,, 5„ Ss и касательные с„ с„ а,
этих окружностей; пусть далее ba, ft, и ftt— общие каса-

касательные 5, и 5„ 5, и 53, 5, и Sa; 2„ 2„ 2а— три

окружности, касающиеся соответственно о„ с3 и ft,; с„ а3
и ft2; ct> с, и ft, (черт. 228, бI). Докажите, что если Slt
St и S2 касаются одной прямой / (отличной от ftt, ft,, ft,),
то 2„ 2, н 23 касаются одной прямой I (отличной от

о„ а„ е3).
279. Пусть А, В н С—три окружности, попарные

касательные расстояния которых равны с, ft и с; D
—

окружность,, касающаяся общих касательных Л1,/., и KtL,
окружностей А и В в серединах отрезков K1Ll и KtLt
(черт. 230) *). Чему равно касательное расстояние х окруж-
окружностей С и D?

280. ПустьА, В и С—три окружности, D, Е и F—

окружности, касающиеся общих касательных окружностей
А и В, В » С, С и А в серединах отрезков, определяемых
точками касания (черт. 230) ')• Докажите, что

а) общиекасательные С и D, А и Е, В и F—все касаются

одной окружности М;

б) точкикасания общих касательных С и D, А и Е, В
и F с окружностью Ж делят отрезки этих касательных

'

ленные касательные направленных окружностей
(при каком-то выборе направлений окружностей).

Так, например, в условии задачи 278а) необходимо требовать, чтобы

я, и аг были «одноимёнными» общими касательными S, и S, (т. е. обе
внешними или обе внутренними) и анало-

, гпчпо Ь, и 6,, с, и с,, d, и d, являлись

«одноимёнными» касательными; затем,

i^j *а чтобы среди четырёх пар общих каса-
А тельныхс,, я,; Ь„ 6,; с,, с,; d,, d, имелось
IV/1

-gf чётное число пар общих внутренних ка-
касательных: 0 (см. черт. 228, а), 2 или 4.

jTT-^r-c, Но даже и выполнение этих двух усло-
3, \^ У s, внйещё не "Гарантирует, что предложе-"

^^l^js^^i -

ш1е задачи имеет место,— надо ещё, что-

чтобы окружностям Sv S,, 53 и St можно

было приписать такие направления, чтобы

Черт. 229. ихнаправленные касательные я,,

bt, с, и я", касались одной направлен-
направленной окружности ? (см. черт. 229, где так выбрать направления S,,
S,, S3 и St невозможно,— на этом чертеже о,, bv с, и я", не касаются
никакой окружности).

*) См. предыдущую сноску.
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между соответствующими окружностями в отношении 2:1

(считая от окружностей С, А п В) *).
281. Двойным отношением четырёх (направ-

(направленных) прямых а, Ь; с, d называется выражение
Л •Ч

ad.
ас

Sin -rr Sin

.
be

SHly sin
bd

(ср. с определением двойного отношения четы-

Черт. 230.

рёх точек, стр. 235). Докажите, что двойное отношение

четырёх прямых сохраняется при осевой инверсии (ср. со

свойством Г обыкновенной инверсии, § 4, стр. 236).
282. Найдитегеометрическое место точек, которые данная

последовательность осевых инверсий переводит снова в точки.

283. Опишитевокруг данной окружности .S л-угольннк,

вершины которого лежат на данных л прямых /,, /„ ..., /„.
В другой связи задача 283 приведена в §5 гл. I (см. задачу 1836)

на стр. 120).

х) Относнтелыга напрашивающейся аналогии содержания этой за-

задачи со свойствами медиан треугольника см. ниже стр. 349.
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Докажем теперь одну теорему, которая иногда оказывается
полезной при решении задач с помощью осевой инверсии.

Теорема 2. Каждые две (направленные) окружности
или (направленную) окружность U точку можно при по-

помощи осевой инверсии перевести в две точки, или в точку

а проходящую через неё окружность, ила в две окружно-
окружности, отличающиеся только направлением (ср. с теоремой 2

§ 1, стр. 194).
Доказательство. Ми уже видели выше, что две

окружности, имеющие две общие касательные, можно при

помощи осевой инверсии перевести в две точки (см. стр. 295).

4

f
\
\
\

Р,

S,'

Черт. 231.

Далее, так как каждую окружность можно перевести в точку,

то две касающиеся окружности (окружности, имеющие един-

единственную общую касательную) можно осевой инверсией пере-
перевести в точку н проходящую через неё окружность—для

этого достаточно перевести в точку одну из этих двух окружно-

окружностей. Таким образом, нам остаётся только доказать, что две

окружности Sx и 5,, не имеющие вовсе общих касательных

(черт. 231), можно осевой инверсией перевести в две окруж-
окружности S[ и S'it отличающиеся только направлением.

Если о есть центральная прямая искомой осевой инверсии,

то о есть радикальная ось (ненаправленных) окружностей S,
и S[ и радикальная ось (ненаправленных) окружностей 5, и

S\ (см. доказательство свойства Б осевой инверсии). Значит,
каждая точка прямой о имеет равные степени относительно
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5, н S[ н относительно .S, и S'j отсюда следует, что каж-

каждая точка о имеет равные степени относительно 5, и 52, т. е.

что о есть радикальная ось St n S2.
Пусть теперь pt— касательная 5„ параллельная о, рг—

касательная 5„ протнвопараллельная о1). Наша осевая

инверсия переводит pY и pt в касательные р\ и р'г окружностей

S\ и 5j; при этом р\ протнвопараллельна о, р'г параллельна о

(см. выше стр. 284). Но так как S\ и S'2 отличаются только

направлением, то р\ и р'г отличаются только направлением.

Обозначим (положительные или отрицательные в соответствии

с правилом, определяющим знак расстояния от точки до пря-

прямой; см. выше стр. 262) расстояния от прямых /?,, р„ и р[ до

о через dl, dt и d. В таком случае, если k есть степень

осевой инверсии, то2)

(см. BHUie стр. 284; напоминаем, что параллельны о пря-

прямые />, и /?j). Перемножая эти равенства, получим:

т. е. квадрат степени инверсии равен отноше-

отношению расстояний от /?, и />, до о. При этом отношение

-J-, наверное, положительно (расстояния берутся со знаками!),

ибо 5, и 5, по условию не имеют общих касательных и, следо-

следовательно, лежат одна внутри другой, т. е. по одну сторону

от радикальной оси о (черт. 231, а), или пересекаются и

одинаково направлены и, значит, р1 и рг лежат по одну
сторону от общей хорды о (черт. 231, б).

Пусть теперь нам известны окружности 5, и S2; произве-

произведём осевую инверсию, центральной прямой которой служит
их радикальная ось о (направление которой мы выбираем

произвольно), а степень инверсии равна 1/ -~

,
где rf, и d,

определяются, как выше В таком случае прямые pt и р. пе-

перейдут в прямые р[ и p't, отличающиеся только направлением;

*) См. сноску на стр. 284.

*) Здесь справа стоит знак «минус», ибо при положительном k
исходная и преобразованная прямые лежат по разные стороны от о

(см. выше стр. 284—285).
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St и 5, переходят в окружности S't и S't, обе принадлежа-

принадлежащие пучку окружностей, имеющих с 5, и 52 общую ради-

радикальную ось о (см. выше стр. 229). Но две различные (нена-

(ненаправленные) окружности пучка не могут касаться одной и

той же прямой, параллельной радикальной оси пучка, т. е.

перпендикулярной к линии центров (см. черт. 164, б; 165, б;
167, б на стр. 215—218, где изображены пучки непересе-
непересекающихся, касающихся и пересекающихся окружностей).
Отсюда вытекает, что окружности S't и

ч

S't отличаются

только направлением, чем и завершается доказательство тео-

теоремы 2.

Отметим, что центральную прямую о и направляющую

окружность 2 осевой инверсии, переводящей две данные

окружности St и 5„ ие имеющие общих касательных, в две

окружности, отличающиеся только направлением, можно по-

построить циркулем и линейкой. Действительно, о есть ради-
радикальная ось 5, и St. Что касается Z, то отношение расстояний
/, и /, от касательных Ь и Ь' этой окружности, соответственно

параллельной и противопараллельной о, до центральной прямой о

должно равняться степени k инверсии (ср. выше стр. 286

Ъ,Р, Р,О Ъ, и 284-285); поэтому ft = YTt •

т. е. j- равно отношению катетов пря-

прямоугольного треугольника, гипотенуза

которого разбивается высотой на отрез-

отрезки rf, и dt; это условие позволяет по-

построить окружность 2 (черт. 232). Так

же центральную прямую и направляю-

направляющую окружность осевой инверсии, пе-

ргводящей две данные окружности в

две точки или в точку и проходящую

через неё окружность, можно постро-

т

Черт. 232.

ить циркулем и линейкой (см. выше стр. 293—295).

284. Пусть даны четыре окружности 5„ S,, Sa и 54,
причём 5, и 53 обе касаются и 5, n St (черт. 233). Дока-
Докажите, что четыре общие касательные касающихся окружно-

окружностей, проходящие через точки их касания, проходят через

одну точку или касаются одной окружности.
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[В условии этой задачи надо требовать, чтобы из четы-

четырёх пар касающихся окружностей: 5, и Sa, S, и 53, St и

St, St и 5„ чётное число

пар @, 2 или все 4) име-

имели внутреннее касание и

чётное число пар имели

внешнее касание х).]
285. Постройтеокруж-

окружность, касающуюся данных:

а) прямой/ и двух ок-

окружностей 5, и S, (или ка-

касающуюся данных прямой
/ п окружности S, и про-

проходящую через данную

точку 5„);

б) трёхокружностей 5,, Черт.233.
5, и <S3 (или касающуюся

двух данных окружностей Sl и 5, и проходящую через
данную точку Ss) (задача Аполлония).

См. также задачи 237а) и 2326) из § 2 (стр. 207—208).

286. Даны три окружности Slt S2 и S3; 5, заключена

внутри St. Постройте окружность 1\ такую, что:

а) касательноерасстояние 5, и 2 равно а, касательное

расстояние 5, и 2 равно Ь, касательное расстояние 5, н 51

равно с, где a, b и с — заданы;

б) уголмежду 5, и S равен о, угол между 5, и 2 равен |5,
угол между S3 и 2 равен у, 90°^>a>;$.

См. также задачи 2386), а) из § 2 (стр. 209).

287. Данычетыре окружности: 5„, 5„ S, и St; St за-

заключена внутри 5,. Постройте окружность 2, такую, что

касательные расстояния 5, и ?, St и 2, 5, н 2), St и 5]
все равны между собой.

Чтобы ярче подчеркнуть двойственность между точечной и осе-

осевой инверсией, мы запишем здесь определение и основные свойства
втих преобразований, а также другие относящиеся сюда теоремы.

') Это условие обеспечивает возможность считать окружности S,,
St, Sa и S4 направленными с соблюдением условий о касании направ-
направленных окружностей.
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частично доказанные выше, а частично новые, в виде таблицы, в левом

и правом столбцах которой расположены двойственные друг другу
предложения.

I. Если т есть произвольная
прямая, проходящая через фикси-
фиксированную точку L и пересекаю-
пересекающая данную окружность S в двух
точках А'н В, то произведение

LALB

Г. Если Л/ есть произвольная
точка, лежащая на фиксированной
(направленной) прямой / вне дан-
данной (направленной) окружности S,
и а, Ь — касательные, проведён-
проведённые из точки М к окружности S,
то произведение

4
la Гь

(черт. 234, а) зависит только от

точки L и окружности S, но не

от прямой т (теорема Г, стр. 281).
Это произведение называется

степенью точки L отно-

относительно окружности S.

(черт. 234, б) зависит только от

прямой / и окружности S, но не

от точки М (теорема 1, стр. 279).
Это произведение называется

степенью прямой /отно-
/относительно окружности 5

Черт. 234.

II. Геометрическое место то-

точек L, степени которых относи-

относительно данных двух окружностей
S, и S, равны, есть прямая линия о

(см. § 3 настоящей главы). Эта
прямая называется радикаль-
радикальной осью двух окружностей.
Если окружности S, и St имеют

общие точки А и В, то эти точ-

точки лежат на радикальной оси

(черт. 235, а). Радикальную ось

двух окружностей можно опреде-
определить как такую прямую, что ка-

1Г. Все (направленные)-прямые
I, степени которых относительно

данных двух (направленных)
окружностей 5, и S, равны, про-
проходят через одну точку О. Эта
точка является центром по-

подобия двух окружностей (дока-
(докажите!). Если окружности 5, и S,
имеют обшне касательные а и Ь,
то эти касательные проходят че-

через центр подобия (черт. 235, б).
Центр подобия двух окружностей
можно определить как такую точ-
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сательиые расстояния от каждой
из её точек до окружностей Sj и

S, равны.

III. Геометрическое место то-

точек, отношение степеней которых
относительно двух окружностей
S, и S, имеет постоянное зпаче-

ку, что все прямые, проходящие
через неё, образуют одинаковые
углы с обеими окружностями.

ИГ. Все (направленные) пря-
прямые, отношение степеней которых
относительно двух (направленных)
окружностей S* и S2 имеет но-

пие, отличное от едини-
ц ы, есть окружность (см. зада-

задачу 2506) из § 3 настоящей главы)').

стоянное значение, отличное
от единицы, касаются некото-

некоторой окружности (докажите!)').

') Эта окружность принадлежит к пучку окружностей, определя-
определяемых S, и 5, (см. ниже п. XI).

') Эта окружность принадлежит к ряду окружностей, определяе-
определяемых S, и 5, (см. ниже п. ХГ).
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IV. Попарные радикальные оси

трёх окружностей S,, S, и 53 пе-

пересекаются в одной точке О (см.,
например, черт. 236, а). Эта точка

называется радикальным

центром трёх окружностей (см.
выше стр. 226).

IV. Попарные центры подобия
трёх окружностей S,, S, и S3 ле-

лежат на одной прямой о (см., на-

например, черт. 236,6). Эта прямая
называется осью подобия

трёх окружностей (см. § 1 гл. I

части второй, стр. 93—94 первого
тома книгиI).

Черт. 236.

V. Инверснейс центром О
и степенью k называется преобра-
преобразование, переводящее точку А

в точку А', такую, что три точки

А, А' и О лежат на одной прямой и

OA-OA'= k.

V. Осевой инверсией
с центральной прямой о и степе-

степенью k называется преобразование,
переводящее прямую а в прямую
а', такую, что три прямые а, а' и

о пересекаются в одной точке и

. оа оа' .

VI. Инверсия переводит окруж-
окружность S в окружность S' (см. свой-
свойство Б инверсии, стр. 180). Здесь
к числу окружностей причи-
причисляются и прямые

—

«окружности
бесконечно большого радиуса».

VI'. Осевая инверсия перево-
переводит окружность S в окружность
S' (см. свойство Б осевой инверсии,
стр.288—289).Здеськ чнслуокруж-
иостей причисляются и точки —

«окружности нулевого радиуса».

*) Это предложение можно доказать совершенно аналогично до-

доказательству теоремы о радикальных осях (ср. выше стр. 226). Отсюда
вытекает новое доказательство теоремы о трёх центрах подобия (если
рассматриваемые в этой теореме фигуры F, Ft и F' отличны от окруж-
окружностей, то для доказательства достаточно описать вокруг трёх соот-

соответствующих друг другу точек А, А, а А' этих фигур окружности,
отношения радиусов которых равны коэффициентам подобия фигур).
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VII. Центр О инверсии, пе-

переводящей окружность S в

окружность S', является центром
подобия окружностей S и S'

(черт. 237, а; см. доказательство
свойстваБ инверсии, стр. 178—179).

VII'. Центральная прямая о осе-
осевой инверсии, переводящей окруж-
окружность S в окружность S', является
радикальной осью окружностей S
и S' (черт. 237,6; см. доказатель-
доказательство свойства Б осевой инверсии,
стр. 289—292).

VIII. Пусть инверсия. перево-
переводит окружность S в окружность
5'. В таком случае геометриче-
геометрическое место точек пересечения каса-

касательных к этим двум окружностям
в соответствующих при инверсии
точках А и А' есть прямая ли-

линия — радикальная ось о окруж-
окружностей S и S' (черт. 237, а; см.

задачу 251а) из § 3, стр. 231—232).

IX. При инверсии сохраняется
угол между двумя окружностями
(свойство В инверсии, стр. 181).

VIII'. Пусть осевая инверсия

переводит окружность 5 в окруж-
окружность S'. В таком случае прямые,
соединяющие точки касания со-

соответствующих при осевой ннвер-
сни касательных а и а' к S и S',
проходят через постоянную точ-

точку
— центр подобия окружностей

5' и S' (черт. 237, б; см. доказа-

доказательство свойства Б осевой ин-

инверсии).

IX'. При осевой инверсии со-

сохраняется касательное расстояние
двух окружностей (свойство В

осевой инверсии, стр. 298).
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X. При инверсии сохраняется
двойное отношение четырёх то-

точек А, В, С и D:

А? AD

ВС' BD

(свойство Г инверсии, стр. 236).

XI. Совокупность окружностей,
каждые две из которых имеют

одну и ту же радикальную ось о.

X'. При осевой инверсии сохра-
сохраняется двойное отношение четы-

четырёх прямых а, Ь, с и d:

.
ас аа

sin
у

sin
-^

.be . bd
sin — sin

y

(см. задачу 281, стр. 303).

XI'.Совокупность окружностей,
каждые две из которых имеют

одни и тот же центр подобия О,

6)

Черт. 238.

называется пучком окружностей
(см. выше стр. 229). Прямая о на-

называется осью пучка. Если две

окружности пучка пересекаются
в точках И и В, то все окружно-

окружности пучка проходят через А н В

(черт. 238, а).

XII. Совокупность окружно-
окружностей, относительно которых данная

Точка О имеет одну и ту же сте-

называется рядом окружностей.
Точка О называется центром

ряда. Если две окружности ряда
имеют общие касательные а и Ь,
то все окружности ряда касаются

а п Ь (черт. 238, Ь).

Х1Г. Совокупность окружностей,
относительно которых данная пря-
прямая о имеет одну и ту же сте-
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пень, называется связкой ок-

окружностей. Точка О называется

центром связки. Если центр О

лежит вне окружностей связки,
то касательное расстояние О и

каждой из окружностей связки

имеют одно и то же значение.

XIII. Окружности, принадлежа-
принадлежащие одновременно двум различным
связкам, образуют пучок.

XIV. Инверсия переводит пу-
пучок окружностей в новый пучок
и связку окружностей

— в новую
связку.

XV. Совокупностьвсех окруж-
окружностей, пересекающих две данные

окружности под одинаковыми уг-
углами, образует связку окружно-
окружностей, центром которой является

центр подобия данных двух ок-

окружностей ').

ХУ1.Совокупность окружностей,
пересекающих три данные окруж-
окружности под одинаковыми углами,
образует пучок окружностей, осью

которого служит ось подобия дан-
данных трёх окружностей. Центры
всех окружностей этого пучка
расположены на перпендикуляре,
опущенном из радикального цент-

центра трёх окружностей на их ось

подобия').
Этот ряд теорем можно было

пень, называется сетью окруж-
окружностей. Прямая о называется цен-

центральной прямой сети. Если

окружности сети пересекают цен-

центральную прямую о, то все они

образуют с ней равные углы.

ХНГ. Окружности, принадлежа-
принадлежащие одновременно двум различ-
различным сетям, образуют ряд.

XIV. Осеваяинверсия перево-
переводит ряд окружностей в новый ряд
и сеть окружностей — в новую
сеть.

XV. Совокупностьокружностей,
касательные расстояния которых
от двух данных окружностей рав-
равны, образует сеть окружностей,
центральной примой которой явля-

является радикальная ось данных двух

окружностей.

ХУГ.Совокупностьокружностей,
касательные расстояния которых

от трёх данных окружностей рав-
равны, образует ряд окружностей,
центром которого служит ради-
радикальный центр данных трёх ок-

окружностей. Центры всех окруж-

окружностей этого ряда расположены

на перпендикуляре, опущенном из

радикального центра окружностей
на их ось подобия,

бы ещё значительно продолжить.

Наконец, отметим следующие две важные теоремы, ана-

аналогичные теоремам 1 и 2 § 4 настоящей главы:

') Здесь приходится рассматривать направленные окружности; угол

между направленными окружностями однозначно определяется как

уюл между направленными касательными окружностей в точке пере-
пересечения. Совокупность окружностей, пересекающих две ненаправлен-
ненаправленные окружности под одинаковыми углами, состоит из двух связок с

центрами в двух центрах подобия окружностей", совокупность окруж-
окружностей, пересекающих три ненаправленные окружностн под одинаковыми

углами, состоит из четырёх пучков, осями которых служат четыре
оси подобия окружностей.
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Т е о р е м а 3. Всякое осевое круговое преобразование, явля-

являющееся точечным преобразованием, есть преобразование
подобия ').

Теорема 4. Всякое осевое круговое преобразование,
отличное от преобразования подобия, может быть осу-

осуществлено при помощи расширения или осевой инверсии,

сопровождаемых ещё, быть может, преобразованием по-

подобия ').

Теорема 3, очевидно, равносильна теореме 1 § 4. А именно, обе
теоремы выражают тот факт, что всякое преобразование плоскости,

которое переводит точки в точки, прямые линии — в прямые ли-
линии и окружности

— в окружности, есть преобразование подобия.

Черг. 239.

Что касается теоремы 4, то доказательство её (идейно близкое к

доказательству теоремы 2 § 4) довольно сложно; мы здесь набросаем
его вкратце.

Ключом к теории круговых преобразований плоскости является

стереографическая проекция. Так, например, инверсию
удобно представлять себе как преобразование плоскости -, соот-

соответствующее симметрии сферы о, на которую плоскость отображена
при помощи стереографической проекции (см. выше § 4, стр. 251—253);
нз этого обстоятельства можно просто вывести все основные свойства

инверсии (рекомендуем читателю самостоятельно это сделать). Все
же определения инверсии, не подчёркивающие её связь с симметрией
в пространстве (см. первое определение на стр. 172—173 и второе опре-
определение на стр. 173—174), по существу более искусственны и не-выяс-

не-выясняют причин, по которым это преобразование играет такую важную роль

') Здесь, как и во всех вопросах, где фигурируют направленные
окружности и прямые, под преобразованием подобия следует понимать
собственно-подобное или зеркальио-подобиое преобразование (см. § 2
гл. 1 второй части книги), сопровождаемое ещё, быть может, пере-
меной направлений всех прямых и окружностей на

обратные.
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в теории круговых преобразований. Таким же ключом к теории преобра-
преобразований, двойственных круговым, является циклографическая
проекция Шал я—Ф ё д о р о в а, определяемая следующим образом.

Каждой (направленной) окружиости плоскости я мы ставим в соот-
соответствие точку пространства

—

вершину конуса с углом 90° при вер-
вершине, основанием которого служит данная окружность (черт. 239). При
этом конус расположен с одной или с другой'стороны плоскости я в

зависимости от того, направлена ли окруж'ность против часовой стрелки
или по часовой стрелке. Таким образом, циклографическая проекция
переводит окружности плоскости в точки трёхмерного пространства.
Точки плоскости («окружности радиуса нуль») переходят при цикло-

циклографической проекции сами в себя.'

Черт. 240.

Очевидно, что касающимся окружностям отвечают касающиеся

конусы (черт.- 239); отсюда следует, что прямая, соединяющая точки,

в которые переходят две касающиеся окружности, наклонена к плоско-

плоскости it под углом 45°. Окружностям, касающимся одной и той же пря-

прямой I, отвечают точки, расположенные в плоскости X, проходящей через
эту прямую и наклонённой к плоскости я под углом 45° (черт. 240)').

*) При этом X для совмещения с к надо повернуть вокруг 2 на

угол 45° против часовой стрелки, если смотреть вдоль на-

направленной прямой I (черт. 240). Это условие выделяет одну из двух

плоскостей, пересекающих я по прямой/ и образующих с * угол в 45°.
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Поэтому естественно считать, что при циклографической про-
проекции прямая I переходит в плоскость X').

Удобно считать плоскость г. координатной плоскостью хОу (черт
241). В таком случае циклографическую проекцию можно представлять
себе следующим образом: лежащей в плоскости т. окружности, коор-
координаты центра которой равны х и у, а радиус (положительный или

отрицательный; см. выше стр. 260) равен г, ставится в соответствие

точка пространства с координатами х, у и z = r. Дв\м касающимся

Черт. 241.

окружностям отвечают две такие точки (.те,, V,, г,) и (хг, уг, г,) прост-
пространства, что отрезок, соединяющий эти точки, наклонён к плоскости т.

под углом 45°; в этом случае проекция |z,
— z,| отрезка на ось z

') С первого взгляда может показаться непонятным, почему в двой-

двойственных друг другу вопросах аналогичную роль играют стереографи-
стереографическая проекция н циклографическая проекция, имеющие, казалось бы,
совсем разный характер: первая из них отображает точки плоскости на

точки сферы в пространстве, а вторая
— окружности плоскости на точки

пространства. Однако это нетрудно пояснить. Стереографическую про-
проекцию можно также рассматривать как отображение окружностей
плоскости на окружности сферы, или, что то же самое, как отобра-
отображение окружностей плоскости на плоскости пространства, в ко-

которых лежат эти окружности. Точки плоскости стереографическая
проекция отображает на некоторые точки пространства

— точки

сферы о. В пространстве по принципу двойственности друг другу со-

соответствуют точки и плоскости (аналогично тому, как на плоскости

двойственными друг другу понятиями являются точки и прямые). По-
Поэтому естественно, что в двойственной теории роль стереографической
проекции играет проекция, которая отображает окружности пло-

плоскости на точки пространства, а прямые плоскости — на неко-

торые плоскости пространства,— циклографическая проекция.
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равна его проекции \Г\~ __ r\*i(,, гг

и, значит, имеет место cooTHomt.fe ~3'2> "а ПЛ°СК°СТЬ Г' DepT'  2>

или

¦-У2У - (г, - г,)« = 0.

Осевые круговые преобразования переводят окружности плоскостнснова в окружности; поэтому циклографическая прос'кцпя сопоставляет
каждому такому преобразованию некоторое точечное преобразова-
преобразование в пространстве. Кроме того, эти преобразования переводят прямыев прямые; отсюда следует, что касающиеся окружности (имеющие

Черт. 242.

единственную общую касательную) должны переходить е касающиеся
окружности. Это значит, что осевому круговому преобразованию от-
отвечает в силу циклографической проекции такое преобразование про-
пространства, что две точки, для координат которых имеет место соотно-
соотношение

О1.-лУ-(*,-«,У= о.

переходят в точки, координаты которых удовлетворяют тому же
соотношению.

Можно показать, что каждое преобразование пространства, обла-
обладающее рассматриваемым свойством, можно представить в виде сум-
суммы преобразования, при котором выражение

не меняется по величине, и последующего центрально-подобного пре-
преобразования пространства с центром в начале координат х), при котором
выражение (*) изменяется в каком-то определённом отношении (этот
результат вытекает, в частности, и из наших дальнейших рассмотре-

*) См. сноску •) на стр. 95 первого тома книги.
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ний). Но легко видеть, что центрально-подобному преобразованию про-
пространства с центром в начале координат циклографическая проекция
сопоставляет центрально-подобное преобразование плоскости я. Таким

образом, изучение осевых круговых преобразований сводится к изу-
изучению преобразований, пространства, при которых сохраняется вы-

выражение (*), т. е. преобразований, при которых любые две точки

\xv У» zi) « (*•. Уг< 2г) пространства переходят в такие две точки

(х[, у[, z[) и (х;, у2, г;), что1)

(х; _ *;>• + (у; - у',)' - {z[ - z'tY= (х, - хJ« -f (у,-y%f - (z,- zt)\

Преобразования, при которых сохраняется выражение (*), имеют
очень много обшего с движениями пространства — преобразованиями,
при которых сохраняется выражение

(*, - хгУ + (у, -

(см. введение к первой части, в частности сноску па стр. 17 первого
тома книги). Мы будем называть такие преобразования пространства
псевдодвижениями. Науку, изучающую свойства пространствен-
пространственных фигур, сохраняющиеся при "псевдодвнжепнях пространства, можно
назвать псевдогеометр и ей (или псепдоевклндовой гео-

геометрией — последнее название является более распространённым).
Псевдогеометрня играет очень большую роль в сонремсппой физике
(теория относительности). Во многих отношениях она очень близка к

обыкновенной геометрии, изучаемой в школе. Вместо расстояния между
двумя точками пространства с координатами (*,, )\, г,) и (хг, уг, г,)
в псевдогеометрни рассматривается псевдорасстояние

У(х, - х,У + (v, - у? - (г, - ггГ,

при этом псевдорасстояние между двумя точками может быть и мни-
мнимым. Аналогично обычной геометрии два отрезка АС и ВСназываются

псевдоперпендикулярными, если для треугольника ABC
имеет место «теорема Пифагора»: квадрат псевдорасстояния АВ равен
сумме квадратов псевдорасстояний АС и ВС). При этом из каждой

х) Таким преобразованиям пространства циклографическая проек-
проекция сопоставляет осевые круговые преобразования, при которых со-

сохраняются касательные расстояния между окружностями. Дейст-
Действительно, если

(х, - х,I+ (у, -у? -(z, - zxf=d* > О,

то d равно касательному расстоянию между окружностями плоскости
я, которым отвечают точки (.*,, yv г,) и (х,, у,, г.) пространства (см.
формулу (*) на стр. 265).

') Если ОА и ОВ— два отрезка пространства, взаимно пер-

перпендикулярных в обычном смысле, и (х,, ylt z,) и

(х,, yv zt) — координаты точек А и В (точку О мы принимаем за
начало координат—любые два отрезка можно перенести параллельно
в начало координат), то из теоремы Пифагора
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точкнна каждую плоскостьможно опустить одним™.,

прящю. псевдопср.шнднкулярную ко вселГ прямыТп'оск^т ?™P (T е"

два псевдоперпенднкуляра к одной и той же п-югкпг™
*' каждыс

(в обычном смысле: понятие параллельности mZ™ raiMJUie/IbIIH
в псевдогеометрнн не отличается от обычного) н т п 1 плоскостей

Для пас будет важно понятие п с с в д о с и м м о т п,. „
но плоскости. Точки А и А пространства называются псёвдосимир™11"пыми относительно плоскости а, если отпезок ^" пг

"CCM0CI1MweTP»4-
рсн к этой плоскости и делится сю nonS (n т„сс™Р™,днкуля-
расстояпня АР и АР, где Р есть точка пегесече.шя УМг"

ПСевд>

а, равны между собой; впрочем, нетрудно шпСТЬ что
С

отрезки АР и А'Р равны в обычном смысле НСТр"д°ю
при псендоспмметрпн относительно а и ю/кость f
нехобной fuocKocmwD -

угол 45° переходит TL ,'
тоже образующую с , }го, «о \"Z%ceZ^мои I, что и плоскость \ (черт ->43 а)г\ этпXtL!
ирииять за определение псевдоснмме^рпн^от.оа^ью f
оно позволяет определить точку И', в 'которую пе^одпт
следует, что

{x\+yl+z!) + ix\+y\-r*l)= (xl-x.y + (yl-yi), + (Zi_
или

это последнее равенство можно также принять за определение

«^^""пТ00™ °ТреЗК0В °А И °^Совершенно ,вдЧ|
«теоремы Пифагора» псевдогеометрнн следует, что два отрезка ОИ и

211ПСеВЯ011еРПе"Я11Ку1Яр11Ы в ™" н только в том

l,+yiytZlzt= Q

(где (дг„ ylt Z]) и (х„ у z,) — координаты точек А н В О —начато
координат); это равеиство можно принять за определение п™
доперпенднкуляриости отрезков ОА и ОБ

ПНПР' yPaBIIeiIIie лювой плоскости а пространства можно записать в
виде

(это доказывается в любом курсе аналитической геометрии) Из ска-сказанного в предыдущей сноске легко вывести, что осе прямые симм"?
рпчные относительно П (обыкновенному) перпендикуляру к а те"
прямые, параллельные отрезку ОА, где О- начало координат а том ,-,'
™еп К00Рд""аты И- B-~Q (и только эти прямыеТпсёвдоперпён-днкулярны 3; отсюда уже вытекают осе наши утверждения

Д0Перпе"

J „ITI'n ™ •1Юбая Прямая '"• псевдоперпенявкулярная к

I ТЫЛЩТСКП пеРесекает X и V ^
a (J „ITI'n ™ •1Юбая Прямая '"• псевдоперпенявкул

толкач ApIa ТпЫЛЩ*оТСКП пеРесекает X. » и V

с и^=1' (̂здесписать ,;и » п« и^=1' (̂здесь равеиство отрезков можно по-понимать как в обычном смысле, так и в смысле псевдогеометрнн)
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преобразовании произвольно заданная точка А пространства (черт. 243, б;
изображённые на этом чертеже два конуса с вершинами А и А' та-

таковы, что все плоскости, касающиеся этих конусов, наклонены к г.

под углом 45°; другими словами, эти конусы образованы прямыми,

6)

Черт. 243.

составляющими с 7: угол 45°). Нетрудно убедиться, что псевдоснммет-

рпя есть частным случай псевдодввження* т. е. что при этом преобра-
преобразовании сохраняются псевдорасстояния между точкам» '); далее можно

показать, что каждые две плоскости пространства, которые можно пе-

перевести одну в другую псевдодвижением, можно также перевести друг
в друга при помощи псевдосимметрнп относительно некоторой плос-

плоскости ').

') Ср. с доказательством того, что симметрия плоскости относи-

относительно прямой является движением, т. е. не меняет длины отрезков

(см. § 1 гл. II первой части книги).
') Очевидно, что плоскость ц, образующая с г. угол, меньший 45°,

не содержит прямых, наклоненных к ;: 'под углом 45° (прямых, пссвдо-
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После всех этих предварительных рассмотрений мы можем ис-

рейтн к доказательству теоремы 4. Каждому осевому круговому пре-
преобразованию Л, переиодящему окружности плоскости к снова в ок-

окружности, циклографическая проекция сопоставляет точечное преобра-
преобразование Л пространства (ср. с доказательством теоремы 2 § 4). Так
как осевое круговое преобразование Л переводит прямые в прямые,
то отвечающее ему преобразование Л переводит каждую плоскость

)., образующую с т. угол 45°, в подобную же плоскость (эти плоскости

отвечают п силу циклографической проекции прямым плоскости -).
Докажем теперь, что преобразование Л переводит каждуюплоскость
пространства в новую плоскость (т. е. является линеii иы м пре-

преобразованием пространства).
Так как через каждую прямую пространства, образующую с -

угол, меньший 45°, можно пронести две плоскости, образующие с г.

угол 45° (черт. 244, а), то каждую такую прямую преобразование
Л переводит и подобную же прямую (две плоскости, образующие с

г. углы 45°, переходят в две новые плоскости и линия пересечения

первых плоскостей — в линию пересечения полученных плоскостей).
Выберем теперь на произвольной плоскости v- Две прямые f, и lt,
образующие с

-

углы, меньшие 43° (на каждой плоскости можно най-
найти сколько угодно таких прямых: можно принять за них даже прямые,
образующие с -

«нулевые» углы, т. е. параллельные я), и рассмотрим
всевозможные прямые, пересекающие f, и I. н образующие с я углы,
меньшие 45° (на черт. 244, б изображены параллельные между собой
прямые, пересекающие f, п I.,— достаточно рассмотреть лишь такие

прямые). Преобразование .V переводит прямые f, и I, в новые прямые
1\ и V. и пересекающие /, н I, прямые в прямые, пересекающие 1\ н fj ;
отсюда следует, что оно переводит залашенную перпымн прямыми
плоскость [1 в новую плоскость |i' (эта плоскость определяется пря-

прямыми h н U).

расстояние между каждыми двумя точками которых равно нулю),
а плоскость v, образующая с

-

угол, не меньший 45°, содержит
такие прямые. Отсюда следует, что псевдодвижение не может пере-
перевести [1 В V.

.. Далее, мы уже отмечали, что каждые две плоскости, образующие
с п углы 45°, псевдоснмметрнчны относительно любой плоскости, про-
проходящей через линию их пересечения. Пусть теперь ц, н |i,

— две

плоскости, обе образующие с л углы, меньшие 45° (или обе —углы,
большие 45°); ОМ, н ОМ, — псевдопернендикулярные к ним отрезки

одинаковой псевдодлины, т. е. такие, что А\ -)- В\ — С\ = А\ -}- &. — С\,
где (Л,, #,,—Cj) н (А,, В,, —CJ — координаты точек М, и М. (см.
сноску ') на стр. 319; отметим, что ест бы плоскость jij образо-
образовывала с 5) гол, больший 45°, а [1,

—

угол, меньший 45°, то псевдо-

псевдодлина отрезка ОМ, была бы вещественной, а отрезка ОМ, — мнимой).
В таком случае плоскости |i, и ц, псевдоелмметрнчны относительно
плоскости а, проходящей через линию пересечения ц, и ц, и псевю-

пернендикулярной к «векторной сумме» О\ отрезков ОМ, и ОМ. (т. с.

к отрезку, соединяющему О с точкой А (Л, -}- Аг, Bt -f- В,, — С, — С,).

11 И. М. Яглом
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Заметим теперь, что если преобразование Л пространства ос-

оставляет плоскость я на месте, то ему отвечает преобразование
подобия плоскости г.. Действительно, точкам пространства, лежащим

в плоскости т., циклографическая проекция сопоставляет точки
-

(«ок-

(«окружности радиуса нуль»); поэтому ест преобразование Л переводит
точки я в точки т., то осевое круговое преобразование Л должно

переводить точки в точки, т. е. являться преобразованием подобия
(см. теорему 3).

Черт. 244.

Пусть теперь преобразование Л не оставляет л на месте и пусть
гс, есть та плоскость, которую это преобразование переводит в я.

Рассмотрим отдельно два случая.
1°. Плоскость п, параллельна я. Рассмотрим параллель-

параллельный перенос Р пространства в направлении осп z (перпендикулярном к

п и я,), переводящий^ в г1); Р есть псевдолвнжеике, переводящее

5 ""• Пусть, далее, At есть такое преобразование пространства, что

Л можно представить как сумму преобразований Р и \ (ср. выше,

') Определение и свойства параллельного переноса в пространстве
аналогичны определению и свойствам этого преобразования на плос-
плоскости (см. по этому поводу Kuiiru, цитированные в сноске *) па стр. 11
первого тома).
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стр. 250—231). Очевидно, что Л, оставляет плоскость т. на месте (ибо Л и

I' переводят г, и одну и ту же плоскость г.); отсюда следует, что осе-

осевое круговое преобразование Л, плоскости г., соответствующее преоб-
преобразованию Л, пространства, есть преобразование подобия. Преобразова-
Преобразованию же Р пространства, очевидно, отвечает расширение Р плоскости г.:

действительно, Р переподит точку (х, у, z) пространства в точку с

координатами (х, у, г-|~а),где а — расстояние между я и -,; следо-
следовательно, Р переводит окружность с центром (х, у) и (положительный или

отрицательным) радиусом г в окружность с тем же центром и радиусом

r-j-rt. Из того, что Л представляет собой сумму Р и Л,, следует, что

исходное осевое круговое преобразование Л представляет собой сумму
расширения Р и преобразонання подобия Л,.

2°. П л о с к о с т ь г., не параллельна г.. Пусть Q есть

псевдоснмчетрнн относительно некоторой плоскости *, переводящая

r.t в г.'), \i — такое npco6pj30Bainie пространства, что Л есть сумма

Черт. 245.

У и Л,. Очевидно, что Л, оставляет плоскость г. на месте; следова-

следовательно, этому преобразованию отвечает преобразование подобия Л,
плоскости. Покажем, что неевдоснмметрнп 12 отпечзет осспая инвер-

инверсия il: этим самым доказательство теоремы 4 будет завершено.
Пусть о есть прямая, по которой -, пересекает т.. Очевидно,

что з тоже проходит через о и, следовательно, преобразование 12

') Плоскость т.х должна образовывать с -

угол, меньший 45°, так

как иначе г.х содержала бы точки, лежащие на прямой, наклонённой к

~

под углом 45°, которые преобразование Л не может переводить в

точки
- (ибо осевое круговое преобразование Л не может переводить

касаюишсся окружности в точки). Отсюда следует, что г. можно получить
из г, при помощи псевдоснмметрнн относительно некоторой плосьостц

а (см. сноску *) па стр. 320).

11*



824 КРУГОВЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ

(и отвечающее ему осевое круговое преобразование й) оставляет па ме-

месте каждую точку прямой о. Далее, пусть S есть произвольная точка

плоскости о, S—окружность, которой отвечает точка S в силу цикло-

циклографической проекшш Счерт. 245). Преобразование S переводит каждую
плоскость )., проходящую через точку S и наклонённую к к под уг-

углом 45°, в другую плоскость 1', наклонённую к я под тем же углом
и пересекающую а по той же прямой, что и У. (см. выше черт. 243, а);

следовательно, V тоже проходит через S^ и пересекает о в той же
точке М, что и У~ Отсюда следует, что преобразование Q переводит
каждую прямую I, касающуюся окружности S, в прямую V, тоже ка-

касающуюся S и пересекающую о в той же точке М, что и прямая I

(черт. 245). А так как, кроме того, G переводит параллельные прямые
'

в параллельные (ибо У переводит плоскости, образующие с
-

угол
45° и параллельные между собой, т. е. пересекающие о по параллель-

параллельный прямым, в параллельные плоскости), то й есть осевая инверсия с

центральной прямой о и направляющей окружностью 6' (см. опреде-
определение на стр. 285).

ПРИЛОЖЕНИЕ К ГЛ. II

Неевклидова геометрия Лобачевского

(второе изложение)

Выберем на плоскости какой-то круг К и рассмотрим все

круговые преобразования плоскости (см. выше стр. 246—247),
переводящие К в себя. Точки круга К мы будем называть т о ч-

камн неевклидовой геометрии Лобачевского,
а эти круговые преобразования — неевклидовыми дви-

движениями; геометрию, изучающую свойства фигур, сохра-

сохраняющиеся при неевклидовых движениях, мы будем называть

неевклидовой геометрией Лобачевского (ср.
с приложением к гл. I, стр. 129I).

Легко видеть, что каждую точку А неевклидовой геомет-

геометрии Лобачевского (т. е. каждую внутреннюю точку круга К)
можно неевклидовым движением перевести в любую другую
такую точку. Покажем, например, как перевести А в центр О

Kpjra. Восставим в точке А перпендикуляр к 0.4, пересекаю-

пересекающий окружность 2 круга К в точках М и N; пусть R
— точка

*) Ниже мы увидим, что все теоремы так определённой геомет-

геометрии Лобачевского точно совпадают с теоремами приложения к гл. I;
это оправдывает использование в обоих случаях одного и того же на-

названия «геометрия Лобачевского». Подробнее вопрос о связи материала
этого приложения с содержанием приложения к гл. I будет рассмотрен
ниже (см. стр. 345—354).
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пересечения касательных к 2 в точках М и N (черт. 246).
Из подобия прямоугольных треугольников ROM и RMA сле-

следует, чго
^п
=

-пд ,
»•¦"¦ RO-RA = RM2; поэтому инверсия

с центром R и степенью RAP (эта инверсия переводит К в

себя и, следовательно, является неевклидовым движением)
переводит Л в О (а О— в Л). Если же мы хотим перевести

точку Л в точку Л', отличную от О,
то достаточно перевести сначала А

в О, а затем О в Л' (тем же неев-

неевклидовым движением, которое пере-
водит Л' в О).

Условимся теперь относительно

того, чтб мы будем называть пря-
прямыми неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского. Со-

Совершенно ясно, что если желать,
чтобы неевклидовы движения пере-
переводили прямые линии снова в прямые, то неевклидовыми пря-

прямыми нельзя назвать обыкновенные прямые линии,— ведь

круговые преобразования, как правило, переводят прямые
не в прямые, а в окружности. Можно было бы предложить
называть неевклидовыми прямыми все дуги окружностей

(и отрезки прямых), пересекающие круг К; в таком случае
«прямые» при движении будут переходить в «прямые», но

зато через каждые две точки будет проходить очень много

различных «прямых», что также противоречит всем при-

привычным нам представлениям. Поэтому естественно назвать

«прямыми» лишь некоторые из пересекающих К окружностей
и прямых; при этом желательно, чтобы совокупность всех

этих окружностей и прямых при неевклидовых движениях

переходила в себя и чтобы через каждые две внутренние
точки круга К проходила единственная «прямая». Обоим этим

условиям удовлетворяют окружности (и прямые), перпендику-

перпендикулярные к окружности 2. Действительно, каждая такая окруж-

окружность или прямая переходит при неевклидовом движении в та-

такую же окружность или прямую (см. свойство В инверсии на

стр. 181 н замечание о круговых преобразованиях на стр. 247).
С другой стороны, все окружности (и прямые), перпендику-

перпендикулярные к i и проходящие через определённую точку Л,

проходят также и через точку А, симметричную Л относительно
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2 (ср. черт. 247 с черт. 127 на стр. 172), т. е. они образуют
пучок пересекающихся окружностей. Но через

каждую точку В плоскости, отличную от А п от А, проходит

единственная окружность такого пучка (через три точки А,

В\\ А можно провести единственную окружность или

прямую; см. также § 3, стр. 218). Таким образом, через

,- ^ каждыедве точки /1 и В

, •, / /' "\ геометрииЛобачевского про-
проходит единственная окруж-

окружность, перпендикулярная к

%/ 2; из того же черт. 247 вид-

видно также, что через точку

А в любом заданном в этоН

точке направлении проходит

единственная окружность,

перпендикулярная к 1'. Ус-

Условимся поэтому называть

Черт. 247. дугиперпендикулярных к 2

окружностей (и отрезки пер-

перпендикулярных к S прямых')), заключённые внутри К, пря-
прямыми неевклидовой геометрии Лобачевского; в частности,

неевклидовыми прямыми, проходящими

через центр О круга К, будут диа-

диаметры К.

Лучом неевклидовой геометрии
Лобачевского, выходящим из точки А,
мы будем называть дугу перпендику-

перпендикулярной к 2 окружности, проходящей
через А, ограниченную точкой А и ок-

окружностью X. Нетрудно видеть, что

неевклидовым движением можно пере-
перевести точку А геометрии Лобачевского

в любую другую её точку А так, что-

чтобы заданный в точке А луч АР пере-
перешёл в луч АР, заданный в точке А. Действительно,
пусть неевклидово движение Д, переводит точку А в центр О

круга К и луч АР в какой-то луч OQ (черт. 248) и неевклн-

') В дальнейшем мы, как правило, будем вместо «окружности и

прямые» говорить просто «окружности»; в тех случаях, когда под этим

будут подразумеваться также и прямые (т. е. «окружности бесконечно
большого радиуса»), это будет достаточно ясно из текста.

Черт. 2-18.
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дово движение Д2 переводит О в А' и некоторый луч OQ'
в луч А'Р" (см. выше, стр. 32.3). В таком случае сумма трёх
неевклидовых движений: Дх, вращения В вокруг О на угол
Q'OQ и Дг, переводит луч АР в луч А'Р (ср. выше, стр. 130).

Выясним теперь, чтб следует называть в неевклидовой

геометрии Лобачевского расстоянием между точками и углом

между прямыми. Наиболее просто определяется угол между

прямы м п. Так как углы между окружностями сохраняются при

круговых преобразованиях (см. свойство В инверсии на стр. 181

Черт. 249.

и замечание на стр. 247), то неевклидовым углом между двумя
прямыми PQ U MN неевклидовой геометрии Лобачевского,
пересекающимися в точке А, можно назвать обыкновенный

(евклидов) угол между окружностями PAQ и NAA1

(черт. 249, а). Отсюда следует, что в неевклидовой геометрии

Лобачевского, как и в обычной (евклидовой) геометрии, все

полные углы вокруг точки и все развернутые углы равны

между собой, причём полный угол равен 360э, развёрнутый
угол равен 180°, прямой угол (угол, равный своему смежному)
равен 90° и т. д. Две неевклидовы прямые PQ и AIN будут

перпендикулярны в смысле неевклидовой геометрии (т. е. будут
образовывать прямой угол) в том п только в том случае, если

окружности PQ н MN будут перпендикулярны в обычном

смысле (черт. 249, б). Совокупность всех неевклидовых пря-

прямых, перпендикулярных к данной прямой PQ, с точки зрения

евклидовой геометрии представляет собой пучок окружностей,

перпендикулярных к двум пересекающимся окружностям PQ

и 1 (см. § 3, стр. 215 и след.). Так как через каждую точку пло-

плоскости проходит единственная окружность такого пучка, то из
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каждой точки А неевклидовой геометрии Лобачевского

можно опустить на прямую PQ этой геометрии единст-
единственный (неевклидов) перпендикуляр.

Перейдём теперь к вопросу об определении расстояний

между точками в неевклидовой геометрии Лобачевского.

Здесь можно поступить аналогично тому, как это делалось

в приложении к гл. I (см. стр. 130—134). А именно, в силу

свойства Г инверсии (стр. 236; см. также

замечание на стр. 247) двойное отно-

отношение четырёх точек сохраняется при

всяком круговом преобразовании; по-

поэтому если неевклидово движение пере-
переводит точки А и В в точки А' и В'
и неевклидовы прямые АВ и А'В' пере-
пересекают окружность 2 в точках Р, Q
и Р, Q (черт. 250), то

AP_AQ_A'P\AgQ'
ВР' BQ BP': B'Q''

С другой стороны, если А, В и С—три последовательные

точки одной неевклидовой прямой, пересекающей окружность
2 в точках Р и Q, то, очевидно,

AP.AQ\.(BP BQ\_AP.AQ
ВР:BQ)¦ \СР:CQ)

~

CP-CQ
'

следовательно, если обозначить

fAP.AQ\_ (*)

то будет иметь место равенство

выполнение которого естественно требовать от длины отрез-

отрезка. Поэтому число dAB, определяемое по формуле (*), можно

назвать неевклидовой длиной отрезка АВ (или
неевклидовым расстоянием между точками Ли В).

Если точка В неевклидовой прямой PQ стремится к Р

(черт. 250), то двойное отношение ^:
-—

стремится к беско-
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иечности; отсюда вытекает, что в неевклидовой геометрии
Лобачевского длина луча АР (и всей прямой PQ) бесконечна,
хотя прямая PAQ и изображается конечной дугой окружности.
Последнее обстоятельство можно доказать также чисто геоме-

геометрически. Рассмотрим совокупность всех неевклидовых прямых,

перпендикулярных к данной прямой PQ; с евклидовой точки

зрения это будет пучок окружностей, перпендикулярных к пе-

пересекающимся окружностям 2 и PAQ. Пусть .S", — та из этих

окружностей, которая проходит через точку В, О, — её центр

(черт. 251). Симметрия относительно окружности 5, перево-

переводит окружность 1\ перпендикуляр-
перпендикулярную к St, в себя и, следовательно,

оставляет на месте круг К; дру-
другими словами, это есть неевклидо-

неевклидово движение. Окружность PAQ то-

тоже перпендикулярна к 5t; значит,
наша инверсия и её переводит в

себя; следовательно, точку А эта

инверсия переводит во вторую точ-

точку Вх пересечения прямой 0,-4 с

окружностью PAQ. Так как отрез-
отрезки АВ и ВВ1 переводятся одни

в другой неевклидовым движением,

то их неевклидовы длины равны:

dw=dBB. Далее, точно так же

получаем:

= ---=ав. .вп

Черт. 251

где Вг есть точка пересечения PAQ с прямой ОгВ, соединяю-

соединяющей В с центром О, окружности пучка, проходящей через

Вх; В3 — точка пересечения PAQ с прямой OaBlt соединяю-

соединяющей Вх с центром 03 окружности пучка, проходящей через

Вг, и т. д. Но отсюда видно, что на неевклидовой прямой

PAQ, начиная от произвольной ее точки А, можно сколько

угодно раз откладывать произвольный отрезок АВ, и всё равно
мы никогда не дойдём до конца Q прямой.

Всё вышесказанное подтверждает большую близость неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского к обычной (евклидовой)
геометрии. В обеих геометриях через каждые две точки про-

проходит единственная прямая; точка и заданный в ней луч могут
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быть переведены движением в любую другую точку и заданный

в ней луч; на данной прямой от любой точки в любом на-

направлении можно отложить отрезок произвольной длины (это
следует из того, что длина луча бесконечна), и в данной

точке от любой прямой в любом направлении (т. е. по часо-

часовой стрелке млн против) можно отложить произвольно задан-

заданный угол и т. д. Поэтому все теоремы евклидовой геометрии,

доказательство которых опирается

лишь на эти простейшие предло-
предложения, переносятся в неевклидову

геометрию Лобачевского: этЬ от-

носится ко всем признакам равен-
равенства треугольников, к теоремам о

сравнительной длине перпендику-

перпендикуляра и наклонной, к теореме о

том, что биссектрисы треуголь-
треугольника пересекаются в одной точке,

и т. д. (ср. с приложением к гл. I,
стр. 142—144). Различие же между

Черт. 252. неевклидовойгеометрией Лобачев-
Лобачевского и обычной (неевклидовой)

геометрией заключается в том, что в неевклидовой, геомет-

геометрии. Лобачевского нарушается аксиома параллельных линий.

Действительно, если рассмотреть совокупность прямых неев-

неевклидовой геометрии, проходящих через некоторую точку А,
расположенную вне прямой PQ, то мы увидим, что среди

этих прямых имеются как бесконечно много прямых, пересе-

пересекающих прямую PQ (как прямая RS на черт. 252), так и

бесконечно много прямых, не пересекающих PQ (р а с х о-

дящнхея с PQ или сверхпараллельных PQ; такой

прямой является, например, прямая MN на черт. 252). Те

и другие прямые отделяются друг от друга двумя прямыми
UP a VQ, которые называются параллельными PQ
(ср. выше, стр. 146—148).

288. Какуютеорему обыкновенной (евклидовой) геомет-

геометрии выражает следующая теорема неевклидовой геометрии
Лобачевского: биссектрисы треугольника пересекаются в

одной точке? Докажите непосредственно эту теорему.
289. Какуютеорему обыкновенной (евклидовой) геомет-

геометрии выражает следующая теорема неевклидовой геометрии
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Лобачевского: если угли при основании треугольника равны,
то треугольник равнобедренный? Докажите непосредственно
эту теорему.

290. а) Пусть PQ и RS— две прямые неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского, пересекающиеся в точке В. Докажи-

Докажите, что расстояния от точек прямой RS до прямой PQ

Черт. 2.3:5.

(т. е. длины перпендикуляров, опущенных из точек прямой

RS на прямую PQ) возрастают неограниченно по обе сто-

стороны от точки В. При этом основания перпендикуляров,
опущенных нз точек прямой RS на прямую PQ, покрывают
лишь конечный отрезок PtQx последней прямой, т. е. вся

прямая RS проектируется в конечный отрезок Я,0, прямой
PQ; перпендикуляры, восставленные к PQ в точках Я, и Q,,
параллельны RS (черт. 253, а и схематический черт. 115, а

на стр.'148).
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б) ПустьPQ и UP— две параллельные прямые неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского. Докажите, что расстояния

от точек прямой UP до прямой PQ неограниченно убывают
в направлении луча АР {А — произвольная точка прямой

UP) н неограниченно возрастают в направлении луча AU.

Проекцией всей прямой UP на прямую PQ служит луч QyP;
перпендикуляр, восставленный к PQ в точке Qu параллелен
UP (черт. 253, б и схематический черт. 115, б).

в) Докажите, что расходящиеся прямые PQ n AIN не-

неевклидовой геометрии Лобачевского имеют единственный

общий перпендикуляр КЦ обратно, если две прямые имеют

общий перпендикуляр, то эти прямые — расходящиеся. Рас-

Расстояния от точек прямой MN до прямой PQ неограниченно

растут по обе стороны от основания К общего перпенди-

перпендикуляра. Прямая MN проектируется в конечный отрезок

PXQX прямой PQ; перпендикуляры, восставленные к PQ в точ-

точках Рх и Qv параллельны MN (черт. 253, в н схематиче-

схематический черт. 115, в).
291. Докажите, что в неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского высоты остроугольного треугольника пересекаются

в одной точке. Сохраняет ли силу эта теорема также и для

тупоугольных треугольников?

292. Докажите,что сумма углов всякого треугольника
неевклидовой геометрии Лобачевского меньше 180°.

293. Докажите,что два треугольника неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского с соответственно равными углами

равны между собой (т. е. переводятся один в другой неев-

неевклидовым движением).

Рассмотрим пучок IIj прямых неевклидовой геометрии

Лобачевского, пересекающихся в точке А; с обычной точки

зрения это будет пучок окружностей, проходящих через точ-

точки Л и Л (ср. черт. 254, а с черт. 127). Пусть 11Ж—пучок
окружностей, перпендикулярный к первому пучку (см. § 3,
стр. 219); это будет пучок непересекающихся окружностей,
включающий также и окружность X. Симметрия относительно

любой из окружностей S пучка П1 переводит круг К в себя,
т. е. представляет собой неевклидово движение,— это есть

неевклидова симметрия относительно прямой 5 (см. выше,

стр. 156—157). Каждая окружность S пучка П1 переходит при
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любой такой симметрии в себя; следовательно, и сумма симмет-

симметрии относительно двух окружностей 51, и S, пучка II —

неевклидово вращение вокруг точки А (см. выше,
стр. 157—158) — переводит 5 в себя. Из того, что все окруж-

окружности пучка II, переходят в себя при любом вращении во-

вокруг точки А, следует, что те из них, которые заключены

внутри 2, являются неевклидовыми окружностями

Черт. ZA, ,:.

с центром А, т. е. геометрическими местами точек, равноуда-
равноудалённых (в смысле неевклидовой геометрии Лобачевского) от

точки А. Таким образом, неевклидовы окружности представ-
представляют собоИ не что иное, как обычные (евклидовы) окружно-

окружности, не пересекающие Z; обратно, любая окружность S, цели-

целиком заключённая внутри 2, является одновременно и неевклидо-

неевклидовой окружностью *).

*) Следует, однако, иметь в виду, что неевклидов центр А окруж-
окружности S не совпадает с её евклидовым центром О. Для того чтобы
найти А, надо рассмотреть пучок окружностей, перпендикулярных
к S и S; А есть точка пересечения окружностей этого пучка, заклю-
заключённая внутри X.
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Пусть теперь II, есть пучок сверхпараллельных прямых

неевклидовой геометрии Лобачевского; с обычной точки зре-

зрения это есть пучок окружностей, перпендикулярных к двум

пересекающимся (даже взаимно перпендикулярным) окружно-
окружностям PQ и 2 (черт. 254, б). Пусть П2— пучок окружностей,

перпендикулярный к первому пучку; это будет пучок пересе-
пересекающихся окружностей, включающий окружности ? и PQ.

/ \

Черт. 254, б.

Симметрия относительно каждой окружности 5 пучка II,—
неевклидова симметрия относительно прямой 5—переводит
все окружности пучка И2 в себя. Следовательно, и сумма

симметрии относительно двух окружностей Sx и 5О пучка
И2—неевклидов перенос вдоль прямой PQ (см. вы-

выше, стр. 158—159)—переводит все окружности пучка П2 в себя.

Отсюда следует, что каждая окружность 5 пучка П2, отлич-

отличная от 2 и от PQ, представляет собой эквнднетанту
неевклидовой геометрии Лобачевского с осью PQ, т. *е. гео-

геометрическое место точек, равноудалённых (в смысле неевкли-

неевклидовой геометрии) от прямой PQ (см. выше, стр. 159). Таким

образом, неевклидовы эквпднетанты представляют собой не

что иное, как окружности, пересекающие 2"; обратно, каждая
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окружность 5, пересекающая 1, является эквндпстантой, имею-

имеющей осью неевклидову прямую, проходящую через точки пе-

пересечения окружностей S и 1\

Пусть, наконец, II, — пучок параллельных прямых неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского, т. е. пучок касающихся окруж-

окружностей, перпендикулярных к 1\ Н3 — пучок касающихся S

окружностей, перпендикулярной к пучку П3 (черт. 234, в).

4jpr. 234. ь.

Каждая симметрия относительно окружности S пучка П3 — не-

неевклидова симметрия относительно прямой S—переводит все

окружности пучка П3 в себя. Отсюда следует, что эти окруж-

окружности представляют собой предельные липни неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского (см. выше, стр. 160). Итак,
предельные линии неевклидовой геометрии представляют собой

окружности, касающиеся i.

Окружности, эквнднетанты, предельные линии, а также

и прямые неевклидовой геометрии Лобачевского иногда все

вместе называются циклами этой геометрии. Угол между

двумя циклами Sx и 51., определяется как угол между евкли-

евклидовыми окружностями Sx и St. Циклы Sr и S3 называются

касающимися, если евклидовы окружности Sx и S, касаются

в обычном смысле.

294. Докажите, что вокруг каждого треугольника неевкли-

неевклидовой геометрии Лобачевского можно описать единственный
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цикл (т. е. можно описать или окружность, или эквпдн-

станту, или предельную линию).
295. ПустьА, В, С, D— четыре произвольные точки

неевклидовой геометрии Лобачевского, не лежащие на одном

цикле; Sx, S2, Sa, St — циклы, описанные вокруг треуголь-
треугольников ABC, ABD, ACD, BCD. Докажите, что:

а) есликакие-нибудь два из циклов Slt S,, S3 и 54 пе-

пересекаются в точке Р, отличной от заданных четырёх точек,
то и все четыре цикла проходят через эту точку;

б) уголмежду каждыми двумя из циклов Sx, Ss, S3 и St
равен углу между двумя другими циклами.

296. Данцикл S неевклидовой геометрии Лобачевского

и две точки А, В на нём. Проводятся всевозможные циклы

5г и St, касающиеся 5 в точках Л и В и касающиеся

между собой. Докажите, что геометрическое место точек

касания Sx и S. есть некоторый цикл S.

297. ПустьS,, S2, S3 и St— четыре цикла неевклидо-

неевклидовой геометрии Лобачевского, такие, что Sx касается S,,
St — S3, ^з— 54 и S4— Sx. Докажите, что четыре точки

касания лежат все на одном цикле.

298. Совокупностьвсех циклов неевклидовой геометрии

Лобачевского, перпендикулярных к двум данным циклам Sx
и Ss, называется пучком циклов. Перечислите всевоз-

всевозможные типы пучков циклов неевклидовой геометрии Лоба-
Лобачевского. Докажите, что для каждого пучка II существует
бесконечно много циклов, перпендикулярных ко всем циклам

этого пучка; эти циклы образуют новый пучок II, который
естественно называть перпендикулярным к пучку II.

299. ПустьSl и S2 — два цикла неевклидовой геометрии

Лобачевского. Докажите, что если существуют окружности,

перпендикулярные одновременно к Sx и S2, то их цен-

центры лежат на одной прямой / (см. схематически II черт. 235,
на котором Sj — окружность, a S2— эквпдпетанта).
.Прямая / называется радикальной осью двух циклов

Sx и St. Если циклы 5, и 5, пересекаются, то их радикаль-

радикальная ось совпадает с общей хордой.
300. а) Докажите, что если два цикла неевклидовой

геометрии Лобачевского, перпендикулярные к одному и тому

же третьему циклу S и проходящие через некоторую
точку А, пересекаются ещё и в другой точке Л', то все
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циклы, перпендикулярные к S и проходящие через А, про-

проходят и через А'. Точка А' называется с и м м е т р и ч и о й А

относительно цикла S.

б) Преобразование, переводящее точку А неевклидовой

геометрии Лобачевского в точку А', симметричную А отно-

относительно цикла S, называется симметрией относ н-

-I

телыю S. Докажите, что симметрия относительно S пе-

переводит цикли неевклидовой геометрии Лобачевского снопа

в циклы и сохраняет углы между циклами.

В приложении к гл. I мы отмечали, что, кроме неевклидовой

геометрии Лобачевского, существуют и другие неевклидовы (т. е.

отличные от обыкновенной геометрии Евклида) геометрии (см. выше,
стр. 167—16S). Здесь мы коротко наметим возможное построение од-
одной из таких геометрий — так называемой неевклидовой гео-
геометрии Р и м а и а.

Вспомним снова построение неевклидовой геометрии Лобачев-
Лобачевского. Основную рать здесь играет совокупность всех ок-

окружностей, перпендикулярных к фиксированной
окружности 2 (в § 3 мы называли такую совокупность гипер-
гиперболической связкой окружностей; см. текст, напечатанный

мелким шрифтом на стр. 229—230); окружности этой совокупности мы

принимали за «прямые» неевклидовой геометрии Лобачевского. Так как

все такие «пряные», проходящие через какую-либо точку А, проходят
также и через точку А', симметричную А относительно S, то А и А

приходится считать одной и той же точкой геометрии Лобачев-
Лобачевского; это равносильно тому, что все внешние по отношению к ? точки

плоскости просто отбрасываются и неевклидова геометрия строится
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лишь внутри 5 (можно было бы, разумеется, наоборот, отбросить все

внутренние точки и рассматривать лишь часть плоскости вне S; при
этом все предшествующие чертежи настоящего приложения пришлось

бы симметрично отразить относительно 1). Симметрию относительно

окружности S, перпендикулярной к ?, мы называли неевклидо-

неевклидовой симметрией относительно прямой S; здесь суще-

существенно, что такая симметрия переводит «неевклндовые прямые» снопа

в «прямые». Далее, все движения неевклидовой геометрии Лобачев-
Лобачевского можно определить как всевозможные суммы симметрии

Черт. 256.

(см. приложение к гл. I, стр. 156—157) и рассматривать не-

неевклидову геометрию Лобачевского как науку, изучающую свой-
свойства фигур, сохраняющиеся при определённых таким образом не-

неевклидовых движениях.

Рассмотрим теперь совокупность всех окружностей,

пересекающих фиксированную окр уж и ость Е

в диаметрально противоположных точках (в §3 мы

назвали такую совокупность эллиптической связкой окруж-

окружностей; см. выше, стр. 130). Совокупность тех из этих окружностей,
которые проходят через определённую точку А, представляет собой

пучок пересекающихся окружностей; вторая точка А пересечения ок-

окружностей этого пучка получается из А инверсией с центром О

и степенью — R", где О — центр, a R — радиус окружности S (ср.
черт. 256 с черт. 130, б на стр. 175). Отсюда следует, что* через каж-

каждую точку плоскости в любом заданном в этой точке направлении
проходит единственная такая окружность и что любые две точки, не

получающиеся одна из другой инверсией с центром О и степенью — R2,
можно соединить единственной такой окружностью. Назовём окруж-
окружности, пересекающие S в диаметрально противоположных точках,
а также н. саму окружность S прямыми неевклидовой
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геометрии Риыан а; при этом две точки А и л, получающиеся
одна нз другой инверсией с центром О и степенью — /?-, приходится
считать одной и той же точкой этой геометрии. Иначе говоря,
точками неевклидовой геометрии Римана следует
называть все точки внутри S и половину точек самой этой окружно-
окружности (две диаметрально противоположные' точки S получаются одна из

\

Черт. 257.

другой иппсрснсй с центром О и степенью — /?*, и потому их надо
считать одной точкой геометрии Римана. так что к этой геометрии
следует отнести лишь одну полуокружность ? и лишь одни из двух
концои этой полуокружности).

Назовем симметрией относительно прямой S не-

неевклидовой геометрии Рим а и а симметрию относительно

евклидопон окружности S. Докажем, что каждая такая симметрия
переводит прямые геометрии Римана снова в прямые. Действи-
Действительно, пусть S.— какая-то прямая геометрии Риманэ, т. с. окружность,
пересекающая S в диаметрально противоположных точках, М и N—
точки пересечения i и St (черт. 257; нетрудно видеть, что окружности S

и Sj обязательно пересекаются). Из того, что через точки М и N проходят
две разные окружности 5' и S,, пересекающие i." в диаметрально противо-
противоположных точках, следует, что эти точки получаются одна из другой
шшерсией с центром О и степенью — /?*. Отсюда вытекает, что

окружность Si, симметричная S, относительно S, тоже пересекает ?
d диаметрально противоположных точках (ибо она проходит через
те же точки М н N), а это нам и требовалось доказать. Теперь
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движения в неевклидовой геометрии Римана естественно опреде-
определить как всевозможные суммы симметрии относительно прямых
этой геометрии, а саму геометрию Римана — как изучение свойств

фигур, сохраняющихся при определённых таким образом неевк-

неевклидовых движениях *).
Дальнейшее построение геометрии Римана близко к приведённому

в начале настоящего приложения построению геометрии Лобачевского.
Остановимся, например, на вопросе об определении в этой геометрии
расстояния между точками и угла между прямыми. Сопершенно ясно,
что угол между прямыми S, u S, геометрии Римана можно

определить как обычный (евклидов) угол между окружностями
S, и S2. Прямые S, и S, геометрии Римана будут перпендикулярны
(т. е. оба смежные угла между этими прямыми будут рлпны), если

окружности S, и S, перпендикулярны в обычном смысле. Рассмотрим
теперь все перпендикуляры, восставленные к какой-либо прямой QQ
геометрии Римана во всех её точках (в каждой точке к прямой мож-

можно восставить единственный перпендикуляр, поскольку через каждую
точку в каждом направлении проходит единственная прямая). Пусть

S, н S,— два из этих перпендикуляров, Р и Р — точки пересечения

окружностей S, н S, (черт. 258). Так как че)>ез Р и Р проходят две

окружности S, и S2, пересекающие S в диаметрально противополож-
противоположных точках, то эти точки получаются одна из другой ннперсней
с центром О и степенью — /?*;_так как обе окружности S, и S,, кро-
кроме того, перпендикулярны к QQ, то точки Р и Р симметричны отно-

относительно окружпостн QQ. Отсюда вытекает, что каждая окружность,

проходящая через точки Р и Р, пересекает ? в диаметрально проти-

противоположных точках и перпендикулярна к QQ; следовательно, эти ок-

окружности и являются перпендикулярами, восставленными к прямой
QQ в разных её точках. Так как точки Р н Р следует считать одной
точкой геометрии Римана (только одна из них находится внутри 1"), то
мы заключаем, что в неевклидовой геометрии Римана все перпендику-
перпендикуляры к прямой QQ проходят через одну точку Р (называемую
полюсом прямой QQ). Воспользовавшись этим, можно определить
длину dAB отрезка АВ прямой- QQ геометрии Римана как

угол между перпендикулярами АР и ВР, восставленными к QQ

1) Отметим одно существенное отличие движений в геометрии

Лобачевского от движений в геометрии Римана. В геометрии Лоба-
Лобачевского движения переводят внутренность 2 в себя, так что в этой

геометрии можно совсем не принимать во внимание внешние по отно-

отношению к S точки. В противоположность этому движения в геометрии

Римана не переводят внутренности ? в себя; ^оэтому здесь-прнхо,
дится все время помнить о том, что точки А и А, получающиеся одна

из другой инверсией с центром О и степенью — /?г, считаются одной

точкой. Так, например, следует считать, что симметрия относительно

S переводит точку А черт. 257 в точку А' неевклидовой геометрии
Римана (симметрия относительно S переводит А в точку Av которую
ыы отождествляем с точкой А').
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в точках А и В; действительно, так определённая ветчина d
сохраняется при неевклидовых движениях, и если А, В, С — три по-
последовательные точки прямой QQ, то dAB+dIiC=dAC (см. черт. 258).
При этом оказывается, что вся прямая QQ неевклидовой геометрии
Рнмана имеет конечную величину (равную углу QPQ1)); это обстоя-
обстоятельство обусловливает глубокое отличие геометрии Римлнл от
евклидовой (см. сноску1) на стр. 168)*).

Черт. 258.

В предыдущем изложении мы неоднократно пользовались тем,
что любые две окружности, пересекающие И в диаметрально противо-
противоположных точках, пересекаются между собой. Другими словами, лю-

любые две прямые неевклидовой геометрии Рнмана пересекаются — в

этой геометрии вовсе нет параллельных прямых. Соответственно

этому сумму симметрии относительно любых двух прямых S, и S,
неевклидовой геометрии Римана можно назвать вращением

*) Нетрудно доказать, что этот угол является развёрнутым.
*) Прямая рнмановоЙ геометрии яыяется замкнутой на-

наподобие окружности (напоминаем, что, по нашему соглашению, Q
н Q — одна точка прямой). Отложив от любой точки А в любом на-

направлении отрезок, длина которого равна длине прямой, мы придём
к той же точке А.
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(ср. выше, стр. 158). При этом движении точка А пересечения S, и S,
остаётся на месте; так как расстояние между двумя точками при

движении не меняется, то каждая другая точка В будет перемешаться
по неевклидовой окружности S с центром А — геометри-
геометрическому месту точек, равноудалённых (в смысле геометрии Римапа)
от А (черт. 259). Так как симметрии относительно «неевклидовых

прямых» S, и S2 — это симметрии относительно окружностей S, и S,
и, следовательно, они переводят в себя каждую окружность, перпен-

перпендикулярную одновременно к S, и S2, то неевклидовы окружности с

Черт. 259.

центром А совпадают с евклидовыми окружностями, перпендикуляр-
перпендикулярными к St н Ss; все эти окружности образуют пучок II непересекаю-
непересекающихся окружностей. Таким образом, окружности нееиклндовой гео-

геометрии Римаиа — это обычные (евклидовы) окружности ') (кроме окруж-
окружностей, пересекающих S в диаметрально противоположных точках,
и самой окружности Е, являющихся «прямыми», а не окружностями;
следует, впрочем, отметить, что в геометрии Римаиа прямую можно

рассматривать как частный случай окружности,— она является геомет-

геометрическим местом точек, равноудалённых от полюса прямой).

г) Следует только иметь в виду, что неевклидов центр А окруж-
окружности S не совпадает с её евклидовым центром О. Для того чтобы

найтн А, надо рассмотреть пучок окружностей, пересекающих 2
в диаметрально противоположных точках и перпендикулярных к S

(ср. выше, стр. 340, в частности, черт. 258); А есть точка пересече-
пересечения окружностей этого пучка, заключенная внутри S.
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Неевклидова геометрия Риманз имеет иного общего с обычной

геометрией Евклида и с геометрией Лобачевского. Так, например,
в этой геометрии:

сумма любых двух сторон треугольника больше третьей стороны;
отрезок прямой есть* кратчайшее расстояние между двумя точками;

дна треугольника равны, если три стороны одного треугольника
равны трем сторонам второго; если лье стороны и заключённый между
ними угол одного треугольника равны двум сторонам и заключенному
между ними углу второго; если сторона и два прилежащих к ней

угла одного треугольника равны стороне н двум прилежащим к ней

углам второго; если три угла одного треугольника равны трем углам
второго (ср. с задачей 293);

если углы при основании треугольника равны, то треугольник
равнобедренный (ср. с задачей 289); в равнобедренном треугольнике
проведенные из вершины биссектриса, высота и медиана совпадают

между собой;
во венком треугольнике перпендикуляры, восставленные к сторо-

сторонам в их серединах, пересекаются в одной точке — центре описанной

окружности; биссектрисы пересекаются в одной точке — центре впи-

вписанной окружности (ср. с задачей 288); высоты пересекаются в од-

одной точке ("ср. с задачей 291); медианы пересекаются в одной точке

(ср. с задачей 204, стр. 154 приложения к гл. I);
сумма углов треугольника всегда больше 180° (ср. с задачей 292);

сумма углов «-угольника всегда больше чем 180°-(я— 2) (ср. с зада-

задачей 2076), стр.  54приложения к гл. 1);
площадь л-уголышка пропорциональна разности между суммой

углов и 180°-(л —2) (эта разность называется угловым нз'быт-

к о м л-уголышка); в частности, площадь треугольника с углами /_ А,
?В и"/С равна k(? A +? fi-f- ?_ С— 180°), где коэффициент
пропорциональности k зависит от выбора
единицы измерения площадей (ср. С задачей

208, стр. 154 приложения к гл. I).
Также и теоремы задач 294—300 настоя-

настоящего приложении можно перенести на неев-

неевклидову геометрию Риманз; только здесь под
«циклами» надо понимать окружности или

прямые этой геометрии.
Доказательства большинства из этн.х

предложении близки к доказательству соот-

соответствующих теорем неевклидовой геометрии
Лобачевского. Так, например, для того чтобы

показать, что сумма углов треугольника ABC
неевклидовой геометрии Рнмана больше 180°,
достаточно перевести неевклидовым движе-
пнем вершину А этого треугольника в центр Черт.260.
О окружности ~. При этом треугольник
ABC перейдёт в треугольник ОВ'СГ, изображённый на черт. 260; но,

как видно из этого чертежа, сумма углов криволинейного треуголь-
треугольника ОВ'С больше суммы углов прямолинейного треугольника с теми

же вершинами, т. е. больше 180° (ср. с решением задачи 292). После

этого выражение для площади много} гольника геометрии Рнмана
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выводится совершенно аналогично решению задачи 208 из приложе-

приложения к гл. I (стр. 476—477). Мы рекомендуем читателю попытаться дока-

доказать самостоятельно и другие сформулированные выше теоремы').

*) В приложении к гл. I отмечалось, что неевклидова геометрия
Лобачевского совпадает с геометрией на некоторых поверхностях
трёхмерного пространства. Аналогично этому и геометрия Римана
совпадает с геометрией на некоторых поиерхностях, а именно с гео-

геометрией на поверхности сферы. Для того чтобы установить связь

геометрии Римана со сферической геометрией, достаточно отобразить
сферу а на плоскость с помощью стереографической проекции (см.
§ 3 гл. I, стр. 71); окружность плоскости, в которую перейдёт экватор

Черт. 261.

S сферы, обозначим через Е (черт. 261). При этом большие круги сферы
(сечения сферы плоскостями, проходящими через её центр) перейдут в

окружности плоскости, пересекающие S в диаметрально противополож-
противоположных точках. Углы между большими кругами сферы будут равны углам
между соответствующими окружностями плоскости (ср. со сноской на

стр. 252); расстояние между точками Ми N сферы, измеренное по поверх-
поверхности сферы (т. е. длина душ MN большого круга), при подходящем

выборе единицы длины будет точно равно неевклидову расстоянию
(в смысле геометрии Рииана) между точками М' и N' плоскости, от-

отвечающими точкам М н N. Вращениям сферы а вокруг её центра
будут в силу стереографической проекции отвечать пееиклидовы дви-

движения плоскости. Условие о том, что две точки М' и ЛГ, плоскости,
получающиеся одна из другой инверсией с центром О и степенью
— R-, считаются одной точкой геометрии Римана, озыачает, что диа-

диаметрально, противоположные точки М и Af, сферы а следует отожде-
отождествить (считать за одну) — это условие связано с тем, что большие

круги сферы, отвечающие прямым геометрии Римана, пересекаются
между собой не в одной точке, а в двух диаметрально противополож-
противоположных точках. Связь между неевклидовой геометрией Римана и сфери-
сферической геометрией может быть с успехом использована для доказа-

доказательства теорем геометрии Римана,
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Отметим еще, что, приняв окружности, пересекающиеся п одной
точке О (окружности параболической связки; см. r.wuie,
стр. 230) за прямые, а всевозможные суммы симметрии относительно
этих прямых

— за движения, мы придём к обычной геометрии Евклида
(аналогично тому, как, исхоля из гиперболической связки окружностей,
мы приходим к геометрии Лобачевского, а исходя из эллиптической
связки,— к геометрии Рнмана). По этому поводу см. ниже, стр. 347—348.

В заключение остановимся на вопросе о связи материала
настоящего приложения с построением неевклидовой геомет-

геометрии Лобачевского, изложенным в приложении к гл. I. В этих

двух приложениях мы часто давали одинаковые названия, ка-

казалось бы, совершенно разным объектам (вспомните два опре-

определения неевклидовых движений, точек и прямых неевклидово»

геометрии Лобачевского, неевклидовых расстояний и углов,
наконец, самой неевклидовой геометрии Лобачевского). Есте-
Естественно спросить, какие основания мы имели для того, чтобы
так поступать.

На стр. 163 приложения к гл. I мы отмечали, что все

теоремы неевклидовой геометрии Лобачевского, доказываемые
в этом приложении при помощи рассмотрения точек и хорд

круга К, можно доказывать и иначе — аналогично тому, как

доказываются в школьном курсе теоремы обычной (евклидо-
(евклидовой) геометрии. Этот «обычный*» путь доказательства заклю-

заключается в систематическом сведении геометрических теорем к

более простым предложениям и, в конечном счете, к неболь-

небольшому числу простейших «аксиом», справедливость которых
принимается без доказательства. Естественно, что при таком

методе доказательства теоремы будут существенно зависеть

от выбора этих исходных аксиом; различным допустимым си-

системам аксиом будут отвечать и различные «геометрии».

Аксиомы при этом указывают основные свойства

«точек» и «прямых» («через каждые две точки проходит

прямая и притом только одна», «на каждой прямой от любой

точки в каждом из двух направлений можно сколько угодно

раз откладывать отрезок, равный данному», и т. д.), но ни-

ничего не говорят о том, что именно называется точкой или

прямой. Правда, мы привыкли связывать со словами «точка»

и «прямая» определённые наглядные представления, которые
помогают находить доказательства при помощи чертежа (ис-
(исходя из этой привычки, мы даже рекомендовали па стр. 163
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иллюстрировать теоремы геометрии Лобачевского, в которой
точки и прямые обладают «необычными» свойствами, схема-

схематическими чертежами типа черт. 115 или 118), но, строго

говоря, чертежи при сведении геометрических предложений
к простейшим аксиомам вовсе не необходимы — можно било

бы доказывать теоремы и без них (только это требопало бы
большего труда).

То обстоятельство, что природа основных геометрических

понятий в принципе несущественна для доказательства тео-

теорем, делает возможными различные истолкования

одной и той же геометрической системы. Действительно,
предположим, что мы нашли некоторую систему объектов,

между которыми можно установить точно такие же соотпоше-
'

ння, которые согласно геометрическим аксиомам должны иметь

место между точками и прямыми; в таком случае мы можем

чисто условно назвать эти объекты «точками» и «прямыми»

и, исходя из них, строить «геометрию». Подобное конкрет-
конкретное истолкование какой-либо геометрии, характеризуемой

определённым набором аксиом, называется модель ю пли

интерпретацией («и столкованне м») этой геометрии.
В разных моделях одной и той же геометрии будут выпол-

выполняться одни и те же теоремы (которые одинаковым образом
выводятся из одинаковых аксиом); однако при этом одинако-

одинаковые теоремы будут в разных моделях иметь совершенно раз-
разный конкретный смысл').

Теперь становится ясным, что в приложении к гл. I и в

настоящем приложении мы построили две различные модели

одной и той же геометрии, которая и называется геометрией
Лобачевского (эта геометрия отличается от обычной евкли-

евклидовой геометрии лишь тем, что в ней не выполняется аксиома

параллельных линий; см. выше, стр. 146 и 330). Модель, по-

построенная в приложении к гл. I (точки — точки круга К;
прямые — отрезки прямых, заключённые внутри К; движения —

линейные преобразования, переводящие К в себя), называет-

называется моделью Клейна (или моделью Бельтрамн —

Клейна). Модель, построенная в настоящее приложении

(точки — точки круга К; прямые — заключённые внутри К дуги

*) По поводу всех вопросов, затронутых в настоящем прило-

приложении и в приложении к гл. I, можно рекомендовать книгу В. 11. К о-

стин, Основания геометрии, М.—Л., Учпедгиз, 1946 (следует только

иметь а виду, что эта книга является довольно трудной).
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окружностей, перпендикулярных к окружности 1' этого круга;
движения — круговые преобразования, переводящие К в себя),
по имени предложившего её французского математика называется

моделью Пуанкаре.
Отметим, что и для обычной (евклидовой) геометрии

можно предложить разные модели. Вспомним, например, прин-
принцип двойственности, которому был посвящен § 4 гл. I. Со-

Согласно этому принципу в геометрических теоремах можно

всюду заменить слово «прямая» на слово «точка» и наоборот,
выражение «проходит через» выражением «лежит на» и на-

наоборот— теоремы при этом остаются справедливыми. Другими
словами, принцип двойственности утверждает законность опре-
определённого «переименования:) геометрнческн.х понятий: согласно

этому принципу прямые можно называть «точками», а точки —

«прямыми».. Перечисленные в § 4 гл. I свойства полярного

преобразовании устанавливают дальнейшие правила такого

переименования; так, например, под углом между двумя «пря-
«прямыми» (т. с. точками) А и В следует понимать угол АОВ,
где О — некоторая фиксированная точка плоскости (см. свой-

свойство В полярного преобразования, стр. 101). При таком по-

понимании слов «точка»,«прямая», «угол» и т. д. все теоремы

геометрии остаются справедливыми; это и означает, что

здесь мы имеем некоторую новую модель обычной (евкли-
(евклидовой) геометрии. Все теоремы обычной геометрии имеют

место и в этой модели, но они выражают совершенно но-

новые геометрические факты; это обстоятельство обусловли-
обусловливает ценность найденной модели для доказательства гео-

геометрических теорем (см. задачи 159, 161—163 и 168—173

из § 4 гл. I, стр. 100 и 103—104)').
С другой моделью евклидовой геометрии мы встретились

в § 4 этой главы (стр. 245—246). Здесь мы использовали то

обстоятельство, что геометрические теоремы при преобразо-
преобразовании чертежа при помощи инверсии переводятся в совершенно

*) В § 4 гл. I указывалось, что принцип двойственности имеет

наибольшую ценность в применении к проективной геометрии; дру-
другим» словами, особенно удобна «двойственная модель» проективной
геометрии. Что же касается «двойственной модели» евклидовой гео-

геометрии, то она имеет тот дефект, что здесь «точками» следует назы-
называть прямые плоскости и, кроме того, ешё одну фиктивную «бесконечно

удалённую прямую», а .«прямыми-), кроме точек плоскости, ешё так
называемые «бесконечно удалённые точки», под которыми можно по-
понимать направления.
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новые предложения (см. задачи 264—270 из § 4). Это обстоя-
обстоятельство равносильно существованию определённой модели

евклидовой геометрии, получаемой с помощью преобразования
инверсии; в этой модели «точками» называются все точки

плоскости, кроме определённой точки О (и ещё фиктивная
«бесконечно удалённая точка», в которую переходит О при

инверсии); «прямыми» — прямые и окружности, проходя-

проходящие через О; «окружностями» — прямые и окружности, не

проходящие через О; «углом» между «прямыми» (т. е. окруж-
окружностями) Sx и S2 — обычный угол; «расстоянием» между

ъ

"точками А и В— выражение AB-q. „„ (см. формулу (*) на

стр. 233); «симметрией относительно прямой» S—симметрию
относительно окружности S; «движениями» — суммы «симмет-

«симметрии относительно прямых» и т. д. *).

*) Подчеркнём, что в аксиомах геометрии ничего не говорится не

только о характере основных объектов («точек» к «прямых;»), но и

о смысле основных соотношений между этими объектами (как, на-

например, «равенство» отрезков и углов или понятие «прямая проходит
через точку»); поэтому при построении модели обязательно должен
быть оговорён смысл этих отношений «точек» и «прямых». Так, на-

например, в модели Клейна неевклидовой геометрии Лобачевского
«равенство» фигур понимается в том смысле, что одну фигуру можно

перевести в другую линейным преобразованием, оставляющим на месте

Черт. 262.

круг К, а в модели Пуанкаре — в том смысле, что одна фигура мо-

может быть переведена в другую круговым преобразованием, оставляю-

оставляющим К на месте. Ест условиться называть «прямыми* не хорды

круга К, как в модели Клейна, а их полюсы относительно X (см. § 4
гл. I, стр. 84), то мы придём к новой модели, в которой «точками»

называются точки К, а «прямыми» — точки вне К и в которой понятие

«прямая проходит через точку» приобретает совершенно неожиданный
смысл: «прямая (т. е. точка) А проходит через точку jW», если прохо-

проходит через М хорда, соединяющая точки касания с окружностью S

касательных, проведённых к ? из А (черт. 262).
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Интересную модель трёхмерной евклидовой геометрии можно

получить, если отобразить пространство на плоскость с помощью

циклографической проекции (см. § 5 настоящей главы, стр. 315); в

этой модели «точками» пространства следует называть направленные

окружности плоскости. Эта модель тоже может быть полезной для

вывода новых теорем; так, например, нетрудно убедиться, что теорема
задачи 2806) нз § 5 (стр. 302) выражает в этой модели известную теорему:
медианы треугольника ABC (как-то расположенного в пространстве)
пересекаются в одной точке и делятся в этой точке в отношении 2:1,
считая от вершины. Если принять за «расстояние» между «точками»

этой модели (т. е. между направленными окружностями) касательное
расстояние, то мы придём к интерпретации «нсевдогеометрии» трех-
трехмерного пространства (см. выше, стр. 318—320); в таком случае, напри-
например, формула решения задачи 280а) определяет <шсевдодлнну» медианы

треугольника (рекомендуем читателю попытаться вывести эту формулу
аналогично выводу формулы для длины медианы треугольника в обыч-

обычной геометрии).

Построенные выше модели геометрии Евклида получаются
из обычного истолкования этой геометрии при помощи опре-

определённых геометрических преобразований — полярного преоб-

преобразования (см. § 3 гл. I) и преобразования инверсии. Эти

преобразования позволяют установить непосредственную связь

между каждой теоремой евклидовой геометрии и её истол-

истолкованием на модели (см. указанные на стр. 347 и 348 задачи нз

§ 3 гл. J и § 4 настоящей главы). Такую же прямую связь

можно установить между моделями Клейна и Пуанкаре неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского; другими словами, можно

указать преобразование, переводящее модель Клейна в модель

Пуанкаре и обратно.
Это преобразование осуществляется следующим образом.

Пусть К — круг радиуса R, внутри которого строится модель

Клейна неевклидовой геометрии Лобачевского, о — сфера
того же радиуса, касающаяся плоскости тг круга К в центре

этого круга (черт. 263). Ортогональная проекция нижней

полусферы на плоскость устанавливает соответствие между

точками полусферы и точками круга К; при этом хордам К,
т. с. «прямым» модели Клейна, будут отвечать дуги окруж-

окружностей сферы с, перпендикулярных к окружности Ъх, ограни-

ограничивающей полусферу («экватору» сферы о). Отобразим теперь

полусферу обратно на плоскость тг с помощью стереогра-

стереографической проекции (см. § 3 гл. I, стр. 71). При этом она

перейдёт в круг К' радиуса 2R, а дуги окружностей,
перпендикулярных к экватору 2Х, — в дуги окружностей,
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перпендикулярных к окружности 1' круга К', т. с. в «прямые»
модели Пуанкаре. Можно показать (см. ниже мелкий шрифт),
что «расстояние» в смысле модели Клейна между двумя точками

круга К будет равно «расстоянию» в смысле модели Пуан-
Пуанкаре между отвечающими им точками круга К', а «угол» в

смысле модели Клейна между двумя хордами К — углу между

Черт. 263.

отвечающими этим хордам окружностями, перпендикулярными
к окружности ?', т. е. что наше преобразование переводит
модель Клейна в модель Пуанкаре.

В приложении к гл. I мы определили неевклидову геометрию Ло-
Лобачевского как науку, изучающую те свойства точек и хорд круга К,

которые не меняются при линейных преобразованиях, переводящих
К в себя,— «неевклидовых движениях» рассмотренной в этом прило-
приложении модели Клейна; в настоящем приложении мы определили неев-

неевклидову геометрию Лобачевского как науку, изучающую свойства
точек круга К и заключённых внутри К дуг, перпендикулярных к 2

окружностей, которые не меняются при круговых преобразованиях,
переводящих К в себя,— «неевклидовых движениях» модели Пуанкаре
(см. выше, стр. 129 и 324). Поэтому, для того чтобы доказать, что ука-
указанное на черт. 263 преобразование переводит модель Клейна в'мо-
дель Пуанкаре, нам достаточно убедиться, что оно переводит совокуп-

совокупность линейных преобразовании, оставляющих на месте круг К, в

совокупность круговых преобразований, оставляющих иа месте круг К'').

*) Отсюда уже вытекает, что, например, «неевклидово расстояние»
в смысле модели Клейна между двумя точками А и В круга К совпа-

совпадает с «неевклидовым расстоянием» в смысле модели Пуанкаре между
отвечающими им точками А' и В' круга К' (разумеется, так как еди-

единицы измерения длин в обоих случаях можно выбирать совершенно
независимо, то, вообще говоря, эти два «неевклидовых .расстояния»
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Но ясно, что каждому круговому преобразованию, переполящему К'
в себя, отиечает линейное преобразование, переводящее п себя К:
это вытекает из того, что круг К переходит в круг К', а пересекаю-
пересекающие К прямые

— в перпендикулярные к 2' окружности (которые со-

сохраняющее К' круговое преобразование переводит снова в такие же

окружности). Далее, среди «неевклидовых движений» модели Пуанкаре
имеются ровно два преобразования, переводящих одну в другую лпе

заданные точки А' и А1 круга К' с указанными в них направле-
направлениями '); поэтому среди отвечающих им линейных преобразований
круга К имеются ровно два преобразования.^ переводящих одну в

другую дне произвольные точки А и Л, круга К с заданными в этих

точках направлениями. А отсюда уже следует, что наше преобразова-
преобразование переводит совокупность всех «неевклидовых движений» модели
Клейма в совокупность всех «неевклидовых движений» модели
Пуанкаре.

В заключение отметим ещё одно, изящное преобразо-
преобразование модели Клейна в модель Пуанкаре, указанное недавно

Я. С. Дубновым; в противоположность первому преобразованию
оно не требует пространственных рассмотрении". Пусть К —

круг, внутри которого строится модель Клейна геометрии
Лобачевского, О— его центр. Сопоставим каждой точке А

круга К точку А' луча ОА, такую, что

(черт. 264); здесь doA н do,v — неевклидовы длины отрезков

ОА и ОА' (но аналогии с § 1 гл. I второй части книги та-

такое преобразование можно было бы назвать «неевклидовым

центрально-подобным преобразованием» с коэффициентом по-

подобия — J. Мы утзерждеем, что это преобразование переводит

б\-дут лишь пропорциональны, но не равны друг другу). Действительно,

«расстояние» йлв между точками А и В характеризуется следующими
условиями:

1° если пара точек А, В переходит в пару Л,, Bt при некотором
«движении» (отрезки АВ и Л,)В, «равны»), то ifAB = dAlDi;

2° если А, В, С — три последовательные точки одной прямой, то

AаВ-{-с[вс=с1ас (ср. определение «неевклидова расстояния» па стр.

130-134).
Поэтому из того, что прямая АВ переходит в прямую А'В' и

«движения» переходят в «движения», с необходимостью следует, что

«расстояние» с1лв равно «расстоянию» йл'В'.
') Эти два преобразования отличаются одно от другого на «неев-

«неевклидову симметрию» (см. выше, стр. 156—157) относительно прямой,

проходящей через точку /Г в заданном в ней направлении.
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неевклидову прямую PQ модели Клейна (т. е. хорду PQ
круга К) в неевклидову прямую PQ построенной в том же

круге К модели Пуанкаре (т. е. в дугу PQ окружности S,
перпендикулярной к окружности 2 круга К), а модель Клей-
Клейна— в модель Пуанкаре.

Для доказательства обозначим точки пересечения произ-
произвольного диаметра ЛШ круга К с хордой PQ и с дугой PQ
окружности 5 через А и А'; нам надо показать, что

Черт. 264.

= TydoA- В силу определения неевклидовой длины от-

отрезка (см. приложение к гл. I, стр. 133—134)

. ,(ON AN\ . AM . R+OA .,

и

. ,(ON A'N\ . A'M , R+OA' , г
A'M

здесь R—радиус круга К. Далее пусть А— вторая точка

пересечения A1N с 5; в таком случае ОА' • ОA= R- и, следо-

вательно, ^^^лЗ5- Теперь по известному свойству хорд

окружности, применённому к окружностям 2 и S, имеем:

МА •AN=PA-AQ= АА -ЛЯ,
или

(R+OA)(R— OA)=MA-AN=A'A.AA =
= (ОА— ОА') {ОА— ОА);
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значит,

= оа-¦&?—*? —оа' + оа.оа;

откуда следует, что

Окончательно получаем:
. R+OA

2R*0A'
'

R' + OA"
'

A
_

(R+OA?_

что и требовалось доказать. Заметим ещё, что так как фор-
формулы (*) и (**) могут служить для определения «неевклидо-

Черт. 265.

вых длин» отрезков ОА и ОА' также и в модели Пуанкаре
(см. выше, стр. 238), то для того, чтобы перейти обратно от

модели Пуанкаре к модели Клейна, следует произвести на

модели Пуанкаре «неевклидово центрально-подобное преобра-
преобразование» с коэффициентом подобия 2.

12 И. М. Яглоы
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Из сказанного вытекает также следующее простое по-

построение, позволяющее найти величину неевклидова угла в

модели Клейна. Пусть РР и QQ—две пересекающиеся неев-

неевклидовы прямые модели Клейна, т. е. две хорды РР и QQ круга К,
пересекающиеся в точке А (черт. 265). Указанное выше пре-

преобразование модели Клейна в модель Пуанкаре переводит эти

прямые в дуги РР и QQ окружностей 5, и St, перпендику-
перпендикулярных к окружности 2 круга К; построение этих окружно-
окружностей не представляет затруднений. Далее, неевклидов угол

между прямыми РР и QQ модели Клейна (величину bPAQ
этого угла нам требуется определить) переходит в неевклидов

угол между прямыми 5, и 5, модели Пуанкаре, т. е. в обык-

обыкновенный (евклидов) угол между окружностями 5, и S%— в

угол между касательными А'Тг и А'Т„ проведёнными к окруж-
окружностям 5, и St в их общей точке А'. Следовательно,

Это построение неевклидова угла Zpaq, очевидно, проще

приведённого в приложении к гл. I (см. стр. 140—142, в ча-

частности черт. ПО, а).



РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ

ЛИНЕЙНЫЕ И КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ГЛАВА I

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 1

107. ПустьABC—произвольный треугольник. Спроекти-

Спроектируем параллельно плоскость тс, в которой этот треугольник

расположен, па другую плоскость тс' так, чтобы треугольник
ЛВС перешёл в правильный треугольник А'ВС. В силу свой-
свойства В параллельного проектирования середины сторон тре-

треугольника ABC перейдут в середины сторон треугольника
А'В'С, и следовательно, медианы треугольника ABC перейдут
в медианы треугольника А'В'С. Но так как треугольник А'В'С—

правильный, то его медианы являются одновременно и биссек-

биссектрисами и поэтому пересекаются в одной точке — в центре
вписанного круга. А отсюда следует, что н медианы исход-

исходного треугольника ABC пересекаются в одной точке1).

108. Пусть ABCD — произвольная трапеция, Е—точка

пересечения её боковых сторон и F— точка пересечения ей

диагоналей. Спроектируем параллельно плоскость п, в кото-

*) То обстоятельство, что биссектрисы треугольника пересекаются
п одной точке, непосредственно вытекает из того, что биссектриса
есть геометрическое место точек, равноудалённых от сторон угла.
Обычное доказательство того, что медианы"треугольника пересекаются
в одной точке, требует некоторых вспомогательных построеннй, которые
становятся ненужными, если воспользоваться приведённым здесь рас-
суждепнем.

12*



356 РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ [109

рой расположена трапеция, на другую плоскость тт' так, чтобы

треугольник ABE перешёл в равнобедренный треугольник
А'В'Е'; при этом в силу свойства Б параллельного проектиро-
проектирования трапеция ABCD перейдёт в трапецию A'BCD' (черт. 266).

Очевидно, что прямая E'F', в которую перейдёт EF, является

осью симметрии равно-

равнобедренного треуголь-
треугольника А'В'Е/ и, следова-

следовательно, делит пополам

основания АВ и CD'

трапеции ABCD'.

В силу свойства В па-

параллельного проектиро-
проектирования отсюда следует,
что и прямая EF де-

делит пополам основа-

основания АВ и CD исходной

Черт. 266. трапецииABCD.

Заметим, что точно так же можно доказать и обратную теорему:
если соединить прямыми произвольную точку F медианы ЕМ тре-

треугольника ABE с вершинами А и В, то точки С и D пересечения

этих прямых с боковыми сторонами треугольника лежат на прямой,
параллельной его основанию (из черт. 266, б видно, что это обсто-

обстоятельство обязательно имеет место, если треугольник ABE является

равнобедренным).

109. а) Выберем на плоскости произвольную точк-у Е, не

лежащую на прямых / и /lf и соединим её с точками А и В

прямой /. Пусть D и С —точ- ?
кн пересечения ЕА и ЕВ с пря-

прямой /,, F—точка пересечения

прямых АС и BD (черт. 267, а).

Прямая EF пересекает пря-

прямую / в точке G, являющейся
серединой отрезка АВ (см.зада-
чу 108). д С В

б) Выберем на прямой / про- aj
извольно две точки А и В и

найдём середину G отрезка АВ

(см. задачу а)). Пусть ?— про-
произвольная точка прямой AM, H—точка пересечения пря-
прямых EG и ВМ, N— точка пересечения прямых АН и BE

1г
JL

Черт. 267, а.
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(черт. 267, б). Прямая MN будет параллельна прямой /
(см. замечание в конце решения задачи 108).

Е

Черт. 267, б.

[При построении удобно использовать один и тот же

треугольник ABE и для нахождения середины АВ и для по-

построения параллельной.]

ПО. а) Спроектируем параллельно треугольник ABC на не-

некоторую плоскость тт' так, чтобы он перешил в правиль-
правильный треугольник А'ВС; в си- „,

лу свойства В параллельного

проектирования точки М, N, Р
перейдут в такие точки М,
,„ „ А'ЛГ BN1 СР1 Р/

(черт. 26S).. При повороте тре-

треугольника ЛВС на 120° во-

вокруг его центра сторона АВ

треугольника переходит в сто-

сторону ВС, сторона ВС— в сто-

рону СА', сторона СА'— в сто-

сторону А'В; точка № перехо-

переходит в точку Ы, точка TV'—

.V'

у
в точку Р и точка Р— в точку М. Таким образом, при
повороте на 120° вокруг центра треугольника А'ВС тре-

треугольник M'N'P переходит в себя, откуда следует, что этот

треугольник тоже является правильным и что центр его сов-

совпадает с центром треугольника А'ВС. Другими словами,
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точка пересечения медиан треугольника MN'P совпадает с

точкой пересечения медиан треугольника А'В'С. А так как

при параллельном проектировании медианы треугольника пе-

переходят в медианы (ср. с решением задачи 107), то точка пере-

пересечения Л1едиан треугольника A1NP совпадает с точкой пе-

пересечения медиан треуголь-
треугольника ABC1).

б) Доказательство ана-

аналогично решению задачи а).

111. Очевидно, доста-

достаточно доказать это предло-
предложение для равносто-

равностороннего треугольника
А'В'С (ср. с решениями за-

задач 107, ПО). Прямые С/?;
н BN't такие, что A'N\—
=4 А'Са A'K= тЛ'Д'la' 3 13

симметричны относительно
оси симметрии А'Р этого

треугольника и, следова-

следовательно, точка их пересе-

пересечения X1 лежит на ней (черт. 269). Прямые B'N[ u C'R'% такие,

что BR', = -5- В'A', CN'=г~-СА', симметричны относительно

той же оси симметрии А'Р и их точка пересечения Х\ тоже

') Центр правильного треугольника совпадает с точкой пересече-
пересечения биссектрис (центром вписанного круга), с точкой пересечения пер-
перпендикуляров, восставленных к сторонам и их серединах (центром
описанного круга), с точкой пересечения высот и, наконец, с точкой

пересечения медиан. Однако, из того, что точка пересечения биссек-
биссектрис треугольника А'В'С совпадает с точкой пересечения биссектрис
треугольника M'N'P', разумеется, не следует, что точка пересечения

биссектрис первоначального треугольника ЛВС совпадает с точкой пе-

пересечения биссектрис треугольника MNP, так как при параллельном

проектировании в биссектрисы треугольника А'В'С могут перейти
прямые, не являющиеся биссектрисами треугольника ABC (при па-

параллельном проектировании биссектрисы треугольника, вообще
говоря, не переходят в биссектрисы). Точно так же нельзя утвер-
утверждать, что у треугольников ABC и MNP должны совпадать центры
описанных кругов или точки пересечения высот. Но точки пересече-
пересечения медиан этих двух треугольников обязательно должны совпасть,
поскольку медианы треугольника при параллельном проектирова-
проектировании переходят е медианы преобразованного треугольника.

Черт. 269.
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лежит на А'Р. Таким образом, диагональ Л"Х[ рассматриваемого
шестиугольника совпадает с осью симметрии' А'Р равносторон-
равностороннего треугольника А'В'С. Точно так же покачивается что

две другие диагонали V'Y[ н Z'Z[ этого шестиугольника сов-

совпадают с двумя другими осями

симметрии равностороннего тре-

треугольника. Следовательно,
Х'Х\, ГК; и Z'Z\ пересекаются
в одной точке — центре пра-
правильного треугольника. Но в

таком случае и в произвольном

треугольнике ЛВС диагонали

XXlt YY
x, ZZX рассматривае-

рассматриваемого шестиугольника должны

пересекаться в одной точке.

Примечание. Из решения
задачи следует также, что прямые
XXV YYV 2ZX совпадают с медиа-

медианами треугольника ABC, а точка

их пересечения
— с точкой пересе-

пересечения медиан.

112. а) В силу свойств В,
Г параллельного проектирова-
проектирования п теоремы 1 на стр. 21

достаточно доказать утвержде-
утверждение задачи для равносто-

равностороннего треугольника А'В'С

(черт. 270, а; ср. с решением

задач 107 и ПО). Обозначим

общую величину отрезков В'М'

и А'Л1[ буквой р, величину

отрезков А'Р и СР[ — буквой г, величину отрезков С'Л" ;i

BN[— буквой q, u пусть сторона правильного треугольника

А'В'С равна а. В таком случае:

=4- sin60°[r(c— p)-\-p[a — q)-\-q{a — r)]=

= \ sin 60° [a (p + q+ r) — [pq -\- qr + rp)J
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Sa>B'c — SMy^ pf
= SA,py^ -j- Sg,My^ -f SCN^ p. =

= i-sin60o[(c — r)p + (a—p)q-\-(a — q)r] =

= I sin 60° [e (p + ? 4- r) - (p?+ <?r + rp)\

Отсюда следует, что «SM,A./p, = Sm[n'1p\-
б) Так же, как и в задаче а), достаточно доказать утвер-

утверждение задачи для равностороннего треугольника А'ВС

(черт. 270, б). Из того, что ММ1 || ВС, N1^ || СА', Р'Р[ || Л'Я,
в этом случае вытекает

Если мы повернём треугольник А'ВС вокруг его центра на 120°
в направлении от А' к В, то треугольник А'ВС перейдёт в се-

себя, а так как A'M=A'Ml, BN'=BN'V CP'=CP'lt то тре-

треугольник Mfl^P^ перейдёт в треугольник JV^N^Pl, вершины

которого, как легко видеть, будут симметричны вершинам тре-

треугольника MN'P' относительно середин соответствующих сто-

сторон треугольника А'ВС. Поэтому в силу результата задачи а)

^^
=SAIW> a 3Ha4IIT> " SM\N\p[ —SM'b"P"

Нетрудйо было бы доказать равенство площадей треугольни-
треугольников M'N'P' и ЛГЛЛР| и прямым подсчётом аналогично решению за-

задачи а).

113. Наша задача равносильна следующей: вписать в дан-

данный треугольник ABC параллелограмм ARPQ известной

площади о, вершина А которого совпадает с вершиной А тре-
треугольника, а остальные лежат на сторонах АС, ВС и АВ.

Действительно, из черт. 271, а сразу следует, что площади

прямоугольника MNPQ и параллелограмма ARPQ одинаковы

(они имеют одинаковые основание PQ и высоту QM); поэтому,
построив параллелограмм ARPQ, мы сможем построить и прямо-

прямоугольник MNPQ.
Если параллельное проектирование переводит треуголь-

треугольник ABC плоскости тт в какой-либо треугольник А'ВС пло-
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скости л', то параллелограмм ARPQ, вписанный в ABC, перей-
перейдёт в параллелограмм A'PPQ1, вписанный в А'В'С. [Именно
поэтому мы заменили задачу о построении прямоугольника

MNPQ задачей о построении параллелограмма ARPQ: прямо-

прямоугольник при параллельном проектировании, вообще говоря, н е

переходит в прямоугольник; поэтому использовать свойства

параллельного проектирования для решения исходной задачи
было бы трудно.] Предположим, что параллелограмм ARPQ
вписан; спроектируем параллельно треугольник ABC в равно-

равнобедренный прямоугольный треугольник А'В"С

(черт. 271, б). Будем считать, что треугольники ABC и А'ВС

С

Черт. 271.

имеют одинаковую площадь 5 (для этого, может быть, понадобит-
понадобится еще преобразовать подобно треугольник, полученный парал-
параллельным проектированием из треугольника ABC); в силу свой-

свойства Г параллельного проектирования параллелограммы ARPQ
и A'R'PQ' (последний параллелограмм, очевидно, является пря-

прямоугольником) имеют одинаковую площадь о. Таким образом,
нам известна сумма площадей равнобедренных прямоугольных

треугольников BR'P'u CPQ"; опа равна S—о. Но Sb'R'p- =

=—Я73", Scpq- = у Q'P2; следовательно, мы получаем:

#Р"+ 07>" = 2E—о),

или, так как сумма R'P" -J- Q'P* равна квадрату диагонали

А'Р прямоугольника, то
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Отсюда вытекает следующее построение. Построим равно-

равнобедренный прямоугольный треугольник А'В'С той же площади 5,
что и треугольнпк ABC (катет А'В' этого треугольника должен

быть равен среднему геометрическому основания и высоты

треугольника ABC); затем найдём на гипотенузе В'С точку Р,

такую, что А'Р=\r2(S—г). Наконец, разделим сторону ВС
Заданного треугольника ABC в отношении

ВРВ'Р'

(свойство В параллельного проектирования!). Прямоугольник

MNPQ (вершина Q лежит на стороне АС, вершины М \\ N—

на стороне АВ) и будет искомым.

Задача может иметь два, одно пли ни одного решения.

114. Спроектируем параллельно черт. 13 текста с плоско-

плоскости тт на другую плоскость л' так, чтобы па новом чертеже

углы A'M'N' и A'R'S', в которые перейдут углы AMN н ARS

первоначального чертежа, были р а в и ы. [Треугольники A'M'N'

it A'R'S', в которые перейдут треугольники AMN и ARS,
имеют один общий угол А'; для того

чтобы они были подобны (т. е. чтобы

/_A'MN'=/_A'R'S'), надо, чтобы

их стороны были пропорциональны:
А'М A'R' u AS'

^=-л-тсг. Но отношения дг^7=

= jj нзвест-

чтобы. было

~А'&

II -. ГглТ :

A'N"

AS
_

АМ~

ны; поэтому
А'М' A'R'

AN

надо,

или
AT

В силу теоремы 1 (стр. 21) мы можем

спроектировать треугольник AMR в

треугольнпк A'M'R' с данным отно-

А'М' , /Т
шепнем сторон -rTR7= 1/ — : для

ч
того чтобы полученный чертёж был

проще, потребуем ещё, чтобы было

Черт. 272. /_МA'R'=90° (в последующих рас-
рассуждениях это обстоятельство не

играет существенной роли).] Таким образом, мы придём



115] ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 363

к черт. 272; требуется доказать, что точка Т пересечения

н R'S' лежит па прямой P'Q'.
Из подобия треугольников /W'S'T и R'N'T (имеющих рав-

равные углы) следует jpy= „...,; из подобия треугольников

TUM и TVR', где U и V—основания перпендикуляров, опу-

опущенных из точки Т на Р'М' и на PR' (n этих прямоугольных

треугольниках /_ ТАГ17= 90° — /_ TMS'= 90°— /JRS'=
т-пчл TUAVT „

= TRV), следует тТ/^ТГт7- *ак»м ооразом, имеем

TV'

АУТ
''

RT'

MS1
'

R-N'''
Q'B'
¦Q-C

Т лежит на
TU Q'B'

Равенство тт>= тутъ
" доказывает, что точка

прямой P'Q'.

115. Точки Р, Q и R черт. 14 в тексте центрально-по-

центрально-подобны с центром Л и коэффициентом подобии -j- точкам С,

S и Т черт. 273 (пе AliSD п AFTE—параллелограммы).

Черт. 273.

Таким образом, достаточно доказать, что точки Т, S и С лежат

на одной прямой, т. е. что прямая TS проходит через точку С

пересечения ED н BF. Но это следует из результата задачи 114:

на черт. 273 ADXE, XTYS и YFAB—параллелограммы с од-

одним направлением сторон, построенные на сторонах треуголь-
треугольника AXY как на диагоналях; ED, TS n BF—вторые диагонали

этих параллелограммов.
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116. Первое решение. Очевидно, достаточно решить

задачу для случая, когда треугольник ABC равносторонний

(черт. 274; ср. с решениями задач 107 и ПО). Опишем
окружность вокруг равностороннего треугольника А'ВС и про-

продолжим прямую А'А[ до пересечения с этой окружностью

в точке М. Из соображений симметрии следует, что треуголь-
треугольник PQ'R', полученный в пересечении прямых A'A'V ВВ\
и CC'lt является правильным (этот треугольник переходит в

себя при вращении треуголь-
треугольника А'ВС на 120° вокруг
своего центра). Далее, из то-

того, что ?БМА'=/_ВСА'
(как углы, опирающиеся на

одну и ту же дугу), следует,
что и треугольник BMQ яв-

является правильным (ибо

Черт. 274.

/_BMQ=z/_BQM= 60°)
и ВМ || С\С (см. черт. 274).
Далее, так как BM=BQ'
и Б'о'=ся'(ЛД'<2'л;=
=дш;), то вм=кс
и четырёхугольник BA1CR
является параллелограммом.

Проведём теперь из точки

R" прямую параллельно МА[; пусть N есть точка пересе-
пересечения этой прямой с прямой ВС. Так как /\CR'N=
= /\,ВМА[, то BA[ =NC; но ВА[=уВС и, следователь-

следовательно, B'A'l=A[N=NC. А из того, что BA[= A'lN, следует
B'Q'=Q'R' и, значит, /\B'Q'M= /^P'Q'R'.

Теперь уже нетрудно определить площадь треугольника
PQR'. Пусть Q'DecTb средняя линия параллелограмма BMC'R";
в таком случае

1 о 1о

А так как

то

R'C
=
у

'Q'R' = -Sa Q'B'M=  "SaB'
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Но

=З^д B'C'R' -\- $& P'Q'R' =

и, следовательно,

•$Л P'Q'R' = f $?. A'B'C ,

что и требовалось доказать.

Примечание. Отметим, что так кзк в рапносторонпем тре-
треугольнике BQ' = Q'R и аналогично C'R'= R'P' и A'P^PQ', то и

в произвольном треугольнике ABC должны иметь место аналогичные

соотношения.

Второе решение. Пусть треугольник Л'ПС— правиль-

правильный; в таком случае и треугольник PQR— правильный и

Л Л'СС\ =Л ВА'А\ =Л СВВ\,
Л л-рсх=л &Q'a\=Л с/гв;

(черт. 274; ср. с первым решением задачи). Имеем:

•% А-В'С = S& P'Q'R' + ^Л А'СС[ + ^Л В-А'А[ "Г 5^_ СВп[
~

= Sl. P'Q'R' AAt ?

или, так как A'Cl=-^A'E>,

Воспользуемся теперь известной из тригонометрии фор-
формулой

I ,sinfisinC

Обозначим сторону АВ через а; в таком случае высота

"^ 3 at а А'К а Гиг а — —
/1С,— д-, лл—-2 , ЦЛ—у з

—

6'
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B'L=^B'K=^ (здесь A\L J_ А'В), A'L= ja, A\L =

—

-=- СК=а е
. Следовательно,

о о

27 7

_я1'3 я 1^7 31
^

217

sin ? А'РС\= sin 60°= IJ

Поэтому

1
2

аг

9

1

27

3

7

7

3

2

т

7

7

'з

'7 аЧ'З
84

в57 
4

"

21

1

21

и окончательно

что и доказывает теорему.

117. В школьном курсе геометрии доказывается, что в тре-

треугольнике три медианы пересекаются в одной точке, три бис-

биссектрисы пересекаются в одной точке и три высоты пересе-
пересекаются в одной точке.

Наша задача будет решена, если мы сумеем параллельно

спроектировать рассматриваемый треугольник ABC на другую
плоскость таким образом, чтобы прямые AN, BP и СЛ1 пере-
перешли в три медианы, или в три биссектрисы, пли в три высоты

получившегося треугольника. Совершенно ясно, что невоз-

невозможно при помощи параллельного проектирования перевести
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прямые AN, ВР и СМ в медианы треугольника (так как при
параллельном проектировании в медианы переходят только

медианы). Перевести параллельным проектированием прямые AN,
ВР и С/И в биссектрисы треугольника тоже не всегда

возможно '). Таким образом, нам остаётся попытаться перевести

С

Черт. 275.

параллельным проектированием прямые AN, BP н СЛ1 в высоты

некоторого треугольника.

Докажем, что если A'N\ В'Р н СМ'— высоты треуголь-

треугольника А'В"С (черт. 275, а), то

А'М' СР'_
/М'

'MB1' N'C */М'
.

Действительно, из подобия прямоугольных треугольников A'N'C

С'Р' а

н ВР'С следует, что 7^сг=У' где а= В"С " = А'С.

„ ffK1с Л'ЛГ b
Точно так же доказывается, что "ПП37=~| p~rJr=::=~'

где

с= А'В. Из этих трех равенств следует

Л'ЛГ Я'Л" С'Р' А'М В'А" СР' Ь с а

ME N'C Р'А' Р'А'

') Можно показать, что три прямые ИЛ', ВР и СМ, проходящие
через вершины некоторого треугольника ABC и пересекающиеся
в точке О внутри этого треугольника, можно параллельным проектиро-
проектированием перевести в биссектрисы A'N', В'Р и СМ' некоторого тре-

треугольника А'В'С, в том и только в том сл\'час, ест точка О лежит

внутри малого треугольника, сторонами которого являются средние
лини» треугольника ABC. Мы рекомендуем читателю самому попы-

попытаться доказать эту любопытную теорему.
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Построим теперь треугольник А'В'С, основания N', М, Р
высот которого делят стороны треугольника в данных отношениях

А'М' AM B'N' BN СР СР п

MW
=

MB' WC'
=

NC' -PA'^-PA- Rm ЭТ0ГО РадДелн>| "РО-

извольный отрезок В'С в данном отношении ю^=2т^- В точ-

точке А/' восставим перпендикуляр к В'С. Затем разделим отрс-
С'О СР

зок CN' в отношении тш,= р-д
" восставим в точке Q пер-

перпендикуляр к СВ (черт. 275, б). Пусть Р—точка пересечения

этого перпендикуляра с полуокружностью, построенной на СВ
как на диаметре, А— точка пересечения прямой СР' с пер-

перпендикуляром к С'В', восставленным в точке Л/'. Треуголь-
Треугольник А'В'С искомый. Действительно, A'N' и В'Р1— две высоты

этого треугольника; пусть СМ' — его третья высота. Так как

B'N' BN СР СО СР

^-Rc
"

Wa-^W=pa'
то того> что

А'М' B'N' СР АИ fi|V СР

М'В'' N'C
'

РА'~ МВ'Ш'ТА*

А'М AM
следует, что

д^=Ш

Переведём теперь параллельным проектированием треуголь-
треугольник ABC в треугольник, подобный треугольнику ABC. В силу
свойства В параллельного проектирования точки N, Р и М

перейдут в основания высот нового треугольника, а прямые
AN, BP и СМ—в его высоты. Из того, что три высоты

треугольника пересекаются в одной точке, непосредственно

следует справедливость утверждения задачи.

Примечание. Из доказанного легко вывести, что имеет место

н обратное соотношение: если три прямые, выходящие из вершин А,
В к С треугольника ABC n пересекающиеся в одной точке внутри

треугольника, пересекают противоположные стороны треугольника
в точках N, Р и М, то

AM BN CP__
MB

'

NC' РА~

Действительно, предположим, что это не так и пусть Рг есть такая

стороны АС, что

АМ_ BN СР1_
MB' NC' Р,А~
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Тогда прямые AN, BPl и СМ должны пересекаться в одной точке,
т. е. BPt проходит через точку пересечения ЛЛ' и СМ. Но это воз-
возможно только, если ВР, совпадает с ВР, т. е. Р, совпадает с Р, что
и доказывает наше утверждение.

Таким образом, имеет место следующая теорема, которую иногда
называют теоремой Чева: для того чтобы прямые AN, BP и СМ,
где N, Р, М— точки, лежащие на сторонах ВС, СА и АВ треуголь-
треугольника ABC (но не на их продолжениях!), пересекались в одной точке,
необходимо и достаточно, чтобы имело место соотношение

MA BN СР_.
MB

'

NC' PA~

§2

118. а) Пусть прямые /, н 1г пересекаются в точке Q.
Спроектируем плоскость тт черт. 24, а на другую пло-

плоскость л' так, чтобы прямая PQ была выделенной прямой

плоскости тт (для этого достаточно провести через QP
произвольную плоскость tt1f не совпадающую с тт, и спроек-

спроектировать тг из точки О плоскости п, на плоскость тс', парал-

параллельную тт,; см. черт. 276, а). При этом черт. 24, а перейдёт
в черт. 276, б на плоскости п' черт. 276, а и геометрическое
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место точек М пересечения прямых АС и BD перейдёт в пря-

прямую линию р, параллельную 1[ и 1\ и равноудалённую от

этих прямых. Отсюда согласно свойству А центрального про-
проектирования следует, что искомое геометрическое место

является прямой линией р.
В случае, когда /, || /,, мы придём к черт. 276, б, если

спроектируем плоскость тт на другую плоскость тт' так, чтобы
выделенная прямая проходила через точку Р и была парал-
параллельна /, и /,.

Из свойств Б центрального проектирования непосредственно
следует, что если /, и /s пересекаются в точке Q, то и р пройдёт
через Q, а если /, || /2, то и прямая р параллельна этим прямым.

Если Р,
— какая-либо точка прямой PQ, то прямые, пере-

пересекающиеся в точке Р„ спроектпруются в параллельные прямые

плоскости п'. Поэтому геометрическое место точек Л/, пере-

пересечения прямых А1С1 и BlDl черт. 24, а спроектпруется на

плоскость тт' в ту же самую прямую р, откуда следует, что

это геометрическое место совпадает с р. [Совершенно анало-

аналогично, если /, || /, и РР, || /,, то точкам Р и Р, соответствует
одна и та же прямая р!\

б) Спроектируем плоскость я черт. 24, б на новую пло-

плоскость гг' так, чтобы прямая q явилась выделенной прямой
плоскости п. В таком случае
прямые UA и UB, VA и VB

перейдут в параллельные пря-
прямые (черт. 277); прямая MN

перейдёт в диагональ /WN' па-

параллелограмма AI'A'N'B1, ко-

которая пересекает вторую диа-
диагональ А'В" в её середине Q'.
Таким образом, мы видим,
что независимо от вы-

выбора точек U и V пря-
прямая MN проектируется в пря-

прямую MN', которая пересекает
А'В в фиксированной точке Q'; отсюда следует, что все

прямые MN пересекают АВ в одной точке Q.
Пусть теперь у,—Другая прямая, пересекающая АВ в той

же точке Р. Она спроектнруется в прямую q\ || А'В'; четырёх-

четырёхугольник ABV1Ul перейдёт в трапецию A'B'VJU^ и линия

MlNx— в прямую Ж[Л?, соединяющую точку пересечения
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диагоналей и точку пересечения противоположных сторон этой

трапеции (черт. 277). Но эта прямая пересекает основание А'В'

трапеции в его середине Q' (см. задачу 108 из § 1, стр. 21).
Отсюда вытекает второе утверждение настоящей задачи.

119. а) Проведём через точку Л1 произвольную пару пря-
прямых, пересекающих /, и 1„ в точках Л, С и В, Ь (черт. 278);
затем через точку Р пересечения AD и ВС проведём произ-

произвольную прямую, пересекающую /, и 1г в точках К и L. Из

Черт. 27S.

предложения задачи 118а) следует, что прямая ///, соединяю-

соединяющая точку Л/ с точкой пересечения AL и DK, пройдёт через
точку пересечения прямых /, и /_.

Примечание 1. Интересно отметить, что если /,||/, (и этом

случае точка пересечения /, и 12 нам недоступна, поскольку этой точки

coiice не сушестиует), то нашепостроенне обращается в построение
задачи 1096) из предыдущего параграфа: с помощью одной лимейкп

через данную точку М пронести прямую, параллельную данным прямым

/, |[ lv Это обстоятельство не является* случайным, а связано с общими
свойствами центрального проектирования, позволяющими считать за-

задачу Ю9б) частным случаем настоящей (см. текст па стр. 51 н след.).
Точно так же из построении задач 1196) — г) можно получить некоторые
задачи на построение параллельных прямых с помощью" одной линейки;
мы рекомендуем читателю попытаться самостоятельно это сделать.

Примечание 2. Приведённое выше решение задачи 119а),
основанное на предложении задачи 118а), отнюдь не является един-
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ствешю возможным. Так, на черт. 279, а изображено решение этой же

задачи, опирающееся на предложение задачи 1186) (цифры у прямых

1_.г В_ 1

6)

Черт. 279, а—б.

указывают порядок построения; на этом чертеже прямые /, и MN
пересекают f, в одной и той же точке); на черт. 279, б указано реше-
решение задачи, опирающееся на теорему задачи 123 (треугольники АВМ
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н AlBlMl перспективны; впрочем, и первое построение можно обосно-
обосновывать с помощью теоремы Дезарга: треугольники CDK и BAL
черт. 278 перспективны); па черт. 279, в указано построение, опираю-
опирающееся на теорему задачи 129а) (вершины шестиугольника ABCDEF
лежат последовательно па прямых т1 и т,), которое легко обосновать
также и с помощью теоремы задачи 1^96) (стороны шестиуголь-
шестиугольника AMDBNE проходят последовательно через точки F и Q. Можно

*

Черт. 279, в.

предложить и ряд других решений задачи; кроме того, справедливость
каждого из указанных четырех построений можно обосновать многими

различными способами.
Аналогично этому приведённые ниже решения задач 1196) —г),

120 н 121 являются также далеко не единственными: мы рекомендуем
читателю самому попробовать отыскать иные построения.

Черт. 2SI

б) Вот одно из возможных построений: две точки А и В

прямой т и точку М соединяем с недоступными точками Р, Q

(см. решение задачи а)); пусть, далее, С и D— точки пересе-
пересечения АР и BQ, AQ it BP; E, F— точки пересечения MQ и

МР с CD (черт. 280). Соединим Е с Р, a F с Q и пусть N— точка
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\\

пересечения FQ и ЕР. В силу предложения задачи 1186)

прямая ЛШ пересекает PQ в той же точке X, что и прямая т

(на черт. 280 С и D, Е
и F—две пары точек од-

/ мойи той же прямой).

-А
\ \
\ \

\ V

Черт. 2S1.

в) Вот одно из воз-

возможных решений: пусть
прямые />,, р. и <7,, <72
пересекаются в точках

А, В, С, D, как указано

на черт. 281 (если эти

прямые не пересекаются

в пределах чертежа, то

их следует заменить дру-

другими, проходящими через
те же точки Р, Q; см.

задачу а)). На прямой АС

(или на другой прямой,
пересекающей BD в той

же точке Е) выбираем дру-
другие точки /1,, С, так, что-

пересскалнсь в пределах чер-бы прямые АХВ и Cfi, Afi и

тежа в точках Р„ Q,. В силу предложении задачи 1186) пря-
прямая PjQ, пересекает
BD в той же точке F,
что и прямая PQ; по-

поэтому остаётся только

соединить эту точку F

с недоступной точкой
Р (задача а)).

г) Вот одно из

возможных построе- -j
нпй: через точку Л1

проведём две произ-

произвольные прямые т, п

(черт. 282). Мы мо-

можем провести прямые

через недоступные

точки А, В, С, D пе-

пересечения /, и 1Л с т и п (задача б)); можем также соединить

А с С и В с D (задача в)). Соединим точку М с точкой Р
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пересечения АС и BD (задача а)), пусть МР пересекает lt
и /2 в точках К II N. В силу предложения задачи П8а) точка

пересечения КС и NA (эти прямые можно построить; см.
задачи б), в)) лежит на искомой прямой.

120. Вот одно из возможных построений: через точку А

проведём две прямые /,, /2, не пересекающие области Q, и

Черт. 2S3.

через В—дпе прямые, пересекающие /, и /, в точках К, L и

Л/, N; прямую ML обозначим через / (черт. 2S3). Далее про-

проведём через А ещё две прямые /, и /а, пересекающие I в точ-

точках М и L; пусть прямые BL и ВЛ1 пересекают /, и 1Ж
в точках К п N. В силу результата задачи 1186) точка D

пересечения /<7V п /(N лежит на прямой АВ. Далее найдём
таким же образом ещё одну точку прямой АВ, расположен-
расположенную за областью Q, и соединим прямой две полученные

точки.

121. Вот одно из возможных построений: проведём через
точку А прямые /, и /2, образующие малый угол, внутри ко-

которого лежит точка В (черт. 284; сдвигая вдоль прямой нашу
короткую линейку, мы сможем, конечно, провеет» сколь угодно
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длинный отрезок прямой). Через В проведём две прямые, пере-

пересекающие /j н /, в точках A',, Kt и Llt L2; точку пересече-
пересечения KlL1 u KJLt обозначим через Р. Через Р проведём ряд

прямых, пересекающих /, и /, в точках К3, Kt, ..., Кп и

^ ^ (̂чеРт- 284). В силу предложения задачи 118а)

Черт. 284.

точки пересечения KtL3 и K3LV K3Lt и KtL3, ... и т. д.

лежат на прямой АВ. Так можно найти сколь угодно близкие

точки этой прямой, которые уже можно соединить нашей

короткой линейкой.

122. а) Центрально спроектируем плоскость тс черт. 28, а

на другую плоскость тс' так, чтобы прямая р была вы-

Черт. 285.

деленной прямой плоскости тт. В таком случае прямые AM

и ВС перейдут в параллельные прямые А'М и В'С; анало-

аналогично имеем BN' \\ А'С, СИ || АВ'. Прямые AS, ВТ и CR пе-

перейдут при этом в медианы A'S', В'Т и С7?' треугольника
ЛВС (черт. 285), которые пересекаются в одной точке Р;
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следовательно, и прямые AS, ВТ и CR пересекаются в

одной точке Р').
б) Центрально спроектируем плоскость тт черт. 28, б на

другую плоскость тт' так, чтобы прямая RS была выделенной

прямой плоскости тт. Тогда на новом чертеже мы будем
иметь K'L' || АВ\ К'М || АС (черт. 286, а). Спроектируем
затем параллельно треугольник

А'ВС в равносторонний треуголь-
пик А'В'С (черт. 286. б). В та-

9
Черт. 286.

ком случае А"К" и B'L' пересекаются на осп симметрии CD

треугольника; А"К" п СМ" пересекаются на оси симметрии В"Е

*) Отмстим, что при нейтральном проектировании плоскости я

на плоскость
"'

треугольник ABC не обязан перейти в треугольник
А'В'С; например, это заведомо будет не так, если прямая р
пересекает стороны треугольника ABC (при центральном проектиро-
проектировании треугольник может переходить в довольно сложные фигуры;
см. черт. 20 на стр. 34—35). Однако три точки А, В и С перейдут в три.
новые точки А', В" и С; прямые, соединяющие попарно точки А, В
и С, перейдут в прямые, соединяющие попарно А', В' и С. Только
в этом смысле и следует понимать утверждение о том, что черт. 28, а

перейдёт при проектировании в черт. 285. Для удобства мы на

черт. 28, а и 285 пе изображаем целиком прямые АВ, АС и т. д.

и А'В1, А'С н т. д., а ограничиваемся некоторыми отрезками этих

прямых. Однако в решении задачи мы опираемся на то, что, напри-

например, прямая АВ переходит в прямую А'В"; утверждение, что

отрезок АВ переходит в отрезок А'В', могло бы оказаться просто

неверным. Это замечание относится и к решению ряда других из

последующих задач.
Кроме этой, паши рассуждения содержат ещё и другую, более

существенную, неточность. Точка Р черт. 285 может оказаться на

выделенной" прямой плоскости я'; в этом случае прямые AS, ВТ и CR
не пересекутся в одной точке, а окажутся параллельными. Неточ-
Неточности такого рода имеются и в решениях большинства последующих
задач; об этом специально сказано на стр. 51 н след.
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треугольника. Поэтому точка Q" должна совпасть с точкой

пересечения обеих осей симметрии, т. е. с центром треугольника,

а прямые L"K", К"М" и M"L" — с его средними линиями.

Из того, что L"Al" || В'С" в силу свойства Б параллель-
параллельного проектирования (см. стр. 18), следует, что L'M' || ВС.
В силу свойства Б центрального проектирования это озна-

означает, что точка Т пересечения LM и ВС тоже лежит на

выделенной прямой плоскости п, т. е. что точки R, S и Т

лежат на одной прямой.

123. Докажем сначала первое утверждение, содержащееся
в задаче. Пусть Р, Q, R— точки пересечения прямых ВС

,н ВХСХ, СА и С,/4„ АВ п AtBt. Спроектируем плоскость тт

черт. 29 на новую плоскость тт' так, чтобы прямая QR была

выделенной прямой плоскости тт. При этом черт. 29 перей-
перейдёт в черт. 287, где в силу свойства Б центрального проек-

проектирования А'В || А[Ви А'С || А'ХСХ. Из параллельности прямых
ОС О'А'

СА' и CtA[ следует, что —^~, t= —р-,, а нз параллельности
О'С\ О'А,

л-су л-гу о1а' ав1 о1в1 ос
прямых АВ и AtB —что ,= ,,т. е. ;=—;:

V J О'А[О'В[' ОВ[ ОС\
следовательно, прямые ВС \\ Bf?x будут тоже параллельны

и точка Р пересечения ВС и В1С1 лежит на выделенной

прямой плоскости п, т. е. на прямой QR, что и требовалось
доказать.

Перейдём теперь к доказательству обратного утверждения.
Для этого спроектируем центрально плоскость тг черт. 29

на новую плоскость тг' так, чтобы прямая, на которой лежат

точки Р, Q и R, являлась выделенной прямой плоскости п.

Треугольники ABC и AiBxCl перейдут при этом в подобные
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треугольники А'ВС и A'^B'fi', с соответственно параллельными

сторонами (черт. 287). Пусть О' — точка пересечения А'А'

и S7JJ, О\ — точка пересечения A'A[ и СС\. В таком случае
О'А АВ' О[А- АС „ АВ АС . „

-

,
= —г~. > -т—;=-г-г- Но -г-;=-7—; (в силу подобия

О-Х, А,В\ O[At Afi AB Afi
. О'А1О\А

треугольников) и, значит, ;= -*—; т. с. О соппалает с

О'А, О.Л,
О\. Так как прямые А'Л\, BBt, CC\ пересекаются в одной

точке О', то и прямые AAt, BBt и CCt пересекаются в одной

точке О.

Отметим, что второе утверждение задачи 123 пытекает из перпого
утверждения; поэтому его можно было бы ч не доказывать отдельно.

Действительно, пусть точки Р, Q n R черт. '29 лежат на одной пря-
прямой. Другими словами, это означает, что прямые PQ, В1А1 и Я4,
соединяющие соответствующие першнны треугольников Piiji и

QAlA, пересекаются в одной точке R; в силу нерпой части тео-

теоремы отсюда вытекает, чти точки пересечения соответствующих сто-

сторон этих треугольников С,, С п О (точка пересечения В\В к А,А)
лежат на одной прямой, т. е. что CtC проходит через точку О

пересечения BJi w А,А. Но в этом и состоит второе утверждение
теоремы.

Совершенно аналогично первое утверждение теоремы Дсзарга
можно вывести из второго ей утверждения.

124. а) Проведём через Р произвольную прямую, пересе-

пересекающую стороны АВ п ВС треугольника ABC в точках Zx
и К,; пусть Л", есть точка пересечения Q)\ с RZ, (черт. 288, а).
Предположим теперь, что задача решена; тогда треугольники

A'jKjZ, и XYZ перспективны (точки Р, Q и R пересе-
пересечения соответствующих сторон треугольников лежат па од-

одной прямой). Поэтому A'.Y,, YYX и ZZ, пересекаются в

одной точке (см. задачу 123), которой, очевидно, является

точка В. Соединив В с А'„ мы получим в пересечении

ДЛГ, и АС вершину X искомого треугольника, после

чего построение остальных вершин уже не вызывает

затруднений.
б) Проведём через точку А произвольную прямую, пере-

пересекающую /, и /2 соответственно в точках А', и К,; точку Z,
пересечения Y,B w 13 соединим с точкой А',. Предположим
теперь, что задача решена, т. е. треугольник XYZ построен

(черт. 288, б). Так как прямые А'А',, )Т,, ZZ, пересекаются
в одной точке О, то точки пересечения А', К, и XY (т. е.

точка A), YxZl и YZ (т. е. точка В) и Z^XX w ZX лежат па
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одной прямой. Отсюда мы легко можем найти точку С пере-

пересечения ZjA'j н ZX, так как она совпадает с точкой пересе-

Черт. 288.

чення прямой ZXXX с прямой АВ. Соединив точку С с точкой С,
мы найдём сторону ZX искомого треугольника ZXY.

125. Этатеорема лишь по формулировке отличается от тео-

теоремы нижеследующей задачи 1296) (роль прямых /, тл, и,
соответственно /„ тх и л,, играют прямые ААХ, BBlt CCX
и АВХ, BClt CAX; см. черт. 30).

126. Спроектируемплоскость тг, на которой расположены
треугольники ABC и АХВХСХЪ на другую плоскость тг' так,
чтобы выделенной прямой плоскости тг служила прямая, соеди-
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В) с;

инющая точку О с точкой пересечения прямых АС и AtCt.
При этом треугольники ABC н А1В1С1 перейдут в треуголь-
треугольники А'ВС и Л|В|С^ плоскости тт', расположенные так, что

прямые А'А\, ВВ\ и С'С[ параллельны .между собой, сто-

сторона АС треугольника А'ВС параллельна стороне А[С

треугольника AJB'fr, '
А'А[, ВС\ и СВ\ пере- /;.Ч«L
секаются в одной точ-

точке О;н/ГС,, Я*В; и СЛ;
пересекаются в одной

точке О'г(черт. 289,я).
Обозначим парал-
параллельные прямые А'А[,
ВТУ, и СС, через/;, l\-of
н 1'3. Из того, что 1

А'С1У СА\ и В'В\ пере-
пересекаются в одной точ-

точке, следует, что пря-
прямая ВВ[, т. е. /| про-
проходит через точку

пересечения диагона-

диагоналей параллелограмма

/гсс;л;, т. е. что /;
проходит между па-

параллельными прямыми

/| и 1'3 на равном рас-

расстоянии от этих пря-

прямых. Нам надо доказать, что прямые A'Blt BA\, CCt пере-
пересекаются в одной точке; отсюда будет следовать, что и пря-
прямые ABt, Я-1, и CCt, проектирующиеся в эти три прямые,

пересекаются в одной точке.

Спроектируем теперь параллельно плоскость тт' на новую

плоскость тг" так, чтобы треугольник А'СС1 перешёл в пря-

прямоугольный треугольник А'С'С^1). В таком случае черт. 289, а

перейдёт в черт. 289, б, имеющий осью симметрии прямую Гг;

') Если воспользоваться теоремой 1 (см. стр. 60 в тексте), то можно

заменить используемые в решении этой задачи центральное проекти-

проектирование и последующее параллельное проектирование одним централь-
центральным проектированием, от которого надо только потребовать, чтобы

оно переводило четырёхугольник АССХА^ в прямоугольник (например,
в квадрат).
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следовательно, прямые А"В[ и В"А[ пересекаются в точке О 
прямой С"С[, симметричной точке О'[ относительно Г.. Отсюда

следует, что и прямые A'BV В'А\ и С'С[ па черт. 289, а

пересекаются в одной точке 0'3 (а именно в той точке, ко-

которая переходит при рассматри-

рассматриваемом параллельном проекти-

проектировании в точку О ).
127. Спроектируем плос-

плоскость п, на которой располо-
расположены наши три треугольника,

на другую плоскость тг' таким

образом, чтобы прямая PQR
яиплась выделенной прямой пло-

плоскости п. При этом треуголь-
треугольники ABC, Л,Я,С, и A%B.,Ct
перейдут в попарно центрально-
подобные треугольники А'ВС,
а;в;с; и л;#;с; (ср. с реше-

решением задачи 123), а три точки

пересечения прямых АЛ,, ВВ1 и

CCt; АА., ВВг и СС„; И,Л„ В,В,
и С,С% — в центры подобия этих

треугольников, которые в силу теоремы о трёх центрах по-

подобия (§ 1 гл. I второй части книги, стр. 93—94 первого
тома) лежат на одной прямой (черт. 290). Следовательно, и

точки, которые проектируются в эти точки, лежат на одной

прямой.

128. Докажем, прежде всего, что если л-угольннк изме-

изменяется так, что стороны его всё время проходят через п

фиксированных точек, лежащих на одной прямой /, а п — 1

вершин скользят по данным п — 1 прямым, то геометриче-
геометрическое место последней вершины тоже будет являться прямой
линией. Для доказательства достаточно спроектировать соот-

соответствующий чертёж с плоскости п на новую плоскость п' так,
чтобы прямая / явилась выделенной прямой плоскости тт, и

затем использовать результат задачи 486) из § 1 гл. I второй
части книги (сравните, например, с решением задачи 1 ISa)).
После этого решение настоящей задачи проводится совер-
совершенно аналогично решению задачи 48в) из § 1 гл. I второй
части:
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129. а) Пусть Р, Q и R—точки пересечения прямых АВХ
и АХВ, ВСХ и ВгС, САХ и СХА и О — точка пересечения пря-

прямых / н /,. Спроектируем плоскость тт черт. 33, а па новую
плоскость тт' так, чтобы прямая PQ била выделенной прямой
плоскости п. При этом черт. 33, а перейдёт в черт. 291, где

A'Bt |] AJ3 и В'СХ || В\С. Из параллельности прямых Л'В\ и

AJ3 следует, что —r-= —7-1,, a нз параллельности прямых В'С[
О'В" О'Л1

(у t> ОТ

и В[С, что —r-i¦г=—г-¦. Перемножая полученные пронор-

ал' ос'.
цнн, получим, что ——= ——;, откуда следует, что прямые

С/ С- С/ ул
j

A'Ct и А\С параллельны, т. е. что точка R также лежит на

выделенной прямой PQ плоскости тт, что и требовалось до-

доказать.

б) Нам надо доказать, что прямая QQ, проходит через

точку пересечения РР1 и RRt (см. черт. 33, б в тексте), т. е.

что три точки — точка пересечения ОРХ и О,/?! (точка Q),
точка пересечения OR и OtP (точка Qt) n точка пересече-

пересечения РРХ и RRt — лежат на одной прямой. Но так как точки

О, Р и Rt лежат на одной прямой и точки О,, Л? и Рх лежат

на одной прямой, то это есть теорема задачи 129а), от ко-

которой, следовательно, теорема задачи 1296) отличается только

обозначениями.

130. а) Пусть А, В, С— три точки на прямой I;
через эти точки проведены прямые ACt || ВС,, АВХ || СВХ
и ВАХ \\САХ. В таком случае точки пересечения прямых АВХ
и ВАХ, АСХ и САХ, ВСХ и СВХ лежат на одной прямой
(черт. 292).



384 РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ [131—132

б) Пусть /,, /,, /3 и /4 — четыре рассматриваемые прямые;
точки пересечения этих прямых обозначим буквами А, В,
С, D, Е и F, как указано на черт. 293. Точки пересечения
высот трёх треугольников ABE, ACD и BCF—это точки пе-

пересечения прямых ABt _|_ /, и ВАХ _|_ /3, АС1 _|_ /2 и САг _[_ 13,
ВС1 _|_ /, и СВ, _(_/,; в силу предположения задачи а) они

лежат на одной прямой. Точно так же доказывается, что

любые три из четырёх то-

точек пересечения высот четы-

четырёх треугольников лежат на

одной прямой. Отсюда сле-

следует, что все четыре точки

лежат на одной прямой.

131. Обозначим точки

пересечения I и /,, т и тг,
п и п1 через А, В и С. При
проектировании четырёх-

В

Черт. 293.

угольники АРВРг, BQCQt и CRARt перейдут в параллело-

параллелограммы, диагоналями которых служат стороны треугольника

ABC, а сторонами — прямые / || т || п и /t || //г, || л,. Из тео-

теоремы задачи 1296) следует, что вторые диагонали этих па-

параллелограммов пересекаются в одной точке, т. е" предложе-
предложение задачи 114. Обратно, из предложения задачи 114- можно

вывести теорему задачи 1296).

132. а) Проведём через вершину В параллелограмма пря-

прямую ВЛГ || MD (ЛГ— точка диагонали АС; см. черт. 294, а).



132] ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 385

AN' AR
Так как NM || N'B, то _=__=л. Далее ||3 равенства

треугольников ADN и CBN' вытекает, что AN=CN. Отсюда

дд^= ~д?}—
= п-\-К что и требовалось доказать.

Если черт. 294, а проектируется на другую, плоскость

так, что прямая АВ параллельна выделенной прямой проек-
проектируемой плоскости, то отношение отрезков прямой АВ
сохраняется (см. выше,
стр. 50). Однако отноше- ff->

нпе отрезков днагонл-

лн АС уже не сохраня-

сохраняется при этом проектиро-

проектировании; поэтому, для того

чтобы выяснить, в какую

теорему переходит дока-

доказанное предложение, его

необходимо переформули-
переформулировать так, чтобы в нём

не участвовало отношение

отрезков диагонали АС, а

только отношение отрез-

отрезков стороны АВ. Проще

всего это сделать следу-

следующим образом. ПроведОм

через точку N прямую

ЛШ, || DA (Mr
— точка

стороны АВ); из дока-

доказанного выше вытекает,

что если АЛ1=— АВ, то

?' м' и;
&

Черт. 294.

Теперь уже ясно, что при рассматриваемом проектирова-
проектировании .мы придём к следующему предложению: если точка М

делит основание АВ трапеции A'BC'D' в отношении
А'М 1 „.,, о
-згег=—, то прямая SN, соединяющая точку 6 пересече-

ння боковых сторон трапеции с точкой N1 пересечения D'M

с диагональю АС, отсекает от АВ отрезок АМ'1^=—7—^АВ
(черт. 294, б). [Параллелограмм ABCD переходит при про-

13 и. М. Яглом ¦



386 Решения задач 1132

ектнрованнн в трапецию A'B'C'D', так как прямые АВ п CD,
параллельные выделенной прямой плоскости, остаются па-

параллельным». Параллельные прямые AD, ВС и Mfl пере-

S" S" S' S ¦I'

&

Черг. 295.

холят в прямые A'D', B'C и Al^N", пересекающиеся в одной
точке S. Отношение отрезков прямой АВ, 'параллельной
выделенной прямой плоскости, при проектировании сохра-

сохраняется.]
б) Соединим произвольную точку S плоскости с точками

А и В; пусть D и С—точки пересечения SA n SB с пря-

прямой /г Если Nt— точка пересечения DB и АС, то прямая
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SNt пересекает АВ в такой точке Л/„ что АМг=\ АВ (см.

решение задачи 108). Далее, если DA/, пересекает АС в точке Nt,
то SNt пересекает АВ в точке Л/, такой, что АЛ13=^АВ;
если DM3 пересекает АС в точке N3, то S\\ пересекает АВ

в точке Л/4 такой, что АЛ1А —— АВ; если Ш/, пересекает АС

в точке /V,, то St\\ пересекает АВ в точке Л/5, такой,

что <4Л/6 = у -4Z?, и т. д. (черт. 295, я; см. решение за-

задачи а)).

[После того как найдена точка Л/я, такая, что АЛ1п =

=—АВ, уже легко найти остальные точки, делящие отре-

отрезок АВ на п равных частей. Действительно, проведём через точ-

точку 5 прямую /', параллельную / н /, (см. задачу 1096)). Теперь,
если SMn пересекает DC в точке Рп, MnD пересекает /' в точ-

точке S', a S'Pn пересекает АВ в точке Л\'п, то АМп= А1 ЛУп
2

и, следовательно, АА\'п =—АВ и т. д.; см. черт. 295,6.]

133. Спроектируем черт. 14 (стр. 24) на новую плоскость тт'

так, чтобы прямая ABE явилась выделенной прямой первона-
первоначальной плоскости. При этом мы придём к черт. 296. Диа-
Диагонали СА, DB и FE полного четырёхсторонника перейдут
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в прямые СА' || F'D, D'B || FC и Г?* || D'C; точки пересе-

пересечения этих прямых мы обозначим буквами С,, Dt n Fl (см.
черт. 296). Очевидно, что С, ?У и F'— середины сторон тре-

треугольника Cfif^.
Выясним теперь, в какие точки перейдут середины Р, Q

и R диагоналей СА, DB u FE полного четырёхсторонника.
АР

Середина Я отрезка СА есть такая точка, что
гр—

— 1.

или, если обозначить через Р1 «бесконечно удалённую точку»
АР АР

прямой СА, Тур'--гр
= ~ '• в СШ1У свойства В центрального

проектирования должно быть

АР' А'Р[
__ 1

где Р[ есть образ «бесконечно удалённой точки» Я„ т. е.

точка пересечения СА' с выделенной прямой / плоскости тг'.
Это равенство можно переписать в виде

?± , СР[_
С'Р'' А'Р' '

"ли
С'Р' '

А'Р'
так как А' есть «бесконечно удалённая точка» и -т^=1;
отсюда следует, что С есть середина отрезка РГР[, т. е.

Р'— точка, симметричная точке Р[ пересечения D,/7, и

/ относительно середины С стороны DlFl треугольни-
треугольника C.D,/7,.

Точно так же показывается, что середины Q и R диагоналей
DB и FE полного четырёхсторонника переходят в точки Q
и /?, симметрннные точкам Q[ и R[ пересечения выделенной

прямой / со сторонами C1Fl и C1D1 треугольника ClDlFl
относительно середин D' и F' этих сторон. Таким обра-
образом, теорема о полном четырёхстороннике (точки Р, Q
и R лежат на одной прямой) переходит в теорему: точки,

симметричные точкам Р[, Q't и R[ пересечения сторон

треугольника ClDlFl с прямой I относительно сере-
середин соответствующих сторон треугольника, лежат

на одной прямой. Эта теорема составляет частный слу-
случай предложения задачи 112а) из § 1 (стр. 23); из неё мож-

можно в свою очередь вывести теорему о полном четырёхсто-

.роннике, .
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134. Пусть A1At...An
— произвольный многоугольник,

Мх, Л/2, ..., Мп— точки, расположенные на его сторонах
или их продолжениях (черт. 297). Докажем, что выражение

А,Л1,
'

A3Mt'" AtMn

сохраняется при центральном проектировании. Действительно,
если А[, А'г, ..., А'п; М[, М'г, ..., Л1'п—точки, в которые

Я,

Чсрг. 297.

переходят при центральном проектировании с центром Г) точ-

точки i4,, Л,, ..., Ап; Л/,, Л/,, ..., Л/п, то согласно фор-
формуле (*) (стр. 49)

А[М[_А1М1 ОА\ ОА\
А'М1~ЛМ

'

OA-OA '

А'1М',_А.М. ОЛ\ О<
А'3М'~АаМж

"

OAt -OA3

;;, оа„-оа,
•

Перемножая все эти выражения, получим:

A[MJ A'.M't A'nM'n_AlMl А„Мг А„Мп
А\М\

'

А'3М'г'
''

А[М'п
~

АгМ,
'

A3Mt'
ш'

А,Мп
'

что и требовалось доказать.

Это предложение можно рассматривать как обобщение

свойства В центрального проектирования (мы придём к свой-

.ству В, если будем считать, что многоугольник AtAt ... Ап



390 РЕШЕНИЯЗАДАЧ [134

вырождается в дважды взятый отрезок АВ). Из него непосред-

непосредственно следуют теоремы Менелая и Чева.
- а) Спроектируем плоскость тс треугольннка ABC на новую

плоскость тт' так, чтобы прямая /1LV была выделенной. Если

точки М, N и Р лежали на одной прямой /, то она перей-
перейдёт в «бесконечно удалённую» прямую и точки Л/', N' н Р,
в которые перейдут точки Л/, N, Р, будут «бесконечно уда-
удалёнными точками» прямых АВ, ВС и СА'; следовательно,
АЛГ_ SW ?Р_ АЛГ BWCP_ „

В'М ' ON'
' АР' В'М'С'Л" АР

таком случае согласно доказлнному выше и произведение
AM BN СР

В~М
'

~CN
'

А~Р должно равняться единице.

л , AMBS СР
,

_

Пусть теперь обратно ^ут
•

rv' л~Р
~

' какточк"

М и N при нашем проектировании перейдут в «бесконечно уда-
.„ .„ А'М'

, В'К1'
,

.

ленныеточкп» Л/и Л
,
то тзгт5;= 1 Иттгг>^1- А так как по

, А'ЛГ BW
'

СР' ,
СР

,

доказанному должно быть
/FTf

"

С^Т'' лт?= ' Т0Д7р>==1'
т% е. Р1— «бесконечно удалённая точка ¦> прямой АС. Но
это означает, что и точка Р лежит па выделенной пря-

прямой плоскости it, т. е. точки Л/, N и Р лежат па одной

прямой.

Примечание. Совершенно так же можно доказать к более

общую теорему: если Mv M,, ..., Л1„ —точки пересечения сторон

п-угольннка /ЦН, ... А„ с примой .нишей I, то

АЖ А„М„ _
'

AM'" AJl
~

Однако при п > 3 из равенства

А„М„
_

l,"" *ИЖЛ/„
_

уже не следует, что и, обрлно, точки A1V М, Мпвое лежат

на одной прямой.

б) Спроектируем плоскость тт треугольника ABC на но-

новую плоскость тт' так, чтобы прямая Л/Л' была выделенной

прямой плоскости п. Если прямые AN, BP, СМ пересекались
в одной точке О или были параллельны, то черт. 44 перей-
перейдёт в черт. 298, где AN" \\ ВС, СМ' || ВА; поэтому точка

Р будет являться серединой стороны АС (как точка пересе-
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ченпя диагоналей параллелограмма А'В'С'О'). Таким образом

мы будем иметь 2^=1, сШ'^^1 ^"бо Л1' " Л"—«беск-о-

С'Р'
нечно удалённые точки») и

др,
——1; следовательно,

А'ЛГ B'N1 С'Р'
__

ИМ'
'

CN1
'

АР' '

А в таком случае в силу доказанного должно быть также

Обратно, пусть

AM BN СР
BM'CN' АР~~~ •

AM ВН СР
ВМ 'Ш"АР~ •

Так как точки М и Л' при нашем проектировании перейдут

В'

Черт. 29S.

А'ЛГ
в «бесконечно удаленные» точки М' и Л", то „...,

= 1 и

ртт»:=1- А так как в силу доказанного выше

A'AV B'N1 OP'

B'AV
'

CN'
'

А'Р'
_
_

С'Р'СР
то

-^7^;
= — 1, т. е. Р есть середина отрезка А'С. Но в та-

таком случае прямые A'N' || В'С, СМ || В'А' и БР пересекаются
в одной точке О' (см. черт. 298); следовательно, прямые AN,
СЛ1 п ВР пересекаются в одной точке или параллельны между
собой.
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135. Спроектируем четырёхугольник А1АгА3АА в квадрат

А\А'гА'3А\ (это возможно в силу теоремы 1, стр. 60). При этом

точки Р и Q перейдут в «бесконечно удалённые точки», от-

отвечающие направлениям сторон квадрата; прямые PN и QN
перейдут в средние линии квадрата, точки Blt Вг, В3 и Bt
перейдут в середины В\, В'г, В'3 п В[ сторон квадрата; точки

Мг, М Л/вперейдут в точки ЛГ„ ЛГ„, ..., М'л (черт. 299).
Утверждения задачи следуют из того, что, как нетрудно

видеть:

а) точкиAlj п Мь; Л1'2 и ЛГЙ; ЛГ3 и М\\ М\ и М'а симмет-

симметричны относительно центра N' квадрата и, следовательно,

прямые М\МЬ, Л/jA/g, М'3М\ и М\М'Я проходят через Л";
б) прямыеЛ1'„М3 и УИдЛ^ параллельны А\А'2; прямые M1Mi

и М^М& параллельны А'2А'3;
в) прямыеМ'хМ'г, ЛГ3Л1'3, Л^ЛГ н Л1'ЪЛ1'Й параллельны диа-

диагонали A\A't квадрата; прямые Л1'3ЛГ4, МгМ'ь, МХМ'Л и M\MS па-

параллельны диагонали А[А'а квадрата*

г) м[м, || жж; || в\лгА || в-гм± м.м\ II ямя \\ г || b;;
Щм ||« лгм || мм; \\ вмХ в'яма.
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136. Спроектируем четырёхугольник ABCD в квадрат

ABCD; пусть при этом точки 1,2,3 а т. д. перешли в точки

1,2, 3, ... и т. д. (черт. 300). Положение этих точек на

сторонах квадрата ABCD определим отношениями

г Al г В2 - С?
/.. = —, /.„=—,

А.=— II Т. Д..1
В!

¦

С2
3

D3

которые чогут быть как положительными, так и отрицатель-

отрицательными.

Черт. 300.

Из подобия треугольников ADI и В21 черт. 300 следует

откуда

DA А/
вй~~~вГ

С2_СЁ+В2_СВ . 1_Ш . *_Al ,

t
В2 Ш В2~* В2* Bl*
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Так как ).,= — положительно, а "/., = — отрицательно, то2 С2 1В/

получаем отсюда

пли

1 -А,

Нетрудно проверить, что формула (*) остаётся справедливой

и в том случаи, если точка 7 лежит на продолжении сто-

стороны АВ за точку А или за точку В.

Теперь с помощью формулы (*) последовательно находим

—А, 1—А, А, 1— Аэ

Г 1 - Г 1 Г
As= =-=/¦„, '¦,= ¦ =-= '-э " т- д>

1—; 1—)1 l.t I As

т. е.

к \'. \ г )
Aj »*4 »«7 '40  3 1в •• ¦

»

'  '-5 ''8 II^11 " ' 7 *'
. 5 •

1
— А,

Y ^ \7 Л\ i" -  1 —
'•3 Ав '-В Аи''15 ''•IS••* l T•

'•I

Отсюда следуют все утверждения задачи.

а) а =Х13означает, что точка 13 совпадает с точкой /.

В силу свойства центрального проектирования отсюда сле-

следует, что точка 13 совпадает с точкой /.

б) ).,=>.,, ).2=).s, ).3=/.в и т. д. означает, что точки

/ и 7; 2 и 8; 3 и 9 и т. д. симметричны относительно

центра О квадрата, т. е. прямые /—7, 2—8, 3—9 и т. д.

проходят через О. В силу свойств центрального проектиро-
проектирования отсюда следует, что прямые /—7, 2—5, 3—9 и .т. д.

проходят через точку пересечения диагоналей четырёхуголь-
четырёхугольника ABCD.

в) Прямые7—2 и 7—5; 2—3 и 5—9; 3—4 и 9 —~10
и т. д. симметричны относительно центра О квадрата (см. за-

задачу б)) н, следовательно, параллельны. В силу свойств
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центрального проектирования отсюда следует что прямые
1—2 н 7—5; 2—3 и 5—9; 3—4 и 9—10 н т. д. пере-

пересекаются на прямой, соединяющей точки 5 и 5, пересечения

противоположных сторон четырёхугольника ABCD (при нашем

проектировании эта прямая переходит в бесконечно удалённую

прямую).

137. Спроектируем центрально четырёхугольник АВСО

в новый четырёхугольник А'В'С'О так, чтобы точка О' явля-

являлась точкой пересечения медиан треугольника А'ВС. Это

можно сделать в силу теоремы 1 (стр. 60). В таком случае

стороны треугольника -\B\C\ будут параллельны сторонам

треугольника А'В'С (черт. 301), п следовательно, если А'3, В'3,С3
есть точки пересечения прямых А'А'„ ВВ'„ С'С'а с противопо-

противоположными сторонами треугольника А'В'С, то

В'С\ В'А'з
ВС' В-А-'

С'В' А'В'
_ J.1 а

А'В-
~

С'В1
ш

3 11

А'С В" А' С'В'
Таким образом, если ¦** ¦ ¦** •

' * =+1 (в силу
12 13 11

теорем Чева и Менелая— см. задачу 134 — это означает,

что прямые А[А[, В[В'„ С?а пересекаются в одной точке

или что точки А[, В'„, С'а лежат на одной прямой), то и
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В'А' СВ'
3 9

А
3

ВС u d*

S 3

Чева и Менелая

СА
'

А'В'
= +1. Но в силу тех же теорем

iced и тенслаи это и означает, что прямые А'А'3, В'В'г н

СС3 пересекаются в одной точке или, соответственно, что

точки А'г, В'3 и С'г лежат на одной прямой.

§ 3

138. а) Первое реше ние (опирающееся ил теорему 1).

Пусть D, E, F— точки

сторонами треугольника

В

касания вписанной окружности 5 со

ABC (черт. 302, с). Точка О пере-
пересечения прямых BE и CF

лежит внутри окружности 5:

так как прямая BG, где G—

вторая точка пересечения

CF с окружностью S, пере-
пересекает отрезок ЕС стороны

АС, то прямая BE пересекает

хорду FG окружности 5.

Спроектируем теперь наш

чертёж на другую плоскость

п так, чтобы окружность 5

перешла в окружность S',
а точка О — в центр О'

окружности 5"; при этом

черт. 302, а перейдёт в

черт. 302, б. Легко видеть,
что прямые НЕ и CF' явля-

ютсяодновремепно биссектри-
биссектрисами и высотами треуголь-
треугольника А'ВС; следовательно,

А'В=В'С и СА'=ВС. Таким образом, треугольник
А'ВС— равносторонний и прямая A'D' также проходит через

точку О'. Из того, что прямые A'D', BE и CF пересекают-
пересекаются в одной точке, следует, что и прямые AD, BE и CF

пересекаются в одной точке.

Второе решение (опирающееся на теорему Г). Со-
Сохраняя обозначения предыдущего решения, найдём на продол-

женин стороны АВ точку Fx, такую, что ^ =^ (черт. 303, а).
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Прямая CF, лежит целиком вне треугольника ABC и, следо-

следовательно, не имеет общих точек с вписанной окружностью 5.

Спроектируем наш чертёж на другую плоскость тг' так, чтобы

окружность .S перешла в окружность S', а прямая CF, пере-
перешла в бесконечно удалённую прямую плоскости тг'; при этом

черт. 303, а перейдёт в черт. 303, б, где А'Е II B'D II FC

Черт. 303.

и F— середина отрезка АВ (ибо в силу свойства В цен-

центрального проектирования

F'A

FfxB'
•

F'B' BF' ~FW

где F'x — «бесконечно удалённая точка» прямой А'В1, т. е.

^1= 1 \ . Из того, что AF'=F'B, следует, что /_D'BF'=
=?FA'E (эти углы симметричны относительно прямой F'O',
где О' —центр S'), а так как /_D'BF-\-/mEAF'= 180°,
то эти углы

— прямые. Поэтому прямая FC есть ось сим-

симметрии полученной фигуры, на которой, очевидно, лежит

точка пересечения прямых AD' и BE. Из того, что прямые

A'D', BE и CF пересекаются в одной точке, следует, что и

AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

б) Эта задача является обобщением задачи а) (в которую
она переходит, когда 5 есть вписанная окружность треуголь-

треугольника ABQ и может быть решена аналогично задаче а). От-
Отметим, прежде всего, что точка О пересечения AAl u ВВ^
лежит внутри окружности S: действительно, прямые ААг и ВВг
пересекают хорды PQ н 77? окружности S (черт. 304, а); так

как AD и АЕ, где D а Е—точки пересечения ВВ1 с S, пе-

пересекают ВС вне PQ по разные стороны от этого отрезка,
то А42 пересекает хорду DE.
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Теперь спроектируем черт. 304, а на новую плоскость тг'так,
чтобы окружность 5 перешла в окружность S', а точка О —

в центр О окружности 5"; при этом черт. 304, а перейдет
в черт. 304, б. Из того, что А'А[ и ВВ\ проходят через О',

следует, что А'А\ _|_ ВС и ВВ[ ]_ АС. Таким образом, А'А\
и ВВ\— высоты треугольника А'В'С и О'— точка пересече-

пересечения высот; следовательно, и прямая ОС— высота этого тре-

треугольника. Но очевидно, что перпендикуляр, опушенный из

Черт. 304.

центра О' окружности S' на сторону А'В треугольника А'В'С,
проходит через точку С\.

Поэтому прямые А'А\, BB[ и СС1 пересекаются в одной
точке О', откуда следует, что и прямые ЛЛ„ ВВг и СС1 пере-
пересекаются в одной точке О.

139. Спроектируем черт. 305, а на новую плоскость тг'

так, чтобы окружность 5 перешла в окружность S' и точка О

пересечения диагоналей четырёхугольника AlBlC1D1— в центр О'

окружности S'. При этом черт. 305, а перейдёт в черт. 305, б,
где А'В || СП _|_ А'^ и ВС \\ A'D' _|_ БД; следовательно,
A'BCD'— параллелограмм, а так как в него вписана окруж-
окружность, то это ромб. Далее:

а) Точка пересечения диагоналей ромба А'ВСГУ, как из-

известно, совпадает с центром О' вписанной окружности; таким

образом, точки пересечения диагоналей четырёхугольников
A'BCD' и A'fi'jCfi't совпадают, а следовательно, н точки

пересечения диагоналей четырёхугольников ABCD и AlB1ClD1
совпадают.
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б) Из соображений симметрии очевидно, что Л|В|||?^|||ЛС
и В|С| , A[D\ || B'D'; отсюда следует, что АС проходит через
точку Р и DD проходит через точку Q.

в1

Черт. 303.

140. Спроектируем чертёж задачи на новую плоскость тг'

так, чтобы окружность 5 перешла в новую окружность S',
а точка О — в центр О' окруж-
окружности S'. При этом четырёхуголь-
четырёхугольник ABCD перейдёт во вписанный

в окружность S' прямоугольник
A'B'C'D' (ибо диагонали его пере-

секаются в центре окружности)
и, следовательно, точки Р и Q
перейдут в «бесконечно удалённые
точки1» Р и Q' плоскости тг', со-

ответствующпе направлениям сто-

сторон прямоугольника (черт. 306).
а) Если стороны EF' и F'G

вписанного в окружность S' тре- Черт.306.
угольника E'F'G проходят через
«бесконечно удалённые точки» Р и Q', т. е. E'F || АВ н

F'G |j ВС, то сторона ЕG проходит через центр О' окруж-
окружности (ибо вписанный прямой угол опирается на диаметр); если
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EG проходит через центр О' и EF' «проходит через P'i>, т. е.

EF || А'В, то FG || ВС, т. е. FG «проходит через Q'»
(ибо вписанный угол, опирающийся на диаметр,— прямой). От-
Отсюда следует утверждение задачи а).

б) Если стороны A[B't и D'fi'^ вписанного четырёхуголь-
четырёхугольника AJi'Cfi' «проходят через Р» и B[Ct «проходит через Q'i>
(т. е. л;в; || d;c; ц ав в я;с; ц во, то л;о; \\ вс\\ ату
и /l,Cj и BJD^ пересекаются в центре О' окружности S'. От-

Отсюда следует утверждение задачи б).

в) Еслидиагонали A'fi'^ и B'JD^ вписанного четырёхугольника
i4j??|C|D{ пересекаются в центре О' окружности S' и сторона

A'fi\ «проходит через Я"», т. е. А\В\ || А'В, то D'fi^ || А'В
и Б^С^ || /l|Dj || В'С. Отсюда следует утверждение задачи в).

141. Рассмотрим отдельно два возможных случая.

1°. Точка Р расположена вне S. Спроектируем
чертёж задачи иа другую плоскость п' так, чтобы окружность S

(
\

-i
if

7.

ч

Л

У

7

У р'

Черт. 307.

перешла в новую окружность 5', а точка Р—в «бесконечно

удалённую точку» Р плоскости тг\ Искомое геометрическое
место перейдёт при этом в прямую линию — диаметр окруж-
окружности 5', перпендикулярный к направлению, определяемому
«бесконечно удалённой точкой» Р (черт. 307, а). Отсюда сле-

следует, что и искомое геометрическое место — прямая линия').

*) Точнее, часть прямой линии, расположенная вне окружности 5,
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2°. Точка Р расположена внутри S. Спроектируем

чертёж задачи на другую плоскость тт' так, чтобы окружность 5

перешла в новую окружность 5', а точка Р—в центр Р'

окружности S'. Искомое геометрическое место перейдёт при
этом, очевидно, в «бесконечно удалённую прямую» плоскости тт'

(черт. 307, б), откуда следует, что оно является прямой линией.

Отметим, что п в том случае, копа точка Р принадлежит

окружности 5, рассматриваемое геометрическое место будет

прямой линией, а именно касательной к окружности 5 в

точке Р1).

142. а) Разберём отдельно два возможных случая.

1°. Точка Р расположена вне .S (см. черт. 58, а

в тексте). Спроектируем чертёж задачи на другую плоскость тт

9
¦ \

Черт. 308.

так, чтобы окружность 5 перешла в окружность S', а точка Р —

в «бесконечно удалённую точку» Р плоскости тт'. При этом

прямые АВ и MN перейдут в параллельные прямые АВ и M'N'

(черт. 30S, а). Из соображений симметрии следует, что точки К
и X' черт. 308, а лежат на диаметре окружности S', перпен-

перпендикулярном к прямой /', в которую перешла /. Таким образом,

геометрическим местом точек X' служит прямая, проходящая

через точку К \\ перпендикулярная к Г. Возвращаясь к исход-

х) Рассматриваемое геометрическое место совпадаете полярой точки Р

относительно окружности 6" (см. § 4, стр. 84).
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ному чертежу, получим, что геометрическим местом точек X

является прямая линия, проходящая через К.

2°. Точка Р расположена внутри окружно-
окружности S. Спроектируем чертёж задачи на другую плоскость тс'

так, чтобы окружность .S перешла в окружность 6", а точка Р—

в центр Р этой окружности (черт. 308, б). Прямые А'В' и

MN' черт. 308, б будут диаметрами окружности S'. Следова-

Следовательно, касательные А'К' " В'К окружности 5' будут парал-
параллельны; параллельными будут и касательные к 5', проведен-
проведенные из точек пересечения АК и В'К с Ai'N'. Таким образом,
геометрическим местом точек X' в этом случае является

«бесконечно удалённая прямая», на которой лежит также и

точка Л". Переходя обратно к исходному чертежу, получим

требуемый результат.
Очевидно, что случай, когда точка Р лежит на окружно-

окружности 5, исключён условиями задачи (если Р совпадает с А,
то и М совпадает с А и через Л1 проходит единствен-

единственная касательная К.А окружности).

б) В случае, когда точка Р лежит на окружности S, пред-
предложение задачи является очевидным (если Р совпадает с А,
то п М совпадает с А и X совпадает с А). Таким образом,
нам остаётся рассмотреть следующие два случая.

S'
х1'

и/'

J

Черт. 309.

1°. Точка Р лежит вне окружности 5. Спроск-Ч
тируем чертёж задачи на новую плоскость гг' так, чтобы ок-

окружность 5 перешла в окружность S', а прямая РК—в «бес-
«бесконечно удалённую прямую» плоскости тт' (черт. 309, а).
Прямая АВ перейдёт при этом в диаметр А'В окружности S,
а прямые АК и ВК—в касательные, проведённые к .S в концах
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этого диаметра. Поэтому прямые R'M' n R'N' на черт. 309, а

будут взаимно перпендикулярны, а прямая Al'N' явится диа-

диаметром окружности 5'. Таким образом, независимо от выбора
точки R' прямая Al'N' пересекает А'В в центре X' окруж-
окружности S. Возвращаясь к исходному чертежу, мы получаем
требуемый результат.

23. Точка Р лежит внутри окружности 5 (см.
черт. 58, б в тексте). Спроектируем чертёж задачи на другую
плоскость тт' так, чтобы окружность 5 перешла в новую

окружность 5', а точка Р—в её центр Р1 (черт. 309,6).
При этом АВ перейдёт в диаметр А'В окружности S',
а точка К—в «бесконечно удалённую точку» К' диаметра,
перпендикулярного к А'В. Так как R'\'' _[_ А'В и Al'N' J_ R'N',
то AW || А'В', т. е. независимо от выбора точки R' прямая
Al'N' пересекает А'В' в «бесконечно удалённой точке» X' этой

прямой. Отсюда сразу следует желаемый результат.

143. а) Пусть ABCD—искомый четырёхугольник, точка

пересечения диагоналей которого совпадает с данной точкой Л1,
а стороны АВ и CD проходят через данные точки К и L.

Спроектируем чертёж задачи на новую плоскость тт' так, чтобы

описанная окружность 5 перешла в окружность S', а точка А\—

в центр М этой окружности. Четырёхугольник ABCD перей-
перейдёт при этом в прямоугольник ABCD', так как точка пере-

пересечения диагоналей A'B'CD' совпадает с центром описанной

окружности.

Если сторона P'Q' вписанного в окружность S' четырёх-

четырёхугольника PQ'RT, точка пересечения диагоналей которого

совпадает с центром М (т. е. прямоугольника), прохо-

проходит через точку К, то сторона R'T проходит через точку К\,
симметричную К' относительно точки М' (черт. 310, с). Таким

образом, стороны R'jT всех вписанных в 5' четырёхугольни-

четырёхугольников, точка пересечения диагоналей которых совпадает с М\
а сторона P'Q' проходит через 1\, проходят через фиксиро-
фиксированную точку K'v Значит, и стороны RT всех вписанных в 5

четырёхугольников PQRT с точкой пересечения диагоналей М,

стороны PQ которых проходят через К, проходят через

фиксированную точку /С,; для того чтобы определить её,
достаточно построить два таких четырёхугольника. Соединив

точку К1 с L, мы получим сторону CD искомого четырёх-

четырёхугольника.
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Если Л", не совпадает с L, то задача имеет единственное

решение, когда Л",/, пересекает S, и ни одного — в противном

случае. Если А", совпадает с L, то решение задачи будет
неопределённым.

б) Пусть ABCD—искомый четырёхугольник, стороны ВС
и DA которого пересекаются в известной точке Л/, а стороны

АВ и CD проходят через известные точки К и L. Спроекти-
Спроектируем чертёж задачи на другую плоскость тт' таким образом,

Черт. 310.

чтобы описанная окружность S перешла в окружность S',
а точка М—в «бесконечно удалённую точку» плоскости тг'.

При этом четырёхугольник ABCD перейдёт в трапецию A'B'CD'

с основаниями ВС и D'A' (см. черт. 310,6); эта трапеция

будет равнобочной, так как она вписана в окружность.

Четырёхугольник P'QRT, вписанный в окружность S,
точка пересечения сторон Q'R' и ТР которого совпадает
с данной «бесконечно удалённой точкой» ЛГ, представляет
собой равнобочную трапецию, осью симметрии которой служит
диаметр / окружности S', перпендикулярный к направлению,

определяемому «бесконечно удалённой точкой» М. Поэтому,
если сторона P'Q' четырёхугольника проходит через кайую-
лнбо точку К, то сторона R'T1 проходит через точку ^,
симметричную К относительно /. Отсюда следует, что и сто-

стороны RT всех вписанных в 5 четырёхугольников PQRT, сто-

стороны QR и РТ которых пересекаются в М, а сторона PQ

проходит через К, проходят через определённую точку Kt\
для того чтобы найти её, достаточно построить два таких

четырёхугольника. Соединив Kt с L, мы найдём сторону иско-

искомого четырёхугольника.
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Если К1 не совпадает с L, то задача имеет одно или ни

одного решения (в зависимости от того, пересекает или не

пересекает окружность S прямая /<",?). Если Д", совпадает

с L, то решение задачи является неопределённым.

144. Задача, очевидно, не имеет смысла, если точка О

лежит на окружности S. Рассмотрим теперь отдельно два

случая.
1°. Точка О лежит вне окружности 5 (см.

черт. 59 в тексте). Спроектируем черт. 59 на нопую пло-

плоскость тт' так, чтобы окружность- 5 перешла в окружность 5',

Р:

Черт. 311.

а точка О— в «бесконечно удалённую точку» О' плоско-

плоскости к'. При этом черт. 59 перейдёт в черт. 311, я, где

л'л; и вв[ || ccv
Докажем, что прямая PQ параллельна прямой Л Аг Тра-

Трапеция А'ВВ\А\ равнобедренная, так как она вписана в окруж-

окружность; следовательно, АВ= Л|В| и -' Л'В'= — А[В[. Отсюда

вытекает, что /_А'СВ = /.А\Х1В\- значит, X', С, Р aQ'
лежат на одной окружности. Поэтому ^XPQ'=J/,X'CQ'=
= ZmXCA'. Но /_Х'С'А1' = /_Х'А\А' (как углы, опираю-

опирающиеся на одну дугу); таким образом, /^X'PQ'=/_ХА\А'
и, следовательно, PQ' \\ А'А\.

Точно так же докажем, что Q'R || ВВ\. Но из того, что

PQ' || Q'R' || А'А[, следует, что точки Р, Q' и R' лежат на
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одной прямой, «проходящей через бесконечно удалённую
точку О'». Поэтому н точки Р, Q и R черт. 59 лежат на

одной прямой, проходящей через точку О.
2°. Точка О лежит внутри окружности S.

Спроектируем соответствующий чертёж на новую плоскость тс'

так, чтобы окружность 5 перешла в окружность 5', а точка О —

в центр О окружности S'; при этом мы придём к черт. 311,6.

Докажем, что прямая PQ' проходит через точку О'. Для
этого покажем прежде всего, что

Действительно, пусть hn-c — расстояние хорды В'С до

центра О'; аналогично обозначим расстояния до центра и всех

других хорд окружности S. В таком случае:

SP,O,B, P'B'-hB,c,

SQ>O'A-
=

QA'hOA,
Sq>O'b'

Но высота hx-A[ треугольника РО'А\ является средней ли-

линией треугольника Х'А[А', следовательно, Лхм' = ^- Х'А;
аналогично из рассмотрения треугольника В'СВ\ вытекает

:,=-^B'fi'. Далее, из подобия треугольников A'Q'X" и

следует A'A":B'1C'=Q'A':Q'B[ и, значит, hx-A':hB>C' =

=Л a':B[C=^QA:QB'v Так же докажем, что hoA>'hx'B' =

=РА'1:РВ'. Подставляя эти отношения в равенства (**), мы

докажем соотношение (*). л
Обозначим теперь через Q[ точку пересечения прямой РО'

со стороной АС треугольника А'В'С. Пусть ещё Л„ Л2, h3
и Л4—длины перпендикуляров, опущенных на прямую PO'Q\ из

точек А[, В', А и В[; так как О'А[— О'А'У то, очевидно,

h1=^h3 и аналогично h%~ht. Отсюда мы имеем:

Sp'O'A' Р'О' Sp>O'B> Р'О'
I

Sq^O'A' Q'fi" '

Sq'0.b- Q'p'
•
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а следовательно,

Р'О'А ^Р'О'В1

и, значит,

(*#*)Sp.0,B, Sq'^'B^

Сравнивая равенство (***) с равенством (*), получаем:

Sq'0-a' Sq.o,a,

откуда следует, что точка Q[ совпадает с точкой Q'.
Аналогично доказывается, что точка /?' лежит на прямой

О'Р, откуда следует, что точки Р, Q' и R' все лежат на

одной прямой, проходящей через точку О'. Возвращаясь
к исходному чертежу, мы заключаем отсюда, что точки Р, Q
и R лежали все на одной прямой, проходящей через О.

145. Из того, что касательные, проведенные к окружно-

окружности 5 из точки N пересечения сторон АВ и DE вписанного

шестиугольника ABCDEF (черт. 312, а), касаются окружности

в точках дуг АВ п DE, следует, что прямая Л'Л/ (Л/— точка

пересечения ВС и EF) не пересекает окружности 5. Поэтому
мы можем спроектировать черт. 312, а на другую плоскость тт'

так, чтобы окружность 5 перешла в окружность 5', а прямая
ЛШ—в «бесконечно удалённую прямую» плоскости тт'. При
этом черт. 312, а перейдёт в черт. 312,5, где А'В || Е'ЕУ
и В'С \\ EF. Следовательно,

> т- е- -AIB-C'=

Отсюда вытекает, что

=

у (- CD'+ - D'E'F') -\- -i- {- ГА' -|— D'E'F')=

=

у(- СГУ -\ D'E'F'+- FA' -f - А'В'С) = 180°;

следовательно, A'F || CD, или, другими словами, A'F' и D'C
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«пересекаются в бесконечно удалённой точке». Таким образом,
точки Р', М и N' пересечения противоположных сторон ше-

шестиугольника A'B'CD'E'F' лежат на одной прямой— на «бес-

«бесконечно удалённой прямой» плоскости тт'. Следовательно,
точки Р, М и N черт. 312, а также лежали на одной прямой.

-/tf

Черт. 312.

146. Обозначим точки, в которых стороны описанного

вокруг окружности 5 шестиугольника ABCDEF касаются ок-

окружности, через Alt Вх, С,, D,, ?, и F,. Шестиугольник
A1B1C1DlE1FJ вписан в окружность 5 и к нему можно при-
применить теорему Паскаля (задача 145; см, черт. 313, с). Спро-
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ектнруем теперь наш чертёж на новую плоскость тт' так,

чтобы окружность S перешла в окружность S', а прямая /,
на которой лежат точки пересечения противоположных сторон

шестиугольника AJBfifi^^F^,— в «бесконечно удалённую

прямую» плоскости к'. Шестиугольник A1BlC1D1ElF1 перейдёт
при этом в шестиугольник A'Ji'fi'fi^E'^, у которого противо-

противоположные стороны параллельны (черт. 313,6). Рассмотрим

Черт. 313.

касательные А'В', A'F, D'C и D'E окружности 5'. Из того,
что A\F\ || C'JD[, следует, что четырёхугольник, сторонами
которого являются эти четыре касательные, имеет ось сим-

симметрии A'D', проходящую через центр О' окружности 5' и

перпендикулярную к А'^ и C'fi'^ Точно так же доказывается,

что и прямые BE и CF' проходят через центр О' окружно-
окружности 5'. Из того, что прямые A'D', BE и CF' пересекаются
в одной точке, следует, что и прямые AD, BE и CF пересе-
пересекались в одной точке.

147. Рассмотрим вписанный в окружность пятиугольник
ABCDE (где точки В, С, D, Е выбраны произвольно). Из тео-

теоремы Паскаля вытекает, что точка К пересечения касательной

к окружности в точке А и стороны CD лежит на одной нря-
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мой с точками L и М пересечения сторон АВ и DE, AE и ВС

(сравните черт. 314 с черт. 62, а в тексте). Следовательно,
ету точку можно построить с помощью одной линейки (как

точку пересечения прямых CD н

LAI). Соединив А с К, мы найдём

искомую касательную.

Примечание. Отметим, что в

этом построении можно обойтись сколь

угодно малой дугой окружности, со-

В

Черт. 314.

/V

D'

И

А

П

Черт. 315. Черт. 316.

держащей точку А (можно выбрать точки С, D, E, F на этой дуге).
Это обстоятельство впоследствии окажется для нас полезным.

148. Рассмотрим вписанный в окружность 5 шестиугольник

ABCDEX, где А и X—точки пересечения прямой / с окруж-
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ностью S; В, С, D, Е—произвольные точки душ MN

(см. черт. 315).Точки К, L и N пересечения АХ (т. е. /) и CD,
АВ и DE, ВС и ЕХ лежат на одной прямой (в силу теоремы

Паскаля; см. задачу 145). Поэтому можно с помощью одной

линейки найти точку N (как точку пересечения ВС и KL),
а затем н искомую точку X (как точку пересечения EN и /).

149. Применяятеорему Бриапшона к (вырожденному) ше-

шестиугольнику AF'BMFN черт. 65, мы получим, что прямая
FF' проходит через точку пересечения AM и BN, т. с. че-

через точку Q (черт. 316). Точно так же показывается, что

прямые DD' н ЕЕ' проходят через Q.

§4

150. Пустьточка А лежит вне 5 (</>г), AC и AD—

касательные, проведённые из А к S, Р—точка пересечения
CD и ОА (черт. 317, а). Очевидно, а совпадает с CD (см.
выше, стр. 86). Но из подобия треугольников ОСА и ОРС

Черт. 317.

(с_1_0.4; см. стр. 86) следует q^=qp
»л" ОР—оа~< что

и требовалось доказать.

Если А лежит на окружности 5 (d= r), то утверждение

задачи очевидно.

Пусть, наконец, А лежит внутри 5 (d<C&, р— прямая,

проходящая через А перпендикулярно к ОА, Р— полюс р

(черт. 317, б). Очевидно, что Р лежит вне 5 на прямой ОА;

поэтому в силу уже доказанного ОА=^-др ил» ОР=
щ.
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Но поляра а точки А есть перпендикуляр к ОА, проведённый
через точку Р (см. теорему 2 на стр. 87); поэтому ОР есть

расстояние от О до с и равенство ОР=-~^ есть как раз то,

которое требуется доказать.

151. Пусть Р1 и <?, — точки пересечения ОА сан ОБ

cb (черт. 318). Рассмотрим прямоугольные трапеции OAPQl и

OBQP^ У них /_AOQX= /ВОР, и сто-

В

Черт. 318.

1 Z.i
ОА OQ.

роны пропорциональны: 7уъ
=
тш

в силу результата предыдущей задачи

ОА ¦ ОР1=ОВ • OQ1= r2). Отсюда вы-

вытекает, что эти две трапеции подобны

между собой (OAPQX получается из

OBQP1 центрально-подобной снммет-

„ .. иОА 00.

рней с коэффициентом д=^=-=^-1,
осью которой служит биссектриса угла
АОВ, а центром — точка О). Из подо-

подобия трапеций вытекает, что -тр= -sq

(ибо ОА и ОВ, АР и BQ — пары соответствующих сторон),
что и требовалось доказать.

152. а)Пусть Р и Q — точки пересечения противополож-

противоположных сторон вписанного в окружность 5 четырёхугольника,
a R— точка пересечения диагоналей; в таком случае в силу

теоремы 1 (стр. 84) R есть полюс PQ (см. черт. 66, а на

стр. 84). Отсюда и следует утверждение задачи (см. стр. 86).
б) Если /4,, Вг, Clt D, — точки касания сторон четырёхуголь-

четырёхугольника ABCD с окружностью 5, то точки пересечения диаго-

диагоналей ABCD и A1BlClDl совпадают (см. задачу 139а) из § 3);
также и прямые, соединяющие точки пересечения противо-
противоположных сторон обоих четырёхугольников, совпадают между

собой (доказательство аналогично решению задачи 139а)).
Далее см. задачу а).

153. Точкикасания окружности S и касательных, прове-
проведённых к ней из точки А, совпадают с точками пересечения

с полярой а точки А (см. стр. 86). Но поляру а легко
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построить с помощью одной линейки (см. черт. 66, б в тексте).
После этого остаётся только соединить точку А с точкам»

пересечения прямой а и окружности 5.

154. Если у вписанного в окружность 5 четырёхуголь-
четырёхугольника АВВ1А1 стороны АА1 и ВВ, пересекаются в точке Р,
то полярой р точки Р будет прямая, соединяющая точку

пересечения диагоналей АВг и ВА1 и точку пересечения про-
противоположных сторон АВ и /4,5, (черт. 319, а). Но отсюда

-&ф- 1о'
S\S I

л, 'в;
-

"V

&
Черг. 319.

следует, что р является польрой точки Р относительно пары

прямых АВ, Л,В, (см. задачу 118а) из § 2, стр. 38). Итак,
р есть поляра относительно пары прямых АВ, Л,В, любой

из точек прямой ОР, где О — точка, в которой сходятся

прямые АВ, /!,?, и р (см. ту же задачу 118а) из § 2); отсюда

можно также вывести, что А1В1 является полярой любой
из точек прямой АВ относительно пары прямых ОР, р.
[Для доказательства достаточно спроектировать четвёрку пря-
прямых АВ, AxBlt OP и р с плоскости тг на новую плоскость
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В, — точки

тг' так, чтобы прямая ОР являлась выделенной прямой плос-
плоскости п. При этом прямые АВ и AtBt перейдут в параллель-

параллельные прямые А'В' и А[В'^ ОР перейдёт в «бесконечно уда-
удалённую прямую» О'Р' плоскости тг', а р

— в среднюю линию

jo'полосы, образованной прямыми А'В' и А\В[. Из черт. 319, б

согласно определению поляры точки относительно пары

прямых следует, что A[B[ есть поляра точки Р' прямой А'В
относительно прямых р', О'Р (ср. с решением задачи 118а)).
Но в таком случае А1В1 является и полярой точки Р прямой
АВ относительно прямых р, ОР.] Поэтому, зная прямые ОР,
р и АВ, мы можем построить прямую А1В1 с помощью од-

одной линейки: для этого надо провести две пары прямых РАА1
и PBBV пересекающихся в точке Р прямой АВ (А и В —

ОР), и соединить точку Q пере-

пересечения ABt н ВАг с точкой

О пересечения р и АВ.

Перейдём теперь к нашей

задаче. Пусть р — произ-
произвольная прямая, пересекаю-

пересекающая / в точке О и данную

дугу в точках М и N (ко-

(которые могут совпадать с кон-

концами дуги; нам надо только,

чтобы р была не параллель-

параллельна / и дуга A1N была мень-

меньше полуокружности). Полюс
Р прямой р относительно 5

совпадает с точкой пересе-

пересечения касательных к 5 в

точках Л/ и N; его можно

построить с помощью одной

линейки (см., например, задачу 147 из § 3, в частности при-

примечание в конце решения этой задачи; можно также вос-

воспользоваться теоремой 1 на стр. 84). Пусть / пересе-
пересекает окружность S в точках А и В (которые нам требуется

определить), РА и РВ пересекают 5 ещё в точках Ах п'Вг
(черт. 320). Как мы уже видели, зная прямые АВ (прямую /)
и р, мы можем построить прямую А1В1 с помощью одной

лннейкн; при этом если прямая / проходит вне угла МОР

(а лишь в этом случае / пересекает S, но не пересекает дугу
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A1N), то А1В1 проходит внутри угла МОР и, следовательно,
или совсем не пересекает 5 (в этом случае / тоже не пере-
пересекает S и точек А, В не существует), либо пересекает дугу
A1N в точках А1 и В,. Точки пересечения прямых PAlt РВг
с примой / и будут искомыми точками

пересечения / и 5. Предоставляем чи-

читателю самому разобрать подробнее

случай, когда At и Вг совпадают, т. е.

прямая AxBt касается 5 в точке Аг\ в

этом случае и / касается 5 в точке А

пересечения PAt и / и р есть поляра

точки Р1 относительно пари прямых

ОА, ОА,.

N

Черт. 321.

155. Прямая /2 на черт. 72, б в

тексте есть касательная, проведённая из

В к окружности с центром А и радиу-

радиусом а. Поэтому с помощью параллель-

параллельной линейки можно из любой точки В

провести касательные /, и /2 к неначер-

неначерченной окружности 5 с центром А и

радиусом а (черг. 321; разумеется, В
должна .лежать ине 5). Пусть точка В

лежит на прямой /; обозначим ещё че-

через L полюс / относительно 5 и через

т1 и от,
— касательные к S, проведённые из точки L. Точка

пересечения Q диагоналей четырёхугольника, образованного
прямыми /1F /2; тл, т„, лежит на прямой / (см. задачу 139 из

§ 3, стр. 77); отсюда вытекает, что BQ (т. с. /) есть поляра

точки L относительно пары прямых /х, /„ и BL есть поляра

точки Q относительно пары прямых /х, I, (см. задачу 118а)
из § 2, стр. 38). Но если так, то каждая точка прямой / имеет

своей полярой относительно пары прямых /,, /, прямую BL

(см. ту же задачу 118а)); так как прямая / нам дана, а /, и

/„ можно построить, то прямую BL можно найти с помощью

одной линейки.

Точно так же можно найти прямую CL, где С — ещё ка-

какая-то точка / (расположенная вне 5). В пересечении пря-
прямых BL и CL мы найдём точку L. Касательные от, и т2, про-

проведённые из ? к 5 (их можно построить с помощью парал-

параллельной линейки), пересекают / в искомых точках X и Y.



416 РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ [156

[Если / не пересекает S, то точка L окажется внутри S

и пз неё нельзя будет провести касательные к 5.]

156. Пусть а — поляра точки А относительно окружно-
окружности 5. Если перевести центральным проектированием окруж-

окружность 5 в новую окружность 5 и точку А — в точку А, то

прямая а перейдёт в поляру а точки А относительно S;
точно так же полюс В про-

произвольной прямой Ъ относи-

относительно 5 перейдёт при этом

проектировании в полюс В

относительно 5 прямой Ь, в

которую перейдёт Ь.

Рассмотрим теперь от-

отдельно несколько возможных

случаев расположения поляр-
полярных треугольников ABC w

А'В'С относительно 5.
1°. Пусть хоть одна вер-

вершина А треугольника ABC

расположена внутри 5. Спро-

Спроектируем плоскость тг черте-

чертежа на новую плоскость п так,

чтобы окружность 5 пере-

Черт. 322. шлав окружность S, а точ-

точка А — в центр А окруж-

окружности S. В таком случае мы придём к черт. 322, где А' — полюс

прямой ВС; полюсы В' и С прямых АС и АВ перейдут при

этом в полюсы диаметров АС и /Iffокружности S, т. е. в «бес-

«бесконечно удалённые точки» В' и С', отвечающие направлениям,

перпендикулярным к АС и АВ (см. черт. 67, б в теките).
Отсюда-^вытекает, что прямые ВВ' и СС перейдут в вы-

высоты ВВ' и СС' треугольника ABC. А так как прямая АА'

есть третья высота (ибо полюс А' прямой ВС лежит на

перпендикуляре, опущенном на ВС из центра А окруж-

окружности S), то АА', ВВ' и СС пересекаются в одной точке.

Отсюда вытекает, что и прямые АА', ВВ' и СС пересекаются
в одной точке.
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~J^/ \

2°. Пусть хоть одна из сторон треугольника ABC не пе-

пересекает окружности S. В этом случае соответствующая вер-
вершина треугольника А'В'С лежит внутри 5, и ми можем в

точности повторить предыдущее рассуждение, поменяв ролями
треугольники ABC и А'В'С.

3°. Если ни одна из вершин треугольника ABC не лежит

внутри S и ни одна сторона этого треугольника не лежит вне

этой окружности, то

теорема настоящей за-

задачи совпадает с пред-
предложением задачи 13S6)
из § 3 (стр. 76— 77).

157. ПустьА', В',
С — полюсы сторон

треугольника ABC и

А\, B[, С[ — полюсы

сторон треугольника

AlBlCl (черт. 323). В

силу теоремы 2 поля-

полярой точки А является

прямая ВС, а полюсом

прямой /4/4,
— точка Л"

пересечения прямых
В'С и В'?.\. Точно

так же полюсами пря-
прямых ВВХ и ССу являют-

являются точки L' и М' пе-

пересечения А'С и /4[С|,
А'В' и -<4jfij. Поэтому
полярой точки О пере-

пересечения ААг и ВВ1
является прямая K'L'. По условию задачи прямая CCt проходит

через О; следовательно, полюс М этой прямой лежит на прямой

К'Ц. Таким образом, мы убеждаемся, что точки К', L' и М
лежат на одной прямой, откуда в силу теоремы Дезарга (задача
123 из § 2, стр. 42) следует, что прямые А'А[, В'В\ и С'С1 пе-

пересекаются в одной точке. А это нам и требовалось доказать.

158. Рассмотрим треугольник ABC, автополярный относи-

относительно, некоторой окружности 5 с центром О (черт. 324).

14 и. М. Яглом

/ --

Черт. 323.
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Черт. 324.

Так как поляра ВС точки А перпендикулярна к прямой ОА,
то точка О должна лежать на высоте АР треугольника ABC.

Точно так же показывается, что точка О лежит на двух дру-

других высотах BQ и CR треугольника; таким образом, О совпа-

совпадает с точкой пересечения высот треугольника ABC. Так как

точки А и Р, В и Q, С и R долж-

должны лежать по одну сторону от точ-

точки О пересечения высот, то тре-

треугольник ABC должен быть тупо-

тупоугольным.

Радиус г окружности S, отно-

относительно которой заданный тупо-
тупоугольный треугольник ABC с точ-

точкой пересечения высот О являет-

является автополярным, определяется
из соотношения г3 = ОА-ОР=
= OB-OQ=OC-OR (см. зада-

задачу 150); равенство последних трёх -

произведений следует из подобия

треугольников OAQ и ОВР, OAR к ОСР. [Нетрудно про-

проверить, что г= 2/? Kcos A cos В cos С, где R есть радиус

описанной окружности треугольника ABC]

159. Теоремы задач 118а) и б) при полярном преобразо-
преобразовании переходят одна в другую (и следовательно, достаточно
было бы доказать только одну из этих теорем).

Теоремы задач 122а) и б) также переходят друг в друга

(и опять достаточно было бы доказать одну из этих теорем).
Прямая и обратная теоремы задачи 123 переходят друг в

друга; и здесь применение полярного преобразования не приво-

приводит к новым результатам, ибо эта две теоремы равносильны

j(cm. замечание в конце решения задачи 123).
Так же и применение полярного преобразования к теоремам

задач 125 и 126 не приводит к новым результатам — эти тео-

теоремы тоже переходят сами в себя (только в новых формули-
формулировках этих теорем, получаемых из приведённых в тексте § 2

по принципу двойственности, перспективность треугольников

будет пониматься не так, как в формулировке первоначальных
теорем, а в том смысле, что точки пересечения соответствую-
соответствующих сторон треугольников лежат на одной прямой; в силу теоре-

теоремы Дезарга эти два определения перспективности равносильны).
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Теорема задачи 127 переходит в следующую: если три

треугольника ABC, A^fi^ и АгВгСг расположены на плоскости

так, что точки А, Ах, Аг лежат на одной прямой q, точки

В, Bv В2 — на прямой г и точки С, Clt С, — на прямой р,
причём три прямыер, q w т проходят через одну точку (черт. 325),

Черт. 325.

то три прямые, на которых согласно теореме задачи 123 ле-

лежат точки пересечения соответствующих сторон треугольников
ABC и AJBfiv ABC и АгВ?г, i41B,C1 и A.BzCt, пересекаются
в одной точке (другими словами: если центры перспективы

трёх попарно перспективных треугольников совпадают, то их

осп перспективы пересекаются в одной точке).
Теоремы задач 129а) и б) переходят в результате поляр-

полярного преобразования одна в другую; так как эти две теоремы

равносильны (см. решение задачи 1296)), то и здесь можно

сказать, что эти теоремы переходят сама в себя,

14*
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160. Этазадача двойственна задаче 128 из § 2. Поэтому
её можно было бы решить следующим образом. Произведём
полярное преобразование (относительно произвольной окруж-
окружности 5); при этом прямые /х, 1г, ..., 1п перейдут в л то-

точек Z.J, /.г, ..., Ln, расположенных на одной прямой, а

точки М1% Мг, ..., Мп перейдут в л прямых т1% тг, ..., тп.
Согласно задаче 128 в л-утолышк, образованный прямы-
прямыми mlt тг, ..., тп, можно вписать л-угольнпк ВХВХ ... Вп,
стороны которого проходят через точки Lx, Z.,, ..., Ln.
Искомый «-угольник АгАг ... Ап получается из л-угольнн-

*ка ВХВ2.. .Вп при помощи полярного преобразования отно-

относительно окружности S.

Однако в настоящем случае нет необходимости строить

предварительно вспомогательный л-уголышк ВгВг ... Вп.
В решении задачи 128 было доказано, что если л — 1 вершин

л-угольника лежат на и — 1 фиксированных прямых, а стороны
его проходят через я фиксированных точек, лежащих на од-

одной прямой, то последняя вершина обязательно лежит на не-

некоторой прямой /; эту прямую можно найти, если построить

два таких л-угольника. Принцип двойственности позволяет

заключить отсюда, что если п — 1 сторон n-угольника про-
проходят через п—1 точек А/,, М%, ..., Мп_1, а вершины
лежат на прямых /,, /„ .... /„, проходящих через одну
точку, то последняя сторона обязательно проходит через
некоторую точку М (обыкновенную или «бесконечно удалён-

удалённую»); эту точку можно найти, построив два таких л-уголь-
ннка. Соединив Л/ и Л/п, мы получим сторону АпА1 искомого

и-угольннка /4Х^42 ... Ап; после этого не представляет труда
определение и всех остальных его сторон. Если М— обыкно-

обыкновенная точка и не совпадает с Л/п, то задача имеет единствен-

единственное решение; если М совпадает с Л/я, то она неопределённа.
Если точка Мп является «бесконечно удалённой», то решение

задачи единственно, если отвечающее Мп направление не" па-

параллельно ни /„ ни /п, п не существует в противном случае.

161. Пусть А1АгА3А4— произвольный четырёхугольник,
blt b2, bs, bt

— прямые, соединяющие его вершины с точками Р

и Q, в которых диагонали р и q четырёхугольника пересекают

прямую п, соединяющую точки пересечения противоположных

сторон. Прямые, соединяющие вершины четырёхугольника

А^аА3А4 и описанного вокруг него четырёхугольника B^Bfi^,
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образованного прямыми bt, Ьг, bs и Ьл, обозначим через ж,, т2,

т3, от4, ть, /я,, т, и /я8, как указано на черт. 326. Из теорем
задач 135а) — г) в силу принципа двойственности следует, что:

а) точкипересечения от, и от5, тг и от8, от3 и т., mt и тп8
вее лежат на прямой и;

б) точкипересечения т2 и от3, от, и от, лежат на прямой

р; точки пересечения т1 и /и8, от4 и от5 лежат на прямой д;
в) точки пересечения от, и тп2, от3 и ots, от4 и т., от5 и

/п, все лежат на прямой, соединяющей точку пересечения
диагоналей A1A2A3Ai с точкой пересечения сторон А2А3 и А^А^,
точки пересечения от3 и от4, от, и /и3, /и, и me, /и7 и /и8
все лежат на прямой, соединяющей точку пересечения диаго-

диагоналей А^А^А^^ с точкой пересечения сторон AtA2 и A3At;
г) точкипересечения т1 и т3, от5 и от., bt и отг, t, и /и,;

от, и ти4, от, и ш9, t4 и »г5, Ь2 и от7; от3 и от5, от, и т.,

^ и от,, Ь3 и от,; от4 и т8, от, и т8, 6, и от., t3 " та ле'

жат на четырёх прямых, проходящих через точку пересечения
диагоналей.

Из предложений задач 136а) — в) в силу принципа двой-

двойственности вытекают следующие теоремы. Пусть ABCD— про-
произвольный четырёхугольник, / — какая-то прямая, проходящая

через вершину А, 2 — прямая,

соединяющая вершину В с точкой

пересечения прямых CD и /, 3 —

прямая, соединяющая вершину С

с точкой пересечения прямых DA

и 2, 4 — прямая, соединяющая

вершину D с точкой пересечения

прямых АВ и 3, и т. д. (черт. 327).
В таком случае:

а) прямая 13, к которой .мы
приходим, обойдя три раза все

вершины четырёхугольника, совпа-

совпадает с первоначальной прямой / (очевидно, эта теорема рав-

равносильна теореме задачи 136а));
б) точки пересечения прямых 1 м 7, 2 и 8, 3 и 9 и т. д.

Лежат на прямой, соединяющей точки пересечения противопо-

противоположных сторон четырёхугольника;
; в) прямые, соединяющие точки пересечения 1 п 2,7 и 8;
2 к 3, 8 и 9; 3 и 4, 9 и 10 и т. д., проходят через точку

пересе.че.нля диагоналей четырёхугольника.
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Теорема задачи 1376) переходит в следующую. Пусть
А1В1С1 — треугольник, образованный тремя прямыми, соеди-

соединяющими точки пересечения сторон заданного треугольника
ABC с некоторой прямой о и противоположные вершины Т,
О — произвольная точка, с,, Ь1г с1

— прямые, соединяющие

с,.

Черт. 328.

вершины А1В1С1 с точкой О, A., Bt, С, — точки пересечения

этих прямых с соответствующими сторонами J^ ABC (черт. 328).
В таком случае три прямые ААг, ВВг и ССг пересекаются в

одной точке.

162. Теорема задачи 138а) переходит при полярном пре-

преобразовании в следующую теорему: точки пересечения сторон

произвольного треугольника ABC с соответствующими сторо-
сторонами треугольника, вершинами которого служат точки касания

сторон ABC с вписанной в треугольник окружностью, лежат

на одной прямой (черт. 329).
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,-- Теорема задачи 1386) переходит в следующую. Дан тре-

трехугольник ABC и окружность S, пересекающая все стороны

¦этдго треугольника. Обозначим через с,, bt, с, прямые, со-

соединяющие точки касания 5 с касательными, проведёнными к

5 из точек А, В, С (черт. 330). В таком случае точки пере-
пересечения прямых alt b1 и с1 с

соответствующими сторонами

треугольника лежат на одной

прямой *).
Теорема задачи 139а) пере-

переходит в следующую. Пусть
A1BlC1D1 — четырёхугольник,
описанный вокруг окружности
S; А, В, С, D—точки касания

его сторон с окружностью

(черт. 33V). В тадом случае
точки переселили противопо-
противоположных сторон четырёхуголь-
четырёхугольника ABCD лежат на прямой,
соединяющей точки пересече-

пересечения противоположных сторон

четырёхугольника A^fi^D^
Что же касается теоремы зада-

задачи 1396), то она при поляр-

полярном преобразовании переходит

Черт. 330.
сама в себя (точке Р пересе-
пересечения противоположных сторон

' " четырёхугольникаA1B1C1D1 от-

отвечает в силу полярного преобразования диагональ АС четы-

четырёхугольника ABCD, а диагонали АС отвечает точка Я).
Теоремы задач 140а)— в) переходят в следующие. П)юъ

/—прямая, соединяющая точки пересечения противополож-
противоположных сторон произвольного четырёхугольника ABCD, опи-

описанного вокруг окружности S, т и п — прямые, на ко-

которых лежат диагонали этого четырёхугольника. В таком

случае:

') Нетрудно видеть, что теоремы, которые получаются с помощью
полярного преобразования из теорем задач 138а) и б) д. силу теоремы
Дезарга_ (задача 123 из § 2, стр. 42), равносильны первондчальным
теоремам.
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а) еслидве вершины описанного вокруг 5 треугольника
лежат на двух из прямых /, т, п, то третья вершина лежит

на третьей прямой; -

б) существуетбесконечно много описанных вокруг 5 че-

тырёхугольнлков, диагонали которых лежат на прямых т и п;

прямые, соединяющие точки пересечения противоположных

сторон всех этих четырёхугольников, совпадают с /;

в) существует бесконечно много описанных вокруг 5 че-

четырёхугольников, одна из диагоналей которых лежит на пря-
прямой т, а прямая, соединяющая точки пересечения противо-
противоположных сторон, совпадает с /; вторая диагональ каждого

из этих четырёхугольников лежит на прямой п.

Теоремы задач 142а) ч б) переходят в следующие. Дани

окружность S, точка L вне окружности и прямая р, прохо-

проходящая через L; прямую, соединяющую точки А и В, в ко-

которых касаются 5 касательные а и Ь, проведённые из L,
обозначим через А. В таком случае:

а) если переменную точку М прямой р соединить прямы-

прямыми с точками А и В, то прямые х, соединяющие вторые точ-

точки пересечения с 5. проведённых прямых, пересекают k в

фиксированной точке X (черт.. 332, а); . ....
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б) пусть касательная г к окружности 5 пересекает пря-

прямые р и k в точках V и U; в таком случае точка пересече-

пересечения вторых касательных к окружности S, проведённых из

точек U и V, лежит на фиксированной прямой, проходящей
через точку L (черт. 332, б).

Черт. 332.

Теорема задачи 144 переходит в следующую. Пусть а

и alt b и Ьг, с и с1
— касательные к окружности S, прове-

проведённые из точек К, L и Л1, лежащих на одной прямой о,

Ь, с

а,

Черт. 333.

х—произвольная касательная к той же окружности. В таком

случае прямые, соединяющие вершины образованного а, Ь
и с треугольника с соответствующими точками пересечения х

с прямыми с,, bt и с,, пересекаются в одной точке, ле-

?кащей на прямой о (черт. 333).
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Теоремы задач 145 и 146 переходят при полярном пре-

преобразовании одна в другую (так что достаточно было бы

доказать лишь одну из этих теорем).
Теорема задачи 149 переходит в следующую: пусть г, s, t —

касательные к описанной окружности треугольника ABC в вер-
вершинах треугольника А, В, С; М, N, Р— три точки на сто-

сторонах ВС, СА и АВ этого треугольника, лежащие на одной

прямой д. Обозначим вторые точки пересечения прямых AM,
BN и СР с описанной окружностью соответственно через R,

S и Т. В таком случае точки

пересечения прямых RS и /, 57"
и г, TR и 5 лежат на прямой q
(черт. 334).

163. Результат задачи 141 пе-

переходит при полярном преобразо-
преобразовании в следующее предложение:

все хорды, соединяющие точки

Черт. 334. Черт. 335.

касания данной окружности 5 с касательными, проведёнными

из любой точки фиксированной прямой р, проходят через од-

одну и ту же точку (черт. 335).

164. Эта задача является двойственной задаче 143 пре-

предыдущего параграфа (задачам 143а) и б) отвечают случаи,

когда прямая / не пересекает окружность 5 или пересекает

её). Таким образом, эту задачу можно решить следующим

образом: произведя полярное преобразование относительно
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данной окружности, мы придём к" задаче 143. Решив эту за-

задачу, мы получим некоторый четырёхугольник, из которого

искомый четырёхугольник получается полярным преобразова-
преобразованием. -

Однако в настоящем случае нет необходимости решать

предварительно задачу 143. Действительно, в решении за-

задачи 143 мы видели, что если одна сторона четырёхуголь-
четырёхугольника, вписанного в заданную окружность S и имеющего за-

заданную точку пересечения диагоналей (или заданную точку
пересечения соседних к рассматриваемой стороне сторон),
проходит через известную точку, то и противоположная сто-

сторона четырёхугольника обязательно проходит через фиксиро-
фиксированную точку. Полярное преобразование переводит это пред-

предложение в следующее: если вершины А и С четырёхуголь-
четырёхугольника ABCD, описанного около заданной окружности, лежат

на прямой / и вершина В лежит на прямой lltio вершина D
обязательно лежит на некоторой фиксированной прямой т.

С помощью этого предложения

уже нетрудно решить постав-

поставленную задачу (решение апало-

n1 гнчнорешениям задач 143а)
п б)).

165. Пусть М, N и Я—

три точки, расположенные на

сторонах АВ, ВС и СА треуголь-
треугольника ABC или на их продол-

продолжениях (черт. 336). Произведём
полярное преобразование; при

этом треугольник ABC перейдёт в треугольник А'ВС, сто-

сторонами которого являются поляры a, b и с точек А, Ё
и С, а точки М, N и Р перейдут в прямые т, п и р, про-
проходящие соответственно через' точки С, А' и В'. Пусть М',
N' и Р—точки, в которых прямые /п, п и р пересгекают

стороны треугольника А'В'С; постараемся найти зависимость

между выражениями

' AMBN СР

ВМ' CN' АР

и

А'М B'N' CP1

В'М' С№' А'Р''

М
С'

Черт. 336.
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„ А'М'
Отношение

-^-^
по абсолютной величине равно частному

.. А'М' В'М'
двух отношений

^^
:
-^щ,.

Но в силу теоремы синусов

А'М' __sin?A'CM' В'М' sin/ВСМ

CM'
—

s\n?C'A'M'
"

CM'~s\n?CBM'm
Так|1М обРазом. От'

А'М
ношение -~ггп по абсолютной величине равно

sin/Л'С'АГ . sin/Д'СЛГ sin/С'Д'ЛГ.sw/_B'C'M'
sm/_C'A'M'

•

sin^C'B'M' s\t\/_CAlM'- sin_A'C'M'
'

Мы знаем, что поляра точки Л перпендикулярна к прямой
ОА, где О есть центр окружности 5 полярного преобразо-
преобразования (см. выше стр. 86). Поэтому СВ \_ОА, СА'_\_ОВ,
А'В'±ОС и, следовательно, sin /тС'КАГ= sin/_АОС,
sin /_C'AM'=sm/_ БОС (углы СВ'М' » АОС равны или

смежные, как углы со взаимно перпендикулярными сто-

сторонами и точно так же углы СА'М и ВОС). Таким образом,

sin Z_CB"M' sin/_AOC
sinZC/1'ЛГ

—

sin /_BOC•

Точно так же, учитывая, что С'ЛУ _[_ ОЛ1, мы получим:

sm/_B'CM sin//10iVf
sin/_A'CM' sin/йОЛ/"

Преобразуем это последнее выражение. Вычисляя двумя
способами площади треугольников- АОЛ1 и ВОЛ1 и составляя

отношение этих площадей, мы будем иметь:

(здесь hAB есть общая высота треугольников АОЛ1 и ВОЛ1!).
Из последнего равенства без труда находим:

sin/АРМ_ОВ AM

lto~ZWM~ ОА'ВЫ'
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Таким образом, окончательно мы получаем, что отношение

/ГАГ

дгтг,
по абсолютной величине равно

sin/AOCIОВ AM\_J_ (sin?AOC OA\

sin /_B0C \OA
'

BM)
~

AM_' [ sin/ BOC
'

OB)
'

BM

B'N CP1
Точно так же показывается, что отношения

^р
и

-jjp

по абсолютной величине равны соответственно

J_ fs\n/.BOA OB\

BN' [ sin Z COA 'OCJ
CN

и

J_ /sin/.СОВ ОС\

CP' {sm/АОВ' OA) '

АР

Перемножая эти три выражения, мы убеждаемся, что вира-
AM BN CP А'АГBN' CP' , eжения
BM-CN-AP

"
tftf-?#•-ft? ооратны по абсо-

абсолютной величине.

Теперь остаётся только выяснить, как связаны между
собой знаки этих выражений. Предположим для простоты, что

центр О окружности 5 лежит внутри треугольника ABC. Так

как ОA J_ ВС, ОВ _]_ А'С и ОМX СМ, то когда ОМ между
ОА и ОВ, СМ будет проходить вне угла А'С'В1; когда же

ОМ проходит вне угла АОВ, СМ пройдёт между СА'
и СВ' (ср. расположение прямых на черт. 336). Отсюда сле-

следует, что отношения -^у и ., имеют разные знаки. Точно
Вгл В Л1

?N B'N CP CP'
так же показывается, что отношения

^
и

-^jr,, -гр
и

-пр-,
имеют разные знаки; следовательно, знаки выражений
AM BN CP A'MB'N' CP' - -.,

iBM'CN'AP
U
WM 'Clr'A^P

обязателъно будут про-

противоположны г).

*) Можно показать, что это заключение остаётся в силе и в том

случае, когда центр окружности S лежит вне тре) голышка ABC.

Предоставляем читателю самостоятельно рассмотреть все возможные

случаи.
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Итак, окончательно имеем:

А'М' B'N' С'Р'  1
WM-'CWArP'~~ AM BN CP' (*)

BM
'

CN' AP

Но в силу свойства А полярного преобразования прямые A'N',
В'Р и СМ пересекаются в одной точке (или параллельны)
в том и только в том случае, когда М, N и Р лежат па одной

прямой. Отсюда и из формулы (*) следует, что полярное пре-

преобразование переводит теорему Менелая в теорему Чева и

обратно — теорему Чева в теорему Менелая. Поэтому доста-

достаточно доказать только одну из этих двух теорем.

166. Пусть ABC п А1В1С1—два треугольника, таких, что

прямые А4„ ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке О. Возь-
Возьмём окружность 5 с центром в точке Он произведем

полярное преобразование плоскости относительно этой окруж-
окружности. В силу свойства Б полярного преобразования при этом

точки А и At перейдут в параллельные прямые а и а'х, точки

В и Z?, — в параллельные прямые Ь' и Ь[, точки Си С, —
в параллельные прямые с' и с[.

Таким образом, треугольники ABC и А1В1С1 перейдут
в треугольники с соответственно параллельными сторонами.

Но такие треугольники центрально-подобны или получаются
один из другого параллельным переносом (см. первый том

книги, стр. 22—23 и 90); следовательно, прямые, соединяющие

их соответствующие вершины, пересекаются в одной точке

или параллельны. Отсюда в силу свойства А полярного

преобразования вытекает, что точки пересечения соответст-

соответствующих сторон треугольников ABC и А1В1С1 лежат на одной

прямой.
Вторая часть теоремы Дезарга — утверждение о том, что

если у треугольников ABC и А1В1С1 точки пересечения соот-

соответствующих сторон лежат на одной прямой, то прямые AAlt
ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке,— следует из первой
части в силу принципа двойственности (для этого надо пре-

преобразовать чертёж, выражающий первое утверждение теоремы,
с помощью полярного преобразования относительно про-

произвольно расположенной окружности; см. выще

задачу 159).
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167. Произведём полярное преобразование относительно

окружности 5. Стороны ВС, СА, АВ треугольника ABC перей-
перейдут при этом в точки А', В', С окружности 5', так что описан-

описанный треугольник ABC перейдёт во вписанный треугольник

ABC (т. е. стороны CsABC перейдут в вершины ?±А'ВС
и наоборот). Касательная/ перейдёт в точку L окружности S;
точки М, N и Р— в прямые LA', LB' и LC; точки Л/„ Nt
и Pl — в прямые т,, я, и рх, проходящие соответственно

J? а

Черт. 338.

через А', В1 и С и в силу свойства В полярного преобразо-
преобразования перпендикулярные к A'L, B'L и C'L (черт. 337). Теорема,

сформулированная в условии задачи, переходит при полярном

преобразовании в следующую теорему: прямые /л,, л, и р,

пересекаются в одной точке окружности S; таким образом,
доказать достаточно только одну из этих двух теорем. Но

то, что прямые mt, л, и р1 сходятся в одной точке окружно-

окружности S, совершенно ясно: так как /и, J_ A'L, то /и, пересекает 5

в точке Z.,, диаметрально противоположной L; точно так же

доказывается, что и прямые л, и pt проходят через Z.,. [От-
[Отметим, кстати, что из того, что L w Z, — диаметрально про-
противоположные точки окружности S, следует, что на черт. 83

в тексте /, || /; см. свойство Б полярного преобразования.]

168. Втеорему: отрезки, высекаемые парой касательных

а и b окружности S на переменной третьей касатель-

касательной с, видны из центра S под постоянным углом (черт. 338;

сравните с черт. 81,6 на стр. 101).

169. Приполярном преобразовании относительно окруж-

окружности 5 вписанный треугольник ABC переходит в описанный

I
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I

треугольник А'ВС, произвольная точка L окружности S
в произвольную касательную / к той же окружности, а осно-

основание Р перпендикуляра, опущенного из L на сторону АВ, '
в прямую СР1, где Р— точка на касательной /, такая, что

^/С'ОР^ 90°, т. е. точка пересечения / с прямой ОР", па-

параллельной биссектри-
биссектрисе внешнего угла прн

вершине С (ибо ОС—

биссектриса внутрен-
внутреннего угла). Окончатель-
Окончательно мы приходим к сле-

следующей теореме: пря-
прямые, соединяющие

вершины треугольника

ЛВС с точками пе-

пересечения произволь-

произвольной касательноа I к

вписанной окружно-

окружности S треугольника

с прямыми, проведён-
проведёнными через центр О

окружности S параллельно биссектрисам внешних углов

при тех же вершинах, пересекаются в одной точке (черт.

339).

170. Прн полярном преобразовании относительно описанной

окружности 5 треугольник ABC переходит в описанный вокруг 5

Черт. 339.

треугольник А'ВС, середины сторон ДАВС— в прямые, про-
проведённые через вершнныД А'В'С перпендикулярно к биссектри-
биссектрисам ОА', ОВ и ОС (О — центр S), т. е. в биссектрисы внеш-

внешних углов Д ЛВС, медианы ДЛ5С—в точки пересечения

биссектрис внешних углов Д А'ВС с противоположными сто-

сторонами Д А'ВС (черт. 340). Итак, мы приходим к теореме;
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точки пересечения биссектрис внешних углов произвольного

треугольника с противоположными сторонами лежат на

одной прямой.

171. Приполярном преобразовании относительно окруж-

окружности 5 параллелограмм ABCD переходит в четырёхугольник
A'BCD', точка пересечения диагоналей которого совпадает

с центром О окружности 5 (см. свойство Б полярного пре-

преобразования). Диагоналям АС и BD параллелограмма отвечают

точки Р и Q пересе-
пересечения противополож-

противоположных сторон четырёх-
четырёхугольника A'BCD';
если диагонали парал-

параллелограмма взаимно

перпендикулярны (т. е.

параллелограмм являет-

является ромбом), то отрезок

PQ виден из точки О

под прямым углом

,„ (черт. 341; см. свойст-

свойство В полярного преоб-

преобразования). Сформули-
Сформулированная в условии тео-

теорема переходит при

полярном преобразовании в следующую: если отрезок, сое-

соединяющий точки Р и Q, в которых пересекаются проти-
противоположные стороны четырёхугольника A'BCD'. виден из

точки пересечения диагоналей О под прямым углом, то

ОР и OQ—биссектрисы углов, образованных диагоналями
четырёхугольника.

172. а)Полярное преобразование переводит треугольник
ABC в новый треугольник А'ВС, а высоты АР, BQ и CR

треугольника ABC—в такие точки Р', Q' и R' сторон тре-
треугольника А'ВС, что J/A'°P'=ZB'OQ'=ZC'OR'= 9^,
где О— центр окружности S, относительно которой произво-
производится полярное преобразование (черт. 342, а; см. свойство В

полярного преобразования). Таким образом, мы приходим к

следующей теореме: если через какую-либо точку О в

Плоскости треугольника А'ВС проведены три прямые,
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перпендикулярные к прямым ОА'. ОБ" и ОС, то точки

пересечения этих прямых с соответствующими сторонами
треугольника лежат на одной прямой.

Примечание. Любопытная теорема получается, если применить
еще раз полярное преобразование к черт. 342,'я. Она формулируется
следующим образом: пусть о — произвольная прямая и О — произ-
произвольная, точка в плоскости треугольника ABC, М, Л' и Р — точки

Г

Черт. 342.

пересечения прямой о со сторонами АВ. ВС и СА треугольника,
Л1Г /V, н Р, — три такие точки прямой о. что /_ ЛЮ..И, = /_ NONX =
= ? POPt = 90°; в таком случае прямые AS\, ВР, и CAf, пересе-
пересекаются в одной точке (черт. 342, б).

б) Пусть прямая / является биссектрисой угла, образован-
образованного прямыми т и п. При полярном преобразовании прямые
т, п и / переходят в точки Л1, N и L, лежащие на одной

прямой, причём отрезки ML и NL видны из центра О окруж-
окружности S, относительно которой производится преобразование,
под равными или смежными углами (см. свойство В полярного

преобразования); другими словами, L есть точка пересечения

прямой ЛГЛГ с биссектрисой одного из двух углов, образован-
образованных прямыми ОЛ1 и ОЛЛ Так как мы не знаем, на какой

именно из этих двух биссектрис лежит точка L, то будем
рассматривать сразу обе биссектрисы углов, образованных
прямыми т и п; они переходят в точки пересечения прямой
MN с биссектрисами двух смежных углов, образованных пря-
прямыми ОМ II ON. Поэтому оказывается удобным ввести в рас-

рассмотрение и биссектрисы внешних углов треугольника ABC u

сформулировать теорему о точке пересечения биссектрис та-

таким образом: шесть биссектрис внутренних и внешних углов

треугольника ABC пересекаются по три в четырёх точках.
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Эта теорема переходит при полярном преобразовании в сле-

следующее предложение: каковы бы ни были четыре точки А',
В, С и О (никакие три из которых не лежат на одной пря-
прямой), точки пересечения шести биссектрис уг.юв. образован-
образованных прямыми ОА' и ОВ. ОВ и ОС. ОС и ОА' с соответ-

соответствующими сторонами треугольника ABC, лежат по три
на четырёх прямых (черт. 343, а).

Примечание. Ест применить ещё раз полярное преобразова-
преобразование к черт. 343, я, то мы .придём к следующей теореме: лесть о —

произвольная прямая и О — произвольная точка в плоскости тре-
треугольника ABC. М. N и Р— точки пересечения прямой о со сто-

сторонами АВ. ВС и СА треугольника. М, и М„, N, и Л',. Я, и Р, —
точки пересечения прямой о с биссектрисами углов, образованных
соответственно ON и OP. 0P и ОМ. ОМ и O'V; в таком случае.. _.., - гучае

BPV ВРг, СМ1 и СМг пгрхекаются по

.?

соответственно _

шесть прямых ANV AX.

три в четырёх точках

(черт. 343, б; сравните с

примечанием к предыду-
предыдущей задаче).

§5

174. Обозначим

точки, лежащие на

прямых /, и 1г, бук-
буквами А, С, Е и В, D,
F; точки пересечения

прямых АВ и ED, CD
и AF, EF и СВ—

соответственно буква-
буквами К, М и L и точку
пересечения прямых
KL и CD — буквой
М (черт. 344; обо-
обозначения здесь взяты

не те, что в формули-
формулировке задачи 129 а)
с тем, чтобы было легче сопоставить это решение с решением
задачи 179). Нам надо доказать, что М совпадает с /И. Обо-
Обозначим ещё через О и И точки пересечения АВ и CD, СВ н

ED и через О— точку пересечения /, и /, (может случиться,
что. некоторые из фигурирующих в решении точек являются
«бесконечно удалёнными»).Спроектируем прямую CD лз центраЛ

Черт. 344.
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на прямую /2; точки С, G, D и М перейдут при этом в точки

О, В, D и F. Далее спроектируем прямую /, из центра Е на

прямую СВ; точки О, В, D и F перейдут в точки С, В, Н и L.

Наконец, спроектируем прямую СВ из центра К обратно на

прямую CD; точки С, В, Н и L перейдут в точки С, G, D и ЛГ.

В результате мы получим проективное преобразование прямой
CD (состоящее из трёх последовательных проектирований),

которое переводит точки С, G, D, М в точки С, G, D, М.

2
Но так как существует един-

единственное проективное пре-

преобразование прямой, переводя-
переводящее три данные точки в три

известные точки, то проектив-

проективное преобразование прямой,
оставляющее три её точки

на месте (в нашем случае точ-

точки С, G и D), является то-

тождественным преобразова-
преобразованием. Отсюда и вытекает, что

ЛТ совпадает с Л1, что и требо-
требовалось доказать.

Черт. 345.

175. Обозначим точки пере-

пересечения противоположных сто-

сторон четырёхугольника ABCD че-

через 5, и 5г (черт. 345). Про-
Проектирование прямой АВ на прямую ВС из центра D переводит
точки 5,, А, В прямой АВ в точки С, 52, В прямой ВС; про-
проектирование прямой ВС на прямую DC из центра Л переводит
эти точки в точки С, D, S, прямой CD; проектирование пря-
прямой CD на прямую DA из центра В переводит эти точки

в точки St, D, А прямой DA; наконец, проектирование прямой
DA на прямую АВ из центра С переводит точки 52, D, А

в точки В, 5,, А первоначальной прямой АВ. Таким обра'зом,
четырёхкратное проектирование определяет проективное пре-

преобразование прямой АВ, при котором точки 5„ А, В перехо-
переходят соответственно в точки В, Slt А. При двукратном повто-

повторении этого проективного преобразования точки S^, А, В

переходят в точки А, В, St (сначала в В, 5„ А; затем в А,
В, St); при трёхкратном повторении его точки 5„ А, В

переходят сами в себя (сначала в В, 5,, Л; затем в А, В, S,; затем



176] ЛИНЕЙНЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ 439

в 5,, А, В). Но так как существует единственное проективное

преобразование прямой, переводящее три данные точки в три

известные точки, то проективное преобразование, оставляющее

три точки прямой на месте, есть тождественное преобразова-

преобразование. Следовательно, после трёхкратного обхода всех сторон

четырёхугольника произвольная точка / стороны АВ переходит

сама в себя, что п требовалось доказать.

176. а) Эта задача представляет собой частный случай
предыдущей (когда рассматриваемый четырехугольник является

квадратом; в этом слу-

случае точки Sl и St реше-
решения предыдущей задачи

будут бесконечно уда-

удалёнными).

б) Обозначим точки \ Л,/
пересечения нродолжс-

-'\ /

нпй сторон шестиуголь-

шестиугольника соответственно

через В„ В., Вл, Bv
Вь и В, (черт. 346, а);
бесконечно удалённые

точки, отвечающие на- »-^ J^ -fn ^ >-оо3
правлениям AtA,, АгА,
и АгАл, обозначим со-

соответственно через оо,,
и со

S" При проек- у\ °°J
тнрованни примой АХА,
на прямую АгАь изцен- а)

тра Ав точки i4,, А.,, Черт.346, а.

Вв, ос, прямой А,.4,пе-
А,.4,переходят в точки /?,, А,, ссг, А3 прямой А,А3\ при последующем
проектировании из центра Аг они переходят в точки ос3, В,,

Л4, Л, прямой А3АЛ; затем в точки Л5, ос,, А4, В3 прямой ААА.;
затем в точки А5, Ап, Вл, со, прямой AsAt; затем в точки

Вь, At, сс8, А1 прямой АЬА^; наконец, в точки со,, Вь, А,, А1
первоначальной прямой АХА„. Таким образом, шестикратное

проектирование определяет проективное преобразование пря-
прямой AYAlt переводящее точки Л,, At, Be, со, в точки со,,

В„ Аш, Л,. Двукратное применение этого проективного

преобразования переводит точки Av А$, Во, cot в те же точки
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Alf At; Вв, оо, (сначала в оог, Be, A,, Л,; затем снова в А„
At, Bt, оо,), т. е. представляет собой тождественное преобра-
преобразование прямой Л,Л, (для того чтобы это доказать, достаточно

было бы убедиться, что три точки прямой остаются на месте;

сравните с решением задачи 175).

\\ . в. 4, \В, I.

<;¦'¦!

6)

в) Обозначим точки пересечения продолжений сторон деся-

десятиугольника буквамн Вх, Вг, ...
, fi10; С„ С„ ...

, С10, как

указано на черт. 346, б; бесконечно удалённые точки прямых

Л1Л1, AtA3 и т. д. условимся обозначать значками oolt, cSbM
и т. д. Проектирование с центром А10 переводит точки Av
Аа, fi10 прямой АхАг в точки В1, Аг, С10 прямой А%АЖ\ при

последующем проектировании из центра Ах они переходят

в точки С1Л Bt, ooJ4 прямой A3At; затем в точки со<5, С,, Аъ
прямой AtA6; затем в точки Ae, cx>te, Аъ прямой AsAe; затем

в точки Ав, А7, Вь прямой Л,Л7; затем в точки В„ Л„ Ct
прямой А7А6; затем в точки Се, В7, .оо89 прямой Л8Л8; затем
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в точки оо0> 10, С„ А10 прямой АВА1О; затем в точки A,, oo10>,,
А10 прямой 'А, „А,; наконец, в точки Ах, Аг, В10 первоначаль-
первоначальной прямой i4,i42. Таким образом, десятикратное проектиро-
проектирование определяет проективное преобразование прямой AxAt,
при котором три точки А„ Аг, В10 этой прямой остаются на

месте, т. е. тождественное преобразование прямой AxAt (ср.
с решением задачи б)).

177. Еслиспроектировать окружность 5 на прямую АВ из

точки Л/, то четвёрка точек А, В, N, Р окружности перейдёт
в Точки А, В, О, Е прямой АВ; если спроектировать 5 на AS

из точки Q, то та же четвёрка точек перейдёт в точки А, В,
F, О. Следовательно, двойные отношения четвёрок точек А, В;
О, Е и А, В; F, О равны

АО. AE_AF. AO_BO_BF
ВО' BE BF' ВО~~~АО' AF'

Таким образом, двойные отношения четвёрок точек А, В; О, Е
и В, А; О, F тоже равны. Отразим теперь четвёрку точек

А, В, О, Е симметрично от середины О хорды АВ; при этом

она перейдёт в четвёрку точек В, А, О, Flt где F, симме-

симметрична Е относительно О. Таким образом, двойные отношения

четвёрок точек В, А; О, F и В, А; О, F, равны, откуда сле-

следует, что F совпадает с Flt что и требовалось доказать.

Примечание. Для решения этой задачи можно также восполь-

воспользоваться теоремой 1 § 3 этой главы (стр. 71): спроектировав черт. 93
в тексте книги на другую плоскость и' так, чтобы окружность S пере-
перешла в новую окружность S', а точка О — в центр О' окружности S',
и воспользовавшись затем свойством В центрального проектирования
(см. выше, стр. 49), мы легко докажем равенство двойных отношений

четвёрок точек А, В; О, Е и В, А; О, F.

178. Докажемпрежде всего, что преобразование окруж-
окружности S. при котором каждая точка М переходит во вто-

вторую точку М пересечения с окружностью S прямой РМ.
где Р— какая-то фиксированная точка (это преобразование
мы будем называть проектированием окружности
на себя из точки Р), является проективным преобра-
преобразованием (черт. 347). Действительно, выберем .какую-то
определённую (безразлично какую!) пару точек А я А\
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соответствующих друг другу в силу нашего преобразования, и

пусть М и М—другая пара соответствующих точек. В силу

теоремы 1 § 4 (см. выше.стр. 84) точка пересечения прямых АИ и

А'М лежит на фиксированной прямой р — поляре точки Ротноси-

Ротносительно окружности 5. Поэтому преобразование, переводящее М

в ЛГ, можно описать так: сначала проектируем окружность 5

из фиксированной точки А этой окруж-
окружности на прямую р (точка М переходит
при этом в точку Мх; черт. 347), а

затем проектируем прямую р обратно
на окружность 5 из другой точки А'

(точка Ж, переходит при этом в ЛТ).
Отсюда следует, что рассматриваемое

преобразование является проективным.

Теперь перейдём к доказательству

теорем задач 140а) — в).
а) Рассмотрим следующую последо-

последовательность проективных преобразова-
преобразований окружности: сначала окружность

проектируется сама на себя из точки

Р, затем ещё раз проектируется на себя

из точки Q, затем ещё раз проекти-

проектируется на себя из точки О. Нетруд-
Нетрудно видеть, что вершины А, В, С, D
вписанного четырёхугольника преоб-

преобразуются при этом следующим образом: А—-В—-С—-Л,
B—*A—*D—i-B, C-—D—>-A—~C и D-+C-~B—+D.
Таким образом, все эти четыре точки в результате получен-
полученного проективного преобразования *) переходят сами в себя,
откуда следует, что это преобразование является тождест-

тождественным (сравните с решением задач 175—176; достаточно было

бы убедиться, что три точки окружности в результате нашего

преобразования остаются на месте). Поэтому если проекти-

проектирование окружности 5 на себя из точки Р переводит какую-
либо её точку Е в точку F, а проектирование из точки Q
переводит точку F в точку G, то проектирование из точки О

переводит G в Е. Но это и означает, что если две стороны

Черт. 3+7.

*) Последовательность проективных преобразований окружности
(или прямой) представляет собой снова проективное преобразование
(так как эта последовательность, очевидно, не меняет двойного отно-
отношения четырёх точек).
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EF li FG вписанного треугольника проходят через точки Р и

Q, то сторона EG проходит через О.

Точно так же показывается, что последовательность проек-

проектирований окружности па себя с центрами О, Р н Q есть

тождественное преобразование (так как она оставляет вершины

четырёхугольника ABCD на месте); отсюда следует, что если

две стороны вписанного треугольника проходят соответственно

через точки О и Р, то третья сторона проходит через Q.

б) Рассмотримпоследовательность проектирований окруж-
окружности 5 па себя из точек Р, Q, снова Р и снова Q. Вершины

четырёхугольника ABCD преобразуются при этом следую-
следующим образом: А—*fi— С—*D— A, B—+A-+D—+C—~B,
C—+D~*A— B—+C и D—*С—-В—+А—+D. Таким обра-
образом, мы видим, что это проективное преобразование окруж-
окружности является тождественным преобразованием. Поэтому, если

проектирование окружности 5 на себя из точки Р переводит

точку Л, в точку В1Л проектирование из точки Q переводит

В, в С,, проектирование из точки Р переводит С, в D,, то

проектирование из точки Q переводит D, в Ах. Но это и озна-

означает, что если стороны А1В1 и C1D1 вписанного в окружность

четырёхугольника AlBlClDl проходят через точку Р, а сто-

сторона В,С, проходит через точку Q, то и сторона D1A1 тоже

проходит через точку Q.
Точка О пересечения диагоналей четырехугольника ABCD

есть центр проектирования окружности на себя, равносильного

последовательности проектирований окружности на себя из

точек Р и Q. Но и точка пересечения диагоналей построен-
построенного четырёхугольника A1BlC1D1 обладает тем же свойством;
поэтому она обязательно совпадает с О.

в) Доказательствосовершенно аналогично доказательству
теоремы задачи 1406) и предоставляется читателю.

179. Обозначим точки пересечения АВ и DE, ВС и EF,
CD ii FA соответственно буквами К, L, М и буквой М—
точку пересечения KL и CD; нам надо доказать, что М сов-

совпадает с Л1. Обозначим ещё через G а И точки пересечения

АВ'и CD, ВС и DE (черт. 34S). Спроектируем точки G, С,
D и Л1 прямой CD из точки А на окружность S; тогда они

перейдут в точки В, С, D и F. Далее спроектируем точки

В, С„ Ь, F из Е на прямую ВС; они перейдут в точки В, С,
И, L. Наконец, спроектируем точки В, С, И, L из точки К
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на прямую CD; они перейдут в точки G, С, D, М. Следова-

Следовательно, существует проективное преобразование прямой CD,
переводящее четвёрку точек О, С,
D, М в четвёрку точек G, С,D, /
М; отсюда следует, что точка М

совпадает с точкой М (сравните
с решением задачи 174).

й
—.

-Черт. 348. Черт. 349.

180. а) Рассмотрим вписанный в окружность шестиугольник
АВВХСС (черт. 349; обра-
обратите внимание на порядок

вершин!)! В силу теоремы
Паскаля точки пересечения

Черт. 350.

сторон 'АВ и Л'С, АС и ХВ, ВВ и СС (точка О) лежат на

рдной прямой. Точно так же показывается, что точки «ере--
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сечения АВ и ХС\ ВС и ХА' и точка О лежат на одной

прямой, откуда и следует утверждение задачи.

б) Рассмотримшестиугольник APRTSQ (обратите внимание

на порядок вершин!), вписанный в окружность, диаметром

которой является отрезок AT (черт. 350, а). Из теоремы
Паскаля следует, что точки пересечения сторон АР и 57",
AQ и RT, RP a QS лежат на одной прямой. А это нам и

требовалось доказать.

в) Пустьt/n V—точки пересечения PMw РО, QM и Q'O
(черт. 350,6). Так как ^PPM=J/Q'QM=z90°, то точки

U и V лежат на окружности 5 (они диаметрально противо-
противоположны Р и Q'). Рассмотрим теперь вписанный в эту окруж-
окружность шестиугольник PQVQPU (обратите внимание на поря-
порядок вершин!). В силу теоремы Паскаля точки пересечения

сторон QV и PU, Q'V и PU, PQ и Q'P этого шести-

шестиугольника, т. е. точки М, О и точка пересечения PQ и

Q'P, лежат на одной прямой. Точно так же доказывается,

что точки пересечения PR и PR', QR и QR' лежат на

прямой МО.

181. а) Рассмотрим следующее проективное преобразооа-
нне окружности 5: точка Л1 окружности проектируется из

центра А на прямую CD; затем по-

лученная точка N прямой CD сдвн-

гается вдоль этой прямой на рас-

стояние NN"=a (проективное пре-
преобразование прямой CD); наконец,
точка N' проектируется из центра В

в точку М окружности 5 (черт. 351).
Искомая точка X является неподвиж-

неподвижной точкой этого проективного пре-

образования; её можно определить,
найдя, в какие три точки переходят Черт.351.
при этом преобразовании три про-
произвольно выбранные точки окружности 5. Задача может иметь

два, одно пли ни одного решения.

б) Решение отличается от решения задачи а) лишь

тем, что вместо сдвига вдоль прямой CD на расстояние а

следует использовать симметрию относительно данной точ-'

кн Е (тоже являющуюся проективным преобразованием пря-
прямойCD). --

¦
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182. а) Проведём произвольную окружность 5, проходящую

через точку Р; пусть искомые прямые РХ \\ PY пересекают
её в точках Ху и К, (черт. 352, а). Рассмотрим следующее

проективное преобразование окружности S: окружность проекти-

проектируется из точки Р на
¦

прямую /, затем прямая сдвигается

параллельно вдоль самой себя на расстояние а, затем прямая

Черт. 352.

снова проектируется на окружность из точки Р и, наконец,

окружность поворачивается вокруг центра на угол 2а (в та-

таком направлении, чтобы точки пересечения прямой / с лучами

РМ, где М—точка окружности S, при повороте точки Л/

двигались в направлении, обратном направлению параллельного
переноса)х). Очевидно, что точка Xt преобразуется при этом

следующим образом: Хх —>¦ X—>¦ Y—>¦ Yl —>¦ Хх (ибо -^ X1Yl =
=2^XlPYl= 2a), поэтому она является неподвижной

точкой этого преобразования. Выберем три произвольные
точки А, В, С окружности 5 и построим три точки А', В', С,
в которые они переходят в результате нашего преобразо-
преобразования (см. черт. 352, а: А±—точка пересечения РА с /;

AlA2= a; Aa—точка пересечения РА, с S, ~Л3Л'= 2а;
так же строятся точки В" и С). Точка Хх может быть по-

построена как неподвижная точка проективного преобразования

') Это преобразование является проективным, так как каждое из

преобразований, из которых оно состоит, не меняет двойного отноше-
отношения четырёх точек.
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окружности S, переводящего три точки А, В, С в три точки

А', В', С.
Задача может иметь два, одно или ни одного решения.

б) Проведём произвольные окружности 5, и S-,, проходя-
проходящие соответственно через точки Р м Q; пусть РХ и PY пе-

пересекают окружность Sl в точках А, и У,, a QX и QY ок-

окружность Бг в точках Х7 и Уг (черт. 352, б). Рассмот-
Рассмотрим следующее проективное преобразование окружности 5,:
5, проектируется из точки Р на прямую /,, затем /, проекти-

проектируется из точки Q на окружность St\ затем S2 поворачивается
вокруг центра на угол 2;$; затем 5, проектируется из точки Q
на прямую /2; затем /2 проектируется пз точки Р на окруж-

окружность ?,; наконец, 5, поворачивается вокруг центра на угол
2а. Очевидно, что точка А", преобразуется при этом следу-
следующим образом: А", —* А'—- Хг-^ Уг—* Y-* У1—*Х1; поэто-

поэтому она является неподвижной точкой этого преобра-
преобразования. Выберем три произвольные точки А1,В1, С, окружности
5, и построим точки А[, В[, С[, в которые они переходят в

результате нашего преобразования. Точка А', может быть

найдена как неподвижная точка проективного преобразования
окружности 5,, переводящего три точки Alt Blt С, в три точки

4, в[, с;.
Так как вращение окружности 5, на угол 2а можно про-

производить в любом пз двух направлений, то всего задача мо-

может иметь до четырёх решений.

183. а) Произведём последовательно п проектирований ок-

окружности на себя из точек Л/,, М., ...
, УИ„ (см. начало ре-

решения задачи 17S). При этом, очевидно, вершина А1 много-

многоугольника AtA2 ... Ап (см. черт. 99, а в тексте) перейдёт
последовательно в точки А,, А3, ...

, Ап и, наконец, снова

в Л,; следовательно, А1 есть неподвижная точка про-

проективного преобразования окружности, состоящего из п

последовательных проектирований её на себя. Найдя точ-

точки А, В', С, в которые переходят в результате этого

проективного преобразования какие-то три произвольно выб-

выбранные точки А, В, С окружности, мы сможем построить А1
как неподвижную точку проективного преобразования, пе-

переводящего точки А, В, С в точки А', В, С; после этого

нахождение остальных вершин л-угольннка уже не будет
представлять затруднений.
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Задача может иметь два, одно или ни одного решения;

в частном случае, когда полученное проективное преобразова-
преобразование окружности является тождественным, задача может ока-

оказаться и неопределённой (относительно таких частных случаев

см. задачи 140а), б) из § 3, а также решение задачи 40а) из

§ 2 гл. II первой части книги).

Интересно отметить, что построение многоугольника

АгАг.. . Ап может быть осуществлено без помощи циркуля

(одной л и нейкой).
Если какие-либо из точек Mlt /И2, ...

, Л\п являются «бес-

«бесконечно удалёнными», т. е. если нам известны направления

некоторых сторон искомого л-угольника, а не точки, через

которые эти стороны проходят, то соответствующие проекти-

проектирования окружности на себя заменяются снмметриямн относи-

относительно диаметров, перпендикулярных к известным направлениям

сторон (ср. с решением задачи 40а) первой части книги,
где рассматривается случай, когда все точки /1,, Мг, ...

, Л1п
я&1яются «бесконечно удалёнными»).

б) Преобразуем полярно относительно заданной окружно-

окружности прямые /,, /„ ...
, /п; они перейдут при этом в точки

Х„ 1~г, ...
, Ln. Построим теперь многоугольник A\A',...A'nt

вписанный в данную окружность, стороны которого проходят

через точки ?,, ?,, ...
, Ln (см. задачу а)). Из свойства А

полярного преобразования (см. выше, стр. 97) вытекает, что

многоугольник, стороны я„ а ,ап которого являются по-

полярами вершин А[, А'г, ...
, А'п первого многоугольника, удо-

удовлетворяет условию задачи.
Как и в случае задачи а), мы можем иметь два, одно, ни

одного или бесконечно много решений задачи. Это построение
тоже может быть осуществлено при помощи одной ли-

линейки (без циркуля).

184. а) Обозначим через а центральный угол, отвечающий
хорде окружности 5 известной длины АВ; пусть, далее, пря-
прямая / определяет направление стороны ВС и //— точка, че-

через которую должна проходить сторона АС (черт. 353, я).
.Рассмотрим следующее проективное преобразование окружно-
хтн: 5 поворачивается вокруг центра на угол а, затем отра-
отражается симметрично от диаметра, перпендикулярного к /, затем

проектируется, на себя из точки М (см. начало решения за-

задачи 178).
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При этом, очевидно, точка А переходит последовательно

в точки В, С и снова в А; значит, А есть неподвиж-

неподвижная точка этого преобразования. Итак, А можно найти

как неподвижную точку известного проективного преобразо-
преобразования (ср. с решением задач 181 —183). Задача может иметь

два, одно пли пи одного решения (нетрудно показать, что

рассматриваемое проективное преобразование окружности не

может быть тождественным).

б) Пусть стороны АВ и CD четырёхугольника проходят

через TO'iKii M n N; центральные углы окружности, отвеча-

отвечающие известным хордам ВС и AD, равны а и jj (черт. 353, б).

Черт. 353.

Рассмотрим следующее проективное преобразование окружно-
окружности: 5 проектируетеп на себя из точки М, затем поворачи-

поворачивается вокруг центра на угол а, затем проектируется на себя

из точки N, наконец, ещё раз поворачивается вокруг центра
на угол ;5. Очевидно, что точка .4 преобразуется при этом

следующим образом: А—В—»С—»¦ D—-А; значит, А есть

неподвижная точка этого проективного преобразования
окружности, что позволяет её построить.

Задача может иметь два, одно или ни одного решения;

в исключительных случаях она может являться неопределёиной.

185. а) Рассмотрим следующее проективное преобразова-
преобразование прямой /,: точка Л/ этой прямой проектируется из центра

.4 на прямую /„; затем полученная точка N прямой /2 сдви-

сдвигается вдоль /, на расстояние AW= c; наконец, точка Л"

1Б И. М. Яглом
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проектируется из центра В в точку М прямой /, (черт. 354).
Искомая точка X есть неподвижная точка этого проектив-

проективного преобразования; отсюда её можно определить (ср. с ре-

^__?— шепнем задачи 181а)). За-
Задача мо:кет иметь два,

одно n.iii пи одного реше-

решения.

б) Решение отличается

от решения задачи а) лишь
тем, что вместо сдвига

прямой /. на расстояние

а следует использовать

симметрию относительно

данной точки Е этой пря-
прямой (ср. с решением за-

Дачи 1816)).

186. а) Пусть X и Y—точки пересечения искомой пря-

прямой с прямыми /, и 1г (черт. 35"), а). Спроектируем прямую

/, на прямую /, из точки Р. Совместим, далее, прямую /, с

прямой /, таким образом, чтобы точка В сознала с точкой А,
н затем подвергнем прямую 1г центрально-подобному преоб-

преобразованию с центром подобия А и коэффициентом подобия — .

Черт. 354.

Черт. 353.

Полученное преобразование прямой /, будет проективным,
так как оно составляется из проектирования и центрально-

подобного преобразования. Точка X в результате этого пре-

преобразования перейдёт сначала в точку Y, а затем снова d
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точку X; следовательно, А'нвляется неподвижной точкой

этого проективного преобразования и поэтому может быть

найдена (ср. с решениями задач 181—184).
Так как центрально-подобное преобразование можно произ-

производить так же с коэффициентом ——, то задача может иметь

до четырёх решений; в частном случае, когда полученное
проективное преобразование будет тождественным, задача оказы-

оказывается неопределённой (это будет, если прямая /, центрально-

подобна /, с центром Р и коэффициентом ЧЬ — и точка А соот-

соответствует в этом центрально-подобном преобразовании точке Б),
б) Предположим, что /, не параллельна /,, и спроектируем

прямую /, на примую /, из точки Р; при этом искомая точка

X прямой /, перейдёт в точку У прямой /,. Далее спроекти-

спроектируем прямую /, обратно на /, из точки Q пересечения прямых

1\ || /, п 1\ || /,, проведённых соответственно через точки В \\ А

(черт. 355, а). Пусть А", есть точка прямой /,, в которую

перешла при этом точка Y прямой /,. Из подобия треуголь-

треугольников AQXl IE BYQ мы получаем -ттт1 = -ш < т- е-

AA\-BY=AQ-BQ=pt,

где р* можно определить. Если после этого произвести

центрально-подобное преобразование прямой /, с центром А

и коэффициентом —j , то то ;ка А", перейдёт в такую точку А",

что АА"=?-ЛХ1=у-?=?=ЛХ, т. е. X совпадёт

с X. Таким образом, точка X есть неподвижная точка

рассматриваемого проективного преобразования прямой /,, что

позволяет её построить.

Так как центрально-подобное преобразование можно про-

изводить также с коэффициентом г, то задача может

иметь до четырёх решений (тождественным рассматриваемое

проективное преобразование в этом случае быть не может).

Если /, ||^ п Bt — точка пересечения РА с /,, то Б, У=

=^-АХ. Поэтому условие AX-BY=kx равносильно сле-

следующему: BY-BlY=^-k1 (черт. 355, б). А так как, кроме

15»
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произведения BY-BXY отрезков BY и BXY, нам известна ещё

сумма (или разность) этих отрезков, равная BBlt то эти от-

отрезки легко построить.

Примечание. В условии настоящей задачи можно также тре-

требовать, чтобы искомая прямая имела известное направление (а не про-

проходила через заданную точку Р)\ в решении при этом придётся заме-

заменить центральное проектирование с центром Р параллельным проек-
проектированием.

187. Пусть А, В, С—попарные точки пересечении прямых

/,, 1г п /3; X, Y, Z— точки пересечения искомой прямой /
с прямыми /,, [г и /3; по предположению, XZ=ZY

(черт. 336). Пусть Т—точка пересечении примой /3 с прямой

m || /,, проходящей через точку X; очевидно, что XT=AY.
Из подобия треугольников ХТВ и CAB следует, что

ХВ СВ ВХСВ „

~xj
—

~r~a> откуда уА^^СА^ т' е' пзвест"°- Поэтому наша

задача сводится к тому, чтобы провести через точку Р пря-

прямую, пересекающую две заданные прямые /, и А, соответст-
Dу" У"*п

венно в точках К и Y, таких, что отношение -р^ равно ^м ,

т. е. к задаче 186а).
Предоставляем читателям самим разобрать тот. случай,

когда какие-нибудь две из прямых 1г, /„ /3 пли все три эгн

прямые являются параллельными.
»

188. Рассмотрим проективное преобразование прямой /,,
которое составляется следующим образом: 1Г проектируется
на /, из точки Р, затем 1г сдвигается параллельно себе на

расстояние аг, затем /, снова проектируется на /, из точки

Р, наконец, /t сдвигается параллельно себе на расстояние о,.
Очевидно, что искомая точка Х1 преобразуется при этом еле-
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дующим образом (черт. 357): А",—*-Х.,—>¦ К,—<-К,—i-A",;
значит, Х1 есть неподвижная точка этого преобра ю-
ваппя, что позволяет её построить (ср. с решением предыду-
предыдущих задач).

Так как сдвиг прямой /2 можно произвести в двух направ-

направлениях, то задача может иметь до четырёх решений. В част-

частном случае, когда полу-
полученное проективное пре- а> t
образование будет тожде-

тождественным, задача может

оказаться неопределен-

неопределенной (так будет обстоять

дело, когда прямая /,
центрально-подобна при-
примой /, с центром Р и коэф-

коэффициентом -г- — ).

189. Спроектируем
прямую /, на прнмую 12
из точки Л/,, затем прнмую /, на прямую /3 из точки Л1„ затем

/„ на /4 из точки Л13 и т. д., наконец, прямую 1п снова на нри-

муго/, из точки Л1п (см. черт. 101 в тексте). Неподвижные
точки полученного проективного преобразования примой /,
будут являться вершинами искомого л-уголышка (сравните с

решением задачи 1S3j)). Задача может иметь два, одно или

ни одного решения; в исключительных случаях, когда полу-
полученное преобразование прямой /х будет тождественным, задача

оказывается неопределённой.
Если для некоторых сторон искомого л-угольнпка изве-

известно их направление, а не точка, через которую проходит сто-

сторона, то соответствующее центральное проектирование заме-

заменяется параллельным.

190. а)Можно считать, что положение искомой прямой щ

(см. черт. 338, а) определнегся двумя точками: точкой Р и бес-

бесконечно удалённой точкой прямой /. Следовательно, точка Л1,
являющаяся полюсом т относительно заданной окружности S,
является точкой пересечения поляры р точки Р и поляры q

бесконечно удалённой точки прямой /. Прямую р нетрудно
построить при помощи одной линейки (см. выше стр. 87).
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¦Что же касается прямой q, то она должна проходить через

полюс L заданной примой /, который мы можем найти при по-

помощи одной линейки, и через полюс «бесконечно удалённой пря-

прямой» плоскости, т. е. через известный центр О окружности S.

Таким образом, положеЕше точки Л1 определяется при по-

помощи одной линейки. Зная же эту тспч-у, найдем также од-

одной линейкой искомую прямую т, являющуюся полярой точки

М относительно окружности 5.

Очевидно, что это решение не проходит в том случае,

когда прямая / проходит через uceitp О окружности S. Но

тогда пересечение этой примой с окружностью 5 определяет

некоторый отрезок, середина
О которого известна, и пря-

прямая, проходящая через точку

Черт. 358.

Р п параллельная прямой /, может быть построена так, как это

указано в решении задачи 1096) из § 1 настоящей главы.

Предложенное построение не проходит также н в том слу-

случае, когда заданная точка Р совпадет с центром О окруж-
окружности S. В этом случае построение производится следующим

образом: строим точку L, являющуюся полюсом заданной пря-

прямой / относительно окружности 5. Прямая OL перпендикуляр-
перпендикулярна к прямой /. Проводим, далее, произвольную прямую/', парал-

параллельную OL, и строим полюс L прямой/' относительно окружно-
окружности 5. Прямая 01! перпендикулярна к /' и, следовательно,

параллельна /, т. е. является искомой прямой (черт. 358, б).
б) Проведем через точку /V/ прямую, параллельную АВ,

а через точку В—прямую, параллельную AM; точку пере-
пересечения этих прямых обозначим буквой N. Очевидно, что от-

отрезок MN будет искомым.
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в) Пусть L есть полюс прямой / относительно окружно-
окружности 5. Прямая OL перпендикулярна к прямой /. Проведя че-

через точку Р прямую, параллельную прямой OL, найдём иско-

искомый перпендикуляр.
Это решение не проходит в том случае, когда прямая /

проходит через иеитр О окружности 5; однако в этом случае
пи можем построить прямую /', параллельную /, и опустить
из Р перпендикуляр на эту прямую.

191. Проведём через заданную точку А прямую, парал-
параллельную прямо:! ВС, и отложим на этой прямой отрезки Л!А

н AY, рапные по величине отрезку ВС (см. задачу 190о)).
Отрезок Л/Л' будет диаметром искомой окружности. Проведём

теперь через точку AI произвольную прямую и опустим hi

пеЗ перпендикуляр из точки N (см. задачу 190н». Основание

этого перпендикуляра будет точкой искомой окружности. Про-
Проводя через точку М различные прямые, мы можем получить
таким образом сколь угодно много точек искомой окружности
(черт. 359).

Черт. 359.

192. П>сть Р и Q — две произвольные точки окружности

St (черт. ЗСО). Спроектируем прямую / из точки Р па ок-

окружность 5,, а затем спроектируем окружность 5t из точки

Q обратно на прямую /. Очевидно, точки пересечения окруж-
окружности 5, с прямой / будут неподвижными точками получен-
полученного проективного преобразования1). Л\ы легко можем опре-

определить, куда переводит наше проективное преобразование

') Это преобразование будет проективным, так как оно, очевидно,

сохраняет диойное отношение четырёх точек (см. выше стр. 113).
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какие-нибудь три точки R, S, Т прямой /, спроектировав про-
произвольные три точки R, S, Т окружности S, на прямую / сна-

сначала из точки Р в точки R, S, Т, а затем из точки Q в

точки R", S', Т (построение пяти точек Р, Q, R, S, Т ок-

окружности 5, производится по методу задачи 191). Таким об-

образом, наша задача сводится к тому, чтобы определить с по-

помощью одной линейки неподвижные точки проективного

преобразования прямой /, определённого тем, что три известные

точки R, 5. Т переходят в три другие известные точки R', S', Т
прямой. Решение этой зада-

задачи при наличии на плоско-

плоскости некоторой окружности S

осуществляется с помощью

одной линейки (см. выше

стр. 121).

193. Найдём прежде все-

всего точки Р,, Q, и Р2, Q.
пересечения линии центров

АгАг с окружностями St и S,
(черт. 361; см. задачу 192).

Черт. 361. Очевидно,что если отрезки

PrQt и P2Q2 лежат один вне

другого, либо один внутри другого, то окружности S, и 52
не пересекаются. Оставляя в стороне эти случаи, предполо-

предположим, что точка Рг лежит внутри отрезка PtQu а точка Q, —

внутри отрезка P,Qt.
Определим теперь точку D, в которой линия центров Л,Л2

пересекается с общей хордой XY окружностей 5, и S2 (X и

Y— искомые точки пересечения окружностей). Для этого рас-

рассмотрим нреобразоваЕше прямой АгА., переводящее каждую
её точку R в такую точку R", что /_RXR' = 90э. Эго есть

проективное преобразование примой, поскольку его можно опи-

описать так: /4,Л2 проектируется из точки А' па произвольную

окружность S, проходящую через А', затем 5 поворачивается

вокруг центра на 1SO° и, наконец, 5 снова проектируется из

А' на прямую АГА2 (сравните с решением задачи lS2a)). Оче-

Очевидно, что в результате этого преобразования точка Р1 пе-

переходит в точку Q,, точка Q, — в точку Р, и точка Р2 — в

точку Q,. Таким образом, мы знаем, в какие точки переходят

три точки прямой /. При помощи одной линейки мы можем
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определить точку, в которую переходит при рассматриваемом

проективном преобразовании любая наперёд заданная точка М

прямой /: действительно, мы легко можем осуществить наше

преобразование при помощи проектирования прямой / на не-

некоторую другую прямую /,, последующего проектирования

прямой /, на другую прямую /г и последующего проектиро-
проектирования /, обратно на / (см. выше черт. S9 на стр. 109I).
В частности, точку D мы найдём как точку, в которую пере-
переходит «бесконечно удалённая точка» прямой / (при этом нам

придётся проводить прямую, параллельную /, что мы можем

сделать при помощи одной линейки; см. задачу 190а)).
Прямая AT является перпендикуляром, восставленным в

точке D к прямой AtЛ,; этот перпендикуляр мы можем по-

построить согласно решению задачи 190в). Искомые точки X

и Y найдём теперь как точки пересечения построешюй прямой
XY с одной из окружностей 5, пли 5„ (см. задачу 192).

194. а) Пусть М и N—точки пересечения окружностей

S, и S, (черт. 362, с). Произвольные точки А и В окружно-

окружности 5, спроектируем из точки М на окружность 52; затем

полученные точки Л, и Бг спроектируем из точки N обратно
па окружность 5,. Если А' и В' — полученные точки, то

•~АВ=~ А'В' (ибо /_АМВ= /_A'NB'\ эти углы равны со-

соответственно вписанным углам А1ЛШ1 u AlNBl окружности 5О,

опирающимся па одну дугу). Следовательно, АВ' \\ ВА' и, зна-

значит, прямая, соединяющая точки пересечения АВ и А'В', АА'
и ВВ', является диаметром .S, (это очевидно пз соображений
симметрии; можно также исходить из того, что эта прямая

есть поляра «бесконечно удалённой точки», в которой схо-

дитси прямые АВ' и ВА'). Точно так же можно найти второй
диаметр окружности S,; точка пересечения этих двух диаметров

и есть искомый центр окружности.

б) Пусть М— точка касания окружностей 5, и St (черт.
362, о). Спроектируем произвольные точки А и В окружности

') Можно также спроектировать точки Я,, Qj^ Рг,_0г и М из лю-

любой точки О окружности S в точки Р„ Qv P,, Q. и М этой окруж-
окружности; затем с помощью построения, изображённого на черт. 98, найти

точку М', в которую переводит М проективное преобразование ок-

окружности, переводящее три известные точки Р,, С\ ij_Pt в три из-

известные точки С1!, Pi и С?21 наконец, спроектировать ЛГ из точки О

обратно на прямую I.
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5, из точки М на окружность 5,; п)*ть они перейдут в томки

А и В. Хорды АВ и АВ параллельны (если PQ— общая
касательная окружностей St и S,, то /_АВМ—^/_AMP, так

как оба оеш измеряются половиной дуги АВ; точно так же

/_ABM=?AMQ и, следовательно,' /_АВМ= /_АВМ).
Теперь с помощью одной линейки можно провести хорду окруж-
окружности Sx, параллельную АВ (см. задачу 1096) пз§ 1, стр. 22),
и, следовательно, найти диаметр этой окружности (см. ре-
решение задачи а)). Точно так же можно построить ещё один

диаметр окружности 5,, а следовательно, и определить ей

центр.
в) ПроведОм из произвольной точки А большей окружно-

окружности 5, касательние АВ и АВ' ко второй окружности .S, (см.
задачу 153 из § 4, стр.88) и из точки В пересечеЕЕня первой
касательной с 5, — вторую касательную ВА к 5, (черт. 362, в).
Очевидно, ^_ВАВ= ^/_ ABA (например, из соображений сим-

симметрии), /_АВА = ^_АВА (как опирающиеся на одну лугу).
Поэтому /_В.\В=/^АВА и, следовательно, АВ [| АВ'; по-

поэтому точки пересечения АА и ВВ\ АВ и ВА лежат на

одном диаметре 5, (см. реше-
решение задачи а)). Точно так же

можно найти ещё один диаметр

окружности 5,, а следователь-

следовательно, и определить её центр.

Приложение к гл. I

195. Пусть PAQ и RAS—

два вертикальных угла неев-

неевклидовой геометрии Лобачев-

Лобачевского, PQRS—четырёхуголь-
PQRS—четырёхугольник, сторонами которого служат
касательные к окружности i) в

точках Р, Q, RuS (черт. 363).

Прямые РА и RA (вернее, от-

отрезки этих прямых, заключён-

заключённые внутри круга К) суть бис-

биссектрисы углов PAQ и RAS. Тот факт, что биссектрисы этих

углов составляют одну прямую, означает, что диагональ PR

четырёхугольника PQRS проходит через точку пересечения

Черт. 363. ¦
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диагоналей четырёхугольника PQRS. Но это и утверждает

теорема задачи 139а) из § 3.
Так как теорема о том, что биссектрисы вертикальных

углов составляют одну прямую, в неевклидовой геометрии Ло-

Лобачевского, как и в евклидовой геометрии, доказывается в два

слова (она следует нз того, что ijyAp -j- Zpas -р %sait =

= ВJar -\- %raq -f- Zqaf)- to шл получаем отсюда повое про-
простое решение задачи 139а).

196. Пусть PQRS—четырёхугольник, описанный вокруг

окружности 1'; Р, Q, R и S—точки касания его сторон с

окружностью; Р,/?, и Q,S,—хорды, высекаемые окружностью

2 на диагоналях PR и ~QS этого четырёхугольника (биссек-
(биссектрисы неевклидовых углов

PAQ и QAR, где Л — точка

пересечения PR и QS; см.

предыдущую задачу). В та-

таком случае касательные к

окружности 1 в точках

Р1 и Rl пересекаются на

прямой QS и касательные

к 1' в точках Qr и 5, пе-

пересекаются на up, мой PR

(черт. 364).

197. Пусть PQ, RS и

TU— неевклидовы прямые,

образующие треугольник

ABC, EFGHU— описанный

вокруг 2 шестиугольник,
стороны которого касаются

i! в точках Р, R, T, Q, S и U (черт. 365). В таком случае

неевклидовыми биссектрисами углов треугольника будут прямые
ЕЙ, FI и GJ (см. задачу 195). То, что биссектрисы тре-
треугольника пересекаются в одной точке, означает, что прямые
ЕЙ, FI и GJ пересекаются в одной точке; но это и есть ут-

утверждение теоремы Брнаншона. .

Примечание. В решении задачи показано только, что нз тео-

теоремы Брнаншона следует предложение о пересечении в одеюП точке

биссектрис треугольника геометрии Лобачеьского. Что же касается

обратного утверждения: что из теоремы о биссектрисах треугольника

Че|т. 36».
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неевклидовой геометрии Лобачевского следует теорема Брианшона,—
то оно, строго говоря, не верно. Дело в том, что прямые PQ, RS п

TU черт. 365, а, могут пересечься в одной точке (черт. 365, б). В этом

случае (который, разумеется, следует считать исключительным) мы не

будем иметь треугольника ABC, и "теорема Брнапшоиа будет следовать

не из теоремы о точке пересечения биссектрис неевклидовой геомет-

геометрии Лобачевского, а из более простой теоремы о биссектрисах верти-
вертикальных углов (сравните черт. 365, б с черт. 363).

19S. Пусть PQ, RS и TU—три неевклидовы прямые, об-

образующие треугольник ABC, V—точка пересечения прямых
PR~ и SQ, А, С и

D— точки, в которых

прямые VP, VS и VB

пересекают прямую
TU (черт. 366). Тогда / ^ ^ у -=Л»у

'АО.АР-\

Черт. 366.

S BR

s-CR

AU АТ

Следовательно, нам надо доказать, что имеет место неравенство

Q АР\ , , /BS BR\^, (AU.AT\
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т. е. что

(AQ.AP\[BS,_
•CR)^ CU' CT-

(AQ.AP\(BS.BR
\BQ-BPJ {CS'CR

.. AQ АР АС ААШ .~ „, ,,

Tfi'-BP^DC'-DA" ТаК КаК Т0ЧК" ' ' ' поруча-

поручаются из точек Л, В; Q, Р при проектировании прямой PQ
,,_ ,.BS BR DC1 DA1

на прямую UT из центра V, и г$-г[у:== ~гг>'Та'* так как

точки D, С; С, А' получаются из точек В, С; S, R при

проектпрова прямой RS на прямую UT из центра V.

Поэтому

(AQ.AP\ I BS ,BR\ _tAC .AA'\f DC ,DA\_AC ,AA'
{bq'bPJ \CS:CR)~\DC'-DAlj\CC'-CAlj~CC'CAl-
o AC'All . ACAll
Замечая, что 77y^"rfi (так как

re
—

(Ю~

_

AC-CU— CCAU
_

AC (CC + CU)- СС (AC + CU)
_

CC-CU CCCU

C'UjAC—CC)
_

CU-AC
^ n\ AA AT

—

cc-cu
~

cc-cu>v)
" ca-^ct (TaK kaK

AA_ AT AA-CT—CA'-AT AA'(CA'-\-.VT)~ CA'(AV+AfT)
CA' CT CA'-CT CA'-CT

A'T(AA'—CA') AT-AC _\
— ^-n i

получаем отсюда
CA'-CT

—

CA'-CT^

(AQ.AP\'BS.BR\__AC.A.l-^AU.AT
\BQ-BP)[CS• CR)

—

CC -CA1^ CU' CT'

что и требовалось доказать.

199. а) Второе утверждение задачи немедленно вытекает

из черт. 367, а. Таким образом, остаётся доказать, что рас-

расстояния от точек прямой RS до прямой PQ растут по мере

удаления от В, т. е. что в обозначениях черт. 367, а

Но " ''

1_
'

AtL,.A,K1_Aj. .AJ<
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(ибо точки И,, 7\; К, L получаются из точек Аг, Тг; Кг, Lx
проектированием из центра В) и

(ср. с решением предыдущей задачи); поэтому

ЛЛ. ЛЛ, /Д1 Aj< __A.L..A.K.
J\L,

¦

Т.К. ^ 7,1
*

Т,К
~

V.' Т,К.'

что и требовалось доказать. Расстояния от точек прямо;» RS
до прямой PQ растут неограниченно, ибо лучи PtR
и Q^S бесконечны; см. выше стр. 134.

б) Второе утверждение задачи непосредственно вытекает

из черт. 367, б. Таким образом, остается noh'ajjTb, что рас-

расстояния от точек прямой UP до прямой ОР растут в направ-

направлении PU, т. е. что в обозначениях черт. 367, б

Но __'"'"
TJ<-..T,Lt_TxK. T,L
А^К,

¦

AtL, Aj<' AJ[

(точки Tx, At; К, L получаются из точек 7",, .4.; Кг, L% про-

проектированием из центра Р) и

7\К, 77Г Т^ ]\Т
AiK,^AJ(' A,L, A,T

(ср. с решением задачи I9S). Поэтому

TtKt .T,L ГЛ . Л? _ Т,/С,. Т,Ц

А,К,' АХ1, А,К
'

A,L A*Kt" AtLt
'

что и требовалось доказать.

В направлении PU расстояния от точек прямой PU до

прямой PQ растут неограниченно, ибо луч Q^ бесконечен

(см. выше, стр. 134). В направлении UP расстояния умень-
уменьшаются неограниченно, ибо когда точка Ау стремится
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Черт. 367.
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АК АК
к Р, то отношение т—^-1 стремится к единице (ибо ~^=

^ РА.-РК^ sin ^A.PK, D. ., . Dv_S^PAtfc,__ - —11 ^j, sin/_ AXPKX
—

S^ptjc. ±PTi. PKi. sin z TiPKi

~

Pf, " sinL TXPKX
~

sin /, P^/4, timJ^A^PK^^in/ РГ,^ sin_2 /l.PA',
sin Л PAJ\

'

sin ?ТХРК[ ИлГ^Т^чГ,
'

"sin

а когда .4,—P, то ^/ЛТ..4, =^/6T1il—1SO°

z~-^ стремится к единице (доказатсльстпо аналогично); следо-
11

И, A' /1,i,
нательпо, ^Лтт-.^Лр1—*1 "

л,т, TA*
'

7 /' 1Л1 '
i'-i

в) Общим перпендикуляром двух прямых PQ и Л/.V не-

неевклидовой геометрии Лобачевского является прямая, соединя-

соединяющая точки пересечения касательных к окружности 1' в точ-

точках Р и Q, М и Л' (черт. 3G7, в), т. е. полюсы прямых PQ
и A\N относительно ^ (см. начало § 4, стр. 84—8S). Эта
прямая является полярой точки В пересечения прямих PQ
п Л/Лг (см. теорему 2 § 4, стр. 87); она пересекает 1' в том

и лишь в том случае, если точка В находится вне }?. Отсюда

вытекает первое утверждение задачи.

Последнее утверждение задачи непосредственно следует
из черт. 307, в. Таким образом, остаётся только показать,

что расстояния точек прямой MN от прямой PQ растут по

мере удаления от основания общего перпендикуляра, т. е.

что в обозначениях черт. 367, в

aT,A, <- «гн,- ||л"

A,KX
¦

Ajt <¦ A~K,
¦

Д
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(точки Alt Г,; К, L получаются из точек А,, Т„; Кг, L, про-
проектированием из центра В) и

7\К, 7\g 7^ J\g
ДМ' A,L, AtL

(ср. с решением задачи 19S). Поэтому

Т,К,. T,L, ^ 7,7С. Г.Г^ Т,К.
. Г./..

что и требовалось доказать.

Расстояния точек прямой МЫ от прямой PQ возрастают
неограниченно, ибо лучи PtM и Q^ бесконечны (см.
выше стр. 134).

200. а) Пусть сначала 1г и /2— две пересекающи-

пересекающиеся прямые неевклидовой геометрии Лобачевского. Совме-

Совместим неевклпдопым движением пх точку пересечения с центром

Черт. 368.

О круга К (черт. 36S, с). Нетрудно видеть, что биссектриса
(евклидова и неевклидова одновременно; см. выше стр. 139)
UV образованного этими прямыми угла >POR является (не-
(неевклидовой) осью симметрии прямых. Действительно, (евкли-
(евклидова) симметрия относительно UV переводит PQ в RS; но

это преобразование является одновременно п неевклидовой

симметрией относительно UV, поскольку евклидовы периендп-
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к диаметру UV круга К являются и неевклидовыми

перпендикулярами.
Рассмотрим теперь две расходящиеся прямые /, и

/. Совместим неевклидовым движением середину общего пер-
перпендикуляра KL этих прямых (см. задачу 199в)) с центром О

круга К (черт. 368,6). В таком случае прямые /, п /а ста-

станут евклидовыми перпендикулярами к KL; отрезки ОК и OL

будут равны в евклидовом смысле (ср. выше, стр. 136). Пер-
Перпендикуляр (евклидов и неевклидов одновременно) UV, вос-

восставленный в точке О к прямой KL, будет являться (евкли-
(евклидовой и неевклидовой одновременно) осью симметрии 1Л и /а.

!—¦»

Чорг. 369.

Несколько сложнее доказательство существования оси сим-

симметрии параллельных прямых PQ и РТ. Проведём пря-
прямую TQ, параллельную одновременно PQ п РТ; затем про-

проведём прямую PU, параллельную PQ и РТ и перпендикуляр-

перпендикулярную QT (черт. 369, с). Эта прямая и явится (неевклидовой)
осью симметрии PQ и РТ; для дока'ательства достаточно

совместить неевклидовым движением прямую PU с диаметром

круга К (черт. 369, б).
б) Симметрия относительно / переводит 1У в прямую /|,

проходящую через точку А2 (ибо /, проходит через А,) и

принадлежащую к тому же пучку, что и прямые /, и /. Так

как такая прямая, очевидно, единственна, то /j совпадает с /,.

201. Пусть ABCD— неевклидов параллелограмм. Совме-

Совместим неевклидовым движением точку пересечения его диаго-

диагоналей с центром О круга К. Из того, что неевклидовы длины

OA и ОС (соответственно ОБ и OD) равны, следует,
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что эти отрезки равны н в обычном (евклидовом) смысле

(ср. выше, стр. 136). Таким образом, четырёхугольник ABJD
является и евклидовым параллелограммом (черт. 370, с).

a)dA3= dCD. ибо отрезки АВ и CD переводятся один в лр -

гой неевклидовым движением— симметрией относительно

ю
Черт. 3/ .

центра О круга К (вращением вокруг О на 180°). Так же до-

доказывается, что ^о= ^вс-
б) 5Л=5О ибо углы Л и С перевогятся один в другой не-

неевклидовым движением
— вращением вокруг О на 180°. Так же

доказывается, что 5B= 5D.
в) Еслидиагонали АС и BD перпендикулярны в неевкли-

неевклидовом смысле, то они перпендикулярны и в евклидовом смысле;

следовательно, ABCD есть евклидов ромб (черт. 370, б).
В этом случае dAB= dXD, ибо отрезки АВ п AD переводятся
один в другой неевклидовым движением — симметрией огно-
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смтельно прямой АС; ?влс— ^олс> "°° Уг-1и ВАС и DAC

переводятся одни в другой тем же неевклидовым движением.

г) Еслийол = Aов, то отрезки ОА и О/? равны и в обык-

обыкновенном (евклидовом) смысле (ср. выше, стр. 136); поэтому
ABCD есть евклидов прямоугольник (черт. 370, о). В этом

случае ол = ^в, ибо углы А и В переводятся одни в другой
неевклидовым движением— симметрией относительно диа-

диаметра К, перпендикулярного (в евклидовом и неевклидовом

смысле) к АВ п DC.

д) См.задачи в) п г).

Примечание. Рекомендуем читателю самостоятельно убе-
убедиться п том, что теоремы задач а)—д) евклидовой геометрии
можно доказать, не опираясь на аксиому параллельных .miiiiii, откуда

уже следует, что псе они справедливы и в неевклидовой геометрии
Лобачсискиго.

202. Нет; они будут сверхпараллелыш (см. черт. 370, с).

Черт. 371.

203. Пусть Н—точка пересечения высот АК п BL остро-

остроугольного треугольника ABC.[Этп высоты пересекаются, так как

обе они проходят внутри треугольника: если бы высота, опу-
опущенная из вершины А, пересекала продолжение сто-

стороны ВС за точку С, то угол С треугольника был бы тупым
в силу теоремы о внешнем угле треугольника, сохраняющей

силу п в неевклидовой геометрии Лобачевского; черт. 371, а.)
Совместим неевклидовым движением точку Н с центром О

круга К (черт. 371,6). В этом случае и в обычном (евк;ш-
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довом) смысле АК_]_ВС, BL J_ AC. Поэтому О— точка пере-

пересечения евклидовых высот треугольника ABC и СО J_ AB.
Но из того, что прямая АВ перпендикулярна в обычном (ев-
(евклидовом) смысле к диаметру СО круга К, вытекает, что СО
есть неевклидова высота треугольника ABC. Отсюда следует,
что три (неенклидовы) высоты

остроугольного треугольника %
ABC всегда пересекаются в од- /|
ной точке. //

По-другому обстоит дело //
в случае тупоугольного /j

Черт. 372.

треугольника. Если две высоты АК и BL тупоугольного

треугольника ABC пересекаются в одной точке Н, то и третья

высота проходит через ту же точку,— доказательство этого

ничем не отличается от вышеизложенного. Предположим те-

теперь, что высоты АК и BL тупоугольного треугольника ABC

(угол С— тупой) параллельны; совместим неевклидовым

движением вершину С треугольника с центром круга К

(черт. 372, а). В таком случае АК ]_ВС и BL J_ AC п в ев-

евклидовом смысле; следовательно, точка Р окружности 2,
в которой сходятся прямые АК и BL, есть точка пересечения

евклидовых высот треугольника ABC и СР^_АВ (в евклидо-

евклидовом смысле). Но отсюда вытекает, что СР есть и неевкли-

неевклидова высота треугольника ABC. Таким* образом, если высоты

АК и BL тупоугольного треугольника АБС параллель-
параллельны, то и все три высоты АК, BL и СМ параллельны

между собой (предлагаем читателю самому сформулировать
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соответствующую евклидову теорему, относящуюся к хордам

круга К).
Наконец, предположим, что высоты АК и BL треугольника

ABC—расходящиеся прямые. Совместим неевклидовым дви-

движением вершину С треугольника с цен- g

тром круга К (черт. 372, б). В таком /j\
случае АК\_ВСп BL _J_ AC (в евклидовом

смысле); следовательно, точка R, в ко-

которой пересекаются прямые АК и BL (и

которая находится вне Iv!), есть точка

пересечения евклидовых высот треуголь-
треугольника ABC и, значит, CR _|_ AB (в евкли-

евклидовом смысле). Но отсюда вытекает, что

CR есть. и неевклидов;) писота треуголь-
треугольника ABC. Таким образом, если высоты

АК и BL тупоугольного треугольника
ABC cccp упараллельны, то и все три
высоты АК. BL и СМ сверхпараллельны

(см. выше, стр. 1о0).

II/
204. Докажем прежде всего, что пря-

прямая DE, соединяющая середины сторон
АВ и АС треугольника ABC неевклидовой

геометрии Лобачевского, и перпендику-
перпендикуляр, восставленный к стороне ВС из сё

середины, взаимно перпендикулярны. Опу-
Опустим из вершин треугольника перпендику-

перпендикуляры АК, BL и СМ на среднюю линию

DE (черт. 373, а). Из признака равенства

прямоугольных треугольников (сохраняю-
(сохраняющего силу и в неевклидовой геометрии; см

выше, стр. 142— 143) следует, что треуголь-
треугольники ADK и BDL, ЛЕК « СЕМ равны;

поэтому dBL= dAK=:dAtc. Совместим те-

теперь неевклидовым движением середину
отрезка LM с центром О круга К

(черт. 373, б). При этом мы получим OL= ОМ, BL J_ LM
и СЛ1 J_ LAI (в евклидовом смысле); поэтому из равенства

di.B= d.';c следует, что отрезки LB и МС равны и в евкли-

евклидовом смысле (иначе симметрия относительно диаметра К,
перпендикулярного к LM, являющаяся неевклидовым движением,

Черт. 373.
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переводила бы один из этих отрезков в часть второго); поэтому
четырёхугольник LAICB есть евклидов прямоугольник. Перпен-

Перпендикуляр (евклидов), восставленный из точки О к прямой LM,
будет и в неевклидовом смысле перпендикулярен к этой

прямой; кроме того, он будет (одновре-
(одновременно в евклидовом и неевклидовом смыс-

смысле) перпендикулярен к прямой ВС и бу-
будет (одновременно в евклидовом и неев-

неевклидовом смысле) делить эту прямую попо-

пополам. Отсюда и вытекает наше утвержаепне.
Совместим теперь середину стороны ВС

произвольного треугольника .ЛВС с центром

О круга К (черт. 374). Перпендикуляр

(евклидов) ОР к стороне ВС в точке О Су-

Судет одновременно и неевклидовым перпендикуляром; средний
линия DE треугольника, перпендикулярная к ОР в неевкли-

неевклидовом смысле, будет и в евклидовом

смысле перпендикулярна к ОР. Отсюда

следует, что четырёхугольник BCED
есть евклидова трапеция. .Медианы ЛО,
BE и CD треугольника ABC пересекут-
пересекутся в одной точке в силу теоремы задачи

108 из § Г).

205. Нет. Для доказательства доста-

достаточно рассмотреть равносторонний тре- Черт.375.

угольник ЛВС с центром в центре О

круга К (черт. 37о). Евклидовы медианы AD, BE и CF этого

треугольника будут являться одновременно и неевклидовыми

медианами. При этом dn, === 2f/0D, ибо если неевклидова длина

стороны треугольника ABC неограниченно возрастает (т. е. вер-
вершины его неограниченно приближаются к окружности 1), то

*) Из того, что теорема «медианы ^треугольника пересекаются
в одной точке» справедлива и в евклидовой и в неевклидовой гео-

геометрии, следует, что она не зависит от аксиомы параллельных линий.

Интересно отметить, что доказательства этом теоремы, не опирающе-
опирающегося на аксиому параллельных линии (и, следовательно, годного одновре-
одновременно для обеих геометрий), до сих пор ещё никому найти не удилось.
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Примечание. Из доказанного следует, что отношение -^, в

котором точка О пересечения медиан треугольника делит медиану
АО, даже для равносторонних треугольников не может оставаться
постоянным, а лолжио зависеть от длины стороны треугольника (это
связано с тем, что разные по величине равносторонние треугольники в

1( неевклидовойгеометрии Лобачевского
V небудут подобны между собой; см.

текст, следующий за задачей 209).

206. Если перпендикуляры, восставленные к двум сто-

сторонам треугольника ЛВС в их серединах, пересекаются в

одной точке О, то н третий перпендикуляр проходит через О,—
доказательство этого ничем не отличается от обычного

(ср. с доказательством того, что в неевклидовой геометрии
Лобачевского три биссектрисы тре\ голышка пересекаются в

одной точке; см. выше, стр. 144). Предположим теперь, что

перпендикуляры KL и AIN, восставленные к сторонам АВ

и ВС в их серединах, расходятся, т. е. имеют общий пер-

перпендикуляр PQ (черт. 376, а). Докажем, что третий перпен-

перпендикуляр RS тоже перпендикулярен к PQ (то, что RS пере-
пересекает PQ, можно усмотреть непосредственно из черт. 376, с).
Опустим из вершины треугольника перпендикуляры AAlt BBt
н СС1 на прямую PQ. Прямоугольные треугольники AKL
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и BKL равны (по двум катетам); следовательно, AL— BL

и ЪА1{.г=Ьв1К, ^ala,:^^blb,- Поэтому и прямоугольные тре-

треугольники ALA1 п BLBX равны (по гипотенузе и острому

углу); следовательно, ААх-=ВВ1Лач\ю так же доказывается,

что ВВ1 = СС1; отсюда имеем АА1=СС1. Далее, прямо-

прямоугольные треугольники ARS и CRS равны (по двум
катетам), следовательно, AS—CS и ?ASR— 5Cs/?; пря-

прямоугольные треугольники ASA1 и CSCt равны (но катету и

гипотенузе), следовательно, dASA=oCSCr Окончательно по-

получаем eRSAi = iPSA-\-ZAsAi=:t'l?sc-+-c(:sCi = tRSCt; но это

и означает, что RS перпендикулярна к PQ.
Пусть, наконец, перпендикуляры UP n VP, восстасленные

к сторонам АВ и ВС, параллельны (см. черт. 37G, б). В та-

таком случае третий перпендикуляр QT параллелен и UP и

VP (ибо если бы, например,
прямые UP и QT были бы рас-

расходящимися, то, как доказано

выше, и прямые UP a VP

должны были бы быть рас-

расходящимися). А так как из

черт. 376, о видно, что QT не мо-

может совпадать с UV, то н в этом

случае UP, VP и QT принадле-
принадлежат к одному пучку.

терт. 377.

207. а) Сдвинем треуголь-
треугольник ABC так, чтобы точка пере-

пересечения его биссектрис (см. вы-

выше, стр. 144) совпала с центром

О круга К (черт. 377). При этом каждый из углов ОАВ,
ОАС,' ОВА, ОВС, ОСА и ОСВ будет острым (одновремен-
(одновременно в евклидовом п неевклидовом смысле); следовательно,

5,[ <С/?^' ^b^Z^A ^c"^./^ (см. текст, напечатанный мел-

мелким шрифтом на стр. 142). Поэтому

:=iso°.

что и требовалось доказать.

б) Докажем прежде всего, что каждый к-уголькик можно

разбить непересекающимися диагоналями на п — 1 треуголь-
треугольников. Так как каждый многоугольник неевклидовой геометрии
Лобачевского есть одновременно евклидов многоугольник,
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заключенный внутри круга К, то доказательство достаточно про-

провести для евклидовых многоугольников. Наше утвержде-
утверждение является очевидным в том случае, когда рассматриваемый
ллгольннк—выпуклы;'! (черт. 378, с); докажем, что оно

остаётся в силе и для невыпуклых «-угольников. Покажем,
что каждый (может быть невииуклый!) п-уголышк М

можно разбить диагональю на два меньших многоугольника.

Пусть А— какая-то вершина М, АВ ч АС—выходящие из

неё стороны. Рассмотрим все отрезки с концом А, заклю-

заключенные внутри М (черт. 378,6,в). Если среди этих отрезков

есть диагональ АК многоугольника М (черт. 378, б), то эта

диагональ разбивает М на две меньшие части. Если же срели

рассматриваемых отрезков нет диагоналей М, т. е. концы гх

лежат на одной стороне М (черт. 378, в), то диагональ ВС

пересекает все эти отрезки и, следовательно, целиком лежит

внутри М; эта диагональ и разбивает ыного>гольник М на два

меньших.

Продолжая далее таким же образом делить на меньшие

части каждый iu многоугольников, на которые разбивается М,
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мы в конце концов разобьём М на треугольники. При этом

если для разбиения М на треугольники придётся провести к диа-

диагоналей, то общее число треугольников будет равно /г —J— 1

(ибо, проведя одну диагональ, мы увеличиваем на единицу
число частей, на которые разбит М); общее число сторон

этих А-}~' треугольников равно 3 (Л -j— 1), причём среди этих

3 (/г —J— 1) сторон будут я сторон многоугольника М и 2/с диа-

диагоналей (каждая диагональ является стороной двух треуголь-
треугольников). Поэтому имеем:

3(A-J- \) = n-\-2k, k = n
— 3,

откуда следует, что л-уголышк М разбивается на k -J-1 =
= я
— 2 треугольников.
Так как сумма углов каждого из я— 2 треугольников меньше

180° (см. задачу а)), то сумма углов н-уголышка М меньше

180°(«— 2), что и требовалось доказать.

208. Найти площадь многоугольника
— это значит поставить

в соответствие каждому многоугольнику М число S(S\) (-.<пло-
(-.<площа дь» М), которое удовлетворяет следующим трём условиям:

1°. Если многоугольники М, и М„ равны, то 5(М,) =
5М)
2°. Если многоугольник М есть «.суммаъ многоугольни-

многоугольников М, и М, (т. е. М можно разбить на дв: многоугольника М,
и \\t\mo 5(M)=S(M1)+ S(Mt).

У. Если Мо есть многоугольник. который мы уславли-
уславливаемся считать «.единичным» (в евклидовой геометрии за

«единичный» многоугольник обыкновенно принимают квадрат
со стороной единица), то S(\\Q)=\ ').

Угловой дефект многоугольника неевклидовой геометрии
Лобачевского (см. текст, следующий за условием задачи 208),
очевидно, удовлетворяет первому условию. Покажем, что н

второму условию он тоже удовлетворяет. Действительно,
пусть я-уголышк М ломаной АВ разбивается на А-уголышк М,
н /-угольник М2 (черт. 379); докажем, что угловой дефект
многоугольника М равен сумме угловых дефектов много-

многоугольников М, и М2. Предположим, что ломаная АВ состоит

нз т звеньев (т. е. имеет, кроме *Л и В, ещё т — 1 внут-

х) Последнее условие определяет «единицу измерения» площадей.
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реннпх вершин); пусть ещё для определённости вершина А

ломаной АВ совпадает с вершиной много) голышка М, а вер-

вершина В лежит на его стороне (другие случаи во всём ана-

аналогичны этому). В таком случае

ибо сумма k вершин М, и / вершим М. включает п вершин М

и 2/M-J-1 лишних вершин (каждая нз т—I внутренних вер-

вершин ломаной АВ и вершина

В входят по два раза в

сумму k ~ I н ни одного ра-
раза— в выражение п; верши-
вершина А входит в сумму к-~-1

два раза, . а в выражение

п — лишь один раз). Далее,
если обозначить через J,, А% I

и А суммы углов многочголь-

ннков М,, М, н М, то

J, + 4S =
= Л-\- Bт— 1I80°,

ибо в сумму At -f- Аг, кроме
всех углов, фигурирующих Черт.379.
в сумме Л, входят ещё

w — 1 полных углов, равных 360° при внутренних вершинах
ломаной АВ, и развёрнутый угол (равный 180°) при точке В.

А теперь имеем:

[(ft —2) 180Р80Р —J,]-f[(/—2) 180°— At]=
= (*-{-/—4) ISO'—H,+J,)=
= (w-L2ot —3) 180°— A — Bm— 1) 180°=

= (« — 2I80°—Л,

что нам и требовалось доказать.

Из того, что угловой дефект многоугольника обладает
свойствами 1° и 2°, вытекает, что он пропорционален пло-

площади (если угловой дефект «единичного многоугольника» Мо
равен -j-,

то угловой дефект любого многоугольника равен

площади, делённой на k).
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Примечание 1. Из доказанного следует, что площадь тре-

треугольника неевклидовой геометрии Лобачевского не может быть сколь

угодно велика (ибо угловой дефект треугольника не может превос-
превосходить 180°). Самую большую площадь (равную ft-180°, где k — фи-
гурирующий в условии задачи 208 коэффициент пропорциональности)
имеют «треугольники», все стороны которых попарно параллельны
(черг. 380, а; на черт. 380. б этот же треугольник изображён схема-
схематически аналогично черт. 115 и 118 текста).

Черт. 3S0.

Примечание 2. Приведённое доказательство пропорциональ-
пропорциональности углового дефекта многоугольника и его площади, разумеется,
сохраняет силу и в евклидово» геометрии. Однако здесь, как нзиестно,
коэффициент пропорциональности равен нулю: угловой дефект каж-
каждого и-yi олышка ранен нулю, ибо сумма углов н-угольннка в еикли-

довой геометрии равна 180° (я— 2). Поэтому приведённое рассужде-
рассуждение не имеет в этом случае никакой ценности; при выпоте формулы
площади многоугольника о евклидовой геометрии приходится идти

другим, значительно более сложным путём. [Уже формула для пло-

площади треугольника, определённою, например, заданием величин сто-

сторон' и углов, много сложнее формулы для площади треугольника

неевклидовой геометрии Лобачевского; что же каслетсн случаи и-уголь-
ннкз, где п > 3, то в енклидоноП геометрии вообще не сутесгв>ет
обозримой общей формулы, определяющей площадь «-угольника но

его элементам.]
Интересно ешё отмстить, что приведённое доказательство надностыо

переносится также в геометрию на поверхности сферы
(гле многоугольником следует называть область сферы, ограниченную
дугами «больших кругов^, т. е. кругов, радиус которых равен радиусу
сферы; эти круги играют в сферической геометрии ту же роль, что

прямые на плоскости). Угловой дефект сферического я-уголышка всегда
является отрицательным числом; это можно усмотреть хотя бы из того,

что на сфере имеются треугольники с тремя прямыми углами. Поэтому
коэффициент пропорциональности здесь должен быть отрицательным;
следовательно, площадь сферического п-угольника пропорциональна
разности суммы углов этого многоугольника и 180° (л — 2) (эта
разность называется угловым избытком сферического «-уголь-
«-угольника; ср. также стр. 343 и 344 приложении к гл. II).
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209. Пусть ABC ч А'В'С — два треугольника неевклидо-

неевклидовой геометрии Лобачевского с соответственно равными углами,

С и С — наибольшие углы этих треугольников. Высоты СН

и СН' этих треугольников проходят внутри них (ибо углы /1,
А' и В, В' — острые в силу теоремы задачи 207а); далее

см. начало решения задачи 203). Если АН=А'Н\ то пря-

прямоугольные треугольники ЛИС и А'Н'С равны (по катету и

прилежащему острому углу); поэтому СН=СН\ н тре-

треугольники ВИС и В'Н'С также равны (но катету и нри-

Чсрт. 381.

лежащему острому углу), отсюда и треугольники ABC п

А'В'С были бы равны. Докажем теперь, что предположение

АНфА'Н", например АН^>А'Н', приводит к противоречию.
Сдвинем (неевклидовым движением) оба треугольника так,
чтобы точки Н и Н' совпали с центром круга К и прямые
АВ и А'В" совпали (черт. 381). Так как /Ш> А'Н и ?д = ?,,.,
то /_А"^> /_А' (см. текст, напечатанный мелким шрифтом
на стр. 141). Поэтому /УС> НС и /_НСЛ</_НСЛ'\ из

последнего следует, что Ъиса<С%нса'- Если бы было НВ'^>
~^>НВ, то мы аналогично вывели бы, что НС'^> НС, что

противоречит полученному выше неравенству НС~^>НС. По-

Поэтому НВ^>НВ' и, как выше, 5#Св<С^С'В'- Значит,

ос= оНСА

но это противоречит условию 2С' = &С.

210. Восставим в серединах сторон АВ и АС треугольника
ABC перпендикуляры KL и MN к этим сторонам и проведём
через вершины прямые АД„ ВВХ и ССХ, принадлежащие к



480 РЕШЕНИЯ ЗЛДЛЧ [211]

тому же пучку, что п KL и MN (т. е. проходящие через и!
точку пересечения, если KL и MN пересекаются; перпенди-
перпендикулярные к их общему перпендикуляру, если KL п MN
сверхпараллельны; параллельные им, если KL и MN парал-
параллельны; черт. 382). В силу теоремы задачи 2006) KL есть'
ось симметрии А4, и ВВХ и Л/Л/—ось симметрии прямых

ААХ и СС1. А отсюда сле-

следует, что все вершины тре-

треугольника ABC лежат на

окружности (или эквнднстан-

те, или предельной линии),'
которая получится, если на

каждой прямом / пучка, опре-
определённого прямыми KL и

MN, отметить точки, сим-

симметричные А относительно

оси симметрии ААГ и / (см.

выше, стр. 156—160).
То, что возможны все

случаи, перечисленные в ус-
условии задачи, совершенно
ясно: ведь в каждую окруж-

окружность, эквндистанту или предельную линию можно вписать сколь-

сколько угодно треугольников. [Нетрудно видеть также, что эти слу-

случаи исключают друг друга: если вокруг ABC можно описать

окружность, то существует точка О, равноуда.т'чная от его вер-

вершин, и, следовательно, прямые KL и MN должны пересечься
в точке О; аналогично можно показать, что если вокруг ABC
можно описать эквпднстанту, то прямые KL и A\N должны
быть перпендикулярны к одной примой, а если вокруг ABC

можно описать предельную кривую, то прямые KL и Л1Ы
должны быть параллельны.]

211. Рассмотрим две окружности 5, и Ss неевклидовой

геометрии Лобачевского радиусов г, и гг и правильные шести-

шестиугольники A1AiA3AiAiAe, описанный вокруг S,, и В,В4В3В4В5ВЪ,
вписанный в S2 x)>.

*) Определение правильных шестиугольников в неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского не отличается от "обычного. Отметим ещё, что в

неевклидовой геометрии не вокруг каждой окружности можно описать

правильный шестиугольник; поэтому сказанное до сих пор уже накла-

накладывает некоторое ограничение на величину л,.

Черт. 382.
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Если s, и st
— (неевклидовы) длины окружностей, р,

и рг
— периметры шестиугольников, то — <^— ,

—}>— ;
г\ Г1 гг г\

поэтому, если мы сумеем подобрать г, ii r, так, чтобы

было — <^—, то отсюда будет следовать неравенство
— <^

/¦, г, г,
С

<^ — , доказывающее утверждение задачи.

Если центры 6\ и ,S2 совпадают с центром О круга К,
то эти две кривые будут и евклидовыми окружностями

Черт. 383.

(черт. 383). Пусть их евклидовы радиусы равны п1 и </а
(радиус круга Iv принят за единицу). В этом случае бучем
иметь:

OP OQ\ , AQ . 1+а, . 1 + rt.,

. (AM А\\ . A.N .

1+ 3

ь—г

16 и. М. Ягяом
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и

В частности, если с, = 0,1, с, = 0,9, то

r.^logbl^ 0,08715, rs=logJ^U 1,27875,

"'I^3- ^ 0,05774, b, = 0,99499,
О

?щй ^ °>05046- a

ft,* 0.6265, <fMi* log i:^ 0,78627, p, ^ 9,435.

Отсюда

Примечание. Можно показать, что в неевклидовой геометрии
Лобачевского отношение длины s окружности S к радиусу г растёт с

увеличением г; при г—>() это отношение стремится к я= 3,14159...,
а при г —* оо возрастает безгранично.



ГЛАВА II

КРУГОВЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

212. ГКсть окружность S касается 5, н S2 в точках А и В;
О„ Ог и О — центры 5„ 52 п 5, О — точка пересечения

/Ш и ОгОг (черт. 3S4). Произведём инверсию с центром О и

степенью k = OA-OB. При этом точка А переходит в точку

В и обратно; окружность 5 переходит в себя (ибо любая

Черт. 384.

прямая, проходящая через О, пересекает 5 в точках Л1 и /V,
таких, что OM-ON=OA-OB=k). Окружность S,, касаю-

касающаяся S в точке А, переходит в окружность S', касающуюся
5 в точке В. При этом центр S' лежит на прямой 00, (см.
доказательство свойства Б4, стр. 178—179), т. е. совпадает с

точкой Ot пересечения прямых ОБ и OOV Отсюда вытекает,

16»
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что S[ совпадает с S,. Следовательно, инверсия с центром О

переводит S, в St, т. е. О есть центр подобия 5, и 5, (см.
доказательство свойства Б4), что и требовалось доказать.

[Если АВ совпадает с ОхОг, то утверждение задачи очевид-

очевидно. Если АВ || ОхОг, то инверсию с центром О следует заме-

заменить симметрией относительно прямой, переводящей А в В; так

же, как выше, показывается, что эта симметрия переводит 5, в St.
Следовательно, окружности 5, п S. равны и не имеют внешнего

центра подобия; этот случай представляет собой исключение.]

213. а) Первое решение. Произведём инверсию с

центром в некоторой точке О окружности 5. При этом ок-

окружность S перейдёт в некоторую прямую /, а окружности

Sj и S,— в окружности S[ и S't, касающиеся между собой

и касающиеся / в фиксирован-
фиксированных точках А' и В' (черт. 385,д).

si

1 t)

Черт. 385.

Пусть М— точка касания S[ и 5^, О'— точка пересечения

общей касательной к 5^ и 5^ в точке М с прямой /. Тогда,
очевидно,

О'А= О'М' и О'В' = О'М,
т.е. •

Таким образом, точка М принадлежит окружности с центром

в середине О' отрезка АВ' и радиусом, равным половине

А'В. Отсюда следует, что и геометрическим местом точек М

касания St и 5, является окружность, проходящая через точки

А к В и перпендикулярная к окружности S.

Второе решение. Ещё более можно упростить чер-

чертёж задачи, если произвести инверсию с центром в точке Л.
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При этом окружность S перейдёт в прямую /, а окружности

5, и S2, касающиеся 5 в точках А н В,—в прямую /,, парал-
параллельную /, и окружность S'2, касающуюся прямой / в фикси-
фиксированной точке В' (черт. 385, б). Очевидно, что геометри-

геометрическим местом точек М касания /х и S't будет являться

прямая, перпендикулярная к прямым / и 1г и проходящая через

точку В'. Отсюда следует, что геометрическим местом точек М

касания Sl и 5, является окружность (проходящая через
точки А и В и перпендикулярная к окружности S).

б) При инверсии с центром в точке А окружность S перей-
перейдёт в прямую /, окружность S2 — в окружность S't, касаю-

касающуюся / в фиксированной точке В", а окружность 5,
— в

прямую /,, параллельную / и перпендикулярную к окружности

Sj, т. е. проходящую через центр S't (черт. 3S6). Очевидно,
что геометрическим местом точек N[ н N'7 пересечения /, и

S', будут служить две (взаимно перпендикулярные) прямые,

проходящие через В" и образующие с / углы в 45°. Отсюда

слечует, что геометрическим местом точек Л\ и Nt пересе-
пересечения 5, и S, будут являться две (взаимно перпендикулярные)
окружности, проходящие через точки А и В и образующие
с 5 углы в 45°.

Черт. 386. Черт. 387.

214. Произведем инверсию с центром в точке А. При
этом окружности, описанные вокруг треугольников ABC, ABD

и ADC, перейдут в прямые, п мы придём к черт. 387. Из

этого чзртежа видно, что угол между окружностью S', опи-

описанной вокруг треугольника BCD' a прямой CD', равен углу
между прямыми В'С и BD (оба угла измеряются половиной

дуги CU окружности S"), откуда и вытекает утверждение
задачи, ,  ..'...\
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215. а) Пусть г,, г, и т — радиусы окружностей S,, S, и S;
r= rt-\-rt. При инверсии с центром М и (отрицательной!)
степенью к = Л\А-Л\В окружность 5 и прямая ЛЮ переходят
в себя, окружности 5, u S, — в касательные к б1 в точках

В и А, а окружности I, ii S3 — в окружности 1" и Sj радиусов

г, и г,, изображённые на черт. 388. Окружности 1\ п 1[
центрально-подобны с центром Л/ и коэффициентом подобия -г-,

где k= MA-MB=4r1ri, a й, есть квадрат касательной-Л//3,
проведённой из М к окружности 2^ (см. доказательство свой-

свойства Б4 инверсии, стр. 178—179); из треугольника OOtE на

черт. 388 следует, что

МРг= О^Ег= ОО\ — ОЕ*= (л+ г,)г — (г—гг)" = 1ггг.

Отсюда вытекает, что радиус ?, равен

Точно так же доказывается, что и радиус 1г равен
' '

.

б) При инверсии с центром В и (положительной!) сте-

степенью ВМ-ВА окружность 5t перейдёт в себя, окруж-
окружность S—в прямую ЛЮ и прямая ЛЮ—в окружность S.

Таким образом, криволинейный треуголь-
треугольник АЛЮ черт. 140 перехг -.пт в себя

и окружность 5^, вписанная в этот тре-

треугольник, тоже перейдёт в себя.

Точка Т касания 5, и i), остаётся

на месте (ибо и 5, и 2, переходят в

себя); следовательно, Т лежит на окруж-
окружности инверсии. Точка 7", касания 5, с

проведённой из В касательной к 5, тоже

остаётся на месте (ибо и 5, и ВТ1
переходят в себя); следовательно, 7",
тоже лежит на окружности инверсии.

Но полуокружность 5, пересекаедся с

окружностью инверсии в единственной

Черт. 388. точке;значит, Г, совпадает с 7" и ка-

касательная к Sl и 1\ в Т проходит че-

через В. Точно так же доказывается, что касательная к St n

2, в их точке касания проходит через А.



216—21"! КРУГОВЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ 437

216. Инверсияс центром в точке А касания S, и 5, пе-

переводит черт. 141 в черт. 389; нам, очевидно, достаточно

показать, что точки В, С и D' этого последнего чертежа
лежат на одной прямой ?'. Пусть ALV—общая касательная

к S'3 и S't в точке С, D,—точка пересечения прямых ВС
и 5;. В таком случае /_NBC'= /_NCB (как измеряющиеся
половиной одной дуги ВС окружности S'3), J^NCB'=
(как вертикальные) и / NBC= / ЛЮ,С
(как накрестлежащпе при параллельных

5,' и 5Х Значит, /_ ЛТCD\ = /_ MD\C и,

следовательно, ЛЮ1=Л1С; а так как

ЛЮ'= Д/С (как касательные, проведён-
проведённые к S\ из одной точки ЛТ), то Dt сов- Вт
падает с D', что нам п требовалось
доказать.

217. а)Произведём инверсию с цент-

центром в точке Р пересечения окружностей,
описанных вокруг треугольников АхАгВж, Черт.389.
\AJi2 и .4^.4iB1. В таком случае эти три

окружности перейдут в прямые, и мы придём к следующей
задаче: доказать, что окружности, описанные вокруг тре-

треугольников B\B"tA'v В[В\А'г и B'fi'3A\, где В[, Bt и В3 — точки

на сторонах A'tA'3, A'^ и А\А'г треугольника A\A'tA'a, пере-
пересекаются в одной точке, т. е. к задаче 82а) из § 1 гл. II

второй части книги').
б) Эту задачу можно сформулировать так. Даны шесть

точек Л,, С,, D2, Сг, Аа, В,; доказать, что если

окружноапч. описанные вокруг треугольников А1С1В1A),
С,О,С.E4) и Dj/4,.4^5,), пересекаются в одной точке (DJ,
то окружность, описанная вокруг треугольника C,.-l:Dt(?'h
пройдёт через точку (В,) пересечения окружностей, опи-

описанных вокруг треугольников A^B^S^ и B^^C^S^). Но это

есть та же задача а).
•

в) Инверсия с центром О переводит окружности S,, 5,,
S3 и 54 в четыре прямые; тем самым наша задача переходит

в задачу, доказать, что четыре окружности, описанные

вокруг четырёх треугольников, образованных четырьмя по-

') Эта задача может быть несложно решена и без использования

материала второй части книги (см., например, -литературу, указанную
на стр. 281 первого tomj).
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парно пересекающимися прямыми (никакие три из которых

не пересекаются в одной точке), пересекаются в одной, точке,
т. е.. в задачу 64 из § 2 гл. I второй части книги').

218. а) Для случая л= 4 наше утверждение совпадает

с теоремой задачи 64 из § 2 гл. 1 второй части книги. Пред-
Предположим теперь, что утверждение задачи уже доказано для

всех значений числа л, меньших какого-то фиксированного,
и покажем, что в таком случае и для этого значения п ут-

утверждение останется справедливым; этот путь решения задачи,

опирающийся на метод математической индукции, подсказы-

подсказывается самой её формулировкой.

Предположим сначала, что п (^5) нечётно. Мы имеем л

прямых /,, /,, /,, ..., /„; каждой системе п — 1 из них, полу-
получаемой отбрасыванием прямой /,- (/=1, 2, ..., л), отвечает

центральная точка <4( этих п—1 прямых; каждым п — 2 из

них, получаемым отбрасыванием двух прямых /,- и /у (i, /'=
= 1, 2, .... я), отвечает центральная окружность Sif этих

п — 2 прямых; каждым п — 3 из них, получаемым отбрасыва-
отбрасыванием прямых /,-, lj и lk (i, j, k=l, 2, ..., n), отвечает

центральная точка А^к этих п — 3 прямых; каждым п—4

нз них, получаемым отбрасыванием прямых /(., l)t lk и 1т
(/,/, k, т= 1, 2, ..., л), отвечает центральная окружность5(/Ая|
этих п — 4 прямых (если я = 5, то, например, вместо окруж-
окружности S,,s, выступает прямая /6). Нам надо доказать, что все

я точек Л,, Л„ .... Ап лежат на одной окружности; для

этого достаточно показать, что лежат на одной окружности
каждые четыре нз этих точек, например точки <4,, Л,, А3 н At.

Согласно определению центральных точек и центральных

окружностей в точке Л, пересекаются окружности 512, 513,
SlA, ..., Sln и аналогично для ?очек Аг, At, ..., Ап; на ок-

окружности SI2 лежат точки Altt, Altt, .... А1гп и т. д.; в

точке А11Я пересекаются окружности SI134, Sllsi S,,,n
и т. д. Таким образом, мы видим, что

окружности 5„ и St3 пересекаются в точках Аг и А1.3;
* 5^ Л '
*

t3 г1

* 5»» ^4 » »» Л, » At3l;
5 S \
5 О ЛЯ

4.
* Slt » »» Al » А1

х) Эта задача может быть несложно решена и без использования

материала второй части книги (см., например, литературу, указанную
на стр. 281 первого тома).
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Но так как четыре точки Al2t, Aitl, Alsi и A%tt лежат

на одной окружности 5113|, то четыре точки Alt At, Аг и At
а силу теоремы задачи 2176) тоже лежат на одной окруж-
окружности, что нам и требовалось доказать.

Рассмотрим теперь случай чётного л; мы примем и здесь

обозначения, аналогичные употребляемым выше, с той раз-

ннией, что теперь мы будем иметь центральную окружность .S,
п—1 прямых /2, /3, .... 1п, центральную точку А1г л — 2

прямых /s, /4, ..., 1п и т. д. Нам надо доказать, чго п

окружностей 5,, S,, ..., Sn пересекаются в одной точке; для

этого достаточно показать, что каждые три из них, например

Sj, 5, и 53, пересекаются в одной точке1).
Из определения центральных точек и окружностей следует,

что

окружность 5, проходит через точки А1Ш, А13 и .4,
» 5, » » »А13, А13 » А3

» О131 » » J>^J4, Л14 7> t\

Но последние три из этих окружностей проходят через

одну точку Л1234; значит, в силу теоремы задачи 217а)
и первые три из них пересекаются в одной точке, что нам и

требовалось доказать *).
б) Лля случая л= 3 наше утверждение совпадает с за-

задачей 82а) из § 1 гл. II второй части книги; для случая п= 4

оно вытекает из предложения задачи 2176) (см. формулировку
задачи для этого случая, приведённую в подстрочном примеча-

примечании на стр. 191). Предположим теперь, что для всех значений

числа я, меньших некоторого определённого, предложение

') Четыре окружности, каждые три из которых пересекаются в

одной точке, не обязаны пересекаться все в одной точке (такие че-

четыре окружности можно получить инверсией из трёл сторон треуголь-
треугольника и eio описанной окружности). Но если п (^5) попарно различных
окружностей таковы, что" каждые три из ни* пересекаются в одной
точке, то все л окружностей обязательно пересекаются в одной точке.

'•) Приведённое решение задачи 218а) опирается на теоремы за-

задач 217а), б). Можно также решать эту задачу, опираясь на теорему
задачи 217в) (ср. решение задачи 125 из книги Д. О. Шклярского
и др., указанной на стр. 606).
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задачи уже доказано, и покажем, что в таком случае это

предложение справедливо и для этого значения я.

Пусть сначала я E»о) нечётно. Мы имеем я прямых llt 1г,
/э, ..., /„, на каждой из которых взята точка (все точки

лежат на одной окружности); каждым п — 1 из этих прямых,

получаемым отбрасыванием прямой /(-, отвечает направляющая

окружность S,; каждым я— 2 прямым, получаемым отбрасы-
отбрасыванием прямых /(- и /у, отвечает направляющая точка Ац\
каждым п— 3 прямым, получаемым отбрасыванием /(-, /у и lk,
отвечает направляющая окружность Sijk; каждым п — 4 пря-

прямым, получаемым отбрасыванием /(-, /у, lk и 1т, отвечает на-

направляющая точка А1/кт (если л=5, то вместо точки Al.il,
например, выступает точка, взятая на прямой /6). Нам надо

доказать, что п окружностей S,, 52, S3, ..., Sn пересекаются
в одной точке; для этого достаточно показать, что пересека-
пересекаются в одной точке любые три из этих окружпостеп, например

Sj, S, и S3. Из определения направляющих точек и окруж-
окружностей следует, что

окружность S, проходит через точки /4,„, А13 и Л14;
» 5, » »» А,'3, Аг% » A3i;
» 5, » »» Агз, А1г » Л51;

Далее см. конец решения задачи а).
Совершенно аналогично, очень похоже на первую часть

решения задачи а), рассматривается случай чётного п.

219. а) Пусть 5 и s— описанная и вписанная окружности

треугольника ABC, О и о — их центры, R п г — их радиусы,

D, Е и F— точки касания s со сторонами треугольника,

М, N и Р— точки пересечения сторон треугольника

DEF с оА, оВ и оС, совпадающие, очевидно, с серединами

сторон DEF (черт. 390). Докажем, что при симметрии отно-

относительно окружности s точки А, В, С перейдут в точки

М, N, Р. Действительно, например, из подобия прямоуголь-

прямоугольных треугольников оМЕ и оАЕ следует —==-?г> пли
ос оА\

оА-оМ^оЕ1^^, откуда и вытекает, что точки АмМ при

рассматриваемой инверсии перейдут друг в друга.
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Теперь мы видим, что при нашей инверсии окружность 6",
описанная около треугольника ABC, переходит в окружность S',
описанную около треугольника A1NP. Так как треуголь-
треугольники AINP и DEF по-

подобны с коэффициентом
подобия -=-, то радиус

окружности S' равен —у-.

С другой стороны, окруж-
окружности 5' и 5 центрально-
подобны .

с центром по-

подобия о и коэффициен-

коэффициентом подобия -г-, где

k = oK-oL, К и L— точ-

точки пересечения с S про-

произвольной прямой /, про-
проходящей через о (см. до-

доказательство свойства Б4 Черг.jyo.
инверсии). Примем за /

прямую оО; в этом случае oK—R—d, oL= R-\-d n, сле-

следовательно, k=(R—d) [R-\-d) = R%— d*.
Таким образом, мы видим, что окружности S' и 5 радиу-

радиусов -=- II R центрально-подобны с коэффициентом пидоопн

—г. Отсюда получаем:

г

R

2R

пли

что и требовалось доказать.

Справедливость обратного утверждения проще всего по-

показать следующим образом. Пусть радиусы R и г каких-то

двух окружностей S w s связаны с расстоянием d между их

центрами соотношением

1 , 1 I
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Отсюда прежде всего следует, что

[219

d<R-r,
т. е. окружность s целиком заключена внутри S. Пусть А—

произвольная точка окружности

S; проведём хорды АВ и АС

этой окружности, касающиеся

s, и соединим В и С (черт. 391).
Предположим, что прямая ВС

не касается s, а, например,

пересекает её. Будем непрерыв-
непрерывно уменьшать радиус окружно-
окружности s, не меняя её центра, по-

пока не придём к такой окруж-

окружности s, что хорда ВС окруж-

окружности S, где АВ а АС—хорды
Черт. 391. 5,касающиеся s, сама к а с а е т-

ся s (черт. 391). В силу до-

доказанного радиус г окружности s связан с величинами R
и d соотношением

1.1 1

которое невозможно,

так как r<V, а по

условию

I , 1
_

I

R+d-rpUd
—
—

•

Точно так же дока-

доказывается, что хорда ВС

не может проходить

вне окружности s (в
этом случае нам при-
придётся увеличивать ок-

окружность s).

Черт. 392.

б) Аналогично решению задачи а) показывается, что сим-

симметрия относительно вневпнсанной окружности s, треуголь-
треугольника ABC переводит вершины треугольника в середины Л/,,
Nx и Рх сторон треугольника D1ElFl с вершинами в точках
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касания sx со сторонами ABC (черт. 392). Отсюда следует,
что описанная окружность 5 перейдёт в окружность S' ра-

радиуса -J (сравните с решением задачи а)). С другой стороны,

окружности S'x ii S центрально-подобны с центром подобия

ot и коэффициентом подобия -~, где

(см. черт. 392). Отсюда получаем:

2

R

а следовательно,

_J
dx-R

что и требовалось доказать.

Примечание. Можно доказать, что и обратно, если радиусы
R и г, двух окружностей и расстояние между их центрами d, связаны
соотношением

1!!

и первая окружность не заключается целиком внутри второй (это об-
обстоятельство не вытекает нз соотношения задачи и его надо потребо-
потребовать отдельно), то эти окружности можно рассматривать как описан-

описанную и вневписапную окружности некоторого треугольника (и лаже

бесконечного числа их; за вершину такого треугольника можно при-

принять любую точку первой окружности, расположенную вне второй
окружности).

220. а) Пусть четырёхугольник ABCD вписан в окруж-

окружность S (с центром О радиуса R) и описан около окружно-

окружности s (с центром о радиуса г), Е, F, G, И—точки касания s

со сторонами четырёхугольника, М, N, Р и Q— точки пере-
пересечения оС, оВ, оА и oD с FG, EF, НЕ и GH (середины

сторон четырёхугольника EFQH; черт. 393, а). При симмет-

симметрии относительно окружности s вершины четырёхугольника
ABCD перейдут в вершины четырёхугольника MNPQ и ок-

окружность S — в окружность 5', описанную вокруг A1NPQ



494 РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 1220

(сравните с решением задачи 219а)). Но MN и PQ— сред-

средние линии треугольников EFG и GEH; значит, AW||PQ||?G;
точно так же показывается, что MP\\NQ\\FH. Значит, четы-

четырёхугольник A1NPQ есть параллелограмм, стороны которого

параллельны FH и EG. Так как вокруг этого параллелограм-

параллелограмма описана окружность S', то он является прямоугольником
и, следовательно, FH _]_EG, что и

требовалось доказать.

б) Докажем прежде всего, что

если существует единственный четы-

четырёхугольник ABCD, вписанный в дан-

данную окружность 5 и описанный во-

вокруг второй окружности s, то таких

четырёхугольников существует бес-
бесконечно много. Мы видели, что

FH]_EG (черт. 393, б; мы сохра-

сохраняем здесь обозначения решения за-

задачи а)). Проведём теперь через
точку Т пересечения FH и EG про-

произвольную другую пару взаимно пер-

перпендикулярных хорд F'tf и E'G' окружности s. Мы утвер-

утверждаем, что середины М, N', Р и Q' сторон четырёхугольника
E'F'GH1 лежат на той же окружности S', которая фигуриро-
фигурировала в решении задачи а).

Нам достаточно показать, что геометрическое место

середин М хорд E'F' окружности s, таких, что Т.':' J_ TF',
лежит на одной окружности S'; в таком случае из того,

что точки Л/, N, Р н Q принадлежат этому геометрическому

месту, будет следовать, что S' совпадает с S', а из того,

что точки Л/', N', Р и Q' принадлежат .этому геометриче-

геометрическому месту,—требуемое утверждение. Соединим точку ЛГ

с 7" и с центром о окружности s и рассмотрим параллело-

параллелограмм MTR'o. В силу известного свойства параллелограмма

Черт. 393, а.

или

То"- = 2ТЛР -f- 2оЛГ,

ОМ"- -f- ОТ=~ (ТЛР -f- oM'X

где О'—середина То. Но так как ТАГ—медиана прямо-
прямоугольного треугольника TE'F', то TM=Al'E'= Al'F'; с'дру-
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гой стороны, так как ЛГ есть середина хорды E'F' окружно-
окружности s, то оЛ/'_1_ E'F'. Следовательно,

оЛГ*+ ТАГ= оЛР -f ME'2= oE"-= г2

{г—радиус окружности s) и, значит,

г=^- — от
не зависит от в и бора хорды E'F. Этим и завер-

шается доказательство нашего утверждения: искомое геоме-

геометрическое место есть окружность с центром О' п радиусом

Ft-0'7"-

Пусть теперь A'BCD' — четырёхугольник, образованный
касательными к окружности s в точках ?', F, G', И'.
Как в решении задачи 219а), показывается, что точки А', В,
С, D' симметричны точкам М, N', P, Q' относительно

окружности s. А так как последние точки но доказанному
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лежат на окружности S', то вершины A'B'CD' будут лежать

на окружности 5 (симметричной S' относительно 5); следова-

следовательно, четырёхугольник A'B'CD' одновременно опи-

описан вокруг s и вписан в 5.

Теперь мы можем перейти к доказательству основного

утверждения задачи. Пусть прямая Е'С совпадает с линией

центров оО окружностей s н S; из соображений симметрии
очевидно, что в этом случае четы-

четырёхугольник A'B'CD' будет трапецией
(черт. 394). Так как эта трапеция

вписана в окружность, то она будет

равнобочной, а так как она описана

вокруг окружности, то сумма боко-

боковых сторон будет равна сумме осно-

оснований, т. е. средняя линия будет
равна боковой стороне. Поэтому если

о есть середина EG (это есть центр

s, оЕ= оG= r), а К— середина
боковой стороны A'D', то медиана оК

треугольника oA'D' будет равна по-

половине стороны A'D'; следовательно,

треугольник oA'D' будет прямоугольным. Отсюда следует,
что /_ А'оЕ-f- ^/ D'oG= 90°, т. е. прямоугольные тре-

треугольники оА'Е и oD'G будут подобны.
Но если О есть центр S, oO=

Черт. 394.

то

= r-\-d,

А'Е'=

D'G= '*
— OG*=У^—

и из подобия треугольников оА'Е' и oD'G оледует

г1= R1— 2 (л2 + d^R* -\- (г2 — <Р)\
г4= (/?= — йГ'J — 2r-R2 -\-r<— 2гг<Р,

l 1t

t21\2i

откуда

Остаётся только заменить правую часть последнего равенства

на г3 [(R -[- df -\- (R— d)JJ и разделить затем обе части на
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гг (R*— d')z z=r'{R-\- d)*(R — d)*, чтобы получить требуемое
соотношение

_!
(Я—

[Мы не доказали, что любую точку окружности S можно

принять за вершину четырёхугольника, вписанного в 5 и опи-

описанного вокруг s; однако это легко усмотреть из решения

задачи или доказать самостоятельно вполне аналогично соот-

соответствующему рассуждению из решения задачи 219а).]

221. Из равенства

11 1

R+d^ R—d r

(см. задачу 219а)) следует

d2= R2— 2Rr=R(R— 2r)
и, значит,

R—

что и требовалось доказать.

Если /"=—. то d= 0, т. е. описанная и вписанная окруж-

окружности треугольника кониентрнч-
ны (точка пересечения перпен-

перпендикуляров, восставленных к сто-

сторонам треугольника в их сере-

серединах, совпадает с точкой пе-

пересечения биссектрис треуголь-

треугольника). Отсюда легко вывести,

что треугольник равносторон-

равносторонний.

222. Пусть О — середина

стороны АВ треугольника ABC,
Р и Q — точки касания вписан-

вписанной окружности s и вневписан- ¦ Черт.395.
ной окружности s, с этой сто-

стороной (черт. 395). Покажем, что OP=OQ. Пусть о, b и

с — длины сторон треугольника; Р, PY и Рг1 Q, Q1 и Q, — точ-
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кн касания s и st со сторонами треугольника. В таком случае

ОР=АР— AO=~

аналогично показывается, что

BQ

Произведём инверсию с центром О и степенью OP"- =

При этом окружности s п s1 перейдут в себя. Действительно,
например, вписанная окружность s перейдет в окружность s',
пересекающую окружность инверсии X в тех же двух точках,
что и s, и в силу свойства В инверсии также перпендикуляр-

перпендикулярную к 2 (ибо нетрудно видеть, что s перпендикулярна к 2!:
эти окружности образуют в точке пересечения Р угол 90°).
Отсюда сразу следует, что s' совпадает с s; аналогично

доказывается, что и окружность s, переходит в себя.

Выясним теперь, во что переходит при этой симметрии

окружность девяти точек S. Тремя общими касательными ок-

окружностей s и s, являются стороны треугольника ABC. Про-
Проведём четвёртую общую касательную этих окружностей; пусть
D и Е, М и N' — точки пересечения её со сторонами АС и

ВС, соответственно со средними линиями ОЛ1 и ON. Докажем,

что при симметрии относительно 1 окружность S девяти

точек перейдёт в прямую M'N'.

Прежде всего из соображений симметрии* следует, что

CD=CB=a, CE=CA=b (см. черт. 395). Далее, из подо-

подобия треугольников ЛЬЧ'Е и CED имеем:

МАГ CD МАГ а

А1Е LE ь——

откуда
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н, следовательно,

49У

'
— Tab

2Ь
'

Точно так же (из подобия треугольников NN'D и CED) выво-

выводится, что

Таким образом.

и аналогично

ON'-ON=OP*=OQt.

Эти равенства показывают, что точки ЛГ и Л" симметричны
относительно - точкам Л1 и N. Отсюда и витекает, что ок-

окружность девяти точек, проходящая через Л/, Л' и О, перей-
перейдет при симметрии от-

относительно ? в прямую N L м
M'N'.

Из того, что при

симметрии относитель-

относительно Е окружности s, Sj
переходят в себя, а ок-

окружность 5 — в пря-

прямую Л/W, касающую-
касающуюся s и st, следует, что

S касается s n sY.

223. Пусть L, М

и Л/— точки пересече-

пересечения сторон АВ и DE,
ВС и EF, CD и FA вписанного в окружность S шести-

шестиугольника ABCDEF (черт. 396). Проведём через точки А и D

произвольную окружность S1 и произведём инверсию с цен-

центром L и степенью kt = LB- LA = LD ¦ LE. При этом точка А

перейдёт в В, В—в A, D— в Е и Е—в D; окружность S

перейдёт в себя, а окружность St — в окружность 5„ про-

проходящую через точки В и Е.
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Произведём теперь инверсию с центром М и степенью

kt = MC-MB—A"E-A1F. При этом окружность S снова пе-

перейдёт в себя, а окружность S2 — в окружность S3, проходя-

проходящую через точки С u F. Наконец, произведём инверсию с

центром Л/ и степенью k3 = NC-ND—NA-NF. Окружность
5 при этом снова перейдёт в себя, а окружность S3 — в ок-

окружность Sj, пересекающую 5 в точках D и А.

В силу свойства В инверсии все окружности Slt S2, St
и SY образуют с окружностью S одни и те же углы. Но из

того, что окружности $! и Slt пересекающие S в одних и

тех же точках А и D, образуют с S одинаковые углы, сле-

следует, что эти окружности совпадают *).
Таким образом, мы видим, что точки L, М и N суть

центры инверсий, переводящих S1 в S,, S, в 53 и S3 в 5,.
Но это означает, что эти точки совпадают с попарными цепт-

') Для того чтобы утверждать с полной уверенностью, что 5,
совпадает с Sv мы должны показать, что углы, образованные этими

окружностями с 5, не только равны, но и одинаково направлены (ибо
окружности S1 и S' на черт. 397 тоже

образуют с 5 одинаковые углы н пересе-
пересекают её в одних и тех же точках, а меж-

между тем они не совпадают).
Нетрудно доказать, что это условие

на самом деле выполняется. Действитель-
Действительно, предположим, что угол в точке А

между окружностями 5 и Sj равен а, при-
причём он отсчптывается в направлении
против часовой стрелки (т. е.

касательную в точке А к окружности S
можно совместить с касательной к S.,
повернув её на угол а против часовой

стрелки); в таком случае, очевидно, угол
между S и S, в точке D будет тоже ра-

равен а, но отсчитываться будет уже по

часовой стрелке (см., например,
черт. 397). Далее, в силу свойств инверсии
(см. замечание на стр. 182) угол между S
и S, в точке В будет равен а и будет
отсчитываться по часовой стрелке,

угол между 5 и S3 в точке С будет равен а и будет отсчитываться в

направлении против часовой стрелки и, наконец, угол между
S и St в точке D будет равен а и будет отсчитываться по часо-

часовой стрелке. Таким образом, действительно Sj и St образуют с

S углы, совпадающие не только по величине, но и по направлению.

Черт. 397.
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рамп подобия этих трёх окружностей (см. доказательство

свойства Б4 инверсии). А отсюда в силу теоремы о трСх цент-

центрах подобия (см. § 1 гл. 1 второй части, стр. 93—94 пер-
первого точа) мы можем заключить, что L, А\ и N лежат на

одной прямой ').
Доказательство теоремы полностью сохраняет свою силу

и для того случая, когда шестиугольник ABCDEF—самопе-

ABCDEF—самопере секающнйся.

Черт. 398.

224. а) Произведём инверсию, переводящую окружности Г,
и 2, в две параллельные прямые 21 и X (см. теорему 2 на

стр. 194); центром этой инверсии будет служить точка А ка-

касания 1\ и S2. При этом окружности So, ?,, St,... перейдут
в окружности So, S'u Sj,..., касающиеся параллельных пря-

прямых ij н 5^; очевидно, все они будут равны (черт. 398).
Обозначим общий радиус окружностей S'o, S[, 5^, ...через г',
а расстояния центров этих окружностей от АВ— соответст-

1) Предоставляем читателю самостоятельно доказать, что во всех

случаях три попарных центра подобия L, М и N окружностей St, S,
и *S3 будут лежать на одной прямой (вообще, три окружности имеют
шесть попарных центров подобия, которые лежат по три на четырёх
прямых; см. § 1 гл. I второй части книги).



502 РЕШЕНИЯЗАДАЧ [224

венно через d'o, d\, d\,... Очевидно, ?^= 2лг', т.е. —,=~.

Но окружности Sn н S'n центрально-подобны с центром по-

подобия в точке А (см. доказательство свойства Б4 инверсии).
Отсюда следует, что

что и требовалось доказать.

б) Будем считать для простоты, что степень инверсии,

использованной в решении задачи а), равна B/?,I. В таком

случав точка В' черт. 398 совпадает с точкой В, а

лм—
am —2/г,— /?,

•

Следовательно, общий радиус г окружностей S'o, S[, S',,...
будет равен

Далее, коэффициент подобия окружностей Sn и S'n равен

—, где А= 4/?[ — степень инверсии, kn—квадрат касатель-

касательно
ной, проведённой из точки А к окружности S'n (см. доказа-

доказательство свойства Б4 инверсии). Но квадрат касательной,

проведённой из точки А к окружности 5„, очевидно, равен

/О„* — г'*, где О'п — центр окружности S',, и

(О'0 — центр S'o, т. е. середина отрезка В'М). Следова-
Следовательно,

и коэффициент подобия окружностей Sn и S'n равен



225] КРУГОВЫЕПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Значит, искомый радиус гп равен

503

(Л, W - 1) (Я, - Я,Г
•

225. Произведём инверсию, переводящую окружности 2t
и 2, в дЕе пересекающиеся прямые 1" и Ij; центром этой ин-

инверсии будет служить точка А пересечения 1\ и ^г. При этом

окружности 5,, 52, 53,... перейдут в окружности S',, 51, 5J...,
вписанные в угол, образованный прямыми 1" и ?j (черт. 399);

Черт. 399.

очевидно, если г,', г|, г^,...— радиусы окружностей S[, S',,
S'3,..., a d[, d\, d'3t...— расстояния их центров от прямой

ИВ, то

г± гл_ гъ_

d\
~~

d[
~~

d't

(окружности 5,', S't, S'3t... все центрально-подобны с центром

подобия В). Но окружности S,, St, S3,... центрально-подобны
соответственно окружностям S[, S'2, Si,... с центром подо-

подобия А; отсюда

d,
~~

d\
'

d,~ d',' da
—

d;'

откуда и следует, что
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Далее, в обозначениях черт. 399 имеем:

г\_ r\ d[ sin / О\ВР

[226

sin sln^

sin-

Следовательно, а= - ,*где в силу свойства В ин-

sm

версии at и аг суть углы, образованные окружностями 5, и 2,
с их общей хордой АВ.

226. а) Произведём инверсию, переводящую окружность 2
и прямую АВ в две пересекающиеся прямые 1' и АВ (цент-

(центром этой инверсии будет служить конец А диаметра); в силу

в\т,Х о'
Черт. 400.

свойства В инверсии прямая 2' перпендикулярна к АВ. Степень

инверсии мы положим равной 2R; при этом точка В останется

на месте. Окружности So, 5,, St,... перейдут в окружности

•S'o- -Si- "S»i • - -
.
вписанные в прямой угол, образованный пря-

прямыми АВ и 2' (черт. 400).
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Центр О окружности 2 перейдёт в точку О', такую, что

АН* 4R2
AO'=

jrj
=

-jr-
= 4R; отсюда следует, что радиус г'о = ВО'

окружности S'n равен 4/?—2R=2R. Далее, пара окружностей

S't, Sj центрально-подобна паре окружностей S[, So с центром

подобия В; следовательно,

(здесь г\, г\,...— радиусы окружностей S[, S't,...), и значит,

если обозначить отношение —~ через ш, то

Точно так же показывается, что

..'•« = ГУ-

Нетрудно найти величину ш. Обозначим центры окружно-
окружностей S'B и 5,' через 0'0 п О[, а точку их касания — через М.

Очевидно,

О'1В=г[\/2.
Спедовательно,

i+i/

= г'|==1л2--1

1 = 0, 1,2,...).

Теперь воспользуемся тем, что окружности 5П и S'n иент-

рально-подобны с коэффициентом подобия г—, где Л = 4/?* —
п

степень инверсии, kn — квадрат касательной, проведённой
из точки А к окружности S'n. Обозначим точки касания

окружностей SllSt,... с примой АБ через Г„ Г,,...; из
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соображений подобия очевидно, что

ВО' г'а

и, следовательно,

ВТп = ВО' • со" = 2/?шп, АТп = 2R-f 2R ¦ to" = 2R A + ев").

Таким образом,
* 4/?" 1

Теперь окончательно получаем:

У2-1
ГДв О) =-т= .

12+1

б) В силу результата задачи а) имеем:

_2/?_A+ш")'_1+2со" +щ'" I

>Л2—1 1 VU +1 ..

где @ =—г= ,
—=—¦=-*—¦ Уничтожив радикалы и зна-

>А2 +1 <¦> 12-1 F

ыенателях дробеП ш и —, получим:

со=^ =з2К2: =X

следовательно,

2/„ = C - 2 V'2)" + C + 2 ]/2)" + 2.

[Из этой формулы уже легко усмотреть, что tn есть целое

число при всяком л.]
Сумма ш-j-— есть целое число: ш-| =6. Так как про-

I , 1
изведение w— =1, то w и корниквадратного уравнения
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Докажем теперь, что

<„ = «-.—'»-. —4-
Очевидно, имеем:

A
V 1

— ) —6—+1=0. Отсюда и вы-

вытекает требуемая формула.
Теперь, для того чтобы завершить решение задачи, до-

достаточно только заметить, что

г.

2/,= C —

227. Решение этой задачи, довольно сложной по своей

формулировке, оказывается относительно простым. Из самого

определения цепи следует, что при инверсии всякая цепь

окружностей переходит снова в цепь окружностей. Но каждую
пару непересекающихся окружностей
можно при помощи инверсии перевести

в пару концентрических окружностей
(см. теорему 2 иа стр. 194). Таким об-

образом, каждую цепь можно при помощи

пмнерсми перевести в простейшую цепь,
основанием которой является пара кон-

концентрических окружностей

(черт. 401). Из этого замечания непо-

непосредственно вытекают все утверждения

задачи.

а) Предложение этого пункта яв-

является совершенно очевидным для пары

концентрических окружностей 2|, 2^; отсюда следует, что оно

справедливо и для всякой пары непересекающихся окружностей
2;2 - • -

¦

Черт. 401.
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б) Очевидно, что, для того чтобы пара концентрических

окружностей 2J, 2^ могла служить основанием цепи окруж-

окружностей, необходимо и достаточно, чтобы был соизмерим с 360°

угол а между касательными /J, l't> проведённым» из общего

центра О окружностей 2| и 2^ к какой-либо окружности S',
касающейся 2| и 2, (одной внешне, а другой внутренне; см.

черт. 401).

При этом, если а=—360°, то, очевидно, цепь с основа-

основанием 2,, 2^ содержит п окружностей и точки касания окруж-
окружностей цепи с ?[, взятые в том порядке, в котором рас-

располагаются окружности в цепи, пробегают окружность 2J
т раз. Возвращаясь при помощи инверсии от пары 2J, 22
к произвольной паре 2,, 22 непересекающихся окружностей,
мы получим, что эта пара может служить основанием цепи

в том и только в том случае, если соизмерим с 360° угол а

между двумя окружностями /,, /,, перпендикулярными к 2, и X,
и касающимися какой-либо окружности S, которая в свою

очередь касается обеих окружностей 2, и 2, (причём именно

так, как должны касаться 2, и 2, окружности цепи, т. е.

одинаковым образом, если 2, ч 22 расположены одна вне другой,
и разным образом, если меньшая из

окружностей 2,, 22 расположена вну-

внутри другой); при этом мы попутно

получаем, что этот угол зависит

лишь от пары окружностей 2,, 2Г,
а не от выбора окружности 5. Одна-
Однако можно найти и более удобное
выражение для угла а.

Вернёмся опять к случаю пары

концентрических окружностей 2[, 2^.
Пусть S1', S'1 есть пара окружностей,
касающихся 2J и 2^ так, как показа-

показано на черт. 402. Докажем, Vro угол

между окружностями S1' n S2' равен а. Обозначим радиусы
окружностей 2[ и 22 соответственно через г, и г,; пусть для

определённости г1'^>гг. Очевидно, что радиус окружности

S', касающейся 2| и 2^, равен
'

*, а радиус окружностей

S1' и S2' равен
г'

^ *; расстояние от точки О до центра &

Черт. 402.
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равно Г'~ГГ' , а расстояние от О до центров 51' и S" равно

-±—=—- . Отсюда легко вывести, что угол я равен 2 arcsin
' ?

(в прямоугольном треугольнике ОАР на черт. 401

9 ' —

2 /
"

Соединив теперь центры Sv u 5" с точкой Q их пере-
пересечения, мы получим равнобедренный треугольник с основанием

2
г' ~г*

и боковой стороной ^'*^Л' ; отсюда следует, что угол

между радиусами S1' и S*', проведёнными в точку их пере-

пересечения, или, что то же самое, угол между окружностями

S1' и S1' тоже равен 2 arcsin -——*• , что и требовалось до-

казать.

Переходя теперь при помощи инверсии обратно от пары

2', 2' к произвольной паре непересекающихся окружностей 2,,
2а, мы получим, что угол а равен углу между парой окруж-
окружностей Sl, S*, касающихся 2, и ,22 в точках пересечения 2,
и 2, с какой-либо окружностыо/'перпендпкулярноп как к 2,,
так и к 22 (в эту окружность переходит общий диаметр 2J и 22),
причём S1 и SF касаются 2, и 2, не так, как должны касаться

2, и 22 окружности цепи с этим основанием (т. е. S' и S*

касаются 2, и 22 одинаковым образом, если 2, и 22 расположены
одна внутри другой, и разным образом, если они расположены

одна вне другой). Отсюда, в частности, следует утверждение
задачи 2276).

в) Опять рассмотрим пару 2',, 2^ концентрических окруж-
окружностей. Пусть S[ и S'n+l — окружности, касающиеся 2[
и 2, в диаметрально противоположных точках (причём
так, как должны касаться 2| и 2, окружности цепи;
см. черт. 402).

Очевидно, что при этом окружности S1' n S1', о которых го-

говорится в условии задачи 2276), будут одинаковыми как для

пары 2|, 2а, так и для пары S[ и S'n+l . Предоставляем чита-

читателю самому разобраться в том, почему углы а и а, отве-

отвечающие этим двум парам, следует считать не равными', а со-

составляющими в сумме 180°/ а -\- с?' = 180°=
j-

360° V.. :. .
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§2

228. Предположим, что задача решена. Из того, что

OX-OY—k, следует, что X получается из точки К пря-

прямой AN инверсией с центром О и степенью k; поэтому X
лежит на окружности 5, которая получается из прямой AN

инверсией с центром О и степенью k (или — к), т. е. X есть

точка пересечения прямой AM и окружности 5 (которую можно

построить). Всего задача может иметь до четырёх решений.

229. Предположим, что задача решена и MNPQ— иско-

искомый параллелограмм. Центр MNPQ совпадает с центром О

данного параллелограмма ABCD (черт. 403; см. решение задачи

606) из §.2 гл. 1 второй части книги). Угол M0N=7. нам

известен по условию; кроме того, известно 2ОЛ1-ON sin я = 5

(S—площадь MNPQ). Если N' есть точка, которая получа-

получается из Л' поворотом на угол а вокруг О, то ON'Al—одна
S

прямая и ОМ-ON'—
2 sin з

= k—известной величине. Так

как точка N' лежит на прямой В'С, которая получается из

прямой ВО поворотом на угол а вокруг точки О, то. мы при-
приходим к предыдущей задаче: требуется провести через О пря-

прямую, которая пересекает известные прямые АВ и В'С в таких

двух точках М и N', что OM-ON'= k.

230. а) Предположим, что прямая / проведена, и пусть X и

Y—основания перпендикуляров, опущенных'на неё из точек

В и С; BX-CY=k (черт. 404). Перенесём треугольник
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AYC параллельно отрезку СВ на величину СВ в положение

A'Y'B; при этом точка А' легко определяется по точкам А,

В, С. Так как угол A'Y'B— прямой, то точка Y лежит на

Черт. 404.

окружности S диаметра А'В; так как BX-BY'— BX-CY=k,
то точка X получается из Y' инверсией с центром В н сте-

степенью k (или —к).
Поэтому X лежит на

примой S', получаемой
из 5 этой инверсией.
Кроме того, X лежит

на окружности 5, с

диаметром АВ (ибо

/_AXB=S0°); таким

образом, X есть точка

пересечения прямой S'
и окружности 5,. Зада-
Задача может иметь до че-

четырёх решений.
б) Пусть X и К—

основания перпендику-

перпендикуляров, опущенных из Черт. 405.

точек В и С на иско-

искомую прямую /, СР— BXi= kl (черт. 405). Отложим па

прямой ВХ в обе стороны от точки X отрезки XD и XD',
равные YC; тогда

BD-BD' = (CY—
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Пусть точка С, симметрична С относительно точки А; в

таком случае CtD' \\ CD || /. Произведём инверсию с центром В

и степенью ?, {или—?,); пусть С
— точка, в которую пе-

перейдёт при этом точка С,. Прямая CtD' перейдёт в окруж-

окружность S, проходящую через точки В, С и D; так как CtD' _\_BD',
то диаметром 5 будет являться отрезок BD. Отсюда

следует, что точка D лежит на перпендикуляре, восставлен-

восставленном к прямой ВСХ в точке С. Так как, кроме того,

/_BDC= 90° {ибо CD||/), то точка D лежит ещё и на

окружности 5, с диаметром ВС. Задача может иметь два

решения.

р rt,гг,

заданные точки /W,,

231. Пусть A1AtA3 . . . Ап— искомый многоугольник, сто-

стороны ArAt, АгАг, . . .
, An_tAn, AnAl которого проходят через

W W^ln_,, Mn {черт. 406). Произ-
Произведём инверсию /, с центром
в точке Л/, и степенью

±Л/11А1-М1Аг (здесь знак

плюс или' минус берётся в

зависимости от того, распо-
ложена ли точка Л/, вне

окружности 5 или внутри

этой окружности); степень

этой инверсии легко опреде-

определить, проведя через точку А\
произвольную секу-

секущую окружности MtPQ, ибо

MlA1-MlAt =M.P-M1Q в

силу известного свойства

окружности. При этой инверсии окружность S переходит
в себя, а вершина Л, искомого многоугольника—в вер-

вершину А%. Затем осуществим инверсию /, с центром Мг и

степенью-^. МгАх-МгАг, затем инверсию /„ с центром Л13 и

степенью 4h MsAs-Al3At и т. д., наконец, инверсию /п с цен-

центром Мп и степенью A^MnAn-MnAv Все инверсии /,, /,,
/,,...,/„ переводят 5 в себя; At переводится последова-

последовательностью этих инверсий сначала в Аг, затем в As, затем в

At и т. д., наконец, обратно в Ах.
Пусть теперь 5, — некоторая окружность или прямая,

.проходящая через точку At. В результате последовательных

инверсий /,, /„,...,/„ 5Х перейдёт в некоторую окружность

Черт. 406.
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(или прямую) S[, тоже проходящую через Ах\ при этом, зная

S'r мы можем определить исходную окружность или прямую 5Х
(ибо Sj получается из S[ последовательностью инверсий /п,
/n_i> ^п-1> • • •

t Л> Л> произведённых в порядке: сначала /„,
затем /п_, и т. д.).

Очевидно, для того чтобы окружность (или прямая) Sx
перешла в прямую S[, надо, чтобы окружность или

прямая Sn, получаемая из 5t п—1 последовательными

инверсиями /,, /,,..., /n_lt проходила через центр А\п
последней инверсии, или, что то же самое, чтобы 5, прохо-
проходила через точку Л1'п, которая в результате л— 1 после-

последовательных инверсий /,, /,,..., 1П_1 переходит в Л/п;
обратно, если 5t проходит через точку Л1'п, то S[—прямая.

Точку М'п легко найти — в неё переходит точка Мп в резуль-

{тате
л— 1 последовательных инверсий /я_г, /„_,i • . •

, /,, Iv
произведённых в том порядке, в котором они выписаны.

Совершенно аналогично, если St есть прямая, то окруж-

окружность (или прямая) S\ проходит через точку Mv в которую
переходит в результате п—1 последовательных инверсий

Г1 /,, /s, ...
, /„ точка Л1, (ибо инверсия /t переводит пря-

X мую Sj в окружность St, проходящую через AfJ.
t

m
Рассмотрим теперь прямую AvM'n. Так как она проходит

через А\'п, то в результате л последовательных инверсий она

; перейдёт в прямую; так как AtM'n —прямая, то полу-
is, ченная прямая пройдёт через М\. Но точку Ах последова-

j тельность л инверсий переводит в себя; поэтому мы можем

утверждать, что последовательность п инверсий /lt /,,..., /я
переводит прямую А^М'п в прямую ^,vMj. Далее, •

следует

различать два случая.
1°. л есть число чётное (черт. 406). В этом случае угол,

образованный прямой AJ'nAt с окружностью 5 в результате л

последовательных инверсий, не изменится ни по величине, ни

по направлению (см. свойство В инверсии на стр. 181 и

замечание на стр. 182). Отсюда следует, что прямые А\'пАх и

Л^/4,, образующие в точке Av одинаковый угол с окруж-
окружностью S, совпадут. Точка Ах может быть найдена как точка

пересечения прямой Ai'nM't с окружностью 5. В зависимости

от взаимного расположения прямой М^М^ и окружности S

задача может иметь два, одно или ни одного решения; в том

исключительном случае, когда точки А\'п и М\ совпадают,

задача оказывается неопределённой (в этом случае за

17 И. Н. Яглоа
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вершину Ах искомого многоугольника можно принять любую
точку окружности S).

2°. лесть число нечётное. В этом случае прямые

М\АХ и МпА1 образуют с окружностью 5 углы, равные по

величине, но имеющие противоположное направление.

Таким образом, наша задача сводится к тому, чтобы найти
на окружности 5 такую точку Ах, что прямые М\АХ и ЛГПАХ
образуют с окружностью 5 одинаковые, но различно направ-

направленные углы (т. е. что прямые М1А1 и М'ПА1 симметричны
относительно радиуса ОАХ окружности S, проведённого в

точку Ах). Зта задача является весьма сложной. Поэтому
оказывается удобнее не решать эту задачу, а свести случай
нечётного л к более простому случаю чётного л при помощи

следующего искусственного приёма. Рассмотрим последова-
последовательность п-\-\ инверсий 1Х, /,, /8, . . .

, /„, /, где /—сим-

/—симметрия относительно самой окружности S. Эта последова-

последовательность л—j- 1 инверсий переводит окружность 5 в себя;
точку Ах— снова в точку Ах; всякую окружность, проходящую

через Ах и точку О', в которую переводит центр окружности О

последовательность л инверсий /п, /„_,, /„_,. . . •
, Ilt—в

прямую, проходящую через Ах; всякую прямую, прохо-

проходящую через Ах,— в окружность или прямую, проходящую

через Ах и точку М, в которую переводит точку Л1Х после-

последовательность л инверсий /а, /8, . . .
, /п, /. Так как п-\-\

есть число чётное (ибо л нечётно), то отсюда, как и выше,

вытекает, что Ах есть точка пересечения окружности 5 и

прямой МО'. В зависимости от числа точек пересечения этой

прямой и окружности 5 задача имеет два, одно или ни одного

решения; если точки М и О' совпадают, задача является

неопределённой.
В том случае, когда известны направления части сторон

многоугольника (а не точки, через которые проходят эти сто-

стороны), соответствующие инверсии заменяются снмметрнями

относительно диаметров окружности S, перпендикулярных
к заданным направлениям. При этом, если в ряду /х, /,,
/8, \ . .

, /„,(/) инверсий или симметрии 'относи-
'относительно прямых первые k Iv /,,..., Ik и последние

п— / /,+1, /J+a, ...
, /„ суть симметрии относительно пря-

прямой, a /ft+1 и /,—инверсии (здесь k-\-\ может быть равно 1

и / может быть равно л; если л нечётно, ряд заканчивается

инверсией /л = / и /, совпадает с этой инверсией), то роль
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точки ЛГ предыдущих рассуждений играет точка ЛГ, в которую
последовательность инверсий или симметрии относительно пря-
прямой /,_,, /,_„, ...

, /, переводит центр Л1, инверсии /,, а

роль точки М[— точка ЛГл+|, в которую последовательность

инверсий или симметрии относительно прямой /й+„, 1к+3, . . .

... ,/„(/) переводит центр Mk+l инверсии lk^.

Примечание 1. Можно было бы решить задачу для случая
нечётного п и не иводя в рассмотрение дополнительной шшерепп /.

Действительно, можно показать, что точки М\ и А1'п предыдущего
рассуждения обязательно будут равноудалены от центра О ок-

окружности S; это специальное обстоятельство делает весьма простои
задачу нахождения точки Л,. Для доказательства достаточно заметить,
что при п нечётном последовательность п инверсий /„ /„,...,/„ пе-

переводит прямую Ai[Ai'n уже не в себя, а в какую-то прямую а, про-
проходящую через М[ (ибо М[М'п — прямая и проходит через AVn), и пере-
переводит в неё прямую Ь, проходящую через М'а. В силу свойства В
инверсии угол между Ь и А1\АУ„ равен углу между M\AVn н а; с дру-
другой стороны, в силу того же свойств.! все эти три прямые образуют
одинаковые углы с S (мы здесь считаем, что они пересекают" S).
Отсюда уже- вытекает, что /VJj п А\'п равноудалены от О.

Примечание 2. Настоящее решение но своей идее близко к

первому решению задачи 13 из § 2 гл. 1 первой части книги. Можно

было бы также предложить решение задачи 231, близкое по идее ко

второму решению задачи 13. Такое решение является более содержа-
содержательным, чем приведённое; мы отказались от пего только потому, что

для этого надо развить довольно сложную теорию сложения инверсии
(сумма двух инверсий, т. с. преобразование, равносильное двум после-

последовательно выполненным преобразованиям инверсии, уже "не будет
представлять собой инверсию), которая нам нигде в дальнейшем не

понадобится. [Эта теория развита, например, в книге: Ж. А д а м а р.

Элементарная геометрия, ч. 1, Учпедгиз, 1948 г.; см. составленный

Д. И. Псрепёлкипым отдел «Решения задач», решения задач 252
и 253, стр. 424—427.]

232. а) Произведём инверсию с центром А. При этом

точка В перейдёт в другую точку В, окружность (или пря-

прямая) S—в окружность (или прямую) S', искомая окружность
2)— в прямую i', которая проходит через точку В' и касается

окружности S (или параллельна прямой S'). Построив i', мы

затем без труда найдём искомую окружность (или прямую) 2.

Задача имеет два, одно или ни одного решении.

б) Решение этой задачи вполне аналогично решению за-

задачи а). Произведём произвольную инверсию с центром в

точке А. В таком случае окружности 5, и St перейдут в новые

окружности Sj и Sj, а искомая окружность ?— в общую каса-

касательную I' окружностей S[ и Sj, которую можно построить.

17* И. М. Яглом
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Задача может иметь до четырёх решений (черт. 407).

Примечание. Если S[ и SJ имеют четыре общие касательные,
то из соображений симметрии вытекает, что точки касания окружно-
окружностей S[ и S'2 с общими внешними касательными лежат на одной ок-

окружности, точки касания S[ и SJ с общими внутренними касательными

лежат на одной окружности и точки пересечения общих внешних каса-

касательных с общими внутренними касательнымилежат на одной окружности
(нетрудно даже показать, что эти три окружности коицентричны; их общим

Черт. 407.

центром служит середина отрезка O'fi'v где OJ н О'г—центры S[ и 5J). От-
Отсюда в силу свойства Б4 инверсии следует, что восемь точек касания S,
и S, с проходящими через А четырьмя окружностями, клюющимися

5, и S, (мы здесь считаем, что таких окружностей сущеовует четы-

четыре), лежат по четыре иа двух окружностях, и отличные от А точки

пересечения окружностей, касающихся S, и S, одноимённо, с окруж-

окружностями, касающимися St и S, разноимённо, лежат на одной окруж-
окружности (черт. 407; отметим, что так как при инверсии центр окружности
не переходит в центр преобразованной окружности, то эти три окруж-
ности уже не будут концентрическими).

*

233. а) Первое решение. Согласно определению сим-

симметрии относительно окружности (см. выше, стр. 172—173) иско-

искомая окружность (или прямая) 2 должна проходить также через

точку А', симметричную А относительно окружности (или пря-

прямой) 5. Задача имеет единственное решение, если А' не со-

совпадает с В; в противном случае задача неопределённа.
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Второе решение. При инверсии с центром А точка В

переходит в новую точку В, окружность (или прямая) 5—в

окружность (или прямую) S', искомая окружность (или пря-
прямая) 2— в прямую 2', проходящую через точку В" и пер-

перпендикулярную к окружности (или прямой) S' (т. е. проходя-

проходящую через центр S', если S'— окружность). Построив 2', мы

затем без труда найдём и 2. Задача имеет, вообще говоря,
одно решение; если В' совпадает с центром S', то задача

неопределённа.
б) Пусть О—центр и г— радиус окружности 5. Искомая

окружность (или прямая) 2 должна проходить через точку А',

получающуюся из А инверсией с центром О п степенью —г2

(см. текст, напечатанный мелким шрифтом на стр. 174—176).
Задача имеет, вообще говоря, единственное решение; если А'

совпадает с В—задача неопределённа.

234. а) Первое решение. Согласно определению

симметрии относительно окружности искомая окружность (или

прямая) 2 должна проходить через точки А' и А", симмет-

симметричные А относительно окружностей (или прямых) S, и St-
Задача имеет, вообще говоря, единственное решение (если А'

совпадает с А", задача неопределённа, но если А есть одна

из двух точек пересечения 5t и St, задача не имеет решения).
Второе решение. При инверсии с центром Л окруж-

окружности S1 n S, переходят в окружности (или окружность и

прямую, или две прямые) S[ n S't, а искомая окружность (или

прямая) 2— в прямую 2', перпендикулярную кS[ и S't (т. е.

проходящую через центры S^ к S't, если это окружности).
Построив 2', мы затем без труда найдём и 2. Задача имеет,
вообще говоря, единственное решение; если S\ и S't — кон-

концентрические окружности или параллельные прямые, задача

неопределённа; если S[ и S't — пересекающиеся прямые, за-

задача не имеет решения.

б) Пусть О, и О, — центры, г, и г,
— радиусы окружно-

окружностей 5, и St. Искомая окружность (или прямая) 2 должна

проходить через точки А' и А", получающиеся из А инвер-

инверсией с центром О, и степенью г\ (если 5, — прямая, то

точка А' симметрична А относительно 5,) и с центром О, и

степенью —г\ (ср. с решением задач 233а), б)). Задача
имеет, вообще говоря, единственное решение; если А' совпа-

совпадает с А'— задача неопределённа.

17"
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в) Пусть О, н О, — центры, г1 и л, —радиусы окружно-
окружностей 5, и S2. Искомая окружность (или прямая) 2 должна

проходить через точки' А' и А'', получающиеся из А инвер-
инверсиями с центрами О, и О2 и степенями —г\ и —г*. Задача

имеет, вообще говоря, единственное решение; если А' совпа-

совпадает с А"— задача неопределённа.

235. а)Инверсия с центром А переводит точку В в дру-

другую точку В", а окружность (пли прямую) 5—в окружность

(или прямую) S'; искомая окружность
1' (или прямая) 2! переходит при этом в

прямую 1'', проходящую через В' и пе-

\«5" ресекающую S' под известным углом а.

Но если прямая 2' пересекает извест-

известную окружность S' иод определён-
определённым углом а (черт. 408), то дуга Л/Л/,

,, высекаемая2' на окружности S', рав-
на 2я и, следовательно, расстояние 2'

от центра S' нам известно; другими

словами, 2' касается окружности S', концентрической 5', ко-

которую можно построить. Построив 2', мы иаНдём затем и 2.

Задача может иметь два, одно или ни одного решения.

б) Инверсия с центром А переводит 5, и 52 в окружности

(или прямые, или окружность и прямую) S't и S[, а иско-

искомую окружность (или прямую) i) — в прямую ~', пересека-

пересекающую S[ и S't под углами а и р, т. е. в общую касатель-

касательную вспомогательных окружностей S't и S',, если S't и Б'г —
окружности (см. решение задачи а)). Построив 1, мы найдём

затем п X. Задача может иметь до четырёх решений; если S[
и S'2 — прямые, задача не имеет решения пли неопределённа.

236. Рассмотримотдельно три случая.

1°. S1 и S, пересекаются. В этом случае инверсией

St и S2 можно перевести в пересекающиеся прямые S'r и S't
(см. теорему 2 § 1, стр. 194; возможно, что 5, и 5, уже

суть две прямые, н тогда задача упрощается). Искомая ок-

окружность (пли прямая) X переходит при этой инверсии в ок-

окружность 2' с центром в точке О пересечения S[ и S'a (ибо
центр окружности, перпендикулярной к Sj и S'2, должен ле-

лежать одновременно на обеих прямых). Если мы сумеем по-

построить 2', то после этого легко будет построить и 2.
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2°. Sj и S2 касаются. В этом случае 5, и S2 можно

инверсией перевести в параллельные прямые (см. теорему 2

§ 1; если St и S, уже суть параллельные прямые, то реше-

решение задачи упрощается). Искомая окружность (или прямая) }?

перейдёт при этом в окружность пли прямую ^", перпенди-
перпендикулярную к S't и S[; очевидно, -' есть прямая, перпендику-

перпендикулярная к общему направлению S[ n S[. Если мы сумеем по-

построить ?', то после этого легко будет построить м }:.

У. S1 и S2 не имеют общих точе к. В этом слу-
случае St и 5, инверсией можно перевести в две концентриче-

концентрические окружности Sj и S', (см. теорему 2 § 1; если 5, и 5,—
две концентрические окружности, решение задачи упрощается).
Искомая окружность (или прими») i переходит в окружность
или прямую X', перпендикулярную к S1 n S'2, т. е. в прямую,

проходящую через общий центр О окружностей S[ и S[ (см.
стр. 217—218). Если мы сумеем построить 1', то после этого

легко будет построить и ii.

Разберём теперь отдельно задачи а), б) и в).

а) Вслучае 1° задача сводится к построению окружности
X' с данным центром О, перпендикулярной к окружности (или

прямой) S'3, в которую наша инверсия переводит S3 (если
S'3— окружность, то радиус i!' равен отрезку касательной,

проведённой из точки О к S'3); в случае Т—к построению

прямой X' данного направления, перпендикулярной к окруж-
окружности (или прямой) S'3 (если S'3 — окружность, то i' прохо-
проходит через центр S'3); в случае 3° — к построению прямой Y,
проходящей через данную точку О и перпендикулярной к

окружности (или прямой) S'3 (если S'3 — окружность, то -'

проходит через центр S'J. Задача имеет, вообще говоря,
единственное решение; в случае 1°, когда О лежит внутри

S'3, задача решения не имеет; в случае Зэ, когда О

есть центр S'3, задача неопределённа; если S'lt S't, S3 —

три прямые, задача либо не имеет решения, либо неопре-

неопределённа.

б) Вслучае 1° задача сводится к построению окружности

2' с данным центром О, касающейся окружности (или пря-

прямой) S'3, в которую наша инверсия переводит ?3; в случае 2°—

к построению прямой.-' данного направления, касающейся

окружности S'a (или параллельной прямой S^); в случае 3°—

к построению прямой ?', проходящей через данную точку О
и касающейся окружности S' (или параллельной прямой S'3).
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Задача может иметь два, одно или ни одного решения; в

случае, когда S[, S't и S't— три прямые, задача или не имеет

решения или неопределённа.

в) В случае 1° задача сводится к построению окружности

2' с данным центром О, пересекающей окружность (или пря-

прямую) Sj, в которую наша инверсия переводит S3, под данным

углом а. Если S'3 — окружность с центром 0'3, пересекающая
2'в точке А, то J^OAO'3=a нам известен (см. выше, стр. 171);
это позволяет определить А, а следовательно, и 2'. Если

S'3 — прямая, пересекающая 2' в точках А и В, то нам из-

известны углы равнобедренного треугольника АОВ; это позво-

позволяет определить 2'.
В случае 2° задача сводится к построению прямой 2' дан-

данного направления, пересекающей окружность (или прямую) S'x
под углом а (если S'3 — окружность, то 2' касается опреде-

определённой окружности SJ, концентрической с S'3; ср. с решени-
решением задачи 235а)).

В случае Зэ задача сводится к построению прямой 2',
проходящей через данную точку О и пересекающей извест-

известную окружность (или прямую) Sj под углом а (если 5,—
окружность, то прямая 2' касается определённой окруж-
окружности 5^).

Задача может иметь два, одно или ни одного решения;

если S[ и S't — параллельные прямые, решение задачи может

быть также неопределённо.

237. Задачу можно решить аналогично зада11:. 236. Рас-

Рассмотрим отдельно три случая.
1°. 5, и S, пересекаются. В этом случае 5, и S,

можно инверсией перевести в пересекающиеся прямые S[ и S't;
искомая окружность (или прямая) 2 переходит при этом в

окружность 2', касающуюся этих прямых.

2°. 5, и 5, к а с а ю т с я. В этом случае i", и JSt можно

инверсией перевести в две параллельные прямые S[ и S'z;
искомая окружность (или прямая) 2 переходит при этом в

окружность 2', касающуюся S| и S^, или в прямую 2', па-

параллельную S[ и S't (если 2'— окружность, то её центр ле-

лежит на средней линии полосы, образованной S[ и S't, а ра-

радиус равен половине расстояния между S[ n S't).
3е. 5, и 58 н е имеют общих точек. В этом слу-

случае ?, и S2 можно инверсией перевести в две концентриче-

1
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скне окружности S[ и S't; искомая окружность (или прямая) ?
переходит при этом в окружность 2', касающуюся S[ и S't
(центр 2' лежит на окружности, концентрической с 5j и S'2,
радиус которой равен полусумме пли полуразностн радиусов

и S'v а радиус 1' равен соответственно полуразностн нлн

г,~г,

Черт. 409.

полусумме радиусов 6| и S't;
черт. 409).

Перейдём теперь к нашим

задачам а) и б).
а) Первоерешение. В

случаях 1° и 2° задача сводит-

сводится к построению окружности

Т, касающейся прямых .S^ и

S't и известной окружности (нлн

прямой) .S,, в которую наша

инверсия переводит ?3 (если
5,— окружность, это есть за-

задача 49в) из § 1 гл. I второй
части книги). В случае 3° задача
сводится к построению окруж-

окружности 2', касающейся концен-

концентрических окружностей S[ и S't и известной окружиictii (нлн
прямой) S's,— эта задача легко решается, так как нам известны

радиус i/ п окружность, на которой лежит её центр (см.
черт. 409).

Задача .может иметь до восьми решений; если S[, S't и .S,—
параллельные прямые (т. е. 5,, ?2 и 53 касаются в одной

точке), задача неопределённа.

Еще одно решение этой задачи приведено после решения задачи б).

б) Вслучаях 1° и 2° задача сводится к задаче 63 из § 2

гл. 1 второй части книги. Перейдём теперь к случаю 3°.

Пусть .Sj—окружность с центром О,, пересекающая искомую

окружность 2' с центром О' в точке А. В треугольнике О'АО'3
вам известны стороны О'аА и О'А (последняя равна

*~

*,

»где г, и гг—радиусы S[ и S'2) и угол О'АО'3; поэтому мы

Иожем определить расстояние О'3О' и затем найти -'. Если S'3—
"рямая, пересекающая окружность 2' с центром О' в точках

¦А и В, то в равнобедренном треугольнике О'АВ нам нзвест-

ЙЬ1
углы и боковые стороны; это позволяет определить
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высоту треугольника
— расстояние О от S'3, и затем по-

построить 2'1).
Задача может иметь до восьми решений; если S[, S'v

S' — прямые, задача может быть также неопределённой.

Второе решение задачи а). Пусть Л,, А,, А3—
точки касания искомой окружности 2 с данными окружностями

Slt St, S3 (черт. 410; мы ограничиваемся общим случаем,

когда 5,, Sa, S3— окружности). В таком случае прямая Л,Л,
проходит через центр подобия

О, окружностей 5, и 52 и

инверсия /, с центром О,, пе-

переводящая SL в 52, переводит

А1 в А, (см. задачу 212 из

§ 1 и решение этой задачи).
Точно так же прямая А,А3 про-
проходит черо центр подобия О,
окружностей 5, и S3 и инвер-
инверсия/., с центром Оа, переводя-
переводящая ".S, в S3, переводит точку
А, в точку А3; наконец, прямая

А3АХ проходит через центр О3
Черт. 410. подобииS3 и 5, и инверсия

/3 с центром в точке О3, пе-

переводящая 53 в 5,, переводит точку А3 в точку Л,.
Произведём теперь последовательно инверсии It, /., /з. Эга

последовательность инверсий переводит окружность 5, в себя

и оставляет на месте точку Ау этой окружности. Таким обра-

образом, Аг есть такая точка окружности 5,, соторую данная
последовательность трёх инверсий /д, /„, /3 оставляет на месте.

Точку At можно найти так же, как в решении задачи 231;
то обстоятельство, что в решении задачи 231 каждая пз

рассматриваемых инверсий /,, /2, ..., /л переводила окруж-
окружность 5 в себя, а здесь окружность 5, переводится в себя

лишь последовательностью всех трёх .инверсий /,,
/а, /3, нисколько не меняет положения. Так как три есть число

*) Можно показать, что окружность S' известного радиуса
'

пересекающая данную окружность^ (нлн прямую) 53, касается опреде-
определённой окружности (нлн прямой) 5', концентрической с S'3 (нлн парал-
параллельной S^).
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нечётное, то нам следует ввести в рассмотрение ещё симмет-

симметрию / относительно окружности 5, н искать на окружности 5t
точку Л,, которая переводится в себя последовательностью че-

четырёх инверсий /,, /,, /л, /. После того как мы найдём

точку At, построение окружности 1" уже не представляет

труда.

Каждую из инверсии Jit /г, 1л, переводящих две данные

окружности одну в другую, можно выбрать двумя разными спо-

способами (см. текст, напечатанный мелким шрифтом на стр. 180;
если окружности 5, и 52 равны, то вместо инверсии 1Х мож-

можно взять симметрию относительно перпендикуляра, восставлен-

восставленного к отрезку, соединяющему центры 6^ и 5„, в его сере-

середине). Отсюда следует, что всего задача может иметь до

восьми решениП.

238. а) Эта задача является обобщением задач 236—237

и решается аналогично им. Рассмотрим опять те же три слу-

случая, что п в решении предыдущих задач.

&

Черт. 411.

Г. 5, п 52 пересекаются. В этом случае 5, и 5S
можно при помощи инверсии перевести в пересекающиеся

прямые S[ и S[; пском.чя окружность (пли прямая) 2 перейдёт

при этом в окружность (пли прямую) 1', пересекающую пря-

прямые S[ и S't под данными углами о и 3. __ _

Пусть 2' — произвольная окружность, S[ и Sa две

прямые, образующие между собой тот же угол, что и
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прямые 5,' н S't, и пересекающие окружность ?' под углами а

н fi (черт. 411, а). Углы, образованные с прямыми 5,' и S'

касательными ?, и t2, проведёнными к 2' из точки пересечения

S't и 5,, аавнсят только от величин о, $ » угла между

S[ и S't, но не от радиуса 2'; поэтому их можно определить,
построив произвольно окружность 2' н затем прямые S'lt S'.
Проведём теперь через точку пересечения S[ и S't пару пря-
мых /д, /2, образующих с S't a S't те же углы, что и прямые

tlt t2 с прямыми S[, S'2; эти прямые будут являться касатель-

касательными к окружности 2'. Таким образом, наша задача сводится

к построению окружности 2', касающейся двух известных прямых

/, и t2 и пересекающей под данным углом у окружность (или
прямую) S't, в которую наша инверсия переводит Ss, т. е. к

часткому случаю задачи 2376).
2°. St n S2 касаются. В этом случае .S, u 5, можно

инверсией перевести в две параллельные прямые 5j и S'j
искомая окружность (пли прямая) X перейдёт при этом в ок-.

ружность ?', пересекающую две параллельные прямые S[ и S't под
известными углами о u j$.

Пусть 2'—произвольная окружность, S[ и 5,' — две

параллельные прямые, пересекающие окружность 2' под углами

а н |5 (черт. 411, б). Проведём касательные /, и /2окружности
2', параллельные S[ и S't. Расстояния между прямыми 5^, S', и

tlt it зависят, очевидно, только от углов а и fi, но не от

окружности 2",* их можно определить, построив произвольную

окружность 2" и затем прямые 5[ н 5^. Построив теперь прямые

tlt tt, такие, что четвёрка прямых S[, S't; tlt /, подобна четвёрке

прямых S[, S't; /Jt t2, мы снова прндбм к задаче построения

окружности 2', касающейся известных (параллельных) прямых

tx и t% и пересекающей под известным углом у окружность
(или прямую) 5з, в которую переходит при инверсии 58.

3°. Sl и 5, не имеют общих точек. Вэ,томслучае5,и
52 можно инверсией перевести в концентрические окружности

•Sj и S't; искомая окружность (или прямая) 2 перейдёт при
этом в окружность (или прямую) 2', пересекающую 5| и 5^
под углами о и р.

Построим окружность 1', пересекающую окружности S[ n

S, под углами а и {*, причём первую из лих в данной точке М
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(см. задачу 235 б)')). Задача построения 2' может иметь до

четырёх решений; при этом радиус 2' и расстояние между цен-

центрами 2' н S[ зависят только от радиусов окружностей 5,' и S't и от

углов о и ji, но не от положения точки Л!. Поэтому все окруж-

окружности, пересекающие концентрические окружности S[ и .Sj под

углами о и р, распадаются на четыре, вообще говоря, семей-

семейства, каждое из которых состоит из равных между собой

окружностей, центры которых имеют одно расстояние от об-

общего центра 5,' u S't. Нам надо наЯтн те из окружностей
этих семейств, которые пересекают данную окружность (или
прямую) 5, под данным углом у. Воспользовавшись тем об-

обстоятельством, что все окружности данного радиуса, пересе-
пересекающие окружность (или прямую) S; под данным углом у,
касаются некоторой окружности S'3, концентрической с 5^
(пли прямой S'3, параллельной S'a), мы без труда построим ок-

окружность 2', а вслед за тем и искомую окружность 2J.

Задача может иметь до восьми решений; если S[, S'2 и

S'3 — прямые, она может также

оказаться неопределённой.

б) Настоящая задача сводит-

сводится к предыдущей при помощи

следующего приёма. Пусть дли-

длина общей касательной AIN не-

некоторой окружности 2 и извест-

известной окружности Sx с центром

О, и радиусом гх равна задан-

заданному отрезку ах\ для определен-
определенности предположим, что Л/Л/

есть общая внешняя касательная

окружностей .Sj и 2 (черт. 413). ,,

В таком случае точка N '

ц 4р

') Вот ещё одно построение.

Пусть Л/ —точка пересечения Е'_с
S'v О, и О — центры S[ (н Sj) и S'

(черт. 412). Повернём треуголь-
треугольник ONOl вокруг О на угол NOM в положение ОМО[. Точку О[ можно

построить, так как нам известны расстояние МО\ = NOt и угол О1АЮ1
(ибо / ОЛЮ,= а, / ОМО[= / ONOX ='}); после этого легко найти О

(ибо ?ОгМ0=а и Ofi— O^O).
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лежит на окружности Slt концентрической с St, радиуса

O1N=V'rJ-|-flJ. Так как радиус ON окружности 1'. прове-

проведённый в точку N, перпендикулярен к прямом Л/Л', то угол о

между окружностями 5, н 2 имеет известное значение

/_0N01=^-/_N0lM ( —ardgy-Y Точно так же можно

построить ещё две окружности 5„ и 53, концентрические с S,,
соответственно с S3, с которыми искомая окружность S

образует известные утлы. После этого останется только

построить окружность 2, образующую данные углы с окруж-

т, —«^ ностями5,, 52 и •?,, х. е.

задача б)
даче а).

сведется к за-

Черт. 413. Чорт. 414.

239. Проведём окружность с центром в точке В и ради-

радиусом ВА и сделаем па этой окружности засечки М. Л'. С, та-

такие, что AM=A\N—KC=BA (черт. 414). Очевидно, что

AM, MN и КС— стороны вписанного в окружность шести-

шестиугольника; следовательно, С и А— диаметрально противопо-
противоположные точки окружности, т. е. С, В и А лежат на одной

прямой и АВ=ВС.

240. Пусть точка А находится вне окружности 2

(черт. 415, а). Проведём из А как из центра окружность радиуса
АО (где О — центр 5!); пусть Л1 и ;V—точки пересечения
этой окружности с окружностью S. Из точек М и Л; как из

центров проведём две окружности радиусов ЛЮ и Л'О. Точка

А' пересечения этих двух окружностей и будет искомой: дей-

действительно, из подобия равнобедренных треугольников АОМ
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ii МОА' с общим углом при основании следует ?ттг=}=г-,, от-

откуда ОА-ОА' — ОМ", что и требовалось доказать. [Отметим,

115.

что это построение является более простым, чем приведённое

в тексте построение (стр.

204), использующее п

циркуль и линейку.]
Если точка А располо-

расположена внутри окружно-
окружности 22, то приведённое по-

построение применимо лишь

в том случае, когда окруж-
окружность с центром в точке

Л и радиусом АО пересе-
пересекает 21 в двух точках (т. е.

когда расстояние ОЛ точ-

точки А от центра 2] больше
половины радиуса 21; см.

черт. 415, б). Однако для

каждой точки Л можно найти такое целое число п, что рас-

расстояние п-ОА уже больше половины радиуса 2!. Найдём на

продолжении ОА за точку А такую точку В, что ОВ=п-ОА

(см. замечание в тексте после задачи 239), и затем построим

точку S', симметричную В относительно 5 (на черт. 416 л= 2).
Теперь,если А' есть такая точка прямой ОА, чго ОА' = п-ОВ',

Черг. 416.



528 РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ [241—242

то 0А-ОА'= ОВ-ОВ', т. е. А'— искомая точка, симметричная

А относительно 2.

241. Проведём произвольную окружность 2 с центром в

точке А данной окружности S, пересекающую окружность 5

в двух точках Р и Q; пусть, далее, К—точка, симметричная
А относительно прямой PQ (черт. 417; построение точки К
с помощью одного циркуля является очевидным). Из подобия
равнобедренных треугольников АРК и АРО (О— искомый

ov * АРАО
центр S) с общим углом при основании следует -тр=тр. т.е.

АК-АО=АР2. Итак, точка О симметрична точке К относи-

относительно окружности 2; поэтому её можно построить (см. пре-
предыдущую задачу).

Черт. 417.

242. Решение этой задачи очень близко к решению пре-

предыдущей задачи. Проведём окружность 2 с центром в точке А

и радиусом АВ (черт. 418). Точка В играет роль точки Р

предыдущего построения; однако вторая точка Ву пересече-
пересечения 2 с искомой окружностью б1 нам неизвестна, н поэтому
мы не можем построить точку К, симметричную точке А отно-

относительно общей хорды 5 и 2. Для того чтобы устранить это

затруднение, заметим, что при симметрии относительно окруж-

окружности 2 окружность 5 переходит в прямую ВВХ (ибо 5 проходит

через центр 2); поэтому точка С, симметричная С относитель-

относительно 2 (см. задачу 240), принадлежит этой прямой. Зная точки В

и С, мы уже можем без труда найти точку К, симметричную А

относительно общей хорды ВС. Дальнейшее построение центра
окружности 5 не отличается от вышеприведённого; найдя

центр S, мы сразу сможем построить и саму окружность.
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243. а) Первое решение. Возьмём три точки А, В и

С на прямой / (относительно нахождения третьей точки пря-
прямой см., например, задачу 239), найдём точки А', В' и С",
симметричные точкам А, В и С относительно окружности 2

(см. задачу 240), и затем построим окружность .S, проходя-
проходящую через точки А', В' и С (задача 242). Очевидно, что 5

н есть искомая окружность.

Второе решение. Пусть О есть центр окружности 2

(задача 241), К—точка, симметричная точке О относительно

прямой АВ, и О, — точка, симметричная точке К относительно

окружности 2 (черт. 419). Мы утверждаем, что О, есть центр

искомой окружности S; окружность S мы можем теперь

построить по центру О, и одной точке О. Действительно,

пусть Кг
— точка пересечения прямых OK » I, L— вторая

,1

Черг. 419. Черт.420.

точка пересечения искомой окружности 5 с прямой ОК. Точки

L и Кх симметричны относительно 2 (см. доказательство

свойства Б, инверсии, стр. 177), а так как OZ.= 2OO1,
где О, — центр 5, ОД", =у О/С, то точки О, и К также

будут симметричны относительно 2, т. е. О, совпадает с О,.
б) П е р в о е решение. Пусть А, В п С— три точки

окружности S, А', В' и С'—точки, симметричные этим точкам

относительно 2 (задача 240). Окружность S', проходящая через
точки А', В" и С (задача 242), и будет, очевидно, искомой.

Второе решение. Пусть О и О, — центры, R и г —

радиусы окружностей 2 и S, d= OOx — расстояние между
их центрами, К—точка, симметричная О относительно 5 (за-
(задача 240), и О[—-точка, симметричная К относительно 2

(черт. 420). Мы утверждаем, что О[ есть центр искомой
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окружности S'; саму эту окружность мы сможем построить,

зная её центр О[ и найдя одну её точку А' (симметричную

относительно 2 какой-нибудь точке А окружности S1)).
г'

Действительно, имеем О1О-О1К= гг, откуда ОД=— ,

гг d~ -*¦ г5
KO=d—. =:—=—Если теперь воспользоваться ещё ра-

¦—

а а

венством OK-OO'1 = R", то получим:

ОО[ ОК___1?_ ОО[ R- .KO.^R2 .

г-

00,
'

KOt~ г-
'
ООг~ т*

'

UK~ r' d-nr2'

окончательно

ОО\__ k

где

k = R-, к, = A-±г*.

Таким образом, точка О[ центрально-подобна О, с центром

подобия О » коэффициентом подобия -г-, откуда и вытекает

наше утверждение (см. доказательство свойства Б4 инверсии,

стр. 178—179).

§3

244. Утверждение задачи является частным случаем тео-

теоремы: три попарные радикальные оси трёх окружностей пе-

пересекаются в одной точке или параллельны (см. выше, стр. 226).

245. Так как общая хорда является радикальной осью

двух окружностей, то касательные, проведённые к окружностям
из какой-либо её точки, должны быть равны.

246. ЕслиР—точка искомого геометрического места, то

РА-РВ^РЛР (по свойству касательной и секущей окружно-
окружности 2). Следовательно, степень РА-РВ точки Р относительно

5 равна степени РЛР этой точки относительно точки Л1 (см.
выше, стр. 222). Отсюда следует, что Р принадлежит радикаль-
радикальной осн г точки М и окружности 5.

') На черт. 420 изображён случай, когда S и S пересекаются; в

этом (более простом) случае за А' можно принять точку пересечения
О И -и
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247. а) Если 5 прямая, параллельная АВ, то искомая

окружность i! касается 5 в середине отрезка А1В1, где Ai и

Bt — проекции А и В на 5 (черт. 421.G). Если 5—прямая,
пересекающая АВ в точке Л1, то нам известна степень Л1А-А1В
точки /VI относительно искомой окружности 2 и, значит,
длина отрезка Л1Т между М и точкой касания 5 с 2; задача

I

Черт. 421.

может иметь два решения (черт. 421,6). Таким образом,
остаётся рассмотреть случай, когда 5—окружность. Проведём
произвольную окружность S, проходящую через А и В и пе-

пересекающую 5 в точках М и N (черт. 421, с). Радикальная
ось искомой окружности 2 и 5 есть прямая АВ; радикальная
ось S н S есть прямая A1N; радикальная ось 2 и 5 есть их

общая касательная t. Следовательно, t есть касательная к S,
проходящая через точку Z пересечения прямых АВ и MN—

радикальный центр S, S м 2 (а если MN^AB, то и

Задача может иметь два, одно или ни одного решения.
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б) Если St и S2 не пересекаются, то все окружности,
перпендикулярные к St и S2, проходят через некоторые две
точки А и В (см. выше, стр. 218); следовательно, задача б)
сводится к задаче а). [Для определения А и В достаточно

у

p

Черт. 422.

провести две окружности, перпендикулярные к 5, и S2; цент-

центрами этих окружностей служат какие-либо две точки радикаль-

радикальной оси 5Х и St, а радиусы равны длинам касательных, про-
проведённых из центров к S1 и 5 .] Если 5, и 52 касаются, то
все окружности, перпендикулярные к 5а и S2, проходит через
их точку касания -4 и центры всех этих окружностей лежат
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на радикальной оси г окружностей Sl \\Si (проходящей через А);
кроме того, центр искомой окружности 2 равноудалён от

центра О окружности 5 и точки D прямой г, такой, что AD

равно радиусу 5 (или от прямой 5 и прямой, проходящей
через А перпендикулярно к г). Если Sx и 52 пересекаются,
5—прямая, параллельная линии центров / окружностей 5Х и

S2 (радикальной оси пучка, перпендикулярного к St и St),
то искомая окружность 2 касается 5 в точке пересечения S
и радикальной оси г окружностей Sx и St (линии центров

пучка, перпендикулярного к 5, u St; черт. 422, а); её центр
находится в точке пересечения г и радикальной оси г, окруж-

окружности 5, н точки Р. Если прямая 5 пересекает / в точке У,
5—какая-то окружность, перпендикулярная к 5, и 5„ то

касательная JT, проведённая из J к S, равна касательной JT,
проведённой нз J к искомой окружности 2 (ибо / — радикаль-

радикальная ось S и ?) (черт. 422, б; сравните с решением задачи а));
задача может иметь два решения. Если 5—окружность,
5— какая-то окружность, перпендикулярная к S1 и St
(черт.422, в), то радикальной осью 5 и искомой окружности 2
является линия центров / окружностей 5, и S2; радикаль-

радикальную ось г окружностей S и S можно построить. Следова-

Следовательно, радикальная ось t окружностей 2 и 5— нх общая

касательная, проходит через точку Z пересечения / и г

или параллельна /, если 1\\г (сравните с решением за-

задачи а)).
Задача может иметь два, одно пли ни одного реше-

решения; если 5, u S2 касаются, а 5 проходит через нх точку
касания и перпендикулярна к ним, то задача будет неопре-
неопределённа.

248. а) Первое решение. Окружности, перпендику-
перпендикулярные к 5, и S2, образуют пучок; требуется найти окруж-
окружность этого пучка, проходящую через М. Если 5, и 5, не

пересекаются, то все окружности пучка проходят через две

определённые точки А и В (ср. с решением задачи 247 б));
искомая окружность 5 проходит через А, В н М. Если 5, и St
касаются в точке А, то центр искомой окружности 5 лежит

на пересечении общей касательной г окружностей 5, и St
(нх радикальной оси) н перпендикуляра, восставленного к

отрезку AM в его середине. Наконец, если S± к St Пересе-
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каются в точках А и В (черт. 423), то проведём окруж-
окружность 5 через точки А, В и Л1—окружность пучка, которому
принадлежат б1, и S2. Искомая окружность 2 перпендикулярна
ко всему этому пучку; следовательно, центр ? находится в

точке пересечения радикальной осп г окружностей 5t и S2 и

касательной к 5 в точке Л1.

Второе решение. Центр искомой окружности 2 со-

совпадает с точкой пересечения радикальной осп г окружностей

5, и 52 и радикальной
оси гх окружности Sx и

точки Л1 (рассматри-
(рассматриваемой как «окруж-
«окружность нулевого радиу-
радиуса»; радикальная ось

г, проходит через се-

середины касательных,

проведённых из М

к SJ.
б) Центр искомой

окружности 2 находит-

находится в точке пересечения

радикальной оси г ок-

окружности Sl и точки М

и прямой s, симметричной радикальной осп г, окружности St
и точки М относительно середины отрезка О2Л/ (О2 — центрS2;
см. выше текст, напечатанный мелким шрифтом на

стр. 227 — 228).
в) Центр искомой окружности 2 совпадает с точкой пере-

пересечения прямой s, симметричной радикальной осп г окружно-
окружностей 5, п 52 относительно середины отрезка ОгО„ (О, и О2—
центры 5, и ~S2), п прямой slt симметричной радикальной оси гг
окружности Sx и точки Л\ относительно середины отрезка МОХ.

249. а) Центр О искомой окружности S совпадает с ради-

радикальным центром 5,, S2 и S3 (см. выше, стр. 226); радиус равен
длине касательной, проведённой «з О к S^ Задача имеет

одно решение, если О лежит вне 5,, St, S3, и ни одного в

противном случае.

б) Центр О искомой окружности 2 совпадает с точкой

пересечения прямых s3 н sit симметричных радикальным осям

га и г, окружностей 5, и St, 5, и S3 относительно середины

Черт. 423.
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отрезков ОгОг, соответственно Ofi3 (О„ О,, О3—центры
окружностей Sx, Sz, Бл; см. текст, напечатанный мелким шриф-
шрифтом на стр. 227—228); 2 проходит через точки пересечения S1 с

перпендикуляром, восставленным вО, к 00,. Задача всегда

имеет единственное решение.

в) Центр О искомой окружности 2 совпадает с радикаль-

радикальным центром окружностей Sl, 5, и 5, (см. текст, напечатанный
мелким шрифтом па стр. 228—229); 1 пересекает 5, в точках А

и В, таких, что АВ проходит через О и АВ J_ OOl (О,—центр SJ.
Задача имеет единственное решение, если О лежит внутри

окружностей Slt S,, S3, и ни одного в противном случае.

-V

Черт. 424.

250. а) Пусть Л1 — произвольная точка искомого геомет-

геометрического места, О — проекция М на линию центров ОгОй
данных окружностей St н 5, радиусов г, и г, (черт. 424, а).
Из рассуждений, аналогичных приведенным на стр. 224—225,
получаем:

2 0,0,-70 = ^-^-1-0,
где Т— середина Ofi^. Отсюда следует, что искомое геомет-

геометрическое место представляет собой прямую, перпендикулярную

к линии центров ( TQ=
Л* ^Г^~ -Я известно ), а следова-

тельно, параллельную радикальной осн.

б) Из формул 2О1О2-ГР=г^— г\ (см. стр. 225) и

2OlOi-TQ^r\ — rl~[-a (см. решение задачи а)) следует

2О,О4 -QP= a,

пли словами: разность степеней а точки Л1 относительно

двух окружностей S1 и St равна удвоенному произведению
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расстояния 0102 между центрами 5Х и S2 на расстоя-

расстояние QP= МР' от точки М до радикальной оси г окружно-
окружностей S± и St (черт. 424, а).

Пусть теперь 5 есть окружность, принадлежащая тому же

пучку окружностей, что Sx и S2, M— точка окружности S,

Ог,О2 п О — центры окружностей Slt S2 и 5 (черт. 424, б).
В таком случае, степень точки М относительно S равна
нулю, и следовательно, сформулированная теорема даёт

2001-МР'= а1,

где а1 и аг— степени точки М о т н о с и т е л ь н о S1 и 51,.
Таким образом, получаем:

а^ ОО1

пли словами: отношение степеней точки М относительно

окружностей 5, и S2 равно отношению расстояний от

центра О проходящей через М окружности пучка, содер-
содержащего iS, и S2, до центров S1 и S2 (здесь мы считаем, что

М не принадлежит радикальной оси г окружностей 5, и 5,;
напомним, что через каждую точку, не принадлежащую г,

проходит единственная окружность пучка, содержащего St
и St; см. выше, стр.. 218).

Отсюда следует, что искомое геометрическое место есть

окружность, если k^=\, и прямая, если k=\. Зная k, это

искомое место легко построить.

251. а) Пусть / проходит через центр подобия О окруж-
окружностей St и S2 (см. черт. 178, а в тексте). В таком случае

центрально-подобное преобразование с центром О переводит

51 в5, и / в себя; следовательно, / образует с S1 n 5, одина-

одинаковые углы, равные а. Отсюда вытекает, что касательные к 5, и

St в точках Аг и А2, соответствующих друг другу в цен-

центрально-подобном преобразовании, параллельны; точно так же

параллельны касательные к 5, и к S2 в точках В, и Bt.
Пусть, далее, касательные к S, i к S, в точках Л, п В2 пе-

пересекаются в точке М; в таком случае ^/ MAJ1,=/_ МВЯА1=
= а, откуда МА1 = МВ2, т. е. М—точка радикальной оси

5, и St. Точно так же показывается, что касательные к S1 a

52 вточках В, и Аг пересекаются в точке N радикаль-
радикальной оси.
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б) Пусть М—точка пересечения касательных к 5, и

Ss в точках Л, и Аг (см. черт. 178, б в тексте). Обозна-
тексте). Обозначим углы, образованные / с S1 и ?г, через at ц а2. Втаком

MA, sin / МАЛ. sin а

сл>'чае A^=sinzAMA=^rv откуда следУет> ЧТОТ04-
ка М лежит на окружности 2 — геометрическом месте точек,
отношение степеней которых относительно 5, и S2 равно

Ц^р (см. задачу 250). Так же показывается, что на окруж-

окружности 2 лежат и остальные три точки пересечения касательных

к S1 в точках Л1? Bt с касательными к 5, в точках Л2, В2.

Примечание. Из результата задачи 2506) следует, что окруж-
окружность ?, фигурирующая в условии задачи 2516), прннахпежнт к одному
пучку с окружностями S, u S,.

252. Пусть А1АгА3...Ап — л-угольнпк, вписанный в 5 и

описанный вокруг s. Нам надо до-

доказать, что если двигать точку

Л, по окружности 5 и рассмат-

рассматривать непрерывно изменяющийся

л-угольннк Л|Л^Лз •.. А'п, все

вершины которого лежат на 5 и

все стороны, кроме последней сто-

стороны А'ПА\, касаются s, то и сто-

гона А'„А'х будет касаться s.

Пусть АЛ,Л3 ••¦ К и

A',A'tA't... А'„ — два близких поло-

положения изменяющегося я-уголыш-

ка (черт. 423). Рассмотрим четы-

четырёхугольник i4,i4j^,i4j. Пусть пря-

прямая jWjJW',, соединяющая точки

Af, и М[ касания Л,Л2 и A[A't с s, пересекает А^А\ и AtA\
в точках R^ и R2. Из черт. 425 имеем:

Черт. 425.

ZКЯЛ=ZЪмЛ А•

Ho Z^ИИ«=ZЯИИ1 (они измеряются половиной дуги

Л,Л| окружности 5) и Z ^K-^i=Z^?,^И, (они изме-

измеряются половиной душ Af,Af| окружности s). Следовательно,
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откуда вытекает, что существует окружность s', касающаяся

AtA[ и АгА[г в точках Rl и R2. При этом окружность, про-
проходящая через точки пересечения касательных к s \\ s'
в точках М1г ЛГ и Rlt ??2, т. е. окружность S, проходящая

через точки А1г А[, Л2, А'2, принадлежит к одному пучку
с окружностями 5 и s' (см. примечание в конце решения

задачи 2516)); другими словами, s' принадлежит к одному
пучку с окружностями S и s.

Точно так же показывается, что существует окружность,
касающаяся A,A't п А3А'3 в точках пересечения А„А[ п А3А'Я
с прямой, соединяющей точки касания А,А3 и А'2А'3 с s; эта

окружность s" тоже принадлежит к одному пучку с S и s.

()чень важно заметить, что окружность s" должна совпадать

с окружностью s'. Действительно, существуют, вообще го-

говоря, две окружности данного пучка, содержащего 5 и s,

касающиеся прямой А2А'г (см. решение задачи 2476); это сле-

следует также из того, что каждый пучок окружностей можно

инверсией перевести в совокупность концентрических окруж-
окружностей или параллельных прямых, или прямых, проходящих

через фиксированную точку). Предположим, что s' и s" —

это две разные окружности, и станем непрерывно изме-

изменять и-угольнпк Л^Д^з • • • ^«> стРечя его к //-угольнику

A1AiA3 .. .АП. При этом окружности *•' н s' будут изменяться

также непрерывно; поэтому они будут стремиться к разным

окружностям пучка, содержащего S и s, касающимся касатель-

касательной к 5 в точке А2 (к этой касательной стремится прямая

А.А'г). Но это противоречит тому, что и s' и s" стремятся
к одной и той же окружности 5 (ибо А^Л^ п А3А'3 стремятся
к касательным к 5 в точках Л, и А3).

Таким образом, мы доказали, что окружность s' касается

прямых AXA[, А„А\ п А3А'3. Точно так же показывается, что

она касается и прямых ^.4^, АЬА'., ..., АаА'„. Таким образом,
мы видим, что существует окружность s', касающаяся Л,Л^ и

АпА'п. Рассмотрим теперь четырёхугольник А^А^',,; в точ-

точности как выше, покажем, что существует окружность s,

принадлежащая к тому же пучку, что и s и s', касающаяся А1Ап и

А[А'П (в точках пересечения этих прямых с прямой, соединяю-

соединяющей точки #, и Rn касания А^ и АПА'„ с s'). Но А1АП ка-

касается окружности s этого пучка; отсюда следует, что в про-

процессе изменения га-угольнпка сторона AYAn всё время будет
касаться той же самой окружности s. \AlAn касается ещё
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одной окружности s, пучка, содержащего s, S и s'; однако

точки пересечения #,#„ с А1ЛП н с А[А'„, как легко видеть,

лежат внутри отрезков АгАп и А[А'„, откуда следует, что i
совпадает с s, а не с s,.]

Примечание. Точно так же можно доказать следующую бо-
более общую теорему: если n-угольник AtA,A3...An непрерывно из-
изменяется, всё время оставаясь вписанным в некоторую окруж-
окружность S, так что стороны /1,Л„ А„А3, ..., ЛП_,ЛП его всё время
касаются окружностей. sv s.,, .... sn_lt принадлежащих к одному
п\'чку с окружностью S. то последняя сторона АпА1 всё время
касается некоторой окружности sn. принадлежащей к тому же

пучку. При этом и каждая диагональ н-уголышка АЛА2 ...Ап всё

время касается некоторой окружности, принадлежащей тому же пучку;,
п частности, ест п-\гольник непрерывно изменяется, оставаясь
всё время вписанным в окружность S н описанным вокруг окруж-
окружности s, то каждая из его диагоналей всё время касается некоторой
окружности, принадлежащей к одному
пучку с S и с s.

§4

253. а) Произведём инверсию

центром в точке М \\ степенью

При этом точки Ах. А,, А3, ..., АП
перейдут в точки A'v А',, А'3',..., А'п,
расположенные на одной прямой
(черт. 426). Обозначим длину сторо-
стороны правильного «-угольника через а.

Из формулы (*) (стр. 233) следует

Черт. 426.

Подставляя все эти выражения в очевидное соотношение

и сокращая обе части получившегося равенства на а, прихо-

приходим к требуемому результату.
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б) Обозначим через а сторону правильного л-угольнпка;
через b— хорду, стягивающую две стороны л-угольннка.

Пусть А[, А[, А'я, .... А'п — точки, в которые переходят вер-
вершины л-угольника при инверсии с центром М и степенью 1.

Имеем (см. решение задачи а)):

A' A'
*

Далее,

пли

з
= bdt,

+ А'Л= А'Л, т. е-^п+^п^
ИЛИ

ad2 -f- c^4 = bd3,

ИЛИ

«ЛИ

А'А'4-А'А'=А[А' т. е. -АгС+ТГй-с=-ПГ

An_iAn_i —J- Лл—х^'п
== ^и—*^п»

T. e.

1 i 1
д__

1
.

ИЛИ

lA=4H;. t. e.
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или

[ = A[A'a, т. е. ^
bdl-\-ada= ad,.

Складывая все последние равенства, получаем:

откуда и вытекает требуемый результат.

254. а) Произведём инверсию с центром в точке М. При
этом вершины Alt Аг, Аг, ,Агп ¦
вписанного 2л-угольннка перейдут в

2л точек А[, А'г, А'3 А'2П, рас-
расположенных на одной прямой (черт.
427). Из подобия треугольников /ик^к
МАгА% и МА[А'Ш (ср. выше, стр. 233) р-
имеем: "

?, AL1,_МА,
Р'~ MA't ~~МА\'

ИЛИ |"* Н&г1

Й=^^^ Черт.42,
А*

здесь р'— расстояние от М до прямой А'^А'^.. ,А'П, т. е. вы-

высота треугольника МА\А'Г Точно так же получаем:

р\_ МАЖ-МА3 р\ _
Р" Ш'Ш-МА'3

'

Р"~

^ р\„ MAtn-MA1

откуда имеем:

'

AL41 • МА'г¦ МА'г¦ MA't... MA'tn-i
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t_MAs-MA3-MAt -МАЪ... МАга ¦ МАг
'"

1P'n J MA't-MA3-MA'l-MA'i...MA'1n-MA[
'

т. е.

PiPaPi ¦¦¦ Ргп-i =РЛРв • ¦ • Pin'

что и требовалось доказать.

б) Эту теорему можно рассматривать как предельный слу-
случай теоремы задачи а); если вершину А, вписанного 2л-уголь-
нпка стремить к вершине AIt вершину А3 — к вершине Av
вершину Аъ— к вершине Ав и т. д., то стороны AtAIt АгА4,
АйАв, ... вписанного 2/г-угольнпка будут стремиться к каса-

касательным к окружности в вершинах Alt А,, А3, ... вписан-

вписанного л-уголышка А1А3АЪ ... Агп_1.

255. Произведём инверсию с центром в точке М. Вер-
Вершины At, А2, А3, ..., Ап «-угольника перейдут в п точек

А[, А'г, А'3, ..., А',„ расположенных на одной прямой
(черт. 427); при этом

Обозначим через р' длину перпендикуляра, опущенного
из точки М на прямую А'ХА'П — общую высоту треугольников

А[Л1А'г, A'tMA'3, ..., A'n_J\AA'n и А'ХМА'П. Из подобия треуголь-
треугольников AlMAi и А'ХМА\ (ср. выше, стр. 541) следует

АЛ _gi

— сходственные стороны подобных треугольников относятся

как высоты, опущенные на эти стороны. Отсюда имеем:

., ., АЛ > fli i

АЛ-
pj P-JJ'

аналогично

Подставляя все эти выражения в соотношение (*) и сокращая

обе части получившегося равенства на р', мы приходим к

требуемому результату.
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256. Произведём инверсию с центром в точке Аа и сте-

степенью 1. При этом окружности 2 н So перейдут в параллель-

параллельные прямые 1" и Si,, а черт. 181 текста — в черт. 428. Ра-

Радиусы преобразованных окружностей S[, S'2, ..., S'n обозиа-

Черт. 428.

чим через г[, г'„ ..., г,'.; очевидно, что r'x=^r'n. Из черт. 428

получим:

А\А? = о\о; -а\р = (г;+г'2у- - (г; -г[у- = 4г;г;
и аналогично

а) Пусть п читно. Имеем:

, А\а'? . А',А.,' А„А." , , А,А',"

[ Такимобразом, условие г'п = г[ позволяет определить дна-

» метрокружности S^— расстояние между прямыми 2' и S'o:
л' л'. л' л' а' а'

1

л;-^;...^;.:4.
или, так как

А0Аг.А0А2'
А А

-•• • An-iAn= л а"~1-А А

(см. формулу (*) на стр. 233),

о_' AlA2-A3Ai...Ап—лАп
х ^4AAA A AA
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Обозначим расстояние от полюса инверсии Ао до прямой X'

через d\ тогда расстояние от Ао до S'o будет равно d -+- 2г'г.
В таком случае 2R= -7, 2г0= —(см. доказательство

свойства Ба инверсии), и окончательно получаем:

d~2R' Г°~ 1 „ AtA

(знак плюс соответствует внутреннему касанию So, Slt ...,Sn
с S, а знак минус

— внешнему касанию).

б) Совершенно аналогично решению задачи а) получаем:

"

А'А?А'А:гА'А1
lt

откуда вытекает следующее соотношение между взаимными

расстояниями точек А[, A't, ..., А'п:

А'А' А'А' А' А' А'А' А'А' А' А'
'V1!• "яЛ4 • • • пп-гпп—1 nt » 4 в*

* •""—1"п-

Воспользовавшись формулами (**) решения задачи а), полу-
получим искомое соотношение между взаимными расстояниями

точек Ад, Alf А,,..., Ап:

257. Очевидно, что искомое геометрическое место харак-

характеризуется тем, что двойное отношение
-^гг : -тггг • где Ж,,

Ж,—две какие угодно точки этого геометрического места,

равно единице. В силу свойства Г отсюда следует, что если

некоторая инверсия переводит точки А, В в toNkii А', В', то

она переводит искомое геометрическое место в геометриче-
геометрическое место точек, отношение расстояний от которых до точек

А', В" постоянно (хотя это отношение и не равно, быть мо-

может, отношению расстояний точек исходного геометрического

места от А и В).
Пусть теперь центр инверсии О сам принадлежит иско-

искомому геометрическому месту. В таком случае отношение рас-
Стояний от точки М', в которую переходит произвольная
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точка М геометрического места, до точек А' и И равно

единице:

м'А'--мв'=МАшш--мвоШов==т ¦¦ т=1

МА ОА
(см. формулу (*) на стр. 233; 1^7?—тпг в силу выбора точки О).

Следовательно, рассматриваемое геометрическое место переходит
в геометрическое место точек, равноудалённых от А'
и В1, т. е. в прямую линию. Отсюда вытекает, что само это

геометрическое место есть прямая линия пли окружность.

Очевидно, что искомое геометрическое место представляет

собой прямую лишь в том случае, если фигурирующее в усло-
условии задачи отношение равно единице.

258. Отношение суммы произведений противоположных

сторон произвольного четырёхугольника ABCD к произведе-

произведению его диагоналей „

AB-CD+АР-ВС '!
AC-BD \Л

можно представить в виде

ABCD ¦ АР-ВС
AC-BD~T~AC-BD

А? .
AC .DA

.
DB

7M
:
DC*CA

*

СВ'

т. е. оно равно сумме двойных отно

шений точек A, D; В, С п D, С\
А, В (обратите внимание на порядок!)
и, следовательно, не меняется при

инверсии.

Пусть теперь вокруг четырёх-

четырёхугольника ABCD можно описать Черт.429.

окружность S. Произведём инверсию
с центром в какой-либо точке О окружности S; при этом точки

А, В, С и D перейдут в точки А', В1, С и D", лежащие на

одной прямой.
Пусть для определённости точки А', В", С, D' следуют на

прямой одна за другой в выписанном порядке (черт. 429);
это будет иметь место, если точка О лежит на дуге AD
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окружности S); длины отрезков А'В', ВС и CD' обозначим

через a, b и с. Тогда

АЪ'= а^-Ь-\-с, A'C—a-\-b, B'D'= l

откуда

i'B'-C'D' + A'D'-B'C ас+ {а + Ь+ с)Ь ас+аЬ-{-Ь" +Ьс
А'С'-В'ГУ . Ia-i-b)(b4-c) ~ab 4- Ь" А- ас 4- be '»

что и доказывает утверждение задачи.

259. Пусть Р, Q, R, Т— четыре произвольные точки

окружности .S; Р, Q', R', Т— точки, в которые они перехо-

переходят в результате последовательности инверсии /,, /г,..., /я
(см. решение задачи 231). Так как каждая инверсия сохраняет

двойное отношение четырёх точек, то

PR
ш РТ_ PJ?.

Р'Г

QR: QT~~WR'
"

Wf"
Но, очевидно,

s ^PR=2rsm~, QR=2rs\n^ ит. д.,

где г есть радиус окружности S; следовательно, равенство
двойных отношений можно переписать так:

.PR .FT P*k
sin —=— sin _ sin„ sin

. QR
'

. UT Q'R'
'

ОТ
'

sm— an—-
sin-g- sin-y-

Пусть, наконец, О— произвольная фиксированная точка окруж-

окружности 5. Тогда PR=PO— RO1) и т. д.; таким образом,

.PR . РО— RO . РО RO . RO РО

sin—2~
=sin ^ =sin -jr— cos-75 sm~2~cos  ~==

PO RO I
t
PO . RO\

= cos —cos-^-^ tg-^ tg-g-J 11 т. д.

') Здесь душ берутся со знаками аналогично правилу отсчёта

углов в тригонометрическом круге.
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Отсюда получаем:

. РО . РХ) . РО .ТО

&?_ го'
2 2 2g 2

Предположим теперь, что Т есть точка Ах, которую ми

здесь обозначим через X (она неизвестна); тогда. Т тоже

совпадает с Л, (Л, в результате л последовательных инвер-

инверсий переходит в себя). Следовательно,
. РО . РЪ . РО . ХО
tgtg ttg

; RO
'

L
00 . Ж)

P'O
.
R'O » P'O .

XO

f _tgf tgf-tgf

Q'O . RO
'

. Q'O XO
  'g-2-«8-2 'g"r

(*>

Выберем произвольно точки Р, Q, R; после этого точки

Pi Q'i R" нетрудно будет найти. Равенство (*) можно рас-

рассматривать как квадратное уравнение относительно неизвест-

ХО
ной величины tg—=—". Решив это уравнение, мы найдём

ХО

tg  ",
а следовательно, сможем построить отвечающий дуге

ХО центральный угол и найти точку Х=А1; после этого

нахождение всех остальных вершин искомого л-угольника

уже не представляет труда. Построение легко проводится

циркулем и линейкой.

Задача имеет два, одно или ни одного решения в зави-

зависимости от числа вещественных корней уравнения (*).

260. Эта задача очень близка к задаче 257. Прежде
всего очевидно, что если отношение длин касательных, про-

проведённых из некоторой точки А1Х к двум окружностям Sx a
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.$„ равно отношению длин касательных, проведённых из дру-

другой точки Mt к тем же окружностям, то двойное отношение

sm,
.

sjvb
четырёх окружностей 5 , 5„ М. и Ж, (здеЛ

¦*SMi «S.Al, . iiii
точки Л/, и Л/, рассматриваются как «окружности нулевого

радиуса»; так, например, tSiMl означает длину отрезка каса-

касательной, проведённой из точки М„ к окружности 5",) равно
•единице. Отсюда следует, что если инверсия с центром вне

.5, и вне St переводит эти окружности в окружности S[ и S't,
то искомое геометрическое место переходит в геометрическое

•место точек таких, что отношение длин касательных, прове-

проведенных из этих точек к окружностям S^ и S't, имеет постоян-

постоянную величину.

Пусть теперь О есть какая угодно точка искомого геомет-

геометрического места; так как из неё можно провести касательные

к 51, и к St, то она находится вне обеих этих окружностей.

Инверсия с центром в точке О переводит рассматриваемое

геометрическое место в геометрическое место точек, та-

таких, что касательные, проведённые из них к преобразован-
преобразованным окружностям S[ и S't, равны между собой. Действи-

Действительно, если точка Л/, рассматриваемого геометрического
места переходит в точку М[, то по формуле (**) (см. стр. 241)
(имеем:

Vr ij

.Jimi.
, ¦¦! ^ .̂ f5,0

((степени ft, и ft, точки О относительно 5, и St равны <J0 и

?ф f\ I*C АЛ

i% n;
—^—= ¦

' '

согласно выбору точки О). Итак, мы видим,

что при инверсии с центром в точке О искомое геометриче-
геометрическое место переходит в геометрическое место таких точек М,
что iM's'==^M's'' т- е- в отрезок радикальной "оси окружно-

окружностей S[ и S'2, внешний по отношению к обеим окружностям

{см. § 3, стр. 221).
Отсюда вытекает, что само это геометрическое место,

вообще говоря, представляет собой окружность или часть

окружности (дугу окружности, проходящей через точки пере-
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сечения S, и S2, внешнюю по отношению к S, и 52); если

фигурирующее в условии задачи отношение равно единице,

то геометрическое место представляет собой прямую или

часть прямой (часть общей хорды окружностей, внешнюю по

отношению к обеим окружностям).

261. Настоящая задача очень блнзкз к задаче 258. Пре-
Прежде всего нетрудно видеть, что если S,, Slt St и St— четыре

окружности, то отношение

можно переписать в виде

Т~ 'i ' Т~ '17'

откуда видно, что оно не ме- Черт.430.
няется при инверсии, центр ко-

которой лежит вне окружностей Slt St, St, St или внутри всех их.
Если окружности 5,, Sa, S3 и 54 касаются одной прямой

2 в точках А, В, С и D (черт. 430), то соотношение насто-

настоящей задачи принимает
вид

AB-CD+АР-ВС -
ACBD '

нетрудно проверить, что

это равенство действи-

действительно имеет место (см.
решение задачи 258).

Пусть теперь четыре

окружности Slt St, S3 и

St касаются одной окруж-

Черт. 431. ности2. Если, напри-
например, окружность S, содер-

содержит 1 внутри себя, а 5, не содержит 2 внутри, то либо S, и 5,
имеют одноимённое касание с 2, но общая внешняя касательная

5, и S, не существует (черт. 481, а), либо S, и 5, имеют разно-

разноимённое касание с 2, но общая внутренняя касательная S,
и S, не существует (черт. 431,6). Поэтому условие за-

задачи имеет смысл только в том случае, если окружность 2

18 И. М. Яглоы
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расположена внутри всех окружностей Slt St, S3, Sv либо
вне всех их. Пусть О есть какая-либо точка окружности 2.

Инверсия с центром в точке О переводит четыре окружности

•^i' ^i> $3, -S4 B четыре окружности S[, S'2, S'3, S't, касающие-

касающиеся одной прямой 2', для ко-

которых, как мы видели выше,

имеет место соотношение на-

настоящей задачи. Отсюда выте-

вытекает, что это соотношение вы-

выполняется и для исходных че-

четырёх окружностей.

262. Пусть 5„ 5, —две

окружности, пересекающиеся в

точке А, О,, Os — центры и

Г1< r? (ri^ri)—радиусы этих

окружностей, a AIN=fl2— отрезок их общей касательной

(черт. 432). Обозначим расстояние О1О1 через d. В таком

случае

*;,=<!¦ —(г, —!-,)¦= </¦ — r\— r;

(см. выше, стр. 239); следовательно,

Но из треугольника Ofi^ легко усмотреть, что

-L-S = 2cosctis,
г\ + г\ -

где а1,
= ^О1ЛО,—угол между раджами ОУА и ОгА

окружностей 5, и St, равный углу между окружностями Sl и

St. Таким образом, имеемх):

A-= 2(l — (*)

x) Отсюда видно, что для пересекающихся окружностей сохране-

сохранение при инверсии выражения -^==г (см. выше, стр. 242) является пря-

прямым следствием свойства В инверсии.
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Теперь предположим, что четыре окружности St, Slt S3
н St пересекаются в одной точке 2. Обозначим центры этих

окружностей через О,, Ог, 03 a 04 (черт. 433), а попарные
углы между прямыми 0,2, Ог 2, 03 2, О4 2 (углы между

Черт. 433.

окружностями) — через сс1г, а13, а14, сс23> а,4 и аЭ1. В таком

случае в обозначениях черт. 433 имеем:

и, следовательно,

sin-^ sin -тр-f-sin -^sin -^—sin -J5sin-^!=

= sin -^-sm -^--1" sm о
sin
у
— sin ^-f^sini-^—=

. ? . з , / . P4-Y г . в 4-r . s \ . r
= sin -Jj- sin ту- -{- ( sin ^ cos — -j- cos

r
,| sin — 1 sin -^

sin

. ? . г i Р4-т . 3 . т
"

• P4-T 7 • s
= sin-^-sin-T-|-cos!-^-tsin —sui -^— sin Чр-cos-^- simj-

= sin -^- sin-^—/sin !-y-tcos ¦- cosrl) sin
v Jsin -^-=

• ? - з . p4-T —T . г
= sin tj- sin -^ sin ;,—- sin —= 0.

Подставляя в полученное соотношение вместо ciihjcob

половинных углов между окружностями их выражения из

18»
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формулы (*), получаем:

2 >А^ 2 Г77,2 Vv*
1 1

или, сокращая на -j—г иперенося один член в пра-

вую часть,

что и требовалось доказать.

263. Дляслучая, когда окружности Slt Sx, St и St пере-
пересекаются в одной точке, формула настоящей задачи уже была

нами доказана в решении предыдущей задачи. Для случая,
когда окружности 5,, S2, S3 и St касаются одной окружности

(или прямой) 2, эта формула является непосредственным след-

следствием предложения задачи 261; для того чтобы её получить,
достаточно подставить в соотношение задачи 261 выраже-
выражения для г12 и т. д., полученные из формулы (*) решения

задачи 262 [ f1? = 2 sin-?2 }7 V, " т. д.).
264. а)Так как при инверсии центр исходной.окружности

не переходит в центр преобразованной окружности, то фи-
фигурирующее в условии задачи свойство биссектрис углов,

образованных пересекающимися пряными, надо переформулиро-
переформулировать так, чтобы в новую формулировку входили только понятия,

сохраняющиеся при инверсии. Нетрудно видеть, как это сделать:

вместо того чтобы говорить о геометрическом месте центров

окружностей, касающихся двух пересекающихся прямых, сле-

следует сказать, что эти окружности пересекают перпендикулярно

одну или другую из биссектрис. Применив инверсию, мы по-

получим теорему: окружности, касающиеся двух пересекаю-

пересекающихся окружностей S1 U S., пересекают перпендикулярно
одну из двух окружностей 2Х и 2„ проходящих через точки

пересечения 5Х и St и делящих пополам углы между этими

окружностями (черт. 434). Эти две вспомогательные окруж-

окружности называются бнссектральнымн окружностями
двух первых окружностей.

; Отметим, что аналогичная теорема не имеет места в том случае,
если.окружности S, и S, не пересекаются. В этом случае
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окружности S, и Sa можно при помощи инверсии перевести в две

концентрические окружности Si nS'2 (см. теорему 2§ 1,стр. 194). Все
окружности, касающиеся S^ и S[, распадаются на два семейства
одно из которых состоит из окружностей, перпендикулярна к опре-
определённой окружности 2', концентрической cSj и SJ, второе же со-
состоит из окружностей, никакие три из которых не перпендикулярны
к одной окружности. Отсюда следует, что все окружности, касающиеся
окружностей S, и St, распадаются на два семейства, одно из которых
состоит из окружностей, перпендикулярных к определённой окруж-
окружности I (принадлежащей к пучку, определяемому окружностями S, и SX
а второе —из окружностей, никакие три из которых ие перпендику-
перпендикулярны к одной окружности.

N

\
\
t

i
i
i

Черт. 434.

Наконец, переводя две касающиеся окружности в две параллель-
параллельные прямые, нетрудно убедиться, что все окружности, касающиеся

двух касающихся окружностей S, и S,, распадаются на два семейства,
одно из которых состоит из окружностей, проходящих через точку Т

касания 5t и S,, а второе
— из окружностей, пересекающих перпен-

перпендикулярно некоторую окружность S, проходящую через Т и касаю-

касающуюся в этой точке S, и S2.

б) Каждаяокружность, пересекающая две данные пере-
пересекающиеся окружности «Sx и S, под равными углами, пер-

перпендикулярна к одной из двух биссектралъных окруж-
окружностей Si и St (см. решение задачи 264а)); обратно,
каждая окружность, перпендикулярная к биссектральной
окружности Si и S,, пересекает 5, к Sx под равными

углами.

в) Изрезультата задачи б) следует, что наша задача

равносильна следующей: построить окружность, пересекающую

перпендикулярно три бнссектральные окружности окружностей
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So и Slt So ii Sz, So и S3 данных окружностей So, St, S2, S3
(которые, очевидно, можно построить), т. е. к частному слу-

случаю задачи 238а) из § 2 (см. также задачу 249а) из § 3).
Этот частный случай задачи 238а) может иметь только одно

решение. Так как каждую из участвующих в построении бпс-

сектральных окружностей можно выбирать одним из двух

возможных способов, то всего задача может иметь до восьми

решений. •"

265. В теорему: если три окружности пересекаются в одной

точке, то сумма углов криволинейного треугольника, обра-

Черт. 435.

зованного в пересечении этих окружностей (черт. 435),
равна 180°.

266. ПустьSlf St и «Ss— три окружности, проходящие

через одну точку О; А, В и С—вторые точки пересечения

S3 и S2, Sx и Sa, Ss и St. В таком случае:

а) триокружности, проходящие через точки О а А, О и В, О
и С перпендикулярно соответственно к Slt St и Sa, пересекаются
в одной точке (черт. 436, а);

б) триокружности, проходящие через точки О и А, О и

В, О и С и делящие пополам углы соответственно между 5S
и Sx, St и S3, 5a и Sx, пересекаются в одной точке

(черт. 436, б).

267. ПустьЛ, В, С—три точки, расположенные на одной

прямой, Р—точка вне этой прямой. Опишем вокруг тре-
треугольников РАВ, РАС, РВС окружности; пусть PN, РМ,
PL—диаметры этих окружностей, проходящие через точку Р.

В таком случае точки Р, N, M n L лежат на одной окруж-
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ностн 5 (черт. 437). Обратно, если PN, PM, PL — три хорды

окружности S, то вторые точки пересечения окружностей,

построенных на отрезках PN, PM, PL как на диаметрах, ле-

лежат на одной прямой (см. задачу

866) из § 1 гл. II второй части

книги).

268. При инверсии, центр О ко-

которой не лежит на данной окруж-

Черт. 437. Черт. 438.

ностн 5, S переходит в некоторую другую окружность S'.

Пусть Z— точка, в которую переходит центр Z окружности
S, М— точка, в которую переходит какая-то точка М окруж-
окружности 5 (черт. 438). Согласно формуле (*) стр. 233 имеем:

так как -?т= откуда

M'Z' MZ
М'О 0Z~~

г

'OZ'

где г—радиус окружности S. Таким образом, мы видим, что

окружность S' можно определить как геометрическое место

.„ M'Z' • г

таких точек /И, что отношение
-тттту равно ^=, т. е. не

зависит от выбора точки М окружности.
Таким образом, наряду с обычным определением окруж-

окружности как геометрического места точек, равноудалённых от

данной точки, можно также определить окружность как

геометрическое место точек, отношение расстояний ко-

которых от двух данных точек есть величина постоянная

(ср. с задачей 257).
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269. Произведём инверсию с центром в точке О; пусть

А', В' и С — три точки, в которые переходят при этой ин-

инверсии вершины А, В, С треугольника ABC (черт. 439, а).
По формуле (*) стр. 233 имеем:

Подставляя эти выражения в неравенство

АВ-\-БС>АС,

приходим к соотношению

k
А'В',

ОА'-ОС"
пли

А'В' ¦ ОС -|- ВС • ОА' >А'С ¦ ОВ.

Так как точки /1, В, С не лежат на одной прямой, то точки

-, О, Л', В', С не лежат на

одной окружности; другими
словами, если вокруг четы-

четырехугольника нельзя опи-

Д В С

Черт. 439.

сать окружность, то сумма произведений его противопо-
противоположных сторон больше произведения диагоналей.

С другой стороны, если точки А, В и С лежат на одной

прямой, т. е. точки О, А', В', С лежат на одной окружности
(черт. 439, б), то

AB-f BC=AC,
откуда

ОA'-OB' OB'-OC'- OA'-OC'
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или

А'В ¦ ОС+В'С .ОА'= А'С- ОВ.

Отсюда вытекает как теорема Птолемея, так и теорема, ей

обратная.

270. а) Произведём инверсию с центром в точке О; пусть

А', В, С— три точки, в которые переходят при этой инвер-
инверсии вершины прямоугольного треугольника ABC с прямым

g a.углом В (черт. 440). Из подо-
подобия треугольников ОАВ и ОВА',
ОВС и ОСВ' имеем:

так что

/_ ОА'В -f /ОСВ= 90°.

Далее, по формуле (*)
стр. 233

к

Черт. 440.

Следовательно, теорема Пифагора АВ2 -\- ВО =АО даёт

А'В"
ОА'"-ОВ" ов-г-ос- ол-ос

пли

А'Вг • ОС* -f ВС* • ОА'г == Л'С'8 • ОЯ8.

Таким образом, мы приходим к теореме: если сумма проти-
противоположных углов выпуклого четырёхугольника равна 90°,
то сумма произведений квадратов противоположных сто-

сторон равна произведению квадратов диагоналей.

Интересно сопоставить полученное предложение с теоремой Пто-
Птолемея, которую можно сформулировать следующим образом: если

сумма противоположных углов выпуклого четырёхугольника равна
180°, то сумма произведений противоположных сторон равна
произведению диагоналей.
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б) Совершенноаналогично решению предыдущей задачи

получаем из теоремы косинусов следующее предложение,

обобщающее как теорему Птолемея, так и теорему задачи аь

если сумма противоположных углов четырёхугольника
равна щ, то сумма произведений квадратов противополож-
противоположных сторон без удвоенного произведения всех четырёх
сторон четырёхугольника на косинус угла ® равна произ-
произведению квадратов диа-

диагоналей. Вывод предо-
ставляем читателю.

в) Попрежнему пусть

А', В', С— точки, в ко-

которые переходят при им-

версии вершины треуголь-

пика ABC (черт. 441). По .А

формуле (*) стр. 233

k
—ла

АС А'Гли — л с

OA'-UW
'

k

OB'-ОС
' *

k

ОЛ'-UC
'

Черт 441>

Найдём теперь связь между углами треугольника ЛВС и

углами четырёхугольника ОА'В'С. Прежде всего мы имеем:

/_ОВА = /_ОА'В', /_ОВС=/_ОС'В'

п, следовательно,

/_ ABC=/_0AB-\-Z_ ОСВ

— обстоятельство, которое использовалось в решении задач

а) и б).
Далее,

и, следовательно,

/_ ВАС= /_ ОАВ—/_ОАС= /_ ОБ'А'— /_ ОСА',

т.е. угол ВАС треугольника равен разности углов, которые

образуют диагонали ОВ и А'С четырёхугольника ОА'В'С
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соответственно со сторонами В'А' и СО. Точно так же

/_ ВСА= /_ ОБС— /_ ОАС,

т. е. угол ВСА равен разности углов, которые образуют диа-
диагонали ОБ' и СА' четырёхугольника ОА'В'С соответственно

со сторонами В'С и АО.
Подставляя эти выражения в теорему синусов

АС
__ АВ ВС

sin B~^~ sin С sin A
'

мы получаем после упрощения

А'С'-ОВ' А'В'-ОС В'СОА'

sin 9 sin (*)

где <р есть сумма противолежащих углов ОАВ' и ОСВ

четырёхугольника ОА'В'С, (Ь—разность двух углов, образо-
образованных диагоналями и сторонами четырёхугольника, опираю-
опирающихся на сторону ОС, '/ — разность двух углов, образован-

образованных диагоналями и сто-

сторонами четырёхуголь-

четырёхугольника, опирающихся на

сторону ОА. Форму-
Формула (#) и выражает тео-

теорему, в которую пере-
переходит при инверсии

теорема синусов.

271. Будем считать

^_ прямые/х и /, и ок-

1'г ружность S направлен-
направленными. "Произведём рас-

Черт. 442. ширенне,переводящее

окружность 5 в точ-

точку S'. При этом прямые 1Х и /, перейдут в какие-то новые пря-

прямые 1[ и 1'х, а искомая окружность 2 (которую тоже придётся
считать направленной), касающаяся /х, /, и S,— в окружность

2', касающуюся прямых 1[, 1'г и проходящую через точку S'

(черт. 442). Таким образом, построение окружности 2, касаю-

касающейся двух данных прямых и данной окружности, сводится
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к построению окружности 2', касающейся двух данных пря-
прямых и проходящей через данную точку, т. е. к задаче 49а)
из § 1 гл. I второй части книги.

Так как задача 49а) имеет в общем случае два решения

и, зафиксировав произвольно направление окружности S, мы

можем четырьмя различными способами выбирать направление

прямых /х и /,, то задача имеет, вообще говоря, восемь ре-

решений.

Это решение, очевидно, более просто, чем решения задач 49в) и

56 из § 1 гл. I второй части и 2326) из § 2 настоящей главы.

272. Будем считать все три окружности 5,, St, Ss на-

направленными. Произведём расширение, переводящее одну из

этих окружностей в точку (например, окружность 5^ в точку S'J.
При этом окружности 5а и 58 перейдут в новые окружности

S't u S'si а искомая (направленная) окружность 2, касающаяся

St, St u Ss,— в окружность 2', проходящую через точку S^
и касающуюся S't и S's. Таким образом, задача Аполлония

сводится к нахождению окружности 2', касающейся двух ок-

окружностей S't и S'3 и проходящей через точку S[, т. е. к за-

задаче 2326) из § 2 настоящей главы (стр. 207). Решив эту за-

задачу, мы затем сразу найдём и искомую окружность.
Задача 2326) сводится к нахождению общей касательной

двух окружностей (см. стр. 515) и, следовательно, имеет в

случае направленных окружностей, вообще говоря, два реше-
решения (см. стр. 261). А так как фиксировав произвольно направ-
направление окружности Slt мы можем выбирать направления ок-

окружностей St и S3 четырьмя различными способами, то всего

задача Аполлония имеет, вообще говоря, восемь решений.

Это решение задачи Аполлония, как легко видеть, более просто,
чем оба решения задачи 237а).

273. Рассматриваемая задача, очевидно, представляет обоб-

обобщение теоремы Птолемея (см. выше задачу 258 из § 4 насто-

настоящей главы, стр. 236). В § 3 указывалось два доказательства

теоремы Птолемея при помощи инверсии. Одно из этих до-

доказательств сводило соотношение Птолемея к такому же соот-

соотношению AB-CD-\-AD-BC=AC-BD, существующему между

попарными расстояниями четырёх точек прямой; оно позво-

позволяло доказать только то, что соотношение Птолемея необ-

необходимо для того, чтобы четыре точки лежали на одной
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окружности (см. задачу 258). Второе доказательство сводило

соотношение Птолемея к соотношению АВ-\-ВС—АС, су-

существующему между попарными расстояниями трёх точек

прямой; оно позволило показать, что условие Птолемея не-

необходимо и достаточно для того, чтобы четыре точки

лежали на одной окружности (см. решение задачи 269). Решение
задачи 261 из § 4 аналогично первому доказательству теоремы
Птолемея. При помощи расширения возможно также дать до-

доказательство теоремы задачи 261, аналогичное второму дока-

доказательству теоремы Птолемея; при этом оказывается возмож-

возможным также показать достаточность условия теоремы задачи

261 для того, чтобы четыре окружности Slt 52, S3 и St ка-

касались одной окружности (или прямой) 2 (т. е. доказать
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теорему задачи б)). Это и составляет содержание настоящей
задачи.

Пусть мы имеем четыре окружности 5,, Sa, Ss и 5

(черт. 443, а), которые мы будем считать направленными (это
равносильно тому, что указано, какие из величин flo и т. д.

означают отрезки общих внешних касательных и какие — отрез-
отрезки общих внутренних касательных). Произведём расширение,
переводящее одну из этих окружностей в точку (окружность 5Х
в точку S[), при этом остальные три окружности Бг, S3, St
перейдут в новые окружности S'3, S'3 и S't (черт. 443, б). Далее
произведём инверсию с центром Sj; при этом окружности S',
S'3 и S't перейдут в новые окружности S^', S ,S"x (черт. 443, в).

Далее, отдельно докажем необходимость и достаточность

условия задачи для того, чтобы окружности Slt St, Sa, St
касались одной окружности; первое представляет собой ре-
шеине задачи а), а второе

— решение задачи б).

Доказательство необходимости. Если окруж-
окружности 5,, S2, S3 н St касаются одной окружности пли пря-

прямой i! или проходят через одну точку 2, то окружности S't,
S'3 и S[ касаются одной окружности (или прямой) 2', прохо-
проходящей через точку S[1), и окружности 5', S, и S"t касаются

одной прямой S''. Предположим, для определённости, что точка

В касания 5*, с 2'' расположена между точками С и Л каса-

касания с 2" окружностей S'2 u S"t (черт. 443, в); в таком случае

ав+вс=ас или *;,+?=<;..

где t*K «сть касательное расстояние окружностей S^ и 5* и

аналогичный смысл имеют величины /,4 и t"ti.
Далее, в силу формулы (**) стр. 241 *)

,., —,, k „— , k

l) Направленные касающиеся окружности 5, и S не могут иметь

одннакооые (по величине и знаку!) радиусы — иначе они совпадали бы.

Поэтому расширение, переводящее S, в точку S[, не может перевести

S в точку.

*) Эта формула здесь применима, ибо точка Si лежит вне всех ок-

окружностей i'j, S3, S't (это следует из того, что из точки S[ можно прн-

вестн касательную, например, к окружности Si; длина отрезка этой

касательной между S[ и точкой касания равна tH в силу свойства В

расширения).

I J.
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где ^3, t'Si, t'^— попарные касательные расстояния окружно-
окружностей S'2, S'3, S'j ks, k3 и &4— квадраты длин касательных,

проведённых из точки S^ к окружностям S'z, S3, S't, которые
мы будем обозначать через t'?, tfs, f?\ k— степень инверсии.

Итак, имеем:

it " IJI "±1 ™
аз ~~2 7» Г" гз4 ~7> ~7~ га4 ~J ~J~ *

Сокращая последнее равенство на k и избавляясь от дробей,
получим ^м~h ^'sJL— KJ'ia' что совпадает с соотношением,
которое требуется доказать, так как в силу свойства В рас-

расширения 4= *i2> 4= *i3> C= *i4. C= *i.» 4=^4 и С=^4-
Доказательство достаточности. Пусть теперь,

обратно, имеет место, скажем, соотношение

Как выше, имеем:

f —f
k

—и
23 23.' .'

*1й MS

4
—h t" —*S4

Разделив обе части соотношения

В

^з^1 ^13^24 на

и умножив на k.
получим:

'й~4~н*зйз=
J. k

i
3

или

Теперь предположим,
что окружности SI, S"s и S'l

Черт. 444. некасаются одной пря-
прямой. Повернём S3' вокруг

центра окружности S^ в положение S'3, так чтобы S^' касалась
общей касательной АС окружностей 5? и S^ (см. черт. 444).
В таком случае, очевидно, будем иметь:
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где tf34 и ^'3 есть касательные расстояния окружностей 5^' и

SI соответственно S"s и S .Но f^s= t"ia (так как 53 получена
из Sg вращением вокруг центра^'); следовательно, /34= t"Si —
— tls= f2i— ^s==^4» что невозможно, если .S3 отлична от

Sg (касательные расстояния окружностей S и S^, S'^ и S^,
где SI и S3 равны, совпадают только в том случае, если

Sg получается из 5^' вращением вокруг центра S^). Таким,
образом, мы вынуждены заключить, что S'^, S^ и S'^ касаются

одной прямой 2", откуда следует, что S'2, S's и S't касаются

одной окружности (или прямой) 2', проходящей через S'^ и,

следовательно, Slt Ss, S3 и SA касаются одной окружности

(или прямой) 2 или проходят через одну точку 2.

Примечание. Отметим ещё следующее простое доказательство
теоремы задачи 273а), совсем не использующее инверсии.
Если четыре окружности S1( S8, S3 и S4 касаются о д н о й п р я -

мой, то условие задачи 261 может быть доказано очень просто (см.
начало решения задачи 261). Если окружности Sv S2, S3 н S4 про-
проходят через одну точку, то это соотношение тоже доказы-

доказывается несложно (см. решение задачи 262). Если же четыре окружно-
окружности Sv S2, S3 и S4 касаются одной окружности S, то при
помощи расширения можно эту окружность перевести в точку X'; ок-

окружности S,, S2, S3 и S4 перейдут при этом в окружности S[, S'?, S's
и S'it проходящие через точку ?'. Теорема задачи 261 в силу свойства В

расширения сводится к теореме задачи 262, которая доказывается
без помощи инверсии (и доказательство которой значительно проще
решения задачи 261, которое опирается на сложное свойство Г ин-

инверсии).

274. Докажем, прежде всего, что окружность 2, прохо-
проходящая через середины D, Е и F сторон АВ, АС и СВ тре-

треугольника ABC (окружность девяти точек треугольника ABC),
касается вписанной окружности s треугольника. Действитель-

Действительно, пусть а, b и с— длины сторон треугольника ABC (а^ЬТ^с);
Р, Q и R— точки касания сторон АВ, АС и СВ с окружно-
окружностью s1 (черт. 445, а). В таком случае длина отрезка каса-

касательной, проведённой из точки D к окружности s, равна
AP. Но

=\(AB—BP-^AC—CQ)=
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Точно так же доказывается, что длины отрезков касатель-

касательных, проведённых из точек Е и F к окружности s, равны
а —с Ь — с

~2~~
и
~2~'

Теперь примем точки D, E, F и окружность s за окруж-
окружности S1, Ss, S3 и St предыдущей задачи (то, что в этом

случае три из рассматриваемых четырёх окружностей пред-
представляют собой точки, т. е. окружности нулевого радиуса,

разумеется, не существенно; доказательство теоремы задачи

273 переносится без изменения и на тот случай, когда не-

некоторые из окружностей 5t> St, Ss и St заменяются точками).
В таком случае мы будем иметь:

- EQ— к , t ,—гИ. — —к—•

Отсюда видно, что соотношение предыдущей задачи выпол-

выполняется; действительно,

, ^ а
— Ьс, а Ъ — с b а —с п

s4 'i3f2i— 2 2 '2 2 22
—
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Следовательно «окружности» D, Е и F п окружность s ка-

касаются одной окружности 2, что в нашем сл>чае означает,
что окружность 1, проходящая через точки D, Е и F, ка-

сается s.

Точно так же показывается, что окружность девяти точек

касается вневпнсанных окружностей sr, s2 n s3 треугольника.
Действительно, пусть, например, s, есть окружность, вневпп-

санная в угол А треугольника, Р,, Qlt /?, — точки касания

этой окружности со сторонами треугольника (черт. 445, б).
В этом случае длины отрезков касательных, проведённых из

точек D, Е и F к окружности slt равны

DP, = АР, —AD=1 (АР, +AQl)—AD=

FRt=BRX — BF= BPt —BF= {AP, — AB) —BF=

fa-\-b-\-c N a b— c
—

\ 2 C)~~~2~~^T
и, следовательно,

DE- FRt — DF- EQ, + EF-DP, =
a b —c ba-i-c . с a-{-b „

2 2 22 •" ~1 2
—

'

что и доказывает, что окружность 2 касается s,.

Примечание. Используя теорему задачи 273, можно сразу по-

показать, что окружности s, st, st и ss касаются одной и той же окруж-
окружности S (причём S имеет касание одного рода с «•,, s, u s3 и касание

другого рода с окружностью s, т. е. касается внешне с slt s, и s3 и

внутренне с s, или наоборот — внутренне с s,, s, и s3 u внешне с «•;

нетрудно убедиться, что на самом деле может иметь место только пер-
первая из этих возможностей).Действительно, обозначим касательные рассто-
расстояния окружностей s и s,, s и s,, s и s, (длины отрезков общих внут-
внутренних касательных) через tm, tOi, t03, а попарные касательные расстояния
окружностей s,. st н s3 (длины отрезков общих внешних касатель-

касательных) — через tis, tl3, ta. В таком случае, очевидно, имеем:
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и аналогично

_а-с _а-Ъ.
«и— 2

* 03— 2
'

точно так же, если Р, есть точка касания окружности s2 со сторо-

стороной АВ,

и аналогично

Отсюда мы видим, что

откуда следует, что s, slt st и s3 касаются одной окружности Е.

Однако, для того чтобы доказать, что S совпадает с окружностью, де-
девяти точек треугольника, необходимо пойти по другому пути, ко-

который и проведён в решении настоящей задачи.

275. Предположим для определённости, что окружности

S,, St, Ss и S4 касаются 2„ 2, и 28 таким образом, как изо-

изображено на черт. 446. В таком случае, обозначая отрезок

общей внешней касательной окружностей 5Х и 5а через f12,
а отрезок общей внутренней касательной этих же окружно-

окружностей — через /12 и аналогично для остальных пар окружностей,
мы получим, используя теорему задачи 273а):

ибо окружности Slt Slt Ss и St касаются одной окружности 2,;

ибо 5„ Slt Ss и St касаются одной окружности 22;

'.А.='хА.+ '«'...

ибо ?,, S,, SB и St касаются одной окружности 28.
Складывая первое и второе из этих равенств и вычитая

третье, получим:

i.А.-'.А. =',А?
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1 *13 2» ~Т~ 111.

В силу теоремы задачи 2736) отсюда следует, что Slt St,
S3 и St все касаются ещё некоторой окружности ^' (которая
имеет с Slt St и Ss одноимённое касание, а с -S4 — касание

другого рода).

Черт. 446.

276. а) Будем считать окружности Slt Бг и Ss направлен-

направленными и переведём при помощи специально подобранной осевой

инверсии эти окружности в точки S[, S'a и 5, (см. выше, стр. 295).
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При этом окружность 2, касающаяся 5„ Ss и S3, перейдёт
в окружность 2', проходящую через точки S[, S'2 и S'3. По-

Построив 2', мы затем найдём и отвечающую ей в нашей осевой

инверсии окружность 2. Так как окружности 2 можно припи-
приписать два противоположных направления, то задача при опре-

определённом выборе направлений 5„ 5S п ?3 имеет два решения;

всего задача может иметь до восьми решений (ср. с решением
задачи 272).
*¦*

б) Переведём при помощи осевой инверсии окружиостц-5,,
•Sj и Ss (которые мы будем считать направленными; ср. с ре-

решением задачи 273) в три точки S[, S'2 и S'3 (см. выше, стр. 295);
окружность 54 перейдёт в новую окруж-

окружность S't, касающуюся окружности 2',
проходящей через точки S[, S[ u 5,
(черт. 447). Касательные расстояния

^ш 'is и ^гз переходят в отрезки S'^,
u S^; касательные расстояния

Si

S[S'3
tlt, tzt и t3i — в длины касательных,

проведённых из точек S[, S't и S'3, к ок-

окружности S't.
Обозначим точку касания окружно-

окружностей S't и 2' через А, а точки пересе-

пересечения прямых AS[, AS'2 и AS'3 с окруж-

окружностью S't — через S'l, S^ п^. Окруж-
Окружности 2' и 5^ центрально-подобны с центром подобия в точ-

точке А; следовательно,

Черт. 447.

г[

:=t-as>>

где г\ и г — радиусы окружностей S't a S'. Но, очевидно,

откуда

и аналогично
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Точки A, S[, S'a ii S'3 расположены на одной окружности I'.

Отсюда, используя теорему Птолемея'), имеем:

(здесь мы считаем, что точки A, S[, S't ii S'3 расположены на

окружности -' в том порядке, как это изображено на черт.447).

Умножая последнее равенство на у 1 -|—*, заменяя S'S'

г'.
на /„ и т. д., у l-\--pAS[ на *14 и т.д. (см. свойство В

осевой инверсии), мм окон-

окончательно получим:

что и требовалось доказать.

277. Настоящая задача

близка к задаче 223 из § 1

(двойственна задаче 223).
Пусть ABCDEF — шести-

шестиугольник, описанный вокруг

окружности S; S± — произ-
произвольная окружность, касаю-

касающаяся сторон АВ и DE этого

шестиугольника (черт. 44S;
окружности и прямые мы здесь считаем направленными, при-

причём направление 51 может быть выбрано произвольно). Осевая

инверсия с центральной прямой BE н направляющей окруж-
окружностью 5 переводит окружность 5, в окружность S3, касаю-

касающуюся ВС ii EF (так как АВ переходит в ВС, a DE— в EF);
последующая осевая инверсия с центральной прямой CF а

направляющей окружностью 5 переводит окружность S2 в

окружность ?3, касающуюся прямых CD и FA, наконец, осе-

осевая инверсия с центральной прямой DA и направляющей

Черт. 44S.

') В решении настоящей задачи естественно доказывать теорему
задачи 261, ие пользуясь обыкновенной инверсией (относительно дока-

доказательств, использующих инверсию, см. решения задач 261, 273). То,
что нам приходится опираться на теорему Птолемея, не противоречит
этому условию, так как теорема Птолемея легко может быть доказана

и без помощи инверсии (см., например, решение задачи 86в) из § 1 гл. II

второй части книги).
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окружностью 5 переводит окружность 5 в окружность Slt
касающуюся прямых DE и АВ.

В силу свойства В осевой инверсии все окружности 5„
iS2, S3 и Sl имеют одно и то же касательное расстояние с

окружностью 5 (которую все рассматриваемые осевые инвер-

инверсии переводят в себя). Но из того, что окружности St и 51,
обе касаются прямых АВ и DE и имеют одинаковое касатель-

касательное расстояние с окружностью S, следует, что эти окруж-
окружности совпадают *).

Таким образом, мы видим, что прямые BE, CF и DA

двляются центральными прямыми осевых инверсий, переводя-

переводящих соответственно St в S2, 52 в St и 5, в 5,. Но отсюда

следует, что эти прямые являются попарными радикальными

осями этих трёх окружностей (см. доказательство свойства Б

осевой инверсии). А если так, то эти три прямые должны

пересекаться в одной точке — радикальном центре окружно-
окружностей S,, St li S3 (см. выше, стр. 226), что нам и требовалось
доказать.

278. а) При помощи осевой инверсии переведём окружно-
окружности St и St, имеющие общие касательные аг и at, в точки

S[ и 52 (см. выше, стр. 295; все окружности н прямые счи-

считаются направленными). При этом черт. 228, а перейдёт в

1) Для того чтобы утверждать с полной определённостью, что

окружности St и S, совпадают, мы должны показать, что касательные

расстояния этих окружностей с окружностью S совпадают не только

по величине, но и по направлению (см. выше, стр. 300; в противном

случае можно было бы думать, что S, касается АВ и DE в точках,

симметричных точкам касания S, с этими же прямыми относительно

точек касания АВ и DE с окружностью S). Но это последнее утвер-
утверждение нетрудно доказать. Действительно, в результате трёх последо-
последовательных осевых инверсий прямая АВ переходит в DE(AB переходит
сначала в ВС, затем в CD и, наконец, в DE). Касательное расстояние
между S и S,, измеренное по общей касательной ВС, противоположно
касательному расстоянию окружностей S и Sv измеренному по АВ

(см. замечание на стр. 300); касательное расстояние S и S2, измеренное
по CD, имеет то же направление, что и касательное расстояние S и S,,
измеренное по АВ; наконец, касательное расстояние 5 и Sv измерен-
измеренное по DE, противоположно касательному расстоянию S и S,, изме-

измеренному по АВ (см. черт. 448). Отсюда следует, что отрезки общей

касательной АВ между S и S, и между S и S, совпадают не только

по
¦

величине, но и по направлению и, значит, 5j совпадает с S, (ср. с

подстрочным примечанием на стр. 500).
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черт. 449, а; нам надо доказать, что если прямые а[, Ь\, с[
и d[ касаются одной окружности 2', то и прямые a't, b't, c'2
и d't касаются одной окружности 2'.

Обозначим точки пересечения рассматриваемых прямых и

точки касания их с окружностями S'3 и S't так, как обозначено

на черт. 449, а. Так как в четырёхугольник S'^Q^ вписана

окружность 2', то S'lS't-\-P1Q1 = S'lP1 -f-5)Q,; прибавляя
к левой части последнего равенства отрезки Р^КХ " QxMlt a

к правой части — равные им отрезки Р^ и Q1^/1, получим:

или

(ибо К1М1=КгМг, S[Ll=S'lLi, S[N1=S'tNt). Прибавим те-

теперь к левой части полученного равенства отрезки KtPt "

yVf,Q,, а к правой части— равные им отрезки LtPt и NtQt;
получим:



574 решениязлдлч B78

откуда и следует, что в четырёхугольник S'^Q^ можно

вписать окружность 2'').
б) Произведём осевую инверсию, переводящую окружности

St и S3, имеющие общие касательные / и /2, в точки S[ н S'3;
черт. 228, б перейдёт при этом в черт. 449, б (см. выше,

стр. 295; все окружности и прямые считаются направленными).
Нам надо доказать, что окружности 1[, 1'2 и 22 этого по-

последнего чертежа касаются одной прямой /', т. е. что

^12 I *23 == 13>

где /12— касательное расстояние 2, и 2, и т. д. (ср. с ре-

решением задачи 2736)). Но из черт. 449,6 имеем:

откуда

у -ав=

[B—AB=

—5;л—(an,+avj+^;в=

что и требовалось доказатьг).

*) Вот одно из простейших доказательств этого. Предположим,
что PtQt > PsSj; тогда C?2S^ > S^Sj (случай, когда псе стороны

^i^iCoSj равны, не нуждается в доказательстве). Отло-
Отложим на P2Q2 и S;C?2 отрезки Р2X=PtS't н S.;K=S.:S;
(черт. 450); тогда QtX=Q2Y (ибо S|S; -f P2C?2 =
=Sj/3, + 5^С?2) и биссектрисы углов Я„ S'n и Q2
четырёхугольника S^P2<?,Sj перпендикулярны к сторо-

сторонам треугольника S^XY в их серединах; точка пересе-
пересечения этих трёх биссектрис равноудалена от всех сто-

сторон i"|P,C?s5j и, следовательно, является центром впи-

вписанной в этот четырёхугольник окружности.
Отметим ещё, что наши рассуждения исходят

из черт. 449, а; чтобы сделать их не зависящими от

чертежа, надо привлечь понятие направленных отрезков

(см. стр. 24—25 первого тома книги).
!) Для того чтобы сделать это рассуждение не зависящим от чер-

чертежа, надо ввести в рассмотрение направленные отрезки.
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279. Рассмотрим отдельно три случая.

1°. Ось подобия окружностей А, В и С (которые мы бу-
будем считать направленными) не пересекает ни одной из них.

В таком случае эти окружности при помощи осевой инверсии

могут быть переведены в три точки Л', В", С; чертёж задачи

перейдёт при этом в черт. 451, а. Касательное расстояние х

С1

Pfl1
/ /т,1 \ И*Г\  г->Г^7Л

У,
/ /

С ¦

п
JfJf ft

—х-

0
ч

-i

—JLdi; ¦—т«—

равно длине отрезка СП, т. е. длине медианы треугольника

А'В'С; по известной формуле имеем:

2°. Переведём при помощи осевой инверсии окружности
А и В в точки А' н В'; пусть окружность С перешла в окруж-
окружность С, пересекающую А В' в точках М и N (если бы

С' не пересекала А'В', мы имели бы первый случай). При
помощи осевой инверсии с центральной прямой А'В' окруж-
окружность С можно перевести в окружность С" с диаметром MN

(см. выше, стр. 294); чертёж задачи перейдёт при этом в

черт. 451,6", и задача сведётся к тому, чтобы определить

длину отрезка DP касательной, проведённой из середины ?У

отрезка А'В' к окружности С". Пусть расстояния А'О н В'О
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(О— центр С") равны dx и d2, а радиус С равен г; в таком

случае

d\— гг=Ь2 и rfj—гг=а\
откуда

Теперь в зависимости от того, лежит ли О между А' и Б

(черт. 451,6) или вне А'В", имеем1):

* 4 + <*

и в обоих случаях

4с*

А так как BQ—AD—ИО=у Ц =—2—•то

окончательно приходим к той же формуле

— 2а?Ь% - 2g'c' - 26'с»

2с ) 4с2

¦ 3°. Переведём при помощи осевой инверсии Аи В в точки

А' и В'; пусть окружность С перешла в окружность С, ка-

касающуюся А'В' в точке Р (черт. 451, в). Задача сводится

к тому, чтобы определить длину отрезка D'P касательной,

проведённой из середины D отрезка А'В' к окружности С.

Очевидно, А'Р=Ь, В'Р= а и, например, для случая черт. 451, в,

имеем *):
х=DP=A'D—А'Р=у

— Ь.

Отметим, что и этот случай тоже охватывается формулой

х* = -г Bа2 -}-: 2Ь* — с%): действительно, здесь с= <

х) См. сноску ^ на стр. 574.
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и поэтому 1Bсг + 262 — с!)=1[2а' +2^— (а-\-Ь)г] =

Примечание. Случай 1° характеризуется тем, что больший
из отрезков а, Ь, с меньше суммы двух других (из отрезков а, Ь, с
можно построить треугольник; см. черт. 451, а); случай 2° — тем' что
больший из отрезков а, Ь, с больше суммы двух других; наконец,
в случае 3° больший из отрезков а, Ь, с равен сумме двух других!

280. Рассмотрим отдельно те же три случая, которые фи-
фигурировал» в решении предыдущей задачи.

Iе. Три окружности А, В, С можно осевой инверсией пе-

перевест» в три точки А', В", С. При этом черт. 230 переходит
в-черт. 452,а, и все утверждения задачи сразу следуют из

свойств медиан треугольника.

2е. Двумя осевыми инверсиями окружности А, В, С можно

перевести в две точки А', В и окружность С, центр О ко-

которой лежит на прямой А'В"; при этом черт. 230 перейдёт
в черт. 452,6. Пусть Мг,МгпМ3—три окружности, касаю-
касающиеся касательных, проведённых из А' к Е", из В1 к F" и

из Ef к С, и делящие отрезки этих касательных в отноше-

отношении 2:1 (считая от А', В' и С); нам надо доказать, что эти

три окружности совпадают между собой.

Обозначим центры ?", F", Mlt Мг и Л13 через б, о, О,,
О, и О8, а радиусы этих же окружностей— через г, г, гг, г,
и rg; далее пусть A'O=d1 и B'O=dt1), а А'В'=с, кроме

того, радиус С" обозначим R. Окружности Е" и С центрально-
подобны с центром подобия В'и коэффициентом подобия 1:2;

отсюда имеем В'О= -?, г= -~ • Окружности Е" и Мх цен-

центрально-подобны с центром подобия А' и коэффициентом по-

подобия 2:3; следовательно,

Я1Г1 2 V7i 2 / d.\ 2 d. 2- 1
n

Точно так же получаем:

2 - di г
]
р.

г) См. сноску *) на стр. 574.
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отсюда уже вытекает, что окружности Ml n Л1г совпадают

(ибо их радиусы равны, а центры совпадают, так как

) =s-c ЦЬ-?= с= Л'Б'). Наконец, окружности'о о

б)

)

Черт. 452.

AL и С" центрально-подобны с центром подобия П \\ коэффи-
1

цнентом подобия -^\ отсюда

и, значит, Мъ совпадает с Л?, не Mt (ибо их радиусы

равны, а центры совпадают, так как А'О3=АЧУ-\-?УО3=
_

с
I с~аг с

_

2 d,\
—

Т'Т'Т" 6~3С 3/
3°. Окружности Л, В и С можно осевой инверсией пере-

перевести в точки А', В' а окружность С", касающуюся прямой
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А'В1; при этом черт. 230 перейдёт в черт. 452, в. Окружно-
Окружности Мг, Мг и М3 определим, как выше; нам надо доказать,
что они совпадают. Сохраним прежние обозначения для цен-

центров и радиусов окружностей Е', F', Mt, Л1г и М3. В точно-

точности как в случае 2°, показывается, что г, = г,=г3 = ^-;
таким образом, остаётся толь-

только убедиться, что центры

этих окружностей совпадают.

Но, очевидно, точки Ог, О„
и О, делят в отношении 2:1

медианы А'О, Во и OD'
,

^-.

треугольника А'В'О (где^
О— центр С); поэтому эти' -^~~

три точки совпадают с од-

одной точкой, пересечения ме-

медиан треугольника А'В'О.

Черт. -153.
281. Если о— централь-

•\ /\ •ч

ная прямая осевой инверсии, то ас=ао—со и т. д. (см.

черт. 453; углы ас и т. д. здесь берутся со знаком в соот-

соответствии с соглашением на стр. 2SG). Таким образом

Sinf=sin^^:
. ао со . со ао

-S\n тг- COS 77 Sinтг COS тг
=

= cosf cosf(tgf-tgf) ..т.д.

Отсюда получаем:

2
со ао

. Ъс
. bd

Sm ~ Sin ~

Аналогично выводим:

а'с' . a'd'
sin

~y
s>"

~2~

sin-

co
'¦ 2

c'o , a'o
¦ • fa .

2 о о

У\ '. /\
c'o . bo

do
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Но в силу определения осевой инверсии tg-K- = —^ит. д.
ао

Подставив все эти выражения в последнюю формулу, мы без

"труда убеждаемся, что

S\ /\ S\ /*Ч

.
а'с' . a'd' .ас . аа

sin_ sin_ sin^ sinT

что и требовалось доказать.

282. Если последовательность Ilt /,, /,, ..., /„ осевых

инверсий переводит две различные точки А и В снова в точки

А' и В', то она перевошт все точки прямой АВ снова в точки.

Действительно, в этом случае две

(направленные) прямые /, и lt, про-
проходящие через А п В а отличаю-

отличающиеся только направлением, перехо-
переходят в прямые 1[ и 1[, проходящие через
А' и В' и отличающиеся только на-

направлением; так как никакая окруж-
окружность радиуса, отличного от нуля,
не может касаться одновременно 1'х
и Гг, то все точки прямой АВ пере-

Черт. 454. ходятв точки прямой А'В' (ср. выше,
стр. 294—295). Отсюда следует, что

если последовательность осевых инверсий переводит три точки

А, В и С, не лежащие на одной прямой, снова в точки, то

она переводит все точки плоскости снова в точки: действи-

действительно, если М—произвольная точка и N—точка пересе-
пересечения AM с ВС (черт. 454), то N переходит в точку, так

как N лежит на прямой ВС, и М переходит в точку, так как

М лежит на прямой AN. Таким образом, могут представиться
следующие четыре случая:

Последовательность осевых инверсий /х, 1„ ,1п
1° не переводит в точку ни одну точку плоскости;

2° переводит в точку единственную точку О (ниже будет

показано,
- что этот случай является невозможным);
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3° переводит в точки точки некоторой прямой о (и только

эти точки);
4° переводит в точки все точки плоскости.

Дальнейшая задача состоит в том, чтобы выяснить, какой

именно из этих случаев имеет место и если имеет место

случай 3° (который является общим: случаи 1° и 4° представ-
представляют собой исключения), отыскать прямую о— искомое гео-

геометрическое место.

Рассмотрим теперь произвольную прямую АВ плоскости.

Две (направленные) прямые /, и 12, проходящие через точки

А п В и отличающиеся только направлением, переходят в

какие-то две новые прямые 1[ и /j. Разберём отдельно все

представляющиеся возможности.

1) Прямые 1\ и 1'2 тоже отличаются только на-

направлением. Тогда псе точки прямой АВ переходят в

точки, принадлежащие совпадающим по положению на плос-

плоскости прямым /[ и 1'г. Поэтому здесь может иметь место лишь

случай 3° (причём прямая о совпадает с АВ) пли 4°. Для
того чтобы выяснить, какой из этих случаев имеет место,

достаточно проверить, переходит ли произвольно выбранная
точка С, не лежащая на прямой АВ, в окружность или в точку.

2) Направленные прямые 1\ и l't параллельны. Эта

возможность может быть отвергнута сразу, так как точки

прямой АВ должны перейти в окружности, касающиеся одно-

одновременно 1[ и l't, в то время как (направленных) окружностей,
касающихся параллельных прямых, вовсе не существует.

3) Прямые 1[ и 1'г протнвопараллельны; точки

прямой АВ переходят в окружности одинакового радиуса,
касающиеся 1\ и 1\ (черт. 455). Пусть CD— произвольно вы-

выбранная прямая, параллельная АВ (и отличная от АВ); прямые

тх н /«„ проходящие через точки Си D и отличающиеся

только направлением, переходят в прямые т[ a m't.
Далее рассмотрим ряд случаев.
а. Еслит[ и т[ отличаются только направле-

направлением, то мы снова приходим к возможности 1); здесь имеет

место случай 3° и о совпадает с CD.

б. Параллельнымипрямые т[ и т'г быть не могут (см. выше

случай 2)).
в. Если/к* и т* протнвопараллельны, то точки пря-

прямой CD переходят в окружности постоянного радиуса, касаю-

касающиеся т[ и т\. При этом линия центров этих окружностей

19 И. М. Яглом
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должна быть параллельна линии центров окружностей, в ко-

которые переходят точки АВ: в противном случае можно было

бы найти точку прямой АВ и точку прямой CD, переходящие
в концентрические окружности, что противоречит тому, что

_, ,

/V7
.

-

(О/ОО'ООО')

- Р
'¦-Wo

касательное расстояние между этими окружностями должно

быть равно расстоянию между исходными точками (и, значит,
должно существовать). Далее, если радиусы последних окруж-
окружностей равны (по величине и знаку) радиусам окружностей,
в которые переходят точки прямой АВ (черт. 435, а), то

точки любой прямой A1N, где М—точка АВ, N—точка CD,

переходят в окружности, имеющие общие касательные с

окружностями М н N' одинакового радиуса, т. е. в окруж-
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ностн того же радиуса; следовательно, все точки плоскости

переходят в окружности одного радиуса и, значит, имеет

место случай 1°. Если же точки прямой АВ u точки прямой CD
переходят в окружности разного радиуса (черт. 455, б), то

точки любой прямой MN, где /11—точка АВ, N—точка CD,
переходят в окружности, имеющие общие касательные с

окружностями ЛГ и N' разных радиусов; отсюда следует, что

одна из точек Р прямой MN переходит в точку Р\ положе-
положение этой точки Р определяется тем, что

МР касательноерасстояние окружности ЛГ и точки Р'
NP касательное расстояние окружности Л" и точки Р'

радиус ЛГ

радиус Л"

(см. черт. 435, б). Геометрическим местом всех таких точек Р

является прямая о, параллельная АВ u CD; таким образом,
мы снова приходим к случаю 3°.

г. Наконец, легко показать, что пересекающимися

прямыми т\ п т'г быть не могут. Действительно, пусть точки

прямой CD переходят в окружности, касающиеся пересекаю-
пересекающихся прямых т[ и т\. Каждая из этих окружностей должна

иметь определённое касательное расстояние с любой из ок-

окружностей, касающихся 1\ и 1'г (это касательное расстояние

равно расстоянию между соответствующими точками). Поэтому
линия центров всех этих окружностей (биссектриса угла,
образованного т\ и т'2) должна быть параллельна 1\ и Га —
иначе среди этих окружностей нашлась бы окружность, кон-

концентрическая с одной из окружностей, касающихся /{ п l't. Но
и в этом последнем случае можно найти две окружности, одну,

касающуюся т\ и т'г, и вторую, касающуюся 1\ и 1\, не имеющие

касательного расстояния,—для доказательства достаточно

заметить, что окружности, касающиеся т[ и т'г, могут быть

сколь угодно большими и поэтому некоторые из них заключают

внутри себя окружности, касающиеся l[ n 1'г (черт. 455, в).
4) Прямые 1[ н l't пересекаются. В таком случае

определённая точка Р прямой АВ переходит в точку Р пере-

пересечения 1[ и Г,; точку Р легко найти, так как расстояние её

от А равно касательному расстоянию точки Р' п окружности
А' (в которую переходит точка А). Рассмотрим затем какую-
либо другую прямую CD, не проходящую через точку Р;

проходящие через С и D прямые тх и тг перейдут в пере-

19*
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секающиеся прямые т\ и т'г (ибо предыдущий анализ пока-

показывает, что если прямые 1[ н 1\ пересекаются, то прямые т[ и т'г
уже не могут ни отличаться только направлением, ни быть

протнвопараллельнымн). Таким образом, мы найдем ещё одну

точку Q, переходящую в точку Q'; поэтому здесь имеет место

случай 3° и о совпадает с PQ.

283. Эта задача близка к задаче 231 (двойственна зада-

задаче 231). Предположим, что наша задача решена и АуАхАг... Ап
— искомый я-угольннк, вершины И,, А„ А3,..., Ап_1, Ап
которого лежат на заданных прямых /,, /г, /3, ...

, /„_,, /„
(черт. 456). Все прямые и окружности, фигурирующие в ре-

решении этой задачи, мы будем считать направленными; при

этом направления окружности 5 и прямых /,, /2 /лможно
выбрать произвольно. Произведём теперь последовательно п

осевых инверсий с центральными прямыми /,, / 'n-i>ln
и одной и той же направляющей окружностью S. Эти инвер-
инверсии переведут сторону АпАу я-угольннка последовательно в

AtA3, AsAa, ..., An_JAn и, наконец, снова в ИПЛ,. Таким обра-

образом, мы видим, что совокупность я известных осевых инвер-
инверсий переводит прямую АпАу в себя. Таким образом, задача

сводится к тому, чтобы найти касательную АпА^ к окружности S,

которую оставляет на месте известная последовательность

осевых инверсий. Далее можно идти разными путями.

Первое решение (близкое к решению задачи 231).
Все точки, которые переводятся нашей последовательностью
осевых инверсий снова в точки, лежат на одной прямой Л,
которая переводится в прямую К (см. задачу 282I). Пусть М

1) Если наша последовательность осевых инверсий переводит все

точки плоскости снова в точки, то это есть преобразование подобия
(см. теорему 3 на стр. 314). Так как это преобразование подобия
должно переводить окружность S в себя, то это есть движение, а

именно вращение вокруг центра О окружности S (в этом случае задача

не имеет решений), или симметрия относительно диаметра d окружио-
окружиости S (в этом случае /1,/1п есть касательная s, перпендикулярная к d, и

задача имеет два решения). Если последовательность осевых инверсий
не переводит ни одной точки снова в точку, то она переводит все

точки в окружиости одного радиуса (см. решение задачи 282); в силу
той же теоремы 3 отсюда вытекает, что это есть преобразование по-

подобия, сопровождаемое расширением. Так как это преобразование
должно переводить s в себя, то это есть центрально-подобное враще-
вращение с центром О, сопровождаемое расширением; при этом задача ие

имеет решения, если угол поворота отличен от нуля, и неопределённа
в противном случае.
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есть точка пересечения h и АхАп. В результате п осевых ин-

инверсий эта точка перейдёт в точку прямой И; так как А А

переходит в себя, то это будет точка М пересечения К и

АуАп. Далее аналогично решению задачи 231 приходится
Отдельно рассмотреть два случая.

1°. п есть число чётное. В этом случае касательное

расстояние М и S по величине и направлению рарио

касательному расстоянию М и 5 (см. мелкий шрифт на стр. 300).
h

Черт. 456.

Следовательно, Л1 совпадает с ЛГ; поэтому это есть точка

пересечения А и К. Проведя из /VI касательную к S, мы най-

найдём сторону А1АП искомого л-угольннка. Если М лежит вне

S, задача имеет два решения; если М лежит на S, — одно

решение; если Л1 лежит виутрн 5 или Л||Л', задача вовсе не

имеет решений. В частном случае, когда А совпадает с Л', за-

задача является неопределённой.
2°. п есть число нечётное. В этом случае касатель-

касательное расстояние М и S равно касательному расстоянию М и

S по величине, но противоположно по иаправле-

н и ю; таким образом, задача сводится к тому, чтобы найти

такую касательную АПА1 окружности S, отрезок которой

между известными прямыми А и А' делится точкой касания

АХАП с 5 пополам (черт. 457). Зта зздача в общем случае
является весьма сложной; однако в нашем случае она весьма

облегчается тем, что прямые h и А' равноотстоят от

центра О окружности S. Действительно, при п нечётном
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точка М пересечения h и Л' не отвечает сама себе: наши п

осевых инверсий переводят её в некоторую точку Л/х прямой
Л' и переводят в Л1 некоторую точку Мх прямой Л. В силу
свойства В осевой инверсии (касательные) расстояния МгМ и

ММХ равны; с другой стороны, касательное расстояние ~МХ и

5 равно касательному расстоянию М и 5 и равно касатель-

касательному расстоянию Л7, и 5. Отсюда следует, что Л/,, М и Мг
лежат на окружности 2, концентрической с S, и прямые МХМ

и ЛШ3 равноудалены от цен-

центра S (ср. с текстом, напечатан-

напечатанным мелким шрифтом на стр.

515). Из соображений симметрии
следует, что искомая прямая

АпАг перпендикулярна к бис-

биссектрисе МО угла между h и

А' (черт. 457). Задача имеет

два решения.

Второе решение (близ-
(близкое к решению задачи 259).

;/•/, Пусть р, q, r— три пропзволь-

\ ные (направленные) прямые, ко-

"^^ ,'' торыенаши п последователь-

** "' ныхосевых инверсий переводят
Черт. 457. в(направленные) прямые р',

q, r'; искомую прямую А1Ап,
которая переходит сама в себя, обозначим через х. Так как

каждая осевая инверсия сохраняет двойное отношение четырёх
прямых (см. задачу 281), мы имеем:

7\
ах

l ±- sin -^- sin
q'x

Пусть теперь о— произвольная (направленная) прямая
плоскости. Последнюю формулу можно переписать также в

следующем виде:

ро го ро хо р'о . г'о р'о . хо
for г ТО" IP - ТР"№~ ЕР" ГР" - IP"
Б о оо Б о "9 "9 Бо о 9 °9

/'Ч S\' S\ /Л ^\ /\
•

'^ s\

до . го . до , хо qo . г'о . до хо
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(ср. с решением задачи 281). Но полученное равенство есть

уравнение второго порядка относительно неизвестной величины

чЗт^г • Решив это уравнение, мы найдём tg^, а следователь-

но, и угол хо; зная направление (направленно)!) прямой .v, касаю-

касающейся (направленной) окружности S, мы без труда найдём

саму эту прямую. После этого легко строятся и все осталь-

остальные стороны искомого л-уголышка. Построение осуществляет-
осуществляется циркулем и линейкой.

Задача имеет два, одно или ни одного решения в зави-

зависимости от числа вещественных корне/1 уравнения (¦*) (предо-
(предоставляем читателям самостоятельно выяснить, почему решение

не зависит от выбора направлений окружности 5 и прямых

284. В соответствии с теоремой 2 (стр. 304) рассмотрим
отдельно три случая.

1°. Окружности 5, и 53 имеют две общие ка-

касательные (все окружности и прямые мы считаем нлфав-

ленпымн). В этом случае при помощи осевой инверсии их

6)

Черт. 458.

можно перевести в точки S't и S'3; черт. 233 перейдёт при
этом в черт. 458, а. То, что касательные к окружностям ? и

S't этого чертежа в точках S[ и S'3 касаются одной окруж-

окружности ?', следует из соображений симметрии.
2°. Окружности S, и 53 не имеют общих каса-

касательных. В этом случае при помощи осевой инверсии их

можно перевести в окружности 5^ и S'3, отличающиеся только
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направлением; черт. 233 перейдёт при этом в черт. 4-38, б

(окружность отличного от нуля радиуса не может касаться

одновременно S\ a S'J. Касательные к окружностям S[ и S'2
в точках S't и S't отличаются только направлениями; они пере-

пересекаются в точке 2', в которую переводит рассматриваемая
осевая инверсия окружность 2, касающуюся четырёх об-

общих касательных к исходным окружностям 5,, 5,, Sa и 54,
проходящих через точки их касания.

3°. Случай, когда окружности 5,115, касаются, не

представляет интереса, поскольку при этом все четыре окруж-
окружности 5,, 5,, S3 и 54 должны касаться в одной точке и четыре

общие касательные, фигурирующие в условии задачи, все

совпадут между собой. [Если каждые две из трёх направ-
направленных окружностей 5,, 5, и Sa касаются между собой,
то три точки касания обязательно совпадают— никакие друг
rue случаи попарного касания трёх ненаправленных окружно-
окружностей не могут удовлетворить условиям касания направленных

окружностей.]

285. а) Будем считать окружности 5, и 5, и прямую /

направленными и рассмотрим отдельно три возможных случая.
1°. Окру ж н ости 5, и 5, не имеют общих каса-

касательных. В этом случае 5, и 5, можно при помощи под-

подходяще выбранной осевой инверсии перевести в окружности

S[ и Б'г, отличающиеся только направлением (см. теорему
2 на стр. 304); пусть / при этом перейдёт в прямую /'. Иско-

Искомая окружность 2 перейдёт в окружность 2', касающуюся

S[, S't н /' (или в точку 2', общую S[, S't u /'). Но окружность
отличного от нуля радиуса не может касаться одновременно

двух окружностей, отличающихся только направлением; сле-

следовательно, 2' есть точка пересечения S[ и /'. Найдя 2', мы

построим затем и искомую окружность 2, отвечающую точке 2'

в рассматриваемой осевой инверсии.
Задача может иметь два, одно или ни одного решения.
2°. Окружности 5, и 5, имеют одну общую ка-

касательную (касаются). В этом случае при помощи
осевой инверсии S, и St можно перевести в точку S[ и про-

проходящую через неё окружность 5',; пусть / перейдёт при этом

в некоторую прямую /'. Искомая окружность 2 перейдёт в

окружность 2', касающуюся S'2 в точке 5J и касающуюся /'; её

нетрудно построить (центр 2'лежит на прямой OS'lt где О—центр
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S't, и па биссектрисе угла, образованного /' и касательной к

S't в точке 5J). Задача может иметь до двух решений; если

/' касается S't в S[ (т. е. Slt St u / касаются в одной точке),
то она неопределённа.

3°. Окружности 5, и St имеют две общие ка-

касательные. В этом случае Sl n S. можно осевой инверсией
перевести в две точки S[ и S't; искомая окружность 2) перей-
перейдёт в окружность ?', проходящую через точки S[ u S't n

касающуюся известной прямой /'. Эту окружность нетрудно
построить (см., например, решение задачи 247а)); задача

может иметь до двух решений.
Так как направления S,, S, и / можно выбирать разными

способами, то задача, если её решение определённо, может

иметь до восьми решений (ср. с решением задачи 271).
б) Первое решение (близкое к первому решению

задачи 237а) из § 2). Будем считать окружности 5,, St и S3
направленными и рассмотрим отдельно ряд случаев.

1°. Окружности 5, и St не имеют общих ка-

касательных. В этом случае 5t и S, можно осевой инверсией
перевести в две окружности S[ и S'., отличающиеся только

направлением. Если S3 перейдёт при этом в S'3, то искомая

окружность 2 перейдёт в точку 2' пересечения S[ и S'2 (ср.
с решением задач» а)). Задача может иметь до двух решений.

2°. Окружности 5, и S, имеют одну общую

касательную (касаются). В этом случае 5t н St можно

осевой инверсией перевести в точку S[ и проходящую через
неё окружность S't; пусть S3 перейдёт при этом в Sj. Искомая

окружность 2 перейдёт в окружность 2', касающуюся S't в

точке S'r и касающуюся окружности S'a; её нетрудно постро-

построить. [Центр 2' лежит на прямой OSj, где О— центр S't; он

равноудалён от центра О окружности S'a и от такой точки

А прямой OS[, что S[A равно радиусу S'3.] Задача может

иметь до двух решений.
3°. Окружности S[ и S't имеют две общие

касательные. Осевой инверсией 5t и St можно переве-

перевести в точки S[ и S't; пусть 53 перейдёт при этом в окружность S'a.
Искомая окружность 2 перейдёт в окружность 2', про-

проходящую через точки 5J н S'2 и касающуюся окружности Б'г
(см. задачу 247а)). Задача может иметь до двух решений.

Так как направления 5lt 52 н Sa можно выбирать по-раз-

по-разному, то всего задача может иметь до восьми решений.
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Второе решение (близкое ко второму решению за-

задачи 237а)). Пусть 2— искомая окружность, alt я,, о3—об-
о3—общие касательные 2 n St, 2 н S2, 2 и S3; все окружности
и прямые считаем направленными (черт. 459). Очевидно, что

прямые о1 н д., пересекаются в точке А\ радикальной оси о,
окружностей SY и S2 (ибо касательные, проведённые из Л/,

Черт. 459.

к S, и к 52, равны, так как они одновременно являются ка-

касательными, проведёнными из Л1 к 2) и осевая инверсия

с осью ov переводящая 5, в S,, переводит ах в at. Точно
так же осевая инверсия, осью которой служит радикальная
ось о2 окружностей 52 и S3, переводящая 52 в 52, переводит

й2 в о2; осевая инверсия, осью которой служит радикальная
ось о3 окружностей S3 н 5,, переводящая S3 в 5,, переводит

а3 в ах. Таким образом, прямая ах переходит в себя в ре-

результате трёх последовательно произведенных осевых инверсии.

Прямую <ij можно найти аналогично решению задачи 283;
найдя ах, мы затем без труда построим искомую окруж-
окружность 2. Задача нахождения at может иметь до двух реше-

решений; так как направления 5,, 52 и S, можно выбирать раз-
разными способами, то всего задача может иметь до восьми

решений.
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286. а) Произведём осевую инверсию, переводящую ок-

окружности Sj и 5г в окружности S[ и S't, отличающиеся только

направлением {см. теорему 2 на стр. 304); пусть 53 перейдёт
при этом в некоторую окружность (или точку!) S'3. Искомая
окружность 2 перейдёт в окружность ?, такую, что каса-

касательные расстояния 1' и S[, 1" и S',, 1"' и Sj равны a, b и с.

Пусть d—расстояние между центрами 2' и S[, г—(неизвест-
г—(неизвестный!) радиус 1', г,

—

радиус S[ (н—г1—радиус S't). Из

формулы (*) стр. 263 следует

Отсюда находим

это соотношение позволяет определить радиус г окружности 2.

Произведём теперь сжатие на величину г. Пусть окруж-
окружности S[, S'2 и S'3 переидут при этом в окружности S*, S] и S^;
окружность 2' перейдет в точку 2''. Точку 1", касатель-

касательные расстояния которой п трёх известных окружностей S"lt
S"^ и Sj' имеют данные значения a, b и с, легко найти, если

воспользоваться тем, что геометрическое место точек, каса-

касательное расстояние которых и некоторой окружности S по-

постоянно, есть окружность 5, концентрическая с S (для того

чтобы построить S, достаточно отложить на какой-либо каса-

касательной S отрезок данной длины); затем построим окруж-

окружность 1' н, наконец, искомую окружность !\ Задача может

иметь два, одно или ни одного решения или быть неопре-

неопределённой; так как направления окружностей 5,, S. и S, можно

выбирать по-разному, то задача, если она не является неопреде-

неопределённой, может иметь до восьми решений.

Примечание. Осевая инверсия может быть нспользооана лля

решения задачи и в том случае, если 5, не лежит внутри S,. Предо-
Предоставляем читателю самостоятельно разобраться в этом вопросе.

б) Настоящая задача легко может быть сведена к пре-

предыдущей. Действительно, пусть некоторая окружность 2 пе-

пересекает известную окружность S, под углом а,, N есть

точка пересечения окружностей S, и 1; О и О,— их центры

(черт. 460). Касательная Л/Л/ к окружности 1 в точке N об-

образует с радиусом 0,7V окружности S, известный угол 90°—о^;
расстояние ОгМ точки О, от этой касательной тоже известно
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(O1/M=r1cosa1, где г,— радиус S,). Проведём окружность S,
с центром Ог и радиусом O,Af=r1cosa. В таком случае от-

отрезок MN общей касательной окружностей 5, и 2 равен

/\sina,, т. е. касательное расстояние окружности 2 и окруж-

окружности 5, (которую можно построить, если окружность S1 и

угол ctj нам известны) равно

Таким образом, мы ви-

видим, что окружность 2, пе-

пересекающая три заданные

окружности Slt 5, и St ра-

радиусов г,, г, и г, под дан-

данными углами о,, а, и а3>
имеет известные касатель-

Черт. 460. иые расстояния /^sino^,
r.sin а, и /-,sin a3 стремя дру-

другими известными окружностями 5,, 5, и 5, (концентрическими ок-

окружностями 5,, 5, и S3); при этом, если St лежит внутри S,

и 90о>а>р, то S, лежит внутри 5„ и решение задачи б)
сводится к решению задачи а).

287. Окружности 5, и 5, при помощи осевой инверсии
можно перевести в окружности S[ a S't, отличающиеся только

направлением (см. теорему 2

на стр. 304; все окружности

5„ 5„ St, 54 мы считаем

здесь направленными). Пусть
при этом окружности S,n 54
перейдут в окружности S't ч

S't, а искомая окружность
2 — в некоторую новую ок-

окружность (или точку) 2'
(черт. 461). Из того, что Черт.461.
касательные расстояния 2' и

окружностей S[ и S't, отличающихся только направлением, равны

между собой, следует, что 2' есть точка («окружность ну-
нулевого радиуса»; см. формулу (*) на стр. 265). Так как каса-

касательные расстояния этой точки и окружностей S| и S'3 равны,
то Т принадлежит радикальной оси г, окружностей SJ и S'3
(см. § 3); точно так же доказывается, что 2' принадлежит
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радикальной оси г2 окружностей S't и S[. Следовательно, 2'
есть радикальный центр окружностей S't, S'B и S't (см. выше,

стр. 226). Найдя 2\ мы затем без труда построим и окруж-
окружность 2. Задача имеет единственное решение; если же счи-
считать окружности Slt St, S3 н S4 ненаправленными, то в силу
произвольности выбора их направлений задача может иметь

до восьми решений.

Примечание. Осевая инверсия может быть использована для
решения той же задачи также и в том случае, когда окружность S,
не лежит внутри S, (см. также выше п. XVT на стр. 313).

Приложение к гл. II

288. Пусть ABC—криволинейный треугольник, образован-
образованный тремя окружностями 5,, S2 и S3, перпендикулярными к ок-

окружности- 2; Slt S2 и S3—три другие окружности, перпен-

перпендикулярные к 2, проходящие через вершины треугольника ABC

и делящие пополам его углы; в таком случае 51,, 5, и 53
пересекаются в одной точке (черт. 462, а; треугольник ABC—

внутри

Черт. 4G2.

Для доказательства переведём неевклидовым движением

(круговым преобразованием, переводящим внутренность ок-

окружности 2 в себя) точку пересечения окружностей 5, и 5,
(заключённую внутри 1) в центр О окружности 2;_при этом

окружности 5, и S, перейдут в диаметры S't и 5^ окруж-

окружности 2. На черт. 462, б диаметр S't образует одинаковые

углы с окружностями S'3 и S[, перпендикулярными к 2, и диа-
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метр S'3 составляет одинаковые углы с окружностями S[ и-

S't, перпендикулярными к 2; отсюда вытекает, что S'3 совпа-

совпадает с окружностью S'l, получаемой из S[ симметрией отно-

относительно прямой S't, н S't совпадает с окружностью S*, полу-

получаемой из S't симметрией относительно прямой S'3. Таким

образом, радиусы окружностей S[, S2 n S'3 равны. Но если

так, то S'3 совпадает с окружностью S , получаемой из S'2
симметрией относительно прямой ОА' (ибо среди проходящих
через данную точку А' окружностей, перпендикулярных к М,
нет трёх окружностей одинакового радиуса; см. черт. 247

в тексте, стр. 326). Поэтому ОА' образует с S'2 и S'3 одина-

одинаковые углы, т. е. ОА' совпадает с окружностью (или прямой)

"\S|, в которую наше неевклидово движение переводит окруж-
окружность S,. Из того, что S[, S'. ii S'3 пересекаются в одной

точке О, вытекает, что S,, S2 и S3 пересекались в одной точке.

Черт. 463.

289. Пусть 5,, 52 и S,— три окружности, перпендикуляр-
перпендикулярные к одной окружности 2, причём S2 и 53 образуют одина-

одинаковые углы с 5,; в таком случае в обозначениях черт. 463, с

AQ.AP
BQ'BP C'fCR'BQBP CfCR

Для доказательства переведём неевклпдозым движением

точку А в центр О окружности 2; при этом черт. 463, а

перейдёт в черт. 463, б. Из того, что прямые S't ii S'3 пере-
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секают окружность S[ под одинаковыми углами, следует, что

они симметричны относительно прямой, соединяющей О с цент-

центром О[ окружности S[. Но тогда пз соображений симметрии

следует Off= ОС и, значит, Щ'^=^:^, так как

все отрезки в правой части равенства равны соответствующим
отрезкам в левой части равенства. Далее остаётся только

воспользоваться тем, что двойное отношение четырёх точек

сохраняется при круговых преобразованиях.

Примечание. Нетрудно индеть.что прямая 00' делит угол В'ОС

пополам, перпендикулярна к S' п делит дугу В'С окружности S' по-

пополам. Отсюда непосредственно выводится, что о равнобедренном
треугольнике неевклидовой геометрии Лобачевского биссектриса,
высота и медиана, проведённые из вершины, совпадают между собой.

290. а) Инверсия с центром я точке Р переводит черт.

253, а в черт. 464, а; здесь пунктиром изображены линии,
в которые переходят (неевклидовы) перпендикуляры, опущен-
опущенные из точек прямой R'S' на прямую P'Q'. Из этого чертежа

непосредственно вытекают все утверждения задачи (для того

чтобы доказать, что расстояния от точек прямой RS до пря-
прямой PQ растут по обе стороны от точек В, достаточно за-

заметить, что на черт. 4G4, а

[К',. А\L[
_ A[K'f .A[L' A'tK't. KL'A

[K[ 'T\L'~ T\K\ 'fX, W T'tL'J"
А[К',. А\L[
T

б) Инверсия с центром в точке Р переводит черт. 253, б

в черт. 464, б, из которого непосредственно вытекают все

утверждения задачи (заметим, что

А[К[. Kl\ ЛХ.А[Ц ^ А\К\. А''

в) Инверсия с центром в точке Р переводит черт. 253, в

в черт. 464, в нз которого непосредственно вытекают все

утверждения задачи (заметим, что

т;к[''т'Х т\к]' К*-'* Т'Х' Kd'
291. Переведём неевклидовым движением точку пересече-

пересечения высот АК и BL остроугольного треугольника ABC
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в центр О круга К (высоты остроугольного треугольника
обязательно пересекаются в его внутренней точке; см. на-

начало решения задачи 203); мы придём в таком случае к черт. 465.
Пусть О,', О;, О; —центры окружностей S\, S't, S'3 (об-
(образующих треугольник А'БС), а г,, гг, Г3

— их радиусы; пусть
далее O[O't= da, O;o;= rf2, O'fi^d^ Центр О окружности 2

есть радикальный центр окружностей S[, S't, S'3, перпендику-
перпендикулярных к - (см. выше, стр. 228 н 226). Прямая ОА' есть ради-

радикальная ось S't и S'3 (их общая хорда); так как она перпен-

перпендикулярна к S[, то О[ лежит на этой прямой. Итак, О[ имеет

равные степени относительно S's a S'3; следовательно, rfj— г\=
= d\— г\ или d\-\-r\ = d\-\-r\ (см. выше, стр. 224). Точно
так же показывается, что d\-\-r\ — dl-\-r\. Следовательно,

т. е. центр О'л окружности S'3 имеет равные степени относи-

относительно S[ и S'., т. е. лежит на их радикальной оси ОС; от-

отсюда вытекает, что ОС перпендикулярна к S'3. Таким образом,

(неевклидовыми) высотами треугольника АБС являются прямые

ОА, ОБ н ОС, т. е. три высоты пересекаются в одной точке;
отсюда вытекает, что и высоты исходного треугольника ABC

пересекались в одной точке.
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Если треугольник ABC является тупоугольным, но высоты

АК н BL пересекаются в одной точке, то доказательство

сохраняет силу; в этом случае все три высоты пересекаются
в одной точке. Однако может слу-

случиться, что высоты АК н BL вовсе

не пересекаются; в этом случае тео-

теорема теряет силу (ср. с решением
задачи 203).

292. Переведём неевклидовым

движением вершину А произвольного

треугольника ABC в центр О окруж-

окружности i; тогда треугольник ABC

перейдёт в треугольник ОВ'С, изо-

Черт. 4С6. бражённыйна черт. 466. Очевидно,
чго сумма углов треугольника ОВ'С

(равная сумме углов треугольника ABC) меньше, чем сумма

углов прямолинейного треугольника с теми же вершинами,

т. е. меньше 180°.

Черт. 467.

293. Переведём неевклидовым движением вершину А пер-

первого треугольника ABC в центр О круга К\ второй треуголь-
треугольник A1B1Ci неевклидовым движением перенесём так, чтобы
его вершина Аг совпала с той же точкой О, а стороны А1В1
и А1С1 пошли по соответствующим сторонам первого тре-

треугольника (эго возможно в силу равенства углов при вер-

вершине А). Если треугольники ABC u AlB1C1 не равны, то мы

придём к черт. 467, а пли б. Но на черт. 467, а сумма
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углов треугольника BB'fi больше 180° (ибо /_DBB -\-
-|- ZDBB[ = Z. DB\B+ ZPB'P = 180°). чГо невозможно

в силу результата предыдущей задачи; на черт. 467, б сумма

углов четырёхугольника ВСС\В'Х равна 360° (ибо /_ВВС=
— 180°—/В= 180°—/ВВ[С'Х, /_С\СВ=\№—/С=
= 180°— /_СС\В'^, и один из двух треугольников, на кото-

которые ВСС\В'Х разбивается своей диагональю, имеет сумму

углов не меньше 180°. Полученное противоречие и доказы-

доказывает равенство треугольников.

294. Сразувытекает из того, что вокруг каждого тре-

треугольника можно описать окружность и притом только одну.

295. а)Следует из результата задачи 64 из § 2 гл. I вто-

второй части книги.

Примечание. В неевклидовой геометрии Лобачевского имеет

место и значительно более общая теорема, вытекающая из предложе-
предложения задачи 21Sa) из § 1 этой главы (см. также примечание к реше ню

задачи 300).

б) Следует из результата задачи 214 из § 1.

296. Следуетиз результата задачи 213а) из § 1.

Примечание. Аналогично этому геометрическое место точек

пересечения перпендикулярпы х между собой циклов S, н S,,
касающихся фиксированного цикла S в двух заданных его точках А

и В, состоит из двух циклов (см. задачу 2136)).

297. Следуетиз результата задачи 216 из § 1.

29S. Очевидно, что пучок циклов неевклидовой геометрии

Лобачевского не отличается от пучка окружностей обычной

(евклидовой) feoMCTpnn (см. § 3 настоящей главы); только в

соответствии с определением точек неевклидовой геометрии

здесь следует рассматривать не полные окружности пучка, а

лишь дуги их, заключённые внутри круга Iv (см., впрочем,

примечание к решению задачи 300). Соответственно этому

последнее утверждение задачи непосредственно вытекает из

результатов § 3 (см. стр. 219—221).
Эллиптический пучок окружностей определяется заданием

двух точек Р и Q, через которые проходят все окружности

пучка. Поэтому в неевклидовой геометрии Лобачевского

имеются шесть различных «эллиптических пучков циклов»,
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отвечающих шести возможным вариантам расположения точек

Р и Q:
1° точки Р и Q расположены внутри К;
2° точка Р расположена внутри К, a Q— на окружно-

окружности I;
3° точка Р расположена внутри К, a Q—вне К;
4° точки Р и Q расположены на окружности 2 (ср.

черт. 254, б на стр. 334);
5° точка Р расположена на окружности 2, a Q—вне К;
6° точки Р и Q расположены вне К.

Гиперболический пучок окружностей может быть опреде-

определён как пучок, перпендикулярный к эллиптическому пучку.

Поэтому шести типам «эллиптических пучков циклов» неев-

неевклидовой геометрии Лобачевского отвечают шесть типов

перпендикулярных им «гиперболических пучков циклов».

Однако здесь целесообразно выделить ещё один специальный

случай— когда окружность 2 сама принадлежит к рассматри-

рассматриваемому пучку (ср. черт. 254, а на стр. 333); перпендикулярный
к этому пучку эллиптический пучок типа 3° характеризуется

тем, что точки Р и Q симметричны относительно окружно-
окружности 2— с определенной точки зрения этот тип «эллиптиче-

«эллиптических пучков циклов» тоже следует считать специальным.

Таким образом, всего мы будем иметь семь типов «гипербо-
«гиперболических пучков циклов».

Наконец, параболический пучок окружностей характери-
характеризуется заданием точки А и проходящей через эту точку
прямой /— все окружности пучка касаются прямой / в точке А.

Соответственно этому естественно различать следующие шесть

типов «параболических пучков циклов» неевклидовой геомет-

геометрии Лобачевского:

1° точка А лежит внутри круга К;
2° точка А лежит на окружности 2, прямая / пере-

пересекает 2;
3° точка А лежит на окружности 2; прямая / касается 2

(ср. черт. 254, в на стр. 335);
4° точка А лежит вне круга К, прямая / пересекает 2;
5° точка А лежит вне К; прямая / касается 2;
6° точка А лежит вне К, прямая / не имеет общих то-

точек с 2.

Таким образом, всего имеется 6-j-7-j-6 = 19 различных
типов пучков циклов. Мы рекомендуем читателю самому еде-
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лать соответствующие чертежи и разобрать, какого рода

циклы входят в пучок каждого из перечисленных типов.

299. Рассмотрим два пучка циклов неевклидовой геометрии

Лобачевского: пучок II, состоящий из всех циклов, перпенди-

перпендикулярных одновременно к S, и S2, и пучок II, перпендику-

перпендикулярный к П (и, следовательно, содержащий циклы 5, н St).

i—

Черт. 4CS.

Предположим, что среди циклов пучка II есть неевклидовы

окружности; пусть S1 и S,— какие-то две из них и г линия

центров этих двух окружностей. Неевклидовым движением

всегда можно совместить г с диаметром окружности 2; в

таком случае г будет являться прямой неевклидовой геометрии
Лобачевского (черт. 468).

Прямая г перпендикулярна к St и St; следовательно, она

принадлежит пучку П. Но отсюда вытекает, что все циклы

пучка II перпендикулярны к г; из этого следует, что центры

всех окружностей пучка II лежат на г.

Если циклы S1 и St пересекаются, то все циклы пучка П

проходят через их точки пересечения; следовательно, в этом

случае и радикальная ось г проходит через эти две точки

(и, значит, совпадает с общей хордой S2 и Sf).
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Примечание. Можно доказать, что попарные радикальные оси

трёх циклов 5,, 52 к S3 всегда принадлежат к одному пучку неевкли-

неевклидовых прямых. В частности, если две радикальные оси пересекаются
в одной точке Z, то н третья радикальная ось проходит через ту же

точку. В этом случае точка Z называется радикальным цент-
центром трёх циклов Sv St и S3.

800. а) Следует из теоремы 1 на стр. 172.

б) Следует из свойств Б и В симметрии относительно

окружности (см. § 1 этой главы).

Примечание. Спедует иметь в виду, что симметрия относи-

относительно цикла S не является преобразованием неевклидовой геометрии
Лобачевского, переводящим каждую точку в какую-то другую
точку. Так, например, симметрия относительно изображённой на

v4epT. 469 окружности S переводит внешность этой окружности в

«кольцо», заключенное между окруж-

окружностями S и о (окружность о симмет-

симметрична X относительно S); что же ка-
касается точек, заключённых внутри о,
то им в этом преобразовании не отве-

отвечают никакие точки (соответственно
этому, например, эквидистантл SL пе-

переходит при симметрии относительно

S в дугу P'Q' окружности Sj). Это

обстоятельство очень сильно усложняет
все рассмотрения, связанные с симмет-

симметрией относительно цикла.

Затруднение здесь близко к тому,
с которым мы встретились в § 5 этой
главы при определении расширения на

отрицательную величину
— а (см. вы-

выше, стр. 259),—тут у нас некоторые

точки не переходят ни в какие точки, а там некоторые окружности (ок-
(окружности радиуса, меньшего а) не переходили ни в какие "окружности.
Это неудобство может быть устранено подобно тому, как мы поступали
в § 5. А именно, будем считать все точки неевклидовой геометрии
Лобачевского двойными, т. е. в полной аналогии с § 5 этой главы

будем говорить о направленных точках, приписывая каждой
точке определённое направление вращения — по или против часовой

стрелки (его можно указать дугой со стрелкой). Далее условимся, что

все точки круга К имеют направление обхода против часовой стрелки
и что точки, отличающиеся одна от другой лишь направлением обхода,
симметричны друг другу относительно окружности Ъ. Если ещё уго-

уговориться считать точки окружности X бесконечно удалёнными
точками (этим точкам мы не будем приписывать никакого направле-

направления обхода), то множество всех (направленных или бесконечно удалён-
удалённых) точек неевклидовой геометрии Лобачевского будет совпадать

с множеством всех точек плоскости (дополненном «бесконечно удалён-
удалённой точкой», отвечающей центру круга К, направленному по часовой

Черт. 469.
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Черт. 470.

стрелке). Циклы неевклидовой геометрии Лобачевского мы тоже теперь
будем считать направленными; при этом (направленную) точку А сле-

следует считать принадлежащей (направленному) циклу S лишь в том

случае, если направление
обхода вокруг А согласовано
с направлением вращения при
движении по циклу S (см.
схематический черт. 470, где
точка А принадлежит циклу
S, а точка В не считается

принадлежащей ему). Под эквиднстантой с осью PQ мы теперь понимаем
геометрическое место точек, имеющих постоянное расстояние от прямой
PQ и расположенных с обеих сторон от PQ; при этом точки верх-
верхней и нижней ветвей зквидистанты должны быть направлены по-рпзному
(см. схематический черт. 471, а); эквн-
дистанта представляется полной окруж-
окружностью, пересекающей S (черт. 471,' б).
К числу циклов мы будем относить тлк-

же прямые, которым" не будем припи-
приписывать никакого направлении (анало-
(аналогично tomv, как в § 5 этой главы мы

не лршшсьшали накакого направления
точкам) '), и «бесконечно удалённую
окружностью - (тоже ненаправленную).
В таком случае совокупность всех

S _Г-

Черт. 471.

циклов неевклидовой геометрии Лобачевского будет совпадать с сово-

совокупностью всех окружностей и нримых плоскости.

При таком расширенном понимании понятии «сточка неевклидовой

геометрии Лобачевского» н «цикл неевклидовой геометрии Лобачев-
Лобачевского» симметрия относительно цикла становится преобразованием,
переводящим каждую (направленную или бесконечно удалённую) точку
в новую (направленную или бесконечно удалённую) точку и каждый

') Мы ввели понятие направленных циклов для того, чтобы уста-
установить направление точек, принадлежащих этому циклу: направление
стрелки на окружающей точку дуге, проведённой со стороны
выпуклости цикла, должно совпадать с направлением цикла

(см. черт. 470). Однако, так как прямая вовсе не выпукла, то мы
всё равно не сможем выделить направление прннэхтежащнх ей точек

(см. схематический черт. 472, а). Поэтому приходится считать пря-
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цикл в новый цикл; это преобразование сохраняет также углы между
циклами. Все преобразования неевклидовой геометрии Лобачевского,
переводящие циклы снова в цик-

циклы, естественно называть кру-
круговыми преобразованн-
я м и; преобразования, переводя-
переводящие прямые линии снова в пря-

прямые, можно назвать линей-

линейными преобразован и я-

м и. В таком случае в полной
аналогии с теоремами 1 и 2 § 4
этой главы (стр. 247) всякое пре-

преобразование неевклидовой гео-

геометрии Лобачевского, являю-

являющееся одновременно и круго-
круговым ti линейным, представ-
представляет собой неевклидово дви-

движение, а всякое круговое пре-

преобразование, не являющееся

линейным, можно осуществить

Черт. 472.

с помощью симметрии относительно некоторого цикла S, сопровож-
сопровождаемой ещё, быть может, неевклидовым движением1). Для доказа-
доказательства первого из этих утверждений достаточно заметить, что

каждое круговое преобразование, переводящее X в себя, есть неевкли-

неевклидово движение (см. определение неевклидовых движений на стр. 324).
Пусть теперь круговое преобразование К переводит в Е некоторый
цикл о, и пусть S — окружность, относительно которой окружности 2
н о симметричны между собой (см. мелкий шрифт на стр. 180). В таком

случае круговое преобразование К можно представить в виде суммы

симметрии / относительно S и ещё какого-то кругового преобразова-

мые ненаправленными, а принадлежащие нм точки двойными; это озна-

означает, что прямая представляется полной окружностью, перпендикулярной
к окружности X (черт. 472, б).

*) Таким образом, в неевклидовой геометрии Лобачевского все

круговые преобразования в определённом смысле сводятся к следую-

следующим трём существенно различным преобразованиям: а) симметрия
относительно окружности; б) симметрия относительно предельной ли-

линии; в) симметрия относительно эквндистанты.

Неевклидово движение, о котором говорится в тексте, может ещё

сопровождаться изменением направления обхода всех точек на обрат-
обратное (этому преобразованию отвечает симметрия относительно окруж-
окружности ?).
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ния К, уже переводящего S в себя; отсюда и следует наше утвержде-
утверждение (ср. с доказательством теоремы 2 на стр. 249—253). Теперь, для того

чтобы завершить доказательство первой нз сформулированных теорем,
достаточно заметить, что симметрия относительно цикла S, отличного

от прямой и от окружности X, не может переводить все прямые линии

неевклидовой геометрии Лобачевского снова в прямые линии.

Введение в неевклидовой геометрии Лобачевского направленных
точек удобно не только в теории круговых преобразований, но также

и во многих других вопросах, связанных с циклами. Так, например,
в условии теоремы задачи 295 теперь не приходится требовать, чтобы
какие-нибудь два из циклов Sv St, S3 и St пересекались в двух точ-

точках,— это условие выполняется автоматически; также и формулировка
более сложной теоремы, о которой говорится в примечании к решению
задачи 295, значительно упрощается введением направленных точек.

Аналогично точечным круговым преобразованиям неевклидовой

геометрии Лобачевского — преобразованиям в множестве направленных

точек, переводящим циклы (к числу которых причисляются и прямые,

считаемые ненаправленными) снова в циклы, можно было бы рас-

рассмотреть и осевые круговые преобразования — преобра-
преобразования в множестве направленных прямых, переводящие циклы

(к числу которых причисляются также и точки, считаемые ненаправлен-
ненаправленными) снова в циклы. Теория осевых круговых преобразовании неев-
неевклидовой геометрии Лобачевского имеет'много общего с теорией то-

точечных круговых преобразований. [См. по этому поводу статью:
И. М. Я г л о м, Проективные мероопределения на плоскости и ком-

комплексные числа, Труды семинара по векторному и тензорному анализу,
вып. VII, М.— Л., Госте.хнздат, 1949; следует только иметь в виду,
что эта статья является довольно сложной и рассчитана на квалифи-
квалифицированного читателя.]
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СОДЕРЖАТСЯ В ДРУГИХ КНИГАХ

В этом списке приведены номера задач, другие решения которых

содержатся в одной из следующих книг:

1° Ж,. Адам ар, Элементарная геометрия, ч. 1, М., Учпедгиз,
1948 (книга содержит свыше 400 задач, к которым Д. И. Перспёлкн-
ным написаны подробные решения). Обозначается буквой «А».

2° Б. Н. Делоне и О. К. Житомирски й. Задачник по гео-

метрни, М.— Л., Гостехнздат, 1952. Обозначается буквой «Д».
3°Д. О. Шклярский, Н. Н. Чепцов, И. М. Я г л ом. Из-

Избранные задачи н теоремы элементарной геометрии, ч. 2, М., Гостех-
Гостехнздат, 1952. Обозначается буквой «Ш».
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115

118а)
123

1246) (частный
случай)
134а)

134а) (частный
случай)
1346)

1376)
138а)
139а)
145

146
16S
176

Где содержится

Д. 158
А. 224;
Ш. 138л)

А., стр. 184;
Д. 209; Ш. 114,

132а)
А., стр. 192
А., стр. 185;
Д. 159, 391;
Ш. 127, 1326)

Д. 390

А., стр. 182;
Ш. 131
А. 223

А., стр. 187;
Ш. 133
Ш. 57г)

А.228; Ш. 134д)
Ш. 105

А., стр. 185;
Д. 395;

Ш. 129, 132в)
Д. 394; Ш. 130

А. 89
Ш. 28

.Ns задач

177

183а)
190а), в)
213а)
2176)
218а)

21 So) (частный
сл\-чай)
219

220
221
2326)
237а)

238а)
241

244 (частный
случай)

254 (частный
случай)
257
258
261
264в)
278а)

Где содержится

Ш. 104
А. 391; Ш. 80
Ш. 59л), б)

А. 3<L
А. 345
Ш. 125

А. 348; Д. 65

А. 377, 411;
Ш. 107

А. 282; Ш. 10S
Ш. 106
Д. 189

А., стр. 211;
Д. 190
А. 403
Ш. 62в)

Д. 393; Ш.116

А. 147

А. 141, стр. 115
Д. 249; Ш. 117

Ш. 1236)
А. 402
А. 347
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Избранные задачи и теоремы элементарной математики,

часть 3. Геометрия (стереометрия).

И. М. Яглом и В. Г. Болтянский, Выпуклые фигуры.

А. М. Яглом и И. М. Яглом, Неэлемситариые задачи

в элементарном изложении.

Е. Б. Дынкмн и В. А. Успенский, Математические

беседы.

И. М. Яглом, Геометрические преобразования, I. Дви-

Движения и. преобразования подобия.

И. М. Яглом, Геометрические преобразования, 11. Ли-

Линейные и круговые преобразования.


