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ПРЕДИСЛОВИЕ

В русской научной и научно-популярной литературе, как и в

литературе многих других стран., имеется немало сочинений, посвящен¬

ных неевклидовой геометрии Лобачевского; лишь некоторые из них

упомянуты в списке книг и статей на стр. 300—303. Изучение гео¬

метрии Лобачевского составляет обязательную часть программы ма¬

тематических отделений большинства наших университетов и всех

педагогических институтов
— ознакомление с основами этой геомет¬

рической системы считается необходимой частью подготовки буду¬
щего учителя средней школы. Также и в школьных математических

кружках широко культивируются занятия геометрией Лобачевского.

При обсуждении путей перестройки математического образования в

средней школе некоторыми математиками и педагогами высказывалась

даже мысль о желательности включения элементов геометрии Лоба¬

чевского в общеобязательную школьную программу, а в рекомен¬

дуемые программы факультативных занятий математикой в средней
школе (т. е. необязательных занятий, которые, однако, должны
носить массовый характер) была включена тема, связанная с неевкли¬

довой геометрией Лобачевского.

Причины столь широкого увлечения геометрией Лобачевского по¬

нять нетрудно. Разумеется, увлечение это никак не связано с общема¬
тематическими или естественнонаучными приложениями геометрии
Лобачевского: приложения эти (к теории автоморфных функций,
например) носят достаточно специальный характер, и встретиться
с ними придется разве что одному из тысячи учащихся, добросо¬
вестно изучающих (а затем излагающих экзаменатору) опреде¬
ление параллельных по Лобачевскому и особенности взаимного рас¬
положения прямых на плоскости Лобачевского. Гораздо более важ¬

ное и принципиальное значение имеет сам факт «неединственности»

геометрии, существования разных геометрических систем: он про¬

ливает новый свет на основные особенности математической науки;
на роль идеализации в научном естествознании; на общее понятие

дедуктивной науки («выводной науки» по терминологии Аристотеля),
т. е. науки, развиваемой исходя из определенной системы аксиом;

на роль системы аксиом в математике и на предъявляемые к любой
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иксиоматике требования; на взаимоотношение двух аспектов геомет¬

рии
— геометрии как абстрактной математической дисциплины и

геометрии как естественнонаучной дисциплины-, изучающей опреде¬
ленную категорию свойств окружающего нас реального пространст-

ил, так сказать, «геометрии-математики» и «геометрии-физики». Именно
ато (и только это) обстоятельство и обусловливает вывод о том,

что наивное представление о «врожденности», «единственности» или

«естественности», чуть ли не о «богоданности» геометрической системы

Киклида должно быть у будущих учителей математики решитель¬

нейшим образом разрушено.
Принимая этот вывод, мы, однако, забываем порой, что и са¬

ма геометрическая система Лобачевского вовсе не является единст-

неиной a priori возможной «неевклидовой» системой, что разных

«геометрий» мы знаем сегодня совсем не две только (Евклида и

Лобачевского), а очень и очень много.

Хорошо известно, что содержание геометрии в процессе ее

исторического развития неоднократно коренным- образом менялось.

И течение столетий единственная цель геометрических исследова¬

ний виделась в возможно более полном исследовании свойств «обыч¬
ного» трехмерного пространства Евклида. Несмотря на то, что

и рамках такого понимания геометрии созрели иные точки зрения, не

укладывающиеся в привычную схему (так, например, первой изучен¬
ной людьми «не евклидовой» геометрической системой, по существу,
является действующая на поверхности сферы так называемая «сфе¬
рическая геометрия», хорошо известная еще в глубокой древности *)),
до создания неевклидовой геометрии Лобачевского не возникало

никаких сомнений в универсальности самого понятия евклидова про¬

странства. Относящиеся к первой трети XIX века революционные

открытия Карла Фридриха Гаусса, Николая Ивановича Лоба¬
чевского и Яноша Б о й а и 2) потому то и явились таким огром¬

ным событием в истории математики, что они нанесли непоправи¬
мый удар этим насчитывающим тысячелетия представлениям.

После появления неевклидовой геометрии Лобачевского укоре¬
нилось мнение (а многие думают так еще и сейчас!), что возможны

всего две равноправные геометрические системы—Евклида и Лоба¬

чевского; сами творцы неевклидовой геометрии были в этом твердо

убеждены. Однако эта точка зрения просуществовала недолго:

х) G полной отчетливостью это было указано лишь Б. Риманом (см. ниже),
исследования которого во многом стимулировались фактом существования
неевклидовой'геометрии Лобачевского.

2) О драматической истории открытия неевклидовой геометрии Лобачев¬
ского см., например, указанную на стр. 303 книгу В. Ф. Кагана «Лобачев¬
ский». [Отметим, что фамилия венгерского математика Бойаи (Bolyai de Bolt/a)
транскрибируется в русской математической литературе весьма разнообразно —

см., например, книги [60], [72] и [73] из приведенного в конце книги списка

литературы.]
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XIX мок Лил периодом бурного развития геометрических учений,.
Н 18/М г, ннмечательным немецким математиком Бернгардом Рима-
и о м был сформулирован чрезвычайно общий взгляд на геометрию,
сразу необычайно широко раздвинувший ее границы; Риман же отметил

существование трех родственных друг другу геометрических систем,
близких к той геометрии, какую мы все изучали в средней школе:

«обычной» геометрии Евклида, «гиперболической» геометрии Лобачев¬
ского и «эллиптической» геометрии, весьма близкой к геометрии на

поверхности сферы. Этот список геометрий был в 1870 г. продолжен

другим немецким математиком Феликсом Клейном (см., например, его

книгу «Неевклидова геометрия», указанную в списке литературы на

стр. 302): согласно концепции Клейна на плоскости существует
девять (I) родственных друг другу «геометрий» *), тремя из кото¬

рых являются обычная геометрия Евклида, гиперболическая геомет¬

рия Лобачевского и эллиптическая геометрия Римана (см. по этому
поводу приложение А в конце книги). Эти исследования Клейна,
которые возникли в результате своеобразного синтеза геометриче¬
ских идей Лобачевского и заинтересовавших Клейна работ английско¬

го алгебраиста Артура К эли, привели к созданию в .1872 г. так

называемой «Эрлангенской программы» Клейна (см. его статью [8],
указанную в списке литературы на стр. 300), содержащей новый ши¬

рокий взгляд на всю геометрию, по своей универсальности способ¬

ный соперничать с концепциями Римана.

Таким образом, подобно тому как исключительное положение

геометрии Евклида было разрушено основополагающими исследо¬
ваниями Лобачевского, Бойаи и Гаусса, опубликованными еще

в 1829—1832 гг., исключительное положение геометрии Лобачев¬

ского было разрушено классическими трудами Римана и Клейна

(1854—1872 гг.). Однако еще и сегодня под «неевклидовой геомет¬

рией»* часто понимают одну только геометрию Лобачевского (реже
слова «неевклидовы геометрии» во множественном числе употреб¬
ляют для обозначения гиперболической геометрии Лобачевского и

эллиптической геометрии Римана); существование же других гео¬

метрических систем остается известным лишь, узким специалистам.

Причина этого, по-видимому, в значительной степени коренится во

влиянии дискуссий о природе окружающего нас реального простран¬

ства, в своей первоначальной постановке давно уже потерявших

всякое научное, значение. Так,, например, еще в «Неевклидовой гео¬

метрии» Ф. Клейна, вышедшей в свет в немецком оригинале в 1928 г.,

утверждается, что в окружающем нас мире должна реализовываться

г) Сам Клейн различал на плоскости семь разных геометрических сис¬

тем (см., например, уже упоминавшуюся книгу Клейна «Неевклидова геомет¬

рия»); дальнейшее членение «геометрий Клейна», в силу которого число

.семь заменилось числом девять, было произведено и 1910 г. английским

геометром Д. М. И. Саммервиллем (D. М. Y. Sommerville).
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одна из трех «классических» геометрий Евклида, Лобачевского или

Римана1), хотя полная научная несостоятельность этой точки зре¬

ния была установлена «специальной теорией относительности» Аль¬

берта Эйнштейна (1905 г.) и, особенно, его же «общей теорией
относительности» (1916 г.). Гипноз этих_устаревших космологичес¬

ких дискуссий привел к тому, что в то время как геометрии Лоба¬

чевского в научной и научно-популярной литературе уделяется весь¬

ма большое внимание (так, например, даже столь частному вопросу,

как теория геометрических построений на плоскости Лобачевского,
посвящено несколько книг и бессчетное множество статей!), все

остальные «неевклидовы геометрии Клейна» освещены пока совер¬
шенно недостаточно. Настоящая книга и преследует, своей целью

дать рассчитанное на широкого читателя изложение одной из этих

геометрических систем — системы, которая возникает, если принять
:ui «движения» двумерного многообразия «событий» (л:,- t) (где х —

координата точки на прямой, a t — время) преобразования Галилея

классической кинематики.

После этого исторического введения я позволю себе снова оста¬

новиться на вопросе о педагогической целесообразности увлечения
одной лишь неевклидовой геометрией Лобачевского. Важность озна¬

комления будущих учителей математики (а частично даже и инте¬

ресующихся математикой учащихся старших классов средней школы)
с одной из геометрических систем, отличных от хорошо известной

нм геометрии Евклида, сомнению, видимо, не подлежит. Но какую

геометрию выбрать для такого ознакомления? Этот вопрос, как мне

кажется, может служить предметом дальнейших дискуссий. Геомет¬
рии Лобачевского исторически является первой «неевклидовой» гео¬

метрической системой, — не считая это обстоятельство решающим,
и вовсе не склонен полностью его игнорировать. Кроме того, связь

этой геометрической системы с установлением недоказуемости акси¬

омы параллельности и с выяснением роли этой аксиомы в системе

Евклида сильно повышает педагогическое значение геометрии Лоба¬

чевского 2). С другой стороны, геометрия Лобачевского является

*) Книга Ф. Клейна, напечатанная уже после смерти ее автора, представ¬
ляет собой обработку литографированного курса лекций, выпущенного Клей¬
ном в 1892 г. и повторно в 1893 г. в качестве пособия для студентов Гёттин¬
генского университета; модернизация, которой подвергли этот курс ученики
Клейна, подготовлявшие его к печати, кажется мне крайне недостаточной.
Также и в русском переводе «Неевклидовой геометрии», появившемся в 1936 г.,

к сожалению, отсутствует какое бы то ни было редакционное примечание,
предупреждающее читателя об архаичности идей, развитию которых посвяще¬
ны многие страницы книги.

2) Особенно важно последнее соображение в условиях построения школь¬
ного курса геометрии в соответствии с общей схемой Евклида—Киселева

(:м. указанные, на стр. 300 учебники [1]—[7]). В случае же перехода на дру¬

гую систему изложения (на чем настаивают многие математики и педагоги)
оно частично утратит свое значение.
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hiiioi'nmihito сложной; так, например, она определенно сложнее

обычной геометрии Евклида. Напротив, излагаемая в этой книге

геометрии является самой простой из всех геометрических
систем Клейна: можно даже сказать, что она настолько же проще

геометрии Евклида, насколько геометрия Евклида проще геометрии
Лобачевского. Относительная простота этой геометрии является ее

самым главным достоинством; она позволяет без большой затраты
времени и интеллектуальной энергии учащихся изучить ее со срав¬

нительно большими подробностями —а ведь только развернутое
построение новой геометрической системы позволяет сопоставить

ее с евклидовой и только оно психологически способно по-настоя-

щему убедить в непротиворечивости рассматриваемой схемы! Другим
достоинством развиваемой в этой книге геометрической системы

является возможность ознакомления на ее базе со столь плодотвор¬

ным геометрическим инструментом, как принцип двойственности.
Наконец (последнее, но безусловно не наименее важное обстоятель¬

ство!), очень глубокой и содержательной является иллюстрируемая
на примере рассматриваемой в настоящей книге геометрии общая
идея о связи «Эрлангенской программы» Клейна с физическими прин¬
ципами относительности, по-новому раскрывающая как содержание
концепции Клейна, так и место принципов относительности в физике *).
Вот почему мне представляется заслуживающим серьезного внимания

вариант построения курса математики педагогического института,

содержащий параллельное освещение трех самых простых геомет¬

рических систем—геометрии Евклида, «геометрии принципа относи¬

тельности Галилея» и «геометрии принципа относительности Эйнштей¬

на» (геометрии Минковского; см. § 11 этой книги) с одновременным
изложением основ (специальной) теории относительности.

Разумеется, настоящая книга, богатая, быть может и любопыт¬

ными, но мало принципиальными деталями 2) и рассчитанная на уча¬
щихся старших классов

■

средней школы, на учителей математики,
на студентов и преподавателей университетов и педагогических

институтов, готовящих учителей математики, никак не преследует
своей целью столь серьезную реформу нашего высшего педагоги-

х) Достоинством геометрии Лобачевского часто считают возможности об¬

суждения на ее базе различных космологических гипотез — однако уже сама

постановка вопроса о реализуемости во Вселенной геометрии Евклида или

геометрии Лобачевского способна затруднить восприятие идей теории относи¬

тельности. С этой точки зрения мне кажется более ценной связанная с прин¬
ципом относительности Галилея геометрия, способная сильно облегчить пони¬

мание соответствующих идей.

2) Так, например, здесь содержатся даже три доказательства аналога из¬

вестной из геометрии треугольника теоремы Фейербаха, в^силу которой
окружность девяти точек треугольника касается вписанной и трех вневписан-

ных окружностей (см., например, пп. 44—45 указанной на стр. 301 книги

Зетеля [33]), между тем как научное значение этой теоремы ничтожно.
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чсского образования. Да сейчас определенно еще не время для та¬

кой реформы: обсуждение поднятых здесь вопросов требует серьез¬
ного знакомства с геометрическими системами, порождаемыми

принципами относительности Галилея и Эйнштейна, а эта книга,

мидимо, является первым сочинением в научно-популярной литера¬
туре, в котором подробно анализируется «геометрия принципа отно¬

сительности Галилея».

Да и в научной литературе эта геометрическая система была серьёзно
изучена сравнительно недавно. Упоминание о соответствующей геометрической
системе можно найти уже у Ф. Клей на (см., например, указанную на

стр. 30? книгу «Неевклидова геометрия») и в излагающих идеи Клейна
учебниках (см., скажем, указанную на стр. 301 книгу В. Ф. Кагана
«Основания геометрии» — однако ссылки на эту геометрию имеют здесь эпи¬

зодический характер, и содержание этой геометрической схемы, по существу,
остается нераскрытым. Более обстоятельной была трактовка той же темы в отно¬

сящихся к 1913—1915 гг. научных статьях ряда немецких геометров (Г. Бек,
Ф. Бём, Л. Бервальд 1)). В 1925—1928 гг. эта геометрия снова всплыла

и публикациях <английского математика Л. Силберстейна, поляка С. Г л а-

с I) * казанского геометра А. П. Котельникова и датчанина Д. Фога2);
» этих публикациях, видимо, впервые была отмечена связь рассматриваемой гео¬

метрии с принципом относительности Галилея. Однако обстоятельное изучение
рассматриваемой в настоящей книге геометрической системы, при котором
она в некоторых отношениях была проанализирована даже глубже евклидо¬

вой геометрии, относится к'50-м годам нашего столетия; это изучение связано

с именами замечательного голландского геометра Николааса К ё й п е р а,

нидного немецкого геометра Карла Штрубеккера, а также моей ученицы

Нели Михайловны Макаровой (см. список литературы в конце книги).

Отдельно приходится остановиться на вопросе о наименовании рас¬

сматриваемой в этой книге геометрической системы. В научной лите¬

ратуре эта геометрия именуется «полуевклидовой», «флаговой», «па¬

раболической», «изотропной» или «галилеевой»; однако ни одно из

этих названий нельзя признать полностью удачным. Термины «фла¬
говая геометрия», «параболическая геометрия» (или «дважды пара¬

болическая геометрия») и «изотропная геометрия» оправдываются

обстоятельствами, которые никак не могут быть раскрыты в элемен¬

*) См. Н. Beck, Zur Geometrie in der Minimalebene, Sitzungsberichte
der Leipziger und Berliner Math. Gesellschaft 12 (1913), стр. 14—30; F. Bohm,
Beitrage zum Aquivalenzproblem der Raumkurven, Sitzungsberichte der Acad,
zu Miinchen 2 (1915), стр. 257—280; L. Berwald, Ober Bewegungsinvari-
anten und elementare Geometrie in der Minimalebene, Monatshefte fur Math,
und PHys. 26 (1915), стр. 211—228.

2) Cm. L. Silberstein, Projective geometry of Galileian space-time,
Philos. Magazin 10 (1925), стр. 681—696; S. Glass, Sur les geometries de

Galyley et sur une geometrie plane particuliere* Annales de la Societe Polo¬
naise de Math. 5 (1926), стр. 20—36; А. П. Котельников, Принцип отно¬

сительности и геометрия Лобачевского, Сборник «In memoriam Lobatschevskii»,
иып. 2, Казань, Главнаука (1927), стр. 37—66; D. Fog, Den isotrope Plans

p|ementare Geometri, Math. Tidskrift, Сер. В (1928), стр. 21—33.
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тарном сочинении, рассчитанном на лиц, не обладающих серьезной
математической подготовкой — поэтому здесь они полностью отпа¬

дают. Достоинством термина «полуевклидова геометрия» является

его близость к названию «псевдоевклидова геометрия», принятому для

геометрии, связанной с принципом относительности Эйнштейна; кроме
того этот термин звучит достаточно обыденно и не апеллирует
к неизвестным читателю этой книги понятиям вроде «флага», «изо¬

тропной плоскости» или «параболической метрики». Однако первое
достоинство названия «полуевклидова геометрия» могут оценить лишь

лица, знакомые с «псевдоевклидовой геометрией Минковского»; вто¬

рое же является одновременно и недостатком, поскольку для чита¬

теля, неискушенного в современной научной терминологии, наимено¬

вание «полуевклидова геометрия» будет звучать слишком уж «чудно»

(это нечто вроде «евклидовой полугеометрии»?). Наконец, наиболее

укоренившееся за последние годы название «геометрия Галилея»

исторически неточно— Галилео Галилей, творчество которого отно¬

сится к началу XVII столетия, разумеется, не знал этой геометрии,
так как идея о существовании ряда равноправных геометрических
систем относится к числу наибольших научных достижений XIX века.

Более точным является наименование «геометрия, связанная с прин¬

ципом относительности Галилея», близкое к названию этой книги,

однако оно слишком, длинно для того, чтобы его можно было упо¬

треблять систематически. Вот почему мы все же остановились здесь

на названии «(неевклидова) геометрия Галилея», некоторым оправда¬
нием которого может служить та блистательная ясность и полнота,
с которой сформулировал Галилей свой «принцип относительности»,

непосредственно приводящий к рассматриваемой (неевклидовой!)
геометрии.

Наконец, несколько слов о структуре книги. Она является нестан¬

дартной: наличие в книге обширного Введения, состоящего из двух

отдельных параграфов, Заключения, состоящего из трех параграфов,
двух Приложений, обстоятельного списка литературы, даже непри¬
вычно (или здесь следует сказать «неприлично»?) большой объем
настоящего Предисловия — все это, конечно, не часто встречается
в сочинениях, рассчитанных на начинающего читателя, частично

даже на школьника. Эта сложная структура книги связана как

с необычностью темы (предпослать книге длинное Предисловие
меня вынудило то обстоятельство, что, как я убедился, даже само

ее название вызывает известное недоумение), так и (главным обра¬
зом!) с ориентацией на разные категории читателей. Ясно, что

Литература (в которой, впрочем, собрано много доступных-мало¬
опытному читателю книг и статей) обращена в первую очередь
к преподавателю; учащийся средней школы может полностью ее

игнорировать. Также и текст, .напечатанный мелким шрифтом (час¬
тично он обращен к учителю математики средней школы) может
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Яыть свободно пропущен без ущерба для понимания остальной

чисти книги. Ознакомление с Введением необходимо для понимания

иссго последующего. В противоположность этому Заключение

нполне может быть при первом чтении и опущено; однако мне

кпжется, что в дальнейшем, после некоторого перерыва быть

может, целесообразно вернуться к §§ 10 и 11 Заключения. При этом

следует иметь в виду, что написано Заключение довольно конспек¬

тивно— .так, например, автор никакие имел своей целью увеличить

на единицу и без того достаточно обширный список существующих

и русской литературе популярных изложений основ (специальной)
теории относительности Эйнштейна, и весьма краткий § 10 бес¬

спорно будет легче для тех читателей, которые предварительно озна¬

комились с какой-либо из перечисленных на стр. 301—302 книг [37]—
|ЛЗв] (в первую очередь здесь хочется рекомендовать замечательные

кииги Макса Борна [38]—[38а]). Посвященный «неевклидовой геомет¬

рии Минковского» § 11 также является довольно конспективными не

рассчитан на быстрое чтение. В частности, он почти не содержит дока¬
зательств упоминаемых в нем теорем; инициативному читателю можно

порекомендовать попытаться найти эти доказательства самостоя¬

тельно (тут может оказаться полезной литература, указанная в конце

книги). Отмечу также, что я всюду стремился сопоставлять феномены
«неевклидовой геометрии Галилея» с родственными им фактами обычной

(«школьной») геометрии Евклида; с этим параллельным изложением

двух геометрических систем частично связан сравнительно большой

объем книги.

Специального разговора заслуживают завершающие книгу При¬
ложения А и Б. Формально их можно считать рассчитанными на

того же читателя, что и основной текст книги: они также не тре¬

буют никаких предварительных знаний и поэтому доступны даже

достаточно настойчивому школьнику. Следует, однако, предупредить,
что слова «достаточно настойчивому» в предыдущей фразе никак

не являются лишними: крайне лаконичные по манере изложения

(и также почти не содержащие доказательств) Приложения состав¬

ляют самую сложную часть книги — они заметно труднее для пони¬

мания, чем остальные разделы, и рассчитаны на вдумчивого читателя.

Мне кажется даже, что хотя в тексте Приложений и отсутствуют пря¬
мые ссылки на^ понятия и теоремы, незнакомые читателю с минималь¬

ной подготовкой, на которую рассчитана эта книга, фактически Прило¬
жения будут доступны лишь несколько более подготовленному чита¬

телю,— скажем, знакомому с аналитической геометрией и владеющему
основами неевклидовой геометрии Лобачевского. Понятно, что весь

предшествующий Приложениям материал от них никак не зависит, так

что эти Приложения можно и не читать. Однако, хотя Приложения
Л и Б и не составляют органической части книги, они представля¬
ются достаточно важными: изложив с большими подробностями
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содержание самой простой из известных мне «не евклидовых» систем,
я счел уместным также слегка приоткрыть перед читателем дверь
в обширный мир иных, более сложных «геометрий», включающих

«геометрию Галилея» как простейший частный случай, — и в меру
своего умения выполнил это в Приложениях к настоящей книге.

Нумерация формул является независимой в пределах каждой
главы книги; иными словами эта нумерация начинается с формулы
(1) во Введении и затем снова — в главе I, в главе II, в Заключе¬
нии и в Приложениях. Поэтому ссылка на какую-либо формулу
в тексте книги, не сопровождаемая указанием страницы или номера

параграфа, отсылает читателя к формуле с соответствующим номером
в той же главе (причем самостоятельными главами считаются так¬

же Введение, Заключение и Приложения); во всех остальных случаях

наряду с номером формулы обязательно указывается параграф книги,
в котором эта формула приведена, или страница, на которой она

напечатана.

В основу книги положено содержание .лекции, которую я прочел
в 1956/57 учебном году учащимся двух старших классов московских

школ— участникам Школьного математического кружка при Москов¬

ском государственном университете. В 1963/64 учебном году эта

лекция в несколько расширенном виде была повторена в ряде высту¬
плений перед учащимися восьмых классов, посещавшими Вечернюю
математическую школу при МГУ; эти выступления были подыто¬
жены зачетом, который сдало несколько десятков школьников. Неко¬

торое отражение в настоящей книге нашел также (менее элементар¬
ный и значительно больший по объему) специальный курс «Принципы
относительности и неевклидовы геометрии», прочитанный автором
некогда в МГПИ им. В. И. Ленина.

Приятная обязанность автора каждой книги состоит в том,

чтобы поблагодарить лиц, которые ему помогли. Я рад исполнить

здесь этот долг и выразить искреннюю признательность Г. Б. Гуре¬
вичу, дружеская критика которого бесспорно пошла на пользу этой

книге. Традиционной уже для моих книг становится глубокая бла¬

годарность их редактору Ф. И. Кизнер, помощь которой в подго¬

товке окончательного варианта книги я склонен ценить весьма вы¬

соко. Наконец, я не могу не отметить того огромного труда,

который вложила М. С. Королева в изготовление эскизов чертежей—

без ее помощи и энтузиазма настоящая книга вряд ли бы смогла

увидеть свет.

И. М. Яглом.

Март 1967 г.



ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Что такое геометрия?

. -Геометрия, которую каждый из нас хорошо знает из курса сред¬
ней школы,t изучает те или иные свойства плоских фигур или про¬

странственных тел; при этом под фигурой (или телом) можно пони¬

мать просто множество точек плоскости (или пространства). Оста¬
новимся теперь на вопросе о том, какие именно свойства фигур
и тел интересуют геометра. Этот вопрос допускает две различные

трактовки, приводящие, впрочем, к одним и тем же результатам;
обе эти трактовки будут нам впоследствии полезны и поэтому

заслуживают нашего внимания.

Первая трактовка связана с понятием равенства фигурх). Рав¬

ными (или одинаковыми) в геометрии называют те фигуры, которые
имеют одни и те же свойства и потому неразличимы: так,
все геометрические свойства изображенного на рис. 1 треугольника

ABC совпадают со свойствами изображенного на том же рисунке
треугольника MNP (равного треугольнику ABC, т. е. отличающе¬

гося от него лишь своим положением на плоскости, но не формой

2) В настоящей книге мы будем говорить главным образом о геометрии
на плоскости (планиметрии), изучающей свойства плоских фигур.
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и по ралмерами!): например, если мы знаем, что угол между ме¬

дианой AD и биссектрисой АЕ треугольника ABC равен 15°, то

можем быть уверены, что и угол между медианой MQ и биссект¬

рисой MR треугольника MNP имеет ту же величину 15°. Именно

по этой причине в геометрии часто такие треугольники, как ABC
и MNP, принимают за один треугольник, а не за два: так, утверж¬
дение о том, что по двум сторонам АВ = с и АС= Ь и углу

^А= а, заключенному между ними, можно построить лишь один

треугольник (рис. 2, а)х), означает лишь, что любые два треуголь¬

ника ABC и А'В'С\ имеющие одни и те же стороны AB = A'Bf

(= с) и АС= А'С' ( = 6) и один и тот же угол Z-A = ^/aAr ( = ос),
будут одинаковы, т. е. равны между собой. А так как равные

фигуры (и только они) получаются одна из другой движением

(это утверждение равносильно определению движения!), то из сказан¬

ного вытекает, что движение не меняет никаких свойств геомет¬

рических фигур. Знаменитый немецкий математик конца XIX и начала

XX века Феликс Клейн (1849—1925) предложил положить послед¬
нее обстоятельство в основу определения самого предмета геометрии:

содержание геометрии составляет изучение тех свойств фигур, кото¬

рые сохраняются при всевозможны,х движениях2). Именно в силу
такого подхода к геометрии можно объяснить, почему угол между
какой-либо стороной нарисованного на классной доске треугольника

*) В противоположность этому по двум сторонам АВ=с и ВС—а и углу

£А=а, противолежащему одной из них, вообще говоря, можно

построить два треугольника ABC и АВСх (рис. 2, б).
2) На самом деле определение геометрии по Ф. Клейну является несколько

более общим, чем приведенное нами (см. по этому поводу оригинальную
статью Клейна [8] или Введения к первой, второй и третьей частям

книги Яг л ом а [9]— [10] и § 6 статьи Яг л ом а'и Атанасяна [11]);
однако для наших целей вполне'достаточно ограничиться сказанным выше.

(Цифры в квадратных скобках отсылают читателя- к списку литературы на

стр. 300—303.)
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и другой его стороной представляет интерес для геометра, в то время

как угол той же стороны с краем доски отношения к геометрии не

имеет: ведь первый угол сохраняется при любом движении тре¬

угольника, тогда как второй угол при таком движении меняется —

и значит, он характеризует лишь расположение треугольника на

доске, но отнюдь не его геометрические свойства.

Придирчивого критика выделенное курсивом определение геомет¬

рии может не удовлетворить: он скажет, что вопрос о том, какие

свойства фигур заслуживают названия «геометрических», остается

открытым, пока мы не дадим «строго математического» определения

движения. То определение движения, которое было намечено

выше (движение—это преобразование плоскости, переводящее каж¬

дую точку А в новую точку А' так, что каждая фигура переходит
в равную ей), по-видимому, не удовлетворит такого критика: ведь

и школе р а в н ы.е фигуры обычно и определяются как такие,

которые можно перевести одну в другую двиэюением. Однако равен¬
ство фигур можно также определить и не апеллируя к понятию

движения: две фигуры F и F' называются равными, если между
их точками можно установить такое (взаимно однозначное) соответ¬

ствие, сопоставляющее каждой

точке А фигуры F вполне опреде¬
ленную точку А' фигуры F' и на¬

оборот, что расстояние АВ меоюду
каэюдыми двумя точками А и В

фигуры F равно расстоянию А'В'

между соответствующими им точ-

ками А' и В' фигуры F' (рис. 3).
Конечно, это определение являет¬

ся довольно громоздким и труд¬

ным для запоминания, но для по¬

нимания оно, как нам кажется,

нисколько не трудно. А самое глав¬

ное—это определение не связыва¬

ет понятие равенства фигур с поня¬

тием движения; правда,вместо это¬

го оно ссылается на новое понятие—«расстояние между двумя точка¬

ми». Разумеется, тот же вымышленный (или, быть может, как раз
в этот момент читающий нашу книгу?) критик, в угоду которому мы

пустились в эти пространные объяснения, может спросить: а что

такое расстояние между двумя точками? Однако этот вопрос

не является очень трудным:' для того чтобы определить расстояние

между двумя точками А и Аг плоскости, достаточно ввести на

плоскости какую-либо (какую угодно!) декартову прямоугольную
систему координат; при этом, если координаты точки А равны х и

у, а координаты точки Аг равны хг и уг (рис. 4, а), то расстояние

Рис. 3.
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d между точками А и Ах можно определить по формуле1)

d=AA1 =V(xi—x)\+ {У!—У)2. (1)

Таким образом, понятие расстояния между точками может быть све¬

дено к простой алгебраической формуле, которая уже не нуждается

1%
в дальнейших пояснениях.

Рис. 4.

z,
/
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Последнее замечание вплотную подводит нас ко второй трак¬
товке вопроса о том, какие свойства фигур относятся к компетен¬

ции геометрии. Хорошо известно—это было

установлено еще в XVII веке знаменитыми

французскими математиками Рене Декар¬
том (1596—1650) и Пьером Ферма (1601—
1665),—что всю геометрию можно построить

на базе понятия числа, можно свести к алгеб¬

ре: для этого достаточно только ввести на

плоскости какую-либо систему координат

(вроде изображенной на рис. 4, а). При этом

каждой точке А плоскости будет отвечать

пара чисел х и у—координат этой точки,
а каждой фигуре, т. е. совокупности точек,—
совокупность (множество) пар чисел.

Так, например, множеству точек М, удаленных от фиксированной
точки Q(a, b) на постоянное расстояние г,— окружности «S с

центром Q и радиусом г (рис. 5),— отвечает множество таких

*) Аналогично этому расстояние d между точками А (х, у, z) и Аг (xl9 ylt zx)

пространства равно

d= AA1= V + + (la)
(рис. 4, б).
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или

т. е.

где

У{х—а)г

(*-«)»+= г»,

x2+yz-h 2рх + 2qy +/= О,

— a, q=—b, f=a?-\-b2—г2.

17

(П

(2)

(2')

(2а)

Точно так же прямой /, пересекающей ось ординат Оу в точке

5(0, s), удаленной от начала координат на расстояние OS = s и

образующей с осью абсцисс Ох такой угол xQM= <р, что

б)

(Рис* 6), отвечает совокупность всех таких пар чисел

(*, у), что

y = kx + s, (3)

где как «свободный член» s, так и «угловой коэффициент» k могут
быть положительными, отрицательными или равными нулю,

— отри¬
цательность углового коэффициента & = tg(p означает лишь, что

xQM= ф (всегда отсчитываемый в направлении, противопо¬
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ложном направлению вращения часовой стрелки)

тупой (ср. рис. 6, а— г). Аналогично этому прямой ту параллельной
оси ординат и пересекающей ось абсцисс в точке А (а, 0) (удален¬
ной от начала, координат на расстояние ОА=а—положительное

или неположительное), отвечает совокупность всевозможных пар

чисел (х, у), где

х = а (4)
(рис. 7, а). [Прямой п, параллельной оси абсцисс (рис. 7, б) отве¬

чает множество пар чисел (л:, у), где

У
= Ь)

равенство представляет собой просто частный случай
(3)*—случай, отвечающий значению & = 0.] Иногда говорят

также, что окружности 5 соответ¬

ствует уравнение (2), а прямой
/— уравнение (3), или что окружность
5 записывается уравнением (2),
а прямая / — уравнением (3).

_ Теперь естественно возникает

х
вопрос о том, какие именно соот-

“

ношения между координатами то¬

чек имеют, геометрический смысл,
а какие— случайны, зависят лишь

от выбора системы координат,

окружности (2) величина г выражает

окружности; величина

смысла —нетрудно

последнее

равенства

т

AM)

В(0,Ь)
б)

Рис. 7.

Так, например, в уравнении

величину радиуса
— основную характеристику

же р в уравнении (2') не имеет геометрического

найти две совершенно одинаковые (т. е. равные!) окружности, в урав¬
нениях которых, имеющих форму (2'), коэффициенты р будут раз¬

ными, или две различные (т. е. не равные!) окружности, записываемые

двумя уравнениями айда (2') с одинаковыми коэффициентами'/?1).
Отчего же проистекает это различие: почему одни величины в урав¬

нениях линий имеют геометрический смысл, а другие нет?

Читатель, вероятно, уже сам догадался, как ответить на по¬

следний вопрос. Координаты (лг, у) точки А зависят не только от

самой этой точки, но еще от чего-то, непосредственно с этой точкой

не связанного,
— от выбора системы координат. Мы можем по-раз¬

ному выбирать оси Ох и Оу системы (прямоугольных декартовых)
координат—и координаты одной и той же точки А каждый раз будут
другими; в соответствии с этим и геометрическая фигура, например,

определенная линия, будет в разных системах координат описываться

разными совокупностями пар чисел. Если какая-либо величина, зада-

*) Ясно, что р=—а зависит лишь от абсциссы а центра Q окружности;
но эта величина определяется не геометрическими свойствами окружности,
а лишь выбором системы координат.
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Рис. 8.

ваемая совокупностью пар чисел, отвечающих определенной фигуре Fy
не зависит от выбора системы координат, т. е. остается одной и

той же при переходе от одной системы координат к другой, значит,
эта величина имеет «объективный» характер, зависит лишь от фи¬
гуры F, связана с ее геомет¬

рическими свойствами. Если же

при переходе от одной системы

координат к другой рассмат¬
риваемая величина меняется,

то она зависит от располо¬
жения фигуры F по отноше¬

нию к выбранной системе

координат, т. е. является ха¬

рактеристикой не самой инте¬

ресующей нас фигуры F (рис.

8, а), а гораздо более сложного

образа—фигуры F и «коорди¬
натного креста», образованно¬
го осями Ох и Оу (рис. 8, б).

Сказанному выше можно придать такую форму, которая помо¬

гает реально отличать величины, имеющие геометрический смысл,
от тех, которые связаны лишь с выбором определенной системы

координат. Пусть точка А имеет в системе координат хОу (или
в системе координат {х, у}, как мы будем писать в дальнейшем)

координаты х и у, а в иной

системе координат х'О'у' (или
{х\ У'}) — координаты х' и у';
примем еще, что координаты
«старого» начала координат О
в «новой» системе координат
х'О'у'- равны а и ft, а угол
хСх' между осями Ох и О'х'

равен а (рис. 9)1). Наша задача

состоит в' том, чтобы опреде¬
лить «новые» координаты х',у'
точки Л, зная ее «старые»

координаты х, у, а также ве¬

личины a, ft и а.

Для решения поставленной задачи полезно ввести в рассмотрение
угол ^_хОА=: ф (углы, как всегда, отсчитываются в том направ-

г) Мы здесь, --как это принято в аналитической геометрии, ограничиваемся
«правыми» системами координат., т. е. такими, что поворот на 90° положи¬
тельного луча Ох оси абсцисс, переводящий его в положительный луч Оу оси

ординат, происходит в «положительном» направлении, т. е. в направлении,
противоположном направлению вращения часовой стрелки.

Рис. 9.
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лении, которое в тригонометрии считается положительным), обра¬
зуемый лучом ОА с положительным лучом Ох оси абсцисс, и рас¬

стояние ОА= г1); при этом координаты х и у точки А определятся
по формулам

(5)У

/

>
л?

Ar = rcoscp, j^rsincp

\У
I

(рис-. 10). Введем теперь «промежуточную»

систему координат х1Оу1 или {хъ уг), нача¬

ло которой совпадает с началом «старой»
системы координат {х,у\, а оси параллельны
осям «новой» системы {х\ у'} (см. рис. 9);
координаты точки А относительно этой си¬

стемы естественно обозначить через хг и yv
Ясно, что с осью Охг луч ОА образует угол ф1==ф—а (см. тот

же рис. 9); поэтому

Р(х,0)

Рис. 10.

хг = г cos ф! = г cos (ф — а) = г (cos ф cos а -f- sin ф sin а) =

= г cos ф; соsa+ г sin ф* sin а = х cos а+у sin а

уг = г sin фх== т sin (ф — а) = г (sin фсоза— созф sin а)
= r sin ф-cosa—г cos ф-sin а= —х sin oc+j/cos а.

С другой стороны, из того же рис. 9 следует:

х' = лгх + а,

У'=У1+ Ь,
где а = 0'Р, Ь = РО.

Таким образом, окончательно получаем
'

х' = х cos a+j; sin a + a,

у' = —x sin a-j-y cos a+ b.
(6)

Если нам известны «новые» координаты (х', у') точки, то, раз¬

решив уравнения (6) относительно «неизвестных» х и у, мы полу¬
чим формулы, выражающие «старые» координаты через «новые»:

х = (х' — a) cosa—(у' — b) sin а, ,g
*

у = (х' — ajsina+^y'— £)cosa.
'

Последние формулы можно также записать в виде

х = xf cos a +у' sin a+ a,

у
= —xf .sin a -\-y' cos a+ b,

x) Величины г и ф принято называть полярными координатами точки А.
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где а и b—координаты точки О' в системе координат {х, у},
а а = ^х'Сх=—а—угол между осями О'х' и Ох1)) это следует
из того, что мы, разумеется, имеем право считать {х', у'} «старой»
системой координат, а {х, у}—«новой» и воспользоваться теми же

формулами (6) (в которых следует только заменить величины а, Ъ

и а имеющими аналогичный смысл величинами а, Ь и а).
Формулы (6) мы заключили в рамку, чтобы подчеркнуть их важ¬

ность: они играют в геометрии фундаментальную роль, поскольку
лишь с их помощью можно выяснить, имеет та или иная величина

(определяемая методами аналитической геометрии, т. е. с помощью

координат) геометрический смысл или не имеет. Например, рассто¬
яние

d = V (x1—x)2 + (y1—y)t (1)

между двумя точками А(ху) и А±(хъ уг) имеет геометрический
смысл: в самом деле, если мы перейдем к новой системе координат

{%'> у'}> т0 координаты точки А определятся формулами (6), а коор¬
динаты точки Аг— аналогичными формулами

х[ = хг cos а+уг sin а + я,

у\ = —xL sin oc+^cosa+ 6.

Отсюда имеем

(*;_*')*+0,'-/)*=
= [(лгх—х) cos ос -j- (_)>!—у) sin а]2+

+ [— (*1 —х) sin а+ (ух—у) cos а]2 =
= (хх—х)2 (cos2а+ sin2 а) + (уг—у)2 (cos2а-f- sin2а) =

= (*i—х)*+(У1—У?,
что и доказывает независимость величины’d от выбора системы

координат.

Аналогично этому, если уравнение окружности S в «старой»
системе координат {х, у) имеет вид (2'), то для того, чтобы полу¬
чить ее уравнение в «новых» координатах {х\ у'\, надо в (2')
вместо х и у подставить их выражения через «новые» координаты

((6а) или (66)). Таким образом, получаем

[х' coscc+y sina-f-a]2 + [—х' sinoc+J'' cosa+ft]2+
+ 2р (х' cosa+y sina+ a) + 2q ( —xf sina+j/' cos a + b) +/= 0

x) Точнее было бы положить a= 360°—а, так как мы условились отсчи¬

тывать углы в положительном направлении. Однако ясно, что эта неточность

здесь несущественна, так как она не влияет на вид формул (66).



22 ВВЕДЕНИЕ

или, по раскрытии скобок,

*,г +Уг+ 2р’х' +V/ +/' = О,
где

р' = а cos а—b sin а+р cos а—q sin а,

q* = а sin a + bcosa+p sin a+q cos а,

= а2 -f- b2 2/?# -(- 2^ft +/.

Отсюда видно, что величина р, в самом деле, геометрического смысла

не имеет (ибо, вообще говоря, р’ = а cosa—ft sin a+p cosa—

— q sin a Фр). А вот величина

p2+g2-f

имеет геометрический смысл, ибо, как нетрудно проверить,

р,2 _|_^,2 __ ^ C(jsa—sjn ^ cosa—q sin a)j2 _j__

+ [(a sin a + b cos a) + (p sin a+ q cos a)]2 =
= a2 +ft2 +p2+ q2+ 2ap+ 2bq

и, следовательно,

И действительно, из формул (2а) (стр. 17) следует, что

p*+q2—/=Л

где г—радиус окружности S.

Если уравнение прямой / в системе координат {*, у) имеет вид (3), то

в «новой» системе координат {*', у'} эта прямая-записывается уравнением

—xr sin a+#' cos a-\-b = k(x' cos a+y' sin a+ a) + s*

Если cosa—k sin a ^ 0, то это уравнение можно переписать в виде

у' = £V+ s',

где
_ _ __

cosa+ sin a ka—b-\-s

cosa—k sin a
’

cosa—&sin a

если же cos a—& sin a= 0, то в виде

*' = a',
где

_ _

b—ka—s
a =-

fc cos a+ sina

Отсюда следует, что ни величина k, ни величина s не имеют геометрического
смысла—они связаны лишь с особенностями расположения прямой I по отно-
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шеиию к системе координат. Однако тот факт, что для двух прямых—прямой
/ с уравнением (3) и прямой 1г с уравнением

y
= k1x + s1 (За)

— справедливо равенство k = ku имеет определенный геометрический смысл,
ибо в этом случае при переходе к другой системе координат мы имеем

к!-.
k cos a+ sin a kx cos a+ sin a

cosa—k sin a cosa-^cosa
= k±,

— и действительно, прямые с одинаковыми угловыми коэффициентами парал¬
лельны.

Далее, если прямые I и параллельны, т. е. k = klt то геометри¬

ческий смысл имеет величина

hi—si .

в самом деле, очевидно,

, ka—b+Si
s1—s=—=

-

V&+i

ka-\-b — s Si-

fe,2 + 1 = /ftcosa+sinaV+1
\cosa— k sin a/

cosa—k sin a cosa— k sin a cosa—k sin a

(k cos a+ sin a)2 + (cos a —k sin a)2

(•cos a—k sin a)3
fc2 + l

так что

к—siI sr—s' I _

J cosa—ft sin a

(cos a—-/e sin a)3

. yw+~\ I Si—s|
Vft2-| cosa—k sin a |

[Из рассмотрения изображенного на рис. 11, а треугольника SSXP следует, что

|Sl~-S-L = 15,51
= SSi COS ф

= StP = d
Vp+i Ytg2 ф+i

—

расстояние между прямыми l и lv]
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Если прямые / и 1Х с уравнениями (3) и (За) не параллельны,

т. е. если кф klt то геометрический смысл имеет довольно сложная величина

ki—k
k]k-\-1

— ведь

^ _
kj cos a+ sinoc fecosa+ sina

__

cosa—ki sin a cosa—&sina

_
fa cos a+sin a) (cos a—k sin a) — (k cos a+sin a) (cos a— kx sin a)

__

(cos a—ki sin a) (cos a—k sin a)
kx—k

(cos a—k^ sin a) (cos a—k sin a)

i fcicosa+ sina fccosa+ sina
r1

«1« + 1 = = =
•

= = “Г
1 =

cosa—^sina cosa—k sin a

_
(ki cos a+ sin a) (k cos a+ sin a) + (cos a—kx sing) (cos a—k sing)

(cos a—ki sin a) (cos a—k sin a)
kik -f" 1

(cos a—ki sin a) (cos a— k sin a)
так что действительно x)

' ^1——k

k'ik' + l kik+ i

kr— k
[Нетрудно установить геометрический смысл величины

^
: если & = tg<P

и ki = tg9lf где ф и (pi—углы, образованные прямыми I и с лучом Ох

(рис. 11,6), то

l^ = ISf^ = tg(^-4))=tg6’

где б = фх—ф
— угол между прямыми 1Х и I.]

_ _ _ _ £
г) Если cosa—k sina = 0 или cos a—kx sin a= 0, то в выражение -т—

kyk' + \
вместо k\ соответственно ^1,_надо подставить символ оо; другими словами,

если, например, cosa—£sina= 0 (т. е. «новое» уравнение прямой I имеет
вид х'=а'), то мы считаем, что

. , . h-i
kt—k' ki—k' k1 i

-= lim 77 = lim
kik*1 kik' -J- 1 k'—>ооj

^
ki

—в соответствии с правилами нахождения пределов. Но и в этом случае

k\ — k'
_

1 —cosa+A?! sina
_
—ctga+^x

_
kx—k

k'ik'-\-\ k[ ^cosa+sina ^ictga-|-l fc^ + 1’

так как, очевидно, & = ctga,
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Заметим еще, что на формулы (6) можно также взглянуть

с несколько иной точки зрения. А именно, можно считать, что эти

формулы определяют переход от точки А(х, у) к точке А! (х\ у'),
записанной в той же самой системе (прямоугольных декарто¬
вых) координат {#, у}, т. е. определяют некоторое преобразование

плоскости. Так как совокупность точек А и совокупность соответ¬

ствующих им точек А' обладают в точности одними и теми же

геометрическими свойствами (ведь это фактически одна и та же

совокупность точек, только записанная в разных системах коорди¬

нат!), то ясно, что преобразование (6) должно переводить каждую

фигуру/7 в точно такую же (т. е. равную первоначальной!)

фигуру F\ откуда следует, что это преобразование есть движение.
И в самом деле, преобразование (6) можно разбить на два преоб¬
разования: преобразование

лг1= х cos а +у sin а,

у± = —х sin а -\-у cos а,

выражающее поворот вокруг начала координат О на угол а (рис. 12, а),
и преобразование

х' =хг + а,

У' =^1 + *»

выражающее параллельный перенос (рис. 12,6). Таким образом, мы снова

приходим к утверждению о том, что геометрия изучает свойства

(7)

(8J
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фигур, сохраняющиеся при движениях (6)1). Из сказанного вытека¬

ет также следующее обстоятельство, которое часто оказывается

полезным: для того чтобы убедиться в том, что каждое движение (6) со¬

храняет некоторую величину, достаточно проверить, что эта величина

сохраняется при поворотах (7) и при параллельных переносах (8).

Аналогично можно рассмотреть и вопрос о геометрии в прост¬

ранстве. Каждую точку в пространстве можно отнести к определенной
системе (декартовых прямоугольных) координат {х, у, z\ (см. выше рис. 4, б);
при этом положение точки будет определяться тремя числами х, у и г (абс¬
цисса, ордината и аппликата). Переход от одной системы координат {х, £/, г}'
к другой системе координат {*', */', z'} задается весьма сложными формулами:

xr = (cos Р cosa—cos у sin Р sina)-A:+ (sin Р cosa+cos y cos P sina)-#+
+ sin y sina-z+ a,

y' = —(cos P sin a+cos у sin p cos a)•*+■(— sin p sina+cos у cos p cos a)-y+
+ sin y cos a-z + 6, (9)

z' = sin y sin Р-л:— sin y cos P-^+ cos y-z+c,

где a, b, с—координаты «старого» начала О относительно «новой» системы

координат {*', у'у z'}, а a, р, y—так называемые углы Эйлера\ эти углы

изображены на рис. 13, на котором

{*i> Уъ Zi}—это «промежуточная» си¬

стема координат (т. е. система, на¬

чало которой совпадает с началом

«старой» системы, а оси параллельны
осям «новой» системы), а прямая ON—

линия пересечения плоскостей Оху и

OxxyY. При этом можно утверждать,
что стереометрия изучает те соотно¬
шения между координатами точек,
которые «выдерживают» преобразова¬
ния (9). Можно также смотреть на

преобразования (9) и несколько по-

другому, считая, что система коорди¬
нат фиксирована, а эти преобразова¬
ния задают переход от точки А (х,у,г)
к новой точке Л'(х\ t/', z'), т. е.

некоторое преобразование простран-
ства. Поскольку описываемые фор¬
мулами (9) преобразования представ¬
ляют собой не что иное, как движе¬

ния^), то при этом мы снова приходим к точке зрения Клейна, утверждаю¬
щей, что геометрия изучает те свойства фигур и тел, которые сохраняются
при движениях.

х) В соответствии с тем, что мы ограничиваемся рассмотрением лишь

«правых» систем координат (см. подстрочное примечание на стр. 19), фор¬
мулы (6) выражают не все без исключения движения плоскости, а лишь так
называемые «собственные движения» или «движения 1-го рода», переводящие
координатный крест, отвечающий «правой» системе координат, в координатный
крест, отвечающий также «правой» системе координат (см. по этому поводу
книги Перепелкой на [5] или Яглома [9]). ,

2) Точнее, «собственные движения» или «движения 1-го рода» (см., на¬

пример, книгу Перепелкина [6]).
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§ 2. Что такое механика?

Основной целью настоящей книги является установление опре¬
деленной связи между механикой и геометрией. В основе этой связи

лежит глубокая аналогия между ролью в геометрии движений (пони¬
маемых просто как преобразования плоскости или пространства,

сохраняющие расстояния “между точками, вне всякой связи с такими

чисто механическими понятиями, как траектории точек при движении

или скорости отдельных точек) и ролью в механике равномерных

прямолинейных движений (вот тут уже понятие скорости—как о том

свидетельствует само слово «равномерный»—-играет основную роль!),
или аналогия между ролью в геометрии декартовых прямоуголь¬
ных координат и ролью'в механике так называемых инерциальных
систем отсчета. Этой аналогии и будет посвящен настоящий

параграф.
Из трех основных разделов механики—кинематики, статики и

динамики—нас здесь в первую очередь будет интересовать кине¬

матика, изучающая движения отдельных материальных точек и

материальных тел. При этом сам термин «движение» в механике

понимается совсем по-другому, чем в геометрии,— настолько по-

другому, что даже хотелось бы иметь здесь два разных названия,

что, однако, противоречит твердо укоренившейся традиции. Во вто¬

рой фразе настоящего параграфа мы уже коснулись вскользь этого

различия; теперь остановимся на нем подробнее.
Под словом1 «движение» в геометрии понимается некоторое то¬

чечное преобразование, сопоставляющее каждой точке А

определенную точку А',—и только это преобразование. Таким обра¬
зом, вопрос о том, «каким образом» точка А перешла в точку А\
для геометра бессмыслен: само сопоставление А—> А'—это и есть

движение, и ни что, кроме этого сопоставления, его не интересует.

В противоположность этому в механике «движение»—это всегда

процесс, переводящий точку А в новую точку А; при этом

здесь представляют интерес и траектории отдельных точек, и ско¬

рости или ускорения этих точек в отдельные моменты времени.

Наиболее принципиальное отличие механических движений от геомет¬

рических как раз и состоит в том, что в механике учитывается
фактор времени, в то время как геометрия вообще не знает этого

понятия. Полное описание «механического» движения, переводящего

фигуру F в фигуру F\ задается указанием того,- как изменяет

положение каждая точка А фигуры F с течением времени;

используя привычные для математики термины и обозначения, можно

говорить о функциональной зависимости A=A(t) положения точки

А фигуры F от времени t. Эта функциональная зависимость задается

в некотором интервале времени: t0^.t при этом в момент tQ
рассматриваемая фигура занимает исходное положение F (так что
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A(t0) = A—это точка фигуры F), а в момент tx—положение F'
(так что Л(/1) = Л/]—точка фигуры F'; см. рис. 14).
_

Разумеется, главный интерес для', механики как технической

дисциплины представляют движения трехмерных тел. Мы,
однако, наряду с этим будем рассматривать также плоские

движения, вроде того, которое изображено на рис. 14. Понятию

плоского движения можно придать следующий реальный смысл.

Рассмотрим некоторое тело Ф и так называемое плоско-параллель-

ное движение этого тела, т. е. движение, при котором все точки

тела Ф смещаются параллельно некоторой фиксированной плоскости

зх (рис. 15, а). Ясно, что при этом движение будет полностью харак¬

теризоваться процессом перемещения точек параллельного плоско¬

сти я сечения этого тела, например движением по плоскости я п л о-

ской фигуры Z7, по которой пересекает тело Ф плоскость я.

Наряду с этим мы будем также рассматривать прямолинейное дви¬

жение, при котором все точки тела Ф двигаются с одинаковыми

скоростями в направлении определенной прямой о (рис. 15, б). Ясно,
что такое движение полностью характеризуется процессом движе¬
ния произвольно выбранной точки А тела Ф. Скорость прямолиней¬
ного движения можно характеризовать не вектором, а просто числом

(положительным или отрицательным, в зависимости от того, в какую

сторону вдоль прямой происходит движение)—ведь направление дви¬
жения известно нам заранее. Также и положение точки А на пря¬
мой о характеризуется просто (положительным или неположитель¬

ным!) числом х, измеряющим (взятое с определенным знаком) рас¬
стояние точки А от фиксированного на прямой о начала отсчета О;
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число х равно величине направленного отрезка ОЛ, т.е.

равно длине отрезка, если направление отрезка (от точки О к точ¬

ке А) совпадает с заранее выбранным на прямой положитель¬

ным направлением, и числу, противоположному длине, в противном

случае. [Указанием на то, что отрезок считается направленным,

а)

Рис. 15.

будет впоследствии служить черточка над обозначающими* отрезок
буквами; таким образом, ОА—это обычный (ненаправленный) отре¬
зок, а ОА—направленный отрезок.] То обстоятельство, что как

скорость точки, так и положение точки на прямой характеризуются
одним числом, бесспорно является преимуществом; также и в других
отношениях прямолинейное движение значительно проще плоско¬

параллельного движения, а тем более самого общего движения тел

в пространстве. Стремлением к простоте вызвано то, что в этой

книге основное внимание будет уделено прямолинейным дви¬

жениям (материальной) точки А вдоль прямой о.

Выясним теперь, какие свойства движущихся тел интересуют
механика, какие понятия имеют механический смысл, а какие — не

имеют. На первый взгляд может показаться, что основными поня¬

тиями механики (точнее, кинематики) являются «траектория», «ско¬

рость» и «ускорение»: траектория точки А—это просто линия,

вычерчиваемая точкой А в процессе ее движения (см., например,

рис. 14); средняя скорость точки А на интервале от момента t0 до

момента tx определяется как длина пути между точками A(t0)
и Л(^), деленная на разность tx — /0, а мгновенная скорость
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в момент t— как предел средней скорости на малом интервале

времени от t до t-\-At при At —>0 («производная от пути по

времени»); среднее ускорение на интервале от t0 до tx опреде¬
ляется как величина приращения скорости на этом интервале, делен¬

ная на t±—/q1), а мгновенное ускорение в момент t—как предел

среднего ускорения на малом интервале от t до t-\-At при At —>0

(«производная от скорости по времени»). Однако на' самом деле

положение здесь оказывается совсем иным: ни траектории, ни ско¬

рости точек сами по себе никакого механического смысла не имеют

и рассматриваться механикой не могут.

Для того чтобы объяснить это положение, которое многим чи¬

тателям сначала, возможно, покажется удивительным, мы предоста¬
вим слово знаменитому Галилео Галилею (1564—1642):

«Уединитесь с кем-либо, из друзей в просторное помещение
под палубой какого-нибудь корабля, запаситесь мухами, ба¬

бочками и другими подобными мелкими летающими насекомыми;

пусть будет у вас там также большой сосуд с водой и пла¬

вающими в нем маленькими рыбками; подвесьте, далее, наверху

ведерко, из которого вода будет капать капля за каплей

в другой сосуд с узким горлышком, подставленный внизу. Пока

корабль стоит неподвижно, наблюдайте прилежно, как мелкие

летающие животные с одной и той же скоростью движутся
во все стороны помещения; рыбы, как вы увидите, будут пла¬

вать безразлично во всех направлениях; все падающие капли

попадут в подставленный сосуд, и вам, бросая какой-нибудь
предмет, не придется бросать его с большей силой в одну

сторону, чем в другую, если расстояния будут одни и те же;

и если вы будете прыгать сразу двумя ногами, то сделаете

прыжок на одинаковое расстояние в любом направлении. При¬
лежно наблюдайте все это, хотя у нас не возникает никакого

сомнения в том, что пока корабль стоит неподвижно, все

должно происходить именно так. Заставьте теперь корабль
двигаться с любой скоростью, и тогда (если только движение

будет равномерным и без качки, в ту и другую сторону) во

всех названных явлениях вы не обнаружите ни малейшего изме¬

нения и ни по одному из них вы не сможете, установить, дви¬
жется корабль или стоит неподвижно. Прыгая, вы переместитесь

- по полу на то же расстояние, что и раньше, и не будете
делать больших прыжков в сторону кормы, чем в сторону носа,

на том основании, что корабль быстро движется, хотя за то

время, как вы будете в воздухе, пол под вами будет двигаться

J) Здесь мы считаем, что интервал времени выбран так, что на протяже¬
нии этого интервала скорость все время возрастает (точнее сказать, не убы¬
вает) или, наоборот, все время убывает (не возрастает).
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в сторону, противоположную вашему прыжку, и, бросая какую-
нибудь вещь товарищу, вы не должны будете бросать ее

с большей силой, когда он будет находиться на носу; а вы

на корме, чем когда ваше взаимное положение будет обратным;
капли, как и ранее, будут падать в нижний сосуд, и ни одна

не упадет'ближе к корме, хотя, пока капля находится в воз¬

духе, корабль пройдет много, пядей; рыбы в воде не с боль¬
шим усилием будут плыть к передней, чем к задней части

сосуда; настолько же проворно они бросятся к пище, положен¬

ной в какой угодно части сосуда; наконец, бабочки и мухи

по-прежнему будут летать во всех направлениях, и никогда не

случится того, чтобы они собрались у стенки, обращенной
к корме, как если бы. устали, следуя за быстрым движением

корабля, от которого они были совершенно обособлены, дер¬
жась долгое время в воздухе; и если от капли зажженного

ладана образуется немного дыма, то видно будет, как он восхо¬

дит вверх и держится наподобие облачка, двигаясь безразлично,
в одну сторону не более, чем в другую...»

(«Диалог о двух главнейших системах мира», день второй;

ср. также с «Посланием к Франческо Инголи»1)).

В этом пользующемся заслуженной известностью и часто цити¬

руемом отрывке содержится красочное, высокохудожественное опи¬

сание одного из фундаментальнейших принципов механики, который
мы сегодня называем принципом относительности Гали¬

лея и который можно кратко сформулировать в виде следующего
утверждения: никакие механические эксперименты, производимые
внутри физической системы, не могут позволить обнаруоюить равно-
мерное и прямо линейно е движение этой системы. Таким

образом, механические явления, проистекающие в двух «лаборато¬

риях», одна из которой движется по отношению к другой равно¬
мерно и прямолинейно (например, на покоящемся и на движущемся

кораблях, о которых говорит в своем «Диалоге» Галилей), с точки

зрения наблюдателей, находящихся в одной и в другой лабораториях,
совершенно одинаковы, неразличимы. Из принципа относительности

Галилея вытекает, что все изучаемые механикой свойства тел сохра¬
няются при «преобразованиях» физической системы, состоящих

в придании ей постоянной по величине и по направлению скорости

(эти преобразования называются преобразованиями Галилея).
Инымы словами, механический смысл, имеют только такие свойства

(движущихся) тел, которые не меняются при
’

преобразованиях Га-
лилея (ср. с данным в § 1 определением «геометрических свойств»

как таких, которые сохраняются при движениях!).

г) Галилей [13], стр. 286—287 (ср. также стр. 85—86 там же).
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Принципу относительности Галилея можно придать «геометризи-

рованную» форму, совершенно непосредственно связывающую его

с определением геометрии по Клейну. Предположим, для простоты,

что мы ограничиваемся механическими явлениями, которые можно

считать происходящими в одной плоскости, например, изучаем дви¬
жения физических тел на ограниченном участке земной поверхности,
который можно мыслить себе плоским. Рассматриваемую' плоскость

мы, как обычно, отнесем к декартовым прямоугольным координатам

{х, у}; при этом, скажем,, механическое движение произвольной

точки А будет описываться формулами, указывающими, как изме¬

няются во времени координаты х, у этой точки:

y=y(t),

где t — время (а движение фигуры F будет задаваться подобными же

формулами, указывающими законы движения всех точек А=А(х, у)
этой фигуры 1)). Но совершенно ясно, что переход к иной системе

координат {*', У}, которая получается из первоначальной системы

координат поворотом осей Ох и Оу на произвольный угол а и

сдвигом начала О системы координат в какую-то точку О' (рис. 16),

*) По существу, здесь речь идет о плоек о-параллельных движе¬
ниях пространственных тел (см. стр. 28 и рис. 15, а): так Яак плоско¬

параллельное движение тела Ф полностью определяется движением его

плоского сечения F, то мы можем ограничиться рассмотрением точек А тела

Ф, принадлежащих плоской фигуре F, т. е. определяемых указанием двух
координат х, у.
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разумеется, никак не может отразиться на содержании физических
законов, которые, следовательно, должны одинаково записываться

о координатах {х,у} и в координатах {х\ у'}, связанных с коор¬

динатами {*, у) формулами (6) (стр. 20):
хг = х cosa +у sin а + я,

(о)
*

у
'
= — х sin а +у cos а + ft,

где /хСх'—-угол между осями Ох и 0'х'\ а (я, ft) — коорди¬
наты точки О в «новой» системе координат. Поэтому любое пред¬
ложение, имеющее механический смысл, должно сохранять свою

форму при преобразованиях (6). Принцип же относительности Галилея

утверждает, что, более того, все механические процессы будут
описываться в координатах х, у ив координатах х'>у' совершенно
одинаково также и в том случае, когда начало и оси системы ко¬

ординат {х\ у'} движутся равномерно и прямолинейно по отноше¬

нию к системе координат {х, у} или, что то же самое, начало и

оси «старой»' системы координат {х, у} движутся равномерно й

прямолинейно по отношению к «новой» системе координат {х\ у').
Ио если начало О системы координат {х, у\ движется со скоростью

v по прямой /, образующей, с осью О'х' угол (5 (см. рис. 16), то ко¬

ординаты a(t) и b(t) начала О «старой» системы в «новой» системе

координат {х\ у'} в момент времени t будут равны

a(/)=a + t/cos Р

b(t) = b-\-v sin

(где а и ft — координаты точки. О в системе {х\ у'} в момент/=0),
м, следовательно, связь между координатами х\ у' и х, у одной

н той же точки А в «новой» и в «старой» системах координат

будет описываться формулами
х'= х cosa+j; sin a + (^cos P) t + a,

^

y' = — a: sin a -\-y cos a + (v sin (i) t + ft.

Таким образом, все имеющие механический смысл явления должны

гшписываться формулами, сохраняющими свой вид при преобразова¬
ниях (11) (или, как привыкли говорить математики, инвариантными
относительно преобразований (11)).

Формулы (11) можно еще несколько дополнить. Заметим, что

как в формулы (10), описывающие закон движения некоторой точки

А = А(х, у), так и в сами формулы (11), кроме координат х и у,
нходит также время t— ведь основное отличие механических дви¬

жений от геометрических как раз и состоит в том, что в физике
учитывается (игнорируемый геометрами!) фактор времени. Но ясно,
что выбор того или иного начала отсчета времени никак.не может

отразиться на записи физических законов. Так, например, древние
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греки отсчитывали время от первой олимпиады (1 июля

776 г. до н. э.); древние римляне—от основания Рима (21 апреля
753 г. до н. э.); мы до сих пор отсчитываем время от рождения

Христа; мусульмане во многих странах отсчитывают время от дня

бегства «пророка» Мухамеда (или Магомета)' из' Мекки в Медину
(так называемая «Хиджра» 1) —16 июля 622 г. н. э.) и т.д.,—и во

всех этих системах летосчисления (чаще всего берущих начало

от каких-то мифических событий!) все физические законы

записываются' совершенно одинаково, так что переход от одной

календарной эры к другой никак не может отразиться на содержа¬
нии учебников по физике. Поэтому к формулам (11) следует доба¬
вить также формулу

t'=t + d,

означающую перенос начала отсчета времени; здесь d— время

«старого» начала отсчета времени (т. е. момента / = 0) в «новой»
системе отсчета. Таким образом, имеем

х' = (cos а) х + (sin а) у + (v cos Р) t + а,

у' = — (sin a) Ar + ^osa)^-)-^ sin Р) / + &,
f= t + d.

(12)

Формулы (12) мы также заключили в рамку, чтобы подчеркнуть
их фундаментальную важность: математический смысл принципа

относительности Галилея и заключается в том, что все имеющие

механический смысл свойства (плоско-параллельных) движений за¬

писываются формулами, сохраняющими свой вид при всех преобра¬
зованиях (12).

Аналогично формулам (6) предшествующего параграфа, формулы
(12) можно понимать двояко. С одной стороны, они описывают пе¬

реход от одной системы отсчета {#, у, t} к другой
системе {х\ у', tr}\ при этом все системы отсчета, связанные

друг с другом преобразованиями вида (12) (с разными параметрами
a, Р, v, а, Ъ, d), равноправны между собой и таковы, что механи¬

ческие законы записываются в этих системах отсчета наиболее

простым, «естественным» образом. Последнее утверждение имеет

следующий смысл. Рассмотрим наряду с исходной системой коорди¬
нат {аг, у} новую систему координат {х\ удвижущуюся относи¬

тельно системы координат {х, у) не равномерно и прямолинейно,
а каким-то другим более сложным образом, например вращающуюся

*) Арабское слово «бегство»; с переезда Магомета в Медину, по существу,
начался рост влияния его учения в арабском мире, в силу чего «хйджра»
является одним из главных религиозных праздников мусульман.
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с угловой скоростью о) вокруг начала О «старой» системы коорди¬

нат {х, у) (рис. 17). При этом на тела', покоящиеся по отношению

к подвижной системе координат {*', убудут действовать посто¬

ронние силы, связанные с движением системы координат {х\ у'},
— так называемые силы инерции; в рассматриваемом случае это бу¬
дет направленная от центра вращения

«центростремительная сила», действие

которой мы явственно ощущаем на

себе при поворотах трамвая, в-котором
мы едем (с трамваем связана система

координат, по отношению к которой
мы покоимся). Те же системы отсчета,

в которых отсутствуют силы инерции
и все физические законы записываются

в своем естественном виде (не усло¬
жненном необходимостью учета «по¬

сторонних» сил инерции), называются

инерциальными системами отсче¬

та; таких инерциальных систем от¬

счета существует бесконечно много,
Рис- 17-

и переход от одной из них к другой
осуществляется с помощью преобразований (12)*). С другой стороны,
формулы (12) можно понимать как переход от одного события

А (х> У * *) (характеризуемого указанием места А (х, у) и времени t)
к другому событию А'(х', у\ О, причем точка А' (х', у') дви¬

жется относительно точки А (х, у) равномерно и прямолинейно,
т. е. эти формулы можно понимать как некоторое преобразова¬
ние в физическом пространственно-временном мире; эти преобразо¬
вания (12) представляют собой не что иное, как преобразования
Г ал ил ея.

Теперь уже совсем просто объяснить, почему, казалось бы, столь

простые и важные понятия, как траектория движущейся точки или

ее скорость, на самом деле не имеют никакого физического смысла

и,, стало быть, не могут фигурировать ни в одном физическом за¬

коне. В самом деле, траектория движущейся точки очевидным

образом зависит .от выбора той или иной из инерциальных систем

отсчета, движущихся друг относительно друга прямолинейно и рав¬

номерно. По этому поводу также хочется вспомнить Галилея, кото¬

рый ’сравнивал траекторию конца пера, которым рисует разные фи¬

гуры находящийся на корабле художник, по отношению к быстро
движущемуся кораблю с траекторией того же конца пера по отно¬

шению к. находящемуся на суше наблюдателю — последняя представ-

г) По поводу всех затронутых здесь вопросов читателю можно пореко¬
мендовать обстоятельные книги Хайкина [14] —[15] или более краткую

брошюру Седова [16].
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ляет собой почти прямую линию, направленную по пути следования

корабля, и лишь незначительно отклоняется от строгой прямолиней¬
ности1). Точно . так же и скорость точки А зависит от выбора
той или иной из инерциальных систем .отсчета: если корабль движется

в море прямолинейно и равномерно, то покоящееся по отношению

к кораблю тело может относительно земли двигаться весьма быстро.
Однако относительная скорость одного тела по отношению к дру¬

гому, например скорость, с которой некоторый бегун приближается
к финишной ленте, имеет строгий механический смысл, поскольку
она не зависит от выбора инерциальной системы отсчета, в которой
рассматриваются оба эти тела: и в связанной с землей системой ко¬

ординат, и в системе координат, связанной с неподвижными звездами,

в которой и бегун и натянутая на финише лента перемещаются

с колоссальной, поистине «космической» скоростью, относитель¬

ная скорость бегуна, характеризующаяся тем, как быстро сокра¬
щается расстояние между ним и лентой, имеет одно и то же зна¬

чение. Еще более важно то, что «абсолютный» смысл (не зависящий
от выбора той- или иной инерциальной системы отсчета) имеет

ускорение каждой движущейся точки: ведь ускорение связано

с разностью скоростей (ср. выше, стр. 30), а переход от одной

инерциальной системы отсчета к другой системе сказывается лишь

в том, что все рассматриваемые скорости увеличиваются (или

уменьшаются) на одну и ту же величину, так что разность ско¬

ростей при этом никак не меняется.

Известно, что скорость точки выражается вектором, т. е. представляет
собой векторную величину; при этом скорость v произвольной
точки А в «старой» системе координат {я, у\ (так называемая абсолютная

скорость точки) отличается от скорости v' той же точки относительно «новой»

системы координат {*', у'} (от относительной скорости точки А) на векторную

величину а, совпадающую со скоростью начала О' системы координат {*', у'}
относительно системы координат у} (так называемая переносная скорость

системы координат {*', у'} относительно системы координат {х, у\):
v = v'+a

(ср. ниже, стр. 61). Поэтому, если и v2—скорости двух тел (например,
бегуна и финишной ленты) в одной системе отсчета, a v' и я'—их скорости
в другой системе отсчета, то

®x
=^+a и v2

= v'2-fa,
так что

v1—v2= v[— v'2.
Совершенно так же обстоит дело и в том случае, когда Vi и щ— скорости

одного тела в два разные момента времени t, и t2: поскольку мы считаем,

"что система {*', у'\ движется относительно {^^[прямолинейно и равно¬
мерной, значит, (векторная) величина а с течением времени не меняется,
то и тут

= ®2 = *>а+я и = v'2-

J) См. Галилей [13], стр. 270—272.
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Поэтому также и среднее ускорение wc~=^—~ и мгновенное

h
—h

ускорение «*МГНОв = lim wcp не зависят от выбора инерциальной си-
/1 t2

стемы отсчета х).

До сих пор мы говорили о «двумерных» (точнее, плоскопарал¬
лельных) движениях, затрагивающих точки А(х, у) некоторой пло¬

скости (плоскости хОу). Однако ничто не мешает нам ограничиться
еще более простыми прямолинейными движениями, при которых

приходится учитывать лишь движения точек Л= Л(л:) некоторой
фиксированной прямой о (прямой Ох). При этом переход от одной

инерциальной системы отсчета на

прямой к другой задается форму-
v

у

лами, указывающими, что начало О о —■■■■ ■■ ■>

-

системы координат \х) движется
0 0(a(t)) А

относительно начала О' системы Рис. 18.

координат {х'\ с постоянной ско¬

ростью v (рис 18), т. е. что координата a(t) (подвижной!) точки О

в «новой» системе координат {х'\ в момент времени t равна

a(t) = a+vt,

где t — время, а а — координата точки О в момент времени t — 0..
А так как координаты х и х* одной и той же точки А в «старой»
системе координат. {*} с началом О и в «новой» системе координат

{х'} с началом О' связаны, очевидно, зависимостью

x'=x-\-a{t)

(см. тот же рис. 182)), то мы имеем

х'= x+vt^a.

Присоединив к этой формуле еще формулу

t' = t + b,

*) Мы рекомендуем читателю, знакомому с основами дифференциального
исчисления, самостоятельно проверить, что если г = г(х; у) —радиус-вектор

*

(движущейся) точки А (х, у), то ускорение г"=этой точки сохраняет

одно и то же значение при переходе от системы отсчета {я, г/, £} к системе

отсчета {*', y't t'} по формулам (12).
2) Мы здесь ограничиваемся рассмотрением, скажем, «правых» систем

координат, в которых положительное направление оси Ох (единствен¬
ная ось координат на прямой!) заранее выбрано (например, является направ¬
лением вправо от точки О, если считать рассматриваемую прямую о горизон¬
тальной; ср. с подстрочным примечанием на стр. 19).
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указывающую на возможность переноса начала отсчета времени,

мы окончательно получим следующие формулы:

X — X -J- vt CL,
t'= t\-b, (13)

указывающие, как записывается переход от одной инерциальной
системы координат к другой (т. е. преобразования Галилея),
если ограничиться только прямолинейными движениями.

Разумеется, строго прямолинейные движения встречаются в фи¬
зике не так уж часто; поэтому механика таких движений представ¬
ляет меньший интерес, чем механика плоско-параллельных движений

или, тем более, механика общих движений пространственных (т. е.

«трехмерных») тел. Однако изучение механики естественно начинать

с простейшего случая прямолинейного движения, где различие между

механическими и чисто геометрическими рассмотрениями, связанное

с фундаментальным принципом относительности Галилея, выступает
в наиболее отчетливом виде, не затушеванном техническими труд¬

ностями, возникающими, например, в связи с необходимостью учиты¬
вать векторный характер основных механических величин (скоростей,
ускорений, сил). При этом изучение прямолинейных движений, вклю¬

чающее, например, учение о (небольших) перемещениях материальных
точек под влиянием силы тяжести (эти перемещения направлены по

вертикали!), имеет и определенный «прикладной» интерес; с другой
стороны, сравнение, скажем, формул (13) с гораздо более сложными

формулами (12) (не говоря уже о формулах (16), стр. 42) хорошо
иллюстрирует выгоду в простоте изложения при рассмотрении только

прямолинейных движений.-

Еще один важный аргумент в пользу рассмотрения одних лйшь

прямолинейных движений связан с возможностью использования в этом

последнем случае весьма простых графических иллюстраций. Мы уже
знаем, что планиметрия изучает те факты, которые в координатах

{х, у} записываются формулами, сохраняющими свой вид при дви¬
жениях (6):

х' = х cos а +у sin а + я,

у'= —х sin 0L-\-y cosa+ b.

Аналогично этому в области прямолинейных движений механика ин¬

тересуют те факты, которые в «координатах» {#, t} записываются

формулами, сохраняющими вид при преобразованиях Галилея (13):

хf — х -j~ *vt “1” а,- ^
t + b.j (13)
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Рис. 19.

X
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б)

Условимся обозначать положение точки А(х) на прямой о в момент

времени t с помощью вспомогательной точки А(х:, t) (двумерной)
плоскости xOt с координатами х и t (рис. 19, а, б). При этом мы

придем к своеобразной «геометрии», в которой «геометрический»
(точнее было бы сказать, механический!) смысл имеют лишь те факты,
которые записываются формулами, сохраняющими свой вид при все¬

возможных преобразованиях (13), играющих, таким образом, роль
«движений» этой геометрии, не ме-

д д
4

няющих ни одного из интересую- о — ■ о-.

щих нас свойств фигур. Этой-то
геометрии, котррой можно присво¬

ить наименование «геометрия прин¬

ципа относительности Галилея» или,

короче, просто «геометрия Гали¬

лея», и будут посвящены главы 1 и II

настоящей книги.

Геометрию Галилея мы будем
рассматривать параллельно с обыч¬

ной геометрией или геометрией Евклида, называемой так по имени

великого греческого математика Евклида, жившего (и преподавав¬

шего) в городе Александрия в Египте в 111 веке до н. э. и оста¬

вившего нам первый из дошедших до нас (и притом замечательный!)
учебник геометрии, по которому много веков подряд люди знако¬

мились с этой наукой1). Геометрия Евклида отличается от геометрии

Галилея лишь тем, что в первой из них движения записываются

формулами (6), в то время как в «плоскости Галилея» движения
имеют совсем иной вид (13). Для того чтобы облегчить сопоставле¬

ние этих двух замечательных «геометрий», мы будем в дальнейшем
обозначать координаты точек плоскости Галилея теми же буквами
х и у, что и координаты точек плоскости Евклида (обычной плос¬

кости); другими словами, мы условимся обозначать координату под¬
вижной точки А прямой о' буквой у (а не я), а время—буквой х

(а не t)9 При этом геометрию Евклида и геометрию Галилея можно

будет охарактеризовать как изучение тех свойств фигур координат¬
ной плоскости {х, у}, которые сохраняются, соответственно, при

преобразованиях (6) и при преобразованиях

(13а)

(ср. с формулами (13); заметим, что буквы а и b имеют в формулах
(13) и (13а) разный смысл). Эти две «геометрии» мы будем изучать

2) Учебник Евклида переведен и на русский язык (см. Евкли д [1]—[3]).
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параллельно; однако при использовании чисто геометрического подхода
к фактам геометрии Галилея мы рекомендуем читателю не терять из

виду возможности механического истолкования любого из этих фактов.
Заметим, наконец, что каждое преобразование Галилея (13а)

можно разбить на два преобразования: преобразование

хг= х / = х + vt\

(или ], (14а)
y^vx+y \ /х= tj

отражающее равномерное движение со скоростью v начала Ог под¬

вижной системы координат {д^} вдоль прямой о1), и преобразование

х'==х1 + а / х'.= хг + Ь\
I или ], (146)

у'=У\ \ tr = -f- а )

отражающее перенос в другую точку О' начала отсчета координат

на прямой и изменение начала отсчета времени. Геометрический
смысл преобразования (146) (или преоб¬
разования (8); см. выше, стр. 25)

'

нам

уже известен — это есть параллельный
перенос (см. рис. 12, б на стр. 25). Что

же касается преобразования (14а), то оно

представляет собой так называемый сдвиг

в направлении оси Оу с к о э ф ф и ц и е н-

т о м сдвига v, при котором все точки

оси Оу остаются неподвижными, а каждая

другая точка смещается в направлении

этой оси, причем величина „.смещения

пропорциональна (с коэффициентом про¬

порциональности v) расстоянию точки от

оси Оу (при этом точки, расположенные
по одну сторону от оси Оу, сдвигаются

в одном направлении, а точки, располо¬

женные по другую сторону оси Оу,—
в противоположном направлении; см. рис.

20)2). Таким образом, для того чтобы

убедиться, что каждое преобразование
(13а). сохраняет значение некоторой величины, достаточно прове¬

рить, что значение этой величины сохраняют сдвиги (14а) и параллель¬
ные переносы (146) — обстоятельство, которое нам ниже часто

будет полезно.

2) Мы считаем, что в момент времени £ = 0 точка Ог совпадает с началом О

«старой» системы координат.
2) Ср. Яглом и Ашкинузе [56], стр. 37—39.
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Аналогично этому изучение механики плоско-параллельных движений

сводится к своеобразной «геометрии» трехмерного пространства, отнесенного

к трем координатам {*, уу t}, «движения» которого описываются формулами (12).

Этэ «геометрия», которую также можно было бы назвать, (трехмерной) геомет¬

рией Галилея (или стереометрией Галилея), Представляет значительный инте¬

рес; однако она заметно сложнее геометрии Галилея на плоскости. «Движе¬
ния» (12) можно «расщепить» на три преобразования: поворот

*!= х cos а -\-у sin а,

уг=—х sin cL-\-y cos ос, (15a)
t1== t

вокруг оси Ot (рис. 21, a)\ сдвиг

х* = х{ -|- {р cos P)
Уг= yi+ (i>sinP)fi, (156)
ti — ti
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в направлении вектора v = (v cos Р; v sin Р; 0) плоскости хОу, при ко¬

тором точки самой плоскости хОу остаются на месте, а каждая плоскость я,

параллельная плоскости хОу, переносится параллельно в направлении век¬

тора v на расстояние vt1), пропорциональное расстоянию OQ= ^ плоскости я
от плоскости хОу (рис. 21, б), и, наконец, параллельный перенос

х'=х2 + а,

у’= Уч. +Ь, (15в)
t' = t2+d.

на вектор с = (а\ b; d) (рис.- 21, в). Поэтому все имеющие смысл в «сте-

реометрии Галилея» величины должны, сохранять свое значение (а все факты
«стереометрии Галилея»—сохранять свое содержание) при поворотах (15а),
сдвигах (156) и параллельных переносах (15в).

Еще более сложной является «четырехмерная геометрия Галилея», адек¬
ватно отображающая все величины и ^факты, с которыми приходится сталки¬

ваться в механике .при рассмотрении (самых общих!) движений пространствен¬
ных тел. Эту «геометрию» можно описать как учение о тех свойствах четы¬

рехмерного2) пространства, отнесенного к координатам {х, у, г, £}, которые
сохраняются при общих преобразованиях Галилея

х' = (cos Р cos а—cos у sin р sin а) я+ (sin Р cos а + cos у cos Р sin а) у+

+ (sin у sin а) г + (и cos бх) t + ay

у' = —(cos Р sin а+ cos у sin Р cos а) я + (—sin р sina-f-cosvcos Р cos а)у-\-
+ (sin у cos а) 2 + (v cos 62) / +6, (16)

z' =(sin у sin Р) х—(sin у cos Р) у+ (cos у) z+ {р cos б3) /+с,

t'=t + d,

где cos2 бх + cos2 б2 + cos2 б3 = 1 (ср. с формулами (9), стр. 26), играющими
в этой «геометрии» роль «движений». Мы не имеем возможности остановиться

здесь более подробно на содержании этой замечательной геометрии.-

В заключение настоящего параграфа хочется коснуться еще одного вопроса.
Геометрия Галилея (трехмерная), «движения» которой задаются формулами (12),
возникает в результате .попытки перевода на геометрический язык основных

фактов плоской кинематики. Совсем другая (но не менее интересная!)4
геометрия получается при «геометризированном» описании феноменов плоской
статики — и нам трудно удержаться от соблазна дать здесь краткую харак¬

теристику и этой замечательной «геометрии».
Хорошо известно, что каждую систему сил в статике можно изменять,

сдвигая как угодно вектор каждой силы вдоль задаваемой этим вектором
прямой3), складывая приложенные в одной точке силы по правилу паралле-

х) Если величина vt отрицательна (т. е. отрицательна характеризующая
плоскость я координата 0» то параллельный перенос производится в#направ¬
лении, противоположном направлению вектора v.

2) Относительно понятия четырехмерного (и многомерного) пространства
см., например, Кокете р [19] или Розенфельд и Я г л о м [20].

3) Вектор, который позволено сдвигать как угодно вдоль прямой, по

которой он направлен, но нельзя переносить в точки, не принадлежащие
этой прямой, называется скользящим вектором; таким образом, система сил

в статике—это система скользящих векторов.
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лограмма или, наоборот, разлагая одну силу на несколько приложенных
в той же точке сил, (векторная) сумма которых равна первоначальной силе х).
Такими преобразованиями (не меняющими механического действия системы

сил!) каждую систему сил можно привести к одной силе (т. е. к одному

«скользящему» вектору; см. примечание3) на стр. 42) или к так называемой

«паре» сил, т. е. к двум одинаковым по- величине и противоположным по

направлению силам, направленным по двум параллельным прямым (но не
по одной прямой—в противном случае наши две
силы взаимно уравновесились бы!) Еще больший ин¬

терес представляет для нас возможность приведения

в йу.,а > А

iC ^
& В
W (-)

Рис. 22. Рис. 23.

любой системы сил к одному вектору F, приложенному в произвольно
фиксированном заранее «начале координат» О (главный вектор системы)i

и к паре сил hi = M1H1 и /г2 =—hx= M2H2, которые можно считать прило¬
женными в таких точках Мг и М2, что точка О является серединой отрезка
МгМ2 (рис. 22); такая пара сил полностью характеризуется своим «моментом»

и = h>OMrsin £ (OMlt h1) + h-OM2-s\n £ (ОМ2, h2) = (ОЩхк1) + {OM2xh2)

(главный момент системы) 2). [В последней формуле косым крестом обо¬

значено так называемое «косое», или «псевдоскалярное», произведение векто-

рои: если векторы а=ЩА ( = (*x; Уг)) и b = QB (= (х2; у2)) приложены к одной
точке Q, ToaXb= QA-QB sln^AQB (—х^—х2уг), причем, как всегда, угол AQB
считается положительным, если направление вращения, переводящего луч QA
и луч QB, противоположно направлению вращения часовой стрелки, и отрица¬
тельным в противном случае (рис. 23) 3)]. При этом главный вектор системы сил

/и Л» • •
•» А» приложенных в точках Аъ Л2, ..Ап, равен сумме этих сил

^=/l+/2+ • • • +/л»
а главный момент той же системы—сумме моментов всех сил

и = (OA1xfi) + (OA2Xf2) + ... +{OAnxfn).
Так как вектор F определяется заданием двух своих координат х и у,

то множество всевозможных систем сил на плоскости «трехмерно», т. е. задается

указанием трех чисел х, у и и—«координат» этой системы4). При переносе

J) См., например, гл. III книги Ландсберга [17].
2) См., например, гл. I книги Аппеля [21] или гл. IV (и, особенно,

§23 этой главы) книги Б у х г о л ь ц а'[22].
3) См., например, § 4 статьи Болтянского и Яглома [23].
4) Нетрудно понять, что если координаты системы сил /2,

равны *!, yi и иъ а координаты системы сил gx, §*2, ..., gm равны х2, у2 и и2п
то координаты X, Y uU новой системы, включающей как все силы /l,/2, .. .»/л»
так и все силы gi, ..., grn, равны суммам соответствующих координат
исходных систем сил: X = x1-j-x2, У = У\-\-Уъ* =
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начала системы координат в новую точку О' (а, Ь) (здесь й й b—координаты
точки О' или вектора 00' = с по отношению к старой системе координат

{*» у}\ рис. 24) главный вектор F системы сил fl9 /2, равный сумме
всех сил, очевидно, не изменится, а главный момент станет равным

И'=(0м1х/1)+(0МгхЛ)+...+(0'Л„х/п)=

={(0T1-00T)xf1}+{(0Ti-00T)xA}+... +{(0A„-00T)Xfn} =
= (ОлГх/1)+(<мгхЛ)+.. .+{оТпх/п)-сх(А+/,+... +/„) =

=u—cXF= u— (ay—bx) =bx—ay+u

(здесь мы ^используем дистрибутивность косого произведения векторов по

отношению к сложению: (т4-п)хр= (шхр) + (пхр)1 а также то, что

с (a; b)XF(x; y) = ay—bx). Наконец, при повороте осей координат на угол а

главный момент н, очевидно, не изменится (ибо и вообще не зависит от направ¬

ления осей координат, а лишь от выбора «начала» О), а координаты х

и у вектора F преобразуются по следующим

формулам:

х'= х cos a+# sin a, 1

у'= —x sina+i/ cosa /

(ср. формулы (7), стр. 25).
Таким образом, окончательно мы полу¬

чаем, что при изменении системы коорди¬

нат на плоскости «координаты» х, £/, и си¬

стемы сил преобразуются следующим об¬

разом:

х'= (cosa)*+(sina) у,

у' = — (sin a) *+(cos а) у,

и' = bx —ш/+ н;

(17)

эти же формулы указывают, как меняются «координаты» (х, у, и) системы

сил, если плоскость, со всеми приложенными к ней силами двигать как еди¬

ное целое. Поэтому можно считать, что плоская статика сводится к изучению

трехмерного пространства {*, у, а}, в котором преобразования (17) играют
роль «движений», т. е. не меняют никаких свойств точек этого пространства
(систем сил).

Поскольку общая теория систем сил (приведение любой системы сил

к главному вектору и главному моменту) была впервые разработана замеча¬

тельным французским механиком Луи Пуансо (1777—1859) в его книге

«Начала статики» (1804), то «геометрию» трехмерного пространства, «движения»

которого задаются формулами (17), можно было бы назвать «геометрией
Пуансо». В дальнейшем мы не коснемся этой примечательной геометрии,
сосредоточив все наше внимание исключительно на геометрии Галилея.



ГЛАВА I

РАССТОЯНИЯ И УГЛЫ; ТРЕУГОЛЬНИКИ
И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ

§ 3. Расстояние между точками и угол между прямыми

Перейдем теперь к систематическому изучению геометрии Гали¬

лея— геометрии плоскости хОу, «движения» которой задаются фор¬
мулами

v' = v -L п

О)

Таким образом, в дальнейшем нас будут интересовать лишь те свой¬

ства фигур плоскости хОу, которые сохраняются при преобразова¬
ниях (1) (другими словами, сохраняются при сдвигах

х = х,

у' = vx + y

в направлении оси Оу и при параллельных переносах

х' = х + а,

у' = У

(1а)

(16)

см. выше, стр. 40): лишь такие свойства фигур имеют геометриче¬

ский смысл в рамках рассматриваемой нами необыкновенной геомет¬

рии. При этом мы не будем забывать, что сама эта геометрия есте¬

ственно возникла из механических рассуждений, связанных с принци¬

пом относительности Галилея, так что слова «имеют геометрический
смысл» в нашем случае означают: «имеют механический смысл», т. е.

*

отвечают каким-то фактам «одномерной кинематики»—учения о дви¬

жениях материальных точек вдоль фиксированной прямой о.

Прежде чем переходить к обсуждению содержания первона¬
чальных понятий геометрии Галилея, полезно перечислить основ-
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ные свойства «движений» (1). Заметим, что преобразования (1)
переводят

каждую прямую линию снова в прямую линию,

параллельные прямые снова в параллельные прямые,
два отрезка АВ и CD одной прямой в такие отрезки А'В' и C'D\

C'D' CD
470

А'В'
~

АВ ’

каждую фигуру F в фигуру F' той же площади

(доказательство всех этих утверждений мы дадим несколько ниже);
поэтому понятия прямой линии, параллельных прямых,
отношения отрезков одной прямой, площади фигуры
имеют смысл не только в обычной геометрии Евклида, но и в геомет¬

рии Галилея. Очень важно также то, что каждое преобразование (1)

а)- 6)

Рис. 25.

параллельная оси Оу» является геометрически бессодержательным
(ибо обычным движением такую прямую можно перевести в любую
другую; см. рис. 25, а), то в геометрии Галилея параллельные
оси Оу прямые играют особую роль, отличную от роли всех

остальных прямых. [В противоположность этому «прямые, параллель¬
ные оси Ох» не отличаются в геометрии Галилея от других «обык¬

новенных» (т. е. не параллельных оси Оу) прямых: на рис. 25, б

показано, что сдвиг (1а) переводит прямую /, параллельную оси Ох,
в прямую не параллельную этой оси.] В дальнейшем мы сохраним

термин «прямая», не сопровождаемый никаким прилагательным, только

за прямыми, не параллельными оси Оу; параллельные же оси Оу
прямые мы будем называть особыми прямыми.
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Для доказательства всех перечисленных свойств движений (1)
достаточно проверить, что ими обладают сдвиги (1а),
параллельные переносы (16) заведомо всеми этими свойствами

дают (см. рис. 12, б на стр. 25).

То, что прямую, параллельную
оси Оу, сдвиг переводит также в

параллельную оси Оу,— а именно

в ту же самую прямую,— не¬

посредственно вытекает из опре¬

деления сдвига (1а) (см. стр. 40,
в частности, рис. 20). Далее,
пусть сдвиг (1а) с коэффициентом
сдвига v переводит точку А пря¬

мой /, проходящей через начало

координат О, в точку А' (рис. 26).
Обозначим прямую ОА' через
точки пересечения любой парал¬
лельной оси Оу прямой т с пря¬
мыми / и V — через М и М\ а точки

пересечения прямых т и АА' с

осью Ох (которую мы всегда будем
изображать перпендйкулярной оси'

поскольку
обла-

Оу1))—через
легко получим

Q и

M'Q
MQ

ки А сдвигом (1а), то

А'Р

Р. Из рис. 26
А'Р

АР
=

-jp-. Но так как .точка А' получается из точ-

OP-v + AP __ОР
АР АР АР v+\.

Используя опять рис. 26 ^на котором и
А'Р M'Q
АР

~

MQ )■
имеем

т. е.

M'Q А'Р ОР

MQ
~

АР
~

АР V+ 1 = OQ-v+MQ
MQ

M'Q = OQ-v+ MQ.

Но это как раз и означает, что каждую точку М прямой / наш

сдвиг переводит в точку Мг прямой т. е. что он переводит прямую I
в прямую V.

Пусть теперь 1г — прямая, параллельная прямой / и не проходя¬
щая через точку О (см. тот же рис. 26). Обозначим через d длину

J) Это условие удобно нам в силу привычки к декартовым прямоугольным

координатам на плоскости, оси которых перпендикулярны, однако в рамках

геометрии Галилея оно бессодержательно: ведь в этой геометрии (евклидово)
понятие перпендикулярности прямых геометрического смысла не имеет.
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(обычную, т. е. измеряемую как в .евклидовой геометрии!) равных
между собой вертикальных (т. е. параллельных оси Оу) отрезков
ААЪ ВВЪ ССЪ заключенных между прямыми / и lv Вспомним,
что сдвиг (1а) сводится к переносу вдоль каждой прямой, параллель¬
ной оси Оу, всех точек этой' прямой на одно и то же расстояние

(но точек разных прямых—на разные расстояния); поэтому все

отрезки ЛЛ1=В51=СС1= ...
= d этот

сдвиг переведет в отрезки А'А'Ъ В'В'и
С'С[, ... той же длины:

а'л'=в'в[ = с'с; = ...=d.

А так как концы А', В', С', ... этих

отрезков принадлежат прямой /' (в ко¬

торую наш сдвиг переводит прямую/),,
то вторые их концы А[, В’ъ С[, ... по¬

падут на прямую /^, параллельную

прямой /' и отстоящую от /' на расстоя¬
ние d в направлении оси Оу. Отсюда и

следует, что сдвиг (1а) переведет пря¬

мую 1г в прямую 1[. Попутно мы убе¬
дились, что все прямые, параллельные

фиксированной прямой /, сдвиг (1а) пе¬

реводит в прямые, параллельные пря¬
мой I'1), т. е. что параллельные

прямые сдвиг переводит в параллель¬
ные.

Еще проще доказать, -чт.о если отрезки АВ и CD какой-то пря¬
мой I сдвиг (1а) переводит в отрезки А'В' и CD' прямой Г, то

C'D' CD.
А'В'

”

АВ
’

доказательство этого факта, непосредственно вытекающее из рис. 27,
мы предоставим читателю провести самостоятельно. Заметим заодно,
что если АВ и EF—параллельные друг другу отрезки, то сдвиг

переводит их в такие отрезки А'В' и E'F' (также параллельные),
что

E'F' EF

А'В'~ АВ

(см. тот же рис. 27, где EF=CD и E'F' = C'D', так как параллело¬

грамм CDFE переходит в параллелограмм C'D'F'E')\ отсюда сле¬

дует, что также и понятие отношения длин параллельных

отрезков имеет смысл в геометрии Галилея. Однако если AB%MN,

3) Нетрудно убедиться, что если прямая / образует с осью Ох угол а,
а прямая Г—угол а', то tga' = tga+i;.



§ 3] РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ТОЧКАМИ И УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ 49

*{

д

/ ~Fhit-j т~
А

/ vL~

то сдвиг может перевести отрезки АВ и MN в такие отрезки А'В'

и M'N', что M'N' :A'B'=^=MN:AB (см. рис. 27, где АВ<А'В', но

MN > M'N').
Наконец, площадь фигуры F приближенно равна сумме площа¬

дей помещающихся внутри F,«маленьких» квадратов, образованных
сетью прямых, параллельных осям Ох
и Оу и отстоящих друг от друга на

одно и то же «малое» расстояние е

(т. е. приближенно равно числу таких

квадратов, умноженному на площадь е2

одного квадрата, —рис. 28, наверху);
точное же значение площади опреде¬

ляется как предел полученных таким

образом величин, отвечающих последо¬
вательности неограниченно уплотняю¬
щихся сеток квадратов' (т. е. таких,

что величина е неограниченно умень¬

шается). Сдвиг (1а) переводит фигуру
F в новую фигуру F', а сетку квадра¬
тов— в сетку параллелограммов той

же площади (см. рис. 28, внизу) — ведь

параллельная оси Оу сторона паралле¬

лограмма будет той же^ что и сторона

квадрата, а опущенная на эту сторону
высота параллелограмма также равна

стороне квадрата. Поэтому приближен¬
ное значение площади фигуры F', рав¬
ное произведению числа помещающихся

внутри F' параллелограммов сетки на

площадь е2 одного параллелограмма,

будет тем же, что и приближен¬
ное значение площади фигуры F.
А так как приближенное равенство
пл. F' ж пп. F имеет место при лю¬

бой точности определения площа- Рис- 28-

дей фигур F и F' (зависящей от размера квадрата сетки), то, оче¬

видно,
пл. F' = пл. F.

После этих предварительных замечаний мы можем приступить
к обсуждению смысла понятий «расстояние между точками» и «угол

между прямыми» в геометрии Галилея. В евклидовой геометрии рас¬
стояние dAAt между двумя точками А(х,у) и А1(х1,у1) определяется

формулой

&АА, = V{x%— *)2 + (,У1—?)г\ (2)
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при этом равенство нулю расстояния между двумя точками означает,
что эти точки совпадают. Угол 8цх между двумя прямыми I и 1Ъ
записываемыми уравнениями

y = kx + s и у = kxx + $i,

можно определить по формуле

tg
ki—k

(3)

— это следует из того, что прямые I и 1Х образуют с осью Ох

углы ф и фх, определяемые равенствами tgф = ^ и ^ф^^, так что

tg6«1 = tg((p1— ф):
tg<Pi—tg<p _ kx—к
l + tg9itg9 1+М

(см. выше, стр. 24 и рис. 11,6).
Еслрг k = kv то прямые / и параллельны; в этом случае

определенный по формуле (3) «угол» б//4 между прямыми равен нулю.
Для параллельных прямых можно говорить о расстоянии йц± между
этими прямыми:

dux (4)

ибо | s\— 51 = 5^! есть высекаемый прямыми / и /х отрезок оси Оу,
a Y&+ 1 = Ktg2 ф + 1 = , где ф

—

угол, образованный I и 1±
с осью Ох (ср. выше, стр. 23, в

частности, рис. 11, а). При этом

следует иметь в виду, что хотя обе

величины 8//t и йцх определяют «от¬

клонение» прямых I и 1Г друг от

друга, они имеют совершенно разный

характер: угол S измеряется в «угло-

ф
вых единицах» (в градусах или в ради¬

анах), а расстояние d— в единицах

длины (в метрах или сантиметрах).
Поэтому эти величины сравнивать

между собой нельзя; так, например, вопрос: «прямые / и 1г образуют
угол в 30° (рис. 29, а), а (параллельные) прямые/я и тх удалены друг от

друга на 15 см (рис. 29, б)\ что больше— отклонение друг от друга пря¬

мых I й 1г или отклонение друг от друга прямых т и %?»—явно бес¬

смыслен. Заметим еще, что расстояние (4) между прямыми может быть

определено лишь в том случае,. если определяемый формулой (3)
угол между этими прямыми равен нулю; прямые / и /х совпадают между

Рис. 29.
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собой лишь в том случае, если угол б между ними равен нулю и,
кроме того, равно нулю и расстояние d между этими прямыми.

После этих предварительных замечаний, относящихся к геометрии

Евклида, можно перейти к нашей основной теме. Расстояние dAAt
между двумя точками А(х, у) и А1(х11у1) в геометрии Галилея

определяется по формуле

djiAx — (5)

оно равно проекции РР1 отрезка ААг на ось Ох (рис. 30, а). Так
как координата х точки А преобразуется при движении (1) по фор¬
муле

х' = х + а,

то ясно, что разность х±—х абсцисс двух точек Аг и А при дви¬
жении (1) не меняется. [Так же и из чисто геометрических соображе¬
ний нетрудно усмотреть, что проекция РРг отрезка ААг на ось Ох

А(х,у^У{
I

1
Р Pi х

а)

К
?А (х,у)

P*f> х

б)

Рис. 30.

имеет смысл в нашей геометрии: ведь и параллельный перенос (16),
и сдвиг (1а), очевидно, сохраняют величину этой проекции.]

Если расстояние dAAx между точками А и Аг равно нулю, т. е.

хг = х, то точки А -и Аг принадлежат одной особой прямой (пря¬
мой, параллельной оси Оу; рис. 30, б). Для таких двух точек можно

определить особое расстояние баах между точками:

ЬлА^Уг—у. (6)

В самом деле, если абсциссы двух точек А{х, у) и А1(х1, уг) оди¬

наковы (если х = лг^), то произвольное движение (1) преобразует их

в точки А' (х',у') и А^х^у'х), где х' = х^ (= д: а) и

v' =vx+y+ b, y'l^vx+yj. + b)
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поэтому
У\—У' = (vx +.ух + b)—(VX +у + Ь) =у!—у,

т. е. разность ух—у не меняется при' движении, а следовательно,
имеет -на плоскости Галилея геометрический смысл. Однако если

расстояние dAAt = x.1—х между точками А и Аг отлично от нуля,

т. е. абсциссы этих точек различны, то разность уг—у ординат этих

точек не сохраняет своей величины при движении, ибо в этом случае

y'l —у' = +У1 + b) — (VX +у+ Ъ) =уг—у+ V (хг—Х)фyv—у.

Да это и понятно—ведь сдвиг (1а) оставляет на месте начало О
системы координат и меняет ординату любой точки Ж, не принадле¬

жащей оси Оу; поэтому он никак не может сохранять разность орди¬
нат точек М и О.

Очевидно, что две точки А и В плоскости Галилея совпадают
в том и только в том случае, когда равно нулю как расстояние dAB
между этими точками, так и особое расстояние 6Л5 между ними.

Окружностью S плоскости Галилея мы назовем множество

точек М (л:, у), удаленных от фиксированной точки Q на постоян¬

ное (по абсолютной величине) расстояние г; при этом точка Q (а, Ь)
называется центром окружности, а (неотрицательное) число г—ее

радиусом. Так как

dq м. == х а

(см. формулу (5)), то уравнение

й%м = гг

окружности 5 имеет вид

(х— а)2 = г2

или

x2 + 2px + q = 0, (7)

где

р =
— a, q = а2—г2. (7а)

Ясно, что окружность 5 радиуса г с центром Q представляет собой

совокупность двух особых прямых, отстоящих от точки Q на рас¬
стояние г (рис. 31, а); если радиус г окружности обращается .в нуль,
то эти две прямые сливаются в одну (рис. 31,6). Заметим еще, что

окружность 5 геометрии Галилея имеет строго определенный радиус
(равный половине расстояния между образующими эту окружность

прямыми), но бесконечно много центров: любую точку осо¬

бой прямой, содержащей точку Q, можно принять за центр этой

окружности (см. тот же рис. 31).
Угол 6//J между прямыми I и 1Ъ пересекающимися в точке Q,

можно определить как длину заключенной между прямыми / и 1г
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дуги NNX окружности £ единичного радиуса с центром в точке Q
(ср. относящиеся к геометрии Евклида и к'геометрии Галилея рис. 32, а

и 32, б; ясно, что под «длиной дуги» NNX окружности S геомет¬

рии
'

Галилея надо понимать «особую Длину» отрезка NNъ

т. е. особое расстояние между точками N и Nx содержащей их особой

прямой). Определенная таким образом величина б//, угла, очевидно,
имеет смысл в геометрии Галилея, т. е. сохраняется при дви¬
жениях (1): ведь точку Q пересечения прямых I и 1г движение

Рис. 32.

переводит в точку Q' пересечения полученных из I и /х движением

прямых V и 1[, а единичную окружность 5 и дугу.-МЛ^ этой ок¬

ружности— в единичную окружность S' с центром Q' и в дугу N'N[
окружности S' (рис. 33). Это определение угла между прямыми
в геометрии Галилея, равносильно следующему: для того чтобы

найти угол б//1 между прямыми I и 1Ъ достаточно провести
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особую прямую т, удаленную от вершины Q угла на расстояние 1

и пересекающую стороны угла в точках N и тогда

6tll=mi.
Если уравнения прямых / и /х имеют привычный вид у

= kx + s и

y = k1x-\-sli а координаты точки Q равны х0 и у0) то__уравнение
прямой m таково:

*=*о + 1.

Поэтому точки N и N± будут иметь координаты

(д:0 + 1, &(*0+l) + s) и (*о + 1, kx (a:0 + 1) + Si),

а следовательно,

бн, = bNNl='[*1 (*о +1) +Ч] О (х0 +1) + s]=
= [(^o + Si) — (&л;0-|-.s)] -\-kx— k = k1 — k

(ибо Q(xо, y0)—общая точка прямых / и 1г и поэтому kx0+s=
=Ai*o + 5i = 0). Таким образом, окончательно имеем

(8)

эта формула значительно проще формулы (3) для величины угла

между прямыми в евклидовой геометрии.

h

Если одну из. прямых I и 1Ъ например /1? поворачивать вокруг

точки Q, устремляя ее к особой прямой m, то угол 8//t будет неог¬

раниченно возрастать (рис. 34) — явление, которое противо¬

речит нашим представлениям, заимствованным из геометрии Евклида.

Укажем еще, ч,то в противоположность евклидову случаю «галилеев
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угол» б между двумя прямыми / и 1г определяется однозначно

(ср. рис. 32, а и б) — это обстоятельство делает весьма многие

рассмотрения, относящиеся к геометрии Галилея, существенно
более простыми, чем соответствующие
им факты евклидовой геометрии (ср. с

подстрочным примечанием на стр. 68).
Если прямые / и /х параллельны,

то определяемый по формуле (8) угол б//4
между этими прямыми равен нулю. Однако
в этом случае можно говорить о расстоя¬

нии йцх между (параллельными) прямыми
I и 1Ъ понимая под этим (особую) длину
заключенного между прямыми / и 1г от¬

резка ММХ особой прямой (любой; рис.

35): так как особые прямые переводятся
движениями (1) снова в особые прямые, то

определенное таким образом расстояние йцг имеет смысл в геометрии
Галилея. Если уравнения рассматриваемых прямых / и /х имеют вид

y = kx-{-s и y = kx + s±, то, очевидно,

d цх — S] (9)

эта формула также значительно проще соответствующей формулы (4)
евклидовой геометрии х).

Рис. 36.

Наконец, расстоянием dMl от точки М до прямой I мы условимся
называть (особое!) расстояние от точки М до точки пересечения

прямой / с особой прямой, проходящей через точку М (рис. 36, б).

х) Заметим, что в определениях величин 6Wi, dllx существен¬
ным было то, какой из двух объектов А и (соответственно I и /\) считать

первым,'а какой—вторым; это отражено и в формулах (5), (6), (8), (9), из

которы^, кстати, видно, что каждая из рассматриваемых величин может быть

как положительным числом, так и- нулем или отрицательным числом.
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Это условие можно обосновать следующими соображениями: в евкли¬

довой геометрии расстояние от точки М до прямой /—это рас¬

стояние от точки М до самой близкой к М точки Р прямой I

(рис. 36, а); в геометрии же Галилея «самая близкая» к М точка Р

прямой / удалена от М на нулевое расстояние, т. е. dMP = 0; поэтому
расстояние от точки М- до прямой I приходится измерять особым

расстоянием между М и Р: dMl= 8МР. Если прямая I записы¬

вается уравнением у= kx + s, то координаты точки Р (точки пере¬
сечения I с проходящей через точку М (*0, у0) особой прямой т)
будут иметь вид (л;0, &лг0 + $); поэтому

МР= бжр=у0—(kx0 + s).
Таким образом,

djvii —Уо kx0 s, (10)

т. е. расстояние от точки М до прямой / равно результату подста¬
новки в левую часть уравнения

у
— kx —5=0

прямой I (уравнения (3) из § 1; см. стр. 17) координат х0, у0 точки М1).
Ясно, что определенное выше расстояние йцг между двумя парал¬
лельными прямыми I и /х теперь можно описать как расстояние

йм1г от любой точки М прямой I до прямой 1Х.

а)

Из определения расстояния от точки М до прямой I и расстоя¬
ния между параллельными прямыми I и 1г следует, что роль перпен¬

дикуляров к прямой в геометрии Галилея играют особые прямые
(ср. относящиеся к геометрии Евклида и к геометрии Галилея

рис. 37, а и 37, б). К этой аналогии между перпендикулярами к прямой
и особыми прямыми мы еще неоднократно будем возвращаться.

^ Ср. ниже, стр. 25§.
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Расшифруем теперь механический смысл всех введенных в этом

параграфе понятий. Ясно, что точке М(х, у) плоскости Галилея

в кинематике прямой- о отвечает событие (t, х), характеризующееся
указанием места х на прямой о и времени t (рис. 38); при этом

рцль «временной координаты» t события на плоскости Галилея играет
координата х, а роль «простран¬
ственной координаты» х—коорди- л

О (t)
ната у. Расстояние d между

^
v—'

двумя точками А и А± плоскости &

Галилея есть не что иное, как Рис. 38.

временнойшнтервал — t между от¬

вечающими этим точкам событиями Д и Аг. Если этот интервал равен

нулю, т. е. если события А и Аг одновременны, то между этими

событиями существует пространственный интервал, равный расстоя¬
нию между отвечающими событиям А и Аг точками прямой о; этот

пространственный интервал совпадает с определенным выше особым

расстоянием б между отвечающими рассматриваемым событиям

точками плоскости Галилея. Заметим, что пространственный интервал б
можно определить только для одновременных событий, так как

в противном случае расстояние между соответствующими точками

прямой о будет существенно зависеть от выбора той или иной

инерциальной системы отсчета и потому не будет иметь смысла

в геометрии Галилея. В самом деле, если в системе отсчета, свя¬

занной с Землей, расстояние между .школой, где вы были днем, и

домом, в котором вы ужинаете вечером, сравнительно невелико, то

с точки зрения связанной с неподвижными звездами системы отсчета

вы днем были на громадном расстоянии от дома, где вы пьете чай

вечером, ибо за прошедшее между двумя рассматриваемыми собы¬

тиями время Земля вместе с вами «ушла» очень далеко. Заметим

еще, что «обыкновенное расстояние d» между двумя событиями и

«особое расстояние б» между (одновременными!) событиями —н е с р а-

внимые величины, так как измеряются они в совершенно разных
единицах: первое из них измеряется в единицах времени (сек, год,

век), а второе—в единицах длины (мм, м, км).

Прямая I плоскости Галилея с уравнением y = kx + s отвечает

равномерному движению

x = kt + s

точки по прямой о со скоростью А; .впрочем, мы уже знаем, что

эта скорость существенно зависит от выбора инерциальной системы

отсчета и потому физического смысла не имеет. Зато для двух
прямых / и 1г с уравнениями y

= kx + s и y = k1x + sli т. е. для

двух равномерно движущихся точек L и прямой о с законами

движения

X = kt-\-S ,и
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имеет смысл разность
*1—к (8)

скоростей этих точек—относительная скорость одной движущейся
точки относительно другой. Величину 8цг—угол между пря-'
мы ми I и 1г плоскости Галилея—можно также описать как ско¬

рость второй из рассматриваемых точек в системе отсчета, в которой
первая точка покоится: в самом деле, если движением (или заменой

координат) (1) совместить прямую/ с осью Ох, т. е. сопоставить ей

неподвижную точку L0 прямой о, то разность кх—А примет вид

8lh = k1—k=k,1 — kf = k[—0=k[

(ибо скорость к' первой точки в «новой» системе отсчета равна

нулю); поэтому величина 8и равна скорости к\ второй точки в си¬

стеме отсчета, в которой первая трчка покоится. Угол 8ltt между

двумя прямыми / и 1Х (относительную скорость двух равномерно

движущихся по прямой о точек L и 1х) можно определить и так:

если в момент времени tQ эти точки занимали одно и то же

положение (а) на прямой о (так что точка Q(t0, о) плоскости

Галилея принадлежит обеим прямым 7 и /х), то 8п равно «особому»
(т. е. «пространственному») рас-

Если две прямые I и 1г плоскости Галилея параллельны,
то они отвечают двум равномерно движущимся точкам L и Ьъ ско¬

рости движения которых (в любой инерциальной системе отсчета!)
одинаковы: законы движений этих точек имеют вид

x = kt-\-s и x = kt-\-sv

Ясно, что относительная скорость 8и этих точек равна нулю. Для
таких двух движущихся точек (например, для двух пунктов в Москве,
движущихся в пространстве вместе с Землей) можно найти систему
отсчета, в которрй обе они покоятся. При этом имеет смысл гово^

рить о (пространственном!) расстоянии du между движущимися
точками — об (особом!) расстоянии между параллельными
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прямыми; это расстояние равно, например, разности

координат рассматриваемых точек на прямой о в момент ^=0 (или в

любой другой фиксированный момент времени). Наконец, под расстоя¬
нием от точки (события) М д о прямой I (т. е. равномерно дви¬

жущейся вдоль прямой о точки L) естественно понимать расстояние

вдоль прямой о от »пункта М этой прямой до движущейся точки L,
измеренное в момент времени t, фиксированный указанием события М.

Особая прямая m плоскости Галилея, описываемая уравне¬
нием х = а, отвечает определенному моменту

'

времени

t = а.

Ясно, что фиксирование в этот момент времени одновременно всех

точек прямой о (ибо особой прямой m плоскости Галилея отвечает

множество всех событий (а, х), где х произвольно) представляет
собой нечто вроде задания «движения с бесконечной скоростью»,—
это соответствует тому, что «угловой коэффициент» особой пря¬
мой /я, равный тангенсу угла, образованного прямой m с осью Ох

(т. е. tg90°), следует считать бесконечным. Наконец, окружность
плоскости Галилея с центром Q и радиусом г отвечает множеству всех

событий, удаленных от фиксированного события Q (t, а) на (времен¬
ной!) интервал /*, т. е. множеству всех событий (t—г, х) и (t + r, х).

Все сказанное можно просуммировать в виде следующего «словаря»,
в котором слева записаны некоторые понятия геометрии Галилея, а

справа—отвечающие им понятия, относящиеся к кинематике прямой о.

Геометрические понятия

Точка

Прямая (обыкновенная)
Особая прямая
Расстояние d между точками

Особое расстояние S между точ¬

ками

Угол б между прямыми
Расстояние d между параллель¬
ными прямыми

Расстояние от точки до прямой

Механические понятия

Событие

Равномерное движение
Момент времени

Временной интервал между собы¬
тиями

Пространственный интервал между
одновременными событиями

Относительная скорость
Расстояние между покоящимися

'

друг относительно друга точ¬

ками прямой о

Расстояние (в заданный момент

времени) от фиксированной точ¬

ки прямой о до равномерно дви¬

жущейся точки

Совокупность всех событий, опе¬

режающих фиксированное со¬

бытие на время г и отстающих

от него на то же время.
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Укажем еще кинематическое содержание понятия площади фигуры,
сохраняющего, как мы видели выше, смысл и в геометрии Галилея. Рассмотрим
произвольную фигуру F плоскости Галилея, т. е. какое-то точечное множе¬

ство; этому множеству точек отвечает определенное множество событий,
каждое из которых задается указанием
места (на прямой о) и времени. По¬

пробуем оценить количественно это мно¬
жество событий; при этом мы, естествен¬

но, должны будем учитывать и простран¬
ственную протяженность множества F
событий и его длительность во времени.
Подобную оценку можно получить, раз¬
мещая в множестве F событий «элемен¬

тарные события», характеризующиеся не¬
большой (но фиксированной!) протяжен¬
ностью е в пространстве и какой-то за¬

данной наперед малой длительностью х.

Но ясно, что подобному «элементарному
•событию» на плоскости Галилея отвечает

малый прямоугольник со сторонами е их;

поэтому размещение в множестве F со¬
бытий неперекрывающихся «элементарных событий» сводится к заполнению

фигуры F плоскости Галилея малыми прямоугольниками сетки, «шаг» кото¬

рой в направлении оси Ох равен t, а в направлении оси Оу равен е (рис. 40;
ср. с рис. 28 на стр. 49). Полная же «пространственно-временная емкость»
множества F событий, оцениваемая количеством заключающихся в этом мно¬

жестве «элементарных событий», приводит нас к понятию площади фигуры F
на плоскости Галилея.

§ 4. Треугольник

Простейшей фигурой плоскости Галилея является треугольник

ABC, образованный тремя точками А, В и С и тремя соединяющими
их (обыкновенными) прямыми ВС=а, СА = Ь и АВ = с (рис. 41).
При этом мы, как это принято и в геометрии Евклида, условимся
обозначать теми же буквами а, b к с также и длины сторон тре¬
угольника, т. е. (положительные1)!) расстояния |dBcl = a, \dCA\ = b
и \dAB\=c; буквами А, В и С мы будем обозначать не только

точки плоскости—вершины треугольника, ной (положительные1)!)
величины его углов: |8&С|-=Д |.8ce| = £, |8вЬ| = С. Отметим еще,
что иногда для обозначения (положительной) длины \dAB | некото¬

рого отрезка АВ мы будем употреблять ту же запись АВ, что и

для самого отрезка (например, такая запись будет встречать¬
ся в некоторых равенствах, содержащих длины сторон треуголь¬
ника).

Длины а, b, с сторон треугольника плоскости Галилея и величины

Л, В, С его углов не независимы: они связаны некоторыми очень про¬

стыми соотношениями. Прежде всего, очевидно, что если с—наи-

2) См. подстрочное примечание на стр. 55.
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большая из трех сторор, то (см. рис. 41)

а-\-Ь= с. (id

между

Механический смысл этого равенства очевиден: если А, В и С—

какие угодно три события, то временной интервал между самым

ранним и самым поздним из них равен сумме интервалов

первым и вторым событиями и ме¬

жду вторым и последним событи¬

ями (аддитивность времен¬
ных интервалов).

С другой стороны, из того же

рис. 41, на котором CN\\AB и, сле¬

довательно, 1 = А и £ 2 = Bt не¬

посредственно следует

А +В=С. (12)

Для того чтобы раскрыть механиче¬

ский смысл этого соотношения, вы¬

берем (инерциальную) систему от¬

счета так, чтобы стороне АС треугольника отвечал «покой» *);
при этом углы А и С будут выражать . скорости равномерных

движений, изображаемых на плоскости Галилея прямыми с и а,

а угол В — относительную скорость движения а по отноше¬

нию к подвижной системе отсчета, задаваемой движением с (ины¬
ми словами: скорость движения а в такой системе отсчета, в~ ко¬

торой прямая с изображает покой). Поэтому формула (12) выражает
классический закон сложения скоростей: абсолют¬
ная скорость С движения а равна сумме от но сит е ль-

ной скорости В того же самого движения по отношению

к движущейся системе отсчета с и п.е р е но с н о й скорости,

т. е. скорости А подвижной системы отсчета. Пусть, например,
человек идет вдоль вагона движущегося поезда по направлению от

конца поезда к его головной части. Тогда скорость пассажира отно¬

сительно железнодорожного полотна (т. е. его «абсолютная ско¬

рость») равна скорости движения пассажира по вагону (его «отно¬

сительной скорости»), сложенной со скоростью поезда («переносной
скоростью», характеризующей движение подвижной системы от¬

счета, по отношению к которой отсчитывается относительная

скорость).

х) Другими словами: движением (1) совместим сторону АС с осью Ох.
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«Формула углов» (12) может быть выведена из «формулы сто¬

рон» (11) с помощью следующего соотношения, играющего в гео¬

метрии Галилея роль, родственную роли теоремы синусов в гео¬

метрии Евклида:

(13)

Таким образом, длины сторон любого треугольника плоскости Галилея

пропорциональны величинам противоположных углов:
'

а = ХАу Ь = ХВ, с = ХС, (14)

где %—коэффициент пропорциональности, к которому мы еще вер¬
немся ниже (в § 8); поэтому формула (11) получается из формулы (12)
умножением обеих частей формулы (12) на X.

Для доказательства формул (13) достаточно провести «высоты»

АР, BQ и CR треугольника ABC, т. е. особые прямые, проходящие

через вершины А, В и С треугольника и пересекающие его противо¬

положные стороны в точках Я, Q и R. [Относительно соображений,
в силу которых особые прямые АР, BQ и CR в геометрии Галилея

уместно назвать «высотами» треугольника ABC, см. выше, стр. 56,
в частности, рис. 37.] Длины высот мы, как принято и в евклидо¬

вой геометрии, обозначим через ha, hb и hc:

ha = AP=\bAp\,
hb = BQ = | 8Bq I,
hc — CR — 18Сд |.

В силу определения углов в геометрии Галилея, очевидно, имеем

.hc = B-a = A-b (15)

(рис. 42, а; напомним, что BR = BC=a и AR = AC=b); поэтому

а Ъ

“Т“1Г
'

Точно так же с использованием высот hb и ha доказывается, что
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Вот еще одно следствие соотношений (15). Нетрудно видеть,
что если S —площадь треугольника ABC (это понятие, как мы

знаем, сохраняет смысл и в геометрии Галилея!), то

S = \aha = ]rbhb= \ chc. (16)

В самом деле, «повернем» (при помощи некоторого движения (1))
треугольник ABC в такое положение А'В'С', чтобы сторона В'С'

У

В'(
1>а

Р'\
I

ь\

сг

Рис. 42.

треугольника А'В'С' была параллельна оси Ох (рис. 42, б). При
этом «галилеева длина» а' стороны В'С' преобразованного тре¬
угольника и его «галилеева высота» h'a станут равными «евклидовой
длине» стороны В'С' и «евклидовой длине» высоты А'Р\ так что

S'=\ a'h’a,

где S' — площадь треугольника А'В'С' (одновременно «галилеева» и

«евклидова» — ведь в геометрии Галилея понятие площади имеет

тот же смысл, что и в геометрии Евклида!). Но поскольку величины

а} ha и S имеют смысл в геометрии Галилея, то они не меняются

мри движениях (1): а'=я, h’a = ha и S' = S (ср. рис. 42, й и б),
а значит,

S =
Y aha.

Аналогично доказываются и две другие из формул (16).
Подставляя теперь в первую из формул (16) Ав = 6С, а в

третью — значения (15) высоты hcy получим

S = -i- аЬС=
у

асВ = -i- beА. (17)
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Формулы (17) родственны формулам

5=у absxn C=~acsin В = y&c sin А (17')

евклидовой геометрии.
Из формул (13) сразу вытекает, что известное свойство равно¬

бедренного треугольника евклидовой геометрии сохраняет силу и в

геометрии Галилея: если стороны

а и b треугольника ABC равны
между собой, то равны и противо¬

лежащие им углы А и В и наобо¬

рот ^ибо. ; см. рис. 43^ .

Очевидно также, что высота CR
равнобедренного треугольника ABC

одновременно является также и

медианой, т. е. она делит про¬
тивоположную сторону АВ попо¬

лам (см. тот же рис. 43, на ко¬

тором AR= AC=b, BR= ВС= а).
Однако биссектрисой угла С
прямая CR уже, очевидно, не

является, ибо особая прямая делить угол пополам, разумеется,
никак не может. Отсюда сразу следует, что три биссектрисы
треугольника в геометрии Галилея не обязаны пересекаться в одной
точке1): так, на рис. 43 биссектрисы АК и BL углов А и В, оче¬

видно, пересекаются в середине Q высо-.

ты CR, но прямая CQ (т. е. С/?), как мы

уже отмечали, не совпадает с биссектри¬
сой CN угла С. В противоположность

этому три медианы AD, BE и CF тре¬

угольника ABC обязательно пересекаются
в одной точке М и делятся в ней в от¬

ношении 2:1, считая от вершины:

AM:MD =BM:ME=CM:MF=2:1. Это

следует из- того, чта медианы треуголь¬
ника ABC геометрии Галилея совпадают
с его евклидовыми медианами и отноше¬

ния, в которых делит медианы точка их

пересечения, имеют в геометрии Галилея и в геометрии
• Евклида

одно и т.же значение (рис. 44; ср. выше, стр. 46).

г) Можно показать,, что в геометрии Галилея три биссектрисы треуголь¬
ника никогда не пересекаются в одной точке; см. рис. 48,6.
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Отметим еще, что в геометрии Галилея не может быть треуголь¬

ника, у которого все три стороны равны между собой: ведь если две

стороны треугольника одинаковы, то третья обязательно равна их

сумме! Аналогичное замечание справедливо и для углов; поэтому

равнобедренный треугольник можно также назвать равноугольным,

так как ра&еиство двух углов (а только такая «равноугольность»
возможна в треугольнике) равносильно равнобедренности треуголь¬
ника.

Если условиться обозначать a = dBC, b = dCA, c = dAB и Л=дАВ) ас*

B = SBCi да, C = &ca,cb направленные (т.е. взятые с определенным
знаком)’стороны и углы треугольника ABC плоскости Галилея, то формулы
(И)
— (13) этого параграфа примут следующий простой вид:

а+£+с= 0,

A -f- В -|- С = О,

а b с

(11')

(12')

(13')

таким образом, и здесь имеют место соотношения типа соотношения (14), где

также и знаку коэффициента пропорциональности X можно придать опреде¬

ленный геометрический смысл (ср. с подстрочным примечанием на стр,. 118).
Остановимся еще на признаках равенства треугольников

в геометрии Галилея. Ясно, что два треугольника ABC и А'В'С', имеющих

Рис. 45.

одинаковые стороны или одинаковые углы, не обязаны быть равными между
собой: ведь две стороны треугольника в геометрии Галилея позволяют найти

третью сторону, а два угла—третий угол, в то время как двумя сторонами
или двумя углами треугольник плоскости Галилея, очевидно, не определяется
(рис. 45, а, б). Также из того, что, скажем, две стороны а и Ь треугольника

ABC и заключенный между ними угол С или сторона а и два примыкающих

к ней угла Б и С треугольника ABC равны сторонам а' и Ъ' и углу С',
соответственно стороне а' и углам В' и С' треугольника А'В'С', еще не
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вытекает равенство треугольников ABC и А'В'С' (так, у треугольников ABC и

А±ВС на рис. 46, а сторона ВС = а и угол С—общие, а АС = АХС, но

АВ = а-\-Ь, а ^4x5 = 0—6; у треугольников ЛЯС и на рис. 46, б сто¬

рона ВС= а и угол С—общие и ^ ABC = £АгВС, тогда как явно АВ > АгВ).
Однако если направленные (т. е. взятые со знаком + или —) стороны
a=dBC и b = dCj4 треугольника ABC равны направленным сторонам a' = dB,c, и

br—dc,A/ треугольника Л'В'С' и С= бСБ^ сл
= ^с/Б/, то треуголь¬

ники ABC и Л'В'С' £авны; также треугольники ABC и Л'В'С' равны, если

a=dBC = dB,c, = a' и B=6BAt вс
— ^В'А', в'С'~в'' С=^св, СА

= ^С'В\ С'Л'
=

= С'. Доказательство этих теорем мы предоставим читателю.

Рис. 46.

Заметим еще, что из соотношений (13) вытекает пропорциональность сто-

рон треугольников АБС и А'С'Вимеющих одинаковые углы (ср. выше, рис.
45, б): для таких двух треугольников

В этом случае треугольник А'В'С' можно получить из треугольника ABC

преобразованием подобия 1-го рода с коэффициентом
подобия k—отображением плоскости Галилея на себя, сохраняющим вели¬

чины всех углов и увеличивающим все отрезки в одно и то же число k раз
(примером такого преобразования подобия может служить сжатие к

точке О или гомотетия—преобразование, переводящее каждую точку А
ОА'

плоскости в такую точку А' луча ОЛ, что
^

=Мш, рис, 47, а). Аналогично

этому, если стороны треугольника А'В'С' равны сторонам треугольника ABC
(ср. рис. 45, а), то в силу тех же соотношений (13) углы этих треугольников
пропорциональны:

А' В' С'
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В этом случае треугольник А'В'С' можно получить из треугольника ABC

так называемым преобразованием подобия 2-го рода с коэф¬
фициентом подобия х—отображением плоскости Галилея на себя,
сохраняющим величины всех отрезков плоскости Галилея и увеличивающим

величины всех углов в одно и то же число х раз (примером такого преобразо¬
вания может служить сжатие к прямой Ох, переводящее каждую точ¬

ку А плоскости в такую точку А' луча РА\\Оу, что

РА'

ТТ=х;

см. рис. 47, б). Мы здесь не остановимся более подробно на весьма изящном

учении' о подобных фигурах плоскости Галилея (т.е. о фигурах,
переводимых одна в другую преобразованием подобия 1-го рода, преобра¬
зованием подобия 2-го рода или, наконец, преобразованием подобия 1-го ро¬
да, сопровождаемым преобразованием подобия 2-го рода).

§ 5. Принцип двойственности; антипараллелограмм
и антитрапеция

В предыдущем параграфе мы указали, что, в то время как меди¬

аны треугольника в геометрии Галилея пересекаются в одной точке

(и делятся в этой точке в отношении 2:1, считая от вершины),
биссектрисы треугольника в одной точке не пересекаются. Это
обстоятельство может разочаровать читателя, создать у него впе¬

чатление, что фигуры в геометрии Евклида устроены более «пра¬

вильно», более «просто», чем в геометрии Галилея: так, в геометрии
Евклида биссектрисы трех углов треугольника всегда сходятся
в одной точке (рис. 48, а), тогда как в геометрии Галилея никакая

из них никогда не попадает в точку пересечения двух других
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(рис. 48, б)г). Однако на самом деле геометрия Галилея проще
геометрии Евклида; в частности, и биссектрисы треугольника в гео¬

метрии Галилея обладают весьма простым и изящным свойством,
которое вполне может компенсировать нам то, что здесь нет теоремы

о точке пересечения биссектрис.

Вскоре это замечательное свойство биссектрис треугольника
геометрии Галилея будет нами раскрыто. Но вначале поговорим об

одной важной особенности геометрии Галилея, которая и поможет

нам найти требуемое свойство биссектрис. Хорошо известно,- что

свойства прямых линий в геометрии Евклида во многом напоминают

свойства точек: так, например, через две точки проходит един¬
ственная прямая (рис. 49, а) и две прямые могут пересекаться
только в одной точке (рис. 49, б); совокупность точек, принадле¬

жащих данной прямой а и расположенных между двумя точками М

и N—отрезок MN (см. тот же рис. 49,* а),— во многом родственна

совокупности прямых, проходящих через данную точку А и распо¬
ложенных между прямыми т и /г,—углу тАп (рис. 49, б); треуголь-

х) Впрочем, следует отметить, что сравнение рис. 48, а и б не яв¬

ляется правомерным: ведь если в геометрии Галилея треугольник имеет

всего три биссектрисы, то общее число биссектрис углов треугольника
плоскости Евклида следует считать равным шести (три биссектрисы внут¬
ренних углов и три биссектрисы внешних углов треугольника!). Эти шесть

биссектрис треугольника образуют довольно сложную фигуру: они сходятся
по три в четырех точках—в центрах вписанной и трех вневписанных окруж¬

ностей треугольника; кроме того, из них можно составить четыре тройки пря¬
мых таких, что для каждой такой тройки точки пересечения биссектрис с

противоположными сторонами треугольника принадлежат одной прямой.
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ник можно описать, с одной стороны, как совокупность трех точек,
не принадлежащих одной прямой, и трех отрезков, соединяющих
эти точки (рис. 50, а), и, с другой стороны, как совокупность трех
прямых, не проходящих через одну точку, и трех, углов, образо¬
ванных этими прямыми (рис. 50, б), и т. д. Однако эта аналогия

между свойствами точек и свойствами прямых не заходит, к сожа¬

лению, особенно далеко; поэтому руководствоваться ею в выводе

новых свойств точек или прямых было бы довольно рискованно.
Основной причиной, нарушающей сходство между свойствами точек

и прямых, является существование параллельных прямых,
не имеющих ни одной общей точки: если бы свойства точек и прямых

были во всем одинаковы, то таким прямым должны были бы отвечать

«параллельные точки», т. е. пары точек, которые нельзя соединить

ни одной прямой,— но «параллельных точек» в геометрии Евклида

нет. Другое различие между свойствами точек и прямых связано

с тем, что расстояние между точками А и В может быть сколь

угодно большим; если же увеличивать угол между прямыми а

и b, поворачивая одну из этих прямых вокруг точки их пересечения,

то, когда величина угла поворота достигнет 180°, вращающаяся

Рис. 49.

Ь

А(

с

Рис. 50.
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прямая займет свое первоначальное положение, так что неограни¬
ченно большим угол между двумя прямыми быть не может1).

По-другому обстоит дело в геометрии Галилея. Прежде всего,
там имеются, так сказать, «параллельные точки», т. е. такие точки,

которые нельзя соединить никакой (обыкно¬
венной!) прямой; правда, эти точки (см.,
например, рис. 51) можно соединить особой

прямой, но особая прямая геометрии Галилея

существенно отлична от обыкновенной пря¬

мой, не «равна» ей. С другой стороны, угол

между двумя прямыми в геометрии Галилея

может быть сколь угодно велик:' мы

можем провести через точку Q пересечения

прямых а и b такую прямую Ьъ что

aQb = bQbi, затем такую прямую Ьг,
что 2/bQb1=^b1Qb2; затем такую прямую

^ £3) что ZbiQb2 = Ab2Qbs, и т. д. —и каж-

х дый раз это будет новая прямая, более

«удаленная» от исходной прямой а (т. е.

составляющая с прямой а больший угол),
чем все предшествующие (ср. рис. 52, а и б,

относящиеся к точкам одной прямой q и к прямым, проходящим через

одну точку Q). Все это создает новую ситуацию, характеризующуюся

I
I

}а
I
I
1

\в
I
I
I

Рис. 51.

полной аналогией свойств точек и свойств прямых— аналогией, про¬
являющейся в том, что заменив в какой-либо теореме геометрии
Галилея слово «точка» словом «.прямая» и наоборот, слово «расстоя•

4) Правда, в тригонометрии рассматривают углы сколь угодно большой

величины; однако эти углы не определяются просто парой прямых—«сторон»
угла; поэтому они не аналогичны отрезкам, для задания которых достаточно
указать пару точек—«концов» рассматриваемого отрезка.
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ниеъ словом «угол», и наоборот, выражение «лежит На» выражением

«проходит через» w наоборот, жб/ придем к новой теореме, которая
тоже будет верной, если только была верна исходная теорема.

Выделенное курсивом утверждение (на вопросе о строгом обо¬

сновании которого мы остановимся ниже) носит название принципа

двойственности, а теоремы, получаемые одна из другой с по¬

мощью этого принципа,— двойственными друг другу теоремами.
Этот принцип проливает новый свет на некоторые из известных нам

ранее фактов. Так, мы знаем, что в геометрии Галилея, как и в

обычной геометрии Евклида, «отклонение» двух прямых друг от

друга оценивается величиной образованного этими прямыми угла;
если же этот угол равен нулю, т. е. прямые параллельны, то наряду
с углом возникает еще одна мера «степени отклонения» прямых,

а именно расстояние между ними. Аналогично этому «отклонение»

друг от друга двух точек характеризуется расстоянием между ними;
если же это расстояние равно нулю, т. е. точки принадлежат од¬

ной особой прямой (этот случай родствен случаю параллельности пря¬
мых), в качестве новой меры «отклонения» точек появляется особое

расстояние, измеряющееся совсем в других единицах, чем обыкно¬

венное расстояние.

Но главным достоинством принципа двойственности является то,

что с его помощью можно выводить новые теоремы из уже известных.

Так, например, ясно, что относящиеся к произвольному треугольнику
формулы

a -J- b = с и А -р В = С

двойственны друг другу, так что зная одну из них, мы могли бы

смело предсказать и другую. В некоторых случаях полученная таким

образом новая теорема может и совпасть с исходной: так, заменив

а Ъ с
■

л

в соотношениях стороны углами и наоборот, мы придем

ABC -

к равенствам ,
лишь формой отличающимся от первона¬

чальных. Однако в большинстве случаев теорема, двойственная

какой-либо теореме геометрии Галилея, будет выражать совершенно
новый факт, который без использования принципа двойственности
мог бы остаться незамеченным.

Ценность принципа двойственности легко продемонстрировать на

примерах. Мы уже знаем, что в равнобедренном треугольнике ABC,
в котором АС =ВС, опущенная из вершины С высота (особая пря¬
мая) CF совпадает с проведенной из той же вершины медианой;

биссектриса же угла С отлична от медианы (и высоты). Последнее
утверждение можно еще уточнить. Совпадение медианы CF треуголь¬
ника ABC с высотой означает, что прямая CF особая, т. е. что

середина F стороны АВ, так сказать, «параллельна» вершине С
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(рис. 53). Но середине F стороны АВ треугольника по принципу
двойственности отвечает биссектриса / угла С; поэтому «параллель¬
ности» точек С и F двойственно утверждение о параллельности

прямых с и /. Таким образом, мы приходим к следующему утвер¬
ждению: биссектриса / угла С при вершине

равнобедренного (или равноугольного—см.
выше, стр. 65) треугольника ABC, парал¬
лельна основанию АВ=с этого треуголь¬
ника. Для доказательства этого утверж¬

дения достаточно заметить, что биссек¬

триса /делит пополам заключенный между

сторонами угла С отрезок АР особой

прямой, и поскольку прямая FC является

средней линией треугольника АВР (ибо
FC^AP и AF=FB), то прямая / является

средней линией того же треугольника
АВР (так как она делит пополам его

стороны ВР и АР) и, значит, f\\BA.
В поисках дальнейших примеров мы

-

обратимся к свойствам параллелограммов и

трапеций. Ясно, что если противоположные

стороны четырехугольника ABCD плоскости Галилея параллельны

(такой четырехугольник мы и здесь будем называть параллело¬

граммом), то противоположные стороны его равны (рис. 54, а);

далее, диагонали АС и BD параллелограмма ABCD в точке пересече¬
ния Q делятся пополам (заметим, что «галилеево» содержание послед¬

ней. теоремы ничем не отличается от содержания той же теоремы в

геометрии Евклида!). Двойственным параллелограмму объектом

геометрии Галилея является четырехугольник ABCD, противополож¬
ные вершины Л и С, В и D которого «параллельны», т. е. такой,
что АС и BD-r-особые прямые (рис. 54, б); обладающий таким

свойством (обязательно самопересекающийся!) четырехугольник ABCD
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со сторонами АВ = а, ВС = Ь, CD = с, DA = d мы назовем анти¬

параллелограммом. Ясно, что противоположные углы анти¬

параллелограмма равны (т. е. А=С, B = D)\ этот факт, двойствен¬
ный равенству противоположных сторон параллелограмма, с очевид¬
ностью вытекает из самого определения величины угла в геометрии
Галилея. Далее, диагоналям АС и BD параллелограмма ABCD,
соединяющим противоположные вершины А и С, В и D, отвечают'

точки Е и F пересечения противоположных сторон а и с, Ъ и d

антипараллелограмма ABCD; при этом длинам диагоналей АС и BD

параллелограмма в антипараллелограмме отвечают величины углов
аЕс и bFd. Точке Q пересечения диагоналей АС и BD параллело¬
грамма отвечает прямая q = EF; утверждению о том, что точка Q
делит диагонали АС и BD пополам, двойственна следующая теорема:

прямая EF, соединяющая точки Е и F пересечения противоположных

сторон антипараллелограмма, делит углы между противоположными

сторонами пополам. Для доказательства этой теоремы достаточно

провести особую прямую через точку Е и заметить, что отрезок
UV этой прямой, заключенный между прямыми bud, делится

в точке Е пополам (это следует из равенства противоположных углов
антипараллелограмма). Отсюда- следует, что Z^bFq = /_qFd\ но

тогда и /jiEq = qEc, так как aEq = bFq -(- аВЬ и

/^qEc = Z.qFd-\- /' dDc.

Трапецией мы, как обычно, будем называть четырехугольник
ABCD, противоположные стороны АВ и DC которого параллельны
(рис. 55, а). Так как трапеция плоскости Галилея является и евкли¬

довой трапецией, то средняя линия MN трапеции ABCD (соединя¬
ющая середины М и N боковых сторон AD и ВС) параллельна
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основаниям АВ и DC и равна их полусумме1). Четырехугольник ABCD
плоскости Галилея со сторонами АВ= а, BC= b, CD = c, DA==d,
две противоположные вершины В и D которого «параллельны»

(т. е. такой, что BD—особая прямая; рис. 55, б), мы назовем

антитрапецией. Боковым сторонам ВС и DA трапеции ABCD
отвечают вершины С и А антитрапеции ABCD, а серединам N и М

боковых сторон трапеции—биссектрисы n = CS и /я = А£ углов С

и Л антитрапеции, пересекающиеся в точке S. Параллельности сред¬
ней линии MN трапеции ABCD ее основаниям АВ и CD. двойственно

утверждение о том, что тонка S пересечения биссектрис тип

углов А и С антитрапеции ABCD «параллельна» вершинам В и D,
т. е. принадлежит особой прямой BD,— но это очевидно, ибо в силу

определения биссектрисы угла в геометрии Галилея прямые AS и CS

делят отрезок BD пополам. Утверждению же о том, что средняя

линия MN трапеции равна полусумме оснований АВ и DC, двойст¬
венна теорема о том, что угол mSn равен полусумме углов аВЬ и

dDc антитрапеции:

/_mSn =^ ^aBb +^Z.dDc ( =4 Se6 + TS^)'
[Последнее вытекает из того, что в обозначениях рис. 55, б

Ж1 =Ж1—1^1= Ж1~Т\в1=Ж1—±(Ж1—Ж1) =

—

~2 ABi + ~2 ADX\

здесь BJD^BD— особая прямая.] Частным случаем этой теоремы
является утверждение о том, что в треугольнике ABC (который
можно рассматривать как «вырожденную антитрапецию» АВСР, где

ВР—высота треугольника) биссектрисы AS и CS углов А и С пере¬
секаются в точке S высоты ВР (эта точка, очевидно, делит высоту
ВР пополам) и образуют угол, равный половине угла В треугольника

(ибо на рис. 56, a ASX = ^ АВХ\ ср. с теоремой о средней линии

треугольника, рис. 56, б).

Теперь нам уже нетрудно сообразить, какой теореме отвечает

в силу принципа двойственности теорема о точке пересечения медиан

х) Так как MN \\ АВ \\CD, то это свойство трапеции является одновре¬

менно «евклидовым» и «галилеевым»: ведь оно равносильно утверждению, что

прямые KQ || AD и LQ || СВ, проведенные через середины К и L оснований А В

и CD трапеции, пересекаются на средней линии MN (ибо при этом, в силу

свойств параллелограмма, MN = MQ+QN = АК+CL =^ АВ +^ DC), — а

все фигурирующие в этом утверждении понятия имеют и «галилеев» смысл!
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треугольника. Серединам D, Е и F сторон ВС, СА и треуголь¬
ника ABC отвечают в силу принципа двойственности биссектрисы
d = AU, e = BV и f=CW его углов Л, В и С (ср. рис. 57, а и б);
прямым i4D, ££ и CF—точки (J, V и W пересечения биссектрис

а) Б)
Рис. 56.

треугольника ABC с его противоположными сторонами. Поэтому
теореме о том, что медианы AD, BE и CF треугольника ABC пере¬
секаются в одной точке М (рис. 57, а), двойственно утверждение
о том, что точки U\ V и W принадлежат одной прямой m (рис. 57, б).
При этом, так как

AM\MD= BM\ME = CM:MF= 2'A,
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то в силу принципа двойственности должно быть также

/_ aUm\ mUd = bVm:/_mVe = cWm\ тЩ/= 2:1

— тонки пересенения биссектрис (неравнобедрённого 1)f) треугольника
ABC' с противоположными сторонами принадлежат одной прямой m,

которая делит углы, образованные биссектрисами с противополож¬
ными сторонами треугольника, в отношении 2:1, снитая от стороны.

Это и есть то свойство биссектрис треугольника в7 геометрии Гали¬

лея, с упоминания о котором мы начали этот параграф.

б)
х

Рис. 58.

Для того чтобы доказать это свойство биссектрис треугольника,
вспомним доказательство теоремы о медианах2). Прежде всего по¬

кажем, что медианы AD и BE треугольника ABC делятся в точке

пересечения М в отношении AM\MD = BM\ME — 2:1. Для этого

соединим середины D-и Е .сторон ВС и СА с серединой N отрезка СМ

(рис. 58, а\ пока мы не можем'утверждать, что-отрезок СМ при¬
надлежит медиане CF треугольника). Так как отрезки DN и EN

служат средними линиями треугольников ВМС и СМА, то DN\\BE
и EN\\AD, так что четырехугольник MDNE—параллелограмм. Отсюда

DM = NET~~ ЖА и ЕМ = ND = ~ MB,

что и требовалось доказать. А так как это рассуждение сохраняет

силу для любых двух медиан треугольника, то каждые две из них

делятся в точке пересечения в отношении 2:1, считая от вершины;
отсюда уже вытекает, что все три медианы пересекаются в одной

*) Если треугольник ABC равнобедренный: АС = ВС, то прямая т, про¬

ходящая через точки пересечения биссектрис AU и BV углов А и В с проти¬
воположными сторонами, параллельна основанию А В треугольника и биссек¬

трисе угла при вершине С (ср. выше, стр. 64, в частности, рис. 43).

2) См. Киселев [4], п. 143.
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точке (ибо обе медианы, BE и CF, пересекают медиану AD в такой

точке М, что AM-.MD = 2:1).
«Обратим» теперь это рассуждение, заменив в нем точки прямыми

и наоборот и отрезки углами и наоборот. Обозначим через т пря¬

мую UV, где U и V—точки пересечения биссектрис d = AU и e = BV

треугольника с противоположными сторонами. Пусть п—биссектриса

угла mW^, образованного прямой т со стороной АВ = с треуголь¬
ника ABC (рис. 58, б; пока мы еще не можем утверждать, что точка Wx
совпадает с точкой W пересечения биссектрисы /угла С со стороной с);
точки пересечения прямой п с биссектрисами d не обозначим через R
и 5. Так как точки R и S, будучи точками пересечения биссектрис
dun, соответственно е и я, треугольников AVW1 и BUWly при¬

надлежат их высотам VP и UQ (ср. стр. 74 и рис. 56, а), то (само-

пересекающийся) четырехугольник RUVS—антипараллелограмм; поэ¬

тому ^/mUd = 1 и /.mVt = /_dRii. А теперь, применяя к треу¬
гольникам AVW± и BUW1 теорему о величине угла между биссек¬

трисами треугольника, без труда получаем, что

/_dUm = /_nSe = ~ j/mUcL и /_ eVm = nRd = у /_mVb,

т. е. что прямая т делит углы, образованные биссектрисами due
с противоположными сторанами треугольника в отношении 2:1, считая

от стороны. Наконец, так как прямая UW=mlJ где W—точка пе¬

ресечения биссектрисы f=CW угла С со стороной АВ= с, в силу
точно такого же рассуждения также обладает тем свойством, что

/_aUmx\^/m1Ud = 2:\, то она совпадает с прямой m = UV, т. е.

точки U, V и W принадлежат одной прямой m такой, что

aUm: mUd = bVm\ /mVe = ^eWm\^mWf— 2:1.

Это доказательство «теоремы о биссектрисах» треугольника пло¬

скости Галилея весьма поучительно—ведь оно представляет собой

совершенно точное «обращение» (в смысле принципа двойственности)
доказательства теоремы о медианах. Последнее обстоятельство

раскрывает новые черты самого принципа двойственности— оказы¬

вается, что не только формулировки двойственных друг другу

теорем можно получить одну из другой с помощью чисто словесных

«преобразований» (заменой слова «точка» словом «прямая» и т. д.),
но и доказательства двойственных теорем получаются одно
из другого точно таким же образом! Для того чтобы понять при¬

чины этого, следует вспомнить, какой смысл имеет в геометрии само

понятие «доказательства» (теоремы); обсуждение связанных с этим

вопросов не“только поможет глубже понять обстоятельства, обусло¬
вливающие принцип двойственности, но и позволит дать этому

принципу полноценное обоснование, в то время как до сих пор
мы ограничивались лишь иллюстрациями этого принципа,— правда,
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иллюстрациями весьма выразительными, но доказательной силы,
строго говоря, все же не имеющими.

Хорошо известно, что общий путь доказательства всех ^геомет¬

рических теорем состоит в следующем. С помощью чисто логических

умозаключений интересующая нас теорема сводится к каким-то новым,
более простым, чем первоначальная; получаемые таким путем новые

теоремы также сводятся к более простым и т. д.— до тех пор, пока

мы не придем к простейшим геометрическим теоремам, называемым

аксиомами и принимаемым без доказательства. [В реальной прак¬
тике доказательства теорем их чаще всего сводят не непосредственно
к аксиомам, а к известным ранее .теоремам; но это ничего не меняет

в описанной схеме—просто здесь опускается, как уже известная,

некоторая часть всей цепочки дедуктивных умозаключений (выводов).]
Но в геометрии Галилея основные свойства точек и прямых, расстоя¬
ний и углов совершенно равноправны; это означает, что,

заменив в формулировке любой аксиомы слово «точка» словом

«прямая» и т. д., мы получим также справедливое утверждение: так,
например, аксиоме идее прямые имеют не более одной общей точки»

(рис. 59, а) отвечает утверждение «две точки можно соединить не

более чем одной (обыкновенной) прямой» (рис. 59, б); аксиоме
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параллельности, утверждающей, что через каждую точку А,
лежащую вне прямой а, можно провести единственную прямую /,
не пересекающую а (рис. 59, в),—утверждение о том, что на каждой

(обыкновенной) прямой а, не проходящей через точку Л, существует
единственная точка L, которую нельзя соединить с А (обыкновенной)
прямой (рис. 59, г), и т. д. Отсюда следует, что при такой же за¬

мене одних слов другими каждая теорема геометрии Галилея

переходит в другую, также верную: в самом деле, эту новую теорему
можно доказать аналогично исходной, заменив во всем рассуждении
слово «точка» словом «прямая» и т. д.— только это рассуждение
приведет не к тем же аксиомам, что и первоначальное доказательство,
а к двойственным им предложениям (аксиомам), которые тоже спра¬
ведливы. Причем это совершенно общее рассуждение избавляет нас

даже от необходимости доказывать отдельно двойственные друг

другу теоремы: доказав одну из них, мы автоматически

убеждаемся и в справедливости второй; поэтому все проведенные
выше доказательства теорем, двойственных известным теоремам

геометрии Галилея, можно считать излишними!

Вот еще одно доказательство сформулированной на стр. 76 теоремы
о точках пересечения биссектрис треугольника плоскости Галилея с проти¬

воположными сторонами. Хорошо известно, что теорема о точке пересечения

А А

а) 6)
Рис. 60.

медиан (равно справедливая в геометрии Евклида и в геометрии Галилея!)
является непосредственным следствием так называемой теоремы Ч е в а, в

силу которой три прямые AU, BV и CU7, проходящие через вершины треу¬
гольника ABC и пересекающие противоположные стороны в точках U, V
и W (рис. 60, а), в том и только в том случае пересекаются в одной точке

(или параллельны между собой), когда

,AW BU СУ

WB
'

UC'VА
="

’

где отрезки AW и WB, BU и UC> CV и VА считаются направленными,

ср. выше, стр. 29*). [Из этой же теоремы вытекает и (евклидова) теорема

*) См., например, §73 книги Перепелкина [5] или задачу 57 б) книги

Я г л о м а [9]. (В дальнейшем мы во всех случаях, где это не может вызвать

недоразумений, будем обозначать направленный отрезок с концами А и В
просто через А В, без черточки сверху!)
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о точке пересечения биссектрис треугольника: ведь если AU, ВV и CW —

евклидовы биссектрисы треугольника ABC с длинами сторон АВ = с, £С = а,

СЛ==6, то AW:WB = b:a, BU :UC = c:b, СУ:УА=а:с и из равенства

AW BU CV___b_ с_ а__
WB

*

UC
'

VА~~ а

9

b
*

с
~~

вытекает, что прямые AU, BV и CW пересекаются в одной точке.] Аналогично
этому принадлежность трех точек U, У и W рис. 57, б одной прямой является

следствием теоремы Менелая, в силу которой точки £/, V и W, при-
надлежащие сторонам ВС, СА и АВ треугольника ABC (рис. 60, б), в том

и только в том случае принадлежат одной прямой, когда

AW BU СУ

BW
'

CU
'

АУ
~

(здесь также отрезки AW и BW, BU и CU, СУ иАУ считаются н а п р а в-

ленными)1). В самом деле, если на рис. 57,6 АВ =dAQ = c, ВС =йдС= а,

СА=с1сд = Ь (где а+ 6 + с= 0; обратите внимание на знаки отрезков и углов!),
то в силу соотношений (13) из § 4 (стр. 62; ср. также стр. 65} из рассмотре¬

ния треугольников ABU и ACU заключаем:

BU:AU = £BAU:£ABU и CU :AU = £ UАС: £ UCA.

Но £ BAU = £ UAQ (ибо AU—биссектриса угла А)\ поэтому
BU:CU = £UCA:£ABU=£C:£B=c:b

(см. равенства (13) и (13') из § 4). Аналогично доказывается, что

СУ:АУ= а:с и AW:BW= b:a.

А теперь из равенства

AW BU СУ b с а

BW' CU
'

АУ~ а

‘

b
'

с

сразу следует, что точки U, V и W принадлежат одной прямой.
Укажем еще один изящный пример двойственных друг другу теорем.

Хорошо известно, что прямая, соединяющая точку Р пересечений диагоналей
трапеции ABCD и точку Q пересечения ее непараллельных сторон, делит
попалам основания АВ и CD трапеции (рис. 61, а). [Для доказательства этого

достаточно заметить, что сжатие к точке Q (гомотетия; см. выше, стр. 66 и

рис. 47, а) с коэффициентом = переводит АВ в DC и, значит,

переводит середину М отрезка АВ в середину N отрезка DC; поэтому точки
М и N лежат на одной прямой с центром Q рассматриваемого сжатия (го¬

мотетии). Аналогично этому сжатие к точке Р (гомотетия) с козффи-
РС

циентом &2 = (здесь отрезки надо обязательно считать направленны-
РА

м и, так как отрицательно) переводит отрезок АВ в отрезок CD и середину М

отрезка АВ в середину N отрезка CD\ поэтому и точка Q лежит' на одной

прямой с точками М и N.] Но точке Q пересечения боковых сторон трапеции
A BCD по принципу двойственности отвечает прямая q, соединяющая противопо¬

ложные (и не «параллельные») вершины Л и С антитрапеции A BCD; точке Р пере¬
сечения диагоналей трапеции отвечает прямая р, соединяющая точки пересечения

См. § 64 книги Перепелки на [5] или задачу 57 а) книги Я г л о м а [9].
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противоположных сторон антитрапеции; серединам М и N оснований трапеции
отвечают биссектрисы тип углов В и D антитрапеции (рис. 61, 6). Таким
образом, в силу принципа двойственности мы можем утверждать, что (обыкно¬
венная) прямая q = АС, соединяющая противоположные вершины А и С антитра¬
пеции A BCD, прямая р, соединяющая точки пересечения противоположных сторон

антитрапеции, и биссектрисы тип углов В и D пересекаются в одной точке.

Доказательство этой теоремы вытекает из того, что, скажем, сжатие к пря¬
мой р (ср. выше, стр. 67, в частности, рис. 47,6), переводящее точку
В в точку £), переводит угол В антитрапеции в угол D и, следовательно,

переводит биссектрису т угла В в биссектрису п угла D\ поэтому точка

пересечения прямых тип принадлежит прямой р («оси» рассматриваемого
сжатия). Аналогично устанавливается и факт принадлежности точки пересе¬

чения прямых тип прямой q.
Мы рекомендуем читателю самостоятельно придумать другие примеры

двойственных друг другу теорем геометрии Галилея.

Заметим, наконец, что также и намеченное на стр. 77—79 доказатель¬

ство принципа двойственности, в той форме, в какой оно было изложено»

вряд ли кто-либо сочтет полноценным: ведь равноправность основных свойств

точек и прямых в геометрии Галилея, на которой это доказательство бази¬

руется, была лишь проиллюстрирована на отдельных примерах, но не уста¬
новлена с полной (математической) строгостью. Однако доведение этого дока¬
зательства до конца невозможно без апелляции к полному списку аксиом

геометрии Галилея, который вряд ли уместно выписывать в книге, многие

читатели которой незнакомы даже с полной аксиоматикой геометрии Евклида
(обычно ведь опускаемой в элементарных учебниках — см., например, книги

[4] или [7]1)!). Поэтому мы вынуждены ограничится здесь вышесказанным,

извинившись перед критически настроенным читателем за (неизбежную) не¬

полноту наших рассуждений.

В заключение этого параграфа скажем несколько слов о механическом

содержании принципа двойственности. К геометрии Галилея мы пришли,

]) Образцы полной системы аксиом планиметрии Евклида читатель может

найти, например, в учебниках Перепелкина [5] и Погорелова [7а]
или в классической монографии Г ильберта [76].
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приняв за точки «события» одномерной кинематики, характеризуемые указа¬
нием места на прямой о и времени; роль движений в нашей геометрии играют
преобразования Галилея. При этом естественным образом определяется «рас¬
стояние» между двумя событиями, измеряемое отвечающим этим событиям

интервалом .времени; для одновременных событий, для которых это «расстоя¬

ние» равно нулю, можно определить новое «расстояние»
—

пространственное
расстояние между соответствующими пунктами прямой о. Далее, два (неодно¬
временных!) события определяют «соединяющее» их равномерное движение

вдоль о, играющее роль прямой нашей геометрии,— и на этой базе строится

содержательная теория, близкая, как мы видели, к евклидовой геометрии.
Но никто не мешает нам пытаться строить и другие геометрические системы,

принимая за точки не события, а другие объекты механики. В частности,
можно объявить «точками» новой геометрической системы всевозможные

равномерные движения по прямой о, отождествляя по-прежнему
с «движениями» получаемой таким образом «геометрии» преобразования
Галилея, состоящие в переходе от одной инерциальной системы отсчета

к другой. При этом в множество равномерных движений также естественно

вводится «метрика»: за «расстояние» между двумя движениями (или «откло¬
нение» одного равномерного движения от другого) можно принять относи¬

тельную скорость, имеющую, как мы знаем, «абсолютный» (т. е. не

зависящий от выбора системы отсчета) смысл; если же два рассматриваемых дви¬
жения имеют одну скорость (т. е. относительная скорость одного из них по от¬

ношению к другому равна нулю), то можно говорить об обычном расстоянии

между движущимися точками, которое в этом случае не меняется с течением

времени. Далее, два равномерных движения (с разными скоростями!) опре¬
деляют единственное «событие», принадлежащее обоим движениям; это со-

быти е в «геометрии равномерных движений» играет роль «прямой». Принцип
двойственности утверждает, что подобная «геометрия равномерных движений»
не будет ничем отличаться от той «геометрии событий», которой посвящена
основная часть этой книги.



ГЛАВА II

ОКРУЖНОСТИ и циклы

§ 6. Определение цикла; радиус и кривизна

В элементарной геометрии рассматриваются свойства фигур
(обычной) плоскости Евклида, ограниченных отрезками прямых и дугами
окружностей (примеры: треугольник, круг, круговой сектор). При
этом окружность плоскости Евклида чаще всего определяют как

множество («геометрическое место») точек, удаленных от фиксиро¬
ванной точки Q на постоянное расстояние г (рис. 62, а)\ реже исполь¬

зуется определение окружности как множества точек, из которых

данный отрезок АВ виден под постоянным (направленным!) углом а

(рис. 62, б). В геометрии Галилея соответствующие два множества

точек не совпадают. Выше мы уже видели, что окружность S

плоскости Галилея—множество точек, удаленных от фиксированной
точки Q на постоянное расстояние г,— является мало интересным

геометрическим образом: это есть просто пара особых прямых

(рис. 63, а). Гораздо больший интерес представляет множество Z

точек М, из которых данный («обыкновенный», т. е. принадлежащий
обыкновенной прямой) отрезок АВ виден под постоянным углом а;
это. множество точек мы назовем циклом.
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Ни в одном из пунктов школьного курса геометрии не проявляется с-такой

отчетливостью как здесь неестественность отказа от понятия направлен¬
ного угла: ведь если считать углы ненаправленными (положительными), то

множество точек М, из которых данный отрезок АВ виден под данным углом а,
приобретает совершенно искусственный вид пары сегментов (рис. 62, в; заметьте,
что это множество точек даже не может быть описано «приличным», т. е. не

слишком сложным, уравнением!). Но если считать углы между прямыми

Рис. 63.

направленными (т. е. зафиксировать направление отсчета положительных

углов, а также условиться считать, что угол между МА и MB—это угол

поворота прямой МА до совмещения ее с прямой MB), то множество точек М

обращается в обыкновенную окружность. Действительно, легко видеть, что

направленный угол между изображенными на рис. 62, б прямыми МгА и МгВ
равен той же величине а, что и направленный угол между прямыми МА и MB,
в то время как направленный угол между изображенными на рис. 62, в пря¬
мыми МХА и МХВ равен —а, поскольку он противоположен по направлению

углу между прямыми МА и MB.

Не представляет никакого труда установить, какой вид имеет

уравнение цикла. Пусть А(аъ а2) и В(ЬЪ Ь2) — две произволь¬

ные точки плоскости Галилея; М(х,у)— такая точка, что /_ АМВ= а.

Ясно, что (см. рис. 63, б) угловые коэффициенты k и kx прямых
МА и MB равны

к = =^х— ах
1

х—0!

и, значит, в силу формулы (8) из § 3 (стр. 54)

1 х—Ьг х—at

Таким образом, координаты всех точек М (xh у), для которых

^/АМВ = а, удовлетворяют уравнению

у—Ьо у—а9
-—тг

— ~ -~-=а
х—Ьх х—а1
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а (х—Ьг) (х— а{) —(х— аг) (у —b2) + (х —Ьх) (у —аг) = 0.

Последнее уравнение можно переписать так:

(Ь1 — а1)у = ах2 + [(£>2—а2) — а(Ь1 + %)] * +а—ахЪг + афг
или

у = ах*-\-2Ьх 4-с, (1)

где
о .

-

о b = brza1—a^i+ ai)
=

aafa —ахЬ2^-а2Ъ1 .

’

2(6!—^)
’

&!—a!
v '

(6Х— ахф 0, поскольку прямая ЛБ является обыкновенной!). Но урав¬
нение (1) нам хорошо известно— оно выражает (евклидову) пара¬

болу.
Таким образом, циклы плоскости Галилея изображаются пара¬

болами (1). Иногда .циклом называют множество точек, описываемое

уравнением
ах2 + 2Ьхх + 2Ь2у + с = 0, (2)

несколько более общим, чем уравнение (1) и приводимым к виду (1),
если Ь2-Ф0, афО. При этом частными случаями «цикла» оказы¬

ваются окружность (пара особых прямых), особая прямая,
обыкновенная прямая. Действительно, окружности соответст¬

вует случай Ь2=0, афО, Ь\—ас > 0; особой прямой —случай

/?2= 0, афО, Ь\—ас = О2) или же случай а=Ь2= 0, Ь^ФО; обыкно¬

венной прямой— случай а = 0, Ъ2ф 0. [Аналогично этому и уравне¬
ние евклидовой окружности (уравнение (2') из § 1 Введения, стр. 17)
можно записать в виде

а (*2 +у*) + 2Ъгх + 2Ь2у + с = 0, (2')

охватывающим' наряду с окружностями также и прямые линии (слу¬
чай обращения в нуль коэффициента а уравнения).] Понимание тер¬
мина «цикл» в смысле «линия, записываемая уравнением (2)» удобно
потому, что в таком случае верна теорема: через любые три точки

2) Заметим, что х—ах т= 0 и х—Ьх Ф 0, поскольку прямые МА и MB —

обыкновенные (ибо в противном случае «галилеева» угла между этими прямыми
просто не существует).

2) При Ь2 = 0, а Ф 0 уравнение (2) превращается в квадратное уравнение

ах2+ 2Ьух-\-с= 0. Еслиб^—ас > 0 (т. е. корни хг и *2 уравнения—действительные

различные), то это уравнение равносильно совокупности двух уравнений х =хъ и

х=х2, т. е. действительно выражает окружность; если Ъ\—ас= 0 (т. е. корни

уравнения совпадают), то рассматриваемое уравнение выражает особую прямую

(«окружность нулевого радиуса»); если же b\—ас < 0 (т. е. корни уравнения

мнимые), то уравнение ах2-\-2Ь1х+с = 0 вовсе не определяет никакого мно¬
жества точек.
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Л, В, С плоскости Галилея проходит единственный «цикл» (т. е. обык¬

новенный цикл (1), или окружность, или обыкновенная прямая, или

особая прямая; см. рис. 64, а—г). Мы, однако, в дальнейшем всегда

будем употреблять термин «цикл» лишь в смысле линии (1) (евкли¬
довой параболы).

Рис. 64.

Цикл Z определяется тем своим свойством, что все его вписанные

углы, опирающиеся на одну хорду АВ, имеют одно и то же значение а

(ср. рис. 65, а и б, относящиеся к галилееву циклу Z и к евкли¬

довой окружности S). Отсюда можно вывести, что угол между хор-
дой АВ цикла Z и проведенной в конце этой хорды касательной

также равен а: в самом деле, если точку М (рис. 65) устремить к

точке Л, то хорда AM будет стремиться к касательной АТ

в точке Л, а хорда MB— к хорде АВ\ но поскольку все рас¬

сматриваемые прямые AM образуют с прямыми ВМ один и тот же

угол а, то тот же угол а образует касательная АТ с хордой АВ.



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЦИКЛА; РАДИУС И КРИВИЗНА 87

Из последнего же факта в свою очередь следует, что касательные
РА и РВ, проведенные к циклу из одной точки Р, равны между со-

бой — ведь изображенный на рис. 65 треугольник РАВ равнобедрен¬

ный, поскольку его углы при основании АВ равны (см. стр. 65).
Попытаемся теперь определить «радиус» цикла Z. Поскольку ни¬

какого «центра» цикл плоскости Галилея не имеет, мы не можем ис¬

ходить из определения радиуса евклидовой окружности как расстоя¬

ния от его центра до любой из точек —необходим какой-то иной

подход. Радиус г окружности 5 можно также определить как коэф¬
фициент пропорциональности между длиной 5 дуги АВ окружности
и отвечающим этой дуге центральным углом ф= /_AQB, измеренным
в «естественной», т. е. радианной1), мере:

w

(рис. 65, б); однако это определение радиуса также связано с по¬

нятием центра окружности и потому не может быть перенесено на

случай цикла. Однако центральный угол ф можно заменить вписан¬

ным углом ос, равным'его половине; другими словами, можно сказать,

что радиус г окружности S равен отношению длины произвольной

дуги s = АВ к удвоенной величине 2а опирающегося на эту дугу
вписанного угла:

г=ж> <3а>

а свойство вписанного угла окружности сохраняет силу и для цикла

(ведь этим свойством цикл и определяется).
Для того чтобы выделенное курсивом «определение радиуса»

можно было перенести на цикл Z плоскости Галилея, надо только

£
убедиться, что для любой дуги АВ данного цикла Z отношение — ,

где 5 есть длина рассматриваемой дуги, а а —опирающийся на нее

вписанный угол, не зависит от выбора дуги. При этом под длиной 5

дуги АВ произвольной линии Г плоскости Галилея естественно по¬

нимать предел, к которому стремится длина ААг -f- АГА2 + . ..

... -\-Ап_1Ап + АпВ вписанной в АВ ломаной АА1А2. . . АпВ (рис. 66)
при неограниченном уменьшении всех звеньев ломаной. Однако такой

«евклидов» подход оказывается здесь довольно бессодержательным:
легко видеть, что (галилеева!) длина каждой вписанной в дугу АВ

ломаной АА±А2. ..АпВ имеет одно и тоже значение, равное длине

!) Правда, в школьном курсе геометрии радианная мера угла опреде-
5

ляется равносильным (3) равенством ф =—; однако это определение отнюдь

не является единственно возможным: так, например, радианную меру угла

v
sin ф ,

можно определить условием lim — = 1.
ф->0 ф
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хорды АВ1). Поэтому и длину s дуги АВ кривой Г следует считать

равной длине s=dAB хорды АВ.

Заметим теперь, что в силу формул (1а) отношение -г-^— ве-
—ai

личины а вписанного в цикл Z угла, опирающегося на дугу АВ, к

длине s = dAB= bx— а± хорды АВ с концами в точках А(аъ а2) и

Вфъ Ь2), равно коэффициенту а в уравнении (1) цикла. Поэтому,
условившись определять «радиус» г-цикла Z как половину отно¬

шения длины s дуги АВ цикла (или отвечающей этой дуге хорды АВ)
к опирающемуся на АВ вписанному углу а (т. е. той же формулой
(За), которой можно определить и радиус евклидовой окружности!),
мы получим

1 s 1 Ъх—аЛ 1
Г =

-2а
=

2——“IT (Зб>

—радиус г цикла Z равен где а есть коэффициент при х2 в

уравнении (1) цикла. При этом, в противоположность радиусу окруж¬
ности S, радиус цикла Z может быть и положительным и отрицатель¬

ным: циклы положительного радиуса изображаются (евклидовыми) па¬

раболами, уходящими «вверх» (рис. 67, а), а циклы отрицательного

радиуса— параболами, уходящими «вниз» (рис. 67, б).

х) Здесь мы полагаем, что дуга А В кривой Г «нигде не поворачивает назад»

(по отношению к положительному направлению оси Ох, указывающему, как мы

знаем, направление течения времени), т. е. не имеет вида, изображенного на

рис. 66а. [Если кривая Г плоскости Галилея является «гладкой» в том смыс¬

ле, что в каждой ее точке существует касательная прямая (ср. с подстроч¬
ным примечанием1) на стр. 92), то такой вид кривой невозможен (напомним, чтд
особые прямые мы условились исключать из числа прямых).]
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Введя в геометрию «направленные углы» (т. е. углы, взятые с тем или
иным знаком, определяемым как в тригонометрии), мы получим возможность,

задавая радиус г окружности S формулой (3) (или (За)), также считать его

положительным или отрицательным. Однако при этом знак радиуса окруж¬

ности S не будет определяться множеством S точек—он будет зависеть от

выбранного нами направления обхода окружности (а значит, и каж¬

дой- ее дуги длины s), а именно, будет положительным, если это направление

совпадает с направлением вращения часовой стрелки (рис. 68, а), и отрица¬

тельным в противном случае; такое соглашение о знаке радиуса (направленной!)
окружности часто оказывается полезным (ср., например, Я г л о м [31], стр. 480—
482 или Яглом [10], стр. 260). По-иному обстоит дело в случае цикла Z

геометрии Галилея: так как здесь су-
ществует «естественное» направление f
движения по циклу, указываемое на- / У\ /

правлением оси Ох (другими слова- ( пу%. ^ ( п у\ \
ми, направлением течения времени!), I И lB (
то мы имеем возможность установить V J \ /7*
знак радиуса цикла, не фиксируя на- У !/
правление обхода цикла специально.

^ ^ ^

Очевидно, что если радиус г
рис

евклидовой окружности 5 неогра¬
ниченно увеличивается, то окружность все более и более «выпрямляет¬

ся», становится все более и более похожей на прямую, — недаром

прямолинейные дороги на земной поверхности, в действительности

представляющие собой окружности очень большого радиуса, распо¬
ложенные на (сферической!) поверхности земли, мы принимаем за

прямые (рис. 69, а). Напротив, если радиус окружности уменьшается,
окружность становится все менее похожей на прямую, все более

«кривой» (рис. 69, б). На этом основании величину р, обратную ве¬

личине радиуса окружности, называют'ее кривизной; при этом в силу

формулы (За)

х

Рис. 67.

а)

(4)

Аналогично этому и для цикла Z величину р =
— называют кривизной
1
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цикла; в силу формулы (36)

р=±=2^= 2а. (4')

Основанием для наименования «кривизна» здесь также может

Ф
Рис. 69.

служить то, что при г—► оо (т. е. при р —► 0) цикл Z становится

все более похожим на прямую (ср. рис. 70, а и б, на которых изобра-

жен цикл большого радиуса и цикл малого радиуса)1). Заметим еще,
что, подобно двум окружностям одного радиуса, два цикла одного

*) Утверждение о том, что при г-* оо окружность 5 (или цикл Z) ради¬
уса г «неограниченно приближается к прямой»,, имеет следующий строгий
смысл: если радиус г проходящей через точку А и имеющей в этой точке

направление а (т. е. касающейся в точке А прямой а) окружности S (или
цикла Z) неограниченно увеличивается, то расположенный в любой ограничен¬

ной области Ф (содержащей, разумеется, точку А) участок окружности 5
(цикла Z) стремится к отрезку прямой а в том смысле, что расстояние от са¬

мой далекой от а точки этого участка кривой до а стремится к нулю

(см. рис. 69, а и рис. 70, а).
Укажем еще, что если /*-*0 (или р-*оо), то окружность 5 становится

все более похожей на точку (рис. 69, б), а цикл— на особую полупря¬
мую (на луч особой прямой, рис. 70, б).
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радиуса г = могут быть совмещены параллельным переносом (ибо

хорошо известно, что все параболы у = ах2-\-2Ьх-\-с, где а фикси¬
ровано, могут быть получены параллельными переносами из одной

параболы у=ах2).

Выясним теперь механический смысл понятия цикла. Произволь¬
ная кривая Г плоскости Галилея, записываемая уравнением

У= /(х), (5)

отвечает движению (материальной) точки по прямой о, описываемо¬

му следующим законом изменения положения (#) точки на прямой
с течением времени t1):

*=/(*)• (5')

Циклу Z отвечает специальный вид движения (5'):

x = ai* + 2bt + c. ,(Г)

Но хорошо известно, что такая зависимость пути от времени ха¬

рактеризует равноускоренное (или равнозамедленное) движе¬
ние. В самом деле, скорость v движения (1') в момент времени t,

очевидно, равна

Um —= lim [a{t +M?+ <lb(t + M)+c}-(at*+2bt+c)
=

Д*-*0 Д*->0

= ljm
2аШ+а(А<)*+2Ш.

= Пт (2at+ а-At+ 2b)=2at+ 2Ь,

а ускорение w этого движения

«,= lim 41= lim У°У+ы)+щ-{ы+щ
= Иш

At-* О At-* 0 At->0

Таким образом, уравнение (1') описывает равноускоренное
движение точки по прямой о, причем ускорение этого движения

w = 2а

равно кривизне р отвечающего этому движению цикла Z плос~

кости Галилея; в частности, равноускоренные (в собственном смысле

слова) движения отвечают циклам положительной кривизны (рис. 67, а),
а равнозамедленные движения — циклам отрицательной кривизны
(рис. 67, б).

!) Здесь, разумеется, снова надо потребовать, чтобы кривая Г нигде «не

возвращалась назад»,—см. подстрочное примечание на стр. 88.
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Приятие «кривизны» р (а также «радиуса» г) можно определить для
любой линии Г плоскости Евклида или плоскости Галилея. Вот как это

делается. Прямая линия характеризуется своей «прямизной», отсутствием
какого бы ни было «искривления». Последнее утверждение имеет следующий
точный смысл. Назовем касательной к линии Г в ее точке А предель¬
ное положение АТ, к которому стремится секущая AM при стремлении точ¬
ки М кривой к точке А (рис. 71; утверждение, что прямая AM стремится

к прямой АТ, означает, что £МАТ -*0). [Это
определение касательной уже использовалось
выше при доказательстве теоремы об угле между
хордой цикла и касательной к циклу в конце

этой хорды *).] Естественно считать, что ка¬

сательная АТ указывает «направление» линии

Г в точке А. Последнее утверждение можно об¬

основать следующими механическими сообра¬
жениями (ср. ниже, стр. 97): если (материаль¬
ная) точка двигается по (евклидовой) линии Г

под действием некоторых сил, причем в мо¬

мент времени t, когда точка находится в

пункте Л, на нее прекращают действовать
какие бы то ни было силы (в том числе силы,

«принуждающие» точку двигаться по линии Г),
то далее точка «по инерции» будет двигаться

по прямой АТ а).
«Прямизна» прямой линии I как раз и

выражается в том, что направление прямой во

всех ее точках остается одним и тем же; это означает, что во всех точках

будет одной и той же касательная к прямой (совпадающая, очевидно,
с самой прямой). Что же касается всех остальных ^линий, то они обладают
большей или меньшей «кривизной», т. е. их направление меняется, являясь

разным в разных точках линии. Количественную оценку «степени кривизны»

доставляет угол поворота касательной: если при сдвиге вдоль

линии Г из точки А в точку В на расстояние wAB
= s касательная повора¬

чивается на угол ф, т. е. угол между касательными АТ и ВТХ в точках Л и В

равен ф3), то «средняя кривизна» рСр линии Г на участке АВ принимается
равной

PepНг- да s=^AB и ф= АТ' (AT'WBTJ (6)

(рис. 71). Ясно, что участки линии Г, которым отвечает большая средняя

кривизна рср, более искривлены в наглядном смысле этого слова, чем участки

с меньшей средней кривизной (так, изображенная на рис. 71 линия Г име¬

ет большую среднюю кривизну на участке А5, чем на участке Аф-^); если

*) Здесь и далее мы ограничиваемся лишь рассмотрением достаточно «глад¬

ких» линий Г, в каждой точке которых определена касательная АТ (которой
ведь нет в «угловых точках» кривой) и кривизна р.

2) Другими словами, если закон движения материальной точки по линии Г

имеет вид r = r{t), где г =ОМ— радиус-вектор подвижной точки, a t — вре¬

мя, то мгновенная скорость я=-^- этой точки в момент t направ¬

лена по касательной к линии Г.

3) Здесь мы считаем, что участок АВ линии Г выбран так, что при дви¬
жении точки по этому участку в направлении от А к В касательная к Г

поворачивается все время в одном и том же направлении (ср. с подстрочным
примечанием на стр. 30).
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средняя кривизна рср линии Г на участке АВ равна нулю, то линия на этом

участке является прямолинейной. Кривизной же р линии Г в точке А назы¬
вают «скорость поворота касательной» в этой точке, иными словами, предел,
к которому стремится средняя кривизна рср на участке AM при стремлении
М к А:

р= lim
, Где As=~ AM и &w=£TATo (АТо\\МТв) (6а)

As О AS

(рис. 71; ср. выше, стр. 29—30), а ее радиусом г в той же точке — величину,
обратную кривизне:

р=4- (7)

Рассмотрим теперь (евклидову!) окружность 5 (рис. 72, а). Эта окруж¬
ность «устроена одинаково во всех своих точках» (на точном смысле этого

интуитивно ясного утверждения мы еще остановимся в следующем пара¬
графе). По этой причине кривизна р окружности S во всех ее точках является
одной и той же (причем кривизна тем больше, чем меньше радиус окруж¬
ности— ср. выше стр'. 89 и рис. 69, а, б). И в самом деле, в силу формулы
(6) средняя кривизна рСр окружности 5 радиуса г на ее участке АВ равна

—

, где (см. выше рис. 65, б) <р = £ТАТ' = £ТРТг (здесь AT'WBTJ, или, в

силу теоремы о внешнем угле треугольника, ф =2</РЛБ = 2а; s = ^-'AB =
= r£AQB = r-2£AMB = r-2a= r(p. Таким образом, средняя кривизна

О =-5L = _i_ = JL
РСр S /*ф Г4

окружности 5 радиуса г является одной и той же на любом участке АВ ок¬

ружности, откуда следует, что в любой точке А окружности

р=1:г

(ср. с формулой (4), которой мы выше определяли кривизну окруж¬

ности).
Обратимся теперь к геометрии Галилея. Среднюю кривизну рср линии Г

на ее участке АВ и ее кривизну р в точке А мы определим теми же форму¬
лами (6) и (6а), только длину дуги s и угол ф мы будем теперь понимать

в «галилеевом» смысле (в частности, длина s дуги АВ будет совпадать
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с длиной хорды АВ !)). Но если линия Г является циклом Z (см. рис. 72, б),
то средняя кривизна рСр на участке АВ равна— , где s = AB, а ф=</7,Л7,' =

= ^тТРТ1 (здесь AT'WBT-l). А так как из «формулы углов» (12) § 4 (стр. 61),
примененной к треугольнику АВР, легко получить, что

£АРВ=2£РАВ = 2а,

где угол а= £РАВ = £АВР равен, как мы знаем, вписанному углу £АМВ
цикла Z, опирающемуся на дугу АВ, то окончательно имеем

Ф 2а
п

Рср=т=1—2а-
где а—коэффициент при х2 в уравнении (1) цикла Z. Мы видим, что сред¬
няя кривизна рср = 2а цикла Z на его участке АВ не зависит от выбора
дуги АВ\ поэтому и кривизна р цикла Z в любой его точке А будет одной
и той же:

р = 2а. (7а)

Если теперь, руководствуясь формулой (7), назвать величину /*, обратную
кривизне р цикла, его радиусом, то будем иметь

Полученные таким путем определения кривизны (евклидовой) окружнос¬
ти 5 и (галилеева) цикла Z позволяют по-новому подойти к определению

кривизны р и радиуса г произвольной кривой Г (плоскости Евклида

или плоскости Галилея) в любой ее точке. Рассмотрим все окружности

(соответственно, все циклы), проходящие через точку А линии Г и имею¬

щие в этой точке то же направление, что и Г (другими словами, каса¬

ющиеся в точке А касательной АТ==а линии Г). Среди всех этих окруж¬

ностей (или циклов) выберем ту линию 50 (или Z0), которая теснее всего

примыкает к Г (рис. 73, а и б); например, можно потребовать, чтобы для
любой другой окружности 5 (цикла Z) расстояние ММ между (достаточно
близкими к А) точками М и М' линий Г и 5 (или Г и Z), проектирующи-

х) См. подстрочное примечание на стр. 88.
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мися в одну точку N прямой а, было больше расстояния ММо между соот¬

ветствующими точками М и Мо линий Г и 50 (или Г и Z0). Окружность 50
(соответственно, цикл Z0) называется соприкасающейся окружностью (соприка¬

сающимся циклом) линии Г в точке Л, а ее кривизна Р="~* (или р = 2а) —

кривизной линии Г в точке Л. Естественно назвать также радиус г

окружности S0 (цикла Z0) радиусом (или радиусом кривизны) линии Г в

точке А1).
Нетрудно указать аналитические формулы для вычисления кривизны р

и радиуса кривизны г линии y= f(х) в данной точке Л (х, у). Действительно,
угловой коэффициент k касательной к кривой y = f(x) в точке Л (я, у) равен}

а) 6)
Рис. 74.

как известно, производной f' (*) функции f (х)\ поэтому единичный (имеющий

единичную длину) вектор иТ0 касательной к кривой y= f(x) в точке

и / ч / 1 /' (х) \
А (х, у) имеет координаты ( ,

,
- ) в случае евкли-

\/1+[/'(*>]* Vi+wm2)
довой геометрии и координаты (1, /'(*)) в геометрии Галилея. Рассмотрим

теперь два таких вектора ОТ0 и ОТо, отвечающих касательным АТ и АгТг
в соседних точках Л (*, у) и Лх (хъ yj кривой y= f(x) (рис. 74, а, б); тогда

угол A(p=Z Т0ОТ'о будет равен «дуге» Т0Т'0 единичной окружности S0 с цент¬

ром О. Обозначим координаты (хъ уг) точки Лх через х-\-Ах и у-\-Ау =
= f(x-{- Ах) « f (x)-\-f' (x) Ajc; тогда длина As дуги ААг будет равна Ал: в га-

лилеевом случае и будет примерно равна (Ах)2 + (Ay)2 « 1 + [/' (х)]2 Ах
в евклидовом случае, а угол Аф (или дуга _ T0Ti окружность S0)—

П*+А*)-П*)*Г (*)Д*

*) Если ни одна из рассматриваемых окружностей 5 (ни один из рас¬
сматриваемых циклов Z) не примыкает к линии Г «теснее», чем касатель¬

ная ЛТ = а, то роль «соприкасающейся окружности» 50 («соприкасающегося
цикла» Z0) играет прямая а; в этом случае полагают, что кривизна р ли¬

нии Г в точке Л равна нулю (а радиус г обращается в бесконечность).
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в галилеевом случае и гораздо более сложному выражению

т/7~ 1 1 I2 , I Г (*+ Ах) f'(x)
Y Vi+[n*+A*)P VЖ/W/ IV ЖГ(*+Д*)Р /ж/'(*)Р/~

.. \f"(x)Ax\
~

l+irwp

в евклидовом случае1). Отсюда без труда получаем, что в геометрии Галилея

кривизна р= lim А? и радиус кривизны г = 1- линии y
= f(x) в точке

As -* о As р
А (х, у) выражаются простыми формулами

р= Г(х) и r=I=pL., (8)

в то время как в геометрии Евклида соответствующие формулы сложнее *):

„= 1П*л 1 _V{i+[f мр}3
K{i+irwp}3 P_ l/'WI

* 1 '

Из формул (8') и (8) можно снова вывести, что кривизна окружности

х2-\-у2 = г2 в любой ее точке равна—, а кривизна цикла у= ах2-{-2Ьх-\-с

равна 2а. Более того, исходя из этих формул можно установить, что

только окружности плоскости Евклида и циклы плоскости Галилея имеют

во всех своих точках одну и ту же кривизну; однако при этом к числу

окружностей (и циклов) в качестве их предельного случая линий нулевой
кривизны (или «бесконечно большого радиуса») надо причислять и (обыкно¬
венные) прямые. Так, например, ясно, что если для линии y=zf(x) плоскости

Галилея

р = /" {х) = const,

то уравнение линии имеет вид

У=~2 P*2+Ci*+Ci2*

где сг и с2—произвольные постоянные, т. е. эта линия является циклом.

Вообще, любая линия Г плоскости Евклида или плоскости Галилея полностью

(другими словами, «с точностью до положения на плоскости») определяется
заданием своей кривизны во всех точках линии, т. е. уравнением

p= p(s), (9)

где р—кривизна линии Г в (переменной) точке Л, as—длина дуги QA линии Г,
отсчитываемая от произвольно выбранного на линии «начала отсчета длин

дуг» Q. Последнее утверждение составляет содержание т е^о р е м ы о нату¬

ральном уравнении («натуральным уравнением» кривой Г называют

2) Ср., например, Дубнов [35], п. 66, в частности, формулу (380')
и задачу 353.
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уравнение (9)), которую по достоинству считают «самой главной» теоремой
теории (кривых) линий плоскости Евклида'(или плоскости Галилея)1).

Нетрудно понять, что .в механической интерпретации геометрий Галилея

кривизна р±= у" (я) в точке А (.к, у) кривой Г, определяемой уравнением y— f (я),
d%x

.соответствует мгновенному ускорению w=-(в момент времени t)

материальной точки, движущейся по прямой о по закону x=f(t). Ясно также,
что соприкасающийся цикл Z0 кривой Г в точке А соответствует равно¬
ускоренному движению материальной точки, причем (постояннре!) уско¬
рение, мгновенная скорость и положение этой точки йа прямой о в момент

времени t совпадают соответстйенно с мгновенным, ускорением w (выражаю¬
щимся кривизной соприкасающегося цикла Z0, т. е. удвоенным коэффициентом
при хй в уравнении этого цикла), мгновенной скоростью v и положением f (t)
на прямой о в момент времени Сточки, движущейся по закону x=f (t). Здесь
уместно вспомнить, что касательная а к линии Г в точке А соответствует
равномерному движению со скоростью v, равной мгновенной скорости
в данный момент (выражаемой угловым коэффициентом касательной). Отсюда
следует, что угловой коэффициент k=v касательной к линии Г не имеет

геометрического смысла в геометрии Галилея (ибо он, очевидно, меняется при

«повороте» кривой), а кривизна p=w и радиус r= 1 : р соприкасающегося цик¬
ла геометрический смысл имеют (ибо величина w имеет механический смысл).

В силу «3-го закона Ньютона»

f = mw,

где т—масса материальной точки, а /—действующая на нее сила, «кривизна»
p = tw лишь постоянным множителем т отличается от действующей на точку

силы. Таким образом, «теорема о натуральном уравнении» геометрии Галилея
сводится к утверждению о том, что движение материальной точки по прямой о
полностью определяется действующими на нее силами f (пропорциональными

«кривизне» р = до= ^-); фундаментальное значение этого факта в механике

проливает дополнительный свет на роль «теоремы в натуральном уравнении»
в теории кривых.

В заключение этого параграфа укажем, что поскольку кривизна

р= lim ^2 любой кривой Г определяется через отношение угла к длине
As -* о As

дуги («расстоянию»), а радиус кривизны /* =JL= lim сводится к отно-

р д<р-»- о Аф
шению длины дуги к углу, то любое преобразование подобия плоскости Евклида

2) Ср., например, п. 67 указанной выше книги Дубнова [35]. [В гео¬

метрии Галилея в силу формулы (8) линия y
= f(x), задаваемая своим «на¬

туральным уравнением» rW=P= P(s) (или Г(*) = Р(*)» поскольку" «длина

дуги» Q/4, nieQ= Q(0, 6), здесь измеряется значением абсциссы л: точки А (х, у)),
определяется по формуле

У= J [5 Р (*) dx=y0 (х)+с1х+с2,

где постоянные сх и с3 произвольны; ясно, что все такие линии «равны между
собой» в смысле геометрии Галилея.]
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(так же как и преобразование подобия 1 -го рода плоскости Галилея1) с коэф¬
фициентом подобия /г), сохраняющее величину всех углов и умножающее-все

расстояния на /г, в k раз уменьшает (т. е. при k < 1—увеличивает!) кривизну
любой кривой Г и в k раз увеличивает радиус кривизны; так, например, «сжа¬
тие к точке О» (гомотетия) с коэффициентом k переводит окружность 5 или

цикл Z радиуса г в окружность S' (цикл Z') радиуса kr (рис. 75, а, б).

Напротив, каждое преобразование подобия 2-го рода1) плоскости Галилея
с коэффициентом подобия х, сохраняющее величины Есех расстояний и умно¬

жающее величины всех углов на х, в к раз увеличивает (при х< 1 — умень¬
шает!) кривизну любой кривой Г плоскости Галилея и в к раз уменьшает
радиус кривизны; так, например, «сжатие к прямой Ох» с коэффициентом к

переводит цикл Z радиуса г в цикл Z' радиуса — (рис. 75, в).
к

§ 7. Скольжение цикла по себе; диаметры цикла

«Начала» Евклида (см. подстрочное примечание на стр. 39),
о роли которых в истории геометрии мы Говорили выше, начинаются

с «определений» основных объектов геометрии вроде точки, прямой,
линии и поверхности2). В частности, определение 4 Евклида
гласит:

Прямая есть линия, которая равно расположена по отношению

к точкам на ней.

Если как определение эта довольна туманная фраза совершенно

неудовлетворительна, то в качестве описания «самого важного.»

!) См. выше, стр. 66—67.

2) Эти определения мы сегодня считаем самым слабым местом всего заме¬
чательного сочинения Евклида: автор «Начал» не понимал, что, не обладая
еще никакими знаниями по геометрии, нельзя дать ни одного полноценного

определения, так что самые первые понятия геометрии мы должны восприни¬

мать исходя из нашей интуиции, без точных определений (подобно*тому как

самые первые геометрические предложения—аксиомы—мы должны принять
на веру, не доказывая их).
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свойства прямой она вполне удачна: в самом деле, основным свой¬

ством прямой является ее «однородность», то, что любые два (рав¬
ные по длине) отрезка прямой совершенно одинаковы, равны; в этом

смысле ни одна точка прямой ничем не отличается от любой другой
ее точки. Однако это свойство прямой не является характеристиче¬

ским, не выделяет прямую из всех других линий (евклидовой), плос¬

кости, поскольку наряду с прямой им обладает также и окружность,
которая ведь тоже «равно расположена' по отношению к точкам

на ней», тоже однородна: любые две дуги окружности одной длины
'одинаковы (равны), так что любые две точки окружности совершенно
равноправны. «Однородность» прямой или окружности находит свое

выражение в существовании «скольжений вдоль прямой или вдоль

окружности»—движений, совмещающих любую точку А прямой I

(или окружности 5) с любой другой ^ее точкой А' и переводящих

прямую I (окружность S) в себя; роль этих движений играет парал¬
лельный перенос в направлении прямой / (рис. 76, а) или nb-

ворот вокруг центра Q окружности S (рис. 76,6).

Рис. 76.

Ясно, что и прямая / плоскости Галилея допускает подобные
«скольжения по себе»: ведь параллельный перенос (рис. 76, а) яв¬

ляется движением и в геометрии Галилея. Несложно показать, что

и цикл Z плоскости Галилея допускает такие «скольжения по себе».

В самом деле, сдвиг

Xi = X

(10а)
y-L = VX+y

(см. формулы (14а) из

писать так:

§ 2, стр. 40), который можно также за-

у=ух—ъхъ
(Ю'а)



100 ОКРУЖНОСТИ и циклы [гл. II

переводит цикл Z с уравнением

у = ахг (И)

(рис. 76, в) в цикл’ Zx с уравнением

Ух—vxi — ах\,

которое можно переписать так:

Л = аХ'+VXl= а {xl + ^ *1+ 5j) “5 ,

или, окончательно так:

У*+ Га
= а{Х' + йУ- <11а)

Но ясно, что описываемый уравнением (11а) цикл Zx «равен» исход¬

ному циклу Z—он переводится в Z параллельным переносом

x'=xi+£>2а5

У =Л+Е-

(106)

Поэтому преобразование

(12)

складывающееся из сдвига (10а) и параллельного переноса (106),
переводит цикл Z в себя: сдвиг (10а) переводит точку А цикла Z

в точку Ах цикла Z1? а параллельный перенос (106)— точку Аг
в точку А' исходного цикла Z (рис. 76, в). Движение (12) плоскости

Галилея, переводящее цикл Z в себя, называется (задаваемым циклом Z)
циклическим поворотом с коэффициентом v (или «циклическим

поворотом в направлении'цикла Z»)1): При этом поскольку при
сдвиге (10а) каждая точка А плоскости смещается «на нулевое , рас¬
стояние» (т. е. переходит в такую точку Аъ что dAA = 0), а парал¬

лельный перенос (106) смещает каждую точку на расстояние ^
^т. е. переводит точку Аг в такую точку Л', что dAtAf = то

2) Известно, что каждое (собственное!) движение плоскости Евклида пред¬
ставляет собой либо поворот^ либо параллельный перенос (см., например,
книги Перепелкина [5] или Я г л о м а [9]). Аналогично этому можно

показать, что каждое движение плоскости Галилея (см. формулы (1) из

§ 3, стр. 45) представляет собой либо циклический поворот, либо параллель¬
ный перенос; доказательство этого утверждения мы предоставим читателю.
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циклический поворот (12) смещает каждую точку на расстояние

точку А он переводит в такую точку А\ что

dAA> = .АА 2а

Но отсюда следует, что, подобрав соответствующим образом коэф¬
фициент v циклического поворота, мы можем сдвинуть трчку А

цикла Z на любое (положительное или неположительное!) рас¬

стояние d— для этого достаточно положить K-p=d или v = 2ad.

Рис. 77.

Таким образом, каждую точку А цикла Z можно подходящим цик*
лическим поворотом (12) перевести в любую другую точку А' этого

цикла. Можно доказать, что на плоскости Галилея такой «одно¬

родностью» обладают только циклы и прямые линии, подобно

тому как на плоскости Евклида однородностью обладают только

окружности .и прямые1).
При повороте плоскости Евклида, переводящем в себя окруж¬

ность S, каждая точка плоскости смещается по концентрической с S

окружности (рис. 77, а). Аналогично этому при циклическом повороте
плоскости Галилея, задаваемом циклом Z, каждая точка этой пло¬

скости смещается по циклу; «параллельному» Z, т. е. получаемому
из этого цикла «особым» параллельным переносом (т. е. параллель¬
ным переносом в направлении особых прямых). В самом деле, цикл

у = ах*+с, (11')

«параллельный» циклу Z, сдвиг (10а) (или (Ю'а)) переводит в цикл

уг—vxx = axl+ с

г) Ср. выше, стр. 96.
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или (ср. с формулой (11а))

I
V2

2 1 I v'2
I ( I

V \2 I

yi + to
= axi+vx1 + ta+c = a(*l + z) +е,

а параллельный перенос (106) переводит последний цикл в цикл

t /2 .

у = ах + с,

т. е. снова в исходный цикл (11'). Таким образом, циклический пово¬

рот (12) переводит в себя не только цикл Z, но и любой цикл (1Г)
(где с произвольно!), откуда и следует, что все точки плоскости при

этом преобразовании перемещаются по циклам

(1Г) (рис. 77, б). Аналогия между концент¬

рическими окружностями и параллельными
циклами будет далее еще продолжена.

Циклические повороты очень удобны для

доказательства разнообразных свойств цик¬
лов. Мы начнем с уж§ знакомой нам теоре¬

мы, утверждающей, что касательные РА и

РВ, проведенные -к циклу Z из одной точки

Р, равны между собой (ср. выше, стр. 87).
Будем считать, что уравнение цикла Z (рис.78)
имеет вид (11); это условие не является

ограничением, поскольку каждый цикл имеет

уравнение (11) в некоторой специально подо¬

бранной системе координат1). Произведем ци¬

клический поворот (12), переводящий цикл Z

в себя' и совмещающий точку Р с точкой Р' оси Оу. [В общем случае
придется произвести циклический поворот, переводящий цикл Z

в себя и совмещающий точку Р с точкой Рг оси симметрии

(евклидовой) параболы Z.] При этом касательные РА и РВ цикла Z

перейдут в его касательные Р'А' и Р'В'; поскольку понятие каса¬

тельной цикла имеет смысл в геометрии Галилея, то движение

(12) плоскости Галилея, переводящее цикл Z в себя, переводит
касательную цикла Z в касательную того же цикла. В силу симметрии

параболы у = ах2 относительно оси Оу отрезки Р'А' и Р'В' (где А!
и В'— точки соприкосновения касательных с параболой), очевидно,
равны между собой как в евклидовом смысле, так и в смысле гео¬

метрии Галилея (т. е. равны проекции отрезков Р'А' и Р'В' на ось

Од:). Но движение (12) плоскости Галилея .не меняет (галилеевых!)
длин отрезков; поэтому из равенства (в смысле геометрии Галилея)

Рис. 78.

г) Для дальнейшего нам надо, чтобы оси этой системы координат с точки

зрения евклидовой геометрии были взаимно перпендикулярны; поэтому наше

доказательство является «существенно не галилеевым», т. е. оно использует
факты и понятия, не имеющие геометрического смысла в геометрии Галилея

(ср. с подстрочным примечанием на стр. 47).
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отрезков Р'А' и Р'В' следует также равенство отрезков РА и РВ

(т. е. равенство dAP = dPB)1).',
Вот еще один пример подобного рода. Хорошо известно, что

середины всех параллельных между собой хорд окружности 5 при¬

надлежат одной прямой d~— диаметру окружности (рис. 79, а)\
это утверждение представляет собой лишь переформулировку того

факта, что окружность симметрична относительно любого своего

диаметра. Рассмотрим теперь совокупность параллельных между
собой хорд цикла Z с уравнением у

= ах2— хорд, принадлежащих
прямым, имеющим фиксированный угловой коэффициент &0(рис. 79,^).
Заметим, что сдвиг (10а) (или (10'а)) переводит прямую

у = kX + 5

с угловым коэффициентом k в прямую уг
— vx1 = kx±-\-s илй

уг
= k±Xx + s (k±=k-\-v)

с угловым коэффициентом k^k + v, а параллельный перенос (10б)
сохраняет направления прямых; поэтому циклический поворот (12)
с коэффициентом v= —k0 переводит наши хорды цикла Z в хорды
с угловым коэффициентом 0 — в хорды,s параллельные оси Ох

(рис. 79, в). Но середины всех последних хорд, очевидно, принад¬
лежат оси Оу — оси симметрии параболы у = ах2. Поэтому и середины
исходных хорд принадлежат одной прямой d} а именно той прямой,

*) Заметим, что dPA =— dPB. [Укажем, что если РА и РВ— касательные,

проведенные из одной точки Р к направленной окружности S
(т. е. окружности с‘выбранным на ней одним из двух возможных направлений
обхода; ср. стр. 89), то также естественно считать, что РА =—РВ (см., на¬

пример, стр. 270 книги Я г лома [10]).].
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которую наш циклический поворот переводит в ось Оу. Так как

движение плоскости Галилея переводит d в особую прямую Оу, то

и сама прямая d является особой. Эта прямая называется диаметром
цикла Z (отвечающим хордам с угловым коэффициентом k0).

Таким образом, середины всех параллельных между собой хорд

цикла Z принадлежат одной особой прямой d—диаметру цикла.

При этом легко видеть, что все особые прямые являются диамет¬

рами цикла Z: в самом деле, особая прямая х=т переводится в ось Оу
циклическим поворотом (12) с таким коэффициентом v, что —т

или v= —2am; поэтому рассматриваемая прямая делит пополам

все корды цикла Z, которые этот циклический поворот переводит
в параллельные оси Ох прямые. [Нетрудно проверить, что диаметр
х = цикла у= ах2 делит пополам все хорды, высекаемые циклом

на прймых с угловым коэффициентом k—2am.]
Будем теперь сдвигать параллельно хорду АВцикла Z, которую

делит пополам диаметр d, таким образом, чтобы длина хорды

уменьшалась: При этом, в конце концов, точки А, В и (принад¬
лежащая диаметру d) середина С хорды АВ сольются в одну

точку, и мы придем к утверждению:
касательная t в конце диаметра d цикла
Z параллельна хордам, которые делятся

пополам этим: диаметром (ср. рис. 79, б, в

с рис. 79,. а, относящимся к окружности).
Теорему о диаметрах цикла (т. е. утверж¬

дение о том, что середины параллельных хорд
принадлежат одной особой прямой) легко до¬
казать и без использования свойств цикличе¬
ского поворота. В самом деле, пусть АВ и

CD—две параллельные хорды цикла Z, а РА
и РВ, QC и QD—касательные к циклу в кон¬

цах этих хорд (рис. 80). Из равенства вписан¬

ных углов £ADC и £DAB цикла следует, что

AC = DB; с другой стороны, мы знаем, что

АР =РВ и CQ = QD. Отсюда получаем
0 = CQ—QD=

=(СА + АР+PQ) - (QP+РВ+BD) = 2PQ;

таким образом (обыкновенная!) длина отрезка •

PQ равна нулю, т. е. прямая PQ особая.
Поэтому высоты РМ и QN равнобедренных треугольников РАВ ,и QCD
(являющиеся одновременно и медианами этих треугольников!) совпадают,
т. е. середины М и N любых двух параллельных хорд цикла Z принадлежат
одной особой прямой. Отсюда уже легко выводится, что середины всех парал¬
лельных между собой хорд цикла принадлежат одной особой прямой.

Рис.

Теперь мы можем по-нрврму обосновать использование в гео¬

метрии Галилея особых прямых в качестве «перпендикуляров»
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(ср. выше, стр. *56, и рис. 36—37). В геометрии Евклида диаметр
окружности перпендикулярен касательной, проведенной в конце
этого диаметра; поэтому для того, чтобы восстановить перпенди¬

куляр к прямой а в ее точке Л, достаточно построить окружность S,
касающуюся а в точке Л,—
диаметр AQ; этой окружности
и будет искомым перпендику¬

ляром (рис. 81, а). Аналогично

этому уславливаются считать,
что и в геометрии Галилея

диаметр цикла «перпендикуля¬

рен» касательной к циклу в

конце этого диаметра, т. е.

роль «перпендикуляра» к пря¬
мой а в ее точке Л играет диа¬

метр АР цикла Z, касающе¬
гося прямой а в точке. Л

(т. е. проходящая через точку
Л особая прямая; рис. 81, б). Понимая под углом между

прямой I и кривой линией Г угол между I и касательной t к Г в точке

пересечения / и Г (рис. 82), мы можем сказать, что все-диаметры

цикла Z «перпендикулярны» этому циклу (подобно тому как . все

диаметры окружности 54 перпендикулярны окружности; ср.

рис. 81, а и б). Заметим еще, что диаметр d цикла Z, проходящий
через некоторую точку Р, делит пополам отрезок

АВ, соединяющий точки прикосновения с циклом

касательных РА и РВ, проведенных из точки Р

(ибо d является высотой равнобедренного тре¬

угольника РАВ\ ср.. рис. 65, а и б на; стр. 86).
Сказанное проливает также новый свет на

аналогию между концентрическими окружностями
и паралдельными циклами, о которой говорилось
выше. Назовем расстоянием от точки А до линии

Г расстояние от Л до самой близкой к Л

точки В линии Г. Можно доказать, что в ев¬

клидовом случае это расстояние (во всяком слу¬
чае для гладкой линии Г без концов — замкнутой или бесконеч¬

ной) измеряется по перпендикуляру АВ к Г; другими словами,

прямая АВ перпендикулярна касательной t к линии Г в точке В

(рис. 83, а)1). В геометрии Галилея наименьшее расстояние от

точки Л до точек линии Г, вообще говоря, будет равно нулю; прц
этом расстояние от Л до Г надо будет измерять «особым расстоя^
нием»* 6ЛВ от точки Л до точки В линии Г (рис. 83, б). Назовем

См., например, Болтянский и Яглом [36], стр. 285—286,
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теперь линию Гх параллельной линии Г, если все точки 1\ удалены
от Г на одно и то же расстояние (можно показать, что в этом

о) 6)
Рис. 83.

случае и Г «параллельна» Г^). В евклидовом случае «параллелью»
в этом смысле к прямой / будет прямая 1г\\1 (рис. 84, а), а «па¬

раллелью» к окружности S —концентрическая с 5 окружность Slf
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причем расстояние от любой точки А окружности Sx до 5 измеряется

по проходящему через А общему диаметру окружностей S и

(рис. 84, б). В геометрии же Галилея «параллелью» к (обыкновен¬
ной) прямой / служит прямая 1Х || / (рис. 84, в), а «параллелью»

к циклу Z—цикл Zx, параллельный Z в определенном выше смысле,

причем расстояние от любой точки А цикла Zx до Z измеряется
по проходящему через А общему диаметру циклов Z и Zx (рис. 84, г).

Наконец, укажем, что теорема о диаметрах цикла имеет доста¬
точно прозрачный механический смысл. Выберем такую систему
отсчета, в которой рассматриваемые параллельные прямые отвечают

фиксированным точкам прямой о (т. е: такую систему отсчета,
в которой эти прямые отвечают состояниям покоя); тогда

концы А и В хорды АВ цикла Z отвечают событиям, состоящим

в том, что двигающаяся равноускоренно материальная точка прохо¬

дит определенный пункт прямой о—тот пункт, для которого разным
моментам времени отвечают все точки прямой АВ. Нетрудно понять,
что каждый пункт прямой о (скажем, вертикали) равноускоренно
движущаяся точка (в качестве которой удобно представлять себе

подброшенный вверх камень, движущийся с ускорением —g, где

g£& 9,8 м/сек2 — ускорение силы тяжести), вообще говоря, будет
проходить два раза: на пути -«вверх» и на пути «вниз». При этом

середины всех определенных таким образом интервалов времени
(интервалов между двумя прохождениями «камнем» одного и того

же пункта) будут совпадать между собой и совпадать с моментом

достижения «камнем» крайней («самой высокой») тонки прямой1).
Это и означает, что соответствующие точки плоскости Галилея

принадлежат одной выделенной прямой.

Использование циклического поворота для доказательства относящихся
к циклам теорем, мы проиллюстрируем еще одним' примером. Нетрудно
установить, что множество середин всех хорд (евклидовой) окружности S,

проходящих через фиксированную точку М, представляет собой окружность s

(или дугу окружности s); для того чтобы убедиться в этом, достаточно заме¬

тить, что прямая QP, соединяющая центр Q окружности S с серединой Р
проходящей через точку М хорды АВ, перпендикулярна АВ (и, следователь¬

но, точка Р принадлежит окружности s с диаметром MQ; рис. 85, а, б).
Однако это доказательство апеллирует к понятию центра окружности, и

потому возможность переноса его на циклы плоскости Галилея представляется
сомнительной.

Тот же самый факт можно установить еще и по-другому. На каждой
проходящей через точку М хорде АВ окружности 5 найдем такую точку N, что

AM = NB (или AN — MB)\ нетрудно понять, что все такие точки N принад¬
лежат концентрической с S окружности Slf проходящей через точку М (ибо
из соображений симметрии вытекает, что любая проходящая через М

хорда MN окружности Sx пересекает S в таких точках Л, В, что AN = MB;

J) Эта «крайняя» точка характеризуется тем, что мгновенная скорость
в ней равна нулю (т. е. касательная к циклу в соответствующей точке*пло¬

скости Галилея параллельна прямым, отвечающим состоянию покоя.)
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рис. 86, а, б). С другой стороны, середина Р хорды АВ является также и-

серединой хорды MN> так что точка Р получается из точки N сжатием

к точке М (гомотетией) с коэффициентом 1/2; поэтому множество точек Р

принадлежит окружности s, гомотетичной Sx с центром гомотетии М и коэф¬
фициентом 1/2.

Рис. 85.

Последнее рассуждение уже без труда переносится на циклы геометрии

Галилея. Прежде всего заметим, что если прямая I пересекает параллельные

циклы Z и Zi с уравнениями у= ах2 и у= ах2-\-с в точках Л, В, соответ¬

ственно М, N (рис. 87), то AM = NB; для доказательства этого достаточно

с помощью подходящего циклического поворота (12) перевести прямую I
в параллельную оси Ох прямую В'Силу соображений симметрии, очевидно,

пересекающую Z и Zx в таких точках А', В' и М'к N', что А'М' = N'B'.

Теперь найдем на каждой проходящей через фиксированную точку М

хорде АВ заданного цикла Z. такую точку N, ято AM =NB (или AN= MB\
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рис. 88, а, б); в силу доказанного все полученные таким образом точки N

принадлежат проходящему через точку М циклу Zv параллельному циклу Z.
Но середина Р отрезка АВ является также и серединой отрезка MN; поэтому
она получается из точки N сжатием к точке М (гомотетией) с коэф¬
фициентом 1/2. Отсюда вытекает, что множе¬

ство середин всех хорд цикла Z, проходящих
через фиксированную точку М, представляет
собой цикл (или дугу цикла) г (причем цикл г

гомотетичен циклу Zr с центром гомотетии М
и коэффициентом 1/2).

Обратимся теперь к принципу двойствен¬

ности, которому был посвящен § 5 гл. I. В

силу этого принципа любой теореме геометрии
Галилея отвечает двойственная ей теоре¬
ма, получаемая из первоначальной, заменой
слов «точка» и "«расстояние» словами «пря- рис# 87.
мая» и «угол» и наоборот, выражения «па¬

раллельные прямые» выражением «параллельные (принадлежащие одной
особой прямой) точки» и наоборот. При этом каждое понятие геометрии

Галилея, фигурирующее в исходной теореме, в формулировке двойственной

теоремы заменяется «двойственным» понятием, получаемым из первоначального
той же заменой слов и выражений (пример: параллелограмм и антипаралле¬

лограмм). Выясним теперь, какое понятие геометрии Галилея двойственно
понятию цикла.

Цикл Z мы определяли как множество точек М, из которых данный
отрезок АВ виден под постоянным углом а:

£АМВ=а.

В определении двойственного циклу понятия роль отрезка АВ будет играть
угол aLb, образованный прямыми а и Ь; точке М будет отвечать прямая т.

Прямые МА и MB заменяются теперь точками А и В пересечения т и а,
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соответственно т и Ъ\ угол §ма,м.в (т-е- LAMB)—расстоянием АВ { = dAB).
Таким образом, мы приходим ’к рассмотрению множества 2 прямых т, на

которых данный угол aLb высекает отрезок АВ постоянной длины d:

AB = d

(рис. 89).
Из существования «галилеева движения» (циклический поворот), перево¬

дящего в себя множество точек М (т. е. цикл Z), в силу принципа двой¬
ственности вытекает существование дви-

ра с стояния между точками и углы между прямыми; поэтому двойствен¬
ным движению понятием будет снова движение). Отсюда уже можно вывести,
что прямые т являются касательными некоторого цикла; однако это можно уста¬
новить и по-другому. Пусть т— произвольная прямая, пересекающая стороны
угла aLb в точках А и В, и пусть Z—цикл, касающийся прямых а, b и т
в точках D, Е и F (рис. 90)2). Так как касательные, проведенные к циклу

из одной точки, равны, то DA = AF и FB = BE. Но поскольку DE =DA +
+ АВ-\-ВЕ (ср. с «формулой сторон» (И) § 4, стр. 61)), то отсюда следует2)

DE = AF+ABfFB = 2AB.

Таким образом, длина АВ (==d) отрезка касательной т цикла Z, заключен¬

ного между сторонами угла aLb, равна половине длины хорды DE цикла Z,

откуда следует, что на каждой касательной т цикла Z стороны угла aLb

х) Относительно существования такого цикла ср. ниже, стр. 112—113.

2) По существу, в этом рассуждении используются направленные

(т. е. взятые с тем или иным знаком) длины отрезков (ср. прямые АВ и АхВг
на рис. 90).
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высекают отрезок одной и тойже длины d Поэтому множе¬

ство прямых т, на которых прямые а и Ь высекают отрезок фиксированной
длины d, совпадает с множеством касательных цикла Z.

Теперь уже нетрудно сформулировать предложения, двойственные всем

известным нам свойствам цикла. Так, например, мы знаем, что касательные

РА и РВ, проведенные к. циклу Z из одной точки

Р, равны между собой. Но циклу Z, понимаемому
как множество своих точек, двойствен цикл Z,
понимаемый как множество своих касательных *);
точке Р двойственна прямая р\ проходящим, че¬

рез точку Р касательным РА = а и РВ = b цик¬
ла—принадлежащие прямой р точки А и В цикла;

расстояниям РА и РВ—углы /_аАр и £рВЬ
(рис. 91). Поэтому из принципа двойственности
следует, что произвольная хорда АВ (= р) цикла
Z образует с касательными а и b к циклу в кон¬

цах этой хорды одинаковые углы,—теорема, лишь

формой отличающаяся от исходной теоремы.

Далее, множество середин параллельных между
собой хорд цикла принадлежит одной особой пря¬
мой. Параллельным прямым I и 1г отвечают «па¬

раллельные» (т. е. принадлежащие одной особой

прямой) точки L и Lx;-точкам А, В и Аъ Вг пересечения / и с циклом

Z—проведенные из точек L и касательные а, b и ах, Ьх\ серединам М. и Мх

$ 6)

Рис. 92.

отрезков АВ и -биссектрисы т и тх углор aLb и (ср. рис. 92, а
и б). Таким образом, теореме о диаметрах цикла отвечает утверждение о па¬

раллельности биссектрцс т и тг углов aLb и a1L1b1 (ведь точки М и Мг «па¬

раллельны», т. е. принадлежат одной особой прямой!). Доказательство этого

утверждения мы предоставим читателю.

*) Строго говоря, следует считать, что циклу радиуса с двойствен цикл

кривизны с (т. е. радиуса 1/с), поскольку понятие радиуса цикла двойственно
понятию его кривизны.
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Наконец, мы знаем, что середины всех проходящих через одну точку М

хорд цикла Z принадлежат одному циклу г. Точке М в силу принципа двой¬
ственности отвечает прямая т\ проходящей через точку М прямой /—точка L
прямой т; хорде А В—угол aLb, образованный проходящими через точку L
касательными а и b к циклу Z; середине Р хорды АВ—биссектриса р угла aLb

(ср. рис. 93, а и б). Таким образом, мы приходим к следующей замечательной
теореме; на доказательстве которой также здесь не остановимся: биссектрисы
всех углов, образованных проведенными из точек фиксированной прямой т

касательными заданного цикла Z, касаются одного цикла г.

§ 8. Описанный и вписанный циклы треугольника

Пусть ABC—треугольник плоскости Галилея со сторонами АВ= су

ВС=а, СА = Ь\ буквами а, b, с мы будем обозначать как (обычные)
прямые АВ, ВС и СЛ, так и длины соответствующих отрезков.
Ясно, что через точки Л, В и С проходит (единственный!) цикл,

который можно определить, например, .как множество точек, из ко¬

торых отрезок АВ виден под углом С; этот цикл Z (рис. 94) мы

назовем описанным циклом треугольника ABC. Докажем, что

аналогично этому существует единственный цикл, касающийся трех

прямых я, Ь и с; этот цикл z мы назовем вписанным циклом
треугольника.

Нетрудно видеть, что вписанный цикл z треугольника ABC (если
только он существует!) должен касаться одной стороны треуголь¬

ника и продолжений двух других сторон—пусть, например, он ка-

^ается стороны АВ в точке /% а продолжений сторон СА Ц СЦ
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в точках Е и D (см. рис.. 94). Так как треугольник DCE—равно¬
бедренный (ибо касательные CD и СЕ, проведенные к циклу z из

точки С, равны между собой), то его высота СР является также

и медианой, откуда следует, что. проходящая через точку С особая

прямая СР пересекает отрезки ED и АВ, что возможно лишь в том

случае, если АВ = с—наибольшая сторона треугольника ABC:
c = a-\-b. Далее, поскольку
CD + СЕ=(СВ +BD) + (СА+АЕ) =
= СВ +BF+СА +AF= СВ+СА+
+ (BF+ AF) = СВ+ СА+ АВ,

то

CD = C£:=a+|+f = с = а + Ь; (13)

поэтому
АЕ=СЕ-СА = а, :

BD = CD— СВ = Ъ.
( ’

А так как AF=AE и BF=BD, то

AF=a, BF=b. (136)

Равенства (13)—(136) полностью определяют положение точек Д
Е и F на сторонах треугольника ABC. Докажем теперь, что опи¬

санный цикл z треугольника DEF (а этот цикл во всяком случае

существует!) касается в точках Fy D и Е сторон АВ, ВС и СА

треугольника ABC (т. е. является вписанным циклом треугольника

ABC). В самом деле, вписанный угол /JDEF этого цикла равен раз¬
ности углов /DEC и FEA\ но из равнобедренных треугольников
DEC и FEA с известными углами С и Л по «формуле углов» (12)
§ 4 (стр. 61) следует, что

/_DEC = , Z^=4
и, значит,

уп„с с А С—А В

С другой стороны, по той же «формуле углов», примененной к равно¬

бедренному треугольнику DFB с известным углом В,

/_FDB= \-,
поэтому прямая DB = a, образующая с хордой DF цикла z угол

В г

/JFDB = -р-, равный опирающемуся на эту хорду вписанному углу,
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является касательной цикла z. Точно так же доказывается, что

прямые ЕА = Ь и FA = с касаются цикла z в точках Е и F.

Радиусы описанного цикла Z и вписанного цикла z (которые,
-

как и стороны и углы треугольника, мы здесь считаем положитель¬

ными!) обозначим через R и г, а кривизны этих двух циклов—через
Р и р. В силу определения радиуса цикла мы имеем

Т=1Г
=

7Г
= 2*- <14>

что позволяет нам по-новому трактовать коэффициент пропорцио¬
нальности X из соотношений (14) § 4 (стр. 62). Формулы (14) по¬

зволяют вычислить величину радиуса R описанного цикла Z

треугольника ABC по величинам его сторон и углов; они заметно

проще родственных им формул евклидовой геометрии, составляющих

содержание классической «теоремы синусов»:

а ь с
; = 2R (14')sin Л sin В sin С'

(где /? — радиус описанной окружности евклидова треуголь¬
ника ABC). Из формул (14) и формул (17) § 4 (стр. 63) вытекает,
что

Р
а abc abc

К
2А
”

2 (Abc)
“

2^25 ’

где S—площадь треугольника ABC, или, окончательно,

Д = (15)

Любопытно, что последняя формула в точности копирует соот¬

ветствующую формулу евклидовой геометрии, получающуюся из

соотношений /?= f и 5=4-^csinA (см. формулы (14') и фор-
z sin /1 z

мулу (17') из § 4). Однако в противоположность евклидовой гео¬

метрии величина радиусач R описанного цикла Z треугольника ABC

геометрии Галилея может быть просто выражена также и через
площадь S этого треугольника и величины его углов. В самом деле,

поскольку в силу (14)

а = 2AR, b = 2BR, с = 2CR,

то из (15) вытекает

ry 2AR-2BR-2CR 2ABC га

45
“

5
^ *

откуда получаем

*=тс- <16)
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Заметим также, что из формул (15) и (16) следует

и

р2 = (16а)

Обратимся теперь к вписанному циклу z треугольника АБС.

Мы видели, что этот цикл является описанным для изображенного
на рис. 94 треугольника DEF, стороны EF—d,DF=e, DE—f
и углы /EDF= D, /DEF= Е, /JDEF=F которого легко найти.

В

Так, выше мы убедились, что E = /_DEF= -^\ аналогично вычисля¬

ются и величины двух других углов треугольника DEF:

D — — Е —— F-—
2 ’ 2 ' 2"

Далее, из равнобедренных треугольников EAF (где EA = AF = a)t
QBF (где DB = BF=b) и DCE (где DC=CE = с) находим

d = 2a, e = 2b, f=2с.

А теперь из формул (14) получаем

—
—
—
— —

D
~~

Е F
“

’

т. е.

а Ь с г
,л л \

А
~

В
~

С 2
' ^ ^

Таким образом, мы приходим к следующему замечательному соот¬

ношению:

г = 4Я, (17)

откуда следует также, что

Р = 4р. (17а)

Заметим, что неожиданные с первого взгляда соотношения (17) и (17а),
не имеющие аналогов в евклидовой геометрии, являются непосредственными

следствиями принципа двойственности. В самом деле, ясно, что понятию

описанного цикла Z треугольника ABC—цикла, содержащего точки Л, В
и С,—двойственно понятие вписанного цикла г треугольника ABC—цикла,
для которого прямые а, Ьис являются касательными. А так как величины

углов треугольника двойственны длинам его сторон и наоборот, а радиусу

цикла г = lim ^.двойственно понятие его кривизны р= lim ^2, то

As -*■ о Аф " Дф-»-0 As
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относящимся к описанному циклу треугольника формулам

_£__2Р
А~ В~ С

двойственны относящиеся к вписанному циклу формулы
А В С „

-=т=т=2*

(14)

равносильные соотношениям

А В С 2
Г* (14а)

Но из сравнения формул (14) и (14а) сразу вытекает соотношение (17)!

В § 4 гл. I мы видели, что формулы, связывающие одноименные

элементы произвольного треугольника
—«формула сторон» (И) и

«формула углов» (12),—имеют совершенно ясный механический смысл:
они выражают закон аддитивности временных интервалов и закон

сложения скоростей (см. стр. 61). Теперь мы можем истолко¬

вать механически также и формулы (13) § 4, составляющие содер¬
жание третьей системы основных соотношений, связывающих стороны
и углы произвольного треугольника. Пусть А(хъ уг), В(х2, у2) и

С(х3, уг)— три точки плоскости Галилея, являющиеся вершинами

треугольника ABC (рис. 95, а); им отвечают три события A(t^ лгх),
B(t2l х2) и C(tB) х3), никакие два из которых не одновременны.
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Можно доказать (мы это сделаем чуть ниже), что существует един¬
ственное равноускоренное (в широком смысле слова, т. е. равно¬

ускоренное, равномерное или равнозамедленное) движение, которое
«соединяет» эти три события; ускорение этого движения, имеющее,

как мы знаем, «абсолютный» (т. е. не зависящий от выбора инер¬
циальной системы отсчета) смысл, мы обозначим через w. Выберем
теперь инерциальную систему отсчёта так, чтобы два из наших

событий, скажем Л и Б, отличались лишь временем, но не местом

на прямой о; кроме того, примем' соответствующий событию А пункт
прямой о за начало отсчета координат (я), а время, отвечающее
событию А,—за момент начала отсчета времени. В таком случае
события А, В и С будут иметь следующие «пространственно-вре¬
менные координаты»: А (0, 0), B(t2, 0) и С (ts, х3) (рис. 95, б; ср.
с рис. 95, а, на котором изображены также оси новой системы

координат, отвечающей поставленным условиям).
Найдем теперь «соединяющее» наши три события равноускоренное

движение:

x = at* + 2bt + c (18)

(ср. стр. 91). Так как условию (18) удовлетворяет событие х = 0,
t = 0, то

с = 0; (18а)

так как ему удовлетворяет также событие л: = 0, t = t2l то

afJ + 2«»=0, т. е. 2b=—at2 (186)

(ибо ^2 =7^0). Для того чтобы определить последний неизвестный нам

коэффициент. формулы (18)—коэффициент а, достаточно подставить
в уравнение (18) (для которого выполняются равенства (18а) и (186)1)
значения х=х3 и ^ = /3. При этом мы получаем

откуда следует

или, поскольку

Xq — atз at2tfr

*з
_ *3

*3 —Мз ^

_
t2

^3—^2 *3 ^3(^3— ^2)*

e=GA-й1'- <,8*>

Итак, мы нашли (единственное!) искомое равноускоренное движе¬
ние (18); коэффициенты а, 6, с равенства (18) определятся усло¬
виями (18а)—(18в). А так как ускорение w движения (18) равно,
как мы знаем, 2а, то окончательно получаем

w_= ( *3 *8\
2 \U-h *зУ 2’
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Но величина-/2, очевидно, равна, (временному!) интервалу между
событиями В и Л, т. е. стороне АВ = с треугольника ABC. Далее,
скорость v2 равномерного движения (материальной) точки, исходящей
в момент / = 0 из пункта х = 0 и достигающей в момент времени ts
пункта х = х3, равна

v —

2
“

<3
’

а скорость vx равномерного движения материальной точки, исходя¬
щей в момент времени t2 из пункта х = О и достигающей в момент

времени t3 пункта x = x3i равна

_
*з

to-L'

Таким образом, разность

*3 *3
to

= Vi—V9

совпадает с относительной скоростью 2-го из рассматривае¬
мых равномерных движений относительно наблюдателя, совершающего
1-е движение (см. формулу (8) § 3, стр. 58 и 54), т. е. равна ве¬

личине угла С треугольника ABC. Поэтому полученную нами фор¬
мулу, выражающую ускорение w через координаты t2i tz и xs со¬

бытий А, В и С, можно переписать еще .

и так1):
1«Г_ С

2
“

с

*
*

А так как наше рассуждение не зависит от того, какое из рассмат¬

риваемых трех событий обозначено через Л, какое — через В и ка¬

кое—через С, то аналогично

\w\ _ A \w\ _

В

2 а 2 с 9

откуда и следует, что

_ С_ / | w | \

а b с \ 2 ) *

Заметим еще, что (в системе единиц CGS) интервалы времени а, Ъ и с

измеряются в сек, а скорости Л, В и С—в см/сек, откуда вытекает, что от-
А В С

ношения —,. ,
— измеряются в см сек2, в полном соответствии с тем,

а о с

что эти отношения выражают ускорение. Другими словами: поскольку стороны

г) Заметим, что если c = AB=dAR—н а п_р а в л е н н а я (т. е. взятая со

знаком + или —) длина стороны АВ% а С = 6сд сд—н а п р а в л е н н ы й

w С

угол треугольника, то —.
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треугольника ABC имеют размерность t времени, а углы—размерность

l]t скорости, то отношения углов к противолежащим им сторонам имеют

размерность l/t'2 ускорения. А так Как площадь 5 треугольника имеет
в геометрии Галилея размерность It (см-сек) пространственно-временного
интервала (ср. выше, стр. 60), то отношение

45

abc

имеет размерность (tt):tz = l/t2 ускорения (ср. формулу (15а)), а отношение

2ABC

S

— размерность (l/t)3:lt = l2/t* квадрата ускорения (ср. формулу (16а)).

Рассмотрим теперь окружность Slt проходящую через середины
А1у В1 и Сг сторон ВС, СА и АВ (евклидова!) треугольника ABC

(рис. 96, а) и цикл Zly проходящий через середины Аъ В± и Сг

сторон (галилеева) треугольника ABC (рис. 96, б). Так как окруж¬
ность S-l и цикл Zx описаны вокруг треугольника А1В1С1 со сторонами

ВлА1
=
у > ClBl =Т ’ AlCl =Т и Углами Z BiAici = Z САВ=А,

/ А1С1В1 = С, /_ С1В1А1 = В ^треугольника, гомотетичного ABC

с центром гомотетии в точке М пересечения медиан треугольника
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АБС и коэффициентом гомотетии —, то радиус Rx этой окруж¬

ности (цикла) равен

*1 =4, (19)

где R— радиус описанной окружности (цикла); поэтому в геометрии

Галилея =
, где г—радиус вписанного цикла (ср. формулу (17),

стр. 115).
Окружность St геометрии Евклида проходит также и через

основания Р, Q и R высот АР, BQ и CR треугольника ЛВС, в силу чего

ее можно назвать окружностью шести точек1) треугольника ABC.

В самом деле, поскольку средняя линия А1В1 треугольника ABC

делит высоту CR треугольника пополам, то точки С и R симмет¬

ричны относительно прямой А1В1. Отсюда следует, что

/ A1RB1 = ЛСВ; (20)

поэтому точка R принадлежит ибо угол А1С1ВЪ вписанный

в5хи опирающийся на хорду АХВЪ тоже равен /_АСВ\рис. 96, а)2).
[Аналогично доказывается и то, что точки Q и Р принадлежат Sv]
Но легко видеть, что проведенное здесь «евклидово» рассуждение
полностью сохраняет силу и для геометрии Галилея, в которой тоже

треугольники BXRAX и ВгСАъ «симметричные» друг другу относи¬

тельно прямой Л1В1(ср. ниже, стр. 146), равны между собой, и, значит,

равенство (20), из которого вытекает, что точка R принадлежит
полностью остается в силе. [Здесь можно и не ссылаться на свойства

симметрии относительно прямой: так как очевидно (см. рис. 96, б),
что B1C=B1R и СЛ1 = Л1/?, т. е. треугольники B±CR и A±CR
равнобедренные, то

Zb1Ra1=zb1cal,

откуда (так же как и в евклидовом случае) и вытекает, что точка R

принадлежит циклу Zv] Цикл Zx называется циклом шести точек

треугольника ABC.

3) Можно показать, что окружность проходит также и через три точки,
делящие пополам отрезки высот треугольника от точки их пересечения до

вершин, в силу чего эту окружность обычно называют окружностью девяти
точек треугольника (см., например, §29 книги Перепелкина [5] или

задачу 51а) книги Я г лома [9]).
•2) Для того чтобы сделать все рассуждения независимыми от чертежа,

здесь (и далее!) следует воспользоваться понятием направленных (т. е.

взятых со знаком + или —) углов (ср. принадлежащие Д. И. Перепелкину
решения задач к книге Адамара [7], стр. 488—489).
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В евклидовой геометрии имеет место замечательная теорема,
в силу которой окружность Sx шести точек (или . девяти точек) тре¬

угольника ABC касается вписанной окружности s этого треугольника
и трех его вневписанных окружностей sa, sb и sc (рис. 97, а). Эта теорема
также переносится в геометрию Галилея: цикл шести точек тре¬

угольника ABC касается вписанного цикла z (рис. 97,6). Отсюда
видно, насколько далеко заходит аналогия между геометрией Евклида
и геометрией Галилея!

Вот доказательство сформулированной теоремы, которое мы будем одно¬

временно вести и для геометрии Евклида и для геометрии Галилея (ср. также

ниже, стр. 154—157); при этом в одном месте нам придется сослаться на резуль¬
таты нижеследующего § 9. Пусть СгТ—касательная к окружности шести то¬
чек Я^или к циклу шести точек Zx) в середине Сх стороны АВ (рис. 98, а, б).
Так как

^ АС1Т=£АС1В1—£ ТСфг
и

^ АСгВх = ^ ABC= В, £ ТС1В1 = ^ СИА-А,
то

^ АС1Т = В—А.

Точки касания окружности s (цикла г) со сторонами АВ, ВС и СА

треугольника ABC мы обозначим через F, D и Е\ точки касания окружности

$с с этими же сторонами—через Flt Dx и Ег. Проведем через вершину С
треугольника диаметр CWX окружностей s и sc, соответственно диаметр CR
цикла г1); здесь W и R -сточки стороны АВ треугольника, X—точка на

продолжении CW за точку W. Из точек W и R проведем касательные WK,
WKi к окружностям s, sc, соответственно касательную RK к циклу г.

В силу теоремы о касательных к окружности и к циклу, проведенных из

одной точки,

WK= WF и WK^WF^ ■ FR = RK.

[Здесь в первых двух равенствах речь идет о совпадении «евклидовых длин»

двух отрезков, а в третьем—о совпадении (положительных или неположи¬

тельных—ср. подстрочное примечание на стр. 103) «галилеевых длин» отрезков.]
Далее, в евклидовом случае (рис. 98, а\ напоминаем, что WC—диаметр
окружностей s и sc)

£ AWK=№°—BWC= 180°—2 ^180“ — В

=2В+С— 180°=2В+С—(Л+£4-С)=В—А,
И

B№/ti = 180Q—£ AWK1 = 180Q—2^ AWX= 180°—2^ BWC=*

= </ AWK=B—A,

откуда вытекает, что KWKi—это одна прямая, параллельная СгТ.
Совсем по-другому доказывается аналогичное утверждение в галилеевом

случае. Здесь* адожно воспользоваться те!Т, что AR = AC = b и AF=CB = at

*) Таким образом, в последующем рассуждении неожиданным образом
сходную роль играют биссектриса CW евклидова треугольника ABC и

высота CR треугольника ЛВС -плоскости Галилея..
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.так что FR =RK=b—a и, следовательно, FK = FR-\-RK= 2(b— а) (рис. 98, б).
Поэтому хорде FK цикла г радиуса г отвечают вписанные углы величины

FK _2 (6—a) _br—a 1 (Ъ а \ 1 /OD ОЛч_Б-Л
2r 2r

“

4R
~

4 [ R RJ~~ 4
( 2

(см. определение (За) радиуса цикла и формулы (17), (14)), а значит,

/ KFR = £RKF=?^-.
Таким образом, имеем

<LKRB = L KFR+ £ RKF= В-А (= / ЛС^),

откуда и вытекает, что RKWCxT.
Проведем, наконец", прямую СХК и обозначим через L вторую точку пе¬

ресечения этой прямой с вписанной окружностью s, соответственно с вписан¬

ным циклом г\ проведем также прямую СгКг и вторую точку пересечения
этой прямой с вневписанной окружностью sc обозначим через Ьг! Мы утверж¬
даем, что точка L принадлежит окружности Slt соответственно циклу Zx;
точка Ьг также принадлежит окружности (более того, мы скоро убедимся
в том, что s и Slt соответственно г и касаются друг друга в точке L,
a sc и S касаются друг друга в точке Lx).

По теореме о секущей и касательной, проведенным к окружности s,
соответственно sc, из одной точки Clt имеем

Ci/C-CiL^Cif* (21а)
и

Ci/Ci-CiLi = Cif2 (216)

В силу аналогичной теоремы геометрии Галилея (см. ниже, стр. 134) равенство
(21а) сохраняет силу и в условиях рис. 98, б. Далее нам опять придется

вести доказательство для геометрии Евклида и для геометрии Галилея раз¬

дельно, причем во втором случае оно оказывается значительно проще.

Из равенств AF= a, ЛСх=-^=^4р и AR = Ь (рис. 98, б), очевидно, вытекает

„ а-\-Ь Ь—а
^

_

, а+ b Ь—а
.Гс1=^п—а=__ „ ClR=b—^-=—;

поэтому равенство (21а) равносильно соотношению

С^-С^С^, ‘(22)

из которого вытекает, что цикл Z, описанный вокруг треугольника KLR
(он изображен «мелким» пунктиром на рис. 98, б), касается в точке R прямой
АВ. Отсюда следует, что

£KLR= £KRB= B—A

(вписанный в цикл угол равен углу между касательной и хордой); но,

скольку £АСъТ = В—Л, последнее равенство можно переписать так:

L'RLC^^ACJ.

Это равенство означает, что точка L принадлежит циклу Z[ (действительно,
угол ^ RLC1 равен углу ^ АСгТ между хордой АСг цикла 2г и касательной

С{Г к нему, а следовательно, угол ^ RLCX вписанный).
По существу, очень близки к проведенным рассуждения, касающиеся

рис. 98, а; однако они требуют несколько больших усилий. Обозначим
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основание опущенной из вершины С высоты треугольника ABC через R и
докажем, что

СХК‘CjL^CjW (22а)

C1K1-C1L1^C1W -Citf. (226)

[Заметьте, что роль двух точек W. и R рис. 98, а играет одна точка R
рис. 98, 61] Длины сторон треугольника ABC обозначим, как всегда через
а, b и с. Так как

BF=BD и BD+BF= (a—CD)+(c—AF)=a+c—(CD+AF)=

=а+с—(СЕ+АЕ) =а+с-Ь,
„с а-\-с-гЬ

то BF=
g

> а следовательно,

г* с ^ я-f-c—Ь Ь—а
Clf=T ~2—

=—
•

С другой стороны,

CEx=CDl
и

CEt+CD1=(b+AE1)+(a+BD,) =

=a+b+(AE1+ BD1) =a+b+(AF1+BF1)=a+b+c,
откуда вытекает, что

AF1=AE1 =
a+b2+C-b= a- + c~b.

и, значит,

г р с а+с—Ь Ь—а
1 1

2 2 “2е

Таким образом, произведения СгК-С^ (=0^) и С^-С^ ( = CxFj) равны
между собой, в силу чего достаточно доказать одно из равенств (22а) и (226)
скажем, равенство (22а).

Так как

W-Mr-c »

(ведь С№—биссектриса угла С треугольника ЛВС!), то

BW--
а

'а+Ь
и, значит,

C.w — с—
(6~~а) с

2 я & 2 (я -|- 6)
*

Несколько труднее вычислить длину * отрезка Сх/?. Так как

x~=C1R—C1B=BR

И

#+-g-= Ci/? -\-AC-l = AR,
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то

а2

откуда получаем

т. е.

и, следовательно,

Таким образом,

^W-CxR

что и требовалось доказать.

Теперь заметим, что из равенств (22а) и (226) вытекает существование

окружностей S, соответственно Sv проходящих через точки К, L, W и R,
соответственно Kl9 Llt W и R (эти окружности изображены на рис. 98, а

«мелким» пунктиром). Из существования окружности S следует, что

^ RLK=№°—£KWR = №°—£ ТС1В = £ТС1А,

т. е. угол £ RLCi равен углу между хордой RCX окружности Sx и касатель¬

ной СгТ к этой окружности. Значит, этот угол является вписанным для

окружности 5lf т. е. точка L принадлежит окружности Sx. Точно так же из

существования окружности Si выводится, что окружности Si принадлежит и
точка Lv

Теперь мы уже находимся у самого конца нашего пути: осталось только

доказать, что пересекающиеся в точке L окружности s и Si, соответственно

циклы 2 и 1Ъ на самом деле касаются друг друга в этой точке и что окруж¬
ности sc и Si касаются друг друга в точке l*. Но это немедленно следует

из того, что касательные KW и СгТ (соответственно KR и СгТ) окружностей
s и Si (циклов z и Zi) в концах К и Сх хорд L/C и LC1 параллельны. В са¬

мом деле, поскольку касательные, к этим окружностям (циклам) во втором

конце L тех же хорд образуют с этими хордами те же самые углы, что и

касательные в точках К и Съ то касательные к ним в точке L должны

совпасть, т. е. Sx касается s (соответственно, Zx касается г) в точке L.
Точно так же из параллельности касательных K,\W и С{Г к окружностям

в sc и Si в точках и Сх вытекает, что эти две окружности касаются друг

друга в точке L±.

В заключение этого параграфа приведем второе доказательство
теоремы о том, что цикл шести точек треугольника плоскости Галилея каса¬

ется вписанного цикла; это доказательство не переносится так непосредственно,
как первое в геометрию Евклида, однако оно несколько проще изложенного

выше и не апеллирует к содержанию последующих параграфов настоящей
книги. Найдем, прежде всего, «центр подобия» описанного цикла Z и вписан¬

ного цикла г треугольника ABC, т. е. такую точку Q, что гомотетия с центром Q
и коэффициентом 4 (равным отношению радиусов циклов г и Z; см. формулу (17))
переводит цикл Z в цикл г. Пусть прямая 1\\АВ касается цикла Z в точке F';
через F мы, как и ранее, обозначим точку соприкосновения цикла г со сто¬

■(*—§-)2=&3-(*+y)2 (=СЯа),

(■х+тУ~{х-т)2=ьз-аа*
2сх= Ь2—а1

Ci# = *= :

b2-а2

2с

(b— a)c b2—a2_(b—a)2
~2(a-fb) 2с

= C1F2 = ClK-ClLt



§ 8] ОПИСАННЫЙ И ВПИСАННЫЙ ЦИКЛЫ ТРЕУГОЛЬНИКА 127

роной АВ треугольника ABC (рис. 99). Так как 1\\АВ, то проходящий через
точку F' диаметр d цикла Z делит пополам хорду АВ (т. е. проходит через

середину Сг этой хорды). Обозначим теперь через Q такую точку прямой FF\
Что

QF=iQF\ т. е.

Ясно, что гомотетия с центром Q и коэффициентом 4 как раз и переводит
касающийся прямой / в точке F' цикл Z в касающийся прямой АВ в точке F

цикл 2, радиус которого в 4 раза больше радиуса цикла Z. При этом, так
как (ср. выше, стр. 113)

FB = b и AR = bt

где R есть основание «высоты» CR треугольника ABCt то FCi = CiR и

FQ =±FF'^jFC^FC^- FC, ^FC, =

=FCi+-^ CjC = FCl+C1M = FM\

где M—есть точка пересечения медиан треугольника ABC. Поэтому прохо¬
дящая через Q особая прямая содержит точку М пересечения медиан тре¬
угольника ABC.

Итак, цикл г переводится в цикл Z гомотетией с центром Q и коэффи¬

циентом ~; в свою очередь цикл Z переводится в цикл Z1 гомотетией у2
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с центром М и коэффициентом —^ (ибо последняя гомотетия переводит

треугольник АБС в треугольник АгВхС^ вокруг которого описан цикл ZJ.
Отсюда следует, что цикл г может быть переведен в цикл Zx гомотетией у

с коэффициентом — -g-; что же касается центра L гомотетии у, то он при¬

надлежит (особой) прямой QM и удален от точки Af на такое расстояние LMf
чтог)

, LM=±-MQ.
В самом деле, точка L принадлежит прямой QM, ибо QM—«неподвижная
прямая» гомотетии у, являющейся «произведением» гомотетии ух с центром Q

и коэффициентом — и гомотетии у2 с центром М и коэффициентом —~

(ведь обе "эти гомотетии оставляют прямую QM на месте), а все неподвижные

прямые гомотетии у проходят через ее центр L. Равенство же LM =-^- MQ
вытекает из того, что определяемая им точка L есть «неподвижная точка»

преобразования у; действительно, Yi переводит L в такую точку V луча QM,

что QL' = jQL, т. е.

ML' =MQ—L'Q= 3LM —\lQ=3LM —i- (LM +MQ) =

=3LM—i-IQ=3LM—j (4LM) = 2LM

(рис. 99), а гомотетия y2 переводит L' обратно в L.

Докажем теперь,'что найденная точка L принадлежит циклу Zx; отсюда

будет следовать, что цикл z, переводимый в Zx гомотетией с центром L,
касается Zx в этой точке (ср. рис. 100, а—г, на которых изображены два

*) Ср. § 1 гл. I второй части книги Яглома [9].
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цикла Z и 2' и их центр гомотетии Р). Очевидно, нам достаточно пока¬

зать, что

tCyLR^LRB^. (23)

Но /URB-fix вычислить легко: из рассмотрения треугольника НВлСг следует,
что £RB1C1= ^ВхС^

— £B1RC1 = B— ^BxRCi, с другой стороны, £В^Сг =
= £В1А1С1 =А (как опирающиеся на одну хорду вписанные углы цикла 2г);
поэтому

ZRB^^B-A.

Несколько сложнее подсчитывается величина £CiLR. Пожалуй, "короче
всего здесь рассуждать так: обозначим высоту F'CX (равнобедренного!) тре¬
угольника ABFf через Я, а высоту CR треугольника ABC через к (разумеет¬
ся, Н и h—это «особые» длины; H=6F,Ci, /*=6Сд); точку пересечения осо¬

бой прямой QM с основанием АВ треугольника обозначим через N. Ясно,
4 1 4 1

что QN=-£ Я, MN= -g-h; таким образом, QM=— Н —— h, а значит,

NL=ML-MN=±QM — MN=(jH-±-hj-±-h=i(H~h)-. \

Q
Но так как ^F'AC^-^-, ZCAB—А и ^СВА—В, то (здесь достаточно

с С
вспомнить определение величины галилеева угла!) и h= bA = aB;

таким образом,

NL^
4 (H—h)

_

сС—2ЬА —2аВ
_ (a+b) (А + В)—2ЬА —2аВ

=

9 9 9

.aA +bB-bA—qB _(Ь—а)(В— А)
9 9

А теперь, вычислив величины углов ^NC^L и £LRN:
с -

ZWCjL=NL-.C^N= NL:CXM =NL:~ С1С= (6~"НВ~Л): -5Ц—=
о У О

Д+ &

_(&-«)(В-Л). 2 а- (Ь—о) (В—Л). Ь—а _

2
/Е> „

~~

9
*

3
—

9
*

6
~

3 * '

И

£LRN=NL:NR =NL:MC=NL:-^ СхС=-|- (В—Л),
получаем

£C1LR = /mNC1L+/mLRN=B-A (= ^RB^)

— этим и завершается доказательство!

Наконец, сформулируем теорему, двойственную теореме о цикле

шести точек; она гласит: цикл, вписанный в треугольник, образованный бис-
сектрисами .al9 blf сг треугольника ABC (этот треугольник двойствен тре¬
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угольнику ЛАС]., вершинами которого являются середины сторон треуголь¬
ника АВС) t касается также трех прямых р, q, г, проходящих через вершины
треугольника и параллельных противоположным сторонам; этот «цикл шести

Рис. 101.

прямых» Zi (радиус которого вдвое больше радиуса вписанного цикла г тре¬

угольника) касается описанного цикла Z треугольника (рис. 101).
Доказательство этой теоремы мы предоставим читателю.

§ 9. Степень точки относительно окружности или цикла; инверсии

Хорошо известно, что если проходящая через точку М прямая I

пересекает (евклидову) окружность S в точках А и В (рис. 102, а.—в),
то произведение МА-МВ зависит лишь от точки М и от окружнос¬
ти S, но не зависит от прямой /. Произведению МА-МВ принято
приписывать определенный /знак, т. е. считать отрезки МА и

MB направленными: произведение МА-МВ считается поло¬

жительным, если направления отрезков МА и MB (от М к А,



ИНВЕРСИИ 131

соответственно от М к В) совпадают, и отрицательным в противном
случае. Взятое со знаком + или— произведение

МА-МВ (24)

называется степенью точки М относительно окруоюности S; ясно,
что эта степень будет лоложитпьна, если точка М лежит вне

окружности 5 (рис. 102, а); равна нулю, если М принадлежит 5

Рис. 102.

(рис. 102, б); отрицательна, если М ле^ит внутри S (рис. 102, в).
Если точка М лежит вне S, то степень М относительно 5 равна

квадрату длины МТ касательной, проведенной к окружности 5 из

точки М (ибо за прямую / можно принять МТ; при этом обе точ¬

ки A iv В сольются в одну точку Т).
Если MQ=d, где Q— центр окружности 5 радиуса г, а прямая I

проходит через точку Q и пересекает 5 в точках А0 и В0, то дли¬

на одного из отрезков МА0 и МВ0 равна d + r, а длина' второго

равна \d — r\r Для учета знака произведения МА»МВ достаточно,

очевидно, взять со своим знаком разность (d — г), т. е. степень

точки М относительно окружности S всегда равна

d2-r2. (25)

Поэтому если координаты точек М и Q равны (лг0, ^0) и (а, Ь)} то

степень точки М относительно 5 равна

(*0 — а)2 + (у0 — Ь)2—г2.

А так как уравнение окружности S имеет вид

(х — a)2 + (y-b)2-r2=0 (26)
или

x%-\-f-\-2px-\r2qy-\-f=0, (26')

где р=
— а, q

—
— b, f=a2-\-b2— r2 (см. формулы (2) —(2а) из*

§ 1, стр. 17), то степень точки М(х0, ,у0) относительно окружнос¬

ти S равна результату подстановки в правую часть уравненщ

окружности ((26) или (26')) 'вместо х и у .координат xQ) у0 точка М.
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Из сказанного сразу следует, что множество точек, имеющих отно¬

сительно данной окружности S с уравнением (26) одну, и ту же

степень ky описывается уравнением

(дг-а)2 + 0/-&)2-г2= &

или

(x-a)*+ (y-b)*-(r*-k) = О,

т. ve. представляет собой окружность, концентрическую с данной

(впрочем, это сразу вытекает из (25)); множество всех точек, име¬

ющих одинаковые степени относительно окружности S с уравнени¬
ем (26') и окружности S± с уравнением

*2 +У2+ 2рух + 2qyy +Д= 0, (26")

описывается уравнением

Xа + 2рХ + 2qy +/= *2+/+ 2ргх + 2qjy +/i
или

2 (р —рг) x + 2{q—qt)y + (/—Д) = О,

т. е. представляет собой прямую линию г — радикальную ось

окружностей S и Sx (рис. ЮЗ)1). [Исключение составляет случай,
когда р =рг и q = qx (т. е. когда окружно¬
сти S и S± являются концентрическими!):
в этом случае искомое множество во¬

обще не содержит ни одной точки

(является пустым).] Нетрудно также

Рис. 103. Рис. 104.

понять, что попарные радикальные оси г1у г2 и г12 трех окруж¬
ностей S, Sx и S2 либо параллельны, либо пересекаются в одной

точке R—-радикальном центре окружностей S, Sx и S2
(рис. 104; в самом деле, если две радикальные оси пересекаются,
то точка R их пересечения имеет одинаковую степень относительно

*) Теорема о радикальной оси легко доказывается и без использования

уравнения окружности (см., например, § 81 книги Перепелки на [5J
или § 3 гл. II книги Я г лом а [10]).
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всех трех окружностей, т. е. принадлежит и третьей радикальной
оси).

Обратимся теперь к геометрии Галилея. Совершенно ясно, что

если I — произвольная (обыкновенная) прямая, проходящая через
точку М и пересекающая окружность5в точках А и В, то произ¬

ведение МА-МВ зависит лишь от точки М и окружности S, но не

от прямой I: ведь для всех проходящих через М прямых расстоя¬
ния МА и MB будут одними и теми же (рис. 105). Произведение

МА-МВ (24)

(в котором отрезки МА и MB считаются направленными, 'так

что это произведение может 'быть положительным или неположи¬

тельным) называется степенью точки М относительно окружности S.

Рис. 105.

Ясно, что степень точки М относительно окружности 5 положи¬

тельна, если точка М лежит вне 5 (рис. 105, а); , равна нулю, если

М принадлежит 5 (рис. 105, б); отрицательна, если М заключена

внутри *!? (рис. 105, в). При этом если d = MQ—расстояние от

точки М до центра Q окружности 5 (это расстояние будет одним
и тем же для всех центров Q окружности 5), a r = AQ= QB—■
радиус S, который здесь нам удобно считать совпадающим по зна¬

ку с d, то один из двух отрезков МА и MB будет равен d + r,
а второй будет равен d— г, так что и в геометрии Галилея степень

точки М относительно окружности S равна

d2—г2. (25)

Несколько сложнее проводятся соответствующие рассуждения
для циклов. Пусть I и 1Х—две прямые, проходящие через точку Ж

и пересекающие цикл Z в точках Л и В, соответственно Ах и Вг
(рис. 106). Ясно, что если точка М принадлежит Z (рис. 106, б),
то МА-МВ =МА1-МВ1= 0. Если же М не принадлежит Z, то

/ АВВ1 =//АА1В1 и /mA1AB = J/A1B1B как вписанные углы цикла,

опирающиеся на одну дугу; поэтому треугольники МААХ и МВХВ
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будут иметь одинаковые углы1). А так как стороны треугольников
пропорциональны противоположным углам (см. формулы (13) § 4,
стр. 62), то

ИГ^Ш
или М4.ЖВ =АМ1-ЛШ1)

что и доказывает независимость произведения (24) от. выбора -

пря¬
мой /. Это произведение называется степенью точки М относительно

цикла Z. Ясно, что степень М относительно Z будет положительна,
если точка М лежит вне Z (рис. 106,а; в этом случае степень

точки М относительно цикла Z равна также квадрату длины МТ

Рис. 106.

касательной, проведенной к Z из М,— для доказательства этого

достаточно принять за I прямую МТ)\ равна нулю, если М принад¬
лежит Z (рис. 106, б); отрицательна, если М лежит внутри Z

(рис. 106, в)/ [Точка М называется внутренней по отношению

к циклу Z, если через нее не проходит ни одна не пересекающая Z

прямая, и внешней в противном случае; при этом из внешней

точки к циклу Z можно провести касательную, а из внутренней
нельзя.]

Если координаты точки М суть х^ и yQi а окружность 5 пред¬
ставляет собой пару (особых) прямых л* =?= д:х и х = х2у то отрезки
МА и MB равны хг

—

х0 и х2
—

х0; поэтому степень М относи¬
тельно 5 равна

(*1— *о) (*2 — *о) = (*о — *i) (*0 — **)•

А так как уравнение окружности S имеет в этом случае вид

(х-хг)(х-х2) = 0 (27)
или

х2+2Ьх + с = 0, (27')

2) Эти треугольники будут «подобны 1-м образом»—они переводятся один
в другой преобразованием подобия 1-го рода (см. текст, напечатанный мел¬
ким шрифтом на стр. 66).
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где 2Ь = — (хг + х2), с = хгх2у то степень точки М относительно

окружности S равна результату подстановки в правую часть урав¬

нения (27) или (27') окружности вместо х и у координат х0, у0
точки М.

С другой стороны, пусть цикл Z имеет уравнение

х2 2Ьхх -|- 2Ь$ -|- с — 0 (28)

(т. е. уравнение (2) из § 6, стр. 85, где коэффициент а при х2

равен 1), а прямая /, проходящая через точку М (х0, у0),— уравнение

у—у0
= k(x— x0). (29)

Тогда координаты (х1} уг) и (х2, у2) точек А и В пересечения пря¬

мой / с циклом Z определяются из системы (28)—(29) двух уравне¬
ний с двумя неизвестными. Но из уравнения (29) следует

y=kx + (y0 — kx0);

подставляя это значение у в (28), получим

+2 (Ьх + кЬг) х + [2Ьг (у0 — kx0) + с] =0,

откуда по формулам Виета имеем

*i + х2 =
— 2 (Ъг + kb2)y хгх2 = 2b2 (у0 — kx0) + с.

Поэтому степень точки М (л:0, у0) относительно цикла Z

МА • MB = (хг — лг0) • (х2 — л:0) = х\ — (хг + х2) х0 + ххх2

равна

хо й- 2 (#1 + kb2) х0 + 2b2 (у0 — кх0) с = х\-\- 2Ьгх0 + 2Ь2х0 + с;

другими словами, степень точки М относительно цикла Z равна ре¬

зультату подстановки в уравнение (28) цикла вместо х и у коорди¬
нат x0i у0 точки М.

Из доказанного непосредственно следует, что множество точек,
имеющих относительно окружности (27') или цикла (28) одну и ту

же степень к, описывается уравнением

x2 + 2bx + c = ky т. е. x2 + 2bx+ (c^k) = Oy

соответственно

*2+ 2Ъгх + 2Ъ2у + с= А, т. е. *2 + 2Ъгх + 2Ъ2у + (с - к) = 0,

т. е. представляет собой окружность, «концентрическую» с данной

(имеющую ту же линию центров; это, впрочем, сразу следует и

из (25)), или цикл, параллельный данному. Далее, нетрудно видеть,
что множество точек, имеющих равные степени относительно данных



136 окружности и циклы [гл. и

двух окружностей S и Sx с уравнениями (27') и

х2+2Ь1х + сг = 0 (27")

или относительно окружности S с уравнением (27') и цикла Z
с уравнением (28), или относительно двух циклов Z и с уравне¬
ниями (28) и

*2+ 2Ъ™х + 2Ъ™у + сг = 0, (28')

представляет собой (обыкновенную или особую!)-прямую г; эту пря¬

мую естественно назвать радикальной осью двух окружностей

(или окружности и цикла, или двух циклов). Ясно, что радикальной
осью двух (неконцентрических) окружностей (27') и (27") будет
особая прямая

х2+2Ьх + с = х*+ 2Ь1х + сг, т. е. х =

‘(а радикальная ось концентрических окружностей не существует —

представляет собой пустое множество точек);
‘

также, и радикальной
осью двух (непараллельных) циклов Z и Zx одного радиуса (для
таких циклов в уравнениях (23) и (28') &2 = &<1)1)) будет особая

прямая

х2+ 2Ьхх + 2Ь^у + с = л2 -)- 2bljL)x + 2Ъгу clt т. е. x=--j^~c ■

I \bi
— Oi )

(рис. 107, а; радикальная ось двух параллельных циклов не

существует)..Во всех остальных случаях радикальной, осью (если она

существует) будет служить обыкновенная прямая (рис. 107, б, в)\

2) Поскольку уравнение (28) можно, очевидно, переписать в виде

у
—
—

кг- х2 —г х~~ » т0 Р^иус г цикла (28) равен —Ь2.
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так, например, уравнение радикальной оси циклов (28) и (28')
разного радиуса имеет вид

х2+ 2Ъгх + 2Ь2у + с = х2 + 2Ь^х + 2Ь£'у + с±

Ясно, что если две линии 2 и 2Х— цикл и окружность или два

цикла —пересекаются в двух точках Р и Q, то радикальной осью 2
и 2Х .служит прямая PQ (ибо точки Р и Q имеют относительно 2
и относительно 2Х одну и ту же степень 0, а потому принадлежат
радикальной оси 2 и 2Х).

Аналогия между учением об евклидовых окружностях и учением
о циклах и окружностях геометрии Галилея может быть еще про¬

должена. Так, например, в точности как в случае евклидовой гео¬

метрии, показывается, что если какие-либо две из попарных ради¬
кальных осей гъ г2 и г12 трех линий 2, 2г и 22, каждая из

которых является окружностью или циклом, пересекаются в точке /?,
то через эту точку (имеющую, очевидно, одинаковую степень отно¬

сительно всех трех линий!) проходит и третья радикальная ось

(рис. 108,. а, б); эту точку R естественно назвать радикальным
центром трех линий' 2, 2Х и 22х).

г) В геометрию Галилея можно без особого труда перенести все понятия

и теоремы той части евклидовой теории окружностей, которая базируется на

понятии степени точки относительно окружности (см'., например, гл. X книги

Перепелкина [5] или раздел А статьи Яг лома [31]). Также и все

дальнейшее содержание теории окружностей, связанное с понятиями степени

прямой относительно окружности и степени окружности относительно окруж¬

ности (см., например, разделы Б и В статьи Я г лома [31]), может быть

перенесено в геометрию Галилея; ср. ниже, стр. 174.

или

2 (&*-#>)
*

С1—С

Рис. 108.
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Нетрудно установить механический смысл степени точки относи¬

тельно цикла. Рассмотрим равноускоренное движение материальной
точки по прямой о:

x = at2 + 2bt (30)

с ускорением w
= 2a, начинающееся в момент t = 0 из точки х = 0

(см. формулу (Г) § 6, стр. 91), например, движение подброшенного
вертикально вверх камня, име¬

ющего ускорение w= — g, где

£•«9,8 м/сек2— ускорение си¬

лы тяжести (см. рис. 109, а, б).
Выберем инерциальную систему
отсчета так, чтобы изображен¬
ной на рис. 109, б прямой I

отвечало состояние покоя;

тогда эта прямая будет харак¬
теризовать определенный пункт
х — х0 прямой о («вертикали»).
Пусть

”

точка М плоскости

Галилея характеризует этот

пункт прямой о и момент t = 0,
который мы условились считать моментом начала движения; при
этом отрезки МА и MB рис. 109, б будут характеризовать интервалы
времени между началом движения t = 0 и моментом прохождения
движущейся точкой (камнем) пункта х = х0. Ясно, что эти интервалы
времени tx и t2 определяются из уравнения

at2 + 2bt = x0 или at2-\-2bt — х0 = 0,

из которого в силу формул Виета немедленно следует

Рис. 109.

^=-ir •

Таким образом, мы видим, что интересующее нас произведение
МА • MB = t1-t2 зависит лишь от ускорения w ( = 2а) движущейся
точки и от величины х0 и не зависит от выбора инерциальной
системы координат! Поэтому, если мы выберем иную систему
координат, скажем ту, в которой роль «постоянного пункта»

играет прямая рис. 109, б, то произведение

109, б) будет иметь то же значение

х=х0 рис. 109,

М£г-МВг (см. рис.

что и раньше.

Обратимся теперь к учению об инверсии. Как известно,
инверсией с цент ро м Q и степенью &>0 (или инверсией,
задаваемой окружностью инверсии S с центром Q и радиу¬
сом r—Yk) в евклидовой геометрии называют преобразование, сопо¬
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ставляющее каждой отличной от Q точке А плоскости такую точку Л'
луча QA, что

QA-QA' =k (31)

(рис. 110). Несколько по-другому инверсию можно описать следую¬

щим образом: точки окружности S инверсия оставляет на месте;

каждую внешнюю по отношению к S точку А она переводит
в точку Л' пересечения диаметра QA окруж¬
ности S с хордой KL, соединяющей точки

прикосновения с окружностью S проведенных
к ней из точки А касательных; точку Л'

она переводит обратно в Л. Последнее сле¬

дует из того, что прямоугольные треуголь¬
ники QKA' и QAK с общим острым углом Q
подобны между собой, так как из их подобия
вытекает

= или QA-QA' = QK2 ( = r* = k).

Для определения образа А’ произвольной (но отличной от Q)
точки Л при инверсии с окружностью инверсии £ можно также

провести через А всевозможные окружности s (и прямую /), пер-
пендикулярные окружности S, другими словами, такие, что

Рис. 111.

касатедьные к 5 и.к s в точках К и L их пересечения перпенди¬
кулярны (т. е. окружность 5 должна касаться радиусов QK и QL
окружности S, проходящих через точки пересечения S и s, а прямая I

должна проходить через точку Q). Все такие окружности s и пря¬

мая I пересекаются еще в одной точке Л', которая и является

образом точки А при инверсии (рис. 111, а). Для обоснования

последнего утверждения (оно может служить новым определением
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инверсии!) достаточно воспользоваться понятием степени точки отно¬

сительно окружности {в применении к точке Q и к любой из рас¬

сматриваемых окружностей 5); из определения этого понятия следует,
что если А' — вторая точка пересечения прямой QA с окружностью s9
то

QAQA'=QK2 (= г2 = А)

(ибо QK— касательная к окружности 5!). Если точка А принадлежит S9
то все проходящие через точку А и перпендикулярные S окружно¬

сти 5 (и прямая /) касаются друг

друга в точке Л; в этом случае естест¬

венно считать, что точка А' совпадает
с А. Такое описание инверсии очень близко

к описанию симметрии относи¬

тельно прямой/и, при которой каждая
точка А плоскости переходит во вторую

точку А' пересечения всех проходящих

через А окружностей 5 (и прямой /), пер¬

пендикулярных m (рис. 111, б); исходя из

этой аналогии, инверсию с окружностью

инверсии 5 часто называют симметрией
относительно окружности S.

Самым важным из свойств инверсии является следующее: инвер¬
сия переводит каждую окружность плоскости (где к числу окружно¬
стей мы причисляем также и прямые, рассматриваемые как «окруж¬
ности бесконечно большого радиуса») снова в окружность (или
в прямую). Проще всего доказать это свойство аналитически.

Инверсия с центром в начале координат* 0(0, 0) и степенью k

переводит точку А(х, у) в такую точку А' (*',. у') или А' (kx, Ху)
(ибо А' принадлежит лучу ОА, рис. 112), что

ОЛ-ОЛ' = £, т. е. Vх2 +у2 • V(Хх)2 + (Ху)2 = k.

Рис: 112.

Отсюда вытекает, что X — -2,^2 и> значит,X -f- у

t kx
m

kx*
/2 *

или

У =
ky

*2+t/a

x'z +у

w #2 t /2
x' +y'

(32)

(Последнее следует из того, что А' переводится в А той же

инверсией!) Поэтому окружность (или прямую) s с уравнением

а (х2 +у2) + 2Ьхх +‘2Ь2у + с = 0 (33)
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(уравнение (2') из § 6, стр. 85) инверсия (32) переводит в линию s

с уравнением
'

к2
•2Ъл

kx'

V2+</'2
‘

x'*+yl2
+ 2b*

х'*+у'2

т. е. снова в окружность (или прямую)

of (х2 ~\~у2) 2Ь±х -4“ %Ь2у -J" с* — О (ЗЗ7)

(здесь мы отбрасываем ненужные нам более штрихи при х и у); где

а' = с, Ь\ = кЬъ b2 = kb2j c' = k?a. (33а)

При этом, если в уравнении (33)
а) а = 0, с = 0 (т. е. s — прямая, проходящая через О);
б) а = 0, сФ О (т. е. 5—прямая, не проходящая через О);
в) афО, с = 0 (т. е. s — окружность, проходящая через О);
г) афОу сфО (т. е. 5 — окружность, не проходящая через О);

то в уравнении (33')
а) а'= О, с'= 0 (т. е. s' — прямая, проходящая через О);
б) а'фОу с' = 0 (т. е. 5'— окружность, проходящая через О);
в) а'= О, с' =Ф0 (т. е. s' — прямая, не проходящая через О);
г) а'ФО, с'ФО (т. е. 5' — окружность, не проходящая через О).
Это 'Чисто аналитическое рассуждение можно заменить следую¬

щим геометрическим. Проходящая через центр Q инверсии прямая s9

W ■с = О,

Рис. 113.

очевидно, переходит при инверсии сама в себя: ведь каждую точку А

прямой 5 инверсия переводит в точку той же прямой. Пусть
теперь 5 — прямая, не проходящая через центр инверсии Q; М и А—

какие-то две точки этой прямой, М' и А' — их образы (рис. 113, а).
Из равенства

QA-QA' = QM-QM’ (•=k)
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следует, что

QA QM'
QM

~~

QA
#

Поэтому треугольники QA'M' и QM'A' подобны, и, значит,

/*QA'M' = /AMQ. (34)

Закрепим теперь точки М и М', а точку А заставим пробегать

прямую 5. При этом множество точек А' будет определяться усло¬
вием (34); другими словами, это множество s' будет характеризо¬
ваться условием постоянства угла QA'M', под которым виден из

точки А' отрезок QMНо это и означает, что множество s' точек А'

представляет собой окружность, проходящую через .точки Q и М'.

Обратно, если точка А рис. 113, а будет пробегать проходящую
через центр Q инверсии окружность то множество точек Л,

являющихся образами точек А', будет характеризоваться тем же

равенством (34), из которого видно, что /AMQ=- ^ QA'M' = const;
следовательно, это множество точек s представляет собой прямую,

образующую с прямой QM угол /QMA, равный вписанному углу
окружности s', опирающейся на хорду QM' х).

Пусть теперь 5 — окружность, не проходящая через центр Q
инверсии; / — проходящая через Q прямая, пересекающая s в точках

М и N; Л —еще одна точка окружности s; М', N' и Л' —образы
точек М, N и А при инверсии (рис. 113, б). Из равенств

QA-QA' =QM-QM' ( = k) и QA-QA' = QN-QN' ( = k)

вытекает пропорциональность сторон треугольников QAM и QM'A’f
QAN и QN'A':

QA _QM' QA _QN'
QM ~QA'

И
QN ~QA' *

а следовательно, и равенство углов этих треугольников:

/_QA'M' = /_AMQ\ /_QA’N' = /_ANQ.
А отсюда в свою очередь вытекает, что

/N'А'М' = /QA'M' —/(QA'N' = /AMQ—/ANQ= /ЩАМ

(здесь мы используем теорему о внешнем угле треугольника). Та¬
ким образом, когда точка Л пробегает окружность s, характеризую¬

щуюся постоянством вписанного угла /MAN1), опирающегося на

г) Для того чтобы сделать это рассуждение совсем строгим,, надо в соот¬

ветствии со сказанным на стр. 83—84 ввести в рассмотрение направлен¬
ные углы (см. подстрочное примечание 2) на стр. 120; ср. на рис. 113, а

прямую QA с изображенной тонким пунктиром прямой (Mi).
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хорду MN, точка А пробегает линию s', характеризующуюся по¬

стоянством угла £N'AMт. е. тоже окружность.

Наконец, сходные рассуждения показывают, что инверсия обла¬

дает свойством конформности, т. е. сохраняет углы между
линиями. В самом деле, пусть линию Г инверсия с центром Q и

степенью k переводит в линию Г'; А и А' —соответствующие
друг другу при инверсии точки этих линий; В—близкая к А точка

Г

Рис. 114.

линии Г, переходящая при инверсии в точку В' линии Г' (рис. 114, а).
Так как при этом

(_'*), т. е. $■=■§£,
то треугольники QAB и QB'A' подобны, т. е. ^BAQ=^mQBfA\
Если теперь точка В стремится к точке Л, то прямая АВ стремится
к касательной АТ линии Г в точке Л, а прямая АВ'—к касатель¬

ной АТ линии Г' в точке А' (см. рис. 114, а). Поэтому в пределе
равенство /BAQ = /_QB'А' переходит в равенство

/TAQ= j/QA'T'
— линии Г и Г' образуют в точках Л и Л' с прямой QA одина¬

ковые (но противоположно направленные, см. рис. 113, а) углы.
Отсюда следует, что если две пересекающиеся в точке А линии Г
и Г, инверсия переводит в пересекающиеся в точке Л' линии Г* и

Т[ и ЛГ, АТЪ соответственно А'Т\ АГТ\—касательные к Г и к Гх
в точке Л и касательные к Г' и к Г| в точке А (рис. 114,6), то

£ТАТ± = /Т'^АТ.
Но последнее равенство и означает, что угол между Г и Гх равен

углу между Г' и Г^, поскольку под углом между двумя
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(гладкими, т. е. имеющими касательные) линиями Г и Тг как раз

и понимается угол между касательными к этим линиям, проведен¬
ными в точке их пересечения. Из конформности инверсии, в част¬

ности, вытекает, что инверсия переводит две касающиеся линии Г

и Гх (линии, угол между которыми равен нулю; рис. 114, в) в касаю¬

щиеся линии Г' и Г'* (например, касающиеся окружности—в касаю¬

щиеся окружности).
После этого довольно большого отступления, посвященного

некоторым фактам обычной геометрии Евклида, обратимся снова к

геометрии Галилея. Инверсия 1-го

рода с центром Q и степенью

k > О (инверсия с Центром Q и

окружностью инверсии S

радиуса r = ]/rk *)) в геометрии Га¬

лилея естественно определяется как

преобразование, сопоставляющее
каждой удаленной от точки Q на не¬

нулевое расстояние точке А плоско-

сти такую точку А луча QA, что

QA-QA' = k (31)

(рис. 115). С помощью окружности
S инверсию 1-го рода можно опи¬

сать следующим образом: для опре¬
деления образа А' произвольной
точки А плоскости Галилея (удален¬
ной от Q на ненулевое расстояние)
достаточно провести через А всевоз¬

можные циклы 0, в точках К и L

пересечения с окружностью S касаю¬

щиеся «радиусов» QK и QL этой ок¬

ружности (а также прямую l=QA, тот
же в точках К0 и L0 пересечения с 5 «касающуюся» лучей QK0 и QL0);
все такие циклы z (и прямая /) пересекаются еще в точке А\ которая
и является образом точки А. Для доказательства совпадения этого

определения инверсии 1-го рода с исходным определением доста¬
точно воспользоваться пойятием степени точки относительно цикла

(в применении к точке Q и к любому из рассматриваемых циклов z);
из определения этого понятия следует, что если А'—вторая точка

х) Центр Q инверсии обязательно должен являться центром окружности

инверсии 5. [В то время как евклидова инверсия полностью определяется

указанием окружности инверсии 5, в геометрии Галилея для задания инвер¬
сии 1-го рода надо указать не только окружность 5, но и ее центр Q—ведь
5 имеет много Центров, только один из которых играет роль центра ин¬

версии!]
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пересечения прямой QA с циклом z, то

QA • QA' = QK2 ( = r2 =k)

(ибо QK—касательная к циклу z). Если точка А принадлежит

окружности S, то все касающиеся в этой точке луча QA циклы z

касаются друг друга в точке А; в этом случае естественно счи¬

тать, что точка А' совпадает с А. [Заметим также, что в точке К

пересечения цикла z и окружности 5 линии S и z «перпендикуляр¬
ны» (подобно тому -как обстояло дело и в евклидовой геометрии);
однако здесь последнее свойство является бессодержательным, ибо

окружность S плоскости Галилея «перпендикулярна» любой не

касающейся ее линии Г в точке пересечения 5 и Г.]

Рис. 116.

В геометрии Галилея инверсию 1-го рода с окружностью инвер¬
сии 5 и центром Q называют также симметрией относительно окруж¬

ности S с центром Q. Другим аналогом евклидовой инверсии в гео¬

метрии Галилея является так называемая инверсия 2-го рода с

циклом инверсии Z или симметрия относительно цик¬
ла Z. Она определяется так: точки цикла Z инверсия 2-го рода

переводит в себя; любую внешнюю по отношению к Z точку А

плоскости она переводит во вторую точку А' пересечения проходя¬

щего через А диаметра d цикла Z с хордой KL, соединяющей точки

прикосновения с циклом Z проведенных к нему из точки А каса¬

тельных; точку А' инверсия 2-го рода переводит обратно в точку А

(рис. 116, а). Можно также определить инверсию 2-го рода плос¬

кости Галилея с циклом инверсии Z и по-другому: каждую точку А

плоскости симметрия относительно цикла Z переводит в такую точ¬

ку А' проходящей через А особой прямой А (диаметра цикла Z),
что отрезок АА' делится циклом Z пополам (т. е. переводит А- В



146 ОКРУЖНОСТИ и ‘циклы [гл. II

такую точку А' прямой d, что

АР = РА' или, точнее, 6^= бр^',

где Р есть точка пересечения прямой d с циклом Z). В самом деле,

AK=AL, т. е. прямая Оделит отрезок KL пополам; поэтому каса¬

тельная t к циклу Z в точке Р пересечения цикла Z с диаметром

d параллельна хорде KL (см. выше, стр. 102 и 104). Но если М

есть точка пересечения t и АК, то РМ=МК1 как касательные к Z,
проведенные из одной точки М; другими словами, проходящая че¬

рез точку Ж особая прямая е равноудалена от d и от проходящей
через К особой прямой /. А отсюда в свою очередь вытекает, что

если N есть точка пересечения особой прямой е с хордой KL, то

РА’ = MN =yA'A
(в силу теоремы о средней линии треугольника; все расстояния здесь

особые).
В последней интерпретации симметрия относительно цикла родст¬

венна симметрии относительно (обыкновенной) прямой I —

преобразованию, переводящему каждую точку А плоскости в такую

точку А' особой прямой d, проходящей через Л, что отрезок ААГ

делится прямой I пополам (рис. 116, б; ср. выше, стр. 56). И в

дальнейшем мы будем считать симметрию относительно прямой част¬

ным случаем симметрии относительно цикла, подобно тому как (обык¬
новенную) прямую иногда считают частным случаем цикла («цикл
бесконечно большого радиуса»).

Очевидно, что как инверсия 1-го рода (симметрия относительно

окружности), так и инверсия 2-го рода (симметрия относительно

цикла) каждую особую прямую р плоскости Галилея переводят
снова в особую прямую: инверсия 2-го рода оставляет прямую р

на месте, а инверсия 1-го рода, переводит р в такую прямую р\
что произведение расстояний от центра Q инверсии до р и до р'
равно степени k инверсии. Поэтому окружность плоскости Галилея

(т. е. пару особых прямых!) каждая инверсия (1-го или 2-го рода)

переводит снова в окружность. Гораздо более глубоким является

следующее свойство инверсии: каждая инверсия (1-го или 2-го рода)
переводит любой цикл z (к числу которых мы причисляем здесь и

обыкновенные прямые, рассматриваемые как «циклы бесконечно

большого радиуса») снова в цикл (или прямую); к доказательству это¬

го свойства мы сейчас^и перейдем.

Проще всего доказать это свойство инверсий аналитически.

Инверсия 1-го рода с центром в начале 0(0, 0) координат
и степенью k переводит каждую точку А (х, у) плоскости в такую

точку Л'(х\ у') или Л' (Хх, Ху) луча ОЛ, что

OA-OA'=k или x-Xx = k
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(рис. 117). Отсюда следует, что X = -j- и, значит,

X *

ИЛИ

* =
F>

«=*£У *'2

(35)

(ведь точку А' наша инверсия переводит в точку А). Поэтому цикл
(или прямую) z с уравнением

у = ах2+2Ьх + с

инверсия (35) переводит в линию z' с уравнением-

W
__ 1 k*

I оь
k

I ^

pa--«ipr+2&p:+c.
т. e. снова в цикл (или в прямую)

у = а'х2 + 2Ь'х + с', (36)
где

«' =
у,

& = Ь, с' — ka. (36а)

В частности, если в уравнении (1)

(1)

Рис. 117.

(т. е. z—прямая, проходящая через О);
(т. е. z—прямая, не проходящая через О);
(т. е. z—цикл, проходящий через О);
(т. е. z—цикл, не проходящий через О),

а) a = 0f с = О

б) а = 0, сфО
в) а ФО, с = О

г) а ФО, с ФО
то в уравнении (36)

а) а'= 0, с' = 0 (т. е. z'—прямая, проходящая через О);
б) а'ФО, с' = 0 (т. е. г'— цикл, проходящий через О);
в) а'= 0, с'^О (т. е. z' — прямая, не проходящая через О);
г) а' Ф 0, с'ФО' (т. е. z'—цикл, не проходящий через О)

— см, рис. 118, а, б; ср. выше, стр. 141.

С другой стороны, если цикл Z имеет уравнение

у = ах2,
то симметрия относительно цикла Z (инверсия 2-го рода)
переводит точку А (х, у) плоскости Галилея в такую точку Af (х'уу )
или А' (х, у') проходящей через точку А особой прямой х = const,
что отрезок АА' делится пополам в точке пересечения Р[х, ух) или

Р(Ху ах2) этой особой прямой с циклом Z (рис. 119, а). Отсюда

т. е.

у' —ах2 = ах2—уу

х = Ху

у' = 2а*2—у

х
—

х

или

у = 2ах'2—у'
(37)
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(ведь и здесь точка А переходит обратно в А). Поэтому цикл

(или прямую) z с уравнением (1) инверсия 2-го рода (37) переводит

а)

Рис. 118.

в линию z' с уравнением

*2ах'2—yr = ах'2 + 2Ъх* + с\

т. е. снова в цикл или прямую

у = а'х2 + 2Ь'х + с'1 (36')

где

а*— 2а—а, Ьг —— Ъ, с = — с. (366)

Таким образом, каждый цикл z кривизны р = 2а переводится сим¬

метрией относительно цикла Z кривизны Р = 2а в цикл zf кривизны

р' = 2Р—р (38)



ИНВЕРСИИ 149

(ибо р' = 2а' = 4а—2а). В-частности, циклы кривизны р = 2Р сим¬

метрия относительно цикла Z переводит в прямые линии (в «циклы

нулевой кривизны»), а прямые линии—в циклы кривизны 2Р

(рис. 119, б)1).
Можно также вывести все эти результаты геометрически, не

обращаясь к уравнениям циклов. Для и,нверсии 1-го рода (сим¬

метрии относительно окружности) соответствующие рассуждения

V 6)

Ри<^. 120.

почти дословно копируют те, которые мы проводили в евклидовом

случае (ср. рис. 120, а, б с рис. 113, а, б на стр. 141). Так, на¬

пример, здесь такжв из равенства

QA-QA' =QM-QM' ( = k)

следует, что стороны треугольников QAM и QM'A' рис. 120, а или

120,6 пропорциональны:
QA QM'
QM QA'

‘

Отсюда в силу формул (13) из § 4 (стр. 62) вытекает пропорцио¬
нальность углов этих треугольников:

LQMA ^M'A'Q

£MAQ
~

£QM'A'
9

А так как в обозначениях рис. 120, а, б

/MAQ—/QMA= /QM'A' —/M'A'Q (= /MQA),

*) Можно показать, что если симметрия относительно цикла Z переводит
цикл z в п р я м у ю z', то z' есть радикальная ось циклов Z и z;

доказательство этого мы предоставим читателю провести самостоятельно.
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то мы снова приходим к соотношению

/JQA'М' = ZAMQ, (34)
из которого вытекает, что изображенную на рис. 120, а прямую z

инверсия 1-го рода переводит в цикл z\ а цикл z'—обратно впря¬

мую z. Аналогично доказывается и то, что в случае, изображенном
на рис. 120,6, цикл .z переходит в цикл z' и наоборот. Наконец,
в точности как в евклидовом случае, показывается, что если инвер¬
сия 1-го рода переводит (гладкую) линию Г в линию Г', то в со¬

ответствующих друг другу при этой инверсии точках Л и Л' эти

Рис. 121.

линии образуют с прямой QA одинаковые по величине (но обратные
по знаку!) углы, т. е. что в обозначениях рис. 121, а

Z.QAT=ZJ'A,Q

(ср. с рис. 114, а, стр. 143). А отсюда уже выводится конформ¬
ность инверсии 1-го рода: если инверсия 1 -го рода переводит пе¬

ресекающиеся в точке А Линии Г и Тг в пересекающиеся в точке

А' линии Г' и Ti и если АТ, АТХ и А'Т', А'Т\ —соответственно ка¬

сательные в точке А кТ и 1\ и в точке Л' к Тг и к (рис. 121, б),
то

£ГАТХ = j/T'xA’T'.

В частности, касающиеся между собой линии (например, касающиеся

циклы) инверсия 1-го рода переводит в касающиеся линии (в касаю¬

щиеся циклы).
Совсем по-другому приходится рассуждать в случае инверсии

2-го рода (симметрии относительно цикла Z). Пусть симметрия

относительно цикла Z переводит точки Л, Ж, N в точки Л', М\
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N' и пусть Р, Q, R—точки пересечения особых прямых АА, ММ9
и NN' с циклом Z; точки пересечения прямых AM, А'М' и PQ с

особой прямой NN' обозначим через X, У и U (рис. 122). Прямая
PQ, соединяющая середины Р и Q оснований АА' и ММ' трапеции
АА'М'М, делит, очевидно, пополам и параллельный основаниям

трапеций отрезок XV (ибо PQ есть медиана треугольника с осно¬

ванием ММ' и боковыми сторонами М'А' и МА, если М'А'^МА;
если же М'А' || МА, то и PQ || AM || А'М').
Таким образом, имеем

N'Y= N'U+ LJY= (N'R— UR) + UY=

= RN—UR+ XU= (UN—UR)—UR+

+ XU= (XU+ UN)—2UR = XN—2UR.

Разделив обе части равенства N'Y=
= XN—2UR на длину отрезка A'N'

(= AN= PR) и воспользовавшись тем, что

в силу определения углов в геометрии
Галилея

N'Y- = /N'A’M', 45= /.MAN и
A'N AN

мы получаем

/N'A'M' = /MAN—2 /QPR;
/M'A'N' = 2 /QPR—/MAN.

( }

Предположим теперь, что точки М и N

закреплены, а точка А пробегает прохо¬
дящий через М и N цикл (или прямую)
z; в таком случае и точка А' будет
пробегать цикл (или прямую) z'\ ведь поскольку /MAN= а= const

(вписанный угол цикла z, опирающийся на хорду MN) и /QPR=
= А = const (вписанный угол цикла Z, опирающийся на хорду QR),
то и

/М'AN' = а' = 2А—а = const.

Заметив затем, что кривизны р, р/ и Р циклов z, z' и Z в силу

определения (4') из § 6 (стр. 90) равны 2~, 2^- и 2-^-, где

s — MN=M'N' = QR, мы придем к соотношению (38). Наконец,
для того чтобы доказать конформность инверсии 2-го рода,
достаточно предположить, что в соотношении (39) точки Л и iV

закреплены, а точка М перемещается по какой-то линии у,
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стремясь к точке А (рис. 123, а); в пределе мы получим

/VAN9 = 2 /TPR—/JAN,
где At, At’ и PT— касательные в точках Л, Л'и Я соответственно

к линии у, к линии 7' (в которую переводит наша инверсия линию 7)
и к циклу Z. Отсюда вытекает, что если у и уг

— две линии, пе¬

ресекающиеся в точке А}/ а 7’и 7^ — пересекающиеся в точке Л'

лиши, в которые инверсия 2-го рода переводит линии у и уг, если,

далее, t, tx, соответственно ?, t\— касательные в точке А к у и к

уг и касательные в точке А' к у' и к 7} (см. рис. 123, б), то

/ t'A't[= / t'A'N' —/ t'xAN' = (2 / TPR—/ tAN) —

— (2 /TPR —/ txAN) = / txAN—/ tAN= /tx.At

(на рис. 123, б прямые AN, AN' и PR не изображены; ср. рис. 123, а).
В частности, касающиеся между собой линии (например, касающиеся

циклы) инверсия 2-го рода переводит в касающиеся линии (в каса¬

ющиеся циклы).
Многочисленные применения, которые преобразования инверсии

имеют как в евклидовой геометрии1), так и в геометрии Галилея,
мы проиллюстрируем единственным простым примером. Пусть Sx, S2,
S3 и S4, соответственно Zx, Z2, Z3 и Z4— четыре окружности ев¬

клидовой плоскости или четыре цикла плоскости Галилея, причем
Sx и S3 (соответственно Zx и Z3) касаются S2 и S4 (Z2 и Z4);
относительно окружностей мы предположим еще, что Sx и S3, так же

х) Много примеров использования (евклидовой) инверсии собрано в гл. 2
книги Я г лом а [10].
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как S, и SAt _не имеют общих точек1) (рис. 124, а, б). Мы утвер¬
ждаем, что точки' А, В, С и D касания .этих четырех линий принад¬
лежат одной окружности (соответственно одному циклу).

Для доказательства этого утверждения произведем инверсию
(соответственно, инверсию 1-го рода) с центром в точке А касания

St и S2 (или Zt и Z2) и с какой угодно степенью £. Эта инверсия
переводит • проходящие через центр инверсии окружности Sx и S2
(циклы ZL и Z2) в прямые и /2; касающиеся окружности S3 и

S4 (циклы Z3 и Z4) переходят при этом в касающиеся окружности

S'3 и SI (циклы Zg и Z4), причем «S3 (соответственно Zg) касается /2,
a S4 (соответственно Z4)—1г (ибо окружность S3 касалась «S2, а

окружность «S4 касалась S±; соответственно цикл Z3 касался Z2,
а цикл Z4 касался Zx). Так как окружности и S2 (циклы Zx и

Z2) не имели отличных от А общих точек, а точка А не имеет

образа при инверсии, то прямые 1г и /2 не имеют общих точек,
т. е. 1г\\12 (рис. 125, а, б). Проведем еще касательную t к «S3 и S4
(к Z3' и Z4) в точке С' их касания; точки касания окружностей S3'
и S4 (циклов Zg и Z4) с 12 и с 1г естественно обозначить через В'

и D'; точки пересечения прямой t с 1г и с /2 обозначим через Ж
и ЛЛ Треугольники MC'D' и NC'B' будут равнобедренными (ибо

х) Представляющееся не совсем естественным дополнительное условие,

требующее, чтобы рассматриваемые окружности не пересекались, связано с тем,

что, по существу, здесь рассматриваются направленные окружности (ср. выше,
стр. 89): если никакие две из наших окружностей не пересекаются, то им
можно приписать определенные направления с сохранением условия каса¬
ния окружностей (касающиеся направленные окружности должны иметь
в точке соприкосновения одинаковое направление); в противном случае
это не всегда можно сделать. На этом примере тоже видно, что геометрия
Галилея, циклы которой всегда являются направленными, проще геометрии
Евклида.

Рис. 124.
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касательные, проведенные к окружности или циклу из одной точки

равны между собой); /_ C'MD' = / C'NB' как соответственные углы,
образованные секущей t с параллельными прямыми 1г и /2 (легко
понять, что 'эти углы равны и в геометрии Галилея). А отсюда вы¬

текает, что /D'C'М=/В'С'N—в геометрии Евклида эти углы
180°—а п а

равны g »
а в геометрии Галилея они равны -у, где а =

= /C'MD' = /C'NB'. Но из того, что /D'C'M=/B'C'N и

а) 6)
Рис. 125.

в геометрии Евклида и в геометрии Галилея следует, что B'C'D* —

это одна прямая. Таким образом, наша инверсия с центром А пере¬
водит точки В, С и D в точки В\ С' и Д', принадлежащие одной

прямой, откуда вытекает, что исходные три точки В, С и D при¬
надлежат одной окружности (соответственно, одному циклу), про¬
ходящей (проходящему) через центр А инверсии, т. е. что тонки А,
В, С и D принадлежат одной окружности (одному циклу).

Вот еще один пример использования инверсии для доказательства теорем.

Покажем, что окружность шести (девяти) точек треугольника евклидовой
плоскости касается вписанной и трех вневписанных окружностей, а цикл шести

точек треугольника плоскости Галилея касается вписанного цикла треу¬
гольника (ср. выше, стр. 121). Пусть F—точка касания со стороной АВ тре¬
угольника ABC вписанной в этот треугольник окружности s, соответственно

вписанного цикла z; Fx—точка касания с АВ вневписанной окружности sc;

Сг—середина стороны АВ (рис. 126, а, б; здесь и ниже сохранены обозначе¬

ния стр. 119—126). Нетрудно убедиться, что в евклидовом случае C1F = C1F1=

= -

^
-, где а, Ь% с—длины сторон треугольника (см. стр. 125); также и в



ИНВЕРСИИ 155



156 ОКРУЖНОСТИ и циклы [гл. и

геометрии Галилея FCi= -^—(см. стр. 124). Произведем теперь и н в е р с и ю

(инверсию Г-го рода) с центром в точке Сг и степенью k=C1F2
(=CXF|). Если проходящая через точку Сх прямая I пересекает окружность s

(цикл г) в точках М и N (а окружность sc—в точках и Ni)t то в силу
определения степени точки относительно окружности (цикла)

(и CiMrCi^^CiF2);

поэтому рассматриваемая инверсия переводит точку М в точку N й наоборот
(а точку М-i-г-в точку и наоборот). Отсюда следует, что окружности s
и sc (цикл г) наша инверсия переводит в себя. С другой стороны, окружность
шести точек S± (цикл шести точек Zx) проходит через центр Сх_ инверсии и

через середины и Аг сторон АС и ВС; поэтому инверсия• переводит ок¬

ружность S1 (цикл Zi) в прямую A[B'lt проходящую через такие точки 23' и

А' лучей Ci^i и что1)

, k
_ (Ь—ау а _(Ь—ау k

B'Cl ■ 2=~Ш-
(6—а)2 6

_
(6—а)2

2
•

2
“

26
9

т. е. что 5' и Л,—образы точек Bt а Аг при инверсии. Докажем теперь, что

прямая Л'Я' касается окружностей s и sc (касается цикла г); отсюда и бу¬

дет следовать, что окружность касается окружностей s и sc, соответственно,
что цикл Zx касается цикла г.

Точки пересечения прямой А 'В' со сторонами ВС и АС треугольника
обозначим через К и L. Из сравнения треугольников ЛХЛ'/( и СХЛ'Я', B^^L,
и С^Б^Л,, очевидно, следует, что

Лх/С
^

Bi&i BiCj

А1А1 СхЛх BjL

BiCi (6—a)2 .(6—a)2 6
, 10C

.

Ho -—= —— •
nL

=— и (см. рис. 126, a, 6)
СхЛх 2a 26 a

v F '

44 -M Г Г
6 >2“(*-fl)2 e(»-a) .

26 26
’

d ' d (6-0)2 a (6—a)2— a2 6(6-2a)
5,5! = =

—^
=

§5
•

Таким образом, получаем

„ ^
6 a (26—a) t a. Dr

a 6(6—2a)
_

6
л

A^T'—b =b~T' BlL=T'—2a T“a*
откуда вытекает, что

CK=CA1+A1K=~+{b—^j=b и LC=B1C-B1L=t-(j-ay=a.
*) Здесь и далее длины a, -6* с сторон треугольника считаются положи¬

тельными; мы исходим также из рис. 126, а, б, где 6 > 2а, так что все фигу¬
рирующие ниже выражения (длины тех или иных отрезков) положительны

(для того чтобы сделать рассуждения полностью не зависящими от чертежа,
надо ввести в рассмотрение направленные отрезки).
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Далее удобно вести доказательство по-разному для двух случаев, изобра¬
женных на рис. 126, а и б. В евклидовом случае треугольники САВ и CKL
(где СА=СК=Ь и CB = CL = a) переходят один в другой при симметрии
относительно биссектрисы CW угла .АСВ. Но ясно, что поскольку прямая СW

проходит через центры окружностей s и sc, то при рассматриваемой симмет¬

рии обе эти окружности переходят в себя; поэтому прямая KL рис. 126; а

касается s и (ибо, скажем, прямую АВ и окружность s, касающиеся друг

друга; симметрия относительно CW переводит в прямую KL и окружность s,

которые также должны касаться).
В галилеевом случае можно воспользоваться тем, что прямые СВ и СА

касаются цикла г в таких точках D и Е и что* CD=ЕС= с (см. формулу (13)
на стр. 113). Проведем теперь из точек К и L касательные КХ и LY к цик¬

лу z, отличные от KD и LE. Очевидно, что

XK= KD=CD—CK=c—b=a и LY=EL =EC—LC=c—a=^b,

Но так как

LK=CK+LC=a+b,
то

LY+XK= LK,

откуда и следует, что точки X и У совпадают (ибо эти точки не могут при¬
надлежать одной особой прямой—ведь каждая особая прямая является диа¬

метром цикла и встречает цикл в единственной точке). Из доказанного
и вытекает, что прямая L/C рис. 126, б касается в точке Y цикла z, чем

завершается доказательство.

В заключение остановимся еще на некоторых принципиальных

вопросах, связанных с преобразованием инверсии. Выше мы видели,
что евклидова инверсия переводит каждую точку А плоскости, от¬

личную от центра инверсии Q, в некоторую точку А!; при этом

центр Q инверсия не переводит ни в одну точку плоскости (ибо
равенство

QA-QA'=k (31)
I

при Qi4=0 приводит к бессмысленному «равенству» Qi4'=oo). Таким

образом, строго говоря, инверсия не является преобразованием всей

(евклидовой) плоскости: на самом деле следует считать, что областью

определения («полем действия») преобразования инверсии является

плоскость с одной исключенной («выколотой») точкой — центром ин¬

версии Q. Это обстоятельство сильно осложняет все связанные с

инверсией рассмотрения; выше мы просто закрывали глаза на все

эти
-

трудности, отчего они, разумеется, вовсе не переставали су¬
ществовать. Так, например, мы не имеем права говорить, что пря¬
мая /, не* проходящая через центр инверсии Q, переходит при ин¬

версии в окружность 5 (ср. стр. 141—142, в частности, рис. ИЗ, а):
ведь в точку Q окружности s не переходит никакая точка прямой /;
поэтому на самом деле следовало бы сказать, что прямая I переходит
в окружность s с выколотой точкой'Q (рис. 127, а). Даже более
простое утверждение о том, что проходящая через Q прямая 1г
переходит в себя, тоже является нестрогим: более правильно было
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бы сказать, что прямая 1г с выколотой точкой Q переходит в себя

(рис. 127, б); точка же Q вообще никуда не переходит и при ис¬

пользовании инверсии ее следует считать «несуществующей». А если

в наших рассмотрениях используется несколько инверсий (довольно
частый случай в основанных на применении инверсии задачах!), то

Геометрический образ, который должен быть положен в основу всех

Рис. 127.

построений, будет представлять собой совсем уж непривычную «ис¬

колотую» плоскость— из плоскости надо будет исключить не только

центры используемых инверсий, но и точки, которые каким-нибудь
из применяемых преобразований переводятся в «несуществующие»

центры инверсий1).
Для устранения всех этих затруднений удобнее всего поступить

следующим образом. Вместо того чтобы исключать из плоскости

те или иные точки, дополним плоскость еще одной (фиктивной,
т. е. с точки зрения элементарной геометрии несуществующей)
точкой £2 — «бесконечно удаленной точкой» плоскости. Мы будем счи¬

тать, что инверсия с центром Q переводит точку Q в бесконечно

удаленную точку Q, a Q переводит в Q; это хорошо согласуется
с равенством (31), в силу которого из QA—0 следует QA'= оо и

наоборот. Евклидова плоскость, дополненная одной бесконечно

удаленной точкой £2, и является «полем действия» инверсии —

каждую точку А «расширенной» плоскости (включая центр инвер¬
сии Q и бесконечно удаленную точку Q) инверсия переводит в стро¬
го определенную точку А'; обратно, точку А' она переводит в

точку А. Так как инверсия обладает «круговым свойством» — окруж-

2) Так, например, приходится считать, что последовательность двух дей¬
ствующих друг за другом инверсий с центрами Q и Qx является преобразо¬
ванием плоскости с тремя выколотыми точкамиv точкой Q (ведь первая ин¬

версия не переводит Q ни в какую точку плоскости); точкой Q', которую

первая инверсия переводит в Qx (точку не переводит ни в какую точку

плоскости вторая инверсия); точкой Q', которую вторая инверсия переводит
в (исключенную уже ранее, т. е., так сказать, «несуществующую») точку Q
(и в которую вторая инверсия переводит точку Q).



ИНВЕРСИИ 159

ности (точнее, обыкновенные окружности и «окружности бесконечно

большого радиуса», т. е. прямые) она переводит снова в окруж¬

ности, — то являющуюся полем действия инверсии плоскость с одной

бесконечно удаленной точкой £2 называют (евклидовой) круговой
плоскостью1). При этом, поскольку не проходящая через центр

инверсии Q прямая / переходит при инверсии в проходящую через

точку Q окружность. «S, а точка Q является образом бесконечно

удаленной точки £2, то естественно считать, что каждая прямая/
«проходит» через бесконечно удаленную точку £2; образом такой

дополненной точкой £2 прямой будет полная окружность. Это согла¬

шение снимает также и все затруднения, связанные с вопросом о

преобразовании при инверсии прямой /1? проходящей 'через центр Q
этой инверсии: эта прямая переходит при инверсии сама в себя, при¬
чем точка Q прямой /х переходит в ее точку £2, а точка £2 — в

точку Q.
Наглядное представление круговой плоскости очень облегчает

стереографическая' проекция — центральная проекция
плоскости я на сферу а из точки Q, принадлежащей сфере сг; при
этом еще удобно считать, что сфера а касается плоскости я в точ¬

ке О, диаметрально противоположной точке Q (рис. 128). Ясно, что

каждой точке А плоскости я стереографическая проекция сопостав¬

ляет единственную точку А сферы а; однако обратное соответствие

между точками сферы а и точками плоскости я не является полным,

ибо центру Q проекции не отвечает никакая точка плоскости.

Заметим, теперь, что если мы будем двигаться по какой угодно

линии Г плоскости, удаляясь «в бесконечность», то образ А точки А

линии Г будет стремиться к центру проекции Q; это обстоятельство

J) См. по этому поводу Яглом и Атанасян [11], стр. 56—59.
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делает уместным соглашение, по которому точке Q сферы а отве¬

чает в силу стереографической проекции бесконечно удаленная точ¬

ка Q плоскости я. Таким образом, стереографическая проекция
осуществляет отображение круговой плоскости я на сферу о и,

следовательно, сфера о> является естественным образом круговой
плоскости.

Стереографическая проекция обладает тем замечательным свой¬

ством, что она переводит окружности плоскости (к числу которых
здесь причисляются также и «окружности бесконечно большого ра¬

диуса»—прямые) в окружности сферы (т. е. в сечения сферы плоско¬

стями); при этом прямые переходят в окружности, проходящие через

точку Q—образ бесконечно удаленной точки £2. Последнее обстоятель¬
ство проливает дополнительный свет на соглашение о том, что все

прямые («окружности» бесконечно большого радиуса») плоскости я

проходят через точку Q.
Это свойство стереографической проекции проще всего установить

"аналитически. Пусть стереографическая проекция переводит точку
А (х, у) плоскости я (плоскости хОу) в точку А' (X, Y, Z) сферы сг,
записываемой (в системе координат Oxyz) уравнением

—-сферы диаметра 1, касающейся плоскости хОу (совпадающей с плос¬

костью я) в начале координат О• (0, 0, 0); за центр проекции при¬
мем точку Q(0, 0, 1), диаметрально противоположную точке О

(см. тот же рис. 128). Так как (прямоугольные) треугольники QOA
и QA'О с общим углом Q подобны, то высоты ОА' и А'Р этих

треугольников пропорциональны их гипотенузам QA и QO. Но

Заметим еще, что проекция луча РА' на плоскость я совпадает с лу¬
чом ОА; поэтому Х= Хх, Y=Xy. Подставив эти выражения в фор-
мулу (41), мы находим также

x2+y2 + ^z—= или x2-^y2-\-z2— z= 0, (40)

A'P=VX*+Y* и ОА' = J/OP2+ А'Р2 = УX2 + Y2 + Z2;

далее

QO.= 1 и QA=V0A2+Q02 =Vх2 +У% + 1 •

Таким образом, получаем

или, наконец,

(41)

Z—Y(X2 + Y2) (X2 +у2) = X (х2 +у2).
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А теперь из уравнения (40) сферы а, которому удовлетворяют коорди¬
наты Ху У, Z точки А\ следует

№x* + XY+Я2(-«2+У!)2—Млг2+_У2) = 0, т* е- Л = -а+уа+ 1
■

Итак, окончательно получаем

v х

поэтому

*2+г/Ч-1
*

У
_

х*+у* +1 9

7 х*+у* .

Х*+Уг + 1 9

Z--
1

(42)

(42а)

Но из формул (42)—(42а) вытекает, что окружность (или прямую) s

плоскости я с уравнением

а{х*+-у*) + 2Ь1х + 2Ь2у + с = 0 (33)

стереографическая проекция переводит в множество s' таких точек

А (X, Y, Z) сферы а, что

aZ+ 2ЪхХ+ 2ЬгY+с (1 — Z) = 0,

Т. е. в окружность, получающуюся в сечении, сферы (40) плоскостью

az + 2b1x + 2biy + c(l—z) = 0. (43)

При этом, если в уравнении (33) а = 0, т. е. рассматриваемая «окруж¬
ность» 5 на самом деле является прямой линией, то и в уравне¬
нии (43) а = 0, т. е. это уравнение имеет вид

+ 2b2y — cz + с = 0, (43а)

и,' следовательно, соответствующая окружность s' содержит то*чку
Q(0, 0, 1), принадлежащую как сфере (40), так и плоскости (43а).

Несколько более сложным является соответствующее чисто геометрическое

рассуждение. Прежде всего совершенно ясно, что прямой I плоскости я в силу

стереографической проекции отвечает сечение сферы а плоскостью, проходящей
через центр проекции Q и через прямую /, т. е. проходящая через точку Q
окружность V сферы а (рис. 129; также каждой проходящей через точку Q
окружности V сферы, а отвечает прямая I плоскости я, являющаяся линией

пересечения плоскости окружности V с плоскостью я).
Пусть теперь s—о кружность плоскости я с центром /С, А — произвольная

точка этой окружности, А' —отвечающая точке А точка сферы а (рис. 130).
Обозначим еще через К\ точку пересечения касательной плоскости т к сфере а
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в точке А' с прямой QK (рис. 130, а; изображенный на рис. 130, б случай,
когда плоскость т параллельна прямой Q/С, мы рассмотрим отдельно).
Пусть я0 и

_ я^— плоскости, параллельные плоскости к и проходящие через
точки Q и Ki соответственно; пусть, далее, Ко и Л±—точки пересечения этих

плоскостей с прямыми A'Ki и QA. Из подобия треугольникор QKA и QKiAu
очевидно, следует

QKi QK
’ 1

QK
'

QK

где/*—радиус окружности s. С другой стороны, из того, что треугольник KiA,A1
подобен равнобедренному треугольнику KqA'Q (ведь КоА' и /C0Q—касатель¬
ные, проведенные к сфере а из одной точки /С0), вытекает, что треугольник К\А'АХ
также равнобедренный:

Таким образом, мы видим, что длина КгА' касательной, проведенной из точ¬

ки к сфере а, не зависит от выбора точки А окружности s; отсюда следует,

что и точка Ki будет одной и той же для всех точек А окружности s,
ибо при приближении точки к а или удалении от а по прямой QFС длина

проведенной из этой точки касательной к сфере меняется. Итак, отвечающие
точкам окружности s точки А' сферы а суть точки соприкосновения со сфе¬
рой а касательных? проведенных к ней из фиксированной точки К\. Ясно, что

множество всех таких точек представляет собой окружность, по которой сопри¬
касается со сферой а описанный вокруг а конус &С с вершиной К±. Обращая
эти рассуждения, можно также показать, что {не проходящей через точку Q)
талой окружности» s' сферы а, которую можно рассматривать как линию

соприкосновения со сферой а описанного вокруг нее конуса в%Г с некоторой
вершиной /Сх, отвечает в силу стереографической проекции окружность s плос¬

кости к с центром в точке К пересечения прямой QKi с плоскостью я.

Пожалуй, еще проще случай, когда плоскость т параллельна прямой QK.
Обозначим точки пересечения прямой4, проходящей через точку А' параллельно
/CQ, с плоскостью я и с фигурировавшей выше плоскостью я0 через В и С;
так как A'B\\QK, то точка В принадлежит прямой КА (рис. 130, б). Из по¬
добия треугольника ВАА' и равнобедренного треугольника CQA' (ибо СА' и

CQ—касательные, проведенные к сфере а из одной точки С) следует, что
ВА' = ВА\ из подобия треугольника АВА' и треугольника AKQ вытекает,
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что KQ = KAч Обратно, из равенства KQ =KA (не зависящего, очевидно, от

выбора точки А окружности s) вытекает, что если ВС—проходящая через
точку А' прямая, параллельная KQ, то СA' =CQ (см. рис. 130, б), т. е. СА' —

касательная к сфере а. Таким образом, в этом случае (характеризующем¬
ся равенством KQ = KA = r) множество s' точек А' представляет собой линию

а)

Рис. 130.

соприкосновения сферы а с описанным вокруг а цилиндром Ц> образующие
которого параллельны QK\ поэтому и здесь s'—окружность. Обращая эти рас¬

суждения, можно точно так же показать, что стереографическая проекция пере¬
водит (не проходящую через точку Q) «большую окружность» s' сферы а, являю¬

щуюся линией соприкосновения сферы с описанным вокруг нее цилиндром Ц,.
в окружность s плоскости Jt с центром в такой точке /С, что QK параллельно
образующим цилиидра, и радиусом r=QK*
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Доказанное свойство стереографической проекции 'позволяет

использовать ее для представления «круговых преобразований» плос¬

кости, т. е. преобразований, обладающих -«круговым свойством», ана¬

логичным свойству инверсий (см. стр.. 158—159). Рассмотрим, например,

симметрию сферы а относительно горизонтальной диаметральной

плоскости б, т. е. преобразование, переводящее каждую точку Аг сферы
о в такую точку Л[ сферы, что А^А^ _L б (рис. 131). Ясно, что это

преобразование .переводит окружности сферы снова в окружности;

поэтому порожденное им преобразование плоскости я— преобра¬
зование,. переводящее точку А плоскости я, отвечающую точке Аъ
в точку А\ отвечающую точке^,—будет обладать «круговым свойст¬

вом». Нетрудно выяснить, что представляет собой это преобразо¬
вание плоскости я. Ясно, что точка А' принадлежит прямой ОЛ, являю¬

щейся линией пересечения плоскости я и проходящей через QO и А1А[.
плоскости 8 _1_ я. Если Рх и Р\ — проекции точек А± и А[ на прямую QO,
то из подобия треугольников QA1P1 и QAO, QA'iP\ и QA'O, очевидно,

следует

Q A — р л т

фв
—-

и QA'= Р'А'• ^ил h-iA-l ^
и ил

р^0

(ибо QO= 1, Р'1А'1 = Р1А1 и QP'1 = P10). С другой стороны, поскольку
треугольник фЛхО прямоугольный (ибо опирающийся на диаметр QO

сферы а угол QA^O прямой), то A1P\ = QP1-P10 и, значит,

■- PiAl _■ОА-ОА'. 1.
QPr^O

Таким образом, если точка А[ сферы а получается из точки Ах сим¬

метрией относительно плоскости б, то (отвечающая точке А\) точка А!
плоскости я получается из (отвечающей точке Аг) точки А инвер¬
сией с центром О и степенью 1.

-

Представление инверсии в виде симметрии сферы а, на которую плоскость rt

отображена с помощью стереографической проекции, очень удобно для изуче¬
ния свойств инверсии; если (как иногда поступают) принять это представление
за определение инверсии, то как «круговое свойство» инверсии, так и ее
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конформность могут быть выведены из свойств стереографической проекции.
Стереографическая проекция очень полезна и для изучения свойств произ¬
вольных «круговых преобразований»—преобразований (круговой!) плоско¬

сти я, переводящих каждую окружность или прямую линию снова в окруж¬

ность или прямую. Используя стереографическую проекцию, можно доказать

теорему: каждое круговое преобразование (круговой) плоскости я, отличное от

преобразований подобия, представляет собой инверсию, сопровождаемую еще,
быть может,- преобразованием подобия. На доказательстве этой теоремы, иногда
называемой основной'теорем ой теории кругов ых преобразо¬
ваний, мы здесь не остановимся 1).

Перейдем теперь к геометрии Галилея. Здесь по}щжение оказы¬

вается еще более сложным* чем в случае евклидовой геометрии: ин¬

версию 1-го рода с центром Q и какой угодно степенью k нельзя

считать преобразованием плоскости Галилея, поскольку существует
много точек, которые эта инверсия не переводит ни в какие точки

плоскости: таковы все точки, удаленные от точки Q на нулевое рас¬

стояние, т. е. все точки особой прямой q, проходящей через центр

инверсии Q. Это обстоятельство очень осложняет все связанные с ин¬

версией 1-го рода рассуждения. Так, например, строго говоря, надо

считать, что эта инверсия, являющаяся преобразованием плоскости

Галилея с вырезанной из нее прямой q, переводит не проходящую

через .центр инверсии Q (обыкновенную) прямую /, из которой исклю¬

чена точка L ее пересечения с прямой q, в цикл z, из которого
также исключена точка Q его пересечения с прямой q (рис. 132, а;

ср. с рис. 118, а на стр. 148). Аналогично этому проходящую через

точку Q прямую т с выколотой точкой Q рассматриваемая инверсия
переводит в ту же прямую с той же выколотой точкой; не проходя¬
щий через точку Q цикл z, из которого исключена точка N его

пересечения с прямой q, — в цикл z\ из которого также исключена

точка Р его пересечения с прямой q (ср. рис. 132, б с рис. 118, б);

г) См., например, Яг л ом.[10], стр. 247—253.
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Еще сложнее будут выглядеть геометрические образы, с которыми

мы столкнемся в случае последовательного выполнения двух или не¬

скольких инверсий.
После сказанного об евклидовой геометрии нам уже нетрудно

понять, как можно устранить возникшие затруднения. Дополним
плоскость Галилея «бесконечно удаленными точками» и условимся

считать, что в эти точки инверсия 1-го рода пе¬

реводит точки прямой q; название «бесконечно

удаленные» хорошо согласуется с тем обстоя¬

тельством, что в силу соотношения

QA-QA' = k (31)

при приближении точки А к прямой q (при стрем¬
лении к нулю расстояния фЛ) точка А' неограни¬
ченно удаляется от точки Q (расстояние QA' не¬

ограниченно растет). Поскольку все проходящие

через точку Q циклы (и прямые) наша инверсия

переводит в прямые, естественно считать, что

все (обыкновенные) прямые плоскости Галилея «проходят» через
бесконечно удаленную точку Q, в которую инверсия переводит

точку Q. Пусть, далее, цикл z пересекает прямую q в точке N,
где QN=n. Если центр инверсии Q совпадает с началом координат

О системы хОу (рис. 133), то цикл z описывается уравнением

у == ax2 + 2bx + с, (1)

которому должна удовлетворять точка N(0, /г), т. е. уравнением (1),
где с = п. Инверсия 1-го рода с центром 0(0, 0) и степенью k

переводит этот цикл z в цикл z' с уравнением

у = а' х2 + 2Ь'х + с', (36)
где

, с п

а =т=т

(см. формулы (36)—(36а), стр. 147), т. е. в цикл zf фиксированной
2/х

кривизны р'= —y > а цикл z она переводит в z'. Поэтому уместно

считать, что все циклы одной а той же кривизны р проходят через

определенную бесконечно удаленную точку Qp; при этом точку N

прямой q, удаленную от центра инверсии Q на расстояние бQN=ti,
инверсия степени k переводит в точку £2 2л .

~

Таким образом, галилееву плоскость оказывается удобным до¬

полнить множеством бесконечно удаленных точек, в которые пере¬

ходят при инверсии 1-го рода с центром Q точки особой прямой q,
проходящей через Q; так как каждую особую прямую инверсия пере¬
водит снова в особую прямую, то можно говорить о «бесконечно
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удаленной особой прямой». Точки этой прямой мы будем обозначать

через Qp, где р—произвольное (положительное или неположительное)
вещественное число; точку Q0 можно обозначать также просто че¬

рез Q. При этом все циклы плоскости Галилея, имеющие кривизну р,

проходят через одну бесконечно удаленную точку, а именно, через

точку йр; в частности, «циклы кривизны 0», т. е. прямые, проходят

Рис. 134.

через точку £20 = Q. Галилееву плоскость, расширенную введением
бесконечно удаленных точек Qp, т. е. дополненную бесконечно уда¬
ленной особой прямой, естественно назвать циклической плос¬

костью Галилея; эта плоскость удобна в вопросах теории циклов.

Заметим, кстати, что инверсия 2-го рода — симметрия относительно

цикла Z кривизны Р— переводит цикл кривизны р в цикл кривизны
р' = 2Р—р (см. формулу (38), стр. 148); это означает, что бесконечно

удаленную точку Qp эта инверсия переводит в бесконечно удален¬
ную точку йгр-р (в частности, точку Q2p она переводит в точку
Q = Q0, а точку Q — в точку йгр).

Наглядно представить себе цилиндрическую плоскость позволяет

стереографическая проекция — отображение точек плоско¬

сти Галилея я на точки (кругового) цилиндра £. Представим себе
круговой цилиндр £, касающийся плоскости я вдоль особой прямой q,
и будем проектировать цилиндр £ на плоскость я из точки Q ци¬

линдра £, диаметрально противоположной какой-то точке О касания

цилиндра с плоскостью я и, следовательно, принадлежащей «верхней
образующей» о цилиндра (рис. 134). Каждой точке А плоскости л;

наша стереографическая проекция сопоставляет единственную точку А'

цилиндра £; однако обратное соответствие между точками цилиндра

и точками плоскости не является полным, так как точкам образую¬
щей о цилиндра £ не отвечают никакие точки плоскости я. По¬

скольку при стремлении точки А цилиндра £ к точке Q' образую¬
щей о образ А точки А на плоскости я неограниченно удаляется
от прямой q, то можно условно считать, что точкам образующей о
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отвечают в силу стереографической проекции «бесконечно удаленные
точки» плоскости Галилея. Так как каждая образующая цилиндра
переводится стереографической проекцией в особую прямую плос¬

кости я, то можно сказать, что стереографическая проекция пере¬
водит цилиндр £ в плоскость я, дополненную одной «бесконечно

удаленной особой прямой» —образом образующей о цилиндра; таким

образом, стереографическая проекция устанавливает взаимно одно¬
значное соответствие между точками цилиндра £ и точками цикли¬

ческой плоскости Галилея я, в силу чего цилиндр £ является

хорошим образом циклической плоскости.

Стереографическая проекция плоскости я на цилиндр £ переводит
окружности и циклы плоскости Галилея п . в плоские сечения ци¬

линдра £. Проще всего доказать это свойство стереографической
проекции аналитически. Отнесем плоскость я к координатам х и у\
а пространство— к координатам х, у и z; при этом условимся счи¬

тать, что ось Оу совпадает с прямой q. Диаметр цилиндра £ мы

примем равным 1; за центр проектирования примем точку Q (0, 0, 1)
цилиндра, диаметрально противоположную точке 0(0, 0, 0) (рис. 135).
Уравнение

х2 + (js —^)2 =Т или х2 + *2'— г = 0 (40')

окружности, получающейся в сечении цилиндра £ плоскостью xOz9
будет, очевидно, совпадать с уравнением цилиндра £, поскольку
сечение цилиндра любой плоскостью у = const представляет собой

точно такую же окружность, как (40'). Пусть 'Теперь стереографи¬
ческая проекция сопоставляет точке А (х, у) плоскости я точку

А’ (.X, У, Z) цилиндра £; обозначим еще через В' (X, О, Z) точку

пересечения проходящей через точку А' образующей цилиндра с

плоскостью xOz, а через В(х> 0) — точку плоскости я, отвечаю¬
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щую точке В' цилиндра (рис. 135). Из подобия прямоугольных тре¬

угольников QOB* и QB'O с общим углом Q и-опущенными на гипотену¬

зы QB и QO высотами OB' и В'Р следует, что OB’: РВ' = QB : OQ,

или, так как OQ=l, РВ' = Х, QB =V№+ OQ2 = l/^TT
и 05' = |/ЯЯ'2 + 0Р2 = (ср. выше, стр. 160),—что

Vxz+z* V^Ti „ * x*+z*_vZJ_i
х— —i—1

т-е- “Т*—*

Отсюда мы заключаем, что

Y
= x и Z=xX. (41')

Теперь из уравнения (40') цилиндра, которому удовлетворяют коор¬
динаты точки А' (.X, К, Z), без труда находим

X2 + х2Х2— хХ= 0 и, значит, X =
»

откуда также следует, что Z = хХ = х2/(х2-\-1). Наконец, поскольку
проекция луча РгА' на плоскость я совпадает с лучом ОА и, значит,

X:Y=x:y, то Y=^ • X =^2^_ j
• Таким образом, окончательно

получаем

*=?ТТ г=щг,- z=l4r (42'’

l-2=Jrr/ (42 а)

и, значит,

:*2+Т
’

Теперь ясно, что окружность или цикл

ах2 + 2ЬЛ х + 2Ь2у + с = 0 (2)

стереографическая проекция (42') переводит в сечение цилиндра (40')
плоскостью

az-{-2b1x-{-2b2y-{-c (1 — z)= 0. (43)

При этом, если в уравнении (2) Ь2 = 0, т. е. линия (2) является

окружностью s (или особой прямой),,то стереографическая про¬
екция переводит ее в сечение цилиндра £ плоскостью (43), где также

Ь2=01т. е. плоскостью X, параллельной оси Оу (параллельной оси

цилиндра £; см. рис. 136, а). Если же линия (2) является циклом z

(или обыкновенной прямой; другими словами, если в уравнении (2)
Ь2Ф 0), то стереографическая проекция сопоставляет этой линии
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сечение цилиндра £ плоскостью [х, не параллельной оси (рис. 136, б1)).
Всевозможным циклам фиксированной кривизны р, т. е. циклам,

в уравнении (2) которых можно положить b2 = — 1 и я=р, отве¬

чают сечения цилиндра £ плоскостями

рz + 2Ьгх — 2у + с (1 —z) = 0,

пересекающими, очевидно, прямую о с уравнениями
* х = 0, z= 1

в точке R ^0, -£■, 1^, откуда следует, что эту точку R надо счи¬

тать образом на цилиндре £ точки Q0 циклической плоскости Гали-’
лея я, т. е. надо положить /? = В частности, все прямые

х) Линия пересечения цилиндра с. такой плоскостью представляет собой

эллипс (см., например, п. 15 книги Яглома и Ашкинузе [56]).
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плоскости Галилея—«циклы кривизны 0»—переходят в плоские

сечения цилиндра £, проходящие через точку Q(О, 0, 1)(==Qq)-
Доказанное свойство стереографической проекции, отображающей

плоскость я на цилиндр £, очень удобно для исследования с по¬

мощью этой проекции «циклических преобразований» плоскости я,

т. е. таких преобразований (циклической!) плоскости Галилея, ко¬

торые переводят циклы плоскости (к числу которых здесь при¬
числяются также «циклы бесконечно большого радиуса» или «циклы

нулевой кривизны»—прямые) снова в циклы (или прямые). Рассмот¬
рим, в частности, какое преобразование плоскости отвечает в силу

стереографической проекции симметрии цилиндра £ относительно

горизонтальной диаметральной плоскости б, т. е.преобразованию,
переводящему каждую точку Аг цилиндра £ в такую его точку

что АгА[\_ б (рис. 137). Ясно, что эта симметрия переводит
плоские сечения цилиндра снова в плоские сечения цилиндра;

поэтому отвечающее ей преобразо¬
вание плоскости я,

— т. е. пре¬

образование, переводящее точку А

плоскости я, соответствующую в

силу стереографической проекции
точке Лх цилиндра, в точку Л', соот¬

ветствующую точке А[ цилиндра,—
должно переводить циклы в циклы.

Поскольку ортогональная проек¬
ция обоих лучей QAX и QA[ на Рис. 137а.

плоскость я совпадает с лучом ОА,
то точка А' принадлежит лучу ОА. Далее, из сравнения рис. 137а,

изображающего сечение конструкции рис. 137 плоскостью xOz (точки

Вг и В\ рис. 137а суть точки пересечения проходящих через Ах и

А[ образующих цилиндра £ с плоскостью xOz, а В и В' — соответ-
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ствующие им в силу стереографической проекции точки плоскости я)
с рис. 131 (стр. 164) следует, что

ОВ-ОВ' = 1,
или, так как АВ^Оу и А'В'ЦОу (вспомним, что называется длиной

отрезка в геометрии Галилея!), что

ОА'ОА' = 1.

Поэтому преобразование, переводящее А в Л', есть не что иное,
как инверсия 1-го рода с центром О и степенью 1.

Рис. 138.

Рассмотрим теперь симметрию цилиндра £ относительно плоскости 8,

параллельной плоскости xOz. Прежде всего, совершенно ясно, что

если Аг и А[— точки цилиндра £, симметричные друг другу отно¬

сительно плоскости xOz, то отвечающие им точки А и А' плоско¬

сти я будут симметричны друг другу относительно оси Ох (рис. 138,а);
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таким образом, симметрии цилиндра относительно плоскости xOz

на плоскости я отвечает симметрия относительно прямой
Ох. Пусть теперь точки Лх и А\ цилиндра £ симметричны друг

другу относительно плоскости 8 с уравнением у = р, параллельной
плоскости xOz (рис. 138, б). Из сравнения формул (43) и (2) (стр. 169),
следует, что сечению цилиндра £ плоскостью

у-р=0
отвечает линия

рл;2—j/-fp = 0 или 3; = рд:2 + р (44)

плоскости я, т. е. цикл Z кривизны 2р. Далее, если есть точка

пересечения прямой Л^Л* с плоскостью 8, то тройка точек Аъ Вг
А[ образующей А±АХ цилиндра £ проектируется из центра проек¬

ции Q на плоскость я в тройку точек Л, В, Л' прямой ЛЛ'ЦОу,
причем, поскольку Л1Б1= Д1Л^, то и АВ= ВА'\ таким образом,
отрезок ЛЛ' выделенной прямой плоскости я делится пополам

точкой В пересечения этого отрезка с циклом (44). Таким образом,

симметрии относительно плоскости 8 отвечает инверсия 2-го

рода плоскости я —симметрия относительно цикла Z.

Связь инверсии 1-го или 2-го рода на плоскости Галилея с симметрией
цилиндра £ относительно плоскости б или е очень удобна для изучения свойств

инверсии.'Кроме того, подобное представление инверсий и «круговое свойство»'

стереографической проекции плос¬

кости Галилея на цилиндр позволя¬

ют доказать следующую теорему,
которую можно назвать основ¬

ной теоремой теории ци¬

клических преобразова¬
ний: каждое циклическое преобра¬
зование плоскости Галилея, от¬
личное от преобразования подобия,,

представляет собой инверсию 1 -го
или 2-го рода, сопровождаемую еще,
быть может, преобразованием -по¬
добия. При атом под преобразова¬
нием подобия плоскости Галилея

с 1-м коэффициентом подобия k и

со 2-м коэффициентом подобия к

здесь понимается такое преобразо-
‘

вание плоскости, переводящее

точки в точки и прямые в прямые,

при котором все расстояния увели-
4

чиваются в k раз, а все углы увеличиваются в к раз, т. е. преобразование,
переводящее точки Л и В в такие точки А' и В\ а прямые а и Ь в такие

прямые а' и что

А'В' dA'B'

АВ Лав

Z (о'» Ь') 6а'Ь'

L (а, Ъ) Ь{аЪ

здесь числа k и и могут быть положительными или отрицательными. [Приме¬
ром такого общего преобразования подобия может служить преобразование,
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получаемое в результате последовательного выполнения сжатия к точке О

(гомотетии) с коэффициентом k и сжатия к прямой Ох с коэффициентом х

(рис. 139).] На доказательстве этой основ.ной теоремы теории цик¬

лических преобразований плоскости Галилея*) мы здесь не

остановимся.

Отметим еще в заключение, что принцип двойственности (см. § 5 гл. I)
позволяет получить целый ряд новых результатов, двойственных тем, которые
были получены в этой главе. Так, например, понятию степени точки М

относительно цикла Z двойственно понятие степени прямой т относительно

цикла Z—произведения
^ aLm • £ bLm, (24а)

где а и 6—касательные, проведенные к циклу Z из любой точки L прямой т
(рис. 140, а\ произведение (24а) не зависит от выбора точки L прямой т)\
инверсии 1-го рода—осевая инверсия 1 -го рода, т. е. преобразование, сопостав-.

ляющее каждой прямой а плоскости я прямую а', проходящую через точку А

пересечения прямой а с фиксированной «осью инверсии» q и такую, что

£ qAa-£qAa' = kt (31а)

где k—фиксированная «степень осевой инверсии» (рис. 140, б); инверсии 2-го
рода или симметрии относительно цикла Z —осевая инверсия 2-го рода или

осевая симметрия относительно цикла Z, переводящая каждую прямую а

плоскости в такую прямую а'\\а, что касательная t к циклу Z, параллельная
а и а', одинаково отстоит от прямых а и а' (рис. 140, в), и т. д. Мы не

Рис. 140.

станем развивать здесь всех этих построений, предоставив читателю сделать

это самостоятельно; отметим только, что соответствующая теория несравненно

проще той, к которой мы приходим в евклидовой геометрии при попытке рас¬

сматривать окружность не как множество.точек, а как множество прямых2).

х) См. Макарова [28], ч. III.

2) См., например, § 5 гл. II книги Яг лом а [10] или раздел Б статьи

Яглома [31]; по поводу соответствующих построений геометрии Галилея
см. Макарова [28], ч. III и Макарова [34].
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§ 10. Принцип относительности Эйнштейна
и преобразования Лоренца

.В § 2 Введения к этой книге мы сформулировали принцип отно¬

сительности Галилея как утверждение о том, что никакие физи¬
ческие эксперименты, производимые внутри механической системы,
не могут обнаружить равномерное и прямолинейное движение этой

системы (см. выше, стр. 31); таким образом, преобразование меха¬

нической системы, состоящее в придании ей постоянной по величине

и направлению скорости, не меняет никаких экспериментально
наблюдаемых свойств этой системы. Однако кроме этого принципа

при выводе формул, выражающих преобразования Галилея, мы неявно

использовали еще одно чрезвычайно важное положение, на котором

теперь остановимся более подробно.
Принцип относительности Галилея полностью покончил с пред¬

ставлением о существовании какого-то «абсолютного», неподвижного

по самой своей сути пространства, по отношению к которому можно

определять положения и измерять скорости движения всех мате¬

риальных тел. Все движущиеся друг относительно друга тела рав¬

ноправны,—декларировал Галилей,—мы никогда не сумеем выяснить,

движется ли какое-нибудь из них или стоит на месте, а следова¬

тельно, само понятие «абсолютного» покоя лишено содержания.
«Абсолютное пространство по самой своей сущности,
безотносительно к чему бы то ни было внешнему, остается всегда

одинаковым и неподвижным», —пишет Исаак Ньютон в своих бес¬

смертных «Математических началах натуральной философии»,—но
далее, почти цитируя Галилея, подчеркивает, что «совершенно не¬

возможно ни видеть, ни как-нибудь иначе различать при помощи
наших чувств отдельные части этого пространства... и вместо них

приходится обращаться к измерениям, доступным чувствам», т. е,

к измерениям в «относительном», движущемся пространстве, после

чего он наносит понятию «абсолютного» пространства последний

удар: «Может оказаться, что в действительности не существует
покоящегося тела, к которому можно было бы относить места и
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движения прочих»1). Таким образом, «абсолютное пространство»
Ньютона — это фикция: его нельзя обнаружить никаким прямым

наблюдением, никаким экспериментом и для точного описания зако¬

нов природы оно совершенно не нужно.

По-другому обстоит дело со второй из основных категорий,
с которыми связано наше восприятие мира, — со временем. Правда,
Ньютон намеренно связывает эти две категории: «а б с о л ю т н о е,

истинное, математическое время, — говорит он, — само по

себе и по самой своей сущности, без всякого 'отношения к чему-
либо внешнему протекает равномерно и иначе называется длитель¬

ностью» (сравните с формулировкой, касающейся понятия «абсолют¬
ного» пространства!) и почти сразу прибавляет: «возможно, что не

существует (в природе) такого равномерного движения, которым

время могло бы измеряться...»1). Однако на самом деле и Галилей,
и Ньютон всегда предполагали существование «абсолютного» вре¬

мени, не связанного (если исключить произвольность в выборе «на¬

чального» момента, для которого /=0) ни с какой системой отсчета

и протекающего одинаково во всех

о A' В пунктах Вселенной. Теперь, следуя
1 т I А. Эйнштейну, мы проанализируем пред¬

посылки, на которых покоится убеж-
Рис 141 ^

•
it и*., in.

дение в «абсолютном характере» ка¬

тегории времени.

Предположим, что мы имеем два пункта А и В прямой о, не¬

подвижные друг относительно друга (рис. 141); покоятся они или

движутся относительно выбранной инерциальной системы отсчета

—мы не знаем, да это и не важно, ибо сам выбор системы отсчета

произволен, не может быть мотивирован никакими физическими со¬

ображениями. У находящихся в пунктах А й В наблюдателей есть

часы, позволяющие измерять время в этих двух пунктах; задача
состоит в том, чтобы установить «абсолютный», не зависящий от

выбора пункта (А или В) характер времени, добившись «абсолютной

синхронности» имеющихся у наших наблюдателей часов.

Сверку имеющихся в пунктах А и В.часов можно осуществить

двумя различными методами. Можно сравнить, скажем, в точке А

ход двух часов, а затем перенести одни из них в точку В; так,
на каждом корабле имеется хронометр, ход которого был урегули¬
рован до выхода в море путем сравнения с имеющимися на суше
«эталонными» часами. Однако этот метод синхронизации часов прин¬

ципиально мало удовлетворителен, поскольку он позволяет

лишь установить, что некогда, когда часы находились

в одном месте А, они .шли синхронно; проверить, что также и в

разных пунктах А и В часы по-прежнему идут одинаково, он не

*) См. Ньютон [54], стр. 30,
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позволяет (а вдруг на ход часов влияет их механическое переме¬
щение и в процессе переноса часов из точки А в точку В они от¬

стали или начали спешить?). Второй метод заключается в том,
чтобы настраивать часы в пункте В в соответствии с подаваемыми

из .А сигналами — так, часы на корабле всегда проверяются по по¬

даваемым с суши радиосигналам «точного времени». Но для "того

чтобы-сигнал прошел путь от, точки А до точки В, вообще говоря,
требуется некоторое время; это время можно было бы точно рассчи¬
тать, но для этого необходимо знать как расстояние между пунктами -

А и В, так и скорость распространения сигнала, а эту скорость
нельзя определить совсем точно до тех пор, пока мы не имеем синхро¬

низированных часов, указывающих время в разных пунктах, т. е. пока

мы не имеем того, для чего нам только и нужно знание скорости рас¬
пространения сигнала. Таким образом, и второй путь синхронизации
часов приводит к элементарному логическому круГу и, следовательно,
не позволяет прийти ни к каким удовлетворительным выводам.

Конечно, можно условиться подавать сигнал не из пункта Л,
а из точки Sy расположенной точно, п о с е р е д и н е между пунктами
Л и Б; в момент поступления этого сигнала в оба пункта А и В

на расположенных в этих пунктах часах устанавливается одинаковое

время. Однако такая процедура явно предполагает, что пункты Л
и В неподвижны; если же оба эти пункта двигаются, скажем,
в направлении, указанном стрелкой на рис. 141, то посланный из

«средней» точки 5 сигнал дойдет раньше до точки Л, чем до точ¬

ки В, — ведь точка Л движется навстречу сигналу, в то время как

точка В> напротив, от него удаляется. Но выше мы видели, что

утверждения «точки А и В неподвижны» или «точки А и В (рав¬
номерно и прямолинейно) движутся» не имеют физического смысла,
т. е. справедливость или несправедливость каждогр из них не может

быть установлена никаким механическим экспериментом. А если так,
то мы опять оказываемся не в состоянии проверить, идут ли часы

в точках А и В одинаково или ход их несколько различен.
С этим же связана известная неопределенность в определении

временного упорядочивания событий, происходящих в двух разных
точках А и В прямой о. Ранее мы считали, что всем пунктам пря¬
мой- о отвечают «оси времени t», которые можно считать параллель¬
ными (см. рис. 142). При этом на отвечающей пункту В «временной
оси» можно указать отметку t^\ соответствующую определен¬

ному моменту времени tМ в пункте Л; предшествующие этой от¬

метке tмоменты в пункте В следует считать предшествую¬

щими и для^ момента а следующие за t(0Б) моменты —

следующими и за моментом j4). Однако, насколько обосновано

это предположение об «абсолютной упорядоченности» во времени

добых двух событий, даже относимых к разным пунктам прямой о?
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Конечно, если из пункта В в момент tw посылается какой-либо

сигнал (письмо, телеграмма) в пункт Л, причем этот сигнал прихо¬

дит в Л в момент 2?(0Л), то любое предшествующее t\B) событие

в пункте В надо считать предшествующим и моменту иначе

наблюдатель в пункте Л мог бы получить информацию об относя¬

щемся к пункту В событии- еще до того, как это событие про¬

изошло, что явно противоречит

принципу причинности,
согласно которому следствие из

какого-либо события никак не

может иметь места раньше самого

события. Точно так же, если по¬

сланный из Л в момент сиг¬

нал приходит вВв момент t^\ то

любое следующее за моментом

событие в пункте В следует

считать последующим также и

для момента Таким образом,
лишь для событий в пункте В,

принадлежащих интервалу между
t.W и их расположение во

времени по отношению к событию,
происшедшему в пункте Л в момент остается нераскрытым.

Предположим теперь, что мы имеем в своем распоряжении сигналы,

распространяющиеся с большей быстротой, чем посланные ранее;
в таком случае мы сможем укоротить «интервал неопределенности»
(i№\ fW) (или t[B) < № < в пункте В, отвечающий моменту.^0Л)
в пункте Л (см. тот же рис. 142, где пунктирные линии и

соответствуют этому -более быстрому сигналу). Если

в принциПе_ существуют сколь угодно быстрые сигналы,
то с помощью таких сигналов можно упорядочить во времени любые

два события, происшедшие в разных пунктах Л и В прямой о;
таким образом, в этом случае «интервал неопределенности» может

быть сведен к единственной точке —и мы приходим к той

концепции одновременности событий, которая неявно подразумева¬
лась во всей предшествующей части книги (см., в частности,

§ 2 Введения). Если же существуют какие-то «самые быстрые»

сигналы, то отвечающий этим сигналам «интервал временной неопре-

(см. рис. 442, где .изображенные жирнымделенности» (t\B\ П-*’)
пунктиром ЛИНИИ t\B)toA) ^о4)?2Б) отвечают «самому быстрому*
сигналу) далее уже не может быть уменьшен, т. е. «абсолютное»
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(не зависящее от места) время Ньютона является дакой же фикцией,
как и его «абсолютное» пространство.

Самым быстрым из известных нам сигналов является луч света,
—но является ли он принципиально самым быстрым из всех возмож¬

ных сигналов? На этот вопрос ответил физический эксперимент.
Совершенно ясно, что в рамках механики Галилея — Ньютона ника¬

кой сигнал не может быть «самым быстрым»: классический закон сло¬

жения скоростей (см., в частности, § 4 настоящей книги, стр. 61)
показывает, что имеющий скорость с сигнал, посланный из пункта А
в сторону движущегося ему навстречу с
со скоростью v «приемника сигнала» В г" >

(рис. 143), имеет по отношению кВА Во
(большую с) скорость c-\-v. В част¬

ности, и скорость света должна су- Рис. 143.

щественно зависеть от того, движется

ли приемник светового сигнала навстречу световому лучу, остается ли

он на месте, или удаляется от источника света.

Эти соображения сделали сенсационными результаты тонких

экспериментов замечательного американского физика Альберта Абра-
гама Майкельсона (1881 г.; в 1887 г. А. А. Майкельсон совмест¬

но со своим другом, химиком Эдвардом Вильямом М о р л и повторил
этот опыт, сделав его еще более убедительным), показавших, что

скорость света во всех инерциальных системах отсчета одна и та же

и не зависит от направления движения (подвижной) системы отсчета

по отношению к световому лучу1). Опыты Майкельсона — Морли
пробили глубокую брешь в классической картине мира, базирую¬
щейся на принципах, положенных в основу механики Галилеем и

Ньютоном.
Объяснение экспериментов Майкельсона—Морли дал в 1905 г.

Альберт Эйнштейн (1879—1955), предложивший совершенно новое

обоснование всей механики. А именно, Эйнштейн полностью прини¬
мает принцип относительности Галилея в той .его формулировке,
которую мы повторили в начале настоящего параграфа. Но вот

принцип существования «абсолютного» (т. е. не зависящего от

выбора места и системы отсчета) времени Эйнштейн решительно
отвергает, заменяя его принципом постоянства (т. е. неза¬

висимости о'т выбора инерциальной системы отсчета) скорости
света; таким образом, так называемый принцип относитель¬

ности Эйнштейна состоит из двух постулатов, один из кото¬

рых утверждает равноправность всех инерциальных систем отсчета

(этот постулат впервые выдвинул еще Галилей), а второй— посто-

2) Описание дпытов Майкельсона—Морли имеется буквально во всех кни¬

гах, посвященных специальной теории относительности Эйнштейна (см. спи¬

сок литературы, стр. 301—302).
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янство скорости света во всех инерциальных системах отсчета1).
Ясно, что с механикой Галилея — Ньютона, базирующейся на преоб¬
разованиях Галилея, постулат постоянства скорости света несовме¬

стим; поэтому механика Эйнштейна заменяет преобразования Галилея,
указывающие, как меняются координаты х; t (пространственно-вре¬
менного!) события 5 при переходе от одной инерциальной системы

отсчета к другой, совершенно иными преобразованиями, указанными

впервые (исходя из других соображений) замечательным голландским

физиком Хендриком Антооном Лоренцом (1853—1928) и по его

имени называемых преобразованиями 'Лоренца.
Наметим вывод преобразований Лоренца. Мы и здесь будем

использовать геометрические иллюстрации, послужившие основой

Рис. 144.

для перехода от преобразований Галилея классической механики

к геометрии Галилея. А именно, выбрав фиксированную систему

отсчета, сопоставим всевозм.ожным «событиям» одномерной кинема¬

тики (кинематики прямой о) точки плоскости, отнесенной к коорди¬

натам х (абсцисса точки прямой о) и t (время); при этом, анало¬

гично тому как мы поступали прежде, условимся изображать
ось Ot горизонтальной, а ось Ох вертикальной (рис. 144). Выбе¬

рем еще единицы измерения длины и времени ОХ0 и ОТ0 так, чтобы

скорость' света (ее обычно обозначают буквой с) была равна 1;
таким образом, если время мы измеряем в секундах, то единицу

измерения длины придется взять близкой к 300 000 км (ибо скорость
света приблизительно равна 300 000 км/сек). При этом линия I

рис. 144 с уравнением

x = t или x — t = 0

J) Аналогично этому и принцип относительности Галилея
на самом деле состоит из двух постулатов: постулата равноправности всех

инерциальных систем отсчета и постулата, утверждающего абсолютный

характер категории времени.
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будет изображать траекторию (или «мировую линию») светового

луча, распространяющегося со скоростью с = 1 в направлении воз¬

растания х от «события» 0(0, 0), отвечающего начальному моменту

времени / = 0и началу х = 0 отсчета координат х на прямой о.

Рассмотрим теперь наряду с первоначальной инерциальной сис¬

темой отсчета {х, t} другую систему отсчета {х', t'), для которой
начало отсчета абсцисс х' в момент t = 0 совпадает с началом

отсчета абсцисс х, но далее двигается по прямой о с определен¬
ной' скоростью V. Таким образом, в старой системе координат

начало х' = О новой системы координат описывается линией Of, урав¬
нение которой имеет вид

х — vt.

В рамках механики Галилея — Ньютона переход от системы отсчета

{х, t} к системе отсчета {х', t1} характеризовался заменой осей

координат Of, Ох осями Of, Ох' (рис. 144, а);% при этом переход
от координат {х, t} к координатам {х',- f} (где ось Ох' совпадает
с осью 0x1) записывался формулами Галилея

x' = x + vt,
f= t

(здесь мы игнорируем постоянные а и Ь в формулах (13) из § 2,
отражающие* изменение «начального пункта» х — 0 прямой о и «на¬

чального момента времени» £ = 0). Однако при этом скорость све¬

тового луча в новой системе отсчета («галилеев угол», образован¬
ный линией I рис. 144, а с осью Ох') будет равна уже не1, а ве¬

личине 1—v, что противоречит опыту Майкельсона — Морли.
Таким образом, для того чтобы наши преобразования не проти¬

воречили постулату постоянства скорости света, приходится отка¬

заться от положения об «абсолютном» времени, геометрическим

выражением которого является неизменность направления оси Ох

(оси t = 0). Поэтому преобразования Лоренца геометрически должны
означать переход от системы координат {х, t} к системе координат

{х', t'}, где уже обе. новые оси Of и Ох' имеют направления,

отличные от направлений старых осей Ot и Ох (рис. 144, б). При

этом, если единичные отрезки ОХо и ОТ'0 осей Ох' и Of по-преж-

нему имеют одинаковую (евклидову) длину и «мировая линия» светового

луча изображается той же прямой I, что и раньше, то оси Of и

Ох' будут образовывать с осями Ot и Ох одинаковые (евклидовы)
углы: / tOt' = / х'Ох = ф. Это следует из того, что прямая I

должна являться также биссектрисой и угла t'Ox', поскольку ее

уравнение в системе координат {х', t'} по-прежнему имеет вид

х' = f или х' —1' = О,
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— ведь скорость света в системе отсчета {х', t'} тоже должна

равняться 1!

Найдем теперь формулы, связывающие старые координаты (х, t)
некоторого события 5 и его новые координаты (х', t') (рис. 144, б).
Ясно, что координата х равна длине jinMS отрезка MS, измерен¬
ной в единицах длины, равных единичному отрезку ОХ0 оси Ох;
координата же х' равна «новой длине».ял'M'S отрезка M'S, изме¬

ренного в единицах, равных единичному отрезку ОХ'0 оси Ох'. Но

(измеренная в единицах ОХ0) длина длМх5 отрезка MXS, очевидно,

равна х — vt: ведь в координатах х, t прямая Qi' имеет уравнение
x = vt. Далее, отношение дл'Ж'5: цпМ^ зависит, очевидно, от

углов j/M'SM1 = / х'Ох ( = ф) и /_МгМ'S =/_ t'Ox’ и от еди¬

ничных отрезков ОХ0 и ОХ'0 осей Ох и Ojc', нонё зависит от

выбора события S. Поэтому, если мы обозначим коэффициент

пропорциональности ^ tv. е. ^'iLvt) чеРез т0 будем иметь1)

•х' = k(x — vt). (2а)

Совершенно аналогично находится зависимость между новой вре¬
менной координатой t' события S и старыми координатами х, t

этого события. . Из рис. 144, б следует

t = jijiNS, t' = rji'N'S,

где длины отрезков NS и N'S измеряются в «единицах» ОТ0
( — ОХо) и ОТ'0 ( = ОХ'0). Далее, из подобия (на рис. 144, б —пря¬
моугольных) треугольников ONN± и ОММг находим

длА^А^х
_

длММ-1
длON

~~

длОМ
9

где длины всех отрезков измеряются в одних и тех же единицах

ОХ0 = ОТ0, или

длМА^
_

vt

X ~Т
•

Таким образом,

rj\NN1 =yx
= ‘vx

и, следовательно,

rjiN-lS = дл/VS — длА/Л/^ = /— vx.

*) Заметим, что формула (2а) отличается от первой из формул (1), выра¬
жающих классические преобразования Галилея, лишь коэффициентом k
(вообще говоря, зависящим от скорости v движения «новой» системы отсчета

относительно «старой», определяющей «угол» ф между осями Ot и Ot').
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А поскольку треугольник SN'Nlt как легко видеть, подобен тре¬

угольнику SM'M-l (и ОТ0 = 0X1, а ОТ0 = ОХ0), то

дл'АГЗ дл'M'S
= k или

t'

v— tx
= k.

e

длА^З длМх5

Окончательно мы приходим ко второй из формул, выражающих пре¬

образования Лоренца
t'=k(t— vx). (26)

Прежде чем идти дальше,, заметим, что из формул (2а —б) вы¬

текает одно довольно неожиданное следствие. Рассмотрим некото¬

рый стержень длины d, покоящийся в системе отсчета {х, t}\
пусть начало этог-о стержня совпадает

f
с точкой' л* = 0 прямой о, а конец —с

точкой х = d\ этим двум пунктам прямой
о будут отвечать «мировые линии», изо¬

бражаемые на рис. 145 прямыми Ot и е,

где е \\Ot и е пересекает ось Ох в точке

Е (d, 0). Измерим теперь длину стержня
в системе отсчета {х\ t'}, относительно

которой он, очевидно, движется с абсолют¬

ной скоростью v (со скоростью .— V, если

учитывать и направление движения). Для
того чтобы определить «новую длину» это¬

го стержня, нам надо зафиксировать его

начало и конец в один и тот же момент

времени f, скажем, в момент времени t' = 0 (точки О и Е' на рис. 145).
Ясно, что координаты (#', t') точки О имеют вид (0, 0); что же касается

координат события Е', то (поскольку для этой точки *' = 0) в силу

формулы (26) t = vx\ с другой стороны, так как для этой точки

x = d (ибо x = d— это уравнение прямой е), то t = vd. Подставив
теперь эти значения х и t в равенство (2а), мы находим

xr = k (х — vt) = k (d— v2d) = k (1 — v2) d.

Таким образом, в момент t'= 0 конец нашего стержня имеет про¬

странственную координату xf = &(1—v2)d\ поэтому новая его

длина d' равна

d' = k(\—v2)d. (3)

Итак, мы видим, что длина стержня существенно зависит от

выбора системы отсчета, в которой эта длина измеряется: если по

отношению к системе отсчета стержень перемещается с абсолют¬

ной скоростью v, то длина его умножается на величину k(\—v2),
где коэффициент пропорциональности k также зависит от v. Не¬

много ниже мы раскроем характер зависимости k от v и увидим,
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чт0 ^2) < так что длина движущегося стержня оказывается

меньшей, чем длина того же самого стержня в состоянии покоя.

Так как предположение о сокращении длин движущихся предмето.в

впервые выдвинул ирландский физик Джордж Фрэнсис Фитцдже¬

ральд, который’усмотрел в этом возможность чисто формального
оправдания результатов опыта Майкельсона—Морли, то изменение

в k\\—v2) раз длин движущихся с абсолютной скоростью v пред¬

метов обычно называют фитцджеральдовым сокращением. *

Вернемся теперь к формулам (2а—б). Выразим из них старые

координаты (х, t) события через его новые координаты (х , f);
для этого раскроем скобки в равенствах (2а) и (26), предварительно
умножив второе из них на v:

x' = kx— kvt; vt' = kvt — kv2x.

Сложив получившиеся уравнения, имеем

х' + vf = k (1 —v2) х,
откуда следует

Х=ЩГ^Г)(Х’+^')- <2'а>

Напротив, оставив без изменения равенство (26), а равенство (2а)

умножив на v, получим

vx' == kvx—kv2t, f = kt—*kvx;

сложив, наконец, полученные уравнения, мы приходим к формуле

vx'+t' = k(1—v2) t,
откуда вытекает, что

'=M^i (''•+«')• <2'6>

Формулы (2'а—б) и указывают правила перехода от новых коорди¬

нат {хt'} к старым координатам {л:, t\.
Сравним теперь системы формул (2а—б) и (2'а—б). Они отли¬

чаются друг от друга в двух отношениях. Во-первых, фигурирую¬
щая в формулах (2) скорость v заменяется в формулах (2') на ве¬

личину
v' = —v

(ибо x'+vt' = x' — v't' и t' + vx' = t'—v'x'), —этого, разумеется,
и следовало ожидать, поскольку, в то время как система отсчета {*', t'}
движется по отношению к системе отсчета {л;, t} со скоростью v,

скорость v' системы отсчета {„v, t) по отношению к системе от¬

счета {л;', t'} будет равна —у. Во-вторых, множитель k формул (2)
заменяется в формулах (2') новым множителем

'

ь' = !
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Из формулы (4), в частности, следует, что покоящийся по

отношению к системе отсчета {х\ t'} стержень длины d имеет

в системе отсчета {дг, t} (по отношению к которой он движется

с той же абсолютной скоростью v, что и раньше) новую длину

Но ясно, что это «новое» фитцджеральдово сокращение по своей

величине никак не может отличаться от того, которое получается
в результате сравнения измеренных в системах отсчета {*, t} и

{х\ t'} длин стержня, покоящегося в системе {л:, /}: ведь против¬
ное коренным образом противоречило бы основному принципу рав¬
ноправия всех инерциальных систем отсчета, принципу, который
принимают и Галилей и Эйнштейн! Таким образом, мы вынуждены
считать, -что

При этом фигурирующие в формулах (3) и (3') «коэффициенты
фитцджеральдова сокращения» действительно оказываются одина¬
ковыми (и меньшими единицы!):

так что длина стержня в движущейся системе отсчета действительно

оказывается меньшей длины того же самого стержня, пребываю¬

щего в состоянии покоя:

Подставляя теперь значение (5) коэффициента k в формулы (2),
мы приходим к окончательным выражениям преобразований Лоренца:

d' = k'(\-v*)d= -jd. (3')

k' =

откуда

V1—и2
(5)

Л (1 —I/2) = -i- = ]/1—v2

(6а)

/ X—vt
X =—7= ,

Y1—о*
_

—vx+t

}П=*’

(7)

Формулы (7) и были положены в 1905 г. Альбертом Эйнштей¬
ном в основу всей механики. При этом, однако, оказалось, что за¬

мена преобразований Галилея (1) преобразованиями Лоренца (7)
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приводит к многим совершенно неожиданным физическим феноменам,
настолько неожиданным, что довольно долгое время они серьезно

препятствовали признанию теории относительности. Об одном из

таких феноменов, так называемом «фитцджеральдовом сокращении»

(6а) движущихся предметов, мы уже говорили выше. Еще более

поражает воображение «удлинение (при движении) времени». Эта

гипотеза, на которой мы сейчас остановимся подробнее, принадле¬
жала Лоренцу, дополнившему ею идею Фитцджеральда о сокраще¬
нии движущихся предметов,' причем она также была высказана еще

определенный интервал (0, т) времени длительности т в системе отсчета

{я, /}; момент ^ = 0 характеризуется «мировой линией» Ох рис. 146,
а момент t = т—мировой линией /1| Ох, пересекающей ось Oi
в точке F с координатами (0, т). Пусть наблюдатель Н' в момент

/' = 0 находится в пункте л; = 0 прямой о; этому положению наблю¬

дателя в пространстве и во времени отвечает точка О рис. 146.
В системе отсчета {л:', t'\ значению времени tf = 0 отвечает «ми¬

ровая линия» Ох'—точки этой линии отвечают всевозможным собы¬

тиям, «одновременным» с точки зрения наблюдателя Аналогично

этому одновременными с событием F с точки зрения наблюдателя
Н' будут события, графически изображаемые точками проходящей
через F прямой /' || Ох'; сама точка' F имеет 'в системе {х, i} ко¬

ординаты (0, т), а в системе отсчета {л:', t'} — координаты

(см. выше, формулы (7)). Таким образом, с точки зрения наблюда-

\
\
\
\

до создания теории относительно¬

сти и внесла еще большую пута¬
ницу в умы физиков и философов:
ведь при сохранении «абсолютного

характера» фактора времени, от чего

впервые отказался только Эйнштейн,
формальные построения Фитцдже¬

ральда и Лоренца оставались, по

Для того чтобы пояснить эффект

Рис. 146.

«удлинения (или укорочения) време¬
ни», рассмотрим двух наблюдателей
Ли Н\ связанных с системами

отсчета \х, t} и {х', t'} и имею¬

щих часы, фиксирующие время в этих

двух системах отсчета. Рассмотрим
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позже, чем для наблюдателя Н: интервал времени t = т, разде¬

ляющий происшедшие в одном пункте д:=0 прямой о события О

и F, для наблюдателя Н', движущегося со скоростью v относительно

рассматриваемого пункта (т. е. относительно системы отсчета,
з которой события О и F представляются происшедшими в одном

месте!), будет иметь
'

длительность t\ большую t:

r=-7L=-t. (бб)

Кажущуюся парадоксальной формулу (66) можно вывести еще и по-

другому; Рассмотрим тонкий стержень АВ длины t (этой буквой нам здесь

будет удобно обозначить длину стерж¬
ня), движущийся со скоростью и в на¬

правлении прямой о, перпендикулярной
АВ (см. рис. 146а, на котором представ¬
лена плоскостью хОу, в которой проис¬
ходит движение стержня; ось времени

здесь не изображена). Для наблюдателя
Я, неподвижного относительно стержня,
световой сигнал, направленный вдоль

стержня, пройдет путь АВ за время t

(ибо скорость света по нашему соглаше¬

нию равна 1). С другой стороны, для

наблюдателя Я', неподвижного относи¬

тельно системы отсчета, в которой стер¬
жень движется, путь светового сигнала

от Л до Б (точнее, от А до пункта В\ в котором, с точки зрения этого

наблюдателя, будет находиться конец В стержня в момент поступления туда
светового сигнала) будет равен

АВ' = Y(АВ)2 +(ВВ')2=У*2 + (f<')2.

где ВВ' =vt' — путь, пройденный движущейся со скоростью v точкой В за вре¬
мя V, протекшее, по часам наблюдателя Я', между выходом сигнала из точки А
и поступлением его в пункт В (рис. 146а; заметим, что, поскольку стержень
не движется в направлении АВ, его длина для наблюдателей Я и Я' будет
одинаковой, — ср. с формулами (10) ниже). А так как скорость светового
сигнала будет равна 1 как в связанной с наблюдателем Я системе отсчета,

так и в системе отсчета, относительно которой покоится наблюдатель Я' (прин¬
цип постоянства скорости света!), то (измеренное по часам наблюдателя Я'!)
время V у за которое луч света пройдет путь

АВ' = Угг+ьЧ'\
должно быть равно этом}; пути; отсюда получаем

у

t' = Vt*+ &t'*, т. е. t'* = ti+v4'i
или

V :

у1—о*
(66)

Особенно удивительным представляется последнее рассуждение,
если облечь его в форму «парадокса близнецов», и сегодня еще
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иногда вызывающего споры и превратные толкования, хотя Эйн¬

штейн исчерпывающим образом объяснил этот «парадокс» более чем

полвека тому назад. Предположим, что наши наблюдатели Н и Н' —

братья-близнецы, один из которых остается в точке х = О прямой о,
с которой связано начало системы отсчета {х, t), а второй—дви¬
жется относительно Н с большой скоростью v, например совер¬
шает космический перелет. «Мировой линией» наблюдателя И' мы

'первоначально объявим прямую Ot' рис. 146; это значит, что Н'

перемещается относительно Н с (положительной) скоростью v.

Затем; начиная с момента времени т по часам наблюдателя Я,
т. е. с точки Рг пересечения прямых / и Ot\ «путешественник» Я'

изменяет направление своего движения, начиная приближаться
к (неподвижному) наблюдателю Н с той же абсолютной скоростью v.

Теперь он движется относительно Н со скоростью —v; это отве¬

чает тому, что мировой линией наблюдателя Н становится прохо¬

дящая через точку Рг линия. F^V, параллельная линии Otly сим¬

метричной Ot' относительно Ot. Через некоторое время оба

брата снова встретятся в пункте х = О прямой о; точке (и моменту!)
встречи отвечает точка V пересечения прямых Ot и F±V (рис. 146).

Ясно, что по часам наблюдателя Н между событиями О и V

пройдет
т+ т=2т ед. времена;

выясним теперь, сколько времени займет путь между «мировыми
точками» О и V по часам его брата-близнеца И': Так как в систе¬

ме отсчета {х, t} точка Fx имеет временную координату ^ = т, а в

системе отсчета \х', t'} — пространственную ко'ординату х' = 0, то

в силу цервой из формул (7) получаем

x = vx.

А теперь из второй формулы (7) следует

Г - =
= туТ=^,]Л—Ф }Л—Ф

т. е. в «мировой точке» F± наблюдателю И' отвечает «собственное

время» т'=т]/1—v2. Далее, время движения от «мировой точки» F

до «мировой точки» V должно согласовываться с системой отсчета

{*i, (рис. 146), относительно которой теперь покоится наблю¬

датель Н'\ при этом из соображений симметрии вытекает, что за

время движения между «мировыми точками» F± и V наблюдатель Н'

«постареет» еще на

хY1 — ед.времена

(подтвердите это пряйой выкладкой!). Таким образом, все путеше¬
ствие наблюдателя Н' от «мировой точки» О до «мировой точки» V



§ 10] ПРИНЦИП ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ ЭЙНШТЕЙНА 189

займет

xj/T^v2 -\-х ]/~ \ — v2 = 2x1/1 — v2 ед. времени,

т. е. (поскольку 2t]/l—v2 < 2т) Я' по возвращении из путеше¬
ствия окажется м о л о же своего брата-близнеца!

Конечно, этот результат (для практической реализации которого
мы должны располагать космическими кораблями, передвигающимися
со скоростью, близкой к скорости света, и должны суметь пере¬
нести нагрузки на организм, связанные с огромными ускорениями,

развиваемыми космическим кораблем в моменты пуска, остановки и

почти мгновенного изменения направления движения в мировой точ¬

ке Fx) никак не может быть использован для удлинения жизни —

ведь все физические и физиологические процессы в «движущейся» *)
среде проистекают в полном соответствии со свойственным этой

среде «собственным временем»: так, Я' за' время пути проживет

ровно 2т' = 2т]/1 — v2 ед. времени, не больше и не меньше. Не¬

правильные толкования этого результата чаще всего апеллируют
к равноправию любых инерциальных систем отсчета; «поэтому,—
говорят противники теории относительности, не давая себе труда
тщательнее продумать все рассуждение,—Я тоже двигался относи¬

тельно Я' и, следовательно, при встрече он также должен оказать¬

ся моложе своего брата Я'». Однако это рассуждение является

совершенно несостоятельным — ведь система отсчета, с которой свя¬

зан наблюдатель Я', никак не. является инерциальной, поскольку в

«мировой точке» F± он резко изменил направление движения (ср. ска¬

занное выше о возникающих ускорениях и связанных с ними пере¬

грузках, вызванных силами инерции); поэтому ни о каком равноправии
системы отсчета {#, /}, связанной с наблюдателем Я, й «системы

отсчета» \х', ?} — {хъ ^}, в которой живет его брат Я', здесь не

может быть и речи2).
Наконец, остановимся еще на эйнштейновском законе сложе¬

ния скоростей. Предположим, что система отсчета {*', t[\ дви¬

жется относительно системы отсчета {х, /}, которую мы условимся
называть «неподвижной», с какой-то скоростью и; в системе отсчета

{х', рассматривается некоторый объект А, движущийся со ско¬

ростью V. Нам требуется найти скорость w объекта А в системе

отсчета {дг, t). Величины v, и и w играют здесь роль «относи¬

тельной скорости», «переносной скорости» и «абсолютной ско¬

рости»; поэтому в рамках классической механики Галилея — Ньютона
мы имели бы (ср. выше, стр. 61)'

w = u-\-v. (8)

х) Кавычки здесь призваны напомнить читателю, что без фиксирования
системы отсчета это прилагательное вообще не имеет никакого смысла; здесь

мы употребляем его с позиций брата Н.

2) Ср. также Скобельцын [53].



190 ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Совсем по-другому обстоит дело в теории относительности Эйн¬
штейна. Пусть прямая а (рис. 147) — «мировая линия» движущегося
объекта А; точки О и 5 — два положения этого объекта, в систе¬

ме отсчета {*', t.') имеющие координаты (0, 0) и (d'y т'), где
d' = vxведь скорость объекта А в этой системе отсчета равна v

и, следовательно, —r = v. В системе отсчета {х, t} точка (собы¬

тие) О имеет те же координаты (0, 0); координаты же точки S в

х х,
системе отсчета {х, t} можно определить

по формулам (7), в которых надо только

вместо х' и V подставить х и ty а вместо

х и t — величины x' = d' и t'= %' и за¬

менить г/ на — и (скорость системы отсчета

{*, t} по отношению к системе отсчета

{*', t'}). Таким образом, получаем

d! -\-их' , ud'4- %'
и t — !X-

У1 —и* У1 -и2
’

откуда вытекает, что за время т =

ud'4-х' ,
= — ■— (измеренное в системе отсчета

У\—и*
{л:, t}) наш объект А проходит по отношению к этой системе путь
Иd ~^их

т. е. его скорость и в этой системе отсчета равна
у 1—и*

d d' + ux' ud' -f г'
W

d'-\-ux' ut' + ht' u-\-v

YX—u1' "j/~ l ц? ud'-\-x' uvx'+x' uv-\-l

Итак, формула (8) заменяется в теории относительности формулой

u-\-v
W :

uv -j- 1 (9)

В частности, если рассматриваемый объект Л — луч света,' распро¬

страняющийся со скоростью v=\ (ведь единицей скоростей явля¬

ется у нас именно скорость света!), то и

W-- = 1

■—скорость света остается одной и той же во всех (инерциальных)
системах отсчета. Заметим также, что наличие в выражающих пре¬

образования Лоренца формулах (7). корня квадратного из вели¬

чины 1—V2 свидетельствует о невозможности существования сигна¬

лов, распространяющихся быстрее света (т. е. имеющих скорость

*> 1).
В заключение мы снова вернемся к вопросу об одновременности

и о понятиях «раньше — позже» в теории относительности. Так как
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скорость инерциальной системы \х', t'} по отношению к системе

{лг, t} может быть любой (с тем лишь ограничением, что по абсо¬
лютной величине она должна быть меньше скорости света, т. е.

меньше 1), то ось Ot' «подвижной» системы отсчета может зани¬

мать любое положение в угле тОп рис. 148; соответственно этому
ось Ох' должна располагаться в угле nOmv События S и S± в

какой-то системе отсчета {х', t'} являются^«одновременными», если

они принадлежат прямой, параллельной оси Ох'. Поэтому любое
событие R, изображаемое ка-

{*2> ^2} Рис* ,148). Что же ка¬

сается событий, изображаемых
точками углов тОп и тхОпх,

ис‘

то первые из них образуют
«абсолютное будущее» события О, а вторые —его «абсолютное

прошлое»; при этом причинная связь может связывать лишь

такие события Rx и R2, что одно из них («причина» Rх) является

«абсолютно предшествующим» второму («следствию» R2; см. тот же

рис. 148). В частности, если Ot и рхр21| Ot — «оси времени», соот¬

ветствующие в какой-то инерциальной системе отсчета {х, t} двум

пунктам прямой о — началу отсчета на прямой и некоторой точке

М, то все события, происходящие в пункте М, по отношению

к событию О делятся на три категории: луч Ргрг изображает мно¬

жество событий, предшествующих О; луч Р2р2 — множество

событий, следующих за О; наконец, отрезок РгР2 изображает
множество событий, «временно нейтральных» по отношению

к О: каждое из этих событий в зависимости от выбора инерциальной
системы отсчета может считаться происходящим «раньше» О, «одно¬

временно» с О или «позже» О (ср. рис. 148 с рис. 142 на стр. 178).
При этом, разумеется, лишь события, изображаемые точками луча Рхръ
могут служить «причинами» события О и лишь события, изображае¬
мые точками луча Р2р2, — являться его «следствиями».

кой-либо точкой одного из двух
вертикальных углов пОпгг и

пхОт, является «одновремен¬
ным» с О по отношению к

какой-то специально выбранной
(инерциальной) системе отсчета

\х', t*}\ при ином выборе си¬

стемы отсчета это событие

окажется предшествующим со¬

бытию О (так будет обстоять

дело в системе отсчета {хъ t

рис. 148) или будет следовать

за О (как, например, в системе
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Экспериментальную проверку «релятивистских» (т. е. связанных

с теорией относительности) эффектов очень затрудняет то обстоя¬

тельство, что. в случае «земных», т. е. встречающихся в обыденной
жизни на Земле, скоростей v (которые мы условились измерять
в такой системе единиц, что скорость'света равна 1) коэффициент
= в формулах (2а —б) (стр. 182—183) или (7) (стр. 185), так

же как и коэффициент ]/ \ — v2 фитцджеральдова сокращения, очень

мало отличается от 1. Так, например, если

v ж 1000 км!час & 0»3 км/сек « 0,000001 скор, света

(такой порядок величины имеют скорости реактивных самолетов), то

k = -FzL=- на 1,0000000000005 и /Т^гГ2 « 0,9999999999995.
1Л —

Однако в явлениях, относящихся к «физике микромира» (т. е.

к физике ядра и элементарных частиц) или к «физике макромира»
(астрофизике и физике космоса), где приходится сталкиваться

с колоссальными скоростями, вполне сравнимыми со скоростью света,

пренебрежение теорией относительности Эйнштейна может привести

к серьезным ошибкам. К этому вопросу мы еще вернемся в § 12.

Следует иметь в виду, что в классической физике принцип относитель¬

ности Галилея применим только к механическим явлениям; это связано

с тем, что основные законы механики (знаменитые законы Ньютона,
известные каждому школьнику) «инвариантны относительно преобразований
Галилея (1)», т. е. сохраняют свою форму при этих преобразованиях. Напро¬
тив, основные законы теории электромагнитного поля — законы (или
уравнения) Максвелла, впервые выписанные в 1864 г, великим анг¬

лийским физиком Джеймсом Клерком Максвеллом (1831—1879) и соста¬

вившие основу его «Трактата об электричестве и магнетизме» (1873),—инва¬
риантны не относительно преобразований Галилея (1), а относительно преобра¬
зований Лоренца (7); поэтому к явлениям электромагнетизма (в том числе
и к явлению распространения света, согласно теории Максвелла связанному
с электромагнетизмом!) принцип относительности Галилея неприменим. Эти

соображения легли в основу рассуждений замечательного французского мате¬
матика и физика Анри. Пуанкаре (1854—1912), который пришел к идеям
специальной теории относительности одновременно с А. Эйнштейном (т. е.
в 1905 г.) и независимо от него.

Укажем, наконец, что до сих пор мы говорили о принципе относитель¬
ности Эйнштейна и о преобразованиях Лоренца только в применении к «одно¬

мерной механике»— к кинематике прямолинейных движений в направлении

фиксированной прямой о. Однако принцип относительности Эйнштейна в той

его формулировке, которая указана на стр. 179—180, применим, разумеется, и
к плоско-параллельным (двумерным) или к произвольным (трехмерным) дви¬
жениям; при этом переход от одной инерциальной системы отсчета к другой
будет задаваться более сложными преобразованиями Лоренца трехмерного
«мира событий» (лс, у, t) (где (х, у)—координаты точки на плоскости, а / —

время) или общего четырехмерного «мира» (я, у, z, t). Преобразования*
Лоренца четырехмерного мира событий (х, у, z, /), оси координат в котором

выбраны таким образом, что направление движения «подвижной системы
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отсчета» у\ z', t'\ относительно «неподвижной системы отсчета» \х, у, z,
совпадает с общей осью Ох^О'х' этих двух систем, а оси О'у' и О'г' «по¬

движной» системы отсчета все время остаются параллельными соответствую¬

щим осям «неподвижной» системы отсчета (рис. 149), можно, разумеется,

однако в случае общего расположения ко- Рис. 149.

ординатных осей систем отсчета {я, у, z, t)
и {х'у У'у эти формулы приобретают значительно более сложный вид.

Поскольку настоящая книга посвящена геометрическому истолкованию фактов
«одномерной кинематики», мы не останавливаемся здесь на этом вопросе.

§ 11. Геометрия Минковского

Выше мы видели, что переход от принципа относительности Га¬

лилея к принципу относительности Эйнштейна равносилен замене

элементарных преобразований Галилея классической кинематики

х' = х + vt,
f= t, о)

задающих переход от одной инерциальной системы отсчета к дру-,

гой, несколько более сложными преобразованиями Лоренца
, х—vt

f:

У1 —и2

— vx+t (7)

С другой стороны, основное содержание настоящей книги составляло

изучение геометрической системы, возникающей на координатной
плоскости {л;, t}, где роль «движений» играют преобразования Га¬
лилея; соответствующую «геометрию», каждый факт которой может

быть интерпретирован в терминах кинематики прямой о, мы назвали

«геометрией Галилея». В этой связи также является совершенно
естественным изучение «геометрии» плоскости \х, t}, роль «движе¬
ний» которой, играют преобразования Лоренца. Эта геометрическая,
система была указана выдающимся немецким математиком и физиком*
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(!')

Германом Минковским (1864—1909), который в 1907—1908 гг.

предложил использовать' ее для «геометризированного» описания

феноменов релятивистской механики; ее обычно называют (псевдо-
евклидовой) геометрией Минковского1).

Движениями плоскости Галилея служат преобразования:

х' = х + а,

у' ==Vx-{-y4rb.

От записанных в форме (1) преобразований Галилея эти движения

отличаются, во-первых, тем, что координаты точки на плоскости

теперь обозначаются не через t, х, а через х, у, как обычно (при¬
чем координата „V играет роль времени t, а координата у заменяет

абсциссу х точки на прямой о); далее, к числу движений причисля¬
ются также и всевозможные параллельные переносы:

х' = х- +я,

/= У+ Ь,
(1а)

отвечающие изменениям начала отсчета времени t и начала отсчета

координат {л;} на прямой о. Соответственно этому и под геометрией
Минковского мы будем понимать изучение тех свойств фигур коор¬
динатной плоскости {х, у), которые сохраняются при движениях

(И)

где v, а, b — произвольные «параметры». движения. От преобразо¬
ваний (7) преобразования (11) отличаются тем, что координаты точки

на плоскости теперь обозлачены через х, у (где можно считать,

что х — это время t> а у — абсцисса движущейся точки на прямой о),
а также тем, что к числу движений присоединены всевозможные

параллельные переносы (1а), отвечающие изменениям начала отсчета

времени и начала отсчета абсцисс на прямой о. В настоящем пара¬
графе мы дадим краткий набросок геометрии Минковского, почти пол¬

ностью отвлекаясь здесь от механического истолкования фактов этой

замечательной геометрии в рамках теории относительности Эйнштейна.

Наряду с координатами (л;, у) точки в геометрии Минковского

используются также координаты (X, Y)t связанные с координатами

*) Происхождение термина «псевдоевклидова геометрия» свя¬

зано с большой близостью геометрии Минковского к геометрии Евклида,
факты которой, впрочем, иногда в геометрии Минковского своеобразно иска¬
жаются (об этом см. ниже).
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(х}у) соотношениями:

*=TI(*+J,)’ x=yj^x+y)>
или (12)

У=^х-у) у — (*—10

(рис. 150). Складывая и вычитая друг из друга первую и вторую

из формул (11), мы без труда выразим движения плоскости Мин¬
ковского в координатах X, К:

Узг- )±L X+I- +(„-*),
]Л —к2 jA 2 ]Л — о* 1/^2

ИЛИ

/2^'= -1=^ ^+ (* + *)1^ 1 —о» 2 Vе! — о3 V^2

Х' = КХ +А,

Y'= ХГ+Б’
(Ш)

а
1

/" 1 —V 1—V ( 1 1 /* 1 ~}-0 1 ^ л

где X = 1/ т-т—
= ■

^ ( так что -*-=1/ т-1— —->■■■■ > 1, Л =?

г l+t> |Ai_y2\ X г 1—а ]А1_02/’
= и В = —параметры преобразования. Движение (Ца)

складывается из преобразования

Х1 = ХХ,
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представляющего собой комбинацию сжатия к оси OY с коэффици¬
ентом сжатия А,1) и одновременного сжатия к оси ОХ с коэффи¬

циентом у ^см. рис. 151, где изображен случай А,<1< и из па¬

раллельного переноса

*/ = Xl +Д
/1364

Y'= +
( 3 '

Преобразование (13а) играет, в геометрии Минковского роль пово¬

рота; такое преобразование евклидовой координатной плоскости

{X, Y) называется гиперболическим поворотом (причины, обусловли¬
вающие это название, будут разъяснены ниже). В координатах {х, у}
поворот (13а) записывается формулами

х' =
r

Ll_-. ■ х
v

—у,'
V}-* (13)

у' =
V

--- X +’-j—— -yJ

Yl—и2 Y\ — и*'

(ср. с формулами .(7), выражающими преобразование Лоренца).
Аналогично тому как это сделано было в § 3 гл. I для сдвига

(см. стр. 47), можно показать, что сжатие к прямой, а следовательно,
и преобразование (13а), переводит каждую прямую снова в прямую;

переводит параллельные прямые в параллельные. прямые; сохраняет

величину отношения двух отрезков одной прямой (или параллельньм

прямых),— следовательно, понятия прямой линии, параллельных

прямых, отношения отрезков одной прямой (или параллельных пря¬
мых) сохраняют смысл в геометрии Минковского. Далее, из формул
(11а) следует, что любая прямая, параллельная оси OY или оси ОХ:

X= const или Y= const,

переводится движением (11) или (11а) в прямую того же направ¬

ления. Таким образом, в геометрии Минковского мы имеем даже два

семейства «особых прямых», переводимых каждым движением
в прямую, параллельную первоначальной; через каждую точку плос¬

кости проходит по одной особой прямой каждого семейства. Нако¬

нец, квадрат, стороны которого параллельны осям ОХ и OY, пере¬
водится движением (11а) в прямоугольник той же площади (если
стороны квадрата равны е, е, то стороны прямоугольника равны

!) Сжатие к оси 0Y с коэффициентом сжатия Я переводит
каждую точку А (X, Y) плоскости, удаленную от оси OY на расстояние X,
в такую точку Аг (XX, Y) перпендикуляра ЛР, опущенного из точки А на

прямую 0Y, которая удалена от OY на расстояние %Х\ при Х>\ слово

«сжатие» в названии этого преобразования лучше заменить словом «растяже¬
ние» (ср. выше, стр. 67, в частности, рис.' 47, б).
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Яе, | ej; поэтому сеть равных квадратов плоскости Минковского

переводится движением (11а) в сеть равновеликих им прямо¬

угольников и, следовательно, каждая фигура F переводится движением

(11) или (11а)* плоскости Минковского в фигуру F' той же площади

(рис. 152, а, б; ср. выше, § 3 гл. I, в частности, рис. 28 на стр. 49).
Таким образом, мы видим, что и понятие площади фигуры сохраняет
смысл в геометрии Минковского.

Рассмотрим теперь произвольный отрезок АВУ относительно ко¬

торого нам пока будет удобно считать, что он не параллелен ни оси ОХ,

Рис. 153.

ни оси OY. Пусть AKBL — прямоугольник с параллельными осям

ОХ и OY сторонами, диагональю которого служит отрезок АВ

(рис. 153, а). Преобразование (11) или (11а) переводит этот прямо¬

угольник снова в прямоугольник с параллельными осям ОХ и OY

сторонами; при этом площадь полученного прямоугольника A'K'B'L'
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(рис. 153,6) будет равна площади прямоугольника AKBL: движения
плоскости Минковского площадь прямоугольника AKBL не изменяют.

Ясно, что при близких точках А кВ площадь прямоугольника AKBL

мала; поэтому можно считать, что величина nnAKBL доставляет

своеобразную «меру отклонения» точек А и В друг от друга, стре¬

мящуюся к нулю при неограниченном сближении точек А и В и,

кроме того, одинаковую для двух «равных» (в смысле геометрии

Минковского) пар точек А, В и А', В'. Это как будто позволяет

принять величину nnAKBL за «расстояние Минковского» между
точками А и В; однако поскольку площадь фигуры измеряется
в «квадратных» (а не в «линейных») единицах1), то удобнее считать,
что в геометрии Минковского расстояние dAB между точками А к В

пропорционально корню квадратному из площади прямоуголь¬

ника AKBL, т. е. равно &]/плAKBL. Выбор коэффициента пропор¬
циональности k, очевидно, определяется заданием единиц измерения

длин и площадей; нам будет удобно считать, что

dAB=V2-nnAKBL. (14)

Ясно, что если точка С принадлежит отрезку АВ, то

йлв^йлсЛ-йсв

(ибо площади изображенных на рис. 153, а подобных между собой

прямоугольников AKBL, АКгС1г и CK2BL2 пропорциональны ква¬

дратам диагоналей АВ, АС и ВС
этих прямоугольников).

Начнем теперь поворачивать отре¬
зок АВ вокруг его конца А, сохраняя,
скажем, его евклидову длину (рис. 154).
Легко видеть, что по мере приближе¬
ния к положению АВ01| ОХ (или АВ° || OY)
площадь прямоугольника AKBL стано¬

вится все меньше; для положения

АВ0 || ОХ (или АВ° || О Y) отрезка АВ

соответствующий ему «прямоугольник»
вырождается в отрезок АВ0 (или
АВ°)У так что площадь его обращается
в нуль. Поэтому считают, что длина лю¬

бого отрезка особой прямой равна нулю. Когда отрезок АВ в про¬
цессе вращения вокруг точки А проходит положение АВ0 || ОХ (или
АВ° || OY), площадь прямоугольника AKBL снова начинает расти;

при этом, однако, ориентация прямоугольника AKBL (направле¬
ние обхода его вершин А—+К-+В—+Ц здесь АК\\ LB || ОХ и

г) Другими словами, площадь фигуры умножается на г2 при увеличении
всех линейных размеров фигуры в г раз.
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AL || КВ || ОУ) меняется на противоположную (ср. прямоугольники
AKBL и AKXBXLX на рис. 154). В силу последнего обстоятельства

расстояния между точками А и В и между точками С и D, так распо¬
ложенными на плоскости, что отрезки ОМ\\АВ и ON\\CD принад¬
лежат двум смежным углам, образованным прямыми ОХ и ОУ, удобно
считать качественно разными: два таких отрезка всегда несрав¬

нимы между собой. Отрезки и прямые, параллельные проходящим

через начало координат прямым, заполняющим ту пару вертикальных

углов, образованных осями ОХ и ОУ, которая содержит ось Ох,
мы будем называть отрезками (соответственно прямыми) 1-го рода,
а отрезки и прямые, параллельные (проходящим через начало коор¬

динат) прямым, заполняющим пару вертикальных углов, содержащих

ось Оу, — отрезками (прямыми) 2-го

рода; отрезки особых прямых (от¬
резки, параллельные прямой ОХ или

прямой ОУ), -можно назвать отрезками

нулевого рода, а сами эти прямые
—

прямыми нулевого рода. Каждый отре¬
зок плоскости Минковского движением

(11) или (11а) переводится в отрезок
того же самого рода: необходи¬

мым и достаточным условием равен¬
ства отрезков АВ и А'В' (т. ё. воз¬

можности совмещения этих отрезков,
движением (11) или (11а)) является

совпадение их длин и то, что оба отрезка суть отрезки одного

рода (если АВ и А'В'—отрезки нулевого рода, то оба они, кроме
того, должны принадлежать одному семейству особых прямых,
т. е. должны быть параллельны между собой).

Пусть теперь координаты точек Л и Б в системе координат

{X, У} равны (Хъ Уг) и (Х2у У2), а в системе координат {х,у} равны

{хъУ-д и [хъУъ)- Нетрудно видеть, что стороны прямоугольника
AKBL равны \Х2 — Хх\ и |У2 —Ух| (рис. 155); поэтому плЛ/GBL =
= К*2 — *i)| и, значит,

dAB = V2\(X,-X1)(Y2-Y1)\. (15)

Переходя с помощью формул (12) от координат X, Y к координатам

Ху у у
мы получим, что расстояние между точками А(хъ уг) и В (х2у у2)

равно

У 21 у [(**—*i)+Су»—л)] [(*«—*х)—Су*'—л)]

т. е.

=У К**—*i)e—(л-л)*!»

аАв=У !(*•—*i)*—Су«—л)*1 (15а)
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(ср. с формулой (1) на стр. 16, относящейся к евклидовой геометрии).
Легко видеть, что если отбросить знак абсолютной величины под

корнем, то подкоренное выражение в правой части формул (15) и (15а)
будет положительно, когда АВ— отрезок 1-го рода, и отрицательно,
когда АВ— отрезок 2-го рода; поэтому иногда также пишут

^в=К*2 (*,-*!) (Г,-J^) (15')
ИЛИ

dAB=V(x2
— ATj)2 — 0», —Ух)2. (15'а)

В этих формулах уже отражено то, что длины отрезков 1-го и 2-го

рода измеряются в разных (причем несравнимых между собой!) еди¬

ницах: длины отрезков 1-го рода —в действительных числах, а длины

отрезков 2-го рода —в мнимых.

Если ось Ох имеет механический смысл оси времени, а Оу есть ось,

характеризующая положение «события» на прямой о, то любой отрезок
1-го рода совпадает с интервалом между двумя событиями, которые в неко¬

торой инерциальной системе отсчета (понимаемой так, как это принято в теории
относительности Эйнштейна) происходят в одном и том же месте, и длина

отрезка есть не что иное, как временной интервал между рассмат¬
риваемыми событиями в этой инерциальной системе отсчета. Аналогично, имея

отрезок 2-го рода, мы можем так подобрать инерциальную систему отсчета,
что концы отрезка будут отвечать одновременным событиям; при этом изме¬

ренная в смысле геометрии Минковского длина отрезка совпадает с прост¬

ранственным расстоянием между соответствующими точками пря¬
мой о. Таким образом, можно считать, что длины отрезков 1-го рода изме¬

ряются в единицах времени (сек), а длины отрезков 2-го рода—в единицах

расстояния {см). В соответствии с этим прямые 1-го рода геометрии Минков¬
ского часто называют времяподобными прямыми, а прямые 2-го рода—
пространственноподобными прямыми.

Окружность S геометрии Минковского с центром Q и ра¬

диусом CD (где CD —какой-то отрезок 1-го или 2-го рода)
естественно определить как множество таких точек Ж, что отрезок

QM равен отрезку CD. Условимся обозначать координаты.центра Q

окружности 5 в системе координат {X, Y} через (А, В), а в системе

координат {х,у} — через (а, Ь)\ координаты концов С и D отрезка
CD обозначим через (А^, Уг) и (Х2, F2), соответственно через (хъ ух)
и (х2, j/2). Величину

2 {х2-хг) (г2- ух)=(*,-*!)»- су,-У1?

(она может быть и положительной и отрицательной!) назовем квад¬

ратом радиуса окружности S и обозначим через ± г2 (где г > 0). Ясно,
что уравнение окружности S с центром Q и квадратом радиуса + г2

будет иметь вид

2 (X-A)(Y-B) = ±r\ (16)
соответственно

(х — а)2 — (у — Ь)2 = ±г2 (16а)
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(ср. с уравнением (2) на стр. 17, т. е. с уравнением евклидовой

окружности!). Последнее уравнение также можно переписать следую¬
щим образом:

*2 + 2рх + 2qy +/= 0, (16')
где

р =
— a, q = b\ f=a2—b2 =F г2.

В частности, окружность с центром в начале координат 0(0, 0)
имеет в геометрии Минковского уравнение

XY= const (17)
или

х2—у2 = const. (17а)

Ясно, что с точки зрения обычной евклидовой геометрии окруж¬
ность (16) или (16а) представляет собой гиперболу, асимптотами

которой являются проходящие че¬

рез центр окружности особые пря¬
мые (рис. 156). Окружность 5 мы

назовем окружностью 1-го

рода или окружностью 2-го

рода, в зависимости от того,

является ее радиус отрезком 1-го

или отрезком 2-го рода. На рис. 156
сплошной линией и пунктиром изо¬

бражены окружности S и S (1-го
и 2-го рода) с общим центром Q Рис. 156.
и квадратами радиуса +г2 и —г2;
такие две окружности мы будем называть сопряженными. «Крест»,
образованный проходящими через точку Q особыми прямыми QU и

QV, представляет собой множество точек, удаленных от точки Q
на нулевое расстояние; это множество точек иногда называют

окружностью нулевого радиуса (или окружностью нулевого рода).
Нетрудно видеть, что через любые три точки плоскости Минковского

проходит единственная прямая (1-го, 2-го или нулевого рода) или

единственная окружность (1-го, 2-го или нулевого рода).
С тем обстоятельством, что окружности плоскости Минковского

с евклидовой точки зрения являются гиперболами, связано евклидово

название преобразований (13а) или (13): эти преобразования называют

«гиперболическими поворотами», так как они переводят в себя окруж¬
ности (17) или (17а) с центром О, т. е. евклидовы гиперболы
(см., рис. 157 — гиперболы S и S с уравнениями XY—±c преобра¬

зование Хг = XX, Уг=У переводит в гиперболы Sx и Sx; последую¬

щее преобразование Х' = Хг, Y* переводит, очевидно, гипер¬

болы и Si в исходные гиперболы 4> и S).
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Обратимся теперь к вопросу об у г л е между прямыми. Углом

8Ui между прямыми I и 1г плоскости Минковского, пересекающимися
в точке Q, естественно назвать длину заключенной между прямыми I

и 1г дуги NNX «единичной окружности» «S с центром Q; под еди¬
ничной окружностью здесь понимается окружность, квадрат

будут отрезками 2-го рода и, наоборот, звенья ломаной, вписанной
в окружность 2-го рода, являются отрезками 1-го рода (на рис. 158

эти ломаные не обозначены). Поскольку такое определение величины

угла, связывающее ее с длиной дуги, вычисляемой с помощью не¬

которого бесконечного процесса, является довольно слож¬

ным, то его удобно заменить следующим: величина 8Ui угла, обра¬
зованного двумя пересекающимися в точке Q прямыми I и 1Ъ равна

удвоенной площади сектора NQNX единичного круга с центром Q

радиуса которой равен +1 или —1.

Рис. 157.

Однако это определение угла имеет

смысл лишь в том случае, когда обе

прямые 1г и /2 суть прямые 1-го рода

(рис. 158-, а) или когда обе они— пря¬
мые 2-го рода (рис. 158, б): лишь в

этих случаях обе прямые пересекают

одну и ту же «единичную окружность»
и, следовательно, высекают некоторую

дугу NN-l этой окружности. Длину
дуги NNX можно определить как предел
длины вписанной в NNX ломаной

NMxM2. . .МпМъ все звенья которой не¬

ограниченно уменьшаются; при этом лю¬

бопытно отметить, что все-звенья лома¬

ной, вписанной в окружность 1-го рода,

Уа h i

X

а) 6)
Рис. 158.
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(см. те же рис. 158, я,. б)1). Угол 8и между прямыми / и 1г можно

считать также направленным, приписывая ему знак + или —

в зависимости от того, происходит вращение, переводящее луч QN
в луч QNV в направлении* обратном направлению вращения часовой

стрелки, или оно совпадает с направлением вращения часовой стрелки.

Два угла АРВ и CQD, оба образованные прямыми одного и того же

(1-го или 2-го) рода, равны в смысле геометрии Минковского

(т. е. переводятся один в другой движением (11) или (11а)) в том

и только в том случае, если все отрезки РА,
РВ, QC и QD— отрезки одного рода и если

8PAiPb=$QA,Qc- О «величинах» углов, образо¬
ванных прямыми разного рода, и об условиях

равенства таких углов мы еще скажем ниже.

Пусть теперь I и 1г — две прямые, скажем,

1-го рода, пересекающиеся в точке Q; —* —

дуга единичной окружности S с центром в

точке Q, высекаемая прямыми / и 1г (рис. 159).
Произведем «гиперболический поворот», перево¬
дящий луч QN в луч QNi, луч QNX этот поворот

переведет в некоторый луч QN2; луч QN2—
в луч QN3; луч QN3— в луч QN4 и т. д.; здесь

A/’, Nl9 N2 N3, N4,.. . —точки окружности 5.

Поскольку

QN2, QN3,
Рис. 159.

все прямые QN (=/), QNX (= /х),
QN4,...—прямые 1-го рода, то

все лучи QN, QNk (где k = 1, 2, 3,. ..) заключе¬

ны внутри угла UQVограниченного проходя¬
щими через точку Q особыми прямыми QU и QV, отделяющими

прямые 1-го рода от прямых 2-го рода. Поэтому в геометрии Мин¬

ковского мы можем «неограниченно» вращать луч QN вокруг точки Q,
поворачивая его на сколь угодно большой угол (ибо
&qn, QNk

= k-&QN, <?лО, — и при этом мы никогда не достигнем осо¬

бой прямой QU, образующей с прямой QN «бесконечно большой

угол». Точно так же показывается, что и прямую 2-го рода можно

повернуть на угол любой величины: особые прямые образуют с этой

прямой угол, который следует считать «бесконечно большим».
Оставив временно без внимания вопрос об угле между «разно¬

именными» прямыми (прямой 1-го рода и прямой 2-го рода), обра¬
тимся к определению расстояния от точки до прямой,
а затем и расстояния между параллельными прямыми.
Для того чтобы иметь возможность измерить эти расстояния, необ¬

ходимо указать, какие прямые плоскости Минковского мы будем
называть перпендикулярными. Однако определение перпенди-

*) Напомним, что обычное («евклидово» или «аффинное») понятие пло¬

щади сохраняет свой смысл и в геометрии Минковского (см. выше, стр. 197).
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кулярных прямых не составляет затруднения: условимся, по образцу
(обычной) геометрии Евклида, называть все проходящие через центр

окружности прямые ее диаметрами и считать, что каждый диаметр d

окружности S перпендикулярен проведенной в конце этого

диаметра касательной t к окружности S (т. е. прямой 1-го или

2-го рода, имеющей с этой окружностью единственную общую

точку1)). Поэтому естественно считать, что прямая 1г перпендику-

, , лярна прямой /, если для произвольной
Ijllt lit

t ц окружности £ с диаметром d || I касатель¬

ная, проведенная к этой окружности в кон-

, це диаметра dy параллельна 1г (см. рис. 160).
^ Легко видеть, что перпендикуляром к пря¬

мой 1 -го рода всегда будет прямая 2-го рода
и наоборот.

Если прямая / поворачивается вокруг
принадлежащей ей точки Q, приближаясь
к особой прямой QU, то проходящая через Q

прямая 1г _|_ / (знак перпендикулярности

прямых в геометрии Минковского мы сохра¬
ним таким же, как в геометрии Евклида)
поворачивается вокруг Q не в том же на¬

правлении, что и /, как в евклидовой гео¬

метрии, а в противоположном направ¬

лении (рис. 160); при этом обе прямые, I и 1Ъ
одновременно приближаются к прямой QU.

[Последнее вытекает также из того, что каждые две перпендику¬
лярные (в смысле геометрии Минковского!) прямые I и 1г симметричны
(в евклидовом смысле!) относительно проходящих через точку Q их

пересечения особых прямых QU и QV (докажите!) 2).] В силу этого

естественно считать, что каждая особая прямая плоскости Мин¬

ковского перпендикулярна сама себе.

Заметим, что из нашего определения перпендикулярности сим¬

метричность отношения перпендикулярности двух прямых (т. е.

то, что из 1г J_ I вытекает / J_ 1Х) автоматически не следует. Однако
на самом деле эта симметричность имеет место: если прямая 1г
перпендикулярна прямой /, то и I перпендикулярна 1г (рис. 161). При
этч)м нетрудно показать, что если I J_ 1Ъ то имеющий направление

прямой I диаметр окружности S делит пополам все хорды окруж¬

ности, параллельные прямой /х; это обстоятельство также отражено

на рис. 161.

J) Каждая особая прямая (проведенная в конце диаметра d) также имеет
с S единственную общую точку; эти прямые мы, естественно, не будем
называть касательными к S.

2) Отсюда уже вытекает симметричность отношения перпендикуляр¬

ности (ср. ниже).
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Теперь расстоянием йщ от точки М до прямой /1-го или 2-го

рода естественно назвать длину dMP перпендикуляра МР, опущенного
из точки М на прямую I (рис. 162). Расстоянием dtli между двумя
параллельными прямыми 1г и I 1-го или 2-го рода мы назовем

расстояние d^i от произвольной точки А/I прямой 1г до прямой /;
легко видеть, что это расстояние не зависит от выбора точки М

(см. тот же рис. 162). Расстояние dlxt между прямыми 1г и / можно
также определить как длину d^xN отрезка NXN, высекаемого пря-
мыми 1г и I на произвольной пер¬
пендикулярной к ним прямой р\
ясно, что это определение равно¬

сильно первоначальному. Величина

расстояния между параллельными
особыми прямыми k и kx или

расстояния от точки М до осо¬

бой прямой k в геометрий Минков¬
ского ник^к не определяется1).

Заметим, что в геометрии Мин¬
ковского нельзя уже, разумеется,
говорить, что перпендикулярные
прямые образуют между собой

я

угол -2>,
— напротив, так как эти

две прямые всегда будут разного
рода, то ни о какой «величине» угла между ними мы пока не можем

говорить. Однако сам факт наличия перпендикулярных прямых уже

х) Это связано с тем, что если k, fej—две произвольные (параллельные
между собой) особые прямые и М, М1—две произвольные точки (либо
одновременно принадлежащие k и klt либо одновременно не принадлежащие
этим, прямым), то существует движение (11) или (11а), переводящее k в /гх и
М в Мг.
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позволяет сопоставить двум разноименным прямым (т. е. пря¬

мым, одна из которых 1-го рода, а другая
— 2-го) I и 1Х некоторое

число так, что совпадение этого числа для двух пар прямых равно¬
сильно «равенству» этих пар (т. е. возможности перевести одну из

них в другую движением (11) или (11а)): это число равно (направ¬
ленному!) углу 6/'/4, где (рис. 163). Разумеется, определен¬
ную таким образом величину мы должны считать несравнимой
с величиной угла между двумя прямыми 1-го рода или с величиной

угла между двумя прямыми 2-го рода.
Укажем еще, что если А, В, М0 — три точки плоскости Минков¬

ского и прямые АВ, АМ0, ВМ0— все неособые (т. е. прямые 1-го

или 2-го рода), то множество всех таких точек М, что (направлен¬
ный) угол между МА и MB равен углу между М0А и М0В (здесь
считается, что МА— прямая того же рода, что и М0А, а MB— того

же рода, что и М0В; если же прямые МА и М0А, а также MB и

М0В— разного рода, то надо требовать, чтобы угол между МА

и MB был равен углу между М0А' и М0В', где М0А' _1_ М0А,
М0В' J_ М0В), представляет собой окружность S, проходящую
через точки А, ВиМ0 (рис. 164, а). В частности, если точки А и В фикси¬

рованы, то множество всевозможных точек М таких, что МА _L MB,

представляет собой окружность с диаметром АВ (рис. 164, б).

Далее нам понадобятся некоторые сведения, касающиеся «триго¬

нометрии гиперболы». Пусть 5— «единичная окружность»

S

Рис. 164.

*2—^2= 1 (18)

плоскости Минковского с центром 0(0, 0) и пусть ОА—неподвиж¬

ный радиус окружности S (причем Л(1, 0) —вершина гиперболы

(18)), а ОМ—подвижный радиус (ср. рис. 165 с рис. 165а, на



§ И] ГЕОМЕТРИЯ МИНКОВСКОГО 207

котором изображены евклидова окружность

х2 +.у2 = 1 (18а)

и два ее радиуса ОА и ОМ). Направленный угол б0л, ом=ф (пони¬
маемый в смысле геометрии Минковского, т. е. равный взятой со

знаком + или — удвоенной площади заштрихованного на рис. 165

сектора АОМ гиперболы S) называют также гиперболическим
углом между прямыми ОА и ОМ; координаты х = ОР>0 и у = РМ

подвижной точки М называют гиперболическим косинусом и гипер¬
болическим синусом угла ф и обозначают сИф й shtp. Отношение

,
по абсолютной величине равное длине отрезка AN,

высекаемого «подвижным радиусом» ОМ на касательной АТ к гипер¬
боле 5 в ее вершине Л, называют гипер¬

болическим тангенсом угла ф и обозна¬

чают через th ф.
Из рис. 165 видно, что при неогра¬

ниченном увеличении угла ф величины

ch ф и sh ф также растут неограниченно,
а Шф стремится к 1; далее, при ф = 0

имеем ch ф = 1, sh ф = 0 и 1йф = 0. На¬

конец, из того же рис. 165 вытекает, что

ch(—-ф) = с11ф (19а)

(подобно тому как cos (— ф) = cos ф);

sh( —ф) = —shy (196)

(подобно тому как sin (— ф)=—sin ф); в силу этого и

th(—ф)= — «1ф (19в)

(подобно тому как tg( —ф) = —tg ф). Графики функций и = с1гф,
и = з11ф и u = ih ф изображены на рис. 166.
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Гиперболические функции обладают многими свойствами, род¬
ственными свойствам тригонометрических функций sin ср, соз ф и tgф;
эти свойства могут быть несложно доказаны с использованием пово¬

ротов (13а) или (13) х). Так, например, из уравнения (18) гипер¬
болы 5 следует, что при любом угле ф

ch2 ф
— sh2 ф = 1. (20)

Далее, при любых значениях углов ф и я])
sh (ф ± 'ф) = sh ф сЬ я|) ± ch ф sh о|) (21а)

и

ch (ф ± г|э) = ch ф ch ± sh ф sh я]), (216)

откуда в свою очередь следует, что

>Ь1ф±ч1,) = -^±Ж.. (21в)
1 d= th ф th яр

Из формул (21а) — (21 в) легко получаем также, что

sh 2ф= 2 sh ф ch ф,

ch2ф = ch2ф + sh2ф, th2V = rq^^;
(22а)

Sh ф :

2thf

l+th2|- 2th^ (22б)

сЬф = , th<p =

l+th2-|
и т. д.

Заметим, наконец, что фигурирующие в формулах (И) коэффи-
1 —v ^ „

циенты ~г . и ... связаны между собой соотношением

У1—Ф у 1—и2

(ут=^) (ут=?) -1’

сходным с равенством (20), связывающим гиперболические функции
сЬф и sh ф. Поэтому если мы подберем такой гиперболический

jj j

угол а, что sh а = ■

,,,
то будем иметь ch ос = — в силу

у \—v2 у 1—ф
J

чего формулы (11) можно переписать так:

х' = х cha+y shoe-}-я,
у' = х sh а -\-у ch а + Ъ

г) См., например, книгу Шерватова [57], гл. IX книги Нор¬
де на [62] или п. 27 книги Я Глом а и Ашкинузе [56].
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(ср. с формулами (6) на стр. 20, выражающими движения евкли¬

довой плоскости).

Обратимся тецерь к учению о треугольниках плоскости

Минковского; при этом всегда будем считать, что стороны АВ = с,
ВС= а и СА = Ь рассматриваемого треугольника ABC являются
неособыми прямыми. Если все эти стороны являются прямыми одного

рода, то отрезки АВ = с, ВС = а и СА — b (длины сторон треуголь¬
ника мы будем обозначать теми же буквами а, b, с, что и соответ¬

ствующие прямые) можно сравнивать между собой; • при этом если

только точки Д В и С не принадлежат одной прямой, то большая

сторона треугольника ABC обязательно будет больше суммы двух
других сторон (см. рис. 167, где АМ= АС = 6 и BN=BC= а, так

что a-{-b = BN-\-AM<C.AB = c; ср. с рис. 167а, иллюстрирующим
известное неравенство 'а-\-Ь>с, связывающее стороны треуголь¬
ника в геометрии Евклида).

Неравенство
а + Ь<.с

(где с — наибольшая сторона треугольника ABC), можно также вы¬

вести и из так называемой «теоремы косинусов» геометрии

Минковского: если все стороны треугольника ABC—прямые одного

рода, то

а2 = Ь2-{- с2 — 2be ch Л, (24а)

где А= $Ав,аС—(ненаправленный, т. е. положительный) угол между
сторонами АВ и АС треугольника ABC (понимаемый, разумеется, в

смысле геометрии Минковского1)). Далее, площадь треугольника
может быть определена по формуле

ипАВС=
у

ab sh С. (25)

х) Выше у нас были определены лишь функции сИф, вЬф и th ф, где
Ф—угол между двумя прямыми 1-го рода; функции сЬяр, sh г|э и th яр, где

ф—угол (в смысле геометрии Минковского) между прямыми /пит, 2-го

рода, можно определить, например, равенством их тем же функциям угла
между прямыми / J__ m и Щ*
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Из формулы (25), в частности, следует, что

Y
ab sh С =

у
ас sh В = ^-bc sh А,

откуда без труда получаем

abc
(246)sh Л sh В sh С

(«теорема с и н у с о в»). Формулы (24а, б) и (25) можно также

перенести и на случай треугольника ABC, имеющего стороны раз¬
ного рода; мы, однако, здесь на этом не остановимся.

Скажем еще несколько слов о «равнобедренных» и «пря¬

моугольных» треугольниках плоскости Минковского (из неравен¬
ства с>а + 6 следует, что «равносторонний» треугольник, все

стороны которого равны между собой, в плоскости Минковского

существовать не может). Если стороны АС и ВС треугольника ABC

равны (и, значит, АС и ВС—прямые одного рода), то вершины А

и В треугольника принадлежат окружности 5 с центром С и радиу¬
сом СА = СВ (рис. 168, а). Примем точку С за начало координат;
тогда с помощью «поворота» (13а) или (13) медиану СМ треуголь¬
ника (где М— середина стороны АВ) можно совместить с осью Ох.

Стороны СА' и СВ' полученного таким образом треугольника А'В'С
расположатся симметрично (в - евклидовом смысле!) прямой Ох
(рис. 168, б), откуда следует, что медиана СМ равнобедренного
треугольника одновременно является его биссектрисой и «высотой».

[Из того, что CMJ_AB, вытекает, что основание АВ равнобедрен¬
ного треугольника всегда является прямой другого рода, чем его

боковые стороны.] Нетрудно вывести из рис. 168, б также и аналог

х

Рис. 168.
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теоремы о равенстве углов при основании равнобедренного тре¬
угольника.

Пусть теперь ABC—«прямоугольный» треугольник, т. е. АС_\_ВС
(рис. 169, а). При этом катеты АС и ВС треугольника обязательно

будут прямыми разного рода; предположим, что «гипотенуза» АВ
является прямой того же рода, что и катет ВС. В таком случае,
как нетрудно показать4 (ср. рис. 169, а с рис. 169, бу где точка
С'— вершина гиперболы S), /

а=ссЬ£, b = cshB, b = athB. (26) У/%

Из первых двух формул (26) и соотношения (20)
вытекает «теорема Пифагора»:

а2_£2 = с2в (27)

Заметим также, что из сравнения второй из фор¬
мул (26) и формулы (25) следует, что площадь

произвольного треугольника ABC можно также

определить так:

ппАВС=
у

я- ha, (25')

где ha = bsh С— длина dAP «высоты» АР треугольника ABC, опу¬
щенной на сторону ВС=а (рис. 170).

Теорема о точке пересечения медиан треугольника переносится
на случай геометрии Минковского без всякого изменения: (евклидово)
доказательство этой теоремы (ср. § 4 гл. I, в частности, стр. 64)
полностью сохраняет силу и в плоскости Минковского. Также и три

перпендикуляра, восставленных к сторонам треугольника ABC

Рис. 170.
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в его серединах, пересекаются в одной точке О— в центре опи¬

санной окружности 5 треугольника (рис. 171, а). [Заметим,
что если стороны треугольника ABC одного рода и длина радиуса

Рис.. 171.

описанной вокруг треугольника окружности равна /?, то

а
_

^
__

с
пр

sh A sh Б shC
^

(докажите!).] Отсюда, в точности как в случае евклидовой геомет¬

рии, устанавливается, что также и три высоты треугольника ABC

пересекаются в одной точке (рис. 171, б).

Треугольник плоскости Минковского имеет три биссектрисы лишь

в том случае, когда все стороны его — прямые одного рода: ведь

угол, образованный разноименными прямыми / и 1Ъ никак не может

иметь биссектрисы, т. е. прямой, образующей с / и с 1г равные
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углы1). Однако, если треугольник ABC имеет три биссектрисы (мы
знаем, что, например, в случае равнобедренного или прямоугольного
треугольника дело обстоит заведомо не так), то они пересекаются

в одной точке; эта точка о является центром вписанной окруж¬
ности s, касающейся всех сторон треугольника (рис. 171, в).
[Ясно, что если не все стороны треугольника являются прямыми
одного рода, то окружности, касающейся всех сторон треугольника,

существовать не может, ибо, например, все касательные окружности
1-го рода являются прямыми 2-го рода.]

Нетрудно видеть, что в геометрии Минковского, как и в геометрии

Евклида, касательные РА и РВ, проведенные к окружности S с центром Q
из одной точки Р, равны между собой и что прямая QP (т. е. проходящий
через точку Р диаметр окружности S) делит пополам отрезок АВ и перпен¬

дикулярна прямой АВ (рис. 172). Укажем еще, что середины всех проходящих

через фиксированную точку■ М хорд окружности S принадлежат одной окруж¬
ности s (ср. рис. 173, где точка М принадлежит S). Наконец, середины сторон
треугольника ABC и основания его высот (а также точки, делящие пополам

отрезки высот, заключенные между точкой пересечения высот и вершинами
треугольника) принадлежат одной окружности 51э радиус которой равен по¬
ловине радиуса описанной окружности 5 треугольника. Окружность Sx можно

назвать окружностью шести (девяти) точек треугольника ABC
плоскости Минковского; если треугольник ABC имеет вписанную окружность
s, то окружность шести (девяти) точек треугольника ABC касается его

вписанной окружности s (рис. 174).

Рассмотрим теперь окружность S плоскости Минковского

и точку М (рис. 175). Нетрудно показать, что произведение

и

МА • MB = dMA • dMBi (28)

х) Биссектрису угла, образованного прямыми I и /ь можно описать как

множество точек, равноудаленных от I и от 1Х (отсюда, кстати сказать, сразу
вытекает сформулированная ниже теорема о точке пересечения биссектрис
треугольника). Но если прямые / и 1г разноименные, то равноудален¬
ных от I и li точек не существует вовсе, ибо расстояние от точки до прямой
1-го рода и расстояние от точки до прямой 2-го рода принципиально не¬

сравнимы: первое из них измеряется в единицах длин отрезков 2-го рода

(так сказать, в «мнимых» единицах; ср. выше, стр. 200), а второе—в единицах-

длин отрезков 1-го рода (в «действительных» единицах).
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где А и В — точки пересечения проходящей через точку М прямой I

с окружностью Sf зависит только от окружности S и от точки М9

но не от выбора прямой /. Это произведение, которому мы еще усло¬
вимся приписывать знак плюс, если направ¬

ления отрезков МА и MB (от М к Ау соответ-

а1 ственно от М к В) одинаковы и I — прямая
1-го рода или если направления отрезков МА

м MB противоположны и /— прямая 2-го

рода, и знак минус в обратном случае1),
называется степенью точки М

относительно окружности S.

Можно показать, что степень точки

М{хо, Уо) относительно окружности 5, запи¬

сываемой уравнением (16') (стр. 201),
равна

*0 —у\+ 2р*о + 2«у0 +/.

т. е. равна результату подстановки в уравнение (16') окружности S

х) Вот здесь нам очень удобно условиться считать длины отрезков 2-го

рода мнимыми: при этом определение знака произведения (28) остается таким

же, как в геометрии Евклида или в геометрии Галилея.

Рис. 175.
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координат лг0, у0 точки М. Отсюда без труда получаем, что мно¬

жество точек плоскости Минковского, имеющих относительно дан¬
ной окружности S данную степень k, представляет собой окружность,

концентрическую с окружностью S (т. е. окружность s, центр
которой совпадает с центром окружности S; рис. 176, а), и что

множество точек, имеющих одинаковые степени относительно двух
окружностей S и Sx с уравнениями (16') и

х2—у2 + 2рхх + 2qxy +Л=0,

представляет собой прямую линию

2 (р Рх) х + 2 (q— q±)y 4- (/—/г) = О

(16'а)
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(рис. 176, б); эту прямую линию г (проходящую через точки пере¬
сечения окружностей £ и S±1 если эти точки существуют!) есте¬

ственно назвать радикальной осью окружностей 5 и Sv
Далее, в точности как в случае геометрии Евклида или геометрии

Галилея, показывается, что попарные радикальные оси трех окруж¬

ностей S, Sx и S2 плоскости Минковского либо все параллельны

между собой, либо пересекаются в одной точке R (рис. 176, в) —

радикальном центре трех окружностей, и т. д.

Рис. 177.

Не представляет труда также перенесение в геометрию Минков¬

ского учения об инверсии. Инверсией с центром Q и степенью &,
или инверсией с окружностью инверсии 5 (причем точка Q является

центром этой окружности, а число k = ± г2 равно квадрату ра¬

диуса окружности 5), называется преобразование плоскости Мин-

ковского, переводящее каждую точку А в такую точку А' пря¬
мой QA, что

QA • QA' = dQA'dq л* = ky (28а)

причем при k > О отрезки QA и QA' имеют одинаковое направление

(от Q к А, соответственно от Q к А'), если оба они—1-го рода,
и противоположное, если это — отрезки 2-го рода; если же &<0,
то направление отрезка QA определяется по обратному правилу1)
(см. рис. 177, а, б). Можно показать, что каждую внешнюю по

отношению к окружности 5 точку А инверсия с окружностью инвер¬
сии 5 переводит в точку А Пересечения диаметра QA окружности 5
с прямой KL, соединяющей точки прикосновения с окружностью 5

проведенных к ней из точки А касательных АК и AL (см. тот же

*) Здесь также соглашение о действительных и мнимых длинах от¬

резков (см. выше, стр. 201) может упростить изложение (ср. со сноской на

стр. 214).
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рис. 177); точку А' эта инверсия переводит обратно в А; каждую
точку окружности 5 инверсия оставляет на месте. При этом точку Л

мы называем внешней по отношению к окружности 5 плоскости

Минковского, если через эту точку проходят две касательные к S;
через точки, принадлежащие S, проходит единственная каса¬

тельная; точки, через которые.не проходит ни одна касательная S,
называются внутренним.и по отношению к S.

а)

Рис. 178.

S)

Иное определение инверсии с окружностью инверсии S таково:

проведем через каждую точку А плоскости всевозможные окружно¬
сти 5 (и прямую m), перпендикулярные окружности S (т. е.

такие, что касательные к 5 и к 5 в точках пересечения S и s пер¬

пендикулярны в смысле .геометрии Минковского); все эти окруж¬
ности пересекутся еще в одной точке А' (которая будет совпадать
с А, если А принадлежит S), являющейся, по определению, обра¬
зом точки А при инверсии (рис. 178, а). Исходя из этого

определения, инверсии, частным ее случаем часто считают

симметрию относительно (неособой)' прямой /, переводя¬

щую каждую точку А плоскости в такую точку А' прямой A4'_L/,
что точка Р пересечения АА' и I делит отрезок АА' пополам:

в самом деле, симметрию относительно прямой / можно также опи¬

сать как преобразование, переводящее каждую точку А плоскости

Минковского во вторую точку А' пересечения всех проходящих

через А окружностей s (и прямой пг), перпендикулярных / (т. е.

таких, что касательная к s в точке пересечения s с I перпендику¬

лярна прямой /; см. рис. 178, б). Инверсию с окружностью инвер¬
сии 5 также и в геометрии Минковского часто называют симметрией
относительно окружности S.

Из определения (28а) инверсии без труда получаем, что точку

А(х, у) или А (X, Y) инверсия с центром в начале координат 0(0, 0)
и степенью k переводит в такую точку А'(х', у') или А'(Х', Y'),
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ЧТО

kx
у/

"■

~2У 9X

ИЛИ (29)

Отсюда, используя уравнение (16') окружности плоскости Минковского,
без труда устанавливаем, что прямую 1 -го или 2-го рода, проходящую
(соответственно, не проходящую) через центр инверсии Q, это пре¬

образование переводит в ту же самую прямую (в окружность, про¬

ходящую через центр инверсии; рис. 179, а), а окружность, прохо¬

дящую (не проходящую) через центр инверсии,— в прямую, не

проходящую через центр инверсии (в окружность, также не прохо¬

дящую через центр инверсии; рис. 179, б); особые прямые инверсия

переводит снова в особые прямые. Можно также показать, что

инверсия является конформным преобразованием плоскости

Минковского: две линии Г и Гг, пересекающиеся в точке А, инвер¬
сия переводит в две такие линии Г' и Г*, пересекающиеся в точке А\
что угол, образованный проведенными в точке А касательными t

и к линиям Г и Гх, равен (в смысле геометрии Минковского)
углу, образованному проведенными в точке А' касательными tf

и t\ к линиям Г' и Г*. Все эти свойства инверсии могут быть

использованы для доказательства многочисленных теорем геометрии
Минковского; примеры этого (ср., например, выше, стр. 152—157) мы

предоставим читателю отыскать самостоятельно.

Остановимся еще в заключение на некоторых важных общих моментах,
связанных с преобразованием инверсии. Ясно, что определение (28а) инвер¬
сии не позволяет найти образ А' такой точки Л, расстояние dqA которой от

центра инверсии Q равно нулю (ибо в этом случае соотношение (28а) приво¬
дах к нелепому выводу: dQA, = оо). Но множество точек М плоскости

Рис. 179.
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Минковского, определяемое равенством

QM = cIqm = О, (30)

представляет собой совокупность двух проходящих через точку Q особых
прямых <7х и q2i т. е. оно еще более богато точками, чем в случае плоскости

Галилея1). Поэтому положение здесь оказывается даже более сложным, чем

в геометрии Галилея: строго говоря, следует считать, что на плоскости Мин¬
ковского инверсия представляет собой преобразование, «полем действия»
которого является не вся плоскость Минковского, а плоскость с исключенными

из нее. двумя прямыми qx и q2\ если точка Q совпадает с началом системы

координат {х, у), то уравнения прямых qx и q2 имеют вид х=у, х=—у.

Ясно, что столь сложный характер «поля действия» инверсии в геометрии
Минковского влечет за собой многочисленные осложнения, с которыми мы
сталкиваемся при изучении свойств инверсии и при всех применениях этого

преобразования.
Устранить все эти затруднения можно тем же путем, каким мы шли

в случае геометрии Евклида или геометрии Галилея. Условимся считать, что
«полем действия» инверсии с центром инверсии О (0, 0) является плоскость
Минковского я, дополненная множеством «бесконечно удаленных точек» —

образов точек особых прямых qt и q2l проходящих через начало координат;
иными словами, будем считать, что каждой точке М (т, т) особой прямой qx
отвечает некоторая бесконечно удаленная точка Qт\ а каждой точке N (/г,—п)
особой прямой q2—бесконечно удаленная точка Q(n\ в которые переводит
точки М и N инверсия с центром О и степенью 1; самому же центру инвер¬
сии О сопоставим бесконечно удаленную точку Q = Qo1} Йо2), в которую
переводится точка О любой инверсией с центром О. Плоскость Минковского,

дополненную бесконечно удаленными точками Qn\ Q (где тип пробе¬
гают множество всех действительных чисел), можно назвать круговой пло¬

скостью Маяковского*); эта круговая плоскость представляет собой естест¬

венное поле действия инверсии и других «круговых преобразований»,
т. е. преобразований, переводящих каждую окружность (16') плоскости Мин¬
ковского (в частности, прямую—при а= 0 в (16')) снова в окружность (или
в прямую).

Наглядно представить себе круговую плоскость Минковского позволяет

стереографическая проекция (ср. § 9 гл. И, стр. 159—173). Пред¬
положим, что наша плоскость Минковского я, отнесенная к координатам х, у,
совпадает с плоскостью z= 0 трехмерного пространства {*, у, г}. Рассмотрим
однополостный гиперболоид у с уравнением

касающийся плоскости я (плоскости z = 0) в точке 0(0, 0, 0) и одновременно
пересекающий ее по (особым) прямым qx и q2 с уравнениями у=х и у=— х

х) Это множество точек мы выше назвали «окружностью нулевого радиуса»
или «окружностью нулевого рода» с центром Q.

2) Некоторые соображения, на которых мы здесь не остановимся, застав¬
ляют дополнять круговую плоскость Минковского еще двумя фиктивными
«бесконечно удаленными точками» ^ и 22> переводимыми в себя инверсией
с центром О (ср. ниже, стр. 287; см. также, например, § 5 книги Я г лома

[77] или статью Я г л о м а [78]).

(31)
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(рис. 180). Условимся теперь сопоставлять каждой точке А (х, у) плоскости л:

точку А' (.х, у, г) пересечения гиперболоида у с прямой QA (отличную от Л),
где Q (0, 0, 1)—точка гиперболоида у, «диаметрально противоположная» точке О

(т. е. симметричная с точкой О относительно центра симметрии гиперболоида);
нетрудно видеть, что при этом

- X - у X2—у2
х-х*—у*+1 ’ У~х*—У*+1 ’ г~х*—у*+1 1 '

(ср. с формулами (42) и (42'), стр. 161 и 169). Стереографическая проекция (32)
сопоставляет каждой точке плоскости-я единственную точку гиперболоида у;

однако обратное соответствие между точками гиперболоида и точками плоскости

не является полным, поскольку точкам проходящих через центр проекции

(через точку Q) прямых о3 и о2 с уравнениями у
— х% z = 1 и у=— х, z=l,

параллельных плоскости я, не отвечают никакие точки плоскости я.

Таким образом, оказывается удобным считать, что гиперболоид у является

образом плоскости я, дополненной двумя фиктивными «прямыми», так сказать,

«проектирующимися» в прямолинейные образующие ох и о2 гиперболоида у х).

г) Нетрудно убедиться, что прямолинейные образующие

х у
= с (1 — z), Х-\-у=~- z и x+y= d (1 — 2), x—y=Y*

.гиперболоида у отвечают в силу стереографической проекции (32) особым
прямым

у=х—с и у
=— x-\-d

плоскости Минковского я; поэтому следует считать, что прямолинейным обра¬
зующим Ох и о2 отвечают «бесконечно удаленные особые прямые» плоскости я.
Это словоупотребление хорошо отвечает тому факту, что инверсия плоскости

Минковского иереводит каждую особую прямую снова в особую прямую;
поэтому уместно считать, что особые прямые q± и q2 она переводит в «беско¬

нечно удаленные особые прямые» круговой плоскости Минковского.
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Сопоставив точки прямых и о2 бесконечно удаленным точкам и Qn
плоскости я, а центр проекции Q—точке Q, мы сможем говорить, что стерео¬

графическая проекция (32) представляет собой отображение гиперболоида у
на круговую плоскость Минковского я, что позволяет рассмат¬
ривать (однополостный) гиперболоид как «модель» круговой плоскости Мин¬

ковского.

Из формул (32) следует, что точки окружности (или прямой) (16')
плоскости. Минковского стереографическая проекция отображает на точки

сечения гиперболоида у плоскостью^
аг+ 2Ьгх+ 2b2y+с (1 —г) = 0; (16*)

обратно, каждому плоскому сечению гиперболоида у отвечает окружность

(или прямая)- плоскости я. При этом прямым отвечают сечения гипер¬

болоида у плоскостями, проходящими через точку Q (0, 0, 1); особым пря¬
мым—сечения у плоскостями, проходящими через Q и содержащими прямо¬
линейную образующую гиперболоида у (ср. со сноской на предыдущей
странице); окружностям нулевого радиуса—сечения гипер¬
болоида у плоскостями, касающимися у (и в силу этого содержащими пару
прямолинейных образующих). В самом деле, например, точкам прямой, за¬
писываемой уравнением (16'), где а = 0, стереографическая проекция сопостав¬

ляет точки сечения гиперболоида у плоскостью.

2^^ %Ь2у -|- с (1 —z)= О,

очевидно, проходящей через точку Q (О, 0, 1). Поскольку в силу нашего со¬

глашения точка Q (0, 0, 1) отвечает точке Q круговой плоскости Минковского,
то приходится считать, что все прямые «проходят» через бесконечно удаленную

точку Q. Произвольная же окружность (16') «содержит» одну бесконечно

удаленную точку и одну бесконечно удаленную точку Q^2); эти точки

изображаются точками пересечения плоскости (16") с прямыми ох и о2.

То обстоятельство, что стереографическая проекция (32) переводит окруж¬
ности (и прямые) плоскости Минковского в плоские сечения гиперболоида,
позволяет использовать эту проекцию для представления «круговых преобра¬
зований» (круговой) плоскости Минковского я. Рассмотрим, например,
столь простое преобразование гиперболоида у как симметрию относитель¬

но горизонтальной плоскости б—плоскости г= 1/2, т. е. преобразование, пере¬
водящее каждую точку Ах гиперболоида у в такую его точку Ль что

i41i4ij_6 (рис. 181). Ясно, что эта симметрия переводит каждое .
плоское

сечение гиперболоида снова в плоское сечение. Поэтому отвечающее нашей

симметрии в силу стереографической проекции преобразование плоскости я,

т. е. преобразование, переводящее точку А плоскости я (соответствующую
точке Лх гиперболоида у в силу стереографической проекции) в точку Л'

плоскости я (соответствующую точке А\ гиперболоида 7), должно быть круго¬
вым. Нетрудно обнаружить, что это преобразование плоскости Минковского
является не чем иным, как инверсией с центром О и степенью 1 (инвер¬
сией с окружностью инверсии 5, отвечающей в силу стереографической проек¬
ции сечению гиперболоида у плоскостью б), — это обстоятельство может быть

принято за определение инверсии и позволяет вывести все свойства

этого преобразования из свойств стереографической проекции. Использование
стереографической проекции позволяет также установить* что все круговые

преобразования плоскости Минковского я, отличные от преобразований подобия
(т. е. от преобразований, переводящих каждые две точки А и В плоскости Я

А'В' dA'Bf
в такие точки А' и В', что -

А р
=—: = £, где k—фиксированный коэффи-Ав адв



222 ЗАКЛЮЧЕНИЕ

циент подобия), можно представить в виде инверсии, сопровождаемой преобра¬
зованием подобия; на доказательстве этой основной теоремы теории

круговых преобразований плоскости Минковского мы

здесь не остановимся.

§ 12. Геометрия Галилея как предельный случай
геометрий Евклида и Минковского

Итак, нам уже известны три различные геометрические системы,

действующие на обычной (аффинной) плоскости: геометрия Евклида

(школьная геометрия), геометрия Галилея, которой и была посвящена
основная часть этой книги, и геометрия Минковского, с которой
мы вкратце познакомились в предыдущем параграфе. В процессе
всего изложения мы неоднократно обращали внимание на большую
близость этих трех «геометрий». Многие теоремы формулируются
во всех трех геометриях совершенно одинаково; сюда относятся,

например: теорема о точке пересечения медиан треугольника; тео¬

рема об окружности (цикле) шести точек; теорема о степени точки

относительно окружности (или цикла); определение и свойства инвер¬
сии (инверсии 1-го рода) и т. д. Другие теоремы видоизменяются

при переходе от одной геометрии к другой, сохраняя, однако, какие-то

общие черты,— трудно, например, не признать «родственниками»

евклидову теорему синусов:

z.

Рис. 181.

а Ь с

(33а)sin А sin В sin С9
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«теорему синусов» геометрии Галилея (см. формулу (13) на стр. 62):

Т~¥~Ь' <33>

и соответствующую теорему геометрии Минковского (формула (246)
на стр. 210):

sO-
=

Sh"B
~

sh"C
’ (336)

При этом в тех случаях, когда те или иные факты выглядят в трех

геометриях различно, геометрия Галилея, зачастую, оказывается

как бы «промежуточной» между геометриями Евклида и Минковского:

так, например, если а^.Ь^.с—стороны (невырожденного, т. е. не

обращающегося в отрезок) треугольника, то

а + 6>с (34а)
в геометрии Евклида,

а-\-Ь — с (34)

в геометрии Галилея (см. формулу (11) на стр. 61) и

а + Ъ < с (346)

в геометрии Минковского (стр. 209)х); уравнение окружности имеет

в геометрии Евклида в «естественных» (т. е. в декартовых прямо¬

угольных) координатах вид

а (х2 +у2) + 2Ьгх + 2Ь2у + с = 0 (35а)

(см. выше, стр. 85), в то время как уравнение цикла геометрии
Галилея имеет вид

ах2 + 2Ьгх + 2Ь$у + с = 0 (35)

(см. формулу (2) на той же стр. 85), а уравнение окружности плос¬

кости Минковского—вид

а (х2—у2) + 2Ьгх + 2Ь2у + с = 0 (Зоб)

(ср. с формулой (16') на стр. 201) и т. д.

Вот еще один выразительный пример того же рода. При представлении
круговой плоскости Евклида весьма полезной была стереографическая
проекци я—центральная проекция плоскости 2 = 0 трехмерного простран¬
ства у, г) из точки Q (0, 0, 1) на сферу а с уравнением

х2+У2 + (^г—=-^- или *2 + */2 + z2—z=0 (36а)

г) Разумеется, уже неравенства предполагают, что все стороны
рассматриваемого треугольника плоскости Минковского сравнимы между собой,
т. е. суть отрезки одного рода.
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(см. формулу (40) на стр. 160 и рис. 128). В случае геометрии Галилея сход¬

ную роль играет отображение плоскости 2 = 0 на цилиндр £:

*2 + ^г—^ =-^- или x2-j-z2—г= 0 (36)

(формула (40') на стр. 168 и рис. 134), а в случае геометрии Минковского —

отображение той же плоскости на (однополостный) гиперболоид у:

х2—у2+(^г—^У=-^ или y2+z2—z=0 (366)

(формула (31) на стр. 219 и рис. 180). При этом само понятие круговой (или
циклической) плоскости связано с наличием на плоскости «особых» точек, не

переводимых инверсией с центром Q ни в какие точки плоскости; это

множество точек («окружность нулезого радиуса» с центром Q) в геометрии
Евклида состоит из единственной точки Q, в то время как в гео¬

метрии Галилея оно представляет собой одну прямую, проходящую
через точку Q, а в геометрии Минковского—две прямые, проходящие
через Q.

Связь геометрии Евклида (и геометрии Минковского) с геометрией
Галилея можно пояснить следующим образом. Выше (см. стр. 192) мы

уже указывали, что в случае земных скоростей, весьма малых по

сравнению со скоростью света, принцип относительности Эйнштейна
почти не отличается от классического принципа относительности

Галилея. В «геометризированной» форме это утверждение означает,
что если единица измерения длин вдоль оси Оу плоскости Минков¬

ского (оси, указывающей положение точки на прямой о в терминах

«одномерной кинематики») является очень большой по сравнению
с единицей измерения длин вдоль оси Ох (оси времени; выше мы так

выбирали единицу измерения длин вдоль прямой о, чтобы скорость
света была равна 1, т. е. принимали за единицу длины расстояние,

которое свет проходит в единицу времени,— брали ее равной
.300 000 км, если за единицу времени принята 1 сек), то геометрия
Минковского оказывается весьма близкой к геометрии Галилея.

В физике с этим обстоятельством связана возможность использования

классической механики Галилея—Ньютона во всех физических за¬

дачах, не связанных с рассмотрением космических скоростей, близких
к

. скорости света (см. конец настоящего параграфа); в геометрии же

оно проливает дополнительный свет на близость псевдоевклидовой

геометрии Минковского к геометрии Галилея.

«Промежуточный» характер геометрии Галилея по отношению

к геометриям Евклида и Минковского определяется аналогией формул
для расстояния d между точками А (х, у) и Аг (хг, ух) в плоскости

Евклида

d2=4*i—JC^+ O'x—У? (37а)

(ср. с формулой (1) на стр. 16), в плоскости Галилея

di = (x1—x)* (37)
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(см. формулу (5) на стр. 51) и в плоскости Минковского

d2= (376)

(формула (15'а) на стр. 200). Предположим теперь, что в геометрии

Евклида или в геометрии Минковского единица ОЕ2 измерения длин

вдоль оси Оу заменяется новой единицей ОЕ'2 = ^ОЕ2у а единица

ОЕг = ОЕ[ измерения длин вдоль оси

Ох не меняется (рис. 182). В таком слу¬

чае, если х,у—старые координаты точек

на плоскости,' в которых расстояние меж¬

ду двумя точками определяется по фор¬
муле (37а),соответственно (376), а х'уу'—
новые координаты, возникающие после

указанного изменения единицы измерения

длин вдоль оси Оу, то

х' == х и У =
или

У=СУ
1

х = х и у =
(38)

Отсюда следует, что в координатах х'у у' расстояние d между двумя
точками А(ху у) и А1(х1уу1) или А(х',у') и Аг(х'1у у[) записывается

так:

а*=(Х'-ху-±-(у1-уу
или, если снова отбросцть штрихи, обозначая новые координаты

по-прежнему через х и уу так:

(87'а)! = (%—Х)2+^(У1-У)\

соответственно

(З7'б)

Если теперь устремить с к бесконечности, т. е. считать «натураль¬

ную» единицу ОЕг измерения длин вдоль оси Ох исчезающе малой

по сравнению с единицей ОЕ2 измерения длин вдоль оси Оу, то мы

придем к знакомой формуле

d2=(x1—x)*, (37)

выражающей расстояние между двумя точками плоскости. Галилея,
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Мы и далее будем обозначать «новые» координаты, в которых
расстояние между двумя точками А и Ах измеряется по формулам
(З7'а) — (37'б), теми же буквами х, у, что и раньше; на чертежах мы

будем изображать принятые единицы ОЕ'г и ОЕ'2 измерения, длин
вдоль осей Ох и Оу по-прежнему равными и даже будем применять
для них обозначения ОЕг и ОЕ2, помня, однако, что «равноцен¬
ная» ОЕ± единица ОЕ2 измерения длин вдоль оси Оу представляет

о)

Рис. 183.

собой с-кратное от единицы ОЕ2 (см. рис. 183, а, б, где с = 5). При
этом (измеренная по формуле (З7'а), соответственно (З7'б)) длина

отрезка ААг будет совггадать с понимаемой в смысле геометрии Евк¬

лида или геометрии Минковского (т. е. измеренной по формуле (37а)
или (376)) длине отрезка ААЪ имеющего ту же,- что и отрезок ААи
проекцию на ось Ох, но в с раз меньшую проекцию на ось Оу.
Устремляя с к бесконечности, мы в пределе как раз и приходим
к концепции геометрии Галилея, где длина отрезка определяется

исключительно его проекцией на ось Ох.
Заменим теперь отрезок ААг отрезком АВ, параллельным оси Оу.

В этом случае отрезок АВ будет попросту составлять у-ю часть

первоначального отрезка АВ (см. тот же рис. 183); неограниченно

увеличивая с, мы придем к сравнению отрезка АВ с исчезающе

мал ым отрезком АВ геометрии Евклида или геометрии Минковского
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с одинаковыми единицами измерения длин вдоль обеих осей, откуда
и следует, что при с—*оо длина d подобного отрезка стремится
к нулю: d —+ 0. Последнее обстоятельство особенно легко усмотреть
в случае предельного перехода к геометрии Галилея от геомет¬

рии Минковского. Рассмотрим две прямые

у = ±сх> (39)

любой отрезок которых имеет в геометрии Минковского нулевую

длину; выше (стр. 199) мы назвали такие прямые (а также и парал¬

лельные им прямые) особыми прямыми геометрии Минковского.

Из рис. 183, б, на котором изображены «особые» прямые, пересекаю¬
щиеся в точке А, видно, что при с —* оо такие прямые неограниченно

приближаются к вертикали (т. е. к прямой, параллельной оси Оу);
в пределе их можно считать совпавшими с вертикалью, которая тем

самым обращается в (единственную при закрепленной точке А)
прямую нулевых длин отрезков.

Последнее обстоятельство можно проиллюстрировать еще и по-

другому. На рис. 183, а, б изображена также «единичная окруж¬
ность» 5 с центром А, т. е. множество точек, удаленных от точки А

(координаты которой мы теперь обозначим через а, Ь) на расстоя¬
ние 1. Из формул (З7'а) и (З7'б) следует, что уравнение этой «окруж¬
ности» имеет вид

(х-а)*+ &=}?-= 1, (40а)

соответственно

1, (406)

т. е. что линия 5 представляет собой эллипс или гиперболу с полу¬

осями 1 и с. Ясно, что при возрастании с линия 5 все более «вы¬

тягивается» в направлении оси Оу; можно считать, что при с оо

линия 5 обращается в пару (параллельных) прямых

(х—а)2= 1 (40)
— единичную окружность плоскости Галилея. [На рис. 183, б имеется
также линия S± с. уравнением

(х—а)2— (y~b)2- =— 1, (40в)

представляющая собой множество точек, тоже удаленных от А на

расстояние 1, но на качественно иное расстояние 1, отвечающее

длинам отрезков оси Оу. При с —► оо эта «окружность» Sx сжимается

в соответствии с уменьшением того угла между особыми прямыми

(пересекающимися в точке А),' внутри которого она расположена,
и, кроме того, неограниченно удаляется от точки А,
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неизбежно исчезая из пределов сколь угодно обширного чертежа—

это соответствует исчезновению отрезков ненулевой длины, имею¬

щих иную природу, ч'ем отрезок OEv]
Перейдем теперь к вопросу о трансформации (евклидовых) углов

при описанном изменении единиц измерения длин. Мы зйаем, что

(евклидов) угол б между прямыми

y = kx+s и y = k1x + s1 (41)

определяется по формуле

*« = ЯЙТ <«■>

(см. формулу (3) на стр. 50). Замена переменных по формулам (38)
обращает уравнения (41) в следующее:

у' == ckx' +CS и у'= скгх'cs± или у’ = k'x' + s' и y'=/£x' + s[f
(41')

где, в частности, k' = ck и к\ — скъ т. е.

k = — k' и k± = — k[.
с

1
с

1

Подставляя теперь эти значения угловых коэффициентов k и kx
в исходную формулу (42а) и условившись не только обозначать

новые координаты х', у' по-прежнему через х и у, но также и но¬

вые угловые коэффициенты k\ k[ по-прежнему записывать симво¬

лами k и klt мы получим, что после изменения координат по форму¬
лам (38) угол б между прямыми (41) определится по формуле

. —к—-k
tg6 = ^j (42')

~jzkki+ l

Но при с—>оо правая часть формулы (42'), очевидно, обращается
в нуль; другими словами, мы имеем tg б —0, а следовательно, и

б—^0—неожиданный и неприятный результат!
Впрочем., постигшая нас беда не принадлежит к числу особенно

серьезных.Из формулы (42') видно, что при очень большом с велит

чина гг- тангенса угла б между прямыми (41) является очень
с

1 I 1

с2

малой—она имеет порядок величины —х). Но известно, что при
с

г) Другими словами, при с оо как tg б 0, так и ——► б, причем
с

отношение tg б : -— стремится к конечному числу а Ф 0.
с
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малом угле б величина tg S близка к величине самого угла 6, изме¬

ренного, разумеется, в «естественной», т. е. в радйанной, мере:

в самом деле, поскольку, как известно, lim ^^=1 и lim cos 6 = 1,
б-*о 0 6->0

то, очевидно,

ИтЦ£ = 1. (43)
б о °

Таким образом, и величина (измеренного по формуле (42')!) угла б

между прямыми (41) при большом с является весьма малой: , она

1
имеет порядок величины —

.

Изменим теперь единицы измерения величин углов в новых коор¬
динатах х\ у', связанных со старыми формулами (38): примем, что

новая единица е' измерения углов связана со старой единицей 8

(радианом!) равенством е' = ~ 8. При этом новая величина б' угла ока¬

жется в с раз большей, чем прежняя величина угла б:

б' = сб или б = -^-б\ (44)

Подставляя теперь это значение б в формулу (42') й заменяя затем

обозначение б' «новой» величины угла на прежнее обозначение б

(к этой операции мы, кажется, уже привыкли!), получаем

tg
б
_

1 кг—к

с с 1--U*i
или

ctgf= *Tfe- - <42">

Наконец, переходя к пределу при с —»• оо и учитывая, что

8 *Т
lim c tg —= б lim —=6-1=6,

с —► оо
с 6/с -> о SL

е

окончательно получаем
б = k1—ky (42)

т. е. получаем формулу для угла б между прямыми (41) плоскости

Галилея (см. формулу (8) на стр. 54). Совершенно аналогично можно

получить формулу (42) подстановкой (38) и из формулы
J.I. Я kx—k . .

c%ei\
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для величины угла б между двумя (одноименными) прямыми (41)
плоскости Минковского; (формулу (426) легко вывести из формулы
(21в), стр. 208).

Заметим теперь, что из проведенного рассуждения следует, что

описанная выше процедура изменения единиц измерения длин, при¬

водящая в результате последующего предельного' перехода с —* оо

к замене геометрии Евклида (или геометрии Минковского) геомет¬

рией Галилея, сопровождается уменьшением всех углов, так что

только лишь в результате изменения (44) единицы измерения углов

мы получаем конечные выражения для величин углов. Соответственно

этому при переходе от геометрии Евклида к геометрии Галилея мы

должны во всех формулах, в которых фигурируют углы, произвести

подстановку

в-4 (44')

(см. вторую из формул (44)) и, кроме того,

sin б —► sin
y
«
у,

cos б —* cos у^1 -и tg б —^ tg у (43')

(ср. выше формулу (43) и родственные ей). В соответствии с этим

из евклидовой теоремы синусов
а Ь с

sin Л sin В sin С (33а)

предельным переходом получаем

а b

А/т
~

В/т С/т

(здесь мы временно, вплоть до вывода формулы (46), употребляем
букву т в том значении, которое ранее имела буква с, к сожале¬

нию, «занятая», для обозначения- длины стороны АВ треуголь¬
ника ABC), т. е. «теорему синусов» геометрии Галилея:

Т
=

Т
=£- (88)

Аналогично из евклидовой теоремы косинусов

а2 = Ь2 + с2—2be cos А (45а)
выводим:

а2 = Ъ2+ с2—26с • 1 (= (с —Ь)\

т. е. известную формулу
с=-а-\-Ъ (34)

геометрии Галилея (здесь мы считаем, что с > а, с > Ь)\ из формулы
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для площади треугольника в геометрии Евклида

5 =
у

ab sin С
_

С S
заменой sin С—»■—, а также заменой S—>■—(изменение единицы

/72 т

измерения площадей!) получаем формулу

S =\abC (46)

для площади треугольника в геометрии Галилея (см. формулы (17')
и (17) на стр. 63—64) и т. д. Наконец, из формул

х'= х cos.a+ v sin а+ я,
(47а)

у' = — х sin а+у cos сстЬ Ъ

для евклидовых движений (формулы, (6), стр. 20) с помощью под¬

становки

х —► х, у —* — у, sin а —► —, cos а —► 1
v с с

(см. (38) и (43')) получаем
/ it У & \

х =хЛ +— \-а,‘
с с

‘ *

Х = .fL+ iL.l+i
с с

1
С

1

или

я* = * + “Г oty + а,

У =— ал: +.У + ей,

откуда, обозначая cb просто через Ь, величину —а—через v и уст¬
ремляя с к бесконечности, имеем

х' = х а,"г >

/47)
У = ®л;4\У + £,

т. е. формулы движений плоскости Галилея (формулы (1) из § 3,
см. стр; 45). Аналогично могут быть получены формулы (33), (34),
(46) и (47) из соответствующих им формул геометрии Минковского

(например, формулы (47) из формул (23), стр. 208); при этом только

приходится учитывать легко доказываемые соотношения

lim^^=l, limch6 = l, lim%^=l. (43')
6 -> о

-0 6-» 0 б о 0

Обратимся теперь к вопросу об отношении евклидовой окружности
к циклу плоскости Галилея. Цикл мы определяли как множество

точек, из которых данный отрезок АВ виден под постоянным углом а



232 ЗАКЛЮЧЕНИЕ

(см. § 6 гл. II); поэтому и окружность мы здесь вынуждены пони¬

мать как множество S точек М(х,у) плоскости Евклида, из которых
данный отрезок АВ виден под постоянным (направленным) углом а

(рис. 184). Обозначив, в соответствии

с § 6, координаты точек А к В

через (аъ а2) и (Ьъ Ь2), мы по¬

лучим, что угловые коэффициенты
k и kx прямых AM и ВМ равны

k =
Да—у

„ h _ h—y
—х

"

"А Ьх—х

(см. выше, стр. 84). В силу фор¬
мулы (42а) для (евклидова) угла
между прямыми получаем отсюда,
что уравнение рассматриваемого
множества 5 точек М(ху у) имеет

вид

У а2—У

Ьг—х аг—х

Ьъ—У а2—у
и

= tga,

или

Рис. 184.

(Ь2—у) (а1—х)—(Ь1—х) (а2—у)
—tg а \(Ь2—у) (а2—у) +

+ (#1—х) (#i—•*)] = Q

или, наконец,

tg a (*• +;>2) + [(62—a2)—tg a {bt + a^] л + [(%—Ьг)—

—tg a (a2+ 62)] у + [(Ms-Mi) + tga («Л+ a2M = °- (48a)

Ясно, что это есть уравнение- окружности (на рис. 184 она

изображена жирным пунктиром).
Произведем теперь в нашем уравнении замену переменных:

’ а1'
Ы,п 1

«1, «2-^7, V

тогда получим

Т (**+£)+[(*-?)-*<*•+<■>]*+
-?(?+*)]*+[(*^-*«0+т(<*+**)Н
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ИЛИ

a {xb+^ + Wb^-a^— atf-L+a-Ljl'x-'t

+ [(«x-&i) -£ О*,+ *,)]* +
+ [(М,-Vх)+« (аА+^)] =0. (486)

т. е. уравнение эллипса (на рис. 184 он изображен тонким пунк¬

тиром). Наконец, предельный переход с —► оо переводит уравнение

(486) в уравнение

ou2+ [(b2—с2)—a(M-fli)] х + (ах—Ьх)у + [(Мг~Mi) + ааА] =0

(48)
s'

(евклидовой или аффинной) параболы, которая играет роль цикла
плоскости Галилея (она изображена. на рис. 184 точками; ср. выше,

стр. 84—85). Также и все относящиеся к геометрии Галилея резуль*
таты § 9 гл. II могут быть получены предельным переходом из

соответствующих предложений геометрии Евклида (доказанных в том

же параграфе!) или геометрии Минковского (см. § 11).
После всего сказанного не вызывает никаких затруднений и

вопрос о взаимоотношении «классической» и «релятивистской» меха¬

ники, другими словами, принципов относительности Галилея и Эйн¬

штейна. В § 10 мы всюду выбирали единицы длины и времени таким

образом, чтобы скорость света была равна 1; именно при таком

выборе единиц геометрическую картину кинематики прямой о, бази¬

рующейся на принципе Относительности Эйнштейна, доставляет гео¬

метрия Минковского в той форме, как она строилась в § 11. Однако
более обычным является иной выбор единиц- измерения длин, при

котором единица длины в с раз больше рассматриваемой ранее еди¬

ницы; это отвечает следующей подстановке, которую надо произ¬
вести во всех формулах из § 10:

t-»t, —у (49)

(ср. с формулами (38), стр. 225). В~частности, равенство т>=1 из

§‘10 сейчас заменяется следующим
и .

— =1, т.. е. v = c;,

таким образом, с — это скорость света в рассматривае¬

мой (вообще говоря, произвольной) системе единиц длины и вре¬
мени.

Произведя подстановку (49) в основных формулах (7) из § 10,
мы получим более распространенную запись преобразований
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Лоренца:

или

у . f-f' • —+t
f

с с

'

У'ЛЯ
■

V'-ijJ

, x—vt
V

V

”72~x+ t
f —

V v-r
(50)

— именно так записываются преобразования Лоренца во всех кни¬

гах [37] — [39] и [46]—[536]1). Ясно, что предельный переход
с оо переводит формулы (50) в формулы, выражающие преобра¬
зования Галилея:

"

х' = х—vt, ? = t. (50')

1—фитцджеральдова сокращения длин (стр. 185),

так же как и коэффициент 1 /"j/" 1 — ^*” (релятивистского) замедления

времени (стр. 187) при с —► оо, обращаются в 1, т. е. в класси¬

ческой механике соответствующие эффекты не имеют места. Наконец,
формула

и-\-у
W-

UV+1
(51)

сложения скоростей (формула (9), стр. 190) при нашей-подстановке
переходит в формулу

W с ■ с

i.i+i
с с

1

или
. u-\-v

=

1+-’

которая отри с —► оо обращается в классическую формулу сложения

скоростей в механике Галилея—Ньютона:

w = u-^v (51')

(формула (8), стр. 189).

х) Элементарные книги [40] — [43] вообще почти не содержат формул,
а авторы книг [44], [45] и [53в] принимают скорость евета за 1 и записы¬

вают преобразования Лоренца формулами (7).



ПРИЛОЖЕНИЕ А

ДЕВЯТЬ ГЕОМЕТРИЙ НА ПЛОСКОСТИ

Основное содержание настоящей книги составляло параллельное

рассмотрение двух геометрических систем, которые можно опре¬
делить на (обычной или'аффинной) плоскости,—хорошо ^известной

геометрии Евклида и более простой, но в ряде отношений неожи¬

данной для незнакомого с ней читателя геометрии Галилея. Однако
в Заключении (см. § 11) мы познакомились с т р е т ь е й геометри¬
ческой системой—с геометрией Минковского, очень близкой к двум

предшествующим; с другой стороны, большинство читателей этой
книги, видимо, знает о существовании неевклидовой геометрии Лоба¬
чевского (четвертая геометрия!) или даже знакомо с ее осно¬

вами.

В настоящем Приложении мы поставим своей целью кратко оха¬

рактеризовать ряд плоских геометрий, включающий, в частности,
как геометрии Евклида, Галилея и Минковского, так и геометрию
Лобачевского. Все рассматриваемые в настоящем Приложении гео¬

метрии часто называют «неевклидовыми геометриями»; однако это

название, бесспорно уместное в отношении геометрий Галилея, Мин¬
ковского или Лобачевского, никак не подходит к самой геометрии
Евклида. Кроме того, современная наука знает множество геомет¬

рических систем, отличных как от классической геометрии Евклида

(т. е. бесспорно «не евклидовых»), так и от всех геометрий, о кото¬

рых мы здесь будем говорить; это обстоятельство также делает

термин «неевклидовы геометрии» довольно неудобным. Так как те

геометрии, о которых будет идти речь в настоящем Приложении,
были впервые указаны в 1871 г. знаменитым Феликсом Клейном1),
опиравшимся на несколько более ранние исследования англичанина

Артура Кэли (1821—1895)2), то для их наименования мы будем

г) См. указанную з списке литературы статью Клейна [76] (немецкий
оригинал этой статьи вышел в свет в 1871 г.) или книгу Клейна [55].

2) Относительно истории открытия, рассматриваемых здесь геометрий см.

краткий § 7 гл. X книги Клейна [55], обстоятельный учебник Кагана

[25] или стр. 184—193 очень интересной, но довольно трудной книги Клей¬
на [81], посвященной истории математики.



236 ПРИЛОЖЕНИЕ А

использовать тоже часто употребляющийся в литературе термин
геометрии Кэли—Клейна.

Согласно схеме Кэли и Клейна на прямой линии о мы имеем

три существенно различные геометрии: (обычную) геометрию Евк¬

лида, «эллиптическую» геометрию Римана и «гиперболическую» гео¬

метрию Лобачевского. Евклидова геометрия на прямой
возникает при знакомом нам еще из средней школы правиле

ш
А. В о

О °~Е

а) 6) В)

Рис. 185.

измерения длин отрезков: на прямой фиксируется «единица длины»
/ р \

4

ОЕ и расстояние (Гав между точками А и В прямой о определяется

формулой

,(Е) _АВ п
АВ оЕ W

/■

(рис. 185, а)1). При этом все «евклидовы движения» прямой о, т. е.

преобразования прямой, сохраняющие евклидово расстояние d]$
между точками, сводятся к

а) параллельным переносам ($ направлении прямой о);
б) центральным симметриям (относительно точек прямой о).
Эллиптическую геометрию Римана можно воссоздать

на прямой о} если фиксировать вне о некоторую точку Q и поло-

/р\
”

жить, что «риманово расстояние» d\e между точками АпВ пря¬
мой о равно (обычному, т. е. евклидову) углу AQB:

d^^ZAQB (la)

(рис. 185, б). Ясно, что если А, С, В—три последовательные

точки прямой о, то

dVc + Лев = ^ав

(см. тот же рис. 185, б). Роль «эллиптических движений» прямой
/р\

о, сохраняющих «римановы расстояния» d\i между точками будут
играть:

*) Отношение ^ двух отрезков прямой о можно определить и не раз¬

вивая полностью всю геометрию Евклида; мы здесь на этом не остановимся.
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а) преобразования, порождаемые поворотами проходящих через

точку Q прямых—прямых пучка с центром Q, как мы будем гово¬

рить впоследствии,—на фиксированный угол а; такое преобразо¬
вание переводит точку А прямой о в точку А', для которой

AQA' = а;

б) преобразования, порождаемые осевыми симметриями в пучке
прямых с центром Q относительно проходящей через Q фиксиро¬
ванной прямой /; это преобразование переводит точку А прямой о

в такую точку А\ что прямая I является биссектрисой угла AQA\
Наконец, гиперболическая геометрия Лобачев¬

ского определяется на прямой о несколько более сложным обра¬

зом. Для определения «расстояния Лобачевского» <^ав между двумя
точками А и В прямой о надо зафиксировать две точки / и J этой

прямой; тогда

<«! =Alog(^:f9 (18)

(рис. 185, в). Число k в этой формуле можно выбирать произвольно;
замена одного k другим (при сохранении одного и того же основа¬

ния системы логарифмов, равного, скажем, 10) означает изменение

единицы измерения расстояний (длин отрезков). В «двойном отно¬

шении»
'

'

W(A, В; /, J) = %] ■■

щ (2)

четырех точек А, В, I и J все фигурирующие в правой части

равенства (2) отрезки удобно считать направленными; при

этом, для того чтобы двойное отношение W всегда было положи¬

тельно (а неположительные числа логарифмов1) не имеют!), необ¬
ходимо условиться, скажем, о том, что обе точки А и В принад¬

лежат отрезку IJ. Таким образом, «гиперболическая прямая» (или
«прямая Лобачевского») изображается отрезком IJ. Нетрудно
проверить, что если А, С, В—три последовательные точки отрезка
IJ (см. тот же рис. 185, в), то

<№ + <№-<№;
в самом деле, очевидно,

ЩА, С; /, J)-V(C, В; /, У)_ . (gif') ■

и, следовательно,

log W(Af С; /, /) + log W(C, В; /, J) = log W(A, В; /, J).

2) Во всяком случае действительных.
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Далее, поскольку двойное отношение четырех точек прямой равно
двойному отношению четырех других прямолинейно расположенных
точек, полученных из первых четырех точек центральным проекти¬
рованием1), то «гиперболические движения» прямой о (точнее, «пря¬
мой Лобачевского», т. е. отрезка IJ), сохраняющие «расстояния

Лобачевского» порождаются

а) симметрией относительно середины S отрезка IJ (ясно, что
эта симметрия не меняет двойных отношений четверок точек: если

точки А, В она переводит в точки А\ В\ то W(A, В; /, J) =
= ЩА\ В'; У, /));

б) центральными проектированиями отрезка IJ на отрезок IJX
из некоторой точки Оъ сопровождающимися обратным проектиро¬
ванием иг на IJ из некоторой точки 02 прямой J^J (рис. 186, а).

На рис. 186, б изображены полученные описанным методом «рав¬
ные» (в смысле геометрии Лобачевского) отрезки АВ, BBlt В±В2,
В2В3, ... Из этого рисунка видно, что, откладывая последовательно
от произвольной точки А «прямой» IJ любое число равных отрезков

АВ = BBi = В]В2 = В2В3 = ...

(где равенство отрезков понимается в смысле геометрии Лобачев¬

ского!), мы никогда не выйдем за пределы /У, т. е. «прямая Лоба¬

чевского» IJ имеет бесконечную длину. [Последнее следует также

и из того, что если на рис. 185, в точка В стремится к У, то

W{A, В; I, = (иб° В1~* 0); поэтому 4S->oo.]
Аналогично' трем геометриям на прямой о можно ввести три

«геометрии» в пучке прямых с центром О, иными словами,

!) См., например, книги Кокстера [19], Яг л ома [10], Нордена
[62] или статью Яглома и Атанасяна [11].
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ввести три' системы измерения углов между прямыми пучка. Обыч¬

ное «мероопределение углов» в пучке с центром О

6№ =ZaOb (За)

(рис. 187, я; символ мы здесь и дальше употребляем лишь

в смысле обычного — евклидова—угла) называется эллиптическим,

или римановым. Евклидово мероопределение углов, напротив, не

Рис. 187.

совпадает с принятым в евклидовой геометрии; его можно опреде¬
лить, зафиксировав не проходящую через точку ,0 прямую q и

положив

б(|) = лв ( = <*<S), (3)

где А и В—точки пересечения прямых а и b с q (рис. 187, б).
Ясно, что в пучке прямых имеется единственная прямая со\\q, обра¬

зующая с любой другой прямой «бесконечно большой угол». Нако¬

нец, гиперболическое мероопределение, или. мероопределение Лоба¬

чевского, вводится в пучке прямых следующим образом: фиксируются
две прямые i и j пучка и для любых двух других прямых а и Ъ

полагается

й<л> _ Mnr (sin </(а, 0. sin £ (Ь, i)\ (ШЬаЬ -к1оё\Ш7ШУ^7ЖТ)) (3б)

(рис. 187, в); постоянная k здесь зависит от выбора единицы изме¬

рения углов. В «двойном отношении четырех прямых» я, 6, i и j

W (а Ь• i Лsin ^ ^а’ ^ •
s*n ^ ^ (2'\I » » I J) gin у)

•

sin ^ (&, /)
*

'

все участвующие в образовании правой части равенства (2') углы

удобно считать направленными; для того чтобы это двойное
отношение было положительным, надо, скажем, условиться, что

все прямые а, 6,... принадлежат какой-то одной определенной паре
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образуемых i и j вертикальных углов. Поскольку двойное отноше¬

ние (2') четырех прямых пучка равно двойному отношению (2) четы¬

рех точек пересечения этих прямых с произвольной пятой прямой
q (не проходящей, разумеется, через центр пучка)*), то величину

вЦ> можно также определить равенством

6$’= <*!$, (Зв)

где А и В—точки пересечения произвольно фиксированной прямой
q с прямыми а и b (см. тот же рис. 187, в). Из равенства (Зв),1
в частности, следует, что каждая из прямых i и j образует с любой

другой прямой «бесконечно большой угол» (в смысле мероопреде¬
ления Лобачевского).

Теперь мы можем уже описать девять геометрий, которые,
согласно схеме Кэли—Клейна, определяются на плоскости. Пред¬
положим, что мероопределение расстояний на любой прямой плос¬

кости имеет какой-то один наперед указанный тип из трех возмож¬

ных типов «мероопределения длин» на прямой, т. е. оно может

быть евклидовым, эллиптическим (римановым) или гиперболическим
(мероопределением Лобачевского). Точно так же и мероопределение

углов в пучке прямых с центром в любой точке О плоскости будем
считать имеющим фиксированный тип —это мероопределение углов
также является евклидовым, эллиптическим или гиперболическим.
Комбинируя все возможные типы мероопределения расстояний и

мероопределения углов, мы получим 3*3 = 9 вариантов; в таблице I

перечислены все эти варианты с указанием названий соответствую¬
щей геометрической схемы.

Таблица I. Девять геометрий Кэли—Клейна на плоскости

Тип мероопре"
деления длин

Тип мероопре-4^.
деления углов

Римана Евклида Лобачевского

Римана

Евклида

Лобачевского

Эллиптическая
геометрия
Римана

Антиёвклидова
геометрия

Антигиперболи-
ческая геомет¬

рия

Геометрия
Евклида

С

Геометрия
Галилея

Псевдоевклидова
геометрия
Минковского

Гиперболическая
геометрия
Лобачевского

Антипсевдоевкли-
дова геометрия

Дважды
гиперболическая
геометрия

х) См. подстрочное примечание на стр. 239.
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Знакомые нам геометрии Евклида, Галилея и Минковского зани¬

мают средний столбец этой таблицы. Во всех этих трех геомет¬

риях метрика длин на прямой является евклидовой: длина отрезка АВ

определяется как отношение , где ОЕ— «единичный отрезок»

этой прямой. При этом в евклидовой геометрии концы отложенных

от одной точки О* отрезков единичной длины заполняют (обыкно¬
венную или евклидову) окружность 5 (рис. 188, а); мероопреде¬
ление углов в любом пучке прямых является «обычным», т. е. эллип¬

тическим (или римановым) и совпадает с исчислением длин дуг

единичной окружности 5, высекаемых соответствующими прямыми:
так, в обозначениях рис. 188, а, 8аЬ = аОЬ= ^ АВ.

В случае геометрий Галилея длины единичных отрезков,
отложенных от одной точки О, с привычной нам «евклидовой» точки

зрения будут различны: концы этих отрезков заполнят «окружность» S

геометрии Галилея (рис. 188,6), представляющую собой пару

параллельных («особых») прямых (о таких прямых мы еще

будем говорить ниже). Мероопределение углов в любам пучке пря¬
мых будет евклидовым, т. е. не обычным: величина ЬаЪ угла
между прямыми а и ft будет равна (евклидовой!) длине отрезка АВ,
высекаемого этими прямыми на «окружности», т. е. на прямой q
рис. 188, б (ср. этот рисунок с рис. 187, б). Заметим еще, что

«окружность» «S не позволяет определить единичный отрезок на

прямой со || q; сравнивая отрезки этой прямой с иными отрезками,
мы вынуждены считать, что все они имеют нулевую длину. Но
такая «метрика» (определяемая тождеством dPQ = 0 для любых

точек Р и Q прямой со) не принадлежит ни к одному из трех
указанных выше типов «мероопределения длин»; между тем при

определении плоских геометрий Кэли— Клейна мы специально тре¬
бовали, чтобы мероопределения длин на всех прямых имели один
и тот же характер. Однако при рассмотрении геометрии Галилея
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мы, строго говоря, должны вообще исключить «особые прямые»

(т. е. прямые, параллельные q) из числа прямых (выше мы часто

так и поступали!): ведь в геометрии естественно требовать, чтобы

все прямые плоскости были одинаковыми (или «равными»), в то

время как «особая прямая» плоскости Галилея существенно отли¬

чается от обыкновенной и не может быть совмещена с ней никаким

движением. Поэтому надо считать, что объектом изучения геометрии

Галилея является плоскость (ее можно назвать «плоскостью Гали¬

лея»), состоящая из всех точек плоскости и всех обыкновен¬

ных прямых (ср. выше, стр. 70). Эта «плоскость» полностью удо¬
влетворяет наложенным нашей таблицей условиям.

Перейдем теперь к (псевдоевклидовой) геометрии Минков¬

ского. В этой геометрии «единичная окружность» 5— множество

концов всех отложенных от одной точки О отрезков единичной

длины—с евклидовой точки зрения представляет собой гипер¬

болу (рис. 188, в). Угол ЬаЪ между двумя прямыми а и Ъ мы выше

определяли равенством

&ab = %SAOBi

где sA0B—площадь заштрихованного на рис. 188, в сектора «окруж¬
ности Минковского» 5 х). Однако эту величину можно определить
и равенством

А __ и 1ПГ ( sin Z (я. 0 .
sin £ (6, i) \

((>ab-k \og ^sinZ(a;-7y ЧГ^ЖТ)9 ( ]

где I и j—асимптоты гиперболы S, или равенством

<зв>

где А0У В0, /0 и J0— точки пересечения прямых ау b, i и j с фикси¬
рованной прямой q; например, с касательной t к гиперболе в ее

вершине (докажите это!) 2); число k в формулах (36) и (Зв) опре¬
деляется выбором основания системы логарифмов. Таким образом,
в плоскости. Минковского «мероопределение углов» в пучке прямых
с центром в любой точке О плоскости является гиперболическим.

Заметим еще, что в соответствии с требованием «равенства»
любых двух прямых плоскости естественно считать, что «плоскость

г) Заметим, что в евклидовой геометрии и в геометрии Галилея угол
между прямыми а и Ь, пересекающимися в точке О, можно тоже определить

формулой

где saob—площадь высекаемого прямыми а и b сектора единичной евклидо¬
вой окружности, соответственно «окружности Галилея».

2) Величина Ьаъ равна также (понимаемой в смысле геометрии Минков¬

ского!) длине дуги АВ «единичной окружности» £, где А и В—точки пере¬
сечения с S прямых а и Ь.
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Минковского» образуется всеми точками (обычной) плоскости и пря¬

мыми какого-то одного рода, скажем, прямыми 1-го рода. При
этом в геометрии Евклида каждую точку прямой а можно соеди¬

нить прямой с какой-то фиксированной вне а точкой А (рис. 189, а);
в геометрии Галилея, как мы знаем, на (обыкновенной) прямой а

имеется единственная точка, которую нельзя соединить с А

(обыкновенной) прямой, — так сказать, точка,, «параллельная»
точке А (рис. 189, б); в плоскости же Минковского на прямой
(1-го рода) а имеется бесконечно много точек, которые нельзя сое¬

динить с А прямыми 1-го рода (рис. 189, в). С другой стороны, во

всех трех геометриях—Евклида, Галилея и Минковского—через
точку Ау не принадлежащую прямой а, проходит единственная

прямая, не пересекающая а (прямая, параллельная а).
Нам осталось описать шесть других геометрий Кэли—Клейна

на плоскости: (эллиптическую) геометрию Римана, .(гиперболическую)
геометрию Лобачевского, дважды гиперболическую геометрию, а

также три геометрии, названия которых снабжены приставкой

«анти», — антиевклидову, антипсевдоевклидову и антигиперболичес-
кую. Это нетрудно сделать. Эллиптическая геометрия

Римана, по существу, является самой старой из известных людям

«неевклидовых» геометрий: в ином обличии ее знали еще в глубо¬
кой древности, хотя впервые сопоставил ее с' классической геомет¬

рией Евклида и с (в те годы не так давно открытой) геометрией
Лобачевского только великий немецкий математик Бернгард Риман
(1826—1866) в своей замечательной речи «О гипотезах, лежащих
в основании геометрии» (1854 г.)1).

*) Лекция Б. Римана, с которой он выступил в 1854 г. перед Ученым
советом Гёттингенского университета в качестве претендента на профессор¬
скую кафедру, содержала весьма общую концепцию геометрии, по широте
охвата и важности вполне способную соперничать с концепцией Ф. Клейна,
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Рассмотрим единичную сферу 2 трехмерного евклидова прост¬

ранства (т. е. сферу радиуса 1) и условимся называть прямыми

«большие окружности» сферы 2, т. е. сечения сферы 2 плоско¬

стями, проходящими через ее центр О* (рис. 190, а). Если при
этом назвать «точками» просто точки сферы 2, то некоторым не¬

удобством явится то, что каждые'две прямые будут пересекаться
в двух, а не в одной точке. Для того чтобы устранить это неу¬
добство, мы назовем точкой эллиптической плоскости Римана сразу

Рис. 190.

пару диаметрально противоположных точек сферы; таким образом,
роль эллиптической плоскости будет играть не вся сфера 2, а

полусфера 2', причем надо еще отождествить между собой

(«склеить») диаметрально противоположны? точки окружности, огра¬
ничивающей 2' (ср. - рис. 190, б). Далее, под расстоянием dAB
между двумя точками А и В прямой плоскости Римана (большой
окружности или, точнее, большой полуокружности) мы будем пони¬

мать длину дуги
^ АВ; ясно, что это «мероопределение» является

эллиптическим. Под углом ЬаЪ между двумя прямыми а и Ъ эллип¬

тической плоскости Римана мы будем понимать просто двугранный
угол между плоскостями, содержащими большие полукруги а и Ь~

(рис. 190, в); при этом, как нетрудно видеть, мероопределение

развитой последним в 1872 г. в лекции [8], произнесенной в аналогичной

обстановке в Эрлангенском университете; выделение эллиптической геометрии
является лишь одним (и притом весьма частным) результатом исследований
Римана (по этому поводу см., например, стр. 210—212 книги Клейна [81]).
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углов в пучке прямых эллиптической плоскости будет «обычным»,
т. е. эллиптическим. Роль «движений» определенной таким образом
плоскости Римана играют всевозможные повороты сферы 2 (рас¬
сматриваемой как' множество пар диаметрально противоположных

точек) вокруг ее центра Ох).
Сходным образом можно также описать гиперболическую

геометрию Лобачевского и дважды гиперболичес¬
кую геометрию. Заменим

(обычное) трехмерное пространство

Рис. 191.

Евклида псевдоевклидовым пространством, в котором

расстояние d между двумя точками А(х, у, z) и А1(хъ уъ z±) (где
xt уу z—обычные декартовы координаты в пространстве) измеря¬
ется по формуле

= — — (4)

в то время как в евклидовом пространстве расстояние d между точ¬

ками А(Ху у у z) и Ах(хъ Уц 2Х) вычисляется по формуле2)

d* = (Xl- Xrf + O'! -у?+ (гг- z)\ (4')

а) Таким образом, эллиптическая геометрия Римана оказывается очень

близкой к так называемой «сферической геометрии», изучающей геометричес¬
кие образы на поверхности сферы (см. по этому поводу, например, статьи

Розенфельда [79] и Розенфельда и Яглома [24]).
2) Ср. подстрочное примечание на стр. 16.
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Из формулы (4) вытекает, что в. трехмерном псевдоевклидовом

пространстве имеются «единичные сферы» двух родов: «сфера»
с центром в начале координат 0(0, 0, 0) записывается уравнением

х2 +у2 —z2= — 1 (5)

(с евклидовой точки зрения это будет двуполостный гиперболоид,
рис. 191, а); «сфера» S2 записывается уравнением

x2+y2 —z2= 1 (5')

(она представляет собой однополостный гиперболоид, рис; 192, а).
Условимся теперь называть точками гиперболической плос¬

кости Лобачевского пары диаметрально противоположных

точек сферы (так что вся плоскость Лобачевского совпадает
с одной «полостью» 2j двуполостного гиперболоида, рис. 191, б),
а прямыми

— «большие круги сферы» 2Х, т. е. сечения гипербо¬
лоида плоскостями, проходящими через его центр О. Ясно, что

каждая такая «прямая» будет представлять собой гиперболу (точнее,
одну ветвь гиперболы; см. те же рис. 191, а, б), «метрику расстоя¬
ний» на которой можно определить подобно тому, как определяется
метрика углов в пучке прямых плоскости Минковского, — эта «мет¬

рика» будет, разумеется, гиперболической1). «Пучок прямых»

*) Расстояние йдв между двумя точками А и В можно также определить
как «псевдоевклидову длину» отрезка АВ соответствующей «прямой», т. е. как

предел длин вписанных в ^АВ ломаных, где под длиной ломаной понима¬
ется сумма длин всех ее звеньев, причем длина отрезка с концами в точках

(х, у, г) и (*!, yl9 Zi) определяется по формуле
d2= \ (*i—*)2 + (01—УУ—(«1—г)21.
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определенной таким образом гиперболической плоскости Лобачевского

(изображаемый сечениями поверхности 2^ пучком плоскостей, про¬
ходящих через одну прямую; ср. рис. 191, в) будет иметь такой

же характер, как и пучок прямых на плоскости Евклида; в этом

пучке можно ввести эллиптическое (т. е. обычное) «мероопределение
углов», что совпадает с указанными приведенной выше таблицей

признаками плоскости Лобачевского— первой «неевклидовой» плос¬

кости, на существование которой указал в 1829 г. замечательный

казанский геометр Николай Иванович Лобачевский (1792—1856)х).
«Движения» плоскости Лобачевского определяются как «вращения

сферы» 2Х (или «полусферы» 2^), т. е. как такие преобразования
трехмерного пространства {л:, у, z}> которые оставляют на месте

начало координат О и сохраняют расстояния (4) между точками

(ясно, чго эти преобразования переводят сферу 2Х в себя)2).
Обратимся теперь к «сфере» 2а (рис. 192, а). Отождествим и

здесь диаметрально противоположные точки, т. е. рассмотрим «по¬

лусферу». 22 с отождествленными диаметрально противоположными
точками ограничивающей ее «окружности» (рис. 192, б). Условимся
точки этой «полусферы» 22 называть точками конструируемой
«плоскости»; прямыми же мы назовем сечения «сферы» 22 (или
«полусферы» 22) плоскостями, проходящими через центр О и пере¬
секающими 22 по гиперболе (не по эллипсу!). В таком случае на

каждой прямой (т. е. на гиперболе) можно будет ввести гиперболи¬
ческое мероопределение длин3). С другой стороны, пучок прямых
нашей геометрии, проходящих через одну точку Q, задается пучком
плоскостей, содержащих прямую OQ= q и пересекающих .конус УС
с уравнением

x2+y2— z2 = 0 (5а)

(см. рис. 192, а, в). Устроен этот пучок подобно пучку прямых в плос¬

кости Минковского — так, например, определяющий его, пучок плос¬

костей содержит две «предельные» плоскости I и у, касающиеся

конуса ЭС, и состоит из плоскостей, заключенных внутри двугран¬
ного угла, образованного плоскостями i и у. В таком пучке

- можно

ввести «гиперболическое мероопределение углов», определив баЬ

г) Почти одновременно с Н. И. Лобачевским и независимо от него к но¬

вой геометрической схеме пришли также знаменитый немецкий математик

Карл Фридрих Гаусс (1777—1855) и венгерский офицер Янош Б ой а и

(1802—1860) (см. подстрочное примечание2) на стр. 5).
'

2) Такой подход к геометрии Лобачевского позволяет, опираясь на ана¬
логию между евклидовым и псевдоевклидовым пространством, развить эту

геометрию весьма широко (см., например, статью Розенфельда и Яг-
.'I ома [24] или написанное Б. А. Розенфельдом Дополнение к книге Ка¬
гана [25]).

3) См\ подстрочное примечание на стрГ 246.
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между двумя прямыми а и Ъ знакомой уже нам формулой

(где, скажем, через ^(а, ь) обозначен обычный, т. е. евклидов,

двугранный угол между плоскостью i и плоскостью, определяющей
«прямую» а). «Плоскость» с введенными таким образом расстоя¬
ниями и углами является дважды гиперболической плос¬

костью," ее «движения» и здесь порождаются «поворотами сферы»
22 псевдоевклидова пространства (понимаемой как множество пар

Рис. 193.

диаметрально противоположных точек!) вокруг ее центра О. Заме¬

тим еще, что как в гиперболической геометрии Лобачевского, так и

в дважды гиперболической геометрии через точку, лежащую вне

прямой а, проходит бесконечно много не пересекающих а

прямых (рис. 193, а, б); при этом в геометрии Лобачевского через
любые две точки А и В проходит единственная прямая (так как

через три точки А, В и О пространства можно провести единствен¬

ную плоскость), в то время как в дважды гиперболической геомет¬

рии на не проходящей через точку А прямой а можно указать бес¬

конечно много точек, не соединимых никакой прямой с точкой А

(ибо не все плоскости АОВ, где В— переменная точка гиперболы а,

будут пересекать S2 по гиперболе; см. рис. 193, в).
Наконец, заметим, что из каждой известной нам геометрии можно

получить новую (но чрезвычайно близкую к исходной!) «геометрию»,
условившись называть точки «прямыми», а прямые — «точками» (и,
соответственно этому, расстояния между точками —«углами между

прямыми», а углы между прямыми —«расстояниями между точками»).

Такое, чисто словесное, «преобразование» переводит, как мы знаем,



ДЕВЯТЬ ГЕОМЕТРИЙ НА ПЛОСКОСТИ 249

геометрию Галилея в себя (см. § 5 гл. I); оно также переводит

и себя эллиптическую геометрию Римана и дважды гиперболическую
геометрию (в которых также справедлив принцип двойственности).
Каждую же из трех других известных, нам геометрий— Евклида,,
Минковского и Лобачевского — оно переводит в геометрию, «двой¬

ственную» исходной, или «антигеометрию»: геометрию Евклида —

и а н т и е в к л и д о в у, геометрию Минковского — в антипсевдо-

евклидову, геометрию Лобачевского — в анти гипербол и-

ч е с к у ю.
В заключение приведем таблицы, характеризующие девять гео¬

метрий Кэли— Клейна с точки зрения свойств «параллельности»

прямых и точек, а также укажем без доказательства (см., впрочем,

ниже, стр. 290j—292) основные зависимости, связывающие в каждой
из рассматриваемых геометрий элементы произвольного треуголь¬
ника ABC. При этом буквы «Р», «Е» и «Л» в таблицах II — IV ука¬
зывают соответственно на эллиптический (Риман!), евклидов или

гиперболический (Лобачевский!) -характер соответствующего меро¬

определения; буквы а и А обозначают в таблицах II и III произ¬

вольную прямую и произвольную точку, не принадлежащую пря^
мой а; через Л, Б, С обозначены в таблице IV величины углов

треугольника ABC, а через а = ВС, Ь = СА, с = АВ—длины
'

его

сторон 1).

Таблица II. Число проходящих Таблица III. Число принадлежащих
через точку А прямых, не пересекаю- прямой а точек, несоединимых прямой

щих прямую а' с точкой А

-^ч Мерэопре-
^ч деление

длин

Мероопре- ^"ч.
деление
углов

Р Е Л

Р 0 0 0

Е 1 1 1

Л 00 00 00

Истолкование геометрии Лобачевского на плоскости через посредство
псевдоевклидовой геометрии в пространстве определяет любопытную связь

геометрии Лобачевского с теорией относительности Эйнштейна, которая иногда

проходит незамеченной. Рассмотрим релятивистскую (т. е. связанную с идея-

*) В ряде отношений оказывается удобным считать фигурирующие в таб¬

лице IV величины а, Ь, с; А, В, С снабженными знаком + или —, т. е.

считать стороны и углы треугольника направленными; мы здесь на этом не

остановимся. Также не остановимся мы на принятом в таблице IV истолко-
нпнии понятий «сторона» и «угол», позволяющем, например, утверждать, что

И евклидовой геометрии А = В-\-С (теорема о внешнем угле треугольника).



Таблица
IV.

Метрические
соотношения

между
элементами
треугольника
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ми теории относительности) кинематику плоских (или, точнее, плоско-парал¬
лельных) движений (ср. выше, стр. 28). Нетрудно видеть, что геометрически
эта кинематика равносильна учению о трехмерном пространстве {*, у\
«движения» которого определяются формулами, родственными формулам (7)
и (10) из § 10 (стр. 185 и 193); так, например, переход -от системы отсчета

\х, у, t} к системе отсчета {*', у\ *'}, движущейся относительно первона¬
чальной системы отсчета в направлении оси Ох со скоростью и, определяется
формулами

, 1 v
х= '-у— х ■■ t+g,*

V\—иа Y1—и2
У'= У +ь9 (6)

t’=—JL-. х н—-■1 t+d.
yi—v*

^

Но легко видеть, что если (х, у, t) и (xlt ylt t{)—координаты двух «собы¬
тий» в первой системе отсчета, а (*', у’, У) и (х'и у’и t\)—их координаты во
второй системе, то

(Х1-ХТ+(У1-У')2 -Vt-ty=

•=Т=Ба [(1_и2) (^i-^)2+ (^-l) (к-т+(Ух-У)г =

=(*i-42+(У1—У)2—(Ь—1)\
И вообще, можно показать, что двумерная релятивистская кинематика сво¬

дится к геометрии трехмерного псевдоевклидова пространства {*, у, г\ с мет¬

рикой
= (*i—xf + (У1—yf—(2!—zf, (4)

Где время обозначено не буквой /, а буквой z.

Рассмотрим, далее, множество равномерных движений по плос^

кости. Как выше, можно показать, что каждому такому движению отвечает

некоторая прямая линия в трехмерном псевдоевклидовом пространстве,

изображающем множество всех событий (характеризующихся двумя простран¬
ственными и одной временной координатами); таким образом, множество всех

ршшомерных движений по плоскости с точки зрения теории относительности

цижвалентно множеству всевозможных прямых трехмерного псевдоевклидова

пространства. При этом для каждых двух движений естественным образом
определяется «отклонение» одного из них от другого: это «отклонение» задается

скоростью одного из рассматриваемых движений по отношению к дру¬

гому, принятому за состояние покоя («относительной скоростью» в терминах
Щ .'3 и 10). Это своеобразное «мероопределение» в множестве всех равномер¬
ных движений заставляет отождествить между собой все движения с одной
И той же (по величине и направлению!) скоростью, поскольку «расстояние»
между двумя такими движениями оказывается равным нулю; таким образом,
множество всевозможных равномерных движений сводится к множеству

шшномерных движений, включающих фиксированное «событие» О (0, 0, 0)
(ибо для каждого равномерного движения можно найти движение с той же'

скоростью ©, «исходящее» из «пункта» О (0, 0, 0)). Но такие равномерные дви¬

жения изображаются прямыми трехмерного пространства, проходящими через
Нимало координат О и заключающимися внутри конуса &С с уравнением (5а)
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(рис. 194); последнее условие равносильно условию v < 1, где v — скорость

рассматриваемого движения в какой-то инерциальной системе отсчета (здесь
за единицу скоростей, как и в § 10, принята скорость света *)).

Заменим теперь каждую из рассматриваемых прямых точкой ее пересе¬
чения с «полусферой» Si—одной полостью (евклидова) гиперболоида

х*+у*—z2 = —l. (5)

Если вспомнить, что скорость одного равномерного движения относительно

другого совпадает с «углом» между двумя изображающими эти движения

прямыми в смысле псевдоевклидовой геометрии, а этот угол в свою очередь
равен «расстоянию» между точками пересечения соответствующих прямых
с Si в смысле действующей на Si неевклидовой геометрии Лобачевского, то

мы придем к выводу, что с точки зрения тео¬

рии относительности Эйнштейна множество

всевозможных равномерных движений по плоско¬

сти совпадает с плоскостью Лобачевского, если

за «расстояние» между двиоюениями а и b при¬
нята относительная скорость движения а по

отношению к движению Ъ.
Точно так же показывается, что множе¬

ство всевозможных равномерных движений в
пространстве с точки зрения теории относи¬
тельности Эйнштейна совпадает с трехмерным
пространством Лобачевского (относительно ко¬

торого см., например, книги Н орден а [62],
Кагана [75] или статью Розенфельда
и Я г л о м а [24]), если за расстояние между

движениями а и Ъ принята скорость движения а по отношению к движению Ъ.

«Полем действия» геометрий Евклида, Галилея и Минковского
является (обычная или аффинная2)) плоскость; геометрии Римана,'
Лобачевского и дважды гиперболическая геометрия определяются
на «единичных сферах» трехмерного евклидова пространства с мет¬

рикой

,

= (*1 — xf.+ (.Ух —у)2+ {z-L — zf (4')
и трехмерного псевдоевклидова пространства с метрикой

d^= (x1 — xf+ (y1—yf —(z1—zf, (4)

рассматриваемых как множество пар диаметрально противополож¬
ных точек. Этот путь .построения плоских геометрий Кэли — Клейна
с помощью стереометрических конструкций может быть еще про¬
должен. Заметим, прежде всего, что «сферу» Е2 псевдоевклидова

пространства с уравнением

(5)

. *) В теории относительности, как мы знаем, движения со скоростью
V^ 1 считаются невозможными!

2) См. по этому поводу, например, книгу Яглома и Ашкинузе [56].
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рассматриваемую как множество пар диаметрально противополож¬

ных точек, можно' принять также и за «поле действия» антигипер-

болической геометрии
—достаточно только считать точками антиги-

перболической плоскости точки «полусферы» 2' (рис. 192, б), а

прямыми
— линии пересечения 2^ с плоскостями, проходящими через

начало координат О и пересекающими гиперболоид 22 по эллипсу

(не по гиперболе!)1). При этом под «движениями» антигиперболи-
ческой плоскости по-прежнему понимаются преобразования, порож¬
даемые «поворотами» псевдоевклидова пространства вокруг точки 0.

Наряду с евклидовым пространством и псевдоевклидовым про¬

странством рассмотрим еще вырожденное евклидово про¬

странство (или полуевклидово^ пространств о) — трех¬

мерное пространство {х, у, z}, в котором расстояние d между
точками (ху у, z) и (хъ yly z±) вычисляется по формуле

d2 = (x1-x)2+ {yi-y)\ (7)

и вырожденное псевдоевклидово пространство (или
иолупсевдоевклидово пространство), в котором рас¬
стояние между теми же двумя точками определяется так:

d2 = (xi — я)2 — (ух —у)2. (7')

«Движения» вырожденных евклидова и псевдоевклидова пространств
записываются формулами

xf = cosa* дг + sina-.^ -\-а9

у'= —sina« x + cosa-у +&, (8)
z' = их+' vy + wz-i-c,

соответственно

х9 = cha*A; + sha-j; +a,
j;' = sha-A: + cha-j; +6, (8')
zf = их+ vy-\-wz-\-c.

f

В самом деле, легко видеть, что если, например, координаты

JC', j/', z' связаны с координатами ху у, z формулами (8), то

(х[ — *')2 + [у[ —у"? = [(*! — х) cos a'+ [у! —у) sin a]2 +
+ [— (*i — х) sin a+—у) cos a]2 = (хх — х)2 + (уt —у)2

(ср. формулы (8) и (8') с формулами (6) из § 1 и (23) из § 11,
стр. 20 и 208, выражающими движения на плоскостях Евклида и

Минковского).

1 Другими словами, плоскостями, не пересекающими конуса &С с урав¬
нением (5а).
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«Единичные сферы» а и аг вырожденных евклидова и псевдо¬

евклидова пространств записываются уравнениями

х2+у* = \ (9)
и

Х2_у2=1' (9')

т. е. с евклидовой точки зрения они представляют собой круговой
и гиперболический цилиндры (рис. 195, а и 196, а). Точку 0(0, О, 0),

находящуюся на оси каждого из

этих цилиндров, будем считать

центром цилиндра; далее, усло-

ц
вимся рассматривать каждый из

^ цилиндров (9) и (9') как множество

пар своих диаметрально противо-
% положных (т. е. симметричных отно¬

сительно центра О) точек. В таком

случае цилиндры а и аг (точнее,
полуцилиндры а' и о[ с- отождеств¬

ленными диаметрально противопо¬
ложными точками края полуцилиндра

а'; см. рис. 195, б и 196, б) можно

принять за изображение («модель»)
антиевклидовой и антипсевдоевклидовой плоско¬

стей. При этом роль точек рассматриваемых плоскостей играют
точки «полусфер» а' и о^, а роль прямых-^сечения а' и а[ пло¬

скостями, проходящими через точку 0(0,. О, 0); расстояние между

Рис. 195.

х

Рис. 196.

точками А и В совпадает с измеренными в смысле, вырожденной
евклидовой или псевдоевклидовой геометрии длиной отрезка АВ

«прямой», а «угол между прямыми» а и Ь — с углом между соот¬

ветствующими плоскостями в смысле той же действующей в трех¬

мерном пространстве вырожденной евклидовой или псевдоевклидовой
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геометрии (мы здесь не останавливаемся на точном определении

содержания последнего понятия). «Движения» антиевклидовой или

антипсевдоевклидовой плоскости порождаются движениями (8) или (8')
трехмерного пространства, оставляющими на месте центр О (0, 0, 0)
сферы а или av

Также и три оставшиеся геометрии Кэли —Клейна,— а именно

геометрии Евклида, Галилея и Минковского,— могут быть описаны

сходным образом. Наряду с евклидовой метрикой (4') и псевдоевкли-

довой метрикой (4), вырожденной евклидовой метрикой (7) и вырож¬
денной псевдоевклидовой метрикой (7') расстояние d между точками

А(х> У> ?) и \(хъ Уъ zi) трехмерного пространства можно опре¬
делить и по формуле

<** =
"

(Ю)

аналогичной формуле (37) из §12, стр. 224, выражающей расстоя¬
ние между точками А(х> у) и А1(хъ уг) плоскости Галилея. Меро¬
определению (10),- которое нам будет удобнее записывать так:1

d2 = (гг — z)2, (10а)

отвечают три геометрии в пространстве; «движения» в этих трех
геометриях задаются формулами

х' = cos а-л; + sin а-у + ъ^ + а,

у' =— sin a»x + cosa-y + v2z + b, (11)
z' = z + с

(трехмерное пространство Галилея; ср. формулы (11) с фор¬
мулами (12) из § 2, стр. 34), соответственно

.х' = ch а • х + sh а*у + vxz + а,

у' = sba-x-{-Q.boL*y +v2z-\-b, (1Г)
z' = z + c

(псевдогалилеево пространство; ср. с формулами (23) из

§11, стр. 208) и

х' = х + иу ■+ vz + а,

У= у + wz + Ъ, (Ha)
z' = z + c

(вырожденное галилеево или «флаговое» простран¬
ство). При этом во всех этих трех.геометриях «единичная сфера»
а0 задается уравнением

z2= 1 или z = ± 1; (12)

Т. е. представляет собой пару параллельных плоскостей (рис. 197, а).
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Рассмотрим теперь «сферу» а0 как множество пар диаметрально

противоположных, т. е. симметричных относительно начала координат

0(0, 0, 0), точек; другими словами, ограничимся рассмотрением

одной «полусферы» а'0 (плоскости; рис. 197, б). Если принять сече¬

ния этой «полусферы» проходящими через точку О плоскостями за

«прямые» соответствующей геометрии и назвать «движениями»

Рис. 197.

«повороты» (11), (11') или (11а), оставляющие на. месте центр

0(0, 0, 0) сферы ст0, то мы придем к евклидовой геометрии,
псевдоевклидовойгеометрии и к геометрии Галилея

на плоскости о'0.

Представление шести плоских геометрий Кэли—Клейна в виде сфер
в обыкновенном (евклидовом), псевдоевклидовом или вырожденном евклидовом

пространстве очень удобно для распознавания линий, играющих в каждби из

этих геометрий роль (евклидовых) окружностей. Условимся называть циклами
такие линии плоскости Кэли—Клейна, которые «устроены одинаково в каж¬

дой своей точке», иными словами, линии, допускающие «скольжения» по себе,

причем «скольжения», позволяющие совместить каждую точку линии с любой

другой ее точкой (ср. с § 7 гл. II). При таком понимании термина «цикл»

приходится считать циклами плоскости Евклида окружности и прямые линии

(записываемые уравнением (35а) из § 12, стр. 223); циклами плоскости Гали¬

лея—линии, которые мы называли «циклами» раньше и которым теперь при¬
дется присвоить какое-либо новое наименование, например «невырожденные
циклы», а также окружности и (обыкновенные и особые) прямые (все эти
линии записываются уравнением (35), стр. 223); циклами плоскости Минков¬

ского—«окружности» и прямые (эти линии записываются уравнением (356),
стр. 223). Можно доказать, что все циклы каждой из шести геометрий Кэли—
Клейна—эллиптической (Римана), гиперболической (Лобачевского), дважды

гиперболической, антигиперболической, антиевклидовой и антипсевдоевклидо-

вой—изображаются плоскими сечениями соответствующей «сферы» {2, Slf S2,
или а2). Так, например, роль циклов (эллиптической) геометрии

Римана играют прямые и окружности, где окружность, как и в

евклидовой геометрии, определяется как множество точек, равноудаленных
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Ш одной точки, называемой центром окружности;.если плоскость Римана

Изображает евклидова сфера 2, то циклы этой плоскости изображаются пло¬

скими сечениями сферы 2—как проходящими через центр 0(0, 0, 0) сферы 2
(прямые плоскости Римана), так и не проходящими через О (окружно¬
сти плоскости Римана, рис. 198).. [Заметим, что в сферикеской геометрии
каждая окружность имеет два центра, изображаемых точками касания сферы
с плоскостями и а2, параллельными содержащей окружность плоскости а;

однако соответствующие точки и Q2 сферы 2 служат образом одной точки

плоскости Римана, так что в геометрии

Римана окружность. имеет .только

один центр.]
Обратимся теперь к (гипербо¬

лической) геометрии Лоба¬
чевского. Список всевозможных

циклов геометрии Лобачевского хоро¬
ню известен: это суть прямые, окружно¬
сти (окружность радиуса г—

множество точек, удаленных на рас¬

стояние г от одной точки Q, называе¬

мой центром окружности), эквиди¬
станты (эквидистанта шири-
н ы h—множество точек, удаленных на

фиксированное расстояние h от одной

прямой q, называемой базой эквиди-

стниты), предельные линии (предел ь’-
li п я лини я—предельное положение проходящей через фиксированную точку А

и касающейся в этой точке заданной прямой а окружности, радиус г которой
неограниченно увеличивается, или предел касающейся в точке А прямой а экви-

ОистантЫу ширина h которой неограниченно увеличивается)1). Мы уже знаем,
что в связанной со «сферой» 2Х «модели» 'Плоскости Лобачевского прямые

изображаются сечениями 2Х плоскостями, проходящими через центр О (0, 0, 0)
«сферы» 2Х и пересекающими конус Ж с уравнением (5а) (ибо иные плоско¬

сти, проходящие через точку О, не пересекают «сферу» 2Х). Можно также

Показать, что окружности плоскости Лобачевского изображаются сечениями

«сферы»4 2t плоскостями .а, не проходящими через О и пересекающими конус
SfC (и «сферу» 2i) по эллипсу (рис. 199, а); эквидистанты—сечениями 2Х
плоскостями р, не проходящими через О и пересекающими &С по гиперболе
(рис. 198, б); предельные линии—сечениями 2Х плоскостями у, не проходя¬

щими через О и пересекающими е%Г по параболе (рис. 199, в). Заметим также,
что в плоскости Лобачевского центром окружности, изображаемой сечением

«сферы» 2Х плоскостью а, служит точка касания 2Х с плоскостью а01) а
\)\\с. 199, а), а базой эквидистанты, изображаемой сечением 2х плоскостью

i,— линия q пересечения 2Х с проходящей через точку 0(0, 0, 0) плоскостью

1| Р (эта линия изображает прямую плоскости Лобачевского).
Аналогично этому можно описать и циклы дважды гиперболической,

«итигиперболической, антиевклидовой и антипсевдоевклидовой геометрии; на

случае антиевклидовой геометрии мы еще остановимся несколько ниже. Заме¬

тим еще, что из сказанного следует, что так называемые круговые пре¬
образования каждой из шести перечисленных геометрий, т. е. такие

преобразования каждой из этих плоскостей, которые переводят циклы снова

tt циклы, изображаются преобразованиями трехмерного пространства, пере¬

Рис. 198.

*) См., например, Норден [62], Каган ]75], Кокстер [19],
Клейн [55], Розенфельд и Яглом [24], Я г лом [10] или [77].
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водящими плоскости снова в плоскости х) и переводящими соответствующую
«сферу» (2, Sj, S2, а или ах) в себя.

Поучительно проиллюстрировать все сказанное выше' на примере пред¬
ставления антиевклидовой геометрии в виде геометрии «сферы» а (или
«полусферы» а'). Мы знаем, что под «точками»

антиевклидовой плоскости можно понимать

прямые обыкновенной плоскости Евклида. Но

хорошо известно, что уравнение каждой

а) б)

прямой I евклидовой плоскости можно записать в так называемой «нормаль¬
ной форме»:

х cos а+ у sin а—р= 0; (13)

здесь а—угол, образованный перпендикуляром п к прямой I с положитель¬

ным направлением оси Ох, а р
— расстояние от начала координат О до прямой

I (рис. 200). Нормальная форма уравнения прямой удобна тем, что позволяет
легко определить расстояние d= dMl 9т произвольной точки М (.х0, у0) пло¬

скости до прямой /; это расстояние равно результату подстановки в урав¬
нение (13) прямой координат точки М 2)

4

d = \ х0 cos а-\-у0 sin а—р |. (13а)

1)‘То есть так называемыми проективными преобразовани¬
ями трехмерного пространства (см., например, Кокстер [19]).

2) См., например, Дубнов [35], стр. 116—117.
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Если при "этом каждую прямую I плоскости считать направленной,
т. е. снабженной стрелкой, указывающей то направление движения по прямой,
которое мы считаем положительным, то и перпендикуляр п можно будет
считать направленным, условившись, скажем, что поворот на 90°, переводящий
положительное направление I в положительное направление п, происходит
и направлении, противоположном направлению вращения часовой стрелки

(рис. 200а). В таком случае углу а можно будет придать любое значение:

0°<а < 360°;. с другой стороны, если условиться считать расстояние от точки

до (направленной!) прямой положительным или отрицательным, в зависимости
от того, лежит точка слева или справа от прямой, то и расстоянию р от О

до I можно будет придатб любое значение: —оо < р < оо. Таким образом,
множество всевозможных направленных прямых I (евклидовой) плоскости можно

сопоставить, множеству всевозможных троек чисел

cosa, sin a,
—

р, (14)

являющихся' коэффициентами уравнения (13) пря¬
мой, т.е. множеству точек (cosa, sin a, —р) ци¬
линдра а трехмерного пространства {х, у, г} (рис.
201). Уравнение этого цилиндра а имеет вид

х2 + у2= 1, (9)

т. е. q есть «сфера» вырожденного евклидова прост¬
ранства {*, z\. При этом две прямые I и /х,
отличающиеся только направлением,

характеризуются тройками чисел (14) и

((cos (a +180°), sin (a+180°), -(— /?)) =
'

= (—cos a, — sin a, p)

(см. рис. 201), т. e. этим прямым отвечают «диамет¬

рально противоположные» (другими словами, симмет¬

ричные относительно начала координат 0(0, 0, 0))
точки цилиндра а; поэтому, если считать «точки»

антиевклидовой плоскости совпадающими с нена¬

правленными прямыми обыкновенной плоскости

Евклида, то каждая такая точка будет изображаться парой диаметрально
противоположных точек «сферы» а.
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Однако в теории циклов антиевклидовой геометрии удобнее считать
«точками»' направленные евклидовы прямые *)! При этом если сохранить
принятое выше соглашение о знаке расстояния от точки до прямой, то

(направленное, т. е. взятое со знаком + или —) расстояние d — d^i
от точки М (*0, у0) до прямой I с уравнением (13) будет равно

d= x0 cos а+у0 sin а—р. (136)

При этом сечение «сферы» а (т. е. цилиндра (9)) плоскостью

Ax+ By-\-Cz = D (15)
или

ax-\-by-\-z = dy (15')
А В , D

2i2i
где а = —, Ь=—, “== £—это множество тех точек цилиндра, х2 + у2 = 1,

которые изображают (направленные) прямые евкли¬

довой плоскости, удаленные от фиксированной точки

Q (а, Ь) на постоянное расстояние d (величина d может

быть и отрицательной). [Мы здесь исключаем из

рассмотрения плоскости, в уравнении (15) которых
С = 0, т. е. плоскости, параллельные оси цилиндра о.]
Таким образом, изображенные плоскими сечениями

«сферы» а циклы антиевклидовой геометрии суть не

что иное, как направленные окружности, понимаемые

в смысле множества своих (направленных) касатель¬

ных (рис. 202, о); к числу этих окружностей отно¬

сятся и точки (окружности радиуса нуль), точнее,

пучки проходящих через одну точку прямых (рис.
202, б). Точки на нашей модели антиевклидовой
плоскости изображаются сечениями (15') цилиндра а,

где d = 0, т. е. сечениями а плоскостями, проходя¬
щими через начало координат О (0, 0, 0).

Круговые преобразования антиевклидовой плоско-
сти— это такие преобразования в множестве (направ¬
ленных) прямых евклидовой плоскости (совпадающих
с точками антиевклидовой плоскости!), которые пе¬

реводят окружности снова в окружности. Преобразо¬
вания евклидовой плоскости, обладающие этим свой-

6) ством, впервые рассмотрел замечательный француз-
Рис 202 ски® математик Эдмонд Лагерр (1834—1886);

поэтому их обычно называют преобразованиями Jla-
герра2). Преобразования Лагерра изображаются такими преобразованиями ци¬

линдра а, которые переводят плоские сечения цилиндра снова в его плоские

*) Соответственно этому в вопросах антиевклидовой геометрии, связанных
с теорией циклов и с учением о круговых преобразованиях, естественно счи¬
тать точки антиевклидовой плоскости «направленными», т. е. рассмат¬
ривать каждую точку как пару точек, совпадающих по положению на

(антиевклидовой) плоскости, но различающихся своим «направлением».

[«Направление» точки удобно задавать, например, указанием окружающей
точку дуги со стрелкой, выделяющей то из двух направлений вращения
вокруг этой точки, которое принимается за положительное; ср. рис. 224—226,
стр. 295—296.] Также и точки плоскостей Римана, Лобачевского, дважды

гиперболической, антигиперболической и антипсевдоевклидовой в ряде слу¬
чаев удобно считать направленными; ср. ниже, стр. 295—296 или книги
Яг л ома [10] и [77].
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сечения. Примером такого преобразования может служить центральное проек¬
тирование цилиндра с на себя из некоторого' центра М, переводя¬
щее каждую точку А цилиндра во вторую точку А' пересечения а с прямой МА

(рис. 203); если прямая МБ касается цилиндра ог (в точке В), то точка В'
считается совпадающей с В. Можно доказать, что описанное преобразование
(отвечающее так называемой «осевой инверсии», близкой к обычной инверсии)
переводит каждое плоское сечение цилиндра о снова в его плоское сечение.

От стереометрических «моделей» плоских геометрий Кэли—Клейна не¬

трудно перейти к известным представлениям

этих геометрий на плоскости. Спроектируем каж¬

дую из сфер 2, 2Х, 2а, а и ах трехмерного

пространства { х, у, г) из ее «центра» 0(0, 0, 0)
на плоскость г=1 (рис. 204) х). При этом каж¬

дая пара диаметрально противоположных точек

«сферы» перейдет в одну точку плоскости 2=1
и мы сможем считать, что. точки нашей «плоскости

Кэли— Клейна» изображаются точками (обыкно¬
венной2)) плоскости. При этом, эллиптиче¬

ская плоскость Римана изобразится всей плоско¬

стью 2=1 (рис. 204, а), гиперболическая плоскость

Лобачевского — внутренностью круга х2+У9 = 1

(рис. 204, б)t дважды гиперболическая плоскость
и антигиперболическая плоскость—внешностью
того же круга (рис. 204, в), антиевклидова пло¬
скость—плоскостью 2=1 без одной точки х = у= 0

(рис. 204, г), наконец, антипсевдоевклидова пло¬

скость— парой вертикальных углов \х/у\ < 1 пло¬

скости 2=1 (рис. 204, д). Ясно, что проходящие
через точку О (0, 0, 0) плоские сечения любой

из «сфер» 2, 2i, 23, а и центральная проекция

этой «сферы» на плоскость 2=1 .из точки . О переводит в прямые ли¬

нии; поэтому в наших моделях шести плоских геометрий Кэли— Клейна
прямые этих плоскостей изображаются прямыми линиями плоскости 2=^ 1.

Полученные таким путем'«модели» плоских геометрий Кэли —Клейна и jmg-
лись исходным пунктом всех построений Кэли (алгебраических) и Клейна (гео¬
метрических); они называются моделями Клейна этих геометрий3).

Иное представление тех же шести плоских геометрий Кэли—Клейна на плос¬

кости можно получить, используя вместо центральной так называемую с т е р е о-

графическую проекцию, отображающую точки «сфер» 2, 21г 22, а и ах

на точки плоскости (ср. выше, стр. 159, 167 и 219). «Сферы» 2 и 2Х содержат
точку Q (0, 0, —1); спроектируем их из этой точки на плоскость 2= 1, касаю¬

щуюся «сферы» в диаметрально противоположной Q точке Qi(Oi 0, 1)
(рис. 205, а, б). При этом: мы получим отображение сферы 2 на (всю) плос¬

кость 2 = 1; если же мы захотим ограничиться, скажем, верхней полусферой 2',
то нам придется считать, что «полем действия» геометрии Римана на плоско¬

х) Геометрия Е.вклида, Галилея и Минковского с самого начала были нами

определены как «действующие» на (обычной) плоскости; разумеется, эти пред¬
ставления также можно получить в результате центральной проекции «сферы» а0
на плоскость- 2 = 1, т. е. на «полусферу» аб.

2) Точнее, проективной.
8) См. по этому поводу Клейн [55] или Каган [25]; по поводу модели;

Клейна геометрии Лобачевского см. также Норден [62], Александров
[64] или Я г л о м [10].
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сти 2 = 1 является (довольно причудливая) область, ограниченная окруж¬
ностью х2 + #2 = 4 и включающая половину точек самой этой окружности (ибо.
к полусфере 2' следует причислить половину точек ограничивающей ее окруж¬
ности; ср. выше, стр. 244, в частности, рис. 190, б). Часто оказывается более

удобным считать, что «полем действия» геометрии Римана является вся плос¬
кость 2=1; при этом, однако, точки плоскости будут являться образами

Рис. 204.

«направленных» точек плоскости Римана (ср. выше, стр. 260), изображаемых
всеми точками сферы 2. Заметим еще, что в силу свойств стереографической
проекции (см. стр. 160—163) окружности и прямые плоскости Римана, изобра¬
жаемые плоскими сечениями сферы 2, на нашей модели представляются в виде

{евклидовых) окружностей; в частности, прямые плоскости Римана, представляе¬
мые «большими окружностями» сферы 2, изображаются окружностями плос-
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кости 2 = 1, пересекающими окружность х2 + у2 = 4 в диаметрально противо¬
положных точках. Аналогично этому «верхнюю полусферу» стереографиче¬
ская проекция переводит в круг х2 + у2 < 4 плоскости 2=1, являющийся
естественным «полем действия» геометрии Лобачевского; однако в некоторых
случаях (например, при построении теории круговых преобразований геометрии
Лобачевского) приходится считать точки плоскости Лобачевского направлен¬
ными и полагать, что «область действия» геометрии Лобачевского совпадает
со всей плоскостью 2 = 1, на которую стереографическая проекция отображает

всю «сферу» 2Х. Так как стереографическая проекция «сферы» 2Х на плос¬

кость 2 = 1 переводит плоские сечения. «сферы» 2Х в окружности плоскости

(ср. выше, стр. 160—161), то в нашей модели геометрии Лобачевского все прямые
линии и все циклы (окружности, предельные линии и эквидистанты) изобража¬
ются (евклидовыми) окружностями.

«Сферы» 22, а и ах содержат точку Р (—1, 0, 0); спроектируем их на плос¬

кость * = 1, касающуюся «сферы» в «диаметрально противоположной» Р
точке Рх(1, 0, 0) (рис. 206, а—в). Полученное таким образом отображение
поверхностей 22, а и ах на плоскость позволяет построить на плоскости «мо¬

дели» дважды гиперболической, антигиперболической, антиевклидовой и анти-

псевдоевклидовой геометрий, «действующих» на поверхности рассматриваемых
«сфер»; при этом также удобно считать точки соответствующих геометрий
Кэли— Клейна «направленными», ибо только в этом случае образами точек плос¬

костей Кэли— Клейна будут все точки «сфер» 22, а и ахх). Отметим еще, что

*) Заметим, что на самом деле «полем действия» получаемых описанным

путем «моделей» шести геометрий Кэли—Клейна служит не хорошо знакомая

нам евклидова (или аффинная) плоскость, а более сложный геометрический
образ. А именно, стереографическая проекция сферы 2 и двуполостного
гиперболоида 2Х на плоскость г = 1 отображает 2 и 2Х н а евклидову

круговую плоскость (см. выше, стр. 159); стереографическая проекция
цилиндров а и ах на плоскость х= \ отображает е и сгх на циклическую

плоскость Галилея (стр. 167); стереографическая проекция .однополост¬
ного гиперболоида 22 на плоскость х=\ отображает его на круговую
плоскость Минковского (см. стр. 219).

z

Рис. 205.
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плоские сечения сферы 23 стереографическая проекция переводит в г и п е

болы плоскости лс = 1, а плоские-сечения сфер о и аг стереографическая
проекция переводит в параболы; поэтому прямые и циклы дважды гипер¬

болической и антигиперболической плоскостей изображаются на нашей модели

гиперболами, а прямые и циклы антиевклидовой и антипсевдоевклидовой плоо*

костей—параболами.
Так как получаемые с помощью стереографической проекции модели

плоских геометрий Лобачевского и Римана (весьма, кстати сказать, близкие
к тем «моделям», изучение которых составляет предмет нижеследующего

Приложения Б) впервые рассмотрел знаменитый французский математик

Анри Пуанкаре (1854—1912), то все эти модели называются моделями

Пуанкаре геометрий Кэли—Клейна *).

В заключение укажем, что, подобно тому как на плоскости существует
3*= 9 геометрий Кэли— Клейна, в трехмерном пространстве существует 33 = 27
подобных геометрических систем, отвечающих всевозможным комбинациям
мероопределений расстояний между точками на прямой, плоских углов в пучке
прямых (совокупности прямых, принадлежащих фиксированной «плоскости

пучка» и проходящих через фиксированную точку—центр пучка) и двугран¬
ных углов в пучке плоскостей (т. е. в совокупности всевозможных плоскостей,
проходящих через фиксированную прямую—ось пучка): каждое из этих

мероопределений может быть эллиптическим, евклидовым или гиперболическим!
При этом три типа мероопределений расстояний и три типа мероопределений
плоских углов были определены выше. Аналогично этому'определяются и три

типа мероопределений двугранных углов: обычное (т. е. принятое в евклидо¬

вой стереометрии) мероопределение двугранных углов называется эллиптичес-

ким, или римановым; мероопределение; определяемое условием о том, что
величина угла между плоскостями а и Р равна (евклидовой) длине отрезка
АВ, высекаемого плоскостями а и (S на некоторой (не параллельной ребру

г) См. Я г л о м [78] или [77]; по поводу моделей Пуанкаре геометрий Лоба¬
чевского и Римана см. также Клейн [55], Каган [25] или Я г л о м [10].
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двугранного угла) фиксированной прямой q, называется евклидовым; наконец,
мероопределение, задаваемое формулой

8 _AlocfZ(«,0.Z(MNЧ ftl04z(«.erZ(M)r
где знак £ применяется в смысле обычного двугранного угла между плос¬

костями, a i и е—какие-то две фиксированные плоскости, принадлежащие

рассматриваемому пучку плоскостей, называется гиперболическим, или меро¬

определением Лобачевского.

Примерами пространственных геометрий Кэли—Клейна являются как

обычная геометрия Евклида, так и псевдоевклидова геометрия, вырожденная

евклидова и вырожденная псевдоевклидова геометрии, галилеева геометрия,-

псевдогалилёева геометрия и вырожденная галилеева геометрия (см. выше,

стр. 252—253 и 255). Условившись характеризовать метрику на прямой, в пучке

прямых и в пучке плоскостей буквами «Р», «Е» и «Л» в зависимости от того,

является она эллиптической, евклидовой или гиперболической, и относя пер¬
вую букву к метрике расстояний, вторую—к метрике плоских углов и третью —

к метрике двугранных углов, мы сможем сказать, что евклидова геометрия

в пространстве относится к типу ЕРР,. а псевдоевклидова—к тицу ЕРЛ,
ЕЛР или ЕЛЛ в зависимости от того, считаем ли мы «плоскостями» нашей

«геометрии» плоскости, пересекающие конус &С с уравнением

х2+у2—z2 =0 (5а)

по эллипсам или по гиперболам, причем здесь следует отдельно рассмотреть

пространство, «прямыми» которого являются прямые, параллельные тем, ко¬

торые заключены внутри конуса <Р2\ и пространство, «прямые» которого

параллельны проходящим через точку О (0,0Г0) и лежащим вне Ж прямым1).
Аналогично этому вырожденная евклидова геометрия относится к типу ЕРЕ,
а вырожденная псевдоевклидова геометрия—к типу ЕЛЕ; при этом «прямыми»
вырожденной псевдоевклидовой геометрии мы должны считать (евклидовы)
прямые, параллельные проходящим через точку О (0, 0, 0) прямым, принад¬
лежащим любой (но только какой-то одной!) паре вертикальных углов,
образованных плоскостями

х2—у2 = 0 или (х-\-у) (х—у) = 0.

Наконец, галилеева, псевдогалилеева и вырожденная галилеева геометрии
относятся к типам ЕЕР, ЕЕЛ и ЕЕЕ.

Таким образом,’ выше мы уже встретились с девятью из двадцати семи

трехмерных геометрий Кэли—Клейна, а» именно с теми геометриями, в кото¬

рых метрика расстояний является евклидовой. [Эти девять геометрий естественно

сравнить с тремя плоскими геометриями Кэли—Клейна, служащими основным

объектом изучения в настоящей книге: с геометриями Евклида, Галилея
и Минковского, в которых также метрика расстояний является евклидовой.]
Остальные 27—9=18 пространственных геометрий Кэли—Клейна можно

определить на сферах четырехмерных 2) обыкновенных и вырожденных евкли¬

довых и псевдоевклидовых пространств; одцако эти построения ®) уже выходят
за рамки настоящей книги.

*) Если все «плоскости» нашей геометрии Кэли —Клейна пересекают
конус &С по (евклидовым) эллипсам, то «прямыми» мы неизбежно должны
считать (евклидовы) прямые, параллельные проходящим через точку О пря¬
мым, лежащим вне &С (ибо наши «плоскости» содержат только такие «прямые»).

2) См. Кок стер [19]; Розен фельд и Яглом [20].
3) См., например, книгу Розенфельда [82].



'ПРИЛОЖЕНИЕ Б

ЧИСЛОВЫЕ МОДЕЛИ ПЛОСКИХ ГЕОМЕТРИЙ

Хорошо известно, что точки евклидовой плоскости можно отож¬

дествить с комплексными числами, сопоставив точку с декартовыми

прямоугольными координатами (х, у) или с полярными координатами

(г, ср) комплексному числу

z = х + iy = г (cos ф +1 sin ф) (16)

(рис. 207). Величины х и у называются соответственно действи¬
тельной (вещественной) и мни¬

мой частью числа z и обозначаются

символами Re^ и Imz1); величины г и

ф называются м о д у л е м 'и аргумен¬

том числа z и обозначаются символами

| ^ | и Arg z. [Аргумент числа г=ФО опре¬
делен с точностью до произвольного сла-

^

х гаемого, кратного, 2я, т. е. наряду с ф
аргументом z является любой угол

Рис. 207. ф + 2nk, где k—целое число; число

z= 0 не имеет аргумента.] Модуль \z\
Числа z можно определить по формулам

(a) \z\2= х2 -\-у2 (= (Re z)2 +’(lm z)2) или (6) \z\' = zz, (17)

где z— число, сопряженное числу z:

(a) Re^=Rez, \mz=—1тz или (б) |я| = |г|, Argz = — Arg2: (18)

[т. е. если 2= x-\-iy— г (со5ф + / sin ф), то z= х— (у = г (cos (—ф) +
+/sin(—ф)) (= г (cos ф— / sin ф))]- Аргумент Агgz числа z задается

соотношениями

= cos (Arg z), 1-щ = sin (Arg г),^ = tg (Arg z), (19)

J) Первые буквы французских слов reel—действительный и imaginaire —
мнимый. .
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которые уместно также переписать в более привычном большинству
читателей виде

х
= cos ГГ). — = sin со.

^У
= cos ф, jr = sin ф, J- = tg<P* (19а)

Важно иметь в виду, что

Re (^±%) = Re z±Re zlt \m(z-±.z-s) = \mz±^mzl (20)

(т. e. {x + iy)±{Xx-\-iyy) = {x±x1) + i(y±yx)),

\z-z1\=\z\-\z1\, Arg(z:z1) = Arg^ + ArgZj (20a)

(т. e. r (cos ф + i sin ф) • rx (cos фх +1 sin фх) =

= rrx [cos (ф + фх) + / sin (ф+Фз.)]), a

=
, Arg (•£-) = Arg z Arg zx (206)

-[005(9—9!) + / sin (Ф — Ф1)])- Из COOTHO-(x e -

'
*

гг (cos Ф1+ i sin фх) гг
шений (18) —(206) также следует, что

Z + Zi = Z + Zi, z—7i= z— z[, lTz[='Z‘Z1 И = (21)

и что сумма z + z ( = 2Re z) и произведение zz(=\z\2) двух соп¬

ряженных чисел будут числами вещественными, а разность
z — z ( = 2Im z-i) — числом чисто мнимым (т. е. имеющим вид ib9
где Ъ вещественно). Равен¬

ство z = £ имеет место лишь

для вещественных чисел z, для

которых Im z = 0, Arg z = 0 или

эх, а равенство z =—z— лишь

для чисто, мнимых чисел z, для

которых Re 0 = 0, a Argz =

= +-^ 2
#

Расстояние d2tZx между
двумя точками евклидовой плос¬

кости, отвечающими комплекс¬

ным числам z и zlf
—

между точками z и zly как мы будем говорить

в дальнейшем,— определяется формулой

dz,zi = \z-Z1\ или 4Zl = (* —*i) (z—Zj) (22)

(рис. 208, а). Угол 6(Zo, Zl) (г0, г2) между прямыми, соединяющими точки

z-l и г2 с одной и той же точкой z0,— между прямыми (z0, zx) и (z0, z2),
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как бы будем дальше говорить,— задается равенством

S<*„, *,) (го. *i)
= A?S V^ *l> Zo) = ArS » (23)

где выражение V'(z2, zx; z0) = z2~~z°- можно назвать (простым) отно-
Zi—г0 ^

шением трех точек z2y zx и z0. Формула (23) следует из того, что

6сгг-, г1), (г0, г2)
= Фа

—

Фъ где Ф2 и фх —аргументы комплексных чисел

z2
= z2

—

z0 и zl = z1
—

z0 (рис. 208,6). При этом следует иметь в

виду, что угол 8(z Zih {z } Zz)
— это направленный угол между

направленными прямыми (zQy zx) и (z0, z2)y т/е. угол, на кото¬

рый надо повернуть положительный луч направленной прямой (z0y zx)
(луч, ведущий от z0 к z±) для совмещения его с положительным

лучом второй направленной прямой (z0, z2).

Рис. 209.

Ясно, что прямая (ненаправленная) (zly z2) — это множество

Таких точек z, что

Arg V (zy z2) = Arg = 0 (или = я) (24)
21—г2

(рис:. 209, а). Отсюда следует, что прямую (zly z2) можно опреде¬

лить как множество таких точек zy что

I'm V (z, z-ь z^ = Im = 0, (24а)
Z1 Z2

т. е. что число V (zy z±; z2) вещественно. Последнее условие можно

также записать так:

г—ъ
= г—-_ (25)

Zl——Z2

Другими словами, уравнение прямой (zly z2) имеет вид (25),
т. е. имеет вид

(zl— z2)z — (Zl — Z2) Z +. (*i2a-—*!*,) = 0
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или.

Bz-Bz + C= 0, Re С= 0, (26)

где B = ~zx — z2 и C=21z2 — т. е. С—чисто мнимое число.

Обратно, можно показать, что каждое уравнение вида (26) задает

некоторую прямую линию, а именно прямую, проходящую через такие

точки и z2i что £1-^z2 = B, z1z2
—

z1z2 = С.

Окружность с центром zQ и радиусом г представляет собой

множество таких точек z, что

\z—z0\ = r или (z—z0) (z—70)= г2 (27)

(рис. 209, б). Таким образом, уравнение окружности имеет вид

ZZ—ZqZ—ZqZ + (z0z0— г2) = 0,
или вид

azz + bz + b z + c = 0, Im а = Im с = 0.. (28)

Верно и обратное: всякое уравнение вида (28) определяет некоторую

окружность, а именно окружность, центр 20 и радиус г которой

определяются равенствами £0 =
—

z0z0
— r%=z~^- Ясно, что

уравнения (26) и (28) можно записать в единой форме (28), где

только в случае уравнения (26) надо считать, что

а = 0 (29)

(для того чтобы придать уравнению (26) вид (28), надо умножить
все'члены уравнения (26) на мнимую единицу /). Можно также при¬

дать уравнениям (26) и (28) единый вид

Azz +Bz—Bz+ C=0r Re Л= Re С= 0, (28а)

причем в случае прямой линии (уравнение (26))
А = 0. (29а)

Окружность, проходящую через три точки zly z2 и z3, можно

также описать как множество таких точек z, что

б(г3, 2г) (z3, z2) ^(Z,Z1) (Zy z2)
= 0 (или = Я)

(здесь углы и прямые—направленные; рис. 209, в) или что

Arg|=|—Arg|=| = 0 (или = я). (30)

Но (двойное) равенство (30) равносильно, очевидно, условию

^г»=1гатегШ=,т(1^:13)=0. <30а>
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где выражение W (zx, z2; z3, z) = ———:——- можно называть (слож«
22—23 z%—z

ным или двойным) отношением четырех точек z1} z2, z3 и z. Таким

образом, условие принадлежности четырех точек zx, z2iz3 и z± одной

окружности (или одной прямой) имеет вид

ItnlV(zx, z2; z3, = (31)

Уравнение (30a) окружности, проходящей через точки zlf z2 и z3,
можно еще записать так:

*1— ?3.gi—г_ гг—z3 в гг—г

или так:

г2— г3 22—2 22—23 22— 2
* (306)

Агг +йг—£z+ С=0, Re Л = Re С— 0, (28а)

т. е. в том же виде, что и раньше; теперь в .уравнении (28а)

A=(zx—z3) (г.г—Г3)—(^х—г3) (zz—z3),
B = z2 (zx—z3) (z2—2:3)—zx (zx —г3) (?a —13), (286)

C=zxz2 (zx—z3) (zt—zt)—z^zt (zx—z3) (z2—z3).

Движения евклидовой плоскости представляют собой такйе

преобразования плоскости, переводящие точку z в точку z\ чтох)

(a) z' = pz + Я или (б) zf =pz+ q (рр = 1). (32)

В самом деле, легко показать, что если z' и z\ связаны с z и zu
скажем,' соотношением (32а), то

(zx—z')(z'x—?) = [(pzx + q)— (pz + q)] [(pzx+q)—(pz+q)] =

=p(zx-z)-p(zx—z)=pp (zx—z) (zx —z) = (zx—z) (zx —z),

т. e. преобразование (32a) сохраняет расстояние (22) между точками:

dz[,z'=dz„z- (33)

В частности, простейшие преобразования

(а) 2' = —г и (6)z' = z (34)

г) Нетрудно видеть, что формулой (32а) записываются так называемые

«собственные движения» («движения 1-го рода»), а формулой (326) — «зеркаль¬
ные движения», или «движения 2-го рода» (ср. Перепелкин [5J, Яг л ом [9]).
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выражают симметрию относительно точки 0 (рис. 210, а)
и симметрию относительно прямой Im z = 0 (рис. 210, б),
а общее преобразование (32а) представляет собой поворот, вокруг

точки 0 на угол Arg/?, сопровождаемый параллельным переносом на

вектор q с началом 0 и концом q (рис. 211).

Заметим, наконец, что преобразования

az + b
'

cz + d
или (б)z> = **±L {ad—Ьсф 0) (35)

cz+d

(которые родственны движениям (32), если с = 0), обладают тем

свойством, что сохраняют значение двойного отношения W (zx, z2; z3, z4)
четырех точек (случай преобразований (35а)) или заменяют его ком¬

плексно сопряженным (случай преобразований (356)). В самом деле,

если, например, точки z\, z2, z'3 и z4 связаны с точками zliyz2, z3 и z4
формулой (35а), то

W(z'lt z2; z3,z4)-
Zl—Z3

e
Zi — Z4

%2— 23 Z2— Z4

Kazx
+b az3 + b\

. faz2 + b az3+b\ 1
. Г(azx+b az4+b\ ш

czx + d cz3 + dj \cz2 + d cz3 + djj cz4+ dj
Jaz2 + b az4 + b\l

=

Г(ad—be) fa—z3). (ad—fa) (z2—z3) 1
*

\cz2+ d cz4 + d)\ L («1 + d) (cz3 + d)
*

(cz2 + d) (cz3 + d)J
*

, Had—be) (zi — zA)'(ad—bc) (z2—z4)~l
L(czi +'d) (cz4 + d) (cz2 +s d) (cz4 + d) J

_ \zi— z3 cz2 + d~\
t \z\ z4 cz2 + dl _zl

—

z3tz1
—

z4_ .

[zo— z3
’

cz1 + d]
*

[z2—z4
‘

cz1 + d\ z2—z3'z2— z4
{ ъ 2’ 3> 4'*

Поэтому, если для четырех точек гъ z2, z3 и z4 отношение

W (^ь z2> z3j zd вещественно, то вещественно также и число

W(zJ, z2\ z3, z4), где Zi, z2, z3 и -z4
— точки, полученные из гъ z2,

z3 и z± преобразованием (35a) или (356); другими словами, четыре
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точки, принадлежащие одной окружности (или прямой), преобразо¬
вание (35) переводит в четыре точки, также принадлежащие одной
окружности (или прямой). Таким образом, преобразования (35) евкли¬

довой плоскости переводят окружности (и прямые линии) снова

в окружности (и прямые линии), т. е. являются круговыми
преобразованиями (см. выше, стр.
164). Более того, можно показать,
что каждое круговое преобразование
евклидовой плоскости можно представить
в виде (35а) или (356). В частности,

инверсия с центром 0 и степенью 1

(ср. стр. 138—139) записывается следую¬
щим образом:

г’ = -L (36)
г

(рис. 212; равенство (356) обращается
в (36), если в нем положить a = d = О, 6 = с=1).

Ясно, что преобразования (32) переводят каждую точку г евклидовой
плоскости в новую точку г'. Однако для преобразований (35а, б), где с Ф О,
это уже неверно — такие преобразования не являются взаимно однознач¬

ными преобразованиями (евклидовой) плоскости. В самом деле, точку

d d ^

2= , соответственно 2 = —
, обращающую в нуль знаменатель дроби,

с с

стоящей в правой части равенства (35), преобразование (35а) (соответственно
(356)) не переводит ни в какую точку плоскости.

Последнее обстоятельство связано с тем, что,-в то время как операции

сложения,, вычитания и умножения в области комплексных чисел всегда

осуществимы, операция деления осуществима не всегда: частное ~ не имеет

смысла, если г2
= 0. Для того, чтобы устранить,возникшее затруднение, иногда

условно полагают

и считают, что

2+ 00 = 00 , 2— 00 = 00 , 2 - 00 = 00, —= оо,
—
= 0,

2 00

где 2—произвольное комплексное число (причем в 3-м равенстве г Ф О, а
во 2-м, 4-м и 5-м 2 Ф оо). Поэтому, если дополнить «плоскость комплексного

переменного» одной фиктивной «бесконечно удаленной точкой» оо, .то на рас¬
ширенной таким образом плоскости преобразования (35а, б) будут уже
взаимно однозначными; в частности-, преобразование (35а) переводит

трчку 2=—?— в точкус
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И точку 2=00 в точку

£,_
д-оо+6

g+
oo л+О

_

а

с-оо
~

,
d с+ 0 с

оо

Таким образом, естественным «полем действия» круговых преобразований
(35а, б) является не обычная плоскость Евклида, а круговая пло¬

скость, получаемая из евклидовой плоскости пополнением последней одной
«бесконечно удаленной точкой» оо.

Намеченные выше построения могут бьцъ еще расширены. Наряду
с комплексными числами математика знает две другие системы «чисел»—

так называемые «дуальные числа» и «двойные числа». Дуальное
число определяется как выражение; z = x-j-eyy где лг, у

— числа

вещественные, а «дуальная единица» 8 удовлетворяет условию е2 = 0;
при этом, разумеется, «дуальная единица» 8, подобно «комплексной
единице» г, является «числом особого рода», никак не сравнимым
с обыкновенными (вещественными) числами.' Аналогично этому под
двойным числом понимается выражение z = x-\-eyt где х, у

— веще¬

ственные, а «двойная единица» е (это тоже есть «число особого

рода», несравнимое с вещественными числами) удовлетворяет условию
в2 = “Г 1.

Дуальные числа, как будто, впервые рассматривал известный не¬

мецкий геометр Эйген Штуди (1862 —1930), в силу чего в лите¬

ратуре их зачастую называют «дуальными числами Штуди»; двойные
числа, по-видимому, впервые ввел современник Штуди, видный
английский математик Вильям Клиффорд (1845— 1879)1).

Сложение и вычитание дуальных и двойных чисел определяется
аналогично сложению и вычитанию комплексных чисел:

{х + 8у) ± (*! + еух) = (X + *i) + 8 (У ±уг), (37')

(х + еу) ± (я + еух) = (х ± ^i) + е {у +^1)» (37")

а умножение производится так:

(х + еу) (хг + еух) = ххг + е (ху^) + е (yxj + е2 (ууг) =

= хх1-\-&(хуг-{-ух1)> (38')

(X + еу) (хг + eyt) = хх1 + е (ху-д + е [ухх) + е2 (уух) =*

= [ххг -\-yyJ + е {хуг +yxj) (38")

х) Заметим, что иногда выражение «комплексные числа» употребяют, так

сказать, в «обобщенном смысле», т. е. имея в виду сразу три системы
чисел —(обычные) комплексные, дуальные и двойные числа. Мы, однако, далее

будем употреблять термин «комплексные числа» лишь в его обычном смысле.
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(ср. с равенством (# + iy) (хг + iyx) = (ххг —ууг) + / (ху +.У*!)). Та¬
ким образом, если и для чисел z = x-j-sy и z = x-\-ey условиться
писать x = Rez, y = Imz, то, как и в случае комплексных чисел,

Re (z ± Zi) = Re z ± Re zl9 Im (z ± zx) = Im z ± Im <zx. (20)

Кроме того, для всех трех типов чисел (комплексных, дуальных и

двойных)
Im (z • zx) = Re z • Im zx + Im 2 • Re zx; (39)

однако, в то время как для комплексных чисел

Re (z • zx) = Re z • Re zx — Im z • Im zl9 (40)

для дуальных и двойных чисел соответственно

Re (z -z1) = Rez- Re zx (40')
и

Re (z • zx) = Re z • Re zx + Im z • Im (40")

Операция деления в множестве дуальных и двойных чисел тесно

связана с операцией образования числа z, сопряженного к дан¬

ному числу z\ эта операция для всех трех типов чисел определяется

единообразно:

если z = X'+Iy, то z = x — Iy, где /=/, е, е (41)

(обозначение / мы будем применять и в дальнейшем). Таким образом,
для всех трех типов чисел

Rez = Rez-n Imz = — Im^. (18a)

Сумма двух сопряженных чисел (для любого типа чисел) является

числом вещественным, т. е. таким числом z9 что lmz = 0;
разность же сопряженных чисел является числом «ч исто мни¬

мым», т. е. таким числом z, что Re£ = 0:

z + z = 2Re z, z—z = 2Im z-I, I=i, e, e. (42)

Условие z = z характеризует вещественные числа, а условие z = —z —

чисто мнимые числа. Еще важнее, что также и произведение zz двух
сопряженных чисел всегда является числом вещественным:

(x + iy)(x —iy)=x*+y\ (х + ву)(х—гу) = х2,
(х + еу)(х— еу) = х2—у2. (43)

Поэтому для определения значения дроби ^ достаточно домножить

ее числитель и знаменатель на число z; при этом знаменатель zz
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полученного выражения будет уже числом вещественным,
гг

и для того, чтобы разделить на него число zxz, будет достаточно

поделить на zz отдельно Re (zxz) и 1т(ггг):

С *i + a/i _(x1 + iy1)(x-—iy)
_

(xx1 + yy1)+i(xy1—x1y)
_

х+ iy (х+ iy) (х—iy) х2 + у2

__хх1 + уу1 .хуг—хгуа .

-

Х2 + у2
-Г1

х2 + у2
»

zi

xi +eyi_fa+ey1) (х еу) хх1+ е(ху1—х1у)
х+еу (х+гу) (х—еу) х2

"

= (44')

Xi + ey1= (х1+еу1)(х—еу) _ххг—уу1-)Ге(ху1—х1у)
_

х+еу (х+еу)(х—еу) х2—у2

_
ххг-уух хух—хху

—

—
-Т~в

х2_у2
• I** )

Из формул (44) —(44") следует, что, в то время как в области

комплексных чисел невозможно, деление лишь на такое число

z = x + iy, что л;2+.у2 = 0, т. е. на число 0 (= 0 + /0), в области

дуальных или двойных чисел имеется больше чисел, деление на

которые невозможно. А именно, в области дуальных чисел невоз¬

можно деление на такое число 2 = л; + еу, что л: = 0, т. е. на все

числа вида еу (= 0 + еу); в области двойных чисел невозможно деление

на такое число z = x + ey, что х2—у2 = 0 (т. е. (лг+.у) (л:—.у) = 0),—
другими словами, на числа вида х + ех и х — ex.

Мы знаем, что первое из равенств (43) кладется в основу опре¬

деления модуля |z | комплексного числа z:

\z\2 = zz = x2 +j/2, где |z |^0

(см. (17)). Аналогично этому в области дуальных и двойных чисел

(сохраняя то же обозначение (z | для модуля z) положим соответ¬

ственно

| z |2 == zz = х2) (17а)

\z\2 = zz = ± (х2—у2). (176)

Точнее, для дуального числа z = x + ey мы условимся считать,
что

\z\ = x (17')
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(таким образом, модуль дуального числа может быть как положи¬

тельным, так и отрицательным!), а для двойного числа z = x-\-ey

г ,1 ± Vx?—f при | * | > |_>/1,
\ ±Yy2—x2 при |*|<|.у|-

Кроме того, удобно считать, что знак модуля двойного числа сов¬

падает со знаком большего по абсолютной величине

из чисел х и у (таким образом, модуль двойного числа также мо¬

жет быть отрицательным!).
Теперь мы можем утверждать, что во всех трех системах чисел

(комплексных, дуальных и двойных) ^невозможно деление лишь на

числа нулевого модуля (на такие числа £, что |^| = 0). Такие числа

называют также делителями нуля, ибо для каждого подобного
числа z существует такое отличное от нуля число ^,-что zz1 = Q:

0-(я+/£>) = 0; (еу) • (eb) = 0;

(х +ех) (а— еа) = (1 + е) (1 —е) (ха) = (1 —е2) (ха) = 0.

Пусть z—число ненулевого модуля: \г\ = гф0. Вынесем
в выражении z = х -\-еу или z = х + еу числа z модуль | z | = г этого

числа за скобку как множитель:

г = х + гу = г + ; z = x + ey = r (y+e-fj .

В случае дуального числа z = x + ey модуль \z\ = r числа 2%
как мы знаем, равен х\ поэтому можно написать

*=-X+ ey = r(l+e.L) .

Отношение — = ф называют аргументом дуального числа z= х + еу

ненулевого модуля и обозначают через Arg z\ таким образом, каж-

дое дуальное число ненулевого модуля можно записать так:

z = x-\-zy = r(\-\- еф), где r = \z\ и ф = Агgz, (16')

причем модуль \z\ и аргумент Arg г числа z определяются по

формулам

\z\ = x = Rez (17')
и

Argz = -^ =/T=^ =^. (19')&
х \z\ \z\ Rez v '

В случае двойного числа z = x + ey надо отдельно рассмот¬

реть случаи [*|>|.у| и |*|<|.у|. В случае \х\>\у\ модуль г
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числа z определяется по формуле

(а) r = \z\ = ±Vx*^y* <17")

(где знак числа г совпадает со знаком числа л;). Поэтому

( х V ( у V— *2—*/2
_

х2—у*
_

-

\г ) \ г )
^

га
”

х—ф

и, следовательно, существует такое число ф (которое можно пони¬

мать как некоторый угол в геометрии Минковского; см. выше,

стр. 207), что

■•о

/4 1. х Re г « у Im z sh® у Im z /1П„Ч

(а) сЬФ =у
=
—, sh9 =f = th9 = cTJ = -|- =ш (19 )

^причем, естественно, ch<p = y > 0; см. стр. 207 j. Если же |дг| < |_у|,
то

(б) r'=\z{=±Vf^}? (17")

(где знак числа г совпадает со знаком числа у); поэтому

( у\
2 / X \*_ У2—Х2 _У2—Х2 _ -

W \г )
~

г2 -у*-х*~1'

В этом случае существует такое число ф, что

х Rez « у 1т г ,« sh ® х Rez yin//v

(б) shф = — = -г—г-, сЬф = —= -т—г, thф = —гг-^ = —= г— (19 )' 7 Y
г | z |

’ т
г I z |

’ Y ch9 у Imz
v 7

^и здесь сЬф=у > о). Определенное формулами (19"а, б) число ф

называется аргументом двойного числа z и обозначается через Агgz.
Таким образом, каоюдое двойное число z = x-j-ey ненулевого модуля

можно. записать в одной из форм

(а) г = г(с11ф + е811ф) или (б) ^ = г($Ьф + всЬф), (16")

где г = |z | и ф = А^£, причем модуль \z\ числа z = x-\-ey опре¬
деляется формулами (17") (где знак числа \z\ совпадает со знаком

х для чисел вида (16"а) и со знаком j; для чисел вида (16"б))', а ар¬

гумент Агgz этого числа задается соотношениями (19"а, б). Числа

вида (16"а) (числа х + еу, где |*|>|.у|) мы условимся называть

двойными числами 1-го вида, а числа вида (16"б) (числа z = x + ey9
где |*|<|.у|)—двойными числами 2-го вида.

Заметим еще, что

если z = x +еу = г( 1 + еф), то z = х—еу = r (1 + е(—ф));



278 ПРИЛОЖЕНИЕ Б

таким образом, для дуальных чисел также справедливы формулы

\z\ = \z\, Axgz = —kxgz. (186)

Эти формулы сохраняют силу и для двойных чисел 1-го вида, ибо

если z=x + ey=r^ (ch ф+е shcp), то z=x—ey=r (ch(—ф)+£(8Ь(—ф))

(ср. с формулами (19а, б) из § 11, стр. 207). Однако для двойных

чисел 2-го рода они заменяются формулами

|ZI = — I г I, Argz =—Argz% (Г8в)

ибо

если z = х + еу
— г (sh <р + ё ch <р),

то z = х—еу = —r(sh(—ф)+есЬ(—ф))

(см. те же формулы (19а, б) из § 11).
Составим теперь произведение двух дуальных чисел г = г(1+вф)

и z1 = r1( 1 + ефх):

ZZi = Г (1 + еф) -Г1 (1 + 8ф!) = rrx [(1 + 8ф) (1 + 8фх)] =
= ГГг (1 + бф-f6ф1 + 82-фф1) = ггг (1 + 8 (ф+ фх)).

Таким образом, для дуальных чисел выполняются (знакомые нам по

комплексным числам) формулы

\zz1\ = \z\-\z1\, Arg(zzj) = ArgzArgzt (20a)

(соотношения (20a) для комплексных чисел называются фор м у¬
лами Муавра; их можно так назвать и в области дуальных
чисел). Следствиями (20а) являются правила

i Arg(i)=Ax%z—Atszi (2o6)

(t. e. (l+e (Ф-'9i)))- Аналогично этому, если

г=г(сЬф+еэЬф) и г1=г1(сЬф1+езЬф1), то

= г (ch ф + е sh ф) • rx (ch фх + е sh фх) =

= гг! [(ch ф + е sh ф) (ch фг + е sh фх)] =
— rrx [(ch ф ch фх+ sh ф sh фх) + е (ch ф sh фх + sh ф ch фх)]=

=ггг [ch (Ф+ф!> + е sh (ф + фх)]
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(ср. с формулами (21а, б) из § 11-, стр. 208); если z = г (sh <р + е ch ф)
и zх = гг (sh фх + е ch фД то

ZZX = г (sh ф + е ch ф) • rx (sh q>x—(- е ch фх) =

= ггг [(sh ф + е ch ф) (sh фх + е ch фх)] =
= rrx[(sh ф sh фг + ch ф ch фх) + е (sh ф ch фх -f- ch ф sh фх)] =»

= гг
у [ch (Ф + фх) + е sh (ф + фх)];

наконец, если z = r (сЬф-f е shcp) и ^1 = r1(sh91 + ech91), то

zz1 = г (ch ф + е sh ф) • гг (sh фх + е ch фх) =
= ггг [(ch ф + е sh ф)(5Ьфх + еch фх)] =

w

*= rri [(с^ Ф sh фх + sh ф ch фх) + е (ch ф ch фх + sh ф sh фх)] =

= rrr [sh (ф + фх) + е ch (ф + фх)]

(см. те же формулы (21а, б) из § И). Таким* образом, для двойных

чисел также справедливы ф о р м у .л ы М у а в р а

\zz1\ = \z\-\zx\, Arg (zzx) — Arg z -f" Arg z^\ (20a)

однако здесь надо еще помнить, что произведение двух одноимен¬
ных двойных чисел (двух чисел 1-го вида или двух чисел 2-го вида)
является двойным числом 1 -го вида, а произведение двух разно-
именных двойных чисел (т. е. числа 1-го вида и числа 2-го вида) —

двойным числом 2-го вида. Из формул (20а) также следует, что

|^| =}^, Arg(^)=Arg«r-Argz1; (206)

однако и здесь важно учитывать, что частное двух одноименных
двойных чисел всегда является числом 1 -го вида, а частное двух
разноименных двойных чисел—числом 2-го вида:

Mchy_+esh q>)
=

r

jshcp+.ch cp)
= г_ f _ sh ф _

/*1 (сЬфх+ е sh фх) /-! (sh ф1+е ch фг) г±
1 Т1/ 1 T1/J

И

Mch<p+esh<p) r(sh<p+echy)
_

г . .. .

ri (sh <Pi+e chcpj) (ch q^+esh q^) rx
^ Ф1) + (Ф Vi)J*

Заметим, наконец, что, как следует уже из формул (20), (39)
и (40) — (40"), (44) — (44") и определения (41) сопряженного числа

(или из формул (20а, б) и (18а—в), если речь, идет об умножении
и делении), для всех трех типов чисел
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Укажем еще, что в области дуальных чисел для вещественных чи¬

сел Arg z = 0, а для чисто мнимых чисел Arg z не существует;
в области же двойных чисел и для вещественных чисел и для чисто

мнимых чисел Argz = 0 (причем первые из этих чисел являются

числами 1-го вида, а вторые — числами 2-го вида).

После этого аналитического введения перейдем к геометрии.
Условимся сопоставлять точке плоско с т и Г алилея (см. §§ 3—9)
с декартовыми координатами х, у или с полярными.* координатами
г, ф (т. е. такой точке М, что ОМ= doM = г и хОМ= бох, ом = ф;
разумеется, расстояния и углы здесь понимаются в смысле геометрии

Галилея!) дуальное число

(рис. 213, а). Далее, полярными координатами точки М

плоскости Минковского (см..§ 11) мы будем называть (пони¬
маемое в смысле геометрии .Минковского!) расстояние OM— doM — r

и один из углов хОМ= 80х, ом = ф и /^уОМ=80у, ом = Ф,
в зависимости от того, является ОМ прямой 1-го или 2-го рода

(ср. выше, стр. 209); затем условимся сопоставлять точке плоскости

Минковского с декартовыми координатами х, у или с полярными

координатами г, ф двойное число

£ = д; + еу = /*(с11ф + е811ф) или z = x + ey = г (БЬф + е сЬф) (16")

в соответствии с тем, какое из равенетв ф = /_ хОМ или ф = /_уОМ
имеет место (рис. 213, б). Сопоставим еще точкам «особой прямой»
д: = 0 плоскости Галилея («прямой нулевой длины»; ср. выше, стр. 46

И 51) делители нуля в области дуальных чисел, а точкам двух «особых

z = х + sy = г (1 + 8ф) (16')

i

Рис. 213.
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прямых» х=у и х =—у плоскости Минковского («прямым нулевой
длины»; ср. выше, стр. 196 и 198) делители нуля в области двойных

чисел. Таким образом мы отождествляем точки плоскости Галилея

с дуальными числами (и поэтому в дальнейшем будем говорить
«точка z плоскости Галилея», понимая под этим ту точку плоскости

Галилея, которой сопоставлено дуальное число z), а точки пло¬

скости Минковского—с двойными числами (и здесь мы тоже будем
свободно употреблять выражения типа «точка z»).

Расстояние dZf 2l между двумя точками z и гг плоскости

Галилея или плоскости Минковского будет определяться той же

формулой

dz,Zl = \z—zx\ или dlzt = (z—zx) (z—Zl), (22)

к которой мы пришли, отождествляя точки евклидовой плоскости
с комплексными числами (рис. 214, а, б), — это следует из опреде¬

ления (17а, б) модуля числа и из формул (5) из § 3 (стр. 51) и

(15)—(15'а) из § 11 (стр. 199—200). Далее, угол 6(Zoi 2l)(Zo> гг) между
прямыми (г0, 2Х) и [z0% za), соединяющими точки. zx и z2 с одной’ и
той же точкой z2 (если этот последний угол существует; ср. выше,
стр. 54 и 203), выражается уже знакомой нам формулой

б(,„ *>, (*„, гг)
= Arg V (z„ zx; г0) = Arg , (23)

С1 *0

где величину V{zitzx\ z0) = по-прежнему называют (простым)
отношением трех точек z2, z± и z0 (плоскости Галилея или плоскости
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Минковского). Соотношения (23) следуют из того, что б(2о, 2l)t (2о, ?2)=a
= Ф2 —Фх, где

<Pi = Arg z\ = Arg (zx— 2г0), ф2 = Arg z\ = Arg (z2—г0)

(см., например, рис. 215, a — в случае плоскости Галилея и рис. 215, а9
б, в-—в случае плоскости Минковского; при этом на рис. 215, в z'®=z\—
— 20,где (z0i z'i) J_ (20, ^i), в соответствии с определением угла между

х О

разноименными прямыми в плоскости Минковского). Заметим, что

как в случае плоскости Галилея, так и в случае плоскости Мин¬

ковского формула (23) фактически определяет величину направ¬
ленного угла между прямыми (20, гг) и (z0, z2) (ср. выше, стр. 268).

Поскольку прямая (zl9 z2), очевидно, представляет собой мно¬

жество таких точек z, что

Im V (z, zx; z2) = О, (24a)

где V (z, гг; z2) = -———(простое) отношение трех точек z, zv z2Zi— Zo

(ср. рис. 209, а выше), то уравнение прямой плоскости Галилея

или плоскости Минковского имеет знакомый нам уже вид

z—z2

Zi— Z2 Zl
— z2

(25)

‘ИЛИ

Bz —Bz + C= 0, ReC= 0. (26)

Обратно, как и в случае евклидовой плоскости, каждое уравнение
вида (26) задает некоторую прямую линию плоскости Галилея или

плоскости Минковского (разумеется, в зависимости от того, являются
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числа z и коэффициенты В и С дуальными числами или двойными),
а именно прямую, соединяющую такие точки zx и z2) что zx — z2 = Bt
z1z2 — z1z2 = C.

Окружность с центром z0 и квадратом радиуса р, где р = г2

В случае геометрии Галилея и р = + /*2 в случае геометрии

Минковского, причем г> 0 {рис. 216, а, б; ср. выше, стр. 200),
представляет собой множество таких точек z, что

\z — zQ\ = r -или (z — z0) (z— zQ) = p; (27)

яри этом в случае геометрии Минковского надо еще потребовать,
чтобы все разности z — z0 были числами одноименными (числами
одного вида). Таким образом,. уравнение окружности имеет вид

zz— z0z
—

z0z + (z0z0 — р) = 0
ч

или вид

azz -\-bz +hz-\-с = 0, Im а = Im с = 0. (28)

Обратно, каждое уравнение вида (28) определяет окружность пло¬

скости Галилея или плоскости Минковского, центр z0 и квадрат

радиуса р кот.орой определяются из соотношений

— Ъ — с

*о=—. *о*о-Ре¬

цикл плоскости Галилея, проходящий через три точки zv z2 и z3

(рис. 217, а), и окружность плоскости Минковского, проходящая
через точки гъ z2 и z3 (рис. 217, б), —это множество таких точек z,
что

Zl)f(23, z2)
= 8(2, ZjAZ, Z2)
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(ср. выше, стр. 83 и 2Q6), т. е. что

^1
—Z3 . ^1—^

Z2— Z3 Z2—2')=0, (30a)

где W(zly z2; z3i 2)=——— : ——-—(сложное или двойное) ото-
Z2
— Z3 Z2— Z

шение четырех точек zl9 z2, £3, 2 плоскости Галилея или плоскости

Минковского. Таким образом, уравнение рассматриваемого цикла ила

рассматриваемой окружности имеет вид

где коэффициенты Л, В и С записываются теми же формулами (286),
стр. 270, что и в случае евклидовой геометрии. Однако, в то время
как в геометрии Минковского, так же как и в геометрии Евклида,
уравнения (28) и (28а) равносильны (для того чтобы обратить от¬

носящиеся к случаю геометрии Минковского уравнение (28) в уравне¬
ние (28а) или наоборот, достаточно умножить все члены уравнения

на «двойную единицу» е), в геометрии Галилея эти уравнения раз¬
личны (ибо сокращать все члены уравнения на «дуальную еди¬

ницу» е нельзя, поскольку 8 является делителем нуля, деление на

который является незаконным). Это отвечает тому, что в геометрии

Галилея
•

окружность (28) и цикл (28а) представляют собой две

существенно различные линии, в то время как на плоскостях

Евклида и Минковского линии (28) и (28а) не отличаются одна от

другой.
Уравнение (26) прямой в случае геометрии Минковского можно

считать частным случаем обоих уравнений (28) и (28а), которые

У

О х

Рис. 217.

Z\
—Zg ' Zj— Z

_
Z1 — z3 e zx—z

Z2 —Z3 Z2— 2
z2—73

’

J2—Z

— f (306)

или вид

Azz-\-Bz—Bz -\-C = 0, Re Л= Re С= 0, (28a)
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принимают форму (26) (или эквивалентную (26) форму), если

я = 0, (29)
соответственно если

А = 0. (29а)

Однако в геометрии Галилея прямую (26) можно считать частным1)
случаем цикла (28а) (уравнение (28а) обращается в уравнение (26),
если имеет место равенство (29а)), но не окружности (28). [Уравне¬
ние окружности плоскости Галилея (28) в случае выполнимости

условия (29) принимает вид

bz + bz + с = 0, Im с = 0;

если положить здесь Ь = Ь1-\-гЬ2, z=x + eyr то мы получим

{Ьг + гЬ2) (х + еу) + (Ьх — гЬ2) (х — еу) + с = 0 или 2Ьхх + с = 0* т. е.

.— уравнение «особой прямой» плоскости Галилея.]
Соотношение

ЫЖ(гъгг) *3)*4)=lm(!=!:!=g) = 0 (31)

представляет собой (необходимое и достаточное) условие принад¬
лежности четырех точек zly z2, z3, z± плоскости Галилея одному

циклу (или прямой) или принадлежности четырех точек zl9 z2y z3, z4
плоскости Минковского одной окружности (или прямой).

Движения плоскости Галилея или плоскости Минковского

можно описать как такие преобразования, переводящие точку z в

.точку z'9 что

(a)z'=pz+ q или (6)z'=pz + q (рр = 1). (32)

В частности, преобразования

(a)zf = —z и (6)z' = z, (34)

как и в случае евклидовой плоскости, представляют собой сим¬

метрию относительно точки 0 и симметрию относи¬

тельно прямой 1гп£ = 0 (см. выше рис. 210, а, б). Общее же

преобразование (32а) на плоскости Галилея при |р| = 1 есть нечто

иное, как сдвиг с коэффициентом сдвига Argp (ср. выше, стр. 40),
сопровождаемый параллельным переносом.на вектор q с началом 0

х) Точнее, предельным (ср. выше, стр. 90).
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и концом q (рис. 218, а); на плоскости Минковского это преобра¬
зование при \р | = 1 представляет собой (гиперболический) поворот
вокруг точки 0 на угол Arg/?, сопровождаемый параллельным пере¬
носом на вектор q (рис. 218, б).

Рис. 218.

Нетрудно проверить, что если точки z' и г' получаются из точек г и

преобразованием (32а) или (326), то dz, z'=dzz, где буквой d обозначено

расстояние между двумя точками плоскости Галилея или Минковского (ср. вы¬

ше, стр. 270); таким образом, преобразования (32а, б) сохраняют расстояния
между точками. Разумеется, движения плоскости Галилея или плоскости

Минковского также обладают этим свойством; однако, несмотря на это, мно¬

жество преобразований (32а, б) не совпадаете множеством рассматрива¬
емых в гл. I движений плоскости Галилея (см. на стр. 45 формулы (1)) и

рассматриваемых в § 11 Заключения движений плоскости Минковского (см. на

стр. 194 формулы (И) или на стр. 208 формулы (23)). Это связано с тем, что

выше мы всегда ограничивались лишь так называемыми «собственными дви¬
жениями» («движениями 1-го рода»), в то время как формулы (32а, б) опи¬

сывают множество «собственных и зеркальных движений» («движений 1-го и

2-го рода»; ср. со сноской1) на стр. 26). Так, например, «движения» (32а, б)
плоскости Галилея в координатах х, у записываются формулами

х' = ± х +а,

У'= vx±y+b

(ср. Макарова [28J, ч. II). Мы предоставим читателю самостоятельно рас¬

шифровать строение «обобщенных движений» (32а, б) плоскостей Галилея и

Минковского.

Наконец, более общие, чем движения (32а, б), преобразования

С>г'=Ш- " (Н-М#0) (35')
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переводят четыре точки плоскости Галилея, принадлежащие одному
циклу (или одной прямой) в четыре точки, также принадлежащие
одному циклу (или одной прямой). Преобразования (35') плоскости

Минковского переводят четыре точки, принадлежащие одной окруж¬
ности

, (или одной прямой) в четыре точки, также, принадлежащие
одной'окружности (или одной прямой). Этй утверждения, равносиль¬
ные теореме о том, что (З5'а, б) суть круговые преобразо¬
вания плоскости Галилея или плоскости Минковского, следуют
из критерия (31) принадлежности четырех точек одному циклу или

одной окружности и из того, что если точки z'i, z2, z'z, ^.полу¬
чаются из точек z2, z3l z4 преобразованием (З5'а), то

W (z[, z2; Z3y z,A)=W(z1, z2\ *3> г4), .а если они получаются из

точек zlt z2, z3, z4 преобразованием (З5'б), то W(z1, z2; z3i z[) =
= W(z11 z2; z3i г4). В частности, преобразование

являющееся частным случаем преобразования (З5'б), представляет
собой инверсию (1-го рода) с центром 0 и степенью 1 на плос¬

кости Галилея, если z и z'—дуальные числа (ср. выше, стр. 138—
139), и инверсию с центром 0 и степенью 1 на плоскости Мин¬

ковского, если z и z' — двойные числа (ср. стр. 216).

При с Ф 0 преобразования (35') в области дуальных чисел и в области

двойных чисел не являются взаимно однозначными: такую

точку z, что cz+d (или cz+ d) является делителем нуля, преобразование
(З5'а) (соответственно (З5'б)) не переводит ни в какую точку z' (ибо деление
на делитель нуля невозможно). Последнее обстоятельство заставляет расши¬

рить множество дуальных и двойных чисел, введя в рассмотрение фиктивные
(или «идеальные») числа

(36)

соответственно

1 » Гш2— 1

г(1+4
, JXG)2

где X, —всевозможные вещественные числа, и положив

(0=0), 00 = 00

соответственно

(0]_ — 032» СО2 — — 02i О2"— (У]_ И 00 — 00
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После такого расширения области дуальных и двойных чисел можно, напри¬

мер, положить

В расширенном таким образом множестве дуальных или двойных чисел ото¬

бражения (35') являются уже взаимно однозначными: каковы бы ни

были (дуальные, соответственно двойные) коэффициенты а, Ъ, с, d преобразо¬
вания (такие, что \ ad—bc\^0, т.е. ad—be не является делителем нуля),

вать как преобразования циклической плоскости Галилея, соответственно

круговой плоскости Минковского; эти плоскости получаются из «обыкно¬
венных» плоскостей Галилея и Минковского дополнением последних «идеаль¬
ными» или «бесконечно удаленными» точками, отвечающими числам Я©, оо,

соответственно Яа>1, а*, а2, оо. На более детальном изучении «расширен¬
ных» множеств дуальных и двойных чисел и отвечающих этим числам геомет¬

рических образов мы здесь не остановимся.

Сходство свойств комплексных чисел, дуальных чисел и двойных
чисел часто позволяет доказывать с помощью единой выкладки

(фигурирующие в которой числа можно считать числами любого из

рассматриваемых трех типов!) теоремы, относящиеся как к евклидо¬

вой геометрии, так и к геометрии Галилея или Минковского. Пусть,

например, Sx, S2, S3, — четыре окружности плоскости Евклида

или Минковского, соответственно четыре цикла плоскости Галилея;
точки пересечения S± и S2, S2 и S3i S3 и S4, S4 и Sx мы обозна¬

чим через zx и wlt соответственно z2 и ш2, z3 и w3l z4 и w4. Дока¬

жем, что если точки zlf z2, z3 и z4 принадлежат одной окружности
или прямой (соответственно одному циклу или прямой), то также и

точки wly w2i w3 и принадлежат одной окружности или прямой
(соответственно одному циклу или прямойсм. рис. 219, а, б, отно¬

сящиеся к геометриям Евклида и Галилея).

8

соответственно

aco2+b_a 1 — е^~ _а+6(1—е)_(a+b)—be

co)2+^~~g 1 —e)”(c+d)—de
1 — e~*~

или

I и

_a 1 +e _a(l—e)+b (1 +e)_(a+&)—(a—b) e
~

1 —e , ~c(l—e)+d(l +e)~ c+d— (c—d)e
CT+~e+

каждому числу г отвечает единственное число г'

. Таким образом, круговые преобразования естественно рассматри-
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Воспользуемся тем, что точки гъ z2, w-y и w2 принадлежат

одной окружности (или одному циклу) S2; точки zt, z3, w2 и w3

б)

Рис. 219.

принадлежат одной окружности (одному циклу) S3; точки z3, z4, w3
и w4 принадлежат одной окружности (одному циклу) St; наконец,

точки z4, гг, w4 и принадлежат одной окружности (одному циклу).
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Sv Отсюда вытекает, что четыре двойных отношения

W(z2, w3; z3) ®а)

W(z4, wa zlt w4)

вещественны (ср. (31)). Поэтому и выражение

W (zlt и>г\ г2, wJ-W (г3, а>4; г4, w3)
_ (zl — zi_zl

— zi\
_

W (гг> ю3; г3, kj2)-№ (г4, а»,; гъ w4) \г3—г2'г3—г4/
’

(ffii3—®2'ai3r-a>4(
= W(zlt z3; z2, zJ-Wiw^ w3; wt, w4)

вещественно. Следовательно, из вещественности двойного отношения

^(*1> zs> z2> z&) вытекает вещественность и двойного отношения

W (wl9 w3; w2, w4), и, значит, четверки
точек гъ z2, zs, z4 и wl9 w2l w8y w4

°C=z3 одновременно принадлежат или не при¬
надлежат одной окружности (одному
циклу)!

y<
>oC

flHZ2

0 -

X

Рис. 220.

Вот более важный пример подобного

рода. Пусть ЛВС—треугольник плоскости

Евклида, Галилея или Минковского; как

обычно, длины сторон этого треугольника
обозначим через а, Ъ, с, а величины углов

— через А, В, С. Пусть вершины
этого треугольника соответствуют числам (комплексным, дуальным или двой¬
ным!) zlt z2 и г3 (рис. 1>20). Очевидно, что если

Щ = z3 —г2, ш2= г!—z3, ш3 = z2
— zlf

то*)
\щ \ = а, \щ\ — Ь, \w3\ = c. (45)

Поэтому, обозначив

Argo;1 = (p1, А^оу2= ф2, Arg w3= cp3

(откуда следует, что

Argщ= —ф1;' Arg й)2 = — <p2, Argtt)3= —ф3,
см. формулы (186) и (18в), стр. 266 и 278) и предположив для простоты, что

в случае геометрии Минковского щ, wz и w3—двойные числа 1-го вида, будем
иметь

= a (Cos Ф1 + / Sin фх), w2= Ъ (Cos ф2+ / Sin ф2), w3 = с (Cos ф3+ / Sin ф3),

г) Таким образом, в случае геометрий Галилея и 'Минковского a, bt с

суть направленные длины сторон треугольника (ср. выше, стр. 65).
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где / = /, 8 или е, а символами Cos<p и Sincp обозначены обыкновенные

(«евклидовы») тригонометрические функции cos <р и sin <р, соответственно «гали¬
леевы тригонометрические функции» Cos<p=l, Бтф= ф (ср. выше, стр. 276
и 229) или гиперболические функции («тригонометрические функции Минков¬
ского») СоБф=сЬф, 8тф= 8Ьф. Наконец, заметим еще, что

ф2—Фз= Лд q;3—ф! = В, ф1—ф2=С (46)

(см. тот же рис. 220 *)), так что в силу формул (20а) (стр. 267 и 278—279)

w2w3 = be (Cos А + / Sin Л),

wzWi = ca (Cos В+ / Sin B),

WjW2= ab (Cos С+ / Sin C),
соответственно

w2w3
= be (Cos A — / Sin A),

ojgojj =ь ca (Cos В— / Sin В),

wiw2= ab (Cos C—I Sin C).

Воспользуемся теперь тем, что

w^wz+w^o \=(z3—z2) + (z^z3)+ (z2 — z1)],
т. е.

— w1=w2+w8,
и, значит,

_ _ _

—Wi=W2+W3.
Отсюда получаем

a2 = \w1\2 = w^s}x = (w2 +w3) (w2+ w3) =w2w2+ш8ш3+w#d3+w2w3=
= IЩ I2 +1 I3 + be (Cos A + / Sin A) +be (Cos A — / Sin A) = b2 + c2+ 2be Cos A.

Но это есть не что иное, как теорема косинусов геометрий Евклида,
Галилея и Минковского, в геометрии Евклида имеющая вид

а®=+с2+ 26с cos А
'

(47)

(заметим, что в обозначениях рис. 220, который мы теперь считаем относя¬

щимся к евклидовой геометрии £ А = 180°—</ ВАС, и поэтому формула (47)
равносильна соотношению аа=&а+ с2— 2be cos ^ ВАС), в геометрии Галилея—

вид
а2 = b2 +е2+2be-1 = (6+с)2

(ср. с формулой (11) из § 4 стр. 61) и в геометрии Минковского—вид

a2 =b2+e2+ 2bechA.

Образуем, далее, три выражения:

w2w3—w2w3=be (Cos A + / Sin A)—be (Cos A— / Sin A)= 2be Sin A • /,-

w3wl —w3wt =ea (Cos В+ / Sin B)—ca (Cos В—/ Sin B)= 2ca Sin В • /,

ЩЩ == ab (Cos С+ / Sin C)—ab (Cos С—/ Sin С)= 2ab Sin С• /.

Ho

ода,—Iw2w3= (Zi—z3) (z2 — г,)—(*! — z3) (z2—*i) =

= 2] Z2 + г2г3 4“ гЗг1 — Z1^2 г2г3 Z32l

г) Таким образом, А, В, С суть направленные углы, треугольника
(ср. выше, стр. 65).
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и, как легко показать, также

w8w1 —w3w± = wxw2—wtw2= ZiZ2+ z2z3 + z3i, —'~ггг2—2a23 —Z3Zt.

[Заметим, что стоящее справа выражение симметрично относительно zlt
г2 и z3\] Таким образом, имеем 2bc Sin A-/ = 2caSin В-1 = 2аЬ Sin С-I или

be Sin А=са Sin В = ab Sin С,

откуда без труда получаем

Sin Л Sin В SinC.

—теорему синусов геометрий Евклида, Галилея и Минковского:

——=——=—!— - (48)
sin A sin В siпС у }

(геометрия Евклида);
а
_

b
_

с

~А ~~В~~С

(геометрия Галилея; ср. выше, стр. 61) и

a b с

sh A sh В sh С

(геометрия Минковского, стр. 210).

(48')

(48")

Известно, что и точки неевклидовой геометрии Лобачев¬
ского можно представить в виде комплексных чисел (см., например, Мар-
кушевич [80] или Яглом [77]). Для этого ла плоскости комплексного

переменного выделяется круг К*, определяемый условием гг < 1; точки этого

круга сопоставляются точкам плоскости Лобачевского. Расстояние dZfZy
между точками г и гг круга /С, понимаемое в смысле геометрии Лобачевского,

действующей внутри /С, измеряется по формуле

(49)2 (1—ггх) (1 — zzi)

а роль движений Лобачевского играют «дробно-линейные преобразо¬
вания» (35), переводящие круг К в себя, т. е. преобразования

(a) z'=5£±1 и (б) г' = Е-^1 (pp—qq ф 0). (50)
qz+p qz+p

Простейшими частными случаями движений (50а, б) являются преобразования

(а) г' =—г и (б) г'= 2 (34)
— симметрия относительно точки 0 плоскости Лобачевского' (ср. выше

рис. 210, а) и симметрия относительно прямой 1тг=0 (рис. 221).
Дуга ММ' на рис. 221 изображает отрезок ^прямой» плоскости Лобачев¬

ского, «перпендикулярной» «прямой» Im 2= 0; при этом кавычки в последней
фразе указывают, что соответствующий термин понимается, в смысле-геометрии

Лобачевского, отличном, разумеется, от того, какой имеют те же самые поня¬

тия в геометрии Евклида. Образцом «неевклидовой прямой» может служить
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отрезок П прямой Im z= 0—диаметр круга К\ расстояние (49) между двумя
точками А и В этого отрезка совпадает с «гиперболическим расстоянием» (16)
(стр. 237) между точками «прямой Лобачевского» (отрезка) IJ. Все остальные

«прямые» плоскости Лобачевского могут быть получены из отрезка IJ прямой
lmz= 0 или прямой

г—2= 0 (51)

движениями (50а, б); отсюда следует, что общее уравнение «прямой» плоскости

Лобачевского имеет вид

azz-\-bz + bz-\-a=0, lma= 0 (52)
или

Azz+ Bz— Bz+ А = 0, ReA= 0. (52а)

Геометрически «прямые» плоскости Лобачевского изображаются диаметрами
круга К и заключенными внутри К дугами окружностей, перпендикулярных

•окружности 2, ограничивающей круг К (рис. 222; под углом между двумя

пересекающимися окружностями понимается угол между касательными к окруж¬
ностям в точке их пересечения).

Произвольные окружности

azz+ bz+bz-\-c= 0, Im а= Im с=0 (28)

или
_

Azz+Bz—Bz+C= 0, Re Л =ReC= 0 (28a)

(точнее, дуги окружностей, заключенные внутри К) изображают ц и к л ы

неевклидовой геометрии Лобачевского (т. е. линии, «устроенные» в каждой
своей точке одинаково, линии, допускающие «скольжения» по себе, с помощью

которых любую точку линии можно перевести в любую другую ее точку). Мы

уже знаём, что в «прямую» цикл (28) или (28а) обращается, если

а=с (53)
или

Л =С (53а)

(ср. выше уравнения (52) и (52а)). «Окружность» плоскости Лобачевского

(т. е. множество точек, равноудаленных от одной точки—«центра окруж¬
ности»; см. стр. 257) евклидова окружность (28) или (28а) изображает'в том
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случае, если она целиком заключена внутри 2 (рис. 223, а); предельную
линию (стр. 257) она изображает, если касается (изнутри) окружности 2

(рис. 223,6); наконец, эквидистанту (множество точек, равноудаленных
от одной прямой ^-б азы эквидистанты; см. стр. 257)—в том случае, если она

пересекает 2 в двух точках М и N.
В последнем случае изображением эквидистанты, разумеется, служит

лишь заключенная внутри 2 дуга MN окружности (28) (или (28а)): ведь не

принадлежащие кругу К точки в нашей модели вообще исключаются из рас¬

смотрения. Впрочем, точнее будет сказать, что эквидистанта плоскости Лоба¬

чевского изображается двумя дугами MN (евклидовых) окружностей

(рис. 223, в)у каждая из которых изображает множество точек, расположен¬

ных по одну сторону от базы эквидистанты (на рис. 223, в изображаемой пунк¬
тирной дугой MN) и удаленных на одно и то же расстояние от базы.

- Последнее замечание подчеркивает один принципиальный дефект рассматри¬
ваемой модели плоскости Лобачевского, изображаемой внутренностью круга /С.
Несложные уравнения (52) и (52а), равно как и уравнения (28) и (28а) или

даже совсем простое уравнение (51), нельзя рассматривать как уравнения

прямых или циклов геометрии Лобачевского: необходимо все время помнить,

что геометрический смысл в нашей модели имеют лишь такие точки г плоско¬

сти комплексного переменного, для которых гг < 1. Соответственно этому
задача отыскания аналитических выражений для «круговых преобразований»
плоскости Лобачевского, переводящих циклы в циклы, становится весьма слож¬

ной: на нашей модели эти преобразования должны переводить дуги окружно¬
стей (28) или (28а) снова в дуги тех же окружностей, но сами эти дуги

трудно описать достаточно
-

простым уравнением (которому должны удовлетво¬
рять лишь точки дуг, но не все точки окружностей) !). Да и представление
эквидистанты в виде изображенной на рис. 223, в линзы из пары дуг окружно¬
стей с общими концами вряд ли' может показаться кому-нибудь простым и

изящным!
Впрочем, читатель, внимательно прочитавший все предыдущее, вероятно,

уже догадывается, как можно устранить возникшие затруднения. Условимся
считать точки плоскости Лобачевского направленными, т. е снабжен-

6)
б)

а)
Рис. 223.

9 Рекомендуем читателю попытаться самому продумать вопрос о возмож¬

ном уравнении, описывающем отрезок IJ рис. 221.
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ными указанием того, какое направление вращения вокруг точки принимается
за-положительное; на чертежах положительное направление вращения вокруг
точки задается окружающей точку маленькой дугой со стрелкой (рис. 224).
Далее хбудем считать, что две точки плоскости Лобачевского, отличающиеся
только направлениями, изображаются такими
комплексными числами г и z', что �

т. е. г' получается из г инверсией с окруж- ( yyz \
ностью инверсии 2 (инв рсией с центром 0 и I °л I
степенью 1; см. тот же рис. 224). Кроме того, \ I
условимся причислять к точкам плоскости Лоба- \ у
чевского также все точки окружности 2 с уравне- N. У
нием гг = \; эти точки мы будем называть «бес-

конечно удаленными точками» пло-. Рис. 224.

скости Лобачевского и будем считать их нена¬

правленными (последнее условие можно объяснить тем, что вокруг такой

«точки» нельзя, нарисовать кружок, так как она является в известном смысле

«граничной» точкой плоскости Лобачевского). «Бесконечно удаленную точку»
плоскости Лобачевского можно представлять себе как пучок («сходящихся
в этой точке») параллельных между собой (в смысле геометрии Лобачевского)
прямых, подобно тому как «бесконечно удаленную точку» евклидовой плоско¬
сти часто понимают как пучок евклидовых параллелей.

Таким образом, теперь у нас множество всех (направленных и бесконечно

удаленных) точек плоскости Лобачевского изображается множеством всех

комплексных чисел z (включая и «число» оо, отвечающее взятой с «отрицатель¬
ным направлением обхода» точке 0). Циклы плоскости Лобачевского мы также

будем считать направленными, т. е. снабженными указанием.положи¬

тельного направления движения по циклу; при этом направленную точку А
мы только в том случае будем считать принадлежащей направленному циклу 5,
если направление вращения вокруг А «согласовано» с направлением движения

вдоль 5 (см. схематический рис. 225, а, где точка А считается принадлежа¬
щей циклу 5, а точка Б—не принадлежащей ему). Далее, под (направлен¬
ной!) эквидистантой с базой I мы будем понимать множество точек, удален¬

ных от I на одно и тоже расстояние hy причем точки, расположенные по

разные стороны от /, по условию имеют разное направление (рис. 225, б;
таким образом, эквидистант с данной базой I и данной шириной h > 0 суще¬
ствует две и им можно условиться приписывать разные ширины h и —h).
Прямые плоскости Лобачевского уместно считать ненаправленными;
для сравнения напомним, что в антиевклидовой геометрии (см. выше,

а)

6)

Рис. 225.
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стр. 258—261) мы нашли удобным считать основным образом геометрии направ¬
ленные прямые евклидовой плоскости; при этом окружности антиевклидовой
плоскости («циклы») мы также считали направленными, однако точки—нена¬

правленными (негде поставить стрелку!). При этом все точки прямой плоско¬

сти Лобачевского рассматривают как «сдвоенные» (рис. 225, в), т. е. счи¬

тают, что прямой I принадлежат точки обоих направленийх). Наконец, к

числу циклов плоскости Лобачевского причисляют и (ненаправленную) «окруж*-
ность бесконечно удаленных точек», изображаемую окружностью 2 (окруж¬
ностью zz= 1)' нашей модели. При этом совокупность всех (направленных)
циклов и всех прямых плоскости Лобачевского изображается совокупностью
всех окружностей и прямых плоскости (обыкновенных) комплексных чисел

(см., в частности, рис. 226, на -котором
изображена прямая / плоскости Лобачев¬
ского л эквидистанта 5 с базой /). Урав¬
нение каждой прямой плоскости Лобачев¬

ского будет иметь вид (52) (или (52а)), а

уравнение цикла — (28) (или (28а)).
Условие принадлежности четырех (на¬

правленных) точек zlt zlt z3 и z4 плоскости

Лобачевского одному циклу или одной пря¬
мой

. будет иметь хорошо знакомый нам вид:

Im W (zlf za; z3, z4) = 0.

Отсюда следует, что преобразования

(31)

(а) -a±t± и (б)
cz+d

(ad—be Ф 0)

az-\-b

й+d (35)

переводят четыре точки, принадлежащие
одной прямой или одному циклу, в четыре
точки, также обладающие аналогичным свой¬

ством, т. е. что (35) суть круговые пре¬
образования плоскости Лобачевского.

Это обстоятельство позволяет геометрически описать все возможные круговые

преобразования плоскости Лобачевского2).
Выше мы видели, что точки плоскостей Евклида, Галилея и Минковского

можно представлять в виде «чисел» разной природы: комплексных чисел

z=x-\-iy> где /а =— 1, дуальных чисел z = *+et/, где е2 = 0 и двойных чисел

г==х-\-еу, где б2= + 1. С другой стороны, и (направленные) точки плоскости

*) Понятие направленного цикла было введено для того, чтобы установить

направление принадлежащих этому циклу точек: направление стрелки на

окружающей точку дуге, проведенной' со стороны выпуклости цикла,
должно совпадать с направлением цикла (рис. 225, а). Однако для прямой
понятие «стороны выпуклости» теряет смысл; поэтому мы не имеем возмож¬
ности указать направление принадлежащих ей точек и, следовательно, все

точки прямой следует считать обладающими обоими возможными направле¬
ниями (рис. 225, в). [Также и из представления о прямой как об «эквидис-
танте нулевой ширины», обе ветви которой совпадают с «базой» эквидистанты,
здедует, что точкам прямой надо приписывать оба возможных направления;
ср.. рис. £25, бив.]

2) См., например, Яглом [77] или [78].
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Лобачевского можно представлять в виде комплексных чисел. Эта система.,

истолкований плоских геометрий Кэли—Клейна может быть еще продолжена:
(направленные!) точки (эллиптической) плоскости Римана тоже можно пред¬

ставлять в виде комплексных чисел z = *+/«/; с другой стороны, (направлен¬
ные) точки антиевклидовой и антипсевдоевклйдовой плоскостей можно изобра¬
жать дуальными числами г=х+еу, а (направленные) точки дважды гипербо¬
лической и антигиперболической плоскостей—двойными числами г= х-\-еу.
Таким образом, точка трех плоскостей Кэли—Клейна с эллиптической (рима-
новой) метрикой углов—плоскостей Римана, Евклида и Лобачевского—изоб¬

ражаются комплексными числами; точки трех плоскостей с евклидовой метри¬
кой углов—плоскостей антиевклидовой, Галилея и антипсевдоевклидовой —

изображаются дуальными числами, точки трех плоскостей с гиперболической
метрикой углов (метрика' Лобачевского)—плоскостей антигиперболической,
Минковского и дважды гиперболической—изображаются двойными числами.

При этом расстояние dzz^ между точками г и z* плоскости с эллиптической

(римановой) метрикой расстояний (т. е. плоскости Римана, антиевклидовой
или антигиперболической) определяется формулой

tg2^=тг1^!! г^т: <49')
(1 +2£г) (1 -\~ZZi)

на плоскости с евклидовой метрикой расстояний (плоскости Евклида, Галилея
или Минковского) оно определяется более простой формулой

dl 2t
= (г—гг)(г—Fj), (22)

а на плоскости с гиперболической метрикой расстояний (метрика Лобачев¬
ского; иными словами, на плоскости Лобачевского, антипсевдоевклидовой или

дважды гиперболической) расстояние dz, г, определяется (знакомой нам уже)
формулой

(4й

Движения на плоскости Кэли—Клейна, на которой расстояние определяется
формулой (49'), задаются как :преобразования

z'=l.Z~^1 или A\pp+qq \ 1*0)1 (50')
qz—p qz—p

на плоскости, где метрика расстояния указывается формулой (22), движения
имеют вид

z' = pz+ q или z' = pz+ q (рр= 1), (32)

а на плоскости, где расстояние между точками г и указывается формулой
(49), движения имеют вид

’4 (\рр —чя\ф0)- (50а)
qz+p
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Уравнение прямой линии в этих трех случаях, отвечающих формулам (49),
(22) и (49') для расстояния между точками, имеет вид1)

Однако уравнение цикла во всех трех случаях имеет один и тот же вид1)

Таким образом, в соответствии с тремя видами (49), (22) или (49') формулы
для расстояния между точками, условие обращения цикла (52а) в прямую
имеет вид

"

(ср. с § 12 Заключения).
Используя уравнение (28а) цикла или условие принадлежности четырех

точек zlf z2, z3, z4 одному циклу

переводят циклы плоскости снова в циклы, т. е. являются круговыми

преобразованиями соответствующей плоскости Кэли— Клейна.

1) Если фигурирующие в формулах (526), (26), (52а) и (28а) числа явля¬

ются комплексными или двойными, то эти уравнения можно также записать

в виде (28) или в виде аналогичных вариантов равенств (526), (26) или (52а)
(см., например, формулу (52)); однако если коэффициенты А, В, С и пере¬

менные г являются дуальными числами, то формулы (28а) и (28) перестают
быть равносильными.

Azz+ Bzr—Bz-\- А = 0, Re Л =0, (52а)

соответственно

Bz—Bz+C= 0, Re С= 0 (26)

или

Azz+Bz—В г—Л=0, Re Л =0. (526)

Azz+Вг—Вг+С= 0, Re Л = ReC= 0. (28а)

А—С= 0, (53а)

Л=0 (29а)

или

Л+С=0 (536)

Im W (zlt z2; z3t г4) = 0, (31)

можно установить, что во всех девяти плоскостях Кэли— Клейна преобразо¬
вания

или (35)
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Все сказаннное выше просуммировано в следующих таблицах:

Таблица VI. Расстояние 'dz,zx
между точками г и гг плоскости

Кэли —Клейна
Таблица V. Числа, изображающие
точки плоскостей Кэли—Клейна

Мероопре¬
деление

углов

Тип чисел

Р z = x + iyt' /2 = — 1 •

Е г = х-\-гу, е2 = 0

Л z=x+ey, е2= +1
'

Мероопре¬
деление
расстоя¬
ний

Р

Е

Л

tg2
02, гх (г—гх)(г—гх)
2 (l+ZZxXl+ZZx)

d\,*, = («—г,)(г—гг)

th9.<k.z._ (2—2х)(г—г^)
2 (1—гг1)(1—гг-!)

Таблица VII. Движения плоскос- Таблица VIII. Уравнения прямых
ти Кэли—Клейна плоскости Кэли—Клейна

Мерооп¬
ределе¬
ние

расстоя¬
ний

Движения

Р
./_рг+<?

qz—p
Е z’=pz+ q, рр = 1

Л г,_рг+ 9

qz+p

Мероопре¬
деление
расстоя¬

ний

Уравнение прямой

Р Azz + Bz—Вz—А = 0,
Re Л = 0

Е Bz-Bz-\-C= 0,
Re С= 0

Л Azz+ Bz—Bz-\-A = 0,
Re Л =0

Мы не остановимся здесь на применениях развитого аппарата к доказа¬

тельству конкретных теорем, ограничившись лишь в качестве единственного (и
весьма простого) примера указанием на то, что проведенные на стр. 288—290

выкладки доказывают сразу для всех девяти геометрий Кэли—

Клейна на плоскости следующую теорему: если циклы и S2 пере¬
секаются в точках гх и дох, циклы S2 и S3—в точках г2 и w2, циклы S3 и

S4—в точках z3 и w3 и циклы SA и S^—e точках z4 и а>4, причем точки zlt
z2, г3 и г4 принадлежат одному циклу (или одной прямой). то и точки wl9
w2t w3 и w4 принадлежат одному циклу (или одной прямой).

Иные примеры подобного рода можно порекомендовать читателю отыскать
самостоятельно.
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