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Книга посвящена одному из методов прикладной
математики — методу квазилинеаризации.

На простом примере уравнения Риккати авторы показывают

характерные свойства вычислительного процесса, основанного на

применении идей квазилинеаризации. Эти свойства в дальнейшем

прослеживаются при исследовании более сложных случаев. В

заключение рассматриваются • нелинейные эллиптические и

параболические уравнения и различные конкретные задачи физики,

техники, механики и биологии.

Книга представляет интерес не только для математиков, но

и для научных работников других специальностей и инженеров,

имеющих дело с методами вычислительной математики. Она

доступна студентам и аспирантам соответствующих специальностей.
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Предисловие редактора перевода

Предлагаемая читателям книга известных американских
математиков Р. Беллмана и Р. Калабы посвящена разработанному
ими методу квазилинеаризации и его разнообразным
приложениям. Метод квазилинеаризации, с помощью которого решение
нелинейной задачи сводится к решению последовательности
линейных задач, представляет собой по существу дальнейшую
разработку известного метода Ньютона и его обобщенного

варианта, предложенного Л. В. Канторовичем. Авторы приводят
ряд результатов по сходимости метода; при этом широко
используется аппарат дифференциальных неравенств, основные

идеи которого принадлежат С. А. Чаплыгину.
Круг проблем, затронутых в этой небольшой книге,

чрезвычайно широк. Авторы рассматривают различные
математические задачи, к которым применяется аппарат
квазилинеаризации: двухточечные и многоточечные краевые задачи для
линейных и нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений, краевые задачи для эллиптических и параболических
уравнений в частных производных, вариационные задачи,

дифференциально-разностные и функционально-дифференциальные
уравнения и др. Большое внимание в книге уделяется не только

вопросам сходимости методов, но и реализации их на

вычислительных машинах. Авторы приводят много числовых примеров,
а в конце книги даны программы на языке ФОРТРАН для
решения некоторых рассмотренных в тексте задач1).

Широко представлены и приложения метода

квазилинеаризации к некоторым техническим, физическим и биологическим

задачам (вопросы управления и идентификации систем,

определение орбит, задачи переноса излучения, вопросы

кардиологии).

1) Ссылки на программы имеются в соответствующих главах и

параграфах книги. В тексте самих программ есть комментарии, поясняющие смысл

используемых в них обозначений и ход работы программ. В русском издании

программы воспроизведены с английского оригинала полностью, английский

текст внутри программ сохранен. Мы надеемся, что это не помешает

читателю пользоваться программами.
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Сочетание строгости математических построений с

арсеналом прикладных приемов и рецептов их машинной реализации
является важным достоинством книги.

Следует отметить, что для многих из рассмотренных в книге

задач в настоящее время развиты и другие численные методы

решения, и было бы интересно сравнить с ними метод

квазилинеаризации на примерах достаточно сложных многомерных
задач.

Как и другие книги Р. Беллмана, уже известные советским

читателям в русских переводах, эта книга написана живо и

увлекательно, содержит немало свежих идей и интересных
параллелей. Местами, однако, изложение авторов становится

слишком беглым, а часть доказательств проводится лишь для

простейших случаев. Некоторые прикладные задачи разбираются
весьма схематично и могут рассматриваться лишь в качестве

иллюстративных моделей.
В целом книга Р. Беллмана и Р. Калабы представляет собой

актуальное и оригинальное исследование по одной из

важнейших и труднейших проблем вычислительной математики —

численному решению нелинейных краевых задач. Книга,
несомненно, заинтересует специалистов в области дифференциальных
уравнений, вычислительной математики, теории управления и

их разнообразных приложений.
Ф. Л. Черноусько



Введение

Современные электронные вычислительные машины могут
обеспечить быстрое и точное численное решение систем,
состоящих из тысячи нелинейных обыкновенных дифференциальных
уравнений, если задан полный набор начальных условий.
Поэтому, как только физическая, экономическая, техническая или

биологическая проблема сведена к задаче Коши для

обыкновенных дифференциальных уравнений, можно считать, что ее

полное решение близко к завершению. Следовательно, перед
математиком стоит великая цель отыскания путей построения
необходимых теорий и постановок задач, приближений и

редукций.
Иногда, как, например, в теории движения планет,

основными являются обыкновенные дифференциальные уравнения.
В этом случае, однако, некоторые из постановок

фундаментальных проблем не содержат полного набора начальных условий.
Фактически основная задача определения орбит состоит в

нахождении всей совокупности начальных условий по заданным

угловым измерениям, сделанным в различные моменты времени.
В других областях, в частности в математической физике и

математической биологии, основными уравнениями являются

дифференциальные уравнения в частных производных, интегро-диф-
ференциальные уравнения, дифференциально-разностные
уравнения и уравнения еще более сложного типа. Для того чтобы

полностью использовать те мощные вычислительные

возможности, которыми мы сейчас располагаем, необходимо проделать
большой предварительный анализ постановок задач, а также

аналитических методов, которые имеет смысл применять. Если

раньше стремились так упростить задачи, чтобы получить
линейные функциональные уравнения, в настоящее время целью
является преобразование вычислительных проблем к задачам

Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений
(линейных или нелинейных). Теории динамического программирования
и инвариантного погружения в целом ряде областей успешно

справляются с этой целью — успех достигается путем введения
новых переменных состояния и использования полугрупповых
свойств в пространстве, времени и структуре. Квазилинеаризация
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достигает этой цели с помощью различных искусных

комбинаций методов линейного приближения и использования

возможностей цифровых машин. Последовательные приближения
строятся таким образом, чтобы добиться быстрой сходимости,
а по возможности и монотонности процесса.

Свое начало квазилинеаризация берет в теории
динамического программирования. Существуют также связи с

классической геометрией и анализом, но совершенно иного характера,
и они не описываются никакой простой схемой. Одной из основ

квазилинеаризации является геометрическая теория
двойственности, связанная с именами Минковского, Феншеля, Куна,
Таккера и многих других; имеется также тесная связь с

двойственностью, введенной в вариационное исчисление Фридрихсом
и развитой с тех пор очень многими авторами. В другом
направлении просматривается связь с богатым наследием теории
дифференциальных неравенств, основанной Чаплыгиным и

продолжаемой очень активной русской школой. Тесно примыкает
к этому современная теория положительных и монотонных

операторов, созданная Коллатцем и значительно развитая Редхеф-
фером и др. Она в свою очередь связана с теорией обобщенной
выпуклости, которой занимаются Беккенбах, Бонсалл, Пиксото
и ряд других аналитиков. Что касается многочисленных

приложений, то, по-видимому, квазилинеаризация есть просто
применение метода Ньютона — Рафсона — Канторовича в

функциональном пространстве.
Не останавливаясь подробно ни на одной из этих очень

интересных областей, каждая из которых заслуживает
монографий, мы упоминаем в тексте лишь связи с ними и даем

интересующемуся читателю ряд ссылок для дальнейшего
ознакомления.

Легко указать цели теории квазилинеаризации. Во-первых,
мы хотим иметь единообразный подход к исследованию

существования и единственности решений обыкновенных

дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных,
подчиненных начальным и граничным условиям. Кроме того, мы

хотим получить теоремы о представлении этих решений через
решения линейных уравнений. Наконец, мы хотим дать единый
подход к численным решениям как дескриптивных, так и

вариационных задач, который обладает рядом свойств монотонности,
а также быстротой сходимости.

Везде в этой книге, когда мы используем термин «численное

решение», мы имеем в виду алгоритмы, которые должны
реализоваться на цифровых вычислительных машинах.

Тот факт, что один и тот же идейный и аналитический

подход служит всем поставленным целям, доставляет эстетическое
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удовольствие, явля ся желательным с педагогической и

эффективным с научной точки зрения. Эта книга, задуманная как

введение в квазилинеаризацию, адресована и тем, кто

интересуется только анализом, и тем, кто главным образом занимается

приложениями.
Перейдем теперь к краткому описанию содержания семи

глав. Чтобы познакомить читателя с аналитическими методами

в их простейшем виде, мы начинаем гл. I с применения

квазилинеаризации к исследованию уравнения Риккати

й/ + й2+ а1(/)й + а2(0 = 0. (1)

Среди обыкновенных дифференциальных уравнений это

уравнение одно из наиболее важных как само по себе, так и благодаря
его связи с линейным дифференциальным уравнением второго

порядка
w"+ а, (0 w' + а2 (0 w = 0. (2)

Мы покажем, как квазилинеаризация позволяет получить
аналитическое представление решения и через квадратуры и

операцию максимизации. Отсюда можно будет получить оценки

сверху и снизу для и и w.

В гл. II мы перейдем к обсуждению двухточечных краевых
задач для уравнений вида

uw = g{ji\ и, t) (3)
с граничными условиями

кг(и'(0)9 я(0)) = 0, А2(«'0). «(1)) = 0. (4)

Мы изучим квадратичную сходимость последовательности

приближений, порождаемой квазилинеаризацией, и приведем
некоторые численные примеры.

Глава III посвящена исследованию условий, при которых
последовательность приближений сходится монотонно. Это

приводит к изучению линейного дифференциального неравенства
вида

u"-\-p(t)a'-\-q(t)u>0. (5)

Здесь мы столкнемся с функциями Грина. Чтобы рассмотреть
свойство знакопостоянства этих функций, мы используем ряд

интересных методов, таких, как факторизация оператора,

вариационные методы, разностная аппроксимация уравнений
в частных производных. Эти вопросы тесно связаны с задачами

на собственные значения.

В гл. IV рассматривается несколько сходных задач о

монотонности для дифференциальных уравнений более высокого

порядка и для линейных систем. Изложенные здесь аналитические
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результаты весьма отрывочны, и даже их не так легко получить.
Мы приведем ряд примеров вычислительной эффективности
методов.

Тщательное исследование эффективности численных методов

показывает, что общепринятое использование последовательных

приближений может привести к затруднениям с машинной

памятью, когда порядок дифференциального уравнения или

системы высок. В таком случае мы вынуждены разрабатывать
методы использования последовательных приближений, не

возлагающие слишком больших надежд на возможности машинной

памяти, и вообще исследовать заманчивую область хранения и

передачи информации. Мы предлагаем очень простой метод,

позволяющий обойти трудности, связанные с хранением

информации, и затем этот метод применяем к численному решению

дифференциально-разностных уравнений вида

u'{t) = g{u{t), uit-tj, t) (6)

и функционально-дифференциальных уравнений вида

u'(t) = g(u(t), u(h(t)), t). (7)

Уравнения этого типа играют важную роль в современной
математической биологии.

Дальнейшие усилия по преодолению трудностей, связанных

с хранением информации, приводят к методу
дифференциального приближения. Этот метод был разработан в сотрудничестве
с И. М. Ричардсоном из Исследовательских лабораторий Хьюза
к Малибу с целью получить аналитические приближения для

различных классов сложных функциональных уравнений.
Общая постановка задачи для случая дифференциальных
уравнений имеет следующий вид.

Для заданного векторного уравнения

$r= g(x, t), х(0) = с, (8)

мы хотим найти более удобное для анализа уравнение вида

■% = h(y, t, а), у(0) = Ь, (9)

причем так, чтобы у = х.

Здесь векторы а и Ь должны быть выбраны так, чтобы

соответствующим образом определенная норма ||х — i/Ц, например
т

(х— уу х
— y)dt, была мала. Эта вариационная задача под-

6
дается решению методом квазилинеаризации. В качестве при-
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менения данного подхода мы показываем, как с помощью

конечной системы обыкновенных дифференциальных уравнений
получить точное решение уравнения восстановления, имеющего

вид

u(t) = \ + j e-v~s?и(s)ds. (10)
о

В гл. V мы приводим результаты приложений
квазилинеаризации к решению нелинейного эллиптического уравнения в

частных производных
иХх+ иУу = еи (11)

и нелинейного параболического уравнения в частных

производных

«* = «**+ *(«). (12)

подчиненных разнообразным начальным и граничным условиям.
Хотя из-за больших затрат времени на вычисления

исследовано только несколько случаев, имеются ясные указания на то,

что использование квазилинеаризации для численного решения
уравнений в частных производных должно дать выигрыш как

во времени расчетов, так и в их точности. Однако еще многое

предстоит сделать, прежде чем можно будет сформулировать
такие же четкие утверждения, как в случае обыкновенных

дифференциальных уравнений.
Глава VI содержит ряд примеров, иллюстрирующих

некоторые пути, на которых может найти применение
квазилинеаризация для решения дескриптивных и вариационных задач,
возникающих в планировании и управлении, при определении орбит,

при выявлении периодичностей и при идентификации систем.

Последняя тема охватывает обратные задачи переноса
излучения и кардиологии.

Заключительная глава посвящена динамическому

программированию. Она начинается с пояснения пути, по которому

приближение в пространстве политик приводит к

квазилинеаризации. Затем указывается, как можно использовать

динамическое программирование для того, чтобы избежать двухточечных

краевых задач, возникающих при решении вариационных задач
с квадратичными функционалами. Глава заканчивается

обсуждением вопроса о том, как можно использовать локальную

квазилинеаризацию и глобальное динамическое
программирование для расширения областей применимости обеих теорий.

Как всегда, мы опирались на советы и мнения друзей и

коллег. В этой связи мы особенно хотим выразить благодарность
Т. А. Брауну, О. Гроссу, М. Янкозу, Р. Шридару. Наш замысел
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оказался бы пустой фантазией, не будь помощи со стороны
И. Бюлля, Б. Коткина и особенно X. Кагивады, заключавшейся
в составлении программ для вычислительных машин и в

некоторых мелочах, которые и делают различие между успехом и

удачей. Наконец, мы выражаем нашу признательность Джанетт
Блад, чье терпение, трудолюбие, смекалка и чувство юмора
позволили нам завершить нелегкий труд по написанию этой книги.

Все сделанное нами является прологом к тому, что еще

предстоит сделать в будущем. Мы надеемся, что другие найдут
материал для исследования в этих областях, такой же интересный
и благодарный, какой был у нас, и мы также надеемся, что

наши методы, только опробованные нами, будут
культивироваться более широко.



Глава I

Уравнение Риккати

1. Введение

В этой главе мы хотим применить методы аппроксимации
к изучению одного из основных уравнений математического

анализа, а именно нелинейного дифференциального уравнения
первого порядка

а' + и2 + Р (t) и + д (0 = 0, (1.1)

называемого уравнением Риккати. Это уравнение играет
фундаментальную роль при анализе поведения решений линейного

дифференциального уравнения второго порядка

w"+ p{t)w' + q{t)w = Q (1.2)

и тем самым занимает важное положение в квантовой механике
в связи с изучением уравнения Шредингера. Кроме того, вместе

со своими многомерными аналогами оно занимает центральное
место в динамическом программировании и инвариантном

погружении.

Рассмотрение уравнения (1.1) даст нам возможность

проиллюстрировать применение методов квазилинеаризации без

каких-либо арифметических и алгебраических усложнений.
Особенно просто можно установить основные свойства —

монотонность и квадратичную сходимость, и, таким образом, можно без

труда получить образец для большинства излагаемых далее

задач.

2. Метод Ньютона — Рафсона

Для пояснения подхода, который мы будем неоднократно
использовать в этой книге, рассмотрим сначала задачу
нахождения корня скалярного уравнения

f(x) = 0 (2.1)

методом последовательных приближений. Будем предполагать,
что f (х) — монотонно убывающая строго выпуклая функция для

всех х из области определения, т. е. /"(*)> О (рис. 1.1). Следо-.
вательно, корень г — простой, f (г)=£0.
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Пусть xQ— начальное приближение для корня г, причем

Xo<r (f(x0)> 0),и пусть f(x) аппроксимируется линейной функ-

У = f<z)

y=f(x0) + (x-x0)f'(x0) *2

Рис. 1.2.

цией от х, задаваемой значениями самой функции f (x) и ее

производной при х= х0 (рис. 1.2):

f(x)^f(x0)+ (x-x0)r(x0). (2.2)

Тогда следующее приближение для г получается из решения
линейного по х уравнения

Нх0)+ (х-х0)Г(х0) = 0. (2.3)
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Отсюда имеем второе приближение

V _ V / <*0)
П*о) (2.4)

Затем процесс повторяется для хи давая новое значение х2

и т. д., как показано на рис. 1.2. Общее рекуррентное
соотношение имеет вид

Из рис. 1.2 видно, что

х0<хг<х2< ... < г, (2.6)

если вначале х0<г. Аналитически это следует из неравенств

f{xn)>Qy /'(*n)<0. Такая монотонность с вычислительной точки

зрения является важным свойством. Разумеется, мы предпочли
бы иметь поочередное приближение сверху и снизу от г, т. е.

чтобы было х0<*2<*4< • • • <г< • • <*з<*ь но этого обычно

очень трудно добиться.

Второе свойство, даже более важное для вычислительного

процесса, возможно, не так очевидно. Это так называемая

квадратичная сходимость. Утверждается, что при некоторых
разумных предположениях относительно /"'(х)

\xn+1-r\^k\xn-r\\ (2.7)

где k не зависит от п.

Чтобы убедиться в справедливости (2.7), запишем

(2.8)

где (f(x) =x^-f(x)lf'(x). С помощью формулы Тейлора,
используя первые три ее члена, включая остаточный, получаем

х„+1-г =(xn-rW(r}+.
{**~г)*

cp"(9), (2.9)

где XoKxn-^-Q^r. Поскольку

V'(x)=Hpl^) ■ (2.10)

мы видим, что q/(r) =0.

Следовательно,

|*я+1-г|<А|*я-г|*, (2.11)

где k= max |<р"(9)|/2 зависит от f'"(x).
х0<д<г
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Кроме того,

-Vfl— *л = Ф(*л) — <P(**-l) =

= (*«-*,-iW(*,,-i)+ (^~2^-l)2 Ф"(6), (2.12)

где хп-\^0^хПу откуда получаем

(у r\—(r r \f(*n-i)f"(*n-i) , (*я-*я-1)2Ф*(в) /oiQX
\лп+1 лп) — \лп лп-\) ртзгттр ' 2

* \^,1°)

Согласно (2.5), заменим в выражении (2.13) величину
f (хп-\)/f (xn-i) на хп-\—хп. Тогда получим

(^+i-^) = (^~^-i)2[-f^^+^]. (2Л4)

Таким образом,

1*я+1 — -«eK*il-««— xn-i\2< (2-15)
где

ь- may Г1Г(е)| |ф'(е)П ,9Ш

Свойство, выражаемое соотношением (2.15), называется

квадратичной сходимостью.

Очевидно, сходимость значительно ускоряется, когда хп

приближается к г. Асимптотически получается, что каждый

следующий шаг удваивает число правильных знаков в данном

приближении. Это свойство оказывается особенно полезным в

задачах, содержащих громоздкие действия, не только потому, что

время расчета, как правило, прямо пропорционально числу
итераций, но также и потому, что ошибка округления может сильно

возрастать с возрастанием числа итераций. Интересно
проследить аналогию между рассматриваемым методом вычисления и

суммированием асимптотического расходящегося ряда.

Существует оптимальная частичная сумма, для которой ошибка

минимальна.

3. Многомерный вариант

Метод без труда обобщается на случай многих переменных.
Рассмотрим задачу нахождения решения системы уравнений

ft(xv x2, ..., xN) = 0, 1 = 1, 2, ..., N, (3.1)

или в векторном обозначении

f(x) = 0. (3-2)

Пусть Хо — начальное приближение, тогда

f(x)^f(x0) + J(xQ)(x-x0), (3.3)
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где J(Xo) — матрица Якоби,

yw-№U- (3'4)

Новое приближение определяется по формуле

x1 = x0
— J(x0y1f(x0)9 (3.5)

и мы получаем общее рекуррентное соотношение

xn = xn_x-J {x^y1 f (хя-г). (3.6)

При соответствующих предположениях относительно функций
f(x) и их частных производных нетрудно теперь получить

результаты, сходные с результатами предыдущего раздела.
Аналогичные результаты имеют место и для

функциональных уравнений, однако их изложение требует более сложных

формулировок и доказательств.

4. Квадратные корни

В качестве довольно интересного приложения метода,
изложенного в разд. 2, рассмотрим задачу нахождения
положительного решения уравнения х2 = уу #>0, т. е. задачу извлечения

квадратного корня из у. Положим f(x)=x2 — у\ тогда

рекуррентное соотношение примет вид

х -х
{*1-У)__Хп У

(хп+\—*п 2хп
—

2 ^ 2хп
' ^л>

Это хорошо известный алгоритм, описанный Героном
Александрийским.

Доказательство монотонности и квадратичной сходимости

никоим образом не исчерпывает всех вопросов, возникающих

при использовании этого алгоритма. Пусть нам нужно извлечь

квадратные корни из ряда положительных чисел уи Уг,..., £/лг>
лежащих в фиксированном интервале [1,а]. Предположим, что

мы должны заранее выбрать начальное приближение *0, не

зная, какие конкретные значения примут эти числа. Как
наилучшим образом выбрать фиксированное начальное приближение?

Один из возможных путей точной формулировки этого

вопроса состоит в том, что мы потребуем минимизации функции
max \xN — Yy\ (4.2)

1 <У <а

для заданного значения х0 при условии, что итерации (4.1)
производятся ровно N раз. Пусть x0(N) есть значение,

минимизирующее выражение (4.2). Можно показать, что

lim x6(N) = alb. (4.3)
7V> oo

2 Зак. 1113
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Этот результат получили Сильвестр и Хаммер. Аналогичные
результаты можно получить для алгоритма, связанного с задачей
извлечения корня k-и степени, k> 1. Здесь мы имеем

хп+1 =^хп+^. (4.4)

Соответствующий предел для x0(N) можно легко угадать, но он

еще строго не получен. Аналогичные задачи для более общих

алгебраических, трансцендентных и функциональных уравнений,
по-видимому, не только не исследовались, но даже и не

ставились.

5. Квазилинеаризация

Рассмотрим теперь уравнение

х+ Ьхп = а, а, 6>0, я>1, (5.1)

и покажем, как методы квазилинеаризации позволяют получить
выражение для единственного положительного решения с

помощью операции взятия максимума.
Сначала заметим, что

хп = max [пхуп~1 — (я — \)уп\ (5.2)

для х^О и /г>1, причем максимум достигается при у = х.

Впоследствии мы рассмотрим способ получения подобных

соотношений, а сейчас примем (5.2) как легко проверяемое тождество.

Тогда (5.1) можно переписать в виде

х+ max \bnxyn~l — b(n—\)yn]= a, (5.3)
y>o

так как 6>0. Из (5.3) следует, что

х+ bnxyn~x — b(n—\)yn^a (5.4)

для всех y^-Q. Следовательно,

a+b(n Y
для всех г/>0, так как l+bnyn-l>Q. Поскольку равенство в

(5.5) достигается при у=х, можно написать

* = min —*—*—„ \ . (5.6)

Это есть точное аналитическое представление искомого

решения. Выражения такого типа очень полезны, так как позволяют

путем соответствующего выбора у быстро найти верхнюю

границу для решения.
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6. Уравнение Риккати

Применим теперь метод квазилинеаризации к уравнению
Риккати. Нижеследующий анализ имеет не только

иллюстративное значение, но и полезен сам по себе, потому что, как

упоминалось выше, уравнения Риккати вместе со своими аналогами

в многомерном и в функциональном пространствах играют

фундаментальную роль в современной теории управления и в

математической физике, особенно в связи с динамическим

программированием и инвариантным погружением.

Уравнение Риккати — это нелинейное дифференциальное
уравнение первого порядка вида

v'-\-v2 + p(f)v+ q(t) = 0. (6.1)

Несмотря на довольно простой вид, это уравнение
неразрешимо в квадратурах для произвольных коэффициентов p(t) и

g(t).
На первый взгляд связь между уравнением Риккати и

линейным дифференциальным уравнением второго порядка
кажется чисто формальной. В уравнении

u"-\-p(t)u' + q(t)a = Q (6.2)
делается замена переменных

""
'-

"F (в-3)

и получается уравнение (6.1) относительно v.

Как читатель увидит впоследствии при анализе

вариационных задач с помощью метода динамического программирования,
связь между двумя указанными уравнениями гораздо глубже,
значительней и многообразней.

7. Линейное уравнение первого порядка

Прежде чем начинать изучение уравнения (6.1) с помощью

квазилинеаризации и метода последовательных приближений,
напомним решение линейного уравнения первого порядка

*»—f(f)w = gy), w(0) = c. (7.1)
t

-J f(s)ds

Умножая (7.1) на интегрирующий множитель е °
,

получаем уравнение

[ -ff(5)ds| -(f(s)ds

которое легко интегрируется.

Г V I

2*
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Следовательно, решение уравнения (7.1) определяется
выражением

jf(s)ds jf(s)ds t -Cf{r)dr
w- -{e° j g(s)( ds, (7.3)

которое нам понадобится в дальнейшем.
Вместо этой довольно громоздкой формулы напишем

выражение

*>=T(f, g), (7.4)

определяющее T(f, g) как линейную неоднородную операцию
над функцией g. Так как экспоненциальная функция
положительна, то из условия gi(t)^ g2(t) для ^>0 следует, что

T{f, gi)^T(fy g2). Это очень важное и полезное свойство
является основой для получения последующих результатов данной
главы.

8. Решение уравнения Риккати
с помощью операции взятия максимума

Покажем теперь, что уравнение Риккати можно решить с

помощью операции взятия максимума. Рассмотрим параболу

у = 2х,х-х,2

Рис. 1.3.

у=х2 и касательную к ней в точке (хг, У^) = {хх> х{) (рис. 1.3):

у
—

уг = 2хх (х — хг), (8.1)

у = 2ххх— х\. (8.2)
или
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Так как кривая у
= х2 в силу выпуклости лежит выше

касательной, то справедливо неравенство

х2^2хгх— х2 (8.3)

для всех хи причем равенство достигается только при x= xt.

Следовательно,
x2 = max \2хгх— х\], (8.4)

что можно непосредственно установить многими способами. Эта

простая геометрическая идея лежит в основе результатов (5.2)
и (4.4).

Возвращаясь к уравнению (6.1)

v' = — v2 — р (t) v — q (t), (8.5)

заменим величину v2 эквивалентным ей выражением

max[2uv — и2],
и

так что (8.5) примет вид

v' = — max [2uv — u2] — p(t)v — q(t) =

= min [и2 — 2uv — p(t)v — q(/)]. (8.6)
и

Если бы не операция взятия минимума, это уравнение было бы
линейным. Тем не менее оно обладает некоторыми свойствами,
присущими линейным уравнениям. Именно по этим причинам
мы используем термин «квазилинеаризация».

Рассмотрим соответствующее уравнению (8.6) линейное

дифференциальное уравнение
w' = u2 — 2uw —p(t)w— q (t), (8.7)

где u(t) — теперь уже фиксированная функция от t. Пусть v

и w имеют одинаковые начальные значения v(0)=w(0) =с.

Предположим, что решение v(t) уравнения Риккати

существует на отрезке [0, /0]- Оговорка относительно существования
необходима, так как решение уравнения Риккати не обязательно

существует при всех t. Это видно на примере уравнения
и'=1+и2, 1/(0) =0, решение которого u= tgt определено при
0<*<я/2.

Чтобы установить неравенство w^v, мы рассуждаем, как и

выше. Заметим, что (8.6) эквивалентно неравенству

<z/<tf2 — 2uv— p(t)v — q(t) (8.8)

для всех u(t) или равенству

v' = и2 — 2uv — p(t)v — q{t) — r (t), (8.9)
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где r(t)^-0 для ^>0. Функция r(t), разумеется, зависит от и

и vy но это в данный момент несущественно.
Следовательно, используя обозначение разд. 7 и свойство

положительности оператора Г(/, g)y получаем

v=T(—2u—p(t), u2 — q(t) — r(t))^

<T{—2u—p{t),u2 — q{t)) = w. (8.10)

Так как это неравенство справедливо для всех u{t)y причем
равенство достигается при u(t)=v(t)y мы получаем искомый

результат {)
v(t) = minT(—2u — p(t), u2 — q(t)), (8.11)

и

который мы сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Для О<^<^0, где t0 зависит от интервала су-

ществования v(t)y имеет место представление

V(t): mm

-J (2u(s)+p(s))ds

X

X

* J (2« (r)+p (/■)) dr

'+Je° [u2(s) — q(s)]ds (8.12)

Итак, используя квазилинеаризацию, мы получили
аналитическое выражение для решения уравнения Риккати.

9. Оценки сверху и снизу

С помощью представления (8.12) можно путем
соответствующего выбора u(t) легко получить оценки сверху для v(t).
Отсюда в свою очередь можно получить оценки сверху для

решения линейного дифференциального уравнения второго порядка

-p(t)u'-\-q(t)u = 0, (9.1)

связь которого с уравнением Риккати отмечалась в разд. 6.

Если q(t)<0y можно получить оценки снизу, сделав в (6.1)
замену v=\jw и произведя описанные выше операции над

уравнением

w' — 1— p(t)w — q(t)w2 = 0. (9.2)

1) В соотношениях (8.11) и (8.12) минимум берется по функциям u{t),
заданным на отрезке [0, t0]. — Прим. ред.
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Эти методы использовались, особенно Калогеро, для изучения

асимптотического поведения решения как функции от параметра
и от времени t.

Далее, чтобы получить более точные оценки, можно

использовать общие преобразования вида

* = wa±w^- (9.3)bi(t) + b2(t)w
v '

Функция w будет удовлетворять уравнению Риккати, если

таким свойством обладает функция v.

10. Последовательные приближения
с помощью квазилинеаризации

Теперь мы в состоянии использовать формулу теоремы 1 из

разд. 8 для получения последовательных приближений к

решению v(t). Нам известно, что минимум достигается на самом

решении v(t). Следовательно, если v0
—

разумное начальное

приближение, то vu получаемое как решение уравнения

v[ = vl-2v0v1-p(t)v1-q(t). ^(0) = с, (ЮЛ)

будет еще лучшим приближением, точно так же, как это имело

место в процессе нахождения корня уравнения f(x)=0 с

помощью метода Ньютона — Рафсона. Повторяя этот процесс, мы

получаем рекуррентное соотношение

<+1 = Ч-2^я+1-/>('К+1-<?(')> «я+1(0) = с. (Ю.2)

В точности то же самое рекуррентное соотношение мы получили
бы, если бы применили метод приближений Ньютона —

Рафсона — Канторовича к нелинейному дифференциальному
уравнению

v' = — v2 — p(t)v — q (t), v (0) = с. (10.3)

Вообще, если бы дифференциальное уравнение имело вид

v'=g(v> 0» мы бы использовали аппроксимационную схему

K+^S{vn^t)+{vn+l-vn)gv{vn, t), г»я+1(0) = с. (10.4)

Мы хотим, однако, подчеркнуть, что эти два подхода

неэквивалентны, несмотря на то что в некоторых случаях они

приводят к одинаковым результатам. Как указывалось во введении

(а также будет подробно обсуждаться в гл. VII),
квазилинеаризация своим появлением во многом обязана теории
динамического программирования, в которой концепция приближения в

пространстве политик играет ведущую роль. В частности, с этой
точки зрения мы можем ожидать монотонной сходимости.
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С другой стороны, геометрическая трактовка метода

приближений Ньютона — Рафсона позволяет ожидать квадратичной
сходимости. Как будет показано ниже, оба эти свойства имеют

место, и в результате мы получаем метод, весьма мощный как

с вычислительной, так и с аналитической точек зрения.
Наконец, мы можем рассматривать квазилинеаризацию как

систематическое применение принципа двойственности.

П. Монотонность

Докажем теперь монотонность последовательности

приближений. Рассмотрим соотношения

>*2л+1-Ч,+Л+1-/'('К+1-<7(0. vn+1(0) = c (11.1)

(неравенство имеет место, так как минимум достигается при
vn = vn+i). Мы умышленно не упростили последнее выражение,
чтобы подчеркнуть его связь с уравнением

<+2 = <+l-2vn+2vn+1-p(t)vn+2-q(t), vn+2(0) = c. (11.2)

Сравнивая это уравнение с неравенством (11.1) и используя
свойство линейного оператора Г, рассмотренное в разд. 7, мы

видим, что1)
vn+1>vn+2. (11.3)

Отсюда по индукции имеем

^i>^2> ••• >vn>vn+1> ... . (11.4)
Если функция v0 выбрана произвольно, то неравенство v0 > vt
может и не выполняться.

Чтобы показать, что vn(t)^ v(t) для всех п>1, напишем

v' = — v2 — р (t) v — q (t) = min [w2 — 2wv — p (t) v — q (t)] <
w

<vl-2vv-p{t)v-q{t). (11.5)

Отсюда опять, используя свойство линейного оператора (см.
разд. 7), получаем, что vK.vn для всех м> 1.

Следовательно, для любого отрезка [0, /0], на котором v(t)
существует, мы можем утверждать, что последовательность [vn]
сходится.

х) Уравнение (11.1) можно записать в виде (7.1), полагая w = vn+u

/=—2vn+\ — p, giz=(Vn — vn+i)2+vn+1 — q. Сравнивая его с уравнением

(11.2), которое также приводится к виду (7.1) при w= vn+2, /=—2vn+\— p,
g2=v2 г— q ^ gu приходим к неравенству (11.3). —Прим. ред.
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Из соотношения

^п+1(()-с= j [vl-2vnvn+l-p(tl)vn+l-g(tl)]dt1 (11.6)
О

заключаем на основе ограниченной сходимости, что

t

v(t)-c=\\-v*-p(t1)v-q(t1)}dtv <11.7)
О

где v= lim vn(t). Следовательно, функция v(t) непрерывна,
П ->0О

так как она представляется в виде интеграла (11.7).
Дифференцируя (11.7), получаем

v' = — v2 — p{f)v — q(t), v(0) = c. (11.8)

Из обычной теоремы единственности следует, что v = v.

Наконец, в силу непрерывности элементов

последовательности {vn}y ее монотонной сходимости и непрерывности v(t) мы

можем утверждать по теореме Дини, что сходимость

равномерна на [0, t0].

12. Обсуждение

В предыдущих разделах мы рассмотрели два важных

свойства последовательности приближений, получаемой с помощью

квазилинеаризации, — квадратичную сходимость и

монотонность. Первое из этих свойств является прямым следствием
применения обобщенного метода приближения с помощью

касательных— типа метода Ньютона — Рафсона. Второе же

свойство справедливо только для специальных классов операторов
или для малых интервалов изменения t. В данном случае это

есть следствие свойства положительности оператора

L=4t+p^> (12Л)

или вернее оператора L"1.

Мы неоднократно использовали тот факт, что

1м§0ф^0. (12.2)

К счастью, как мы увидим ниже, многие важные операторы,

встречающиеся в анализе и математической физике, обладают
этим свойством положительности. В дальнейшем мы будем
рассматривать линейные дифференциальные уравнения второго и

я-го порядков, параболические и эллиптические

дифференциальные уравнения в частных производных и некоторые важные
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типы квазилинейных дифференциальных уравнений в частных

производных.
Обобщение метода Ньютона — Рафсона на функциональное

пространство было сделано Канторовичем и др. Учитывая вклад

Канторовича в эту важную область, использованный выше

метод приближений можно назвать приложением общего метода
Ньютона — Рафсона — Канторовича.

13. Основная лемма

Свойство положительности оператора L-1 можно
использовать для установления следующего фундаментального
результата теории дифференциальных уравнений:

Теорема 2. Если u(t), u(/)>0 для />0, с>0, то из

t

и(0<с+J u(s)v(s)ds (13.1)
о

следует
t

f v (s) ds

u(t)^ceb . (13.2)

Этот результат вместе с его обобщениями чрезвычайно
полезен для установления существования и единственности решений
нелинейных дифференциальных уравнений, а также для

исследования устойчивости решений дифференциальных уравнений
как в обыкновенных, так и в частных производных. Он

принадлежит к общей теории дифференциальных неравенств,
основоположником которой является Чаплыгин.
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Глава IF

Двухточечные краевые задачи для дифференциальных
уравнений второго порядка

1. Введение

Приступим теперь к изучению нелинейных

дифференциальных уравнений второго порядка вида

a" = g(u, a\ t) (1.1)

с двухточечными краевыми условиями и(0) =аи и{Ь)=а2. Мы

не располагаем таким удобным и эффективным способом для

выражения общего решения посредством конечного набора
частных решений, как в линейном случае (вопрос, который мы

обсудим ниже). Следовательно, мы не располагаем готовым

рецептом для того, чтобы свести задачу, возникающую при
решении уравнения (1.1), к алгебраической задаче, как это имеет

место, когда функция g(uy и', t) линейна относительно и и и'.

В самом деле, вопросы, связанные с существованием и

единственностью решений нелинейных дифференциальных уравнений,
весьма сложны и тонки, и в этой области есть еще много белых

пятен.

Для того чтобы построить аналитический фундамент и в то

же время разработать вычислительные алгоритмы, мы

вынуждены прибегнуть к методике аппроксимаций. Методы
неподвижной точки, столь эффективные при доказательстве
существования решения, бесполезны с вычислительной точки зрения.
Вообще лишь немногие стандартные классические методы

последовательных приближений могут быть использованы в

вычислительной практике. Тем не менее в настоящее время существует

ряд мощных вычислительных методов. Мы остановимся на

одном частном методе, который вытекает из теории

квазилинеаризации.
Наша цель — получить решение уравнения (1.1), если оно

существует, как предел последовательности решений линейных

дифференциальных уравнений. Каждое из этих уравнений не-4
трудно решить численно, пользуясь фундаментальным
принципом суперпозиции. Кроме того, так же как и в случае
уравнения Риккати, которое рассматривалось в предыдущей главе, мы

хотим обеспечить квадратичную сходимость и, если это

возможно, монотонность. Результаты, которые мы получим,
покажут, что эти желания реальны.
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2. Двухточечные краевые задачи для линейного

дифференциального уравнения второго порядка

Прежде чем перейти к изучению общего дифференциального
уравнения второго порядка, рассмотрим двухточечную краевую
задачу для линейного уравнения

u?' + p(t)u'-{-q(t)u = 09 u(0) = av u(b)==a2. (2.1)

Мы намеренно выбрали особенно простые краевые условия, так

как для любого вида краевых условий подход остается одним

и тем же.

Пусть функции Ui и и2у образующие фундаментальную
систему решений записанного выше однородного уравнения,
удовлетворяют начальным условиям

их(0)=\9 «,(()) = 0,

я((0) = 0, я£(0) = 1. (Z'Z)

Тогда в силу линейности уравнения (2.1) любое решение можно

представить как линейную комбинацию

и = схщ + с2щ, (2.3)

где константы Ci и с2 определяются из начальных или краевых

условий. Используя условия при ^ = 0 и t = bt мы без труда

получаем два линейных алгебраических уравнения

а,л=Сл,
(2.4)

a2 = clul (b)-\-c2u2(b).
отсюда

c1 = av

_
а2 — ахих(Ь) (2.5)

Таким образом, если и2(Ь)Ф0у то существует единственное
решение. Если и2(Ь)=0у то решение существует при а2 = а1а1(6),
и в этом случае мы имеем однопараметрическое семейство
решений вида

u(t) = altii(t) + c2u2(t)9 (2.6)

где с2— произвольная постоянная. Следовательно,
существование и единственность здесь тесно взаимосвязаны, как это часто

и бывает.

Условие и2(Ь)фО можно рассматривать как условие на

собственные значения задачи Штурма — Лиувилля

ar+p{t)a' + hf(t)u = 0.

а(0) = й(А)==0.
( }
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Условие и2(Ь)Ф0 эквивалентно требованию, чтобы Я=1 не

являлось собственным значением. Другими словами, мы требуем,
чтобы в случае к=1 единственное решение уравнения (2.7) было

тривиальным решением u(t)=0.

3. Неоднородное уравнение

Займемся теперь неоднородным уравнением

u" + p(t)u' + q{t)u = r(t),

u(0) = av u(b) = a2.
'

'

Воспользовавшись линейностью уравнения, запишем

u = v-\-w9 (3.2)

где w и v выбраны таким образом, чтобы удовлетворять
уравнениям

<a/' + p(t)w' + q(t)w = r(t),

w(0) = 0, то'(0) = 0,
( }

vr + p(t)rf+q(t)v = 0,

v(0) = av v (b) = a2
— w (b).

( }

Для первого уравнения поставлена задача Коши, которую
мы рассмотрим ниже; решение краевой задачи для второго
уравнения уже нами обсуждалось.

Остается исследовать аналитическое решение неоднородного

уравнения (3.3) с помощью решений однородного уравнения
(2.1). Наиболее изящный и эффективный способ связан с

применением теории матриц; этот способ мы кратко изложим в

следующем разделе.
Однако сейчас, чтобы не нарушать изложение, используем

простой метод Лагранжа вариации произвольных постоянных.

Пусть щ и и2
— частные решения однородного уравнения,

которые упоминались выше. Составим их линейную комбинацию

w = sxax + s2u2, (3.5)

где s, и s2
— функции от ty которые мы определим далее. Тогда

w1 = s{u[ + s2/4+ s[ax -f- s'jir (3.6)

В целях упрощения полежим

5i"i + 5X = ° (3-7)
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Это первое условие на s[ и s'r Так как при этом ограничении
w'= sxti[ +s2u'v то

w" = stf + s2u2 + s[u[ + s'2u'r (3.8)
Таким образом,

w'' + p(t)w' + q(t)w = sl(u;+p(t)u[ + q(t)ul) +
+ 52(a2 + /> (0 oj+ q (t) u2) + s[tt[ +5^= г (t). (3.9)

Поскольку Wi и и2 удовлетворяют однородному уравнению,
отсюда следует, что

s[u[+ s'2u'2 = r(t). (3.10)

Объединяя это уравнение и уравнение (3.7), получаем систему
линейных алгебраических уравнений относительно s[ и s2.
Существование решения обеспечивается отличием от нуля
определителя (вронскиана)

W(t)=
и м;

(3.11)

Принимая этот факт без доказательства (оно будет приведено
в гл. III, разд. 3), имеем

0 и2

г (t) и2

их 0

и[ r(t)

W(t) W(t) (3.12)

Так как мы стремимся удовлетворить условиям w(0) =w'(0) =0,
положим 5i(0)=52(0) =0, и тогда

—j
u2(tx)r{tx)dt,

Wit,)

(3.13)

.-J
о

ul(tl)r(tl)dtl
W(tx)

Таким образом,

w = jrft)|Ц| (<l) "2
(0-^°

ttl (f)1 *'
= J Оft *,)rft)*ft. (3.14)

Для того чтобы решить краевую задачу

я"+ />(*) и'+ ?(*)« = /■(*)• «(0) = и(*) = 0, (3.15)
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поступим следующим образом. Решение уравнения (3.15) при

условии и(0)=0 имеет вид

u = c2u2(t)+ J G(t, tx)r(tx)dtv (3.16)
о

где с2
— константа, которую нужно определить. Положив t = b,

tx)r(t
u2(b)

получим
b

^-\0(Ь'ЧТ"'- <317>

Следовательно,
ь

— щ (*)
и = - J G(6, tx)r (tx)dtx + J G(/, tx)r (tx)dtx =

о о

t

t

+ J[°fr '»)--5w0^ ^)]rw^i- с3-18)
0

Простая выкладка показывает, что можно записать

ь

u(t)= \ K(t, tv b)r(tx)dtv (3.19)
о

где

f G^ 'i)-irm0(b' *& °<*1<*>
Wi.*)= a,m (3-20)

4. Матричный подход

Отметим, между прочим, что прямой вывод формулы (3.14)
можно получить применением элементов теории матриц к

линейным дифференциальным уравнениям.
Начнем с замечания, что уравнение

u"+ p(t)u' + q(t)u = r{t) (4.1)
можно записать в виде системы линейных уравнений первого
порядка

а[ = ау

u'2 = -p(t)u2-g(t)ul + r(t).
(4<2)

3 Зак. 1113
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Отсюда, вводя векторы

*(0 =

и матрицу

и

и

i(0'

2(0.
"

0

.

—

<i

»

t(t)

г о

[r(t)

P(t)\ (4.3)

мы получаем векторную систему

x' = A{t)x + f{t), (4.4)

эквивалентную системе (4.2), с начальным условием х(0)=0.
Существуют два подхода для получения решения системы

(4.4). В первом используется метод Лагранжа вариации
произвольных постоянных в матричном виде. Во втором подходе,

который можно обобщить на любой тип линейных
функциональных уравнений, используется решение сопряженного уравнения.
Остановимся на втором подходе.

Пусть Y(t)—пока произвольная матрица. Составим

равенство
т т

J Yx' dt = j [YA(t)x+ Yf (t)]dt. (4.5)
о о

Интегрируя по частям, получаем

т

У(Т)л(Т)- Y(O)jc(O)— { Y'xdt =

о

7 Г

= j YA(t)xdt+j Y\(t)dt. (4.6)
о о

Так как х(0) =0, это выражение можно переписать в виде

т т

Y{T)x(T)=\ \Y' + YA(t)\xdt + \Yf(t)dt. (4.7)
о о

Поскольку это соотношение справедливо при произвольной

матрице У, постараемся выбрать ее наиболее удобным образом.
Определим матрицу Y(t)=Y(tf Т) на отрезке [0, Т] уравнением

Y' + YA (0 = 0, Y (Т) = /. (4.8)

При таком выборе Y(t) имеем

x{T)=jVf(t)dt. (4.9)
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Если обозначить через X(t) решение матричного уравнения

X' = A(t)X, Х(0) = /, (4.10)

то легко видеть, что решение уравнения (4.8) записывается

в виде

Y=X{T)X{ty\ (4.11)

Это следует из соотношения

Ж,)=-*-,-§*-1- <4-12)

Тогда (4.9) принимает вид

т

х{Т)=\ X(T)X(tylf(t)dt. (4.13)
о

Произведя указанные операции над матрицами, мы получим

результат, в точности совпадающий с (3.14).
Соотношение (4.13) более предпочтительно для

аналитических целей, поскольку в такой записи весьма наглядно

проявляется структура решения.

5. Функции Грина

Весьма важная функция K(t, tu b), введенная в разд. 3,
носит название функции Грина. Она определяется как видом

конкретного линейного уравнения, так и граничными условиями.

Например, если уравнение имеет вид

u" = r(t), u(0) = u(b) = 0, (5.1)

то простые вычисления по указанной выше схеме приводят к

решению

= [ K{t, tv b)r(tx)dtv (5.2)
6

*<'•'•■*>=<,«-*> 0<t<i
^

Ниже мы используем этот результат.
Существует много интересных и важных свойств функций

Грина, на которых мы не будем здесь останавливаться. Эти

и

где

3*
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функции играют основную роль в современной теории
дифференциальных уравнений и связанных с ними интегральных
уравнений. В следующей главе мы обсудим некоторые важные

вопросы о положительности функций Грина.

6. Выпуклость

Обобщим теперь путем введения понятия выпуклости
представление

u2 = max(2uv — v2), (6.1)
V

использованное нами в гл. I для изучения уравнения Риккати.

Говорят, что функция f(x) выпукла на отрезке а Кх <£, если

f"(x) >0 на этом отрезке, и строго выпукла, если /"(л;)>0.

р
J/

Рис. 2.1

Рассмотрим график строго выпуклой функции (рис. 2.1) и

проведем к ней касательную в точке Р(иу f(u)):

y-f(") = f'(u)(x-u). (6.2)
В силу строгой выпуклости кривая расположена выше
касательной при всех значениях х, кроме х=и. Отсюда

f(x)>f(u) + f'(u)(x-u) (6.3)

для всех и и х\ равенство в (6.3) имеет место при х = и.

Поэтому можно написать

f (x)= max [f (и) + (х-и) f'(u)\. (6.4)
U

Разумеется, этот результат можно получить чисто

аналитическим путем.
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Точно так же для функций двух переменных

f(x, у) = max [/(и, v) + (x-U)fu+ {y-v)fv] (6.5)
и, v

при условии, что f(xy у) строго выпукла в интересующей нас

области, т. е. если

f fI XX IX

fxx > 0.
XX I ХУ

Ixu I uu

> 0 (6.6)
'xy

или, что то же самое, если квадратичная форма

f„/2 + 2f,/s + f,/ (6-7)

положительно определена.
Аналогичные результаты справедливы для функций

произвольного конечного числа переменных и для функционалов.
Общее исследование выпуклости связано с некоторыми

трудностями, однако оно вознаграждается, так как приложения этого

простого, но фундаментального понятия всюду встречаются в

анализе и геометрии.

7. Квазилинеаризация

Итак, мы уже готовы к применению квазилинеаризации в

аналитических и вычислительных целях. Сначала мы используем
эту методику для получения квадратичной сходимости и

проиллюстрируем это на нескольких примерах.

Для иллюстрации начнем с уравнения

u" = f(u), u(0) = u(b) = 0. (7.1)

Пусть и0(х) — некоторое начальное приближение; рассмотрим
последовательность {ип}, определяемую рекуррентным
соотношением

< = /K-i)+("„-a„-i)/'K-i)'
(72)

ип(0) = ип(Ь) = 0.

Каждая функция ип(х) есть решение линейного уравнения, что

является весьма важной характерной особенностью этого

алгоритма.
Алгоритм следует из метода аппроксимации Ньютона — Раф-

сона — Канторовича в функциональном пространстве. На

основании всего ранее сказанного можно ожидать квадратичную
сходимость, если сходимость вообще имеет место.
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8. Обсуждение

Поскольку каждое решение определяется двухточечными

краевыми условиями, заранее отнюдь не очевидно, что

последовательность {ип}, задаваемая соотношением (7.2), действительно
существует.

Поэтому мы вначале покажем, что упомянутая
последовательность полностью определена, если область изменения х

ограничена достаточно малым отрезком [0, 6], а затем докажем

квадратичную сходимость последовательности. В следующей
главе мы приведем доказательство монотонной сходимости, что

потребует привлечения несколько более сложных идей, и

используем этот результат для расширения области сходимости

аппроксимирующей последовательности. Мы продемонстрируем ряд
различных подходов к решению весьма важных и интересных
вопросов, связанных с монотонностью и положительностью.

9. Существование и ограниченность

Прежде всего докажем существование и равномерную
ограниченность последовательности {ип(х)} при достаточно малом Ь.

Исходя из уравнения (7.2), точнее

Ci = /W+(Vr»n)rw«
(9Л)

«л-»1(0) = «л + 1(*) = 0.

получим, как показано в разд. 4 и 5, линейное интегральное
уравнение

ъ

ип+1 = \К{х, у) [f (и„) + (ип+1 -ип) Г («„)] dy, (9.2)
О

где К(ху у) —функция Грина,

[■^Р^, 0<х<у<Ь,
К(х, у) =

ь

J±ZL*)£, b>x>y>0.
(9.3)

Для того чтобы получить (9.2), представим (9.1) в виде

уравнения u" = r(t), u(0)=u(b) = Q, и затем используем
результат, установленный в разд. 5.

Заметим, что

max\K{x, у)\ = ±. (9.4)
jc, У
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где максимизация проведена по области (Хх, у^СЬ. Положим

max тах(|/(й)|, \f'(u)\) = m, (9.5)
|н|<1

предполагая т < оо, и выберем и0(х) так, чтобы |а0(л:)|<^1
при 0<х<Ь. Возвращаясь к (9.2), имеем

ъ

I«n+ll<jl^(^»)l[lf(«n)l + l«nllf4«n)l + l/4«n)ll«n+ ll]^-
0

(9.6)
Отсюда, обозначая m1= max |#i(a:)|, получаем при п = 0

О < л: < ^

ъ

m\<-\\ [2m + mmj d# <-^Ч ~-mv (9.7)
о

Следовательно, при условии Ь2/п/4<1, находим границу

^ Ь2т12 /Л оч

^1<1-,4/4- <9'8)

Эта верхняя граница rtii не будет превосходить 1, если

выполнено неравенство 62^4/3т. Поэтому, если выбрать отрезок
[О, Ь] достаточно .малым, так, чтобы выполнялось условие

fe2^4/3m, будем иметь гп\ ^. 1.
Ясно, что эти рассуждения можно продолжить по индукции,

и в результате можно утверждать, что |ип(л;)|^1 при 0<J^O,
если fe2<4/3m. Итак, мы показали, что принятое нами

индуктивное определение последовательности {ип(х)} имеет смысл.

10. Сходимость

Доказательство сходимости будет проведено стандартным
путем; единственное отличие будет состоять в том, что

сходимость окажется квадратичной.
Обращаясь к рекуррентному соотношению (9.1), вычтем п-е

уравнение из (я+1)-го:

("л + 1 —«ЯУ/ = /("л) — /(«л-l)—("л" «л-1)П«я-1)-+
+ П«л)(«л + 1-«л). (ЮЛ)

Рассматривая (10.1) как уравнение относительно un+i
— ип и

преобразуя его в интегральное уравнение, как это уже
делалось, получаем

ь

(«л+1-«л)= J К{*> !/)IIW-!K-i)-(^~^-i)rK-i)+

+ /,(«я)(«л+1-«л)№ (Ю-2)
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Из теоремы о среднем следует

/ («л) - / («л-l) - («л - «л-l) Г («л-l) =
(Ц'"Ця-1)а

Г (6)' (Ю.З)2

где 6 лежит между ип-\ и ип. Тогда, полагая

k = max |f"(«H (Ю.4)
I и I <1

имеем почти как раньше

ь

1«л+1 —«л1<4 J [т^— йл-1)2 + ^1«л+1 — «л|]^1/- (Ю-5)
о

Отсюда, проводя рассуждения, аналогичные тем, которые
использовались при выводе неравенств (9.7) и (9.8), получаем

max| ип+1
—

ип |< !^2^4 (т*х I ип - un-i I)2• (Ю.6)

Это соотношение показывает, что если сходимость вообще имеет

место, то она квадратичная.
Если члены последовательности {vn}y n = 0y 1, 2, ...,

удовлетворяют соотношению

vn<ki°l-v 1=1. 2, ..., (10.7)

то обычная индукция приводит к неравенству

kvn < ff"-bpg"= (^^o)2\ (ia8)

Таким образом, сходимость будет зависеть от величины

Мо= 1,^/4 m*x I "i — "о I- (Ю.9)

которая (это можно показать таким же путем, как и выше)
будет меньше единицы при достаточно малом Ь.

Интересно заметить, что, как это следует из доказательства,
для сходимости достаточно малости тах|ип+1 — ип\ хотя бы

х

при одном п. Следовательно, даже если заданный отрезок [0, Ь]
окажется слишком большим, можно всегда надеяться, что за

счет удачного выбора начального приближения и0(х) мы

добьемся достаточно малой величины \Ui(x) —и0(х)\. Здесь большую
помощь может оказать физический и инженерный опыт, а также

интуиция.

Итак, если величина (10.9) меньше единицы, то

последовательность {ип(х)} равномерно сходится к функции и(х), удовле-
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творяющей уравнению

ь

и= J K(x, y)f(u)dy. (ШЛО)
о

Отсюда мы заключаем, что и удовлетворяет исходному
дифференциальному уравнению.

Кроме того, пользуясь вышеизложенными методами, можно

показать, что

max| и — ип |<k2 max| и — ип_112, (10.11)
X X

откуда, как обычно, следует единственность.

Мы тщательно вникли во все детали доказательства

существования и сходимости последовательности приближений,
чтобы продемонстрировать необходимые этапы, из которых должно
состоять доказательство. Поэтому при исследовании более
сложных функциональных уравнений в последующих главах мы

будем опускать доказательства существования и сходимости,

поскольку их проведение не предполагает привлечения
дополнительных идей или методов

— достаточно самого общего
знакомства с обозначениями теории матриц и функционального
анализа. Заметим, что предположение о выпуклости, столь

существенное при доказательстве теоремы представления, не играет
никакой роли при доказательстве квадратичной сходимости.

11. Сходимость алгоритма Пикара

Обычный подход, основанный на рекуррентном соотношении

C-fW- «.+1(°)=«.+,(*)=о. (ил)

при почти тех же ограничениях на f и Ь приводит к сходящейся
последовательности. Однако в общем случае скорость
сходимости будет такой же, как для геометрической прогрессии, иначе

говоря,

1*л+1-*лК*1*л-*л-11. (П.2)

гдей<1, или \vn — un_i|</znc0.
Преимущество квадратичной сходимости состоит,

разумеется, в быстроте сходимости. Кроме того, мы покажем в

дальнейшем (в гл. III), что квазилинеаризация в ряде важных случаев
обеспечивает максимальный интервал сходимости
последовательных приближений.
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12. Числовой пример

В магнитной гидродинамике в настоящее время проявляется

интерес к уравнению

Uxx + uyy = ett. (12.1)

Его численное решение с использованием квазилинеаризации
будет рассмотрено в дальнейшем. Здесь мы обсудим его

одномерный вариант
а" = ett9 u(0) = u (b) = 0, (12.2)

существенное достоинство которого состоит в том, что оно имеет

единственное и явное аналитическое решение. При Ь=\
решение имеет вид

и(х) = — In2 + 2 In [сsec { с{х^4^ J], (12.3)

где с — корень уравнения

]^2 = с sec (j), (12.4)

лежащий между 0 и я/2, а именно с точностью до восьмого

знака с =1,3360557.
Напомним, как получено решение уравнения (12.2).

Умножая на и' обе части уравнения и интегрируя, мы получаем и'
как функцию от и. Дальнейшее интегрирование приводит к

искомому явному решению уравнения (12.3).
Используя методы, изложенные выше, получаем

аппроксимирующую последовательность

u"n+i = в11* + еы» (Ил+1 — и>п)> Hn+i (0) = ап+х (Ь) = 0. (12.5)

Таблица 2.1

Приближение ип(х) к и(х)

X

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1.0

и„ (х)

0,000000
0,000000
0.000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

«.(*)

0,000000
—0,04/285
—0,072974
—0,005386
—0,/08743
—0.//5181
—О./08743
—0,095386
—0,072974
—0,04/285

0,000000

и2(х)

0,000000
—0,041436
—0,0732683
—0,095800
—0,109238
—0,113704
—0,109238
-0,095800
—0,0732683
—0,041436

0,000000

и (х)

0,000000

—0,041436

—0,0732686

—0,095800

—0,109238

—0,113704

—0,109238
—0,095800

-0,0732686

-0,041436

0,000000
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Выбирая наиболее естественное начальное приближение
и0(х)=Оу мы вычисляем функции их(х) и и2(х) так, как это

описано выше, используя метод интегрирования Рунге—Кутта.
Табл. 2.1 иллюстрирует скорость сходимости. Значащие цифры
величины ип(х)у совпадающие со знаками и(х)у выделены

курсивом.

13. Нелинейные дифференциальные уравнения
второго порядка общего вида

Нетрудно применить тот же метод для исследования уравнения

u" = f(u', и, х) (13.1)
с нелинейными краевыми условиями вида

Л(«(0), я'(0)) = 0, g2(u(b),u'(b)) = 0 (13.2)
или даже более общего вида

gl(u(0),tt'(0), и(Ь),и'(Ь)) = 0,

g2(u(0), и'(0), и(Ь), и'(Ь)) = 0. {16-6)

Теперь мы применим квазилинеаризацию как к уравнению, так

и к граничным условиям. Тогда в случае уравнения (13.1) и

условий (13.2) мы получаем последовательность {ип(х)} при
помощи уравнения

+ fu(u'n,un,x)(un+l-un)(\3A)
с линеаризованными краевыми условиями

SiK«». "W+MMO)" <(0))K+1(0)-«„(0)) +
+ *iB.(M0). и;(0))«+1(0)-<(0)) = 0. (13.5)

Аналогичное соотношение выписывается для g2 в точке х= Ь.
Легко доказать существование, единственность и

квадратичную сходимость при достаточно малом Ь и очевидных

ограничениях на величины \и, /v, g.iu, giu>, f=l, 2.

14. Числовой пример.

В качестве второго примера рассмотрим уравнение
— я" = 1+а2(я')2. я(0) = я(*) = 0, (14.1)

возникающее при изучении конечных деформаций упругой
струны под действием поперечной нагрузки1). Точное
аналитическое решение при а2 = 0,49 и Ь = \ имеет вид

') Это уравнение предложил нам В. Прагер.
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Используя рекуррентное соотношение

- «;+i = 1 - 0.49 «)+ 2 (0,49) «Х+1>
и«м(0) = и,щ(*) = 0.

(14.3)

с начальным приближением и0(х)=0, мы получаем результаты,
которые приведены в табл. 2.2.

Таблица 2.2

Сходимость ип(х) к */(*)

X

0,0
од
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

«oW

0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

их (х)

0,000000
0,045000
0,080000
0,105000
0,120000
0,125000
0,120000
0,105000
0,080000
0,045000
0,000000

Ul{x)

0,000000
0,046570
0,082302
0,107571
0,122632
0,127636
0,122632
0,107571
0,082302
0,046570
0,000000

и(х)

0,000000
0,046571
0,082304
0,107573
0,122635
0,127639
0,122635
0,107573
0,082304
0,046571
0,000000

15. Вариационное исчисление

Естественным и наиболее обильным источником нелинейных

дифференциальных уравнений с двухточечными краевыми
условиями является вариационное исчисление. Рассмотрим задачу
максимизации функционала

ь

J(u)= j g(u, u')dt (15.1)

с начальным условием и(0)=с. Обращение в нуль первой
вариации приводит к уравнению Эйлера

dg_
ди

'

dt \ди' )
— 0 (15.2)

с конечным условием ')

ди' ч-ъ
(15.3)

') Условие (15.3)—это условие трансверсальности для рассматриваемой
вариационной задачи (см., например, Гельфанд И. М. и Фомин С. В.,

Вариационное исчисление, Физматгиз, М., 1961).
— Прим. ред.



15. Вариационное исчисление 45

Если функция g представлена в виде суммы квадратичной
формы относительно и и а' и линейного члена относительно иу

то уравнение Эйлера линейно и двухточечная краевая задача
может быть непосредственно решена. В общем случае перед
нами предстают обычные трудности.

Чтобы проиллюстрировать метод квазилинеаризации,

рассмотрим задачу, которая возникает при использовании

принципа Ферма. Пусть плоскость х, у представляет оптически

неоднородную среду; скорость света в точке (х, у) обозначим

через v(x, у).
Луч света, исходящий из точки Р0, проходит через точку Р\.

Какой путь он избирает?

ч

к

у = у (х)

Рис. 2.2. Луч света в неоднородной среде.

Согласно принципу Ферма о минимуме времени, наша задача

состоит в минимизации интеграла

Vi+y'2
V (*. У)

dx (15.4)

(рис. 2.2).
Уравнение Эйлера для этой задачи имеет вид

[ v(x,y) J dx \ ду- L v(x,y) Jj-U- №■*>dy

Пусть v(x, y)=y. Тогда уравнение (15.5) сводится к

уравнению

1 + у'г + уу" = 0 (15.6)

с двухточечными краевыми условиями

J/(*o) = J/o> 0(*i)=«/i- (15.7)
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Известно, что оптимальные кривые
— это дуги окружностей,

центры которых располагаются на оси х. Мы можем

использовать этот результат для контроля точности наших численных

методов.

Перепишем уравнение (15.6) в виде у"=— (1+у'2)1у и в

качестве начального приближения выберем функцию г0(х),
график которой представляет собой прямую, соединяющую точки

Р0 и Pi .Общее рекуррентное соотношение имеет вид

zn+\ — ; I -2 (гп+г— zn)
—

{zn+\
—

znY \[b'b>
л
n n n

где zn+i(x0) =y0, 2n+i(*i) =yim

Рассмотрим частный случай, когда */(1) = 1, у(2) =2. В
качестве начального приближения выберем г0(х) =х. Полученные
численные результаты представлены в табл. 2.3 (в приложении 1

приводится программа).
Таблица 23

Численные результаты

X

1,00
1,25
1,50
1,75
2,00

г0(х)

1,00
1,25
1,50
1,75
2,00

zx{x)

1,000000
1,386195
1,651987
1,848866
2,000000

z2{x)

1,000000
1,391934
1,658305
1,854642
2,000000

4{х)

1,000000
1,391941
1,658312
1,854050
2,000000

Функция г3(х) совпадает с точным решением до шестого

знака включительно.

16. Квазилинеаризация

Использование метода квазилинеаризации может идти двумя

путями. С одной стороны, уравнение Эйлера (15.2) является

нелинейным дифференциальным уравнением того типа, с

которым мы уже встречались. Производя обычную линеаризацию,
мы получаем линейное уравнение

+*«„'(«„. «;> о «+i-o-
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с начальным условием un+i(0)=c и линеаризованным конечным

условием

8*К> ип> *) + K+i-««)«r«'i,K' <• *) +
+ K+l-<)gu>a>K><>b) = 0. (16.2)

С другой стороны, мы можем действовать непосредственно
следующим образом. Пусть ип — некоторое приближенное
решение задачи оптимизации; рассмотрим задачу минимизации

функционала
ь

jn= \ h2(u, uni t)dt9 (16.3)
а

где h2(u,Un,t)—разложение функции g(u,u',t) в окрестности
точки (wn, и',), включающее члены второго порядка малости:

fi,2(u, ия, t) = g(un, и'п, t) + gu(ua, и'а, t)(u-un)+

+ gu- (Un> <> 0 ("' - «'„) "Г" i [Sua К' U'n> 0 (" - "J+

+ 2*вв.(«я,«;, о(«-«„)(«'-<)+
+^.'("-.";.о(в'-<)1- (1б-4)

Прямые вычисления показывают, что уравнение Эйлера для

функционала Jn в точности совпадает с (16.1). Таким образом,
в данном случае приближенный подход к точному

вариационному уравнению эквивалентен точному подходу к приближенной
вариационной задаче. Одно из преимуществ второго подхода
состоит в том, что использование методов динамического

программирования и инвариантного погружения позволяет

избежать двухточечной краевой задачи, а, следовательно, и

необходимости решения линейной системы алгебраических уравнений.
Мы подробно обсудим этот вопрос в разд. 20 и гл. VII.

17. Оценки сверху и снизу
с помощью квазилинеаризации

Теперь кратко остановимся на том, как, используя
квазилинеаризацию, можно получить оценки сверху и снизу для
определенного класса вариационных задач. Для иллюстрации

рассмотрим задачу минимизации функционала
1

J(u)= \{u'2 + y{u))dt, (17.1)
о
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при условии, что на и наложены ограничения типа и(0)=с. Для
простоты возьмем

u(0) = cv u'(\) = 0. (17.2)

Второе условие (17.2) следует из того, что на и(\) не

наложено ограничений (ср. (15.3)).

Рис. 2.3.

Предположим, что функция (р(и) выпукла, так что можно

записать

ф(и) = тах[<р(т>) + (и — v) q>' {v)\. (17.3)
V

Тогда
1

min У (и) = min | {и!2 + ф (и)) dt =
11 II V

= min max
и v |[м'2+фИ+(и-^)ф'И^ • (17-4)

Опираясь на весьма общие результаты теории игр, можно

показать, что операции максимизации и минимизации можно

поменять местами. Следовательно,

min У (ц)= max min \№*+ 4(v) + (u-v)4r (v))dt . (17.5)

Простейшее доказательство справедливости перестановки
основывается на непосредственных вычислениях.
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mm J (и) >min (17.6)

Перестановка совершается для того, чтобы получить нижнюю

границу для J (и),

$(u'2 + y(v) + (u-v)c?'(v))dt
L0

для любой функции v(t). Этот минимум можно вычислить в

явном виде, что мы и проделаем ниже.

Прежде чем приступить к вычислению, остановимся немного

на двойственности, которую мы использовали при обращении
задачи минимизации в задачу максимизации. Рассмотрим
общую задачу определения минимального расстояния от точки р0
до выпуклого множества S (рис. 2.3). Проведем касательные

к граничной кривой В и рассмотрим расстояние d от точки р0

до какой-нибудь из касательных. Геометрически абсолютно ясно,
что

р{р0= минимальное расстояние от р0 до S =

= максимальное расстояние от р0 до касательной = max d. (17.7)

Кроме того, поскольку d является минимальным

расстоянием от точки ро до точек касательной, мы сразу же видим,

откуда возникает max-min.

18. Решение внутренней задачи

Уравнение Эйлера для задачи минимизации функционала,
стоящего в правой части соотношения (17.6), имеет вид

a//_JP4tO_ = 0> u(0) = c, и'(1) = 0. (18.1)

Вводя обозначения u = c + w, получаем
1

и = с +\\ b(s, t)y'(v(s))ds, (18.2)
о

где k(sy t) —функция Грина для задачи

и" = г9 и(0) = и'(\) = 0. (18.3)

Простое вычисление показывает, что минимальное значение

функционала в правой части неравенства (17.6) равно1)
1 1

КИ =4 J | *(*. tW(v(s)W(v(t))dsdt +

+ JKc—v)<p'(v)-\-<p(v)]dt. (18.4)

l) Чтобы получить (18.4), нужно в интеграле из правой части (17.6)
проинтегрировать по частям первый член, а затем воспользоваться
соотношениями (18.1) и (18.2). — Прим. ред.

4 Зак. 1113
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Теперь мы можем записать

mm J(u) = maxK(v). (18.5)
и v

Левая часть немедленно дает оценки сверху, а правая часть —

оценки снизу. Разумный выбор пробных функций и и v часто

позволяет добиться довольно узкого интервала оценок.

19. Дальнейшие применения квазилинеаризации

Ту же идею можно использовать при решении некоторых
нестандартных задач теории управления и вариационного
исчисления. Рассмотрим для примера задачу минимизации

неаналитического функционала
1

J(f)=j\\—u(t)\dt, (19.1)
о

определенного для всех функций /, удовлетворяющих
ограничениям

0<f(*)<AT, 0<*<l,

} in* ^ (19-2)

о

Кроме того, и и f связаны соотношением

u' = — u-\-f, u(0) = c (19.3)
Записывая

\\ — и\= max (1—а)ф (19.4)
-кф< 1

и используя теорему о минимаксе, можно переставить min и

max и получить явное аналитическое решение задачи.

Подробности можно найти в монографии Беллмана, Гликсберга, Гросса
(см. библиографию в конце главы).

20. Динамическое программирование

Коротко остановимся на том, как, используя метод
динамического программирования и более общий метод инвариантного
погружения, можно избежать решения двухточечной краевой
задачи. Изучение этих подходов тем более важно, что основным

источником ошибок при использовании квазилинеаризации
является решение системы линейных алгебраических уравнений,
связанных с двухточечной краевой задачей. В рассмотренных
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случаях это не представляет значительной проблемы, однако

в задаче высокой размерности может вызвать существенные

затруднения.

Для того чтобы продемонстрировать, как динамическое

программирование обходит решение краевых задач, рассмотрим
задачу минимизации квадратичного функционала

т

J(u)=j [a/2 + A(^)«2]^i (20.1)
а

на классе функций иу для которых существует этот интеграл и

которые удовлетворяют начальному условию и(а)=с.
Уравнение Эйлера и краевые условия здесь имеют вид

u" — b(t)u = 0, u(a) = c, и'(Т) = 0. (20.2)

Подойдем, однако, к задаче минимизации по-иному. Запишем

minJ(u) = f(a, с). (20.3)
а

Тогда принцип оптимальности приводит к нелинейному
дифференциальному уравнению в частных производных

- 1L = mm [tf + b(a)c* + v -|] (20.4)

с начальным условием f(Ty с) = 0. Проведя минимизацию, мы

получаем

-£ =b(a)c>-^, (20.5)

Чтобы решить это уравнение, заметим, что в силу (20.2) и

зависит от с линейно и, следовательно, f(ay с) является

квадратичной функцией от с:

f(a, c) = r(a)c2. (20.6)

Подставляя это выражение в (20.5), видим, что г (а)
удовлетворяет уравнению Риккати

— г' (а) = Ь(а) — г (а)2, г (Т) = 0. (20.7)
Это уже задача Коши.

В рассмотренном нами случае нетрудно использовать любой

метод. В общем же случае, в вариационных задачах большой

размерности, существенно, что динамическое программирование
приводит к решению задачи Коши для системы обыкновенных

дифференциальных уравнений, которое можно легко

реализовать на вычислительных машинах.

4*
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21. Инвариантное погружение

С другой стороны, мы можем рассматривать недостающее
начальное условие в (20.2), т. е. и'(а), как функцию
параметра а. Оказывается, эта функция удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению типа Риккати. Такой подход
имеет смысл использовать в более общем случае, когда

рассматриваемое дифференциальное уравнение не является

уравнением Эйлера вариационной задачи1).

22. Сочетание динамического программирования
и квазилинеаризации

Используя метод динамического программирования, можно

исследовать общую задачу минимизации функционала

т

J(u)=j g(u\ и, t)dt, (22.1)
а

определенного на всех функциях, удовлетворяющих условию
и (а) =с. Полагая

mlnJ(u) = f(a, с), (22.2)
и

получаем нелинейное дифференциальное уравнение в частных

производных

-& = *An[g(v.ca)+ v&] (22.3)

с начальным условием /(Г, с) = 0. Численное решение этого

уравнения не вызывает затруднений. Такой подход имеет

определенные преимущества перед квазилинеаризацией и многими

другими методами, поскольку длина отрезка [а, Т] играет
незначительную роль, а наличие ограничений по существу упрощает
численное решение.

Однако в случае больших размерностей численное решение
наталкивается на затруднения, связанные с ограниченностью

оперативной памяти. Чтобы обойти это препятствие, мы можем

объединить локальную квазилинеаризацию с глобальным
динамическим программированием. Этот вопрос мы обсудим в

гл. VII.

1) Отметим, что линейные краевые задачи для дифференциальных
уравнений можно свести к решению задач Коши для уравнений типа Риккати

широко известным методом прогонки.—Прим. ред.
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Глава III

Монотонное поведение и дифференциальные
неравенства

1. Монотонность

Сосредоточим наше внимание на свойствах монотонности

последовательности приближений, полученной с помощью

квазилинеаризации. Исследование этих свойств важно по нескольким

причинам. Во-первых, эти результаты важны с аналитической
точки зрения, так как они дают новые методы доказательства

ограниченности и сходимости приближений и попутно, как мы

уже отмечали при изучении уравнения Риккати, позволяют

найти максимальный интервал сходимости. Во-вторых,
монотонная сходимость весьма полезна с вычислительной точки зрения,
так как она позволяет получить границы решения и дает

возможность контролировать численные результаты.
Изучение монотонного поведения приближений для случая

нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка
эквивалентно изучению дифференциальных неравенств вида

u" + p{t)a' + q(t)u>0. (1.1)

Исследование условий, при которых из этих неравенств
вытекает и>0 или и-<0, приводит нас в классические области

анализа, из которых одни настраивают нас оптимистически, а

другие вызывают лишь уныние. Мы воспротивимся искушению
совершить продолжительный экскурс в какую-либо из этих

областей и сосредоточим наше внимание на результатах, наиболее

необходимых на данном этапе. В конце главы читатель найдет
много ссылок на дальнейшие результаты.

Применяя квазилинеаризацию к уравнению Риккати, мы

неоднократно использовали факт существования простого точного

решения линейного уравнения первого порядка

u' = a(t)u-\-b(t). (1.2)

Это решение, выраженное через квадратуры и экспоненциальные

функции, позволило нам получить всю информацию, какую мы

хотели, о дифференциальном неравенстве

и! — a{t)u — ft(/)>0. (1.3)

При изучении (1.1) мы не располагаем такой роскошью и,
следовательно, должны проявить некоторую изобретательность.
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В данной главе мы представим целый набор полезных для нас

приемов и хитроумных уловок, почерпнутых из вариационного
исчисления и теории дифференциальных уравнений в частных

производных.
Для начала отметим, что достаточно, вообще говоря, изучить

неравенство
и"+<7(0и>0, (1-4)

- Г р dt/2
так как сохраняющая знак замена переменной и = е J v

превращает (1.1) в неравенство

*"+(?w-4-xb>a (1.5)

2. Элементарный подход

Прежде чем прибегнуть к некоторым высокоэффективным
методам, дадим прямой элементарный метод изучения
неравенства

и" — a{t)u>0, 0<*<6. (2.1)

Этот метод может применяться при исследовании обыкновенных
нелинейных дифференциальных уравнений, эллиптических и

параболических дифференциальных уравнений в частных

производных, а также других типов функциональных уравнений.
и Ш

Пусть a(t)>0 на [0, Ь] и и(0)>0, и'(0)>0. Мы хотим

показать, что в этом случае u(t)^-0 при 0<t^b. Предположим, что

этот результат несправедлив. Тогда u(t) обращается где-то в

нуль, например в точке t=tu как показано на рис. 3.1.

Следовательно, существует промежуточная точка t2y в которой u(t)
имеет относительный максимум. Однако в этой точке

u"(t)>a(t)u(t)>0, (2.2)



3. Связи между решениями и коэффициентами уравнения Ы

а это противоречит утверждению, что и имеет локальный

максимум при t = t2.
Итак, мы доказали, что из неравенств и(0)^0, и'(0)>0

следует u(t) >0 при 0<t*Cb.

3. Связи между решениями и коэффициентами
уравнения

Чтобы положить начало более глубокому анализу
дифференциального неравенства (2.1), рассмотрим некоторые связи

между решениями и коэффициентами уравнения, аналогичные

связям между корнями и коэффициентами полиномиальных

уравнений.

Пусть их и и2— два линейно независимых решения уравнения

u"+ p(t)u' + q(t)u = 0. (3.1)

Рассмотрим детерминантное уравнение

:0. (3.2)

Так как это линейное дифференциальное уравнение второго
порядка, имеющее два линейно независимых решения u = Ui и

и = и2у то оно должно быть эквивалентно исходному уравнению.

Вводя обозначение

W(UVU2):

(вронскиан от щ и «г), можно записать (3.1) в виде

(3.3)

и"+ и'
W(t) W(t)

= 0 (3.4)

(мы пишем, как и раньше, W(t)=W(uu и2)). Сравнивая (3.4) и

(3.1), получаем искомые выражения для p(t) и q(t) через и±
и и2.

Чтобы убедиться, что наличие W(t) в знаменателе не может

привести к особенности, выведем результат Абеля

- J p(s) ds

W(uv u2)=W(ul(0), и2(0))е °
(3.5)
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Дифференцируя (3.3), имеем

dW d , ,
а // //

-dT
=

4i ("А
~ U2Ul) = "Л - И2И1 =

= (Р (О «1 + 9 (О ttl) «2 — И1 (Р (О И2 + ? (О И2) =

=- /»(О(«х -«i"2) = -p{t)W, (з.б)

откуда сразу следует (3.5). Из соотношения (3.5) получаем, что

из линейной независимости решений Ut и и2 в одной точке,

скажем при ^ = 0, следует их линейная независимость во всех

точках. Если в качестве и\ и и2 выбрать фундаментальную систему

решений, удовлетворяющую начальным условиям и1(0)=\,
и[ (0) = 0, и2 (0) = 0, и'2(0) = 1, то мы получим W (tit (0), и2 (0)) = 1.

Следовательно, определитель W(t) положителен при t^0 и

отличен от нуля, если только функция p(s)ds конечна при

о

/>0. Мы уже использовали этот результат в разд. 3 гл. II.

4. Факторизация линейного дифференциального

оператора второго порядка

Проделаем теперь некоторые простые преобразования,
которые позволят нам произвести весьма полезное разбиение
уравнения

u" + p(t)u' + q(t)u = 0, (4.1)

или, что то же, оператора D2+p(t)D + q(t), где D = d/dt. Будем
исходить из соотношений

I г

d

dt v

*1

(4.2)
*\

И

d

dt

и и

и{ их

"2 и2

и2 и!2

их и{

и и

и

и

—

1
1

2
'

и

и

!

1

i "i
!

и

2

" 1

//

«2 u2 \
(4.3)

Мы предполагаем, что щ и и2 таковы, что W(uit и2)Ф0.
Используем теперь некоторые простые результаты теории
определителей. Пусть

А = (аи) (4.4)
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—

матрица 3X3, имеющая обратную матрицу

А~1 = {Аи1\А\)', (4.5)

где А{^ — алгебраическое дополнение элемента aijy а \А\
обозначает определитель матрицы А. Так как (А~1)~1=АУ то

или

п

Аю/\ А А32/\ А 1

А23/\А\ А„1\А\
а" -

ц-11

ап\А\ =
Л22 А32

"™23 -™33

•

им теперь определитель

W(uv и2> «) =

и1 и[ и\

«2 «2 К
и и

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Обозначая через А^ алгебраическое дополнение элемента с

номером // в этом определителе и используя (4.7), имеем

АзЗ-^22 -^23^32 — U\W (tlv Uv tl). (4.9)

Отождествляя эти алгебраические дополнения с членами,

стоящими в правой части соотношения (4.3), получаем

dt

"l

и

"l

"2

"l

и' \
"l

"H

uxW (И[, щ, и)

W(uuu2y (4.10)

Следовательно *),

W («lt u2, m) U7 (wlf a2) d ( W (иь и) \

(uu u2))~~W (u[y u2) dt \W(i

W (uv u2) d

dt \ W (ult u2) dt Ш) (4.11)

l) При выводе соотношения (4.11) использовано тождество (4.2).
Равенство (4.12) следует из того, что уравнения (3.1) и (3.2) эквивалентны

(см. разд. 3), причем левая часть уравнения (3.2) с учетом обозначений (3.3)
и (4.8) равна левой части соотношения (4.11).

— Прим. ред.



60 Гл. III. Монотонное поведение и дифференциальные неравенства

и окончательно имеем искомое разбиение

W (ии иЛ d I и] d ( и\\
u^p(t)u' + g(t)u =-^^_[w_l__Ti[_jy (4.12)

В следующей главе мы приведем аналогичные результаты для
линейного дифференциального уравнения N-ro порядка.

5. Свойство положительности

С помощью последнего результата предыдущего раздела
(4.12) можно легко доказать следующее утверждение. Для того

чтобы из неравенства

и"+ /?(0и' + <7(0и >0> u(0) = cv u'{0) = cv (5.1)

при Q^Ct^Cb следовало неравенство и>и, где v удовлетворяет

дифференциальному уравнению

v"+ p(t)v' + q(t)v = 0y v(0) = cv v'(0) = c2, (5.2)

достаточно, чтобы существовало положительное на [О, Ь]
решение однородного уравнения

w" +РУ)™' + Я (0 w = 0.

Обозначим это решение через Ui(t)y и пусть u2(t) —другое
решение этого уравнения, причем Ui(t) и u2(t) линейно

независимы. Тогда определитель W(u\, и2) не равен нулю и можно

выбрать и2 так, чтобы сделать этот определитель положительным.

Как мы знаем, этого можно добиться выбором только и2(0)
и и'2(0). Из (5.1) и (5.2) заключаем, что

(a-vy+ p(t)(u-v)' + q(t)(u-v) = r{t), (5.3)

где г(^)Х) при Q^Ct^Cb. С помощью (4.12) можно записать (5.3)
в виде

d I u\ d / u — v\\ uxr{t)

4t\W(uuu2)~dt\ ux ))~ W(ult м2)
' (5*4)

где Ui и и2 определены выше. Интегрируя (5.4) по отрезку [0, /],
получаем

"? а(Ш\=(£№>0, (5.5)W (uu u2) dt

так как по предположению Ui и г неотрицательны и W>0.

Константа интегрирования в (5.5) равна нулю, поскольку w(0) =
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= у(0), u'(0) =v'(0), и поэтому -^г( j
— О при ^ = 0.

Интегрируя еще раз, получаем

t

и —-у
_

Г W(uuu2) Г

и,

~

П и2, J

S

W (Ць Ц2) Г MiT(Si)rf5i_
IF (tfj, £/2)

rfs. (5.6)

Здесь снова константа интегрирования равна нулю, так как

и(0) =v(Q). Отсюда получаем результат ti^-v, к которому мы

стремились. Кроме того, имеем оценку снизу для величины и—v,

выраженную через r = L(u)—L(v), где L — линейный оператор

второго порядка. Наконец, отметим, что существование tii(t)
связано с условием на собственные значения.

6. Сопутствующее параболическое дифференциальное
уравнение в частных производных

Сейчас мы хотим исследовать вопрос о положительности, или

точнее неотрицательности, решения уравнения

u"-\-q(x)u-\-f(x) = 0, 0<x<b, (6.1)

с граничными условиями u(Q) = и(Ь) = 0, изучив для этого

поведение решения связанного с ним уравнения теплопроводности

ut
= uxx + q{x)u + f{x) (6.2)

с начальным условием

a (jc, 0) = А (х)9 0 < х < 6, (6.3)

и с граничными условиями

и (0, t) = u (b, 0 = 0, t > 0. (6.4)

Для удобства мы изменили обозначение переменных, чтобы

сохранить за х привычное обозначение пространственной
переменной, а за / — временной переменной.

Обоснованием введения уравнения (6.2) служит следующий
факт. При соответствующих условиях, которые мы исследуем
ниже, предельное значение и(х, t) при t—> оо является решением

уравнения (6.1). Следовательно, если мы сможем доказать

неотрицательность решения уравнения (6.2) для ^>0, то мы

докажем неотрицательность решения уравнения (6.1). Мы
пользуемся здесь методом погружения.

Предположим, что мы доказали необходимые теоремы
существования и единственности и сейчас нас интересует только

положительность решения.
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Для начала рассмотрим уравнение

«* = «**+/(-*). (6.5)

которое порождается моделью диффузии или случайного
блуждания. Соответствующая разностная схема имеет вид

и(х, <+^)=В(Х+ А,0|В(ЛГ"А,°+УН-У' <6-6>

где х = 0, Д,. .. и ^ = 0, А2/2,.... Мы определяем функцию
и(х, t)=u(xt t, Д) для всех х, ^>0, используя линейную
интерполяцию между узлами сетки.

Непосредственно из рекуррентного соотношения следует, что

и(х, /)>0 для всех х и ^>0, если /(х)>0 и и(х, 0)>0. Тем
самым показана неотрицательность решения уравнения (6.5), если,

конечно, мы сможем доказать, что предел при Д—►О решения

и(х, t, Д) уравнения (6.6) является решением уравнения (6.5).
Для исследования более общего уравнения

ut
= uxx + q{x, t)u + f(x), (6.7)

когда q(x, t)^0 при х,■/X), напишем вместо (6.6) соотношение

+ <7(*, t)u(x, t)^ + f(x)^-. (6.8)

Здесь опять неотрицательность и(х, t) устанавливается легко.

Интересно отметить, что ограничение q(x, t)^0 несущественно,
так как можно всегда сделать замену переменной

u = e-ktVt ^5.9)

которая приводит к уравнению

Ч = т>хх + (Я(Х> t) + k)v + f(x)ekt. (6.10)

Следовательно, если можно найти такую константу k, что

q(x, t)+k^-0 для всех х и tt то доказательство проводится
аналогично.

Предполагая, как и выше, что доказательство того факта, что

предел решения разностного уравнения является решением
дифференциального уравнения, не вызывает затруднений, мы,

таким образом, получаем следующий результат.
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Если

а) щ — ихх
—

q (л;, t) и > О, О < х < 1, * > О;

б) и(х, 0)>0, 0<jc<1;

в) tf(o, о = «(Ь о=°» *>о;

г) ?(jc, 0> — k{T)>— оо, 0<*<1, 0<*<7\

для любого Г > О,
то и(*. t)>0 при 0<х<1, ^>0.

Отметим, что вопросам, связанным с доказательством

сходимости дискретного процесса к непрерывному, посвящено
большое число работ.

7. Еще о собственных значениях

Теперь возникает интересный вопрос, почему в случае

дифференциального уравнения в частных производных решение
положительно при довольно слабых требованиях, в то время как

в случае обыкновенных дифференциальных уравнений решение
положительно только при выполнении специальных условий. Как
мы увидим, это соответствует истинному состоянию дел, а не

является простым следствием нашего аналитического подхода.

Пусть уравнение

«" + ?(*)« +/(*) = 0, й(0) = я(1) = 0, (7.1)

имеет единственное решение и — и0(х)} и пусть и(х, t) — решение

уравнения
u(
—

uxx
— q(x)u — f(x) = 0,

я(0, 0 = «0. 0 = 0, и(х, 0) = A(jc), 0<jc<1.
K '

Если положить

и(х9 t) = u0(x) + v(x, t), (7.3)

то видно, что v удовлетворяет однородному уравнению

*/
—

*°хх— q(x)v = 0,

v{0, t) = v(\, 0 = 0, v(x, 0) = h(x) — u0(x).
(7.4)

Для того чтобы u(xt t) сходилось к и0(х) при t—> оо, необходимо,
чтобы v(x, /)—>0 при t—> оо. Используя метод разделения
переменных для решения краевой задачи (7.4), получаем 1)

v(x,t)=% cke4vk(x). (7.5)
Л-1

1) Произвольные постоянные сь в разложении (7,5) определяются при
помощи начального условия (7А), —Прим. ред*
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Пары kh и Vk{x) определяются из задачи Штурма — Лиувилля

^Л-<-?(*К= 0' «*(°) = '°*(1) = 0, (7.6)

1

где Vh(x) нормировано согласно условию | v\ (x)dx= 1. Если

о

все собственные значения кк задачи (7.6) отрицательны, то

v(x, t)-+Q при t—► оо. Только в этом случае и(х, t)-+u(x) при
t—> оо для всех вынуждающих функций /(*), и, следовательно,
только при наличии такого ограничения на собственные

значения можно утверждать, что из неотрицательности и{х, t)
следует неотрицательность и(х).

8. Вариационный подход

Изучение дифференциального неравенства

«" + ?(*)« <0, 0<*<6, и(0) = и(Ь) = 0, (8.1)

эквивалентно изучению дифференциального уравнения

u" + q(t)u + f(t) = 09 0<*<*, и(0) = и(Ь) = 0, (8.2)

для произвольной неотрицательной функции f(t) *).
Сейчас мы опишем метод (целиком отличный от всех трех

изложенных выше) исследования уравнения (8.2), основанный на

том факте, что оно является уравнением Эйлера, связанным с

задачей минимизации функционала
ь

У (я) = J k2— Я (0 ti2 — 2/ (t) и ] dU (8.3)
о

заданного на функциях u(t), которые удовлетворяют условиям

ц(0) =и(Ь)=0 и для которых интеграл (8.3) существует.
Следовательно, для того чтобы продемонстрировать

неотрицательность решения уравнения (8.2) при f(t)^0, достаточно

показать, что функция, минимизирующая J (и), неотрицательна,

если/(0>0.
Для начала потребуем, чтобы

?(0<-?г —е. е>0, 0</<6 (8.4)

(условие на собственные значения, см. разд. 9). Это условие

гарантирует наличие у J (и) конечной нижней грани. Стандартные
рассуждения, основанные на выпуклости, показывают, что ниж-

]) Мы снова вернулись к обозначению независимой переменной через /.
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няя грань достигается на единственной функции. Ссылки на

работы, где содержатся эти результаты, читатель найдет в конце

данной главы.

Чтобы показать неотрицательность минимизирующей
функции, проведем доказательство методом от противного.

Предположим, что u(t)<0 на отрезке [аь fej, лежащем внутри отрезка

[О, 6], как показано на рис. 3.2. Затем рассмотрим новую
функцию w(t), равную

— и(t) на отрезке [аи &i] и равную u(t) вне

u(t)
W(t)

его. Фукция w'(t)t возможно, будет разрывна, но все равно
квадратично интегрируема. Такое изменение не влияет на

квадратичные члены в (8.3), но уменьшает вклад члена,
содержащего f(t). Это противоречит тому, что u(t) —минимизирующая
функция.

Заметим, что из этого доказательства видно, что нет

необходимости искать решение в классе функций, принимающих

отрицательные значения, даже если мы не доказали

предварительно единственность решения.

9. Обсуждение

Уравнение
nt

a"H-te+ sin-j-=±0, u(O) = u(b) = 0,

с решением

— sin
nt

л2

(9.1)

(9.2)

5 Зак. 1113
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показывает, что оценку (8.4) нельзя улучшить, если имеется в

виду отыскание равномерной границы для q{t), не зависящей от

/(/). Если k>n2/b2, то знак и противоположен знаку slnjit/b.
Величина л2/Ь2 является наименьшим собственным значением

для задачи Штурма — Лиувилля

и" + ки = 0, и (0) = и (Ь) = 0; (9.3)

этим еще раз демонстрируется связь с собственными

значениями.

Изложенное выше доказательство можно использовать для

получения более общего результата, так называемого свойства

осцилляции, состоящего в том, что и не может иметь число

перемен знака больше, чем /(/).
Решение уравнения (8.2) можно записать в виде

ь

u=jk(t, s)f(s)ds, (9.4)
о

где k—функция Грина. Приведенные ранее доказательства

устанавливают неотрицательность функции Грина и фактически
ее свойство осцилляции. С более обширными результатами,
касающимися свойства осцилляции функции Грина, читатель

может познакомиться в литературе, указанной в конце главы.

Отметим, что доказательство в разд. 8 можно

распространить на общую вариационную задачу с функционалом
ь

J(u)=j [g (и, и') — 2f (t) и] dU (9.5)
о

где g— четная функция от и и и'.

Наконец, еще раз укажем, что мы постоянно воздерживались
от рассмотрения уравнения более общего вида

u" + p(t)u'-+-q(t)u = 0, (9.6)

поскольку замена переменной
t

-\{ P(s)ds

и = е
* v (9.7)

превращает (9.6) в уравнение
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10. Улучшение оценок сходимости

Фактически в теории дифференциальных (и вообще

функциональных) уравнений наиболее желателен метод

последовательных приближений, который обеспечивал бы быструю
сходимость к решению всегда, когда оно существует, причем во всей

области существования. Покажем, что установленный выше

факт монотонности позволяет в некоторых простых случаях
доказать это свойство для метода квазилинеаризации. Полное

исследование увело бы нас слишком далеко в общую теорию

дифференциальных неравенств.

Рассмотрим, например, изученное в разд. 12 гл. II уравнение

и" = е\ и(0) = и{Ь) = 0. (10.1)

Последовательность приближений порождается соотношением

u"n+i = еа" + (Un+i — и*) *Ч (10.2)

где для удобства выбрано и0=0. Так как е"п > 0 для всех п,

то из результатов разд. 2 следует, что имеет место

монотонность

^1>#2> ••• >^л> ... >« (10.3)

Пусть известно, что существует единственное решение. Тогда

мы делаем вывод, что последовательность {wn}, как монотонно

ограниченная последовательность, обязательно сходится. Более

того, из предыдущего известно, что она сходится к и. Так как

функция и непрерывна и сходимость монотонна, то сходимость

должна быть равномерной (теорема Дини). Этот факт мы также

обсуждали ранее.
Таким образом, положительность оператора дает новый

метод доказательства сходимости, а кроме того, и улучшенные
оценки области сходимости.

Вообще, рассматривая уравнение

а" = g (и, х), и(0) = и (Ь) = 0, (10.4)

и связанные с ним линейные уравнения

u"n+l = g{"n> х) + ("п+1-*п)8и{ип> 4 0°-5)

порождающие последовательность приближений, мы видим, что

монотонность зависит от справедливости неравенства

— gu("n> xXj2 -е. (10.6)

5*
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Если функция gu всегда положительна, как это имело место

выше, или если она монотонна, выпукла или вогнута, так что

исследование —gu{u>u х) или —gu(u, х) помогает сделать

определенные выводы, то можно установить более общие
результаты.

Мы хотели просто показать некоторые возможности этого

подхода, не вдаваясь слишком глубоко в аналитические аспекты

проблемы.

11. Обсуждение

Мы использовали три различных подхода к изучению
поведения функции Грина для линейного дифференциального
уравнения второго порядка

«"+ />(0«' + ?(0« + f(') = 0, u(0) = u(b) = 0. (ИЛ)

Первый подход, рассмотренный в разд. 2—5, был прямым.
Второй и третий подходы были косвенными, основанными на

связи уравнения (11.1) с другими процессами и

соответствующими им уравнениями. Подробно исследуя эти процессы, мы

доказывали положительность решения и делали другие выводы.
Отметим также, что мы использовали методы погружения.

Исходная задача была погружена в более широкое множество

задач, которые фактически решаются легче. Эта идея является

фундаментальной в динамическом программировании и

инвариантном погружении
— методах, которые мы обсудили кратко

в гл. II. Мы вновь вернемся к динамическому
программированию в гл. VII.
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Глава IV

Системы дифференциальных уравнений, память

и дифференциальная аппроксимация

1. Введение

В этой главе мы намереваемся обсудить приложение наших

методов к исследованию двухточечных и многоточечных

краевых задач для дифференциальных уравнений высшего порядка
и систем дифференциальных уравнений. Как и раньше, вначале

мы изложим метод квазилинеаризации, обеспечивающий

квадратичную сходимость, а затем рассмотрим вопросы
монотонности.

Вычислительные аспекты, особенно проблема экономии

оперативной памяти, потребуют от нас изыскания нового подхода

к рассмотрению последовательных приближений. Это в свою

очередь приведет нас к новой методике получения численного

решения дифференциально-разностных уравнений и более

общих функционально-дифференциальных уравнений типа

u'(t) = g(t, u(t), u(h(t))). (1.1)

Мы используем также квазилинеаризацию в связи с

дифференциальной аппроксимацией, что позволит нам свести довольно

сложные функциональные уравнения к обыкновенным

дифференциальным уравнениям. Будут приведены примеры,
иллюстрирующие эффективность такой процедуры.

Нелинейное дифференциальное уравнение

uw= g(u, и' а^~1)) (1.2)
можно непосредственно исследовать с помощью

квазилинеаризации. Однако более удобно как в аналитических, так и в

вычислительных целях заменить это уравнение системой

уравнений первого порядка путем введения новых переменных
Иь и2,..., uN, где Ui = u, u2 = u\..., uN = u^N~x\ Тогда (1.2) примет
вид

и[ = и2$

«2 = й3-
(1.3)

U'N=g(UV «2, .... UN).
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Как мы увидим ниже, при исследовании вопросов
монотонности в некоторых случаях выгодно использовать один вид

записи, а в некоторых
— другой.

Мы будем опускать все доказательства сходимости,

поскольку они следуют общему образцу, изложенному в гл. II.

2. Приложение квазилинеаризации к системам

Рассмотрим нелинейную систему

•^T = gi{xvxv....xN)9 / =U JV, (2.1)

где Хг удовлетворяют ряду условий при ^=0 и t = b.

Исключительно в целях простоты записи мы опускаем
случай зависимости правых частей от t. Мы можем либо написать

^3T = gi(xv xv ..., xN, t), l = \,2,...,N, (2.2)

либо ввести новую зависимую переменную xN+i вместо t и

написать

:Si\X\9 Х2, ..., Xtft XN+i), l=.\, 2, ..., /V,

_

ЛМ-1
_ j

dt

Так как эта система того же вида, что и система (2.1), но

размерности на единицу выше, можно ограничиться изучением
системы (2.1).

Используя векторные обозначения, напишем

где х есть /V-мерный вектор с компонентами хи х2у..., xNy a g(x)
есть /V-мерный вектор с компонентами gi(xit x2,...,xN), i=
= 1, 2,..., N. Пусть краевые условия имеют вид

(jc(0), ai) = bi9 i = l, 2, ..., К (2.5)

(x(b), al) = bi, / = А+1, ..., N,

где й{
— заданные векторы, b{ — заданные скаляры, а (х, у),

как обычно, обозначает скалярное произведение
N

(х, j/)= 2 «*/*//• (2.6)

Излагаемый ниже общий метод нетрудно использовать и в

случае, когда заданы нелинейные краевые условия.
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Как и раньше, без труда применяем квазилинеаризацию.
Решая систему линейных уравнений

^^= g(xn) + J(xn)(xn+l—*n). л = 0, 1, 2, .... (2.7)

с граничными условиями

(**+1(0)> ai) = bif / = 1, 2, ..., *,

(хп+ЦЬ), a^) = bi9 / = й+1, ..., ЛГ, (2.8)

и начальным приближением х°, получаем последовательность

векторов {хп}. Здесь J(xn)—матрица Якоби, определяемая

формулой

4^L*' W-1.2.....JV. (2.9)

Прежде чем привести числовой пример, посмотрим, к чему
сводится решение линейной системы.

3. Решение линейной системы

Рассмотрим уравнение

^ = A(t)x (3.1)

с краевыми условиями

(х(0), at) = bl9 1 = 1, 2, ..., k,

(x(b), а() = Ь1У i = A+l, yfe + 2, .... Л/

Если X(t) — решение матричного уравнения

dX

(3.2)

dt ■A(t)X, X(0) = I, (3.3)

где / — единичная матрица, то общее решение уравнения (3.1)
имеет вид

х = Хс, (3.4)

где с — вектор. Подставляя (3.4) в (3.2), получаем систему
линейных алгебраических уравнений относительно компонент

вектора с:

(Х(0)с, at) = blf i = \, 2, ..., k,

(X{b)c9ai) = bl9 i = k+\,...9N,
(3,5)
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ИЛИ

(с, ai) = bit i = l, 2, ..., k,

(с, Х{Ь)' ai) = bi, i = k+ 1, ..., N9 (3.6)

где X' — матрица, транспонированная к X.

Условие единственности решения этой системы, как и

следовало ожидать, совпадает с условием на собственные значения.

Один из способов обеспечения этого состоит в том, чтобы
отрезок [О, Ь] был достаточно мал.

Особенно подчеркнем, что редукция численного решения
первоначальной задачи к численному решению системы линейных

алгебраических уравнений никоим образом не исчерпывает всех

проблем. Сразу же возникают важные вопросы, связанные

с точностью и устойчивостью решения. Некоторые из них мы

обсудим ниже. Кроме того, мы кратко опишем некоторые другие

подходы, позволяющие избежать решения линейных

алгебраических систем. Одним из них является динамическое

программирование.

4. Числовой пример

В качестве примера использования метода

квазилинеаризации для исследования уравнений высшего порядка рассмотрим
численное решение уравнения

u{4)+kea = 0

с краевыми условиями

и(0) = и'(О) = О, я"(1) = и'"(1) = 0

Используя рекуррентное соотношение

а(л4,+ 1 + кеип + к(ип + г- ип) еип = 0,

(4.1)

(4.2)

"п+1 <o) = «;tI(0)-o. <+I(i) = «';+1(i) = o, (4.3)

Таблица 4.1

X

0,0
0,20312
0,40525

0,60156
0.8469
1,0

К, (X)

0,0
-0,375572- 10

1

-0,128544

—0,242775
—0,373308
-0,501782

и2(х)

0,0

-0,394922-10
■

-0,135598

-0,256792
-0,395724
—0,532645

"ь(х)

о,о
-0.394976- 10

!

—0,135617

-0,256831
-0,395786
-0,532730

М*)

0,0

-0,394976-10"
*

-0,135617

-0,256831
—0,395786
-0,532730
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с начальным приближением и0(х)=0 и действуя в соответствии

с вышеизложенным, мы получаем табл. 4.1 (k = 6). Здесь
применялся метод интегрирования Адамса — Мультона. Полный

расчет на IBM-7090 потребовал около восьми секунд.

5. Многоточечные краевые задачи

Методика, использованная нами в предыдущем разделе, в

равной степени применима в случае численного решения

уравнения вида

где условия заданы в нескольких точках, например

(x(ti),al) = bl9 1 = 1, 2, ..., N, (5.2)

причем /i<^2^ ■ • • ^tN. Задачи такого типа самым естественным

образом возникают при идентификации систем.

В более общем случае можно рассматривать дополнительные

условия вида

ь

| (х (<). dk, (t)) = bl9 1 = 1.2,.... N, (5.3)
a

где интегралы понимаются в смысле Римана — Стильтьеса,
а также и нелинейные варианты этих соотношений. В гл. VI

будет приведено несколько примеров численного решения

многоточечных краевых задач. Хотя эти задачи имеют важное

научное значение, для их аналитического исследования сделано

сравнительно мало.

6. Последовательные приближения и память

На предыдущих страницах мы рассматривали решение
краевой задачи

dx ,
ч

-2Г
= *<*)•

(jc(0), ai) = blt * = t, 2, ..., k, (6.1)

(x(b), at) = bt, i = k ~h 1, .
•., N.

с помощью последовательных приближений, порождаемых
соотношением

-%**-=e(x„) + J(xa)(xa+l- xn),

(ха+1(0), а,:) = ^, /=1, 2, .... k. (6.2)

(хя11(Ь), at) = bi. i = k-\-\, .... N.
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Кроме того, мы указали, каким образом можно непосредственно
использовать квазилинеаризацию для исследования
вариационных задач.

Приступим теперь к фактическим вычислительным аспектам

изложенного ранее алгоритма. Для того чтобы с помощью

уравнения (6.2) получить значения xn+i(t) при заданных значениях

xn(t) в узловых точках ^ = 0, Д, 2Д,..., МД, необходимо хранить
в памяти набор значений {хп(£Д)}, £ = 0, 1,2, ..., М. Это
обычная ситуация, когда используется метод последовательных

приближений, и мы уже встречались с ней в предыдущих расчетах.
Этот вопрос не был бы столь серьезен, если бы речь шла

о решении одного уравнения типа, рассмотренного в разд. 4,
или даже о решении системы невысокой размерности. Однако,
если мы собираемся исследовать систему, размерность которой
50 или 100, и при этом желаем получить решение с

определенной точностью, так что для каждой функции необходимо
хранить около 1000 значений, то нехватка оперативной памяти

может сделать невозможным предлагаемое нами решение.
В следующем разделе мы изложим метод, который до

некоторой степени позволит нам преодолеть эту трудность. В связи

с этим мы столкнемся с очень интересными и трудными
задачами хранения и пересылки информации, которые абсолютно

нигде не рассматривались.

7. Совместный расчет приближений

Рассмотрим общую задачу нахождения численного решения

векторного уравнения

§- = *<*) (7-1)

с линейными краевыми условиями

(*(0), ai) = bit i = l, 2, .... А,

(хф), at) = bl9 i = k+\, .... N. (7-2)

Как обычно, заменим уравнение (7.1) последовательностью

уравнений

-^ =g (хп) + J (хя) (хяП-хя), (7.3)

где каждое хп удовлетворяет условиям (7.2).
Пусть x0(t) — начальное приближение, которое не требует

значительного объема памяти, скажем вектор, все компоненты

которого являются либо константами, либо полиномами от /,
либо экспонентами. Пусть Xi(t) определяется из (7.2) и (7.3)
при /г = 0.
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Напомним, как находится х{. Если матрица Х^ — решение
уравнения

-dXl -J(x0)Xv Xl(0) = I, (7.4)dt

и вектор pi
—

решение уравнения

Efc = J(*o)Pi + g(Xo)-J(Xo)Xo' A(0) = 0, (7.5)

то решение уравнения (7.3) имеет вид

xl = Xlcl-\-pv (7.6;

где вектор с\ определяется из системы N линейных уравнений

(cv ai) = bi, i = l, 2, ..., k,

(Х^ъ+р^Ь), al) = blt / = 4 + 1, .... N. KiJ)

Предполагая, что решение этой системы единственно (это
имеет место, когда Ь достаточно мало), находим с±. Отсюда
получаем полный набор начальных условий

x1(0) = Xl(0)ci + pl(0) = cv (7.8)

Для выполнения указанных операций необходимо совместно

решить систему N2 +N дифференциальных уравнений первого
порядка и систему N алгебраических уравнений.

Для нахождения х2 необходимо решить систему

■^■=J(xl)Xi, X2(0) = /,

-jf- = J (*i) р2 Ч- g (*i) — JЮxv p2 (0) = 0,

где вектор Xt определен ранее. Вместо того чтобы хранить в

памяти машины значения X\{t), дополним (7.9) уравнениями

Иг

■f=^W^i+fW -Jixjxo, (7.10)

Xi(0) = cv

где начальные значения определяются условиями (7.8).
Теперь необходимо решить совместно (N2+ N)+N

дифференциальных уравнений плюс N алгебраических уравнений для
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определения постоянного вектора с2, фигурирующего в

представлении Х2
= Х2с2-{-р2- Вектор с2 представляет собой полный

набор начальных условий для определения х2.

Продолжая действовать таким образом, видим, что на /?-м

шаге необходимо решить систему дифференциальных
уравнений

J(xR_,)XR, XR(0) = /,

J(xR.x)pR + g(xR_x)
— J(xR^)xR_v pR(0) = 0, (7.11)

/ = 1, 2, ..., R - 1.

Это означает, что необходимо решить систему N2 + RN

дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями;

при этом нет нужды запоминать предыдущие приближения. На

каждом шаге мы должны решать систему N линейных

алгебраических уравнений.

8. Обсуждение

Так как сходимость квадратичная, то можно ожидать, что R
редко будет превышать 5 или самое большее 10. Отсюда, если
N = 2, то нам придется иметь дело самое большее с 24

совместными уравнениями; если /V = 4, то самое большее с 56; если

/V=10, то самое большее с 200 уравнениями. Эти требования
весьма умеренны с точки зрения возможностей современных
вычислительных машин.

С другой стороны, если N достаточно велико, скажем

равно 100, то мы видоизменяем наш метод следующим образом.
Вместо того чтобы решать матричное уравнение

^±l=J(Xn)X^v *я + 1(0) = /. (8.1)

в один прием (операция, которая требует интегрирования
системы N2 уравнений вместе с N уравнениями для

определения хп), мы будем последовательно определять столбцы

матрицы Xn+i при помощи уравнений

^rf = J{xn)yj, yj(0) = ej, (8.2)

^_R
(it

dPR
dt

dXi

~df
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где ej
—

вектор, /-я компонента которого равна единице, а

остальные нулю:

[01

eJ
= (8.3)

Это требует решения N + RN совместных уравнений N раз.
Как и обычно, за счет выигрыша в объеме памяти, которой
у нас не всегда хватает, мы проигрываем во времени счета.

Далее в связи с дифференциальной аппроксимацией мы рассмотрим
другой метод, позволяющий уменьшить размерность системы

дифференциальных уравнений.

9. Прямое и обратное интегрирование

Теперь мы кратко упомянем еще один подход к решению
двухточечных краевых задач, позволяющий избежать как

затруднений с памятью, так и решения систем линейных
алгебраических уравнений.

Чтобы проиллюстрировать эту идею в простейшем виде,

рассмотрим скалярное уравнение

:g(u, u\ t), u(0) = u(b) = 0, (9.1)

и поступим следующим образом. Зададимся некоторым
значением а'(0) и проинтегрируем численно (9.1) с начальными

условиями и(0)=0, и'(0)=с{. При этом мы получим некоторые
значения u(b)t u'(b). Если u(b)=0 с заданной степенью

точности, то решение закончено. В противном случае мы

интегрируем обратно от t = b с начальными условиями и(6)=0, и'(6) =
= di, где di — значение и'(6), полученное при прямом
интегрировании. При этом мы получаем некоторые значения w(0), а'(0).
Если и(0)=0 с заданной степенью точности, то решение
закончено. В противном случае интегрируем слева направо с

начальными условиями и(0)=0, и'(0)=с2, где с2
— значение и'(0),

полученное при обратном интегрировании.
Можно показать, что в ряде случаев этот метод приводит

к последовательности {сп}, сходящейся к точному значению
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и'(О)1). Чтобы расширить область применимости, потребуется
более тонкий подход, основанный, возможно, на методе

суммирования.

10. Дифференциально-разностные уравнения

Физические процессы с запаздыванием по времени
описываются не традиционными дифференциальными уравнениями,
а дифференциально-разностными уравнениями. Типичное
уравнение имеет вид

u'(t) = g(u(t),u(t-\))9 />1, (10.1)

где функция u(t) теперь задана на начальном отрезке:

U(t) = u0(t), 0</<1. (10.2)

Использование любого из числа стандартных
вычислительных методов, применимых к обыкновенным дифференциальным
уравнениям, для получения численного решения уравнений
такой природы не вызывает затруднений. Однако при этом мы

вынуждены хранить в памяти значения функции на отрезке
единичной длины. Можно ли избежать этого? Опять-таки это

нетрудно, когда мы имеем дело с системами малой размерности,
но в случае систем высокой размерности возникают затруднения
в связи с нехваткой памяти.

11. Редукция к дифференциальным уравнениям

Начнем с того, что введем последовательность функций

un(t) = u(t + n)9 0</<l, л=1, 2, .... (11.1)

Тогда одно дифференциально-разностное уравнение (10.1)
можно переписать в виде системы уравнений

и;(0 = *(«„('). «„.,(')). л=1. 2, .... (11.2)

и заданной функции и0((), а начальные условия таковы:

и«(0) = и„-,(1). (П.З)

Существуют две трудности, которые нужно преодолеть, чтобы

получить численное решение системы (11.2): во-первых,
неизвестны начальные значения и, во-вторых, необходимо помнить

функцию Uo(t).

1) Можно привести целый ряд примеров, в которых изложенный метод

не сходится (например, для уравнения и"=0). — Прим. ред.
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Забудем на некоторое время, что нужно помнить

функцию u0(t) (мы ниже вернемся к этому вопросу), и покажем, как

можно определить неизвестные значения ип(0). Рассмотрим
уравнение

u[(t) = g(u1(t), u0(t)), ttl(0) = «0(l). (11.4)

Интегрируя его численно, получаем значение Ui(l)=u2(0).
Теперь повторим все снова и проинтегрируем систему

u[{t) = g{ul{t)> "o(')> "i(0) = «0(l).

u'2(t) = g(u2(t), «,(0). й2(0) = й1(1),
(И'5)

откуда получаем и2(\) =t/3(0).
Продолжая далее действовать так же, мы на k-м шаге

разрешаем систему, состоящую из k уравнений

«;(') = *(«,('). »/-i(0> М°) = *г i = h 2, ..., ft, (11.6)

где Ь{ — известные величины.

Таким образом, для определения решения на всем отрезке

[0, N] необходимо проинтегрировать в общей сложности 1+2 +
+ ... +N= N(N+\)/2 уравнений. Если N не слишком велико,

то это довольно стандартная операция, требующая
минимального объема памяти и занимающая не так много времени. Как
мы увидим в разделе, посвященном дифференциальной
аппроксимации, в нашем распоряжении имеются способы уменьшения

затрачиваемого труда.

12. Функционально-дифференциальные уравнения

Применим тот же общий подход к

функционально-дифференциальному уравнению

u'{t) = g(t, u(t), u(h(t))). (12.1)

Уравнения такого типа возникают при математическом

моделировании в целом ряде областей, начиная от электромагнитной
теории и теории управления и кончая физиологией дыхания и

нейрофизиологией.
Предположим, что h(t)~<Ct при ^>0, так что будущее

определяется прошлым. Кроме того, предположим, что h'(t)>Q при
/>0, и обозначим h~l(t) через H(t). Допустим, что функция u(t)
известна на некотором начальном отрезке [0, ^], где ti = H(Q).

Определим последовательность {^п} рекуррентными
соотношениями

tn = H(tn_x), n = 2, 3, .... (12.2)

6 Зак. 1113
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Пусть HM(t) обозначает п-ю итерацию H(t), ЖП) = Я(//(Г1-1)),
я = 2, 3,.... В силу наших предположений функция H(t) взаимно

однозначно отображает отрезок [tn-u tn] на [tn, tn+i] и HW(t)
отображает [tn-{, tn] на [/n-i+ft, tn+kl

Рассмотрим функцию

un(s) = u(HW(s))9 л = 0, 1, 2, ..., (12.3)

где 5 лежит на отрезке [0, ti] и #<°)(s)=s. Тогда значения un(s)
при (X^s<^i совпадают со значениями u(t) при tn-*Ct^.tn+i.
Мы имеем

<^ = [-57 Я(Я) (s>]и'(//<'" (s>)' (12'4)

а производную #<n)(s) можно легко вычислить при помощи

рекуррентного соотношения

-^H^^-^H'iH^is^H^Hs). (12.5)

Положим теперь / = #<n>(s), где 0^Cs<^i. Тогда из

уравнения (12.1) получаем *)

и (//<"> (s)) = g {и (tf<«> (s)), и (Я*-1» (*))} =
= *(««(«). «„_,(«)), я =1, 2, .... (12.6)

Учитывая (12.4), равенство (12.6) можно переписать в виде

<w 44-я(я) <*)]*<*«<*>• й»-1^))- л=1-2 <12-7>

Итак, уравнение (12.1) заменено системой обыкновенных

дифференциальных уравнений, где 5 изменяется в фиксированном
отрезке [Otti]. Теперь можно приступить к нахождению

численного решения с помощью итерационной схемы разд. 11.

13. Дифференциальная аппроксимация

Если мы хотим получить решение на большом интервале
времени, то предыдущий метод может оказаться громоздким
из-за большого числа дифференциальных уравнений, которые
необходимо решить совместно. Нам хотелось бы развить метод,

при использовании которого в каждый момент времени t=k в

качестве новой начальной функции выбиралась бы функция
Uk(t). Затруднение состоит в том, что мы теперь должны
запоминать значения функции, чего мы хотели избежать вначале.

1) Функция g считается здесь не зависящей язно от t. — Прим. ред.
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Один из возможных путей преодоления этого затруднения
состоит в аппроксимации функции uh(t) функцией простой
аналитической структуры, такой, как полином, экспоненциальный
полином или кусочно-линейная функция. Так, например, если

мы аппроксимируем uk{t) на отрезке [О, Т] при помощи
полинома

м

«k(0=2e/. 03.1)
я = 0

то нам необходимо помнить только М+\ коэффициентов
[а0, «ь .

.., ам] и правило построения полинома по заданным

коэффициентам. То же замечание справедливо, если мы

используем аппроксимацию вида

«*(/) = iS а,/»'. (13.2)

Обе эти аппроксимации являются частными случаями
приближения функции и(t) решением v линейного дифференциального
уравнения

vM + aiv<"-l)+ ... +a„v = 0, v{i)(0) = Cl,

/ = 0.1 iV — 1. (l6'6)

Один из путей построения такой аппроксимации состоит в

нахождении величин й\ и си доставляющих минимум
квадратичному функционалу

т

j(v — u)2dt. (13.4)
о

Эту нелинейную задачу оптимизации (частный случай общей

проблемы управления и проектирования) можно исследовать

при помощи квазилинеаризации. Этот вопрос будет обсужден
в гл. VI. Здесь мы изложим более простой метод

аппроксимации, который часто приводит к удовлетворительным
результатам.

14. Простой вариант дифференциальной аппроксимации

Предположим, что u(t) удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению

u{m) = fi(u, и, ..., u{m-l\ t), uii)(0) = ci, (14.1)
i = 0, 1, ..., m— 1,

и мы хотим найти аппроксимирующее линейное

дифференциальное уравнение вида

VW + ау*-1) + шш ш + а^ = Q (14<2)

6*
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Определим коэффициенты й\ из условия, что они минимизируют

квадратичное выражение
т

J (uw + аУ"-1' + ... + aNdf dt, (14.3)
О

где функция и удовлетворяет уравнению (14.1).
Минимизация выражения (14.3) приводит к системе N

линейных уравнений

\u{j)(uw + aiuiM-l)+ ... +aNu)dt = 0,
о (14.4)

y = 0,le2 N- 1.

Для умеренных значений /V, т. е. для yV^20, численное решение
не вызывает затруднений, как только мы вычислим интегралы,
входящие в качестве коэффициентов. При желании мы могли

бы произвести интегрирование по частям и свести вычисление
т

этих интегралов к вычислению интегралов j (uW)2dt. Однако
о

для умеренных значений N более удобно поступить так, как это

изложено далее.

Введем новые переменные иц\ /, / = 0, 1,..., N— 1,
определяемые уравнениями

^W"-V", «,,(0) = 0, (14.5)

и решим эти дифференциальные уравнения вместе с

первоначальным уравнением для и:

uw = g(u,u',..., u{N-l\t). (14.6)
Величины Uij(T) являются искомыми коэффициентами в (14.4).

Определив коэффициенты аг- посредством предыдущих

процедур, мы хотим теперь найти аппроксимирующую функцию
v(t) как решение уравнения (14.2). Первая мысль, которая

приходит на ум,
— использовать начальные значения

vl(Q) = u{i)(0), / = 0f 1, 2, ..., N — l, (14.7)

и, действительно, ниже мы довольно успешно проделаем это.

Однако мы обычно поступаем следующим образом. Пусть
Vu v2, -

•., Vn — фундаментальная система решений уравнения
(14.2), определенная при условии, что матрица, столбцами

которой являются {v1(0)t v[(0), ..., ^"^(О)) и т. д., есть

единичная матрица.
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Тогда любое решение можно записать в виде

N

u(t)=2icivi, (14.8)
/=i

где С{
—

скаляры. Выберем Ci так, чтобы достигался минимум

выражения
т / n \ 2

J* U-]£^< du <14-9)
О \ /-1 /

Уравнения для сг- имеют вид

т nt

J* uvtdt—^cj J vivjdt = Q, /=1,2 -/V. (14.10)
0 y = l 0

Для вычисления интегралов введем, как и раньше, переменные
Wi и Wij при помощи соотношений

dWi
-.uvl9 ^(0)=a

—- = ViVj, WiJ(0)=o,

добавим к ним уравнения для а* (уравнения (14.2) с

соответствующими граничными условиями) и уравнение для и и

проинтегрируем полученную систему.

15. Уравнение восстановления

Рассмотрим теперь интегральное уравнение типа

t

u(t) = f(t)+j e-^s^u(s)ds. (15.1)
о

При 0<^<1 мы получаем в качестве дифференциальной
аппроксимации третьего порядка для функции е~*2 решение уравнения

и® +2,740299и(2)+ 7,9511452и(1) + 5,7636455и = 0. (15.2)

Используя начальные условия, полученные при помощи
функции е~'\ а именно

я(0)=1, я'(0) = 0, и"(0) = -2, (15.3)

мы получаем на всем отрезке 0<^<11 настолько хорошее
совпадение между е~*2 и решением u(t) уравнения (15.2), чти нет

нужды использовать методику разд. 14.
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Рассмотрим выражение

w{t)= J k{t— s)u(s)ds. (15.4)

Дифференцируя его несколько раз и используя коэффициенты,
полученные выше, имеем

w(3)+ 2,740299«><2) + 7,9511452да(1) + 5,7636455^ =

= k (0) и" (/) + К (0) и' (t) + Г (0) и (/) +

+ 2,740299 [Л(0) и'(*) + Л'(0) и (*)]+7,9511452Л(0)и(/)+

+ J и (s) \k'" (t — s) + 2.740299Г (* - s) +

+ 7,9511452£' (/ - s) + 5,7636455£(* - s)\ds, (15.5)
,-<гВыбирая k(t) — e~'' и предполагая, что членом, стоящим под

знаком интеграла, можно пренебречь, получаем линейное

дифференциальное уравнение третьего порядка для w — u — /.
t

Возьмем /= 1 — I e~s' ds, так что уравнение

я (*) = 1 — J e~s' ds + J* e-«-*)2u (S) rfs (15.6)

имеет решение и (t) = 1.

Выбранная функция f(t) удовлетворяет линейному
дифференциальному уравнению

f&+2tfW+2fM=0 (15.7)

Таблица 4.2

t

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

u(t)

0,999999
0,999999
0,999969
0,999937
0,999909
0,999898
0,999909
0,999938
0,999970
0,999989

u'(t)

-0,146. 10
3

—

—

—

—

0,299-10
~3

0,330-10 1
0,272 • 10

3

0,919-10
4

и" Ц)

—0,148- 10
2

—

—

—

—

0,174-10"3
0,167-17~3
0,135-10

2

0,189-10
2
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при начальных условиях

f(0)=i, no) = -i, Г(0) = о.

Решая (15.7) вместе с приближенным линейным уравнением
для и, полученным из (15.5), находим значения u(t)y приведен-
ные в табл. 4.2.

Из таблицы видно превосходное совпадение приближенного
решения с точным решением u(t) = l.

16. Обсуждение
Во многом ту же методику можно использовать, когда u(t)

удовлетворяет дифференциально-разностному уравнению. С
другой стороны, можно задать набор значений t\ и поставить

задачу о минимизации выражения
м

2 («(//)-* С,))2 (i6.i)
/ = 1

путем соответствующего выбора коэффициентов и начальных

условий. Мы подробно разберем этот вопрос в гл. VI в связи

с некоторыми проблемами идентификации.
Отметим также, что комбинацию дифференциальной

аппроксимации и квазилинеаризации можно использовать для того,

чтобы упростить исследование интегро-дифференциального
уравнения вида

u" + g(u)+ f k(x— x1)h(u)dx] +r(jc) = Of
oJ (16.2)

й(0) = й(1) = 0.

Предположим, как это часто бывает, что k(x)=k(—х), и

примем для простоты, что решение линейных уравнений
дифференциальной аппроксимации порождает аппроксимацию вида

м

*М=2«Д о<*<1 (16.3)

(считаем, что корни простые). Тогда
1 М 1

J k (х — хх) h {a) rfjcx = J J akeK* I *"*■'А (и) dxx =
О Л-1 0

M x

k = \ 0

M 1

* = 1 *
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Пусть
х

vk =ехьх J е-Via («)</*!,
о

1

wk = e~K*x j eK^h(tt)dxv
л:

Тогда

"i =V*+ *(")• ^(0) = 0,

«»; = —^гю, —А(й), да4(1) = 0,
и

ж

«"+£(«)+2 а»(г»4 + да») + г(л) = 0, и(0) = и(1)

Теперь для получения решения этой двухточечной краевой
задачи можно использовать стандартную методику

квазилинеаризации.

Здесь читатель вправе задать вопрос, почему мы начали не

с аппроксимации типа (16.3), а с более сложного

приближения (13.3). В качестве ответа сошлемся на общеизвестные

трудности, связанные с определением коэффициентов и

показателей степеней в (16.3). Более точно уже простые примеры
показывают, что Xh являются неустойчивыми функционалами от

k(x). По существу это обусловлено влиянием на

аппроксимацию кратных корней характеристического уравнения для (13.3)

XN + a1XN~1+ ... +aN = 0. (16.8)

С другой стороны, аи будучи элементарными симметрическими
функциями, являются устойчивыми функционалами.
Следовательно, лучше попытаться сначала найти аи а затем

переходить к решению дифференциального уравнения.

17. Запоминание и память

Предыдущее обсуждение совершенно ясно показывает, что

мы должны быть очень точны, когда говорим о требованиях
к запоминанию при численном решении разного типа проблем.

Всегда подразумевается, но, к сожалению, не всегда

достаточно явно подчеркивается тот факт, что для каждого частного

метода требуется свой определенный объем памяти. Более

искусный метод может существенно уменьшить эти потребности.
Этот вопрос имеет непосредственное отношение к раскрытию

тайн человеческой памяти. Когда отмечают, что для совершения

(16.5)

(16.6)

0. (16.7)
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разнообразных действий человеческому мозгу требуется
большое количество энергии или огромное число ячеек

определенных типов, обычно полагают, что эти требования являются

очевидной необходимостью в свете тех немногих процессов, которые
мы в настоящее время понимаем или думаем, что понимаем.

Вполне возможно и правдоподобно, что в эволюционном

процессе проб и ошибок живые организмы разработали множество

более изощренных способов для запоминания и извлечения

информации, для распознавания образов и принятия решения.
Открытие этих способов было бы выдающимся достижением, и,
конечно, весьма самонадеянно предполагать, что усилия
небольшой группы исследователей разрешат за короткий срок хотя бы

некоторые загадки человеческого ума.

18. Свойство монотонности для систем

Рассмотрим теперь возможность получения некоторых
результатов, аналогичных результатам гл. III, для систем

дифференциальных неравенств вида

4jL>A(t)x9 x(0) = c, (18.1)

где х есть Af-мерный вектор. Сокращенная запись х^ у (ху у—
векторы) здесь означает, что х{^уи /=1,2, ..., N. Мы хотим

наложить простые условия на A(t)y которые гарантировали бы,
что л;>у при ^>0, где у определяется из уравнения

4jL = A(t)y. y(0) = c. (18.2)

Если A(t)=A — постоянная матрица, то можно легко

показать, что для этого необходимо и достаточно, чтобы

аи>0, 1ф]. (18.3)

Необходимость следует из разложения

eAt = I+At+ 0{t% (18.4)

в чем мы убеждаемся, исследуя правую часть в

непосредственной окрестности точки ^ = 0.

Докажем достаточность для более общего случая
переменных коэффициентов при помощи следующего простого
рассуждения. Сделаем преобразование переменных

$ аи (•*)ds

у. = е° zt, / = 1, 2, ...,7V, (18.5)
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dz

где ifi
— компоненты вектора у, а г%

— компоненты нового

вектора г. Тогда (18.2) примет вид

(18.6)

(18.7)

^- = B(t)z, г(0) = с,

где

Причем

bu(t,=

B(t) = (bu(t)),

0, I:

t

J (ajraii) ds (18.8)

yau{t)e0 , 1Ф}.
Если ciij(t) > 0, то все компоненты bij(t) неотрицательны, и тем

самым z(t)^ z(0) при />0. Отсюда, если сХ), то г/(^)>0 при
t>0.

Так как (18.1) можно переписать в виде

■%-=A(t)x+f{t), х(0) = с, (18.9)

где f(t)^-0, мы видим, что z=x — у удовлетворяет уравнению

*± = A{t)z + f{t), г(0) = 0. (18.10)

То же рассуждение, что и выше (формулы (18.5) — (18.8)),
показывает, что г > 0 при t > 0.

Результаты такого типа чрезвычайно полезны при
исследовании системы уравнений

^- = max[A(q, t)x+ b(q)], (18.11)
ui

q

играющей основную роль при изучении марковских процессов

решения
— важного класса процессов динамического

программирования в стохастическом случае.

19. Свойство монотонности для линейных

дифференциальных уравнений N-то порядка

Рассмотрим линейное дифференциальное выражение

L{u) = u(N) + pl{t)i£N-l) + p2{t)u(fl-v>+ ... +pN(t)u. (19.1)
Обозначим через Wn вронскиан м-го порядка

МО МО ••• A"_1)(0

ш мо... /г'чо
W(fvf2 /„) =

ш /;(о--- /гмо

(19.2)
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wN

WN-X
-Idt \

' К-i

d ( W\ ,
• • •

dt \wlwi 1
Kdt

1
f W\ d ,

^0^2 Л|
' и

Kw

Тогда оказывается справедливым разбиение, аналогичное тому,
которое использовалось в гл. III, разд. 4, для линейного

дифференциального выражения второго порядка, а именно

L(u).

d I Wl ( d I W2. d I и \ \

)■..), (19.3)

где W0=\, a uit u2, ..., uN образуют набор линейно

независимых решений уравнения L(u)=0.
Введем теперь понятие, которое Пойа называет

^«свойством W». Набор решений ии иъ ..
., Wn-i обладает свойством W

в открытом интервале (0, Ь)у если в этом интервале

и,>0, W(uv u2)>0, ..., W(uv я2, ..., йлг_1)>0. (19.4)
Легко убедиться с помощью разбиения (19.3), что при наличии

свойства W из условий

1(и)>0, L(v) = 09 (19.5)

где M<*>(0)=yW(0), /=1,2, ..., N— 1, следует и>и на (0,6).
Это дальнейшее обобщение результата С. А. Чаплыгина,
установленного в разд. 5 гл. III.

20. Обсуждение

Мы получили несколько результатов, позволяющих

установить, когда последовательность приближений сходится

монотонно. Как и следовало ожидать, эти результаты не столь

изящны или полезны, как соответствующие результаты для
уравнения второго порядка.

В случае уравнения высшего порядка нас в первую очередь

интересуют вопросы квадратичной сходимости и точности. В

следующем разделе мы обсудим метод, который оказался весьма

полезным при получении численного решения линейного

дифференциального уравнения с достаточной степенью точности.

Трудно преувеличить его значение для эффективных
приложений квазилинеаризации.

21. Использование метода ортогонализации

Грама— Шмидта для численного решения
линейных краевых задач

На пути получения численного решения систем линейных

алгебраических уравнений нас подстерегает много ловушек. Не

существует метода рещения таких систем, который можно было
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бы считать полностью удовлетворительным. В одном из

предыдущих разделов мы показали, как использовать метод прямого
и обратного интегрирования, чтобы избежать численного

решения линейных алгебраических систем в процессе решения
линейной двухточечной краевой задачи. С другой стороны, можно

выбрать частные решения однородного дифференциального
уравнения таким образом, чтобы получить решения линейных

уравнений для множителей с максимально возможной

точностью. В этом разделе мы обсудим один из вариантов, в

котором используется метод ортогонализации Грама — Шмидта.
Рассмотрим дифференциальное уравнение четвертого

порядка
а^ — 24и(3) — 169и(2) — 324и(1) — 180я = 0. (21.1)

Его общее решение имеет вид

u(t) = s1e-t+stf-2t + s3e-3i + sAe+*>i. (21.2)

Обратим внимание на частное решение

и (t) = е~* — 2e~2t + г-3/, (21.3)

которое удовлетворяет начальным условиям

я(0) = 0,

й(0) = 0,

и(2)(0) = 2,

u(Z)(0) = —12,0. (21.4)

При t=l это решение удовлетворяет еще условиям

a(l) = e-i_2*-2+ *-3 = 0,146996,

i (1) = — ^-J + 4^-2 — З^-3 = 0,241005 X Ю"1. (21.5)

Попытаемся определить функцию u(t), задаваемую
соотношением (21.3), как решение уравнения (21.1) при краевых
условиях и(0) = 0, и(0) = 0, м(1) = 0,146996, и(1) = 0,0241005.

Если мы непосредственно представим решение краевой
задачи в виде линейной комбинации частных решений и

воспользуемся методом интегрирования Рунге — Кутта с шагом

интегрирования 0,01, то придем к неутешительным результатам.
Пусть w(t)—решение уравнения (21.1) с начальными

условиями

да(0) = 0, i(0) = 0, w{2)(0)=\, w(3)(0) = 0, (21.6)

н z(t) — решение, для которого

г(0) = 0, г(0) = 0, г(2)(0) = 0, г(3)(0) = 1. (21.7)
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Численное интегрирование дает значения

да (1) = 0,195694 ХЮ10,

w (1) = 0,587083 ХЮ»,

z (1) = 0,326157 Х109,

г(1) = 0,978472 XI О10.

(21.8)

Используя эти значения при решении линейных алгебраических
уравнений

w(l)cl-\-z(\)c2 = u(\),
. . . (21.9)
w (1) cx-\-z (1) с2 = и(\),

находим
-2

^ = —0,609136X10 ,

с2 = 0,365481 X Ю"1,
(21.10)

причем d = t/(2)(0), с2 = а(3)(0)1).
Так как точные значения, согласно (21.4), равны i/<2>(0) =2,

и(3)(0)= —12, мы видим, что задача отыскания начальных

значений функции u(t) нами фактически не решена.

Трудность связана с тем, что собственные значения,

соответствующие дифференциальному оператору (21.2), т. е. числа

—1, —2, —3, 30, сильно отличаются друг от друга. Это

означает, что одно из частных решений будет превалировать над

другими, и, следовательно, возникает затруднение с

определением линейной комбинации частных решений,
удовлетворяющей заданным краевым условиям. Мы сталкиваемся с

явлением «плохой обусловленности»2).
Чтобы исправить положение, мы уделим больше внимания

избираемым частным решениям. Рассмотрим векторы

а =

(W

W

Ы2)

W3).

, р=

\z 1

Z

г<2)

уз)!
(21.11)

*) Последние равенства следуют из того, что приближенное решение
ищется в виде u=C\W + c2z, где w и z подчинены условиям (21.6) и (21.7).—
Прим. ред.

2) Определитель линейной системы (21.9) оказывается малым по

сравнению с характерной величиной его элементов, определяемых равенствами

(21.8), — Прим. ред.
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где функции до, z и их производные определены выше, т. е.

w и z являются решениями однородного уравнения (21.1) с

начальными условиями (21.6) и (21.7). Используя метод

интегрирования Рунге— Кутта, сделаем пять шагов величины 0,01 и

получим значения векторов а(0,05) и р(0,05). Затем выполним

ортогонализацию Грама—Шмидта над этими векторами,

приводящую к новым ортонормированным векторам

а (0,05)
Y(0,05): I а (0,05) |

6(0,05):
р (0,05) — (Р (0,05), у (0,05)) у (0,05)

| р (0,05) — (Р (0,05), у (0,05)) у (0,05) |

(21.12)

(21.13)

где (а, р) и |а| обозначают, как обычно, скалярное
произведение и длину вектора. Производя то же линейное преобразование
над начальными векторами (21.6) и (21.7), т. е.

(0|
0

1

1°

>

(01

0

0

\\
находим новые начальные векторы, использование которых при

интегрировании уравнения (21.1) приводит к ортогональным
и нормированным векторам у(0>05) и 6(0,05). Эти начальные

условия таковы:

1

I a (0,05) | (21.14)

| р (0,05) - (Р (0,05), у (0,05) ) у (0,05) |
- (Р (0,05), Y (0,05))

0

0

1

0

(21.15)

Затем мы интегрируем уравнение (21.1) от / = 0,05 до /=0,10,
используя y(0»05) и 6(0,05) в качестве начальных условий при
/ = 0,05. Полученные таким образом векторы ортогонализуются
и соответствующее преобразование выполняется над начальными
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условиями при / = 0. Продолжая дальше этот процесс, мы

находим в конце концов два вектора вида

(0 1

0

Us
[о

>

[0 |
0

*3

I**]
которые, будучи выбранными в качестве начальных условий для

уравнения (21.1), приводят к двум ортонормированным

векторам при t=l. Таким образом, точно определено двумерное
пространство при /=1, натянутое на решения уравнения (21.1),для
которых и(0) = й(0) =0. В некоторых случаях это помогает с

высокой точностью определить недостающие условия и^(0) и

и&Щ.
Применяя этот метод к задаче (21.1) с прежними краевыми

условиями и(0)=0, и'(0)=0, и{\) =0,146996, и'(\) =0,0241005,
находим

и(2)(0) = 1,9999997,
™ (21.16)

и(3)(0) = —12,000003.
}

Для уравнения

й(4)_9й(3)-79й(2)— 159^ — 90^ = 0, (21.17)

общее решение которого имеет вид

u(t) = s1e-t + s2e-2t + s^t-\-s4e15tt (21.18)

использование упомянутого выше простого представления

решения краевой задачи в виде линейной комбинации частных

решений приводит к результатам и^(0) =2,0013081, и(*)(0) =
=—12,007849. Граничные условия здесь принимались такими

же, как выше, и решение снова имеет вид (21.3). После
двадцатикратного использования процесса Грама — Шмидта на

отрезке [0,1] мы получаем г/(2>(0) = 1,9999995, и&(0) =—12,000003.
В этом случае точные результаты по-прежнему равны г/<2)(0) =2,
Ц(з)(0)=—12.

22. Динамическое программирование

Укажем теперь, каким образом при исследовании задач

минимизации квадратичных функционалов использовать

динамическое программирование для того, чтобы избежать

двухточечных краевых задач и решения сопутствующих им

линейных алгебраических систем. Мы уже обсуждали одномерный
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вариант такой задачи в предыдущей главе. Рассмотрим здесь

векторный вариант.
Чтобы сделать выкладки по возможности проще,

предположим, что мы хотим минимизировать функционал
т

J(x)= j [(*', х')+ (х9 Ax)\dt (22.1)
о

при условии х(0)=с. Пусть А — симметричная положительно

определенная матрица, так что проблемы собственных значений
не возникает.

Уравнение Эйлера и краевые условия порождают
двухточечную краевую задачу1)

jt" —Лх= 0, х(0) = с, х'(Т)==0. (22.2)

Поступим совсем иным образом, чем раньше. Запишем2)

f(c, T) = minJ(x). (22.3)
X

Тогда обычная методика динамического программирования

приводит к нелинейному дифференциальному уравнению в частных

производных

■gp = min[(xif v)+ (c. Ac) + (v, grad/)], (22.4)

где grad f есть вектор, компонентами которого служат df/dcu
df/dc2, ..., df/dcN, и где си с2, ..., cN — компоненты вектора с.

Легко видеть, что значение у, при котором достигается

минимум, равно
v = — gradf/2. (22.5)

Это и есть недостающее начальное условие в задаче (22.2).
Чтобы добиться эффективного использования (22.5),

отметим, что /(с, Т) является квадратичной функцией от с, т. е.

f(c, T) = (c, R(T)c). (22.6)

Используя это, видим, что

v = — R(T)c, (22J)

1) Последнее из условий (22.2) —это условие трансверсальности.
■— Прим.

ред.
2) Минимум здесь берется по всем функциям x(t), определенным при

О -^ t ^ Т и удовлетворяющим условию *(0) =с. — Прим. ред.
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где R(T) в силу (22.4) удовлетворяет дифференциальному
уравнению Риккати *)

%'(T) = A-R2, /?(0) = 0. (22.8)

Это уже задача Коши, которую можно численно решить самым

обычным образом. При возрастании R(T) затруднений не

возникает, так как известно, что R(T) стремится к константе при
Т —► оо.

Подобный результат получается, только с более длинными

выкладками, в случае, когда мы стремимся минимизировать
по у функционал

т

J(y)=j \(x, Ах) + (у, By)] dt, (22.9)
О

где

x = Cx + Dy, х(0) = с. (22.10)

23. Инвариантное погружение

Во многих случаях мы встречаемся с системами линейных

дифференциальных уравнений вида

х? = Ах+ By, х (0) = с,

y' = Cx + Dy, y{a) = d. (23Л)

Если эти системы порождаются вариационными задачами типа

(22.9), (22.10), то мы знаем, как избежать решения
двухточечной краевой задачи. В противном случае мы все же

располагаем мощными методами для нахождения недостающего

начального значения у(0), минуя решение линейных

алгебраических уравнений. Эти методы следуют из теории инвариантного

погружения. Они показывают, что если записать

y(0) = R(a)c + T(a)d, (23.2)

то R и Г, как функции от а, также удовлетворяют
дифференциальным уравнениям типа Риккати с известными начальными

условиями2).

1) Здесь R(T) — симметричная матрица. Уравнение (22.4) превратится
в тождество, если подставить в него (22.6), (22.7) и учесть уравнение (22.8).
Отметим еще, что начальное условие в (22 8) следует из очевидного условия

f(c,0)=0. — npuM. ред.
2) См. примечание к разд. 21 гл. U. — Прим. ред.

7 Зак. и 13
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Bellman R., Successive approximations and computer storage problems in
ordinary differential equations, Comm. ACM, 4 (1961), 222—223;

Bellman R., Kalaba R., Ко t kin В., Some numerical results using
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Bellman R., Brown T. A., On the computational solution of two-point
boundary-value problems, Boll. d'Unione Mate., 19 (1964), 121—123.

10. Cm.
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дифференциально-разностные уравнения, см. в статье

Беллман Р., От химиотерапии к вычислению траекторий, сб.
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Глава V

Дифференциальные уравнения в частных производных

1. Введение

Займемся теперь дифференциальными уравнениями в

частных производных. Как и в предыдущих главах, обсудим
вначале некоторые вычислительные аспекты, а затем кратко

рассмотрим вопросы монотонности приближений и

положительности. Эта глава написана на ином уровне, нежели любая из

предыдущих или последующих глав, поскольку в ней

предполагается знакомство с весьма развитым и трудным
искусством решения дифференциальных уравнений в частных

производных на цифровых машинах. Читателю, неискушенному в этих

кабалистических расчетах, можно посоветовать опустить эту
главу.

Нашим первым числовым примером будет нелинейное

параболическое дифференциальное уравнение в частных

производных, а вторым
— нелинейное эллиптическое дифференциальное

уравнение в частных производных.
Вычислительная сторона дела здесь гораздо сложнее, чем

в случае обыкновенных дифференциальных уравнений. При
получении численного решения обыкновенных дифференциальных
уравнений с заданными начальными условиями можно

использовать методы такой гарантированной точности, которая
позволяет быть совершенно уверенным в том, что результаты
отражают эффективность используемой методики. Поэтому имеет

смысл сравнивать различные методы. При решении
дифференциальных уравнений в частных производных оценка фактически
осуществляемой численной процедуры представляет собой целую

проблему. Влияние ошибок вследствие отбрасывания цифр,
ошибок округления, длины машинного слова и фактических
вычислительных процедур применяемой электронной машины,
влияние различных грубых оценок для производных высших

порядков при выборе методов, а также усилия, затрачиваемые

при реализации разностных методов высокого порядка,
— все

это затрудняет получение обоснованных априорных оценок

преимуществ разностных методов высокого порядка перед методами
низкого порядка, а также сравнение методов различных

авторов. Отсюда следует важность проведения определенного числа

экспериментов.
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2. Параболические уравнения

Начнем с рассмотрения параболических уравнений в частных

производных, поскольку мы уже в какой-то степени обсудили
их в связи с положительностью линейных дифференциальных

операторов второго порядка.
Для задачи определения численного решения

дифференциального уравнения в частных производных вида

«< = «*, + £(«. их) (2-1)

с начальными условиями

и(х9 0)=h{x)9 0<jc< I, (2.2)

и краевыми условиями

и (09 t) = u(\, t) = 0 (2.3)

выпишем схему аппроксимации, следуя нашему обычному
методу квазилинеаризации:

^n+ l)t = (Un+l)xx + g^n' («*),) + («/i + l —«л) Л («я. {Рп)х) +

Задаваясь функцией и0(ху /), получаем для каждого мп, я>1,
линейное уравнение.

Перейдем теперь непосредственно к вычислительным

вопросам.

3. Конкретное уравнение

Рассмотрим уравнение

ut-uxx = (l+u*)(\-2u), (3.1)

которое подобрано так, что оно имеет простое явное решение

и(х9 t) = tg(x+ t). (3.2)

Это решение обладает тем дополнительным преимуществом, что

неограниченно возрастает при х + /->я/2=1,57+ .... и может

служить для хорошей проверки численных алгоритмов. Обычный

итерационный метод Пикара

("«+0,-(в«+.)„=0 + я»0-2я.) О-3)

сравнивается с квазилинеаризацией в двух треугольниках
0</<(1— х)у 0<х<1 и 0</<1,5—х, 0<х<1,5.

Численные значения получены с использованием

стандартных методов разностной аппроксимации, которые будут описаны
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ниже. Как упоминалось ранее, использование других

вычислительных алгоритмов решения дифференциальных уравнений в

частных производных может привести к иной оценке
сравниваемых подходов.

4. Разностная аппроксимация

Первый вопрос состоит в выборе разностной аппроксимации
членов ut— ихх. Мы использовали приращения Дх = Д/ = 0,01 и

для получения дискретной системы применяли разностный
оператор Кранка — Никольсона.

Обозначая через ит>п решение соответствующего (3.1)
разностного уравнения в точке (шДх, nAt) решетки, заменяем (3.1)
уравнением

tf(* + D , — u(k+1) 1

Д/ 2 (Лл:)2 IL т-1, п + \ т, п+1
' /я + 1, п+1\ '

+ [«<& .

- 2«<J-i + "&V J J = Т [/«' .+i)+ f ("&)]• (4-1)

где /(и) = (1 + w2) (1—2w), а &„ обозначает окончательное число

итераций, необходимое для получения приемлемой
аппроксимации величины ит>п в узловых точках на прямой T=nAt.

В качестве критерия приемлемости аппроксимации был

выбран общепринятый критерий: максимальное значение

относительного изменения на слое должно быть меньше некоторой
предписанной величины; при удовлетворении критерия
совершается переход к следующему слою. В данном случае мы

требовали, чтобы

max
ит, п ит, п

ит, п

<1(Г6. (4.2)

5. Сравнение метода Пикара с квазилинеаризацией

В табл. 5.1 приведено число итераций, которое потребовалось
для удовлетворения критерия (4.2). В качестве важного вывода

отсюда следует, что в случае треугольника 0^/^1—ху
0<^х^1 метод Пикара и метод квазилинеаризации
потребовали почти одинакового объема вычислений, в то время как в

случае, когда интересующая нас область была большим

треугольником 0</<1,5 — х, 0<х<1,5, для получения

сравнимой точности в случае метода квазилинеаризации понадобилось
количество итераций в девять раз меньшее, чем в случае метода

Пикара.
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Таблица 5.1

Основание
треугольника

1,0

1,0

1,5

1,5

Метод

Ньютон

Пикар

Ньютон

Пикар

Число
итераций

2
1

4
3
2

3

28

/-интервал

(0,01, 0,98)
(0,98, 0,99)

(0,01, 0,68)
(0,68, 0,93)
(0,93, 0,99)

(0,01, 0,23)

(0,01, 0,50)

6. Градиентные методы

В гл. I мы указали, что один из подходов к решению

скалярного уравнения f{x)=0 состоит в использовании метода

аппроксимации Ньютона — Рафсона. Вместо первоначального
статического процесса рассмотрим дискретный динамический

процесс, описываемый нелинейным разностным уравнением

Г (хп) (6.1)

При соответствующих условиях предел последовательности {хп}
существует и является искомым корнем.

Вместо дискретного процесса можно рассмотреть
непрерывный процесс, описываемый дифференциальным уравнением

dx

dt
= f(x) (6.2)

или дифференциальным уравнением в форме, более близкой
к (6.1):

dx
___ —f(x) ,n o\

W^TJxY' У*'6'

Ясно, что существует бесконечно много дифференциальных
уравнений, предельная форма которых при /—»оо совпадает со
статическим уравнением f(x)=0. Наш выбор будет зависеть от

точности, устойчивости, времени и типа расчетов.
Ту же идею можно использовать для изучения общих

функциональных уравнений. Рассмотрим двухточечную краевую
задачу

и" = g (и, и', х), и(0) = и (Ь) = 0. (6.4)
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Свяжем с этим уравнением процесс, зависящий от времени:

Щ = *хх -g(U> Ux> X),

я(0, t) = u(b9 0 = 0, (6.5)

и (х9 0) = w (х)9 0 < х < Ь,

где w(x) выбирается довольно произвольно.

Используя квазилинеаризацию, как описано в предыдущих
разделах, мы получаем метод иного типа для решения задачи

(6.4); при этом может возникнуть (а может и не возникнуть)
необходимость решения линейных систем обыкновенных

дифференциальных уравнений или линейных систем алгебраических
уравнений.

Может оказаться более предпочтительным использование
иного подхода к (6.5) в отличие от описанного выше. Например,
кажутся весьма эффективными методы полиномиальной

аппроксимации.

Отметим далее, что нас совершенно не интересует
изменение и(ху t) на всем интервале времени /. Мы интересуемся
только «установившимся режимом»

u{x) = \\m u(x, t). (6.6)
t->cr>

возлагая надежды на то, что он является решением задачи

(6.4).
Поскольку мы ожидаем, что это приближение будет

экспоненциальным, т. е.

и (х, t)~u (х) + иг (х) е^ м' + Щ (*) **" {x)t+ .. •. (6.7)

мы можем удачно использовать нелинейные методы
суммирования для получения отличной экстраполяции для и(х) по u(xt t)
при малых /.

Наконец, отметим, что соотношения (6.5) дают лишь один

из методов погружения задачи (6.4) в непрерывное семейство

процессов. Теория инвариантного погружения позволяет

получить и другие подходы.
Однако эти методы в настоящее время увели бы нас далеко

в сторону. Мы вернемся к ним в последующих монографиях.
Следует особо подчеркнуть, что весьма желательно сочетание

нескольких методов и неразумно и ненаучно пытаться

исследовать важные проблемы только одним методом. Ссылки на

упомянутые подходы читатель найдет в конце главы.
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7. Эллиптическое уравнение

Соответствующие исследования были проведены и для

эллиптического уравнения

Uxx + uyy = eu9 (7.1)

к которому проявляется интерес в магнитной гидродинамике.
Граничные условия будут выписаны ниже.

Решение, полученное методом приближений Пикара при
помощи рекуррентного соотношения

(^+г)хя + (ик+1)уу = е\ (7.2)

мы сравним с решением, полученным методом
квазилинеаризации с использованием соотношения

(и* н)„ + (и*.н)„,-е"*я*м ==*"*(! -«*)• (7-3)

Проведение аналогичных доказательств монотонности и

квадратичной сходимости по образцам, представленным в

предыдущих разделах, не вызывает затруднений. Легко также

устанавливается требуемая положительность, если воспользоваться

вариационным подходом, изложенным в разд. 8 гл. III.

8. Вычислительные аспекты

Мы будем рассматривать прямоугольную область 0<jf-<l/2,
0^ у ^Cl/4 с двумя наборами граничных условий: на границе

прямоугольника и = 0 и и=10. Как и следует ожидать, в

случае и=10, где имеют место большие величины градиента,
предпочтительнее метод квазилинеаризации.

Мы следуем стандартному подходу. Лапласиан заменяется

разностным выражением

um+i, п ~Т ит, я+ 1 ~т~ ит-1, п ~Т~ ит, п- 1 ™т, п /О 1 \

г* ' (8Л)

где ит%п является дискретным аналогом величины u(mAxtnky)\
h = kx = hy берется в данном случае равным 1/64.

Если упорядочить точки (т, п) таким образом, что точка

(т, п) будет предшествовать точке (т\ /г'), когда п<п' или

когда п = п' и т<т\ и обозначить через uk полученное
множество 15x31=465 чисел {итп>к}у то и метод Пикара и

квазилинеаризация приведут к необходимости решения систем большого

числа линейных алгебраических уравнений1).

1) В качестве uk рассматриваются значения функции и лишь во

внутренних точках области (исключая границу), причем k — это номер итерации в

соотношениях (7 2), (7.3). — Прим. ред.
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Нормируя эти уравнения делением всех членов на

отрицательный коэффициент при центральном члене umrit ь, получаем
в каждом случае систему вида

(I-Lk-Uk)ukiX = bk. (8.2)

Здесь /, Lh и Uk — матрицы размера 465x465; / — единичная

матрица, a Lh и Uk — соответственно нижняя и верхняя
треугольные матрицы, отвечающие используемому методу
разностной аппроксимации. В нашей задаче эти матрицы являются

транспонированными друг к другу и содержат только две

диагональные линии с ненулевыми элементами; в случае метода

Пикара эти элементы тождественно равны 1/4, а в случае
метода Ньютона они равны

(4 + А2ехраЛГ1,
где приближение uh вычислено в центральной точке (т, п)
креста, образуемого точками, которые фигурируют в (8.1).
Компоненты вектора bk в (8.2) равны соответствующим значениям,

которые принимают правые части равенств (7.2) и (7.3).
Во многих реальных задачах размерность настолько велика,

что нельзя воспользоваться методом исключения Гаусса для

решения алгебраических систем вида (8.2). Поэтому мы избрали
метод последовательной верхней релаксации Янга главным

образом из-за того, что он является простейшим итерационным
методом, который существенно лучше метода Гаусса — Зейделя,
хотя известно, что быстрее сходящиеся методы групповой
релаксации и методы переменных направлений ненамного сложнее

метода последовательной верхней релаксации.
Применение метода последовательной верхней релаксации

непосредственно к системам (8.2) при фиксированном значении
k приводит к итеративной формуле

(f — <oLk)u„uk ,=

= \(*ик — (<* — 1)/]иГ9к+1+<оЬк9 г = 0, 1, 2, ..., (8.3)

где со — параметр верхней релаксации, а уравнения для
компонент решаются последовательно таким образом, что компоненты

вектора ur+ii h+i находятся в указанном выше порядке. Однако

ясно, что если uh+i не является хорошей аппроксимацией
решения уравнения (7.1),то нет смысла прилагать много усилий для

получения точного решения системы (8.2). Аналогично, если

приближения, полученные из (8.3), слишком грубы из-за

слишком раннего обрыва итерационного процесса по г, то нет

никаких указаний относительно итерационного процесса по k.
Таким образом, на каждом шаге остается открытым вопрос о том,
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когда нужно итерировать по /г, а когда по г. Мы не

предпринимали попыток проведения этого относительно трудного анализа

и просто производили итерации по обоим индексам

одновременно, используя формулу

(/ - nLk) uktl = [<*Uk - (со - 1) /1 uk + об,, (8.4)

причем уравнения для компонент решались в указанном выше

порядке. Таким образом, мы видим тесную связь численного

метода, используемого при решении уравнений (8.2) или (8.4),
со скоростью сходимости их фактического решения; трудности
анализа этой ситуации вынуждают нас экспериментировать.
Отметим также, что сочетание итерационных методов решения
линейных систем (8.2) с итерациями Ньютона или Пикара для

решения исходной нелинейной задачи обладает тем

преимуществом, что нет необходимости добиваться точного решения
системы (8.2) при каждом значении k.

Как и в параболическом случае, критерий для остановки

итерационного процесса состоит в том, что максимум
абсолютной величины относительного изменения значения функции для

двух последовательных итераций не должен превышать 10~6.
Если бы эта величина действительно являлась пределом
относительной ошибки между численным и точным решениями
нелинейного уравнения (7.1), в котором лапласиан заменен

выражением (8.1), то этот критерий был бы слишком жестким и

точность его выполнения с учетом ошибок вследствие отбрасывания
цифр можно было бы снизить до 10~4. Однако эвристический
характер правила остановки, когда мы не знаем ни истинного

решения, ни действительных границ его, вынуждает нас

увеличивать точность выполнения критерия.
В случае итераций Пикара, когда L& и Uk не зависят от ky

если бы мы пренебрегли зависимостью Ьи от ky то получили бы,
что наибыстрейшая сходимость достигается при теоретически
оптимальном значении со, равном 1,732. Для итерации Ньютона
оптимальное значение о было бы немного меньшим, если

пренебречь изменением Lhy Uk и bh от итерации к итерации, что мы,

несомненно, не имеем права делать. Однако в случае нулевых
краевых условий для метода Пикара, где Lh и Uk постоянны,
наилучшее значение (или значения) о, несомненно, близко к

указанному выше теоретическому значению, так как uh во всей

области меняется очень слабо (значение и в центре области,

полученное в окончательном решении, равно 0,007071 с

точностью до четырех значащих цифр). Поэтому в данном случае
мы проводили эксперимент только со значениями о =1,70 и 1,74.
В случаях применения метода Пикара, когда и=\0 на границе,

такой уверенности не было из-за больших изменений uk в
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заданной области, несомненно, приводящих к большим
изменениям от итерации к итерации для каждой точки области.

Разумеется, в случае метода Ньютона имеется еще меньше

оснований рассчитывать на оптимальное значение со, так как Lh и Uk
изменяются от итерации к итерации. Поэтому в этих случаях для

оценки оптимального значения со был приведен ряд
экспериментов с различными значениями оз. В табл. 5.2 приведены
полученные результаты.

Таблица 5.2

Значение со Число итераций

Значение и^

„ т„„ке (I. I)

U4
1,70

1,95
1,74
1,70
1,50
1,00

w^O (метод Пикара)
64
77

и = 0 (метод Ньютона)
258
64
77
154
426

-0,007071
—0,007071

-0,007071
—0,007071
—0,007071
—0,007071
—0,007071

1,55
1,50
1,40
1,35
1,3)
1,20
1,10
1,00

1,74
1,70
1,65
1,60
1,55
1,50
1,40
1,00

и = 10 (метод Пикара)
63
53
66
71
76
78
106
134

и = Ю (метод Ньютона)
58
51
46
42
41
50
66
148

5,65995
5,65995
5,65994
5,65993
5,65993
5,65992
5,65997
5,65998

5,65995
5,65995
5,65995
5,65995
5,65995
5,65995
5,65996
5,65998

Из таблицы видно, что в случае нулевых граничных условий
метод Ньютона, обладающий свойством квадратичной
сходимости, не дал никаких преимуществ по сравнению с методом

Пикара, сходящимся, как геометрическая прогрессия. В самом

деле, одинаковые значения со дали в обоих случаях наибыстрей-
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шую сходимость. С другой стороны, когда и=\0 на границе, что

влечет за собой резкое изменение и вблизи границы, метод

Ньютона оказался более выгодным, так как для решения
потребовалось всего 41 итерация, в то время как для решения методом

Пикара потребовалось 53 итерации. Отметим еще любопытный

факт: для метода Пикара оптимальное значение со получается
несколько меньшим.

Для сравнения с последовательной верхней релаксацией мы

включили в рассмотрение случай релаксации Гаусса
— Зейделя,

получающийся при о=1. Как и ожидалось, метод

последовательной верхней релаксации сходится примерно в 2,5—7 раз
быстрее, чем метод релаксации Гаусса — Зейделя.

Заметим попутно, что точки, в которых достигается

максимум относительного изменения ик, неизменно находились в

непосредственной близости от начала координат. В большинстве

случаев это имело место в точке (1/64, 1/64).

9. Положительность и монотонность

Любое детальное обсуждение свойств положительности и

монотонности дифференциального оператора в частных

производных увело бы нас далеко вглубь теории дифференциальных
уравнений в частных производных. Поэтому остановимся лишь на

нескольких простых свойствах методов, которые мы уже
применяли.

С помощью метода конечных разностей, который мы

использовали в разд. 6 гл. III, легко устанавливается желаемое

свойство неотрицательности решения уравнения

щ = ихх -f- f (x, t), t > 0,

и(х, 0) = *(*), 0<jc<1, (9.1)
я(0, 0 = «0. 0 = 0» *>0»

где f, g>0, и решений подобных уравнений более высокой

размерности.
Для получения соответствующего результата для

эллиптического уравнения в частных производных вида

Ихх + иуу -\-q{x, y)u = f (х, у) (9.2)
можно либо использовать параболическое дифференциальное
уравнение в частных производных, как в разд. 6 гл. III, либо
исходить из вариационной задачи минимизации функционала

\ К+и1 - ч (*■ у)ц2 - 2f (х> у)и]dA <9-3)

Таким способом можно получить не только неотрицательность

функции Грина, но также и аналог свойства осцилляции.
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10. Уравнение Хопфа —Лакса

Рассмотрим уравнение сохранения

«, + f(«)* = 0 (ЮЛ)

с начальными условиями и(х, 0)=g(x), Г>/>0. Особенно

интересен случай f(u)=u2/2, так как тогда уравнение является

предельным случаем уравнения Бейтмана — Бюргерса

Ut + UUX = EUXX, (10.2)

играющего важную роль в некоторых упрощенных
математических моделях турбулентности.

Пусть {(и) строго выпукла. Запишем (10.1) в виде

й, + П«)«* = 0 (10.3)

и введем функцию U(x, t) с помощью соотношения Ux = u. Тогда
уравнение (10.3) примет вид

Uxt + f'(Ux)Uxx = 0. (10.4)

Интегрируя (10.4) по х при заданных начальных условиях,

получаем

Ul + f(Ux) = 0. (10.5)

Соответствующее линейное уравнение имеет вид

®/ + f И+ (wx - v) r(v) = 0, w (x, 0) = G (x). (10.6)

Используя легко проверяемое свойство положительности

оператора

находим явное решение уравнения (10.5) в виде

£/=minx0(.*, /, v), (10.7)
V

где w — решение уравнения (10.6).
Полагая v константой, получаем простое явное представление

решения, найденное ранее Лаксом в общем случае и Хопфом
в частном случае f(u)=u2/2. В нашем случае уравнение можно

свести к линейному уравнению теплопроводности и решить в

<шном виде.
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Глава VI

Приложения к физике, технике и биологии

1. Введение

В этой главе мы хотим кратко описать несколько типичных

приложений квазилинеаризации к характерным задачам
физики, техники и биологии. Мы рассмотрим по очереди задачи
оптимального проектирования и управления, обратные задачи

переноса излучения, вопросы, связанные с определением орбит,
проблемы идентификации систем и управления с адаптацией,
анализ периодических зависимостей и, наконец, обратную
задачу кардиологии.

2. Оптимальное проектирование и управление

Основная задача современной теории управления
заключается в минимизации скалярного функционала

т

J(y)=jg(x, y)dt (2.1)
о

на множестве Ai-мерных вектор-функций y(t), где N-мерный
вектор х и вектор у связаны дифференциальным уравнением

%=к(х,у), х(0) = с. (2.2)

Часто ставится более общая задача, состоящая в минимизации

скалярного функционала
г

j(у, а)= J* g(x, у, a)dt-\-y(a) (2.3)
о

на множестве М-мерных вектор-функций y(t) и /(-мерных
векторов а, где х, у и а связаны дифференциальным уравнением

-JL = h (х, у, а), х (0) = с. (2.4)

В такой постановке можно сформулировать проблему
проектирования, поскольку а можно рассматривать как вектор

конструктивных параметров. Мы не будем здесь обсуждать

8*
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более общие задачи, включающие функциональные
дифференциальные уравнения, а также уравнения в частных

производных.

При рассмотрении данной вариационной задачи с

привлечением квазилинеаризации можно действовать, как мы знаем,

двумя различными способами. Мы можем, отправляясь от

начального приближения у0у а0, получить х0 с помощью (2.4):

-^ = А(*о, Я>. я), х0(0) = с (2.5)

1

=hx(xv yv a,; х0, у0, а0), хг(0) = с, (2.6)

Чтобы получить хи уи аи мы рассматриваем уравнение

где через h\ обозначено разложение в окрестности точки

(*о, {Ль ао) функции /z(x, у, а), включающее только линейные

члены, и ставим задачу минимизации на множестве векторов у^

и ui функционала
т

\ £2(*р У\> av *о> Уо> <h)dt> (2-7)
о

где через g*2 обозначено разложение в окрестности точки

(х0, Уо, До) функции g(xy у, а) вплоть до квадратичных членов.

Легко видеть, что вариационные уравнения (уравнения
Эйлера) будут линейны относительно хи у^ и а^

С другой стороны, мы можем использовать стандартную

вариационную процедуру для получения уравнения Эйлера и

затем применить квазилинеаризацию к этому уравнению. Для того

чтобы унифицировать рассмотрение, мы будем трактовать
постоянный вектор а как решение дифференциального уравнения

1 = 0 (2.8)

с неизвестным начальным условием.

Затем, вводя множители Лагранжа K(t) и (и(0, мы

рассматриваем новый функционал
7

J [g(x, у, а) + (Ч0. x-h(x. у, a))+ (iL(t), d)]dt + <p(a(0)) (2.9)
о

и стандартным образом выписываем соответствующие
дифференциальные уравнения и граничные условия1).

1) Эти уравнения и граничные условия получаем, приравнивая нулю
первую вариацию функционала (2.9). См., например, Гельфанд И. М. и

Фомин С. В., Вариационное исчисление, Физматгиз, М., 1961. — Прим. ред.
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3. Пример

Рассмотрим для примера задачу минимизации функционала
1

/Q/, a) = |JV-Hft<//+-f (3.1)
О

на множестве функций у и параметра ау где

Уравнения Эйлера и граничные условия имеют вид

х = — ах -\- у, х(0) = с,

1 = х+1а, А,(1) = 0,

а = 0, |х(0) = а(0), (3.3)

\1 = кХ, (Li(l) = 0,

у = Х.

Соотношение у=Х позволяет исключить К из рассмотрения.
В качестве начального приближения возьмем

*о(')=Ь Уо(*) = 0> М') = 0, а0 = 0. (3.4)

Тогда любой из двух методов, рассмотренных в разд. 2,
приводит к следующей схеме последовательных приближений:

хп+г= апхп+г + Уп+i хп \ап+г #л)«

**+i(0) = ^

Уп+i =xn+i + апуп+1 +уп (ап+1 — апУ

^+i(l) = 0, (3.5)

Рп+\ = *п+\Уп+*п(Уп+\ — Уп)*

|A«+i(0) = a«+i(0),

^fi = 0, |хя + 1(1) = 0.

Применение рассмотренных выше стандартных методов
численного определения последовательности {хпу уп, а^) не

вызывает затруднений. В следующем разделе мы приведем

некоторые характерные примеры вычислений.



Таблица вJ
Некоторые численные результаты

Итерация 1

т

0,

0,1000
0,2000
0,3000

0,4000

0,5000
0,6000

0,7000

0,8000

0,9000
1,0000

l

X

0,100000- 10»

0,910758 - 10°

0,830158 - 10°

0,757867 - 10°

0,693161-10°
0,635393 - 10°

0,583983 - 10°

0,538418 • 10°

0,498242 • 10°
0,463053 • 10°

0,432498 • 10°

У

-0,662196
-0,566718
-0,479745
-0,400410
—0,327919
-0,261546
—0,200628
—0,144555
-0,927650
-0,447402 •

0,167638

•10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°

10-"!
10-
10

7

ми

0,283436
0,223168
0,170912
0,126965
0.906022
0,611771
0,381112
0,208900
0,905750
0,221157
0,125729

10°
10°
10°
10°
10"»
10"'

1о:;
10

'

КГ2

ю-;
10

7

А

0,283436 • 10°

0,283436 - 10°
0,283436 - 10°

0,283436-10°
0,283436 - 10°

0,283436 • 10°
0,283436 • 10°

0,283436 - 10°

0,283436 - 10°

0,283436 • 10°

0,283436 • 10°

Итерация 2

т

0,
0,1000
0,2000
0,3000
0,4000
0,5000
0.6000
0,7000
0,8000
0,9000 |
1,0000

X

0,100000- 101

0,917906- 10°

0,845465 - 10°

0,781899-10°
0,726531-10°
0,678772 - 10° 1

0,638114-10°
0,604125-10°
0,576444 - 10°

0,554777 - 10°

0,538896-10°

У

-0,640197 - 10°
—0,557950 - 10°
-0,481894-10°
—0,410979 - 10°

—0,344449 - 10°

—0,281596 - 10°

—0,221749 - 10°

-0,164271 - 10°

—0,108548-10°
—0,539856-10"!
-0,223517-10"7

ми

0.252С0Э
0,174601
0,128792
0,925053
0,640778
0,421680
0,257069
0,138468
0,592470 -

0,143373-
0,814907

-10°
10°
10°

,

10"'

1о:;
10

ю
ю

10"8

А

0,232000 - 10°
0,232000 - 10°
0,232000 - 10°
0,232000 • 10°

0,232000 - 10°

0,232000 - 10°

0,232000 - 10°
0,232000 - 10°

0,232000 - 10°
0,232000 - 10°

0,232000 -10°

Итерация 3

г

о,
0.000
0,2000
0,3000
0,4000
0,5000
0,6000
0,7000
0,8000
0,9000
1,0000

X

0,100000-101
0,917788 - 10°
0,845306 - 10°

0,781742-10°
0,726424 - 10°

0,678770 - 10°

0,638276 - 10°

0,604515-10°
0,577132-10°
0,555837 - 10°
0,540406 - 10°

У

—0,640414 - 10°
-0,558586- 10°

—0,482596 - 10°

-0,411697-10°
-0,345141 - 10°

—0,282227 - 10°

—0,222290 - 10°

—0,164697-10°
—0,108842-10°

-0,541356-10";
0,558794 - 10

8

ми

0,232393
0,175557
0,129699
0,933488
0,648322
0,428066
0,262037
0,141850
0,610581
0,148800
0,325963

о

о

о
1

1

1

1

1

1

1

1ooooooooooo
А

0,232393 - 10°

0,232393 - 10°

0,232393. 10°

0,232393 - 10°

0,232393 - 10°

0,232393 - 10°

0,232393 • 10°

0,232393 - 10°

0,232393 -10°

0,232393 • 10°

0,232393-10°
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Итерация 4

т

0,

0,1000
0,2000
0,3000

0,4000
0,5030
0,6000
0,7000
0,8000

0,9000
1,0000

X

0,100000-101
0,917827 • 10°

0,845336 • 10°

0,781763-10°
0,726438 • 10°

0,678777-10°
0,638277 - 10°

0,604510- 10°

0,577121 • 10°

0,555821 • 10°

0,540384- 10°

Y

—0,640448 • 10°

—0,558566 • 10°

—0,482579 - 10°

-0,411682-10°
—0,345128 - 10°
-0,288216 • 10°

—0,222281 - 10°

—0,164690-10°
—0,108838-10°
—0,541333- Ю-1

0,335276-10"
7

ми

0,232504
0,175554
0,129696
0,933461
0,648299
0,428047
0,262024
0,141842
0,610543
0,148790
0,791624

о

о

о
1

1

1

1

1

1

1

1OOOOOOOOOOO
А

0,232504 • 10°
0,232504 • 10°

0,232504 - 10°

0,232504-10°
0,232504 • 10°

0,232504 • 10°

0,232504 • 10°

0,232504 • 10°

0,232504 • 10°
0,232504 - 10°
0,232504 • 10°

Итерация 5

т

о,
0,1000
0,2000
0,3000
0,4000
0,5000
0,6000
0,7000
0,8000
0,9000
1,0000

К

0,100000- 101

0,917826-10°
0,845336 • 10°

0,781763 • 10°

0,726438 • 10°
0,678777 • 10°

0,638276 • 10°

0,604510 - 10°

0,577121 • 10°

0,555820 • 10°
0,540383 • 10°

Y

—0,640446 • 10°

-0,558566 • 10°

—0,482578 • 10°

—0,411681-10°
—0,345128 • 10°

—0,282215-10°
—0,222280 • 10°

—0,164690-10°
—0,108838-10°
-0,541333 • 10 \

0,428408 - 10

ми

0,232506 • 10°

0,175554
0,129696
0,933459
0,648297
0,428046
0,262024
0,141842
0,610542
0,148790

10°
10°
10

1

10
1

1о ;
10

1

ю
ю ;
10

2

0,162981 • 10
'

А

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°

0,232506 • 10°
0,232506 • 10°

0,232506 • 10°
0,232506 • 10°

4. Численные результаты

Полагая с=1 и задавая х0, у0, \х0 и а0 согласно (3.4), мы

получаем результаты, приведенные в табл. 6.1. Мы видим, что

оптимальное значение а равно

а ^0,2325 (4.1)

(программа приведена в приложении 2).
Чтобы проверить этот результат, положим а = 0,2325 и

решим вариационную задачу, описываемую соотношениями (3.1)
и (3.2). Это сделать легко вследствие простоты ее

аналитической структуры; таким же способом мы получаем результаты

для ряда близких значений а (рис. 6.1). Из рисунка видно, что

значение а, равное 0,2325, на самом деле оптимально.
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5. Обратная задача переноса излучения

Теперь рассмотрим один из вариантов так называемых

«обратных» задач. В двух предыдущих книгах из этой серии

0.370

0J60

0,350

0.340
0 0,10 0,20 0,30

Конструктивный параметр системы, а

Рис. 6.1. Цена как функция конструктивного параметра.

(см. библиографию к разд. 5 гл. VI) мы обсуждали задачу
определения отраженного потока от неоднородной
плоско-параллельной неизлучающей и изотропно рассеивающей атмосферы
конечной оптической толщины ть причем оптические свойства

атмосферы зависят только от оптической высоты т (рис. 6.2).

Падающий
поток

^ \\ //
0тра<
т

менныи

Тоток

Г
Рис. 6.2. Физическая схема.

Пусть параллельные лучи света, плотность потока которого на

единицу площади, перпендикулярной направлению
• их

распространения, равна я, падают на поверхность в направлении,
характеризуемом величиной (Но, где ц0> как обычно, есть косинус
угла, образованного внутренней нормалью с поверхностью. Для
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простоты предположим, что нижняя поверхность полностью

поглощает свет.

Сформулируем этот процесс в терминах инвариантного
погружения. Обозначим через г(\х, ц0, Ti) интенсивность

диффузионно отраженного света в направлении arc cos ji и положим

#(ц, (Но, Ti)=4pr. Тогда R удовлетворяет интегро-дифферен-
циальному уравнению

^.=_г.+Мо-.)/г+
+ 4h) i + iI j* ^Oi, ц\ t,)^] [l +y J Я(и'. Щ,, t,)-^] (5.1)

с начальным условием /?(jli, цо, 0)=0. Функция А,(т) есть

альбедо для однократного рассеивания.
Чтобы получить численное решение уравнения (5.1) на

цифровой вычислительной машине, применим гауссову квадратуру
порядка N к интегралам и рассмотрим образующуюся в

результате систему обыкновенных дифференциальных уравнений 1)

ST^yW—('ir,+i*71)/?i/+

L * = 1
* J L л»1

* J

(5.2)

/?/уЮ= /?(|Х/, |iy, *i). (5.3)
где

Предположим, с другой стороны, что заданы значения

Rij(ii)t it /=1» 2, ..., Ny и требуется определить функцию Х(т),
O^t^ti. Вопрос такого типа естественным образом возникает

в астрофизике в связи с различными экспериментальными
исследованиями.

6. Аналитическая формулировка

Чтобы приняться за решение задачи подобного типа, мы

должны задать некоторые аналитические свойства Х(т), иными

словами, мы должны увеличить объем информации о природе
физического процесса. Для иллюстрации рассмотрим случай,
когда среда состоит по существу из двух слоев с разными
постоянными величинами альбедо, причем слои разделены тонкой

!) В формуле (5.2) числа до*—это коэффициенты квадратурной формулы
Гаусса. См., например, Березин И. С. и Жидков Н. П., Методы
вычислений, т. I, Физматгиз, М., 1962. — Прим. ред.
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зоной, в которой осуществляется быстрый переход от одного

значения альбедо к другому1). Пусть альбедо имеет вид

•к(х) = а + ЬЩ\0(х — с% (6.1)

где а, Ъ и с — постоянные, которые должны быть определены.
Мы видим, что li= а — Ь в слое 1 и ta= a + b в слое 2.

По известным N2 значениям bij = ^ij(Ti) мы хотели бы

определить три параметра я, Ь и с и толщину ii.
Для этого мы ищем значения а, &, с и хь минимизирующие

среднеквадратичную ошибку

5=Si^(t1)-M2. (6-2)

где rij(xi) =Rij(xi)/4\Xi и /?ij(xi) удовлетворяет уравнению (5.2).
Эта вариационная задача рассматривается ниже с помощью

методов квазилинеаризации, которые мы уже ранее обсуждали.

7. Численные результаты

Начнем с проведения «наблюдений». Для этого выбираем
а = 0,5, 6 = 0,1, с = 0,5 и интегрируем до толщины xi = l,0, причем
N = 7. Теперь осуществляем три вида численных экспериментов:

а) При заданных а, Ь и х4 определяем с — высоту
внутреннего слоя раздела.

б) Определяем полную толщину х4 при заданных а, Ъ и с.

в) Определяем а, Ь и с при заданном %\.

Как видно из краткой сводки результатов, в случаях (а)
и (в) (табл. 6.2 и 6.3) метод квазилинеаризации работает хо-

Таблица 6.2

Последовательные приближения к высоте внутреннего
слоя с

Приближение

0

1

2

3

4

Истинное значение

Серия 1

0,2
0,62
0,5187
0,500089
0,499990

0,5

Серия 2

0,8
0,57
0,5024
0,499970
0,499991

0,5

Серия 3

0,0

)
\ не сходится

0,5

') На важность таких задач внимание авторов обратил С. Уэно из

университета в Киото, Япония.
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Таблица 6.3

Последовательные приближения к А,,, к2 и с.

Приближение

0
1
2
3

Истинное значение

К{ = а~Ь

0,51
0,4200
0,399929
0.399938

0,4

К2 = а
* b

0,69
0.6052
0,599995
0.599Э94

0,6

с

0,4
0,5038
0.499602
0,499878

0.5

рошо. Успех метода решающим образом зависит от начального

приближения. Другими словами, мы можем надеяться на

успешное применение метода, только если вначале мы имеем по

крайней мере грубое представление о природе действительного

физического процесса. (Программы вычислений приведены в

приложении 3.)
В случае (в) с N = 7 метод квазилинеаризации требует

интегрирования 124 линейных дифференциальных уравнений и

решений системы 3 линейных алгебраических уравнений. Расчеты
занимают около двух минут на машине IBM-7044.

Впоследствии мы укажем, как комбинация динамического

программирования и квазилинеаризации приводит к лучшему
методу определения положения внутренних поверхностей
разделов в слоистой среде.

8. Уравнение Ван-дер-Поля

Одним из наиболее известных нелинейных

дифференциальных уравнений является уравнение Ван-дер-Поля

х"-\-Х{х2 — \)х'-\-х = 0. (8.1)

Хотя эквивалентное ему нелинейное уравнение было
исследовано уже Рэлеем, данное уравнение получило известность
только в связи с развитием современной электроники. Это уравнение
превосходно описывает поведение мультивибратора и поэтому
находит приложение во многих других областях науки,
например в кардиологии и электроэнцефалографии, в которых
наблюдаются явления «переброса». На это указал сам Ван-дер-Поль
в своей статье.

Определенный интерес представляет вопрос, можно ли по

результатам наблюдения за решением эффективно определить
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параметр К. Пусть сделаны следующие три наблюдения

смещения х:

х(4)= -1,80843,
jc (6) = — 1,63385, (8.2)

х (8) = — 1,40456.

Мы хотим определить К и и(4) =х'(4). В использовании

метода наименьших квадратов нет необходимости, поскольку
задано только гри наблюдения. Для получения начального

приближения заметим, что

х (6)
J

*(4)
S 0,087 ^У (4),

*(8)-*(6) ~ 0,114 ^л;'(6), (8.3)

^(6)-лс'(4)
so,oi4gg^(4),

Отсюда с помощью (8.1) получаем

^о = 7 (8.4)
как начальное приближение для К. Затем мы интегрируем
уравнение (8.1) или эквивалентную ему систему

х' = и,

и' = — 1(х2—\)и — х (8.5)
Я/ = 0

с начальными условиями

jc(4)= - 1,80843,

и (4) = + 0,08, (8.6)

Х(4) = 7,0.

Чтобы получить (я+1)-е приближение после вычисления

п-го, используем линеаризованные соотношения

Хп+\ — Un + 1%

^1=-1.(^-1)«»-*.+К,|-^)1-ал«.-1]+ (87)
+ K+i -««)[-ЧК

- О]+(*.+« - \0 [-(4 -«)«J.
*в(1=о
вместе с граничными условиями в трех точках (8.2).



8. Уравнение Ван-дер-Поля 125

Таблица 6.4

Первый численный эксперимент

дг(4)
а (4)
Л (4)

Начальное

приближение

-1,80843
+0,08
+7,0

Итерация 2

—1,80843
+0,0564454

9,91541

Итерация 3

—1,80843
+0,0794911
10,0004

Итерация 4

—1,80843
+0,079366
10,00000

Истинные
значения

— 1,8084322
0,079366909
10,00000

Результаты численного эксперимента приведены в табл. 6.4.

Второй эксперимент проводился с худшими начальными

приближениями скорости и параметра системы. Эти результаты

J I I I I 1 L

О Z 4 6 8 10 12 Н

Рис. 6.3. Решение уравнения Ван-дер-Поля при X = 10,0, х (0) = 1,0,
х (0) = 0,0.

представлены в табл. 6.5. Третий эксперимент, в котором
начальное приближение для параметра системы бралось
равным 20, привел к переполнению и, таким образом, не дал

результатов.
Таблица 6.5

Второй численный эксперимент

х (4)
и (4)
*(4)

Начальное

приближение

-1,80843
0,1000
5,000

Итерация 2

—1,80843
-2,0758

3,87992

Итерация 4

-1,80843
0,599288
11,4091

Итерация 6

-1,80843
0,0792063
9,99956

Истинные
значения

-1,8084322
0,079366909
10,000
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Значения (8.2) были получены путем интегрирования
уравнения Ван-дер-Поля при

Я, = 10,0,

jc(0) = 1,0, (8.8)

jc(0) = 0,0.

График представлен на рис. 6.3. (Программа вычислений

приведена в приложении 4.)

9. Определение орбиты как

многоточечная краевая задача

Общая задача решения векторного уравнения

x' = f(x, t), 0<*<6, (9.1)

подчиненного многоточечным краевым условиям

2 aiJxJ(ti) = bi, /=1, 2, ..., TV, (9.2)

где 0^/i-<^2^ • •• ^CtN^Cby уже упоминалась ранее в связи

с квазилинеаризацией. Сейчас мы рассмотрим довольно

интересный случай, встречающийся в задаче определения орбиты.

Солнце Земля

Рис. 6.4. Физическая схема.

Пусть уравнения движения небесного тела в безразмерных
переменных заданы в виде

х = и,

и =-

{Х2 + у2)1.5
*

у' = V,

(9.3)
(*2 + ^2)1'5'

Движение происходит в плоскости х, у
— плоскости

эклиптики. В моменты tit /=1, 2, 3, 4, заданы величины 6(^)=6г, по-
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рождающие условия

y(ti) = (x(ti)-\)tgOi) /=1,2,3,4 (9.4)

(рис. 6.4).
Мы хотим определить орбиту, т. е. получить в некоторый

момент времени, например при ^ = 2,5, значения х, у, и, v. Для
простоты предположим, что Земля закреплена в точке (1,0) и

что единственной силой, действующей, на наше небесное тело,
является гравитационное притяжение (Солнца1).

10. Численные результаты

Рассмотрим случай, для которого данные наблюдений (в
радианах) равны

6 (0,5) = 0,251297, 6 (1,0) = 0,510240,

9(1,5) = 0,783690, 6(2,0)= 1,076540. (ШЛ)

Эти данные получены в предположении, что в нулевой момент

времени х(0)=2,0, j/(0)=0, и(0)=0, и(0)=0,5. Общая схема

(с неподвижной Землей) изображена на рис. 6.5. Траекторию
начального приближения выберем следующим образом: пусть
в нулевой момент времени наблюдаемое тело находится в точке

(1,0), и пусть оно движется по круговой орбите с периодом
3,664. Это очень плохое начальное приближение. Затем,
пользуясь методом интегрирования Рунге — Кутта и процедурой
квазилинеаризации, мы получаем результаты, приведенные в

табл. 6.6.

Таблица 6.6

Приближения координат и скоростей в момент времени 1 = 2,5

л: (2,5)
и (2,5)
У (2,5)
«(2,5)

Начальное
приближение

—0,455175

—0,873320

0,975790
—0,408690

Первое
приближение

1,554360
—1,638830

2,982690
1,807620

Второе
приближение

1,169660
—0,495101

0,865184
0,201206

Третье
приближение

1,190170
—0,656686

1,043930
0,237695

Четвертое
приближение

1,193560
—0,664207

1,060540
0,247433

Точное
значение
до шести
значащих
цифр

1,193610
—0,664263

1,060700
0,247499

') Это предположение соответствует переходу к системе координат,
вращающейся вместе с Землей. Но тогда в правые части уравнений (9.3) для и
и v следует добавить дополнительные члены — центробежные и кориолисовы

силы инерции, обусловленные вращением системы координат.
— Прим. ред.
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Расчеты на IBM-7090 заняли примерно полторы минуты,
причем не предпринималась попытка какой-либо рационализации
вычислений. Разумеется, получены не только результаты
табл. 6.6, но и промежуточные данные для 0^/^2,5 с

интервалом 0,01. (Программы приведены в приложении 5.)
Удивительно, что если в качестве начального приближения

к орбите выбрать точку, совпадающую с положением Земли, мы

Солнце Земля

Рис. 6.5. Приближенные направления на небесное тело в четыре момента

времени наблюдений с неподвижной Земли.

все же получим такую же быструю сходимость к истинной

орбите.
Этот метод легко обобщить с помощью метода наименьших

квадратов на случай, когда известно более четырех
наблюдений. Кроме того, возмущения, возникающие вследствие

движения Земли и наличия других планет, легко учитываются,

поскольку они приводят просто к изменениям уравнений (9.3).

11. Анализ периодических зависимостей

Одной из основных научных проблем является проблема
выявления скрытых периодичностей. В самом деле, трудно
представить себе область, в которой самым серьезным образом не

возникали бы вопросы такой природы. В аналитическом виде

проблема формулируется очень просто. Пусть, зная о том, что

функция /(/) имеет вид

R

f (/) = S a, cos©,/, (11.1)
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и располагая рядом наблюдений Ь* = /(**), /=1, 2, ..., Му мы

хотим определить амплитуды и частоты, а также число R.

Рассмотрим более простую задачу, когда R считается известным,

и возьмем M>2R.
Наш подход, отличающийся от любого стандартного

подхода, состоит в том, чтобы превратить эту задачу в

вариационную задачу с многоточечными граничными условиями и затем

использовать квазилинеаризацию. Мы исходим из выражения

/(0=2 МО- (п-2)

где щ
—

решения уравнений
и". + tfu. = 0, и. (0) = а., и\ (0) = 0. (11.3)

Наша цель — определить а* и «;, минимизирующие величину
м

2 (/(*,) -btf. (11.4)

При исследовании мы используем, как и выше,

квазилинеаризацию, исходя из начального приближения (af\ «^
порождающего начальные значения функций #f40* В следующем

разделе мы приведем некоторые численные результаты.

12. Численные результаты

Рассмотрим простой случай:
3

f (0=I>;COS(D^ (12.1)

где

а,
= 1,000000, (0! = 1,11000,

02 = 0,500000, со2 = 2,03000, (12.2)
<х3 = 0,100000, ю3 = 3,42000.

Пусть проведено шесть наблюдений:

t

0,00
1,00
2,00
3,00
4,00
5,00

/<0

1,60000
0,126895

—0,823201
—0,558708
—0,356338

0,351082

9 Зак. 1113
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Результаты последовательных приближений собраны в

табл. 6.7.

Таблица 6.7

Приближение

0

1

2

3

4

Истинное
значение

l

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

ai

0,900000
0,600000
0,200000

0,943582
0,486676
0,169742

1,00218
0,476529
0,121287

1,00002
0,503119
0,096864

0,999988
0,499537
0,100475

1,000000
0,500000
0,100000

°/

1,00000
2,00000
3,00000

1,09000
1,92583
2,45651

1,11113
2,01352
2,62338

1,11001
2,03179
2,80801

1,11000
2,02981
2,85931

1,11000
2,03000
3,42000

Полученные результаты для случая семи наблюдений

t

0,00
0,83
1,67
2,50
3,33
4,17
5,00

fit)

1,60000
0,452413

—0,679691
—0,820313
—0,367504
—0,381874

0,351082
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Таблица 6.8

Приближение

0

1

2

3

4

Истинное
значение

/

1

2
3

1
2
3

1
2
3

1
2
3

1
2
3

1
2
3

«/

0,900000
0,600000
0,200000

0,984727
0,535234
0,057545

0,998859
0,491950
0,107930

1,00904
0,500095
0,099857

1,000000
0,500000
0,100000

1,000000
0,500000
0,100000

со,

1,00000
2,00000
3,00000

1,14378
2,07572
3,29235

1Д1124
2,02810
3,39973

1,11003
2,03018
3,41930

1,11000
2,03000
3,42000

1,11000
2,03000
3,42000

приведены в табл. 6.8, а для восьми наблюдений

/

0,00
0,71

1,43

2,14

2,86
3,57
4,29
5,00

fit)

1,60000
0,694147

—0,484599
—0,849519
—0,649072
—0,302561
—0,378655

0,351082

в табл. 6.9.
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Таблица 6.9

Приближение

0

1

2

3

4

Истинное
значение

/

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1

2

3

1
2
3

ai

0,900000
0,600000
0,200000

0,981747
0,531127
0,056783

0,998520
0,492646
0,105177

1,00006
0,500003
0,099888

1,000000
0,500000
0,100000

1,000000
0,500000
0,100000

О).

1,00000
2,00000
3,00000

1,13890
2,06075
3,22805

1,11046
2,02508
3,41224

1,11003
2,03016
3,41981

1
1,11000
2,03000
3,42000

1,11000
2,03000
3,42000

13. Обсуждение

Выяснилось, что для получения сходимости требуется
довольно хорошее начальное приближение. Например, когда

экспериментальные расчеты, подобные проиллюстрированным в

табл. 6.7 и 6.8, были проведены с начальными значениями

cii = о? = о, = 1,0,
7 ft й (13-1)

o)j = 7, о)2 = о, о)3
= о,

оказалось, что последовательные приближения не сходятся.

14. Периодические вынуждающие члены

Аналогичные методы можно использовать для определения
ос* и coi в вынуждающих членах, когда наблюдаемая функция
u(t) удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению
вида

а" + Ьхи' 4- b2u = a, cos «^ -+- с^ cos а>2£,
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На самом деле можно действовать намного лучше. Имея ряд
наблюдений {^(/г)}, можно определить начальные условия ciy c2,
параметры системы bu b2 и-параметры вынуждающей функции
в правой части уравнения (14.1).

15. Оценка параметров сердца

В последнее время появилась возможность дать объяснение

потенциалам, наблюдаемым на коже пациента и возникающим

благодаря деполяризации желудочков сердца. Основная идея

Правый
желудочек

Межжелудочкава*
перегородка

Левый

желудочек

Временная
последовательность

деполяризации
сердечной мышцы

человека

вершина п ж.
\^ »н

вершина л ж.

тело п.ж

перегородка

О 10 20 ЛО 40 .40 60 70 НО

мсен

Рис. 6.6. Сегменты сердечной мышцы.

состоит в разделении желудочков на ряд сегментов, каждый из

которых содержит дипольный источник тока. Диполь
расположен в центре сегмента, и его ось ортогональна поверхности
сегмента. Диполи обладают изменяющимися во времени

моментами, зависящими от деполяризационной волны, бегущей по

желудочкам. Эта модель проиллюстрирована на рис. 6.6 и 6.7.

Постулированная последовательность деполяризационных фаз
получена путем экстраполяции хорошо известных
экспериментальных результатов А. Шера для сердца собаки. Тело можно

10 Зак. 1113
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рассматривать как объемный проводник. Таким образом, можно

получить изменение во времени поверхностного потенциала,

которое, как показано многочисленными расчетами на

быстродействующей счетной машине, хорошо согласуется с результатами,

полученными для нормального сердца и сердца с отклонениями

от нормы.
Цель настоящего обсуждения — показать, что возможно

также решение обратной задачи: задавая изменение во времени

а Текущий ^

т дипольный
момент

-^ Время

Рис. 6.7. Типичная зависимость дипольного момента от времени F(t).

поверхностных потенциалов, можно получить изменение во

времени отдельных дипольных моментов. С математической точки

зрения мы рассматриваем эту задачу как нелинейную
многоточечную краевую задачу. Она решается с помощью

квазилинеаризации в соответствии с идеями, изложенными на предыдущих

страницах.

16. Основные предположения

Введем стандартную ортогональную систему координат
х9 у, z и рассмотрим диполь /-го сегмента, расположенный в

точке (xiy уи z.i)y причем lit mu tti — направляющие косинусы
его оси. Этот диполь создает в точке (а;, bj, Cj) потенциал wy

зависящий от свойств рассматриваемого тела и окружающей
среды как объемных проводников. Если для простоты
рассмотреть однородную среду бесконечной протяженности, то можно

записать

w(aJt bJ9 cr t) = (kFi(t)cosQij)rTj^ (16.1)
где

k = const,

Fi(t) — дипольный момент /-го сегмента

в момент времени Л
. (16.2)

cos 6и = [/, (aj - х.) + mt {bi
-

yt) + n. (cj - z.)] rr/,
^uHaj-xifMbj-yif+(cj-zi^

/Л
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Точки, бесконечно удаленные от диполей, имеют нулевой
потенциал. Введем опорную точку (а0, bQy c0) и предположим,
что относительно нее в N точках на поверхности определены
разности потенциалов. Кроме того, предположим, что

желудочки разделены на М сегментов.

Теперь мы должны подробнее рассмотреть величины диполь-

ных моментов /%•(/), i= 1, 2, . .
., М, как функции времени. Одна

из таких функций показана на рис. 6.7. Мы выяснили, что такие

кривые хорошо представляются решением обыкновенных диф

ференциальных уравнений

*£± = ki(ti-t)Fi, Fi(0) = hi, 0<*<80 ясен, (16.3)
*=1, 2, ...Ж

Параметры t{ — времена, в которые достигаются максимумы
моментов, kt связаны с шириной кривых, a hi с максимумами
моментов1). Аналитическое решение этих уравнений нас не

интересует, так как при более детальных исследованиях
уравнения (16.3) будут заменяться на более сложные

дифференциальные уравнения.
Обозначим через Vj(t)y /=1, 2, ..., /V, потенциал,

возникающий в момент времени t (0<^^80 мсек) в у-й наблюдаемой
точке. Тогда

м

V0(0 = *S(^(0coseiy)rr;-
М

-S^/Wcose,)^-2, / = 1, 2, ..., N, (16.4)

где

tH^-*iY+(bo-yiYMco-*iY' (16-5)

/=1, 2, ..., М.

17. Обратная задача

Предположим, что сердце наблюдалось в течение времени
0^^^С80 мсек и что записана временная последовательность

{bj(t)} поверхностных потенциалов, а именно:

bj(t) — наблюдаемый поверхностный потенциал в момент

времени t и в у-й точке наблюдения, /=1, 2, ..., N и

* = 0, 1, 2, ..., 80 мсек.

1) Это соответствует аппроксимации вида Fi(t) =Сгвхр[—kt(t — /*)2/2].
где Ciy tiy ki — постоянные. — Прим. ред.

10*
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Мы хотим определить дипольные моменты /ч(/)> * = 1> 2, ..., М,
которые порождают поверхностные потенциалы, наилучшим

образом совпадающие с наблюдаемыми. Переведем это на более
точный математический язык. Мы хотим определить ЗМ
констант kit ti и hi в дифференциальных уравнениях (16.3) таким

образом, чтобы достигался минимум суммы квадратов
разностей между вычисленными и наблюдаемыми потенциалами в

точках наблюдения. Путем соответствующего выбора
параметров сердца tu ki и hiy i=\y 2, . . .

, Му мы хотим минимизировать

функцию
80 N

S=2S (Vj(r)-bj(r)f, (17.1)
r = 0 y-1

где Vj(t) определяются из (16.4), a Fi(t) определяются
из (16.3).

18. Численные эксперименты

Предварительная вычислительная работа убедила нас в том,

что при решении обратной задачи можно действовать так, как

описано в предыдущем разделе. Для того чтобы подтвердить
это, было проведено несколько численных экспериментов.
Сначала мы выбрали число М сегментов желудочков, равное пяти,
а число N наблюдаемых точек, равное трем. Затем параметрам
tit ki и hi, i= 1, 2, ..

., 5, придавались различные значения с тем,

чтобы промоделировать нормальное сердце, а также

аномальные сердца (гипертрофии и инфаркты). Кроме того, задавались

значения (xiy yiy г.;), (аи biy с{) и (liy miy п{). Интегрируя
уравнения (16.3) с этими значениями и используя (16.4) и (16.5), мы
получили наборы гипотетических поверхностных потенциалов,
отвечающих различным сердцам. Мы использовали сегменты

1, 8, 11, 14 и 20, и эти пять сегментов сердца дали хорошее
представление о потенциалах, измеренных тремя прямоугольными
пластинами у нормальных людей (рис. 6.8).
Мы предполагали, что известны значения tiy i=ly 2, ..., 5,

которые мы выбираем для представления сердца как обычной

проводящей системы. Мы предполагали также, что имеется

набор измерений поверхностных потенциалов bj(r)y /=1, 2, 3,
г = 0, 1, 2, ..., 80. Затем с помощью метода квазилинеаризации
были получены «недостающие» значения параметров сердца ki
и hh /=1, 2, ..., 5. Следует иметь в виду, что объем

вычислительной работы значителен. Требуется решить систему из ПО
линейных дифференциальных уравнений, причем на каждом

этапе вычислений требуется решать систему десяти линейных

алгебраических уравнений. Многое еще нужно сделать для ис-
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следования области сходимости метода, для определения
влияния ошибок наблюдения поверхностных потенциалов, а также

для максимально возможного повышения эффективности
вычислительных программ. Изложенные предварительные
эксперименты просто указывают на возможность данного подхода

О 20 40 60 80

t, мсек

Рис. 6.8. Потенциалы, полученные из пятисегментной модели нормального
сердца.

к постановке и численному решению обратных задач

кардиологии. (Несколько программ дано в приложении 6.)
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Измерения {by}

3
4
5
6
7

У = 1

0,079914
0,143038
0,167000
0,178898
0,185284
0,188723
ОД90354

2

0,28164
0,091522
0,134331
0,157955
0,170817
0,177733
0,180898

3

0,014304
0,058437
0,099653
0,126408
0,142072
0,150791
0,154995

4

0,009104
0,040826
0,075106
0,099392
0,114229
0,122665
0,126773

5

0,006707
0,031405
0,060044
0,081253
0,094495
0,102104
0,105829

6

0,005515
0,026378
0,051445
0,070435
0,082423
0,089349
0,092748

7

0,004970
0,023989
0,047248
0,065042
0,076332
0,082870
0,086083
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значениями, приведенными в томе I из упомянутых выше книг для случая
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Глава VII

Динамическое программирование и квазилинеаризация

1. Введение

В этой главе мы хотим обсудить некоторые связи

динамического программирования с теорией положительных

операторов и квазилинеаризацией. Сначала проследим истоки

квазилинеаризации в концепции приближения в пространстве политик.

Вслед за этим укажем, как можно использовать комбинацию
квазилинеаризации и динамического программирования для

получения приближенного метода решения многомерных

вариационных задач,
— это значительно расширяет область

применения обоих подходов. Кроме того, мы покажем, как сочетать

динамическое программирование и квазилинеаризацию для

рассмотрения некоторых сложных задач идентификации.
Как и в предыдущих главах, ссылки на детальные

изложения читатель найдет в конце главы.

2. Основное функциональное уравнение

Рассмотрим многошаговый процесс решения в пространстве
состояний S, где p€S представляет некое типичное состояние.

Пусть Г(р, q)—элемент семейства преобразований
пространства S, характеризуемый вектором политики q€Dy где D есть

пространство политик или стратегий, и пусть g*(p, q) —доход
на одном шаге.

Если через f(p) обозначить полный доход в бесконечно-

шаговом процессе, полученный использованием оптимальной

политики, то принцип оптимальности приведет к функциональному
уравнению

f(p) = max[g(p, q) + f(T(p, q))]. (2.1)

Сразу же возникает интересный вопрос об установлении
существования и единственности решения этого уравнения при
различных предположениях относительно функций g и Т и

пространств S и D.

Для этой цели можно привлечь ряд подходов классического

анализа, таких, как теоремы о неподвижной точке,
аппроксимация дискретными процессами и метод последовательных

приближений. Так, например, используя последний из названных
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методов, можно изучить уравнение (2.1) при помощи
последовательности {/n(p)}, порожденной соотношением

fN(p) = max [g(p,q) + fN_1(T(p,q))\, N>\, (2.2>
я

где fo(p) выбрано некоторым специальным образом.
Этот метод приближения имеет большое значение, поскольку

он эквивалентен рассмотрению неограниченного процесса как

предела конечно-шаговых процессов.

3. Приближение в пространстве политик

Одно из преимуществ теории динамического
программирования состоит в том, что она допускает и фактически рекомендует
тип приближений, называемый приближением в пространстве
политик, который отсутствует в классическом анализе. Основная

идея его очень проста. Вместо аппроксимации функции f(p) мы

аппроксимируем функцию политики q(p). С точки зрения
приложений это очень естественный подход. Как мы сейчас увидим,,
он обладает важным аналитическим достоинством.

Пусть задана начальная политика qo(p)- Определим
соответствующую функцию дохода f0(p) с помощью

функционального уравнения

fo(P) = g(P'%)+ fo(T(p><lon (3.1)

Чтобы улучшить qo(p), найдем функцию q\{p),
максимизирующую выражение

g{p>q) + h(TiP> ?))• (3.2>

Используя политику <7i(p), получаем функцию fi(p) как

решение уравнения

fi(p) = g(p>qi) + fi(T(p,q1)). (3.3>

Как и для уравнения (3.1), решение получается прямой
итерацией:

!Лр) = ё(Р> qi) + g(T(p, Яг), ЯЛТ(Р, ?,)))+•••• (3.4>

Таким образом, мы получаем последовательность политик {qN(p)\
и функций дохода {fN(p)}.

Теперь изучим вопрос, при каких условиях обосновано

утверждение о том, что qi(p) есть улучшение qo(p). Мы имеем

fo(P) = g(P> 9o) + fo(T(p. q0))<g(p, qJ + foiTip, qx)) (3.5>

в силу способа, которым выбирается q\. Сравнивая это

неравенство с уравнением (3.3) для \\\р), мы видим, что»
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неравенство /o^fi является следствием свойства

положительности оператора х)
T(f) = f(p)-f(T(p,q)). (3.6)

Таким образом, приближение в пространстве политик приводит
нас в область функциональных неравенств. Убедившись однажды
в преимуществах этого подхода, нетрудно сделать шаг к

методике, изложенной в предыдущих главах.

Предполагая, что T(f) обладает требуемыми свойствами

положительности, покажем, что каждая функция fn(p)
ограничена функцией f(p). Имеем

L(P) = g(P><!n) + fn(T(p,qn)),

f(p) =max[g(p, q)+ f(T(p, q)))>g(p, q„) + f(T{p. Я,Л (3J)

откуда следует искомое неравенство.
Монотонность сходимости дает очень гибкий метод

доказательства существования решения уравнения (2.1).

4. Динамическое программирование
и квазилинеаризация

Основная трудность применения теории квазилинеаризации
состоит в том, что для обеспечения сходимости
последовательных приближений требуется выполнение жестких условий.
Однако приведенные в гл. VI примеры показывают, что эти

методы часто на практике работают лучше, чем можно было бы

ожидать. Тем не менее состояние дел не очень

удовлетворительное, и весьма важна разработка простых и надежных

(гарантирующих сходимость) методов.

Предположим, например, что мы хотим использовать

квазилинеаризацию в задаче минимизации функционала
т

J(u)= J g(u, u')dt9 (4.1)
о

где и — скалярная функция, подчиненная краевым условиям

и(0)=с0у и(Т)=с\ Если в качестве начального приближения
u0(t) взять прямую, соединяющую точки (0, с0) и (Г, с')у то для

тою, чтобы гарантировать сходимость, мы должны

ограничить Т. Если начальное приближение выбрано более искусно,
то можно допустить для Т большие значения. К сожалению, во

1) Фактически здесь используется следующее свойство оператора Т:

неравенство Г(/о) <^(Z,) влечет за собой неравенство f0<fi. — Прим. ред.
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многих приложениях мы не обладаем достаточной информацией
для того, чтобы выбрать начальное приближение, лучшее, чем

простое приближение того типа, о котором говорилось выше.

Для преодоления этой трудности используем сочетание

квазилинеаризации и динамического программирования. По

существу, мы собираемся применить квазилинеаризацию для
локальной оптимизации, а динамическое программирование для
глобальной оптимизации.

Чтобы проиллюстрировать комбинацию методов, вернемся
к поставленной выше вариационной задаче. На плоскости с, Т

мы строим сетку из точек, как показано на рис. 7.1.

с

С, • L\ • С7 • С,0 •

к;
Сг • с.ь • с8 • с„ •

с •

U • Сб • С9 • Г/г в

16 ЗА

Рис. 7.1.

4я T = 5S

Мы взяли небольшое число точек (и одномерный пример)
для того, чтобы пояснить идею, не усложняя чертежа или

обозначений. На практике при рассмотрении многомерных

вариационных задач можно легко построить в фазовом
пространстве сетки из нескольких тысяч клеток.

Предположим, что из точки с0 можно двигаться только в

одну из трех точек си съ с3\ из си с2, с3
— в одну из точек с4,

с5, се и т. д.; из ci0y Сц или с]2 нужно идти в с'. Допустимыми
траекториями из одной точки сетки в другую являются те,

которые минимизируют функционал
(*+i)6

/(«)= \ g(u, u!)dU (4.2)

где u{kb) = ciy u[(k+ l)6] = Cj, a c{ и Cj
— «ближайшие соседи»

в определенном выше смысле*. Назовем эти траектории

геодезическими, а соответствующее значение J (и) геодезической
длиной. Обозначим эту длину через dij.
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Выше мы указывали, как можно определить с помощью

квазилинеаризации геодезические расстояния, если 6 достаточно

мало. Границу величины 6 можно найти априори через оценки
для функции g и ее частных производных. Сейчас мы покажем,

как с помощью динамического программирования соединить эти

геодезические дуги и тем самым найти превосходное
приближение к действительной минимизирующей функции.

5. Функциональные уравнения

Поставленная в предыдущем разделе задача оптимизации
является частным случаем более общей транспортной задачи,
для которой существуют очень эффективные алгоритмы. В
данном случае структура сети делает вычисление особенно простым.

Введем функцию

ft — минимум полной геодезической длины от с{ до с\

(5.1)

определенную для / = 0, 1, . . .
,

12. Тогда принцип оптимальности

дает функциональное уравнение

f, = min[d,, + f,b (5.2)

связывающее величины f{. В данном случае это уравнение
сводится к рекуррентному соотношению, так как /г- немедленно

определяются для точек Сю, ciU C\2. Для них мы имеем

Используя эти значения в уравнении (5.2), можно вычислить f,-
для с7у с8, с9. Продолжая дальше действовать так же, мы

производим вычисления для точек с4, с5, с6 и с\> съ съ и, наконец, в

точке с0 получаем искомое значение функции.

6. Обсуждение

Как только величины d^ определены, вычисление \\ требует
незначительного времени. Время, необходимое для определения
величин dij, разумеется, зависит непосредственно от их числа,

которое в свою очередь зависит от 6. Однако имеется много

приемов, которые можно использовать для уменьшения времени
вычислений.

Определив таким способом оптимальную «ломаную»

траекторию, мы можем, если захотим, использовать ее в качестве

начального приближения для решения исходной задачи с

помощью квазилинеаризации. Во многих случаях «ломаная»

траектория обеспечивает достаточно точное решение.



8. Динамическое программирование и идентификация систем 145

7. Динамическое программирование
и дифференциальная аппроксимация

Теперь кратко опишем способы, которыми мы можем

комбинировать динамическое программирование и

дифференциальную аппроксимацию. Предположим, что рассматриваемая нами

задача состоит в определении таких параметров а и с, что

решение уравнения

v(0) = c, (7.1)
dv / с.

— = g(v, а),dt

близко к заданной функции u(t) в смысле минимума
выражения

т

J (a — vfdt. (7.2)

Как и в случае задачи минимизации, обсужденной в

предыдущих разделах, метод квазилинеаризации может оказаться

несостоятельным, если начальное приближение недостаточно

близко к решению.

Одна из причин этой неудачи может состоять в том, что u(t)
на самом деле составлена из кусков ряда различных процессов.
Таким образом, если мы запишем v(t)=v(ty а, с) (обозначая
явно зависимость от а и с), то вполне возможно, что

u(t)={

= v(t, av с{),
= v(t, av c2),

0<*<Л,

tx < t < tv
(7.3)

( =v(t, aN, cN), tN_^^t <^.

Как определить величины aiy C\ и tit если мы знаем, что u(t)
имеет такую структуру (весьма типичная ситуация во многих

случаях)? Это и есть задача идентификации систем.

8. Динамическое программирование
и идентификация систем

Чтобы показать, каким образом мы намереваемся
применить здесь динамическое программирование, рассмотрим
простейший вариант предыдущей задачи, состоящий в нахождении

оптимальной аппроксимации на отрезке [О, Т] заданной
функции u(t) ломаными. Предположим, что допустимы только

ломаные, состоящие из (N + 'l) отрезков прямых, как показано на
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рис. 7.2. Мы хотим определить N значений /г- и 2/V параметров
аг и bi так, чтобы минимизировать величину

N li+l

DN = % J (^W_a._^)2^. (8.1)
*=o /.

Здесь t0 = 0t tN+i = T. Введем для любых чисел su s2t

удовлетворяющих условиям 0 <^ Si ^ s2 ^ Г, величину

°2

A (sv s2) = min Г (и (t) — at
— Ь^)2 dt,

a:, b. *
(8.2)

I I
Sx

Функция A(sb s2) легко получается из решения двух линейных

алгебраических уравнений, составленных путем приравнивания

нулю частных производных интеграла (8.2) по а\ и Ь\.

Рис. 7.2.

Введем функции

fN(a)= min DN, (8.3)

определенные для /V = 0, l, 2, ..., я>0. Тогда из принципа
оптимальности получаем рекуррентное соотношение

fN(a)= min [A(^, a) + fN_x(tN)], N>1,

f0(a) = b(0,a).

Когда функции А(^> я) вычислены, определение

последовательности {/jv(a)} производится обычным способом.
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9. Обсуждение

Величина A(sb s2) возникает в связи с приближением
функции u(t) решениями уравнения

-^ = 0, v(0) = a, v'(0) = b. (9.1)

Это простейшая форма дифференциальной аппроксимации. Если

вместо решений уравнения (8.1) для получения

аппроксимирующей кривой мы хотим привлечь более сложную

дифференциальную аппроксимацию, то следует воспользоваться

квазилинеаризацией, как описано в гл. VI. Здесь опять существует ряд
методов, которые можно применить для уменьшения времени,

требуемого на вычисление функции A(sb s2) для сетки значений

(su s2) на отрезке 0 < Si < s2 К Т.

Наконец отметим, что, никоим образом не увеличивая
вычислительные трудности, можно вместо среднеквадратичного

критерия использовать критерий Чебышева

min max \u(t) — al
— blt\. (9.2)

КОММЕНТАРИИ И БИБЛИОГРАФИЯ

1—3. О введении в теорию динамического программирования с

приложениями ко многим областям см.

Беллман Р., Динамическое программирование, ИЛ, Мм 1960;
Беллман Р., Дрейфус С, Прикладные задачи динамического

программирования, изд-во «Наука», М., 1965;
Беллман Р., Процессы регулирования с адаптацией, изд-во «Наука», М.,

1964.

Теория положительных операторов со многими дальнейшими ссылками

изложена в работах

Walter W., Differential- und Integral-Ungleichungen, Berlin, 1964;
Беккенбах Э., Беллман Р., Неравенства, изд-во «Мир», М., 1965.

4. Эти методы были разработаны в одной совместной работе с С. Азеном.

5. Что касается детального обсуждения транспортных задач, см.

цитированную выше книгу Беллмана и Дрейфуса, а также работы

К а 1 a b a R., On some communication network problems, American
Mathematical Society, 1960;

Pollack M., Wiebenson N.. Solutions of the shortest-route problem:
A review, Operations Res., 8 (1960), 224—230;

Bent ley D. L., Cooke K. L., Convergence of successive approximations in
the shortest-route problem, /. Math. Anal. AppL (в печати).



148 Гл. VII. Динамическое программирование и квазилинеаризация

* Отметим здесь, что эффективные численные алгоритмы решения
вариационных задач, связанные с методами динамического программирования,
разрабатывались в работах советских авторов. Обзор этих работ см. в статье

Моисеев Н. Н., Численные методы теории оптимальных управлений,
использующие вариации в пространстве состояний, Кибернетика, № 3

(1966), 1—29.

8. См.

Bellman R., On the approximation of curves by line segments using
dynamic programming, Comm. ACM, 4 (1961), 284;

Bellman R., Gluss В., Roth R., On the identification of systems and the

unscrambling of data: Some problems suggested by neurophysiology, Proc.
Nat. Acad. Sci USA, 52 (1964), 1239—1240;

Bellman R., Gluss В., Roth R., Segmental differential approximation and
the «Black box» problem, /. Math. Anal Appl. (в печати);

Bellman R., Kagiwada H., Kalaba R., Dynamic programming and an

inverse problem in neutron transport theory, The RAND Corporation,
RM-4495-PR, March 1965.



Приложения
Приложение 1

Программа минимизации времени

260515 TRAJECTORY

С FOR EULER EQUATION I.* lY'H»? � V Y«» * 0.

С

COMMON f,N,C,K

DIMENSION 1(500),C(10)

С

20 READ 10,XA,YA,XB,VB,H,NHP,NFP,L

10 FORMAT(5E12.4,313)

С

PRINT 100.XA,YA.XB,YB,H,NHP,NFP,L

100 FORMAT(1H15X5HINPUT/ 1H05X23HXA,VA,XB,YB,H,NHP,NFP,t /

1 IH05X 2( lP2El<».<i,3X ) , E14.<>, 0P3I6)

С

NH=(XA-XBJ/H

NN=NH/NHP

С

С LSH{&HEST APPROXIMATION

С (XA.YA), INITIAL POINT

С (XB.YB), FINAL POINT

С

MAX=L � 1

C( 1 ) =( YB-YA»/( XB-XA)

*м = о

PRINT 103,KM,C(1I
103

с

с

30

7

I
ь

FORMAT ( 1H048,

DO 3 к =2,MAX
N = 2«K � *

00 30 1=1,500

U I )»0.0

T(2)=XA

T(3)»H

KM=K-1

oo l l=i,км

J=2^l*2

T(J)=YA

TI J�I >=C( I )

T(N-2)=0.

T{N-1)=0.

TIN) =0.

T(N*I ) = 1.

T(N*2) = I.

T(N*3)=0.

PRINT 104

10* FORMAT ( IH1<»2XIHX, 20X<»HU( X ) )

С

CALL lNT(T,N,l,0.,0.,0.,0.f0.fO.)
С

DO 8 I=1,NN

00 9 J=l,NHP
9 CALL INTM

8 PRINT 106, T(2), T(N-<i)

106 F0RMAU29XIP2E21.6I

С
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% Приложение 1

260515 TRAJECTORY

C(K) = I Yfl-T(N-2 )-YA»T(N+2ll/T(N)

3 PRINT 103,KM,C(K)
С

С FINAL APPROXIMATION AND EXACT SOLUTION

XI =0.5*(XB*XA*(YB"2-YA"2)/(XB-XAn
RS=YB"2* (XB-XI ) »«2

PRINT 105, XI,RS

105 FORMAT( IH128XIP2E21.6)

С

|^ = MAX* I

N = 2*K*<»

С

00 31 1=1,500

31 Til )=0.0

112ИХД

TI3)=H

00 11 Hi, MAX

J = 2M*2

T(J)=YA

ii гииисш

T IN-2H0.

TIN-1)=0.

TIN)=0.

Г (N* I ) = I .

UN*>H1.

T < N*3 ) =0.

С

print to:

101 FORMAT ( 1нн?к 1HK.^0X<.HUI x l . 15X8H6XAC I U»

С

CALL lNT(T,ntl,0..0.,0.,0.,0.tO.I
С

X =X A

F=NFP

D = F »H

NNN=NH/NHP

00 2 1=1,NNN

DO 19 J=l,NFP

14 CALL UMTM

X = X*D

Y = SORTF( ABSFIRS-(X-X|)»»2M

2 PRINT L02. T(2)t UN-*), Y

102 F0RMATI29X,IP3E21.61

С

C(K)=(YB-T(N-2)-YA»T(N*2)»/T(N)

CA=(XI-XAJ/YA

PRINT 103,MAX,C(K)

PRINT 107,CA

107 FORMAT( 1H060X2HC =
, IPEl*.61

С

GO TO 20

ENOtl.1,0,0,0,0,I,0,0,0,0,0,0,0,0)
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260513 UAUX

SUBROUTINE DAUX
СОНМОМ T.NtCK
DIMENSION T(500),C(10)

Т(N»U)=C(1)
T(N»5)=0.0

DO l 1=2,К
J*2*l»2
M = N»J

г(М)=Т(J*l)

АА = -2.»П J- l )/T(J-2)

BB«(l.»T(J-l)--2)/T(j-2)-»2

CC=-2./T(J-2)

1 ИМИ )*AA*T( JH ) �BB»T(J)»CC

MM*2)=T( JH)

T(M*3)=AA»T(JOMBB«Tf J*2)

ИМ*»*) =Г( J*5)

T(M»5)*AA»T(J4 5)*BB»T(J*U)

RETURN

ENDM, 1,0,0,0,0,1,0,0.0,0.0,0,0,0)*
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Приложение 2

Программа для задач управления и проектирования

260550 OESIGN PROBLEM

COMMON Nl,KMAX,NPtNMAX,HGRID.CX,T,X,Y,U,V,*,PRfcV,H,P,A,BtC,NEQ
DIMENSION T(250).W(к.500),H(k,k,500),P(U,500),A{2,2),В(2),СU),

1 PREV(li)
С X, STATE VARIABLE
С У» CONTROL VARIABLE
С U(=MU). LAGRANGE MULTIPLIER
С V(=A>, DESIGN PARAMETER
С

1 CALL INPUT
2 CALL START

С
С К ITERATIONS
С

3 00 19 K=1,KMAX
С INITIALIZE

DO 5 1=1,250
5 T(I)»0.

T(2)=0.
T(3)=HGRI0
T(W)=1.
T(9)=l.
T( 1*)=l.
T(191*1.
N*0
PRINT 111, (T(L),L^U,U3)
NE0=20
CALL INT(T,NEQ,N1,0.,0.,0.,0.,0.,0.)

С INTEGRATE P«S AND H'S, STORING GRID VALUES
N=0

8 00 II M'l.NP

X =W<1,N)
y=W(2,N)
U*U(3,N)
V=W(U,N)
CALL INTM
L=3
DO 9 1=1,4

00 9 J=1,U
L*L*1

9 H(l,JtN)=TILI
DO 10 J-1.U

L=L*1
10 PU.N) = T(L)

11 CONTINUE

С

6 PRINT 11I,N,<T(L),L=M,U3)
PRINT llbN,({H(I,J.N).J*H*).I«1.U).(P(J.N).J»1.U)

111 FORMAT(1H019XIIO,UE20.6/(30XUE20.6))

IF(N-NMAX)8,7,7
7 PRINT U0,K

*0 FORMAT!1H0/65X9HITERATI0N.I3)

С

С EVALUATE CONSTANTS

С
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2605S0 DESIGN PROBLEM

NaNMAX
А(1,1>=H(2,2,N>
А(2,1)=Н(2,3,N)
А(1,2)=H(3,2,N) � H(4,2,N)
A(2,2)=H(3,3,N) � H(U,3,N)

С

B(I)=-P(2,N) - CX»H(1,2,N)
BI2l«-PI5,N1 - CX«H(1,3,N)

С
OET«A( 1, l).A(2.2) - A(2.1)*A( 1.2)
G=ABSF(DET)

1F(G-*000001)200,200, 12
С
200 PRINT 201,OET, I{A(I,J),J=I,2),B(I)• 1=1,2)
20 1 FORMAT С 1Н02ОХ12HOE 1ERM1NANT=,E16.6/(U0X3t2C-6l)

CALL EXIT
С

12 CM1-CX
C(2)*(B( 1)«A(2,2) - B(2)«A(1,2))/DET
C(3)=(B(2)«A( 1, 1) - B( 1 )«A(2, 1))/DET

C(U)«CI3)

GR10=0.

PRINT kb, GRID,(C(I),1=1,U)

«*S FORMAT( 1H026XUHGRIO, UX1HX.19X1HY,18X2HM.U,19X1 HA/

1 20XFI0.U.ME20.6)

С

С NEW VALUES OF VARIABLES

N=0

13 00 U M'l.NP

N = N* 1

00 1U 1= 1,U

*( I,N hPI l,N)

DO \k J* I ,«•

Ik W( I.N) = W( I,N) � C(J)«H( J, 1,N)
f N=N

GRID=FN«HGR1D

PRINT 50, GRID,(H( I ,N), i= 1,4)

IFIN-NMAX) 13, IS, IS

С

С COMPARE C'S, PRESENT AND PREVIOUS

15 DO 16 1=1,h

G=A8SF<C(I)-PREV(I))

IF(G-.000001 ) 16, 16, 1/

16 CONTINUE

GO TO I

17 DO 18 1*1,*»

18 PREV(I)=*C(I)

19 CONTINUE

GO TO 1

SO FORMATI20XF10.U,UE20.6i

END(1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)

11 Зак. 1113



154 Приложение 2

260S52 INPUT - OESIGN

SUBROUTINE INPUT

COMMON Nl,KMAXfNP,NMAX,HGRID,CX,T,X,YfU,V,W,P&EV.H,P.A,e.C
DIMENSION T(250),W(4, 500'),HCi»,4.S00),PC4|500),Al2,2)|B(2I.Cm.

1 PREV(U)

С N1, INTEGRATION OPTION

С KMAX, NUMBER OF ITERATIONS

С NP, NUMBER OF GRIDS BEFORE PRINT-OUT

С NMAX, TOTAL NUMBER OF INTEGRATIONS IN INTERVAL

С HGRID, GRID SIZE

С СХ, x(0J

С

REАО II О,N1,KMAX,NP,NMAX,HGRID, CX

PRINT 10,N1,KMAX,NP,NMAX,HGRID,CX
ПО FORMAT(UIU,2E8.2)

10 FORMATMH120XUHDES1GN PROBLEM//

1 38X2HN1,6XUHKMAX,8X2HNP,6XUHNMAX, 13XbHHGRID, 16XUHXI0)/

2 30XU110.2E20.6)

RETURN

ENOl 1.1.0.0.0-.0.1.0.0.0.0.0.0.0.0»

26055» START (FOR 2605S0)

SUBROUTINE START

COMMON N 1,KMAX,NP,NMAX,HGRID,CX,T,X,Y,U,V.W, PREV,H,P,A,B,С
DIMENSION T(250).W(U.500).H(U.U.500).P(U.500),AI2.2).B(2).C(U),

1 PREVU)

INITIALLY T=0. X(T)=CX. Y(T)=0. MU(T)=0. A(T)=0
00 1 N*1,NMAX

W(1,N)*CX

W(2,N)=0.

W(3,N)=0.
1 W(4.N)=0.

00 2 1-1,U
2 PREVII)=W(I,1)

КзО

PRINT i»0»K
CR1D=0.

PRINT 45,GRID, ( W ( 1, 1 ) , 1 = 1 , Ц )
40 FORMATIHH0/65X9HITERATION, 13)
45 FORMAT! 1H026X«|HGRID, 1 UX IHX, 1 9X 1 HY , J 8X2HMU , 1 9X 1 HA/20XF 10.M.WE20.6

1 /1H019X22HFOR ALL VALUES OF TIME)

RETURN

END I 1.1.0.0.0.0,1.0.С0.0,0,0.0.0)



Программа для задач управления и проектирования 155

260553 OAUX (FOR DESIGN)

SUBROUTINE OAUX
COMMON NlfKMAXiNPfNMAX,HGRID,CX,TtX,Y,U,V,W,PREV»H,P,A,B#C»NEC
01 MENS I ON T ( 250 )• W( U, 500 ),H( H.U» 500) ,P(W,500),A(2,2),SC2)tCШ,

1 PREV(W)

L = 20

00 1 1=1,4

T(l)»-V»T«L-20) � Tll-19) -X*T(l-17)
T(t*l)*T(L-20) � V«T(l-19) � Y»T(L-17l
T(L*2)=Y*T(L-20I � X»T(L-I9)

T(U0)s-v»T(20) � TI2II - X»T(23) � V*X

T(U 1)« Г(20 > � V*T(21) � Y*T(23) - V»Y

T(U2)*Y*T(20) � X*T(2I) - X»Y

Г(ЦЛ=0.

R5TURN

ENO(1,1.0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)
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Приложение 3

Программа для обратной задачи переноса излучения (два слоя,

три константы)

*jOB 2609tSTRAT3tHK0160t5t0t20tP
SPAUSE
SIBJOB STRAT2 MAP
SIBFTC RTINV

COMMON NtRT(7)tWT(7)tWR(7)tAR(7t7) •NPRNT ,M1MAX»KMAXtDELTA»XTAU»
1 XLAM(3)t B2«7t7)tR2(7t7)tIFLAGtR(28tl0l)tT(1491)tSIGt
2 P(28tl0l)tH(28t3tlOl)tPLAM(3)tHLAM(3»3) tP2(7t7),
3 H2(7t7»3)tCONST(3)tNEQ

С
С PHASE I
С

1 READ1000.N
PRINT899
PRINT900.N
READlOOl .(RT( I) .1 = 1 .N»

PRINT901. (RT ( I) ,1 = 1 .N)

READlOOl.IWT( I) ,1 = 1 .N)

PRINT901.(WT( I) , 1 = 1 ,N)

DO 2 I = 1 .N

WR(I)=WT(I)/RT(I)

DO 2 J=l.N

2 AR(I,J)= 1.0/RTIIl + 1.0/RTIJ)

С

899 FORMAT(lHla6X36HRADIATIVE TRANSFER - INVFRSE PROBLEM / )

1000 FORMATI6I12)
900 FORMAT(6120)

1001 FORMAT(6E12.8)
901 FORMAT (6E2C 6 )

R E A D 1 О О Э . N P R N T , M 1 M A X , < MA X

PRINT900.NPRNT.4lMAX.KMAX
READlOOl.DELTA
PRINT901.DELTA
READlOOl .X T A U , < X L AM( I ) .1 = 1 � 3 )

PRINT9C2

PRINT903.XTAU.(XLAM( I ) .1 = 1.3)

902 FORMAT(1H123HPHASE I - TRUE SOLUTION /)

903 FORMAT(1H0/

} 1X1 1HTHICKNESS -* FIO.^ /

2 1X11HALBED0IX) =. 20НЛ + 6*TANH(10*(X-C)) //

3 1X3HA =, E16.8. 10X3H6 = • E16.8. 10X3HC = . E16.8 //)

CALL NONLlN
DO 3 1=1.N

DO 3 J=l.N

I B2( I . J)=R2( I tJ)

С

с

С PHASE I I

С

a READlOOl.XTAU.(XLAMI I ). I = 1 .3 )

< = 0

PRINT90U.K

PRINT903.XTAU.(XLAMI I ) . I *1 t3)
С

CALL NONLIN
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904 F0RMATI1H1 13HAPPR0X1 MATI ONt 13/ •

С

С OUASILINEARIZATION ITERATIONS

С
DO 5. КЛ = 1 tKMAX

PR1NT904.K1

CALL PANDH

CALL LINEAR

5 CONTINUE

С

С

С

READ1000.IGO

GO TO (1.4) iIGO

END

SIBFTC DAUX LIST

SUBROUTINE DAux

DIMENSION V2(7,7) ,X(3) »FI7) ,G(7)

1 tVLAMO)

COMMON N.RT(7).WT(7).WR(7).AR(7»7) ,NPRNT.M1MAX»KMAXtDEL ТА»XTAUr

1 XLAM(3). B2(7.7) ,R2(7»7) , IFLAG.R(28.101) »T(1491).SIG»
2 P(28.101).H(28.3.101).PLAM.(3) .HLAM( 3t3> »P2(7.7 I.
3 H2( 7,7,3) tCONSTO) tNEO
GO TO ( 1 ,2) tIFLAG

С
CNONLINEAR

С
1 L = 3

DO 4 1=1,N

DO 4 Js'bl
L = L*1

4 V2( I tJ)aT(L.)

DO 5 1*1,N

DO 5 J=I,N

5 V2(I .J)=V2«J» I )

DO 51 1 = 1 .3

L = L*1

51 VLAM(I»*T(L)

SIG=T(2)

Y=XTAU»SIG

DO 52 1 = 1 .3

52 X( I)=VLAM( I )

CALL ALBEDO(Y,X ,2 )

ZLAMDA=2

С

DO 6 1*1 ,N

F( I )=0.0

DO 7 <*l ,N

7 F( I )*F(I ) � WR(K)»V2( I � *)

6 F( I)«0.5»F( I ) � i .0

С

DO 8 1=1,N

DO 8 J«1»I
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L«L*1
DR«-AR( I,fJI*V2( I t J) � ZLAMDA'M I ) *F ( J)

8 T(l)*DR

.DO 9 1=1.3

9 T(L)=0.0

RETURN

INEAR

? SIG=T(2)

Y=XTAU»SIG

DO 21 1 = 1 .3

?1 X( I )=XLAM( I )

CALL ALBEDOlY.X.Z)

ZLAMDA=Z

DO 16 1 = 1.N

F(I)=0.0

DO 17 IC-l.N

17 F( I )*F ( I ) � WRIK)*R2(I .<)

16 F( l)=0.5*F( I ) 4].0

L = 3

DO 14 1=1,N

DO 14 J=l . I

L = L*1

14 V2(ItJ)sT(LI

DO 15 1 = 1 .N

DO 15 J=I .N

15 V2( I .J>=V2(J. I )

DO 18 1=1.3

L = L + 1

18 VLAMI I ) = T(L)

DO 10 1 = 1 iN

G(I)=0.0

DO 10 <=1 iN

10 G(I)=G(I) � (M2< I »< )-R2( I »<) )#WRlК )

ARG=10.D»(Y-XLAM(3) )

TARG=TANH(ARG)

XTANX=-10.0*XLAM(2)#(1.0-TARG**2»

M=3*NEQ

DO 12 1 = 1 iN

DO 12 J=l .1

FIJ=F(I)#F{J)

CAPF=-AR(I,J)*R2(I»J) � ZLAMDA*FIJ

T1=CAPF

T2 = -AR(I»J)*(V2(I»J)-R2( I »J) )

1 � 0.5*ZLAMDA*(F( I )*G(J? � F(Jl»GC I I I

T3=(VLAM(1)-XLAM(1) )»FU
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T4*(VLAM(2)-XLAM(2))«TARG*FU
T5 = (VLAM(3)-XLA.M(3))«XTANX»FIJ

MsM-f 1

12 Т(М)=Т1*Т2-»-ТЗ*Т4*Т5
00 19 1=1,3

М = м+ ]

19 TlMlsO.O

00 1Q0 K-\.3

С

DO 2* I s l .N

oo гь j=i . i

L = L>1

24 V2(I»J)=T(LI

00 25 1 = 1 .N

00 25 J=l ,N

25 V2( ItJ)=V2(J» I )

DO 26 1*1.3

L»L + 1

26 VLAMl I ) = T(L )

С

DO 20 1 = 1 .N

G( I )=0.0

DO 20 J=l .N

20 G( I )«G( I ) � y_2( I » J )«WR( J)

С

DO 22 1=1.N

DO 22 J=1.I
FIJ=F(I)»F(j)

T1=0.0

T2 = -AR ( I , J ) »V2( 1 • J) «■ 0.5*ZLAMDA» (F ( I ) «G( J) � F(j)«G(ll)

T3 = VLAM( 1 )«FI J

T4 = VLAM(2 )*TARG*F iJ

T5.= VLAM( 3 ) »XTANX#FI J
M = M + 1

22 T (M) = T1+T2*T3*T<*+T5

С
DO 29 1=1,3

MsM-f 1

29 T(M)=0.O.

100 CONTINUE
RETURN

END

$IBFTC NCNLIN

SUBROUTINE NONLIN

COMMON N.RT(7 ) ,WT (7 ) ,WR(7 ) , AR(7.7 ) .NPPNT,M1MAX,<MAX.OELTA,XTAU.

1 XLAMI3), B2(7.7) ,R2(7.7) . IFLAG.»I28.1C1) .T( 1491 ) .SIG.

2 P(28.]C1).H(28.3.101).PLAM(?).HLA"(3.?).P2(7.7).
3 H2(7,7,3).CONST(3)»NEQ

С NONLINEAR D.E. FOR TRUE SOLUTION OR FOR INITIAL APPROX.

С
IFLAG-l
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ТС 21*0.0
T(3)«DELTA
M«l
L1«0
L3*3
DO 1 I«l .N

DO 1 J«l.1

L1«L1+1

L3«L3+1

R2( I .J)«0.0

R(L1 .M)=R2< I»J)

1 T(L3)=R2(I.J)

00 2 1=1.3

L3«L3+1

2 T(L3)*XLAM(I)

С

NEQ=(N*(N+1))/2 � 3

CALL INTS( T.NEQ.2 .0 .0.0.0.0 .0»

С

SIG=T(2)

CALL OUTPUT

С

DO 5 Ml■1 .Ml MAX

00 <� M2«l.NPRNT

CALL INTM

M=M*1

L1*0

L3 = 3

DO 3 1=1iN

DO 3 J=l.1

LI= L1*1

L3*L3+1

R2( I .J) = T(L3 )

3 R(L1tMj»R2'I.J)
и SIG* T 12 )

5 call Output

С

RETURN

END

HBFTC PANDm

SUBROUTINE PANDH

COMMON N.RT(7),wT(7).wR(7).AP(7.7),NPRNT .Ml MAX . (CM A X .DE'_ T A , X TAU

1 XLAMI3). B2( 7.7) ,R2(7.7) . IFLAG.PI 28.1C1 ) .T( 14<?1 ) .S!G.

2 P(28.101).H(28.3.101).PLAM(3).HLAM(3,3)iP?i7,7i,
3 H2( 7,7,3) iCONSTI 3).NEO

IFLAG=2

T(2 )=C.O

T(3)=DELTA
Ms 1

Ll«0

L3«3
00 1 IM.N
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DO 1 J=l .1
L 1 = I 1 � 1

L3=L3*1

Pi L1 .M ) =0.0

1 T(L3« =P«L1 «M)

DO 2 14.3

L3=L3* 1

PLAM( I ) =0.0

2 T IL3)=PLAMl i J

00 7 K«l.3

LI*0

DO 3 1«1.N

DO 3 J4.I

LI=L1� 1

H(L1tK«MI«OtO

* t С L 3 ) =H( L 1 ^«M)

С

DO J hlO

L3»L3*I

HLAMH i<l *0t0

6 HLAM( I t<) * 1 .0

7 T(L Э >=HLAMI I tK »

С

L = 0

DO 8 I = 1 . .N

DO 8 J* 1 . I

L-L-l

8 R?I I .J)=RIL »MJ

ГО 9 1=!,N

DO 9 J= I .N

9 R2 ( I � J) =R2 U» 1 I

С

NEO = ^** ( ( N» < N* 1 ) ) /2 * 3 )

CALL INTSI T .MEO.2»0 .0.СtOtC .0)

LMAX=(N»(N*l ) ) /2

PRlNT52»T(2)»<P<L»M).H(|_.l»M)tl = ltLMAX1

52 roRMAT(iH0F9.*».5E20.8/(10X5E20.6) )

С

DO 5} Ml = 1.М1МДХ
DO 50 M2*ltNPRNT
CALL INTM
M = M+1

CPREV.APPROX. R(ItJ)

L1»0

DO 10 1=1,N
DO 10 J«l,I

L1=L1*1

10 R2tI.JI*R(L1tM;

DO 11 1 = 1 .N
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DO П J= I .N

11 R?( I .J) =R?(J. I j

Ll =0

L3 = 3

DC 1? I = 1 . N

DO 12 J=1 . I

L1=L1+1

L3=L3>1

12 P(LliM)rHOi

L3=L3*3

DO M *M . 3

Ll =C

DO lи I=1. N

DO l^ JM . I

Ll = L 1 � 1

L3=L3*1

\u H( L 1 .< »M) = T ( l 3 )

13 L3=L30

50 CONTINUE

5 1 PRlNT62.T(2)»lPiL«v)«H(L.l«M).L=liLMAX)

RETURN

END

$ IBF TC L1NEAR

SUBROUTINE L INEAR

DIMENSION CHK 1(31

DIMENSION А(^9.31»В(^9).ЕМДТ('Ь0.50). PlVOT(50).INDEX(50t?>

1 . 1 PIVOT(50) .FVFC(50 .1 )

COMMON N.RT(7),wT(7).WR(7).AR(7.7).NPPNT,MlMAX.<MAX.DELTA,XTAUt

1 XLAMI3). B2<7.7) .R2(7. 7 ) , I FLAG.R(28.1011 .T ( 1^91 ) .SIGt

2 P(28. 101 I .H(28.3.10 1 ) tPLAMI 3) «hi AM I 3•Э)•P2« 7.7i .

3 H2(7.7.3 I .CONST(3) »NEQ

CBOUNDARY CONDITIONS

MLAST=NPRNT»M1MAX + 1

DO 1 < = 1 .3

L = 0

DO 2 1 =1.N

DO 2 J=l.I

L = L-4

2 H2(I�JiK)=H(l.к.mlaST)

DO 1 1=1 .N

DO 1 J=I.N

1 H2( I . J.K) -*2С J * 1 • К|

L = 0

DO 3 1=1iN

DO 3 J=l.I

L*L+1

3 P2(I.J)=P(L.MLAST)

DO U I=1.N

DO U J=I .N

<� P2(ItJ)=P2(Jt I )

CLEAST SQUARES

DO 5 K=1.J

L = C

DO 5 I «UN
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DO 5 J«l .N

L=LM
5 A(l•<)=H2( I • J«K )

L = C

DO 6 l=liN

DO 6 J = l .N
•

L = L+1

6 B( L ) =621 I.J» - P?( I O)

С

LMAX=N*»2

PRINT60

60 FORMAT(1H0)

DO 61 L=l .LMAX

61 PR INT82. ( A ( L •< ) »<M »3 ) .3 I L >

С

DO 8 1=1.3

DC 7 J=l .?
"'JM = 0.0

) 9 L=1.LWAX

9 .JM = SUM � A(L • M »A{L«JI

7 ЕМЛТ( I .J» sSUM

SUM=0.0

DO 1 0 *L= 1 .L-MAX

10 SUM = SUM � A(L.1) *B(L )

8 FVEC(I.1)=SUM

С

PRINT60

DO 81 1=1.3

81 PRINT82.(EMATI I .J) ,J=1 .3) .FvEC( I.1 )

82 FORMAT(10X6E20.8)

С

CALL MATINV(EMAT.3.FVEC»1.DETERM.PIVOT . INDEX. IPIvOTI

С

DO 11 1=1.3

11 CCN5T( I)=FVEC( I .1 )

С

DO 20 1=1.3

20 XLAM( I )=CON5T ( I )

PRINT903»XTAU.(XLAM(I).1=1.3)

903 FORMATI1H0/

1 1X11HTHICKNESS =. E16.8 f

2 1X11HALBEDOIX) =. 20HA � B*TANh(\Q#(x-C ) ) t*

3 1ХЗНА =. E16.8. ЮХЗНВ = • £ 16 • JB . 10X3MC = • E16.8 //)

С

CNEW APPROXlMATlOiJ

С

m=i

L = 0

DO 12 1=1.N

DO 12 J=l,I

L = L + 1

SUM=P(L»M)

DO 13 K=l.3

13 SUM =SUM � CONST(K)*H(LtK.M|
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12 «(LfM).SUM
L-0
00 14 !■] tN
00 1* >1 f 1

L«L*1
Ik R2< I .JI«RlliM)

SIG»0.0

CALL OUTPUT

С
00 50 Mlai.MlMAX

00 18 M2»l»NPRNT
M*M*1

1*0
DO 15 I»1,N
DO 15 J=li!
LSL + 1

SUM=P(LtM)

DO 16 K=l,3

16 SUM=SUM � CONST(K)«H(L.K.M)

15 R(LiM)=SUM

1 = 0

DO 17 1=1,N

DO 17 J=ltl

L = L + 1

17 R2(I»J)=R(LtM)

18 SIG=SIG � DELTA

50 CALL OUTPUT

С

RETURN

END

SIBFTC OUTPUT

SUBROUTINE OUTPUT

DIMENSION X(3)

COMMON N.RT(7).wT(7).WR(7)tAR(7t7».NPRNT.Ml MAX.ИМAx.DEL ТД,xTAUt

1 XLAM(3)t B2(7.7) tR2(7,7) , IFLAGiR(28 . 101 ).T ( 1491 > .SIG,

2 P(28tl01)tH(28.3»l01)tPLAM(3).HLAM(3.3i»P2(7,7),

3 H2(7,7.3)tCONST(3)tNEQ

DO 1 1=1tN

DO 1 J=I.N

I R2( I .Jl«R2Ui I >

Y*XTAU*SIG

DO 3 1*1.3

3 X( I )=XLAM( I )

CALL ALBEDO(Y.X.2)

PRINT100. SIG.Y.Z

100 FORMAT(1HO 7HSIGMA =.F6«2. <»X5hTAU =� F6.2. <*X8HAL8EDO =»F6.2/I

DO 2 J*1.N

2 PRINT101,J.(R2( I ,J).1 = 1.N)

101 FORMAT(T10. 7F10.6)

RETURN

END

HBFTC ALBEDO

SUBROUTINE ALBEDOlY.XtZ)

DIMENSION XOI
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COMMON N»RT(7),WT(7).WR(7)tAR(7t7)tNPRNT»M1MAXtKMAXtDELTAtXTAUt
1 XLAM(3)t B2(7,7)tR2<7i7)tIFLAGiR(28tl01)iT(1491)tSIG»
2 P(28tl01) tH( 28.3 1101) tPLAM(3)tHLAM.(3t3) tP2('7i7) t

3 H2<7t7t3)tC0NST(3)tNEQ
ARG»10.0*(Y-X(3))
2=X(1) � X(2)»TANH(ARG)
RETURN

END
SENTRY RTINV

7

254460<»6E-01129234ME-0029707742E-0050000000E 0070292258E 00Й7О76559Е CO 032
97455Э96Е 00 033
64742484E-011398 5269E-00190.9150 2E-00208979ME-0019091 502E-0013985269E-00 0032
64742484E-01 0033

10 Ю и
0.01
1.0 0.5 0.1 0.5
1.0 0.6 .09 0.4

50*

504
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Приложение 4

Программа для уравнения Ван-дер-Поля

CV0P021 VAN DER POL - PHASES lit Ml

COMMON $CRACHtTtNltNMAXtKMAXtHGHIDtNTlMFtXOBStWtHtPtAtB»X«iwZiTl.

1 PREV.NOBS.IFLAG

DIMENSION SCRACH(6 4) � T( \Ь0 ) iNTI ME( 100 ) »xOBb( 100) »W(3»1001 )•

1 H(3»3.1001).P(3»1 00 1UAI 16.16) »B( 16.1 >.PREv(3)

С

С INPUT NOBS OBSERVATIONS OF X AT KNOWN TIMES

С DETERMINE SVSTEM. PARAMETER LAMBDA \l IN FORTRAN)

С INPUT AND START

1 CALL INSTRI
С
С К ITERATIONS

С

DO 99 K=l ,<max
С

DO 2 IM.150
2 T( I )=0.0

T С 2 1«T I

T(3)=HGRID
T(4)=1.0

T(8)«l .0
T( 1 2 ) = 1.0

X=PREV(1 )

U*PREV(?)

Z=PREV(3)

CALL INT(Ttl2tNlt0..0..0..0.,0..i>.)

N=1

L*3

DO 21 1=1.3

DO 21 J=l.3

L = L*1

21 H( 1 .J.N) = T(L)

DO 22 1=1.3

L = L*1

22 P( I .N)=T(L)

С

С INTEGRATE P'S ANO H.5

DO U N=2.NMAX

X = W(1 .N)

U = W(2 .N)

Z*W(3.N)

CALL INTM

L = 3

DO 3 1=1.3

DO 3 J=l.3

L = L*1

3 H(I»J,N)=T (L)

DO Ь 1=1.3

L*L + 1
4 P(I»N)=T(L)

С

С DETERMINE CONSTANTS* OR INITIAL VALUES

CALL CNSTNT

TIME*TI

PRINT 50. KtTIME. (B(I.1) .1 = 1.3)

С

С NEW VARIABLES

DO 7 N*2.NMAX

DO 6 1=1t3
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W(I»N)sP(IiN|
DO 6 J=l .3

6 W( I .Nl=W( I iN)+B(J.l)*H(J. I »N)

FN=N-1

TIME=FN*HGRI0*TI
7 PRINT 70. TIME.(W(I»N).I=1.3)

С

С COMPARE CONSTANTS

DO 8 1=1.3
G = ABSF(B( I .1 )-PREV( I ) )

IF(G-.000001)8.8.9

8 CONTINUE

GO TO 1

9 DO 104*1 .3

10 PREV(I ) = B( I • 1 )

99 CONTINUE

GO TO 1

С

50 FORMAT(1H0//5 9X9HITERATION.I3//38X1HT,13X1hX.19X1HU.17X6HSYSTEM//

1 30XF10.2.3E20.6)

70 FORMAT(30XF10,2.3E20.6)

END

CVDP022 INPUT-START. VAN DER POL PHASE I I till

SUBROUTINE INSTRT

COMMON SCRACH.T.N1 .NMAX.KMAX.HGRID.NT I ME.XOBS. W.H .P . A»B . X»U»2»T I t

1 PREV.NOBS.IFLAG

DIMENSION SCRACH(6^).T(150).NTIME(100) »XOBS(100).W(3.1001)»
1 H(3»3.1001).P(3»1001).A(16.16).8(16.1).PREV(3)

С INPUT

READ 1 10.N1.NOBS.KMAX.NMAX.HGRID.(NTIME(I ) »XOBS(I) .1 = 1 .NOBS)

IF(NMAX)9.9,1

1 PRINT 10.N1.NOBS.KMAX.NMAX.HGRID.(NTIMEf I) .XOBS( I ) .1 = 1 .NOBS)
С

С START

IFLAG=1

READ 120.Т1.Х,и.г

DO 2 1 = 1 .150

2 T(I)=0.0

T(2)=TI

T(3)=HGRID

TU)=X

T(5)=u'
T(6)«2

CALL INT(T.3.N1 .0..0..0..0..0. .0. )
K = 0

PRINT 50. K.T(2 ) . (T(I) ,1=4.6)

3

4

DO 4 N=?.NMAX

CALL INTM

DO 3 1=1.3
W( I .N) = T( 1 + 3)

PRINT 70. T(2 ) . ( T( I ) . 1

IFLAG=2

PREV(1)=X

PREV(2)*'j

PREV(3)=Z

1=4.6)
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RETURN
9 CALL EXIT

10 F0RMATUH130X

1 58HVAN DER POL - PHASE II - DETERMINATION OF SYSTEM PARAMETER//

2 20XM10»F10.4/(18XI12»E16.6.112»E16.6.I12»E16.6.I12»E16.6))

50 FORMAT(1H0//59X9HITERATION»I3//38XIHT . 13XIHX.19X1HU.17X6HSYSTEM//

1 30XF10.2.3E20.6)

70 FORMAT(30XF10.2»3E20.6)

110 FORMAT (4 I b»F 10.2. 2 ( I4.E11.6)/(4(I4.EU.6))>

120 FORMAT(4E12.6)

END

CVDP023 DAUX - VAN DER POL - PHASE I I • I I I

SUBROUTINE DAUX

COMMON SCRACH.T»N1»NMAX»<MAX »HGR ID»NTIME»X03S»NW»H»P»A»B»X.U»2»TI»

1 PREV.N08S.IFLAG

DIMENSION SCRACH(64) . T ( 1 bO ) . N-T I ME ( 100 ) »XOBS( 1 00 ) . W( 3 • 1 00 1 ) �

i H(3»3»iooi)»p(3»ioon»A(i6.i6)»B(i6»n»PRe:v(3)
с

GO TO ( 1 .2) .IFLAG
( NONLINEAR EQUATIONS

1 T(7)=T(5)

Т(в)«-(Т(4)»*2-1.)*Т(5)»Т(6)-Т(<»)

T(9)=0.

RETURN

С LINEAR EQUATIONS
? XX»X**2

AA=-2.»X»U»Z-1.

BB=Z*(1.-XXJ

CC=U*(1.-XX)
L = 13

DO 3 1=1.4

L = L*3

T(L)=T(L-11)

T(L + 1 )=AA»T(L-l2 ) �BB*TIL-11 )*CC*T(L-10)

3 T(L+2)=0.0

T(LM)=T(L + 1»+U*Z»(3.»XX-1.)

RETURN

END

CVDPC2A CNSTNT - PHASE II

SUBROUTINE CNSTNT

COMMON SCRACH,T.Nl.NMAX.KMAx.HGRID.NTIME»xOe$.W.H.P.A.B»X.U.Z.Tl.

1 PREV»NOBS.IFLAG

DIMENSION SCRACH(64).T( 150 ) «NTIME( 100 ) •XOPS(100) •wl3•1001 )•

1 H(3.3.1001).P(3»l001>.A(16.16).6(16.1».PREV(3)

С
DO 1 1=1.3

N=NTIME(I)

B( I »1 )=XOBS( I )-P( 1.N)

DO 1 J=l .3

1 A(I•J)sHIJ»1»N)

CALL MATINVIA,3»B»1»DET)

DO 2 1*1.3

2 W( I .1 )=B( I � 1 )

RETURN

END
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Программа для определения орбиты
Приложение 5

С26С582 CELESTIAL MECHANICS - PHASE II

COMMON SCRACH.T»NEQ»N1 .NMAX.KMAX.HGRID.A2 »A3»A4.A5.A6.A7.

1 NGRID.THFTA.W.H.P.A»B»X.U.Y.V

DIMENSION SCRACH(64) »T( 250 ) »NGRID(4) ,TH£TA t 4 ) ,WI 4.500 ) .M *. --500'

1 »P(4.5C0) »A(16.16) »B(16»1 )

С

с

с

с

с

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

CALL INPUT

CALL START(W)
< ITERATIONS

DO 19 K=l,<MAX

NEQ=?0

T(2)*TZER0

T(3)=HGRID

DO 5 1*4.43
T( I )«C.

T(4)=1.

T(9)«l.

T(14)*l.

T(19)«1.

CALL INKT.NE0.N1»A2»A3tA4.A5
INTEGRATE OVER RANGE

DO 11 N«1.NMAX

X-W(l.N)

U«W(2.N)

YxWO.N)

V«W(4,N)

CALL INTM
STORE P»S AND H»S

L = 3

DO 9 1*1 .4

DO 9 J = l .4

L*L + 1

H(I.J.N)-J(L )

DO 10 J=l .4

L = L+1

P(J.N)sT(L )

CONTINUE

COMPUTE CONSTANTS

С

.A6.A7)

12 DO 14 1 = 1 ,4

N«NGRI0( I )

THET*THETA( I )

5THET=SINF(THET)

CTHET«COSF(THET)

DO 13 J*l •<�

13 A(I»J)«H(J.l,N)»STHET -H(J.3.N)«CTHET

B(I.1) = (1.-P(1.N) )*STHET -»>P(3»N)*CTHET
114 FORMAT(1H09X5E20.6)

14 PRINT 114,(A( I,JJ) ,JJsl ,4) »B( I .1 )
15 CALL MATINV(A,4.B»1»DET)

PRINT115.(B(I.1).J-1.4)

115 FORMAT(1H09X4EZ ,6)

COMPUTE NEW W«S

PRINT40.K

40 FORMAT(1 HO/65X 9HITERATI ON.I 3//26X4HGPID.14X1HX.19X2HX• .18X1HY.
1 19X2HYM

16 DO 18 N*1,NMAX
DO 17 1-1.4
W(I»N)*P(I.N)

12 За к. 1113
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DO 17 J.l.4
17 W(I.N)=W(I»N) � B(J»l)»H(J, I ,N)

50 FORMAT ( 20X. Ц0.4Е20.6)

18 PRINT50.N.IW(I,N)•1=i,41

С

19 CONTINUE

С

GO TO 1

END

C260585 INPU1

SUBROUTINE INPUT

COMMON SCRACH,T.NEG.N1.NMAX,)CMAX,HGRID.A2.A3.A4,A5.A6.A7,

1 NGRID.THETA,W.H.P.A.B«X.U.Y,V

DIMENSION SCRACH(64)»T(250) , NGRID(4).THETA(4).W(4.5 00)»H(4,4.500)
} ,P(4.500)»A(16%16).B(16.1)

С

READ1 10.N1 .NMAX.KMAX.HGRID.A2.A3.A4.A5.A6»A7
110 FORMAT(313»7E6.1)

READ120.(NGRID(I).THETA(I). 1 = 1.4)

120 FORMAT(4( 13 .E12.4) )

PRINT10.N1.NMAX.KMAX.HGRID.A2.A3.A4.A5>A6»A7.(NGRID(I).THETA(I),

11=1.4)

10 FORMAT(1H120X 8HINPUT.../

1 18X2HN1.1X4HNMAX,1X4H<MAX.9X5HHGRID.12X2HA2.12X2HA3» 12X2HA-4,
2 12X2HA5.12X2HA6.12X2HA7/15X3I5.7E14.4//

3 ?1X4HN(1).10X8HTHFTA(1).6X4HN(2).10Х8НТНЕТА(2).

4 6X4HN(3).10X8HTHETA(3).6X4HN(4).10X8HTHETA(4)/15X4(I10.E18.6))

RETURN

END

C260584 DAUX

SUBROUTINE DAUX

COMMON SCRACH.T.NEO.N1.NMAx.KMAX.HGR1D.A2.A3»A4,A5.A6.A7.

1 NGRID.THETA.w.H.P.A.P.X.U.Y.V

DIMENSION SCRACH(64).T(250) .NGRID(4) ,THETA(4) .W(4.50 0) »H(A. 4»500 >

1 »P(4.500) .A( 16. 16) .B(16. 1 )

С

xx=x**2

YY=Y*#2

R=XX+YY

S=R*»3

D=SORTF(9#»2»S)

F=SORTF(S)

AA=3.*X#Y/D

ee=(2.»xx-yy)/d

CC=(2«»yy-xx ) /D

N = 23

DO 1 1=1.4
N = N* 1

T(N) = T (N-l9 )

T(N+l)=T(N-20)»BB � T(N-18)*AA
T (N + 2) =T(N- 1 7 )

T(N+3) =T(N-20 )»AA � T(N-18)»CC

1 N=N+3

T(40)=T(21 )

T(41)=T(20)»BB � T(22)»AA - 3.#X/E

T(42) =T(23)
T (43) =-T< 20)«AA � T(22)»CC - 3.»Y/E

RETURN

END

C260583 START(W)
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SUBROUTINE START(W)
COMMON SCRACH.T.NEQ.N1.NMAX.«MAX.HGRID.A2.A3.A4,A5iA6.A7.

1 NGRIO.THETA,w.H.P.A.B»X.U.Y.V

01 MEN SIGN SCRACH(6<*> . T ( 250 ) .NGRIDt b),THETA(u).tf<4.500).H(4,4»500)

1 .PK.,500) .A ( 16.16) .B( 16.1 )

x*] , x » =0 . Y*0. Y•=0

< = C

PR I NT <�(}.*

uO FORMATllHl 65X 9HI TERAT ION. I 3//26X^HGRID »'i4XlHX , 19X2HX »
f 18X 1HY �

1 L9X2HY' )

DO 2 N =
1 .Nmax

Wl 1 .N) = 1 .

DO 1 1-2.<•

/ w( T .N)=0.

2 PR 1NT50.N.(Wl I ,N) . I=1 ,4)

50 FORMAT(?Ox,1lO.^E20.6)

RETURN

END

12*
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DISTANCE MODEL
5 DIPOLES OR CHAMBERS
GAUSSIAN FUNCTION FOR MAGNITUDE OF

TAU.SIGMA.ZKAPPA = TIME OF MAX.,

DCOS(I.J) « DIREC. COSINE OF DIPOLE

XCHAMB(I.J) = LOCATION OF DIPOLE I,

XOBSVR(I.J) = LOCATION OF OBSERVER

JM = X-AXIS OR X-DIRECTION

j=2 s Y-AXIS OR Y-DIRECTION

JO * Z-AXIS OR Z-DIRECTION

MOMENTS

, MALF-WlDTh»
'

I . AX IS J

, COORDINATE J

1 . COORDINATE

Приложение в

Программа для решения задач кардиологии

CMAIN2 HEART MODEL - INVERSE PROBLEM - 2

С

COMMON NMAX.DELTA.TAU15).SIGMA(5) .2KAPPA(5)»DC0S(5.3).XCHAMBl5.3) 1

1 X0BSVR(4»3).ADISTN(3.5).F(5.81).808S(3.81).TIME(81).T(1323)
COMMON <MAX. ASIGMA(5) »AKAPPA(5 ) .P(5.81) .H(5.10.81 ) .PS(5) .

1 HS(5.10)»FPREV(5).AMATRX(243.10).BVECTR(2^3).EMATRX(S0.50).

2 FVECTR(50).C(10).V(3»81) .NCHANG. ICHANG(5) .FCHANG(5) . I FLAG

3 .SCNANG(5)

С

С

с

с

с

С TAU.SIGMA.ZKAPPA = TIME OF MAX., mA|_F-wIDTh, Max. MOMENT

С

С

с

с

с

с

с

с

CALL FPST

1 READ1000.NMAX

PRINT899

PRINT900.NMAX

READ1001.DELTA

PRINT901.DELTA

С

С INPUT DIPOLE PARAMETERS

С

DO 2 N=1.5

2 READ10 02»I »TAU( I) »SIGMA( I ) . ZKAPPAI 1 )

С

DO 3 NM.5

3 READ1003»I•(DCOS(I.J).J«1»3).t. XCHAMBlI .J) »J*1 .3)

PRINT902

DO <� I «1.5

4 PR I NT903»I .TAU( I) »SIGMA( I ) .ZKAPPAf I ).(XCHAMBl I.J) . J*l »3U

1 (DCOS( I.J) • J=l»3 )

С

С INPUT OBSERVER LOCATIONS

С COMPUTE DIPOLE-OBSERVER COEFFICIENTS

С

DO 5 N«1.4

5 READ1003»I.(XOBSVRI I.J).J=l .3 )

DO 6 I«1.5

CONUM*0.0

CODEN*0.0

DO 61 L*l»3

YX«X0BSVR(4.L) - XCHAMBl I.L)

CONUM*CONUM � DCOS(l.L)*YX

61 CODEN*CODEN � YX»*8
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C0DEN=S0RT(C00EN**3)
CZ£R0J«C0NUM/CODEN
DO 6 J«l•3

CJNUM«0.0
CJDEN«0.0
DO 62 L«l»3
YX=XOBSVR(J.L) - XCHAMB(I.L)
CJNUMxCJNUM � DCOS(l.L)*YX

62 CJDEN=CJDEN � yX**2

CJDEN=SORT(CJDEN**3)

6 AD1STN(J,I)= CJNUM/CJDEN - CZERCI

С
PR1NT90**

DO 7 J=l .3

7 PR^T905.JHxOBSvR(J.L).L=l»3).(ADlSTN(JtI).I=1.5)

J-u

PRINT905.J.(XOBSVR(J»L)»LS1»3)

С

С

С INPUT CHANGES (SIGMA. KAPPA)

С

70 PRINT908

READ1000.NCHANG

PR1NT900.NCHANG

IF(NCHANG.LE.O)GO TO 80

RE AD Ю00. ( I CHANG ( I I , I = 1 .NCHANG)
PRINT900.( ICHANG( I ) • I = 1.NCHANG)
READlOOl.(SCHANGI I ) . FCHANG( I ) .1 = 1 .NCHANG)
PR I NT 901.(SCHANGI I ) »FCHANG( I ) . I = 1 .NCHANG»

С

С STORE CHANGES

DO 71 1=1.NCHANG

L=ICHANGI1)

SSIG=SIGMA(L)

SIGMA(L)=SCHANG(I)

SCHANGII)=SSIG

SKAP = ZICAPPA(L )

ZKAPPA(L)=FCHANG(I)

71 FCHANGI I ) =StCAP

С INITIAL INTEGRATION STEP

80 IFlAGM

K=l

L = 3

DO 8 1=1.5

L = L+1
8 T(L)=ZKAPPA( I)*EXP(-0.5»lTAuiI )/SIGMA( \)\**?)

DO 81 1=1,5

L = L*1
81 T(L)=SIGMA(I)
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Т<2)=0.0
T(3)«DELTA
CALL lNTS(T.lO,2.0.Ot0,0»0.O.0.O.0.O.0.O»

L = 3

00 02 I»1.5

L = L + 1

82 F(I.K»=T(L>

С OBSERVATION

DO 83 J*l.3

BOBS(J.K)«0.0

DO 83 1=1.5

83 BOB5(J.K)=BOBS(J.K) � ADISTN(J.I)*F( I . K)

TIME(K)=T(2)

PRINT906

PRINT907,TIME(K).(F(I.K).IM»5)»( BOBS( J.K') »J=1 »3»

С

С

С INTEGRATE

С

DO 100 K=2»NMAX

CALL INTM

L*3

DO 91 1=1.5

L = L*1

91 F(I,K)=HL)
С

DO 92 J=l .3

BOBS(J.K)=O.0

DO 92 I = b5

92 BOBS( J.IC) =BOBS( J.IC) � ADISTNl J. I )*F l I »K )

TI ME(К)=T(2 )

PRINT907»TIME(K).(F(I.lO.Isl»5)»(BOBS(J.<) . J=1 . 3»

100 CONTINUE

С

С

С PHASE II - DETERMINATION OF HEART PARAMETERS

С

CALL PHASE2
С

С

с
IF(NCHANG.LE.O) GO TO 102

С
< RESTORE ZKAPPA

DO 101 I«1.NCHANG

L=ICHANG(I)

SIGMA(L)=SCHANG(I)

101 ZKAPPA(L)=FCHANG(I)

С

С NEXT PROBLEM

102 READ1000.IGO

PRINT900.IGO

GO T0(1.70).IGO
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1000
1001
899

900

901
1002

1003

902

903
904

905

906

907

908

JIBFTC

FORMATS

FORMAT(6I12)

FORMAT(6E12.6
FORMAT ( 1H1 4X

F0RMAT(6I20)

FORMAT(6E20.6
FORMAT ( I 10OF

FORMAT(I10»6F
FORMAT(7H0DIP

3X7HY
4X6HZ-

F0RMATI15.5X3

FORMAT(10H00B

1IX1 HI
FORMAT ( I Ю.5Х

FORMAT(1H08X1
5X5HF5

FORMAT!F10.4.

FORMATI1H1 4X

END
PHASE2

SUBROUTINE PH

COMMON NMAX»D

XOBSVR(4.3)

COMMON <MAX.

HS(5»10)»FP
FVECTRl50).

)

38HHEART MODEL INVERSE PROBLEM -PHASE I //\

10.4)

10.4)

OLE»3X»7X3HTAU»5X5HSIGMA,5X5HKAPPA,5X,3X7HX-COORD.

COORD.3X7HZ-C00RD»5X»4X 6HX-DC0S�4X6HY-DCOS� .

DCOS //)

F10.4,5X3F10.4.5X3F1C.4)

SERVER .5X, 3X7HX-C00RD»3X7HY-C00RD,3X7HZ-C00RD.5X.

• 11Х1н2.]']Х1н3.11х1нб.11Х]н5//)
3F1Q.4, 5X5F12.6)
HT»5X, 5X5HF1(T),5X5HF2(T),5X5HF3(T), 5X5hF<»( T ) ,

(T),5X,7XSHV1(T),7X5HV2(T),7X5HV3(TJ//)

5X5F10.4,5X3F12.6)

13HABNORMALITIES //)

ASE2

ELTA.TAU(5).SIGMA(5)»ZKAPPA(5)»DCOS(5»3)»XCHAMB(5.3)i

•ADISTN(3»5).F(5»81).BOBS(3.81).TIME(81).T(1323>

ASIGMAI5),AKAPPA(5).P(5.81).H(5.10»81).PS(5).

REV(5) »AMATRX(243»10).BVECTRI243)»EMATRX(50»50) •

C(10).V(3»81I .NCHANG. ICHANG(5) . FCHANG(5 ) . IFLAG

SOLVE THE INVERSE PROBLEM

ASIGMA = APPROX. TO SIGMA

AICAPPA « APPROX. TO ZKAPPA

P(I.K) = PARTICULAR SOLU. D1POLE I» TIME К (MOMENT)

H(I,J.K)«H0M0GENE0US SOLU* J»...

PS(I) • PARTICULAR SOLU. DIPOLE I (SIGMA COMPONENT)

HS(I.J)« HOMOGENEOUS SOLU. J....

V(J.K) e POTENTIAL DIFFERENCE OBSERVED BY ELECTRODE J
AT TIME K» AS COMPUTED IN PHASE II* COMPARE

WITH BOBS(J»<) OF PHASE I.

INPUT
PRINT899

READ1000.KMAX

PRINT900.KMAX
PRINT904
DO 1 N=1.5
RE AD 1002» I � AS I GMA ( I ) . AICAPPA ( I >

PR I NT 905»I �AS IGMA( I ) .AKAPPAU)

INITIAL APPROXIMATION

<1 = C

PRINT909.K1
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CALL APPRX1
с
С 'HIGHER APPROXIMATIONS
С

IFLAG=2
DO 200 к\-\.KMAX

K=l
DO 2 1=1.5
P( I .1 )=0.0
PS(I) «0.0
DO 3 J=1.10
H(I»J.l)=0.0

3 HS( I ,J)=0.0
H( I,I.1)*] .0

15=1+5

2 HS<I»I5)«bO
L«3

DO и I«It5

L*L*1

4 f(L)«P(I»l)

DO 5 I«1.5

L»L + 1

5 T(L)«PS(!)

DO 6 J«l.10

DO 7 I«1,5

L-L + l

7 T(L)«H(I,Jfl)

DO 6 I«1.5

L«L + 1

6 T(L)«HS(I.J)

T(2)=0.0

T(3)=DELTA

DO 8 1=1.5

8 FPREV(I)*F(1,K)

С

CALL INTS(T»110.2»0»0»0»0»0.0.0.0.0.0.0.0»
С

DO 9 K=2.NMAX
CALL 1NTM

L«3
DO 10 I«l ,5

L«L+1
10 P< I »K)«T(L)

L = L + 5

DO 11 J*l .Ю

DO 12 1=1.5

L*L+1

12 H( I tJ«K)*T(U

11 L«L+5

DO 9 1=1,5

9 FPREV(I)«F(I,K)

С COMPUTE NEW APPROXIMATION

С

PRINT909.K1
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200 CALL APPRX2
С

RETURN
С

899 FORMATdHl UX 8HPHASE II //)

1000 FORMAT(6112)
900 FORMAT(6!20)

1002 FORMAT ( I10.lOx.5F10.<»)
905 FORMAT( I10.2F10#<»)
90<* FORMAT ( 1H0»8X1HI , 5X5HSIGMA,5X5HKAPPA// )

909 FORMAT(1H156X13HAPPROXIMATlON»I3//)

END

SIBFTC APPRX1

SUBROUTINE APPRX1

COMMON NMAX»DELTA»TAU(5)»SIGMA(5)»ZKAPPA(5),DCOS(5»3)»XCHAMB(5»3)•

1 XOBSVR(<*,3)»ADlSTN(3,5)»F(5»ei) »BOBS(3,81),TIME(81)»T(1323)

COMMON «MAX» ASIGMA(5) »AKAPPA(5) »Pf 5*81 ) »H(5»10»81 ) »PS(5) »

1 HSI5»10)»FPREV(5) «AMATRXf 2O»10)»BVECTR(243) ,EMATRX(50»50) .

2 FVECTR(50),C(10),V(3,8l) ,NCHANG,ICHANG(5) ,FCHANG(5> . I FLAG

С

С PRODUCE INITIAL APPROXIMATION

С INTEGRATE NONLINEAR D.E.

IFLAGM

K*l

L = 3

DO 8 1=1,5

L = L*1

8 T(L)=A»CADPA(I)#FXP(-0.5*«TAU(I J/ASIGMA ( I )) »*2 )

DC 811=1.5

L =L � 1

81 T(l ) =ASIGMA( I j

T(2)=0.0
T ( 3 ) =DELTA,

CALL INTSIT,10,2,0.0,0.0,CO,0.0,0.0,0.0)
L = 3

DO 82 I = 1 .&

L = L+ 1

82 F( 1 ,к)=T(L )

С POTENTIAL COMPUTED

DO 83 ;=1 ,3

V(J»K) -0.0

DO 83 1=1,5

83 V(J»*) =V(J,K ) � aDISTN(J,1)*F(I,kj

PR INT906

PRINT907,TIME(<),(F(I,O.I=1,5)»(V«J.<),J*1,3I
С
с
C INTEGRATE

DO 100 <«2,NMAX
CALL INTM

L = 3

DO 91 1 = 1 ,5

L=L + 1
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DO 92 J=l .3

V(J»K)»0.0

DO 92 1 = 1 .5

92 VCJ»IC)«V(J»K) � ADISTNU»I)«F(I»K)

PRlNT907.TlME(K)»(F(I»<),I = b5)HV(J,K)»J=1.3)

100 CONTINUE

RETURN

С

906 FORMAT(1H08X1HT.5X,5X5HF1IT),5X5HF2(T),5X5HF3(T),5X5HF^(T),

1 5X5HF5(T).5X»7X5WV1(T)»7X5HV2(T),7X5HV3(T)//!

90 7 FORMAT(F10.4.5X5F10.^.5X3F12.6)

END

5I8FTC APPRX2

SUBROUTINE APPRX2

DIMENSION PIVOT(50).INDEX(50»2)»IPIVOT(5^)»EM(50»50)»FV(5C»M

COMMON NMAX.DELTA.TAUI5 ) »SIGMA(5) »Z<APPA(5)»DC0SI5.3).XCHAM5(5,3)»

1 XOBSVRU.3).ADISTN(3.5)»F(5»81)»B03S(3»8l)»TI^(8]),T(1323l

COMMON KMAX. ASIGMAt 5) »AKAPPA( 5 ) »P( 5»ei ) .H( 5. 10.81 ) .PS( c, ) ,

1 HS(5.lO).FPREV(5)»AMATRX(2^3»10).BvECTR(2^3).F.vlATRX(bO,5 0)»

2 FVECTR(50)»C(l0)»V(3»81)»NCHANG»ICHANG(5),FCHANG(5)»IFLflG

С

С APPLY BOUNDARY CONDITIONS

С SOLVE LINEAR EQUATIONS

С COMPUTE NEW APPROXIMATION

С

С SET UP MATRIX. VECTOR

1=0

DO 3 J=1.3

DO 3 K=1.81

1 = 1*1

DO 1 LM.10

AMATRXd »L )»0.0

DO 1 M=l,5

1 AMATRX(I ,L)=AMATRX( I»L ) � AD ISTN(J�M)*H(M�L�<)

BVECTR ( I ) =BOBS(J.K)

DO 2 M=l,5

2 BVECTR(I)=BVECTR(I) - ADISTN(J,M)»P(M»K)

3 CONTINUE

С

DO 6 I = 1»10

DO 4 J«1.10
EMATRXlI,J)=0.0

DO 4 L = 1.20
t* EMATRX( I . J)=EMATRX( I . J ) � AMA TRX ( L � I ) • AMA T Rx ( L • J )

FVECTRd > =0.0

DO 5 L=1.243

5 FVECTRtI )=FVECTR( I ) � AMATRX(L � I )»BVECTR(L)

6 CONTINUE

С

С INVERT MATRIX

DO 61 1=1.50

FV( I .1)=FVECTR( I )

ГО 61 J=1.50
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61 Ем с I � J) = EMATRx(I , J)

CALL MATINV(EM,10»FV»1,DEТЕRM.PIVQT , INDEX•1PIVOT )

DO 62 1 = 1 .50

62 FVECTRfI)sFVI1,1)

С

С NEW APPROXIMATION

PRINT90**

DO 7 IM.10

7 C( I )=FVECTR( I )

DO 8 1-1.5

F( I .1 ) =C( I )

ASIGMA( I )=C( I +5 )

AICAPPA( I ) »F ( I ,1 |»EXPI0.5«I TAUf I J / AS ICMA f I » )*»2>

8 PRINT905» I «ASIGMAU ) «AKAPPA ( I )

PRINT906

км

DO 83 J= 1 .3
V(J.K ) =0.0

DO 8 3 1=1.5

83 V(J.K.)=V(J.K) � ADISTN(J.I )*F( I �< )

PRlNT907,TIMElO.(F(I.K).I=1.5)i(V(J.<).J=l»3)

С

DO 100 K=2»NMAX

DO 9 1=1,5

F ( I . К )
= P ( I . 1С)

DO 9 J=l . 1 С

9 F ( I .К. ) =F( I ,< ) � CUI»HII.J»K1

DO 93 J*l .3

V(J.K ) =0.0

DO 93 1=1.5

93 V( J.K)=V( J.K) + ADISTNt J, I )«F ( I .K)

100 PRINT907,TIME(K).(F(I.K).I=1.5).(V(J.K),J=1.3)

RETURN

С

90A FORMAT( 1H0.8X1HI, 5X 5HSIGMA. 5X 5HKAPPA//)

905 FORMAT( I 10.2F10.4I

906 FORMAT(1H0 8X1HT.5X. 5X5HF1(T).5X5HF2(T) .5X5HF3(T) .5X5HF4(T ) »

1 5X5HF5(T).5X.7X5HV1(T).7X5HV2(T ) ,7X5HV3(T)// )

90 7 FORMAT(F10.4.5X5F10.4,5X3F12.6)

END

tIBFTC DAUX

SUBROUTINE DAux

COMMON NMAX.DELTA.TAUl 5 ) . S 1 GM A ( 5 ) • ZlCAPPA ( 5 ) »DCOS( 5.3 ) .XCHAM8I 5»3» »

1 XOBSVR(A.3).ADISTN(3.5).F(5.81) .BOBS(3.81).TI ME С 81»•T(1323)

COMMON KMAX. ASIGMA(5) .A<APPA(5)»P(5.81).H(5.10.81 ) »PS(5) •

1 HS(5.10i »FPREV(5) »AMATRX(243.10).BVECTRI243)»EMATRX(50»50)»

2 FVECTR(50).C(10).V(3»81) .NCHANG.I CHANG(5)»FCHANG(5).1FLAG

DIMENSION XF(5)»XSG(5)
С

С

GO TO (1.2b IFLAG
С

с

С NONLINEAR EQUATIONS
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с
1 LO

00 10 I = 1» 3

L = L + 1

10 T(M)=-(T(2)-TAU(I))»T(L)/(T(L+5)»*2)

DO 11 1 = 1.5
М = М*1

И Т(М)гО.О

RETURN

С

С LINEAR EOS. FOR Pt H

CPARTICULAR

2 L = 3

00 3 I=l»5

L = L*1

3 XF(I)=T(L)

DO 4 I=l»5

L = L*1

4 XSG(I)=T(L)

С

M=U3

DO 5 I=l»5
M =M*1

TX=-(T(2)-TAU(I)I/CASIGMACI)**2)

5 T(M}=TX»(XF( I ) � XSG(n»(-2.0*FPREV(I)/ASlGMAM)) � 2*0*FPREVtII)

DO 6 I «It 5

M = M+1

6 T(M)sO.O

С

с

CHOMOGENEOUS

00 13 J=l»lO

С

00 7 1=1»5

L = L + 1

7 XF(I)«T(L)

00 8 1=1»5

L«L+1

8 XSG(I)«T(L)

С

DO 9 1=1»5

M=M+l

TX=-(T(2)-TAU(I ))/(ASIGMA(I )«*2)

9 T(M)=TX»(XF(I) � XSGCI)*(-2.0*FPREVCI)/ASIGMACin I

00 12 I=l»5
M = M+1

12 T(M)-0.0
С

13 CONTINUE

RETURN

END
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