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ГЛАВА I

СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ И КООРДИНАТЫ

§ 1. Конъюнкция и дизъюнкция

I. В математике часто приходится рассматривать случаи,

когда одновременно выполняются два каких-либо свойства. Мы

знаем, например, что существуют равнобедренные
прямоугольные треугольники (на рис. 1 прямым является угол при

вершине С). Это означает, что существует треугольник ABC,

который одновременно обладает следующими двумя свойствами: во-

первых, угол при вершине С—прямой, и во-вторых, стороны

[Л, С] и [В, С] конгруэнтны.
В математике одновременное выполнение двух свойств

принято называть конъюнкцией этих свойств и обозначать знаком Λ

(читается: „и"). Таким образом, то, что существует
равнобедренный прямоугольный треугольник ABC с прямым углом С,
может быть записано знаками так:

(3 Δ ABC) ((т (Ζ С) = 90°) Λ ([А, С] ~ [В, С])). (1)

Еще одним примером использования конъюнкции служит

пересечение фигур. В самом деле, точка Μ принадлежит
пересечению фигур F и Р, если она, во-первых, принадлежит
фигуре F и, во-вторых, принадлежит фигуре Р. Это можно

записать так:

F'n Ρ = {Αί |(AI€F) Λ (А1€Р)}.

II. Кроме знака конъюнкции Λ в математике часто

используется знак дизъюнкции V (читается: „или"). Знак V не совсем

точно описывается союзом „или", употребляемым в обычной речи.
В обычной речи союз „или" чаще всего имеет

разделительный оттенок, т. е. употребляется в смысле „либо—либо".
Возьмем, например, фразу: „Я уезжаю, но за книгой зайдет моя

сестра или брат". Здесь скорее всего имеется в виду, что зайдет
либо сестра, либо брат; возможность, что они зайдут оба вместе,
не предусматривается. В математике знак дизъюнкции не имеет

разделительного смысла, т. е. если два свойства соединены
знаком V, то это означает, что либо имеет место первое свойство
(но не второе), либо имеет место второе свойство (но не первое),
либо же (и в этом отличие) имеют место оба свойства
одновременно.

Рассмотрим в качестве примера объединение фигур Ρ и Ρ
(рис. 2). Если точка Μ принадлежит фигуре FuP, то имеет
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Рис. 1 Рис. 2

место один из трех случаев:

1) AigF, но М^Р (точка М± на рис. 2);
2) ΛίζΡ, но M$F (точка М2 на рис. 2);
3) M£F и ΜξΡ (точка Л13 на рис. 2).

Запись (Л1 ζ F) V (Μ ζ Ρ) как раз и означает, что имеет место

какой-либо из этих трех случаев. Итак,

FUP = {M\(M€F)\/(M€P)}.
III. Часто приходится образовывать отрицание высказываний,

представляющих собой конъюнкцию или дизъюнкцию более

простых высказываний.

Рассмотрим, например, высказывание: данный
четырехугольник ЛBCD—параллелограмм. Это высказывание можно

записать так:

(AB\CD)J\{AD\\BC).
Предположим, что это высказывание ложное: ABCD

параллелограммом не является. Следовательно, истинно отрицание
написанного высказывания:

-\((AB\\CD)A(AD\\BQ). (1)
Это означает, что хотя бы одно из высказываний AB\\CDt

AD\\BC места не имеет, т. е. истинно хотя бы одно из

высказываний ~| (АВ|| CD), I {ADЦВС). Иными словами,
высказывание (1) означает то же самое, что и высказывание

n(AB\\CD))vn(AD\\BC)). (2)
Если мы обозначим через Ρ высказывание AB\\CD, а через Q

высказывание AD\\BC, то высказывание (1) запишется в виде

1 (Р Л Q), а высказывание (2)—в виде (~| Р) V (Ί Q). Как мы
видели, высказывания (1) и (2) означают одно и то же:

l(PAQ)&nP)V(lQ)- (3)
IV. Рассмотрим теперь другое высказывание: данный

четырехугольник ABCD—трапеция. Это высказывание можно запи-



сать в виде Ρ V Q (гДе р и Q имеют тот же смысл, что и в

Допустим, нам известно, что высказывание Ρ V Q ложно,
т. е. ABCD трапецией не является. Это означает, что ни одно

из высказываний Р, Q места не имеет, т. е. истинны оба

высказывания "J Р, "| Q. Иными словами, то, что ABCD не

является трапецией, можно записать не только в виде

высказывания Π (Р V Q), но и в виде высказывания (~\ Р) AC] Q)-
Высказывания ^ (Р V Q) и ("1 Р) AC] Q) означают одно и то же:

l(PVQ)&nP)AC]Q)- (4)

Соотношения. (3) и (4) справедливы для любых
высказываний (или предикатов) Риф.

V. В качестве примера рассмотрим следующую теорему:

(V ABCD)((Z A&ZC)A(ZD**ZB))#
Φ» (ABCD—параллелограмм).

Так как эта теорема справедлива, то верна и теорема,
противоположная обратной:

(V ABCD) (ABCD—не параллелограмм) =>
=Ф 1 ((2 A -Z.Q A (ZDztZB))-

В этой теореме заключение записано в форме отрицания
конъюнкции двух предикатов. Согласно (3), ее можно

переписать в виде

(V ABCD) (ABCD—не параллелограмм) =Ф

=^(T(Z^^ZC))V(1(Z^^ZS))·

Словами: „если четырехугольник ABCD не является

параллелограммом, то какие-либо два противоположных его угла не

конгруэнтны между собой".

Задачи.

1. Укажите, какие из перечисленных на рисунке 3
треугольников обладают следующими свойствами:

а) ([Л, В] ~ [В, С]) А (т (Z В) < 90°);

б) ([Л, В] ~ [В, С]) А(т (Z В) > 90°);

в) ([Л, В] ~ [β, С]) Л ([Л, В] ~ [Л, С]);
г) ([Л, В] ~ [В, С]) А (т(АС)< 90°).

2· Укажите, какие из следующих высказываний истинны:

а) (VZ1* Ζ2) (Ζ1 и ^2—смежные) =»0/1 и Ζ2 имеют

общую сторону) Λ(ή(Ζι)+ή(Ζ2)=Λ80°);
б) (V^ 1, Ζ2) ((Ζ 1 и Ζ2 имеют о&цую сторону) Д (m (ZJ)+

+ m (Z 2) = 180°))^Ф С/ 1 и £ 2—смежные);



Рис. 3

в) (УЛ, β, Λί, /, /, где Л, β, Λί—точки, /—симметрия
относительно. прямой /) ((/ (Л) = В) Λ (Μ € /)) =5> (d (Μ, Л) =
= d (Μ, β)) Λ (ΑΒ ±l)A(d (Л, I) = d (β, /));

г) (УЛ, β, Λί, /, /, где Л, β, Λί—точки, /—симметрия
относительно прямой /) (d (Λί, Л) = d (Λί, β)) Λ (Лβ Ι /) Λ (d (Л, /) =
= £ί(β,0)>*((/(Λ)=Β)Λ(Αΐ€θ);

Д)(У/> #) ((/—движение) Λ (g—гомотетия)) =Ф(fog—подобие);
е) W,g)(fog—подобие) =>((/—движение) Λ (g—гомотетия)).
3. Какие из следующих высказываний истинны? Вывод, если

это можно, подтвердите чертежом.
а) (3 ABCD) (ABCD—прямоугольник) Д ([Л, β] ~ [β, С]);
б) (3 Д ABC) (т (Ζ Α) = 60°) Λ (m (Ζ В) = 60°) Λ (d (Л, β) = 5);
в) (3AABC)(d(A, B) = ±d(B, C))A(m(ZA)<m(ZC)).
4. Справедливы ли следующие высказывания? Сформулируйте

верные высказывания словами.

а) (VAABC)PM)(d(M9A) = d(M,B))A(d(M,A) = d(MtC));
б) (V/, т, п, где /, т, п—прямые) (3Λί) (d (Λί, /) = d (Λί, m)) Λ

Λ0(Μ,/) = ίί(Λί,η));
в) (VABCD)((ZA^ZQA(ZB^ZD))^(АВСО-парал-

лелограмм);
г) (V/, ft, где /, Λ—преобразования) ((/—движение) Λ

(ft—гомотетий)) =3> (/oft == fto/).
5. Справедливы ли следующие теоремы?
а) (УЛ (*х, yt)y В (х2, у2)) (Л и β симметричны относительно

биссектрисы первого координатного углаг) =£ ((х±=у2) Λ (*2 = #ι))'»

* Правильнее было сказать: „симметричны относительно прямой,
содержащей биссектрису nejpBoro координатного угла" (так как эта биссектриса
представляет собой луч, а не прямую). Для краткости здесь и в дальнейшем

говорится просто о симметрии относительно биссектрисы первого координатного
угла.
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б) (УЛ (*f, ί/ί), В (*2, Уъ)) (Л и β симметричны относительно

оси абсцисс) =3> ((^1 = х2) Λ (ifi = — #2)) ί

в) (УЛ (*ί, ί/i), β (х2, ί/г)) (Л и β симметричны относительно

оси ординат) =*>((*! = — х2) А (#ί = */2));
г) (УЛ (^ί, ί/ϊ), В (x2f У2)) (Л и β симметричны относительно

начала координат) =^ ((xf = — х2) Λ (#ϊ = — Уι)).
6. Убедитесь в справедливости следующих теорем и

сформулируйте их словами:

а) (Va, b, a', b', /, где /-подобие) ((/ (a) = а') Λ (/ (Ь) = Ь') Λ
A(/(a + b) = c'))=$>c'=a' + b';

б) (Уа, b, a', b\ k, f9 где /-подобие) ((/(а)=а') Λ (/(fta) =
= Ь'))=»(Ь' = йа').

7. Какие из изображенных на рисунке 3 треугольников
обладают следующими свойствами:

а) ([Л, β] - [β, С]) V (Ζ Β < 90°);

б) (μ,β]~[β,(:])ν(Ζβ>90ο);
в) ([Л, β] - [β, С]) V [Л, β] - [Л, С];
г) (^,B]~[fi,C])V(ZC<90°).
8. Справедливы ли следующие высказывания:

а) (УЛ, β, J, где А Ф В; А симметрична β относительно /) =Ф
=Φ(μβχθνΗβ||/));

б) (VAABC, AABD) (AABC~AABD)=*((m(ZQ=*
= m(Z.D)V(CD±AB));

в) (У/г, a) (fea = 0) =Ф ((& = 0) V (а = 0)).
9. Докажите, что фигура
/> = {Af|(d(Of Λί) + ίί(Λί, A)=d(0,A)) V(d(OfA)+d(A,M)=

= d (О, М))} есть луч с началом в точке О.

10. Подставьте вместо многоточия „ABCD—параллелограмм"
или „ABCD— не параллелограмм", так, чтобы в каждом случае
получилось истинное высказывание.

а) (У ABCD) (...)=» (Ι Φ*," Β] ^ [С, D])) V Π (ДВЦСО));
б) (УЛВСО)П ([Л, β]-[С, D])) Λ (1 (ЛВ||СО))=> (...);
в) (У ABCD)(~] ([Л, β] -[С, D])) V (1 (ЛВ|СО))=Ф (...).
11. Какие из обозначенных на рисунке 4 точек принадлежат
а) множеству К = {Λί Ι (Λί € Ρ) Λ {Μ ζ Q)};
б) множеству Ν === {Μ | (Λί 6 Ρ)Ι V (Μ € Q)}·
12. Прямая /£ на рисунке 5 делит плоскость на

полуплоскости Pj и Р2, прямая /2 —на полуплоскости Q£ и Q2.
Фигура Р—выделенный дугой угол КВС, фигура G—выделенный
двумя дугами угол КВС.

а) Запишите фигуры Р, G, используя знаки Π, U.
б) Запишите фигуры Р, (?, используя знаки V, Λ·
13. Запишите, используя знаки /\, V, следующие

утверждения:
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а) Фигура S есть пересечение окружности с центром К и

радиусом 5 и круга с центром О и радиусом 3.
. б) Фигура S есть объединение круга с центром К и

радиусом 5 и круга с центром О и радиусом 3.

в) Фигура S есть объединение окружности с центром К и

радиусом 5 и окружности с центром О и радиусом 3.
14. Справедливы ли следующие высказывания?

а) (V/, g, где /, g—движения) ((/ сохраняет ориентацию) Д
Д (g сохраняет ориентацию)) =Ф (go/ сохраняет ориентацию).

б) (V/, g, где /, g—движения) (f оg сохраняет ориентацию)=Ф

=£>(((/ сохраняет ориентацию) Д (g сохраняет ориентацию)) V
V ((/ меняет ориентацию) Д (g меняет ориентацию))).

в) (V/, g, где /, g—движения) {fog меняет ориентацию) =Ф

=Ф((/ меняет ориентацию) V (g меняет ориентацию)).
15. Запишите различными способами отрицания свойств

а) —г) задачи 1. Какие из треугольников на рисунке 3

обладают отрицаниями свойств а)— г)?
16. Высказывание в) задачи 3 ложно, т. е. истинно его

отрицание. Запишите различными способами это отрицание.

Убедитесь в его истинности.

17· Запишите различными способами отрицание
высказывания б) задачи 4. Истинно ли полученное высказывание?

48. Запишите различными способами отрицания свойств

а) — г) задачи 7. Какие из треугольников на рисунке 3

обладают отрицаниями свойств а)—г)?
19. Запишите различными способами отрицание следующего

высказывания:

(VO, М, А, где М—точка прямой ОА) ((d(0, M) + d(M, Л) =
= d(09 A)) V (d(09 A)+ d(M, A) = d(0, Μ))).

Установите, истинно ли получившееся отрицание?
20. Запишите теоремы, противоположные теоремам в), в)

задачи 2. Установите, истинны ли получившиеся теоремы. ·

21. Докажите справедливость следующих теорем,
предварительно освободившись от знака ~| перед заключением.

а) (у A (хь yt), B(x2, y2)) (А и В не симметричны относительно

биссектрисы первого координатного угла) =Ф "] ((*ι = у2) Д
Λ(*2 = #ϊ))·
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«; δ) ν

η\

e)
Рис. G

б) (V Л (#£, ί/χ), β (#2, #2)) (Л и β не симметричны относительно

оси абсцисс) =Ф "| ((Λ^χ^Λίί/ί^— &)).
в) (V Л (л^, ^ΐ), β (#2, у2)) (Л и β не симметричны относительно

оси ординат) =Ф "] ((%== —*2) Λ 0/1=*/2))·
22. Запишите теоремы^ противоположные теоремам а)—в)

задачи 14. Установите, истинны ли получившиеся теоремы.
23. Для теорем, которые даны в задачах 6 и 8;

сформулируйте теоремы, противоположные обратным. Верны ли они?

24. Перечислите пары изображенных на рисунке 6 углов,
обладающих следующими свойствами:

а) (углы имеют общую сторону^ Λ (мера каждого из углов
меньше 180°);

б) (углы имеют общую сторону) Λ (две стороны углов
являются противоположными лучами);

в) (углы имеют общую сторону) Λ (две стороны углов
являются противоположными лучами) Λ (каждый из углов меньше

развернутого).
25. Что представляет собой фигура S?

а) S = {K\(d(09K)>3)A(d(09K)^B)};
б) S = {K\(d(09K)>5)A(d(0, tf)<3)};
в) S = {К | (d (О, К) = 5) Λ (d (О, К) > 3)};
г) S = {К | (d (О, К) < 5) Λ (d (О, К) < 3)}.
26. Сформулируйте словами следующие теоремы. Верны ли

они?

а) (У ABCD) (ABCD—ромб) & ((АС—ось симметрии ABCD) А
A(BD—ось симметрии ABCD)).

б) (V ABCD)(ABCD—трапеция с основаниями [β, С], [Л, D]
и средней линией [Λί, К]) =» ((МК \\ ВС) А (2d (Αί, К) = d (β, С) +
+ <МЛ,Я))).
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27. Лучи lt и 12 имеют общее начало О и делят плоскость

на две области Ρ и Q. Запишите угол как объединение двух

лучей и одной из областей, определяемых этими лучами.

28. Какие из изображенных на рисунке 7 четырехугольников
обладают следующими свойствами?

а) ([А, В]&[С9 D])V (ABICD);
б) ([Л, В] ~ [Я, С]) V (т (Z В) = 90°);
в) ([Л, Щ ~ [В, С]) V ([Л, В] - [С, D]).
29. Запишите, используя знаки Λ, V, следующие

утверждения; сделайте чертежи.
а) Угол 1^ меньший развернутого, есть пересечение двух

полуплоскостей Μ и N.

б) Угол 2, больший развернутого, есть объединение двух
полуплоскостей Μ и N.

в) Сегмент S есть пересечение полуплоскости Ρ и круга К.
30. Запишите, используя знаки Дэ V, множество точек,

представляющее собой прямую.
31. Справедливы ли следующие, теоремы? Справедливы ли

обратные им теоремы? Объедините, если это возможно, обе

теоремы в одной словесной формулировке, используя термин „не-,

обходимо и достаточно".

а) (V ABCD, О, где О—точка пересечения диагоналей

четырехугольника ABCD) (ABCD—параллелограмм) =Ф (([Л, О] ~

-[С,0])Л([В,0]^[О,0]));
б) (V Δ ABC) (т (Ζ С) = 90°) Λ (m (Z A) = 30°) =>(<* (5, С) =

= id(A9B)).
32. Что представляет собой фигура М?
а) М = {К
б) М = {К
в) М = {К
г) Λί = {#

T((d(0,/()>3)A(d(0,/0<5))
1 ((d{0, K)>5) A(d(OfK)<3))
1 ((d(0, Κ) <5) Λ (d(09 K)> 5))}
l((d(0,^) = 5)A(d(0,^)<5))}.

Рис. 7
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33. Запишите различными способами отрицания свойств

а)__ в) задачи 28. Какие из изображенных на рисунке 7

четырехугольников обладают отрицаниями свойств а)—в)?
34. Запишите теоремы, противоположные теоремам а), б)

задачи 31. Справедливы ли эти теоремы?
35. Для теорем, которые даны в задаче 14, сформулируйте

теоремы, противоположные обратным. Верны ли эти теоремы?

§ 2. Определение

I. Очень часто на основе уже известных нам понятий

вводится новое понятие. Обычно в таких случаях используются

предложения, в которых содержится слово „называется". Такие

предложения называются определениями. Например,
определение ромба формулируется следующим образом: Ромбом

называется параллелограмм, две смежные стороны которого
конгруэнтны между собой. В этом определении (которое
рассматривалось в курсе VI класса) новое понятие „ромб" введено на

основе ряда понятий, уже известных к этому времени:
„параллелограмм", „сторона параллелограмма", „смежные стороны",
„конгруэнтны".

Как и теоремы, определения можно записывать с помощью

знаков V, 3, Л. V и др. Рассмотрим это на примере
определения ромба. Возьмем произвольный четырехугольник ABCD.
Для того чтобы утверждать, что ABCD—ромб, мы должны,

согласно сформулированному определению, убедиться, что,

во-первых, ABCD—параллелограмм и, во-вторых, что смежные

стороны [Л, В] и [В, С] конгруэнтны. Заметим, что оба эти

условий соединены в определении конъюнктивной связью, т. е.

требуется, чтобы выполнялось и то и другое. Заметим также,
что выполнение указанных условий является необходимым и

достаточным, чтобы четырехугольник ABCD был ромбом, т. е. мы

в том и только в том случае называем четырехугольник ABCD

ромбом, если выполнены оба эти условия. В результате
определение приобретает вид:

(V ABCD, где ABCD—четырехугольник) (ABCD—ромб)*»
Def

<Ф ((ABCD—параллелограмм) Л ([А, В] ~ [В, С])). (1)
Def

Запись „Def", помещенная под знаком », представляет собой

сокращение английского слова Definition—определение. Оно
означает, что формула (1) является определением, т. е. вводит

новое понятие (в данном случае понятие ромба).
В качестве второго примера рассмотрим определение

конгруэнтности фигур. Его можно записать так:

(VF, G, где F, G-фигуры) (F ~ G)«(3g€ D) (g(F)=G). (2)
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Здесь через D обозначена группа движений, и все определение
читается словами следующим образом: „фигуры F и G
называются конгруэнтными, если существует такое движение g, которое
переводит фигуру F.b фигуру G".

Н. Часто приходится устанавливать, что некоторая фигура
не принадлежит к какому-то понятию, т. е. не удовлетворяет
определению*

Пусть, например, требуется установить, что ABCD не

является ромбом. Утверждение „ABCD—ромб" означает, согласно

определению (1), что

(ABCD—параллелограмм) Л ([А, В] ~ [В, С]).

Следовательно, утверждение „ABCD—не ромб" означает

~\((ABCD—параллелограмм)Л(И, В]~[В, С])).
Таким образом,

(VABCD)"] (ABCD—ромб)» ~\ ((ABCD—параллелограмм)Л
Л([Л, β]-[Β, С])). (3)

Отрицание конъюнкции можно заменить дизъюнкцией

отрицаний (формула (3) на с. 6). Поэтому вместо (3) можно написать

также

(V ABCD)"] (ABCD—ромб) <=> ((ABCD—не параллелограмм)V
V1P, В]~[В, С])).

Словами: „ABCD в том и только в том случае не является

ромбом, если ABCD не параллелограмм или стороны [Л, В] и [β, С]
не конгруэнтны".

Аналогично из определения (2) получаем

(V/s G) -](F~G)&-\((3g£D)(g(F) = G)).

Это можно записать также в другом виде:

(VF, G)1 (F~G)&(Vg£D)(g(F)^G)).

Словами: „фигуры F и G не конгруэнтны, если какое бы
движение мы ни взяли, оно не переводит фигуру F в G".

III. Вернемся к определению ромба (см. (1)). В VI классе

были установлены некоторые необходимые и достаточные

признаки ромба, например следующие:

(уABCD, где ABCD—четырехугольник) (ABCD—ромб)^
«* (ABCD—параллелограмм)Л(^С JL BD)\ (4)

(V ABCD, где ABCD—четырехугольник) (ABCD—ромб) &
& ([Л, В] ~ {5, С] ~ [С, D] ~ [Л D]). (5)

Утверждения (1), (4) и (5) имеют совершенно одинаковую
структуру. В каждом из них утверждается, что

четырехугольник ABCD в том и' только в том случае является ромбом, если
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выполнены те или иные свойства. Однако роль этих утверждений
не одинакова. Соотношение (1) является определением, т. е.

используется для первоначального введения понятия ромба.
Поэтому утверждение (1) не нуждается в доказательстве. Что

зке касается соотношений (4) и (5), то они являются не

определениями, а теоремами и требуют доказательства.

Заметим, что мы могли ввести понятие ромба и иначе.

Например, можно было бы принять (4) за определение ромба.

В этом случае соотношение (4) доказывать было бы не нужно

(оно имело бы место „по определению"), но тогда утверждение (1)
следовало бы уже рассматривать как теорему, которая должна

быть доказана с помощью определения (4).

Задачи.^
36/ Вспомните определение равнобедренного треугольника.

Выпишите понятия, на основе которых вводится это определение.
Запишите определение равнобедренного треугольника символами.

37. Вспомните, какие углы называются смежными. Выпишите

понятия, на основе которых введено понятие смежных углов.
Запишите определение смежных углов символами.

38. Квадратом называется ромб, у которого один из углов—

прямой. Запишите это определение символами.

39. Запишите символами определение трапеции.
40. Запишите символами определение равнобочной трапеции.
41. Прочитайте словами следующие определения:
а) (Vfi, Fi) (Ff и ^—равновеликие фигуры) Φ» (S(Fi)=S(F2)).

Def

б) (V ABCD) (ABCD—прямоугольник) «*((ЛBCD—паралле-
Def

лограмм)Л(/я (Ζ А) = 90°)).
в) (V/7) (фигура F— выпуклая) фф (V А €Л B£F) ([Л, B]cF).

Def

г) (ΥΛί, где Λί—некоторое множество преобразований) (М—
группа преобразований) & (((е € M)A((V/ € Λί, g (Ε Λί) (fog g Μ))Д

Def

Λ((ν/€Λί)(/-ΐ(ΕΜ))).
42. Используя определение смежных углов (задача 37), за-

пишитё^ символами (двумя способами), в каком случае углы не

являются смежными.

43. Используя определение квадрата (задача 38), запишите

символами (двумя способами), в каком случае четырехугольник
не является квадратом.

44. Закончите записи:

а) (VABCD) (ABCD—не прямоугольник)^...
б) (ΥΛί, где Λί—множество преобразований) (Λί—не является

группой преобразований)»...

45. Вспомните определение вертикальных углов. Выпишите

понятия, на основе которых вводится это определение. Запишите
это определение символами.
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46. „Квадратом называется прямоугольник, у которого две
смежные стороны конгруэнтны". Запишите это определение
символами.

47. Запишите символами определение равностороннего треу.
гольника.

48. Прочитайте словами следующие определения:
а) (V а, Ь) (а = Ь)«ф ((направления векторов а и b одинако-

Def

вы)л(|аЫЬ|)).
- б) (V/, k, где /—преобразование, k—число) (/—подобие с

коэффициентом к) <& (УЛ, В, где Л, В—точки) (d{f^ У^))==М ·

в) (V/, где /—преобразование) (/—движение) <£Ф(УЛ, 5, где

Л, В-точки) (d(f (A), f(B)) = d(A, В)).
49. Закончите записи:

а) (УД ABC) (ДЛБС—не равносторонний)о.
б) (Va, b)(a=^=b)^...

Def

§ 3. Координаты вектора

I; Линейной комбинацией нескольких векторов называется

сумма этих векторов, взятых с некоторыми числовыми

коэффициентами.
'

В случае линейной комбинации двух векторов это

определение можно записать так:

(Vm, a, b) (m—линейная комбинация векторов а и Ь)<*
«(3ft, /) (m=:fea + /b). Dei

Def

Например, 2p—3q—линейная комбинация векторов ρ и q (рис. 8);
1,5а + 3,2b+ 1,7с—линейная комбинация векторов a, b и с и т. д.

Рассмотрим теперь на плоскости систему координат и

обозначим через в£ вектор длины 1, идущий в положительном

направлении оси абсцисс, а через е2—вектор длины 1, идущий
в положительном направлении оси ординат (рис. 9). Векторы et
и е2 называются базисными векторами рассматриваемой
координатной системы.

Рис. 8
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Теорема 1. Любой вектор на

плоскости однозначно представляется в

виде линейной комбинации базисных век-

торов. .

Доказательство. Пусть а—

некоторый вектор, а ОМ—равный ему

вектор, исходящий из начала

координат °-
пЛ *

Если точка Μ лежит на оси

абсцисс (рис. 10), то

ОМ = хел.

% И

Рис. 10

где модуль числа χ равен длине отрезка [OM]f а знак его будет
положительным, если Μ лежит на положительной полуоси, и

отрицательным в противоположном случае. Итак, если точка Μ

лежит на оси абсцисс, то

а = ОМ = хех = xt± -f 0e2,

т. е. в этом случае вектор а представляется в виде линейной
комбинации базисных векторов.

Аналогично, если точка Μ лежит на оси ординат (рис. 11),
то

а = ОМ = уе2 = 0е±+уе2,

где у—некоторое число.

Наконец, рассмотрим случай, когда точка Μ не лежит ни

на одной из осей. Проведем через Μ прямую, параллельную
оси ординат, и обозначим через N точку пересечения этой прямой
с осью абсцисс (рис. 12). Тогда

δΝ = χ^.

Далее, так как вектор ΝΜ параллелен оси ординат, то

Следовательно,

NM = yt2

а = 0М = 0Ы+ ЫМ=хъ+ уе2.

Итак, в любом случае вектор а представляется в виде

линейной комбинации базисных векторов.
Остается доказать единственность.

Допустим, что некоторый вектор а двумя различными
способами представляется в виде линейной комбинации базисных
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векторов:

Рис. 12

0)
(2)

я=х'^+ у'е2,
a = xex + i/e2.

Вычитая из первого равенства второе, получаем

(х' —х) ti + (у' —у) е2 = 0.

Если бы было х9 —хфО, то

"

с =
у'-у

с

что невозможно, так как векторы et и е2 не параллельны. Значит,
обязательно должно быть х'—х = 0, т.е. х' = х. Точно также

устанавливается, что у' = у. Но это противоречит тому, что (1)
и (2)—разные записи вектора а в виде линейной комбинации
базисных векторов.

II. Итак, если задана координатная система, то любой

вектор а однозначно записывается в виде

a = xei + yt2.

Числа хну называются координатами вектора а в

рассматриваемой системе:

(Veif e2, а, х, у, где tt и е2 —

базисные векторы системы

координат) (числа #,. у—координаты

вектора a)^(a, = xei + yt2).
Dei

Например, вектор.а (рис. 13)
имеет координаты χ= 2, у = 3. В

самом деле, ОМ = 2elt ON = Зе2;

значит, ОР^=2е1 + Зе2. Так как
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откуда видно, что координатами вектора а будут числа #=2,
у=3.

Теорема 2. Если вектор а имеет координаты х, у, а вектор b

имеет координаты х\ у\ то вектор а+.Ь имеет координаты
х+ х', У + У'-

Доказательство. Мы имеем

b = x'ei+y't2.

Складывая эти равенства, находим

* + b = (x+xf)ei+ Q/+y')eu

а это и означает, что координатами вектора а + Ь являются

числа x+ x'f у+у'.
Теорема 3. Если вектор а имеет координаты х, у, то для

любого k вектор fta имеет координаты kx, ky.
Доказательство. Мы имеем

3L = xti + ye2.

Умножив обе части равенства на ft, получаем

fta = ft (xe± + уе2) = ft (xtt) + ft (yt2) = (kx) e^+ (ky) e2,

а это и означает*, что координатами вектора fta являются числа

kx, ky.
4

III.,Ясно,-что если вектор а отложен от начала координат
(рис. 14), то координаты вектора а совпадают с координатами
его конца М. Естественно возникает вопрос, как найти

координаты вектора а=Л5 (рис. 15), если известны координаты его

начала А и конца В. Ответ на этот вопрос дает следующая
теорема. *

·■■
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Теорема. Координаты вектора АВ, имеющего начало β точке

А{хъ Уд и конец β точке В(х2, у2), равны х2—х±> у2—У±-
Доказательство. Обозначим через х, у искомые

координаты вектора АВ. Тдк как вектор ОА имеет координаты хь

yif то по теореме 2 вектор ОВ = ОА + АВ имеет координаты

xt + x, yi + y- Но координаты вектора ОВ нам известны (они
равны х2, у2). Следовательно,

Xi + x = x2f yi + y= y2,

откуда находим искомые координаты χ и у:

X = JC2 Х±у

У = У2—У1-

IV. Задача. Даны две точки A(xiy уг) и В(х2, у2). Найти

координаты такой точки С отрезка [А, В], что

<*(Л,С) ,

d(AtB)~~K'

Решение. Проведем из начала координат О векторы ОА,
Qfi и ОС. Так как

d(AfC)
d(A, В)

0С = (1

k, ТО

—k)OA+k~OB.

Далее, так как вектор ОА имеет координаты х19 у1У по теореме 3

вектор (1—k)OA имеет координаты (1—k)x19 (1—k)yv Точно

так же вектор kOB имеет координаты kx2f ky2.
Следовательно, по теореме 2 вектор ОС имеет координаты

#=(1-—ft)*i + fc*2>

y=(\—k)yx + kyt.

Найденные числа и являются координатами точки С.

Задачи.

50. Выразите вектор m

(рис. 16) в виде линейной

комбинации векторов а и b

(точки Λί, Q и Ν —середины
сторон треугольников).

51. Выразите вектор m

(рис. 17) в виде линейной
комбинации имеющихся на

Рис. 16 рисунке векторов (М, N, Р,
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£3^
Q—середины сторон
параллелограмма).

52. Представьте' вектор с

(рис. 18) в виде линейной

комбинации векторов а и Ь.

53. Запишите каждый из

векторов а, Ь, с ий (рис. 19)
в виде линейной комбинации

базисных векторов.
54. Скопируйте в тетрадь

рисунок 20. Постройте век-

торЬ1 а' и Ь', исходящие из

начала координат и равные

векторам а и Ь. Запишите

векторы a, a', b и Ь' в-виде линейной комбинации базисных

векторов.
55. Начертите вектор с началом в точке Μ (3; —2),

координаты которого равны л: = 5, у = 4.

.56. Начертите вектор b с началом в точке Р{2\ 2), равный
—1,5е, + 2еа.

. 57. Докажите/ что вектор с = 3р—2q есть линейная

комбинация векторов а = 5р—q и b = —4p+ q.

Рис. 17
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Рис. 19 Рис. 20
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Рис. 21

58. Вектор а имеет координаты xt=s—5,6;
ί/1==3,4; вектор b имеет координаты дс2 = 2,6;
#2=1,6. Чему равны координаты вектора
а + b? Начертите два вектора, каждый из

которых равен а+Ь.
59. На координатной плоскости заданы

следующие точки: Л (3; 4); В (—2; 1);С(5; 8)
и D(—3;—6). Вычислите координаты

векторов АВ, AD, АС, ВС, BD, CD и запишите их

в виде линейной комбинации векторов е1э е2.
60. Вектор а имеет координаты 2, —3.

Найдите координаты противоположного вектора.
61. Что можно сказать о координатах

вектора а,-если он: а) параллелен оси х, б) параллелен оси у, в)
перпендикулярен оси х, г) перпендикулярен оси у, д) равен 0.

62. Вектор а имеет координаты 4,-6. Чему равны
координаты вектора: симметричного а относительно оси у\

симметричного а относительно биссектрисы первого координатного угла?
63. Даны точки А (—3,8; 4,2) и В (6,4; 5). Определите

координаты точки С, делящей отрезок [Л, В] в отношении 3:5 (т. е.

С£[А,В] и d(A,C):d(C, 5) = 3:5).
64. Вершины параллелограмма находятся в точках А (—1; 3);

В(1; —3); С (6; —3) и D(4; 3). Вычислите двумя способами

координаты точки пересечения диагоналей параллелограмма.
65. Даны точки Л (—6; —4); 5(3; 5) и С (6; —3). Вычислите

координаты вершины D параллелограмма ABCD.
66. Вершины треугольника находятся в точках Л(1; 1);

β (4; 5) и С (—2; 7). Определите координаты середин сторон

треугольника и координаты его центра тяжести.

67. Запишите вектор АС (рис. 21) в виде линейной

комбинации векторов а и b
(отрезок [Λ1, Р]—средняя линия

треугольника).
68. Представьте векторы т,

ρ и q в виде линейной
комбинации базисных векторов (рис.
22).

69. Представьте вектор с

(рис. 23) в виде линейной
комбинации векторов а и Ь.

70. Начертите вектор а=* -

= -2,5е1-3,4е2.
71. Определите координаты

вектора а (рис. 24). Найдите
координаты вектора fea при & = 3;
—2,5;—1. Постройте эти векторы. Рис. 22
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Рис. 23

72. Найдите координаты векторов а, Ь, с и d, изображенных
на рисунке 2&.

73. Вектор m имеет координаты л; = 2,5; # = 3. Чему равны
координаты вектора: а) симметричного вектору m относительно

оси х\ б) симметричного вектору m относительно начала

координат?
74. Докажите:

(Va, b, х19 х29 у19 у2, где х19 ^—координаты вектора а и х2э

у2—координаты вектора Ь) (& = Ъ)&((х1 = х2) Л (#1 = */2))·
75. Вектор а имеет координаты χ= 2, у = 3, вектор b имеет

координаты х =—2, # = 5. Найдите координаты векторов рия,
если известно, что а = 3р—3q, b = —p+ 3q.

76. Даны точки' Μ (—5; —4); Ρ (6; 7). Определите
координаты точек, делящих отрезок [Λί, Ρ] на 5 конгруэнтных частей.

77. Вершина А треугольника ABC, середина Mr стороны

[Л, В] и середина Ρ стороны [В, С] имеют следующие
координаты: А(— 1; —1); Л1 (—5; 3); Р(3; 7). Определите координаты
вершин β и С.

78. Определите координаты вершин треугольника, зная

координаты середин его сторон: Р(3; —2); Q(l; 6) и R (—4; 2).

.
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Рис. 24 Рис. 25

23



§ 4. Косинус и синус

1. Возьмем систему координат и соответствующие базисные

векторы tf и е2. Повернем вектор et на некоторый угол п° вокруг
точки О (рис. 26). Вектор, получившийся в результате поворота,
обозначим че^ез а. Очевидно, что конец Μ вектора а лежит на

окружности радиуса 1 с центром в начале координат.
Координаты вектора а (или, что то,же самое, координаты

точки М) принято обозначать особыми символами: абсциссу
через cos/i0; ординату—через sin/i°. Словами знак cos читается

«косинус»; знак sin—«синус».
Таким образом, определение cosm° можно записать в виде:

(V/г, х) (cos п° = х) & (вектор, полученный из е£ поворотом на
Def

угол /г°, имеет своей абсциссой число х).
Аналогично можно записать определение sin п°.
На рисунке 27 изображен круг радиуса 1 на фоне сетки

квадратов (стороны наименьшего квадрата имеют длину 0,05).
Пользуясь этим чертежом, нетрудно находить приближенные
значения синусов и косинусов различных углов.

Для этого нужно провести из точки О вектор длины 1,
составляющий с вектором е£ угол п°, и, пользуясь сеткой

квадратов, найти координаты конца этого вектора. На рисунке 27
показаны векторы а, Ь, с и d, образующие с вектором ej; углы
40°, 70°, 130° и 200°.

Из этого рисунка видно, что

cos 40° «0,77;
cos 70° «0,34;
cos 130° «—0,64;

cos 200°« —0,94;

sin 40° « 0,64;
sin 70°« 0,94;
sin 130° «0,77;
sin 200° «—0,34.

II. Для того чтобы определить числа cos/ι0 и sin/i°, мы

должны, согласно сказанному выше, не только указать угол п°,
но также выбрать систему координат и, в частности, задать

единицу измерения. В

действительности, однако, числа cos я0 и sinn°
от выбора системы координат (и
единицы измерения) не зависят, а

полностью определяются указанием
только угла п°.

В самом деле, рассмотрим
другую систему координат с началом

в точке О' и базисными векторами ei
и ej. Через а' обозначим вектор,
получающийся из ei поворотом на

угол п° вокруг точки О' (рис. 28).
Рис. 26 Обозначим через h подобие, пере-
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Рис. 27

водящее точку О в точку О', а векторы ei и

е2—соответственно в векторы е[ и е'2.
Вектор а при преобразовании h переходит в вектор а' (так

как подобие сохраняет величины углов). Подобие сохраняет

Рис. 28
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также операцию умножения
вектора на число и операцию
сложения векторов, и потому

a'=ft(a)=/i((cosft0)e1+ ^

+ (sin п°) е2) =A ((cos n°) ej+
+ ft((sin п°) е2)=(cos n°) А (е2) +
+ (sin п°) А (е2) = (cos n°) е[ +

*7 + (sinn0) el

Полученное равенство

Рис. 29 а' = (cos п°) е[ + (sin п°) е2

означает, что вектор а' имеет в новой системе координат те же

координаты, какие вектор а имел в старой системе, т. е. числа

cos n° и sin n° не зависят от выбора системы координат (в
частности, и от выбора единицы измерения).

III. Теорема. Для любого угла п° справедливы формулы:

cos (90°—п°) ь= sin n°\ sin (90°—п°) = cos n°; (1)
cos (180°—п°) = — cos n°\ sin (180°—n°) = sin n°\ (2)
cos (—п°) = cos п°\ sin (—п°) = —sin я°; ^ (3)
cos (360° + n°) = cos n°; sin (360° + n°) = sin n°. (4)

Доказательство. Пусть а—вектор, получающийся из et
поворотом на я°, а а'—вектор, получающийся из ех

поворотом на 90°—п° (рис. 29). Тогда вектор а имеет координаты
x= cosn°f i/ = sin/t°, а вектора'— координаты *' = cos(90°—п°),
i/' = sin(90°—л°).

Для доказательства формул (1) заметим, что векторы а и а*

симметричны относительно биссектрисы первого координатного
угла. Поэтому х' = у и у' = х, т. е.

cos (90°—ft°) = sinAi°; sin (90°— ft°) = cosn°.

Для доказательства формул (2) заметим, что векторы а и а',
получающиеся из ех поворотом на углы п° и 180°—п°,
симметричны относительно оси ординат (рис. 30) и, следовательно,

cos(180°—/г°) = — cosn0 и sin(180°—n°) = sinn°.

Для доказательства формул (3) заметим, что векторы а и а',
получающиеся из et поворотом на углы п° и —/г°, симметричны
относительно оси абсцисс (рис. 31) и, следовательно,

cos (— п°) = cos n°; sin (— п°) = — sin n°.

Наконец, формулы (4) следуют из того,
*

что при повороте
вектора et на углы п° и 360°+ п° мы получаем один и тот же

вектор а (рис. 32).
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Рис. 32 Рис. 33

Доказанные соотношения (1)—(4) позволяют находить синусы
и косинусы любых углов, зная значения синусов и косинусов
углов .от 0° до 45°. Например:

cos 78° = cos (90° —12°) = sin 12°;
sin 200Q = sin (180°—(—20°)) = sin (—20°) = — sin 20*

и т. д. Однако для удобства таблицы значений синусов и

косинусов обычно составляются для углов от 0° до 90°. Такие
таблицы приводятся в конце учебника.

IV. Для любых двух векторов а и b можно определить угол
между вектором а и вектором Ь. Для этого удобнее всего

отложить от некоторой точки О векторы ОЛ = а и ОВ = Ь. Тогда
угол, на который надо повернуть луч ОА, чтобы он перешел
в луч ОВ, и будет углом между вектором а и вектором Ь.

Заметим, что если луч ОВ получается из луча ОА поворотом на n°f
το луч ОА получается из луча ОВ поворотом на угол—п°.
Поэтому при нахождении угла между векторами важно

указывать, какой из векторов считается первым, какой вторым.
Теорема. Пусть et и е2—базисные векторы системы

координат и Ъ—произвольный вектор (отличный от нуля); тогда
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координаты вектора Ь равны *=|b|cosft°, г/ = |b|sinn°, где
п°—мера угла между вектором tt и вектором Ь.

Доказательство. Обозначим через а вектор длины 19
имеющий то же направление, что и вектор b (рис. 33). Тогда
Ь = йа, где k—положительное число, равное отношению длин

векторов b и а, т. е. & = |Ь| (так как |а| = 1). По определению
вектор а имеет координаты cosn° и sinn°. Следовательно,
согласно теореме 3 (с. 19), вектор Ь = £а имеет координаты
x = kcosn°, y = ks\nn°. Остается вспомнить, что k = \b\.

Задачи.

79. Начертите систему координат и примите за единицу
измерения отрезок 1 дм. Постройте векторы а и Ь, получающиеся
из ei поворотом на 60° и 120°.

а) Найдите координаты векторов а и Ь.

б) Чему равны sin 60°, cos 60°, sin 120°, cos 120°; с какой

точностью найдены эти значения?
80. Пользуясь рисунком 27, найдите значения синусов и

косинусов углов 20°, 80°, 90°, 100°, 180°, 270° и 300°.
81. Поверните вектор ^ на угол п°, для которого cosn°<0

и sin n° > 0 (сделайте чертеж). С помощью масштабной линейки

и транспортира определите cosn°, smn° и градусную меру
угла п°.

82. Постройте угол, для которого cos n° = 0,6. Сколько
существует удовлетворяющих этому условию углов, градусная мера
которых заключена: а) от 0° до 360°, б) от 0° до 180°, в) от 0°

до 90°, г) от 0° до 45°?
83. Вектор ег повернут на такой угол п°, что cosft° = 0,5.

Вектор, полученный в результате поворота, обозначьте через а.

Сколько существует углов п°, удовлетворяющих условию задачи?
Сколько существует векторов а, удовлетворяющих условию
задачи? Сделайте чертеж.

84. Вектор ех повернут на такой угол п°, что cos/i° =—0,5.
Вектор, полуденный в результате поворота, обозначьте через а.

Сколько существует углов п°, удовлетворяющих условию задачи?
Сколько существует векторов а, удовлетворяющих условию
задачи? Сделайте чертеж.

85. Укажите, какие из следующих высказываний истинны:

а) (3n)(sinn°=l);
б) (3n)(sinn° = 2);
в) (Зл) (sin n° = 0,001).
86. Докажите, что для любого л:, удовлетворяющего условию

—l^x^l, существует один и только один угол, градусная

мера п° которого удовлетворяет условиям 0°^n°^180° и

cosn°=x.
87. Докажите, что для любого у, удовлетворяющего условию

—1 <;#<;!, существует один и только один угол, градусная
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удовлетворяет —90°<n°<90°условиям

высказываний истинны:

мера /г которого

и sinn° = y.
88. Укажите, какие из следующих

а) (Vm, /i)(/n = M)=>(cosm0 = cosAi°);

б) (Vm, Ai)(m = Ai)=£(sinm°=sinAi°);
в) (Vm,/г)(cosm° = cosп°)=Ф(т = м);
γ) (Vm, η)(sinm° = sinn°)=$>(m = n).
89. Вектор а получен поворотом вектора ^ на угол п°.

Докажите, что a = (cosM°)ei + (sinn°)e2.
90. Докажите € помощью формул (1) — (4), что

а) sin(90°+ no)=cosAi°;
б) cos(90° + ai°) = — sin/i°;

в) cos (270°— η°) = — s'mn°.

91. Найдите, используя таблицу, помещенную в конце

учебника, значения косинуса и синуса следующих углов: а) 40%
б) 100°, в) 210°, г) —30°, д) —300°.

92. Найдите, используя таблицу, градусную меру углов
(в пределах от 0° до 180°) по заданным значениям синуса:
a) sin п° = 0,358; б) sin п° = 0,669; в) sin п° = 0,978; г) sinn°= 1Д

93. Найдите, используя таблицу, градусную меру углов
(в пределах от 0° до 180°) по заданным значениям косинуса:
a) cos п° = 0,326; б) cos п° = 0,454; в) cos/t° = 0,934; г) cos/t° = 1,0.

94. Найдите по таблице значения синуса и косинуса следую^
щих углов: а) 20,5°; б) 15,2°; в) 45,3°; г) 80,7°; д) 63,4°; е) 0,9°.

95. Найдите по таблице градусную меру острого угла по

следующим данным: a) sinn° = 0,381; б) sinn° = 0,980;
в) sirni° = 0,707; r)cosM° = 0,032; д) cos/г° = 0,702; е) costt° = 0,891.

96. На рисунке 34 изображены векторы, длина каждого из

которых равна 1. Определите координаты aftax векторов и

запишите каждый из них в виде линейной комбинации базисных
векторов.

Рис. 34 Рис. 3S
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97. Вектор а длины 1 имеет координаты х, у. Определите;
угол между вектором е± и вектором а в каждом из следующих"
случаев:

а)*= 0,34, у>0; в) * = 0,68, у<0;

б) * = —0,27, у<0; г)*>0, у = —0,37.
98. На рисунке J55 изображены векторы а, Ь, с и d. С

помощью масштабной линейки измерьте длину каждого вектора,
а с помощью транспортира—угол между tt и этим вектором.
Запишите каждый вектор в виде линейной комбинации базисных

векторов et и е2.
99. Вектор а имеет координаты х, у. Определите угол между

вектором ех и вектором а в каждом из рледующих случаев:

a)ja| = 3; х = 0,42; */>0;

б) |а| = 3,2; * = -1,29; у>0;
в) ja| = 3,7; x>0; у = —2,71;
г) |а| = 2,1; *<0; ί/ = —1,79.
100. Вектор af имеет координаты хи ylt а вектор а2 имеет

координаты лг2, у2- Определите угол между векторами ах и аа
по следующим данным:

а) ^| = 3; |а2| = 2; ^=2,36; д:2 = —1,79; уг>0; у2>0;
б) Κ| = 5; |а2| = 5; ** = 3,72; х2 > 0; уг<0; г/2 = —4,11;
в) |а/| = 2; |а2| = 5; xi = x2 = —1,7; yt > 0; ί/2>0.
101. Определите координаты вектора а по его длине и

градусной мере п° угла между векторами ех и а:

а) |а| = 8,3; п° = 44°;

б) |а|=11,2; п°=160°;

в) |а| = 0,702; и° = 90°.

102. Начертите на миллиметровой бумаге круг радиуса 1
(удобно ва единицу измерения принять дециметр). Разделите

окружность на 36 равных дуг (проведя радиусы через каждые 10°).
Решите, используя построенный круг, следующие задачи:

а) Определите значения синусов и косинусов следующих
углов: 10°, 20°, 30°, 50°, 70°, 90°, 140°, 210°, 300° и 330°.

б) Найдите меру угла (в пределах 0° до 360°) по следующим
значениям косинуса и синуса: sin я0 = 0,5; cos/i° = 0,5; sinn° =
==—0,2; costt° =—0,8.

103. Начертите угол, градусная мера которого равна 80°.
Определите cos 80° и sin 80°.

^

104. Постройте с помощью масштабной линейки, угольника
и циркуля тупой угол, синус которого равен 0,75.

105. Докажите справедливость следующих высказываний:

а) (3 п) ((sin п° < 0) A (cos n° > 0));
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Рис. Ш

б) (3 п) ((sin п° < 0) /\£os я°<0)>;
. В) (3n)((sinn°>0)A(cos/t°<0)).

106. Для каких углов между 0°

и 360° справедливы соотношения:

а) cosft°>0;
б) sinft°>0;
в) cos/i°<0;
г) sinft°<0;
д) cosft° = 0;
е) sinn° = 0;
ж) cos м° =1;

з) sinn° = l;
и) cosft° = —1;
к) sinn° = —1;
л) (sin n° < 0) Л (cos tt° = 0).
107. Докажите справедливость следующих высказываний:

а) (3/i)(cosn0 = sinM0);
б) (3m)(cosm° = — sinn°).
108. Определите с помощью круга, изготовленного при

решении задачи 102, значения синусов и косинусов следующих

углов: а) 60°, б) 65°, в) 135°, г) 315°.
109. Докажите с помощью формул (1)—(4), что

а) sin (270° + п°) =— cos я°;
б) cos (360°—n°) = cosn°.

110. Найдите по таблице значения косинусов и синусов
следующих углов: а) 70°; б) 50,2°; в) 100,8°; г) 200°.

111. Найдите по таблице градусную меру острого угла по

следующим данным:

а) cos п° = 0,309;
б) cos п° = 0,887;
в) sin я°= 0,766;
г) sinn° = 0,299;
д) cos я0 = 0,833;
е) cos я° = 0,302;
ж) sin n° = 0,499;
в) sin n° = 0,654.

,
112. На рисунке 36 изображены векторы ρ и q. Измерьте

длину каждого вектора и угол между вектором ех и этим

вектором. Запишите векторы р, q в виде линейной комбинации
базисных векторов.

113. Вектор а имеет координаты х, у. Определите угол между
вектором ej и вектором а в каждом из следующих случаев:

a) fa| = l; х=0,59; у<0;
б)[а| = 1; х>0; #=—0,32f
в) |а| = 0,3; х<0; 4f = —0,18;
г) |a|^4f3; χ=*-2,79; у<0.
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114. Векторы АВ, ВС и CD имею* длины а, Ь и с и обра--
зуют с е/ соответственно углы п°, т° и р°. Определите коор-

динаты вектора AD.

115. Определите координаты вектора а по его длине и

градусной мере п° угла между векторами е^ и а:

а) |а| = 5,01; /ι° = 53°,4;
б) | а | = 7,4; п°=180°.

§ 5. Скалярное произведение векторов

I. Мы уже знаем две операции над векторами. Одна из цих

(сложение векторов) каждым двум векторам а и b ставит в

соответствие вектор а+ b. Другая операция (умножение вектора
на число) ставит в соответствие вектору а и числу k также

вектор ka. В этом параграфе мы рассмотрим операцию, которая
называется скалярным произведением векторов и

которая каждым двум векторам а и b ставит в соответствие

некоторое число. Именно тем, что результатом операции является

число, и -объясняется название операции: „скалярное"
умножение (в математике и физике „скалярами" называют

ненаправленные величины, которые изображают на числовой шкале;
слова „скаляр" и „шкала" происходят от общего латинского

корня).
Скалярное произведение вектора а на вектор b обозначается

через ab и определяется равенством

ί |a||b|cosft° при (аΦ0) Л (Ьφ0),

ab==\ 0 при (а = 0) V(b = 0),

где п°—градусная мера угла между вектором а и вектором Ь.

Заметим, что скалярное произведение существенно зависит

от выбора единицы измерения (так как в определении
скалярного произведения участвуют длины векторов).

Лемма. Пусть tt и е2—базисные векторы системы
координат и а—вектор, имеющий координаты х, у. Тогда

ε^==Λ:, е2а = #.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда

а^=0. В этом случае в силу определения скалярного
произведения (и учитывая, что | е^ | = 1) мы имеем еха = | а | cos я°, где

п°—угол между вектором ef и вектором а. Но число )a|cosn°,
согласно теореме (п. IV § 4), как раз и равно абсциссе χ

вектора а. Доказательство равенства е2а=.# аналогично.

П. Докажем теперь основные свойства скалярного
произведения.

а) Скалярное произведение коммутативно:

(Уа, b)(ab = ba).
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В самом деле, достаточно рассмотреть случай, когда а=^0,

hs^O. Пусть мера угла между вектором а и вектором b равна п°.

Тогда мера угла между вектором b и вектором а равна —й°.

jvibi имеем:
ab = |a||b|cos/i°;
ba = | b 11 а | cos (—п°).

Остается заметить, что cos п° = cos (—п°) (формула (3) на с. 26).
б) Числовой множитель можно выносить за знак скалярного

произведения:
(Va, b, £)((£a)b = £(ab)); (1)
(Va, b, £)(a(£b) = £(ab)). (2)

Достаточно рассмотреть случай, когда а^О, b^O, k^O.
Обозначим меру угла между вектором а и вектором b через п°.

Если k > О, то вектор ka имеет то же направление, что и

вектор а, и потому мера угла между вектором ka и вектором b

равна п°. Следовательно, в этом случае:

(^a)b=|^a||b|cosn° = ^(|a||b|cosM°) = ^(ab).

Если же k < О, то направление вектора ka. противоположно
направлению вектора а и, следовательно, мера угла между
вектором ka и вектором b равна 180°—п°. Следовательно, в этом

случае: .

{ka) b = \ka 11 b |cos (180°—n°) = \k \| a 11b [(—cosn°) =*

== — (—A)|a||b|cosn0 = *|a||b|cosn° = ^(ab)

(формула (2) на с. 26).
в) Скалярное произведение дистрибутивно:

(Va, b, с) (а (Ь + с) = ab + ас).

Докажем это соотношение сначала в случае, когда

вектор а имеет длину 1. Рассмотрим систему координат, у которой
вектор ej· совпадает с вектором а

(рис. 37). Обозначим через ху у
координаты вектора b в этой системе,

а через х\ у'— координаты
вектора с. Тогда вектор b + с имеет

координаты х+х', у + у'.
Так кака = е!, то, согласно лемме

на с. 32,

ab = #, ас = #', а (Ь +с) = *+ *',

и потому

'\

\

ξ

0

\

г

5"=

+

г

> 1

<

2
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а (Ь + с) = ab + ас. Рис. 37
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-Пусть теперь а —произвольный вектор. Обозначим через а*
вектор длины 1, параллельный вектору а. Тогда а= £а'. Так
как |а'|==1, то, в силу уже доказанного,

a* (b + c) = a'b + a'c.

Умножив обе части этого равенства на k, находим

£(а'(Ь + с)) = £(а'Ь + а'с).

В силу доказанного свойства б), это можно переписать в виде:

(&0 (Ь + с) = {кг!) b + (ksLf) с,

а это и означает, что a(b + c) = ab=ac.

г) Скалярное произведение отличного от нуля вектора а на
себя—число положительное:

Скалярное произведение аа называют скалярным квадратом
вектора а и обозначают через а2. Таким образом, свойство г) можно
записать в виде

(Va=^0)(a2>0y.
В самом деле,

аа = а2 = | а [ | а | cos 0° = | а [2 > 0.

III. Во многих случаях (например, в случае нахождения

скалярного произведения) при рассмотрении угла между
векторами порядок векторов роли не играет. В таком случае мы

всегда можем считать, что .мера угла между двумя векторами
заключена между 0° и 180°, т. е. угол между векторами может

быть нулевым (рис. 38, а), острым (рис. 38, б), прямым (рис. 38, в),
тупым (рис. 38, г) или развернутым (рис. 38, д).

Из формулы
ab — | а 11 b | cos n°

непосредственно следует, что угол между отличными от нуля

векторами а и b будет:

острым или равным нулю при ab > 0;
тупым или развернутым при ab < 0;
прямым при ab = 0.

Часто пользуются также термином „ортогональные векторы".
Два вектора а и b называются ортогональными, если ab = 0

у -\
Τ ь

а) б)

_»,
:»■
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л-тоичем безразлично, являются ли векторы отличными от нуля):

(Va, b) (векторы а и b ортогональны) ф» (ab = 0).
Def

Иначе говоря, если векторы а и b ортогональны, то либо оба

они отличны от Нулевого вектору и образуют прямой угол,
либо хотя бы один из этих векторов равен нулю (и тогда угол

между ними не определяется). .

IV. Теорема. Пусть вектор а имеет координаты х> у,

а вектор Ъ—координаты х', у'ι тогда'

ab = xx' + yy'.

Доказательство.' Обозначим^через tt и е2 базисные

векторы координатной системы. Мы имеем

SL = xet + ye2;
b = x'ti+ y't2.

Следовательно,

ab = (xti + уе2) {x'tt + y't2) = xx'e^+ xy't^+
+ yx't2ti + yy't2t2.

Остается заметить, что e^^l, e2e2=l, eie2 = e2ei = 0 (так как

eile2).
V. Из сказанного ясно, в чем заключается ценность

скалярного произведения. С его помощью можно находить

геометрические величины: длины отрезков (по формуле, а2 = |а|2) и

косинусы углов (а потом по таблице и меры углов).
С другой стороны, скалярное произведение алгебраически

удобно: оно коммутативно и дистрибутивно, и потому
вычисления со скалярным произведением проводятся по правилам,
хорошо знакомым из арифметики .и алгебры.

Например,

а (ЗЬ—2с) = а (ЗЬ)—а (2с) = ЗаЬ—2ас;
(a+b)2 = a2 + 2ab + b2.

Имеется, однако, одно существенное различие между
алгеброй векторов и обычной алгеброй: векторные равенства нельзя

сокращать на множитель, даже отличный от нуль-вектора.
В самом деле, если из равенства ас = Ьс для чисел а, Ъ и сфО
вытекает, что а = &, то из равенства ас = Ьс (при с=^0)
вытекает лишь, что ас—Ьс = 0, или (а—Ь)с= 0 и, следовательно,
вектор а—b ортогонален вектору с (рис. 39).

VI. Рассмотрим примеры применения скалярного
произведения к решению геометрических задач. В первой задаче

скалярное произведение применяется к вычислению длин.

Задача 1. Доказать, что сумма квадратов длин диагоналей
параллелограмма равна сумме квадратов длин всех его сторон.
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Рис. 39

Решение. Примем две смежные стороны параллелограмма

ABCD за векторы а и Ь. На рисунке 40 Л5 = а, AD = b.

Отсюда находим ЛС=а+Ь и D5 = a—b. Найдем теперь

сумму скалярных квадратов векторов АС и DB:

лЬ+Ш2=<а+ Ь)2 + (а—b)2 = a2 + 2ab + Ь2 +

+a2—2ab+b2=2a2+2b2.

Это и означает, что

(d(A9 C))2 + (d(5, D))2 = 2(d(4, B)y + 2(d(A, D))2.

Рассмотрим теперь пример применения скалярного
произведения к нахождению величин углов.

Задача 2. Найти меру угла при вершине равнобедренного
треугольника, если известно, что медианы, проведенные к его

боковым сторонам, взаимно перпендикулярны.
Решение. Пусть треугольник ABC (в котором [Л, С] ~

с^[В, С]) удовлетворяет условию задачи: [В, М] и [A, N] —
медианы треугольника, ВМ ±_ AN. Обозначим через а и b

векторы СМ и CN (рис. 41). Такой выбор векторов удобен потому,

с что угол между ним совпадает с углом
при вершине треугольника.



Выразим векторы ВМ и AN через а и Ь:

ВМ-=ВС+ СМ = —2b + a; AN = AC+CN=—2a+ b.

По условию векторы ВМ и ЛЛГ перпендикулярны;

следовательно, ΒΜ-ΑΝ = 0, τ. е.

(_2b +a)(—2a+b) = 0.

Раскрывая скобки, находим 5ab—2а2—2Ь2 = 0. Принимая
во внимание, что | а | = ά (С, М) и | b | = d (С, N) = d (С, Л1),
получаем

5(d(C, Ai))2cosn°—2(d(C, Μ))2—2(d(C, Λί))2 = 0,

где η°—градусная мера угла С. Таким образом,
4

cosn° = -g-
= 0,8.

По таблице находим:

п°« 36°,9.

В следующей задаче скалярное произведение используется

для установления перпендикулярности векторов.

Задача 3. Доказать, что высоты произвольного
треугольника (или их продолжения) пересекаются в одной точке.

Решение. Проведем через, вершины А и В треугольника

ABC, прямые, перпендикулярные сторонам [β, С] и [Л, С];
обозначим точку пересечения этих прямых через О, а векторы,

идущие из точки О к вершинам треугольника,— через a, b и с

(рис. 42). Тогда АВ = Ъ—а, ВС= с±-Ъ и СЛ = а—с. Так как

ОА\_ВС и ОВ±СА, то

а(с—Ь) = 0, Ь(а—с) = 0,
или

ac = ab, ab = bc.

Следовательно, ас —be, откуда с(Ь—а) = 0, а это означает, что

ОС-АВ = 0, т. е. прямая ОС перпендикулярна прямой АВ.
Этим доказано, что третья высота проходит через точку

пересечения первых двух высот.

Задачи.

116. Вычислите скалярное произведение ab по следующим
данным (п°—градусная мера угла между вектором а и

вектором Ь):
а) |а| = 3,5; |Ь] = 7,6; я° = 43°;
б) |а| = |Ь|=1; п°=140°;
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в) |а[=351; |b| = 847; n°=90°;
г) | а | = 2,9; |Ь|=*1; векторы а и b параллельны и

противоположно направлены.
117. Под воздействием силы f материальная точка переме-

щается из положения А в положение В.

а) Вычислите работу силы f при этом перемещении, если

|f | = 3,4; d(A, 5) = 8,1, а мера угла между направлением сщш f

и вектором АВ составляет 37° (величины измерены в единицах

системы СИ: перемещение—в м; сила—в Н; работа—в Дж). -

б) Решите ту же задачу, если сила f и перемещение ЛВ —

произвольные.
118. Обозначим через ν скорость материальной точки, а

через f—действующую на нее силу. Чему равна мощность,
развиваемая силой f? Вычислите эту мощность, если |f| = 5Н, |v|=a
= 3,5—, а сила и скорость образуют угол, градусная мера

которого равна 80°.
119. При каком расположении векторов: a) ab^Iallbl;

б) аЬ = —|а||Ь|?
120. Векторы a, b и с имеют соответственно координаты

(xi> Уг)> (х2> Уг) и (*з> Уз)- Используя скалярное произведение,
докажите, что:

(а + Ь + с = 0)»((х1Чх1 + др1 = 0)Л(У1 +У,+Л = 0)).

121. В каком случае (ab)с = (be) a?
122· В каком случае имеет место равенство

(а + Ь)2 = а2 + Ь2?

123. Вычислите скалярное произведение

(Зе^е,)^-^),

где ti и е2—базисные векторы.
124. Векторы а и- b имеют соответствейно координаты (xi9 yt)f

(*2> У*)* Вычислите скалярное произведение

(Зе£ + е2)(2а-Ь).

125- Используя свойства скалярного произведения,
докажите что

(Va, b)((a + b)(a—b) = a2 —Ь2).

126. В треугольнике ABC известны d(A, C) = 8,l; d(A,-B)==
= 12,5 и т (£ А) = 56°. Определите длину медианы [AD].

127. В треугольнике известны длины сторон. Определите
длины его медиан.

128. Докажите, что если £а + Ь = 0 и а_|_с, то Ь_|_с. Какой
геометрический факт, относящийся к прямым, выражает это

утверждение?
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129. Векторы а и b не параллельны между собой; при каком

значении k вектор а+ £Ь перпендикулярен вектору Ь?

130. Дан четырехугольник ABCD и взяты векторы а = Л5

и b = AD. Докажите, что если ар = Ьр, то ρ перпендикулярен

одной из диагоналей четырехугольника ABCD.
131. Докажите, что скалярное произведение двух векторов

не изменится, если к одному из них прибавить вектор,
перпендикулярный другому.

132. Известно, что векторы s + 2t и 5s— 4t взаимно

перпендикулярны. Какой угол образуют векторы s и t, если |s| = | tj = l?

133. Найдите значение выражения (а + Ь+ с)(а—Ь + с) —
— (a + b + с)2, если вектор а перпендикулярен вектору Ь,
вектор b перпендикулярен вектору с и |Ь|=1.

134. Векторы а, Ь и с исходят из одной точки О. Как рас^
положены концы этих векторов, если существует такой вектор
ρφ 0, что ар = Ьр= ср?

135. Вычислите скалярное произведение·векторов а и Ь,
заданных своими координатами:

а) а = (5; 2), Ь = (-3;6);
б)а= (6;-8), Ь = (12; 9);
в)а= (3;-5), Ь = (7;4).
136. Определите длину отрезка [Л, В] в следующих случаях:'
а)Л(2;3), 5(3; 1);
б) А (-2; 5), 5(1; 9);
в)Л(-2;0), В (-7; 12).
137. Определите градусную меру угла между векторами а

и Ь, заданными своими координатами:

а) а = (4; 3), Ь = (1; 7); . в) а=(6; -8), ^=(12; 9);
б) а =,(2; 5), Ь=(3; -7); г) а = (2; -6), Ь=(-3; 9).
138* Векторы a, b и с идут по сторонам треугольника ABC,

т. е. а=;5С, Ъ = сА и с==АВ. Докажите, что

ab + ас + be =~ (а2 + Ь2 + с2).

139. Докажите, что если в треугольнике две медианы

конгруэнтны, то треугольник—равнобедренный.
140. В треугольнике ABC проведена медиана [С, D].

Докажите, что если d(B, C)>d(A, С), то угол CDB—тупой.
141. В треугольнике ABC проведены медианы [Л, £>], [В, Е]

и [С, Т]. Вычислите

iBC'AD+CA'BE+AB-Cf.

142. Докажите, используя свойства скалярного
произведения, что диагонали ромба перпендикулярны.
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143. Докажите, что при любом распб*
ложении точек А, В, С и D на плоскости
имеет место равенство

liC-Ab + BD.CA +AB-CD = 0.

144. Докажите, что если Μ—середина
отрезка [Л, В]9 то для любой точки О спра-
ведливо соотношение

(d(0, A))* + (d(09 β))2-

Рис.43 =2(d(0, M))*+±(d{A9B))*.
145. Докажите, что для любых четырех точек Л, В9 С и D

справедливо равенство

(d(A9 C))* + (d(B9 D))* = (d(A9 B))* + (d(Ct D))* + 2BC.AD.

146. Докажите,-что если в четырехугольнике сумма
квадратов длин двух его противоположных сторон равна сумме
квадратов длин двух других его сторон, то диагонали

четырехугольника перпендикулярны.
147. Пусть ABCD—произвольный четырехугольник, [/С, Р]

и [Λί, Τ]—его средние линии (рис. 43). Докажите, что

(d(/C, P))*-(d(M,-T))* = AC.Bb.

148. Докажите, что если ABCD—прямоугольник, то для

любой точки Μ справедливо равенство

(d(M, A))* + (d(M9 C)Y={d(My B))* + (d(M9 D))\

149. Вычислите скалярное произведение pq (n°—градусная
мера угла между вектором ρ и вектором q):

а) |р|=-3,5; jqI = 81;
'

п° = 28°,5;
б) |р| = 0,475; |q|=l,09; n°=138°.
150. Упростите выражение (а + Ь—с) (а—Ь+с), если

вектор b ортогонален вектору с.

151. Докажите, что вектор (ab)c—(ac)b ортогонален
вектору а.

152. Используя скалярное произведение, докажите
следующие теоремы:

а) (VABCD, где ABCD—параллелограмм) (AC±BD)=i>
=S> (ABCD—ромб);

б) (VABCD9 где ABCD—параллелограмм) ([Л, С] ~ [В, £])=*>
=$>(ABCD—прямоугольник).

153. Четырехугольник ABCD—квадрат. Упростите
выражение {АВ—ЪВСу.
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154. Какому условию должны удовлетворять векторы а и Ь,
чтобы имело место равенство

|а + Ь| = |а-Ь|?

155. Вычислите скалярное произведение векторов а и Ь,

заданных своими координатами:

а) а = (-0,47; 1,62), Ь = (2,03; 0,54);
б) а = (4,1; 6,7), Ь = (-79; -61).
156. Вычислите длину отрезка [Λί, Ρ] по координатам его

концов:

а) М (-2; -5), Р = (3; 7);
б) Л1(0,7; 3,6), Р = (0; 1,2).
157. Определите угол между векторами а и Ь, заданными

своими координатами:

а) а = (-5; 12); Ь = (8; -15);
б) а = (3,9; 8); Ь = (-9; 12).
158. Векторы а и b образуют угол, градусная мера которого

равна п°. При каком соотношении между длинами векторов а

и b вектор а + b будет ортогонален вектору а?
159. а) Докажите, что если ABCD—параллелограмм, то

liCz + BC'DA = 0.

б) Справедлива ли обратная теорема?
160. Найдите сумму квадратов длин медиан треугольника,

если известны длины его сторон.
161. Докажите, что угол С треугольника ABC будет острым,

прямым или тупым в зависимости от того, будет ли длина

медианы [С, D] больше, равна или меньше -^d (Л, В).
162. Каков геометрический смысл тождества

- (а + Ь)2 + (а— Ь)2 = 2а2 + 2Ь2?

163. На стороне [Л, В] треугольника ABC взята такая

точка D, что d(A, D):d(D, B) = m:n. Вычислите длину отрезка
[С, £>], если d(At C) = a9 d(B, t)==b и т(£С) = р°.

164. Докажите, что если

(d(At C))* + (d(B9 C))* = ±(d(AtB))\
то С—середина отрезка [Л, В].

165. В плоскости прямоугольника ABCD
^
дана точка Λί.

Докажите, что

ма-мс=ш-мЬ.

166. Докажите, что в трапеции сумма квадратов длин
диагоналей равна сумме квадратов длин боковых сторон,
сложенной с удвоенным произведением длин оснований.
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167. Докажите, что если

диагонали четырехугольника

перпендикулярны, то сумма квадратов длин дву£
противоположных сторон равна сумме
квадратов длин двух других сторон.

168*. Найдите множество всех

точек, сумма квадратов расстояний от
которых до двух данных точек

плоскости имеет постоянное значение.

169*. Найдите множество всех

точек, сумма квадратов расстояний от

которых до трех заданных точек плос-

Рис. 44 кости имеет постоянное значение.

170*. Докажите, что сумма квадра-;
тов длин диагоналей произвольного четырехугольника равна
сумме квадратов длин всех его сторон, уменьшенной на

учетверенный квадрат длины отрезка, соединяющего середины
диагоналей (рис. 44):

. (d(A9C))* + (d(Bt Я))2 =
= (d(A9 B))* + (d(B9 C))2 + (d(C, D))* + (d(D9 A))*-4(d(P, H))\

§ 6. Метод координат

I. Из курса алгебры известно, что всякая прямая линия

определяется в системе координат уравнением первой степени.

Именно, если прямая / не параллельна оси ординат, то эта

прямая задается уравнением

y = kx + b
. (1)

(рис. 45). Смысл этого утверждения заключается в том, что

точка Μ с координатами хй, у0 в том и только в том случае
принадлежит прямой /, если ее координаты удовлетворяют
уравнению (1), т. е. если выполнено равенство y0 = kx0 + b.
На этом основании уравнение (1) называют уравнением прямой
линии U

Вообще, уравнением некоторой линии L (расположенной
в координатной плоскости) называется такое уравнение с двумя
переменными я, у, что линия L состоит из тех и только тех

точек, координаты которых
удовлетворяют этому уравнению. ^ι
Например, у = х2 есть уравне- j t
ние параболы (рис. 46, а),
уравнение ху = 1 — уравнение гипер

-

болы (рис. 46, б).
Мысль о том, что линию

можно задавать с помощью

уравнения с двумя неизвестными,
принадлежит выдающемуся матё- -

Рис. 45

42



Λ Sj

/ V

/ 0

7 I

\
't X

o)
Рис. 46

матику семнадцатого века Рене Декарту. Предложенный
Декартом координатный метод устанавливает связи между алгеброй
и геометрией, оказывающие большую помощь и той и другой
науке. Действительно, имея некоторое уравнение с двумя
неизвестными, можно начертить линию, определяемую этим

уравнением, и это дает возможность делать алгебраические быводы

на основании геометрических свойств получившейся линии.

Например, геометрически видно, что парабола у= х* и прямая
у=1,5л: + 5 имеют две точки пересечения (рис. 46, а). Это сразу
позволяет сделать вывод, что система уравнений

ί У = х\

\ # = 1,5* + 5
имеет два решения.

Кроме того, как мы увидим в этом параграфе, метод
координат позволяет применять алгебраические методы для
установления геометрических фактов.

II. Теорема. Окружность с центром в точке Q(a9 b) и

радиусом г определяется уравнением

{х—ау + {у—ЬуТг\ (2)

Доказательство. Точка Μ (χ, у) в том и только в том

случае принадлежит рассматриваемой окружности, если d(Q, M) = r,
или, что то же самое, если (d(Q, Ai))2 = r2. Но число (d(Q, Μ))*
равно скалярному квадрату вектора QM. Таким образом, точ-
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ка М в том и только в том случае
принадлежит рассматриваемой окру^..

м ности, если

QM2 = r2. (3)
=^

Согласно теореме III (с. 20), вектор
QM имеет координаты (χ—а, у—Ь) и

Рис. 47 потому скалярный квадрат этого

вектора равен (х—а)2 + (у—Ь)2 (теорема
IV на с. 35). Следовательно, соот«г

ношение (3) записывается в виде (2), что и доказывает теорему.
Задача. Даны две точки А и В. Доказать, что L =='

= {Af|d(i4, M) = 2d(B, Λί)} есть окружность.
Решение. Расположим систему координат так, чтобы

точка А служила началом, а точка В лежала на оси абсцисс;
абсциссу точки В обозначим через а (рис. 47). Множество L
состоит из тех и только тех точек М(х9 у), для которых
d(A, M) = 2d(B, Λί), или, что то же самое, (d(A, Λί))2 =
= 4 (d (β, Λί))2. Число (d(A, Λί))2 есть скалярный квадрат
вектора AM с координатами (л:, у), число (d{Bt Λί))2—скалярный
квадрат вектора βΛί с координатами (χ—а, у). Поэтому
(d(A, М))2 = х2 + у2; (d(Bt Μ))2^{х-ау+у\ ^Следовательно,
искомая линия L определяется уравнением х2-\-у2=4 ((χ—а)2-}-у2).
Раскрывая скобки и перенося слагаемые в одну часть

равенства, перепишем это уравнение в виде х2+у2—|-ал;+ ~а2 = 0.

Выделив полный квадрат, его можно записать так:

Отсюда видно, что линия L представляет собой окружность

с центром в точке Qf-g-a, °) и радиусом г=^а (рис. 48).
Замечание. Таким же способом может быть доказано

следующее более общее утверждение.
Пусть А и β—две различные точки и k Φ 1 —

положительное число; множество всех точек, отношение расстояний
которых до точек А и В равно &,
есть окружность, центр
которой лежит на прямой АВ.

III, Теорема. Пусть
кривая Ко имеет уравнение

f(x,y) = 0. (4)

Тогда кривая Kt, получающаяся
из Ко параллельным переносом -^_—

на вектор ρ с координатами рис. 48
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U9 b, имеет уравнение

f(x—a, у—Ь) = 0. (5)

Доказательство. Пусть
точка М1(х1у ух) принадлежит
кривой Кг- Это означает, что

м
она получается из некоторой
точки М0 (х0, Уо) € Ко при

помощи рассмотренного
параллельного переноса. Иначе.говоря,

Л Λί1==ρ. Согласно теореме III
+

на с. 20, вектор М0Мг имеет

координаты 'Χχ—Χο, Ух—Уо, т. е. χλ—#0 = α, Ух—у0 = Ь. Отсюда

χ0 = Χχ—я, Уо^Ух—Ь. Так как Μ0ζΚ0, то координаты точки

М0 удовлетворяют уравнению (4), и потому ί(Χχ—α, уг—Ь) = 0.

Итак, если тг£К19 то координаты точки М± удовлетворяют
уравнению (5).

Докажем обратную теорему: если координаты точки Μχ(Χχ, уχ)
удовлетворяют уравнению (5), т. е.

У\

w/

0

\ лх+Ьу+с*^

^^Vifa.yi)

"V
1 . Jfc

Л

Рис. 49

f(xi—a, У1—Ь) = 0, (6)

то эта точка принадлежит кривой К±.
Обозначим через M0(xQ> yQ) точку, которая переходит в Mt

при рассматриваемом параллельном переносе. Тогда, как и

прежде, хх—л;0 = а, Ух~у0 = Ь. Отсюда хх—а = х0> Ух—Ь = у0.
В силу (6) это означает,. что координаты точки М0
удовлетворяют уравнению (4), т. е. М0£К0. Но тогда точка Μχ
(получившаяся из Λί0 параллельным переносом) принадлежит линии Κχ.
Теорема доказана.

IV. Теорема. Пусть ах-\-Ьу-\-с = 0—уравнение прямой I.
Тогда, вектор η с координатами а, Ь перпендикулярен прямой L

Доказательство. Возьмем на прямой / две точки

Мо(*о, у0) и Μχ(χ19 Ух) (рис. 49). Теорема утверждает, что век-

торы η и M0Mi перпендикулярны, т. е. их скалярное
произведение равно нулю.

Согласно теореме III на с. 20, вектор Μ0Μχ имеет координаты
*i—*о> Уг—Уо- Согласно теореме IV (с. 35), скалярное

произведение векторов η и Μ0Μχ равно

а(х1—х0)+Ь{у1—у0). (7)

Таким образом, нам надо установить, что выражение (7) равно
нулю. Так как точка М0 лежит на прямой /, ее координаты
удовлетворяют уравнению этой прямой, т. е.

ax0 + by0+c=*0. (8)
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Из того, что Мг£1 следует

aXi + bt/i + c^O.
(9)

Вычитая из соотношения
(9) соотношение (S), полу*
чаем

a(x1—x0) + b(yi—y0) = Oi

что и доказывает теорему..
V. Задача. Доказать,

что прямые

a1x + b1y + ci = 0>
a2x + b2y+c2 = 0

параллельны в том и только в том случае, если существует
такое число &, что αα

= ^α2, bt = kb2. -

Решение. Вектор пх с координатами аи bt
перпендикулярен первой прямой, вектор п2 с координатами а2У Ь2

перпендикулярен второй прямой. Заметим, что каждый из векторов
пх и п2 отличен от нулевого вектора. Прямые параллельны в

том и только в том случае, если п^Па, т. е. П!=Лп2. Но
последнее равенство имеет место в том и только в том случае, если

a1
= ka29 bx = kb2 (теорема 3 на с. 19).
VI. Теорема. Пусть I—прямая, определяемая уравнением

ax+by+c= 0. Обозначим через η вектор с координатами (а; Ь).
Тогда для любой точки Μ (хи ух) справедливо соотношение

|n|.d(M, 1) = \ах± + Ьу±+с\.

Доказательство. Проведем через Μ прямую,

перпендикулярную /, и обозначим че.рез А (х^ у0) точку, в которой
эта прямая пересекает / (рис. 50). По теореме III (с. 20),

вектор AM имеет координаты хг—х0\ ух—у0 и потому

п-АМ = а(х1—х0) + Ь(у1—у0)

(теорема IV, с. 35). Так как Α ζ /, то

аХ0 + Ьу0+С = 0.

Вычитая это соотношение из предыдущего, получаем

η · ΑΜ = ахх + Ьух + с.

Остается заметить, что векторы AM и η параллельны и потому
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Задачи.

171. Какие из следующих точек принадлежат прямой

2у—Зх —1=0:

л (_2; 3), В(-3; 2), С (2; 1), D(l; 2), £(-7; -5), F(-6; -7)?

172. Укажите, каким из линий, определяемых следующими

уравнениями, принадлежит точка Л (2; —3):
а) у—2* + 7 = 0; г) 3* + 2# + 9 = 0;
б) 3*^-6 = 0; д) у = 2х—7\
в) 2#—5л: = 0; е) 2у—3л;2 = 0.

173. Какие из уравнений, указанных в задаче 172,
определяют прямые линии, не параллельные оси ординат?

174. Даны точки Л (—2; 3); 5(1; 4); С(—1; 2). Составьте
уравнения прямых а) АВ\ б) АС\ в) ВС.

175. Установите (начертив нужные кривые на координатной
плоскости), сколько решений имеют следующие системы:

а) ί ху =—2, б) А у—*2+ 2 = 0,

\ Зх—2у—1 = 0; \ Ьх—3*/+ 2 = 0.

176. Какие множества точек определяются на координатной
плоскости следующими неравенствами:

а) #>0; г) 2х—3*/ + 5>0;
б) *<у; д) |у|<1;
в) */>Зл; + 1; е) 0<л:<5.
177. Даны точки Л (2; 3); В(—3; —5); С(т; я); D(0; 4).

Вычислите скалярные квадраты векторов АВ, ВА, AD и ВС.
178. Окружность имеет центр в точке (2; 3) и радиус 5.

Через какие из следующих точек проходит эта окружность:

Л (5; 7); 5(7; 5); С (7; 3); D(3; 7); £(-1; 7); F(2; 3)?

179. Запишите уравнение окружности с центром Q(3; —4),
которая проходит через точку (3; 2).

180. Какие линии определяются следующими уравнениями:

а) л:2Ч-г/2 = 1; д) *2+л/2—6х+ 2у + 1 =0;
б) л;* —г^о; е) *2 + ί/2 — 6* +2#—15= 0;
в) х—2 = 0; ж) #2 + ί/2 — 4* + 4#—8= 0.

г) (*-3)2 + (ι/+1)2 = 4;~
181. Докажите, что прямая у—х = 0 касается окружности

(у—2)2+х2—2 = 0.
182. Что представляет собой множество точек, координаты

которых удовлетворяют неравенству

а) (*-2)* + (*/-3)2<16; в) (* + 3)* + (*/-2)2<0;
б) (х-2)» + (0+1)».<25; г) *2 + (ί,_5)2<-3.
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a) ί χ»+0·<1. 6) ί χ*.

\ 2x-y-l^0; \ (χ-

{

183. Какие из следующих фигур конгруэнтны; какие из них

равны
А = Ш(х; у)\х% + (у-3)*^9}г
В = {М(х; У)\х* + у*—6у^0\;
С={М(х; у)\х2 — Юх+ у2 +2у+17^0}.

184. Что представляет собой множество всех точек плоскости
координаты которых удовлетворяют следующим системам нера'
венств:

>+у*+2х-2у—7^09

:+1)» + (у-1)»<1;
в) ( х* + 2х +у*—2у + 1<0,

х2—5х + у* —Зу +25<0.
185. Обозначим через / прямую χ—2 = 0. Запишите

неравенства, задающие в координатах фигуру
F = {M\d(M, /)<5}.

186. Обозначим через I прямую у= — -j-, а через Q—точку

(θ; -jj; найдите уравнение линии L= {M\d(M, 1) = ά(Μ, Q)\.
187. Напишите уравнение окружности радиуса R с центром

в начале координат, а затем получите из него с помощью

теоремы п. III уравнение окружности радиуса R с центром в

точке (а; Ь).
188. Можно ли получить окружность (х—2)a +(if— 3)2 = 25

из окружности (х—3)2 + (#—5)2 = 25 при помощи параллельного
переноса? Если можно, то укажите вектор параллельного
переноса.

189.. В результате параллельного переноса парабола у = х2

перешла в параболу, проходящую через точки (2; 7); (4; —5).
Определите вектор параллельного переноса'и уравнение параболы,
полученной в результате этого переноса.

190. При параллельном переносе точка (1;7) перешла в

точку (—3; 4). Определите уравнение гиперболы, в которую

перейдет при этом параллельном переносе гипербола У = —-

191. Докажите, что каждая из следующих линий
представляет собой гиперболу:

ч 1 , г» *\ 2х+9
а)у=—5+2; б) у=т$4-
192. Линия / описывается уравнением f(x,y) = 0. Каким

уравнением описывается линия llt если она

а) симметрична / относительно оси абсцисс,
б) симметрична / относительно биссектрисы первого

координатного угла.
193. Напишите уравнение линии, симметричной окружности

у* + х* + 2#+ 6# + 9 = 0 относительно
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а) оси ординат;

б) начала координат.
194. Каким образом из графика y = f(x) можно получить

график a) y = f(x—a) + b\ б) y = f(x+ a) + b; в) y = f{x—a)\
Ϊ) y = f(*) + bl Д) </ = -/(*); е) y=-f(-x); ж) */ = /(-*)?

195. Найдите координаты вектора, перпендикулярного

прямой —2х+ Зу+ 4 = 0. Сколько таких векторов существует?
196. Даны точки А (—3; 2); 5(1; 4); С (—7; 4). Какие из

векторов АВ, АС, ВС перпендикулярны прямой 2х—у+ 3 = 0?

197. Найдите угол между следующими прямыми: -

а) Зх—4у+ 6 = 0 и 12х + 5*/ + 8 = 0;
б) 4* + Зу + 2 = 0 и х—5 = 0;
в) 2л:—3ί/+ 5 = 0 и 6λ; + 4#—7 = 0.

198. Докажите, что прямые

агх+Ьху+ с± = Ъ и а2х+ Ь2у + с2 = 0

перпендикулярны в том и только в том случае, если

199. Докажите, что прямые y=kx+ bt и #
= — -г-х + Ь2

перпендикулярны.
200. Какие из следующих пар прямых параллельны?
а) —2х + 3у—7 = 0 и */ = 2# + 7;
б) 4tx—Qy—50= 0 и 3#—2#+ 6 = 0;
в) 8*—4у—12 = 0 и у = 2х—3.

В случае, если прямые параллельны, найдите расстояние между
ними.

201. При каком условии прямые y = k1x + bi и y = k2x + b2
параллельны?

202. Найдите расстояние от точки Μ (5; 1) до следующих

прямых а) Зх + 4у— 7 = 0; б) 2#—3*/—7 = 0; в) у = 2х— 1.
203. Найдите расстояния от точек А(—2; 1); θ(1; —2);

С(—1;2) до прямой 2#+#= 0.
204. Напишите уравнение окружности с центром в точке

А(—3; — 1), касающейся прямой 2у—Зх+\ =0.

205. Составьте уравнения прямых, изображенных на

рисунке 51.
206. Даны точки А (—5; —2); В(1; —1). Составьте уравнение

прямой АВ и установите, какие из точек С(—1; 1); Р{7;0);
Η (—2; 3) принадлежат этой прямой.

207. Какое множество точек определяется на координатной
плоскости неравенством Зх—у—4^0? Какие из указанных в

задаче 206 точек принадлежат этой фигуре?
208. Напишите уравнение окружности радиуса 5, центр

которой лежит на оси абсцисс и которая касается оси ординат.
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Рис. 51

209. Какие фигуры определяются следующими уравнениями
и неравенствами? Сделайте чертежи.

а) (х-2)2 + у2 + 6у + 5 = 0; г) *2 + (#~1)2< 1;

б) у2-4*/+л;2-2х-20;=0; д) (2-д;)2+(3+у)2<9;
в) х2 + */2 = 0; е) 2(* + 3)2 + 0,-Н)2<-5.
210. Установите графически, сколько решений имеет каждая

из следующих систем

а) | д*-4* + 0« + 6у-3=О, б) ί (*_1)2 + (#-1)2 =9,

I ^ = -2; \ (*-5)2 + (ί/-7)2 = 1.

211. Точка А получается из начала координат переносом,на
вектор с координатами (—2; 3). Запишите неравенство,
задающее в координатах фигуру L = {M\d(M, Л)<3}.

212. Найдите уравнение параболы, если известно, что она

получена перемещением параболы у = х2

а) на 2 единицы влево,

б) на единицу вверх,
в) на 3 единицы вправо и 2 единицы вниз.
213. Какие из следующих линий можно получить из

гиперболы # = — параллельным переносом? В каждом случае укажите

вектор параллельного переноса:

а)у-2 = .
*\

х + 7

х— 3

214. Линия / описывается

уравнением описывается линия

в) У
х*—\

''

х+\

уравнением
/1Э если она

f(x,y) = 0. Каким
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а) симметрична / относительно оси 'ординат;

б) симметрична / относительно начала координат.
215. Напишите уравнение линии, симметричной окружности

2 _|- #2
— 6л: = 0 относительно

а) оси абсцисс;
б) биссектрисы первого координатного угла.
216. Координаты векторов а, Ь, с, d равны соответственно

(—6; 8); (—3; 4); (3; —4); (12; 16). Какие из этих векторов

перпендикулярны прямой 6х—8у+ 3 = 0?
217. Даны прямые Зх—4#+ 3 = 0; 8х— 15у + 3 = 0. К какой

из эти* прямых точка М(—1; 3) находится ближе?

218. Две прямые lt, l2 с уравнениями:

. 3*—4*/+ 5 = 0;
—15* + 8#+ 3 = 0

пересечены прямой т с уравнением 6# + 7ί/ + 8 = 0. Убедитесь,
что мера угла между прямыми /£ и т равна мере угла между

прямыми /2 и т. Следует ли отсюда, что lt || /2? Сделайте чертеж.
219*. Что собой представляет множество точек, координаты

которых удовлетворяют следующему уравнению:

(И-*)2 + (М-у)2 = о?

220*. Даны прямые 1± и /2 с уравнениями 7х—24#+8 = 0 и

Юх+24у—7 = 0. Напишите уравнения прямых, на которых
расположены биссектрисы углов между 1г и /2.

221*. Найдите длины высот треугольника, стороны которого
лежат на прямых г/ = 0, &х—8у+11=0 и 5х+ 12у+ 8 = 0.

222*. Сжатием к оси абсцисс с коэффициентом k называют

преобразование координатной плоскости, определяемое
следующим образом. Из точки Λί проводим перпендикуляр [Λί, Ρ] κ

оси абсцисс; в результате преобразования Μ переходит в такую

точку ЛГ, что РМ' =-^PM. Зная, что линия L описывается

уравнением F (х, #)=0, напишите уравнение линии Ζ/, в

которую переходит линия L при сжатии к оси абсцисс с

коэффициентом k. -

223*. Постройте линию, в которую переходит прямая 4х +
+ 5у—1=0 при сжатии к оси абсцисс с коэффициентом fc = 2.

Докажите, что при сжатии к оси абсцисс любая прямая
переходит в некоторую прямую.

224*. Кривая, в которую переходит окружность при сжатии,
называется эллипсом. Напишите уравнение эллипса,
получающегося из окружности х2 + у2 = 9 при сжатии к оси абсцисс с ко-

эффициентом k = 3. Докажите,, что линия -^ + |2":= 1 является

эллипсом.
225*. Докажите, что сжатия к оси абсцисс (с отличными от

нуля коэффициентами) образуют группу преобразований.
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226*. Сформулируйте определение сжатия к оси ординат.

Решите задачи 222*—225* для случая сжатия к оси орди-

нат.

§ 7. Метрические соотношения в треугольнике

Всюду в этом параграфе через а будем обозначать длину
стороны /\АВС, лежащей против угла Л, через 6—длину сто-

роны, лежащей против угла В, через с—длину стороны,
лежащей против угла С. Меры углов Л, β и С треугольника будем
обозначать через α°, β° и γ°. Наконец, площадь

треугольника ABC будем обозначать буквой S, а радиусы вписанной и

описанной окружности—буквами г и Я.
I. Теорема 1. (V/\ABC) (с2 = a2+b2—2ab cosy0).
Доказательство. Обозначим через a, b и с векторы,

идущие по сторонам треугольника, причем так, что векторы а

и b исходят из вершины С (рис. 52); тогда

с= а + (—Ь) = а—Ь.

При принятых обозначениях векторов мера угла между
векторами а и b равна мере угла С треугольника ABC, т. е.

равна γ°, и, следовательно:
с2 = |с|2 = с2 = (а—b)2==a2 + b2—2ab==a2 + b2— 2abcosv°.
Доказанная теорема носит название теоремы косинусов.
Теорема 2. (V&ABC)(y° = 90°)=$>(c2 = a2+b2).
Эта теорема непосредственно следует из предыдущей (так как

cos 90° = 0). Она связана с именем древнегреческого ученого
Пифагора (III—II в. до н. э.) и называется теоремой
Пифагора. Впрочем, некоторые ученые допускают, что Пифагор
познакомился с формулировкой теоремы во время путешествий
в другие страны, а ему принадлежит оригинальное
доказательство этой теоремы. Тогда математики не владели понятием

вектора и скалярного произведения, и теорема эта доказывалась
сложнее. В настоящее время известно много различных
доказательств теоремы Пифагора.

Словами теорему Пифагора часто формулируют так:

„Площадь квадрата, стороной которого является гипотенуза
прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов,

сторонами которых являются катеты"

д (рис. 53). Важно заметить, что

справедлива не только эта

теорема, но и обратная ей.

Теорема 3. (УААВС)(с2^

Доказательств о.Из
равенства с2 = а2 + Ь2 вытекает, в силу те-

а & оремы косинусов, что 2ab cos γ° = Ο,
Рис. 52 т. е. cosy° = 0. Поэтому γ° = 90°.
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пифагоровых

Замечание. Прямоугольные треугольники, у которых

длины всех сторон выражаются целыми числами, называются

пифагоровыми треугольниками. Треугольник на рисунке 54 является

пифагоровым (так как 52 = 42 + 32,<то мера одного из его углов·

равна 90°). Этот треугольник называют «египетским», поскольку в

Древнем Египте его использовали для построения прямых углов
на местности.

В древности пифагоровым треугольникам придавали особое

значение, иногда приписывали им волшебные, мистические

свойства. В настоящее время известно, что множество пифагоровых
треугольников бесконечно, и имеются формулы,
найти любой из них. Вот несколько примеров

треугольников:
а = 6, 6 = 8, с=10;
а = 5, 6 = 12, с=13;
а = 8, 6 = 15, с=17;
а = 7, 6 = 24, с = 25.

II. Теорема (УА^ВС) (s = yo6sinv°) .

Доказательство. С помощью движения поместим

треугольник ABC так, чтобы точка С-попала в начало координат

точка В лежала на

положительной полуоси абсцисс, а точка

А — в верхней полуплоскости

(рис. 55). Из точки А проведем
высоту; длину ее обозначим

через ha.
Мера угла между вектором ех

и вектором СА равна у°. Сле-
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довательно, координаты вектора СА равны χ = b cos у° и y=b siny0
Но ордината этого вектора равна высоте ha, т. е. ha = b siny0
Поэтому

~~

S = Taha = Tab sin γ°.

III. Теорема.

(VAABC) (
Доказательство. Из формулы площади находим

sinay sin βζ
.
= -*-)

siny0;
·

откуда

Аналогично находим

с abc

Sin γ*

afo

2S'

sinp0 2S
"

since0

abc
:

2S '

откуда и вытекает справедливость теоремы.
Доказанную теорему часто называют теоремой синусов.
Следствие 1. (VAABC)(yo = 90°)=S>(a = csmao==ccos$°).
В самом деле, по теореме синусов i, откуда(в си-

sm or sin уы
лу того что sin γ°=*1) и вытекает соотношение a= csina0. Кроме
того, в силу формулы (1) на с. 26, sina° = cospQ.

Следствие 2.

(УЛЛЯС)(Я=!§),
Пусть О—центр окружности, описанной около

треугольника ABC. Возьмем какой-либо острый угол_ треугольника ABC;
пусть это будет, например, угол С (рис. 56). Обозначим через
D точку, диаметрально противоположную точке -А. Тогда
вписанные углы АСВ и ADB. конгруэнтны, а т(^Л5£>) = 90°. Мы

имеем

с = 2R sin (m (Z. D)) = 2R sin у0 = 2R ~

(по теореме II), откуда
-

D__abc

IV.Решением треугольника
называется нахождение всех его

элементов (длин сторон и градусных мер
углов), если известны три из них.

Рассмотрим основные случаи решения
треугольников.



1) Известны длины двух сторон треугольника и мера угла,
заключенного между ними.

Пусть, например, даны а, & и у°. По этим данным можно

определить длину стороны с:

c* = a2 + b2—2abcosy°.
После этого можно определить косинусы углов А и В (по

теореме косинусов):

««■-!*£*. «»·-!*£=*. .

Градусные меры углов А и В находятся теперь по таблице
косинусов (впрочем, можно найти только один из этих углов,

а второй определить на основании того, что сумма мер углов
треугольника равна 180°).

2) Известны длина стороны и меры двух прилежащих к ней

углов.
Пусть, например, известны с, а° и β°. Прежде всего

определяем меру угла С:

γ°^180°—(α°+ β°).

Для нахождения длин сторон а и Ь можно воспользоваться

теоремой синусов. В самом деле, из равенства
а Ъ

_

с

sin α°
==

sin β°
~~

sin yQ
находим

_

gsina0, ft _ £ sin β°
a ~

ein VQ
» ° —

sin yQ
·

.

3) Известны длины трех сторон треугольника.
В этом случае для нахождения градусных мер углов можно

воспользоваться теоремой косинусов:
&2 + £2—02 а2+с2_&2 а2+&2_с2

Замечание. Иногда встречаются и другие случаи
решения треугольников. Например, может случиться, что заданными

элементами будут длина стороны, площадь и мера угла и т. п.

Разумеется, если заданные элементы не определяют остальные

элементы^треугольника однозначно, то задача „решить

треугольник" по этим элементам имеет несколько решений.
Например, задача „решить треугольник по заданным трем его углам"
имеет бесконечно много решений (любой треугольник, подобный
искомому, имеет те же углы).

Задачи.

227. Найдите длину стороны [В, С] треугольника ABC, если

d(A, C) = 23,5; d(A, 5)^=38,8 и т(^ Л) = 63°,7.
228. В треугольнике ABC известны а=0,628м, с=?0,412 м

и β°=160°,5. Найдите длину стороны [Л, С].
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Рис. 57

229. В треугольнике MPr
даны: d(P, M) = d (Ρ, AW
=Л4,8 см, m(Z^)=120°. Огь
ределите длину стороны [Λί, Д]#

230. Для измерения рассто-
яния между опорами
высоковольтных вышек А и В (рис. 57)
выбран пункт С и измерены
d(Ct A) = 73,2 м, d(Ct В)=,
= 68,1 м и m(Z. ACB) = 72°,5.
Определите по этим данным

d(A9B).
231. Длины сторон параллелограмма равны 7,1 см и 10,8 см,

градусная мера, одного из его углов равна 110°,3. Найдите
длины диагоналей параллелограмма.

232. Определите длину стороны [Л, D] четырехугольника
ABCD, зная, что d(At B) = d(B, С) = 11; d(C, D)=13;
/я(^ В) =110° и m(Z.C)=l35°.

233. Длины сторон треугольника ABC равны 8 см, 5 см и
10 см. Найдите углы этого треугольника.

234. В трапеции ABCD (AD || ВС) известны длины всех

сторон: d(i4,fi) = 4,l; d(B, С) = 6,3; d(C, D) = 3,2 и <ί (Л, D)= 11,2.
Найдите градусные меры углов трапеции.

235. На множестве Μ всех прямоугольных треугольников
рассматриваются предикаты а) —г). Для каждого из предикатов

укажите множество тех элементов Т£М, для которых он

превращается в истинное высказывание:

а) в треугольнике Τ имеются две конгруэнтные стороны,
б) в треугольнике Τ все три стороны конгруэйтны,
в) в треугольнике Τ сумма длин катетов равна длине

гипотенузы,
г) в треугольнике Τ сумма квадратов длин катетов равна

квадрату длины гипотенузы.
236. Вычислите длину третьей стороны прямоугольного-

треугольника (γ° = 90°) по следующим данным:

а) а= И см,

б) а = 2,9 м,

в) 6 = 45 дм,
г) а = 8,5 см,

Ь = 60 см;.
6 = 2,1 м;
с =53 дм;
с = 13,2 см.

237. Для построения на местности (с помощью мерной ленты)
прямого угла намечают треугольник ABC со следующими
длинами сторон: d(A, С) = 5 м, d(B, С) = 4 м, d(A, 5) = 3 м. Можно
ли утверждать, что построенный угол ABC является прямым?

238. Точка В лежит внутри прямого угла АМК. Найдите
расстояние точки В от стороны [М, А], если ее расстояние от

стороны [Λί, К] равно 21 см и d(B, Μ) = 29 см.
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239. Лестница длиной 13 м прислонена к стене дома. Ее

нижний конец отстоит на 50 дм от основания стены. На какой

высоте находится ее другой конец?
240. Найдите площадь прямоугольника ABCD, если известно,

что d(A, В) =4 см, a d(B, D) = 85 см.

241. Площадь ромба равна 1,2 дм2, одна из его диагоналей
имеет длину 10 см. Найдите длину стороны ромба.

242. Определите длину основания [Л, D] трапеции ABCD,
если известно, что: d(A, B) = d(C, D) = 40,2; d (В, С) = 17,2 и

/η(ΖΒ) = 100°.
243. Из точки Μ к окружности проведена касательная, длина

которой равна 9,6 см. Найдите расстояние от точки Μ до.
окружности, если радиус окружности равен 3,7 см.

244. Длина средней линии равнобочной трапеции равна 18,
отношение длин оснований равно 1:5. Определите площадь

трапеции, если длина ее боковой стороны равна 15.

245. Один катет прямоугольного треугольника имеет длину
20 см; гипотенуза длиннее другого катета на 2 см. Найдите
площадь треугольника.

246. Определите длину меньшей высоты треугольника по

следующим данным:

а) а = 25, & = 29, с = 36;
б) а = 3, & = 5, с=7;

в) а = УЪ, &=VT0, с =У13.
247. Стороны треугольника имеют длины 3, 4, 5. Найдите

радиус окружности, вписанной в этот треугольник,
248. Около окружности описана равнобочная трапеция с

основаниями 16 см и 36 см. Найдите площадь трапеции.
249. Даны две различные точки А и В. Постройте фигуру

F = {M|((d(Ai, B)Y-{d{M, A))* = (d(A, B)Y) /\{d(A, Λ1)<4)}.

250. Докажите, что если диагонали четырехугольника ABCD

перпендикулярны, то

(d(A, D))* + (d(B, C))* = (d(A, B))* + (d(C, D))K

251. Докажите следующую теорему:

(V Δ ABC) ((d (А, С) = d (5, С)) Λ (Λί € [А, В])) =>

=>(d(4, Λί)·<ί(β, M) = (d(B, C))2-(d(C, M)Y). ,

252. Найдите площадь параллелограмма ABCD, у которого

d(A, 5) = 5, d(B, £>) = 8, если:

а) ABCD—ромб;
б) ABCD—прямоугольник.

f Какую наибольшую площадь может иметь параллелограмм

при этих условиях?
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Рис. 58

253. Вычислите площадь тре-

угольника по следующим
данным:

а) а =58,5; & = 76,2;
m(ZO = 53°;

б) а = с=.6,08; т(/В)^
= 120°,4;

в) & = 2,02; ^7= 11,8;

254. Длины смежных'
сторон параллелограмма равны а

и &, а мера угла между ними
равна а°. Докажите, что площадь

параллелограмма равна ah sina0.
255. Вычислите площадь ромба, длина стороны которого

равна 0,305 м, а градусная мера одного из углов равна 6Г,9.
256. Определите (если возможно) углы треугольника по

следующим данным:

а) а = 2,1; Ь = 0,9; m(ZA)^43°:
б) Ь^4,1; с = 3,9;.тС/С) = 58°,3;
в) m(Z Л) = 70°,6; Ь== 10,1; а = 6,1;
г) а=1; & = 2,1; т(^/С) = 60°.

257. Для измерения расстояния между двумя пунктами А
и В, расположенными на разных берегах реки, выбрали третий
пункт С (рис. 58) и измерили расстояние между точками Л и С,
а также градусные меры углов А и С треугольника ABC. По

результатам измерений найдите d(A, β), если:
"

а) d (Af С) = 200 м, m(ZA)^62°t m(^/C) = 75°;
б) d (Л, С) = 172 м, m(ZA) = 57°, m ς/ С) == 82°.

258. Вычислите длины сторон и градусные меры -углов

прямоугольного треугольника (γ° = 90°) по следующим данным:

а) а = 3,3; сс° = 69°,7; .

β° = 54°,8;
α° = 33°,2;
β° = 82°;
α° = 12°,8;
β° = 20°,3.

259. Вычислите градусные меры углов прямоугольного
треугольника по длинам его сторон (w(^C) = 90°):

а) а = 3,01; & = 5,06;
б) а = 0,834; с =1,35.

б) а = 98;
в) 6 = 11,8;
г) Ь = 5,97;
д) с=П0,4;
е) с= 45,1;

260. а) Докажите, что sin 45° = XI: cos4fi·—О': sin 60°

КЗ
2

cos 60° = -Ь sin30°=;-i-; cos 30°^ -ζϊ
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б) Вычислите синус и косинус углов 120°, 135°, 150°.

261. Длина диагонали прямоугольника равна 0,59 дм, мера

угла между диагоналями равна 32°. Вычислите длины сторон

прямоугольника.
262. В окружности радиуса 6/4 см проведена хорда

длиной 7,6 см. Определите расстояние от центра окружности до хорды.
263. В равнобедренный треугольник вписана окружность.

Определите длину радиуса окружности, если длина боковой

стороны равна 7,25 см, а мера угла при вершине равна 82,4°.
264. Расстояние между центрами окружностей равно 12,7 см.

Вычислите длину их общей внешней касательной, если длины

радиусов окружностей равны 6,8 см и 2,8 см.

265. Обозначим через D основание высоты, проведенной из

вершины С прямоугольного треугольника ABC на гипотенузу

[Л, В].
а) Выразите расстояние точки D до вершин треугольника

через а° = т(^/Л) и c = d(A, В).
б) Докажите, что (d(C, D)y=d{A, D)-d{D, В).
в) Докажите, что (d(C, B))* = d(A, B)-d(D, В).
266. Длина одного из катетов прямоугольного треугольника

равна 136, а длина высоты, проведенной из вершины прямого

угла, равна 120. Вычислите длину второго катета и длину
гипотенузы.

267. Вычислите длины радиусов вписанной и описанной

окружностей треугольника со- сторонами 13, 14 и 15.
268. Вычислите радиус круга, описанного около треуголь-

,ника, если дано;

а) с = 8,7; т (Z С) =110°;
6)6 = 35,4; т(^В)= 55°,5.
269. Решите треугольник по следующим данным:

а) а=И8; 6 = 92; /п(^С)= 58°,6;
б) а = с = 0,576; m(Z.B)-№°,2;
в) а = 54,2; m(ZB)= 41°,l; т(Z С) = 73°,5;
г) 6 = 31,2; m(Z^) = 124°,7; m(ZB)= 18°;
д) а=18; 6 = 24; с=13;

е) а = 153; 6 = 117; с=134.

270. Решите треугольник по следующим данным:

а) α = 5,4 см, 6 = 6,8 см, т {/_ А) = 36°,2;
б) α = 7,4 см, с =4,5 см, т(^С) = 58°,5;
в).а = 6,2 см, 6 = 2,6 см, т(^Л) = 31°,1.

-271. Решите треугольник по следующим данным:

а) R = 5,63; т(^А) = 57°, 1; т(^В) = 108°,2;
б) /ια = 2,71; т{/. В) =128°,2; m(Z C) = 15°,2;
b)S = 15,8; α = 3,25; т Q/ В) = 86°,2.
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272. В окружности проведены радиусы [О, А] и [О, В] так,
что m(^/ АОВ) = 52°. Найдите длину хорды [Л, β], если длина

радиуса равна 7,04 см.

273. Длина стороны ромба равна 7,6 см, а градусная мера
одного из углов 108°,6. Найдите длины диагоналей ромба.

274. Определите длину диагонали равнобочной трапеции
ABCD, если известно, что: d(A, D) = 14,7; d(A, β) = 6,9;
т(^Л) = 38°,8.

275. Длины сторон треугольника равны 10,4 см, 8,12 см и

0,765 дм. Найдите углы этого треугольника.
276. Определите площадь равнобедренного треугольника,

основание которого имеет длину 10 см, а боковая сторона—13 см.

277. На какое расстояние надо отодвинуть от стены дома

нижний конец лестницы длиной 6,5 м, чтобы верхний конец ее

достал до карниза, находящегося на высоте 630 см от

поверхности земли?

278. Чему равна площадь равнобочной трапеции с

основаниями в 1 см и 24 мм и боковой стороной 25 мм?
279. В равнобедренном треугольнике длина основания на

6 см меньше суммы длин боковых сторон, а высота имеет длину
33 см. Найдите площадь треугольника.

280. Одна из диагоналей параллелограмма служит его

высотой. Периметр параллелограмма равен 50, а разность длин его

сторон 1. Определите площадь параллелограмма.
281. Определите большую высоту треугольника со

сторонами 15, 112 и 113.
282. Катеты прямоугольного треугольника имеют длины 24 см

и 10 см. Найдите радиус вписанной окружности.
283. Докажите, что если т и п—натуральные числа (т > я),

то прямоугольный треугольник, катеты которого имеют длины
а = т2—п2, Ь = 2тп, является пифагоровым. Какова длина

гипотенузы этого треугольника?
284. Докажите теорему:

(УЛ, β, С, М)(СМ± AB)^>(d(Ay C)Y—{d{B, C)Y^
= {d{A,M)Y-{d(B,M))K

285. Площадь треугольника ABC равна 30,2 см2, d(A, В) =*

= 8,1 см; d(A, C) = 5,3 см. Определите т(^Ц А).
286. Обозначим через d± й d2 длины диагоналей

произвольного выпуклого четырехугольника, а через а°—меру угла,
образованного этими диагоналями. Докажите, что площадь

четырехугольника равна yd^sina0.
287. Вычислите стороны треугольника по следующим данным:

.
а = 25,4; т (^ В) = 27°,4; m(ZQ = 69°,7.
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288., В равнобедренном треугольнике длина основания равна

6,7 см, мера угла при основании имеет 22°. Вычислите длину
боковой стороны треугольника.

289. Длины оснований прямоугольной трапеции равны а и

b(b>a), большая боковая сторона образует с основанием

трапеции угол, градусная мера которого равна 55,4°. Вычислите

площадь трапеции.
290. В окружности проведены две параллельные хорды, длины

которых равны 8,9 см и 12,4 см. Определите расстояние между

хордами, если длина радиуса окружности равна 6,2 см.

291. Площадь треугольника ABC равна 2 см2, d (Л, В) =
= 3,14 см; d(A, С) =? 1,71 см. Вычислите радиус окружности,
описанной около треугольника ABC.

292. Решите треугольник по следующим данным:

а) a = fc = 31,2; m(Z 4) = 58°,1;
б) а^17,6; с=13,1; т(/тВ)=-\\Ъ°^\
в) а = 5,41; 6=7,14; с=;6,28;

г) а=^4,3; с = 6; Аь = 2,8;
д) а=6; Ae = 37fl; m(Z^) = 72°.

293*. В треугольнике ABC проведены высоты [Л, D] и [Bf E].
Докажите, что d(Dt E) = d(A, β)cosy0..

294*. Существует ли, кроме 3, 4 и 5, три последовательных

числа, служащих длинами сторон пифагорова треугольника?
295*. Докажите теорему:

(УА, β, С, D) ((AD1АВ) Λ (ВС ±АВ)) =>

=>(d(B, D))*-(d(Af C))*^(d(A, D))*-(d(B, С))·.

§ 8. Правильные многоугольники

1. Многоугольник F называется правильным, если все его

стороны конгруэнтны и все его внутренние углы конгруэнтны.
Примерами правильных многоугольников могут служить

равносторонний треугольник и квадрат (рис. 59). На рис. 60

изображены правильный пятиугольник и правильный
шестиугольник. Многоугольник на рисунке 61 правильным не является: хотя

все его стороны конгруэнтны и каждые две соседние стороны

С
В 8

~

АС «__A£ A

α) δ) о) б)
Рис. 59 рис# 60
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Рис. 61 Рис. 62

перпендикулярны друг другу, но не все его внутренние углы

конгруэнтны (некоторые содержат 90°, а некоторые 270°). Не
является правильным и многоугольник на рисунке 62.

II. Теорема 1. Точки Аь Л2, ..., Ап, делящие окружность
на η конгруэнтных дуг, являются вершинами правильного
п-угольника.

Доказательство. Будем считать точки Аь Л2, ..., Ап
занумерованными таким образом, что при обходе окружности
против часовой стрелки они встречаются именно в этом порядке.
Так как дуги AtA29 Л2Лд, ..., An_tAn> АпА% конгруэнтны, то

конгруэнтны и опирающиеся на них центральные углы AfiA^
А2ОА3, ..., Αη-ιΟΑη, AnOAt. Поскольку объединение этих углов
представляет собой полный угол, а число их равно п, то мера

360° π
каждого из этих углов равна . При повороте вокруг точ-

ОСЛО

ки О на угол —— точка Л| перейдет в Л2; Ай—в Аь\ ...;

Ап—в Αν Следовательно, отрезок [Аь Л2] перейдет в [Л2, Л3],
и потому [Ль A2]~[A2f Л3]. Точно так же

[Л2, Л3]^[Лз, Л4] {Ап-и Ап]~[Ап, Atl

Итак, все стороны я-угольника. А±А2...Ап конгруэнтны между
собой.

Далее, при том же повороте /АпА£Л2 переходит в £АгА2Аг%
и потому /mAnAiA2c^./_Α±Α2Αζ. Точно так же

/_ А±А2А% ~ ^L A*AzAt, ..., Ζ Au^AuAt & Ζ AnAtA^.
Таким образом, все внутренние углы n-угольника AtAu... Ап

конгруэнтны между собой. Следовательно, этот /г-угольник—
правильный.

Доказанная теорема позволяет с помощью транспортира
строить правильные многоугольники с любым числом сторон.
Например, чтобы построить правильный пятиугольник, достаточно

построить окружность с центром в точке О, а затем провести
из точки О лучи* которые образуют друг с другом углы, имею-
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Рис. 63 Рис. 64

щие меру —g-
= 72°. Точки пересечения окружности с

проведенными лучами делят эту окружность на пять конгруэнтных
дуг и потому являются вершинами правильного пятиугольника

(рис. 63).
Теорема -2. Около всякого правильного η-угольника можно

описать окружность; при этом его вершины делят окружность
на η конгруэнтных частей.

Доказательство. Если я = 3, то рассматриваемый
правильный и-угольник представляет собой равносторонний
треугольник. В этом случае теорема справедлива.

Пусть теперь п>4. Рассмотрим четырехугольник AlAiAzAi
(рис. 64). Так как [Аь А2]~ [Л3, Л4] и Ζ.Α2~£ΑΖ, то этот

четырехугольник имеет ось симметрии т. Если η—ось

симметрии точез А± и А2, то точка О пересечения прямых тип

равноудалена от всех точек Аь Л2, Л3, Л4, и потому
существует окружность / (с центром О), проходящая через точки

Аь Л2, Лд, Л4„ Иначе говоря, окружность /, проведенная через
три точки Аъ Л2, Л$, проходит также через следующую
вершину Л4 рассматриваемого многоугольника. По тем же

соображениям рассматриваемая окружность / (проходящая через точки

Л2, Ла, Л4) проходит через следующую вершину Л5 и т. д.

Таким образом, окружность / проходит через все вершины
Ль Л2, ..., Ап рассматриваемого правильного многоугольника.

Так как хорды [Al9mA2]9 [A2, A3], ..., [Л„, At] конгруэнтны,
то конгруэнтны и соответствующие центральные углы: \£А±ОА2~
— Α.ΔβΑ3 ~ ...

~ £ AnOAt. Отсюда следует, что точки

Ai9 Л2, ..., Ап делят окружность ί на η конгруэнтных частей.

Теорема доказана.

Центр окружности, описанной около правильного

многоугольника, называют центром этого многоугольника.
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1

360°
Следствие 1. При повороте на угол -^— вокруг центра

правильного многоугольника этот многоугольник переходит в себя
Следствие 2. Все стороны правильного η-угольника

одинаково удалены от центра О этого многоугольника, и потому
существует окружность с центром О, касающаяся всех сторон
многоугольника. \

Эта окружность называется вписанной окружностью

правильного многоугольника. Легко видеть, что вписанная окружность
касается каждой стороны в ее середине.

III. Пусть F—правильный я-угольник. Обозначим через а

длину его стороны, через R—радиус описанной окружности,
г—радиус вписанной окружности, S—площадь
многоугольника F. Тогда справедливы следующие формулы:

r^Scos^;

Все эти формулы получаются из рассмотрения
треугольников A±DO и Аг0А2 (см. рис. 64), где О—центр правильного
многоугольника, точки At и Л2—соседние вершины, D—середина

стороны [Ai9 А2]. Мы имеемт{Z А±ОА2)=-^р-; m=(Z AiOD)=l-^f-.
Из треугольника A±DO находим

а ~ . 180Q „ 180°
т
= Rsin —-; r = Rcos-Z~.

Этим доказаны первые две формулы. Третья вытекает из

формулы S=z-jprf где ρ=ηα—периметр многоугольника F. Наконец,

четвертая следует из того, что

Задачи.

296. Какие из следующих высказываний истинны:

а) Любой четырехугольник, все стороны которого
конгруэнтны, является правильным.

б) Любой четырехугольник, все внутренние углы которого
конгруэнтны, является правильным.

в) Четырехугольник в том и только в том случае
правильный, если он является квадратом.
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297· Найдите градусную меру внутреннего угла:

а) правильного пятиугольника;

б) правильного двенадцатиугольника;

в) правильного я-угольника.

298 Сколько сторон имеет правильный многоугольник, если

.ера его угла а) 140°, б) 144°, в) 160°.

299. Найдите градусную меру внешнего угла правильного:

а) шестиугольника;
б) восьмиугольника;
в) я-угольника.
300. Докажите, что один из отрезков, получающихся при

пересечении диагоналей правильного пятиугольника, конгруэнтен

стороне пятиугольника.
301. а) Докажите, что сторона правильного треугольника,

вписанного в круг радиуса R, имеет длину Я]/3.
6} Докажите, что сторона правильного четырехугольника,

вписанного в круг радиуса R, имеет длину RV2 .

302. а) Начертите окружность и постройте с помощью

транспортира правильный шестиугольник, вписанный в эту
окружность.

б) Докажите, что сторона правильного шестиугольника,
вписанного в окружность радиуса R, имеет длину R.

303. Найдите число сторон правильного многоугольника,
если мера его внутреннего угла в 10 раз больше меры
центрального угла, опирающегося на сторону.

304. Докажите, что середины сторон правильного /г-уголь-
ника являются вершинами правильного я-угольника.

305. Какие из следующих высказываний истинны:

а) Любой правильный многоугольник имеет центр симметрии.
б) Любой правильный многоугольник с четным числом

сторон имеет центр симметрии.
в) Любой правильный многоугольник с нечетным числом

сторон имеет центр симметрии.
306. Докажите следующие утверждения:

а) Правильный пятиугольник имеет 5 осей симметрии.
б) Правильный шестиугольник имеет 6 осей симметрии.
в) Правильный я-угольник имеет η осей симметрии.
307. Сколько элементов содержит группа симметрии: а)

правильного пятиугольника, б) правильного шестиугольника, в)
правильного я-угольника?

308. Радиус круга—20 см. Вычислите длину стороны (с
точностью до 1 мм) и площадь (с точностью до 1 мм2) правильного
описанного около этого круга: а) пятиугольника, б)
двенадцатиугольника.

309. Вычислите радиус крута, вписанного в правильный*
я-угольник со стороной а.
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310. Найдите радиус круга, описанного около правильно
многоугольника, если известны сторона а этого многоугольна^
и радиус г вписанного в многоугольник круга.

**

311. Длина стороны правильного многоугольника равна 6 cm
длина радиуса описанного круга также равна 6 см. Найдит
число сторон многоугольника и его площадь. ,

*

312. Найдите площадь правильного м-угольника, если радиу*
вписанной в него окружности равен г. \

313. ПлЪщадь правильного /г-угольника равна S. Найдит*
радиус вписанной в этот многоугольник окружности.

314. Радиусы вписанной и описанной окружностей правила
ного многоугольника равны 1,41 и 2,82. Определите число сторон*
длину стороны и площадь этого многоугольника.

'

315. Около окружности радиуса Ь описан правильный и-
угольник. В ту же окружность вписан1 я-угольник. Определите
отношение длин сторон этих многоугольников.

316. Углы правильного треугольника со стороной а срезаны
так, что образовался правильный шестиугольник. Чему равна
длина стороны этого шестиугольника?

317. ABCDE—правильный пятиугольник. Найдите меру
угла DAC.

318. а) Докажите, что площадь правильного треугольника,
ЗЯ2 Уз

вписанного в круг радиуса R, равна —-£·—.
б) Докажите, что площадь правильного шестиугольника,

~ 3#2 V$
вписанного в круг радиуса R, равна —γ—.

в) Докажите, что площадь правильного четырехугольника,
вписанного в круг радиуса R, равна 2/?2.

319. Докажите, что любые два пра&ильных /г-угольника
подобны между собой.

320. Вершины правильного 2п-угольника соединены через

одну. Докажите, что проведенные отрезки являются сторонами
правильного /г-угольника.

321. Вычислите площадь правильного я-угольника со

стороной а.

322. Сторона правильного многоугольника имеет длину 3,2,
а радиус вписанного круга—длину 1,6. Определите число

сторон и площадь этого многоугольника.
323. Определите наименьший диаметр валика, который можно

опилить под брус с квадратным сечением, имеющим длину

стороны а.

324. Середины сторон правильного шестиугольника соединены

попарно между собой. Найти отношение площадей данного й

полученного шестиугольников.
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рис. 65 Рис. 66

325*. На рисунке 65 изображен паркет (т. е. покрытие
плоскости без пропусков и перекрытий), составленный из

правильных треугольников. Из каких еще правильных многоугольников
можно составить паркет?

326*. На рисунке 66 изображен паркет, составленный из

правильных многоугольников двух типов (четырехугольников
и восьмиугольников). Найдите еще два паркета такого типа.

327*. Периметр правильного многоугольника равен 48 см,
а расстояние от центра вписанного в многоугольник круга до
его стороны равно 6 см. Сколько сторон имеет многоугольник?

328*. а) Докажите', что η-угольник не может иметь больше
чем η осей симметрии.

б) Докажите, что если «-угольник имеет η осей симметрии,
то он правильный.

в) Докажите, что если группа симметрии я-угольника
содержит 2п элементов, то этот многоугольник правильный.

329*. В следующих высказываниях через Μ обозначается
произвольный многоугольник, через а и Ь—длины произвольных
его сторон, через А и В—произвольные его вершины. Какие
из следующих высказываний истинны?

а) (УМ) (М—правильный)^
Def

О ((За, Ь) (а = Ь)) Α (βΑ, В) (^Α~Ζ В)).

б) {УМ) (М—правильный) фф
Def

<Ф ((Уа, Ь) (а = Ь)) А ЦУА, Β)(ΖΑ~Ζ.Β))·

в) (УМ) (М~правильный)^
Def

Ф»((Ус, b)(a = b))V,((VA, B)(ZA~ZB)).
г) (УМ) (М не является правильным) фф

«»((Vc, Ь) (а Ф Ь)) А ОУА, В)~\(/.А~/_ В)).
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д) (VM) (Λί не является правильным) фф

& ((За, Ь) (a=£b))V((3A9 B)-](ZA~^ B))
е) (ΥΛί) (Μ не является правильным) & ]

& ((За, Ь) (а фЬ)) Л ((ЭЛ, β) Ί (Ζ Л - ^/ fi})

§ 9. Решение задач на построение
при помощи предварительных вычислений

I. Задача 1. Дан квадрат. Построить квадрат втрое
большей площади.

Решение. Обозначим через а длину стороны данного

квадрата, а через л:-^длину стороны искомого квадрата. Тогда
площадь данного квадрата равна а2, а площадь искомого х*щ
По условию должно быть

х2 = 3а*.

Следовательно, х = а^3 . Таким образом, проведенное
предварительное вычисление показывает, что, имея отрезок длины а,
нам нужно построить отрезок длины а]/3 .

Построить требуемый отрезок можно следующим образом.
Отложим на одной из сторон прямого угла с вершиной О
отрезок [О, А] длины а и затем проведем окружность радиуса 2а

с центром А (рис. 67). Если В—точка пересечения этой
окружности со второй стороной угла, то, по теореме Пифагора,

d(0, B) = V{2ay—α* = α]/ΊΓ.

Следовательно, квадрат со стороной [О, В] является искомым

(рис. 68).
Задача 2. Даны прямоугольник Q и отрезок [Λί, Ν].

Построить прямоугольник с основанием [Λί, Ν], равновеликий
прямоугольнику Q.

Решение. Обозначим через а, Ъ длины сторон

прямоугольника Q, через с—длину отрезка [Λί, Ν\ а через χ—высоту
искомого прямоугольника (рис. 69). Тогда площадь

прямоугольника Q равна аЬ, а площадь искомого ι -

Рис. 67 Рис. 68
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Η Ν

Рис. 69

Таким образом, проведенное вычисление показывает,

нужно построить отрезок длины
аЬ

с

г

Рис. 70

что нам

О)

Построить требуемый отрезок можно следующим образом.
Возьмем произвольный угол с вершиной О и отложим на одной
из его сторон отрезки [О, С] и [С, Л], длины которых равны
с и а. На другой стороне этого угла отложим отрезок [О, В]
длины Ъ. Проведем прямую. ВС и параллельную ей прямую /,
проходящую через точку Л. Через D обозначим точку
пересечения прямой / со второй стороной угла (рис. 70). Тогда
отрезок [В, D]—искомый. В самом деле, обозначим через χ длину
этого отрезка. Тогда, согласно следствию 1 (см. „Геометрия-7",
с. 21).

ь

откуда следует, что χ удовлетворяет соотношению (1).
Задача 3. Дан прямоугольник Q. Построить равновеликий

ему квадрат.
Решение. Обозначим через а, Ъ длины сторон

прямоугольника Q, а через χ—длину стороны искомого квадрата. Тогда
площадь прямоугольника Q равна ab, а площадь квадрата х2.
По условию

x* = ab.

Таким образом, надо построить отрезок длины x = ylzb.
Построить требуемый отрезок можно следующим образом.

Построим отрезок [Л, В] длины α+ b и возьмем на нем такую

точку D, что d(A, D) = a. На отрезке [Л, 5], как на диаметре,

построим полуокружность (рис. 71). Проведем через D прямую
/ J_ AB и обозначим через С точку пересечения ее с

полуокружностью. Тогда отрезок [С, D] является стороной искомого

квадрата. В самом деле, обозначим через χ длину этого отрезка,
а через а0 —градусную меру угла CAB. Тогда т (^BCD) = a°.
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Рис. 71 Рис. 72

По теореме синусов имеем:

χ
_

а χ
_

Ь

sin a°"~~sin(90°— a°) f. sin (90°— a0)"~since0 '■

Перемножив эти равенства, получаем x2 = ab, т. е. χ=ΥΊώ.
Следовательно, квадрат со стороной [С, D] является искомым.

Задача 4. Построить (без помощи транспортира)
правильный десятиугольник, вписанный в данную окружность.

Решение. Обозначим через R радиус данной окружности,
а через χ—длину стороны [Л, В] правильного десятиугольника.

4

Тогда т(^/Л05) = 36°, т(^ОАВ)=т {/_ΟΒΑ) = 72°. Проведем
в ДОАВ биссектрису [Л, Р]. Тогда Ζ ^ — Ζ 2> Δ3~Δ4
(рис. 72), и потому d(A, B) = d(A, P) = d(0, Р) = х, Из подобия

ДЛРВ и ДЛ05 следует, что

d(At B)_d(Q,A)
d(P>B)~d(A,B)

(справедливость этого соотношения вытекает также из решения
задачи V, „Геометрия-7", с. 22). Таким образом,

χ
=

R

R—x χ
*

откуда
x* +Rx—#2 = 0.

Решая это уравнение (и учитывая,- что χ > 0), получаем
Y = R \fb-R

2

Построение этого отрезка ясно из рисунка 73. На этом

рисунке d(C, B) = RVE~— R, и потому половина отрезка [С, В]
служит стороной искомого правильного десятиугольника.

II. Во всех рассмотренных задачах был применён один и

тот же прием решения. В каждой задаче требовалось построить
некоторый отрезок. При помощи предварительных вычислении
составлялась формула,- выражающая длину этого отрезка. Это

был первый этап решения задачи (анализ). После этого подби-
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ралось построение, позволяющее I

получить отрезок, длина которо- ^js.
го выражается требуемой форму- l^44-*.
лой. ^44s^L

Во всех рассмотренных зада- Я\ Λν

чах построение искомого отрезка У ^ч.
(рис. 67, 70, 71 и 73) можно осу- I ^^^

,{ ^Чч%
ществить при помощи стандарт- R /? q
ного набора инструментов (ли- Рис. 73

нейка, циркуль, угольник).
Впрочем, любые построения, выполняемые циркулем, линейкой и

угольником, можно осуществить и без угольника (т. е. только

линейкой и циркулем). Действительно, угольник используется
а) для проведения параллельных прямых и б) для построения

прямых углов. Обе эти операции могут быть выполнены только

циркулем и линейкой (используя свойства центральной и осевой

симметрии)г.
III. Вопросом выполнения геометрических построений с

помощью циркуля и линейки математики интересовались еще
в глубокой древности. Однако не все задачи удавалось решить
с помощью этих инструментов. Вот три примера задач, решения
которых древним математикам не удалось найти.

Задача об у двоении.куб а. Дан куб; построить куб
вдвое большего объема.

Задача о трисекции угла. Данный угол разделить
на три конгруэнтные части.

Задача о квадратуре круга. Дан круг; построить
равновеликий ему квадрат.

По преданию, задача об удвоении куба возникла в связи

с эпидемией чумы на острове Делос в Эгейском море. Оракул
возвестил делийцам, что, дабы избавиться от чумы, они должны

увеличить объем кубического жертвенника вдвое.

Проведем анализ этой задачи. Для этого примем ребро
данного куба за единицу длины, а длину ребра искомого куба
обозначим через χ (рис. 74). По условию должно быть я3 = 2,
т. е. задача об удвоении куба сводится к построению отрезка,

имеющего длину:

*=3/2.
-

Отличие этой задачи от предыдущих заключается в том, что

длина искомого отрезка выражается через длину известного

отрезка с помощью кубического корня, в то время как

1 В прошлом ^столетии итальянский математик Маскерони доказал, что любые

пострдения, осуществляемые с помощью циркуля и линейки, могут быть

выполнены одним только^ циркулем (разумеется, провести отрезок циркулем
невозможно; поэтому задача на построение отрезка считается решенной, если

построены его концы).
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в задачах 1—4 длина искомого отрезка выражается через длины
известных отрезков с помощью рациональных операций и

извлечения квадратных корней. Это отличие существенно: в 1837 г.

французский математик П. Ванцель установил, что задача об

удвоении куба не может быть решена с помощью циркуля и

линейки, т. е. отрезок длины JJ/2 не может быть построен
с помощью этих инструментов.

Ванцель доказал также, что и задача о трисекции угла
в общем случае неразрешима с помощью циркуля и линейки

(например, невозможно построить циркулем и линейкой угол
в .20°, т. е. разделить на три конгруэнтные части угол в 60°).

Невозможность решения задачи о квадратуре круга с

помощью циркуля и линейки установлена французским
математиком Ф. Линдеманом в 1882 г.

Заметим, что впервые вопрос о существовании задач, не

разрешимых с помощью циркуля и линейки, был рассмотрен великим

немецким математиком К. Ф. Гауссом. В заключительной части

своей книги „Арифметические исследования", вышедшей в 1801 г.,
он исследовал вопрос о построении правильных многоугольников
с помощью циркуля и линейки» Гаусс доказал, что правильный
я-угольник в том и только в том случае может быть построен
циркулем и линейкой, если

п = 2«р1р2 ... рт9

где ри р2, ..., рт— различные между собой простые числа,

каждое из которых имеет вид 2а*+1. Например, простые числа

3,5 и 17 имеют указанный вид:

3 = 22°+1; 5 = 2·'+1; 17 = 22*+1.

Поэтому правильные треугольник, пятиугольник и семнадцати-

угольник могут быть построены с помощью циркуля и линейки.
Может быть построен также, например, правильный шестидесяти-
угольник, так как 60 = 22·3·5, а простые числа 3 и 5 различны
и имеют вид 2а*+ 1.
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Построение же, например, правильного семиугольника или

девятиугольника с помощью циркуля и линейки невозможно.

После работ Гаусса стало ясно, что задача на построение

разрешима с помощью циркуля и линейки в том и только в том

случае, когда она сводится к построению отрезков, длины

которых выражаются через длины данных отрезков с помощью

рациональных операций и квадратных радикалов.
Окончательно вопрос о выполнимости геометрических

построений был решен после возникновения новой алгебраической

теории, созданной выдающимся французским математиком Эва-

ристом Галуа (1811—1832).
Галуа открыто выступал против королевского режима и был

в возрасте 21 года убит на дуэли (по-видимому, спровоцированной
его политическими противниками). Несмотря на столь короткую
жизнь, он сумел оставить заметный след в математике; его

работы (опубликованные после смерти ученого) заложили основы

нового направления в алгебре, которое сейчас называется

теорией Галуа,
Как мы видели, задача об удвоении куба приводится к

построению отрезка, длина которого равна х= j!/2, т. е. является

корнем уравнения л:3 — 2 = 0. Задача о трисекции угла, а также

задачи о построении правильных семиугольника и

девятиугольника также сводятся к построению отрезков, длины которых
являются корнями некоторых кубических уравнений. Теория
Галуа позволяет убедиться, что корни'этих уравнений нельзя

выразить с помощью квадратных радикалов, а потому эти

построения невыполнимы с помощью циркуля и линейки.
Что же касается задачи о квадратуре круга, то ее решение

сводится к построению отрезка длины Ул (если за единицу

длины принять радиус данного круга). Число π (а также Vn)
не является, как доказал Линдеман, корнем никакого

алгебраического уравнения с рациональными коэффициентами
(такие числа называются неалгебраическими, или

трансцендентными). Из этого, в частности, следует неразрешимость задачи о

квадратуре круга с помощью циркуля и линейки.

Заметим, что практически вопрос о возможности „точного"
выполнения построений с помощью циркуля и линейки является

малосущественным. Дело в том, что линии, проводимые с

помощью циркуля и линейки, имеют определенную толщину (как
бы хорошо ни был отточен карандаш), и потому построения
оказываются лишь приближенными. Приближенно же любую
задачу можно решить с помощью предварительных вычислений.

Например, для того чтобы построить квадрат, равновеликий
кругу радиуса 1 дм, надо сторону этого квадрата взять равной
Vn дм. Вычисления показывают, что УИ^ IJ72. Таким

образом, приближенно сторона искомого квадрата оказывается

равной 177,2 мм. Вряд ли большую точность можно получить,
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выполняя построения с помощью циркуля и линейки (даже
если бы задача о квадратуре круга была разрешимой с помощью

этих инструментов). Если же в нашем распоряжении имеется
более совершенная измерительная техника, то можно провести
вычисление длин нужных отрезков с большим числом знаков.

Зада чи.

330. Дан правильный треугольник. Постройте- правильный
треугольник втрое меньшей площади.

331. Дан круг. Постройте круг вдвое большей площади.
332. Начертите отрезок [Л, В], примите его за__единицу

длины. Постройте отрезок, длина которого равна: а) Кб» 6)1^6,
в) VI.

333. Начертите прямоугольник. Постройте подобный ему
прямоугольник впятеро большей площади.

334. Дан квадрат Ρ и отрезок [Л, В]. Постройте
прямоугольник ABCD, равновеликий квадрату Р.

335. Дан равносторонний треугольник. Постройте квадрат,
равновеликий этому треугольнику.

336. Начертите кольцо, образованное двумя концентрическими
окружностями. Постройте круг, площадь которого равна
площади кольца.

^

.
.

337. В данную полуокружность впишите квадрат.
338. Начертите прямоугольник ABCD. Впишите в углы А

и С две конгруэнтные окружности, касающиеся друг друга.

339. Начертите круг и проведите концентрическую с ним

окружность, которая делит круг на две равновеликие части.

340. Начертите ромб. Постройте равновеликий ему квадрат.
341. Дано кольцо, образованное двумя концентрическими

окружностями. Проведите окружность с тем же центром,

делящую кольцо на две равновеликие части.

342. Даны два квадрата Р, Q. Постройте квадрат,
конгруэнтный квадрату Q так, чтобы все его вершины принадлежали

контуру квадрата Р.



ГЛАВА II

АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД

§ 10. Понятие об аксиоматическом методе

L Первоначальные геометрические сведения дошли до нас

из глубокой древности. Например, формулы для вычисления

площадей земельных участков, имеющих форму прямоугольника,
треугольника, трапеции, встречаются в древнеегипетском

папирусе Ринда, датированном третьим тысячелетием до н. э., в

клинописных таблицах древнего Вавилона и других культурных
памятниках древности.

Первоначально геометрические факты имели чисто опытное

происхождение, а геометрические понятия возникли в

результате многократного наблюдения реальных предметов той или

иной формы. Об этом свидетельствует происхождение
применяющихся в геометрии терминов. Например, термин „трапеция"
происходит от древнегреческого слова τραπεςιον (читается „тра-
пезион")—столик (рис. 75); „линия"—от латинского linum—лён,
льняная нить; ромб—от древнегреческого ρόμβος (читается
„ромбос")—бубен (рис. 76) и т. д.

Об опытном происхождении первоначальных геометрических

фактов свидетельствует также и то, что в древних источниках

упоминаются как верные, так и неточные сведения. Например,
древние египтяне . вычисляли площадь произвольного

четырехугольника с последовательными сторонами а, &, с, d по

формуле S=-^y^ ·——, что дает неверный результат даже для

параллелограммов, отличных от прямоугольников; По-видимому,
на практике встречались лишь четырехугольники, имеющие

близкую к прямоугольнику форму, а для них вносимая этой

формулой погрешность невелика.

Получение новых геометрических фактов при помощи
рассуждений (доказательств) относится к VI в. до н.э. и связано

с именем древнегреческого математика Фал ее а (егр называют

также Фа лесом Милетским, поскольку он был родом из

Милета). Фалесу приписывают установление .свойств

равнобедренного треугольника, доказательство конгруэнтности
вертикальных углов, доказательство того, что вписанный угол, опирающийся
на диаметр,— прямой, и т.д. Для доказательства Фалес,
по-видимому, применял поворот части фигуры и перегибание чертежа,
т. е. то, что. мы сейчас называем движениями.

Постепенно доказательства приобретают в геометрии все

большее значение. К III в. до н. э. геометрия становится дедук-
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Рис. 75 Рис. 76

тивной наукой, т. е. наукой, в которой подавляющее большинство

фактов устанавливается путем вывода, доказательства. К этому
времени относится книга „Начала", написанная древнегреческим

ученым Евклидом. В своей книге Евклид систематизировал
известные к этому времени геометрические сведения. В ней

доказываются многие теоремы, которые мы изучаем и сейчас,
например: свойства параллелограммов и трапеций, теорема
Пифагора, подобие многоугольников. Изложение материала
в книге Евклида было настолько продуманным,'что в течение

двух тысячелетий она служила основным учебным пособием при
изучении геометрии.

II. В IV в. до н. э. крупнейший мыслитель древности
Аристотель создал основы логики. Аристотель учил, что изложение

всякой теории должно начинаться с первоначальных
предложений (аксиом), из которых путем рассуждений выводятся
дальнейшие факты (теоремы).

При изложении геометрии Евклид полностью следует идеям

Аристотеля. Точка зрения Евклида была примерно следующей.
Взяв какую-либо теорему, можно проследить по ее

доказательству, какие ранее доказанные теоремы были использованы

при ее выводе. Для этих ранее доказанных теорем в свою

очередь можно указать те более простые факты, из которых она

выводится, и т. д. В конце концов получается некоторый список

простых фактов (аксиом), которые, во-первых, позволяют, идя

обратным путем, доказать, исходя из них, все изучаемые теоремы
геометрии и которые, во-вторых, настолько просты, что не

возникает вопроса о необходимости их „вывода".
Евклид выделил полтора десятка аксиом геометрии, на

которых основывалось все его изложение. Среди
сформулированных им аксиом имеются, например, следующие:

„Через две точки можно провести прямую".
„Совмещающиеся между собой равны".

„Порознь равные третьему, равны между собой".

Формулировка первой из этих аксиом понятна. Вторая из

указанных .аксиом говорит о том, что две фигуры,
совмещающиеся между собой (подразумевается, при помощи движения),
конгруэнтны. (Евклид не пользовался термином „конгруэнтность",
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а говорил о „равных" фигурах.) Третья из указанных аксиом

имеет общематематический -характер, т. е. она относится не

только к геометрическим фигурам, но также и числам, площадям

и иным величинам. Например, в применении к числам она

означает, что если числа а и Ь порознь равны третьему числу с,

т.е. а = с и Ь = с, то эти числа равны между собой, т.е. а = 6.

III. С понятиями геометрии· дело обстоит примерно так

же, как с теоремами. Каждое новое понятие вводится (с помощью
определения) на основе ранее введенных понятий. Эти ранее
введенные понятия, в свою очередь, определяются через

предыдущие и т. д. В конце концов мы приходим к небольшому
числу первоначальных понятий, через которые, идя обратным
путем, можно определить все встречающиеся в курсе геометрии
понятия. Евклид попытался дать определение всех без
исключения понятий геометрии, в том числе и первоначальных.

Например, „точка", относящаяся к числу первоначальных понятий,

определяется у Евклида следующим образом:
„Точка есть то, что не имеет частей".

Нетрудно понять, однако, что это фраза не может служить
определением, так как сразу же возникают дальнейшие вопросы:
какой смысл имеет слово „то"? Что такое „часть"? Что означает

„иметь часть"? Не удивительно, что это туманное „определение44
нигде дальше в изложении Евклида не используется. По

существу, фраза Евклида представляет собой обращение к нашему
жизненному опыту: Евклид убежден, что читатель имеет

представление о чем-то предельно маленьком, неделимом далее и

предлагает это понятие именовать термином „точка". Таким

образом, следует признать, что у Евклида понятие „точка"
является первоначальным, вводимым без определения, а фраза
Евклида является лишь пояснением, показывающим опытное

происхождение этого понятия.

IV. Современная точка зрения на аксиоматическое

построение курса геометрии заключается в следующем.
Во-первых, перечисляются первоначальные (не определяемые)

понятия.

Во-вторых, указывается список аксиом. При формулировке
аксиом используются первоначальные понятия. Смысл аксиом

в том, что они устанавливают некоторые связи и

взаимоотношения между первоначальными понятиями.
После этого дальнейшие геометрические факты (теоремы)

выводятся дедуктивным путем (доказываются) с помощью правил
вывода (в частности, правил использования знаков V, 3, ^, ф»,
1, Л, V).

Первоначальные понятия и аксиомы заимствованы из опыта.

Поэтому понятно, что все последующие геометрические факты,
хотя они и получаются на основе систем аксиом чисто

умозрительным, дедуктивным путем, имеют тесную связь с

жизнью, достаточно хорошо описывают свойства реального
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пространства, применяются в практической деятельности

человека.

Евклид не сумел последовательно и до конца провести
аксиоматическую точку зрения. Дело не только в том, что он

не отделил первоначальные, неопределяемые понятия от

последующих понятий. Основной недостаток изложения Евклида
заключается в том, что приведенный им список аксиом был
неполным.

После Евклида многие поколения математиков стремились
улучшить данную им систему аксиом (или, как еще

говорят, аксиоматику) геометрии. Большую роль сыграли
работы современника Евклида—древнегреческого ученого Архимеда,
который сформулировал аксиомы, относящиеся к измерению
геометрических величин. Из математиков более позднего времени
большой вклад в усовершенствование аксиоматики геометрии
внесли замечательный русский математик Н. И. Лобачевский, а

также-А. Лежандр, М. Паш и другие ученые.
Итог этих исследований был подведен выдающимся немецким

математиком Д. Гильбертом, который на рубеже XIX и XX

столетий завершил работу по аксиоматизации геометрии.
Полный список , аксиом геометрии содержит около двух

десятков аксиом и является достаточно сложным. Поэтому
знакомство с аксиоматическим методом проведем на более простых

примерах: метрического пространства и группы.

§11. Метрические пространства

В этом параграфе рассматривается аксиоматическое
построение геометрии метрических пространств, широко используемых
в современной математике (причем не только в геометрии).

I. Прежде всего мы должны перечислить первоначальные
понятия. В геометрии метрических пространств первоначальных
понятий два: точкаи расстояние; расстояние между точками А
и В обозначается через d(A, В).

Далее мы должны перечислить аксиомы. В геометрии
метрических пространств имеется всего три аксиомы:

1. Расстояние между двумя любыми точками есть число

неотрицательное, причем d (Л, В) = 0 в том й только в том случае,
если А =Б.

2. Для любых двух точек А и В справедливо равенство

d(A, B) = d(B, Л).

,
3. Для любых трех точек А, В и С справедливо неравенство

d(A,C)^d(A, B)+d{B, С).

Аксиому 2 иногда называют аксиомой симметричности рас-
стояния, а аксиому 3—аксиомой треугольника.
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Таким образом, метрическим пространством называется

множество М, элементы которого считаются точками и в котором
задано расстояние, удовлетворяющее перечисленным трем
аксиомам.

II. а) Рассмотрим множество Ρ всех точек плоскости.

Расстояние между~точками будем понимать в обычном смысле

(единица длины предполагается заданной).
Множество Ρ является метрическим пространством. В самом

деле, как известно из курса VI класса, расстояния между
точками на плоскости удовлетворяют аксиомам 1, 2 и 3.

б) Рассмотрим другой пример метрического пространства.
Будем теперь считать „точкой" произвольное действительное
число, а за „расстояние" между а и Ь примем модуль разности
этих чисел:

d(at b) = \a—b\.
Докажем, что множество R всех действительных чисел есть

метрическое пространство. Для этого надо проверить, что

рассматриваемые „точки" и „расстояния" удовлетворяют аксиомам 1, 2 и 3.

Справедливость аксиом 1 и 2 легко проверяется. Например,
справедливость аксиомы 2 проверяется так:

d(a, b) = \a—b\ = \b —a\=d(b,a).

Справедливость аксиомы 3 следует из неравенства

\х+у\<\х\ + \у\>
доказываемого в курсе алгебры. Действительно, если в этом

неравенстве положить х = а—br у = Ь—с, то оно запишется в виде

\a—c\^\a—b\ + \b—c\.
А это и означает, что d(a, c)^d(a, b)+d(b, с).

в) В качестве третьего примера метрического пространства
рассмотрим множество Q всех-многочленов от буквы х, т. е.

„точкой" метрического пространства Q будет произвольный
многочлен / (х) = а0хп + агхп^ + ... + ап. Под „расстоянием" d (/, g)
между „точками" f(x)€Q, g(x)£Q будем понимать наибольшее
значение функции \f (x)—g(x)\ на отрезке О^д;^ 1 (рис. 77, а,

б, в, г). Проверка показывает, что и в этом случае введенное

расстояние удовлетворяет аксиомам 1, 2 и 3, т. е. множество Q
представляет собой метрическое пространство.

III. Итак мы рассмотрели три примера, или, как говорят

математики, три модели метрического пространства, причем
модель Ρ имела геометрический характер, а модели R и

Q—алгебраический. В разных моделях „точки" выглядят по-разному.
Например, в модели Ρ точки имели привычный смысл, в
модели R за „точки" принимались числа, а в модели Q—многочлены.
В соответствии с этим в различных моделях по-разному
определялись и расстояния.
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Рис. 77

В приложениях современной математики рассматриваются
метрические пространства, „точками" которых являются линии,

фигуры, траектории полета космических кораблей, плановые

задания заводов и т. д.

В чем же заключается выгода от введения общего термина
„метрическое пространство" для всех этих столь различных между

собой случаев? Дело в том, что, доказав (на основе аксиом 1,2
и 3) некоторую теорему в геометрии метрических пространств,
мы сможем^ утверждать, что эта теорема будет справедлива и

в модели Р, ив модели /?, и в модели Q, и вообще в любой

другой модели метрического пространства. Ведь'в каждой
модели аксиомы 1, 2 и 3 выполняются, а при доказательстве

теорем в аксиоматической теории метрических пространств мы только

этими аксиомами и пользуемся.
Таким образом, построение теории метрических пространств

на аксиоматической основе дает выводы, применимые к

различным областям: геометрии, алгебре, экономике, астронавтике

и т. п. Положение вещей здесь в какой-то мере аналогично тому,

которое мы имели при выводе геометрических фактов с помощью

рассуждений. Например, измерив транспортиром _меры углов

конкретного треугольника и убедившись, что сумма этих

мер равна, насколько позволяет судить точность используемых

инструментов, 180° (и даже проведя такие измерения для

многих конкретных треугольников), мы еще не можем утверждать,
что это справедливо для любого треугольника.
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Геометрическое рассуждение (доказательство) позволяет, не

проводя повторных измерений углов треугольника, утверждать,
что этот вывод имеет общий характер, т. е. что в каждом

треугольнике сумма мер углов равна 180°.
Подобно этому, развив аксиоматическую теорию, мы можем,

не проводя повторных рассуждений, утверждать, что выводы

этой аксиоматической теории имеют место в каждой модели

метрического пространства. Это позволит, один раз доказав

теоремы о метрическом пространстве, применять их в геометрии,

алгебре, экономике, астронавтике, т. е. во всех тех областях,
где появляются метрические пространства.

Разница, однако, будет в том, что отдельное доказательство

(например, в геометрии) позволяет получить теорему, прило-
жимую хотя и к различным фигурам, но в рамках одной

области—геометрии. Аксиоматический же метод позволяет целые

аксиоматически развитые теории применять в различных
областях знаний. В этом состоит сила аксиоматического метода,

широко используемого сейчас в различных областях как мощное

орудие познания.

IV. Здесь мы рассмотрим лишь две самые простые теоремы
и одно определение из теории метрических пространств для того,
чтобы показать, как проводится доказательство в

аксиоматической теории.
Теорема 1. Пусть αί9 α2, ..., ап—произвольные точки

метрического пространства Л1(где я^З). Тогда

d(fllf an)<d{аь a2) + d(a2, a3)+...+d(a„_if an).

Доказательство. При и = 3 доказываемое неравенство
имеет вид

d («ϊ, αζ) < d (ai9 a2) + d (α2, α3);

оно вытекает непосредственно из аксиомы треугольника.
При h = 4 доказываемое неравенство имеет вид

d(alt a,)^d(ait a2) + d(a2, a3) + d{a3, a4). (1)

Для доказательства этого неравенства заметим, что по аксиоме

треугольника

d (alt a3) < d {аь a2) + d (a2, a,);
d (alf a4) < d (ait a3)+d (a„ a4).

Складывая эти неравенства и производя упрощения, получаем
неравенство (1).

При η = 5 доказываемое неравенство имеет вид

d(ait fle)<d(alf a2)+d(a2i a3) + d(a3, aA) + d\a49 аъ). (2)

Для доказательства заметим, что так как при п = 4 теорема
уже доказана, то

d (alf a,) < d (aif a2) + d (a2, a3) + d (a3, a4).
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Кроме того, по аксиоме треугольника

d(а19'ав)<d К. <*>*) + d (β4» ββ)·

Складывая два последних неравенства, получаем (2).
Таким же способом проводится доказательство для я = 6, 7

и т. д.

Определение, г-окрестностью точки а в метрическом
пространстве. Μ цазывается множество всех точек χζΜ,
находящихся от а на расстоянии, меньшем г.

.Обозначать эту окрестность будем через Ur(a):

Ur (а) = {χ ζ ΜΙ d (α, χ) < г].

Теорема 2. Обозначим через d расстояние между точками

а и Ъ. Тогда, если d < г, то (г—ауокрестность точки Ъ
содержится в r-окрестности точки а.

Знаками эту теорему можно записать так:

(Уa, be Μ; г >0)(d = d(a, Ь) < r)**(Ur_d(b) с Ur(a)).

Доказательство. Пусть χ принадлежит
(г—^-окрестности точки Ь, т. е. d(b, x)<r—d. Это неравенство можно

переписать в виде d + d(b, #)< г, т. е.

d (а, 6)+d (&,*)< г. (3)

По аксиоме треугольника

d(а, л:)<d(α, b) + d{b, χ).

Поэтому, в силу (3), имеем d(a, х)<г, т. е. точка χ принадлежит
г-окрестности точки а.

Итак, для любой точки x£Ur„4(b) имеем

x$Ur{a), т. е. ί/,1, (*)<=!/, (а).

V. Доказанные теоремы 1 и 2 справедливы в любом

метрическом пространстве.
Рассмотрим, какой смысл имеют эти теоремы в метрическом

пространстве Ρ (на плоскости) и в метрическом пространстве R

(в множестве всех действительных чисел).
На плоскости Ρ расстояние d(A, В) между точками А и В

равно длине соединяющего их отрезка [А, В]. Поэтому сумма

d(AltA%)+d(A%9A9)+...+d(A^i9An) .

представляет собой сумму длин отрезков [Αί9 Л2], [А2, А3]9 .-..

•
··, Ия-i» Ап]> т· е· Длину ломаной АгА2 ... Ап. Далее,

d(Ai9 An) есть длина отрезка [Αί9 Ап]9 соединяющего концы этой

ломаной. Таким образом, в применении к плоскости Ρ теорема 1

означает, что длина отрезка, соединяющего концы ломаной, не

превосходит длины этой ломаной.
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В метрическом пространстве R теорема 1 имеет следующий
смысл: для любых действительных чисел а19 а2, ..., ап справедливо
неравенство

\а1—ап\^\а1—а%\+ 1а%—аш\+'.:.+\аа^1—ая\.

Обратимся теперь к теореме 2.
На плоскости Ρ множество Ur (A) = {X\d(Л, X) < г)

представляет открытый круг'(круг без границы) с центром А и

радиусом г. Теорема 2 утверждает, что если расстояние d между
точками Л и β меньше г, то круг радиуса г—d с центром В

содержится в круге радиуса г с центром А. Из материала VI
класса следует, что окружности этих кругов касаются

внутренним образом (рис. 78).
В метрическом пространстве R множество Vг (а)={х \ \х— а \ <г}

представляет собой интервал длины 2г, серединой которого

служит точка а (рис. 79). Теорема 2 в этом случае означает,
что если \а—Ь \ =d < г, то интервал длины 2 (г—d) с центром Ъ

содержится в интервале длины 2г с центром а (рис. 80).

§ 12. Коммутативные группы

В этом параграфе приводится еще один пример
аксиоматической теории.

I. Рассмотрим некоторое множество G, в котором каждым
двум элементам а и Ь поставлен в соответствие третий элемент с,

называемый суммой элементов α и & и обозначаемый через
α + b. Таким образом, первоначальными понятиями являются

элемент и сумма элементов. Операция нахождения суммы
называется сложением.

Перечислим теперь аксиомы,

четыре.
1. Сложение коммутативно, т.

а и Ь справедливо соотношение

В рассматриваемой теории их

е. для любых двух элементов

a+b =b+a.
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2. Сложение ассоциативно, т. е. для любых трех элементов

а, Ь и с справедливо соотношение

(a + b)+c= a + (b + c).

3. Существует, и притом только один, элемент 0, обладающий
тем свойством, что для любого а справедливо равенство

а-\-0 = а.

4. Для любого элемента а существует, и притом только один,

элемент, который в сумме с а дает 0. Этот элемент называется

противоположным элементу а и обозначается через —а.

Множество G, для элементов которого указано, что понимается

под их суммой, и в котором выполняются сформулированные
выше аксиомы 1—4, называется коммутативной группой.

(Заметим, что в аксиомах 3 и 4 можно было бы требование
единственности не включать, а доказать в виде теоремы; здесь

это не сделано, чтобы не осложнять изложение.)
Аксиомы группы можно записать с помощью символов; при

этом удобно использовать специальный знак 3!, который
читается „существует, и притом только один":

1. (Va, b€G)(a + b = b+a).
2. (Va, Ь, c€G)((a+ b)+c = a+ (b + c)).
3. (3! 0€G)(Va€G)j(a + 0 = a).
4. (Va€G)(3! (_e)€G)(a + (-a) = 0).
П. а) Рассмотрим множество Г всех параллельных переносов

плоскости. Под суммой двух параллельных переносов f и

убудем в данном случае понимать их композицию go/ (сначала /,
потом g·), т. е. будем писать

f + g = gof.
Из свойств параллельных переносов, изученных в курсе
геометрии VII класса, непосредственно вытекает, что аксиомы 1—4
в данном случае выполняются. Таким образом, множество Τ всех

параллельных переносов плоскости с указанной выше операцией
сложения является коммутативной группой.

б) Множество всех векторов на плоскости не является

коммутативной группой. Во-первых, сумма векторов не определена
однозначно, т. е. мы не можем сказать, что каждым двум векторам
а и b поставлен в соответствие вполне определенный
вектор в качестве их суммы. Например, на рисунке 81 показаны

два вектора ОВ и 0'В\ каждый из которых считается „суммой"
векторов а и Ь. Не выполняется также утверждение аксиомы 4:
на рисунке 82 показащл три вектора а', а" и а'", каждый из

которых является противоположным вектору а·

Для того чтобы множество векторов превратилось в группу,
нужно по-другому сформулировать определение вектора.
Отрезок, на котором указано направление (рис. 83), будем теперь
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называть не „вектором", а направленным отрезком. Вектором же

условимся теперь считать множество всех направленных отрезков,

имеющих одну и ту же длину и одно и то же направление, т. е.

множество всех „равных между собой векторов" в прежнем их

понимании. Таким образом, вектор теперь будем представлять
себе как бесконечное множество направленных отрезков (рис. 84),
каждый из которых называют „представителем" этого вектора.

Конечно, на практике изобразить вектор в виде бесконечного
множества направленных отрезков не представляется возможным,

поэтому на чертежах вектор обычно изображают в виде одного

направленного отрезка (представителя); этим вектор однозначно

определяется.
При таком понимании вектора сумма двух векторов будет

представлять собой однозначно определенный вектор; это

вытекает из того, что если ОА и О'А'—представители вектора а,

АВ и Л'β' —представители вектора Ь, то направленные отрезки

ОБ и О'В' имеют одну и ту же длину и одно и то же

направление, а потому являются представителями одного вполне

определенного вектора (см. рис. 81). Этот вектор и называется

суммой векторов а и Ь. Иначе говоря, сложение векторов

осуществляется „по представителям": выбирают представителя ОА

вектора а, представителя АВ вектора Ь, и тогда ОВ будет
представителем вектора а + Ь,

Из того, что сложение векторов осуществляется по

представителям, и из результатов, установленных в VII классе (гл. II,
§ 13), непосредственно следует, что множество

векторов на плоскости (в новом их

понимании) удовлетворяет аксиомам 1—4 и поэтому

представляет собой коммутативную группу.
Замечание. Выполнение действий „по

представителям" часто применяется в

математике. В качестве примера можно указать
выполнение действий с рацианальными числами.

11 5 7 *■

Дроби -g-. до . 42
и т" д· являются „предста- Рис 84
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3 9 12
вителями" одного рационального числа. Дроби то> зо> 55 и т· Д·

являются представителями другого рационального числа. Для
сложения этих рациональных чисел мы выбираем таких

представителей, которые имеют одинаковые знаменатели и поэтому наиболее

удобны для выполнения сложения. В данном случае такими

представителями будут go и
gg. Складывая их, получаем дробь ^,

которая и будет представителем рационального числа, являющегося

суммой взятых чисел. Переходя к несократимым представителям,

сумму можно записать так:

6+ю ""15*

в) Дальнейшими примерами коммутативных групп могут
служить: множество всех поворотов плоскости вокруг заданной
точки О (в качестве операции сложения рассматривается
композиция поворотов); множество всех целых чисел (включая
отрицательные числа) с обычной операцией, сложения; множество

всех! многочленов степени не выше второй (при обычном

сложении); множество всех многочленов вообще,
III. Приведем в качестве примера несколько теорем теории

коммутативных групп.
Теорема 1. Пусть а19 а2, а3, ···» а'п—элементы

коммутативной группы G. Тогда, в каком бы порядке мы их

последовательно ни складывали друг с другом, результат будет одним
и тем 'же.

Поясним формулировку этой теоремы на примере четырех
элементов ai9 α2, αζ и α4. Теорема утверждает, что при
вычислении суммы этих элементов мы можем располагать слагаемые и

выполнять сложение в произвольном порядке. Например,

((Αι + Α.) + Λ,) + α4 = (α,-Ηϊ4) + (Αι + βι)· (0

Здесь в левой" части сначала находится сумма ^i + a2> затем к

ней прибавляется элемент а3 и, наконец, к результату
прибавляется а4; в правой же части порядок расположения слагаемых
и порядок выполнения действий другой.

Для доказательства этой теоремы нужно было бы

всевозможными способами расположить слагаемые и показать, что

результат всегда получится один и тот же. Например, в случае четырех
слагаемых надо доказать не только равенство (1), но также

равенства
(0i + я4) + (** + а%) = (((<*!+я3) + а4) + я2);
(я2 + (я3 + я4)) + ах = а4 + ((а2 + аг) + аъ)

и т. д.

Докажем для примера равенство (1). Применим аксиому 2
к элементам а = ах + а2, Ь = а3, с = а^ Находим:

(К + я2) + <*з) + а* = (αι + я2) + (я, + Д4) -
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Применяя теперь аксиому 1 к элементам a = ai + a29 b = a3+ a4,
получаем

(аг + а2) + (а3 + а4) = (а, + аА) + (аг + а2).

Остается еще раз применить аксиому 1 ко второй скобке в

правой части. -В результате и получается равенство (1).
Мы провели доказательство теоремы 1 на конкретном

примере. В общем виде доказательство этой теоремы можно

провести с помощью так называемого метода математической индукции,
который изучается в IX классе.

Теорема 2. Для любых двух элементов а и b группы G

уравнение а + х = Ь всегда имеет в группе G решение, и притом
единственное.

Знаками формулировку этой теоремы можно записать так:

(Va, b£G)(3lx)(a + x= b).

Доказательство. Для установления существования
достаточно указать элемент, являющийся, решением (корнем) этого

уравнения. Проверим, что таким корнем является элемент

х=Ь + (—а). В самом деле, применяя последовательно аксиомы

1, 2, 4, 1 и 3, получаем (для этого значения х)
a + x = a + (b + (-a))^a+((-a)+ b)=s
= (a+ (—a))+ b = 0 + b = b + Q = b.

Этим существование корня доказано.
Докажем единственность. Пусть хг и х2—два корня

рассматриваемого уравнения, т. е.

a+ Xi = b и а+ х2 = Ь. (2)

Докажем, что л^ = л;а. Действительно, из равенства (2) следует,
что

а+ хг = а+х2.

Прибавим к элементу (—а) равные между собой элементы а+х±
и а-\-хг:

(-а) + (а+х1) = (-а) + (а + х2).
В силу аксиомы 2 это равенство можно переписать в виде

((—a)+a)+xi = ((—a) + a) + x„

откуда, применяя аксиомы 1, 4 и 3, находим, что χί = χ2.
Замечание. Для краткости элемент Ь+ (—а) принято

записывать без скобок в виде b—α-и называть разностью
элементов b и а. Таким образом, по определению,

b-^a = b + (—a).

Доказанная теорема утверждает, что уравнение

а+х~ b (3)
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имеет в коммутативной группе G единственное решение

х = Ь—а. (4)

Иными словами, равенства (3) и (4) означают одно и то же,

т. е. определяют один и Teg* же элемент х. Сравнивая форму
записи равенств (3) и (4), мы получаем обоснование следующего
хорошо' известного правила.

Слагаемое из одной части равенства можно переносить в

другую, меняя знак, стоящий перед этим слагаемым, на

противоположный, %

Доказанные теоремы 1 и 2 справедливы в любой
коммутативной группе. Иначе говоря, какой бы пример (модель)
коммутативной группы мы ни взяли, мы можем, не проводя заново

доказательств, утверждать, что эти теоремы будут справедливы
для этой модели коммутативной группы. В частности, они спра-,
ведливы не только для рациональных чисел, но и для

параллельных переносов, для векторов, для многочленов и т.* д.

Вообще, когда нам в дальнейшем встретится пример
коммутативной группы, мы сможем применять теоремы 1 и 2, т. е.

выполнять сложение в любом порядке, решать линейные

уравнения, переносить слагаемые из одной части равенства в другую
с изменением знака.

Коммутативные группы используются в разных областях

приложений современной математики: в экономике,

кристаллографии, ядерной физике, биологии и т. д.

IV., В математике и в ее приложениях нередко встречаются
также „некоммутативные группы", т. е. множества, в которых
определена операция (сложение), удовлетворяющая только

аксиомам 2, 3 и 4, но в которых соотношение коммутативности

a-\-b — b + a может выполняться не для всех элементов. Для
таких множеств в математике принят термин группа (без
добавления прилагательного „коммутативная").

Примером группы может служить множество D всех

движений плоскости, в котором в качестве операции сложения берется
композиция: f + g= gof. Для доказательства того, что

множество D есть группа, нужно проверить выполнение аксиом 2,
3, 4. В курсе VII класса было доказано, что композиция

преобразований (в 'частности, движений) обладает свойством
ассоциативности; это означает, что в множестве D справедлива
аксиома 2. В качестве элемента 0 служит тождественное

преобразование e£D: для любого элемента f£D имеем

ео/ = /, т. е. / + 0 = /.
Это означает, что выполнена аксиома 3. Наконец,
противоположным элементу / служит обратное преобразование f*1:

rxof = e, т. е. / + (_/> = 0.

Таким образом, выполняется и аксиома 4, т.е. D—группа.
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Группа D не является коммутативной: как известно из курса

VII класса, существуют такие движения fug, что

fog¥=gof.

V. Другим примером группы может служить группа
преобразований. Мы ее определим здесь не только для случая
плоскости, но и для произвольного множества Λί.

Преобразованием множества Μ называется всякое

взаимнооднозначное отображение множества Μ на себя. Для любых

двух преобразований f, g множества Λί можно определить их

композицию gof: если преобразование / переводит элемент

а € Μ в элемент Ь (т. е. b = f (α)), а преобразование g переводит
элемент Ь в элемент с (т. е. c=g(b)), то преобразование gof
сразу переводит элемент а в с, т. е. (gof)(a) = c.

Тождественное отображение е и обратное преобразование /~1
определяются обычным образом:

(УаеМ)(е(а) = а)\
(Va, b£M; f)(a = f^(b)) & (& = /(α)).

Def

Композиция преобразований обладает свойством
ассоциативности: h о (g о f) = (h о g) о f. В VII классе это было доказано
для частного случая (когда Μ представляет собой плоскость);
в общем случае доказательство аналогично.

Пусть теперь G—некоторое множество преобразований
множества Λί. Говорят, что G представляет собой группу
преобразований множества Λί, если выполняются следующие три условия:

a)e€G;
б) (Vf€G)(^6G);
в) (V/, g£G)(gofeG).

Нетрудно проверить, что если G—группа преобразований
множества Λί, то G является группой, т. е. удовлетворяет
указанным на с. 84 аксиомам 2—4. (Эта проверка осуществляется
так же, как на с. 88 она была проведена для случая группы
движений.)

По существу, мы .имеем здесь дело с новой аксиоматической

теорией—теорией групп преобразований, в которой указанные
выше условия а), б), в) служат аксиомами. Примеры
(модели) групп преобразований были приведены в курсе VII класса

для случая, когда множество Λί представляет собой плоскость:

группа движений, группа параллельных переносов, группа
подобий, группа аффинных преобразований и др. В качестве еще
одного примера рассмотрим группу всех преобразований
множества Λί, состоящего из трех элементов: Λί = {1, 2, 3}. В данном

случае преобразований, т. е. взаимно-однозначных отображений
множества Λί на 'себя, существует шесть (рис. 85) Здесь е —

тождественное отображение, *, /—так называемые циклические

перестановки (рис. 86), а каждое из преобразований f, g, h
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Рис. 86

оставляет один элемент

множества Μ

неподвижным (т. е. переводит его

в себя), а два другие
переставляет между собой.

Заметим, что с этой

группой преобразований
мы по существу уже
встречались в курсе VII класса

при рассмотрении группы
симметрии
равностороннего треугольника. В самом

деле, обозначим вершины
равностороннего треуголь-
иика цифрами 1, 2, 3

(рис. 87). Группа симметрии этого треугольника состоит из

поворотов на 0°, 120°, 240° вокруг центра треугольника (это дает,

преобразования е, /, /), а также трех осевых симметрии (это
дает преобразования /, g, /г, например, симметрия относительно

оси, проходящей через вершину 2, соответствует
преобразованию g).

Аналогичным образом можно рассмотреть группу
преобразований множества М, содержащего η элементов (она называется

группой перестановок множества М). Эта группа содержит
я1 = 1-2-3-...-(п— 1)·η элементов.

§ 13. Построение аксиоматики геометрии
(исторический обзор)

I. В двух предыдущих параграфах были рассмотрены
примеры аксиоматических теорий, каждая из которых описывается

небольшим числом аксиом. В отличие от этих теорий геометрия

принадлежит к числу наиболее сложно аксиоматизируемых
разделов математики.

Как уже отмечалось, система аксиом геометрии, впервые
предложенная Евклидом, не давала окончательного решения
вопроса. Уточнение аксиоматики Евклида шло" не только по

линии добавления недостающих аксиом. После того как было

обнаружено, что аксиома „Все прямые углы равны между собой"
является ненужной (т. е. может быть доказана как теорема
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с помощью остальных аксиом), были сделаны попытки

определить, нет ли ^у Евклида и других „лишних" аксиом. Особое

внимание математиков привлекал пятый постулат Евклида.

Этот постулат, который у самого Евклида формулировался
довольно сложно, в XIX в. был заменен следующей аксиомой
параллельности:

Пусть в данной плоскости дана прямая и лежащая вне этой
- прямой точка; тогда через эту точку можно провести к данной

прямой только одну параллельную прямую.
По сравнению с другими аксиомами Евклида аксиома

параллельности формулируется наиболее сложно. Многие теоремы
Евклида выражают гораздо более простые факты. (Например,
„В равнобедренном треугольнике углы при основании

конгруэнтны".) Не удивительно, что многие математики,' жившие

после Евклида, пытались доказать, что эта аксиома является

лишней, т. е. может быть доказана как теорема на основании

остальных аксиом. Среди математиков, работавших над

разрешением загадки пятого постулата, были Д. Саккери (XVIII в.),
И. Ламберт (XVIII в.), Ж. Бертран (XIX в.), А. Лежандр
(XVIII—XIX вв.) и др. Особенно интересны работы французского
математика Лежандра. Его перу принадлежит учебник
геометрии, представляющий собой переработку евклидовых „Начал".
Этот учебник неоднократно переиздавался. В каждом издании

своего учебника Лежандр помещал доказательство пятого

постулата, однако после выхода книги выяснялось,"что
опубликованное доказательство ошибочно. В каждом следующем издании

Лежандр помещал новое доказательство. И хотя среди
опубликованных Лежандром доказательств не оказалось ни одного

верного, -тем не менее его работы прояснили кое-что в проблеме
пятого постулата..

II. Заслуга решения проблемы пятого постулата принадлежит
*

'

нашему ^замечательному соотечественнику профессору Казанского

университета Николаю Ивановичу Лобачевскому. Первоначально
он пытался, как и его предшественники, доказать пятый
постулат Евклида, исходя из остальных аксиом. С этой целью он

попробовал провести рассуждение методом доказательства «от

противного».

Исходную идею Н. И. Лобачевского можно изложить

Следующим образом. Рассмотрим в плоскости прямую α и не

принадлежащую ей точку А. Проведем из точки А перпендикуляр АС
к прямой а и луч АВ, перпендикулярный АС (рис. 88).
Рассмотрим некоторый луч AM, пересекающий прямую а в точке М.

Меру угла САМ обозначим через ά°. Будем теперь неограниченно
удалять точку Μ от точки С по прямой α (так что точка Μ

будет пробегать положения М19 М29 ...). Угол а° будет при
этом возрастать, оставаясь все^аремя меньше 90°. При
неограниченном удалении точки Μ по прямой <г луч AM будет все

более приближаться к некоторому предельному положению AN,
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Рис. 88 Рис. 89

причем логически могут представиться две возможности: 1) луч
AN совпадает с лучом АВ; 2) луч AN составляет с лучом АВ

некоторый острый угол. Первый случай соответствует аксиоме

параллельности: АВ является единственной прямой, проходящей
через точку Л и не пересекающей а.

Посмотрим теперь, какое положение вещей мы имеем во

втором случае. Обозначим меру острого угла ACN через γ° (рис. 89).
Луч AN отделяет лучи, пересекающие прямую а, от лучей, не

пересекающих ее. Иначе говоря, всякий луч р, исходящий из

точки А и проходящий внутри угла CAN, пересекает прямую a, a

всякий луч q, проходящий внутри угла BAN, не пересекает ее.

Сам же луч AN также с прямой а не пересекается. Если теперь
продолжить луч AN за точку А и построить прямую AN',

симметричную AN относительно АС, то получим при точке А две
пары вертикальных углов (рис. 90). Всякая прямая,
проходящая через точку А и расположенная внутри пары вертикальных
углов NAN' и КАК', пересекается с а (прямые с', с", с'" на

рис. 91). Прямые же, проходящие через точку А и

расположенные внутри пары вертикальных углов ΝΑΚ', ΝΆΚ, не

пересекаются с а (прямые d', d", ά'" на рис. 91).
Для того чтобы доказать справедливость пятого постулата

Евклида, нужно было бы установить, что в действительности
γ°=90°, т.е. что случай, изображенный на рисунке 90,
невозможен.

Проводя доказательство «от противного», т. е. допуская, что

имеет место случай, показанный на рисунке 90, Н. И.
Лобачевский начал выводить различные следствия из этого

допущения, надеясь, что рано или поздно он придет к противоречию,

Рис. 90 Рис. 91
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чем и завершится доказательство пятого постулата. Однако он

доказал много десятков теорем, вытекающих из сделанного им

допущения, не обнаружив при этом никаких логических

противоречий. Доказанные Н. И. Лобачевским теоремы были

непривычны с точки зрения евклидовых представлений и вроде бы

даже противоречили здравому смыслу. Тем не менее все выводы

были логически безупречны. И тогда Н. И. Лобачевскому
пришла в голову гениальная догадка: заменив аксиому

параллельности ее отрицанием, т.е. предположив, что через точку А(£а
можно провести более одной прямой, не пересекающей а, мы по-

лучаем новую геометрию, в корне отличающуюся от

геометрии Евклида. В этой геометрии (Лобачевский назвал ее

«воображаемой») выполняются все аксиомы Евклида, кроме
аксиома параллельности, которая заменена ее отрицанием.

III. Приведем примеры теорем, которые имеют место в

геометрии Лобачевского. Прежде всего заметим, что все теоремы,
доказываемые в евклидовой геометрии без использования

аксиомы параллельности, сохраняются и в геометрии Лобачевского.

Например: вертикальные углы конгруэнтны; углы при основании

равнобедренного треугольника конгруэнтны; из данной точки

можно опустить на данную прямую только один перпендикуляр.
Теоремы же евклидовой геометрии, при доказательстве которых
применяются аксиомы параллельности, в геометрии Лобачевского
видоизменяются. Первой встретившейся теоремой, при
доказательстве которой использовались свойства параллельных
прямых, была теорема о сумме углов треугольника (V класс). Здесь
ожидает нас первый «сюрприз»: в геометрии Лобачевского сумма
углов любого треугольника меньше 180°.

Если два угла одного треугольника соответственно

конгруэнтны двум углам другого, то в евклидовой геометрии
конгруэнтны и третьи углы; как известно из курса VII класса, такие

треугольники подобны. В геометрии Лобачевского это уже не так;

более того, здесь вообще не существует подобных
треугольников (не конгруэнтных между собой): если углы одного
треугольника соответственно конгруэнтны углам другого, то в

геометрии Лобачевского эти треугольники конгруэнтны.
Разность 180°—(mQ/ А) + т(^В) + т(^С)) называется

дефектом треугольника ABC. H. И. Лобачевский доказал, что в era

геометрии площадь треугольника пропорциональна дефекту, т. е.

выражается формулой

S = k(l8Q°-(m(ZA) +m(ZB)+ m(ZQ)), (1)

где коэффициент k зависит от выбора единицы измерения
площадей.

Термин «параллельные прямые» Н. И. Лобачевский
применяет не к любым непересекающимся прямым, а лишь к таким

прямым, как а и b (или а и Ь') на рисунке 90. Другие же пары
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A

о. а

Рис. 92

непересекающихся прямых он называет расходящимися; так,
прямые а и d' на рисунке 91—расходящиеся.

Теорема о постоянстве расстояния между параллельными
прямыми не сохраняется в геометрии Лобачевского:
параллельные прямые неограниченно сближаются между собой в

направлении параллельности и неограниченно удаляются друг от друга
в противоположном направлении (т. е. расположение двух
прямых на плоскости Лобачевского напоминает расположение двух

искривленных линий на рис. 92).
Далее, две прямые в том и только в том случае являются

расходящимися, если они имеют общий перпендикуляр (рис. 93).
Заметим, что двух общих перпендикуляров две прямые в

геометрии Лобачевского иметь не могут: ведь в геометрии
Лобачевского сумма углов четырехугольника меньше 360° и потому
не существует прямоугольников.

В геометрии Лобачевского, как и в евклидовой геометрии,
в каждый треугольник можно вписать окружность. А вот

описанная окружность существует не всегда. В самом деле, для

нахождения центра описанной* окружности нужно найти точ$у
пересечения перпендикуляров к двум сторонам треугольника,

проведенным через их середины, а эти перпендикуляры в

геометрии Лобачевского могут оказаться непересекающимися. Если,
например, а и Ь—две параллельные прямые, С—лежащая между
ними точка, а точки А и В симметричны точке С относительно

прямых а и Ъ (рис. 94), то. треугольник ABC не имеет

описанной окружности (а и Ь не пересекаются).
Интересно, что в геометрии Лобачевского существуют три

прямые, попарно параллельные друг другу в различных
направлениях (рис. 95). У «треугольника», образованного этими

прямыми, вершины как бы находятся в бесконечности, причем мера
каждого угла равна 0°. Отсюда следует, что дефект этого «тре-

Рис. 94 Рис. 95

Q а

Рис. 93
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угольника» равен 180° и, следо с /и -

вательно, этот бесконечный «тре- \А&.
угольник» имеет конечную пло- Γφν
щадь k-180° (см. формулу (1)). 7м\

IV. Несмотря на необычность \90*
многих теорем геометрии Лоба- л м

чевского (отдельные примеры Рис. 96

таких теорем приведены выше),
вопрос о том, какая из геометрий (Евклида или Лобачевского)
лучше описывает свойства окружающего нас пространства, вовсе

не так прост. В самом деле, представьте себе, это на рисунке 96

й(Л,С) = 1м, т(^/Л) = 90°, /п(2с)=89°, 999. Тогда в обычной

(евклидовой) геометрии лучи AM и CN пересекаются, причем
несложный расчет показывает, что точка пересечения удалена
от А примерно на 60 км. Если же угол С будет еще менее

отличаться от прямого, то точка пересечения лучей AM и CN
может оказаться отстоящей от А на многие миллионы километров.

Н. И. Лобачевский считал вполне возможным, что свойства

реального пространства более точно описываются его

«воображаемой» геометрией, а не геометрией Евклида. Но угол γ° на

рисунке 90 настолько мало отличается от прямого, что

расхождения между измерениями, выполненными по формулам обеих

геометрий в пределах Солнечной системы (или даже нашей

Галактики), находятся за пределами точности инструментов.
Н. И. Лобачевский прекрасно понимал, что необычайность

выводов его геометрии вовсе не противоречит повседневному
опыту, так к^к, возможно, геометрия реального пространства
кажется нам «евклидовой» лишь в силу того, что масштабы
привычных «земных» измерений весьма невелики. Он предпринял
даже попытку вычислить сумму углов огромного.космического
треугольника, две вершины которого находились в

^противоположных точках земной орбиты, а третья—в одной из звезд.

Если бы удалось обнаружить, что сумма углов этого

треугольника меньше 180°, это дало бы экспериментальное подтверждение
идей Лобачевского. Однако отличие суммы углов этого
треугольника от 180° оказалось не выходящим за пределы погрешности
применяемых инструментов....

V. Николай Иванович Лобачевский был не только

выдающимся математиком. В течение 19 лет он был ректором
Казанского университета, ставшего в результате деятельности
Лобачевского одним из наиболее прогрессивных высших учебных
заведений России. Характерно, что именно благодаря энергии
и организаторским способностям Н. И. Лобачевского эпидемия

холеры, прокатившаяся по стране, и особенно Поролжью, в 1830 г.,
прошла мимо университета.

Н. И. Лобачевский сделал сообщение об открытой им

геометрии 11 февраля (по старому стилю) 1826 г. в своем докладе

на заседании физико-математического отделения Казанского уни-
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верситета. Этот день и ечитается теперь датой рождения новой,
«воображаемой» геометрии, которая во всем мире носит
название геометрии Лобачевского.

Однако тогда математический мир не воспринял идей
Лобачевского. Ученые не были подготовлены даже к мысли о том, что

может существовать какая-либо геометрия, отличная от

евклидовой. Мужественно отстаицая правоту своих идей, Лобачевский
опубликовал несколько книг и ряд статей, посвященных
открытой им геометрии.

Лобачевский умер в 1856 г., так и не добившись признания
своих идей.

.Были, однако, два человека, которые не только поняли

Лобачевского при его жизни, но и делят с ним заслугу открытия
неевклидовой геометрии, Это были венгерский математик Янош
Больяй (1802—1860) и „король математики" Карл Фридрих
Гаусс (1777—1855). Каждый из них, независимо от Н. И.

Лобачевского, пришел к тем же идеям. Я. Больяй написал

„Добавление" („Appendix") к учебнику геометрии, в котором он, несколько

иначе и не столь полно, как это сделал Лобачевский, излагал

идеи той же геометрии. Работа Я. Больяй вышла на несколько

лет позже первой книги Лобачевского. Впоследствии Я. Больяй

узнал о трудах Лобачевского и специально изучал русский язык,
чтобы их прочитать. Непризнание и тот факт, что Лобачевский

опередил его в этом открытии, сломили душевные силы Я. Больяй;
жизнь его была недолгой.

Гаусс не опубликовал ни одной работы, относящейся к

неевклидовой геометрии. То, что он владел идеями Лобачевского, было
обнаружено лишь после смерти ученого, при изучении его архива.
Неподготовленность математического мира к восприятию этих

идей была настолько велика, что даже гениальный Гаусс, к

мнениям которого прислушивались все, не рискнул опубликовать
свой работы или выступить открыто в поддержку Н. И.
Лобачевского. Свое отношение к научному подвигу русского ученого он

выразил тем, что добился избрания Н. И. Лобачевского членом-

корреспондентом Геттингенского королевского научного общества.
Это была единственная научная почесть, которая выпала на долю

Лобачевского при жизни.

VI. Признание открытия Лобачевского пришло во второй
половине XIX в., после появления работ итальянского

математика Евгения Бельтрами, английского математика Артура Кэли,
немецкого математика Феликса Клейна, французкого математика

Анри* Пуанкаре.
Дело в том, что хотя Лобачевский был абсолютно уверен, что

сколько бы новых теорем ни доказывалось, никаких противоречий
в его геометрии обнаружено не будет, но доказательства

внутренней непротиворечивости своей геометрии он так и не

представил. Такое доказательство было дано в работах названных

выше ученых. Каждый из них построил модель геометрии
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Рис. 97 Рис. 99

Лобачевского. В частности, модель, построенная в работах А. Кэли
и Ф. Клейна, может быть описана следующим образом.

Рассмотрим в евклидовой плоскости открытый круг К. В

модели Кэли—Клейна рассматриваются только точки,

принадлежащие этому, кругу (а точки граничной окружности и точки,

лежащие вне круга, не рассматриваются). Под „прямыми линиями"
в этой модели понимаются всевозможные хорды круга /С· В этой

модели можно говорить об отрезках и треугольниках (рис. 97, а),
о пересекающихся и непересекающихся прямых („прямые" а и Ь на

рис. 97, б пересекаются, а на рис. 97, в не пересекаются).
Непосредственно проверяется, что в рассматриваемой модели

выполняется аксиома: через две точки можно провести прямую, и

притом только одну (рис. 98). Проверка показывает, что и все

остальные аксиомы евклидовой геометрии, кроме аксиомы

параллельности, в модели Кэли—Клейна также выполняются. Остается

рассмотреть вопрос об аксиоме параллельности. Если бы

оказалось, что в этой модели справедлива евклидова аксиома

параллельности, то мы имели бы лишь еще одну модель все той же

евклидовой геометрии. Если же окажется, что в этой модели
евклидова аксиома параллельности не выполняется, то перед нами

будет модель геометрии Лобачевского. Легко видеть, что в

рассматриваемой модели реализуется именно второй случай. На
рисунке 99 видно, что через точку Л, взятую вне а, проходит
более одной „прямой", не пересекающейся с а (прямые d, ά' и

другие прямые, проходящие внутри заштрихованной на чертеже пары
вертикальных углов). Таким образом, в модели Кэли —Клейна
реализуется геометрия Лобачевского.

Прямые 6 и ft' на рисунке 99 отделяют прямые,
пересекающиеся с а, от непересекающихся, т.е. являются параллель-
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н ы м и прямой а в смысле геометрии Лобачевского. Прямые же

and (или а и d') — расходящиеся.
Заметим, что длины отрезков и величины углов выражаются

в, модели Кэли — Клейна довольно сложными формулами (которые
здесь не рассматриваются). Поэтому хотя „прямая" изображается
в модели Кэли — Клейна ограниченным отрезком, на ней можно
откладывать отрезки любой „длины". Точно так же, хотя

треугольники в модели Кэли — Клейна похожи на обычные евклидовы

треугольники, сумма углов треугольника в этой Модели,
вычисленная по относящимся к этой модели формулам, оказывается

меньше 180°.

Построение модели Кэли — Клейна полностью решило вопрос

о непротиворечивости геометрии Лобачевского. В самом деле,
каждая теорема геометрии Лобачевского интерпретируется в этой

модели в виде некоторого утверждения, касающегося точек и хорд
круга /С. И если бы в геометрии Лобачевского существовало
какое-либо внутреннее противоречие, это означало бы, что мы

можем прийти к противоречию, рассуждая о точках и хордах

круга К в обычной евклидовой плоскости. Поэтому если мы не

сомневаемся в непротиворечивости геометрии Евклида, то мы

обязаны признать, что и геометрия Лобачевского является столь же

непротиворечивой.
VII. Открытие, сделанное Н. И. Лобачевским, сыграло

огромную роль в развитии геометрии и математики вообще.

Во-первых, его работами была полностью решена проблема
пятого постулата: евклидова аксиома параллельности не может

быть доказана исходя из остальных аксиом геометрии.

Действительно, все остальные аксиомы, кроме пятого постулата,
выполняются как в евклидовой геометрии, так и в геометрии
Лобачевского, но в одной из них аксиома параллельности имеет место,

а в другой нет. Иными словами, аксиома, параллельности (или
пятый постулат Евклида) является независимой от остальных

аксиом геометрии.
Во-вторых, работы Н. И. Лобачевского показали, что

геометрия Евклида не является единственной и возможно

существование других геометрий, отличных от евклидовой. Это оказало

большое революционизирующее влияние на все дальнейшее
развитие математики. В настоящее время в математике

рассматривается бесконечное разнообразие различных геометрий.
Достаточно сказать, что каждая группа преобразований определяет
свою геометрию (об этом сказано в курсе VII класса), каждое

метрическое пространство также задает своеобразную геометрию
и т. д.

Вопроса том, какова же геометрия реального пространства,
поставленный еще Н. И. Лобачевским, оказался тесно связанным

с физикой, и в частности с вопросом о взаимоотношении

пространства и времени. Весьма многое здесь было прояснено
гениальными открытиями Альберта Эйнштейна. Оказалось, что если
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в небольшой части пространства
вопросы взаимного

расположения точек и прямых хорошо
описываются геометрией Евклида,
то взаимосвязь пространства и

времени, открытая Эйнштейном
в его специальной теории
относительности, очень точно

описывается геометрией
Лобачевского.Таким образом, обе геометрии
тесно сосуществуют друг с

другом. Чтоже касается

геометрических свойств пространства в це:

лом, связанных с измерением

огромных внегалактических расстояний, то, как показывают

выводы общей теории относительности Эйнштейна, свойства
пространства в целом скорее всего описывает неевклидова геометрия (но
только не такого типа, как геометрия Лобачевского, а одна

из геометрий, открытых во второй половине XIX в. выдающимся

немецким математиком Бернгардом Риманом). Изучением вопроса
о геометрии реального пространства занимается современная

космология, объединяющая открытия математики, физики,
астрономии.

VIII. Вернемся к аксиоматике евклидовой геометрии. После

работ Н. И. Лобачевского стало ^ясно, что аксиома параллельности
не может быть исключена из списка евклидовых аксиом. Вместе
с тем в XIX в. шла активная работа по пополнению этого списка

аксиом.

Исследованию вопроса о взаимном расположении точек на

прямой и прямых на плоскости посвятил ряд работ немецкий
математик Мориц Паш (1843—1930). В частности, он заметил, что

при аксиоматическом построении геометрии по схеме Евклида
необходимо пользоваться следующей аксиомой:

Если прямая, лежащая в плоскости треугольника и не прохо·

дяищя ни через одну из его вершин, пересекает одну из сторон
треугольника, то она обязательно пересечет одну из двух других
его сторон.

Аксиома Паша означает, что если прямая а „входит" в

треугольник Τ (рис. 100, а), то она не может остаться внутри этого

треугольника (рис. 100, б), а должна выйти из этого

треугольника, пересекая какую-либо одну из двух других его сторон

(рис. 100, в, г). Евклид в подобных случаях ссылался на

наглядность чертежа, а это при строго аксиоматическом построении

геометрии недопустимо.

- Работа по аксиоматизации евклидовой геометрии была
завершена в самом конце XIX столетия известным немецким

математиком Давидом Гильбертом (1862—1943). В своей книге „Основания
геометрии" (1899) Д. Гильберт дает полный список аксиом евкли-
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довой геометрии (21 аксиома), доказывает непротиворечивость
этой аксиоматики.

У Д. Гильберта все аксиомы разбиты на пять групп. Первая
группа аксиом (аксиомы соединения) содержит, в частности,

аксиому о том, что через каждые две точки проходит прямая и что

такая прямая единственна; аксиому о том, что на каждой прямой
имеется по крайней мере две точки; существуют по крайней мере

три точки, не лежащие на одной прямой, и другие^аксиомы.

Вторая группа аксиом (аксиомы порядка)говорит о взаимном

расположении точек и прямых. Здесь содержится аксиома о том,

что из трех точек на прямой одна и только одна лежит между

двумя другими. К этой же группе аксиом относится аксиома

М. Паша и ряд других аксиом.

Третья, четвертая и пятая группы аксиом носят соответственно

названия: аксиомы конгруэнтности, аксиомы параллельности и

аксиомы непрерывности. Заметим, что в IV группе аксиом у

Д. Гильберта только одна аксиома—аксиома параллельности

(см. с. 91).
IX. С появлением книги Д. Гильберта работа по

аксиоматизации геометрии вовсе не завершилась. Дело в том, что одна и

та же теория может быть построена на основе различных
систем аксиом. Это легко понять на примере аксиоматики

коммутативной группы.
На с. 83—84 были указаны четыре аксиомы коммутативной

группы. Однако можно было бы определить коммутативную

группу при помощи другой системы аксиом, содержащей следующие
три аксиомы.

-

1*. (Vfl, b£G) (a+b = b + a).
2*. (Vfl, b,c£G) {{а + Ь) + с = а+ {Ъ + с)).
3*. (Vfl, b£G) (3\xeG) (a + x = b).

Нетрудно понять, что эта аксиоматика эквивалентна той, которая

указана на с. 83—84. В самом деле, 1* и 2* просто совпадают с

аксиомами 1 и 2. Аксиома 3* выводится, как теорема, из аксиом

1—4 (см. теорему 2 на с. 87). Таким образом, если выполняются

аксиомы 1—4, то выполняются и аксиомы 1*—3*. В свою очередь,
из аксиом 1*—3* можно вывести в качестве теорем утверждения
аксиом 1—4.

Например, покажем, как выводится аксиома 4. Применяя
аксиому 3* к случаю & = 0, получаем, что для любого элемента

а существует, и при том только один, элемент χ ζ G, для которого
а-\-х = 0, а это и есть аксиома 4.

Из сказанного видно, что все выводы, которые можно получить
из аксиом 1—4, можно также получить из аксиом 1*—3*, и

наоборот. Таким образом, понятие коммутативной группы может быть

определено по-разному: либо с помощью аксиоматики 1—4, либо
с помощью аксиоматики 1*—3*.

100



Аналогично дело обстоит и с аксиоматикой геометрии: могут

быть построены разные системы аксиом, задающие одну и ту

же теорию—геометрию Евклида. Это выяснилось уже в конце

χΐΧ в. В это время, одновременно с гильбертовской
аксиоматикой, были предложены и другие системы аксиом евклидовой

геометрии. Одна из них была предложена в 1899 г. М. Пиери,
другая, чуть позже,—нашим соотечественником В. Ф. Каганом.

Работа по усовершенствованию аксиоматики геометрии
продолжалась и в XX столетии. В 1911 г. Ф. Шур предложил
аксиоматику, отличавшуюся от гильбертовской тем, что вместо аксиом

конгруэнтности (III группа аксиом Д. Гильберта) он ввел аксиомы

движений. Таким образом, аксиоматика Ф. Шура оказывается

ближе к идеям Ф. Клейна, чем гильбертовская аксиоматика, и

в этом смысле более прогрессивной.
Наиболее интересная с современной точки зрения

аксиоматика была предложена выдающимся немецким математиком

Германом Вейлем (1885—1955) в его книге пространство, время,

материя", вышедшей в 1918 г. Вместо точек и прямых в

качестве первоначальных неопределяемых понятий Г. Вейль
принимает точки и векторы, а среди его аксиом имеются, в частности,

аксиомы, указывающие свойства суммы векторов, произведения
вектора на число, скалярного, произведения векторов. Таким

образом, многие из свойств операций над векторами, которые
в нашем курсе доказывались, в аксиоматике Г. Вейля

принимаются в качестве аксиом. Это позволяет значительно легче

и короче (чем при использовании других аксиоматик) осуществить
построение курса геометрии. Разумеется, было бы

нецелесообразно заново излагать уже изученный нами курс планиметрии
с помощью аксиоматики Г. Вейля, однако в IX классе при
изучении пространственной геометрии мы с самого начала

будем использовать эту систему аксиом.

§ 14. Задачи на повторение

Расстояния и метрические пространства.
343. Докажите, что если М—середина отрезка [Л, В] и

С 6 [Л, В], то

d(C,M) = i-|d(4,C)-d(B,C)|.
344. а) Докажите, что, какова бы ни была точка О, сумма

d(A,0)+d(B,0) + d(C,0)

больше половины периметра треугольника ABC.

б) Сформулируйте и докажите аналогичное свойство для

произвольного многоугольника.
в) Сформулируйте аналогичные утверждения для

произвольного метрического пространства.
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345. Докажите, что если Μ—произвольная точка треуголь-'
ника ЛВС, то сумма d(M, A) +d(M9 В) +d(M9 С) меньше

периметра этого треугольника.
346. Длины сторон треугольника равны а, Ь и с\ длина

медианы, проведенной к стороне а, равна т. Докажите, .что

справедливы следующие неравенства:

а) т<Чр;
б) т > —2— '

в) сумма длин медиан треугольника меньше периметра и

больше половины периметра.
347. а) Докажите, что сумма длин диагоналей

четырехугольника меньше его периметра.

б) Сформулируйте аналогичное утверждение для
произвольного метрического пространства.

348. Докажите, что если четырехугольник выпуклый, то

сумма длин диагоналей больше полупериметра. Приведите
контрпример, показывающий, что обратная теорема неверна.

349. Через центр О окружности, вписанной в треугольник
АВС9 проведена прямая, параллельная АВ. Эта прямая
пересекает стороны [Л, С] и [В, С] в точках Μ и N. Докажите, что

d(M9 N) = d(At M) + d(B9 N).

350. Точки А и В лежат по одну сторону прямой а; точка

Μ—середина отрезка [Л, В]. Докажите, что

d(M9a) = ±ld(A9a)+ d(B9a)).

351. Длины отрезков [Л, В]9 [В, С], [С, D]9 вычисленные

с точностью до 0,1 с недостатком, равны соответственно 3,1;
6,7; 9,3, а длина отрезка [Л, D], вычисленная с точностью до

0,01 с избытком, равна 19,40. Каковы длины отрезков [Л, В]9
[В9 С]9 [С, D] с точностью до 0,01?

352. Длины отрезков [Л, В] и [В9 С], вычисленные с

точностью до 0,1 с избытком, равны соответственно 2,7 и 3,8.
Могут ли точки Л, В9 С лежать на одной прямой, если длина

отрезка [Л, С], вычисленная с точностью до 0,1 с недостатком,

равна: а) 6,2; б) 6,4? Укажите, какие свойства длины были

использованы для обоснования ответа.

Геометрические преобразования.
353. Докажите, что если диагонали четырехугольника F

являются его осями симметрии, то F—ромб.
354. Для теоремы о том, что средние линии прямоугольника

являются его осями симметрии, сформулируйте обратную
теорему, противоположную теорему и теорему, противоположную
обратной. Докажите эти теоремы.
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355. Точки А и В окружности / равноудалены от точки Λί.

Докажите,
что прямые ΜА и MB высекают в окружности /

конгруэнтные хорды.
356. В окружности с центром О проведена хорда [Λί, Ρ]9 и

на ней взяты точки А к В. Докажите, что отрезки [Λί, А] и

\р В] в том и только в том случае конгруэнтны, если d(0, Л)=
Ud(0, В).

357. В окружности из точки А диаметра [Л, В] проведены

две конгруэнтные хорды [Л, Λί] и [Л, Р]. Докажите, что:

a) d(M9B) = d(P9 В); б) d(Mt [Л, B]) = d(Pt [Л, В]).
358. Две концентрические окружности пересечены третьей

окружностью. Докажите, что точки пересечения окружностей

служат вершинам трапеции.
359. В треугольнике ABC стороны имеют следующие длины:

Й(Л, 5) = 13 см, d(B, С) = 14 см и d(A,C)= 14 см. Вычислите

длину радиуса окружности, центр которой лежит на стороне

[β, С] и которая касается двух других сторон.
360. Две окружности радиуса г касаются внешним образом

в точке Λί. В одной из них проведена хорда [Λί, Л], в другой—
хорда [Λί, Β]9 перпендикулярная первой. Определите расстояние
между точками Л и В.

361. Две окружности радиуса г проведены так, что каждая

из них проходит через центр другой. Параллельно линии

центров проведена прямая, пересекающая эти окружности
последовательно в точках Л, 5, С и D. Определите d(A, В) и d(C, D).

362. На стороне [Л, В] квадрата ABCD построен
произвольный треугольник АВМ. Докажите, что перпендикуляры,
проведенные через точку D к прямой MB, через точку С к прямой
ΜА и через точку Μ к прямой CD, пересекаются в одной точке.

363. Дан произвольный четырехугольник Р. Докажите, что

четырехугольниками, конгруэнтными Р, можно застелить паркет.
364. Два некогруэнтных равнобедренных треугольника

расположены так, что они находятся в одной и той же

полуплоскости относительно прямой т, а их основания лежат на прямой
т. Проведите прямую /, параллельную т, так, чтобы отрезки

прямой /, заключенные внутри треугольников, были конгруэнтны.
365. Через точку, взятую внутри параллелограмма, проведите

прямую, которая делит его на две части равной площади.
366. Докажите, что если диагональ четырехугольника делит

другую диагональ пополам, то она делит четырехугольник на

две части равной площади. Верна ли обратная теорема?
367. Окружность и квадрат имеют общий центр О. Докажите,

что отрезки прямой, проходящей через О, заключенные между

окружностью и сторонами квадрата, конгруэнтны.
368. а) Через центр равностороннего треугольника проведены

две прямые, мера угла между которыми равна 120°. Докажите,
что отрезки этих прямых, заключенные внутри треугольника,
конгруэнтны.
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б) Сформулируйте аналогичное утверждение для правильного
п-угольника.

369. Через точку, взятую внутри квадрата, проведены две

перпендикулярные прямые, причем каждая из них пересекает

противоположные стороны квадрата. Докажите, что отрезки этих

прямых, заключенные внутри квадрата, конгруэнтны.
370. а) Окружность, центр которой соападает с центром

правильного треугольника, пересекает стороны треугольника.
Докажите, что части сторон, заключенные внутри окружности,
конгруэнтны.

б) Сформулируйте аналогичное утверждение для правильного
п-угольника.

371. Впишите в окружность два треугольника с

соответственно перпендикулярными сторонами.
372. Впишите в квадрат правильный треугольник так, чтобы

одной из вершин треугольника служила данная точка на

стороне квадрата.
373. Даны параллельные прямые а и Ь. Докажите, что

любая точка Λί, не принадлежащая никакой из этих прямых,
может быть принята за центр гомотетии прямых а к Ь.

374. Одна из диагоналей трапеции делится точкой

пересечения диагоналей на отрезки, длины которых равны 21 см и 24 см.

Определите длины оснований трапеции, если длина ее средней
линии равна 30 см.

375. Отрезки [Л, Н] и [С, Т] перпендикулярны основаниям

[Л, В] и [С, D] трапеции, причем оба отрезка расположены во

внешней области трапеции. Докажите, что если d (Л, H) = d(A, В)
и d(C, T)=d(D, С), то точки Я, Г ή точка пересечения
диагоналей трапеции расположены на одной прямой.

376. Докажите, что расстояния от любой точки диагонали

параллелограмма до его непараллельных сторон обратно
пропорциональны этим сторонам.

377. а) Докажите, что композиция двух гомотетий
представляет собой либо гомотетию, .либо параллельный перенос.

б) Запишите эту теорему с помощью знаков V, =>, V»
запишите теорему, противоположную обратной.

378. а) Докажите, что любые два полукруга подобны между
собой.

б) В каком случае два круговых сегмента подобны?
379. Подобие f переводит точку Л в точку 5, точку В —

в точку С, а точку О —в себя. Определите d(0,C), зная, что

d(0, Л) = 169, d(B, С) = 60 и АВ±ОВ.
380. В правильном пятиугольнике ABCDE диагонали [Л, D]

и [С, Е] пересекаются в точке Q. Докажите, что существует
подобие, переводящее Δ BCD в /\EQD; определите
коэффициент подобия.
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В екторы.

381. В окружности с центром О проведены две хорды [Л, В]
и [С, £>], пересекающиеся в точке М. Докажите, что для

перпендикулярности этих хорд необходимо выполнение условия

OA + OB + OC + OD = 20M;

является ли это условие достаточным?

382. Точки Ρ и Т—середины сторон [Л, В] и [С, D]
четырехугольника ABQD. а) Докажите, что

б) Докажите, что 2d(P, Γ)<<ί(β, C)+d(A, D); в каком

случае имеет место равенство?
383. Докажите, что в произвольном четырехугольнике

отрезки, соединяющие середины противоположных сторон, и отрезок,
соединяющий середины диагоналей, пересекаются в одной точке

и делятся в этой точке пополам.

384. Точка Μ—середина отрезйа [Л, В]9 точка Ш—середина
отрезка [Л', В']. Докажите, что середины отрезков [Л, Л'], [В, В']
и [Λί,. Μ'] расположены на одной прямой.

385. Точки Ai9 Л2,... , А2п—последовательные вершины
правильного многоугольника с четным числом сторон. Докажите,
что

—>* —>■ ►

386. Докажите, что если известны абсциссы точек Л, В и С,
то можно найти абсциссу центра тяжести треугольника ABC.

387. Центры тяжести треугольников ABC, BCD, CDA, DAB
являются вершинами параллелограмма. Определите вид

четырехугольника ABCD.

388. Докажите, что для совпадения центров тяжести

треугольников ABC и А1В1С1 необходимо выполнение условия

АА1 + ВВ1 + СС1 = 0;

является ли это условие достаточным?

389. а) Вычислите' АВ-ВС + ВС^СА + СА-АВ, зная длины

сторон треугольника ABC.

б) Найдите сумму квадратов длин медиан треугольника, если

известны длины а, Ь, с его сторон.
390. Докажите, что угол Л треугольника ABC в том и только

втом случае является прямым, если (ОА + ОВ)(ОА+ОС) = 0,
где О—центр описанной окружности треугольника ABC.
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391. На стороне параллелограмма вне его построены
квадраты. Докажите, что центры этих квадратов служат вершинами
нового квадрата.

392. Докажите, что в произвольном треугольнике ABC имеет

место соотношение a^=bcosC+ccosB.
393. Докажите, что если в четырехугольнике суммы

квадратов противоположных сторон равны, то диагонали взаимно

перпендикулярны. Сформулируйте противоположную теорему; верна
ли она?

394. Докажите, что точка Μ в том и только в том случае
лежит внутри окружности, построенной на отрезке [Л, В] как

на диаметре, если угол АМВ—тупой или развернутый. Как
изменится формулировка для точек, лежащих вне окружности?

395. Укажите, какие из следующих высказываний истинны;
для ложных высказываний составьте их отрицания:

а) (Va, b)(3c=^0)(ac=bc);
б) (3a)(Vb)(ab=^0);
в) (За, b)(Vc)(3x, у)(с = хл+уЪ);
г) (За, b)(Vc)(ac = OVbc=0);

д) (Va, b)(3lc)(a=Ji±l).
396. Для следующих теорем ^составьте обратные,

противоположные и противоположные обратным теоремы; для каждой из

получающихся теорем укажите доказательство или контрпример:
- a) (Va, b) (ab = 0) => (а= 0 V b = 0);

б) (Va, b, с, где аΦ 0, b Φ 0) (ab = 0 Λ ас =*= 0) => ((3*) (с = ftb));
, в) (Va, b, с) (ас Φ 0) => ((ЗА) (fca + Ь) с = 0)).

397. а) Докажите теорему

ОМ, В, С, D) ((AB _L CD) Λ (AD 1 ВС)) r> (AC 1 BD).

б) Запишите знаками противоположную теорему; верна ли

она?
398. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны [Л, В] и

[С, D] перпендикулярны. Докажите, что сумма квадратов длин

двух других сторон равна сумме квадратов длин диагоналей.
399. Докажите, что для перпендикулярности диагоналей

четырехугольника достаточно, чтобы его средние линии имели

одинаковые длины. Является ли это условие необходимым?
400. На сторонах [Л, В] и [В, С) треугольника ABC построены

вне этого треугольника квадраты ABPQ и BCKL; точка Μ—

середина отрезка [Р, L]. Докажите, что ВМ J_AC.



ГЛАВА III

ВВЕДЕНИЕ В СТЕРЕОМЕТРИЮ

§ 15. Точки, линии, поверхности и тела в пространстве

!. С первоначальными понятиями геометрии на плоскости

(планиметрии) вы познакомились еще в начальных классах.

Однако строго доказанные теоремы, точные определения и

аксиомы появились лишь в VI и последующих классах. Объясняется

это тем, что мышление человека связано с его практической
деятельностью, базируется на представлениях и понятиях,

почерпнутых из окружающей действительности. Прежде всего

нужно было систематизировать первоначальные опытные
геометрические представления о точках и прямых линиях, углах и

отрезках, треугольниках и окружностях. Только после того,

как эти представления становятся привычными, можно

переходить к обобщению подмеченных закономерностей и формулировке
их на языке теорем, определений, аксиом.

Аналогично обстоит дело с изучением пространственной
геометрии (стереометрии). В детстве во время игры с кубиками и

кирпичиками вы получили первоначальные представления о

взаимном расположении тел в пространстве (рис. 101);
наблюдение стен домов создает первоначальные представления о

плоскостях и их взаимном расположении в пространстве; шест,
вертикально воткнутый в землю, дает представление о прямой,
перпендикулярной к плоскости, и т. д. Эти первоначальные представления
подкреплены знаниями, полученными на уроках труда и черчения.
На уроках черчения рассматривались параллельные прямые
в пространстве, проецирование тел на три взаимно

перпендикулярные плоскости и т. д. Строители перпендикулярность плос-.
костей проверяют с помощью отвеса (рис. 102).
Перпендикулярность прямой и плоскости можно проверять с помощью

пространственного угольника (рис. 103).
Однако для аксиоматического построения стереометрии (оно

будет осуществлено в IX классе) нам необходимо
систематизировать пространственные представления, пополнить запас

первоначальных фактов, относящихся к пространственной геометрии.
Поэтому в VIII классе мы ограничимся наглядными пояснениями
о свойствах и взаимном расположении точек, линий и

поверхностей в пространстве, не уделяя внимания строгим
обоснованиям, определениям, аксиомам.

,

II. Представление о геометрических точках дают предметы,
размеры которых для нас несущественны. Например, в ряде
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Рис. 101

вопросов астрономии звезды рассматриваются как точки, даже

если эти «точки» в десятки раз превышают по размерам наше

Солнце. О линиях мы говорим тогда, когда рассматриваем
предметы, в которых для нас существенна протяженность в одном

направлении и не существенны поперечные размеры предмета.
Например, мы говорим о линии (траектории) движения

самолета, хотя оставляемый самолетом газовый след (рис. 104) имеет

немалые поперечные размеры. Интересный пример линии в

пространстве дает пружина (рис. 105, а); линия, по которой она

располагается (винтовая линия, рис. 105, 6), не является

плоской фигурой: не существует плоскости, содержащей ее.

В пространственной геометрии кроме линий и точек

рассматриваются поверхности и тела. Представление о

геометрическом теле дает камень, брусок, хоккейная шайба и другие
предметы,- которые мы считаем сплошными, заполненными внутри.
Граница тела (вообразите слой краски, которым покрыто тело)
дает представление о геометрической поверхности.

Заметим, что вопрос о том, целесообразно ли считать предмет
точкой или линией, поверхностью или телом, зависит от задачи,

которую приходится решать. Например, для шофера,
перевозящего трубы на строительство газопровода, эти трубы выступают

в роли тел (они занимают

определенное место в кузове автомашины,

рис. 106, а). Для рабочего,
наносящего слой изоляции (рис. 106, б),
эти же трубы выступают в качестве

поверхности (для него безразлична
толщина стенок труб, существенна
только площадь поверхности). Для
проектировщика же,

прокладывающего трассу (рис. 106, в), газопровод
Рис. юз представляется линией (для него
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Рис. 104 Рис. 105

существенна только протяженность труб в одном

направлении).
Представление о том, что линию можно рассматривать как

след движущейся точки, а поверхность—как границу тела,

восходит еще к древнегреческой математике. Однако в XIX в.

эти (казалось бы, незыблемые) наглядные представления были

ю

Рис. 106

е)
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Ώ В

Рис. 107

а поколеблены. Итальянский ученый
Джузеппе Пеано (1858—1932) доказал,
что существует такое непрерывное дви-

J жение точки, при котором траектория!
движения (ее называют «кривой Пеано»)
целиком заполняет квадрат!-.
А так как квадрат было бы странно
считать линией, то утверждение
«Линия есть след движущейся точки»

нуждается в уточнении. Так был_заново
поставлен вопрос: «Что такое линия?»

Наглядное представление о том, что всякая поверхность
является границей (или частью границы) какого-либо тела, ока-

залось также неточным. Это было обнаружено австрийским
математиком Августом Мёбиусом (1790—1868). Он исследовал
свойства поверхности, которая получается из узкой полоски

бумаги, если склеить ее края, предварительно повернув их на

180° (рис. 107). Эта поверхность (ее называют листом Мёбиуса)
является односторонней: если, например, начиная с

некоторого места, закрашивать ее краской, то закрасим весь лист

Мёбиуса (рис. 108). У склеенной без перекручивания ленты

можно окрасить одну сторону, а вторая сторона окажется

незакрашенной (рис. 109). А у листа Мёбиуса второй «стороны»
нет! Лист Мёбиуса является примером поверхности, которая не

может служить частью границы никакого геометрического тела.

В самом деле, если бы лист Мёбиуса располагался на

поверхности некоторого тела и мы стали бы красить это тело «снаружи»,
то окрасили бы весь лист Мёбиуса, т. е. оказалось бы, что это

тело ни с какой стороны к листу Мёбиуса не примыкает.
Таким образом, ответ на вопрос «Что такое поверхность?»

также нуждается в уточнении.

III. Фигуры, состоящие из конечного числа точек (рис. ПО, а)$
условимся считать нульмерными (или имеющими размер-
ность О).

Рассмотрим теперь окружность. Из любой ее точки можно

пройти в любую другую ее точку, двигаясь по этой окружности.
Однако если мы вблизи точки Μ отметим две точки А и В

(рис. 110,6), то попасть из Μ в Ν, минуя точки Л и В, уже
не удастся (т. е. на окружности не существует пути, ведущего
из Μ в Ν, который не проходил бы через А или В). Говорят,
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Рис. ПО

что множество Р = {А, В} отделяет на окружности точку Μ от

точки N. Итак, точку Μ и близкие к ней точки можно

отделить от остальных точек окружности при помощи множества Р,
состоящего из двух точек. Аналогичное положение имеет место

для фигур, изображенных на рисунках ПО, в, г. Для того чтобы

отделить точку Μ от остальных точек фигуры, изображенной
на рисунке ПО, д, двух точек уже недостаточно. Однако и здесь

можно выбрать нульмерное отделяющее множество Ρ =
= {Л, Я, С, D, £}.

Фигуры, изображенные на рисунках ПО, е—з, этим свойством
не обладают: какое бы нульмерное множество мы ни взяли, оно

не отделяет точку Μ и близкие к ней точки от остальной части

фигуры (рис. 111).
Рассмотренное свойство естественно принять за определение

того, какие фигуры следует считать одномерными (или имеющими

размерность 1).
Фигура I (не являющаяся нульмерной) называется одномерной

фигурой (или линией), если, какова бы ни была точка ΜζΙ,
найдется нульмерное множество, отделяющее точку Μ и близкие
к ней точки от остальных точек фигуры /.

Рассмотрим теперь фигуры, изображенные на рисунках ПО,
е, ж, з. ЗдесЪ любую точку Μ и близкие к ней точки можно

отделить от остальной части фигуры при
помощи одномерного. множества (линии). Это
свойство дает возможность определить двумерную
фигуру (поверхность).

Фигура Q (не являющаяся нульмерной или

одномерной) называется двумерной (или имеющей
размерность 2), если, какова бы ни была точка Рис. ш

А
φ

δ

Φ

9)
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Μ € Q, найдется одномерное множество, отделяющее
точку Μ от остальных точек фигуры Q.

Куб (рис. 112) и шар являются примерами
трехмерных фигур: для того чтобы отделить

^
точку Μ и близкие к ней точки, надо взять уже

двумерное множество.
Рис U2 Данные выше определения можно объединить

одной формулировкой. Фигура F называется

имеющей размерность п, если, во-первых, она не имеет меньшей

размерности и, во-вторых, какова бы ни была точка M£F, найдется
множество размерности η—1, отделяющее точку Μ и близкие
к ней точки от остальных точек фигуры F. Здесь п—одно из

чисел 1, 2, 3,
Изложенная идея уточнения понятия размерности

принадлежит выдающемуся советскому математику Павлу Самуиловичу
Урысону, трагически погибшему в 1924 г. в возрасте 26 лет.

Заслуга П. С. Урысона в том, что он не только дал

определение размерности, но и создал глубокую теорию, посвященную
исследованию этого понятия. Ему принадлежит также ряд работ
в области топологии—одного из важных направлений
современной геометрии.

IV. Среди линий, изучаемых в пространственной геометрии,
наиболее важными являются прямые линии, среди
поверхностей—плоскости. В каждой плоскости справедливы все теоремы,
изученные в курсе планиметрии.

В_ пространственной геометрии, как и в планиметрии, через
любые две точки проходит единственная прямая. На рисунке 113

изображены прямые АВ и АС±, каждая из которых проходит

через две вершины прямоугольного параллелепипеда Р.

Пересечение прямой АВ с параллелепипедом Ρ представляет собой

отрезок [А, В]—ребро этого параллелепипеда. Пересечение
прямой ACt с параллелепипедом -Р представляет собой отрезок [А, Сг]9
который называется диагональю этого параллелепипеда. Все точки

отрезка [A, CJ, кроме его концов, лежат внутри
параллелепипеда \Р.

Если прямая а имеет с некоторой плоскостью α две общие
точки Μ и #, то она целиком лежит в этой плоскости * (рис. 114).
Пояснить это можно следующим образом. Так как в плоскости α

справедливы все аксиомы и теоремы планиметрии, то через
точки Λί£α и #ga в плоскости α можно провести прямую Ъ

(так что бса). Теперь через точки Μ ιι Η проведены две

прямые а и Ь, которые (в силу единственности прямой,
проходящей через две точки) должны совпадать. Таким образом,
а — Ъ, и потому аса.

1 Плоскости в стереометрии будем обозначать буквами греческого алфавита:
α (альфа), β (бета), у (гамма),-о (дельта).
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Рис. 114

Прямая АгВ на рисунке 115 имеет

две общие точки At и В с плоскостью

грани AAJiJi и потому целиком
лежит в этой плоскости. Пересечение этой

прямой с параллелепипедом Ρ пред-

Рис# Пз ставляет собой отрезок [Ai9 В]—
диагональ грани AAjSJi.

Через одну и ту же прямую можн# провести бесконечно
много различных плоскостей. На рисунке 115 через прямую АВ

проходят плоскости граней ABCD и AAtBtB. На рисунке 116

через прямую АВ проходят четыре плоскости α, β, γ и δ. Их
можно рассматривать как последовательные положения

плоскости, вращающейся в пространстве вокруг оси АВ. Таким
вращением можно плоскость α перевести в любую другую плоскость,

проходящую через прямую АВ.

Через три точки Л, β и С, не лежащие на одной прямой,
проходит плоскость, и притом единственная. Пояснить это можно

следующим образом. Проведем через прямую АВ плоскость α

и будем поворачивать ее вокруг прямой АВ. В некоторый мо-

Ct Bt

Рис. 116

Рис. 117 Рис. 118
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мент она окажется проходящей через точку С (рис. 117). Это
и будет интересующая нас плоскость.

Плоскость, проходящую через точки Л, В, С (не лежащие

на одной прямой), часто называют, для краткости, «плоскостью

ABC». На рисунке 118 изображена плоскость AtBCt.
Пересечение этой плоскости с параллелепипедом Ρ представляет собой

треугольник АХВС±.
Четыре точки пространства не всегда располагаются в одной

плоскости. Например, точки Л, В, С и D на рисунке 115

лежат в одной плоскости (в плоскости нижней грани

параллелепипеда). Точки же Л, В, С и Dt в одной плоскости не лежат.

Действительно, существует единственная плоскость, содержащая

точки Л, β и С, но точка D^eft не принадлежит.

Задачи.

401. Отрезки [О, Л], [О, В] и [О, С] лежат в одной плоскости.

Чему равна размерность фигуры [О, Л]ЩО, В]Ц[0, С]?
402. Чему равна размерность фигуры, образованной ребрами

[Αί9 Л], [Ait БД и [AiyDi\ параллелепипеда Ρ (см. рис. 115)?
403. Какие из следующих высказываний истинны?

а) Любая фигура F, не являющаяся плоской (т. е. не

располагающаяся целиком в одной плоскости), имеет размерность 3.

б) Существует двумерная фигура, не являющаяся плоской.

в) Существует одномерная фигура, не являющаяся плоской.

г) Существует нульмерная фигура, не являющаяся плоской.

д) Никакая трехмерная фигура не является плоской.
404. Начертите два различных луча ОА и ОВ. Чему равна

размерность угла, сторонами которого служат лучи ОА и ОВ?
405. Какова размерность листа Мёбиуса?
406. Фигура F—поверхность шара. Какие из следующих

высказываний истинны?

а) Существует конечное, хотя и очень большое, число точек,

отделяющих точку Μ ζ F и близкие к ней точки от остальных

точек фигуры F.
б) Существует линия, отделяющая точку M£F и близкие

к ней точки от остальных точек фигуры F.

в) Любая замкнутая линия laF делит поверхность F на

такие две области, что любой путь, соединяющий точку одной
области с точкой другой области, пересекает линию /.

407. Тело, изображенное на рисунке 119 (имеющее форму
баранки), называется тором. Какие из высказываний а)—в)

задачи 406 будут истинными, если через F
обозначить поверхность тора?

408. Винтовая линия содержит три
витка. Какие фигуры могут получиться
при Пересечении этой линии. о плоско-

Рис. 119 СТЬЮ?
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409Γ Пересекаются ли на чертеже (рис. 120)
прямые DBt и DfiJ Пересекаются ли эти

прямые в пространстве? Ответьте на те же

вопросы относительно прямых BBt и DXC.
410. Перечислите все прямые, каждая из

которых проходит через одну вершину
нижнего основания куба (рис. 120) и через одну

вершину верхнего основания. Сколько из

этих прямых пересекаются с кубом: а) по рис 120

диагонали куба, б) по диагонали грани
куба, в) по ребру куба?

411. В плоскости даны четыре точки Л, β, С и D, из

которых никакие три не лежат на одной прямой. Перечислите
прямые, каждая из которых проходит через две из этих точек.

Сколько всего таких прямых? Изменятся ли ответы на эти

вопросы, если рассматриваемые точки Л, В, С и D не лежат

в одной плоскости?
412. Точка Р—середина ребра [Л, β] куба. Точка Λί взята

внутри грани АА±В±В таким образом, что прямая РМ пересекает
ребро [Л, At]. Сделайте чертеж к этой задаче. Возьмите внутри
той же грани такие точки JV и Q, чтобы прямые PN и PQ
пересекали другие ребра куба. Пересекаются ли на чертеже
прямые РМ и AXDX\ пересекаются ли эти прямые в

пространстве?
413. Точки Μ и N расположены внутри грани BBfifi куба.

Сделайте чертеж по этому условию задачи. Постройте на этом

чертеже точки пересечения прямой MN с ребрами куба или

с их продолжениями.
414. В плоскости грани ABCD куба взяты такие точки Μ и

Р, что d (Ρ, A) = d. (Л*, D), d (P, D) = d (P, A)+d (Л, D),
d(Bt M) =d (Λί, С) и d (5, C) = d (β, M) + d (Μ, С). Сделайте
чертеж и постройте точки, в которых прямая MP пересекается
с ребрами куба или с их продолжениями.

415. Точки /С, Λί, Ρ и Η—середины ребер [Л, Л^, [Л£, DJ,
[£*ι> CJ и [С> Q] куба. Пересекаются ли а) прямые КМ и DDit
б) прямые КМ и Р#?

416. В кубе точки /С, Ρ и Я—середины ребер [Л, ЛJ,
[Ci9 Dj] и [С, CJ; точку Λί взяли на ребре [Ai9 Dt] так, что

d (М D)= Τ
* Пересекаются ли прямые КМ и Р#?

417. Точки Λί, Ρ и К принадлежат ребрам [Di9 Лх], [Di9 CJ
и [Di9 D] куба. Что представляет собой пересечение плоскости

МРК и куба?
418. Возьмите в кубе точки: Μ € [5, Л], Ρ 6 [5, С] и /С € [£>> DJ.

а) Отметьте эти точки на изображении куба, б) Постройте точки

пересечения прямых DC и DA с прямой ΛΓΡ. вХ Докажите, что

построенные точки представляют собой пересечение прямых DC
и DA с плоскостью МРК. г) Постройте точки пересечения пря-
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мых AAt и CCt с плоскостью ΛίΡ/C. д) Постройте пересечение
плоскости МРК и куба.

419. Возьмите в прямоугольном параллелепипеде точки: Μ £

€[ЛХ, 'DJ, PG[Dj> Cj] и /С€[Л, β]. Постройте пересечение
плоскости МРК и прямоугольного параллелепипеда.

420. Докажите, что если прямые / и т в пространстве имеют

общую точку, то существует плоскость, содержащая обе эти

прямые. Верно ли обратное?
421. Докажите, что четыре точки Л, В, С и D пространства

в том и только в том случае лежат в одной плоскости, если

либо прямые АС и BD имеют общую точку, либо прямые АВ
и CD имеют общую точку.

422. Дано 100 точек, из которых каждые 4 точки

принадлежат одной плоскости. Докажите, что все 100 точек лежат в

одной* плоскости.
423. Через прямую Ζ проведены две различные плоскости α

и β. Взяты точки А €<х и β£β, не лежащие на прямой /. Могут
ли прямые АВ и / иметь общую точку?

424. На поверхности куба взяты точки Ρ и Я. Убедитесь,
что всегда существует ломаная, соединяющая Ρ и Я, которая
целиком расположена на поверхности куба и состоит не более
чем из трех звеньев.

425. Точка О—центр грани ABCD куба. Существует ли на

поверхности куба более короткая ломаная, чем АгАО,
соединяющая точки Ai и О?

426. Изобразите по одной фигуре, имеющей размерность 0,
1, 2 и 3. Подпишите под этими фигурами их названия.

427. Начертите две различные параллельные прямые а и Ь.

Чему равна размерность полосы, краями которой служат
прямые а и Ь?

428. Обозначим через F линию, изображенную на рисунке 121;
какие из следующих высказываний об этой линии истинны?

Существует точка Algp, которую вместе с близкими к ней

точками можно отделить от остальных точек фигуры F при
помощи множества, состоящего: а) из двух точек; б) из одной точки.

Для любой точки Μ ζ F существует множество, отделяющее

точку Μ вместе с близкими к ней точками от остальных точек

фигуры F и состоящее: в) из 5 точек; г) из

10 точек.

429. Сколько существует прямых, каждая
из которых проходит через две вершины куба
Р? Сколько из них пересекается с кубом по

отрезку, расположенному на поверхности куба?
430. Точки Ρ и Q расположены внутри грани

A^fiiDi куба. Сделайте чертеж и постройте
на нем точки пересечения прямой PQ с ребра-

Рис 121 ми куба или их продолжениями.
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431. Точки Н к К принадлежат

ребрам [Dlf CJ и [Clf С] куба.
С какими из ребер куба или с их

продолжениями пересекается
прямая НЮ

432. Точки Ρ и М—середины
ребер [Л, Аг\ и [Лг, DJ куба. На

ребре [Л, В] взята такая точка Q,
что прямые CQ и РМ пересекают-

ся. Определите /(Q> ^.
433. Существует ли плоскость

(см. рис. 120), содержащая прямые:
BXD, в) БС и AAJ

434. Скопируйте рисунок 122 (а—плоскость основания

параллелепипеда и аса). Постройте точки, в которых прямая а

пересекается с прямыми АВ, ВС, DC и AD. Пересекаются ли

на чертеже прямые а- и CCJ Пересекаются ли эти прямые
в пространстве?

435. Возьмите в прямоугольном -параллелепипеде точки:

М€[В1У Лх], P€[#i, CJ и /C€[D, Dx]. Постройте пересечение
плоскости МРК и прямоугольного параллелепипеда.

436. Через точки Л, С и Βί (см. рис. 120) проведена
плоскость. Лежит ли в ней: а) прямая ААХ\ б) прямая ABJ

437. Даны четыре точки. Сколько существует плоскостей,
каждая из которых проходит через какие-либо три из данных

точек?
438. Найдите самый короткий путь по поверхности куба из

вершины Л в вершину Q (см. рис. 120).
439*. Рассматриваются всевозможные прямые, каждая из

которых проходит через две вершины куба.. Можно ли из этих

прямых выбрать а) три, б) четыре, в) пять таким образом, чтобы
никакие две из них не лежали в одной плоскости?

§ 16. Параллельные прямые.
Векторы в пространстве

I. Пусть а и Ь—две прямые в пространстве. Могут
представиться два случая.

1) Не существует плоскости, содержащей обе прямые а и Ь\
в этом случае прямые а и Ь называются скрещивающимися
(рис. 123).

2) Существует плоскость, содержащая обе прямые а и Ь\
в этом случае прямые а. и Ь либо параллельны (рис. 124, а, б),
либо имеют только одну общую точку (рис. 125).

Итак, возможны три случая взаимного расположения двух
прямых α и & в пространстве:

а) α и Ь—скрещивающиеся прямые;

Рис. 122

a) AD и ВхСи б) CD и
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"Τ
Рис. 123

Рис. 125
Рис. 126

б) а параллельна Ь;

в) а и b имеют одну общую точку.
Заметим что в планиметрии две прямые, не имеющие общих

точек, являются параллельными; в пространстве же две прямые,

не имеющие общих точек, могут быть либо параллельными (если

они лежат в одной плоскости), либо скрещивающимися.

Через любую точку пространства можно провести

единственную прямую, параллельную данной. Например, если а—данная

прямая^ и Л-не принадлежащая ей точка, то однозначно

определяется плоскость а, содержащая прямую а и точку А (рис. иь).

В плоскости α справедливы все факты планиметрии и, в

частности, через точку А проходит единственная прямая, параллель-

тЯОтношение параллельности прямых в пространстве

рефлексивно, симметрично и транзитивно:

1) (Ϋα)(α||α);
2) (Vo, b)(a\\b)&(b\\a);
3)(Уа, b,c)\(a\\b)A(b\\c))=>(a\\c).
Первое свойство (рефлексивность) означает, что каждая

прямая параллельна самой себе (или иначе: если две прямые

совпадают, то они параллельны).
Второе свойство (симметричность) позволяет не различать

формулировки «прямая α параллельна Ь» или «прямая b

параллельна а», а просто говорить «прямые а и b параллельны друг

другу».
В случае, когда прямые а, Ь, с располагаются в одной

плоскости, третье свойство (транзитивность) представляет собой факт,

известный из планиметрии. Однако здесь утверждается, что этот

факт имеет место и в случае, когда прямые не располагаются

в одной плоскости. Например, на рисунке 127 изображены па-
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'Л*

Рис. 127

β

Рис. 128

раллельные прямые а и Ъ, лежащие в плоскости а, и

параллельные прямые Ь и с, лежащие в плоскости β, т.е. а\\Ь и Ь\\с.
Свойство транзитивности утверждает, что а\\с. То, что

отношение параллельности прямых обладает в пространстве свойством

транзитивности, можно было бы доказать, пользуясь списком
аксиом пространственной геометрии. Но пока (до IX класса) мы
этим списком не располагаем.

В параллелепипеде Ρ (рис. 128) ААг^ВВ± (как
противоположные стороны прямоугольника АА^В^В), и точно так же

BBt || CCi.. Отсюда следует в силу транзитивности, что AAt || CQ.
Таким же образом устанавливается, что BB^DD^ т. е. каждые

две из прямых AAif BBl9 CCi9 DDi параллельны друг другу.
Кроме того, имеется четыре ребра, параллельных [А, В], и

четыре ребра, параллельных [A, D]. Таким образом, в каждом

прямоугольном параллелепипеде имеется три четверки попарно
параллельных ребер.

II. Вектором в пространстве будем называть множество всех

направленных отрезков, которые параллельны друг другу, имеют

одинаковое направление и одинаковую длину (ср. определение
вектора. на плоскости, § 12). На чертежах обычно изображают
один направленный отрезок—представитель вектора (или
небольшое число представителей). На рисунке 129 изображено
несколько представителей одного и того же вектора. Четыре
направленных отрезка на рисунке 130 являются представителями
одного и того же вектора..

В дальнейшем через АВ будет обозначаться вектор, одним
из представителей которого является направленный отрезок
с началом в точке А и концом в точке В. Другими словами,

запись АВ обозначает множество всех направленных отрезков,
каждый- из которых параллелен направленному отрезку с

началом А и концом Ву имеет с ним одинаковое направление и

одинаковую длину. Например, вектор, несколько из представителей
которого изображены на рисунке 129, можно обозначить через

АВ, или MN, или PQ. Таким образом, на этом рисунке MN = АВ,
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Рис. 129 Рис. 130 Рис. 131

т. е. вектор, одним из представителей которого является

направленный отрезок с началом Μ и концом Ν, совпадает

с вектором, одним из представителей которого является

направленный отрезок с началом Л и концом В.

Заметим, что, каковы бы ни были то.чка О и вектор а, всегда

найдется, и притом только одна, точка Л, для которой ОЛ=а:

(VO, а)(3! Л)(ОЛ=а).

Пояснить это можно следующим образом. Вектор а представляет
собой бесконечное множество направленных отрезков. Среди
них есть и такой, который начинается в точке О (рис. 131).
Конец этого отрезка и является искомой точкой Л (для

которой ОЛ = а).
Нахождение (по заданным Она) точки Л, для которой

ОЛ=а, называется откладыванием· вектора а от точки О.

Действия над векторами в пространстве производятся по

представителям (как и на плоскости). Например, для получения

суммы векторов а и b нужно взять произвольную точку О в

пространстве, найти точку Л, для которой ОА =а, а затем точку В,

для которой Л5 = Ь. Тогда направленный отрезок с началом О

и концом В будет представителем вектора а + b, т. е. а + Ь=ОВ.

Произведение вектора на число определяется в пространстве
так же, как в случае плоскости.

В дальнейшем, когда потребуется, мы будем пользоваться

свойствами операций над векторами, известными из курса
планиметрии (см. § 13 и 16 учебника «Геометрия-7»).

Задача 1. Упростить векторное выражение ADt+BD +
+ C& + CJ: (рис. 132).

Решение. Выразим все векторы-слагаемые через три

линейно независимых вектора а= AD, Ъ = ABt с = АА± (см. рис. 132).
Имеем:

лВх = а + с, ЯО^—b+ а, С^?£ = —а, С£= — с.
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рис. 132 Рис. 133 Рис. 134

Таким образом:

л51 +^+ад+С^= (а+с) + (-Ь+а) + (-а) + (-с)=^
= а+ с—b +a—a—c = a + (—b).

Представителем этого вектора является направленный
отрезок с началом В и концом D (или с началом В± и концом Dt)f
т.е. а + (—b) = BD. Окончательно получаем:

ADi + BD + C^Bi +C^C^BD.
III. Линейной комбинацией векторов af, а2, ..., а„

называется вектор k^+ k2&2-+■... + knan, где ki9 k2, ...,

kn—некоторые числа. Далее, векторы ait а2, ...,а„ называются линейно

независимыми, если никакой из них не может быть представлен
в виде линейной комбинации остальных векторов.

Например, на рисунке 133 векторы p = ACif q=^DBi9 r = CB
линейно зависимы. Действительно, первый из них представляется
в виде линейной комбинации двух других:

p^ACi==AD+DBi +B^Ci = DBi— 2CB = q—2r. ч

Векторы же АВ, АС и AAt линейно независимы.

Действительно, любая точка N, для которой вектор AN представляется

в виде линейной комбинации векторов АВ и АС, лежит в

плоскости нижней грани ABCD, а точка А± не лежит в этой
плоскости.

Таким образом, в пространстве существуют три линейно
независимых вектора. Любые же четыре вектора в пространстве
линейно зависимы. Пояснить это можно следующим образом.
Возьмем четыре точки О, Л, 5, С, не лежащие в одной

плоскости, и произвольную точку Q. Покажем, что векторы ОЛ,
ОВ, ОС, OQ линейно зависимы. Для этого (рис. 134) через
точку Q проведем прямую, параллельную ОС. Пусть эта прямая
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пересекает плоскость ОАВ в точке М+ Прямая ОМ лежит в

плоскости АОВ, и потому вектор ЮМ линейно выражается через

векторы ОА и 0Bt т.е. OM— kf ОA +k2OB. Далее, так как

MQ||ОС, то MQ = k3OC. Таким образом, OQ^OM+MQ=kiOA+
+ k2OB+kzOC, т.е. один из векторов ОЛ, OB, 0Ct 0Q пред-
ставляется в виде линейной комбинации остальных.

Мы видим, что наибольшее число линейно независимых

векторов в пространстве равно трем, в то время как в геометрии
на плоскости наибольшее число линейно независимых векторов

равно двум (любые три вектора линейно зависимы). Это является

векторным выражением того факта, что плоскость имеет

размерность 2, а пространство—размерность 3.
IV. Задача 2. В пространстве даны точка О и отличный

от нуля вектор а. Выяснить, что представляет собой множество

l={M\(3k)(OM~=ka)\. (1)

Задача заключается в том, чтобы найти все точки Λί, для

каждой из которых существует такое число k> что OM=ka.

Но существование такого числа k равносильно тому, что ОМ || а
(например, для точки Μ на рис. 135 требуемое k существует,
а именно k = 2). Следовательно, / = {Λί| ОМ || а}. Это означает,
что I есть прямая, которая проходит через точку О и

параллельна вектору а (см. рис. 135). Задача решена.
Вектор а т^О, параллельный прямой /, называется базисным

вектором этой прямой. Таким образом, факт, установленный
при решении задачи 2, можно сформулировать следующим
образом: если" О—точка и а—отличный от 0 вектор, то множество

(1) представляет собой прямую, проходящую через точку О и

имеющую а своим базисным вектором. Правая часть

соотношения (1) называется векторной записью рассматриваемой
прямой /.

Задача 3. Дать векторную запись прямой ВгС (см. рис. 132).
Решение. Для получения векторной записи прямой нужно

выбрать, во-первых, точку на рассматриваемой прямой и,

во-вторых, базисный вектор этой прямой.
В качестве точки, принадлежащей

рассматриваемой прямой, возьмем точку С; в

качестве базисного вектора
рассматриваемой прямой можно взять вектор с—а.

Тогда векторная запись прямой ВгС принимает
такой вид:

{M\pk)(CM=k(c—a))}.
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Задачи.

440. Перечислите все ребра куба (см. рис. 132), для которых

содержащая их прямая: а) является скрещивающейся с прямой
BBi\ б) параллельна прямой BBt\ в) имеет с прямой BBt одну

общую точку.
441. Обозначим через α и β плоскости двух

противоположных граней куба. Какие из.следующих высказываний истинны?

а) Любые прямые аса, bczfy являются скрещивающимися.

б) Существуют прямые аса, b<z$, которые являются

скрещивающимися.
442. Решите задачу 441 для случая, когда απβ—плоскости

двух смежных граней куба.
443. Обозначим через α и β плоскости двух смежных граней

куба. Какие из следующих высказываний истинны?

а) Существуют пересекающиеся прямые аса, -^β.
б) Существуют скрещивающиеся прямые аса, Ьс:$.
в) Существуют параллельные прямые аса, ί^β.
444. Точки Μ и Р—середины ребер [Ви CJ и [В, С] куба.

Перечислите ребра куба, параллельные прямой MP.
445. Докажите, что вершины В, D, Bt и Dt (см. рис. 132)

лежат в одной плоскости. Каково взаимное расположение
прямых BD и Bfli?

446. В^кубе точки Μ и Р—середины ребер [Ai9 DJ и [D£, CJ.
Что представляет собой пересечение куба и плоскости,
проходящей через прямые АС и MP?

447. Через середины ребер [Л, ЛJ и [В, Βΐ] куба проведена
прямая а, через середины ребер [С, CJ и [D, DJ—прямая Ь.

Докажите, что прямые а и Ь лежат в одной плоскости.

448. Постройте пересечение параллелепипеда Ρ и плоскости а,

проведенной через ребра: а) [Л, Б] и [Di9 CJ; б) [Л, ЛJ и

[С, CJ.
449. Перечислите прямые, которые проходят через-две

вершины куба, отличные от At и С, и пересекаются с прямой АгС.
450. Докажите, что в прямоугольном параллелепипеде все

четыре диагонали [Л, CJ, [Аи С], [Б, DJ и [Bi9 D]
пересекаются в одной точке, которая является общей серединой этих

диагоналей.
451. Перечислите все плоскости, каждая из которых

проходит только через три вершины параллелепипеда. Для каждой
из плоскостей назовите фигуру, которая служит пересечением
этой плоскости и параллелепипеда.

452. Вершина Л куба соединена отрезками с его остальными

вершинами. Какие из построенных отрезков лежат в одной
плоскости с отрезком: а) [С, CJ; б) [Л1э С]?

453. Даны четыре параллельные прямые, из которых
никакие три не лежат в одной плоскости. Сколько существует
плоскостей, каждая из которых содержит две из этих прямых?

123



454. Через прямую I проведены две различные плоскости α и β.
В плоскости α взята прямая /л, параллельная Ζ, а в плоскости β
взята точка В. Через точку В проведена прямая п,
параллельная т. Докажите, что η(ζβ.

455. Через прямую I проведены две различные плоскости β
и γ. В плоскости β взята прямая т, пересекающаяся с I в одной
точке. Существует ли прямая /icy, параллельная прямой т>

456. Точки Μ и Ν—середины ребер [Л, Лх] и [С, CJ куба.
Определите вид четырехугольника MBNDX.

457. Прямые 1± и 12~скрещивающиеся. Взяты четыре точки

ΑξΙ^ΒξΙ^ C£l2 и D£l2. Докажите, что прямые АС и BD—

скрещивающиеся.
458. Начертите куб; обозначьте через Μ и Ρ середины

ребер [Аи Вг] и [Dlt CJ. Отметьте на построенном чертеже

несколько представителей вектора MP.
459. Точки Μ и К—середины ребер [Alt Bt] и [С, D] куба.

Отложите от точки К вектор, равный вектору AM.
460. Сформулируйте устно следующие высказывания и

установите, какие из них истинны:

а) (Va, b)(3!c)(a+b = c);
б) (Va, b)(3!x)(a+x = b);·
в) (Vft, a)(3!b)(b = fta);
г) (Vfe, Ζ, a, b)(3! c)(c = fca + /b).
461. Найдите сумму векторов (см. рис. 132): a) AD + AB;

б) DC+DDi\ B^JiC+D^Ai, г) BB^DJ); д) Кв + AD+ AA,;

е) CJC+DA + AB.

462. Упростите векторные выражения (см. рис. 132):

а) AB + D^i+^B+ B^Ai+ BBt+ D^A^
б) AJi+ Afii +Wi+Cfli+ Afi;

в) Afii+ D^A + BJC;

г) Dfii+BA.
463. Точки Λί, Ν9 Ρ, Q, К, Т—вершины куба, причем

MN=QK, MP=QT. Выполните чертеж, показывающий
возможное расположение этих точек.

464. Найдите сумму векторов (см. рис. 132):

а) ^A^Bi+^AD+ CC,;

б) ^CCt+ AB + Bfi^

в) ^CD+^C^i+ AAi,

г) BJ)+'CCi + A^Bi.
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Рис. 137

465. Точки, отмеченные на рисунке 136, кроме точки N,

являются серединами ребер куба. Представьте векторы АВ, КР,

~UA и QN в виде линейной комбинации векторов а, Ь, с.

466. Базисными векторами прямых / и т служат векторы а и Ь.

.Какие из следующих высказываний истинны?

а) Если а = Ь, то 1\\т.
б) Если 1\\т, то а = Ь.

в) Если 1\\т, то существует такое k, что a = feb.

г) Если / II /тг, то существует такое k, Что fta = b.

д) Если Ζ (J m, то векторы а и b линейно зависимы.

е) Если а и b линейно зависимы, то /||т.
467. В каждом из следующих случаев (рис. 137) установите,

являются ли векторы линейно зависимыми:

а) DC, DM, В^Аг;
б) DXD, DM, AD;

в) KCt, ζλί,ΡΑ;
г) DM, DtD, DC.
468. Докажите, что в каждом из следующих случаев

векторы линейно зависимы (см. рис. 137):

а) ~АС, AJDif DC и ВгСц
б) АВ, AD, AAt и АСг;
в) ВВи ВС, АА± и МА;

г) DM, DXC±, BC^vi BBt.
469. Можно ли вектор AD представить в виде линейной

комбинации векторов АгСь АВ± и ВгС (см. рис. 137)?
470. Какие из следующих высказываний истинны?

а) Если точки А, В, С и D не лежат в одной плоскости,
то векторы АВ, АС и AD линейно независимы.

б) Если точки А, В, С и D лежат в одной плоскости, то

векторы АВ, AC, AD линейно зависимы.
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£* в) Если векторы MN и PQ линейно
зависимы, то точки Μ, Ν, Ρ и Q лежат на одной
прямой.

г) Если векторы ΜΝ и PQ линейно

завися симы, то точки Μ, Ν, Ρ и Q лежат в одной
плоскости.

471. Какие из следующих высказываний
истинны?

Рис· ,38
а) Можно найти такие четыре вектора в

пространстве, что никакой из них не является

линейной комбинацией остальных трех векторов.
б) Среди любых четырех векторов всегда найдется такой,

который является линейной комбинацией остальных трех

векторов.

в) Можно найти такие три вектора в пространстве, что

никакой из них не является линейной комбинацией двух
остальных векторов.

г) Среди любых трех векторов всегда найдется такой,

который является линейной комбинацией остальных двух векторов.
д) Каковы бы ни были четыре вектора в пространстве,

любой из них является линейной комбинацией трех остальных.
472. Укажите следующие прямые (векторы а, Ь, с, d

показаны на рис. 138):

а) m = {M\(3k)(BM==ka)}·,
б) п = {М\(Щ(АМ= кс)\;
-в) / = {M|(3fe)(DM = fe(d + b))}.
473. Определите взаимное расположение каждых двух из

следующих прямых (см. рис. 138):
т = {М | (Щ(АМ= Щ}\ р= {Л1| {Щ (B^M^kh)}\
n = {M\(3k)(BM = kb)\; l={M\(Bk)(A^M= kb)}.
474. Дайте векторную запись: а) прямой СС^ б) прямой

ACt\ в) прямой BD (см. рис. 138).
475. Определите фигуры, задаваемые следующими условиями

(см. рис. 138):

а) / = {Af|(3ft>0)(M= fta)};
_^

б) ί = {Λί|(3&, где 0<£<l)(DM = feb)};
в) /={AiJ(3fe, где 0<fc^l)(41M = fed)};
г) A = {M|(3fe<0)(BAi = fea)}.
476. Каково взаимное расположение следующих прямых

(см. рис. 138): a) BBt и AD; б) AD и В£±\ в) АС и DDt;
г) АгС и ACt\ д) АгС и CtD\ e) АС и АХС±\ ж) АС и BD?
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Рис. 139

477. Сколько существует плоскостей,
каждая из которых проходит через
вершины β, С и какую-либо третью вершину
куба (см. рис. 138)?

478. Докажите, что диагонали [Л, С]
и [Ai^i] граней ABCD и A1B1CiDi
параллелепипеда параллельны. Перечислите все

пары диагоналей граней
параллелепипеда, параллельные между собой.

479. Точки Λί, Ρ, К и Г—середины
ребер [Л£, DJ, [В^СД, [β, С] и [Л, D]
прямоугольного параллелепипеда.
Докажите, что точки Λί, Ρ, К и Τ лежат в

одной плоскости.

480. Перечислите все плоскости,

каждая из которых проходит через четыре

вершины параллелепипеда. Для каждой
и^ плоскостей назовите фигуру, которая служит пересечением
этой плоскости и параллелепипеда.

481. Через прямую / проведены две различные плоскости

α и β. Проведены прямые /пса и псР так, что т\\п. Докажите,
что тип параллельны /.

482. Точки Л, β, С и D не лежат в одной плоскости.

Точки Μ, Ν, Ρ и Q—середины отрезков [Л, β], [β, С], [С, D]
и [D, Л]. Определите вид четырехугольника MNPQ.

483. Точки Μ и Р—середийы ребер [С, Сх] и [D, С]
прямоугольного параллелепипеда, а точки Г ζ [Л, В] и /((Ε[β, fij
взяты так, что d(T, B) = \d(β, Л), d(/С, 5) = -^d(β, Bt).
Докажите, что точки Λί, Ρ, /С и Г лежат в одной плоскости, и

постройте пересечение этой плоскости и прямоугольного
параллелепипеда.

484. По рисунку 139, на котором изображены два куба,
запишите шесть представителей вектора АгВ±.

485. Точка Μ получена в результате откладывания вектора

у с—у
а от точки С (см. рис. 132); точка N получена в

результате откладывания вектора ^■Ь—-«-а от точки D\ точка Ρ

получена в результате откладывания вектора с—yb от точки С.

Имеются ли среди точек Λί, Ν и Ρ совпадающие?
486. Найдите сумму векторов (см. рис. 132):

a) IgBi +^DC+ AD;

б) ^AiCi+ ^BBt + ^CD+^DA;
в) -^AAi+^AB +^B^Ci + DJ);
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г) \вгС^^фВ±+ сЬ) +ПА.

487. Докажите, что в каждом из следующих случаев векторы
линейно зависимы (см. рис. 132):

а) D~Ci, AxDb AB и fi^C;
б) AJ)i9 DDi9 DJ) и AD;

в) AD, Л^, DDi и DC\

г) DBb AAt, AD и AB.

488. Представьте вектор DBt в виде линейной комбинации

векторов (см. рис. 132):

а) АА> CDi и В£\

б) AAi9 AC и AJ)\

в) BDi, Л£> и Аф±.
489. Определите взаимное расположение каждых двух из

следующих прямых (см. рис. 138)

m = {M\(3k)(AM=kh)\;

n=={M\pk)(AJM=kd)}\

l = {M\pk)(CM = kd)}.
490. Дайте по рисунку 138 векторную запись: а) луча СВ\

б) отрезка [D, С].

§17. Многогранники
и их изображение на плоскости

I. При изучении стереометрии приходится изготовлять чертежи

пространственных фигур. В нашем распоряжении имеются лишь

средства, позволяющие вычерчивать линии на плоскости (или на

иной поверхности). Поэтому возникает задача научиться

передавать объемность (трехмерность) тел с помощью плоского

чертежа. Чертеж этот по необходимости будет условным (так как

трехмерное тело вместить в плоскость невозможно). Однако эти

условные изображения надо научиться выполнять таким образом,
чтобы по этому чертежу можно было воссоздать изображаемую
фигуру, ясно представить себе ее объемность, трехмерность.

Каждому из нас много раз приходилось видеть фотографии,
рисунки и другие плоские изображения пространственных тел.

Обычно эти изображения строятся с учетом перспективы, т. е. по

законам проективной геометрии (см. «Геометрия-7», § 20, п. 5).
Если, например, сфотографировать каркасную модель паралле-
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лепипеда, то мы увидим, что линии, которые на модели

параллельны, изображаются здесь сходящимися, а передняя и задняя

грани, которые в прямоугольном параллелепипеде конгруэнтны,
изображаются неконгруэнтными прямоугольниками (рис. 140, а).
Примерно такое же изображение воссоздает хрусталик на сетчатке

глаза.

Однако чертежи, построенные по законам перспективы, хотя

и дают хорошие представления о пространственных телах, но не

всегда удобны: они сложны в выполнении, не сохраняют
параллельности прямых и т. п. Поэтому чаще пользуются чертежами

пространственных тел, построенными по законам аффинной
геометрии. На рисунке 140, б приведен чертеж параллелепипеда,
выполненный по законам аффинной геометрии: параллельные
между собой ребра параллелепипеда изображаются на этом

чертеже параллельными отрезками. В дальнейшем при изучении
стереометрии мы будем пользоваться исключительно аффинными
чертежами.

II. Укажем основные правила, по которым выполняется

построение аффинных чертежей пространственных тел.

а) Любая прямая пространства изображается на чертеже
прямой линией; отрезок изображается отрезком.

Например, ребра прямоугольного параллелепипеда, которые
представляют собой отрезки в пространстве, на плоском чертеже
также изображаются в виде отрезков (см. рис. 140, б).

б) Параллельные прямые (или отрезки) пространства
изображаются на плоском чертеже параллельными.

Сохранение параллельности прямых является одним из

основных свойств аффинных отображений; это свойство используется
и при построении плоских аффинных чертежей. Например, у

прямоугольного параллелепипеда имеются четверки параллельных

ребер; на чертеже они также изображаются четырьмя
параллельными отрезками (рис. 141).

Заметим, что сохранение параллельности не сопровождается
сохранением величин углов и длин отрезков. На рисунке 142
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a) S)
Рис. 141 Рис. 142

показаны изображения двух одинаковых кубиков, по-разному
расположенных в пространстве. Передняя и верхняя грани каж-
дого из них представляют собой в действительности (в оригинале)
конгруэнтные между собой квадраты. На изображении же этв

грани выглядят не конгруэнтными. Угол ABC, который в

оригинале является прямым, передан на рисунке 142, & в виде тупого
угла, а конгруэнтные (в оригинале) отрезки [Л, В] и [В, С)
изображены на этом рисунке не конгруэнтными.

На рисунке 142, а передняя грань кубика (оригинала) пере·
дана без искажений, на* рисунке 142, Ь эта грань находится

сверху; изображение этой грани и рисунка на ней претерпевают
аффшщые искажения.

в) При аффинных отображениях отношение длин параллельных
между собой отрезков сохраняется. Поэтому

параллельные отрезки изображаются на чертеже отрезками,

имеющими то же отношение длин, что и в оригинале.
Например, если в оригинале точка Μ делит отрезок [Л, В]

в отношении k, т.е. .|
' *

= k, то и на чертеже это отношение

будет равно k. Если в оригинале отрезки [А, В] и [С, D]
параллельны и конгруэнтны (так что отношение их длин равно 1), то

и на изображении отношение их длин будет равно 1, т. е. они

будут изображаться конгруэнтными между собой параллельными
отрезками. В частности, середина отрезка [Л, В] в пространстве

(т. е. такая точка Μ ς [Л, В], что d(' J^O будет и наплос?

ком чертеже изображаться серединой отрезка^ Отсюда следует,
что если в треугольнике ABC, расположенном в пространстве!
проведена медиана [В, D], то и на плоском чертеже мы получим
треугольник, в котором проведена медиана.

III. Для построения плоского чертежа пространственней
фигуры (оригинала) пользуются следующим приемом. В оригинале
выбираются четыре точки, не лежащие в одной плоскости, и их

изображают на чертеже четырьмя произвольными точками, не

лежащими на одной прямой. Изображения всех остальных точек

оригинала строятся на чертеже с использованием правйЛ
а>, б) и в), сформулированных в предыдущем пункте.
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Выбор именно

четырех точек При построении
изображений
пространственной фигуры связан с

тем, что пространство

имеет размерность 3. Это мо-

экет быть пояснено

следующим образом. Четыре
точки О, А, В и С,
взятые в оригинале (и не

лежащие в одной плоскости),
определяют три линейно

независимых вектора ОА,

~0В и ОС. Для любой

точки ΛΪ в пространстве

вектор ОМ представляется в

виде линейной комбинации
этих векторов:

(Ш = ^<

Это равенство сохраняется и на изображении. Поэтому, если на

чертеже указано положение точек О, Л, В и С, то с помощью

равенства (1) однозначно определяется положение точки Μ на

чертеже.

Приведем несколько примеров применения этого приема
построения изображений.

Прежде всего. рассмотрим построение изображения куба.
В качестве четырех точек куба, не лежащих в одной плоскости,
возьмем вершину О и концы А, В и С ребер, исходящих из этой

вершины (рис. 143, а). Для построения плоского чертежа куба
возьмем на изображении точки О, Л, β и С произвольно
(рис. 143, б). Так как параллельность сохраняется при
выполнений чертежей, то каждая грань куба изобразится в виде

четырехугольника, противоположные стороны которого
параллельны (т. е. в виде параллелограмма). Этим однозначно

определяется изображение трех «видимых» граней куба (рис. 143, в).
Куб (рис. 143, а) имеет, кроме того, три грани, скрытые от глаза

наблюдателя («невидимые» грани). Их также принято изображать
на чертеже. Однако для того, чтобы различать видимые и

невидимые части поверхности куба, принято ребра, скрытые от глаза

наблюдателя («невидимые» ребра), изображать штриховыми
линиями (в соответствии, со свойством б) невидимые грани также

изображаются параллелограммами, рис. 143, г).
По-разному располагая на изображении точки О, А; В и С9

**bi будем получать различные изображения куба (рис. 144).
Чаще всего куб изображают таким образом, что передняя грань'

о

Ρ
а) 5) ΙΑ

~)A + k20B + ks0C

i3f
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Рис. 146

передается без искажения (в виде квадрата, рис. 145, а), а

примыкающие к этой грани ребра вычерчиваются под некоторым
углом к сторонам этого квадрата (причем длины этих ребер
берутся на изображении несколько меньшими, чем длины сторон
квадрата, рис. .145, б). После этого изображение достраивается
в соответствии с рассмотренными правилами (рис. 145, #).

Аналогично строится изображение не только куба, но и

любого параллелепипеда (рис. 146).
Эти же приемы применяются и при изображении других м н о-

гогранников, т. е. таких тел, поверхность которых состоит

из конечного числа плоских многоугольников
(рис. 147).

Пирашда представляет собой

многогранник, у которого одна грань (основание)-—
произвольный многоугольник, а остальные

грани (боковые)—треугольники, которые все
имеют одну общую вершину (рис. 148). В
зависимости от числа сторон основания различают
треугольные пирамиды (их называют

также тетраэдрами1, рис. 149, а),
четырехугольные (рис. 149,6), пятиугольные
рис. 149, в) и т. д.

■PiiC U

* Тетра (τετρα) — по-гречески* четыре; название

„тетраэдр" объясняется тем, что у треугольной пирамида
четыре треугольных грани. Нижний многогранник на

рисунке 147 называется икосаэдром: у него двадцать

треугольных граней (εικοτι — двадцать).
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рис. 148 Рис. 149

Рис. 150

Призма—многогранник, у которого имеются две конгруэнтные
грани (основания), а все остальные грани (боковые)
представляют собой параллелограммы, каждый из которых имеет

одну общую сторону с одним основанием и одну общую сторону
с другим основанием. Основания призмы изображаются на чертеже
конгруэнтными многоугольниками, а боковые

грани—параллелограммами. В зависимости от числа сторон основания различают
треугольные призмы (рис. 150, а), четырехугольные (рис. 150, б)
и т. д. Прямоугольный параллелепипед является частным случаем

четырехугольной призмы.
На рисунке 151 изображен многогранник (антипризма),

на котором также имеются два конгруэнтных «основания», но

боковые грани которого не параллелограммы, а треугольники.
Объединяя вместе две пирамиды с общим основанием, мы

получим бипирамиду. Бипирамида на рисунке 152 имеет

восемь треугольных граней, она называется октаэдром1.
IV. Существует еще один прием передачи трехмерности на

рисунке, особенно важный при изображении линий в

пространстве. Прием этот состоит в том, что если две части линии

«перекрещиваются» в пространстве, а на чертеже изображаются
пересекающимися, то более удаленная (от наблюдателя) линия

изображается с разрывом. Наличие разрыва ясно показывает характер
расположения линий в пространстве (рис. 153, а)\ тот же чертеж,

οκτώ—по-гречески восемь.

Рис. 151

133



Рис.

[у
Рис.

152

154

S

и"

ι 1
Рис. 155 Рис. 156

выполненный без «разрывов» (рис. 153, б), не создает ощущения
трехмерности.

На рисунке 154 изображен каркас прямоугольного паралле·
лепипеда (представьте-Хббе, что он изготовлен из проволоки)·
Отсутствие граней делает все ребра видимыми: разрывы в этом

случае подчеркивают объемность (трехмерность) изображения.
На рисунке 155 изображена винтовая линия.

Пространственный характер винтовой линии и здесь существенно
подчеркивается с помощью разрывов.

Разрывы помогают лучшему восприятию взаимного располо·
жения прямой и плоскости в пространстве (рис. 156).

Задачи-.
491. На рисунках 157, а—г дано изображение равносторон·

него треугольника, лежащего в плоскости а, и одной из его

высот. Какие из представленных изображений являются

правильными?

Рис. 157
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Рис. 159 Рис. 160

492. В правильном шестиугольнике ABCDEF, лежащем в

плоскости а, проведена диагональ [Л, D]. На рисунках-+58, а—г

дано изображение четырехугольника ABCD. Какие из

изображений этого четырехугольника являются неправильными?
493. Скопируйте рисунок 159. Постройте изображение

правильного шестиугольника, лежащего в плоскости: а, у которого
точки Л, В и С являются тремя последовательными вершинами.

494. Какие из следующих высказываний о кубе (рис. 160)
истинны?

а) На изображении все углы треугольника AfiJD—острые.
б) В оригинале все углы треугольника AxCjy—острые.
в) В оригинале треугольник АгСгО—тупоугольный.
495. Какие из изображений куба (рис. 161) выполнены

правильно?

496. На изображении куба^в верхней грани постройте три

треугольника, которые в оригинале являются равнобедренными
й прямоугольными.

135



J/
a)

ι

+

si

<*л—Γ ι
ι
ι

■^η

г) 3)
Рис. 161

Κ Τ

έ^Λ

497. Точки Μ, Ρ Η

Q—середины ребер [Ль
Dtl [Di9 Q] и [A Dj·
куба. Какой вид в

оригинале имеет: а)
треугольник MPDiy б) треугольник
MQDi9 в) треугольник
PQDit г) треугольник
MPQ?

498. По изображению
куба (см. рис. 138)
установите, какие из

следующих высказываний

истинны.

а) Существует на ребре
[Si, лСг] такая точка Λί,
что на изображении
прямые ABt и DtM
параллельны.

б) Если на

изображении прямые ABf и DXM
параллельны, то и в

оригинале эти прямые
параллельны.

в) Не существует на ребре [Bif GJ такой точки М, что

прямые АВ± и DtM в оригинале параллельны.
499. На изображении куба отрезки [М, Р] и [К, Т]

конгруэнтны (рис. 162). Укажите, какие из следующих
высказываний истинны: четырехугольник F является: а) параллелограммом,
б) прямоугольником, в) квадратом, г) ромбом.

500. В передней грани куба (рис. 163) изображен
равносторонний треугольник AMD; точки Р, К и Т—середины ребер.
Нужно построить изображение равностороннего
треугольника BiCfN, расположенного в верхней грани куба. Укажите,
какие из следующих приемов а), б), в), г) построения будут
правильными: точка N строится так, что N € [К, Т] и a) d (Q, JV)=

Рис. 162

-d (Bi9 Q); 6) d (7\ N)=d (Ρ, Λί); в)-Jg^ =
d(P, Μ).

; r)MN\\Dd.d{M,K)'
501. Для изображения треугольной пирамиды с вершинами

в точках Л, β, С и S выбраны на плоскости произвольно четыре
точки, являющиеся изображением этих вершин (рис. 164).
Скопируйте рисунок 164 и достройте изображение пирамиды,
считая, что в каждом случае грань ASB является видимой.

502. На ребрах [Л, S] и [С, S] треугольной пирамиды 5ЛВС

взяты точки Μ и Ρ так, что d(Mt S) = -g-d(^, S) и d(P, S) =»

— -rd(C, S); точки К и Г—середины ребер [Л, В] и [В, С]*
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Докажите, что точки* М9 Р, К иТ лежат в одной плоскости.

Постройте пересечение плоскости МРК и пирамиды, определите форму
построенной фигуры.

503. Возьмите внутри грани ASC треугольной пирамиды SABC
точки Μ и Р.

а) Постройте точки пересечения прямой MP с ребрами
пирамиды или с их продолжениями.

б) Перечислите плоскости граней, в которых лежит каждая

из построенных точек пересечения.
504. Возьмите в грани ASC треугольной пирамиды SABC

точки Ρ и М, а в грани ABC—точку К- Постройте
пересечение плоскости МРК и пирамиды.

505. Возьмите внутри грани BSC четырехугольной
пирамиды SABCD, в основании которой лежит квадрат ABCD, точки

РиМ.

а) Постройте точки пересечения прямой MP с ребрами
пирамиды или с их продолжениями.

б) Перечислите плоскости граней, в которых лежит каждая

из построенных точек пересечения.
506. Возьмите в грани BSC четырехугольной пирамидыSABCD

(в основании пирамиды лежит квадрат) точки Μ и Р, а в грани

ABCD—точку К. Постройте пересечение плоскости МРК и

пирамиды.

507. Возьмите в грани АА^гВ треугольной призмы точки Μ
и Ρ, а в грани ABC—точку К. Постройте пересечение
плоскости МРК и призмы.

508. Точки Λί, Ρ, Κ, Τ (рис. 165) — середины ребер
треугольное призмы, в основании которой лежит правильный
треугольник. Определите взаимное расположение прямых МТ и Р/С.

509. Постройте изображение а) шестиугольной пирамиды,
б) шестиугольной призмы, зная, что в оригинале основанием

служит правильный шестиугольник.
510. По рисунку 166 составьте векторную запись каждой из

прямых,-содержащих ребра пирамиды SABC.
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Рис. 165 Рис. 168 Рис. 167

Рис. 168 Рис. 169

511. Скопируйте рисунок 167. Считая, что на нем изображен
равносторонний треугольник, лежащий в плоскости а,

проведите высоты этого треугольника.
512. Скопируйте рисунки 168, а, б. Сделайте на верхней и

боковой гранях куба изображения многоугольника,
конгруэнтного F.

513. Через точки Μ η Ρ диагонали [Аи СЦ грани куба
проведены лучи, параллельные ребрам [Аь D^[ и [Dt, CJ, до

пересечения в точке /С (рис. 169). Какие из следующих
высказываний истинны: в оригинале треугольник МРК а) тупоугольный,
б) равнобедренный, в) прямоугольный. ·

514. На изображении куба постройте изображение трех
равнобедренных треугольников, расположенных в верхней грани куба
и имеющих своим основанием ребро [Aif DJ. Выполните
аналогичные построения в боковой грани.

515. По изображению треугольной пирамиды SABC (см.
рис. 166) ответьте на следующие вопросы.

а) На изображении ребра [S, С] и [Л, В] пересекаются;
пересекаются* ли они в оригинале?

б) Изображение выполнено так, что ребра [Л, S] и [С, В]
параллельны; параллельны ли эти ребра в оригинале?

в) Можно ли по изображению сделать заключение, что точка Μ

принадлежит грани ASB? ребру [S, С]?
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516. В основании

четырехугольной пирамиды лежит

квадрат ABCD\ вершина
пирамиды обозначена буквой S. Для

изображения этой пирамиды
выбраны четыре точки Л, В,
С и S так, что никакие три из

них не лежат на одной
прямой. Скопируйте положение

точек (см. рис. 164) и

достройте изображение пирамиды,
считая в каждом случае грань
ABS видимой.

517. В основании

четырехугольной пирамиды лежит

квадрат. Какие из следующих
изображений правильные (рис. 170)?

518. В основании

четырехугольной пирамиды с вершиной
S лежит параллелограмм ABCD.
Точки Μ и Ρ—середины ребер
[Л, S] и [β, S]. Постройте пересечение пирамиды и

плоскости МРС.
519. Отметьте в тетради, такие четыре точки, чтобы никакие

три из них не лежали на одной прямой. Обозначьте их через
Л, β, С и Αν Постройте, используя эти точки, изображение
треугольной призмы АВСАф^. Выполните несколько

изображений призмы при различном расположении точек Л, В, С и At.
520. По рисунку 169 составьте векторную запись прямых АВг

ВС и СА.

§ 18. Плоскости и прямые в пространстве

I. Рассмотрим.произвольную плоскость α и вектор а. Возь*
мем в плоскости α произвольную точку Л и отложим от нее

вектор а, т. е. построим такую точку В, что Л5 = а. Если

окажется, что В £ α, то вектор а называют параллельным
плоскости а:

(Va, а)(а||а><=> (УЛ gcc) (1В£а)(АВ=а).
Def

Иными словами, вектор а называется параллельным плоскости а,

если найдется представитель этого вектора, расположенный в

плоскости а.

Далее, прямая / называется параллельной плоскости а, если

базисный вектор а прямой / параллелен а. Например, прямая ААХ
(рис. 171) параллельна плоскости BCCtBt (базисный вектор AAt

8) 2)

Рис. 170
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Рис. 171 Рис. 172

этой прямой параллелен плоскости ВСС±ВЬ так как АА^ ==ВВ^
а обе точки В и В± лежат в рассматриваемой плоскости).

Пусть /—некоторая прямая и а—плоскость. Если /||а, то

могут представиться две возможности: либо lea (рис. 172, а),
либо /Ла=0 (рис. 172, б). Если же 1%а, то прямая / и
плоскость α имеют единственную общую точку (рис. 172, в). В

следующей таблице содержится полное перечисление случаев
взаимного расположения прямой и плоскости в пространстве.

ΪΠ а=0

/со

Прямая не пересекает плоскость

Прямая содержится в плоскости

В этих случаях 1\\а.

/Па = {Л} Прямая пересекается с плоскостью

в единственной точке
1%а.

Задача. Доказать, что (V/, /л, а, где /, т—прямые, а—

плоскость) ((/ са)Л(/1| ηή) => (т || а).
Решение. Для доказательства обозначим через а базисный

вектор прямой / (рис. 173). Так как /са, то /||а, а это

значит, по определению, что а||а. Далее, так как /||т, то а

является базисным вектором также и прямой т. Поэтому из

соотношения а|]а следует т\\а-.
II. Пусть а—некоторая плоскость. Пара линейно независи-

/77^ мых векторов а и Ь, параллельных этой
плоскости, называется базисом

плоскости а.

Каждая плоскость имеет бесконечно
много различных базисов (поскольку
линейно независимые векторы,
параллельные плоскости, можно выбирать по-раз-

Рис. 173 ι ному).
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Для получения некоторого
базиса плоскости α можно поступить

следующим образом. Выберем в

плоскости а три точки О, Л, В, не

лежащие на одной прямой. Тогда

векторы а = 04 и Ъ = ОВ составляют

базис этой плоскости.
Рис# *74

Если a, b—базис плоскости а, то любой вектор с,
параллельный плоскости а, представляется в виде линейной комбинации
векторов базиса. В самом деле, так как а||а, Ь||а, с||а, то

найдутся такие точки О, Л, В, Λίζα, что ОЛ = а, ОВ = Ъ+?ОМ =с
(рис. 174). Отсюда следует, что найдутся числа k и /, для

которых 0М= kOA + ίθΒ, т. е. c = fta + /b.

Справедливо и обратное: всякий вектор с, представляемый
в виде линейной комбинации векторов базиса, параллелен плоско-

ста а. Таким образом,

(Va, а, Ь, с, где а, Ь —базис плоскости а) (с||а)<=^
<=^((3ft, 0(c = *a+ /b)).

Из сказанного следует, что если а, Ь, и с, d—два
различных базиса одной и той же плоскости а, то векторы одного из

них линейно выражаются через векторы другого, и наоборот.
Тот факт, что «базис» прямой линии состоит из одного

вектора (мы так его и называли: базисный вектор прямой), а базис
плоскости состоит из двух векторов, связан с размерностью этих

геометрических образов: прямая имеет размерность 1, а

плоскость 2.
III. В этом пункте мы рассмотрим векторное описание

плоскости, аналогичное векторному описанию прямой (§ 16, п. IV).
Задача. В пространстве дана точка О и линейно

независимые векторы а, Ь. Выяснить, что представляет собой множество

β = {Μ|(3£, l)(OM = ka+ lh)\. (1)
Решение. Отложим от точки О вектор а, т. е. найдем такую

точку Л, что ОЛ = а. Кроме того, отложим от точки О вектор Ь,
т. е. найдем такую точку В, что ОВ = Ъ. Речь идет о

нахождении множества β = {Λί|(3έ, /) (ОМ = kOA+lOB)}. Покажем, что

искомое множество β совпадает с плоскостью ОАВ.

В самом деле, обозначим плоскость ОАВ через а. Если Μ ga,

то вектор ОМ представляется в виде линейной комбинации

векторов ОА и ОВ (см. рис 174), т. е.

(3ft, l)(OM = kOA + lOB)9 (2)
и потому Μ € β.
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Рис. 175 Рис. 176

Обратно, если Λί€β, τ. е. имеет место соотношение (2),
то ОМ есть линейная комбинация векторов ОА и ОВ и потому
Λίξα. Задача решена.

Тот факт, что векторы ОА = а и ОВ = b параллельны
полученной плоскости β и линейно независимы, а следовательно,
составляют базис этой плоскости, позволяет сформулировать
результат, полученный при решении задачи, таким образом:

Множество β (см. (1)), где О—произвольная точка, a,
b—линейно независимые векторы, представляет собой плоскость,

проходящую через точку О и имеющую пару векторов a, b своим

базисом.
IV. Две плоскости в пространстве называются параллельными,

если они либо не имеют общих точек, либо совпадают.
Например, плоскости, в которых расположены противоположные грани

параллелепипеда (рйс. 175), параллельны. Для обозначения
параллельности плоскостей α и β используют запись α||β. Таким

образом,
(Va, ^)(α||β)<=^>((αηβ = 0)ν(α = β)).

Dei

Из этого определения ясно, что не параллельными плоскости

будут в том случае, если они имеют общие точки, но не

совпадают:

(Va, β)(α1β)Φ=^((αηβ=^0)Λ(α=^β)).

Две непараллельные плоскости всегда -пересекаются по

прямой линии (рис. 176).
В следующей таблице содержится полное перечисление

случаев взаимного положения двух плоскостей в пространстве.

αΓ)β =0

α = β

αΠβ= 0,
где a—прямая

Непересекающиеся плоскости

Совпадающие плоскости

)

* В этих случаях α||β.

Непараллельные плоскости α Цч β.
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По аналогии с аксиомой

параллельности, рассмотренной в

планиметрии, в пространственной
геометрии справедливо следующее
утверждение: через каждую точку
пространства проходит единственная

плоскость, параллельная плоскости а:

ОМ, α)(3!β)(Η€β)Λ(Ρ||α)).

Отношение параллельности
плоскостей обладает свойствами

рефлексивности, симметричности и

транзитивности:

(Υα)(α||α) (рефлексивность); Рис. 177

(Va, β) ((α || β) => (β || α)) (симметричность);
(Va, β, γ)((α||β)Λ(β||γ)=>(α||γ)) (транзитивность).

На рисунке 177 изображены два куба Кь ^2> поставленных

один на другой. Плоскость β', в которой расположено верхнее
основание куба Къ совпадает с плоскостью β", в которой
расположено нижнее основание куба /С2. Так как плоскости β' и β*
совпадают, то они параллельны. Это иллюстрирует свойство

рефлексивности. На рисунке эти совпадающие плоскости

обозначены одной буквой β. .
.

Далее, а || β (как плоскости противоположных граней куба /<Ί)
и, кроме того, β || у; поэтому, согласно свойству транзитивности,
α||Υ-

Наконец, свойство симметричности означает, что безразлично,
как сказать: „плоскость α параллельна плоскости β" или

„плоскость β параллельна плоскости а"; поэтому можно говорить
„плоскости а и β параллельны".

Если плоскости α и β параллельны, то каждый вектор,
параллельный одной из этих плоскостей, будет параллелен и другой.
Отсюда следует, чте базис одной из двух параллельных
плоскостей в то же время является базисом другой плоскости.

Наоборот, если базис плоскости α является в то же время базисом

плоскости β, то эти плоскости параллельны. Иными словами,
для параллельности двух плоскостей необходимо и достаточно^
чтобы эти плоскости имели общий базис.

Задачи.

521. Какие из векторов АВУ AD, AAt, AC, ACt параллельны
плоскости AiBfiJ CCtDJ BB±Ct (рис. 178)?

522. Точки N и Р—середины ребер [5, Bt] и [С, CJ куба
(см. рис. 178). Какие из следующих высказываний истинны?
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Рис. 179

а) (VA«€ [А, Аг]) (MN || ABC);

б) (1М£[А9 Ad){MN\\ABC);

в) С*М£[А9 Λί])(Λδ||ΑίΛΤΡ);
г) (УЛ1€[Л, ЛД)(ЙС||А1ЛГР).
523. Существует ли грань куба (см. рис. 178), параллельная

обеим прямым AAt и ВС?
524. Докажите, что если плоскость β проходит через

прямую а, параллельную плоскости а, и пересекает α по прямой ft,
то а\\Ь.

525. Докажите, что через середину ребра [Л£, Вг]
треугольной призмы (рис. 179) проходит единственная плоскость,
параллельная обеим прямым AAt и ВС. Постройте пересечение этой
плоскости и призмы.

526. Докажите, что через середину ребра [В, S] треугольной
пирамиды (рис. 180) проходит единственная плоскость,
параллельная обеим прямым АВ и SC. Постройте пересечение этой
плоскости и призмы.

527. Даны две скрещивающиеся прямые а и ft и точка Μ в

пространстве. Докажите, что через точку Μ проходит
единственная плоскость, параллельная обеим прямым а,у ft.

528. Какие из следующих высказываний истинны (а—
плоскость, а и ft—прямые)?

а) (Va, α, ft) ((α с α)Λ (ft с а)) => (а || ft);
б) (Va, a, ft) ((а || а) Л (Ь || а)) => {а \\ ft);
в) (Va, a) (3ft) ((ft с а) Л (* || а»;
г) (Va, a, ft) ((а с" а) Л (ft || a)) => (ft || а);
д) (Va, а) (а || а) => (36 с а) (а || 6).
529. Какие из следующих пар векторов могут служить

базисом плоскости нижнего основания прямоугольного

параллелепипеда (см. рис. 178): а) AJ)t и DC; б) AJD и П£±; в) АВ и

CD; τ) АВ к ВС; а) АВ к В£г; е) АВ и ЛЛ^
530. Точки Λί и /С—середины ребер [Л, ЛJ и [β, Βχ] куба;

Q—центр грани ВССф^ В качестве базиса плоскости ВСМ
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ззяты векторы а = ВМ и

t, == СВ. Укажите, какие

й3 векторов А±Ку CfD^

Qbi, Dfi> ΑΡι
параллельны плоскости ВСМ, и

представьте их в виде

линейной комбинации век-

хоров базиса.
531. Укажите на

чертеже треугольной призмы (см. рис. 179) следующие плоскости:

а) cc={M|(3ft, Z)(4lM = fea + Zb)};
б) β;={Λί|(3£, /)(B^Vf=ft(a—b) + /c)};
в) γ = μΐ I (3ft, /)(5M==ft(b-a) + /c)};

г) 6 = {Ai|(3ft, /) (CAi=ft(a—b) + /(b—с))}.
532. Определите взаимное расположение каждых двух из

следующих плоскостей (см. рис. 180):

a = {M|(3ft, /)(KM = fta + /b)};

β = {Μ Ι (3ft, 0(SAf = *(a—Ь) + /Ь)};

Y = {M|(3ft, /)(CAf = fta + /c)}.

533. В основании четырехугольной пирамиды с вершиной S
(рис: 181) лежит параллелограмм ABCD. Дайте векторную
запись:

а) плоскости ASD;
б) плоскости ASC\
в) плоскости ABCD.

534. Какие из следующих высказываний истинны:

а) Если плоскости параллельны, то они не имеют общих
точек.

б) Если плоскости не имеют общих точек, то они

параллельны.

-в) Если плоскости имеют общую точку, то они не

параллельны.

г) Если плоскости не параллельны, то они имеют общую
точку.

д) Существуют две плоскости, которые имеют только одну
общую точку.

535. Плоскость у пересекается с плоскостью а по прямой а

и с плоскостью β по прямой Ь. Докажите, что если α||β, то

«II*·
536. Докажите, что если α||δ, β||γ и γ||δ, то α||β.
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q 537. Какие из следующих плоскостей
(см. рис. 178) параллельны:

ABC, ABDy А±ВгСъ AiBiDt, ABBJ

538. Даны две непараллельные прямые α
и Ь. Докажите, что если плоскость α па-

раллельна каждой из прямых а и Ь и
плоскость β параллельна каждой из

прямых а и &, то плоскости α и β парал-г
лельны.

539. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. Докажите,
что существуют такие две параллельные между собой плоскости
α и β, что аса и бср.

540. Отметьте точки М, P, К, принадлежащие кубу, так,
чтобы ЛГ€[Л, Afl P€[Dt D^ d(A, M) = d(D, Ρ) и точка %
принадлежала грани ВВ^С^С. Постройте пересечение плоскости

МРК и куба.
541. Точки Μ, Ρ и К—середины ребер куба [Аь BJ, \ВЬ CJ

и [Л, D]. Постройте пересечение куба с плоскостью МРК.
Докажите, что это пересечение, представляет собой правильный
шестиугольник.

542. Какие правильные многоугольники могут быть получены

при пересечении куба плоскостью?
543. Плоскости α и β не имеют общих точек. В плоскости α

взята прямая а, в плоскости β—прямые &, с, d, попарно не

параллельные между собой. Можно ли из прямых а, Ь\ с и d

выбрать пару скрещивающихся прямых? Можно ли выбрать две

пары, четыре пары?
544. Что представляет собой объединение всех прямых,

проходящих через-данную точку Μ и параллельных данной
плоскости а?

545. Докажите, что через середину ребра \ВЬ CJ куба
проходит единственная плоскость, параллельная прямым АВ и DD^

546. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. Докажите,
что существует единственная плоскость, содержащая прямую а

и параллельная прямой Ь.
547. В основании пирамиды ABCDS лежит четырехугольник

ABCD. Докажите, что если прямая АВ параллельна плоскости

грани SDC, то ABCD—трапеция. Верно ли обратное?
548. Точки Мь Λί2, ..К9МВ—середины ребер оснований куба

(рис. 182). Выразите следующие векторы, параллельны§_длоско-

сти нижнего основания, через базисные векторы а = Л5 и Ъ*=АО
этой плоскости:

Л^С, DC, С7М8, Л?рИ8, М*В, АС, Ββν
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549. Укажите на чертеже четырехугольной призмы (см. рис.
178) следующие плоскости:

α={Λί|(3*, l)(Bjk = k(h—a) + /e)};

β = {Λί|(3Λ, l){D^M = kh + U)\.

550. Дайте векторные записи плоскостей DCCt и ВВгСгС
(см. рис. 178).

551. Плоскости α и β не имеют общих точек. Взяты точки

Л, С£а, β, £>€β. Докажите, что если AB\\CDt то d(A, β) ==э

= d(Ct D). Верно ли обратное?
552. Верно ли, что если какие-либо три из соотношений

«IIP, α II Т. β II Τ," «|| б, β||δ, γ||δ

справедливы, то справедливы и остальные три?
553. Точки Μ κ Ρ лежат внутри грани АВВ±А% куба,

причем МР\\АВ\ точка К лежит внутри грани CDDfii. Постройте
пересечение плоскости МРК и куба.

554. Постройте пересечение плоскости МРК и треугольной
призмы ABCAiBfii, если Μ и Р— внутренние точки грани ABC,
а К—внутренняя точка грани А±ВХС±.

555. Точки Μ и Ρ принадлежат ребрам [Л, Л£] и [В, Bt]
прямоугольного параллелепипеда, точка К—внутренняя точка

грани CCiD^D. Постройте пересечение параллелепипеда и

плоскости МРК. Какие фигуры могут получиться при пересечении?
556. Точки Μ, Ν, Р—середины ребер [Л£, 5J, [βχ, Cs] и

[β, jgj куба. Докажите, что плоскости А±ВС$ и MNP
параллельны.

557. Докажите, что если прямая а параллельна плоскости а,

то прямая, проходящая через точку Λίξα и параллельная
прямой а, лежит в плоскости а.

558. Что представляет собой пересечение плоскостей АВ%С
и AA±D (см. рис. 178)?

559. В треугольной призме (см. рис. 179) проведены
плоскости АВС% и А±В^С. Докажите, что прямая, по которой
пересекаются эти плоскости, параллельна АВ.

560. Из точек Л, Βζα проведены (по одну сторону от а)
параллельные отрезки [Л, Λί] и [Bf N]. Докажите, что

([Л, Щс*[В, Ν])=>(ΜΝ\\α).

561. Основанием четырехугольной пирамиды служит

параллелограмм (см. рис. 181). Через диагональ [Л, С] основания

проведена плоскость, параллельная ребру [β, S]. Докажите, что

эта плоскость делит отрезок [D, S] пополам.
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§ 19. Углы в пространстве

I. Для определения угла между двумя векторами а и Ь в

пространстве поступают так же, как и в случае плоскости:
откладывают векторы а и b от произвольной точки О, т.е.

выбирают такие точки А и 5, что а = ОЛ и Ъ = ОВ; меру угла
между получившимися лучами ОА и ОВ принимают за меру
угла между векторами а и Ь. Так как лучи ОА и ОВ лежат в

одной плоскости, то измерение угла между векторами, по

существу, представляет собой планиметрическую задачу. Заметим,
что величина угла между векторами а и b не зависит от выбора
точки О, т. е. не зависит от выбора представителей векторов
а и Ь.

Два луча, расположенные в плоскости, определяют два* угла,
заключенные в пределах от 0° до 360°; если мера одного, из них

равна а0, то мера другого 360°—а0. В пространственной

геометрии принято в качестве угла между векторами выбирать тот из

них, который * заключен между 0° и 180°. Меру угла между
векторами а и b будем обозначать через т (а, Ь). Таким образом,

(Va, b)(0°<m(a, Ь)< 180°).

Напомним, что в планиметрии углы между векторами

рассматриваются как направленные: например, если мера угла
от вектора а до вектора b равна 30°, то мера угла от вектора
b до вектора а равна —30°.

Возможность рассмотрения направленных углов в

планиметрии связана с тем, что мы условились считать положительным

направление отсчета углов против часовой стрелки (а
отрицательным— по часовой стрелке). Для плоскости, расположенной
в-пространстве, дело обстоит сложнее: если на плоскости выбрана
окружность и стрелкой указано некоторое направление обхода,
то для наблюдателя, расположенного по одну сторону плоскости,

окружность будет казаться ориентированна по часовой стрелке
(рис. 183), а для наблюдателя, расположенного по другую

сторону плоскости, эта же окружность
будет восприниматься
ориентированной против часовой стрелки. Поэтому
в пространстве говорить об

ориентации по часовой и против часовой

стрелки не представляется
возможным. В связи с этим в

пространственной' геометрии углы между
векторами не рассматриваются как

направленные:

(Va, b)(m(a, b) = m(b, a)).
После того как определен угол

Рис. 183 между векторами, 'можно, так же,
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#ак и в случае планиметрии,

определить скалярное произведение

двух векторов. Именно, если оба

вектора а и b отличны от

нулевого вектора, то их скалярное

произведение ab определяется фор- Рис. 184

мулой
ab = | а 11 b | cos а°,

где а°—мера угла между векторами а и Ь; если„же хотя бы

один из векторов равен 0, то их скалярное произведение
считается равным нулю.

Скалярное произведение векторов в пространстве обладает

свойствами, аналогичными тем, которые изучаются в курсе
планиметрии:

(Va, b)(ab = ba);
(Va, b, *)((*a)b = *(ab));

(Va, b, c) (a (b + c) = ab + ac);

(Va^0)(a2>0).

Вопрос о справедливости этих свойств будет рассмотрен в курсе
геометрии IX класса.

II. Пусть lt и /2—две прямые в пространстве и aif а2—их
базисные векторы. Если векторы а£, а2 образуют тупой угол,
т.е. m(ai9 а2) > 90°, то векторы at и —а2 (или —^ и а2),
которые также могут служить базисными векторами рассматриваемых
прямых, образуют между собой острый угол (рис. 184):

т (aif — а2) = 180°—т (a*, a2) < 90°.

Таким образом, базисные векторы прямых lt и /2 всегда можно

выбрать так, что мера угла между ними не превосходит 90°.

Мера угла между такими базисными векторами и принимается
за меру угла между прямыми lt и /2. Другими словами, за меру

угла между прямыми lt и 12 принимается наименьшее из чисел

m(ai9 а2) и 180°-*-т(а£, а2), где ^ и а2
— произвольные базисные

векторы этих прямых.
Рассмотренное определение углов между прямыми в

пространстве относится к любому случаю их взаимного

расположения: как к пересекающимся, так и к параллельным или

скрещивающимся. В частности, если прямые параллельны, то

мера угла между ними равна 0°.
Если мера угла между прямыми равна 90°, то прямые

называются перпендикулярными. Как и в планиметрии, две прямые
перпендикулярны в том и только в том случае, если скалярное
произведение их базисных векторов равно 0.
Ш. Прямая называется перпендикулярной плоскости а,если

она перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости:

(V/, а)« J.«)^ ((Vm со)(Цт)).
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Рис. 185 Рис. 186

На рисунке 185 изображены прямые ть m2, m3, m4, m5,
принадлежащие плоскости α, и прямая /, перпендикулярная а.
Утверждение, что / _]_а> означает, в частности, что / _]_ ть I _L Щ,
I J_m3 и т. д.

Существует простой признак, позволяющий установить
перпендикулярность прямой и плоскости: для гпого чтобы прямая
была перпендикулярна плоскости, достаточно, чтобы она была

перпендикулярна двум непараллельным между собой прямым,
лежащим в этой плоскости.

Пояснить справедливость этого признака можно при помощи

следующего рассуждения.

Пусть прямая / перпендикулярна прямым mt и т2, лежащим
в плоскости α (рис. 186). Выберем базисные векторы af и а2
прямых т± и т2 и базисный вектор b прямой /. Так как I \_mt
и /J_m2, то ахЬ = 0 и а2Ь = 0. Пусть теперь η—произвольная
прямая, .лежащая в плоскости а, а с—ее базисный вектор.
Векторы af и а2 составляют базис плоскости α (поскольку т±%т2),
и потому вектор с, параллельный плоскости а, представляется
в виде их линейной комбинации: с^/^+ ^а,. Вычислим

скалярное произведение векторов b и с:

be = b {k&i + /е2а2) = kiihbi)+ k2 (ba2) = 0,

т. е. /J_ п. Итак, прямая I перпендикулярна любой прямой
пса, и потому ΖJ_а.

В курсе планиметрии было установлено, что через каждую
точку А проходит единственная прямая, перпендикулярная
прямой а. В стереометрии имеют место два факта, аналогичных

этому утверждению.

Через каждую точку А проходит единственная прямая,
перпендикулярная плоскости α (рис. 187).

Через каждую точку А проходит единственная плоскость,

перпендикулярная прямой / (рис. 188).
IV. Каждая плоскость β, которая содержит прямую,

перпендикулярную плоскости а, называется перпендикулярной
плоскости а (рис. 189, а). Например, в прямоугольном
параллелепипеде (см. рис. 182) каждая из плоскостей АА±В, АА±С, ААгО
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Рис. 187 Рис. 188

перпендикулярна плоскости нижнего основания ABCD (так как

эти плоскости содержат прямую AAiy перпендикулярную
плоскости нижнего основания).

Отношение перпендикулярности плоскостей симметрично,
т. е. если плоскость β перпендикулярна плоскости а, то и

плоскость а перпендикулярна плоскости β. В самом деле, если β*
перпендикулярна а, то в нлоскости β содержится прямая / J_ a

(см. рис. 189, а). Обозначим через т линию пересечения
плоскостей α и β и проведем в плоскости α прямую η±_т

(см. рис. 189, б). Так как /J_a, то I \_т и /J_n. Кроме того,
пс построению, т\_п. Таким образом, прямые Z, m, n попарно

перпендикулярны. Теперь ясно, что η JL β (так как η

перпендикулярна прямым / и ту лежащим в плоскости β). Итак,
плоскость α проходит через прямую п9 перпендикулярную плоско-

Рис. 1S9

t51



сти β, т. е. α перпендикулярна плоскости β. Мы видим, что
если β J_a, то α _|_β.

Заметим еще, что плоскость γ, проходящая через прямые /
и я, перпендикулярна каждой из плоскостей α и β. Таким
образом, на рисунке 189, в плоскости α, β, γ попарно

перпендикулярны.
V. Пусть теперь прямая / не перпендикулярна плоскости а.

Возьмем произвольную точку Α £ I и проведем через точку А

прямую mj_a (рис. 190, а). Плоскость β, проходящая через
прямые I к т (рис. 190, б), перпендикулярна плоскости а, так

как она содержит прямую /nj_a. Прямая /', по которой
пересекаются плоскости α и β, называется ортогональной проекцией
прямой / на плоскость а. Мера угла между прямыми I и Г

принимается за меру угла между прямой / и плоскостью а:

т(/, а) = т(1, Г).

Заметим, что прямая м, проведенная в плоскости α

перпендикулярно /', будет перпендикулярна плоскости β {n]_V и, кроме

того, tn\jiiy так как т—перпендикуляр к плоскости а).
Отсюда следует, что ra_L/. Таким образом, существует прямая па а,

которая перпендикулярна и прямой / и ее проекции Ϊ.
VI. Пусть а и β—две непараллельные плоскости и I —

прямая, по которой они пересекаются. Через точку ΑξΙ проведем
в плоскости α прямую a _]_ / и в плоскости β прямую b J_ /

(рис. 191). Мера угла между прямыми а и Ь принимается.за

меру угла между плоскостями α и β. Меру угла между плоскостями

будем обозначать через m(a, β).
В случае α||β условились считать m (α, β) = 0°.

Задачи.
В задачах 562—567, 569 рассматривается куб, длина ребра

которого равна 1; обозначения показаны на рисунке 178.
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562. Вычислите скалярные произведения:

а) A£VCD\ г) С^А^;
б) AS-CiDj; д) AXCVAD.

в) ААгССг\
563. Определите меру угла между векторами:

а) D^Ai и А^А\ г) Bfit и DA\

б) DDt и ВХС±\ д) ЛС и Л^В;
в) DC и Л^; е) АС и Д^.
564. Докажите, что справедливы следующие соотношения:

а) а2=Ь2=с2 = 1| б) ab = bc = ac = 0.

565. а) Вычислите скалярный квадрат й длину каждого из

векторов т = ЛС, п = С£0, p = ACt и q
— BxD9 предварительно

представив их в виде линейной комбинации векторов a, b и с.

б) Найдите меру угла между векторами тип,
предварительно вычислив их скалярное произведение и воспользовавшись

таблицей косинусов (с. 159).
в) Вычислите меру угла между каждыми двумя из векторов

η, ρ и q.

566. Вычислите угол между прямыми:

а) ACi и В~Ь;
б) АС и ЯД;
в) BJD и БС.
567. Докажите, что прямая CCt перпендикулярна плоскости

грани.ABCD. Каков угол между прямыми BD и CQ?
568. Векторы а и b составляют базис плоскости а; прямая /

имеет своим базисом вектор с. Докажите, что прямая / и

плоскость α в том и только в том случае перпендикулярны, если

выполняются условия

ac = bc = 0.

569. Докажите, что прямая BDt перпендикулярна плоскости

AfilD. Укажите еще одну плоскость, проходящую через три
вершины куба и перпендикулярную прямой BDt (см. рис. 178).

570. Через α и β обозначены плоскости, через т, п, р —

прямые. Какие из следующих высказываний истинны?

а) (Уа, р, т)((р±а)А(т±а))^(р\\т);
б) (Υα, β, ρ)((α±ρ)Λ(β±ρ))=>(α||β);
в) (Vp, m, n)((p±n) A(tn±n))=>{p\\m)\
r) (3p, m, n) ((p 1 m) A (P JL n) A (m J_ n)).
571. Докажите, что если прямая АВ перпендикулярна

плоскости α и В — точка плоскости а, то для любой точки С пло-
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скости α справедливо неравенство:

d(At C)>d(A% В).

В силу этого неравенства число d(A, В) называют расстоянием

от точки А до плоскости а.

572. Определите расстояние от точки М, принадлежащей
грани АА±В^В куба, до грани DDXCXC, считая длину ребра
куба равной а.

573. Основанием треугольной призмы ABCAyB<fit служит
правильный треугольник, а боковыми гранями —квадраты,
длина стороны которых равна а. Отметьте на ребре BBt точку Μ
и определите расстояние от точки Μ до грани AAyCfi.

574. Через α, β и γ обозначены плоскости, через т> η, ρ и
I —прямые. Какие из следующих высказываний истинны?

а) (Va, I, т) ((/ ± α) Λ (т с а)) => (т ± /);
. б) (Va, β, т) ((β la) Л (m с а)) =* (т 1 β);

в) (Va, β, ί)((α1β)Λ(/±β))=>(/||«);
г) (Va, β, γ)((α1β)Λ(Υ±β))=>(γ||α);
д) (Va, β, /)((α1β)Λ(/||α))=>(/1β).
575. Докажите, что в кубе следующие плоскости

перпендикулярны (см. рис. 178):
ajLiMA и BXCD\
б) AAfifi и BBfiJ);
в) АВ£ и ВСр±.
576. Плоскости α и β пересекаются по прямой а. Плоскость γ

перпендикулярна каждой из плоскостей α и β. Докажите, что

а±у.
577. В треугольной призме плоскости боковых граней

перпендикулярны плоскости основания. Докажите, что ребра призмы
также перпендикулярны плоскости основания.

578. Определите меры углов между следующими прямыми
и плоскостями (см. рис. 178);

а) BtD и ABC;
б) AD и BBXD\
в) BtD и CCXD.
579. Пусть lt—проекция прямой / на плоскость а. Докажите,

что:

а) если mca и т J_ /, то т J_ /*;
б) если η с α и n.J_ lif то η _L /.
580. В основании треугольной призмы лежит равносторонний

треугольник; ее боковые грани —квадраты. Вычислите меры
углов, которые образует диагональ боковой грани в каждой из

граней призмы.
581. Рассмотрим плоскости α, β и прямые а, Ь и /,

расположенные так, как показано на рисунке 191. Докажите
следующие теоремы.
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а) Плоскость γ, проходящая через прямые а и Ь,
перпендикулярна ПРЯМОЙ /. г л

б) Для любых точек Μ ζ а и Ρζ& прямая ΛίΡ_[_/.
в) Плоскость γ перпендикулярна каждой иэ плоскостей аир.

В задачах 582—584 рассматривается призма, в основании

которой лежит равносторонний треугольник с длиной
стороны 1, а боковые грани— квадраты; остальные обозначения
показаны на рисунке 179.

582. Докажите, что справедливы соотношения:

а) ab =
y,

ас = 0, Ьс = 0;

б) а2 = Ь2 = с2=1.

583. Найдите меры углов между каждыми двумя из

векторов: n = AiBi9 р = ЛС| и q
= BiCy предварительно представив

их в виде линейной комбинации векторов а, Ь и с.

584. Найдите угол между прямыми CCt и А±В.
585. Определите форму многоугольника, полученного при

пересечении куба ABCDA^fiiDf и плоскости AAfifi.
586. Даны плоскость α и прямые а, Ь. Докажите, что если

α_]_α и & || ос, то α J_&.
587. Определите расстояние от точки At до плоскости BBtDtD

(см. рис. 178), считая длину ребра куба равной а.

588. Плоскости α и β пересекаются по прямой а; прямая α

перпендикулярна плоскости γ. Докажите, что v_La и Y-LP·

§ 20. Тела вращения и их изображение на плоскости

I. При аффинных отображениях окружность переходит в

кривую, называемую эллипсом. На рисунке 192, а начерчена
окружность на фоне квадратной сетки. При аффинном отображении
эта сетка перейдет в сетку параллелограммов (рио. 192, б).
Пользуясь этой сеткой, нетрудно наметить „по клеточкам" эллипс,

в который переходит окружность (рис. 192, 193).
II. Пусть /—некоторая прямая и А— не принадлежащая ей

точка. Проведем через А плоскость а, перпендикулярную
прямой /, и обозначим через О точку пересечения этой плоскости

с прямой /. Наконец, в плоскости α проведем окружность с

центром О, проходящую через точку А (рис. 194, а). Условимся
говорить, что эта окружность есть результат вращения точки А

вокруг оси I.
Смысл этого определения можно пояснить о помощью

следующей модели. Представим себе стержень (ось), закрепленный
в двух подшипниках Ρ и Q. В средней точке О оси к ней при-
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креплен второй стержень,
перпендикулярный оси и

оканчивающийся
небольшим шариком („точкой")
А. При вращении оси

точка А опишет

окружность (рис. 194, б).
Пусть теперь в

пространстве задана прямая /
и некоторое множество М'.

Для каждой точки A g M

проведем окружность,
являющуюся результатом
вращения точки А вокруг
оси I (рис. 195).
Объединение всех этих окружностей
(рис. 196) представляет
собой фигуру, которую
называют результатом
вращения множества Μ

вокруг оси I.

а)
Рис. 194

Рис. 195 Рис. 196

Рис. 192

а) Пусть М—луч, начало О

которого принадлежит оси / и

который перпендикулярен /. В этом

случае результатом вращения
множества Μ вокруг оси / будет
плоскость а, проходящая через О и

перпендикулярная / (рис. 197).
б) В качестве второго примера

рассмотрим прямоугольник, одна
сторона которого принадлежит
оси / (рис. 198, а). Результатом
вращения в этом случае будет
цилиндр (рис. 198, б). Верхнее и

нижнее основания его

(являющиеся в оригинале конгруэнтными
окружностями) изображаются
конгруэнтными эллипсами.
Боковая поверхность цилиндра
образована параллельными между
собой отрезками. Эти отрезки
называются образующими поверхности
цилиндра.

в) В качестве следующего
примера рассмотрим случай,
когда Μ— прямоугольный
треугольник, один катет которого
принадлежит оси / (рис. 199, а). Полу-
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чающееся в этом случае тело

вращения называется конусом

(рис. 199,6). Основание конуса —

круг (на рисунке оно

изображается эллипсом). Результатом
вращения гипотенузы является
боковая поверхность конуса. Она

образована отрезками,
соединяющими точки окружности
основания с одной и той же точкой,
называемой вершиной конуса.
Эти отрезки называются

образующими конуса.

г) Пусть теперь М—полукруг,

диаметр которого принадлежит
оси I (рис. 200, а). Результат
вращения в этом случае представляет
собой шар (рис. 200, б).

На рисунке 201, α шар
рассечен тремя плоскостями; круги,
по которым эти плоскости в

оригинале пересекают шар,
изображаются в виде эллипсов (рис. 201,6).
Один из них можно назвать

экватором-, два других пересекаются в

точках, называемых полюсами;

полуокружности, идущие от

одного полюса к другому,
называются меридианами (рис 201, в).
Параллели изображаются
эллипсами, гомотетичными экватору

(рис. 201, г).
д) Если М —круг, лежащий

с осью I в одной плоскости и не

пересекающий оси / (рис. 202, а),
то результат вращения
представляет собой поверхность вращения,
называемую тором (рис. .202, б).

е) Если Μ—прямая,
скрещивающаяся с прямой / и не

перпендикулярная ей (рис. 203, а), то

получающуюся поверхность
вращения называют однополостным

гиперболоидом (рис. 203, б). Одна из

московских телевизионных антенн,

построенная инженером В. Г.

Шуховым, составлена как бы из

нескольких поставленных один на



Рис. 204

другой однополостных

гиперболоидов (рис. 204),
Однополостный

гиперболоид представляет собой
поверхность, как бы

составленную из отдельных

прямых линий и в та же

время искривленную
{отличную от плоскости),
Такие поверхности в мате-

. матике называют линейг-
чатыми поверхностями*·
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