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§ 1. Целые числа и действия над нити

Множество целых чисел состоит из натуральных чисел

1, 2, 3, ..., нуля 0 и отрицательных целых чисел —1,
—2, —3, .... В этом множестве всегда выполнимы

операции сложения и вычитания. Иначе говоря, если /яия-

целые числа, то их сумма т-\-п тоже является целым
числом. Далее, для любых двух целых чисел ту п

существует (и притом только одно) число х% удовлетворяющее
уравнению

п + х = т\

это число называется разностью чисел т и п и

обозначается через т — п. Разность любых двух целых чисел

тоже является целым числом.

В множестве целых чисел всегда выполнимо и

умножение, т. е. если т и п— целые числа, то их

произведение тп тоже является целым числом. Однако деление

(действие, обратное умножению) выполнимо в множестве

целых чисел не всегда. Результат деления числа а на число
Ь Ф 0 (частное от деления а на Ь) обозначается через
а:ЬЫли у). Напомним, что частным от деления числа

а на число b -фО называется число х% удовлетворяющее
Уравнению

такое число существует, и притом только одно. Однако
частное от деления одного целого числа на другое'не
всегда является целым числом. Например, частные 5:2,
2 : 5, (—40): 7, (—30): (—21) целыми числами не являются.
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Это и означает, что деление не всегда выполнимо в

множестве целых чисел: частное от деления целого числа а

на целое число ЬфО может оказаться лежащим за

пределами множества целых чисел, а в самом множестве целых

чисел не найдется такого числа, которое мы могли бы
назвать частным от деления а на Ь.

Встречаются, конечно, и такие случаи, когда частное

от деления одного целого числа на другое опять является

целым числом. Например: 6 : (—2) = —3, 36 :12 = 3,
(_5):5 = -Г.

Определение. Если а и Ъ (где b ФО) — такие

целые числа, что частное а: Ь тоже является целым числом,

то говорят, что число а делится на Ъ.
Можно сказать и иначе: целое число а делится на

целое число b ^ О, если найдется такое целое число k,
что a = kb. Этим определением делимости мы чаще всего

и будем пользоваться в дальнейшем. Так как мы всюду
будем говорить только о целых числах, то нередко для

краткости будем писать просто «число», всегда

подразумевая под этим целое число.

Подчеркнем, что о частном а\Ъ мы можем говорить
лишь при ЬфО. При 6 = 0 частное а: Ь не определено,

т. е. выражениям а \ 0, -д- не придается никакого смысла.

Короче, на нуль делить нельзя.

Напротив, при а = 0 (и любом Ь^О) частное a i b

определено (и равно нулю):

| = 0 (при ЬфО).

Так как в этом случае частное (т. е. нуль) является целым

числом, то нуль делится на любое целое число, отличное

от нуля (причем частное равно нулю).

§ 2. Теоремы о делимости

Теорема 1. Если оба числа а и Ь делятся на т$

то и их сумма а+ b и их разность а — b делятся на т.

Действительно, так как а делится на т, то a = kmf
где k — некоторое целое число. Точно так же 6 = /т, где
/ — некоторое целое число. Поэтому

a + b = km + lm = (k + l)mf a — b = km — lm = (k — l)mt
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откуда видно, что каждое из чисел а + Ь, а-&

делится на т.

Точно так же можно доказать, что сумма трех (или

вообще любого числа) слагаемых, каждое из которых

делится на т, также делится на т.

Следствие 1. Если сумма нескольких слагаемых

делится на т и известно, что все слагаемые, кроме одного,
делятся на т, то и оставшееся слагаемое также

делится на т.

Докажем это, например, для случая трех слагаемых.

Слагаемые обозначим через я, 6, с, а их сумму —через s\

a + b + c = s.

Нам известно, что s делится на т и числа а и Ь делятся
на т, т. е. s = qmf a = km, b = tm, где q, k, / — некоторые
целые числа. Надо доказать, что и слагаемое с делится

на пи Мы имеем:

c = s — a — b = qm
— km — lm = (q — k — l)m,

откуда и следует, что с делится на т.

Теорема 2. Если а делится на т и b делится на п,

то ab делится на тп.

В самом деле, a = km, b = lnt и потому

ab = km-tn = (kl) mn,

т. е. ab делится на тп.

Эта теорема легко обобщается на случай трех и

большего числа множителей. Например, если а делится

на m, b делится на п и с делится на р, то abc делится
на тпр.

Следствие 2. Если а делится на т,то ап делится
на тп (здесь л — любое натуральное число).

Следствие 3. Если хотя бы один из множителей
делится на т, то и произведение делится на т.

В самом деле, пусть а делится на m и пусть 6
—любое целое число. Так как Ь, очевидно, делится на 1, то

(по теореме 2)аЬ делится на т-1, т. е. ab делится на т.

Можно, конечно, доказать это следствие и иначе, без
ссылки на теорему 2+ Именно a = km (так как а делится
на т) и потому

ab = km-b = (kb) mt

откуда видно, что ab делится на т.



Упражнения

1. Делится ли число а на —я? Делится ли число —а

на а? В каком случае два целых числа а и Ь обладают
тем свойством, что а делится на Ь и Ь делится на а?

2. Числа а и Ь таковы, что 0<а<6. Может ли а

делиться на 6? Почему?
3. Докажите, что если а Ф Ьу то число ап — Ьп делится

на а — Ь (здесь п — произв^ьное натуральное число).
4. Докажите, что если а-\-ЬфО, то для любого

нечетного натурального п число ап + Ьп делится на а + Ь.

5. Докажите, что для любого целого п число п(п+1)
делится на 2 (т. е. является четным).

6. Докажите, что если ab\+cd делится на а —с, то

ad-{-be тоже делится на а — с (здесь а, Ь9 с, d'—целые

числа, причем афс).
7. Дробь у сократима. Сократима ли дробь ^гу
8. Докажите, что разность любого трехзначного числа

и трехзначного числа, записанного теми же цифрами, но

в обратном порядке, делится на 9.
9. Докажите, что трехзначное число, записанное тремя

одинаковыми цифрами, делится на 37.

10. Докажите, что если в трехзначном числе две

последние цифры одинаковы, а сумма его цифр делится на

7, то и само число делится на 7.

§ 3. Деление с остатком

Разделим 20 на 3 «в столбик»:

20 |_3^
18 6

2

Мы получили частное 6 и остаток 2. Но что это значит?

Это значит, что если мы уменьшим число 20 на 2, то

получим число, которое делится на 3 (и* в частном

будет 6), т. е.

20-2 = 3-6.
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Иначе это можно записать так:

20 = 3-6 + 2.

Рассмотрим еще пример деления с остатком:

_49UL
3_ 16

19
""18

1

У нас получилось частное 16 и остаток 1. Это можно

записать так:

49 = 3-16 + 1.

Мы видим, что если число а дает при делении на 3

частное q и остаток г, то мы можем написать:

а = 3<7 + г.

Вообще, если нам известно, что число а дает при делении
на b частное q и остаток г, то мы можем написать

а = bq + л

Но не всякую запись a = bq + r можно прочесть как

запись деления с остатком. Например, равенство 20 =
= 3-4 + 8 справедливое, но мы не можем сказать, что

20 при делении на 3 дает в остатке 8. Остаток ведь
должен быть меньше делителя! Точно так же запись 20 =
= 3 • 7 + (— 1) не означает, что 20 при делении на 3 дает
в остатке — 1; остаток не должен быть отрицательным.

Значит, для того чтобы запись a = bq+ r выражала
деление а на Ъ с остатком, нужно потребовать, чтобы г было

неотрицательным числом, меньшим &, т. е. 0^г<&.
Проведенные рассуждения вовсе не «доказывают» чего-

либо; они лишь служат пояснением к тому, что такое

деление с остатком. А теперь мы введем точное

определение.

Определение. Пусть а и b — два целых числа,
причем 6>0. Если число а можно записать в виде
o — bq + r, где 0^г<Ь, то говорят, что а дает при
делении на b частное q и остаток г.
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Упражнения

11. Найдите частные и остатки при делении на 7

следующих чисел:

3, 5, 10, 35, 100, 0, —1, —7, —12, -50.

'12. Найдите частные и остатки при делении тех же

чисел на 10.
13. Число а дает при делении на Ь остаток г. Какой

остаток при делении на Ь дает число — а?
14. Докажите, что если число а дает при делении на

Ь остаток г, то а —г делится на Ь. Верно ли обратное?
15. Известно, что число а дает при делении на тп

остаток г. Можно ли сказать, что а дает при делении

на т остаток г? В каком случае это будет верно?

§ 4. Существование и единственность

деления с остатком

В предыдущем параграфе было дано определение
деления с остатком. В связи с этим определением естественно
возникают два вопроса:

а) Всегда ли можно осуществить деление с остатком?
Иначе говоря, если даны целое число а и натуральное
число 6, всегда ли можно подобрать такие целые числа

q и г, что 0^г<& и a = bq+rt
б) Единственным ли образом осуществляется деление

с остатком? Иными словами, если число а записано двумя
способами в требуемом виде:

a = bqx + ri, 0</i<6;
a = bq2 + r2t 0<r2<6,

то обязательно ли обе записи совпадают (т. е. qi = q2
и r1

= r2)?
Нижеследующая теорема дает на оба эти вопроса

утвердительный ответ: деление с остатком всегда осуществимо
и притом однозначно.

Теорема. Пусть даны целое число а и натуральное
число Ь. Тогда можно подобрать такие целые числа q и г,

что 0^г<6 и a = qb + r. Числа q и г определяются
этими условиями однозначно.

ю



Доказательство. Выберем такое натуральное

число с, что \а\<с, и рассмотрим числа

-сб, (-с+1)Ь, (-с+2)Ь, ...,

—26, —6, О, 6, 26, ..., (с- 1)6, сб.

Каждое из чисел этой последовательности (кроме первого)
ровно на 6 больше предыдущего, так что числа эти

возрастают. При этом первое число —сЬ меньше, чем а, а

последнее число cb больше, чем а. В самом деле, так как

|а|<с^с6(поскольку6^ 1), то |а|<с6, т. е. —с6<а<
<с6. Значит, в рассматриваемой возрастающей
последовательности чисел найдется последнее число, которое еще

не превосходит а (так что следующее число уже будет
больше а). Обозначим это последнее число, не

превосходящее а, через qb. Следующее число, т. е. (q +1)6, будет
уже больше а:

qb^a<(q+l)b.

Теперь число q выбрано. Обозначим через г число a — qb,
так что

a = qb + r.

Тогда написанные неравенства принимают вид

qb^qb + r<(q+l)b.
Уменьшая все три числа, участвующие в этом

неравенстве, на qb, получим

0<г<6.

Итак, требуемые числа q и г найдены, т. е. доказано,

что деление с остатком всегда осуществимо.
Докажем единственность. Допустим, что число а

двумя способами представлено в требуемом виде:

a = qj> + n, где 0^гх<6;
а = <?2б + г2, где 0^г2<6.

Вычитая написанные равенства одно из другого,
находим

(<7i-<72)6 + (ri-r2) = 0, (1)
т. е. ri

— r2 = — (qi — q2) 6, откуда видно, что число ri — га
делится на 6.

Предположим теперь, что пфгъ и пусть, для
определенности, г±>г2. Тогда Г!-г2>0 и, кроме того,
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r^ — г2^гг<Ь. Мы видим, что г{ — г2 есть натуральное
число, меньшее, чем 6, и потому гх — г2 не делится на Ь.

Полученное противоречие показывает, что должно быть

гг = г2.

Теперь равенство (1) принимает вид: (щ — q2) b = 0.
Так как ЬфО (ведь 6 — натуральное число), то отсюда

следует, что q1
—

q2 = 0, т. е. qx
= q^

Теорема доказана полностью.

Из этой теоремы вытекает, что каждое целое число а

может быть представлено:

либо в виде a = bqt
либо в виде а = bq + 1,
либо в виде a = bq + 2,

либо в виде а = 6<7 + (6 —1).

Например, при 6 = 2 мы получаем: каждое целое число а

может быть представлено либо в виде a = 2q (и тогда оно

делится ца 2, т. е. четно), либо в виде a = 2(7 + 1 (и тогда

оно не делится на 2, т. е. нечетно). При 6 = 3 получаем:
каждое целое число а может быть представлено в одном

из следующих видов: 3?, 3q + U 3(7 + 2. Это замечание

часто используется при решении задач.

Пример 1. Доказать, что при любом целом п число

л3 — п делится на 6.
Решение. Разложим выражение п3 — п на множители:

л3 — /i = /i(/i + l) (п — 1).

Число п может быть представлено в одном из следующих
видов: 6<7, 6(7 + 1, 6(7 + 2, 6(7 + 3, 6^+4, 6(7 + 5. Если
л = 6<7, то /г3 — /г = /г(/г + 1)(/г — l) = 6q (6q + l)(6q — 1);
видно, что это число делится на 6. Далее, если п = 6(7 + 1,
то

л3 — л =/г (/г + 1) (/г — 1) =
= (6(7 + 1) (б? + 2) 6(7 = 12 (6(7 +1) (3? + 1) q\

и в этом случае число /г3 —/г делится на 6 (и даже на 12).
При /г = 6(7 + 2 имеем;

/г3 — п = /г (/г +1) (п — 1) =
= (6(7 + 2) (6(7 + 3) (6(7 + 1) = 6 (3(7+1) (2(7 + 1) (6(7+1),

так что число /г3—-п и в этом случае делится на 6.

Аналогично разбираются три оставшихся случая (когда п
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имеет вид 6q + 3, 6q + 4 или 6^+ 5). Итак, каково бы

ни было п, число п? — п всегда делится на 6.

Пример 2. Доказать, что ни при каком целом п

число п2+1 не делится на 3.

Решение. При n = 3q имеем:

n2+l=V+l,

откуда видно, что я2 + 1 дает при делении на 3 остаток

1 и, значит, не делится на 3. Далее, при n = 3q + l имеем:

n2+l = {3q+l)2+l=9q2+ 6q+ 2 = 3(3q* + 2q) + 2;

это число дает при делении на 3 остаток 2, т. е. опять

не делится на 3. Наконец, при n = 3q+ 2 имеем:

п*+1 =(3?+ 2)2+1 =9<72+12(7 + 5 = 3 (3q2 + 4q+l) + 2;

это число опять дает при делении на 3 остаток 2, т. е.

на 3 не делится. Итак, в любом случае число я2 + 1 на 3

не делится.

Упражнения

16. Докажите, что при любом целом п число п3+ 5п

делится на 6.

17. Докажите, что при любом целом п число /г3+11я
делится на 6.

18. Докажите, что при любом целом п число л3+3/г2 +2л
делится на 6.

19. Докажите, что при любом целом п число п2 + п

четно.

20. Докажите, что если а>Ь;>0, то остаток, который
дает число а при делении на Ь, меньше

у.
21. При каких п число п2— 1 делится на 3?

22. Докажите, что если числа а и Ь не делятся на 3,
но дают одинаковые остатки при делении на 3, то число

ab— 1 делится на 3. Обратно, если ab— 1 делится на 3,
то числа а и Ь не делятся на 3 и дают одинаковые остатки

при делении на 3.
23. Докажите, что если числа а и Ь не делятся на 3

и дают разные остатки при делении на 3, то число ab-\-\
Делится на 3. Обратно, если ab + 1 делится на 3, то числа
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а и Ь не делятся на 3 и дают разные остатки при

делении на 3.

24. Докажите, что, каковы бы ни были целые числа

а и Ьу число ab{a2 — b2) всегда делится на 3.

25. Докажите, что, каковы бы ни были целые

числа а и Ьу число ab (а2 — Ь2) (4а2 — Ь2) всегда делится

на 5.

26. Докажите, что, каковы бы ни были целые числа

а и by число ab(a* — б4) всегда делится на 5.

27. Докажите, что при любом целом п число п2 (п2 — 1)
делится на 4.

28. Докажите, что при любом целом п число я6 — п

делится на 5.
29. Докажите, что при любом целом п число п (я6— 1)

делится на 7.

30. Докажите, что если хотя бы одно из чисел a, b

не делится на 7, то и число а2 + Ь2 не делится на 7.

31. Докажите, что при любом целом п число

п(2п+1) (7/1+1) делится на 6.

32. Числа а и b не делятся на с. В каком случае
а — Ь делится на с? В каком случае а + Ь делится на с?

33. Докажите, что, каковы бы ни были целые числа

af by с, число a2 + b2 + c2 + l не делится на 8.
34. Докажите, что если а нечетно, то а2 — 1 делится

на 8.
35. Докажите, что если т и п — нечетные числа, то

число т2 — п2 делится на 8.
36. Докажите, что если сумма трех целых чисел

делится на 6, то и сумма их кубов делится на 6.

37. Даны два трехзначных числа, причем ни одно из

них не делится на 37, а сумма их делится на 37.
Приписав одно из чисел к другому, получаем некоторое
шестизначное число. Докажите, что оно делится на 37.

38. Из трех различных цифр получают шесть

трехзначных чисел, всевозможным образом переставляя эти

цифры (например: 123, 132, 213, 231, 312, 321).
Докажите, что если среди этих шести чисел найдется число,

делящееся на 37, то обязательно среди них будут и еще

два числа, делящиеся на 37.
39. Даны два трехзначных числа, дающие одинаковые

остатки при делении на 7. Приписав одно из чисел к

другому, получаем некоторое шестизначное число. Докажите,
что оно делится на 7.
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§ 5. Сравнения

Определение. Если два числа а и Ь имеют

одинаковые остатки при делении на т, то говорят, что а и Ь

сравнимы по\ модулю т, и пишут

a=sb (mod m).

Запись a a b (mod m) можно прочитать так: а сравнимо
с b по модулю /п. Использование этой записи делает

формулировки и вычисления более удобными.
Докажем несколько теорем о сравнениях.
Теорема 1. Сравнение a = b (mod m) имеет место в

том и только в том случае, если разность а — Ь делится

на т.

Иначе говоря, числа а и b в том и только в том

случае имеют одинаковые остатки при делении на т, если

а — Ь делится на т.

Доказательство. Предположим, что as= b(modm),
т. е. числа а и Ъ дают при делении на т один и тот же

остаток л Тогда
a = mq + r,

b = mq' + r,

где q, q'— некоторые целые числа. Вычитая одно
равенство из другого, получаем: a — b = mq — mcf = m(q — (f)f
откуда и следует, что разность a — b делится на /л.

Обратно, пусть а — Ъ делится на /л, т. е. a — b = km.

Произведем деление (с остатком) числа b на т:

b = qm + r, где 0^г</я.

Сложив равенства a — b = km и b=*qm + rt получаем

а = km + qm -f r = (k + q) m + r%

причем по-прежнему 0^r<m. Отсюда видно, что число
а имеет тот же остаток г при делении на т, что и число
Ь, т. е. a = 6(modm).

Теорема 2. Сравнения можно почленно складывать
и вычитать, т. е. если as= b (mod m) и c = d(modm),
то a + c = b + d(modm) и a — c = b—d(modm).

Иначе говоря, если а и b имеют одинаковые остатки

при делении на т и, кроме того, cud имеют
одинаковые остатки при делении на /л, то числа а + с и b + d
имеют одинаковые остатки при делении на т и также
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числа а — с и b — d имеют одинаковые остатки при
делении на т. Как видите, с помощью сравнений эта

теорема формулируется короче и удобнее.
Доказательство. Так как а = 6 (mod m) и с =

s=d(modm), to по теореме 1 числа а — Ь и с — d делятся
на т, т. е. a — b = km, c — d = lm. Складывая эти два

равенства, получаем a — b + c — d = km + lmi или (а + с) —
— (b + d) = (k + l)m.

Таким образом, разность (а + с) — (b + d) делится на

т, а потому по теореме 1 а + с = b + d (mod m).
Сравнение a — c = b — d (mod m) доказывается

аналогично.

Теорема 3. Сравнения можно почленно умножать,
т. е, если a = b (mod m), c = d (mod m), тоас==Ь<1 (mod m).

Доказательство. Так как a = 6(modm) и с =

==d(modm), то по теореме 1 a — b = km, c — d = lm.

Поэтому aer-bd = (ac — ad) + (ad — bd) = a(c — d) + d (a — b) =
= qlm + dktn = (al + dk) m, т. е. разность ae — bd делится
на m. Следовательно, по теореме 1 ас = bd (mod m).

Конечно, теоремы 2 и 3 верны для любого числа
слагаемых или множителей. Например; для трех сравнений:
если а = b (mod m), с = d (mod m) и e ss / (mod m), то

a + c + £s==& + d+ /(modm) и ace =bdf (mod m).
Следствие 1. Сравнения можно возводить в степеньЛ

т. £. если a = b (mod т), то а" е==&л (mod m)*
Следствие 2. Рассмотрим некоторый многочлен с

целыми коэффициентами: &0jt" + k^'1 + + kn_xx+ kn.
Если aE=&(modm), то значения, которые принимает этот

многочлен при х = а и при х=Ьу также сравнимы между
собой по модулю т, т. е. k0an + k1an~1+ ... +kn_1a+ kn =
= k0bn + кфп~х + + knJ> + kn (mod m).

§ 6. Решение задач с помощью сравнений

Пример 1. Доказать, что при любом натуральном п

число 122л+1+11п+2 делится на 133.

Решение. Мы имеем:

122"+1 = 12г122л=^12-144л.

Но 144= 11 (mod 133), и потому согласно следствию 1

144л== 11я (mod 133). Умножая на 12, получаем (по
теореме 3): 12.144* = 12 • 1Г (mod 133), так что 122"+1 =
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и 12. IIя (mod 133). Далее, 11Л+2= 12Ы1". А так как

121 =5-12 (mod 133), то 121 11" = -12-1Г (mod 133),
т. е. 1Г+2 = — 12- 1Г (mod 133). Складывая сравнения

122Л+1 = 12 • 11Л (mod 133),
ll«+2 = _i2.lin(mod 133)

(это можно делать по теореме 2), получаем 122rt+1 + lln+ass*
= О (mod 133), т. е. число 12ал+1+Ня+а Делится на 133.

Пример 2. Решим задачу 18 (стр. 13).
Решение. Всякое целое число п дает при делении

на 6 один из остатков 0, 1, 2, 3, 4, 5, т. е. имеет место

одно из сравнений:

п === О (mod 6), п = 1 (mod 6), п = 2 (mod 6), п = 3 (mod 6),
п гз 4 (mod 6), /г е= 5 (mod 6).

Если ns=0(mod6), то по следствию 2 п? + 3п2 + 2п =
= 03+3.02 + 2.0(mod6), т.е. п? + 3п2 + 2п = 0 (mod 6).
Если п=\ (mod6), то (опять по следствию 2) п3 + 3п2 +
-Ь2лзе13 + 3-12 + 2.1(гшх16), т. е. n3 + 3AZ2 + 2rt = 6===
= 0 (mod 6). Если п = 2 (mod 6), то п3 + 3/г2 + 2я==23 +
+ 3.22+ 2-2(mod6), т. е. /г3 + 3/г2 + 2п = 24 = О(mod6).
Аналогично рассматриваются три оставшихся случая.
Итак, в любом случае /г3 + Зп2 + 2п г= 0 (mod 6), т. е. /г3 +
+ 3я2+ 2п делится на 6.

Решите эту же задачу методом, указанным в § 4.
Какое решение проще?

Пример 3. Доказать, что если а2 + Ь2 + с2 делится
на 9, то хотя бы одно из чисел а2 —б2, а2 —с2, Ь2—с2
делится на 9.

Решение. Мы имеем (в силу следствия 1):

если ns=0(mod9), то п2 = О (mod 9);
если п = 1 (mod 9), то п2 = 1 (mod 9);
если я ==2 (mod 9), то п2 = 4 (mod 9);
если п = 3 (mod 9), то п2 е= 9 г 0 (mod 9);
если я = 4 (mod 9), то n2s= 16 е=7 (mod 9);
если п г= 5 (mod 9), то п2 == 25 = 7 (mod 9);
если п =г 6 (mod 9), то п2 е== 36 == О (mod 9);
если а? г 7 (mod 9), то п2 г= 49 а 4 (mod 9);
если /г = 8 (mod 9), то п2 = 64 = 1 (mod 9).

Итак, каково бы ни было целое число я, число п2 может
иметь при делении на 9 только остатки 0, 1, 4, 7.
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Обозначим через ri, r2t r3 остатки, которые дают при
делении на 9 числа а2, б2, с2, так что

а2 = /i (mod 9), b2 = r2 (mod 9), c* = /y(mod9).

Складывая эти сравнения, получаем:

a2 + 62 + c2 = /-i + ra + r8(mod9).

А так как по условию а2 + Ь2 + с2 делится на 9, т. е.

a2 + b2 + c2 = Q(mod9), то /i-b/a+^^Otmod 9). Но
каждое из чисел /*!, гъ г3 может принимать лишь значения

О, 1, 4, 7. Легко видеть поэтому, что сумма гг + г2 + г3
может делиться на 9 лишь в следующих случаях:

1) r1 = r2 = r3 = Q\
2) одно из чисел ri, r2f г3 равно 1, два других равны 4;
3) одно из чисел гъ г2, г3 равно 7, два других

равны 1;
4) одно из чисел г{, г2, г3 равно 4, два других

равны 7.

Во всех случаях среди чисел гъ гъ г3 найдутся два

одинаковых, т. е. какие-нибудь два из чисел а2, б2, с2
имеют одинаковые остатки при делении на 9. Значит,
хотя бы одна из разностей а2 — Ь2, а2— с2, Ь2 — с2 делится
на 9.

Упражнения

40. Число а дает остаток /•£ при делении на т, а

число b дает остаток г2 при делении на т. Можно ли

утверждать, что число а + b дает остаток гх-\~г2 при делении
на т, а число ab дает остаток гг-г2 при делении на т?

Как изменить формулировку, чтобы получилось верное
утверждение?

41. Решите задачи № 19, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 31 с помощью доказанных в этом пункте
теорем о сравнениях.

42. Докажите, что ни при каком натуральном п число

Злг — 1 не является точным квадратом.
> 43. Докажите, что ни при каком натуральном п числа

5/2 + 2 и Ьп — 2 не являются точными квадратами.
44. Докажите, что ни при каком натуральном п

числа 7п-\-3, 7/г — 1, 7я —2 не являются точными

квадратами.
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45. Докажите, что при любом целом п ^ О число 52n+1 X

х 2"+2 + 3"+2 • 22n+1 делится на 19.
•* 46. Дано натуральное число п. Докажите, что найдется

число, записываемое только единицами и нулями, которое

делится на п.

47. Докажите, что для любых натуральных п и k

число I**-1+ &*-*+ +(2n)2k-1 делится на 2п+1.
48. Докажите, что число 100... 001, в котором число

нулей четное, делится на 11.

§ 7. Периодичность остатков

при возведении в степень

Рассмотрим последовательные степени числа 2:

21, 22, 23, 24, 25, 2е, 27,

и найдем, какие остатки дают эти числа при делении
на 5. Для нескольких первых чисел эти остатки легко

найти:

2* = 2,
22 = 4,
23 = 8 = 3 (mod 5),
24 = 16s=l(mod5).

Чтобы находить остатки дальше, нужно было бы

вычислить дальнейшие значения степеней двойки: 25, 2е, 27
и т. д. Числа эти быстро возрастают, и.считать становится

труднее. Но можно находить остатки и не вычисляя

степеней двойки. Для этого можно воспользоваться теоремой
3 (стр. 16). Именно, умножая сравнение 2*=э 1 (mod 5) на

2 получаем:
25 = 2(mod5).

Умножая полученное сравнение опять на 2, находим:

26 = 4(mod5).

Еще раз умножив, получаем:

27=54.2 = 3(mod5),
затем

28 = 3.2=l(mod5)
и т- Д. Таким способом можно быстро найти остатки от
Деления на 5 чисел вида 2п (не вычисляя самих степеней).
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Запишем то, что получается, в две строки, подписывая
под каждой степенью ее остаток от деления на 5.

2 22 23 24 2б 2е 27 28 29 210 211 212 213
24312431243 1 2

Сразу же видно, что остатки периодически повторяются:
после четырех остатков 2, 4, 3, 1 снова повторяются в

том же порядке эти остатки, затем снова и т. д.

Рассмотрим еще один пример: остатки от деления
степеней тройки на 7. Мы имеем:

31 = 3
32 = 9 = 2 (mod 7).

Умножая полученное сравнение З2 = 2 (mod 7) на 3, затем

еще на 3 и т. д., получаем:

33 = 6(mod7),
34s=6.3E=4(mod7),
35E=4.3=E=5(mod7)

и т. д. Если мы продолжим эти вычисления, мы получим
следующие две строки (где под каждым числом подписан

его остаток от деления на 7):
3 З2 З3 З4 З5 З6 З7 З8 З9 З10 З11 З12 З13
3264513264 5 1 3

И здесь наблюдается периодическое чередование остатков:

после каждых шести остатков все повторяется сначала.

Наконец, еще один пример: остатки от деления

степеней двойки на 48. Производя вычисления таким же

образом, получаем следующие две строки (где под каждым
числом подписан.его остаток при делении на 48):

2 22 23 24 2б 26 27 28 2е
2 4 8 16 32 16 32 16 32

И здесь остатки повторяются, но только не с самого

начала: первые три остатка не повторяются, а затем идет

периодическое повторение: 16, 32, 16, 32,
Естественно возникает предположение, что при любых

натуральных а и т остатки от деления чисел а, а2, а3,
а4, а5, на т периодически повторяются (возможно,
не с самого начала). Докажем, что это действительно так.

Для этого возьмем первые т +1 степеней:

а, а2, а3, ..., ат, ат+1
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и рассмотрим их остатки при делении на т. Так как

при делении на т может быть только т остатков (0, 1,
2, ...» w—l)i а чисел у нас т+1, то найдутся среди
них два числа, имеющие одинаковые остатки при

делении на т. Пусть, например,

ak == ak+l (mod m)

(где />0). Умножая на an-ft, получаем: an = an+l (mod m)
при n^k. Но это означает, что, начиная с а*, остатки

периодически повторяются (т. е. начиная с ак идут /
остатков, которые снова и снова повторяются).

Проведенное рассуждение показывает, что

периодичность остатков начинается с того места, где впервые

обнаруживаются два одинаковых остатка. А для того чтобы

обнаружить два одинаковых остатка при делении на /л,

достаточно (каким бы ни было основание а) взять т +1
первых степеней числа а.

Особенно просто обнаружить периодическое повторение
остатков, если найдется такой показатель /, что

д'== 1 (modm). Умножая это сравнение на ап, получаем:
апН = ап (mod m) при любом натуральном п. Это

означает, что с самого начала каждые / остатков

периодически повторяются. Итак, если найдется такой
показатель /, что al=l(modm)t то остатки от деления чисел

а, а2, а3, а4, а5, на т периодически повторяются
с периодом /.

Доказанные утверждения находят применение при
решении ряда задач.

Пример 1. Найти остаток от деления числа 222s55
на 7.

Решение. Так как 222 = 7-31 +5,то222 = 5 (mod7),
и потому 222555 = 5555 (mod 7). Теперь посмотрим, как

повторяются остатки степеней пятерки при делении на 7. Мы
находим: 52 = 25s=4 (mod 7), 53 = 4-5 ==6(mod 7), 54 =а

= 6.5 = 2(mod7), 5* = 2-5 a 3(mod7), 56 = 3-5 =
= l(mod7). Итак, 56=l(mod7). Возводя в степень k9
получаем: 5Qk =s l (mod 7) при любом натуральном k. Но
555 = 6.92 + 3. Поэтому

5555 = 56'92+3 = 56'92-53е=6 (mod 7).

Таким образом, число 222555 дает при делении на 7

остаток 6.
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Пример 2. Делится ли число 22255Б + 555222 на 7?

Решение. Мы уже видели в примере 1, что 222ббб=з
= 6(mod7). Далее, 555 = 7-79+ 2, т. е. 555 = 2(mod7),
и потому 555222 = 2222 (mod 7). Теперь посмотрим, как

повторяются остатки степеней двойки при делении на 7:

21 = 2, 22 = 4, 23 = 8=l(mod7).

Итак, 23=sl(mod7). Возводя в степень k, получаем!
23* = 1 (mod 7) при любом натуральном k. Так как 222
делится на 3, то 2222 = 1 (mod 7), и потому 555222 = l (mod 7).

Складывая полученные сравнения 222655 = 6 (mod 7),
555222 = 1 (mod 7), получаем: 222665 + 555222 = 6+1з
= 0 (mod 7). Таким образом, число 222655 + 555222
делится на 7.

Упражнения

49. Найдите остаток от деления числа 7100+ 11100 на 13.
50. Найдите остаток от деления числа б592 на 11.

51. Докажите, что число И10—1 делится на 100.
52. Какой цифрой оканчивается число 777*2??

53. Делится ли число 77? — 77? на 10?

54. Какой цифрой оканчивается число 14й14?
55. Докажите, что число цю1967— 1 делится на 101968.
56. Найдите наименьшее натуральное число,

начинающееся с цифры 7 и уменьшающееся впятеро от

перестановки этой цифры в конец.

57. Докажите, что число 22225555 — 55552222 делится
на 7.

§ 8. Взаимно простые числа

Если число а делится на &, то говорят также, что Ъ

является делителем числа а. Например, числа 2 и —5
являются делителями числа 20; числа —6 и 8 являются

делителями числа — 24.

Определение. Два числа называются взаимно

простыми, если они не имеют никаких общих делителей, кроме
\ и —1. Иначе говоря, два числа называются взаимно

простыми, если они не имеют общих натуральных дели-
телейh кроме единицы.
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Например, числа 8 и 15 взаимно просты.
Действительно, число 8 не может делиться на числа, большие,
чем оно само. Значит, натуральные делители числа 8

можно искать только среди чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.
Но на 3, 5, 6, 7 число 8 не делится. Остаются 1, 2, 4,

8 —они и являются натуральными делителями числа 8.

Но число 15 на 2, 4 и 8 не делится. Значит, числа 8 и

15 имеют только один общий натуральный делитель —

единицу, т. е. эти числа взаимно просты.
Числа 21 и 34 тоже взаимно просты. А вот числа 24

и 28 не являются взаимно простыми, так как они имеют

общие натуральные делители, отличные от единицы

(например, их общим делителем является число 2).
Мы докажем в этом пункте три важные теоремы о

взаимно простых числах.

Теорема 1. Если числа а и Ъ взаимно просты, то

существуют такие два целых числа х0 и у0, что ах0+

+ by0=l.
Доказательство. Будем рассматривать

всевозможные целые числа, которые можно записать в виде

ах + by (где х и у —некоторые целые числа). Например,
среди них будут числа а = 1 • а + 0 • 6, а — 26, За+ 56 и

т. п. Среди чисел вида ах + by нам, конечно, встретятся
натуральные числа. Например, если число а отрицательно,
то число — а = (— 1) а 4* 0 • 6 будет положительным, т. е.

натуральным. (Заметим, что оба числа а и 6 не могут
быть равны нулю, так как в противном случае они

делятся на любое натуральное число, т. е. не являются

взаимно простыми.)
Возьмем наименьшее натуральное число, которое можно

записать в виде ах+ by. Пусть это будет число с = ах0 + Ьу9,
Мы докажем, что с=1, т. е. ax0 + by0=lt чем и будет
установлена нужная теорема. Доказательство проведем
от противного: мы предположим, что с>1, и приведем
это предположение к противоречию.

Разделим число а на с с остатком: a = cq + r, где
0</•<<:. Если бы было гфО (т. е. если бы г было
натуральным числом), то мы получили бы:

r = a-cq = a-(ax0+ by0)q = a(l-x0q) + b(-y0q),
т- е. натуральное число г, меньшее, чем с, нам удалось
представить в виде r = ax+ by. Но это невозможно, так

как с —наименьшее натуральное число такого вида.
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Значит, г = 0, так что a — cq. Иными словами, число а

делится на с.

Совершенно так же мы докажем, что и Ъ делится на с.

Значит, числа а и Ь имеют общий делитель с>1, а это

противоречит тому, что числа а и Ь взаимно просты.
Полученное противоречие и доказывает теорему.

Теорема 2. Если число п дели/пся на каждое из двух
взаимно простых чисел а, Ь, то оно делится и на их

произведение аЬ.
Доказательство. Так как число п делится на а,

то n = ka, где А —некоторое целое число. Точно так же

n — lb, где / — некоторое целое число. Далее, так как а

и Ь взаимно просты, то по теореме 1 найдутся такие

целые числа х0 и y0i что ax0 + by0=l. Умножив это

равенство на /, мы получим: l = lax0 + lby0 = lax0-\-ny0=*
= lax0 + kay0 = a(lx0 + ky0). Отсюда мы находим: п = Ш =
= ab(lx0 + ky0), а это означает, что п делится на ab.

Проиллюстрируем доказанную теорему на простом
примере. Число 24 делится на 3 и на 4. Так как 3 и 4

взаимно просты, то 24 должно делиться и на

произведение 3-4. Действительно, 24 делится на 12. В доказанной

теореме весьма существенно, что а и Ъ взаимно просты.
Например, 24 делится на 8 и на 12. Но на их

произведение, т. е. на 8-12 = 96, число 24, конечно, не делится.

Происходит это потому, что числа 8 и 12 не взаимно

просты, так что теорема 2 неприменима.
Теорема 3. Если произведение ас делится на Ь и

если числа а и Ь взаимно просты, то с делится на Ъ.

Доказательство. Так как числа а и Ь взаимно

просты, то по теореме 1 найдутся такие целые числа x0t

y0f что ax0 + by0=l. Умножим это равенство на с\

c = acxQ+ bcy0.

Произведение ас по условию делится на Ъ\ значит, асх0
делится на Ь. Число Ьсу0 также, очевидно, делится на Ь.

Итак, оба слагаемых в правой части равенства делятся
на Ьу а потому и вся сумма делится на Ь, т. е. с де-

ли^я на Ь.

Рассмотрим примеры применения теорем о взаимно

простых числах к решению задач.

Пример 1. Рассмотрим снова пример 1 на стр. 12.

Мы докажем, что число п3 — п делится на 2, и

отдельно докажем, что оно делится на 3. Так как 2 и 3
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взаимно просты, то отсюда будет следовать (по теореме 2),
что п? — п делится на 6.

Если /2 = 0(mod2), то n3-n = 03-0==0(mod2);
если п = \ (mod 2), то п3-п= I3- 1 ==0(mod 2).

Итак, в любом случае /г3 — п г= 0 (mod 2), т. е. число л3 —я

делится на 2. Далее,
если /2 = 0(mod3), то л3 — /г = 03 — 0 = 0(mod 3);
если /г = 1 (mod 3), то /г3 — п = I3 — 1 == 0 (mod 3);
если n==2(mod3), то л3 — /г = 23 — 2 = 0(mod 3).

Итак, в любом случае п? — п г 0 (mod 3), т. е. я3—/г

делится на 3.

Пример 2. Существует ли такое натуральное /г, что

число

111 11

л цифр

делится на 217?

Решение. Рассмотрим числа

1, 11, 111, 1111, 111 ... 11.

218 цифр

Каждое из них имеет какой-то остаток от деления на 217.
Так как остатков от деления на 217 имеется 217 (т. е.

О, 1, 2, ..., 216), а чисел у нас 218, то найдутся среди
них два числа, имеющие одинаковые остатки от деления

на 217. Пусть, например,

111 ... 11 = 111 ... 11 (mod217).
k цифр к + / цифр

Тогда разность этих чисел делится на 217. Подписав

первое число под вторым и произведя вычитание «в

столбик», мы увидим, что разность этих чисел имеет вид!

111 ... 11000 ... 00,
/ цифр k цифр

т. е. эта разность*равна 10fe• 111 ... 11. По доказанному это

/ цифр

число делится на 217. Остается применить теорему 3i так

как числа 10* и 217 взаимно просты, то число 111... 11
/ цифр

Должно делиться на 217. Мы видим, что ответ на постав-
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ленный вопрос утвердителен. Можно даже утверждать,
что существует число, записываемое не более чем 217

единицами и делящееся на 217.

Упражнения

58. Докажите, что числа п и п+1 взаимно просты.
59. Докажите, что при любом натуральном п число

2Л + 2Л+1 делится на 6.
60. Докажите, что при любых натуральных а и п

число qn + an+1 делится на а(а+1).
61. Докажите, что при любом нечетном п число я3 — п

делится на 24.

с, 62. Докажите, что при любом целом п число пъ — п

делится на 30.
63. Докажите, что при любом целом п число

п(п+ 1)(п + 2)(п + 3) делится на 24.

64. Докажите, что при любом целом п число

п(п+1)(п + 2)(п + 3)(п + 4) делится на 120.

65. Докажите, что при любом целом а число а6— а2

делите» на 60.
66. Докажите, что при любом нечетном п число

а4 + 7 (2а2 + 7) делится на 64.

67. Докажите, что при любом целом а число

(а2 + За+1)2-1 делится на 24.

68. Докажите, что при любом целом п число я4 +
+ 6п*+11п2 + 6п делится на 24.

69. Докажите, что при любых целых а, Ь число
ab (а2 — б2) (4а2 — Ь2) делится на 15.

70. Докажите, что при любом нечетном х число л?4-
+ 3#2 — х— 3 делится на 48.

71. Докажите, что при любом целом п число я(я4 —
— 125az2 + 4) делится на 120.

72. Докажите, что при любом целом п число я5 —
— 5п? + 4п делится на 120.

73. Докажите, что при любом целом а число а3(а6— 1)
делится на 504.

74. Докажите, что при любом нечетном п число

п8 — п6 — п* + п2 делится на 1152.
75. При любом ли целом а число а (а2— 1)(а2 — 4)

делится на 720?

76. Докажите, что при любом целом п число п2 (п2 — 1)
делится на 12.
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77. Докажите, что при любом натуральном п число

2*лг2п+1 + 2п+2 делится на 14..

78. Докажите, что при любом целом п число 2дв — п* — п2

делится на 36.

79. Докажите, что при любом целом п число 6я5 +

+ 15лг4 +1 О/г3 — п делится на 30.
80. Докажите, что при любом целом п число п (п2 — 1) X

х(/г2 —5д + 6) делится на 120.

81. Докажите, что при любых целых х, у число

(х2у3 — 4х2у)(х* + х2 — 2) делится на 216.

82. Докажите, что при любом целом а число а7 —

— 5а5 + 4а3 делится на 360. При каких а это число

делится на 1080?
83. Докажите, что при любом четном п число п2 (п2 — 4) х

X (п2 - 16) делится на 23 040.

84. Дробь^-г сократима. Сократима ли дробь у?
85. Докажите, что если п и k — натуральные числа,

причем k нечетно, то число 2(1*+ 2* + ... +я*) делится
на п(п + 1).

86. Найдите наименьшее натуральное число, делящееся
на 7 и дающее в остатке 1 при делении на 2, 3, 4, 5, 6.

87. Найдите наименьшее натуральное число, которое
при делении на 2 дает остаток 1, при делении на 3 дает

остаток 2, при делении на 4 дает остаток 3, при делении
на 5 дает остаток 4 и при делении на 6 дает остаток 5.

88. Докажите, что при любом п ^ 0 число 32п+2 + 8п — 9
делится на 16.

89. Докажите, что если число а2 + 62 делится на 21,
то оно делится и на 441.

90. Докажите, что ни при каком целом ^п число

п2 + Зп + 5 не делится на 121.
91. Сколько существует таких пар натуральных чисел

х, у, не превосходящих 1000, что число х2 + у2 делится
на 49? При этом если хфу, то пары х, у и у> х

считаются различными.

92. Числа а и т взаимно просты. Докажите, что если

ad —Ьс делится на т и а — Ъ делится на т, то и число

с — d делится на т.

93. Докажите, что если п взаимно просто с числом 6,
то п2 — 1 делится на 24.

94. Докажите, что числа 2л — 1 и 2л+ 1 взаимно

просты.
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95. Докажите, что при любом целом п число п (п2 — 49) х
Х(я2 + 49) делится на 30.

96. Докажите, что если а и b взаимно просты, то числа

а2 и Ь тоже взаимно просты.
97. Докажите, что если а и Ь взаимно просты, то при

любых натуральных тип числа ат и Ьп тоже взаимно

просты.
98. Докажите, что если числа а и Ъ взаимно просты,

то найдется натуральное т, для которого ат = 1 (mod 6).
99. Натуральные числа а и Ь взаимно просты.

Докажите, что для любого п найдется такое число х, что ах+ п

делится на Ь.
100. Докажите, что при любых целых а, Ь число

а&(а4 —б4) делится на 30.

101. Докажите, что при любых целых а, Ь число

a^Va4 —*4)(а* —1) делится на 900.

102. Найдите такое у, что число (//2 + 1)л? + (у3— 1)х
при любом целом х делится на 6.

103. Существует ли такое натуральное т> что если

число а не делится на 7, то ат = 1 (mod 7)?
104. Докажите, что числа 2Р— 1 и 29 — 1 в том и

только в том случае взаимно просты, если взаимно просты
числа р и q (числа р и q натуральные).

§ 9. Признаки делимости

Вы, конечно, знаете, как определить, делится ли

некоторое натуральное число на 10:
для того чтобы некоторое натуральное число делилось

на 10, необходимо и достаточно, чтобы последняя цифра
этого числа была равна нулю.

Это признак делимости на 10. Например, число 257 630

делится на 10, а число 38 461 не делится. Хорошо
известны также признаки делимости на 2 и на 5:

для того чтобы число делилось на 2, необходимо и

достаточно, чтобы последняя его цифра была четной}
для того чтобы число делилось на 5, необходимо и

достаточно, чтобы его последняя цифра была 0 или 5.

Похожим образом формулируются признаки делимости
на 100, на 4, на 25. Несколько менее известны признаки
делимости на 3 и на 9:

для того чтобы число делилось на 3, необходимо и

достаточно, чтобы сумма его цифр делилась на 3}
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для того чтобы число делилось на 9, необходимо и

достаточно, чтобы сумма его цифр делилась на 9.

А можно ли придумать признак делимости на 11 или

на 17 и как доказать сформулированные выше признаки
делимости (например, признак делимости на 3)?
Постараемся ответить на эти вопросы. Но прежде условимся
о способе записи чисел. Если нас попросят написать

шестизначное число, первая цифра которого 5, вторая 9,

третья 8, четвертая 1, пятая 6 и шестая 2, то мы сразу
напишем: 598162. Но как быть, если нам предложат
написать шестизначное число, первая цифра которого а,

вторая 6, третья с, четвертая d, пятая е и шестая /.
Написать abcdef нельзя —это будет обозначать

произведение: abcdef = a-b-c-d-e-f. Поэтому, чтобы записать

число, цифры которого обозначены буквами, мы условимся

проводить над этими буквами черту. Таким образом, abcdef
будет обозначать число, имеющее / единиц, е десятков,

d сотен и т. д:

ШсЩ==а> 10* +b.l0* + c-l03 + d-l02 + e-\0 + f.

Теперь, докажем сформулированный выше признак
делимости на 3. Для примера мы будем рассматривать
шестизначное число abcdef, но рассуждение имеет общий
характер. Мы имеем:

10=1 (mod 3).

Возводя это сравнение в квадрат, куб и т. д., получаем:
102 = 1 (mod 3); 103= 1 (mod 3); 104= 1 (mod 3); 10б =

= 1 (mod 3); Следовательно,
a.l05 = a(mod 3); 6.104 = 6(mod 3); с 103 = c(mod3);

d-102 = d(mod 3); e.l0 = e(mod 3); / = /(mod 3).
Складывая почленно все эти' сравнения, получаем:

a-W* + b-W+ c-10s + d-102 + е-10 +f = a+.b + c +

+ d+ e+ f(mod 3),
или иначе:

abcdef = a + b + c+ d+ e + f (mod 3).

Мы доказали таким образом, что натуральное число

имеет тот же остаток от деления на 3, что и сумма его

цифр. Из этого и вытекает сформулированный выше

признак делимости на 3.
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Например,

698 162 = 5 + 9+8+1+6+ 2 = 31 =3+1 = 1 (mod 3),

т. е.,число 598162 дает остаток 1 при делении на 3, так

что это число на 3 не делится.

Совершенно так же доказывается признак делимости

на 9: так как 10=1 (mod 9), то, рассуждая таким же

образом, получим:

abcdef=a+b+c+ d+ e+ f (mod 9).

Например,

754 289 = 7 + 5 + 4 + 2 + 8 + 9 = 35 = 3+ 5 = 8 (mod 9),

т. е. число 754 289 дает при делении на 9 остаток 8.
А теперь попытаемся таким же способом получить

признак делимости на 11. Для этого заметим, что

10 £3-1 (mod 11).

Возводя это сравнение в квадрат, куб и т. д., получим:

102= l(mod 11),
103 = -l(mod 11),
10*= l(mod 11),
105 = -l(mod 11) и т. д.

Следовательно,

a.l05 = -a(mod 11); &.104 = 6(mod 11);
c.l03 = -c(mod 11); <M02 = d(mod 11);
*-10 = -* (mod 11); f = f (mod 11).

Складывая почленно все эти сравнения, получаем;

abcdef = — a+ b — c+ d — e+ f=
= (b + d+ f)-{a+c+ e)(mod 11).

Мы доказали, что натуральное число имеет тот же

остаток от деления на 11, что и разность между суммой

цифр этого числа, стоящих на нечетных местах (считая
справа), и суммой цифр, стоящих на четных местах.

Отсюда вытекает признак делимости на 11:

для того чтобы число делилось на 11, необходимо и

достаточно, чтобы разность между суммой его цифр,
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стоящих на нечетных местах, и суммой цифр, стоящих

на четных местах, делилась на 11.

Например,

542 379 = (4 + 3 + 9)-(5+ 2 + 7) = 2 (mod 11),

61391=(6+3+l)-(l+9) = 0(mod 11),

значит, первое число не делится на 11 (оно дает остаток

2 при делении на 11), а второе делится на 11.
Таким же способом можно получить признак делимости

на 7.
Мы имеем!

10 = 3(mod 7); 102 = 10.3 = 2 (mod 7);
103= 10-2 = - 1 (mod 7); 104= 10-(- l) = -3(mod 7);
105 = 10.(-3) = -2(mod 7); 106= 10-(-2) = 1 (mod 7).

Так как 10e=l(mod 7), то дальше все будет
повторяться. В результате мы получаем следующие две строки
чисел, причем под каждой степенью десяти подписано

число, сравнимое с ней по модулю 7 (т. е. дающее тот

же остаток при делении на 7):

1013 10м 1011 1010 109 108 107 106 10* 104 103 102 10 1

3 1—2-3—1 2 3 1—2—3—1231

Отсюда мы получаем (взяв для примера шестизначное

число abcdef):

Н&Щ= а.105 + 6.104+с.103 + ^.102 + е.10 + /=(—2)а+
+ (—3)b+ (_l)c+ 2d+3*+ /(mod 7).

В результате мы получаем следующее правило:
чтобы узнать остаток от деления натурального числа

на 7, нужно справа налево подписать под цифрами этого

числа коэффициенты:

-1, 2, 3, 1, -2, -3, -1, 2, 3, 1,

затем умножить каждую цифру на стоящий под ней

коэффициент и полученные произведения сложить;
найденная сумма будет иметь тот же остаток от деления
на 7t что и взятое число.

' 31



Возьмем для примера число 4136. Действуя, как ука-|
зано в правиле, мы находим:

4 13 6

-1, 2, 3, 1

-4, 2, 9, 6

(~4) + 2 + 9 + 6=13.

Таким образом, 4136= 13 = 6 (mod 7).
Еще один пример: возьмем число 8 546 216.

8 5 4 6 2 16

1,- 2,- 3,-1, 2, 3, 1

8,-10,-12,-6, 4, 3, 6

8-Н-10) + (-12Ж-6) + 4 + 3 +6=-7.

Таким образом, 8 546216 = — 7 = 0 (mod 7), т. е. число

8 546216 делится на 7.

Этим способом можно найти признак делимости на любое

число т. Надо только найти, какие коэффициенты
следует подписывать под цифрами взятого числа. А для этого

нужно каждую степень десяти 10fe заменить по возможности

меньшим числом (положительным или отрицательным),
имеющим тот же остаток при делении на т, что и число 10*.

При т = 3 или т= 9 эти коэффициенты получились очень

простые: все они равны единице. Поэтому и признак
делимости на 3 или на 9 получился очень простой. При т= 11

коэффициенты тоже были несложные: они попеременно
равны +1 и — 1. А при т = 7 коэффициенты получились
посложнее; поэтому и признак делимости на 7 получился
более сложный.

Заметим еще, что иногда признак делимости можно

получить проще. Пусть, например, нужно определить,
делится ли некоторое число на 15. Конечно, можно, как

указано выше, найти коэффициенты, подписать их и составить

сумму произведений цифр на эти коэффициенты. Но можно

поступить проще. Ведь если число делится на 15, то оно

делится на 3 и на 5. Наоборот, если число делится

на 3 и на 5, то по теореме 2 на стр. 24 оно делится на 15.

Значит,
для того чтобы число делилось на 15, необходимо и

достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3, т. е. чтобы оно

оканчивалось нулем или пятеркой иг кроме того, сумма его

цифр делилась на 3.
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Аналогично
для того чтобы число делилось на 6, необходимо и

достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3, т. е. чтобы его

последняя цифра была четной, и, кроме того, сумма его цифр
делилась на 3.

Таким же способом можно получить признаки
делимости на 18, 45 и другие числа.

Упражнения

105. Выведите признак делимости на 4.
106. Выведите признак делимости на 8.
107. Выведите признак делимости на 16.
108. Выведите признак делимости на 25.

* 109. Выведите признак делимости на 13.
110. Выведите признак делимости на 37.
111. Сформулируйте признак делимости на 50.
112. Сформулируйте признак делимости на 12.

113. Сформулируйте признак делимости на 18.
114. Сформулируйте признак делимости на 14.
115. К некоторому трехзначному числу приписано

такое же число. Докажите, что полученное шестизначное

число делится на 7, на 11 и на 13. Что получится, если

это шестизначное число разделить на 7, потом результат
разделить на 11 и полученный результат разделить на 13?

116. Докажите, что если число а + 46 делится на 13

(где а и Ь — целые), то и число 10а-\-Ь делится на 13.

Верно ли обратное?
117. Докажите, что если число За + 26 делится на 17

(где а и 6 —целые), то и число 10а + 6 делится на 17

Верно ли обратное?
118. С помощью признака делимости на 3 установили,

что число делится на 3. Далее, с помощью признака
делимости на 9 установили, что это же число делится на 9.
Можно ли утверждать, что это число делится на 27?

§ 10. Признаки делимости, связанные
с разбиением цифр числа на группы

Число 268 513 можно записать следующим образом:

268 513 = 2.105 + 6.104 + 8.103 + 5-102+Ы0 + 3.

В этой записи каждая цифра множится на

соответствующую степень десяти. Если же мысленно разбить цифры
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числа (начиная справа) на группы, по две в каждой группе,
то число запишется по-другому. Например»
268513 = 26• 100° + 85• 100 +13, 3 785493 = 3-100* +

+ 78-1002 + 54.100 + 93.

Для произвольного шестизначного числа мы можем

написаты

abcdef = a&.1002+ erf. 100+ ef.

Иначе говоря, в этом случае число выражается через
степени числа 100, а коэффициентами при этих степенях

служат двузначные числа. Такой записью чисел тоже можно

пользоваться для вывода признаков делимости.
Выведем таким путем новый признак делимости на 11.

Мы имеем!

100 s 1 (mod 11).

Возводя в квадрат, куб и т. д., получаем!

1002ssl(mod ll);*1003=sl(mod 11) и т. д.

Значит,

a6.1002=a6(modll);crf.l00=crf(modll);e7=^(modll).

Складывая эти сравнения, получаемз

aucrf^=afe-lO02 + crf.lOO + 6/ = a6+crf +^(mod 11).

Мы получили следующее правило;
для того чтобы определить остаток от деления

натурального числа на И, можно поступить следующим
образом: разбить цифры числа на группы (начиная справа) по

две цифры в каждой; сумма полученных двузначных чисел

имеет тот же остаток от деления на 11, что и взятое

число.

Например!

268513 = 26+ 85+13 =124 = 1+24 = 3(mod И),
3785493= 3 + 78 + 54+ 93= 228= 2 + 28 ==8 (mod 11).

Можно также разбивать цифры числа на группы по

три цифры в каждой. Тогда число будет выражено через
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степени числа 1000. Например!
3 658 941 =3 -10002 + 658 • 1000 + 941.

Таким способом можно также получать различные
признаки делимости. Например, мы имеем:

1000 я - 1 (mod 7); 10002 = 1 (mod 7); ЮОО3 = - 1 (mod 7);
10004ss 1 (mod 7) и т. д.

Поэтому мы можем сформулировать следующий признак

делимости на 7:

разобьем цифры числа на группы, по три цифры в

каждой, считая справа, затем сложим трехзначные числа,

стоящие в группах с нечетными номерами (считая справа),
и от этой суммы вычтем сумму трехзначных чисел,

стоящих в группах с четными номерами; полученная разность
имеет тот же остаток от деления на 7, что и взятое

число.

Например,

53 012 869 745012 811 = (012 + 745 + 811)-
-(53+ 869+ 012) = 634 = 4 (mod 7).

Упражнения

* 119. Докажите, что точно так же, как признак
делимости на 7, формулируются признаки делимости на 11

и на 13.

120. Выведите признак делимости на 101.

121. Следующее предложение назовем «позиционным

признаком делимости на т»: разобьем цифры
произвольного числа на группы по / цифр в каждой (считая
справа) и сложим все полученные /-значные числа; взятое число

в том и только в том случае делится на т, если эта

сумма /-значных чисел делится на т.

Докажите, что если т взаимно просто с числом 10,
то найдется число /, для которого справедлив
позиционный признак делимости на т.

122. Какое надо взять /, чтобы был справедлив
позиционный признак делимости на 7 (см. упражнение 121)?
Сформулируйте этот признак.

123. Сформулируйте и докажите позиционные

признаки делимости (см. упражнение 121) на 11 и на 13.
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124. Сформулируйте и докажите позиционный признак
делимости на 37.

125. Сформулируйте и докажите позиционный признак
делимости на 101.

126. Рассмотрим следующий способ проверки
вычислений.

Пусть произведено сложение

4839 + 8947 + 9454 = 23 340.

Для проверки правильности вычислений заменим каждое

из слагаемых и предполагаемую сумму их остатками от

деления на 9:

4839 = 4 + 8 + 3 + 9 = 6 (mod 9),
8947 = 8+ 9 + 4 + 7=1 (mod 9),
9454 = 9 + 4 + 5+ 4 = 4 (mod 9),

23340 = 2 + 3 + 3 + 4 + 0 = 3 (mod 9).

Теперь вместо проверяемого примера напишем сравнение,
взяв найденные остатки:

6+1+4 = 3 (mod 9).
Это сравнение неверно; значит, и первоначальный пример
на сложение выполнен неверно.

Обоснован ли такой способ проверки? Иначе говоря,
если полученное сравнение оказалось неверным, можно ли

утверждать, что и первоначальный пример решен неверно?
Можно ли утверждать, что первоначальный пример решен
верно, если получилось верное сравнение?

127. Можно ли применять способ проверки, описанный
в упражнении 126, используя не признак делимости на 9,
а какой-либо другой признак?

128. Можно ли применять способ проверки, описанный
в упражнениях 126—127, не к сложению, а к

умножению? К сложному вычислению, в котором участвуют
сложение, вычитание, умножение?

129. Произведено сложение целых чисел (или более
сложное действие, включающее сложения, вычитания,

умножения), причем в результате получается некоторое
четырехзначное число. Произведена проверка по способу,
указанному в упражнениях 126—128, причем при применении
признаков делимости на 4, 5, 7, 9 и 11 ошибки
обнаружить не удалось. Можно ли утверждать, что результат
первоначального вычисления верен?
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§ 11. Наибольший общий делитель

Каждое отличное от нуля целое число имеет лишь

конечное число делителей. Ясно, что если а является

делителем числа т, то — а тоже является делителем числа т.

Поэтому мы будем говорить только о натуральных
делителях числа т. Наименьшим натуральным делителем числа

т является единица, наибольшим — число \т\.
Два числа т, п, хотя бы одно из которых отлично от

нуля, имеют конечное число общих делителей.
Наименьшим общим натуральным делителем чисел /я, п является

единица. Наибольший общий делитель чисел тип

обозначается через (т, п). Если (т, я) = 1, ^г. е. если числа

т и п не имеют других общих натуральных делителей,

кроме 1, то числа тип, как мы уже знаем, называются

взаимно простыми.

Например, числа 36 и 24 имеют 6 общих натуральных
делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Наибольшим общим
делителем этих чисел является 12, т. е. (36, 24) = 12.

Теорема 1. Пусть тип — два целых числа, хотя бы

одно из которых отлично от нуля, и d = (m, ri) — ux

наибольший общий делитель. Тогда существуют такие целые
числа xQ и у0, что mxQ+ny0 = d.

Доказательство. Так как d является делителем
числа т, to m = ad. Точно так же n = bd. Легко понять,
что числа а и Ь взаимно просты. В самом деле, если бы

а и Ь имели общий делитель с> 1, то мы имели бы a = kcy
b = lc, и потому т = kcd, п = led. Тогда число cd ,было §ы
общим делителем чисел тип, причем cd>d (поскольку
с>1). Но это противоречит тому, что d — наибольший
общий делитель чисел тип.

Итак, числа а и b взаимно просты. По теореме 1 на

стр. 23 найдутся такие целые числа х0 и у^, что ах0 +
-\-by0 = l. Умножив это равенство на df мы получим
adx0 + bdy0 = d, т. е. mx0 + ny0 = d.

Теорема 2. Пусть т и п — два целых числа, хотя

бы одно из которых отлично от нуля, и d = (m,ri) — ux^
наибольший общий делитель. Число с в том и только в

том случае является общим делителем чисел тип, если

оно является делителем числа d.

Доказательство.. Пусть с —общий делитель чисел

т и п, т. е. каждое из чисел т, п делится на с. Так как
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d = mx0-\-nyQi то d делится на с, т. е. с является

делителем числа d.

Обратно, пусть г — некоторый делитель числа d9 т. е.

d делится на с. Так как m = ad, тот делится на с

(следствие 3 на стр. 7). Аналогично п делится на с. Значит,
с —общий делитель чисел тип.

В доказанных двух теоремах отмечаются некоторые

свойства наибольшего общего делителя. Но как находить

наибольший общий делитель двух чисел? Например, каков

наибольший общий делитель чисел 588 и 1960? Вопрос
о нахождении наибольшего общего делителя двух чисел
очень важен, например, для сокращения дробей. Чтобы

„ 588
сократить дробь тщ;, нужно разделить и числитель и

знаменатель на их общий делитель. Но если мы разделим
на какой-то делитель, не являющийся наибольшим, то

полученная дробь все еще будет сократимой. Чтобы
сразу получить несократимую дробь, нужно разделить
числитель и знаменатель на их наибольший общий
делитель.

Итак, как находить наибольший общий делитель двух
чисел? Легко видеть, что наибольший общий делитель
чисел m, n равен наибольшему общему делителю чисел
— т, и, т.* е. (т, и) = ( — т,и). Точно так же (т, /г) =
= (т, — и). Пользуясь этим замечанием, мы можем

считать, что числа, наибольший общий делитель которых нам

нужно найти, положительны, т. е. являются

натуральными числами.

Существует довольно простой прием, позволяющий
находить наибольший общий делитель двух натуральных
чисел. Этот прием называется алгоритмом Евклида. Имя

Евклида впервые встретилось вам при изучении

геометрии. Но этот великий ученый, живший около 2000 лет

назад, занимался не только геометрией. Ему
принадлежит решение ряда важных задач арифметики и, в

частности, тот способ нахождения наибольшего общего
делителя, о котором мы хотим рассказать.

Прежде чем разъяснить, в чем состоит алгоритм
Евклида, мы докажем одну лемму.

Лемма. Пусть а и Ъ — натуральные числа и г

—остаток от деления а на Ь. Тогда наибольший общий
делитель чисел а и Ь равен наибольшему общему делителю
чисел b и гг т. е. (a, b) = (b, r).
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Доказательство. Так как г —остаток от деления

а на 6, то мы можем написать: a = bq+r, где q
—

некоторое целое число. Пусть с —некоторый общий делитель

чисел а и Ь. Так как r = a — bq,KTO r тоже делится на с,

т. е. с является общим делителем чисел bur. Обратно,
пусть с' —некоторый общий делитель чисел b и г. Тогда
число a = bq+r тоже делится на с\ т. е. с' является

общим делителем чисел а и 6. Таким образом, числа а и Ь

имеют те же общие делители, что и числа b и г. Значит,
наибольший общий делитель чисел а и b совпадает с

наибольшим общим делителем чисел 6 и г.

Доказанная лемма и служит основой алгоритма

Евклида. Для пояснения мы рассмотрим следующий пример.
Пример. Найти (645, 381).
Решение. Разделим (с остатком) 645 на 381. Мы

получим:
645 = 381-1+264.

По доказанной лемме (645, 381) = (381, 264). Значит, надо
найти (381, 264); мы замечаем, что числа стали немного

поменьше. Разделим (с остатком) 381 на 264. Мы получим:

381=264-1 + 117.

По лемме (381, 264) = (264, 117). Значит, (645, 381) =
= (264, 117), так что остается найти (264, 117). Мы видим,
что числа стали еще меньше. Разделим (с остатком) 264
на 117. Мы получим:

264 = 117-2 + 30.

По лемме (264, 117) = (117, 30). Значит, (645, 381) =
= (117, 30), и остается найти (117, 30). Разделим (с
остатком) 117 на 30. Мы получим:

117 = 30-3 + 27.

По лемме (117, 30) = (30, 27). Значит, (645, 381) = (30, 27).
Далее,

30 = 27-1+3.

По лемме (30, 27) = (27, 3). Значит, (645, 381) = (27, 3).
Далее,

27 = 3-9 + 0,
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т. е. 27 делится на 3. Значит, наибольший общий
делитель чисел 27 и 3 равен 3, т. е. (27, 3) —3. Таким

образом, (645, 381) = 3, т. е. требуемый наибольший общий
делитель найден.

Прием разыскания наибольшего общего делителя,
примененный в этом примере, и представляет собой алгоритм
Евклида. В общем случае этот прием можно описать

следующим образом. Даны два натуральных числа а, Ь,
причем а>6. Разделив а на Ь с остатком, получим*

a = qib + r1.

Теперь, разделив Ь на гг с остатком, получим;

Ь = 92^1 + т*

Разделив далее г{ на г2 с остатком, найдем:

?i = Яъгъ + rz

и т. д. В результате мы получим убывающую
последовательность натуральных чисел а > Ь > гг > г2 > г3.., Но

натуральных чисел, меньших, чем а, имеется лишь

конечное число. Поэтому на каком-то шаге эта

последовательность убывающих чисел оборвется, т. е. какое-то rk_L

разделится на гк без остатка. Следовательно, rk и будет
наибольшим общим делителем чисел rk_x и rki т. е. {rk_lt rk) = rk.
Но в силу доказанной леммы мы имеем:

(а, Ь) = (Ь, r1) = (rli r2) = (r2, гъ)•=...= (гk_lt rk).
Значит, (a, b) = (rk_i, rk) = rk. Таким образом, если мы

будем шаг за шагом проводить указанным способом
деление с остатком, то последний отличный от нуля остаток
и будет наибольшим общим делителем чисел а и Ь.

Упражнения

130. Найдите с помощью алгоритма Евклида (846, 246).
131. Найдите с помощью алгоритма Евклида (1960, 588).
132. Найдите с помощью алгоритма Евклида

(15 283, 10 013).
-00 п л 21120 9 061 377 4 853
133. Сократите дробь:тШш Щ27> Ж' ТбэГ-
134. Докажите, что (я, Ь) = (а, а + Ь).
135. Докажите, что (а, 6) = (а, а — Ь).
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136. Докажите, что (2/2, 2/2+ 2) = 2 при любом целом я.
137. Докажите, что (а,6) = (5а + 36, 13a + 86).
138. Докажите, что если а и b взаимно просты, то

{ас, 6) = (с, 6).
139. Докажите, что если числа а и b взаимно просты,

то число (Па+ 26, 18a + 56) равно либо 1, либо 19.
140. Найдите наибольший общий делитель всех чисел

вида 7л+2 + 82п+1, где /г^О.
141. Докажите, что если ни одно из чисел a, a + d,

a + 2d, ..., а + (/г — l)d не делится на п (где /г —

натуральное число), то (d, п) Ф 1.
142. Докажите, что если (а, 6)=1, то (аб, а + 6) = 1.
143. Докажите, что если (а, 6) = 1, то (аб, а — 6)=1.
144. Докажите, что при любом натуральном п числа

2

'
и 2я + 1 взаимно просты.

145. Докажите, что наибольший общий делитель трех
отличных от нуля чисел a, 6, с равен ((а, 6), с).

146. Докажите, что наибольший общий делитель я

отличных от нуля чисел аъ а2, ..., ап-\у ап равен (d^i, an)t
где dn_i — наибольший общий делитель чисел аъ а2,

..., an-i.
147. Докажите, что если каждое из двух натуральных

чисел a, b_ делится на с, то и их наибольший общий
делитель (a, b) делится на с.

§ 12. Наименьшее общее нратное

Если число а делится на 6, то число а называется

кратным числа 6. У каждого (отличного от нуля) числа

b имеется бесконечно много кратных: все числа

-56, -46, -36, -26, -6, 0, 6, 26, 36, 46, 56,

являются кратными числа 6.

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только

натуральных чисел. Для любых двух натуральных чисел

ау 6 можно найти натуральное число, являющееся их

общим кратным. Например, общим кратным чисел а и 6

будет их произведение аб: оно, очевидно, делится и на а,

и на 6. Бывает, что у чисел а, 6 имеются общие кратные,
меньшие, чем произведение аб. Например, произведение
чисел 18 и 24 равно 432. Но у чисел 18 и 24 имеются
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общие кратные, меньшие, чем 432; например, общими
кратными чисел 18 и 24 являются числа 72, 144, 216.

Наименьшее натуральное число, являющееся общим

кратным чисел а и 6, называется наименьшим общим
кратным чисел а и Ь и обозначается через [а, Ь].
Например, наименьшим общим кратным чисел 18 и 24 является
число 72, т. е. [18, 24] = 72.

Наименьшее общее кратное мы используем при
приведении дробей к общему знаменателю (а также при
сложении и вычитании дробей)] наименьшее общее кратное всех

знаменателей представляет собой наименьший общий
знаменатель, к которому могут быть приведены
рассматриваемые дроби.

Теорема. Для любых двух натуральных чисел а, Ь

произведение их наибольшего общего делителя на их

наименьшее общее кратное равно произведению самих чисел

(a, b)-[a, b] = ab.

Доказательство. Обозначим наибольший общий
делитель чисел а и b через &\

d = (a, b).

Тогда a = kd, b = ld, где k и / — взаимно простые числа

(см. доказательство теоремы 1 на стр. 37). Пусть теперь
я — некоторое общее кратное чисел а и Ь. Так как п

делится на а и на 6, то п = иа и n — vb, где и, с; —некоторые

натуральные числа. Таким образом, n = ukdf n = vld, откуда
находим:

Мы видим, что
-j

есть натуральное число, делящееся на

k и на Так как k и / взаимно просты, то по теореме 2

на стр. 24 число -т делится на произведение kl9 т. е.

где с —некоторое натуральное число. Освобождаясь от

знаменателя, получаем n = ckld. Итак, любое натуральное
число и, являющееся общим кратным чисел а и 6, имеет

вид n = ckldt где с —некоторое натуральное число.

Так как с^ 1, то любое общее кратное п чисел а и b

удовлетворяет неравенству n^kld. Но число kid само
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является общим кратным чисел а и Ь. В самом деле,

kld = l-kd = la, т. е. kid делится на а\ точно так же

kld = k-ld = kb, т. е. kid делится на Ь. Мы видим, что kid

является наименьшим общим кратным чисел а и Ь\

[a, b] = kld.

Умножив это равенство на число (а, Ь) = d, мы получаем:

[a, b]-(a, b) = kld-d = kd-ld = ab.

Теорема доказана.
Следствие 1. Наименьшее общее кратное двух

натуральных чисел а, Ь можно находить по формуле

L ' J (а, Ь)

Следствие 2. Пусть а и Ь — два натуральных числа

и п0
= [а, Ь] — их наименьшее общее кратное.

Натуральное число п в том и только в том случае является общим
кратным чисел а и Ь, если оно является кратным числа п0.

В самом деле, как мы видели при доказательстве

теоремы, n = ckldt где с —натуральное число. Но п0 = [а, Ь] =
= kld. Значит, n = cn0i т. е. п является кратным числа nQ.

Пример. Найти наименьшее общее кратное чисел

645 и 381.
Решение. На стр. 39 — 40 мы с помощью алгоритма

Евклида нашли наибольший общий делитель
рассматриваемых чисел: (645, 381) = 3. Применяя следствие 1,
получаем:

t645' 381]=^;^ = ^1^= 215.381^81 915.

Вообще, для любых двух натуральных чисел а и b мы

можем с помощью алгоритма Евклида найти их

наибольший общий делитель (а, 6), а затем, применяя следствие 1,
найти их наименьшее общее кратное [а, Ь].

Упражнения

148. Найдите [846, 246].
149. Найдите [1960, 588].

111 1237
150. Приведите дроби ^^ и

щ^
к общему

знаменателю.

43



151. Сложите дроби ^ и
Таэд-

152. Делится ли [а, ft] на {а, ft)?
153. Докажите, что наименьшее общее кратное трех

натуральных чисел а, 6, с равно [[a, ft], с].
154. Докажите, что если число с делится на каждое

из двух натуральных чисел а, 6, то с делится и на их

наименьшее общее кратное [а, ft].
155. Чему может быть равно наименьшее общее

кратное трех чисел п, /г+1, /г+ 2 (где /г —натуральное
число)?

156^ Докажите, что наименьшее общее кратное т

натуральных чисел al9 а2, ..., ят_ъ Дт равно [пт_ъ ат],
где nm_i

— наименьшее общее кратное чисел аъ аъ

..., Ят-i»
157. Докажите, что наименьшее общее кратное чисел

1, 2 2/2—1, 2/г совпадает с наименьшим общим

кратным чисел /г+1, л+ 2, 2п.

§ 13. Простые числа

Определение. Натуральное число р> 1 называется

простым, если, кроме 1 и р, оно не имеет других
натуральных делителей. Натуральное число, большее единицы,
имеющее больше двух натуральных делителей, называется
составным числом.

Число 1 имеет только один натуральный делитель; оно

не является ни простым, ни составным числом.

В первых двух десятках простыми являются числа 2,
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Остальные числа первых двух
десятков (кроме единицы) составные. Например, 15 имеет,

кроме 1 и 15, делители 3 и 5, т. е. это число имеет

четыре делителя, и потому является составным.

Для небольшого натурального числа нетрудно
определить, простое оно или составное. Но если взять число

побольше (скажем 101 или 377), то с первого взгляда

уже нелегко определить, простое оно или составное.

Возьмем для примера число 101. Кажется, нужно проделать
99 проб, чтобы узнать, простое ли оно: нужно проверить,
делится ли оно на 2, на 3, на 4, ..., на 100. Но в

действительности, как мы сейчас увидим, число проб,
которые нужно проделать, значительно меньше. •
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На 2 число 101 не делится (так как последняя цифра
этого числа нечетная). Но тогда число ЮГ не делится и

ни на одно число вида 2k (т. е. на четное число). Значит,
из списка чисел, на которые могло бы делиться 101, можно

вычеркнуть все четные числа:

1> 3,^,5,^, 7,Д, 9,>б, 11,^,13,44,...,^ 97,

0в; 99, 196.

Здесь число 2 подчеркнуто (мы производили пробу! не

делится ли 101 на 2), а остальные четные числа

вычеркнуты.
Первым из оставшихся является число 3. Применяя

признак делимости на 3, находим, что число 101 на 3 не

делится. Значит, оно не делится ни на одно число,

кратное трем, т. е. числа, кратные трем, можно также из

списка вычеркнуть:

Итак, мы произвели только две пробы (проверили,
делится ли 101 на 2 и на 3), а из нашего списка

вычеркнуто довольно много чисел. Первым из оставшихся

является число 5. На 5 число 101 не делится (так как его

последняя цифра отлична от 0 и 5). Значит, из списка

можно вычеркнуть все числа, кратные 5 (например, 25
и 35). Следующимч оставшимся числом является 7.

Применяя признак делимости на 7 (стр. 31), мы находим, что

и на 7 число 101 не делится.

Итак, мы произвели 4 пробы: проверили, что число

101 не делится на 2, на 3, на 5, на 7. Теперь наш

список выглядит следующим образом:

&%#,*,ЯЫМ^-П^^З,!*,.•.,**, 97,

98, £€Г. Ш0.
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Первым оставшимся числом является И, затем 13, 17 и

ряд других чисел. Но испытывать, делится ли число 101
на 11, 13, 17 и т. д., не следует, эти пробы были бы

лишними. И без того мы уже можем сказать, что число 101
является простым.

В самом деле, если бы 101 делилось на 11, то

результат деления обязательно был бы меньше, чем 11: ведь
11-11- это уже 121. Выходит, что 101 делилось бы
на число, меньшее, чем 11, а это не так: мы уже видели,
,что 101 не делится ни на одно из чисел от 2 до 10.

Значит, 101 на 11 не может делиться, т. е. проверка
делимости на 11 была бы лишней. Тем более не нужно
проверять, делится ли 101 на остальные числа: на 13,
на 17 и т. д. В каждом случае результат деления должен
был бы быть меньше 11, что невозможно. Мы видим,
что число 101 не делится ни на одно из чисел нашего

списка, т. е. оно не имеет никаких натуральных
делителей, кроме 1 и 101. Иначе говоря, число 101 является

простым.
Итак, чтобы убедиться, что число 101 простое, нам

потребовалось только четыре пробы: убедиться, что 101
не делится на 2, на 3, на 5, на 7. Следующая проба
(на 11) оказалась уже излишней. Но что это за числа: 2,
3, 5, 7, 11? Это простые числа, причем И2 = 121 уже
больше, чем 101, а квадраты чисел 2, 3, 5, 7 не

превосходят числа 101.
На этом примере легко предугадать, что справедливо

следующее общее утверждение:

Теорема. Если натуральное число р, большее

единицы, не делится ни на одно из простых чисел, квадраты
которых не превосходят р, то число р простое.

Прежде чем провести доказательство этой теоремы
в общем случае, мы рассмотрим следующую лемму.

Лемма. Всякое натуральное число, большее единицы,
имеет хотя бы один простой делитель.

Доказательство. Пусть ^ — натуральное число,
большее единицы. Если ах —простое число, то ах и есть

простой делитель числа а±. Если же число аг не является

простым, то найдется делитель а2 числа аг, отличный от

1 и а{. Таким образом, ах>а2. Если ^ — простое число,
то а2 есть простой делитель числа а±. Если же число яа
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не является простым, то найдется делитель а3 числа а2,

отличный от 1 и Оа. Таким образом, ai>02>^3» причем
а3 есть отличный от 1 делитель числа а{. Если а3
—простое число, то а8 есть простой делитель числа а{. Если

же число а3 не является простым, то найдется такой
делитель а4 (отличный от 1), что ах>а2>аг>а^ Каждый
раз, если делитель не является простым, можно подобрать
следующий, еще меньший делитель числа ах. Но так не

может продолжаться бесконечно: ведь натуральных чисел,

меньших alt имеется лишь конечное множество. Поэтому
в конце концов мы обязательно получим простой делитель
числа ai.

Теперь перейдем к доказательству теоремы. Если
число р не является простым, то найдется делитель а

числа /?, отличный от 1 и р. Таким образом, p = ab.

Будем считать для определенности, что а^Ь. Тогда а2^
*^ab, т. е. а2^р. В силу леммы найдется простой
делитель q числа а. Ясно, что q является делителем и числа р.

При этом q<,a9 так что q2*^p. Итак, если число р

не является простым, то найдется простой делитель q
числа /?, квадрат которого не превосходит р. Отсюда и

вытекает справедливость теоремы.

Упражнения.

158. Определите, является ли число 353 простым.
159. Какие из чисел, заключенных между 2320 и 2350

являются простыми?
160. Какие из чисел, заключенных между 40 322 и

40 330, являются простыми?
161. Какие из чисел, заключенных между 3 628 802 и

3 628 810, являются простыми?
* 162. Докажите, что наименьшее число, взаимно

простое с числами 2, 3, ..., п, просто.
163. Докажите, что для любого натурального п

найдется такое натуральное я, что число пх-\-1 составное.

164. Докажите, что если число п составное, то число

2п — 1 тоже составное.

165. Какие остатки при делении на 6 может иметь

простое число, большее, чем 3?

166. Докажите, что если а>1, то число а4+ 4
составное.
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167. Докажите, что для любого натурального п

найдется такое натуральное а, что среди чисел а +1,
а + 2,..., а + п нет ни одного простого.

168. Докажите, что если р простое и а не делится на

р, то а и р взаимно просты.
169. Докажите, что если произведение ab делится на

простое число р, то хотя бы одно из чисел а, Ь делится на р.

170. Докажите, что если сумма и произведение двух

целых чисел делятся на простое число р, то каждое из них

делится на р. Верно ли это, если р составное?

171. Известно, что числа р, р+10 и р + 14 простые. Чему
равно р?

172. Известно, что числа р, р + 4 и р+14 простые.
Чему равно р?

173. Известно, что числа р и 8р2 + 1 простые. Чему
равно р?

174. Известно, что числа р, 2р + 1 и 4р +1 простые.
Чему равно р?

175. Найдите простое число р, если известно, что число

13р +1 является точным кубом.
176. Докажите, что если k — произвольное натуральное

число, то число 24fe+2 + l составное.

177. Докажите, что при п^2 сумма п последовательных

нечетных чисел (т. е. сумма (2£+1) + (2£ + 3)+(2£+'5) +
+ • • • + (2& + 2л— 1)) является составным числом.

* 178. Через п\ обозначается произведение всех целых

чисел от 1 до п, т. е. п\ = 1 • 2 • 3 •... • (п — 1) • п. Докажите, что

еслипфЗи числоп\ не делится на п +1, то число п +1
простое. Обратно, если п +1 простое, то п\ не делится на п +1.

179. Докажите, что если число р>3 простое, то

p2==lj(mod24).
180. Докажите, что если число р>5 простое., то либо

р2 = 1 (mod 30), либо р2 == 19 (mod 30).
181. Докажите, что если число п имеет нечетный делитель,

отличный от 1, то число 2Л+1 составное.

182. При каких натуральных a, b и с число а*ь + 2*с~2

простое?
183. Докажите, что если тф4 и число (т —1)! + 1

делится на т, то число т простое.
184. Докажите, что, обратно, если число т простое,

то (т —1)1 + 1 делится на т.
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185. Докажите, что если р —простое число и если

ab = 0(modp), то справедливо хотя бы одно из

сравнений а=0 (mod р), 6 = 0 (mod p). Справедливо ли это

утверждение, если число р
— составное?

186. Докажите, что если р —простое число, то

многочлен

1+х+ х2 + ... + х^2 + хР-г

не разлагается в произведение многочленов меньшей

степени, имеющих целые неотрицательные коэффициенты.

§ 14. Бесконечность множества

простых чисел

Вернемся еще раз к тому способу, с помощью

которого мы в предыдущем пункте убедились, что число 101

простое. Мы вычеркнули из чисел 2, 3, 4, 5, 6, ..., 99,
100 составные числа: сначала числа, делящиеся на 2

(кроме числа 2), затем — делящиеся на 3 (кроме числа 3),
затем —на 5 (кроме числа 5), затем — на 7 (кроме числа 7).
В результате остались невычеркнутыми только простые
числа. В самом деле, ни одно простое число не было

вычеркнуто (ведь мы вычеркивали только составные числа:

кратные двум, трем, пяти и семи). Любое же составное

число, не превосходящее 100, имеет простой делитель,

квадрат которого не превосходит 100 (см. доказательство

теоремы на стр. 46). Иначе говоря, любое составное

число, не превосходящее 100, делится на 2, 3, 5 или 7 и

потому обязательно было вычеркнуто.
Вот список простых чисел, не превосходящих 100,

который таким образом получается:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,

53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Таким же способом можно получить список простых
чисел, не превосходящих, скажем, 1000 (или другого
*числа). После каждого вычеркивания надо оставить

первое невычеркнутое число (оно будет простым), а все

кратные ему числа вычеркнуть. При этом вычеркивание надо

производить лишь до тех пор, пока мы не дойдем до
последнего простого числа, квадрат которого еще не

превосходит 1000 (или другого взятого числа). Все числа,

оставшиеся после этого вычеркивания, уже будут простыми.
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Указанный способ получения простых чисел, как бы

представляющий собой «просеивание» их сквозь «решето»
чисел, делящихся на 2, 3, 5, 7 и т. д., был найден

древнегреческим математиком Эратосфеном. Он так и

называется: решето Эратосфена.
Применение решета Эратосфена естественно вызывает

вопрос: не является ли множество простых чисел

конечным, т. е. не встретится ли нам в конце концов самое

большое простое число, после которого уже больше не будет
простых чисел? Возьмем, например, числа, не

превосходящие миллиона. Вычеркивая числа, делящиеся на 2, мы

уже выбрасываем половину чисел. Вычеркивая затем

числа, делящиеся на 3, мы выбрасываем еще третью
часть оставшихся чисел. Затем еще надо вычеркнуть

числа, делящиеся на 5, на 7, на И, на 13 и т. д. Не

получится ли так, что начиная с некоторого числа мы

таким образом вычеркнем все дальнейшие, т. е. что

с некоторого места уже больше не будет встречаться
простых чисел? Нижеследующая теорема, доказанная еще

Евклидом, показывает, что ответ на этот вопрос
отрицателен, т. е. что среди натуральных чисел будут попадаться

все новые и новые простые числа.

Теорема. Множество простых чисел бесконечно.

Доказательство. Допустим, напротив, что

простых чисел существует лишь конечное множество, так что

их все можно перечислить: 2, 3, 5, 7, 11, ..., р, где

через р обозначено самое большое простое число (по
нашему предположению такое число существует).
Перемножим все эти числа и к их произведению прибавим
единицу. Мы получим число А = 2-3-5-7-11 -...-р + 1.
Согласно лемме на стр. 46 число А имеет простой
делитель, т. е. оно должно делиться на! одно из чисел 2, 3,
5, 7, 11, ..., р. Но на 2 число А не делится: ведь

произведение 2-3-5-7-11-...-р на 2 делится, а потому число

А дает при делении на 2 остаток 1. По той же причине
число А не делится на 3, на 5, на 7, на И, ..., на р:
ведь произведение 2-3-5-7-11-...р делится на каждое
из этих чисел, а потому число А дает при делении на

любое из этих чисел остаток 1.

Мы получили противоречие. Оно показывает, что наше

предположение о конечности множества простых чисед

ложно, т. е. что в действительности множество простых
чисел бесконечно.
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Свойствами 'простых чисел математики интересовались

еще с глубокой древности. Существенные результаты в этой

области были получены в,прошлом столетии выдающимся

русским математиком П. Л. Чебышевым. Важные

исследования в теории простых чисел были проведены советскими

математиками. Наиболее значительные результаты
принадлежат академику И. М. Виноградову.

Упражнения

187. Составьте список всех простых чисел, не

превосходящих 1000.
188. Докажите, что существует бесконечно много

простых чисел, дающих при делении на 3 остаток 2.

189. Докажите, что существует бесконечно много

простых чисел, дающих при делении на 4 остаток 3.

190. Докажите, что существует бесконечно много

простых чисел, имеющих вид 6fe—1.

191. Из чисел от 1 до 10001 (см. упражнение 178)

вычеркнуты все числа, делящиеся на 2, на 3, на 5 и

на 7..Какая часть первоначально взятых чисел осталась

невычеркнутой?
192. Через -?- обозначается целая часть числа

у,
т. е.

частное, получающееся при делении о на & с остатком

(а и & —натуральные числа). Например, -3-
=6 (так

как 20 = 3-6 + 2), [у! = ° (так как 5 = 7-0 + 5), [-у-] = 2

и т. д. Докажите, что среди чисел от 1 до а (включитель^

но) имеется \~\ чисел, делящихся на Ь.

193. Числа Ъ и с взаимно просты. Сколько имеется

чисел от 1 до а, делящихся хотя бы на одно из чисел 6, с?

§ 15. Разложение на простые множители

Каждое натуральное число т, большее единицы, можно

попытаться разложить на простые множители. Возьмем,
например, число т = 882. Его последняя цифра четна, так
что все число делится на 2. Разделив на 2, находим:

882 = 2-441.
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Число 441 делится г*а 3 (поскольку его сумма цифр
делится на 3). Разделив на 3, находим: 441 =3-147, так что

882 = 2.3.447.

Число 147 также делится на 3. Мы имеем: 147 = 3-49,
так что

882 = 2.3.3-49.

Наконец, 49 = 7-7, и мы получаем окончательно:

882 = 2.3-3.7 7 = 2.32-72.

Мы получили запись числа 882 в виде произведения
простых чисел, или, как еще говорят, разложение числа 882
на простые множители.

Конечно, если само число т просто, например т=17,
то в виде «произведения» простых чисел его не

представишь. Поэтому, если т —простое число, то его

разложением на простые множители будем считать само это число

(других простых делителе*Цчисло т не имеет).
Вот еще два примера разложения чисел на простые

множители:

28 350 = 2.3.3.3.3-5-5.7 = 2.34.52.7,

9504 = 2-2-2-2-2-3-3-3.11 =25-33-11;

в правильности этих разложений убедитесь самостоятельно.

Разложение числа на простые множители можно

выполнять так. Сначала смотрим, не делится ли число на 2.
Если делится, находим частное и смотрим, не делится ли

это частное снова на 2, затем опять на 2 и т. д. Когда мы
получим частное, которое на 2 уже не делится, пробуем делить
его на 3, затем на 5 и т. д.

Но совсем не обязательно выполнять вычисления

именно в таком порядке. Можно поступать и иначе. Например,
заметив, что сумма цифр числа 882 равна 18 (т. е.

делится на 9), мы заключаем, что это число делится на 9:

882 = 9-98.

Теперь мы отдельно разлагаем на множители числа 9 и 98:

9 = 3-3, 98 = 2-49 = 2.7-7.

В результате получаем:

882 = 3-3-2-7-7.
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Мы получили такое же разложение числа 882 на простые
множители, что и в начале страницы 52, только

множители расположены в другом порядке. А можно поступить
и так:

882 = 2.441=2.212 = 2.(7-3)2 = 2.7а-32.

Опять получилось jro же разложение, но с другим
порядком множителей.

А что если взять другое число (может быть, очень

большое): можно ли его разложить на простые множители?
Если можно, то сразу же возникает втррой вопрос: будет
ли разложение данного числа на простые множители

получаться (с точностью до порядка множителей) одним

и тем же — независимо от того, каким путем мы пытались

разложить это число на множители? Математики

формулируют эти вопросы следующим образом. Существует ли

разложение любого натурального числа (большего
единицы) на простые множители? Единственно ли такое

разложение (с точностью до порядка множителей)?
Следующая теорема отвечает на оба вопроса

утвердительно.

Теорема. Каждое натуральное число, большее едини-

цы, может быть разложено на простые множители. Любые
два разложения одного и того оке числа на простые
множители могут отличаться только порядком множителей.

Иначе говоря, разложение на простые множители всегда

существует и (с точностью до порядка множителей)
единственно.

Доказательство. Возьмем произвольное натуральное
число т > 1. Если т простое, то мы уже имеем его

разложение на простые множители. Если же число т

составное, то согласна лемме на стр. 46 у него найдется простой
делитель р±. Таким образом, т = ргтъ где тг — некоторое
натуральное число (большее единицы и меньшее т). Если
tiii простое, то мы получили разложение числа т на

простые множители: т = р1тг. Если же т1 составное, то у него

найдется простой множитель ръ так что m1
= p2m2, т. е.

т = р1р2т2. При этом т>тг>т2>\. Здесь опять

имеются две возможности: либо т2 простое (и тогда т = рхр2т2
есть разложение числа т на простые множители), либо же

т2 составное (и тогда m =/?ip2p3m3, где ръ р2ра
— простые

числа и /n>mi>/n2>m3> 1). Каждый раз, если

последний множитель в разложении числа т не является простым,
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можно выделить еще один простой множитель, а

остающийся последний множитель станет еще меньше. Но так

не может продолжаться бесконечно: ведь натуральных
чисел, меньших т, имеется лишь конечное множество.

Поэтому в конце концов и последний множитель

обязательно окажется простым, и мы получим разложение
числа /п на простые множители:

tn = pi-p2-p-y"-pk-i-Pk-

Заметим, что в полученном разложении на простые
множители могут по нескольку раз встречаться одинаковые
множители: например, как мы видели, 9504 = 2-2-2-2 х
Х2- З-З-3.11.

Теперь мы докажем единственность разложения. Пусть
мы имеем два разложения числа т на простые множители:

m=*pipips...pht

tn = qiq*q*--qi

(в первом разложении k простых множителей, а во

втором /). Из первого разложения мы видим, что число т

делится на рг. Но <71<72<7з-•-<7/— это то же самое число т.

Значит, qiq2qs- • •<// делится на pi. Докажем, что среди
простых чисел </£, q2f q3, qi обязательно имеется число,

равное pi. Если ?i = pi, то мы имеем то, что хотели.

Пусть qiy^pi. Тогда qi и pi взаимно просты (так как это

два разных простых числа). А так как произведение
<7i (<?2</з•••?/) делится на pi, то по теореме 3 на стр. 24

число q2q3... qt должно делиться на рг. Если теперь q2
—

pi,
то мы имеем то, что хотели. Если же q2^Pi, то мы точно

таким же способом найдем, что произведение q3...qi
делится на pi. Продолжая таким образом, мы либо найдем

среди чисел qlf q2t..-, qi-i число, равное /у, либо

получим, что число qt делится на pi. Но в последнем случае
должно быть qi = pi (так как число qt простое).

Итак, среди чисел qi, q2, q3> •••
» qi обязательно

найдется число, равное рг. Пусть, "например, q2 = Pi. Тогда,
разделив равенство

Pip2p3 • • • Pk = ?1?2?з • • • qi

на ри мы получим:

PaPs ••• Л = 0x93 •••?*•
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Теперь берем простое число р2. Левая часть последнего

равенства делится на р2. Значит, на р2 делится и правая
часть, т. е. число q^-^qi делится на р2. Поэтому среди
чисел qi, q9l..., qi обязательно найдется число, равное
р2 (это доказывается точно так же, как мы выше

рассуждали с числом pi). Пусть, например, qi=*p2. Тогда,
разделив на р2> получим!

Рз-'Рл = 719з--- qi-h

Теперь мы найдем, что среди оставшихся чисел qi, q3,

..., qui обязательно найдется число р3 и т. д.

Мы видим, что все числа ръ р2, , pk встречаются

(может быть, в другом порядке) среди чисел qlt q2t ..., qt.
И понятно, что ничего другого (кроме чисел рь p2t ..., pkt
расположенных в ином порядке)среди чисел qlt q2, ..., qt быть

не может — иначе произведение qiq2... qi было бы больше,
чем рф2... Pk-

Таким образом, оба взятых разложения числа т на

простые множители с точностью до порядка множителей

совпадают. Теорема доказана.

В заключение укажем так называемый канонический

вид1 записи разложения числа на простые множители. Для
этого в разложении на простые множители

гп^р^ ... pk

собирают одинаковые простые множители и записывают

число т в виде произведения степеней различных простых
чисел. Это и есть канонический вид разложения на

простые множители. Иначе говоря, канонический вид выглядит

следующим образом:

где q±, qi$..., qs
— различные простые числа, a ki, k2t...

..., £5 —некоторые натуральные числа. Например,
разложение

28350 = 2.3.3.3.3.5.5.7

следующим образом записывается в каноническом видез

28 350 = 2.34.52.7.

1 Канон —закон. Канонический в ид —узаконенный,
общепринятый вид.
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Упражнения

194. Запишите в каноническом виде разложение числа

1000 000 на простые множители.

195. Запишите в каноническом виде разложение числа

1 858 560 на простые множители.
196. Докажите, что наибольший общий делитель двух

чисел можно найти следующим образом: нужно написать

в каноническом виде разложение этих чисел на

множители, взять все общие простые множители в наименьшей

встречающейся степени и полученные степени перемножить.
197. Докажите, что два числа в том и только в том

случае взаимно просты, если в их каноническом

разложении нет общих множителей.
198. Докажите, что наименьшее общее кратное двух

чисел можно найти следующим образом: нужно написать

в каноническом виде разложение этих чисел на

множители, взять все общие множители в наибольшей
встречающейся степени, а также множители, встречающиеся только

в первом или только во втором числе, и полученные
степени перемножить.

199. Найдите (в каноническом виде) наибольший общий
делитель и наименьшее общее кратное чисел 2б • З7 • 133 • 101
и 3*. 13.101*.113.

200. Пользуясь правилами, сформулированными в

упражнениях 196, 198, дайте другое доказательство теоремы,
сформулированной на стр. 42.

201. Докажите, что натуральное число, большее

единицы, в том и только в том случае является точным

квадратом, если в канонической записи его разложения на

множители все показатели четны.

202. В каком случае натуральное число является
точной пг-и степенью?

203. Найдите такие цифры а и Ь, что число ab + ba
является точным квадратом.

204. Докажите, что сумма квадратов двух нечетных
чисел не является точным квадратом.

205. Сформулируйте (пользуясь разложением на

множители в каноническом виде) условие, при выполнении

которого произведение аЬ делится на с (где at bt с —

натуральные числа, большие единицы).
206. Сколько натуральных делителей имеет число рк

(где р — некоторое простое число)?
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9 207. Докажите, что если натуральные числа а и Ъ

взаимно просты, причем число а имеет т натуральных
делителей, а число Ь имеет п натуральных делителей, то

число аЪ имеет тп натуральных делителей.
* 208. Сколько делителей имеет число 1 000 000?

209. Докажите, что число

(записанное в каноническом виде) имеет (^i+1)(А2+1)...
.. • (ks + 1) натуральных делителей.

210. В каком случае натуральное число имеет

нечетное число натуральных делителей?
211. Определите, на какую наибольшую степень двойки

делится число 20!. —~~"

212. Докажите, что если р —простое число, а л

—натуральное число, то число п\ делится на /Д где k = — +

"^ I "^" Г~*~ 11^" I ~^" • • •
*
и не Делится на большую степень

числа р. (По поводу обозначения у см. упражнение 192.)
213. Докажите, что произведение п любых

последовательных натуральных чисел делится на п\.

214. Докажите, что при любых натуральных а и Ъ

число , / целое.а\ о\

215. Делится ли число
5QQ! 5QQ1

на 7?

216. Докажите, что число \п.\2 делится на п+1.

Ответы и указания к упражнениям

1. Если аФ0, то а делится на —а и —а делится на а

(в обоих случаях в частном получается число —1). Если
а делится на Ъ и Ъ делится на я, то \а\ = \Ь\ Ф0 (т. е. числа

а и Ь отличны от нуля и при этом либо а = Ь, либо а = — Ь).
3—4. См. задачу 19 на странице 341.
6. Надо воспользоваться равенством (ad + bc) —

— (ab + cd) = d (a — с) — b (a — c) = {a — c) (d — b) и теоремой 1.

10. Рассматривается число А = abb = 100а +116 =
= 7(14a+ b) + 2(a + 2b) и т. д.

15. Если r<m, то это верно, так как из a = mnq-tr
следует a = m<7i + /*, где q1 = nq.
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Если же г^т, то г не может быть остатком при
делении на т.

20. Пусть а = bq + г, 0 ^ г < Ь. Так как а > Ь, то q ^ 1

(см. доказательство теоремы на стр. 10—11), и потому

a^b + r>2r. Отсюда г<у.
33. Так как а2 + Ь2 + с2 + 1 = (а2^ 1) + (Ь2- 1) +

+ (с2 — 1) + 4, то число a2 + fc2 + c2+l только в том

случае будет делиться на 8, если (а2—1) + (&2—1) + (с2—1)
дает при делении на 8 остаток 4.

Если число а нечетно, а = 2q + 1, то а2 — 1 = (2q-\-1)2 —
— 1 = 4q(q+\); так как число q(q+l) четно (задача 19),
то в этом случае число а2 — 1 делится на 8, т. е. а2 — 1 = 8k.
Если же а четно, a — 2qt то a2 = 4q2 делится на 4, т. е.

имеет вид или 4£ + 4, или 4А + 8, а потому число а2 —1
имеет вид 4& + 3 или 4&+ 7. Итак, число а2—1 может

иметь вид 8£, 8£ + 3 или 8А+ 7. То же можно сказать

о числах б2 — 1, с2— 1. Теперь легко видеть, что (а2— 1)+
+(62 — 1) + (с2 — 1) не может при делении на 8 иметь

остаток 4.

36. Имеем: a* + b* + c* = a + b + c+ (a*-a) + (b*-b) +
+ (с3 — с). Каждое из чисел а3 —а, Ь3 —fc, с3 —с делится

на 6 (пример 1 на стр. 12).
37. Пусть abc и def — данные числа. Тогда ШсЩ=

= l000abc+lef = 999abc+ abc+ def= 37 • 27"flbc+Hc+^?)>
38. Проверьте, что I0abc — bca и 106га—габ делятся

на 999 и, значит, на 37. Теперь, если abc = 37q, то

fca = 37/ и cab = 37n.

42. Если л; == 0 (mod 3), то #2 = 0(mod3). Если же

#==l(mod3) или х ==2 (mod 3), то #2=l(mod3). В то

же время Зя— 1 =2 (mod3). Таким образом, сравнение
л:2 = 3я— 1 (mod3) не имеет места ни при каких

натуральных п и х. Тем более х2 Ф Зп — L

45. Имеем: 52Л+1 • 2Л+2 + 3Л+2 • 22л+1 = 2я+1(52'1+1.2 +
Ц-Зп+2.2Л) = 2Л+1(10 25л + 9.6Л). Далее, 25 = 8(modl9),
и потому 10.25" + 9.6"=10.6"+ 9-6" = 0(modl9).

46. Среди чисел 1, 11, 111,..., 11 ... 1 найдутся два

п

числа, сравнимые между собой по модулю п. Разность

этих двух чисел записывается только единицами и нулями
и делится на п.
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47. -a = 2/i-a+l(mod2/i+l),
-a2*-1 = (2n-a+l)2ft"1(mod2n+l),
(2л - a+ 1 J2*"1 + a2*-1 = 0 (mod 2/z +1).

49. 12.
50. 3.
52. 7.
53. Так как 74= 1 (mod 10), то надо знать остаток от

деления чисел 7?7 и V- на 4. Но 7 = — 1 (mod 4), а потому

77? = — 1 = 3 (mod 4), V- = — 1 =з 3 (mod 4). Следовательно,
Тг = 73(mod 10) и 77-7 == 73 (mod 10), откуда вытекает, что

данное число на 10 делится.
54. 6.
56. Обозначим через А число, образованное всеми

цифрами, следующими за семеркой, а через k — число цифр
в числе А. Тогда данное число имеет вид 7-10Л + ^>
3 число, получающееся после перестановки цифры 7 в конец,

равно ЮЛ+7. По условию 7- I0k + A = 5 (10Л + 7),
откуда 10* = 7Л + 5=5(тос17). Значит, надо найти
наименьшее ft, для которого 10fe = 5(mod7). Легко находим, что

k = 5. Теперь из уравнения 10* = 7Л + 5 при k = 5

находим А = 14 285, и потому искомое число равно 714 285.
58. Если каждое из чисел п, л+1 делится на

натуральное d, то и их разность (л+1) — л=1 делится на d.

Значит, d = 1.
61. Так как я = 2& — 1, то л3 — л = л(л— 1) (я + 1) =

= (2fe — 1) (2fe — 2) 2fe = 4^ (Л — 1) (2ft-l). Число ft(ft-l)
делится на 2, и потому л3 — п делится на 8. Далее, k (k — 1) х
X (2ft — 1) делится на 3 (проверьте!). Поскольку 8 и 3
взаимно просты, число л3 —л делится на 24.

62. лб-п = л(/14-1) = л(л-1)(п+1)(л2 + 1). Число
/г(л— 1)(/г+1) делится на 2 и на 3. Каждое натуральное
число может быть представлено в виде 5^, или 5#±1,
или 5q ±2. Отсюда следует, что число п(п— 1) -(я + 1)Х
Х(п2+1) делится на 5. В самом деле:

На 5 делится

/1 = 5(7

п

/г=5<7+ 1

/г-1

/г = 5<7 — 1

л+1

n = 5q ±2

/г2+1
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Итак, пъ — п делится на взаимно простые числа 2 и 3, т. е.

делится на 6; далее, л5 —/г делится на взаимно простые
числа 6 и 5, т. е. делится на 30.

68. n* + 6n*+lln2 + 6n = n(n+l)(n + 2)(n + 3).
69. См. задачи 24 и 25.
75. Если а делится на 3, но не делится на 9, то число

a(a2-l)(a2-4) = (a-2)(a-l)a(a+l)(a+ 2) на 9 не

делится.

82. Указанное число делится на 1080 при выполнении

хотя бы одного из следующих двух условий: а) = 36;
б) одно из чисел я — 2, а—1, а, а+1, а+ 2 делится
на 9.

84. Не обязательно. Например, при а= 17, 6= 13 дробь
я— b 17—13 л а 17

угу сократима: 17 , 13 »
а дробь у несократима: -^

Если же числитель и знаменатель дроби Т\ имеют

общий множитель, больший, чем 2, то дробь у сократима.

85. Имеем: л — /+ 1 ==
— i (mod n + 1), поэтому

(л —/+1)*ез —*'*(mod(/i+l))» если £ нечетно, т. е. i* +
+ (л — *' + 1)Л = 0 (mod (л + 1))- Отсюда вытекает, что

2(1Л +2* +...+ лЛ) делится на п+1. Точно так же

доказывается делимость на п числа 2(lfe + 2* + ... + (/*— 1)*).
87. 59.
88. Представьте данное число в виде 9 (3я + 1) (3Л— 1) +

+ 8/1 и рассмотрите отдельно случаи четного и

нечетного /г.

89. Чтобы а2 + Ь2 делилось на 7, необходимо, чтобы
каждое из чисел а, Ь делилось на 7 (задача 30). То же

относится к делимости на 3. Значит, если а2 + Ь2 делится
на 21, то каждое из чисел а, Ъ делится на 21.

90. Имеем: п2 + 3л +5н=я2-8я + 16 = (/i-4)2(mod 11).
Поэтому л2 + Зя,+ 5 делится на 11 только в том случае,
если л=11&+4. Но тогда л2+3/г + 5 при делении на

121 дает в остатке 33.

91. Сумма х2+у2 делится на 49 в том и только в том-

случае, если х и у оба делятся на 7. Значит, каждая из

этих переменных может принимать 142 значения. Ответ:

1422 = 20 164 пары.
92. Имеем: ad — hc = c(a — b)—a(c — d). Поэтому число

a(c — d) = c(a — b) — (ad — bc) делится на пи А так как а

и т взаимно просты, то c — d делится наш.
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96. Так как а и b взаимно просты, то существуют
такие целые числа х и у, что ах + by = 1. Возводя в

квадрат, получаем: а2х2 + b (2аху + by2) = 1, т. е. а2и + bv = 1,
где и = х2 и v = 2аху + by2 — некоторые целые числа.

Если теперь d —общий натуральный делитель чисел а2 и

bf то на d делится и число a2u + bv, т. е. 1 делится
на d, и потому d = 1.

98. Пусть А и т —такие натуральные числа, что

а*=а*+т (mod fc), где m>0 (см. § 7). Тогда aft+m — a*==

==0 (mod 6) или a* (am — 1) =0 (mod b), т. е. число ak (am — 1)
делится на fc. Так как afe и b взаимно просты (задача 97),
то по теореме 3 в § 8 число ат — 1 делится на fc, т. е.

ат — 1 = 0 (mod b). Следовательно, ат == 1 (mod b).
99. Так как а и Ъ взаимно просты, то найдутся такие

целые числа х0 и у0, что ах0-\-Ьу0=1, и потому
— ах0+1

делится на Ь. Но тогда делится на Ь и число —

апх0 + п,
т. е. число ах+ п, где # = — n*0-

102. Так как *3 = #(mod 6) (см. пример 1 на стр. 12),
TO(y2+l)tf+ (y*--l)x^(y2+l)x+(y*--l)x^y2(y+l)X
хх (mod 6). Поэтому надо найти такое у, что число

У2 (У+ 1)* ПРИ любом х делится на 6. Число у2 (у + 1) на 2

делится всегда. Значит, надо найти те значения у, при
которых у2 (у + 1) делится на 3. Легко проверить, что это

будет при # = 0(mod 3), а также при у= 2 (mod 3);
все такие числа у и являются искомыми.

103. Да. В качестве т можно взять любое число,

делящееся на 6.

104. Пусть р и q не взаимно просты: р = пх, q = ny>
п>\. Тогда число 2Р — 1 = (2п)х — 1 делится на 2я—1;
число 2д — 1 = (г'У — 1 также делится на 2п — 1. Но
2п— 1 > 1 (так как л> 1), и потому числа 2Р— 1 и 2?— 1
не являются взаимно простыми. Пусть теперь числа р и

q взаимно просты. Тогда существуют такие целые числа
х и у, что px+ qy= 1. Среди чисел х, у одно

положительно, а другое отрицательно (докажите!). Пусть для

определенности #;>0, */<0, т. е. у =
— г, где х> z —

натуральные числа, причем рх
— <7Z==1- Обозначим через d

произвольный натуральный делитель чисел 2Р— 1 и 2*— 1.

Тогда каждое из чисел 2Рх— 1, 2^—1 делится на d.

Значит, на d делится и число (2рх — 1) - 2px~qz (2*z - 1) = — 1 +
+ 2рх~qz = — 1 + 21 = 1, откуда следует, что d = 1. Итак,
числа 2Р—1 и 2^—1 не имеют натуральных общих
делителей, кроме 17 т. е. эти числа взаимно просты.
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109. Признак делимости на 13 формулируется так же,

как признак делимости на 7 (стр. 31), только под

цифрами числа нужно подписывать (справа налево) следующие
коэффициенты!

..., 4, 3, -1, -4, -3, 1, 4, 3, -1, -4, -3, 1.
116. Имеем: 4(10я + 6) = 1Ъ-За+ (а +Щ. Поэтому если

а + 4Ь делится на 13, то число 4(10a + fc) делится на 13,
а поэтому (поскольку числа 4 и 13 взаимно просты) число

10а+ 6 делится на 13. Обратно, если Юа+ Ь делится на

13, то, в силу того же равенства, число а+ 4& делится
на 13.

120. Указание. 100=^—1 (mod 101).
121. Указание. Так как числа т и 10 взаимно

простые, то найдется такое натуральное /, что 10* s=

si (mod т)(см. задачу 98).
123. Так как 106=l(mod 11), то получается

следующий позиционный признак делимости на И (аналогично
формулируется признак делимости на 13): разобьем цифры
многозначного числа на группы по шесть цифр в каждой
(считая справа) и сложим все полученные шестизначные
числа: если эта сумма делится на 11, то и взятое

многозначное число делится на И.
129. Предположим, что у нас получилось

четырехзначное число а и что на самом деле должно получиться
число Ь. Тогда вследствие проверки a = &(mod 4),
a = b (mod 5), a = &(mod 7), 0===6(mod 9), a= 6(mod 11),
т. е. разность я — Ь делится на каждое из этих чисел

4, 5, 7, 9, И, а значит, поскольку они взаимно просты, и

на их произведение 13 860. Так как по условию числа

а и Ь четырехзначные, то отсюда следует, что а — 6 = 0,
т. е. а = Ь, и потому можно утверждать, что вычисление

произведено верно.
136. Алгоритм Евклида: 2/г + 2 = 2/г• 1 + 2; 2/г = 2-/г.
137. Алгоритм Евклида: 13a+8& = (5a-fЩ • 2+(3a -f 2b),

5a + 3b = (3a + 2b)-l+(2a+ b)t 3a + 26 = (2a+ fc). 1 +
+ (а + Ь), 2a + b = (a + b)-l+a, a + b = a-l+b.

138. Пусть (c,b) = d,(ac,b) = di. Тогда существуют та*

кие целые числа и, v, x, у, что

uc-\-vb = d, xac+ yb*=di. (*)

Кроме того, по условию (я, Ь) = 1, т. е. существуют такие

целые числа р и q, что pa\-qb = \. Так как каждое из'

чисел Ь, с делится на d, то второе из равенств (*) пока-
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вывает, что di делится на d. С другой стороны, d = uc +

-\-vb = uc(pa + qb) + vb = ac (up) + b (ucq+ v), откуда видно,

что d делится на dx. Следовательно, dx = d.

139. Применим алгоритм Евклида: 18а+ 56 =

з=(11а + 2Ь)-1+(7а+Щ, 11а+26 = (7а+ 36)- 1 + (4а-6),
7д + 3& = (4fl - 6). 1 +(3а+ 46), 4a-6 = (3a+ 46). 1 +

+ (a-56), 3a+ 46 = (a-56).3 + 196. Значит, (18a + 56,
Цд+ 26)«-(я —56, 196). Далее, так как a и 6 взаимно

просты, то числа а —56 и 6 также взаимно просты, и

потому (а —56, 196) = (а —56, 19) (задача 138). Теперь ясно,

что если я — 56 делится на 19, то d= 19, если нет, то d = 1.

140. Если /i = 0, то имеем 57, если я=1, то получаем

855. Далее, (855, 57) = 57. Докажем, что 57—наибольший

общий делитель всех чисел данного вида. Имеем: 7л+2 +

+ 82Л+1 = 49.7Л + 8.64Л, 49-7* = -8-7*(mod 57), 8-64* =
=== 8 • 7Л (mod 57), 49-7*+ 8-64я = 0 (mod 57). Итак,
57 —делитель всех рассматриваемых чисел. Поскольку
при п = 0 большего делителя быть не может, 57 —их

наибольший общий делитель.
141. Всего имеем п чисел: a, a + d, a + 2d, ..., a + d x

х (я — 1). Так как ни одно из них не делится на п, то

все они при делении на п дают остатки, могущие

принимать только /г —1 значение: 1, 2, ..., /г—1. Значит, среди
остатков есть хотя бы два повторяющихся, т. е. хотя бы

два данных числа сравнимы по модулю п: a + kd = a+
+ /d(mod п), где А^л—1, 1*^п— 1, кф1. Отсюда
(a + kd)—>(a+ ld) делится на л, т. е. (k —/)d делится на п.

Если бы было (d, я) = 1, то число k — l делилось бы на

п, что невозможно, так как | k — /1 < п.

142. Так как (а, 6) = 1, то (а2, 62)=1 (задача 97),
т. е. существуют такие целые х, у, что ха2 + yb2=l,
т. е. (ха + yb)(a + 6) — (х+ у) ab = 1. Если теперь d — общий
наибольший делитель чисел а+ 6 и аб, то левая часть

написанного равенства делится на d, и потому d=l.

144. Числа А =п
'

^
и # = 2я+1 связаны, как

легко проверить, соотношением В2 — 8А = 1. Если теперь d —

наибольший общий делитель чисел А и J5, то левая часть

этого соотношения делится на d, и потому d = 1.

145. Положим d = (a, 6), dx = ((a, 6), с) и обозначим

через d2 наибольший общий делитель чисел а, 6 и с.

Тогда существуют такие целые х} у, что d = xa + yb, и такие

целые/?, q, что d1 = /?d + ?c. Следовательно, di = pxa +
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+pyb-\-qc. Так как каждое из чисел а, Ь, с делится на

d2, то из написанного равенства видно, что dt делится на

йъ и потому &х ^ d2. Но неравенство dx >> d2 невозможно,
так как d1 = ((a, b), с) является, очевидно, общим
делителем чисел а, 6 и с, а потому он не может быть больше,
чем наибольший общий делитель этих чисел. Таким
образом, dx = d2.

153. Число [[а, 6], с] делится, очевидно, на каждое
из чисел а, & и с, т. е. является их общим кратным.

Следовательно, оно не меньше, чем их наименьшее общее
кратное п0, т. е. [[а, &], с]^п0. С другой стороны, м0
делится на каждое из чисел я, Ь и по следствию 2

делится на [а, Ь]. Кроме того, п0 делится на с. Применяя
опять следствие 2 находим, что п0 делится на [[а, Ь), с],
и потому п0^[[а, Ь]9 с]. Таким образом, /г0 = [[а, &], с].

155. Обозначим через k наименьшее общее кратное
чисел /г, /г+1, /г + 2. Тогда k=[[n> /г+1], я+ 2] (задача
153). Но числа п и /г + 1 взаимно просты, т. е. (л, п+ 1) =

= 1, и потому, согласно следствию 1, [п, п + 1]=" ~\_ А =

=
я(/1+

= /г(/гЧ- 1). Поэтому k= [п (п+ 1), п + 2]. Теперь

найдем наибольший общий делитель чисел я (/г+1) и

/г + 2. Так как /г+ 2 и /г+1 взаимно просты, то

(я(я+1), /г + 2) = (/1, /г + 2) (задача 138). Если п четно,

то (/г, /г + 2) =2 (задача 136), а если /г нечетно, то

(п, /г + 2) = 1. Таким образом,

л(л + 1)(я+2)
(я(л+1)(д+2) при нечетном /г;

^ =
(n(n+l)t п + 2) |я(я+1)(я+2) при четном /г.

158., ]/353 < 1/361 = 19. Значит, нужно проверять
делимость числа 353 на 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Ответ:
353 —простое число.

159. Так как 1^2350 < 50, то нужно проверять
делимость на 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47. Ответ: простыми являются числа 2333, 2339,
2341, 2347.

160. 161. Среди этих чисел нет ни одного простого.
162. Обозначим наименьшее число, взаимно простое

с 2, 3, ..., /г, через а. Если бы число а не было простым,
оно делилось бы на некоторое простое число р<Са.
Случай р^п невозможен, так как а взаимно просто с каж-
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дым из чисел 2, 3, ..., пи потому не делится ни на одно

из них. Значит, р>п. Но тогда р есть меньшее, чем а,

число, взаимно простое с 2, 3, ..., п, что также

невозможно. Таким образом, число а не может быть составным.

163. Если, например, х = п + 2, то пх+1 =п2 + 2п +
+1 = (п +1)2 — составное.

165. 1 и 5.
166. См. задачу 24 на странице 342.
167. Указание. Рассмотрите число а = п\ — 1.

169. Если а не делится на р, то а и р взаимно

просты (задача 168), и потому по теореме 3 на странице 24

число b делится на р.

170. Если а-\-Ь и аЬ делятся на простое число р, то

на р делится и число а(а + Ь) — ab = a2\ следовательно,

на р делится и число а. Так же устанавливается, что b

делится на р. В случае, когда р составное, утверждение
может оказаться неверным. Например, возьмем а = 2,
b = 6. Сумма и произведение этих чисел делятся на

составное число 4, но ни одно из чисел я, b на 4 не делится.
171. р = 3. Если р>3, то р = 6£±1 (см. задачу 165).
175. Пусть 13р+1=п3. Тогда 13р = (л- 1)(п2 + п+ 1).

Так как произведение (п— 1) (ai2 + ai + 1) равно
произведению двух простых чисел 13 и р, то возможны

следующие варианты: 1) одно из чисел (п— 1), (п2 + п+ 1) равно 1,
а другое равно 13р; 2) одно из этих чисел равно 13,
а другое р. Отсюда либо р = 2, либо р = 211.

176. Число 24*+2+1= 42* + J + 1 делится на 5.

177. Данная сумма равна (n + k)2 — k2 = n (n + 2k) (так
как сумма 1 +3 + .. . + (2т— 1) равна т2).

178. Будем рассматривать случай /г>3 (при п = \ и

/г = 2 утверждение легко проверяется). Если л+1
составное, то его можно записать в виде произведения двух
множителей, больших единицы: п+ 1 =kly где k> 1, /> 1.

При кф1 оба числа k, l входят множителями в п\ и

потому п\ делится на kl = n-\-l. Если же k — /, то

п-\-1 =k2, где k>2 (поскольку п>3), и потому п+ 11>2й,
т. е. n^2k. Значит, оба числа k, 2k входят

множителями в я1, так что л! делится на k-2k и потому делится
на &2 = Ai. Итак, если Ai-fc-1 составное и ai>3, to п\

делится на п +1. Этим доказано первое утверждение.

Второе легко вытекает из утверждения задачи 169.
180. Перепишите сравнение в виде р2— 1 s=0 (mod 30),

р2- 49 = 0 (mod 30).
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182. oih -|- 2^
"2
= (a26)2 + 2 • a2& 22<" * -|- 2^-2 - 2 • a2b X

X 22c" 1 = (a26 + 22c"*)2 - a2* • 22c = (a2b + 22c"1 - a*2c) (a2* +
+ 22C-1 + a62c). Это произведение будет простым, если один

из сомножителей (первый) равен 1, а другой — простое
число. Итак, a2b-ab2c + 22c~1=ly откуда a2b-2ab2c~1+
+ 22с-2 + 22с"2=1 или (аь-2с-1)2 + 22с~2=1. Так как

22с"2^1, то это равенство может иметь место лишь при
выполнении соотношений аь — 2с-1 = 0, 22с~2=1. Теперь
легко находим: с=1, а=1. Ответ: a = c=l, b любое.

183. Если тф\ составное, то (т—1)! делится на т

(см. задачу 178), а значит, (т—1)! + 1 не делится на т

(1 в остатке).
184. Если т = 2 или т = 3, утверждение очевидно.

Если простое число т больше, чем 3, то докажите, что

числа 2, 3, ..., т
— 2 можно разбить на пары таким

образом, что произведение чисел каждой пары сравнимо с

единицей по модулю р.
185. См. задачу 169. Если р составное, утверждение

может оказаться неверным. Пример: 6-12 = 0 (mod 9), но

ни одно из сравнений 6 = 0 (mod 9), 12 = 0 (mod 9) места

не имеет.

186. Предположим, что 1 +x+ *2 + ... + *p~2 + *p-1 =
= А В, где А и В —многочлены меньшей, чем р

— 1,
степени с целыми неотрицательными коэффициентами. Полагая
в этом равенстве х=1у получим слева сумму
коэффициентов данного многочлена (т. е. р), а справа —произведение
сумм коэффициентов многочленов А и В. Поэтому сумма

коэффициентов одного из многочленов А и В должна
равняться единице. Так как все коэффициенты — целые

неотрицательные, то это означает, что один из многочленов Л, В
должен иметь вид xk (где &>0), что, однако, невозможно,
так как данный многочлен на хк не делится.

188. Предположим, что простых чисел вида За:+ 2 лишь

конечное множество, и пусть рь р2, ..., р5
— все эти числа.

Число В = Зр^г... ps + 2 не делится ни на одно из чисел

piy р2, • •.
> ps и не делится на 3. Поэтому если разложить

число В на простые множители: В = <7i<72 • • • 9г> т0 среди
этих множителей не будет ни одного из чисел 3, рь р2,
..., р5. Иначе говоря, все эти простые множители будут
числами вида 3&+1- Но произведение чисел вида 3&+1
снова является числом того же вида, в то время как В

есть число вида 3£ + 2. Полученное противоречие и

доказывает, что простых чисел вида 3& + 2 бесконечно много.
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191. Ровно половина взятых чисел делится на 2, т. е.

после вычеркивания чисел, делящихся на 2, останется

П — у) взятых чисел. Убедитесь, что ровно треть

оставшихся чисел делится на 3. Поэтому после вычеркивания

чисел, делящихся на 2 или на 3, останется f 1 — yVl — у J
первоначального количества чисел. Среди оставшихся ровно
пятая часть делится на 5 и т. д.

°"-('-т)('-|)('-|)('-|)-А-
192. Пусть a = bq-\-r. Тогда чисел, делящихся на 6,

будет q (это числа 6, 26, 36, 46, bq). Остается

заметить, что q= у
.

193. Чисел, делящихся на 6, имеется -?- ; чисел,

делящихся на с, имеется —

. Среди рих и в том, и в другом

случае учитывались числа, делящиеся на Ьс\ их имеется

т-
°"-Ш+Ы-Ш-
200. В произведение [а, Ь] • (д, Ь) войдет каждый

сомножитель из канонических разложений чисел а и Ь: большая
степень войдет в [я, 6], меньшая —в (а, 6) (если степени

равны, то эта степень войдет и в [а, 6], и в (я, &)). Поэтому
[а, b]-(a, b) = ab.

202. Если в каноническом разложении все показатели

кратны т.

205. Для каждого простого числа р, входящего в

каноническое разложение числа с, должно быть выполнено

следующее условие: показатель, с которым входит р в

каноническое разложение числа с, не больше суммы
показателей, с которыми р входит в канонические разложения
чисел а и 6.

206. k+\ делителей: 1, р, р2, ..., рк.
207. Обозначим делители числа а через а1у а2,..., ат,

делители числа b через 6Ь Ьъ ..., Ьп. Тогда ab делится на любое

произведение афъ ахЬъ ..., ахЬП1 афъ афъ ..., а2Ьп, ..., атЬя
и других делителей оно не имеет. Заметим, что среди этих

произведений окажутся и сами числа аъ аъ ...,am, bu
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Ъъ ...» 6/i, так как среди делителей чисел а и Ъ
содержится 1.

208. 1 000 000 = 26 • 56; число 26 имеет семь делителей,
число 5е имеет семь делителей (задача 206). Так как

числа 2е и 56 взаимно простые, то 1 000 000 имеет 7 • 7 = 49

делителей (задача 207).
210. Если оно —точный квадрат. Для доказательства

заметим, что если а —делитель числа m, to Ь = — также
а

будет делителем числа т, так что m = ab, В результате
все делители числа т разбиваются на пары (причем
произведение делителей для каждой пары равно т). Если т

есть точный квадрат: т=с2, то делитель с остается без

пары (ведь мы считаем каждый делитель один раз). В
результате число, являющееся точным квадратом, оказывается

имеющим нечетное число делителей. Если же т не является

точным квадратом, то все делители распределяются в пары
и число делителей четно. (Другое доказательство можно

получить на основании результата задачи 209: число

делителей будет нечетным в том и только в том случае, если

все числа kly k2, ks четны, т. е. если т —точный

квадрат.)
211. Среди чисел 1, 2, 3, ...,20, входящих в число 20!

множителями, 10 чисел делятся на 2, далее 5 из них

делятся на 4, наконец 2 числа делятся на 8 и одно число

делится на 16. Поэтому 20! делится на 210+5+2 + 1 = 218.
Этот же подсчет можно (пользуясь результатом задачи 192)
провести так:

[f]+ra+[?wiH8-
212. См. решение задачи 211.

213. Пусть имеем произведение (т+1) (т + 2)....
...

• (т + л) = |
. Пусть, далее, каноническое

разложение числа п таковоз n = qk\qk\..qkss. Рассмотрим,

например, множитель qkK Тогда &i= — + 4-+....B
произведение (т + п)\ простое число qi входит в степени

+ ..., а в ml оно входит в степени
1Г\ +

m-\-n

CI ~*~ [~P] +'" * НетРУДН0 Доказать, что \^~\ =
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^[^] + [±]. Поэтому h-ti^ki, т. е. !«±3! делится

на q*1. Аналогично доказывается делимость на q%*,
.

Tr (m-\-n)\ ,

q\*. Итак, *—y^- делится на nl

214. См. задачу 213.

215. Подсчитайте, на какую наибольшую степень числа

7 делится 1000! и (500!)2. Ответ; не делится.

216. Число if Т. А| является целым (задача 214), т. е.

число-^5 (2л+1) делится на /г+1. Так как числа п + 1

oil .1 (2л)!
и 2/Z+1 взаимно просты, то на п+1 делится число т^ф-
К учит е/гю

Материал факультативного курса рассчитан на VII —VIII классы.
8 тексте имеется более 200 задач, среди которых много довольно

трудных. Рекомендуем самостоятельно добавить ряд более простых
числовых упражнений: на выполнение деления с остатком (§ 3), на

решение задач с помощью сравнений (§ 6), на применение признаков
делимости (§ 9), на нахождение наибольшего общего делителя и

наименьшего общего кратного.
Желательно рассказать учащимся о работах русских и советских

математиков по теории чисел.
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