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ВВЕДЕНИЕ

Тер шн"rеодезическая rравим:етрия" впервые появился в тех же

"Трудах uнииrАиК", rде публикуется и настоящая работа. Это наи-

менование достаточно точно характеризует осною;ое содержание ста-

реише!'о рЗЗДСЛ<l наУЮJ () l'раБИТЩ!ИОНlIОМ поле 3еТvIЛИ, паЛУЧИБшеl'О
свое раЗБитие n классических исследованиях Клера, Стокса, Брунса,
Пуанкаре, rельмерта, Пицетти, Веннн:!' Мейнсса, Прея, де rрааф Хеатера
и др. выдаЮIЦИХСЯ математиков и rсодсзистов, В работах назнанных

ученых развита стройная теория »физической rеодезии", устанавливаю-
щая спязь между объе!\тar,1И I'содсзичсс!\оr'{) и физ!'чеС1<О1'О ИССМ ДОJ3;J-

Нi l;"    фИI'УI::-опI еОИ/I,а и СИ..\оii ТЛ2кеети.

Наиболее 60,:,:!'опринтную почву для I с'3:ШТИЯ и ПfJСТВUiiСНИЯ В i1paK-
Tljf':V :JTa 'rеооия ЕаШ) L3. на наIпеп подин:с. ЭТО!JЛV саособс.твопало:

-

'

1
"

.

,>

' , -

С) плановое пропедение ODI.' C:Jj I'раЕНF,.:етри-чес (ои С'fjСМКИ оюза,

начатое в 1932 r. по постаНOJнению СОБета Труда и Обороны;
2) большая протяженность нашен страны, которая приnодит к нс'

возможности се rеодеЗичссr,ОI'О изучения трафарстными, старыми спо-

собами;

З) неотложные задачи быстреишеr'о кпрто!'рафирования тех paiioHOB,
которые до послсднеrо времени являлись малообжитыми и начали бурно
развиваться за последние roAbJ.

Совокупность этих причин привела Т< тому, что физическая I'еодезия
прочно вросла у нас в rеодсзическую практику, Работы проф. Ф. Н.

Красозскоrо убедительно ,I!;о :азали, что rравиметрические работы
являются неотъемлемои частью в 061цей системе основных rеодези 

ческих работ, Далее работы автора настощ!:.\еи статьи, проф. И. А. Ка'

занс,:оz'о и научноrо сотру/iника цнииrАиК Б. В. Дубовскоrо
теоретически и на большом опытном материале доказали -возможность

эффеКТИ8НОI'0 ПРaJ<тичсскоrо использования I'равиметрическоЙ с-ьмки для

аСТРОНОIvЮ'l'равиметрическоrо нивелирования и при развитии опорной
сети для топоrрафических съеМОI, путеrJi исправления астрономических
координат r'равиметричеСКИNiИ поправюu'и. РазраGотанныс при этом

методы использованы для цеJi.сti rрал,усных измерении при выводе эле-

ыснтов раЗNIера и ориентировки НОБоrо ЭАJ\!ШСОИД3 трианrулщ.!ии СССР.

Строrиli метод обработки триаurуляции путем проектирования измерен 
вых l'еодеЗ}jI еСIШХ элемснтов на 3ЛЛi1ПСОНД, разработанный проф. Ф. Н.
Красовским, практически не осуrцествим без привлечения rpaSIIMeT-

рических данных.

Таким образом классические методы "физическом I'еодезии" впервые

получили прочную практическуlO базу, и тесная СНЯЗI> с практикон неза 

медлительно повысила в СССР интерес к теории и направила ее на

новые пути исследования. Именно в силу этоЙ причины в настояч.!ей
работе нам приходится чаще Bcero ссылаТI}СЯ на исследования сооте-

чествеfШИКОВ.
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Объектом исследования rеОАезической rравиметрии является ИЗУ.
чение взаимных связей между фиrурой Земли и различными элементами

земноrо rравитационноrо поля, которые можно измерять на ее поверх-
ности. ПРИ этом, конечно, большую роль иrрает вопрос о той точности,
с которой в заданных конкретных условиях один из элементов rрави-

тационноrо поля может быть получен по известным друrим элементам.

Основным направлением, к которому ОТНОСЯТСЯ результаты всех

rеОАезических измерений, является направление вектора силы тяжести

в соответствующих точках физической поверхности Земли. Оно опреде-
ляется из астрономических наблюдений. Одним из наиболее важных

видов rеодезических работ являются нивелировки, дающие представление

о значении потенциала силы тяжести на поверхности Земли. При отне-

сении результатов измерений на эллипсоид ДЛЯ их математичес!<ой обра-
ботки не06ХОАИМО знат!) истинную фиrуру Земли, чтобы получить рас-
стояние от места наблюдения АО эллипсоида и направление нормали к

ЭЛЛИПСОИДУ, которое может быть задано в форме уклонения отвесной
линии. Если к этим элементам добавить еще напряженность поля силы

тяжести, то мы исчерпаем перечень тех основных rравитационных эле-

ментов, с которыми в первую очередь приходится иметь дело reoAe-

зистам. Далее можно было бы добавить известные элементы, определяе-

мые rравитационным вариометром, и, с еще большим основанием,

неопреАеляемую пока из наблюдений вторую вертикальную ПРОИЗВОДНУЮ
от потенциальной функции.

Таким образом первым и наиболее трудным ВОПРОСОМ rеодезической

rравиметрии ивляется установление соотношений между фиrурой Земли,
потенциалом и силой тяжести. Ему посвящена первая часть настоящей
работы. Мы считаем, чТО читатель знаком с основными относящимися

СЮАа исследованиями, и OI'раничиваемся краткими напоминаниями, так

как целью нашеrо изложения является не обзор проделанных ранее работ,
а изложение полученных нами результатов. Менее Bcero HOBoro читатель

наЙАет в rлаве 1, в котороН излаrаетоя теория взаимной связи элементов

rравитационноrо поля реrуляризированной Земли. Это естественно, по-

скольку ЭТОТ вопрос является и наиболее простым, и наиболее старым. Од-
нако, повидимому, этот вопрос нам удалось изложить с единой точки зрения,
более cTporo и просто, чем rAe бы то ни было из известных нам работ.

Включение этой rлавы вызвано не только ее связью с послеАУЮЩИМИ,
но и тем, что в некоторых из ранее известных выводов обнаружены
весьма существенные ошибки, которые в нашем изложении, коненно,

исправлены. Это относится к выводу формул Малкина иКаландро,
определяющих силу тяжести и высоту rеоида через уклонение отвесной
линии. При составлении этой rлавы внимательно изучены работы Н. Р.

Малкина. Нами избран более прямой и простой метод исследования, не

требующий применения бесконечных рядов.
От простейшеrо случая реrуляризированной Земли в rлаве II мы

переходим I проблеме rеОИАа нереrуляризированной Земли. Решение
проблемы Стокса для нереrуляризированной Земли привело у различных
исследователей к различиым результатам, кратко изложенным в этой

l'лаве. Открывшаяся в связи с этим ДИСКУССИЯ не выяснила, какой ре-

зультат можно считать более точным и в каком отношении все они

наХОАЯТСЯ к формуле Стокса.
В настоящей rлаве исправлена одна неточность в исследованиях

проф. Н. Д. Моисеева и показано, что при надлежащей трактовке во-

проса получается полное соrласие между исследованиями CTOI(Ca и ре-

зультатами, полученными Моисеевым, Малкиным и Молоденским, Обра-
щено внимание па то, что при элементарной трактовке формула Стокеа
в ropHbIx районах может дать неприемлемые результаты, особенно если

приведение силы тяжести к уровню моря ПрОИЗВОДИТСЯ С нормальным
значением ее вертикальноrо rрадиента.
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в следующей, III rлаве прежде Bcero рассматривается основной

комплекс представлений, в который ВХОДЯТ тесно между собой связан-

ные понятия о высоте точек поверхности Земли на4 уровнем моря, о

редукции силы тяжести и астрономических координат к уровню reOHAa

и связь этих вопросов с rеОЛOI'ичеСКШ!i строением эемнои коры. Обычная

трактовка этих вопросов разбивает единую проблему на частные, в связи

с чем теряется rлубина понимания отдельных вопросов и возникают

неоправданные усложнения.
И ложенныйв rлаве II метод, основанный на исследовании фиrуры

l'еоида нереrуляризированной Земли, при применении ero к указанным
выше взаимосвязанным вопросам вносит неопределенность, которая может

быть сведена к невозможности достаточно ТОЧНОl'О вычисления редукции

Прея и производных от нее. Это связано с тем, что без знания rеоло'

rическоrо строения верхних (лежащих выше rеоида) областей земной

коры нельзя СТрОl'О определить фиrуру f'еоида через элементы rрави-

тационноrо поля, ыаблюдаемые на поверхности Земли. Зато на физи'
чеСКОI; поверхности Земли, I'Ae производятся все rеодезические измере 

ния, связь между потенциалом, силой тяжести, уклонением отвеса и

фИI'урой Земли может быть достаточно cTporo установлена и притом
не прибеrая к каким-либо rеолоrическим сведениям.

Очень важно отметить еще то, что, кроме перечисленных здесь, нет

необходимости привл катьк решению задачи какие-либо друrие элементы

(например, не входит вторая радиальнан производная от потенциальной
фуш ции).Установление такой связи принципиально дает все, что может

интересовать f'еодеЗНС'l'а при обработке трианrуляции или при решении

друrих практичеСI,ИХ задач. rеоид, KВl, промежуточная поверхность ре-

дукции l'еодезических измерений, при таким подходе к вопросу исклю,

чается, n связи с чем отпадают связанные с ним неопределенности,
flами lIолучено допольно сложное линейное интеrральное уравнение типа

Фредrольма, дающее ответ на поставленную здесь задачу; впрочем, оно

HcerAa может быть разрешено численными методами.

Дальнейшее исследование этоrо уравнения может итти по несколь-

ким направлениям:

1) можно УПРОСТИ'i'Ь ero путем отбрасывания малых членов, не имею-

щих практическоrо значения;

2) из полученнО!'о уравнения можно исходить при исследовании

поrрешностей при меняемых в настоящее время упрощенных методов

решения задачи;

З) с ero ПОМОL.цью можно изучать вопросы о редукциях, причем

cTporoe отправное уравнение обеспечит соrласованность в постановке

Бопроса о реду"ции различных элементов.

Этими тремя rлавами исчерпывается содержание первои части,

посвященной вопросам применения теории потенциала к решению задач

rеодезическоi-i l'равиметрии. Во второй части, естественно, встает задача

исследования основных ошибок, ВОЗНИКafОl.цих пследствие отступления

фактических данных о земном rраВИТЩJИОнr;ом поле от требовании теории.

Требования эти, как ИЗБестно, сводятся к тому, что потенциал и сила

тяжести должны быть известны в j(а'кдои точке на всей поверхности
Земли. Из наблюдении же мы получаем значения силы тяжести в дис-

"ретных точках, Ilричем e !Je неБОJ\ьшая часть всеи поверхности Земли

изучена в rравиметричес, омотношении. Последнее обстоятельство приво-
ди1' к тому, что наиболее важные задачи оказываются пока неразреШИМ!JIМИ.

В первую очереДI; это относится к та;\О?! фундамент льнойзадаче,
как установление вза'lМНОЙ связи И3Qли'РОIJанных систем I'paAycHbIX

измерений. При ориентировании трианrулиционных сетеи по астрономо-

l'равиметрическим: данным при современном положении они оказываются

отнесенными не к общему эллипсоиду, а к неизвестнои поверхности,
степень отклонения которой от эллипсоида вращения заранее неизвестна.
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Предельные и средние величиньt возможных отклонении (по l3ысоте и в

уrле между нормалями) оказалось возможным оценить, используя соот-

ветственно среднее квадратическое значение аномалии силы тяжести на

земной поверхности и разложение этих аномалий по сферическим функциям.
Исследованию этих вопросов посвящена rлаве IV, в которой впервые

излаrается несколько rромоздкии, но достаточно строrий, по нашему
мнению, метод решения 8ТОН задачи. Простое решение, ранее данное

де rрааф Хентером, основано на недоразумении.
Мы пришли к ВЫВОДУ, что практически вполне приемлемая точность

решения указанноЙ задачи может быть обеспечена в том случае, KorAa

в разложении аномалии по Сферическим функциям определены первые
10 коэфициентов. РазработанныЙ здесь метод ОI,ажется полезным не

только для оценки возможноrо в\ияния аномалий в дальних зонах на
,

вывод уклонении отвеса и высот I'еоида, но и для достаточно то'шоrо

учета 81'01'0 влияния, если указанные 10 коэфициентов определены.
Помимо разобранных задач, в которых использование материалов

мировой rравиметрическоii съемки неизбежно, большое практичеекое
значение получили задачи Apyroro рода (I'лава У), которые MorYT pe 
шаться при наличии только местной I'равиметрической съемки. Это те

задачи, решение которых приводит к интеrрированию аномалий, умно-
женных на функции, которые очень быстро убывают с удалением от

исследуемоrо пункта. К их числу относится в первую очередь задача

интерполирования астрономо'rеодезических уклонений отвеса. На ее

решении основано аСТРОНОl\1О"rравиметрическое нивелирование и развитие

опорной сети для топоrрафических с'ьемокпутем подсчетаI'равиметрических
поправок в аСТРОНОМИ'Iсские координаты для персвода их в I'еодезичесн:ие.

rлавным практическим IЗопросом подобных задач является установ-
ление таких минимальных размеров области местной С'ьемки, которые

еще мш'ут обеспечить желаемую точность результатов. Этому посвящена

первая половина V I'лаВbI. Во второй половине ее выяснена нсобходи 
мость учета весьма существенной систематической поправки в резуль 
таты aCTPOH0l\10-I'равиметрическоrо нивелирования, охватывающеrо боль-

шую территорию. Эта поправка должна ЕВОДИТЬСЯ, если трианrуляция

обработана методом развертывания rеодезических линий с rеоида на

эллипсоид с сохранением их длин. Полученные выводы применены

к конкретным случаям, взятым из обработки rpaAYCHbIx измерений и

из материалов аСТРОНОМО l'равиметрическоrонивелирования. Поправочные
члены получились большими, но учитываются очень уверенно. Резуль-
таты этоl'О исследования представляют интерес и с друrой стороны.
Они устанавливают связь между rеодезическими координатами, полу-
чаемыми при вычислении трианrуляции двумя методами   методомпроек-
тирования и методом развертывания. Таким образом можно совершить
переход от одной из указанных систем координат к друrой (конечно,
при этом получается только rлавныи член, так как ряд второстепенных

эффектов не учитывался).
Мы уже отметили, что вторым основным фактором, нарушаЮI.цим

СО01'ветствие между требованиями теории и данными, получаемыми из

наблюдений, является неизбежная дискретность TOQeK, в которых сила

тяжести определяется непосредственным наблюдением.
Таким образом встает задача интерполяции силы тяжести, от CTe 

пени успеха разрешения которой весьма существенно зависит точность

результативных rравиметрических выводов. Эти вопросы отражены в

последней I'лаве. Нами в одноН из более ранних работ было указано,
что при небольшом по сравнению с rлубиной компенсации расстоянии

между пуш,тами применение для интерполяции rипотезы изостазии BHO 

сит ничем неоправданные усложнения задачи. Поэтому, имея в виду

плотность I'равиметрической съемки СССР, ошибка интерполяции изо-

статических аномалий не исследовалась. Рассмотрены только аномалии
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в свободном воздухе и Буrе. Приведенные рассуждения освещают принци-

пиальную сторону тех расчетов, которые должны выполняться при

проектировании размещения rравиметрических пунктов, и точности опре 
деления аномалий силы тяжести в них ДЛЯ решения тех или иных reo.

дезических задач.

Метод де rрааф Хентера, основанныи на рассмотрении "ошибки

представительства", дополнен расчетами о влиянии аномалии в ближайших

окрестностях астрономическоrо пункта, так как этот пробел в иссле-

дованиях де rрааф Хентера не позволял решать до конца соответствующие
задачи. Для случая, Korда пункты rравиметрической съемки равномерно

размещены по площади, как это имеет место в съеМI<е СССР, получено

простое соотношение между точностью вывода уклонения отвеса и ошиб 

кой представительства площадки, СОQ.тветствующей единичному пункту.
Эти простые исследования, может быть недостаточно строrие, восполняют

пробел в важном техническом вопросе, который ранее приходилось ре-
шать интуитивно.

Указанными шестью rлавами исчерпывается содержание настощцей
работы. Мы видим, что в них преимущественно рассматривается прин-

ципиальная сторона дела и вовсе не затронуты вопросы техники соот-

ветствующих вычислений, которые-в настоящее время очень обстоятельно

разработаны, хотя еще не опубликованы.
Ряд важных вопросов rеодезической rравиметрии здесь не отражен

или отражен частично, так как соответствующие работы нами или опубли-
кованы, или не закончены. Сюда относится теория астрономо-rрави-

метрическоrо нивелирования, вопросы применения rравиметрии для

развития основы топоrрафических съемок, методика вывода уклонений
отвеса в ropHbix районах, разработка научных требований к распреде-
лению и точности rравиметрических пунктов разных классов и друrие.

При составлении настоящей работы из научноrо архива цнииrЛиК
l' использованы нами (конечно, с соответствующими оrоворками Б тексте)
числовые материалы из отчетов научных сотрудников цнииrАиК
п. В. ДуБОБскqrо, Л. М. Лозинской И В. Ф. Еремеева.
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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ

ИССЛЕДОВАНИЕ ОСНОВНЫХ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ 3АДАЧ

fEOДЕ3ИЧЕСl(ОЙ fPАВИМЕТРИИ

rлава 1.

В3АИМНАЯ связь ЭЛЕМЕНТОВ rРАВИТАционноrо поля

РЕrУЛЯРИ3ИРОВАННОИ ЗЕМЛИ

1. Некоторые соотвоmевиs;: меж.цу знаqениями rармоиическеii

ФУВКУИИ и ее ПРОИЗВОДИЫХ

При изучении ряда работ, в IЮТОРЫХ устанавливается связь между

различными элементами rравитационноrо поля, в БОЛЫfIИнстве ВЫВОДОВ

(приводимых далее в исправленном виде) нами обнаружен ряд ошибок.

Кроме 1'01'0, оказалось возможным всю проблему изложить с одной общей
точки зрения и чрезвыча!JНО упростить вычисления, связанные с выводом

основных формул.
'

Учитывая известные соображения, которые приводятся при выводе

формулы Стокса, мы будем считать в настоящей rлаве краевые УСЛОВИЯ
отнесенными к сфере, а эффект вращения Земли исключенным.

В основу последующих выводов кладем известное преобразование
rрина

iJ
1

1

f ( 1 ои )И(М) ==  . '., .. (и U )  " da4..
.

" дп
о

дп ' (1.1)
G

еде U I'армоническая вне поверхности сферы (] и peryлярная на бес-

конечности фУНКЦИЯ,
п

'

, .

направление внешней нормали к Сфере,
r расстояние от точки М, дЛЯ Н:ОТОРОЙ определяется значение и,

до элемента поверхности сферы da.
В (1.1) мы намеренно изменили обычное написание формулы rрина,

введя вместо U под знак интеrрала разность U ИО' понимая под ИО

значение U в точке пересечения сферы с радиусом-вектором точки М.

При такой записи формула (1.1) сохраняет свое написание при переходе

М на сферу перемещением по прямои К ее центру, так как устраняется
скачок непрерывности потенциала двоиноrо СЛОЯ, плотность котороео В

точке разрыва непрерывности обращается в нуль. Действительно, учи-.
тывая постоянство ио относительно интеrрации по (] и значения интеI'-

рала [аусса ( 4-;" KorAa М вне " и . .2п, KorAa М на о), можем вернуться

от (1.1) к обычной записи.
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Чтобы облеrчить предельный переход к сфере после диференци-
рования, к которому нам далее придется прибеrнуть, произведем по.

1
добное же преобразование и в первом члене, содержащем  :

r

И(М) = - }, \' [ 1. ( !!.f! оио

)4 J,r Оп Оп

1
д 

l
R2 ди

(и и)........!... dlJ    о
дп, р др

(1.2)

IJ

Здесь R радиус сферы,

р расстояние точки jVf от центра этоi-i Сферы,

IJUo /JU
 ',' ' :шачение  ,-в точке пересечения cdJcpbI с радиусом-вектором1)11 I.Jn

'

р ТlJ'IКИ ,11.

ои
Для провер!ш равенства (1.2) учтем, что производнаЯ'д11

u

при интеr-

рировании по IJ должна рассматриваться как постоянная и

.

1 4 R2

j  ';,
dac=c 7'

cr

так как левую часть можно рассматриuатЬ I\&.}; потенциал, развиваемыи
на точку 1И массами, равномерно распределенными IШ поверхности сферы
и ИМСЮI[\ИМИ плотность, равную еДl1I-IИ Jе.

1
можно выразить через [J, R и'':;:

l'

1
<=-"" ( рч- R2 2 Р R cos , )

r

l'Ae 'f уrол между радиусом-вектором р точки l'v[ и направлением от R
к переменному элементу поверхности dcr.

1
Образуем нроизводные от   :

1-

1
rJ  .,"'.

., 

j
T === (R2 + р2 _. 2 R р cos 'У) (R r, cos ,!,),

(, п
,r ,

д....!...
r

I][)
(R2 (,2 2R Р cos 'f) 2. (р R cos ф),

1
(}'!. .

" cos ':" , 3
"' ".)

 '" - 

1
' 

'

(,Н С) COS"I') ,(r,
, N. cos,j \.

r'J
I i I ,/

I)п uр
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Для положения точки М на поверхности сферы берем
значение предыдущих выражений при р, стремящемся к R:

a а...!..
r r 1

 === ===..........  

Оп ар 2rR

а2 ...!..
r

пре,l;ельное

(1.з)

а...!..
1 1 1 1 r

 3 + 4 R2 r

==

73 2R 7/;:'дпдр

при чем в последних формулах под " понимается, конечно, расстояние

между двумя точками сферы:

r:==2Rsin .

р от обеих частеи (1.2)

')2
1

l

"' 

]
R2 аИи (1.4)

'

U ) '. do +    " 

о.
дп др ?2 IJп

Берем произнодную по

1

} l'
[
. rJ >

(
dИ

4;: J ,rJ[) ()п
,

iJИо )   (ийп
,

пи(м)
rJp

KOI'Aa точка jvl переходит на повеРХIfОСТЬ сферы, первый интеrраль 
ный член, на основаниv (1,3), можно рассматривать r{aK потенциал ДВОИ-
HOI'O СЛОЯ, !\оторыи сохраняет непрерывность, так как плотность cro в

предельной точке равна нулю,

Второй интеrра.\ является несо6ственным и имеет СМblСЛ, если зна-

чение и на поверхности сферы можно дважды диференцировать и рi!З-
ЛОЖН1Ъ В ряд ТZJилора вблизи значения и ,..с ио :

и с.с и" (а1 cos::. + 61 sin а.),' (а:! cos
2

(h  I' 62 sin 2
a С2 sin 2 а) r

2
. . . .

j'OI'Aa при интеI'рИроваюlИ по азимуту а останутся члены порядка

не ниже '- .

Образуем функцию

F == p(I!!J. +...!.. И(М)
др 2R

и наЙдем се IlpeAeJibHOe значение, KOI'Aa r) стремится к R, ИСПОЛЬ:!lУЯ
при ЭТОМ равенства (1.2) и (1.4).

Получим

,)и"
rJn

1

1  1С
[(

д
7 l'

(
ди

27 Ии
=--с

4-; J др
+

2Rr) ijn

д и.u )дп

j2
1

r

.. ,(ИШ Ир) ( дп  p
и 

1
.

I-

) 1 dCr +
дио 1 rJUо

2R др дп  2 дп
.

На основании (1.3) заI'с\!очаем, что первый интеrрал обращается в нуль, 11

" 1 1
(/ '---,.. д 

 +)" 1

()пд[, 2R д r:J
.

Следовательно,
rJИО

+ .l U =0-'=
r U Ии d

,) п R
1)

2" J r:J
:J . (1.5)

';]
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Эта формула решает задачу, обратную внешней сферической задаче

Неймана. Она определяет значение нормальной нроизводнои для rармони'

ческой функции, заданной на поверхности сферы.

дИ
Применим формулу (1.5) к функции р др' которая, как известно,

также является rармоиическои и реrулярной на бесконечности.

Очевидно,
а

( аи) аи д2И

ар ? дР
===

 ap"+ р а р2
.

Следовательно, вместо (1.5) получим в этом случае

r
аИ аио

(
аио

+ Rд2uо ) + аИQ ===!i , 7hi д;;da,
ар ар

2

др 27t
V r"

т. е.
аи аио

д2Ио === 2aиo  Jr?п ап
da

др
2 R ар

I 27t J r
3

. (1.6)

Эта формула позволяет определить вторую радиальную пр6изводную

rармонической функции по значениям первой производной, заданным

на сфере.

Теперь перейдем к соответствующим задачам rравиметрии.

2. Основные за,ца'lН rравимвтрни для реrулярнзпрованной Земли

"

Обозначим высоту rеоида расстояние от rеоида до поверхности

относимости   через ,а значение потенциала на rеоиде через С. При
перемещении единицы массы с rеоида на сферу по радиальному Ha 

правлеиию производится работа 1< (с точностью до (2, если под '"( пони 

мать нормальное значение силы тяжести на Сфере). Поэтому потенциал

реrуляризированной Земли на сфере равен

v== с + '"(С,

...

а нормальный потенциал равен С (как обычно, мы понимаем под по 

верхностью относимости такую сферу, на которой вс(" массы Земли,
будучи сосредоточенными в ее центре, развивают тот же потенциал,

что и массы реrуляризированной Земли на поверхности rеоида).
Следовательно, возмущающий потенциал И на поверхности сферы

определяется так (формула Брунса):
И === С+ 0(: с == ос:. (1.7)

Точно так же, если сила тяжести на поверхности rеоида реrу.llЯ.

ризированной Земли равна go, то норма.llьное значение силы тяжести

на той же поверхности равно

2'"(С
'"( T

(приведени€ в свободном воздухе), и аномалия силы тяж.ести (которую
можем считать отнесеНRОЙ к Сфере) равна

аИ ( 2 '"(с ) 2 '"(с

{jп ===g0 1  R :=:Ag+7["' (1.8)
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ПО,l;ставляя эти значения в (1.1), получаем:

a.l
]1 1 21 r d 

И(М)===+ . 
r [ (дg+ )  I(C  C) .

4" J r
. R

о
ап

Как указывалось, интеrрал справа не терпит разрыва непрерывности

при пер.ходе М на поверхность сферы, а потому после предельноrо

перехода получаем 1
, a 

ио
=== \ [ ( дg +

2 IС) IС
........!..... ] da

2п J r. R ап

или, с помощью (1.3) и (1.7),

 == С дgda+ r,. _d .21tIJ r 41tRJ r
(1.9)

Мы получили интеrральное уравнение, решение котороро пркводит
к известной формуле с.:токса.

Подставляя (1.7) и (1.8) в (1.5), получаем формулу

дg+ + 2:
C

r
3

(0
da===O, (1.10)

которая опре,.t;еляет аномалию силы тяжести через высоты rеоида.

Точно так же (1.6) Aae'f

д
О

U 2 4
.,

1
п

j
'

r r

 ,  дgо + r:   g дgОdа  "  '"'0daдр
2 R R2 2" r

3 "R r
3

.

Исключая отсюда последний интеrрал с помощью (1.10), получаем

формулу

д2

У === 4дя- + 1 
  .,.l r д g  goda

др
2 R R2 2 " J r

3 ' (1.11 )

которая определяет вторую радиальную производную потенциала через
аномалии силы тяжести на поверхности сферы (высота rеоида входит

сюда очень слабо).
Формулу Каландра, которая ,л;ает интеrральную связь между укло-

нением отвеса и высотоЙ rеоида, можно получить из самых элементарных

соображений. Данную точку на сфере возьмем за полюс, а положение

любой друrой определим ее Уf'ЛОI3ым расстоянием <jI от первой и аЗJlМУ-
том IX, отсчитанным от любоf'О фиксированноrо направления. TorAa

1 ас

 R а cf
есть состаВЛЯЮlмая уклонения отвеса в направлении cf, а

r.

r а (

J а 0/
d <f === (11: (о,

о

рде СаШ высота f'еоида для даннои точки, а :rr Аля ее антипода.

Умножая обе части последнеf'О равенства на da. и интеrрируя
в пределах от О до 2'-, получаем:

ПО rJ.

r'
1 ac

d,,7t ['е1 ==
2 R2 !'f cosec а.

1": иф'
с;

(1.12)
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Полученная формула соответствует идее астроиомическоrо ниве-

лирования, при котором высоты rеоида получаются с точностью до

произвольной постоянной. Для I1сключения этой постоянной привлечем
обычное условие

i  dа == О.

а

Путем ИRтеrрнрования по 'Iастям: это условие выразим через укло-
нение отвеса:

2'tc 1t 2п 7t

О == С d а == da С sin 0/ d Ф == d{ С
1t +  o+ cos 0/ d J==

а О О о.., О

1 дС
== 2'1t (С +  o)+ R2 т-- ctg <ji d а.

7t и 
Следовательно,

1 roCС
п
+ СО == 2'1tR2 J u ctg d а. (1.13)

Исключая из (1.12) и (1.13) С 11:, получаем формулу, которая имеет

тот же смысл, что и формула Каландро, но значительно проще ее:

(о ==  J
дС

ctg
:l. dcr

.

4'1tR2jU<ji 2

Поскольку ИСХОАные предпоеылки вывода последнеi'i формулы можно

(1.14)

(}дg
бтнести к дg и

 a   '
по аналоrии с (1.14) имеем:

1 \allg <jiil g
4 7t R2 j a ctg  'i

dcr .

Формулу, обратную формуле ВениНI' Меинеса, т. е. определяющую
аномалию силы тяжести через уклонения отвеса, заданные на поверх 
ности сферы, леrко получить из (1.10) путем интсrрирования по частям.

Действительно, вместо (1.10) можем Nаписать

(1.15)

дg ==  l\
(С (о) ( )

'

dcr ==

2 'It j r
З 2RЗ

===+ ;'It da (C Co)( d ++А зdr2 ), (1.16)

а после интеrрирования по частям получаем:

3"( r "( r д ( 1 r )llg== 2R ('.7t Co)  2-:;Ji)r "72 +4NJ dc;.

Подобным же путем можно получить все ДРУI'ие формулы, связы-

ваЮI,Цие !Clкои-ли60 один элемент rравитационноrо поля с любым друrим,

заданным на всей сфере. Мы оrраничились разбором тех формул, которые
имеют сравнительно большие шансы на их применение. Вывод формулы
Венинr Мейнеса мы опускаем, так как он общеизвестен.
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3. Нормальный потеициал силы тяжести

Изложим решение проблемы Стокса для случая, коrда заданной
уровенной поверхностью является сжатый эллипсоид вращения. YpaBHe 
ние этоrо эллипсоида в декартовых координатах, отнесенное к ero центру,
зададим следующим образом:

х
2 +у2 Z2

а2 + b2=== 1, (1.17)

r,.l;e а большая полуось и Ь малая полуось эллипсоида. Кроме ур?в-
нения поверхности уровня, мы должны считать заданными массу планеты ,'vl
и уrловую скорость вращения ю.

Уравнение эллипсоида (1.17) в криволинейных координатах } Ао6но
выражается через параметры u и v:

у === а Sll1 u COS V,

Z === Ь cos и,

х === а sin u sin и, )
:
I
I

(1.18)

Здесь х, у, z , координаты произвольной ТОЧIШ эллипсоида, '!ричем

параметр v изменяется от О до 27':, а v
  ,от О ДО п.

u представляет собой дополнение до 900 приведенной ШИ ОТD!, а

v долrоту. Если мы в (1.18) а и Ь будем рассматривать как пере-

менные величины, зависящие от параметра zl'

а === с сЬ ш, 1ь === с sh ш, }
( 1 1(".  ,)

то при постоянном w,=.=wo получим урссшение эллипсоида (1.17).
Для этоrо нужно с и ШО определить так:

с
2

а
2

ь
2 1
'1

Ь (l. o)th ШО === I
а

}

Считая W третьим переменным параме1'рОМ, мы переходим от де-

картовых координат х, у, z к криволинейным и, v, ш.

Формулы перехода получаются из (1.18) и (1.19):

х ===
с sin u sin v ch ш, )

.lJ === с sin u COSZJ ch ш, (1.:t!)
z===ccosushw. J

Заметим, что поверхность v === const. ЯВЛЯСТСЯ ш\оскостью;

w === const. ЭЛЛИПСОИДОМ; u === const., rиперболоидом вращсю!я. Рее

эллипсоиды и rиперболоиды сОфокусны.
Образуем частные производные от  екарТОБЫХкоординат 1.;) щ:ншо-

линейным:

дх
.

а-;;
=== с cos u sш v ch ш;

дх.
h

д--; 
=== с SIl1 U cos V с ш;

дх

дш
с sill U sinи sh ш:

ду
д 

:::::= с со!! U cos V сЬ Ф;
ду .'

h
у.

h
д
' ' ===  'CSIn U 5111 v С W;  ===cslП U COS V S 7:0;
'V (JW

az .

а--;;
=== с s1Л U sh ш;

az
== О.

av
'

az
== с cos u сЬ ш

иш
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Отсюда получаем:

дх
.

дх ду
.

ду iJz
.

iJz
 o

ди iJv ди iJv + ди iJv , 1
.. дх

.

дх
+

ду
,
ду
+

fjz
.

iJz
==0

ди iJw ди il.w д 1..1 iJW '

(1.22)

дх
.

дх
+

ду
.

ду +
iJZ

.

iJZ
== о

iJV iJW iJV iJW 'iJV iJW '

(
дХ

)
2

(
дУ

)
2

(
iJZ

)
2

h2
1
==

ди
+

ди
+

ди
== с

2 (сЬ
2
W, sin

2

и),

(
дХ

)
2

(
дУ )

2
Z

)
2

h 2==
,

+ + ==c
2 sin2 uch2

w,2 iJV iJV iJV ;

(
дХ

)
2

(дУ )
2

(
iJZ

)
2

h2
з
==

iJW + iJW
' + GW ==c2(ch2w sin2u)

(1.23)

Из первой rруппы уравнений заключаем, что координатные поаерх-
ности обр зуJOТвзаимно Ор'тоrональную систему. Следовательно, дифе-
ренциал длины линии опреАелится: из квадратичной форМЫ:

ds2 == h2
1 du

2 + h2
2 dv2

+ h23 dw2
, (1.24)

а оператор Лапласа .ыразится известной ФОРМУЛОЙ:

д И ==

1

{ ( h2 h3 iJ.{j
) + ( h1 h3 дИ)+ ( hl h2 дИ)} (1.25)

h1 h2 h3 ди h1 ди iJv h2 OV
. iJw h3 iJw

Используя знаlfения h1 , h2 , h3 из (1.23) получаем уравнение Лапласа
в наших координатах:

д

(
.

h
дИ

)
д

(
Cl12w sin2ujj{j

)ди
slП u С W

ди + OV
,

sin u сЬ w iJv +

+д (si u сЬ w ) == о. (1.26)

Теперь, KorAa подrотовлены все необходимые формулы для избран-
ной криволииейиоJi координатной системы, перейдем к решению интере-

сующей нас задачи.

На поверхности 3)ллипсоида (1.17) потенциал силы ТJlжести W по

условию постоянен и, положим, равен W(}. СлеА-евательно, потенциал
тяrотеиия равен

ш2
ИО

== W(} 2 (х2 + у2)0,

Из (1.21) получаем
(х2 + у2)0 == с

2 sin2
u ch2

Wo, (1.27)
rде ИNдеJ<С О всюду ОТНОСИТСЯ к поверхности исходноrо эллипсоида

w == w(}O

Следовательно, в криволинейных координатах

и(} == w(} ш2 с
2 sin2

u c 2wo . (1.28)

Функция И вне ,поверхности w ==

Wo является rармонической, а на

бесконечности peryлярной. На поверхности W == Wo она принимает

значение Ио, определяемое равенством (1.28).

2 TpYlIbl цнииrАвК. IИ>lП. 42 17



Таким образом нужно решить внешнюю задачу Дирихле при задании

краевых условий (1.28) на поверхности эллипсоида. TOI'Aa мы определим

потенциал ТЯI'отения в любой точке вне ИСХОДНОI'о эллипсоида. Добавив
к нему известный потенциал центробежной силы, получим потенциал
силы тяжести. Дифереl!УИРУЯ последний по ш, поделив на hs и осуществив
после ЗТОI'О предельный переход к поверхности w == 'Шо, получЙм силу
тяжести на эллипсоиде (1.17). Таков в OCHOBHplX чертах путь решения задачи.

Задача Дирихле, как известно, имеет единственное решение. По-

этому достаточно найти I'армоническую и реI'УЛЯРНУЮ на бесконечности

функцию, которая на поверхности w ==
'Шо принимает значения (1.28).

Поскольку краевое условие (1.28) не зав,ИСИТ от v, будем искать

реш'ение задачи в Биде суммы часткых решений вида

An!fn (иНn (ш), (1.29)
при чем каждое частное решение должно Удовлетворять уравнению
Лапласа (1.26): Ф

'fn (w) chw ;и ( sin и
d

'd a») + 'Рn (и) sin и :w ( ch w
d

Фn};:) ) == О.

Это уравнение после разделения переменных примет вид:

1 d

( sinu d,n(u») ==
1

( chw d<pn(W» ) ==k.'Рn (и) sin и du du Фп(W) ch w dw dw

Левая часть равенства не зависит от 'Ш, а

тельно, обе равны одной и тои же постоянной

сит от нас.

В развернутой форме получаем:

d2

"п
+

d 'п
+ k о

du2 ctgu du . 'п=='

правая от и. Следова-
k, выбор которой зави-

(1.30)
d2

'fn + h
d +n k О

dw2
t w

dw 'fn .

Уравнение (1.30) при k == n (п + 1) представляет собою диферен 

уиальное уравнение Лежандра, которому удовлетворяют функции Лежан 

дра Р
п (cos и) первоI'О и Qn (cos а) BTOpOI'O рода.

Следовательно, мы можем принять

'N (и) == Р
п (cos и),

а за частное решение уравнения Лапласа

An<pn(w)Pn(cosu). (1.31)

Теперь  п(ш)должно удовлетворять уравнению:

d

d
2'f +th'Ш d,'Jin  п(п+1Hn 0,
'Ш dw

а частное решение (1.31) должно быть реI'УЛЯРНЫМ на бесконечности.

Функция 'fn(W), удовлетворяющая всем поставленным условиям,

будет определена в конце.

Теперь мы можем положить:

(1.32)

U== АпРn(соsи)о/n('Ш).,

Чтобы удовлетворить краевым .значениям, нужно
определить так, чтобы при 71J == 'Шо (1.33) приводилось

(1.33)

l\Оэфициенты А
п

к (1.28), т. е.

Uо== АnРlIl(соsи) п('ШО)==Wo (j)2c2sin2uch wo'
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ПОСI<ОЛЫ<У
siri 2 и == ; ; Р2 (cOs и),

убеждаемся, что в правую часть (1.33) входят только полиномы Лежандра
нулевоrь--. и BToporo порядка. Поэтому все А

п, кроме Ао и А2 , равны нулю.
Чтобы перейти к потенциалу силы тяжести, нужно к U добавить

потенциал центробежнои силы (1.27).
(1)1

W == Ао '-1'0 (w) + А2 1'2 ( )Р2 (cos а) + '2
с
2 sin2 uch2

w. (1.34)

Таково решение поставленнои задачи. При соответствующем выборе
Уп (w) оно удовлетворяет всем поставленным условиям и, как указы-
валось, является единственным.

4. Формулы СОМИЛЬRва и Клеро

Чтобы из (1.34) получить .lначение силы тяжести, достаточно W

продиференцировать по направлению нормали к поверхности уровня,
т. е. к эллипсоиду (1.17), и положить затем w==wo' Учитывая еще (1.24),
получим:

"(== (
cIW

) == ( } 
cIW

) ===  1,[Ao..v'o(wo)+'дп,
о 113 cIw

о с Jf ch2
Wo sin2

и
'

+ А2 '/1'2 (wo) p (cos а) +ф
2 absin2

u) J (1.35)

Отсюда видно, что закон изменения силы тяжести на эллипсоиде

можно представить формулои

А cos
2
U + Bsin2

u

"(
==

1 I h
2 . 2

'

JI с Wo slП U

rAe А и В постоянные, подлежащие опредеl\.ению.

7t

Полаrая u ==

2' получим силу тяжести на экваторе

В ВС
T== ===  'е sh Wo Ь

а при u == О  Haполюс е

А Ас
"(
     '  .

р сЬ и'о а

Поэтому чер,ез Те И 'Ip можно "( представить так:

,

Т acos2u+"(ebsin2u
"(

===  ,p" """ , ,   ,,,,, :,

.

V а?' cos2
u +Ь2 sin2

u

Если переити к rеоrрафичеСКОli широте", получим:

'1
 , "( 

а cos
2

ч' + "(р bsi,J)2 'f

V а
2
cos

2
'f +62 sin2

'f

Мы получили формулу Сй-мильяна. Эта формула выражает точный
закон изменения силы тяжести на поверхности уровня, имеющеii форму
сжатоrо эллипсоида ,вращения.

(1.36)
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1е и 1р
в этои формуле можно выразить через 00. а. Ь. М (эт сле-

лует из теоремы Стокеа). С Аруrои стороны. М является функцией
1е' 1р' а. Ь.ОО (это слелует из формулы raycca). Следовательно, должна

существовать функциональная зависимость между Ф. а. Ь. 1е и I . Для
установления этой зависимости (формулы Клеро) вернемся к (1.35).

1t

Полаrая и === О и и === ,из (1.35) получим IР и lе:
) 2

Ip== ""Ц Wо[ Аоф'о(wо) + А2 Ф'2 (wo) ],
le== cs wo[ Aotjl'o(wo) ; A2'f'2(wO)+w

2
ab ]

Исключим Wо' ВХОАящее в эти равенства через Ао. причем примем
во внИмание (20.1):

Iра leb===oo2 b A2 '2(wo). I

А2 определяем из (1.33)

Следовательно.

Ь 2 Ь [ 1
1 а t!J', (wo) ]Ipa lе w а

 2b 2{Wo)
.

Остается определить функцию  2(w). Для этоrо

интеrрал уравнения (1.32) при п === 2:

А t.......
1 2 2

1
2  зОО

а

t!J2 (woY

(1.37)

получаем общий

t!J2 (w)== С1 ( ; sh2

w+ ; ) +
+ с{ ( ; sh2

W + ; ) arcctg(shw) ; sh'w ]. (1.38)

Исследуем пО/зедение функции  z(w) на бесконечности. Функция
при С1 возрастает как sh2 w т. е. пропорционально квадрату расстояния.

Функция при С2 при sh w> 1 разлаrастся в ряд

а

sh8
W
+, . . , .

"

Следовательно. эта функция убывает и на бесконечности безусловно
реrулярна. Поэтому, чтобы частное решение (1.29) было реrулярно на

бесконечности. нужно поло.ить С1
=== О.

TorAa

. f2(W)

' 2(w)

1
3shwchw arcctg(shw) 3chW+ hс w

(
3 1

)
3

2'"
sh2

w+ 2'" arcctg (sh w) "2
sh w

Следовательно.
2 [

Зе' + 2е'3 з(1 + е
(2) arctg е'

]Ipa IeЬ ФаЬ 1+ (3+ '2) t ' 3'
.

arcge е
(1.39)

1
"де e'== 

sh Wo

vа
2

ь
2

Ь
представляет собой так называемый второй

эксцентриситет.
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Зто соотношение nозtомrет, зная а, Ь, (j) И 1е, получи'1'Ъ Ур' а, еле-

Аовательно, по (1.36) I ДЛЯ, любой точки эллипсоида. Оно представляет
собою точное выражение теоремы Клеро для поверхности уровня, имею-

щей форму сжатоrо эллипсоида вращения. Разложение ero в ряд при 

водит к обычной формулировке теоремы Клеро:

IP lе +
а Ь ===2 00-2 а

(1.40)
Iр а 2 lе

В заключение :ааметим:, что решение (1.38) уравнения (1.32) можно

полу'шть из таких соображений. Путем замены переменной

7t
.

х=== Wl
2

уравнение (1.32) ПрИ80ДИТСЯ к уравнению Лежандра.
Следовательно,

IjJn (w) ===tC1 РП (sin i w) + С2 Qn (sin i w).

Требование реrулярности на бесконечности приводит к ТОМУ, что C1

!lУЖНО положить равным нулю. При п === 2

Q2 (z) === Р2 (z) arctt:h z
2

3
z,

Фttct 

переменное, не лежащее на отрезке действительнойесли z комплексное

оси OT 1AO+ .
В нашем случае

z === sin w i == i sh w,

ariJ:h z === i arcctg (sh w),
и, следовательно,  \,

. q>2 (w) === С% Q2 (z) === С2 [( sh2
w + ) arcctg(shw) sh w ] i,

что совпадает со вторым членом в (1.38).

rлава 11

rЕОИД НЕРЕrУЛЯРИ3ИРОВАННОЙ ЗЕМЛИ

Стоке доказал, что форма внешней поверхности уровня, заключающей
в себе все притяrающие массы, при известной общей массе и скорости

JЗращения Земли однозначно определяет вели';IИНУ силы тяжести в любой
точке вне этой поверхности или на ней. Однозначность решения обрат-
ной задачи не доказана. Можно только отметить, что до настоящеrо
времени известно единствеННQе решение, именно решениеСтокса. В

последнее время иными методами оно было получено Пицетти [1] (све-
дением проблемы к задаче Дирихле), Джеффрисом [2](уравнение, основан-

ное на применении формулы rрина.), Моисеевым [3] (линейное интеrраль.
ное уравнение, полученное сведением проблемы к внешней и BHy eH-
ней задаче Неймана), Кошляковым [4] (построение функции rрина АлЯ

смешанной задачи теории потенциала), Малкиным [5] и Молодеиским [6]
(линейное интеrральное уравнение, полученное в результате применения
теоремы Нlаля), Идельсоном и Малкиным [7] (метод ДИНИ, тот же, что

у Пицетти), де rрааф Хентером [8] (применение формул rрина, компен-

сированный rеоид).
Друrой путь решения той же задачи оп'ределения фиrуры rеоида

из распределения силы тяжести по земной поверхности впервыенаме-
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чен Джеффрисом [2J. НО Джеффрис имел целью только обосновать

применение редукции в свободном воздухе. Задача определения фиrуры
rCOHAa нереrуляризированной Земли в полном объеме была впервые
поставлена и решена Н. Д. Моисеевым [3]. Позднее Малкин [5] и Мола.
денский [6] также получили формулы для определения фиrуры rеоида

нереrуляризированной Земли, отличные от формулы Моисеева. В связи

с этим на страницах "Астрономическоrо журнала" между Малкиным и

.моисеевым возникла дискуссия [9, 10].
Мы ниже покажем, что все перечисленные формулы становятся

идентичными, если исправить ОАНО место в выводе Моисеева, а резуль-
таты по ним вполне соrласуются со строrим толкованием формулы
Стокса и не ПРИВОАЯТ к каким-либо неожиданностям (утверждение
Малкина f1 О], что поправка за деконденсацию должна вводиться в ДВОЙ-
ном размере и с обратным знаком, неосновательно).

5. Формула Моисеева

ПРИПЦИ!1иаЛLная сторона подхода Н. Д. Моисеева [3] к решению
эадачи определения фиrуры т'еоида нереrуляризированной Земли в крат-
УИХ словах такова. ПоверЮIOСТl'J сферы относимости разrраничивает все

массы Земли на внешние относительно этой сферы и внутренние.

ДОПУСТИМ, что ДЛЯ поверхности сферы известны значения радиальных

rрадиентов потенциала отдельно от внешних масс (схема е, потенциал П ,
радиальный l'радиепт oJ и отдельно от аномалий внутренних масс

(схема i, П
i' Ь;). То!'да из раздельноrо ре,шенил внешней и внутренней

задачи Неимана определятся соответственно значения потенциальной
функчии, обусловленные внешни!У':И и ОТ,II;ельно внутренними массами.

Суммируя оба решения, получаем аномальное значение потенциальноН
rpУНКI!ии 0'1' всех масс Земли и, по теореме Брунса, высоту !'еоида со

Таким обраэом, задача св(' );мтсн к тому, чтобы выразить Ое И Si
через и величины, которые м.;,жно считать известными из наблюдении.
В качестве известных величин Моисеев исходит из "смешанных" аномалий

Прея (   <'lР) И Буrе ( b.B),ПОНИ!У':ая под этими величинами их точные

значения: аномалия Прея есть разность между значением силы тяжести

на поверхности f'СОИ)I;а (реальная Земля, схема е i) и нормальным зна-

чением на поверхности сферы относимости; аномалия Буrе представляет
собои ЭН<1чение тои же разности после удаления всех масс, расположен-
ных ВНС rсоида. Таким образом, величина t,.P в ::со= аР  , ,j.B представляет
, обойрадиальный l радиентпотеНJo. иалаl\iiaCC, расположенных вне rсоида.

Длн ( e на поверхности сферы Моисеев пользуется соотношением

(в ero стап,е [3] формула 4.6):

Ое (1:) ==: дР  ..LlB + 211: k2

fLe С.

Последний член ЭТОЙ формулы учитывает притяжение слоя ПЛОТ-

ностыо i\, расположенноrо между rеаидом и Сферой. Это соотношение,

l(aJ{ уже заметил МаЛ!шн, неточно, В дальнейшем выводе я заменяю ero

более TO'IHbIM:
со п С

3е (1:) == Lll' дВ +4..,k2 !te }:
2п +' 1

.

11===0 .

(2.1)

Здесь последииl член представляет собой точное зн чение "рита-
J:iения конденсированноrо с,лоя масс, расположенных между rеаидом и

Сфсроli, на внутреннюю ТОЧ1Ч сферы (таким образом поrрешность нашеrо

выражения порядка С2
),

Подобным же образом меняется выражение для о;:

(,(L)  -==аН + 47rP Р'е 2: . i;l t
,
. \Cil.

п O

21 
R (2.2)
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\, f>азлаrая  A )и a
i (Е) I'J РЯА сферlftJееких функциit, получаем АЛЯ

 номалиипотенциала схемы е и CXeMla1 i следующие выражения:

\.

Пе(1:)==Пе(О)+R (8 п,

11==1

П. (1:) == R (од п

I

n,""оn+1

(решение внутренней за-

дачи Неймана)

(решение внешней задачи

Неймаиа).

, Теперь по теореме Брунса получаем:

с s:::  е( )+Пi(1:)== (Пi+Пе)о +
т

.

т'

+ 11 1[
(АР  AB)п,   )i+  Tn 1J

I

(2.з)

Orсюда при n == О

и при n -* О

СО ==
(Пi + Пе)О

т

n 1
С == !i [

(дР  b)11 (АВ )п

] .

n+l
п

т
.

n n+1 (2.4)

Заметим, что Салтыков [12], решая уравнение Моисеева, получил
более сложное и, как показано, менее точное (и rрубо неверное при
малых значениях n) соотношение:

Сп" 2

R

22 2

4те

З' [ ( P ДВ)п nд"i
п] .

тeT.n n f.I.

Как и при любом ApyroM методе решения, здесь необходимо, чтобы

выполнялрсь Аополнительное условие обращаласьв О .ункция первоrо
порядка в разложении аномалий: I

з
(дP   B)l==0.

2

TorAa при n > 1 будем иметь:

J.... с ==
( P 2  B)n ( P , B)n

R п n 1' + n(n 1) (2.5)

и, суммируи СП от О до 00, получаем исправленное решение уравнения
Моисеева:

с==со + 4

R r(др 2АВ)S( )dа+4
R

S (дР ДВ)F( )dа,(2.6)те Т J ,тет
'

rде S( ) функция Стокса

P( )== ( 2nn!/ 2n;;1 )Рn (cOS'f)==

==т(l Зсоs )lп(sin +sin2  ) 6sin +1  5соsф (2.7)

 3



* 6. Формула Малкива [5]

в основу ЭТОI'О вывода кладется известная теорема Шаля. rеоид
делит массу Земли на внутреннюю и внешнюю, лежащую вне I'еоида.

Потенциал, создаваемый вне I'еоида всеми внутренними массами, по

теореме Шаля определится через значение силы тяжести на поверхно ти
уровня реальной .Земли. Прибавляя сюда потенциал 'от всех внешних

масс, получим результирующий потенциал от всех масс реальной Земли.
Далее обычным способом, выделяя нормальные значения, переходим к

" u

"смешанным аномалиям силы тяжести и к аномалии потенциальь:ои

функции. ИнтеI'ральное уравнение получается вначале ,oTHecCHHbIN к

поверхности I'еоида, а затем преобразуется к поверхности сферы.
Результат, в обозначениях Моисеева, получается следующий:

С===2С + l  _ .J 6.P
da+

3R r Cda
,е

2ч J r 4 7t J r

I'Ae (e смещение уровенной поверхности от притяжения масс, находя-

щихся вне rеоида.

Переходя к Сферическим функциям, получаем соотношение:

( ===2 (С )
2R (ДР)п

+
3

сп е п

j 2п + 1 2п + 1 п

или

п 1 R ( P)п
Сп 2п+ 1

=== «(е)п
"1 2п+ 1

.

условие, накладываемое на Сферические функции первоI'О порядка:

R
«(е)l ===

зт-- (ДР)l ,

кроме TOI'O,

R
+ (О === «(е)О + (АР )0',

"[

При п 1- 1 имеем

( ===

2п + 1
«( ) !i.. (дР )!!.

п
п l еп

"[ п l'
(2.8)

,

Суммируя все (п от п === О АО п === 00, получаем:

C===(o+2(e 2(Ce)1+4 1 ( дP+31Се )S( )da 2(Ce)0 (2.9)

7. Сравнение формул Моисеева и Малкина

Для этоrо, очевидно, нужно установить связь между величинами Се
(Малкин) и д-Р  B(Моисеев), так как различие формул сводится к тому,
что, кроме аномалий Прея, у Малкина еще считается известным потен 

циал, вызываемый внешними массами, а у Моисеева радиальный ['ра-,
диент этоrо потенциала на "внутреннюю точку.

Решая внутренню задачу Неймана при заданных значениях дР дВ,
очевидно, получим соотношение

.

(С ) ===
(д-Р АВ)п

. !i
еп

п,. "[
при п j. О. (2.10)
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Теперь основное соотношение между сферичесКИМИ функциями (2.8),
получающееся из формулы Малкина, после исключения ( e)nприведется
к такому виду:

( ==.в.. 2 п+ 1
(дР АВ)  ..

R (дР )n
== !i [

(дР  2ABlп+(AP АВ )n

]n

,п(п l) n., п l , п l п(п l)'

что в точности совпадает с результатами Моисеева, см. формулу (2.5).
Последнее соотношение можно записать также и в ином виде,

исключая. АР:

2,
R ( дB)n+ R'«(е)n

 n== (Се)n + 1, п 

(2.11)

или, суммирtя по всем значениям п, кроме п==l, получим в иитеrраль-
ной форме:

 ==(e «(e)l+4 , ( AB+2 (e) (s(?) ; )dcr ,

....

(2.12)

rде s(?) функция Стокса.
Это решение, очевидно, можно интерпретировать следующими опе-

рациями:

1) Все массы, находящиеся вне rеоида, убираются. В связи с ЭТИМ

в наблюденные значения силы тяжести вводится точная поправка Буrе
(с учетом рельефа всей Земли). Заметим, что редуцирование силы тя 

жести к поверхности rеоида должно производиться с учетом аномалий

вертикальноrо rрадиента СИЛf!l тяжести, при чем вычисление этих aHO 

малий должно выполняться по карте изоаиомал Буrе. (Здесь, ПОВИАИМОМУ,
неизбежен процесс последовательных приближений). Таким образом бу 
дет получено  дв.

2) Редуцирование силы тяжести производится на поверхность уровня,

соответствующую деформированному rеоиду после удаления наружных

масс (поправка 2 Се)'
З) С полученными таким образом аномалиями Буrе на дефОрмиро-

ванном rеоиде вычисляются IilЫСОТЫ rеоида Буrе по формуле Стокса.

4) После этоrо учитывается поправка Се «(е)l за деформацию rеоида

в результате удаления внешних масс (переход от реrуляризированной к

реальной Земле).
Здесь мы, исходя из последней формулы, получили совокупность

операций, подобную той, которая указана де rрааф Хентером при исполь-

зовании изостатических аномалий (роль "rеоида Буrе" там иrрает "ком 
u "

) Впенсированныи rеоид. сущности rоворя, все это вытекает непосред 
ственно из CTpOrOl'O толкования формулы Стокса.

Изложенная выше проrрамма действий для определения высот reo-

ида приведена нами тол.ко для характеристики формул. Очевидно, с

практической стороны она нерациональна. Если определять фиrуру
rеОИ;J;a подобным методом, то лучше пользоваться методом инверсии
или конденсации,

8. Формула МОЛОАеВСlЦЭrо [6]

Формула Молоденскоrо от разобранных выше формул по существу,
конечно, отличаться не может. Отличие может быть только по форме.
А это отличие заключается в том, что она ближе по 'своей форме к

классической формуле Стокса, нежели формулы Малкинаи Моисеева.
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ВЫВОАе МОЛОАенСJ(оrо наиболе i'lа.жhЫМ являеТtя ТО, что он о?ра1'ИЛ
внимание на необходимость учета аномалий вертикальноrо rрадиента
силы тяжести и делает попытку более точноrо вычисления аномалий Прея.

Фор улыМОЛОАенскоrо опубликованы, в таком виде:

1 дР + р з

fC=== 
2

da+
4 R

 da,rAe AP+P===g "(+
'1':1 r '1':

.

r
'

rdR r (
R2

't r

)+2"( Jp+Q; Q===4'1':k J f1e
R2 ,:;- 1 dR (2.13)

Заметим, что решение этоrо уравнен!'fЯ, Аанное автором в таком

виде:

с === 4;"(R ( дP+Р)S(Ф)dа
, (2.14)

CTporo rоворя, неверно, хотя степень приближения этоrо реше.ия к

точному практически, вероятно, достаточна (упрощение допущено в

поправке за деконденсацию в Сферических зонах).
'

Для плоскоет. имеем cTporoe решение

А go + н (
d

d
g) + 4'1': k2

f1e Т ( arsh ..!:! Н

) da .

C=== 2:"(
.

Zm

r

r r

Формулу (2.14) нетрудио уточнить.
Основное соотношение между сферическими функциями (2.5) леI'КО

приводится к такому вltду:

( AP 2дB+"(Се)
C==

R
".  "

""( п 1.

которому соответствует следующая интеrральная формула:

 ===4 "( [ AP 2дB+ e] [s( ) ; 1 d . (2.15)

Для практических целей, если составить специальные таблицы, эта

форма, вероятно, окажется наиболее удобной.

о 9. Сра.в.вне DpJllIorO метода решеВВJl ("вереrУЛJlрв..,оваввой
Земли") с ме'ОА8М КОВАевсацвв

Итак, формулы Моисеева, Малкина и Молоденскоrо приводят к

общему соотношению меЖАусферическими функциями:

"( (AP 2AB)" (дP дB)n'
R Сп

п 1 +
п (п 1)

'
/

при чем

(АР АВ )n ==..1. (' )
п R "е n.

Введем величины:

(АР в)С радиальный rрадиент притяжения конденсированных внешних

масс на внутреннюю точку;
(Се)" смещение уровенной поверхности от кокденсированных внешних

масс.
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Очевидно, что

пН
(tJ. P )С == 41t k2 'L -  

В п
.

'1', 2п + 1

Преобразуем Сп следующим образом:

k (п l)Сп == (-,----- дР)п,+41t Р!"еНп+[дР В  (APв)е ] п+

+[(n 1)(Ce C/I)n+2(CeiC/)n]'k .

СУММИРУЯ все значения Сп ОТ п == О до п ==
со (С1

== О),

ПОЛУЧИМ, переходя к интеrральной форме:

C==(e (ee «(e CCe)l+4 11 [ AP+41tP!"eH+
<%

+дPB (APB)e+2(Ce CCe)l] (s(",) ; )da . (2.16)

Пользуясь формулой Брунса, получаем:

АР +41tP!"eH== дgо+Н(
д

:xg )m,
1

(
д дg )при :ем 21 т  peДHeeзначение аномалии средней кривизны на

участке Н, от поверхнос и rеОИДа до физической поверхности Земли.

Теперь имеем окончательно:

c   'Ce (e" (Ce Ce")1+4 11 [ !J.go+H ( iJ, g)т+дРВ (АРв)е+
+ 2(Ce Ce")I] (s(.y) )da . (2.17)

Это решение СВОДИТСЯ к следующим операциям:

1) В аномалию Фая ВВОДИТСЯ поцравказа аномалию вертикальноrо
"'

rрадиента силытяжести Н (
д

:zg ) т И за конденсацит внешних масс

дР в (дР в)С .

.

2) Редуцирование' силы тяжести проИЗВОДИТСЯ к поверхности rеоида,

деформированноrо в результате конденсации наружных масс

( член
2 (Се k!:e

C ) 1.).
3) С исправленными после указанных операций аномалиями вычис-

ЛЯЮТСЯ высоты rеО,Ида по формуле Стокса.

4) В окончательный результат вводится поправка за конденсацию

внешних масс [Се С
е

е

 (Ce се еЫ.
Последняя поправка, вопреки замечаниям Малкина, вводится с ее

естественным знаком (10]. ,

Полученный результат совпадает с то койзрения А. А. Михайлова [11].
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io :!ы в о А ы 

Из разбора формул, выведенных для нереrуляризированной Земли,
и их сравнения с формулой Стокса мы приходим к следующим выводам:

1) Все эти формулы, после исправления формулы Моисеева, оказы. 

ваlOТСЯ между собой тождественными при cTporoM толковании входящих
в них величин (например, АР, дР В У Моисеева,дР,  e У Малкина).

2) Они приводят К процессу вычислений высот rеоида, который
можно интерпре'1'ирова'I'Ь той или иной формой реrуляризации Земли.
Этот процесс складывается из следующих основных операций:

а) вычисление аномалий силы тяжести, соответствующих данному

меТОАУ реrуляризации;
,

б) приведение силы тяжести к уровню rеоида ,реrуляризированrюй
Земли;

в) вычисление высот реrуляризированноrо rеоида по формуле Стокса

и, наконец,

r) исправление результата поправкой, уч тывающейизменение вы-

CO'I'bl rеоида вслеДС'I'вие peryляризации Земли.

3) Реl'уляризация Земли, КО'I'орая должна п едшествоватьпримене-
нию формулы C'I'OKCa, может выполняться любым методом: конденсацией
наружных масс на поверхность rеоида, простым их удалением методом

инверсии, распределением наружных масс между поверхностью rеоида

и иизостатической поверхностью". Если правильно получено значение

СИЛQI тяжести на поверхности rеоида реrуляризированной Земли, то фор 
 улаСтокеа определит форму этоrо rеоида. Если после этоrо правильно

будут учтены деформации rеоида, возникшие в результате реrуляризации,
то конечный результат фИl'ура I'еоида реальной З мли должен по.

лучиться одним и тем, же, независимо от выбора пути решения этой

задачи.

4) При исследовании фИl'уры rеоида в ropHblx районах учет аномалий

веР'I'икальноrо rрадиента силы тяжести является обязательным. Вычис-

ление этой поправки должно производиться на основе фактическоrо рас-
пределения аномалий силы тяжести. Замена фактическоl'О материала
какой-либо rипотезой, напр., изостатической, иноrда может ухудшить

результат (например, в Крыму).

rлава III

ФИfУРА РЕАЛЬНОЙ ЗЕМЛИ

f 11. РеАУКЦИИ на rеоид. Сравнение методов, изложенных в rл. I'и 11

Ни один из вопросов теоретической и прикладной I'равиметрии не

привлекал к себе TaKOI'O внимания, как вопрос о редукции силы тяжести

к уровню моря. Этому вопросу посвящены ,сотни работ, трактующих
el'o с разнообразных точек зрения. К способу редуцирования силы тя-

жести I'еодезисты, l'еолоl'И и I'еофизики предъявляют разнообразные
требования, вытекающие из особенностей разрешаемых ими задач. В
связи с этим предложено значительное число методов редуцирования,
каждый из которых обладает известными преимуществами и недостатками,

более или менее существенными в условиях той или иной конкретной
задачи. При оценке этих методов ПрИХОДИ'I'ся принима'I'Ь во внимание

целый ряд обстоятельств, начиная с соображений теоретическоl'О порядка
и кончая чисто практическими мотивами, связанными, например, -с со-

временной. точностью I'равиметрических пунктов, их распределением, с

объемом ВЫЧИСЛИ'I'ельных работ и пр. Мы не имеем возможности осве-
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тить этот вопрос всесторонне и в дальнейшем будем исключительно

иметь в виду ту сторону ero, Fюторая связана с задачей изучения формы
и размеров Земли.

При таком оrраниченном подходе рассматриваемый вопрос становится

частью проблемы Стокса, и с принципиальной стороны ero решение пол-

ностью должно вытекать из решения этой общеti проблемы. Но путь реше-
ния может быть выбран далеко не единственным образом, и этот выбор
должен быть подчинен соображениям, вытекающим из современных тех-

нических, производственных и вычислительных возможностей.
Возможны два пути для уяс;ения принципиальной ,стороны вопроса

о редукции силы тяжести. Первый путь, являвшийся до по('леднеrо Bpe 

мени rлавным и почти единственным, берет свое начало от Стокса. Он

характерен тем, что с caMoro начала условия задачи упрощаются тем,
что вместо реальноti Земли рассматривается Земля, у которой массы,

лежащие вне rеоида, тем или иным способом перемещены во внутрь

rеоида или на ero поверхность. TorAa всюду вне rеоида потенциал ста-

новится функцией реrулярной. Таким образом, исходным объектом ис 

следования является реrуляризированная Земля, а способ реrуляризации,

определяет метод редуцирования силы тяжести к уровню моря, Можно

сказать иначе: заданным здесь можно считать метод редукции, а иссле 

дованию подлежат связь редуцированных значений силы тяжеO'fИ с формой
rеоИда, вывод необходимы .добавочных поправок, учитывающих началь-

ное упрощение задачи, ДОСТоверность результата.
Второй путь, впервые намеченный Джеффрисом в 1932 {'. и раз-

витый в работах советских ученых, изложенный нами во 11 rлаве, харак-

терен тем, что рассматривается реальная Земля, без предварительной
реrуляризации ее. Идя по этому пути, можно не задаваться заранее

определенным типом редукции и даже не считать этот вопрос отдель-
ным и самостоятельным. Те операции, которые нужно выполнить с

измеренными значениями силы тяжести, чтобы получить высоту rеоида

или уклонение отвеса, или друrой какой-либо элемент rравитац онноrо
поля Земли, при такой постановке вопроса должны вытекать из построения
исходных уравнений и их последующих преобразований. Этот путь
позволяет rлубже понять существо проблемы и выявить такие поправоч-
ные члены, которые иначе MorYT остаться незамеченными.

Но при более внимательном рассмотрении обсуждаемоrо вопроса

обнаРУЖИlilаioтся такие моменты, в результате учета которых {'рань между

проблемами "реrуляризированной' и "нереrуляризированной" Земли
значительно стирается и выявляются слабые стороны BToporo, казалось

бы, лучшеrо метода.
К построению уравнений, определяющих фиrуру rеоида нереrуля 

ризированной Земли, привело стремление к уточнению формулы Стокса.

Проведенный нами в предыдущей rлаве анализ этих уравнений пока-

зывает, что они MorYT быть интерпретированы той или иной формой
реrуляризации Земли. При такой интерпретации реrуляризация входит
как промежуточная стадия вывода, а все связанные с ней обстоятельства

должны последовательно учитываться как в стадии перехода от реаль-
ной к реrУЛlIризированной Земле, так и при обратном переходе. Чтобы

конкретизировать и сократить дальнейшие рассуждения, перечислим и от-

метим буквами последовательность тех операций, которые должны выпол-

няться при реrуляризации конденсацией масс на поверхность rеоида:
А. Переход от реальной к реrуляризированной Земле, в результате

KOToporo должны быть получены значения ускорения силы тяжести на

внешней уровенной поверхности реrуляризированной Земли.
Сюда входят следующие операции:

. а) в измеренные значения силы тяжести, относящиеся к точкам

физической поверхности Земли, вводятся поправки, учитывающие изме-

нения в результате койденсации;
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б) определяется смещение rеоида вследствие конденсации масс,
чтобы получить расстОяние точек физической поверхности Земли от

поверхности rеоида реrуляризированной Земли;

в) располаrая предыдущими данными, устанавливаются значения си-

лы тяжести на уровенной поверхности (rеоиде) реrуляризированной Земли.

Б. Определение формы rеоида реrуляризированноii Земли по фор-
муле Стокр.

В. Возращение к rеоиду реальной Земли (путем учета ранее полу-
ченных деформаций rеоида вследствие ,конденсации масс).

Сколько нибудьcTporoe выполнение указанных операций связано с

большими принципиальными (и тем более практическими) трудностями,
которые мы кратко отметим в последовательности перечисленных опе"

раций. ПреЖ4е Bcero, для выполнения опера ий..Аа" и ..Аб" нужно знать:

1) плотность в каждой точке для всех масс, которые находятся вне

rеоида;,. .

2) действительную форму физической поверхности Земли и peryля-

ризированноrо rеоида.

Допустим, что первое нам известно, а второе в этой задаче или

пренебреrаемо, или учитывается последовательными приближениями.
TorAa можно перейти к операции ..Ав". Эта операция не возникла бы,
если бы рещалась краевая задача с заданием краевых условий на физи-
ческой поверхности Земли. Следовательно, указанная краевая задача и

операция "Ав" эквивалентны и' одинаково трудны. Операция "Ав" должна
привести к построению такой совокупности краевых значений на уро-
венной поверхности, которая длявнешнеrо пространства определит те

же значения потенциала, что и исходные краевые значения на поверх-
ности Земли. Эту задачу можно пытаться решать методом аналитическоrо

продолжения потенциала из внешнеrо пространства в ту область, кото-

рую до реrуляризации занимали внешние притяrиваioщие массы. Однако,
приемлемых способов решения этой задачи неизвестно. Можно только

предполаrать возможность  eeрешения последовательными приближе-
ниями, заранее мирясь с .медленной сходимостью этоrо процесса в rop-
ных р'1\йонах Земли. Сама возможность аналитическоrо продолжения

не вызывала бы особых сомнений, если бы притяжение масс, подверr-

нутых lI:онденсации, было учтено полностью, а для этоrо опять необхо 

димо знать плотность притяrивающих масс в каждой точке ,вне rеоида.

Однако и здесь приходится оrраничиваться принятием некоторой постоян-

ной средней плотности не,ТОЛЬКО для облеrчеция вычислений, но и по.

TOMt, что с нужной полнотой r'еолоrическое строение даж.е интере-

сующих нас поверхностных слоев земной коры известно только для

отдельных, и притом небольших, районов. Но в этом случае возможность

аналитическоrо продолжения потенциала становится более чем сомни-

тельной; Все зто приводит к большому осложнению проблемы и вносит

в нее значительную неопределенность.
Может показаться, что указанные осложнения вызываl9ТСЯ тем, что

уравнения, выведенные для нереrуляризированной Земли, здесь интер-

претируются посредством промежуточной реrуляризации. Казалось бы,
что структура уравнений, построенных для нер rуляризированщ>йЗемли,
снимает наиболее трудную операцию "Ав". Однако кажущееся упрощение
заАачи обусловлено тем, что в эти уравнения входит сила тяжести в

точках поверхности rеоида.Считая ее известной, мы предполаrаем опе-

рацию "Ав. уже выполненной, чем и вызывается кажущаяся простота урав-
нений, На самом Аеле сила тяжести на поверхности реальной Земли

,

весьма сложно связана с измеренными значениями силы тяжести и rеоло-
\.

rическим строением земной коры. Редукция Прея в ее простейшей форме,
KorAa не учитывает яаномалия второй вертикальной производной потен-

циала, явно не достиrает цели, как это следует из рассмотрения "ро-
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стеitших примеров. Даже предполаrая известным (измеренным) вбли-

зи поверхности Зе ли,мы должныI с большой осторожностью пользо-

ваться этой величиной для редукции (вследствие прерывности вторых
производных потенциальной функции, сильной подверженности их местным

возмущениям, учитывая возможность расходимости ряда, выражающеrо
разложение редукции, и пр.). Если мы можем в крайнем случае считать

известными плотности внешних масс, то никак не можем отнести это

и к внутренним массам. А в таком случае, чтобы при редуцировании
силы тяжести учесть аномаJUШ плотностей внутри rеоида, вряд ли можно

обойтись без 'промежуточной реrуляризации, которая ПОЗВОЛИ1' или ИС'
,

.

i}g
,

'пользовать измеренное значение
i}z

(если бы такое измерение оказалось

возможным, но и в этом случае послесоответствующих исправлений и

с большой осторожностью), или перейти к указанной равее операции "Ав".
Таким образом, УКЗЗЗИИblе осложнения присущи самой рассматри-

ваемой проблеме и сохраняются при любой трактовке уравнений, выве-

денных для определения фиrуры rеоида нереrуляризированной Земли.
В той постановке вопроса, с которой мы начали, они проявляются только

В менее завуалированной форме.
Нельзя не соrласиться с изложенными затруднениями, но может

показаться, что они носят более теоретический, чем практический xa 

;рактер, так что иrнорирование их не приведет на практике к заметным

ошибкам. С этим в известной степеии можно соrласиться, KorAa речь

идет об исследовании фиrуры rеоида в местах равнинных. В ropHbIX
же районах оrраничение обычной формой редукции Прея означает пре-

небрежение основным фактором, уточняющим элементарную трактовку
теории Стокса. TorAa не будут иметь особоrо смысла и .!3се дальней 
шие уточнения, достиrаемые в теории нереrуляризированноii Земли.

При более детальном подходе к рассматриваемой проблеме обна-
руживаются новые трудности. Обычно принимают, что известны высоты

мест наблюдения точекфизической поверхности Земли относительно
rеоида. Однако, из нивелирных работ, проводимых на поверхности
Земли, непосредственно получаются только величины dН элементарные
превышения двух соседних' точек, измеренные с одной установки ниве-

ЛИра, относительно поверхности уровня, проходящей через нивелир.
Чтобы получить элементарное превышение рассматриваемых точек отно-

сительно rеоида, необходимо было бы учесть искривление силовой
линии от поверхн<?сти Земли до rеоида. Если вдоль нивелирноrо хода

всюду измерено ускорение силы тяжести g, то, как известно, этими

данными определяетсятолько разност потенциалов

в

WB WA == gdH
А

Пусть точка А находится одновременно и на поверхности rеоида,
и на поверхности Земли (океац--а), а пре"дыдущий интеrрал берется по

замкнутому контуру по кривoii АВ, целиkом лежа,щей на поверхости
Земли, затем по  силовойлинии ве, до точки rеоида е и, наконец, по

ПОS'ерхности rеоида от е до А.
'

TorAa
в в

WB WA== gdH== gdH== gmH,

А S

(3.1)

I
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rAe Н длинадуrи Ее (или высота В над уровнем rеоида), а gт зна-
чение g внекоторой неизвестной точке линии Ее.

Последнюю величину (gт) можно было бы точно вычислить только

в том случае, если бы столько же точно мы умели вычислять редукцию

Прея для любой точки силовой линии Ее. Следовательно, Бычtfсление
ортометрической поправки в высоту содержит в себе 'l'OT же элемент

неопределенности, который был отмечен для уравнений, определяющих
rеоид нереrуляризированной Земли.

Заметим, что при вычислении ортометрической поправки в высоту
обычно предполаrают:

1) что плотность слоя земной коры выше rеоида известна в'о всех

точках (или предполаrается постоянной известной величиной);
2) иrнорируется аномалия второй вертикальной производной потен-

циала. Кроме Toro, делаIbтся и друrие необязательные предположени ,
которые служат только для упрощения задачи (например, пренебреrают
поправкой за рельеф, предполаrают линейность изменения g с высотой

и пр.). Обычно второе предположение не формулируется, хотя и IIрИНЦИ 

пиально и практически оно наиболее существенно.

При таком упрощенном подходе к вычислению ортометрической
поправки вычислеННo8Iе подобным способом ортометрические высоты бу-
дут являться функцией не только положения точки, но и пути интеrри.
рования, а, следовательно, вряд ли удовлетворительно будет достиrаться
ОСНОВЩ1Я цель введения этих поправок. Таким образом, обычные орто.

метрические высоты при CTporoM решении задачи не MorYT считаться

отсчитанными от поверхности rеоида.

Обратимся к третьей задаче, которую приходится решать при об-

работке rеодезических измерений, именно к редуцированию на поверх-
ность rеоида направления вертикали. Д ференцируя(3.1) по направлению
касательной к поверхности относимости, получим:

в

(
OW

) (
OW

) r og dH
дх в дх с J дх

'

с

rAe g  опятьзначение ускорения силы тяжести в переменной точке си-

ловой линии внутри притяrивающих Масс. Рассматриваемая величина про 

порциональна производной по rоризонтальным направлениям от орто-

метрической поправки в высоту, а, следовательно, неопределенность и

неточность решения предыдущей задачи здесь войдут в усиленном виде:
изменение плотности внешних масс и вариации второй вертикальной
производной потенциала приведут здеср к поrрешностям, которые MorYT
быть MHoro больше тех значений, которые можно получить с помощью

элементарной теории.
Таким образом, во всех задачах, связанных как с уточненным опре-

делением фиrуры'Земли, так и с редукцией измеренных rеодезических

элементов (базисов, астрономических координат, rоризонтальных направ 
лений и пр.) на rеоид или референц-эллипсоид, MbI сталкиваемся с общей
неопределенностью и неточностью, возникающей при продолжении силы

тяжести во внутрь Масс, лежаЩИJi между rеоидом и физической поверх 
ностью Земли. Даже после реrуляризации Земли, сопровождаемой уче 
том истинных плотностей всех масс, задача остается очень сложной,
поскольку необходимо учитывать эффект изменения притяжения неиз'

вестных внутренних масс.

Все указанные затруднения вполне закономерны: они связаны с тем,

что невозможно определить форму rеоида, располаrая только резуль 

татами rеодезических измерений на поверхности Земли. Это следует из

очевидноrо утверждения, что можно указать такие КОНфиrурации масс,
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которые будут создавать ОАинаковые поля тяrотения вне физической
поверхности Земли, но будут развивать различный потенциал на отдель-

ных участках rеоида.
Учитывая изложенные  затруднения,должна представлять интерес

попыт исключения rеоида, как основной поверхности редукции всех

rеодезических измерений.
Если удастся определить форму физической поверхности Земли

и потенциал вне этой поверхности, располаrall только данными, полу.
чаемыми из наблюдений на этой поверхности, то все производственные
и основные научные rеодезические задачи MorYT быть решены без при-
влечения каких-либо rипотез. Такое решение окажется последовательным
и свободным от тех темных мест, которые возникают при выборе rеоида
в качестве основной редукционной поверхности.

Учитывая изложенные соображения, в дальнейших построениях мы

будем исходить только из тех величин, которые можно считать извест-

ными из измерений, выполненных на поверхности Земли. Следовательно,
зад ннымииз наблюдений нужно принимать только значения потенциала
силыI тяжести и ero rрадиента g на поверхности Земли. Значения тех

же величин в точках, занятых притяrивающими массами, неопределимы,
поскольку мы не привлекаем к решению задачи какие-либо rеолоrические

сведения. Поэтому краевые условия задачи должны задаваться на поверх 
ности Земли.

* 12. Переход в формуле rрииа к производным по направлениям

координатных ливнй

Для облеrчения чтения формул, которые будут выводиться при

дальнейшем изложении, мы составим таблицу основных обозначений,
которые будут употребляться в Этой rлаве. Далее в тексте эти обоз-

начения будут пояснены более подробно. Нам придется иметь дело с

величинами, заданными на трех поверхностях:

1) на поверхности Земли 51, форма которой неизвестна и подлежит

определению;

2) на вспомоrательнои поверхности 5, которую, как увидим, можно

будет считать известной;
3) на поверхности относимости 50' которая является поверхностью

уровня нормалыюrо потенциала. Кроме Toro, некоторые величины будут
относиться к исследуемой точке ("ауфПункту").Одни и те же величины

будут обозначаться одинаковыми буквами, а индекс у'кажет, к какой

поверхности они отнесены. Надстрочные штрихи будут отмечать, что

данная величина относится к поверхности 51 и зависит от неизвестнон

формы поверхности Земли; н.адстрочная черта,  aKправило, будет обоз-

качать функции, относящиеся к элементу соответствующей поверхности

интеrрирования и зависящие от переменных интеrрации.
Таким образом, получим следующую таблицу:

EI'O обозначение

и следу-I
в переменной тgчке

еМои точке на S' на S на So

Обозначаемый элемент

I

1. Криволинейные координаты .1 9, 91, Ч2

2, Астрономические (или I'еодези-
I

чеСlше) криволинейные коорди-
наты . . . . . , . , . . " ч

О
1, 90 

q;, ч'1, Q'2 Ч, Ql, Ч2 ч==О; Ч1, Ч2

ч
О
1, q

0
2

З. КоЭфициенты первой квадра-
тичной фОрМbI . . . . .

. . . I h', h'l. h'2 h, h 1 ,
h2 I hO

,
h01 . h0

2
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Обозначаемый элемент

I Е r

I в ИССАеду- \i емой TO'lKe

pt.'l 
I4. Потенци.л СИЛЫ твжеет.

.Лloноi Земли . . . . . . w

5. ПотеИ;lвал ПРВТЯЖfВВВ реал.-
ной Земли. . . " . , . , . . V'

6. Ускорение с.лы тижеети ре-

альной Земли . . . . . g

7. Нормальиый потенц..л СИЛЫ

'I'lIжести . . . и/

8. Ero rР.Аиевт. . . . . .

9. Возмущающий петенц.ал. .\.

 "('

.Т

10. Расстовиве меЖАУ иселедуе-
мо! в перемеи..й точками . r==O

о о б о s R а ч е и и е

в пере ениойточке
Чi:а S/ на S I иа So

w

17'

g

и/ u const.

 1"  T  "(Q

т

r' r ro

Наше дальнейшее изложение будет исходить И.l фОрМУЛЫ rрина, с

помо,&ью которой Дж-еффрис [2] .доказал необходимость примеиения
редукциИ. В СБоБОАНОМ ВОЭАухе при исслеАо.ании фиrуры rеоида. Но

Джеффрис оrраиичился только ВЫВОАами качественноrо порядка. С рас'

СУЖАениями Ажеффриса у нас общим будет то, что мы TaКJKe БУАем
интеrрироваНllе в формуле rрина вести по поверхности Земли, но инте-

ресоваться будем наиболее точным результатом, KOToporo смож.ем АО-

стиrнуть. Наша rлавная заАача БУАет заключаться В том, чтобы исклю'

чить неопреАелеКJlОСТЬ, связанную с реАУКЦИЯМ:И на rеОИА, и построить

уравнение, связывающее фиrуру реальной Земли, 8 такими функциями,
численное значение KOTQPblX получается из rеодезических измерений на

поверхности Земли.

В примечании к ОДНОЙ из работ [19] Н. Р. Малкина без вывода при-

.едено уравнение, которое решает СХОДJlУЮ .Iадачу. Это уравнение опре-

Аеляет "фиrуру ФИ.lической поверхности Земли по силе тяжести, исполь-

зуемой там, rAe она наБЛ!:(цена без ВСЯКИХ редукций". Но в это уравнение
8ХОАИТ вторая ПI'ОИЗВОАная от потенциала по направлению нормали к

физической поверхности Земли. Интеrрирование по повеРХНОСТfj Земли

искомой функgии ВХОДИТ дваЖАЫ. Таким образом, уравнение это OTHO 

сится К очень слож.ному, неизученному типу и связывает интересующий
нас элемент с функgиями, которые из наблюдений получить невозможно.

Конечно, практичесJCОЙ ценности оно иметь не может.

Итак, БУАем ИСХОАИТЬ из формулы rрина, примененной к потенgиалу
W силы тяжести реальной Земли, вращающейся с уrловой скоростью ш.

1

i [
1 8wr

V== 
4 ,  (w w)1t r Оп

S'

о 1

]
d't

d5' + 2ш2Оп r
'

r"
S'

(3.2)

r 't  расстояниеО.Т исследуемой точки ДО элемента объема d't.

Как было указано в 1 rлаве на стр. 10, при таком написании формулы
rрина исслеАуем:ая точка может наХОАИТЬСЯ и на П8верхности 51 и вне

этой поверхности.
Аналоrичное этому уравнение можно составить и ДЛЯ нормальноrо

потенциала, взяв Аля Hero ту же ,поверхность интеrрирования 5'. Tor,a;a

вторые интеrралы справа будут одинаковы. Образовав разность и .водя
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возмущающий пот.енциал Т(потенциал центробежной силы из Hero исклю-

чится), получим: .

1 r [
1 дТ

.

{j 1

]Т===
4'1t J "7 дп

 (Т Т) дп 7" dS'.

S'

(3.3)

Напомним, Что ЗАесь r' означает расстояние от исследуемой точки

до элемента поверхности dS', а производные берутся по направлению
внешней нормали к физичеСК9Й поверхиости Земли. Последнюю мы

можем считать сrлаженной настолько, чтобы в каЖАой точке она имела

определениые конечные кривизны.
Если бы поверхность 51 была известиа, то написанное преобразо-

вание можно было бы рассматрив тькак интеI:ральное уравнение, которое

дТ
моrло бы служить ДЛЯ определения дп

по заданным значениям Т или

для решения обратной задачи. В наших условиях ero нужно рассматри-
вать как уравнение относительно неизвестной поверхности 5'.

Мы ставим своей целью показать, что урав'нение (3.3) можно при 

,вести к линейному интеrральному уравнению типа ФреАrольма, которое
определит форму поверхности 5'.

Введем в рассмотрение криволинейную ортоrональную систему коор-
Аинат 9, 91' 92' Для определенности БУАем считать ее эллицтической,
имея в ВИДУ получить достаточн е прнближение к фиrуре Земли, но

при желании под q, 91' 92 можно понимать любые взаимноортоrонал  
ные координаты. Пусть 9 === const. есть уравнение эллипсоида в этих

координатах, а 91===const. и 92===сопst. уравненияоднополостноrо и ДВУ-
полостноrо rиперболоидов. Наконец, пусть искомое уравнение физиче 
ской поверхности Земли выражается так:

9 === 9.' (91) 92)' (з.4)
 ,

rAe q  неизвестнаJlфункция 91 и 92
Пусть В этой системе координат квадрат элемента дуrи выражается так:

d12 === h2 d qZ + h2
1 d 1 q12 + h2

z d ч22' (3.5)
Следовательно, через прямоуrольные декартовы КООРАинаты Х, у, z

ICОЭфнциенты h, h1 и h2 определятся известным образом:

I

Рассмотрим произвольную кривую на поверхности Земли. Очевидио,
ДИференциалыее КОРАинат должны удовлетворить уравнению (3.4):

h2=== ( )2+ ( {jy ) 2+ (
{jZ

)
2

д9 д9 д9,

h1
2 === ( ) 2+ ( ду ) 2+ ( )

2

д91 д91 д91'

h2
2
=== ( ) I!+ ( ду ) 2+ ( )

2

д92 д92 д92'

(3.6)

{jq' д((d9 ===

d91 + d92'
д91 д9,

Назовем проекции дИференцнала дуrи dl этой кривой на направления

I<оординатных линий в данной точке чере.. dlo , dl1 , dl,. TorAa из (3.5) получим
dlo

=== h dq,
dl1

=== h1 dQl'

dl, === h, d92'

(3.7)

..
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и, сл довательно,через эти проехЦИИ ypaBHeHl!e (3.7) выразится сле-

ДУЮЩИМ образом:
dlo al( dl1

 ,

aq' dl'1, О
h Oq1 h1 aq'}, h2

. (3.8)

Направление п нормали к поверхности Земли перпендикулярно К

элементу dl, Tal< как он расположен на поверхности Земли. Поэтому
cos (qn) dlo + cos (q n)dl1 + cos (q'},n) dl === О

(3.8) преАставляет собой уравнение элемента касательной плоскости к

ПО8ерхности Земли. Поэтому косинусы уrлов нормали п к поверхности
Земли с направлениями координатных линий в данной точке соответ-

ственно равны:

1
cos (qn) ==

Mh
'

1 aq'
cos (q1n) ===

Mh д'1 ql
(3.9)

1 aq'
cos(q n) Mh Т,'}, q 

rAe

2
1 ( aq' )  ..!..( а<? )

2

м ==

h'1, + h'1,
1 Oql

+ h'1,
2 oq'},

.

Составим выражение для производной по направле'нИlO нормали к

ПQверхности Земли от какой либо функции криволинейных КООРАинат
F q,ql> q'},). Пусть проекции элемента нормали dn. на направления
координатных линий соответственно будут dno, dn1 и dn2, т. е.

Тorда:

dno
== cos (qn) dn == h dq,

Idn1 == cos (q1n) dn == h1 dql>

dn'}, == cos (q n)dn == h'}, dq'},.

(3.10)

aF aF aF, aF

д dn== a dno+ a dnl + a dn2 ==

п по n1 п2

== [  Fcos (qn) +
a

a

F
cos (q1n) +

a

a

F
cos (Ч2п)] dn ==

ипо п1 п 

[
.1 ар 1 aF 1 aF

]===

h aq
cos (qn) + h1 aq1

cos (q1n) +
h'}, aq'},

COS(q2 n) dn.

Принимая во внимание (3.9), получим

aF ( ..!. aF J! aF а";,'  ..!!:... aF aqt ) cos (qn)дп h aq h\ aq1 aq1 h2 aq2 aq2
(3.11)

Рассмотрим элемент поверхности Земли dS', заключенный меж.ду
КООРАинатными линиями ql и ql + d ql' q2 И q2+ dQ!, Из (3.5) следует

dS' cos (qn) == h1 h2 dql dq'}, (3.12)

Теперь из (3.11) и (3.12) получаем:

aF ,

[
1 aF h aF aq' h aF dq' ] dS===  "       2  h1h'1, dq1 dq,дп h aq h1 aq1 dql h'}, dq2 dq'},

,.

(3.13)
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для с6кращения АальнеИших .эаписеit ввеАем АифермциаЛЫiЬJ," 6П .

ратор D (Fq'), определив ero следуJOЩИМ образом:

.., h iJF iq' h iJF дёjiD (F,q ) == 1;: iJql iJq1
+ h2

2 iJq2 iJq2
.

TorAa (3.13) напишется короче:

(3.14)

d5' == [ D (F/z')] h1 h2 dql dq2 (3.15)

так как в соответствии с (3.5)

1 iJF iJF

 h 7iq д,,
' (3.16)

rAe ду есть линейный элем нтвнешней нормал" к поверхности q==const.
в точке с координатами q', q ,q2'

Возвращаясь к формуле rрина (3.3) и принимая во внимание (3.15),
п лучаем:

1 СС [
1 дT , iJ 1 1

T=== 
41t JJ 7a:; (T T)дY7 7D(T,q')+

S'

+(Т т) D ( ;, ,q,)] ht' h'2 dq dq, (3.17)

Таким обраJОМ от производных по нормали к физической поверх-
ности Земли мы перешли к производным по направлениям КООРАинат-
ных линий.

134 Перехо.ц к ивтеrрировавию по поверхвости 5

(иввествой формы)

В уравнении (3.17) интеrрировани.е ведется по поверхности Земли
5', форма которой нам неизвестна и подлежит определению. Теперь
мы намерены перейти к такой новой поверхности 5, форму которой
можем считать известной.

В уравнении (3.17), кроме формы поверхности 5', неизвестными

i't
j1ВЛЯЮТСЯ также функция q' (qlt q2)' Т,

7iY'
а также r', h'1, h'2' которые

зависят от q'.
Прежде Bcero от q' мы перейдем к новой неизвестной <;;, которая,

как увидим, мала по сравнению с qr. Функция -Ч' определена равен-
ством (3.4), причем координата q отсчитывается от эллипсоида, ypaB 
нение KOToporo таково:

q==O.

Введем в рассмотрение нормальный потенциал U (q, q1t q,), опре-

деляемый теми условиями, что для Hero эллипсоид q== О являетс,.

внешней поверхностью уровня, заключающей в себе массу, равную
массе реальной Земли. Уrловую скорость вращения, как и для реальной
Земли, примем равной (J) (TorAa, как мы видели, в возмущающий по-

тенциал не входит потенциал центробежной силы). Поставленные усло 

вия, соrласно теореме Стокса, определяют единственную функцию. Для
случая сжатоrо эллипсоида вращения решение соответствующей задачи

изложено во второй половине пеРВQИ rлавы.
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Как мы уже выяснили ранее, ВЫСОТы точек поверхности Земли ни

над ЭЛЛИПСОИАОМ, ни над уровнем моря, вообще I'ОВОрЯ, нельзя считать

известными. Известны только потенц'иал (с точностью до аДАИТИВНОЙ
постоянной) и величина eI'o I'радиента ускорение силы тяжести.

Из.естная  величина потенциал является функцией трех неизвестных

координат q', q1' q2' Последние две координаты ПРИХОДИТСЯ считать

неизвестными вследствие наличия уклонения отвесной лииии.

Определим УI'лы между направлением силовой линии, прОХОАя:щей

через Аанную точку поверхности Зе ли,и направлениями координатных
линий в этой точке. ,

Путем рассуждений, аналоI'ИЧНЫХ приведенным при выводе формул
(3.9), получим:

1 i}W 1 i}П'!' 1 i}П'!'
cos (qg): cos (q1g): cos (q g)== h ;) :h

:
h

.

иq 1 иq1 2 иq2

Очевидно, что:

( l.. . , ) I+ ( l..
i}W

) 2+ (
i}W

) 2== g2,h i}q h 1 i}ql h2 i}q2

I'де g ускорение силы тяжести в данной точке.
Таким обраЗ0М:

1 i}W
cos (qg) ==

 ;:)'",
g иv

1 i}W
cos(qlg) ===

 ,
,

gh1 i}ql

1 i}П'!'
cos(q'Jg) ===

h ;)""',
g 2 иq2 J

( 3.18)

и аналоI'ИЧНО

I

1 i}и
cos (q')== 1av'

1 i}и
cos (qII) ===

,hl i}q1
'

1 i}и
cos (q2') ==.   .

,h2 i}q2

(3.19)

Положим
 ,

+
с

q q '/('

{'де С новая неизвестная фунция, а q будет определено ниже. Пусть из

астрономических наблюдений для положенИя данной ТОЧКJI мы получили

координаты qOI и q02' которые должны быть исправлены поправками

oq1 и oq2 за уклонение отвесной линии, чтобы получить истинные

координаты ql и q2' так что

О +q1 === q 1 oq1'

q2 === q
0
2 + oq2'

Значение нормальноI'О потенциала в данной точке можно предста 

вить так:

ll
(

,

) И( О 6С> +
i}и

+
i}и , ,i}и

И' q , ql' q2 == q, q 10 q 2) 7h с
7Jq uq1 Т i}q2

oq2 (3.20)
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Функция q нами еще не определе.а; выберем ее так, чтобы BЫ 

'ПОЛНЯЛОСh условие:

U(q, 9
0
н Q20) == W(91' 92) == W(q', q1, 9,). (з.21)

Это условие выражает, что по известному в Аанном месте (из Ha 

блюдений) потенциалу реальной Земли, з'!..ая астрономические координаты

этоrо места, мы вычисляем координату 9 так, как если бы возмущения

потенциала и направления силовой линии не было. Очевидно, такое

вычисление соответствует естественному первому приближению, Korда

\возмущающие члены не учитываются.
/

,

Так как функциональнаJl зависимость [; от всех трех координат
,известна, при чем 9°1 и 9()2 получаются, как сказано, из астрономических
наблюдений, а правая часть (потеициал) из нивелирных и rравиметри-

ческих работ, мы из последнеrо уравнения можем определить q. Поэтому
эту функцию в дальнейшем будем считать известной.

Вспомним определение возмущающеrо потенциала:

Т(9, 91, 92) == W(9, 91, 9,) U(9, 91' 92)' (3.22)

Используя (3.20) и (3.21), получаем:

., дU iJlJ дU
Т (9, 9н 92) == (h'C д91

091
д92

092,

а с помощью (3.19)

Т(с!', qll q,) == Т==, [С cos (q,) + h1 oq1 соз (q1') + h2 aq, соз (q2l)] (3.23)

На поверхности q== о; очевидно, cos(ql) == 1 и cos (q1') == cos (q21) ==0.

Для эллипсоида вращения в любой точке пространства cos (q2l) == о, а

,соз (q11) есть величина порядка нормальноrо искривления силовой линии

с высотой. Как известно, это искривлевие менее 10 9
на 1 метр, т. е.

при любых условиях менее 10 5.Множители же h1
091 и h2 0q, пред-

ставляют собой линейные поrрешности в rоризонтальных координатах,
вызванные уклонением отвеса, и, следовательно, порядок их близок к

порядку С.
.

Поэтому совершенно спокойно мы моще.. принять, что

T(q', 91' q2) ==, «(j, qOH q
02) С,

или короче

Т==,С (3.24)

Подставим это выражение для Т в (3.17) )1 примем во внимание

(3.18) и (3.19). Получим:

,С ==  1t [ ,(g соз (qg) " cos (91») + (r "( IС) :'1 :' +
S'

+ ,: D (1',q') (с"( ,C)D ( ;, , i)] h'l h'2dq1dq!.
(3.25)

Пренебреrая величинами порядка С2
, произведения С на уклонение

отвеса и квадрата уклонения отвеса, можио это уравнеиие значительно

упростить.
Прежде Bcero cos (9g) и тем бhлее cos (9,) отличаются от единицы

на величину порядка квадрата уклонения отвеса и, следовательно, MorYT
быть заменены единицей.

1
Далее, при ;-илиее ПРОИЗВОАНЫХ всюду входят миожители порядка

r
I
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1
или С, или аномалии g j.Конечно,  Tзависит от, и от С в переменной

r

о o o 1
TO'lKe; от 91 и °92; 91 И 92; при разложении в рЯД Тэйлора по

r'
степеням 1: С, С, Oql (91) Oq2 092' все члены разложения, кроме пер-

Boro, можно в соответствии со сделанным замечанием не учитывать, так

как они будут iумножаться на величины порядка С и дадут члены вто-

1
poro порядка малости. Следовательно, мы можем теперь вместо f под-

r

1
u

ставить первыи член разложекия  ,которыи от всех перечисленныхr

малыIx величин не зависит и, следователыю, известен, поскольку для

любой точки с координатами 901 и 9°2 третья координата 9. опреАеле (3.21).
На том же ОСfюваllИИ в третьем и четвертом члене можем 9' заме-

нить на q, а h'j и h'2 на h1 и h2 .

Теперь вместо формулы (3.25) получаем;

1

\ [g ? ( 1"

)
iJ 1 1

( )'C== 4
, +'1 C 'I"   +  D'1 С, 911:

r ду r "

'5

 C{[ 1C)D ( ; ,q) ]hl h2dql q2 (3.26)

в точках поверхности 5' g получено из наблюдений; но l' неизвестно.
Остается установить зависимость r' от со

Очевидно,
\

r{q +k' qU1 + oQ1 , q02+0q2) T(q, qOl' q
02)+' +

аl аl+
aq1

oql +
iJq2

0q2 ' (3.27)
I

Два последние члена очень малы (из них второй для эллипсоида

в'ращения равен Нулю, так как в эт мслучае "1 не зависит от долrоты).
Поэтому, беря вместо радиусов кривизны координатной поверхности 9

средний радиус Земли R и принимая во внимание (3.18), можем напи-

сать приближенные соотношения:

h1 091
R а Т

== .в... а (I С)
10 h1 aql 10 h 1 а91

и аналоrично для h2 '092' Используя эти равенства, получаем:

(3.28)

 , +
ar
' D(  r(r  lo).R)'1  Iау 1'-'

Yoh

и после подстановки в (3.26) имеем:

(3.29)

ду 1

уС==  п  [! I CдV+ (yC IC)(
а

д: D (; , 9'))+
5 (3.30)

1 ( R ]+---;D уС ,9+
Yoh

h  Yo) h1 h2 d91 d92 .
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I-la основании' (3.15), посколЬку Т== IС вычисляетсЯ АЛЯ точек по.

верхности S и инте1'рал raycca равен 27t, получаем:

 al 1

rr g I C 
a 

1С == i7t J J [ r

ау

+ 1 [( a D (' ' q) ) +
s

(3.31)

+7D(r[,Q + l h(1 10»)]h1h dq1dq2'
В этом уравнении единственной неизвестной функцией является со

Все элементы неопределенности, которые входили в связи с интеrри-

рованием по неизвестной, поверхности, здесь выявлены и сведены к этой

неизвестной функции, которая должна удовлетворять уравнению (3.31).
Заметим, что r связано той же функциональной зависимостью с

координатами q, q01' q
0
2' какой r' связано с q', q'l> q'2' С этой точки

зрения можно сказать, что мы построили новую поверхность S и перешли
к интеrрированию по этой поверхности.

Поверхность S определяется функцией q (q01' q02); ее можно счи-

тать известной, так как равенством (3.21у она однозначно связана с

потенциалом W, который получается из нивелировок и 1'равиметри-
ческих наблюдений; q01 и q02 Mo1'YT определяться из астрономических
наблюдений,

Уравнение (3.31) является инте1'ро-диференциальным. Далее мы по.

кажем, что оно мОжет быть приведено к линейному инте1'ральному урав.
нению типа Фредrольма с неСИМl\iетричным ядром. Если окажется, что

это уравнение имеет решение и притом единственное, то из это1'О будет
следовать, что фИ1'ура реальной Земли может быть определена из сово-

купности 1'равиметрических, нивелирных и астрономических работ, при
чем никаких ДРУ1'их результатов наблюдений для решения этой задачи
не требуется.

Все наше рассуждение шло в предположении, что нам известны только

астрономические координаты; но с таким же успехом под qOl и q
0
2 можно

понимать 1'еодезические координаты. To1'Aa oq1 и oq2 будут представлять
собой разности между 1'еодезическими и истинными координатами и будут
зависеть от элементов размера и ориентировки референц-эллипсоида.

Формула (з.21), опредеЛЯ19щая q, сохранит свое написание, но изме-

нит смысл, ибо q
O
l и q02 теперь будут 1'еодезическими координатами.

Вычисление высот по ней с успехом может исключить обычные орто-

метрические поправки в высоту. Формула (3.24), конечно, не изменится.

Вместо (3.28) получим:

aN
h1 oq1 == R 

h д
'

1 q1 (3.32)

aN
h2 oq2== Rhд'2 q2

l'де N расстояние от нашей поверхности относимости q == о до 1'eoAe-
зическо1'О референц-эллипсоида. Поэтому вместо (3.29) будем иметь:

аl R
1'==I+7hC hD(N,1), (ЗЗ3)
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Следовательно, в (3.31) под знак интеrрала вместо члеflа.

+ D (r [,q+r (r ro))
мы должны включить следующий член

1
(

R

7D N,r)T (3.34)

Интересно отметить, что рассматриваемый поправочный член внесет

в g сферическуlО rармонику TpeTbero порядка; если уrол между эллип-

соидами в какой-либо точке Земли может достиrать 10", то соответствую 

щая ошибка в , может превысить 0,6 метра.
'

Как видно из приведенных рассуждений, этот член получается по-

тому, что нормальное значение силы тяжести вычисляется по aprYMeHTY
систематически неверной (rеодезической) широты. Различие в системе

rеодезических координат отдельных континентов может, с этой точки

зрения, внести новые Эффекты, влияние которых на уклонение отвесной

линии должно быть исследовано, так как оно может оказаться более

существенным, чем влияние на С

14. ВЫВОД линеiiноrо интеrраЛLноrо уравненни ДЛИ С

Чтобы перейти от интеrро-диференgиальноrо уравнения (3.31) к ли-

нейному интеrральному уравнению, нужно из (3.31) исключить произ-

водные от r [ по координатам q i И q2"
Чтобы сократить написание формул, мы будем ",сходить из нераз-

BepHYToro (и притом вполне точноrо) уравнения (3.17) Аля возмущающеrо

потенциала Т и уже после необходимых преобразований перейдем к

единственной неизвестной функции С подобно тому, как мы выполнили

это в предыдущем случае.
Итак, исходное уравнение будет таково:

1 r r [
1 о Т

(
о 1 1 (7 )Т ===

41t J J "7 7iY
Т т) 7iY --;:;- 7

D \. Т, q' +
S'

+ ( T 'Т)D ( ;, ' l')] h't h'2 dq1 dq2
(з.35)

Входящий в Hero оператор D включает ДИференцирование по на-

правлениям, параллельным координатной поверхности q.
Чтобы была возможность преобразования оператора D интеrриро'

1
ванием по частям по переменным q1 или q2, нужно рассматривать Т и I

r

как функуию только этих двух координат, перейдя к производным по

направлениям, параллельным поверхности 5'. В частности, условимся

dT
символом

d
обозначать дИференцирование Т по q1 при условии

, q1

9 q' (91) 92) и 92 === const., т. е. диференцирование по направлению каса-

тельной к поверхности 5' в плоскости 92 === const. TorAa получим сле 

дующее тождество:

dT
===

оТ
+

оТ og;
d91 09r' 09 091

(3,36)

и аналоrичные выражения для производных по второй координате и для

1

функции 7.
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По аналоrии с (3.14) опреАелим оператор D ( T,q;):

D ( T:it) === Л d Т а q'
+

dt aq;
Л\ dqj iJq1 h 2 dq2 aq,

(3.37)

D ( T,q' )

. (з.38)

Тождество (3.36) устанавливает связь меЖАУ операторам и

и Jj (т.<?):

D ( Tii')== D ( T,ii') aд D (q',q')

Теперь вместо (3.15) получаем:

aF [f)F ( ( ) ( )Jдп
dS'==

7j-Y l+hD q',q')  DF,q' h'l h'2 dql dq2

Заметим, что из (3.9) и (3.14) следует, что

1 + h D (q', q;) == sec
2
(q,n)

aF
Поэтому для ап

напишем Apyroe выражение:

(3.39)

(3.40)

aF [aF ( )]дп
dS' ==  sес2(q,п) D F,q' лr1 Л' dq1 dq2 (3.41)

Возвращаясь теперь к формуле rрина и используя формулу (3.39)

1
u

для Т и ' " можем представить ее в криволинеиных координатах в сле-
r

 ющ  м:
1

1

S 
"'

[(
1 д т 7) (  ' '»)т==  .    (T   ,т)а 1 + hD (9,q

4тс r' д доу
S'

\,

} D(T,it)+CТ T) D ( ;, ,9')] h\h'2dqld9, (3.42)

1
Напомним, что Т и 7" при диференцировании по 91 и q2 теперь

считаются функциями только этих переменных; ..иференцируются зна 

чения указанных функуий на поверхности Земли.
Введем в рассмотрение второй АиференциаЛIaНЫЙ оператор, опре-

делив ero следующим образом:

[
()

(
ЛЛ2 ()F

)
()

( ЛЛl
f)F

)]
1

6.2 F==;=
f)q1 т: f)q1 + f)q2 7;; f)q2 Л1 Л,

Очевидно '

(3.43)

1 д

( Л1Л2 aF

)Д2F===hдF Л1Л2 aq aq ,

(3.44)

rAe д оператор.Лапласа. Последнее соотношение следует из известноrо

выражения для оператора Лапласа в криволинейных КООРАинатах:

1

[
д

(
Лl h2 aF

)
f)

(
ЛЛ2 aF

)
д

(
ЛЛ1 aF

)]дF=== ЛЛ1Л2 д9
"

h fjq + aq1 --т;; aq1 + aq, Л2 fjq,
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Принимая во внимание 6ПРеАеАени операторов 'i5 (з.37) и А2 (3.44),
убеждаемся в справедливости тождества

Д2 (FФ) === FД2Ф +ФД2F+ 2D (F, Ф), (3.45)

Пользуясь интеrрированием по частям, преобразуем интеrраЛ

 rD (F,Ф)h1h2dq1dq2'
S

8ЗЯТЫЙ пQ всем значениям 91 и 92 замкнутой поверхности S.

Получим:

сс r r (.hh2
iJF

)
iJФ

J J
D (F,Ф) h] h2 d9] d92 ===

J d9 2J "h; а91 а91 d91 +
s

r \ (
hh1 iJF

)
дФ

S \ д

( hh2
aF

)+ J d91 J h; д92 aq 2
d92 ===

J
ф

iJq;  h iJq1 d91 d92

ii ф д: 2 ( h:21 дд;: ) d91 d92 === Ф  2Fh] h2 d91 d92'
S

Таким образом,

D (F,Ф) h1 h2 dq] d92 ===  TФ А2 Fh1 h2 d91 d92===
S S

=== FД2 Ф h1 h 2 d91 d92'
S

(3.46)

Теперь в (3.42) перейдем от оператора D к оператору Д2'
В соответствии с (3.37) получим:

1
(
  '

) ( ) (
1

) (T T )7
D Т,9 T' TD 7,9' ==D  '9'

2 ( Т Т) D ( r ,q') , (3.47)

Умножая обе стороны последнеrо равенетва на h't h'2 d91 dq2' интеr-

рируя по всем знаqениям q1 и Ч2 И принимая во внимание (3.46), получим:

[ ;, 15 ( Т ,ер) (Т T)D ( } ,q') ] h'1 h'2 d91 d92
===

.  i[
Т

r'  A +2(1' Т) D ( ;, ,Ci') ] h'l h'2 dq1dq2 (3.48)

с помощью этоrо равенства из (3.42) получаем:

1

i [(
1 а Т ·

( )
а 1 )

.

T==  
4 T Т sec

2 (yп) +1': r' ау дУ r' ,

S'

+(1' Т) (J,A2 9'+2D(9i » )] h'lh'2dQ1d92
r, ,r

(3.49)
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Таким образом производные возмущающеl"О потенциала исключены.

Уравнение (3.49) точное. Принимая во внимание, что Т есть величина

оТ
порядка С, а

О',! порядка аномалии силы тяжести, можем, как и ранее,

1 1
 ,заменить на Ь' на Ь, h't и h'2 на h1 и h2 , sec

2
(vn') на sec

2
('In) ,

r r ,

допуская ошибку порядка С
2
, квадрата уклонения отвесной линии и т. д.

Далее используем 1"0TOBbIe формулы:

т == т С,

д Т
=== g f === g 1" е от +!i D (N т)0'1 0'1 h

'

и вместо (3.49) получим:

(3.24)

(3.33)

1

ii [ 1 ( от R ) 2
Т е ==

.

g т е + D (N т) sec (n'l) +41t r 0'1 h
'

,
о '

( ) (
r 1

+ т е тС а;-
sec

2
(п,>,) 7 Д2q

,

(3.50)

2 D (q, ; ) ] h1 h2 dql dq2'

Множитель при те в правой части ЭТОl"О уравнения можно преобра-
зовать. На ОСНО2ании (3.41) получаем:

01...

ii( o: sec
2
(nv) 2D(q,+) +  q)h1 h2 dql dq2 ==

S

ol
'

i o dS ii(D ( q, ; ) ++ Д29) h1 h2 dq1 dq2'
S S

Первый интеrрал справа есть интеl"рал raycca, ДЛЯ поверхности S;
поскол ку нас интересует значение е на поверх остиS, он paBeH 21t;
второй интеl"рал равен нулю на основании (3.46), Таким образом в

правой части (3.50) получаем т С, перенося этот член влево и умножая

на 2, получаем:

тС === .;.;ji + (g 1' Oo + D (N, т) ) sec
2
(nv) h1 h2 dql dq2 +

1 .

i
(' {) 

1 \ (
r

(
1

)
1

)+
21t J Т с дV sec

2
(nv) 2 D q '7 7'

h1 h2 dq1 dq2' (3.51)

Второй интеl"рал является несобственным (ЯАРО обращается в со при
r === О); однако, неопреАелениость леrко раскрывается обычными приемами.

Таким образом, мы получили линейное интеrральное уравнение типа

ФреДl"ольма снесимметричным ЯДl'ОМ; все .ходящие в Hel"O функции,
кроме С, И.'ilвестны. Нахождение С сводится к решению этоrо уравнения.
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Мы оставляем в стороне вопрос о существовании решения уравнения
(3.51); этот вопрос достаточ.!lО сложен и, если удастся ero разрешить,
мы надеемся вернуться к нему в ОДНОЙ и.3 следующих работ. По ана-

Аоrии с проблемой Стокса можнО думать, что при некоторых условиях
(близких к тем, которые рассмотрены во второй rлаве) решение ДОЛЖНQ

существовать. Но в таком случае это решение BcerAa может быть полу 

чено численными методами, например, последовательными приближениями;
хорошее первое приближение дает формула Стокса. TorAa следующие
задачи, связанные с уравнением (3.51), будут относиться к технике ero

численноrо решения. Принципиальных трудностей, конечно, здесь нет,

но практическая трудность существенна: решение этоrо уравнении тре-

бует большоrо ТРУ,ll;а вычислителей, В ц ляхэкономии этоrо труда

уравнение (3.50) было бы желательно упростить без существенноrо
ущерба для ero точности.

Очень возможно, что при решении последовательными приближе 
ниями проще окажется исходить из интеrро-ДИференциальноrо уравнения
(3.31), так как приближенные значения уклонений отвеса леrко получить по

формуле Венинr Мейнеса (а в СССР веЗ,ll;е , rAe позволяет  аличие

rравиметрическоrо материала, это уже выполнено). В т{)й части области

интсr,ирования; которая 8начительно удалена от исследуемоrо пункта,

подинтеrральное выражение можно весьма сильно упростить и прwвести
к такому виду, который не затруднит вычислителя; HeK()Il'OpbIe упрощения
возможны и вблизи исследуемоrо пункта.

Несколько вариантов упрощенных уравнений нами получено, но

изложение этоrо вопроса не входит в план настоящей работы, поскольку
вопросы техиики вычислений З,ll;есь не рассматриваются.
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ЧАСТЬ ВТОРАЯ

ИССЛЕДОВАНИЕ ОСНОВНЫХ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
rЕОДЕЗИЧЕСКОЙ rРАВИМЕТРИИ

r лава IV.

ЗАДАЧИ, ТРЕSУЮI,UИЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МИРОВОЙ П-АВИМЕТ-
РИЧЕСКОЙ СЪЕМКИ

15. В.еАеине. Критика ВЫВОАОВ Ае rрааф  еИ'fера
I

Хорошо известно, что наиболее важные для rеодезистов элементы,

именно уклонения отвесной линии и возвышения rеоида относительно

эллипсоида, по результатам rрави'Метрических наблюдений определяются
только в том случае, если известно ускорение силы тяжести g во всех

точках Земли. Очевидно, что измерения g MorYT выполняться только

в отдельных, более или менее удаленных Apyr от Apyra точках. Это

приводит к необходимос иполучать силу тяжести для проме,.жуточных
точек путем интерполирования или предполаrать ее неизменность на

соответствующих площадках. Такое предположение вносит в результат

большие ошибки; исследование их отнесено нами в последнюю rМШУ 
Ошибки эти носят случайный характер и леrко MorYT быть снижены

путем, увеличения числа и повышения точности определения пунктов
местной съемки; сейчас их рассматривать не будем. Значительно слож 

нее обстоит дело со вторым, пока неизбежным нарушением требования
теории, вытекающим из незавершенности мировой rравиметрической
съемки. '

Для некоторых задач это обстоятельство не существенно, I<aK это

будет показано в следующей rлаве. Но в наиболее важных случаях оно

мешает получить полноценное решение и значительно снижает эффек-
тивность rравиметрическоrо метода. Особенно это относится к вопросам

определения размеров и ориентировки общеrо земноrо эллипсоида или,

друrими словами, к задаче отнесения изолированных трианrуляционных
сетей к общей отсчетной поверхности, что позволило бы установить
связь между ними. I

В этих случаях иrнорирование или неправильный учет' аномалий в

неизученных областях приводят к ощибкам, которые почти постоянны

внутри небольшоrо района и систематически меняются при большой

протяженности исследуемых территорий. Эти ошибки накладываются на

так называемые реrиональные и континентальные волны rеоида. Наи-
более сильно они входят, естественно, в поднятия и опускания rеоида.
Несколько слабее, но существенно сказываются на уклонении отвесной

линии; с ними можно почти не считаться при подсчете относительных

уклонений отвесной линии, т. е. разностей уклонений отвеса для пунктов,
расстояние между которыми мало по сравнению с расстоянием до
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rравиметрически., неизученных областей; наконец, их влияние практически
неощутимо при 1'равиметрическом интерполировании уклонений отвеса.

Это связано с тем обстоятельством, что при инте1'рировании аномалия

умножается на некоторую функuию, которая в различных за,ll;ачах по-

разному убывает с удалением учитываемых аномалий от исследуемоrо
пункта.

В первом случае это убывание происходит пропорционально первой
степени расстояния, а, во втором, третьем и четвер'l'ОМ cOOTBeTC'FBeHHO

пропорционально второй, третьей и четвертой степени расстояния.

Поэтому зядачи двух по леднихтипов, как это будет показано далее,

не требуют наличия мировой l'равиметрической съемки, и их исследо-

BaH!fe отнесено в следующую 1'лаву.
Что же касается задач первых двух типов, то единственное изве 

стное нам их исследование проведено де rрааф-Хентером [8], Введен-
ная де rрааф-Хентером числовая характеристика поля аномалий, "ошибка

"

представительства , оказалась o eHЬполезным средством для анализа

точности rравиметрических выводов уклонения отвеса и высот rеоида.

Но по самому ее определению, ошибка представительства достаточно

надежное средство для ориентировочной оценки точности в тех обла-

стях, rAe имеются "представительствующие" rравиметрические пункты,
и вовсе неприrодное, если этих пунктов нет. Поэтому, выводы де rрааф-
Хентера, по крайней мере ориентировочно, верны там" rAe они связы-

ваются с наличием общей мировой или местной съемки, и принципиаль-

но неверны, ко1'да делаются заключения об ошибках, возникающих при

отсутствии пунктов общей мировой съемки.

Действительно, чтобы оценить среднюю ошибку, возникающую от

пренебрежения влиянием аномалий за пределами области интеrрации,
одной величины ошибкипредставительства для всей Земли (по де rрааф-
Хентеру, 113 млr) явно недостаточно, При очень большом значении

этой величины влияние дальних зон может быть малым (волны аномалий

большой амплитуды, но короткопериодические) и при малом значении

очень большим (например, эффект трехосности Земли, который может

за пределами  O==200 дать поправ'ку в уклонение отвеса более 5").
На самом деле, де rрааф-Хентер мо!' дать какую-то оценку влияния

дальних зон только потому, что исходил из определенной разбивки
поверхности Земли (на 1654 части) для размешения ПУНI<ТОВ миро.е.ой
съемки. Но если бы он разбил Землю, например, на 1654 Х 4 участка,
то все e1'o оценки I влияния дальних зон уменьшались бы в 2 раза.
Действительно, в выводе неявно предполаrалось, что в каждом отсеке

имеется по одному пункту С ошибкой представительства + 113 мм'., а

теперь нужно будет допустить, что в том же ,отсеке имеется 4 пункта,
с той же ошибкой, что равносильно одному пункту 'с ошибкой + 56 млr.

Тот же результат получится, если рассуждать по-друrому. ОТ раз-
бивки каждо1'О отсека на 4 части при суммировании квадратов влияний

отсеков числосла1'аемых увеличится в 4 раза, величина каждоrо сла-

1'aeMoro уменьшится в 16 раз, следовательно, сумма (квадрат ошибки)
уменьшится в 4 раза, а сама ошибка в 2 раза.

Таким образом, никакой оценки влияния дальних зон де rрааф-Хен 
тером не дано, и метод применения ошибки представительства дать этой

оценки не может.

Выводы де rрааф-Хентера в отношении точности вывода уклонений
отвеса справедливы только при такой их формулировке:

Вероятная ошибка при наличии 134-х местных и 1654-х пунктов
общей мировой съемки == + о'',352, если центральная зона радиуса

8,75 мили учтена безошибочно. Если мировая съемка на значительной

площади Земли отсутствует, никаких заКЛЮчений о точности вывода так

называемо1'О "абсолютноrо" уклонения отвеса, исходя из рассмотренной
ошибки.. преАставительства, сделать нельзя.
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Добавим, что по нашим подсчетам вероятная ошибка зоны от

О до 8,75 мили, если там ноет дополнительной местной съемки, составит

около+1",7.
Оценка точности с делается только в предположении наличия мировой

съемки, поэтому оценки вероятных ошибок I 10,4 1\1 (1654 пункта миро.
вой с'ьемки) и + 7,01\1 (добавление к мировой 84 пунктов местной съемки)
должны быть ориентировочно верны.

16. Общая характеристика зсмвоr8 rр.витаЦВОlIвоrо вол.

Чтобы полу итьверные выводы о влиянии поля аномалий за пре-

делами области их интеl'рации па уклонение отвеса и высоту reoHAa,

надо прежде Bccro иметь фактический материал, характеризующий (хотя
бы ориентировочно) 06 цe распределение силы тяжести на земной

поверхности, Конечно, какая-то одна универсальная величина нужноrо

материала для суждения дать не может. Попытка де rрааф Хентера
получить оценку точности вывода; и 'Cj, исходя только из ошибки пред-
стаl3ительства для всей Земли, конечно, не МOf'ла увенчаться успехом,

так "ак одному и тому же среднему квадратическому колебанию аномалий

может соответствовать различная периодичность и быстрота их изме 

нения; а последнее обстоятельство имеет решающее значение, И

действительно, мы уже показали, что соответствующая часть выводов

де rрааф Хентера основана на недоразумении,

Поэтому Б качестве общей характеристики поля аномалий СИЛЫ

тлжссти по всей Земле в целом мы берем разложение аномалий в ряд
по сферичесю:м функциям. Вс, едстпиеToro, что бол!,шие области Земли

вовсе лишены наблюдений, коэф:'циснты ЭТОI'О разложения получаются,
конечно, с малой (и ЕQоБЧjе r()lЮРЯ неизпестной) точностью, но для

оБI ИХсуждении этот материал надо полаrат!> достаточным.

Изла:'ае:vrая ниже работа по разло;"ению аномалий в РЯД сферических

фУНКQ;ИЙ выполнена в l!нииrАиК Дубовским в 1937 r. Для этой pa 
боты им использовано ОКОЛО 7200 rоавиметоических пунктов по СССР
и около 7000 ПУIШТОВ П друrи; I'o yдapCT ax(повторные наблюдения
в это число не ВОШЛИ), Явно нехарактерпые для данной площади aHO 

малии (l1анримср, на изо;\ированных островах, чаСТIо береrовых и др,)
при этом отбрасывались, Для территории СССР средние аномалии по-

лучены очень уверенно 110 Ki:',pTa:vr аномалии масштаба 1: 1 000000 и

1 :10000000.

Разложение аномалиi i проведено по способу Нсймана, используя

при этом ВСШ)МОI'атеЛЬ!JЫЙ табличныЙ материал, опубликованный Преем.
Выбор этоrо метода диктовался наличием подробных таблиц, позволяю 

щих объем всси работы свести до минимума. Вычисления настолько

просты, 'iTO основная чаС'1 ь ИХ была выполнена вычислительноЙ фабрикои.
Поимененис таблиц Прея, Dассчитанных на разложение до 16 ПОDядка,

обязы аеl' ПОЛV'iИТЬ  \)едни;:"С'аномалии для точек r.ересечения '[7 па-

, ',,;-> C" '
'
) '. 10,'С1 7

'  '20
0

З4'..J 3{\О 52
"

41
С

1 7" 1 5.crI 4!' ( 1
0

40
"

I-I{. л)\.е)\, ;! f
 - ". , 1, _   

. _
,   !  \J ..

.J,
J

,   _1.L Q J ,:

:-t 71'56' ;=r: 82"08') и 32-х меридианов (впрочем, ЧИСЛО мер lДиаsовможно

взять И ИНЫМ). Вссео нужно знать 512 средних значений ано:\',алий,
однако из фактических данных удалось образовать только 192 значения

(ОКОАО 38 ll;). СледоваТСАЬНО, остаl3ШИМСЯ 62 'o точек надо ПРИl!исать

какие то"rипотетичсские" аномалии. Эти rипотетические аномалии были

получены в 2 xIыриантах: 1) полаrаем аномалию в свободном ноздухе
равной нулю; 2) подобно Хирвонену, полаrаем изостатические аномалии

но Пратту при I'лубине компенсации J 13,7 (М равной НУЛЮ (следовательно,
аномалия в свободном воздухе "ринята равной изостатической редукции
с обратным 3HaKOMJ. ,Для ШЮ7\lалий ВТОрСН'О варианта использованы

ВЫЧИС\С'IИЯ Пr;ея [22].
,

4 ТРУА'" цнииrАиК, выи, 42
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Из сравнения rипотетичесl<.ИХ аномалии с наблюденными на 192

площадках, после выделения средних разностеи, получили ошибку rипо-

тетическон аномалии BToporo варианта :Т:34 мrл (изостазия). Средняя
разность между аномалиями, 8ыве,i;енными из наблюдении и из второй
rнпотезы, получилась равной 20 мrл.

В табл. "а" и "б" даны коЭфициенты разложения аномалий по сферИ-
ческим функциям до 6-ro порядка соответственно для первой и второй
rипотез. Эти коэфициенты соответствуют записи разложения в такой

форме:
Дg
' \'\'

(4
"' 'I, B

nl. ,

)Р
"'

( & )"'...
. " cos Jп л
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I'..i(e p;"(cos {} ).....,..присоединенные функции Лежандра.
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При рассмотрении коэфициентов разложении по обоим вариантам

обращаем ВIIИ!\iанае на то, что порядOl величины одноименных коэфи 
!!иентов и их знак, как lIравило, получаются сходными и довольно близ.

кими. Эт') обстоятельство позволяет надеяться, что, несмотря на ука-

занную условносJ'), :=,тих раЗЛОЖ,:'IШЙ, ВЬШС)ДbI из НИХ, по кр"jlней мере
в отношении пс')ядка всличин, должны быть БЛИЗI,И К действительности.
Особенно у'бед;!Тсльно это нроявляется при с./\едую!! их сравнениях.

Определим по первому и второму вари?нту разложения среднее квад-

ратичеСJШС значение сферичес:;ои функции порядка п в аномалии и

высоте l'еОИi(<l.

СРСАнес ква/"ратическое значение д}\я

поверхности Земли

;'ромалии Высоты rе"ида

    "Ei!"II T
I

I

:+ 5,5 мrл i
I

11

,  ш  Вqриа!'2:  
11

=1:: 35 м ::f:: 34 JII

14

10

6

8

';,4 МI"Л

4,3 "

4,4 ..

3,6 "

5,9 "

16

9

8

8 ..

4,8 "

4,0 "

4,6

5,8 "

Сл'С,,)патслыIO, далыно;jши ВЫВОДе,!, основанные на средних зна-

чениях, получатся практи'!ес:ш ОДИНalЮБыr,ш, если исходить из псрзоr'о

или БТОрО!"О п: Р'JdПТi1. В дальнейшем изложении используются числоrые

AaHHI"J!e ПТС'рОI С па ри3.нта.
В 1942 r. опу()ликоваfiа очень интересная статья ДЖСффрЕса [20], КОТО"

рыи оп едел лчасть КоВфициеИТО8 в разложении аномалии до TpeTbero

порядка :i о;.!снил ошибки вывода этих коэфициентов.
В Ka',c::':';, e нсходноrо матер'тзла им взяты значения aHoMaA j;силы

тяжести с r'еду чиеЙв свободном IJоздухе Д,'\Я пло'.чадок размером 1
"

1".

Из эп:х дани',:!х r:олучены СрСДНИС З:Jачения для 139 квадратов разме-
ром 10') 101 И, путем дальнеl!шеrо объединения, для 32 !-;вадратс.в рзз 
мер');" 30 30'. Каждому квадрату иРИiiисаны соот!3етству!О!,цие веса,

{\OTOrn"c установлены ДЖ(;ффрИСОNJ после тщательноl'О обсуждения исход-

ных !lIат, рналов, Сначала  !ОС}.е.,',Оi3ате},ьными пробными вычислениями

пnоr;:),1')j\СН отбор тех кт)фИЦПeI';ТОВ, 1\отоу;ые MorYT быть определены
с OI::i,J5I(o!r, меньшеЙ И;: ве:,ичины; ТОЛ!;КО этн КОЭфЩJ,НСf!ТЫ Дс'р,се н

опрсдеЛJlЛИСЬ.
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в результате Джеффрисом получена слеАующая формула для рас-

пределения сил,ы тяжести (В Потсдамскои системе):

979772,5:+ 1,9 + (3439,9 5,0) P 5,3 Р, + (4,0 ,1,4) Pz2 cos 2 1,  + 
+(1,3010,68) P2scos2i,+ (4,2 2,4) Рlзсоs),+(0,46 0,26) Р:З зsin3i,

которой соответствует сжатие 1: 296,17 0,68 и разность полуосей

экваториальноrо эллипса 26 м,

Вразложениях Дубовскоrо аномалии отнесены к формуле rель 

мерта 1901 1909 rr.

Учтя это обстоятельство, сравним коэфициенты при одинаковых

членах.

дО дО д А; д2 В
З

О 2 3 3
CJ.

Джеффрис 17,6  14,5 4,0  1 4,2 +1,30 0,46 296,2

1,9 +: 5,0  C],4 :1= 2,4 i: 0,68 i' O,  6 =1: 0,68

ДуБОВСJ<ОЙ а) I 7,3 7,9 2,1 1,8  O,O4 0,46 297,1

б) 14,9 (;
"

2,6 1,4 : 0,'38 >0,46 797,3i ',J

Как следовало ожидать, три различныс rипотезы дают несr{олько

различные результаты (разложение Джеффриса соответствует предпо-

ложению, что rравиметрически изученные районы характеризуют rрави-

тационное поле Земли в целом, т, е. аномалии можно ЭJo:страполи-

ровать).
Соответствие между собо!i этих трех вариантов удовлетворительно,

особенно с точки зрения порядка величин коэфициеПТОБ. Но именно

только порядок величины КDЭфИЦИСНТQВ имеет значение для надежности

наших последующих выводов'

17. Метод Иl;:следования поrрешвостей, возв zкающвх

из-за отсутствия мировоii rравиметрической съсnн:и

KorAa учитываются аномалии ТОЛЫ\О до сферИЧССКОI'О раССТ::'iiИЯ
от ИССАедуемоrо ПУI-!кта, i1РИНЯТО  (н;:)рить, что учитыпаютсн м <сс ТJ"

волны rеоида. Это означает, '11':, рсзу,',ьтат ИНТСI'fЖРО"С!НШ\ OCT"',J)HbIX

аномалии от ":0 до 7: даст ФУНКЦ:1l0, rюторан с переМСiцеЮjСМ исс.'С,I'i("

Moro пункта будет мсняТ!ося БОЛеС плавно, т. е. /"iBCT J)ОЛШ: б,'j,,!;шсrо

периода. Понятис о Еолнах СJ3язан') С JJОЗ1\;;)ЖНОСТJ,Ю Р;1Зi\О?f{е: ш,'с"'-

rеоида n ряд Пуаiшар  Стокса,с'ставлс[,ны!; из Сфер!1ческих j'Н'МОНИК

разных ПОРЯДКОВ. "M" CTHЫM"волн\ ;!соответствуют t'ар!\'iOIШ!(1 Б:"!СGЮ1Х

порядков.
Известно, что ряд CTOI caсходится очень ыедленно, Т,Ш I<ак в раэ 

ложении ФУНКЦIIИ Стокса по полиномам Лежандра

5 (u) ===

2 п + ! Р (cos . ) ,==
" з cos ') ln

I

2 п 1
/l .

. I}_
I

SШ
2'

(
(]

'

,

'

sin
I

2

f)
: 

)sin' , '
с;

6sin
2

1 5 со::; ' 
«i,l )

при увеличении п КО:1::рицчент [Iр>! lD
n (cos ,.)) ПОЧТИ не jT(H) l?aeT. С''1'р,С;,'1;;:::С])

н !юеде:се к 2.

'Это связано с тем, что ПР!1 ';; \) фУНЮ!,И/! S С» /

KorAa местные волны ':0 учитываются отдельно (инте;-РИРОi1сН;liем
амомалмi АО y ),то остаток 6. , еоотвеТСТВУЮlЦИЙ обц имволнам, опр(",де 
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Аяет собою ту отсчетную поверхность, к которой отнесены Значения Со.
Предполаrая при решении какой-либо задачи, что СО отсчитано от сфе 
роида, мы делаем ошибку, равную д .

Очевидно, что D. также можно представить в виде рЯда сфериче-
ских rармоник.

Как сказано, rармоники высших порядков, вошедшие в  o, почти
исключены из '--\ , т. е. ряд для D. сходится быстрее, чем ряд для С
Если бы оказалось, что ряд для 6 сходится достаточно быстро, то

имелся бы смысл, исследоват) эту функцию разложением ее в ряд сфе'
рических rармоник; мало Toro, имелся бы смысл учитывать и Д ,KorAa
аномалии известны, с ПОМОЩью подобноrо ряда.

В связи с' этим появляется желание путем HeKoToporo изменения
смы1лаa величины -cl получить для нее наиболее быстро сходящийся
ряд. KOi'Aa мы обрываеА{ интеrрирование на расстоянии ' o, то, можно

считать, что Ll': определено формулой
те 2т:

6 ==4 '(J.\'Llg52('f)sin d'tda, (4.2)
о о

в которой интеrрирование ведется по всей сфере, не 52( ) разрывная
функция, равная О при у < УО и равная S( )при 'f > Уо' Значения 52('/)
при ,'(::::: '10 мы менять не можем, но при < ' o мы можем установить
ВИД ЭТОЙ функции по своему усмотрению; например, мы можем устра-

нить разрыв непрерывности 5 (, ) в точке  oили также устранить раз-

рыв непрерывности ее первых производных, т. е, принять Mepql ';{ тому,
чтобы разложение 52 (у) по полиномам Лежандра, зависящим от cos ('f),
сходилось быстрее; ЭТО приведет к повышению сходимости Д по сфе'
рическим rармоникам. Конечно, при этом надо соответственным обра-
зом изменить опреАеление  o,положив

<fo 2т;

:0 ==

4 ri j' 51 ('f) sin ,'( dy da, (4.3)
о о

rAe

51(<];) == 5(у) 52 (' ).
Теперь интеrрирование не будет резко обрываться на расстоянии '10'

так как 5j ( '1') при приближении '1' к '1'0 будет плавно с'rремиться к О,

Таким образом, уравнение для D. (4.2) можно рассматривать как

уравнение тои неизвестнои, но вполне определенной отсчетной поверх-
ности, к которой фактически будут отнесены высоты rеоида  oи укло'
нения отвеса, если интеrрирование аномалии ведется BcerAa точно до +0.
Если 52(' )разложить в бесконечный ряд полиномов Леж.андра, завися-

щих от cos ('1'), то после почленноrо интеrрирования уравнение этой

поверхности будет разложено в ряд, составленный из сферических
функций, причем сходимость этоrо ряда может быть очень сильно по'

вышена по сравнению со сходимостью ряда Стокса.
Чем быстрее будет сходимость этоrо ряда, чем быстрее будут

убывать ero КОЭфl'циенты, тем rлаже будет отсчетная поверхность lI.':.
Чтобы достиrнуть этоrо, не нужно заранее стеснять разложение S2 ( у)
заданием значении ЭТОЙ функции в области '1'< '1'0' а принимать во вни'

мание только ее значения при у> '1'0' которые должны совпадать со

значениями функции Стокса. KOI'Aa такое разложение в интервале от  o
ДО 7t будет выполнено, ero можно будет аналитически продолжить в

интерва.<\. от '1'0 до О и полученные значения приписать функции 5j ( '1').
Таким образом, речь идет о том, чтобы в разложении функции

Стокса произвести такую переrруппировку членов, при которой вновь

образованный ряд будет значительно быстрее сходить"ея в интересующем
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нас интервале от 1)/0 до 7t (и, J<,OHe'НlO, медленее в интервале от О до 'fo,
но последнее для нас безразлично).

Очевидио, СХОДИМОСТЬ HOBoro ряда будет улучшаться с упеличе-

нием 'fo' т. е. с увеличением сферическоrо радиуса, внутри KOToporo
учитываются аномалии, Далее можно оценить предельную ошибку, KO 

торая может иметь место, если в этом разложении мы удержим только

члены порядка т. Если с практической точки зрения с такой ошибкой

можно мириться, ТО мы мажем величину S2( 'f) заменить ее приближе-
нием порядка т, которое назовем 5m( 'f)' TOl'Aa ПОЛУЧИ.'II

51 ( '1)  -=-=5( W) 5 ( '1)
. j ЙI j;'

причем замена в интервале О 'fu функции Стокса 5 ('f) на функцию

5('f) 5тn('f)хотя мало изменит результат при вычислении  o, но изме-

нит cro в лучшую сторону в том смысле, что отсчетная поверхность Д':

будет наиболее rладкой и наиболее леrко определимой путем разложения
на сферические rармоники.

Далее, знаН порядок величины коэфициентов в разложении по сфе-
рическим фую(циям аномалий, можно без труда подсчитать соответствую-

щие средние значения высот ОТС'lетной поверхности д и ее наклонов

(после,.в;нее соответствует оценке Ilоrрсшности вывода уклонения отвеса).
Таково общее направление исслеДоваНИЯ, которое будет проведено ниже.

18. Улучшевие СХОДИМОСТИ ряда Стокеа после выдеJ\евия

центральной воны

С осуществлением изложенноrо выше метода иссле,.в;ования связаны

ХОТЯ и несложные, но утомительные вычисления, в хо,.в;е которых ЧИТii. 

тель леrко может потерять основную линию исследования. Чтобы избе'
жать ЭТОI'О, наибо!\.ее длинные преобразоваIIИЯ мы вынесли в приложение,

на которое, по мере надобности, будем ссылаться.

В соответствии с изложенным н предыдущем разделе планом иссле-

дования, первая наша задача заключается в том, чтобы разложить фун 
цию Стокса 5( у) по полиномам Лежандра в интервале изменения у от дo .

Введем новую переменную х, связанную с у
сс= cos у линейной зависи-

мостью и принимающую на концах интервала 'iiJ "значения + 1 и 1.

Для этоrо достаточно положить

у
=--= kx + k 1,

rAe

k ==

1 + cos Уо
== cos2

2 2

Функцию Стокса, выраженную через у, будем обозначать симво-

лом 5(у); переходя от у к Х, получим функцию S (kX1 k, 1), задан 

ную в интервале изменеНIIЯ Х от 1 до + 1.

Оrраничиваясь приближением порядка т, разлаrаем 5(у) в ряд по

полиномам Лежандра, зависящим от х, и получаем (см. приложение,

формула 7.18)
т 2п + 1 '

5
тn (kx + k 1) ==

п':о 2
К

п (5) Рп (х),

9 .],;0 «1)
причем коэфициенты К

п(5) в функции k == cos" 2 и t == sin
' 2 даны

формулами (7.21).
Нетрудно далее, оценить поrрешность приближения порядка m к

функции S(kx,-+k  l),характеризуя ero величиной R
тn (::'), равной
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йнтеrраАЬнОМУ среднему квадратическому значению ра.!ности 5 (kx+
+k 1) 5

т (kx + k 1) во всем интервале изменения х от 1 до + 1.

Соответствующие р зультаты даются формулами (7.22) и (7.24)
приложения,

С помощью полученных формул можно ра, считать таблицы, кото-

рые наrлядно показывают, насколько улучшается сходимость рида
Стокса после выделения зоны сфсрическоrо радиуса ФО'

Результаты вычислений представлены таблицей на Этой стр. Для
четырех Зlfачений t (0,01; 0,1; 0,2; 0,3) вычислены коэфициеиты Кn (5)
и ошибки Rn(S) соответствующих приближений для п o'r О до 7. Для
сравнения приведены значения тех же величии для t ==: О.

,<to r

Так как t ==: sш
2

==:

2R' ['де r расстояние по прямой от ауф-

пункта до rраницы выделенной зоны, этим значениям t соответствуют
значения r соответственно 127,4, 1274, 2548 и 3822 км.

t == о t == 0,01 i t == 0,1
r == О r = 127,4 КМ. I r == 1274

   lКIl (S)] RIl (5)1  KIl (s) ; Rn (5)1 КIl (s)lRn (5)

о I о'  .'   T
0,    , 56 0,480612,098

О 0,0423 3,955 0,4870 2,056

2 2 + 1,9583 2,461 + 1,5613 1,085

3 1 (Х 0,95911 2,008+ 0,6253 1),703

4
2
Т

1
У

2

5

1
""'3 со

I

+ 0,294ь 1,494+ 0,0894 0,194

!,887 . + 0,3361

1,726
\
+ 0,2049

+ 0,6264 0,490СС,

5 , 0,4603 0,343СЮ

6 со + 0,3608 1,599 J 0,1322! 0,260

7

t == 0,2 t == 0,3
r == 2548 r == 3822

Кn (5) I Rn (S) Кn (S) I RIl (5)

0,92921
\
1,656 1,2169 1,563

0,9828 1,420 1,4007 0,986

+ 1,1650

I
0,566 + 0,8401 0,301

+ 0,3695 0,285

1
+ 0,2089 0,119

+0,1588

0,157\
 ,O,0712 0,053

0,0774 0091, ,,[ 0,0276 0,026,
l'
i

0,0405 0,055
I

0,0116 0,017
i
!

0,0222 0,035 I + 0,0051 0,012

КоЭфициенты Kn(S) убывают тем быстрее, чем больше t. Чтобы

лучше проследить это, составим отношения этих коЭфиуиентов при
Аанном значении t к их аеличине при t ==: о;
получим:

п! t ==: 0,01 : t ==: 0,1 I t ==: 0,2 I t ==: 0,3
."  Ш.

I

2 0,979 0,781 0,582 10,4200,98 0,80 0,64 0,50
3 0,95' 0,625 0,370 0,209

0,98 0,81 0,64 0,51
4 0,940 0,504 0,238 0,107

0,98 0,81 0,65 0,51
5 0,921 0,410 0,155 0,055

0,98 0,80 0,65 0,53
6 0,902 0,330 0,101 0,029

0,98 0,81 0,66 0,52
7 0,884 0,268 0,067 0,015
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Между строчкам:й выписано отношение последующеrо числа к пре.,

К (t)
дыдущему. Мы видим, что ОТ,ношения К:(б) с увеличением п убывают

\
почти точно В rеометрической проrрессии С знаменателем (1 t)2. Мы
убеждаемся в том, что выделение центральной зоны СУ1.цественно улуч-
шает сходимость ряда CTol\ca.

С возрастанием t быстро убывает средняя квадратическая ошибка

приближения R
n(5). Седьмое приближение при t==oO,l дает худший ре-

зультат, чем четвертое при t===O,2, а это последнее дает ошибку, ле-

жащую между вторым и третьим приближением для t===О,З.

19. Оценка пр_яельиоrо ВАИИ_ИЯ далыlИХ ЗОН

Теперь мы можем произвести оценку предельноrо влияния дальних

зон на r-равиметрические выводы высоты rеоида и отклонения отвесноPl

линии.

Будем ИСХОДИТЬ из известноrо неравенства UJварца

s фdcr < ( cp2d.(J '1,2dcr ) ,
а а а

['де ч' и ф дведействительные функции деliствительноrо переменноrо,

заданные в области а.

Знак равенства соответствует только тому случаю, KorAa Чi===Сф, rAe c  

некоторая постоянная,

Применяя это неравенство к поправке в высоту rеоида, обуслов-
ленной влиянием дальних зон за пределами <fo === arc cos k, если учиты-
ваются аномалии до порядка п в сферических фуккциях, получаем:

+1 27':
k rr k

АС ===

4п1 J J
tog (5 511) d х d а < l'

R.n дg ,

 1.

так как

211: +1

 'dlX (5 5
п)2 dx === 2п 2R

n

2
,

о  1

+1 21t

J' tog: dx dlX === 4п Ag2 ,

 11)

['де /1g среднее квадратическое значение аномалии с редукцией в сво-

бодном воздухе. Rn определено ранее (формула (7.22) и таблица на стр. 55).
Чтобы получить результат для уклонении отвеса, нужно вывести

некоторые вспомоrательные формулы.

Используя дИференциальное уравнение J\ежаНАра

(1 х
2
) Р"п(Х)  "2хР'п (х) + п (п + l)Рп (х) === О

и формулу (7.18), путем интеrрирования по частям получаем:

+'1

Jnl
== (25' 5'п) 5п

'

(1 х
2
) dx ===

 1

п (п + 1)(2п + 1) к 2

2 п ,
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+1 +1

Jll JlI
== r (25' 5' ) 5' ( 1 + Х) dx \(25' 5' ) 51 . ( 1 + Х) dx ==

п ll 1

J
n п

J
п l Il"'""'"7I

 1  1

== 2 [(5'п 5'Il 1)(25  ,5п 51l 1)1x l'

причем

(5 ) == i  п+ ! к
п x l

1 2 ",

(5') == i . (п+:})(2. -= })К.
п x l

1 4
n

.

Из простых, но доволыlо ДЛИННЫХ вычислении получаем:

;с

j
'

(
d5

)
2 1 6

j == .  

.
sil1 <1 d ,'! ==    ' ]21112 t   .26111 t +о d '}
,Т 2t ' t

'

2 arc sin t

+ (12., ,36 t4 +24 t6) 1112 (t + t2) + (48 t 2 + 56 t3 168 t 4 48 t"+

+ 112 t6) 111 и+ (2)+З4Iп
t

24 t+56 t
2+ 3 2{! 176 t'  ,112(, +

400
G I (

7:2 (  ..1)" t п \
 . t  , 24 \'

}3
l' 12 п2

'

Применяя теперь неравенство Иlварца J, А; (или безразлично д'),
получаем:

.
1

.

d (5 5п) d <' О
"
210 DА;

2
 . t:J. g

d
.

cos (х со "". , Ag" ,

1tj <f
cr

rде

D
2

n
== kJo 2Р]П,

J
' 

== JJ L
1 k

j ll
n 2 пl

k
'"

Проще Bcero Jn вычисляется с помощью соотношения

,.

 ','1

[
2 (1 k) ".

JJ" J/I l==(5 n
S Il 1) Кп +'  k.  (2S..... Sn' sп l) ,

x l

Используя таблицу значениЙ Кn и R
"
на стр. 55 I10лучаемследую.

щую таблицу предельных значений д;; и д ,ду! при дg
== 1 м!'л:

I д; (в метрах) I 6:;", л./j"
I  ,

п

'<1; == 11 05' 2301 3409 11 1" 51 230 1 1 3409i ,О ,

I '!'
, , ,

I .

о 13,50 110,зз 925 2" 51 1" 54 I 1" 09
, : , ., ,

2 6,98 I 3,53 1,78 12 ,06 О ,97 О ,53
3 4,52 I 1,78 0,70 ,1 ,78 О ,70 О ,за
4 3,15 I 0,98 0,31 11 ,56 О ,50 О ,17
5 2'f1 I 0,57 0,15 11 ,З6 О ,З6 I О ,10
6 1,67 I 0,34 0,10 1 ,18 О

 'I
о ,Об,4.00

7 1,25 0,22 0,07 \1 ,О2 i О ,13 О "':1.
I ,V 
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Таким образом, первая строчка этой таблички характеризует "ре-
 ельнуювеличину полноrо влияния дальних зон на rравиметрические
Выводы высоты rеоида и уклонения отвеса при среднем квадратическом

значении аномалии в этих зонах в 1 миллиrал. Этот предел может до-

стиrаться только в том случае, например для .6. , если

dS
дg==

v
 .dcosrJ..1r.Jo Ф

Последующие строки таблицы определяют предельные величины

поправок для тех случаев, KorAa учтено влияние сферических функций
до порядка п включительно.

Эта таблица показывает, что влияние дальних зон на вывод укло.
нения отвеса может быть значительным.' Распространенное мнение о

малой величине этоrо влияния, основанное на быстром убывании фую<-
ции Венинr Мейнеса вблизи начала координат, не подтверждается.

Следует еще остановиться на вопросе о 1;ОМ, как следует понимать

здесь дg.
Поскольку речь идет о влиянии дальних зон, под дg можно пони.,

мать среднее квадратическое значение аномалий, уже осредненных на

площадках значительноrо размера, причем выбор величины площадки
окажется существенным. Такое осреднение сводится к rашению rармоник
BbICOKoro порядка в аномалиях дg. Каким же поряд ом сферических

функций можно Оl'раничиться, устанавливая значения .6.g? Можно здесь

рассуждать таlШМ образом. Пусть предельная ошибка, вычисленная

описанными приемами для  , или 1J, будет Б (п, Фо) дg, rAe Е (п, Фо)
одно из чисел последней 'rаблицы.

Пусть п наименьшеечисло, удовлетворяющее условию

Е(п, фо) дg< Е,

причем Е есть величина, которой можно пренебречь, а дg пока пони.

мается как среднее квадратическое значение не осредненной аномалии.

TorAa с ошибкой, MHoro меньшей, чем Е, т. е. по нашему допущению
вполне пренебреl'аемой, для дальних зон функцию S( <j;) МОЖJЮ заменить

ее приближением порядка п Sn ( ф), а потому в тех же зонах учет a ?...
малий порядка выше п стаиовится ненужным. Следовательно, под Ilg

нужно понимать дgll' rAe дgп есть п-ое приближение к дg, полученное
путем учета первых п Сферических функций в разложении дg.

Поэтому теперь можно оrраничиться меньшим значением п, опре.

деляя ero из условия

Е (п, ?о) .6.g11 < Е .

в приведенных нами двух примерах разложения аномалии по ефе 
рическим функциям cpe,.t;Hee квадратическое значение каждой из первых

сферических функций получилось около 5 мrл. Для функций высоких

порядков оно должно убывать. Поэтому для ориентировочных суждений
можно предположить, что

Фо

34:0,9

230,1

дgп<5V .

п дС 1l; и t. 1J

6 <1,2 м <0",7

6 <4,1 < 3",2

Например:

5&



20. Оцеика средиеrо квадратнческоrо БАИЯМОЯ дальних ЗОВ

Пределы, о которых шла речь, явлыотся наивысшими, которые

MOI'YT,, MeTЬместо при заданном виде фУНI(ЦИИ S (,.() и заданной вели-

чине ilg, но при наиболее неблаrоприятном tJаспределении аномалии.

Фактически влияние дальних зон должно быть во MHoro раз меньше, Но

для суждения о средней величине этоrо влияния одной величины f}.g 
недостаточно

 " неизбежно l!ридется задаться законом распределения
аномалии по земноЙ поверхности. Для целей ориентировочных суждений
по этому вопросу используем приведенное в 16 разложение.

Прежде Bcero оценим среднее квадратическое значение уклонения

отвеса для всеи Земли, обусловленное первыми сферическими функциями
в разложении аномали i.

ДИферсщ.!ируя ряд CTOKC<t, имеем:

'n

1 1 iJgn
 ' '  ;,.(..J

т sш 1. 2 п 1 он

1 1 () g"
r. .

 .:=-  
  '. -+: ', .:...1 cosec i} .

1f1

"{ SIП l' п ш,1 ,п

Мы :5еласм ПОЛУЧИ'IЪ

,

., 1 '

\
'

.,
1

:'Il" = 
4<7

'.'

,n"с; ",;
.,

,

'"

1
..

'

4" \ '"1 ZII (/ 'j
.

с)

Из формулы

(2п 1) Р11 (х) " сР'!!1 1 (х) Р') ; (х),

диференцирун ее т раз,
[) '"

опрсделяем ,   
5! 11 :i

Р,/"
5in :)

(2т, 1)[< ;+ (2п ,, ) Р
'1/

J
fJ .:-)

Теперь ЛСI'КО получаем интеl'ральные формулы:

1
-,

[) т2
11 I  ".'

'

2 (2п
,

.

( л.    -t

S\l1" (1

 1

(п -+ т  .2)!
1).  . t,2(2n,

(п т)!
(п! т 4)151 '.  . .' " ' ",. ,О."се ClIlJi
(п т 2)!

: 1

j'. f:Jf7т р{'1.

.\ sill е:)
,,1

(lx С"'.,

I

I С/", если n ..,' 1 четное число, 1,- п,

\

I О, если п ,,- / нечетное число.

Далее, ИСХОДЯ из диферещ!иаЛЫIOI'О уравнен'I}! ДАН присосдинснных

функrl,lrи Лежандра

(х
2 1 ) Р,!

т 11" 2хР тl
, п(п + 1 ) Р

т
"

11 Il

терт
 ,.Jl 

1 XZ

и используя полученные выше интеr'ральныс ФОРМУЛЫ, имее:\ :

,:

(
(IP

.

'

.

"

)
2.

\
11

/"
J

(.,

, 1

2п (п 1) (п т)!
2 п   T" т)!

,., т" С,/Н )

S9



+1

(' dPnm\ . d?z"', dx ===

J d& d&
 1

I

j
\

I

т
2 cz

m
, если п l четное число, l < п ,

О, если п l нечетное ЧИСJ\О.

Выполнив расчет по всем этим формулам и присосдиняя ранее по'

лученные данные, получаем таблицу, хара[ теризующую поле аномалий

силы тяжести до 6-1'0 порядка включительно,

Влияние аномаЛЕЙ Gорядка п

п

tlg J          L   _,__ Д ' ,
r
-=Л "'п   п

5,4,,ш.1
J

:1: 1" ,76 1"

34,31>1 :" 2",\7 1: S,4 мrл 1: 34,3 м 1: 1,76 :\: 2,17.,  j  

3 4,3
I

14,0 0,91 1,30 7,9 37,0 1,98 2,531

4 4,4 I 9,6 1,12 0,83 8,3 33,2 2,30 2,69

5 3,6 [ 5,8 0,87 0,58 9,0 39,6 2,47 2,76

6 5,9
i "77 0,98 I 1,28 10,8 40,4 2,62 3,01! '!,

i \

Иифры последней строчки правой половины таблицы определяют
нижние пределы: среднее квадратичеСlюе значение высоты ['еаида не

мен;',с ,40 м, а уклонения отвеса не MeH e Т'.

Тснерь можем оценить порядuк средних квадратичес!шх величин

ПOiIравщ\, которые должны учитывать поле аномалий силы тяжести за

предслам:; области интеl'рации по формуле (7.25):

R п, R т

g'nл:::=::: :Е(f I(=...=: l:M-

2', 2
ь п ,1

'{ 2
п
п 1

'

l'Ae

п l
М

п
=== КIl (5т) .

СоотвеТСТВУЮL,Цие формулы для и 1J получаются из последних фор'
мул диференцированием.

Внося множители М
п

в соответствующие числа предыдущей табли-

цы, получаем следующее:

Средние величины поправок  , и 'Cj, обусловленные влиянием аиомалий

за пределами радиуса интеrраgии to

 'la
nZ

,

д "! j L1'(I"

111 J  зjз =J О' ]  1"S\2зо,1T o,9
 ;"

О'

ш

l   c ,s:   IЗ  9  _
в Л И П н н с а н () м а ,\ и Й, в ы р в :,; а е м ы х с Ф е р и ч 8 С К И М И Ф У !i J{ Ц И Я М И

lIорядка от 2 до п

2 34,3 30,З 27,4 25,1 1",76 1"

5111" 3711"
,,1 '" 171 1" 861 1" 6811" 55

, , , " , (' ,

3 37,0 31,9 28,5 26,0 1 ,98 1 ,65 1 ,46 1 ,321 2 ,53 2 ,08, 1 ,8411 ,67
4 :,9,2 32,4 28,8 26,1 2 ,30 1 ,78 1

,5311
,35, 2 ,69 2 ,141 1 ,871 1 ,68

5 39,6 32,6 28,8 26,1 2 ,47 I ,821 1 ,54 1 ,36: 2 ,76 2 ,16: 1 ,871 1 ,68
6 i 40,4 32,7 28,8 26,1 2

. ,62 1 ,85 1 ,55 1 ,361 3 ,01. 2 ,20 1 ,8811 ,68
I I I I

в .'- и я н и е а н о м а Л R Й, в' ы р а ж а е м ы х е Ф е р и ч е с к и м: и Ф у н к Ц и я м и

порядка о'! 4 до n

4

196
I

5,71
3,7 2,6 I

1,121
0,66

I 0,441
О,З1

0,831
0,49 ,

0,321
0,23

5 11:21 6
<,

4,0 2,71 1,42 0,78 0,49 0,33 1,01 0,56 : 0,35 0,24,J

6 13,6 6,9 4,1 2,7 1,72 0,85 0,50 0,33 1,63 0,72 ! 0,39 0,25

60



...

Первая половина таблицы (аномалии учитываются, начиная со 2-1'0

порядка) соответствуе1 обычному случаю, Ko1'Aa поверхностью относи-

l\(ОСТИ является эллипсоид. Вторая половина той же таблицы харак-

теризует результаты, получающиеся на хорошо подобранной поверх-
ности TpeTbe1'o порядка в сферических функциях,

Эта таблица на1'ЛЯДНО показывает Эффеt;Т, получающиися в резуль-
тате убыстрения сходимости функции Стокса. Уже при % =с= 11

о

,S заметно

значительное ослабление II qbIcTpoTe прироста поправок с увеличением
п по сравнению с тем, что имело место при  o

==о О.

ДЛЯ  о===2ЗО,1 и 340,9 это обстоятельство проявляется с еще боль-

шей четкостью.

Принимая во внимание результаты, полученные при исследовании

предельных ошибок, можно прийти к таким заключениям.

Если непосредственным инте1'рированием учитываются аномалии до

Сферическо1'О расстояния в 340,9 или 230,1 от ауфпункта, то среднее

квадратическое влияние всех дальних зон выражается всличинами:

340,9 230,1
26 м 29 

""1",4 1",6
1",7 1",9

по '>

' 

Предельные ошибки от замены

женнем к неи при этом получаются

340,9
по : 1,2 м

и -с, 0",7

функции Стокса шестым прибли-
соответственно:

230,1
4,1 м

3" ,2

При тех же предельных ошибках (за счет УПрOlцения функции Сто!,-

са) среднее крадраТf1ческое влияние аномалий от 4'1'0 до 6'1'0 порядка

при учете дальних зон определится величинами

340,9 230,1
по 3 м 4 м

и 'с, 0",3 0",4

Если можно пренебречь этими веЛИЧЮI;;w.1И, то при учете далloНИХ
зон достаточно ПРИНЯТQ во Енимание Сферические функ ии только 2-1'0
И 3-1'0 порядка в аномалии. Для этоrо Нt:;обходимо опрсделить 10 BXO 

дящих Б них коэфициентов, Такую зада':у можно СЧJ;тать вt;lПОl\НИМОЙ.

В заключение подчеркиваем, что )J;OCTOBCPHCCTb ПОЛУЧt:Пнь::: число-

вых ВЫВОДОВ зависит от '1'01'0, насколь;,о верно получен поря,доr, величины

коЭфициеНТОБ разло;;;ения аномалиЙ по сферt-:чссt:иlV! фУНКЦЮ:М. Прш.к 
денное выше сравнение ДВУХ вариа'П'ое раЗАоженю! Дубонс!юrо с ва-

риантом Джеффриса позволяет надеяться, что В ДciНHOM вопросе степень

неопределенности Не очень велика. Во всяком случае пока нет APYI'oro,

более достоверно1'О материала для ХЕрактеристИ\,и влияния да',ышх зон

на 1'равиметрические выводы.
Изложенная методика, основанная на убыстрени!! сходимости рЯ,,\а

Стокса, можно думать, окажется полезпои в практических работах для

учета ВЛИЯНЕЯ дальних зон при массовых ЛIl!числеЫIЯХ. Упрощая вы-

числительные работы, этот способ позволяет просто исправить резуль 

таты, если коэфициенты, входящие в первые сферические функции рап-
ложенип аномалии, будут определены заново более уверенно.

Но если даже влияние дальних зон не учитызать, имеет смысл в

централс,ноi-:i зоне ВИДОИЗl\сСЮ'JТI) функцию Стокса ИЗJ\оженным приемом,

поскольку после зто1'О высоты 1'еоида и уклонения отвеса будут СОеН-

нетствовать наиболее простой поверхности ОТIЮСИМОСТИ, которая прак'
тически ле1'че все1'О может быть определена.
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rлава v

ЗАДАЧИ, РАЗРЕШАЕМЫЕ ПРИ НАЛИЧИИ ТОЛЬКО МЕСТНОИ

r,АВИМЕТРИЧЕСКОЙ СЪЕМКИ

21. Идея астровомо-rравиметрич_скоrо способа развития

опорной rеодезической сети

rравиметрический вывод уклонений отвеса и особенно высот rеоида

осложнен тем, что I'равиметрической съеМIЮЙ охвачена сравнительно
небольшая часть всей поверхности Земли. В лучшем случае при подоб-
ных выводах удается учес'l'Ь аномалии до расстояния в 1000 1500км
от исследуемоrо пункта. Но и TorAa за счет неучтенных аномалий в

уклонения отвеса войдет ошибка свыше + 2", а в высоту rеоида более

-+:зо м (в обоих случаях имеются в БИДУ  средние ошибки). Для близ-
ких пунктов эти ошибки почти ПОСТОЯЕRЫ: их изменение от пункта к

пункту происходит медленно и плаЕНО.

Правильный характер изменения эффекта дальних аномалий позво-

ляет интерполировать ero и в некоторых задачах исключать путем прив.
лечения дополнительных данных. Такими Аанными являются астрономо-
rеодезические уклонения отвесной линии.

При совместном использовании астрономо rеодезическихи rравимет-

рических материалов желательно исключить влияние неизвестных дальних

аномалий настолькО полно, чтобы с ним можно было не считаться.

Вместе с тем, область учитываемых аномалий, внутри которой должны

быть выполнены rравиметрические работы, желательно оrраничить ми-

нимальными размерами.

Чем в большей степени требуется исключить влияние дальних ано-

малии, тем в большей области, естественно, анОмалии ДОЛЖНЫ учиты-
ваться. Существует связь между радиусом учитываемой области и

соответствующей остаточной ошибкой, обусловленной всеми неучтенными

аномалиями. Установление этой связи является основным принципиаль 
ным вопросом астрономо'rравиметрическоrо нивелирования и астрономо-

rравиметрическоrо способа развития опорной сети картоrрафических
съемок.

Для решения указанноrо вопроса достаточно оценить предельную

ошибку Toro или иноrо вывода в зависимости от радиуса тои области,

внутри которой оказалось возможным учесть аномалии.

Но для этой предельной ошибки желательно дать возможно тесную

оценку, чтобы, с ОДНОЙ стороны, не преувелнчивать ошибку рсзультата,
а с ДРУI'ои безнужды не требовать выполнения лишних rраВИlУIетри-

ческих работ. С последнеи точки зрения уточнение предельной ошибки

имеет большое практическое значение.

Полученную нами ранее предельную ошибку интерполирования
уклонения отвеса ("Труды инииrАиI\", вып. 17) в результате более

тщательной оценки МОЖНО значительно снизить. Точно так х;е мы полу-
чим более точно величину соответствующей ошибки для астрономо-

rравиметрическоrо нивелирования и оценим верхний предел накопления

рассматриваемых ошибок при передаче высоты rеоида на значительное

расстояние.

Напомним принципиальную сторону вывода интерполированных

уклонении отвеса и rраВИl\Iетрических поправок в астрономическое

нивелирование. Это необходимо для уточнения прежних расчетов.

Астрономо-rеодезические уклонения отвеса считаются заданными в

нескольких точках области а. Если речь идет об интерполяции по пло-

щади, то число таких точек (с известными обеими составляющими)
должно быть не менее трех. При интерполяции по прямоя достаточио
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иметь Аве точки наконцах отрезка. При наличии большеrо числа точек

будем располаrать дополнительными Аанными, которые позволят снизить

случайную часть ошибки результата.
За rраницу области " возьмем стороны выпуклоrо мноrоуrольника,

каж.дая из вершин KOToporo совпаАает с одним из астрономических пунк-
тов трианrуляции (в случае двух пунктов А и В областью cr БУАет яв-

ляться отрезок АВ).
Всю поверхность Земли делим на две области:

1) область Е, в каждой точке которой можем считать аномалию

силы тяжести известной;
2) область Е', к которой относим всю остальную часть поверхности

Земли, Для далькейших выводов необходимо предположить, что область"

цели«ом заключена в области Е. Основная наша задача заключается

в том, чтобы при заданных размерах cr определить минимальные раз-

меры области при заАаннои точности интерполяции уклонений отвеса.

Астрономо-rеодезическое уклонение отвеса &а (К) в любоя точке К
области cr можем представить,. как сумму

&а (к) == &g (К) + д D(K)
rравиметрическоrо уклонения отвеса &к(/() и д&(К), rAe !l&(K) есть

уrол между референц-эллипсоидом, принятым при обработке трианrу-
ляции, и эллипсоидом, положенным в основу при вычислении аномалии

силы тяжести. Это равенство можно понимать либо как векторное, либо

как скалярное для соответствующих составляющих произвольноrо, но

всюду одинаковоrо направления.

Точно так же rравиметрическое уклонение отвеса преАставим в

виде суммы:

&g (К) == &g(};, К) + &и( 1', К),
I'Ae первое слаrаемое определяется только аномалиями в области L

(и, следовательно, считается известным), а второе зависит от неизвест-

ных аномалий в области' 1:'.
Таким образом:

&а (к) &g( Х, К) == &к(  ',К)+ Ы] (К), (5.1)

причем левая сторона равенства известна, если точка К совпадает с

астрономо-rеодезическим пунктом. Она может считаться известная и в

любом промежуточном пункте, если ее изменение настолько правильно,
что окажется возможной интерполяция с заранее установленной точ-

ностью. Поскольку уrол между эллипсоидами !lD (к) меняется по из-

вестному закону (очень медлеНIlО и плавно), задача сводится к выбору
rраницы между областями и '};' в функции размеров области о и допу-
стимоя ошибки интерполяции.

Изложенные соображения передают основную идею астрономо-

rравиметрическоrо способа развития опорной сети для картоrрафических
съемок.

22. Оце8ка пре.цеJ\ыIйй ошибки, связанной с оrраllичеRllем

раАиуса ивтеrрации

Возьмем точку О в центральной части области а.

rраница областей и ;;.' должна быть нас олько удалена от rpa-

ницы cr и .s, чтобы минимальное расстояние от точки О до первой rpa 
ницы было больше максимальноrо расстояния от той же точки О до

второй rраницы (как увидим далее, из соображений точности интерпо-

ляции отношение этих расстояний должно быть около двух).
При этом условии &g (Кт.') можно разложить в ряд:

&iK /)==&,,(O ')+  ,'}g     +la&g  1:')y+. . , .
., (5.2)
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11 ЭТОТ ряд будет абсолютно сходиться во всеи области о. Здесь х и y 

прямоуrольные Iюординаты точки К при начале координат в о.
Написанные члены разложения, линеиные относительно координат,

полностью учитываются линейноЙ интерполяцией. Ошибка интерполяции
величины {}и (К '1:) определится величинои последующих' членов, завися-

щих от вторых и ВЫСШИХ степеней !юординат. 'Очевидно, их исследо-

вание (в случае линенной инте}JПОЛЯЦИИ) должно определить rраницу

между областями и};', т. е. ту rраницу, до которой должны учиты-
ваться аномалии силы тяжести. Если в качестве интерполяциониой ФУНК-
цИИ избрать функцию BToporo порядка, то ошибка интерполированtlя

определилась бы членами TpCTbero и более BbIcoKoro порядка. Но нет

смысла в подобном осложнении интерполяции, так как яри решении

такой задачи число нсизвеетных удваивается, и надсжность их опреде-

ления сильно понижается. С практическои течки зрении лучu.:е юдесто

этоrо область :J разбить на части, что также приведет к уменьшению об-

ласти  .Поэтому нет нужды далы,еЙ иевыводы усложнять учетом сфе'

рических членов, которые, как известно, в формуле Венинr Мейнеса
мало сказываются при ю.теrРИРОВilНИИ даже до расстояния в 1000 км

И имеют ничтожную величину в формулах для вторых производных от

уклонения отвеса.

По этой причине мы можем исходить из предельноrо вида формулы
Стокса (случаи плоскоrо поля аномалf\.Й бесконечноrо простирания):

с === с дg d:J
2"1 J r

и пользоваться соотношениями:

aп l' Р ( 0:)............... === ( .1)" \ tH'  п cos  . d'J ,

ОХ" 2 Т:'( J
о r,,+l

;»)0+1 у ·
Р'

(
"

(j п I

\
11+1 cos CI.) sш CI.

 ,,==( 1,\1I+1 """"':"'"Llg
'

..L
d:J,

dX11 ау
J 2 "1

.

т" I
4

понимая под CI. уrол между осью Х и направлением радиуса'вектора r,

проведенноrо к элементу плоскости du.

Таким образом, члены BToporo порядка (сумму их назовем O )в
разложении (5,2) при !!нтерПОМJЦИИ состапляющей уклонения отвеса по Х

можно представить так:

, ()3 х
2 аз: (jRC у2 Зх2

\ дgРз (соsCl.) d O ===
/)х 3 'i дх2

1!у ху+ dy2!JX j 
===

 27r:1 J
,, 

L'

(5.3)

(5.4)
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 '..

т
' 2 .. ,
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н..

о..-
1.. :

" '.'

d-:.,

или, ссли R минимальное расстояние от О до rраницы L си  .

/  2
1

47:.

00 . 2 

.\' d ( 2 ) 'дg rЗх2 Рз (cos CI.) + 2 ху р'3 (cos CI.) si п CI. +

R о
.

у2 Р' 3 (sin а.) co,s а. ] d CI. \ .

'. IJ

i

Оценим прсдельную величину результата интеrрирования по а., ПОЛЬ-

зуясь неравенством LИварца.
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Прежде Bcero убеждаемся, что

27':

.\ Рз (cOSrx)P'з (cos 0,) sin о, d rx === О,

t

2т:

 'P'з (cos а) р'з (sin а) sin rx eos rx drx
,

О

о

Следовательно, на основании неравенства Шварца
2;:

J с=с= .\'  \g Зх Р;) (cos а)  +2 ху Р'з (сос; а.) SiH rx+.ч
2

Р'з (sin 0:) cos о] d,,- -<
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 ,

,
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ПОДСТ:ШЛЯ5J эти Зfr:l';еЕШl в преДЫДУlJJ.,се нсраВСНСТБО, имеем:
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Внеравенстве (5,5) дgт представляет собой среднее квадратическое
значение колебания аномалии на окружности радиуса " (с центром в О).
t.gm при буквальном поиимании (5.6) должно бы нониматься как макси-

1
мальное значение ilg'tn' Однако, ПОСI<ОЛЬКУ t\.g'tn множитсн на J ' инте-

/"

rрал l! (5.6) убывает чрезвычайно быстро, и ero величина определяется

почт сключительноаномалиями вблизи ero нижнеrо предела. Поэтому
под дgт можно понимать среднее квадратическое значение колебания
аномалии вблизи rраницы областей и 1;'.

Выражая 02 в секундах, получаем вместо (5.6)

l
'

!
.

1/ Х,' У
о, < О ,16    i ilg//l'

или (5.7)

l
'

,"; I
:2 t

I I

ои 16 j.!.;",
,, ,

 ..

I'Ae :) 'отношение рRДИУССБ об. зстеi'! и J, а й.gт выражено в милли-

!'Zlлах.

Мы не будем оценнват!) предельную величину членов TpeTbero и

слеДУЮ1bl.ИХ порядков в разложении (5.2): заранее можно ожидать, что

они окажутся малы. В этом мы убедимся, KOr,lJ;a переЙАем 1< COOTBeTCT 

вующим расчетам < ля aCTPOHOiv;o-rравиметрическоrо нивелироваНЮI.
Влияние этих членов, как УВИАИМ, будет учтено в формуле

0", 16   "

1  gт
.

,

') (5.8)

Эта ф'тыула дыт предельную ошибl;У разложения (5.2), т. е. она

О!iредсляс';' ПРС-ДСЛI,ную LСЛИЧИНУ полноrо изменения на участке:; тех

НС-.',,' нейных 'J.'\t:';;ОБ, yп'H:pt,re при развитии опорной астрономо'rеодези-
ческой сети Н3,',QжеЮ't"М сносо601\" дадут систематическую часть ",ефор-
мации этоl1: сети. Эта величина (о) распределится в области :JПО разному,
в зависимости от расположения опорных пунктов. Например, если все

опорныс ПУШ(ТЫ р,н:.;положеНi>! Hil Еонтуре J, то это значение ( ) явится
ПРСДС_\IJНЬЕ1 дЛЯ центра с, убывая от [,"\ентра пропорционаЛhНО квадрату
раССТОЯНИЕ (TaK(!  об;JClЗОМ во НСС:: остаЛ"П:,IХ точках оно будет значи 

тельно  T т,тe).
В качествс Pp;i'.TCp'i нримс;rе:ПIЯ Ф:РМУМJ (5,8) рас мотрим тот

случ?lt, [,;о]'да ()(),\a, TH :;
соо)'в?тств)'ет ,\ист I<apTbI масштаба 1 : 200 000,

')', е, радиус это;: (/iлаСIJ] 'с.:::, 50 K ,'. Можно ПРИТ-IЯТЬ ИЗ осторожности,

что 6.f:{1II будет ТСfда приблизитЕ'М,'НО равно двойноН ошибке представи 
теЛьства контура :-:, т. е.

,,'
 ::1,1 J/ 2;-с, 50 () ::::.:: 20 '.?:,Irл.

Зада ване () пре деЛlI-юii величиной 1", 2, получаем

:/ 1 ()
Ь l' -, [; J р 2,1,

т. е. !'равиметрнческзп съемка должна от пентра листа распространяться
не  ,:eHee, чем на 100 КМ.

При оценке й.i?!/l н к()нкретных i'лучаях надежнее пользоваться rрави-

метрическои KcT'I'O;i. ДостаТО'!fЮ о!'рar'ШЧИТ!JСЯ ДОБО.'ЬНО rрубои rлазо-

мерно]! очеl КОИ.
Ко!'да СЪС?10'ШЫ ; участок J,' внутри !:ОТОРOI'О ИНТСРНО.!\ИРУЮТСЯ

УК.'I.онен!!я отвеса, велик, то COO'l'BCTCTHCI'<jj() очеНl) большими окажутся
и размеры тои области, которая До.\жна (,ыть заполнена местном l'рави-

метрической съемкой. В этом случае ,4-\11 более блаrоприя.тноrо решения

66



вопроса можно привле'!ь дополнительные данные. Такими данными ЯВ 

ляются результаты БОЛЬШОI'О опыта, нarюплеННОI'О в цнииrАиК при
вы'!ислении rравиметри'!еских уклонений отвеса более чем для 500 пунк-
1'013. Некоторые итоrи ЭТОI'О опыта, в интересующей нас сейчас части,

отображены на картах, {'де в изолиниях через О", 2 представлена та

часть УI-(лонения отвеса, которая вызывается аномалиями силы тяж.ести

внутри кольца с внутренним радиусом 300 км И внешним 1000 КМ:. МЫ

видим, '!то влияние ЭТОI'О кольца не очень велико и меняется от места

к месту довольно плавно, С известным основанием можно ожидать, что

и в неизученных районах, сходных по рель фу,общая картина сущест 
венно не изменится. В таком случае по ЭТО)1 карте можно судить о

порядке веАИ'!ИПЫ поrрешности, которую можно преДIlолаrать, если MeCT 

ная съемка не распространяется далее 300 км от rраниц съемочноrо

участка.

Сравним формулу (5,8) с формулой (10) в моей статье, помещеНRоJi
в 17-М вып. "Трудов цнииrАиК ";

"

01' 12 6.gaxо <-, .i  

Р"
,

(5.9)

.....

(обозначения в ней привед<iны в соответствие с обоэначениями настоя 

щеI-i статьи); < g'П!ах есть полуразность между максимальным и минималь-

ным значением  шомалиина rранице и :2;'. (
Как видиWi, разница в коэфициентах той и \Аруrои формулы не cy 

щественная. При учете членов выше BToporo порядка в (5.9) также по-

явился бы делите"ь p2 1 вместо r}, Следовательно, р .:"-ичие СВОДИТСЯ

в основном к '1 ому, что вместо дg'ша< теперь входит дgт'
т. е. вместо

максимальноrо колебания аномалии ВХОДИТ среднее квадратическое коле 

бание на {<с)Нтуре, которое в 2 3 раза менее первоrо. Следовательно,

формулаJ5.8) дает значительно БО/l,ее тесную оценку (о), чем (5.9).

23. Оценка предельной ошибки для aCTpOHOMO 

rравнметрическоrо н велнровапия

Обратимс)-! к исследованию rравиметрической поправки астрономи-
'!ecKoro нивелироваН[jЯ. Как известно, эта поправка получается из рас-

смотрения Toro случая, korAa уклонение отвеса интерполируется между

двумя аСТРОЫОIVIO-rеОl\езическими пунктами А и В, и областью::; является

отрезок АВ. ИнтеI'рирование интерполированноrо уклонения отвеса в

пределах от А до В пршюдит К С;"Н'ДУЮ:Qс,;llУ БыраЖСi!ИЮ [16) для rрави-

метрическоli поправки:

< ('!; ) ===
С'

(В ,,)  "..

"

( /1 \,) l r ij (A  )J
'g

, , ".."

L az
Л}, L)

]д!
. (5,10)

ров

Ошибка этои величины в тои ее части, которая зависит

области  ,очевидно, равна

?

(А "') "  l ! a (А
,

, '),.J д (B, ')'1
, ..

l д! I Dl J
.

от разме-

С-
(

, '

)
, ,

"

(
.

В ,('

Д &' '" , -,--,. , L) (5.11 )

Поском,ку отреэок АВ целиком  асположенв области :Е, каждый

из '!ленов правой '!асты (5.11) можно разложить в ря,( для оцеюш макси-

мальной величины Д': ,( '").
d (О "') [2 (Р: (О, 2:') [З д3 (О, 1;'): (В,  ')0== (О,  ')+ l
':

щ'
'"

+ 2! 'Ш  а[2 ' + зт  aP +.. , . , .

"

( \")  ==:(
'

О J

) l
():(О, }/)

" /i, - , L
д!

[2 д2
с(О,  I) lЗ аз Ц О,  I) I

2!
, ..

дР З!  дP  1
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[
ас (В,  ')

а[

[
а: (А, }:')

==

д[

дС(О,1') 2
(р ЦО, L') f3 а:; ЦО,  ')1

iJl + [
а[2

+ 2! J 
+. .. , ..

а: (О, L') 2
а2
ЦО, 1') f3 d 3 ЦО, 1')[

iJl
1

аР +"2Т d{!

с ПОМОЩЬЮ ЭТИХ равенств из (5.11) получаем равномерно СХОАЯ-

ЩИЙСЯ РЯА АЛЯ Д iL/):

"'"

r
213 дIЦО,L') 4['> д"ЦO, ') 6[1 a' (O,L') Jд"iL)== 2зт- +5Т  +7!  UI"  "'"(5.12)

ПОАставляя значения пронзводных из (5.3), получаем:

r,l;e

,

I
1 С 12[3I Д:g (1;') ==

1t'( J
дg

t 7"
Рз (cos «) +

L'
(5.13)

4/"
'

1
'

+7P5(cOSC\)  "..,dC5 \' J ({" ,

c

R

2;:

1

[
2Р 4[" 6['

'

)J == ilg ......... Р3 (cosQ.) + 5 P.(cosa) + 7 Р7 (cos а), . . . .,

,

d\J..
1t'[ r" " r

u

ОчеВИАИО,

I чJI
Тf:ПСРЬ применим

1.., J I

2тс
"

2 {:

J 7 Рз(СОS(J.)dС\ +
о

2т:

(' 4 l"

J L':,,({ . P5(cos а.) da,

п

к каждому члену неравенство Шварца

,
2 . '

1
1 I

2 f3 [ 
2

\ J
1

,

\ J.g
2 d C5

,

2

rl t р2;; (С05 ?) dC\ 2

.J 1"
l о

2т:

I
4 l"

[ \
"

" '

1
1

T  ' P 5 CUS!l.)aC/.. 2

,..1
.'
()

и получим

I

I
!

....... (.
I
,

I1римем ВО внимание, что

21t 21t 2;:

\Рз
2
(COS!l.) dC\:== ;: > \' р2" (COS!l.) d?:> \ р2, (cos ri) clС/.

о о п

nолучас'м;

I J\ 1
1. 7 ,\ 1)" ( ')':: 4('

  :'..!!"
\ ::::с!

16 "( \,' /':'

" , 

), , ,.. .

'" ;

Возвращансь " (5.13) и используя I\оследнсе нераВСНСТЕО, после

интеrрирования по r получаем:

s:i );/) <V
r

{ т 1 ( 2+ :+ kll ' , .) ==y    J. rпр2
1

l'
(5.14)

rAa

6 

R
P [

,



Здесь под дgm МОЖНО, Как и ранее, понимать среднюю квадрати 

ческую аномалию вблизи контура 1.:.

Поделим обе части (5.14) на 21 (т, е. на длину отрезка АВ),
дgт выразим в миллиrалах, а уrловые величины в AyroBbIx секундах,

Получим:

l д:,,( 121< О"1l дgт
.

I 21 'p2  1

При астрономо-rравиметрическом нивелировании по Ciстрономи 
ческим пунктам, отстоящим APYJ' от Apyra на 70 км, И при использова-

нии рассчитанной ранее [16] эллиптической палетки

(5.15)

'\
р 3,

R == 105,

t..gпz :::::: 0,55)1 2".105 15 мrл.

J'Ae 0,55  коэфициент,входящий в формулу ошибки представительства.
По )томусредняя ошибка (5.15), обусловленная неучтенными зонами,

беЗУСJ\03НО MeHee t:.OI/,2. В конкретных УСЛОВИЯХ заданной нары пунктов
значение на контуре ::: всличины c.g'm можно jJОЛУЧИТЬ С карты. COOT 

веТСТВУЮIQая I1рсдеЛI,ная ошибка (5,15) в эти 'условиях, вероятно, бу ,

дет близка к 0",2, + 01',3 (а не J,   : 1/1,0, как прсдполаrалось рансе при
более rрубой оцеш(с предельноН ошибки). С этой точки зрения вполне

мо::>.но вместо [, == 3 вести интеrрирование при р === 2.

 4.Верхний предел наRОllления систематичесних ошибон

в rравиnетричеСRИХ поправнах при aCTPOHQmo-rравиметричесном

нивелироваиии

Формула (5,15) определяет предельную величину влияния неучтен-
ных аномалии на вывод преВblшения rеоида на одном звене линии

aCTPO!Iomo-rравиметричеСIюrо нивелирования. Возникает вопрос о допу 
стимых пределах этон величины. Это, конечно, зависит от характера
се изменения будут ли рассматриваемыс ошибки накапливаться быстро
и систематически, или на разных звеньях Еоидут с разными знаками и

взаимно ноrасятся.

Наибольшеrо систематичеСI<оrо накоплекия ошибок можно ожидать

в ТО?! случае, !(оrда ходовая линия нивелирования приближается ил!!

удаляется от большои области значитеЛJ,НЫХ аномалии oAHoro знака.

Эффект ню,оплсния систематических ошибок мы усилим, если предпо-
ложим, что аномальные области расположены полосами 6еСI(онечной

ДЛИIIЫ, нерПСНДI1КУЛЯрНЬJ!\'iИ J( линни нивелирования, причем в каждой
I10лосе прсдположим аНОМ;:Р.!JЮ постоянной и равной ее максимаЛI,НОМУ
значению. KorA;} линия нивелирования пересскаст ТdКУЮ полосу, то вы-

зываемые ею ошибки после прохождения середины полосы будут Ael; 
ствовать в друrую сторону и по-

степенно будут поrашаться. Ta 
ким образом, заметный остаточ 

ныи эффект дадут те полосы,

!{ОТОРЬ:С не пересекаются линие !

нивелирования, а расположены
па се I(OHUax.

Следовательно, наиболее He 

блаrОПР!JЯТНЫМ случаем будет,
например, тот, KorAa на одном

конце А ХОДОВОИ линии такая

полоса положительных анома-

 ;  j    , ,/1
 1}f;:)

,

> ........
-'
// / /;/........ ('

   ;/"-()

!ffig  > . н
  /' ----------....... 

 y ;;
 /

/)

Черт. 3
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ЛиЙ имеет бесконечное ПрОС1'ирание влево, а на конце В полоса отрицатель-
ных аномалий бесконечное простирание ЕнраБО. Мы можем СЧI"тать, что

ОТ краев полос точки А и В удалены на растояние р 1 =С" R, rде R радиус
той области  ,аномалии в которон учитываются палеткой, ПОСМОТРИl\;,
какое накопление ошибок pacCMoTpeHHoro типа (ошибок за C'IeT оrрани'

чения обл'iСТИ интеrрации 2.:) может получиться в условиях данноЙ схемы.

Возьмем на линии АВ точку К на расстоянии х от левой верти-
кальной ЛИНИИ. Вычислим a:g (2:') с ПОМОIЦЬЮ формулы (5.13), оrрани 
чиваясь учеrом только первоrо ч ена,который, как мы видели, имеет

доминирующее значение. Получим

,;

a 1'(2:'\
2 D.g [\ Р:! (cos '7.)

d ' ", ' " '

,
T 

"1
'1

т.

ш+2
2 ;дg Р \'

'

,
'

p;!(co .:.)
 "

J ,
,;;

d,' d(J ,
j.

I
, 

s  ",

(- 1
.'

,).,Ь)

rAe S расстояние от К до лево!!: вертикально" линии по направлению "J,

Оqевидно
s Х sec (J

.

Интеrрируя по ", п учаем:
2

Р
"

1.л" (\'/ ) "C, ,L\.[. ' \
" Р

-

I"
OS')

\
({I'J.  'o-\

-  

7': ,' 5-'2:", \,,",), :), .

I

oj

:i
л (,{j''-',--,

\ })
-

'1
cos ry.

1 (COSCI.)o'J..
'-:'; Х"

"

'

(\

Последний fштеrрал в правой части равен .

Поэтому
',' \!   _

2!1, 8I1
....,,,,( ), 

,.)
"

"

.-)7: (X'""'

Ошибка в сре,4нем наклоне ПрОфИЛЯ I'соида на ОДНОМ энен 

,
'\ '

) ,   
"'1
Ll

!J.gP
3
' --=  хз1", '

даст ошибку в нревышении на диф реЩJIШ,\СД,>'иНЫ ({х

.lgP
,, .  ;dх .

,j "'{ Х"

ПОАЩiЯ величина накоп",ения "'тих ОllшБОR ОТ А до В получится
2/iV

',_ дg[2 (!х
'), ""'" \ 3 :..

' :I'

 --'

 ' x '
.'

рl

rAe N общее число звеньев нивелирования.
Выполниа интеrрирование, получаем:

 : (
'

+ -- 

2

1

1\1 )   :: -

,

\ ; /
,)'"

j

или

 '<" _ я.  
'1'

,- 

3 7':"( .!
'

так КаК 2 N» р.
Такую же ошибку внесет область \'{ r

, раСПОЛО."t>енная справа,
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Поатому

I ас I <" (дgli
,

"

3 7tTP
,

или, в числах, выражая ::',!{ в миллиrалах, 'а 1 и
.

'

в одинаковой мере

I (: " <
2.10 ''i( g)1 ,  5.17)

: [)

Например, при дg 50 мrл, =с-= 2 и 1  =100 км 110ЛУЧ:1ем:

I  :I < 0,5 метра.

Эту оцепку можно считать верхним пределом накопления система-

тических ошибок з" счет оrраничения об.llClСТИ интеrlJации на каждом

звене раАИУСОМ pl. Отсюда видно, что значение р
=== 2 не приводат к

такому накоплению ошибок, которое можно было бы счита';'ь чрезмерным.

СледоватеЛЬriО, увеличени' ошибки на К,.ждом звене но формуле (5.15)
не опасно, так как увс.'\ичеj-{иаli ошибка нсе же остается значитеЛl,НО

меньше тех слуqаинь,х ошибок, которые обусловлены в первую очер /,Ь
малой плотностью rравиметрических станций вблизи цСТРОПУНКТОd (среднее
значение последних близко 1>: + 1").

Мы !iрИХОДИМ К ВЫВОАУ, '11'0 при выполнении aCT}.JOhomo-rравимет-

риqескоrо НИ8еЛИрОБан!!я aIЮ7l1алии силы тяжести достаточно знаПJ в

полосе ШИ}JИНОЙ 4/. Например, "ри Р:СССТОЯНИИ между аСТРОНОМИ'iескими

пунктами в 100 КМ достаточно иметь I'рюшметрич,:скую С'hеМ1Ч на 100 КМ

В каждую сторону от ходовом ЛИНИИ, Увеличео:ние ШИDI!НЫ полосы на

точности нивелирования заметно не скажется. .l-(ак увидим далее, для
повышения точности необходимо сrущение сет!! rраиимстрических ну ик"

тов BOK!Jyr каЖДоrо и::; асч,опуНI>:ТИ: до РЗССТ(J}!НИ>I r: 15   ,20 IШ. Таксе

мероприятие может ПОВЫСIIТЬ точность по меньшей мере IЗ 2 Зраза по

сравнению с тем, что мы имеем сейчас ы ус.\ОВIIЯХ равномсрно({ 06Il еи
I'равиметрической съемки СССР.

Приведснные здесь расс)' ждеНJ!Я ОТНОСЯ'! СЯ также к влиянию те>.

систематических ошибок в аномалиях больших областеii, которые MOI'Y \'

возникнуть I>следствие ошибок определения опорных пунктов. На резуль-
татах аСТРОНОJ\ю rl.iавиметричеСКОI'О нивелирования они скаж.тс,: нич-

тожно.

25. Два типа астроиомо rеоде5иqесю::хуклонениЙ отвеса

н связь между НАМИ

Мы видели, что при аСТрОIIомо'rравиме1рt!ческом нивелировании

rравиметрическая поправка не вносит в реЗУI\I}тат заметной системати 

чеСl\ОЙ ошибки. Инаqе  Ю)j:ет обстонть дело в \,т;юп'ении астрономо'
!'еодезичеС:;!lХ данны>, существенным образом исrи,'льзуемых при реше-
нии этой задачи lJ форме аСТР()НОМ )'I'ссдеЗ;l,rес;\их УКЛ"JНений отвеса.

Для уяснения этоrо вопроса нам l1рн.-,ется несколько уклониться в сто-

рону от ОСНОIJНОИ АИНИИ И:-Iложения J-! более I.шимате:.ЬНО отнестись к

смыслу аСТ?ОНОМО I'еодезических У'(Jl.онении ')ТЕеса, соответствующих

двум основнын методам обрабО'l'КI; ТРИaJ'ТУЛЯ!}ИИ.
Начнем с 1'01'0, что онределш,' j;асстояние между двумя близкими

по фор:wе и ноложению ЭЛЛИ!!СОИ,!l;ами; Д'1лес, 01' расстоян,:я перейдем
к У!','I.У между нормаЛЯl\IIl.

Это lJасстоянис /1 является :некоторои ФУНКЦllеi1 положения точки

на ЭЛЛИ!lсоиде и, с AOCTaTOqHbIM при:':лиж-ением, лрненной ФУНкцией

разностей элементов этих эллипсоидов. Зависимость же h от широты
и долrоты может БЫТl> представлена Сферическими функцикми до 2 ro

порядка вкл,очительно, Именно, сфеFическои функции нулевоrо порядка
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будет соответствовать поправка объема исходноrо эллипсоида, Tf!!
элемента поправок ориентировки определятся Сферичес!юи функцией
l roпорядка; поправка сжатин и два элемента трехосности оирсделятся

.3-мя первыми коэрициентами ФУIШЦЕИ 2'1'0 порядка,

Формула ДМ! /l получена в двух раЗЛ:iЧI:ЫХ вариантах проф.
Ф. Н. Красовским [14] и де j'рааф Хентером [15], а MHoro paHee Слуд-
ским [18]. Ф. Н. Красовскиi'i, круанеишиЙ СПС1!иам!ст по вопросам ['ра-

дусных измерений, с полным основанием приписывает еl1 роль исход-
НОЙ формулы HOBoro метода rpaAYCHb!X измерений. Формулы l\расов-
c,.;oro и де rрааф Хентера относятся '{ двухоснт1У Э,\ЛИLiСОИДУ. Однако

при выводе элементов эллипсоида и в ряде друrих исследоваНИ;J с

фактором треХGСНОСТИ следует считаться, особенно С:2ЛИ l'I;bI желаем

получит" наилучшие э, ементыне ТСЛЫ(О дЛЯ тои территории, для 1<0.

Topoi:i r{'Иiура rеоида исследована, но и для тех orpoMHLIX территорий,
которые I'еодезически пока еще не освещены.

Поэтому начнем наше изложение с вывода формулы длн ШJаимноrо

расстояния ABYXOCHOI'O и TpexocHoro эллипсоида. ВОЗЬМСIl1 пряnюуrоЛl)'

ную систему коордшщт с началом 11  JeHTpe ИСХDДНОl'О (.J,:;YXIJCHOI'O)
ЭЛ.'I.ипсоида. Ось Z СОБмеСТ!1М с еео Мil',оЙ ОСЫО, нреДЕолаrан се 'нрал-
лелыlOСТЬ оси пращеН1Я Земли. Ось х ПРСДifOJl.ОЖИ:Н COEMCIj,\cl!:roii с

большом осью экваТОРJ!а:,ьноrо эллиr:са -и от нее будем отс'!иты-

В<l'П) долrоты ш; I'еодсзичсскую широту точек на этом i.,'ЛМ;[;('ОИ,:,е IШ-

ЗОGем В, rеоцентрическуlO </1, Очеви,ДНО, в этой системе l:оо;"линат

уравнения AByxocHoro и трехосноео ЭЛЛИПСОИДОВ запишутся так:

x  +y2z 
O'  

!:
1,

а
- '/ 

(х ' J)2 ...l  (у
 мшYo) 

(a+дa) 
i

(а + дс)2
(;ш ;0)2
(b + b) 

== 1,
(5.18)

еде хо, Уо, Zo координаты центра HOBOI'O эллипсоида,

Д а, с. Ь,с. с
  'Ш

поправки el'o полуосей.
Пусть 1, т, /lш.напраЕм",}],Цие l:ОСИНУСЫ радиуса-вектора, соеД"itEю-

щеl'О точку Х, у, Z на исходном зЛ,,\.Ипсоидс е началом координат; '1 Ol'да

:t ,,,,--се 1р 1 ,.е,=- COS Ф cos ,,'

,п   'cos Ф sill U)

п :се,=- sil1 Ф

l ,+, т
2

I n 

 ;T 
т

Ь2

(5.19)у:::--::.: тпр

z === пр

1
,

[.."

Радиус-вектор,  ,нм н:Щ,!,jИнаправление (/, т, п) Lстрс;чает ),jСКОМЫЙ

ЭЛЛИПСО;JД [j ТОЧI\е х, у, z, причем

х  :o-.: 1 (р + D.r)),

11 :=с,
т (r' + с.р),

z п(р L.\p),

rAc с.рш растояниемежду обоими эллипсоидами, отсчитанное вдоль pa 

A;i ;Ica' вектора.

Подстановка в УР,ШНСlше (5.18) , .aeT

ир+ [ p
((/+,\a) 

(т l
'
)
, I.1'1  \') j,I.

,У:1 . .../ '
.

      .        .   "   . 

(а !lc)'

(п:, n!lrl Z(!) 
, ,

lЬ : t..\ ь) 
1
L

Оrраничиваясь предстаВ}t.снием {СЗУЛЬТdта лr'1ЕС ЕОИ (I}УЕКВИi'; ОТ  [J"

Хо, Уо, Zu. с.а, !l6, с.с и принима,j rю ВIшмание (5.18) и (5.19),
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получаем

1 [
> " 2 ., о) о)

\ Ьc, , . р.. , тр
,.".

I пр "rJ да I т rJ
"

де....L Т/" Р'
,.

 .,.,'=- :
'------;; -'-11  i  "Уо  Ib

 :)Zi\  1 -------:;--
,

 .

-l  "' 
b
2 

b > сс а"
"

(е а а" (1
(5.20)

ОчеЕ1iДНО, отБРОlI!слные члены BToporo и высших ПОрЯДКОВ дадут
НИЧТОЖНЫ;j эффект, даже ссли в Iшчсстве ИСХОД,ноrо ПРИЕЯП> эллипсоид

Бс'сссля (именно
 ..

пш'решность порядка :[: 1 О 000 от величин поправок

полуосеи и ориентировки).
С тоН же стеП"'Пl,Ю приближения, порядка квадрата са:атия, имеем:

I
,' =.сс= 1
а

 .siп:! 11. . . ;
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Z
n

\
"

=. соз {) cos Ы. . . ;
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)') СОЗ' У. . . ; ---;/
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п ф
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1  =соз .!) соз W
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Лi"

7. S10 213. . .;

rr
..

.' "(}В ."

4
.sШ. .. ) cos" Ы, . . ;

\,.2р..,',::. _   
с/.

.'. f)l"".:)'<:'l" ' .

со..) 1З,--;НJ UJ
i

4
:51J)   }.)..1.1 () . . .

j ( [ ))2п-7"СSiПВ.. .;

(2lJ) пC= .';iп2В'.- Sill!2В,
[',?---= h соз (ф- В) ,О fJ. . .

Поэтому уравнение (5.20) запишется в следуюч!ем виде:

11
п .

соsL.sшUJУ"cos В со;:;", Х"
.

В
,

5111

-

.:.::-:() (
[',([ .k

, 2 ;-:-- cos ы
),

,';.а [\С
,

 '" :2 J,{;

) ( ', В
, I

'J
, , ,

cos  , 

2
,

'

4
';.Ь.2В)

/1 со" В SiB [уо

Переходя к обы'IНО"ЛУ счету ДШ\I'ОТ, ПО/.у",а,;"

.
{ 

;,Ш'::; "
с\U с\с

'
J (L ! ) I,

'... 2  COS"',
. 

'-il, '!"СО,'; iJ cc;s 10.\"0

.'1 и 2 \,/)
'

j
! , l'

. i со',' 1)
2 \

 c ",

.:: с. ' )  . 

,

 .,"1 р L, о

4
,.. , :\Ь, (5.21)

l'AC ['о Д1.).\l'ота j IаиБОЛI)Ul  r'оl\lерИ:ДiЕtР:.l TpCXOCHOI'O Э'}\)\НПСОИi;3, ХА, Yu' Zu
 - 

f ООij,/J.Иi;.:'L'r>j  }C:;TpaИСI\(ir..I )l'С ЭЛЛJ-jtiСОИДЯ. l еистеf' !е I\()ординат с оБJ)lЧ 

HtJ:r',-'! с IICTOi\'J /j,\J.'\I'(jT.

},1з \.:;./J) irOAY;.J ;Cl';iI 06j)P; lLH\1 CHoco601, ПJ ;Оt ,} k:,lаоУl')\(] 11,]e;i;AY Э.I\лип"

СОИД<11\1И 11,( ,.;шрав.н ння \:еРИ.J,ИШШ н перВОJ'О верТИl'ала:
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.

1.,.:,\0

\1. а cos 2В) ,

j

S B1.. !.ОТ; J<  ?/
L ) cos'! 8 ( 1U. а зт" В), (5.22)
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Здесь М и N радиусы кривизны меРИАиана и сечения ЭЛЛИnСОИАа

плоскостью первоrо вертикала. СлеАует отметить, что формула (5.21) по

написанию похожа на формулу де rрааф Хентера, если отбросить член,

зависящий от трехосности. Отличие заключается в том, что ЗАесь вхо-

дят не привеАенные, а rеодезические широты. Замена rеОАезических

КООРАинат приведенными только понижает точность формул, внося

ошибки порядка сжатия,

Формула (5.21) содержит в общем случае семь неизвестных

Х(I' Уо, z(I, да, !1Ь, де, Lo. Определив тем или иным способом все или

часть этих неизвестных, мы получаем возможность по формулам (5.22)
для любой точки получить поправки к I'еОАезическим КООРАинатам В и I 
дЛЯ неречисления их в систему "координат на новом ЭЛЛИПСОИ.l,е с новыми

ИСХОДНblМИ данными:

B'==B д ,

L' == L  ,  sec В !1r, .

Необходимо подчеркнуть, что такой способ перечисления должен

применяться только в том случае, если трианrуляция обработана мето-

дом проектирования. Эти формулы неприrодны, если трианrуляция
вычислена методом "развертывания".

Мы здесь подошли к очень важному вопросу о связи между коор-

динатами, получаемыми тем и друrим методом. Для выяснения практи-
(IeCKOH Еажности это1'О вопроса при исследовании фИ1'уры 1'еоида OCTa 

новимся на одном при мере. Чтобы яснее подчеркнуть принципиальную

сторону дальнейших рассуждений и не отвлекать внимания на вычис-

ления, не имеющие ПрИЩl,ипиально1'О значения, пример этот по во.мож 

НОСТИ упростим,

Пусть элементы размеров референц.эл}\ипсоида безошибочны. Допу-
СТИМ также, что ВОЛНИСТОСТИ 1'еоида отсутствуют. TorAa возвышения

1'еоида над эллипсоидом будут обусловлены только ошибками ориенти-

ровки референц"эллипсоида. То ж относится И к уклонениям отвесноli
линии.

Пусть ряд трианrуляции ОТ исходно1'О пункта идет в меридионам,-
нам направлении. To1'Aa для этой ду1'И из (5.21) и (5.22) получим:

h  =cos (Bl1 В) ho + sin (B , ,.В) Мо д o'

Д ==о sin (Во в) O+ сos (Во  " В) д o.
о ..

(5.23)

Применим теперь к нашей схеме обычные приемы Вblчислекия

Трl1ан1'УЛЯЦИИ (развертыванием). Очевидно, для д мы получим

 ;===  E{)) (5.24)

так как при методе развертывания широты, при откладывании на двух

равных эллипсоидах вдоль меридиана однон и той же ду1'И, изменятся

и здесь и там на одинаковые величины (с точностью до величии по-

рЯдка (;(д ), независимо от ДЛИНЫ ду1'И S. Если теперь мы определим

h, применяя обычные формулы астрономическоrо нивелирования, то

получим:
в

h ,е=,- h(! М \' д dВ === ho + (Во . , В) М д o.

Во

(5.25)
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Сравнивая (5.23) с (5.24) и (5.25), мы приходим К l1РО'l'иворечиlO,

которое особенно велико при больших протяжсиностях ду!' rpaAycHbIX

измерений, как это видно из следующей таблички:

B, B!
 ,   

 O(5.2 )   .   J. :  : 1     '   !

h Ll;

90. Мо Ll o },о  :' МЫО Ь, [\  o!

2
'

М
180 },о h@ +- ;: м Д  o  '.CiEo M lJ

360
,!

1 }J(I 1'0 ,! 2т: м [\ o Д;О A II, I i

Отсюда приходится заключить, что при большом удалении от ис.

XOAHOI'O пункта ошибки элементов ориентировки, если триаш'уляция

обработана по I1етоду развертывания, сказываются на выводе высот

rеоида в совершенно искаженном виде, вплоть до перемены знака отдель-

ных слаrаемых. Следовательно, классическая фОРI'о'1ула астрономическоrо
юшелирования

c ( dВ + '", cos В li L) (5.26)

при исследовании фиrуры rеоида на большой теРРИТОFИИ требует вне..

сения дополнительных поправочных членов.

Разобранный пример помоrаст уяснить причину получившихея про-

тиворечий. Действительно, в формулах (5.'23) понимается как мерн-

дионаАьная СОСТ<ШЛЯЮI.Qая у l' Л а м е ж Д у д в у м я э л л и п с о и Д а]'Д И,

В то время мак Д формулы (5.24) соответствует понятию о меридиональ"
нои СОС'I'Ю' 5Iющей у к л о н е н и я о т Е е с а при обычной обработке

трипнrуляции п о м е т о Д у раз в с р т bl В а н и я. Обычно эти понятия

не разrраничивались, и уклонение отвеса BcerAU uпределялось как уrол

между нормалями 1, эллипсоиду И rсоиду. Это положение лежит в основе

вывода ФОРМУЛЫ (5.26). Но верно оно том;ко 13 том случае, если укло 
нения отвеса выведены из обработки трианrуляции по методу проекти-

рования. Применение же формулы (5.26) к обычпым уклонениям отвеса,
если исследуемая территория велика, приводит к противоречию,

которое иллюстрировано приве..ценной выше табличкам.

уклонения отвеса, полученные методом развертывания, следовало
бы называть "смешанными" уклонениями отвеса, чтобы подчеркнуть тот

фаl(Т, что они получены, КВ!, разность координат точек, не лежащих на

ОДНОЙ нормали к эллипсоиду. Использование ИХ ДМ! построенин фш'уры

rеоида на большой территории без дополнительных поправо:": неДОIIУСТИМО.

Перейдем к вопросу о том, как с доствто'пюй точностью получить

эти поправки. Очевидно, дЛЯ ЭТО1'О необходимо: 1) учитывать волни-

стости l'соида; 2) знать путь, по которому ПРОИЗI,одилась укладка звень 

ев при вычислении трианrуляции; 3) учитывать эти поправки до урав-

нивания трианrуляции, так как после уравнивании эти систематические

ошибки нерераспределяются между звеньями очень сложным и, ВОJбще 1'0.

воря, неизвестным образом. Если ПРИХОДИТС/! оперировать с уравненными
данными, то можно оrраничиться приближенными поправками, вычис.

ленными 110 нскоторои средней ходовой линии. К счастью, в ТfJианrуляции
СССР вдали от Пулкова,rде эти поправки велики, последние трудности от-

падают, так как трианrуляция идст там цепью в ДОЛI'ОТНОМ направлении.

Допуская в поправке относительную ошибку порядка сжатия, решим

эту задачу на сфере.
Рассмотрим Ayry l'радусных измерениJ:i длиной S, начинающуюся

от исходноrо пункта. Эта длина получена на rеоиде. Если ее спроекти'

ровать на сферу. получим:
s s

("
I dS

5
' (' "

d с
,)=С

j 1 + (
==,

 .J'
..).

о О

(5.27)
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Здесь радиус сферы принят за единицу, и все линейиые велиЧИНЫ выра-
жены в долях радиуса сферы; расстояние между rеоидом и референц-
эллипсоидом.

Обозначим через проекуию истинноrо уклонения отвеса на нап-

равление дуr'и 05, Через ;'  , проекцию "смешаННОI'О" уклонения отвеса,

полученную из. вычислении по методу развертывания.
Очевидно, что

\\''' !
\ \'",,/,

"

/";  J
" S

t
l

,.-'
,,/ ,...........=-- S S'C"

,> /'+ 
,/,. /'

.. ,-'

/

///
 '<" 't"

"

'-'!
'\

" \"

"',
'

""" , \!
" "

"-...,
" 

d r )
I

.  

dS' }
 ' == S . S\ ,

(5.28)

как это видно из чертежа. Действительно,
рассмотрим сечение rеоида нормалькой
плоскостью R азимуте ходовой линии, Здесь
 'есть уrол между нормалью к rеоиду на

расстоянии S от исходноrо пункта, считая

по поверхности I'еоида, и нормалью к сфе-
ре в точке, лежащей на том же расстоя-
нии S от исходноrо пункта, считая по

lIOнерхности сферы.
Пусть мы имеем еще величины /1,

полученные обычным способом по формуле
s

"
v

h == ho + j  'dS .

о

(5.29)

Следовательно, '"

Черт. <1  I dh
,

"
"..,

dS

С помощью (5.28) и (5,30) получаем из (5. 7):
s

dh d:'
"

 ' .
d.. d

C: 

J dS .

о

(5.30)

(5.31 )

Это уравнение путем дИференцирования

СТОМ:У дифереНl1И<lЛЫiOМУ уравнению BTOpOI'O

КОЭфициентами:

по S ПРИВОАИТСЯ К про 

порядка с постоянными

d2 (
r d2h

d ---:j+
'>
=ос

.d52 (5.32)

По.\аI'ая 'l C у, получим:

d
2

/)2 == .. (у + h).

СоотвеТС'I'ВУЮlцее однородное уравнение

d
2
q

d52 + у == о

имеет решение

у === А sil1 S+ в cos 5. (5.33)

Вариируя произвольные постоянные обычным способом, приходим
1:( уравнениям:

dA,
') L dB

S О
(15

sm ,

.I"dScOS
==

,

:1 cos S sin s== h,
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После подстановки значений Ао и Во в (5.34) и (5.35) получаем окои-

чательно:

: /, +(:. .:',)si" S+(:. h.)cosS.[ h о," (1. S)dl, 1
U I

I
J

ОТКуда получаем:
s

А === Ао j' h cosldl ,

.

s

В:=:. Во + J h sinldl

и после подстановки в (5.33) о
s

: h == Ао sin S+ Во cos S+ j'h sin (l. S) dl.

о

Определим постоянные интеrрауии из начальных условии:

при S == О, С ==:0 и h == ho , поэтому

Во == :0 ho.

Аля определения Ао дИференцируем (5.34) по S

s

 '== Ао cos S   ,Во sin S  .. 11 cos (l  "S) dl.

о

При S == О, ; ==  oн  '=== ;' О, поэтому

Ао ==  I)  {O.

'1
.

(
" "

) S<; т ,;0 ; о cos

s

.\ 11 cos (l

о

!:;) dl,(
У

"О 110) sil1 S

(5.34)

(5.35)

(5.36)

Формулы (5.36) устанавливают взаимную СНЯЗЬ между уравнениями

с'радусных ИЗfi:ерений, соответствующими двум методам 05раБОТКll триан-
rуляции (метод лроектиронаН:IЯ и метод развертывания).

Аля переХОАа от координат, получеНН')lХ методо,,:, развертывания,
к соответствующим координатам метода нросктироваы\;,' Иliте!'[н\руя
НО частям в арапой части (5.36), ПОЛУЧИI\,: , 

Формула (5.36) дает поправку в проекцию уклонения отееса на

направление ХОДОВОИ линии развертывания ЧjИ<iЮ'УЛЯЦИl1 (или, 11'1'0 ТО

же, в длину rсодезической линии) в функпии величин I1 неисправленных
высот [('оида. Формула (5.37) ...ает ту же ьеЛ>iЧИRУ в фУЫ,ЦиИ ' "CMc 

шаНl!blХ" уклонений отвеса, т. е. уклонении отвеСе), вычисленных по

методу развертывания.

Высоты I'еоида через J3СЛИЧЮIЫ 11 опреАеляются формулой (5.36),
а чере.l ;' формулой:

:0 cos 5+ ( o

 '-'== ( ()";'0) cos 5.. .(0 sin 5+ :;' siп (l :) d[.

о

s

 !о) sil1 S +.  ' 'cos (! . 

S IJ

S) (и

(вместо обf;)lЧНОЙ == СО + j :;, dl ) .

о

(5.37)

(5.:38)
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Для 06paTHOrO перехода отэлементов, полученных методом проек-

тирования, к соответствующим элементам метода развертывания' 'мы

получаем: S S )
""

I/1."''-'=/10 (c :oH ,\ dlJ:dl, I

,' ,',+ (, '"H ,\,;s.
'

I
() I

(5.39)

Все эти формулы имеют относительную точность порядка сжатия.

Рассмотрим слеДУЮJ,ций Ilрим:ер, Для случая п"рехода от эллипсоида

Бесселя к новому Э.\ЛИl1СОИДУ СССР (но с ориентировкой ;0 == Y10
 =':'1 === о в

Пулкове) вычислим ПО ним ilоправ"и в У""лонения отвеса в пер:юм Bep 
тикале для нараллели с шиоотой 52'30', соответствующие двум Me 

тодам обработки триаНfУЛЯЦИИ, Значения, соответствующие
I

методу

развертывания, сравним с теми, :шторые были получены А. А. Изотовым

IlрЯМЫМ путем, с ПОЫОЩ,ЫО обычных уравнений I'paAYCHbJX измереш;й,

При ЭТО 1предположим, '1'/'0 развер'l ываш,с триаНI'УЛЯJjИИ на эллипсоид
Бессе.\я проti3ВОДИ/1.0Сi'J ВДОЛЬ параАi\.ели 52' "ЗО' с запада на восток, Ha 

чина.Н ОТ I\fерИД}iана IIyлково.
4> В этом с.\учае:

COS i  СО;':; / Х() :):п tj ZCI С'-'а  ,, ,'ib) cos
2 В "\Е),

так как УО ",се О. Кроме Toro, "filJ
СлеДОБате.\ыlO :

[.

с,'
'  s;n Lxo '" i cos в cos ",) sil1 Bz" + С-'-'а  ,  Mcos В   ::-.bJ со" BcfI ,

так как
() (/ S '''''"-= соз В dL.

l  ,ЫПОЛНИВИНТСI'рацию, получим.': (в метрах):

ХI) siп ё В s;п f L cos В ' siп В 2'(1 (::-.п ,  ,!':,.Ь) cos В+ дh J . (5.40)
!

1J 1 )' 11 . 
= -::  ,  sin L хо.

Дл,", J;сревола в секунды ДУI'И с,\сл,у,: т подеЛ'JТЬ на радиус КрИВИJНЫ в

J,epSOI'i! вертикале для ШИрОТЫ 5230' II на S!П 1!!.

РеЗУЛtJ'l'аТt;! Е )rЧИСl!,ений Д},.Н 19 аСТР:JНС'f{,ических ПУНКТDН, j,\е1кач.!их

н6л::зи ;поЙ liilt;аАЛС.'\И, :шю.!слс';[;ыl НШ';С-. Положение пункта по CI'O H() 

меру ИО:!ШО ;:,;"; ;']1 на 1''')''';'('; :т,)\ с,;еr,шоjf ';"C;; ДY стр, 78 И 79.
"" ' '.' 

I
'  "' T   ""\ Pa ;;:--

." ш  I  }1.' OT08Yj AC:'rH'i" 

 ' '! " , 5 ! fI
 , ..-   -   .   

I

: ;'\ 002/',9  I 0",] '2 0",12 0,00
1.17 5 37,1 1,41 1,41 Li,OO
110 R :: ()  }

r, 1"),(

2 25 О.illJ\/,. / ,.:::.',)

168 13 06/1 ,   ,З!\
i

3,33 0.01
170 ,.

,,:\9,7 ::>,69 4,28 4,26 '0;02\v

'/:)) ;] '17,8 4,73 5,:'0 5,47 11,03
"Е:'\ ,"\-.,.

  9j7 5,95 6,96 6,9 0,114; I

: 98
,),

17,'\ 6,62 7,77 7,74 0,03)]

ЗОЗ ')4 59,3 7.31 8,f/> 8,62 0,01
  28 1\1 02,1 '),19 '"1,75 9,74 0,01
S29  1;j 2",9 9 (1'_ 1'1,91 . .  10,90 0,01
5'33 -:'0 :23,8 ')32   - 11,92  , 11,89 0,03
53'1 \50R,9 10А5  .. 1'2,81 12,8') (',01
4!7 72 SO.'f ,  12: 17 15,78 15,78 0,1)('
432 77 17,1  - -12,,13  .  16,:)9 ]6,47  -' 0,08
439 33 11,7  ..' 1:',65 , 17,13 17,24  ._ 0,11
"",4С ' 85',1  .._.- 1') '"", ,i

,  17,73 17.82 О,(Нt.,}'1.

45 '15 5Н)  ' 1?;Ь7 11,','1(, 18.44 (I,O, 
S5R 99 :15.0  "12,56 ]8.64 ' 18;84  -  0,20
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Полученные в последнем столбце расхождения Mo1'YT зависеть от

To1'o, что вычисление коэфициентов уравнений 1'paAycHbIx измерений
А. А. И з о т о в ы м выполнялось последовательным исключением и '"i

по ходовой линии, не совпадающей с параллелью 520 O'.Мы ВИДИМ, что

различие между "1 и " ' велико и надежно устанавливается рассмотрен-
ным способом. Следовательно, обсуждавшиеся здесь систематические

поправки должны учитываться при aCTPOHOMO-1'равиметрическом нивели-

ровании.

* 26. И.правление ревультатов аетрономо rравиметричеСI(.rо

нивелирования

Для иллюстрации разобранной методики вывода высот 1'еоида пQ

материалам большой aCTPOHOMO-1'еодезической сети обратимся к рас-

смотрению результатов aCTPOHOMO-1'равиметрическо1'О нивелирования по

СССР, полученных в 1939 и 1943 1'1'. в gнииrАиК.
В 1939 1'. аСТРОИОМО-1'равиметрическое нивелирование было выпол-

нено Б. В. Д у б о в с к и м на' эллипсоиде Бесселя, являвшемся To1'Aa

референц-эллипсоидом rосударственной триан1'УЛЯЦИИ СССР. Триан1'УЛЯ-
ционная сеть обрабатывалась по методу "развертывания". Рассмотрен-
ные выше поправки, исправляющие результат от систематических

ошибок, не ВВОДИЛИСЬ.

В 1943 r. астрономо-rравиметрическое нивелирование было повто'

рено заново. ОСJlовное назначение этой работы заКi\ючалось Б том,

чтобы вычислить высоты базисов над новым референц'эллипсоидом
СССР, а также, чтобы получить положение эллипсоида по высоте в

исходном пункте трианrуляции. Эта работа была проведена на основе

дополненноrо и, rлавное, заново целиком переработанно1'О rравиметри-
ческоrо материала (переработка производилась в связи с составлением

HOBoro I<аталоrа rравиметрических пунктов СССР). Для вычисления

ориентировки HOBoro эллипсоида астрономо-rео,.t;езические уклонения
отвеса А. А. И з о т о в ы м были перечислеН!JI с эллипсоида Бесселя на

новый эллипсоид трианrуляции СССР (1: а=с 298,3; а с= 6378245),
ориентированныи по астрономическим данным в Пулкове. Высота rеоида
в 1943 r. вычислялась на основе этих уклонении отвеса, т, е. относитель-

но HOBoro эллипсоида с ориентировкой  o=, '(10 ==-= ':0 ==с О, В Пулкове.
Вся сеть астрономо'rравиметричеСКОI'О нивелирования уравнивалась

методом последовательных приближениЙ. Прежде BceJ'O ураRнивани 
велось дЛЯ УЗЛОВЫХ точек ПОАИI'ОНОВ. Вес:! звеНt,ЯМ прид:шались обратно

пропорциональные квадратам их длин, В тех случаях, ко.:'д? встречались
звенья астрономическоrо нивелирования (не обеспечеН!Iые I'равиметри-
ческой съемкой), вся невязка разверстывалась между этими звеньями.

Таким образом, нивелирование 1943 r. было произведено, по срав"
нению с 1939 rO,lJ;OM, наСl\оЛЬКО возмо;;,но, независимо: на разных эллип.

соидах, с друrои разбивкой всей сети на ПОЛИl'оны, по вновь псрера 
ботанным 1'равиметрическим материалам, вновь составленным' l<apTaM

изоаномалий, уравнивание результатов нивелирования проведено иным

методом. Поэтому очень интересно сраннить между собой результаты
той и друrой работы. Для ЭТОf'О мы выбрали профиль 1'еоида по парал'

лели 52()30' от меридиана Пулкова до меридиана 1000 от Пулкова. Б

дальнейшем будем Прctдполаrать, что "развертывание" триаНI'УЛЯЦИИ при
ее вычислении вело ьс запада на восток, вдоль этоii параллели. Это

допущение в западной части параллели незаконно, но там малы понравкн;
в восточной же части оно близко к истине.

Формулы (5.36) выведены для дуrи большоrо Kpyra. В нашем же

случае, как мы допустили, трианrуляция развертьшалаСl) вдоль парал'

лели. Вообразим себе конус с вершиной в центре сферы, секущиit
сферу по данной параллели. Развернем .-тот конус на плоскость. При

7')



развертывании высоты rеоида сохранятся, условия вывода исходноrо дифе-

ренциальноrо уравнения (5.32) не нарушатся, следовательно, окончательная

формула остается справедливой, если S-- L cos Во (L  долrота,В широта).
Следовательно, для дуrи параллели формула (5.36) запишется в

таком виде:

С === h + (' o 'I]'o)sin (L cos Во) + ( o ho) cos (L cos Во) +
L I

+  .h sin [(l L) cos Во J cos ВО dZ,

()

" 
=== '1]'+ (" o ' 'о) cos (L cos Во) ( o ho) sin (L cos Во)

L

\ h cos [(l L) cos во J cos B dZ,
о

rAe Во значениешироты Еа этой параллели, а счет долrот ведется ОТ

точки с заданными значения vш 'С.о
" . "'/0' (о I/{I'

Мы примем в началыroй 'j'ОЧI,е профиля ' o=== ,1'0 и  o===" 110' так как I

накопление ошибок от Пулкова дО ЭТОЙ точки очень мало.

TorAa
L

=--"'" h + \ 1I sin [(!   ,L) cos Во] cos Во dZ,

()

1 

" === ' ih cos r(l "L) cos во J cos ВО dl,

о

Снятые с карты 1939 r. значения величин h ВДОЛЬ параллели с

широтой 52030', отнесенные к эллипсоиду Бесселя, помеЩ,ены Е таблице
на этой стр. (2'li столбец). Значения fl, заключенные в ;::кобки, получены
приближенно «жстраполяциеi-l), так как в этих местах рЯД триаю'уляции

уходит от параллели 52
С

ЗО' к северу. Чтобы точнее ВЫПi>ЛНИТЬ интеI'ра 

циIO, основную часть h прсдставим в аналитическом виде, совершив

переход к ЭЛЛИПСОИДУ Ф. Н. l-\раСОВСКОJ'О
ТОI'да

(5.41)

h с'''' д + 11'",
I',I;e

д( === cos В cos L хо + cos в siп l 90 + sin В Zo +

+( a  "!J.b) cos
2
В+ дЬ,

Хо === 450,8 м,

90
,== О,

Zo
===  ""663,8 м,

!J.a === + 868,0 '"

дЬ === + 784,4 ".

(5.42)

Таким образом получим:

[. /, д: h' к

О' "t--- 8,9 6,91 + 2,0
10  J_ 8,2 + 1 i,(J8 2.9
20

,

12,3 .J 23,46 11;2
30  - 24,5 i 43,68 19,2

+"
I

40 40,0
I

7],13  31,1Т'

50 .J 61,8 + 1С4,94  43,1I

60 (+ 98,S) + 144,12 ( 45,6)
70 (+,147,9) + 187,48 (  39,6)
80 + 208,9 +, 233,70  24,8
90 +27'1,4 + 281,34 1,9
100 + 350,0 + 328,98 +21,0
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Возвращаясь к формуле (5,41) и интеrрируя первый член,

получим:
L

== h' sin [ (l L) cos Во J cos Во d l +  osi (cos L 1) +
{}

+ [СОБ (Zcos Во) 1 ] (sin Во Zo + (да ДЬ) СОБ
2
ВО + дЬ ) .

(5,43)

Первое слаrаемое получаем численным интеrрированием. Результаты
представлены следующей таблицей:

Исправленные высоты rеоида вдоль параАлели 52030' по результатам астро-

номо rравиметрическоrоиивелировании 19з9 и 1942 rr.

   Jh)! I  (:   I    J  '   _
I

0,00

' (:к )!9З9l   191з I     94З I( : l  з 
+ 8,91
+ 8,2 I

О' 0,00 0,00

0,02

0,19

0,42

0,96

1,92

3,65

39,0

59,9

34,9

141,5

191,1

10

20

ЗА

40

50

60

0,00

70 10,66 ' i 4,26 6,40

80 17,О8 -i 6,28 10,80

90 25,96 + 8,50 17,46

0,02

0,24 0,05

0,67 ,+ 0,25

1,61 !  J_ 0 ,65
!

I

3,32 \- 1,40

6,2St 2,60

100 37,77

+ 2,0 + 2,3

2,9

12,1  11,4 I  11,1

19,6 16,0

32,1 28,0

45,0 38,9

24,1

( 49,2) ( 37,0)

( 46,0) ( 39,0)

 35,6 33,8

20,3 + 7,68261,9 19,4

10,64 27,13 + 322,9 6,1

2,3

0,00 2,3

0,00 2,3

+ 0,04 11,1

+ 0,19 15,8

+1,20

+2,25

,+ 3,71

+5,54

11,2+ 9,96

0,54  27,5

 37,7

( 35,8)

( 35,3)

 28,3

12,6

1,2

В последних трех столбцах даны: значения 11, полученньн: в 1943 r.;

попрarша в h; высота rеоида {1Oрезультатам 1943 {'.

,для контроля можем воспользоваться формулой (5.39)
s s

:===h dS ' dS
{} {}

или для облеrчения численной интеrрации

s s s s

: == h  .dS 'д ( dS  .dS \ (к dS ,

о {} о {}

причем
s s

 \dS  'д(dS == СОБ
2
ВО [Хо (1 СОБ L) СОБ ВО +

{} {}

J: (sin В Z  L(tia ь"Ь ) СОБ2 В ) b"b j .

2 u о I I
..

81



Результаты вычислениИ приведены ниже:

,
.

s s s s

Расхож 
L dS fj. dS dS  KdS   hд,евие в

поправке
О О О О

17,49 0,03
!

27,09 i  ,  0,04
I

I i
\
!

00 0,00

0,00

,J_ 0,05

0,00

0,04

0,17

0,45

0,98

1,96

3,65

6,43

10,83

0,00

"

10

.

20

30

40

SO

60

70

80

90

100
j

  ( 4)45

"'1  . б,74

9,42

 ': 12,32

0,04

0,22

0,67

1,61

3,36

6,31

10,88

17,57

26,91

З9,41

 1. 0,22

 \ 0,63

. -\' J ,40

--i' 2,66

0,00 м

о ()2J

+ 0,02

 оозJ

 002
,

0,04

0,00

0,03

0,03
..

Таким образом в пределах точнос.ти численной интеl"рации поправки
совпадают.

Рассчитаем теперь величину ожидаемой ошибки определения BhlCOT

rеоида аСТрОНОМОАrраВИметричес.ким: нивелированием tформулу, BЫBeдeH 

ную нами ранее в вып. 17 M ,,'rpYAOB IJНИИ['АиК", r ожно теперь

уточнить).
Если представить превышение на звене в таком виде

,..

1J.. ':'
==

.

'О'а СА) H, '(А  )   )a(В)   ,& -(B )
....l.....

I

1 1 1
 С

d3 t -'  .

 g
....................

I 2 ,....  ,'R
-'

1...
&

Т' В /А А

то нетрудно убедиться, что основная часть ошибки, нарас'тающая ОТ

З8ена к звену, определяется первь!м члеНОМ. Ошибка за счет ВТОРО['О
u

члена r,Iала и ПрИТО!Vl В значи'тельнои степени ПОl'ашается при СУМi\IИРО 
вании по звеНЬИ 1.Ее.ли звенья раСТlОЛОZ.').ены по цараллели (  АИНО  ie 

ридиану, или вдоль ОДНОЙ дуrи БОЛЬШОI"О круе'а), ТО ДЛЯ соседних
звеньев Н'а (В) == На (А) и  }_t:'(B )::::::: Н

К СА  ).Поэтому при оценке точности

можно переrруппировать слаrаемые м:ежду ЗВ НЬЯI\IИ, считая условно
каждыи астропункт отнесенным к сереДине HOBOI'Q звена:

.

j.: 1 н
а (1)  Ш :;

Д' (1, 1 )  .!L 21 \ '\ (2 \
.

(

) , ( ') у )'1 r
а )\ 1:;'  J' :!'

, 1 /....
,

.+ ':. :2 7:'; R \ д.g.
(..

 .

r п

(l . '

1 1

'
"

I

ll r 1

I :
, ,

..... ....... ..... .. .

j
.....,.. j.

 10ошибку каждоrо ИЗ множителей, СТОЯЩ ИХв квадратных скобках, в

условиях rрави етрической съеМ1<И CCCI) можно оценить велt4 иной
ОКОЛО + 1",4, как это будет установл нов следующей rлаве.
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Следовательно, ошибку в С можно оценить так:

ос === + [}; ('21)2 J sin 1/1,4,

или, считая звенья равными, а длину линии нивелирования обозначая

через 5, получим:

ос === + V21 5 sin 1'1,4. (5,44)

Для параллели с широтой, 52С

30' можно считать в среднем, ЧТ9 мы

имеем дело с двумя цепочками астропунктов, поэтому величину (5.44)" нужно
поделить приблизительно на V Следующая табличка содержит co 

поставление результатов 1939 и 1943 rr. В первой строке указаны
долrоты (от Пулкова). Во второй помещеныразности между результа-
тами 1943 и 1939' rr. после отнесения их к общему референц'эллипсоиду,
но без учета тех попраВОI<, о KOTOpt.,X выше шла речь. Третья строка

содержит разности результатов после внес ния всех поправок. В чет-

вертой строке приведены высоты rеоида ПО данным 1943 1'. для соот-

ветствующих долrот параллели 52
n

30' при ориентировке эллипсоида под

условием (===. === о в Ilулкове. Высоты rеоида по нашим результатам

относительно HOHoro эллипсоида трианrуляции СССР представлены на

карто-схеме. Последняя строка дает приближенную оценку средней

квадратическои ошибки вывода, высоты rеоида для разных долrот. Эта
ошибка вычислена по формуле (5.44), т' е. в предположении, что пре-
вышения по всем звеньям получены астрОНОМО I'равиметрическим

нивелированием.

L 0° 10° 20° 300 40° 50°
(

h
1943

h 1939 +0,3 +0,6 + 0,1 + 3,2 + 3,1 + 4,2 м

?' ,..
0,3 +0,6 0,3 + 3,8 + 4,6 + 7,3194 .1939

1943 +2,3  2,3 11,1  15,8  27,5  37,7

O 1: 1,0 1,4 1,7 2,0 2,2

L 600 700 80° 90° ] 000

h 1943 h 1 39 (+ 8,6) (+ 0,6) ( 9,0) (  1B,4) ( 32,2) м

1943 1939 (+ 13,4) (+ 10,7) (+ 7,3) (+ 6,В) с+ 4,9)
1943 ( 35,8) ( 35,3) ( 28,3) ( 12,6) ( 1,2)

о:

Как видим, основнЫе расхождения между результатами 1939 и 1943 rr.

возникли на участках 200 300 (Урал) и 400 500 (долrота Омска).
Восточнее L === 600 большинство звеньев не обеспечено rравиметрической
съемкой; rеодезические данные также несколько СОJ\шительны; эти ре'

зультаты надо считать предварительными и в таблице они заключены

в скобки.

Как видим, поправка, рассмотренная нами здесь, существенно исправ-
ляет результат; без учета ее было бы вопиющее противоречие между

результатами вычислений 1939 и 1943 rr. Величина этой поправки в

данном случае оказалась порядка определяемой величины С. Однако мы

видели, что получается она достаточно точно, так как выражается инте-

r,альной формулой, а при интеl'рировании случайные ошибки заметно

поrашаются.
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" r л а в а VI.

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ И СУЖДЕНИЕ О точности

rpЛВИМЕТРИЧЕСКИХ ВЫВОДОВ:
.

27. Ошибка представительства и ошибка интерполяции силы

тяжести

Для опреАеления }'равиметрических уклонений отвеса и высот rеоида

нужно знать распределение аномалий силы тяжести ДЛЯ области, на ко-

торую распространяют интеrрирование. Однако, выполняя rравиметри"

ческую съемку, мы получаем аномалии силы тяжести в отдельных пунк"
тах. Обычно по этим отдельным пунктам съемки строят карту изоаномал

и по карте получают значение аномалии для любой точки области интеr-

рирования. Затем производят интеrрирование Ter-.I или и HbIl\1f численным

методом. Чтобы оценить точность получаемых таким образом rравимет"

рических уклонений отвеса, необходимо оценить ошибку аномалий, сня-

'fbIX С карТЫ;1 Т.. е. среДНIОЮ квадратическую разность между истинными

значениями аномалий и ПРИНЯТЫМII при интеrрировании. Эту величину

6удем называть "полной ошибкой интерполяции силы тяжести". Она
складывается из двух чаетей: с ОДНОЙ стороны, в нее uходит ошибка

наблюдения пунктоп, по которым построена карта изоаномал; с друrой
стороны поrрешности из-за предположения о плавном (линеином) изме 

нен исилы тяжести между пунктаl\'IИ, на которых производились изме-

рения аномалий (последнюю неличину будеl\ll называть J;
чистоН ошибкой

интерполяции"). Термины "полная ошибка интерполяции" 'и f,чистая
ош-ибка интерполяции" введены нами 110 анаЛОI'ИИ с терминами "полная"
и "чистая" ошибка прсдставитеЛI)ства, введенными де rрааф Хентером.

Численное значение ОllIибки интерполяции определяется следующим

образом. В исследуемом районе отбрасывается часть rравиметрических

пунктон ( напр. 1/'2' 2/;з, :{/{ И Т. д.), И по остаВШИIVIСЯ llуиктаl\1 строится

карта изоаНОl\rIал. По этой карте, интерполяцией между ИЗОЛИНИЯМИ,

определяются аномалии в местах отброшеННlJlХ пунктов .. сравниваются
с наБЛIоденными аНОl\lалиями этих пунктов. Из lIо..\учаемых таким 06разо1\t1
разностей определяется ошибка интерполяции для данной плотности

съеМI И.

В 1937 1'. А. 1\1. Л о з и н с к а я в UНИI/lrАиК определила ошибку
интерполяции длн pai;OHa от 27

С'

ДО 42:) пе долrоте и от 48
С

ДО 56'::; по

широте. Для сравнения ею определена для Toro же раиона ошибка

представительства тем же спосоБОlVI, которыН ПрИl\1енялся де rрааф Хен-

тером. Получились следующие результаты:

А. Полная ошабка интерполяции

Аномалии с реЛУ.I<циеЙ в

свободном Jн>здухе
Аномалии с редукцией Буrе

Плотность съемки
...

относит. пормальнои
..

Число
точек

... ...................... ................ ................. ....  ................__... ..__.... ............ ............   ........  ........_.........\..
I
,

I

I
Ошибка интер-- I

,

J1QЛЯЦИИ t
I

_.. ........... 

Число
точе.к

Ошибка интер 

llО.i'\ЯЦИИ

................

1
L
I

i

Ч4 1167 10,7 + 0,9

!
i

I
I 842

626

116.. 19
, - ,

,
ч. ,

\
I

13 5 +. 2 2, .. ., ,

14
. ,



в.
"

Оmи'ка предстаВRтельст&а
..

I Плотн. Аномалии в СБоб. воздухе i\номалии Буrе
PaRMepbJ I

I ,

съеМRИ
(

,,

ПрЯ!\10 
,

I
,

ОТНОсИТ. 01llибка преДста-- Ошибка пеРАСТа уrОЛf> 'Чис;\о I ЧислопормаАh ,

.

RИТеЛhСТВа I нительствавика I
o!" -" I

\
НОИ

I ПЛОПl. ПЛОIН. . . . - .............. ................ .... .

1 -
- - - 

.....' "tIi' I

Iпо.лпая чиста н
I полная чистая

........... . ............ ..... ..,.. 

,

I I\ ,"

I
, I

2 >:' 2 1 / ' 408
L

10,1 +- 1 5 9,2 162 10,6 j: 1,6
j

9)9i
,

, J , I

II
"'" , ,

! . I

2,/ 4 I 1 ,1
ч 186 I 12,4 +' 25 11,8

I

! !, , j , , , ' . , ,

I
,

I2  <6 J /
! 118 I 13 2  t. 2 7 12,7 42 ] 5, 1 , ' 2,4 14,6,

I ') ,

i ' "" ,

4 >( 4 1/1 j; 97 I 13,3 =:
,
2,5 128 1

, ... I ,

4;<8 I ./39 :i7
I

15 1  t 4 О 14,6, ,   ,,

6 >< 6 1 i
,')

" 30 15у4 =1: 3,7 14,9 16 16,0 : 3,S 15,6: . J()

4 ,,( 12 1/ <,,( 23 15,2 i: 4,1 14,7/ , I '.

j8 " 8 l/IH 7 15 8  +' 5,6 15
j
4 4 16 3  t 4 3 15,9" , , ". ,

I
'  _. ,

в первом столбце за единицу принято среднее расстояние Me.tKAY

['равиt\1еТрИ
ilескиr-Лll пунктами

Ес)\ и, слсдуя де rpa(lqJ Хентеру, чистую ошибку представительства.
нредставить Cf)OPMYAOI1 I' =.  (7 (,х  I' fk' Ч'),ТО С получается равным 0,54,
еели х и ,1] BbIpaYKCHf>! в КИЛОl\тстрах (у ДС rрааф Хентера С === 0,55).
Сопнадсние ЭТО случайно, так K(:H реЛhе(р  1ндии несравнимо сложнее

релье("!Jа исследоваННfJIХ ..здесь районов, и следопало бы ожидать в усло 
ПИЯХ Ин ,Д И И ()ОЛ,IJlllеЙ величины ошибки lIрСДСТ!lвительства. ПОВИДИl\'10МУ,
увеличение urllиб},\и нрсдс.таВИТСЛf)ства в viндии вследствие БОЛIJшей слож 

насти реЛf}еqJа l\ом.ненсироваЛОСh ПРИ1'лененисrд изостатических редукций.
Строя КРИВУIО ЧИСТОЙ ошнб!'\и представительетва в заВИСИ1\10СТИ ОТ

.. .   ...... 1 . ....  ..,... 

,

раЗJ\ilсра )'iIJЯNIОУТОАrJНИ1\J13 (е \рункции; Х 'i,.t, .9), I.:I)I, КрОА'!е змпири"
ЧССi иполученныхTCPI('f\. (J OTU} H)ICнес j\C21\ClT вправо ОТ НОрl\lа.\11 НОЙ IIЛОТ 

,

ности: С'(Jемки), ИМССIv1 еI.це одну доtJаВОЧНУIО TO'IKY н начале координат.
Проuодн по Bcerl'l Э1'111\1 ТОЧI\ам нл,авную КР"'НЗУiО} определяем иеКОМУIО
опн"Ьку lIредставитеАьетва для иужноi iнам ПЛОТНОСТl1 (черт. 6)

,..."..... ....

L.:ра.uниваfl дне lIреДЫДУIJ!ие таt)АИ!!Ы, ПРИХОДИМ к ДОВОЛЬНО неоа идан-

ному ре3УЛf)тату. 1,1l\1CHH{): нссм )тря на ТО, что метод интерrzоляt!ИИ в

ка ко  /i.'1'{) [", С Р C у Ч ИТI)lваст 1'! Эi'VН: НС' Н ИЯ
J

'С: t.э

аНОl\lа.\ии   ПОKpaltECiI [\1ерс ПJ\аННУIО
ча СТ[> ;)'1'0['0  i31Vfe1-{ ени я), Оlllибкi.: и нтеr
пол  rlИИвсе }1 elIО/i.УЧ1iJ\ iСJJне J\1СНJ1П1С,,..., J

че l ОIпибка преДСТ  Бите)\l)ства.В
Тrредр a" Х

..

1' '1'I
" 

O
'-

(")",'! or t

Р
'

еде",.,\ r:" ниЯ ' 1;J,J "'"
... ....... .,' \.. с.... t... 11 1iI.......'.. .( . .... ........., * v .1. '\.. t'  ...

"..

ОНЛ1\JОК оЬа рез\'льта.Т lVTO;KHO счиr;'аТЬ
",.

() линако еь! r ilН, ;')1'0 О GС1'ОЯТС,'\I)СТl30

укаЗf)1l3;J('Т на ТО, \I'f'O В а НОТ\lалияХ

' Ip r - !',"i1 ,"') 1\";"Pl j 1-'-' Щ l (J"'f:"I i,IaC1
'

b Иl'vI сет. ,пС",'\.\)ll.. .С,\/ .'\.., . п\,,! .'

.

L'

энаIlитеЛl)НО Т\) с IН:,ШИИ l'радиент, чем

h
l:',I [ "i'

.

)
",

КО
'

,\ (' б " li',Hl a, tl{'l:.1 НаС1'Ь KOTO v . .... А .. \) . ,....' .1 \ ....,. j..,. "'" ;( > .... Т.. ,1
,

.k .............

рая j--1C lIо/ дается ИНТСрliОЛЯh И.и при

paCC1\'I;JTpf:Hr I)jX раССТОЯНI'I :iХ Nlе;кду

.IIунктал.Нl. 11  s'-чс:ниера ИОНОВ, заснЯ 

TJJIX ваРИGмстраi'ЛИ, I'де [\ТО;К,НО счи 

тать известно Ji а номаЛИt-О 13 ]\Iобои

I
....

ZOl
j

\
1

I '

.

I
..i
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,

I
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/а
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,/
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/
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/
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I
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I
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Ir
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1".
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---'0;
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'j
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/(1
:, f I ..'

. "
.....  ..  . . -.... '1

,

' ,С" I':/,{ '! vY) (11
/,

''''
'.

и
 )'1

L, _..

Черт. 6l
'

О 1: i КС
'

.

'{ ,С\
'

1
'"

В
:),

P !\ :'{ i) tЗ. Т 31
'
(')

"

"

, i L .....' i ",
t:,;> , '\ ,..::,> О, v ,-,.

['С СО :J алепин), варИОPtlетри ческис
u

lJп.БотыI !у ро!,,! зводил неь поч ти J.IСКЛI{)чительно в спепи(рических раионах

(I'ЛR.JНН  ! Jо(}раЗОt I в Hcq>TeHOc.HI)IX). f(p()JVIe ТСН'О, rлэ.териала так мало,
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что рискованно полученные по ЭТИМ районам ВЫВОДЫ обобща'tь 14

пр,инимать за типичные ДЛЯ обычных. районов.
Несмотря на указанную некоторую условность ВЫВОДОВ, основанных

на анализе вариометрических работ, мы попытались все же по картам

изоаНQмал, составленным на основании работ с вариометром, оценить,

ошибку представительства АЛ,Я малых площадок. В следующей таблице
преДставлены результаты оценки ошl?бки представительства для «вадра-
ТОВ разм ром8,><8 и 16х16 километров ДЛЯ некоторых нефтеносных

u

раионов.

ОnIиб ипреДСТ8ввтеЛЬСТВ8 по материалам вариометричеекои съемки

в нефтеносных раЙО:il&Х

I Размер кваДР,ата

р
u В l<илометраха и о н I

I

8 Х 8 !<М , 16 Х 1 б I<МI

,

СтерЛИl'амакско rvlелеУЗ0ВСКИЙрайон.

Туркме'н:неФТf> (1( юrу от Нефтедsrа) . .... '......

2,4
],7
1  8

2,5
1,1

4,3
З.5

2.1
410
2,2
4,7
2,5

/

.........-,.. .

19/
)

ЧУС,ОВСRОй. район . . . . . I .. ; 11 . ......,.. '.

. '

.Район КаИРОВl<.а-Желтое (Восто:квефТЬ). . . . . . . . .

5,9

РОМБЫ (ЧерниrО8Сl<ая область) . . . · . · . . . . . .. . 4,9
4,5
4,0
1,8

0,9
1,1
2,2
2,5

4,8

БаШRНрИЯ . . . . . . . . ..... ....,_.... l1li

2,6

CpeAR.\le квадратические величины ошибо(( представительства полу
-

чились соответственно + 3,0 и + 4,2, а по формуле 0,54 <V х + Iу )
значения + 3,1 и + 4,3.

Следовательно, мы имеем основания утверждать, 'ЧТО эмпирическая

формула де fрааф Хентера с КQэфициеНТQМ 0,54 достаточно близко'

характеризует величину ошибки представительства также и при рассто-
янии между пунктами в 8 и 16 КМ.

28. Точность определения rравиметрических уклонений отвеса в
u u

условиях рапиомсрвон ПЛОЩ8ДRОВ съемки

Полученные результаты ПОЗВОЛЯЮТ оценить точность определения
уклонения отвеса, которая должна получаться, если пользоваться резуль-
татами общей rраВИl\1етрической съемки СССР.

Для ближайших зон, оказывающих основное влияние на точность
u U

вывода уклонения отвеса, можно воспользоваться предельнои фОрМQИ
формулы Венинr Мейнеса ДЛЯ плоскости:

,.., ,
r
,

1

2 '7! '1 sin 1"

(10

д. g
cos а dr d сх

r
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или n прямоуrольных КоординаТа 

,.., ,,..

О'"':
...............

1

27tjsin 1"

,., "

,

6.gxdxd у
 . .

...............

(х
2

+у2) 3/2

(

'.

Величина ОIJ!иб.ки интерполяции получилаСI) у нас той же, что и

ОlIlибки прсдставител:t,ства. Поэтому, не внося дополнительных ошибок,
!\I[bI м()жем представить  ', в 1'ЗКОМ виде:

';.п ,  
-:

1
/'" ...,.

I

Q'. ,1
1

t.. {.,

cos а.

dl d(f. =-..=

r

.
...

.., .'. .

2 тет sin l Н
"

1

2   [sin 111 Т.
1

.

COS а
т

Slll Ll r;.
(6.1 ),-, ri +1

 2 gilll
"

ИЛИ Н прлмоуrольных координатах:

/' '!
/'
..
.

1
 , -  .,

g.2 7: [sin }// , l
Arsh  .,  + .Arsh }(  , '   Arsh

Уl
А YshY 

X1 X Х
1 Х2

r .........
.

 _.

"1

1

2  :isi 1"
 ;;..gJi' (6.2)

I(ажды  из суммируемых интеrралов распространен на всю площадь, от

которой "представительствует" данный пункт с аномалией !J. gi. Число
этих интеrраЛОR ПОД знаI-\() суммы равно числу rравиметричеСI<ИХ

пунктов. .."

Средняя I\вадратическа5-I ошибка результата будет: .

., ;:... / ,f
r
j
 ' ,,  

"':
 ..............

1
,., f

2 .... 2
..... . (; (1 '

l Ь l

.

1/
.

,2

2 'irl sin 1" ,

I\Д ogi ошибка предrтавительства для площадки i.

Рассмотрим несколько схем:

(;J-rеМQ А

rраВИ1\.1[етричеСkие ПУНКТЫ расположены в шахматном порядке. Рас"
стояние l'лежду пунктами равно 21. Уклонение OTI,3cca ищется ДЛЯ точки,

... 

совпада101.цеи с ОДНИМ из rраниметрических пунктов.
По форrvlуле (6.2) рассчитываем с,ледующую таблицу:

'..IiQ . .... 

С.хВР1а А
...

.

rlt)}H, 

I
.

Средпяя квадрати !Средняя ошибка

i ческая ошибка,
.

I Всех преДЫДУIJ}ИХ
, .

вносимая поясом поясов

"

,

,

j
,
.

I
\
!

I
.

,

I

.

, -.......

. . . .

I
. -

I
"

.
.

. .

,

._. ._   -_..   .....  -

. I . :.( . .

. _. . .................. ...... , ,. 

,

. . . \ . ,

:

I I

\
"

!
. . . .

t
. . ...'

l 31 О' 1,059 og

Зl 5l О .019
;

'+ ои ,059  gI
,

i

51 71 О ,010 I о ,062
I

71 91 О ,007
i

О ,063I

91 11! О ,005 О ,063

I

Черт. 7
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....

Схема В

Отличие ОТ схемы А заключается в. ТОМ, что уклонение отвеса
u

ищется ДЛЯ ТОЧКИ, лежащеи посередине между rравиметрическими пунктами.

I Ск'А4 8.
,"

. . . . . .

. . . . . -

. . . . . .

 '"

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . . ;

[1ояе
Средняя квадрати-
ческая ошибка,

.

'вносимая поясом

Средняя ошибка

всех предыдущих
поясов ,

.

.

21 41 I О" ,аза og T O",030 og
.

.

41 61 О ,013 0,033

бl 81 О ,009 0,034

8l 101 О ,006 0,034

Черт. 8

Схема С
,

Расположение rравиметрических ПУИК'fО'В и разбивка на элементарные

площадки пояснеНbI чертежом. Радиусы окружностей равны (2т+l) 1,
rAe т номер зоны. {

Число ПУНК'l'ОВ В зоне равно Вт.'

Для ошибки от зоны. т получаем:
.....

<:'о "
1

ос. :=::::.
.

2 1t'1 sin 1"
ln
2т + 1

2т 1

..
1: cos

2
С1
т ( tJ.)2

1/2 "

og ===

1

4 r sin 1"

 2
1
2 т+ 1 "

т 2 n

2 т 1 ag

Cx8.Jta С

....  ...........  , ........ ......  .................. . .. .   .
.

.................

. .

I
1 l 31 + О" ,058 og I

.

.
.

2 31 51 О ,О 19 + 0",058 og..

...
 '.

з 51 71 О ,01 О О ,061. 11 . ..

4 71 91 О ,007 О ,062

5 91 111 О ,004 О ,062
. -

/ .  . т Зона
Средняя кввд. Средпяя ошибка
ошиБRд, вносим. всеХ преАЫАУ 

."

зонон ЩИХ ЗОН ,

с";

r

...,....

. -

. .

Черт. 9

Схема D
I  , .:

Радиусы окружностей равны 2ml и 2 (т + 1)/, rAe т 'номер зоны.

Число ПУНКТQВ В зоне равно 4 (2 т + 1).

8R



Ошибка от зоны т выразится TaR:

о  "==
1

2
·

1"
ln

r SlП

т+l
(4т+2)  l/ ag,

т

C,re./1t.i D

т Зона
Средняя ItB8A.

ошибка, ВНОСИМ.
u

зоноИ

Средняя
ошибка всех

nреДЫДУIJ!ИХ
зон

.

 .....

I

+
1 I 21 41

2
'

4l 61

1
!

о" ,ОЗО og t

о ,013 +0" 030 о
 }g

з 61 8l о , 007 о ,033

4 81 101 о
, 005 о ,033

5 101 121 о ,004 о ,034
Черт.. 10

Сравнивая между собой эти схемы, мы ВИДИМ, что А и С ПРИВОДЯТ
К ОДНОЙ И той же оценке; то же ОТНОСИТСЯ к В и D. Отличие схем А и В,
или С и D, заключается в ТОМ, что в одном случае учитывается ошибка

всех ЗОН, начиная от 1, а в ApyroM начиная от 2l. Положение aCTpo 

пункта относ;ительно rравиметрических ПУНКТQБ существенную роль и 1''''

раТЬ не может. Действительно, можно совершить переход от OAHoro

крайнеrо случая к ApyrOMY, именно от схемы А I В или от С к D.

Представим себе, что линейный раЗl\Iер схемы D уменьшен вдвое. TorAa
величина +0",034 og будет соответствовать ошиБI<е .учета всех зон, начи"

ная ОТ 21, но при съемке, сrущенной в четыре раза. Это сrущение при"

ВОДИТ, поскольку ошибка представительства оставлена неизмененной,
к повышению точности в J,/4-:=::: 2 раза и, следовательно, при начальной

плотности съемки ошибка всех зон, начиная от 2l, ДОЛiкна быть около

 ,tO",068 g.По схеме С получилось  " + Of/,062ag.
Итак, средняя квадратичес,кая' ошибка в уклонении отвеса, вносимая

областью за пределами [, равна * 0",063 6g, а областью за пределами
21 равна ,+ О",034 og. Порядок величины этой ошибки определяется

первой зоной. Средние квадратические ошиБI<И по зонам убывают при'"
близительно пропорционально номеру зоны в степени 3/2, так как

п1+1
ln

т

2 т ll 1
1 ' .........

Л
2

'

1
"--

т  т
.

Совершенно особо должен ставиться вопрос в отношении централь"
ной ЗОНЫ от, О до 1. Один пункт, "представительствующий'. ОТ этой

ЗОНЫ, ничеrо не может даТЬ для учета ее влияния.

Следовательно, 'здесь речь долж.на итти не об ошибке ее учета, а о

полном ее ВJ\ИЯНИИ, которое ,Должно войти составной частью в ошибку
ВhIБода уклонения отвеса. ПОНЯТНО, что строrий ПОДХОД в решению этой

задачи едва ли возможен, 11 мы ТОЛЬКО делаем первую попытку ориен 

тировочно ,более или менее правдоподобноП, оценки средиеrо значения
u

этан величины.

СраВНИl\ средние I\вадратические значения ДЛЯ большоrо района произ-
ВОДНЫХ от ВОЗ!\'lущающеrо потенциала по различным направлениям,
исключив предварительно ВЛИЯНИЯ систематическоrо характера или так
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называемые реrиональные поля. Такое исключение может быть проиэ-
u

ведено с помощью карты, составленном по сравнительно редком сети

rравиметрИческих пунктов. Ошибка интерполяции возникает ОТ "локаль-
" <:..:J

ных полеи, размеры которых OAHoro порядка с расстоянием между

пунктаl\1И. ЭТИl\1: локальным полям соответствует остаточная часть БОЭМУ"

щающеrо потенциала. Можно думать, что средние квадратичеСl\ие значения

величин ПРОИЗВОДНЫХ ОТ этоrо остаточноrо возмущающеrо потенциала
не ДОЛЖНЫ зависеть ОТ Toro направления в пространстве, по которому
берутся эти производные, Рассматриваемый случай можно пояснить

слеДУЮЩИl\![И рассуждениями.
В этом случае влияния явных ассиметрий рамона (например, Ha 

правление простирания, BblCQTbl и rлубины надземных ИЛ поrребенных
r'OpHbIX хребтов и пр.) окажутся исключенными вместе с реrиональным
полем, и соответствующие им возмущающие массы можно не paCCMaT 

ривать. Таким образом не останется места для' ассиметрии rравита-
ЦИQнноrо поля в rоризонтальном направлении. Кроме Toro, возмущающие
массы положительноrо и отрицательноrо знака рудут встречаться одина 

"-" <:..:J

КОБО часто, а влияние аномалии плотностен удаленных масс настолько

ослабится, что lVIОЖНО будет оrраничитЬСЯ рассмотрением только бли 

жайших аномалий 1\1асс и не считаться с кривизной Земли. С точки зре 
u, ...,

ния влияния этих аномалии на вертикальныи rрадиент можно все отри 

цательные массы заменить положительными, перенесенными на соответ'"
<:..:J

..

ствую,ЩУЮ высоту вверх, заметно не меняя при этом среднем величины

их влияния на rоризонтальные производные. Поскольку.хара терраспреде-
ления положительных и отрицательных аномалий плотностен, одинаков,

все направления становятся после этоrо равноправными, TaR как направ 
ление вертикали перестает занимать как бы исключительное положение.

Таким образом выясняется простая связь между ошибкой интер 

поляции силы тяжести и точностью соответствующеrо вывода уклонения
отвесной линии. Если мы rоворим, что ошибка интерполяции равна og,
ЭТО означает, что не учтена часть поля Бозмущающеrо потенциала, при 

<:..:J U

чем вертикальныи rрадиент неучтеНЕоrо поля характеризуется среднеи
величиной + og.

в соответствии с предыдущими рассуждениями мы можем считать,
v U

что неучтенныи rоризонтальныи rрадиент остаточноrо поля возмущаю-

щеrо потенциала будет характеризоваться той же величиной =*= og, что

о
повлечет за собой в уклонении отвесной линии ошибку * 1. если вы-

ражать ее в радиальной мере. Переводя в AyroBbIe секунды, получим:

..

I

'"

(J';.I' ? .
"  ,

(;g + о,, 21 g. J(; I . ,о.I , .. 
S1n 1 '1 р, ..

g
(6.3)

Далее будет ПОRазано, что в нормальных условиях общей rрави-

метрической съеl\IКИ СССР rравиметрическое УКЛОlJение отвеса факти-
чески получается со средней ошибкой 4 1",З (эта величина получена из

<:..:J

l'лноrочисленных сопоставлении с астрономо"rеодезическими уклонениями

отвеса). Подставляя в последнюю формулу полученную ранее величину
ошибки представительства (или интерполяции)  g=== + 6,5 мrл, убеж-

, 

даеl\tся в полном соответствии предыдущеи формулы с результатами
опыта'. Это соответствие подтверждает, что в основу вывода формулы
(6.3) положены предпосылки, БЛИЗ,кие к истине.

Полезно заметить, что полученное соотношение между og и O может
<:..:J

служить для ориентировочном оценки точности вывода уклонения отвеса

в зависимости от случайных ошибок определения аномалий силы тяжести.

Для этоrо достаточ опредположить, что ошибки эти создают фиктивное
rравитаЦИQнное поле, налаrающееся на поле возмущающеrо потенциала.
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TorAa ПОД og мож.но понимать :корень квадратный из суммы квадратов

рассматриваемЬй ошибки и ошибки интерполяции.

При l\1аЛОМ значении последней, ошибни наблюдения при интерполя 

ЦИИ будут зам тноослабляться. Нанример, для центра Kpyra, осисаННQI'О

Бокруr трех пунктов, по которым производится интерполирование, ошиб 
ка наблюдения уменьшается в .V'з, Т. е. примерно в 1,7 раза в то время,

t.:>

как' для самих мест карты, соответствующих ЭТИIVI пунктам, она воидет

полностыо. Для серединыI каждоrо отрезка, соединяющеrо любую пару
ПУНКТОВ, она уменьшится в 1,4 раза. Мы не сделаеl\,i большой ошибки,
если последнее значение примем за среднее и посчитаем в этом случае,
что ошибка в 1 l'itrл в измеренной аномалии приведет к ошибке в , I, 0",15
в уклонении отвеса. Заметим, что эта приближенная оцеНI(а хорошо

соrласуется с результатами, полученными численным методом Б. В. Ау-
БОБСКИМ В унииrАиК в 1938 r.

Ранее мы видели, что при равномерной съеl\псе с расстоянием

l\tежду пунктами 21 влияние на результат центральной зоны, имеющей
радиус [, не может быть учтено. Bl\leCTe с тем все 9стальные ЗОНЫ,

<.;;  ,") , u t.:>

характеризующиеся случаI1НОИ неучтеннои аномалиеи в каждом: отсеке

+ og, вносят ошибку в * 0'1,063 (;g. Следовательно, почти вся получен-
ная нами величина ошиБRИ падает на ДОЛЮ иеучтенной центральной
ЗОНЫ, TaR ЧТО

...

.

  "I:===+= I(0,21)2   , (0,063)2 og =; 0",20 og.
В данном случае

. , .......................
r

 g'== j 0 54.2JI 21 === I 1,6 }/ 1 ,

поэтому

o /1
::=:: Т. О!! ,32 V l ·

Очевидно, это соотношение остается справедливым только при та-

ких 1, при которых недоучтенное поле возмущающеrо потенциала носит

случайный характер. Последнее обстоятельство не будет иметь места

как при очень больших 1, так и при очень малых. К этому вопросу мы

еще вернеrvIСЯ.
ПОЗВОЛИМ себе привести здесь Apyroc рассуждение, которое еще

о.>

раз подтвержает исключительное значение учета центральном зоны для

снижения ошибки вывода уклонений отвеса.

Это рассуждение еще менее, чем предыдущее, претендует на СТРО"
rOCTb и приводится только для Toro, чтобы на этот практически важный

 ,

вопрос посмотреть с друrои точки зрения.
Из соображений случайноrо характера распределения rрадиентов

аномалий BДO Ь любой линии де rрааф Хентер принимает слеДУI-GЩИЙ
"--' u

среднии закон изменения аномалии ВДОЛЬ линии:

L\ == k }/F 'x  
, u

рде Х расстояние от начальном точки отрезка.
Мы будем исходить из предположения, что в центральной зоне

закон изменения аноrvIалий в функции расстояния от начальной точки р
и азимута а. может быть в среднем представлен формулай:

.

r:x::

Д g === g'o + <JI' Р 1: kn cos п (а. а
о ).

О

Наше предположение СВ9ДИТСЯ к тому, что ПО любому радиусу-вектору
при рост аномалий пропорционаленV , изменение же ковфициента про.

порциональности в зависимости от направления остается ПРОИЗВОЛЬНЫМ.
Заметим, что для очень малых р имеет место СТрОfИЙ закон

(б.4)

дg === ilgo + k р cos (rJ. 0:0).
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Однако, СУДЯ по картам детальных rравиметрических съемок, ЭТО coor-

ношение справедливо только АЛЯ Р < 1 3 КМ. Входящие в формулу (6.4)
коЭфициенты k

n СВЯ,жем с ошибкой представительства.
Этот закон распределения ,аномалий для площади Kpyra даст среднюю

истинную аномалию go, а отклонение аномалии от средней ДЛЯ любой

наудачу выбранной точки будет равно f1g llgo.
Среднее квадратическое значение этой величины есть ошибка представи 
тельства : ] для площади Kpyra:

r 2п
,

1
( g  go)2Р d Р d I'J. ==

3
.... . i

(1 О

]
1

'1 J
 ,

,,'..
 ' . 

.

2
 r

r r k'ln.

/(ля приближенной оценки заменим этот Kpyr равновеликим квадра-
том, для KOToporo   2::=::(0,54. 2)2 J! 7tr

2

(КОЭфициент 0,54 нами подтвержден
АЛЯ площадок размером 8 х 8 t\:M; мы предполаrаем, ЧТО он сохранится
и ДЛЯ меньших площадок).

Следовательно,  k2fl=== 3 (0,54. 2)2 ,/' 7с === 6,23

k1
== 2,50 С1,2.

",

Теперь ПОЛУЧИМ среднее значение д.  " для центральной зоны радиуса r:

'-

r 2т:

A
j.o"

,,.

1

2 1tr sin 1"

..... (-""\

. "

о о

p 1/2 COS fJ. k
n

cos п (а. (/.п) dpda ==

k'
==

'1 sin 1" V r cos a
1 ,

"-

 1может принимать все значения", поэтому среднее квадратическое зна"

чение д ';" таково:

  ''''''
k1

 ,.
. 

':

"( sin 1" Jt/ 2 J/r
=== (0",37 С2

) V /" ,

. Следовательно, при наших предположениях о характере распре-

деления аномалий в центральной зоне и при кОЭфициенте ошибки пред-
ставительства, равном 0,54, среднее квадратическое влияние центрально!:!
зоны на уклонение отвеса равно + (0",37 С2) JI    ,Т. е. менее + Q",З7J/7.

Величину С2
мы определим из фактической точности вывода rрави"

метрических уклонений отвеса в условиях общей rравиметрической
съемКИ СССР.

В 1937 r. были вычислены уклонения отвеса для 325 ПУНКТQВ.
()беспеченность этих ПУНКТОВ rравиметрической съемкой была ДОВОЛЬНО

различной. С этой ТОЧКИ зрения все пункты Б. В. Дубовеким были раз..
биты на 4 катеrории, примерно придерживаясь TaKoro правила:

Плотность rравиметр.
съеМRИ в радиусе

70 км

За пределами ЭТоrо

раДИуса имеется CbeMI<a Катеrория
на расстояние:

Нормальная . . . . . . свыше 600 }(М

от 300 ДО 600 RM

" 150 " 300
"

менее 150 I<M

свыше 600
9t

ОТ 300 до 600  M
менее 300 }(м

Нет П)'ИКТОВ. . . . . .

1

11

III

IV

II

III

IV
111 или IV

Ниже нормальной . . .
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Разности между астрономо-rеодезическими и rравиметрическими укло-
нениями отвеса, помимо случайных ошибок, включают систематическую
часть с ярко выраженным ходом по долrоте для ''1 и по широте для 1;.

Это объясняется: 1) несовпадением эллипсоида Бесселя с поверхностью
относимости rравиметрических выводов; 2) неучтенным влиянием дальних

зон. Выделяя эту система'1'ическую часть по остаточным отклонениям,

Дубовской подсчитал средние ошибки для пунктов разных катеrорий.
Получились следующие результаты:

"

Средняя ошибка

oд o['o0ipeдe 
ления

      _  "'l"

I Распределение ошибок

I ОТ ?, j 1" 2" : 2" 3" 1 3" 4" I > 4"
11'10 1

I I

Кате-

['ория

Число

пунк-
ТОВ

56 ::1::

138

89

26

32 62
I

32 15 3 I
о 146 74 32 16 8

16 69 55 32 10 12

7 17 13 12 7 3

1 1",48 ::1::1",

II 1,80 1,6

Ш 2,24 2,

IV 2,73 2,0

Bcero I 309\ ::1:: 1,94 I ::1:: 1,75

Ошибки по ''1 меньше и, вероятно, ближе к истине, так как в этой

составляющей систематическая часть выделяется более полно. Учитывая

еще ошибку астрономических определений (j--:-: 0",3), для пунктов первой
катеrории ошибку rравиметрическоrо вывода будем считать равной + 1",3.
Эта ошибка складывается: из ошибки всех зон за пределами [, р авноЙ
+ 0",063 og ==::1: 0",46 (так как og для съемки СССР равно -1:- 7,3 мrл);
из ошибки, возникшей вследствие Toro, что не учтена !!ентральная зона

радиуса [, среднее влияние которой равно:

поэтому

(0,"37 C2) /Т=:::4 (0,"37 С2
),

(1",3)2 == (0",46)2 + 16 (0",37 С2
)2,

С2 == 0",07,

а влияние центральной зоны получается равным,

-1:- О",3О1/Ркм.

Для малых р эта оценка должна быть преувеличена, так как влияние

зоны, для которой

(
) iJ

)дg == дgо +  д cos (7. +д sin а, р,

равно
\

1 iJg О "105 iJg

 sin.1" дх Р ===' дх Р '

Если бы можно было считать последнюю формулу приrодной для

р до 16 км ,то мы получили бы:

( 0",105 Р )2+'(0",46)2==(1"'3)\
а влияние центральной зоны равным +0",076 р, причем для малых р надо

ожидать, что эта оценка будет преуменьшена. Обе оценки совпадают

при р
== О и р == 16 км, а наибольшее расхождение между ними имеет

место при р ....:... 4 км И равно 0",3.
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Следовательно, надо думать, что:

1) формула =--.с. 0",30 J-/pдает завышенную оценку для малых зна-

чений р и правильную для р === 16 км;

2) формула + 0",076 р дает заниженную оценку для малых р и пра-

вильную для р === 16 км.

Поэтому среднее rеометрическое из обеихформул

iH" === + 0",15 Р
3 14 (6:5)

должно достаточно близко передавать среднее' значение влияния централь-
ной зоны для р от О до 16 и более KlV! (может быть до 30 км).

Так, например, для влияния пятикиломеТl'ово1i зоны получим по

последней формуле:
6. ".===

.) 0",50

По материалам вариометрической съемки в 1937 roAy Лозинской
было получено (см. таблицу) ;l "5==- IO",40, а Дубовским для Мос-

ковской аномалии 6. "5
=== :---l 0",59.

Уклоиеиие отвеса от влияиия ближайшей 5-тн километровой аовы (иа основа-
иии материалов варнометрической съемки)

Районы
"1)" "

уI<лонение отвесаI

I

I
.(  o,48
.1

'f' == 53 '27' ), 56'0'

Туркмення'

. Чусовской район.

Стерлитамакско-Мелеузовский район

Каировский рi'lйон (Востокнеф1Ь) . .

.

Среднее квадратическое. . .1

+ О" ,02

О ,32

+0,20

 o,23

 o,21

+0,24

О ,05

 o,28

+0 110

 o,12

 0",20

 o,10

1 ,04

+0,25

 o,07

+0,19

+0,51

+0,25

+0,26

1 ,07

+0,42

::!:: О" ,40

29. Пример Московской аномалии

Интересный материал для проверки предыдущих соображений о

точности вывода уклонений отвеса получен Дубовским для района Мос-
ковской аномалии. Этот район пока является единственным у нас, rде

имеется довольно подробная и точная rравимеrрическая съемка, а также

большое количество астрономическихопределений на пунктах триащ:уляции.

Поэтому он является весьма ценным для проверки различных методи-

ческих выводов. Но с этой стороны район Москвы имеет существенный
недостаток: он исключительно аномален, ошибка представительства для

Hero значительно больше средней, следовательно предвычисленные

ошибки, основанные на среднем коэфициенте ошибки представительства,
должны оказаться заниженными.

Дубовской для 15 пунктов в районе Московской аномалии вычислил

уклонение отвеса в 5 вариантах: 1) сохранив при проведении изоаномал

все пункты, что соответствовало среднему расстоянию между пунктами
в 6 км.; 2) отбросив часть пунктоn так, что среднее расстояние между
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ними повысилось ДО 9 км; 3) то же до 12 километров; 4) до 17 км;

5) ДО 33 км. (стандартная плотность rравиметрической съемки СССР).
ДЛЯ последующих вариантов он получил такие средние квадра-

тические расхождения с первым:

ЗОНЫ ' cP;AHe lраС ;ОЯНlиеМ;;ДУ I пу:; ами
О 5 км :!:: 0",24 :::!:: О" ,42 :!:: 0",46 :!:: 0",59

0 27 О ,50 ,10 1 ,25 1 ,80

0 65 О ,51 ,12 1 ,30 1 ,88

Для ошибки OCHoBHoro варианта (6 км) из сравнения ,rравиметри.
ческих уклонений отвеса с астрономо-rеодезическими Дубовской получил:

O //== i:: 0",69,
0'0,"0== + 0// ,50.

Образуя среднее и ИСКЛЮ'lая ошибку астроопределений (прибли 
зительно *: 0",3), получим i:: 01/,52.

Для района Московской аномалии ошибку наблюдения в среднем

примем равной + 2,5 МFЛ, учитывая большую тщательность наблюдений
в этом районе, а также и то, что часть на6людений выполнена rравиметрами,

Рассчитаем теперь ошибку вывода уклонения отвеса для расстояний
между пунктами 6,9, 12, 17 и 33 км.

4}

,,;1 I '"

" о:

I о: '"

=   .  t;t   sl tj:S: ,o
Q. '" '" :S:!3 Q..

 '-: ::; I
:т о

2

'"

'"

о: ;1J

'" ;<:
'"'

iI: \D
tj

..; :s:
-.:

о !3 :g,
t::o 

Влияние I I Влияние I Ошибка \ получено1 а/4 I уклон. Дубов-

 ;: ' 151"':'::;'i"":" I ' .
з

ZZ

3 9

б * 2,6 :!:: 3,б \ + О' ',23 I 2,3* 0,34 ::1.:: 0,41-:1.:: 0;52 * <\60

9 3,2 4,1- 0,26' 3,1 0,46 0,53 0,73 (',80

12 3,8 4,5 0,28 3,8 0,57 0,64 1,23 1',96

17 4,5 5,1 0,32 5,0 (),75 0,82 1,4,' 1,23

33 6,2 6,7 0,40 8,2 1,23 1,29 1,95 1,94

В столбце 8 приведены соответствующие значения ошибок из пре-

дыдущей таблицы после включения ошибки OCHoBHoro варианта (i: 0",52).
Все расчетные оценки ошибок, как и следовало ожидать, преуменьшены
(вследствие особой аномальности района Москны),

Для стандартноИ плотности съемки (ЗЗ I,M) в rрафс 7, Е. сущности

rоворя, мы имеем не предвычисленную ошибку, а фактически установ'
ленную среднюю величину ( :J=: 1/1,3), так как из нее мы исходили при

определении коэфициента формулы (6,5). Поэтому то обстоятельство, что

для Московской аномалии при нормальной ПЛО1НОСТИ rравиметрической
съемки ошибка вывода уклонения отвеса получается на 50% выше сред-

ней, не зависит от метода расчета, а только от Toro, что ошибка пред.
ставительства для этоrо района примерно на 50Y выше средней.

'

Учитывая это обстоятельство, мы в rрафе 9 даем для сравнения :i!'t Z.

Tor'Aa соответствие предвычисленных и фаКТllчеСI\ИХ результатов ста-

новится достаточно удовлетворительным.
Нами рассмотрен вопрос о точности получения уклонении отвеса

при наличии равномерной площадной rравиметрнческои съемки. Методика
расчета ожидаемых величин ошибок для этоrо случая ясна из преды'

дущеrо примера. Вопроса об оптимальном распределении I'равиметри-
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ческих пунктов мы намеренно не касались, так как этот вопрос ДOCTa 

точно подробно разобран де rрааф Хентером [8]. В ero расчетах оставался

только один пробел, именно вопрос о влиянии на "I'ОЧНОСТЬ вывода е и "tJ

центральной зоны. Этот вопрос им и не Mor быть решен, ибо он распо 
лаrал только материал миочень редкой съемки (1 пункт на 10000 кв. км).
Мы показали, что эмпирическая формула де rрааф Хентера для ошибки

представительства остается практически приrодной даже при расстоянии

между rравиметрическими пунктами до км. Следовательно, объединяя

результаты де rрааф Хентера и наши, можно без труда решить оба
типа задач, которые MorYT встретиться при проектировании rравиметри.
ческих съемок: 1) зная расположение l'равиметрических пунктов и их

точность, определить ожидаемую, ошибку вывода уклонения отвеса;

2) задаваясь требуемой точностью уклонения отвеса и точностью изме-

рения силы тяжести, рассчитать оптимальное расположение rравиметри'
ческих пунктов.

ПРU.llоженuе

r л а в а УН

BЫBqд вспомоrАТЕЛЬНЫХ ФОРМУЛ J( rЛАВЕ IV

30. ВЫВОД ИСХОДНЫХ формул

Введем в

равенствами:

рассмотрение функции К
п
и L

n , определяемые следующими

+1

К
п I F(y) Рп (х) dx, (7.1)
 1

rAe

+1

L
n
== p(y)Pn(x)dx,
 1

(7.2)

у kx + Ь и Ь f(k) (7.3)

Р
п (х) полином Лежандра порядка п.

Нет рудно установить нехоторые соотношения связывающие между
собой эти функции.

Из (7.2), интеrрируя по частям, получаем:

+1

kLn IF(y)Pn(X)[: F(y)Pn'(x)dx. (7.4)
 1

Воспользуемся известным соотношением

Р'п (х) == P'11 2(X)+(2п 1)P,, 1.
Подставляя ero в (7.4) и интеrрируя по частям выражение

+.1

F(у)Р'л 2(х)dх,
 1

получим:
L
n
== L ,, 2 (2п 1) К ,, 1k

1 (7.5)

Lo и L1 можно получить непосредственно. Наrляднее вместо L1 за-

дать L 1, чтобы подчеркнуть общее между четными и нечетными функ-
циями.
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Получим:

Lo== [F(k+b) F(k Ь) J,
L l== [F(k+b)+F(k b)J,

(7.6)

Таким образом функции L
n для всех целых положительных п опре 

деляются через функции К
п

и F без дополнительных интеrраций.
Ди<реренцируя (7.1) по k и принимая во внимание (7.2), получим:

..

+1
dK

n
== r i df

dk J F(y)xPn(x)dx+dk"Lfl
,

 l

учитывая известное соОтношение:

п')лучим:

(2п+ 1) ХРп (х) == (п + l)Р,,+ l (х)+ пPп l(х),

dK
n
 . 

п + 1
L J 11 ,': L I df L

dk  +l
n+l I 

211+1 Т H lld k",

или на основании (7.5)

dК
п L ' + К k 1 +  1L

dk n т 1 11
n dk n' (7.7)

Теперь из (7.5) и (7.7) получаем:

'k (
dKn

.  
dKn 2) =-=пК  " (11 2) K " (211 + 1 ) K  ., 

dk dk"
п . /l

df
dk

(211 l)Kп I'

Последнее равенство леrко приводится к такому виду:

d\ (KnkH +1) == k 2/1  1;k (К"  2
k2 " н)  . (211  ..,1)k п К

п 1  r' (7.8)

Интеrрируя обе части этоrо выражения по k в предслах от О до k,
после интеrрации по частяlVi первоrо члена в ЩJавои части ПОЛУ'щем:

k

Кnk" +- 1
== К" 2 k11 Т 1 (211 1) , .[К" 2  +f к" 1 J k " dk .

IJ

(7.9)

"

Если обе стороны равенства (7.8) умножить на k 1 2"
И после этоrо

проинтеrрировать в пределах от 1 до k, то получится:

k

К
п  2

k2 н== Кn p "+ (211 1) j' [Кп+К" 1  {] k1 "dk+
1 (7.10)

+K,, 2(1) Kn(1).

Равенства (7.9) и (7.10) представляют собой рекурентные формулы
для определения Кп

. Из них первая служит для перехода от фуш<ции с

меньшим значением 11 к ,функциям с большим 11; вторая СЛУЖИТ ),ля

обратноrо перехода.

7 ТРУIIЫ цнииrли:< ВЫЛ. 42 97



Таким образом достаточно иметь функции К
п для двух смежных

значений п, чтобы получить Кп
и L

n для любоrо целоrо положительноtо п

с помощью формул (7.9), (7.10), (7.5) и (7.6).
При этом при переходе от больших к меньшим п дополнительно

нужно знать К
п (1); практически это обычно не вызывает затрудirений.

Покажем ОДНО свойство функуий К
п, важное для контроля их вы-

числекии.

Вблизи значения k === О разложим F (у) в степенной рЯД:

0:) 1
F(y) == F(b) + };

.,
kmxm Р" (Ь).

т 1т.

..

Так как

+1

) х т Р
п (х) dx == О,

 1

если m < п

имеем:

t l

\
.СХ! 1

K1lkl п===k
m!k", пХ

11l F"'(b) Pn (x)dx.
"

 1

Поному
11т (K"kl .,,) == о.

k . >п
(7.11 )

СлеАовательно, разложение Кп
в степенной ряд должно начинаться с k" .

31. Частный случай применения формулы (7.10)

Воспользуемся формулой (7.10) и вычислим систему функций К
п ДЛН

функции

Р" ( : j
.

  . )
Р

п полином Лежандра порядка п,

Очевидю_, в ЭТОМ случае

при k == 1
К" +- 111 (Рп) с:.'" О (т:> О);

2
К
п (Р,,) = "2  ,-T-=T'

,

Роль k в (7.10)

Кт (Рп) == О.

1
ш'рает

 .,и

k

({I.,, .
.,'.  , 1
d ( -+)

- -

,

(7.12)

.

условия (7.12) дают все необходимое для вычисления Кт (Р,,) IIрИ лю.

бык т и п,

В данном случае можно было бы непосредственно примениТ!) фор.

мулу (7.10), положив .{ === k) .

Сразу в более удобной форме IlОЛУ'ШМ результат, сели поступим
несколько иначе.

Заменим и (7.10) k на}, п на п '.,. т .
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Получим для этоrо случа 
k

KIl mk" m==KIl m+2kll m (2п 2m+З) (Кll m+2+
1

+Kll m+l) k" -m ldk. (7.1 З)

Применяя эту форму;Ptу, последовательно получаем:
"

К
п (Рп) kll

== 2п 1 '

2
fin  1(Рп) kll  ]='=

т (1 k),

К
п  2(Рп) kll  2

== ;2 [ (1 k) + (п 1) (1 'k)2 ] .

Чтобы получить общее выражение для Kп 111 , поступим следующим
образом. Положим

KIl 111 k" m== ;т [ В1
1ll (1,  k) + В/Н (1 k)2... , . + В

тт(1 k)'" 1 (7.14)

(В1I1 о == О, так как К
п т (1) == О, если ni т),

Подставляя в (7.13), получим:

1

\
.

k 1l1 (В1
т B1т 2)(1 k) + (В2

т B т 2) (1 k)2 ,

k

+ (2п 2т +3) j'[(B11ll ]+Blm 2)(1  . k) +
1

.+(В т 1+ В т 2) ( 1  -k)
2'

J == О.2 2 klll+l

j+

.

Продиференцируем это тождество, расположим результат по сте-

пеням (1 k) и приравняем нулю коэфициенты, стощцие при ра.алич-
ных степенях (1 k).

Таким образом получим систему уравнений для последовательноrо

определения КоэфициеНТQВ:
В1

m == Blm 2,

2 (В2
1ll B21ll 2)== (2п 2т + 3) (B1m 1+ Bl1ll 2),

з (ВВ Ill BBт 2)== (2п , 2т+ 3) (B21ll 1-+ B2т 2)+(2 т)(В2
1ll B21ll 2),

или, если положим

р
=== т 1,

q === 2п т,

l!ОЛУЧИМ:

(1 р) (В2
т + B21ll 1)+ (1 + q) (B2т ]+ B2т 2)== 3 (ВВт B&т 2)

(2 р) (ВВ т + Взm l) f-(q (ВВ
Ill ч BBIll 2)=== 4 (B4'  B41ll 2) (7.15)

(3 р) (В4 т+ B41ll ])+ (q 1) (B.m' 1+ B41ll 2)=== 5 (В5 111 В[,m 2)

(1 2 р) (B/ ]+ B/ _j])+ (q + 4 - 1) (в/п-...j] + Blm j2)=== 1 (В!,/! Blm 2)

Рекурентной формуле (7.15) соответствует такое решение:

BIll _..!..p(p 1)., , ,,(Р i-. 2.=Л. q(q l), , .(q+2 l)
(7.16)1 1 (l 1)! (l 1)!
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в этом можно убедиться подстановкой (7.15) в (7.16).
Таким образом

l...K(P)kпo=::t2+l... t pq+ t6P(p 1)q(q 1)+2 r n 2 3 2!' 2! (7.17)

 J  lt8 р (р 1)(p 2) q (q 1)(q 2)
I

4 31
.' 

31
" . 

. . . .

t2 == 1 k

p==п r 1
q==п+r

Р ( Y+1 k)
.

Ао 11 == 7 получаем следующие разложения для n k
.

kPj == t
2
+P1 (у)

k2 Р2
== (t2 + t4) + 3t2 Р1 (у) + Р2 (у),

kЗ РЗ
о=:: (t

2 + 3 t4 + t6) + 3 (t
2 + 2t4 ) Р1 (у) + 5 t2 р2 (у)+ Р! (у),

k4 Р! ==0 (t
2 + 6t4 + 6t6 + t8) + 3 (t

2

+ 5t4 +  Ot6 ) Р1 (у) +

 + 5 (t
2 + 3t4

)P2 (у) + 7t2 Рз (у) + Р4 (у),
k5 Р5

=== (t2 + 10t4 + 20t6
+ 10t8 + t10) + 3 (t

2 + 9t4

+
+ 15t6 5t8

) P1 (у) + 5 (t
2

Т 7t4 + 7t6) Р2 (у) +
+ 7 (t2 + 4t4

) Рз (у) + 9t2 Р4 (у) + Р5 (у),
k6 Р6

=== t2 + 15t4 + 50t6+ 50t8 + 15t 10 + t12) + 3 (t
2 + 14t4 +

+ 42t6 + 35t8 + 7t 10 ) Р1 (у) + 5 (t
2

+ 12t4
+ 28t6 +

+ 14t8
) Р2 (у) + 7 (t

2 + 9t4 + 12t6 ) Рз (у) +
+ 9 (t2 + 5t4)P4 (у) + 11t2 Р5 (у)+ Р6 (у),

k' Р7
== (t

2

+2Н4 + 105t6 + 175t8
+ 105t10 +2!t

12 + t14) +

+ 3 и2 + 20t4   Ot6 + 140t8 + 70t10
+

+ }t12) Р1 (у) + 5 (t
2 + 18t4

+ 72t6 + 84t8 +

+ 1;6 t10) Р2 (у) + 7 (t
2 + 15t4 + 45t6 + 30t8) Рз (у) +

-+ 9 (t2-н 1t4 + 51 t6)4- Р4 (у) + 11 (t2 + 6t4

) Р5 (у) +

+ 13 t2 Р6 (У)+Р7(У)'

32. Рааложеиие ФУНltции Стоltса по ПОЛИНОмам ЛежаВАра
в иит рвалеиаменеиия cos от l,цо cos Уо

Хорошо известно разложение функции Стокса в ряд по полиномам

Лежандра в интервале для cos 0/ от 1 до + 1. Теперь мы ставим себе

целью получить подобное же разложение для интервала изменения cos у
от 1 до cos 'io.

5 (t) в функции у == cos <1 представится следующим образом:

V
 .

(
r 

) V
 '

2 1 y 1 y 1 y
5(9)==   Зуlп1/  ' +  6  +1 5y.

l y 2 2 2
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Введем новое перемеиное х, связаНЯ0е с у линейной .зависимостью:

y==kx+k 1, rAe k==11 yo
.

TorAa, при изменении х от 1 до + 1,у меняется от 1 до 2k 1 == Уо'

Оrраничиваясь приближением порядка т, разложение S(y) по поли-

номам Лежандра в интервале 1,2k 1,представим в следующей форме:

m 2п + 1
S(kx+k 1) ==

2
Кп (S)Pn (х).

, . о
(7.18)

Умножив обе части этоrо равенства на Рп(х) И интеrрируя по х в

пределах от 1 до + 1, получим:

+1

Kn(S)== S(kx+k 1)Pn(x)dx.
 1

Последнее выражение О'l'носится к рассмотренному типу (7.1)
Чтобы определить Kn(S) для любоrо п, 110ЛЬЗУЯСЬ формулой (7.9),

необходимо прежде Bcero знать Ko(S) и K1(S).
Эти величины определяются по формулам:

2k 1

Ko(S) =ос k JS(y) dy,
 1

2k 1

1  k rK1(S)== Ko(S)+k 2JS(y)ydy.
 1

Выполнив интеrрацию, получаем:

( 7
V (

3 1

)JS(y)dy==y 4y2+ 2(1 y)   2Y 2+

+ (l у2) In 1 у +  2(1 y),
r 1 4 1

V
  .

J S(у)уdjJ==У+2у2 зу3+з 2(1 y)(1 y 3y2) 

y31n
1 lJ + J/i(l=Y)

.

2
Следовательно (7.19)

Ko(S)k==  2(1 k)+ 7k (1 k)+2(1 Зk)V1  k+
+ 6k (1 k) In (1 k +V1 k):

К1 (S) Р ===  (1 k)+ k(l k)+!l P(l k)+3 3 3

+ ( 3P 2k+2)V1 k +.(1 k3)ln (1 k) 

 2k3In(1+1( 1 k).
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Дальнеitшее СВОДИТСЯ К механическому ПрИМеnению формулы (7.9).
Ее;в данном случае можно написать так:

k

Kn(S) kll+l== Kll lkп+l 2п Kll lk" dk,

. о

так как Ь == k 1.

Выполнив интеrрацию, последовательно получаем:

Ko( )k==  7k2+9k 2+In(1  k)( 3P+3k)+
\ +(2 6k)V1 k+(6k\.......6P)ln(1+Vl k),

Kl(S)P== 131 k3+2P+3k  +(1k3)ln(1 k)+

(
4 4

)
r 

(
' 

)+  2Р зk+ з 1( 1 k 2k31n1+V1 k,

K (S)k3== k4
.  k;]   P+7k+(33k\)ln (1 k) 

 4kV1 k,

К (S) k4
'  k5+  lk4+ 7.k3 37 P + ok-.+

32
+g

10 2 2 2  ,'5

+(6Р 15k+9)ln (1 k)+

(
28
P 

16
k 

32

) '1 1 k
5 5 5 JI '

К (S) kб==  ..!..k6 k" 7 k4

+
21

Р 49 Р
84

k +
512
+

зо 10 2 6 5 15

+(    10 kS + 45 k2 63 k + 28) ln (1 k) +

+ ( ,. 
36

k;]+
48
Р+

416
k

512

) 1/ 1 .k5 5 15 15 r '

К (5) k6== k7+ .! k6+ Zk5 
121

k4 + 156k3 
139
p 

о

70 5 2 2 5

!g8() k +
1024

+ (15 k4 105 k 3
+ 252p  

5 7

(
44

4
704

252 k + 90) ln (1   ..k) + k k3

5 35

2816
Р+

8192
k 

1024

) '/1 k
35 35 7 JI '

Кб (5) k' ==  ,р .! k7 '1 k6 +
919

k5
1527

Р+ 1 32Р+
, 140 7 2 10 4 '5

1389 о 9185 4096
5 4+ . ,.. k"  k +. ., +( 21 k' + 210k

2 7 7

756 Р + 1260Р  .990k+297)ln(1  k)+

+ (
52

k 5 +
1248

k4+
19968

k3
6656

Р+5 В5 105 7

+
27648
k 

4096

) '/ i k
21 7 r '
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К (5)k8== ku+}k8 + 7...k7 1307 k6+
15899

k5 7
252 28 2 1О 20

5371
k4 

773 k3 +
88121
p 

46241
k'+

4 6 14 7

+ 20:80 +(28 kO  378k5 + 1890 k 4620 k3 +

+ 5940 Р 3861 k + 1001 ) ln (1 k +

+ (12 kO
400

k5
24800

k4 +
185600

р
7 63 63

140800
k2 +

407552
k 

20480

) у1   k
21 63 9

.

J

В формулу для Кп(5}, КаК видим, входят 3п + 3 КОЭфициента. Эти

КОЭфИЦиенты связаны между собой рядом соотношений.

1} Вблизи значения k === О выражение Кп(5} k1!+1 может быть разложено
в сходящийся ряд по степеням k.

На основании (7.11) разложение должно начинаться с k '''+1. Таким

образом первые 2п+1 КоЭфициенты разложения должны тождественно
равняться нулю, а потому коэфици нты,входящие в К

п(5} k1!+l связаны

2п + 1 соотношениями линейноrо вида.

2
2) Если k стремится К единице Kп  1

' Но ln (1 k). со, по.
п 

этому коэфициент при ln (1  " k) должен стремиться К нулю. Таким об-
разом имеем еще два линейных соотношения между коэфициентами.

Еще некоторые связи между I\Оэфициентами обнаружатся в даль-

нейшем. Но уже теперь мы видим, что Зп + 3 КоЭфициента, входящие
в К

п(5), связаны 2п+ 3 известными нам линейными соотношениями,

которые MorYT служить для поверки вычисления коэфициентов при
интеrрации.

Например, при п===7 мы уже имеем 17 линейных соотношений для

контроля 24-х КОЭфициеНТО8.
.для большеrо удобства численных вычислений придадим (7.20) иной

вид. Положим:

(7.20)

vr1 k===t.
После преобразований получим:

КО (5) k === 4t + 5е+ 6t3 7t4
+(6t

2 6t4) ln и+ t
2
),

К1 (5) р=== 2t + 4t2 + t3   t42t" +
11

t 6 + 2ln t
3 3

2 (1 t2)3}11 (t + t2),

К2 (5) k3 == 2 4t + 5t2 + 4t3 1; t4 + 3t6 t 8 + 6t2 ln t,

КВ (5) k
4 == 1  . 4t + 15t2 8t3

  , 4t4
+

28
t"

13
t6 I 

"

5 2

+ t8  'i t1 \J + (бt2
+ 12f1) ln t,

К (5) k" === 4t + 22t2
76

t3 +35t4 12t5
37

tO +
36

t 7

3 3 2 5

11
t8 + 1. t10  ..!.t12 + (6t

2
+ 30t + 20t6) ln t

2 2 30

(7,21)
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к (5) k6 == 4t + 28t2 48t3 +
231

t4 88t" +
93

t6
528

t7
"2 2, 2 35

79
t8 +

44
t9 5t10 + l t12 .!.. t 14 +

2 5 10 70

+ (6t
2 + 54t4 + 90t6 + 30(8) In t,

K8(5)k7==  4t+67 t2 76t3+493 t4 !35 t"+357t6 5 2 2 5

 !14it7 +
79

t8
572

t9 !  t10 +
52

tll
 .., 5 4 35 2 5

. I
47 [12+!t14  t16+(6 +84f4+252t6+ (7.21)
10 5 140

'

..

+ 210t8 + 42t10
) ln t,

К. (5) k8 == ! 4t +
3&7

t2 ,  
328

(1 + 437t4 620t" +
2391

t 6I
3 10 3 2

1040t7 + 802t8 31<!60 t9
363

t10
104

tll
63 4 7

1543
t12 + 12 t 1 :J

_ t14 +! t16 [18 +
15 2 7 252

+ (6t
2
+ 120t4 + 560t6 + 840t8 + 420t10 + 56t12

) ln t ,

Заметим, что, начиная сп == 2, коэфициент при t paBeH 4,в мноrочлене при
ln t коэфициент при первом члене равен 6, при последнем равен п (п+ 1).

Сумма
т 2п + 1

5
т (kx+k ,. 1)

1l о"2 Кп(5)Рп(х)

представляет собой т-ое приближение к 5(у).
Оценим квадратическую ошибку m-ro приближ.ения R

m(5).
Известно, что

+1

2 R2
m(5) \' 52(kx+k 1) dx 2п:

1
К2/1;(5); (7.22)

.'::.1

R
m(5)  -средняя квадратическая ошибка m-ro приближения к функции

5 (kx + k 1) в интервале
 , 1 <:;: х <:;: + 1.

Выполнив замену переменных, получим

+1 2,, 1 1

)52(kX+k 1)dX===1) 52
(y)dy== -1)5

2
(z)zdZ' (7.23)

 1  1 t .

rAe

1  чZ2 ===

2; у
=== kx + k  ,1.

1
5 (z) === 3 (1 2Z2) ln (z + Z2) , 6z 5 (1 2Z2) + 1

Z

1М



Интеrрируя (7.23), получаем:

+1 '

k .s2(kX+k 1)dX==4k.2o(S)  K20(S) + з; K\(S) k.\(S)+
 1

+6In2 t 41п t  f 12ln tln (1 + t) -1 81п (1 + t)+7t
2 8ln 2+ (7.24)

. 00

 ! 5t2 64t3 +
123

t4 +
6352

{;; ,  45t6
+'12 (  . 1)n

tп
1, '

4 1 00 2 ,

1l 1 п

rAe

k К() ( ))==  .' 4t + 5t2  +бt'J 7/,1,

k К (5)
('\

!  l4 2 + 16: 9 4 2 5 +
11

1) 211   LI t
з-

t t  . , t з-t .I1f.

Ряд (7.24) получился от разложения по степеНЯl\I! t интеrрала

1 f 00

ln (1  + [ dt  J (    .fl  
,   I 'J

·

t 12 п  'l 1l""

ln (1 + t).. dt ==  2
t

'

12
 ,

t
t.

О

Таким образом задача разложения (рункции Стокеа по полиномам

Лежандра Б интервале

 1 <x<;;;2k , 1 (k<l)
полностью решена. КОЭфициенты разложения даются формулой (7.21).
С помощью (7.9) этот ряд фор:мул может быть продлс::н до любот'о п.

Остато'чная квадратичеСRая ошибка раЗЛО1fiения мож.ет быть получена
с ПОМОЩЬЮ формулы (7.24).

33. Формулы Стокса и Веиииr Мейиеса в преобразоваввой фОрl\lе

Формула (7.18) дает разложение S (y) по ПОЛl1номаlVl Лежан а
Рп(Х) В интервале изменения:

по х ОТ
   .  1 до + 1

,

по у ОТ   -.1 до 2k  . . 1.

ТождествеННЫNI преобразованием l\'IОЖНО левую часть (7.18) свести

к ряду, составленному из полиномов Лежандра, зависящих ОТ у.
В функции у (7.18) перепишется в следующем виде:

. 2п + 1 у 1
Sm(Y) ==

2 Kn(S)PIf k + т
1 ·

о

Умножим обе части последнеrо равенства на Рп(У) И проинтеrрируе  
ПО у ОТ 1 АО + 1.

Получим:
n 2п+ 1

Kr(Sт)="' 2
- Кn(S)Кr(Рп),

п;::;:О

причем Ку(Рп) было получено раньше' (формула 7.17).
Таким образом имеем:

2у + 1 .

(Sm (У) ===

 2... К, (Sm) Р, у),
r 1J

lU5



Разность S(y) Sm(Y) близка к S(y) при у, близком к единице, и

характеризуется средним квадратическим значением R
пz (S,t) винтер-

-але 2k 1 > у >- 1.

Теперь формулу Стокса можем представить в ИНОМ виде:

!""
 ==

R

47t1

.

 g5(у) S'n (у) d (J) +

R
+

4ч

т

!lg 2ri
1
Кт(5т)Р,(У) d OJ ,

О

или, разлаrая во втором интеrpале ilg на сферические rармоники gr
И интеrрируя, получим:

дg S(y) Sm(Y)

т

dЮ  : grKr(Sm)
l' 2

'

(7.25)r 
R

47t1' ,

Формулы АЛЯ уклонения отвеса получаем путем диференцирования
(7.25) по и Л:

\.

,."
,.

.,

1
, 

d

41tjsin 1" !lg d 0/
S (у) Sm (у)

1 т

ag,
2

·

1" К,(Sт)  1 '

l' SlП 2 () '?

cos d (j)
 . 

а '

.

(7.26)

1
,)

d
Yj" ==

4 7t"(Sin 1" !lg d t
5(у) 5т (у) sincx d (j)

1 nt, iJg,
2

·

1"
'i. К, (Sm) 'дА seccp ·

l' Sln

"""-

 .

10'
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ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра-\ Строка Напе1Jатав& Следует читать
П.

чье 
IIya вине

1 1
12 6 снизу 4п  4п

аат.

13
R 1

фОрМУЛII (1.6) 21t 2п
авт.

14 ,

снизу Ф cosec cosec Ф кер...)

15 6 снизу  2'R( ;  )
 "(
 2R (СП  ) корр.

21 15 и 2а сверху arcth z lIl'ccth z авт.

 3 13 снизу пД п  8B'J.

59 Hs сверху Т (i, 91. 92) Т (ч', Ч1' Ч2) корр.

45 б и 14 снизу д, D. 2 q aB'J.

45 6 сннзу D D ав".

51 8 сверху + 5,181 + 0,181 корр.

59 снизу ( d:  ) (
d

:&: )
J

корр.

63 снизу +х х+ корр.

78 21 сверху sin L хо s;n ! "о корр.

1
93 8 снизу 2 sin "( 1" 2 "( sin 1" корр.

97 11 сверху
2  +C +Lll l

п
  L1 корр.

2п+1

100 1 О снизу 9 (t 2 11 t4+ t6)+Р4(У) 9 (t2 11 tЧ 5; tб ) Р4(У) корр.

102 10 сверху (3 3Р) (3 3 k) авт.


