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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Таблицы Двайта представляют собой довольно обширные таблицы

неопределенных интегралов, к которым добавлено еще много

разнообразных формул (разложения в ряды, тождественные соотношения,

определенные интегралы и т. п.).
В Советском Союзе таблицы Двайта были выпущены Издательством

иностранной литературы в 1948 г. на английском языке

фотомеханическим способом. В настоящем издании текст переведен на русский

язык, американские обозначения заменены принятыми в СССР. Перевод

сделан с четвертого американского издания (1961 г.), причем

восстановлена глава, посвященная дифференциальным уравнениям,
опущенная в издании 1948 г.

CmicoK литературы составлен заново, в основном из книг на

русском языке. В ссылках в тексте число в квадратных скобках

означает номер в списке литературы на стр. 223—224'. Однако

ссылки на литературу, преимущественно учебную, относящуюся

к отдельным формулам, в настоящем издании опущены, так же как

в издании 1948 г. Кроме того, исключены числовые таблицы,
составленные не очень логично, помещение которых в настоящем

справочнике недостаточно оправдано.

К. Семендяев



1

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

(1 + *)» в 1 + л* + 5*£±> *• +

п{п— 1)(п—2)

2!

п\
X —р • # •

Здесь и далее я.сюду полагаем 0! = 1. Если п—целое положительное числодо

выражение состоит из конечного числа членов. В противном случае ряд

сходится при х2<1; причем, если п>0, то ряд сходится также при х2 = 1.

2, Коэффициент при хг в 1 обозначается ( J или Сп.
Величины этих коэффициентов даются в следующей таблице.1

Таблица биномиальных коэффициентов СтПщ

——. г

г^—~-^__
1
2
3

4

о

6
7

8
9
10

0

1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1

1
2
3
4
5
6
7

8
9

10

2

I
3
6
10
15
21
28

36
45

3

1
4
10
20
35
56
84
120

4

I
5
15
35
70

126
210

Сумма двух соседних чисел в любой строке р
в следующей строке под правым слагаемым.

Подробную таблицу см. [26].

5

I
6

21
56
126
252

авна i

6

I
7

28

84
210

шслу,

7

I

8
36
120

8

1
9
45

9

I
10

10

1

находящемуся

:
. ,

3. (!_*)»= 1-я* +!(«=!!*«
2!

П(п— 1)(п—2) 3
_ х +-...+(-!)'

п\

(См. примечание к I.)
{n—r)\ rl *+..,



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [4

(1 ±х)*=\ ±2x4- х\

(1 ±x)s = l ±Зх + Ъхш±з?.

(1 ± х)г = 1 ± 4jc ■+ 6х2 ± 4xs + -v*,
так далее, используя коэффициенты из таблицы 2.

,
■ , .1/1 i,l 1*3 2 1 -3-7 з

1-3-7-11

4-8-12-16

<i±*)'"--±!*-i^±spk-
1-2-5-8

.*4±.-., [х2<1].

'3-6-9-12 х*±..., [хш*&].

{\±х?'ш=\±±х-1£хш±^х'-
bl'3,V±-. l*"^1!-2-4-6-8'

"•"г^б^в*
"^ 2-4-6.8-10

/1 . „\*/« 1 ,
5 .5-3 ,

5-3-1 ,
_

5-3-1-1 4 ,
5-3.1-1-3 . {у* <- П

2-4-6-8~ -х-2-4-6-8-10

(1_хГ.я1+ях+м^+^^
+ • • • + 7^ЙГ)17Г

х ^ •'

(в±*Г" = в-в(1±|)-и.
4
л г 4.8Л ^

4-8-12'

1-5-9-13

4-8-12-16
Л" ^



Ю]

9.02.

9.04.

9.05.

РЯДЫ

0 ± *)-'/' = 1 =F jX + ±£*> T о1±1л-8 4-
3-6' 3-6-9-

+ 1±™0^^3-6-9-12Х + • [**<!].

1-3.5-7

"2-4-6-8

(1 ± х)-'^1 ^х+ х*^рх*+х* =F

2(1±хГ«/»=1Т|.х+|^^Т|^х« +
,
3-5-7-9

^4_
"^ 2-4-6-8f

~

(1 ± х)-* = 1 qF 2х + Зх2 Т 4х8 + 5.x;4 ^ . .

5 5-7 , _ 5-7-9

[Х*<

[xz<

[** <

[х2<

и.

ч.

(1±л-гГ = 1 ч=4-«+^7^2-4 2-4-6
Х3 +

+
5-7-9-11
2-4-6-8

X

(1 ±х)- = 1
1

-гТ72{2-Зл-=рЗ-4л-2+4-5х3
=F5-6x4+ ...},

1

1-*'<11.

[л2<1].

(1±*)- = 1 ^г^Тз{2.3-4х^З-4-5хЕ + 4-5.6л-гТ

(1 ±X)-S = 1

+ 5-6-7а44- ...},

1

{** ч.

Г-2-з74^2'3'4'5хГ:!ГЗ*4'5-6л;2 +
+ 4-5.6-7а-3^5.6-7-8х4+ .. .}, 1*"<Ч-

10. 2!

3!

4!

5!

6!

7!

81

9!

10!

11!

12!

Более подробную таблицу см. [18].

2
6
24
120
720

5040
40320

3 62880
36 28800

'= 399 16800
1 = 4790 01600

1/2! =0,5
1/3! =0,16666 66667

1/4! =0,04166 66667

1/5! =0,00833 33333

1/6! =0,00138 88889

1/7! =0,19841 26984

1/8! =0,24801 58730
1;9! =0,27557 31922

1/101 = 0,27557 31922

1/111=0,25052 10839

1/121 = 0,20876 75699

10~3
ю-1
ю-8
Ю"3
10"'
10"B



10 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [И

П.
п\

lirn ,_

п-*а= ппе-"у п
= j/"2rt.

Эта формула позволяет получать приближенные» значения л! при
больших п. Результат получается с избытком в 0,7е/, для я =12 и 0,4°/0 для
я = 20 (см. также 851.4 и 8Z0A).

12. п

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

4

8

16

32

64

128

256

512

1024
2 048

4 096
8 192

14 16 384

п

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

2~"

0,25

0,125

0,0625
0,03125
0,015625
0,78125
0,39062 5

0,1953125

0,97656 25

0,48828 125

0,24414 0625

0,12207 03125

0,61035 15625

■ ю-2
Ю-1

• ю-2
Ю-8
Ю-8
ю-
ю-*
10"*

15.1.

15.2.

15.3.

16.

17.

20.1.

20.11

20.2.

20.3.

20.4.

20.6.

21.1.

21.2.

п 2й

15 32 768

16 65 536

17 131072

18 262 144

19 524 288

20 1 048 576
21 2 097 152

22 4 194 304

23 8 388 608

24 16 777 216

25 33 554 432

26 67 108 864

27 134 217 728

(а 4- Ъ4- с)г = а2 + Ь2 4- с2 4- 2ab4- 2Ьс + 2са.

(а 4- Ь— с)2 == а2 + Ь2 4- с2 4- 2ab— 2bc—2ca.

(a— b— c)2 = as + bs + c2— 2ab + 2bc— 2ca.

(а 4- b 4- с 4- df = а2 + Ь2 4- с2 + d2 + 2ab 4- 2ас +
4- 2nd 4- 2bc 4- 2bd + 2cd.

(a 4- b 4- с)8 ^н a3 4- b* + c3 4- 6abc +

4- 3 (a2b 4- ab2 + £2c + £c2 + c2a 4- cfi2).

о 4-Jc= (a2—x2) I (a — x).

l4-x= (l — xs)/(l--x).
a2 -{-ax-\-x2 = (a3 — xs) [(a—x).
as -f a2x 4- «.v2 + xs == (a4 - x4) / (a—x) =3

н^ (a2 4- a;2) (a 4- x).

йЧй'х +йгхЧйхэ + /=(й!-х5)/(й-4
"

4- «4-v 4- яV -f сV 4- ex4 4- -v5 =
= (g6—x6) / (a—x) = (a3 4-xs) (a2+ ax 4-ж1),

- x= (a2— x2) / (a 4- x).
— ax 4- x2 ^ (a3 4- xs) / (a 4- x).

a

a2



28.3] формулы 11

21.3. as— a2x+ axs— xaE=(a4— х')Ца-\-х)^
== (a2 -f хг) (n — x).

21.4. o4— a*x + aV— axs -\- x* == (а5 + л-5) / (с -f *).

21.5. as-fl«jc-fflV- aV + л*4— A-5ss

===(ae —Xе)/(a+je)=Me* —•*'>(<** —<**+ **)•

22. a4 + aV + x4 s= (a6— x6) / (a2 — x2) ==
нее (a2 + ax -j- **) (°2 — «* 4 -О-

22.1. a4— оV + я* = (а6 + л-6) / (a2 + x2).

23. a4+ х* = (а°- + ху— 2aV ==

= (a24-ax{/"2"+A:2)(fl2 —ал-}/А2 + x2).
25. Арифметическая прогрессия первого порядка (с

постоянными первыми разностями) из я членов

e+(o + rf) + (fl + 2d) + (a + 3</)4- ... + {а+(п— 1)я"}=з
= /ш-|- —я(л— 1) Je=

s ■„- (1-й член-|-я-й член).

26. Геометрическая прогрессия из л членов

a + ar + ar2 -f- ел3 -+- ... -|- йг""1 =й( 1 — г") /(1 — г) гз
= й(г"— 1) /(/•— 1).

26.1. Если г2-<1, предел суммы бесконечного числа членов

будет о/(1 — г).

27. Обратные величины членов арифметической прогрессии

первого порядка образуют (по определению) гармоническую
прогрессию. Так,
2. а 1 1

с' e + d' a + 2d' '••'
a + (n-\)d

есть гармоническая прогрессия.

28.1. Средняя, арифметическая п величин:

— (o, + a3-bfls+. .. +я„).

88.2. Средняя геометрическая п величии:

(алага,...апУ'п.
28.3. И—средняя гармоническая п величин определяется

следующим образом:

_Le±(± +± +ljL jlJL\



алгебраические функции [28.4

Средняя арифметическая некоторого числа положительных

величин больше или равна их средней геометрической,
которая в свою очередь больше или равна их средней
гармонической.

Арифметическая прогрессия k-го порядка (/г-е разности
постоянны).
Последовательность: «,, иг, я3,..., ип.

Первые разности: du d2, da,...,

где d1=u2— uv d2 — u3 — u2 и т. д.

Вторые разности: du d2, d3,...,
I г t

где di—dz—d, и т. д.

Сумма п членов последовательности равна

п 1 , п! , п t ," ,

(л —1)1 II "i+(л—2)!2!
' +

(л —3)13"
' +

Если таблица функции ип дана для равноотстоящих

значений аргумента с интервалом h, а именно f(a) = uv
/(а + я) = и2, f(a+2h)

—

ut и т. д., то

/<«+/Л)=В1+р*;+*^*;+£^
где р<1, а г/,, г/, и т. д. даны в 29. Коэффициенты при

du du d, и т.д. называются интерполяционными

коэффициентами Грегори— Ньютона.

Численные значения этих коэффициентов см. [25].

1+2 + 3+ ... + Я = £(Я+ 1).

1» + 2* + 3Е+... + я2 = £(« + 1)(2«+ 1) =

= ~(2/2а + 3«+ 1).

1«_|-28 + 33+ ...+я3 = -£{«+1)2 =4

п*

4 (/г2 + 2/г+1).

14+24 + 34+ ... + я4

п
= ^(я+1)(2я-И)(Зя2 + Зя—1) =

= ^(6я4+15я3+10я2 —1).



ряды 13

LB =р-+Т + -5Г +2Г^

-£fp(/>-l)(P-2)/*"-+.■...
отбрасывая члены с я0 и последующие. Величины Blt
Ь'2,... см. 45.

Приведенные формулы можно использовать для

нахождения суммы рядов, /г-й член которых выражу гея через

п, /г2, л8 и т. д.

1+3 + 5 + 7 + 9 f . .. + (2л — 1) = «\

1 +8+ 16 + 24 + 32+ ... + 8 (л —1) = (2л —1) .

1 +•*
1 +3х+5л:2 + 7х-+ ...

11
—

л I

2Ь) хг + ...
=

ах + ф—а) к*

1 + ах + (а + Ь) х* + (а + То) хг + ...
=

1+2*jc + 3V + 4V+ ...=,-

(\-xy-

1 + *

"(1—*)'

l+32x+5V + 7V+..2„3 , 1+бх+х-5

1 !
.

1 I

и а-\-о a-f-го а-

i-1+J—L+l-
3

'
5 7^9

1_±_«_±_± +±_
4

' 7 10
'

13
'

(1—л:)3

• '
~

J 1 +

я

П^1

Tbdx

[a, *>0].

[См.

1п2У

120

[См.

и 48.31

165.01

•1

•]

2 5^8 И1 14
•"

—

3 i Уз )
[См. 1G5.11.]

i-1+1_1j_1_
5 "•" 9 13"*" 17

«=^1= {я + 2 In (/2+1)}. [См. 170.]



14 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [38

88. Степенной ряд для f (К) имеет вид:

/W =/(0) + й/(0)+^Г 10)+ Ц/"'№)+...
(Ряд Маклорена.)

88.1. /(h) = /(0)4 hf (0) 4 §-/" (0) 4

4 £f" (0)4 ... +^r"(0)4- Rn,

где при некотором значении 0, заключенном между 0 и 1,

#я=£|/,и,(0й), или (Tzrn-^1-^""'/""^).
39. /(*+ й) =/ U)4 А/ (х)4 Y\f W+ ^/'" W+ • • •

(Ряд Тейлора.)

39.1. /(A4ft)-/W+ /i/'W +

+ ^/"М4...4(7^/("-,Чх)4/?„,
где при некотором значении 0, заключенном между 0 и 1,

#„-^7'"'(*+№), или
(7Г=ГТ)1 <1 — в>"" V1"' (■« Ч- ОЛ).

где при некоторых значениях 0, и 62, заключенных между
О и 1,

42.1. Число делится на 3, если сумма его цифр делится на 3.

42.2. Число делится на 9, если сумма его цифр делится на 9.

42.3. Число делится на 2", если число, составленное из п его

последних цифр, делится на 2п.



47.3] ФОРМУЛЫ И РЯДЫ IS

45.
Числа Бернулли и числа Эйлера

Числа

Бернулли

*-4-
В --1-^ 30

Б* =Т2

в =1
* 30

я
5

JB =69!
£>в 2730

#7 =6"
„ 3617
^8 ~"

510

„ 43 867

»
=

798

„ 174 611
^о 330

о £54 513

Ig^n

1,221 8487

2,522 8787

2,376 7507

2,522 8787

2,879 4261

1,403 3154

0,066 9468

0,850 7783

1,740 1350

2,723 5577

3,791 8396

Числа

Эйлера

Ei =«

£2-

Ез =

Е4*=

Е5^

£6 =

£7 =

1

5

61

1385

50 521

2 702 765

199 360 981

lg£.

0

0,698 9700

1,7853298

3,1414498

4,703 4719

6,431 8083

8,299 6402

Существуют различные обозначения для чисел Бернулли и

Эйлера. Принятые здесь обозначения определяются формулами
47.1 и 47.4.

<2">' E^-^IW, £»-*+...+(-!)»-'.Е =

п

(2л —2)! 2!

Вг

Вг

2л

(2п— 4)14!

принимая 01 = 1 и Е0 = 1.

(2п— 1)!
fn-i —

22n(22n_j) |_(2« —2)1 1!

(2rt— 1)! r , ,
. Л

-

&Г=Щй En~z +••• + (- !)n- •

[i±I±1j.Ii~

22n 32n 42"
(2n)l
2no2n-

J3„ = (2;;)! _1_ _L
,2n ' *''n '^(г2"-1-!)!1 22п

+
з2п

p -

2(2")' li ,
'

,
» , 1

, 1
"

n2n(22n-l) L '~32n '

62'* /2п"*~"Т



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ Z47.4

2"""(2п)1 Г L_,_J L_ - 1
сп д2" + ' 32/i + 1 ' 52,J + 1 •jtn + i'T

• • ' !•

l + Y+-3+|+...=oo.

Н^+р+^-г...=ягВ]=|г= (См. 45.)

«=g (2) =1,64493 40668.

l+^i + ^i+ jsH- .. .=£ (3) = 1,20205 69032.

= £ (4) =1,08232 32337.

1 + gii + p H- ^i+... = E(5)= 1,03692 77551.

) 1 l 2л6 гт"
, + 2", + 35+4"вН"-"я="4»"/3«г=§45в (См> 45,)

= £(6) =1,01734 30620."

1 4- ~ + ^ + ~ 4- • • •
= £ (7) = 1,00834 92774.

Ill я8 я6

*~Г"2*"г"з5"т"^5~Г'--== зТБ *
~

9450~ (См. 4о.)

= £(8) =1,00407 73562.

1 I 1 22гт-'яг"
1 _[_ _ О- — 4- — 4- = - В

[п—целое, положительное]. (См. 45, 47.1.)

1 4- 2J5 4- р 4- Tjg4- • • •
= Z (р), дзета-функция Римана.

Таблицу численных значений этой функции см. [16].

H_i. + i. + l+...==00.

1 1 I Зя2 яг

1+3"2 4-5-2 + ^4-... = -j-6, = -^. (См. 45.)

1-1-^-1-^ + ^4-... =|Е(3)= 1,0517997903.

(См. 48.09.)



+ 1+1+1.

4-.l4_-l4.JL4-~T" 02/! T" C2/J ~T"
J2II

I

1 . I I
+

3/?
+ g// + 7/> Г •

_1+I_l4_
2^3 4

-1" *

2*~32 42^
*

1
, 1

03 T

\

45"

_1-1_11

-1 . -1-1-1
<2%П T" 32?! ^2/i

14-1_J ,

1+1_1+3^5 7
^

1
.

1 1
■

32 + 52 72
i"

1.!_!,
33 Г53 73"1

1 ■ 1_1_l

РЯДЫ

IB" 2
=

93"" Те 6 ( ' ^

17

(Cm. 45.)

= 1,01467 80316.

(£_Z"£L_ 5
. (Cm. 45, 47.3.)

2 -(2.i)! " V

■(2л)

= (■-4) см
ln2.

=

y "1 ~ Г2'

(См. 48.09.)

(См. 601.01.}

(См. 45.)

(l-^)e(3) = 0,90154 26774.

(См. 48.09.)

(2* —I) л* „
= 7я_'__

2
~~

720
~"

4!
(См. 45.)

_= (\ —1V (4) = 0,94703 28295.

/02« —1 1\ „2/i

•=1-^rJL'Bn- (C«. 45, 47.2.)

^l-^.J _(/>)■ (См. 48.09.)

(Для р=] см. 48.21.)

= -^- Е0 = -j-. (Согласно 46.1 Е0 = 1.)

= 0= 0,91596 55942.

*3 3

.1+1.З3 r 5s

I4-I
3s_r 5J

70 i

7iT

0,98894 435.

= 0,99868 522.

=0,999850.

(См. 45.)

1 I

32" -И r"cj2'J + l 7 2.4 I i Г 22«^/7)7 Е* tCM- 45' 47'4'J
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Обращение рядов

60. Пусть изяестен ряд

у
= ах 4- Ьхг 4- схг 4- rfJf* 4- ехш +АЧ?а;Ч..., [я^О],

тогда коэффициентами ряда

х = Ду+ Я/ 4 Су3 4 Dy* + Ey* -h Fy* + Gy7 + ...

будут

И=1, fi=—-,, С=-^(26г— ас),

D= 1 (5с6с— a2rf—5//),

£=1 (6g2W 4- ЗаV 4-14.Л*— «V— 21 я^с),

/^ = -L (7агbe 4 7o*crf 4 84а6'с— а*/— 28a**V—
— 28а!6с*—42&'),

0=-^Л8«^/+ 8a4cef 4aV*4- 120al*V4- 180аVe14-

4- 132/;6— a'g— Зба'Ь'е— 12atbcd— 12a*с*— 330a**c).

Степени S = a -\- bx + ex2 4 d** 4- ex* + /-Vs-*- ...

61.1. 5' = a' 4- 2atoc 4 Ф* + 2ac) x2 + 2 (ad+ be) хг +

4 (c! 4- 2ae + 2bd) x* + 2 (a/4- £e 4 erf) x' 4- ...

"^V^ a 4 Q2_t"l6a3JX "h

'T"\2~a 4 a2 8o2+16a3 128 a*) X +** 'J *

61.3. S-'/* = a-i/s fl » lx4.f|^
» ^W +

L 2 a
'

\ 8 a2 2 a J

"•"V* a* 2 a 16 aV
"'"

+ Uos+8o8~~2a 16а* + 128а*;Х +""J •

61.4. S *.= a Ml *4-[—» ) * + l-r— -r
—

7s )* +

,(2bd.<* e «to £\ 4
I



58.3} ФОРМУЛЫ И РЯДЫ m

51.5. S-2 = a-2 U —2 ^ х + (з £2—2 -^) х* ~У

1

V а а а /

+ (6^ + зЛ2-2^-.2Ч+5П1

\ а2 а2 а а3 а*) ■■]■

55.1.

Корни квадратного уравнения

Корни ах2 ■+ Ьх + с = 0:

-6+ VI2—Асе — 2с
а —

■ ft— {/> —4пс__ — 2с

Ь— V~№— 1ac'2а

Чтобы избежать потери точности при вычитании, следует
пользоваться той из двух формул, которая требует
арифметического сложгния *****

55.2. Если один из корней а вычислен точно, то

р b а с

р
= — а- или К =

—.
1

а
'

аа

Квадратные корни из комплексных чисел

58.1. Vx~TTy=± [ |/ф+ / ]/^

58.2. 1^=Г7^=±[|/ф_/уГЕ=£
Здесь х может быть положительным или отрицательным,

у— положительно,

r= + J/V-T-/, / = V"1^.

Квадратные корни из (r-\-x)j2 и (г— x)j2 следует считать

положительными.

58.3. Другой метод—представить х-\- iy в форме
rei (0+2лА) (СМ_ 604.05),

где г = ]/~х2 -\-у2, cosO =—, sin 0 = —
,
a k—целое число

или 0. Тогда

Vx~+Ty = V7& = ± У7е"" = ± Vr (cos j + / sin |) .



20

59.!.

53.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [59-1

Определитель

59.2. Определитель

я.г «.?
= aiP*V ■а»рагд

агР % а"

%, «29 (12Г

агр azq asr

«29 «2Г

«99 «ЗГ
«7

«2Р агг

«зр агг
Л- а

а2Р «29

«зр «39

: «,р («29 а»г— аЧ агг)—ац (% «зл~ «зр агг) +
+ flir<flV«S ,-—дзр а,?).

Если дана система трех линейных уравнений

то

X
—

11агоП1Г
v a

2-7 azr
™ % (1*г

\Пхр % (hr
\а а а

| гр 2? 21-

1агр аз9 «яг

«,р « °,г

а2Р v а2г

azPWar,r

агр «„ агг

а2р ащ а2Г

«зр «з? агг

aip «1?
U

агр % V

азр «39 W

a*pa4a*r
аар «29 «2/-

азР «39 Дзг

Корни системы линейных уравнений с бблыним числом

неизвестных, если число уравнений равно числу

неизвестных, выражаются аналогичными формулами, если

знаменатель отличен от нуля.
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Алгебраические функции— Производные

dlau) du
60. -V-^ = o-r-. где я—постоянная.

ах dx

d(u + v) du dv p0 djM^_,1du I „rf"

«4.1. ^= -4=. 04.2. *<Ш- '

€4.3. ~^р=—пх-<п+,\

du dv

d{u\v) 1 du и dv dx dx

dx v dx v2 dx i,a

ax

65.

66.
df(u)_df(u) diu d*f(u) _df(u) d2u

,
d"f (u) (du\*

dx du dx
' '

dx2 du dx2 r du1 \ dx}

dn(uv)_ :_dnu dvdn-1u n(n— l)d2v dn~2u
ЬЬ'

- dx"
~^V dxn+ndxdx"-,+ 2! dx2dxn-2^

rt' dkv d"~ku .udnv
+ • • • + (n-k)TE dx~k dx1^ "•'•■• + Их11"

699.1. -г \ f(x) dx=f(q) {p—постоянно).

69.2. ^-\f(x)dx =— f(p) (q— постоянно).
p

Я, g

69. 3. ^\f(x, c)dx=* J|-/U-, c)dx + fiq, c)%-f(p, c)%
p p

72. Если ф(а) = 0 и $ (a) = 0, или если ф(«) —оо и гЬ(а) —оо,
то

.. ф1Х) ф' /(7)

Если также ф'(с) = 0 и я]з'(а) = 0, или если ф' (а) = оо и

г|/ (о) = сю, то

"штгт=рг!нт- *■*>■
*h.„*W * (а)

*) Более точную формулировку см., например, [1]. (Прим ред.)



22 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [72.1

72.1. Если функция имеет вид О-оо или оо—оо, то ее нужно

алгебраическим или каким-либо другим преобразованием
О оо

привести к виду j-
или —.

72.2. Если функция имеет вид 0°, оо° или 1", то ее надо

сначала логарифмированием привести к виду О-оо, а затем

0

'

со

К ВИДУ уг ИЛИ —.

79. Общая формула интегрирования по частям

\ и dv = uv— \ v du,

или

\ и dv — uv— l v~ dv,
J J dv

Рациональные алгебраические
функции— Интегралы *)

Интеграл ы, содержащие хп

ВО. \dx= x. 81.2, \x*dx =^.

. 1. \xdx=J~. 81.9. \xTdx =^r [пф—l].

С dx
. 1. I — = 1n[x|. (См. примечание перед 600.)

81

82

В этом случае нельзя интегрировать от отрицательного
значения х до положительного. При отрицательном х надо взять

Jnjx|, поскольку 1п (—1) == (2k -f-1) яг" войдет в постоянную

интегрирования (см. 409.03). (См. рисунок на стр. 23).

82.

82.

82.

2.

4.

9.

[dx'
х2
~

'

С dx

J ^~~

[dx

1

1

За-3-

(л-

I

-1)*"-'

82.3.

S2.6.

[«¥=1].

1?=-
1 "Зз

~

I

2х*

1

4х1-

*) Здесь и далее произвольная постоянная интегрирования опущена.



89] ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Х=й\-ЬХ 23

83

Интегралы, содержащие Х— а-\-Ьх

. \{a^bxfdx^^\xndX=^^ \пф-\\.

84. 1. \ хт (а + bxf dx можно интегрировать почленно после

разложения {а-\-Ьх)п по формуле бинома Ньютона, если п

целое положительное.

84.2. Когда т целое положительное и если т<С.п или л

дробное, может быть, лучше использовать формулу

^xmXndx=-±r^(X-a)mXndX
и разложить (^Y—а)'3 по формуле бинома Ньютона.

5л

Рис. 82.1. Графики функций у=1[х
(пунктирная линия) и f/=ln| х | (сплошная линия).

85. Интегрирование рациональных дробей—см.
соответствующий раздел в учебниках интегрального исчисления.

89. Общая формула для 90—95:

Cxmdx 1_ Гldx _j_ I (X-a)mdX
Xn

1

frm + l

m!(— ayxm-n-*+1
'(m—s) I si (m-

-П-3+1 -I

n—s+ l)'J *

es исключением m—n—s-J-l=0. В ©том случав соответствует



24 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ т

90.

90. 1.

90. 2.

90. 4.

91.

щий член суммы в квадратных скобках должен быть заменен па

т\ (— a)'"-n +
l

(m—n +1)1 {п— I)!
1п|Х[.

Все буквы означают действительные величины. При наличии ln|XJ
нельзя интегрировать на интервале, содержащем точку Х=0.
Если X—отрицательная величина, то надо брать 1п|Л"|, так как

In (—i) =з (2£-j-l) ni войдет в постоянную интегрирования.

(п — 1) ЬХ' [Пф\].

^-=-7-In | ^|. (См. примечание к 89|.

Г dx_
Jx2==-"
Гdx

J x7ir~W

i

i

зьх1

90.3.

99.5.

J х°

l

2fcX2*

(n-

f*dx_

2)Xa-'^(n— l)Xn-I\

4bX*

(кроме случая, когда какой-либо из показателен степени X равен
нулю, см. 89).

^=^[Х-а\п\Х\].
С xdx 1 Г, . . я ]

Г xdx 1

Г xdx 1

J Хт~^

Г х dx 1

Г хг dx I

J X" ~b3

у ' о \'2 1 •
Л М ]

2Х* ^ ЗХ3\'
'

1
-4-

° 1
ЗХ3 "*" 4X4J

•

Г -'
!

[(я—3)Х"-3 '
2а

(я — 2)Х"" («

а2 1

-1)*в=т|
(кроме случая, когда какой-либо из показателей степени X раве»

нулю, см. 89).

j^=i[f-M-}-aMn^|].
Другое выражение, отличающееся на постоянную:

х1 ах , а% . .
. , |



93.2.

93.3.

93.4.

93.5.

93.6.

93.7.

94.

ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ X = а + Ьх

^-J,[A-2..n|A|-£].
Г x'ldx 1 Г. , v, ,

2а а2 "1

J "Х^= 6s |_ ' ' *
~"

2^J'

) К*
~

Ь3[ Х^ 2Х2 ЗХ3}'

Cx2dx_ 1

J Xs "ft-

Cx*dx_ 1

J A'G
~'

fc3

25

J__ _2л c?_
~~'l)C+ 3X3 4X4

i
,

2a <f_
Q уз "Г" л yi RVi

r
г
l/

r dx

X7
~

r3 dx

X"
~

1
=

b3

I

~~bl

3X

_[_
'4X

jto oM

I

(я — 4)A'«- i +
3o

(n —3)X"
Ял*

-2)X':- (n- 1)X"-'|
(кроме случая, когда какой-либо из показателей степени X равен

нулю, см. 89).

Xs ЗаХ2
+ За*Х— а*\п\Х\Cx3dx_ 1 Г.

AT (IJl & X &

e3ft—2^ + 1^-F In |a +tor | +const.

$¥в^[?-за*+зв,1п1*|+£]-

J x4=""^[ I l + x гх^зх"]*

Cx'dx l Г

J^^-"P ["
Cx'dx__ 1 Г

J X7 ~T*['
Cx*dx J_ Г

J X"
-

b* [

"X ' 2XZ ЗХ3 + 4Х'

1 3a

2X2 "■" 3X3" 4X4
' 5X5

1 За

ЗХ3 + 4X4

-1

3d a"

sir уз5X5 ' 6XS

4o
5 [(n-5)X"-5

6o2
(n —4)X"-*

4o3

n — 1)X"-'J(л —3)Х"-я_г(;г— 2)X"~2 (a
(кроме случая, когда какой-либо из показателей степени при К
равен нулю, см. 89).



04.1.

04.2.

94.3.

64,4.

94.5.

04. 6.

84.7.

05.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

4аХ3 , 6а2Х2

[94.1

rx*dx 1 ГХ4 4аХ3 . 6а2Х2 . , „ .

4, . v.

J X2
~

b* [3

J хз
~~

л5 [ 2

46

4aX2

ax" OfXT

2b3 j- -f Ts In I a + bx | -J- const.

-f-6a2^—4as In |^|—^1.

-1JX'J'
Px4dx 1 [v . .

, v. 6a2
,

4a3

J^e^[l„,Al +

J Xе
~

4a

X
'

X ' 2X2

6a2 4as

1_ Г

b3 ["

2X:

6a*

3X3

4as

4X4

3X3 4X* 5XS

Cx*dx 1 Г 1 4a

J X7
""

b* [ 2X2 + 3X3

f^ — 1 Г —1
,

J Xя
~

be |_(n —6)X"-6 +

6a2 4a3
'4X4+5xs'

5a

(n-

10a2

3)A"2-5

10a3

(n— 4) Xй (n —3)X""
5a4

—L.
* 1

1-2^(n— l)Xn~1](n —2)X"

(кроме случая, когда какой-либо из показателей степени при X

равен нулю, см. 89).

f £i£__L Г*3
J X

~

Ь° [б
5оХ4 10а2Х3 10a3X2

/I I о о ■5а*Х- -аъ\п\хЛ
х* ах* . ах3

~5b 4b*~T"W

X4 5aX3
3

5aX2

а
i

*
In J a + frrf -J- const.

Cx*dx_ 1 Г

J X2
~

b6 [
Г Xs dx

_ 1_ ГХ
J X3

~

b6 13

10л2Х2 /7s

fi^L_l0a3^+5a4ln|^[ + J

2 f 10a2^Y— ]0a3\n\X\
5a4

"~X~ + —11 2X2J-

fx'dx 1 ГХ2 2] 10a3 5a4 . as ]
J-X4-==^[y-5^+10a"4*1 + X—2X2+3X3}
fx5dx 1 Г 10аг 10а3 5а4 а5]
J Xs ~^ [Л—^'"^'""^"^^"sx^+ix5]-



Г хЧх_± Г _1
J X1

~

Ьв [ А

J А'8
"~

be [

интегралы, содержащие Х~а+Ьх

Ъа 10а2

27

X
' 2Х2 SX3 + 4 У4

10а3

АХ

1 5а

2Х2 + ЗА3"
10а2

'4Х4

5аа . а5]
5Afs + 6Хв |'

, 10а_я_5(^ _аМ+ 5Х5 6A,e"+"7X7J*
Общая формула для 101—105

.т+п—2

1
(V

U

.JE111 а(Ц^+"-'J [Х\а \xjG)"
т+п—2

(m + n—2)\Xm-s-,( — b)
(т +п— s— 2) i s ! (т— s

кроме m—s—1=0, когда соответствующий член в квадратных
скобках заменяется на

(т + п— 2)!
(т-— П1(л —1)Р

;
—

А"

Г dx 1_
j хХ а

С dx 1 Г. \Х . ЪхЛ

Ci^--_J_ri \x 2bx b*xT]
J хХ3~ а* I \ х

+ X 2A-2J*+

+

X

ЗЬх Жх2
, ftVС dx 1 Г. |

Г— = —- Г1п I-
J XXs а3 | Гх\ ' X 2Х2 'ЗА"1 4Х4'

Другие выражения, отличающиеся на постоянную:

X

4Ьх

2Х2

6bzx2

3Xa]

4bax* УМ

■]■

J хАг~

I

aX

1

2aX2 ^ a2X

dx

dx

X

ЗаАя 2а2Хг ^ osA
■—in
a4

*X*
~

4aX4+ ЗагАэ+ 2asX2 + a4*

Г dx 1 ГА: , . \X\\
\ ~n?~ ъ tun —

.

J x2X a2 I x \ x\\

С dx 1 [X n..\X\ b*xl

j^p=-?L^~2"lnbhxJ



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [102.3

102.3.

102.4.

102.91.

102.92.

102.93.

102.94.

103. I.

103.2.

103. 3.

104.1.

104. 2.

105.!.

На этой

С dx
__

J х2Х3
~

странице Х—а+Ьх.

I ГХ
0.

. II 3ft2x
,

ftVI

J х2Х4 a' L*

X

х2х4

Другие

6ft2* .
4ftV ft*x3

X 2Х2 ЗХ3

выражения, отличающиеся на постоянную:

1
,

b i
—^ In *1

* i

Г dx
___

Jx2X~

С dx ^[J_,J 2, 1*1]
J х2Х2' [а2Х "*"

a2bx as
1П | x |'J *

1 =_a_j__,--2-, j 2lni^
[2a2X2 • asX ^ a3bx "l

2
4-

3

3V2+74V

Я' I X

1

Г dx 1 Г X2 2oX . . г .

Ыв_"^12?—Т + * 1П

а*Х ' a4ftx

х

In
X

X

L+A.
2ах2 ' огх

In + const.

С dx 1 ГХ2 3ftX
, Q,2

.

3^=—?[2? Г+
3* 1п

1 ГХ2 АЬХ , с„.

о5>[2х2 х
'

~

а» [

Г dx
__

J х3Х3
~"

С dx
__

J х*Х
-

X

X

X

X

. О л

т1

,
Abb

1 X

•

с ft*x2~

2X*j

Зх3

3feX2

X ) X

dx

3«хзЛ 2а2х:

X3 4ftX2

h ft2 ft3.
-_4-_lnJ o-'x a*

-f- const.

x'X2

d.x

x*X'

"a*

1

4axJ

6ft2X

3xs 2x2

4-
h
-

Ab* In
ft4

"X']■
ft1ft2 . ft3 „

,

2oJx2 alx <rJ

Интегра л ы, с о д е р ж а щ и е линейные м и о ж и т е л и

НО. J^±gp= x-H«-c)ln[c+x[.

110-1' J (*+£*> —g+—gr-^\c + gx\.



120.9]

111.

111.1.

111.2.

112,

112.1.

112.2.

113.

113.1.

113.2.

ШТЕГРЛЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ X—Q +Х

С dx 1 , |с+х\ _ in —!—

J (a + х)(с+x) а—с | а + х

Если а= с, см. 90.2.

Г— йх '

! + /*)(- + £*) ag—c[

Если ag—cf, см. 90-2.

29

[а Ф с].

f r^rVl^ 7-Ц ia ,n ! a-Ml— с In I c + x\).
J (a + x) (c + x) (a—c) l ' u

(c —a)(c + x) (c —o)L

a + x

c + x

Г _dx
J (^fx){c + xf

Г xdx с a a +x| .

J (i+^HF
=

Ш—с) (c + x)
~~

(a—с)2
П

c + x |
*

с *

J (a + x)x)(c + x)2 (c— я) (c + x) (c—a):
In I a + a; I -I-

Jac

(c— a)2
In j f 4- a: |.

dx

)2(c + x)2 (a~c>-

( 1 . 1 \
,

2 , |a4-r
\o + x с-i-x/ (a—a |c-t-x

1xdx

)2(c + x)2 (a-c)!\ a + x
+ -

■; 1П

X/
'

(O—C)"

l + X

"

+ X

0 +

с +

V

V

xJdx
. + ; r. In

! a + x

120.

120.01.

120.1.

12Э.2.

120.3.

120.4.

120.9.

J (a + x.

f :

J (a + *

Г-
J (a + x)2 (c + x)2 (a—c)2 \a-\-x

' с-\-xJ
'
(a—c)J" I c + x

Интегралы, с о д е р ж а щ и е X = а1 + х

\ г——j
— arctgA; (см. рисунок на стр. 30).

Г dx 1
,

bx

J а2 + £>2х~ ub to
a

С dx Г dx 1
L

x

J л J a2 + xz а
ь

a

С dx x
,

1 x

J X2 2a2X Г2а3 а
a

'

JXS~ 4o2A'2 + 8a*A' ^ 8^s g ^'

Г dx x 5x i^*l ^
~t

*

)xT~ 6tfrXr + 24?Ж2"' JbaV( + Тба7 arctg T '

J (a2 + fc2x2)"+I 2/ш2 (a2 + fc2x2)
rt~

2/w2 J

dx

(аг + 62х2)""



so

121.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (121

Интегралы вида

Х2пт ах

,) (а2 ± хг)п

подстановкой x2 = z приводятся к

1 f гт dz

2 J (cfl ± z)n'

о которых см. 89—105 (для т положительного,
отрицательного или рапного 0).

-5 ~4

х их

"Ж
1

Рис. 120. Графики функций y=-r~i—5" (пунк-1 -\-х£

тирная линия) и y=arcigx (сплошная линия).

С х dx С xdx 1 1 / 9 т оч

С xdx
~ L

С xdx 1

I X«+i
~

2пХя

f х* dx х

^-- = x-azrcigT.

V-
"г dx

X*

x*dx

х . 1 , я

X+^arct^
Г x2dx х_ . _х ,J_ ,

[п^0\



128.11 ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Х*=а*-\-Х*

122.4. \ -jp- ~~Qxi+ 24а2Х2 + Тба*Х + "КкГ5 3rctg ~а '

409 Q Г ^х ._

—*
i

J Г^*
iz^.w. j x„+1

—

2пА;я -f 2n J л„.

123.1. J^=^._^ln^.
123.2. ^=24+11пЛГ.

123.3. \ ~"уГ~—
—

2Х ' 4Х2'

123

124

Г x3rfx \_,J^4*
J X*

~

4Х2 + 6А

Г *3rfx —1 |д*.

— ( л (ХХ> X g , ч . л *

.1. \-у- =у—a x-fa'arctg —. •

124.2. ] -^- = x+^__ arctg -.

юл ч Г х4^х а*х 5x3 ж
124.d. J-xF-=-4^

—

8X+8^arCtg"7-

194 4 f X*^X a2)C ~iX X
_i_

'
t -^-1,54.4. J -J(i-

=

Qxf
—

Ш*+т¥Х+16а~3&1СЩ а
*

!2o.l. J—=T 2- + ylnX

125.2. j4^^^_|l_a4nX
1Qr. „ Г x*dx a? a* l , „.

I25.4.
x'dx l . а2 а* ЛP хЧх

_

l
,

J "X*"' 2X + 2Л'2 6X3

128,

2(n—2)Xn-*^(n— \)Xn-1 2nX"

x, f xedx x5 a2x3
, , 5

1. \ —v— = -5 Я"$~аХ a 3rCtt

19_ , f x7dx xe eV а*х* а8 , r

128.1. J^e*_«*+^-aV+ a'aittgiL.



32 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

На этой странице Х = а2-\-х2.

1Q1 1 С djC
— С dx

— _L 1
^

131'2- \ 3^ = 2^Х + 2^1ПХ~*

131.3.
J хХ3

~

4а2А* ' 2а4Х + 2о«
П
X

*

J х~Х* Со2Х3 "Т"
4о»А'2

""*" 2а«А "*" 2а»
Ш

А"
*

С их 1 1 , х

\ -^Г7 — , ч arctg —.
J х'Х а2* а3 ь

о

5

S

rfx 1 х 3,х

х?Х*
~~

~~

а*х
~~~

~2а*Х~
"~

2cf> arCtg ~a*

их 1 х 1х 15 . др

а-2Л'3 а6* 4u'X'2 8а«Х 8a

их 1 1 . хг

J х3Х
~

2иЧ> 2о4
"
X'

t* jte_ 1 1_ _ 1 , **

J х3Х2
~~

2с«х» 2а4Х ив
П
X

*

Р dx_ 1 1 1 _3_. 0_
J х3Х3 2а6*2 а6Х" 4а4Х2 2а8 X

*

(* dx
_

1 ,1,1 t
х

J a-"X
~~~

З^х3" + а^ + 05 arclS
a

•

С dx_ _ _ 1 2 л:
, _5_ . х_

J i*A« ЗаЪ? "*" Ш + 2^Х + й»
ЙГ g"a"*

.

С _ete_ 1 I_ ■ 1 . л;3

J х6Х
~~

4а2л:* + 2a*x2 "*" 2a6 X
*

t> x5X2 4a4x* ' a«x2
~

2a6A'
~

2a8 X
'

\ U+gx) ("2+*8)
=

IFT^W Is ln! /+gx'~"

-fin (a»+ .*") +



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖЛЩИР X— Я2 — ЛГ9

Интегралы, с о д е р ж a m и е А" = а2 — л;2

1+х

33

dx I

I
In

1
(См. примечание к 140.1.)

Функция 1/(1—х") и интеграл от нее могут быть определены
и для отрицательных значений к. См. рис. 140.

\J^=\
dx

С dx 1_
} а* — Ь*х*

~~

2ab
П

Заметим, что

1-х2'

а-\-Ьх

а — Ьх

1 а-\-Ьх 1 к ..Ьх ,,.-, 9

й-г In —L-r- = -г Arth — \Ьгхг2ab a — Ьк ab a
'

\ . Ьх-\-а 1 Ьл; ....
.,

„-J In -—!— = ■- Arcth — \btxi2ao Ьх — a ab a

УЛЗ '

n21

Рис. 140. Графики функций w=- г- (пунктирная1 — л^

линия) и у
= — In

С d£ _ Г rfx 1

1 +x

a-\-x

a — x

[Cm. 140.]

(сплошная линия).

. [См. замечание к 140.02.]

dx

X* 2a*X "T" Act*

a-\-x

a— x

140.3

2 Г. Б. Лняйт

J
f rf* x , 3x 3 a-f-лг

a — x



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [140.4

dx Ьх

6а2Хг \ + -

Ьх ! а -|- х

dx

24а*Х2
"■"

\6а6Х
■ 32а'

х , 2п~\

Г xdx

fc2x2)"+1 2ло2(«г--^г)"

А"

J
л: ал;

"Х^

х dx

']и*

:2А"

_L:

6А'3'

2
Inla2

2/ш*

-л:

Г is Л

J (а* — 62X2)''

141.3. ^i^__.
141 Q Г к<*х

— Л. -

■ •

J Хп + 1~~2пХ«

J X

С xhlx_
.
~X2

Г x2dx

j~X3~

= -*+ 2"

л;

:2A' 4а

п

а

а

!« +
!а —

+ х

—X

X

X

'

1

1
x2d;e

4Л'2 Ка2Х 16 а3
п

| a-j-xl
а

а -f-x
fiX3

~~

24^A^~~" 1&?Х~~32а1'" j а^х
Т> T^r^-^ln

С хЧх
_

х [ Г dj
J Х^

~~

2пХ" ~~2~п J Л71 А" +

xsdx

dx

\

3 >

С xadx
_

J~X^~

1

X

xadx

~XY

xsdx

"2" j ,nl A I-

=£ +>№

2X ~*~4 X2
— 1

143.4.

' xsdx

[п ф 0].

X" + >

xV/x

~~X~

A'4d3l

2 (/г — l)A:"-1
+ 2/JA",

x3 z .
as

=—

-g—-в я-fy In

Г ЛГЯЛС
_ 1,0'-

J ~xr~~ ~\~х*~т~оТ<-

[n>\].

a -|- x I

а—x

Г

аЕж За

'2X~~~A
In

а +A'
а—x

x*dx

"X^
а2х Ьх

,
Я |а + х

1 ! (1 i

4Х2 8Х ' !6а \а—х

С x*dx_ a

3~ХГ"~6
7х

j_.
1

6Х* 24Хг
' 16а2А

' 32а3

л

а+И
а—л!

С jrttx л4 а2*2 а4 . , v.



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ X = О2— ЛГа

х5 ак

~Х*~ Г + 2Х+"21" ^1-S
(" ха их Ф ,

а* I
, , vl

)-Jor=-X+V<l- 2 1П'*'-

5
xs dx

Л4

ха dx

л:*' dx

л

х7 dx

IT

xs dx

IT

J
2X

и . u~

2X2 + 6X5*

I

2(n —2)X"-* (я —1)X
. _L _^_

хч а^л?1

5_^_c^+2-ln
fl-f-A
a — x

A»

6

й^а" a4x" л "
i i v i

a2xa o*r» й , a , a-f-x
a—дс

!

a; (a2—a2) 2a2

X
P-_d* 1

,
I

} xX*
~

2a2X "" 2й4

(' dx
__

5 *A'3
~

In

_J , _I_ ,
1 , U!

4a3X2 + 2a4X + 2й°
"

| X |

_J . 1 ,1,1,
6a2X3

~*~ 4^X2 + 2u«A' "•" 2^8 X

f dx
_

J *"*
~

P dx
_

J x^X2
~"

(' dx
_

J aW
~~

(' dx
__

J *3A'
-

f dx

J x^X2""

Г dx

J x3X*
*"

С J^L _

Г dx
_

\ г'А*
~~

1 1 1
1

Tx + 2Ф
1П a-f-x

a —x
•

1
,

x
,

3

a4x ■" 2a4X "*" 4a*
П

»
|

*

q6x
~

4a»A2 ^8u«A"

a-f-x
a — x

r 16a7

■

la
a-f-x I

а — x

1_ , J_.
2a%2 + 2a4

2a4A2 + 2a4X "*" a6
ln

1
i

»
,

9„6»-2 T-jyT
1 3
+ 63 1П

2a%2
r
o«X

^
4a*X2

'
2a«

_J 1
,

1 . \a + x\

№х* a*x + 2a5 | a—x |*

__i 2
+^5-+ B_lD

X

a-f-x

а— x

2!



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [155.1

dx

AaW 2а4дг2
' 2йв

1
. 1

1\

В 155.1 и 155.2 Х=аг— х1.

|lnja2-.*2| — 4ln т
Интегралы, содержащие X = a.v2 + &v + с

Jdx
_

X
~

1

|/bz —4ас

«(/>— </)

,
2ax+ fc

arctg ^

In

И4ас— fc2

2ax+ fc—|Л>2—4ог
2ах+ Ь + УЬ* — 4ас

х—р

[4ас>П

[*>2 > 4ас],

х—q
[^ > 4acJ,

где )Р и q — корни уравнения ах% -\- Ьх 4- с — О,

Arth
2ол + £

|Afc* — 4ас I7 £>2 — 4uc

[б2 > 4ас, (2ajc + £)2 < Ь2 - 4ас],

2

~2ах+ Ь

. Arcth
2o.* + ft

J/6* — 4«с

[Л* > 4ас, (2ах + 2?)2 > £2 - 4лг],

[6a=4acj.

(Положить 2алг + £ = г.)

f dx 2ax-\-b . 2а Г d* хг ,слл, .

\ V»
=

тл Ьг"5Г + ^ г^\ v. 1^м. 160.01.
J Хг (4ас — fc2) A

' 4ос—fc2 J X l J

dx
_

2ax-\-b , 3a(2ax + fc)

s + +
X3 2(4uc—6'2)Х2

'
(4ac—b*Y X

J X»
-

(n-l)(4ac-fc2)X"-«
"""

(n- 1) (4ac-fc2) J X^'

$ТГ-Е'»!-»1-Е^- [С». 160.04



165.21]

160.19.

160.21.

160.22.

160.27.

160.28.

интегралы, содержащие X—axf+bx+c 37

Р xdx
__

bx-\-'2c b('2n— 3) С dx

J X" ~'~(п~1)Нас—Ь2)Х"-1 (^1) (4ac— b2)) A"1^*

С xidx x b .....
,
b2—2ac С

1
™ A/*

_

(b2 —Час) x + bc

X

b2 —2ac Cdx

2a2 .) ~X

2c С dx
2 a{Aac—b2)X ^Aac—b2) X

*

[Cm. 160.01.]

[Cm. 160.01.]

С xmdx
_

xm~l _c_ С x'"-2dx b С xm~lc

) X ~(m— [)a~~a~) X H J X

С x"ldx

.1 ~xFr~~'W-

+ R

(2n —m — \)aXn-l~^~
(m— l)c ^ v'"-^

(2n —m— 1) a

С x'"-2dx {n~m)b С xm~ldx

a J ~~X" (2n—m—[) a J X"

[тф2п— 1].
160.29. При т = 2п~ 1

P%2"-'ds_ 1 Рл:2"-Зй»:_ с r^-fe fc P x2"-2d«

J A'"
~~

~a~ J ^C71^ 7Г J ~~Xй "^ J X" ■

С dx 1 . !*2| b Г dx
r0 ,„л

i6i.il.

161.19.

161.21.

161.29.

Г d*
_

1 b Cdx 1 P dx

J xXir~2c(n—l)X"-1 2t)xli + ~c~)x~Xir:ri

J
d*

_ j__ I _A^

P dx
__

1 b2—2ac Cdx ir ,anM i

1

(m-l)affl-'X

(2n-\-m— 3) a

(m-

— 3) а С dx (n-\-m—2) b С dx ,

'

,

\)c J ?-T ~(m—\)c ) x*-»A'" l/»>4-

Интегралы, содержащий а3±л;3

165.01.

165.02.

165.11.

165.12.

165.21.

1«
P dx

1 , (a + лг)2
=

7Г-5 111
2v — a

a3-\-xs <oa2 a2~ax-{-x2
'

at у" ^
—^=arctg —77=„2 I/ ■•

о
„ l/ оFT

3)2 За*(ав+ *а)
' 3iЖ+- — f dx

a3 J a3 + jc3
*

a; dx I

a3 -f A'3 6a

a; dx

a — ax -f- лг

(a + *)2 аУз
V» 1

1 2x— a
~ arctg

n

(a3 -f л:3)2 За*(а* + л:3)
"*" За3

к dx 1 *
i a , 3i

P_£jd^_
J а3 + л:3*



x-dx

АЛГЕБРАИ1ШСКИЕ ФУ11КЦИЛ

1

3 (о3 + x3)

P x-d

Г x3dx
_
_

, P dx

Г *8t/*
_

— *
_i_ J_ Г _

J (cs + a3)2
—

3 (fl3 H- л;3)
"•"

3 J оo3 -f- xJ

Г X'dx x2 , f nix

P x'dx
__

v2 2 P xdx

J (й3 + x3?
~~
_

ЗТоМ-х3) +"3J o^Tx5 *

[ X (XX X Q. . i g g i

P x5dx a3 1 . ,3, si

J (fl3-|-x3r o(a3 + x3) ' 3 ' l

P dx __J, x3 |

J x(a3 + x3)" За3 аа+х*\
т

P dx

J x(a
+ o~6ln

з3 + x3)2 За3 (а3 + x3)
'

За

P dx 1 j_ Г xd*

J x2 (a3 + x3)
~"

a3x a3 J o3 -|- x3

С gJt
—
—

' x2

J x2(o3 + xsj2~"
~

а°х_ Заб(о3 + х3)

а34-х3 j

4

За6

+ X3'!J x3ia

С dx
__

J х3(а3 + хг)2
~~

f _f^__ _
J хЧа3 +х3)~

ь

P_x_dv_
J 03+"?

_1 J_ P dx

2a3*-2 a3 J и3 + х3
'

1_ x

2aV 3a6(fl3-bx3)~~
5_ P dx

За6 J a3 + xJ'

1 J_. Ifl3+x-a
3aV ' 3o6

1

[Cm.

[Cm.

[Cm.

[Cm.

[165.22

165.01.]

165.0I.J

165.11.]

165.11.1

[Cm. 165.11.]

[Cm.

[Cm.

165.11.]

1S5.01.]

[Cm. 165.01.]

4 (a3 -bx3)2 3acx3 3o6(o3 + xs)
' 3a+ "£> X3

a* -J- *;

? _dx_
J a3 —x3 6a:

1 . а2-+ах+ х2
,

1
,

2x + a
'n -^ ^- + ■. _ ,-— arct£

(fl-x)2 т^Г'1\гз'

f dx x 2 P dx ,r ,



39ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ а3-\-Х*

Г xdx 1
, а'+ах + х* 1 2х -f о

J а3—х3 6а (а —х)2 fl |A3 a V $

Г xdx х2
,

1 Г xdx

J (о*— л;3)2
~

За3 (а3— х3)
+ За» J а3—л3

* iUl- 168Л!«1

Г x2dx
_

J a" — х3
~~

-g" In] й3—Xs |

J (а3— *3)2~~"37a3— х3)-

Г *3^х
, г Г dx

J а~—х* J а3 —у3

Г хЧх

)2 3(а»— х3) 3\ J а' —х3

xdxГ x'dx
_

х2 j
r xd>

,3 •

Г x'dx

J (а«—х*

.,2

,э,2
—

ч7„з ТТз,
--

з J а1—х3')'* 3(а3 —х3) "3

[См.

[См.

[См.

[См.

168.01.)

168.01.)

168.11.)

168.11.)

Г4
dx х° а

J U3—X' ~T~J 1п1«* —**|.

Г &dx а3 1 , 3

•х3) 3d:

За3 (а3 — л;3) ' За1
л/)в

J «(а

J x(a3— jt3)2

Г dx Lj. J_ Г xdx

[См. 168.11.)

2
(а3—л3)2 a6xJt3a« (a3 — x3) ~*~ За* J oXT^i •

2a3x:
L + l Г ^

3-2_ra3J a3 —x3*

Г dx
_

J x3(as —x3)-

[ dx L_ x

J x3 (а3 -л3)2 2авх2 + 3ae(a3-x3)
+

_5_ Г dx
~*~ За* J a3 ~x3

*

[Cm.

[Cm.

168.11.)

168.01.]

[Cm. 163.01.)

J x*ia

dx ! iH

a3 -x3)

dx

"3«3r3"^3a6'ni a3~x3j *

3a6** r За0 (а3—л3)
^ ЗааШ



40 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [170

170.

170.1.

170.2.

170.3.

171.

171.1.

171.2.

171.3.

173.

Интегралы, содержащие «".-b*4

1 ,„x2 + ax Y"I+ a-

J а*+ «* 4а3 V -I у? —ах V 2 + а2 2а3 V^ 2 -
и" — **

1

2а2
-т——-:

=
тг~5 arctg ,.

и1 + х* Аа V Ч х2-ах V'2, +а* °~ w " 6 "л-
2а j/"2 а* — х

r^L = i-ln(a4+x4).
Л аМ- х* 4 '

Г dx I ,

J о4 —х4 4а3

a + x

a— х

.
'

4
х

йг

хе!х 1
,_ |a?-f *г

о1— х' 4a2 ""jo2— хг

O-f-X

a— x

f x-dx 1
,

J a4—x4 4a

,1 a4-— x* 4 '

1
t

x

2a ь
а

dx 1

x(a + bxm) ffifl
ln

a+bx"

Иррациональные алгебраические функции—Интегралы

180.

180.1.

180.3.

181.

181.1.

181.5.

xPi'dx =

Интегралы, содержащие xl'z

2

Р + 2
д;<Р + г)/г.

Г л-' /*</>; = С V х dx==~ x*'*.

Г jc*/*djc = -| л-5/2. 180.5. Г х^Лс = •

С _dx__ 2

J хр1г" (р—2)x<p-2"2'

J x"2 J )Ax J x*'1 **'

f dx 2
lfi, 7 f_d* 2

JT^-^"
18K7' J »'/•- 5x*

•x"».



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ x'l» 41

J a* + b*x~ bz b3 a
■

'

x32dx 2_J^__ 2oV'2
,

2a3

a2 + b2x
~~

3 b2 -^ +-bTarctg

x3'2dx

x''zdx

J («2 + b2x

i
1
Г dx

J (a2 f b2x) хз/2
~

I

b2(a2 + b2x)
' ab

3a'x

arctsr

bx1^2
a

*

bx'''2
a

'

3a

(a* + b*xf b2(a2 -r b*x)
"^

6* (a2 + b2xj b5 alXtg

d*
_

2 ft*'.'*

(a8 + **x>*,/,"=^arCt6
—

•

bx1

2b

(a2 f b2x)

dx

-2y'/2 aarx
arctg

bx1'2

+ ^arct£
bxi/г

(a2 + *>*x)V a2(a2 + b2x) ' a36

dx 2 36V

(a2 + b2x)V/2 a2 (a2 + b2x) x1/2 a* (a* -f £2*)"

3b
. bx'2

-r-arctg ,

x'^d*

a2—Ьгх

x3,2dx

a2—b2x

2x' /2

hi "T~

2 x3

In
a + bx'

i — bx1'2

2a2x,/2
.

a3

С _x^dx_
J (a2 —62x

3 b2 b4 + XS1"
a + bx,/2

a— bx1''*

)2 b2(a2 —b2x) 2ab3 a— bx1'2

(аг— Ь2х)2хЧ* а2{а2 — Ь2х) ' 2a3b a — bx



42

188.23.

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [188.23

) (сг — Ь'гх)гх312~ аг(а1~ Ь2х)х11'г ~'а1(иг
— /гх)

+

a -f- bx*л

а— Ьх

189.1.

189.2.

Г x^dx — 1 , x+aV2xA-a2 ,
1

,
а \ 2к

.' а' + х2 2ы/2 х—аУ2х+ а* а ^ 2 ьа-—х

( rf-v
_

i x + a V~2x + a2

J («' + xJ) x"'2
~

2«3 У~2
l"
x—а }/2x"+ а2

1
, a l^9vr

a' 3-" 2 a" — .i

189.3.

189.4.

f x1 :'t/.v 1 .

)a^x*
= 2aln

a -f- x''

и— x

1
,

x

—arctg —
л'г

о+ x

О X
1/2

190.

Интегралы, содержащие Л'1-'2 = (a-f for)1/*

fx^dx I ИХ—u)?dXГ x^dx _ _I_ Г (A—a)?
[£>0].

При целом положительном f/ разложить числитель по формуле
бинома Ньютона.

19!.

191.03.

191.1.

191.11.

191,13.

191.15.

191.17.

Г dx ■2

{р
— 2)bX(p-*i)*'
— 2Г dx

J Л"* fcX12
'

x_dx__2
А^~ fc*

191.01. Г-^- =2^
J X''2 b

191.05. Г-^-
• J Х^

/»

-2

ЗиЛ»'3/2
*

L(p-
1

,
a I

4) X{p-4)/«
"^

(p—2) AC-Z,'2J
fxdx 2 /A32 N

)^ = A—-aX')-

J X*l* Ь*[Л> ^A'/V'

J Л*/»- ^А^+ ЗХ3'2/
'

Г—^ 2Y ~i
i

a ^
J A^~^V3Xs/2

+
5As/V

"



162.23]

191.2. СхЧх_ 2

J хр1г
~~

b3

интегралы, содержащие А".'* = (а+йх)Ч»

— 1 Ча

Ji^6)Xlp-,)ia (р —4) Х(р-^1*

43

IP-

_* 1
-2) A*'P_2)/2J

191.21.

191.23.

191.25.

191.27.

192.1.

192.11.

i кЧх 2 /X5'2 2aX1 x'dx
+ а2А^2

.
—

.,i о —2йА"2 -

J А'3 в3 \ 3 х ■

Ча а2 \

Ь3 V 5 3

x*dx 2 /Х3'2

xi,i ЗЛ1»;

Г x2dx
_

2 /
.,,

J л^
_

fc3 (,X''2 ЗА5'2 5А5/2У

f-.! хА

2 1
f-

.9\ п\'1Р~*У'*

dx

"'2
(р— Ч)аХ{р-2)!г

'

а ) кХ(Р-2)1*

X1 2-о'2f dx I .

J хХ'/г а"2

2

а"2

2

а12

2

V'l/2 i „'.2л f о

Arth^-
а"2

У(л 2

Arctli —
о1'2

А'"2

(— и)1'
arete

(-а)1

192.13.

192.15.

192.17.

192.21.

192.23.

(Положить XV2 = z. См. 120.1 и 140.1.)

dx 4
,

I С dxГ dx

.
*А"2'

[а>0, А>0],

[а>А>0],

[А>я>0],

[а<0, А>0].

[См. 192.11.]J хХзг сЛ12
'

а

jj5-SSS +5^ + ?I^- [С-.1Ю.И.]

]х^
=

5^+3^+^+^^ ["М' ,92-1К]

Г Ах
—

—' pfc Г dx

J х2Ар''2
~~

схА(р-2)'2
_

2а J ~>(P^
*

Г d*

J xA' 2

f_dx__-X,/2 6

J х2Х'1:/2 ох 2а, [См. 192.11.]

г dx
__

— i зь зь с dx
ir

,

j*2As/s ахХЧ* а2А"* 2а2 J xXV ^м. IW.11.J



44 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [192.23

192.25. Г_*< -=1. ЁЦ_ », »
f_*L. [С ,

J x*Xs* ахХ3'2 За*Х3'2 a*Xbt ^) хХ,л
l i

192 9
Г dx

_

—Хиг (2п — 'д)Ь Г d*

193. XPPdx =
(Р + 2)Ь

193.01. \X"ndx = -^-. 193.03. | Я^Жс^^-.

193.1. J^d*-.-^-^ ^-J.
193.11. лгЛ^лг = 4 ( ^ -^Г- •

Г 9 /X7/s «А'5/2\
193.13. \ л:Л*"Лс = -£-(-^ g-).

.93.2. j^-rfx=|r(^Tr-?2iT7-+^TT-).
■ 93.2!. J,.*.* -|(^-*f' +^) .

ie4.,. j^^+aj^!f!±.
194.11. Г^!^£ = 2ЛГ", + аС —. [Cu. 192.11.]

194.13. f^^=^+2aA^ + a2j-|?L/. [См. 192.11.]

194.15. f^!^ =^+!^l+ 2e**v» + e« f-£- [Cm. 192.11.]

194.2. J-p-= S-+IJ-i--

,94.2,. J^__£!+4J^. !С«..в2,,.,



Г97] интегралы, содержащие X1!* = (а -\-Ьх)Ч* и Ulb — (f-]-gxyi* 45

Интегралы, содержащие Хф = {a-[-bxyi2 и U4* — (f-\-gx)1'*

Здесь всюду k=ag—bf.

Г dx

^=Ifc7j"lCtg T bU
arct

1 . 2bgx + ag + bf
arcsin-

/—&g &/ —ag

J xli2u
:arctg

gX
1/2

Vkg gx1/2 + Vkg

Г dx
=

2A'1/2

. х11гп'1г

'Л>0

.?<o

7>>0

[te>o]

[&r<0],

l^>0].

ftf/1

[Cm. 195.01.]1УО.У4. j ^
-

ft ___j___.

195.09. f^=-4_f^.£/--«*f?q^

196.01. j^.^-i/* = *±^^^--^j3^.[CM. 195.01.]

196.02. f-^=£^_f^f_*l_. [См. 195.01.]

196.04. Г X*Undx = го—t^t- (2X4*Un+1-\-k [42^\
[Cm. 195.09.]

198.05. j *£* e -_L_ (-^+| j -4-) . [Cm. 196.03.]

где « —•

К а + bxi



46 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [200-01

Интегралы, содержащие г
— {х*-\- а2)1'8

5Н<Ух2+а2
•ba метим, что

= In [х-|-л[.

m -1— = Arsh — = 77 In
а а 2

т + х

Г—X

Надо брать положительные значения гид.

1
Рнс. 200.01. Графики функций у = . ,

kV+i
{пунктирная линия) и у

— \п[х-\- у~хг +11
(сплошная линия).

1 £
а2 г

1

г

г

1 !*'

Л*!
3 г3

1 !!
5 г5

Г dx

3 w
-

^

j ff
"

й'

3 79~
~

^ [7~~"з г5" ' "5 г5"

Г — -
— Г- _—** ■

— ~

3 г»
"^

й'« [ г 3 г3 "•" 5" г5

3 г11"" п12 [г" 3 г8 *" 5"г» "7 г7"1 S7 "П" r^J *

1 .г7]~~~

У 77

5 4 х7

,s 7 г7

•

_L— -

"Г
9 г8

\
dx 1 £__.£. ^4- ——

г 3 r*~*"5 rs

50 л7 15 л"

Г7~г
■

11 г11 ^1ч

Интегралы 200J

/ г-
• 9 г9 11 г11

' 13 г13

200.15 находят посредством подстановки;

а йг
тогда d.t =

(!-**)■2\3/2



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Г= (Х* -fa*)''* 47

J^-r. 201.03. J^—Г-

f^' 201.07. f^=>.
f1 xdx 1

J-V+-,— (2p—Ijr»/'-

n .Лx~dx xr. ^rax

=^_^ in|x + r|. (См. замечание в 200.01.)

Г X CIK %■ i i i . i

j r3 r
' ' '

'

x2dx 1 x^
~3a*r3

'

Г x*dx
_ J_

ГхЧх __J_ П ^!_1^1
J г'

~

а* [3 »■« 5 rs J '

Г x^dx _J_ П *i__^ , J_*H
J ~7»~

~

й8 [ 3 rs 5 rs + У ^ J *

j л11
~

o8 [ 3 r3 5 r* "t" 7 r7 у r9 J '

J r13
~

a10 [3 r3 Srs+Tr' 9 r» "*"iTr"J *

Г x*dx
__ J_ [~ _i_ x^ _5^£ . 10x' 10x^

a1" l~3 rs Sf'+Tp-^^"1"
,
5x" l х13Л

+ n^1-Тзг1»] *

f"
лйх r*

=

-3-
— aV.

Г xsdx аг

\ -i-
= г +,3

Г r<d* L L fl

r*/x 1
~ +

"

x'dx Ksr 3 t 3 4 .

, ,

„^^
_a лт-f-a* In !*+/-[.

(См. замечание в 201).01.)

j



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [204.03

С x*dx хт . агх 3 ,, . . I

лйх,
_

1 х*

Г x"dx __!_ П ^ J_*H
J rs

~~

а* [ 5 г5 7 г7 J *

J г»
~

Б« [^ г5 7r'+"9^"J*

J г1»
~

а8 I 5 г5 7 г' + 9 гт 11 7" J •

J r"
~~

о" [IT г5 У г1 + 9 г1"-"П а" "• 13 7й]
Г ЛЬ г» 9

ь
их

.

'2аг а:
г + :

.

-

ч.» ■

С **d* I Id1

а"

. (2р—IV2*-'"

Г Лл: rV 5 г , . 5 л

"

5 . . .

J
—

вТ~*24°Ч "1~ТбС*Г~'1бС inl*i~'l-

(См. замечание в 200.01.)

1
1

5

x*dx

x*dx

г*
~

г7
~

X5
~

Аг

Xs

~2г

о

+ -,-i- з

23 х5

15 75
'

а2х*_
г

(fix*
—г-

7

15

8

1 2

а2х*

~7^'

а*х , 15 л

я** 5 2

In

1л

|х

U + rj,

U+/-I

+'1.

Г *"d*
__

1 х'

J ~т^~~1аг~?



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Г= (X2-f-fl*)V*

J r"
~

a* [7 r1 9 a8 J *

f^ —_L Г1——— — 4- -—"
J rIS ~o6 [7 r7 9 r9 Ml /■"_

J 7lT~
—

a8 I 7 л7

1

49

к8

9 r!

9 л»

3*"

-Гц Гп
JL^S
13 л18

x7dx ■г7—IcV + ^-cV-aV.
X ЙДС 1 5 О 2Я.04 i

^

x1dx

x7dx

lr*_3aY. Зй-

з>3
"T G„3

, 3a2 3a4
,

4-
3a2

(2p —7)r2''-7
•

<2p—5)^
3a4

+
(2p —3) r"f-a

~

(2p — 1 j r2/-
'

J xr J *

dx

^хЧ^а2

Заметим, что

1 . о-fr]
x Г

1 . ]a + r
— In ——
a x

(См. рисунок на стр. 50).

Arcsch

in ( —!—
\r — a

x I
■■ Arsh

и

Надо брать положительные значения а и г.

1
i„ \а + г

—i 1П
а3 х

I

Берг*

I

_!_
' ' 1п!а + Г

1

J
I
I
I
f*L ±fjL +1)

XT*

dx

xr*

dx

XT7

xrl

dx

In
I fl + f

iV n~ 5aV6 "*" 3uV3 "^ !<*+'!
trr —j In --

a9 x



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [222.05

f i^_— __L Г—4- — ——^
J jrV*~ ~as\x

~*~
г Зг3) ■

Г rfx I ft ,*x__№ 4yi yT ^
J "^V

~*

0й \,7
'

г 3,~3 "+" or5 7r7 J
*

У" ■^1
1
1
I

1 ? \

•/

-.? -/

.2Г <7

■■-/

Рис. 221.01. Графики функций у=
—

_;

* У х* + 1
1 4- J/^ r2 -4— i

(пунктирная линия) и у=—In1

(сплошная линия;.

Г 1^ _ L_j_JLl \а + г\
J «V

"

2а*х*
' 2a* I x Г

Как и в 221.01 имеем

a-\-r
= Arcsch — = Arsh —

I a I x f! U

I
dx 1

2a2.A> 2а

1
i

3
i I

*+fc?,n|
a-J-/-



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Г—(х*~\ а2)

dx

2и2хгг3 6а4/3 2авг "■ Ча

Зх3

1
С dx^ _l_(r
J x?r

~~

a* V x

ff^_ —(—4 ?-_-1Л
J x4/-3

~

ae V ' * 3x3 J
'

J x*r*
~

a8 \ 3rs ■

r
~1_

В 222 и 224 положим

a + r

^Ш\-~х

Зх
,
Зг

д: Зх3)
'

51

тогда

Ле=-
о Jz

(1 .?Пг2'

3 г 3
,

~

;т-7 In
dx r

j_
" '

5 . 15

a + 'Г d^

Г dx_ _ _ _J 5
,

Г5 ^5
J x573

~

4a*x*r ~*~ 8a4 v2r ~r 8oV
~~"

&/

J Л
~

й( i x
"T" 3a'3 5x5J *

Г _dx_ __\_ I _x^ _ 3r
_j_

Зл3 r»_ \

J x*r3~ fl8\ ' x
' 3x3 5.V5;"

Г . xr , a2 . , . .

\ rdx=*-^ + —ln\x + r\.

Кз-х и в 200.01, имеем

15 . \а i-r
— in !

\x+r
a

\r + x

,n ——

2 \r—x

I
I
J
J
1
1

= Arcsch — = Arsli — = — 1
a x 2

r3 dx = -i- at8 -f- -| a\xr +1 a* l n | jc + r |.

r6dx=~xri4r^. a2xr3Ar~aixr4r~ae]n\x4^r\
О L'i 10 ih

xr dx =
-^-.

xr* dx — -=-.
о

,2/7+S
xr3p+'dx~-ХГ

2p+3'

2 j •"*.rl
"4"

c2.rr a". .
,
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г3 dx =
хг а2хг а*хг а"

6 24 16 16 ln|x+r|.

С , . г5 а*г

Г , , , г7 <А*

)ХГ dx—7-ir-

\xSr^+idX:

Jxra*^ _+_. + _in|j:+r|1

=

2р + 5~ 2р+3
'

.8 л2 v#-8 ~4 *,г ~в

Как и в 200.01, имеем

х-\-г
In — Arsh — = Arcsch —= —- In

a x 2

r -\-x
r—x

Г a s , *',/Л a2xrs
,

a4xr3 3 „

\ £Vs dx=^—— ' ' ~e"

16 + Ж-+ шал;г+

+ тода81п|л:+г|.

\ x*r dx —
y

2a2rs
.
a*r%

*rdx = -

з
•

5~~'

fZp+i 2a2rip+s air2P+3

^xr
ax

2p + J 2p+5
,

?p + 3.

\ -— = r—«In ——

. (См. замечание в 221.01.)
J X I X

Crsdx r3 , .. la+r
\ =^- 4-aV —as In -2~

.

J л: 3
'

- I jc

f ^ = —-
i 1п|а:+г|. (См. замечание б 200.01.)J Хг X ' '

rr3dx r'
,

3
,

3 2. .
, ,

)^F~
—

-J + -,xr + Taxr+Ta4n|*+r|.
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X"

г3 их

~х*~'~

л5 dx

г dx

_г_ 1_
2х2 Ча

JL ■ L
2хг~г 2 2 I х

оЗ + ТГ'' +-nTfl/"—9° 1П
2х2

'
6

х»
"

За2*3'

_—-= — —

г- In ! лг -4- г I
. (См. замечание в 200.01.)

х4 Зх3 х
* •

а2г3 2о3г . хг 5 2 . . .

I
I

I

Г гъ dx
__

J *5
~*

Pr^dx _
J х°

С г их
__

г3 12 1\

J х6 "5а2х3\3а2 л* J *

Г гЫх /*__
J xs

—

5и2х5
*

Р л dx г r_Lr '

J ~?~
~"

"~~

№~~?4l?x*+ 16a4x2~T6o5

Р г dx
__

г3 / I 4

J ~х*~
~~

7аЧ3 \
~

х5 + БЛГ2

. (См. замечание в 221.01.)

а+г\

\а + г

Зх

г

х

4Х4 8а2хг
' 8а3

с? +г
X

3 л3
,

3 г

Ах* 8 а2*2 '8 а2 8а
тг 1П

а + ^

о+г

8 \
15а* J

260

Интегралы, содержащие s — (х*— а2)1/2

dxf ^ — f 1
J «-J vi?

In | x + s\,

х2>йг](см. рисунок на стр. 54).

Заметим, что In
x + s

2 \x~sj
Для положительных значений х надо брать положительное

х

значение Arch —

, для отрицательных
—отрицательное, s надо

всегда считать положительным.

1 х

.03. f^-J-21..] л3 a2 S
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С dx__X
J s*

~"

a"

Г dx
_
_

J *7'~~

3?

_2 x» , ^*H
3" s3 "*" 5" s*

f dx
_ J f x J3_ x3

, _3_ r> I_ x

Рис. 260.01. Графики функций i/=-
1

(пунктирная линия) и j/= In J x-\- Y x*—l|
,сплошная линия).

С dx
__ J^ ~~

з "I3 ~r 5" 7s ~~У 77 + "9 7s
~

11 7S]
Г dx

_ 1_ f x_ _ _6_ V 15 £5_?0 £7 , j5 x9

J?"" uJi [ s 3 s3 '' 5" s5 7 ^"9^

li s'1 ~r
13 .s,3j

'

Интегралы £60.03—260.15 находят посредством подстановки:

X'
.

— fld2

х dx

s

x их

s5

x dx

s.

хг—«2>

1

3ss
*

1

; тогда dx—
1.2 i .3 2
(2
— J;

261.03. f^-^ — i

261.07. J^=

5?'

1-— = ^+yln|x + s|. (См. замечание в 260.01.)

s*r+1 (2p—l)^-1*

x2 dx xs
, g2



интегралы, содержащие s=(xz—а2)'/»

С хг dx
__

С х2 dx
_

За2 а3
"

Г x2 dx 1_ M
J sa

~~

a3 I 3

If5
5 ь5

rx2dx_ 1 M r

J ""«"""""ТТ* 1"з v

Г x2 dx

1 I 1 x

a" 1 3 s

*_ 3_r

£A5 i_
' £"

5" .%"' + У 77

3 x'
5siT7 s7 9 s°"

I Г 1 x1

a"> 3 s3

Cx*dx_ 1 П x3^
J s,s ~~a12 L3 s3

5 ss + 7 s7 I?+ i]s,i

5 f! 1 12 f!
cs + 7 S7

■

5 ss

4

10

9

5

П

X*

Xй

s"

1

13

x"

su

I
x3 dx s3

, ,

s

xs dx

J s-

n x3 dx

— s-
a-

s

I X ( a'

зГ»'

Г x3dx

I
X"dX

(2p —3)s2^-3 (2p-l)sV-,#

x3s
.

3 3
— + -TT- a2*.? + -5- a4 In j X-+- *

(См. замечание в 260.01.)

Г x*dx xs агх

\ ~V~ =~2~ Г + ^a'ln\x+ s\:

х

S

5a2 ss

3 s3

P x*dx
_

ГА
_

J J
~~

Гйк __1_ П xl \_хП
J s9

~

a* L 5 ss 7 s7 J *

-(-ln|.v-t-6-|.
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С хЧх
__ \_ П *i__A*L , Ъ^х*_ 1_х^

J s,s
~

а8 [5 ss 7 s7 + 9 s9 11 s"

Г x"dx
__

1 Г 1 xs 4 х1 _6_ х

1
1

11 s,,+ l3s,s

x*dx s'

л С7л S щ е~\ V

p rVx
= ■9- 2o^

S'

s

"3s3'

Гх^х __ 2o^
"3ss'

1

a'

"5i5*

2a8

xedx

(2p~t,)s2>J-b (2/; —З^- ^р—Ijs2'"

4Чйв'л + Гбл'»+Гбв,1п1*+«!-
(См. замечание в 260.01.)

Г x'dx x5
,

5 aV 15 о'х
,

15 .
, , , ,

J S3 4s ' 8 S К с ' К I ' I-8 s 8

x6rix

s5

xedx

:2?
10 a"x3 . 5 a4x . 5 г , . ,

23 xs

s7
~~

15 s5 "^ -4 «*
7^a¥
3 s- ■-f ln|x-J-*|.

1 x6dx \__x7
7o2s'

'1
J s"

~

<? [ 7 s7 0 s9 J *

J >"
"~

a6 L7 s7 9 s9 +1I s'1] '

rx3dx __j_ fj_^_2^! 1 1^!!_J_^!
J s'5 ~"a~» [TV

~~

9 s8 Ml s11 13 v13

s

J v

(Vdx

=

TS |.flV + |-flV + fle*.

x7dx 1 ь , 3 2 » , ., �„
as

-5- =^-s6-hIaV +^--.

1
■>„*<

ss 0

3a_*
£ 'SI5'
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281.01.

281.03.

281.05.

281.07.

281.09.

282.01.

282.03.

x7dx

С хЧх___

J xs J x

2>a%

s

За'

3s3

i

a*

~5s*

3n8

(2p—7)s*r~' (2p~~ 5)v2A-

3al

(2p -3) s3^~3 (2p — I)s^'
•

dx

С dx__
.) xs°-'

V~x*~a*

■ —

^ arccos
ars a1

arccos
1

= — arcsec
a

к
—

a [x2>a%

&

О

■-/

\-2

Рис. 281.01. Графики функций у-.

ная линия) и у = arccos
1

х j/> -1
(пункта р-

(сплоашая линия).

J xsi

С dx^

Cd£

С d£

•3aV+i+ ^arcC0S
1 1 1 I

'

5a2.ss + 3aV a^s a7
arccos

1
^ + ,7^ + -^ arccos

7aVT5a's5 3a'VTAn a

s

dx

.2C3 (i + r)-
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2S2.05.

282.07.

282.09.

283.01.

283.03.

283.05.

С dx

J Л5

f dx

Г dx

(См. ;

Гdx
J xV

J xV

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1 ( s 3x 3x3 ,xs\

1 / s 4x бд:3 4x* x' \

~~a10 V x-
+

s 3s3 +5s5 7s7 J "

=

тп~2 -f .т"я arccos
2ft2x2

' 2us

a

X
•

замечание к 281.01.)

i 3 3
~

Mx*s 2a's 2u5
artC0S

-

! 5
-4-

a j
x Г

5 й \ а
~

2aa.rV CaV ^ 2aes ^ 2ov
'","wo

| a:

[282.05

J x4s ~V ^ x 3x3J -

J xV
~

ae { 4
"•"

x 3x3 j
•

J x4s5
~"

a? V 3-»3 + s
+"

x 3x3 J '

Интегралы 282 и 284 находят посредством подстановки:

х2 —adz
г* — -5-; тогда dx — г.

s* (гг—I)3'2

\sdx = ——~^-\n\x-\-s\. (См. замечание к 260.01.)

Г I 3 i
\ s3dx= -jxs3 —y a'xs -f -g-a4 ln| x + s[.

» S*djC =— XS'-^flV + ygG4X9 jgG6 In |x -\-s\.

{xsdx = ~- 291.03. f.JCa CIX *~—

r «

Г 2 . xs3 . o2xs a* . . .1

(См. замечание к 260.01.)

a . *AS
,

G2XS3 Й4Х5
,
«" I I , 1

16 ' 16
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\x*sdx = ^ + ~. 293.03. CA-VrfA- =
y + -5--

С , . ?-Р+* aV''-43

Г , . xV . G-xs* . a"xs a" . .
,

^-^=—+_+___ ln|*+,|.

(См. заглочание к 260.0!.)

Г 4 з . Л5
,

a2xsb
. aV.4s 3 6 . 3 .. .

,
.

^ x5s t/;c =
у -j-

J

s'
,

2ft2s5 oV

5 3J s9
,
2aV ,

aV

5г/>+7 2aV+5 ,
aV+»

s—a arccos

JXi
UX~

2p + 7^ 2p+5
'
2p+3#

J х- о j

\ —— = -y ^--j- —^ a s + a ar^cos

£l^ = 4—a^ + fl'arccos
х 3

-a" arccos

5l
J * 7

fsdx s

x\aJ±±- = — ±- + \n\x-{-s\. (См. замечание к 260.01.)
J X X

Г s3dx s3
,

3 3 2 . . ,

f s dx s . 1

j-p-^
—

^+ ^ arccos

Ps3dx s»_
J x3

~

2хг~'

Ps5dx

J ~^~

Psdx

2x2
' 2a'

3 3s 3

2 2°arCC0SiT
s"

.
5 , э „2, .

a

-J--^- s*— iy a°s-\-^- a* arccos
2x* ' 6

3aV
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С s'dx s3 s

\ ——— — -о-»
— —+1п|л; + ^|. (См. замечание к 260.01.)

х-

sdx

2a*s

к■,„з 1 „ -Г"
2 2

К

X"

s3dx

~x~s~

1- + -
4л:4 «"2,-28оЬ + ^аГСС°5

3 s3

8о3

3 а

а*
■» + с- arccos
,z '

fca

s dx
_

s* ( \_ 2 \

x^
~

5aV V ** 3a1 J
'

sdx

x"

sdx J_ , «_j s
■

1

6x6
^

24u2x4
"*~

16a4x2 ~*~ 16a5

f sdx-
_

s3 / 1 4
,

8 \

J x8 ~7a2x3 Vx'1
+ 5«2x2_1 15a4)

arccos

Интегралы, содер ж а щ и е t = (а2 — л:2)1'2

Cdx С их . х , , .,

j7-=j7^^ = arcsma [x<Gl-

Надо брать положительные значения t и о.

f?-if- «»•<*• Г*"? [т+*£
Pdx

__ _1_
J ~r

~"

&

[dl — 1
J /»

~

aa

\ 7ГГ
—

Тле

x 2 x3 J^ x4

7+ з /3 + ь ;5 +T 7 J *

/
"•"

3 /3 ~h~5 Is
"•" 7 P +"9 Л

Trfx
_

J^,3~

Tdx
_

/
+ 3 t3 + 5

>-5

Юх^
7 rI" 7 rf7 *T~

5 x3 1 x"
T

9 /e 11 /'

7 +1" 7s" "•"
5 t3

+ 7 f7 "+" 9 /s + 11 /" + 13 7"

Интегралы 320.03—320.15 находят посредством подстановки;

v2»
тогда ах--

adz

(1 +z2)3'z
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Г х dx
__

.

^
_____ t,

с __

\

dx

х dx

3<з
•

321.03.

321.07.

? xdx I

1

^pi-i (2p _ i) /ap-i

Рис. 320.01. Графики функций у
VT

(пунктирная линия) и у=>атсъ'тх (сплошная
линия).

xt . йг . х

T + Tarcsin7.

322.05.
хг йк

С х*йх
^

(* к2 dx х . х

I* x*dx J_ Г J_ _: _i_ J *° 1
J ** ~~«* |_3 0 + 5~ *J"

(' Xх dx _1Г_1_^.|2_-^, I *v 1

J f "сф C+5 15 + 7 7? J"
l' x*dx

_ j_ I I x* 3^ x» 3^ ^ I x" ]
J <"

~~

o« [ 3 t-> "+" 5 # "+"7 Я "г 9" <» J'

{* x*dx J_ |"J_ a^
, 4_ x° , 6_ *2 * *"

4_
l *"]

J i«
^

uw [з ^ "•"
5 fi '

7 tf
"•" 9" t» г

ii Д7 j-

3a2 N
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499 \Ч С *Jl = _L Г 1 *''
4-

5 **
4- -

*"
-I

,0 **
4-

5 *-" 4- L*-!
J <i* а12|_3 (л 5 <з

"^ 7 f*
"■

9 '» "^
П /" + 13/13J"

О
'

t
323.01. ^ ^ = ~ - аЧ. 323.03. \ ^~- = t 4-а"

323.05. J *£ » _ j + f£.
323>q о С ^^ __! |

(2.0 — 3) /^_3 '
(2р — 1) PP't ■

„„.„,
( ** dx x*t 3 „ . 3 , .к

324.01. \ —г- = -. -о- a2jrf 4- а1 arcsin —

j t 4 о У а

324.03. jj ^ = | + ^ - | а2 arcsin £.

324.05. J Л-Р = - -9- + Q- ^ + arcsin
лг4 d л: x

,
i r3

, _ _., л

7*~
~~
_

T ' 3 P

324.07. №-&$• ™* 5 ^ - '- [S « + iS]

on! ,Ч С ^L _ L. L1 *S
4- _3 *'

4. A **
_L

! *"1o^-4.IO.

^ дз
-

q^ 5- -^ -f 7- ti -j-
g #9 "Г П~ ,£i j-

ooi I* С fl£f - l Г l КЬ
4.

4 *1 4.
6 *"

JL ±*L' JL 1 *И1
u o.

J 'l5
~

o,9L 5 ~P ~*~
7 « "Г э~^» ' 11 7" ' 13 /"J*

325.01. 1^=-!+^-- a4?.

(* л5 -fir /3 o4
325.03. \-~jP= -{+ "аЧ-\-~.

325.05. ^=_,_'-?-+»-. 325.07. jj ^ = 1 _ &
+

3259 S^ =

' ^ + a-
00

J /*p+i (2p —5)<^_u (2p — 3) r^"a '
(2p — l)<2p-i«

326.01. t ^ = -

у
- 254 я2*8* - y6

a*xt + A a6 arcsin ~.

__r. л„ (' хв dx xa 5 uV
,
IbaH 15 . .л

320.03. ^-ж-=_4/_8_+8 ,
-

- a* arcsin --.

326.0a. ^ -^ = -

ш + 3
— -

^ > + 2
a arCS1"

a
'

a*

5ft"



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ /= (<22 Л:2)''2 СЗ

хв dx
__

23 х* 7_ я¥ а^х arcsin1
схЧх \ х> Ч28П Г^±*^1И^,1Л

I

I

x*dx

x1 dx

1

7

X1

i1

1

7

+

V

3

9 *9

S

""5"

+

as

3 x"

IU"

/54-

-4-

3

1 ж»

13**«

at — a*t.

к"'dx

x7 dx

3
l

' +

—

За2

t

3a*t-

За*

3/3

За'
____

+ -1
Px7dx

__

1

^+i (2p—7)t*f
За2

x.+

~*~(2p—5^~5 (20—3)/^"*"^"
"*"

{2p — 1)^-"

fdx Г dx 1 , |a+/|

J xt J x Va*—x* a \ x \

Заметим, что

In a+t\
■ Arsch

a

= Arch — = -——In I —i_ ).

x у l — i

(пунктирная Л..ННЯ) n

. I 1 + /Г^
J, =

— In —

(сплошная линия).

Надо брать положптельныг значения Arsch, Arcii, а и I.

Г dx 1_ II а + 1

J xt3 ~aTt~~~a1™\ x
'

С dx 1_ J 1, j
J xt* ~3a2/s+a4/ a5 |

a-j-M
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dx 1 . 1
,

1

За4/3 "г" a6/\
> x/»

~~

7a2/7 "г 5a4/» "г За"/*
"

In

u4

a+l\

1 [a + /
— In '

dx

~xH
t
_

a2x

1 / /

J a-2/3 a* \ x

~

t )'

{^L = L(_L+2x + *M
J a:2/5 a6 V *

' t ' З/з j
•

Г d*
_

1 /
_

/
,

Злг За:3
,

л* \

}x*F~ а*\ ~х """М З/3 + 5/5 /•

Г _rfx_ _ 1_ (_ t_ ,
4* 6х3 4х*

, _хМ
Ji¥_ а10 \ "ж + t "Т" З/3"" + 5/5 "•

7/7 /'

^ Л*Г = ~ 5-ГГ
~ Л 1п — • [См- 341.01.]

J л{/ 2агхг 2а3 к
l J-

Г ^/*_ 1 __3 3

J лг3/3
—

2a2*2/
+ 2a4/ 2a5

.-In
a + t

Г dx 1__ 5 5

ЪхН 2a1
ln

a + /

dx

~~x~4 a4 \x
~

3rV"

л:4/3
—

a6 \ / + 7 "T~
Зл:3/*

dx

x*¥
J (
a8 \

3f + ^ + _''
J л:4/5

""""

a8 \ 3/3 / '
x

'
3a:3;

Интегралы 342 и 344 находят посредством подстановки!

л-2
.

а йг

г2 =":.
,

тогда dx-—
,. .

<2 '

(1+г2)/г

4a2JC4 n~
8 a4A-2

L -"- — 1- я". In
3

8a»

a + t

dx

5]а

1

4^х4/ Ьа*хЧ % + В1пSaH

a + t\
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346.01. \^ B--_(_+ g-I + —j.
046.03. j^ =__^-T+--+—s+ —j.
350.01. wdx ~-сг + %г arcsin —.'

J 2 2 a

350.03. Ws tfx = ^-' + -| a2x* + |-a4 arcsin -^
350.05. j* /5dx =^ + |j a2x*5 + ^ «*** + A a" arcsin

*

351.01. f xt dx= —~. 351.03. x*3 tfx = —J-.
J

ч
3 J 5

351.9. \xt'il>+idx \-^pg-
352.01. x**rfjc= —~ +^+^arcsin --.

J ч о о а

352.03. fx2;3dx= — ^* +^+^+ £: arcsin-.J 6 24 lo lb a

353.01. \xstdx^-—~. 353.03. \ x*t%dx = -=— ~,

J 5 3 j 7 о

Г Z^/' + S „2/2JP + S

353.9. IjrV' + V^f-j-^—V-ro.J 2p+5 2p+3

I354.01. \ x4^x-~~—^+^--f-~ arcsin J.

354.03. J^=-^-f+^+[|a^+ [|a'arcsinf
355.01. j **</* =—- +_ r

f
, 2а'Г a.4'> ,

355.03. x5/3 dx = — ^+ =^

dbo.9. u; j
f

«x = — -——+ ————-——-.

J 2p+7 2,'j+i) 2.0+3

363,01. j-—-~t— alnj^-^-j, (См. замечание к 341.01.)

361.03, f^ '+а'Г-вЧп|Н+Л.
j л; о j*|



АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (361.05

На этой странице t = (a2—х2)1/?

—=-5+T + at~a ln|-T-|I
С fdx

__

f a2?

x

tdx

3 '
x

J
* x

_ arcsin —.
у х- а

Г 6 , 3 2 . X

-jrjc/— -rra arcsin —.
x 2 2 a

L
X

_5
4 8

x4

fdx

2X2

Л
2x2

3t
,
3a.
— In

2
-r

2

Яя2х*

I
I
Г frfx_

Г ?5 dx
_

С tdx_

5

Г ?dA
_

I
f tdx ?_(L+-L\

15 . . x
-тга arcsin —
8 о

(См. замечание к 341.01.)

§a2*+-|asln
я +

•fi+ —4- arcsin—.
Зх3 х

х

а

а2(3 . 1аЧ , xl
,

5 2 . х
= —

-^г +—+ -^ + -° arcsin-
За-3

Ах*

fax Р_,_3 f*

х5
~

4х4+ R

f . 1 .

I In

3 t

8 а2х2
"'" "8 a2

ia + l

8a
lo+/|

f

5a2x*'

tdx f_ , f f 1

2Лагх*
"'" 16а4х2

'
16as

4
. 8

In
я + М

f*£rfx_ iP_ /_1_ ,
4 8_\

J x8
~~

7aV Vx4 ^ 5а2х2 ""•"
15а4 J *



380.005J интегралы, содержащие Х1,* = (ах2 4- Л*4- с),/з 67

Интегралы от биномиальных дифференциалов.
Формулы приведения

370. Г хт (ах" + ft)' dx =

371.

372.

373.

utCT+V4-/zp6 f x'V'-'rfjej.ш + np +1

С*и,(ахи4-Л)яАе =

e
,

' Г _ x'" + V+' + (m 4- n 4- np + 1) fx"V+'rfjc

\xm(axn+b)FK' =

^-(m + \)b [xm*'u *1-а(т + п + пр+\)^хт+пиЧх
[ xm {axn + by dx =

a (m-j-np-i-1) I J

Здесь и = ax" 4-6 и a,b,p,m,n могут быть любыми,
лишь бы не обращались в нуль знаменатели при

последовательном применении формулы.

Интегралы, содержащие Хчг — (ах2 4- Ьх-\- с)1'2

380.001. f ^f~ =-b|n|2(fl«Y)'/, + 2a*-f&| |a>0L
J X1 a h

— -тт- Arsh >0,Га
a'i* (4ac—b2)''* [4йС > &2

«-i-ln^ax+^l [a>U, £2 = 4ас, 2ах4-Л>0!,
а ">

= q^\n\2ax+-b\ [а>0. Л2 = 4ас, 2ах4-6<01,

(-а)
arcsin

v

(б2—4ас/'*
а<0, £2>4ас,

|2ах-+-£|<(62_ 4ас)'<2

380.003. Г^=_4я*+2*
.

J Xs2 (4ас —ft»)*1'*

380.005. fif-^. Лах + 2Ь _Л1_ +
8а )



68 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [380.009

880.009.

380.011.

880.013.

380.019.

880.021.

880.1П.

Г с1х
_

J А<2'1+,>-~~(2^
4ах + 2Ъ

(2/г— 1) (4ac—b2)Xi2n-x)'2

(2/г—1)(4йс—Ь2) J ^(2n-i)/2*I:
dx

х ах А1 '2__ Ъ Г _££_ rQ §8QMlJ
9п vi ,2 l J

Г х_с.
J Х7*

~

а 2а J х1

С xdx
_

2hx+4e

3 Х^'"

Г у flx
_

1 у''"+ 1)2

(4сс—fc£)A'<2

J A-' J у (*л+ »>/!*
(2n— ljoA^"-1)''2 2o.

J д-1 < \2g 4a2/
1 fco2 J ^i.2 i *

f_^==.__Lln!?(^!+^+,i [c>01,

c>0,1
, , fcx + 2c

|x l(4oc—fc2)1'2 4ec>£r
1

In
с '»

In

Ьл

bx+2c

X

+ 2c|

aicsin

380.119.

(—c)1'*
'*"

|x|(b2—4ac)

Г <?*
^ i_ t

J х^(»я+»)/1 (2n—1)сЛ(,я-,)-/»
'

+

[c>0, b*=--4ac, tx+2c>0],

I [c>0, £2=4ac, fct+2c<0],

tor + 2c [ c<0,
£2 > 4ac

dx dx

c J лА<2"_1)/2 2;7J X(2n41iЦ
380.121.

380.201.

880.209.

fjiL
J ^A7

X!^2
ex 2c

if ii_. [Cm. 380,111.)

f- x^dx^^^X^ ■
iaC-b2

f*<in+»:"dx

4a
"

'

8a

(2a.t + b)A-(2"+1>'2 ,

f^- [См. 380.001.}

4u(n + \)

J4ac-b*)<2n + l) Г
_

h
8я(п + 1) J

flX'

Е80.2П. f xX4*dx*= ~—fc(2°* + fc) .Y1-2-
J За со'1

-^=^'f^. [Cm. 380.001.1
16a2 J a1-2



887J

380.219.

380.311.

389.319.

380.321.

383.1.

000.2,

383.3.

383.4.

334.1.

384.2.

384.3.

387.

ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Х'Ъ = ((1Х* -\- Ъх -\- С)'/3 69

^X^dx b p dx о dx

[Cm. 339.001 и 389.111.]

I

x- 2n +1

a:1 2dx л"'2

J A"'2^ 2 J xA"'2'

[Cm. 380.001 и 383.111.]

С dx 9

J x(ax2 +bxy bx
к{ах2 -\-Ьх)хг

dx

J (lax—x2)1^
arcsin

x—a

Ji5=3rr —'2"-*'»,,+ "'«'"С"?)-
a:—a

f —
.! Wv"

X—О

dx

П _|„ „2\l/2a+(x"+a2>

i " fi2>l 2 na

arccos

x {х"~аг)

a

„'i.2

Г *' 2d* 2 .
/ x \ з 2

\ П "^i^T arcsln —

•

1
dx

(ax2+b) Yfxz+g
I

arctg _xV_ag— bf
Vb fag-of"1"* Уь Vf*+e

1

2 Yb Ybf-ц.
YbYFJ+g+xYbJ^Zg
Yb Yfx2+g-xYbf-ag

[ag>bf],

W>ag],



и.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

.01. sin2,4 + cos2/4 = 1.

.02. sin Л = j/l -cos*~4.

.03. cos A = /l — sin2 Л.

.04. tg A = sin Л/cos /4.

.05. ctg A = cos AI sin A = 1 /tg /4.

.06. sec /4 = 1/cos Л.

.07. esc/4 = 1/sin A.

.08. sin(—A)
—
— sin A.

.09. cos(— v4) = cos A.

.10. tg (—Л) = — tgA.

.11. secM—tg2y4=l.

.12. sec A = ]/\ + tgM\

.13. tg Л = j/sec2 Л - 1 .

.14. С8С2Л — dg',4 = 1.

.15. esc Л = j/TTTtgM.

.16. ctg Л =/esc2 Л — 1.

Заметим, что для действительных значении А знак

вышеуказанных радикалов зависит от того, в какой четверти находится
угол А.

sin (Л 4- В) =■ sin Л cos /?+ cos -4 sin В.

sin (Л— fi) = sin Л cosjS—cos Л sin В.

cos (Л -f В) = cos Л cos Я — sin Л sin В.

cos (Л — Z?) == cos Л cos fi + sin A sin В.



402.081 формулы 71

401.05.

401.06.

401.07.

401.08.

401.09.

401.10.

401.11.

401.12.

401.13.

401.14.

2 sin AcosB= sm{A + B)+s\n(A — B).

2 cos Л cos/? = cos (Л+ £)-)-cos (Л —£).

2 sin A sin B= cos (A—B)— cos(/4-f B).
■

,
■ г, о • A+B А—В

sin A -f sin В= 2 sin—^—cos

sin Л— sinj3=;2 sin—-—cos

cos /4 + cos В = 2 cos —^— cos

2
'

л-ьв
2

-

А —В

cos Л- cos # = 2 sin Л sin
2

"—

?

sin2 /4 — sin2 В = sin (Л -f В) sin(Л - /?).

cos2 Л— cos2 В = sin (Л + /3) sin (fi— A).

cos2 Л— sin2 B = cos (Л + /3) cos (A — B) = cos2 fi— sin2 A.

sec2 Л + esc2 A = sec2 Л esc2 A = .
, '——.

sin8 Л cos2 Л

p cos Л -f q sin Л = r sin (Л + 0),
где

r = Vp*~hq2, sinO=p'r, cosQ=<//r
или

где

pcos Л + 9 sin Л —r cos (Л — tpj,

г = j/p2 + q2, cos<p = p/r, sinф =qjr.
Заметим, что р и q могут быть положительными и

отрицательными.

s\n(A~\- B-\- C) = sin Л cos jScosC-J- cos Л sin £cosC+

+ cos Л cos В sin С— sin Л sin В sin С.

cos (Л + jS-(- С) = cos Л cos В cos С— sin A sin В cos С—

— sin Л cos jS sin С— cos Л sin В sin C.

4 sin Л sin fisinC=sin(i4 + fi—C) + sln(fi+C—Л) +
+ sin (C+ Л— В)— sin (Л 4- /3+ С).

4 s\r\AcosB cos С= sin (A-\-В— С)— sin(Z?-f С— Л) +

+ sin (C+ Л— В) +- sin (Л + В А- С).

4 sin Л sin В cos С =— cos (Л + 5— С) 4- cos (В -f С— А) +
+ cos(C+<4— £)_ cos(A + 8+Q.

4 cos Л cos Z?cosC= cos^ + В—C)+ cos(£-f С—A)-\-
+ cos (C+A— B) + cos (Л + fi + Q.



72

403.02

403.03

403.04,

403.05

403.06

403.07

403.10

ТРИГОНОМЕТ РИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

sin 2-4 = 2sin A cos A = -

, , . -j.
1 +t» А

sin ЗЛ = 3 sin A — 4 sin8 A.

sin \A — cos Л (4 sin/4—8 sin3.4).

sin 5,4 = 5 sin A —20 sin" -4 +16 sin5 4.

sin 6,4 = cos A (6 sin Л— 32 sin3 A -f 32 sin5 4).

sin 7.4 = 7 sin-4 — 56 sin3 A + И 2 sin5 A— 64 sin'Л.

Для целого положительного четного п

(403.02

Sin ПА- = (—l)1+\osA \2n-ls\nn-lA — lil=^2"-s sin""3 Л-f-

+ (п—3)(п—4) пп_ь п

2'
sin""6 Л—

403.11.

sin лЛ — /г cos A

(П — А) Ы—5)(П—6)oq_,„.„„_7 л , 1
gi

z sin /i -h . . .
,

ряд обрывается, когда коэффициент обращается з нуль.

Другой ряд:

sin Л— L—^—- sm A + '=-, - sin A —
31 Fit

(/г2 — 22) (я2—42) (гг2— 6г)
71

[п четное и > 0].

sin7 А 4- ...

403.12. Для нечетного целого п~> 1

sin я,4 =(—1)
2 Qfi—J „;„,Пsin" Л — -^ 2"~8 sin""2 Л-|~

1'

n(n-3)on.,„.„B.4 л
п (п—4) (п —5)2„_7 sjf,"-»^!+ -ь sin

21 31

ряд обрывается, когда коэффициент обращается в нуль,

403.13. Другой ряд:

sin пА = л sin Л— "(я'„, ]2) sin3 Л -f31

+
л(Да-12)(па-За)^„5

Б!
sin5 Л—...

[л нечетное и>0].



4C4.24J ФОРМУЛЫ 73

403.22

403.23.

403.24.

403.25.

403.26.

403.27.

403.3.

cos 2/4 = cos2 4—sin2 A = 2 cos2 A~ 1 = 1—2 sin* A =

— 1~"tg2 A
—

ct° '4~'t6 л

~Г+йГл ~ctg^+tg/T

cos 3-4 = 4 cos3 /4 — 3 Cos Л.

cos 4.4 = 8 cos4/4 —8 cos2 A 4 t.

cos 5Л = 16 cos5 ,4 — 20 cos3 A + 5 cos 4.

cos 6/4 = 32 cos6 A— 48 cos* /4+18 cos2 A—\.

cos 7Л = 64 cos' A — 112 cos5 A + 56 cos8 /1—7 cos A.

cos «Л = 2"-' cos" .4—^ 2"-3 cos""2 /1 f

+ 'li±pi>ir-' cos-* Л-^у-5» 2"-'сенсов e"M 4-

л (/г —5){n—6) in — 7) „_8 „_e .

-j jj
г cos л—

..

Формула обрывается, когда коэффи
(п целое и >» 2).

403.4.

404.12.

4G4.13.

404.14.

404.15.

404.16.

404.17.

404.22.

404.23.

404.24.

si

циент обращается в нуль

,пу= у y (1 — cos 4). 403.5. cos| = |/~ (1 4- cos 4) .

sin* /1 = i- (— cos 2/1 -f 1).

sin3 Л = — (— sin 3.4 + 3 sin 4).

sin*/4=
j

(cos 4/4— 4 cos 2/4+ |Л .

sinB/4 = Tg(sin 5-4 — 5 sin 3/1 + 10 sin .4).

sin* A = i Г — cos 6/4 + 6 cos AA— 15 cos 2 A + у ).
sin" /4 = g-(—-sin 7/4 + 7 sin 5/1—21 sin HA + 35 sin -4).

cos2 Л = -^ (cos 2И+ S).

cos8 A = — (cos 3/4 4- 3 cos Л).

cos' 1Л = 4-(сс
j

(ccs44 4-4cos2;4 4--J).



74 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 1404.25

404.25. cos5 А = ~ (cos ЪА + 5 cos 3/1+10 cos A).

404.2G. cos6 Л = ~( cos 6/1 + 6 cos AA + 15 cos 2А + Ц\
404.27. cos7 А = 1 (cos 74 + 7 cos 5/1 + 21 cos 3/1 + 35 cos A).

(Очевидно, 404 можно продолжить, используя биномиальные

коэффициенты.)

ьх
1—tgЛtgB ctg Л ctg В — I

ДПЧ ПО «СТ1Л Я\ tgi4—tgfl ctgfl-ctgd405.02. tg {А-В) =
1+tgi4tgB

=

Hg^4diF+l •

405.03. ctg (Л + fl) ^^^
Д-'

=Ь^# .e

ctg A + ctg В tg A + tg В

ctg A ctg в 4-1 1 4- te A te fl
405.04. ctg (Л - fl) = cfg BCJctg+- - -^rtfr •

405.05. to a + tgZl = 5-^^). 405.08. XgA-tgB^^Zfl •° ь
cos Л cos В °

cos A cos В

405.07. ctg/H-ctgfl~8lnM+B)

405.08. ctg Л — ctg fl =

sin A sin В
*

sin (B—A)
sin Л sin В

*

405.09. tg A + ctg fl =
C°S (/ 7" B,)fr to
cos Л sin В

405.10. ctg/l-tgfl = c-!^4).ь to
sin Л cos В

406.02. tg2A = -^&r = 4?¥-

406.03. tg 3/1

408.04. tg 4/1

1 — tg2 A ctg* A — 1 ctg Л— tgA

3tg Л —tga Л

1—3tg*/l
*

4 tg Л —4 tg3 A

l—6t£A + ig*A
•

406ЛЗ. c,g3^it^ii_



ФОРМУЛЫ
75

А l—сочА
__

sin Л -./"l —cos Л

406.2. tg-o e

sin i T+^oIX У l+cosAsin Л 1 + cos A

A
_

sin Л
__

I + cos Л
_

/"1+coTT
ctg"2

-J

l —cos Л
~~~

sin Л Г 1— cos Л

sin 0° =0 = cos 90°.

. .со •
л V 3~ —1 rnc7r>°

sin 15° = sin
^
=

YYf
= cos /o .

sin 18° eSta^=*^ = cos 72°.

sin 30° = sin^- = ^ -cos 60°.

sin 3o == sin -g-
=

—yp=-
= СОд °4 •

sin 45° = sin ~ = -J= = cos 45°.

. r,0 . 3n VI +1 =00336°.
sin 54 = sin

-^
=

—^
•

sin 60= =si4 = ^3 = c°s30°-

sin IT = sin^e^P=cosl8°.5 2 К 2

. co .5л К 3+1 , гоsin75° =smT2^-Y7T
^COsl°-

sin 90° =stn-£ = 1 = cos0°.

slnl20° = sln^ = -^. sin 240°^ sin i*=_^.
9тг I л 4Л 1

cos 120° = cos
у
=

—у.
cos 240° = cos

-y
= —

у.
Зт

sin 180° = siti л =0. sin 270° = sin
у
= — I.

cos 180° = cos я = — 1.' cos 270° = cos
у
= 0.

408.01. $\пх=~(е,х— е-'*),где/= + /— 1.

Заметим, что в электротехнической литературе вместо I часто

употребляется /.

408.02. cos х = -i(e,je + е-'*).



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [408.03

. fe,x e~lx\ .fezix 1\
tg x = — l [-trj^tx J =

— l [pBTjpiJ •

e!X = cos x 4-« sin x. (Формула Эйлера.)
ez + ix

= ег ^cos ^ _|_ г- sjn x^

a?+ix __ az j-cos ^x |n aj _|_ f- s|n ^ jn G^

(cos x -j- г sin x)" = emx = cos /гх 4- г sin ялг.

(Формула Муавра.)

(cos x 4- ' sin x)~n = cos nx— / sin nx.

(cos x+ / sin x)~~' = cos x— i sin x.

sin (гх) = г sli x.

cos (гх) = ch x.

tg(/x) = /thx.'

ctg(/x) =— icthx.

sec (г'х) = seeh x.

esc (гх) = — г csch x.

sin (x ± /y) = sin x ch _y ± l c«s x sh y.

cos (x ± ty) — cos x ch _y 4; i sin x sh _y.

.
,

.
,

sin 2x ± i sh 2(/
* (**'Я = cos2^ + ch27-

,
.

, . , sin 2je T г sh 2-7

ctg(x±^)=ch2ty_C0£^-
celx ~ се',х+2кщ, гле й—целое число или нуль.

= c(cosx4-/sinx).

1 =^+2^'==cos0 + «sin0.

Заметим, что

cos 2kn = cos 2л = cos 0 =-= I.

_ -, = eo+.2ft+1) ri
= cos n + t S(n n>

Заметим, что

ln(—1) = (2А+1)я'.

j/T = ег*л/,г _ Эта величина может принять два различных

значения в зависимости от того, четно или нечетно k.
Этими значениями будут соответственно

р2™ = cos0 4-г sin 0 = i, et2r+l>ni = cos« + /sin л =— 1,
где г — це-'юе число или нуль.



409.10] ФОРМУЛЫ 77

409.05. Y— ~1 =e<*r + ° п/'2. Этот квадратный корень имеет два

значения в зависимости от того, четно или нечетно г;

эти значения соответственно

cos л/2 + i sin я/2 = i, cos Зя/2 4- i sin Зл/2 = — /.

у/\ — е2кл''г. Этот корень имеет три различных значения:

etrKI =cos0+/sin0 = l,

2л
, . 2я 1 . .VH

edrn + mi3) i = cos _.4 г sm
—
— _ 4-1—= frt,

е(гт+4Л г) / = cos Iя. + г sin ^ = —

-jj—
*
НГ

= 0>2"

yf\=e-knt!i. Этот корень имеет четыре различных
значения;

**'"'' = cos 0 + «'sin 0=1,

е(2/-я+2п.'4) / = cos л/2 -4- i sin я/2 = /,
е(2ГЗТ +4Л 4) С _ C0S П _j_ i Sjn д

_ 1
^

е(2/-п+бя,4) ,■ _ cos зл/2 + / sin Зл/2 = — i.

<>. 409.04 и 05.)

409.С8. УТ= е<4«+1>я'/4 (получается из 409.05 при r = '2s). сИог

корень имеет два значения

«, -.
я ...

л 1 . / . , !
елг'4 == cos — -f-z sm —-

—

—-■= А—f=t (s четно),4 4 у 2 V 2

езП14 == cos — -г i sin
— =— f -7= А—== Is нечетно).

4 4 {^2 У2 J

409.09. УТ= е2/г"<'" = cos—+ / sin —

принимает п различных значений, соответствующих
различным значениям k. Уравнение ю" = 1 имеет п различных

корней:

(оп — cos 0 A- i sin 0 = 1, со, = cos -1—!- / sin — ,

(o2
„ /2л \

,
. . 0/2я\ ,2л

, ,
2л

= cos2 ^— J + fsin2^— J, ..., (ok = cos к — + i sm k — ,

o/l_1 = cos(«—l)^ + /sin(/i—1)-^.
Заметим, что согласно 408.07

409.10. Все п корней я-й степени из какого-либо числа могут
быть получены из любого корня умножением этого корня

на п корней ,из единицы, которые указаны в 409.09.



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [410

Формулы для плоского треугольника. Пусть
a, b и с—стороны, противолежащие углам Л, В и С.

с2 =

а

sin Л

Ь2

=

+ с2-

6
_

sin В

• 2bc cos

г

sin С
'

А.

а = b cos С + с cos б.

Л-Ь^+С= я рад и;! нов = 180е.

.Л ,/ (p—b)(p—c) 1
, , , ,

.

Л « /р (р — ~а)

fe
2 У Р{р—а)

*

Л—В й—Ь С

Чтобы найти с по а, Ь и С при помоиш таблиц

логарифмов тригонометрических функций, положим

tpij = —Ц- tg — ; тогда с = (о— &) cos — sec'j.°
а
— Ь & 2 2

Площадь треугольника

1 . . ~ i/—: п Tw \ й2 sin В sin С

-2-
йЛ sin С= V Р (Р— а) (Р— Ь) {р— с) = у sjnA

-

.

Если С=90в, то cz = az + b\ Чтобы найти с = ]/й2+Л2
при помощи таблиц логарифмов, положим tg0 ==

—, тогда

с = a sec 6.
Это оказывается полезным в разных случаях.

В плоском треугольнике

/ с с2
In а — In b— ( — cos A + кгг cos 2^ Ь • • •

с" \
...+ ^р

cos я/1 -f- ...J [с<£],

= In с— ( — cos А 4- jjT cos 2^ f • • •

ь" \
• • • + ^

C0S «Л + ... J [*<С].
[См. 418.]



416.02] РЯДЫ 79

Ряды

415.08.

415.08.

416.01.

х3 ,
хъ х'

sm* = *—31 + gj
—

7T+-"

1
х*

i
Х% К*

_!_cosx— 1
^i "Г 41 6!

"*"•••

tg x = x+j+^x +3I5X -+-2835^ +

*••+
(2701

* +'"

Ctg JC =
1 х xz 2хъ х1
_____ _ _______

22«В

(2я)1

П 2.1-1

sec л: = 1 +
y -!- ^ х4 4

61 ., ,
277 %,8

720 8(164
Х8 +

* *' +
(2я)'

+ • • •

[jc*<oo1.

[х* < оо].

2 _-
«

х<т •

[См. 45].

[х*<л,1.

|См. 45.]

x2<^-х <->
4 |

[См. 451.

1
,

* .
7 » .

_____

-« j.
|27

CSC*==T + lT~i"366X + 1М20 "+"604 800

,
2 (У""1 —1) „ ,„-., ,

1*'<л*|.

[См. 45].

415.07. sin (6 4- х) = sin 0 4-х cos 0-
х: sin 1

2.1

xs cos 9
,

л-4 sin 9
,

3-] I 47- +

cos (0 4- x) = cos 6— x sin 6 ^ h

,
xs sin 8 к% cos 9

+ —3-j I 4-j
•

sin 3x , sin 5x ,
sin 7x

^r = sin x 4- о- 4 .-i
+ ____ + ___+...

sin Зх
.

sin 5*_ 4c / .
,

sin Зх
,

416.02. Постоянная c = — I sin *Ч 3 I-

sin 7x .

"T —7— + )

[0<jc<.i].

[0<x>.n].
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416.03.

416.04;

416.05.

416.00.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [41(3.03

с «= — ( sin ■— + -5- sin h~c sin h
л \ а З e 5 а

'

■j-
= COS X-

cos 3x . cos 5x cos 7x ,
я . . я

л 4с /^ cos Зх , cos 5л cos 7х ,
— \Постоянная с«= — ( cos х

^ Ь~н 7
^ '" )

Г я я 1

|_—2-—*<"2j
4с f г.х 1 Зпх

,
I 5пх 1 7ял: ,

\
с — — cos -5-cos [- -=- cos -^-cos \-

n \ a 3 a
' Б с 7 fl /

[
0 -- ^-

a \

416.07.

416.08.

n [ . sin 2x ,
sin 3jc sin 4x ,

Л r ^, _
,

Ar = 2fsinx 2~+ ~з 4~ +••■! [—л<л;<я].

n ( .
,

sin 2л: . sin Зл , sin 4л: . \
х = п—2 !sinx-j-—2~ + —3 b-4—+ ••• )

[0<jf<2.nJ.

„,„„
A! / ,

sin 3* , sin 5* sin 7лг ,
Л

416.09. x*=-{slnx _-+_- __^_...J

416.10.

416.11.

416.12.

416.13.

я 4 / . cos 3x , cos 5л; , cos 7x , \

cos 2.t
, cos3*

"'

cos Ax , \

*■-*-«(cosx-

, n* 8 ( cos 3* , cos 5*
X*= — — ~^COS X o5 Ь

33
'

53

cos 7x .

) H«<s].
** -■

я'х-

12
Л . sin 2л- ,

sln3*? sin Ax
,

\

\^slnx ^—\ ^ £5-+ ...J
I—n«sx<n].
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„.
_

,
. . 4/1 cos "x cos Ьх cos Gx \

416.14, sm*- - (т—пз "з^ ITt
• • ■ J

[ 2
^ ^

2

.,«,. 8 f sin 2* , 2 . .
,

3 . c .

416Л5. cosx= — <-г^- + тг-^ sin4x-i-^-= sin 6x4- ...

"-+T2I.-1H2/. + 1) 81п2|Ц^"-}
[0<х<л|„

,<«,„■ . 2sin ал f sin % 2sin2x . 3sin3x; 1
416.16. sin ax =— < .-5 1 ^ r + ^ a ..-/,

л J l2—а2 22—uz cr—or I

где a — не целое число '• [ —л<х<я]„

л|« , -

~

2а sin ал I 1 , cos a- cos 2х . cos Зя )

л (го-' I2—а2 2^— а2 ' а2—а2 {
'

где а — не целое число. [— я =£S x <: я]„

417.1. i—о е-!—j
= 1 4 -г—* (a sin 20 4- a2 sin 30 41— 2а cos о 4 я sin fi

+ a3 sin 404- ...) [яг<1].

417.2. 'т—ir—^n—i = 1 + 2 (a cos (j -\- a2 cos 20 4 a' cos 30 4- ...)
1 — /О, COS и -f- t2

K<i]..

417.3. ■

' аС??-^ = 1 4- a cos 0 + ог cos 20 4 a' cos SO 4
1—zacosb-^-a* '

sm I

K<i],

417A- T=^aZsb 4a2
= Si" 8 + Q S'"n 26 + C* S!'n 3Q + • • • K<II-

4 IS, ln(l —2ocos')4u2)=.

= —2fucos04Yc°s204-|3cos3e4 ... \ [fl'<l]f
л • ! I о / CCS в COS 26 . COS 36

,
\ . 2 _ , -,

-2m|e|-2(—+ _i- + _-+...j [«*>!].

419.!. e-sin^^r^4r-^^+r-^^
где r = |/a2 4 ^2» й =s л cos 0 и £ = / sm 0.



82 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [419.2

/ипо лv и
, . rr cos 0 . л2х2 cos 20 . л3лг3 cos 30

419.2. еох cos bx=H ^ 1 ^i 1 3!
г----,

где г и В те же, что и в 419.1.

п -f- 1 «ос

sin

•420.1. sin a + sin 2а -f sin За -г • • • + sin па =
sin—г>~- а sin

smT

п + 1
.
па

cos

•420.2. cos а + cos 2а + cos За -\- ... -fcos па ==

cos —р— ос sin -тг

ее

Sin -7Г

420.3. sin а -\- sin (а + 6) + sin (а + 26) + ...

.
/ п-1Л

.
п8

sin а + —g—
о I sin -g-

... + sin {а + (п — 1) 6} -=

sin-g-

420.4. cos а + cos (а + 6) + cos (а + 26) + ...

I ,
п
— 1 Л ■

пб
cos а + g

о I sin -g-

... + cos {а + (п — 1)6} = :
—§

sin-

421. Если sin0 = Jcsin(0+а),то

9 + rn=xsina + -^-x2sin2a+^-x3sin3a+ ... [ха< 1],

где г — целое число.

422.1. sine-e(l-£)(l-&)(l-S5.)"- 1в*<»1-

422.2. ckm(,-|)(i4|('-S)- <"<-i-

См. также 818.1—818.4.

Тригонометрические функции— Производные

427.1. d-§^cosx. 427.4. *$L* = - csc*x.

427.2. !^ = -sin*. 427.5. ^^secxtgx.
427.3. llii = sec2x. -i 1 427.6. ^^-escxetgx.

"*

Oft



429] ЙНТЕГРЛЛЫ 83

Тригонометрические функция — Интегралы

При вычислении определенных интегралов часто бывает полезно строить

график подынтегральной функции. Некоторые кривые, такие как график
тангенса, имеют точки разрыва. Вообще, интегрирование не должно

производиться в пределах, между которыми имеется точка разрыва.

429. Подстановки:

(1)

(2)

(3)

к

sinx

COS*

tgJf

!

(4)

(С)

sec a

i x

du

cos x dx

— sin x dx

sec2 x dx

sec x tg x dx

1
2
X

A
— sec1 — dx

stnx

и

У \—иг

и

V\- + u*

\f"u^^\
и

Чи

1+иг

cos л

Vl—u*

и

1

VT+i?

1

и

1-м2

1+и2

tg Jt

V 1 -и*

V 1-й2
и

и

У и2—\

1—ы*

X

•

dx

du

Vl — u'2

1

arccosи

arctgu

агсуес и

2arctg«

du

V 1-й2

du

l+u2

du

и V и*—I

2du

1 +u2

ctgx, sec a:, esc x можно заменить соответственно на
tg x

'
cos x

'
siii x

П р и м е ч а н и е. a) if (sin x) cos x dx, — использовать (1);

b) \ F (cosjc)slnx dx,—использовать (2);
•J

c) \ F(tgx)sec2 x dx,—использовать (3).

Из таблицы следует выбрать подходящую подстановку для

замены тригонометрических функций алгебраическими и обратно.
Так, например, если встречаются только [gx, sin2*, cos2л;,

следует применять (3).



S4 ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [430-10

Интегралы, содержащие sin к

430.10. \ sin х dx — — cos x.

430.101. \ sin (a + bx) dx = — ~ cos (a -f bx).

430.102. \ sin— dx = — acos —.
,1 a a

430.11. iisinj: dx — sin x— x cos x.

430.12. V x2 sin xrfx = 2xsinx—(x2—2)cosx.

430.13. \ xs sin x dx = (3x2 — 6) sin x — (xs — 6x) cos x.

430.14. \ x* sin x dx = ilx* — 24x)sinx— (x4 — 12xz + 24) cosx.

430.15. \ xs sin x dx = (5a;4 — 60x2 + 120) sin x—

— (x5 — 20xs + 120x) cos x.

430.16. \ xe sin x dx = (6x5 — 120x3 4- 720*) sin x—

_ (jc6 __ 30x4 + 360x2— 720) cos x.

430.19. \ xm sin x dx = — x'n cos x + m \ xm~l cos x dx.

[Cm. 440.]
„, „ С . « л; sin 2x x sin x cos лг
430.20. \ sm'xdx:

430.21. \xsin2xd>

2 4 2 2

x2 x sin 2x ccs 2x
=

"4 4 Й- *

з / vt i \ *. cos 2xс x* f xz \ \ x

430.22. \ x2 sin2 x dx =-g-—f-^-
—

-g J sin 2x

430.23. С xs slnz x dx = ^—(^—~J sm2x— (-£ jA cos2x.

430.30. \sin*xdx = ~-^— cos x.

.г>ъ «« Г - t _, xcos3a; sin3x 3 . 3 .

430.31. \ xsin'xdx =
-—j^ gg ^-xcosx+-j smx.

(Выряжая sin*x согласно 404.13.)
i 2x

,
sin 4x

4~~r 32
'•

„„_ ._ Г • 4 j 3x sin 2x . sin 4л;
430.40. \ sin4 x dx =

-g-
— -j-



sin x dx =

ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Sill X

5 ccs x ,
5 cos 3x ccs 5x ,

85

48 801
f . „ , 5x 15 sin 2л;

,
3sin4x sin 6x

1 sin7x rfx =

16 64 r 64 192
'

25 ccs к , 7 ccs 3x 7 ccs 5x ^
cos 7x

~4~4S~64
!

64 320

(Интегрируя выражения и:? 404.)

sin x dx

1
У V V

Si (*) = x—

g-^ +575, 777-1 +

Таблицу численных значений этой функции см. |22].

dxС sin х dx sin x . (' cos x

J х2
~

* J а:

Г sin x dx sin x ccs x 1 Г sin x d

sinxdx

Vxr 2x 'I ,} x

sin x cos x sin x 1

3x3 6x2

sin x l

6x

С cosx

С cosxdx

)~~x^r
los 2x d (2x)

~2x

Г sin x dx

Г sinx

J ~P

Г sin2xdx 1 . .
,

I fc

Г sin3 x dx 3 Г sin x dx IP sin 3x d (3x)
J ~k ~~TJ ^ TJ 3l '

1
почленно согласно 431.1 и 441.1.

\£—\J Sill X J

dx

[См. 44!.П.J

[См. 431.11.]

[См. 441.11.]

[См. 441.11.]

[См. 431.11.]

sin" х d к
ж--. Выразить s\n" x согласно 404 и интегририиать

cscx их— 1л. te

1 . 1 + ccs х , , ,
— — —-In -. — in cscx—ctgx

2 1 — cosx '

= \\ x — j (лямбда-функция). [См. 641 и 603.6.]

См. рисунок на стр. 86.

31х7 , 127х* .

!
xdx

,
х3 . 7х5

sm х 3-3!
' 3-5-5! ' 3.7-71

'
3-5-9!

+£Cw")fl--v,B+1+--' ^См- 45-J
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432.12.

432.19.

432.20.

432.21.

432.30.

432.31.

432.40.

432.41.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ {432. И

x*dx
+ —+I A . QI ■

7х" 31 «• 127*10

sinx 2 ' 4-3! п
3-6-5! ^3-8-71 ^5-5-6-8

+

; +

I ?(22"~' — 1) R 2П+2

(2п + 2) (2n)! n [См. 45.|

1

\±Jr. Разложить -~ согласно 415.06, умножить на х

J smx sin x

и интегрировать [m > 0].

Рис. 432.10. Графики функций # = cscx (пунктирная.

линия) и #=1п tgy (сплошная линия).

) sm2x J

I

dx

;in2

x dx

sin2 л

dx

esc2 x dx — — ctg X.

■ x ctg x + In I sin x J.

COS X 1

SHI* X

x dx

1

sin3 x

dx

sin4 x

x dx

sin4 x

2 sin2 x 2 I & 2 |

x cos x 1
,

1 С x d

;"T~~2 J sin"2sin2x 2sinx

cos x 2

[См. 432.П.]

tigx--3 sius x

x cos x

3 siii8 x 6 sin2 x

ctg* x
Ctg л:

g—.

1
-x- x ctgx+ -5- In I sin x |.



434.05J

432.60.

432.90.

dx

sinex

интегралы, содержащие sin x

cos x 4 cos x 8

I c4 x.
J sinex 5sin5x 15sinsx 15'

С dx P „ cos л: \n~2 С dx

J sin"*-J
CSC xclx-

(n-l) sm'1'1 x^ 7[^l ) iuT^T

Г xrix л: cos a; 1

J sin" л; (n—1) sin" lx (n—1) (ft— 2) sin':
. a — 2 Г xdx r _,

+ ft^l]sii?^ [Л>21-

f—^L-^— tgf-*—£^J 1+sinx ь\ 4 2 у*

J 1— sin л:
% { 4 T2J"

Г xdx
* ( л х\ , 0,\> ( П

'

X \

V*

1пЙЬ = -гс,8(т-т)+2,п|8'п(т-7)
f* sin x dx

, ^
/ я x \ ,

JlTiu^^x + tHT-TJ-
Г sin x dx

, t
/ л

,
x \ ,

tor .—

& 2

Г dx /_n_ x \ .

J sinx(l+sin*)~~
g [ 4 2 J +

Г d*
__ /' £L _l ii \ _i l

J sin x (1 —sin x)
g

\ 4
+

2 j +

f <**
_

i
f„ f я * V _...!_» *(JL x

J (1+sinx)2 2 g V 4 2 J 6 g V 4 2

С dx _^ /^ M _il l з(л x\
J (1 -sin a)1

~

2
C g [ 4 2 J + 6 Ug \T~~2J

С sin a: dx

J (TTiin^p:

:dx

2 й
V 4 2 J^ 6 ° \ 4 2 )

Г sin * dx L to/' — -\ JL— -t s ( 1L X

J(l-sinx)3"' 2 g\,4 2j+6 glvT~2

+ s'm1x 2 Y~2

I . /3sin2x— 1
= ——arcsm —r-i

sin2 x -f 1 [Cm. 436.6.]
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434.06.

435.

436.00.

436.01.

436.02.

436.03.

436.04.

Г d« „С
J V— sin2 x J

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

dx
2 tg X.

COS2 X
a

[434.06

[Cm. 442.20.]

sin rax sin nx dx ■■

sin (m
—n) x

'"

sin (m+п) x

(m— n) 2 (m + «)

[тгфп\ Если m2=ns, то см. 430.20.]

I о + b sin x"

2
~

V^^b-

=

'
1

^b2—a2

arctg •

«rig 2-4 6

l«* > n

Gtgy+ fe— */>— a2

ate-Z + b+VP-a1
W «'].

9
ote—+fe

'

Arth
^62— а2 У~Ь2—а2

b2>a\ atg^ + fr

__2 «tg-2+6
g«-_ -Arr.f.h

)^!2—a2

*£ > «*, a tg у
4- * >

]/V—a2

K^2— л*].
Подынтегральная функция обращается ь бесконечность (если

fcs> a2) при х=пл4(- l)"arcsin f J .

dxС sin x dx x Q Г
_

J a + 6 sin x b b J a + b sin x
*

Г dx I , 14 x I ft Г

J sinx (a4-6 sin x) a \
° 2 \ a J a-

dx

J (a

dx 6 cos x
— f- rf>5

4-6 sin x)2 (a2— ft2) (a 4-b sin x) a2—ft£Ja4-ftsin*'

sin x dx a cos x b f dx

-f-ftsiux)2 (b2—a2) (a +b sin x)
~r

[K 436.01—436.04 см. 436.00.]

ft2—a2 J a 4-6 sin**

436.5. f — - =
—

*
arctg

Jas + ft2sin2x aVtf + b2

l/"a24-ft2tg*



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ COS X 89

Когда а — b = 1,

^=1 arctg(l/~2tgx).
1 + sin2 x V 2

Другое выражение, отличающееся па константу, дано

в 434.05.

J-

1
dx

a2— b2 sin2 х а yV— Ь2

1 ,arctg^=^^K>n
1

2а |/> —а2
j/>-_a4gx + a

^ &2— a2 tgx-
[b*>a*].

Если 62 = о2, см. 434.06.

sin х dx l

V" 1 -f- m2 sin2 л: ш
-arcsin

/72 COS К

V T+tn*

1 П

sin x dx 1

2 c?ifi2• nr sirr л:

— In | w cosx-f- l/l —m2 sm2x~j„

\| (sin x) j/ 1 -f m2 sin2 x rf.*

= _^)/TTm2 sin2 x-
l+m2 m cos x

-o— arc sin r .

2m V^l+m2

("(slnx)]/ COS л: . /■:

1 — m2 sin2 x dx = ^- J/' 1 — m2 sin2 x

■-к—-1" I w c°s x 4- |/1 — кг2 sin2 x I
2m ' '

Интегралы, содержат и е cos x

440.10. \ cos x dx = sin x.

101. \ cos {a +• £x) rfx = — sin (a -j- fcx).

С x x

102. \ cos — rfx = я sin — .

J a a

11. \ x cos x rfx = cos x 4- x sit? x.

12. \ A'2 cos x rfx = 2x cos x -f- (x2 — 2) sin x.

13. \ x3 cos x rfx = (3x2 — 6) cos x -I- (x3 — 6x) sin x.

14. \ x4 cos x rfx = (4x3 —24x) cosx-f (.«*— 12x2 +24) sin*.



440.30.

440.31.
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440.15. [ xs cos x dx =

= (5х4— 60x2 4- 120) cos x 4-(xs— 20xs 4- 120x) sin л:.

440.16. { xe cos x dx = (6xs— 120xs + 720x) cos x 4-

+ (Xе— 30x4 4- 360л;2— 720) sin x.

440.19. {xmcosxdx = xmsmx—m\x"'~l sinxdx. [См. 430.]

л л/ч on Г 2 j x . sin 2x л;
,

sin л; cos л:
440.20. j cos2xfifx = уЧ

~
= __| .

ляпа* С 2 j *2 . xsin2x
,
cos2x

440.21. \ xcos xdx = — -] J—„—.

440.22. f x'cos" xdx =^+(j—^)sin2x4-^J^.
440.23. ( xs cos2 x dx — ~ + ( ~ —

j J sin 2x -j- (^| Тк icos 2x*

f s , . sin3 x
\ cos x «x = sm x =— .

Г s , .v sin 3x ,
cos 3x , 3 . .3

\ л: cos xdx =
—j2 1 jg-4- -^--Ks,nA'+ 4"

C0SA;-

(cos3x вьфажается согласно 404.23.)

Г д , Зх
,

sin 2.v . sin 4.v

jcos*xrfx=g-4--T-+-^r.
Г s , 5 sin x . 5 sin Зх . sin 5x

J COS jc ** =-_+-_+_.

440.60. JcosVdx^f|4-^^4^4-S-^.
440.70. Jcos4rf* =^+^+^+^.

(Интегрируется выражение из 404.)

441.11. J£^=,n|x|-^r+^r-^r + ...

Таблицу численных значений см. (22].

(' cos х dx cos л; Г sin л: dx f^ ,n. .. .

J-^r"= j J-7-- ^См- 431J1-I

Pcosxdx cos x
, sin я; 1 PcosxdJCi r/-, .., ,, ,



Г COS X UK

ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ COS Л"

cos х . sin x , cos x , I C sin x dx

3xs Ьхг 6x

■ I Г sin д; i

I
COS A' dA" COS X

(m—l)x"

l Г sin xdx

'

cos1 a; dx

ylnkl +U
I P cos 2a; d (2л:)

91

[См. 431.11.]

[См. 441.11.]

[См. 441.11.]

Г!
J х -г

•
•

•

-г j -ix

С cos3 х dx 3 Г cos x dx 1 Г cos За: d (Зл:)
J * TJ x +TJ 3*

Г cos" x dx

) *m
'

Рыразить cos" л: согласно 404 и интегрировать почленно

согласно 441.1.

l^^ecxrfx=ln|tg(T + l)
1г. sec х -± tg х \ = -т;-

In -—
** ' 2 1 — i■ Slfl X

— ^(х) 'лямбда-функция).

I

XGX X . X

cos x

=

~2 + 4^27^6^41
5л:в

, 61л:8 1385л:10

+

8-6!

£„л-2"+2

10-8!

A-2dA-

COS Л"

(2я+2)(2ч)!
' *••

л:5
.

5л-7
, 61л-в , 1385л:"

5-2! '
7-4!

'
9-6! 11-81

у2П + 1

xmdx
Разложить

(2ч + 1)(2п —2)!

1

[См. 640.]

[См. 45.]

[См. 45.]

С
J COS A- COS*

и интегрировать [т Ф 0]

согласно 415.05, умножить на х"

J cos2x J

s

1
С x dx

J coss x

sec2 xdx— tg ,v.

= xtgx-f In | cos x\.

dx sin a:
,

1 ,

cos3 x 2 cos2 x 2

A:sin a: 1

2 cos2 x 2 cos
,

1 С x dx

x 2 J cos л-" [Cm. 442.11.]
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sin л:
,

2
, tg3x

1
I
Г dx sin л; 3 sin x , 3 , /я

,
* \

J c7s^~^4cos4x~'~8cos2A'~r~8
'" tg \T*~2J

cos4 x 3 cos3 x 3

x dx x sin x 1

cos4 x 3 cos3 x 6 cos2 x 3

3
*

f- -r x tg x -f -^- In I cos x I

dx sin x 4 sin x 8

-i- — tK X.Г
j cos6 jc 5 coss x

' 15 cos3 x •

15 to

\ —д- = \ sec x ол; =

J ccs" x J
sin x n — 2 P dv:

"~

(n— Ucos^T*
•

/T^T J cos'|irr*

Г л-d-v л- sri л:

П-2 „"TJ , s"'a (/,— J>cos"-,x "(я— i)(n— 2) cos""2л;

n — 2 Г xdx

/i — 1 J COS"""2.'

Г dx

+ COS X

"

S

dx

= *g "о" •

j 1—cosx^" Clg 2
'

С x dx
__

x , _

,

\ r~i
= x tg т.- Ч- 2 n

J 1 +cosx
ь 2

cos

j 1—CCS X

ccs x dx

x ctg у +
2 In

A' !

sin-

i 1 -j- cos x

J. x
-to —

Г cos x dx
.

x
\ -: = —X—-Ctg-тг-J 1 — CCS X

dx

COS X (1 + COS x)

dx
In

*(t+1)

J <i+cosx)2~~ 2 g 2 ~h~6 g T*

Г dx _}_ t _* L » x

J (1 -cos x)2
=

2 Cg 2
~

6 Ctg "2

Г cos x dx ]_ % 1 , x

J (1+ccsJt)*" 2"tgT—"6 g 2"'

J COS JC (1 —COS Jt)

Г_ fiJt

1 /!

tgf.

-ctg 2
*

[«>!].

[« > 2].



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ COSX

COS X dx I ,
X I

, j
X

— rhj —. CT£>

93

(1—COS a:)2 6 ^
2

'

I — 3 cos2 x

I
С dx 1 . /
I =

—^= arcsin

J 1 + cos2 x 2 V 2 \ 1 + cos2 x

Г rf* Г dx
\ ; у

= \ -7-^-
= — Ctp X.

J ] — cos2 x J sm2 a-

\ cos /их cos nx dx

Г dx_

[Cm 446.6.]

[Cm. 432.20.]

sin(m — n) x , s'm(m + n)
'l(m— n) 2(m+n)

[тг Ф п2. Если m! = /22, то см. 44Q.20.J

cos x

Va' — i?

Vbz— az

arctg

(b~a)\&~-Y V"i*=p

(b- a\«j-Vb*-a*
[£2>«г],

(ft —a) tg

ftf— a*
Arth

r

К ь2—о2
Arcth

Ьг>а2

(Ь— а) tg —

*- ! 1

V b2 — a2

(b-a)tg- >|/л2— о'1

Полынтегральная функция сбргщается в бесконечность

(если Ьг > а2) при х==2пл ± arccos I —j~

С соcos x dx

+ Ь cos x fc

dx

fc J a-\- b cos a
'

1
in

+tcosx)cos x a

dx b sin x

с J a + bcicos л:

— Г-! „2 V

dx

(Я + b COS X)2 (b2— О2) (Я + Ь COS А") Ь\— Я2 J О + fc COS X
'

cos x dx a sin х

*_(_
i x) a2 — b2 J a ■

dx

(a + fceosx)2 (Q2 — b2)(a + bcosx) аг —b2.) a+b cos x'

[K 446.01 — 446.04 см. 446.00.J
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448.2.
J a2 +

dx

b2^-2abcosx "| a2 — b2 \
arctg

a+b

a-'b

h
dx

arctg
a tg, x

<2+b2 cos2 x a ]fc? + b2
Ui^b

|/"a2 -ft/2

При a = b — 1

tgf] [fl=M].

Cm. 446.00.]

l«>0].

dx 1 / tg x \
= —- arctg I -~= )

"2 - J^2 Vl^2/+ cos2 x

Другое выражение, отличающееся на константу, дается

в 444.05.

Г dx 1 a tg х

\ =
-—,-

- arctg -r
-

J a2—b2 cos2 х aVtf—b2 V a2—b2

2а Vb2— a2

tgx— Vb2—a*

atgx-j- V b2—d

Если b2 = a2, см. 444.С6.

[аг>6г, a>0],

[£2>a2, a>0].

450.11.

Интегралы, содержащие sin x и cos x

J sin .v cos x dx =^= —£^i+ const.,
2 2

cos 2*
const.

450.12. §slnxco5*xdx=—c^l.
\ sin x cos8 x dx —

J sin

COS* ЛГ

x cos" xdx =

4
'

cos" + l
v

n + 1
'

cos x dx =
sin x

Jsin'x
\ sin2 a: cos2xfi?x = 4- ( x

J sin

\ sin* x cos xc?x =

3
"

I / sin ix

4

2 „ „^„s „ j
sins x cos2 x . 2 . ,

x cos xdx~ }-
— sin x.

4
'



J

I

интегралы, содержащие sin x и cos x

sinm + 1
x

95

sin"2 x cos x tix
m +1

[m^= — 1].

(При « = —1 см. 453.11.)

sin^xcos"* <lv =

m + n m + nj

—f— \ sm
m + n J

s^n",-, xCosr, + '
л; m—i „яг — 2

„ „,,..»

[m Ф — п; см. 480.9].

In I tg x |.

1

x cos"x dx

[См. также 461.]

Г dx_
J sin jc C(

J sin

COS AT

ж cos л: cos x

dx 1

+ In fc-2

sin x cos3 a: 2 cos2 x
+ 'n|tgx|.

sin x cos4 >

их

—5— H Ь In tg tt
os v cos x 2

5 v d ГЛС4 Vsin * cos5 х- 4 cos4 x 2 cos2 *

1

-fln|tgx|.I
Г dx

-

' .Г *L
J sin x cos" x (n — l)cos"_1x J sin x cos"-2 x,

\ —r-5
= : h In tg — 4- —

J sm2 x cos x sm x \
n

\ 4 2 J

sin2 x cos2 л;

• 2 ctg 2x = tg x— ctg X.

Г dx sin x 1 3 . / л * \

J sin2 x* coss x 2 cos2 x sin x 2 ^\ 4 2 J

J

1
I
Г Л

J sin" x

—r-i j—
= x—- * tt ctg 2x.sm2 x cos4 x Л sin jc cos3 x 3 n

—r-i = —
0 ■■■, h In | tg X I.sin3 at cos x 2 sm2 x

' ъ '

dx I cos x

T7 m
sin8 x cos2 x cos x 2 sin2 x

'
2

dx 2 cos 2x . n , ,, .

-T-i 3— = ^rs- + 2 In tg x .

sin3 x cos3 x sin2 2x ' '

dx 3cos2x—4

i
*

tg^

cos x 3 sin8 x +'"I*(t+1)|-

[«*!]-
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451.91.

451.92.

451.93.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

1 , Г dx

1

sin'" x cos x

dx

sin" x cos" x

dx

(m— 1) sin' '-1* +J sin"1-2* cos x

[451.91

[тФ\].

[См. 432.]

sin"2 x cos" x

1 m+n—2

(n — 1) sin"' ]л:со5"-1л: '
n—1

P dx

J sin"1 x cos"-2 л

1
, m + n — 2

(m—l)sin'"_1 a:cos"_1 x~^ m—1

P dx

J sin'"-2 x cos" a;

[n>\],

452.11.

452.12.

452.13.

452.14.

452.18.

452.21.

452.22,

452,23,

452.24.

452.29.

452.31.

452.32.

452.33.

[m > 1 ].

\ ~r^— = \ tgxdx— — In j cos x j = In | sec x \. [См. 480.1.]

P sin x dx

J COS2 X i

P Sin X d

I СГК3 »-

1

COS X
secx.

COS" X1=2^-Т^+СОП5*-"
P sin x rfx I

J cos4 x 3 cos3 x'

P sin x dx I

J cos"T"
~~

JtT^l) cos""1 .V

P sin2 ж dx . ,
. I , / я , at \

\ = — sin X 4- In tg -r -h 77
J cos at

'
j
6

V 4
' 2 J

P sin2 x d* f, j ,

\ ;—
= \ tg a; dx — tg X— x.

J cos2*- J 6 &

P sin2 a- dx
__

sin x J, I / л . x

J "co^T
~

2cos2x~~ 2" j 8 V T
+ 2"

P sin2 x dx 1 . s

\ .—
= — tg X.

J cos4 a a
°

P sin2 x dx sin г l Г dx

J cos" x (/.'— I) cos"-1 x n — 1 J cos"-2 J5

P sin3 a dx sin2 x . , ,i _ —In cos .v.
J cos a: 2

'

J
Sin8 A dx

=— = cos x + sec x,
COSz AT

P sin8 x dx Г .
,

I . 2 i t r

J ^F
e

J * * rf'v =
Г ** X '- In I C0S * I-

[" * 1].

[Cm. 480.2.]

I"^4.

[Cm. 480.3.]
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ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ SHI X И COS X

sin3 x dx 1 1

97

COS4 X

sin3 x dx

J COS3 X

С sin3 x dx

3 COS3 AT

1 * 4
: — tor v- =

1

COS X

1 1

4 cos1 x 2 cos8 x

1

const.

Г sin4 x

J cos.

I

cos" x (n—1)cos"-1a: (n— 3)cos"-""x

x sin3 x

[n 4= 1 или 3].

smx+ln|tg^ + y)
smn~2xdx fg"

cos" x n— l

Csmnxdx C. „ , is"-1 x Г
„_2 _,

[л ^ 1; см.

sin
m + i

m —n + 2

(n—1) cos"

{m— n) cos''

— w + 2 Г sin"* x rfx

n—1 J cos"-2x

1 fsin'"~2*<
n J cos" x

rn— 1

sin [x_ —] Г sin

-2x d*

cc

m~2xdx

{n
— l)cosn

Pcosxdx f . i ■ ,

1

[Cm

[пф\].

480.9].

[я* =£/*],

[ПФ1].

490.1.]

J
J

I
I
I
1

1
1

cos x dx

sin2 х

cos x dx

sin x

1

— esc x.

ctg2 x

sin3 X

cos x dx

sin4

cos л:

sin"

cos2 л

X

dx

X

G.%

sin x

COS2 AT

sin2

COS2X

sin3

COS2*

dx

X

dx

X

dx

2 sin2 x 2

I
"

3 sin3 x'

1

(n—1) sin"-1 x

const.

cosx-j- In

cos л:

siir x

2 sin2 x

4 ctg**.

i
x

-o In I ig 4

-x.

[пфЦ.

[См. 490.2.]
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С cos* x dx cos x

*

J sin" x (n—l)sin"_1x n-

P cos3 x dx cos2 x , . . ,

\ : =
—^ И" SinX .

J sin x 2
' '

P cos8 xdx
\ —————sin л;—esc л:.

J sin2 x

С cos3xdx P . , ctg2x
• J si„»x )«Zxdx 2

~

P cos3 x ax 1 I

J sin4 x sin x 3 sin3 x
'

С coss jc dx I.* 1

J sin5 x 4
& 2 sin2 x

k
P cos3 x dx !

Г dje

-1 J sin"-* x

— In | sin x |.

[453.29

[я#1].

[См. 490.3.]

-

. . . 4- const.
4 shi* *

1 l„

J sin" x "(я— 3)sii."-!x (n— l)sin"-1* l"

f cos* x dx cos8 л: . . .

\ —: =
—ц V cos x -4- In

J sin л о
tg

X 1

2" Г

j* 1 или 3].

453.9.

454.01.

454.02.

454.03.

454.04.

454.05.

Р cos"-2 xdx etc;"-1 x r , tl

J sm" x n—1
l '

Г cos" xdx P
t „

. cto"-T r P „_2
\ ——— = \ ctg" xdx= -

: \ cten X £?лг
J sin" x J

^ n—1 J

[/z ^ 1; см. 490.9].

1
cos" x dx

sin x

cos
П + 1

(m —I) sin"

1
x n—m J

n—m+2 С cos" x

m—1 J sin'"
—

dx

4s

cos 1
x dx

(n — m) sinm
'"-' x n — 1 P cos""2;

\m~l~x m— ij siam-
cos

(m^TTsiri"'

"~2
x ds
2 v

[m=M],

[m=£ л],

l«¥*l].

I
I
1
I

sin x d*

1 -f cos л:

sin x dx

1 — cos x

cos x dx

I +sinx

cos x dx

1 — sin x

dx

— —In (1 + cos х).

= ln(l — cos a:).

= In (1 + sin x).

= —In (1 — sinx).

sinx tl +cosl)
в

2X1+cos л:)"*" "2
'"

j tg "2 |*



455.073

454.08.

454.07.

454.08.

454.09.

454.10.

454.11.

454.12.

454.1 С.

454.14,

45*. 15.

454.16.

455.01.

455.02.

ШП-ГРЛЯЫ, СОДНРЖЛ!ЦЯЕ Sill X И COS .К

dx 1
+4-1п 1*> •)

J sin* (1—cos х) 2(1—cosx)
''

2

С dx 1
. 1

, I. ( я
,

x \

J cosx(l+ai.ur) 2(l+sinx)^2 I *Ч 4 2 У

Г—
J cosx

f—-J cosx

dx

(1—sinx) 2(1—siaxi"1" 2

1
.

I
■+ o-ln *(t + I)

sin x dx

(1 +cosx)

С sin x dx

J cos x (1 —cosx)

= ln

= ln

1 -J-cosx
cos x

1 —cos x

{* cos x dx

J sin x (1 + sin x)

f' cos x dx

J sinx (1 —sin x)

= —In

cos a:

1 ~f sin x

■In

Slfl X

1 —sinx

smx

sin x dx

■H*(t+i)
-тЧ*(т+г)

j cosx(l+sinx) 2(l+sinx)

г sin x dx i

j cos x (' 1 — sin x) 2(1 — sin x)

Г cos x dx 1 ,1,1.x
i = In I tP —
J sinx(l +cosx) 2(1 + cosx)~ 2 | й

2

Г cos x dx 1

J sinx(i —cosx) 2(1—Сч к) 2

С dx
_

1 . I (x_,n_\\
J sinx +cosx |/"2 I W sJI

.
/ x n \ I

In
° 2 I

= -^-ln
I sia x— cosx ^2

P sip к dx x 1

J ^in^+^^
= T-Ylnisif,x + C0S^l- fQt- 482'2 и 492.1.1

liu^^=T+ 4-ln' sinx~cosx|. [Q, 482.2 „ 492.1.1

JslS^= 4+T,nlsi^+-cos^- 1С 482.1 и 492.2.]

Г cos x dx x
,

1
, , . ,\ _

—— 4- — In sin x— cos X
J smx—cosx 2

' 2
'

J (sm x -f cos «)* 2
°

^

[Cm. 482.1 и 492.2.]



100 ТРИГОНОМЕТРИЧРХККЕ ФУНКЦИИ {455.08

455.08. С —

а
= -L tg f х + £) .

J (sinx—cosx)2 2 ь\ 4/

Г., **, .

= 4-toll ± tg-g-IJ 1 +cosx ± sinx
—

I
-*- e 2 |

I In **£6 cos x+csinx г

где г = ]/"£* -+- с2, sinG = 6/r, cos G = с/г.

[См. 401.2 и 432.10.]

Г tfx С dlx + в)

j o+''cosx+csiri л; J a+r sin (x + fi)
'

где г и Э даны в 456.1. [См. 436.00.)

\ ~г 2 f .г - г
==

"Т arctg ( — *§ х ) ' [См. 436.5.1
J о2 cos2 х + *> sin2 л; ofc

to
\ о

в
у

l J

J a2cos2*-fr2sin2*
= Ы,1П I М^о I ■ 'См' 436'7-1

\ sin*" л: cos" л: Ле. Если одно из чисел т или /г нечетное

целое положительное, то следует сделать подстановку

sin2 х—\ — cos2х и sin x dx —— dcosx

или

cos2 x=\ — sin2х и cos xdx = d sin x.

Если оба числа тип четные целые положительные, то

следует сделать подстановки

sin2 х =
у (1 — cos 2x), cos2 х = -^ (1 -\- cos 2л;)

и

sin х cos x
—

-у
sm 2x

Получив аналогичные выражения, но с аргументом 2л;

вместо х, преобразовать их далее подобным же образом.
См. также 450.9.

С . . cos(m— л)х cos (т-}-п)х
\ sin mx cos nxdx — — ( =-;—;—£-

[т*фпг]. [При /и2 = л2 см. 450.11.]
cos х их

У 1 + m" siti2 д:j
Г cos

— In (m sin x -f V\ -\-m2 sin2x).

xdx l . .

=
— arcsin {/w sin x).



482.1J ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ tg X 101

475.2.

470.3. J (cos x) V"l + т2 sin2 x dx =

^^^l+,tt2sin2x + ^ln(wsmx + y l+m2sin2x).

470.4. ^ (cos л;) ]/"l —m2 sin2 л; fifx =

=
—к~ V 1 —w sin x + д— arcsin (m sin лг).

475.1. \/(*, sinx)<tfx =— l-Mir -V» cosyjdy,
я

где ^ = -н- -—x.

J/(x, cos*)dx =— J/(|—>\ sinHrfy,
где . y = ~~x.

Интегралы, содержащие tg x

jtgxfifx =— In / cos x | == In |sec л: |. [См. 452.П и 603.4.]

Jtg2xtfx = tgx—x. [См. 452.22.]

J tg3 x tfx = -i tg2 x + In | cos x |. [Cm. 452.33.]

J tg4 xdx = j tg3 - — tg x+ x.

J tgnx dx = *-~^~j tg""2 x rfx [пф\\ см. 452.8].

Ml-2835Л -г---"!
(2л + 1)!

Л -ь...

[x2<^; см. 415.03 и 4б].
J *

X r
9 +75X + 2205* +

^9-2835 x + • • • + l2n-1) (2n)T~
X +'"

U2 < ^-; см. 415.03 и 45

J t£T^=±f+ -2-lnlsfn*±cos*|.
[Cm. 455.05 и 455.06.]
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\ *f
X

■ <
== \ тт—г— — тг' -F тг 1° I sin х -h cos * I-J tgx ± 1 J 1 ± ctgx 2 2 ' "^ '

[См. 455.03, 455.04 и 492.1.]
С dx Г cos х dx

__

J a -j- b tg x J acos x-\-bsin x

=
-г г (ax + 6 In | с cos x -+- ft sin л: |)„

Интегралы, содержащие ctg x

J ctg x dx = In | sin x |. [Cm. 453.11 и 603.1.]

Jctg2x«Lv = — ctgx — л\ [См. 453.22.].

\ ctg* xdx — _- ct8* *— In I sin x j. [Cm. 453.33.J

\ ctg* xdx =—у ctg* x-f- ctg x -f x.

С ctg" x dx =— ct^_']
x
— С ctg"-*xrf* [л^ 1; см. 453.8].

j
x ctg x ax _ x

g 225 6615

-^-•••-(Si)!^"---- ГСм- 415-04 и 45-l

Г ctg x dx I
^

xa 2x5

J x

~

T У 135 4725

-7^5----(2п-Щ2п)!х2""'--- [С". 416.04 и 4Б.1

?ПГТ-=?Г^ГТ- [См. 482.2.]J 1 ± ctgx J tgx ± 1 l '

Г^£*1=Г
**

[См. 482.1.]J I ± Ctj>A J tgX ± 1
* l *'

Г dx
_

г

J о -J- b ctg x
~~

J a si

sin x dx

sin x + b cos x

—i,-bt (a* — b In | a sin x -\- b cos x [).



III.

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

500. Приведенные ниже формулы относятся к главным значениям

обратных тригонометрических функций: для arcsirix и arctgjc в

пределах от — до ~, для arccos x и arcctg х от 0 до гс.

Интегрируя эти функции, следует выбирать пределы таким образом,
чтобы между ними не было точек разрыва. Полезно

предварительно построить график подынтегральной функции, так как он

может состоять из нескольких ветвей.

еП1
.

,
х3 . ЬЗх»

,
1-3.5*» .

r 2
..

601. arcsinx^x +^3 + 2^5 + 2.4.6.7+ ••• [* < 1].

{Получается разложением в ряд _ и последующим

502.

интегрированием его.■)
л /

,
Xs . \.3х3 . Ь3-5х7

, \ г г
агссо5л: = ч--^+^з +^Г5 + ^7б^+-.-] [*'<1].

503. arCcscx = ln ^+2^+2^|^+... [х»>1].

504. -csec^f-(I+^ + ^+2-:i^?+...)
[Х2>1]*

505.1. arctgx = x— ^- + ^ ~+... [**<П-

(Получается разложением в ряд т——, и последующим

интегрированием его.)

605.2. arCg^f-l+i.-i+^L-... [х>{]_

605.3. „c«gj:=_|-i + J?_^+
■

... [jt<_,j.
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505.4. ис1Вж=т^[1+-§(т£г,)+Щт£г,)' +

506.1. Btcctgx = -<r
— х + -$ ь~~Ь~~7 "• [х2 < 1].

Б06.2. arcctg х = -— -gp 4 -^—-^ 4
... [х > 1].

Б06.3. arcctgx = n +——-зр+ -^-5—^-f...' [х < — 1].

507.10. Arcsin (х 4- /у) = ял + (— 1)" arcsin —;— 4-

Значения р и q см. 507.11 и 507.12.

Величина 1 = ]/—1, а п—целое число или 0.

Величина х может быть положительна или отрицательна,
а у—положительна.

Б07.11. Здесь обозначено р = Y( 1 4- х)2 4 у2.

507.12. Здесь обозначено q = ]/(1 — х)2 4- У*.
Заметим, что при д> = 0 и х > 1, # =х— 1 и р 4 # = 2дг.

При _у = 0 и х<\ <? = 1 — х и р4(7 — 2.
Иначе:

Б07.13а. Arcsin Л =— / In (± }/ 1 — Аг 4 М) 4 2Ля

или

507.136. Arcsin А = i In (± [Л —Л2—гЛ) 4 2£я,

где Л может быть комплексной величиной, a k—целое
число или 0.

О квадратном корне из комплексной величины см. 58, а

о логарифме см. 604. Выражения 507.13а и 507.136 тождественны.
Из них следует выбрать то, в котором не происходит потери
точности при вычитании.

507.20. Arccos(д:+^) = ±[arccos —^-42fejx— /Arch —^J .

Б07.21. Arccos(х— iy) = 4_ (arccos-^—\-2kn+lArch£±5) ,

где у положительно. Здесь берется положительное

значение Arch^—?. Значения р и q см. 507.11 и 507.12.
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Иначе:

507.22а. Arccos А = Т Ля (A + V~&—\) +2kn
или

507.226. Arccos A = ± iIn (Л— }/л2— 1) + 2fat,

где Л может быть комплексной величиной. См. примечание
к 507.13.

.30. Arctg (х + iy) = j \{2k + 1) л— arctg I±#— arctg
-— y

507.
x J

-f-

■ j_ln(l+»)■+*■
~r4 in(i—tf)*+xi-

Иначе:

Б07.31. Arctg (x + fr) =4 arctg T-JL_8 + fa, +1 In \\ +ff+^ ,

2x
где fc—целое число или нуль; arctg -г

2_ 8 берется

в квадранте, определяемом знаками числителя и

знаменателя (а не в смысле главного значения).

507.32. Arctg {x+ly) = ~ In i±|=g+2fai. [См. 604.]

508. Для малых значений arccos л:,

arccos jc= |~2(1— x) + y(l— л-)24-

+ ^(l-x)3 + l(l-x)e -|-...]\
Последг "м членом можно практически пренебречь.

Численное значение квадратного корня можно брать из подробных
таблиц квадра. ых корней (см., например, [18]).

Обратные тригонометрические функции — Производные

по 1
d

. х 1
512.1. -r-arcsin

их а уа2_х2

512.2. -^arccos
dx а уа

512.3. -г-arctg—=

г—хг

их ь
а а2+х2

*

512.4. i-arcctg-= ~а

512.5.

их &а а2+х*'

d х а Гл^ х
^
п!

-т- arcsec — =—т== 0< arcsec — <" -тНdx а х ^л2~-ыа L а 2 J
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Б12.6. i-an-ser-= ~а Г-2-< arcsec - < я! .

dx а х Yx^—a* I2 «J

512.7. 4-arccsc ~ «=
г-

• Г—4<arccsc-<o] .

dx Ox yV—a* L l a J

512.8. 4- arccsc - = 7~JL .- fo < arccsc -I < £l .

dx a x у xs—a2 L a 2 \

(e> 0 всюду, кроме 512.3 и 512.4.)

Обратные тригонометрические функции — ^нтегРалы (а > 0)

515. I arcsin — dx= x arcsin — + Vа%— *2-
J a a

516. \ ( arcsin — J dx — х( arcsin — i —2x-\-2\/ra* —х2 arcsin— .

517.1. \ х arcsin — dx = ( -^ -^-J arcsin -^--f--|- V^0* —х\

517.2. С х* arcsin ^dx=~ arcsin -£ + -i- (x* + 2c2) yV — x*.

517.3. \ x arcsin — dx—[ —

-^r arcsin h
J a \ 4 d2 J a

+^ (2xs + 3xc2) ]/V—x2.

517.4. \ x4 arcsin — dx = -=- arcsin —}-
J о 5 й

4^ (3x4 + 4xV + 8c4) J/V— x2.

517.5. \ x arcsin — dx — -^ -^ arcsin—\-
J a \ 6 96 J a

+ ^g (8x5 + 1 OxV + 15x«4) Va*—x\

С ft! '#' X 1
517.6. \ л:6 arcsin — dx = -7j- arcsin 1- н-^ (5хб 4- 6xV +

+ 8хV 4- 16а6) /я* —х2.

517.9. \ х"arcsin —dx = ^Ц-r arcsin —г-т \ 1 L \n=t=— 11.
J а п + 1 а и 41 J ^а2—^ J

(См. 321 — 327.]

Б18.1. Г-^агс8т-йх = -4-.т^^+Л4-7:4 4
J * о а ^2-3-3 а* ^

2.4-5-5 а5 '

"■ 2-4-6.7-7 "а*" •" * * * 1А' < а 1-
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СЛ-arcsin — dx =—— arcsin- —— In a +V^

n i x 1 x; уa2 v2
Б18.3. \ -r arcsin — rfx = —

-^-r
arcsin'

518.4. \ -r arcsin — dx~— -r—.arcsin •

J x1 a 3x3

С 1 x 1 x

Б18.9. \ —g- arcsin — dx—— arcsin—(-
J x" a (n—l)x" '

a

» _!_ Г У l/z^l] [См. 341 — 346.1

\ arccos — dx = x arccos l/o2 —x2.

\ f arccos — J rfx = x f arccos — J — 2x — 2 j/o2— x2 arccos— .

\ x arccos— dx— [\ ~ ) arccos-—^-V^a* —x*.
J a \ 2 4 у a 4

'

\ x* arccos — rfx = 4~ arccos — — -^ (x2 -f 2o2)|/a2—x2~

\ xsarccos— dx =
J a

^(т--^;1310005"^- ^(2x3-j-3xfl*)]Ai2 — x\

\ x* arccos — dx =

=

y arccos^ -1 (3x4 -f 4xV+ 8o4) V a*~xa.

С s x , (хъ 5ae\ x

) X afCCOS^ dX== (Т—96 ) arccos~

Г « * , x1 x
I x arccos — dx = -=- arccos

J a 7 a

—

243 (5x° +6xV+ 8xV+ 16a6) [/^?.

\ x arccos — dx = ——r arccos —\- ——r \ .. ,—

[n-f=-l\. [Cm. 321 — 327.]
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Г 1 X , Л , , , X 1 X'

\ — arccos — dx = -=- In \x\
J x a 2 ' ' "

1-3

a 2-3-3 a3 2-4-5-5 o5

1 • О • О Х Г 2 21

2.4-6-7-7 "a*
••* Iх <°J*

Г 1 л; . 1 x
,

1 ,
\ -г arccos — ях= arccos In
J jr a x " ' "а

'

а

o+ у а2—x2

\ -x arccos — dx = — -p—= arccos
r " л

2x2 2a*x

! —r- arccos — dx =— -^-= arccos 1
x . j/"a2—x

3x3 6а2л2

1_
6o3

+ 7^,n
• +Va2—x

x

a

Г 1 x . 1
\ -=- arccos — ях =

,. __. arccos
J x" a (n — 1) x" '

Ц Г d*

\пф\\. [См. 341 — 346.1

j arctg -£- dx = x arctg |- — |- In (a2 + x2).

j x arctg -^ dx = -g- (x2 + a*) arctg A—^ .

J x2 arctg-£ dx = -|- arctg-^-—^+ ^- In (a* + x2).

J Xs arctg4 rfx = -j (x4— я4) arctg ~—~+QX

arctg — rfx = -=- arctg

а 12 '
4

*

In (о2+x2).

(V

а 20 ^ 10 10

ox5 , q*x* a3x

^ aictg-dx=T(jf +в)ЯГС1в-—з^ + -18- 6
•

J.
. x .

x1 . x ax6
,
<rx* а5х2 .

Xе arctg-dx =-^ arctg-- —+-28—-рг-4

4--^ In (a24-х2).

I x"arctg — rfx=^-r-f arctg— ~ \ -, ,

*

\пф—\\ш

[Cm. 121 — 128.]
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J
1

arctg£rfx=£-^+^-J^+... [x*<a%
x a

n. . ..a ^__,jL —i f^-^,1
~Yin |x|-+- x 32>.3-t-52jfS 7,x? -I- — L« J

*

2 lnlxl+
x 32x3 + 52x5 7V"*" •••[о<" J*

]72arctg-^ = --arctg--2-ln-^.

^±яагсго^х = -1(1 + ^)агсг8|-- ±..
f 1

,
x , 1

^
x 1.1. az + x2

j^ arctg _ dx = __, arctg --^+^
In
-^.

1

4a3x'
V -iarctg —dx—-r[ —.

j J arctg -——54-J xs fe
a 4 \а* x*/

&
a 12ax3 r

\ -n arctg — ax =—
,v ,._. arete - \ -

„
.

,

J x" &
a (n —l)x"

l &
a

'
n— 1 J x"~Mа2 + хг)

[п^ь\]. [См. 131—135.]

arcctg— dx = x arcctg j- — In (a2 -\- x2).

x arcctg i- rfx =
у (x2 + я*) arcctg -J -f ".

9 X x' X <7X^ fif^
x arcctg

- dx = -rr arcctg — -f— -g- In (о* + *2).

1

I

J Xsarcctg | rfx = i(x4-fl4)arcctg-£+^- 4
.

JJC-arttg£dx = ^arectBi+^-^+^ln(e- + x-).

JxWg>=>+aWtg^-^+^.

Jxearcctg|^x=|7arcctgi- +fe-^+

f » . * . x"+'
, x , a Cxn+ldx ,\ x arcctg — dx — ——r arcctg — A — \ — - \n =t=— 11.

[Cm. 121 — 128.]
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529.1. |1агсс^^^А1п,х,_£+^_^+ ^_...
[х'<ая],

s=_^+— -^-j--^— Г£-»1
. -

,
а а* й6 а1

^Л1П|х|___+_______+_.7_._

а

Г ]
i

х
л

1
i

X , 1 1 О2 4-у2

Jlarcctg^dx^-^arcctg
f 1

. X . 1 X . 1
\ -| arcctg — dx — — -r~. arcctg f- r

л:
,

1 I . a2+x2
In

J 1_ £
4Л; 4o*arCtg a

'

—, f-«r-,fl , ,t
l/z=sfc 1|. [Cm. 131 — 135.1

л—1 J x" '
(a2-\-x*) ill l

\ arcsec — dx — x агсьес a In I x -4- Vхг — «21
J a a

' '

j 0 < arcsec-< T | ,

«= xarcsec —|- й In | x -f j/V — с2 \

л
„

x 1

-r- <; arcsec — < л |l a j

\ л: arcsec — dx = ^ arcsec ——% Vx*— аг
J a 2 a 2 '

0 < arcsec — < -"—

2 a
' 2

~ arcsec ^+ 4 Kx' — o*

-7- < arcsec < л
I *■ a J •
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С х х3 х

\ х* arcsec — dx = -5- arcsec

J a 3 a

—^ VlF^ax—£ In 1 * + VT?11? |

— arcsec —V -f-V x
3 a

'
6

r
2 л2 >

[O < arcsec | <£],

у <arcsec — <я|.

С „ x . x"+' х а Г x"dx
\ x arcsec — dx = ——- arcsec r-r \ ;

J a n + l a n + l J Yx2—a*

0 <C arcsec

V
x

_
я

a
. [«^=-1].

xn + 1
x

,
с Г xndx Г я

—r-r- arcsec —r \ r ...j, ~^-
» + l с n + l J yV—a* L2

< arcsec—<л ,
a ]

H
x . л , , . . a , a3

,
I-.За*

arcsec — dx — ~\n\x\-i [- - „
„

, 4- ь .
c

, «

а 2
' '

x
'
2-3-Зх3

'
2-4-5-5xs f

1
'-3-50'

~2-4-6.7.7x'^
0 < arcsec — < --

.

i
1 x . 1 л , VV— a2

-=■ arcsec — ax = arcsec —Ь

•— arcsec
x a

x Уxs—a

< arcsec — <;—

ox

f 1 \ ж

\ -j arcWc
—

T<aicsec-<*J.

dx

1 x , ^x2-a5
—

д-5 arcsec —{- -1—i—*2x2 a
'

4ax2

1 x Укг—аг
ЯГ|"«РГ

4аг

I

arccos

0 < arcsecsec¥<T.]'
4axe 4a!

Я !
arccos —

<arcsec —s<4
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Б
[ X , 1
-. arcsec — ах =— тт-а

1 х . (2х2+а2),г— 5

[0<arcsec|<f],
1 х (2х2 4- а2) , /—а ,

—

-7г~з arcsec Ц^-гт^ У х — «

[я
^

л;
^

-у <arcsec— <я

\ -г, arcsec— «x =

1 л: . а Г их
с= —

; г,- „_; arcsec — -\ т \ т==

(п— 1)л"
1

а
'
п— 1 J xn ]/уА— аг

[о < arcsec -£<-£-] [лМ=И,

•=—

т ■ ч п-1 arcsec ; I
(п—\)х' а п—I J хп у х2 az

~ < arcsec ~ <я , [пф\],

В'формулах 531—532.9, х2>а*.

Г х х г—
\ arccsc — dx~хarccsc —Ь я In | x -f V x2— о21,

О < arccsc — <С

•=х arccsc——а 1п|х+ Vxz—a2\

я

т

J х arccsc — dx= —
а °

arccsc

-к- < arccsc — <С0
/ а

■а'

I
х

2
*"""•

а
'

2
"^ * '

О < arccsc ~ <~ ,

=

2"
arccsc ~%У х —"

[—£<arccsc-£<o].
!
arccsc ~dx—

а

х" х , ах

и

X

X Л.

=
-т- arccsc —

О <С arccsc — <С —

[—f < arccsc |<o].
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n+i v " f *•" dxr
„ x , xn+1 x , а Г x"

534.9. J x" arccsc _ dx=
^

arccsc _- + --j J
—

[^0 < arccsc ~ <-^j , [/z=£ — 1J,

x"+1 x a f xndx
—-г arccsc —г \ -
и + l a rt +1J \ &—a%

[—f- < arccsc £ <0J, [/:=£_ l].

arccsc — fifx =

/_e, la* 1-3 a5 1-3-5 a7 \

[x +2-3-Зх8+2.4.5-5х* +2-4-6-7-7 x7
+ ' "* j

Г я
^ л]I —— < arccsc* < —

Ji
jc , 1 x rf— a2

arccsc — dx = arccsc
a x a ox

[o < arccsc ^<-f],
1 X , I^X2-

arccsc —J-
az

x a ax

g- <
arccsc — <0

J x1
.arccsc— tfx =

1,3
a

1 x VV—a2 1 a

■o~=- arccsc —= —T arccos —

2x^ a 4ax2 4a2 x

1 x
, Vxz— az

,
I

arccsc — -.—^—ь —-j arccos
a

' 4ax2 ' 4a2

[0< arccsc £<-£],

I" -?- <C arccsc — <T0
2 a

Г 1 x . 1 x (2** +а2),/-г- йI -г arccsc —«лг=—
5-=

arccsc п

'
,■

■'
К л: — с2

J х4 а Зх3 a 9а3х8

О < arccsc — <; -тг
q 2

1
„„«„

*
i (З^ + о2),/.в

~33?
aICCSC ^ + *=ШЯГ Vx2~a*

~ < arccsc -£< ol.
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JI
X

-= arccsc —dx=*
х" а

1 х . а Г dx
в

(п-1) хп~1 arCCSC
7Г + гГ—[ J хп \Г1?~£

[ —J < arccsc |<о], 1лдМЬ

1 ж а Г dx
*=—

/ ,. „^.arccsc г I —.^_-

(л —1)х"-1 а п— 1 J *" |Лд*—а2

Го < arccsc -£ < -^-1, [л=£ 1 J.

В формулах 534—535.9 дгг> а*.



IV.

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

550.

550.1.

1 +ll+ia ' 3!^-' "
' л!^

ах = е* 1п а =

. х In а . (х In a)z . (х In a)"
I "г it "1

'

«71
'

~Г • • • "Т"
"

ITi г • • •

1 I

550.2.

551.

552.1.

552.2.

652.3.

552.4.

Б52.5.

21

х3

л!

[*"< оо].

= 1 — _ _(_ — 4- —11^2! ЗМ 4!
[х2< оо].

ех— 1
""

2 ' 2! 41
~*~ 6! 8! "•"

|х2<4лг; см. 45].

„_„ , , , и2 Зи* 8ы* Зы" . 56м' .

, ,.

е5,пи=1+" + 2Т—4Т—5Г-6Г + ТГ + -" <"<-!.

1
4м4 31ы"

2! ' 4! 6! J 1"2<сх)].

[и*<1].

[а2<1].

552.6.

Б53.

^« = 14-0 4--+— +—+—4-

«arcsin ,j i _i_ „ _i_ Ч_ \LU I
ou

i

^
-1+"+2i 31 ¥+¥+•••

On ins! член этого ряда и = nt-, где

«„+, = «„— л(л—1 )o„_,.
*"л + e-*x* + *-*2*2 4- ...

=

-~\+~L [l + ^-^34-e-^W4-r-^/*'4-...j.
Второй ряд может сходиться быстрее первого.

\\т хпе~х ~ 0 для любого я.



11G ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ [563

Показательные функции — Производные

^= е*. 563.1. ^:
ах ах

аеах. Б63.2. ^= ах\па.
ах

йася

их
сасх In a. 563.4.

day

dx аУ{\па)%,dx

где а—константа

duT

dx

dxx

dx

dx

= xx{\ + \nx).

Показательные функции — Интегралы

eaxdx=-e°
a

fe*Ae=e*. 565.1. f

{e~xdx =— e'x. 565.3. [axdx =~

где z = eax. Заметим, что

o*=e*b« и йс* = ecx ,n
a.

J *■«" л-•"[?-?+1] ■■

Г s ax » а* Г*3 3x2 . 6x 6~|
J [ a a2 a3 a4J

(V<?c*tfx =^^—— f xn~*ea

x"eaxdx= eax

xdx.

"-1

, n(n— l)xn~2

J

... + (- ir-'^+i-ir^i] [я>о].
eaxdx

■b,\*\+n+m+m+-+£i+- ^«Ч



576.2] интегралы 117

568.11. Для Г-—- следует заметить, что сх = ехХас.

V еах dx еах ,
Г еах dx r ,

568.2. \—5-= --t-a\——-. [См. 568.1.1
J * * ^ *

-со о Г е°* йдг еах аеах . а2 Г еах dx Ir CKQ ,
,

568.3. ^__в____+т^__. [См. 568.1.]

Г еах dx еах . а Г еах dx
Гл^>11

J х"
~~~

(л — l)xn-1
+

n— 1J л;""1

["^lire0* dx е°* ae°*

J Пё"-
—

~~

(n— l)x"-1_~in— 1) (n—2)х"-г*~"
' ' *

568.8.

568.9.

570

7n-i '

e°*dxCeaxd

(n —1)1*:
'

(n —1)!J x

1«>1]. [Cm. 568.1.]

669. \^=x-\n(\ + e*) =\n^
569.1. f-S-sx = - -ln|e + ^x|.

xe" dx

(1+x)» 1+x*

S701
Г *g"*d*

_

e°*

J (l + ax)2~a2(l+a*>
*

n gax
575.!. \eax sin xdx = -

2
, (я sin л;— cos л:).

575.2. \ eox sin2 xrfx = -2 ,
( a sin x— 2 sin x cos xH— ).

575.3. fee* sin8 xdx=

eax Г • з о • г i 6(a sin*—cos x)1
=

, , n
о sin x—3sin xcosx4— =——.

-

,

a2 + 9 [ g2 +1 J

\ eaxsin"-1 x

575.9. \ eax sin" x dx =—^-,—=— (a sin л:—n cos x) -+-
J az + ,i2

+^E^[e"xsin"-*xdx.• a2 + nz J

_ О pox
576.1. \ eax cosxdx— -T-r-r (o cosx-f sinx).J cr + 1

576.2. J e«* cos2xtfx =—^ (a cos2 x+ 2 sin xcosx+ |Л .



118 ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ [576.3

676.3.

576.9.

Б77.1.

Б77.2.

еах cos*х dx =
^—g

a cos3 л; + 3 sin je cos2 x -f-

6 (a cos x -J- sin x)'
+ a2-H

1

<?"* cos"* dx « ,c,°s _,

*

(я cos *+n sin x) -f
o2-f n2

"(Л—1) P„a*_n_
a2 +^1 ea*cos*-zxtfx.

ea* sin nx tfx = -/, . (« sin ях— /z cos nx).
a -\- it

eax
eax cosnx dx =

q2 (c cos ях -f- л sin лх).



V.

ИНТЕГРАЛЫ ВЕРОЯТНОСТИ

X

\ С х

Интеграл вероятности —?j=. \ е~'2;г dt = erf —^ =

■X (1)"'Ь ;4- ..

[см. 590]

[х2<ос].

Для больших значений х можно пользоваться следующим
асимптотическим рядом:

Г

(2 \'Ь е~х*1г Г. 1 1-3 ЬЗ-5 1-3-5-7

Ошибка окажется меньше последнего взятого члена.

Иногда интегралом вероятности называют функцию

•]•

erf х=4=[е-(3 dt

2х

erf хя»1

,
+ /,

113

я= II

215 317

Ь

22jc*

+ W ос3-
1 1-3

2Х2 +1,2,4'
1-3-5

х У я

Другой! зид того же ряда:

2'х°

erfjc^wl'
к V я

2! 4! ГП
~

!Mt*)2
+

2!(2x)4 31 (2к)6
+

Ошибка оказывается меньше последнего взятого члена

Таблицы значений интеграла вероятности см. J196J,



VI.

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

600.

601.

601.01.

601.1.

601.2.

601.4.

В этих алгебраических выражениях In обозначает натураль*
еый, или Неперов, логарифм, a lg — десятичный логарифм.

In а = 2,3026 !g а. 600.1. lg а = 0,43429 In а.

[—1<х<1].

При х = 1 отсюда получается известный ряд:

ln(l-r-jc) = x-T+ T-T+-g—...

1 О 1
I , 1 1,1In 2 = 1 — ■—

2^3 4^5- '' *

ln(l-*) =- [* + £ +£ +£ +£+..
— 1<х<1].

= 2 Arth x
■]-.

[jc*<1]. [См. 708.}

Ч£1)-2[т+*?+Ёг+И+-4
= 2 Arcth х [х2 > l ]. [См. 709.]

1

*~3(2х+1)3 +
1

2* + l
'

3(2х+1)3
'
5(2х+1)5

601.41.

601.5.

1п(х+а) = 1пх+2 \тгА— 3(2* +а)3
'
5(2.Т? + ,

[(2х+1)2>1].

[а*<(2х-\-а)%

In^(,_1)_(^iiV^!-(-^+...
[0<х<2].



602.5.

602.6.

РЯДЫ

. х-1
_■_ (*-!)' , (^-1)а .

Г*_ 1 (X—l)s (х-1)5
1п Х~ 2 [* + 1 "Г"

3(х + 1)^ 5 (х + l)s
+ ...]

In (*+/£+О-
"

« О. 9 „3 Г

1-3-5 х7 .

"2-4-6-7а7 +а 2-3 а3 г 2-4-5а5

1 2х . 1 а2 1-3 а4 1-3-5 а6

а+2-2хг 2-4-4х4 + 2-4-6-6хв

= —In
'2-2x2 "^2-4-4x4 2-4-6-6x6 i

: Arsh — = Arcsch —.
a x

121

[x>0].

<—1

[Cm. 706.1

_I_ o^
2-2 x2

Ряд из 602.1 умножить на —1.

1-3-5 a6 [^.^1
2-4-6-бх6

**• [a >!

, 2x . la2

a
' 2-2x2

1-3 a*

2-4-4x4

[Cm. 260.01 и 707.]

—ь-(£+]/£-1).

1-3 a4 1-3-5 q" |"*^il
2-4-4 д:4 "г

2-4-6-6 x6
"+"'•* [a >l \ t

[Cm. 602.3 и 707.]

1 as 1-3 a5a

7
~~

2^3x*"^ 2-4.5 x3

2a

1-3-5 a7

'2-4-6-7x7
+'" [*,>ct],

, 2a. 1 x* 1-3 x*_ 1-3-5 x5
4 «4 "Г i

—In

2-4-4a* ' 2-4-6-6ae

1 x2 ,
1-3 .x4 1-3-5 x"

■>1

Ar. sell — = Arsh —
a x

■ [
Г

2^2a2"r2^4a4~_2-4-6.6a6"T" *•'[
[Cm. 602.1 и 711.]

+ -Г|<-1

Ряд из 602.5 умножить на — 1.



602.8.

603.2.

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [602.7

602.7. !!,(£ + /J_i).
= 1п

2а 1-3 х* 1-3-5 хв_1_^ _

"2-2 а2_ 2-4-1а4™2-4-6-6ав

'"(т- /I-')-

ri>il.
Lx J

1-3 л:4 1-3-5 ve

л:
+ 2-2а2 ^2-4-4а* ' 2-4-Ь-6а

"(г+/?-')•
603.1. In|sinx| = !n|x|-

DM-
[См. 710.]

22"-'5„х2"
i 180 2835

(Интегрируя 415.04. См. 490.1 и 45.)

, , : , , .,
п

COS Ax COS 6*
In J sinx|=— In 2— cos2x x w—

-

n (2n)!

[.v2 < я2].

603.3. In cos x
12 45 2520

[0<Хг<Л2].
2гп-,(22П—1)Вихгп

n (2n)t

x2<jl. (Интегрируя 415.03. См. 480.1 и 45.)

!п | cos x | = — In 2 + cos 2x ■

In cos x =

cos 4x
, cos 6a:

[0<х2<л2Г].

1 Г . 2 i sin** . sin'.*: . sin8* . "| Г 2 я2!
= —

^ |sin2x4--2- + -3- + -T-+ ... J [x <т| *

62
ln!tgx| = ln|x|+T+ c)oX4-2835^ +

2г"(22Л-'—l)fi„x2"
n (2/i)l

+ ... [
2 Л*

* <T

[См. 415.06, 432.10 и 45.]

In (x + /y) = In r 4- / (0 4- 2nk), где r = ]/x2 4-.V2, cos 6 = x/r,
sin 6 =_y/r, Л—целое число или 0, г—положительно,

х4-/у = ге'<0+2яЛ) [0 в радианах]. [См. 604.]

1п(— 1) = 1п14-(2А; + 1)я/ = (2А + 1)я/. [См. 409.03.]

limxlnx = 0. [См. 72.]
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Логарифмические функиии — Интегралы

Здесь всюду х и а положительны (если нет особой оговорки).

610. \\nxdx = х\пх— X.

610.01. {\n{ax)dx*=x\ti(ax)—x.

fx^ х

х\пх dx= ~2
\nx —

-j .

о ха х3
610.2. \хг \nxdx— -^\nx—g .

610.3. §x4nxdx*=jlnx— yg.

610.9. \ж'1п(аж)Ле = ^1п1алг)
—

(p+ i? IPr—U.

Г In x . (In x)2
611.1. J

—

djc=-^—.

611.11. JJ^Ac-I{ In <«)}'.
611.2. J-p-^

=

* 7'
611'3- 3"P-^ =~2P"_£F"

612. С(1пд;)*^ = д;(1пд;)г —2х1пх+ 2лг.

612.1. f x (In я)2 Ас= ^ (In л:)2—^ lnx+ j
.

л v* 2xs 2х*
612.2. \ л-2(1пл:)*Ае=|-(1пх)2 ^ln X + -27 .

г- у/>+' 2х//+| ?хр+1
612.9. y(\nxrdx= x—l{\nxf-IpfW2\nx + ¥-r[f [рф-Ц.

613.1. COnxTTdx^Qrix^
J x 3

RiQo f(lnx)sdx (In xf 2 In* 2
bld.2. j ^—,

-

-.

fdnx^dA (In x)2 !nx i_
613.3. J F 2p- 2л:15 4х2"-



I

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [613.9

(In xf dx
^

(In x)2 2 In a; 2

xP (p-l)xt'-1 (p—\fxP~l (p—lfx?-*

\ (In x)" dx = x (In x)' — 3x (In х)г + 6x In jc— 6jc.

С (Inx)9Jx==:x(ln.v)9—^f (Inx)*-1^ [^^=—1].

Jx^ln^^^^f^--^ J* (In*)*-Ac

IP, ?=£ —П.
P(lnx)grfx_ — (In*)* , g fflnjc)?-1^
J ** (p— 1) x^-1

'
p— 1 J x*

' lP> Я^{\-

C dx . . .
. (lnx)2 , (In*)» .

fxdx ,i, i , oi • (2 In*)2 , (2 In a:)* ,

Г x2dx .

,, (3 In x)2 . (3 In x)3 ,

J ^= 1п|1п*Ц-(;>-Н)1п* +

(р + 1)2(Шх)2 (P+l)3(lnx)» ,
"^

2-2!
"1~

3-31 T • • -

[ = J~-, где ;/
= (/?+1 jinx; см. 568.ll.

\
*
= In | lnx |.

J x In x ' '

(p—l)3(lnx)3 ,

3-31 r"-

1дФЦ.
r rfx

__

—i

Jx(Inx)? (fl—ljdnx)»-1

J (lnx)? (9— 1) (In х)1-х
+

ч-~ 1 J (lnx)*?-1 \ЯФЧ'
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Г dx
— —

Р—1 С dx

J ^(ln^)* xP-l(q—l)(lnx^-1 q—llxPQnxf-*
1дФЦ.

fb sy _J_ hy

\ In (a -f bx) dx = In (a -f bx)—x.

\x\n(a-\-bx)dx= x2~a In (a+fac) +|%—~ .

P In (q+to) dx

0\
i i ®% D X . и Х и X , .«J j . ?,

na)lnx+--^+^3-4l?+... I*V<a\

_(Into)2 a a* eL._£L_ [Л2г2^>.;21"~

2 to "*" 22fc2^2 32fc3x3 ~T~
42b4x*

"' 1"л -^U1*

Г In (a + **) dx b , ( 1 . b \ , , , , .

Г In (q + to) rfx
_

__

In (a + bx) ,P b dx

J ^ ~~(p-l)^-1+ J (p—l)(a+ to)A^_I

[p¥= П. [См. 101—105.]

Plnxdx (In a:) In (a -f to) P In (a-fto) d*
n an

J^+to~
=

* J bx
' [См. 621.1.1

Г In (x2 + a2) dx = x In (x2 -f a2)— 2x 4- 2a arctg ^ .

Cxln(x24aVx= -^- \(хг + аг)1п(хг + а2)— x2] .

Г x2 In (x2 + a2) cfx =

=

j
\xs In (x2 + a2)—| *s-l- 2xa2— 2a8 arctg -^1 .

Jxsln(x24-a2)a-x =

«| |(x4—a4)ln(x24-a2)—y4*v] .

J x4 In (x2 + a2) Ле = у \xB In (x2 + a2)— -| x5 4-

+1 xV—2xa4+ 2as arctg -1.

JxMn(x 4a2)rfx =

=i [(xe+ ae)ln(x2 + a2)-|+^!_xv].



ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ f623.8

J x* In (x* + a2) dx = у Гхт In (x* + a*)— y
x7 -f

+ §-xV -1 xV+ 2xae- 2a' arctg *-] .

J X7In (x* + аг) dx = j [(a-8— o8) In (x2 + o2)—

-p А Й

x—a
V In | a-2 — a2 J rfx = x In | a-2 — a2 | — 2x 4- a In

f x In I a-2 — a" | rfx = | [(a-2— a2) In | x2 —a21 — хг]

\x4n\x*—a'\dx = ± [xMnjx2— a21—|*3—

J a3 In | a-*— a* | dx =

\ xMnjx2— az\dx=~

4

I i

—2xa2-t-as in

(x4 — fi4)ln|x2 —a2|

x-\-a
к—a

-xV .

Xs In I хг~ а* x° —
5

—i-x'a*—2xa4 + asln ^-±-a П,
3

jVlnJx2— a2jtfx = l Г(х6— a^lnlx2 — a'j' —

jxeln|x2— a*\dx=~ ГхЧп|х2— а2\~~х7—

— ~хъаг—4 ATsa4 —2хаЧ- a'In | --±^11
о d [ a:—a \ J'

jVln|x*— a*\dx = ± Г(х8 —a8)ln|x2 —a2/ —
"а2 **a» . ,1
-3 J x-a-y

x° к

"T

Эти же вьшажения могут применяться к интегралам типа



12?

626.1.

626.2.

626.3.

626.9.

ИНТЕГРАЛЫ

Интегралы, содержащие. г = (хг + а*)Ч*

Здесь всюду г > 0.

[]n(x+r)dx = x\n(x+r)—r. [См. 730.]

^x\n(x+ r)dx=~-(^ + °j)\n(x + r)-x{. 1См. 730.1.!

_ 3 2

С x*\n{x+r)dx=-X-^\n{x+ r)~-Г-д+^ - [См- 730.2.1

jxMn(x + r)«'x=(^—|Qln(x+r)—ЦЛ-^хг.
[См. 730.3.J

625.9. j х^1п (x + r) dx=~-\ In U4- г)—^J

[См. 730.4.J

1 Г x*+1 d*

Ip^ — lj. [См. 201.01—207.01 и 730.9.J

1 Xs
+,

1-3 Xs ЬЗ-5 х7
+ ... fjc" < fl'l.

а 2-3-3а"
^ 2-4-5-5 а5 2-4-6-7-7а7

1 Л 2*У 1 а1 .
1-3 а* 1-3-5 а*

2\ а/ 2» ж*
+ 2-4» ж* 2-4-6sxe+ "• 1*/а>Ч

I/. 12x1 у _1_а2__1^_ а4
,
ЬЗ-5 о'

"2 V | а \) + 2*х2 2-43

'"(« + 0 _jnjx+ r)_llnГ1п(хЧ

Зл:4 ' 2-4-63хв
*••

|д;/а<— 1]. [См. 731.1.1

Г-^±^- In(x + r)

I ""*+"<f*=- ,х? (р

2хг 2а2х

In

,гдег = (дГ+а*),/».
*■ I

[См. 731.2.|

[См. 731.3.J

1п(лг + г) 1 С dx

[См. 221.01 — 226.01 и 731.9.1
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Интегралы, содержащие s = (хъ— с2)1''

Здесь всюду s > 0.

[ \п(х-\~ s)dx~x In (x+s)—s. [См. 732.]

\x\n(x-i-s)dx=(~—~yn(x-i-s)—~. [См. 732.1.1

^x*\tHx+s)dx = j\n(x+ s)—~—~. [Cm. 732.2.]

x"\n(x-\-s)dx= (~т~~Щ } m(x+ s)—

——— '^orxs. [Cm. 732.3.]

\ x*\n(x + s)dx=^ ln(x-f-s)—|^—p:
cV—^.

[См. 732.4.]

[См. 261.01—267.01 и 732.9.]

+Ща^+... №>1]. [См. 733.1.]

Г In (x + s) , In (jk + s) ,
1 х

\ —Ц-i—- Jx= —!—' H— arcsec —

J x2 x
'

a a

[0 < arcsec | x\a \ < л/2]. [См. 733.2.]

j^+i^=_^+_i.. 1См. 733.3,

rln(x + s) ln(*+ s) ,
1 Г ^* г ,,,

J ^
"Л~~

{p-i)xt>-i-rp— i J JT^TJ IP^4-

[Cm. 281.01—284.01 и 733.9.]

\ In sin xdx~x\n x—x—
-^
—

^—■

x? 02O — 1 D д-20 + l

'

1^845
* * *

n(2n + l)'
"" 1°<х<я]-

[См. 45.] [Интегрируя 603.1.]
sin 2лг sin 4x sin 6x

=— л In 2
2 2-2* 2-32

[0<д:<я]. [Интегрируя 803.2.]
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"^
19845

■>-•••■<-
п (2/1 + 1 И

"*" "" *

630.2. Jlncosrrfj: = —%—~—дуд—22680~ •••""

[Интегрируя 603.3.J
. „ sin 2дс sin 4у

,
sin fix

= -— X Ifl л + ■ -

о о2 '
9 • Ч*

* " *

|х*<я*/4]. [Интегрируя 603.4.]

630.3. \ \ntgxdx=xlnx— х+ -9+450 +

+ ™L+ +?

[0<*<п/2]. [См. 45.] [Иигегрируа 603.6.1

631.1. \ sin In xdx = — х sin In x— -^x cos In*.

631.2. \ cos In xdx=
-у
x sin In x + -^x cos }n.\r.

632. j ea* In л; dx = ~ e°* 1 n x— -^ С e-^ rf<e. [См. 568.!.]

Лямбда-функиия и гудерманиан

— + -г \ = 1 n (sec ft + tg')), то 0 называют

гудерма пианом а:: Ь = gd х = 2 arctg е*
^- .

641 .*) д- == gd"* 0 = "к (0)— лямбда-функция.

642.1. shx = tgfj. 642.2. ch л; = sec 0.

642.3. th л; = sin в. 642.4. th (?Л = tg (|Л.
= sech л:. 642.6. ^= sec x [_f <0 < f].642.5. igf = sechjc. e42.6. Ifd

Если имеется таблица 9 в зависимости от х, то можно

находить гиперболические функции по таблиие тригонометрических.

) gel-1 означает функцию, обратную гудерманиаиу.

«Г. Б. Двайт

/



VII.

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

650.01. cti'x— sh* л: = 1.

650.02. shA = /cl77^T [х>0],
= — V"uflc=~\ [х<0].

650.03. chx = KrTsiiV». 650.05. sech v = 1 /ch лг.

650.04. th л- = sh x/ch к. С59.06. csch x = 1 /sh x.

650.07. th**+sech**=l.

650.08. cth2 x— csch* x = 1.

650.09. sh ( — x) = — sh x.

650.10. ch{ —x)==chx.

650.11. th(— x) =— \hx.

651.01. sh \x ± y) — sh x ch у ± ch x sh y.

651.02. ch u ± y) = ch x chy -± sh .v sh y.

651.03. 2 sh x ch у = sh (x 4- y) 4 sh (x — y).

651.04. 2chxchy = ch(x 4 y) + ch(x— y).

651.05. 2shxshy = ch(x-4 y)— ch (x~ y).

651.06. sh x + sh у = 2 sh^ ch -"=^
.

651.07. sh x— sh у = 2 sh ^ ch x-^l.

651.08. chx 4-chy = 2 clinch2
v"

2

651.09. chx— ch^ = 2sh^t»sh^,



653.7]

651.Ю.

651.П.

C51J2.

651.13.

651.14.

652.12.

652.13.

652.22.

652.23.

652.3.

€52.4.

652.5.

652.6."

653.1.

653.2.

653.3.

653.4.

653.5.

653.6.

653.7.

ФОРМУЛЫ

sh* x— sba у = sh (x 4- y) sh (x— y) = rb2 v— ch* y.

sh* x -|- ch2 у = ch (x + y) ch (x — y) = ch2 x 4- sh" y.

csch2 x— sech8 x = csch2 x-sech* x =

131

i

ah8 л ch2 x*

(sh x + ch x)" = sh nx -f ch «x.

;— = ch x— sh x.
sn * + ch x

sh 2x = 2 sh x ch x.

sh 3x = 3 sh x -j- 4 sh3 к.

ch 2x = ch2 x + sh2 x = 2 sh2 x -| 1=2 ch' x- I.

ch 3x = 4 ch* x— 3 ch x.

sh2 x = - (ch 2x - 1).

ch2x=-(ch2x+ 1).

sh~= j/I(chx—1)

ch|-= ]/-^-(chx + I).

l*<0|.

th(x±y) =
th x ± \h ц

th (4-*H

I ± th * th y'

sh к ± sh //

ch x -f- ch (/
*

th2x =

lh x ± th у =

2 th л

I +th2*;-

si(* J: y)

ch * ch и
'

sh *■

2 sh x ch x -f-1
"

„,v, / , cth xcth w i 1
cth (x 4- v) = —-;——^-r=—.

cth 2x =
cth3x + l

2cthx



ctli

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [653.8

х sh v ch x +1
2 ch л:— I bhx

'

shx = ~(ex— е-х)^~\\п-1х—^рт^) . где b-,jf = e*.

Такое обозначение напоминает, что значения этой

величины могут быть получены обратной интерполяцией из

таблицы натуральных логарифмов, чтобы не пользоваться

рядом 650, медленно сходящимся при больших х. Обратную
интерполяцию можно производить и по таблице десятичных

логарифмов, если воспользоваться тождеством ln-,x=«

«Ig-1 (0,4343*).

сЬх = ±(** + «-*) = 1(1л--*+1НЦ).
(См. примечание к 654.1.)

ех—е-х е*х—\

ch л: + sh х = е*. 654.5. chx—sbx = e~x.

sh (ix) = / sin x. 654.7. ch {ix) — cos x.

th(ix)~ itgx.

sh {x ± iy) = sh x cos у ± i ch л: sin j».

ch (л- ± 0>) = ch л cos .y ± i sh x sin j.

sh Ix ± I sin 'Zy
th(jc±(y)~ ch2x + cos2f/

*

.. .
,

.
, sh2xT«sin2^

6h0=-0. 656.2. ch0 = l. 656.3. th0 = 0.

X* Ж* X1
shx— *+3f +-5J-+7j-+ ... [x*<oo].

y2 *-4 Jt

chx=-l + gj + ^+^-f ...- [*•<<»].

tnx=*x——+ j5X —3i3* +Щ§^
—

<-1.)»-'У(У-1)д «.,

U*<$-S см. 451.



667-67 ПРОИЗВОДНЫЕ

Ctrl ДГ =—+ "з—45-t-g45 4725+ •••

!

' — l> R v2"-1.!- Ti* ^- r,*. «...
...-1 (2n)i n + ••• 1><л;см.

,
x2

,
5 4 61 , . 1385

6echx~=l —_+_x—^x -f-^-x8- ...

J x_ 7x^ 31 x' .

cscnx»=
x 6+3go 15120+"•

+
2( 1) (2 1) r> „2Л-1 ,

'

. f_2 ^-„2, ...•

T^jj "nx + • • • [x <C я ; см.

При x больших положительных

th x = 1 —2(e~tx—e~tx-\-e-tx— ...).

При x отрицательных, воспользоваться формулой
th(—х)= — thx.

При х больших положительных

cth х = 1 + 2 (е-*х + е~лх 4- е~" 4- ...).

При х отрицательных воспользоватьсн формулой
cth (— х) = — cth x.

При х больших положительных

schx = 2(e-*—е-зх + е-*х—...).

При х отрицательных, воспользоваться формулой

sch(— х) — schx.

При х больших положительных

csch х = 2 (е~л + е'зх + е~ьх + ...).
При х отрицательных воспользоваться формулой

сьсЬ(—х) = —cschx.

Гиперболические функции— Производные

—-j— = ch л:. 667.3. —-— = sech x.dx dx

dch x . dcth x . ,

-~r~~ shx. 667.4. ——— —csch2*.
ax dx

dsech x

dx

d csch x

dx

= — sech x th к.

= — csch a' cth x.

/



134 ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [670

Гиперболические функции— Интегралы

670.

671.10.

671.101.

671.11.

671.12.

671.13.

671.19.

G71.20.

671.21.

671.3Э.

671.40.

671.90.

672.11.

672.12.

672.21.

Интегралы, содержащие тригонометрические функции, часто

можно преобразовать в соответствующие интегралы,
содержащие гиперболические функции, заменяя х на ix и

пользуясь формулами:

sin(jx) = /'shx, cos (ix) — ch x, tg(ix) — ithx и т.д.

[См. 403.10—15.]
Эта замена бывает полезна и в других видах формул.

Интегралы, содержащие sh x

\ sh х dx = ch x.

\ sh — dx — a ch — .

J и a

[ x sh x dx = x ch x— sh x.

[ x2 sh x dx = (xx + 2) ch x— 2x sh x.

С a-3 sh xdx = (x3 -+- 6x) ch x— (3x2 + 6) sh x.

[ xvsh x dx = xpch x—p \ xF~' ch x dx. [Cm. 677.1.]

№ x dx
sh 2л

Г , 2 * sh 2.x. ch 2.r х-'
\ x s a x fix — ;

S<
, , ,

clrx
,

sh x dx = —s ch x.

Г , 4
. sh 4,* sh 2x

,
3x

Ish Ad*--^ Г+-

I sh;/ x tfx = — sh7'- lx ch %-

J p

л-i

P к л rfx.

sh x , x"
,

хъ r

-f- ••

Г sh л , sh л
,

С ch x
. r~ „__

. .,

)-^dx^ J- + J —rfjf- [Cm 678.11.]

f— dx = —I 1 n 1 jc | -J- -i Г ~ rf (2x). [Cm. 678.11.j



ИНТЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ Ch X 135

Ji^= ^с5сЬлг^лг = ln| th^-! = In

Г x dx к , 7x5 3Lv?
+

ex -j-!

I27r

1 . ch t + l
тг ! n .

i ch a;— I

jshx 3-3'
'

3-5-51 3-7-7» '
3-5-9!

„2(22"-1-!)
..+(—!)' B„xtn

+ l
+ !л-2<л2. См. 45).C2n+l)i ""'

P xfdx 1

jlhT'
Разложить

iFTJc
cor/!acil° 657.6, умножить на хр и

интегрировать |/?=^0]

Г d*
_ Г —».«

J sh2x J

1 sh2x

csch x dx — — clh x.

-xcth x-\- !n | sh x |.

P d*

J si?* Jcsch'xdx^-I^-Llnlthl-L
cth'x

3

ch xГ dx ch л: p
— 2 P rft

S'sh mx sh nx dx

(p—DshP-1 x p~\ J sh/"-2*-

sh(m + /7)x sh(fft —n)«

[p>4-

2 (/« + «) 2(m— n)

[тгфп2; при га2 = я3 см. 671.20].

Интегралы, содержащие chx

677.10. С ch х dx = sh x.

677.101. fch-tfx = «sh-.
J a a

677.11. [ xchxdx = xshx— chx.

077.12. J x2 ch x dx - (x8 + 2) sh x— 2 x ch x.

677.13. J ,v3 ch x dx = (x3 + 6x) sh x— (3x2 4- 6) ch x.

677.19. Jx'chxtfx = x''shx—p Jx^-'shArf-xr. [Cm. 671.1.]

fch-x dx-
sh 2^

2"* //



1о6 ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [677.21

С77.21. \ X СГГ X rfx = — — + 4" ■

677 .SO. С chs x dx =^ -f sh x.

677.40. jch*x^^ +^4|
677.90. С ch' x dx = — sh x ch''~' x + £—' f ch*7-г х dx.

678.11. J^fl'x = ln|x| + ^+^j + ^n+...
678.12. fcJ!}±dx = —~ + \~dx. [Cm. 672.11.]

678.21. p^^llnixl -f lj-^rf(2x); [Cm. 678.11.]

679.10. \ -'-— = Uechxdx = arctg (shx) = 2 arctg e*-\- const.

Ь ' '

J cFx~ 2 4-2!
+

6-4! 8-6!+ 10-8!

■••+-а£г?й5*""+"- l*!<?- См- «I-

679.19. \ —i—. Разложить -.—-согласно 657.5, умножить на х1' и

J ch х сп л;
J

интегрировать [Рт^О]-

679.20. С -^- =- Г sech* xrf x = th r.
J tirx J

679.21. f^= xthx—Inchx.

,..,« „« Г dx xu th3x

679 90 Г_^- = ^ -j.P=?f_*L_ Г„>Пo/y.yu. Jch/.je-(p_1)chp-ijei-p_1Jchp-*t U,->4-

„„.
Г

,
.

, sh(m4-n)x , sh(m—n)x
681. J ch mx ch ях г/х = -^~Г+"^^Г

[/»V«8; ПРИ тг=;пх см. 677.20.]

682•<"• Ь^т-"1?-



685.22J

682.02

682.03

G82.0I

682.05

682.G8,

682.07

682.03

682.09,

682.10

682.11

685.11.

685.12.

685.13.

685.19.

685.21.

685.22.

1Л11ЕГРАЛЫ, СОДЕРЖАЩИЕ sll X II СП Г

J ehx—1 2

С x dx ., x _. . x ,

\ I rT
= x th-=—21л ch -jr-.

J ch x-f-1 2 2

\ г = x— th
J en x+ 1

137

x

2'*

■■ x— ctri
Г ch x dx

J chx—T
—

" ""'

2
*

С -i rv—ГТТ
= arCtS (sh ■«)— th 4 •

j ch x (ch * 4-1) to 2

Jc¥7(ch *— 1)
= — arc ig (sh x)— cth — .

J (chx + l)»~ 2 2 6
Ш

2
*

Г dx 1 .. x 1 ,.3#

](ж^гт7^^сШт-тгс1Ьт-

J ch2*-fl
~

2K~2 Vch*x+1 J'

для x>>0 берется положительное значение Arch, а для

x<^0—отрицательное.

dx
682 12. Г dx

= Г dK

J ch2*—1 J sh2* [См. С73.2Э.]

Интегралы, содержащие sli.v и chx

h у ch x dx ■■

sh2 x ch2 x

2 -г

ch3jt
\ sh x ch2 x dx =

\ sh x ch3 x dx ■■

\ sh x chF x dx = r-

\ sh x ch x dx — —,r- .

\ sh xchzxdx=—y> —-y-.

- 4- const
c1i2a;

■j-const.

3
'

ch4r

\рФ—\\.



!i3 x ch x dx — -—r^-
4

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [685.31

Is"
\ shr x ch a: dx = ——Л \рф — 1].

f -r-^т— = ln|th*|.J sn л ch x
' '

Г 1-d* =-^—h Inl tli -g-1.J sh x clrx ch a-
'

2
'

Г ^ i
, 1 I 4t It

j^7d^ = 2ch^+InltllXl-
Г йл

=

I
,

Г ь* г .,

jshxcli''x (p— DchP-'je"^ J shjcch''-2-» L^^'J'

? Cx 1

f ь/*м ■=—2cth2je.
J sir xcrrx

Г <?* ' Г <?* r
_,

.,

J sh* x ch x (p — I) shP-1 x J sh^-* д ch x •/'~p '*

f^|^==f lh*rf*=lnchje. * [См. 691.01.]

С sh x dx 1
\ --■..,- ==

r—
= — sech x.

J ch2 x ch *

Г sh # dx I th2 x .

J -dTT
=-

2d^
=

~2" +
C0"St-

Г sh x dx 1
r n

J ch/'x (^—DchA'-'x IP^'J-

Ps'n2x

)~dTxdx== sh *— arct2(sh *)■

С sh* x P

J ch^i
rfx =

J
tb*x dx =" X ~" th x- [Сы • 69! -02' 1

Psh2x ,

_

sh x I P dx . .

J chP x
CX "

(p-Dch/'-'x+^l J ch^I l/; ^ 'J*

Г sh3 x
. sh2 x .

L

Jc¥VrfX==~2 inchx-

P Ф3 x

J ch^x:dX = Ch X + sech X*



ИНТЕГ ралы, содержащий sh л: и ch х 139

UV х

Г ^ll dx = f th' jc rfx = — ^V + In ch x.

fsh,xdje ! L
J clr^e

~"

Зсп1 * ch x
*

Г *3 *
л ! 1

J cl^x (o— Dchf-'x (р — 3)с№-3х

:hP-Z X

p—1

Сsh*1-2.

J ch^x

\ ^-^ dx = \ cth x dx = In | sh x \.

pchx , 1 ,

\ -иг- dx = ;—
= — csch x.

J str x sh x

[Cm. 691.03.]

[p ф \ или 3].

[См. 692.01.]

sh3x

С ch x .
I cth2 x

, ,

)7uTZdx=:
—

^йП
=

— + const-
2sh8 x

[S^Ldx^ _J
Jstifx (p-l)sh/-1

Г ch2 * .

u .

\ -!— dx = ch x 4- In
J sh x

\ Q-^-^ dx = \ cth2 x dx = x— cth x.

th-jl;

sh'x
dx —

ch x

(p—l)sti/-' x

P ch3 x
, ch2 x

,
. . . .

Jlh7**
=—+ ln|sh*l

С ch3 x

\ -ГТ- dx —■ sh x — csch x.
J sh2 x

T^ + P-1J

dx

ъ11^-2х

[Cm. 692.02.]

cth2x

J sFx djc = Icth3 x dx = ~~ £ITf + In I sh x |. [Cm. 692.03.]

№dx= 1 L-
J sh1 x 3sh3 x sh x

*

fch'x
J 1

sh^x

f ch''-»*

dx =—
1

J-ih?rrfJC = —P^i

(p—1) sh'- 'x (p—3) sh'-3 x

cth''-1 x

[p =£ 1 или 3].

Г sh x

J ch x

1

dx

sh x dx

= ln(chx+ 1).

)chx~l-ln^hx~]}'
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689.03.

689,04.

689.05.

689.06.

689.07.

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИЯ

]

[G89.03

ьп х (ch x + 1)

dx

2<ch*+f)+YIn|th^
С d* 1 1, Li*

J shx(cli x— l)~2(chx— 1) 2 | 2

Г sh x dx . / ch x \

J chx(chJt + l)
~

V chT+7 J *

Г sb xdx . /ch x—]\

J ch x (ch x— 1) \ ch .t /
'

\ s!i mx ch ял
. ch {m + n)x ch (m —л) я

x ax — ——

—i—,^
l(m + n)

' 2 (m—n)

\m2 Ф п2; при /га2 =

691.01.

691.02.

691.03,

691.09.

692.01.

692.02.

692.03.

692.09.

Интегралы, содержащие th x и

\ thx dx = Inchx.

\ th* x dx — x— th л:.

dx
\h~ x . . .

——--{- Inch л;.Jth>*
J thpx rfx = — ^^+ f th?-f jcrf*

\ cthxdx=\n\shx\.

С cth2 xdx —x— clh x.

\ cth*xdx = : \- In | shx|.

Г cthP x dx = — -cth^
*

+ Г cth^"* .v rf>f

= «a см. 685.11].

cth.*:

(Cm. 687.11.]

[Cm. 687.22.]

[Cm. 687.33,]

[РФ 1].

[См. 688.11.]

[См. 688.22.]

[См. 688.33.]

\РФЦ.



VIII.

ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Arsh х — Arch Ух2 + 1.

При положительном х берется положительное значение Arch,
при отрицательном к—его отрицательное значение.

х 1

Arsh х = Arth г
— Arcsch — =

Vх*+1 *

=— Arsh (— х) = In {x + V x1 + 1}.
[Cm. 602.1 и 70S.]

Archx = 4- Arsh |/x2 — 1 = ± Arth
V ~'

=

= Arsech —=± In {x + /х2 — 1 }

[x > 11. [Cm. 602.3 и 707.]

Arth x - Arcth I = 1 In {^ [x8 < 1 J. [Cm. 703.J

Arcthx = Aith-=4-ln—4 [хг>11. [См. 709.]

Arsechx=± ln(7+ j/^^F —l) [0<х<1]. [См. 710.]

Arcsch x = In Гу + |/"^ + 1)- 1Cm- 7ll-I

= In (2x) -t

2-Зл г 2-4-5" 2-4-6-7

1 1-3
. 1-3-5

2-2jc2 2-4-4*1 ' 2-4.6-бл;6
"* *

[X>\],
.

|9
, I ■ 1-3 1-3-5

— ln I lx\ 2.2jcai_2-4.4jc1 2.4-6-6xe+**"

(x<— lj. [Cm. 602.1.J



142 СБРАТПЫЕГИПЕРЕОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ [707

707. Arc1i*=± [ln(2x)-^-L5-§Tl^-2.4.tLe----]
[х > 1 ]. [См. 602.3 и 602.4.]

708. Arth *=*+-£ +-£+-£+... [**<-]. [См. 601.2.]

709. Arcth* = l+JL+Eb + 7^+... |хя>1]. [См. 601.3.]

Arsech л: =-£ In ;

|0<х<1]. [См. 602.7 и 602.8.}

Arcsch *=!_' + "^__ "^5 + ... [л-* > I],

710. Аг8есЬх = + |ln--§L*t-§i^x*-±^_xi~

2-Зх3 ' 2-4-5х5 2-4-6-7х7

!_!__!_ 1-3 1-3-5

х "Г2-2* 2-4-4* +2-4-6-6-

= — 1п

[0<х<1],
9

Л

I г ■
1*3 4 I -3-5 (5 ,

"2-2* +2^4Х _2-4-6-6X "*"

Arsh(± * + /у)= ± (— l)BArch -ЦЬ'-|-

[— 1<*<0]. [См. 602.5.)

2

2(7
-т- /(— l)"arcsin—р-;+ /ля,

S-f-t

s+t
здесь берутся положительные значения Arch—--—,

л—целое число или 0, д; положительно, у положительно или

отрицательно.

Значения s и / см. 720.1 и 720.2.

s == |/(1 -f- _у)г -f- х2 (положительное значение корня).

t=y(]—yf+x2 (положительное значение корня).

Заметим, что при х = 0 и у>\, t = y—1 и ъ~\^ t = 2у.
Если х=?0 и >>-<--, t=\—y и s-j-*-3*2.
Иначе:

ArshH-=-ln(± 1Л-М*+.4) + а£я
или

Arsh И =- — In (± КП-М5— А) + ДЛя,

где Л может быть комплексной величиной, a ft—целое

число или 0.

О квадратном корне из комплексной величины см. 58 а о

логарифме см. 604. Формулы 720.3а и 720.36 тождественны.
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721 Л. Arch {x + г» = i ( Arch^ + /arccos^ + /2/гд) .

721.2. Arcti(jc — iy) = ±( Arch^y^— /arccos j^^ +/2/гл j ,

f? -4- 9

здесь надо брать положительное значение Arch'—^— ;

д положительно или отрицательно, у положительно.

721.3. р — V[1 -\~ х)г + У* (положительное значение корня).

721.4. <? = lAl—xf ~\~ У2 (положительное значение корпя).
Иначе:

721.5а. ArchA = ± In (Л-f-l/<42— l)+#fac
или

721.56. Arch A = T In {A — /л2 — 1) -f i2k%.

(См. примечание к 72D.3.)

722.1. Arth (jc + ij>) = 11n {l+ri'j"^ +

Иначе:

+ !{(2&+l)n-arctg'-±^-arct.;lT^}

722.2. Arth (x + (y) = | In i' +x)* +y] + 4 arctg ^—^—-5 + /я/г,

где k есть нуль или целое число, а арктангенс берется
в квадранте, определяемом знаками числи1еля и

знаменателя (а не в смысле главного значения).

722.3. Arthix+^) = |lni±£±4?. [См. 634.]

Обратные гиперболические функция — Производные

d
л-.и X 1728.1. iiArsh

dx а У~хЧ^'

728.2. J! Arch ± =
»
= \ Arch

*

> О, Л > 11

Arch -<0, -> 1 .

и а \
728.3. ^Archi-^-^L^dx а ух* —а*

728.4. *Arth*-= °

1х*<гЛdx а аг—х* l ^~ J*
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728.5. §- Arcth-i = -^—t \хг > «1.
их а а2—х2

728.6. ^Arsech-»—~—- ГатвссЬ-> 0, 0<—< 1 I .

ex а х у а-г х2 | g а \

728.7. ^Arsech-*»—Д= I Агьесп - <0, 0 <~< 1 I .

dX Ox j/y2— X2 L а С J

728.8. ~ Arcsch - =
~°

780,

с/ж
*

о х\Гх2 + о2'

(Всюду, кроме 728.4 и 728.5, о должно быть положительным.)

Обратные гиперболические функции— Интегралы

Влесь всюду а > О

Г Atsh - d.x = л Arsh -—VV + a^
J а о

730.1. С д- Atsh - rix = f 4+ ~1 Arsh —— 4 V *"* + а2.

730.2. f x2 A i sh - dx = 4^ A rsh - + ^=^ /PT^
«J ti <5 G У

730.3. Г л* A rsh ^/л =
/ x4 За"\ . . ж , За^дг—гж'^-т-;—Г

==(T--32JArsll^+"32— VX + a'

730.4. С х4 Arsh-At =
J о

*' . x 8c4—4aV + 3x» /-j-—,r
ba 75 '

[Cm. 625 — 625.4.]

730.9. Г x" Arsh LdXs=^L Arsh Vi f -?^= Ь ^ - 11-

(Cm. 201.01—207.01 и 625.9.J

731.1. C-Arsh-rfx-
J X О

1

___1/. j2xl\» . 1 o* 1.3 a*
,
1-3-5a*

2 I |e I J + 2s x2 2-4s x4 "T
2-4- 6*xe

[|
£ -L-**-L 1-Я xs 1-3-5 ж'

|И<-аЧ

J/, 2x\2 la2 1.3 a' 1-3-5 я6

a
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732.1.

732.2.

732.3.
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^Arsh-Jtf*==--Arsh|-lln\ х о * ct a

731.3. \ pArsh -А^-^АгеЬ ^

731.9. \ ~ Arsh -^ At = -б^—рт Arsh
T +

о+ l^»s fa2

[См. 626.1—626.3.]

+

\ Arch — dx = x Arch ——j/V— a

Arch--}-]/V —a2

[Cm. 221.01—226.01 и «26.9. {

о].Arch-f ><

Arch- <0 .

J*Arch£tfx=(£-£)Arch£-|l/V-a
/x2 a2 \

Arch- >0
a

Arch - +4 V*2 — a1
a

'
4

1 Arch-J <0

i. , x , x*. . x 2o2 + x2 . /— 2x1 Arch — dx=— Arch ■

?г— |/дг2— а
а й а 9

'

x* . . x . 2a2 + x2 A~i 2
= TArch --j £—ух —a2

[Arch£>0Jf
?

[Arch-<o1.•- a j

I •А^^-^Ак^-*^jc —a

Arch->0

fx4 Зо4\
л . x , 3a*x+2x* ./—

a'

[Arch|<0J.



I

ОСГ'ЗТПЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

x4Arch-rfx =
а

= - Arch —=-=— У х — а
S3 и 7о

'

[732.4

ГArch 4 >0
V

а

*; Arch
*

+ 8a4+4fs+3ya /?=v
I Arch ^ < о]. [См. 627—627.4.]

1 хя Arch — dx
а

xf+' . . х 1 Г ХР+1
—-
——. Arch —. \ .

Лв

[Arch|->0, р=£ —l],
Arch — 4- r-r-f \ -

1 J Vx2—a2P + l о р +;

Arch-£<0, p=p
— l]. [См. 261.01—267.01 и 627.9.]

I i Arch-rfjf=*
л: о

2 Vln a J + 23x2_i~2-4* л:4 "•" 2-4-61» x*~*~ " '

[Arch|>0],
fj_ ^, g*V ,1a', 1-3 a* 1-3-5 a' ]
[2\1П a J ~г2я*г~г2-4»л:4 + 2.4.6*л:в~,~ " 'J

[Arch|<0].

1 -^ Arch —dx — Arch —j- — arcsec
x a

'
a

[Arch-1>0, 0<arcsec|-£|<-|],
Arch —

x a
arcsec

ГагсЬ-£<0, 0 < arcsec Ц I < §1 •
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ИНТЕГРАЛЫ Н7

jp Arch |tfx=-^ Arch

=
—х-2 Arch —

2х2 а

Ух2-а2
2а2х

Vx*-a2

Arch—!>»].
2o2x

\ -г. Arch — dx —

[Arch-^-<0 . [См. 628.1—628.3.J

r(p—1)^:л
Arch — -{ r \ —tttt--==1

о
'

p-1 J x? ' 1/ v2—<

, Arch

[Arch-£<0, рф\

От 732 до 733.9 всюду — > 1

х_ 1_ Г J^
о p-lJ.v/'-'|/

Arch ■£>(), рф\\у
их

[См. 281.01—284.01 и 628.9.J

Г Arth -dx = x Arth - -f £ In (лг — х2).

Г а л, * j х2— а2
, ,, л ах

\ х Arth — dx = —й— A rth \- ъ .

J о 2 о
'

2

Сх2 Arth - dx= ^ Arth - + ^ + тг 1п (яг-х2).
J a 3 а 6 6

Г я а .г х ., х*— а4 .
,,

к
.
ах3

,
а"к

\ Xs Arth — dx = —т— Arth — -f- -г- -|- — .

J a 4 а
'

12
'

4

\ x^Arth — cfx==——г Arth г —9
-

J « p-fl о p + 1 J а2 — v2

[p=/=_|]. [Cm. 141.1-148.1.]

Arthi-rfjce -J. Arth 4—1 In f^8) .■й1"^

J>th>=±(±2-^Arth^
\ -j Arth — dx—
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\ -г Artli — dx = ~ (-j s| Arth ——yjr—;
—

-—^— #
J xs a 4 \аг x*J a 12a*3 Aa'x

f ~ Arth ~dx=- A-j^ Arth - +

[Cm. 151.1—155.1.J
В 734—733.9 всюду x2 < a\

f Arcth -dx = x Arcth - 4. £- In Ix'—a').

f * Arcth - dx = ^=^ Arcth - 4-% .

J о 2 о ' 2

Г x2 Arcth - dx =£ Arcth - -f-^ 4- J In (x2— a1),J a 3 a
'

b
' 6

ч '

Г з л tu
x

j x" —a*
л t, x ,

ax3
,
a"x

\x Arcth - dx—5- Arcth ^-f--}--.

\ х/у Arcth —dx = —j-, Atcth —r I —
J a p + 1 ap+ lj a2—*2

[/?=/= —1]. [Cm. 141.1—148.1.]
Г 1

, .. x
,

a a" a5 a'
\ -— Arcth — dx =
J x a x 32*3 &х* 14

• * «

\ — Arcth — rfx = Arcth — In ■—7— .

Jr a at a 2a \ K J

\ -r Arcth— dx=-K
'
—, ; Arcth —-

.

\ r* a I \al x-) а Чах

J **
-r Arcth-djc=»

'
• .. x 1

=
—77-; Arcth

За;3
'

а бал:2 6a4

I

1 , f,v5-a2\

JiArcth-irfx=l(i,-i)Arcth£- 12^ 4^.

JiArcth^rf^_(7z:i^ArcthJ +

[Cm. 161.1 —155.1.J
В 736—737.9 всюду *? > a2.
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\ Arsech — dx = x Arsech —\- a arcsin —
a

("Arsech-£>ol,
-.x Arsech a arcsin —

a a

[Arsech -£ <ol.

Г xArsech— rfx = ~ Arsech ——■£ l/a2 — x2
J a 2 a 2

[Arsech -j>ol,
'"2 *""~"*

a
i 2

a

Arsech4+4/a2—x"
Arsech['

I x* Arsech —dx— ~ Arsech — —— \^аг— x2 -|-~ arcsin —
J a 6 а о '6 a

[ Arsech — >0a

x° . x , ax^r-2 —2 a" x
=

■0- Arsech j--^- V a —л —•— arcsin —
3 a ' 6 r

b о

Arsech — < 0
a

.9. f x* Arsech £ rfx -^Arsech ^ + -^ f-^^-

[Arsech ^->0 рф — \

= —T—r Arsech ■

—7-: \ ,—.=

[Arsech -J <0, p=£ —1

4

[Cm. 320.01—327.01.]

Л.' riArsech^tfr —ifln-^^ln^
' ** b3^

J* й 2 \ x у х

1-3-5 x8

'2-4-6я<76'

23a2 2-4* a4"

Arsech 7>»].
~f\n~^ In-4-J-f!-l--Lif! 1-3-5 л:6
2 V x; * T2V+2^VT 2-4-6яс*+***

Arsech -^ < 0].
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Va1— x!
\ —. Arsech — dx = Arsech — +
.) хг а х а

'
ах

1 д х. х Vd*—
= Arsech

X2

х а ах

Г Arsech-£■ >ol,

Arsech — <oL

, Arsech — dx =
и

1
Arsech ^_« Г _*1

ip— DxP l
a p —1 J & у/--^. v-2

(P

[

[Arsech ^->0, p^lj,
1

„ ,
x . a (' dx

n „_, Arsech - \ ^

Arsech — <0, рф\ [Cm. 342.01—346.01.J

В 738—739.9 всюду 0<л:<а.

\ Arcsch — dx = x Arcsch !- a Arsh — .

Jo a a

\ x Arcsch — dx~-rr Arcsch — + — \/~x2 -f a2
J a 2 a

'
2

r '

f ajP Arcbch -dx = ~ Arcsch -- -f -—- f ■

гJ " Prl а P + 1 J ^ x2 + a2

x? dx

[рф — l]. [Cm. 200.01—207.01.}

fl .
,

x , a
,

1 a3 1-3 a5
,

\ — Arcsch— c.t= ;-f к-^—п -3
—

?r , с e 1 +J л; а л: 2-3-З.Г 2-4-5-бх5 '

+ 2-4-6-7-7x'~
•' ' \Х>а\%

If. а_\ 4а 1 хг 1-3 л:4 1-3-5 х3
~~

2\ х) х*~23а* 2-43а4 '"2-4-63 а6

[0<x<fij,.
1 , а \, 4а \ х2

.
\-3 х* 1-3-5 хь

— —In — In — - - 4- _ __ _ 4-
2 л л: 23«2

' 2-43 а4 2-4-Ь3а6^

[—о<х<0].

^Arcsch— dx =
хР а

в_ ! Arcsch -
° Г d*

(р— l)^-1 а Р—1}хгУх2+и2
[рф\]. [См. 222.01—223.01.]

В 740—741.9 всюду а > 0, х>0 (кроме 741.1).



Обозна

IX.

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

ф

чим и=Г-7=Л=- [Л*<11.

их
~ [ ,- ""У. = br=sinro],

J V\—*2]Л — k2x2
l YJ

о

= f (ф, £) (эллиптический интеграл первого рода, см. 770).

ф называется амплитудой, к—модулам.

Ф = am и.

sin ф = sn « = л;. 751.4. cosrp = en у = ]/i — г2

Аф или Д(ф, k) = |/ 1 — k2 sin2 ф = dn и — \/ 1 — &V

tg9 = tna=T=L==.У 1 — *

Дополнительный модуль к' — |/l — fe2.

и = ат~'(ф, /s) = sn"-'(jc, /г) = сл~' <1Л — х2, 6} =

ат(-и)=—am и. 754.1. am 0 = 0.

sn( — ы)= — sn«. 754.2. sn0=0.

cn(— «) = cim. 754.3. en 0=1.

dn(— u) = dnu. 754.4. dn0=l.

tn( — u) = —tnu. 755.1. sn'u -t-cn8« = 1.

/^десь показатель степени — 1 применяется в смысле обратной функ*
«ии. (Прим. ред.)
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755.2. dn2«4 kssn2u^\. 75S.3. йп2и—к2сп* а = к'\

sn и сп и dn v ± en usn v дп и

756.1. sn(«4jS>):
1 —Л2кп2« sn2 и

„„„ _
, ,

. сп и en v T sn и sn и dn и dn v .

756.2. сп (u-±v) = -.—Vi—i 2 •

756.3. 6n(u+v) = :—тг~„ 5 -
4 -^ ' 1—Ar sn2 ы sir u

__„ . _
, ,

. in и dn i> ± tn v dn «

756.4. tn(u + ^)=-—— H— -—.v -1- 1 4 tnntn и dn« dnu

-. 2sn « en ы dn и
sn 2u = —j—г,—5 .

1 — k2 sn4 и

о _-

cr|2"—sn2« dna«
__

2 cn2u
1

.

_--, « < ^

dn2 u~k2 sn2 ucnz и 2 dn2 и ,

757.3. dn2a = ___e___i.

757.4. tn2«=
2tn"dn"

1 — tn2u dns «
*

— (

4~<
U -. f\ —СП 'I

П"2~ V T+d?^*

U -, /сПИ + dnU
n2= F TTdiTir

/спи 4 on «

2 К 1 +спы
*

sn (ш, &) = /ш(к, Л').

en {ш, /г) = —-.—тут- .
v '

сп (и, k')

. .. .. <1пШ, k')
бп (Ш' /г) = Enl^T

'

sn и = и— (14- It2) ~ + (1 + 14/г2 + А;4) -—

— (И- 135/г2 + 135/г4 + /г6) fr f • • •

спи = 1_^ + (1+4А«)^-(Ц-44Л«+-16А4)~+
,4- (1 + 408&2+ 912/г4 + 64/г6) щ

—...

\вч
"7
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1!пи = 1-й2^ + (4 + /г2)Уг2|[4_(16-| 44А8+£4)£2 --f

+ (64 +912^г -f 4(Ш4 -f А;6)/гг£—^
о!

am и = И— ft8
щ + (4 + /г2) Уг21*- (16 + 44/г2 + /г4) /г2 ^ +

+ (64 + Э12/г2 + 403Уг4 + /г6) /г2 ^J—-.
Эллиптические функции — Производные

— sn и = сп и dn ы.
do

-т- сп и =— sn u dn и.
du

-г-дпи —— /гг sn и сп ы.

Эллиптические функции—Интегралы

Эллиптический интеграл первого рода

о

X

^J ^Y^T? l/f^p^i , [х = 5?пф]. [См. 750.J
о

Эллиптический интеграл второго рода
ч>

Е (ф, /г) = \ }А — ft2 sin2 ф cfq> =-
и

К 1-х2

Эллиптический интеграл третьего рода
ф

dqp

n№.*.*)=J(1+„.tal.4„^i=
о

/гв sin2 ф"

=1
dx

(l+rtX2) |/T^?^I=*»i? [* = 8Гпф].

/г называется параметром.
Таблицы значений эллиптических интегралов см. [27], [28J.
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Полные эллиптические интегралы

К
rfrp

У \ — ft2 sin2 ф

2 V
^

22

12-32 л4 ,
1г.32-Б2

&2 _|_
' '"

л* л

22-42
'
2М2-62

12-Зг

£e о.-Л
i • • • I

[*"<»].

^f(i+ «)[i + ?«4^ffll+
1 02 ■/ив4-..22-42-62

где m=(\ — k')[(\ + k').

Этот ряд сходится быстрее, чем 773.1, поскольку m'<Z k*.

* = ,BF+ ?(,nF"-T^)ft"+
"

l2-32/. 4 2 2 \ ,4

/, _4 _2 2_ 2Л .„.

V a' i-2 3-4 5-eJя ~'~ ••■•

i2.32.52

r22-42-62

где ft'=/l — k\

"

fl-1 /•»—^
V' 2^ 22-

л

"2
l2-3 ., F-32-5 ,
— e>* /г
42 22-42.62

Ь
^^

• • • I

(/гг<1].

rt Г tr? I2 l2-32

Б^2ТП^)[Ы-^+Р^т4+2^4М52тв+--
где m = (\ — k')/(\ -+-*').
Этот ряд сходится быстрее, чем 774.1, поскольку т2 <; А5

'

22-4 \,lnft' 1-2 3-4 J v _г"

1
2~-42-6\ ft' 1-2 3-4 5-6,J 1 ■■•
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776,

777.

С d<¥

^К— sin Ф cosT (i Аге 4- ~ АУ +-

где

л.= 2 '

3-5

л

3 1
И4 = 21 + 4-

sin2 <?•

1

2-4

•3-5

2-4-6 "*"

I -3-5
я ^

\
+ ^ГТЙ ЛаЙ + • • • J .

/1

4« = '2^6 + 4T6Sin2(?+6"sin4^
3-5-7

,
5-7 . 2 ,

7 . „ ,
1 . в

а К находится no формуле 773 или из таблиц.

где
ф

WM=$sin*B<p</q>.
о

Ч-

£(Ф, /г) = $ /1 —Лг5П1гфй?ф =

^^£+«.пфсоз(р({д2/г2-!-^Л4^ Ь

[См. «").]

1-3
Л.й

5 I ■).1
2-4-6 6

где А2, Ai?... те же, что и в формуле 775, a t милет

быть получено из формулы 774 или из таблиц.

Г их
780.1. \-T=T-7r=== = tn-1(x,k)*) = F{!itagx, к)

[* > 0].

781.01.
их

= — sn

V а2— х2 \Tbl~х2 a \b' a J a
VT

, |0<Jf<*<fl].
к b

Ф—-arcsin—, к = —

) Здесь через sn-1 (л:), tn '
(х) обозначены функции, обратные sn л; и fnX

(.ооласть изменения от 0 до К)- (Прим. ред.)



3 ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (781.02

X

L02. f_7=^i==.= I {#■(£)_/чф) k)\
b

[^«ares.n^—.j, Ла= __J, [o<ft<x<al.

/<"(&) = /7( п-| *Ч— полный эллиптический интеграл. Как

обычно, интеграл от х, до хл получается как разность

интегралов от b до х2 и от b до хх.
л

1.03. 1
,. dV- - = -{#(£)—-Р(ф, fe)}

а

[y = arosin (ajx), k^bja], [0<£<a<x].
X

[ф-arctg j, fe-^""^], [0<fc<c; 0 < *}.

[
x

ф — arccos —

, k , 10<х<*].

.) V a2+x* V х*—Ьг V^ + b*
V

Ь

I ф •-= arccos — ,
/г =.= -

/-.

°

, 10 < * <x; 0 < a].

о

[$ = arcsin [xib), fc=£/a], [0 <.*<;£< а].1

78,Л2- J?P=?7?^-e£(^*)-"£<**h
1ф==агС51Я7^^Г' * =—ъ—J» l°<*<*<«*

m ■ ■ — i—

*) См. подстр. прим. на стр. 155.
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f x*dx __Ухг—а2Ух2— Ь2

а

-j-aK(k)—aF((p, k)— aE(~, £J-f а£(ф, k)

Lp = arcsin-j, A-=-^l , [0<fc<a<x].

Г x* dx x W+ x2 ,.

0

U-arctgy, Л—^ J, [0<x; Q<b<a].

«

V о2-\-&

(p = arccos-^-t fe = -
_—=-

, |0<Сл<С*1.
L Ъ \Га2-\-Ьг J

781.16. f **d*

* 1^«2+ьг

m = arccos—, & = -—;=^=r , 10<<^<:х; 0 < а].

X

781.21. \\°LZ^ dx = aE(y, k) [0<x<^<cl,
J у &—xt
о

[ф-arcsin j,
Ь=~]У

X

781.22. ('^^2-Лс-вЕ(ф,А)-^=^/'(ф. k)

U) =»aicsin
j , *»=— I , 10 <.x<t)<.a\.
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781.23. \ ~г—!— dx = - '_2__ 4- аР (ф. k) — аЕ(у, к)

q> = arctg j,
k — [0<х; 0<Ь<а],

781 .24. f»iJ I/ .2

^Ч-;
|/ x1 — ft2

rfx

|0 <&<•*; U^aJ.
b . a

Ф
= arc cos —, к = —r.

781.51. Г — ** dx
= . -i

J У at—x* У L*- X* 3

+ —^— F(w, ft) 3^3 £(q>, *.)

^Ф = arcsin ■£ , Л = -£ I .

*

781.61. f \T^x~% VW^Jfdx =*Vat-*' V*-* +
О

<p = arcsin--, * = -J .

-»oo m Г sin2 ф с'Ф Г 2 . Г rs rfjc
782.01. \ — Y— = sn udu= \ .^_ =

JKl—£2sin2(p J JVl—x2i/i~ k2X2

«^{^(Ф. *) —^(ф. ft)f [x = sin-p].

782.02. Г^Й^-Г«.««*«==? V\-x*

V l—ftv
</.v =

[x = s!mp].



ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ I5&

f r!^l^ = Р tn' и da = *1Ф /1 - /г' sin2 ш-W> .

о о

"

J^^TT^ra^" i-*2 t<p+ 1ф,м >-*г

782.05. j^l^|^?d(p = tK4JKl-fe1sin8(p+F((pl &)-Л(Ф, ft).
с

^ Т£гф К1 — &fSin^(&p —Т£ф V l —к* 81'пгф +

-Ь^(ф, /г)-2£(ф, /г).

I sn « du = —
у

Arch f
-p- J.

\ ci\udu = ~r arc cos (dn «).
J й

\ dn и rfy = arcsin (sn u) = am ы.

С du . f sn и \

J sn ы \cn и + dn и J
'

Г du 1 . I k' чп и + dn u\
j сп и k' \ en и )

С du 1
,

/fr'sna — спм\

J dn и k
°
\s sna -f en и /

и

787.1. fsn2u du = ~{u~f(ama, A:)}.
0

M

787 2. f cn2«rfw = -^{£(amw, £)—/г'2ы}.
0

г

787.3. \ dn2urf«~£(arna, k).
4

и

787.4. f tn2«dH = r^{dni/tnw —£(ати, /г)}.
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738.1.*) \ sn-Tr<f.y = xsn-'jc-f i-ch| k-k'** I •

788

788

2. \ cn~'xdx = xcn~l x— — arccos Vk'* 4- kxx*r

8.3. \ dn~* xdx — xdn~l x—arcsin r~i •

*) См. подстр. прим. на стр. 151.
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БЕССЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ

800. Дифференциальное уравнение Бесселя имеет вид:

dx1 х dx \ х2 I

Б е с с е л е и а функция п е р и о i о рода Jn (х)

Обозначим -.-Jn(x) через J'n и т. ц.

801.1. xfn = nJa — xJn+l. 80I.3. ,2nJn = xJnj^-xJllil.

801.2. xfn = — nJn + xJnj. 801.4. 27n = ./„„j - Jn a.

801.6. 4JT, = 7n_2 - 27„ + J***

801.6. ^(x%) = A.i.
801.7. -£ (x-nJn) = - jf-^i.

801*2. l9^Q--j
x

"

801.83. J3 = (|,-.l)j1_^Ll
801.84. 4-(l--*-)*+i(£-.)*

801.91. J,-./ 't.
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801.92.

801.93.

801.94.

801.95.

802.1.

802.21.

802.22.

802.3.

ЕЕССЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ

а;3 х."

1920
,, /960 84 . Л

, /1920 408 1QWt

Таблицы /0(Jt) и J1(x) см. [10, 15; 17, 19з, 20J.

JoW—i
\2 j

~*~ 1*.2г ia.2*.3a^'**

__

•

_

I (^*T ("5"*)

Л(-*)— 222| 2П13! + 262I4I 28315I

При л иелом положительном

+ ...

JnW--
(И

,
(И

,
(И

1(я+1)
'

1.2(n+l)(n+2)

602.4.

802.5.

802.61.

802.62.

802.69.

1801.92

n! t

При л целом

./_„(*) = (—1 У* Л С^-
Если л —не целое положительное число, то в формуле 802.3
ваменить л! через 11 (ti). (См. 853.1.)

1 Зх* 7дг«
Jj (Л:) ОЗН'Л ~Г 9591Я1 074141 Т-'*23112! ' 252!3! 2?3!4!

л
4х^

,
6л*

7 "Г
Ъх'<

2*1131

•/А(-*Ф
гл-ч

262!4! 283!51 ~^" *

(n + 2)xn+1
+2я (п—1)1 2»+Ч1(п+1)!

(л+ 4)л:я+8
+ <

(п+ 6)хп+°
2»+«2! (п+ 2)1 2»+«31 (п + 3)1

^' * *

(я целое положительное).
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Асимптотические ряды для больших

значений х

803Л. J0 (*) = (~)42 [Ро {х) cos (* - J) - Qo (x) sin (* - J jl,
где

. F-32 F-32-52.7a P.33.52.72-Ha.|F
803.11. P0(X)-^l 2! (8x)2

"•" 4! (8x)4 6! (Ьд:)°
^"•**1

F . 12.3*.5а F«3Z.52.72.9*
803.12. Qo(-^)~ ш* + 3!(8а-)з 5i(8*)5

' ••*

Знак ка означает асимптотическое равенство.

803.2. Л (х) = (:|-)1/2 [Ях (х) cos (х - -~] - Q, (x) sin (х - ^ )],
где

803.21. р!(х)^1

где

F ■ 3 • 5 F. З2 • 52 • 7 • 9
, F • 3- • 5» • 7а • 92 • И ■ 13

21 (в*)2 4! (8л:)4
'

6! (Й*)в

Начиная со второго члена знаки чередуются.

803.22. СЛ (х)«»
_—

от,*., ■+-i Id* 3! («л:)з
* 5! (8л)а

803.3. Ja{x)^^)l/2\pa(x)cos[x^. f - ~) -~

где

(4я2— F) (4л2 3-1
803.31. Р„(*)^1-( 21(8^—^ +

, (4п2 — 1*) (4п*— З2) (4яа— 52) (4д«— 7*)
• 4! (йл;)4

803 32 О Г *) ~~
4"г~12

_
(4«'-la)(4/i'-3»)(4«»>-5»)

>3.4. J' (х) - - (1^\РТ (Х) sin (, - f - -J) +

где согласно 801.4

803.41. ри- (х)^ 1 - ^-!2H1"'2 +3X5)
V ;

- 2! (8x)2
'

(4л*—F) (4/г*~32) (4л2— 52) (4л2+ 7 X Q)
_

"*" 41 (ба:)4
***
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КОЧ 49 Л'» (*Л ~ 4п2+1 X3 (^2~1а) (4П«-З«)(4п»+5Х7) ,
ьиалг. цп (х) ** ^ щ^ф \-...

Закон образования следующих членов очевиден.

Следует помнить, что приведенные здесь ряды для больших

8начений х являются асимптотическими, и существует

предел точности, которую они могут дать.

804.01. ./i_ (х) = (^V/2sin х.

I I \l/2 / sin *■ \

804.03. J, (х) = (~- J ( —— - cos x).

804.05. J_5 (x) = (^-)!/2 {(- - 1} sin * - -| cos x\.

804.21. J i (*) = (—Y^cosjg.

804.23. ,_n^(JL)'"(_sln,_=£).
804.25. J_ ,, (J:) = (1|)"r{2sli,* +(A -l)co»x}.

Бесселева функция второго рода Yn(x)

Некоторые авторы употребляют вместо \'п (х) обозначение Nn (x).

806.1. лК;«яУ„-.лК,,+1. 806.2. xY^ — nYn + xY^.

805.3. 2» У„ - х K„_, + л У0+1. 805.4. 2 У; - Y^ - Yn+l.

806.5. 4 У; = К„_2 - 2 Yn -f- K^.

805.6. ~?(лЛУя)-»^яКи_1.

805.7. ± (x~"Yn) - - x'"Yn^.

806.82. y2 = iIl_F0. 805.83. Ъ-(£- l) К,- i£..
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у.- •-: *+**-■ n-

г; = - у\. 805.91. к; = г0 - £.
у - «Ji + Л --М Kf

«-££-•) И'"-?+•)*•
г

/960 84 \ /1920 408 \FX

Таблицы Y0{x) и У^х) см. [10, 15, 17].

/ 1 \2

\2 i Л , Ч ,
2 llif, , 1

, 1\_
(21)* \

"*" 2"У "*"
я (З!)2 у 2 ЗУ ■'•'

__

2 \2

где С —эйлерова постоянная 0,5772157. (См. 851.1.)

9

вд=|(с+ша)ли п,

со

~

я 2 жиля V2 J \2 V +т + - + 7J + p+ll

I^W - ! (С+ Ш |) Л (х) -1 I^(fJ""" -
р = 0

со

п jL pl(n+p)\\2) \ ^2 г3^"'
р=0

.•• +
7 +

1 + -2- +... + ^рру,

где /г целое положительное. При /? = 0 последнюю скобку

следует положить равной (1 _}_--}-...-L -|.
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Асимптотичеекие ряды для больших
значений х

807.1. yoW-=(^)1/2[/>oWsin(x--^)-fQoWcos(x--f)].
807.2. KiW-(^)I/8 [P1(x)sin(x-^) + Q1(x)cos(x-^)j.
807.3. Yn(x) = (4)i/2 [Pn(x)sin (x -^ - -f) +

-}-Q„(x)cos (x—y '"7") 1* ?РЯДЬ! Для ^ и Q см. 803„|

807.4. F; (x) - (^-)l/2 [p'1' (X) cos (x - f- —f) -

-Q^(x)sin(x-f--f)]
[Pj,X) (x) и Qil) (x) см. в 803.41, и 803.42.]

Бесселевы функции от мнимого

аргумента первого рода /„ (х)

808.1. xl'a = nl„ + xln+i. 808.3. 2n/„ = x/„_i — x/„+i.

808.2. */«=»—я/и+ */„_!• 808.4. 2/я = /»-i + /b+i.

808.5. 4/;; = In-2 + 2/„ + In+2-

808.6. ~- (*"/„) = Л-1. 808.7.
d /■„-,

dx (х-"/„) = x~"/„+i.

808.82, /2 = /0
2/,

808.83. /8=(-^+1) А-^Г-
808.84. /.-(-£ + 1)/о—г(4+ 0 h'

808.85. /5^(^+^+1)/1~4(-|+1)/о-
808.90* /о = /ь

808.91. /[ = /о — —.

808.92. /2=/,(^-+ l)-^-
808.93. /3= (-£ + l) /«-(#+ 5) т-
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4£+S+0'.-!(S+0'"

/._(»+5+.)/.-(^+«+is)i.
Таблицы /0(лс) и /, (х) см. f 10, 15, 21J.

\ 2 J
~

12-22
~

12-22-32^ '
•*'J0(x) = JJix) = \-\-

где / = V— 1 •

. 1 (И (t-v

При п целом положительном

/„(*) = Г"/„(/*) =

(Ж ЛИ. (И
1 (п +1) ^ 1-2(п + 1)(я+2)

+ ..

+2/>

£=0

При п целом

Р\ Ш + р)\
•

1-М = )пм.

Если п не целое положительное, то надо в 809.3 заменить п\

на 11 (п).

[См. 853.1]

Асимптотические ряды для больших значений х

8П.1. L(x)f*
Vln.

М,А '»м~т4?

I"1 12-Зг
1 + ТШ+г! (8л-)2

+•••

4л2—1* (4/г3—I2) (4/г2—За)
11 8х 2' (8х)2

/' /vl
е* Г, 4п2 +1 х 3 . (4ма— I2) -4^+3 х 5)

а{х)я,УШ1 1Г8Г-+ 2мь^
4п2—1*) (4/гг—З2) (4кг+ 5 х 7)

3! (8л-)3

Члеиы ряда 811.3 те же, что и в рядах 803.41 и 803.42.

■1-

-J-
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Бесеелевы функции от мнимого

аргумента второго рода К,Лх)

814.!» хКп = пКп~ xK„+i.

814.2. хКп^ — пКп— xKn~i-

814.3. 2и/<„ — */Сп+1 — х /<„_!•

814.4. 2/С„ =» — Kn-i - Kn+i-

8 $ 4.5. 4 Кп = /Ся-2 + 2Я„ + /С„+2.

814.6. £(хя/Ся)---*'%1-1.

814.7. ~ {х'пКп) - — *~'X+i.

814.82. К9^Ко + -~~-

814.83. К,--^+(~-+ !)^.
814.84. K4=(^+l)K0+ 4(-F+ 0^-

814.90. К'о^=~1<л,

814.91. Kl^ — Ko--^-.
814.92. /С2 = ^^-(-|г+ 1) /Q-

814.93. ^ = ~(§+1)/(о-(^+5)4-
814.94. /C; = -A(- + l)A,_(i-+- + 1)^
814.95. ^— («° + ^+1)Д.-(-^-^+13)^.

Таблицы Ко(х) и /^ (*) см. [10. 15, 17, 21].
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*„(*) =-(с+1п| )/,(*) +

где С= 0,5772157 —эйлерова постоянная. (См. 851Л)

A„W-(-l/J+,(c+ln|-)/„(x)-f-

Р=0

где п—целое положительное. При р = 0 последнюю скобку

следует положить равной ( 1 -f--^- + ... + — I.

Следует заметить, что иногда, особенно в более ранней

литературе по бесселевым функциям, буквой К обозначается

совсем другое выражение.

При п целом К_п(х) = Кп{х).

При п нецелом #„(*) = 2~1бЬш f7-„{*)—•№)}•

Асимптотические ряды для больших значений х

816.1.

A,W*«^2*J e

L ir&t + 2!W2 3! (8ж)« "*"••'.
■

8.6.2. л.М*(£)".-[1 +^+

, (4я*- 1г) (4/г2—Зг) , ]
Н 2lW h ■••]■

816.3. ^W«_(i),fte- 1 ■
4n2 + lx3 ,

1 "| ГТ87~ +

(4пг—1г)(4п2 + 3х5; (4/1*— I2) (4/13—З3) (4я* + 5x7) .

"^
21 (8х)3

~*~ 31 (8л:)3
+ • • •

[Из 814.4.]
Нетрудно видеть, как продолжить этот ряд.
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Функции Ганкеля

817.1. H^(z) = J0(z) + tY0(z). 817.2. К0 (z) = ^ Щ*Ц!г).

817.3. W(z)= Jn(z) + lY„(z). 817.4. Н% {z) = Jn(z)-lY„(z\.

817.5. Кп (г) =
"'

el"^H)\' (lz).

Для любых значений х и ф:

cos (x sin ф) = 70 (х) + 27г (х) cos 2ф -f- 2J4 (x) cos 4ф 4- ■ • •

sin (х sin ф) = 27х (х) sin ф -|- 273 (х) sin Зф -f- 2J6 (x) sin 5ф -f-...

cos (x cos ф) — J0 (x) — 2J2 (x) cos 2ф ■{- 2J4 (x) cos 4ф —...

sin (x cos ф) = 2Jx (x) cos ф — 2J3 (x) cos Зф -f- 2J3 (x) cos 5ф —...

Бесселевы функции от аргумента xl yl

первого рода

ber x + /bei x = J()(xi\^i) = /0 (x \rl) = Ьег0 x-|-/bei0 x.

ber' x = -,- ber x, и т. д.

(т *У (I *У
Ьег х = 1 — ±— £- 4- ——-

(21)2
^

(4!Р

(Н (НАНbeix=\.' — \Qt48 +
(l!)2 (3!)2 ^

(5!)2

/1 Y» /1 \? / i

T'j ,>4 ("2-'хГber' x = ^— — 4- ——— — -—\-
112! ^ 3!4! 5161

Г

ы-*~!-хАП_АН__
2

■*
2!3!

^
4151

Для больших значений х

ber x ^^=f L0 (jc) cos f -*= _ i1 \ - M0 (jc) sin (-*= - -Y|,



821.3.

821.4.

821.6.

621.6.

821.8.

822.1.

822.2.
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где

+ j,w-»(^-5)].

Ljx)^l+-^cos-4- + 2n^cosT + -¥l8^-cosT+*'-'

Ьег' х

118*
Sln

4
~

21 (8*)»
SU1

~4
"~

31(8)» 4
~"'

У 2пх

-r0(x)sln(^+|)
^*-^[г'(*Нй+^ +

+ 5о(.)51п(^+^],
где

821.7. <S0(jc)^1
1-3 n l2- 3-5 2я

ms

118* 4 2!(8jt)2
COS v

4

la• 3a • 5- 7 3n l2-32.5a.7.9 4л

31(848
C0S

4 4! (8л:)4
COS -j-

~

.. .

r»(^^Tr^slnT + 2T(8^stnT +

J.
l2-3z-6-7 . 3n |2-32-5a-7-9 4л

"i"
3!(8jc)8 Sln~4 + 4!(8*f sln4+--«

При я целом положительном

ber„ x + г bei„ дт = Jn (xl Yl) = lnh (x №)•

\ (~l)n+p{^ xY

822.3. beift*

ber„x= V \< / Cos^±|^.

iU p!(n-j-p)! 4
p-0



berU=X

ОЕССЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ 1822.4

р~о

Ы'\„х — У^

COS
(л + 2р)я

2/1—1

«г {JL±2£l?Sill ; ,

Для больших значений х, при целом положительном я:

„х'УТ

Ы\пх

bel

,, , .
. /к и . «я\"

где

Ln(x)^\ nw-cosT + ^ 'cosT-...
., .

,
4л2 - Is я Mn2—!*)(4пг~Зг> . 2я

^«^«ПГГяГ- s,n Т~: 2lW Si" T+ ■ •'

ЪеГпХ

1!8>

/ х л . ял ^

°-<"С08^У2 '
8

"•
2 у

+ V+^

— /„(.Г) Sill I ТТ= + тг +
V К 2

'

8
' 2

, ,' ^л" '

j -г , . /Ж . Л
,
«Я\

,

)}
•'V7 Г

+ &п(х) sin (у=+
ГД(

(4ns— 1г)(4/г2 — Уг)(4м2 + 5х7) Зп
. : _ — '- ГОЧ -I-

3! (8x)s 4
' ' ■ *

4«г+1хЗ . я (4п2— 1г)(4и2+3х5) . 2я .! sin — — „.Л, ,„

■ Sin — -J-^^ 118*
""

4 2!(8ж)2

, (4/гг—1г)(4л2—З2) (4/гг + 5х7) . Зя
"+

"

31(8*)*
8Ш

4
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Бесселевы функции от аргумента xi\^i
второго рода

824.1. Ъег х + /kel х — Kt (xty i).

ker' x = -,- ker x, и т. д.
QX

ker jc
— f In С i ber x-\-■ ■— bei x—

~

V + "2 J ~W~ + I' + "2 +1" Ь Tj "Г

_(i + i+i+i+i+i^lL
(4!)2

~T~ • • •
»

где C = 0,5772157. (См. 851.1.)

kei x= [ In С j bei ,v - ber .*:-}-

-r
(I!)2 V 2

Г
3 / (3!)2

'

1 J.lJ.iJ.11^
2 ^ 3 ^ 4

h

( ' V°
L + ^Il±_

5 У (5!)3

'x= f In-—С j ber' x berx-(- ~ bei' x —

V + "2 j "TilT "r { X +
T + У +TJ ~3!4j"~"

i' x~ (In——C] bei' „v beix—^ ber' #4-
\ X j X 4

+ \/ + 2 + 3+Т+5У 415!
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625.1. Для больших значений х

825.2. W*- (^)".-^[Л.(-*)«.(^=+г)-

См 821.3 и 821.4 с подстановкой—х вместо х.

825.3. te-д =-(£)■".-^[i-j-^os^!^

825.4. W',__ (£)"^*-[7.(-,)«о.(^_£)_

См. 821.7 и 821.8 с подстановкой —х вместо х,

828.1. При целом положительном п

k-er„ х + / Шп х = /"" /(-„ (л J/7).

826.2. кег„х=(|п-|— с) bernx + | bei^H-

U2/5/1 \"+2

Х
p\(n+p)l

COS
4

'
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826.3. ke1„x = (ln-|—C}be1Br— -Jber„x-f

-t-2^ pi V 2 ;

/ 1 \«+2/?

[ '

\2 ) . {n+2p)n
У

рЧп+рУ
Sm

4

826.4. Vet',, дг=(|(Д— C)hernx—^^-f^beCx+
+ т2- ы {т) cos—4— +

00

/ 1 \ 1+2^-1

l—l)n+,>in+2p) (-*) jn+2p)n
X

,
.

, \, '- COS 4

826.5. Ье\'„х = (\т\-—с\ыСх—}?^~ ber^x-f-
\ х J х 4

+ TZ- pi It; sln
а

р=»

(-.1)^(n+?l»(T.) . (я +
У п ;—\: '- Sin ^. F

.
р! (n+pM 4

827.1. Для больших значений х при целом положительном гг.

827.2. teI.,- (»)».-«^[*..(-*)«.(^+ ^+ !2)-

[См. 823.3 и 823.4-j



БЕССЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ |827.3

kEr:,__(Syv^[5„,-„c„s(]£?-|+f)+
+ ^.(-*1-(т?-;-+т)]-

иС,- -(£)'V-^f т.(- «»». (^_
»

+«)_
— 5Я(—jc)sin (~—-£ + ™)]. [См. 823.7 и 823.8.]

Н\'жно заметить, что ряды для больших значении х—это

асимптотические разложения, и степень точности, которую они

дают, ограничена.

Рекуррентные формулы

Ьег, х = -т= (Ьет' х— bei' x).л
V 2

bei,, д: =—== (ber' х+ bei'x).

. 2bei x . „„„ - . . 2ber'x . ,

ber,x= ber jc. 828.4. Ье1.л = bei x.
1

x
*

x

.
'

. ,
2 ber, x

Ьег8дг = — ber x~

bei,.x = — bei' x-

X

2 bei, л:

ber«+tx = —~j^- <Ьет„x— bei„ x)— ber„_, x.

Ье'п+1^= r~(bcr»л~ь bei«x)~ be,"-«*•

ber„jf=- — ^(ber^x+bel,,.,*) ^ .

bei„ x =
-p= (beIn_, x— beln_, x) f- .

Формулы 828—829 годятся и для бесселевых функций
второго рода, если заменить bei на кет и bei на kei.

Таблицы вначеииЁ функции от аргумента и YT см |8], [11], [16].
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Бесселевы функции — Интегралы

836Л. lxaJa_i(x)dx = xnJ„(x).

835.2. ]x~nJn+1 (x) dx -= — x~nJn {x).

835.3. $ x"/„_i (x) dx = x"/„ (x).

835.4. J jc-"/„+i (x) rfJf = x~nln (■*)•

835.5. J x"/<„ _ ! (x) dx = — xnKn (x).

835.6. \ x-"Kn + l{x)dx= — x'n Kn {*)•

X

836.1. i xberxdx = xbei'x.

о

л

836.2. [ x bei x dx = — x ber' x.

о

836.3. \ x ker x dx = x kei" x.

о

x

836.4. \ x kel x dx = — x ker' x.

r:

837.1. ^ x (Ьег£ x-\-bel%x)dx = x (ber„ x bei^x — bei„ x ber„ x).

837.2. J x (ber,;2 x -f ЬеЦ2 x) dx = x (ber„ x ber^ x + bei„ x bei/, x).



XI.

СФЕРИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ (МНОГОЧЛЕНЫ ЛЕЖАНДРА)

840. Р0 (ц) = I.

Pi([i) = [i.

/,400 = 2Т4(5-7^-2.3.5^+1.3).

Рь (и) = 274 (7 • 9|л5 -2.5- 7ця + 3 • 5|л).

+ 3 • 3 • 5 - 7-12 - 1 ■ 3 • 5).

Р1 {\i) = ^~ (9 • 11 ■ 1 Зи7 — 3 ■ 7 • 9 . 11 и-5 +

+ 3.5.7-9^3-3.5.7М).

Коэффициенты в скобках составлены из биномиальных

коэффициентов, а затем других множителей.

■ ffl(m —1)(m —2)(m —3) m.4 "J
"Г

2-4(2/11—1) (2m —3) И "\|*
При нечетном m ряд кончается членом, содержащим ja, а при

четном т— членом, не зависящим от ц.

842. (/я+ l)Pm + ,(u) = (2m + l)uPf„(n)-wPl„.1(u).

843. (,иг- 1)Рт(ц)= ^iPm(u)- даРт_,(ц>

844. Для больших значений т

р«<«» °>Ч^Гsln {(и+?)в+"}•



МНОГОЧЛЕНЫ ЛЕЖАНДРА 1 (

1 j,fJi

^2ffl + 1 ( Х)— Ргт + , (Х).

Первые производные Рт (jj,) = — Рт (ц).

Ро (Ц) = 0.

Я|(ц)=1.
Р2 (jLl) = 3(Ll.

Pi(H) = 4-(3-5pi,-l-3).
jP4 (jh) = -=- (5 • 7ц3 — 3 • 5ii).

ps(ll) = _L(5.7.9ll*_ 2-3- 5-7si2 + 1-3-5).

p;(jU) =^L (7-9-Пд5 —2-5-7.9,us +3-5-7(a).

p; (ц) =_1_(7.9.1 Ы3ц°— 3-5-7-9- Hu1 +

+ 3-3-5-7-9la2—1 -3-5-7).

Коэффициенты в скобках составлены из биномиальных

коэффициентов, а затем других множителей.

Таблицу значений многочленов Лежандра см. [16].



XII.

ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

ОТ 1

850.1. J>-V-*d* = J( In^y^dx^rm).
с

I (n)—гамма-функция. Интеграл имеет конечную величину

при п> 0.

850.2. 1 <л-И) = /7J(/z).

850.3. Г (л) Г < 1 — я) = -^- \п не целое!.

850.4. I (л) = (л — 1)!, когда я целое положительное.

850.5. I"(1)=Г(2)= 1.

850.8, г(1)^-«/я. 850.7. г(|-) = ^.
850.8. Г(л+ -iWl-3-5- ... (2л—3)(2«—1)]/7/2"

(л целое положительное).

851,1 1Drci-+*> = _Cx+^--^ +^ [**<1],

где С—- вилерова постоянная'.

С = Ига ]— inp+\ +-1 + 4-+ ...4--1 =0,5772157
р-»ао L 16

'

PJ

'V=Wp + p+... =Цр). [См. 480.]

851.2. ЬГ(1+.^1|п^-Сх~^-¥-...^<1].
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2 sin а:зт 2 1 — ь

4-(1_С)х~<5я-1)^— fS,-1)£
Для значений * больше чем — использовать Ь50.2 и 850.3 и

вти ряды

_]39 R71
'

Ы~840Р
"~

2 488 320л4
ч- 1

i • • • •

Эга фоомула лает асимптотическое выражение для х\,
когда х—большое целое число. [См. 11.]

In I (x-f 1)^-771п(2л)—д; + (ЛГ + 4-) 1п* +

. д,
...

д, , /у. ._

\ВхУВг, ...— числа Бернулли). [См. 45 и 47.1.J
Это—асимптотический ряд Стирлинга. Абсолютная

величина ошибки меньше, чем абсолютная величина первою

отброшенного члена.

ее

С е~х )я х dx = — С,

где С=0,5772157, как в 851.1.

II (/7) = Г (/7+1). [См. 850.}
J7 (п) иногда называют гауссовой функцией.

При я целом положительном U(n) — nl.

П(0)=1.

J х"-' (1 - *)"-' dx = rr(g ^W = D (m, л) (бета-фУнкция)
b

[m, я>0].
i

jTT7e(-!) {,n2-1 + "3 +•••"! -^[
b=l, 2, ...]„

i

СxP~*dx 1111

[Cm. 35.]
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1

854.21. Гу-

855.13.

855.14.

1

dx

854.22. Г .

й*
,
= -ip= .

J 1 — x-f х2 з)Аз
о

в

1

о

1

855.12. Г£^^лсв__5_. [-1<Р<1].
2cos-

в

Г хр +х~р dx я г _ ^ ,

1

о sin

о Я

1

855.15. Г xP~Xdx- = —?-~ [0<p<g].\<1-*>" ,sin^
L

ото. Г ^'л-,+*"", ,, Г(яг)Г(л) , ^ л1
855.21. J (1+;-+»**° Т^+У ^ W>°]-

в

i

e,CQ1 Г хст dx 2-4-6 ... (m — l) r _ n855.31. 1
л ——ч r

' Г/и—нечетное целое > 1],

1-3-5 ... (m—l) я .

—n , г—- -~к w—четное положительное
2-4-6 ... т 2 L

целое],

1^лГГ1г) г иJ_ ^ Ц-. [/»— произвольное >— 1 ].

Г(?+ 1)
[Положить slnx*=y в 858.44 или 858,45.]



858.04) ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 183

1 1

855.32. \ х™ VI - хЫх =»

^2 \ р=
о о

[т — произвольное > — 1]. [См. 855.31.]

855.33. !-*-£* 'Цх [/z>0].

1
Г

855.34. f^^^L^ \ » /
[да + 1, «ХЦ.

* Г(р+1)Г(^±1)
855.41. xm{\-x^fdx^ -/

v
; ;- fp+1, w + l>0j.

J 2Г lp+5!+3
Г(,+ 1)Г^+1

855.42. I xm (1 - л-я)р rfx = -. i—5-t

[P + l. w+l, «>0].
о

855.51. \ xm-i(o-xr'rf.v = om+'!-1^^ [a( Wf я >0j.

CO

856.01. \71-pr-5 = -iL- [0<9<1].
J (l+x) xi sui qn

l * '

о

Положить «7=1—p. Тогда

CO

856.02. \?11*L = Vl = _JL_ [0<p<lL
J l+x sm (n—pn) sin/уя

L r

о

со

856.03. [ ^__ = я.

oo

865.04. [ KP~,dx
=

ляР~>
[a>0, 0 <p < 11

J a+ jc sin pn
l ' ^-^^- *
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со

656.05. f^gL—JL^ [^>1].

{ р БЮ
F

СО

856.06. С-^_ ==__/? [с>0, 0<р<1].
о

856.07. f££e_JL_. 1_1<р<1].
"2"J 2 cos--

ее

856.08. Vr-? =—— {0<P<^J.
j Я sm

£-

8b6.11. \ T7-T—t^vt-:
= -гГ-Ц-М [/И, Л>0].

1 (l+*V"+n r»m+ «)
0

856'X2- \ 15+tev^ = -Й-^ЙГ) [«,*,«,«> 0].
о

CO

«-*• о* Г dx 1-3-5... (2n— 3) я г ^п о о i
8&6.21. \ TT- „.

■ = J- -i-____ [a>0; /z = 2, 3, ...J.
,) (a^ + **) 2-4-6 ... (2я — 2) 2п2л * l J

0

CO

856.31. ^ Г 2 , awn-L «1
=

о~ГГ^1л К ^>°]-
J (o2 + jc2) (fc^ + jc2) 2g& (a + fc)

l J

0

cc

856.32. [ .

8 , ъ\,-лг = й-Stt la > °1-
J (fl2 + A-2( (q" + a'") 4a"+1 l J

0

856.33. J (-^--£-)<?-.
0

CO

857.01. \ — =
-r

x

arccte
J a.

d* 1
ж

Л
= -, arcctg -?==

ax*+2bx+o Vac— b* Vac— b2
0

|a, ас — £2>0; см. 500.]
CO

857.

0

CO

?.02. i[ ——^ ^
= —^—7=r [a, c, b\/'c-\-cVa> 0].
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8*7 03, f —

гг
= —т^ 7= [a, c,aVc + bVa>0].

867.11. ( dx л

ах4 + 2to« -f о 2 /б/i
-_ ,

где /г =» 2 (Ь + 1^ас) [а. с. ft > 01

st/2 я/2

858.1. [ sin2 x dx =
-j-.

858.2. J cos2 x dx = -^-.

868.3. [ sin2 x dx — f cos2 jc dx == —.

о о

Среднее значение sin2 x или cos2 x на любом интер-
л 1

вале, концы которого кратны -^-, равно -у*
я/2 Я/2

858.41, J sin2mxdx=f cosamxdx — —■ [m=I, 2, ...].
о о

Я л

858.42, [ sin2rnx dx— J cos2mxdx —~ [m = 1, 2, ... ].
о о

2п 2я

858.43, [ sin2 mx dx = j cosamx dx = л [m = 1, 2, ... J.
i) 0

я/2 я/2

858.44» j sinP x dx = f cos" x dx =

о о

2-4-6... (p—1) r
=

—ч~с~7— f/7 — нечетное целое число

1-3-5. . . (p—1) я ,
_ — —i - — [p — четное целое положи-

Z't'U » , i p ^

тельное число],

«■* r(e4J)
=

—5 77 г- [p — произвольное > — 1].
г (1+0

Полагая m — 0 в 858.502, получим тот же

результат, что и в 858.44, несколько в другой форме.
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858.45.

b>-i].

1 s\npxdx = [ cospxdx = r—r —m

858.46. \ sin'**^ ,

'
/ [P>—1].

r(|+.)
эт/г

[Cm. 858.44. Можно использовать также в 858.45.]

в, г(ф)
r(£+i)

ТГ/2

= л \ sin р х dx.

[См. 858,44, Можно использовать также н 858.45.]
its я.»

Г tg "*</*=[ ctg'*Av~—£- [р*<1].
J J 2coSf
0 0

*

Я 2

858.491. f ~= 2C= 2-0,915 9656. [См. 48.32.]J Sin*
i J

о

JT 2

xdx я

858.492. Г ^= -4Ил2.
о

858.493. f ^= л1п2.
J sin2 *
«

St'*

B58.501. f cosm x cos mx dx ==-^+j [»+t>0].
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it/a

cosp x cos mx dx =>
■

2P-H 1-(^+п;. + 1)г(£^2.Ч-1)
(p + 1, P + m+2, p — m -f 2 > 0].

я . тя

858.503, J sinm д: sin mx dx —— sin
-y [m -|- 1 > Oj.

о

я

•
V^1

r - lis

^

Sill
-y-

J (p+1)

858.504, I sin"xsinm*dx = ~
,P + m

{
.

r/P-« ,
a

[p + 1, p + m + 2, p
— m + 2>0J.

n

858.505, | sinm д: cos mx dx = ~r cos
-y [m -j- 1 > 0J.

о

0

я

cos ^~- г (p+i)
858.506, V sin" x cos mx dx =

2p

о
,(£^L + I),-(£—+,)

[Ip-f-l. P + m+ 2, p —m+ 2>0].
sx/2

858.511. f 8т2а+г xcos?*+1 xdx = ia+f?1)!2 •

0

0P.0 ^„^ 7 „.. 9л . 2-4-6 ... (2^-1-3-5 ... (2b—1)
858.512. sin2fl+ixcos2&A-dx= r-~ F, . ... , n

-.

J 1-3-0 ... (la-\-zb-\-\)
0

ft/2

858.513Л sin'^xcos^xdx

0

л/2

858.514.. | sin2fl xcos2*xdx =

1-3-5 .

1-

л 1-3-5

■3.

t

. (2a-

■O . . .

. . (2a

-1).2-4-6 .

(2u+2b-i-

-1).1-3-5

. .

1)

• * <

(2b)
m

.(2b — I)
2 2-4-b . . . (2a + 2b)

0

В 858.511—.514 а и b — целые положительные числа.

858.515. I sln'xcos«xdx =—
, i t ~

0

lp и ^ произвольные числа >—11.
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858.516. \ sin тх sin пх их = 0 [тфп],

[т~п\

[т и п—целые числа].

858.517. \j cos mx cos nxdx = 0 [тфп\,

Т

[/я и и—целые числа].

658.518. \ sinmx cos nxdx— 0 [m — n],
о

= 0 \тпфп; (111+n) четно],
«= —= s Хтфп; (т->гП) нечетно]т*— п* 1 '

[/я и п—целые числа].
я ft rft я:

с-о мл \ dz \ йк ? arccos о

J I-i-asinx J 1+acosx yi_fl! }/ 1 __ аг
о а

В формулах 858.520—858.535 0<д<1 и,

следовательно, углы arcsin а и arccos а лежат в первом

квадранте.

858.521.

858.522.

858.523.

f dx А
J 1—asinx J

-к-+arcsin a
tf* 2

0

1—acosx jA| Q2

[См. примечание к 858.520.]
Г rf* я—2 arcsin о 2 arccos о

Г dx я + 2arcsin a

J I —о sin x j/"i ^

[См. примечание к 858.520.]

[См. примечание к 858.520.]

858 .524. fr-^1 ld-aiacosx |/ j _as
*
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С dx
__

Г dx 2я
858.525. J 1±flSinx—J l-j-acosx VT^tf'

о о

"i* IT

858.530. j (Tqp|ЯП?-)
_-~arcsin a

dx 2

(1+aCOS*)2 (]_a2)sa 1—0s*

[См. примечание к 858.520.]

i rfx I dx 2
,

a

858.531. J (i_aSi„*j«
~"

J (1-acosx)2 [Г^?^~ T^o*
*

[См. примечание к 858.520.]
о о

858.532. L л я-2,resin a 2я

+ a sin x)2 (j a2)3-'» 1—a2

[См. примечание к 858.520.]

fico coq Г d* я +2 arcsin я
i

2a

1 (1 — a smxY (I—a2)" \~a2

[См. примечание к 858.520.]
о

я

858.534. \ц
dX

о

!Л 8Я

око cor [ ££ j dx 2л
OOO.OOO.

J ц±0б1пх)1 —J (l±flCOSA:)s~"(1_fl2)«/,
•

о

858.536. rfosj^^Vl-f^g [0<e<l;«=0fl,2,...l.
J l-}-acosx flm s/1 aa J

о

Л/2

858.537. Г
.

. f_*—5 = 1 fa, ft > 0].J (a sinx + fccosx)<! ab .
i > -- r

0

ЭТ/2 Я/2

858.540. f ^—= Г — =

n

..

i 1 + a2 sin2 x J 1 + a2 cos2 x 2 J/ F^fa2
*

о о

ffl/» Я/2

858.541. Г т—|1т_вГ ^Ц...-", [й2<1].j l—a*sinrx J 1 —a2cossA; 2 j/ 1 — u%
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эт/2 л/2

858.542.

J U+d»sui*x)* J (l+o»cos**)" 4
(J +a*fU

"

л/2 ат/2

!. { dS eC *i _

" 2~g9
ra2<rll

л/2 ат/2

858.543,

f

858.544.

и

(* x sin m к dx n2 r ^ m

V тп -= =
7-5- [ОТ > 0].

J ! + cos^ mx Am2
L J

858.545.

л

дг rf* Лф

1 -j- cos ф sin x sin ф*

858.546. I f;
* A

= Д=^ [a, a» - *» > 0].
О

rc/2

858.550* \ a2sin2A+&2cos2A- 2a5 [а£>0].

IT

838.551. \ «
■

г ?M 2
=
T И>0].

J <r sin2 x-\-b>- cos2 x ab i -" j

и

я/2 п/2

858 г>52 С sin2 a- gfy
_

С <& hi _

' N о8 sin* лг+ft*сой»* J a2+fc2Ctg2*
~

2a{a+b) 1«>0>UI-
о о

я/2 я/2

858.553. f
, ?*** ,

= [ „
.

*
= яГГ5-г [a, ft>0].

о о

я/2

858.554. [
,

.,
.

„ j^—„ = ££±T И> 0].
j Ur sm~ дг+ о2 cos2*)2 4 adoJ l — J

с

и/2

858.555. V .

,
.

, , ,„—=-^5
= -i—■ [aft>0].

J (a2 sin2 а:+ ^г cos2 a:)2 ia3b l '

я/2

858'556' S(a»«ta"T^a*# = CT И>0].
и
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858.560. { sin (а*х2) dx = § cos (a2x2) rfjf =£~ [а > 0].
о о

со со

858.561. V sin
-2-

eLv = ^ cos
-у-

<Lv =
2

.

о и

{Интегралы Френеля.]
со

858.562. J sin (хр) dx = Г (1 + ~ ) sin - [/> > 1 ]•
о

со

858.563. ^ cos (хр) dx = Г (1 + ^)cos ^ [/> > * ]•
с

со

858.564. \ sin а2лг2 cos тх dx = -^- sin (-?- — ~) [а > 0].
о

СО
,

858.565. i cos a2JC2 cos тх dx =^- cos f^ - £^) [e > 0].

858.601. ii 5EZ^rfx== "
Пили — -J- в зависимости от того, будет

о

ли m положительным, нулем или отрицательным.

со

858,58.611. [ cosm*-cos,г,
йх =

и

{ „ 0]>J * от

о

со

858.621. [УиЕ.(1х = ^, 0 или —-^ в зависимости от того, будет

ли w положительным, нулем или отрицательным.

со да

858.630. $*^d*«$?*^d,v = оо.

осе «о, С sin2/Hx—sin-я* , 1
,
т

г п1858.631. V йлс = -2-1п
- [/га, п ф 0].

о
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858.632.

858.841.

858.649.

858.650.

858.651.

858.652.

858.653.

858.654.

858.6Б9.

858.661.

858.701.

СП

Jcoss
тх—cos2 nx

-

I)

со

С sin8 тх , я

и

or

I

dx = ^ In—
2 ш [m, пфО),

[w>0].

sin"i + 1
nix , 1-3.5... f2p— 1) я

—— dx =s

2-4-6 ... (2pi 2

[/? = !, 2, 3, ...; /n>0].

Г sin trix
,

Г cos mx ,

СП

Г cos mx—cos nx .

,
. я

J
__—_ dx==(w_w)_

f sin2 mx , , ,
я

Г sin3 mjt , 3
, „

\ 5 dX — — /Я 1П 3.
J x2 4

[n>m>0l.

[Cm. 858.711.]

я

•ж

Г sin4 mx , , ,
..,

j —jr-dx
= \tn\T.

0>

('sin2'/??.* 1-3-5 ... (2p—3) } /771 я г„_9 о л i

J ~^" dX~"^4.6 ... T2^2F ~2~~ [Я-Ad, 4, ...J.

[m>0].
Г Sitl3 /77.Л , 3 e

С sin mx cos nx . я

\ : dx = -^-

и

Я

T

о

[т>п>0],

(/» = л>0],

[п>т> 0].



858.8021

858.702.

858.703.

858.704.

ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

sin mx sin nx .
1

, т+п
UX — 17 1Л

* 2 т— п

'

cos mx cos nx ,

ах = оо.

858.711.

858.712.

858.713.

858.721.

sin2 ax sin mx , л
dx — —r

х 4

_

Л

-=0

CD

sin mx sin nx . тя

jc2 2

nrt

Г sin2 axsinmx , m + 2a , .
,

_ .
,

\ -s dx = —__ln|iB-J-2fl| +

H я— In I га—2a I
/77

T'
n /»

Г sin2 ax cos mx
,

л / и\

J ? dx==Tia"Tj

5
1 —cos/шс

dx^

= 0

я 1 ■'" I

Г/л
■

193

О].

[2a>m>0],

[2a = m>0l,

[/я >2a>U|.

[m^ я > U].

[m>0].

/я

«>T>°

aS^OI

858.731.

858.892.

1

858.801. Г

sin2 ax sin mx , л am я/я*
5 (7ДГ—— —

ля*

1Г

sin mx Р cos mx , J^ г

J Vx J {/*
о о

К 2m

;m

m
^

„

-a ^
T
> 0

1 m

lm > 0J.

[« > 0].
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858.811. b-^dx= ™£j ■ [0<р<2; т>0].

281п-^-Г(р)
К тому же численному результату приводит другая

формула:
со

858.812. f х"-1 sin тх их = ^Ж. sin Щ-.

[0<<?2<1; т>0].

Для q, близкого к нулю и равного нулю,
пользоваться формулами 858.601 или 858.811.

м

j

858.813. Гc^E^dx = — . [0<р<1; m>0].
J *? 2cos^-r(p)

К тому же численному результату приводит другая

формула:
ео

858.814. f х"-1 cos mxdx = -1^- cos ■?- [0< <y < 1; w > 0].
о

858.821. — dx
sin tnx cos пя

7*

(|/ /и + я r /и — и) 2 J/2

= 1-^=--"UJ^L- [л>ш>0].
|Km + n V n — m\ '2.V2

858.822. f^-7^-dx = l/"«OT [m > 0].

858.823. j -^- dx = (3/f-° ]/^ [m > 0].

858.824. f -55Ц21 ^ - (3~/3) /2^S [m > 0J.
о

с arctg x dx na

0
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аз

•858.832. Jarctg^sinmxrfx= ^(l— e~am) \a,m>0]
О

СО

-858.841. [—^0==^К(к) [0<*<11.
J X У 1—k2 SU\2X

ос

.842. Г _^yL=e*(ft) [0<*<1].
J х у 1 — я2 cos2 х

858

о

858.843. C-^f!!!^f^=:-l{£(fe)-n—fe'^(fe)} [0</г<1].
о

Для 858.841 ~.843.См. 773.1, 774.1.

00

•859.001. J^i^-rfx^^-e"1»- [c>0; и^О].
0

oo

■859.002. f ^"^ ^jc = ~ (1 — е-2ия) [а > 0; w^O].
0

«59.003. Jg^rfx^^-d+e-2^) [a>0; ш5*0].
О

СЮ

■859.004. J ^^rfx= -=-«-""» [a^O; m>0].
0

a

859.006. J *1™J^ dx = JL e-«. sh ад [fl > 0; m ^ я ^ Q]>
(i

00

.C-O ПЛ7
Г COS/ПХ COS ПХ Я _„,„ , ,609.007. \ ———^—

dx =— e~'"c cii «a [c> 0; /я 2г л Ss 0].
0

859.008. P X Sin №X COS ПХ П -mn . r

J аЧ1*5
**.* = —e спяя fa > 0; /?z>/z>0l,

0

л

^- e
nu

sh ma [a > 0; /г > m > 0].
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859.011. [ JT"' dx = -*■ (1 + mc) *-»■ [fl. m > 0J.
0

(u* + *V 4a;

859.012. [ JL^L d* = Я?- е~™ [а, т > 0].

859.013. f ^.^^ dJC = -J- (1 — ma) г-"» [o, m > 0].

859.014. f , 8i" m„a dx = -JL- ( 1 - -Ц^-g-») [a, m>0].
и

C&j .U„ 1. J (e2 _,_ ^ 02 + x2)
-

^ b a J 2 lfl8 _ fc2)
и

(a, 6, /л > 0; а ф b].

C°a'Wi- J W-r **> Ф" + *aJ
~~

V «' ~ "2 У 2
и

[a, fe, m > 0; a ^ 6J.

859.031. f
"* m*

dx = ^- (sin »ш 4. cos ma).

859 •°32- J *KT+l*> dx'—^-{l-e""acosma)-

859.033. J Л,Г." '/" dx = -^ <?-"'<" sin ш.

d

x sin mx , л

*4 4- 4u4
Й* ~"

la5

859.034. J ^C^S4^ dx = -^- e-'nfl (cosma
— sinma).

и

859.035. ( Jr4s"1"" dx = 4" e~mfl cos ma.

Для 859.G31—.035 a, m>0.
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859.041. [ -^L- dx = К0(та). [См. 815.1.] [та > 0].

]

~ „*„ f cos m* л
,

.

859.042. 77= fi* "= Т" ■'о ("О.
J К 1 —*~
и

31

859.043. f -r

dx
= -Д=, К ( ]/ -^у) [0 < Ь < а].

J —1—, = k2 «= sin* 0, См. 773.1.

к/2 я/а

RHO 1ПА Г rf* f °Х
=Ctf.iuu. j j + 2a sin *-f a2

~

J 1 -f 2а cos л + а*
v t

--- arc sin
——j

arc-cos
T—:—-,2 I -\-а* 1 -f- a1

11 — а*| |l-u'|
*

[См. примечание к 859.112. |
я /2 я/'/:

859.101. п
*

_,_ ,
= \ , ,

'U

^-.} I — iii sin л 4"а J 1 — ■"*cuS x-\-a-
0 и

л
. . Ча

— -)- arcsin
1 -f «■'

«£9.1 П. f-т

И -a" I

[См. примечание к 859.112.]
„ . ?а

,
?а

л — 2 arcsin -—;—- 2 arccos
dx I -fa2 1 -f a2

J 1-f 2a sin * -fa2 II—a21 |1— «4
0

[См. примечание к 859.112.J
2a

" jt -f 9 arcsin i—;—г

159.112. j 1—4a sin x -fa2 |1—o"
0

В 859.100—.112 a > 0; а ф 1; arcsin и arccos везде в первом
квадранте.

п

859.И3. [ -г__£___ = .

а

я

,2|, [а2 ^= &2].
J а* п: tab cosx-f о2 \al— о2|

'
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859.121. \-t г
J l — ^

sin x dx

2a cos x -f- aa
— Arth a = — In ~~~
a a I —a

=_L Aretha =— ln-^±i.
с a a— 1

|G2>11.

859.122. j-рз
cos mx dx jtc,m

2a cos x-\-az
'

1 — a2

я

am(a2-l)

[aa<l; m = 0, 1, 2,...|,

[a2> 1; m = 0, 1, 2, ...|.

859.123. j —
ж sin x dx

- 2a cos x 4- a2 -fln(l+a)

-i-'»(4-r)

859.124. f-^-rJ a2 — i

(a — fc cos *) dx

2ab cos x-\-b"

n

a

*=0

859.131. f , TlXd\ »Jo" — lab cos л: -\- bl
и

cos2 x dx

n

n

859.132. j-j '̂2a cos x 4- o,

oi-n i л. f sin * sin mx<k
859.141. J-^-

2a2Ua —1/

na'
к—l

859.142. f-^

■ 2a cos x + a2

cos x cos mx dx

2

2am+l

fr—1

laz^lj,

[o2^l|.

Ifl>6>0],

[b > « > 0].

[fl > Ь > 0J.

16 > a > 01.

1«г<11.

[o2>lJ.

[a2< 1; m«=I, 2, 3,...],

[a2>l; m — 1. 2, 3,...|.

TO

2a cos x 4- a2

2a

"(пи) 'q2< !:«=» 1.2,3,...j,

^n(^)i«2>i;^=i,2,3,...i.
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31.

859.151. [у=
sin х dx

|/V— 2ab cos x+b2 a

2

859.161. f dx Ф

j I + 2x cos ф + x* 2 sin <p
о

При ф —0:

859■m- Jr+
dx I

2x+x2 2*

859.163. j
dx

859.164. J

У

+ 2л; cds Ф + x2 sin Ф

При ф = 0:

dx

859.165.

1 + 2x + x2

dx

-1.

]-
зт

2xa cos Ф -+- x4 Л . ф

4s,nT

Га">Л>01,

\b>a>0\.

[—Л<ф<Л,'.

[См. 90.2.1

[—Л <ф<Л].

[См. 90.2.)

[0 < ф < я].

859.166

ос

• I
xf'dx л sin рф

о

1 + 2х cos ф+<г_ sinensis f°<P< 1; 0<ф < я).

860.01. (VaArf* = i [й>0]. 860.02. \xe-axdx = ~ [a>0\.
* о

со

.03. С x2e~axdx =
^s \a> 0].860

860.04. Г х"< <?-«*</.*; =
1ЛГ

2о /а

у--

860.05. [ x-'he-axdx =^

[fl>0J.

[а > 01.



ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [860.06

J ^
* + -L

a
2

|«>0: p=l, 2, ..,]. {Cm. 880.07, второй вид ответа.]

с/

\ K"e-axdx = Д-, |о>0;я=1, 2....1,

7« + l [a>0; я+l > 0].

Гя
\e-r^^= ^J- [r>0J.2r

Глге-^2^ = Л

x2e-vdx=^5- [r>0].
4/-

Г *■*+>e -,«*■ dJC = _|_ lr > o; a = i, 2, :..].

J *

I.

f r("-^')\ v-'V-''vt/v = —^ i—L
2/.« + i P»+ 1, r > 01

J

(положив w = 2 в 860.19).
as

\" e-^dx = — Г (1Л [г, да > 0]

(положив я = 0 в 860.19).
OS

Г ЛЛ?-'">тЛг = —Ur Г ("-И) 1« + 1, л, /и > 01.
J mr"+t \ in J

Все предыдуише формулы 860 могут быть получены
из этой при соответствующих значениях п, г и да.
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860.21. \—dx=oo.
о

ее

Пр-ах р-Ьх и.

\ — dx^\r\~ [а, Ь > 0].

860.23. \ -^ d* = - In -■ Jc, 6, с> 01.
U * ь а

с

<»

860.24. f -^^ dx = /ал [а > 0J.
с

860.25. f e"flV_irdx=-^-e-te* [а, 6 > 0].

860.30. \ 5йг—.
= oo fa > 0].J eax — 1

л; dx зт
4

e«_l~ 6a»

f x'ndx

[a > 01.

b60.d2« J ^CTj
e

~^Г" a*
' I" > 4.

0

[Cm. 43.003.)

660.83. 1^=^ la>0].
В

Г x2"-'^ _(2n-l)l _

2г"-гягй
р

0

[a>0; e=l,2, ...]. [См 45.1

[Cm. 860.39.)
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800.39.

ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 1860.39

со

С xP-idx
_ Т{р)\л ,

1
,

1
, l_r(P)w„4

} (fx_x
—

ар [1-Г 2Р-Г ЗР ~Г •••]
~

аР f°SJ,)

о

[а>0, р>1; р не обязательно целое число]. [См. 48.09.]
Таблицу ^-функции Римана, содержащую и дробные

значения аргумента р, см. [16].

С их
_ 1п_2

J e^-fl
~~

а

о

со

с J
<?<" + 1 12а2

[а > 0].

[а > 0].

*-2<f* 21 3
^

3- 1,202057

e^+l
~

а3 4 ^ '~ 2а3

СО

} еах+1
_7 п*

120 а4

(* лг2"-1 d* 22"-1—1 я2"

1

лг"2я бГхг

eajc+ 1

Я-
In а2" я

[См. 601.01.]

[См. 48.22.]

[а>0].

[См- 48.003 и 48.23.]

[а>0].

[а>0; я=1, 2, ...].

[См. 45 и 48.28.]

[См. 860.49.]
о

со

\а, р >> 0; /? не обязательно целое число].
[См. 48.29.] [Для р = \ см. 860.40.]

СО L*J

J sh ox J

2 dx

?ах р—ах
ОО.

(' х их jt^
\ sh ax 4аа [а>0].
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со

860-502. Cs^=2(2!)(l+l + ^ + i+...}/a3,

Вр5(3), = 4. 1,05180/а3. [См. 48.13.)

860.50а {'^-^ 1«>0|.I
со

860-504. jj^-f.l.03693/A
со

I' х* их 93

о

оэ

о

[См. 45 и 48,18.|

860.508. i[ ^~. [См. 8i>i).509.jS
со

вео.509. ^=?ГШ(1-1)ш
[а >> 0; р > 1; /з не обязательно целое число].

[См. 48.19.]
со

860.511. ^j -^- = oo

о

со

860.512. \ 4^ = Й» [Д > 0].

(* х dx

j sh2 ax
о

CO

P x'z dx n2

j sh2 ax 6a!

CO

860.513. С ^^=,|.t,202057/a4. [См. 48.003.]
о

CO

n

860.518. J g^ = Jgl£e [a>0]. [См. 45.]
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00

йгп rto Г xt>dx Г{рЛ-]) /, ,
1 ,

1
,

I
, \

J Мах 2^V+i \
Т

2" '6Р 4"
т

/
С

__ Г(/7+1) м .

[#>(); р>1; р не обязательно целое число!. [См. 48.09.J

оо со

860.530. Г -^~- - Г ?— = #- [а > 0]. [См. G79.10J

О 6

TO

860.531. f —~--2C/Q2=2.0,9I59656/a3. [См. 48.32.1
0

CO

860.532. f-£*L = i!l [a>01.
0

860.533. j-^|^= 12-0,98894455/a4. [См. 48.34.]
о

TO

860.534. [-^-==4-4- (a>0j.
J diax 32 r

i.j

x2V* л^+1
860.538. ( ^-Jil = "

En [a>0; « = 0, 1, 2... Л [См. 45.J
j ch ax l2a)2ra+I

860 5d9. I —: = —— M _l __ -f ... ) \a, p > 0).
J cii ax aP \ 3P 5* 7P /
о

Для целых значений р см. 48.31—.39. Для р нецелых

сумму ряда приходится находить численно.

860.541. j
xdx In 2

cii2 ax
0

860.542. f -££- = -^-j- [a > 0].
о
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да

С х* их 7 я* , п1

\ Я^7 в 240 ~а? И>0].

I 2 \ 1См- 45«1

J d?^F—27^-i--^n-E(P» ta>0;p>1i.
0

При p=l см. 880.541, [См. 48.2Э.J

m

\ e"JX sin mx rfx —-,
'

2- [a>0].

\ ,ve~ffJC sin mx rfx =
" '

.,,.■ \a ~> 01.

jx2e ^smmxJx=-^-—^ [a>0].

\ лг f "sinm.uj!jf = —— ^-—
p, a, «>0i,

0

где sin В— /я./Г, cos 0 = а/г, г = (а2 4- m*V's.

I e~ax cosmxdx = ^—,-t [a>0].
0

ж

\ xe~a"* cos mx rfx = ,' ~~-
—, | я > 01

J (a2 -f-'■•(-)- i -^
■

0

\ x*e a*
cos mx dx = —-~ j-j-L I a > 0 ].

0

f v"~ Vе' cos ox rf* =
r(P)cospQ

о

[a, p>0], определение 6 см. а 85Э.8Э.
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661.01. \ sin mx dx = arctg —■ [а > 0].
ч

ОС

Г е~ох
861.02. \—;—cos mx dx = со.

о

О-

861.03. fJC!l(i — cos «*)<**= у
In f >+—) |а>0]'ь

861.04. \ (cos mx— cos nx) dx = -=- In —r-;—r |« > 01.

861.05. J cos mx dx = - In
~~^ [a,b>0\.

861.06. jV"* coS'mxrfx=Q^Z) [fl>0].
о

861.10. \ е"ал sin2 mjr dx =
2, , ft [о>01.

e

a.

861.11. j-^sin2mxrfx = ^ln(l+~-) [a>0J.

861.12. j-^-sin1 mx dx =/и arctg ^—Jin (l+-^-) [a>0],
r>

861.13. \ e-"* sin mx sin ял; dx = —
2amn

Г+(т+п¥\
[a>0)4

861.14. fe-^sinmxcos^djc^- '"(о'+^-п')

le>0].

861.15. §е~ал cosmxcosnxdx- f^+^+f)

lfl>0].
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861.16. j —^ sin тх sin пх dx = т
In

q2 + (т_^ [л>0|.

т*

861.20.

861.21.

^я -т-?Г e~ei*2 cos тх dx = -~ <Г 4а* [fi > 0].

txe-azxismmxdx = -?^/-c*a' [a > 0].

861.22. I- sin тх dx = -^- erf f -^- J fo>0].
о

[См. 590.] Таблицы см. [196].
ее

„— ах

861.31. ] yj- cos mxdx =

——^^
■

о

861.32. f е~ах sin У~т~х dx = /
""

е
4U

0

a-
.,— m

861.33. \ -V^ cos V тх dx = -?~ е ia

J V x V a.
0

IE

Г я* , ■ ч j О Sin <7 + О COS 0
861.41. U-axsin(px+<?)rfx = , Щ^—а

О

p ,._ . , a cos g— psin g
861.42. y-ax cos (px + q)dx = J +^

~

0

л /а

861.51. f 4L?-</* = -£-•J sin x 2

0

CO 00

о/., ,,.
Г sin гиде , С 2 sin mr , я ., ят , n1

с о

861.82. \^^-dx=-^—, \a>Q\.pI

\
b/

U

cos mx ,

—-, GX =

en ax

n

0
n m

2a ci —-
io

\a.

[a

[a>0].
1

ra > 0].

. /»>0J.

[fl>0].

[fl>0].
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<|

i5r&Brip 1-*<p<<z; <z>o].
2а cos

„

2g

Г th qx s1птлй?л: = • [<7>0].
v

2<?

r^dX:=:_iL_ fo>0].
•' 2<?

°; . ия

I . я sh —

\ u ## = —7 г fa > 01.
] sh ax „ / , mit , , ля \ l J

»-' 2o ch -—t- ch — }
0 \ a

^
q }

e-
, ил , ия

Г я en -jr— ch -tt—
i cos mr cos л* , 2a 2a , _ .,,v j* = [a > 01.
] ch ax ( , ил , nn \ l J

*-' о ch {- ch |
о \ a

*
a J

cos mx , nm r ^ n1

-qa; _ „
,
nm

2a2 sh-
2a

sh

n, on
rxcosmx

,
я r

^ „,

J 4с'с"Ы

£61.83. \ —ax cos mxdx^]ncib~ [a, m>0l.



862.41J

862.01.

ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

OS

V р~ах sf, 1, у. /f v- —

J a2— 6"

do

862.02. \ g~flJf ch bx dx — „ ".,
Л fl2 ft»

со
{-3

862.03. ^ дге-a2*s sh £x rfjr = —^ еш
4t,3

862.04. ^ e'ax sh (£|/"x) rfjr

862.11.

862.12.

862.21.

862.22.

862.31.

862.32.

862.33.

862.41.

о

oo

I
0

CO

bV-n
la V'a'

- ь*

,4a

sin mx , 1
dx — =

fcfljr_l_ 1
-~

2m 2a sh (nm/a)

sin mx

(iOX .

dx
я 1

u

CO

CO

\i

1 2a th (л/n/a) 2m

sh рл:
fifor

я I

■4-1 2a sin (лр/a) ip

shpx <W=I_
1 2p 2a tg (up/a)

sinmx dx m , __

.(]+jr2)shra 2er'

CO

f
(I

oo

th
ПХ

sin /rajc dje — -ш
— (sh /rc) In (1-е 2m)

1-f л?

sin mx dx

nx

sh px

/л
= — (sh m) In th ~-

sh qx
COS m.V cU = f

It
ЯП

pa

29 рл , , mn
cos -- -f ch—-

Я Я

209

\a>b^0\.

[a > b 3s 0]..

[fl>0|.

[я>0]„

[a>/«>0J.

[a > /n > 0].

[a>/>>0J..

[a>p>0]..
■

[m > 0]..

[m > 0].

[m > 0].

[— q^p^q; ?>o].
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со . тп

S62.42. \ ОШ-sta mx dx =
n q

\ sh ах 2а ол
, , шпv w

cos — + ch —
и Q Я

[—q^P^q; ?>0].

. pn ,
ОТГС

Я1П Sh

«62.43. I^m„***-* 2« 2q

1 ch ax a pn , , пиv ч
cos -—J- ch —

9 9

со ЛЛ , fflU

£62.44. \p^cosmxdx=n- *—?*-
I sh qx a pn rim
J

v
cos— -4-ch —

о q Q

.44. Г
Q Q

\—Q^P^q; q>0].

863.01. £ (in i-V dx = Г (.у + 1) l<7 + i > 0J. |См. 850.1.J

i

863.02. J x" In i dx =
щ-^ [P+1> 0].

i

863.03. ^x^ln^Jdx^-^-^ l/>+l>0].
о

i

863.04. § x" (in I)9 rfjf = ^y^li [/> + 1, ? + 1 > 0].
0

.863.05. ((щ1)1/8Л* =^.
i

863.06. [ (in ~Y~
/

dx*=V~n.
V

i
.

!

.863.10. $JLZdj*
tf l—* 6



Г л: In -

.11. J-t—4

ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1

, Я2 1
dx — -уг- ——тт .

е

1

1—X 6 I2

I

863.12. d~iz^rdx==-i W~~W'

» i

863.20. J^rf^iL.

r> x in
г

- l+x^=1—12-

x In

J 1+x tfJf&"l2—4*
0

1

863.S0. Г l±iin —dx=^ —1.
J 1 — x x 3

' Inl
*-31- Jt^^^t-

863.32. Krdx = ^.
j 1 — jk2 24
e

1
In —

863.34. J _f_dJC=G= 0,9159656. [См. 48.32.}

Г 1пТ

0



^'^ ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1

863.88. f lz^_in_Ld.Ve2£J 1 l-> * 27

£03.57. \ -V-4- 1 n - dx -1^,
x 27

863.41. Г ^^^ = ^^2.
! »/ ! _ vS 2

,803.

X

,863.42. i ^^^=]-!n2.

'J

!

*63.43. J (|п1)/ГГ?^==^Лп2 + ^).
1

.863.51. Г ^^oo.J In x
с

Г A''' — X?
J , n+l

-863.53. С ^Zi! *' dx = In £±1+ '

J 111* Q+r

b-*-r-|-l,<7-i-r-f-l >0].

fiir^UIz^)djc==ln Ф + c + i,

J lr)A
"

(jo + lHo + l)

[p-t- i.« + i,p+y+i>o].

J \1 -f-*/ In л л

Г (in*)
J l+x

xf , л3
ax = —,

883.71. ^ ln(l —*)dx = _i. 863.72. f xln(l~*) Ac = _3
4

*
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I P+l

863.73. j* xP In (1 - x) dx = — -^py 5] ■— [p - 0, 1. 2, ...].
u=i

1

f In (I — X) , Я4
863.74. j ^f^' dx

i

863.81. J In (1 + x) dx = 2 In 2 — 1.
о

i

863.82. f x In (1 + x) dx = -i-.
(j

l |- 2p+l
n i ^

863.83. | r* In (I + x) dx = j-i-j J2 In 2 - ^] ^T"!
lp = 0, 1.2, ...1.

863.84. J' a2"-1 In (1 -f x) dx = -|j- V ^=~— lp - i, 2, ... J.

i

CM or f !n (! -\-x) ,
лг

863.85. —■—■—- dx = -Г7Т-.

J л 12

0

1

863.91. f In a-In (1 — x)dx = 2— -^-.
i

663.92. f lnxln(l-f~x)dx-=2 — 2 In2—^-.

863.93. j x in x In (I — к) dx = 1 — -—.

о

l

863.94. | x In x In (1 -fx) dx = -^ ~.

о

l

£64.01, f ln,<1,"",<) dJC=4"ln2-G=.-J-ln2 — 0,9159656.
о

[Cm. 48.32.1



214 ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [864.0?

864.02. J'J^+l>Ac = ^li,2.
о

1

864.03. Г t-J—s In l-±± dx - %- In 2 + О. [См. 48.32.}

864„04. J '"/У* ^=

у
In 2- G. [См. 48.32.]

864.11. j ln(r=l)rfjc = 21n2-

О

1

884.12, Г -In ({-±^rf;t = ?.
0

864.21. J!£A^>^-g [p>0].

864.22. j'£Jl±iDrf,=]| [p>0].
•

i

864.31. Г IZLlLz^l rfx =— 2O— ?- In 2. [См. 48.32.}
J 1^1—jt* 2

864.32. f 1ПД+5 rfx = 2G- ^- In 2. [См. 48.32.}

i

864.33. $ «£-*-!$+№}
l ,

i

864.41. С (1 — x)e~x\n^dx=l-

864.51. J £iln7^=5^5 [0<P<4-
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со

864.52. ^ ^ In
-x
dx =

-^^^ [0 </>< Ц

со

864.53. J ^- rfx = ?.I 4

864.54. jjJ£L.** = £lna |a>0].
и

о

864.55. \^ГТ^:
о

со

864.61. \[nl(l^-fdx = j\n2 + Q. (См. 48.32.]
«I

со

864.62. jj
'"

%YiP dX =
b

ln (1 + °^ * |a' * > 01'
о

CO

864.63. § '"g^/1 dx = £ ln (a + ft)
•

|a. b > 0 j.

CO

884.71." 5 IS^a^-jix^j; |0<^<lt
и

864.72. f^+^tf*=_A- [0 <«?<!].
J *1 + « ц sin Jig
и

CO

864-73. У-^±р«*= "„„_„ №<f-Krt
0

*
(£7 — 1) Sin —— ь

и ч

p

со

664.74. J „

(,_1)tg^
[0<q-l<Pl

Я/1

B65.01. ^ In sin x dx = — ^; In 2 - ^. [См. 48.32.J
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Л/А

5.02. С In cos x dx = — -J In 2 + |. [См. 48.32.]86-

о

л/4

866.03.

Й

. { In tg x f/x = — G. [См. 48.32.]
о

Я/4

865.04. £ hi (1 + tg x)dx = g
In 2.

{:

Я/4

865.05. \ In (1 - tg x) dx = | In 2 - G. [См. 48.32.]
t

Я/2 я/?

865Л 1. I In sin x dx = \ in cos л dx = — ~ In 2.

i> 0

<Fl/2

885.12. ^lntgjtrrfx = 0.-

srr/2

865.21. Ji (sin x) In sin x rfx = In 2 - 1.

I

я/2
/a

865.22. \ (cos x) hi cos xdx — In 2 — 1.

я/2 я/2

865.23. \ (cos x) In sin x «?x = V (sin x) In cos x dx = — J.

о

n/2

865.24. V (tg x) In sin x dx = —
jvj .• J (tgx)

0

эт/2

865.26. \ (sin2 x) In sin x dx =
"

(1 - 2 In 2).
0

n/2

865.26. \ (cos 2/7.V) In sin xdx = — £ [« > 0J.
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Jt/S

„„
Г In cos л: , л*

865.27. J -j—d* = -

¥ .

о

ft/2

865.31. j In (1 +cos *)</.* = 2G--^. [Сы. 43.32.3
с

865.32. f Ui(l —cos *)</.* = — 20— ^Д-. [См. 48.32,]

fl/S

865.33. f In (1 + tg x) dx = C-l- —^ . [Cm, 48.32.]

JT,'2

865.34. С In (1 + P sin* x) tfx =
J
0

«= С In (1 + p cos2 x) dx = л In Ч-y+P [(i + p) ^ o].
0

fl/2

865.35. \ In (a* sin2x-|- b*cos*x)dx = n !n ■—^— [a,b>6].
0

865.36*. f 1 n (a* + ^tg1*) tfx = { \ n (a* + Jfctg'x) rfx = я 1 n ia + 6)

с о

[OX)].
эт;з

865.37. \ In —Ц-:— I -

J \a—о sin x J ssin x

IT'S

«= \ In —!-: ) — = я arcsin —

I** s^ «1.
П

865.41. \ In sln#*£x- =— Hn2.
с

fn'In'2
xlnsinx^x= --».42. С

2
'
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865.43. С \nO±cosx)dx=— я In 2.

\1п(й ± ^cosa:)^a: = л In <- н~
f [с5*£>0].

о

т

865.44.

V

я

cr>r jr С)П(] +OCOSX) , . Tr. . . .л
665.45. \ —!— rfj*: = л arc sin a [0<я<1].

1

865.51. C(cosmx)lnJcAe = — S-~b [См. 431.11.]

Таблицы см. [22].
i

865.52. rx/'-,sin((;inA-)rfx= -~^ [p>0j.
0

1

865.53. С xf-' cos (9 !n x) rfx =
^тп [р>Щ-

о

865.54. j r^T-^ rfx = arct£ ^ТГ [p + 1 > 0].
0

ОС

865.61. {\n(\+C^yosmxdx = ^(\—e~cm) [а, /я>0].
О

CO

865.62. J In (£££) cos mxdx = \ {e~bm- e'am) [a, b, m > 0].
О

CO

805.63. J~-inltfx= |(ln/w + Q [m>0].

[Cm. 861.1.J
CO

„„,- r>. Г In fsin*wjr) . n. fshma\
865.64. j a.+jc8

<** « - In ( ^ET j -
e



865.82} ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 219

865.e5.|J^|£Ld^i,n(i^) [т, а > 0].

865.66. f Jnffffi' dx=-^\nthma
и

865.71. J In (1 ± 2а cos л; -f a2) d* — 2л In а

о

= 0

865.72. } In (а2 =*= 2а6 cos л: -f Ь*) dx = 2л In a

= 2л In b

гл

865.73. J In (а2 =ь 2аЬ cos x -f 6a) dx = 4л In a

и

= 4л In b

[m, а > 0].

\o>\],

Га*<1].

\a > b > 0),

[Ь^>й> О].

[a:>^>0j,

[b^a> Oj.

8655.74. f In (1 — 2acosx -j- a2)cos mx dx = — -^-am

[0<a<i; m=- 1, 2, ...].

865
Г-Ш (1±2рсо5тлг + Р2) ^ _я_, (1 ma)

[0<p<l; m, a>0].

s= — In (p ^ е-"ш)

[р2з 1; m, a>0].

885.81, j ln(l+e-*)dA- = -^-

865.82. J In (I — e~x) dx =
b̂

*
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865.83.

865.S01. f Г" In ±dx = ±- (In a + С) [й > 0]. [См. 852.1.}
б

Относительно постоянной С см. 851.1. С = 0,5772157.
ОС

865.902. J хег°* In-±-d* - ■— (In а - 1 + С) [а>0].

865.903. j *%— In 4- dx = ^ (In a - -§- + c) [a > 0].

rwln-'
865.804. j* ~y^dx = -^- (In fl + 2 In 2 + С) \а> 0].

865-905' 1 -r(iTS-^) Лг-bi-f+ C [atp>0].

865.906. J -L (y^ - *-«) dx - in -f + С [<,.„> 0].

«65.907. j" f-J —) dx «= С

l

865.908. j In (in -|-) fl* e — C-

i

865-909-|(тЁг + т^)&='с-
0

Ob

£65.911. f (ln-~-}tr-axsmmxdxM=*

l
=

V+ ^l {"Fln ("* + m') - « arct^~ 4- mC]
lm, u.>Uj. [См. 851.1.)
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865.912. f f\n-^-)e-axcosmxdx =

i
-jr-1 -|- In (a2 -f- тг) 4- m arctg— 4- aC >

[m, a >■()]. |Cm. G5i.I.[

"

( In — ) p"~c* sin mx .

865.913. j -^ *-i—x dx = l-j- In (a2 + m2) + СJ arctg ~
о

\m, a>0]. [Cm. 851.1.1

Значительная доля интегралов в 850—865 может

быть найдена в 16j. См. также [3]—[/'].

я л

866.01. J cos (л- sin ф) с!ф = j cos (л- cos ф) йц> — лУ0 (х).
е о

л

866.02. J cos (яф — х sin ф) сГф = nJn (х),
о

где п — нуль или целое положительное число,

(Интегралы Бесселя.)
л

866.03. f ePccsxdx = rll(j(p), как в 809.1.

Таблицы к 866 см. 120 J и 121].

880. П равную Симпсона. Если известны значения y = f(xy
для равноотстоящих значений х с шагом h, то численное

вначение интеграла приближенно выражается формулой:
ь

| / (х) dx ^ — [#о+401+2г/а+4#з+2&+. • • +*У2п-1+Уы\-
о

где h = Xi— х0— постоянная разность между соседними
значениями х, т. е. 2nh — Ъ — а. Коэффициенты равны
поочередно 4 или 2, как указано. Приближение обычно

тем точнее, чем больше /г. Таким методом можно

получить численный результат, когда аналитическое

выражение для интеграла не может быть найдено. Используя
таблицу / (х) и арифмометр, можно провести это

вычисление без промежуточных записей.
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881. Погрешность приведенной выше приближенной формулы
равна

nhrfv {х)
__

{b — a)hn,v (х)
90

~

180
'

где для оценки величины h4/]V (х) может быть взята

наибольшая четвертая разность в интервале (о, Ь).

*882. Другая формула, которая по многих случаях более точна,
чем формула 880. По ней тоже можно производить вычис»

ление на арифмометре без промежуточных записей:

ь

§ /(х) dx ъ~ [ 1,4у0 + 6,4j/, + 2.4j/8 + 6,4у8 + 2,8у4 +
а

+ 6,4j/R + 2,4уй + 6.4 v7 + 2,8у* +...
• • • + 6.4у4«-з + ^ЛУы-г + Му«п-1 + * ЛУхЛ,

где 4nh ~b — a.
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