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ПРЕДИСЛОВИЕ

В настоящей книге изучается класс многомерных вариацион-
вариационных задач, связанных в основном с функционалами многомер-
многомерного риманова объема и функционалом Дирихле, определенными
на «подмногообразиях с особенностями» в объемлющем римано-
вом многообразии. Хорошо известен ряд принципиальных труд-
трудностей, возникающих при попытке развития качественных мето-

дов в вариационных задачах в тех случаях, когда область

определения многомерна. Аналогов теории Морса для стационар-
стационарных точек многомерных функционалов не существует даже в

сравнительно простых примерах. Изучение абсолютно минималь-

минимальных (глобально минимальных) экстремалей затруднено тем, что

для доказательства глобальной минимальности нужно рассматри-
рассматривать не малые, а большие вариации, что требует разработки
новых топологических и аналитических методов. Особенно ярко
это обстоятельство проявилось при решении многомерной задачи
Плато, потребовавшей не только «правильной постановки», но и внед-

внедрения новых аналитических идей, например понятия стратифици-
стратифицированного объема или вектора мер (см. главу 2). Все это привело
к тому, что для решения вариационных задач типа Плато (мини-
(минимизации функционала объема) потребовалось создать синтетиче-

синтетический топологический и аналитический аппарат, находящийся на

стыке нескольких математических областей: алгебраической топо-

топологии, функционального анализа, теории дифференциальных урав-
уравнений, теории групп и алгебр Ли.

Физическая мыльная пленка, затягивающая фиксированный
проволочный контур в трехмерном евклидовом пространстве,
является моделью так называемой минимальной поверхности,
т. е. любое достаточно малое возмущение этой пленки увеличи-
увеличивает ее площадь. Математическое доказательство существования
такой пленки для любого спрямляемого контура в трехмерном
пространстве и составляло содержание известной проблемы Плато
в размерности два. Эта задача была решена Дугласом, Радо,
Курантом (см. обзор в [6]). Минимальная поверхность может

иметь самопересечения и другие сингулярные точки, хотя, если

контур не имеет особенностей, эта пленка допускает непрерывную
параметризацию двумерным многообразием с краем, т. е. является

образом этого многообразия при некотором непрерывном отобра-
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жении. Для поверхностей размерностей, больших чем два, была
поставлена многомерная задача Плато: пусть в римановом много-

многообразии М фиксировано замкнутое гладкое (k— 1)-мерное подмно-

гообразие-«контур» А, и пусть {X} есть класс всех таких пленок

X (вложенных в М) с границей А, что каждая пленка X допу-
допускает непрерывную параметризацию, т. е. представима в виде

образа некоторого многообразия с краем; другими словами, X =
= /(№), где W — некоторое ^-мерное многообразие с краем dW,

гомеоморфным А, и /: W -+¦ М —

непрерывное отображение, совпа-
совпадающее на крае dW с фиксированным гомеоморфизмом dW на А;
возникает вопрос: можно ли найти в классе \Х} такую пленку
Хо, которая была бы в каком-нибудь разумном смысле минималь-

минимальной пленкой? Если отбросить классическое понятие многообра-
многообразия-пленки с краем и сильно расширить понятия пленки и ее

границы, в частности забыть о параметризации пленок и рас-
рассматривать непараметризованные пленки, то тогда задача Плато
может быть сформулирована на языке обычных цепей и гомоло-

гомологии, а именно: найти минимальную пленку, аннулирующую фун-
фундаментальный цикл многообразия-«контура» А. В этой постановке

решение задачи было получено в серии работ [16], [17], [35]—[46].
Однако такой перевод задачи на язык обычных цепей и гомоло-

гомологии означал игнорирование вопроса о существовании минималь-
минимального «многообразия с краем», поскольку из существования решения
в классе обычных гомологии в общем случае не следует суще-
существование минимальной пленки в классе {X}, т. е. в классе пле-

пленок, являющихся непрерывными образами многообразий с краем.
Основная трудность, возникающая при попытке минимизации

функционала fe-мерного объема при k>2 (в двумерном случае
эта трудность отсутствует; см. обсуждение в § 3), состоит в том,

что в процессе деформации пленки, стремящейся занять положе-

положение с наименьшим объемом, в этой пленке начинают возникать

склейки, схлопывания, приводящие к появлению кусков малых

размерностей, не влияющих на fc-мерный объем пленки, но играю-
играющих большую роль в топологической структуре пленки. Это при-
приводит к необходимости рассматривать сразу все размерности (а не

только одну, как это имеет место в постановке задачи в терминах
цепей, см. выше) и минимизировать не только один старший объем,
а все объемы меньших размерностей. Оказывается, эта задача

может быть эквивалентно сформулирована на языке теории бор-
дизмов (см. главу 2). Полное решение проблемы нахождения
минимальной пленки в терминах образов «многообразий с краем»
дано в цикле работ автора [21], [23], [24], [27], [29]-[32]. При
этом оказалось, что многомерная вариационная задача нахождения
абсолютного минимума решается не только в классах обобщенных
бордизмов, но и в весьма широком классе краевых условий, опре-
определяемых произвольной так называемой экстраординарной теорией
(ко)гомологий (см. главу 2). Кроме того, удается решить и задачу
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реализации нетривиальных (ко)циклов с помощью поверхностей
наименьшего объема.

В книге излагаются следующие три основных направления:

1) доказательство конструктивных теорем существования глобально
минимальных и топологически нетривиальных решений; 2) эффек-
эффективное нахождение конкретных минимальных поверхностей (что
является достаточно трудной задачей ввиду необходимости изу-
изучать большие, а не малые вариации); 3) установление связей

между топологическими свойствами экстремалей многомерных
функционалов типа функционала объема и функционала Ди-
Дирихле и алгебро-топологическими свойствами тех римановых
многообразий, на которых рассматривается данная вариационная
задача.

Современный аппарат многомерных вариационных задач весьма

разветвлен, поэтому мы ограничились рассмотрением только тех

вопросов, которые связаны с геометрическим методом построения
многомерных экстремалей, с методом минимизации стратифициро-
стратифицированного объема и методом вычисления топологических свойств

экстремалей и их явного построения. Эти методы разработаны
автором в [21] —[32], где содержится также решение многомерной
проблемы Плато в терминах теории бордизмов (соответствующие
результаты изложены в главах 2, 3, 6 настоящей книги). Особое
внимание мы уделили применению указанных методов к анализу
некоторых топологических и аналитических задач, например
к исследованию унитарной и ортогональной периодичности Ботта
(см. главу 5). За рамками книги остались теории интегральных
потоков, цепей и варифолдов, изложенные, например, в [17], [20],
[41], [42].

Расположение материала и вся архитектура книги основаны

на спецкурсе, который читался автором на механико-математи-

механико-математическом факультете МГУ для студентов и аспирантов. При изло-

изложении материала мы старались определять и комментировать все
основные понятия, используемые в тексте, не стремясь, однако,
к полному самообеспечению. В частности, предварительное зна-
знакомство читателя с основными геометрическими идеями, изложен-
изложенными в книге [2], облегчит усвоение излагаемых методов и

результатов. Конструктивные теоремы существования глобально
минимальных решений сформулированы нами в первых главах

книги, поскольку на них основаны некоторые дальнейшие кон-

конструкции, но доказательства этих теорем помещены в последнюю

главу 6, чтобы не прерывать естественное развитие событий, при
котором из самого факта существования минимальных решений
сразу извлекаются важные топологические и геометрические
следствия.

В первой главе излагаются основные понятия многомерного
вариационного исчисления — уравнения Эйлера — Лагранжа, свой-
свойства экстремалей функционалов риманова объема и Дирихле, уста-
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навливаются взаимоотношения между локальной и глобальной

минимальностью.

Вторая глава посвящена постановке и решению многомерной
проблемы Плато в терминах экстраординарных теорий (ко)гомо-
логий, в частности в терминах теории бордизмов. Здесь приведены
формулировки основных теорем существования глобально мини-

минимальных поверхностей и краткая схема доказательства (полное
доказательство изложено в заключительной главе 6).

В третьей главе разработан геометрический метод эффектив-
эффективного обнаружения глобально минимальных решений в конкретных
геометрических ситуациях. Оказывается, для любого риманова

многообразия можно вычислить точную универсальную оценку
снизу на объем любой топологически нетривиальной минимальной

поверхности, что позволяет в целом ряде случаев устанавливать
глобальную минимальность конкретных подмногообразий, напри-
например в симметрических пространствах.

Четвертая глава содержит полную классификацию локально

минимальных вполне геодезических подмногообразий, реализую-
реализующих нетривиальные (ко)циклы и элементы гомотопических групп
в симметрических пространствах. Это, в частности,' дает

классификацию стационарных точек функционала Дирихле на

пространствах отображений дисков в симметрические прост-
пространства.

Разработанный аппарат позволяет получить. известную топо-

топологическую периодичность Ботта, исходя из экстремалей двумер-
двумерного и восьмимерного функционалов Дирихле, не в два или

восемь шагов, как это получается при использовании теории
Морса" для геодезических, а в один шаг (см. главу 5). В этой
же пятой главе рассматриваются три известные геометрические
задачи вариационного исчисления: задача нахождения минималь-

минимальных решений, инвариантных при действии некоторой компактной

группы Ли (и задача о конусах); задача о существовании нели-

нелинейных функций, графики которых в евклидовом пространстве
являются минимальными поверхностями; задача реализации при
помощи гармонического отображения гомотопических классов ото-

отображений сферы в сферу.
В шестой главе содержится подробное изложение методов

минимизации функционала стратифицированного объема и конст-

конструктивного построения глобально минимальных решений, что и

позволяет решать задачу нахождения экстремалей в любом топо-

топологическом вариационном классе. Здесь мы приводим полное

доказательство основной теоремы существования глобально ми-

минимальных поверхностей нетривиального топологического типа

в произвольном классе бордизмов. Разработанные методы позво-

позволили эффективно описать топологию и геометрию многих кон-

конкретных минимальных и гармонических поверхностей в римано-
вых многообразиях.
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В списке литературы мы выделили книги учебного характера
и более специальную литературу, которой читатель может поль-

пользоваться для дальнейшего изучения изложенных в книге вопросов.

Книга рассчитана на студентов и аспирантов математических

отделений университетов, а также может быть полезна для чита-

читателей, интересующихся вопросами минимизации многомерных
функционалов с точки зрения приложений. Автор надеется, что

настоящая книга в некоторой степени восполнит пробел, имею-

имеющийся в отечественной литературе по вопросам современного мно-

многомерного вариационного исчисления.

А. Т. Фоменко



НЕКОТОРЫЕ ЧАСТО ВСТРЕЧАЮЩИЕСЯ ОБОЗНАЧЕНИЯ

R —поле вещественных чисел.

С —поле комплексных чисел.

Z —группа (кольцо) целых чисел.

Zo — группа (кольцо) вычетов по модулю р.
Мп — объемлющее риманово многообразие.
< , > — скалярное произведение.
Л*-1, Vk-1 — граница, «контур>, (k— 1)-мерное гладкое под-

подмногообразие.
Wk — пленка с «границей» А или V\ X=*=f(W) — образ много-

многообразия W при отображении /: W-+-M.
АВ — категория абелевых групп.
ABC — категория компактных абелевых групп.
Ра — категория конечных клеточных комплексов и пар ком-

комплексов.

GFf — категория конечномерных векторных пространств над
полем F.

GR — категория Я-модулей над кольцом R.
GF — категория векторных пространств над полем F.

АА(Х, А) — максимальная граница пары (X, А) в размерности
k для теории Л*.

V*(X, A) — максимальная кограница пары (X, А) в размер-
размерности k для теории Л*.

<@ = h(A, L, L'), 0 = h(A, L) — вариационные классы.

G, Я —алгебры Ли, б, Н — соответствующие односвязные

группы Ли. В тех случаях, когда одновременно употребляются
как алгебры, так и группы Ли, для групп Ли иногда исполь-

используется обозначение ©, ф.
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ПРОСТЕЙШИЕ КЛАССИЧЕСКИЕ ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

§ 1. Уравнения экстремалей функционалов

Вариационные задачи — один из важнейших классов матема-

математических задач, ведущих свое происхождение от механических и

физических проблем движения и устойчивости. Так, например,
геодезические линии, минимальные (мыльные) пленки, натянутые
на контур, уравнения движения механических систем и т. д.

являются решениями соответствующих вариационных задач.
Начнем с общего понятия функционала. Рассмотрим в евкли-

евклидовом пространстве R* ограниченную область D с гладкой или

кусочно-гладкой границей dD; пусть х1, ..., хк — декартовы ко-

координаты в R*; рассмотрим на D всевозможные гладкие вектор-
функции fjx1 **) = /(**) = {№) /*(*а)}Н/1 (*")}.
1 =s? i =sg п. Область D будем называть областью изменения пара-

параметров х1, ..., хк. Пространство F«= F(D) всех таких вектор-

функций естественно снабжается структурой линейного простран-
пространства над полем вещественных чисел R; это пространство «беско-

«бесконечномерное», так как нельзя выбрать конечного набора функций,
по которым, как по базису, разлагалась бы (с постоянными

коэффициентами) любая вектор-функция. Мы будем рассматривать
на этом пространстве F различные функционалы /. При работе
с функционалами полезно иметь в виду некоторую аналогию со

свойствами обычных функций, которую мы опишем ниже.

Пусть задана. гладкая функция L(xP, p', q'a) от трех групп

переменных: дср, pl, q*a, 1 << а, р* «? &, 1 =^ i <; п. Эту функцию L
назовем лагранжианом. Построим функционал / [f], где f e F (D),
по следующему правилу: /[/]= $М*Р. /'(*р). ^а(*р))^. гДе

^ обозначает А-кратный интеграл по Л-мерной области D, йая =*

= dx1 Д ... Д dxk — стандартная Л-мерная форма евклидова объема

в R*. Сокращенно будем записывать /[/]• так: /[/] =
- ]L(jfi, f, ^o)do*. опуская аргументы у f и ^а, где ^а -

-

gp
— частные производные.

Пример: функционал длины дуги ^ у gi, (у (t)) ^ •? dt, где

°

D=-[0, 1]<=|?, *-1, у@-/@-(^°@ У @)- кривая
в R", снабженном римановой метрикой gtJ (у); как всегда, в тен-

тензорной записи, мы считаем, что по повторяющимся верхним и
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нижним индексам производится суммирование. Здесь лагранжиан

имеет вид L-=L(«/', -%т)**У~8ц(у)$1У/- Если кривая y{t) на пло-

скости R2 задана в явном виде: у = / (t), то L = L (ft) = У 1 + (/<)'•

Пример: функционал площади /[/] = \\YEG — F2dudv, где
• b

параметры и, v изменяются в области D на плоскости R1,
а отображение f: D-vRs задает двумерную поверхность Alsc:R8,
снабженную индуцированной римановой метрикой ds* = E du2 -f
+ 2Edudv + Gdv*; ? = </„, /„>, F^(fn,fr), G = (/,,, /,>; здесь

L — L(f.,, fv). Если поверхность yWacr[R8 задана в виде графика
г** г (и, у), т. е. f(u, v) = (u, v, г (и, v)), то /[/] =

о

При изучении функционалов нас будут в первую очередь
интересовать их «критические точки». Обратимся к аналогии

max
квадратичное
сед/io (порядка 2)

УСН)
Невырожденные критические

тачки
Вырожденная нритыче-
честя точка порядка 3

Рис. 1.

с обычными функциями, например, рассмотрим функции одной
или двух переменных: a(tf) или а. (и, v). В большой степени

поведение функции определяется количеством и расположением
тех точек t0 (или точек (ы0. fo))« в которых а*(/0) = 0 (или
а«("о, vQ) = av(u<>, i»o) = O), т. е. grad(a) = 0. Такие точки, в ко-

которых grad (a) = 0, обычно называются критическими или ста-

стационарными точками функции а. Для функции двух переменных
среди критических точек содержатся, например, точки максимума,
минимума и невырожденные седловые точки (рис. 1). В механике

знание тех точек, в которых потенциальная энергия достигает

минимума, имеет важное значение для нахождения равновесия
механической системы.

Аналогично, при изучении функционалов вида I[f] большое
внимание уделяется нахождению тех стационарных «точек» —

функций /о. в которых функционал достигает минимум», макси-

максимума или имеет седловую точку. Для точного определения нужно
сначала понять, что такое «производная по направлению» от функ-
функционала / в некоторой «точке» f&F. Нужно получить аналог

уравнения grad (а) = 0, Если в некоторой точке («0. u^^pR*
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может быть вычислена так:

задано некоторое направление а=(а1, а2), то производная функ-

функции а (и, v) по направлению а имеет вид ^=(а, grad(<x)) =

= a}aa-\-a2av. Таким образом, в случае обычной функции точка

(и0, 0о) является критической тогда и только тогда, когда

da (ыо. р0)
= q для люо-ого. направления а При этом производная

da
da

где х*= (и, v) e Ря. Именно в та-

такой форме мы и обобщим понятие

производной по направлению на

случай функционалов. Рассмот-
Рассмотрим «точку» f e F (D) и вектор-
функцию tisF(D), достаточно

малую и такую, что г) \эо sa О

(иногда требуют, чтобы т]?=0
в окрестности 3D). Такие функ-
функции т] мы будем называть возму-
возмущениями функции /. Сместимся
из «точки» / в «точку» f+гц
(рис. 2), т. е. рассмотрим малое

возмущение исходной функции f.
Функция т) задает «направление смещения» из «точки» f (как
вектор а задавал направление смещения из точки (и, v)). По-

Построим следующее выражение: — (/[/ + ет)]— t[f])- Переходя
к пределу, получаем функцию, которую обозначим через -.

- =

= Y\m~(I[f+Br\] — /[/]) и назовем «производной функционала
8~*°

dl f/1
/ в точке f по направлению г\*. Иногда функцию -^~ предста-

представляют в виде ^41- = Wt4, 6f)don, где б/ = л = ('П1 Л*).

Рис. 2.

вектор ^т = (р 1, определяемый предыдущим равенством,

называют вариационной производной функционала /[/]. Развивая
далее аналогию с обычными функциями, дадим следующее

Определение 1.1. Функцию /„eF назовем стационарной
(или экстремальной, критической) функцией для функционала I,

если —vpiaO для любого возмущения 6/ = r]Sf такого, что

i) = 0e окрестности границы 3D. б/ ,<,

Перейдем к аналитическому исследованию производной —^А.
Имеем

>; f'xa)]dok.



1в простейшие классические вариационные задачи [гл. i

Разлагая подынтегральное выражение в ряд Тейлора, получаем
л i —"¦ яг

б/[Д. •ш
o{b)dak.

Интегрируя по частям, получаем

Так как мы считаем все участвующие в вычислениях функции
гладкими (или кусочно-гладкими), то в первом интеграле интег-

интегрирование по переменной х* можно отделить от интегрирования

по всем остальным переменным х1, ..., х°, ..., х* (в силу теоремы
о перемене порядка интегрирования). Знаком

А

мы указываем

пропущенную координату. Получаем

(точки Р и Q зависят от х1, ..., х", ..., хк; do/,-! = dxl Д...

... Д dxa Д ... Д dx*). Поскольку во внутреннем интеграле J пе-

ременные х1, ..., д;г, ..., х* можно рассматривать как параметры,
то

так как r\' (Q) = i\' (P) •= 0 (см. выше). Итак,

6/[/] = е

Отсюда:

так как

t y\dL _ у
) ii [dj Li^

д / dL
o(e,)dok

d I dL

HmJ-
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Если fo e F — стационарная (экстремальная) функция для функ-
функционала /[/], то для любой функции т] (где т) = 0 около 0D)
выполнено тождество

Д (-1

откуда

2-43-2(-1 L 'о о-1

Эта система дифференциальных уравнений называется системой

уравнений Эйлера — Лагранжа для функционала /. Оформим
предыдущие результаты в виде теоремы.

Теорема 1.1. Функция fo?f является экстремальной функ-
функцией для функционала I [f] тогда и только тогда, когда она

удовлетворяет системе уравнений Эйлера — Лагранжа. •

§ 2. Геометрия экстремалей

2.1. Нульмерный и одномерный случаи. В случае обычных
функций f(x), рассматриваемых на гладком многообразии Мп,
уравнение экстремальных (критических) точек функции / имеет

вид grad f = 0. Если все критические точки невырождены (т. е.

невырожден гессиан функции /; см., например, [1]), то тогда,

оказывается, топология многообразия М в значительной степени

определяется количеством критических точек и их индексами;

во всяком случае можно выяснить, из каких клеток склеено это

многообразие. Соответствующая процедура описывается теорией
Морса, изложенной, например, в [1].

Следующий шаг (по размерности вариационной задачи) при-
приводит нас к функционалам, определенным на пространстве глад-
гладких (или кусочно-гладких) кривых. К числу важнейших одно-

одномерных функционалов принадлежат функционалы длины

и действия

определенные на пространстве кусочно-гладких кривых в римано-
вом многообразии. Экстремалями этих функционалов являются

геодеаические, отнесенные к натуральному параметру (в случае
функционала действия), и геодезические, отнесенные к произ-
произвольному (кусочно-гладкому) параметру (в случав функционала
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длины); (см., например, [2]). И в этом случае знание экстрема-
экстремалей этих функционалов позволяет в значительной степени вос-

восстановить топологическую структуру многообразия, на котором
рассматриваются кривые и функционалы. «Одномерная» теория
сложнее «нульмерной», так как здесь приходится иметь дело

с сопряженными точками вдоль геодезических, индекс которых
вычислять сложнее, чем индекс критической точки в случае
гладких функций.

В настоящей книге мы будем рассматривать многомерные
функционалы (в основном функционалы площади и объема), для

которых размерность D (см. § 1) больше двух. Это вызывает

некоторое усложнение теории, но получаемые результаты оказы-

оказываются зато более гибкими с точки зрения приложений. В даль-
дальнейшем мы будем четко различать понятия локальной минималь-

минимальности и глобальной минимальности. В одномерном случае имеется,
вообще говоря, много геодезических (разной длины), соединяющих

две фиксированные точки Р и Q на римановом многообразии М.
Все эти траектории, как известно (см., например, [2]), локально

минимальны, т. е. являются кратчайшими траекториями между
любыми своими двумя достаточно близкими точками; с другой
стороны, глобально минимальными траекториями, соединяющими
точки Р и Q, являются только геодезические наименьшей длины.

Например, стандартный экватор на стандартной двумерной сфере
локально минимален (как одномерная экстремаль), но не глобально

минимален. Понятие глобальной минимальности для функционалов
объема мы определим ниже.

2.2. Некоторые примеры простейших многомерных функциона-
функционалов. Функционал объема. В качестве первого примера
рассмотрим так называемые мыльные пленки, возникающие в том

случае, когда фиксирован некоторый проволочный замкнутый
контур, являющийся границей мыльной пленки. Соответствующим
математическим описанием таких поверхностей служат минималь-

(ные поверхности. Напомним определение функционала объема
!
на римановом многообразии Мп. В простейшем случае, когда

рассматривается открытая ограниченная область D с кусочно-
гладкой границей в R", в качестве объема vol«(D) берется интег-

интеграл 5dx1 Д ... Д dxn (см., например, [2]). Если область D вложена

6

в гладкое риманово многообразие Мп с римановой метрикой gtj (х),
то в том случае, когда область D содержится в одной карте О,
в качестве voln (D) берется jj Kdet Adx1 Д ... Д dxn, где А =

О
** (Sij(x)) — матрица метрического тензора (определяющая первую
квадратичную форму). Если же область D содержится в несколь-

нескольких картах, то объем области определяется как интеграл от

указанной внешней дифференциальной формы объема; при этом

нужно фиксировать некоторое гладкое разбиение единицы; в курсе
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анализа доказывается, что от выбора этого разбиения объем не

зависит.
В частных случаях приведенное выше определение объема

превращается в классические определения. Так, если M" = !R'1,
л\ .... х" — декартовы координаты и ^у = бу, то, очевидно, по-

получаем определение обычного евклидова объема области.

Далее, если Мп — гладкое подмногообразие bR" и gtj — ин-

индуцированная риманова метрика, то указанное выше определение
совпадает с другим интуитивным представлением об объеме по-

поверхности. Рассмотрим на М" локальные координаты х1, ..., хп

(в пределах одной карты) и представим D в виде объединения
бесконечно малых параллелепипедов П(, каждый из которых обра-
образован поверхностями уровня локальных координат, т. е. поверх-
поверхностями, задаваемыми уравнениями х1 = const (рис. 3). Тогда

Рис. 4.

можно считать, что voln(D)= ^ vol (П(). Докажем, что уо1„(П/)««
i

=-Vde\.Adx1...dxn, где через dx1, .... dxn обозначены длины

ребер параллелепипеда П/. Рассмотрим векторы аъ ..., а„, каса-

касательные к многообразию Мп в точке х е D и являющиеся век-

векторами скоростей координатных линий, проходящих через точку х.

Обозначим через U (дь ..., ап) параллелепипед, расположенный
в касательной плоскости и натянутый на векторы аъ ..., ап.

Тогда бесконечно малый параллелепипед П можно считать натя-

натянутым на векторы (dx1)^, ..., (dxn)an (рис. 4). Докажем, что

voln (Й) =- |Adet Л; отсюда сразу будет следовать, что

voln (П) - vol П ((dx1) ax (dxn) an) -

-(уо1П(аь ..., an))dx1...dxn*=V№Adx1...dxn.
В самом деле, рассмотрим в касательной плоскости к М" орто-
базис еи ..., е„, и пусть В: (еъ .... en)-**(alt ..., а„) —линейное
преобразование в касательной плоскости, порожденное заданной
нами выше криволинейной системой координат х1, ..., хп и пере-
переводящее единичный куб в касательной плоскости в параллелепи-
параллелепипед [[(сц, ..... а„). Тогда, е.л! А~(цф, то из закона преобра-
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вования квадратичной формы мы получаем А = ВВТ (знак
т

указывает транспонирование), т. е. det? = lAiet А. С другой
стороны, из линейной алгебры известно, что vol ft (alt ..., ап) =
— det В, что и завершает доказательство. Таким образом, при-
приведенное нами общее определение объема области на подмного-

подмногообразии в RN совпадает с интуитивным представлением об объеме,
получающемся суммированием объемов бесконечно малых евкли-

евклидовых параллелепипедов.
Рассмотрим гладкую гиперповерхность Vn~l cz R1?, заданную,

например, в виде графика xn*=f(x1, ..., х"-1). Пусть областью

определения функции f является

ограниченная область D в IR"-1.
Рассмотрим на пространстве всех

таких функций / функционал
объема vol (/) = J У\ det A \ dan-i.

D

Здесь матрица А = (g,y (x)), х&

eD,- индуцированная римано-
ва метрика на поверхности V"-1,
a don-! = dx1 Д dx* Л • •< Л Ас"-1,
где х1, ..., х"-1 — евклидовы ко-

координаты. Лагранжиан У\ det A \
можно записать в явном виде

черев функцию f. Пусть dr"-1 — форма (п— 1)-мерного объема
на V; тогда vol(/)= ^dx"-1. Пусть РеУ"-1, п(Р) — единичная

D

нормаль к V"-1 в точке Р, а (Р) — угол между п(Р) и еп =»

— (О, ..., О, 1) (рис. б). Тогда

Рис. б.

vol(/)=

Далее,

Итак,

vol (f) J l/1 +
D У 1-Х

л», л «***¦*•

Рассмотрим экстремальные поверхности V"-1 для функционала
объема vol (f) (т. е. г афики экстремальных функций хп — f (x),
х а D). Уравнение Эйлера — Лагранжа имеет вид
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Определение 2.2.1. Поверхности, являющиеся экстремаль-
экстремальными для функционала объема vol (/), называются минимальными

(или локально минимальными) поверхностями.
Минимальные поверхности моделируются, например, в R8

с помощью мыльных пленок, затягивающих замкнутый проволоч-
проволочный контур (в отсутствие силы тяжести); в этом случае vol (/)
совпадает с площадью поверхности.

Лемма 2.2.1. Для двумерной минимальной поверхности, за-

заданной в виде графика z = f(x, у) в (Rs(x, у, г), уравнение Эйлера —

Лагранжа приобретает вид

A +П) fyy -УМ+A +П) f** = 0.

Доказательство. Имеем

§-x(f*-V + (/*)•+(А,J]-1'2)+1 ifу ¦ [ 1 + (/,)• + (/,J]-1/2) - о.

Дифференцируя и приводя подобные члены, получаем искомое

утверждение.
Уравнение минимальной поверхности V4-1 допускает запись

на языке локальных инвариантов вложения этой поверхности в R".
Теорема 2.2.1. Пусть Vх с R" — гладкая гиперповерхность.

Средняя кривизна Н равна тождественно нулю тогда и только

тогда, когда V"-1 можно представить в окрестности каждой
своей точки в виде графика экстремальной функции для функцио-
функционала объема (т. е. в виде решения уравнения минимальной по-

поверхности).
Таким образом, условие ЯаО и есть условие минимальности

поверхности V"-1 cz R". Доказательство сводится к прямому вы-

вычислению средней- кривизны Н = Sp(A~1Q) для графика xn = f(x),
где A, Q-- соответственно матрицы первой и второй квадратичных
форм, и проверке того факта, что уравнение Н = 0 совпадает
с уравнением Эйлера —Лагранжа.

Мы не будем проводить это вычисление в общем случае,
а рассмотрим только специальную ситуацию: двумерная поверх-
поверхность в R8. Зададим локально поверхность У2 с: iR8 радиус-векто-

радиус-вектором г— г (и, v). Тогда vol(r)= jj VEG — F*dudv, где А =

D (a, v)

(Е
F\

Р q\ — матрица первой квадратичной формы: Е=*(г„, га),

Fm=(ru, /•„>, G = (rv, rv). Средняя кривизна Н имеет вид Н =

(L ^где Q = (LM ^-мат-^-мат^
рица второй квадратичной формы: L = (rna, n), M = (ruv, n), N =
*= (i"w, n), n — единичная нормаль к поверхности. Выберем на V2

(локально) так называемые конформные (изотермические) ко-

координаты. Докажем существование таких координат для веще-
вещественно-аналитических метрик А. Пусть двумерная поверхность
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в R*(x, у, г) задана параметрически: х = х(р, д), у
— у(р, q),

z = z(p, q), где р, q изменяются в некоторой области простран-
пространства R2. Тогда на поверхности возникает индуцированная метрика

dsa = Е (dpf -!- 2F dpdq + G (dqJ, g = EG-F*>0.

Теорема 2.2.2. Пусть Е, F, G — вещественно-аналитические
функции переменных (р, q). Тогда можно ввести новые локальные

координаты и, v такие, что в этих координатах метрика dl2

примет следующий вид: dl% = f(u, v)(du%-\-dvi). Такие координаты
называются изотермическими или конйюрмными.

Доказательство. Разложим квадратичную форму ds2 на

множители:

Мы ищем новые координаты (ы, v) как функции от р, q\ и =

— и(р, q), v = v(p, q), такие, что ds2 — f(u, v)(dui + dv2). Этого
можно добиться, если удастся подобрать интегрирующий мно-

множитель, т. е. такую комплекснозначную функцию % = "k{p, q),
что будут выполнены два тождества:

(второе из них получается из первого комплексным сопряжением).
Действительно, если такая функция \(р, q) найдена, то, перемно-
перемножая два тождества, получаем ds2 = ]X\-i(du2-\-dv2), и можно

положить / (u, v) = IX ]-*. Итак, неизвестными функциями являются

и, v, X.; они должны удовлетворять уравнению

Отсюда

Исключение X дает

иди
пди .r-dv сди ,/—ди , с dv
FVSE V8+E
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Отсюда

рди _ ди г^—— F —
dv dp dq dv dp dq

dp Л
'

dq
=

Щ
;

dv dv dv -dv

du tdq~rd~p du /'Э~?~(/Эр
5p
=

Vi
' a<? Vg

'

Поскольку g-^-
==

jj-g-, то получаем следующие уравнения: Z,u=-=0,

1л — О, где дифференциальный оператор L имеет вид

Из теории дифференциальных уравнений известно (мы не будем
здесь это доказывать), что если функции Е, F, G аналитические,

то уравнение Lf = O (называемое уравнением Бельтрами) всегда

имеет решение. Отсюда и определяются функции и, v, К. Если
мы положим w = u+ io, W = u — iv, то метрика поверхности
запишется в виде ds2 = g(w, ffi)dwdw. Таким образом, локально

нашу поверхность можно считать комплексно-аналитической.

Изотермические координаты определяются неоднозначно. Теорема
доказана.

Итак, будем считать, что (u, v) — уже конформные координаты
на поверхности V*c:R8. В конформных координатах F = 0, E = G,
следовательно,

vol (r)«- \\ ]/"(/•„, ru)-(rv, rv)du dv

Ь) du dv.

Далее, Н =
g- (L-\ N) = ^ (rua + rvv, n> = -^<Ar, n>, где А-опе-

А-оператор Лапласа. Рассмотрим уравнения Эйлера — Лагранжа для
vol (г) в координатах (и, v). При этом следует иметь в виду,
что возможность записать уравнение Эйлера — Лагранжа в кон-

конформных координатах следует из того, что при варьировании
функционала vol (r) с помощью возмущения т) можно считать

все функции г (и, и) + ет)(ы, v) отнесенными к конформным коор-
координатам. Для этого достаточно ввести конформные координаты
на каждой поверхности г (и, v) + Br\(u, v) (дело в том, что коор-
координаты (и, v), вообще говоря, уже не конформны на возмущенной
поверхности r + ет)). Координаты (м„ w8) можно считать гладко

зависящими от е. Уравнения Эйлера—Лагранжа принимают вид

<*) + <*>0 Ы+ ЫО (*)+<*)-0, т. е.

Аг— О, Радиус-векторы г, удовлетворяющие уравнению Дг = 0,
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называют гармоническими. Итак, в конформных координатах
«минимальность радиус-вектора», т. в. его экстремальность для

функционала площади, означает его гармоничность. Говорить
о гармоничности радиус-вектора г (и, v) можно только относи-

относительно какой-либо системы координат. При изменении координат
свойство гармоничности, вообще говоря, разрушается. Итак,

поскольку Дг = 0, то Н = -=(&г, я) = 0, и мы доказали теорему

2.2.1 в одну сторону. Обратно, пусть #аяО; мы должны доказать,

что Дг = 0 (в конформных координатах). Так как (Дл, п) — 0,
то достаточно проверить еще два равенства: <Дг, г„) = 0,
(Дг, rv) = 0. Отсюда будет следовать, что Дг= 0. В самом деле,

векторы п, ra, rv образуют репер в любой регулярной точке

поверхности г (и, v) (по определению поверхности). В силу выбора
координат Е = G и F = О, т. е. <гк, г„> = (/•„, rv) = 0. Дифферен-
Дифференцируя по и и v, получаем: (ratt, /\»> =•(/¦„„, rv), (ruv, ru) =
= (rvv, rv), (rna, rv) + (rtt, ruv) = 0, (rav, rv) + (rtt, rvv) = 0. Нам

следует проверить тождества (rm, ra) + (rvv, г„) = 0, (raa, rv) +
+ (I'm» i"v)~0. Эти уравнения, очевидно, вытекают из предыду-
предыдущей системы. Тем самым, мы доказали не только теорему 2.2.1,
но и следующее утверждение.

Утверждение 2.2.1. Двумерная поверхность в трехмерном
евклидовом пространстве тогда и только тогда описывается мини-

минимальным радиус-вектором, когда

средняя кривизна тождественно

равна нулю. В конформных коор-
координатах минимальный радиус-
вектор становится гармониче-
гармоническим.

Топологическая структура
минимальных поверхностей V*cz
с: R8 довольно сложна, в част-

частности, если граничный контур фиксирован, то, вообще говоря,
на него можно натянуть много «мыльных пленок» — нет теоремы
единственности решения для дифференциального уравнения
Я = 0 или Дг = 0. При-
Примеры см. на рис. 6 и

рис. 7. Решения уравне-
уравнений Я = 0, Дг = 0 могут
иметь особенности. При-
Пример — тройной лист Мё-

Мёбиуса — см. на рис. 8. Эта

Понтур А Два диена Катеноид

Рис. 6.

Р*с. 7.

минимальная пленка со-

содержит сингулярную окружность, наполненную тройными осо-

особыми точками.

Гармонические радиус-векторы являются решениями уравне-
уравнения Эйлера—Лагранжа еще для одного двумерного функционала —
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функционала Дирихле. Рассмотрим трехмерный радиус-вектор
г (и, v) (координаты и, v произвольны). Функционалом Дирихле
называется D [г] = I —~-duuv, где Е, G — коэффициенты пер-

D (u, v)

вой квадратичной формы для поверхности г (и, v). Здесь L (г„, rv) =

=
-«г (Хи + Уи + Zu + xl + yl + zl), а потому уравнение Эйлера—Лаг-

ранжа (в векторной записи) имеет вид Дг = 0, его решения
— гар-

гармонические векторы. Так как "Г ^VEG — F2, to D[r]^=vo\(r)
для любого кусочно-гладкого радиус-вектора г (и, v) и равенство
достигается тогда и только тогда, когда E — G, F — 0, т. е. в кон-

конформной системе координат. Таким образом, любая экстремаль

Рис. 8.

функционала D(r), для которой координаты (и, v) оказались

конформными, является экстремалью функционала vol (г); обрат-
обратное неверно. Для того чтобы получить все экстремали функцио-
функционала vol (г), следует рассмотреть все экстремали функционала D [г]
(т. е. гармонические радиус-векторы), отобрать из них только те,

для которых (и, v) оказываются конформными координатами,
а затем подвергнуть (и, v) произвольной регулярной замене

координат. Гармонический радиус-вектор г (и, v), для которого

координаты (и,' и) не конформны, не будет, вообще говоря,
описывать минимальную поверхность. Пример: г (и, v) — (u, v,

Ref(u + iv)) — график вещественной (или мнимой) части нелиней-

нелинейной комплексно-аналитической функции f(u-\-lv).
Связь между функционалами D[r] и vol (г) во многом анало-

аналогична связи между функционалами длины li[y] и действия

S*lv] = 5lvl8d< ПУТИ V- Ясно, 4To(/S[v]J<(b-a)SS[v] и равен-
а

ство достигается тогда и только тогда, когда параметр t на

траектории y(t) пропорционален длине дуги (такие экстремали
1Ьа[у) будут геодезическими, если параметр натуральный). Это
обстоятельство связано с тем, что функционалы длины и объема

инвариантны относительно регулярных замен переменных, а функ-
функционалы действия и Дирихле не инвариантны.
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2.3. Классическая задача Плато в размерности 2. «Задача
Плато» —это термин, объединяющий серию задач, связанных
с изучением экстремалей и абсолютных минимумов функционала
^-мерного объема vol*, определенного на ^-мерных поверхностях,
вложенных в n-мерное риманово многообразие Мп и удовлетво-
удовлетворяющих тем или иным граничным топологическим условиям.
В истории развития вариационных задач этого типа выделяются

несколько периодов, характеризующихся различными подходами
к понятиям «поверхность», «граница», «минимизация» и, соответ-

соответственно, различными методами получения минимальных решений.
Исторически первой была поставлена и решена задача Плато для

случая двумерной поверхности в трехмерном (а затем в л-мерном)
евклидовом пространстве. В параметрическом виде эта задача

может быть сформулирована так. Пусть f = f(u, v) — радиус-век-
радиус-вектор двумерной поверхности X2 в M" = R", т. е. /: U-*-Rn задает

(локально) регулярное отображение области U a Ra в R"; тогда

volj/(i/)= \ Y~ECi — F2dudv и экстремали этого функционала
и

являются решениями системы уравнений Эйлера — Лагранжа

декартовы координаты в R". В проблеме «о наименьшей площади»
ставится вопрос: можно ли найти поверхность X% = fo(U) (и ото-

отображение /о) такую, что эта поверхность имеет в качестве границы
заданный заранее контур Г (т. е. систему вложенных в R" непере-
непересекающихся окружностей) и площадь этой поверхности — наимень-

наименьшая по сравнению с площадями всех других поверхностей
X2 = f(U), ограниченных этим же контуром Г? (См., напри-
например, [18].) Кроме этой задачи о нахождении абсолютного мини-

минимума (в классе всех поверхностей с заданной границей) рас-
рассматривалась также и задача о нахождении минимума в данном

гомотопическом классе, т. е. в классе поверхностей (с заданной
границей), гомотопных друг другу. Сравнительно давно было

также доказано существование непрерывного отображения /0 дву-

двумерной поверхности М2 в R8, переводящего границу дМ* поверх-
поверхности М* в заданный контур Г cr R8 и минимизирующего двумер-
двумерный функционал Дирихле (см. его определение выше), в частности

минимизирующего и функционал двумерной площади vols. Пленка
Xo = fo(M*) может, конечно, иметь самопересечения и другие

сингулярные точки (в зависимости от конфигурации контура Г).
Хотя эта пленка и допускает непрерывную параметризацию
поверхностью М2 (являясь ее непрерывным образом в R8 при
отображении /0). но, рассматриваемая как подмножество в К8,
может быть не гомеоморфной этой исходной поверхности.

Литература по этой двумерной задаче и по связанным с ней

вопросам огромна; здесь мы не в состоянии даже кратко коснуться
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многих глубоких и интересных исследований, посвященных ука-
указанной тематике, поэтому отсылаем заинтересованного читателя
к [5], [16], [17], [18], где, наряду с изложением этих вопросов,

приведена значительная библиография. Описанный выше результат
о существовании двумерного минимального решения (при заданном

контуре) был распространен Морри (см., например, [16]) на слу-
случай контуров, вложенных в произвольное риманово многообразие.

А именно, пусть Г«= (J S} — набор из k ориентированных спрям-

ляемых замкнутых непересекающихся кривых в римановом мно-

многообразии Мп и пусть (/ — двумерная область типа k, т. е. гра-
граница области U является объединением k окружностей (U можно

рассматривать как диск с k— 1 дырками), Тогда существует
такое отображение /<>: U-*-M, что граница dU области U гомео-

морфно отображается на набор кривых Г, причем отображение f0
гармонично, конформно и минимизирует функционалы Дирихле
и двумерной площади. В частности, площадь vo\t(X%) поверхности
XI — /0 (U) — наименьшая по сравнению со всеми значениями

vol2 (/(?/)), где f пробегает всевозможные кусочно-гладкие отобра-
отображения области U типа k в Мп с фиксированной границей dU->-Г.

2.4. Вторая фундаментальная форма риманова подмногообразия.
Пусть /: M"-*-Wn — гладкое вложение гладкого многообразия Мк
в гладкое риманово многообразие W; многообразие Wn будем
предполагать ориентируемым, связным, без границы. Через ТМ
обозначим касательное расслоение многообразия М, а через
Тт(М) — касательную плоскость к М в точке иеМ. Через
{х, у) обозначим скалярное произведение пары векторов х, #е
е Тт (М), индуцированное заданной на W римановой метрикой git.
Через V обозначим риманову связность на ТМ, т. е. симметрич-
симметричную связность, согласованную с этой индуцированной римановой
метрикой (см., например, [2]). Напомним, что параллельный
перенос, соответствующий этой связности, сохраняет скалярные
произведения векторов. Как обычна, для произвольного тензор-
тензорного поля Р через Vx(/>) будем обозначать ковариантную произ-
производную этого тензорного поля вдоль векторного поля X, задан-
заданного на М. Если через х обозначить значение векторного поля X
в точке т (т. е. вектор х=Х(т)е Тт(М)), то тогда ковариант-
ковариантную производную тензорного поля Р вдоль вектора х (в точке т)
будем обозначать через VXP. Поскольку V —тензорная операция,
то VXP является тензором (и зависит от точки т), причем имеет

тот же тип, что и исходное тензорное поле Р. Так как связность V

риманова (сохраняет скалярное произведение), то для любых двух
векторных полей Р, Z на М выполнено тождество ЧХ(Р, 2.) =
= <V^2>+ </>, VXZ).

Обратимся теперь к подмногообразию / (Мк) cz Wn; для упро-
упрощения обозначений обозначим /(М*) снова через Мк; тогда,
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наряду с касательным расслоением ТМ, однозначно определено

нормальное расслоение NM (в каждой точке т&М определена
плоскость N^~k(M), ортогональная к плоскости Т„Ш)). Рима-
нова метрика на W" индуцирует скалярное произведение не только

на ТМ, но и на NM; кроме того, возникают две естественные

римановы связности, индуцируемые на ТМ и NM вложением
M-+W. Опишем эти связности. Пусть К —гладкое векторное
поле на М и x&Tm (M) — произвольный вектор. Положим,

по определению, VX(Y) = (VXY)T, где через V обозначена риманова

симметричная связность, заданная на объемлющем многообразии W
(т. е. на TW), а ( )Т — ортогональное проектирование на пло-

плоскость Тт(М).
Лемма 2.4.1. Операция V, определенная выше, является рима-

новой связностью без кручения на ТМ; эта связность однозначно

определяется римановой метрикой на М, индуцированной вложе-

вложением M-+W.

Доказательство. Алгебраические и дифференциальные
свойства операции V, характеризующие ковариантное дифферен-
дифференцирование, непосредственно следуют из определения. Проверим
теперь, что эта операция сохраняет скалярные произведения.
В самом деле, пусть Y и Z —два гладких векторных поля на М,
хе=Тт(М); тогда

= (VXY, Z) + (Y, VXZ) = VX(Y, Z)~VX(Y, Z).
При этом мы воспользовались тем, что поля Z, Y касаются под-

подмногообразия М. Осталось проверить, что кручение у связности V

равно нулю. В самом деле,

так как связность V была симметричной. Лемма доказана.

Точно так же определяется риманова связность на нормаль-
нормальном расслоении NM. Рассмотрим произвольное гладкое сечение V

расслоения NM, т. е. зададим в каждой точке т^М нормаль-
нормальный вектор V (т)& Nm(M). В силу гладкости сечения V мы

получаем тем самым гладкое векторное поле, определенное на М.

Пусть х&Тт(М); положим, по определению, 4XV = (ЧхУ)и, где

( Г — ортогональная проекция на плоскость Nm (M), ортогональ-
ортогональную к Тт(М).

Лемма 2.4.2. Операция V, определенная выше, является рима-
римановой связностью без кручения на NM, однозначно определяемой
индуцированной на М римановой метрикой.

Доказательство проводится, как и в случае леммы 2.4.1.

Перейдем к построению второй квадратичной формы; пусть

xf=Tm(M).
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Определение 2.4.1. Пусть v e Nm(M), включим вектор v

в произвольное гладкое векторное поле V на многообразии W так,
чтобы поле V было ортогонально к подмногообразию М в неко-

некоторой окрестности точки теМ. Определим линейное отображе-
отображение Av: Тт(М)-+Тт(М) по формуле Av(x) = — (VXV)T. Это
отображение оказывается симметричным (см. доказательство ниже)
и, следовательно, определяет некоторую билинейную форму Av,
которую мы и назовем второй фундаментальной формой подмного-
подмногообразия М с= W.

В действительности мы определили целое семейство А форм Av,
в котором вектор we/Vm(M) играет роль параметра: A = {AV,
v<=Nm(M)}.

Лемма 2.4.3. Форма Av корректно определена, т. е. не

зависит от способа включения вектора v в векторном поле V на W

и гладко зависит от всех своих аргументов.
Доказательство. Пусть задано другое продолжение V

вектора i), где поле V ортогонально подмногообразию М в окрест-
окрестности точки т. Пусть у^Тт (М) и У — произвольное гладкое

векторное поле на W, касательное к подмногообразию М и про-
продолжающее вектор у, т. е. Y (т) = у. Вычислим разность

<-(W, y)-(-(VxVY, y) =
= <yxV - VXV, у) = <V, (V - V), у) =

-<V,(V'-V). Y) = VX(V'-V, Y)-(V'-V, VXY).
Так как У'-Ve /V- (M), Y sT- (M) для любой точки т, доста-

достаточно близкой к точке т, то (V' — V, У) = 0. Так как V,ys
6= Тп(М), то (V - V, VXY)=O, т. е. <-(V,V)r. У) = <-(V,V')r, у),
что и доказывает корректность определения. Теперь проверим
симметричность оператора А°. Для этого продолжим векторы х

и у векторными полями X и Y на W, касательными к М. Отсюда

<Л" (х), у) - (А- (у), х) = - <V,V, Y) + (VyV, X) =
_

b , VxY)-(V,VyX)=.
-VUX) = (V, [X,

так как (V, Y)-(V, X)^0; V<=Nm{M), [X, Y]e*Tm(M).
Итак, (Av(x), y) = (Av(y), x), что и требовалось.

Эквивалентным образом, форма А может быть интерпретиро-
интерпретирована как билинейная симметричная форма на касательном прост-

пространстве Тт(М) со значениями в нормальном пространстве Nm(M).
В самом деле, если х, у е Tm (M), то можно определить форму
В(х, y)<=Nm(M) равенством (В(х, у), v) = (Av(x), у).

Лемма 2.4.4. Пусть х, у^Тт (М); включим вектор у в глад-
гладкое векторное поле Y на W, касательное к подмногообразию М.
Тогда выполнено равенство В(х, у) = ftXY)N, т. е. нужно кова-
риашпно продифференцировать поле Y в направлении вектора х
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простейшие классические вариационные задачи [гл !

и полученный результат (вектор в точке т) спроектировать на

нормальную плоскость.

Доказательство. Поскольку Av (x) = — DxV)T, то

. у), v)

)», v),

так как (V, К)ваО. Отсюда (В(х, y) — (yxY)w, а) = 0для любого.
v e Nm(M), а так как В (х, у) е Nm(M), то это означает, что

?(*, y) = (VxY)N, что и требовалось доказать.

С помощью формы А мы можем теперь определить понятие

средней кривизны Н подмногообразия М, обобщающее понятие

скалярной средней кривизны для случая гиперповерхности.

Определение 2.4.2. Рассмотрим вторую фундаментальную
форму, представленную как форма В на касательном пространстве
Тт (М), т^М, со значениями в нормальном пространстве Nm (M).
Поскол ку на Тт (М) определено скалярное произведение (см. выше),
то можно рассмотреть след формы В, явл /ющийся (в каждой
точке т) некоторым вектором, принадлежащим Nm (M). Таким
образом, след формы В изображается некоторым сечением И нор-

нормального расслоения NM. Это сечение (след) Н называется средней
кривизной вложенного подмногообразия MczW. Если ег, ..., ей —

некоторый ортобазис в плоскости Тт(М), то Н = ^B(eit et) e

()
Замечание. В том случае, когда М — гиперповерхность

в N, определение 2.4.2 совпадает с определением скалярной
средней кривизны Н = Sp(@~1Q), где © — матрица первой квадра-
квадратичной формы, Q — матрица второй квадратичной формы (про-
(проверьте!).

2.5. Локальная минимальность. Пусть М — подмногообразие
в W; определим понятие изотопической вариации этого подмного-

подмногообразия в W.

Определение 2.5.1. Пусть задана гладкая гомотопия

ft: M-*-W, 0 sg t sg 1, такая, что каждое отображение f, является
вложением, причем ,fo = f, sde f — исходное вложение М в W. Тогда
гомотопию ft назовем изотопической вариацией, F: /Их[0, 1]~>№;

Эта вариация ft вложения / индуцирует гладкое векторное
поле Е, определенное на F(Mx[0, 1]) и являющееся образом
стандартного векторного поля -щ

на цилиндре Мх[0, 1]. Нас

будет интересовать ограничение этого поля на подмногообразие М,
т. е. Е (т) = dF ( ^' М, dF — дифференциал отображения F. Век-
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торное поле Е(т) определяет два сечения: ЕТ (т) расслоения ТМ

и EN (m) расслоения NM, m&M (для этого достаточно ортого-
ортогонально спроектировать поле Е (пг) на Tm (M) и Nm (M) соответ-

соответственно). Ясно, что эти два сечения являются гладкими. Рас-

Рассмотрим сечение ЕТ как векторное поле на подмногообразии М.
Поскольку на М имеется естественная fc-мерная форма объема,
индуцированная объемлющей римановой метрикой, то поле Ет

однозначно определяет внешнюю дифференциальную форму 6 (Ет)
степени k— 1 (с помощью оператора ¦?; см. [2]). Рассмотрим
^-мерный объем vo]k(ftM) подмногообразия ftM\ предположим
для простоты, что М компактно; тогда vk(t) = vo\k(f,M)<ioo.
Таким образом, каждбй изотопической вариации F подмногообра-
подмногообразия М отвечает гладкая функция vk(t), определенная на отрезке

Предложение 2.5.1. Пусть М — компактное подмногообра-
подмногообразие п W и U/, (/) = vol* (ftM) — функция k-мерного объема подмного-

подмногообразия ftM. Тогда имеет место равенство

М дМ

где дМ —граница многообразия М. Здесь первый интеграл от

функции (EN, Н) берется по М относительно k-мерной формы
риманова объема, а второй интеграл от формы 0 (ЕТ) берется
по (k — \)-мерному подмногообразию дМ относительно (k— 1)-мер-
ного объема, индуцированного объемлющей метрикой.

Мы оставляем доказательство этого предложения читателю.

Вероятно, самый простой способ состоит во введении локальных

координат и последующего прямого вычисления (см., напри-
например, [19]).

Дадим теперь важное определение локально минимального

подмногообразия.
Определение 2.5.2. Подмногообразие Mk cz Wn называется

локально минимальным, если его средняя кривизна И тождественно
раина нулю (во всех точках /гае М).

Если k=l, то одномерные локально минимальные подмного-

подмногообразия являются геодезическими в W (см., например, [2]). Если
& = я— 1, то локально минимальная гиперповерхность М"'1 с: W"
является минимальным подмногообразием в смысле пункта 2.2.
Если k<.n— 1, то условие локальной минимальности означает

аннулирование вектора Н средней кривизны. Как и в пункте 2.2,
существует непосредственная связь между обращением в нуль
вектора средней кривизны и обращением в нуль производной v'k@)
функции объема.

Теорема 2.5.1. Компактное подмногообразие Mh<ziWn яв-

является локально минимальным (т. е. Н =* 0) тогда и только

тогда, когда у»@)зя0 для любой изотопической вариации подмно-
О М, обращающейся в нуль на границе дМ.
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Доказательство. В силу предложения 2.5.1 имеем

М дМ

Так как ft(dM)aaf(dM) при всех t, 0<*<1, то 6(?г)ви0
на дМ, т. е. i»i@) = — $ (EN, Я). Если Я-0, то i>*@) = 0.

м

Обратно, если в некоторой точке т0 е М имеем Я Ф О, то можно

всегда подобрать такую вариацию, носитель которой сосредоточен
около точки то, что v'k{0) будет отлично от нуля. Это противо-
противоречит условию с?@) = 0. Теорема доказана.

Таким образом, подмногообразия, на которых вектор средней
кривизны тождественно обращается в нуль, являются экстрема-
экстремалями функционала, объема; это утверждение ранее, в пункте 2.2,
мы доказали для случая гиперповерхностей. Другими словами,
мы доказали, что система уравнений Эйлера — Лагранжа для

функционала fe-мерного объема (определенного на ^-мерных под-

подмногообразиях в Wn) эквивалентна уравнению ЯааО. Термин
«локальная минимальность» означает, что объем подмногообразия
«не изменяется в первом приближении» (т. е. первая производ-
производная объема равна нулю) при бесконечно малых (по амплитуде
и по носителю) вариациях; в то же время, если вариация имеет

конечную величину, то объем может, например, уменьшиться,
как это имеет место в случае стандартного экватора на двумер-
двумерной сфере, стягивающегося в точку по сфере. В дальнейшем мы

введем понятие глобально минимального подмногообразия, объем
которого не уменьшается уже при любой «сколь угодно большой»

вариации (что потребует, конечно, определения понятия «большая

вариация»).
В качестве примера локально минимальных подмногообразий

приведем важный класс так называемых вполне геодезических

подмногообразий.
Определение 2.5.3. Подмногообразие MczW называется

вполне геодезическим, если каждая геодезическая многообразия М

(относительно римановой структуры и связности; индуцированной
объемлющей римановой метрикой) является геодезической в много-

многообразии W.
Теорема 2.5.2. Подмногообразие М a W является вполне

геодезическим тогда и только тогда, когда его вторая фундамен-
фундаментальная форма тождественно обращается в нуль.

Доказательство. Обращение в нуль второй фундамен-
фундаментальной формы, очевидно, эквивалентно (см. определение выше)
тому, что совпадают параллельные переносы относительно рима-
новых структур на Af и на W; поскольку геодезические могут
быть определены как траектории, поле скоростей которых сохра-
сохраняется при параллельном переносе (см. [2]), то отсюда и следует,
что каждая геодезическая на М является геодезической и с точки
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зрения объемлющего многообразия W. Обратно, если М — вполне

геодезическое подмногообразие, то из равенства В(х, y) = (VxY)N
(см. лемму 2.4.4) получаем: В = 0. Теорема доказана.

В дальнейшем мы подробно изучим класс вполне геодезиче-
геодезических подмногообразий, реализующих топологически нетривиаль-
нетривиальные гомотопические или гомотопические классы в симметрических
пространствах.

2.6. Первые примеры глобально минимальных поверхностей.
В качестве простейшего случая рассмотрим свободные гомотопи-

гомотопические классы замкнутых петель на римановом многообразии W.

Рассмотрим класс кусочно-гладких отображений /: Sl-+W окруж-
окружности S1 в W, гомотопных друг другу. Тогда легко доказать,

что среди этих отображений существует такое отображение /0.
для которого длина траектории /ОEХ) является наименьшей по

сравнению с длинами кривых /(S1), где / гомотопно /0. Другими
словами, если ft: S1 -*¦ W — произвольная гладкая гомотопия ото-

отображения /о, т. е. вариация произвольной величины, то длина

траектории f<(SJ) не меньше длины fo(S1). Это означает, что

функционал длины достигает своего абсолютного минимума в дан-

данном гомотопическом классе на отображении /0.
В качестве второго, более нетривиального примера рассмотрим

комплексные подмногообразия в кэлеровом многообразии. В каче-

качестве вариаций (деформаций) подмногообразия М мы рассмотрим
значительно более широкий класс, чем описанный выше (гомотопии).

Определение 2.6.1. Пусть Mk czWn — гладкое компактное

ориентируемое замкнутое подмногообразие. Мы скажем, что задана
его бордизм-деформация, если задано
(k -f- 1)-мерное гладкое компактное ориен-
ориентируемое подмногообразие Z*+1 с краем
0Z --• М U (— Р), где'Р — некоторое глад-
гладкое компактное ориентируемое замкну-
замкнутое подмногообразие (пленка) в W (че-
(через — Р обозначено это многообразие Р
с обратной ориентацией, индуцируемой
на Р ориентацией многообразияZ) (рис. 9).
Многообразие Р назовем бордизм-вариа-
бордизм-вариацией многообразия М, В случае неком- Рис 9.

пактного подмногообразия М a W будем
говорить, что задана его бордизм-деформация, если в W задано под-

подмногообразие (пленка) Р, совпадающее с М вне некоторой компакт-

компактной области и, кроме того, задано Aг-\-\)-мерное подмногообразие
Z с кусочно-гладким краем dZczM[}(— Р).

Напомним, что комплексное многообразие W называется кэле-

ровым, если его риманова метрика gijdz'dzJ (где г1, ..., z" —ло-

—локальные координаты) определяет замкнутую внешнюю дифферен-

дифференциальную форму степени 2 (o = igyd2' Д dl1.

2 А. Т. Фоменко
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Теорема 2.6.1. Пусть W—кэлерово многообразие комплекс-
комплексной размерности п, М aW — его комплексное k-мерное подмного-

подмногообразие. Рассмотрим всевозможные вещественные бордизм-деформа-
бордизм-деформации этого подмногообразия в многообразии W, т. е. такие

бордизм-деформации, что пленка Zik+1 — вещественное B1г-\-\)-мер-
ное подмногообразие в W; пусть Р2к — бордизм-вариация подмного-

подмногообразия М. Тогда объем volik(M) подмногообразия М не больше
объема voljft(P), если М и Ргк — компактны; если оке М и Р не-

некомпактны, то имеются в виду объемы тех областей (на М и наР),
где М и Р различны (не совпадают). Более того, если объем Р

совпадает с объемом М, то подмногообразие Р такоке комплексное

(в многообразии W).
Таким образом, в кэлеровых многообразиях компактные ком-

комплексные подмногообразия являются глобально минимальными

подмногообразиями (т. е. экстремалями многомерной вариацион^
ной задачи на минимум объема). Так, например, в ?Р" (комплекс-
(комплексном проективном пространстве) глобально минимальными подмного-

подмногообразиями являются комплексные подмногообразия СР*. Кэлеровым
многообразием является также комплексное эрмитово простран-
пространство С"» а потому любое комплексное подмногообразие X в С
минимально относительно любых возмущений, неподвижных вне

некоторой ограниченной области в X. Напомним, что все ком-

комплексные подмногообразия в ©" некомпактны. Перейдем теперь
к доказательству теоремы.

Лемма 2.6.1. Для произвольной внешней 1-формы со на R*n
можно выбрать такой ортонормированный базис еь ..., е2п, в кото-

котором форма со имеет вид Х^йн /\ а2-\-...-\-К.щп-1 А °>2п, где А*, ...

..., Х„ — неотрицательные числа, a coi а>2п —базис, сопряжен-
сопряженный к базису е\, ..., е2п в R2".

Доказательство. Рассмотрим в R2n произвольный орто-
ортонормированный базис е[,..., e'in. Для заданной 2-формы ш построим
матрицу А = (ац), где ац

= со (е\, е)). Назовем матрицу А матрицей,
ассоциированной с формой о. Поскольку форма со полностью

определяется своими значениями на базисных векторах, то она

полностью определяется своей матрицей А (с указанием соответ-

соответствующего ортонормировашюго базиса е\, ..., е!щ). Ясно, что

А — кососимметрическая матрица. Следовательно, для А сущест-
существует такой ортонормированный базис.еъ ..., е^, в котором мат-

матрица А принимает вид

О
I— X, О О

о о я,¦л /

-К о'

где А*, ..., ^ — неотрицательные числа. Пусть щ, ..., ©8„ —со-
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пряженный базис к базису eit ..., еал. Очевидно, что ю=»

-.= 2 ^а«>а Л Юа+i* Лемма доказана.
<х = 1,3, .., 2л — I

Лемма 2.6.2. Пусть в пространстве R2" = C" задана эрми-
эрмитова метрика (gy). Пусть, далее, со — внешняя 2-форма, соответ-

соответствующая метрике gtj, т. е. определяемая формулой со (vu v2) =

-.=. (ivu v2). Положим ай = тг(о* = ^гA)Д(йЛ>"Л(|)- 7"огс)а выпол-

нсно неравенство \ak(i»i, ..., v2k)\^1, где vit..., vik — произволь-
произвольная ортонормированная система векторов в R2". Кроме того,
равенство | а* (уь ..., pa*) I == 1 достигается тогда и только тогда,
когда и1( ..., v2k порождают комплексное подпространство в R2"
(т. е. когда вещественная линейная оболочка векторов Vi, ..., 1>2*

инвариантна относительно умножения на i).
Доказательство. Рассмотрим случаи k = 1. Пусть vu vt s

е R2n — ортогональные векторы длины 1. Ясно, что [©(i^, v2)\=
=--\ (ivu vt) | <; | ivi | • | ua | = 1. Равенство достигается тогда и только

тогда, когда ± vs •= tt>1( т. е. векторы о1( и2 порождают комплекс-

комплексное одномерное подпространство (вещественной размерности 2).
Рассмотрим теперь общий случай. Пусть VcRS/1-подпростран-

VcRS/1-подпространство, порожденное векторами t»i, ..., vtlt. Обозначим сужение со |у
через 5. Согласно лемме 2.6.1 можно выбрать ортояормированный
базис вь ..., е,А в подпространстве V и сопряженный ему базис

«ь ••-. ©а* так, что ffl —^x09iAo>j+ ...+ ^ftW2A_iA(u2*, где

Я-i, ..., %k — неотрицательные вещественные числа. Ясно, что

wfep-i» eip)**Xp (l<ps?&). Отсюда, согласно случаю 6=1,
получаем, чтоХр<1, причем Хр««1 тогда и только тогда, когда

ietp-i*-dbetp. Обозначим ограничение формы <ta = tj-со* на подпро-

подпространство V через а„. Тогда | ak (вь ..., e2ft) | = ^ й* (ei, ..., eaft) =

= X.i...A,ft<; 1; равенство достигается тогда и только тогда, когда

Я.р== 1 A<р^Л), т.е. когда ieip-i = ±e2p (l<p«s?). Последнее
равенство в точности означает, что V — комплексное подпростран-
подпространство пространства R2". Лемма 2.6.2 доказана.

Доказательство теоремы 2.6.1. Пусть ф —внешняя

форма степени / на R2n, а У —линейное /-мерное подпространство
пространства R2"; пусть vu ..., vt и v\, ..., t>J — произвольные
ортонормированные базисы пространства V одного класса ориен-
ориентации. Из закона преобразования /-мерной внешней формы в /-мер-
/-мерном пространстве (а именно: умножение на определитель линей-
линейного преобразования)сразу следует, что <p(vu ..., t>,)=<p(u|,..., v'i).
Поэтому форму ф можно корректно определить как функцию на

множестве классов ориентированных ортонормированных базисов
одного и того же подпространства (при изменении подпростран-
подпространства будет меняться и функция ф). Другими словами, /-форма ф
на евклидовом пространстве R2" определяет функцию (обозначаемую
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той же буквой ф) на вещественном многообразии Грассмана
d2n,i ориентированных /-мерных подпространств в Ran. Класс
ориентированных ортонормированных базисов подпространства V,
т. е. точку из 6ап, /. обозначим через V. Пусть теперь М

— ком-

комплексное подмногообразие в IF и пусть Я —бордизм-вариация.
Обозначим, как и прежде, через ТХ(М) (соответственно ТУ(Р))
касательное пространство к подмногообразию М (соответственно Р)
в точке х (соответственно у). Пусть Z — подмногообразие в W

такое, что dZ=*M\J(— Р) (рис. 10). Пусть со = ^giJdzi/\dlJ- оп-

определенная выше замкнутая 2-форма на W, и пусть сгл = гг(о*.

Рис. 10.

Тогда, очевидно, ndak = 0. По формуле Стокса имеем 0

= \ak= I oft = $ °* ~~ I а*> т- е- $а* — \ °к- Обозначим 2А-мер-
dZ М\Ц-Р) М Р М Р

ные внешние формы объема подмногообразий М и Р через dx и dy
соответственно. Тогда \ ак =» \ ok {txM) dx, \ ak = \ ak (tyP) dy.

мм p p

Так как М — комплексное подмногообразие в W, т. е. ТХ(М) —
комплексное подпространство в^ Тх (W)

= С" = R2", то, согласно

лемме 2.6.2, ok(txM) =з 1, ок(ТуР)^\ (напомним, что Р — не

обязательно комплексное подмногообразие). Отсюда

vol (М) = $ dx = \ ak(txM)dx=\ak(tyP)dy^\dy = vol (/>).
MM P PM M

Таким образом, первая часть утверждения теоремы доказана.

Далее, очевидно, что равенство vol (М) = vol (P) достигается тогда

и только тогда, когда на множестве полной меры выполнено

тождество ok(fy(P))s3\. Согласно лемме 2.6.2 последнее тожде-
тождество равносильно тому, что Ту (Р) — комплексное подпространство
для у е Р (для почти всех точек у е Р), т. е. Р — комплексное

многообразие в W. Теорема доказана.

Из доказательства теоремы видно: предположение о том, что

подмногообразия MczW являются неособыми, —несущественное
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ограничение. Доказательство (в терминах подмножеств полной

меры) проходит и для алгебраических комплексных поверхностей
М aW (т. е. поверхностей, задаваемых системой полиномиаль-

полиномиальных уравнений на W), несмотря на то что такие поверхности

могут иметь особые точки (например, конические точки и т. д.).
В этом случае условие бордантности М и Р следует заменить

более слабым отношением: М гомологично Р в группе Hik{W, дМ),
т. е. М и Р определяют один и тот же элемент в этой группе

(об этом подробнее — ниже). В ©Рл подмногообразие (DP* (l^k^n)
реализует образующую в группе #a*(©P". Z) = Z и является

глобально минимальным в этом гомологическом классе.



Глава 2

МНОГОМЕРНЫЕ ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ
И ЭКСТРАОРДИНАРНЫЕ ТЕОРИИ (КО)ГОМОЛОГИЙ

§ 3. Многомерная задача Плато

3.1. Классические постановки (о нахождении абсолютного

минимума). После того, как двумерная задача Плато была решена
(см. выше), возник вопрос о решении аналогичной вариационной
задачи в более высоких размерностях. Рассмотрим риманово мно-

многообразие М" и выделим в нем фиксированное (k— 1)-мерное
гладкое компактное замкнутое подмногообразие — «контур» А*-1.

Предположим, что существует компактное гладкое подмногообра-
подмногообразие Хк а Мп такое, что оно имеет своим краем подмногообразие А.
Тогда определен риманов объем vo\k (X)<oo. Рассмотрим класс {X}
всех таких подмногообразий X, т. е. дХ = А, XczM. Вопрос:
существует ли такое подмногообразие Хо, объем которого был бы

наименьшим, т. е. volftX0= inf vol*X? Ясно, что в такой

Хе{Х)

простейшей постановке ответ отрицателен, так как легко построить
примеры, когда пленка X, стремясь занять положение, отвечаю-

отвечающее наименьшему объему, начинает склеиваться и минимум дости-

достигается не на подмногообразии, а на «поверхности с особенностями».

Поэтому постановку следует уточнить, чтобы учесть эти естест-

естественные эффекты склеек.

Рассмотрим всевозможные пары вида (W, f), где W — гладкое

компактное многообразие размерности к с краем dW, гомеомор-
фным A, a f: W -*¦ М — непрерывное
(или кусочно-гладкое) отображение,
тождественное на крае dW, т. е. сов-

совпадающее с фиксированным гомеомор-
гомеоморфизмом вложения i0: A-*-io(A) с: М\
в дальнейшем обозначение i0 будем
опускать.

Задача А. Можно ли среди
всех пар вида (W, /), где W — все-

всевозможные многообразия с краем А,
а /: W -*¦ М — отображения W в М,
тождественные на А, найти пару

(Wo, А>) такую, чтобы отображение /0 или пленка Хо = /о (Wo) — об-

образ многообразия Wo в М — обладали бы разумными свойствами
минимальности, в частности, чтобы volA (Хо) < vol* (X), где

X**f(W) — любая пленка из указанного выше класса (рис. 11)?
Задача А является, тем самым, задачей нахождения абсолют-

абсолютного минимума по всем пленкам X с М (всех возможных топо-
топологических типов), заклеивающим данный «контур» АсМ.

м

п.
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Под «разумными свойствами минимальности» образа Xo — fo(Wo)
в М, в дополнение к неравенству vol (Xo)=s?vol(X), можно, на-

например, понимать следующее свойство: существует нигде не плот-

плотное в пленке Хо подмножество Z особых (сингулярных) точек

такое, что каждая точка Р е X0\Z обладает окрестностью U в М,
для которой (X0\Z) П U состоит из гладких подмногообразий Va
размерностей, не превосходящих k (максимально возможной раз-
размерности образа Xo= fo(Wo)), причем каждое Va является мини-

минимальным подмногообразием в смысле классической дифференциаль-
дифференциальной геометрии, т. е. вектор Я средней кривизны тождественно
равен нулю.

Вторая задача является уточненной задачей о нахождении

абсолютного минимума- в классе всех бордизм-вариаций (см.
пункт 2.6)данного замкнутого подмного-

подмногообразия Vk cr Мп.

Задача Б. Пусть (V, g) — пара,
где V шт V* — компактное замкнутое k-

мерное многообразие, g: V-+-M — его

непрерывное (или кусочно-гладкое) ото-

отображение в Мп, X = g (У) — образ V в М.
Мы скажем, что пара (V', g') является

бордизм-вариацией пары (V, g), если

существует компактное многообразие ,
. ,

Z с краем dZ = V[)(±V) и непрерыв- Рис 12.

ное отображение F: Z-+M такое, что

F\v^ag, F\v^ag' (рис. 12). Можно ли среди всех пар (V, g)
указанного вида найти такую пару (Ко> go), чтобы образ Хи =
= ?o(Vo) обладал разумными свойствами минимальности, в част-

частности, чтобы volA(X0)«s; voU(X), где X = g(V) — любая пленка

из указанного класса?
Эта задача, как и задача А, является задачей о нахождении

абсолютного минимума в классе всех бордизм-вариаций заданной
пары (V, g). Ясно, что эта постановка является уточнением
вариационной задачи, решенной в пункте 2.6 для случая ком-

комплексных подмногообразий в кэлеровом многообразии. В задачах А

и Б топологический тип варьируемой пленки может меняться,

хотя и не произвольно. Класс бордизм-вариаций естественно воз-

возникает не только в задаче о нахождении абсолютного минимума

(например, по всем пленкам, заклеивающим данный «контур»),
но и при изучении поверхностей уровня гладких функций на

компактном многообразии. Предположим, что гладкая функция а,
заданная на многообразии М, является функцией Морса, т. е.

все ее критические точки невырождены; рассмотрим две произ-
произвольные поверхности уровня V = {a = c\, V = {а = с'\, где сне'

не являются критическими значениями функции а (т. е. на по-

поверхностях V и V нет ни одной критической точки функции а);
тогда, очевидно, многообразие V получается из многообразия V
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бордизм-деформацией. Соответствующая пленка Z с dZ = V [} (—V)
задается так: Z — {c^a^c'\.

3.2. Классические постановки (о нахождении относительного

минимума). Снова рассмотрим вариационную задачу с фиксиро-
фиксированной границей АаМ, где Л —заданное (k— 1)-мерное под-

подмногообразие (без края). Рассмотрим всевозможные пленки, огра-
ограниченные этим подмногообразием и получающиеся друг из друга
непрерывной деформацией. Более точно, сформулируем задачу
о нахождении минимума в. гомотопическом смысле.

Задача А'. Можно ли среди всех пар вида (W, /), где

W —

некоторое фиксированное многообразие с краем A, a/: W->
-*¦ М — всевозможные непрерывные (или кусочно-гладкие) отобра-
отображения, гомотопные некоторому фиксированному отображению f
и тождественные на крае А (т. е. совпадающие с фиксированным
гомеоморфизмом А на себя), найти такую пару (W, /0), чтобы

.отображение /0 или пленка Xo = fo(W) — образ W в М — обла-

обладали бы свойствами минимальности, в частности, чтобы volk(X0)*^
^volft(X), где X = f(W) — любая пленка из данного гомотопиче-

гомотопического класса?
Это — задача о нахождении минимума в каждом гомотопическом

классе; в этом смысле мы и говорим об относительном минимуме
в отличие от абсолютного минимума задачи А, который должен

отыскиваться среди всех гомотопических классов.

Задача Б'. Можно ли среди всех отображений g: Vk-+Mn

(где V — некоторое фиксированное многообразие), гомотопных не-

некоторому исходному отображению /: V^-M, найти такое отобра-
отображение go, которое обладало бы свойством минимальности, в част-

частности, чтобы vo\kgo (V)^ volftg(V), где g
— любой представитель

указанного класса отображений?
В рамках задач А' и Б' мы рассматриваем задачу о нахожде-

нахождении минимума в гомотопическом классе заданного отображения
(в случае А' — с фиксированным краем); в рамках задач А и Б

вариационная задача рассматривается в более широком классе

допустимых вариаций, поскольку разрешено менять топологиче-

топологический тип пленки W в задаче А и многообразия V в задаче Б.

Четыре указанные задачи не следуют друг из друга; напри-
например, из существования минимального отображения в каждом гомо-

гомотопическом классе не следует существование абсолютного минимума

(т. е. минимума по всем гомотопическим классам в задаче о за-

заклеивании фиксированного контура), равно как и наоборот.
Поэтому эти задачи надлежит рассматривать как различные; это

разграничение подтверждается и отличием методик, приводящих
к решению этих задач. Мы начнем с изучения задачи об абсо-
абсолютном минимуме, поскольку во многих приложениях важно
иметь информацию именно о наименьшей пленке, заклеивающей
контур, при этом топологический тип этой пленки автоматически

будет определяться условием абсолютной минимальности. Фикси-
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руем терминологию: задачи типа А и А' будем называть задачами

«заклейки» (контура), а задачи Б и Б' —задачами реализации
(например, нетривиального гомотопического класса). В случае
задачи реализации нетривиального класса особый интерес пред-
представляют поверхности без оссбэнностей.

Минимальные поверхности, которые мы обнаружим в этих

задачах, назовем глобально минимальными (в отличие от локально

минимальных, характеризующихся равенством нулю средней
кривизны).

Один из возможных путей уточнения идеи минимизации ото-

отображения / (задачи А и А') или отображения g (задачи Б'и Б')
состоит в минимизации функционала Дирихле, рассматриваемого
на этих отображениях. Этот путь иногда приводит к успеху
в том случае, когда объемлющее многообразие М обладает допол-
дополнительной достаточно жесткой структурой, например является

многообразием отрицательной кривизны. Тогда в каждом гомото-

гомотопическом классе отображения g: V-*-M существует отображе-
отображение go, минимизирующее функционал Дирихле, т. е. задача Б
имеет решение (об этом —ниже). Однако в том случае, когда
объемлющее многообразие произвольно, прежние методы, исполь-

использующие функционал Дирихле, не позволяют гарантировать схо-

сходимость минимизирующих последовательностей, как показывают

простые примеры.
3.3. Трудности, возникающие при минимизации функционала

объема voU при k>2. Появление неустранимых стратов малых

размерностей. При решении двумерной задачи Плато игнорируется

следующий эффект, начинающий играть существенную роль
в больших размерностях. Рассмотрим изображенный на рис. 13

М////////

(ШЛШ

Рис. 13.

контур А = 8г и пленку Х< = Д(№), стремящуюся занять в R8
положение, отвечающее наименьшей двумерной площади. Ясно,
что в некоторый момент произойдет «схлопывание» пленки

(склейка), при котором вместо тонкой трубки Т появится (рис. 13)
отрезок Р, соединяющий верхнее и нижнее основания пленки.

В двумерном случае от него легко избавиться, непрерывно отобра-
отобразив Р в двумерный диск, заклеивающий контур А. Другой спо-

способ—это выбросить Р, сохранив только «двумерную часть» мини-

минимальной пленки. В случае k>2, когда в качестве контура
выступает (k — 1)-мерное подмногообразие А в М, возникновение
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ситуации, аналогичной описанной, резко усложняет задачу мини-

минимизации. По мере того как ^-мерный объем voU деформирующейся
пленки Xt стремится к минимуму, пленка Xt — ft(W) стремится
занять соответствующее «минимальное положение», и при этом

в ней могут возникнуть склейки, т. е. отображение Д: W-*-M^
гомотопное исходному отображению /, может понижать размер-
размерность на некоторых открытых в W подмножествах (рис. 14), что

приводит к появлению в образе Xl = f1(W) кусков Р размерно-
размерностей s, где ssg&— 1. В отличие от двумерного случая, все такие

куски Р нельзя, вообще говоря, ни отбросить, ни непрерывно
отобразить в «массивную» fe-мерную часть Х(*> пленки Хх. На-
Напомним, что мы хотим решить задачу на минимум в классе пле-
пленок X = /(№), допускающих непрерывную параметризацию с по-

помощью многообразий W; поэтому
^—

. при любом варианте устранения
С • | «маломерных кусков» Р с X мы

должны гарантировать, что плен-

пленка X, получившаяся после такой

перестройки, будет по-прежнему
допускать непрерывную парамет-
параметризацию: X=*f(W), хотя, быть

Рис. 14. может, с помощью другого много-

многообразия t^. Отбрасывание «ма-

«маломерных кусков» Р (как один из вариантов перестройки),
т. е. переход от пленки X к пленке Х(*>вХ =Х\Р (черта
обозначает замыкание), т. е. к ^-мерной части пленки X, не удов-

удовлетворяет этому требованию, поскольку легко построить примеры,
когда «остаток» X «= Х(А) вообще не допускает (при фиксирован-
фиксированном контуре А) никакой непрерывной параметризации f: \f-+-X(*),
где f: 6W-+- А — гомеоморфизм.

Другой вариант перестройки мог бы быть таким: построить

непрерывное отображение X: X-*-X=»X(ft) такое, что X является
тождественным отображением на замкнутом подмножестве Х(л) с: X
и Х(Р)с X(ft), т. е. X переводит все «маломерные куски» Р
в «А-мерную часть» пленки X. В двумерном случае такое отобра-
отображение X (если ХB) связно) всегда существует (см., например,
рис. 13). Однако простые примеры показывают, что в ббльших

размерностях это не так: достаточно в качестве X рассмотреть

пространство, получающееся приклейкой двумерного диска D1

к некоторому пространству Х(А\ k^3, по отображению h гра-
границы S1 диска Da в Х(*\ где h: Sl-*-X{l>) представляет ненуле-
ненулевой элемент фундаментальной группы ni(X(fc)). Ясно, что пре-
препятствия к построению искомого отображения X: P-+XW чисто

топологические и возникают при продолжении непрерывного
отображения с остова размерности с — 1 на остов размерности •.
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Итак (хотим мы этого или нет), мы не можем игнорировать
куски малых размерностей, возникающие в процессе минимиза-

минимизации, и вынуждены считаться с ними, если мы желаем решить

классическую задачу Плато, т. е. найти минимум, например,
в гомотопическом классе данного отображения. Естественно ожи-

ожидать, что у минимальной пленки X0 = f0(W0) (например, в гомо-

гомотопическом классе данного отображения /) не только ее «/%-мерная
часть> Х>л) должна быть fe-мерным. минимальным подмногообразием
(быть может, с особенностями) в М, но и все «маломерные куски» Р
также должны быть (за исключением, быть может, некоторого
множества особых точек меры нуль) минимальными подмногообра-
подмногообразиями меньших размерностей. Как будет показано ниже, это

ожидание действительно оправдывается. Однако, ввиду возникно-

возникновения серьезных топологических трудностей в обращении с кусками
меньших размерностей, можно было бы в целях упрощения задачи

временно игнорировать «маломерные куски» Р, ограничившись
пока рассмотрением только 6-мерного функционала объема volA,
с точки зрения которого все эти «маломерные куски» несущест-
несущественны, поскольку имеют нулевой fe-мерный объем. Другими сло-

словами, можно сначала решать более узкую задачу: минимизиро-
минимизировать только ^-мерный объем пленки X, который сосредоточен на

множестве X(fc); при этом мы сохраняем за «маломерными кусками»
только их топологические функции, а именно —они необходимы
для существования непрерывной параметризации всей пленки X.

Однако оказывается, что даже в этом случае решение задачи тре-
требует получения обширной информации о поведении «маломерных
кусков» пленки (подробнее об этом см. ниже). Поэтому мы снова

приходим к задаче одновременного изучения как функционала
^-мерного объема voU, так и функционалов voU, где s<k. Сле-
Следовательно, математическая природа многомерной задачи Плато
в размерностях, больших чем два, вынуждает нас ввести: а) стра-
стратифицированные поверхности X = X(ft)UХ(*-1)[}..., где каждое

подмножество (страт) Xw является s-мерной «поверхностью» в М.,
имеющей в каждой своей точке размерность s; б) стратифициро-
стратифицированный объем SV (X) = (vol*X(ft), voU-iX'*-1», ...), изображаемый
вектором, каждая компонента которого равна объему соответствую-
соответствующего страта (в каждой размерности). Нахождение «минимальной

поверхности X» означает доказательство существования такой

стратифицированной поверхности, стратифицированный объем

которой SV — наименьший. Под минимизацией вектора стратифи-
стратифицированного объема будем понимать следующее: сначала нужно

минимизировать его первую координату (fe-мерный объем), затем,

фиксировав это минимальное значение первой координаты, мини-

минимизировать вторую координату, затем, фиксировав минимальные

значения первых двух координат, минимизировать третью и т. д.

3.4. Постановки задачи Плато на языке обычных гомологии.

Вследствие указанных выше трудностей усилия многих математи..
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ков были направлены на разработку нового языка, который позво-

позволил бы устранить влияние стратов малой размерности (см.
пункт 3.3). Необходимые шаги были предприняты в серии работ
[35] —[46], [16]. Задача заклейки контура — (k— 1)-мерного под-

подмногообразия А в римановом многообразии М — была сформули-
сформулирована на языке обычных гомологии следующим образом: обозна-
обозначим через Я*_1(Л) группу (k— 1)-мерных гомологии замкнутого
многообразия А (гомологии рассматриваются с целыми или с перио-
периодическими коэффициентами; см., например, [2]); пусть А а ХаМ,
X — произвольная й-мерная «поверхность» в М, в качестве кото-

которой можно брать, например, подкомплексы или измеримые ком-

компакты; рассмотрим класс {X} всех таких «поверхностей» X, для

которых гомоморфизм f#: //*,_! (Л)-»-#ft_i(X), индуцированный
вложением t: Л-vX, аннулирует всю группу Hk-i(A), т. е. А
является гомологической границей поверхности X. Рассмотрим
функционал ^-мерного объема \o\k на классе {X}, и пусть %k =
= inf volft X. Тогда, оказывается, всегда существует минималь-

минимальная поверхность Хо е {X}, т. е. такая поверхность, что Xk = vo\kX.
Эта «поверхность» Хо является абсолютным минимумом в классе

всех поверхностей переменного топологического типа (с. данной
границей). Мы не можем здесь вдаваться в детали этой поста-

постановки, отсылая читателя к цитированной выше литературе. Отме-

Отметим, что в рамках описанного подхода выделилось два направле-
направления: более геометрическое (см. [35] —[37], [16]) и более функцио-
функциональное ([38] —[46]). В рамках каждого из этих двух направлений
были доказаны замечательные теоремы существования абсолютного

минимума (в гомологическом классе) и почти всюду регулярности
минимальных решений.

При таком подходе существенно использовалось то, что если

X =э У, где X, У —компактные «поверхности» и сНт(Х\У)<?,
то Hk{X) = Hk(Y) (и voUX = volfty). Другими словами, это

означает, что если многообразие А гомологично нулю в «поверх-

«поверхности» X, то оно гомологично нулю и в «поверхности» У, полу-
получающейся из X выбрасыванием кусков P — X\Y малых размер-
размерностей, т. е. не возникает проблемы неустранимых кусков Р

(стратов) малых размерностей, характеризующей классическую

задачу Плато (на языке пленбк, параметризованных многообра-
многообразиями). Это, конечно, упростило задачу (хотя полученные теоремы

существования минимального решения весьма глубоки и нетри-
нетривиальны), поскольку позволило ограничиться минимизацией только

одного функционала уоЦ и изучением только ^-мерного куска

поверхности X.

Однако использование обычных гомологии для определения
понятий «граница» и «заклейка» (см. выше) значительно удалило
нас от классической постановки задачи Плато, поскольку если

А — (к — 1)-мерное подмногообразие в М и Хо — минимальная
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поверхность (в обобщенном смысле), заклеивающая Л гомологи-

гомологически (т. е. А гомологично нулю в Хо), то, вообще говоря, не

существует такого многообразия W с краем А, чтобы K0 = f(W),
т. е., поверхность Хо может не допускать непрерывной парамет-
параметризации многообразием (в смысле пункта 3.1). Поэтому, решив
задачу на минимум в классе гомологии, мы по-прежнему ничего

не можем сказать о существовании минимальной поверхности,
заклеивающей А в классическом смысле (см. пункт 3.1). Сущест-
Существенная разница между классической постановкой и постановкой
на языке обычных гомологии видна также из того, что любое

подмногообразие А в R" гомологично нулю (так как Hk(Rn) = 0),
но в то же время может не существовать ни одной пленки X,
X гэ А, такой, что X = f(W), т. е. никакая заклеивающая (в смысле
гомологии) пленка не параметризуется многообразием. Мы не будем
сейчас более подробно описывать гомологические теоремы сущест-
существования минимального решения, так. как в дальнейшем докажем
общую теорему, частными случаями которой будут как решение
классической задачи Плато, так и решение ее в классах обычных
гомологии.

3.5. Классическая многомерная задача Плато (абсолютный
минимум) и язык теории бордизмов. Мы хотим снова вернуться
к классическому пониманию задачи Плато в классе пленок, пара-
параметризованных многообразиями с заданным и фиксированным
краем Л*-.1. В отличие от всех использовавшихся ранее методов
минимизации, мы будем минимизировать не один функционал
fe-мерного объема, а стратифицированный объем SV, т. е. вектор,
составленный из всех объемов поверхности X (во всех ее размер-
размерностях). Для реализации этой программы нужен язык, на кото-

котором можно было бы точно поставить как задачу о заклейке кон-

контура, так и задачу реализации. Язык этот должен отличаться от

языка, использующего обычную теорию гомологии (см. выше).
Оказывается, материал, необходимый для введения такого нового

языка в вариационные задачи, уже имеется. Напомним некоторые
топологические определения.

Пусть V*-x — замкнутое ориентированное многообразие; че-

через
— V* обозначим ориентированное многообразие, отличающееся

от У*-1 ориентацией. Несвязным объединением V\~x \] ]/\~х двух
замкнутых компактных ориентированных многообразий Vx и V4
назовем многообразие, являющееся несвязным объединением Vt
и VjC сохранением их ориентации.

Определение 3.5.1. Замкнутое ориентированное многообра-
многообразие V*-1 называется бордантным нулю, Vh~x ~ 0, если существует
компактное ориентированное многообразие Wk, край которого 3W

диффеоморфен с сохранением ориентации многообразию V~l. Два
замкнутых ориентированных многообразия Vt~~! и ]/\~х назы-

называются бордантными, V% ~ Vit если их несвязное объединение

Vi[)(— V%) бордантно нулю.
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В этом определении мы рассматриваем многообразия безотно-
безотносительно к их вложению в какое-либо евклидово пространство.

Лемма 3.5.1. Отношение бордантности является отношением

аквивалентности на классе замкнутых ориентированных (k — Хумер-
ных многообразий. Множество Qfr_i классов эквивалентности

является абелевой группой, в которой сложение индуцировано не-

несвязным объединением многообразий.
Доказательство. См. рис. 15. Класс эквивалентности,

которому принадлежит многообразие V, обозначим [V], а мно-

множество всех классов эквивалентности —через Qk-i', тогда струк-
структура абелевой группы в Qt_x задается так: [Vi] + [У2] = [Vi U Уг].
Нулевой элемент состоит из многообразий, бордантных нулю;
ясно, что — [V] = [—V]. Лемма доказана.

Цилиндр

W=V4

Рис. 15. •

00

Прямую сумму групп 0 fift_i обычно обозначают через Q#; в этой

прямой сумме естественно определена структура кольца, индуциро-
индуцированная прямым произведением многообразий (см., например, [47]).
Группы йА_г, вообще говоря, отличны от нулевой; можно пока-

показать (это нам не потребуется), что кольцо S*(g)Q (где Q — поле

рациональных чисел) является алгеброй полиномов, натянутой
на классы бордизмов комплексных проективных пространств СР2т,
/я»>=1, 2, ... Оказывается, наряду с теорией ориентированных
бордизмов й„ большую роль для вариационных задач играет
теория неориентированных бордизмов N^. Для ее построения
используются уже все замкнутые многообразия; никаких ограни-
ограничений типа "ориентируемости не накладывается; в остальном опре-
определение бордантности копирует приведенное выше определение
для ориентируемого случая. Это дает возможность построить

00

группы #*_1 (аналоги групп fift_i) и группу #„ =- ф Nk-i, являю-

являющуюся коммутативной алгеброй над полем Zs-
Пусть теперь заданы пространство У и его подпространство Z.

Определение 3.5.2. Ориентированным сингулярным много-

многообразием пары (Y, Z) назовем пару (V*-1, /), где У*-1 —компакт-
—компактное ориентированное многообразие с краем dV, a f — непрерывное
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отображение (V, dV) — (Y, Z) т. е. f(V)aY, f(dV)czZ. Если

Z=ty, то полагаем, что и dV — ф. Ориентированное сингуляр-
сингулярное многообразие (V* ,/) пары (У, Z) называется бордантным
нулю\ если существуют компактное ориентированное многообра-
многообразие Wk и непрерывное отображение F: №*-->-У такие, что: а) мно-

многообразие V'1 является регулярным подмногообразием края Wk

(т. е. V cz dW) и ориентация V совпадает с ориентацией, инду-
индуцированной на нем ориентацией W; б) F\v=af, F(dW\V)aZ
(рис. 16).

Для двух сингулярных ориентированных многообразий
(Vi~\ fi) и (V* '» ft) несвязное объединение определяется как

пара (Vi U V,, Д U /.). где Vx П V2 = ф, (A U /,) к =А и (A U А) к -

— А< По определению будем считать, что — (V, /)=»(—V, f).
Определение 3.5.3. Два ориентированных сингулярных

многообразия (Vi, fi) и (Уъ, A) nappi (У, Z) будем называть бор-
дантными в том и только в том случае, когда несвязное объеди-
объединение {Vi U Vj, A U А) бордантно нулю (рис. 17).

Рис 17.

Как и выше, легко проверить, что эти определения задают

транзитивное отношение эквивалентности на множестве всех ориен-

ориентированных сингулярных многообразий пары (Y, Z). Класс бор-
дизмов сингулярного ориентированного многообразия (V, f) обычно
обозначается символом [V, /] (и называется сингулярным бордиз-
бордизмом), множество всех таких классов — символом Qft_!(y, Z).
Структура абелевой группы на Q*-i(y, Z) индуцируется несвяз-
несвязным объединением, т. е. [Vu А] -ЫУа. A] = [VMJ Уг. AUA1- Класс
бордантных нулю многообразий является нулем в этой группе и
— [V, /]== [—V, /]• Группа QP(Y, Z) называется р-мерной груп-
группой ориентированных бордизмов пары (У, Z). Прямая сумма

0Qp(y, Z) обозначается через Й„ (У, Z); эта группа естественно
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V

снабжается структурой градуированного модуля над кольцом й*
(см. выше), которое, очевидно, можно отождествить с кольцом

&* (х, ф), где л: —точка. Если рассмотреть пары (V, f)\ где

У —компактные замкнутые многообразия, но уже не обязательно

ориентируемые (аналогично и пленки W могут быть неориенти-
руемыми), то описанное построение приводит нас к группе
Nh-i(Y, Z) неориентированных бордизмов.

Рассмотрим задачу заклейки в проблеме Плато. Пусть Л* —
компактное замкнутое ориентированное подмногообразие в М,
i: А -»- X — вложение, А а X, где X — какой-либо компакт в М.

Тогда задача Плато А (см. пункт 3.1) допускает эквивалентную

переформулировку:
Задача А. Можно ли среди всех компактов X, содержащих А

и обладающих тем свойством, что сингулярный бордизм (A, i)
эквивалентен нулю в X, найти такой компакт Хо, который обла-
обладал бы свойствами минимальности?

Поскольку тождественное отображение е: А-*-А определяет
некоторый элемент оейнМ) (и элемент ffGiVj-i(/l), если

рассматриваются неориентированные бордизмы), то введенный
выше класс пленок-компактов X характеризуется тем, что i#(<7)=0,
где *„: Qft_! (i4)-*-Qft_!(X) (соответственно i*: W*_i(.<4)->-tf*_i(X)) — .

гомоморфизм, индуцированный вложением i: A->X.

Вторая задача Плато — §адача реализации — формулируется
теперь следующим образом:

Задача Б. Можно ли среди всех сингулярных многообра-
многообразий (V, g), g: V-*-M, бордантных (эквивалентных) данному син-

сингулярному многообразию (V, g'), g': V'-*-M, найти такое син-

сингулярное многообразие (Vo, go), чтобы пленка X0 = g0(V0) обладала
свойствами минимальности? Другими словами, можно ли среди
всех представителей (V, g) данного класса бордизмов a s Q* (М)
(или Nk(M)) найти такой (Vo, g0), что пленка X0 = go(V0) мини-

минимальна в М?

Поскольку мы рассматриваем пленки переменного топологическо-
топологического типа (меняющегося в рамках фиксированного класса бордизмов),

то обе эти задачи являются зада-

задачами о нахождении абсолютного

минимума. Продемонстрируем
теперь, что использование раз-
разных групп бордизмов позволяет

охватить широкий класс геомет-

геометрических вариационных задач.
Рис. 18. П р и м е р 1. Рассмотрим ми-

минимальную двумерную пленку
Хо (рис. 18). Эта пленка гомеоморфна гладкому двумерному
многообразию с краем А (здесь Л = 5Х), реализующему абсолют-
абсолютный минимум двумерной площади в смысле задачи А. Эта плен-

пленка аннулирует сингулярное многообразие (А, е) е п\{А) (в смыс-
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ле бордизмов). Итак, пленки такого (ориентированного) типа мы

можем улавливать с помощью групп й„ (X, А).
П р и м е р 2. Минимальная пленка Хо, изображенная на рис. 19

(лист Мёбиуса), наиболее естественно улавливается с помощью

групп неориентированных бордизмов, поскольку лист Мёбиуса
является неориентируемым многообразием с краем А.

Рис. 19.

Пример 3. Существует класс минимальных пленок Хо, для

описания которых наиболее естественно использовать так назы-

называемые бордизмы «по модулю р». На рис. 20 изображен тройной
лист Мёбиуса Хо с границей А = S1. Ясно, что эта пленка дает

абсолютный минимум двумерной площади при данной границе
А, однако для описания таких пленок язык ориентированных

Рис. 20.

или невриентированных бордизмов недостаточен. Поэтому по-

полезно рассмотреть новые группы, которые обозначаются через
Qg и которые мы будем называть группами сингулярных бор-
бордизмов по модулю р.

Сингулярным многообразием по модулю р (где р — простое
число) размерности k — 1 пространства Z мы будем называть

пару (У, /), где V — (k— 1)-мерное компактное ориентированное

многообразие с краем 3V, который представлен в виде несвяз-

несвязного объединения р замкнутых ориентированных (k — 2)-мерных
многообразий: dV = ?i U Вг [) ... U Вр (причем нумерация много-

многообразий Bt фиксирована). Далее, для каждого номера i фикси-
фиксирован некоторый диффеоморфизм dr. B^B, где Б —одно и то

же многообразие для каждого номера i. Отображение f: V-*-2
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1

непрерывно и обладает следующим свойством: / |В/ = /' dt \в. для

каждого i, ls^tsSp, где/': B-*-Z — некоторое фиксированное
непрерывное отображение, а через f\Bi обозначено ограничение

/ на Bt. Мы не требуем связности этих многообразий. Много-'

образие В может быть пусто, тогда V — замкнутое многообразие.
Два сингулярных многообразия (УУ, /х) и (VY> /2) по модулю

р называются эквивалентными, если существует ^-мерное ком-

компактное ориентированное многообразие W с краем dW таким,

ч-rodWziV! U (—V2), Vt П -V1 U (—Vi) U
р 7

и 4

Рис. 21.

где каждое компактное ориентированное многообразие Ct диф-
феоморфно одному и тому же многообразию С (с помощью фик-
фиксированного диффеоморфизма а;: С^С), причем dCl — (B1<i) [}

р р

U (— В2) (l<i<p), где aV1= [J В1ш1, с)Уг= (J В2,,, и если,

кроме того, существует непрерывное отображение F: W-+Z

такое, что F\Vl = h, F\v, = f2, F\C{ = F'ai\ct, где F': C-^-Z — не-

которое непрерывное отображение (рис. 21), С( П (^1 U (—У8)) =
= Bhi[)(-Bi,l).

Сингулярное многообразие (V, /) по модулю р называется
эквивалентным нулю, если оно эквивалентно (ф, /0), где /0: 0->-
-*~Z. Операция замены ориентации на противоположную и опе-

операция взятия несвязного объединения превращают множество

классов эквивалентности сингулярных многообразий по модулю
р в абелеву группу, которая обозначается через Qg_,(Z). Бор-
Бордантность нулю по модулю р замкнутого многообразия V озна-

означает, что V с 6W, где fe-мерная пленка W — ориентированное

[j ТА (несвязное объедине-

ние), а каждая компонента Т\ диффеоморфна одному и тому же мно-

многообразию Т (возможно, Т = ф).
Пусть Z = x (точка); тогда известно, что каждый элемент

О е QJ (х) (при р Ф 2) имеет порядок р; мы воспользуемся этим
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\

при исследовании вопроса о 2-устойчивости нетривиальных эле-

элементов <x^Qp(M) на 2-связных многообразиях М.

Вернемся к рассмотрению тройного листа Мёбиуса. Ясно,
что минимальная пленка Хо, заклеивающая A^S1, заклеивает

окружность S1 по модулю 3, т. е. сингулярный бордизм о»

= E1; е) (е=1л — тождественное отображение), ое Qf (S1), перехо-

переходит в нуль при гомоморфизме /„,: Q{ (A)-*-Q[(Xu), где I: A-*-

-*-Х0 — вложение.

Итак, классическая задача Плато требует использования

групп Qa,_i(/1), Nk-i(A), Й?_,(Л) и их гомоморфизмов в груп-
группы Q<(_1(X), Nk-i(X), Qp_,(X) соответственно, возникающих

при вложении Л->-Х.

3.6. Теория бордизмов—экстраординарная теория гомологии.

Введение групп бордизмов в постановку многомерных вариа-
вариационных задач обосновано тем, что, как мы сейчас покажем, груп-
группы й# (X, A), Nm (X, A), QJ (X, А) удовлетворяют аксиомам

Стинрода —Эйленберга, образуя тем самым экстраординарные
(обобщенные) теории гомологии. Для определенности рассмотрим
группы Q# (X, А); в остальных случаях рассуждения полностью

аналогичны. Рассмотрим пары компактных пространств (X, А)
и непрерывные отображения ф. Если q>: (X, A)-*-(Xlt Лх)—
непрерывное отображение, то определен индуцированный им

естественный гомоморфизм ф„,: Qk(X, A)-*-Qk(X1, A{), где

Ф* \Ук* Лв[У*1 фЛ- Кроме того, определен граничный гомомор-
гомоморфизм д: Qk{X, А)-^пк^(А), где d[V>, f\ = [dV\ f\avu]. Ясно,
что отображение д определено корректно и является гомо-

гомоморфизмом.
Предложение 3.6.1. Тройка (Q* (X, А), ф„, д) (в тео-

теории гомологии называемая ковариантным функтором) удовлетво-
удовлетворяет первым шести аксиомам Стинрода—Эйленберга (см. [10])
и не удовлетворяет седьмой «аксиоме точки» (см. А7). Для одно-
одноточечного пространства х группа fi+ (x) изоморфна группе ориен-
ориентированных бордизмов Q* (см. пункт 3.5).

Проверку аксиом выполним в том порядке, в каком они при-
приведены в [10]. Первые три аксиомы очевидны.

Лемма 3.6.1. Если отображение i: (X, A)-*-(X, А) тож-

тождественно, то i#: Qk(X, /l)->Q*(Xi, A{) — тождественный авто-

автоморфизм.
Лемма 3.6.2. Если заданы два отображения ф: (X, А)-*-

-+(Хи Лх) и ф: (Хь Ad-fiX,, Л0, то имеем Сфф)«.М<Ф*Ф«-
Лемма 3.6.3. Для любого отображения ф: (Xlf A)-*-(Xi, At)

следующая диаграмма коммутативна:

Qk(X, Ay'-Q



52 ВАРИАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ И ЭКСТРАОРДИНАРНЫЕ ТЕОРИИ (ГЛ. 3

Лемма 3.6.4. Если отображение <р0 гомотопно отображению
Фь где фо, ф1: (X, А)-+{ХЪ А{), то (Фо)* = (фг)*.

Доказательство. Пуоть F: (Хх/, AxI)-*-(Xi, Ai) —
гомотопия, соединяющая ф0 и фх; пусть (V*, /) —сингулярное
многообразие пары (X, А). Определим отображение 1|з: Vkxl-*-
-^Хг формулой г|)(х, t) = F(f(x), t); тогда Ц>(х, O) = q>of(x),
гр (х, 1) = Ф1/ (л;). Так как Vйх / — многообразие с краем д (V* х /) =
= (V*xd/) U ((— dV)xI), то многообразие (Vfcx 1)U((— Vft)x0)
является регулярным подмногообразием края и г|з((— V*)x /)c= А-у.
Отсюда следует, что [Vй, фоЛ = [^*' 4>if]- Лемма доказана.

Лемма 3.6.5. Для любой пары (X, А) последовательность

групп и гомоморфизмов...-»- Qft (Л)-^Й* (X)^Qft (X, A)-^Qk-i(A) ~^

->¦... является точной.

Рис. 22. Рис. 23.

Доказательство. Равенство dj*^0 доказывается схемой,
изображенной на рис. 22. Тождество ij^ ^ 0 доказывается на

рис. 23. Тождество ^двО см. на рис. 24. Пусть теперь неко-

некоторый элемент [V*, /] принадлежит ядру оператора д. 3?го озна-

означает, что существует сингулярное многообразие (Q*, g) такое,

Риг. 24. Рис. 25.

что g(dQk) = f(dV), dQ* = dVk, g(Qk)czA. Тогда, очевидно,

[V*. /] = /¦ [V* U (— Q*), f U g] (склейка по общей границе)],
т. е. [Vk, /]eIm/# (рис. 25). Остальные равенства проверяются
аналогично, что и завершает доказательство леммы.
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Лемма 3.6.6 (аксиома вырезания). Вложение t(X\U,
A\U)cz(X, А) для любого U такого, что UczlntA, индуциру-
индуцирует изоморфизм групп i#: Qk(X\U, A\U)^Qk(X, A).

Доказательство. Мономорфность i* очевидна. Доказа-
Доказательство эпиморфности см. на рис. 26. В самом деле, если [Vk, f] —
элемент группы Qh(X, A), f(dVk)cA, то [Vk, f]=*i*[Qk, el
где Q* с Vs, Q* => /-1 (X\Int А). Лем-
Лемма доказана.

Последняя G-я) аксиома не выпол- I
няется, так как Qk(х)Щ0 при k>0, I
л; —точка. Это обстоятельство сильно

*

отличает теорию бордизмов от теории
обычных гомологии ##, для которой
«аксиома точки» выполнена. Для ва-

вариационных задач нам потребуется
группа приведенных бордизмов. Отож-

Отождествим группу Q*с группой Q/, (х) для Рис. 26.

некоторой точки х и определим приве-

приведенную группу Q/, (X) как ядро гомоморфизма е*: Qk(X) -»- Qk (x),
где е* индуцировано проекцией пространства X в точку х. Оче-

Очевидно, что Qk (X) 9s Qk © Qk (X). Ориентированное сингулярное
многообразие (V, f) пространства X является элементом груп-

группы Cik(X) тогда и только тогда, когда [У*] = 0 в Q*.
3.7. Формулировка решения классической задачи Плато (су-

(существование абсолютного минимума в задачах А и Б). В этом

пункте мы сформулируем теорему, решающую классическую за-

задачу Плато для произвольного «контура» Л*-1 в евклидовом

пространстве R". Пусть Л* — фиксированное замкнутое гладкое

подмногообразие в R"; обозначим через А (а) класс всех измери-
измеримых компактов (пленок) X, Хс R", которые аннулируют бор-
бордизм а = [А, ё], е: А -*• А — тождественное отображение. Другими
словами, сингулярное многообразие (A, i) (i: A-*-X — вложение)
бордантно нулю в пленке X, т. е. t,l<(o) = 0, где ^ — гомомор-
гомоморфизм, отображающий группу (k— 1)-мерных бордизмов А в груп-
группу (k— 1)-мерных бордизмов X. Через volft обозначим либо ри-
манов объем пленки X, либо ^-мерную хаусдорфову меру в том

случае, когда X — произвольный измеримый (по Хаусдорфу)
компакт.

Теорема 3.7.1. A) Пусть {Х\к —класс всех компактов

X, A cz X с: R", таких, что X s А (а) и volft X — dk~ inf (voU Y),
YeA(a). Тогда класс {X}k непуст, d*>0 и каждый компакт

X s {Х}ь содержит однозначно определенное k-мерное подмноже-

подмножество S* (т. е. имеющее в каждой своей точке размерность k),
Sk czX\A, такое, что Л US* является компактом в Rn, S*
содержит некоторое «особое» подмножество Zk (которое может

быть пусто), где vol#(ZA) = 0 и Sk\Zk является гладким мини-
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мальным k-мерным подмногообразием в R", причем S*\Z» всюду
плотно в Sk и volA E*) >=» vol* X — dh > 0.

B) Далее, если {X}k-i —класс всех компактов X, AczXczR*,
таких, что Х(=А{о), Xe{X\k и volh-.1(X\Sk)=*dk-1 =
= inf volft_i(F\S*), Y e.{X)k, то класс \X\h-i непуст, а в том

случае, когда dft_i>0, каждый компакт Хе|Х)н содержит
однозначно определенное (k— \)-мерное подмножество S* {имеющее
в каждой своей точке размерность k—l), S*-1 a X\A\Sk, та-

такое, что A U S* U S* есть компакт в Rn, 5* содержит некото-

некоторое «особое» подмножество Z^-i {которое может быть пусто), где

voU-x(Zft_i) = 0 и Sk~1\Zk-i есть гладкое минимальное {k— ^-мер-
^-мерное подмногообразие в R", всюду плотное в 5*-1, причем
vo\k-1{Sk-1) = \oh-1{X\A\Sk) = dk-1>0. Если же d*-i = 0, то

положим 5*-1 = ф.
C), D) ... И так далее, вниз по размерностям.
Следствие 3.7.1. В классе А{а) существует глобально

минимальная поверхность Хй =» A (J S* U S*-1 U • • •. стратифици-
стратифицированный объем которой SV{Хо) = (volftS*, voIa-i^S* , ...)
является наименьшим среди стратифицированных объемов всех

других пленок ХеЛ(с), т. е. пленка Хо является глобально
минимальной во всех размерностях.

Если ограничиться только первым' утверждением теоремы
3.7.1, то получаем теорему существования параметризованной
пленки Хо, глобально минимальной в наибольшей своей размерности
(равной k). Теорема, аналогичная теореме 3.7.1 (и следствию 3.7.1),
имеет место и для задачи Плато Б (задачи реализации). Все эти

теоремы являются частными случаями общей теоремы существо-
существования глобально минимальных (во всех размерностях) поверх-
поверхностей, доказанной автором (см. [27] —[32]) для широкого клас-

класса вариационных задач на римановом многообразии.

§ 4. Экстраординарные теории (ко)гомологии,
определенные на «поверхностях с особенностями»

В этом параграфе мы дадим описание экстраординарных тео-

теорий гомологии и когомологий, поскольку, как оказывается, каж-

каждой из них отвечает своя вариационная задача, допускающая
полное решение. Поскольку решения вариационных задач имеют,
вообще говоря, особенности (и иногда весьма сложные), то эти

теории (ко)гомологий нужно определить на множестве поверх-
поверхностей с особенностями; в качестве максимально широкого клас-

класса таких «поверхностей» мы возьмем класс компактов в римано-
римановом многообразии, заведомо включающий в себя все возможные

решения вариационных задач. Настоящий параграф носит тех-

технический характер и может быть опущен при первом чтении;
читатель может сразу перейти к постановке вариационных задач
I терминах экстраординарных теорий.
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4.1. Характеристические свойства теорий (ко)гомологий. Пусть
фиксирована некоторая допустимая категория К (см. [10]), и

пусть каждой паре (X, А) е К и каждому q e Z сопоставлена
абелева группа п^ЦХ\ А). Пусть каждому допустимому отобра-
отображению /: (X, Л)-»-(У, В) и каждому <?eZ сопоставлен гомо-

гомоморфизм /**', определенный на hq(X, А) (соответственно на

h.i(Y, В)), и пусть для (X, А) е К определен (ко)граничный
оператор dq: h4(X, A)-»-/i,?_1 (А, ф) (соответственно б„: М-'ЧА,
ф)-*-Л»(Х, А)). Потребуем, чтобы тройка (h'*'(X, A); fT\ д(б))
удовлетворяла шести аксиомам Стинрода —Эйленберга А1 — А6.

А1. Если /.е К — тождественное отображение, то /?' —тож-
—тождественный гомоморфизм.

А2. Имеем (gf)*'=gj* (соответственно (gf)* = f*g*).
A3. (Ко)граничные операторы 5F) естественны, т. е. ком-

коммутируют с индуцированными гомоморфизмами /i,*'.
А4 (аксиома точности). Если (X, А)&К, то следующая

последовательность точна:

где гомоморфизмы i'*] и /J,*1 индуцированы вложениями.
A5 (аксиома гомотопии). Если отображения fug гомотопны

(в К), то /У'-g?1.
Для приложений полезна следующая переформулировка:
А5'. Пусть (X, А)<=К и g,: (X, A)-+(XxI:, Axl) (t-0, 1,

а / — единичный отрезок), где go(x)'=(x, 0), g1(x) = (x, 1).
Тогда Ы**' =№.

А6 (аксиома вырезания). Пусть (X, А) е К] VczX, UaX—

открытые подмножества такие, что П а V с; A (U — замыкание

U в X), и пусть вложение i: (X\U\ A\U)~*-(X, А) допустимо.
Тогда все гомоморфизмы t**' являются изоморфизмами.

Полезна следующая переформулировка этой аксиомы:
А6'. Пусть X = Int(X1)Ulnt(Xa), где Хх замкнуто в X, и

пусть вложение I: (Хц Xi{\X2)-*~(X, Xt) допустимо в /С. Тогда
все гомоморфизмы t»*1 — изоморфизмы.

Определение4.1.1. Функторh'*' = фШ~>, удовлетворяющий
ч

ч

аксиомам А1 — А6, будем называть экстраординарной теорией
{ко)еомологий на категории К со значениями в категории обе-
левых групп АВ.

Для использования языка функторов Л**' в вариационных
задачах потребуются функторы А ( —Л?')» удовлетворяющие бо-

более сильной форме аксиомы вырезания, а именно аксиомш Аб.
Х6 (относительная инвариантность). Пусть f\ (X, A)-*-

-*~(Y, В) — относительный гомеоморфизм (X, А) на (У, В) (т. «.
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Х\А ?!=> Y\B есть гомеоморфизм); тогда все гомоморфизмы /i*1
являются изоморфизмами.

Ясно, что если функтор h на К удовлетворяет А6, то он

удовлетворяет А6 (= А6'); обратное, вообще говоря, неверно. Мы

будем использовать еще один вариант аксиомы вырезания:

А6в. Пусть (X, А, В) — допустимая тройка в К и Х = А[)В;
I: (А, А(]В)-*-(Х, В) —вложение. Тогда все гомоморфизмы if
являются изоморфизмами.

Если функтор h удовлетворяет на К аксиоме А6, то он

удовлетворяет и А6°, поскольку вложение (А, А П В)-*-(А[)В, В)
— относительный гомеоморфизм. Обратное, вообще говоря,
неверно. Если А на К удовлетворяет А6°, то он удовлетворяет
и Ао. Обратное, вообще говоря, неверно. Поэтому аксиома А6в

расположена смежду» аксиомами Аб и А6.

Пусть х — одноточечное топологическое пространство, и пусть
вложение i: х-*-Х допустимо в категории К- Пусть на К фик-
фиксирована некоторая теория когомологий h*.

. Определение 4.1.2. Приведенной группой У(X) когомоло-

когомологий размерности q no отношению к точке х назовем подгруппу
КегA*)с=Л»(Х); I*: M(X)-*-h*(x).

Пусть /: Х-*-х — проекция X в х, и пусть А# — теория
гомологии.

Определение 4.1.3. Приведенной группой hq(X) гомологии

размерности q no отношению к точке х назовем подгруппу
Кег(/*)с= hg(X); /,: hq{X)-+hq(x).

4.2. Экстраординарные теории (ко)гомологий, определенные
на конечных клеточных комплексах. Рассмотрим произвольный
спектр Е, т. е. семейство Е — \Еп\ &„}, где neZ, En — тополо-

топологические пространства, е„: Е?я -*-Еп.ц — некоторые отображения
(через 2Х обозначена приведенная надстройка над пространством
X). Спектр Е можно описывать, задавая вместо отображений
е„ отображения е„: Е„ A- QEn+1 (через QX обозначено простран-
пространство петель на X). Спектр Е иногда называют Q-спектром, если

все е„ являются гомотопическими эквивалентностями.

Пример 1. E = {Sn; е„}, где ел: HSn-^-Sn+1 есть тождествен-

тождественное отображение, Sn — сфера размерности п.

Пример 2. Пусть Е — некоторый спектр и X —произволь-
—произвольный Сй7-комплекс. Положим Е'„ =?„ Д X (напомним, что Af\B**
= Ах В/А V В, где через А\/ В обозначен букет двух пункти-
пунктированных пространств, в данном случае А\/ В есть «коорди-
«координатный крест»); г'п: 2Е'п^Е'п+и где г'п- 1Е'п -S1 Д Е'п = S1 Д

Д Еп Д X——«?¦„+! Д Х = Е'п + \ (здесь мы воспользовались оче-

очевидным соотношением 2Л = 5Х Д А). Тогда совокупность Е'п; е'„\
образует спектр (называемый надстройкой спектра Е, если

X*=Sl), обозначаемый Е' ==Е /\ X.
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Пример 3. Пусть Е — спектр, X — С№-комплекс; положим

Fn = F(X, ?„), где F(A, В) — пространство всех непрерывных
отображений А в В; определим отображения ф„: "ZFn-^-Fn+i так: j

/ Л/( /f S1 XЛ/)() M Л/()) { } /
= S1 Д/v Получаем спектр F(X, ?) = {Fn, ф„}, который

и случае X = S1 называется спектром петель спектра ? и обозна-
обозначается Q?.

Напомним, что спектр Е называется сходящимся, если суще-
существует число N такое, что пространства EN+! i-связны (т. е.

л5 (?#+<) = О при s^i) для всех i;s=0. Например, спектр сфер
(см. пример 1) —сходящийся. Пусть Е — произвольный сходящийся
спектр и aft==(eft), 2„,—следующий гомоморфизм:

пл+а (Ей) -*
Ял+ft+i B?*)—

где 2 „,— гомоморфизм надстройки, а через па(А) обозначаются
гомотопические группы пространства А. Ясно, что группы лл+А(?А)
с гомоморфизмами ак образуют прямой спектр (стабилизирующийся
при фиксированном п с точностью до гомоморфизмов (гк)# ввиду
сходимости Е), что позволяет определить следующие группы:
л„(?) = Нт {пп+к(Ек), «*}• Отметим, что число п может быть как

Tfci

положительно, так и отрицательно. Если Е — спектр из примера 1,
то л„(?)=* я* (S0) — л-мерная стабильная гомотопическая группа.

Группы п„ (?) называются гомотопическими группами спектра ?.

Пусть Я2 —категория пар (X, А), где X и А суть конечные

клеточные комплексы, пусть Р — категория всех конечных клеточ-

клеточных комплексов и Р° — категория конечных клеточных комплек-

комплексов с выделенными точками. Через АВ обозначим категорию абе-

левых групп, а через АВС — категорию компактных абелевых

групп. Пусть ? = {?„, е„} — сходящийся спектр, ХеР0 —произ-
—произвольный CW-комплекс, хеХ-выделенная точка. Положим

iiq(X) = hg(X, Е) = пп(Е/\Х), где через Е/\Х обозначен спектр
из примера 2. В спектре Е/\Х имеется выделенная точка Х =

-^(...-*-xk-*-Xb+i->...) (xk<=Ek/\X), и группа лд (Е Д X) вычис-'
ляется по отношению к этой точке. Если /: (X, x)-+(Y, у), то

возникает отображение 1Д/: Е /\Х^>-Е f\Y и можно положить

hg(f, ?) = A Д/1)*: л?(? ДХ)-»-я?(?Д Y). Итак, мы построили

ковариантный функтор Л* (•, ?) на категории Р°. Определим
гомоморфизм од(Х, '?): hg(X, E)-+hg+i BX, Е) как композицию:

К(Х, Е) = пд(ЕAX)^ng+1(SlАЕАХ)^
^

я?+1 (? Д 51 Д X) = hg+1 BX. ?),
где a — перестановка сомножителей ? и S1. Поскольку X — конеч-

конечный СИ7-комплекс, то из определения групп пд (Е Д X) следует,
что гомоморфизм од(Х, Е) является изоморфизмом. Рассмотрим
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пару (X, А) и хеА, тогда СА[)Х гомотопически эквивалентен

Х/А- и существует каноническое непрерывное отображение
р: Х[)СА~*-2А (р(Х) = х, СА — конус над А). Определим опе-

оператор dq: hg(X/A)-*-hg-1(A), положив 5г =— сог, где сог
— компо-

композиция:

hg (Х/А) - К9(Х U СА) ** h9 BЛ)? ftVi (Л),

а о? — построенный выше изоморфизм. Легко доказать, что:

1) если Л>~Д, то Л, (/о, E)=*ht(fu E)\
2) если (X, Л)^/30 (тогда Х/Лб=Р°), t: Л->-Х-вложение

и/: Х-+- Х/А — проекция, то следующая последовательность точна:

... -* hq (А)Ш hq (X)Ш hq (Х/А) Ъ-± Vi И) -*"•••

Итак, мы построили на категории Р° приведенную теорию
гомологии Л„, (•, Е), исходя из' произвольного сходящегося

спектра Е. Построим теперь по теории h+ на Р° теорию гомоло-

гомологии Л«, на Р%. Пусть (X, Л) е Ра, тогда положим hg(X, Л) =

=Л? (Х/А), причем если А — ф (что допустимо в Р2), то будем
считать, что Х/0 = X U {х} (несвязное объединение). Оператор
дя: hg(X, A)-*-hr.1(A, ф) определим так: dg — Bg: hg(X/A)-+
-*-hg-i(A/0)==hg-1(A\}x). Можно проверить, что этот функтор hm
является экстраординарной теорией на Р2 в смысле определе-
определения 4.1.1. Легко доказывается, что h# на Р* удовлетворяет не

только А6, но и А6°.

Существует взаимно однозначное соответствие между теориями ht
на Р2 и теориями hm на Р°. Мы только что построили соответ-

соответствие, относящее каждой теории ~НЩ на Р° теорию ft* на Р*. По-

Построим обратное соответствие. Пусть /г, — теория на Ра. Если

(X, *)еР°, то можно положить \ (X) =» hq (X, x). Ясно, что

оператор dq порождает оператор dq, так как а?(Х): hq(X)-*-h9+i BX)
можно определить как композицию — р*д~1, где д: ft9+i (CX, X) ->

-+¦ hq (X, х) — граничный оператор в последовательности тройки
(СХ, X, х):

р#: ft?+i(CX, Х)=-6?+1(СХ/Х)-*Л?+1BХ)-, Р-

Пусть Л# — экстраординарная теория гомологии на Р\ тогда

группы hq(x), ?eZ, называются группами коэффициентов тео-

теории hm. Вопрос: любую ли теорию hm на Ра можно представить

в виде А„ (•, ?)? Ответ дает следующее утверждение.
Предложение 4.2.1 (см. [48], [49]). Для произвольного

спектра Е функтор ft* (•, Е) определяет экстраординарную тео-

теорию гомологии на Ра, удовлетворяющую А1—А6° Обратно, пусть

А, — приведенная экстраординарная теория гомологии на Р° такая,
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что все группы коэффициентов hq (S°) не более чем счетны. Тогда

существует п-спектр Е, для которого имеется естественный изо-

изоморфизм Т: h*(X, E)^ht(X) для любого Х^Р°. Спектр Е

определен однозначно с точностью до гомотопической эквивалент-

эквивалентности.

Аналогичное утверждение справедливо и для теорий h# на Рг.

Рассмотрим когомологический случай. Пусть Е — {Е„, в„} —

произвольный спектр, ХеР'деХ-отмеченная точка. Построим
спектр F(X, Я) (см. пример 3) и положим № (X) = h9 (X, ?) =
= n-g[F(X, ?)]. Каждое пространство Fn(X, E) = F(X, Е„)
содержит отмеченную точку х„, где хп: Х-*~Еп есть отображение
в точку (Е„ можно считать связными). Любое непрерывное ото-

отображение f: X-+-Y порождает отображение F(f): F(Y, ?)->¦
-+F(X, Е); поэтому можно положить Л? (/) = (/?)¦: я_г [F(Y, E)]-*-
-vn_?[F(X, ?)], что и определяет на Р° контравариантный функ-

функтор h*x. Определим гомоморфизм <х?(Х, Е): h9+1B,X, E)-^h(X, E)
как композицию:

Здесь г|г. F(ZX, E)-^QF(X, ?) —изоморфизм двух спектров,
порожденный следующими гомеоморфизмами:

FAX, Ek)c*F(S*/\X, Ek) = F[S\ F(X, Ek)]~QF(X, Ek).
Далее, имеется изоморфизм ©*: я-^+^-х (Q.Fb) ^ n_?+ft (Fk), и если

Ф„
— характеристические отображения спектра QF={QFn, <рп}, то

следующие диаграммы антикоммутативны, т. е. (—l)*(eft)# ц>к=

(
) ? (QFk+1)

+* (Fk)—(

Заменив a>k на (—1)*со*, получаем коммутативные диаграммы,
что дает окончательный изоморфизм n_?_1(Q/:')^n_, (F). Отсюда
следует, что построенный нами гомоморфизм о9(Х, ^ — изомор-
изоморфизм. Пусть (X, Л) е Р°, р: X (J СА ->-ЕЛ — проекция; тогда можно

определить кограничный оператор bq: hx(A)-*-h"x+l (X/A), положив

6V = — хд, где Тд
— композиция:

Легко доказать, что: 1) если Д>~/ь то h* (/0, ?) = Л*(/г, ?);
2) если (X, А)(вР°, I: А -*• X - вложение, /: X -*¦ Х/А - проек-
проекция, то следующая последовательность точна:

Итак, мы сопоставили каждому спектру Е теорию когомологий
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на Р°. Как и в случае гомологии, исходя из ft* на Р°, можно

построить ft* на Р2. Пусть (X, А) е Р2; положим ft* (X, А) =

=й»(Л/Л); кЦХ) = кЦХ, ф) = 1г9 (Х/ф)=Ъ« (Х{] {х}). Оператор
б?: /z?(/4)->ft?+1(X, Л) положим равным оператору б?: /г?(Л)=

Полученный функтор ft* — экстраординарная теория когомоло-

гий на Р2, удовлетворяющий А6 и А6°. Как и в случае гомоло-

гомологии, существует взаимно однозначное соответствие между теориями
ft* на Р° и теориями ft* на Р2 (см. [48], [49]).

4.3. Построение экстраординарных теорий (ко)гомологий, опре-
определенных на «поверхностях с особенностями» (на компактах).
До сих пор мы рассматривали функторы ft (через ft мы обозна-
обозначаем ft**'), удовлетворяющие аксиомам А1—А6, со значениями

в категории абелевых групп АВ. Однако для построения теорий ft
на категории компактных пар Uc эти функторы не могут нас

удовлетворить, так как переход к обратному пределу разрушает
точность гомологической последовательности пары.

а) Пусть на Р2 задан функтор Л,, удовлетворяющий аксиомам

А1—А6, со значениями в категории GFf конечномерных вектор-
векторных пространств над полем F, т. е. hq(X, A)^GFf. Будем пред-
предполагать, что все гомоморфизмы fm и д являются F-линейными.

отображениями.
б) Пусть на Р2 задан функтор ft*, удовлетворяющий А1—А6,

со значениями в категории ABC топологических компактных

абелевых групп, т. е. hg(X, A)^ABC. Будем предполагать, что

все гомоморфизмы f* и д непрерывны.
в) Пусть на Р2 задан функтор h*, удовлетворяющий А1—А6,

со значениями в категории GR всех /^-модулей над кольцом R,
т. е. № (X, А) е GR. Будем предполагать, что все гомоморфизмы f*
и S Я-линейны.

Любой когомологический функтор ft* в смысле определения
4.1.1 удовлетворяет условию в), поскольку можно считать, что

R — Ъ, тогда AB = GZ- Вложим Р2 в категорию Uc и продолжим
функторы ft с Р8 на всю категорию Uc. Пусть на Р2 задана тео-

теория ft, удовлетворяющая одному из условий а), б), в). Пусть
(X, А) е Uc и Cov' (X, А) есть направленное множество всех

открытых конечных покрытий пары (X, А). Пусть aeCov'(X, A)—
произвольное конечное покрытие и {Ха, Аа) — нерв покрытия а.

Так как (Ха, Аа) е Р2, то положим ha = h(Xa, Ал)\ тогда, если

а<р (т. е. р* вписано в а), возникают гомоморфизмы п„: (ft?)p->
-*-(ft?)<z- Системы {(ft?)a. "a} (соответственно {(ft»)a, Па}) назовем

7-мерными (ко)гомологическими спектрами Пары (X, А). Элемен-

Элементарные рассуждения показывают, что гомологический (когомоло-
(когомологический) спектр является обратным (прямым) спектром групп ft,»
над направленным множеством Cov'(X, A).
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Определение 4.3.1. Будем называть обратный (прямой)
предел q-мерного {когомологического спектра пары (X, А) над

Cov'(X, А) q-мерной группой экстраординарных спектральных
(ко)гомологий пары (X, А) е Uc и обозначать ее по-прежнему через
h«4X, A).

Лемма 4.3.1. Если hq(X, A)ezGFf {случай а)), (X, А) <= Рг,
то hq{X, A)<=GF при (X, A)<=Uc..Ecau hq{X, A) е= ABC (слу-
(случай б)), (X, А) е= Р, то hq (X, А) <= ABC при q<==Z, (X, А) е= Uc.
Если hi(X, A)<=GR (случай в)), (X, А) е= Р\ moh9(X, A)<zaGR
при (X, А) е Uс. Тип категории групп h сохраняется в случаях б)
и в) и может измениться в случае а).

Доказательство леммы 4.3.1 следует из теорем VIII.3.14 и

VIII.4.12 в [10].
Пусть /: (X, A)-+(Y, В) — непрерывное отображение в кате-

категории Uc и fa1: Covf(Y, ?)->-Cov' (X, Л) —соответствующее ото-

отображение покрытий пары (Y, В) в покрытия пары (X, А); пусть
fa.'- (Х<х', Aa')-*-(Yaj Ba) — соответствующее отображение нервов
покрытий; здесь аеСоу'(У, В) и а' = /:о1(а), поэтому /„ — вло-

вложение нерва (Ха', Аа.') в нерв (Ya, Ba). Можно показать, что

гомоморфизмы (fa)'*' (гДе а пробегает все множество Covf(Y, В))
вместе с отображением /о1 образуют отображение Ф (/) (когомо-
(когомологического спектра пары (X, А) в спектр пары (Y, В). Доказа-
Доказательство сводится к проверке коммутативности соответствующих
диаграмм, и мы его опускаем. Итак, построение спектральных
групп и индуцированных гомоморфизмов полностью завершено.
Проверим выполнение аксиом А1—А6.

4.4. Проверка характеристических свойств построенных теорий.
Лемма 4.4.1. Теории h, построенные в пункте 4.3, удовле-

удовлетворяют на категории Uc аксиомам А1 и А2.

Доказательство леммы очевидно.

Лемма 4.4.2. Теории h, построенные в пункте 4.3, удовле-
удовлетворяют на категории Uc аксиоме гомотопии А5 (=А5').

Доказательство. Докажем выполнение А5'. Пусть
gi: (X, A)-+~(XxI, Axl) определены так: go(x) = (x, 0), gi(x)=
»=(лг, 1). Покрытие а отрезка / = [0, 1] открытыми связными мно-
множествами щ (где 1 = 0, 1, 2, ..., п; п > 0) называется регуляр-
регулярным, если Оеао, 0 ф аъ 1g а,п, 1 ф ал_ь а, [~| а(+1 Ф 0 при
Ospcfs-gn—1, и а/Па/=0 при \i — /|>l. Тогда (см. лемму
IX.5.4 в [10]) регулярные покрытия образуют конфинальное под-
подмножество в множестве Cov' (/). Если а е Cov' (X, А), то через

(Vet, Va) мы обозначим его индексирующую пару (см. [10]). Пред-
Предположим, что а таково, что каждому индексу i/eV, сопоставлено

некоторое конечное регулярное покрытие р* == {р}1} отрезка / с мно-

множеством индексов Л^ = {0, 1, ..., ri°} = {i\. Поскольку v? с: Уа,
то может случиться, что »eV^. Пусть U?—множество всех пар

(v, i), где v e Va, i e Nv, t. e. над каждым индексом v мы под-
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вешиваем набор индексов Nv. Пусть WA a W — подмножество,

состоящее из всех таких пар (v, i), что се^. Покрытие
YsCov'(Xx/, Axl) с' индексирующей парой (W, WA)at опре-
определенное формулой yv,i — avx$? (где ке^, O^t<n"), назы-

называется брусчатым покрытием с базой а, а множества а„хр7 —
брусками покрытия у. Из леммы IX.5.6 в [10] следует, что

брусчатые покрытия образуют конфинальное подмножество в

Co\f(XxI, Axl). Пусть aeCov'(A\ A), v = V(a), и пусть у
является таким брусчатым покрытием, что множество индексов №
не зависит от ие Va\ это означает, что 7„, < ¦= а* X Рь где Ро, Pi. •••

..., р„ — регулярное покрытие /; NvваN =»{0, 1, ..., я}. Будем
называть такое брусчатое покрытие прямым. Докажем, что прямые
брусчатые покрытия образуют конфинальное подмножество в

Covf(XxI, Axl). Достаточно доказать конфинальность прямых
брусчатых покрытии в множестве брусчатых покрытий. Пусть
V е Cov'(Xxl, Axl) — брусчатое покрытие; требуется найти впи-

вписанное в него прямое брусчатое покрытие. Покрытие у = у (а)
определяет на отрезке / множества yv,i

= p(yv,/) = p(a»Xp?)> где

через р: (Хх/)->/ обозначена проекция на сомножитель /. Тем

самым, на / возникают интервалы фу с концами (xvr у"Л, где

0^i^.nv. Рассмотрим конечное множество точек /С = AT(v) ="
"" U U (*?' У?) и УП°РЯД°ЧИМ их> начиная с точки 0, в порядке

м

возрастания до 1, т. е. К— (J гд, где М =М (у). Можно считать,
9=0

что га=^=2р при аф$ (в противном случае выбросим из К все

лишние точки). Построим покрытие w отрезка / множествами wg,

где wg
¦« (zg, z?+s); 0 «S q ^M — 2; w — \J wr Это покрытие поро-

q

ждает покрытие y' = y'(y), если взять в качестве элементов этого

покрытия множества (avxwg) с: Xxl; тогда оц,х/ = avx({] ч>9\=»
\ ч I

=¦ У («ц X Р")» т- е- Для каждого фиксированного v мы получаем
i

покрытие множества [J(aoxP") новыми множествами {avxwq}, бо-

более мелкими, чем а„хР?. Ясно, что для любых д и v множество

vg содержится в некотором множестве вида a^xPJ (для
некоторого i), а потому покрытие у' вписано в покрытие у и яв-

является прямым, что и требовалось. Отсюда следует, что при опре-

определении групп Ш~>(Хх1, Axl) можно пользоваться только пря-
прямыми брусчатыми покрытиями. В то же время нерв (Xxl, Axl)y
прямого брусчатого покрытия v гомеоморфен прямому произведе-
произведению (Хах1, >4ах/), где а —база покрытия у и (Ха, Аа) — нерв
покрытия а. Рассмотрим два симплициальных отображения
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Ф1, фа: (Ха, Ла)-»-(Хх/, Ах1)у, где у = у(а), а-база покры-
покрытия у. ^а< 4>i(v) = (v, 0), ф2(у) = (Р, М — 2) (напомним, что

у
— прямое покрытие). Поскольку срх и фа гомотопны, то ц>'** =* Ч>'**,

где ф(>: пт(Ха, Ла)-»-/1* [(Xxl)y, (Axl)y]. Обозначим через П

подмножество в Cov'(Xx/, Axl), составленное из прямых брус-
брусчатых покрытий, уеП. Рассмотрим два покрытия yo = goi(y) и

y1
= gii(y) пары (X, А) и отображения вложения giy: (Xiy, Л<у)->-

->-[(Xx/)Y, (Axl)yl Поскольку Vo = Yi, то a = V/ и 4>i = g{y, т.е.

goy'*'=giyT- Переходя к пределу по уеП, получаем got = gi*',
что и требовалось. Лемма доказана.

Лемма 4.4.3. Теории h, построенные в пункте 4.3, удовле-
удовлетворяют на категории Uc аксиоме вырезания А6=А6'.

Доказательство. Рассмотрим вложение i: (X\U, A\U)-*-
->(Х, A), meUczVczA. Если ae=Cov'(X, А), то пусть р" = г1 (а);
тогда возникает вложение нерва (Xjj, Лр) в нерв (Ха, Аа), где

через (Хр, А'а) обозначен нерв покрытия Р пары (X\U, A\U).
Можно считать, что вложение <ра: (Хр, Ар)->-(Ха, Ла) — относи-

относительный гомеоморфизм (см. [10]); поэтому, поскольку исходные

теории h на Р? удовлетворяют не только А6, но и А6°, то гомо-

гомоморфизмы фа*: Л?(Хр, А'ь)-*-пя(Ха, Аа) (соответственно ф?) яв-

являются изоморфизмами, откуда и следует утверждение леммы.

В дальнейшем мы докажем, что теории h не только удовле-
удовлетворяют А6, но даже относительно инвариантны на Uc, причем
для приложений нужна аксиома вырезания в форме А6.

(Ко)граничные операторы д F) определяются как пределы соот-

соответствующих (ко)граничных операторов из категории над множе-

множеством индексов Cov' (X).
Лемма 4.4.4. Теории h, построенные в пункте 4.3, удовле-

удовлетворяют на категории Uc аксиоме точности А4.

Доказательство аналогично доказательству точности теорий Я
в классическом случае (при выполнении А7), поэтому проводится
по схеме [10J. Мы не будем на этом останавливаться.

Далее, легко проверяется, что построенная нами теория h на

категории Р2, вложенной в Uc, совпадает с исходной теорией h.
4.5. Дополнительные свойства экстраординарных спектральных

теорий. Рассмотрим обратный спектр {(Хт, Ах), п\$, где (Xt, Лт)е
еУс и п^1 — непрерывные отображения; пусть (X, Л) =

==Нт {(ХТ, Лт), л?} — обратный предел пар (Хт, Лт), cot: (X, Л)->
->-(Хт, Ах) — проекции обратного спектра (X, Л). Тогда возни-

возникает отображение. Uji+(X, Л)-»-ИтЛ, (ХТ, ЛТ) (соответственно
Q*: ПгаЛ*(Хт, Лт)->-/1*(Х, Л)). Напомним, что теория (ко)гомо-
логий ~Ь.Ч на f/c называется непрерывной, если функтор h пере-
перестановочен с операцией перехода к обратному пределу.

Лемма 4.5.1. Пусть h —спектральная теория (ко)гомологий
на Uq {построенная с помощью теории h на Рг). Тогда гомомор-
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физм Q'*' — изоморфизм, т. е. теория h непрерывна на Uc (во всех

случаях а), б), в)).
Доказательство аналогично доказательству соответствующего

утверждения для теорий Н, удовлетворяющих А7 (см. теорему
Х.3.1 в [10]), поэтому мы его опускаем.

Лемма 4.5.2. Экстраординарные спектральные и непрерыв-
непрерывные теории h на Uc удовлетворяют А6, т. е. относительно инва-

инвариантны на Uc- Более того, если (X, А) е Uc и р: (X, А) -+¦

-*-(Х/А, х) — естественная проекция, то р'*' — изоморфизм.
Доказательство. То, что h относительно инвариантны

на Uс, следует из леммы 4.4.3 и теоремы Х.5.4 в [10]. Пусть
(X, Л)е?/С и f: Х\ А -*¦ Y = Х\А —тождественное отображе-
отображение; тогда из относительной инвариантности h и из того, что

(Y[)x, х) = (Х/А, х), получаем, что р'Щ" — изоморфизм. Лемма дока-

доказана.

Итак, мы доказали следующую теорему.
Теорема 4.5.1. Пусть на Ръ фиксирована теория h, удов-

удовлетворяющая А1—А5, Аб°. Тогда теория h порождает (с помощью
спектрального процесса) ковариантный (контравариантный) функ-
функтор h такой, что: 1) функтор h удовлетворяет на Uc аксиомам

А1—A3, А5, А6; 2) если h удовлетворяет одному из условий а),
б), в), то h превращается в теорию (ко)гомологий, для которой
выполнены аксиомы А4 и К& и которая непрерывна на Uc и совпа-

совпадает на Z32 с Uс с исходной теорией h; причем в случае а) имеем

/i^eGF, в случае б) п*&АВС, в случае в) h* &.GR, где
(X,A)e=Uc.

4.6. Приведенные группы (ко)гомологий на «поверхностях
с особенностями». Пусть п — непрерывная теория (ко)гомологий
на- Uc\ тогда можно построить группы п~% (X) и h* (X), где х е

е X — фиксированная точка, t: х->Х — вложение и /: Х-*~х —

проекция. Тогда в гомологическом случае рассмотрим подгруппу

Qg (X) — i^hg (х), а в когомологическом случае
—

подгруппу G?(X) =
= f*№ (x). Изучим сначала когомологический случай. Ясно, что

если g: X^>-Y непрерывно и y = g(x), то g*№(Y) с: пч (X) и

Ker(g*) cft?.(V). Подгруппа G?(V) при гомоморфизме g* изо-

изоморфно отображается на G4 (X). Поскольку ft тождественно, то

ft? (X) распадается в прямую сумму пч (X) — № (X) 0 G? (X), причем /
индуцирует изоморфизм между G? (X) и h9 (x). Рассмотрим случай
гомологии. Если g: Х-»У, g(x) = y, то gJiq(X)czhq(Y) и g*
изоморфно отображает подгруппу Gq(X) на подгруппу Gq(Y).
Ясно, что группа hq(X) распадается в прямую сумму hq(X) =
= К(Х) ©Ол(Х), причем i индуцирует изоморфизм между hq(X)
и Gq(X).

Аксиома А7 требует, чтобы группы hqq) (x) равнялись нулю
при q =?. 0» тогда группа ftj,0' (я) = G есть группа коэффициентов
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теории h. Если h удовлетворяет А7, то это означает, что индекс q

приобретает отчетливый геометрический смысл: q есть геометри-

геометрическая размерность симплексов (или клеток), образующих ^-мер-
^-мерные (ко)цепи.

§ 5. Кограница и граница пары пространств (X, А)
Мы введем понятие (ко)границы пары пространств (X, А)

в общем случае произвольной экстраординарной теории (ко)го-
мологий на категории компактных пар Uc (см. построение этих

теорий в § 4). Это позволит нам в дальнейшем охватить чрезвы-
чрезвычайно широкий класс новых вариационных задач, включая клас-

классическую задачу Плато, переформулированную выше на языке теории

бордизмов. Начнем с когомологического случая (важным приме-
примером экстраординарной теории когомологий является /С-функтор),
поскольку запас когомологических функторов, в терминах кото-

которых полностью решаются вариационные задачи, оказывается
весьма широк.

5.1. Кограница пары (X, А). Пусть h* — непрерывная, отно-

относительно инвариантная теория когомологий на Uc (в частности,
можно считать, что h* = H*, т. е. является обычной теорией кого-

когомологий, удовлетворяющей А7); в качестве другого примера можно

взять АГ-функтор.
Определение 5.1.1. Пусть (X, A)aUc и хт А —фик-

—фиксированная точка. Кограницей V*(X, А) пары (X, А) в размерно-

размерности k (по отношению к точке х) назовем множество всех элемен-

элементов oe/i"(^) таких, что a^?Im(f*), где i: А->Х-вложение,
а гомоморфизм l*:~hk-1(X)-^nh~1(A) индуцирован этим вложе-

вложением. Число к, вообще говоря, не связано с топологической размер-
размерностью X. Затем положим V*(X, A)=* |J V*(X, A).

Если рассмотреть приведенную последовательность пары

h"(X, A)$-hk 1{A)~ h^iX), то ясно, 4TojzgV*(X, А) тогда

и только тогда, когда б (а) =# 0, т. е. V*(X, Л)«=Л*-Ч-Х, Л)\1тA*)==
= h*-1 (Л)\Кег(б); в частности, V*(X, А) не является подгруп-
подгруппой в группе й*-1 (Л). В этом существенное отличие когомологи-
когомологического варианта конструируемой нами теории от ее гомологиче-

гомологического аналога, поскольку граница Л* (X, А), которую мы опре-
определим ниже, будет подгруппой в группе hb-i(A).

Введенное нами понятие кограницы соответствует интуитив-
интуитивному представлению о геометрической границе пленки X в том

случае, когда говорить об этой границе имеет смысл. Например,
если Х = СА (конус над А), то, очевидно, V* (СА, А) =

[^*-l(i4)\0], т. е. конус СА полностью заклеивает А. Дру-

гой пример: пусть X — ^-мерное многообразие с краем Л, где
Ч А Т Aniieavn .А. Т- Фомеицд-
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замкнутое (k— 1)-мерное многообразие, и пусть /г* = Я* (обычная
теория когомологий); тогда V'(X, А) — Н''-1(А)\0, что снова

соответствует интуиции. В то же время использование экстраор-

экстраординарных теорий открывает большие возможности для выбора
заклеивающих пленок X, которые уже не обязаны, напри-
например, иметь размерность k для того, чтобы кограница V* (X, А)
была непуста в размерности k.

5.2. Граница пары {X, А). Пусть на Uc задана экстраорди-

экстраординарная теория гомологии пф, удовлетворяющая А1 — А6 и непре-
непрерывная на Uc- Например, в качестве Н* можно взять теорию
бордизмов.

Определение 5.2.1. Пусть (X, /1)е[/с и хе А — фикси-
фиксированная точка. Границей Ак(Х, А) пары (X, А) в размерности k

(по отношению к точке х) назо-

назовем подгруппу Кег (?*) Л &*-iM).
где I: А -*¦ X — вложение, а гомо-

гомоморфизм ?„: hk-i(A)-*-hk-i(X)
индуцирован этим вложением.

Затем положим Д# (X, А) =¦

- (J Ak(X, A).
keZ

Из точной приведенной после-

последовательности пары hk (X, А) -^>

-- ЛЛ-1 (А) -•¦ hk-i (X) следует, что

А/, (X, А) = Im (д). В отличие

от когомологического случая,

граница Д*(Х, А) — подгруппа
в Ъ.к-х(А). Если п* = Н* — обычная теория гомологии с компакт-

компактными коэффициентами, то определение 5.2.1 превращается в опре-
определение, сформулированное и исследованное (применительно
к вариационным задачам) в [35] Дж. Ф. Адамсом и Райфенбер-
гом (понятием когомологической границы они не владели). Как
и в случае когомологий, понятие границы соответствует интуи-
интуитивному представлению о геометрической границе. Если Х — СА

(конус над А), то А/ДСЛ, Л) = /гА_1(Л).
В то же время это понятие границы (например, в случае

ht = Ht) не позволяет перевести на алгебраический язык некото-

некоторые геометрические случаи; например, если A = SX (окружность)
и X — связная сумма двойного и тройного листов Мёбиуса (рис. 27),
то с точки зрения наглядной геометрии А — граница X, хотя гра-

граница Да(Х, А) равна нулю (дело в том, что А— ретракт X).
В этом случае пленка X содержит одномерное подмножество син-

сингулярных точек, гомеоморфное S1. Граница А является ретрактом
X, но не является деформационным ретрактом-

Рис. 27.
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§ в. Определение классов допустимых вариаций
в терминах (ко)границы пары (X, А)
6.1. Вариационные классы A (A, L, L') и h(A, L). Пусть

Мп — риманово многообразие без края (не обязательно компакт-

компактное), А с М — фиксированный компакт, х е А — фиксированная
точка и h — непрерывная, относительно инвариантная теория (ко)-
гомологий на Uc- Пусть (X, А) с М — компактная пара и I:

А-*-Х, /: Х-+М — вложения. Рассмотрим сначала гомологиче-

гомологический случай. Пусть L «= {Lp\ — фиксированный набор подгрупп
/.,, сйр(Л), где psZ, a Z/ =• {Ц} — фиксированный набор под-

подгрупп Lqc\q{M).
Определение 6.1.1. Через 0^"h^(A, L, L') обозначим

класр всех таких компактов Х./lcXcM, что: 1) La K&r(I^) =
= Д«(Х, А); 2) L'clmtf,).

Рассмотрим когомологический случай. Пусть L — {Lp} — фикси-
фиксированный набор подмножеств Lpc: 7fi(A)\Q, a L' = {Ц} — фикси-
фиксированный набор подмножеств Ь'ч а Ух (М)\0.

Определение 6.1.2. Через 0* =»Л* (A, L, L') обозначим
класс всех таких компактов X, Ас X с:М, что: 1) Lcz

с h* (A)\lm (Г)* = V* (X, А); 2) V cr h* (М)\Кег (/•).
Класс 0 состоит из всех компактов X cz M, заклеивающих

(ко)гомологические «дырки» L в границе А и одновременно реа-
реализующих (ко)гомологические «дырки> L' в многообразии М.
Теперь мы рассмотрим относительную задачу. Пусть а: (X, А)-*-
->~(М, Л) —вложение и L =» {Lr} ¦=- фиксированный набор подгрупп
Lr chr(M, A).

Определение 6.1.3. Через 0+ =*п^(А, L) обозначим кЛасс

всех таких компактов X, Ас X с:М, что L с Im(a^).
В случае когомологий будем считать, что L = \Lr\ — фиксиро-

фиксированный набор подмножеств Lr с hr (М, А)\0 (некоторые из Lr
могут быть пусты).

Определение 6.1.4. Через S'* = h* (А, L) обозначим класс

всех таких компактов X, AcXc М, что Lch* (M, Л)\Кег(а*).
В общем случае классы 0 и ?> слабо связаны друг с другом,

хотя, например, если А = х, то можно считать, что ?, = 0(ф),
L' = L, а тогда п(х, 0(ф), L') = h(x, L). Этот частный случай
относится к реализующим классам, т. е. к таким, каждый эле-

элемент которых реализует абсолютный (ко)цикл в многообразии.
Если же А Ф х, то даже в том случае, когда h = Н, знание всех

компактов в классе 0 не позволяет описать компакты из клас-

классов 0, и наоборот.
Пусть h = H (т. е. выполнена аксиома А7), и пусть в классе 0

ni:6op L выбран так, что ЬрФ0(ф) только при p — k— 1, а на-

3*
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бор L' выбран так, что Ь'ч^ 0(ф) только при q = k. Тогда число k

приобретает геометрический смысл: в 0 можно выделить непустой
подкласс таких компактов, что размерность каждого из них равна к.

Сосредоточим основное внимание на классах 0, поскольку
изучение классов © на М сводится, как оказывается, к изучению
классов 0 на MlА. Эта редукция обеспечивается инвариантно-
инвариантностью теории h, т. е. если а: (X, А)-*-(М, Л) —вложение, то

гомоморфизм а*: пщ(Х, А)-+-пт(М, А) совпадает с гомоморфиз-
гомоморфизмом а'^: h^ (Х/А) -*-пф {MlА) (соответственно с гомоморфизмом (а')*
в случае когомологий). Иными словами, вместо классов 0 на мно-

многообразии М можно рассматривать классы 0 на пространстве
MlА, которое является многообразием всюду, кроме одной точки х.

Рассмотрим два предельных случая: класс h(x, 0(ф), L') и

класс h{A, L, 0(ф)). В первом случае класс 0 состоит только

из компактов X, реализующих «дырки» многообразия М без
какого-либо дополнительного краевого условия, поскольку А=х\
такие компакты мы назовем реализующими компактами (задача
Плато Б, см. § 3). Во втором случае класс 0 состоит из компак-

компактов X, заклеивающих «дырки» в компакте А, и многообразие М
играет в этом случае роль вмещающего пространства; такие ком-
компакты мы назовем заклеивающими компактами (задача Плато А,
см. § 3).

6.2. Устойчивость вариационных классов. Понятие р-устойчи-
вости мы вводим ввиду наличия обстоятельства, которое неодно-

неоднократно отмечалось выше, а именно: размерность k элементов а из

группы M:fc) {X) имеет слабые связи с геометрической размерностью
носителя элемента а в том случае, когда h — экстраординарная
теория. Геометрия элемента а «размазана» по всем размерностям s

таким, что s^|&|. Поскольку наши аналитические построения

будут требовать от нас некоторой свободы в обращении с клет-

клетками малых размерностей (чаще всего — размерностей 1 и 2) в ком-

компактах X, то желательно, чтобы операции отсечения маломерных
клеток не влияли на реализующие и заклеивающие свойства ком-

компакта X. Это приводит нас к понятию р-устойчивости.
Определение 6.2.1. Конечный симплициальный комплекс Z,

вложенный в гладкое многообразие Мп, назовем гладким, если:

1) каждый открытый комплекс А' с Z размерности I является

гладким подмногообразием в М; 2) существует положительное

число е = е (Z) такое, что для любой точки Р е Z в шаре Вп {Р, е)
(с центром в Р и радиуса е) можно ввести такие локальные

координаты х1, ..., хп, что пересечение Z(]B(P, e) является

в этих координатах линейным симплициальным комплексом в шаре
В(Р, е).

Определение 6.2.2. Пусть в Мп фиксирован компакт А

такой, что класс h(A, L, L') (соответственно класс h(A, L))
непуст. Класс h(A, L, U) (соответственно h(A, L)) и набор
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(L, /./) (соответственно L) мы назовем р-устойчивыми (где р — целое
число, I s^p^n — 2), если из того, что компакт X принадлежит
It {A, L, L') (соответственно h(A, L)), следует, что и любой его

подкомпакт У cz X такой, что X\Y есть конечный гладкий сим-

плициальный подкомплекс в М, размерности не большей, чем р,

также принадлежит классу h(A, L, L') (соответственно п(А, ?)).
Рассмотрим в качестве примера обычную теорию гомологии Н

на Uс- Пусть набор (L, L') обладает тем свойством, что Lp-^Ф
фО(ф) только при p

= k и ЦфО(ф) только при q
= k; тогда,

если ХеЯ(Л, L, L') = H(A, L*_b L'k) и КсХ, dim(X\F)<
^k — 1, то, очевидно, Уе//(Д Lk-i, Ц), т. е. любой класс 0

(или 0) указанного вида является (k— 1)-устойчивым в смысле

нашего определения. Именно поэтому вариационные задачи в клас-

классах обычных гомологии Н рассматривались до сих пор всегда

в одной геометрической размерности, совпадающей с размерностью
компактов-носителей X (см. [16], [17]).

В дальнейшем основную роль будут играть 2-устойчивые классы,

поэтому интерес представляет вопрос: каковы должны быть топо-

топологические условия, накладываемые на аргументы {A, L, L'},
чтобы соответствующие классы h(A, L, L') были 2-устойчивыми?
Для простоты положим А = х (тогда L = O@)) и рассмотрим
устойчивость реализующих классов h(x, 0(ф), L'). Оказывается,
любой класс h(x, 0@), U) на 2-связном многообразии М (т. е.

.it (М) =- я» (М) ш= 0) является 2-устойчивым. Эту теорему мы дока-

докажем позднее.

§ 7. Решение задачи о нахождении глобально минимальной

поверхности (абсолютного минимума)
в вариационных классах h (A, L, L') и h(A, L)

7.1. Постановка задачи. Излагаемая ниже постановка вариа-
вариационных задач и их решение (доказательство существования гло-

глобально минимальных поверхностей) принадлежат автору. Рассмот-

Рассмотрим компактное гладкое замкнутое риманово многообразие М.
Пусть h — некоторая экстраординарная теория (ко)гомологий на ?/с
(непрерывная и относительно инвариантная на категории ком-

компактных пар), А — фиксированный компакт в М. Тогда опреде-
определены вариационные классы ft (Л, L, U), А (Л, L) (см. § 6). В каж-

каждом из них возникает задача о нахождении глобально минималь-

минимальной поверхности. Для каждого Xei? (или 0) построим его стра-

стратификацию X —i4U5*U5*-1U .... где 5* — максимальное подмно-

подмножество в Х\А, имеющее в каждой своей точке размерность k,
S*1 —максимальное подмножество в X\^\S*, имеющее в каж-

каждой своей точке размерность k — 1, и т. д. Подмножества 5' назо-

назовем стратами; если они измеримы, то определен стратифицирован-
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ный объем SV(X) — (volftS", volft_1S*-1, ...), изображаемый век-

вектором с k координатами. Варьируя «поверхность» X в классе

допустимых вариаций (т. е. в классе © или ©), мы варьируем
вектор стратифицированного объема поверхности; задача заклю-

заключается в нахождении поверхности с наименьшим стратифициро-
стратифицированным объемом. Наименьший вектор SV-=(dk, d^, ...) мы пони-

понимаем в следующем смысле. Сначала попытаемся минимизировать

первую координату вектора SV, т. е. будем искать в классе <В

поверхность (компакт) Хк, для которой volft E*) = voU (Х\А) "¦

d inf уо1*(У\Л). Если такие поверхности Хк существуют,

то приступим к минимизации второй координаты вектора страти-
стратифицированного объема, а именно будем искать в классе поверх-
поверхностей Хк с минимальной первой координатой (т. е. таких, что

vol* (Хк\ A) = dk) такую поверхность Х*_ь для которой

vol*_i {Xh^\A\S*) - 4-х - inf vol*-! (Xh\A\Sk).
\(X\Ad)

И так далее, т. е. каждый раз будем минимизировать следующую
координату вектора стратифицированного объема при условии,

что все предыдущие координаты уже
минимизированы и фиксированы (т. е.

минимизация производится по классу
тех пленок, предыдущие объемы кото-

которых уже являются минимальными). Если

этот процесс корректно определен (имен-
(именно это мы и будем доказывать), то тог-

тогда он завершится на поверхности, стра-
стратифицированный объем которой гло-

глобально минимален в классе всех

Рис. 28. стратифицированных поверхностей из

данного вариационного класса ® {©).
Разработанный нами метод минимизации объема SV применим

не только к вариационным классам бордизмов (классическая задача

Плато), но и к любому классу вида © (?). При таком подходе

каждая теория экстраординарных (ко)гомологий h и каждая тройка
(A, L, U) (или пара (A, L)) определяют в пространстве 8(М)
всех компактов в многообразии М некоторое подмножество ©

(или ©); поэтому каждая теория h определяет свой тип «краевых

условии», запас которых чрезвычайно велик ввиду большого раз-
разнообразия в множестве теорий h. Приведем здесь пример «конт-

равариантной» вариационной задачи, определяемой К-функтором.
Пусть на М задано стабильно нетривиальное векторное расслое-
расслоение ?. Рассмотрим класс всех компактов X cz M таких, что огра-
ограничение 5 на X по-прежнему стабильно нетривиально, т. е. X
является носителем расслоения | (рис. 28). Вопрос: можно ли
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среди всех таких поверхностей X найти глобально минимальную

(в смысле стратифицированного объема) поверхность Хо? Как
будет показано, ответ положительный.

7.2. Основная теорема существования глобально минимальных

поверхностей.
Теорема 7.2.1. Пусть Мп — компактное замкнутоериманово

многообразие класса С, г^ 4, и Acz Mn — фиксированный компакт,

х (в А — фиксированная точка. Пусть h — приведенная, непрерыв-
непрерывная и относительно инвариантная экстраординарная теория (ко)-
гомологий на категории компактных пар 0с. Рассмотрим произ-
произвольный непустой и 2-устойчивый класс 0 = h(A, L, L') или 3 =¦

— h (A, L) (например, для теории бордизмов и для 2-свяэных мно-

многообразий, т. е. ях (М) = яа (М) = 0, любой непустой класс 0 или 0

2-устойчив). Пусть k — наименьшее из целых чисел s, s<.n, для

которых ds = ds(h(A, L, L'))<oo (соответственно <Ls*=ds(h(A, L))<
<о::). Предположим, что 3<?s?n— 1. Тогда выполняется по-

последовательность утверждений:
A) Если \X\k — класс всех компактов X, AcXczM, таких,

что Xt=0 ф) и voMX\i4)-«**-tafvoU(y\i4), Yf=0@),
то мы утверждаем, что {Х\кФ ф, dk<.oo, а в том случае, когда

d,. >0, каждый компакт X из класса {Х}к содержит однозначно

определенное k-мерное (т. е. имеющее размерность k в каждой своей

точке) подмножество Sk с Х\А, Sk = S* (X), такое, что A \j Sk—
компакт в М; 5* содержит подмножество Zk (возможно, пустое),
где volft(Zft) = 0 и Sk\Zk — топологическое k-мерное подмногообра-
подмногообразие в М, без края и всюду плотное в S* (т. е. множество Z»
есть множество всех k-мерных сингулярных точек поверхности X),
причем volA E*) => уоЦ (Х\А) = dk > 0. Если же dk «= 0, то поло-

положим S* — 0.
B) Даме, если {Х}к-1 с {Х}к есть класс таких компактов X,

AczXaM, что Х(=0 @), Xf~{X}k и vol* (X\A\Sk) -
«= d/k_1=infvolft_1(y\i4\S*), У s {Х}ь то мы утверждаем, что

{Х}к.1Фф, dft_j<oo, а в том случае, когда <4_1>0, каждый
компакт X е {Х}^ содержит однозначно определенное (k— 1)-мер-
ное (т. е. имеющее размерность k—\ в каждой своей точке)
подмножество Sk-laX\A\Sk, Sh-1 — Sk-1(X), такое, что А[}
U 5* U S*-1 — компакт в М. Множество S*-1 содержит подмно-
подмножество ZA_i (возможно, пустое), где voU_i (ZM) «= 0 и S^^Z^x
есть топологическое (k— \)-мерное подмногообразие в М, без края и

всюду плотное в S* (т. е. множеств' Z*_i есть множество всех

(k-l)-MepHbcx сингулярных точек компакта X), причем

volfc_1E*-1) = voU_1(X\i4\S*) = dft_1>0. Если же dA_! = 0, то

положим 5*-1 = 0.
C)...
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(k — 2) Наконец, если {Х}3 с {X}t есть класс всех компактов

X, А с: X с М, таких, что Х^.0 @), X е {X}t и

vol, lx\A\ M S'\ = d3 - inf vols / К\Л\ М S'\ Y e {X}4, mo

\ 1-4 / \ <-4 /
мы утверждаем, что \Х}3Фф, d3<oo, а в том случае, когда

d3>0, ксждый компакт Хе(ХK содержит однозначно опре-
определенное трехмерное (т. е. имеющее размерность 3 в каждой

своей точке) подмножество S8c:X\i4\(J Sl, S* = SS(X), такое,

что A U | (J S' \ есть компакт в М (причем S' (\ & = ф при
и /

1Ф\); S3 содержит подмножество 2%, где vol3(Z8) = 0 и 58\Z3 —
топологическое трехмерное подмногообразие в М, без края и всюду
плотное в S3 (т. е. множество Za есть множество всех трех-

трехмерных сингулярных точек поверхности X), причем vol8 (S3) =

= vol3 Х\Л\ М Sl\ = d3>0. Если же d3 = 0, то положим

\ t~* I
S* = ф. В силу 2-устойчивости класса 0 (®) выполнено соотно-

соотношение {Х}3 = lX\2 = {X}i. Далее, каждое множество /C' = S'\Z(,
К1 с: X, Хе \Х\3, является в действительности подмногообразием
класса Сг~2 в многообразии М; если же М—гладкое (или анали-

аналитическое многообразие, то подмногообразия К1 (при 2>^i^k) так-

также являются гладкими (аналитическими) подмногообразиями в

М, причем каждое подмногообразие К1 является i-мерным мини-

минимальным подмногообразием в М (т. е. средняя кривизна равна

нулю). Если класс 0 @) является q-устойчивым, где ц^Ъ, то

все множества S' пусты при 3</=^<7- Если X ^{X}3cz0 @),

X — A U MJ S' 1 и 8{«Ф ф при некотором i, то все компакты

Ха = А U ( И S'), где to+l<a<^. «в принадлежат классу 0

@), т. е. в этом случае никакое непустое множество S1' не мо-

может быть выброшено из поверхности X ^{Х}я без разрушения ее

топологических свойств. Для каждой размерности i стандарт-
стандартная функция сферической плотности 4?i(x, Sl), определенная
на S', обладает свойством Ч^х, S')^s\ для любого *eS' и

?/(*, S') —1 тогда и только тогда, когда хеК1 = S'\Zit
т. е. х— регулярная точка поверхности S'.

Замечание. Напомним, что если ds(h, A, L, L') = oo при
любом s<n, то задача на минимум в классе 0 теряет смысл

ввиду тривиальности ответа, т. е. условие s<Cn (см. формули-
формулировку теоремы) не является ограничением.
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Как было указано в § 3, можно решать задачу о минимиза-

минимизации только одного, старшего по размерности, объема volA, не ин-

интересуясь (с метрической точки зрения) кусками меньших размер-
размерностей. Эта задача также решается теоремой 7.2.1: для этого

достаточно ограничиться только первым пунктом этой тео-

теоремы.

Следствие 7.2.1. В каждом классе 0 ф) в предположе-
предположениях теоремы 7.2.1 всегда существует глобально минимальная

поверхность Хо, стратифицированный объем которой SV =
— (d^d/,-!, ...) является наименьшим (во всех размерностях). Эта
поверхность Хо имеет однозначно определенную стратификацию:
Хо — A U 5* U 5* U ..., где каждое подмножество S' является

(за исключением, быть может, множества меры нуль, состояще-

состоящего из особых точек) гладким (для гладкого М) минимальным

подмногообразием в М (т. е. средняя кривизна тождественно

равна нулю). При этом d,= vol,(S')-
Рассмотрим наиболее интересные частные случаи.

1. Если в качестве экстраординарной теории гомологии взять

теорию бордизмов, то получаем решение классической задачи
Плато (на абсолютный минимум) в классе поверхностей, закле-

заклеивающих данный «контур» Л в М (см., в частности, теоре-

теорему 3.7.1). В качестве основных теорий бордизмов можно взять

Q+ (ориентированные бордизмы), N* (неориентированные бор-
дизмы). й? (бордизмы по модулю р). Эти группы (см. выше) опре-
определяют экстраординарные теории гомологии на категории Р2.

Поскольку минимальные поверхности, вообще говоря, имеют

особенности (и иногда весьма сложные), то следует распростра-
распространить эти теории с .категории Рг на категорию компактных пар

Uc, что делается по схеме, описанной в § 4. Поскольку теории
Q? и Л/„ принимают значения в категории компактных тополо-

топологических групп ABC, то их распространение на Uc не встречает
препятствий (см. § 4). С теорией Й„ нужно поступить более

аккуратно. Поскольку Q* на Ра не удовлетворяет условиям а)
и б) (см. пункт 4.3), то нужно рассмотреть. группы Q#(g)zQp=*
¦=PQ#, где Qp — группа целых р-адических чисел (так как Qp—
плоский модуль, то группы й# образуют точную теорию гомо-

гомологии). Так как любой бордизм может быть уловлен путем под-

подбора подходящего р, мы не ограничиваем себя с геометрической
точки зрения. Группы рй„ образуют теорию гомологии со зна-

значениями в ЛВС, а поэтому эта теория может быть распростра-
распространена с Р2 на Ос (т. е. на категорию «поверхностей с особен-

особенностями»). Итак, пусть Л* с тп — вамкнутое многообразие,
Л*—одна из следующих теорий: pQ., N*, fig. Многообразие А
определяет элемент а = [А, е] е ft*_i (А), где е: А-*-А— тождествен-

тождественное отображение. Пусть L — подгруппа в йЛ_г (А), порожден-
порожденная элементом а (здесь х е А).
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Следствие 7.2.2. Предположим, что класс Л* (A, L, 0) не-

непуст и 2-устойчив (например, многообразие М 2-связно). Тогда
существует глобально минимальная поверхность Хо (см. теорему
7.2.1), аннулирующая элемент а. Эта поверхность (быть может,
с особенностями) является решением классической задачи Плато

в классе всех пленок X, заклеивающих А и допускающих непре-
непрерывную параметризацию с помощью многообразий (это — решение
задачи зжлейки А). Если рассмотреть второй предельный случай,
т. е. класс Л# (х, 0, V), то получаем существование глобально
минимальной поверхности Хо в классе всех поверхностей, реали-

реализующих данный бордизм {a'}**L' cz/ift(M) (это — решение задачи

реализации Б). Кроме того, в случае задачи А всегда выполнено

неравенство <2*>0.
В задаче заклейки «контура» для минимальной пленки Хо,

имеющей сложные
• особенности, в общем случае существует

спектр многообразий {Wa} с границей dWa^A, заклеивающих

А в пленке Хо (в смысле пунктов 4.2 и 4.3). Если же пленка

Хо является, например, клеточным комплексом (а наиболее ти-

типичные особенности, встречающиеся в приложениях, см. ниже,

всегда соответствуют именно этому случаю), то тогда все много-

многообразия Wa гомеоморфны одному и тому же многообразию Wo,
которое и параметризует пленку Хо, т. е. Xo=*fo(Wo), dWo = A.

2. Если в качестве теории гомологии взять обычную теорию
#* {удовлетворяющую А7), то из теоремы 7.2.1 следуют резуль-
результаты, полученные в [16], [35], [36].

3. Если в качестве теории когомологий взять /С-функтор, то

получаем теорему существования минимальной поверхности в

классе поверхностей, ограничение на которые стабильно нетри-
нетривиального расслоения ?, заданного на М, по-прежнему нетриви-
нетривиально.

4. Если в качестве экстраординарной теории гомологии рас-
рассмотреть стабильные гомотопические группы л?, то из теоремы
7.2.1 получаем теорему существования глобально минимальной

поверхности в каждом гомотопическом классе аея^(М), т. е.

в классе стабильно гомотопных отображений сферы в М. В част-

частности, существует глобальный минимум в стабильном гомотопи-

гомотопическом (относительном) классе дисков, заклеивающих фиксиро-
фиксированную сферу в многообразии М.

7.3. Краткая схема доказательства теоремы существования.
В этом пункте мы кратко опишем основные шаги, ведущие к

доказательству существования минимальной поверхности в клас-

классах © ф). Подробное доказательство будет дано в главе 6.

1 шаг. Сначала мы будем минимизировать старший объем
уоЦ. Для этого рассмотрим минимизирующую последовательность
компактов Хд&0 таких, что volft (Xq\A) -»-^л = inf volft (У\Л).

YG.Q

Желательно получить минимальную поверхность Хо как предел
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этой последовательности компактов. В то же время ясно, что

исходную последовательность нужно соответствующим образом
обработать, чтобы ее предел был разумно определен, так как

хотя объемы volk(Xg\A) стремятся к минимуму, но сами поверх-
поверхности Xq могут при этом «заметать» практически все многообра-
многообразие М за счет «тонких усов», мера которых стре-
стремится к нулю, а сами эти «усы» заполняют все

ббльшую и большую область в М. Поэтому в пер-
первую очередь следует избавиться от таких «усов»,

срезав их у основания и заменив «шапочками»

малого объема и малого диаметра (рис. 29). При
этом важно так выполнить это сглаживание «усов»,
чтобы получившийся в результате этой операции
компакт Хд снова принадлежал тому же вариа-
вариационному классу 0, что и исходный компакт Хд.
Оказывается, такая операция (мы назвали ее S-

сглаживанием) может быть корректно определена.
Выполнив S-сглаживание всех поверхностей Xq, по-

получаем новую минимизирующую последовательность

\Х.д}, для которой по-прежнему vo\k(X9\A)-+-dkt но Х9 имеют

уже значительно более «правильную форму», чем исходные по-

поверхности.
2 шаг. Переход к пределу осуществляется следующим обра-

образом. С каждой поверхностью Хя связывается функция сфери-
сферической плотности ^(Р, Хд), определяемая так:

Рис. 29.

где точка РеМ, ВЯ(Р, е) — n-мерный шар в М с центром в

точке Р и радиуса е, ук (е) — Л-мерный объем стандартного евкли-

евклидова шара радиуса е и размерности k. Цели

Р фХд, то, очевидно, Ч*1* (Р, Хд) ¦= 0; если же

Р(=Х„ то Wk(P, Х„)^0 (рис. 30). Ясно,
что функция Wi, (P, Хд) измеряет отклонение

поверхности Хя в точке Р от fc-мерного дис-

диска. Если Хд в окрестности точки Р е Хя
является гладким подмногообразием в М, то,

очевидно, ^(Л Х9)**1, так как пересече-
пересечение Вп(Р, е)П^? при малых е мало отли-

отличается от ^-мерного гладкого диска ради-

радиуса е. Таким образом, последовательность Хя определяет после-

последовательность функций Vk(P, кя). Оказывается, можно опреде-

определить предельную функцию Wk(P) = UmWi,(Pt Хя). Тогда в каче-

качестве предельной поверхности в размерности k берется носитель

Рис. 30.
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предельной функции ?*(?), т. е. множество точек, в которых
Т(РH*()

3 шаг. Доказывается, что множество S* = {/>: ЧгА(Я)>0} —
компакт. Ясно, что, вообще говоря, 5* не принадлежит классу 0

(в этом отличие от случая обычных гомологии). После этого

следует повторить описанную выше процедуру предельного пере-
перехода во всех низших размерностях, предшествующих размерно-
размерности k. Это один из самых сложных этапов в доказательстве.

В результате этого построения получается стратифицированное
множество Хо = A \J S* U S*-1 U • • •

4 шаг. Доказывается, что Хо — компакт в М.

5 ш а г. Доказывается, что вариационные классы 0 ф) замк-

замкнуты относительно предельных переходов, т. е. если X0 = limA^,
где Яд е= 0 @), то Хо & Ф @).

6 ш а г. Доказывается, чтостратифицированный объем поверх-
поверхности Хо — наименьший в классе 0 @).

7 шаг. В каждой размерности s<,k доказывается, что функ-
функция ^(Р, Хо)^1 на всем Ss и Ч^(/>, Хо)=1 на открытом

подмножестве в S', всюду плотном в S*. Тогда те точки из Ss,
в которых Ws> 1, окавываются особыми (сингулярными) точками

в S1, заполняющими множество Z,, «-мерный объем которого
равен нулю.

8 шаг. Доказывается, что каждая поверхность S^XZj являет-

является гладким минимальным подмногообразием в М.

§ 8. Решение задачи о нахождении глобально
минимальной поверхности (относительного минимума)
в каждом гомотопическом классе

В § 3 были сформулированы задачи А' и В' о нахождении

минимальной поверхности в каждом гомотопическом классе. На-

Например, в задаче о заклейке (задача А') рассматриваются пленки

постоянного топологического типа, гомотопные друг другу (в от-

отличие от задачи А, в которой ищется абсолютный минимум по

всем гомотопическим классам). Оказывается, введенные автором
понятия стратифицированного объема и стратифицированных ми-

минимальных поверхностей, после подходящей переформулировки на

функциональном языке варифолдов, позволяют решить и задачи

А' и Б'; это решение принадлежит Дао Чонг Тхи, сформулиро-
сформулировавшему задачу А' в таком виде: можно ли среди всех локально

липшицевых отображений g: W-*~Mn, гомотопных исходному
отображению / и таких, что gldw-fltw, найти отображение g0,
минимизирующее старший функционал ^-мерного объема (при
этом dW может быть пусто)? В такой постановке решается зада-
задача о минимизации старшего объема volb поведение объемов мень-
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ших размерностей не контролируется. Далее, Дао Чонг Тхи ре-
решил задачу А' в следующем виде: установлено существование
локально липшицева отображения g0: Wk-*-Mn (в терминах по-

потоков), минимизирующего функционал старшего fc-мерного объема
в классе всех локально липшицевых отображений g: w -*-М таких,
что g]dw—f\dw (это —вадача нахождения абсолютного минимума
по всем гомотопическим классам). Как и в предыдущих случаях,
минимизируется старший объем vol/, (в терминах потоков). Реше-
Решение этих задач в указанной постановке оказалось возможным

после того, как Дао Чонг Тхи ввел понятие мультиварифолдов,
являющихся функциональными аналогами стратифицированных
поверхностей X = А [) S*U S* [} ... Такая постановка ближе к

функциональному языку, разработанному в [38] — [40].



Глава 3 '

ВЫЧИСЛЕНИЕ В ЯВНОМ ВИДЕ НАИМЕНЬШИХ ОБЪЕМОВ

(АБСОЛЮТНЫЙ МИНИМУМ) ТОПОЛОГИЧЕСКИ НЕТРИВИАЛЬНЫХ
МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

§ 9. Функции исчерпания и минимальные поверхности

9.1. Некоторые классические задачи. Опишем круг задач,
приводящих к формулировке проблемы, решению которой в важном

специальном случае посвящена настоящая глава. Во многих раз-

разделах многомерного вариационного исчисления, алгебраической
геометрии, комплексного анализа часто возникает следующая
ситуация:

а) Дано гладкое многообразие Мп и его исчерпание (напри-
(например, в смысле [50]) п-мерными областями В1}, зависящими от

вещественного параметра г и расширяющимися с ростом г, т. е.

Qn —,j3^ При п>г2. Эти области в процессе своего роста дол-

должны исчерпать (покрыть) все многообразие или открытую, всюду
плотную область в этом многообразии.

б) В многообразии Мп задана fe-мерная глобально минималь-

минимальная поверхность (в дальнейшем будем называть ее ГМ-поверх-
гостью), например Х*-комплексное алгебраическое . подмногооб-
подмногообразие или комплексное аналитическое подмножество в кэлеровом
многообразии.

в) Ставится вопрос Н: как оценить снизу функцию объема

vol» (X* П Bnr) = ? (Xk, г), зависящую от г?

Частные случаи этой общей задачи Н изучались во многих

работах. Например, для решения функциональных вопросов, рас-
рассмотренных в [52], необходимо следующее неравенство: Bг)а"-2 «?
^volJn_»(X2"-*ПI,), где /2" — 2/1-мерный стандартный куб в

Cfz1 2")ssR4", /2"-{IRez(|<r; ! Imz* \^r) -BJ», а X4"-» -=

™{/ж=0}, т. е. совпадает с нулевой поверхностью уровня ком-

комплексно-аналитической функции /(г1, ..., г"); поверхность Ха"-*
проходит через начало координат ОеС", B/-J"-а = voUn-if2/1 .
Другими словами, объем части поверхности X2" ,содержащейся
в кубе, должен оцениваться снизу Bл — 2)-мерным объемом мини-

минимального плоского сечения куба; таким сечением и является

стандартный куб Prn—2 (той же размерности, что и сама поверх-

поверхность). При я = 2 этот результат доказан в [51]; его следствия

см. в [52]. Для я>2 утверждение пока не доказано.

Если М = R" и Впг = Dnr = {х е R" 11 х \ «=? г} — шар радиуса г

с центром в точке О, то хорошо известен классический резуль-
результат, согласно которому при fe — n— 1, п — 2 выполняется оценка
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X*-ГМ-поверхность в R", прохо-
проходящая через точку О, ук — «-мерный объем единичного стандарт-
стандартного «-мерного шара. Для минимальной поверхности произволь-
произвольной коразмерности X* с: R" аналогичная нижняя оценка:

volfe (Xk (]Dnr)^volkDk- доказана в [30], [32]. См. также клас-

классические оценки Лелона при k = n— 1, M=*Un, D? — шар ради-

радиуса г (см. [50]). Сформулируем теперь общую гипотезу А:
Пусть Хк cz IR" — ГМ-поверхность без границы (т. е. «ухо-

«уходящая на бесконечность» в R"), проходящая через точку О, пусть
Вп cz R" — симметричная выпуклая область с кусочно-гладкой
границей дВп, точка О е В" — центральная точка для Вп. Тогда
выполняется неравенство

voU (Xk Л Вп) 3s min vol* (R* П В") - vol* (R* П В"),

где минимум берется по всем «-мерным плоским сечениям обла-
области Вп плоскостями R*, проходящими через точку 0. Здесь
Kj П 5" — минимальное (в смысле объема

пересечения) плоское сечение области; та-

таких наименьших сечений может быть, ко-

конечно, много. Интересен случай строго
выпуклых областей Ва, центрально симмет-

симметричных относительно точки О.
Комплексный вариант гипотезы А: пусть

Хк с: С—комплексно-аналитическая (а сле-
следовательно, глобально минимальная; см. "/
пункт 2.6) поверхность без границы комп-

комплексной размерности k, О е X", Вп cz (D" — ¦

выпуклая симметричная область в (С с

кусочно-гладкой границей; тогда выполняется неравенство

you* (X П В) 2s min vol,ft (С* Л В), где С* Л В - 26-мерные (над R)
с*

плоские сечения области В «-мерными комплексными плоскостя-

плоскостями С*, проходящими через О.
Если область В не выпукла, то легко видеть, что эта оценка

в общем случае неверна. В самом деле, рассмотрим в R" шар D?

радиуса г; пусть Хк czD? — произвольная ГМ-поверхность, про-

проходящая через точку О (центр шара Df) и отличная от плоскости.

Пусть, далее, Dg —шар достаточно малого радиуса е. В качестве

невыпуклой области В возьмем область D"\(/,, где Us — труб-
трубчатая окрестность малого радиуса s поверхности Xk(](Dnr\De)
(рис. 31). Положим Х" = Хк(\В и устремим число s к нулю,

тогда область В стремится к области D?\Xk; ясно, что при

достаточно малом s имеем volft (X* Л ?е) = volft X*. В то же время
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для любого Аг-мерного плоского сечения r*»»R*nfi имеем

volft Г*^ volft D*. Выбирая е достаточно малым, можно добиться
k

того, чтобы выполнялось неравенство vol* Dkr Зь voU X".
В том случае, когда М — комплексно-аналитическое многообра-

многообразие иХс М — дивизор комплексной коразмерности один, задача Н

превращается в следующую: оценить снизу функцию объема

W(X I(ХП{/}){Л1|/)}{/}/ф( )({/}){|/()}{/},/фу
ция исчерпания (см. определения в [50]). Пусть Л1 = С", /(*) =
»•= | х |а; дивизор D алгебраичен тогда и только тогда, когда функ-
функция объема асимптотически (т. е. при больших г) имеет вид

W(X, г)~ОA)-га"-2 (см. [50]). Аналогично, серия результатов,
связанных с решением проблемы С. Н. Бернштейна (см., напри-
например, обзор в [33]), также содержит решение одного частного слу-
случая задачи Н: оказывается, что при больших г функция ? (Хп~1, г)
(где X" л

— график произвольной локально минимальной поверх-

поверхности, однозначно проектирующейся на гиперплоскость R"-1 с R")
растет как г"-1 и Ч? (Xя-1, r)<~~>c-rn~l, где с —плотность (или
кратность) поверхности Xя в точке О е X"-1.

Ниже мы докажем общую теорему об оценке снизу функции
объема W (X, г) для ГМ-поверхностей в М. Частными случаями
этой теоремы являются некоторые из известных ранее результа-
результатов, описывающих поведение функции объема. Кроме того, эта

теорема устанавливает некоторую единую общую точку зрения
на перечисленные выше различные подходы к описанию глобаль-
глобальных свойств функции объема на ГМ-поверхностях.

9.2. Бордизмы и функции исчерпания. Пусть Мп — гладкое,

компактное, ориентируемое, связное многообразие с краем дМ =

= М"~1 [}М%~\ где Ml""' — гладкие связные ориентируемые

многообразия, т. е. Mi и М2 бордантны. Будем рассматривать
также и такие пленки М, для которых Мг = 0. Пусть /: УИ-^R —

функция Морса на М, критические точки которой не лежат на

крае дМ; пусть f\Ml = 0, /|Mi=-l, 0</(х)<1. Будем рассмат-
рассматривать такие функции /, среди критических точек которых (если
МхФф, МгФ ф) нет локальных максимумов и локальных мини-

минимумов. О существовании таких функций см. в [53]. Если М± = 0,
то будем считать, что множество уровня {/ = 0} состоит из одной
точки, являющейся точкой невырожденного минимума для f. Через
Fг жш {/ = г} будем обозначать гиперповерхность уровня /-1 (г) cz М',
в том случае, когда М\-*ф, гиперповерхности У7, при достаточно

малых е>0 являются сферами Se~'.
Рассмотрим подмножества В? = {х е МI /(х) ^г}; при измене-

изменении г от 0 до 1 области Вг, постепенно расширяясь, заполняют

все многообразие М, исчерпывая его. Если ге[0, 1] —не кри-
критическое значение для функции /, то граница области Вг, т. е.

Fr — dBr, является подмногообразием. При переходе г через кри-
критическое значение г многообразие Fr подвергается перестройке
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Морса во всех критических точках, расположенных на F~. Назо-

Назовем f функцией исчерпания, область В, — волной, а ее границу
/v — фронтом волны.

Рассмотрим на М гладкое векторное поле о, все особые точки

которого изолированы, невырождены и не лежат на Mi\jMt;
предположим, что:

а) v (/) > 0 на дополнении к особым точкам поля v;

б) множество критических точек функции / содержится в мно-

множестве особых точек поля v.

Например, в качестве v можно взять grad /. В силу а) в каж-

каждой неособой точке xsFr вектор v направлен в область {/>г}.
Предположим, далее, что:

в) индексы всех особых точек поля v (т. е. размерность сепа-

ратрисного диска, заполненного входящими в особую точку поля

интегральными траекториями этого поля) отличны от нуля
и от п.

Назовем поле v, удовлетворяющее условиям а) —в),/-монотон-
—в),/-монотонным полем.

9.3. ГМ-поверхности. Пусть М — риманово многообразие
с краем; тогда для любого ^-измеримого подмножества Хк а Мп

определено число vo\k X — 6-мерная хаусдорфова мера. Если
X — подмногообразие (быть может, с особенностями), то vol* X
совпадает с его 6-мерным римановым объемом. Напомним опре-
определение глобальной минимальности применительно к нашему слу-
случаю. Так как дМ = Мг U М2, то для любого X cz М имеем X П
П дМ =. (X П Мг) U (X П Af,); обозначим дхХ = X П А1„ дгХ=Х П Мг,
dX**diX\JdtX. Пусть А = Л*-1 с: М2 — фиксированный (k— ^-мер-
^-мерный компакт (подкомплекс), Я^-Г/' (A, G) — группа (/г— 1)-мерных

(ко)гомологий с коэффициентами в G; пусть Н^~^ (А)Ф0 и

L cz Н^—1] (А), ЬФ 0, —фиксированная подгруппа (или подмно-
подмножество в Я*-1 (Л)) (см. § 5). Рассмотрим класс © (L) всех ком-

компактов (подкомплексов) ХаМ таких, что: 1) d\mX=k, W(x, X)^sl
для любой точки х е Х\дХ (здесь через ^?к (х, X) обозначена
сферическая плотность подмножества в римановом многообразии;
см. пункт 7.3 или [29]); 2) Лг>д3Х; 3) при вложении i: A-*-

¦+дгХ->-Х/д1Х имеем i»(L)»0, где tm: Нк-1(А)-^Нк-1(Х/д1Х),
или Lclmi; где (*: Нк-1(Х/д1Х)-*-Нм(А). Пусть 0 (L) Ф 0.
Если dk(L)= inf уоЦХ, то (см. пункт 7.2) существует ГМ-по-

верхность XQ&0(L) такая, что volft(X0)>=dft(L). Класс 0{L)
состоит из всех поверхностей X, заклеивающих фиксированную
подгруппу (подмножество) L, но разные поверхности X, X' e0(L)
не обязаны быть (ко)гомологичны в Н[к) (W/Mi).

Все нижеследующие результаты верны и для произвольной
»кстраординарной теории (ко)гомологий ft. Следующие свойства

ГМ-поверхности Хо (см. § 7) будут использоваться ниже: 1) XZ
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где voltZ = 0, X0\Z — открытое всюду плотное в Х0 подмноже-

подмножество, являющееся аналитическим подмногообразием размерности k\
для функции плотности выполнено соотношение W,, (х, X0\Z) &s I,
х G X0\Z; 2) x?k(x, X0)$:l для х^ Х0\дХ0. Поэтому будем
считать, что на ГМ-поверхности выполнено неравенство Чг„(х, Хо)^=
=г 1 (см. § 30).

Пусть поверхность Х01дхХ0 проходит через особую точку
* = пМх в факторе W/Mu где п: W -+-W1Мг — факторизация, т. е.

д\Х0Фф (рис. 32). Случай произвольной тройки (W, f, Xo)
может быть сведен к такому, где д\ХъФф. Нужно рассмотреть

Рис. 32.

пленку M'czM, где М'= {х еЛ1 |psg/(*)«? 1}, р=» Ы f(x).
Jt<= Xo

Тогда М' =*М\\}М2, M[ — Fp, ХоПМ[Ф ф. Рассмотрим полез-

полезный для дальнейшего пример.
Пусть M

— Dn (b)\Dn(a), где а< b, Dn(s) — евклидов шар в R"
с центром в точке О и радиуса s; тогда ГМ-поверхности Хо с: Af,
удовлетворяющие условию Х^^М-^Фф (здесь Mx^Sl" ,Mt=*
= St~] — сферы), существуют при подходящем выборе АаМ%
(ввиду существования параллельного переноса в R"). Важный

случай: а->-0; тогда в качестве Хо мы будем рассматривать
ГМ-поверхность, проходящую через точку Oe.Dn(b).

9.4. Постановка задачи об оценке снизу функции объема
минимальной поверхности. Пусть Л1пгзХ*, * = Х/дгХ и X — ГМ-по-

ГМ-поверхность. Пусть задана функция исчерпания / на М; построим

функцию ?(Х, f, r) = voU(XnB"), 0<г<1. Ясно, что W—не-

W—неубывающая функция по г. Общая задача: дать точную оценку

снизу функции VF в терминах римановой метрики многообразия
независимо от топологического типа ГМ-поверхности X czM. Точ-
Точность понимается в том смысле, что искомая оценка должна пре-
превращаться в точное равенство для достаточно богатых серий
конкретных троек (М, f, X). Участие ГМ-поверхностей во всех

•тих вопросах обусловлено многими причинами. В частности:
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а) Комплексно-аналитические и алгебраические поверхности
в С" (важные для многих приложений) являются ГМ-поверхно-
стями (см. выше).

б) Оказывается, что некоторые важные интегральные резуль-
результаты о поведении комплексно-алгебраических и комплексно-ана-

комплексно-аналитических поверхностей могут быть доказаны с использованием
только их глобальной минимальности.

Нам придется опираться на теорему существования (и почти

всюду регулярности) ГМ-поверхноствй в данном классе (ко)гомо-
логий, т. е. на достаточно нетривиальный факт.

§ 10. Определение и простейшие свойства
коэффициента деформации векторного поля

Пусть дана тройка (М, /, X) и /-монотонное поле v. Обо-
Обозначим через y интегральные траектории поля v на М; в силу
/-монотонности поля v почти все траектории v. начинающиеся
на Mi, достигают М2. Рассмотрим фронт Fr волны Вг, и пусть
х еFr. Рассмотрим поле — v и из каждой точки xef, выпустим
интегральную траекторию у (т), 0 *g т sg Т'х, У @) = х, Т'х — верхняя
грань тех т, для которых определено решение
Y (т), выходящее из точки х. Возможны два

варианта: а) траектория у(т), начинаясь в х,

заканчивается на Мх при т =• Т'х\ б) траекто-
траектория у(х), начинаясь в х, заканчивается в не-

некоторой особой точке поля v (т. е. у(х) яв-

является сепаратрисой нуля поля v). Мера
множества сепаратрисных траекторий равна
нулю, «типичная траектория» заканчивается

на крае Mi (при х = Т'я). Функция Т'х, вооб-

вообще говоря, не постоянна на Fr-
Пусть Hx(v) — (n— 1)-мерная гиперпло-

гиперплоскость, ортогональная вектору ьфО в точке Рис. 33.

х, Лх~' с: Hx(v) — произвольная (k — ^-мер-
^-мерная плоскость в Hx(v); рассмотрим экспоненциальное отображе-
отображение (вдоль геодезических) ехр*: ТхМ-*-М. Пусть Se~l = Se -=

«-exp8D*-x(e), где Dk~x (е) с П*-1 — шар малого радиуса е в пло-

плоскости П*-1 с центром в точке О, х = ехр*@). Тогда Se можно

считать (k— 1)-мерным шаром радиуса е с центром в х. Из каж-

каждой точки у е 5в выпустим траекторию уу (т) поля — v и будем
продолжать ее до тех пор, пока уу(х) не выйдет (при х = Т'у)
на Mi либо не закончится (при т = Т'и) в какой-либо критической
точке поля —V. Совокупность всех траекторий {yy(x)\y^St\
образует трубку CSe, являющуюся Ctt^-комплексом размерности k

(в силу /-монотонности поля v). Трубка CSe является почти всюду
(в смысле объема Vol*) гладким й-мерным подмногообразием с краем
в многообравии М (рис. 33).
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Положим xft(i>, х, Ux~l) — Um (vo\kCS,)/(vo\k-i St). Пусть

v.k{v, х)ш> sup щ{р, x, nj~')- Функцию n(v, x) назовем й-мер-

ным коэффициентом деформации поля и. В конкретных ситуациях
ковффициент деформации поля v обычно легко вычисляется.

Пример 1. Пусть М — Dn(R)\Dn@) (см. пример выше, где
а = 0); М =¦ {х s R", 0 <; | х | ^ /?}; положим /(х)»»| х \ и у «= grad/.
Тогда хл(и, x)-=r/k, где г = |дс], коэффициент хА зависит только

от г и не зависит от точки х т Fr\ траектории у (т) совпадают
с радиусами шара Dn(r).

Пример 2. Пусть М = D" (R) \D" @), где D" (R) — шар гео-

геодезического радиуса R, вложенный в сферу Sn(q) радиуса q\
тогда R — q • ф0, где д>0 — угол сферической зоны, определяющей М.
Если /(х)-¦ г•»(длина меридиана от N до ж), и— grad/, то

??«=(шар радиуса г),/| = ф^и

Г/7
J Sin *"! < Л

Совершенно аналогично вычисляется коэффициент щ в RP",
в пространстве постоянной отрицательной кривизны (тригономет-
(тригонометрические функции заменяются здесь на гиперболические). Явная
формула для х* в СР" (снабженном стандартной инвариантной
метрикой) легко получается из представления СР" в виде фактора

Пример 3. Пусть v — /-монотонное поле на М такое, что

div(f)-=0 (поток несжимаемой жидкости); интересен предельный
случай: k*=n. Рассмотрим FrcM; тогда для почти всех xef,
траектория ух поля —v заканчивается при t — T'x на крае Л^;
число Т'х (при условии 7лг@)«"Л) определено однозначно и «адает

время, необходимое для того, чтобы вдоль траектории ух(х) пройти
путь от точки л: = 7*@) Д° точки ух(Т'х)е.Мх. Прямое вычисле-

вычисление дает, что х„(к, х)*~Т'х\ v(x)\. Если и = grad/, то х„ =

¦¦ Ti-|grad/(*)|. Легко вывести и общую формулу для коэффи-
коэффициента и„(и, х) без предположения div(w) —0; оказывается,
х„ выражается черев интегралы вдоль траектории у от div(y).
Результат имеет вид

где у — конечная точка траектории, tt и ^ — значения времени,
отвечающие начальной и конечной точкам.

Пример 4. Если в качестве М ваять внутренность эллип-

эллипсоида в R", «аданную неравенством агх\+• • • + апХп <, г*, где / (х) «¦
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, v = grad/, то при п = 2 имеем щ = где

начало координат). Для произвольного п имеем

! grad/ (y) | . ?Tj
" я In

. Iby
где *ь ..., жп — координаты начальной точки, а уи ..., у„ — ко-

конечной точки траектории поля v = grad/.
Роль введенного нами коэффициента хА заключается в том,

что универсальная оценка снизу функции объема ? (X*, г) суще-
существенно зависит от кк. Однако изучение и* представляет и само-

самостоятельный интерес. Функция исчерпания g 'из [50] обладает
тем свойством, что области {g^r} псевдовыпуклы. Рассмотрим
случай, когда функция Х = иА(у, x)\v\, v = grad/, рассмотренная
на гиперповерхности Fr = дВг, не зависит от точки х е Fr. На-
Например, это имеет место для шара в R". Есть основания считать,

что условие g^
= 0 (для xeFr) аналогично условию псевдовы-

псевдовыпуклости волны В, в комплексном (кэлеровом) случав.

§ 11. Формулировка основной теоремы
об оценке снизу функции объема

11.1. Функции взаимодействия глобально минимальной поверх-
поверхности с фронтом волны. Пусть x&Fr, TxFr — касательная пло-

плоскость к фронту Fr, n(x) —
единичная внешняя нормаль
к 7Vv, направленная в об-
область {/ Ss r}. Если v (х) — зна-

значение /-монотонного поля v в

неособой точке х, то опреде-
определен угол а между нормалью п

и вектором v. Хотя угол а

не определен в особых точ-

точках, это не повлияет на даль-

дальнейшие рассуждения.
Рассмотрим в М ГМ-по-

вврхность X&©{L). Посколь-
Поскольку д^Ф ф, то для почти всех'
«начений г е [0, 1] поверхно-
поверхности X и Fr пересекаются Рис. 34.

трансверсально (в регуляр-
регулярных точках X), в частности, vo\i,-i(X(]Fr)<.oo. Пусть х& X(\Fr\
положим V*" — ТХХ П TxFr. Так как Vx~l с: ТХХ, то определена
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нормаль т е ТХХ, mJ_Vx~\ m —внешняя нормаль по отношению

к Fr (рис. 34). Пусть Р —угол между пит. Так как о —/-моно-
—/-монотонное поле, то v <ф V*" и однозначно определена ^-мерная пло-

плоскость Rx, натянутая на плоскость V* и вектор v. Пусть / —

внешняя нормаль в плоскости #* к плоскости Vkx~x (рис. 34).
Нормаль / расположена по ту же сторону от TxFrt что и векторы
v, п, т. Пусть ф —угол между/ и v. Все три угла а, Р, ф яв-

являются (почти всюду) на X гладкими функциями точки jcsX.
11.2. Формулировка основной теоремы об оценке объема.

Теорема 11.2.1. Пусть / — функция Морса на Мп, 0<
</(*)< 1, дМ^М^М,, /|м,=*0, /!м,=»1, v-f-монотонное
поле на М; все критические точки функции f являются особыми
точками поля v, все особые точки х^ поля невырождены и 0<Х=
= ind л* s^ & — 2, где k —целое число, k<n. Пусть XkaMn—
глобально минимальная поверхность Х^(Д дХф L^O
Тогда

, f, r)

где постоянная /'«-lim ^'.(' "'
не зависит от г и определяется

только ГМ-поверхностью X; функция h(r) имеет вид

A(r)=-expJ max 1щ (Vt x) jgp-adf(x) \ cos<p(x)со»р (x)]'

Таким образом, поведение функции W(X, f, r) определяется ев

поведением в момент времени а = 0, т. в. на крае Mi, и геомет-

геометрией многообразия М. Эта оценка точна в том смысле, что су-

существуют достаточно богатые серии четверок (М, X, f, v), для

которых неравенство превращается в равенство; в этих случаях
мы получаем точное и явное (в терминах коэффициента деформа-
деформации поля) выражение для функции объема W(X, f, г) на ГМ-по-

верхности, что позволяет, в частности, точно вычислять объем
этой ГМ-поверхности.

Функция h(r), задаваемая неопределенным интегралом, опре-
определена с точностью до постоянной, но это не влияет на оценку,
так как в формулу для /' входит выражение [h (а)]-1, что и ком-

компенсирует неопределенность.
Следствие 11.2.1. В условиях теоремы 11.2.1 имеем

p), еде

= ехр J jnax [¦Kk(v,x)lgtiAf(x)]'

Существуют достаточно богатые серии четверок (М, X, f, v),
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для которых это неравенство превращается в равенство, что и

дает явные формулы для объема таких ГМ-поверхностей.
Поскольку h(r)^sq (г) при всех г, то оценка в следствии 11.2.1

более грубая, чем в теореме 11.2.1, однако, как показывают мно-

многочисленные приложения, она достаточна для получения нетри-
нетривиальных утверждений о поведении функции плотности Wk (х0, X).
Теорема 11.2.1 является следствием следующего более глубокого
утверждения о поведении функции Ч(Х, f, r).

Теорема 11.2.2. Пусть четверка (М, X, f, v) удовлетворяет
всем условиям теоремы 11.2.1. Тогда кусочно-непрерывная функция

^ т 0ьтет т ,, т. ^^
<rs. Точно так же при г1<га имеем

У(*' f' Гг) <У (*' ^ г>)

Теорема 11.2.1 и следствие 11.2.1 получаются из теоремы 11.2.2

при /"!->• О, г2-»-0.

§ 12. Доказательство основной теоремы об оценке объема

Начнем с топологической части задачи. Отметим, что о ГМ-по-

верхности X мы знаем немного: l)Xei9 (L), L Ф 0; 2) X — ГМ-по-

верхность, где дхХФф. Наша ближайшая цель — перестроить
ГМ-поверхность, заменив ее на другую (вообще говоря, не мини-

минимальную), о которой мы будем знать значительно больше, чем

об X. В то же время, осуществляя перестройку, мы должны

установить связь между объемом X и объемом перестроенной
поверхности X', чтобы затем, изучив X', сделать выводы о функ-
функции объема на X. Отметим одну из трудностей, стоящих на пути
к доказательству. Мы вынуждены опираться на теорему сущест-
существования ГМ-поверхлости Xe^(t), не являющейся, вообще говоря,
подмногообразием ввиду возможного наличия сингулярных точек.

Рассмотрим поверхность уровня Fr = {/ = г}; в случае общего поло-

положения Akr~x =*Fr{\X — (k— 1)-мерная поверхность (см. главу 6 и

г

[29]-[31]) в Fr. Введем функцию ф (г) - \ volA_! (X (] Ft) dt\
о

тогда ф(г) непрерывна по г (см. главу б и [31], [32]), в отличие

от функции *F(X, f, r), которая, вообще говоря, разрывна.
В главе 6 будет доказано, что почти для всех ге[0, 1] выпол-

выполнены соотношения vob_iXr < оо, уо1Лг = ф^ = уо1*_1(ХП г,). Рас-

Рассмотрим А-мерную трубку САГ =» (J Y*(r) (гДе OsgrssTi, см. § 10),
А
г

являющуюся объединением всех интегральных траекторий поля — v,

выходящих из точек Аг. В случае общего положения трубка САГ
является Л-мерной поверхностью (в смысле § 7), расположенной
в области {/<;/¦}. Построим новую поверхность Х' = [Х\(ХП
П \f =s? г})] U CAr, т. е. заменим часть поверхности X, оказавшуюся
в области {f^r}, на трубку САГ.
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Лемма 12.1. Поверхность X' по-прежнему заклеивает L

в группе H[kZtl)(A) при вложении А-*-Х'/Х' (]М1 = Х'/д1Х>. Дру-
Другими словами, X' е © (L), L Ф 0. Это означает, что указанная
перестройка поверхности X не выводит нас за пределы вариацион-
вариационного класса <D{L).

Доказательство. Рассмотрим, для определенности, гомо-

гомологический случай. Докажем, что при вложении ir: А ->-САг
имеет место соотношение ir#Hk-i(Ar) = 0 в #*_! (СМ,.). Предполо-
Предположим сначала, что fe-мерная поверхность САГ не содержит ни одной
особой точки поля у; тогда CAr\(CAr f\M{) гомеоморфно прямому
произведению 1хАг (в силу /-монотонности поля v); но тогда

очевидно, что вложение i: Ar->CAr/CAr(] Мг полностью аннули-

аннулирует группу Нь-\ (Аг), так как цикл [Аг] гомологичен объедине-
объединению циклов, лежащих в границе Mt. Рассмотрим общий случай.
Пусть х\ е {/< г\ — особые точки, ind х^ = %. По условию теоремы
0<л-<;& — 2. Пусть ro = maxf(xi); тогда 0<.г0<.г; в интервале

(го, г) нет особых точек поля v, а потому Аг гомеоморфно As при
s-*-r0, s>r0. В частности, Аг и As гомологичны вМ. Докажем,
что Аг гомологично As при s = г0 — е, где е > 0 достаточно мало.

Рассмотрим перестройку, которой подвергается А„ s>r0, при
переходе s через критическое значение г0; для этого достаточно

изучить перестройку в окрестности одной особой точки х^, f(x\) «*

= г0. Так как хх
— невырожденная точка, то достаточно малая

окрестность U (х^) диффеоморфна прямому произведению Dkx D"~\
Все траектории у(х) (для поля —v), составляющие диск D"~\
останавливаются в точке х^, из которой выходят траектории,

составляющие диск Dx. Пусть А!? = Asf\U(хк). Ясно, что

А"\(А, П D»-*) при s > г0 гомеоморфно А"\(А" П D*) при b<ro\

этот гомеоморфизм устанавливается вдоль интегральных траекто-

траекторий у, не проходящих через х%. Пересечение А^ (] Dn~K (где s > r0)
перестраивается и превращается в Л^П^ (гДе Ъ<.гй)\ так

как X^k — 2, то d\m(Ab f\DK)^k — 2. Поскольку А" —

fl ^)] U {Аиь Ц Р% то dt-.xAub=dt-x[Auh\{Aub П Р*)Ь
), в силу равенства dt-2{A" (]Dx) = 0; здесь че-

чей (k 1)
б\(бП), у р { (])

рез dt-i обозначен гомологический оператор взятия (k— 1)-мер-
ного фундаментального цикла. При этом мы использовали то, что

(dk-2Ab)(]Dx = 0, dim(dk-tAb)[)D*-^k-3, где а-оператор взя-

взятия границы. Отсюда следует, что А" гомологично А" в U (л\),
причем гомологичность осуществляется 6-мерной пленкой CAtf\
f\U(x\)(]{s^(t = f(x))'52b}. Отметим, что при Я, —Л—1 это

утверждение о гомологичное™ в общем случав неверно. При
ЖА—2 имеем: Аь (где & = г0 — е) гомологично A, (s««ro+e).
Мы повторяем описанные перестройки на каждом критическом

уровне (содержащем особые точки поля и) до тех пор, пока не
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достигнем поверхности Mx=*diM. Итак, Аг гомологично lim Аь cz

с: Mi1, следовательно, при вложении \г\ Аг -*¦ CAr/diCAr мы имеем

(lr)*Hk-i(Ar) = 0. Итак, операция перестройки Х-*-Хг является

S-перестройкой в смысле главы б (см. также [29]—[31]). Поэтому,
в силу теоремы 3.2 из [31] (см. также главу 6), получаем X' е
e^(L), L^=0, что и требовалось.

Лемма 12.2. Пусть X' — поверхность, построенная в лемме 12.1.
Тогда выполняются неравенства volftX'^volftX и volft(X |~| {/<</¦})<
«sS volft СЛГ.

Доказательство. Так как в силу леммы 12.1 X' е0(L),
ЬфЬ, то vo\kX'^volftX = inf voU(У). Второе неравенство

O()
следует из того, что X[]{f^r} = X'{]{f^r}. Лемма доказана.

Мы воспользовались тем, что X — ГМ-поверхность в М, т. е.

сослались на теорему существования ГМ-поверхностей в классе

®{L). Если бы поверхность X была бы «допредельной», то нера-
неравенство volft X' ^ volft X не было бы гарантировано. Нам известно

топологическое поведение новой поверхности X' f| {/«ё г) = САг
вдоль поля v: CAr= UY*(T)> xg Ar; это и позволит нам оценить

volft X'.
Рассмотрим гиперповерхность Fr, и пусть Frf\X = Ar; через

dA*-1 обозначим внешнюю (k— 1)-мерную форму (быть может,
с особенностями) (k— 1)-мерного объема на Аг. В силу общих
свойств ГМ-поверхностей (см. § 7) можно считать (в случае общего

положения), что dA*-1 является обычной (k— 1)-формой на откры-

открытом подмногообразии Т полной меры в Аг.
Лемма 12.3. Для почти всех г, 0<г<1, выполняется

равенство

dV(X,f, r)
= f I

dA,,-i
grad /1 cos &

Доказательство. В силу общих свойств ГМ-поверхностей
(§ 7) можно считать, что почти для всех г выполнено равенство

*;= lim ^(V(r + Ar)-Y(r))- lim ^

(через ?(/•) обозначено ^(Х, f, r)). Разобьем Аг в объединение

непересекающихся бесконечно малых шаровых объемов da(Vx~l),
где V* '

—касательная плоскость к шару da(Vj~')cz Ar\ здесь

лгеТ — регулярная точка Аг. Пусть volft_1da(y*~1) = dA* (Vj~1)
есть (k— 1)-мерная мера элементарного шара da(Vx~1)', тогда

vo\k-iAr"= J dA*"^^* ).Рассмотрим две близкие гиперповерх-

ности: Fr и f^ Дг; пусть АХ = X П {г «? / (х) =^ г + Дг} — бесконечно
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тонкий слой, заключенный между Fr и /•",. +дг; тогда AW =¦= votfc (AX).
Для каждого шара da(Vx~l) построим бесконечно малый цилиндр
Н da(V*~')> основанием которого является шар da (Vx~l), а вы-

высотой—отрезок xR нормали т

(рис. 35), высекаемый на нормали т

двумя гиперповерхностями: Fr и

Fr + &.r- Тогда АХ разбивается в

объединение непересекающихся ци-

цилиндров вида Я da (У*~"), т.е. Л?=«

= volft (АХ) - ? volft H da (Vkx~ ')•
Найдем vo\kHda{Vkx~x). Так как

т ортогонально к da (Vj )в точ-

точке х (в силу инфинитезимальности
всех этих рассуждений мы заме-

заменили все бесконечно малые поверх-
Рис. 35. ности, вложенные в М, их диф-

феоморфными образами, располо-
расположенными в касательных плоскостях), то отрезок xR ортогонален
к da{Vi~l). Итак,

vo\kHda{Vkx-l)=\xR\vo\k.lda{Vkrl) ¦.\xR\d\k-l(Vx-1).
\xS\

В силу определения р имеем !^l = j^:j- Здесь отрезок xS на-

направлен по нормали к Fr и однозначно определен приращением
Ar = Af(x). Отсюда Ar = \gta<S.f(x)\-\xS\ (с точностью до беско-

бесконечно малых высших порядков), поскольку

lim
Дг

= <grad/, n>-/grad/irg44\-|grad/|,grad/

где через ( , > обозначено скалярное произведение. Итак,

cos

что дает

4- = Пт

Лемма доказана.
Лемма 12.4. Для почти всех г, 0<г<1, выполнено равенство

volAСЛ,=
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где плоскость п?~' содержится в плоскости /?* = у*~' + р

(см. рис. 34) и ортогональна вектору v e Rx.
Доказательство. Снова рассмотрим разбиение Л, =»

= Uda(v?-') (см. лемму 12.3) и для каждого шара da(vj"~')
построим трубку Cdo(Vx~l)=* UYi/(T). где t/eda(V*-'). Тогда
CAr = \JCda(Vx-1). Отсюда volftCVlr=*?vol*CdCT(K*~'). т. е.

осталось рассмотреть volA С da (V* ') как

функцию точки х е Л,.. Достаточно дока-
доказать равенство

= cos(pxft(p, х, Пх l)-dAk Х(У^ ')•
С точностью до малых высших порядков

имеем volA С da (Vk ~') = volA С da (nj ~'),
где через da(n*~') обозначен шар, каса-

касательный к плоскости П*~' в точке х

(рис. 36). Мы используем то, что траекто-

траектории у„(т), у s da(V*~'), можно гсчитать
параллельными друг другу в окрестности

с' 36*

точки х (если v^O). В силу определения
коэффициента деформации векторного поля v (см. § 10) мы имеем

vol» С da (п?-')-х* (о, х, itf" Ovol^ da (itf^1)-

Но так как угол между плоскостями V* и Ик~] в плоскости Rx
равен ф, т. е. углу между v и / (рис. 34), то volft_i da(nj )—
=¦ volft_i da(Vj-1) cos ф (рис. 36). Итак,

vol* С da (П*~') = х*(у. *. П5~') cos фуо1л_г da (Vj~').
Окончательно

vol* CAr = 2; volA С da^ (Vj
~

') = 2 volft С da, (nj ~') и

Лемма доказана.
Лемма 12.5. Имеет место неравенство

Доказательство. Так как xk(v, x)= max щ[п1 х, П*~')

^=0, то утверждение следует из леммы 12.4.
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Лемма 12.6. Пусть функция s — s{r), O^r^l, такова,
что функция

F(v ?* *>8(

неотрицательна на каждой поверхности уровня Fr,

Тогда выполнено неравенство jr^(X, f, r)^s{r)H{X, f, r).

Доказательство. Рассмотрим разность Wr — sW; тогда
в силу лемм 12.2, 12.4 имеем

«1/ Г'

¦it
¦i' *,

что и требовалось.
Лемма 12.7. Положим

sm (г) = /max [хА (о, дг) • | grad /1 • cos- p • cos <р]И.

Тогда ^-
Доказательство. Ясно, что в силу определения sm выпол-

выполнено неравенство F(v, f, x, Х)э=0, а потому искомое утверждение
вытекает из леммы 12.6.

Точно так же проверяется, что в качестве s можно взять функцию
Sm = /max [xA(i\ ж) | grad/ЦН; тогда

\x<SF j

(cos p • | grad /1) - Sm • cos q>
• xft (o, x) -

— (cos В • | grad /1)-1 • A - [cos p • cos ф
• xft |grad /1] x

Следовательно, Wr — SmW^sO; отсюда вытекает следствие 11.2.1.

Роль леммы 12.7 заключается в том, что мы исключили послед-
последний неизвестный нам параметр

— границу Аг, определяемую поверх-
поверхностью X. Это в сочетании с перестройкой X -*~Х' (см. лемму 12.2)
позволяет устранить влияние неизвестной нам топологической

структуры X. При этом мы остаемся в том же топологическом

классе ГМ-поверхностей. Это сглаживание поверхности (путем ее

перестроек) во многих случаях оказывается тождественным пре-

преобразованием поверхности, поэтому полученная оценка часто

оказывается точным равенством.
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Доказательство теоремы 11.2.2. В силу леммы 12.7
имеем Wr(X, f, r)^sm(r)-W(X, f, r). Рассмотрим искомое неравенство

[-j-j Э=0; отсюда —р—^0, что вквивалентно неравенству
h' h'

W 3= -г V. Рассмотрим дифференциальное уравнение -т- •= sm; тогда

txp\sm(r)dr = h(r). Для доказательства следствия 11.2.1 нужно

вместо функции sm рассмотреть функцию Sm. Итак, мы нашли

функцию п, для которой (-^-1 5*0. Если бы функция V была

дифференцируемой, отсюда уже следовало бы доказательство тео-

теоремы. Однако функция W, вообще говоря, разрывна, поэтому

монотонность функции -г- требует дополнительного доказательства.

Лемма 12.8. Функция -^ \и функция -—) не убывает по г.

Доказательство. Определим непрерывную функцию

] и положим © = ? — х; тогда \Ег = х+ <о, где со —

о

сингулярная часть функции Y; ясно, что tOr = 0 почти всюду на

интервале @, 1). Применяя, далее, рассуждения, использованные

в [32] при доказательстве леммы 10.2 (см. также главу 6), полу-
получаем dco (/•):> 0, откуда и следует утверждение теоремы 11.2.2.

§ 13. Некоторые геометрические следствия

13.1. О наименьшем объеме глобально минимальных поверх-
поверхностей, проходящих через центр шара в евклидовом пространстве.
Оценка, полученная, в теореме 11.2.1, имеет вид Чг^с(М1, X) • h(r),
где постоянная с(Мъ X) определяется ГМ-поверхностью X и

краем Mi. Во многих случаях с(Ми X) может быть, в свою

очередь, оценена снизу другой, более простой постоянной, уже
не зависящей от X. В качестве простой иллюстрации рассмотрим
минимальные поверхности произвольной коразмерности в R".
В качестве области возьмем шар с центром в начале координат
и рассмотрим ГМ-поверхности, проходящие' через центр шара.
Напомню, что функция сферической плотности Wk на ГМ-поверх-
ностях не меньше единицы в каждой точке.

Следствие 13.1.1. Пусть XkcD? czR" — ГМ-поверхность,
проходящая через точку О— центр шара Dn, радиуса г. Тогда

где уъ — к-мерный объем стандартного k-мерного шара радиуса 1;
Yft (О, X) ~&s 1 — сферическая функция плотности минимальной

поверхности X в точке О, и Wk (О, X) = 1 тогда и только тогда,
когда точка 0 —регулярная точка поверхности X. Так как
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шар Dkr — стандартное к-мерное плоское сечение области D?, то

для шара верна гипотеза А (см. § 9), т. е. объем любой мини-

минимальной поверхности, проходяшей через центр шара и имеющей
границу на границе шара, не меньше, чем объем стандартного
центрального плоского сечения шара (той же размерности).

Доказательство. Положим M = D"; тогда M2 = S?~\
¦Mi= ;в качестве / возьмем f<=*\x\; эта функция на W\0 не

имеет критических точек. Положим u=*grad/; тогда |uj=»l
на W\O; в силу примера 1 из § 10 имеем xk(v, x) = r/k, где

г**\х\. Применяя следствие 11.2.1, получаем

где

max

так как |grad/|«sl. Итак, <7(r) = exp I—-=^rk; отсюда

T

I—-

Следовательно,

voU (X fl m)^ ^* @, X) yk q (r) = V» @, X) y*r* -

-T*@, XJ-voU-D^vol*/)*,
что и требовалось доказать.

Следствие 13.1.2. /7г/сть X" cz D? cR"— ГМ-поверхность,
проходящая через начало координат, О —центр шара D". Тогда

volA_iS*
-'
< voU_x (Xk П dD% где Skr

~'
- R* fl 5Z)? - стандартный

(к—1)-мерный экватор в сфере S"~] —dD1}. Пусть, в частности,

задана комплексно-алгебраическая поверхность степени р, т. е.

XczDnr,2de n = 2m, Dim с R2m^(Cm)R. Рассмотрим пересечение

X*fiSrm~'=c U Vf ,где (в сличав общего положения) число

компонент конечно, N<оо, У*-' — (Л— \)-мерные связные глад-

гладкие компактные замкнутые подмногообразия в сфере S2rm—1,
Тогда среди компонент У*-1 найдется компонента У* ,объел

которой чтлик», а именно: существует постоянная c{k, p, п),
не зависящая от радиуса г и от поверхности Хк cz Cm, такая,
что для некоторого номера i0 выполняется неравенство c(k, p, п)/**-1^
«g; уоЦ_х У*-'. В некоторых частных случаях нераиенство превра-

превращается в равенство.
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Доказательство. Рассмотрим функцию Ч(Х, /, r), f —

| ЛХ51 12.2, W(X, /, г)
р фу

|; пусть Л/.=»ХП5?~1;тогда, в силу леммы 12

< volkCAr, где САГ — конус над Аг с вершиной в О, составленный

из радиусов. Так как v = grad/, то (см. § 10) х* = -р '¦"¦1*1, т. е.

volAC<4, =-?-
• уоЦ-хЛ,. В силу следствия 13.1.1 получаем

vol*(X fl Dnr)Ss\o\kDkr\ ясно, что -? • \o\k-lSk-x = \o\kDkr, т. е.

имеем voU_iS*~'^volft_ii4,, что и доказывает первую половину
следствия 13.1.2. Второе утверждение следует из того, что, как

известно, число N связных компонент У*—' пересечения X П

П S2rm~i (в случае общего положения) ограничено сверху (при
фиксированной степени р) постоянной с% (k, p, п) (независимо
от выбора радиуса г и поверхности X данной степени).

Гипотеза В. Пусть Вп aR" — выпуклая ограниченная об-
область в R" с кусочно-гладкой границей и ОеВ". Тогда суще-
существует постоянная с(Вп, k), зависящая только от Вп и от k<zn,
такая, что для любой ГМ-поверхности Хк с IR" без границы про-
проходящей через точку O(Vk(O, XJsl, q & Хк и X* глобально
минимально в R" относительно своей границы Л*-1 = Хк Л дВп),
существует хотя бы одна «достаточно большая» связная компо-

компонента У*-1 границы А, т. е. среди компонент Yh—X, где А =

N

'

¦= у yj-', существует компонента У;„ для которой уоЬ-хУ^^к

gsc~?\ k).
13.2. О наименьшем объеме глобально мини-

минимальных поверхностей, проходящих через фикси-

фиксированную точку в многообразии.
Следствие 13.2.1 Пусть четверка (Мп, f,

v, X) удовлетворяет всем условиям теоремы 11.2.1;
пусть Mi—ф и ^osM— фиксированная точка

(рис. 37). Пусть функция Морса f не имеет наМ\х0 Рис- 37-

точек минимума и максимума (седловые точки допу-
допускаются), а в точке х0 функция f достигает абсолютного мини-

минимума на М, f(xo) = Q. Предположим, что в некоторых локальных

координатах в окрестности точки х0 функция f имеет вид f (x) —
= \х\, где \х\ — длина вектора ХоХ в метрике М. Предположим,
что интегральные траектории поля v в окрестности точки х0

совпадают с интегральными траекториями поля grad/ (например,
это имеет место для поля v = grad/ на М). Пусть Хк с М —
любая глобально минимальная поверхность в М, проходящая через
точку х0 (см. условия теоремы 11.2.1). Тогда имеем следующую
оценку снизу функции объема ЧГ(Х, /, г) (на поверхности X):
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где уь
— к-мерный объем евклидова k-мерного шара радиуса 1,

Чк (хо, X) — функция плотности X в точке х0,

г

q (г) = exp \ ["max (щ (v, х) • | grad / (х) Щ-1 dr.

Доказательство. Из следствия 11.2.1 получаем

, /, г)^(\\тХр{Х' f'a))-q(r)-yk. Осталось доказать, что

c = lim—^ ' /'. "'
= Yft (х0, X). Рассмотрим достаточно малую окре-

стность V точки х0; тогда, в силу предположений и поведения v

и / в V = V(Xo), можно считать, что подсчет постоянной с про-
производится в окрестности О в R", ОеА', причем f(x)-*\x\.
Так как при малых а имеем Fa&S*~l, то поле v ортогонально

к Fa, следовательно, xk(v, x)^-j, а=-\х\ и в силу следствия

13.1.1 имеем

„ V(X, f, а) у уо\(Х(]{\х\^а}) ,

Утверждение доказано.

13.3. О наименьшем объеме глобально минимальных поверх-

поверхностей, образованных интегральными траекториями поля v. Рас-

Рассмотрим важный случай, когда ГМ-поверхность ХкаМп состав-

составлена из интегральных траекторий yx(t) поля v, проходящих
через все точки хеЛ = dtX с: Мг.

Следствие 13.3.1. Пусть Х= (J yx(t). Тогда {в условиях

теоремы 11.2.1) имеет место соотношение

V(X, f, O

где h (r) = exp Umax (xk I grad f\ cos a)]-1 dr. Если t» = grad/, mo

cos a = 1.

Доказательство. Так как X=[)y(t), то TxXk = Rkt
m = l. Рассмотрим в плоскости ТхМп декартовы координаты
Xi, ..., хп, в которых нормаль л««A, 0, ..., 0). Пусть аъ ...

..., ап-к — ортобазис в (я — Л)-мерной плоскости R"-*(a), ортого-
ортогональной к ТхХк. Тогда (и, a?) = 0, (m, а?>«=0, 1<<у<«-Л;
в частности, R"~*(o) ортогонально к к^ .Отсюда следует, что

все векторы а\, ..., ся_а, n, m содержатся в одной (л — Л+1)*
мерной плоскости R"~*+1(a, m), ортогональной плоскости Vk'u,
R"-*+1 (a, m) © VJ-1 — 7j(Alft. В случае общего положения можно

считать, что п ф R*-* (с), т. е. что плоскость ТхХк трансверсально
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пересекает плоскость TxF?-1. Тогда имеет место соотношение

п— к

т = Ьп + 2 т?аг- Условие ортогональности т и а*, 1 < s «^

9-1

—?, дает b(n, a,)+Vffl%=0, т. e. &aj-f/л1 = О- Отсюда

я

- Пусть r = o/|t»|. Тогда

так как (г, 2] ача9\ = О. Итак,
я

_
ссдф

_ \т\ (г, Ьп) ^(т, т— Ьп)
_ (т,

( > \\( >
**

| | < >
~

|cos p cos a (m, я> \m\(r, n>
**

| m | <m, л>
~

| m | <m, я)
~"

Утверждение доказано.

Примеры ГМ-поверхностей вида X=[)yx(t), для которых
оценка превращается в точное равенство (выражая, тем самым,

объем поверхности), см. в следующих параграфах.
Пусть М\—ф, ХоеУИ" — фиксированная точка, поверхность X*

проходит через х0 и /(с) = |а|, где точка а принадлежит неко-

некоторой достаточно малой окрестности U (х0), и v = grad / на

U(xo)\Xo. Тогда, соединяя вместе следствия 13.3.1 и 13.2.1,
получаем W(X, f, r)^W(x0, X)ykh(r), где h(r)saq(r), если

v = grad/ на всем Ма. •

§ 14. Дефект риманова компактного замкнутого многообразия,
геодезический дефект и наименьшие объемы
глобально минимальных поверхностей реализующего типа

14.1. Определение дефекта многообразия. Пусть М — замкнутое
связное компактное риманово многообразие, *0 — произвольная
точка на М. Тогда многообразие М можно представить в виде

клеточного разбиения, содержащего только одну я-мерную клетку
(максимальной размерности) D", гомеоморфную л-мерному диску,
граница которой приклеена к некоторому клеточному комплексу С

размерности, не превосходящей я—1, Mn = Dn{]C, где dDn-*~C.

Подкомплекс С определен неоднозначно. Тогда М \ (х0 (J С)
гомеоморфно диску D" с выброшенной точкой х0. Рассмотрим,
далее, на М непрерывную функцию /, гладкую на Af\(*0!jQ»
имеющую ровно один минимум в точке х0, f (х0) = 0, принимающую
максимальное значение, равное 1, на С и не имеющую критиче-
критических точек на дополнении к хо[)С, т. е. на Dn\x0\ 0</<l.
Такую функцию назовем центрированной в точке х0, а множество

всех центрированных в х0 функций обозначим F (/0). Пир этом

4 А. Т. Фоменко
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фиксирована только точка х0, а подкомплекс С меняется (рис. 38).
Как и раньше, через v обозначаем /-монотонные векторные поля

на Dn\x0; предположим, что поле v (как и функция /) не имеет

особых точек на «кольце» Dn\x0- Если мы рассмотрим тройку
(D"\x0, f, v), то попадаем в ситуацию, рассматривавшуюся
в предыдущих параграфах, т. е. можем определить функцию

г

qXt (г) = exp $ /max [xft (v, х) | grad / (х) |]Н dr,
О \xe=Fr I

зависящую от точки Хо, функции / и поля v.

Определение 14.1.1. Функцией k-мерного дефекта назовем

функцию Q(х0, Л v) = Y*<7*. 0)(
а->0

qx.(I)

В каждой точке

смотрим число

limqXtt(r).

о&М рас-
расQ* (*о)
Н= sup Q (x0, f, v). Назовем

v, feF (дс.)

k-мернымдефектоммногообра-
J зия М число Q* = inf Qk

М

Построенное нами число

зависит только от многооб-

многообразия М и числа k; ясно,
что Qft>0. Если, например,
v = grad/ и функция / в ма-

малой окрестности точки х0

имеет вид / (х) = | х \ (где точка х0 принимается за начало координат

в этой окрестности), то в силу следствия 13.2.1 имеем lim-

Рис. 38.

ft(*0, /, ) ykqXu()
Понятие геодезического диффеоморфизма мы сформулируем

для случая произвольного гладкого компактного риманова много-

многообразия Мп. Пусть дгое Мп — фиксированная -точка, ехр*0: ТХ„М-+-
-*¦ М — отображение, определяемое пучком геодезических, исходя-
исходящих из точки Р, т. е. для точки у е ТХ„М ее образом в М при
отображении ехрЛо является точка y(t), где t равно длине век-

вектора Оу в TXtM, соединяющего Осу, a v@) = -|- Хорошо из-

известно (см., например, [2]), что при малых е отображение ехрх,
устанавливает диффеоморфизм между диском D" (О, е), вложен-

вложенным в ТХ)М с центром в точке О и радиуса е, и его образом
в М, который мы обозначим через Q"(xu, e). Рассмотрим все те

значения t, для которых ехр*0 устанавливает диффеоморфизм
между D" (О, t) и Q" (x0, t), и пусть R (х0) = sup (t), т. е. при
t>R(x0) отображение ехрх, перестает быть диффеоморфизмом.
В частности, это означает, что если Dn(O, R (х0)) — замкнутый
диск в TXfM, то отображение ехр*, уже не является на нем
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диффеоморфизмом и склеивает некоторые точки, расположенные
на границе диска Dn(O, R(x0)). Ясно также, что при всех

t<.R(x0) замыкание Qn(x0, t) открытого диска в М гомеоморфно
замкнутому диску в М. Таким образом, число R(x0) есть мак-

максимальный радиус открытого геодезического диска Qn (Xo, t)
с центром в точке х0, который можно вписать в М. Радиусами
этого диска Qn(x0, R,(x0)) будем считать геодезические, исходящие

из точки х0 и являющиеся образами лучей, выходящих из точки О
в касательной плоскости ТХ,М (при отображении ехрХо). Для
каждой точки х е Qn (x0, R (х0)) существует ровно один радиус,

соединяющий ее с точкой х0. Описанный выше диффеоморфизм
D" (О, R (х0)) на Qn (xo, R(xo)) назовем геодезическим диффеомор-
диффеоморфизмом. Ясно, что диск Qn(x0, R(x0)) не обязан совпадать с М;
в общем случае дополнение к этому диску в М непусто. В то

же время для некоторых симметрических пространств М (напри-
(например, для пространств ранга 1) этот диск полностью исчерпывает
собой все многообразие.

Рассмотрим компактное риманово многообразие Мп, и пусть

лоеМ-фиксированная точка. Рассмотрим геодезический диф-
диффеоморфизм и соответствующий ему диск Q" (x0, R (хо)). Этот

диск состоит из пучка радиусов-геодезических, исходящих из

точки х0; введем на этих геодезических натуральный параметр г,
изменяющийся от 0 до R(x0), и рассмотрим на Qn(x0, R(xo))\xo
гладкую функцию /(х) = г, где х — у(г), т. е. значение этой

функции в точке х равно расстоянию от этой точки до точки *0,

измеренному вдоль единственного радиуса (геодезической), соеди-

соединяющего Хо с х. Очевидно, что эта функция не имеет критических

точек на Q(x0, R(xo))\xo\ 0^f^R(x0). В качестве /-монотон-
/-монотонного векторного поля v возьмем grad /. Ясно, что | v | ^ 1 на

Q(xQ, R(xo))\xo. Рассмотрим теперь тройку (Q(x0, R(xo)\xo, Д у);
тогда, следуя § 10, можем подсчитать коэффициент деформации
¦xk(v, x) векторного поля v. Поступая по общей схеме определе-

определения Л-мерного дефекта М, определим к-мерный геодезический
дефект М следующим образом.

Определение 14.1.2. Функцией k-мерного геодезического
дефекта ?i% (x0) назовем функцию

ОХ (хо) = 7*7*. (Я (хо)) ¦ 1 |т^,
где

г

4xt(r)-=Vty\{ max xh(v, x)\~ldr.

Напомним, что |grad/|™l- Положим xft(*0, '¦)= max x*(o, *V
S{/)

Назовем k-мерным геодезическим дефектом многообразия М число

ЭД= inf Ql()
х,ам

4*
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Так как поле о имеет вид grad/ и так как |grad/|ssl, то

получаем

lim qx, (a) = lim exp ехр \ — = 11т (а*).
а->0 а-»0 [ о J а~*°

Следовательно, мы доказали следующую лемму.
Лемма 14.1.1. Для Q.% (х0) имеет место формула

14.2. Теорема о связи дефекта с наименьшими объемами по-

поверхностей реализующего типа. Рассмотрим, для простоты, обыч-

обычную теорию (ко)гомологий Я'»*1, и пусть И (х, 0(ф), L') — про-
произвольный вариационный класс, введенный нами в § 6. Для

упрощения обозначим этот класс через 0(L'). Напомним, что

класс 0 (?/) образован теми поверхностями (компактами) X в М,
которые реализуют в случае гомологии подгруппу U в группе
Hk(M), а в случае когомологий — подмножество V в группе
Нк (М). Хотя все нижеследующие результаты верны и для про-

произвольной теории ft**' (например, для теории бордизмов) и про-

произвольного класса © ф), мы сосредоточим свое внимание на этом

простейшем случае. Геометрически глобально минимальная по-

поверхность X из класса .0 (L') изображает собой наименьший (по
объему) носитель L в М. Вопрос: в каких пределах может ме-

меняться объем наименьшего носителя V для фиксированного
многообразия М? Оценка сверху дается объемом любого конкрет-
конкретного представителя из класса <0(L'); оценка снизу является

нетривиальной задачей, которую мы решим, используя понятие

дефекта многообразия М. Пусть размерность k заключена в ин-

интервале 3<:&s^rt— 1 (см. теорему существования ГМ-поверхности,
§7).

Теорема 14.2.1. Пусть X* с: Мп — глобально минимальная

поверхность, реализующая подгруппу {подмножество) V Ф 0, т. е.

Xo&0(L'). Тогда имеет место неравенство voU(X0)^
S= ( sup 4k (xo, Xo)\ fift 3= и* > 0. Тем самым, число Q* (M) ока-

UoSX. J
зывается универсальной постоянной, оценивающей снизу k-мерный
объем любой замкнутой минимальной поверхности, реализующей

нетривиальные циклы (коциклы) в многообразии М. В общем
случае эта оценка неулучшаема, т. е. существуют богатые серии
примеров, когда эта оценка достигается на конкретных минималь-
минимальных поверхностях. Аналогичное неравенство имеет место и для
геодезического дефекта Q%, а именно: vol*X*^«
2s( sup ?»(*(,, Xo) fl&SsQ&>0. Ясно, что Q?=ss&*.

\x,ex, j
Доказательство. Рассмотрим разбиение M = Dn[jC, xoe

. e Xo, где Хв — фиксированная минимальная поверхность из
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класса ©(V). Рассмотрим произвольную функцию /, центрирован-
центрированную в х0 (см. пункт 14.1), и пусть V — /-монотонное поле без
особенностей на Dn\x0. Поскольку все условия теоремы 11.2.1

выполнены, то из следствия 11.2.1 получаем неравенство

Отсюда, устремляя г к 1, получаем

volftX0S*?*(*„, X0).ykqx.(\)\\m(-?-\ = 4k(x0, X0)Q,,(x0, f, v).
a-»0 \"xt\aIJ

Тогда.
vol*Xe 2

Далее,

sup [Vk(x0, Xo)Q

inf Qft (*„) = /sup ЧГ*(*ь,
х,ем \x,sx,

что и завершает доказательство теоремы. Напомним, что

Как мы покажем ниже, существуют такие поверхности Хо,
для которых выполнено равенство уо1*Хо = йй>0. Оказывается,
на таких поверхностях вообще нет особых точек.

Предложение 14.2.1. Пусть Хое0(?,') — минимальная

поверхность, для которой неравенство теоремы 14.2.1 превра-
превращается в равенство, т. е. volA Хо = Qh (или volft Хо = ЭД). Тогда

поверхность Хо является гладким компактным замкнутым под-

подмногообразием (без особенностей) в М.

Доказательство. Из теоремы 14.2.1 имеем fift = volAX0^
^( sup VFA(*O, Xo)\Q*, т. е. ^(дго, Х0)еа1 на всей поверх-

\дг,ех, /
ности Хо. В силу основной теоремы 7.2.1 отсюда следует, что

все точки поверхности Хо регулярны и Хо — гладкое подмного-

подмногообразие в М. Предложение доказано.

Далее, оказывается, что введенный нами выше класс мини-

минимальных поверхностей, образованных интегральными траекториями
векторного поля о, также может быть охарактеризован в терми-
терминах функции ^-мерного дефекта многообразия М.

Предложение 14.2.2. Пусть Xo^0(L') — минимальная

поверхность, в точке дг0 которой выполнено равенство vol* Хо =

="fiA(*o. Л v), где f — некоторая функция из класса F(x0) (или
volftX0=»ftU*o)). Тогда поверхность Хо является гладким под-

подмногообразием в некоторой окрестности точки дг0 и, кроме того,
в этой окрестности поверхность Хо целиком состоит из интег-

интегральных траекторий векторного поля v, выходящих из точки х0.
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Замечание. Условие предложения 14.2.2 отличается от

условия предложения 14.2.1, так как

inf sup Q (х0, /, v).
м fF

Доказательство. Из доказательства теоремы 14.2.1 имеем

x0, Х)-О*(дсь, /, v).

т. е. ?* (х0, Хо) = 1 в точке х0. Следовательно, в силу теоремы
7.2.1 поверхность Хо в некоторой окрестности точки хй является

гладким минимальным подмногообразием в М. Так как

•Y (Хо. /, 1) 2* G* (хо, /, v) = ytgXt A) lim ^
-voUX0^Y(X0, /, 1),

то

поскольку в окрестности точки хй имеем lim4r(X0, f,'a)
= lim (Y*a*)- Отсюда получаем, что

(Х0Л, а).

следовательно, функция
v "' '' ', являясь неубывающей на

(О, 1), в действительности постоянна. Итак, производная функции
4r/q тождественно равна нулю; следовательно, в доказательстве

леммы 12.6 имеем Y'-s^aeO, т. е. V - s? - ?' - s vol* CAr.
Поэтому для любого г имеем W = volfc CAr- Это означает, что при
достаточно малом г, когда поверхность уровня Fr можно считать

сферой, на «контур» Аг, содержащийся в сфере Frt натянуты две

пленки: СА, и Хо f) Br, имеющие (при каждом г) один и тот же

fe-мерный объем. Так как пленка Хо минимальна, то, следова-

следовательно, и пленка САГ также минимальна, но тогда в силу теоремы
единственности (справедливой в данной ситуации) ХО(]ВГ*=САГ,
что и доказывает предложение 14.2.2.

Этот результат будет вскоре применен нами для полного

описания глобально минимальных поверхностей реализующего
типа в симметрических пространствах ранга 1. В заключение
объясним геометрический смысл дефекта Qft. Поскольку эта

интерпретация не будет играть в дальнейшем важной роли,
остановимся на этом вопросе кратко. Можно вычислить дефект
й*(лг0, /, v) через дифференциально-геометрические инварианты
риманова многообразия М (например, через кривизну). Тогда
оказывается, что максимальный коэффициент деформации вектор-
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ного поля v реализуется вдоль таких траекторий поля, которые
имеют максимальную кривизну и вдоль которых наиболее сильно

изгибается fc-мерный пучок \ близких интегральных траекторий.
Тогда число uk (M) является ^-мерным объемом тела вращения,
получающегося вращением около некоторой плоскости П* пучка ?•
Этот пучок должен вращаться, оставаясь все время касательным
к П*. Полученное многообразие (с краем) не совпадает, вообще
говоря, с исходным многообразием М. Однако во многих важных

случаях, например для симметрических пространств ранга 1,
можно в некотором смысле считать, что это совпадение имеет

место.

14.3. Доказательство гипотезы Райфенберга о существовании
универсальной оценки сверху на «сложность» особых точек

минимальных поверхностей реализующего типа.

Определение 14.3.1. Мы скажем, что особая точка х0
минимальной поверхности XJ имеет лпервый тип», если существует

Рис. 39.

окрестность этой точки в Х%, являющаяся объединением некото-

некоторого числа х(хй)^Ъ k-мерных полудисков (рис.39).
Некоторые полудиски могут образовывать целые диски. Если

т(д:о) = 2, то точка х0 является регулярной. Особые точки 1-го

типа являются первыми по сложности точками на минимальной

поверхности, следующими за регулярными точками.

Расширенная гипотеза Райфенберга. Пусть М —
компактное гладкое замкнутое риманово многообразие и Хо е
^0(L') — Минимальная поверхность реализующего типа. Тогда

существует постоянная F(M, k) = F, зависящая только от раз-

размерности k и от многообразия М, такая, что t(xo)^F для

любой особой точки 1-го типа на любой минимальной поверхности

Xo<=0(L').
Райфенберг сформулировал гипотезу для минимальных поверх-

поверхностей заклеивающего типа в евклидовом пространстве, границей
которых является гладкое (k— 1)-мерное подмногообразие А.
В пользу гипотезы говорят многие наблюдения. Например, если
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k<= 2, то действительно к каждому одномерному сингулярному
ребру (отрезку) подходит ровно 3 листа пленки, встречающиеся
на этом ребре под углами в 120* в трехмерном пространстве

(рис. 40). Ясно, что изображенная на рис. 40 четырехкратная
точка распадается (при минимизации поверхности) в две трех-
трехкратные особенности. В то же время следует отметить, что точки

1-го тина отнюдь не исчерпывают все типы особых точек мини-

минимальных поверхностей. Вскоре мы познакомимся с особыми точ-

точками «типа конусов», которые могут иметь значительно более

сложную структуру, являясь конусами над довольно сложными

Рис. 40.

многообразиями. Поэтому уместно поставить вопрос об оценке

сверху «сложности» особой точки независимо от ее типа. Важней-
Важнейшей характеристикой особенности является, как показывает хотя

бы теорема 7.2.1, ее функция сферической плотности хУ/,(хо, X);
поэтому естественно сразу решать задачу об оценке сверху этой

функции плотности.

Предложение 14.3.1. Пусть М —гладкое замкнутое ком-

компактное риманово многообразие и Хо е 0 (?') — произвольная мини-

минимальная поверхность реализующего типа в М. Тогда существует
постоянная F = F(M, k), зависящая только от числа k и от мно-

многообразия М, такая, что для любого Xo^0(L'), где 3 «s k «^ п — 1
в любой точке х0 е Хо, выполняется неравенство Ч*1* (х0, Хо) ^
^,F(M, k). Постоянная F(M, k) вычисляется в явном виде, и

эта оценка в общем случае неулучишема. В частности, для Хо е

e^(L') справедлива расширенная гипотеза Райфенберга.
Доказательство. Из теоремы 14.2.1 следует, что

?*(*<>. *о)< У01о(Хо)> где ^*>0-дефект многообразия М.

Поскольку многообразие М компактно, то существует конечное
число минимальных поверхностей (см. теорему 7.2.1) Хи ..., Хя

я

таких, что поверхность X — М Х{ (объединение всех этих поверх-

ностей) реализует любую подгруппу (подмножество) U в группе
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Так как volft (Я) < vol* ([j х) < со, то ТА (*„, Х9) <

< voq . Таким образом, мы получаем универсальную оценку

сверху и можно положить F(M, k) —
v0 * * '. Из построения F и

из примеров, которые будут приведены ниже, вытекает, что эта

оценка в общем случае неулучшаема, т. е. существуют богатые

серии примеров минимальных поверхностей, для которых указан-
указанная оценка превращается в равенство. Ясно также, что если осо-

особая точка х0 е Хо является
. точкой 1-го типа (см. определение

14.3.1), то ?л(л;о, Хо) = -2-т(*о)- Предложение доказано.

Гипотеза Райфенберга может быть доказана для поверхностей
реализующего типа и без использования теоремы 14.2.1, но тогда

нужно опираться на технику, которую мы разработаем ниже при

доказательстве основной теоремы существования минимальных

поверхностей. Впрочем, этот второй вариант доказательства нам

не потребуется (он не дает точной оценки).

§ 15. Некоторые топологические следствия.

Конкретные серии примеров глобально минимальных

поверхностей нетривиального топологического типа

15.1. Глобально минимальные поверхности, реализующие не-

нетривиальные (ко)циклы в симметрических пространствах. Значи-
Значительная сложность вариационных задач описанного выше типа

обусловила то обстоятельство, что до недавнего времени имелось

сравнительно мало конкретных примеров глобально минимальных

поверхностей, что связано с серьезными трудностями, стоящими
на пути доказательства глобальной минимальности той или иной

конкретной топологической поверхности. Замечательным фактом
является то, что разработанная выше методика (основанная на

конструкциях, с помощью которых доказывается общая теорема
7.2.1 существования решения) позволяет не только получать тео-

теоремы существования, но и доказывать глобальную минимальность

конкретных поверхностей. Мы продемонстрируем эффективность
разработанного нами метода изучения и построения минималь-

минимальных поверхностей в нескольких нетривиальных топологических

ситуациях. Начнем с относительно простого случая, когда объем-

объемлющее риманово многообразие М является компактным симмет-

симметрическим пространством ранга 1 (описание таких пространств
см. ниже).

Теорема 15.1.1. A) Пусть Min = <&Pn —комплексное проек-

проективное пространство, п>1, и пусть (&Pk = Xlk, 1<Л<п—1,—
стандартно вложенные комплексные проективные подпространства
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(описание вложения см. ниже), каждое из которых реализует
образующую в Ik-мерной группе когомологий кольца Н* ((DP", Z) =
= Z [*«]/(*3 +'). где dim xa — а.

B) Пусть М*п = <§Рп — кватернионное проективное простран-

пространство, п^\, и пусть (QPft = Xjft, ls?fcsgn—1,— стандартно
вложенные кватернионные проективные подпространства (описание
вложения см. ниже), каждое из которых реализует образующую
в Ak-мерной группе когомологий кольца Н* ((QP"; Z)t=Z[xi]/(x"+l).

C) Пусть Мп = RP" — вещественное проективное пространство,
п Э= 2, и пусть RP* = X*, 1 «S k «S п — 1, — стандартно вложенные

вещественные проективные пространства, каждое из которых реа-
реализует образующую в k-мерной группе когомологий кольца

( ) O+')( ) ri]O)
D) Пусть Ми = Л/Spin (9) — симметрическое пространство,

содержащее стандартно вложенную (описание вложения см. ниже)
сферу Se = X%, реализующую образующую в восьмимерной группе
когомологий кольца Н* (М1в, Z) = Z[*8]/(ji:8).

Тогда каждое из перечисленных выше подмногообразий Х%
является не только вполне геодезическим подмногообразием в М,
но и глобально минимальной поверхностью, причем выполняется

точное равенство vo\pX$ = Q°P(M), т. е. все эти поверхности

имеют наименьший объем среди всех минимальных поверхностей
в этой размерности (и реализующих нетривиальные (ко)циклы).
Более того, любая глобально минимальная поверхность Х% cz M,
реализующая какой-либо нетривиальный коцикл в размерности р,
совпадает (с точностью до изометрии в М) с указанным выше

подмногообразием Х%, реализующим образующую группы когомоло-

когомологий в этой размерности. В частности, для каждой размерности р
в многообразии М может быть только одна глобально минималь-

минимальная поверхность Х$. Приведенный выше список многообразий М
исчерпывает собой все симметрические пространства ранга 1.

Теорема 15.1.2. A) Пусть M = d%+q, q, X^q^p, —комп-

—комплексное грассманово многообразие (q-мерных плоскостей в (p-\-q)-
мерном пространстве) и €Р\ 1 ^ s ^ р, — набор стандартно вло-

вложенных (эти вложения мы опишем ниже) вполне геодезических

подмногообразий, каждое из которых диффеоморфно комплексному
проективному пространству и реализует элемент х^ кольца кого-

когомологий Н* (М, Z), которое до размерности 2р изоморфно кольцу
полиномов Z[xt, xit ..., Хц]. Тогда все эти подмногообразия
являются глобально минимальными поверхностями в G'p+4,q и,

кроме того, их объем наименьший, т. е. volM((DP'r) = Qw(M).
Более того, значения размерности 2, 4, 6, ..., 2р являются един-

единственными, в которых существует минимальная поверхность

X$czM такая, что volA Хо = Q[(M). Другими-словами, volftXe>
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\
\

> Q% Щ) при kfbB, 4, 6, .... 2р) для любой поверхности Хо s

e=0(L'), Ь'ФО, L'czHk(M; Z).
B) Пусть М¦¦ Gp+q,q, l^q^p,— кватернионное грассманово

многообразие, и пусть (Е)Р*, 1 *S s ^ р, — набор стандартно вло-

вложенных вполне геодезических подмногообразий, каждое из которых
диффеоморфно кватернионному проективному пространству и реа-
реализует элемент х\ кольца когомологий Н* (М, Z), которое до раз-

размерности 4р -f 2 иЗОМОрфНО КОЛЬЦУ ПОЛиНОМОв Z [*4> Хв, ДГц, .... Xip].
Тогда все эти подмногообразия являются глобально минимальными

поверхностями в G*p+q,q и, кроме того, их объем наименьший,

т. е. vol^flJP1) — Qls(M). Более того, значения k =¦ D, 8, 12,..., Ар)
являются единственными размерностями, в которых существует
минимальная поверхность Х\ а М такая, что vo\k (X%) = Qj (M),

Доказательства этих теорем будут даны в следующих пунктах.

15.2. Компактные симметрические пространства и явный вид

геодезического диффеоморфизма. Рассмотрим теперь симметриче-
симметрические пространства. Напомним, что компактное многообразие М
называется симметрическим, если оно представимо в виде одно-

однородного пространства M=*G/H, где й и Я — компактные группы

Ли, Н с 6 и на б определен инволютивный автоморфизм о, о* = 1,
такой, что Я = {geG| o(g) = g}. Для простоты будем рассматри-
рассматривать только односвязные и неприводимые симметрические про-

пространства, т. е. не представимые в виде прямого произведения
других симметрических пространств.

Нам потребуются некоторые простые факты из теории симмет-

симметрических пространств, которые мы сообщим здесь без доказатель-

доказательства, отсылая читателя, например, к [8], [55].
Определение 15.2.1. Пусть ееМ; рассмотрим все геоде-

геодезические у, выходящие из точки е, и отметим на каждой из них

первую точку, сопряженную с точкой е (вдоль этой геодезической).
В силу компактности многообразия М, на каждой геодезической у
обязательно существует первая сопряженная точка. Множество
всех таких точек обозначим через С(е).

Определение 15.2.2. Точка минимума для точки е вдоль
геодезической у —это такая точка х на у, что отрезок кривой у
от точки е до х минимален, т. е. минимизирует длину дуги между
своими концами, но всякий бблыиий отрезок уже не является мини-

минимальным. Множество М(е) всех точек минимума для точки е назы-

называется геометрическим местом минимумов (или разрезов) для точки е.

Хорошо известно, что, например, для односвязного компакт-

компактного симметрического пространства М всегда выполнено равен-
равенство М(е)-*С(е). Ясно, что dim С (в) ^ л—1, n = dimAf; поэтому
многообразие М представимо в виде разбиения М = С (е) U (М\С(е)),
где (если М(е)-= С (в)) многообразие М\С(е) гомеоморфно диску
размерности п.
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Пусть М «= G/H, где G и Й — компактные группы Ли (в силу
односвязности М можно считать, что 6 односвязна); пусть G и

Я —алгебры Ли групп G и Й соответственно. Хорошо известно,

что М можно вложить в группу G как картановскую модель

V сг М, где V = {go (g~1)} — вполне геодезическое подмногообразие,
а — инволютивный автоморфизм группы G; тогда Я = {g e
е G | a (g) =» g} (из односвязности G следует, что Я связна), а V =

=-{ged|o(g)=g-1}; проекция р: G-*-V, f(g) = ga{g-1), опреде-

определяет главное расслоенное пространство (j-^-Af^V. В алгебре G
возникает естественное ортогональное разложение G=*B-\-H, где

Н=*Т,(Й), B**Te(V), V = exp(B) (е-единица в группе G).
Пусть Р с: 5 — картановская подалгебра, т. е. максимальное абе-
лево подпространство в В. Тогда алгебра G допускает следующее
разложение по отношению к действию присоединенного представ-
представления adp на G:

где Zo — C(P)n#; С (Р) — централизатор подалгебры Р в G; а —

линейные функционалы на Я, причем каждое подпространство

V^czG является двумерным подпространством (над полем веще-

вещественных чисел), инвариантным при действии adp. В некотором
подходящем базисе в плоскости V^ операторы ad, имеют следую-

следующий вид:
0 2па\

где а — функционал на Р; а (р) ш R, если р ss Р. Функционалы а

называются корнями симметрического пространства Af. Поскольку
среди корней а могут быть совпадающие (с точностью до знака)
корни, то мы введем подпространства V^= ? VV, в частности,

Ъ±?.

^шУ_4. Ясно, что V* = (?*{)Н) + (9&{\В). Пусть P'czG —

картановская подалгебра в G; тогда, как известно, можно счи-

считать, что Р' Z? Р, и если }9;} — полный набор корней алгебры G

(функционалы на Р'), то все корни а на Р являются ограниче-
ограничениями на Р <z.P' тех корней 6i( которые отличны от нуля на Р,
причем кратность корня а равна числу корней 0f, ограничениями
которых на плоскость Р он является. Диаграммой D (G; Я) орто-
ортогональной инволютивной алгебры Ли G = Я -f В, а (Я) == Я, а (В) =
= —5, соответствующей односвязному симметрическому простран-
пространству У = Л1, называется множество всех точек xef таких, что

а(лс) —0 (mod 1) (т. е. является целым числом) для некоторого а.
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Для Каждого d обозначим через ft* такой элемент алгебры Р, что

вектор\@, h?) ортогонален гиперплоскости от1 (О) и, кроме того,

a (h? = 2. Целочисленная решетка, порожденная элементами |А^1
называется решеткой пары (G, Я). Сопряженные с точкой е точки

многообразия М полностью описываются в терминах этой диаг-
диаграммы D(G; Я).

Предложение 15.2.1 (см. [65]). Пусть x&PczB. Точка
ехр (х) е V сопряжена точке eeV вдоль геодезической у* (t) «=

«= ехр(tx) тогда и только тогда, когда x&D((?; Я) и а(х)ф0
(т. е. а(*)ЕэО (mod 1) и &(х)ФО для некоторого корня а). Если

Р» = 2j Уй> то *dP° дифференциала отображения ехр,: В -*• V

в точке x^PczB, expex = ex, является линейным подпростран-
подпространством в В, полученным параллельным евклидовым переносом в точку х

подпространства 2 ^а П ^> г&е суммирование выполнено по всем
А.

а

корням а таким, что а (*) as 0 (mod 1), а(*)т?0. Кратность
точки ех как сопряженной точки вдоль геодезической ехр (tx) равна
dim [С (е*) П Й]/[С (х) П Н\, где С(х) и С {е*) — централизаторы эле-

элементов х и е*.

Поскольку в алгебре О фиксирована ортогональная метрика
Картана — Киллинга (х, у), то все корни а на Р можно реализо-

реализовать векторами а в подалгебре Р, а именно: рассмотрим вектор
aef такой, что а(х)п(х, а) при любом хеР (вектор а суще-
существует и определен однозначно). Тогда имеем a(a) = |a|f, где

| а|я=»(а, а). Поскольку нас интересует множество первых сопря-
сопряженных точек С(е) = М(е), то мы рассмотрим только такие век-

векторы хеР, для которых а(х) =- 1 при некотором а (тогда С(е) =»

= {е*}, где х выбраны указанным выше образом). Концы всех

таких векторов х е Р лежат на гиперплоскостях ПО', ортогональ-
ортогональных векторам а и проходящих через концы векторов a' = a/!aB,
так как &(а')=1. Ясно, что |а'| = 1/|а| и а'=Л»/2, т. е. все

векторы а' полностью восстанавливаются по решетке пары (G; Я).
Мы рассматриваем при этом совокупность всех корней a e P, не

ограничиваясь только простыми корнями. Вектор а' мы будем
называть s-корнем, соответствующим корню а. Отметим, что

s-корень а' является настоящим корнем алгебры Р тогда и только

тогда, когда |a| = |a'| = l. Рассмотрим открытое множество Kid
а Р, состоящее из всех точек, лежащих на лучах, исходящих

из О и заканчивающихся на первой встретившейся плоскости Па<,
где а' пробегает все s-корни алгебры Р с В (отметим, что ни

одна из плоскостей Па< не проходит через точку О). Ясно, что /?г
диффеоморфно открытому шару В1, где / = dim P = ранг V. Поло-

Положим Rt — t-Kx (где t — коэффициент подобия, 0sg*==sl), Ft = dRt\
ясно, что А гомеоморфно сфере S'~x. Рассмотрим присоединенное
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действие группы Н на В; тогда из каждой точки х e/f/ выра-
вырастает орбита Я(х), ортогональная плоскости Р в точке лЛ Поло-

Положим В/=* U #(*). S/= (J Н(х); тогда St = dBt, причем Bt
K F

и S< симметричны относительно начала координат —точки О. Рас-

Рассмотрим Bt = ехре (Bt) и S/ = ехрг (S/), S, = dBt, Ft = ехре (?,); /0 =

Лемма 15.2.1. Пусть Mn^V—компактное односвязное сим-

симметрическое пространство. Тогда Si = С (е) =* М (е), В/ диффео-
морфно. открытому диску Dn при 0 < t «^ 1 с центром в точке

е^М, a S/ гомеоморфно сфере Sn~x при 0<^<1.
Доказательство леммы очевидно.

Множество 5i не гомеоморфно сфере и совпадает с предпо-
предпоследним остовом многообразия М (в его разбиении на клетки),
diS 1i

Итак, мы построили диффеоморфизм D" -*• Вх = В (е) с: М, при-
причем радиусы шара 5Х являются геодезическими в М, т. е. это

геодезический диффеоморфизм. Далее/, замыкание ВХ=*М и

M\dBi = M\S1^Bi, поскольку (см. [8]) дополнение к геомет-

геометрическому месту разрезов на односвязном многообразии диффео-
морфно открытому диску Dn. Итак, раздувая из точки г шар Bt,
мы в конце концов исчерпываем все многообразие М с помощью

замыкания шара Вг.
15.3. Вычисление в явном виде коэффициента деформации

радиального векторного поля на симметрических пространствах.
Рассмотрим односвязное симметрическое пространство Мп, и пусть
е е М — фиксированная точка (при реализации М в группе G

точку е можно отождествить с единицей группы G). Рассмотрим
геодезический диффеоморфизм и соответствующий ему максималь-

максимальный открытый диск Qn(e, R(e)). Реализуем симметрическое про-

пространство М в группе движений G в виде картановской модели У;

пусть BcG и шар Btc:B1czB. Впишем в шар Bt (этот шар
имеет, конечно, переменный радиус в общем случае) стандартный
шар Qt наибольшего радиуса с центром в точке О. Тогда ясно,
что радиус r*=r(t) этого шара будет равен t\a'0\, где а0 —корень

(не обязательно простой) наибольшей длины, т. е. s-корень а'о
имеет наименьшую длину среди всех вткорней алгебры Р сг В

(рис. 41). Отметим, что таких s-корней а'№ может быть и несколько.

Спроектируем всю эту конструкцию в многообразие М; положим

Q<»=expeD). Тогда Qt — открытый шар в М постоянного радиуса
г *=r (t) = t | aj|, заполненный радиусами-геодезическими, исходя-

исходящими из е, причем dQt — сфера, гладко вложенная в М при 0<

-< t < 1 (иногда вместо Qt мы будем писать Q (г)). В обозначениях
предыдущих пунктов имеем Q(e, #(е)) = &, #(е) = |а?|. Положим



s16] НЕКОТОРЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СЛЕДСТВИЯ II!

тогда при t<\ (т. е. при r<|oj|) сфера Rt
являете^ диффеоморфным образом стандартной сферы Rt = dQt cz В.

Для дальнейшего мы фиксируем сферу RtCzB радиуса !аЦ|;
отметим, ччто отображение ехр,. не является, вообще говоря, диф-
диффеоморфизмом на сфере Rt.

Рассмотрим произвольную пару (х, П* ),где x^dQ(r), r<

<|aj|; тогда однозначно определена пара (л:', П* ),где х' е

e^Wcfl, ехре(х')=х, 4(ехрг)№7') = П*-1, а через d(exp.)

•

w
^ч п.*г-у

Рис. 41.

обозначен дифференциал" отображения ехре в точке х' е В. Рас-

Рассмотрим луч (О, х') в В и совершим параллельный перенос пло-

плоскости 'П*~' вдоль луча (О, х') в точку у, в которой продолже-
продолжение этого луча встречает сферу R\ cz В. Полученную плоскость

мы обозначим через /,(П*~'). В силу определения геодезического

диффеоморфизма, вектор скорости у в точке x^dQ(r) ортогона-
ортогонален dQ(r), т. е. П*~~' cT"~l(Rt)- Но тогда, в силу свойств ото-

отображения ехр, мы имеем 'Ux~lcTi~l (Rt), т. е. й(П*""')с
czTy(Ri), где через у обозначен конец луча (О, х'), встречаю-
встречающий сферу Ri cz В. Геодезическую у, параметризованную длиной

дуги г, мы будем обозначать через у
—

у (г), а ту же геодезиче-

геодезическую, но параметризованную с помощью t, 0 ^ t «^ 1, будем обо-
обозначать через y* = y*(t). Нас интересует коэффициент

x*(r)= max (я* (о, х) | grad / (х) |) = max кА(у, дс),

входящий в формулировку всех основных теорем §§11 — 15.

Поскольку коэффициент к* (г) не меняется при автоморфизмах
пространства М, сохраняющих точку е, и поскольку (см. выше)

МО-хДо, *. П* ). x = y(r) (r = ry = t\y\)

для некоторой пары (х, П^ ),то достаточно изучить поведение

коэффициента х* (и, х, Пх~') только для точек ^'еРсВ; тогда,
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в силу выбора шара Q (| а'а |), и вся геодезическая у* (t), 0*?rf<; 1,
у (г) = х, целиком принадлежит тору Т = ехр (Р) и х «= ехр (*')е Т.

Замечание. хл(г)<оо, если r<|aj|, так как обращение
щ(г0) в бесконечность для некоторого г0 означало бы возникно-

возникновение в шаре Q(|aJ|) сопряженных точек, что невозможно в силу

выбора QflaJI). Напомним, что М(е) — С(е), а потому никакие два
геодезических радиуса в Qflao!) не пересекаются. Напомним

также, что у* A ji = ехре (у), у = | (О, д)\,у*= Fi. Пусть хеГ- регу-
регулярный элемент; тогда касательная плоскость Tx(Rt) допускает

следующее ортогональное разложение: Тx(Rt) = Ах-\- Ах-\- А"х, где

Ах = ТХ(Т(] Rt), (А'х + А"х) — касательная плоскость к орбите Я (х),

вырастающей из точки х при присоединенном действии Я на М

(орбита Я (х) ортогональна тору Т в точке х). Опишем плоскости

А'х и А'х. Орбита Я (х) содержит в себе орбиту Я' (х) = Су* A)/С (х),
где у (г) = х, у* A) е Fi = дКи у @) = е, С(х) — централизатор х

в группе вращений Я, Су* A) — централизатор у* 0) в ^'» ясно,

что централизатор Су* A) совпадает с централизатором (в Я) всей

геодезической у (г'), 0<г'=«?|а?|, поскольку шар Q(|aJ|) не со-

содержит сопряженных с е точек. Отсюда следует в силу компакт-

компактности симметрического пространства М, что плоскость ТХЙ'(х)
полностью заполнена векторами W (х) якобиевых полей W, исче-

исчезающих только в двух точках: е и у*A), т. е. dimH'(x) равна
кратности точки у*0) по отношению к точке е вдоль у* (/).
Положим А'х = ТХН' (х), а в качестве Ах возьмем ортогональное

дополнение к А'х в плоскости ТХН (х). Так как, по предположению,

элемент х регулярен, то dim 7 +dim Я (х) = п. Пусть теперь
элемент х е Т и сингулярен, т. е. dim T -f dim Я (х) < п. Построим
разложение Ах + А'х + Ах в этом случае. Положим (как и для

регулярного элемента) Ах = ТХ(Т{\Rt), dim A = / — 1, рассмотрим
орбиту Я (х) и орбиту Я' (jc) с: Я (х) (см. определение выше).
Снова положим А'х = ТЖЯ' (аг) с: ТхН{х) и определим А'х как

ортогональное дополнение к сумме Ах-\-Ах в Tx(Rt)- Ясно, что

в случае сингулярного элемента х (А'х + Ах)^эТхН(х), однако

А'х + А"х уже не совпадает с ТхН(х) в отличие от регулярного
случая. Отметим, что для произвольного хеТ dtmAx=*l— 1,
dim i4i = v = (кратность сопряженной точки у* A) по отношению

к точке в вдоль у* (t)). Отметим, что если у* (/)«=expe(to')( tov

есть кратность корня а (в алгебраическом смысле), что следует
из предложения 15.2.1, т. е. v«-dimi4i = dim/^] V*f\B\, где

a (a)«0(mod 1), a (a) фО. Положим Л„ =/,(Л*)? A'y=*ft(A'x),
A"u = ft(A'x), где y<=Rtc:B и является концом луча (О, х').
Отметим, что разложение Tv(Ri) =* А„ + A'yjr А} зависит только
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от геодезической у (г) = у* (О» т =¦' IVI» и не зависит от положения

точки х на у* (t); иными словами, это разложение полностью

определяется заданием точки yeRi, поскольку лучи (О, у)
и у* @ определяют друг друга

"

а» А ?

(риса42)- ,е, п и
^^<rV У^?'

Лемма 15.3.1. Пусть М —ком-

—компактное односвязное симметрическое
пространство, е а Мп, 2^k^n—\.
Рассмотрим описанный выше канони-

канонический геодезический диффеоморфизм
с центром в точке е и рассмотрим
геодезическую у* (<)=*ехр {ta'o), где
0<f<l, а'о —любой из s-корней ал-

алгебры Р cz В наименьшей длины',

У (г) = У* @. г = 11 «о I • Фиксируем,
в каждой точке х = у(г) разложе-
разложение Tx(Rt) = Ax+ A'x + A"x, и пусть

Ту (Ri) — Ау + А'у + А'у — соответст-

соответствующее разложение в точке yeRi, не зависящее от г. В каждой

точке х = у(г) рассмотрим плоскость П* такую,что плоскость

ft{Ux~1) = Ul~] есть одна и та же фиксированная плоскость в

Ту (Ri), не зависящая от г = t \ ocj | (m. е. семейство плоскостей

{П*~'} является параллельным семейством вдоль геодезической у (г)).
5 зависимости от значения k плоскость П* '

мы будем выбирать
в соответствии со следующими тремя случаями:

A) если 2^ft^v+1» где v — кратность корня Оо (соответ-
(соответствующего s-корню. aj), то в качестве плоскости IlJ" возьмем
любую (k— \)-мерную плоскость такую, что Пу~' s A'y, dim A'y—v,

B) если v-\-2<.k^n —1-\-1, где / = dimР = ранг(М), то

в качестве плоскости п?""' возьмем любую (k— \)-мерную плоскость

такую, что А'у сП,'"' г (А'у + А'и), dim (А'у+А'у) = п — I;
C) если п — l-\-l<.k*s^n— 1 (этот случай возможен только

при /5=3), то в качестве плоскости Иу~1 возьмем любую (k— 1)-
мерную плоскость такую, что А'у-\-А"уаТ\ки~х.

Тогда мы утверждаем, что коэффициент xk(v, x, П*" ),где
* = exp(/aj), а плоскость П*"" выбрана указанным способом,
является максимальным коэффициентом xk(r).

Обратно, пусть xk (г) —максимальный коэффициент; тогда
всегда существует пара {х, П*~') такая, что xk (v, x, П*~ l)—xk (r),
где х = у(г), у — геодезический радиус. Оказывается, чтоу(г)=—
»= у* (t) = exp (faj), 0 < t < 1, где aj — один из s-корней «'
наименьшей длины, г ** 11 aj |, и можно считать, что плоскость П^**1
определяется только s-корнем aj, a плоскость f((Ux~l)c:Ty(Ri)
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не зависит от х, т. е. не меняет своего положения при измене-

изменении г от О до |осЦ|. Кроме того, положение плоскости /ДП*" )
описывается в соответствии со случаями 1) —3).

Доказательство. Рассмотрим достаточно узкий ^-мерный
пучок геодезических fa/, исходящих из точки е, имеющий своей

осью геодезическую ехр (faj), а своим основанием — достаточно

малый шар Аа>о размерности k—1, расположенный в ехрх(п*-')>
с центром в точке х, где П* выбрана в соответствии с требо-
требованиями леммы. Для сравнения возьмем второй пучок геодези-

геодезических fd с осью exp(td), d&PczB, deFu о^е/^ f)<2(|a»|),
имеющий своим основанием малый шар Ad такого же радиуса,
что и Да', и расположенный в точке уа(г), где d = yd и уа>(г)=х,
aJ = Ya/. Необходимо сравнить fe-мерные объемы voU(/a/) и

\o\k(fa) пучков fa'o и fd.

Поскольку М ^ V с G, то G можно вложить в унитарную
группу U (N), а U (N) вложить в сферу постоянного радиуса
в евклидовом пространстве Кф, где ф = 2ЛГа (пространство матриц
размера NxN). Тогда все метрические вычисления можно

производить в стандартной евклидовой метрике, индуцирующей
на U (N) и на 5 метрику Картана — Киллинга. При этом мы

будем использовать то, что внутренние автоморфизмы группы 6
являются ортогональными вращениями в пространстве R*.

Среди геодезических направлений пучка fa (как и в пучке fa')
естественно выделены три сорта направлений в соответствии

с разложением Ту (Rj) = Ау-\- А'у + А"и, где «/
— точка встречи

вектора d со сферой R1} y = y(d). Пучок fd, поднятый в прост-
пространство В, превращается в узкий конус лучей fd, идущих из

точки О в достаточно малый шар на сфере Rx и далее на §v
Направления, идущие в точки плоскости Ау (достаточно близкие
к точке у), являются евклидовыми, т. е. после проекции ехр в М
они попадают в тор Т; направления, идущие в точки плоскости

А'у, — это сопряженные (синусоидальные) направления (т. е. после

применения ехр они переходят в бесконечно близкие к exp(td)
геодезические, пересекающие ее в конечной точке ехр (d) =
= exp(#rf)edBi). Направления, идущие в точки плоскости А"у,.
в том случае, когда элемент х= уа(г) является регулярным
элементом, интерпретируются как орбитальные направления, т. е.

после применения ехр они переходят в геодезические, бесконечно
близкие к ехр (td) и получающиеся из нее при малых вращениях,
сдвигающих точку ехр (d) e Si = дВ-i, иными словами, эти геоде-

геодезические целиком содержатся в объединении проекций плоскостей,

ортогональных плоскости ТХ?Г (х) в ТХЙ (х) по всем х — уа (г),
т. е. каждому такому направлению отвечает точка из Й (х)/Н' (*).
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Если же х = Yd (г) сингулярен, то А"х => Тх [Н (х)/Нг (х)], ноне

исчерпывается им полностью, поэтому не все направления вдоль А'у
являются орбитальными. Однако поскольку регулярные элементы

всюду плотны в Т и так как xft(r)<oo в Q(| а',1), то для наших

целей нам достаточно рассматривать только регулярные элементы

тора Т (отметим, что в силу плотности регулярных элементов

любое направление вдоль А"и сколь угодно точно аппроксимируется
орбитальными направлениями). Итак, с метрической точки зрения
можно смотреть на все направления вдоль А"у как на орбитальные
направления.

Итак, в шаре Ad (как и в шаре Aaj) возникает разложение,

согласованное с описанным выше разложением пучка fd, что мы

будем формально записывать так:

где

sd = Ad П ехре (Ay), s'd = Д* Л exp, (А'у), s"d = Д<* Пexp,(A"y).

Положим s (d) = s= dim (sd), s' (d) = s' = diffl(Sd), s"(d)==s* =
= dim (sd); тогда k — 1 =* s + s' + s*. Рассмотрим первый случай
леммы. Поскольку в пучке Ja> имеем П*~' с: А'у, то все траек-

траектории пучка /«' сопряженные и (k— l) = s' (cxj), s = s" = 0,

/(Saj)»=/oj. Рассмотрим произвольный пучок fd, где йфо^, и

предположим, что |d|>!aj| (напомним, что deFi); пусть
A — каноническое разложение (см. выше). Поскольку

olfe-i^aj) (в силу выбора дисков), то volj+i/(srf) <
bi/(b aj), где k—\=s'(a'0) = Si + si + sa, Si = s = s(d),

s, =1 s' e s' (d), s8==.s"(d), т. е. Да^ разложен в сумму трех сопря-
сопряженных пучков, соответствующих числам sb ss, s8. Полученное
выше неравенство следует из евклидовости пучка f(sd). Поскольку
|d|>l«o|. то vol,'+i/(Sd)<volj' + i/(s2,о;), так как сопряженная

точка exp (d) удалена от точки е дальше, чем сопряженная точка

exp(aj). Аналогично проверяется неравенство vol^+i/(sj)<
<vol,»+i/(s3,aj)- Итак, в случае, когда |d|>|aS|, мы имеем

volkfd<voU/aj, что и требовалось. Пусть теперь |d! = |ajj|;
тогда d является s-корнем и, в силу транзитивности группы
Вейля на корнях одинаковой длины, мы можем положить d = aj.
В этом случае vol,'+i/(si) = vol,<+i/(s2,cs0'), хотя два подпучка

f(s'd) и f(sa, aj) (имеющие теперь общую ось — exp (<aj)) могут и

не совпадать. Однако для остальных двух пучков (если хотя бы

один из них непуст) справедливы неравенства vols+1f (sd) <

<vol,+j/(si,ej) (если Si=/=0) и vols»+i/(Sd)<vol$4.i/(s3.aj) (если
s3gfc0), т. е. если, одно из чисел Si или s8 отлично от нуля,

то vo\kfa < Уо1*Де' • Если же Si -«s3 ¦» 0, то весь пучок /rf заполнен
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сопряженными направлениями, а потому распространяется вдоль
зоны действия максимального коэффициента.

Прежде чем перейти к случаю B), фиксируем вспомогательные

утверждения. Рассмотрим на сфере 5" радиуса R «-мерный диск

радиуса /?ф0. где <р0
— угол сферической зоны. Тогда объем этого

<р.

шара равен Vn\4> — Rna(n— \)\ sin"-1 (q>)dq>, где а (а — 1) есть

о

(я—1)-мерный объем единичной сферы S"-1. Так, например, если

п*-2, то Vi|g>"=4njR*sinI(-y-) и коэффициент nt(r) равен

Rtg(r/2R).
Рассмотрим произвольный вектор desFi, и пусть вдоль него

представлены все три вида двумерных коэффициентов: евклидов,

сопряженный и орбитальный; обозначим их через х«(г, П),

xj(r, П), х°(г, П) соответственно, где П — прямая, ортогональная

вектору d и определяющая наклон двумерной площадки. Тогда
легко видеть, что при r*^|aj| (напомним, что |aj|^|d|) выпол-

выполнены строгие неравенства xj(r, U)<.y%(r, П)<х»(г, П). Итак,
рассмотрим случай B). Здесь в пучке fd к сопряженным направ-
направлениям (число которых равно v, т. е. кратности корня оо)
добавляются еще и орбитальные направления. Предположим
сначала, что |d|>|aj|. Пусть k— l=s + s' + s" для U\ положим

Sl = s, Si = sf, sa = s*; пусть k - 1 = s (aj) + s' (aj) -f s" (a'o) для /«/;
тогда s (aj) = 0, s' (a'o) = v, т. e. k — 1 = v -j- s"-(a'6) для ?*j. Возможны

следующие два случая: а) s'(d)^s'(«o); б) s' (d) > s' (a'o). Рас-

Рассмотрим случай а). Выделим в пучке fd подпучок }а такой, что

JdZDf(s'd) и dimfd==dim/(saj) = s'(an) = v. Тогда, в силу случая A)
и так как \d\>\a'0\, мы имеем volv+1|!rf-<vo]v+i/(Saj). Так как

s'(d)<;v, то факторпучок fd/Ja не содержит сопряженных направ-
направлений, а факторпучок fa>lf{s'a^ состоит только из орбитальных
траекторий. Сравним между собой эти два пучка. Заменим в пучке
fd/fd все евклидовы направления (если они вообще имеются)
орбитальными направлениями; тем самым мы можем только

увеличить объем пучка fa/Jd- Итак, теперь на каждое орбитальное
направление в пучке faj//(Saj) приходится в точности одно орби-
орбитальное направление в новом пучке [fd/fd]'- Поскольку |d|>|aj|,
то кривизна пучка /aj//(sa;) больше, чем кривизна пучка [fjfdYt
откуда следует, что voifr-v_i/aj//(s^)>volft_v_1 [/<*/?*]'=*vol^-i/,,/?,,.
Поэтому окончательно получаем volj/a'> vo\Jd.

Рассмотрим случай б), т. е. s' (d) > s' (aj). Существует такая

открытая окрестность U s-корня aj, что для любого вектора d,

принадлежащего U и заканчивающегося на ^ь выполнено нера-
неравенство s' (d)^s' (aj); поэтому, если s' (d)>&' (oj), то d ф U. Это
замечание основано на том, что кратность в' (с) определяется
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гиперплоскостями, с которыми встречается вектор d, а если d

близок к о$, то он встречается с той же плоскостью, что и «4.
Построим два подпучка: fczfy, dim/' = s'(aj) — I, /' c/(sa/)(
и fd<=.fd, где fdcf(s'd) и dimf(/=dim/\ т. е. оба пучка f »}d
составлены из сопряженных направлений. Поскольку !d|>!aj|,
то в силу пункта A) имеем volf»(ej)/'>vol,^e/)frf. Увеличим объем

пучка fd, заменив в нем все евклидовы и орбитальные траектории
сопряженными; полученный пучок обозначим через f'd. В пучке
fk'If осталась ровно одна сопряженная траектория Yo> & осталь-

остальные—орбитальные. Сравним пучки f^Jf и fd/fd, где faffd состоит

только из сопряженных направлений. Добавим к траектории

Yocz/a'//' (образующей вместе с траекторией exp(foj) двумерную

площадку ога) еще °ДНО орбитальное направление из пучка fa'lf\
получим некоторый трехмерный пучок щ. В пучке fa мы рассмот-
рассмотрим также трехмерный пучок т3, состоящий из двух сопряженных

направлений, лежащих в пучке fd/fa, и оси пучка exp (td) cr fd.
Непосредственный подсчет показывает, что vol8 (т8) < vol8 (саэ)
(напомним, что \d >|а'о|). Это рассуждение открывает путь
к индукции по числу орбитальных направлений в пучке /о».
Оказывается, что коэффициент вдоль пучка <о/ (составленного
из пучка оа и 1 — 2 орбитальных направлений в пучке /oj),
i«=dimd)(, содержащего одно сопряженное направление, больше,
чем коэффициент пучка т*. где xt с fa, т/ состоит из i — 1 сопря-
сопряженных направлений, содержащихся в fd/fd, и траектории
exp (td) а }а- В этом легко убедиться прямым вычислением.

Поскольку пучок /«'//' U (yo) уже состоит только из орбитальных
направлений, то, добавляя по одному орбитальному направлению,
мы в конце концов исчерпываем весь пучок fa>, что и завершает

доказательство. Итак, случай |d|>|aj| разобран полностью.

Пусть теперь в ситуации B) мы имеем | d | -¦ | <xj |. Используя
группу Вейля, можно считать, 4Tod = aJ. Тогда всегда выполнено

неравенство s' (d) «S s' (aj), так как по условию пункта B) s' (aj)—v,
а v — максимальная размерность пространства якобиевых полей

вдоль exp (ta'o). Применим схему рассуждений, описанную выше;

выделим в пучке fd подпучок frf, dimfd = v+ I =«s' (а'„)+ 1, frf3
2/(si). В силу пункта A), имеем volv+i(fd)<volv+x[/(Saj)].
Далее, переход от fa к пучку fa осуществляется путем добавления

орбитальных и евклидовых направлений. Поскольку на каждое

евклидово направление в fd/Jd приходится орбитальное направле-
направление в fa.'If (s?'), то добавление евклидовых направлений к пучку fd
продолжает увеличивать уже имеющуюся разницу в коэффициентах.
Когда все евклидовы направления будут исчерпаны, мы будем
добавлять орбитальные направления (в обоих пучках), что сохра-
сохраняет уже накопившуюся разницу в коэффициентах, поскольку
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d = «J. Если же в пучке fa вообще не было ни одного евклидова

направления, то при s' (d) < s' (aj) имеем volA (fd) < vol* (/aj).
Если s' (d) = s' (a'o), тогда пучок fd совпадает с максимальным

пучком, описанным в условии леммы (хотя не обязательно совпа-
совпадает с fa>). Переходим к случаю C).

Ясно, что для любого defi пучок fd не может содержать

больше чем л — / орбитальных и сопряженных направлений; поэ-

поэтому, если л — / + 1<?<п— 1,то s'(d) + s"(d)^n — /=*s'Ю-f
-|-s"(cxj). Рассмотрим два подпучка: x = f(s'ar\J s?/) c= /«', dim(T)=
-s'(erf) +5"(oi), и fd = f(s'd U s5 U 5), где dimes' (oU + s"K)«
= s'(d)+s"(d) + dim ?. Тогда, в силу пункта B), имеем

voln_;+1 (т) > wo\a-t+1fd, если хотя бы одно из неравенств s' (d) <
< s' (aj), s" (d) < s" (aj) имеет место, т. е. если dim ? > 0. Поскольку
оба факторпучка /а'/т и /d/frf состоят уже только из евклидовых

направлений, то строгое неравенство сохранится и при переходе
от т и fa к /aj и /rf соответственно, откуда volft(/aj)>volft(/d),
что и требовалось. Если же dim ? = 0, то fd — максимальный пучок
(потому что в таком случае s' (d) == s' (aj) = v, s" (d)=s"(a'0)—n—/—v).

В заключение отметим, что при r-*-|ao| кк(г)-^оо (при
любом k), а если щ(у, х, П*-1) не максимален, то при r>|aj|
имеем Х/,(у, х, П*-1)<оо. Лемма доказана.

15.4. Явная формула для геодезического дефекта симметри-
симметрического пространства. Итак, если М — компактное симметрическое
пространство (односвязное), то fi^(e)«»©ft |aJ|A, где | ос^ [ == | oto [-1,
a0 есть любой из корней максимальной длины в М, причем явное

аналитическое выражение для коэффициента <о* можно получить
из леммы 15.3.1. (Это выражение нам не потребуется.) Отметим,
что характер изменения числа ©» с ростом размерности k пре-

претерпевает два существенных излома: при значениях & = v+l и

k = n — l-\-\ (см. лемму 15.3.1).
Рассмотрим всевозможные движения g e S симметрического

пространства М; тогда с помощью подходящего g можно пере-
перевести точку ееМ в любую точку РтМ. Поскольку движения g

сохраняют метрику, то Ой(е)эЩ(Р), где P^gie); это общее
значение, очевидно, совпадает с Q*, т. е. с fc-мерным геодезиче-

геодезическим дефектом М.
Предложение 15.4.1. Пусть Мп — компактное риманово

однородное пространство (не обязательно симметрическое), снаб-
окенное инвариантной метрикой, и пусть Q% — k-мерный геодези-
геодезический дефект М. Пусть Хое<0A'), L'^0, есть глобально

минимальная поверхность, dimX0=»fe. Предположим, что

чо\к(Хо)щ*0%. Тогда поверхность ХО является компактным замк-

замкнутым вполне геодезическим подмногообразием в М.

Доказательство. Пусть Р е Хо — произвольная точка;
тогда fiJ = QJ(P), где g(e) = P, и в силу предложения 14.2.2
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имеем, что существует окрестность U = U(P) такая, что U =
= ехрР ТР (Хо) и U диффеоморфна открытому диску Dk. Поскольку
это свойство выполнено для каждой точки РеХои интеграль-
интегральные траектории поля v являются геодезическими, исходящими

из точки Р, то Хо —вполне геодезическое подмногообразие, что

и требовалось.
15.5. Глобально минимальные поверхности наименьшего объема

(vol*Ao = 0*) в симметрических пространствах являются сим-

симметрическими пространствами ранга 1. Пока мы знаем о мини-

минимальных поверхностях Хо со свойством vol* Хо = QJ (если такие

поверхности вообще существуют) толь-
_

ко то, что они — вполне геодезические
~"

подмногообразия в М (см. предложе-
предложение 15.4.1). Теорема 15.5.1 дает пол-

полный ответ на поставленный выше

вопрос в том случае, когда М — сим-

метрическое компактное пространство.
Определение 15.5.1. Пусть

Vk cz Мп — вполне геодезическое под-

многообразие, Q (e, R (е)) = Q (е) - мак-

симальный открытый геодезический
шар в М с центром в точке е радиуса Рис. 43.

R (е). Пусть х <= V П Q (е) и у(г)-
геодезическая из точки е в точку х. Мы скажем, что подмного-

подмногообразие V* распространяется вдоль максимального коэффициента
v.k(e, г) многообразия М, если xft(e, r)=xft(y, х, П*~'), где х —

произвольная точка из Vkf]Q(e), П*-'с:Гх(У*) и плоскость Щ~1
ортогональна вектору скорости y^Tx(V) (рис. 43).

Теорема 15.5.1. Пусть Мп — компактное односвязное сим-

симметрическое пространство и Xocz M — k-мерная минимальная по-

поверхность реализующего типа, т. е. Xo<=0(L'), L'Ф0, 3*^k^
*=s га — 1. Предположим, что уо1к(Хо) — ^1(М), где Q% — геодезиче-
геодезический дефект многообразия М. Тогда минимальная поверхность Хо
является односвязным компактным вполне геодезическим подмного-

подмногообразием в М (а потому Хо является симметрическим простран-
пространством) ранга 1, т. е. многообразие Хо диффеоморфно одному из

следующих многообразий: 1) 5*; 2) СР*/г; 3) (Е)Р*/*; 4) /r4/Spin(9).
Кроме того, вложение Хо -*• М таково, что единственный корень oto

симметрического пространства Хо совпадает (после применения
подходящего движения подмногообразия Хо в М) с одним из корней
наибольшей длины (т. е. с корнем, соответствующим некоторому
минимальному s-корню) симметрического пространства М и много-

многообразие Хо целиком распространяется вдоль максимального коэф-
коэффициента щ (е, г) (в соответствии с описанием этой зоны в лемме

15.3.1). Обратно, пусть XoCzM — k-мерное односвязное вполне

геодезическое подмногообразие ранга I, единственный корень Oq
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которого совпадает с некоторым корнем а максимальной длины
в пространстве М, и пусть, кроме того, подмногообразие Хо
распространяется вдоль максимального коэффициента щ (е, г)
(в соответствии с описанием леммы 15.3.1). Предположим, далее,
что X<>e.0(L') {т. е. реализует некоторую нетривиальную под-

подгруппу или подмножество в H<f>(M)). Тогда Хо— глобально мини-

минимальная поверхность в М и, кроме того, vo\k(X0) = fi*(M) = &ЦМ).
Доказательство. Пусть е е Хо cz M — фиксированная

точка. Тогда, в силу предложения 15.4.1, поверхность Хо — вполне

геодезическое подмногообразие в М. Из равенства volft(X0) = flj|
следует

fiJ = volftXo^Y(X0, f, Я(е))з*

Отсюда V>(e, X.)=l, Il^^-Hml^Lfft, т. е. функ-

функция ТЩАЛ постоянна. Значит, (-Y = 0, W^-^-W, но по-
Че V) ¦ \ ЯI Ч

скольку Д- = max щ {v, х) •= х„ (е, г), то ? (г) = щ (е, г) У (г).
1 (U)

Так как для геодезического диффеоморфизма вектор скорости у
ортогонален фронту волны dQ{r), то отсюда следует, что Хо рас-
распространяется вдоль максимального коэффициента х*(е, г), ибо
в противном случае мы имели бы при некотором г0 строгое не-

неравенство ^(гоХха^, ГоI?' (го). Из леммы 15.3.1 следует, что

для любой геодезической у а Хо, исходящей из е, щ(у, х, П*-')зв
азиА(е, г), Х"у(г), П*-'с=Гж(Х0), а плоскость Л(П*~>) не

зависит от х (ее положение описано в лемме 15.3.1). Из этой же

леммы следует, что каждая такая геодезическая уаХ0 может

быть совмещена посредством подходящего вращения с геодези-

геодезической exp(foU), где Оо' — некоторый минимальный s-корень в М.
Так как всех минимальных s-корней а'о конечное число и все

они изолированы, то все геодезические у с: Хо, проходящие через
е s Хо, можно совместить с одной и той же геодезической
ехр (/а«) с Хо. Отсюда следует, что группа движений простран-
пространства Хо транзитивна на векторах плоскости Те(Х0), а потому
ранг Хо равен 1. Теперь докажем односвязность Хо. Действительно,

допустим, что ni(Xo)=5^O. Рассмотрим шар Q[R(e)]\ тогда, так как

voU(Xo)*=QL то XoczQ[R(e)]. Пусть v(г) — геодезическая в Хо,
идущая из е на dQ[R(e)]*=Ri. Поскольку fe>2, то универсаль-
универсальное накрытие Хо над многообразием Хо диффеоморфно одному из

следующих многообразий: 1) Sk; 2) (DPfc/i; 3) (QP*/4; 4) F^Spin (9).
Отсюда и из того, что ях (Хо) ф 0, следует, что существует такая

геодезическая Vo с= Хо, что первой сопряженной точкой на ней
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будет исходная точка е (после полного оборота по замкнутой гео-

геодезической Yo). Напомним, что Хо получается из Хо факториза-
факторизацией по некоторой конечной подгруппе группы движений. Пусть
М(е, Хо)—множество точек минимума для Хо, тогда М(е, Хо) =
=* М(е, M)(]Q(\ai,\) = M(e, X0)D#i- Далее, так как М односвяз-
но, то М (е, М) = С (е, М), т. е. получаем, что каждая точка

Ф е М (е, Хо) обязана быть сопряженной точкой по отношению

к е. Действительно, если какая-либо точка не сопряжена с е, то

подмногообразие Хо не может обслуживаться максимальным коэф-
коэффициентом и»(е, г) (напомним, что в силу леммы 15.3.1 пучок /_',

соответствующий хА (е, г), должен содержать по крайней мере одно*
сопряженное направление). Это противоречит существованию гео-

геодезической 7oi первой сопряженной точкой вдоль которой является

сама точка е. Полученное противоречие доказывает первую часть

теоремы.

Обратно, пусть Хо с: М — вполне геодезическое подмногообразие
ранга 1, вложенное в М в соответствии с требованиями теоремы.
Повторяя все указанные выше рассуждения в обратном порядке
и используя схему доказательства теоремы 14.2.1, получаем
цепочку точных равенств Y (Xo, f, \ а,'о |) = volA Хо = QI, так как

Хо с: Q (| а'о |). Поскольку Хо е 0 (U), то Хо — глобально мини-

минимальная поверхность. Теорема доказана.
Мы использовали односвязность Хо, сославшись на то, что Хо

полностью обслуживается максимальным коэффициентом, что (как
это следует из первой части теоремы) невозможно для неодносвяз-

ного симметрического пространства Хо. Отметим, что теорема
15.5.1 сводит задачу о нахождении минимальных поверхностей
со свойством voU(X0) = Qft (в случае симметрического простран-
пространства М) к изучению вполне геодезических подмногообразий ранга 1,
что является уже алгебраической и довольно просто решаемой
задачей.

Замечание. Пусть М" — односвязное компактное симметри-
симметрическое пространство ранга / и ? > 0 — наибольшая размерность
односвязного компактного вполне геодезического подмногообразия
ранга 1 в М, корень «о которого .совпадает с некоторым корнем
максимальной длины в М. Тогда из теоремы 15.5.1 следует, что

л —1+1 и что для любой минимальной поверхности Xje
где ?+1<Л«^л— 1, выполнено строгое неравенство

U@)H)
15.6. Доказательство теоремы классификации поверхностей наи-

наименьшего объема в некоторых классических симметрических про-

пространствах. Переходим к доказательству теорем 15.1.1 и 15.1.2.
Начнем с теоремы 15.1.1. Последнее утверждение в этой теореме

нужно понимать так: если L'k = {d} и Z* = {ра} суть две подгруппы,
порожденные элементами а и ра соответственно, то минимальный

компакт Хо, реализующий Ь'ц, будет отличаться от минимальной
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поверхности Хо, реализующей L», в том и только в том случае,
когда vol*(Xo)<volft(X0), поскольку в противном случае поверх-

поверхность Хо обслуживает (в смысле минимальности) не только под-

подгруппу Ц, но и подгруппу L'k. Из теоремы 15.1.1, в частности,

следует, что в симметрических пространствах ранга 1 увеличение
кратности класса (ко)гомологий по крайней мере не уменьшает

объем носителя.

Доказательство теоремы 15.1.1. Рассмотрим случай,
когда М односвязно. В случае 1) Afa" = (DP't, v = v(ao)=l (v —

кратность корня a0), а потому щ{е, г) соответствует пучку fa>,
содержащему ровно одно сопряженное направление и k — 2 орби-

тальных. Поскольку Xo = (CPfe/2, то dim X?-dim\CP2 / = 2,
а потому Хо распространяется вдоль максимального коэффициента
(см. определение 15.5.1), отсюда и из теоремы 15.5.1 следует

утверждение A) теоремы 15.1.1. В случае B) Min = (QP4, v =

/
1 \

= v(ao) = 3 и dim(Xo) — dim\(QPT~ J = 4, откуда, как и в слу-
случае A), следует требуемое утверждение. В случае C) v(ao) = 7,
dim (X') —0 = 8, что и требуется для применения теоремы 15.5.1.

В случае D) Мп = RP" и ях (Мп) Ф 0, поэтому формально нельзя

применять разработанную выше технику, однако в данном случае

имеем М (е, A1) = RP"-1 (хотя М(е)ФС{ё)=*е), и можно положить

Q[/?(e)] = RP"\RP" , а затем повторить все рассуждения из

доказательства теоремы 15.5.1 с v(ao) = O. Дальше поступаем,
как и в случаях A) —C). Обратно, пусть Xj а Мп — произволь-
произвольная минимальная поверхность из реализующего класса 0. Тогда
в этой же размерности k обязательно имеется минимальная поверх-

поверхность Xj, совпадающая с одним из элементов указанной выше

фильтрации. Так как Х\ реализует всю группу Н[к) (М), то

vol*(X*M= volA(Хо). Поскольку в силу теоремы 14.2.1 voU(Xo)s=
3=QA(MK5Q°(M), то volft(xJ) = voU(Xj)=Q°, а тогда, в силу

теоремы 15.5.1, X? должен получаться из подмногообразия Хо
некоторым движением многообразия М. Теорема 15.1.1 доказана.

Итак, если ранг Af = l, то числа Q? всегда достигаются и

полностью описывают минимальные поверхности в М.

Рассмотрим более сложную ситуацию теоремы 15.1.2. Пусть
Мп = SU (р + q)/S[U(р)хU(q)] (где p^q^ 1) — односвязное комп-

комплексное многообразие Грассмана G^+q, „. При q=>\ имеем Мп =
= СРП/2. Многообразие М" моделируется в группе SU(p-f<7)
в виде картановской модели У^М" = ехрб, где В ~{b\, b —

= 1
_г ), Z—комплексная матрица с q строками и р столбцами.

Если через Еу обозначить стандартный базис в алгебре su (p + q), то

максимальное абелево подпространство в плоскости В определяется
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•г

так: 2 R (Ett 9+l
— Ef+i, i) (R — поле вещественных чисел). Положим

oef, a = 2л(?i,?+i — ??+i,i) и выделим в В плоскость

1 0

'ШИШШ

оР

где d — p-вектор следующего вида: d = (cpi, ф2, .... q>s, 0 0);
здесь число s фиксировано, 1 *s s < р, а через 0? и 0р обозна-
обозначены две нулевые квадратные матрицы порядков q и р соответ-
соответственно. Тогда йеС5 и ехр (Cs) а ехр В

—

G? q
является впол-

вполне геодезическим подмногообразием в Gc, , диффеоморфным
СР*. Это подмногообразие (после подходящего движения на Мп)
может быть записано как 0PJ = {/}, где / = А .0 Ip+9-s-u /a —еди-
—единичная матрица порядка а, Л = (ау), 1 ^i, /^s-f 1; ац =— 1 +

<o

Доказательство 1-го пункта теоремы 15.1.2. Рас-
Рассмотрим ©Р*с:М, и пусть у* (/) = ехр (fa) — геодезическая в (DP*;
тогда первая сопряженная точка на у* (t) возникает при ^ = 1/2.
Положим a' = a/2i тогда орбита точки ехр (а') в exp(C,) = CPf
является подмногообразием, диффеоморфным СР1* (середины

t) Otl)
'

замкнутых геодезических у* (t), т. е. вектор а' яв-

яв©Р И
у у () ) р

ляется единственным s-корнем пространства ©Р*. Итак, структу-
структура пучка fg в CPJ такова: пучок f~> содержит одно сопряжен-
сопряженное направление и 2s —2 орбитальных. Ясно, что dQ(|a6|) f|
П (DPJ = CPlS~1, где | обо I — длина минимального s-корня в М. Пу-
Путем соответствующего поворота подмногообразия СР* в М можно

добиться того, чтобы вектор а' перешел в вектор а' = nl (Ец —
— Ег2). Рассмотрим в алгебре Ли su(p-f-g') скалярное произве-
произведение (X, Y) — — Bя)~2 Re Spur (X • Y). Хорошо известно, что кор-
корни алгебры su(p + q) (в каноническом базисе) имеют вид {%i±%j)\
1Ф1- В канонических координатах на торе Т^?-1 в su(p + q)
мы имеем atj = 2ni(Eit — Ejj), 1Ф\, причем простыми корнями
являются векторы ал м. Так как | а,ц \2 = 2, то соответствующие
s-корни имеют вид a'tl = ni(En — Ejj). Ясно, что образ вектора а'
после поворота (см. выше) совпал с s-корнем а{2 = ш" (Ец — Ем).
Так как все s-корни в алгебре su(p4-<7) имеют одинаковую
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длину, то получаем, что s-корень а' подмногообразия (DP* (после
подходящего поворота) совпал с минимальным s-корнем а{г алгеб-
алгебры su (p + q). Вычислим кратность первой сопряженной точки

exp(ct') вдоль ехр (/а') в группе SU(p+<7). Ясно, что

v - dim [С (ехр (а'))/С (а')] - dim [С (ехр (а'))/С (а')] -

Тем самым, коэффициент, соответствующий пучку f% в СР* cr

c:SU(p+ <7), He является максимальным в SU(p + <7), однако он

окажется максимальным в подмногообразии 5 G?
Легко подсчитать, что

va = dim [С(ехр (о')) П 5 (V (р) XU (q))V[C(a') (]S(U(p)xU (q))] -
1— 1,

а поэтому пучок /~» с: (DP* в многообразии ехр (В) соответствует
максимальному коэффициенту х» (е, г) в ехр (В). Так как все

подмногообразия (DP1, I ^ s «b p, реализуют аддитивные образую-
образующие в группах Н**(М, Z), то, в силу теоремы 15.5.1, все под-

подмногообразия ©Р* — минимальные поверхности в многообразии
expB^G^+ qq и, кроме того, vol2,((DP1*) =• Qls- Осталось дока-

доказать, что при k Ф {2, 4, 6, ..., 2р) volft (Хо) > й^ для любой

поверхности Xoe0(L'). Поскольку H*(M, Z) = Z[xit xt, ...

..., Х2д] до размерности 2р, то при А «* 2р для любой группы

коэффициентов нетривиальные минимальные поверхности могут
находиться только в четных размерностях, а тогда мы возвра-

возвращаемся в рассмотренную выше ситуацию. Итак, пусть теперь
&3=2р+ 2. Так как ©Рр является максимальным по размерности

симметрическим пространством ранга 1, которое можно выра-

вырастить в группе S\J(p + q) путем вращения геодезической ехр (fix'),
то, согласно замечанию к теореме 15.5.1, число ? равно 2р,
а тогда vol*(Хо)> Q&(М) при любом k, 2p + 2<?sgn— 1. До-
Доказан 1-й пункт теоремы 15.1.2.

Теперь рассмотрим кватернионный случай, который по тех-

технике доказательства будет несколько более деликатным. Пусть

есть кватернионное многообразие Грассмана. Тогда кольцо

Н* (М; Z) изоморфно до размерности 4р + 2 кольцу полиномов

Z [yit Уа, Уи, .... Уц]. Рассмотрим стандартные вложения ©Рг =
= G?+i. I

B Gp-m, f l^^^Pf реализующие элементы t/4, y\,
yl, "',УР4 кольца' Н*(М; Z). Пусть группа Sp(p+<7) представ-
представлена стандартным образом в группу SUBp+ 2<7), и пусть Vs=

= Gp+q> „
d Sp (p+q) — картановская модель многообразия М,

G — В -{- Н — соответствующее разложение алгебры sp(p+<7)i где
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плоскость Н составлена из матриц вида [_п д)» А=>Хи®Хп,
JD = Xx8©XM. Хце«(?), Xti^u(p), Хц— симметрическая мат-

матрица (qxq), Xu— симметрическая матрица (рхр). Плоскость В
состоит из следующих матриц:

(-П2 о

Максимальный тор PczB получается, если положить Км-»О,

R-Eu- Картановокая подалгебра в sp (p + q) образована
i

элементами вида Z®Z, где Zeu(p+^). Выделим в плоскости

В подпространство Сг, состоящее из всех таких элементов, для

которых (Fia)ip = <pp, 1<Р<г, (Kia)ip = 0, r<P<p; (Уи)у-=0,
/>1 (^) % KP< (K) 0 <р< (У)О; (i4)ip % P A4)ip , рр (и)у,

; cpp, г|з&е(С. Ясно, что ехр (Сг) — вполне геодезическое под-

подмногообразие в V, диффеоморфное (QPr, причем указанное вло-

вложение (QP -^ V является топологически стандартным (отметим, что

(ЦРГ можно задать в явном виде формулами, аналогичными тем,

которые описывали (DP* в G?+G q).
Доказательство 2-го пункта теоремы 15.1.2. Фик-

Фиксируем в sp (р + q) скалярное произведение (X, Y> = — (вп*)-1 х
X Re Spur (X ¦ Y), и пусть е, = 2пАи, где Ass = i (Ess - Е^,^ р^.,)\
тогда |е,|= 1. Система всех корней в &p(p-\-q) имеет вид {et±:e])\
корнями максимальной длины являются элементы {2е{}. Спроек-
Спроектируем все корни sp(p + <7) на В', где

fi' = Adc(B), C =

Тогда ясно, что СРС'1 а Р', где Р' — картановская подалгебра
в sp(p + ^). Плоскость СРС1 натянута на векторы {ei — ei+g},
l*^*s^<7. Прямое вычисление (которое мы опускаем) показывает,
что векторы {±{et — e?+<)}> l^K.q, являются корнями наиболь-

наибольшей длины пространства ехр В. Положим а<в=е/ — ei+0, a'i=-^ai
и iti^C-kt'iC. Исследуем только s-корень \i[, так как все осталь-

остальные s-корни \i't получаются из него при действии группы Вейля.

Ясно, что ехр(ц[) = /С©/С, где tf = (— Л) © (/ri) © (- Л) ф
©(/p_i). Требуется вычислить размерность C[exp(|ii)]/C(nJ), что

даст нам кратность точки exp(ni) в SUBp+ 2q). Оказывается,
что пучок / / не соответствует максимальному коэффициенту
в SUBp+ 2<7), однако легко убедиться прямым подсчетом, что

[С (ехр (|i{)) П (Sp (Р) X Sp (q))]/[C (|i[) П (Sp (р) X Sp (q))] й 5»,

где подгруппа 58~SUB) вложена в S'xS9 в качестве диаго-
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нали Д. Итак, кратность v точки ехр (ц[) в многообразии V рав-
равна 3. Поскольку dim (QPr — dim (QP'"-1 = 4, то отсюда, в силу
леммы 15.3.1, следует, что подмногообразие ехр(Сг) содержит
3 сопряженных направления вдоль геодезической exp(fyi{), т. е.

пучок /ц/ соответствует максимальному коэффициенту щ(е, г)
в многообразии М. Поскольку этот пучок при вращении век-

вектора вокруг е порождает подмногообразие (QP, то все подмно-

подмногообразия (Е)РГ с: М являются глобально минимальными поверх-
поверхностями. Все остальные утверждения доказываются по аналогии
с первым пунктом. Доказательство закончено.

Совершенно аналогично рассматривается и вещественный
случай — односвязное и неодносвязное грассмановы многообразия—
однако мы не будем на этом останавливаться.

Теоремы 15.1.1 и 15.1.2 описывают ситуации, когда зна-

значение Qi(M)- достигается при многих k. Разберем, для кон-

контраста, несколько ситуаций, когда числа 0,% достигаются в ог-

ограниченном количестве случаев или совсем не достигаются.

Пусть Мя = G — компактная односвязная группа Ли, и пусть
а0 — произвольный корень максимальной длины в М (таких кор-
корней может быть несколько). Тогда из этого корня всегда выра-
вырастает подгруппа SUB), диффеоморфная сфере S8 и реализую-

реализующая свободную образующую в группе Н'з"(б; Z) (напомним, что

Н\1)ф\ Z) = HT{G\ Z) = 0). Обозначим это подмногообразие
через S&.

Предложение 15.6.1. Пусть Мп = 5— компактная одно-
связная группа Ли, So —описанная выше подгруппа, и пусть
Xo^.0(U), 3 «s; k «s n — 1, — произвольная минимальная поверх-

поверхность в G. Тогда равенство vol* (Хо) = QI (8) достигается только

при k = 3, причем в этом случае равенство уо13(Х0) = ?2з выпол-

выполнено для подмногообразия X0 = Sb и только для него (с точностью

до движений группы б); в частности, So —глобальная минималь-

минимальная поверхность в G.

Доказате ль с т в о. Пусть Хо — минимальная поверхность
в G такая, что volft(Xo) = ?2&. Тогда, в силу теоремы 15.5.1,
поверхность Хо является подмногообразием, диффеоморфным од-

одному из следующих пространств: Sft, (DP*/*, (QP*/*, F4/Spin(9),
причем Хо вырастает из некоторого s-корня об наименьшей дли-

длины в G. Отсюда следует, что кратность точки ехр (обо), как сопря-

сопряженной точки, равна двум. В самом деле,, кратность произволь-
произвольного корня d равна v(&) = 2dimVg, где ji (a')eO(mod 1) и

^(а')^=0 (см. предложение 15.2.1). Поскольку dimR(V*) = 2 и

в указанную сумму заведомо входит слагаемое dim V- (так как

a(a')= 1), то v(a)^2. Так как а'о — наименьший s-корень, то

не существует другого корня р* Ф 6с0 такого, что $ (об) аш 0 (mod 1),
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ибо в противном случае мы получили бы, что |Р'|<|осо|, а это

невозможно. Итак, в группе G имеем равенство v(a6)-*=2. По-

Поскольку k^3, то пучок fa,', соответствующий коэффициенту
>«* (б, г), обязан (см. лемму 15.2.1) содержать два сопряженных

направления. Так как эти направления уже содержатся в под-

подгруппе S3 и по лемме 15.3.1 и теореме 15.5.1 вся! поверхность
Хо обслуживается щ(е, г) и является вполне геодезическим под-

подмногообразием, то Хо 5 So. Известно, что So реализует свобод-

свободную образующую в Щ' E, Z), откуда следует, что какое-то из

перечисленных выше симметрических пространств ранга 1 (сов-
(совпадающее с Хо) должно содержать в своей трехмерной группе
(ко)гомологий элемент бесконечного порядка, что возможно, толь-

только если k -• 3 и Хо = S3. Минимальность подмногообразия S5 сле-

следует из теоремы 15.5.1. Предложение полностью доказано.

На некоторых симметрических пространствах числа Qjj не

достигаются ни при каком значении к. Например, рассмотрим
симметрическое пространство Мп «¦ SU Bm)/Sp (т) ранга т— 1;
известно (см. [56]), что Н* (М; Z)==A(x3, #o. •••, хт-в). Пусть
ш^2и Хое0(//) — глобально минимальная поверхность. Тогда
выполнено строгое неравенство volft(Xo)>Q?(M). Еще один
пример. Пусть M" = SUBm+l)/SOBm+l) и Xo<=®(U)\ тогда

всегда имеем volft (Хо) > Й?- Доказательства получаются по схеме,

изложенной при доказательстве предложения 15.6.1.

¦2 j-v+/. п-и п-1 2 v+/ v-~l-i n'-t Z

а)М=О б) М-8/Н

Рис. 44.

В) M=W-симметри-
симметрическое пространства

ранга /

Теорема 15.5.1 позволяет получить полное описание &-мер-
ных геодезических дефектов Q? для любого компактного сим-

симметрического пространства (можно, например, опираться при
этом на список этих пространств; см., например, [9]). Мы огра-
ограничимся приведенными выше примерами. Исследование значитель-
значительного числа конкретных симметрических пространсгв позволило

следующим образом описать качественное поведение функции Q?.
На рис. 44 по горизонтальной оси отложены значения раз-

размерности k, 2s^?s^tt— 1, а по вертикальной оси —значения
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объемов замкнутых поверхностей реализующего типа, т.е. Xs

e^(L'), L'^0, L'c:Hf>(M). Оказывается, выделяются три

случая: а) группы Ли; б) симметрические пространства, отлич-
отличные от групп Ли и от симметрических пространств ранга 1;

в) симметрические пространства ранга 1. В случаях а) и б) по-

поведение функции ?2* характеризуется наличием двух точек из-

излома: Дгх = v+ 1, kt — n — I— 1, где v (см. выше) — кратность
корня Оо максимальной длины, а / — ранг М. В случае а) функ-
функция й? только в одной точке (при k = 3) соприкасается с объе-
объемами замкнутых топологически нетривиальных поверхностей;
в случае б) число таких соприкосновений увеличивается, т. е.

имеется достаточно много минимальных поверхностей, объем
которых совпадает с QJ, а в случае в) функция QJ! полностью

описывает все минимальные поверхности наименьшего объема.

Дальнейшие примеры глобально минимальных поверхностей,
реализующих нетривиальные (ко)циклы в симметрических про-
пространствах, были получены Дао Чонг Тхи (см. [57], [58]). При-
Приведем здесь некоторые из этих примеров.

Теорема 15.6.2. Перечисленные ниже вполне геодезические

подмногообразия Хо в компактных симметрических пространствах
М являются глобально минимальными поверхностями реализую-

реализующего типа в своем классе (ко)гомологий.

A) M = U(n)/(U(m)xU(n-m)), ns=2, K/n<[n/2];
X0~U(p)/(U(q)xU(p-q)), p<n, q<m,

где U (p), U (q), U(p — q)~подгруппы, стандартно вложенные в соот-

соответствующие группы Ли U (я), U(p), U (т).

B) M = SO(/;)/(SOB)xSO(rt-2)),
Xo = SO(p)/(SOB)xSO(/>-2)),

где SO (p) и SO (p — 2) стандартно вложены соответственно в

SO (л) и SO (л-2).
C) M = SpBn)/U(n), л»2; X0 = Sp Bq)/U(q),

вложения Sp Bq) cz Sp Bл), U(q)cz.U(n) стандартны.
D) M~SOBn)/U(n), л>2; Х„ = SO Bq)/U (q),

вложения SOB<7)c:SOBfl), U(q)czU(n) стандартны.
E) Пусть Хо — произвольное замкнутое кватернионное подмно-

подмногообразие вещественной размерности 4 в кэлеровом кватернионном
симметрическом связном компактном пространстве М. Тогда

Хо —глобально минимальная поверхность в своем классе {ко)гомо-
логий.

Эта теорема является следствием общего результата, получен-
полученного Дао Чонг Тхи для описания потоков минимальной массы

(см. терминологию в [17]) в симметрических пространствах
(см. [57]-[60]).



Глава 4

ЛОКАЛЬНО МИНИМАЛЬНЫЕ ЗАМКНУТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ,
РЕАЛИЗУЮЩИЕ НЕТРИВИАЛЬНЫЕ (КО)ЦИКЛЫ И ЭЛЕМЕНТЫ
ГОМОТОПИЧЕСКИХ ГРУПП СИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

§ 16. Постановка задачи.
Вполне геодезические подмногообразия в группах Ли

В предыдущих параграфах мы изучали в основном глобально
минимальные поверхности. При этом мы обнаружили, что поверх-
поверхности наименьшего объема (например, среди всех поверхностей,
реализующих нетривиальные (ко)циклы в данной размерности)
часто оказываются вполне геодезическими подмногообразиями.
С другой стороны, вполне геодезические подмногообразия всегда
являются локально минимальными (см. § 2),. т. е. экстремалями
функционала объема (быть может, не абсолютными минимумами,
а «седлами»). Поэтому самостоятельный интерес представляет
задача об описании (например, в симметрических пространствах,
как в одном из наиболее важных для приложений классов рима-

новых многообразий) вполне геодезических подмногообразий, реа-
реализующих нетривиальные (ко)циклы. Эту задачу мы полностью

решим в настоящей главе. Затем мы дадим классификацию всех

тех случаев, когда нетривиальные элементы гомотопических групп

лДМ)(х)(С! (где М —

симметрическое пространство, (Q — рациональ-
рациональные числа) реализуются вполне геодезическими сферами, т. е.

опишем все те гомотопические классы симметрических пространств,
в которых существует представитель, изображаемый стандартной
сферой, т. е. локально минимальной поверхностью максимально

простого вида. Оказывается, эта классификация вскрывает глубо-
глубокие связи между свойствами компактных групп Ли и геометрией
локально минимальных поверхностей.

Как было доказано в § 2, каждое вполне геодезическое под-

подмногообразие локально минимально. Оказывается, если объемлю-

объемлющее многообразие является группой Ли, то вполне геодезические

подмногообразия могут быть описаны (с локальной точки зрения)
особенно просто. Обозначим через [X, Y] операцию коммутиро-
коммутирования в алгебре Ли. Поскольку нас будут интересовать компакт-

компактные группы и алгебры Ли, то можно считать, что они реализованы
как группы матриц, а тогда коммутатор двух элементов X и Y

имеет вид XY — YX, где XY — произведение матриц.
Определение 16.1. Пусть G — алгебра Ли над полем веще-

вещественных чисел, и пусть В — подпространство в G. Подпростран-
Подпространство В называется тройной системой Ли, если для любых трех
элементов X, Y, Z, принадлежащих В, элемент [[X, Y\, Z\ также

принадлежит В.
б А. Т. Фоменко
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Через ехр обозначим каноническое отображение алгебры G
в группу ©. Пусть V — вполне геодезическое подмногообразие в @;
тогда можно считать, что оно проходит через единицу группы е;

ясно, что Te(V)c:G.
Предложение 16.1 (см. [70]). Пусть ©— связная компакт-

компактная группа Ли и V — вполне геодезическое подмногообразие в группе.
Тогда подпространство В = Те (V) является тройной системой Ли
и ехр(Б) = У. Обратно, если В a G —тройная система, то под-

подмногообразие V = expB является вполне геодезическим подмногооб-

подмногообразием в группе Ли ©.
Любая подгруппа Ли положительной размерности является

вполне геодезическим подмногообразием в группе @.

§ 17. Сводка необходимых результатов
о топологической структуре компактных групп Ли
и симметрических пространств

17.1. Алгебры когомологий компактных групп Ли. Здесь мы

собрали нужные нам для дальнейшего некоторые факты о гомо-

логиях и когомологиях компактных групп.
Совокупность всех простых компактных групп Ли состоит из

четырех больших серий и пяти особых классов групп. Классы
локально изоморфных компактных связных простых групп Ли
обычно обозначаются символами А„ (пЗь \), Вп (тг^2), С„ (п5=3),
А> (л Ss 4) — классические структуры; Ga, Ft, Ee, Е7, E» — особые

структуры. Классические серии определены для всех п^\, но

указанные ограничения на ранги групп объясняются изоморфиз-
изоморфизмами групп малых размерностей из разных серий: Л1=»Б1 —Сь
В2 = Са, A3 = D3, Dt — Ax + Ai. Через Z(($) обозначим центр

группы ©• Каждый класс локально изоморфных групп содержит

единственную односвязную компактную группу @; для классов

Ап, Вп, С„ эти односвязные группы суть следующие: SU(n+l).
SpinBft+l),Sp(n), где Z(SU(n+l))=.Z«+i, Z(SpinBn+1))-Z2,
Z(Sp(n)) = Z2- Полными факторгруппами этих групп ©/Z(^)
являются группы PU(tt+l), SOBn+l). PSp(n) проективных

преобразований. Односвязной группой © класса Dn является группа
Spin Bп), Z(SpinBn)) = Z4, если «=»2а+ 1, Z(SpinBft)) = Z2©Z2,
если ft = 2ce. Полная факторгруппа SpinDa-j-2)/Z является про-
проективной ортогональной группой PSOBn), n = 2a+l. Кроме того,
для n = 2a+l существует еще одна группа: Spin B/i)/Za, где

Z% а Ъ\\ эта группа изоморфна SO Bft). Если п четно, то кроме
SO Bft) существуют еще две «полуспинорные группы», гомеоморф-
ные друг другу при любом п = 2а; в частности, при « = 8 эти

две группы изоморфны группе SO (8). Односвязными представите-
представителями в классах G2, ^Ч. ?e> E?, Ев являются группы, имеющие
циклические центры 0, 0, Za, Z2, 0 соответственно. Ниже пере-
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числены кольца вещественных когомологий простых компактных

групп Ли:

Я* (SU (п + 1)) - А (х„ хъ, хъ ..., х2п+1);
A(x8, х7, хи xtn-i);
х7, *п, •¦•, Xin-x);

= A(x3, х7, хп, .... xtn-6, X^-j);

,, хп, хгь

" (Ев)ваА(хя> х9, Хц,

Н* {Е1)=*А.{Ха, Хц, Хц, Хц, х^, х%7,

Пусть /: ®х®-*-(&— непрерывное отображение, определенное

групповым умножением. Возникает гомоморфизм /*: Н* (©; R)-*-
-v//*(®x@; R) = Н* (©) ® Н* (@). Элемент *е=Я*(@; R) назы-

называется примитивным, если /* (дс)= l®x+ x(g) 1; известно, что

образующие {xj»ri} в Я* (©; R) можно выбрать так, чтобы они

были примитивными. В дальнейшем будем считать, что образую-
образующие примитивны.

Группы SU (п) и Sp («) не имеют кручения и Я* (SU (л); Z)=
— Л(ха, *5, .... Acan-i), Я*(Бр(п); Z) = A(^8, х7 *i*-i).
Группа G2 имеет только 2-кручение, и Я* (Ga; Z) имеет две обра-
образующие Л8 и Ли. степеней 3 и 11, такие, что Л5 = Mi = 0- Группа
Я* (Gt; Z) есть сумма бесконечных циклических групп, порожден-
порожденных элементами 1, h3, Au, ha-hllt и групп Za, порожденных эле-

элементами ЛЗ и hi. Группа Ft имеет только 2-кручение, 3-кручение
и 6-кручение; алгебра Я* (Ft, Z) изоморфна тензорному произве-
произведению {/'х) Я* (G8; Z)(x)A(a:), deg(.x:)=15, где f/— градуирован-
градуированная алгебра с единицей, определяемая так: ?/° = ?/28 = Z, ?/8 =

=[/8.^/8=_/у1в_28, U' = 0 во всех других размерностях. Группы
Spin (и) при n«s6 не имеют кручения; группы SO(n) (п^З) и

Spin(n) (n^7) имеют 2-кручение, и все их коэффициенты кру-
кручения равны 2.

Напомним определение простой системы образующих в кольце

Я* (©; Zp). Множество х^, Xit, ..., Xik однородных элементов

в Я* (©; Zp) с положительными степенями называется простой
системой образующих, если одночлены x^Xt ...Xi (ii<.h<..--<.is\
s^k) образуют вместе с единицей базис векторного пространства
Я* (©; Zp) над Zp. Будем обозначать Zp-алгебру с простой систе-

системой образующих xtx, .... xih (degxtq = lg) через А(л;^, ..., xt/i).
Тогда Я* (SO* (я); Zs)- A (*i, xt, x3,..., xn-i) и Я* (Spin (n); Zi)=
=A ({xi | / e S}; t/), где deg xt = f, S — множество всех целых чисел,

меньших чем п и не являющихся степенями двойки, deg у=2*(л) — 1,
где целое число s(n) таково, что 2Wl2(K

О*
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Алгебры Я* (G2, Za) и Н* (Ft, Za) также допускают простую
систему образующих и

Я* (G2; Z*) = A (xs, xtf хв), Я* (Ft, Z2) = А (ха, х„, хв, х1ъ, х2а)-

Мы не будем подробно описывать структуру алгебр Я* (?/; Zp),
i = 6, 7, 8; отметим только, что все группы, локально изоморф-
изоморфные Е9 (соответственно Е7, Ев), не имеют р-кручения для р^7
(соответственно для pssll) и группа Е8 имеет 2-кручение.

Умножение / в группе определяет гомоморфизм /„: Я„ (@х©)-»-
-»-Я„(©); если в качестве группы коэффициентов взять поле, то

получаем гомоморфизм fm: Я* (@)® Я* (©)->-Я* (©). Если эле-

элементы а и Ь принадлежат Я# (©; С), то элемент /„(a(g)b)e
е Я* (©; С) называется их понтрягинским произведением. Итак,
группа Я„ (©; С) превращается в кольцо, умножение в котором

ассоциативно, дистрибутивно, имеет единицу, но не обязательно

антикоммутативно. Так, например, алгебра #„, (Spin A0); Z2) обла-

обладает простой системой образующих хя, хъ, х„, *7, х9, х1ь с соот-

соотношениями: Х(=0 (при всех i), xiXf = xJxl (t</, (/, /)ФF, 9)),
хвхв = х„хв + Х16 (см. [64]). Однако если Й* (@; С) имеет простую
систему примитивных образующих {xfi (I s^t<;m), то Я# (<3; С)=
=Л(«/Ь г/2, ..., ут), где deg^ = degA:b f=l, 2 m; верно и

обратное утверждение. Возьмем в качестве кольца коэффициентов
поле вещественных чисел, и пусть ©

— компактная группа; тогда
Н* (©; R) допускает простую систему примитивных образующих
и имеет место двойственность групп Я# (©; R) и Н* (©; R); гомо-

гомоморфизмы /* и /„ сопряжены друг другу, причем образующие уг
двойственны образующим Хи и наоборот, т. е. гомоморфизм /* и

пснгрягинское произведение /, полностью определяют друг друга.
17.2. Подгруппы, вполне негомологичные нулю. Рассмотрим

связную компактную группу Ли ©, и пусть V — компактное,
односвязное, вполне геодезическое подмногообразие в ©. Задача,
которую мы решим в первой части настоящей главы, заключается

в следующем: нужно выяснить, когда подмногообразие V реали-
реализует нетривиальный цикл гомологии в #„ (©; С), т. е. когда эле-

элемент l*[V] отличен от нуля, где через [V] обозначен фундамен-
фундаментальный класс многообразия V. Рассмотрим сначала частный

случай, когда вполне геодезическое подмногообразие V является

подгруппой. Пусть I: V = §->-© — вложение, тогда возникает

гомоморфизм i*: H* (©; С)-»-Я*(ф; С).
Определение 17.2.1. Подгруппа ф называется вполне не-

гомологичной нулю в группе © для группы коэффициентов С, если

гомоморфизм i* является эпиморфизмом.
Предложение 17.2.1. Связная компактная подгруппа $

в компактной группе Ли © реализует нетривиальный цикл
в Я* (©; R) тогда и только тогда, когда она вполне негомологична

нулю в группе © для вещественных коэффициентов.
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Доказательство. Пусть t, [ф] Ф О в Нф (©; R). Группу
Я* (ф; R) можно трактовать как пространство линейных функцио-
функционалов на Я, (.?>; R). Так как im [ф] = /„ (г/х •«/»... t/r) = f* Ы f, (у,)...
• • • U {Уг) Ф 0, где уи у2, ..., уг — мультипликативные образующие
в #•(•?>; К), то /» (г/а)=^:0 при l*sa*sgr. Рассмотрим в Я$ (.§; (R)
линейное подпространство неразложимых элементов (они же — при-

примитивные), которое обозначим через Р («?>). Аддитивным базисом
в этой подгруппе являются элементы уг, у2, ..., уг- Легко видеть,
что />(<&) при гомоморфизме i, отображается мономорфно. По-
Поскольку ?„, (/> (.§>)) с Я (©), то образом алгебры Н^. ($\ !R) является

внешняя подалгебра в алгебре Я* (©; R), порожденная подпрост-

подпространством it (Р (ф)), откуда следует, что 1Ф — мономорфизм на

Н* (•&; R). чт0 и требовалось.
Предложение 17.2.1 сводит нашу задачу в том случае, когда

V — ф, к исследованию подгруппы Jq на полную негомологичность

нулю. Мы изложим сейчас известную конструкцию, позволяющую
давать ответ на вопрос о полной негомологичности нулю под-

подгруппы J) в ® в терминах алгебр Ли.

Пусть ®-^-Eq~*-Bq — универсальное расслоенное пространство

для группы ©. Рассмотрим вложение подгруппы $ в группу &',
тогда возникает проекция р пространства В$ на пространство Bq)>
индуцирующая гомоморфизм р* (ф, ©): Н* (Bq)-+~H* (B^,).

Предложение 17.2.2 (см. [91]). Пусть § —связная

компактная подгруппа в ©. Подгруппа ф вполне негомоло-

негомологична нулю для вещественных коэффициентов тогда и толь-

только тогда, когда гомоморфизм р* (ф, ©) является эпимор-

эпиморфизмом.
В случае вещественных коэффициентов гомоморфизм р*(ф, ©)

можно эффективно' вычислить. Рассмотрим группу @ ранга R, и

пусть TR
— максимальный тор группы ©. Касательное пространство

Tt(TR) = iR (картановская подалгебра) является накрывающей
группой тора TR. Пусть t еГ" и N (t) — централизатор элемента t.

В tR выделим множество S' всех таких элементов Г, что ехр У е S,
где S — множество всех сингулярных элементов в TR. Множество S'
называется диаграммой группы ©. Диаграмма 5' содержит «еди-

«единичную решетку»
— совокупность всех таких элементов. t' = tR,

что ехр/'=е. Ясно, что элементы группы Вейля W(®) = N(t)/T
переводят в себя и эту решетку, и диаграмму. Отсюда следует,
что группа Вейля получает точное представление как группа
преобразований H1(TR; Z), а если в качестве кольца коэффициен-
коэффициентов взять любое кольцо С, то, как группа преобразований,
Hl{TR; C') = H1(TR; Z)®C; в последнем случае следует ука-
указывать кольцо коэффициентов и писать W (©; С). Выберем в группе
Я1 (Т\ Z) базис zb ..., Z/j и рассмотрим градуированное кольцо
полиномов от коммутирующих переменных zb .... zR с коэффи-
коэффициентами из С, т. е. С'[ги .... zR].
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Тогда группа W (©; С) получает точное представление как

группа автоморфизмов кольца С'[zlt ..., Zg\\ эту группу авто-

автоморфизмов мы обозначим W*(C). Пусть /0 (Z) — подалгебра
полиномов в Z[Zi, ..., zR], инвариантных относительно действия

группы W* (Z). Ясно, что подалгебра /a(Z)®C в алгебре
С'^ zR] содержится в подалгебре /0 (С') и что /0(|R) =
= /o(Z)(H)R. Пусть C' = R. Тогда образующим гъ ..., zR группы
НХ(Т\ Z) можно взаимно однозначно сопоставить линейные формы
на tR, которые мы будем обозначать теми же буквами. Группа
W* (R) получает точное представление как группа автоморфизмов
кольца полиномов над tR с вещественными коэффициентами.

Предложение 17.2.3 (см. [91]). Если группа @ связна, то

кольцо полиномов на картановской подалгебре, инвариантных отно-
относительно действия группы W* (©; R) (т. е. кольцо /0 (R)), является

свободной алгеброй с R {здесь R — ранг группы ©) образующими
Ph, ...,PkR, где degPki=*kit K^i?, />(©, t) = (l+t^-^)...

...(l + t2kR~l) (через P(®, t) обозначен полином Пуанкаре).
Рассмотрим вложение I: «?)-»-©, и пусть 7\ — максимальный

тор группы ^). Обозначим через z[,..., z'r образующие в Н1 (Ti, R).
Предложение 17.2.4 (см. [91]). Можно канонически ото-

отождествить Н*(Вт', R) и Н* (Вт,; R) с кольцами R[zlt .... zR] и

R[zJ, ..., z'r] соответственно, причем таким образом, чтобы гомо-

гомоморфизм р|(Ti\ Т) перешел в гомоморфизм кольца R[zlt ..., zR\
в кольцо R[z'i, ..., z'r], индуцированный гомоморфизмом вложения

р. Н1(Т\ К)->-Я1G'1; R). При этом отождествлении одномерным
образующим гъ ..., zR следует приписать новую степень 2.

Известно, что гомоморфизмы p^(Tx; <?>) и р|>(Г; ©) являются

мономорфизмами и их образы суть кольца ///(R) и /o(R) соот-

соответственно.

Предложение 17.2.5 (см. [91]). Пусть ф — связная ком-

компактная подгруппа в @. Если отождествить Н* (fi@; R) и

Н* (В$\ R) с кольцами инвариантных полиномов IQ (R) и IH (R)
соответственно, то гомоморфизм р^(ф; ©): /0 (R) -*• IH (R) сопо-

сопоставит каждому полиному Ре/0(R) индуцированный им поли-

полином на t[ из Ih(R) при вложении t\-*-tR.
Явный вид образующих полиномов Р^ в кольце /<э указан

в [67]. Итак, мы получили утверждение: компактная связная под-

подгруппа ф реализует нетривиальный коцикл в Н* (©; R) тогда и

только тогда, когда гомоморфизм I*: Iq-+Ih является эпи-

эпиморфизмом.
Применение этого утверждения для фактических вычислений

в значительной степени облегчается наличием разработанной тех-

техники изучения колец /0 (см. [67], [72], [78]). Конкретные вычис-

вычисления гомоморфизма р? (ф; ©) выполнены, например, в [67], [92].
Дадим обзор всех основных случаев полной негомологичности

нулю. Сначала мы опишем большой класс подгрупп ф, неприво-
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димо действующих на касательном пространстве к однородному
пространству ©/.?). Определим действие подгруппы .?> на группе ©
так: h(g) = hgh~1, где /ie^, ge©; это порождает линейное

представление группы Jq на линейном пространстве G. Линейное

подпространство Н a G инвариантно относительно действия

группы Jq на G, а поэтому ортогональное дополнение В (напом-
(напомним, что группы компактны) к подпространству Н также инва-

инвариантно. Подпространства Н и В будут инвариантны и относи-

относительно ad//, откуда следуют свойства разложения G — H-\-B:
1) [Н, Н]аН\ 2) [Н, В]сВ; 3) (X, Г>-0, где X еЯ, КеВ.

Рассмотрим класс W всех таких пар (©, ф), где © — простая
компактная группа Ли, а компактная подгруппа .?> неприводимо
действует на касательном пространстве к V = ®/ф (группы © и .?>
связны). Отнесем к подклассу Wx те и только те пары (©, $),
для которых выполнено условие [В, В] с: Я, т.е. V = ©/.? — сим-

симметрическое пространство. К подклассу W^ отнесем все остальные

пары из класса W. Все пары (©, .?>) s Ч^ описаны в [70]; все

пары (©, .?)) е W?, описаны в [72]. Полное описание с гомологи-

гомологической точки зрения вложений i: .§>->-@, где (©, .§>) щ Ч^, имеется

в [81]. Оказывается, единственными парами (@, $) е Ч^ (где
многообразие ©/.?) не является группой Ли), для которых под-

подгруппа $ вполне негомологична нулю для вещественных коэффи-
коэффициентов, являются следующие пары (вложения <?> в © описаны

ниже): 1) (SUBm+l), SOBm+l)), mssl; 2) (SUBm), Sp (m)),
m^2; 3) (SO B/), SOB/-1)), /^4; 4) (?„ F4).

Класс Y2 с гомологической точки зрения исследован в [67].
Оказалось, что парами (©, ?>) е Ч^, где подгруппа ф вполне не-

негомологична нулю для вещественных коэффициентов, являются

только следующие пары (вложения см. в [67]):
1) (Ллг-ь Ля-О,- п^З, ^ = ^±11; 2) (Аи, D,); 3) (Л2в, ?,);

4) (BWt Вя), п^З, если п нечетное, N = яBя+1)-1. ^^ 5и)>

га^З, если п четное, ^g="B^+1). 5) (Бдг, В„), п^2, если п

нечетное, N =="B"+3)-1 . (?>ЛГ> 5„), п^=2, если п четное, iV-

6)_?^ 6) (^( Сп)> п^2( если п нечетно6( jv = ;

(D^, С„), и^2, если л четное, #~п(у}; 7) (D21, C«);

8) (D4, В3); 9) (В„ Л0; Ю) (D1M. ?,); 11) (Ви, Е,); 12) (D18, F4);
13) (D*. F4); 14) (B8I G,); 15) (D7, G,); 16) (C7, C,); 17) (G,, Лх);
18) (?„ G,); 19) (G,, Л1).

Согласно [79], вещественный полином Пуанкаре пространства
у = ©/.?), где подгруппа Jj> вполне негомологична нулю в группе ©,

имеет вид P(V, о = ?Ц-|.
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17.3. Циклы Понтрягина в компактных группах Ли. Задача

реализации циклов в группах Ли и в однородных пространствах
тесно связана с вопросом о нахождении наиболее простого кле-

клеточного разбиения многообразия. Важные результаты были полу-
получены в [85], где исследована клеточная структура вещественных

и комплексных многообразий Грассмана. Л. С. Понтрягин в [76]
описал кольца Я* (®; IR) и1 структуру целочисленных гомологии

классических компактных простых групп Ли, построив базисные

циклы в явном виде. Эти циклы, образующие базис когомологий
в группах U (п) и Sp (n), не являются подмногообразиями.

Рассмотрим сферу S"-1, точки которой будем задавать евкли-

евклидовыми координатами xlt ..., хп, х* + ... + х„ = 1. Каждой точке

xeS"-1 сопоставим точку Tn(x)^SO(n), Tn{x) = \tlj\Ei<n-i,
tij = S(/ — 2XiX,-, где Ег, n-\

= (— EJ 0 ?„_ь Еа — тождественный опе-

оператор. Ясно, что отображение Т„ определяет вложение проектив-
проективного пространства RPn-1 в группу SO (л). Если и четно, то индекс

пересечения двух циклов Xn_i = RP" и подгруппы SO (n — 1)
равен +1, откуда следует, что подмногообразие Хп-г реализует
нетривиальный цикл в Hm (SO (n); R). Если п нечетно, то можно

построить цикл Utn-s, также реализующий нетривиальный элемент

в Н* (SO (я)). Рассмотрим две цепи Х„_а и Х„-\ и построим цепь

[/2я_8 = Х„_2 • Хл-1 (понтрягинское произведение). Эта цепь является

коциклом, и индекс пересечения ?/а„_3 и подгруппы SO(n —2)
равен 4-1-

Рассмотрим стандартное вложение i: SOBn— l)->-SOB/i).
Тогда Н„(ЮBп); U) = A(x3, ..., х^-ъ) <S>л (Угп-i) и образующая
подкольца #„ (Sin~l; R) реализована подмногообразием Xan-i =
= RP2" .Отсюда легко следует, что образующие кольца гомоло-

гомологии Я„ (SO (n); R) допускают следующее геометрическое опи-

описание.

Образующая *3е//, (SOBn4-1); R) реализована в SO Bn4-1)
подмногообразием XS = IRPS Все остальные образующиеХч, х1и ...

.... Xtn-i реализованы циклами U4, ..., Um-ъ U\p-i = Хгр-i• Xip.
Отметим, что RP3 = Us = Хх ¦ Ха = S1 ¦ RP2 (это легко усмотреть и

непосредственно). В кольце //„(SOBn); R) образующие хя, ...

..., *4л-5. У2п-1 реализованы циклами RP8, и-,, ..., i/^-g, RP'" .
Описанные выше канонические наборы образующих являются

аддитивным базисом в линейном пространстве примитивных
элементов.

Выделим теперь из этих реализаций локально минимальные

вполне геодезические подмногообразия. Ясно, что циклы ?/am_i
в группах SO(n) при 2/п— 1 ФЪ не являются подмногообразиями,
однако цикл U3 является подгруппой, а потому — вполне геоде-

геодезическим подмногообразием. Рассмотрим цикл Xan_i, соответствую-
соответствующий образующей «/2л_! е//, (SOBn); R).

Предложение 17.3.1. ПодмногообразиеXn-iCzSO(n)является
вполне геодезическим подмногообразием в группе SO (/г), /г^З.
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Доказательство. Ясно, что касательное пространство
Te(Xn-i) в алгебре Ли so (я) образовано матрицами вида

0 а, а,

Г? о

где а/— произвольные вещественные числа. Непосредственной про-
проверкой убеждаемся, что Te(Xn-i) — тройная система в алгебре so(n).
Легко проверяется, что Х„-х = ехр(Те(Х„-{)), откуда и следует
искомое утверждение.

Итак, единственными циклами среди понтрягинских циклов,
реализуемыми вполне геодезическими подмногообразиями в группе,
являются цикл t/8 = RP8 в SO(n) при пЗгЗ и цикл X8n_1 = RP2"-1
в SOBn) при oS* 2. Оказывается, эти локально минимальные

циклы включаются в некоторую однотипную серию локально

минимальных циклов, которые мы опишем ниже.

17.4. Необходимые сведения о симметрических пространствах.
Определение 17.4.1. Связное риманово многообразие V

называется симметрическим пространством, если для каждой точки

peV существует инволютивная изометрия sp: V-+V, отличная
от тоокдественной, для которой р — изолированная неподвижная
точка.

Связная компактная группа Ли с инвариантной римановой
метрикой превращается в симметрическое пространство. Симмет-

Симметрические пространства допускают представление в виде У = @/ф,
где © — связная группа Ли с инволютивным автоморфизмом о,
множество неподвижных точек которого совпадает со связной

компонентой единицы подгруппы «?j. Обозначим через / (V) мно-

множество всех изометрий симметрического пространства, тогда

/(V) —группа Ли. Через ©= /0(V) обозначим связную компо-

компоненту единицы в группе / (V). Тогда компактное односвязное сим-

симметрическое пространство представимо в виде V = ©/.?), где

ф — стационарная подгруппа, <?> = {ge@| a (g) = g}, a а —инво-

—инволюция. Обозначим через b(da)e соответствующий инволютивный

автоморфизм алгебры Ли G ¦* Те®', тогда подалгебра Н = Те$ сг О
является подалгеброй неподвижных точек автоморфизма 8: G-+G.

Эта подалгебра является компактно вложенной; можно считать,

что #nZ(G) = 0, где Z(G)-ueHTp G; G = B + H, где В = {Хе
G|(X) X}|() }
Симметрическое пространство V = ©/.§ называется неприводи-

неприводимым, если присоединенное представление айн на плоскости В

(порожденное соотношением [Н, В] cz В) неприводимо.

Предложение 17.4.1 (см. [9]). Компактное односвязное
риманово симметрическое пространство V распадается в прямое

произведение ViX...xVs неприводимых компактных симметриче-
симметрических пространств.
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Существует полная классификация компактных неприводимых

симметрических пространств (см. [9]), разбивающихся на два типа:

тип I и тип II.

Предложение 17.4.2. Римановы компактные односвязные

неприводимые симметрические пространства типа I перечислены
в таблице 1.

Таблица 1 (А)

Тип

M8mI

Aim-ll

*А,Шт

*Btlt

Biltm

*Ct\

Bill

C/IIm

*Dtlt

Dtltm

Dfltm+i

ms=l

ms=2

m=s2

la=cm=s

/2=2,
2=s=m«S
¦s?/-l

/>3

«w

2^m^

-[4]
leSms?

Пространство V

SUBm+l)/SOBm+ l)

SUBm)/SOBm)

SU Bm)/Sp (m)

t/(/ + l)/t/fm)X«/(l +
+ l-m)

,SOB/+1)/SOB)X
XSOB/-1)

SOB/+l)/SOBm)x
XSOB/ + l-2m)

Sp (/)/!/(/)

SOB/ + 1)/SOBQ

Sp@/Sp(m)xSp(/-m)

SOB0/SOB)xSO(/-2)

SO B0/SO Bm) X

X SO B1 — 2m)

SOB0/SOBm+ l)x
XSOB/-2m-l)

a

¦^2nt-l

Aim-l

A,

Bi

Bi

Ci

Bi

Ci

Di

Di

Dt

H

Bm

Dm

Cm

Г1+
+ Am-i+
¦\-At-m

Dm+
+Bt-m

Ti+ At_x

Di

СтЛ-Cl-m

Tl + Di-x

Dm +
+Di-m

Bm+
+ S/-m-l

Ранг V

2m

2m-1

m-1

m

2

min Bm,
2/+1 —
— 2m)

I

1

m

2

2m

2m+l
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Тип

°Dill

•D,III

?.1

?§И

*Ев III

°?eIV

E7V

?TVI

•?,VII

?,VIII

ES\X

FJ

FJI

0,1

/3=4

/=i4

Пространство V

SOB0/SOB/-1)

SO B0/i/ @

?«/PSpD)

?,/SU B) • SUF)

AdEs/n ¦ Spin A0)

?,/SU* (8)

?T/SU B) • Spin A2)

AdE7/n-E,

?,/SOA8)

?e/SU B) • E,

F4/SUB)-SpC)

fi/Spln (9)

0a/SOD)

0

Di

Di

Et

?«

?•

?т

?t

E,

E,

E,

Ft

Ft

at

H

Tl+ Ai-x

c4

Ai+ Ab

n+Dt

Ft

A,

Ai+D,

T*+Et

D»

Ai + E,

Ai + C9

Bt

Аг + Аг-

Ранг V

1

[4]
6

4

2

2

7

4

3

8

4

4

1

2

T а б л и ц а 1 (В)

Тип

•Aml

Агт-il

М«-,Н

•B|I,

X(V)

0

0

0

W+l

2(

Полином Пуанкаре Р (V, t)

A +/•) A + <•) A +<") ... A + <*»+!)

A +<») A +<») A +/1»)... A +/«»•-») A +/<№>)

A+<»)A+/»)A+<W)...A +<*«-•)

A _/si/-m+a>)(l —<*('-»»+ii)...(l _/a(J+D)/(i _^)x
ХA-/*)...A-/гт)



iot) + ozt+\) (<м:> + м/+ 7,т;+1)(«б/т-"- + 8/ + »7+1)

W+o8;+i) x

X W+иЖ) (»г/ + и/+1) izs)+ ,z) + n) + »f+\)

(ei/+ I) @1/+ I) i»z} +
"'

+ tf + s)+ l)

ifzf + zx)+ \) in)+ %)+\) ifz) +
---

+ t) + t)+\)

in)+1) («/+ U («i/+e/+1) (os/+"-+«?+»;+1)

(«/+1M./+1)

(«;+e/+1) («/+"•+»/+«/+1)

(e/+1) W+./+1) W+"'+8;+»/+1)

(:i;+i)(e/+i)W+«;+i)

ii-rf+\)~- i*f+\) it)+\) izt+\)

j-jzf + I

¦(«»;—!)•••(«/—1) (»;-i)/
/il-iz)+ I) (it-;)»/- l)

•¦'

dt+ш-;)»/- I) die-;)»/- l)

(<u/-;)i/-l)Ut!/-l),,
,«/-1

X

y
dt-ui)»/-1) •••(«/-!)(»/-!)

(it-;)»/— l) '"¦

((t+iu-7)»/— i) ((Ш-;)»/— I)

(«-;«/+l)(»-;*;+
"-

+ »/+ «/+I)

U»;-i)"-(e/-i)x
X (,;— l)/(;»/— 1)"-((в+ш-;)»/— l)((t + iu-;)t/—I)

;г/+1

(*/+ I) -(./+ I) (»/+!)(«/+ I)

ituzf— I) (d-tui»/— I) "• (8/— I) X
X iff - !)/(;»; - l)

•••

(<« + «<-;)»/
- l) dt+ u/-;»»/- l)

(; '/l)<f айвинвЛи HOHHirou

OS!

sei

9S

IS

ZL

0

IS

9G

0

t-;3

0

0

uiDZ

\Z

z

iZ

tuOZ

XI'J

UAl3*

\Al3

AL3

Al93o

III'J.

11*3

1*3

ш'а.

Il'Oo

x+wtl,a

шЧ'а

zVa*

WU'D

11'ff

I'D*

m\'9

иих

(а) I

IfJ) И1ГМИП
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Таблица 1 (В) (Продолжение)

Тип

FtU

0,1

X(V)

12

3

3

Полином Пуанкаре P(V, t)

A+/«+ <e-f ... + <*») A+Р)

l+P + t1»

Предложение 17.4.3. Римановы компактные неприводимые
симметрические пространства типа 1\ — это компактные связные

простые группы Ли, снабженные двусторонне инвариантной рима-
новой метрикой.

Пояснения к таблице 1.

1) Символом * (слева) обозначены эрмитовы симметрические

пространства. Символом " (слева) обозначены пространства, ста-

стационарные подгруппы которых вполне негомологичны нулю
в объемлющей группе ©.

2) В третьем столбце таблицы представление многообразия V
в виде ©/.?> не обязательно совпадает с представлением ®'Л§>',
где ®' = /0(V). Далее, SU* (8) = SU(8)/{± 1}. Стационарные под-

подгруппы в ?eII, *?eIII, ?7VI, *?7VII, E8IX, Ftl не являются

прямыми произведениями; пересечения сомножителей непусты и

являются циклическими подгруппами порядков 2, 4, 2, 3, 2, 2

соответственно.

Ограничения, сделанные на индексы во втором столбце, пре-
преследуют цель: избежать совпадений между пространствами раз-
различных классов. Изоморфизмы в малых размерностях таковы:

I) Л11 = Л1Ш1 = С11 = 511а; 2) C2I = B2I4;3)C2I11 = 52I4;4) Л81 =
= ?>3IS; 5) ЛзП-DsIb 6) 4,111, = D,I,; 7) i4,III1-D,III; 8) DJ2 =
= D4HI.

Хотя алгебра D2 = At + Ai не проста, но пространства D2III
и BDl (SO(p + q)/SO(p)xSO(q)) при p + q = 4 можно определить,
что дает еще три изоморфизма: 9) DaIi = SOD)/SO(l)xSOC) —
= SOD)/SOC) = SUB); 10) D2Ia = SOD)/SOB)xSOB) = AJx AXV,
II) D,III = SOD)/l/B) = i41I.
Мы не будем описывать инволюции для всех пространств

типа I; те из них, которые нам понадобятся, в соответствующем
месте будут указаны.

Если неприводимое симметрическое пространство определяется

(см. выше) группой ©, полупростой и односвязной, и инволютив-

ным автоморфизмом б, действующим в алгебре Ли G, то эта группа
является максимальной связной группой изометрий этого про-

пространства (см. [9], [70]).
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§ 18. Группа Ли, содержащая вполне геодезическое

подмногообразие, автоматически содержит группу
изометрий этого подмногообразия

Пусть © —связная компактная группа Ли и V с= © — компакт-

компактное односвязное вполне геодезическое подмногообразие. Требуется
выяснить, когда цикл i# [V] отличен от нуля в группе #„ (@). Тот

случай, когда У —подгруппа, полностью разобран в пункте 17.2.
Так как любое вполне геодезическое подмногообразие V в группе @
является симметрическим пространством, то одним из путей реше-
решения задачи может быть следующий: мы должны рассмотреть все

вложения компактных симметрических пространств в группы Ли
и выяснить, какие из этих вложений реализуют нетривиальные
циклы.

Теорема 18.1. Пусть V — компактное односвязное вполне гео-

геодезическое подмногообразие в компактной группе Ли @, и пусть

{©а} — совокупность всех подгрупп группы ©, содержащих подмно-

подмногообразие V. Тогда подмногообразие V распадается в прямое про-
произведение: V = К X Vm+i X... X Vs = КX V, где К — компактная под-

подгруппа группы ©, а каждое Vt (т + 1 *S I «S s) является вполне

геодезическим подмногообразием в группе © и не является подгруп-
подгруппой в ©. Кроме того, это разложение обладает свойством: если

А (V) •= Р| ©а, то подгруппа А (V) компактна и полупроста, а уни-
а

версальная накрывающая A(V) изоморфна прямому произведению
групп: A(V)g*KxIo (Vm+1) X... X 7„ (V,).

Доказательство. В формулировке теоремы мы предпо-
предполагаем, что V проходит через единицу группы. Если У-=/С, то

теорема верна; поэтому в дальнейшем можно считать, что V не

является подгруппой в ©. Обозначим через В касательное про-

пространство Те (V) к подмногообразию V в точке е. Тогда В — трой-
тройная система и У = ехр5. Коммутант плоскости В мы обозначим
через [В, В]. Тогда \В, В] — подалгебра в G. Рассмотрим под-

подалгебру Gi = B-\-[B, В] (знаком <+» обозначена сумма подпро-
подпространств). Подгруппу в ©, алгеброй Ли которой является Gj,
обозначим через (sa ясно, что ©i = А (V),

Рассмотрим в Gx подпространство Н = В(\[В, В], Я —идеал
в Gx. Пусть ©1 — подгруппа, являющаяся замыканием подгруппы ®х
в ©; алгебру Ли подгруппы ©\ обозначим через Оц тогда Gx "=> Gt.
В силу компактности группы © подгруппа @\ также компактна,
а потому Gi — компактная подалгебра алгебры G. Ясно, что

Gx — идеал в Gx. Так как каждая компактная алгебра А является

прямой суммой: A**Z@[A, А], где Z —центр в Л, а идеал

[А, А] компактен и полупрост, то Gi —Z©Ga, О» — {Gx, Gx]. Рас-

Рассмотрим односвязную группу ©j с алгеброй Ли С\; она распа*
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дается в прямое произведение двух групп: ©х = #х©2, где R и ©2
односвязны, R диффеоморфно евклидову пространству (центр

группы ©х), (§а компактна и полупроста. Так как V односвязно,

то оно «поднимается» в группу ©х «не разворачиваясь», а потому

мы получаем в ©х компактное и односвязное вполне геодезическое

подмногообразие V, гомеоморфное V. Пусть яг и я2 —проекции

прямой суммы ZQiGz на слагаемые Z и G2 соответственно; че-

через рх и рг мы обозначим соответствующие проекции в группе

Фх: fl-^-dx-^ ©2. Так как Z и G2 —идеалы в Сь то ехр (^В) и

ехр (лгВ) суть вполне геодезические подмногообразия в R и ®а.
Ясно, что подмногообразие ехр (ях (В)) компактно и что ехр (пф) —
— Р\ (V), ехр (я2В) = Рг (У). Так как R диффеоморфно евклидову

пространству, то p1(V) = e в группе R, т. е. все подмногообра-
подмногообразие V целиком содержится в ©V Отсюда следует, что BczG» и

[В, B]czG2, т. е. 5 + [В, ?] = Gxc:G2. Так как d —идеал в Оь
то Gx —идеал и в Ga; тогда существует идеал N в G2 такой, что

G2 = N @0г (прямая сумма), т. е. Н будет идеалом в G%, а потому
алгебры Gx и Я являются компактными и полупростыми. Тогда

компактная полупростая группа @2 распадается в прямое произ-

произведение групп: ©а = JV х ©х; N = ехр (N), где JV и ©х — компактные

односвязные полупростые группы и ©х накрывает ©х конечное

число раз. Итак, подгруппа ©х компактна и полупроста. Так как

Я —идеал в Gx, то возникает прямое разложение алгебры Gx
в сумму двух идеалов: Gi = H © /, что дает разложение группы ©х

в прямое произведение: ©\ = /?х/, где R и / компактны, полу-
полупросты и односвязны. Так как Я с= В, то возникает разложение В
в прямую сумму двух подпространств: В = Я+ EП/) =Я+ Ях,
причем [X, Y] = 0 при любых ХеЯ, Y &.Hi соответственно,

[В, В] = Н®Н2, Яхс/, Я2с:/ и Яа-идеал в [В, В]. Все эти

разложения ортогональны в метрике Картана. Идеал / распа-
распадается в прямую сумму подпространств: I = Hi+ Ht, Я3 Г)Я2 = 0.

Отметим, что плоскости Ях и Яа не обязаны быть ортогональ-

ортогональными друг другу. Поскольку <3i = KxI и^сУ, то V допускает

разложение в прямое произведение: V = KxV', У' = ехрЯхс©х.
Так как / — идеал в Gx, то Hi — тройная система в/, а Я2 — под-

подалгебра в /, т. е. К и У' —вполне геодезические подмногообра-
подмногообразия в ©х, а потому и в V, и разложение V = KxV' означает

распадание V в прямое произведение симметрических пространств К.

и V'. Рассмотрим группу / с алгеброй Ли / и вполне геодезиче-

геодезическое подмногообразие V' с касательной плоскостью Нц V' с: 7.
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Легко видеть, что #2 = [#i, Hi], и поэтому / =

ЯП[Я Н] 0,П[Ь г]
Определим инволютивный автоморфизм 0 на алгебре /, полагая

б(Х) = Х, если Хе[Яь Нх], и 6(Х) = —X, если X е= Ях. По-
Поскольку / — компактная полупростая алгебра Ли, то непосред-

непосредственным вычислением убеждаемся, что подалгебра #2 с I не

содержит ненулевых идеалов алгебры / (а потому и идеалов

алгебры d). Отсюда следует (см. [9]), что алгебра (/, 6) допускает
разложение на неприводимые идеалы (/у, 8/): / = 0 /у (прямая

сумма идеалов); идеалы /у попарно ортогональны (в частности,

[Х{, Xj] = 0, если Xt^It, Xj&Ij, i-ф!) и инвариантны относи-

относительно 8, причем (/у, 8 I/) —неприводимые алгебры.

Группа / распадается в прямое произведение: / = /m+i x--.xh,

где все lk, m<.k^s, суть простые компактные односвязные

группы; в соответствии с этим пространство V' распадается в про-

произведение Vm+iX...xVs, где Vk — компактные неприводимые сим-

симметрические пространства, причем Ул =ехр5ь m<&«Ss, где

Вк — Hi П /*. Переходя от группы ?%. к группе ®i путем факто-
факторизации ее по некоторой дискретной подгруппе центра, мы видим,

что подмногообразие V диффеоморфно проектируется в группу ©ь

т. е. V представляется в виде КxVm+iX---xV, (К^Д", V!,<*=> Vk),
где К, Vk — вполне геодезические подмногообразия, причем
[Я, В*] = 0, [Вк, BJ-0, кфп, Н = Те.

Вернемся снова к группе ©i. Подгруппа /c©i односвязна;

поэтому автоморфизм 8 однозначно продолжается до автоморфизма
а = ев и V' ¦= 7/§а, где §ь = ехр Нг — подгруппа изотропии многооб-

многообразия V', т. е. множество неподвижных точек автоморфизма а.

Так как подалгебра Нг не содержит ненулевых идеалов алгебры /,
то подгруппа ф2 эффективно действует на Te(V'), т. е. (/, 6) опре-
определяет риманову симметрическую пару G, §2). эффективно действую-
действующую на У', а тогда 1 = /„ (V), 1„ - 70 (Vk), т. е. ©i = К х /о (Vm+1) x

X...x70(Vj) (так как ^* диффеоморфно Vk), что и требовалось.
Ни одно из пространств У* не является подгруппой в @, хотя

и может быть диффеоморфно группе Ли. Теорема 18.1 означает,
что вложение V'-*- Си продолжается до гомоморфизма группы

Kxh(V) в группу ©. Отметим, что группа A(V) = Kxh(V)
не изоморфна универсальной накрывающей группе группы изо-

метрий /0(V), так как последняя изоморфна группе KxKxIo(V),
т. е. Л (V) •= /о (V)/K, где К — максимальная подгруппа в разло-

разложении симметрического пространства на неприводимые компоненты

в группе ©. Если V-*V, то A(V)-J0(V).
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§ 19. Редукция задачи об описании (ко)циклов, реализуемых
вполне геодезическими подмногообразиями, к задаче описания

(ко)гомологических свойств картановских моделей

Из теоремы 18.1 извлекается важное следствие.
Следствие 19.1. Пусть V —компактное односвязное вполне

геодезическое подмногообразие в компактной группе ©= Л(У) и

V = У1 х У2 X... х Vm X Vm+i x... X Vs — разложение V на неприводи-
неприводимые компоненты в группе © (см. теорему 18.1). Тогда подмного-
образ1 е V реализует нетривиальный цикл в Я* (@; R) тогда и

только тогда, когда все подмногообразия У,, I ^ I =s? s, реализуют

нетривиальные циклы в Я„ (©; R). {Предполагается, что ни одно

многообразие Vt не является точкой.)
Доказательство. Обозначим через ik вложение У* в груп-

группу ©, и пусть i — вложение У в ©. Рассмотрим в Я„, (©; R)
элементы ibit [У*]. Так как в Я„ (©; R) определена структура
понтрягинского произведения, то определен элемент u = iu[Vi]...
• ¦ • k* [У*], реализованный в группе © в виде цикла U — ViV2...Vs,
т. е. и — {хъ ..., х,,}, хк^.Ук- Докажем, что u = i*[V]. Сначала

докажем, что У = У1У2...УХ. В теореме 18.1 было установлено,
что [Bk, Вп] = 0 при k Ф п и [Я, Вк] = 0, m<.k^s, откуда и

следует требуемое соотношение. Следствие доказано.

Следствие 19.1 сводит исходную задачу к следующей: дана

произвольная связная компактная группа Ли © и компактное

односвязное вполне геодезическое неприводимое подмногообразие;
требуется выяснить, когда это подмногообразие реализует нетри-
нетривиальный вещественный цикл. Выше было. указано, что если

У —подгруппа, то вопрос полностью решается исследованием

гомоморфизма р* (У; ©); более того, при этом не предполагается
односвязность У. Поэтому мы можем целиком сосредоточить свое

внимание на изучении вложения в группу © подмногообразия У,
где У' = Ут+1Х...хУ* (см. теорему 18.1). Вложение t: У->©
имеет вид композиции: f = t2ii, где ^: V-*-A(V), it: A(V)-*-®.
Так как i4 = i%J.\%, то в первую очередь исследуем гомоморфизм /ц,.
Эта задача будет нами ниже полностью решена: мы вычислим

элемент t1# [У] е Я» (А (У); R) для каждого неприводимого ком-

компактного симметрического пространства У. Поскольку вложение

i: V-*-A(V) однозначно (с точностью до сопряженности), то пару
(Л (У), У) можно рассматривать как элементарную ячейку, кото-

которую можно мономорфно отображать в компактные группы Ли.
Если tu|y] = O, то и *ДУ] = 0. Если же Ь*[У]Ф0, то это

не означает, что и t* [У] Ф 0; поэтому в том случае, когда

'г* [А (У)] = 0, требуется дополнительное исследование гомомор-

гомоморфизма /ги, на элементе iltf [У]. Ясно, что в каждом конкретном

случае этот вопрос может быть до конца изучен.
Итак, неприводимое односвязное компактное пространство У

вложено как вполне геодезическое подмногообразие в группу А (У),
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которая, вообще говоря, не односвязна. Легко видеть, что под-

подмногообразие У реализует нетривиальный цикл в А (V) тогда
и только тогда, когда нетривиальный цикл реализует подмного-

подмногообразие У, диффеоморфное У, в накрытии А (У). Достаточно изучить
вложения многообразия У в односвязную группу I0(V) = A(V).

Эти вложения можно описать каноническим образом, исполь-

используя наличие инволютивного автоморфизма б, определяющего
симметрическое пространство У. Вложение неприводимого симмет-

симметрического пространства У в Л (У) порождает в алгебре Gx инво-

лютивный автоморфизм 6, 0(Б) = — В, 6 (#) = #. В силу одно-
односвязности А (V) автоморфизм 6 продолжается до инволютивного

автоморфизма всей группы; тогда множество неподвижных точек

автоморфизма о связно (см. [9]), откуда следует, что это множе-

множество совпадаете подгруппой ф. Вполне геодезическое подмного-

подмногообразие V d A(V) состоит, очевидно, из тех элементов, для

которых a (gf) = g~1.
Оказывается, что, и обратно, любое неприводимое симметри-

симметрическое пространство У допускает вложение в группу 70 (У) в виде

вполне геодезического подмногообразия.
Предложение 19.1 (см. [71]). Пусть а — инволютивный

автоморфизм компактной связной группы Ли ©. Обозначим через ф
множество всех его неподвижных точек и предположим, что на ©
задана инвариантная метрика. Тогда отображение g$ -*-ga (g~1)
является диффеоморфизмом многообразия ®/ф на замкнутое вполне

геодезическое подмногообразие V в группе ©, которое является

симметрическим пространством в индуцированной римановой
метрике.

Если группа © односвязна, то и многообразие ©Д&, где

.§> —множество неподвижных точек автоморфизма сг, также одно-

связно. Поскольку любое вложение I: V-*-A(V) определяет один
и только один автоморфизм 8 (с точностью до сопряженности),
то из предложения 19.1 следует, что это вложение является

картановским в том смысле, что подмногообразие У допускает

представление в виде {eo(g~1)}, где о«=е9, а элемент g пробегает
всю группу A(V). Легко доказать, что действие группы A(V)
на У можно представить так: g (a) = gaa (g-1), где а е V, g e Л (У).
Если geV, то g{a) — gag\ если ?<=>?>, то g(a) = gag-1, т. е.

подгруппа ф действует посредством вращений, а подмногообра-
подмногообразие У действует на У сдвигами. В дальнейшем через © будем
обозначать универсальную накрывающую максимальной связной

группы изометриЙ /о (У) компактного односвязного неприводимого

пространстм V. Рассмотрим отображение р: @-»-Ус:©,

Лемма 19.1. Непрерывное отображение р определяет главное

расслоенное пространство ф->-@-р-У со слоем §.
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Доказательство. Рассмотрим в ® классы смежности g$
по подгруппе ф. Если g% и gt принадлежат одному классу
смежности, то, очевидно, р (gi) =¦ р (?2). Обратно, если р (gi)=p (ft),
то ftoter'V-ftefe?1). или a(k~1) = k-1, где k-gilgu т- е- ?е?
и gi =gA так как множество неподвижных точек связно. Лемма

доказана.

Лемма 19.2. Каждый класс смежности go$ имеет с подмно-

подмногообразием V непустое пересечение.

Доказательство. Допустим противное: пусть существует
такой класс go$, что (go$)f)V»*0. Рассмотрим на подмногооб-

подмногообразии V точку mo = p(go$), и пусть т' =Vm0 есть обозначение
такой точки из V, что (/n'J = m0. Если таких точек несколько,
то возьмем любую из них. Если veV, то v^gaig-1) для неко-

некоторого §6®, а потому о (и) = (?<т (g-1))-1, т. е. e(v) = v-1, причем
выбор элемента g несуществен. Отображение р является отобра-
отображением группы © на подмногообразие V, что позволяет рассмот-

рассмотреть сквозное отображение pi: V-*-V, pi(v) = va(tr1), т. е.

pi(v) = v2 и отображение pi действует на V как «возведение

в квадрат» в смысле операции в группе ©. Поскольку т0 = (т'J,
то mo = pi(m'). Рассмотрим класс т'$; тогда т'ет'фПУ и

р(т'$) = т0, т. е. полный прообраз точки т0 при проекции р

содержит точки двух классов смежности: т'$ и go$. Из леммы 19.1

следует, что m'$*=go$, а потому go^[\V^0 и содержит, по

крайней мере, точку т', что противоречит исходному предполо-
предположению. Лемма доказана.

Из леммы 19.2 следует, что произвольный класс gfy можно

представить в виде т«?), где msV. Если tfe®, то через Yg
будем обозначать такой элемент g', что (g'^^g, а через

{Vg} — множество всех таких элементов из ©.
Лемма 19.3. Пусть т$ — произвольный класс смежности,

т s V. Тогда т§ Л V-{Vm*}(\V.
_

Доказательство. Докажем, что {Vm^ftV czmQft V.

Действительно, пусть т.\, /neV и т\ = т2; тогда тхст (тг1) ¦=

¦¦ та (т~1) (см. выше) и (т^т^ а (тг'/га) = е, т. е. ka (kr1) ** е, где

k = пг1^. Так как р (k) = е,__то ^ е «& и mr = mft, где Л е ф.
Обратно, покажем, что {l^ma} П V zd /пф П ^- Пусть v

»sK; тогда v = mh, /ie^H i»2==ya(u-1)=-ma, т. е. v

Лемма доказана.
Отметим, что «нулевой класс смежности» — подгруппа 6 — пере-

пересекается с V по множеству таких точек v, что у8 = е. Отображение
«возведения в квадрат» можно было бы определить и вне зави-

зависимости от вложения V с ©, используя представление произволь-
произвольной точки »еУ как точки на геодезической, исходящей из

фиксированной точки eeV, а затем удваивая значение /0 пара-
параметра t, отвечающее точке у на этой геодезической. Выше мы
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доказали корректность этого определения для симметрических
пространств.

Утверждение 19.1. Пусть pi — отображение «возведения
в квадрат» симметрического пространства У = ©/ф. Вполне
геодезическое подмногообразие V с © реализует нетривиальный
цикл в Я# (©; R) тогда и только-тогда, когда степень отображе-
отображения pi: V-*-V отлична от нуля.

Доказательство. Достаточность этого условия очевидна.
Докажем необходимость. Обозначим через / следующее отобра-
отображение группы © на себя: /(g) = g2. Так как pi(v) = v2, где »еУ,
то возникает коммутативная диаграмма:

©X©
'I
V

Рассмотрим гомоморфизм /„: Н* (©; и)-*-Н* (©; R). Хорошо извес-

известно, что /+ (х) = 2х для любого примитивного элемента хеЯ» (@; R),
поэтому /# — изоморфизм. Если предположить, что deg(p{) = 0,
то (р;)ЛУ] = 0 и (ipi)m[V] = 0, т. е. (/О*IV] = 0, что и дает

lt [V] s= 0. Утверждение доказано.

§ 20. Теорема классификации, описывающая вполне
геодезические подмногообразия, реализующие нетривиальные
(ко)циклы в (ко)гомологиях компактных групп Ли

20.1. Формулировка теоремы классификации. Выше было

показано, что наша основная задача данной главы — описание

(ко)гомологически нетривиальных локально минимальных (вполне
геодезических) подмногообразий в компактных группах Ли

(и вообще в симметрических пространствах) — сводится к решению

задачи: когда неприводимое компактное симметрическое простран-

пространство V, вложенное в свою группу изометрий lo(V) как карта-
новская модель, реализует нетривиальный (ко)цикл в //„(/0(У)).

Теорема 20.1.1. Пусть I: V-*-?o(V)^А(V) — некоторое
вложение риманова компактного неприводимого односвязного сим-

симметрического пространства V как вполне геодезического подмного-

подмногообразия в односвязную максимальную связную группу изометрий

h(V). Тогда это вложение — картановское, т. е. получается из

стандартного картановского вложения применением некоторого

автоморфизма группы /o(V). Ниже перечислены все случаи, когда
это вложение {когомологически нетривиально.

A) Из симметрических пространств V типа I только следую-
следующие пространства реализуют нетривиальные (ко)циклы в группе
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la. V = SUBm4-l)/SOBm+l), mSsl, в группе I0(V) =
= 70(V) = SUBm+l), 1,[У]ФО в H*(I~0(V), Z,). Рф2, и р-
простое, если рфО.

16. V = SUBm)/Sp(m), т=э=2, в группе /0(V)=/0(F)=SUB/n),
1,[У]ФО в Н* (Io(V), Z).

1 в. V = S2'-1 = (сфера) = SO B/)/SO B/ - 1), 13s 4, в группе

/о(V) = SpinB/), 1т[У]ф0вН*Aо(У), Ъ9),рф2, up-простое,
если рфО.

lr. V = Et/Ft в группе 10(У) = Ев, 1*[У)ф0 в Я*G0(У); ZP),
рЭ=7 ы простое, либо р = 0.

все остальные пространства типа I ке реализуют никакого

нетривиального коцикла в H*(I0(V); R), m. e. t»[^] = 0.

B) Любое симметрическое пространство V типа II всегда

реализует нетривиальный (ко)цикл в Н* (Io (V); (R).
Теорема 20.1.2. Пусть V — произвольное компактное одно-

связное вполне геодезическое подмногообразие в компактной группе
Ли @, и пусть V = КXVm+ix..-xVs =KxV — разложение мно-

многообразия V в прямое произведение (см. теорему 18.1). Многооб-

Многообразие V при вложении i: V-*-A(V) реализует нетривиальный
коцикл в H*(A(V); R) тогда и только тогда, когда подгруппа
Кх$,где$ — стационарная подгруппа многообразия V (напомним:
ф с: А (V') cz А (V)), — вполне негомологична нулю в группе А (V)
для вещественных коэффициентов.

20.2. Случай пространств типа П. Утверждение 19.1 сводит

исходную задачу к чисто геометрической задаче вычисления сте-

степени гладкого отображения pi: V-+-V; (pt)(y) = fa. Мы начнем

с симметрических пространств типа II.

Пространства типа II —это в точности компактные связные

простые группы Ли V с двусторонне инвариантной римановой
метрикой. При изучении пространств типа II односвязность можно

не предполагать. Группа Io(V) изоморфна прямому произведению
групп VxV (см. [9]); инволютивный автоморфизм а: ©->-©,
<S) = /0(V), определяющий симметрическое пространство V, имеет

вид o(»lt t>j) = (uj, t>i); множество неподвижных точек автомор-

автоморфизма а есть подгруппа <& = {(f, v)\, т. е. ^—диагональ в прямом
произведении. Пусть G и К — алгебры Ли групп © и У соответ-

соответственно, тогда G = K®K. С другой стороны, G распадается
в прямую сумму двух собственных подпространств автоморфизма 6,
где 9(Х, Y) = (Y, X), (X, Y)e=G, G = B + H, б(Я) = Я.

Так как о (у, w-1) = (u, ir1)-1, то пространство V вложено

в группу VxV как вполне геодезическое подмногообразие, состав-

составленное из всех точек вида (v, ir1). Отображение р: ®-*-V имеет

вид p(g)=»(wif?1, vtVil)<=i(V), где g = (vu v2), откуда pi(g)=g2
и отображение р устанавливает диффеоморфизм между V и

V х V/ф. Отметим, что поскольку вложение §с® является

вложением группы V как диагонали, то подгруппа ф вполне
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негомологична нулю в группе ©. Пусть Я„ (У; R)=»A (#lt..., xr),
г —ранг У, а элементы xit ..., хг являются примитивными обра-
образующими кольца Я„ (У; R). Тогда U(xa)-=xa(g) 1 + 1 ®ха, где

/:«?>-> ©— вложение, а потому мономорфным образом кольца

Я„ (У; R) при гомоморфизме /„ является подкольцо /„#„ (У; R) ¦=•

¦¦ Л(*i(g) 1 +1 (g)*ь •••» *r(g) 1+ 1 (8)*г)-
Известно, что степень отображения f*: V-*-V, fk(v) = vk,

равна &г, где г —ранг У, для произвольной компактной группы
Ли У. В нашем случае pi = f2, поэтому deg(pi) = 2l", и в силу
свойств отображения pi подмногообразие У реализует нетриви-
нетривиальный цикл в Я„ (©; R). Вычислим элемент /„ [У]. Рассмотрим
отображение а: © -»- ©, a(vlt v2) = (уь ра-х); тогда гомоморфизм
а#: Я»(У)(х)Я# (У) -*¦ H+(V) ^)H^(V) устроен так: а#(ах1)==
=а^I при любом сеЯ„,(У) и а# Aх^)= — A ®х) для
любого элемента хеЯ» (У). Рассмотрим в #*(©; R) элементы

со/ = -g- (л:, (g) 1 — 1 (g) xi)\ тогда р# (щ) =¦ Xi и, очевидно, ^ [У] =»

==2r fj щ. Тем самым мы доказали следующее утверждение.

Теорема 20.2.1. Пусть i: У-*-10(У) — картановское вложе-

вложение риманова компактного неприводимого односвязного симметри-
симметрического пространства типа II в односвязную максимальную группу

изометрий 1O(V). Тогда вполне геодезическое подмногообразие

i(V) всегда реализует нетривиальный цикл в #„,(/„ (У); R)=_
«¦A(jclt ..., хг)(g) A(*i, ..., хг), г —ранг V, причем *„ [У] =

20.3. Случай пространств типа I. (Когомологически триви-
тривиальные картановские модели. Свойства отображения возведения
в квадрат симметрического пространства. Переходим к изучению

пространств типа I (см. таблицу 1). Начнем с описания тех

случаев, когда циклы i* [V] тривиальны.
Так как для пространств Ailllm, Btl2, ВДгт, Bill, СД, СД1т,

D,I,, D^, D,1U, EeU, ?,Ш, ?7V, E,Vl, E,Vll, ?,VIII, E8IX,
F4I, Ftll, G2l полином Пуанкаре содержит только четные степени t

(см. [81]), то /„, [V] = 0. Рассмотрим пространства /ЭД '

-g- ,P(V, t)~(l+t*'-i)Q(t), r»Q(/)-Q(-0. Отсюда

следует, что Н* (V; R) = A (u«_i) (g) Q, где подалгебра Q порождена
образующими ft, ..., qx четных степеней. Так как uJz-i^O. то

любой элемент x^Hs(V; R), хФО, где s нечетно, должен иметь

вид *"»ы«_1<7, где qeQ. Односвязной группой изометрий /0 (У)
многообразия У является группа Spin B/). Рассмотрим гомомор-
гомоморфизм f#, где i: y~»-SpinB/) —картановское вложение. Вычислим
элементы /* (х^), где а <= {3, 7, 111 ..., 4/ — 5, 2/ — 1}. Если
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а<2/— 1, то i*(xa) = 0. Элемент i* (a^-i) не обязан быть три-
тривиален; точно так же могут отобразиться не в нуль образующие
ха при 21— I==sass4/ — 5 и «особая» образующая Хг1-Х. Так как

степени всех этих образующих нечетны, то I* (ха) = «2/-i?a.
2/-l<a==?4Z-5; /*(X,M) = o-«M.b hgR, q'agQ.

Легко видеть, что все произведения вида адгр переходят
в нуль, так что единственными элементами кольца #*(SpinB/); R),
которые могут перейти не в нуль, являются элементы ха при

2/- 1<ос<4/-5 и Л2,_!. Так как 1 *5/п<Г^~—|, то

и, сопоставляя это с очевидным неравенством 2/ngg
2 _~Г ,

получаем /> 2т—Г ' чт0 дает 4^ — 5<dimF, т. е. i* [V] =

= 0. Для пространства ?в1 также имеем t*[F] = O, так как

dim V = 42.
Нам осталось рассмотреть следующие пространства: °Л2т1,

M2m_il, oi4am_ill, °Dlll, °EaW. Сначала построим специальные
базисы B(tt) и B(t2).

Рассмотрим произвольное компактное симметрическое простран-
пространство V, и пусть Г —некоторое максимальное абелево подмного-

подмногообразие в V. Пусть © = /0(У), ф — стационарная группа некото-

некоторой точки йеГ, Будем считать, что V вложено в группу ©
как картановская модель. Хорошо известно, что для любой

точки »бУ всегда существует такой элемент Ле ф с/0(V),
что /ш/г1 е Т, где Т — фиксированное максимальное плоское под-

подпространство в V.

Группа ф, действуя присоединенным образом на V, расслаи-
расслаивает его на орбиты, причем каждая орбита содержит точки под-

подмногообразия Т. Если t — произвольная точка из Т, то орбита
О (t) диффеоморфна однородному пространству ф/ф П С (t), где

через С(х) мы будем обозначать централизатор элемента х. Так
как V с @, то подмногообразие Т можно представить как пере-

пересечение То П V, где То — максимальный тор в группе ©. Каждая

орбита O(t) встречается с тором Т в конечном числе точек, и

все эти точки сопряжены друг другу при действии на торе Т

нормализатора N (Т). Более того, орбита O(t) встречает тор Т

в этих точках трансверсально и касательные"пространства Tt (О (t))
и Tt(T) ортогональны друг другу. Теперь рассмотрим отобра-
отображение pi: V-+V, pi(v) = v2, которое будем обозначать через /.
Ясно, что /(Г)<=Т.

Лемма 20.3.1. Отображение f коммутирует с присоединен-
присоединенным действием группы $ на многообразии V.

Эта лемма очевидна. Итак, при отображении / орбита точки t

отображается в орбиту точки t2 = f(t).
Обозначим через Q(V) множество сингулярных элементов

пространства V=»©/? (см. [9]). Дополнение R (V) - V \ Q (V)
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называется регулярным множеством в V. Отметим для дальней-
дальнейшего, что квадратный корень из регулярного элемента енова

регулярен (является регулярным элементом).
Лемма 20.3.2. Пусть Р е Т — регулярный элемент и t—про-

t—произвольный квадратный корень из элемента Р. Тогда при отобра-
окении f орбита O(t) гомеоморфно отображается на орбиту 0 (Р).

Доказательство. Допустим, что существуют две точки Xi

и х2, принадлежащие O(t), такие, что ххфх2 и f(Xi) — f(Xi).
Так как *ь *,еО@, то Xi = axtall, x2 = a2tail для некоторых
элементов ах и а2 из подгруппы ф. Тогда al laxP = Pal 'ах, т. е.

flj'fliSC^Jn^- Так как t и P регулярны, т C(t)()$ = C(t2)(\$
и поэтому хг = хг, что противоречит предположению. Лемма доказана.

Отсюда следует, что достаточно исследовать свойства отобра-
отображения /, ограниченного на тор Т. Если P = f(t) и P^R(V), то

существует достаточно малая окрестность U точки Р такая, что

UczR(V) (множество Q замкнуто в V) и f-1 (U) cz R (V). Ото-
Отображение / является возведением в квадрат, поэтому оно гладкое

и регулярное в окрестности ^(U). Известно (см. [9]), что

dim Q <; dim V — 2, а потому множество R связно. Поскольку
отображение f гладкое, то для определения степени deg/ доста-

достаточно подсчитать его степень на множестве R(V).
Пусть ранг V = l. Если t2&R(V), то все прообразы tt этого

элемента при отображении f принадлежат тору Т, причем все

они различны и их число равно 2'. Выберем на торе Т ориента-
ориентацию и поместим во все точки tt /-реперы, ориентации которых
совпадают с ориентацией Т; еще один /-репер с такой же ориен-

ориентацией поместим в точку *а. Рассмотрим отображение df: T%i(T)-*-
-*-Tt'{T)\ тогда очевидно, что при отображении / ориентация
тора не меняется и /-реперы в точках U переходят в /-репер
в точке Р с сохранением ориентации. Фиксируем точку tt,
в касательном пространстве 7\ (У) выделим подпространство

Ttt(T), в котором мы уже выбрали базис ei(tt), ..., et{tt); будем
обозначать этот базис через E(ti). Дополним набор векторов
E{ti) до базиса B(tt) во всем пространстве Tt((V). Рассмотрим
отображение Qt: ф-*-О@, t <= T; Qt(h) = hth-\ Qt($ ПС(t)) = t;
через qt обозначим дифференциал отображения Qt; qt\ H-*-Tt(V).
Рассмотрим левый сдвиг Lt: g-*~tg и перенесем касательное про-
пространство Tt(V) в точку е с помощью отображения //-i = dL<-«;
тогда lt-i(Tt(V))czG. Пусть ХеЯ, тогда qt(X) = lr(E —
— Ad(/))(X). В подалгебре Н возьмем плоскость А, ортогональную
подалгебре N = TeC(t); H — N + A. По определению отображения
qt Y^rqt — N, а потому qt иевырождено на плоскости А и эта
плоскость линейно отображается на пространство Tt(O(t)).

Выберем в плоскости А произвольный базис {Аи .... Ар} =
*=* А (е) и в качестве базиса в Tt (О (/)) возьмем qt (A (e)) = A (t).
Теперь определим в каждой точке tt базис В (*<) в Tt (V) следую-
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щим образом: В (/() = {? (rf<); А(Ь)}. Аналогично и в точке t2

определим базис В (t2). Итак, будем считать, что ориентация

многообразия определяется базисом B(t2) в точке t2. Базисы

Е (t2) и Е (ti) можно выбрать так, что df(ea(ti)) = 2ea(ti)'t фор-
формально будем записывать, что df(E(tt)) = 2E(t2).

Лемма 20.3.3. Пусть **е=/?(К), и пусть ВЦ,) и Вт-
Втоптанные выше базисы. Тогда df(B(ti)) = BE(t2); Л(<2)).

Доказательство. Достаточно показать, что df(A(ti)) =
= A (t2). Будем считать, что группа © вложена в унитарную
группу U (М). Рассмотрим точку ti и бесконечно близкую к ней

точку ti + гХ, где вектор ХеГ(/(У) имеет вид X = %xaqtl(Aa).
Рассмотрим равенства

f (U + еХ) = / [Ad (e + е (? хаАа)) (t,)] =

= Ad (e + е B ХаАа)) V) = t2 + e S *#«• (^а)-

Отсюда следует, что df(qt (Aa)) = qp(Aa). Лемма доказана.
2/

Итак, deg/=2c?(^X гДе ci3(^/) = -f- 1, если ориентация V,

определяемая B(tt), совпадает с ориентацией V, определяемой
B(t2), и cB(ti) = — 1 в противном случае.

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем следовать еди-
единой общей схеме, небольшие вариации в которой обусловлены
конкретными особенностями симметрических пространств.

20.4. Случай пространств типа I. Пространства SU(ft)/SO(/f).
Рассмотрим пространство °/W: V — S\JBm+ l)/SOBm+ 1), ms=
^ 1, ранг У = 2/л = ранг®, Jjp = S0Bm+1) вполне негомологич-

негомологична нулю в группе SUBm-j-l) для вещественных коэффициентов;
P(V, t) = (\+ti)(l+t9)...(l+tim+1). Пространство i4lm_tI имеет

вид V = SUBm)/SOB/n), m^2, ранг V = 2т- 1 = ранг®, ф =
= SOBm), причем подгруппа ф уже не является вполне негомо-

негомологичной нулю; P(V, t) = (l+t*)(l-\-t9)...(l + tln-a)(l + t2'n).
В обоих случаях группой изометрий /0 (V) многообразия V =
== SU(«)/SO(rt), /t3s3, является группа SU(n). Инволютивный

автоморфизм б в алгебре An-i имеет вид 6(Х) = л, где черта обозна-

обозначает комплексное сопряжение; автоморфизм 9 продолжается до
инволютивного автоморфизма o(g) = g.

Рассмотрим в алгебре G плоскость В, на которой автоморфизм
6 равен — Е; эта плоскость составлена из симметрических чисто

мнимых матриц порядка п со следом 0. Плоскость Б —касатель-
—касательное пространство к картановской модели V = {ga(g~1)} = {ggr}, и

так как vT = v, неУ, то модель симметрического пространства
состоит из всех унитарных симметрических матриц s, и только

из них. Максимально абелево подпространство S в пространстве В
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состоит из всех диагональных матриц

П'Ф1 О

где ф! + ... + ср„ = 0, ранг V = ранг ©, а потому S=*S0, T = То.
Рассмотрим пересечение 4? П V. В силу леммы 19.3 достаточно
описать все такие элементы ueV, что v2 = e. Легко видеть, что

«?>П V = \J SO (n)/S (О (р)хО(п — р))', это означает, что мы не

(р)
а

можем использовать нулевой класс смежности для определения

индекса пересечения двух циклов дополнительных размерностей
V и ф. Так как Т = Т0, то C(t) = T, если /e/?(F). Пусть /е

е=#(У), тогда О(/) = SO(л)/П, П = 2г©..-©2г; отображение

^: Н -*-Tt{O{t)) является изоморфизмом линейных пространств,
и в качестве базиса А (е) мы должны взять базис подалгебры Н.

Рассмотрим накрывающее пространство S, отнесенное к ко-

координатам cpi фл; фа+...+фя = 2я. В качестве координат
на торе Т возьмем линейные формы фь ..., ф„ такие, что 0 ^

=^фE^2л. Области на торе, заполненные регулярными элемен-

элементами, описываются наборами (ф^, ..., ф(д), где 0^фA<ф^<...
...<Ф4 <2л. Каждая такая область связна и гомеоморфна
открытому (л— 1)-мерному симплексу. Рассматривая всевозмож-

всевозможные наборы (ilt ..., in), получаем покрытие множества R(V)
камерами Вейля. Рассмотрим группу Вейля W (О) (см. пункт 17.2).
Эта группа переставляет между собой компоненты множества

R(V) и просто транзитивна на множестве всех камер Вейля.

Группа SU (л) рассматривается нами в стандартном представ-
представлении минимальной размерности в линейном пространстве L
с базисом еи ..., еп. Рассмотрим элемент лу, гф\, принадлежа-
принадлежащий подгруппе SO (л) и представленный в пространстве L сле-

следующим преобразованием: л»(в/) = е/, лу(еу) = — е;, Щ](ек) = ек

при кфA, /); если i — j, то будем считать, что лу
— тождествен-

тождественное преобразование. Тогда образующими группы Вейля являются

преобразования и)у: Т-*-Т такие, что wy (t) = пфггц , (еГ. Рас-

Рассмотрим в подгруппе SO (л) подгруппу W', порожденную элемен-

элементами tiij, 1Ф\, и Пц. Тогда W изоморфна группе Вейля. Каж-
Каждый набор a = (iu ..., 1"„) определяет набор а = (фA, .... ф^),
т. е. ориентацию тора, знак которой совпадает с четностью пере-

•

становки, переводящей набор а в стандартный набор A, 2, ...

..., л). Выберем теперь регулярный элемент fjj, для которого

подсчитаем степень отображения /: 1) 0<ф1<ф2<...<ф„<2я;
2) ф1 + .-. + Фп = 2я; 3) Ф1 + Ф»+.-.+Фя-2*<фп-2*+ь l<s<

«S у
• Рассмотрим базисы E(tl) и E(toi), определяющие одну и

ту же ориентацию тора. Для краткости ориентацию базиса В (/)
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обозначим символом ог В (t); если два базиса определяют одну и

ту же ориентацию, то будем писать or B(t) = or В' (t), если про-
противоположную, то огБ(/) = — от В'(t).

Лемма 20.4.1. Пусть <osA12 ncR(V), и предположим, что

(«eAu..,,. Тогда orB(toi) = or B(i'l).
Доказательство. Так как область Ai2...n связна, то

точки to и tOi можно соединить гладким путем y(t), целиком со-

содержащимся в А12...л- Репер E(tOi) можно непрерывным образом
перенести вдоль пути у(х) так, чтобы этот репер все время оста-

оставался касательным к тору и чтобы в момент времени т = 1 он

совпал с репером Е(Щ. Рассмотрим вдоль пути y(i) орбиты
О(у(т)). Определим непрерывную деформацию репера A(toi) вдоль

пути у(%), положив Fx(A(toi)) = A(y(x)); y(O) = tOh уA) = 4
В каждый момент времени репер А (у (т)) ортогонален тору. Лем-
Лемма доказана.

Рассмотрим симплекс А^...^ и обозначим через а перестанов-

перестановку, переводящую набор A, 2, ..., п) в набор (ilt i9, ..., in).
Тогда симплекс Ai2...n отображается в симплекс Д^ ..,*. преобра-
преобразованием E),,eF(E)), wa(t) — natnal, na&W, na = niiiiniiit...
... ntsis, где а = aiilx... сту^

— разложение о в композицию элемен-

элементарных перестановок. Через с (а) обозначим четность переста-
перестановки а.

Лемма 20.4.2. Пусть корень tOi принадлежит симплексу

Д*х...<„• где (fi »«) =¦<*(!. 2 «)• Тогда or В (to,) ^ог В (Ц),
если с(о)=-\-\, и orB(t0i) = — orS(/o), если с(а) = —1.

Доказательство. Рассмотрим отображение <р: ©-*-©,
Ф (в) = п<зёпЪ1- Так как па е ф, то ф (у) е V при любом v e V.

Рассмотрим отображение dq>: Tt*(V)-*-T<p(ti)(V). Так как группа

.§> связна, то элемент па можно соединить гладким путем у (г)
с единицей е, у(\) = е, у@) = па. Отсюда следует, что ог5(^о) =
= or (dtp В (to)). По определению отображения ф ясно, что
or ?(«) = с (о)-огйф (?(/{)).

Оказывается, отображение ф естественным образом действует
на пространстве орбит O(t), а именно: ф (О (t)) = О (ц> (t)) для лю-

любого t^T. В самом деле, пусть x^O(t); тогда x = atcrx,
Ф (х) = а!ф (t) Oi\ где ai = паапо1 е ф, так как па е ^). Вычислим

отображение йф: Г<(О@)->-7'Ч)(п(О(ф@))- Легко подсчитать,
что d^(Aa(tl)) — q4,^(naAanii). Так как точки toi и ф(^о) при-

принадлежат одному и тому же симплексу А^...^, то эти точки

можно соединить таким непрерывным путем г|? (т), что г|э(т)е
б4|г.|я для любого т и 1|)(О) = ф(/о), "ф A) = ^о/- Согласно лемме

20.4.1 базис d(pB(to) можно непрерывно перенести вдоль пути
гр (т) в точку toi так, что в процессе деформации базис d(pB(ti)
все время остается касательным к V, репер dq> E(t'o) остается

касательным к Г, а репер dq> А (Щ все время ортогонален тору.
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Итак, получаем в точке tOt базис йуВ(Щ такой, что ordq>B(t&)=*
= or dq> В (tb) = or В (Щ. Репер d<pE(t&) продеформируется в репер

d(pE(to), определяющий ту же ориентацию тора, что и репер

d(pE(tl), т. е. or cftp Е (Щ = c(a)orE (fg). Репер <ftp A (tb) продефор-
продеформируется в репер dq>A(t$ в точке гы: d<p А (/о) = {^м(ла^аПо')}-

Осталось сравнить ориентации, определяемые в касательном

пространстве Т^(О{и,)) двумя реперами {gt()l(naAa ¦ rtj1)} и {qt(){(Aa)}.
Так как па е §, то можно соединить точку п0 гладким путем
со(т) с единицей группы е, целиком содержащимся в <?>. Рассмот-

Рассмотрим в подалгебре Н два репера \Аа) и {ПаАфЪ1} и определим
невырожденные линейные преобразования Fx: H-*-H следующим
образом: FX(X) = Ас1((о(т))(Х). Тогда Ft — тождественное отоб-

отображение и гомотопия Fx переводит репер паА (е) п„' в репер А (е)
и в процессе деформации репер не вырождается.

Рассмотрев отображение qigi: H^-Ttol(O(t0i)), мы и получаем,

что взаимная ориентация базисов B(tOi) и d(pB(t0t) определяется
взаимной Ориентацией реперов E(tOi) и dq>E(tl), т. е. or В (?<«) =
= с (a) or Лр В (/§) = с (о) or В (fl).

Следствие 20.4.1. Искомая степень отображения f: V-+V

(V = An-il) равна сумме 2 (Т" )= 2 с(ст<), где через at обозна-
1-1

чека такая перестановка набора A, 2, ..., п), что /«бЛ^,,^
) = o(l, 2, ..., n); ?oi пробегает все прообразы точки

()
Лемма 20.4.3. Пусть т^\\ тогда 2 (Тш) = 2т, 2 (Г1"»-1) = 0.

Доказательство. Пусть тор Г" с:SU(п) реализован
матрицами следующего вида:

Обозначим элемент <еГтак: t = (фь ..., ф„). Рассмотрим элемент

t'eU(n), Г=(|ф1 1фД det(O 1, 1

... < j ф„ < я. Хотя элемент (*§)' не принадлежит SU (п), из него

можно получить все корни tOi элемента t$, если к нечетному

числу аргументов {уфо} добавлять я. Рассмотрим некоторый

корень ta'. Условимся, что если значение аргумента, стоящего
на р-м месте, больше чем л, то на р-м месте поставим знак «+»,
а если значение аргумента меньше чем п, то поставим знак «—».

Пусть п — 2, тогда для получения всех корней надо заменить

нечетное число знаков «—» в строке (—, —) на «+>, что дает:
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/<ц = (—, +), *02 = (+, .—)• Ясно, что с(аг)=1, с(ога) = — 1 и

)
Пусть п = 3, тогда имеется 4 корня tOt'. toi — (+, —. —).
(, +, —).¦'«. = (—, —, +), /о4 = (-!-. +. +)• Имеем:
I, с(а2) = -1, с(а,)=1, с(о4)=1, 2(Г2) = 2.

Пусть теперь /г четно, п = 2/г + 2, А: 5=1; докажем, что

2 (Г2*+2) = 2 Gг) 2 (Т2*); Г2*+2 = Г2хТ2*. Так как 2G2) = 2, то

отсюда будет следовать, что 2(Г2т) = 2т. Отметим, что число

Б (Т2/'+2) не является степенью отображения f \ Гг*+2. Рассмотрим
/5еГШ!; ^о = (фь •-., Фг^+з), и пусть выполнены все условия,
наложенные на #>• Определим проекции pi и р2: рх: Т2*+2-*-

->-Т2, р2: Г2А+2->Т2*, положив pi (ft) = («h + • •. + Фин*; Фат*.
фгм-s), Р»(Ф = (ф1 Фг*; Фг*+1 + ф2»+а + фг*+8)- Элементы Pi(tol),
piihi) и Р\(Щ, Pi (to) регулярны. Рассмотрим элемент pt(tb)- Для
него снова выполнены все условия, наложенные ранее на tb, что

дает возможность применить индукцию. При применении элемен-

элемента w0 e W (SU Bk-f-3)) к симплексу Ai2...Bft+3) возникает инду-

индуцированное действие на симплексах Pi(Aia...(aft+s)) и Pa(AM,.,(a*+s))-
Итак, действие группы W (SUBk+ 3)) на торе Т2*+а порождает

индуцированное действие на Т2 и T2k, совпадающее с действием

W(SUBk+l)) на Г2* и W(SUC)) на Т*. Кроме того, проекции
корней tol на Г2 и Tik дают полный набор корней из элементов

thW) и Рг(П).
а[) Рассмотрим все такие корни tol е Т2*+а, что pi (toi) ==

= (+, —,.—). и предположим, что (foWi, «*+i
= ехр ^ фм+1).

Пусть корень toi имеет вид <o< = (*i *.•••» *. —. —» —).
тогда Pi(toi) = (*, *,..., *, —)• Пусть а' — перестановка, при-
приводящая элемент (*, *, ..., *, *) к «нормальному» виду, т. е.

отображающая его в симплекс Ai2...a»! тогда, чтобы привести
к «нормальному» виду элемент (*, *, ..., *, #, '¦—), необходимо
применить еще 2s+1 транспозиций. Окончательная перестановка
а" имеет вид <f = la', где с(?) = —1. После перестановки а'

необходимо применить еще одну перестановку т) такую, чтобы

перестановка a (tOi) = i\
¦ о' отобразила элемент tOi в симплекс

Аи <2*+s)- Так как перестановка г\ нечетна, то с(ст(?0/)) =
= c(aOMW)).

af) Рассмотрим все такие корни tot е Т2к+*, что рх (tot) —
= (+, —, —), и предположим, что tol = (*, *,...,*, +, —, —).
В таком случае с (a (tot)) = с (а (р^ (tot))), т. е. в случае а!) мы

имеем с (о (tot)) = с (о (pt (tot))).
а'2) Пусть Pi(tOi)=*(—, +, —)• Предположим, что tOt = (#,*,...

..., *, —, +, —)• Тогда c(a(toi)) = — c(a(p2(toi))).
а2') Пусть pi(tot) = (—, +, —), Ui = («, * *, +, +, —)•

Тогда с (а (<„)) = с(а (р2 (tol))).
аз) Пусть pi(tot) = (—, —, +), tOi = (*, *,...,¦,*,—, —, +).

Тогда c(a(tOi)) = c(a(p2(toi))).
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аз) Пусть /?i (*<и) = (—, —• +)> '« = (*, * *.+>—, +)•
Тогда c(a(tol)) = — c(a(p2(toi))).

aj) Пусть />i(/<><•) = (+, +» +)• *<« = (*, *,...,*,*,—, +, +)•
Тогда с (а (/«)) = с (а (р, (/«))).

а4*) Пусть Pi(/0() = (+, +, +), *<>/ = (*, *,.••, *, *, +, +i +)•
Тогда c(o(toi)) = c(o (pi(toi))).

На рис. 45, изображающем прямое произведение Т2хТ2к и

объединяющем все рассмотренные выше случаи, через А обозна-
обозначено множество корней tOi, для которых Aw=*(*. ...,*,*,*, —),
а через В — множество корней toi, для которых tol = (*,..., *,

*, *, +¦). Взяв алгебраическую сумму
\ /—%f корней tot, мы получаем формулу
-»—'

*6 \ ¦ 2 (Т2*+а) = 2 (Т2) 2 (Г2*). Все проведен-

ш2 \
_

ные рассуждения можно повторить и для

+а2 1 тора 5P2*il = T2xT'2ft ,что дает форму-
формулу 2 (Т2*+1) = 2 (Г2) 2 (Т2*-1), а так как 3

I &¦

то 2 G2 -1)— 0. То, что

2 (Тгт~1) = 0 при т ^г 1, можно было бы

доказать и непосредственно, не опираясь
°1 °г Т" на формулу 2 (Тп) = 2 (Г2) 2 (Тп~г).
Рис.45. Следствие 20.4.2. Искомая сте-

степень отображения f: V-*-V, где V =
= SU (n)/SO (n), nS=3, paewa 2m, если п = 2/п+1. и равна нулю,

если п = 2т.
20.5. Случай пространств типа I. Пространства SU Bm)/Sp (от).

Рассмотрим симметрические пространства SUBm)/Sp (m), m&*2,
ранг V = m— I, ^ = Sp(m) вполне негомологична нулю в SUBm)
для целых коэффициентов, Р(V', t) = (l-\-t6)(l-\-t9)...(l-\-t*™-3).
Максимальной связной и односвязной группой изометрий является

группа SUBm). Инволютивный автоморфизм в алгебре G имеет

вид 0 (X) == IXI*1, где / = I
p n ||. Автоморфизм в продолжаетсяО |

до инволюции o(g) — Igl'1. Множество неподвижных точек авто-

автоморфизма а —стационарная подгруппа ф. Вполне геодезическое

подмногообразие V образовано всеми элементами вида {goig'1)},
т. е. {gig7!'1}- Ясно, что V — подмногообразие, составленное

из всех кососимметрических матриц gT = — g. Касательное про-
7 7 II

странство B = Te(V) имеет вид -1 _* |, где Zxesu(m), Za e

eso(m, (С). Максимальное абелево подпространство — тор Т —

имеет (В обозначениях леммы 20.4.3) вид (<pb ..., q>m; фь ...

..., <pm), где фх+ ... +<рт = 2?л. В данном случае ранг V<
< ранг ©, причем Т cz Q (©); (еГ, taa = <т+а, т+0, 1 ^ а <, т.

Легко подсчитать, что пересечение .?> П V не дискретно и цикл

.?> нельзя использовать при подсчете индекса пересечения циклов

V и ф. Заметим, что элемент /еГ полностью описывается эле-

элементом (фх, ..., фт), где ф1+"- + Фт = 2Ап. Выберем
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таким образом, что 0 < щ <... < <рт < 2я; тогда C(t) — S (U B) х
Х...хСB)) (т сомножителей) и состоит из матриц следующего
вида:

О \У1 0

где
гх 0 ;о>1 О

О гт |О о»„

Лемма 20.5.1. ?слы t<=R(V), то О @ = Sp (m)//C, где УС •=

= Sp (т) П С (t) = SU B) х ... X SU B) (т раз).
IIX Y II

Доказательство. Пусть се С (t)[}Sp(m), c=L ^11;
тогда Ic = cl, что дает необходимое и достаточное условие при-
принадлежности элемента с к подгруппе Sp (m): Z = —F, W = X.
Так как c^C(t), то имеем z< =

— #/( Wt — xt, что и требовалось
доказать.

Рассмотрим отображение /: V ->- У, / (у) = i>*. и пусть f? e /? (У).
Тогда на торе Т существует 2т~1 решений уравнения l2 — tl;
обозначим эти корни через t0l. Построим в точках /о и tOi базисы
В (Щ и B(t01) (см. выше). В нашем случае подалгебра Л^ = Кег^,
t&R(V), является подалгеброй /C = suB)x...xsuB) (m раз).
Возьмем ортогональное дополнение А к N в подалгебре Н и в А
возьмем произвольный базис Аъ ..., As, s = mBm—1). Так как

df В (tot) — В (to) (с точностью до умножения на 2 векторов репера
E(tOt)), то необходимо сравнить ориентации базисов B(toi) и

В(Щ.
Рассмотрим тор Т cz To- Сбщая картина будет такой же, как

и для тора (фь ..... фт). Выделим в №(SUBm)) подгруппу
W (V), переводящую в себя тор Т. Так как элементы /ef
имеют вид t = t'@.t', t' e T' c:SU(m), то образующими группы
W (V) являются такие преобразования а»у: Т~*-Т, чтои;,у(/) =
= ritjtnJil, titj = п'ц © п'ц\ rtJ/eSU(m) и элементы п'ц совпадают

с элементами яу, рассмотренными в предыдущем пункте. Элемен-

Элементы mef (V), отвечающие произвольной перестановке о, обоз-

обозначим через wa.

Рассмотрим в группе SU Bm) подгруппу W", порожденную
элементами пц, i Ф}, Пц = е. Подгруппа W изоморфна W (V)',
она действует на торе Т внутренним образом. Ориентация сим-

симплекса Д( ii( определяется четностью перестановки о такой,
что (t"i, ...1, С) = аA, 2, ..., т). Ясно, что W" cz Sp (m) f] N (T).
Рассмотрим (jsi?(V) и фиксируем какой-либо корень toi. Если
tot е А12.„т, то or В (tot) = or В (/§) (см. выше). Пусть ^0/^A(i-i<
и (t"i. .... im) = a(l, ..., m). Рассмотрим элемент na = n'aQ>n'a e
еГи определим отображение ф: V-+V, ф(у) = лао/гд'. Здесь
tp (f) e F при любом v e V, так как №" с: й.
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Лемма 20.5.2. Пусть tl(=R(V); тогда or В (*J) = or В (tol)
для любого i, I s? i sg¦2m~1.

Доказательство. Точно так же, как и в лемме 20.4.2,
устанавливается, что or B(tl)^=ox(dyB(tl)). Отображение ф дей-

действует на пространстве орбит O(t), а именно: фО (I) = О (ф (I))
для любого <еГ. При доказательстве леммы 20.4.2 было уста-
установлено, что ^фЛа(<о) = ?<р(<2)(паЛаЛа1). Является ли отображение
dtp: Т/а @ (<")) ->- Тф(ф (О (ф (Ц))) невырожденным? Достаточно пока-

показать, что ПдАаПа1 е Л при любом а. Рассмотрим отображение
Ad(n0): H-*-H. Если па = пу

— преобразование, отвечающее эле-

элементарной перестановке, то подгруппа /C = SUB)x...xSUB) =
=C(to)f\$ переходит в себя и действие преобразования g-+nogruy
на подгруппе К сводится к перестановке двух сфер: Si'и S}. Это

означает, что Ad (па) (k) = k, а поэтому переходит в себя и орто-
ортогональное дополнение к подалгебре k, что и требовалось. Орбита
О (t\) диффеоморфно отображается на орбиту О(ф(/о)), и мы знаем,

что dq>В(fj) = {ЖрЕ(Ц); {$ы (паАап?)}}, причем or 0ф?~(*и7) в
=c(o)or(E(t0i)). Поскольку отображение qtoi является изомор-

изоморфизмом и А(ё) и паА (е) п^1 — базисы в Л, то достаточно сравнить
ориентации базисов А (е) и naA(e)n^. Для этого рассмотрим в Я
базис /г = {Л(е); еь ..., е3т}, где {еь ..., гзт} — базис в подал-

подалгебре &; применим к базису F преобразование Ad (na); тогда, так

как п„е$ и ^ связна, получаем, что or Z7 = or (Ad (/гст) (F)).
Действие Ad(na) на подгруппе К нам известно; отсюда следует,
что or (Ad(rta) (Ы))=с(о) or CtMM это означает, что or (naA (е)п^)=
=-с (a) or Л (е). Так как or (dq> A (tl)) = с (a) or (Л (*<w))> то or В (tot) —

=or (dq> В (f0)) = or В (Ц). Лемма доказана.
Следствие 20.5.1. Искомая степень отображения f: V-+-V,

где V — SUBm)/Sp (m),m^2, равна 2т~1; следовательно, i* [V]Ф0.
20.6. Случай пространств типа 1. Пространства S^'^ss;

= SO B/)/SO B1—1). Вычисление в явном виде коциклов, реали-

реализуемых вполне геодезическими подмногообразиями типа 1. Рас-

Рассмотрим симметрические пространства V — SO B/)/SO B1 — 1), /5=4,
ранг V= I, <§> = SpinB/— 1) вполне негомологична нулю в группе
SpinB/) для вещественных коэффициентов, P(V, 0=l + ^2' -
Максимальной связной и односвязной группой изометрий много-

многообразия V является группа @= SpinB/). Плоскость B = Te(V)
состоит из матриц \Ьу\\, где Ъц = — ^и&,у = 0, если оба индекса
отличны от 1. Поскольку ранг У = 1,тонет необходимости иссле-

исследовать пространство орбит О (t). Так как многообразие V диффео-
диффеоморфно сфере S2'-1, то очевидно, что deg/ = 2, если /: S2'-1-»-
-vS2'-1, и deg/ = O, если /: Sil-+Sil. Из утверждения 19.1 получаем

Следствие 20.6.1. Искомая степень отображения^. V-*-Vf
где V = SOB/)/SOB1- 1), I =s 4, равна 2; следовательно, f, [У]ф0.

Вычисление элементов (i*)~1|V] выполняется теперь довольно

просто. Мы рассмотрели все симметрические пространства, группы1
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изометрий которых не являются особыми группами Ли. Оказалось,
что единственными пространствами, реализующими нетривиальные
циклы в #„ (©; R), являются следующие: °Atml, m^U M2m-iII,
m^2; °Dtll, 1^4. Симметрическое пространство °?eIV, группой
изометрий которого является особая группа Ев, мы изучим ниже.

Рассмотрим главное расслоенное пространство $-!-C-*-V, где

стационарная подгруппа ф связна, и предположим, что ф вполне

негомологична нулю в © для некоторого кольца коэффициентов К.
Тогда гомоморфизм р*\ H*(V; /С)-»Я*(©; К) является моно-

мономорфизмом, и мы можем рассмотреть в Н* (®; К) подалгебру
р* (Н* (V; К)), изоморфную Н* (V; /С). В этих предположениях
имеем следующее

Предложение 20.6.1 (см. [91]). а) Пусть /C = Z;tf*(@;Z)
не имеет кручения и обладает простой системой примитивных
образующих, б) Пусть К= & или К = ЪР- Предположим, что

Н* (&, К) обладает простой системой примитивных образующих
(для К = К это предположение всегда выполнено). Тогда в обоих

случаях образ гомоморфизма р* допускает простую систему при-
примитивных образующих. Это означает, что в кольце Н* (($; К.)
(при указанных предположениях) всегда можно выбрать простую
систему примитивных образующих хи ..., X/, таких, что обра-
образующие xlt .... хп (где n^k) принадлежат р* (Н* (V; К)) и

являются простой системой образующих в этой подалгебре. Так,
например, H*(SU(n); Z) и H*(SO(n); Zp) обладают простыми
системами примитивных образующих.

1) V = M2ml. Пусть K = ZP, где рФ 2 (р может равняться

нулю). Известно (см. [91]), что подгруппа ^ = SOBm+ I), ms* I,
вполне негомологична нулю в группе ©= SU Bm+1) для кольца

коэффициентов Ър.~ Тогда в Н* (SU Bт+ 1); Zp) можно выбрать
такую простую систему примитивных образующих {хя, хь,..., *4m+i}.
что подалгебра p*(H*(V\ Zp))~Л(ы6. "о. •••> «im+i) допускает
в качестве простой системы образующих элементы [хь, хв, х1я, ...

•
••, х1т+1}, причем р*(иа) = ха; а= E, 9, 13, ..., 4т+1).
Утверждение 20.6.1. Пусть i: V-+h(V) 9?A(V)-опи-

9?A(V)-описанное выше вложение пространства V = SU Bm-f- l)/SOBm+ 1),
т ^ 1, как вполне геодезического подмногообразия в группу изоме-

изометрий /0(V)==SUB/n+1)- Тогда подмногообразие i(V) реализует
нетривиальный коцикл в H*(la(V); Zp), где рФ2 и простое, если

рФО. Рассмотрим элемент Q = x^t • • • Хш+i еЯ*(/0(У); Zp).
Тогда [V] = i* (Л/-1 • Q), где N = 2ffl (mod p).

Доказательство очевидным образом вытекает из следствия 20.4.2

и из выбора образующих в H*(IO(V); Zp).
2) V —Mm»-iII. Пусть /C = Z. Тогда (см. [91]) подгруппа

^ — Sp(m) вполне негомологична нулю в группе @= SUB/n) для

кольца коэффициентов Z-
6 А. Т. Фоменко -
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Утверждение 20.6.2. Пусть i: V-v/о(V)^Л(V) — опи-

описанное выше вложение пространства V = SU Bm)/Sp (m), m 5г 2,
как вполне геодезического подмногообразия в группу изометрий

/o(V) =SUBm). Тогда подмногообразие i(V) реализует нетри-
нетривиальный коцикл в Н* (/о (V); Z). Рассмотрим элемент Й = Х|ДОм...

,..4»-ieW*(MV); Z). Тогда i*(Q) = N[V], где N = 2т~К

Доказательство вытекает из следствия 20.5.1 и из выбора
образующих в H*(I0(V); Z).

3) V — °Dill. Пусть K = ZP, где рФ2 и простое, если рФО.
Тогда (см. [91]) подгруппа Spin B/— 1), /5*4, вполне негомоло-

негомологична нулю в группе Spin B/) для кольца коэффициентов Zp.
Утверждение 20.6.3. Пусть i: V-+-/'о(V)*aA(\r) — описан-

описанное выше вложение пространства V — SO B/)/SO B/ — 1), / 3s 4, как

вполне геодезического подмногообразия в группу изометрий /0(V) =
= Spin B/). Тогда подмногообразие i(V) реализует нетривиальный

коцикл в H*(h(V); Zp), где рФ2 и простое, если рФО. Рас-

Рассмотрим элемент Q = X2t.i е //* G0(V); Zp). Тогда [V] — t(^
Доказательство вытекает из следствия 20.6.1.

Следствие 20.6.2. 5 кольце Н* (SU Bm+1); Zp), m^l,
рФ2, следующие коциклы L реализуются вполне геодезическими

подмногообразиями типа М»?1: Ъ7 = М~0х Qg^N^x^x^is... xi9+1,
где 1<^<т и Nq = 2»(modp). .

Следствие 20.6.3. В кольце Н* (SV Bm)\Zp), т^2,рф2,
следующие коциклы т]? реализуются вполне геодезическими подмного-

подмногообразиями типа oi44?_ill: x]q—Nq1?iq=N<,ixix9...Xtq-a, где 2*?.q^m,
Nq = 2»-1 (mod p).

Рассмотрим вложение /: SUBm)->-SUBm4-1); тогда коциклы,

реализуемые в Н* (SUBm-4-1); Zp) подмногообразиями типа М2?1,
2^q^m, и /(Ma?-iII), 2^s^^m, когомологичны, г)9 = /*(^).

20.7. Случай пространств типа 1. Пространство ?„//ч. Рас-
Рассмотрим пространство °EaW, V = Ee/Fi, ранг V = 2, dimV = 26,
§ = /^4 вполне негомологична нулю в группе © = ?в для вещест-

вещественных коэффициентов, P(V, t) = (l+ti)(l+t1'7). Максимальной
связной и односвязной группой изометрий многообразия V является

особая группа Ев с центром Zs- Рассмотрим поле F, и пусть
К — алгебра чисел Кэли (алгебра октав) над полем F (см. [66]).
Будем пока считать, что F = (D. Хотя алгебра К некоммутативна
и неассоциативна, она удовлетворяет некоторому ослабленному
условию ассоциативности, так называемому альтернативному
закону, а именно: хгу = х(ху) и ух* = (ух)х для любых элементов

х, у&К- Рассмотрим линейное пространство над F, обозначаемое

обычно Ml и образованное всеми (ЗхЗ)-матрицами вида
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где xiCzK, \iCiF, 1 <; i <; 3. Сложение матриц и умножение их
на элементы поля F определены обычным образом, что превра-
превращает Ml в 27-мерное пространство над F. Структура алгебры в М\

вводится операцией X ¦ Y = ~ (XY + YX), где XY и YX- обыч-

обычные произведения (ЗхЗ)-матриц. Операция умножения X-Y пре-
превращает Ml в неассоциативную алгебру, причем: 1) XY = Y -X;
2) (X*-Y)-X = X*-(Y-X). Пусть А(=М\\ через RA: М1-+М1
обозначим правый сдвиг RA(X) = Х-А, а через DAiB обозначим

следующее линейное преобразование Ml: Da.b = [Ra, Rb] =
*=RaRb — RbRa- Из тождеств 1) и 2) следует, что Дд,д — диффе-
дифференцирование алгебры М?,. Обозначим через f{ алгебру Ли (над F)
всех дифференцирований алгебры Ml; тогда (см. [65]) алгебра f{
изоморфна алгебре Ли особой группы Ft, а потому односвязная

группа F4 (где Z(Ft) = 0) получает точное линейное представле-
представление в 27-мерном пространстве над F как группа автоморфизмов
йордановой алгебры MJ. Рассмотрим в Ml три ортогональных
идемпотента:

1 0 011 ПО 0 011 1@ 0 Of
h Ч !|
| ( f

e1==h о о, еа= о 1 оЧ, *>,= о о о!|
10 0 0| ||0 0 0,| ||0 0 Il|

и выделим в алгебре f[ подалгебру f'o, составленную из всех таких

дифференцирований d алгебры М\, для которых d(ei) = d(ea)=
=d(es) = O. Известно (см. [65], [66]), что алгебра /J изоморфна
ортогональной алгебре Ли типа Dv

Теперь мы расширим алгебру f[, включив ее в алгебру e't,
изоморфную алгебре Ли особой группы Ев. Обозначим через e't
линейное пространство всех линейных преобразований алгебры Ml,
имеющих вид L = RA -\- D, где А е Ml, Spur A = 0, D eft. Опе-
Операцию коммутирования в пространстве е'ь введем обычным образом:
[Li, L^[ = LyLi — LzLu где через LN обозначена композиция пре-

преобразований L и N. Легко подсчитать, что если Spur 5 = 0, то

[RA, RB]^n, [D, RA] = RD(A), где Dsf,. Так как [fi, f[]czfl
то пространство е'6 превращается в алгебру Ли над F, причем
[В', f[]czB', [В1, В']аРц, где через В' обозначено линейное

пространство в е'ь, образованное преобразованиями RA.
Алгебра Ли е'ь действует в М\ неприводимо и имеет нулевой

центр, а потому она полупроста; известно (см. [68]), что е« изо-

изоморфна некомпактной алгебре Ли некомпактной группы Ея. Рас-
Рассмотрим группу SL B7; С), действующую в Ml; тогда е'6 a si B7; С)
и можно рассмотреть подгруппу ?e((D) = exp(ee). являющуюся
некомпактной формой группы ?в. Перейдем к компактной форме
группы Et. Обозначим через Н{ подалгебру Картана алгебры Ли
f'i и рассмотрим в е'й подалгебру H'^ = FRex-e,+ FRe е,-\-Л[, где

Rei-e, и /?,-,-f, — два дополнительных вектора к Я4. Тогда ока-

оказывается, что подалгебра Н'ь является подалгеброй Картана в алгебре
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Ли е?. Если через Л/, 1 ^/^6, обозначить базис в подалгебре #«,
то для того, чтобы получить базис в картановской подалгебре
компактной формы группы ?в, достаточно рассмотреть набор век-

векторов {ihj}. Компактную алгебру Ли группы Е9 cz SU B7) будем
обозначать через ее, ее картановскую подалгебру — через Нв, ком-

компактную алгебру группы Р4аЕл — через /4. Картановская под-

подалгебра Яв в алгебре ев имеет вид Яв = iRRei~e,+ iRRc,-e,+ Я4;
здесь мы рассматриваем М\ над R. После перехода к компактной

форме алгебры e't плоскость В' перейдет в плоскость В с eit для

которой имеют место соотношения [В, В] cz /4, [В, /4] cz В, т. е. В
является тройной системой и совпадает с касательным простран-
пространством Т,(V) к вполне геодезическому подмногообразию!/, являю-

являющемуся картановской моделью пространства ?e/F4. Ясно, что

двумерная плоскость S = iR/?e,_(>,+ »№,-«, содержится в В и

является максимальным абелевым подпространством в В. Вычислим
элемент feT«=exp S как элемент тора ToczSUB7). Пусть
a = tfi — ег, $*=еа—е3. Тогда, если обозначить координаты в пло-

плоскости S через ф1 и ф2, то каждый вектор s^S имеет вид s=»

}. Представим элемент X е Ml в виде

ВО *, 01 110 0 Ц |0 0 0 1

-% о ofi+'o о о »+?о о xj,
„о о о•! \ х, о о ,: ^о^о.

и в соответствии с этим разложением выберем в М' ортонорми-
рованный базис {еи ег, е3; ии и2, ..., щ; vt vs; wlt...,w8};
тогда Ml^LoQLi^Lt^L,, где dimL0 = 3, dimLf = 8. В этом

базисе оператор t = exp (s) s T имеет вид

Це""' 0 0 | 1'е 2?» ° °

|| II и __f<Pi

о о
'" ' ! Е'

_°
'

0 0 е 2~?81

где ф1 + ф2 + Фз = 2йл, 0=^фг^2я, 0^фаг^2я. Запись операто-
операторов t идентична записи элементов t еГ! с: SUC). Рассмотрим
<еГ такой, что 0<ф1<фа<Фз<2я, ф1 + фа+фз = 2л;. Если
С @ — централизатор t в группе ?в, то для орбиты O(i) имеем

O(t) = FA/FlC\C(t). Подсчитаем подгруппу Ft[)C(t). После пере-
перехода к компактной форме группы Ев алгебра f'o переходит в веще-

вещественную ортогональную алгебру so (8).
Рассмотрим в группе Ft подгруппу С = exp (so (8)); тогда эле-

элементы с&С обладают тем свойством, что c(ei) = ei, l=^t^3.
Известно (см. [65]), что С ^ Spin (8).

Лемма 20.7.1. Связная компонента единицы подгруппы F4 П C(t)
совпадает с подгруппой С.
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Доказательство. Докажем, что so(8) с Те(Ft(]С(/)).
Пусть d e so (8); для этого необходимо и достаточно, чтобы
d (ei) — 0, 1 «i i «g;3. Чтобы доказать, что d^Te(C (t)), достаточно

доказать, что [d, s] = Q для любого оператора s <= S. Это прове-
проверяется непосредственным вычислением (проверьте!). Обратно, пусть
geFt(]C(t), где 0<ф!<ф2<ф3<2я. Отметим, что сингуляр-
сингулярность элемента / е Т заключается не только в том, что оператор /
на подпространствах Lb L8, L3 является скалярным оператором,

но и в том, что могут совпадать и другие собственные значения,
однако это приводит к увеличению C(t) в SUB7), но не увели-

увеличивает подгруппу Ft П С @-
Так как gt = tg, то оператор g, действующий в Ml, имеет вид

щ 0 0 ; II

0 аа 0 \ В"
! о о о,: ', где | а, | = 1, К i

Так как элемент et является идемпотентом в Mjj, то g(ei) =
— g{ei)-g{ei). Из явного вида оператора g следует, что g(ei)*=
—aiei + Xi, где Xi e Lx ф L2 ф La. Отметим, что для элементов

X е Li 0 Lz 0 L3 выполнено равенство ^ = 0, 1 ^ t ^ 3, а потому
е, Х=*0 для лкбэго X и любого I, Is^tss3. Отсюда следует,
что Xi = Xh Докажем, что подпространство Z.' = Li®L2©.Lg не

содержит ненулевых идемпотентов.

Действительно, если через ||ру| обозначить элемент Хг, где

XeL', то рп = 2\х3\* + 2\хг?, Pb = 2|*|« + 2!*i!», Рм = 2|ж,|«+
+2|^!12, и так как по предположению X = X*eL', то рц = 0,
l=sSi«?3, что дае! xi = xa = xs = 0, т. е. Х = 0.

Итак, я = ?'зф^>. что и доказывает лемму.
Рассмотрим элемент tl^R(V) и предположим, что Ф1 + Ф2 +

+ Фв = 2л. Отождествим тор Т с тором TzcSUC) и будем, как

и раньше, задавать элемент t е Т набором (фх, ф2, ф8)- Элемент tl
имеет 4 прообраза при отображении f: V-+V: toi — (+,—,—),
'<» = (—, +, —), *os = (—. —, +), ^04 = (+. +. +)• Рассмотрим
действие группы W(V) на торе Т. Пусть группа Вейля №(SUB7))
реализована в группе SUB7) как подгруппа W (см. пункт 20.4),
и в группе W рассмотрим подгруппу W, элементы которой при
присоединенном действии переводят в себя тор Т с: То. Подгруппа
W" порождена элементами па вида п'а@г&, где операторы п'„ е
е U C), rio&U B4). Мы не будем описывать явный вид опера-

операторов па, поскольку он достаточно громоздок.
Лемма 20.7.2. Каждый оператор na^W" является автомор-

автоморфизмом алгебры Ml, и поэтому W — подгруппа в группе F4.
Этот факт легко устанавливается непосредственной проверкой

на основе явного вида операторов п0.
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Рассмотрим tl e R (V) и фиксируем какой-либо корень /ф<*
Если tOi е Дт, то ог В (t0!) = or В (/") (см. лемму 20.4.1). Пусть
^еА(,(,/„ где (*,, ia, /s) = ctA, 2, 3). Рассмотрим элемент n<,&W"
и определим отображение q>: V-*-V, q>(v) — navnal. Здесь
при любом tteV, так как W"c$.

Лемма 20.7.3. Пусть fjJe/?(V); тогда ог В (tJ) = or

Зля любого I, 1 «? i ==? 4.

Доказательство. Поскольку подгруппа § — F4 связна и

тор Т отождествлен с тором Т2 в группе SU C), то or В (/') =
= огЖрВ(/!!). Далее, or E (t'n) = с (о) ¦ or dq> E (Q и <*фЛ(«) =

51). Докажем, что отображение dtp: Т/«О(^)-»-
(ф (Ч)) устанавливает изоморфизм этих касательных

пространств. Достаточно показать, что поЛа«о' е /4 для любого а.

Рассмотрим отображение Ad(«0): H-»-H. Из леммы 20.7.1 полу-
получаем, что операторы geC= (?4nC(O)o имеют вид Я8 + ?". где

g* действует в ортогональном дополнении U к плоскости Lo
(элемент XeL' тогда и только тогда, когда |1 = ?а = ?з = 0).
Так как па = «о ф "о, то Ad (ла) (С) с: С, а потому Ad (ла) (Л) с А,
так как Л — ортогональное дополнение к so (8) в Я. Поскольку
па е ф, то Ad (и0) невырождено и Im Л = А, что и требовалось.

Так как tOt, ф(<3) е А^,, то эти точки можно соединить глад-

гладким путем и гладко продеформировать dq> В (tl) в с(фВ(/5) в точке <0/.
причем or (dq>E (tl)) = c(o)or E (Q. Осталось сравнить ориентации
реперов A (tm) и qlgl (паА (е)По') в пространстве Ttol@(tol)). Доста-
Достаточно сравнить ориентации базисов А (с) и л0Л (е)Ла' в плоскости А.

Пусть {sb ..., sp} —базис в подалгебре so(8), тогда взаимная

ориентация базисов А (е) и паА (е) nj совпадает с взаимной ориен-

ориентацией базисов {si, ..., sp\ и {n<jSiio\ •••. naSpni'}. Итак, необхо-

необходимо знать, как группа W действует на подгруппе С; п (g) =
Ad(()(g)
Рассмотрим симметрическую группу Sn подстановок трех эле-

элементов A,2, 3). Если через Оц обозначены элементарные переста-
перестановки, то S9 состоит из элементов {1, а1г, агз, о1гом, о^ои,

а12023ст12}. Обозначим элементы оп и сг23о12 через cpi и -фа соответ-

соответственно. Тогда 5а = {1, фь г|J, \|з?, ф^, ф^!}. В группе Ss выде-

выделяются следующие коммутативные подгруппы: Zs('h). 2г(ф1),
Z2(9i^a). 2«(ф1я|)«). Как мы знаем, подгруппа С изоморфна группе
Spin (8). Решим следующую задачу: какова подгруппа С с: F*
таких автоморфизмов gef4, что g(L0)c:Lo, где Ц — 3-мерное
подпространство идемпотентов в М*? Так как егв/

= 0 при 1ф},
то из (g(et))*=g(ei) следует, что g(e,)=»? сад «=?«&. откуда
aj = {0, 1}. Окончательно \g\L,}a{n'a}, что означает, что группа
всех автоморфизмов подалгебры Lo изоморфна симметрической
группе 58. Поскольку С с С является нормальным делителем,

то C/C^S3 = {r&\. Итак, подгруппа С состоит из шести связных

компонент, причем связной компонентой единицы является под-
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группа С. Теперь рассмотрим в группе Ft подгруппу {,,}
Так как па\и — п'а\и, то W" czC, и так как элемент п„ полностью

определяется перестановкой а, то W" изоморфна S3, т. е. мы

реализовали факторгруппу С/С как подгруппу W'cC, причем
в каждой связной компоненте С содержится в точности один

элемент подгруппы W. Ясно, что группа С является полупрямым
произведением подгрупп W" и С.

Рассмотрим присоединенное действие W на подгруппе С.

Поскольку каждый элемент па действует на С как автоморфизм,
то мы получаем гомоморфизм е группы W в группу Aut (С)
всех автоморфизмов группы С. Легко показать, что если

Ad(na): С-*-С является внутренним автоморфизмом, то а=1

(см. [65]), откуда следует, что е является мономорфизмом. Хорошо
известно, что группа Aut (С) состоит из шести связных компонент

(см. [70], [68]), поэтому в каждой компоненте связности группы

Aut (С) содержится в точности по одному элементу подгруппы
е (W). Поскольку W изоморфна Ss, то будем обозначать элементы

из W так: {п(\),_п (<fi), .... n(q>iij>!)}. а элементы из %(W") так:

{I, Ф1, гра, ..., <Pityl}. Легко видеть, что элемент -tyt сохраняет

ориентацию группы С. Аналогично и автоморфизмы I, tyl не

меняют ориентацию группы С. Так как компонента связности

группы 0(8), не содержащая единицы, при действии внутренним
образом на SO (8) меняет ее ориентацию, то меняют ориентацию

группы С и элементы фь фф, ф^.
Итак, элементы I, -фа> ф* не меняют ориентацию группы С,

а элементы фх, фхфа, ф^Л меняют ориентацию группы С. Рассмот-

Рассмотрим теперь корни foi=(+, —, —). *оа=(—, +, —), *os=(—. —, +),
*04 = (+» +» +)• Корни tot и *04 приводятся к «нормальному»
виду тождественной перестановкой, поэтому or fl(/OT) = or 5(<м)=
= or В (tl). Корень

'

t02 приводится к «нормальному» виду пере
становкой агз, поэтому or (dq>E(tl)) = —or E (/J) = — or E(tn). Пере-
становке о2э отвечает элемент п (фг^?), и поэтому or (<йр В (Щ =

= or В (ton). Корню fa отвечает перестановка Ою-Оц, т. е.

or (dq> Bitl)) = or В (/Oi)- Лемма доказана.
Следствие 20.7.1. Искомая степень отображения f: V-*¦

-*-V, где V=>Ei/Ft, равна 4; следовательно, f„, [V] ^0.
Выберем образующие в Н* (Еп; R) точно так же, как мы это

делали в пункте 20.6, воспользовавшись тем, что подгруппа F4
вполне негомологична нулю в группе Et для /f = R.

Утверждение 20.7.1. Пусть i: V-*-I0(V)=A(V)—описанное
выше вложение пространства У = ?в//Г4 как вполне геодезическое

подмногообразия в группу иэометрий 10 (V) = ?„. Тогда подмного-

подмногообразие i (V) реализует нетривиальный коцикл в Н* G0 (V); Zp),
еде />->7 и простое либо р = 0. Рассмотрим элемент Q

eV*(io(V); Ъ,). Тогда ()
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Доказательство вытекает из следствия 20.7.1, из выбора обра-
образующих, а также из того, что группы ?„ и Ft не имеют р-круче-
ния при p2s7 (см. выше).

Доказательство теоремы 20.1.2. Если V = V, то

утверждение следует из теоремы 20.1.1; если V = К х V, то необхо-
необходимо применить предложение 17.2.1 к подгруппе /Схф и сослаться

на следствие 19.1.
Эта теорема имеет следующий геометрический смысл.

Предложение 20.7.1. Пусть V — V и рс Л (У)— стацио-
стационарная подгруппа многообразия V. Если через ind(x, у) обозначить
индекс пересечения двух циклов х и у дополнительных размерностей,
то ind[it[V], /*[-&']} = deg/, f: V-*V, /(и) = оа, где класс смеж-

смежности ?>' равен fjj-ф, tl^R(V).
Доказательство легко следует из явного описания базисов B(t')

(см. выше).
До сих пор мы, как правило, предполагали, что вполне гео-

геодезическое подмногообразие V односвязно, и это позволяло исполь-

использовать разложение V=¦ /С х V"'. В общем случае отказаться от этого

предположения нельзя, однако в некоторых конкретных ситуациях,

например в формулировке теоремы 20.2.1, предположение одно-

односвязности можно опустить. Точно так же предположение одно-

односвязности можно опустить и 6 формулировке теоремы 20.1.1.
Извлечем еще одно следствие.

Предложение 20.7.2. Пусть V— односвязное вполне геоде-

геодезическое подмногообразие в компактной связной группе ©. Предпо-
Предположим, что V реализует когомологическую образующую в Н* (©; R).
Тогда подмногообразие V диффеоморфно одному из следующих
многообразий: S21'1, /3=2; SUC)/SOC) (тип °А21),. причем каждое

из этих многообразий реализует нетривиальный коцикл в' своей

группе изометрий.
Доказательство. Это утверждение следует из теорем

20.1.1, 18.1 и утверждения 19.1.

Другое доказательство некоторых результатов настоящего

параграфа было дано впоследствии в [93] на основе анализа

К-функтора однородных лространств.

§ 21. Теорема классификации, описывающая
коциклы в когомологиях компактных групп Ли,
реализующиеся вполне геодезическими сферами

21.1. Формулировка теоремы классификации. В этом параграфе
решается задача, в некотором смысле обратная той, решению
которой был посвящен предыдущий параграф. До сих пор мы

исходили из заданного вполне геодезического подмногообразия V
в компактной группе Ли © и выясняли, когда оно реализует
нетривиальный цикл в группе НЩ(Щ. Полное решение этого

вопроса получено в § 20.
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Фиксируем теперь некоторое многообразие Vo, и пусть ©—

некоторая группа Ли. Вопрос: какие нетривиальные циклы *е

е #„ (©) могут быть реализованы в группе & с помощью вполне

геодезических подмногообразий, диффеоморфных многообразию W
Если группа © является группой изометрий I0(V) пространства V
(при условии, что Va — V't, см. теорему 18.1), то полный ответ
на этот вопрос также содержится в § 20. Если же группа © не

является группой изометрий, то требуется дополнительный новый
анализ.

В качестве «представляющего» многообразия Vo мы выберем
сферу. Этот выбор обусловлен не только тем, что сфера —наи-
—наиболее простое из пространств V, которые вообще могут реализо-
вывать нетривиальные циклы в группах Ли (см. теоремы 20.1.1 и

20.1.2), но и в значительно большей степени тем, что реализация
циклов с помощью сфер тесно связана с реализацией нетривиаль-
нетривиальных элементов гомотопических групп л* (©). Более того, в том

случае, когда объемлющее многообразие является не группой,
а симметрическим пространством типа I, мы сразу будем решать
важную задачу о реализации вполне геодезическими сферами
нетривиальных элементов гомотопических групп л„(М)®К.
Поскольку вполне геодезическую сферу можно рассматривать как

экстремаль для многомерного функционала Дирихле (квадратич-
(квадратичного по производным), то, следовательно, мы решаем вопрос
о нахождении стационарных (критических) точек функционала
Дирихле, определенного на функциональном пространстве отобра-
отображений сферы в группу Ли. Задача эта имеет много самостоятель-

самостоятельных приложений, описание которых выходит за рамки настоящей
книги.

Замечательным .образом описанная выше задача реализации

вполне геодезическими сферами нетривиальных элементов гомото-

гомотопических групп оказывается связанной с задачей о нахождении

максимального числа линейно независимых векторных полей на

сферах. Эта связь будет подробно описана. (Ниже через [N] обо-
обозначается целая часть числа N.)

Теорема 21.1.1. Пусть ©— компактная простая группа Ли,
и пусть k = k(n) = [\ + log2n]. Тогда единственными {с точностью
до умножения на вещественные числа и по модулю ядра гомомор-
гомоморфизма Н* (©)-»¦ Н* (S), индуцированного вложением сферы S
в группу Ли ©) элементами лгеЯ«*'(®, R). реализующимися
в группе Ли © вполне геодезическими сферами, являются следующие
элементы:

A) в H*(SU(n), R), n3s2, элементы (х3, х6, хь ...

B) в H*(SO(n), R), nss8, элементы:

а) (х3, х7, хп *i*-i), если ?е=0(гшх!4),
б) (Хз, х7, хп,..., xtk4t), если kes I(mod4),
в) (*3, *7. *и *2*-в), если Ae2(mod4),
г) (х8, *7. хп, ..., x2k-3), если ?ss3(mod4)^
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C) в H*{Sp(ri), R), n^l, элементы:

а) (ха, х„ хп, .... лг^-х), если fc==0(mod4),
б) (х3, xj, хи, .... хат), если 6 = 1 (mod4),
в) (х3, хъ х1и .... Xsft-i), если А: г= 2 (mod 4),
г) (х3, х7, хп, ..., хи-3), если 6s=3(mod4);

D) в Н* (Ga; R) элемент х3;

E) в Н* (F4"> R) элемент ха;

F) в Н* (Ев; R) элементы {х8, х9);
G) в Н* (?У> R) элементы \хя, х^);
(8) в Я* (Ев\ R) элемент ха. .

В § 22 будет полностью решена аналогичная задача реализа-
реализации нетривиальных элементов гомотопических групп я„,(Л1)®К
вполне геодезическими сферами для всех компактных неприво-
неприводимых симметрических пространств типа I (т. е. не являющихся

группами Ли).
21.2. Вполне геодезические сферы, реализующие периодич-

периодичность Ботта. Оказывается, что построение вполне геодезических

сфер, реализующих нетривиальные коциклы, тесно связано с из-

известной периодичностью Ботта, которая, как оказывается, носит

ярко выраженный «вполне геодезический характер» и, как вы-

выясняется (на основе проведенных выше исследований), непосред-
непосредственно связана со спинорными представлениями ортогональной
группы.

Эта связь периодичности Ботта с экстремалями многомерного
функционала Дирихле позволяет, в частности, интерпретировать

периодичность Ботта в терминах многомерных вариационных
задач.

Если обозначить через U прямой предел унитарных групп
VimU(n), то, согласно теореме периодичности Ботта (см. [1]),
имеют место изоморфизмы Jt/_i ((/) = я^+i (?/) при i Э= 1, причем

?/ О (t/) Zо() ()
Пусть fi-i\ S'-1 -*• SU (m) — непрерывное отображение, пред-

представляющее элемент lsZ= nt-i(SU(m)), где (I — 1) нечетно.

Выпишем в явном виде изоморфизм периодичности Ботта. Рас-

Рассмотрим группу SUB), представив ее элементы матрицами р**

¦= ! _ 6 аI) • где Iа Is +1Р I2 = 1» и рассмотрим на сфере S8 двумер-
двумерный диск Da, определяемый следующим условием: peR,
Вложим этот диск D8 в группу SUBm) следующим образом:

Рассмотрим множество точек g (а, а, Р) = (Ет ф /Г—i (о)) X
х(/?(а, $)<g)Em)-{Em®fi i(ct)). Ясно, что множество {g(o, а, Р)}
является сферой S'+1c:SUBm), и можно показать, что соответ-

соответствие S' -*¦ Si+1 описывает изоморфизм периодичности. Подроб-
Подробное доказательство будет дано в § 23. Итак, если /,_!<а)е
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e=SU(m), то

fi+i(S'+l) = {g(o,а, Р)}, где g(a, a, P) = L^)(CT) *f?(*l
Вместо вложения двумерного диска ?>2 в группу можно рас-

рассмотреть вложение сферы S2-*-SUBm); р>—^р®Ет, где р —

==/?(а, р), |а|2 + |р|а= 1. Подмногообразие {p<g,Em} является

вполне геодезическим в группе SU Bm). Так как сфера S'-1 с
с: SU (т) допускает вложение в SU Bт) в виде множества эле-

элементов Em©fi-i(o), то получаем следующее представление для

сферы Si+1: Sl+l = {x-S2-x-1}, где *<= S'-1 cSUBm), т. е. сфера
Si+1 получается при присоединенном действии сферы S' на

сферу S2.
Положим т = 2 и за исходное отображение /8: S8->-SUB)

возьмем стандартное отображение M<0="fl» ^1, где |х|а+'
+ I у |2 = 1 ¦ Применяя описанную выше процедуру, получаем
отображение /2ft+1: Sa*+1->-SUB''!), представляющее элемент 1 е

Z(SUB*))M+1(())
Лемма 21.2.1. Сфера f-tk+i(St>t+x) является вполне геодезичес-

геодезическим, подмногообразием в группе SUB*), k^s\.
Доказательство. Достаточно показать, что подпростран-

подпространство Те (Sa*+1) с: su B*) является тройной системой Ли и что

5«*н1 —exp7?(Saft+1). Обозначим p/j*_i(a) через g^k-v тогда точки

g e S**+1 имеют вид

Если gik-i = lgijl то |a|J + 2lgvla=l при любом /, 1

Представим а в виде |а|е", и пусть Xi, xt, ..., ха* — ве-

вещественные параметры, описывающие сферу S1*-1. Введем на

сфере S2ft+1 в окрестности матрицы ?%* координаты {ср, хъ ..., *,*}
и выберем в подпространстве ^„(S2**1) базис {Ль ..., Au+i}, где

Докажем, что А\ =— Е2ь и AtA/ + AjAi = O при }Ф{, 1<»,

j<:2k+l. Пусть k=\. Тогда утверждение очевидно. Допустим,
что оно доказано для сферы S1*-1. Обозначим соответствующие
ей базисные векторы через Си С2, ..., C2*_i. Тогда векторы А{,
1 < i ^ 2k + 1, имеют следующий вид:

0 ~

.*-М i.~ «*-'
°

il
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что ij + ji
= —26^,*. Отсюда следует, что \[Ait Aj\, Л,] = 0, если 1ф1,
1Ф1, и [[At, Aj], Aj] = —AAt, т. е. Те (S2*+1) — тройная система

Ли. Тот факт, что 52'(+1 = exp7'(,(S2'i+1), проверяется прямым вы-

вычислением. Лемма доказана.
21.3. Реализация элементов гомотопических групп компактных

групп Ли вполне геодезическими сферами. Рассмотрим комплекс-

комплексное пространство <?,"' матриц (пхп) и превратим его в эрмитово
пространство путем введения метрики ф(Л, В) = Re Spur (АВ*),
В* = ВТ. Тогда унитарная группа изображается как гладкое под-

подмногообразие в сфере S2 -1радиуса Уп, причем на подмного-

подмногообразии U (п) объемлющая эрмитова метрика индуцирует специ-

специальную риманову метрику, инвариантную относительно правых
и левых сдвигов. Это простое наблюдение оказывается чрезвы-
чрезвычайно полезным при изучении экстремалей многомерного функ-
функционала Дирихле на подмногообразиях в компактных группах
Ли.

Рассмотрим пересечение U (п) П и (п). Так как этому пересече-
пересечению принадлежат те и только те элементы g, для которых g* =
- - Еп, то U (п) П и (л) - AЕп) U (— 1Еп) U / [} G% X Если же рас-

рассмотреть пересечение SU Bm) f| su Bm), то оно состоит из одного

многообразия G^m>m. Если X eTt(S*k+1), то любая точка сферы

представима в виде cos | * | • ?8а И—т-^--Х', в частности,

Отсюда следует, что вполне геодезическая сфера S8*+1 пере-
пересекается с алгеброй Ли suB*) по своему вполне геодезическому

экватору S2* cz G^i 4*-i, и эта 2Л-мерная сфера вполне геодезична

в подмногообразии G^* 4»-i. Сфера S1A+1 является пересечением
SU B*) П Пг/г+2, где плоскость П,4+1 в пространстве С' натянута
на векторы (матрицы) Etk, Alt ..., Л2А+1.

Предложение 21.3.1. Пусть ©= SU(/i), пэ=2, и пусть
fe = [l + logirt]. Рассмотрим стабильные гомотопические . группы

jiajt-p)-!^), где 0^p^k — 2. Тогда в этих группах следующие
элементы реализуются вполне геодезическими сферами:
{1, 2, 3 2"} е-2 = я8( *_„,_!(©).

Доказательство. Рассмотрим в группе SU(n) подгруппу
SU^*-1), вложенную стандартным образом: (.Еп_а*-1)©{?}. Вло-

Вложение SU B*-1) -»- SU (п) индуцирует изоморфизм Bk— 1)-мерных
гомотопических групп, что дает нам в группе SU(n) вполне

геодезическую сферу S2*-1, реализующую элемент 1 (р = 0). Рас-

Рассмотрим два вложения группы SUB*~J) в группу SUB*-1):
h (g) = Etn-» ф g; i, 0?) = j? © E%k-t. Тогда вложение ix дает вполне
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геодезическую сферу Sa*~8, реализующую элемент 1 е яа*-з х

X (SU(n)) (тот же самый элемент реализуется и при вложе-

вложении ij). Рассмотри^ вложение / (я) = i, (х) @ /2 (х) = tx (x) ¦ it (х);
х <= Sik-'. Ясно, что. отображение / определяет элемент [/2] 4- ['г],
так что вложение /:' 5**~3 -»¦ SU B*-1) cz SU (л) дает вполне гео-

геодезическую сферу S2*-*, реализующую элемент 2 <= па*-» (SU (л)).
Аналогично возникают вложения ix, ..., i%P группы SUB*~^1)
в группу SUB*-1), причем [/,] = ... = [/9р]= 1 бя,(*.,н и

[i'i.. ¦ У = {s} e na(j-p)-i (SU (л)). Предложение доказано.
Предложение 21.3.2. Пусть ©= SO(/t), лз»8, и &=»

= [loga л]. Рассмотрим стабильные гомотопические группы, т. е.

группы ns (©), где sp'=2(k — p)—\, 0^p^k— 2. Тогда в этих

группах следующие элементы реализуются вполне геодезическими

сферами:
¦ A) 1, 2, 3, 4, .... 2»}sZ, если spsa3(mod8);

B) 2, 4, 6, 8, .... 2P+1}eZ, если sps7(mod8);
C) 1} еZa, если s0-(й-1)и1 (mod8);
D) если sp^5(mod8), то nJp(©) = 0.

Доказательство. Рассмотрим в группе SO (л) стандартно
вложенную подгруппу SO B*) и рассмотрим вложение /: SU B*-1) -*¦

-»-SOB*), i(A + iB) = \_g ^|. При вложении SO Bft) -»SO (л)
индуцируется гомоморфизм гомотопических групп, являющийся
изоморфизмом при i=<2* — 2, л ^8, поэтому задача целиком

сводится к изучению гомоморфизма /#. Пусть /: U (г) -»- SO Br) —
вложение; тогда возникает расслоение ?/(/•)->¦ SO Br)-v7v, где

через Fir обозначекл многообразие, диффеоморфное подмногооб-

подмногообразию всех комплексных структур в SOBr), т. е. всех таких

элементов geS0Br), что g2 = —Е (см. [1]). Известно, что

я* (F2r) — щ+1 (SO Br)) при t=^2r —4. Из точной гомотопической

последовательности этого расслоения получаем:
а) nta+1 (U (г)) -* Я8о+1 (SO Bг)), /, A) - 1, Z"-*Z,;
б) я8а+8 j?/ (г)) -»- nsa+3 (SO Br)), /, A) = 1, Z— Z;

Положим r = 2*-x; тогда 2?— 1<2г — 4 при k^4, т. е.

в этом случае утверждение следует из предложения 21.3.1. Если
& = 3, то гомоморфизм (/*)8 не стабилен, но группа n6(SO(8))
еще стабильна, а потому равна нулю. Предложение полностью

доказано.

Предложение 21.3.3. Пусть ©= 5рBл), л^б, и пусть

fc™[14-logjn]. Рассмотрим стабильные гомотопические группы

пг (©), где sp — 2 (k — р) — 1, 0 < р < й — 2. Тогда в этих груп-

группах следующие элементы реализуются вполне геодезическими сфе-
сферами:

A) {1, 2. 3, 4, ..,, 2>}€sZ, если s,«7(mod8);
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B) {2, 4, 6, 8, .... 2^H.eZ, если Sj,es3(mpd8);.
C) {ljeZi, если so = B?—I)ss5(mod8) ц/лз*8; :

D) если s,,E3l(mod8), mo ns (@) = 0. •

Доказательство. Рассмотрим вложение/: t/(rt)-vSpBn),
где Sp Bл) реализована как подгруппа в SU Bл), состоящая из

таких элементов х, что xl = Ix, I = | _ Е
- 01. Ясно, что / (U (я)) =

= SO Bя) П Sp Bя). Задача сводится к вычислению гомоморфизма
/„: я, ((/(«))->- я, (SpBn)). Так как х/ = /* для любого хе

e/(tf(n)), то кватернионный автоморфизм д; переводит в себя

собственные подпространства оператора /, а потому возникает

расслоение U (п) -*¦ Sp Bn) -> /С2, (см. [1]). Из точной гомотопи-

гомотопической последовательности этого расслоения легко получить:
а) jwx (U (п)) -> Пах+1 (Sp Bл)), /. A) = О, Z -> 0;

б) явхН|(I/(«))-*-«»«(SpBn)), /*A) = 2, Z-vZ;
в) я8а+5 (?/ (л)) -> я8а+8 (Sp Bл)), /, A) = 1, Z -+ Za;
г) я8а+7 (?/ A)) -*¦ яах+т (Sp Bл)), /, A) - 1, Z -*Z.
Если л 5=10, то 2&— 1=^л — 3, и поэтому утверждение сле-

следует из предложения 21.3.1. Если л = 9, то гомоморфизм /# не-

нестабилен в размерности 7. Но при п 5=6 гомоморфизм /* стаби-
стабилен в размерности 3, т. е. в группе я3EрBл)), 6*^л<10, и

мы по-прежнему получаем требуемую реализацию. При л = 8, 9
имеем 5<л — 3, т. е. в группах Sp A6) и Sp A8) получаем тре-
требуемые реализации. Рассмотрим коммутативную диаграмму:

SU(8) *-*• Sp(tt) —'—*- SUU6)

SO A6)

где Wi = Vi. и пусть ii*: я7(SU(8))->fl7(Sp( 16)) — соответст-

соответствующий гомоморфизм. Так как /а<1 и i4* стабильны, то^2#A) = 2
и (tVi)* A) = 2, откуда t'i«(l)=l. Аналогично рассматривается и

случай л = 9. Теорема доказана. %
21.4. Необходимые сведения о спинорных и полуспинорных

представлениях ортогональной группы. Для решения задачи о ре-

реализации циклов нам потребуются понятия, связанные со спи-

норными и полуспинорными представлениями ортогональной
группы. Далее, общий прием, с помощью которого мы будем
обнаруживать вполне геодезические сферы, реализующие нетри-
нетривиальные элементы гомотопических групп я,(@), не будет дей-
действовать в размерности 7, что поставит нас перед необходи-
необходимостью исследовать специфику группы SO (8).

Рассмотрим комплексное евклидово пространство R% и обозна-
обозначим через {ех, ..., е„} ортобазис в #?. Через в» < будем обо-
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значать базисный поливекторы, являющиеся косым произведением
векторов е^, ...,- e>s. Рассмотрим комплексное линейное про-

пространство Сп, элементами которого являются следующие формаль-
формальные суммы (так называемые агрегаты):

А=

Умножение агрегатов А на комплексные числа и сложение агре-
агрегатов определены покомпонентно. В пространстве С„ можно вве-

ввести ассоциативное умножение, обладающее следующими свой-
свойствами:

1) (А + В)С = АС+ВС, С(А+В) = СА + СВ;

2) (ЛВ)С = Л(?С);
3) АВ = ВА = а'В, если А = (а', О, 0 0), а'еС;
4) аа-|а|', где а==(°. а. °. •••. 0)!

5) ^[aiOj...ак] = Р[аи с2, ..., ак], где слева стоит альтерни-

альтернированное произведение векторов Ci, ..., ак, рассматриваемых как

элементы CJ, а справа
— внешнее произведение векторов аь ...

..., а*, рассматриваемое как элемент С„. В частности, в^.-.в/ ¦=

= 6^...^; ^<...<^. Пространство С^ с этой операцией умно-
умножения (см. [77]) называется клиффордовой алгеброй. Рассмотрим
в алгебре CJ гладкое подмногообразие W, составленное из агре-
агрегатов вида V — ai,...ehfii, где щ — любые неизотропные векторы,
т. е. |щ\гф0. Такие агрегаты иногда называются версорами.

Ясно, что V'1 = г^-г... т~г. Подмногообразие W несвязно и

состоит из двух связных компонент: подмногообразия четных

версоров (k четно)' и подмногообразия нечетных версоров (k не-

нечетно).
Пусть теперь n = 2v, случай нечетного п сводится к этому.

Рассмотрим группу OBv, (С); тогда любое ортогональное преоб-
преобразование в пространстве R?v может быть представлено в виде

y^VxV-1, где х, yeRiv, а V — некоторый версор, V е W. Под-

Подмногообразие W является группой. Если V = ак...афх, положим

V* = (— l)kaici2...ak; тогда VV* = (—l)l>\ai\*...\ak\'. По опреде-
определению отнесем к подмногообразию W те и только те версоры,

для которых VV* = l. Подмногообразие W является группой
(называемой спинорной группой); можно определить проекцию р:
W-*-0Bv, С), сопоставив каждому V eW вращение x-t-VxV-1.
Так как p(V) = p (— V), то группа W является, очевидно, дву-
двулистным накрытием над группой OBv; (D). Компоненту единицы

группы W будем обозначать через SpinBv; (D), она состоит из

четных версоров. Если рассмотреть в алгебре CJ подалгебру чет-

четных агрегатов, то она изоморфна C;U (для любого п) (см. [77]).
При нечетном п алгебра С„ распадается в прямую сумму двух



176 ПОВЕРХНОСТИ. РЕАЛИЗУЮЩИЕ НЕТРИВИАЛЬНЫЕ *ШКЛЫ [ГЛ. 4

своих подалгебр, изоморфных Сп-г- Алгебра Q^v допускает так

называемое спинорное представление в 2у-мерном комплексном

векторном пространстве, более точно, клиффордова алгебра CSv
изоморфна алгебре всех линейных однородных преобразований
комплексного векторного пространства S2v; этот изоморфизм един-

единственный (с точностью до сопряженности) и называется спинор-
ным представлением алгебры CjV. Так как группа SpinBv; (D)
реализована в C%v посредством подмногообразия Wo, то спинор-
спинорное представление алгебры CgV индуцирует некоторое представ-
представление группы SpinBv; ©), которое называется спинорным пред-
представлением ортогональной группы SOBv; С).

Рассмотрим касательное пространство Te{W0) к подмногооб-
подмногообразию Wo в точке / и перенесем его параллельно самому себе
в начало координат. Получаем подпространство Т в алгебре C?v,
являющееся алгеброй Ли группы Wo, натянутое на всевозмож-

всевозможные простые бивекторы ец = е&} = у (щ
— efti), а поэтому спи-

спинорное представление алгебры C8v индуцирует спинорное пред-
представление алгебры Т. Спинорное представление группы SO Bv; (D)
вполне приводимо и распадается в прямую сумму двух неприво-
неприводимых представлений размерности 2V~X. Если рассмотреть клиф-
фордову алгебру C3v над полем R, то мономорфизм Spin Bv; <?,) -*¦
->©LBV; (D) заменяется на мономорфизм SpinBv)-vSU BV), где

Spin Bv) — компактная односвязная простая группа Ли при 2\фА.
Итак, спинорное представление группы SOBv) унитарно. Распа-

Распадение спинорного представления в прямую сумму обусловлено
разложением Ci в прямую сумму двух подпространств: Xi©Xj,
где' Xi — четные агрегаты, а Х2 — нечетные агрегаты; ясно, что Xi
и Хг — инвариантные плоскости спинорного представления. На

каждой из этих плоскостей представление группы SpinBv) уже
не является, вообще говоря, точным. Так как центр Z(SpinBv))
совпадает либо с Z4, либо с Za © Z2, то сужения представления
на плоскости Хх и Хг являются точными представлениями двух
полуспинорных групп: Spint Bv) и Spina Bv). Если v нечетно, то

группы Spin1Bv), SpinaBv), SOBv) изоморфны; если v четно,

то группы Spirij^v) и Spin2Bv) гомеоморфны, но не изоморфны
группе SO Bv).

21.5. Спинорное представление ортогональной группы SO (8)
и группа автоморфизмов чисел Кэли. Обозначим через Aut(G) и

Int(G) соответственно группы всех автоморфизмов и внутренних авто-

автоморфизмов простой алгебры Ли G. Тогда Aut (so Bv))/Int (soBv)) =¦

= Za, если v > 4, и Aut (so (8))/Int (so (8)) =¦ S3 — группа подстано-
подстановок третьей степени. Изучим группу Aut (so (8)). Если v = 4, то

спинорное представление группы SO (8) распадается в сумму двух
неприводимых восьмимерных представлений, причем на каждой
из плоскостей /Yj и Хг операторы полуспинорных представлений
сохраняют симметричные билинейные формы, что приводит к изо-
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морфизмам SO(8\9^Spin!(8)^Spin2(8) (см. [68]). Рассмотрим
спинорное представление алгебры Ли so (8); пусть X е so (8),
а 5 обозначает спинорное представление; тогда S (X) е so A6) сг

csuA6) для любого X и S(X) = 51(X)@St(X), где опера-

операторы Si(X), i=l, 2, действуют на подпространствах X/. Опре-
Определим гомоморфизм h: so(8)-vso(8), положив/i(X) = 5x(X); ясно,

что h является автоморфизмом алгебры so (8). Оказывается, что

ft3 = ? и /ta(X) = /iE1(X))==52(X), ftE2(X)) = X (см. [68]).
Рассмотрим алгебру чисел Кэли (см. пункт 20.7) и выберем

в ней ортонормированный базис {1, ег, е3, ..., е8},
=—26у, 1 - jc = л: ¦ 1 для любого х е К. Тогда
умножение в алгебре К задается следующей
таблицей (рис. 46), где стрелки указывают
знак произведения. Например, е2е3 = еь,

е4е2 = — е„ и т. д. Автоморфизм к оставляет

неподвижной 14-мерную подалгебру Ga, кото-

которая, как можно показать прямым вычисле-

вычислением, является алгеброй Ли особой группы
Ga — группы автоморфизмов алгебры октав

(чисел Кэли). Рассмотрим теперь в алгебре
so (8) элементы А[аа, g], где g

— (ga, g3, •••

Рис.46.

..., gg), а = (я2, ..., а8), oeR; А[ом, g] =

=\by \,bip = ouxp, 2«spsg8, bpq — gr и числа р, q, г определяются
соотношением er~e^sq, 2^,p<.q. Иными словами, матрица
А [оиг, а] определяется таблицей умножения в алгебре октав.

Выделим в алгебре so(8) три линейных подпространства: А[а,а],
А[—а, с], А[—2а, 0]. Все эти три плоскости лежат в ортого-
ортогональном дополнении к подалгебре G2. Из свойств автоморфизма h
вытекает, что имеет место следующая цепочка изоморфизмов:

А [—2а, 0]-1_Д[_а, а]±А[а, а]-^А[—2а, 0].
Введем новые обозначения: В0=*А[—2а, 0], Вх = А[—а, а],

В2 = А[а, а]. Подпространство Во совпадает с касательной пло-

плоскостью к подмногообразию X7c:SO(8) (см. пункт 17.3), являю-

являющемуся картановской моделью симметрического пространства
типа °ZLII в группе SO (8). Ясно, что Во — тройная система,
а потому тройными системами являются и подпространства Ви В2,
так как В1 = ЛВ», B2 = h2B0'=hB1, hBt=tB0- Рассмотрим группу
SO (8) и подмногообразия Х7 =» exp Bo, exp Blt exp Вг. Легко ви-

видеть, что exp Bx и exp Ba диффеоморфны сфере S1. Так как Х7 =
«» RP7, то автоморфизм h алгебры so (8) не может быть продолжен
до автоморфизма всей группы SO (8).

В группе Spin (8) мы получили три вполне геодезических под-

подмногообразия: exp?o = So, expBi = S{, t"=l, 2, диффеоморфных
сфере S7; если через Н обозначить автоморфизм группы Spin (8)
такой, что dH = h, то Sl = H2(Sl), Sl = H(Sl). Если я —проек-
—проекция Spin (8) на SO (8), то n(SJ) = RP7, л (S]) - exp Bt с SO (8).



178 ПОВЕРХНОСТИ. РЕАЛИЗУЮЩИЕ НЕТРИВИАЛЬНЫ^ ЦИКЛЫ [ГЛ. 4

Обозначим через pi и р2 проекции Spin (8) на -группы Spini(8)n
Spin2(8) соответственно. Тогда ft порождает/три автоморфизма:

Hi. SO (8) -+¦ Spinx (8), Я2: Spin1(8)->Spin2(8),
Н3: Spin, (8)-* SO (8),

причем автоморфизм #8//2#х является тождественным. Ясно, что

Hxn = piH, HtPi — ргН, Я3ра = яЯ (рис. 47). Так как Z(Spin(8)) =
==Z2 0Za. то в группе Spini(8)-HMeeM ехр50 =

exp52 = S7, а в группе Spin2(8) имеем expjB0 = S7,

Рис. 47.

!, = RP». Ясно, что каждое из подпространств В/ является

тройной системой и порождает всю алгебру so (8). Группа SO (8),
если ее считать порожденной сферой S7 = exp52, должна рас-

рассматриваться как полуспинорная группа Spina(8); сама группа
SO (8) порождается подмногообразием RP7 = expB0.

Автоморфизм ft является внешним автоморфизмом и порождает
подгруппу {/, ft, ft2}. Легко подобрать такой автоморфизм со: so(8)-»-
-»»so(8), что со*=»/ и ftco/i = co (мы не будем описывать явный вид

этого автоморфизма). Итак, группа S8 реализована в группе
Aut (so (8)) как подгруппа, порожденная элементами А и со. Хорошо
известно, что я7 (SO (8)) = Z ф Z (см. [74]). Выясним, какие эле-

элементы ^ЕЛ)(SO(8)) допускают реализацию с помощью вполне

геодезических подмногообразий типа °D4H. Обозначим через ех

ива образующие группы n7(Spin(8)), а через е — образующую
группы n7(S7). Тогда можно считать, что в точной последова-

последовательности

выполнены следующие соотношения: /„ (е{) = е, t, (er) = е2, где
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е'— образующая группы n7(SpinG)) = Z. Так как ne(S7) = Z«, то

точная последовательность приобретает вид 0-»-Z->-Z©Z->Z-»-0
(то, что я8 (Spin G))\= 0, см. или в [74], или в [91]). Рассмотрим
в группе Spin (8) три, вполне геодезические сферы S«, S\, S\\ они
определяют элементы у, а, р соответственно, принадлежащие

jt7(Spin(8)). Ясно, что у —это характеристический класс стан-

стандартного расслоения Spin (8)->-Spin (9)-»-S8. Обозначим через Я,
автоморфизм группы Z©Z, порожденный автоморфизмом Я.

Предложение 21.5.1. Любая вполне геодезическая сфера
S7 с: Spin (8) может быть совмещена при помощи внутреннего

автоморфизма группы Spin (8) с одной из следующих трех сфер:
Si, S[, SI Кроме того, Я<,(а) = — р\ Н*ф) = у, Н*(у) = — а и

у = а — р, причем никакие два элемента из элементов а, р, у не

пропорциональны.
Доказательство. Пусть V — произвольное вполне геоде-

геодезическое подмногообразие в Spin (8) типа °?>4П; тогда подпро-

подпространство B — Te(V) определяет инволютивный автоморфизм 6,
а потому б сопряжен каноническому автоморфизму 80, соответ-

соответствующему вложению плоскости Во. Тогда V диффеоморфно 5Г и

Во = р (В), где р е Aut (so (8)). Рассмотрим автоморфизм и (X) —
= (—Ei®E7)-X-(—Ei@E7), Xeso(8); ясно, что h и ш по-

порождают с помощью группы Int(so(8)) всю группу Aut (so (8)).
Так как ю не меняет ориентацию сферы So, то «существенным»
действием обладает только h, что и доказывает первое утвержде-
утверждение. Легко показать, далее, что Я„ (а) = — р, Я* (P) = Y. H* (v) =
= —а. Если den7(Spin(8)),TO(i = 9ei + ^»H/„B) = фе. Из явного

вида сфер S\ и S$ следует, что /* (а) = е, jm (р) = — е, а так как

у
— характеристический класс, то /„, (у) = 2е (см. [80]). Отсюда

следует, что a = ei+*e«. P = — ег+уе,, y = 2e1 + zei; x, у, zeZ.

Пусть автоморфизм Я* представляется в базисе {еи е%) целочис-

целочисленной матрицей !" р\ тогда из условия Щ = 1, Н„Ф1 сле-

следует, что пфО, q =—(l+m), р = —т*
+т+\

_ Так как

Нт(ех + хе%) = ег-уе2, Нф(— ех + уе2) = 2<?i + ге2, НщBех+ гег) =
— —ех — хеъ, то отсюда следует, что x — y + z, т. е. у

= « —Р-
Предположим теперь, что у

— 2а; тогда, применяя Я«, получаем
а = 2р, что невозможно. Аналогично доказывается, что никакие

два из элементов а, р, у не пропорциональны.
Следствие 21.5.1. Любое вполне геодезическое подмногообра-

подмногообразие типа °D4II в группе SO (8) может быть совмещено при помощи

внутреннего автоморфизма группы SO (8) либо с подмногообразием
SRPr = n(S0), либо со сферами n(S{), n(SJ), причем у =а— р и

никакие два из трех элементов а, р, у не пропорциональны.
Так как nk(SO(8)) = л*(Spin(8)) при ?>1, то соответствую-

соответствующие элементы группы я* (SO (8)) мы обозначили теми же самыми

буквами,
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21.6. Описание вполне геодезических сфер, реализующих нетри-
нетривиальные (ко)циклы в когомологиях простых групп Ли. Случай
группы SU (л). Рассмотрим группу SU(rc), /?5=2; тогда из пред-
предложения 21.3.1 следует, что когомологические образующие
*8> *ь, х-1, ..., Хы-\ кольца #*(SU(n); R) реализуются вполпе

геодезическими сферами, где k = [l -f log4n]. Осталось доказать,
что указанные элементы являются единственными элементами,

допускающими такую реализацию.

Доказательство теоремы 21.1.1 (пункт A)). Пусть
S^1 — вполне геодезическая сфера в группе SU (л); тогда (см. тео-

теорему 18.1) в группе SU(rt) содержится подгруппа Л (V), локально

изоморфная группе SpinBp), если р^=2. Докажем, что группа A(V)
не может быть изоморфна ни группе SOBp), ни группе PSO Bр)
при р>4. В самом деле, допустим, что A{V)^zSOBp); тогда
«jap-i порождает тройную систему B = Te(S2p~1), соответствующую
инволютивному автоморфизму 9, 6(В) =— В. Существует такой

автоморфизм р: soBp)-*-soBp), что рбр-1 = в0, где 60 —стандарт-
—стандартный инволютивный автоморфизм, определяющийся тройной систе-

системой Во- Поскольку р>4, то любой автоморфизм алгебры soBp)
однозначно продолжается до некоторого автоморфизма группы
SOBp); пусть р —такое продолжение. Тогда p(S2p-1) = exp Во =

— RP2'' , что невозможно. Случай р = 4 вытекает из следст-

следствия 21.5.1. Если р>4, то группа А (V) не может быть- изоморфна
группе PSOBp), так как в противном случае мы получили бы
вполне геодезическую сферу в группе S0Bp).

Пусть р = 4; докажем, что A (S7) не изоморфна PSO (8) -»

= SO(8)/Zj, где подгруппа Za состоит из элементов {Е8, —Еа}.
Предположим, что A (S7) S PSO (8); тогда одна из компонент про-

прообраза т-1 (S7) er SO (8) (т —проекция SO (8) на PSO(8)) является

вполне геодезической сферой, а поэтому при помощи внутреннего
автоморфизма р может быть переведена либо в сферу n(S\), либо
в сферу n(SQ. Поскольку автоморфизм внутренний, то он порож-
порождает автоморфизм тр: PSO(8)-»-PSO(8), дифференциал которого
переводит ^(S7) либо в В1у. либо в Ва; но тогда тр E7) =» exp Bi
(i — либо 1, либо 2), где ехр берется в группе PSO (8). Рассмотрим
в группе SO (8) сферы n(S]), f=»l, 2; очевидно, что элемент

центра
— Ей принадлежит обеим этим сферам (см. пункт 21.5),

поэтому тя (S}) ?ё RP7 = ехр Вг в группе PSO (8). Так как тр дол-

должен переводить S7 в expfi*, получаем противоречие. Отсюда сле-

следует, что группа AiS*?-1) при рз»4 изоморфна либо группе
Spin Bр), либо какой-нибудь из полуспинорных групп Spin,-Bp).
Напомним, что группа SO (8) может рассматриваться как полу-
спинорная группа (см. пункт 21.5).

Рассмотрим группу S.U (п), п 5» 4, и пусть S%p~% cz SU (я), где
p>k, т. е. р^4. Тогда вложение A (S'^-^SU^/t) порождает
точное линейное представление С либо группы Spin Bp), либо

группы Spin* Bp), причем размерность этого представления равна п.
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Представление С \ распадается в прямую сумму неприводимых

представлений: С=^фСг. Предположим сначала, что A(Sip~1) =
= Spin, Bp), тогда Z{A(V)) = Z-i Хотя бы одно из представле-
представлений Сг является точным представлением группы Spin* Bр). Если бы
это было не так, то каждое из представлений Сг было бы точным

представлением группы PSOBp), а тогда и все представление С
было бы точным представлением группы PSO Bр), что противоре-
противоречит исходному предположению. В то же время известно (см. [75],
[77]), что размерность неприводимого точного линейного пред-
представления группы Spin; Bр) не меньше чем 2р-1, откуда следует,
что 2р~1 <, dim Сг, «? п, т. е. k < р «S 1 + bg2 n, что противоречит

выбору числа k. Итак, A (Sip~x) при р5г 4 не изоморфна Spin,Bp),
(=1,2.

Предположим теперь, что A (Sap-X) = Spin Bp); тогда возникает

точное линейное представление С группы Spin Bp) размерности п.

Раскладывая С в прямую сумму неприводимых представлений Сг,

получаем, что по крайней мере одно из представлений Сг должно
быть точным представлением либо группы SpinBp), либо какой-

нибудь из групп Spin< Bp). Отсюда снова получаем оценку 2Р~1 «^ п,
что противоречит выбору числа k. Так как тем самым исчерпан
запас локально изоморфных простых компактных групп типа Dp,
р~5*4, то группа SU(n) при р^=4 не может содержать вполне

геодезическую сферу S2p"x, где p>k, т. е. при nS=4 утвержде-
утверждение 1) теоремы 21.1.1-доказано. Доказательство для группы SUC)
проводится элементарными средствами.

21.7. Случай групп SO (я) и SpBn). Теперь мы переходим
к группам SO (л) и SpBn). В этих двух случаях имеются резкие
отличия от группы SU(n). Так, например, элементы кольца
Н* (©; R), вполне. геодезическая реализация которых уже уста-

установлена в предложениях 21.3.2 и 21.3.3, не исчерпывают все

множество элементов, допускающих подобную реализацию. Обра-
Обратимся снова к анализу унитарной периодичности Ботта. Рассмотрим
сферу fik-i(Sik~x) в группе SU B*-1) и выделим подгруппу A (S2" ).

Лемма 21.7.1. Группа A (S2"-1) изоморфна одной из полу-

спинорных групп Spin(BA), k ^4.

Отметим, что если к нечетно, то мы считаем, что группа Spin/B/s)
изоморфна группе Spin Bft) (см.. пункт 21.4).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы

21.1.1A), получаем, что 4(Saft~1) изоморфна либо Spin Bk), либо

Spin, Bk), причем вложение A (S2*-1) -*¦ SU B*-1) порождает точное

представление, которое неприводимо. Если k четно, то SpinB&)
не имеет точных неприводимых представлений размерности 2к~х

(см. [75]), а потому Л E8*-1) a* Spin, Bk). Если к нечетно, то сразу

получаем A(S2k-1) id Spin Bk)** Spin, Bk). Лемма доказана.
Появление подалгебры so Bk) a su Bk-v), порожденной тройной

системой B = T, (S** ),можно усмотреть и непосредственно. В § 21

был указан базис Ait ..., Atk-i такой, что ЛИ/ + AjAi•=* —26,у?.
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Коммутант плоскости В натянут на базисные Элементы <-„- AtAЛ,

Ф} Очевидно, что подалгебра [5, В] 'изоморфна алгебре
l)

Рассмотрим клиффордову алгебру С2Ц* . с базисом ех, ¦ •
•, ег/,

в пространстве RSk, и пусть она представлена спинорным образом
в пространстве 52». Поскольку Tt (Wo) натянуто на простые бивек-

бивекторы {etf}, то достаточно задать спинорное представление алгебры
soBk) только на бивекторах {«<,«*}, так как fy=— е^%№ль-
В то же время е\,2* = —11 поэтому ясно, что элементы Ах,..., АМ-Х
являются образами элементов e/ilfc (i=U •••» 2ft—1) при полу-
спинорном представлении алгебры Сг*.

Следствие 21.7.1. Вполне геодезическая сфера f'ik _ i (S2"-1) с:

с Spin; Bk) реализует образующую x'2k-i еЯ* (Spin/B^); R).
Доказательство следует из того факта, что отображение

f2i,-i. Sa*-1->-Spin;BA)ciSUB*-1) представляет образующую группы
Z = nM_1(SUB*-1)).

Доказательство теоремы 21.1.1 (пункт B)). а) Рас-

Рассмотрим © = SO(n) и предположим, что ft = [l + logan] нечетно.

Из предложения 21.3.2 следует, что элементы хя, хч, ..., хц,-я

реализованы вполне геодезическими сферами. Допустим, что

в SO (я) содержится вполне геодезическая сфера S9" ,где р>
>k— 1. Так как п5=8, то р^4. Тогда подгруппа A(S*^1) изо-

изоморфна либо Spin Bp), либо Spin/ Bp) и вложение A (S'p-1) -*-SO(n)
порождает точное представление, откуда следует, что 2р-1«ёп,
т. е. 2р—1^1 + 2login. Так как группа thp-i стабильна; то,
если сфера S2'-1 реализует нетривиальный элемент Н* (SO (n); R),
это означает, что 2р—\^Dю — 1) + 4 = 4ю+ 3. Получаем нера-
неравенство 4ю +3< 1 + 2 log, n, ?+1< 1+ logjn, что противоречитt
выбору числа k. Для нечетного к пункт B) теоремы доказан.

б) Пусть ®=»SO(n), и предположим, что k четно, k=[\ 4-logan],
k = 2@. В этом случае /)^4и в группе SO (л) содержится под-

подгруппа A(Stp-%), изоморфная либо SpinBp), либо Spin^ Bp), что

снова дает оценку р < 14-loga п. Из предложения 21.3.2 следует,
что вполне геодезическими сферами уже реализованы элементы

хя, х7, ..., x2t,-t. Допустим, что 2р—1^2*4-1; тогда ft4-l<
< 14- log» n, что противоречит выбору числа k. Осталось выяснить,

можно ли реализовать вполне геодезической сферой образую-
образующую х,*_ь где k = 2ю.

Лемма 21.7.2. Пусть k четно и k^s4; тогда, если ¦ Г" '

четно, то существует вложение |: SpiniBft)->-SOB*-1) такое,
что вполне геодезическая сфера |/г*—i (S1* )реализщт образующую

Xjft-iS Я*EОB*~1); R), а если -*-ъ—!¦ нечетно, то существует вло-

вложение т): Spin/ Bfc)-»-Sp B*-1) такое, что вполне геодезическая сфера
rf'S211) реализует образующую Ar,*_j e Я* (Sp B*-1); R).
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Доказательство. Рассмотрим спинорное представление
S: SpinBA)-»-SUB*). Так как k четно, то определена проекция

Pi. SpinBk) —*-Spin;Bk). Рассмотрим в алгебре Сг* операцию
транспонирования агрегатов, при которой базисный поливектор

tij ... t, заменяется на eis... 11; транспонированный агрегат обозна-

обозначим через А. Рассмотрим автоморфизм (S(A))T -*-S(A) полной

матричной алгебры в пространстве 52*, изоморфной CJ*; здесь

через (S(A))T обозначена обычная операция транспонирования
в пространстве 52*. Известно (см. [75], [77]), что любой автомор-

автоморфизм алгебры Сг* внутренний, а потому S (А) — С E (А))т С ,
где С —некоторая невырожденная постоянная матрица. Транспони-
Транспонирование агрегата V <= Wo озна-

означает переход к обратному элемен- -ф .

-

ту: к = к .Отсюда получаем, что р ^ф*У ¦»

C = (S(V))C(S(V)f, Ve=W0. У Р ^
Легко показать, что тензор С on- zoB"'') - sv{2*~') -• SpBk~')
ределен однозначно с точностью у | I
до числового множителя сФО. soB*) —^ зиBк) -*— SpBk)
Итак, подгруппа Spin Bk) с: "*.,. i - ^^
с: SU BА) сохраняет билинейную * 1^ , к\ -""^
форму С, которая всегда является

*" sPlri'z ' Р
либо симметрической, либо косо- Рис. 48.

симметрической, а именно: с^ =¦

к(к- 1)

= (—1) 2 &¦*¦ (см. [77]). Выделим в SUBfc) две подгруппы:
SO B*) и Sp B*), где SO B*) = SU B") f| SO B*; (D), Sp B*) = SUB*) f|

nSpB*; (D). Тогда, если р=
* ~ '

четно, то представление 5

является вложением группы SpinBfe) в группу SO B*), а если р
нечетно, то —вложением в группу Sp Bй). Для полуспинорных
представлений St картина усложняется. Пространство представ-
представления S2k разлагается в сумму двух инвариантных подпространств:

S2* = Xi(g)Xi (см. пункт 21.4); поэтому необходимо выяснить,

когда тензор С допускает разложение в прямую сумму С = Ci ©Ca,
где тензоры С< суть ограничения тензора С на плоскости Х{ и

поэтому имеют тот же тип симметрии, что и С.

Рассмотрим в пространстве /?& ортобазис {elt .... е„, в*+1, ...

..., es4, и пусть S — спинорное представление; обозначим опера-

операторы S (в/) через ?"/; тогда (см. [77]) тензор С для четного k имеет

вид С*=Еи+\Е'к+г...Е'21„ а для нечетного k имеет вид С =

=*Е[Е'%...Е'к. Так как операторы Е) переставляют подпростран-
подпространства Хх и Хг между собой, то тензор С допускает сужение на Хх
и Xt в том и только в том случае, когда k четно. Мы можем

подвести итог в виде следующей диаграммы (рис. 48). Так как

отображение /2*-i: Su~l -*• SU B*-1) порождает полуспинорное
представление St (см. лемму 21.7.1), то отображение ?/г*_1
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реализует образующую группы nj*_1(SOB*-1)), а отображение
т|/2* 1

— образующую группы ла*_1 (Sp B*-1)). Лемма доказана.

Рассмотрим группу ©= SO(/t). Пусть k = 4a>, тогда р четно.

Из леммы 21.7.2 получаем, что в группе SOB*-1) при &2е4 су-

существует вполне геодезическая сфера S2*~\ реализующая обра-
образующую Xjft-i- Так как к — l*slog2n, то существует вложение

/: SOB*-1)->SO(n), индуцирующее мономорфизм гомотопических

групп nik-1(SOBl'-l))-*-ntk-1(SO(n)) при к 3s 5. Отсюда вытекает,
что при k 5* 5 вполне геодезическая сфера /?/м -1 (Sa*~x) реали-
реализует образующую Хза-1-

Пусть теперь к = 4, тогда гомоморфизм /„,: я7 (SO (8))-+¦
-»-n7(SO(9)) не является мономорфизмом. Хорошо известно (см. [80]),
что ядром гомоморфизма /*: Z^Z-^Z (см. пункт 21.5) является

подгруппа, порожденная элементом у, где у
— характеристический

класс. Отсюда в силу следствия 21.5.1 получаем, что /„ (у) «=

•а 1Ф (а) — /# (Р), т. е. /*(а) = /#(Р); но так как элементы аир
не пропорциональны у, то /„ (а) Ф 0 и вполне геодезическая сфера
/л E1) (точно так же, как и сфера /я (SI)) реализует образующую
x7e#*(SO(9); R). Так как группа n7(SO(9)) уже стабильна, то

при вложении SO(9)->-SO(n) указанная сфера по-прежнему реа-
реализует образующую х7. Тем самым, доказана следующая

Лемма 21.7.3. Пусть k = [\ +log2nj, fe"»0(mod4), fcss4.
Тогда образующая x2k-i е Я* (SO (л); R) реализуется вполне гео-

геодезической сферой.
Докажем одно вспомогательное утверждение.
Лемма 21.7.4. Пусть k = [\ + logara], причем k четно и &5*6.

Предположим, что в гриппе SO (га) содержится вполне геодезиче-
геодезическая сфера S2* .Тогда существует вложение Spin<B^)-»-SOB*-1).

Доказательство. Рассмотрим группу A (S**-1); как уже
было доказано выше, она изоморфна либо SpinB&), либо какой-

нибудь из групп Spin;B&) при k>4. Разложим точное представ-
представление С группы А E" *) в прямую сумму неприводимых пред-
представлений: С = @СГ. Тогда среди представлений Сг найдется по

крайней мере одно такое СЛо, которое является неприводимым

двузначным представлением группы SOB&). Значит, его размер-

размерность кратна 2*-1 (см. [75]), а так как число k было выбрано макси-

максимальным, то dim Сг, ¦=¦ 2*-1. Так как единственными двузначными

неприводимыми представлениями размерности 2*-1 группы SO Bk)
являются полуспинорные представления Si, то Сг, — 5< для неко-

некоторого I, что и доказывает лемму.
Пусть теперь k в 2 (mod 4), р нечетно. Докажем, что образую-

образующая Xik-i не может быть реализована вполне геодезической сферой.
Лемма 21.7.5. Пусть A=s2(mod4), k = [l + \og2n], k^6.

Тогда в группе SO (л) не существует вполне геодезической сферы S1* .

Доказательство. Допустим противное: пусть в группе
SO (л) содержится вполне геодезическая сфера S1* .В силу леммы

21.7.4 существует вложение ?: Spin/BA)->-SO(8*^), Яричем воз-
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никающее представление неприводимо. Рассмотрим сквозное ото-

отображение х?: Spin,Bft)-^SUB*-1), где х: SOB"-1)->-SUB*-1) —
стандартное вложение. Получаем точное представление группы
Spin/ Bk) размерности 2* х, которое, очевидно, неприводимо, а потому

эквивалентно одному из полуспинорных представлений St. Так
как р нечетно, то представление х? имеет кососимметрический
билинейный инвариант С (см. лемму 21.7.2), а потому x?(Spin/Bfc))с:
czSp^*-1), т.е. >cS(SpiniBA))czSOB*-1)nSpB*-1), т.е. мы

получили точное неприводимое представление группы Spin/ B^)
в группу U B*~2), что невозможно, так как наименьшая размер-

размерность такого представления равна 2*-1. Лемма доказана.
Леммы 21.7.3 и 21.7.5 завершают доказательство теоремы

21.1.1B). Мы не будем останавливаться на доказательстве тео-

теоремы 21.1.1C), поскольку это доказательство в своих основных

чертах воспроизводит приведенные выше рассуждения. Доказа-
Доказательство пунктов D) —(8) теоремы 21.1.1 проводится по той же

самой схеме и выполнено в [59]. Теорема 21.1.1 доказана полностью.

§ 22. Теорема классификации, описывающая элементы

гомотопических групп симметрических пространств типа I,
реализующиеся вполне геодезическими сферами

22.1. Формулировка теоремы классификации. Результаты § 21
описывают вполне геодезические сферы в компактных неприводи-
неприводимых симметрических пространствах типа II. Поскольку изучение
вполне геодезических сфер в компактном односвязном симметри-
симметрическом пространстве сводится к рассмотрению неприводимых про-
пространств типа I и типа II (см. выше), то для выяснения общей
картины нам осталось изучить неприводимые пространства типа I,
что мы и сделаем в настоящем параграфе. Все эти пространства
перечислены в таблице 1; объединяя в ней некоторые серии, полу-
получаем следующий список (не содержащий особые серии):

SU (р + q)/S (U(p)xU(q)), SO (р+ q)/S (О (р) х О (q)),
Sp B (p + q))/Sp Bp) xSp Bq), SU (n)/SO (n),
SU Bn)/Sp Bn), SO Bn)/U (n), Sp Bn)/U (n).

Обозначим через {a:,, ys, ...} образующие группы ns(V)(g)R;
тогда пф (V)(g)R = ©Ri(^, ys, ...), где через R(xs, ys) обозначена

s

группа ns (V) (g) R. Через Q^ (V) будем обозначать подгруппу
в. группе л,„ (V) ® R, составленную из всех таких элементов х,

что dimх<N. Пусть k = k(n) = [\ + log2n]. Определим следую-
следующую функцию:

2k — i— 1, если 6 = 0(mod4),
2k —I — 3, если k зз 1 (mod 4),
2k-i-5, если ?ез2(mod4),
2k-i — S, если *533(mod4).



186 ПОВЕРХНОСТИ, РЕАЛИЗУЮЩИЕ НЕТРИВИАЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ [ГЛ. 4

Теорема 22.1.1 (А). Пусть V — компактное неприводимое
симметрическое пространство типа I, группа движений которого
не является особой группой Ли. Тогда единственными элементами

группы я# (V) ® R, реализующимися вполне геодезическими сферами,
являются следующие элементы (здесь k — k(n)):

A) если V = SUBn)/S(U (n)xU (n)), fess3, Q,ft(V) =
= 0 R(*»<x). tno {хш}, где ls=sas^6;

l<a«Sft
B) если V - SO Bn)/S (О (л) X О (л)), ? 3s 6, Qsft

R (***). /n {} д 44/A6)

C) если F = SpBrt)/(Sp(n)xSp(rt)), n=.2s,
ф R (***), mo {Xta}* где 4^4a</8Dn);

l<a«*/2

D) если У = SU (n)/SO (n), k^b, Qik-i(V) ©

ta+1} /e()
E) если V = SUB«)/SpBn), fe==s5, Q,m(V)=-

mo {Xto+i}. где 5 < 4a+ 1 < f2 D«);
F) если V = $OBn)/U(n), k^b, Q,»(V)-> 0 R(Xi»«),

<<(ftl)/2

{as}, где Д()
G) еслы V = Sp Bл)Д/ (л), Л Ss 5, Q,» (У) = ©

mo {Jt4a+e}, где 2<4а+ 2</6(8л). Ka<<*-D/2

(Б) Пусть V — компактное неприводимое симметрическое про-
пространство типа I, группа движений которого является особой

группой Ли (см. таблицу 1). Тогда единственными элементами

*еЯ*(У; R), реализующимися вполне геодезическими сферами,
являются следующие элементы:

A) х, в Н* (Ad EJT1- Spin A0));
B) *9 в Я* (?e/F4);
C) jc2e Я* (Ad E,/Tl-Et).
22.2. Доказательство теоремы классификации. Связь между

числом линейно независимых полей на сферах и числом элемен-

элементов гомотопических групп, реализуемых вполне геодезическими

сферами. В пункте 21.3 мы представили группy_SU Bp) как

гладкое подмногообразие в сфере S8p1-' радиуса \^2р. Аналогич-

Аналогичным образом вложим группу S0Bp) в сферу S4 -1радиуса ]^2р.
Центральные плоские сечения групп SUBp) и S0Bp) определим
как пересечения П, П®. где П^ — подпространство размерности s,

проходящее через начало координат. Докажем следующий факт:
максимально возможная размерность сферы S"'1 = Usf\C, являю-

являющейся центральным плоским сечением, а потому вполне геодези-
геодезической сферой в группе ©, не может превосходить числа sDp)
для группы SUBp) и числа sBp) для г уппы S0Bp), где через s(r)
обозначено максимальное число линейно независимых векторных

полей на сфере Sr~l. Более того, эти числа достигаются. Анало-

Аналогичная оценка s—l^sDp) имеет место и для группы SpBp).
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Пусть S*-1 = П., П SU Bр) (в дальнейшем для краткости будем
говорить о С-сечениях). Ясно, что существует такой элемент g0^

eSUBp), что сдвиг g^-gog группы SU Bр) по себе переводит

сферу S*-1 в другое С-сечение goSs~l, которое содержит оба эле-

элемента: Е%р и — ?apeSUBp). Тогда goS*-1 покрыта геодезиче-

геодезическими, минимальными на сфере S8?'-1 и соединяющими два

полюса: Etp и —Е,р. Эти траектории являются геодезическими

и в группе SUBp), и длина их равна я}^2р. Из леммы 21.2.1
и леммы 21.1 в [1] следует, что каждая такая геодезическая встре-

встречает вполне геодезическое подмногообразие Gfp, р. Отсюда сле-

следует, что сфера goS*'1 пересекается по экватору '5*~2 с алгеброй
Ли suBp). В плоскости 'П^ = П., П su Bр), определяющей сферу
'S*~*, можно выбрать ортогональный базис Аи ..., As-i, где все

векторы Ai принадлежат 'S1-*. Так как А\ =— Егр, то из усло-
условия ортогональности легко следует, что AiAj + AjAt = 2бу?1р,
откуда и получаем требуемую оценку. Доказательство для групп
SO Bр) и Sp Bp) проводится совершенно аналогично.

В пункте 21.2 мы построили сферы Saft+1 cz SU B*) и с их

помощью получили С-сечения в группе SOB*+1). Обозначим через г

наибольшую размерность сфер Ss, являющихся С-сечениями
в группе SO B*+1) и реализующих образующие в Н* (SO B*+1); R).
Тогда:

)
2)
3)
4) () (
Из доказательства предложения 21.3.1 видно, что в группе

na(*-p)+i(SUB*)), 0<р<&-1, из элементов {1, 2, 3, .... 2»}
только наибольший элемент 2р реализован как С-сечение. Рас-
Рассмотрев вложение/: SUB*)-»-SOB*+1), мы получаем, что в группе
SO B*+1) при k ^s 3 следующие элементы реализуются С-сечениями

2*l)+)
= ns (SOB*+1)), sps

2) 2"+1€=Z = ?Sp(SOB*+1)), sp(), <р<;
3) leZs = Яй+i(SOBft+1)), если ЬО(mod4), тогда Sq =

BA:+l)sl(mod8);(+)()
4) ns (SOB*+1)) = 0, s,ss5(mod8), 0^p^k-2.
Однако указанными сферами не исчерпываются вполне геоде-

геодезические сферы в SOBft+1), реализующие нетривиальные циклы.

Пусть *Ba2(mod4); тогда из леммы 21.7.2 следует, что суще-

существует вложение S2*+3-»-SOB*+1), реализующее образующую xtk+a
в Н* (SO B*+1); R) и являющееся С-сечением.

Лемма 22.2.1. Рассмотрим многообразие V = SU Bn)/S (U(n) x

Xt/(/i)), где 2*<2n<2"+1, k^3, sp = 2(k-p), 0<р</г-1.
Тогда в группах ns (V) элементы 2р реализуются вполне геодези-
геодезическими сферами.

р
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Доказательство. Рассмотрим многообразие V =* (fy 2*-i,
реализованное в группе SU B*) как пересечение SU B*) f) suB*).
Пусть S8, ..., S2*+1 — вполне геодезические сферы, реализующие
элементы 2р в группах jt2(ft_p>+1(SU B*)), Osgpssfc — 1, и являю-

являющиеся С-сечениями. Все сферы S2a+1 (l<;asg?) содержатся
в пространстве минимальных геодезических Q (SU B*); ?2»; —?2*)
(см. [1]). Каждая сфера S2a+1 высекает на G2*> 2*-1 вполне геоде-

геодезическую сферу S2a. В силу теоремы 23.3 из [1] сферы S2a опре-
определяют элементы 2р в группах Z = ns (G^a 2ft-i) при a = k — p,

Рассмотрим теперь многообразие V — G%n „, где 2*^2л<2*+1,
определим вложение /: G\ ^-vGg- .,

положив j(A) =
2 , 2

" ' п

iE
_
кЛ ф f—IE b-i)®A. Поскольку подмногообразие

\ k-i) является вполне геодезическим, то все сферы S2, ...

2,2/
52* переходят во вполне геодезические сферы, реализующие

нетривиальные элементы групп n2a(G^n), l<a<&. Лемма

доказана.

Для изучения симметрических пространств типа I, отличных

от G%n<nt мы привлечем ортогональную периодичность Ботта.

Рассмотрим группу SO (л) и положим л = 2*+1, k з* 3. В группе
SO (л) выделим гладкое подмногообразие Qx (л), состоящее из

всех комплексных структур / в пространстве !R". Рассмотрим
пространство минимальных геодезических у в группе SO (л),
соединяющих Ее —Е, тогда (см. [1]) это пространство гомео-

морфно Qi(n). Зафиксируем элементы {/ь 1г, ..., /p-ijeQ^n)
такие, что /a/p + /p/a =

— 26reP?'. Определим пространство йр(л)
как множество всех таких комплексных структур /, что //о +
-|-/а/ = 0при l^a^p— 1. Получаем вложения Йр(л)-*-?2p_i(л)-*¦
->-...-> fix («)->-SO (л). В [1] доказано, что каждое пространство

Ор(л) является вполне геодезическим подмногообразием в группе
SO (л), причем пространство минимальных геодезических, соеди-

соединяющих 1д с — 1Ч в Qg(n), гомеоморфно ?2„+1(л) при 0«^<7<р.
Возникает вложение ?2?+1-»-QQ?, где через QQq обозначено про-
пространство петель. Многообразия ?ip(n) диффеоморфны следующим
симметрическим пространствам:

Йо (п) = SO B*^), Й! (п) - SO (г*^)/^ B*),

8 (л). t/ B*)/Sp B*), Q, (л) - U Sp B*)/(Sp Bs) x Sp B* - 2s)),

Q4W-SpB*-1), fi40t)-SpB*-i)/t/B*-«),

(л) - i/ B*-*)/O B* «), fi7 (л) - U SO B*-tyS (U (s) xО B*-» - s

•

Й8(л)=.ОB*-8).
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Мы видим, что среди многообразий Qp содержатся симметри-
симметрические пространства всех интересующих нас типов (с неособыми
группами движений). Рассмотрим следующие числа тр: /ло=1,
nti = 2, ms = ms = 4, т1 = ть = тя=^т1 = 8, m8=16. Пусть рфО,
p^2(mod4); тогда имеет место важное утверждение (см. [1]):
вложение Qp+1 (n) -*¦ QQP (л) индуцирует изоморфизм гомотопиче-

гомотопических групп в размерностях, не превосходящих — 3, а вло-

жение Qx (п) -*¦ йй0 (я) индуцирует соответствующий изоморфизм
в размерностях, не превосходящих и —4. В случае, когда р=з
== 2 (mod 4), оценка несколько сложнее и будет приведена в со-

соответствующем месте.

Лемма 22.2.2. Рассмотрим многообразие QiBk+1) —
= SO B"+1)/?/ B*). Пусть ft^3, sp = 2(k-p), -Kp*s?*-1.
Тогда в группах п, (QiB*+1)) следующие элементы реализуются

вполне геодезическими сферами:
A) 2'eZ, если sps2(mod8), р=эО;
B) 2p+1€=Z. если sp за 6 (mod 8), рз*0;
C) 1 <=Z», если s0 = Bй) = 0(mod8), тогда ЫО(mod4);
D) lsZ, если s_! = Bft + 2) = 6(mod8), тогда ft^2(mod4).
Доказательство. Рассмотрим подмногообразие Qi и впол-

вполне геодезические сферы в группе SOB'a), являющиеся С-сече-

ниями. Экваторы каждой из этих сфер содержатся в подмного-

подмногообразии Qt и соответствуют исходным сферам при изоморфизме
периодичности. Описание элементов в случаях 1)—4) получается
из соответствующего описания С-сечений в группе SOB*+1) (см.
выше). Лемма доказана.

Лемма 22.2.3. Рассмотрим многообразие й»B*+1)==
= UB*)/SpB*). Пусть k^5, sp = 2(ft-p)-l, —1<р<А-1.
Тогда в группах п; (Q4Bft+1)) следующие элементы реализуются
вполне геодезическими сферами:

A) 2"e=Z, если sp si (mod 8), р^О;
B) 2P+1eZ, если sp = 5(mod8), p^=0;
C) leZ2, если so = Bft— 1) = 7 (mod 8), тогда ft еэ 0 (mod 4);
D) leZ, еслы s_x = Bft + 1) = 5 (mod 8),- тогда fts2(mod4).
Доказательство. Поскольку экватор сферы S*(*-p)+1 —

сфера S2{h~p) — состоит из таких элементов g, что g' = — Е, то

на сфере 5а(*-р) можно выбрать 2 (ft — p)+l антикоммутирующих
структур А\р\ A[f>\ .... Л^_р) + 1. Для определения простран-
пространства Q2 нам нужно выбрать какую-либо комплексную структуру.
Фиксируем элемент h = Affk_ ) + 1

и рассмотрим на сфере S2(*-p)

экватор 5а(*~р) , порожденный элементами Af\ ..., i4^>ft_ ;

тогда s2(*-p)-1 с: Й2B*+1). Геодезические v. соединяющие /х
с — Ii по сфере S2(*"/", минимальны в SOB*+1); поэтому сфера
$цк-р)-1 определяет такой же элемент в Группе я, (Q8B*+1)),
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что и сфера S21*-^ в группе na(ft_p)(Q1B*+1)) при sp^~
— 3 =

l= 2*-1 — 3. Повторяя эту конструкцию для каждого р, p
«S k — 1 (р =

— 1 только при k =s 2 (mod 4)),. получаем требуемый
набор вполне геодезических сфер в Q2B*+1).

Лемма 22.2.4. Рассмотрим многообразие Q3B*+1) и выделим
в нем компоненту наибольшей размерности Q-! B*+1) =
= SpB*)/SpB*-1)xSpB*-1). Пусть k^8, sp = 2(k-p)-2, —1<
=sSp<? —2. Тогда в группах я, (Q,B*+1)) следующие элементы

реализуются вполне геодезическими сферами:.
A) 2р<=2, если sp == 0(mod8), pS=0;
B) 2P?le=Z, если sp = 4(mod8), p2s<);
C) leZa, если so = B? — 2) E=6(mod8), тогда fe^0(mod4);
D) leZ, если s_1 = Bfe) = 4(mod8), тогда fe^2(mod4).
Доказательство. Пространство QQ2 состоит из бесконеч-

бесконечного числа компонент, и оно по мере роста k все более и более

точно аппроксимируется несвязным пространством QsB*+1), содер-
содержащим конечное число компонент. Достаточно ограничиться рас-
рассмотрением С2зB*+1) и соответствующей компоненты fi°Q2B*+1).
Мы не будем останавливаться на дальнейших рассуждениях,
поскольку они в основном аналогичны доказательству леммы

22.2.3.
Мы опустим доказательства лемм 22.2.5 — 22.2.8, поскольку

они отличаются от изложенных выше рассуждений только не-

необходимостью тщательно следить за индексами геодезических,

заполняющих фиксированные сферы, а также необходимостью
„вовремя отбрасывать лишние несимметрические компоненты про-
пространств петель.

Лемма 22.2.5. Рассмотрим многообразие Q4B*+1) = SpB*-1).
Пусть k^l, sp = 2(k — p) — S, —ls^p*=S:k — 2. Тогда в группах
п, (Q4B*+1)) следующие элементы реализуются вполне геодезиче-

геодезическими сферами:
A) 2^eZ, если sps7(mod8), p^sO;
B) 2"+1«=Z, если sps3 3(mod8), pSsO;
C) leZs, если so = BA-3)s5 (mod 8), тогда ? за 0 (mod 4);
D) 1 <= Z, если s-! = Bk- 1)as3(mod8), тогда Ь2(mod4).
Лемма 22.2.6. Рассмотрим многообразие Q5Bft+1) =

= SpB*-1)/i/B*-a). Пусть k^6, sp = 2(k-p)-4, —1<р<А:—3.

Тогда в группах л, (Й6B*+1)) следующие элементы реализуются

вполне геодезическими сферами:
A) 2'eZ, если spE=6(mod8), рз=0;
B) 2p+1 e Z, если sp =г 2 (mod 8), р 5? 0;
C) leZ», если so = {2k— 4)s4(mod8), тогда
D) leZ, еслы s_x = Bife - 2) es 2 (mod 8), тогдо
Лемма 22.2.7. Рассмотрим многообразие йвB*+1) =

= UB*~2)/ОB* 2). nycmbk^G, sp = 2{k-p)-5, —Kp^ft-3.
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Тогда в группах п, (QeB*+X)) следующие элементы реализуются

вполне геодезическими сферами:
О) 2'eZ, если spss5(mod8), pS-sO;
B) 2p+1e=Z, если sps= 1 (mod8), p3=0;
C) leZs, гслы s0 = Bfc-5) = 3(mod8), тогда As3 0(mod4);
D) leZ, если s_i = Bk — 3) = 1 (mod8), тогда &=a2(mod4).
Лемма 22.2.8. Рассмотрим многообразие fi,Bfc+1) н выделим-

в нем компоненту наибольшей размерности Q° B*+1) =
= SOB*-a)/S(OB*-3)xOB*-3)). Пусть /г=г8, sp = 2(fc-p)-6,
—l<;p«S& — 4. ТЪгда в группах л, (Q?B*+1)) следующие элементы

реализуются вполне геодезическими сферами:
A) 2*eZ, если sp = 4(mod8), рО
B) 2"+1<=Z, если sp3s0(mod8), р
C) leZ2, если s0 = BA;-6)s2(mod8), тогда )
D) leZ, если s-1 = B)fe-4) = 0(mod8), тогда * = 2(mod4).
Переходим к доказательству теоремы 22.1.1. Нам осталось

доказать только единственность (с точностью до множителя) по-

построенных выше реализаций для групп я# (VH!R.
Лемма 22.2.9. Пусть S2p — вполне геодезическая сфера в про-

произвольной компактной группе &. Рассмотрим подгруппу A (S2p)
(см. теорему 18.1), и пусть р^4. Тогда группа A(Sip) изо-

изоморфна группе Spin Bp+ 1).
Доказательство. Этот факт аналогичен уже использовав-

использовавшемуся выше утверждению о том, что A (S2p-1) изоморфна либо

SpinBp), либо Spin(Bp).
Лемма 22.2.10. Пусть р^4 и p

= [logan]. Предположим,
что в группе SO (л) содержится вполне геодезическая сфера S2p.
Тогда существует вложение SpinBp+ l)-*-SOBp).

Этот факт доказывается аналогично доказательству леммы

21.7.4.

Лемма 22.2.11. Пусть р5=4, р = [1 4-logs п]. Предположим,
что в группе Sp B/г) существует вполне геодезическая сфера Sip.
Тогда существует вложение SpinBp+ l)-»-SpBp).

Лемма 22.2.12. Пусть p — [\ogtn] и рзг4. Предположим,
р(р—\) р(р+\)

что -Х-ъ—- нечетно, если р четно, и что v Z '¦
нечетно, если р

нечетно. Тогда в группе SO (n) не существует вполне геодезической

сферы S2".

Доказательство. .Допустим противное: пусть в группе
SO (я) содержится сфера S2p, тогда, согласно лемме 22.2.10, суще-
существует вложение SpinBp+ l)->-SOBp) czSUBP). Сквозное вло-

вложение SpinBp+ l)-r*-SU Bp) порождает неприводимое представ-
представление С группы SpinBp-)-l) размерности 2р. Известно (см.
[75]), что существует только одно точное представление группы
SpinBp+ 1) размерности 2р, а именно спинорное представление S.

Итак, С эквивалентно S. В [77] установлено, что представле-
представление S имеет два билинейных инварианта С и Е' в зависимости
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от четности р. Более точно, если р четно, то

p(p—i)

C-(S(V))C(S(V)y, Ve=SpinBp+l), С-(-I) 8 С;

если р нечетно, то

Р0Я-1)

?' = (.? (У)) ?'

В силу предположений нашей леммы представление C'~S

сохраняет либо кососимметрический инвариант С (если р четно),
либо кососимметрический инвариант Е' (если р нечетно). Итак,
в обоих случаях подгруппа SpinBp+1) содержится в подгруппе
SpB*)= SUB") DSp B"; С), откуда Spin Bр+ l)cS0B>) П SpB') =
= UBp-1), т. е. мы получили точное представление SpmBp4-1) в

иBрЛ), что невозможно. Лемма доказана.
Лемма 22.2.13. Пусть р = [1 ¦\-\ogin'\, p^s4. Предположи;
р (р — \) р{р+ К) ~>\

что -i-^—- четно, если р четно, и что ¦¦ Г четно, если

нечетно. Тогда в группе SpBn) не существует вполне геодези
ской сферы S2p.

Доказательство аналогично предыдущему.
Доказательство теоремы 22.1.1 (А), A). Нам оста-

осталось доказать, что нетривиальный элемент хел, (V) (g) R, не

пропорциональный никакому х^, 1^а<Л, не может был

р'еализован вполне геодезической сферой. Допустим противное,
пусть в V содержится вполне геодезическая сфера Sip, где

рЗ=&+1. Вложив пространство V как вполне геодезическое

подмногообразие в группу SU Bл) (картановская модель), получаем
в группе SU Bп) вполне геодезическую сферу Sip. В силу леммы

22.2.9 возникает точное представление группы Spin Bp-f 1).
С другой стороны, 2п^2р (см. [75]), т. е. 2*+1>2n2s2P2s2'i+1,
что невозможно.

Доказательство теоремы 22.1.1 (А), F). Рассмотрим
многообразие QtB*+1) и построим вложение i: Q1Bft+1)->-
-*- fii B*+1-f-rt')> гДе п> = 2s. Для этого нужно фиксировать в группе
SO(n') комплексную структуру 1\ и положить i(g) — g(BIl,
g e Qi B*+1). Так как ?liBk+1-\-n') = SOBn)/U (n), n = 2*-|-s, то

мы построили вложение SOBfe+1)/t/B*)-»-SOBn)/i/(n), где

2*^s«<2*+1. Вложение J2i Bft+1)->-?2i Bn) индуцирует изоморфизм
гомотопических групп при t«?2*+1 — 4. Итак, в пространстве
V=SO Bn)/U (п), где 2*-1 < п< 2* (мы заменили k на k — 1), k Ss 4,
вполне геодезическими сферами реализованы следующие элементы

группы n#(K)(8)R (см. лемму 22.2.2):
а)
б)
в)
г)

*в.

k зэ 0 (mod 4);
? ss I (mod 4);
k ss 2 (mod 4);

Хю, -.., хги), fe = 3(mod4j.
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Рассмотрим картановскую модель пространства V в группе

SOBn). Тогда, если допустить существование в V вполне геоде-

геодезической сферы S*p, p^k-\-\, то она переходит во вполне

геодезическую сферу в SOBn). Так как р^г k+X^b, то в силу
леммы 22.2.9 существует вложение SpinBp-f l)-»-SOBn), а тогда

2к+1 =^ 2? =s? 2л, что невозможно. В случаях а), в), г) теорема
доказана. Осталось рассмотреть случай б). Здесь неясен вопрос
с образующей хгк. Предположим, что в пространстве V содержится
вполне, геодезическая сфера S2*; тогда мы получаем вполне геоде-

геодезическую сферу Sik в SOBn), что невозможно по лемме 22.2.12.

Доказательство теоремы 22.1.1 (А), E). Рассмотрим
многообразие Q2 B*41) = U B*)/Sp B*), k ^ 5. Оно содержит вполне

геодезическое подмногообразие ЗД B*+1) = SU B*)/Sp B*), и все

вполне геодезические сферы из леммы 22.2.3 при sp>\ содер-
содержатся в этом подмногообразии. Легко строится вполне геодези-

геодезическое вложение t: й, B*+1)->-Q^ Dn) = SU Bn)/Sp Bп), где An =

'-2*+1 + n', n' = 4s. Фактическую реализацию мы осуществляем
^t помощью леммы 22.2.3. Далее, из леммы 22.2.9 следует, что

.^i пространстве V не существует вполне геодезической сферы S2p,
где р 3=/г + 1 • Тем самым, теорема доказана в случае, когда
fe^0(mod4). В этом же последнем случае неясен вопрос с обра-
образующей Xsk+l-

. Предположим, что в пространстве V = SU Bn)/Sp Bn) содер-
^жится вполне геодезическая сфера S2k+1. Рассмотрим картановскую
• модель V a SU Bп) и сдвинем сферу S2k+1 так, чтобы она прохо-
проходила через единицу е. Обозначим через Sz* a Sik+1 вполне

геодезический экватор в S2*+1, т. е. совокупность точек ly (yjn
где у @) = е, у A) = go'< go

— точка, «диаметрально противоположная»
точке е. Тогда для любой точки geSM имеем ga = g0, и в силу
леммы 19.3 все такие точки принадлежат одному классу смежности

по подгруппе Sp Bn), т. е. мы получаем вполне геодезическую
сферу Sik в группе SpBn). В силу леммы 22.2.13 это невозможно.

Доказательство пунктов B), C), D), G) теоремы 22.1.1 (А)
во многом аналогично разобранным выше случаям A), E), F),
и мы не будем приводить его здесь во всех подробностях.

Вторая часть (Б) теоремы 22.1.1 доказана применением такой

же техники и приемов в [59]. Теорема 22.1.1 доказана.

Интересно отметить, что функция f{ (n), построенная нами выше

и, как было показано, самым непосредственным образом связанная

с максимальным числом линейно независимых векторных полей

на сферах, является «универсальной» для любого компактного

неприводимого симметрического пространства, несмотря на большие

алгебраические различия между пространствами типа I и прост-
пространствами типа II.

7 А. Т. Фоменко — 419



Глава 5

ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ
В НЕКОТОРЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ

§ 23. Периодичность Ботта с точки зрения
многомерного функционала Дирихле

23.1. Явное описание изоморфизма периодичности Ботта для

унитарной группы. Особенный интерес представляет изучение
многомерных функционалов (например, функционала Дирихле и

функционала объема) на функциональных пространствах отобра-
отображений гладких многообразий в компактные группы Ли и симмет-

симметрические пространства. Так, например, в настоящем параграфе
будет показано, что известная периодичность Ботта для групп
и (п) (соответственно О (л), Sp(n)) наиболее естественным образом
возникает при рассмотрении стационарных (критических) точек

функционала Дирихле на пространстве П (D2, U(n))- отображений
двумерного диска D' с фиксированной и достаточно симметричной
границей (соответственно II(D8, О (л)), П (D8, Sp(n))) в группу,
что позволяет получать соответствующий изоморфизм периодич-
периодичности не в несколько приемов, как это обычно делается, а в

«один шаг». При этом оказывается, что периодичность Ботта
«оседает» на многообразие абсолютных минимумов многомерного
функционала Дирихле.

Сначала мы опишем периодичность Ботта в удобном для нас

виде. Рассмотрим унитарную группу SU Bm) и через Q (SU Bт);
Еш, — Е*т) (где Е2т ^ SU Bт) — тождественное преобразование)
обозначим пространство кусочно-гладких путей, идущих из точки

Еш в точку — Еш\ через Q*(SUBm); Eim, — Eim) обозначим
полное пространство всех непрерывных путей из точки Etm
в точку —Еът', тогда вложение Q-»-Q* является гомотопической
эквивалентностью (см. [11).

В пространстве Q* (SO Bm); Еш, — Еш) рассмотрим подпро-

подпространство Q, образованное всеми минимальными геодезическими,

идущими из Егт в —Е2т; хорошо известно (см. §§ 21, 22),
что Q гомеоморфно многообразию G§m, m (комплексное многообра-
многообразие Грассмана). Кроме того, естественное вложение G^m.m-*-
-+ Q (SV Bm); Eim, - Еш) -* Q* (SU Bm); E2m, - Еш) индуцирует
изоморфизм гомотопических групп в размерностях, не превосхо-
превосходящих 2т (см. [1]).

С другой стороны, из стандартного расслоения U(m)'-*-Vtmtm-*-
-*-<J2m. m следует, что граничный оператор д: щ(($т. m)-+-nt-i(U (m))
является изоморфизмом при всех / «^ 2т. Окончательно, комбини-
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руя эти два изоморфизма, мы и получаем изоморфизм периодичности:

ям(U(«)L- ni((&,. т)-rn,[Q* (SU B/п); Еш, -Еш)\**
^ ям (SU Bm)).

Выпишем в явном виде эту цепочку изоморфизмов. Пусть
fi-i. S'^-t-Ufa) — непрерывное отображение, представляющее
класс [/] е ям (U {т))\ построим по этому отображению //+1:
S'+1->-SUBm). Представим группу SUB) как группу матриц {/?},
где Р= _п ц|. |а|2 + 1Р!2=1. и выделим в группе SU B) дву-

двумерный диск 'D* следующим условием: р е 'D2, Р е R, Р S= 0.

Вложим этот диск 'D* в группу SUBm) следующим образом:

I. p
II —

затем на диске 'D2 рассмотрим кривую 'у (Р) ¦=»{/? (а, Р)|а = /т,
teR, т>0); положим y(P) ='*['?(Р)]- Точки пространства
Gjm, m будем изображать инвариантными плоскостями, отвечаю-
отвечающими собственному значению Х-=/ операторов g: С8 -> Ca/nt
^^81/B^1), g2=-— f'jm. Тогда для точки т>еу(Р) мы имеем

у1- — Еш, т. е. Y(P)eC2m.mCiSUBm)npH0<p<l. Рассмот-

Рассмотрим в многообразии (jL, m множество элементов g следующего
вида:

P)(g)?,»]•[?

где a s S'~x, fi-\ (а) е (/ (т). При р = 1 мы получаем отображение
сферы S'-1, задаваемое формулой

а при 0 <: р «S 1 множество {g (a, lx, P)} представляется в виде

образа сферы S', причем {g(a, h, p)} c= (%т,т, dS'^S'-1 (где
д: nt((j2m,m)-*-nl-1(U(m))). Теперь рассмотрим множество точек

{*(*. «. Р)}. где g(a, а, Р) ¦=[?«©/Я i (о)] [р (а, Р)®^т]х
X [?ш ® Л-1 (^l- Тогда {g (a, a, P)} можно представить как образ
сферы S'+1 при некотором отображении ft+i: 5'+1->-{g(o, a, P)} с:

с: SU B/п). Итак, если /г_х (а) е U (т), то /,+1 (S'+1) с: SU Bm) и из

описанной выше конструкции, очевидно, следует, что соответствие

fi-i-*-fi+i и порождает искомый изоморфизм периодичности.
Отметим, что

а В)-Л аЕт W"l(

Если т— 2, то за исходное отображение /\): 5a-»-SUB) можно

взять тождественное отображение fa(o) = i_1. УЛ, \х\л + \у\2= 1;
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тогда [/3]= 1 sjis(SUB)). Переходя теперь к m = 22, 2s, 2*, ...,

получаем отображения fik+1: S8/r+1-»-SUB*), где [/!М]=1е
e=n2ft+1(SUB*)), Л 2*1.

23.2. Унитарная периодичность и одномерные функционалы.
Заметим,, что при описанном выше обычном подходе изоморфизм
унитарной периодичности распадается в композицию двух изо-

изоморфизмов, каждый из которых повышает размерность сферы (и,
следовательно, гомотопической группы) на единицу. Тот факт,
что требуемое повышение размерности сферы на 2 получается
в результате выполнения этих двух шагов, соответствует методике

обычного доказательства теоремы периодичности, при котором
используется одномерный функционал действия и одномерный
функционал длины, определенные на функциональном простран-
стбе отображений отрезка (одномерного диска) D1. Рассмотрим
этот процесс более подробно. Пусть фиксирован диск D1, где

dD1 — ^0 (нульмерная сфера, двоеточие); тогда Q*(SUBm); Eim,
— Еш) = hi есть пространство непрерывных отображений / диска D1
в группу SU Bт), при которых/|s°sa i0\s,, где io(S°)={Eirn, —Еш\-
Функционал действия на пространстве П.{ = Q (SUBm); Eim, —Eim)

определяется так: El0(a>)= \ \\~\\ dt, где <л@)=Е
о

ш, <юA)=— Е2т

этим функционалом естественно связан функционал длины

'о(ю) = \ 1"^г 1^- Известно, что критические (стационарные) точки

функционала длины / могут быть обнаружены при помощи

функционала Е. Множество точек, на которых функционал дей-
действия Е (и следовательно, функционал длины /) достигает абсо-
абсолютного минимума, является подпространством в Щ, гомеоморфным
многообразию Грассмана Gom m, а потому (как это следует из

теории Морса) 2/л-мерный остов пространства Hi гомотопически

эквивалентен 2т-мерному остову пространства ti^m, m- Иными

словами, можно сказать, что «аналитическая часть» изоморфизма
периодичности заключена в изоморфизме л,- (gL, m) ^ Щ (П|) я«
г^я/(П1)я« л,+1 (SU Bm)), поскольку следующий (второй) шаг:

Л/ (<J2m> m) <*& ^/-1 (U (m)) — является следствием чисто гомотопиче-

гомотопического утверждения, не имеющего какого-либо отношения к функ-
функционалу Е и его критическим точкам.

Оказывается, изоморфизм периодичности можно получить не

в «два шага», а в «один шаг», если использовать не одномерный
функционал, а подходящий двумерный функционал

23.3. Теорема периодичности для унитарной группы основана

на двумерных экстремалях функционала Дирихле. Мы получим
изоморфизм периодичности, рассматривая двумерные функционалы
на специально подобранном пространстве отображении. Рассмот-
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рим в унитарной группе SU Bт) окружность SJ = |om ffi?, [|,
\а\=\, являющуюся однопараметрической подгруппой, и зафик-
зафиксируем ее (здесь мы поступаем по аналогии с одномерным слу-
случаем, когда в группе SUBm) фиксировалась нульмерная сфера
S° = {E2m, —Eim}). Пусть, далее, D2 есть двумерный диск с гра-

границей S1 в своей стандартной евклидовой метрике. Фиксируем
отображение /0: S1->SUBm), переводящее окружность S1 изомет-

рично в окружность SJ в группе. Пусть i": D2-*-'D2 есть глад-
гладкое отображение, сохраняющее полярную систему координат на

диске и такое, что i't"(s) = /0(s) для s e S1.

Через П2 обозначим топологическое пространство всех непре-
непрерывных отображений /: Da->SUBm) таких, что /|Siss/0; про-
пространство Па имеет гомотопический тип С1У-комплекса (клеточ-
(клеточного комплекса). Рассмотрим подпространство ГЦ с= Па, образо-
образованное всеми отображениями / такими, что они принадлежат

Соболевскому пространству И\ (D2). Напомним определение этого

функционального пространства.
Пусть G — область в Rv(x\ ..., xv). Мы скажем, что функция

и: G-*~R принадлежит классу Hpm(G) тогда и только тогда, когда:

1) u<=Lp(G); 2) существуют функции ra<=Lp(G), а = (аь ..., сц,),

0<|а|</п, такие, что \g{x)rQ,{x)dx = (—\)]a]\[Dag(x)]u(x)dx
а а

при любом g е С™ (G). Здесь | a j == otx-f-... +оц,, Dag =

= /"(g) „
. Если m=-l, то а = «!. Если /: Da-vSU(m),

то /еЯ'(D2) в том и только в том случае, когда все координат-
координатные функции, задающие это отображение, принадлежат функцио-
функциональному пространству Н\ (D2). Этим требованием принадлежно-
принадлежности отображения / к классу H\(D2) мы заменяем требование
кусочной гладкости отображения f в одномерном случае.

Определим теперь на пространстве Щ функционал Дирихле D:

Щ-*-К> сопоставляющий каждому отображению /еГЦ значение

интеграла Дирихле D[f] на отображении /. Напомним определе-
определение интеграла Дирихле.

Пусть иеЯт(С); тогда функции га(х), а = (аь ..., ctv), опре-
определенные, вообще говоря, неоднозначно, но с несущественной для

нас степенью произвола, называются производными функции и и

обозначаются Da(M) или «>а; если а = 0, то м,а = «. Пусть теперь М
и V — римановы многообразия с метрическими тензорами gy (x),
хеМ, |ар(и). v^V. С каждым отображением /: V-+-M, где

f &.H\\V, M], связываются тензоры смешанного типа. Так, напри-
например, х*а = х1

а, где х1 — локальные криволинейные координаты точки

jc = /(u) e М, а дифференцирование понимается в указанном выше

смысле. Через Va будем обозначать полную ковариантную произ-
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водную от смешанного тензора. Определим скалярн;е произведе-
произведение двух тензоров х1а и у^, положив (х'а, «/') = ?aPg(/*^p- Пустьа ^ (а ) (/^p

теперь fezHnx[V, М], положим D[/]= J L^™]* dv, где dv

б V dVэлемент объема на римановом многообразии V, а n = dimV.

Отображение f^H"[V, M] называется гармоническим, если

f>D[f; ц] = 0 для любого векторного поля т)(/) класса Я", опре-
определенного на образе / (V). Соответствующее уравнение Эйлера для

функционала Дирихле D[f] имеет вид VaVai' = 0. В нашем слу-
случае в качестве многообразия V мы возьмем двумерный диск ?>а;

тогда ?°*A>) = ба& и функционал Дирихле D[f] принимает сле-

следующий вид:

DW-т

Первая вариация 6D имеет вид б?> [/; tj] = J (xla, Vpr)') dy. Если

диск D1 параметризован с помощью евклидовых координат и, v, то

Я [Я - -И К*.. *.) + («.. «.)] ^« dv,

х**(хх, ..., хр), p = dimAl,

6D [Л Л] - ^ [E-. х.) + (ф. *„)] d« do, л е Я!.

На пространстве Щ рассмотрим также функционал площади

vola/, сопоставляющий каждому отображению /еЩ значение

интеграла

Qdudv, где Q-|!*et*"J И ?!
у

II (*lli XVl \XVt *v)

Как мы уже видели выше, имеет место неравенство
и равенство достигается в том и только в том случае, когда ото-

отображение f обобщенно-конформное (см. [16]). Отметим, что здесь

также соблюдается аналогия с одномерным случаем (пространство
путей с фиксированными концами), а именно функционалы дей-
действия El и длины I связаны аналогичным неравенством: [/«(ю)]2^
^?о(ю) — и равенство достигается тогда и только тогда, когда

© — минимальная геодезическая из точки с»@) в точку <оA).
Как и функционал действия, функционал Дирихле позволяет

отбросить «лишние» стационарные точки функционала объема, т. е.

все те отображения, которые отличаются от гармонического непре-
непрерывной заменой параметров в двумерном диске, что, конечно, не

меняет значение функционала площади (но меняет функционал
Дирихле).
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Отметим для дальнейшего, что имеет место изоморфизм ра:
я, (П2) ^ nm (SU Bт)) и что пространство Па гомотопически экви-

эквивалентно пространству Й» всех непрерывных отображений S3-*-

-»-SUBm) с фиксированной точкой.
Теорема 23.3.1. Рассмотрим группу SUBm) и простран-

пространства П2 и ГЦ. В пространстве Щ рассмотрим множество W всех
точек }, на которых функционал Дирихле D[f] достигает абсо-
абсолютного минимума. Тогда: а) множество W гомеоморфно группе
U(т); б) вложение I: W~*-и^-*-П% индуцирует изоморфизм гомо-

гомотопических групп (ii,)s: ns @ (т)) -*¦ я, (Пя) при s*s2m, поэтому
2т-мерный остов пространства Па гомотопически эквивалентен

2т-мерному остову группы V (т) и композиция {Js • (i0)y. ns(U(m))~
-?¦ ns+2 (SU Bm)) является изоморфизмом периодичности Ботта

при s<;2m.
Доказательство. Рассмотрим в группе SUBm) двумер-

двумерную сферу

Одна из полусфер, а именно полусфера'Р > 0, совпадает с диском DJ,
вложение которого в группу SUBm) было осуществлено выше.

Экватором р = 0 сферы 5J является окружность SJ- Поскольку
вложение сферы So->SUBm) продолжается до мономорфизма
SUB)->-SUBm), то очевидно, что сфера S' является геодезиче-

геодезическим подмногообразием в группе SU Bm) и тем более локально
минимальным. Следовательно, и диск DJ является вполне геоде-

геодезическим подмногообразием в SU Bm). Рассмотрим множество W

вполне геодезических дисков D2 (x) cz SU Bm), имеющих вид
D2 (х) = xDlxr1, где х е SU Bт) и xsx*1 м» s при любом s e SJ.
Лемма 23.3:1. Множество W гомеоморфно простран-

пространству U (т).
Доказательство. Пусть D'(j:)eF', тогда xs = sx для

любого s^Sl. Так как SJ = {a?m®R?m}, то отсюда следует, что
x = A®D, где A, D(=U(m), т. е. х = (E^DA-1)• (Л0А)
= Xi-(A®A), xl = Em@DA'1. Поскольку (Л @ A)-d = d(A@
при любом deDJ и при любом Ле(/(т), то имеем

Так как р^=0, то этим условием матрица С определяется одно-
однозначно. Итак, каждому диску D2(x) мы сопоставили элемент Cs

(=U(m), C = C[D*(x)]. Пусть С [D1 (*)]=» С [D1^)]; тогда оче-

очевидно, что д:' -лг1 е {А Й)А\, а потому диски Df(x) и D3(a;') сов-

совпадают. Обратно, если Сес/(т), то C = C[D"(x)]|, гдел; = ?тфС,
т. е. построенное нами соответствие О*(х)-+С[Ьг(х)] и является

требуемым гомеоморфизмом между множеством W' и простран-
пространством U{m). Лемма доказана.
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Построим вложение I: и(т)-*-Щ. Пусть get/(m); тогда по

этому элементу однозначно строится диск

причем если gx Ф g2, то D2 (Ет © gt) (] D2 (Е„ © g?) = SJ. Пусть 10:
D^-t-Dl есть фиксированное выше отображение to = i'°t", t'o|s'^
= /0: S1-»-Si. Положим / (g)(l) = (Em ©g) ¦ io(t)-(Em ©g-1), где

JeD!, Ясно, что i: g>—*i(g) есть искомое вложение ?/(т)-»-Щ.
Из леммы 23.3.1 следует, что множество отображений i(U(m))a
с: ГЦ совпадает с множеством отображений вида {Adx°i0}, где

элемент х пробегает всю группу G = {A © A] czUBm), G^^U(tn),
т. е. множество i (V (т)) является орбитой точки i0 e ГЦ при при-
присоединенном действии группы G на множестве отображений Па.

Лемма 23.3.2. Гомоморфизм Рг°A'*)*: ns(U (tn))-*-ns+2(S\JBm))
совпадает с изоморфизмом периодичности.

Доказательство. Пусть /: S*-*-U (m), / e [f] e n, (U (т)),
oeS1. Тогда

о)-

Из пункта 23.1 и из теории Морса (см. [1]) немедленно следует, что

гомоморфизм р2•(«*).! есть в точности изоморфизм периодичности,
если s sg 2m. Поскольку p\ является изоморфизмом в любой размер-
размерности, то отсюда следует, что гомоморфизм (ц)/. я, (U (m))-*-ns (Па)
тоже является изоморфизмом при s =^ 2т, а потому 2т-мерный
остов пространства П2 гомотопически эквивалентен 2т-мерному
остову пространства i(U(m)). Лемма доказана.

Итак, вложение t: U(m)-*-U.2 удовлетворяет всем необходи-
необходимым требованиям. Осталось показать, что i(U (m)) — W.

Рассмотрим евклидово пространство R8m\ отвечающее комп-

комплексному пространству ©4т" всех матриц Bmx2m) с формой
ф(Л, B) = RcSpur(AB*). Тогда группа SUBm) (как мы уже
отмечали выше) изометрично вкладывается в сферу S8 '-1радиуса
Y^m как гладкое подмногообразие, на котором евклидова мет-

метрика индуцирует специальную биинвариантную риманову метрику
на группе SUBm). Поэтому многие метрические соотношения
в группе SU Bm) выгодно рассматривать с точки зрения объем-

объемлющей сферы SSm'~l. Извлечем первое следствие из этого заме-

замечания. Так, например, в группе SUBm) не существует беско-
бесконечно малых вариаций диска DJ, оставляющих границу Sq = 6DI
неподвижной и таких, чтобы возмущенный диск DJ был бы мини-

минимальным диском в группе SU Bm), но не вполне геодезическим.

В самом деле, пусть такая вариация существует. Заметим, что

окружность SJczSUBm)c:S8ml~1 является окружностью боль-

большого круга в сфере S8m'" , а диск Z)jJ является центральным
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плоским сечением объемлющей сферы трехмерной плоскостью

через начало координат в R8m'. Так как диск DJ не является

вполне геодезическим в группе SUBm), то он не вполне геодези-

геодезический и в сфере S8m'-\ т. е. он не получается из диска D$
путем поворота вокруг окружности Si, а тогда очевидно, что его

площадь строго больше площади диска DI (в линейном прибли-
приближении), т. е. 6(vol2)>0 и диск Щ не является минимальным

диском, что противоречит предположению. Итак, вариация любого

диска D!(x)eF (неподвижная на его граничной окружности)
либо оставляет диск D2 (х) вполне геодезическим в группе, и

тогда она сводится к повороту диска вокруг окружности Si, либо

разрушает его минимальность (и тем более полную геодезичность).
Лемма 23.3.3. Верно соотношение i(U(tn))czW.
Доказательство. Поскольку каждое отображение /е

ei(?/(m)) имеет вид f — Adx°i0, xeG, то достаточно проверить,
что точка i0 является точкой абсолютного минимума для функ-
функционала Дирихле. Так как SUBm) c= S8m'~l и DI есть централь-
центральное плоское сечение сферы S8m'—', то i0 есть точка абсолютного

минимума для функционала vol2, а так как любой минимальный

вектор является и гармоническим, то i0 — критическая точка и

для функционала Дирихле (впрочем, обобщенная гармоничность
отображения i0 очевидна из конструкции t0). Так как всегда

vola[/]igD [/], то ясно, что io есть точка абсолютного минимума
для функционала Дирихле. Лемма доказана.

Лемма 23.3.4. Верно соотношение i(U(m))ziW, а поэтому
i(U (m)) = W, где W —множество точек абсолютного минимума
для функционала Дирихле.

Доказательство. Пусть /: D2-»-SUB/n), flst^jo есть

точка абсолютного, минимума функционала D. Из леммы 23.3.3

вытекает, что значение D в точках абсолютного минимума равно
D[i0] и что это значение равно vol2[i0]. Так как vol2 [/] <; D [/] =
= D[io] = vol2[io], то vola[/]sS volg[t0], но поскольку это соотно-

соотношение можно рассматривать в метрике сферы S8 "— 1, то очевидно,

что vol2 [/] = vol2 [to], а тогда /(D2) c= S8mI-' является плоским

центральным сечением; кроме того, отображение / гармонично.
Продолжим вполне геодезический диск / (?J) до сферы S2, являю-

являющейся вполне геодезической в сфере S8m'-' (и подавно в группе

SUBm)). Мы получили в SUBm) две вполне геодезические сферы So
и 5а, причем Sjj П S2 ^> Si^s E2m- Минимальными подгруппами,
содержащими сферы Sf, и S2, являются подгруппы Gi и G2, изо-

изоморфные группе SU B). Вложения ах: Gx->-SUBm), o^: G2-^-
->-SUBm) определяют два точных представления группы SU B)
в группу SUBm). Так как ранг SUB)=1, то можно считать,

что окружность Si является образом одномерного тора Т1 «=s S1 с

crSUB), причем S,1, с: Т*  ,где Т*""-1 — максимальный тор
в группе SU Bm). Так как два представления /i и /4 совпадают
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на tope T1, то они эквивалентны, т. е. существует элемент х е

eSUBm) такой, что /Ч == Ас1ж • /а. Две сферы SI и xS'jr1, вло-

вложенные в группу Gu можно совместить еще одним внутренним
автоморфизмом Ad*,; тогда в сфере SJ мы получаем две геодези-

геодезические SJ и XixSj^r^i1. Значит, существует элемент х» е Gx такой,
что SJ — XiXixSlx-^-xj^t1, и, следовательно, автоморфизм Adj,, где

y
—

x^XiX, переводит отображение / в отображение i0, оставляя

на месте окружность So, т. е. f ei(U(m)). Лемма доказана.

Тем самым, доказательство теоремы 23.3.1 закончено.

Отметим, что все точки множества W являются не просто
минимальными для функционалов площади и Дирихле, но даже

«вполне геодезическими» точками. Это обстоятельство имело место

и в одномерном случае, но там минимальность какой-либо траек-
траектории автоматически влечет за собой ее геодезичность; в двумер-
двумерном же случае из минимальности диска вовсе не следует его

полная геодезичность. Более того, единственными вполне геоде-

геодезическими дисками D* с границей SJ являются диски множе-

множества W. Иными словами, если fsIIJ является критической точ-

точкой для функционала Дирихле и если, кроме того, / (D3) — вполне

геодезический диск, то /ef.
23.4. Теорема периодичности для ортогональной группы осно-

основана на восьмимерных экстремалях функционала Дирихле. Рас-
Рассмотрим евклидово пространство вещественных матриц(рхр) — Rp";
<р(Л, 5) = Spur (Л • 5Г). Тогда группа SO(p) изометрично вкла-

вкладывается в сферу S"'-1 радиуса Yp как гладкое подмногообразие,
на котором объемлющая евклидова метрика <р(Л, В) индуцирует
двусторонне инвариантную риманову метрику. Алгебра Ли so (p)
группы SO (p) вложена в W' как линейное подпространство мат-

матриц X, ХТ = — X, и пересечение so (p) П SO (p) является компакт-

компактным симметрическим пространством SO(p)/?/(p/2), если р четно.

Обозначим so(p)DSO(p) через Qi(p); тогда очевидно, что fii(p)
состоит в точности из тех элементов geSO(p), для которых

g2 = — Е, т. е. Qi(p) является множеством комплексных струк-
структур в группе SO(p) (см. [1]).

Положим теперь р= 16г; тогда в группе существуют 8 анти-

коммутирующих комплексных структур, которые мы обозначим

через 1и U /8; /! = — Е; IJb + IkIs = 0, кфэ. Все век-

векторы I, (l«sss^8) лежат в плоскости soA6r), и в силу условия
антикоммутативности все они попарно ортогональны. Кроме того,

каждый вектор Is ортогонален вектору f:eSOA6r), поэтому
сфера SS = {х е= SO A6л) | х = а°Е +аЧ^...+ а8/8; (а0)» + (а1J + •. •

...-f(а8J= 1} является плоским сечением сферы S* (где q =»

= 256г*—1), проходящим через начало координат, и, следова-

следовательно, вполне геодезична в сфере S» и в SOA6r)czS?. Ясно,
что So П s° A6г) = SJ Г) Qi A6г) = S70, где 5J — вполне геодезический
экватор а° = 0. Фиксируем в группе SOA6r) вполне геодезиче-
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скую сферу SJx={x= a°?' + a1/l. + ... + aV7; (а°)* + ... + (а7I= l\;
сфера 5о является границей вполне геодезического диска Д* с: 5«,
Д? = {* е SJ; a8 5^0}. Пусть D8 — стандартный диск в евклидовой
метрике, S1 = д?>8, Г — стандартное отображение D8 на полусферу,
тождественное на границе 3D8, V — единственное изометричное
вложение полусферы Г(Д8) в 8ОA6л), совпадающее на i" (S7)
с фиксированным изометричным вложением /0: S7-»-Sn; положим

to = t'-t", i0: D8-»-SOA6r). Рассмотрим пространство П8 всех не-

непрерывных отображений /: DB-*~SO(\6r) таких, что /|S' = /o.
Пусть ЩсП8-подпространство, составленное из всех отобра-
отображений / класса Н\ (D9). На ГЦ рассмотрим функционал
объема vol8 / = ^ y^det Я do и функционал Дирихле ?>[/] =

f \j J gyD-Afi) Л. Тогда vole/<D[/] при любом /еЩ.
D'l- a-1 -'

Через р8 обозначим стандартный изоморфизм я^(П8)я«
(SOA6))8(())

Теорема 23.4.1. Рассмотрим группу SOA6r) и простран-
пространства П8 и Щ. В пространстве ГЦ рассмотрим множество W всех

тех точек f, на которых функционал Дирихле D[f] достигает
абсолютного минимума. Тогда:

а) множество W гомеоморфно группе О (г);
б) вложение i: №-*-II8-»-ilg индуцирует изоморфизм гомото-

гомотопических групп (i*)s'- Us(O(r))-*-ns(UB) при s^r — 2, поэтому
(г — 2)-мерный остов пространства П8 гомотопически эквивалентен

(г — 2)-мерному остову группы О(г) и композиция p8-(f #)^: ns(O(r))-^>
-^-nJ+8(SOA6r)) является изоморфизмом периодичности Ботта
при s^r — 2.

Замечание. Так как яа(UB/п)) = 0, то пространство П4
связно. Так как n8(SOA6r)) = Z2, то П8 несвязно и состоит из

двух связных компонент; как будет видно из доказательства, и

множество W тоже состоит из двух компонент, причем каждая

компонента пространства П8 содержит по одной компоненте мно-

множества W и стягивается (при г -*¦ со) именно на эту компоненту.
Доказательство теоремы. Рассмотрим в группе SO( 16г)

множество й8 всех комплексных структур /, антикоммутирующих
со структурами /ь /2 U, т. е. антикоммутирующих с каждой
точкой шестимерной сферы SJcrSJ {a° = 0}. Так, например,
/8 е й8. Хорошо известно (см. [1]), что Qg состоит из двух связ-

связных компонент и гомеоморфно группе О (г), кроме того, Й8 содер-
содержится в плоскости, ортогональной к векторам Е, 1и ..., /7.
Ясно, что Sj|n&8 = {/8, —h}t а потому D\ П %= h (одна точка).

Поставим в соответствие каждой точке х е Q8 вполне геоде-

геодезическую сферу S§(x), имеющую своим экватором сферу S'o. Если
xeQ», то х ортогонален векторам Е, /ь ..., /7 (xls = — Isx,
l<s<;7), а вектор Е ортогонален всем комплексным структу-
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рам. Поэтому сфера, натянутая на базисные векторы Е, /ь..., /7, х,
является центральным плоским сечением в сфере Sg и вполне

геодезична в группе SOA6r). В сфере S8 (х) рассмотрим диск

D8(х) = {у е= S8 (х); (/ = y°? + ... + f/7/, + f/8r. t/8Ss0}. Тогда каж-

каждому ^gQ, однозначно соответствует вполне геодезический диск
D8 (х) такой, что 3D8 (х) = SJ, и если хх Ф х,, то D8 (хО П D8 (х,) =
= SJ. Точно так же, как и в случае унитарной периодичности,
можно определить вложение i: О (г) = Q8 -*¦ П« -*¦ П8, так- как для

каждого диска D8 (х), х е Qg, существует единственная изометрия

(о(х): i"(De)^-DB(x), (о (х) • i" \& = /о', тогда t (х) = со (х) ¦ Г.
Лемма 23.4.1. Вложение i: О(г)->-П8 индуцирует изомор-

изоморфизм гомотопических групп до размерности г —2.

Доказательство. Пусть /: S*->O(r), тогда в SO A6r) мы
получаем множество {?>* (х)}, х е /E^); Щэ7(х). Так как сфера 5J
фиксирована, то в группе SOA6r) возникает множество 5 =

= (J D8 (х), которое определяет отображение F: Sf+8->-SOA6r)
()e/()

такое, что F\$s^f (где S* — экватор в сфере Ss+S). Теперь рас-
рассмотрим последовательность нульмерных сфер Si = {Ik, — /*},
1^^^7. Зафиксировав сферу 5,, мы можем построить соответ-

соответствие у?. x-*-D1{x), где xeQ,, Ь1^) есть минимальная геоде-

геодезическая из точки /7 в точку —/7, середина которой есть точках.

Тогда D1 (х) е= Q7 (см. [1]) и существует отображение F7: Ss+1-+Q7

такое, что F7 (SI+1) = \J D1 (x), F7 |s» = f, причем из теории
xef(ss)

Морса следует, что соответствие /•—»-F7 определяет изоморфизм
nj(Q8)-^*nJ+1(Q7). Зафиксировав сферу 5>1, получаем соответствие

уЛ: y-*-D1(y), у е Q7; при этом существует отображение Fe: S^2-»-

-^•йв такое, что F»(Ss+2)= (J ZI^). fi!swsF,, Продол-

жая этот процесс, мы получаем соответствия V7, Ye» • •
•, Yi> Yd

где E = I0. Отображение Fo: 5f+8-vQ0 = SOA6r) соответствует
отображению / при изоморфизме периодичности Fo EJ+8) = F (Ss+B),
так как \J [y0 - Yi •

• • •
• Yr (x)] =* $• Поэтому можно считать, что

xef (S')

Fo^F, что и завершает доказательство леммы, поскольку

ns(TI8)^ns+s(SO(l6r)).
Тем самым, для подпространства / (О (г)) <г П8 выполнены все

утверждения пункта б) теоремы 23.4.1. Осталось доказать, что

W i(O(r))
Лемма 23.4.2. Верно соотношение i@(r))cW.
Доказательство. Поскольку i(x)D8 является централь-

центральным плоским сечением, то утверждение леммы полностью анало-

аналогично утверждению леммы ?3.3.3 и так же, как и раньше, сле-

следует из оценки l/D[/j
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Лемма 23.4.3. Верно соотношение i(O(r)) = W.

Доказательство. Пусть / е W, т. е. функционал Дирихле
принимает на отображении / свое минимальное значение. Пусть
/„: /J8 —»- D,; (см. выше); тогда очевидно, что vol8 io = D\in]. Так
как vol8 f =s? D [f\ — D [in] — vol8 i0, то точно так же, как и при
доказательстве леммы 23.3.4, устанавливается, что образ f(Ds)
является центральным плоским сечением, содержащим сферу SJ.
Пусть ^e/(D8), и пусть вектор х ортогонален векторам Е, /ь ...

..., /7. Тогда * = y(-2-). где у
— геодезическая на диске f(D8),

у@) — Е, уA) = — Е. Так как длина 1(у) равна длине 1(у'), где

геодезическая y'af(Ds) такова, что у'@) = Е, у'A) = — Е,

) = /i, то у — минимальная геодезическая из точки ?

в точку
— Е в группе SOA6r), а потому х = у -*-) е Яг (см. [1]),

т. е. х2 = — Е. Так как вектор х ортогонален векторам Is (I ^

<s<7), то ^(x-f/Jefij, т. е.
j (x+Is)* =— E, откуда

xls + lsx = 0, т. е. JceQg, но тогда /si(О(г)), так как f(D*) =
= D8 (х). Лемма доказана. Тем самым, доказательство теоремы
23.4.1 закончено.

Ясно, что совершенно аналогичная теорема имеет место и

в случае симплектической группы Sp (n).
В случае унитарной периодичности мы имели утверждение:

множество i (U (т)) с= П2 является орбитой точки i0 e Па при
присоединенном действии группы GczUBm), G^U(m), на мно-

множестве отображений П2. В случае ортогональной периодичности
также существует такое представление для i(O(r)), хотя оно и

не используется при доказательстве.
Лемма 23.4.4. Множество W = i(O(r)) является орбитой

точки ['оеП| при присоединенном действии группы GcSOA6r)
на множестве отображений П8, где G = /8Q8«=s0(/-).

Доказательство. Достаточно установить, что для любого
вполне геодезического диска D8 (х), х е ?28. существует элемент

g«=SOA6r) такой, что gls=lsg (l<s<7) ngxg~1 = [s. Рас-
Рассмотрим этот элемент; для него имеем соотношение gQag1 с: Q8
и (gDfc-1) П Q8 = ghr1, т. е. gD8 (х) g-1 = D*(gxg~i). Пусть R - под-

подгруппа всех элементов g"eSOA6r) таких, что gls = Isg (l^s^
^7), и пусть р (g) = ghg'1 — естественная проекция /к /?->Q8.
Рассмотрим в группе S0A6r) сдвиг g-+I8g- Пусть g^R, g —
= ехрЛ, A&TE(R), а так как gl., = Isg, то и Л/^.= /И-

Но тогда легко видеть (см. [62]), что I8g антикоммутирует
с элементами Is (l^s^7), т. е. /^ей8, IsRaQB. Обратно,
пусть /8ехрЛей8; тогда AIS = ISA (l<s^7), т. е. gls = /sgt
где g

— ехрЛ, g&R, I8Rz3Q8, Й8 = 78^, а тогда проекция р
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является диффеоморфизмом и для любого xefi,существует эле-

элемент g^R такой, что x^g/sg-1. Лемма доказана.
В заключение сделаем несколько общих замечаний. Наряду

с пространством П2 естественно рассмотреть пространство Йа —
пространство всех непрерывных отображений сферы S* в группу
SU Bт), переводящих фиксированную точку х0 е S* в точку

Егт е SU Bт). Пространства П» и П8 гомотопически эквивалентны.

В пространстве Й4 можно выделить подпространство ГЦ, состав-

составленное из всех отображений f е Па таких, что feH' [S8, SUBm)].
Поскольку окружность So a SU Bт) переходит в себя при отобра-

отображении ф: g *-»• — g, g e SU Bm), то возникает непрерывное отобра-
отображение а|з: Па-^Пг* сопоставляющее каждому диску ?), сферу
S2 = Da U (фО2). Отображение а|> является расслоением с дискрет-
дискретным слоем, гомеоморфным нульмерной сфере. В частности, каж-

каждый вполне геодезический диск Da, dD* = SI, перейдет во вполне

геодезическую сферу S2, экватором которой является окруж-
окружность SJ, причем эта же сфера является образом и диска фО1.
Отсюда следует, что ty(W)ciWi, где Wt — связная компонента

множества экстремалей функционала Дирихле на пространстве П?,
содержащая изометрию ij)(to)- Рассмотрим коммутативную диа-

диаграмму

(SU Bш))

(SVBm))

Здесь гомоморфизмы 5, Рг. Рг являются изоморфизмами при любом s,
а гомоморфизм |' является изоморфизмом при s=^2m; S'13^-
Гомоморфизм Р25'Е является изоморфизмом периодичности, а го-

гомоморфизмом, соответствующим ему при отображении г|>, является

гомоморфизм Рг1]'т1 = ^г* (Рг?'?)- Оказывается, что, хотя простран-

пространство П2 гомотопически эквивалентно пространству П2, картина

распределения критических точек функционала Дирихле резко
меняется при переходе от пространства П4 к пространству П»,
в частности, i]^ sO, iIj* — 0> XY* — 0 ПРИ s *S 2m, поэтому
PsTi'tj: ns (U (m))-*-nx+t (SU Bm)) является нулевым гомоморфизмом
при s =s? 2m. Это легко вытекает из явного вида изоморфизма
периодичности, полученного нами выше.

Множество Wi уже не является множеством точек абсолют-
абсолютного минимума для функционала Дирихле, и кроме Wi возни-

возникает много других критических точек и подмногообразий для
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функционала Дирихле на Й8. Аналогичная ситуация наблюдается
и на пространстве Il8 = {58-»-SOA6r)}. Было бы интересно выжй.
нить до конца эту геометрическую картину, которая в значитель-

значительной степени прояснила бы поведение функционала Дирихле на

пространствах П4 и П8.
Из доказанных нами двух основных теорем этого параграфа

следует, что механизм возникнования как унитарной, так и орто-
ортогональной периодичности один и тот же, а окончательный резуль-
результат зависит только от того, пространство отображений каких

дисков мы рассматриваем: двумерных или восьмимерных.
Было бы интересно получить прямое доказательство этих тео-

теорем, не использующее информации, связанной с одномерными
функционалами длины и действия. Такое прямое доказательство

немедленно следовало бы из факта стягиваемости Bт)-мерного
остова пространства П4 (соответственнно (г — 2)-мерного остова

пространства П8) на подпространство i(U(m)) (соответственно
f(O(r))), являющееся множеством точек абсолютного минимума

функционала Дирихле. Именно соответствующая теорема стяги-

стягиваемости для одномерного функционала действия (см. [1]) позво-

позволила осуществить переход в периодичности Ботта. Аналогичное

утверждение для многомерных функционалов отсутствует, в этом

и заключается основная трудность, препятствующая прямому
доказательству теорем 23.3.1 и 23.4.1.

§ 24. Три геометрические задачи вариационного исчисления

24.1. Минимальные конусы и особые точки минимальных по-

поверхностей. Рассмотрим окружность S1 и прямое произведение
двух нульмерных' сфер S°xS°czS1 (рис. 49). На рис. 49, а изо-

изображена одномерная мини-

минимальная поверхность (два от-

отрезка), граница которой сов-

совпадает с 5°xS°. С другой
стороны, одномерный «конус»
(два диаметра, изображенные
на рис. 49, 6"), очевидно, не

является минимальной одно-
Рис# 49<

мерной поверхностью, так

как в вершине «конуса» —в начале координат — существует вари-
вариация, уменьшающая длину кривой. Как видно, четырехкратная
точка распадается на две трехкратные точки (рис. 49, в).

Рассмотрим теперь двумерную сферу S* и в ней контур —

прямое произведение S°xS1. На рис. 50, а изображена двумер-
двумерная минимальная поверхность (катеноид —поверхность вращения,
образованная «цепной линией»), граница которой совпадает

с S°xSl. С другой стороны, как и в одномерном случае, ясно,
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что конус (рис. 50, б) не минимален с точки зрения функционала
двумерной площади — в вершине конуса существует вариация,
уменьшающая площадь конуса (вариацию можно понимать, на-

например, в терминах гомологических вариаций). Сравнивая дву-
двумерную минимальную поверхность — катеноид (см. рис. 50, а)
с одномерной — двумя отрезками (см. рис. 49, а), мы видим, что

двумерная пленка провисает и образует Головину (перетяжку),
диаметр которой меньше диаметра граничных окружностей. В одно-
одномерном же случае «горловина» имела тот же «диаметр», что и

граничные нульмерные сферы.

Рис. 50. Рис. 51. • Рис. 52.

Рассмотрим трехмерную сферу S3 и в ней «контур»
— двумер-

двумерное подмногообразие S1xS1 — T2 (тор), стандартно вложенное
с евклидовой индуцированной римановой метрикой. Можно под-

подсчитать (этот подсчет мы здесь опустим), что трехмерная мини-

минимальная пленка (условно изображенная на рис. 51) имеет еще

более узкую горловину, чем горловина двумерного катеноида.

Другими словами, вскрывается интересный эффект: с ростом раз-

размерности граничного контура минимальная пленка провисает все

больше и больше (рис. 52). Точную формулировку этого явления

и соответствующие формулы и вычисления мы дадим ниже. Ин-

Интуитивно ясно, что с ростом размерности в этом монотонном про-
процессе наступит момент, когда минимальная пленка с границей
SpxS^ (граница вложена в сферу Sp+V+1) провиснет настолько,
что «схлопнется» и превратится в конус с вершиной в точке О

(начало координат). Эта вершина, очевидно, будет особой точкой
этой минимальной поверхности. При обратном процессе (пониже-
(понижении размерности) происходит «разрешение особенности» и 'особая

поверхность
—

конус
—

превращается в неособую поверхность —

«катеноид», на котором появляется исчезающий цикл.

Таким образом, можно ожидать, что в достаточно больших

размерностях существуют глобально минимальные поверхности —

конусы, имеющие в начале координат существенно особую точку
(окрестность которой не гомеоморфна диску).

Вопрос: в каких размерностях в евклидовом пространстве
существуют минимальные конусы?

Оказывается, от решения этой задачи зависят некоторые дру-
другие важные геометрические и аналитические вопросы в теории
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дифференциальных уравнений, в геометрии групп и алгебр Ли.

Простые примеры, приведенные выше, показывают, что в малых

размерностях можно ожидать отсутствия минимальных конусов
(отличных от стандартного диска, который, конечно, является

минимальным конусом). Это предположение оправдывается. При-
Приведем здесь известную «теорему о конусах» (см. [20]).

Теорема 24.1.1. Пусть А"-* — замкнутое локально 'мини-

'минимальное подмногообразие в стандартной сфере Sn~x, стандартно
вложенной в евклидово пространство R". Пусть многообразие Ап~2
не является стандартной вполне геодезической сферой (экватором)
S"-2 с S"-1. Тогда, если п «^7, то конус СА (т. е. (п— \)-мерная
поверхность, образованная всеми радиусами, идущими из точки О
в точки многообразия Ап~2) не является глобально минимальной

поверхностью; другими словами, не является наименьшей экстре-
экстремалью функционала (п—\)-мерного объема, рассматриваемого на

классе поверхностей X с фиксированной границей — подмногообра-
подмногообразием Ап-г, т. е. Х<=0(Нп_2(А)).

Кратко изложим схему доказательства (подробности см. в [20]).
Достаточно построить вариацию конуса, которая равнялась бы

нулю на границе конуса (т. е. на подмногообразии Л"~а с S" )
и уменьшала бы объем конуса СА. Для этого следует изучить
формулу второй вариации функционала vol,,_b что и выполнено

в [20]. Легко проверить, что если Л"-2 —локально минимальное

подмногообразие в сфере S"'1, то СА \ О — также локально мини-

минимальное подмногообразие в R" отно-

относительно вариаций с малым носите-

носителем; поэтому для обнаружения ва- f \s"~t
риации, уменьшающей объем конуса,

~

нужно рассматривать возмущения
конуса, обладающие достаточно боль-
большим носителем; при этом они могут,
вообще говоря, сдвигать вершину ко-

конуса (например, производить описан-

описанное выше «разрешение особенности»). Рис. 53.

Под «вариацией конуса» мы можем

понимать здесь вариации, введенные нами в § 6, т. е. конус и

возмущенная поверхность должны быть, например, гомологичны

(в смысле обычных гомологии). В [20] вариации конуса пони-
понимаются в смысле «потоков».

Пусть х^А, t е [0, 1]; тогда на конусе СА можно ввести

координаты (я, t), где (х, 0) есть вершина О конуса СА (при
любом х^А), а все точки вида (х, 1) принадлежат границе А
конуса, A a S"-1. Обозначим через САе подмногообразие
CA\(Dn(O, e)(]CA)ciRn, где Dn(O, г) — шар радиуса е с цент-

центром в точке О (рис. 53). Если мы фиксируем единичное нормаль-
нормальное к подмногообразию СА векторное поле N (х, t), то любая
гладкая вариация V (х, t) подмногообразия САг (с фиксирован-
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ными краями Ai и Аг) однозначно определяется гладкой функ-
функцией F(x, t) такой, что F (x, l) = F(x, e) = 0 для всех *еЛ,
т. е. V(x, t)~F(x, t)-N(x, t).

Задача сводится к изучению свойств функции F(x, t). Мы
приведем здесь только окончательный результат. Рассуждения,
необходимые для его доказательства, носят чисто аналитический

характер (см. [20]).
Пусть Ап~2 с: S"-1 есть замкнутое локально минимальное под-

подмногообразие в сфере S" ,не являющееся вполне геодезической

сферой (экватором) Sn~2. Тогда мы можем выбрать функцию
F(xt t) таким образом, что I(V, V) (здесь через I(V, V) обозна-
обозначена вторая вариация функционала объема) будет строго меньше

нуля в том и только в том случае, когда выполнено неравенство

Теорема 24.1.1 немедленно следует из этого вспомогательного

утверждения, поскольку число ~5 + 4+ fj~J можно сделать

отрицательным, выбрав достаточно малое е.

Таким образом, при п*&7 среди всех поверхностей с грани-
границей А"-' конус СА не является минимальным. Как видно из

схемы доказательства и оценки для I(V, V), при п = 8 доказа-
доказательство не проходит. И действительно, оказывается, в восьми-

восьмимерном евклидовом пространстве уже существуют конусы, являю-

являющиеся, как мы покажем ниже, не только локально, но и гло-

глобально минимальными поверхностями. Пример такого конуса:

рассмотрим прямое произведение двух сфер «S i^s-) х S ,-Tf-j»
это многообразие может быть естественным образом вложено в сфе-
сферу S7 как локально минимальное подмногообразие А (доказа-
(доказательство см. в [20], а также в следующем пункте). Явная фор-
формула вложения:

Тогда каждая вариация »того конуса СА, сохраняющая его

границу А, первоначально увеличивает объем конуса, т. е. СА —

минимальная поверхность с особой точкой в начале координат.
Сформулированная выше «теорема о конусах» дает возмож-

возможность доказывать внутреннюю регулярность глобально минималь-

минимальных поверхностей коразмерности один в евклидовом пространстве.
Приведем один такой результат. Хотя эти результаты были по-

получены в терминах потоков, варифолдов и цепей, мы будем по-

прежнему пользоваться языком глобально минимальных поверх-
поверхностей, разработанным выше, так как в данном случае эти два
языка эквивалентны.
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Предложение 24.1.1 (см. [20]). Фиксируем (п — 2)-мерное
компактное ориентированное подмногообразие А в евклидовом про-
пространстве R", где ж 7. Через 0{A) = @{Hn-t(A)) обозначим
класс поверхностей, заклеивающих многообразие А в смысле тео-

теории потоков. Тогда существует глобально минимальная поверх-
поверхность Хо^0(А), имеющая наименьший {п—\)-мерный объем
и такая, что во всех своих внутренних точках она является

вещественно-аналитическим минимальным подмногообразием
в R".

Краткая схема доказательства. Сначала доказыва-

доказывается (в терминах теории потоков, см. [17]) существование гло-

глобально минимальной поверхности Хо с заданной границей А;
эта поверхность оказывается почти всюду (в смысле объема

voln_x) гладким подмногообразием в R" (имеется в виду носитель
минимального потока). Затем доказывается, что в каждой особой
точке этой поверхности (не лежащей на границе А) корректно
определено множество касательных конусов, которые должны

быть минимальны по отношению к своей границе (если эта гра-
граница фиксирована). По индукции доказывается, что каждый из

этих конусов можно рассматривать как конус над регулярным
минимальным подмногообразием Аа~2 в стандартной сфере S"-1.
Затем применяется теорема 24.1.1, согласно которой такой ко-

конус может быть только стандартным диском, высекающим на

сфере S"-1 вполне геодезическую сферу «$"-*. На последнем шаге

доказывается, что если касательный конус в особой точке явля-

является диском, то тогда поверхность в этой точке регулярна.

Другие следствия из «теоремы о конусах» см., например,
в [96]. Отметим, что в перечисленных выше результатах самопе-

самопересечение минимального погруженного подмногообразия не рас-
рассматривается, конечно, как особая точка поверхности, так как в

этом случае касательный конус превращается в набор стандарт-
стандартных дисков, каждый из которых отвечает своему листу поверх-
поверхности, проходящему через точку самопересечения.

24.2. Эквивариантная задача Плато. Рассмотрим риманово
многообразие Мп, на котором гладко действует его группа изо-

метрий / (М) (напомним, что группа изометрий является группой
Ли). Мы будем рассматривать подгруппы О в группе изометрий
1о(М), где через /0(М) обозначена связная компонента единицы

в группе 1(М). Пусть V" аМп — некоторая поверхность, инва-

инвариантная относительно действия группы О. Такие поверхности

будем называть О-инвариантными. Возникает естественный вопрос:
можно ли среди этих поверхностей (реализующих, кроме того,

например, нетривиальный (ко)цикл) найти глобально минимальную

поверхность? Другими словами, можно ли гарантировать суще-
существование минимальной поверхности, обладающей заданной груп-
группой симметрии (если ее граница инвариантна относительной этой

группы)?
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Предложение 24.2.1 (см. [97]). О-инвариантное многооб-

многообразие V а М является локально минимальным (по отношению ко

всем малым вариациям ц) тогда и только тогда, когда оно явля-

является локально минимальным по отношению к малым эквивариант-

ным вариациям Г|0 (т. е. инвариантным относительно действия

группы).
Это важное наблюдение позволяет редуцировать задачу о на-

нахождении минимальных подмногообразий в М к задаче о нахож-

нахождении минимальных поверхностей на пространстве орбит M/Q.
Напомним, что если х е М и О(х) — орбита точки х при

действии группы О, то G(x) = G/Qx, где Gx— стационарная под-

подгруппа точки х в группе G. Две орбиты G(x) и G(y) называются

орбитами одного типа, если подгруппы Gx и Gy сопряжены друг
другу в G, т. е. Gx = gG^g для некоторого g e G. Классы со-

сопряженности подгрупп {Gx} называются орбит-типами. Говорят,
что класс (Gu) следует за классом (Gx) (будем писать: (Gy)^(Gx)),
если существует (Gu) такой, что Gx^gGyg-1. Хорошо известно,
что если М связно, то существует единственный класс (Н) такой,
что (H)^(GX) для любого xeAf. Далее, объединение всех орбит
этого класса является открытым плотным подмногообразием М* =

{M\GH}
1) Класс (Я) называется главным орбит-типом.
2) Если (Н')Ф(Н), но dim Н' = dim H, то класс (#') назы-

называется особым орбит-типом.
3) Если (Н")Ф(Н) и dim Я" > dim Я, то класс (Н") назы-

называется сингулярным орбит-типом.

Довольно просто доказывается, что если (J (На) — произволь-

ный набор классов (На), каждый из которых не является глав-

главным орбит-типом, и если множество К — {х е М \ Gx e (На) при

некотором а е D] является многообразием, то К — локально ми-

минимальное подмногообразие. Отсюда следует, что сингулярное
множество в М является локально минимальной поверхностью,
стратифицированной локально минимальными поверхностями мень-

меньших размерностей. В частности, если некоторая орбита G (хп)
такова, что в окрестности точки х0 больше нет ни одной орбиты
этого же типа, то орбита G (х0) автоматически является локально

минимальным подмногообразием.
Пусть я: M-+M/G — каноническая проекция на пространство

орбит M/G; тогда в M/G содержится открытое плотное подмно-

подмножество M*/G, являющееся подмногообразием. Если ф(Х, Y) —

скалярное произведение на ТХ(М), то можно построить новое

скалярное произведение (риманову метрику) на M*/G. Для этого

фиксируем распределение R нормальных плоскостей к орбитам
G(x), и пусть X', ГеГяМ[М*/С]. Тогда существуют единст-
единственные векторы X, У —прообразы векторов X', Y', принадлежа-
принадлежащие R, и можно положить ф' (X', Y') «= ф (X, Y). Тем самым,
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расстояние между точками из M*/G равно длине ортогональной
траектории, соединяющей соответствующие орбиты. Далее, мы

определим на M/G функцию объема v (а), положив

объем я (а), если я (а) — главная орбита,
т- объем я (а), если я-1 (а) — особая орбита, где т —

у(а)= число точек в однородном пространстве Н'/Н и Н' со-

соответствует точке х ея (а),

О, если л~х (а) — сингулярная орбита.-

Пусть V с: М — G-инвариантное подмногообразие; положим

k = p
— v = dim V — v, где v — размерность главной орбиты. Тогда

при проекции я: V->-M/G подмногообразие V (]М* проектируется
в ^-мерное подмногообразие в M*/G.
Если ds — метрика на М* и ds — метри-
метрика на M/G, то построим новую рима-
нову метрику на факторе M/G, положив

dlk = и1/*. ds. Поскольку v (а) -*¦ 0, когда

точка а стремится к образу сингуляр-
ной орбиты, то можно считать, что

метрика dlk задана на всем простран-

стае:M/G (рис. 54).
Заметим (см. [97]), что объем G-ин-

вариантного подмногообразия V с М Рис. 64.

в точности равен объему многообразия
V*lG (где V* = V f\M*), вычисленному на пространстве M*/G в

метрике dlk. Отсюда следует
Предложение 24.2.2 (см. [97]). Пусть V cz M — некото-

некоторое G-инвариантное подмногообразие. Подмногообразие V локально

минимально в М тогда и только тогда, когда подмногообразие
V*/GcM*/G локально минимально в факторе M/G относительно

метрики dlk, где k = p
— \.

Замечание. Пусть k — 0, тогда V а М совпадает с какой-

то орбитой G(x). Следовательно, все локально минимальные ор-

орбиты G(x) в многообразии М находятся так: нужно рассмотреть
на многообразии M*/G гладкую функцию объема v(a) и вычис-

вычислить все ее критические точки. Эти точки и являются экстре-
экстремальными (локально минимальными) орбитами. Отсюда вытекает

важное

Предложение 24.2.3 (см. [97]). Каждое компактное одно-

однородное пространство G/H можно погрузить в некоторую стан-

стандартную сферу S"-1 как локально минимальное подмногообразие.
Замечание. Если для V а М имеем k = 1, то подмногооб-

подмногообразие V локально минимально тогда и только тогда, когда траек-

траектория n(V*)<r.M*/G является геодезической в конформной мет-

метрике dli = v{a)dis. Ниже мы специально изучим этот случай.
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Пусть G — компактная группа Ли, действующая ортогонально
на R" без изменения ориентации (т. е. GcrSO(n)), и пусть
Л"-* с: R" — компактное ориентированное замкнутое G-инвариант-
н.ое подмногообразие в R" (тогда Л"-* с: S"-1). Рассмотрим Ап~2 а
aS"'1 как «контур» — границу в многомерной задаче Плато.

Фиксируем класс поверхностей Х^.0{А) — 0 (#„_, (Л)), т. е.

заклеивающих границу А в смысле обычных гомологии; гомомор-
гомоморфизм Ял_г(Л)->Ял_2(Х) тривиален. Тогда всегда сущестзует
глобально минимальная поверхность Xjf—• e 0 (А) такая, что ее

объем наименьший. Естественно ожидать, что наличие какого-

либо типа симметрии у границы А (например, G-инвариантность
границы) повлечет за собой соответствующую симметрию мини-

минимальной поверхности, заклеивающей эту границу. Это предполо-
предположение оправдывается для случая многообразий А, вложенных в

сферу.
Теорема 24.2.1 (см. [98]). Пусть G —замкнутая подгруппа

в группе SO (л), и пусть многообразие Ап~2 вложено в сферу
S"-1 с: R" и G-инвариантно. Тогда существует глобально мини-

минимальная поверхность Х%~1 с границей Ап~2 (граница здесь

понимается в смысле теории потоков), инвариантная относи-

относительно группы G. Если эта G-инвариантная поверхность
единственна, то тогда решение задачи Плато единственно и

в классе всех поверхностей X"-1 е0(А) (уже не обязательно G-

инвариантных).
Таким образом, в том случае, когда граница А допускает

нетривиальную группу симметрии, для нахождения абсолютно

минимальной поверхности, заклеивающей А, иногда бывает до-

достаточно найти минимальную поверхность в классе G-инвариант-
ных пленок; если получившееся G-инвариантное решение един-

единственно, это влечет за собой единственность и в классе всех

поверхностей, т. е. наша G-инвариантная поверхность реализует
и абсолютный минимум (уже в классе всех несимметричных
пленок). Различные уточнения этой теоремы на языке потоков

см. в [98]. Требование, чтобы группа G содержалась в группе
SO(rt), существенно. Отказ от него невозможен, как показывает

простой пример. Возьмем в качестве границы А двумерный тор
Т2, вложенный в трехмерную сферу S8 следующим образом: Т2 —

= {(г, ю) 6(CJ, |z| = |kH}. В качестве группы G возьмем группу
Z*c:OD), образующая которой реализована ортогональным ото-

отображением (г, w)~*-(w, z). Тогда, как можно подсчитать, мини-

минимальные поверхности, заклеивающие тор Т2 в четырехмерном

пространстве R4, не инвариантны относительно действия группы
G, хотя тор инвариантен (см. [98], [17]).

Итак, в случае G-инвариантной границы А (где GcSO(n))
для нахождения глобально минимальной поверхности достаточно

найти G-инвариантную минимальную поверхность; если эта по-

поверхность единственна, то она автоматически реализует абсолют-
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ный минимум во всем классе 0(А). Воспользуемся этим обстоя-

обстоятельством в задаче о конусах.
Предположим, что многообразие Ап~г с: S" является главной

орбитой действия группы G, тогда л (А) с: W/G является некото-

некоторой точкой q (мы считаем, что А связно). Тем самым, задача
о нахождении минимальной пленки, натянутой на Ап~* и выдер-
выдерживающей действие группы G, эквивалентна нахождению кратчай-
кратчайшей геодезической, идущей из точки q на границу двумерного

многообразия R"*/G, рассматриваемого с метрикой u*(a)d!s2.
Выделяются две задачи: (А) дать список всех возможных орто-
ортогональных действий связных компактных групп Ли G на R" с

главными орбитами коразмерности два (k—l); (Б) в рамках
этого списка описать все интересующие нас геодезические у,

идущие из точки q на границу dRn*/G. Оказывается, что метрика

ds на факторе R"*/G всегда евклидова и, следовательно, dl\ =
= vt(a)(dxi-{-dyt), где (х, #) —декартовы координаты HaR"*/Gc
crR«(*, у).

Используем простую механическую аналогию. Поскольку
v(a)*=n(x, у) — гладкая функция, равная нулю на границе
&R"*/G, то геодезические метрики dl\ — это в точности траектории
световых лучей, распространяющихся в соответствии с принци-
принципом Ферма в двумерной сплошной прозрачной среде, заполня-

заполняющей конус R"*/G, с показателем преломления п(х, у) = ф\х, у),
где с—скорость света, a v(x, y)~ скорость распространения луча
в точке (х, у). Прозрачная среда предполагается изотропной в каж-

каждой точке, но неоднородной на конусе. Принцип Ферма утверждает,
что световой луч, распространяющийся из точки А в точку В,
выбирает путь с наименьшим временем прохождения от Л до В

при фиксированной, энергии. Сделаем одно общее замечание. Если

D-{(*, у) е= (R2; у>0}, п(х, y)s*n(у), п(«/х)>п(уг)

при У\>у% и п@) = 0, то световые лучи, выпущенные из фикси-
фиксированной точки geD по направлению к границе 6D, распро-
распространяются так, как показано на рис. 55. Приведем полный
список компактных групп Ли G, ортогонально действующих на

пространстве R" с коразмерностью два. Мы укажем также и

стационарные подгруппы Н, соответствующие главным орбитам
этого действия, т. е. орбитам G/H:

1) (SO (г) х SO (s))/(SO (г - 1) х SO (s - 1)); 2) (SO B) x

xSO(*))/(ZaxSO(fc-2)); 3) (SUB)xSU^))/(T1xSU(ft-2));
4) (SpB)xSp(*))/(Spa(l)xSp(fc-2)); 5) ^/(SU^xSU^xT1);
6) SOC)/Z?; 7) SUC)/Ta; 8) SpC)/Sp»(l); 9) SpB)/T«; 10) G^;
11) /VSpin(8); 12) (SpinA0)xU(l))/(SUD)xT1).

Способ вложения H~*-G на языке теории представлений
описан в [97], [98]. В приведенном списке пространства 1) и 2)
разнятся представлением H-+Q.
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Вернемся к конусам. Положим n = 2m ив Ram рассмотрим

конус Cim-i = Г? *< = 2 Щ- To™a Сш-х П S*"-1 = S"-1 X S -1
1< = 1 /=m+l j

А
УМ

¦^ У/11

' 1

и dC2m-i = 5 -1х S1"-1. Легко показать, что /l'I-2 = 5m
вложено в сферу 5" как локально минимальное подмногообра-
подмногообразие, а потому конус C2m_i локально минимален, т. е. аннулирует
оператор Эйлера для функционала объема. Кам мы уже знаем,

при т<. 4 конус Cim-i не мини-

минимален, так как в его вершине
существует сокращающая дефор-
деформация (уменьшающая объем).
Однако при m;ss4 положение

резко меняется.

Пусть Аш~2 = S1"-1 х S1"-1-

стандартное минимальное подмно-

подмногообразие в сфере S2 -1(см. вы-

ше), и пусть т^4. Тогда любая

п(х,у)шл(у) малая вариация конуса C24_i =
_ сдш-г увеличивает его объем,

Рис- 55> т. е. Cam-i минимален по отно-

отношению к любой малой вариации
и, значит, является локальным минимумом (см. [20]). Тем самым,

конусы C2m-i при т S* 4 являются явными кандидатами на то,

чтобы опровергать теорему о внутренней регулярности минималь-

минимальных поверхностей коразмерности один при п^8. Остается пока

открытым вопрос об их глобальной минимальности при фикси-
фиксированной границе Sm~1xSm~1. Эта задача полностью решается
на основе эквивариантной задачи Плато.

Рассмотрим в качестве примера какую-либо одну серию (G, Н),
например, положим r = s в серии 1) (см. список выше). Изучим
соответствующие минимальные поверхности То с границей дТ„ =
= S -1х S -1а S2 -1d R2m. Здесь мы считаем, что R2m = Rm ()
®Rm(y), где * = (*x *"•), y^iy1 у"), и A2m'2 {\\
= lf/|}. группа SO(m) действует на Rm(x) и группа SO (m) на

Rm(y). Ясно, что R2m/G есть первый квадрант на плоскости

R2(*S=0, у^О). Мы будем обозначать координаты на плоскости

R2 с R2m также через хну. Конформная метрика dl\ имеет вид
dl\ = (xy)im'i{dxi-\-dy''). Многообразие Аш~г изображается на

/С = R2m/G точкой q с координатами A, 1). Абсолютно минималь-

минимальная поверхность То с границей А2т~2 изображается в К мини-

минимальной геодезической, идущей из точки q на границу области
К. Элементарно доказывается, что А2т~2 с S2 *1является локаль-

локально минимальным подмногообразием (эта орбита — критическая
точка функции объема орбит). Отсюда следует, что биссектриса
х = у является геодезической, соединяющей точку q с О (это
следует и из симметрии метрики dli относительно переменных х
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и у), поэтому конус СА2т'г для любого т является локально

экстремальным и аннулирует оператор Эйлера. Однако вопрос
о нахождении минимальной геодезической и, следовательно,
абсолютно минимальной поверхности То требует специального

исследования, достаточно нетривиального.

Прямое вычисление показывает (проверьте!), что если мини-

минимальная геодезическая у0, идущая из точки q на границу дК,
выходит на границу дК\{0}, то она встречается с соответствую-
соответствующей координатной осью под прямым углом, и, следовательно,
соответствующая минимальная поверхность T0 = nil G0) является

аналитическим подмногообразием без углов и особенностей, име-

имеющим границу А'1т~г.

х X

Будем считать размерность т непрерывным параметром, 1 *s
г^/п<оо. При т= 1 имеем dl\=dx2 + dyz и световые лучи,
входящие из точки-источника q, изображены на рис. 56. В этом

случае Oq — не минимальная геодезическая: таковыми являются

линии Qq и Q'q. Пусть т = е 4- 1, е > 0, тогда мы покажем, что точки

Q и Q' начинают двигаться по направлению к вершине О и рас-

распределение световых лучей, выходящих из точки-источника, ка-

качественно выглядит так, как изображено на рис. 57. Сначала

дадим качественное объяснение этой картины (аналитическое до-
доказательство будет дано ниже). В самом деле, рассмотрим ли-

линии уровня п(х, у) = const; тогда, поскольку коэффициент пре-
преломления убывает при приближении к границе дК, световой

пучок деформируется в соответствии с принципом Ферма (рис. 55)
и дает картину, изображенную качественно на рис. 57.

Минимальные геодезические Qq и Q'q прогибаются по направ-
направлению к точке О. Световой луч, отличный от Qq и Q'q, не

может выйти на границу области, ибо при взаимодействии его

с линиями уровня коэффициента преломления п(х, у), очевидно,
всегда наступает момент перегиба луча, меняется знак второй
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производной, вследствие чего луч меняет направление и начи-

начинает двигаться обратно внутрь области к биссектрисе коорди-
координатного угла, встречаясь с ней в сопряженной с q точке (точные
вычисления см. ниже).

При т>0 возникает четырехугольник OQ'qQ, внутри кото-

которого поведение световых лучей — геодезических — отличается от

поведения лучей вне четырехугольника. Легко усматривается,
что с ростом т точки Q и Q' перемещаются к вершине конуса

О и четырехугольник OQ'qQ начи-

начинает сжиматься, схлопываться

на биссектрису Oq. Прямые вы-

вычисления показывают, что это

событие — окончательное сплющи-

сплющивание четырехугольника
— проис-

происходит при т = тъ = 2,5 + \/~2 ^3,9
(рис. 58), и при m>m0 качест-
качественная картина распределения
световых лучей, исходящих из

точки <7, остается неизменной.
Рис. 68. Следовательно, при т^4 су-

существует единственная геодези-

геодезическая, соединяющая точку q с границей дК, это отрезок О?,
следовательно, она минимальна, а поэтому при m$s4 конусы
Ctm-i = С(S  х Sm~l) =я (Oq) являются G-инвариантными мини-

минимальными поверхностями. В силу единственности геодезической

Oq, т. е. единственности G-инвариантного решения, где G =

= SO(m)xSO(m), из теоремы 24.2.1 вытекает, что конус Cim_i
(ms=4) является глобально минимальной поверхностью (а в тер-
терминологии [17] —минимальным целочисленным потоком) с грани-

границей Sm~1xSm~1, имеющей одну сингулярную точку О —вершину
конуса.

Геодезическая Qq изображает минимальную пленку n~1(Qq)
с границей Sm~1xSm'1\ при т=\ эта пленка состоит из двух
отрезков, с ростом т пленка начинает прогибаться (провисать
по направлению к началу координат) и ее горловина (см. кате-

катеноид) начинает постепенно приближаться к точке О, и, наконец,

при mSE3,9 происходит схлопывание горловины в точку (исче-
(исчезающий цикл аннулируется) и при т 3s 4 возникают минимальные

конусы Сгт-i. Тем самым полностью решается вопрос о глобаль-
глобальной минимальности конусов Czm-i-

Мы подробно рассмотрели случай r = s, однако при гф$
качественная картина поведения пучка геодезических существенно
не изменяется, только теперь точка q лежит на прямой, задава-

задаваемой уравнением tg a = r/s.
Перейдем к задаче полной классификации минимальных кону-

конусов коразмерности один в евклидовом пространстве, являющихся

G-инвариантными, где группа G действует в R" с коразмерностью
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два. Большая часть этой задачи решена в [97], [98]. Однако
доказанная в этих работах теорема не дает полной классифика-
классификации конусов, поскольку оставались неизученными некоторые важ-

важные частные случаи, среди которых, как оказалось, имеются

глобально минимальные, ранее неизвестные конусы. Полное реше-
решение этой задачи и окончательная теорема классификации будут
получены на основе описанной выше и предложенной нами

схемы, т. е. на основе изучения сопряженных точек и качест-

качественного поведения пучка геодезических, выпущенных из точки,
являющейся критической для функции объема орбит (см. выше),
см. также [32]. На основе этой идеи мы полностью решим во-

вопрос о глобальной минимальности конусов, возникающих из клас-

классификационного списка, полученного в [97]. При этом для каж-

каждого конуса либо будет доказана его глобальная минимальность,
либо будет построена вариация, уменьшающая объем конуса.
При этом оказывается, что качественная картина распределения
пучка геодезических и связанный с ней механизм перестройки
минимальных поверхностей с ростом размерности (см. также [32])
являются универсальными и «обслуживают» все остальные мини-

минимальные конусы коразмерности один из списка [97]. Соответ-

Соответствующие вычисления и полный анализ уравнения Якоби про-
проведены студентом А. В. Тыриным.

Предложение 24.2.4 (см. [97], [98]). Пусть GcSO(n) —
связная компактная подгруппа, главные орбиты действия которой
на R" имеют коразмерность два. Тогда группа G является одной
из групп, перечисленных в таблице 2 (см. с. 220).

Главные орбиты, определяемые главным орбит-типом (см. выше),
являются орбитами «общего положения» максимальной размер-

размерности. Факторпространство R"/G во всех случаях действия

группы с соразмерностью два является конусом на двумерной

плоскости, т. е. имеет вид С (а) = их, у) е R1: 0<tg(-jW<x,
J Пусть я: R"-+-R7G^ С (а) —стандартная проекция на

пространство орбит (см. выше). Введем функцию объема орбит
(см. [97], [98]) v: R"/G я« С (а) -*- Ra с помощью следующей фор-
формулы: v(q) = vo\n~tn~1(q), где qeRn/G. Обозначим через dl' =
= v(x, y)(dxt + dy2) конформную метрику на конусе C(a) = R7G
(см. выше). Очевидно, что на границе конуса С (а) эта метрика
вырождается, поскольку из границы двумерного конуса «выра-
«вырастают» орбиты меньшей размерности (по сравнению с орбитами
общего положения). Если у~кРивая на конусе С (а), то длина

Y в метрике dl задает объем орбиты, т. е. vo\n.1jrl(y) = l(y).
Если кривая у является геодезической, то ее прообраз n-1(Y)
является локально минимальной поверхностью в R". Напомним,
что если многообразие Л!"-* реализуется как некоторая главная

орбита в R", то проекция л устанавливает биективное соответ-
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ствие между С-инвариантными поверхностями с границей Л1л~а
и геодезическими метрики dl, идущими из точки q = n(Mn~a)
на границу конуса С (а) (см. [98]). Единственность такой геоде-
геодезической (при фиксированной начальной точке в области С (а))
влечет за собой единственность решения задачи на абсолютный

минимум в классе всех пленок, уже не обязательно инвариантных
при действии группы, т. е. данное инвариантное решение являет-

является и глобально минимальным.

Таблица 2

№

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

а

SO(r) X SO(s)

SOB) x SO(Jfe)

SUB) x SU(fe)

SpB)xSp(*j

U E)

SOC)

SUC)

Sp C) .

SpB)

Gi

F*

SpinA0) x

xU(\)

dlmp ф

r + s

2k

4k

&k

20

5

8

14

10

14

26

32

H

SO(r-l) x

xSO(s-l)

Z2xSO(/!-2)

Tly.S\2(k — 2)

(Sp(l))»xSp(*-2)

SUB)XSUB)XT»

Z2XZ2

(Sp A))з

Spin (8)

SU D) x Г>

a

я

2

я

4

я

4~

Я

4

Я

4

я

3

я

3

я

3

я

4

я

6

я

3

я

3

Я, —(vol)«

^аг-а yts-2

(ху)*»-* (л»-г/г)а

(Х(/L*-» (x2-i/2)«

(ху)*к-"(х2--у*)*

(ху)Чт{(х +1у)*)*

\т {(x + iy3)i

1Ш{(АГ+^K}4

lm{(x+ iyK\*

\m{(x+iy)*}*

lm {(x + iy)«}*

Im {(x + iy)*}»
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На глобальную минимальность достаточно проверять только

локально минимальные конусы. Нетрудно видеть, что в нашем

случае такими конусами будут в точности конусы над орбитами
максимального объема в сфере S"~l. Эти орбиты определяют точ-

точки максимума для функции объема на пространстве орбит. При
проекции л конус над орбитой переходит в отрезок на факторе
С (а), идущий из точки q = n(Mn-2) в вершину О фактора С (а).

Пояснения к таблице 2. (См. [97], [98].)
Через dirrii? ф обозначена размерность линейного представления

ф: G-*¦ SO(n) a GL(n); через а обозначен угол раствора двумер-
двумерного фактора C(a)?«R7G. Далее, и2 —квадрат функции объемам;
Н — главная стационарная подгруппа данного действия, т. е. под-

подгруппа, отвечающая главному орбит-типу. Таким образом, много-

многообразие Мп~г диффеоморфно однородному пространству G/H. Более

детальная информация о представлении <р приведена в [97], [98].
Теорема 24.2.2 (теорема классификации минимальных кону-

конусов коразмерности два). Единственными глобально минимальными

поверхностями с границей М, где М —орбиты, представленные
в таблице 2, являются конусы над следующими многообразиями

i)
в Rr+S для

А;
SUB)xSUB)xT1

K '

е) SpC)/(Sp(l)K в R";

ж) /r4/Spin(8) в R2e;
SpinA0)xt/(l) г.32.

з)
SUD)x7-i

в К

Для всех остальных многообразий G/H, указанных в таблице 2,
соответствующие конусы над ними не являются минимальными,

т. е. существует вариация, уменьшающая их объем. Перечислен-
Перечисленные выше глобально минимальные конусы являются G-инвариант-
ными относительно соответствующих групп, указанных в таблице 2.

Замечание. По сравнению с [98] новыми здесь являются

результаты о глобальной минимальности конусов над многообра-
многообразиями S* х S2 и S6 х S1 в R8, S" х S1 в Ro, (SO B) х SO (8))/(Z2 X SO F))
в R16, (SO B) x SO (9)V(Z« x SO G)) в k18, (SU B) x SU D))/(Г х SU B))
в Rle, а также результаты о неминимальности конусов для групп
из серии 2 в таблице 2 при 4^k^7, из серии 3 при k — 2, 3
и для случаев 6, 7, 9, 10 в таблице 2. Тем самым, теорема 24.2.2
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дополняет результаты [98] и дает полную классификацию инва-

инвариантных конусов коразмерности два.

Перейдем к доказательству теоремы 24.2.2. Пусть G — одна

из групп классификационного списка (см. таблицу 2). Рассмотрим
локально минимальный конус СМ над орбитой максимального

объема Мп~г в сфере S"-1. Как было показано выше, ему соответ-

соответствует геодезическая Oq на факторе С (а), а точнее, тот ее отрезок,
который выходит на границу фактора. Выясним, когда отрезок Oq
является геодезической наименьшей длины, идущей из точки q
на границу фактора С (а). Для этого опишем качественную картину
поведения пучка всех геодезических, исходящих из точки q. Найдем
все точки, сопряженные с точкой q вдоль отрезка геодезической Oq.

Лемма 24.2.1. Пусть в плоскости (R2=R2(x. у) задана область О
с конформной метрикой с1ьг*=%(х, y)(dx2 + dy?), q^U, у(t) — гео-

геодезическая, y(Q) = q. Точки, сопряженные с точкой q вдоль геоде-
геодезической у, отвечают в точности тем значениям параметра t,

при которых функция <»(/), определенная как решение уравнения

й_/Со) = 0, ю@) = 0, A)

обращается в нуль {здесь К—скалярная кривизна). В конформных
координатах выполнено тождество

— ^ ~ X ^*>ls' ^

где /?9,ц — компонента тензора Римана.

Доказательство. Функция ю(/) задает длину вектора
якобиева поля вдоль геодезической. В нашей ситуации тензор

кривизны полностью определяется одной своей компонентой R\ 19.

Если V->(Vl, Vs), IP-OF1, W*), U'-iU1, U*) - векторные поля

вдоль геодезической у, то (Г1, Г') =* Т =/? (V, U) W — векторное
поле вдоль у, задаваемое формулами

Если поле V = (V1, V2) параллельно вдоль геодезической Yi то

поле U = (V2, —V1) также параллельно вдоль у. Так как у — гео-

геодезическая, то V = Vt = y(t) параллельно вдоль у. Положим V =

V*), U = {V%, —V1). Тогда уравнение Якоби примет вид

^ V = 0. D)

Существуют функции а(<)и<о@ такие, что Jt=*a(t)Vt+ a>(t)Wt.
Подставляя в D), получаем

%^,U)V-0. E)
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i

pi
Из C) легко следует, что Т-— yJJ, где ц

= ~^. Теперь E) рас-

распадается в систему уравнений

0. F)

Напомним, что точки у@) и y(tQ) сопряжены вдоль траектории
тогда и только тогда, когда существует якобиево поле J такое,
что У@) = 0, ./(/„) = О и У=?0. Лемма полностью доказана.

Для простоты будем считать, что параметр t вдоль геодези-
геодезической является натуральным, т.е. |v(f)jeal. Несложные вычис-

вычисления показывают, что

В нашем случае Х = у2. Заметим, что во всех случаях функция v%
является однородным многочленом степени 2п — 4 (см. таблицу 2).
Пусть у

— 6 (х) — функция, определяющая геодезическую на пло-

плоскости в декартовых координатах. Тогда на траектории у коор-
координата х зависит от параметра /, а функции R\M и Я, = о* зависят

от х. Из G) видно, что на траектории у выполнено равенство

#9.н = -# » гДе с> — некоторый числовой коэффициент; поэтому

— К = ilMi«=pjrl'l-4+J, где Р —некоторый числовой коэффициент.

Изучим зависимость координаты х от параметра t на траекто-

траектории у- Имеем 1=.|УР = Ч*2+ </*) = *"iaMl, 9) A+6»). Отсюда,

если обозначить размерность 2п — 4 через р, получим

' (

/ ?±1V

U+e»

_ I О /I 1 V I JO

(8)+e»

с
а 5 определяется из условия у@) = ^. Поэтому —К
Таким образом, уравнение A) принимает вид

0

где Л и С определяются из (8). Уравнение (9) сводится к урав-

уравнению & =
-jj-

со очевидной подстановкой и = Л/ + S Для О полу-
- С

чаем D = --tj-. Выпишем в явном виде решения *того последнего
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уравнения:

:/2+s + Cy2""s при 4D+l>0,

при 4D+l=0,

Сг Vt cos (s In 0 + C2 VI sin (s In 0 при s = V74D+T|.

См., например, [100]. Отсюда сразу следует, что либо на траекто-
траектории у вообще нет сопряженных точек (с точкой q), либо их бес-
бесконечно много и они сгущаются к точке О, имея эту точку своей

4С
предельной точкой. Если -тг> 1, то сопряженные точки есть,

в противном случае их нет.

Изучение коэффициентов А и С позволяет в каждом конкрет-
конкретном случае решить, какая из этих двух возможностей имеет место.

Рассмотрим последовательно все случаи таблицы 2.

Серия 1 (см. таблицу 2). Здесь

G = SO(r)xSO(s)c:SO(r

R"/G={(jc, </)e=R2:

— геодезическая. Легко вычислить, что R$,n = -^ (? + -^ j. Поэтому

коэффициент С имеет вид С = ,
г

._ ,
а для коэффи-

циента А получаем Л =
_ , ! , „ A + (|/р=м /,л4:шУ/2- Поэтому

—?)==— ре |ГТЛ\а • Поскольку сопряженные точки существуют
АС

тогда и только тогда, когда -jr>l, то в качестве необходимого

и достаточного условия существования сопряженных точек полу-
получаем 16(p + m)>(p + /nJ + 4(p-fm)-f4, т.е. 5 — 2yr2<'' +s<
< 5 + 21/2 (р = 2г — 2, m = 2s — 2). Мы рассматриваем только
тот случай, когда г>1, s>l. В соответствии с этим получаем,
что при г + s < 5 4- 2У ̂7,82 сопряженные точки есть. При
этом мы считаем, что г и s являются непрерывными параметрами.

При стремлении r + s->-54-2V~2 (слева от этого критического
значения) сопряженные точки начинают приближаться к точке О.

При r + sS=5 + 2K2 сопряженные точки исчезают.

Серии 5—12 (см. таблицу 2). Все соответствующие конформ-

ные метрики приводятся к виду ds2 *=у (х*-{-у2) " • (dx2 + dy%).
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При этом метрика задана на верхней полуплоскости у>0. В слу-
случае 5 имеем р = 4, m = 8 -f- у.

В остальных случаях р и т совпа-

совпадают с соответствующими числами в записи метрики в виде ds2—

= {Im (x+ iy)p}m(dx2 + dy*). Рассмотрим точку q = я (Мп~г) — е " на

факторе и сделаем замену w — zp. Запишем в полярных коорди-
координатах w = re141 интересующую нас метрику. Тогда получим ds2 =

2

=/" ^~ sin 6-(г2dQ2 + dr2). Подсчитаем коэффициент С. Для
этого выполним следующие вычисления:

ду*

Оу Р

\-р , _
1-2

На оси Оу компонента Я,,,, и функция Я зависят от у, а у
в свою очередь, есть фу кция от t. Если f(y) = Cyn, то положим,

K(f)=*C Тогда

К [[1*

Теперь имеем

К (/?,.„ |Ов) = у

Вычислим коэффициент А на оси Ог/. Получаем

Поэтому ^j
= ^f/С (/?«.ц|ок) = (^^рг- Отсюда сразу видно, что

-jj > 1 только в случаях 6, 7, 9, 10 (см. таблицу 2). В этих

случаях сопряженные точки есть. В случаях 5, 8, 11, 12 сопря-
сопряженных точек нет.

Теперь рассмотрим серии 2, 3, 4 (таблица 2). Для удобства
вычислений эти метрики переписываются в виде os2 = —=1=х

V+у
x(dx* + dy2) на квадранте xS^O, у^О. Геодезической является

8 А. Т. Фоменко
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прямая у — Л/^х. Заметим, что в прежней метрике тангенс угла

наклона геодезической равнялся у P-Jn — у —. В серии 2 имеем

р
= 2, m = 2k — 4; в серии 3 имеем р

= 4, т. —4k — 6; в серии 4

имеем р=8, /п = 8? — 10. Как и в случае серии 1, применяя яв-

явную формулу для /??,и, легко вычислить, что /?i.n ==

2" (^ + "р") •

Для коэффициента Л получаем *"+т-1.?аА,A, 0)A-}-6а) = | V \ = 1,

отсюда А = \х * ) = —^^_, так как

вательно, сопряженные точки существуют тогда и только тогда,
4С

когда -дг > 1, т. е. в тех и только в тех случаях, когда

7-4У~3 <p+m«s7+4
I *

2,072 13,928

Итак, в серии 2 при 26< 9-f 4Т^З ^* 15,928 сопряженные
точки есть. При 2k^ 9 -f 4 j/З сопряженных точек нет. В част-

частности, если рассматривать только целые k (т. е. геометрический
случай), то сопряженных точек нет, начиная с ft = 8. В серии 3

при 4k<;9-f- 4 ]/3! #=« 15,928 сопряженные точки есть, а при 4^5=

S=9 + 4]/3 их нет. Для целых k сопряженных точек нет, начи-

начиная с k = 4. В серии 4 по смыслу задачи имеем k ^2. Поэтому
здесь при всех целых k сопряженных точек нет.

Теперь мы, пользуясь полученной информацией о распределе-
распределении сопряженных точек, выясним качественное поведение геоде-

геодезических для всех метрик из таблицы 2.

Серия 1. Считаем р и т (г и s) непрерывными параметрами,
т/р = const. При r + s<5+ 2]/ картина распределения геоде-
геодезических, исходящих из точки д, имеет вид, показанный на рис. 59.

Геодезические qQ и qQ' выходят на границу фактора С (а) под

углом я/2. Геодезические, отличные от qQ и qQ', сразу не могут
выйти на границу, поскольку любая геодезическая, отличная от Oq,
должна выходить на границу под углом л/2; поэтому эти геоде-

геодезические возвращаются обратно к геодезической Oq, пересекая ее

в точке, сопряженной с точкой q. С ростом r-\-s точки Q и Q'
стремятся к О, и при r4-s==5 + 2|/2 ^7,82 сопряженные точки
исчезают (рис. 60). Далее картина остается качественно неизмен-

неизменной, единственной геодезической, выходящей на границу фактора,
является отрезок Oq.
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Серию 6 см. на рис. 61.

Покажем, что наличие сопряженных точек влечет существова-
существование вариаций, уменьшающих объем локально минимального (при
вариациях с малым носителем, не затрагивающих начала коор-
координат) конуса. На факторе, очевидно, существуют вариации,
уменьшающие длину геодезической, входящей в начало координат.

х

Рис. 60.

Напомним, что длина кривой в R"/G равна объему ее прообраза
в R". Поэтому, взяв вариацию на факторе, получаем вариацию
усеченного конуса со стационарной границей, уменьшающую его

объем. Продолжив эту вариацию тождественно на область у вер-
вершины конуса, получаем искомую у
вариацию (даже не смещающую
вершины конуса!),. уменьшающую
объем конуса.

24.3. Представление эквивари-
антных особенностей в качестве

особых точек замкнутых мини-

минимальных поверхностей, вложенных

в симметрические пространства.
Оказывается, что минимальные

конусы, изучению которых был

посвящен пункт 24.2, являются

касательными конусами, аппрокси-

аппроксимирующими поведение некоторых

замкнутых минимальных поверхностей в их особых точках. Решим

следующую задачу: каковы те глобально минимальные замкнутые

поверхности, в которые можно естественно вклеить описанные

выше локальные особенности? Иными словами, как продолжить
(проинтегрировать) эти особенности до замкнутых минимальных

поверхностей в римановом многообразии? В качестве примера при-
приведем полное описание всех стационарных (локально минимальных)

X

Рис. 61.
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замкнутых гладких SO(n —2)-инвариантных подмногообразий
в стандартной сфере S"-1.

Пусть М =зSncrRn+1, G = SO(n—1) действует посредством
представления р = <„_10261, где <„_! — стандартное действие на

R"-1 и 8Х — тождественное представление. Ясно, что Sn/G — дву-

двумерный диск D2 со стандартной сферической метрикой ds2 = d@2+
-fcos2 в cup2, где в — радиус, а ф — угол поворота в полярной
системе координат; при 6 = 0 мы получаем границу диска D2.

Прямое вычисление дает dl\ = sin2ne(d62-f cos20<up2). Для пол-

полного описания всех G-инвариантных минимальных гиперповерх-
гиперповерхностей в S" нужно найти все замкнутые геодезические на диске

D2 F, ф) с метрикой dl\. Это исследование выполнено в [97], [99].
Положим a0 = cos-1(l/Yn+l). Замкнутые геодезические на D*

могут быть двух типов: 1) диаметры, т. е. ф = const; 2) траекто-
траектории вида

sin2" @O) • cos* @O)

где а^с0. При а-*-а0 геодезическая стремится к пунктирной
окружности на рис. 62. Следовательно, соответствующие G-инва-

риантные минимальные поверхности имеют вид: 1) гиперсферы
экваторы S"-1 cr S"; 2) подмногообразия-
S1 х S"~2 с S" с самопересечениями

(рис. 62).
В этой задаче удается полностью опи-

описать поведение геодезических на двумер-
двумерном диске, на границе которого метрика

dl\ аннулируется, т. е. фактически мы

рассматривали двумерную сферу S2, на

которой фиксирована метрика с одной осо-

особенностью. В общем случае симметричес-
Рис 62. ких пространств (см. ниже) сфера, ока-

оказывается, заменяется на двумерный тор,
на котором также задана риманова метрика с особенностью.

Пусть Мп = G/H — компактное симметрическое пространство.

Рассмотрим соответствующее разложение Картана для алгебры Ли

группы движений (см. описание в пункте 17.4). Подгруппа Н
действует на М ^ V посредством вращений v = Ас/г-1, расслаивая
многообразие V (как и ранее, через М мы обозначаем картанов-
скую модель симметрического пространства, вложенную в группу
изометрий) на орбиты.

Пусть В — касательная плоскость к картановской модели

в алгебре Ли и К с: В — камера Вейля симметрического прост-
пространства (см. пункт 17.4). Рассмотрим присоединенное действие Н
на плоскости В: b^-hbbr1. Из каждой точки k&K вырастает
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орбита 0(k), ортогональная плоскости PczB, где. Я — картанов-
ская подалгебра в В (максимальная коммутативная плоскость).

Пусть С— \J О (Ь), и пусть С = ехр (С) с= Мп\ тогда (см. пункт

17.4) множество С гомеоморфно С в случае односвязного М

и дополнение М\С есть в точности множество всех первых
сопряженных с точкой е точек в М (где е = ехр @) — центр шара).
Итак, любое компактное односвязное симметрическое простран-
пространство М можно получить из л-мерного шара С, профакторизовав
его граничную сферу дС
по некоторому подходяще- I'j'L1!
му действию компактной |
группы. Поскольку все

многообразие М целиком

заметается максимальным

тором Р — ехр (Р) при вра-
щении этого тора вокруг
точки е присоединенным

действием Й, то почти все
Рис> 63-

интересующие нас события
мы будем изучать на этом торе, размерность которого называется

рангом симметрического пространства. Выясним структуру мини-

минимальных эквивариантных поверхностей в симметрическом прост-
пространстве.

Выше мы привели полный список всех эквивариантных мини-

минимальных конусов коразмерности один в евклидовом пространстве.
Оказывается, эти конусы являются «линеаризациями» глобальных
минимальных пленок, расположенных в симметрических простран-
пространствах ранга два.' Более точно: евклидово пространство R" мы

естественно отождествим с касательным пространством В к сим-

симметрическому пространству M = G/H; минимальный конус САп~а
оказывается тогда касательным минимальным конусом, ассоцииро-
ассоциированным с особой точкой минимальной гиперповерхности, содер-
содержащейся в Мп, причем многообразие Ап~г совпадает с однородным

пространством H/N — главной орбитой присоединенного действия

стационарной группы Н на многообразии М (рис. 63). Эти

замкнутые минимальные поверхности допускают очень простое
описание в терминах некоторой гладкой функции, заданной на

многообразии Мп, а именно; минимальные поверхности являются

ее поверхностями уровня. Более точно: пусть / B) — гладкая

функция, заданная на максимальном торе Р сМ (ниже мы предъ-

предъявим эту функцию), размерность которого в нашем случае равна
двум. По этой функции f(t) можно построить новую функцию f (х)
на всем многообразии М, положив J(x) = f(t), где t = hxtr1 для
некоторого ЛёЯ, При этом выбранная нами вначале функция f(t)
на торе должна быть инвариантной относительно группы Вейля,
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которая действует на этом торе. Другими словами, функция / (х)
постоянна на орбитах присоединенного действия группы Я на М.

Рассмотрим поверхности уровня f(x) = const тем самым опре-

определено слоение многообразия М на замкнутые гиперповерхности,
являющиеся многообразиями без особенностей, за исключением

единственной гиперповерхности, являющейся минимальной. На
ней лежат особые точки описанных выше типов (конусы).
Поскольку функция } (х) была Я-инвариантной, то все ее поверх-
поверхности уровня также Я-инвариантны. Какие функции f (/) достаточно
задать на торе Р, чтобы получить полное описание набора всех

минимальных конусов коразмерности один?

Оказывается, достаточно рассмотреть функции вида Re (zp),

р = 2, 3, 4, ..., на торе Р. В частности, если р = 2, то мы получим
минимальные конусы над произведением сфер, подробно изучен-
изученные в пункте 24.2.

Итак, все эквивариантные особенности минимальных поверх-

поверхностей коразмерности один описываются целыми степенями комп-

комплексной переменной г на двумерном торе со стандартной ком-

комплексной структурой.
Рассмотрим подробно только случай конусов над прямым

произведением сфер, т. е. при р = 2. Рассуждения при р>2
проводятся аналогично. Возьмем основную серию G/H =
= (SO (г + 1) х SO (s + 1))/(SO (г) х SO (s)), положим М = G/H. Тогда
М — компактное симметрическое пространство ранга два: М =

= SrxSs, N = SO(r — l)xSO(s— 1), и, следовательно, главная

орбита действия Я на М такова: H/N = Sr~1xSs-1. Если рассмот-
рассмотреть касательное пространство В — Те(М), то обнаружим, что

конус над Ап~2~С (Sr-1xSs-1) совпадает с рассмотренным
в пункте 24.2.

Поскольку мы ищем Л/-инвариантные минимальные гиперпо-

гиперповерхности в М, то достаточно изучить геодезические на двумерном

торе Т2 cz M в метрике dl\ = v%{a)ds*. Известно (см. пункт 17.4),
что ds2 — обычная евклидова метрика на торе, поэтому осталось
только вычислить функцию объема. Прямое вычисление показывает,

что v(x, t/) = sinr-1 (jc) sin*-1 (г/), где х, у — декартовы координаты
на торе. В данном случае легко усматривается, что M/N есть

плоский квадрат со сторонами @, я), являющийся открытой
клеткой К — камерой Вейля. Здесь имеются только два различных

корня a-i и а2; они ортогональны и имеют одинаковую длину,
хотя и различные кратности: г—\ и s—1. Мы должны изучить
поведение геодезических на квадрате @, л) с метрикой dl\ =
_ sin2'-2 (x) • sin2'-2 (у). Будем считать г и s непрерывными пара-
параметрами и положим r-f-s = n = const. Если r = s, то диагональ

х = у, очевидно, является геодезической; на рис. 64 изображены
линии уровня функции / на торе. Тор представлен в виде факто-
ризуемой плоскости. Одна из линий уровня является объединением
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двух диагоналей-геодезических (в метрике d/x). Так как линии

уровня выходят на границу квадрата ортогонально, то построенная
нами функция инвариантна относительно группы Вейля. Так как

оси Ох, Оу соответствуют корням at и а2, то тор получается из

квадрата (— л, л) отождествлением противоположных сторон
с сохранением ориентации. Пусть /">s, тогда линии уровня
функции f начинают искажаться в соответствии с рис. 65. Прямое

\ \
Рис. 64. Рис 65.

вычисление показывает, что геодезическая х = у деформируется
в геодезическую, задаваемую уравнением ytgy — — xtgx. На

рис. 65 жирными линиями отмечены геодезические у и стороны
основного квадрата; геодезические входят в вершину квадрата

под углом a, tga=Yslr. Если же r<.s, то картина получается
симметричным отражением относительно диагонали. Пусть s непре-
непрерывно изменяется от Одооо. На рис. 66 показана соответствующая

эволюция геодезической, изображающей замкнутую минимальную
гиперповерхность в SrxSs. Полученная нами функция f(х)
на торе имеет один минимум, один максимум и два седла; все

критические точки невырождены, и седла функции описываются

векторным полем grad Re (г2) (нуль второго порядка). Прообраз
геодезической у при проекции я: M-*-MlN есть в точности

yV-инвариантная минимальная поверхность коразмерности один
в SrxS*.

Продолжим функцию f(x) с тора на все многообразие SrxSs
до N-инвариантной функции f(x), значения которой заполняют

отрезок [0, 1]. Тогда гиперповерхности уровня этой функции
расслаивают М и при J(x)=l/2 мы получаем W-инвариантную
минимальную замкнутую поверхность

— прообраз траектории
Y, — содержащую ровно две особые точки. Подмногообразие
{/ = 0} является сферой Ss, подмногообразие {f = 1} —сферой Sr,
оба эти подмногообразия минимальны и являются экстремальными
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изолированными орбитами действия группы N. Если f(x) = c,

сФ@, 1/2, 1), то гиперповерхность f(x) — с не имеет особых точек.

./V-инвариантная поверхность {J (х) = 1/2} — не глобально мини-

минимальна, однако минимальна относительно любых вариаций,
носитель которых охватывает не более «половины» всей поверх-

поверхности (рис. 66).

D

Аналогичным образом доказывается, что все остальные особен-

особенности, описанные выше, могут быть включены в замкнутые
минимальные поверхности в соответствующем симметрическом
пространстве. Все эти гиперповерхности

—

поверхности уровня
гладких функций, инвариантных относительно действия группы N
и группы Вейля. Линии уровня этих функций на двумерном торе
могут быть представлены как интегральные траектории векторных
полей вида grad Re (zp); тогда минимальная гиперповерхность,

содержащая конические особенности, будет задаваться сепаратрис-
ной диаграммой вырожденного седла (нуль, порядка р) потока

grad Re (z").
24.4. О существовании нелинейных функций, графики которых

в евклидовом пространстве являются минимальными поверхностями.

Пусть хп — f (х1, .... а:" )— гладкая вещественнозначная функция,
определенная на евклидовом пространстве R"-1^*1, ..., л:"-1); тогда

ее график в пространстве R"^1, ..., хп) есть подмногообразие
коразмерности один. Предположим, что этот график — локально

минимальная поверхность, т. е. функция / удовлетворяет следую-
следующему дифференциальному уравнению:

Вопрос: если функция / определена на всей гиперплоскости R"-1,
то обязана ли она быть линейной? Эта задача называется проб-
проблемой С. Н. Бернштейна, который дал положительный ответ на

этот вопрос при я = 3. В этом частном случае он доказал, что
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если z = f(x, у) есть график гладкой функции, заданной на всей

плоскости Ra, и если гауссова кривизна К этого графика непо-

неположительна и существует точка, в которой кривизна К строго

отрицательна, то тогда sup |/]=-)-oo. Отсюда легко следует

решение описанной выше задачи. Действительно, если z = /(х, у) —
локально минимальная поверхность, то можно рассмотреть функцию

M=»arctgf-gM; функция / является решением уравнения A+/*)х

Xfyy — Zfxfyfxy + A + fy) fxx — 0 (напомним, что такой вид приоб-
приобретает уравнение минимальной поверхности в трехмерном евкли-

евклидовом пространстве). Простое вычисление показывает, что график
функции и(х, у) имеет неположительную гауссову кривизну К.
Если функция и не является постоянной, то существует точка,
в которой К< О, но тогда slip

'
и | = + °°. что невозможно ввиду

ограниченности функции и. Следовательно, функция и постоянна,

но тогда -r- = const. Точно так же доказывается, что -J- = const,

откуда и следует, что f = ax+ by+ c, т. е. функция / линейна.

Конечно, это рассуждение не действует в размерностях, больших
чем три, поэтому для решения вопроса о существовании нели-

нелинейных локально минимальных графиков потребовалось развитие
нового, достаточно серьезного аппарата; при этом оказалось, что

ответ зависит от размерности п: при малых п любой локально

минимальный график линеен, а при больших п существуют суще-
существенно нелинейные локально (и даже глобально) минимальные

графики. Более точно, имеет место следующая теорема.

Теорема 24.4.1 (см. [46]). Пусть xn = f (х1, .... х"-1) — гладкая

'функция, определенная всюду на гиперплоскости R"-1 в R". Пусть
ее график является локально минимальной поверхностью в R",
т. е. его средняя кривизна равна нулю. Тогда при п^8 функ-
функция f линейна. Если же /tss9, то существуют нелинейные функции
f, графики которых являются локально {и глобально) минималь-

минимальными поверхностями.

Замечательным обстоятельством является то, что решение этой

задачи тесно связано с задачей о существовании минимальных

конусов (см. предыдущие пункты). Мы поясним доказательство

этой теоремы при n«g8.
Можно считать, что график X"-1 функции xn = f(x1, ..., х"-1)

проходит через начало координат в R". Оказывается, часть гра-
графика, заключенная внутри любой компактной границы, располо-
расположенной на этом графике, реализует абсолютный минимум объема

vol^-x; другими словами, график X"-1 является глобально мини-

минимальной поверхностью в R" относительно возмущений с компакт-

компактным носителем в данном классе гомологии. Возьмем затем

пересечение графика X"-1 с шаром радиуса г, имеющим свой

центр в точке О — в начале координат. Выполним затем преобра-
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зование подобия с коэффициентом 1/г, что даст нам поверхность

Х?~1, заключенную в шаре радиуса единица и имеющую границу
на сфере радиуса единица, причем эта граница является локально

минимальным подмногообразием в сфере (рис. 67). При изменении г

поверхность Хг в шаре Dn@, 1) будет, вообще говоря, изменяться.

Рассмотрим «предел» этих минимальных поверхностей при г -*-со.

Оказывается, этот предел существует и является конусом СА над

некоторым (п — 2)-мерным множеством

А в сфере радиуса 1. Поскольку исход-
исходный график был глобально минимален,
то, оказывается, этот конус также бу-
будет глобально минимален по отноше-

отношению к своей границе. Но в силу тео-.

ремы 24.1.1 (ив силу ограничения
сверху на размерность, а именно п^7)
этот конус должен быть диском. Отсю-

Рис. 67.
да уЖе д0В0ЛЬН0 легко следует, что

график являлся гиперплоскостью, что и

завершает доказательство при п й? 7. В размерности 8 требуется
некоторое дополнительное рассуждение, которое мы опускаем и от-

отсылаем читателя, например, к [20].
Существование нелинейных минимальных графиков в размер-

размерностях, больших чем 8, доказано в [46]. Это доказательство
носит более аналитический характер, и мы не будем здесь на нем

останавливаться.

24.5. Гармонические отображения сфер в нетривиальных гомо-
гомотопических классах. В настоящем пункте мы рассмотрим гармо-
гармонические отображения римановых многообразий и в некоторых

случаях решим задачу нахождения гармонического отображения
в заданном гомотопическом классе отображений. Поскольку гар-
гармонические отображения являются экстремалями многомерного
функционала Дирихле, то предварительно мы опишем основные

свойства этого функционала и его экстремалей.
Через М и N мы будем обозначать гладкие римановы много-

многообразия, причем многообразие М будет предполагаться компакт-
компактным и ориентируемым. Нас будут интересовать свойства отобра-
отображений /: M-+N с точки зрения функционала Дирихле. Через
ТМ и TN мы обозначим касательные расслоения над многообра-
многообразиями М и N соответственно, через С00 (?) — пространство гладких
сечений некоторого векторного гладкого расслоения ? над много-

многообразием М. Далее, через ClM, N) обозначим пространство
гладких, отображений /: M^>-N. Тогда для каждого отображения
feC°°(iVf, N) определено риманово векторное расслоение над

многообразием М, индуцированное из расслоения TN при помо-

помощи отображения /. Это означает, что слоем этого индуцирован-
индуцированного расслоения над точкой jteM является линейное простран-



5 24] ТРИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 235

ство ТПх) N, при этом риманова структура переносится из каса-
касательного расслоения TN.

Через Нот (Т/И, f* TN) мы обозначим векторное расслоение
над М линейных гомоморфизмов расслоений ТМ и /* TN. Дру-
Другими словами, слоем этого расслоения над точкой дгеМ явля-

является пространство непрерывных линейных- отображений простран-
пространства Тх М в пространство Tf{ t) N. Опишем риманову структуру
в расслоении Нот (ТМ, f* TN). Если a,b 6= С° (Нот (ТМ, f* TN)),
т. е. a, ft —гладкие сечения, то в локальных системах координат
на многообразиях М и N эти сечения могут быть записаны в

матричном виде а), Ь\. Если теперь gy, gtj
— метрические тензоры

на многообразиях М и N (записанные в этих же системах коор-
координат) соответственно, то риманову структуру мы введем по фор-
формуле

a?bl A)

Таким образом, здесь участвуют оба метрических тензора рас-

рассматриваемых римановых многообразий. Поскольку для каждого

гладкого отображения / <= С00 (М, N) определен его дифференциал
df, то очевидно, что d/eC°°(Hom (TM, f*TN)). Это позволяет

определить неотрицательную гладкую функцию \dff = (df, df),
используя введенную выше риманову структуру A). Поскольку
многообразие М компактно и ориентируемо, то мы можем про-

проинтегрировать эту функцию по всему многообразию М. Получен-
Полученное при этом число мы и принимаем, по определению, за значе-

значение функционала Дирихле на отображении f:

?>[/]= \\dff*\, D: С"(Л«, ЛО-ЧЕь ЕьНлс^О}. B)
Ля

Здесь через *1 обозначена стандартная форма риманова объема
на многообразии М. Мы записали эту форму в виде *1, исполь-

используя оператор *, переводящий внешние формы степени k в формы
степени m — k, где m = dimM. Тогда m-мерная форма риманова
объема является образом скалярной функции 1 после применения

к ней оператора *. Такая запись формы объема будет удобна для

дальнейших вычислений. Хотя данное нами здесь построение

функционала Дирихле B) отличается от определения, данного
в § 23 (мы здесь не возводим подынтегральное выражение в сте-

степень), с точки зрения экстремалей эти два подхода эквивалентны.

Возведение подынтегрального выражения в степень (см. § 23)
удобно для сравнения интеграла Дирихле с функционалом объе-
объема, что в настоящем пункте для нас несущественно.

Определение 24.5.1. Гармоническими отображениями на-

называются экстремали функционала Дирихле D[f\.
Отметим, что эти экстремали совпадают с экстремалями функ-

функционала Дирихле, определенного в § 23- Далее, из определения
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24.5.1 следует, что если iV = R1 (вещественная прямая со стан-

стандартной евклидовой метрикой) и феС°°(М, ^) = С°°(М), то

Id9|| = 'gradcp| и мы получаем обычный функционал Дирихле, оп-

определенный на скалярных функциях:

D: С°°(Л1)-*К^, ?>[Ф]= Slgradq>|«»l. C)
мм

Поскольку экстремалями функционала C) являются гармони-
гармонические функции на многообразии, т. е. элементы ядра оператора
Лапласа Д на С°(М), то определение 24.5.1 дает естественное

расширение понятия гармонических функций на случай гладких

отображений в некоторое риманово многообразие.
Ниже мы в явном виде найдем для функционала Дирихле B)

уравнения Эйлера — Лагранжа, укажем некоторые важные част-

частные решения этих уравнений и рассмотрим затем проблему оты-

отыскания гармонических отображений в классах отображений евкли-

евклидовых сфер. Для более подробного знакомства с теорией
гармонических отображений рекоемндуем, например, обзор [101].

Предположим теперь, что в касательных расслоениях ТМ и

TN введены симметричные и согласованные с римановой метри-
метрикой связности. Определим риманову связность V в расслоении
f*TN, индуцированном при отображении f: M-*-N. Если ие

^Cx'(f*TN) и Ei, ..., Еп — локальные базисные гладкие вектор-
векторные поля в TN, то локально можно записать следующее разло-
разложение: v — v'Ei, где v'<=C°°(U), т. е. о* — функции, определен-
определенные локально на U с М. Пусть а е ТХМ, тогда положим

^av = (avl)E, + vl^lina)Et, D)

где через av' обозначено действие векторного поля а (как диффе-
дифференциального оператора) на функцию vl; здесь V — связность

в TN. То, что равенство D) действительно определяет риманову
связность в расслоении /*7W, следует из приведенных нами ниже

свойств этой операции. Доказательство этих свойств во многом

аналогично доказательству свойств аналогичных связностей, вве-

введенных нами в § 2. Читатель может выполнить проверку само-

самостоятельно или обратиться к [102]. Итак, пусть а, Ь еС°° (ТМ),
Ф, г|)€=С°°(Л1), v, we=C"(f*TN); тогда

$ K fi $ VoO-f VaW,

V
, a{v, w) = (Vav, w) + (v, Vaw).

Последнее равенство означает, что введенная нами связность рима-
нова (т. е. согласована с метрикой).

Перейдем теперь к расслоению Horn (TM, f*TN') и определим

в, нем риманову связность V следующим образом. Пусть a, b e
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sC*(TM), h е=С°° (Нот (ТМ, f*TN))\ тогда положим

h(Vab), E)
где V —связность в расслоении ТМ.

Перечислим основные свойства этой связности. Доказательства
этих свойств, как и в предыдущем случае, аналогичны схеме рас-

рассуждений, проведенных в § 2, или могут быть извлечены из [102].
Форма VA является билинейным (относительно сложения и умно-
умножения на скалярные функции) отображением из прямого произ-
произведения С°{ТМ)хС°{ТМ) в пространство С°(f*TN). Кроме того,
если Л' <= С° (Нош (ТМ, f*TN)), фе=С°°(Л1), то имеем равенства

Ve (п + А') = VeA + VOA', Va (cph) = (a • ф) • A + <pVa/t,

Последнее равенство означает, что введенная нами связность ри-

манова.

Определение 24.5.2. Второй фундаментальной формой
A {f) отображения f: M-^-N называется градиент дифференциала
этого отображения, т. е. выражение вида Ч df. Этот градиент
является гладкой билинейной . формой на прямом произведении
ТМхТМ со значениями в индуцированном расслоении f*TN.

Определение 24.5.3. Средней кривизной Н(f) отображе-
отображения /: M-*-N называется след второй квадратичной формы этого

отображения, т. е. выражение вида

Как будет показано ниже, эти два определения естественно

обобщают на случай произвольного гладкого отображения опре-
определения второй квадратичной формы и средней кривизны для

случая погружения многообразия М в многообразие N. Если

/: M-^-N — погружение, то определения 24.5.2 и 24.5.3 превра-
превращаются в определения, сформулированные в § 2. Докажем теперь
основные и необходимые для дальнейшего свойства второй фун-
фундаментальной формы.

Лемма 24.5.1. Вторая форма A(f) является симметричной
формой на ТМхТМ.

Доказательство. Поскольку форма A{f)(a,b)na прямом
произведении ТМхТМ, очевидно, линейна относительно умно-

умножения на скалярные функции, то равенство А (/) (а, Ь) = А (/) (Ь, а)
достаточно доказать для локальных базисных векторных полей

йх, ..., еп. Воспользовавшись приведенными выше определениями

и свойствами римановой связности V, получаем следующие ра-
равенства:

А (/) (е,, ej) = (V, df) ef = V, df (e,) - df (V^) =

- V, (f?Ea) - df (V,) = ft, ?a + ftft Vp?a _ df (V,.e/).



238 ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ [ГЛ. 5

Таким образом, утверждение леммы следует из симметричности

связностей V и V в расслоениях ТМ и TN соответственно. Лемма
доказана.

Лемма 24.5.2. Если f — изометрическое погружение многооб-

многообразия М в многообразие N, то форма 'A (f) и средняя кривизна
Н (f) совпадают со второй фундаментальной формой А и средней
кривизной Н подмногообразия f(M) в многообразии N (см. опре-
определения в § 2). А именно, если a, b^TxM, mo A(f)x(a, b) =

~Anx)(df(a), df(b)).
Доказательство. Пусть Q = / (Р) е / (М). Введем в окрест-

окрестности U (Р) точки Р в многообразии М нормальную (геодези-
(геодезическую) относительно точки Р систему координат х1, ..., х".

Тогда, если ей ..., е„
— базисные векторные поля в этой окрест-

окрестности, то х*(Р) = 0, (ей ej)p = bit, (Vie/)P = 0. Введем затем ло-

локальные координаты у1, ..., у" в окрестности f(U)af (M) по

следующему правилу: у1 (f(P')) = xl (P')t P'ef/. Пусть Еи ...

.... ?,, —базисные векторные поля в этой окрестности. Поскольку
отображение / —изометрия, то мы получаем соотношения (?/, Ej)Q=
= SyJ 1, /а^я. Дополним координаты у1, ..., у" до набора ко-

координат у1, ..., «/"+* в некоторой окрестности V czN такой, что

V(]f(M) = f(U), причем так, чтобы yi(Q)^0, (?,, ?}H==6y,
f(U) = {y4+f = O, /=1, ..., k}. В этих координатах отображение/
задается следующими формулами:

Кроме того, отображение /—изометрия; следовательно, получаем,

что (V,?/)q=0; l«g/a^n, где через (>)Г обозначена ортогональ-
ортогональная проекция на Tf(M) в TN. Найдем явный вид второй формы
A (f) в точке Р е М в введенных нами выше координатах. При
этом мы воспользуемся определениями 24.5.2, 24.5.3 и указан-
указанными выше свойствами выбранных нами систем координат. По-

Получаем .

A (ft (е,, е}) = (V, df) e, = V, df [e}) = $,Е, - V{E; = f?,?».

Поскольку {^iE])q — 0 при /, / ^ п, то мы получаем, что

A (f) (elt ej) = DtEj)N, где через (• )N обозначена проекция на

нормальное расслоение к f{M) в TN. Стоящая справа в послед-

последнем равенстве величина равна, по определению, значению второй
фундаментальной формы подмногообразия f (M) в N на векто-

векторах Et, EjeTQf(M). Совпадение средних кривизн Н (/) и Н

теперь прямо следует из изометричности погружения /. Лемма
доказана.

Перейдем к выводу уравнений Эйлера — Лагранжа для функ-
функционала Дирихле и к изучению вполне геодезических отображе-
отображений и локально минимальных погружений.
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Лемма 24.5.3. Уравнением Эйлера —Лагранжа для функцио-
функционала Дирихле B) является следующее уравнение: H(f) = Q, где
Ж/) — средняя кривизна отображения /. Другими словами, отоб-

отображение f гармонично тогда и только тогда, когда его средняя
кривизна равна нулю.

Доказательство. Рассмотрим локальную вариацию отоб-

отображения f^C°(M, N), т. е. такое гладкое отображение F:
Mx[0, e]->-N, что F(x, O) = f(x) и F(x, t) — f(x) вне некоторой
компактной области QcM, удовлетворяющей условию Q[\дМ =.

= ф. Отображение / является гармоничным (см. определение

выше), если f^-j D[fi] = O, ft = F\Mx{t) Для любой локальной

вариации F. Рассмотрим риманово многообразие Мх[0, е], где

отрезок [0, е] снабжен стандартной евклидовой метрикой. Введем
в окрестности U точки Р е М нормальную относительно точки Р

систему координат (см. доказательство леммы 24.5.2) и дополним

ее координатой t до нормальной системы координат в Ux[0, в].
Пусть еъ ..., еп, v-— базисные векторы. Тогда, исходя из опре-

определения 24.5.1 и того факта, что в точке Р матрица метричес-
метрического тензора является единичной, мы получаем в этой точке сле-

следующие соотношения:

}dft\3=t (dft{e,)t 4ШН j] (dF(e,), dF(e,))t

=т 2 ?(dF^' dF^= 2 $

где V —связность в расслоении F*TN. В последнем равенстве
мы воспользовались тем, что эта связность риманова. Из леммы

24.5.1 и равенства (^(дт)) =(V^)P = 0 мы получаем, что

Uj\. Следовательно, выполнено равенство

i

2

Здесь © eA1(T*Af) —внешняя 1-форма, действующая последую-
последующей формуле: со (а)—-(у, df(a)), бсо — кодифференциал этой фор-

формы, и = dFUA | е~ С* (/*TN) — направляющее векторное поле
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вариации F. Таким образом,

Известно, что *8 = ed*, где е = ±1; следовательно, бсо*1==
= * бсо = ed * со и по теореме Стокса имеем § бсо * 1 = е ^ d * со =

м м

= е § * со = 0, поскольку носитель формы со — область Q — не пе-

дМ

ресекается с границей дМ. Таким образом, отображение / гармо-
гармонично тогда и только тогда, когда § (Я(/), у)* 1=0 для любого

м

локального поля oeC"(f*TN). Лемма доказана.
Из доказательства леммы 24.5.3 и из самого определения ло-

локальной вариации видно, что для случая компактного многооб-

многообразия без края требование локальности излишне и вариации

можно брать произвольными (в смысле величины носителя).
Определение 24.5.4. Отображение /еС°°(Л1, N) назы-

называется вполне геодезическим, если оно переводит геодезические мно-

многообразия М в геодезические многообразия N.
Лемма 24.5.4. Отображение f ^.C°(M., N) вполне геодезично

тогда и только тогда, когда A (f) = 0, т. е. когда вторая фунда-
фундаментальная форма тождественно равна нулю.

Доказательство. Пусть у(t) — геодезическая в многооб-

многообразии М, т. е. V^y = 0. Рассмотрим кривую T(t) = f(y(t)) в мно-

многообразии N, тогда t = df(y). Следовательно, по определению

связностей V, V имеем

Поэтому, если A(f) — O, то кривая Г (t) — геодезическая в JV, и

наоборот, если Г (<) — геодезическая в W, то А (/) (а, а) = 0 для
любого а^С" (ТМ). Отсюда следует, что Л(/) = 0, поскольку
А (/) является симметричной формой. Лемма доказана.

Следствие 24.5.1. Вполне геодезические отображения и ло-

локально минимальные погружения являются гармоническими отоб-

отображениями (в последнем случае имеются в виду изометричные по-

погружения).
Доказательство. Если / — вполне геодезическое отобра-

отображение, то по лемме 24.5.4 имеем Л(/) = 0. Следовательно, Я(/) =
= tr А (/) = 0. Если / — локально минимальное погружение, то f
изометрично отображает М на f(M) и средняя кривизна много-

многообразия / (М) в iV равна нулю. По лемме 24.5.2 это утвержде-
утверждение эквивалентно равенству нулю средней кривизны Н (/) отоб-

отображения /. Утверждение доказано.
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Одной из главных геометрических проблем теории гармони-
гармонических отображений римановых многообразий является проблема
нахождения гармонического представителя в гомотопическом

классе, а именно: можно ли данное отображение f^C°(M, N)
непрерывно продеформировать в гармоническое отображение?
В терминах предыдущих обозначений этот вопрос формулируется
так: существует ли отображение F eC^AfxfO, I], N) такое, что

F\Mxio)=f, F\mx{\) — гармоническое отображение? Ниже мы пе-

перечислим некоторые важные случаи, когда ответ на поставленный

вопрос положителен, и подробно остановимся на нахождении

гармонических отображений в гомотопических классах отображе-
отображений сфер, т. е. на вопросе гармонической реализации элементов

гомотопических групп ni(Sn). Легко построить примеры таких
гомотопических классов отображений М в N, в которых нет гар-
гармонического отображения (представителя).

Пусть'М, N — гладкие римановы компактные замкнутые ориен-

ориентируемые многообразия. Положительный ответ на поставленный
выше вопрос о существовании гармонического отображения, гомо-

гомотопного данному, можно получить в следующих частных случаях
(см., например, [101]):

1) dimM=l; 2) dim#=l; 3) dimM = 2, n2(N) = 0; 4) мно-

многообразие N имеет неположительную секционную кривизну.
Поясним пункт 4). Пусть R(-, •) —тензор кривизны римано-

вой симметрической связности в касательном расслоении TN

многообразия N. Двумерной (секционной) кривизной вдоль пло-

площадки, натянутой на векторы X, Ке TXN, называется величина

рх(Х, Y) = — (R(X, Y)X, Y)x. Здесь скобки обозначают скаляр-
скалярное произведение в TXN. Говорят, что многообразие N имеет

неположительную секционную кривизну (по двумерным направ-
направлениям), если рх(Х, К)<0 в каждой точке х е N; X, Y eTxN.
Отметим, что риманову метрику неположительной кривизны можно

ввести на замкнутых двумерных ориентируемых поверхностях
рода g^l. На сферах 5" при п^2 метрик неположительной

секционной кривизны не существует. Довольно просто построить
пример отображения, которое не имеет гомотопного ему гармони-
гармонического отображени-я. Для этого нужно рассмотреть гладкое отоб-

отображение двумерного тора в двумерную сферу степени ±1 (см.,
например, [101]). В этом примере римановы метрики на торе и

на сфере могут быть выбраТны произвольно.
Теорема 24.5.1 (см. [103]). В следующем ниже списке пере-

перечислены те гомотопические группы сфер, которые допускают гар-
гармоническую реализацию, т. е. каждый элемент которых (каждый
гомотопический класс) содержит гармоническое отображение:
1) ялE") = 2, п=\, 2 7; 2) ял+1 Eя) = Х2, « = 3, 4 8;
3) я7Eв) = 22;-4) neEe) = ZM; 5) n7E8) = Z2; 6) n16(Se) = Z,.
Далее, существуют группы, в которых лишь часть элементов
имеет гармоническую реализацию. Например: 7) в группе п8 (S2)=Z



242 ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ [ГЛ. 5

гармонически реализованы элементы вида ± k2, где k — целое число;

8) в группе л7 (S*) = Z + Zw, гармонически реализованы элементы
вида (±k2, 0), где k —целое число; 9) в группах пп+а E") = Zu
при п — Ъ, 6, ..., 10 реализованы гармонически лишь единицы
(кроме группы явEв), которая реализована гармонически полно-

полностью, см. выше).
Будем называть отображение /: S"~*-Sp гармоническим поли-

полиномом, если f — F\sn, где F: R"+1 -> Rp+1 таково, что функции Я

A=1, ..., р+1) являются гармоническими однородными поли-

полиномами (одной и той же степени однородности). В этом случае
отображение / также оказывается гармоническим (см. [103]).

Джойном двух отображений евклидовых сфер fx: Sn-+~Sp и

/2: Sm-*-S9 мы будем называть отображение /i*/2: S"+m+1
_>1$р+?+1) которое в декартовых координатах (х, у) К1К
и (x't t/')sRp+1x!R?+1 имеет следующий вид:

fl»ft(X,'y) = (\x\ft(-?r), \y\f;

Теорема 24.5.2 (теорема о джойне). (См. [103].) Пусть ft:
Sn-+-Sp и /2: Sm-*-S9 являются гармоническими полиномами сте-

степеней однородности kx и k2 соответственно. Тогда:

A) если ^1>6(«—1), &а>8(т— 1), где В = У2~\ то суще-

существует гармоническое отображение Ф: S"+m+1->-Sp+*+1, гомотопное

джойну fi*f2;
B) если ki = k2, n = m, то также существует гармоническое

отображение, гомотопное джойну /i*f2-
Доказательство теоремы о джойне будет дано ниже. Здесь мы

покажем, как из этого утверждения следует теорема 24.5.1.
Обозначим через /„ тождественное отображение /„: Sn-*-Sn,

через 2*/: 5Я+* ->- Sp+ft обозначим ^-мерную надстройку над отобра-
отображением f: 5"->-Sp, определяемую формулой 2*/=/*_i*/. Через
dk\ S1 -*• S1 (где k — положительное целое число) обозначим огра-
ограничение на окружность единичного радиуса отображения ком-

комплексной прямой Ф: С-*-С, Ф(г) = гк. Через Я3: S8->-52, H7: 57-»-
~*-S* обозначим расслоения Хопфа. Очевидно, -что отображения /„
и dh являются гармоническими полиномами. Можно показать,
что отображения Я3 и Я7 также являются гармоническими поли-

полиномами (см. [103]). Гладкое локально-тривиальное расслоение
я: M-+-N, где многообразия М и N римановы, назовем рима-
новым расслоением, если для любой точки ^eiH ограничение
дифференциала проекции (dn)x на подпространство Vx в ТМ,
ортогональное к слою, проходящему через точку х, является

ортогональным линейным преобразованием пространства Vx на

ТЯ(Х)Ы. Нетрудно показать, что расслоения Хопфа Я3 и Я7 рима-
римановы (это следует, например, из того, что они являются расслое-
расслоениями на орбиты действия групп изометрий расслоенного про-
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странства, именно групп i/(l)c=SOD) и Sp(l) с: SO(8)). В [103]
доказан следующий факт.

Лемма 24.5.5 (см. [103]). Если п: М-*¦ N является гармо-
гармоническим римановым расслоением и отображение f: N -*N' гармо-
гармоническое, то отображение /°я: M-+N' также гармоническое.

Это утверждение позволяет получить гармоническую реализа-
реализацию перечисленных выше элементов гомотопических групп сфер.
Используемые ниже явные выражения для представителей гомо-

гомотопических классов через комбинации отображений /„, dk, H3, Я7
можно найти в [105].

A) nn(S") = X, где элемент fesZ представляется отображе-
отображением S"-1^.,.

B) я„+1 (S") = Za при пз^З; единица группы представляется

отображением 2"-аЯ3.
C) Взяв джойны Н8*Н3 и Нт*Н7, мы получаем реализации

элементов групп rt7(S5) = Za и nib(Stt) — Z2-
D) Класс k eZ«4 = л,Eв) представляется отображением H7#d/t.
E) Гармоническое отображение, гомотопное 2"~4Я7, реализует

единицу leZS4 = ял+з (S").
F) Пусть BЯ3)' — гармоническое отображение, гомотопное 2Я8;

тогда "отображение BЯ8)' • Я7 гармонично по лемме 24.5.5 и пред-
представляет элемент 1 е Z2==n7(S8).

G) Отображения (Zd»)'.(±#8) и (Е84)'-(±Я7) также гармо-
гармонические согласно лемме 24.5.5 и представляют элементы вида
± k% е= Z = я3 (S2) и (± й2, 0) <= Z © Zia = п7 (S4). Здесь k - целое

число и через B<4)' и B8<4)' обозначены гомотопные соответ-

соответствующим надстройкам над dk гармонические отображения.
Доказательство теоремы о джойне (теорема 24.5.2).

Имея два гармонических полинома fx: Sn-^-S'> и/2: Sm->-S?, для

которых выполнены условия теоремы 24.5.2, мы должны построить
гармоническое отображение Ф: Sn+m+1 -*¦ Sp+I?+1, гомотопное отобра-
отображению /i#/a. Следуя [103], мы будем искать это отображение
в виде

Ф (х, у) = {sin a (t) ¦ h [щ). cos a @ • /2 (^)}, F)

где < = ln r-j е(-оо, +оо), а (t) — гладкая функция на R1

такая, что 0<а(/)<Сл/2 и существуют пределы при /->-±оо,
а(—зо) = 0, а(+оо) = я/2. Можно проверить, что для того,

чтобы представить джойн /i*/2 в виде F), нужно взять a(t) —
= arcsin (et/(et + e-t))l/2, откуда следует, что отображение вида F),
где функция а(/) удовлетворяет перечисленным выше условиям,
действительно гомотопно джойну f\*fi.

Далее мы будем предполагать, что п, т^\. Случай п = 0

(или /л = 0) соответствует однократной надстройке над отображе-
отображением f2 (или fi) и разбирается совершенно аналогично. Кроме
того, мы будем предполагать, что отображения fa fa не постоянны.



244 ВАРИАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 1ГЛ. б

Сейчас мы редуцируем проблему нахождения гармонического

отображения F) к задаче решения обыкновенного дифференциаль-
дифференциального уравнения второго порядка. Известно (см. [104]), что если

i: N -+-N' — изометрическое вложение и / е С°° (М, jV), то / гармо-
гармонично тогда и только тогда, когда поле средней кривизны H(i'f) орто-
ортогонально к T(i(N)) в TN'. В применении к сферам это означает,

что для гармоничности отображения Ф: Sn+m+1 -*• Sp+9+1 с !Rp+?+2
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство Н (Ф) =
= фФ, где (peC°° (Sn+m+1) и Ф рассматривается как отображение
в евклидово пространство !Rp+?+2. В этом случае, как было отме-

отмечено выше, Н(Ф)' = А5Ф1, i=l, ..., p-\-q-\-2, где А^ —оператор
Лапласа на сфере. Теперь заметим, что отображение Ф (х, у)
(см. F)) определено, вообще говоря, в R"+m+a\{0}, и используем
связь между оператором А* и оператором Лапласа А# в |Rn+ni+2,
которая задается следующей формулой: если ip e C00(!R'lfm+a), то

гя+m+l

Здесь з^
— производная вдоль радиус-вектора. В силу того, что

-0-
— О, мы получаем, что для того, чтобы отображение Ф'8п+т+1

было гармоническим, необходимо и достаточно выполнение ра-
равенства

G)

где ф е С°° (S"+m+1). Обратимся теперь к отображению sin a (t) x

x/i(i—г): R'^^XjO}-»-^-1-1. Ha произведение функций оператор

Лапласа Ар действует следующим образом:
л + 1

A* (sin а ¦/0 = А Л* sin а+2 j ^Sr
• J& + sin а ¦ Дя/,. (8)

(х
\

г—-,) можно рассматривать как композицию

tti

Рассмотрим формулу средней кривизны композиции двух отобра-
отображений:

, dp*).

Легко установить, что проекция р гармоническая, т. е. Я(Р) = 0.

Кроме того, на касательных пространствах сфер дифференциал dp
является конформным преобразованием с коэффициентом конформ-
конформности 1/г2, где г —радиус сферы. Другими словами, если a, b e

€ TXS (г), то <dp (a), dp (ft)) = 7i <a, b). Таким образом, ДЯД (,-^
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— Н (/г • Р) = jt &sh- Поскольку Д — гармонический однородный
полином степени однородности klf то это означает, что функции
/{\sn являются собственными функциями оператора Лапласа As,

соответствующими собственному числу X1 = k1(k1 +n— 1). Следо-

Следовательно, A,/i = Vi и A^f^e-i-x,/!.
Рассмотрим второе слагаемое в (8). Оно равно нулю в силу

нулевой однородности f(A-). Действительно,
\| * I/

Прямым вычислением мы находим далее AR sin а. Проводя под-

подсчет для отображения cosct^-Mp-i): R"+m~a4{0}-»-R*+1, полу-

чаем следующие выражения:

AR (cos a • /,) =

(Я, cos a , (cosa)aa+ (sina)a (
¦

,
•

где X1 = A1(/si + ra—1), ^ = &2(&2-f-m — 1), ^i, ^2 — степени одно-

однородности полиномов fx и /g соответственно. Подставив в эти ра-

равенства величины |*|2 = -
-, \у\2— (е и использовав усло-

условие G) пропорциональности Д^Ф и Ф на сфере 5n+m+1, мы при-
приходим к следующему уравнению на функцию a{f), эквивалентному
условию G):

@} = 0. (9)

Заметим, что условия теоремы о джойне, а именно: ki > б (п — 1)
и ?а>8(т— 1) — можно переписать в виде

A0)

Предложение 24.5.1. При выполнении условий A0) сущест-
существует решение уравнения (9) a(tf) такое, что 0<а< я/2 и сущест-

существуют пределы lim a(^) = 0, lim a(t) = n/2. Такое решение су-
t -*— 00 <-» + °°

шествует также в симметрическом случае, когда п = т, ki = k2.
Перепишем уравнение (9) в виде a = F(t, a, d). Тогда сущест-

существует некоторая постоянная Со та.кая, что |F|<C0(l + |d|) и

F(t, 0, Q)*=F(t, л/2, 0) = 0. Можно проверить (см. [106]), что
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в этом случае для любого положительного Т существует реше-
решение ат уравнения (9), удовлетворяющее следующим условиям:

аг(-Т) = 0, а7(Г) = я/2, A1)

0<аг@<я/2 и |аг|<С на (—Г, +Т), где постоянная С

зависит только от Со- Рассмотрим некоторую последовательность

Тп-*-со при га->-оо. Поскольку члены соответствующей последо-

последовательности аТп равномерно ограничены вместе со своими произ-

производными до третьего порядка включительно, существует подпо-

подпоследовательность а,/,, которая в равномерной топологии С2 (R1)
сходится к решению Oo(t) уравнения (9), определенному на всей

прямой R1 и удовлетворяющему неравенствам 0 <;<х0 (t)^n/2.
Докажем, что решение ао(О нетривиально, т. е. не равно

тождественно нулю или л/2. Допустим, что осо (t) аи 0. Перепишем
уравнение (9) в виде

a(t) = h (t) a (t) - g (t) sin a (t) cos a (t). A2)

Решения аг<*) @ равномерно на каждом отрезке сходятся к нулю.
В силу условий теоремы 4A*>(m—1J, кроме того limg(t) = \i,

отсюда следует существование таких чисел @>0 и kQ, что

На некотором отрезке [t0, h] для а = а& при k>k0 это неравен-
неравенство выполнено. Выберем теперь число %1, исходя из следующих

двух условий:

(A)
(m~l)i - " Х

что означает, что на

отрезке [f0, h] выполнено неравенство

Ъ < g @ si" a @ cos a@ (a @) .

(Б) 4X^>(m— 1)а и Х^ настолько близко к . ,
что период

уравнения р = (т— 1)Р — к$ меньше ti — tQ, т. е. решение этого

уравнения имеет на отрезке [t0, ti] хотя бы один корень.

Пусть р @ — решение уравнения р = (ш — 1) р' — Х?р, удовлет-

удовлетворяющее начальным условиям Р (^0) = a (ta) > 0, р (/0) = a (^0).
Рассмотрим функцию ю = аР — ар1. Для этой функции имеем

ю(<о)<О, поскольку — 1). До тех пор, пока

выполняются два неравенства: ю^0, т. е. ; — ^-%\ и Р>0, будет
выполнено неравенство охО. Первое неравенство не может на-

нарушиться раньше второго, а Р имеет на отрезке ^0, h] корни.
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Пусть ?3 —первый из них. В этой точке, очевидно, ю<0, т. е.

оф>0, что невозможно, поскольку сс>0 и fi(/g)s=s0.
Совершенно аналогично, с использованием условия 4XX>

>(п—1)я, доказывается невозможность ситуации ao(t)^n/2.
В симметрическом случае из теоремы работы [106] следует,

что решения а7-(/) удовлетворяют равенству аг(—t)-\-а.т (t) = п/2
на @, Т). Поэтому эти решения не могут сходиться к нулю
или я/2. Из проведенных рассуждений и теоремы о единствен-

единственности решения дифференциального уравнения следует выполнение

строгих неравенств 0<а0(?)<я/2 для предельного решения ао(/)
уравнения (9).

Доказательство предложения 24.5.1 будет закончено, если мы

докажем следующую лемму.
Лемма 24.5.6. Если a(t) — нетривиальное решение уравне-

уравнения (9) такое, что 0<а(*)<п/2 и ]d(t)\^C, то a(t)>0 при
достаточно больших по модулю значениях t и существуют пределы
а(—оо)«=0, аD-оо) = л/2.

Доказательство. Мы рассмотрим случай t-+-oo. Если t
достаточно велико и т— 1>0, то из A2) видно, что сс@<0,
т. е. если а(<)<;0, то a(t) достигнет нулевого значения, что не-

невозможно. Следовательно, a(t)>0. Пусть т— 1 = 0 и a(t0)*S0
(здесь t0 велико). Учитывая, что в этой ситуации h(t)<0 и

близко к нулю при больших t, из анализа уравнения A2) мы

получаем, что при t>t0 значение d начнет уменьшаться, если

| a (*o) | достаточно мал, или увеличиваться, но не достигнет нуля
и начнет уменьшаться. В результате будут происходить колеба-
колебания а@ в отрицательной области, которые приведут к тому,
что, начиная с некоторого tj_>t0, значение a(f) будет сколь

угодно мало. Рассуждения, аналогичные проведенным при дока-

доказательстве нетривиальности, приводят к противоречию. Следова-
Следовательно, a (^o)>O.

Монотонность a(t) при достаточно больших по модулю зна-

значениях t обуславливает существование пределов а(—оо) ==

= lim a(?) и а(оэ)= lim a(t). Докажем, что эти пределы
/-¦ — оо t -* оо

равны 0 и п/2 соответственно.

Рассмотрим ос (оо). Пусть т—\ и а(оо)<п/2; тогда из A2)
следует, что при больших t а(/)<0и значения отделены от

нуля, что невозможно. Пусть теперь т— 1>0. Предположим,
что а(ос)<;я/4. Функция g(t) растет, h(t)<m— 1 и функция
sin a cos a монотонна на отрезке [0, л/4]. Следовательнот для

достаточно большого значения ?0 и t~szU имеем a (t)^(m— \)d(t)—
— ?(Msina(A>)cosa('o)- Следовательно, dfO^fm-lj-'fg^x
xsina(f0)cosa(fo)+a @)>т-е. &@ отделено от нуля (так кака-^-0),
что невозможно. Предположение я/4 < а (оо) < п/2 приводит
к противоречию по тем же соображениям. Следовательно, а(оо) =
= я/2. Равенство а (— оо) = 0 доказывается аналогично.
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В силу предложения 24.5.1 мы имеем непрерывное в R"+m+2\{0}
отображение F) Ф (х, у), которое принадлежит классу С00 на

множестве M = IR"+m+2\({je = 0} U {y = 0}) и гармонично на мно-

множестве М Г) Sn+m+1. Нашей целью является доказательство глад-
гладкости отображения Ф(х, у) на всей сфере Sn+m+1.

Предложение 24.5.2. Пусть ц
— произвольнее число из

интервала (О, 1) и a(t) —решение уравнения (9), описанное в пред-
предложении 24.5.1; тогда:

A) существуют такие постоянные Ьи Ь2>0, что при доста-
достаточно больших по модулю отрицательных t (t-*-— oo) выполняются

неравенства

fa - О (б")) sin а @ cos а@ <а (/) < fa + 0 (ea')) sin а (t)\
fcie*1' < sin а (/) < b2eukit\

B) существуют такие постоянные Сь С2 > 0, что при доста-
достаточно больших положительных t (t -*¦ + оо) выполнены неравенства

fa - О (е-»')) sin а (t) cos а (*) < а @ < fa + О (е-*)) cos а (/),

CLe~ *•' < cos а (f) < С2е- tt*«'.

В леммах 24.5.7, 24.5.8 мы докажем неравенства из предло-
предложения 24.5.2. Доказательство остальных проводится аналогично.

Лемма 24.5.7. При t-*-x> имеем d (*) < (&а + О (е-*0) cos a(/).
Доказательство. Рассмотрим функцию k+(t), являющуюся

решением уравнения Х2 == й+ (/)а + /г+ @ /г (/). При фиксированном
большом t рассмотрим дифференциальное уравнение первого по-

порядка р5 (s) = &+(<) cos p (s), $(t) = a(t), s^st. Эта задача имеет

решение р* (s) = 2 arctg (e*+ <"s) — я/2, которое стремится при s-*-oo

к я/2, монотонно возрастая. Далее, при s^t имеем

{$ (s) = ife+ (/) Л (t) sin p (s) cos p (s) - A* sin p (s) cos P (s)<
< h (s) p (s) - g (s) sin p (s) cos p (s) < 0,

поскольку h(t)^h(s), Xi>g(s) и 0<sinp<l. Следовательно,
скорость убывания p (s) больше, чем скорость убывания a (s).
Поэтому, если a(t)>$(t), то разность a(s) — P(s)>0 не умень-
уменьшится при s^sO и ct(s) останется отделенной от нуля, что не-

невозможно. Следовательно a(t)^:$(t) = k+(t)cosa(t). Нам оста-

осталось доказать, что k*(f)=*ki-\-О(&¦*). Для этого рассмотрим
уравнение Ki = k+(t)i + k+(t)h(t) и положим k*(t) = k2 + R, Л@ =
= (т—1) —Y- Тогда, учитывая, что А,2 = &.'+ &г(т — 1), мы полу-
получаем следующее равенство: 0 = B/г2 + 'и— 1)е — к2у + е.г — гу. Во-

первых, е->-0 при t-^oo, поскольку h(t)-+(m— 1). Во-вторых,
поскольку h(t)<Zm— 1, мы получаем, что е>0. Возьмем неко-

некоторую постоянную С такую, что — B&2-!-/и— 1)<С<0. Тогда
при больших f имеем С<е — у, т. е. е — v-»-0, и, следовательно,
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[— 1+ C)&<k2y, т. е. e<C1-v, где Сх>0. Тот факт,
что у

= О(е~г'), устанавливается теперь непосредственно.
Лемма 24.5.8. При t-*-oo имеем cosa(/) s^Cy->**•'.
Доказательство. Рассмотрим функцию f(t) = cosa(t);

тогда

f(t) = — sin a@ ¦ d(/) sg - sin a(/) [k2 - 0 (<r2')] sin a(t) cos a(t),

т. e. — 4- Ss [&a — О I* ')]sin*a@>0- Следовательно, при доста-

достаточно больших t имеем — /// > ц [Аа — О (е~2')] > 0. Интегрируя
это неравенство, мы получаем, что — 1п/>цй2/ — С", где С>0.
Следовательно, / (/) < С2е~ "¦*•', где С2 = ес'.

Предложение 24.5.3. Первые и вторые частные производ-
производные отображения Ф (х, у) F) являются непрерывными функциями

Следствие 24.5.2. Отображение Ф \sn+m+i является анали-

аналитическим и гармоническим.
Доказательство. Из предложения 24.5.3 следует, что

Ф е Са(Кл+т+2\{0}). Из непрерывности функции Я(Ф) и того,

что Я(Ф) = 0 на множестве S Л М = [Rn+m+a\({A; = 0} (J {у = 0})] Л S,
следует, что Н (Ф) = 0 всюду на сфере, т. е. Ф \sn+m+i является

гармоническим отображением класса С2, откуда следует, что это

отображение аналитическое, так как S"+m+1 является аналитиче-

аналитическим многообразием.
Следствие 24.5.2 полностью завершает доказательство теоремы

о джойне.
Перейдем к доказательству предложения 24.5.3. Как уже

отмечалось выше, нам достаточно установить непрерывность пер-
первых и вторых частных производных функции Ф(д;, у) при x-*-Q

(параметр у отделен от нуля) и при у-*-0 (параметр х отделен

от нуля). Мы проведем доказательство в следующем частном

случае: рассмотрим производные—^ (/=1, 2, ..., л-fl) отобра-

отображения Н(х, y) = sma(t)-fi(A-j при х->-0 (у отделен от нуля).

Доказательства непрерывности производных в других случаях
проводятся аналогично.

В силу однородности отображения fx имеем Н (х, y) = h(x)x

у), где гЬ (х, у) = . . В силу того,

-/1—ft и /i — полином степени однородности «i^l,

нам достаточно доказать, что при х-»-0 (у отделен от нуля)

функции J-7 и | х | —^ непрерывны. Это будет доказано ниже

(см. леммы 24.5.9, 24.5.10).
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Лемма 24.5.9. Функция ^>(х, у) имеет продолжение класса

С1 на множество {* = 0, у?=0}.
Доказательство. Непосредственные вычисления показы-

вают, что 0 = (««*«Д,,'п«)*, ^^^ х_^0< уфО соответ.

ствует t-*- — оо. Из предложения 24.5.2 следует, что d —^

— ki sin а= О (е<2+"*>><)== О(\ х |**» +2). Кроме того, поскольку
1 — cosa = 0(sin2a), мы получаем, что d — d cosa = O(\x\2*ikt).
При Ati^l 3/51^^+ 2, следовательно, a cos a — ^x sin a =
= О (| x |i*(*i+a)). Поэтому, если мы выберем ц так, что A— ц) х

+ 2)<1, то выполняется равенство lim|^ = 0, что и

требовалось.
Лемма 24.5.10. Выполнено равенство Нт|дг| —$ = 0.

УфО

Доказательство. Непосредственный подсчет приводит
к следующему выражению:

+ (a - а/гх) cos a 1^ - a2 sin a ^j|.
Для первого и третьего слагаемых равенство предела нулю сле-

следует из леммы 24.5.9. Для второго слагаемого имеем

lim а~ь 1г-,=0. Из предложения 24.5.2 следует, что d=^^!sina +
*_*0|Х'| l + l

УфО

+ O(]^|U*'+2) и sina = O(|jc|11*1)- Следовательно, с точностью

до О(|*|ц*1+2) мы можем записать следующее неравенство:

«s; — (n— \)ki sin i

Таким образом, а —&1а = О(|х|ц*1+2) и выбором ц, близкого

к единице, можно добиться выполнения требуемого условия
d — k1d=o(\x\h< + l). Лемма доказана.

Тем самым, доказательство теоремы полностью завершено.



Глава 6

ПОСТРОЕНИЕ ГЛОБАЛЬНО МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
В ВАРИАЦИОННЫХ КЛАССАХ h (A, L, L'), Л (Л, I)

§ 25. Когомологический случай. Вычисление кограницы

пары (X, А) = [J (Хг, Аг) через кограницы пар (Хг, Аг)

Теперь мы дадим доказательство теоремы существования гло-
глобально минимальных поверхностей нетривиального топологическо-

топологического типа в римановых многообразиях.
Основная геометрическая идея настоящего параграфа состоит

в следующем: мы будем склеивать поверхность X с границей А
из отдельных кусков Ха с границами Аа и затем выясним связь

между А и [J Аа. Сначала отметим, что если Х = А, то

а

V* (X, А) = ф при любом *е А; а если ХэЛиХ стягиваемо,
то у*(Х, А) = п* (A)\0 при любом *еЛ.

Лемма 25.1. Пусть Х= V -X/-. где Xrf\Xs=0 при r=?s,
г= 1

а через А у В обозначается букет двух пунктированных прост-

пространств. Пусть, далее, Аг — такие компакты, что Агс Хг при
N

; N, х е Аг для каждого г. Положим А = V Аг, и пусть
1

ir: (Xr, Ar)-*-(X, А) —вложения. Тогда гомоморфизмы i*:

/t*(X, A)^*-hk(Xr, Ar) образуют проективное представление груп-
группы hk{X, А) в виде прямой суммы ©ft*(Xr, Ar), т. е. для любой

г

последовательности элементов ur s ft* (Xr, Ar) существует един-

единственный элемент ией'(Х, А) такой, что ifu = ur при 1 «S

Доказательство. Если рассмотреть несвязное объедине-
объединение X' = У Хг (т. е. Xi П X/ = 0 при i Ф\ в компакте X'), то

г

получим, что ft*(X') = ®ft*(Xr). Хотя отображения )г: (Хг, Аг)-*-
г

-*-(Х[\ Аг, А\ не являются вырезаниями в смысле аксиомы А6
\ г I

(=А6'), но они являются относительными гомеоморфизмами,
а поскольку теория ft* относительно инвариантна на категории
Uc (см. лемму 4.5.2), то гомоморфизмы \* являются изоморфиз-
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мами, а тогда, повторяя схему рассуждений доказательства тео-

теоремы 1.13.2 (см. [10]) для случая категории пунктированных

пространств, получаем утверждение леммы.

Отметим, что если (в рамках условий леммы 25.1) предпо-

предположить, что все компакты Xi стягиваемы, то у* (X, А) = Н* (А)\0.

Лемма 25.2. Пусть X = (J Хг, А = [} Аг, где Ar<=zXr,

ХгПXs = АгПAs при гф& и хеЛ, при каждом г, пусть I/.

(Хг, Аг)-*-(Х, А) —вложения. Тогда гомоморфизмы i*\ hk(X, А)-*-
-*-hh(Xr, Ar) образуют проективное представление группы

hk(X, А) (для любого k) в виде прямой суммы @hk(Xr, Ar).
г

Это утверждение немедленно следует из относительной инва-

инвариантности теории h* на Uc, что позволяет перейти от пары

(Хг, Аг) к паре (Хг/Аг, х), и из леммы 25.1.

Сделаем еще одно простое замечание. Пусть f: (X, Л)->
-»-(У, В) — непрерывное отображение, хеЛ, y = f(x),Lcz
cyk(X, A) — произвольное подмножество. Рассмотрим новое

подмножество Li с й*-1 (В)\0, положив, по определению, Ьх =

^(f*)-1!.. Тогда мы утверждаем, что Li = V*(F, В), т. е. Lifl

ПКегбв=0. Доказательство следует из диаграммы:

>?

В самом деле, если допустить противное и предположить,
что существует элемент aeLi такой, что а =/2@)), то получим,
что /г (а)е! и ft (а) = if/* (со), т. е. /? (а) = L f| Im if, что про-
противоречит определению L, в силу которого L f| Im t* == 0.

Извлечем следствие из этого замечания. Пусть хеЛсХ,
L(=hk-1(A)\0, Lcyk(X, А), и пусть F=dX; тогда мы утвер-
утверждаем, что L а V* (Y, А). Ясно, что это следует из доказан-

доказанного выше замечания, поскольку В = Ан f=i. В дальнейшем

через i(A, В) мы будем обозначать вложение i: В-у А, а через

(а*)-1 С —полный прообраз подмножества С в группе К при

гомоморфизме a*: N-+K.

Лемма 25.3. Пусть X = |J Xr, ArczXr, AczX, x<=A,

при каждом г. Положим B = A\j([)Ar\, и пусть L<=.

с &* (Л)\0 и LraW(Xr, Ar). Предположим, что

{* IR vh-i / г- I ] t* (В, Ar)-1 Lr. Тогда L а у* (X, А).
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Доказательство. Требуется показать, что L[\lmi* = ф,
где i = i(X, А), т. е. что i* (X, А)-1Ь=ф. Имеем следующую
цепочку соотношений:

i*(X, A)-XL=*
= i* (X, В)-1 [i* (В, Л)-» L) с U f • (X, S)-i [i* (Я, Л,)-1 L,] =

= |Ji*(A:, i4,)-Ur = |Jt*(X, X,)-i[i*(X,, Лг)-и,]=0,
г г

поскольку по предположению i* (Xr, Аг)-1 Lr = 0. Лемма доказана.

Отметим, что лемма 25.3 может быть доказана иным путем,
который более длинен, чем описанный выше, но зато он более

универсален и будет неоднократно применяться в дальнейшем.
Рассмотрим следующую коммутативную диаграмму:

h^{Xr)-Fh^{Ar)-rh!'\xr, Ar)

j.
''

|vr
r

jx,
¦

i
Je

X, B)

X, A)

Пусть h^L, кфО. Требуется доказать, что ()
Допустим противное, пусть 6i (/i) = 0; тогда h = if((p) и h =

=/*? (ф') = °«2 (ф')> т. е. [1(ф')е1*(В, Л)-1/!, т. е. по условию

1*2 (ф') е (J I* (В, Ar)-XL, откуда следует существование номера
г

г такого, что i| (ф').е i* (fi, A^Lr. Пусть в нашей диаграмме
в верхней строке *зято именно это значение г. Тогда уг'г (q>')eL,
т. е. bryri2 (ф') ф 0. В то же время мы имеем бг7г'*(ф') =
= тл6212 (ф') = 0 в силу точности. Полученное противоречие до-

доказывает наше утверждение.

Следующая лемма важна для дальнейшего геометрического
приложения наших алгебраических конструкций, поскольку она

позволяет вычислять алгебраическую кограницу пары (X, А),
составленной из отдельных кусков (Хг, Аг), через алгебраичес-
алгебраические кограницы этих кусков, которые предполагаются известными.

N

Лемма 25.4. Пусть Х= (J Хг, АгаХг, А с X, А П Хга

сАг, ХгПXs= АгПAs, если гфэ, хеЛ и *еЛг при каждом
г. Положим В = [J Аг (тогда В =э Л) и Гл = у* (Хг, Лг) с:

г

с Л*-1 (Лг)\0. Гог5а имеет место соотношение
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Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму:

^^n А,)

Й»-» (X) -I h"-1 (В) -в*- А* (X, В)
I I" IP
ft*-1 (X) -'* h"-1 (А) -^ А* (X, Л)

Выделим в А*-*(Л) следующее подмножество элементов (коциклов)
Ф = 1*E, Л)|А*-1(В)\|и<*E-, Л^Г/П и докажем, что

yk(X, Л) = й*-1(Л)\Ф. Отметим, что поскольку Гг =

= Л*~1(Лг)\Кегбг, то подмножество Ф в действительности явля-

является подгруппой в h^lA). Докажем сначала, что v*(^> A)cz
сЛ*-1(Л)\Ф. Пусть aeV*(X, Л). Это эквивалентно тому, что

6i(o)^0. Допустим теперь, что аеФ; отсюда следует, что

а = о(ф), где феЙ*-1'(Б) и Ф ф \J i* (В, Л,)-1 Гг = \J yjl (Гг),

т. е. Тг(ф)^Гг при любом г. Это означает, что бУу,.(ф) = О при
любом г, т. е. тгб2 (ф) = 0 при любом г, а тогда, в силу леммы 25.2,
мы имеем fi2 (ф) = 0, т.е. Ф

= 1|(т), а — а(ц>) = Ы*(т) = 1*1(т),
т. е. 6i (a) = 6it*i (m) = 0, что противоречит выбору элемента а.

Итак, V*(X, Л) с: hk'1 (Л)\Ф. Обратно, докажем, что V*(X, Л) z)

г> Л* (Л)\Ф. Пусть сей*"х(Л)\Ф; предположим, что аф
фЧ"(Х, А), т. е. б!(а) = 0; тогда a = Ц (т1) = ifg (от) = ш? (т).
Поскольку 62i* (т) = 0, то 7Л2 (т) Ф Гг при каждом г, так как

для любого г выполнено соотношение 6ryrif(m) = 0. Поэтому

ЦИей"(В)\| U у;1 (ГгЛ-й*-1 (В)\\ U t* (В, АгУ^гЛ Отсюда

следует, что at* (m) = a g Ф, что противоречит выбору элемента

а. Лемма доказана.
Если гомоморфизм а является эпиморфизмом, то лемма 25.4

может быть сформулирована в несколько иной форме, а именно

имеет место соотношение:

V*(X, Л) = б

Докажем это равенство. Обозначим правую часть через L и

докажем сначала, что L с= V* (X, Л). Пусть / е L; тогда 8Х (/) е

ШЛ т. е. «!(/)#О, а потому /eV*(X, Л).

Итак, LcV*(X, Л). Обратно, докажем, что LdV*(X, Л).
Пусть heV* (X, Л); это эквивалентно тому, что 6] (К) Ф 0. Пос-

Поскольку a — эпиморфизм, то существует элемент т такой, что h —
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= cc(m), т. е. бх (ft) = рб2 (т), откуда имеем, что 62(m)^0. Пос-

Поскольку гомоморфизмы хг образуют проективное представление

группы Л*(Х, В) в виде прямой суммы Q>hk(Xr, Аг) (см. лем-

г

му 25.2), то существует номер г такой, что т,82(т)=?0. Пусть
в нашей диаграмме (см. диаграмму леммы 25.4) взято именно

это значение г. Поскольку хг8г (т) ФО, то и элемент бгуг (т)
отличен от нуля, т. е. у,, (т) е V* (Хг, ЛГ) = ГГ. Итак, мы дока-

доказали существование г такого, что <р = fi2 (m) ф 0, феЛ*(Х, В),
6i(A) = P(q>), т(ф) = бгуЛ/и)^0, т. е. тг(ф)е=6г(Гг), или 6х(Л)е=
е р [т;'6,лГг)]\0, т. е. АевГ'/рШтГ'в^ЛМ)}, что и тре-

требовалось. Доказательство закончено.

В дальнейших применениях гомоморфизм а часто будет эпи-

эпиморфизмом, и мы будем опираться на доказанное здесь утвер-
утверждение. При изучении гомологического случая мы увидим, что

формулировка леммы 25.4 весьма удалена от своего гомологи-

гомологического аналога, но приобретает в некоторой степени двойствен-
двойственный характер, если а —эпиморфизм.

Выясним, что происходит с кограницей V*(X, А) в тех слу-
случаях, когда X = / х У, а А — @ х У) [} A х У) (через / обозначен

единичный отрезок). Рассмотрим два естественных вложения

/0: Y -*: 0 х Y с А и Д: Y -*¦ 1 х Y с А и выделим в группе
Л* (Л), изоморфной группе ft*-1 (У) 0 А*-1 (У), диагональ А =
= (ft, h), ft e ft* (У). Тогда оказывается, что (ft*-1 (Л)\А) f) Imi* =
= 0, где t*: ft* (X)-*-ft* (A), i: A-*¦ X — вложение, т. е.

<*Л*-» (Л) с= Д.

Докажем, что если (Лх, fta) ^ А, то (ftb ft2) ^ Im i*. Допу-
Допустим противное: пусть куфкг и (ftb ft2) = t*(y), 7еА*-х(Х).
Но тогда ftx = /о* (&!,. А,) = /0*i* G) = Wo)* (v) = Wi)* (?) = /T (Аь Л2) =
— А2, т. е. fti = ft2, что невозможно. Здесь мы воспользовались

тем, что i/o гомотопно t'/i- Доказательство закончено.

Вспомним теперь о наличии отмеченной точки х. Тогда мы

получаем V*(X, A)==(hk-1(A)\A)[]hk-\A) = h'l-1(A)\(A(]h.il-1(A)),
причем подгруппа ft* (А) зависит, вообще говоря, от выбора
точки х, в то время как подгруппа А от выбора х не зависит.

В дальнейшем, при изучении гомологического случая, мы уви-
увидим существенную разницу между гомологическим и когомоло-

когомологическим вариантами теории. Разница эта особенно ярко про-
проявляется в только что изученной ситуации Х = /хУ. Рассмотрим
еще один вопрос: поведение алгебраической кограницы при
непрерывных деформациях компактов.

Пусть /: / х У ->> X — непрерывное отображение и х е X —

точка, не принадлежащая образу f(IxY). Если весь компакт X

покрыт образом / х У, то заменим X на X' = X {] х, где хф X.
Положим Л0=/@хУIи, Лх = /AхУIи, A^AoVAi (Ao и

Лх могут пересекаться) и предположим, что f\oxy — гомеоморфизм.
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Пусть Lo <= Л*-1 (Л0)\0 иГ = У*(Х, А). Тогда существует под-
подмножество Li с Л*-1 (Лх)\0 такое, что ГЩ'*(.<4, Ло)~1?о =
= Ги»*(Л, ^i)-1^. Докажем это равенство. Достаточно подо-

подобрать такое множество Llt чтобы (i* (А, Ао)'1 L0)\T = (i* (A,
Ai)~1Li)\T. Отображение / есть гомотопия ф, отображения фо =
= Лоху в отображение ф1 = /|1хк» а потому (так как ф0 есть,

по предположению, гомеоморфизм множества Y на некоторое

подмножество в X) существует непрерывное отображение g'\
f@xY)-*-f(\xY), где ?' = ф1фо', которое может быть един-
единственным образом продолжено до непрерывного отображения
g: Ао-^-Ах, поскольку х фКОхУ) и можно положить- g(х) = х.

Следующая диаграмма гомотопно коммутативна:

9
-*-А1

(где 10, h — вложения). Положим L1 = (g*)-1Loci Й*-1(Л1)\О и

покажем, что это и есть искомое подмножество. Рассмотрим
следующую (вообще говоря, некоммутативную) диаграмму:

Здесь I: А-*-Х, /6: Ао-*-А, /(: Лг->А — вложения, io = ij'o, it=x
= t'/i. h гомотопно iig, но, вообще говоря, j^*фg*j'0*, поскольку
отображения /6 и j\g никак друг с другом не связаны. Покажем

сначала, что (I* (А, АоУ1 L0)\T cz(i* (А, Л^-ЧОЧГ, т. е. что

((Го*)*и)\Т<=1 (Ц'П-1 Li)\I\ Пусть ze((/6*)-Uo)\r, т. е.

/6* (z) s Lo, и г = i* (а),' а <= й*-1 (X); тогда имеем /6* (г) = tf (a) =
= g*i*(a) eLo, т.- е. t*(a)eLi (по определению Li). Отсюда
следует, что ]\* (z) = j\*i* (a) = t7(a) <= Lb т. е. z e .(/i*) *a. и

г^Г, т. е. ze((/i*)-1Li)\r, что и требовалось доказать.

Обратно, пусть ((/о*)"г^)\ Г =И= ф и требуется доказать, что

((/;*)"^о)\Г =5 ((/',*) 1х)\Г (если (Ц?Г1и)\Г-=Ф, то тогда

(/о*)-г10с:Г и в качестве Lx можно взять, например, пустое мно-

множество). Пусть г е ((/;*)-1L1)\vT, т. е. g*/J*t* (a) s Lo. Отсюда

получаем g*tT (a) s Lo, т. e. it (a) e Lo, /o*t* («) = /o* (z) e Lo,
т. е. г^Ги ZG(/J*)-xLn, что и требовалось доказать. Отметим,
что если {{ру-Ч+^Гфф, то и 1хфф.
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N

Теорема 25.1. Пусть А= [J Ar, ArC\Ar+1=Dr,

^ N — 1, Аг П А, =» х, если | г — s | > 1 (где точка х принадлежит
каждому Dr). Положим Tr=*hk-2(Dr)\0, и пусть ВГ —такие

компакты, что V*-1 (Br, Dr) — Tr, .
1 =^ г ^ N — 1. Рассмотрим

компакты Cr = Ar U Br (J B^-i, причем
BN
N-\

[J
1

(J
1г—1

меко соотношение

U

Доказательство. Рассмотрим
компакт С и предположим сначала,
что A(]Br = Dr для всех г, ls^rsgN— 1, и что Brf\Bs^x,
если г^5; в дальнейшем мы докажем, что это ограничение мож-

ЛЛ— 1 N—1

но снять. Пусть В= \J Br, D= у Dr (рис. 68). Рассмотрим

для каждого г, 1 ag: /• ^ А/, коммутативную диаграмму:

с,в\

Пусть zei*(C, Л)-1 (Л*-1 (Л)\0) = И (й*-1 (Л)\0) (в частности,
г ^= 0). Требуется доказать, что существует номер г

такой, что z е= р;1 (&*-1 (С,)\0), т. е. рДг)=^0 в )i*-x(Cr).
Допустим противное, пусть рг(г) = 0 для любого г; тогда,
поскольку агрг = <йга, имеем 0 = arprB.) = (ura(z), где a(z)e
ей*-1 (Б). Но тогда получаем qva(г) = ага>га(г) = 0 и фг_!а(г)=0.
Поскольку это верно при любом г, то фга(г) = 0 при liV

а так как В= V В,, где Brf| Я, ==дс при г #s по предположению,
Гае 1

то в силу леммы 25.2 a(z) = 0. В силу точности последователь-

9 А. Т. Фоменко — «19
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ности Л*-1 (В) -*- ft*-1 (С) ¦*- Л*-1 (С, В) отсюда следует, что z = / (т),
т е hk~l (С, В). Возьмем элементы у, (т) е ft*-1 (Cr, Вг-\ V Вг);
тогда, так как pr(z) = 0, то 0 = pr/(m) =//у, (m) при каждом г.

Расе отрим следующую коммутативную диаграмму:

Л*-1 (Сг) ^ Л* (С„ В^л V 5г) -'¦ Л*-2 (?м V ^)
I l*r

,
!е,

Л*-* (Лг) «-ft*-1^, ?>,_! V ?>г) $- ft*-* (D^ V Л)

Поскольку Д. П Л, = х при | г — s I > 1, то Dr ("I Ds~x при г ^= s,
а так как Вг (] Bs = х п и r#s, то следующая диаграмма также

коммутативна:

Л*-2 (Б^ V 5г) -^

>г I
Л*-8 (D,.! V О,) ^-ft*-2 (Dr-O 0 Л* (Dr)

Так как V*-1^,., Dr) гэ ft*-2 (?>г)\0, то получаем, что ег=з0,
а тогда \$rbr = 8'rer =s О на группе ft*-2Er_x \/ 5,). Поскольку вло-

вложение (Лг, Dr_x V Dr)-*-(Cr, Br-i V #/¦) является относительным

гомеоморфизмом (напомним, что А П Br = Dr), то, в силу относи-

относительной инвариантности теории Л*, имеем, что ijv является изо-

изоморфизмом, а тогда б,.езО, т. е. /, — мономорфизм. Выше было

установлено, что iryr(m) = 0, откуда уг(т) = 0 при любом г.

Поскольку, в силу леммы 25.2, ft*'1 (С, В) = © Л*-1 (Сг, Б^х V #/¦).

то это означает, что /л = 0, а тогда г = /(т) = 0, что противоречит
исходному предположению. Итак, в предположении, что Br(]Bs=x
при гфв и Л|~|?г = ^г. мы доказали значительно более сильное

утверждение, чем то, которое было сформулировано выше, а именно

мы доказали, что если г е Л* (С)\0, то существует г та-

такое, что г е р7' (ft*-1 (Cr)\0), т.е. рг(г)т^0; иными словами,

ft*-1 (С)\0 = (J t* (С, С)-1 (ft*-1 (C,)\0), а потому и подавно

i* (С, Л) -1 (ft*1 (Д)\0) с: U I* (С, Cr)-l(hk-1 (Cr)\0). В общем
г

случае первое равенство, конечно, разрушается, но оказывается,

что второе включение сохраняется, что и обеспечит нам доказа-

доказательство теоремы. Итак, пусть теперь A(]BrZDDr и Brf\Bs = x.

Расклеим лишние точки, чтобы вернуться в ситуацию, изученную

выше, т. е. построим компакты С — (J С,, С, = Ar [} Br-i U &r, где

г (гомеоморфизмы), Br(\Bs = x при r^s, A[)Br=
— Ьг, Л«=«Л, и построим непрерывное отображение/: С-+С,
являющееся гомеоморфизмом на А и на каждом из Вг и осу-
осуществляющее необходимую склейку для получения прежнего
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компакта С. Если положить fr = f\^t то следующая диаграмма

коммутативна:

Й*"ЧО
•

h*-HX)
Т ZK-1

Рис. 69.

Пусть aGi'(C, A)-1(hl>-1(A)\0)czhll-l{C), 1*(а)фО; тогда

e*f*(a)#0, т. e. i*f*(a)=?Q, f* (a) e= i* (С, A)-1 (hk-l(A)\O), a

тогда, по доказанному выше, су-
существует г такое, что f* (a) e
е i* (С, Сг)-> (й*-« (С,)\0), т. е.

j?/* (а) ф 0, но тогда /*i? (а) # О,
т. е. 1?(а)=?^0; иными словами,

мы указали номер г такой, что

а е= I* (С, С,)-1 (ft* (Сг)\0), что

и требовалось. Теорема доказана.

Теперь мы докажем алгебра-
ический аналог геометрического
факта: при склейке двух (или более) компактов по их общей

границе получается компакт без границы.

Теорема 25.2. Пусть А= (J Ar, Arf\Ar+i = D, (здесь 1 «?

s^rs^N— 1), Ar(\As — x, если \r — s|>l. Положим Гг =

= й*-а (Dr)\0; пусть Вг —такие компакты, что V*-1 (Br, Dr)=Tr.
Положим Сг = А, 1) Br-i U 5Г, з5есб Во — BN = х, и пусть Хг — такие

N

компакты, что V*(X, A) = hk-1(Cr)\0. Тогда, если Х= (J Хг,

то имеет место соотношение V*(X, Л) = /г* (Л)\0.
Геометрический смысл этого утверждения иллюстрируется

рис. 69.

Доказательство. Поскольку компакты Ar, Br, Dr удов
летворяют всем условиям теоремы 25.1, то

(J. /* (С, СгГ1 (Л* (Сг)\0) id i* (С, Ar1 (hk-1 (А)\0),

гдеС=ис Положим х' = а:, х: = хг. л;=о., л' = л, в' =

= Л' U j (J ЛЛ= Л Uj U с'1 = с- ПУСТЬ- далее>
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!,..=* Л*-1(Л;)\0; тогда ясно, что Lr = h"'1 (Cr)\0 = V* (Xr, CV) =>

•«V*(Xr, А',), и утверждение теоремы 25.1 приобретает следую-
следующий вид: i*(B', A')Lcz \Ji*(B', A'r)-lLr Так как все предполо-

жения леммы 25.3 выполнены, мы получаем LcV*(A', A'),

т. е. Л* (Л')\0 с: V* (X, А), что и требовалось. Теорема доказана.

§ 26. Гомологический случай. Вычисление границы пары

(X, A) = \J(Xr, Аг) через границы пар (Х„ Аг)
г

Для Л„ ==//„, некото ые из следующих ниже лемм совпадают

с полученными в [35]. Оказывается, что все они вписываются

в некоторую очень общую и прозрачную схему, охватывающую
даже классическую задачу Плато —пленки с параметризацией.

Лемма 26.1. Пусть X => \/ Хг, где Xr[\Xs — x при гф ,

г = 1

и пусть А, с Хг суть такие компакты, что х е Аг при каждом г.

Тогда гомоморфизмы /,„: hk(Xr, Ar)-^-hi,(X, А) (где ir —вложение)
образуют инъективное представление группы hk(X, А) в виде

прямой суммы ®h/,(Xr, Ar), т. е. любой элемент u&hk(X, A)
г

N

однозначно представим в виде суммы и — _]>] irm (ur), гее ur e

«=М*г, Аг).
Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы

25.1 и приводится на основе рассуждений доказательства теоре-
теоремы 1.13.2 (см. [10]).

Лемма 26.2. Пусть Х= (J Xr, A = (J Аг, где ArczXr,
г —1' г—]

Х-r П X-s = Аг П А, при г Фэ. Пусть х^А, при каждом г и

ir: (Xr, АГ)-+(Х, А) — вложения. Тогда гомоморфизмы irl:
hk(Xr, Ar)-*-hk(X, А) образуют инъективное представление
группы hk (X, А) в сиде прямой суммы © hk (Xr, Аг).

г

Это следует из относительной инвариантности теории /г„ на

категории 0с и из леммы 26.1.

Пусть /: (X, A)-*-(Y, В) — непрерывное отображение, л:еЛ,

у = / (х) е В, L cz А* (X, А) — произвольная подгруппа. Рассмотрим
подгруппу Li = /#(L). Тогда мы утверждаем, что LczAk(Y, В).
Доказательство, очевидно, следует из коммутативной диаграммы:



<S 26? ГОМОЛОГИЧЕСКИЙ СЛУЧАЙ 261

В частности, если L cz ДА (X, А), х е А cz X cz У, то

LczAk(Y, A).
N

Лемма 26ГЗ. Пусть Х= [j Xr, ArczXr, A cz X, хе= Аг при

каждом г. Положим B = A\}\\jAA, и пусть Lczh^iA) и Lrcz

cz Ак (Хг, Аг). Предположим, что i# (В, A) L а 2 t* (В, Ar) Lr.

Тогда LczAk (X, A).
Доказательство. Требуется доказать, что LczKert,»,

где i = i(X, А). Имеем

it (L)-U (X, В)^ (В, A)La i, (X, В)^ /* (В, Ar)Lr =
Г

= %t,(X, Ar)Lr = 2,l,(X, ХГI*{Х, Ar)Lr = 0,
г г

поскольку t\(Xr, Ar)Lr = 0. Лемма доказана.
Здесь и в дальнейшем через А + В обозначается подгруппа С,

составленная из элементов вида а + b, где а е Л, b e В, Л и

В — две подгруппы в абелевой группе.

Лемма 26.4. Пусть Х= \J Xr, Ar cz Xr, А с X, A f) XraАг,

Хг П Xs = Аг П As, если г Ф s, х е А и д; е Аг при каждом г.

Положим В=\^АГ; тогда В гэ А и Tr = Ak(Xr, Ar) cz ~hk-\ (А-)-

Имеет место следующее соотношение:

1т(В, АГ)ГЛ

Доказательство. Обозначим через L подгруппу

/,E, Л)-1 B'* (Я, Ar)Tr)i тогда ясно, что t# (В, A)La

cz 2 U (Б, Аг) Тг (точного равенства здесь может и не быть), и,
г

поскольку выполнены все предположения леммы 26.3, отсюда

следует, что L cz ДА (X, А). Осталось доказать, что L гэ ДА (X, А).
Рассмотрим коммутативную диаграмму:

hh (Хг, Ar) T hh.x {Ar)г Aft_a (Xr)

Л*(Х, i?) Я Ь

h(X, A)
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Пусть fteit(X, Л), т. е. <в(А) = 0; это означает, что h — d(m),
ше/|ц(Х, А). Отсюда имеем a(/i) = d'(J(m), :. е. d>'a(/i) = 0.
Так как f$ (т) е ftA (X, В), то, в силу леммы 26.2, гомоморфизмы %г

разлагают группу h/,(X, В) в прямую сумму, я потому |3\т)
допускает однозначное представление в виде P(m)=* ^ъУг),

г

где tr e /ift (Хг, Лг); отсюда следует, что d'P (m) = 2 д'*> С') —
г

— 2 Тг^г (*/•), причем ввиду точности ©Д. (/г) = 0, qv = 5Г (^г) при-

надлежит Гг, т. е. д'$ (т) = ]?угШ, где фг е Гг, а(Л) <= ^ Vr (Г,).

Окончательно получаем, что /i e a !2 ?/• (Г/-Л, что и требовалось

доказать.

Отметим, что хотя формулировки лемм 26.4 и 25.4 не явля-

являются двойственными, тем не менее их утверждения можно связать

некоторой формальной аналогией, а именно: если гомоморфизм
а: Л*~1(В)->-/г*~1(Л) является эпиморфизмом, то формула

VA(X, А) — °Т'/[Р[ (J Т7'бг(ГГIТ\0\ аналогична формуле лем-

леммы 26.4.

Рассмотрим поведение границы Дй (X, А) в тех случаях, когда
Х = /хУ, А = @х У") U A X.Y), /о и/], — два вложения У на ниж-

нижнее и верхнее основания цилиндра. Выделим в Л*_х (А) подгруппу
Д'Н/i* (*)->.W}sM/i, (Л), -/о* (Л)}, где А ей**(У), ftViM)-
= /ifr.! (У) 0 йди-х (У), а точка ^ — произвольная точка в А.

Напомним, что подгруппа ЛА_1(Л) вообще не зависит от выбора
точки х. Тогда оказывается, что Д*(Х, Л)гэД'. Действительно,
поскольку два вложения ИХ, А) /0 и f(X, Л) Д гомотопны, то

A'c:Keri#(X, Л), что и требовалось. Если вспомнить соответст-

соответствующий когомологический факт, то мы увидим, что в случае
когомологий основную роль играет диагональ Д с: Л*-1 (А),
а в случае гомологии оценка снизу на алгебраическую
границу пары (X, А) выражается через побочную диагональ

)
Как и в когомологическом варианте, рассмотрим поведение

границы ДЛ при деформации компактов. Пусть /: / х У -*¦ X —

непрерывное отображение и *е X —такая точка, что x^f(IxY)
(в противном случае можно всегда заменить X на X' = XU*).
Положим A)«=f@хУI)*. Л1 = /AхУI!*, Л = ЛоиЛ и пред-

предположим, что отображение f \м — гомеоморфизм. Пусть Ла_1 (Л0):э?
и Г = ДЛ(Х, Л). Тогда существует подгруппа L с: hk-x (Лг) такая,
чтоГ + '#(Л, Л0)/- = Г + /»(Л, Л,)^. Пусть g: Ло-* Л,-непре-
Л,-непрерывное отображение, определенное нами в § 25 и такое, что
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диаграмма

гомотопно коммутативна (где i0 и it — вложения). Положим
L — g*L0 и ассмотрим следующую диаграмму (вообще говоря,
некоммутативную в нижнем треугольнике):

Здесь i0 = f/o. к = iji, *o ~ iig- Покажем сначала, что Г -f /6# (L) :э

^> r-t-/J*(Li). Пусть ае F-|-/J*(Li), тогда а = у + Л*?* (/и), где

т е Lo. Положим т' = /J* (m) e /jft_i (Л), тогда получим t* (m')=
=t*/o* (m) = to* (m) и, кроме того, ;„,/;*?* (m) ^i^g^ (m) = t0Hl (m),
т. e. t#(m') = t*/[*ir*(m). откуда следует, что т' - j'i*g*(m) e
еКеп'!|!=Г (по определению Г), т. е. т' ¦— j'ug^. (m) = Yi ^ Г.

Отсюда а = у + /;„#,, (m) = y + tn' - Yi = Ya + m', где у2 е Г, т. е.
a = Уг + /о* (m)i где т <= Lo, т.е. аеГ-f /J* (Lo), что и требовалось
доказать. Обратно, докажем, что Г + /оиХо с= Г + /i*^i- Пусть а=

=Y+/o«(w). где т^ Lo, у&Т. Тогда определен элемент /(„g* (m)s
e/ift_i(i4), который можно сравнить с /о* (т). Ясно, что /#/л*(/п)=
=t0* (/п) и в то же время i*jUg* im) — t'i*g'* (/w) = t0# (m), т. е.

itf}'oit(m) = ijf\\ifgif(m), j'n*(m) = yi-\-ji*g#(m), где Yi ^= ^» отсюда

следует, что а — у + /J» (m) = y + Yi + /i'*g* (m) = Ys + /i* (9). где

Y4 e Г, ^ e L\, что и требовалось доказать.

jТеорема 26.1. г П Д-+1 =

^N— 1, Д.ПА? = •"<:. если |r— s|>l (где точка х принадлежит
каждому Dr). Положим Г^^Л^-г^/-). l^r^N—l, и пусть
Вг —такие компакты, что hk-i(Br, Dr) — Tr. Рассмотрим ком-

компакты Сг
= Ar U Вr U Br-i, где l^r^N, причем B0 = BN = x,

HV-l Л N

Do*=DN = 0, С = Ли И Br\= [j СГ. Тогда
Ire! I r-0

выполнено соотно-

N

шение f,(C, '¦ (С,
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Доказательство. Рассмотрим компакт Си предположим
сначала, что A(\Br = Dr для всех г, l<;rs^N—1, и что Вг{\
[)Bs = x, если г Ф s; в дальнейшем мы редуцируем общую ситуа-

цию к этому частному случаю. Пусть В= \j Br, D= V Д-

(см, рис. 65); построим следующую коммутативную диаграмму:

г г г

Строки этой диаграммы являются точными последователь-
последовательностями, а через ф qv и ф 7/- обозначены прямые суммы гомо-

г г

морфизмов фг: Л*_! (Сг) -*• АА_г (Cr, B,_i V Вг) и Vr: A*-i (Br-X V Br) -»-

-»-АА_1(СГ) соответственно. Отметим, что, хотяВ=У Вг, гомомор-
г

физм р не изоморфизм и имеет ядро, изоморфное Aft_i(B). Гомо-

Гомоморфизм р не является прямой суммой гомоморфизмов рг:
"hk-i{Br-i\lBr)^>~hk-i{B), поэтому мы использовали обозначение

р == 2 Р/-- Докажем, что в наших предположениях (т.е. ЛПВГ=
/¦

_

¦

=Dr, 5,A^ = ^, г Ф s) выполнено более сильное утверждение,

чем сформулированное в условии теоремы, а именно докажем,

что ftVi(C)= 2 ?# (С, Сг) Аа_! (С,). Предварительно установим,

что Кег (Б) с 2'• (с. С,)йы(С,). Пусть аеАн(С) и 6(а)-0;

тогда а = г|з(Ь), ie)iM(fi), и поскольку гомоморфизм Р является

эпиморфизмом, то b = $(b'), где b'=*]>]b'r, b'r eA^-!^ V^r-i), и

азложение 6' = 2 ^ однозначно. Отсюда следует, что а =

г

b'='2layr(b'r) = ?<*(&), где b-eAi-ifC,), т. е, ае

е^а, (Бг). что и требовалось. Пусть теперь oe/iM (Cr) и 5 (а) ?= 0.

Поскольку для пары (С, В) — (J (С,, Вг_х V Вг) выполнены все

г

предположения леммы 26.2, то гомоморфизм ш устанавливает изо-

изоморфизм между A*_i(C, В) и фА^С,, Br-i\/Вг), т. е. 5(о) =

= ю(с), где c = 2jCr, причем элемент с и его разложение опре-
т
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делены однозначно. Рассмотрим коммутативную диаграмму:

) -р А*_! (Cr, Br-i V Вг) — Л*_а (Sr_! V В,)=ЯА_2 (S,_,) ©V. (Вг)

\хг ъ\иг
^

Ки0 Кв0

В этой диаграмме гомоморфизм ыг является изоморфизмом (по-
(поскольку вложение (Ar, Dr-i V Dr) -*¦ (Cr, Br-X \J Br) является отно-

относительным гомеоморфизмом), а гомоморфизм v, тривиален, ибо

Aft_!(Br, Dr)*=Tr = hk-2(Dr). Следовательно, pr^0 для любого г.

Так как ргд'г *= дгиг = 0 и ыг
— изоморфизм, то дг sa 0 на всей группе

Л*-1 (С,, 5Г_Х V flr), т. е. гомоморфизм qv является эпиморфизмом.
Отсюда следует, что любой элементсг /где с=^сг, см. выше) пред-

представим в следующем виде: cr=*cpr(c'r), а тогда c = (®<pr\c', где

с' —2С^> отсюда имеем |а(с') = со/'фф/.^с' = {о(с) = 5(а), т.е.

\ (а — а (с')) = 0, а = а (с') + f, где t e Кег E). По доказанному выше

f — а (с"), т. е. ^««(c'+O^^jM^+ Cr). что и требовалось
г

доказать.

Переходим теперь к общему случаю: пусть А (] Br zd Dr и х е

еВЛП5,. Расклеивая лишние точки, мы можем вернуться в пре-

предыдущую ситуацию, обладая компактами С =» [} Cr, Dr=- Dr, Br—
г

¦«Br, Ar = Ar и отображением /: 6-+-С, осуществляющим исход-

исходную склейку. Получаем коммутативную диаграмму:

Здесь, по доказанному выше, йд-^С) = ?*'/•* [фЛцО. Пусть

ce^A_i(C) и c=i,|l(a); тогда

Л

где с, е /iA-i (Сг), что и завершает доказательство.
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Теорема 26.2. Пусть А= (J Аг, Аг Л Ar+i — Dr (здесь 1 <<

«s; г < Л^ — 1), Аг Л As = х, если \ г — s | > 1. Положим Tr = ftA_a (Dr),
u n^c/пь Br — такие компакты, что Aft_! (Br, Dr) — Vr. Положим

Xr —такие компакты, что Ak(Xr,Cr) = hk-1(Cr)- Тогда, если Х**=

= [J Хг, то имеет место соотношение

Доказательство. Поскольку выполнены все предположе-

предположения теоремы 26.1, то имеем ^i^(C, Cr)hk-.i(Cr)^ib(C, A)hk-1(A).

Положим Х' = Х, А' = А, X'r = Xr, A'r = C, 'L'r^hb-x{Cr)^
=*Ак(Х'г, А'г), B' = C = A'\]\\JA'X Тогда в этих новых обозначе-

обозначениях мы имеем t# (В1, А') ЛА_!(Л')с: 2 '* {В', A'r)Lr, т. е. мы по-

г

падаем в ситуацию, когда применима лемма 26.3. Применяя ее,

получаем, что ЛА_1(Л) = ЛА_1(Л') с А*(Х, А), что и требовалось
доказать.

§ 27. Замкнутость, инвариантность
и устойчивость вариационных классов

27.1. 5-перестройки поверхностей в римановом многообразии.
До сих пор все наши построения происходили в категории ком-

компактных пар. Теперь наступил момент, когда мы введем в рас-
рассмотрение риманово многообразие М и будем изучать компактные

пары (X, А), вложенные в это многообразие.
Определение 27.1.1. Пусть (X, A) cz M — произвольная

компактная пара, х^А, h — непрерывная и относительно инва-

инвариантная теория (ко)гомологий на ?/с> и пусть а =¦ {kt} — фикси-
фиксированный набор попарно различных целых чисел, G —открытое
множество в М такое, что G (] А = ф (через G обозначено замы-

замыкание GвМ). Рассмотрим следующие компакты в М: Xi~(X(]G)[)
U *, Аг = (X Л dG) U х (тогда Ах cz Xj), Y - Yx {J У8, где Y%= X\G,
a Vi — такой компакт в М, что Ай^Кх, Ax)z5 Akt(Xi, Ax) для
каждого kt e о (соответственно в случае когомологий должно выпол-

выполняться включение V*'(Kb Ai)ZDVk'(Xi, Аг)). Мы будем говорить,
что компакт Y =¦ Y^ U Yt получен S-перестройкой компакта X

(с помощью открытого множества G, компакта Yt<zzMu теории
\ко)*омологий h) в алгебраических размерностях а ={?<}, и будем
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обозначать его через Yx (X). Будем говорить, что компактная пара

(У, А) получена S-перестройкой пары (X, А) (рис. 70).
Множество компактов Yx с указанным в определении 27.1.1

свойством, непусто: так, например, можно взять в качестве Yx
компакт Хх, тогда Y = X. Поскольку Yxzd Ах, то точка х также

должна принадлежать Yx, т. е. Yx gt G.
Среди множества всех S-перестроек пары (X, А) естественно

выделен класс перестроек, обладающих важным дополнительным

свойством: они целиком заклеивают компакт Ах. Такие специаль-
специальные перестройки будут играть важную роль, а потому мы офор-
оформим эту ситуацию в виде следующего определения.

Определение 27.1.2. Пусть (X, A) czM — компактная

пара, и пусть задана S-перестройка этой пары Y = YX(X). Пред-
Предположим, что компакт Yx обладает следующим дополнительным
свойством: Д^ (Yx, Ax) =d A*(_i (Ах) (соответственно в случае кого-

мологий Vki(Yx, Ax)z=>hki~\Ax)\0).
Тогда мы будем называть такую S-

перестройку полной 'S-перестройкой
компакта X в размерностях а — {kt),
а компакт Y будем обозначать через
•У{Х)

Компакт Yx с указанным в опре-
определении 27.1.2 свойством может и не \ В у
существовать (например, если мно-

множество dG высекает из компакта X Рис 70.

множество Аи на котором оседает
какой-либо нетривиальный (ко)цикл многообразия М), однако

в наших дальнейших приложениях множество G мы будем вы-

выбирать достаточно малым, что гарантирует существование таких

компактов Уь например, можно взять YX = CAX.
27.2. Замкнутость вариационных классов относительно предель-

предельных переходов. Рассмотрим множество всех непустых замкнутых
подмножеств в римановом многообразии М, обозначим это мно-

множество через в (М). Пусть d (х, у)
—

расстояние на многообразии М
между двумя точками хну. Тогда множество ®(М) можно пре-
превратить в локально компактное метрическое пространство (а в том

случае, когда многообразие М компактно, — в компактное метри-
метрическое пространство) путем введения в в (М) метрики р (X, У)
(где X, Уев (М)) по следующей формуле: р (X, У) = sup d (x, У)+

+ sup d(X, у), где через d(z, В) обозначено расстояние точки г

до замкнутого множества В.

Все введенные нами вариационные классы 0 и © являются

подмножествами в пространстве в (М), а потому наследуют мет-

метрику р(Х, У), превращаясь в метрические пространства. В даль-
дальнейшем все сходимости в пространстве в {М) мы будем понимать
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как сходимости в метрике р(Х, Y). Оказывается, что классы 0

и 0 являются замкнутыми подмножествами в метрическом про-
пространстве в (М). К доказательству этого важного для приложений
факта мы и переходим.

Теорема 27.2.1. Пусть М — риманово многообразие без края
и А аМ — фиксированный компакт. Пусть Х„, п = 1, 2, 3,..., —

некоторая последовательность компактов в М, причем все ком-

компакты Х„ принадлежат одному и тому же классу 0 (или 0), по-

построенному по некоторой теории h, непрерывной и относительно

инвариантной на категории компактных пар. Предположим, что

существует компакт Хо, Хо с: Af и Хо з А, такой, что р (Хо, Хп)-*-
-+0 при п-*-со. Тогда компакт Хо принадлежит тому же самому

классу 0 (или 0), что и компакты Х„.
Доказательство. Рассмотрим сначала гомологический слу-

случай. Пусть i0: А-*-Хо, /0: Хо-*-М, in: А-*~Х„, /„: Хп-+М, п=

= 1, 2, 3, ..., суть вложения, и пусть Х„ е <?? = Л, (Л, L, U),
где L = \LP}, 1' = {Щ. Нам дано, что Lp с: Ker (inj = А„, (Х„, А)
и L'qcz Im (/„*) с: h* (M). Требуется установить, что Lpc:Ker(io#).
Рассмотрим новые компакты У„ = Г (J Xal U Хо, и пусть i'n: Л-*-Уя,

in'- Yn-+M
— вложения. Поскольку Xnc:Yn, то Lpcz Ker i'n» и

LJcIm/n*, т. e. Yn^h^(A, L, V). Ясно, что YnziYn+1 при

любом п и что выполнено соотношение X0 = f]Yn = UmYn, где
п

через lim Yn обозначен обратный предел обратного спектра
... г> Yn Z3 Yn+1 =э... Далее, ясно, что гомоморфизм t0* является

обратным пределом гомоморфизмов I'm,, и, в силу непрерывности

теории Л„ на категории Uc, мы имеем hp (XQ) = hp (lim Yn) ¦-

=-lim hp (Yn), откуда получаем, что Ker iOlK = lim Ker i'm, а поскольку

Lp*cE~Ker i'nit при любом п, то Lp <zz Ker г0Г> что и требовалось
доказать.

Теперь мы докажем, что LJcrlm/o*. Поскольку теория h*

точна на Uc, то L^crKerani|,, где а„^: hm(M)-*-ht(M, Yn),
а потому достаточно установить, что LJ с Ker «о*, где осо#: Л, (М)-*-
->*пт{М, Хо), 1т/о# = Кегаон,. Так как (М, Х0) = Ит(Л1, Yn),
то Оо# = ПтоЛ),, и тогда требуемое утверждение следует из при-

приведенных выше рассуждений для набора L. Рассмотрим теперь
когомологический случай.

Сохраним все обозначения, введенные нами выше, и докажем

сначала, что У„ е Л* (A, L, L'), где Lp [~| Im Ц = ф и Ц f\ Ker /п=*ф.
Установим, что Im i'n* f\Lp=0. В самом деле, допустим, что суще-

существует /^0 такой, что lezLp, и /==СЫ. где ^еЯ"(Уя).
Пусть <р?: Хв -¦¦ Ym — вложение (*то вложение определено при
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/тФ™*(здесь т — любое целое число, пг^п) следует, что / Ф(У)
т. е. / е Im t'm, что противоречит выбору элемента I. Рассмотрим
теперь все такие номера q, что ЦФф, и докажем, что j'n*(t')=?O
для любого V е Z,^, Г ФО. В самом деле, допустим противное:
пусть существует элемент V е Ц, /' =? 0, такой, что /„ (Г) = 0.
Тогда из коммутативной диаграммы

(где trv~5s. п) следует, что /«(I') == 0, что противоречит выбору эле-

элемента /'. Итак, Yn&h* (A, L, U) для любого п.

Теперь установим, что Lp f\ Im i* = ф, где 10: А -+¦ Хо. Допустим
противное: пусть существует элемент 1Ф0, 1&LP, такой, что

/ = f*(z), где ze/ip(Xo). Тогда из теоремы 2.6 гл. X в [10] сле-

следует, что существует номер а такой, что г = г|?а(иа) для некото-

некоторого элемента uaehP(Ya)t где %: X0-*-Ya — вложение. Отсюда
и из коммутативной диаграммы

F(A) h"(Xa)

hP(Ya)

следует, что / = It (г) = i*t|>S (иа) = l? (иа), т. е. [.„ПЫ^Фф
(так как 1фО), что противоречит доказанному выше утвержде-
утверждению, что У„еЛ*(Л, L, U) при любом а.

Осталось доказать, что LjnKer/J = © при любом q. Пусть
l/дфф; допустим, что существует элемент 1'ФО, l'eL'q, такой,
что />(/')«= О- Рассмотрим коммутативную диаграмму (где а—
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любое целое число) /

Тогда 0 = /;(O = tS/;*(O, т. е. ^(«а) = 0, где иа = & (Г).
Отсюда и из теоремы 2.6 гл. X в [10] следует, что существует

номер р такой, что р">а и л&* (иа) = 0, где л^ —вложение Ур
в Уа; тем самым, /р* (О = "«"/а* (О = л?*(«а) = 0, т. е. мы указали
компакт Кр такой, что он не реализует элемент 1'&Ц, ГФО,
а это противоречит тому, что Крей* (Л, L, Z/) при любом р
(см. выше). Полученное противоречие окончательно доказывает

теорему.
Мы доказали теорему 27.2.1 для того случая, когда функ-

функтор h удовлетворяет аксиомам А1 — А6 и непрерывен на Uc.
Этот уровень общности вполне устраивает нас с точки зрения

исследования вариационных задач в классах 0, 0. Однако тео-

теорема 27.2.1 затрагивает интересный вопрос о предельных, реали-
реализациях, который представляет самостоятельный интерес. Можно
доказать более сильное утверждение, чем теорема 27.2.1 (см.
доказательство в [31]).

Теорема 27.2.2. Пусть дана последовательность компак-

компактов Х„, п=\, 2, 3 Х„ zd А для любого п, и пусть сущест-
существует компакт ХоаМ такой, что р(Хп, Х0)-*-0 при п-*-со

(тогда ХогэЛ), пусть A-^X0^M, А — Хп~М — вложения.

A) Пусть на Uc задан контравариантный непрерывный функ-
функтор h* = © Л* (со значениями в GR), удовлетворяющий аксио-

fcZeZ

мам Al, A2; пусть L=°{LJt L' = {L'Q}, где LpdhP(A)\Q,
Цс:п9(М)\0, и пусть Lf\lrnit=0, UПКег/J = ф при
любом п. Тогда L f] Im if = ф и L' П Кег /* = ф.

B) Пусть на Uc задан ковариантный непрерывный функтор
А*= ф hk, удовлетворяющий аксиомам Al, A2. Пусть L={LP],

где Lpc:hp(A), и пусть LpczKerin# при любом п. Тогда Lcz

сгКеп'о*. Предположим теперь, что функтор hm удовлетворяет
одному из следующих двух условий: 1) hk(X, Y) e ABC при любых

(X, Y) e Uс, *eZ, и все индуцированные гомоморфизмы непре-
непрерывны; 2) Hk(X, V)eGF для любых (X, Y)e=Uc, ?e=Z, все

индуцированные гомоморфизмы F линейны и, кроме того, hk(X, Y) е
<=GF/ для любых (X, К)е/»с(/с, fteZ. Пусть L' = {L'9}, где

Uqczh4(M), и пусть V с: 1т/„* при любом п. Тогда Vс: 1т /о».
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27.^ Инвариантность вариационных классов относительно

5-перестроек поверхностей.
Теорема 27.3.1. Пусть М — риманово многообразие, А а

cz M ~ фиксированный компакт, х&А. Пусть Gc M — такое

открытде множество, что С(]А — ф. Пусть класс h(A, L, L')
непуст и )Х — произвольная поверхность (компакт) из этого класса.

A) Пусть пара (Y, А) получена из пары (X, А) какой-либо

S-перестройкой в размерностях o={kt}, где множество целых
чисел \ki\ содержит все числа р, для которых Ьр-хФ^)(ф). Тогда
имеем Ye=h(A, L, 0(ф)).

B) Пусть пара (Y, А) получена из пары (X, А) какой-либо
полной 'S-перестройкой в размерностях .{kt}, где множество целых

чисел o = {kj\ содержит все числа q, p, для которых Ьр-хфЬ(ф)
и ЦфО(ф). Предположим, далее, что вложение a: XX[)Y1-*~M
(где, напомним, X1 — (X(]G)[jx) обладает следующим свойством:

ht,l(Xi\JY1)c:Kera^ = At(M, X1\]Yl) для каждого kt (соответ-
(соответственно в случае когомологий предположим, что Im а* = О

в ^'(X^Yt), т. е. что hk'(X1\jYl)\OczV*(M, X1\JY1) для
каждого kt). Тогда Y^h(A, L, U).

C) Пусть класс h(A, L) непуст и X — произвольный компакт

из этого класса.. Пусть пара (У, А) получена из пары (X, А)
какой-либо полной 'S-перестройкой в размерностях a={kt}, где

набор а содержит все целые числа г, для которых ЪгФ0(ф).
Пусть вложение а: Хх \J Fx -у- М удовлетворяет предположениям
пункта 2, и предположим, что Ух{\А = х. Тогда Y еЛ(Л, L).

Замечание. Из теоремы 27.3.1 следует, что основной инте-

интерес для вариационных задач будут представлять полные 'S-nepe-
стройки, так как они сохраняют классы h (A, L, L'), в то время
как S-перестройки сохраняют только классы h (A, L, 0(ф)).
Теорема 27.3.1 об устойчивости классов <д, © может быть дока-
доказана, по-видимому, и для обычных 5-перестроек, однако все кон-

конкретные примеры S-перестроек, которые мы будем конструировать
в дальнейшем, окажутся полными перестройками.

Доказательство теоремы. Докажем сначала пункт 1.

Пусть p^o={kt} есть любое число такое* что Ьр-1Ф0(ф).
Разберем гомологический вариант. Предположим для простоты,
что Fid ^2 = А. в дальнейшем мы обнаружим несущественность
этого предположения. Напомним, что Хг = (X f\ G) (J х, Ах =

**(Xr\dG)\]x, Y = Y1[jY2, Yt = X\G. Положим X2 = Y2, Аг =
= А[)Аг, Л2 = В, L,«Ap(Xlt Л,), La=Ap(X2, Л,), Ц =

= &p(Ylt Ai), Ц — Ар(Уг, Аг), где фиксированное число риз

набора а, определяющего перестройку, указано выше. Отметим,
что Ц = Ь2 и, кроме того, для троек (X, Xi, X2) и (Y, Yu Y2)
выполнены все предположения леммы 26.4. В самом деле, X =

AcXi, ЛасХ4, так как
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AlJ(X[}dG)<=X\G, i4n^ic=i4i, так как AftX^xa Alt
Af]XtczAa, так как A()(X\G)=>A с=.А[) Аи XxflXt^AxftA,,
так как (X(\dG)Ux(](X\G) = Ai = Al[\Att Г1 = ^,) r4 = L».
Отсюда и из леммы 26.4 мы имеем А,,(л, А) =
- /, (В, А)'1 р, E, -Дх) Li + f* (В, i4a) L«]. Рассмотрим тройку
(У, Уь Уа); тогда Y = Yi\]Y% (по определению У),,- Ах с Уь
у42с=У2, так как 4(j4icX\G, ЛПУгсЛь так как А с. У2,
а Уа 0^1 = ^1 (см- предположение выше), т. е. А Л У* = х с Аи
Af\Y2<=:A2, так как Af\(X\G) = A<=A[}A1 = At,' У1Г\Ушс
сг^хП^а. так как Yi[\Yi = A1cz А2, Тг= L[, Га —Z4. Отсюда
и из леммы 26.4 мы имеем АДУ, A) = i^(B, A)-1[iitl(B, Ai) L[ +
+ 1„(В, A2)L'i\. Поскольку lX = L2, a L[^>Lu то немедленно

получаем, что ДР(У, Л)=эДр(Х, A)zdLp-1 (где Lp-iCzL), т. е.

У <3.hm(A, L, 0). Теперь откажемся от предположения У1ПУ2 =
== Аи и пусть Ах а Ух П Уз- Как и при доказательстве тео-

теоремы 26.1, расклеим лишние точки в компакте Ь = Х[}Уг и пред-

представим компакт Z в виде непрерывного образа нового компакта 2,
где 2шяХ[}Уи /'• 2 -+-Z, /|^ и f\p. —гомеоморфизмы, и УхПУа -¦

¦¦i^i, У» = ?а и ^i»^! (причем заметим, что нет необходимости
вкладывать компакт Z в многообразие М). Тогда к компакту 2

применимы предыдущие рассуждения и можно записать, что

Ар (У, A) zd Lp-x (при каждом р). Теперь, применяя гомомор-
гомоморфизм /„, получаем в силу замечания к лемме 26.2, что АР(У, Л) з
гэ Lp-u что и требовалось доказать. Гомологический вариант
полностью разобран. Рассмотрим теперь когомологический случай.

Снова рассматриваем две тройки (в предположении, что

Yl{\Yi = Ax): (X, Хи Хъ) и (У, Уь У2) и убеждаемся, что они

удовлетворяют всем условиям леммы 25.4, причем Ь[ = ^Р{УЪ А{),
IV(X А) Ци1(Х Л) VУ А)

Из леммы 25.4 получаем

VP(X. Л)~

(B, A)[h?-*(B)\[t*(B, Ax)

и так как L[ zdJLx, то отсюда следует, что V? (У, A) zj У (X, A) zj

zsLp-x (где Lp-xd), т. е. У &.h* (A, L, 0). Как и в гомологи-

гомологическом случае, отказ от предположения Ух (] Уа = Лг осуществля-
осуществляется построением непрерывного отображения f: Z-+Z — X\}Yx
(см. выше). Тогда W(Y, A)nLp-x и из замечания к лемме 25.2

получаем, что Чр{У, A)z^Lp-x, что и требовалось. Итак, пункт 1

настоящей теоремы полностью доказан.

Переходим к пункту 2. Рассмотрим сначала гомологический

случаи. Пусть задана '5-перестройка пары (X, А). Требуется
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установить, что Уе/1„(/1, L, L'), если %т
— тривиальный гомо-

гомоморфизм. Поскольку каждая 'S-шрестройка является S-nepe-
стройкой, то в силу пункта 1 настоящей теоремы мы получаем,
что У^к^(А, L, 0); осталось доказать, что L'q с i* (M, Y)hg{Y)
для любого q^a={kl}, где ЦфО, Рассмотрим компакты А, Аг,
Ait Г)ъ Ви где Di = Alt Ах = Y2 = X\G (тогда Лх id Dx, поскольку
X\G id (X П dG) U ^), Л2 = Xx (тогда Л2 =) 6lt поскольку Хх z=> Ar),
Bi=*Yi, A = X. Тогда выполнены все условия теоремы 26.1,
а именно: A = Ai\]A2 (так как Х = X1[j(X\G)), ЛпА^^! (так
как (X\G) П (X П G) = X П dG), x s Ь,, Г, =^ (&,) =Vi (^i) =

«=Д?(ХЬ Л1) = Д?(К1, Лх) = Ад (Ви бх). Рассмотрим компак-

компакты с^Ли^ъ Ci=^u^i, с^Лив^Ххип, с=
= C1{JC2 = Y[)X1 = X\JY1. Из теоремы 26.1 следует, что

it (X U Уь Y)\ (Y) + /# (X U Уь Хх U Vi) й? (Xj U Fi) = /, (X U
UYU X)hq{X).

Рассмотрим вложение ф: X\}Yl-+M\ тогда получаем

lt(M, Y)hg(Y)+U(M, X1[)Yl)hg(X1[}Y1)^U(M, X)hg(X).
В силу условий пункта 2 имеем

так что i,,, (M, Y)hg (Y) zd i» (M, Х)Ъд (X) id L'g, что и требовалось
доказать. Теперь рассмотрим когомологический случай.

Пусть задана 'S-перестройка пары (X, А). Требуется устано-
установить, что Y^h*(A, L, L'), если Ima*=0. Поскольку каждая
полная перестройка является обычной перестройкой, то из дока-

доказанного выше пункта 1 следует, что УеА' (A, L, ф)\ поэтому
осталось доказать, что Ц, (] Кег /* (М, Y) — ф для любого q e

еи=|4|}, где идФф. Как и в гомологическом случае, рассмот-

рассмотрим компакты А, Аг, А2, Du Въ 6, dlt C2, связанные с 'S-nepe-
стройкой (см. выше). Если положить

то, очевидно, выполнены все условия теоремы 25.1 и, следова-
следовательно, мы получаем

i*(X\]Ylt Y)-*[fo

=>Г(ХиУь Х)[Я«(Х)\0].
Если ф: X U Yt-^-M — вложение, то мы имеем

i*{M, Y)-l[h{Y)\Q]\j
U i* (М, Хх U Yi)-1 [h" (Xt U У1)\0] =э /* (М, X)-1 [й* (Х)\0].
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В силу предположений настоящей теоремы получаем i* (M, A^U
иПГЧЛЧ^и^ХОНф, т. е. i*(M, К)-»[ЙA7\0]=>
=>i*(M, X)-l[h«{X)\0]. Пусть Г <= L'q; тогда j* (Af, ХI'фО,
т. е. rsi*(Ai, Г)-1[/г9(К)\0], i* (Af, У)/'?=0 в /Г? (У) для
любого /' е L^, что и завершает доказательство пункта/ 2.

Переходим к пункту 3. Рассмотрим вложение (X U Fi)M -*-

-+М/А; при этом заметим, что так как дг = ЛгП-^ и У\{\А = х,

то компакт Yx = Уг/(А П Vi) = У\ по-прежнему полностью за-

заклеивает компакт Ах в размерностях {kt}, т. е. мы получаем

полную '5-перестройку компакта Х/А=Х с помощью G и Уг
в объемлющем пространстве М/А. Поскольку теория h относи-

относительно инвариантна, то Lr czh\r) (М/А) (\0)^h{rr) (M, A)(\0) и

X реализует набор L в пространстве М/А. Тем самым, мы пол-

полностью свели доказательство к рассмотрению пункта 2 для того

случая, когда L = O@), L'= L. To, что М/А не многообразие,
не влияет на рассуждения, поскольку вложение Х\ U Vi =
— № U ^i)/(^i U У-д П А -*¦ М/А по-прежнему (ко)гомологически
тривиально. Теорема' полностью доказана.

Мы доказали теорему 27.3.1 для 'S-перестроек пар (X, А),

однако оказывается, что классы 0 и <& выдерживают и несколько

иной вид перестроек, а именно: определим X'i = (X(]G)\jx, A[ =
= Xi\G, F' = iiUiV Отличие этих перестроек от S-перестроек
состоит в том, что Xi =э XI и Аг :э А[. Оказывается, что ком-

компакт У снова принадлежит классам 0, 0. Доказательство про-
проводится по указанной выше схеме. .

.

Замечание. Пусть дана область GcM; положим А\ =
=*Xf\dG, пусть х ^ Аи У\ — компакт, осуществляющий полную
заклейку компакта Ai в размерностях a—{kt} по отношению

к точке Jt. Так, например, в дальнейших приложениях тео-

теоремы 27.3.1 компакт ?^ будет содержаться в G. Построим ком-

компакт Ylt который осуществляет полную заклейку в размерно-
размерностях о компакта А1 = х[)А1 и по отношению к точке яеЛ.

Для этого рассмотрим какой-либо гладкий путь у, соединяющий
точки х и х, и положим Fi = v U У\- Тогда очевидно, что ком-

компакт Yi является искомым компактом. Настоящее замечание

играет техническую роль, однако оно необходимо ввиду того,
что мы работаем в категории пунктированных пространств.

27.4. Устойчивость вариационных классов. Введем в рассмот-
рассмотрение специальный класс экстраординарных теорий (ко)гомоло-
гий h, удовлетворяющих следующему условию.

Условие К. Пусть h — непрерывная и относительно инва-

инвариантная теория (ко)гомологий на категории компактных пар,
и пусть <р: S1 -»- В — вложение окружности в двумерный конечный
клеточный комплекс В, причем элемент ф* [5lJ либо равен нулю
в группе Hi (В, Z) (случай 1), либо является образующей конеч-
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ного пЬрядка в группе Нг (В, Z) (случай 2). Мы скажем, что

теория л удовлетворяет условию К на Р2 cz Uc, если в случае 1

(для всех таких компактов В) все гомоморфизмы ер**: hkiS1)-*-
-*-hk(B) тривиальны (соответственно в когомологическом случае

тривиальны все гомоморфизмы срЦ: h*(B)-v/i*(S1)), а в случае 2

(для всех таких В) гомоморфизм ц>кт (при каждом k) или три-

тривиален, или является мономорфизмом (соответственно в когомо-

когомологическом случае гомоморфизм cpf либо тривиален, либо явля-

является эпиморфизмом). Здесь через [51] обозначен фундаментальный
целочисленный класс гомологии окружности.

Условие К легко проверяемо. Так, например, очевидно, что

теория ft* = N* неориентированных бордизмов удовлетворяет усло-
условию К- В дальнейшем мы покажем, что теория бордизмов по

модулю р также удовлетворяет условию К.

Предложение 27.4.1. Пусть М — компактное замкнутое

гладкое многообразие, и пусть щ (М) = л2 (М) — 0. Рассмотрим
непрерывную и относительно инвариантную теорию (ко)гомоло-
гий h на ?/с, удовлетворяющую условию К на Р2 с Uc, и пусть

UФ0@) — произвольный набор подгрупп {подмножестве случае
когомологий) в /Г, (М) (соответственно в h* (M)\0). Тогда
класс п(х, 0@), L') непуст и 2-устойчив.

Доказательство. Непустота h(x, 0@), L') очевидна.

Рассмотрим сначала гомологический случай. Пусть X е Uc, X e

Л* (х, 0, L') и У сХ- такой подкомпакт, что N =* X\Y— конеч-

конечный симплициальный комплекс в М, где dimyv^2. Рассмотрим
последовательность П„, составленную из замкнутых полиэдраль-
полиэдральных окрестностей компакта Y в М, и пусть П„ выбраны так, что

р)П„ = К. Если мы докажем, что П„ е/г, (х, 0, L') при каждом п,
п

то в силу теоремы 27.2.1 компакт К = НгаПя также принадлежит

/i* (х,- 0, L'). Поскольку П„иЛ/=»Х,*~то П„ U N е Л* (х, 0, U)

при каждом га. Положим Л/„ = (П„ U Л0\П„; тогда можно считать,

что #„, так же как и <V, является конечным симплициальным

комплексом в М. Фиксируем п и положим П„и^ = ^'. П„ = У,
N' = Nn. Если dim N' = 1, то W состоит из конечного числа отрез-

отрезков откуда следует, что У е.Н^(х, 0, L'), что и требовалось
доказать. Пусть теперь dim AT = 2. Тогда всегда можно построить
настолько мелкое разбиение W (если это потребуется), что каж-

каждая замкнутая двумерная клетка этого разбиения будет гладким

двумерным диском D2, вложенным в М. Для наших целей доста-

достаточно показать, что из компакта X' = Y' \j N' можно безболез-
безболезненно для реализации набора V удалить произвольный такой диск
D2aN'. Итак, можно считать, что X1 = KilJA'1, где Ni — D2,

Xlf=ht(x, 0, V), Z = dNx=*Sl. Рассмотрим вложе-
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ние ф: S1-*-Yi. При этом возможны следующие случаи: A) fJS1] =>

= 0 в группе Hi(Yu Z); Б) ф^Ч^О в группе H((YU Z).
Если имеет место случай А, то существует двумерный подкомплекс
BdYj такой, что ф#[5Ч = 0 в НХ{В Z), где ф: S1-*- В -вло-

-вложение. Поскольку теория Л* удовлетворяет условию; К, то все

гомоморфизмы ф*„: }ik(Sx)-*~hk{B) тривиальны; следовательно,
положив D = Z, B = B, A1 = Yi, A2 = Nlt C1 = Y1, C2 = N1\JB,
мы, в силу теоремы 26.1 (все условия которой выполнены), полу-
получаем*,^. Y1)hk(Yl) + lm(M, B^NxihuiB^Nx^l^M, X)hk(X)=>
r>Lfe. Так как многообразие М 2-связно, то i*('M, X)hk(B\j Л^) = 0,
т. е. L' a Im /„ (M, Yi), Yx s Л# (л:, 0, L'), что и требовалось
доказать.

Теперь рассмотрим случай Б. Так как ф# [S1]^*}, то Ф,,, [S1] =»

гДе ej
— образующие в группе Hi(Y, Z). Поскольку

Ух е Р2, то можно построить непрерывную деформацию ф (S1)
в Ki так, чтобы новое отображение (уже не вложение, вообще

говоря) ф': S1-*-Yi переводило окружность S1 в одномерный
остов Yi и ф' (S1) =* V S'a, где 5а — окружности одномерного

а

остова. Деформацию f в f можно продолжить до деформации
диска Ni в многообразии М. Ясно, что полученный компакт

XJ = Fi U ./V,' (где N't — продеформированный диск) снова реали-
реализует набор U. Поскольку Я!(М) = 0, то каждая из окружно-
окружностей So стягивается по многообразию М в точку, а потому можно

рассмотреть компакт Т = |J CS&, где CSa — конусы над окружно-
а

стями S« в М. Поскольку компакт Т полностью заклеивает ком-

компакт ф' (S1), то в силу теоремы 26.1 мы получаем, что компакт Y[,
полученный из компакта Yx заменой компакта N[ на компакт Т,
снова принадлежит классу hm (x, 0, L'). Итак, сохраняя старые
обозначения, можно считать, что Xi = Yi[}Nlt где Ni = CZ и Z =

= S1 = dNi, N1 = X1\Y1, Xt&htix, 0, L'), и вложение \|>:
Sx-*-Yi таково, что лр# [S1] Ф 0 и этот элемент является образую-
образующей в группе Hi(Yi, Z).

Пусть I: Xi-*-M, j\ Yi-*-M — вложения, и пусть V Ф0, V s

eL'; тогда /' = t#(a), aeft,(Xi). Требуется доказать, что /'е

eIm/#. Допустим противное, пусть V ф\хл\т. Рассмотрим сле-

следующую коммутативную диаграмму:

hk(Xl)-rhk(M)irhk(M/X1)
ft* (У1) т.- h (M) r Й

! Ip.
*

'". I
ЙА (Z)— Л* (Ni) s* h» (JV^Z) -i Ай_г (Z),
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Здесь jL — изоморфизм и Xi/Yi = Ni/Z = 5*, поэтому гомомор-
гомоморфизмы т* и я# расположены в точной последовательности тройки
(М, Хх, Ух). Поскольку l' — i^(a), то Фн,(/') = О. а так как Гф
<?1т/„ то о,(/')#0, х* (/') = {,' и т,о,(Г) = 0, т. е. а, (/') =
= п# (со). Так как N1 = D2, то ftft(iV1) = 0 и 3 —мономорфизм,
а потому д((о)^0, так как со =^0 (напомним, что л* (со)=^0).
Ясно, что ty# д (со) = д'п^ (со) = д'а* (Г) = 0, т. е. мы построили
элемент ? е= /t*_x (Z), | # 0, такой, что г^ (?) = 0, где i|>: S1 -> Ух —
вложение. Рассмотрим элемент a = ip# [S1] e #Х(УХ, Z). Напом-
Напомним, что мы сейчас находимся в ситуации Б, т. е. а^Оиа-
образующая в группе #х(Уь Z)- Возможны два варианта: Бх) а —
элемент бесконечного порядка; Б2) а —элемент конечного порядка.
Разберем сначала вариант Бх. Поскольку Yx s P°, то существует
непрерывное отображение /: Fi->-/C(Z, 1) = SJ такое, что }^(а) —
= [S1]. Здесь мы воспользовались тем, что порядок образующей а

равен бесконечности. Но тогда сквозное отображение /tp: S1-*-S1
гомотопно тождественному и, следовательно, все гомоморфизмы
1|зр.: hp(S1)-^-hp(Yl) являются мономорфизмами при каждом peZ,
что противоречит доказанному выше факту существования эле-

элемента ?eftft_!(Z) такого, что %-i, * (I) = 0. Итак, в случае Бх
предположение о том, что /' <ф. Im/#, приводит нас к противоречию.

Перейдем к варианту Ба. Поскольку та= 0 для некоторого
meZ, то существует двумерный подкомплекс В с Yx такой, что

Ф^ [S1] e Hi(B, Z) имеет порядок т и является образующей
в группе НХ(В, Z) (здесь ср: Sx->i5 —вложение). Так как тео-

теория Л# удовлетворяет К, то гомоморфизм ф*_1, #: ~hk-\ (Z) -*¦ hk-\ (В)
является либо мономорфизмом, либо тривиален. С другой сто-

стороны, %Ф0 и |еКегф^_1р#, а потому ф/г-1># не может быть

мономорфизмом и, следовательно, тривиален.
Положим D = Z, B = B, A! = Ylt A2 = Nlt C1 = ^1UB = ^iU

U В = Ух (так как В с: Yt), Съ = Аг\)В, Ci = Nx\)B,C = C1\)Ci =
= Xi U В = Хъ А = Лх U Л2 = Yi U #i = Хь Лх П Л == D. Тогда ком-

компакт В целиком заклеивает Z = S1 в размерности k, т. е. Ак(В, D) —
= /ift_1(D), а тогда в силу теоремы 26.1 (все условия которой

выполнены) мы получаем i# (С, Ci)hk (Ci) + t# (С, C2)hk (Ca) гэ

id/„, (С, Л)йй(Л)^^(Х1), поскольку Л = С = Х1. Это означает,

что а = а1-1гаг, где ^^^(Х, УО/г/Л^), й2 е f, (X, B\j
\JNi)hk(B[)Ni). Применяя к полученному выше включению гомо-

гомоморфизм ?#, мы получаем /' = i# (a) = it (аг) +1# (а2). где .t# (ах) е

ei# (M, Yt) hk(Y}), a i#(a2) = 0, так как im (М, В [} NMB [) Nt) =
= 0, поскольку dim В U Nx = 2 и ях (М) = я2 (М) = 0, так что комп-

комплекс В U Л/х стягивается по М в точку. Итак, /'eIm/#, что

противоречит исходному предположению. Утверждение доказано.

Теперь перейдем к когомологическому случаю. Доказательство

проводится по схеме, изложенной выше. Можно считать, что влд-
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жение ф: S1-*-Y1 с точки зрения групп целочисленных гомоло-
гомологии описывается либо случаем А), либо случаем Б).,1 Так как
в случае А) ф* [S1] = 0, то Im ф* = 0 в группе Я1 (S1, Z) и можно

указать двумерную пленку В с Yx такую, что ф: S1-»-^ —вложе-
—вложение и 1тф„ = 0 в ЯхE, Z). Тогда в силу условия К все гомо-

гомоморфизмы ф! тривиальны и в силу теоремы 25.1 компакт Ух реа-
реализует L', что и требовалось. Пусть теперь реализован случай Б).
Как и раньше, можно считать, что вложение я|э: S1-»-y1 реали-
реализует образующую в группе H1{YX, Z). Воспользуемся прежними
обозначениями для компактов и рассмотрим коммутативную диаг-

диаграмму
hk (Уг) г,- й* (Хх) ^ friXjYj fr />* (Yt)

hk (Z)—h" (Ni) 21 h* (Nt/Z) -5_ /г* (Z)

Пусть /'=^0, ГеЦ и t*(/')#0, где i: Xt -> M - вложение. Мы

должны доказать, что /* (/')=й= 0, где /: Yi-*-M — вложение.. Допу-
Допустим противное; тогда i* (Xlt Yi) i* (/') = 0, т. e. a*(cr)==;0, o =

= i* (l') ф 0. Ясно, что а — p* (w) и со*т* (со) = 0, где т* — изомор-
изоморфизм (так как Xi/yx = iVi/Z). Тогда т* (ю) = 6(?), где ?<?Imi|>*
(в противном случае т* (со) = б-ф* (?) = т*6" (%), т. е. о==р*б'(у.) =
= 0). Итак, мы показали, что гомоморфизм г|)*_х не эпиморфен.

Поскольку мы находимся в ситуации Б), то возможны два

случая: Бх) и Б2). Если а —свободная образующая (случай БО),
то, как и раньше, построив отображение f: Y1-^K(Z, 1), мы

получаем, что i|)|_i обязан быть эпиморфизмом, что противоречит
полученному выше утверждению.

Пусть теперь реализуется случай Б2). Тогда существует дву-
двумерный подкомплекс В с= Yx такой, что /пф#[5х] = 0 для некото-

некоторого meZ, где ф: S1-*-В — вложение, и в силу условия К полу-

получаем, что гомоморфизм ф?_х: /ift-1E)->-^*-1(Z) обязан быть либо

тривиальным, либо эпиморфным, однако эпиморфность противоре-
противоречит существованию элемента |<^Iimp*, следовательно, гомомор-

гомоморфизм ф?_х тривиален. Применяя теорему 25.1, получаем, что Ух
по-прежнему реализует Z/, что и завершает доказательство.

Мы сформулировали предложение 27.4.1 только для случая

реализующих классов h(x, 0(ф), L')\ однако из доказательства

этого предложения видно, что аналогичное утверждение о 2-устой-
чивости выполнено и для произвольных классов h(A, L, U),
h(A, L).

В заключение сделаем важное замечание. Рассмотрим класс

h (A, Lk.x, Li), где L*_i с fcn (Л) (\0), L* с tikk) (M) (\0). Тогда
может случиться, что класс & является (k— 1)-устойчивым, не-

несмотря на то что теория h — экстраординарная теория (ко)гомоло-
гий. Элементы ГеЦ и I e Lk-lt являющиеся (й—^-устойчи-
(й—^-устойчивыми, похожи на элементы обычной теории (ко)гомологий (см.,
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например, предложение 27.4.1, из которого видно, что условие
2-устойчивости в действительности означает, что теория h ведет
себя на двумерных комплексах в большой степени как обычная

теория (ко)гомологий). К вопросу о 2-устойчивости мы вернемся
еще раз при изучении бордизмов по модулю р. Отметим, что на

односвязном компактном замкнутом многообразии М любой непу-
непустой класс 0, 0 является 1-устойчивым.

Предложение 27.4.2. Пусть h^ = Qp — теория гомологии

сингулярных бордизмов по модулю р, где р —простое нечетное
число. Тогда теория Qg удовлетворяет условию К на категории
Р* с Uc.

Доказательство. Пусть <р: S1-*-В — вложение окружно-
окружности S1 в двумерный конечный клеточный комплекс В, где ф* [S1]
либо равен нулю, либо является образующей конечного порядка
в группе #i(fi, Z). Если ф#[.51] = 0, то очевидно, что все гомо-

гомоморфизмы а: &% (S1)-*¦ &% (В) тривиальны. Пусть теперь а =

= ф* [S1] — образующая конечного порядка т в группе Нг(В, Z),
та — О. Допустим, что тир взаимно просты; тогда, так как

группа Q? (S1) изоморфна группе Q?_ i (х), то каждый элемент

ye Q^S1) имеет порядок р, а потому представим в виде у— ту',
где ф'еЙ?E1), а так как ma= 0, то элемент у

= ту' также

переходит в нуль при гомоморфизме а, следовательно, все гомо-

гомоморфизмы а тривиальны. Пусть теперь m — sp, где s^l— целое
число. Тогда существует отображение g: 5->-/C(Zm. 1) такое, что

сквозное отображение S1 ф- В -й- К (Zps,, 1) гомотопно тождествен-

тождественному отображению окружности S1 в одномерный остов S1 сг

аК(Хт, !)• Далее, поскольку порядок каждого элемента уе

efi^S1) равен р, то гомоморфизм (gq>)*: й?(S1)->-Ug(К (Zps, 1))
является мономорфизмом, а тогда мономорфизмом является и ф„,,
что и требовалось доказать. Предложение доказано.

Следствие 27.4.1. Пусть М — замкнутое риманово многооб-

многообразие, и пусть П\ (М) = я2 (М) = 0 и U Ф 0 — произвольный набор
подгрупп в Qg(M). Тогда класс Q$(#, О, L') непуст и 2-устойчив.

Доказательство немедленно вытекает из предложений 27.4.1
и 27.4.2.

§ 28. Общее изопериметрическое неравенство

28.1. Выбор специальной системы координат. Пусть М — пол-

полное риманово многообразие, гладкое или класса Сг, где г ^ 4.

Напомним, что система координат со: D" -+Мп (где Dn a R" —стан-

—стандартный открытый шар с центром в начале координат) класса Сг

называется нормальной системой координат, центрированной
в точке Р&М, если со@) = Л gij@)=-6lJt где gtJ

— компоненты
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метрического тензора в системе координат со, и если радиусы

шара Dn изометрично переходят при "отображении со в дуги гео-

геодезических, исходящих из точки Р.
В дальнейшем через В (Р, R) мы будем обозначать открытый

я-мерный шар с центром в точке РеМ и радиуса R, а через
С(Р, Л) —конус над А с вершиной в точке Р, составленной из

всех геодезических отрезков, идущих из точки Р в А (при усло-
условии, что С(Р, А)сВ(Р, /?)). Известно (см. [35]), что любое
полное риманово многообразие М класса Сг, r э= 4, удовлетворяет
некоторым метрическим условиям, которые мы сейчас перечислим
и будем называть в дальнейшем условиями (М).

1. Для любой точки Р&М существует система координат
х = х(у1, ..., уп), центрированная в точке Р, такая, что ftv@) =
= Sy, hlfii,*@) = 0. lsSfe^gn, где htj — компоненты метрического

тензора в системе т, a h(, ^ — частные производные этих компо-

компонент. Далее, существуют пять постоянных (не зависящих от

точки РеМ) /?о, Со, Ло» Ко, Къ которые удовлетворяют фор-
формулируемым ниже соотношениям.

2. Если РоеМ и т — центрированная в Ро система коорди-
координат, удовлетворяющая условию 1, то в любой точке Рей (Ро, 4Яо)
выполнено неравенство 2 ' ^уI +1 4*hy | «ё Ко, где через Vz обо-

обозначен градиент вектор-функции г. Кроме того, постоянные Ro и

Со связаны следующими неравенствами:

A + Cor2)-» < h,,KV < A + СУ2J, 1 + Со 16RZ ^ ~,

где Р&В(Р0, 4R0), /- = |vI» !?!—длина отрезка у геодезического

радиуса, соединяющего Ро с Р, ^?j(ki)*=l.
i

3. Пусть т и В (Ро, 4#о) выбраны так, как в условиях 1 и 2;
тогда можно задать в каждой точке РеВ(Ро, 4/?о) нормальную
систему координат ©р такую, что A + rw)~*^gy(Q, P, шр)Я,'Я/<
<A+т|ог)«, где 2W-1. Q&B(P, Ro), r-.|T|</?0, Y-reo-

i

дезический отрезок радиуса шара В (Р, Ro), соединяющий Р с Q
(в системе юР), \Tcjk(Q, /») ХУц* | < tjo• | Я,| -| ц!2, gif(Q, P, аР) —

компоненты метрического тензора в точке Q, вычисленные в коор-

координатной системе соР. Рассмотрим функцию перехода U (Q, Р, Т) ¦»

— (Ог'(оР (Q). Тогда вторые производные этого отображения равно-
равномерно ограничены (по модулю) постоянной /Ci для каждой точки

Р,еМи при всех Р, Q, Te=B(P0, 4R0).
28.2. Симплициальные точки поверхностей.
Определение 28.2.1. Пусть X czM — некоторый компакт.

Мы скажем, что точка РеХ является симплициальной s-точ-

кой, tCMi существует число е>0 такое, что замкнутая окрест-
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ность П (Р, e') — Xf)B (Р, е') точки Р в компакте X допускает
представление в виде конечного s-мерного симплициального подком-

подкомплекса класса Сг в многообразии М (определение подкомплекса

класса Сг см. в § 6) для любого числа е', 0<e'sge. Иными сло-

словами, точка Р принадлежит хотя бы одному замкнутому s-мерному

симплексу подкомплекса Х[\В(Р, е), вложенного в М.
Множество всех симплициальных точек компакта X (для всех

возможных s) мы обозначим через Хс, а множество X \ Хс обо-
обозначим через X*. Тогда можно сказать, что точки множества

X* — это «плохие», не симплициальные точки компакта. Мы полу-
получили однозначное представление компакта X в виде объединения
Х — Х* [}ХС, где X* (]Хс = ф, множество Хс открыто в ком-

компакте X, а X* замкнуто в X. Обозначим через А'* множество

всех симплициальных s-точек компакта X; тогда dimX? = s

(в каждой точке Р е XJ) и возникает однозначное представление
множества Хс в виде объединения Xc = XZ\jXf!~1\J...[)Xl (здесь
некоторые из множеств Xsc, Osgssgp, могут быть пустыми), р =

= dim Хс, причем Х*[\Х% =0, если аф§.
28.3. Изопериметрическое неравенство. Напомним определение

^-мерной сферической меры Хаусдорфа. Мы будем обозначать ее

тем же символом volft, который используется для риманова объ-

объема. Пусть S — подмножество в М и ^^1—целое число. Если

S = 0, то положим volft(S) = 0. Пусть Бфф; тогда мы опре-

определим сначала числа *Л?E), где г> 0 — фиксированное число,
N

*Л?положив по определению *Л? E) = inf ? у (k) /¦*, где N ^оо,

у (k) — ^-мерный объем единичного ^-мерного шара Dh в евклидо-

евклидовом пространстве R* и inf берется по всем покрытиям множе-
множества S не более чем счетным семейством открытых шаров
В (Pi, /"<), причем rt<.r для любого i. Поскольку при стремле-
стремлении г к нулю числа *Л? E) не убывают, то можно определить
внешнюю меру Хаусдорфа *Л* E), положив *A*(S)= lim *Л*E).

г-Н-0

Пусть ВаМ — некоторое подмножество. Мы скажем, что множе-

множество SczM измеримо по Хаусдорфу, если для любого В выпол-

выполнено следующее равенство: *Л* (?)=*Л* (S П В)+*Лк (В f] (M\S)).
В этом случае вместо *Л*E) будем писать volftE). Если p<q,
то volp(SKsvol?(S), и если volp(S)<oo, то vol?E) = 0.

Пусть на Uq фиксирована теория (ко)гомологий h. Докажем

простое, но важное свойство меры volft.
Лемма 28.3.1. Пусть П с R" — некоторая k-мерная пло-

плоскость, проходящая через точку Р, и A = Sk~1 = H[]dB(P, r),
D = Dk = ППВ(Р, г). Пусть х<= А и Y zz А— произвольный ком-
компакт в R" такой, что Vя» (У, А)Фф (соответственно в гомоло-
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гическом случае предположим, что Ат (Y, А) Ф ф) для некоторого
т<=Ъ. Тогда \o\k(Y)Sz\o\k(D).

Доказательство. Рассмотрим ортогональную проекцию р:
(Y, i4)->(D, Л) и положим Y'*=p(Y)\ тогда ясно (см., напри-
например, замечания к леммам 25.2 и 26.2), что Vя» (У, Л) r> Vm(V, Л)
(соответственно Дт (У, Л) zd Ат (У, Л) ^ 0), а поэтому компакт У

должен содержать весь компакт D (иначе можно было бы осу-
осуществить деформационную ретракцию У на S'' ),т. е. vo\k(Y')^s
^volft(D) и, кроме того, volft(K);s= уо1*(У). Лемма доказана.

Теорема 28.3.1 (теорема о шапочке). Пусть Мп —полное

риманово многообразие класса Сг, г ^=4, и пусть Ro —постоянная
из условий (М). Пусть АсМ — некоторый компакт такой, что

Ас В (Ро, Ro) для некоторой точки Ро, и пусть х е Л — фикси-
фиксированная точка. Пусть k — целое число, 2 <; & s^ n — 1, и пусть
компакт А представлен в виде объединения А = АС[)А* (см.
пункт 28.2). Предположим, что 0 ^ volA_i (Л) = /ft~x < со (отсюда
следует, что Ас = A*C\J...[] Al, где s^.k—1). Тогда мы утвер-
утверждаем, что:

а) Если / > 0, то существует компакт X = X* (J X* U • • • U -К?»
содержащий А, сам содержащийся в ^.-окрестности выпуклой гео-

геодезической оболочки компакта А (где г можно считать заданным

наперед сколь угодно малым и фиксированным числом) и такой,
что: 1) Vя1 (X, A) = hm~1(A)\Q (соответственно в гомологическом

случае Ат(Х, Л) = Лт_х(Л)) при всех weZ, т. е. компакт X
полностью заклеивает А во всех размерностях; 2) существуют две
постоянные C= C(k, М) и D = D(k, M), не зависящие от ком-

компакта А с В (Ро, Ro) и от точки Ро и обладающие следующими
свойствами: р(Х*, А*)^С1, р(Х*{]Хкс, A*[jA^1)^Cl, множе-

множество Х\[Х[\(А* 1М*~\ Cl)] является конечным симплициаль-

ным подкомплексом класса Сг в многообразии М, имеющим раз-
размерность s «S k — 1 (заметим, что X* может быть непусто даже

в том случае, когда Ас~1==ф), и, наконец, 0=^volA(X) =

б) Если I = voU_i (Л) = 0 (тогда заведомо Ас'1 = ф и А =

= Л?U U^2, «<;& — 2), то для любого б>0 существует ком-

компакт X = X(b)=>X*{]Xc\J...[)X°c, XzdA, содержащийся в г-ок-

рестности выпуклой геодезической оболочки компакта А (где е

сколь угодно малое число, не зависящее от б) и зависящий, вообще
говоря, от выбора числа б, такой, что: 1) Vя» (X, Л) = йт-1(Л)\0
(соответственно в гомологическом случае Ат(Х, Л) = /гт_х(Л)) при
всех meZ; 2) существуют две постоянные C — C(k, M) и D —

= D (k, М), не зависящие ни от компакта А а В (Ро, Ro), ни от

числа б, обладающие следующими свойствами: р(Х*, Л*)<;С-6,

р{Х*\)Хс, Л*)<С-6, множество Х\[Х(](А*, С-б)] является
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конечным симплициальным подкомплексом класса Сг в многообра-
многообразии М, имеющим размерность s^k—l (напомним, что А^'1= ф),
и 0<voU(X) = vol*(X*UX?)<D6*. Здесь Xkc может быть

пусто и может оказаться, что volft(X) = 0.
В отличие от случая обычной теории гомологии #„,, соотно-

соотношение р(Х, A)^C(k)-l неверно, так как даже тогда, когда

/->-0, вдали от границы А могут находиться куски пленки X,
о которых известно только то, что их размерность не выше чем

k— 1 и что они полностью составлены из симплициальных точек,

и стянуть эти куски в малую окрестность компакта А в общем
случае невозможно.

Доказательство теоремы 28.3.1. Можно считать, что

A cz R". Доказательство проводится индукцией по k. Пусть k = 2,
+00

/>0. Определим функцию q>(a) = 2 v°lo (Л П Па+1,1Js). где
5=—00

П( = {(х1, ..., xn)^Rn\x1 = t}, т. е. Ut — гиперплоскость в R".

Из теоремы 10.2.3 в [16] следует, что $ ср (a)da^\o\1(A) = l>0
о

(мы рассматриваем случай а)), а поэтому существует число п,
O«S<Z<;1,1/, такое, что ф(а)<1; тогда <р(Д) = О, т. е.

vol0(i4 ПП5+1 l/s) = 0 при каждом seZ. Повторяя эту конструк-

конструкцию вдоль каждой оси х1, 1 «S i «S n, в R", мы разбиваем IR" на

кубы со стороной 1,1/, ни один из которых не содержит на своей

границе точек из Л, и так как Л —компакт, то существует ко-
s

нечное число кубов Ru Rit ..., Rs таких, что Л с: (J Rs. В каж-

дом кубе Rs выберем точку Ps, лежащую внутри выпуклой гео-

геодезической оболочки компакта As = A f) Rs, и рассмотрим X, =
= С (Ps, As) (конус с вершиной в точке Ps) для значения s0 та-

такого, что х е RSo. Положим PSt = x. Соединим все точки Р, при
s Ф s0 гладкими путями ys с точкой х таким образом, чтобы все

пути содержались в выпуклой геодезической оболочке А. Полу-
Получаем вложение А -*¦ X = (J (Xs [) ys), где компакт X, очевидно,

9

полностью заклеивает А во всех размерностях и содержится в вы-

выпуклой оболочке Л. Очевидно, что р(Х*, А*)^С1 и

p(X*[jXl, A*\}AlcXCl, 0<vol2(X) = vol2(A:*U^?XO/4.
Рассмотрим теперь случай б). Пусть / = 0, 5 >¦ 0; тогда 0 =

i.ie

<p(a)da. Отсюда снова следует, что существуетп,

; 1,16, такое, что ф(Д)<6, а потому все дальнейшие рас-
рассуждения можно провести, как и в случае а), с заменой / на б.

Пусть теперь k>2, n^sk-\-\, и предположим, что теорема
доказана для всех чисел k' ^ k — 1 (число п в индукции не уча-
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ствует, т. е. любой компакт Л, для которого volft'_i(i4)<oo,
может быть заклеен пленкой X, будучи вложен в R"', где п' лю-

любое). Рассмотрим случай а). Определим функцию ф1 (о1) =

- 2 volM(i4niW.)f тогда ]<t1(a1)da1<:\olk-1(A) = ll1-1

(см. теорему 10.2.3 в [16]). Отсюда следует, что существует й1,
О «^ Д1 «S /, такое, что ср1 (п1) < /*~2. Положим П^i = П-, + /sl, Dsi =

= Л|~|1Ъ где s1eZ. Тогда ?vo\ll-2(Dsi) = (p1(a1)^l'>-2. Пусть
*~"s

/,,
a
= volft_j(Dj.), тогда 2jlSi *«ё/к

"

(некоторые числа lsi могут

равняться нулю). Рассмотрим Ds%f\A* и обозначим этот компакт

„ через (Dsi)*. Отметим, что п* <~

'"'г1]..МАОс
)

' однако в (Ds,)* могут ока-

заться и симплициальные точ-

точки. Далее, положим (Dsi)c =
= Dji\(Dfi)*; здесь мы снова

имеем, что Dsi,c^> (Dsi)c, причем
(Dsi)c, вообще говоря, не исчер-
исчерпывает весь компакт Dst,c. Рас-

Рассмотрим е'-окрестность (А* [] Л* ^')
* 1

компакта A* U Ас
'1

Рис. 71.

в R". Пусть
*-1, е'), N,t =

f)U(,)e. (,) П () \) )
, (Ns,)cczNs,,c, dim(Ns,)c^k-2 (рис. 71).

Тогда D^i \ Fsi (e') целиком состоит только из симплициаль-

ных точек размерности, не превосходящей k — 2. Ясно, что

(Dsi\Fji(г'))(]{A*\JАс'1) = ф, и можно считать, что граница

dFsi(z') целиком состоит только из симплициальных точек. Рас-

Рассмотрим Usi\Fsi(r'); тогда существует сколь угодно малая де-

деформация (диффеоморфизм, близкий к тождественному) гладкого

открытого многообразия П,. \Fs>(e'), неподвижная на границе

dFsi (в'), такая, что

dim (П,, \ F.> (в'))' П (А \ (A* U А*'1, в')) < А - 3,

где через (Usi\Fsi (&'))' обозначено продеформированное много-

многообразие Il,i\ F,i(e'). Приведение плоскости Ц,1 в общее положе-

положение относительно Л\(Л*иЛ* ,е') опирается на то, что путем

подбора числа п1 можно добиться, чтобы объем vol*_i Л П /I J ^
был меньше бесконечности. С другой стороны, выбором а1 нельзя,
вообще говоря, добиться того, чтобы в то же время и число

\о\к-г[А \{A*\jAc~l, *')!ПП I П,Л было меньше бесконечности.у п..)



§ 28] ОБЩЕЕ ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО 285

Ясно, что этот диффеоморфизм можно рассматривать как ограни-
ограничение диффеоморфизма всей плоскости П,1, которая заменяется

на диффеоморфное подмногообразие IV с R", причем ft,i f|
П(Л*иЛ* )= Л/,1. Компакт n^nMxO^lM?'1, в')] состоит из

симплициальных точек, и размерность его не выше чем ? — 3,

Й91 сколь угодно близко расположена к плоскости П,1. Положим

Ясно, что vo\k-2(bsi) s^ volfe_a(Oji) == /*i~a, причем volft_2 (#,•) =
=/Jf~9 может быть равен нулю, хотя /,,=?0. Итак, D,i cr П,1,
voU_2 (Dsi) =/s'~4 < oo, k 3s 3, D,. = (DSi)* U (D,0e. Это разложе-
разложение, вообще говоря, не совпадает с разложением D?. 1Ф*'.е- По-

Поскольку rtji диффеоморфно П,1, то можно применить предположе-
предположение индукции для k' = k— 1; тогда существует компакт В^:э
г? Dsi, fiji с П^1, такой, что Bsi содержится в выпуклой геодези-

геодезической оболочке Ds, в ГЦ., Vm~1(Btx, Dst) = fim-2(Ds,)\0 (соот-
(соответственно Дот_! E,i, bsi) = кт-.г (Dsi)), xst e D3i, для любого meZ,
кроме того, существуют постоянные C = C(k— 1) и D = D(k— 1),
для ^которых pjfi?,, (Ь,.)*) <ф, р(Б?,иВ?"Л F,.)* U(b,.)? )<
^C/fl, если 7,i > 0, а если /,1 = 0, то в обоих неравенствах

вместо /,• нужно поставить 6,i, т. е. сколь угодно малое число.

И, наконец, voU_x E,i) = volft_i Es*i U B*i~cl) < D/*. (или ^ Об^Г1,
если /,i = 0).

Рассмотрим компакт AsxczA, состоящий из всех точек ком-

компакта А, заключенных между двумя «гиперплоскостями» П,^ и

ft,i. Тогда Л = МАп. Положим С = А [} (\J B*\, 0,1-B^.iU
»' \ »« /

Ui4,i|Jfi^; тогда

< D (А - 1) 2 (Z;.)*-1 = D (k - 1) • 2 (voU_a (D,.))^^

ft—I Is— 1

2 (volft_2 (D,0)*-2 s^.D(k— 1)/^j v°l*-a (Д
Sl \ Ч1

Отметим, что в сумме ^] символы /;¦ обозначают либо /,i, когда
s»

//»>0, либо 6ji, когда /,i = 0. Поскольку volA_1(C)<volA_1(i4)-f
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ВА то vol*_1(C)</*-1+D(*~l)/»^ - A+D (ft—1)) /*-»,

т. е. операция приклейки к компакту Л перемычек Bs> изменяет

его объем volft_i только умножением на единую постоянную 1 +
+ D(k— 1), не зависящую от исходных компактов. Рассмотрим
две точки *,¦ и х,«_1, *.,« е Й,х, x,i_i e fiU_i, и соединим их от-

отрезком Д,1, заключенным между «плоскостями» П^ и ft,i_j. Далее,
положим C,i = (J,i|J Aji, /4j. — A,i'U А^.. Тогда две точки х,. и *sl_i

принадлежат одной и той же компоненте линейной связности
компакта Asi. Этим обстоятельством мы вскоре воспользуемся.

Рассмотрим теперь в R" координатную прямую х2 и, заменив

во всех предыдущих рассуждениях А на Csi, повторим всю эту

конструкцию вдоль оси *а. Мы имеем Csi = СЬ U Csi,c, volft_i (Csi) *s;

<voIm(C)<A + D(ft- 1))Z*-1 <oo, С,,.с = C,*«7« U• • ¦ UЛ,е.
Компакт С получен из компакта Л приклеиванием перемычек Bsh
поэтому важно оценить, насколько увеличился разброс «плохих»

точек С?1 относительно «плохих» точек А*. Ясно, что

<max[p(BS_l, Л*,),
< max [С (ft - 1) /,._ь С (ft - 1) /,.] < С (ft - 1) I,

т. е. прирост «плохих» точек происходит только в окрестности
радиуса C(k—l)l «плохих» точек Asi. Мы должны оценить еще

одно расстояние:

p(CS U С№, At U A&)^ max {p [Bf>
,.!U5Г.-Х,e, (D,,_x) }

-l)/fl, C(ft-lO,._!XC{ft- 1)/.

Отметим, что в обеих оценках мы существенно опирались на

предположение индукции для размерности ft'=ft—1. Основной

вывод, который мы должны сделать из этих вычислений, состоит

в том, что при переходе от Л к С^ разброс «плохих» точек про-

происходит только в окрестности Л радиуса Ml, где постоянная М

не зависит от компакта Л и определяется из предположения

индукции. Строим, как и на первом шаге, функцию
+ 00

тогда

; 12 (alt) da» < vol*_j (С,.) < A + D (ft - 1)) I1-1 < oo,

т. е. существует значение <JS", O«saJ?«s/, такое, что
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tr=(l + 0(fc-l))/*-2 (либо <ГЙ", если vo1ft_i(Cs.) = 0). Рас-
Рассмотрим плоскости П518" = П-12,/S2 и положим ?)siS2 = Cji П nslsi.

Повторяя процедуру достаточно малой деформации и используя

предположение индукции, мы получаем компакты Dsis«, BsiS' cz

с. fW, удовлетворяющие всем гранич-

граничным условиям, причем Bst3' полностью

заклеивает Dsis» во всех размерностях.
Далее, рассмотрим часть С^, лежащую
между ftsi, st_! и nsi, st. Обозначим ее

через Asist и положим i4s.s» = ^sis«U As>s»,
где отрезок AsiS' соединяет точки xsi, s«_!
и *,•,•, т. е. эти две точки принадлежат

одной компоненте линейной связности

компакта Asis>. Наконец, положим Рис. 72.

Cs«s« = -Ssi, s»_i U As4> U Bsxs>. Очевидно,
что все оценки величины разброса «плохих» точек производятся
в точности так же, как и на пе; вом шаге.

Продолжая этот процесс вдоль осей хй, ..., хп, разбиваем
R" на «кубы» со стороной /, если / > О, и со стороной 6>0, если

/ = 0, причем для каждого из этих «кубов» существует достаточно

малый диффеоморфизм (близкий к тождественному) на обычный

куб, определяемый в IR" следующей системой неравенств: п1 +
+ / (s1 - 1 )*=их*sй1 + Is1, п$ + / (sa- 1)<хг^at?+ / ¦ s\ ... Каж-
Каждый из кубов Rsi sn содержит компакт Csi >п, причем Ас

cz (J Csi an
= C и выполнены следующие оценки разброса:

р(С*. A*)^C'(k)l, PCC'UC?-1, A*UA^)^C'(k)l, vol^tO-
= volft_1(C*UC*~1)^D'(*)/*~1> где постоянные С (k) и D' (k) по-

получены индуктивным процессом вдоль всех осей и не зависят от

компакта А. Наша цель — полностью заклеить компакт С плен-

пленкой X, удовлетворяющей всем условиям теоремы, тогда автома-
автоматически мы заклеим и компакт А. Приступим к заклейке С.

Напомним, что Csi sn
= B3x . ^-r sn_t l)Asi4..sn\JBsisn, где

Вл еп 1Э Ьл ,я гэ хл „л и Вл п полностью заклеивает Ь \ »

по отношению к точке xsi sn. Две точки ^sl sn-i sn_, и xsi tn

соединены отрезком Ал sn, а потому принадлежат одной компо-

компоненте линейной связности компакта Asi sn, и С содержится

в е-окрестности выпуклой оболочки компакта Л, поскольку таким

свойством обладали все приклеенные нами перемычки Bj. sP

(рис. 72).
Сделаем важное замечание: одномерный симплициальный под-

подкомплекс Д = (J (J Asi _ sp, очевидно, стягивается по себе
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в точку, что позволяет заменить отмеченные точки в группах

(ко)гомологий. Для каждого компакта Csi sn c= Rsi ап выбе-

выберем точку Рг\ ая, расположенную в выпуклой оболочке ком-

компакта Csi tn, и рассмотрим конусы Xsi $„
= С (Psi ,я, Csi _ ап).

Тогда

(соответственно Am(X,i sn, Cjt ,») = hm-x (Csl sn)). Ясно, что

U^ i"-1 i" fB частности, A [} (\J Д,Л = (J 4si =

... ."-1.." П ^si... s«-i, у
= Ф, если | s" - 7" | > 1,

(аналогично и в случае когомологий), Csi sn-i Sn
— Bai sn-i sn —ill

U^»1 s" ,sn U ^s«... s"-1, s"' и вся эта каРтина расположена в ци-

цилиндре (s\ ..., s" ) вдоль прямой хп. Рассмотрим все точки

•V s" .s" е ^s1 i»-1. s" (ПРИ переменном s") и точку ^si sn-i e

е 58г sn-i, причем последняя может и не принадлежать

\}Dsi . sn-it sn. Поскольку все эти точки принадлежат Д, то точки

X 1 „я-1 и МОЖНО СОеДИНИТЬ ПУТЯМИ Y.1 ,я-1 ,я С ТОЧКОЙ Хл „я-1

где все пути ysi s*-i sn содержатся в Д и в цилиндре (s1... s"'1).
Положим A'sn = Asi sn-i sn\jxsi ,я-1, Л' = ул^л, Dj« =¦

»я

^ ^sl...s" ,s"U-^s1 j" »^s" = Bsl...s"'1, s"UYsi...,»-!, s«; тогда оче-

очевидно, что D'sn = Л',л П Кп +1 • Л?1 П 4^л ^ ^**... s" 'е^ли Is" — VI>
> 1. Мы хотим заклеить компакт C'sn = B'sn—i (J А'$п \}В'^ =
= Csi sn-if s« U TV ,я-1,5я U Ysi s*-i, ,я_ i

по отношению к точке

xsi 8я-1. Компакт ^,1...,»-!, ,я целиком заклеивал Csi ;__,R-it ,я по

отношению к a;si sn~i sn. Так как Д стягивается по себе в точку,

то компакт X'sn = Xsi sn-it 5л U Ysi s" ,»"U V... j>-\ s"-1» 04e"

видно, целиком заклеивает Csi 8я-1( ,я U vsi 4я-1> ,я 0 Ysi 5" ,sn-i
по отношению к точке xsi sn-i, именно этого мы и добивались.

Итак, мы имеем С = С+ 8я-х
= \J C'sn, С',„ = fi>_, U A'an U 5;n, 5;я

содержит D\n и, очевидно, полностью заклеивает D'$n (см., напри-

например, замечание к теореме 27.3.1), Х'$п гэ C'sn и полностью заклей-
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вает C'sn. Отсюда следует, что выполнены все условия тео-

теоремы 25.2 (в случае гомологии —теоремы 26.2), а потому-компакт

X'=[jX'sn полностью заклеивает компакт ^' = ул^л во всех

размерностях по отношению к точке x$l sn-i. Это означает, что

X'=*Xti sn-i полностью заклеивает А' = Сгг tn-i в каждом ци-

цилиндре (s1...sn-1). Фиксируем цилиндр (s*...sn-2); тогда

C5i tn-t
— [J A%\ sn-a 5n-i, и мы полностью возвращаемся в ситуа-

sn-l

цию, аналогичную только что разобранной. Продолжая этот про-
процесс, мы в конце концов получаем компакт X, полностью заклеи-

заклеивающий компакт У Asi = А [} Д, а потому и подавно заклеиваю-

.
.

»'

щий А, причем все группы (ко)гомологий центрированы уже
в точке х е А.

Итак, мы построили некоторую поверхность X, полностью

заклеивающую компакт А и содержащуюся в е-окрестности выпук-
выпуклой оболочки А в R". Проверим выполнение метрических требо-
требований. Пусть Р е С — s-симплициальная точка; тогда весь отрезок
С (Q, Р), вложенный в конус C(Q, С), состоит из точек, которые
являются либо все одновременно s-симплициальными, либо все

одновременно (s-f 1)-симплициальными, иными словами, операция

взятия конуса переводит симплициальные точки снова в симплици-

альные. Поскольку р(С*, А*)^С(k)l и р(С* UС*~', А* [)
Ck)l, то р(Х*. А*AС'кI(Х*Хк Л*

()
^/, так как длина образующей каждого конуса Xsi sn не пре-

превосходила /), поэтому можно положить C(k)= 1 +C'(k). При
построении С — [j Csi an было доказано, что volft_! (С) ^

а^ 2 vol/i_i(Csi ^i\^D' (Л)/* .Поэтому достаточно проверить

J1 ... 5"

неравенства на объемы volA для каждого куба /?si яп. Если

ZczR", volft-i(Z)<oo и CZ — кенус над Z, длина образующей
которого не больше чем /, то vol* (CZ) «s Ik-1 vol*_a (Z) (доказа-
(доказательство см., например, в [16], теорема 10.2.1). Отсюда следует,

чтоуоЦ(Х)^ 2 Ikr-ivol^(С^ ji^^krW(k)lk, поэтому можно

S1 ... 5"

положить D (k) = kr^D' (k). Случай а) разобран полностью. Слу-
Случай б) разбирается по аналогичней схеме, но только с заменой /
на 6. Теорема о шапочке доказана полностью.

Если / достаточно мало, то 6-мерная часть компакта X на-

накапливается в малой окрестности компакта A* *J А*~1. Этим

обстоятельством мы будем часто пользоваться.

1/1 10 А. Т. Фоменко -
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§ 29.1. Минимизирующий процесс в вариационных классах

h(A, L, L), Л (Л, L)
29.1. Минимизирующая последовательность поверхностей.

Функции плотности, связанные с поверхностями. Сосредоточим
основное внимание на классах в, поскольку исследование клас-

классов (Ь проводится по аналогичной схеме. В этом параграфе мы

построим минимизирующий процесс (который назовем М-процес-
сом), позволяющий по каждой минимизирующей последователь-
последовательности поверхностей в классе © построить некоторую поверхность
из этого же класса, которая, как окажется, будет глобально
минимальной. Предположим, что класс <8 непуст и что сущест-
существует целое число s, 3 =^ s «s n — 1, такое, что число ds =
= infvol,(X\i4), Хе0, меньше бесконечности. Если такого

числа s не существует (т. е. если vo\s(X\A) = oo при любом s

и при любом X е <Ь), то постановка нетривиальной вариационной
задачи невозможна. В дальнейшем через k мы будем обозначать
наименьшее из всех таких целых чисел s, что d,-<oo.

Поскольку dk = inf volft (X\A), Xe^, то в классе ® сущест-
существует бесконечная последовательность компактов X!,", п=\, 2,3,...,
таких, чтоуоЦ(Хп"\Л) = йА4-вя, где е„5*0, е„-+-0, п-*-оо. Поло-Поло(\) „

жим R° (P) = m\n\d(P, А), /?о], где PezM, d(P, Л)-расстоя-
Л)-расстояние точки Р до компакта А. Пусть X cr M — некоторый компакт,
не обязательно принадлежащий топологическому классу © и

такой, что уоЦ(Х\Л)<оо. Определим следующие две функции:

<pm(r, P,

iMr, P.

, t)\dt.

\ = vo\m[X(]B(P, r)],
где R°(P)>0, 0<r<R°(P) Фиксируем на многообразии М
счетное, всюду плотное подмножество {Qt}, и пусть в М задана
бесконечная последовательность компактов Ха, Хаг>/4, я —

= 1, 2, ..., таких, что volm(Xa\/l)<oo (при каждом а). Тогда
из последовательности Ха можно выбрать (вообще говоря, неодно-

неоднозначно) подпоследовательность Xaf, /=1, 2, 3 такую, что

функции г|;ш(г, Qt, Xaj) сходятся при /->-оо для каждого i и для

каждого г, 0<r </?°(Qf), к некоторым функциям фт(г, Qi). По-
Построим по последовательности Xaj следующие функции:

sup r>m(r', Qt)
I Г —Г' I <в—о

в-0
inf

Ф«(г,

d(Q,
l= lim Jsup фт(л, Q, Xap)
)=lim f inf Фт(л Q, Xa\
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Обозначим через ут объем единичного m-мерного шара Dm,
выберем и зафиксируем положительное число hm так, чтобы
1 + hm¦ г5гA + TioO8"" ПРИ 0<г</?„; число hn определено не-

неоднозначно, однако это не отражается на дальнейших построе-
построениях. Определим гладкую функцию

')-m, 0 <

Определение 29.1.1. Пусть #°(Р)>0 (т.е. Ре=М\А).
Функцией Ym (P) т-мерной ¦

плотности последовательности поверх-
поверхностей Ха, а'= 1, 2, .... на многообразии М назовем следующую
функцию

Wm(P) = lim sup [hm (г)• tym(г, Р)].
р-»00</-<р

Подчеркнем, что, вообще говоря, функция Ym(P) определена
неоднозначно — по одной и той же последовательности Ха можно

построить много функций плотности,— однако если XassX при
всех а, то функция Wm(P) определена на многообразии М одно-
однозначно (в частности, xFm(P) = 0 при Р ф X).

29.2. Краткая схема построения минимизирующего процесса.
Рассмотрим в топологическом вариационном классе © fe-миними-

зирующую "последовательность Хя", d,<oo, и предположим, что

класс © 1-устойчив. Это — единственное условие, позволяющее

осуществить в классе © М-процесс. Напомним, что если много-

многообразие Л1 односвязно, то любой непустой топологический класс ©
является 1-устойчивым (см. пункт 27.4).

Построим по последовательности Х„" функцию плотности У*(Р)
и положим S* = \P e М\ А|Чг*(Р)>0}. Тогда, как мы дока-

докажем ниже, выполнено следующее утверждение.

Предложение 29.2.1. Множество Xk — A\jSk есть ком-

компакт в многообразии М. Существует новая последовательность

Х'„1" е © такая, что: 1) vol* [Xn"\AJ-»-dft, n-*- оо; 2) для любой

открытой окрестности U компакта A U 5* = X* существует номер
N = N(U) такой, что volA_1[Xn1"\C]<oo для всех h>N(U).

Поскольку, в частности, это означает, что volft[Xnu'\J7] = 0

при n>N, то ^-мерные куски новых компактов Х'л1" накапли-

накапливаются в сколь угодно малой окрестности компакта X*. Теперь
рассмотрим открытые окрестности Ua компакта X* такие, что

и*а -э t/i +1 и f| Ula = X*. Положим о*-' - inf vol*-! (X\Ula), где
a

X e ©. Тогда в силу предложения 29.2.1 имеем ш* —' < оо

(см. свойство 2)). Поскольку ю*^1,^©*" ,то существует пре-

предел (быть может, равный бесконечности) lim Юц~1 = ^А_1- Отме-

тим, что dft^A,*, где число X* определяется по той же схеме,

т. е. X* = lim [inf volA (Х\П&)\, Xe=©,U°a+icz U&, (\ U'a - 5*.

10*
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Легко видеть, что числа кк и Я*-, не зависят от выбора окрест-
окрестностей Uа и U&, соответственно.

Поскольку Х*_г= lim со*-1, то существует бесконечная после-
О-»со

довательность Х%' е 0, составленная из таких компактов Х«",
что voU_1[X^'\CrA] = co*~I + en, е„з*0, гп-*-0, п-*-оо. Как и на

первом шаге, построим по этой последовательности функцию
(k— 1)-мерной плотности lFft_i (Р), Р е М\Хк, и положим S*-1 ==

Предложение 29.2.2. Множество X*-1 = A (J 5* U S*-1
является компактом в М. Существует новая последовательность

ХГ&0 такая, что: A) то^ХГЧОД-а*-' + «,;. e^O,
е«-+-0, n-voo; B) для любой открытой окрестности U компакта

X* существует номер N = N (U) такой, что voU_j[Xn"\?7] < оо

5ля всех n>N.
Так как, в частности, это означает, что voU_i[Xn"\Cr] = 0,

то (k— 1)-мерные куски новых компактов Хп" накапливаются

в сколь угодно малой окрестности компакта X*-1. Рассмотрим
открытые окрестности Ul компакта X*-1 такие, что f/a=3t/a+i и

p^X*-1. Положим wi"8 = inlvolM(X\ri), где Хе<^.

а

Тогда в силу предложения 29.2.2 имеем со*-2<оо. Поскольку

^a+i^^a" 'T0 существует предел (быть может, равный беско-

бесконечности) lim со*~2 = Х,А_2- Это число не зависит от выбора сжи-
а->оо

мающейся системы окрестностей Ua- Поскольку Xft_2= lim со*-2,
а-*оо

то существует бесконечная последовательность Х^*' е 0 такая,
что voU_2[X^\^] = co*-2-fen, еп^0, е„-^0, п-+оо. Как и

на втором шаге, строим по этой последовательности функцию (k — 2)-
мерной плотности Wit-tiP), PeM\X*-x, и положим 5*-а =

= {Р е= М\Х*-1\Уы(Р)>0} и т. д.

Продолжая этот процесс вниз по размерностям, мы получаем
в конце концов последовательность множеств S*, 5*-1, S*~2, ...

.... S8, S\ где S' = (p<=jW\>1\ M 5/|4f,(P)>o), причем

оказывается, что множество S1 пусто ввиду 1-устойчивости класса (д.

На предпоследнем шаге мы имеем компакт Х*==Ли (J Sp,

, [>], где Хе=0

a

^8 = limcoa, Я,3<;оо. Рассмотрим последовательность
п

такую, что vols[X^*-2)\t7*-3] = co3 + en, е ^> 0, ел-+-0, построим



§ 29} МИНИМИЗИРУЮЩИЙ ПРОЦЕСС В ВАРИАЦИОННЫХ КЛАССАХ О 293

функцию Ч?з{Р) по последовательности Х<*-2), а затем рассмот-

рассмотрим множество S8 = {Р <=М\Х*\УЯ(Р)>0\.

Предложение 29.2. (&-2). Множество XS=A{J (J S'
р=»3

является компактом в М. Существует новая последовательность
Х<*-«' <=<0 такая, что: A) voU[X«*-«'\i/*-3]-=©» + e^ e^O,
eJ,-*-O, л-»-оо; B) для любой открытой окрестности U ком-

компакта Xs существует номер N—N(U) такой, что vol2'[X(f~ 2)'\?7|<
< оо для всех п > N (И).

Рассмотрим открытые окрестности ?/«~ компакта Xя,
fl */?-' = Л», и пусть o? = infvol2(XV7*-2), Xe^, ^ =
а

= lim «а. Тогда из предложения 29.2.(?— 2) следует, чтоюа<
О-»00

<оо. Существует последовательность Х^~{) <=<??, для которой
\ои[Х(п~п\Пкп~2] = а>^ + гп, ея^0. Построим функцию ^(Р)
и рассмотрим Sl={/)eiM\X'|f,(P)>0}.

Предложение 29.2.(^—1). Множество X2 = Sa U Xs

является компактом в М, причем Xs & ©. Существует новая по-

последовательность Xln~'ire& такая, что: A) vol2[Xi*~ п'\^*~2|=
¦== (Oj + ei, е^з» 0, е^-»-0; B) 5ля любог? открытой окрестно-

окрестности U компакта X2 существует номер N = N (U) такой, что

vo\l[X(^~u \U]<.oo, а потому в силу {-устойчивости класса &

имеем Х?*~lY c= U для всех n>N (U).
Подчеркнём отличие предложения 29.2.(& —2) от всех преды-

предыдущих предложений 29.2.(s), где l^s--^^ —2. Именно %*&<&,
чего нельзя, вообще говоря, утверждать относительно компак-

компактов А', где 3sgfs=s&; более того, если Б2Фф, то никакой из

компактов X', 3=^i«s?, не принадлежит (8.

Итак, описанный выше процесс приводит нас к некоторому

компакту X2 е &'.

Определение 29.2.1. Описанный выше процесс, сопостав-

сопоставляющий каждой k-минимизирующей последовательности компак-

компактов Х'п&0 {т. e. volft(X^'\i4)-»-dft при п-+-со) компакт

Х2е0 (в предположении, что dk<.oo и что класс 0 \-устой-

чив), мы будем называть Ь\-процессом. Вектор \ = (dk, %к-Л Я»)
мы будем называть Х-вектором данного М.-процссса. Мы будем
называть М-процесс конечным, если Xj<oo, 2<^i^k— 1.

В действительности М-процесс существует в любом классе 0,

для которого dk<oo (т. е. можно не предполагать 1-устойчивости
класса 0), поскольку минимизация одномерного объема (длины)
не встречает препятствий. Однако, поскольку для исследования

10 А, Т. Фоменко-
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метрических свойств компактов X* мы все равно будем предпо-
предполагать 2-устойчивость класса ©, мы не останавливаемся на слу-
случае размерности один. Если с самого начала предположить, что

многообразие односвязно, то это гарантирует 1-устойчивость
любого непустого топологического вариационного класса.

29.3. Конструктивное построение минимизирующего процесса
и доказательство его сходимости. Первый шаг. Переходим к до-

доказательству предложений 29.2.1 — 29.2. (k— 1), где k 5=2. Нам

потребуются вспомогательные аналитические факты, обобщающие
в нашем контексте некоторые конструкции из [16] и 135].

Лемма 29.3.1. Пусть X —компакт такой, что ЛсХс M,
уоЦ(Х\Л)-<оо. Тогда выполнены соотношения:

C.1.1) ф*(г„ Р, Х)-ф*(гь Р, X)^Mpk(ra, P, Х)-%(гь P, X),
если 0^rl<ri<R°(P);

C.1.2) гр,(г', Р', X)^k(r' + d(P, P')P, X),eder'<R°(P'),
r' + d(P, P')<R°(P).

Доказательство этого утверждения следует из теоремы 10.2.3
в [16] и из того факта, что В(Р', r')czB(P,. r' + d(P, P')).
В дальнейшем мы часто будем дифференцировать функции типа

if>ft(r, P, X), которые, вообще говоря, разрывны; поэтому мы

подчеркиваем, что дифференцирование понимается как дифферен-
дифференцирование по мере (см. подробности в [16]).

Лемма 29.3.2. Пусть Х<=0 и voU(X\i4) = d*4-e<oo,
где е^О. Пусть 0=s?r<#°(P). Определим следующие функ-
функции: ф»(г, Р, X) = max[0, щ(г, Р, Х)-г], ф*(г, Р, X) =
= max [0, *Мг, Р< X) — e]i Pi (Л Х) = sup (г), где числа г таковы,

что щ{г, Р, Х) = 0, р*(Р, X) = sup(r), где числа г таковы, что

ф* (г, Р, X) = 0. Тогда почти для всех г таких, что 0R°P
выполнены неравенства:

где D = D (k) — постоянная из теоремы 28.3.1, а ф*,г
— частная

производная функции фл по аргументу г,

C.2.2.) pf(/\ Х)<рх(Я, X), щ.,(г. Л Х)<ф*.г(г, Р, X)
почти для всех г, 0^r<.R°(P);

C.2.3) фА (/¦„ Р, X) - фА (ги Р, X) < ф» (г„ Р, X) - фЛ (гь Я, X),
0/?°(^)1г()

C.2.4)г-»A+Л*г)*ф*(г. Р, X), г*A+Л»г)»-**(г, Л X)
являются неубывающими по г функциями;

C.2.5) ф*(г, Р, Х)^хА[г-р1(Л X)]*, если Pl(P, X)<r<
<JR°(P) здесь х*«=?-*Ог-*>0;

C.2.6) ¦П^. ^. XXe+^Ml-AiVfl+PiCP. X)]e, если

0<г<Л'Р1(Л X), 0<А'<1.
Доказательство. Докажем C.2.1). Ясно, что почти для

всех r<R°(Р) мы имеем щ,г (г, Р, X) = уоЦ_х [X П дВ (Р, г)].
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Выполним полную' 'S-перестройку компакта X. Для этого

возьмем в качестве открытого множества G открытый шар В (Р, г),
где г < R0 (/>); тогда A ft G = 0. Напомним, что Хх = (X Л G) (J х,
4i - (X П 5G) U a;, y2=X\G, Г = ^ U Уа, где Ух полностью заклеи-

заклеивает компакт А\. В качестве Yi возьмем компакт l^iUv (см.тео-
(см.теорему 27.3.1), где у

—

путь, соединяющий х cie^^XfloG, аУ^—
«'лапочка», существование которой доказано выше втеореме 28.3.1.

Так как почти для всех г, 0^r<iR0(P), мы имеем уо1д_1(Л1) =
=voU_x(XfldG) = volA_,(XПдВ(Р,г)) = ф*.,(г,Р, Х)<оо (посколь-
(поскольку vuU(X)<co), то, в обозначениях теоремы 28.3.1, получаем
volft_1(i41) = /*-1 = (9fr,r)<*-1)A*-11<oo, т. е. I = (ф»,,.I^*-". В силу
теоремы 28.3.1 можно считать, что компакт Yi содержится
в выпуклой геодезической оболочке компакта Аи т. е. в шаре
В (Р, г), < а также, что vol* (У\) = volA (V\) ^ Dl*. Поскольку
Xi U Ki стягивается по многообразию М в точку, то в силу тео-

теоремы 27.3.1 мы получаем, что Y=Yt [} Y%^0, а потому уо1а(У\Л)^
S=dft. Допустим, что C.2.1) не выполнено, т. е. \р*(г, Р, Х)>
>?)/*+ е, а так как (S\G)f|(SЛG) = 0, S = X\A, то

vol* E)« vol* (S\G) + vol* (S П 0) > vol* E\0) + D/* + e ^

^ vol* (S\0)+vol* (Уг)+е ^ vol* [(S\C) U Ух] + e - vol* (У) +

e, а потому volft(

что противоречит выбору S. Напомним, что vol* (S) = dk¦+ e.

Отметим, что здесь мы использовали конечность числа dk. Второе
неравенство в C.2.1) доказывается совершенно аналогично,

поскольку в качестве Yt cz В (Р, г) можно взять конус Yr =
= С (Р, At). Пусть w — нормальная координатная система

с областью определения В @, #0) cz R" и такая, .что w @) = Р\
тогда положим AVi = w-1{Ai). Так как конус Yt полностью

заклеивает Ait то снова по теореме 27.3.1 имеем У»Yi[}Yt<=<0.
В этом случае

A + Лог)* fe-V vol*_i (^ю)

как это следует из утверждения 10.1.13 в [16], из теоремы 10.2.1
и леммы 10.2.1 (с) в [16], а также из определения постоянной Л*.
Итак, C.2.1) доказано.

Перейдем к доказательству C.2.2). Если в C.1.1) устремить
fi к га, разделив неравенство на.га — г\, то почти для всех г,

0^r<R°(P), будем иметь f*,,<i|>*,r, а потому и ф*.г<^*,г,
что и требовалось. Так как ф* ^ ф», то если ф* = 0, то и ф*«=0,
т. е. pfs^Pi (см. определение рх и р*), что и завершает доказа-
доказательство C.2.2).

10»
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Неравенство C.2.3) немедленно следует из C.1.1) и опреде-
определения ф*, $к. Поскольку ф* *s §k и ф* < tj>ft. то отсюда следует, что

C.2.7)
¦ ¦¦

ф*^

Ясно, что г^* + б^ц(Фй+ е), где \>, = krlr (I -\-hi,r); отсюда фл^
^Ф* '^.чф* + е(ц—1), где ц<1. Доказанное неравенство выпол-

Н-г.о почти при всех г.

Теперь мы докажем C.2.5). Из C.2.7) следует, что ф*

Х(Ф*.г)*/(*-1), т. е. (Лф*);^^1-6'/*, а тогда J(^*);d/-S=DA-*»/* х
о

г

X(r —pi), поскольку $ (Аф^ dr яа 0 при г<Рх. Отсюда находим
о

J (Аф*); rfr = J (Аф*); dr, Щ^ D«»-*w* (г - Pl), если Pl (P, X) < г <
о р,

<.R°(P), так как fe?*jPl=^- Отсюда окончательно следует: фйэ=

(r — pi)*, что и требовалось. Напомним, что

*0

Докажем C.2.6). Пусть 0<fe' < 1, 0<r *^k's, где s<px.

Используя C.2.1), получаем

г, Л X)<1>»(A's,

S
jit'

1-Ar4*(s, Л

что и требовалось доказать.

Теперь мы докажем C.2.4). Рассмотрим функцию /(г)»=г-*х
к 1+Л*г)*ф*; требуется доказать, что #з»0 (отсюда будет сле-

следовать монотонность f(r), так как Л* (г) — гладкая функция, а

Фа — непрерывная функция). Ясно, что

-Гг A +V) ф*,г - ф*] ^ О

в силу C.2.7). Монотонность f (г) доказана. Докажем вторую часть

неравенства C.2.4). Сначала мы установим, чтоф
т.«. что [Л*1 (г)]' ф*+Л*1 (г) тр», г S* 0; здесь ft*1 (г) - у^г" A +Л„г)*.
Ясно, что

A + hkr) f»,]> 0,
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что следует из неравенств: ф*,, <$*,,.,
т. е. i*<ArV(l+/t»r)^*.r, — ф*+*-^A+Л*г)Ф*.г>0/ что

и требовалось доказать.

Поскольку функция hil(r)$k, вообще говоря, разрывна, то

для доказательства ее монотонности требуются дополнитель-
дополнительные соображения. Определим непрерывную функцию % =

г

*=\$k,r(t, P, X)di и положим а> = -ф* — э1; тогда ф* = ? + со, т. е.
о

X
— регулярная часть функции ф, а © — ее сингулярная часть.

Так как -^[hV (г)ф*]з*0, то -^ [А*« (г) Х] 5* - [-А*1 <r)lfa(r),
поскольку ©г==0 почти всюду. Отметим, что функция hi' (r) ?
непрерывна. Интегрируя это неравенство, получаем

¦^Wiryxldr-hVirjUrJ-hV

Ss - $' [Л*1 (г)]; со (r) dr \ {d [hi1 (г) со (r)] - hi1 (r) dco (r)\ -

=- — A*1 (r2) со (r,) + hi' (гО со (rx) + J A*1 (r) dco (r).

Отсюда следует

Л*' Ы ф* (га) - ft»' (г») tj.> (гх) ^ f А*- (г) do (r).

Отметим, что й<афш'гйг. Докажем теперь, что

Действительно,

Нш [соМ-со(rO]= lim [^(rO-^Ci)]- lim
; 1i (

так как 4>* (г^) ^= -ф* (/"I). a предел интеграла равен нулю. Лемма

доказана полностью.

Лемма 29.3.3. Пусть X1? <= Ф% vol»№"\Л]-dk + в<оо,
ея^=0, е„->-0, n-voo, u п«/с/пь cpj, у^ —функции, построенные

по последовательности Х'п1 (см. выше). Тогда:
C.3.1) функции <р? и 1р^ не убывают по г и, кроме того,

функция i\>t(r, P) полунепрерывна сверху по г в точке (г, Я);

C.3.2) ifcC, Р)^ Нт inf if„(r, P, XJJ'X

lim sup Ы'. P. XJf'X^^, P);
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C.3.3) if-k(rt, P)Ssi0t('i» Р). если 0<гх<га< R°(P). Таким

образом (см. C.3.2)), г|>?(г, P)*=Xpi(r, ^), л»г(Эа либо \fa(r, Р),
либо я|)*(г, />) непрерывна по г в точке (г, />);

C.3.4) ф»<ф*<^», если 0<tr<R°(P);
C.3.5) ^(/-', Р'ХЫг, Р), если r[<R°(P').u r' + d(PrP')<

C.3.6) в каждой точке РеМ\А функции hil(r)-y?(r, P)
и ft*1 (г) <р± (г, Р) являются неубывающими по г функциями. Далее,
существует предел lim [ft*1 (г) г[?л (г, Р)], в частности: Ук(Р) =

= lim sup [Нц1(г)М(г, Р)]=*Ит[К1(ъ)ЪЦе, Р)]. Кроме того,
г-»00<г<е е-»0

функция 4k(P) полунепрерывна сверху;
C.3.7) существует положительное число рА такое, что если

то 4k(P)S*Р/,>0, так что множество S* =

?*(^)>0} замкнуто в М\А, Vk(P)^fa>Q
на всем множестве S* и Xk*= A \jSk —компакт в М. Кроме того,

Чм (Р) <со для любого РеМ\А;
C.3.8) ф*(г, Р)**Чы{Р)Нь(г), если 0^r<R°(P);
C.3.9) если ?л(Р) = 0, то и ,^(г, Р) = 0 для всех г таких,

что О^г<р(Р), где р(Р) — некоторое положительное число;

C.3.10) пусть PeS», P,eS», 0<r<R0(P,), {B(Ph r,)} —

не более чем счетное семейство непересекающихся шаров таких,

что B(Ph rt)czB(P, г). Тогда ф?(г, />J» 2 i|S fa, р')-

Доказательство. Пункт C.3.1) следует из того, что sup

и inf счетного семейства неубывающих функций суть также,

неубывающие функции. Аналогично получаем и полунепрерыв-
полунепрерывность сверху.

Докажем теперь C.3.3). Пусть р>0 таково, что 4р</-8 — гц

тогда

r,-r'<p, d(P, Qt)<P

sup
d(P. Qj)<p

Далее, если г'>гг-р, d(P, &)<P. г"<гг+ р, d{P, Qj)<p,
то d(Qb Qy)<2p и ф»(г', Qj)Ss^*.[r'-d.<Q,, Q,), Q,]5»
^=^*(''« —3p, Q/) ^ ф* (r", Q/). Здесь мы использовали C.1.2). Тре-
Требуемое соотношение получается при переходе к пределу. Совер-
Совершенно аналогично проверяются и неравенства C.3.2).

Далее, C.3.4) и C.3.5) следуют из C.1.1), C.1.2) и предель-
предельного перехода, а C.3.6) вытекает из C.2.4) и C.3.1).
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Теперь докажем C.3.8). Ясно, что

Ф*.Л/-, Р, X;ll)S3*A-r-41+Vr)-4iM'\ P. Ж')-*,,

где е„^0, е„->-0 (см. C.2.1)). Интегрируя по г от г0 до г (где
0<г0<г), затем, устремляя п к бесконечности, а после этого

устремляя г0 к нулю, получаем

откуда

Ф* S* VF* (Р) ( йу»**-» A + ft*/)-*-» Л -
о

'

'

-Ъ (Р) \ [Л* (Oil * - Ч'* (Я) А* (г).
о

что и требовалось. Здесь мы воспользовались соотношениями

C.3.6), C.3.3), C.3.2).
Докажем C.3.7). Рассмотрим отдельно два случая:

1) limp (Л Хп") = 0; 2) lira р (Я, XJ,") = р (Р) > О, где л про-
я -»оо л -»оо

бегает некоторую бесконечную подпоследовательность. В слу-
случае 1) из C.2.5) получаем <pjis= х*г* = р^*/"* для всех г, 0^г<

< R0 (Р), где р* - к?*' = fr^D1-» > 0, т. е.

Т» (Р) &№Vr-* У +V)*^ Ф*У*'И- • A+V)*^ Р* A + Л*г)*.

откуда при г-»-0 окончательно получаем 4rfc(P)^pft>0. В слу-

случае 2) из C.2.6)' имеем yk(r, P, Х;11)<в(| + *-*A-й')-*[1 +
+ Pi(P, XJ,")]e«, где 0<r<fe'p1(/), Xi"), 0<Л'<1. Устремляя
л к бесконечности, получаем: г^ = 0 для Osscr ^k'p(P), а потому
и XFA(P) = O. Итак, мы доказали, что Wk(P)>0 тогда и только

тогда, когда lim p(P, Х„и) = 0, а в этом случае выполнено нера-
/I -»00

венство ЧГЛ (Р) Ss р* > 0. Далее, если Р ^ S*. то Wk (Р) = 0 < оо;

если же PeSk, то ^<оо (см. определение ipj), а тогда и

ftfc1 (r) ^< °° ПРИ 0<Г</?°(Р). ПОСКОЛЬКУ фуНКЦИЯ /lftl(r)i|)J
не убывает по г, то отсюда следует, что Чг»(Р)<оо, что и тре-
требовалось. Так как М компактно и S* замкнуто в Л1\Л, то

Л US* —компакт в М.
Из проведенных выше рассуждений уже легко следует C.3.9).

В самом деле, пусть Ч*У(Р) = 0; тогда из доказательства C.3.7)
видно, что р (Р)= Mm p(P, XJ,")>0 (в противном случае ^(Р)

Я

а тогда ^ = 0 для 0<r<fc'p(P), 0
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Осталось доказать C.3.10). Ясно, что выполнена цепочка

неравенств

itfss Mm sup iMr. P> Xp")S=
> л

5= lim inf vol* [X'pl> (] В (P, r)]ss

^ lim inf 2vol*[X2'

3>Г„ Pi),
i

что и требовалось. Лемма доказана.
Лемма 29.3.4 (лемма о перестройке). Пусть Х'п'^0 —

исходная минимизирующая последовательность, т. е. vo\k[X'n'\A]=
= d* + en<oo, е„:э=0, е„->-0, п->-оо, и пусть Xk = A\jSk и

Ш, ty?~,' Уь —функции, построенные выше. Тогда существует
новая последовательность поверхностей Хп" е © такая, что

voU[Xn"\i4] = dft4-ertt еЦ^О, е^->-0, л-*-оо, т. е. компакты

Х'п" по-прежнему образуют k-минимизирующую последовательность,

причем 'ф^шф^, 'WkmaWk и новые функции 'yf (не совпадающие,

вообще говоря, с функциями щ) по-прежнему не убывают по г и

удовлетворяют соотношениям C.3.1), C.3.6), C.3.8). Далее, для
любой открытой окрестности V = U (Xk) компакта X* сущест-
существует номер N = N(U) такой, что vol*_i[Xn"\?/]<°o nPu мех

n> N и, более того, X'n"\U— конечный симплициальный под-

подкомплекс размерности s, где s.sg.k—1; в частности, Xn'\U
состоит только из симплициальных точек (см. определение 28.2.1).

Замечание. Новые функции 'ф^ будут обладать следую-

следующим свойством: 'ф? = 0, если В (Р, г)(]Хк==ф, что будет след-
следствием симплициальности компактов X'J"\U.

Доказательство. Пусть U — открытая окрестность ком-

компакта X*. Так как многообразие М компактно, то существует
конечное число открытых шаров В (Pi, rt) таких, что: 1) M\U с:

cz\jB(Pi, г,); 2) Х*П [IJiSTPb /¦,)]=• ф. Рассмотрим шар

В (Ри г{). Тогда реализуется один из следующих двух случаев:
а) существует номер N такой, что Хп" П дВ (Рг, гх) = ф для всех

номеров n>N; б) X'^'(]dB(Pi, гг)Фф для некоторой бесконеч-
бесконечной подпоследовательности \п')с:\п\. Ясно, что если реализу-
реализуется случай а), то для любого n>N имеем Хи| = 'Хв'и'"Хя',-где
'Х;,"(ГХл" = ф и *X^cfl(Pi, гг), а потому компакты Х'„" можно

заменить новыми компактами.-'Хч" такими, что 'X),1; е-tf?
_

и

'X'n'(]B(Pi, г1)=ф. Выполнив эту ^операцию, мы можем перейти
ко второму шару В (Pi, ra).
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Пусть теперь реализуется случай б). Обозначим подпоследо-
подпоследовательность \п'\ по-прежнему через \п\, тогда Хп'С\дВ(Ри гг)Ф
Фф для любого n>N. Докажем, что vol*[X!,11 ПВ(Ри г{)]-*-0
при л-*-со. Поскольку В(Ръ Г1)ПХ*=ф, то xYk(P)вшО для
всех точек РеВ(Ри Гх + е'), где е'>0 выбрано так, чтобы

В (Pi, Гу Ч-е')ПХ*=ф. Тогда в силу C.3.9) существует число

р(Р)>0 такое, что ^иО при 0<г<р(Р). Получаем конеч-

конечное покрытие шара В(Ри гх) шарами В(Ра, р(Яа)). и так как

%и - НшГ sup ф, (/-', <?,)]-0, то vol* [Хя» П 5 (/»., р (/>„))]-+¦
в-»0 !/¦ — /¦'Кв.

-*0, откуда \o\k[X'i'[]B(Pi, rj)]-»-O, n-vco, что и требовалось.
Рассмотрим открытое множество Gp,,=*M\b(Pi, rp

— t), где

0«?/<рр, /ч — — <гр<Г! — -j-, p — произвольное натуральное

число, числа рр и гр фиксированы для каждого р и, кроме того,
числа р» подобраны так, что р»-*-0

при р->-оо. Тогда (Т, 2^)<= Ср. о с:

с: (Г, I), где T = M\B(PU rj."
Положим Gp = Gp,Pp, rp = Gp\Cp,o
(рис. 73). Определим на шаровом
слое Тр функцию Up(x) следующим

образом: Up(x) — t, где хедВ(Ри
rp — t)\ в частности, Vp(x) = 0, если

xsdB(Plt rp), и Up(x) = pp, если

х*=дВ(Ри Гр-рр) = ЗОр. Ясно, что Up(x)eC1(Tp) к

ФО на шаровом слое Гр. Докажем, что при каждом фиксирован-
фиксированном р можно выбрать такие значения пр и tp, Ot
будет выполнено неравенство vo\b-i\dGp,tpf\Х'п1]*^р
деле, допустим противное: пусть для любого t,
любого п выполнено неравенство voU_1[3Gp,/n«]P
Поскольку vol*[Xn"\/lJ<oo, то volA[ГрПХя"]<оо, и тогда

Рис 73.

1^
pp что

В самом

Если положить Ct = {Q&YP\UP(Q) = t\, то

ремы 10.2.3 в [16] немедленно следует, что

М vol* [Г,

= dGPi, и из тео-

теоЛ CJ «V > рр/?1-*,
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где М — постоянная Липшица для функции Up(x), xefp,
а потому М «^ 0. Отсюда следует, что для любого натурального п

(при фиксированном р) выполнено неравенство vol* [Гр П Хп"] >
>Л1ррр1~*>0. Так как (см. выше) уо1*[ГрП X;"]-vO при п-*-оо,
то выполнение этого неравенства невозможно. Итак, мы можем

указать <5есконечную подпоследовательность {пр) а{п\ и последо-

последовательность {tp\ такие, что vo\i,-i[Xn' (]dGp,tp\^ р1'", где р1-*-»-
->0 при р-*-оо. Приступаем к перестройке бесконечной после-

последовательности компактов Х'„1'&0. Положим Ар = dGp,tpПXJ,",
тогда уоЦ_!(Лр) = /*-', 1р^р~\ АраВ(Ри г1)сВ(Р1, #„).
Следовательно, в силу теоремы 28.3.1 существует компакт Rp,
содержащийся в е-окрестности геодезической оболочки Ар (где
число е сколь угодно мало), такой, что Vm(Rp, Ap) = hm-1(AP)\O
(соответственно Am(Rp, Ap)^hm.1(Ap)) для любого meZ, *е

е Ар. Кроме того,

р (r;, ар) < с¦ 1Р, р {к% и к*Р, с, а% и Ак~сх) <с• /р,

vol* (^р) = volft (^р* U Rp, с) < D/*.

Напомним, что если /р««0, то в этих неравенствах 1Р нужно
заменить сколь угодно малым числом б. Положим Rp=*Rp\Jyp,
где ур

— гладкий путь, соединяющий х с лгеЛ; тогда, в силу

теоремы 27.3.1 и в силу замечания к ней, новый компакт 'X;,11 =

=x[x'"l'p\[x'npfiB(pi' rp-tp)]][]Rp принадлежит классу 0.
"

Итак, мы получили последовательность компактов 'Х'п, р =

- 1, 2, 3, ..., таких, что vo\k[X'nvs\A\-+dk и 'X^\GP-конеч-
'X^\GP-конечный симплицнальный подкомплекс класса Сг в М и размерности
s*ak— 1 (см. теорему 28.3.1), т. е. все ^-мерные куски компак-
компактов 'Х'п накапливаются в сколь угодно малой окрестности ком-

компакта Т=М\В(РЪ ri); иными словами, шар В (Pi, гг) посте-

постепенно очищается от fe-мерных кусков компактов 'Хя1', р-»-оэ.

Теперь мы рассмотрим следующий шар, В(Р2, гг), и повторим
для него и для последовательности 'Х'п1' описанный выше про-

процесс. В результате мы получим ноЪую бесконечную последова-

последовательность компактов "X',,1' е 0, которая остается &-минимизирую-
Pq

щей, но Jfe-мерные куски которой постепенно, с ростом номера,
покидают внутренность шара В(Рг, га). Осталось только заме-

заметить, что fe-мерные куски поверхностей "XI,1' не могут вновь
Я ¦

попасть внутрь шара В (Pi, r{); поэтому в действительности

6-мерные куски компактов "Хя" покидают не только шар

В (/>„ г,), но и В (Ри ri) UB (Pt, ?,).
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Продолжая этот процесс и вспоминая, что всех шаров В (Pi, rt)
конечное число, мы в конце концов вытесняем ^-мерные куски
квмпактов ^-минимизирующей последовательности в окрест-
окрестность ?/, причем вне этой окрестности остаются только такие

куски компактов, которые являются конечными симплициальными

подкомплексами размерности s<,k— 1. Из проведенных выше

рассуждений следует, что '^t ¦¦ ^? и 'Ч^.ss ?л; меняются, вообще

говоря, только функции щ\ ясно, что 'cpjf =эО на М\Хк. Все
остальные утверждения леммы очевидны. Лемма доказана.

Доказательство предложения 29.2.1. Утверждение
получается простым комбинированием C.3.7) с леммой 29.3.4.

В действительности мы доказали несколько более сильное

утверждение, чем сформулированное в предложении 29.2.1,
а именно: доказано не только то, что volft_1[Xn"'\^7]<oo, но

и то, что X'n"\U — конечный симплициальный подкомплекс раз-
размерности s^k—l. Этим важным уточнением мы будем неодно-

неоднократно пользоваться в дальнейшем.
Итак, первый шаг М-процесса завершен. Рассмотрим систему

окрестностей U),,zd111,+ \, f]Ua = Хк и положим со?~' =
а

= inf vol*_i(X\#i), Xe^, K-i— Нпкй&~ '. Напомним, что
<х-юо

(о*-'<оо при любом а, a A,*_is^oo, причем, хотя может оказать-

оказаться, что V-i = oo, это не помешает нам строить М-процесс дальше.

Лемма 29.3.5. Число %k-\ (быть может, равное бесконечности)
не зависит от выбора системы открытых сжимающихся окрест-
окрестностей ?/„, т. е. это число полностью и однозначно определяется
только компактом X* cr M.

Доказательство. Пусть даны две системы окрестностей

И1а и Ofr, и допустим, что Я*_х < %k-.x- Пусть s таково, что A*-i<
%b-x. Поскольку X,ft_1 = limcoa, то существует номер осо

такой, что со*— * >• s. Так как ("] 0^ = Хк, то существует номер р0
э

такой, что 0^, czUa* и tt>3~'<s. Это означает, что существует
компакт Хе0 такой, что voU_1(X\&f!o) = up,~1+8, йр„~'.+
+ e<s, eSsO. Но так как voU_i(X\Cr^)<oo, то

wolUX\U'a,) <оо и vol*_, (X\t/i.) < vol*.! (X\Ol) = wj,-
'
+

+ e<s. Однако, с другой стороны, vol/._i(X\t/a0)^co*0 l>s.
Полученное противоречие и доказывает лемму.

Если Xk-i = oo для какой-то одной системы окрестностей, то

это свойство сохранится и для любой другой системы.

29.4. Второй и последующие шаги в построении минимизи-

минимизирующего процесса. Теперь мы переходим к изучению второго
шага в М-процессе. Пусть фиксирована какая-нибудь сжимаю-
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щаяся система окрестностей Un- В силу определения чисел

< со существует бесконечная последовательность компактов Х'п' е
е<?? таких, что vol;l,_i[Xrt"\?/rt]=sci>J[-|-4-e,I, в„^0, ея-*-0, т. 8.

vol*_i[Xn'\l/i]-*-X#_i, причем поскольку ^A_i = supco*-"', то,

в отличие от первого шага М-процесса, допустимо неравенство
volft_i[X;,"\t/A]< Vi (напомним, что yolk[X'n"\A]^dk). Однако
оказывается, что это препятствие можно обойти.

Поскольку все ^-мерные куски компактов Х'п' накапливаются

вокруг X*, то теперь нам придется уже иметь дело с (k— 1)-
мерными зонами в M\U'n. Роль компакта А формально может

играть компакт X*, однако имеется существенное отличие от

первого шага М-процесса, а именно: если А содержится в каж-

каждой поверхности Хе^, то компакт X* уже не обязан содер-
содержаться в компактах Х'п'. Положим R1 (Р) = rnin[d(P, X*), RQ]
и рассмотрим функции (p*-i(r, P, X), i|)(r, P, X), где 0<г<
<. R1 (P), R1 (Р) > 0 и X — произвольный компакт, содержащий
А (но не обязательно содержащий X*). Так как счетное мно-

множество {Qi} всюду плотно в М\А (а потому и в М\Хк), то,
как и на первом шаге, можно рассмотреть функции ty*-i(/\ <?,,
Хп ) и можно сразу считать, что они сходятся к функциям
^ft-i^. Q*). гДе 0=<r</?1(P). Как и на первом шаге, строим
функции яр,,1!,,, ф?_, с сбяастью определения (по аргументу Р)

Л*\Х*. ПустьчР е уИ\Х*; положим

sup

Оказывается, свойства функции ?л_х во многом аналогичны свой-
свойствам функции 4V Пусть Р <= M\Uln; положим /?j, (P) =
= min[d(P, Uxn), Rol Ясно, что Rk (P)<R1(P)^R°(P). Номер
п мы фиксируем и все рассуждения будем проводить пока на

множестве M\Uln (а не на М\Хк), заменив этой областью преж-
прежнюю область М\А (фигурировавшую на первом шаге). Далее,

во всех предыдущих рассуждениях заменим А наП},, dk на©*-'

(напомним, что й^~'<оо), R1 на Ri,, где РеМ\П1п. Подчерк-
Подчеркнем еще раз, что эта замена отнюдь не возвращает нас к ситуа-
ситуации первого шага, так как volb-.i[X%'\Uln] — (o*-]-\-ea, en^0f
е„->-0.

Лемма 29.4.1. Формулировка и доказательство этой леммы

получаются соответственно из формулировки и доказательства
леммы 29.3.1 заменой А на П'„ и R°(P) на Ri,(P), где Ре
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Лемма 29.4.2. Формулировка и доказательство этой леммы

получаются соответственно из формулировки и доказательства
леммы 29.3.2 заменой А на Uln, R°(P) на Pi, (P), dk на со*-1

и D*=D(k) на D(k-\).
По поводу доказательства последней леммы следует отметить,

что в формулировку леммы 29.4.2 входит не сама величина

vo\k-i(X\Uln), а разность е„ = уо1*_!(X\Ci) — «о*— •, где enss

5=0, е„->0; поэтому то, чтб неравенство voU_j.(X\J7n)<^*-i
допустимо, не оказывает никакого влияния на построение М-про-
цесса (рис. 74). Постоянная х/;_х имеет вид (k— \f-"[D{k— I)]2"*,
а потому не зависит от номера п, что

будет важно для дальнейшего.
Лемма 29.4.3. Пусть Х^ аф-

аффиксированная выше последовательность

компактов, vol*_i[Xf\Uln] = со*- 1 + гп<

<оо, ея^г0, е„-»-0, и пусть <р?_ь
i^jfL, — функции, построенные по последо-

вательности X™ с областью определения
M\Xk (а потому они определены и на Рис. 74.

M\Uln). Тогда справедливы утверждения,
аналогичные утверждениям C.3.1) —C.3.10) леммы 29.3.3, полу-
получающиеся из них заменой R°(P) на Rl(P), А на Хк, XJ," на Х1",
X* на X*-1.

Доказательство. Пусть РеМ\Р,0<г</?1(Р); мы

должны доказать в точке (г, Р) соотношения, относящиеся

только к функциям 1|?_[, Ф^_(. ^a-i- Ясно, что существует

номер N — N(r, Р) такой, что при всех n>N имеем V), f|
Г\В(Р, г) = ф, т. е. r<.Rln(P), и мы можем применить лемму
29.4.2 в соответствии со схемой доказательства леммы 29.3.3,
используя лемму 29.3.2. Подчеркнем, что pfe_i == (/г — l)x~*Yfe?—i X
x[D(k— l)]1~*>0, причем pVi не зависит от номера п, а пото-

потому, как и на первом шаге, если ЧгА_1(/))>0 (где />еЛ1\Х*),
то Ч**-! (Р) ^ p*-i > 0. Лемма доказана.

Отметим, что из леммы 29.4.3 следует замкнутость множества

S* в М\Хк, а потому X*-1 = 5*-1 U X* — компакт. Далее,
если Р е M\Xk-1, то ?ft_1(/)) = 0, а тогда г|?>_, as 0 для 0<

^r<.k'p(P), где 0<*1<1, р(Я)>0. Как и на первом шаге,
мы используем этот факт при перестройке последовательности.

Лемма 29.4.4. Пусть X'" &0 —исходная последовательность

такая, что уои_г[Х;"\^] = ш*-Ч-еп, елЭ=0, е„->0, п-*-оо,

xo*-i<co, и пусть Ф^_р ^J-,, ^tt-i—1 функции, построенные

выше по последовательности Х"'. Тогда существует новая пос-

последовательность компактов ХЯ'' е0 такая, что \oU-i[X'n"'\U'n]»
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= <о*-'-f el,, е„2г:О, е„-»-0, п->со, причем ф?_, яв^_|. '^Vi я
si^Ffe-i и новые функции 'ф?_, («е совпадающие, вообще говоря,

с ф?-1) по-прежнему не убывают по г (при 0 ^ г •< Z?1 (Р)) и

удовлетворяют соотношениям, аналогичным C.3.1), C.3.6), C.3.8).
Далее, для любой открытой окрестности U *=U (Х*-1) компакта

X*;1 существует номер N — N(U) такой, что УоЦ_а(X'f'\U]<
/<оо.при ecex.n>N, и, более того, X%''\U является конечным

симплициальным подкомплексом размерности s^k — 2. В част-

частности, X'n'\U состоит только из симплициальных точек.

Доказательство этой леммы проводится в соответствии со

схемой доказательства леммы 29.3.4, и мы не будем на этом

останавливаться.

На первом шаге М-процесса мы оперировали с числом d»,
а не. с числом %к= lim inf vo\k(X\Ua) (см. выше), именно это

а-»со

и обусловило разницу в проведении первого и второго шагов.

Доказательство предложения 29.2.2. Утвержде-
Утверждение получается простым комбинированием аналога C.3.7) с лем-

леммой 29.4.4.

Итак, второй шаг М-процесса также завершен. Рассмотрим
систему окрестностей (/« =э t/a+i. Г) Уа = Х*-1 и положим ю?-2 =

= infvoU_,(X\^i), Xe=0, a*_j= lim((b*-2), тогда ©*-2<оо.

Лемма 29.4.5. Число X*_s (быть может, равное бесконечности)
не зависит от выбора системы открытых окрестностей UI, т. е.

полностью определяется только компактом Xk~1czM.

Доказательство этой леммы совершенно аналогично доказа-

доказательству леммы 29.3.5.

Итак, мы можем продолжать наш М-процесс в меньшие раз-

размерности, что дает нам последовательность компактов Acz Xk a

cP-'cX'^c... Этот процесс оборвется только на размер-
размерности один. Опишем этот последний шаг.

Доказательство предложения 29.2. (?—1). Мы

имеем компакт Xs и систему окрестностей ?/?~2, ("] f/«~2 «¦ Xя.
а

В полном соответствии с описанной выше схемой мы строим

S»»{PeM\^8|4'2(P)>0}, ^» = S2 U Xя; тогда сущест-

существует последовательность компактов Х{Пк~1)' такая, что

vol,[X<n*-^'\^-2] = toS+e;, e'n^O, ?-*-0, и для любой

открытой окрестности U компакта X* существует номер # =

=±N{U) такой, что для всех га>А/ компакт А^-"'4^*-1 яв-

является (в общем случае) одномерным конечным симплициальным

подкомплексом, а потому, в силу 1-устойчивости класса <??,
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Х?~"' f\U*-v (при n>N) также принадлежит классу 0, т. е.

можно считать, что Xj)*~!)'c:J7*-1. Для того чтобы доказать

предложение, достаточно установить, что Xs е 0. В самом деле,

рассмотрим последовательность Х]?~1у, и пусть X — множество

всех предельных точек последовательности Х<*-1)#; тогда, оче-

очевидно, X а Xs (отметим, что не обязательно р{Х%~Х), Х)-*-0
при п-*-оо). Поскольку класс 0 замкнут относительно предель-

предельного перехода в метрике р /ясно, что Zp = k (J I (J Х^'Ч^й?

и X = f\Zp, p{Zp, X)-*-0 при р-*-оо\, то отсюда, в силу тео-

...
. р

¦

^
I

ремы 27.2.1, получаем л е0, Доказательство окончено.

Подведем итоги. По каждой ^-минимизирующей последова-
последовательности X{n<=0, vol*(Xnll\/l)->-dft<oo, мы построили (вооб-
(вообще говоря, неоднозначно) ком-

компакт Х*^0, с которым связана

последовательность чисел dk, Я,*_1(
К-ъ, • •

•. К* К ив котором on-

ределена естественная стратифи-
стратификация подкомпактами Я21Э Xs zd

zdX* ... =э X* zd А, где

ym-l уя | | С m-l Ст-1 1 р с=

ис. .

оо. Далее,

J
1, Х*+1 = /4. Для каждого

компакта Хт существует последо-
вательность компактов Хя(*~т+2>'
таких, что volm_1[X<*-m
е„-*0, т. е. volm_1[Xj*-m
X"-1 = XmU S -1,причем <'<(» и

является s-мерным конечным симплициальным подкомплексом,

где s<m
— 2 (рис. 75).

Итак, мы доказали сходимость М-процесса. Построенный нами

компакт Хг^@ допускает представление X2 = Л U5*US* U ...

... U S2, однако пока мы еще ничего не можем сказать о метри-
метрических свойствах этого компакта и не имеем геометрической
интерпретации вектора (dk, A,*_b ..., Xj). Все эти вопросы будут
решены в следующем параграфе.

29.5. Теорема о совпадении наименьшего стратифицирован-
стратифицированного объема с наименьшим Х-вектором в вариационном классе.

Перейдем к вопросу об интерпретации вектора SV»-(d*, d*_i, ...

..., d3). По данной ^-минимизирующей последовательности Х„"
можно построить много М-процессов и, следовательно, получить
много Х-векторов, соответствующих, вообще говоря, различным
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компактам Х*(М), причем эти А,-векторы могут отличаться друг
от друга, начиная с компоненты Xk-V Рассмотрим множество Т
всех Х-векторов, полученньх при всевозможных М-процессах
в классе 0 {0), и введем в Т лексикографическое упорядочение.
Вопрос: можно ли найти в Т Х-вектор, наименьший в этом упо-
упорядочении?

. Теорема 29.5.1. Пусть выполнены все предположения тео-

теоремы 7.2.1. Рассмотрим класс \Х)Ъ, существование и непустота
которого утверждаются в теореме 7.2Л. Тогда оказывается, что

каждый компакт Xe(Xj8 является результатом некоторого

М-процесса в 0 @), т. е. может быть представлен в виде X —

= Х*(М), причем Х-вектор этого М-процесса (dk, Хк-г, Я,*_2, ...

..., %i) совпадает с вектором наименьшего ¦ стратифицированного
объема SV — D , d*-i, dk-lt ..., d3). Поэтому этот Х-вектор за-

зависит только от класса 0 @) и не зависит от компакта X е

е {X}s, X = X3(M). Наконец, этот Х-вектор, общий для всех

X е {Х}з, является наименьшим Х-вектором в лексикографическом
упорядочении среди множества Т всех Х-векторов в классе 0 ф).

§ 30. Свойства функций плотности. Минимальность

каждого страта поверхности, полученной
в процессе минимизации

30.1. Значение функции плотности всегда не меньше едини-

единицы на каждом страте и равно единице только в регулярных
точках. Рассмотрим компакт Xя ^0 @), полученный при неко-

некотором М-процессе, и изучим его метрические свойства. Если М-

процесс конечен, то мы докажем, что при PeSa, 3*^a«;/fe,
выполнено неравенство xVtt(P)'^:lt откуда и будет следовать,
что поверхности S* являются относительно минимальными по-

поверхностями в размерности о.

При построении компакта ^8 мы двигались от наибольшей

размерности k к размерности 3, а при доказательстве относитель-

относительной минимальности пленок Sa компакта X* мы будем двигаться

в обратном направлении: от voU к vol*. Подчеркнем важное

обстоятельство: компакт X8, полученный при некотором М-про-
М-процессе, совершенно не обязан принадлежать классу \Х\а (см. тео-

теорему 7.2.1), существование которого (класса) нами пока и не

доказано. В частности, числа Хт и dm в общем случае могут
не совпадать. Рассмотрим произвольный (/г — s-f- 1)-й шаг М-

процесса.^ Имеем: X* == X'+1 (J S', S'=*{P<=M\к 1Т,(Р) > 0},
^*~'+1(Xf)sf/J'~l(-^*+1)- Мы специально выбираем такую си-

систему окрестностей tf*—+l (*'), что уо[?+|'*(*I
[
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Напомним, что с последовательностью Х^-"+1у связаны функ-
функции ф*, ty*, Ws. В дальнейшем для краткости вместо X<I*-S+I)'
будем писать Х„. Положим Х„ — Xnf\Un~'+l{Xs)\ тогда

voU_! [Х„\Х„] < оо, т. е. компакт Хп является «массивной»

частью компакта Х„, и voU[Xn\t/*~sl = voU[Xn\C/n~s]. Отме-

Отметим, что расстояние р(Х„, Xs) не должно, вообще говоря, стре-
стремиться к нулю; можно лишь утверждать, что р[Х„\

Лемма 30.1.1. Рассмотрим множество SJ = {Pe
eM\XJ+1|?^(^)>0}, где S5&3 и компакт Х*<=0 получен

при некотором !А-процессе. Пусть Ро>О — некоторое фикси-
фиксированное число, P'eS{, 0 <; г'</?*-* (/>'). Тогда для каждого

?>0 существуют две постоянные ео = ео(?. po, s, Af)>0 и v —

—1>(?, Po, s, М)>0 такие, что если для каждой пары (г, Р),
где Р eS1, и В (Р, г) а В (/>', г') выполнены неравенства:

то для каждого такого шара В(Р, г)аВ(Р', г') существуют
точка Р* е 5J и геодезическая s-плоскость П (т. е. dim П = s и

плоскость П заполнена геодезическими, исходящими из точки Р*)
с центром в точке Р* такие, что

A.1.2) В(Р*, vr)czB(P, г) и K(P*,vr)<=(u,lvr),

где К(Р*, vr) = Ssr\B.(P*, vr), а (П, Ivr) — открытая окрест-
окрестность радиуса %ог геодезической плоскости П. Более того, числа

to и v можно выбрать так, что в0 =¦ С (Po, s, М) \н, где h =

-А (ре, s, M), o-D(pe, s, М)&.
Доказательство этой технической леммы проводится по схеме,

использованной в [16] при доказательстве леммы 10.4.3 для
обычной теории гомологии и s = k.

До сих пор мы могли рассматривать любое s такое, что 2=sg
<;sssn— 1. Лемма 30.1.1 является тем единственным утвержде-

утверждением, для доказательства которого необходимо предположить,
что sSs3; именно это обстоятельство и приводит нас к рас-
рассмотрению 2-устойчивых топологических вариационных классов.

Лемма 30.1.2. Пусть G —открытое множество в М такое,

что Gf\Xs+l=0, GpSf^=0, где S* c= X8, Xs получен при не-

некотором Ж-процессе, и пусть Po = inf Y, (P), где inf берется по

точкам P^G(]SS, т. е. Ро^=Р*>0 (определение р, —см.
C.3.7) в пункте 29.3). Тогда для произвольной постоянной е6>0

существует шар В (Ръ г{) с: G (зависящий, вообще говоря, то го)
такой, что Рх& SSQG; далее,

A.2.1) i|tf < (Po 4- г'о) hs (r) для любого шара В(Р, г), где
Pe=Ss, 0<г<#*-*(Р), В(Р, г)аВ(Ри rj. Более того, для
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всех В(Р, г) а В (Pi, r,)c=G, где Pf=S\ 0=s? r<R*-*(P),
выполнено неравенство <р^ ^ po/t, (г).

Доказательство. Пусть ео>О —фиксированная постоян-

постоянная. Тогда, поскольку ро = inf У,(Я), PeS'flG (ясно, что р0 <
<со, так как ?,, (Р)<°э для любой точки PeSs, см. соотно-

соотношение C.3.7) в пункте 29.3), то существует точка Pi^S'OG

такая, что 4r,(P1)<p0+-/j-ei. Выберем число г,>0 такое, чтобы

В (Pi, rJcG и ypt(r2, Л)<(Ра + ^во)А,(г4). Напомним, что

Vs(P1)=\im[h;'(p)^(p, Pi)] (см. соотношение C.3.6) в пункте
р-»0

29.3). Ясно, что такое гг>0 существует. Далее, выберем гь

О<г1<уг9, так, чтобы фо+ К)hs(ra-/-i)>(p0 + -йК)К(г,).
Поскольку 0<ra — ri<r2, то h3(гг — п)> hs(rt) и, кроме того,

-2eui Здесь мы воспользовались тем, что Л,(г) —

монотонно убывающая с ростом г функция. Напомним, что

[hs(r)]'r =— sr-1-s(l+h,r)s-1<Q в силу леммы 29.3.2. Тогда, если

для некоторого шара В (Я, г) а В (Ръ гх) требуемое соотношение

A.2.1) (где Ре5f, r<Rk~s(P)) не выполнено, то в силу леммы

29.3.3 получаем неравенства (po-f-g ejjft,r(/-,)>i|?(rj> Px) (см. выше

выбор Га), г|)«+(г4, Pi)^^ (г-\-гг — гъ Р). Здесь мы воспользова-

воспользовались тем, что rt
— d(P, Pi)^r+ r% — ri, так как rt — r^d(P, Pa),

В(Р, r)czB(Pi, rx), а тогда применимо соотношение C.3.1) из

пункта 29.3. Далее, yfi(r + r2 — rlt P)^^(rt — ru P), так как

r+rt — r1>rt — rlt r>0; тогда применимо соотношение C.3.3)
из пункта 29.3 и ^(г2 — гь Р) > (Ро -f- е,',) • Л, (га — Гу). Это нера-
неравенство следует из того, что Нг1 (г) ¦ t|? > р0 -f e$ (см. предполо-

предположение противного), r<r1<-2-rj<r2, т. е. r<Zr3 — ri, так как

r-f r1<2ri<r8, а функция fcj1 (f) • i|? (f, P) не убывает с ростом ^

(см. соотношение C.3.6) в пункте 29.3), т. е. Л,' (r)-tys(r, Р)<е^
Л;1 (/•„ - гг) ^ (/-2 - гх, Р). Наконец, (р0 + е«) • К (г2 - г,) >

+ -2-е|;)ЛЛ(/'2), что обусловлено выбором Г\ (см. выше). Окон-

Окончательно получаем (Ро + -1,-8оУМ'а)>(ро + -о е^-Л,(г4), что не-

возможно. Полученное противоречие доказывает лемму.
Лемма 30.1.3. Для любой точки PeSs (где Ss cz X* ~

результат некоторого Ж-процесса) и для любого s, 3^s«sft,
выполнено неравенство xY,(P)&z\ (если S' Ф ф).

Замечание. Доказательство леммы 30.1.3 в некоторых
пунктах, носящих аналитический характер, аналогично схеме

рассуждений, использованной в [35] для доказательства леммы

о плотности и в [16] для доказательства теоремы 10.4.3. Это
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неравенство для функции плотности верно, восбще говоря, только

для минимальных поверхностей. Данное утверждение, как было

уже неоднократно продемонстрировано выше (см., например,
главу 3), имеет далеко идущие геометрические следствия.

Доказательство леммы 30.1.3. Пусть P&SS, Р =
= inf ?,(/*), тогда Р^Р,>0 (см. соотношение C.3.7) в пункте
29.3). Пусть. |>0 —произвольное число, и пусть ео = еоE, Р, s, M)
и v = v(l, P, s, M) —числа, существование которых утверждается
леммой 30.1.1. При этом надо положить р0 = р = inf ?, (Р). В силу
соотношения C.3.8) из пункта 29.3 имеем q>s~ 5= XVS (P) hs (г), т. е.

ЛГ (r)<ps 3s P- Так как в силу соотношения C.3.4) из пункта 29.3
имеем ср; й^ф], то $<,h;1 (rfyi^h;1 {r)\lp$. Рассмотрим открытое
множество G такое, что G(]Xs+1 = 0, GDSf^=0, PeGf|S\ и

пусть $a = \niWs(P), PsGflS*. Тогда ясно, что Р^Ро- Поло-
Положим е« = во (где число е0 взято нами из леммы 30.1.1). Тогда мы

оказываемся в ситуации, к которой применима лемма 30.1.2, и

получаем, что существует шар В (Р\, г$ cz G такой, что PieSff|(?
" У1(г, PX(Po+ eo)/ij(r) для любого шара В(Р, г), где P&SS

и В(Р, r)c'B(Plt rx). Поскольку hi1 (г)ц>;^ро, если P<=G()SS,
то окончательно получаем: pQ «S hi1 (г) ф7 =^ К1 (г) i|tf ^ р0 + е0 для

любого шара В (Р, г) с В (Ри rj с: G. Доказав этот факт, мы

видим, что оказались в ситуации, когда применима лемма 30.1.1,
т. е. (если положить Ро = Ро) Для каждого шара В(Р, r)cz
сВ(Ръ ri), P&GflS', существуют точка P*&SS и геодезиче-

геодезическая s-плоскость П с центром в точке Р* такие, что В(Р*, vr)cz
с: В (Я, г) и К(Р*, vr) a (П, ?wr). Рассмотрим последователь-

последовательность Xi*-S+1)\ где рШ-'+1УП В (P\vr), S'{]B(P*., vr)]^0
при п-*-оо (см. выше) Это означает, что можно выбрать номер N

такой, что для всех n>N имеем

A.3.1) Кп(Р\ w)c(II, 2\vr),

где Кп(Р*, vr) = X{nk-'+iy[\B(P\ vr) и vo\s[Ka (,
=:Wo\s[Kn(P*, vr)]^$ahAvr/2)>l/if>ohs(vr/2). Поскольку
<(Ро + ео)Л^(г), то при всех n>N мы имеем фДу/\Р*. Xn"~t
<(Ро+ 2е0)Л,(ог). Следовательно, для каждого п>ЛГ существует
число р„, vr/2*^.pn^vr, такое, что выполнено неравенство

A.3.2) vol^lXnftдВ(Р*, pn)}^2$a + 2<i0)(vr)-%(vr).
В самом деле, допустим противное (здесь и в дальнейшем мы

для краткости опускаем индекс (k — s+ 1)' в обозначении Х{*~'+1)):
пусть vol,-! [Хп П дВ (Р*, р)] > 2 (Ро + 2е0) (vr)~l h, (vr) для

любого р, w/2«^p«gwr. Тогда

; p)]dp> 2--
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т. е. мы получаем

Ф, (or, Р*. Хп) - V\ vol,., [Хп П дВ (/>*, р)] ф^
6

^ \ wo\s-1[Xn(]dB(P*, p)]dp>(Po+ 2eo)A,(»/"),
U/-/2

что противоречит A.3.1). Итак, A.3.2) доказано.

Поскольку Кп(Р*, vr) a (П, 2?иг) (рис. 76), то можно счи-

считать, что пересечение Хп()[дВ(Р*, рл)\?/*~'+1] состоит только

из <7:симплиЦиальных точек, где q^s — 2. Напомним, что

Xn\Un~s+1 есть конечный симплициальный подкомплекс размер-
размерности <7~|-ls?;s— 1. Такая структура пересечения может быть

получена сколь угодно малым шевелением симплициального под-

подкомплекса Xn\Un~t+l. Отсюда немедленно следует, что

A.3.3) уо\^[Хп[]дВ(Р*, р.)]-
= voU [Хп (}дВ(Р*, р.)] < 2 (р0 + 2eoj (vr)-1 hs (vr).

Выберем в шаре В(Р*, vr) нормальную координатную систему т,
центрированную в точке Р*, и определим следующие компакты:

[В(Р*, р„)], Уп0^х-1[ХпГ\В(Р*, ря)],
аВ(В*, р.)], Ап0 = т1[Хп[\дВ(Р*, Рл)],
ГПО = /П[С(П0, Ап0)], Гл„ = /я[С(По, Лл0)],

i4J0 = /ляЛл0 = Гл0 П По, Л*о = fnnAn0 = Г„о П nfl,

"ЯО
^

«яО U "ПО» "по
==

"яО U "Я01

П = т(Ул0), Fn = x(Fn0),

А, = т(Лл0), Ап = х(Ап0), Гп = т(Гл0), fn~T(fn0),

Здесь через я обозначена ортогональная проекция Кя-*-ГТ,

С(По, Лл0) —цилиндр етображения я: Лло-*-я(ЛлО), я(ЛлО)с:По,
/л есть радиальная проекция на границу дВ @, р„) внешности

шара В (О, р„ • "|/ 1 — 25?2) в 5@, р„) (т. е. проекция шарового

слоя) или, что то же самое, растяжение шара В @, pn-Vl — 2bl2)
на весь шар В@, р„). Так как Kn(P*, vr)a(Il, 2%vr), то отсюда

имеем УяОс(По, 2A +y]Ovr)lvr) с: (По, 5^рл) (см. условия (М)).
Отметим, что для компакта Кл0 аналогичное включение не

выполнено. Из леммы 10.2.2, из теоремы 10.2.2 в [16] и ив соот-

соотношения A.3.1) (см. выше), как и при доказательстве теоремы 10.4.3



i 30) СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ ПЛОТНОСТИ 313

в [16], следует, что

A.3.4) vo\s(

где Z1 = 8Cipn(wr)-l(l+T]oPn)*(l —25|2)"s/2 (в предположении, что

1+т1оРя<5/4 (см. пункт 28.1) и C^Cifs)). Далее, в силу A.3.3)
имеем voU (Г„) = vo\s (Гв) (так как dim (Г„\Г„) < s — 1 и

dim(i4nO\^no)^s —2). Мы хотим доказать, что проекция n(Yn0)
полностью покрывает шар П0Г|5@, РлУ — 25|2). Допустим про-
противное: пусть проекция я (У,,о) не содержит некоторую точку

Qn€= ПоП В@, р„ К1-25Е2). Положим <?„=/„ (<3„)еП0П5@, Р„),
и пусть gn обозначает радиальную проекцию из точки Q'n области

5@, Pn)\Q'n на дВ@, ря). Пусть <рв = ?й/яя и.2л0 = фя (Кл0), ?л0 =
= Фп (Ко)- Отметим, что Л%о = ф„ (Лл0), так как я (Ап0) а
с=5@, рп)\В@, ря/1-256»). В самом деле (рис. 77), 07 =

= р„ cos ф = р„ Kl — 25^2, т.е. Т <=дВ@, pnJ/l-25?2), что и

требовалось доказать.

(k-S+tf

Рис. 76. Рис 77.

В то же время' ясно, что л(Ап0), в отличие от п(Ап0), не

содержится, вообще говоря, в В @, р„)\В@, р„ У — 25р). Дока-
Докажем, что компакт (Xe\KB)U(ZBUg/.r,,) принадлежит классу ^.
Мы уже отмечали, что цилиндром отображения л: Л„о-*-ПоП
П В @, р„) является компакт С (По, Ап0) [) [По П В @, р„)]. Построим
гомотопию Fn, стягивающую компакт Ап0 в плоскость По вдоль

проекции я: Fn(t, x) = (\—t)x + tn(x), где вектор хеЛ„0, х —

радиус-вектор, исходящий из точки О; вектор я (х) е По, Fn@, x) =
= х, Fn(l, x) = n(x). Ясно, что Fn(l, An0) = я (Лв0) с:

cfl@, р„)\В@, Рв-/1-25|2). Докажем, что (Хя\У„)Ц
U[С (П, An)\jn(Yn)] e ©. Выполним гомотопию Fn(t, x) только

до значения rf=l/2 и рассмотрим компакт (Х„\К„)иДли
L)/;n(l/2, У„) = ХЯ, где AH = {F(t, А„), 0^<<1/2}. Ясно, что

/^яA/2, Yn) гомеоморфно Yn и, в частности, Fn(\/2, An)^An,
т. е. Апд*Апх[0, 1/2]. Пусть ?я = Л„ U /="A/2, У„), Хв =
= (Xn\Yn) U FB; тогда определены следующие отображения: вло-

вложение ii. Kn-»-Pn и проекция k: Ул->-УП1 причем i.iill
я»

11 А. Т. Фоменко
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t"ifj гомотопно 1у , т. е. i% является гомотопической эквивалент-

эквивалентностью. Построим непрерывное отображение f: Х„-*-Хп, положив

( х, если дсе=[(Хя\Уя)иР„]\Ря,
\Ш, если х<=Уп.

Тогда отображение /': (Х„, 7„)-*-(Хп, Yn) является относитель-

относительным гомеоморфизмом. Из следующей коммутативной диаграммы
(аналогичная диаграмма строится и в когомологическом случае):

«. n)t(n)q(n)g(n, Yn)qx(y
\» fa I \at fa*

немедленно следует, что гомоморфизмы /„: hq (Xn) -*-ht (Х„)
Являются изоморфизмами для всех (feZ. Поскольку вложение J:
Хп-*-М гомотопно отображению //: Хп-**М, то fj^hm (Xn) —
= ijit (Х„), где i: Xn-*-M — вложение, т. е. Ха&.0у что и тре-
требовалось доказать.

Далее, компакт (Хл\Кл)и[С(П, An)[]n(Yn)] получается из

компакта Хп гомотопией вложения / (т. е.' нужно выполнить до

конца гомотопию Fn(t, x)), следовательно, (Хл\К„)иГС(П, А„)][]
U я (У„) е (^. Применяя к этому компакту гомотопию /„, мы

получаем, что компакт (Х„\У„) [) Т„ \j [fn ¦ л (У)] принадлежит
классу 0. Наконец, выполняя последнюю гомотопию — выдавли-
выдавливание из Q'n на границу дВ @, р„), мы получаем, что

(Хя\Уп) U №) U Ыпп (Yn)] =

= (Xn\Yn) U (?ПГ„) U Фп (Ул) = (Xn\Ya) U (^Гл) П Zn е ^.

Ясно, что {gnTn)\}ZnZ2(gnfn)\lZn, но так как fnczdB(P*, р„),
то gnfnaafB. Так как Zn0 a Zn0 с: П П дВ @, ря), то vol,B«0)-
= 0, а потому

vob BЯ U gnVn) = vob (§ЛГЯ) = voU (g,.f«) = vol, (fn) =
= vob (Г„) < Zx (p0 + 2e0) Л, (t»r) S

(см. A.3.4)). Пусть

тогда

yol, (QB) = vol, {[(Х„\УЯ) U (gn?n) U Zn]\Ukn~s (^f^1)} <
^ со; + <

- 2-*"W# (vr) + z\ (Pq + 2e«)h»
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Здесь мы воспользовались соотношением A.3.1), а именно:

vols(Yn) = vo\s(Ya) = vo\s[Kn(P*, р„)]<
<. vol, [Kn(P\ vrl2)\>ll-$Qhs(vrl2) = р0 (vry 2—* [ 1 + (hsvr)/2]-* ^

Ss р0 • (vry 2-*-1 A + hsvr)~* = po2-J-¦%, (or).
Следовательно,

vol, (О„) < а>'„ + e'n-hs (vr) [2-*-l$a -1 (po + 2e0) X

X8C, (s) pn (or)-» A +щрпУ A - 25Б»)-/»].

Здесь eo = eo(?), f = f(S), ря(ог)-г<1, а потому при достаточно
малом I выражение в квадратной скобке приблизительно равно
2"* • Pa. a потому эта квадратная скобка определяет число поло-

положительное и, кроме того, не зависящее от п. Отсюда сразу
следует, что vol, (Qn)^(a'n-\-e'n — т, где т>0 и не зависит от п,

т. е. существует номер /Vt такой, что при всех п>Nt мы будем
иметь vol, (йя)^со^ —(т —е„)<(ол —-|-<оо, что невозможно,

поскольку (Xn\Yn)]J(gnTn){lZn^0, а число а>'п построено по

окрестности C/J~'(X*+1). Полученное противоречие означает, что

проекция я(Уп0) полностью покрывает шар В@, р„ V 1 — 25|2),
а потому в силу леммы 28.3.1 имеем voU(Fr0) = vo\s(Yri0Ms
S»ysP^1-25?*)-s/2, т. е. \o\(Yn)^ vsp» (I -25&V/2 A +r^ry.
Устремляя ?-*¦(). n-*-oo, рл->-р, а затем используя произволь-
произвольность числа г, мы и получаем, что X?S(P)^L что и доказывает

лемму.

Извлечем важное следствие из этой леммы. Оказывается,
система неравенств

• ?, (Р) ^ 1, PeSJ, 3 ^ s ^ k, обеспечивает
минимальность всех поверхностей Ss, а именно: vol., (SJ) = A,,.

Лемма 30.1.4 Пусть компакт Х3 = Х3(М) получен в резуль-
результате некоторого Ж-процесса и S* а X9, 3^s^k, X3 => Xs =

= X*+1 U 5J. Тогда выполнены равенства voU(S*) = vo\s(Xs\Xs+1) =
= vol, (X*\XS+1) — hs, где %s — s-h компонента Х-вектора М.-про-
цесса (при S^s^k— 1), и vo\k(Xk\A) = vo\li(X3\A) = dk. Более

того, 4s (Р) = 1 почти всюду на множестве Ss и ^ = vol^ [5* П
f]B(P, г)] почти для всех r<Rk-s(P). Если ^ = 0, то S*=0-

Замечание. В этой лемме мы впервые воспользуемся конеч-

конечностью М-процесса. Все построения, которые проводились до сих

пор, выполнялись для произвольного М-процесса. Кроме того,
в этой лемме мы впервые воспользуемся тем обстоятельством,
что %г(=0. .

Доказательство леммы 30.1.4. Доказательство будем
вести индукцией по числу s, начиная с s — 2. Поскольку 5*=0
и Xj«=0 ввиду 2-устойчивости вариационного класса, то первый

11»
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шаг индукции уже выполнен по тривиальным соображениям.
Итак, пусть теперь лемма доказана для всех подмножеств Ss',

где 3=gs' sgs— 1; в частности, это означает, что vo\s-i(X3\Xs) =
= vo\s-1(Ss-1) = Vi<°o- Отсюда следует, что vo\s (Xa\Xs+1) =

Докажем, что vo\s (Х3\ХШ) З* V В самом деле, допустим

противное: пусть vo\s(X3\Xs+1)<Cks. Тогда, поскольку ks =
= lim (osn, где <^^<и* ,,

то существует номер п0 такой, что
«-•00

vo\s(X3\Xf+1)<.<s>n0- Рассмотрим систему окрестностей Ukn~~s (Xs+1),
определяющих в М-процессе числа ю*. Тогда имеем

l)<u4. чт0 невозможно, так как

Xя&0. В силу леммы 10.2.3 в [16] для каждого р>0 мы можем

найти счетное семейство непересекающихся шаров В(Рг, г(), где

5r, <p, Z5, e SJ, В (Pt, ri)(}Xs+1 = ф для любого i, причем такое,

что

A.4.1) S' с [ U В (Р,, г,) U U BiPi

где /7=1, 2, 3, ... Из леммы 30.1.3 следует, что

00 00 00

Z У*г* = 2 ?•« A + Кгд-* A'+ Vi)* < A +h#Y 2 Л, (г,-)

ОО

^ (поскольку ЧЪ (Л) ^ IX A +Л,р)' 2 тр; (/¦,-. Р()

inf ^(гь Л, X(/-S+
(==1 n —

'"Hm inf S *,(/",, Ph Af-s+l)'X
«-•oo i7>« i = ]

(поскольку шары В (Pit rt) не пересекаются)

Lim «+ «;,) =

n —* oo

oo

Итак, мы имеем ? ysrat ==s A + hspY К < oo (в силу конечности

oo

М-процесса), т. е* ряды 2 Y«r' сходятся. Напомним, что для

каждого р>0 мы подобрали, вообще говоря, свое семейство

шаров В (Pi, rt). Используя специальный выбор шаров (см. A.4.1)),
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мы получаем volf (Ss) =^ ^j УУ» *S A + hsP)s• К, откуда, устрем-

ляя р к нулю, получаем \o\s(Ss)^ks. Сравнивая это неравенство
с предыдущим, имеем vob(S*) = V

Теперь рассмотрим пересечение SS[]B(P, г), где г <R"-S (P),
и выберем счетное семейство шаров \B(Pi, r{)}, как и в A.4.1),
но так, чтсбы В {Р{, г,) с= В (Р, г) для каждого номера i. Поскольку
Т, {/>) 5= 1 на Ssf]B(P, r), то, повторяя приведенные выше рас-

рассуждения для Ssf]B(P, r), мы получаем

A.4.2) yolt[ST\B(P, ')]<^»<
«Slim inf voI,fX<* -« + •)' П В (Р, г)].

Пусть теперь Р е SJ, r<.Rk-s(P), и пусть г выбрано так, что'

vol,[S^ П^5 (Z3, /-)]=0, vol,[Xj,*-s + i)'(]dB(P, r)]=0 для каждого я,

выбранного из какой-либо бесконечной подпоследовательности
в {я}. Такие значения г всюду плотны на полуинтервале [0, Rk~s(P)].
Пусть, кроме того, ЩяГг) П ^«

~'

(XJ+1)= 0. Поскольку Ч^/*)^ 1

на множестве SS\B(P, r), то, повторив все предыдущие рассу-

рассуждения для SS\B(P, r), получаем

A.4.3) vol,[S'\flGV0]<
^ lim inf vol,[(XJ* —+ ')'\U*-<\\B(P, r)],

откуда следует, что

vo\s[S*\B(P, г)]<?т ^Wvol,^*
—+ "'\1/*-

Здесь мы воспользовались выбором числа г. Итак,

V,-vol,(S')-vol,[S'\B(P, r)] + vo\t[S'(]B(P, r)
< lim inf vol,[(X<*

+ lim inf \о

lim inf volJX(fe-s+"'\t/*-M= lim

откуда следует, что неравенства A.4.2) и A.4.3) являются в дей-
действительности равенствами, а потому г|? = volf [SJ f) B(P, г)] почти

для всех r<Rk-*(P). В частности, y?s(P) = \\m {yVr~s vo\s\Ss(]
/•-.О

f]B(P, г)]}. Осталось доказать, что WS(P)= 1 почти всюду на S*.
Обозначим через Zm подмножество в Ss, на котором 4S (P) за

^1 + — ,т=1,2,3,...; тогда Zm замкнуто в М\ХШ. Пред-
Предположим, что vo\s(Zm)>0, и пусть число е выбрано так, что

0<e<vol,(Zm)/2m. Покроем множество Zm открытым в много-
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образии М множеством G, где GaM\Xs+1, так, чтобы

volr[GnEJ\Zm)]<e. Тогда, в силу леммы 10.2.3 в [16], для

любого р>0 можно найти счетное семейство непересекающихся
шаров В(Р,,г,), где Pt<=Zm, ri<Rk-s(P1), 5r,<p, B(Pt,n)<=G,

такое, что Zm с MJ В (Р„ г,)] U MJ В (Р,, 5г,)|, р = 1, 2, 3, ...

Ясно, что семейство В {Pit r<) покрывает все множество Zm, за

исключением, быть может, множества ?т с: Zm, где voU (?т) == 0.

Тогда мы имеем

vol, (Zm) + e ^ (поскольку vol, [G П (Ss\Zm)] < e):
00 00

00

^ (поскольку Yj (P) ^ 1 +/Л-1) ^ 2] A + m

-A+яН

^ A + m-1) A + /г9р)-^ voIp (Zm).

Так как это неравенство должно выполняться при любом е>0
и при любом р>0, то voU(Zm)^ (I +fn~1) vol.r (Zm), откуда полу-
получаем, что volj(Zm) = 0 при любом т. Так как }Ys(P)^\ на S',
то отсюда вытекает, что Y, (Р) = 1 почти всюду на множестве Ss.
На последнем шаге при s = ? все рассуждения будут аналогичны

проведенным выше, однако не нужно будет использовать окрест-
окрестности Un, f]U°n==A. Можно, впрочем, считать, что U"n замкнуты

п

и U*n^A. Лемма доказана.
30.2. Каждый страт является гладким минимальным подмного-

подмногообразием, за исключением, быть может, множества особых точек

меры нуль. Как и в случае обычной теории гомологии (см. [16]),
можно доказать следующее утверждение.

Лемма 30.2.1. Пусть SsczX* = Xя (М), где М-процесс конечен.

Тогда существует подмножество Z, с: S' такое, что vol^ (Z,) = О
и Ss \Z3 является s-мерным топологическим подмногообразием.
в многообразии М.

Тем самым, введенный нами выше Х-вектор получает простую
геометрическую интерпретацию, а именно: он составлен из объемов

подмногообразий SS\ZS cz M.

Лемма 30.2.2. Пусть S1 cz%9(M), 3 <*«?*, где М-процесс

конечен, и пусть К1 = S'\Z/\ [j Sa\, где Sa — замыкание мно-

жества Sa в М, а множество Zt определено леммой 30.2.1. Тогда
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каждое множество К' является дифференцируемым подмногообра-
подмногообразием в многообразии М. Кроме того, К' является минимальным

подмногообразием в смысле классической дифференциальной геомет-

геометрии, т. е. средняя кривизна равна нулю.
Доказательство этой леммы опирается на результаты [35], [36],

[37] и проводится по отдельности для каждой размерности по

аналогии со схемой доказательства теоремы 10.7.1 в [16], поэтому
мы не будем здесь на этом останавливаться подробно.

§ 31. Доказательство глобальной минимальности

построенных стратифицированных поверхностей

81.1. Доказательство основной теоремы существования гло-

глобально минимальной поверхности. Итак, пусть все предположения

теоремы 7.2.1 выполнены. Рассмотрим класс поверхностей {X}*
и докажем, что он непуст. В самом деле, пусть Х* = Х*(М) есть

компакт, полученный в результате какого-то М-процесса; тогда,
если вариационная задача имеет смысл, т. е. если М-процессы
конечны, из леммы 30.1.4 немедленно следует, что volft(Xs\i4)=
=voU(X*\/0 = volfc(S*) = d*<oo, rnedk=infvoh(Y\A), Y<=.0.

Итак, JX}* Z3 {X8 (М)} для всех М-процессов.
Пусть теперь X е {X}* — произвольная поверхность из этого

класса. Мы должны найти подмножество S*crX, удовлетворяю-
удовлетворяющее требованиям теоремы 7.2.1. Рассмотрим бесконечную ^-мини-

^-минимизирующую последовательность Хл", где Хл'^Х при любом п;
тогда уо1*[Х!|"\Л] = «<* и к этой последовательности можно при-
применить М-процесс. На первом шаге этого процесса мы должны

построить функцию плотности ?fc(P), которая, очевидно, в данном

случае определена однозначно, поскольку все предельные пере-
переходы, фигурировавшие в определении функции ЧГ4(Р), превра-
превращаются здесь в цепочку тождественных преобразований, поэтому
однозначно определено подмножество S* = \Р е М\А | Y* (Р)>0}.
Напомним, что Sk=0, если dk = 0, и 5*# 0, если <4>0. Ясно,
что S*<=X, так как f»(P)sO, если Р<?Х.

Второй шаг нашего М-процесса определен уже, вообще говоря,
неоднозначно (как и в общей ситуации) Тем более неоднозначно

ведет себя М-процесс в меньших размерностях, что и приводит
к появлению многих глобально минимальных решений (в общем
случае теорема единственности абсолютного минимума' места не

имеет). Из предложений 29.2.1 —29.2 (k — 2) следует, что в резуль-

результате мы получаем некоторый компакт Х3 = Х8(М), обладающий

разложением Х3(М) = A LM*U S*-1 U • • • U S8, причем X A Ха (М) =э

zdA (JS* = X*(AI). Итак, мы выделили в компакте X однозначно

определенное подмножество S* и включили его в "некоторый ком-

компакт вида Xs (М) (функция Ч^ обрубила с компакта X все куски
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меньших размерностей и оставила только его ^-мерную часть,

которая непуста, если dk>0). Подчеркнем еще раз, что приме-
примененный нами М-процесс, быть может, изменил компакт X в раз-
размерностях s^fe—1, но для нас это изменение несущественно,
поскольку мы остались в прежнем вариационном классе. Поскольку
S'cA3(jM), то в силу леммы 30.1.4, т. е. при s = k, имеем

vol* (Sk) = voU [X3 (М)\А]=\о\к [X (М)\А]=уо\к (Х\А), а в силу
лемм 30.2.1 и 30.2.2 подмножество Sk удовлетворяет всем локаль-

локальным свойствам, сформулированным в теореме 7.2.1. Итак, мы

получили полное описание класса {Х}к. Этот класс составлен

только из таких компактов X, что для каждого из них сущест-

существует М-процесс, обладающий следующим свойством: X(]Xa(M)Z2
id A U 5*, т. е. ^-мерная часть X участвует в некотором М-про-
цессе. Тем самым, пункт A) теоремы 7.2.1 доказан.

Переходим к пункту B). Начиная с этого пункта доказатель-

доказательство резко усложняется. Рассмотрим класс {Х}к, и пусть d*-i=
= infvoU_1G\/l\S*), Y<={X}k, S" = Sk(Y). Существование
однозначно определенного подмножества 5* (Y) cr Y доказано
в пункте A). Тогда существует последовательность Х„ такая, что

Xnez{X}k и vo\k-l(Xn\Skn) = dk-1 + En-+dk-l, где ея5*0, в„->0,
5* = 5*(Х„). Поскольку все М-процессы в классе © конечны, то

для любого Х*(М) е {Х}„ мы имеем уоЦ_х \ХЯ (M)\Sk]=Vi(M)<oo
(см. лемму 30.1.4, шаг 2); отсюда следует, что dk-i «s; Xk-i (M) <
<оо. Требуется доказать, что {Х\ь-\фф. Конечно, мы распо-
располагаем мощным средством «разглаживания объемов» — М-процес-
М-процессом, однако применение его в данной ситуации невозможно, как

это будет видно из дальнейшего. Мы применим его только для

того, чтобы «разгладить объемы» vol; при i^.k— 1. Построим по

последовательности Хп функцию Wk\ix i- Можно положить Х„ =
= Хл". В данном случае это построение снова неоднозначно, по-

поскольку для получения сходимости можно выбирать различные
подпоследовательности в последовательности \Хп). Рассмотрим
компакт A U5*. где 5* = {Р <= М\А \Чк \{Х^ (Р)> 0}. Компакт-

Компактность i4(JS* следует из соотношения C.3.7) пункта 29.3. Пусть
Ua — сжимающаяся система открытых окрестностей таких, что

и ("] i/o = ^US*. Докажем, что для любого а сущест-
а

вует номер А/(а) такой, что компакты А [) 5*' = A \J S* (Х„-) (на-
(напомним, что S* (Y) определено для любого У е {Х}к) содержатся
в окрестности U?, при всех п' > N (а), где п' пробегает некото-

некоторую бесконечную подпоследовательность в {п\. Подчеркнем, что

раньше, например, при построении М-процесса мы могли гаран-
гарантировать аналогичное включение для ^-мерных частей &-миними-

зирующей последовательности только после перестройки последо-

последовательности Хп' до последовательности Х'*' (лемма 29.3.4)
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В данной ситуации мы не межем применить лемму 29.3.4, так

как перестройки в размерности k могут разрушить фиксирован-
фиксированную нами сходимость объемов к минимуму в размерности k— 1.
Однако, как мы сейчас докажем, необходимость в топологической

перестройке компактов в размерности k в действительности отпа-

отпадает ввиду имеющейся уже минимальности поверхностей в этой
максимальной размерности.

Итак, допустим противное: пусть существует номер а такой,
• что 8пО(М\и1а)Ф ф для всех п, начиная с некоторого номера
п = л0. Тогда существует точка fteM\f/i, являющаяся пре-

предельной точкой для некоторой последовательности точек Рп е

щ Sn(](M\Ug): Далее, существует число /?>0 такое, что

В(Р0, R)f\Ulm=0 для всех номеров т>то,_?Де_т02*а + 1,
так как f] Ulm = A U 5*, U]^ с U'a. Поскольку В (Ри, R) Л (A U(S*)=

т

=- 0, то Wk\^xn\(P) = 0 для всех точек Р еВ(Ро, R). Отсюда,
в силу C.3.9) из пункта 29.3, мы имеем существование числа

Л1>0, /?!<р(Р0) (см. лемму 29.3.3) такого, что я|>НЯь Я0)а0,
где ift^^t^x^, т. е., в силу определения функции if*, имеем

0=ПтГ sup $k(r',

Ф* (r\ Qi) - lim vol* [B (Q,, r') n-X»,] = lira volft [fl (Qt, П П S* ].

Подчеркнем, что равенство

vol,[fi(Q,, r')nXnj] = voU[B(Qb r')nS

вытекает из того, что Х„^е{Х}А (см. пункт A)), т. е. ()
= vol*(S*J. Итак, существуют последовательности Qt и г< такие,

что Q*->Po, r(-»-/?i и voU[B(Q/trJ)nsS/|->-0, f->c». Поскольку

ri-*-Ri>0, то можно считать, что Q( e Sj, (в случае необходи-

необходимости можно заменить Qt на близкую точку Qi и уменьшить г<).
Рассмотрим теперь фиксированный номер t и компакт Xnt e

е {Х}А. Как и при доказательстве пункта A) настоящей теоремы,
мы можем применить М-процесс к fe-минимизирующей последова-

последовательности Ур, где Ур за ХП{ (здесь номер i фиксирован, а 0 -=

= 1, 2, 3, ...). В результате этого М-процесса (отметим, что для

каждого номера i будет, конечно, свой М-процесс) мы получаем

некоторый компакт Х'П{ = Х3(М) такой, что A U Snt cz ХП{ П Х'„{ и

Ч*\р9шхН1}(РJ*1 на множестве 5*(Х^)-5*(Хя<) = 5*( (см.

лемму 30.1.3). Обозначим для краткости функцию плотности
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?* ||уэ« хпд через Yi0. Так как Q, е= 5*(ХЛ/) = S* (Х^) (см. выше),

то в силу леммы 30.1.3 имеем 1^4ri°(Q,)= lim[A7l(r)\|)^@ (r, Q,)]
г-»0

(см. C.3.6) в пункте 29.3), где •§?O = ij)^-!iy _ X/| .. Поскольку

функция A-'(r)tyjf-W(r, Q/) — неубывающая с ростом г (см. C.3.6)
в пункте 29.3) в пределах от 0 до R°(Qt), то 1 ^Aj-'C")^'0^, Qt)
для всех г, O^r<^°(Q(). В то же время Qi-*-P0, а потому
R^iQd^-R^iPo), т. е. существует (для номеров i э= i0, где «о — не-

некоторый, быть может, большой номер) число г0, 0<г0<
<min[/?b /?°(Яо)], такое, что 0<r0</?°(QO при всех /3**о, и,
что особенно важно, число г0 не зависит от номера i. В даль-
дальнейшем мы снова считаем, что номер I фиксирован, но l^i9.
Отсюда мы получаем, что 1 < АГ1 (г0) ipi" i>"o, Qi)> T- e-

Л*(го)<1Й»-@(го, Q/)-Hmr sup ЭД>(г', Q,)]
в—»0 [_| /"•—г'|<в, «@(> Q/)<* J"

Это означает, что существует последовательность точек Q, и после-

последовательность радиусов г/ таких, что limQj = Qlt lim(г/) = го>О
/->оо /-»ob

И Ф1" (r/> Qj) ^ А* (/"о) — Yy. где lim уу = 0. Напомним, что Ур §¦ Хя
/->00

'

Р-1,2,3 т. е.

W W. Q/) ¦¦ vol* [5 (Qy, r',) П Х„,] -
- уоЦ [В {Qj, г',) П S?] ^ А* (г0) - V/.

Здесь мы снова воспользовались тем, что Ур е {X}*, а потому
vol*[В (Р, г) П Kp]=-voU [^ (Я. г) QS* (Уэ)] (см. пункт A)). Переходя
к пределу по /, мы получаем ввиду локальной евклидовости почти

всюду множества 5^ и в силу лемм 30.1.4,. 30.2.1 и 30.2.2, что

vol» [B(Qh ro)(]Snt\ 5= A* (r0), а поскольку ro<.Ri, то имеем

О< A* (r0) < voU [В (Qt, r0) П SlSJ < voU [B (Qf, г,) П S»J.
Мы напомним, что i^toH так как limr, = ^b ro<Ri, то можно

(->00

считать, что г, ^г0 при i^i0. Однако выше, исходя из предпо-

предположения, что Ро е M\Ua, мы получили, что vol* [5 (Qit rt) f) S*,]-*
-¦-О при i-*-oo. Полученное противоречие доказывает существо-
существование номера Af (а) для любого а. Отметим, что геометрический
смысл проведенных выше рассуждений заключается в том, что

последовательность минимальных поверхностей Sn{ не может схо-

сходиться к поверхности, из которой вырастали бы длинные и тонкие

«усы», не влияющие в пределе на поведение функции плотности 4Y
Итак, из последовательности Х„ можно выбрать подпоследо-

подпоследовательность Хв такую, что 5* — S* (Х«) с: U» для любого номера
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a, xt-*-oo. Обозначим эту подпоследовательность {а} сг {п} снова

через {п} и отметим важное обстоятельство: поскольку исходная
последовательность не подвергалась '5-перестройкам в размерно-
размерности k (в отличие от М-процесса), то сохраняется нетронутым
основное соотношение volft.l(Xn\S?)-»-d*-i<:oo. Применим
к последовательности Х„ М-процесс такой, что на первом шаге

этого процесса мы повторим построение функции уРм\{хп}, тогда

мы получим множество А [] 5*, вокруг которого накапливаются S*.
На втором и на всех последующих шагах выполним М-процесс произ-
произвольным образом. В результате получим компакт Х3(М) е Атакой,
что A U S* = X" (М), voU (X*\A)=\oh (Х*\Л)=уоЦ E*)=d.,<oo.
Далее, X* (М) =э S*-1 (М) и vol^ (Х8\Х*) = vo!*_i (Х*-Х\Х*) =
= voU_1(S* )= X*-1<oo, где число Я,А_1 определено М-процессом
и можно считать, что Kk-i построено по системе окрестностей U[n.
Из доказательства лемм 30.2.1, 30.2.2, шаг 2, немедленно следует,

что подмножество S*'1 (М) с X* (М) удовлетворяет всем требова-
требованиям пункта B) теоремы 7.2.1. Так как voIA_i(

, то voU_1(Xb\s;)s=(d*-1 и lim уоЦ_х (
П-»оо

lim.co*-1, т. е. dk-i^hk-i' С другой стороны, поскольку
°

(}t, то V^voU.^X'XX*)^^, т. е. d*_i = *.*_,. Итак,
компакт Х3(М) е {Х}*_1, т. е. мы доказали, что {X}*_i#0.
Пусть теперь X е {X}*_i — произвольный компакт из этого класса.

Как и при доказательстве первого пункта, выделим в X компакт

A U S*, определенный однозначно. Тогда volfe_i (Х\Л\5*) = d*_x <
<; оо и можно рассмотреть последовательность компактов Х'„ яя X,
п—\, 2, 3, ..., и построить функцию плотности 4Vi|/x<s>j на

M\A\Sk. Далее, рассмотрим S*-1 cz M\A\S", S*-ll=Ve
е Af\y4\S* | Ч*1*-! (Р) >0}, и применим к последовательности Хл"

М-процесс, что даст нам некоторый компакт Х8(М) такой, что

4(jS*|JS*-1c:XnX1'(M) и множества A, S", S* входят в раз-

разложение компакта Xs (М), определяемое М-процессом. Из дока-

доказательства леммы 30.1.4, шаг 2, следует, что volft_1(S*~1) = X*_1=
-X*_i(Af)<oo. Так как X8(Af)e=O, то vol^(Х3\Л\5*) =
= volft_1(S*-1Xd*_,, т. е. A^-i^dft-i. С другой стороны, если

U — открытая окрестность A (J 5*, то vol^ (Xs\ t/) <

^vol^HX'MNS*), т. e.a>?-'<volft_1(X8Vl\S*)=volft_1(X\
\^\S*) = 4_х. Отсюда A.A-isgdft-b т. е. dft_1=A,ft_1. Поскольку
S*~1c:X8 (M), то в силу лемм 30.2.1 и 30.2.2 получаем, что

S* с: X удовлетворяет всем требованиям пункта B) теоремы 7.2.1.
Пункт 2 доказан.

Продолжая теперь описанные выше рассуждения в меньшие

размерности, мы и получаем доказательство теоремы 7.2.1.
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31.2. Доказательство теоремы о совпадении наименьшего

стратифицированного объема с наименьшим ^-вектором в вариа-
вариационном классе. В действительности мы уже фактически докааали

теорему 29.5.1 в процессе доказательства теоремы 7.2.1. В част-

частности, мы доказали, что d, = Xs при 3sSs=e?& и что каждый
компакт X е {Х}я является результатом некоторого М-процесса.
То обстоятельство, что вектор (dk, dk-lt ..., ds) — наименьший
в лексикографическом упорядочении, также следует из доказа-

доказательства теоремы 7.2.1. Итак, теорема 29.5.1 доказана.
В теоремах 7.2.1 и 29.5.1 утверждается существование гло-

глобально минимальной во всех размерностях ловерхности в каждом

2-устойчивом классе © ф). Однако относительными минимальными

свойствами обладают также и все компакты Xs (М), полученные

при произвольном М-процессе. Более точно, Xs (М) = A U 5* U

US*-1 U...US», /де vols(Ss) = Xs и К = inf vols(X\X^), X е

е © ф) и X =э Xs+1. В самом деле, если бы существовал компакт X

такой, что Х=>Х*+1 и \ols(X\Xs+1)<K — е, е>0, то выполня-

выполнялось бы неравенство \o\s(Х\?/)<vo\s(X\XS+1)<К — г для

любой открытой окрестности U = U (Xs+1), т. е. consSA-j — e,

К<=К — е. что невозможно. Итак, с геометрической точки зрения
это означает, что пленка S* является глобально минимальной

поверхностью в абсолютном смысле, если рассматривать только

такие компакты X, которые содержат Xs*1, т. е. при условии

фиксации в многообразии М компакта-«контура» Xs+1.

§ 32. Фундаментальные (ко)циклы глобально минимальных

поверхностей. Точная реализация и точная заклейка

32.1. Теорема о фундаментальных (ко)циклах. Пусть //'•' —
обычная теория (ко)гомологий, непрерывная и относительно инва-

инвариантная на категории компактных пар (построение таких теорий
см. выше). Рассмотрим произвольный вариационный класс 0 =

= Н(А, L, L'), где 3<?«гл-1, n = dimAf, L с H{kkZ\! (A),
U с Hik) (M). Как было доказано выше, класс 0 является

(ft— 1)-устойчивым. Ясно также, что все М-процессы сводятся

здесь только к осуществлению первого шага в размерности k, т. е.

A U S* = X8, Sa=0 при 3 < а ^ k — 1. Кроме того, так как

dk < оо, то любой М-процесс в классе © конечен. Пусть Хо s
Л, L, L') — глобально минимальная поверхность, тогда
0

Теорема 32.1.1. Пусть М —компактное гладкое риманово

многообразие, А с М — фиксированный компакт-исонтур»,
G —группа коэффициентов теории гомологии Н+. Пусть G — век-

векторное пространство над некоторым полем F и dinvG=«l.
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Предположим, что в компакте-шонтуреь А нет k-мерных циклов,
т. е\ что Hb(A, G) = 0; например, пусть dim Л =/г— 1, где
3sgfc\g;n—-1. Тогда мы утверждаем, что:

A) \сли Хо е Я* (A, L, 0), dim Хо = k, —глобально минимальная

поверхность, где LaH,.-i(A, G) и L Ф 0, то #*(Х<>, G) = 0;

B) фш Х„ е//,(^, L, L'), dim X0 = k, —глобально минималь-

минимальная поверхность, где L'czHk(M, G), Ь'ФО, то гомоморфизм
im: #*(Х0, G)-*-Hk(M, G), где i: Хо-*-М —вложение, является

мономорфизмом.
Замечание. Эта теорема имеет прозрачный геометрический

смысл. В случае A) мы утверждаем, что если контур-граница А
не содержит ^-мерных циклов, то минимальная пленка заклеиваю-

заклеивающего типа (заклеивающая А) не содержит й-мерных циклов, т. е.

устроена наподобие «многообразия с краем Л». В случае B)
оказывается, что минимальность пленки реализующего типа влечет

за собой минимальность ее /г-мерных гомологии: ни один ^-мерный
цикл не аннулируется при вложении Х-*-М, т. е. каждый ее

цикл участвует в минимизации ^-мерного объема. Доказательство
теоремы опирается на следующую лемму.

Лемма 32.1.1. Пусть Хо — метрический компакт размерно-

размерности k, Хо =э R, где R —некоторый подкомпакт. Пусть группа G
коэффициентов теории гомологии является векторным простран-

пространством над некоторым полем F и dinvG=l, H/,(R, G) = 0, и

пусть X0\R — открытое топологическое k-мерное многообразие.
Пусть V е Hk (Xo, G), /' Ф 0. Тогда существует открытый диск
D = Dft(/')cX0\i? такой, что если f*: Hk{Xu\R)-^Hk(X0) —

гомоморфизм, индуцированный вложением, то выполняются утвер-
утверждения'. A) /# — мономорфизм; B) Codim (Imt#) = l в группе

Нк(Х0, G); C) 1'ф\ти.
Доказательство. Рассмотрим следующую диаграмму:

Hk-t (X0\D)

0 -v Ни (Хо) -ф< Н„ (Хо, R) ь- H
\ '«I 'а, 'и.

O-+Hb(Xo\D)*- Hk(X0\D, R)^Hk((X0/R)\f(D))
t
0

где D=D* — некоторый открытый диск в X0\R, f: Xo ->¦ Xo/R — про-
проекция, x — f(R), S* = Xo/(Xo\,D) (напомним, что Я#(Л, В)=
=Н*(А/В)), ft и f\ — изоморфизмы. Положим / = /#фн< (/'), тогда

1ф0. Пусть Т = Хо//?- Допустим, что нам удалось найти диск / (D) с
а Т\х, что I ф Im со#. Тогда /' ф Im i#. Итак, мы свгли задачу
к изучению компакта Т, который является топологическим мно-
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гообразием всюду, кроме одной точки х. Введем на Т какую-либо
метрику d. Группа Нк(Т) является обратным пределом спрктра
групп Ни (Та), где а е CovfT, а Та — нерв покрытия а. Так как

k=*d\mT, то в множестве Cov'T можно выбрать конфинальное
подмножество СоvfT, состоящее из конечных покрытий кратности,
не превосходящей k, диаметры которых стремятся к нулю. Это

означает, что нервы Та, а е CovfT, являются конечными1 симпли-

циальными комплексами, dim Ta ^ k. Так как / Ф О, то существует
элемент обо s Cov'Г такой, что представитель / — элемент /о, е
е Нк (Та„) — отличен от нуля. Пусть ?/е«о является элементом

покрытия а0, где хе(/ и Т\Пфф (можно считать, что покры-
покрытие а0 взято уже достаточно мелким). Пусть и е Та, есть вершина,
соответствующая U е <х0. Рассмотрим открытый шар В (х, г) такой,
что В (х, г) с U, и пусть е > 0 выбрано так, что В (х, г + е) с U.

Построим конечное покрытие х компакта Т\В (х, г) открытыми
множествами /(?>), гомеоморфными диску D = Dk. Пусть ti>0 —

число Лебега покрытия х, ? = min(e, ti), ?>0. Впишем в <Хо

покрытие ах так, чтобы ^sCov'71 и diam(oc)<?. Тогда суще-

существует гомоморфизм п%\: Я„G'а1)-»-Яй(Гао), причем существует

/о, е= Нк (Tat), /а, Ф 0, такой, что п? (/«,) = /«.¦ Пусть Car?ai —
носитель элемента /а, в нерве Та,. Тогда, так как dimrei=?,
отношение гомологичности в ^-мерных цепях неподвижно, а потому

существует однозначно определенный набэр симплексов Д* в Ta,,
на которые и оседает цепь ?ai.

Для вершин s из Саг?я; возможны два варианта расположения
в Т: 1) S(]B(x, r) Фф для любой вершины seCar2ai; 2) суще-

существует вершина s0 е Car ?Oi такая, что 50 с 7 \5 (jc, r), здесь
S = S(s). Разберем случай 1). Так как S(]B(x, г)Фф, то Sc

czB(x, г4-е), поскольку diam(a1)<g<e, а тогда и подавно

S dU. Это означает, что все вершины s e Саг)в1 содержатся в U.

Отобразим TOl в Та, следующим образом: все вершины seCar/a,
отобразим в и е ГК|1, а остальные вершины s' e Саг !а, отобразим
произвольно по включению. Так как гомоморфизм ф: Нь(Та1)-*-
-*• Ни (Tail) не зависит от выбора симплициального отображения
по включению Га, -*¦ Та,, то ф Aа,) = /а„ ф = da,- С другой стороны,
ф(/а,)= , т. е. la,, —0, что противоречит выбору этого элемента.

Итак, в действительности реализуется случай B). Так как So с
сТ\В(х, г) и diam S0-^diam(ax)<i^Ti, то 50 целиком содержится
в некотором открытом диске f(Dk) покрытия х (см. выше). Пусть
со: T\f (?>*) -+¦ Т есть вложение. Построим отображение спектров

Hbjfj+HbPa-), где f-T\f(D*), a =* or1 («'), «г1: С^> Г-v

-»-Cov' t сопоставляет каждому а его прообраз на Т при вложе-

вложении ад. Рассмотрим вложение »*~I(*l): feri<a>)-»-7a,; тогда звезда
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St^o)^ То, не принадлежит образу 7V««»i>> т. е. 1Л1Ф
ф Im Нь (Гщ-цс,)), откуда / ф Im ©„,.

Итак, Z'elmi^. Из диаграммы следует, что Im/# = 0, а так

как dinlG=»l, то Im/,=G,T. e. Hk(Xo) = G®Hk(Xo\D), что и

требовалось. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 32.1.1. Сначала мы рассмот-
рассмотрим случай A). Положим R^A\]Z, где Z=*Zk есть множество

сингулярных точек в S*. Тогда в силу теоремы 7.2.1 имеем

volft (Z) = 0. Так как по предположению Нк (А) — 0, то ясно, что

"*(#)=¦ 0 (это следует, например, из леммы 19.А в [35] и ее.

следствий). Пусть Хо <= Я, (А, L, 0), L Ф 0, L a Hk-i {А), и пред-
предположим, что существует /' е Hk (Хо), ГфО,- В силу леммы 32.1.1

существует диск D = Dk(l') такой, что /' &lmim, где i: Xo\?>->-
-*- Хо — вложение. Рассмотрим коммутативную диаграмму:

^Нл(Хо) -^С-

Ясно, что Im/#=^0, и так как dim C=1, то Im/#=(j, т. е.

ij),—мономорфизм. Так как vo\k(Xo)>vo\k(Xo\D), то X0\Ds
eHt(A, L, 0), т. е. существует 1еЯы(Л), /=^0, такой, что

афA)ф0, но так как р» @=0, то г^а,» (/) = 0, что противоречит
мономорфности \|з# Случай A) доказан.

Рассмотрим случай B). Пусть ХО&НФ(А, L, L'), где Lcz

cz Я^_1 (A), L' Ф 0, и предположим, что существует Г е Ял (Хо),
/' =pfc0, такой, что im (V) == 0, где t#: Я*(Хо)-*-Нк(М) индуцирован
вложением. В силу леммы 32.1.1 существует диск D — D'"l')cz
<=. Х0\(А U Zh) такой, что /' ф Im j0 и Codim (Im /„) = 1 в Я* (Хо),
/: Хо\/) -»¦ Хо — вложение. Тогда существует разложение в прямую
сумму векторных подпространств Hk(XQ) =G@ Im /^,, где одно-

одномерное подпространство G натянуто на вектор Г. Пусть а —произ-
—произвольный элемент из L', афО. Тогда а = 1#(ф), где <рш Нк(Х0),
фх=Х/' + ф', ф'^0 (иначе a="Xt* (/') = 0) и <р' е Im/,. Отсюда
получаем, что a = im (ф) = /„, (ф') =• (i})m (ф"), ф" е Я* (X0\D), т. е.

L'cz Im (//)„, и X0\D &Н„(А, 0, L'). Докажем, что, более того,

X\D/fI|1(i4, L, L'). Рассмотрим коммутативную диаграмму:

ЯАШ)
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Здесь L' cz 1тф#. Как и при доказательстве случая 1), получаем,
что р,—мономорфизм, а тогда if,,, (L) =*0, т. е. Xo\D e
е//„(Л, Л, Z/), что невозможно ввиду неравенства vol*(X^\D)<
< уо1Л (Хо). Теорема доказана. ,

В формулировке теоремы 32.1.1, очевидно, нельзя отказаться
от предположения Нь(А)=*0, так как в противном с/гучае на

компакте-границе А могли бы оседать нетривиальные циклы.
Нельзя отказаться и от предположения, что группа коэффициен-
коэффициентов теории гомологии является одномерным векторным простран-
пространством над некоторым полем. В самом деле, положим, например,

G =» S1 =• R1 (mod 1) (окружность) и докажем существование мини-

минимальной поверхности Х0<=Н*(А, L, 0), обладающей не только

нетривиальной группой Нк{Х0, S1), но и реализующей нетривиаль-
нетривиальный цикл в многообразии М. Рассмотрим /H = S1xRPas, где

RP2* — вещественное проективное пространство, и положим А =

= RP*-1 czRPa* =. Хо. Ясно, что ХоеЯ«(Л, S1, 0) и Хо является

глобально минимальной поверхностью в многообразии М, однако

поверхностью Хо реализует подгруппу ифО, L'=Ъг c:^2j(M, S1).
32.2. Точная минимальная реализация и точная минимальная

заклейка. С точки зрения минимальных реализаций представляет
интерес следующий вопрос: в каких случаях можно реализовать
фиксированную подгруппу с помощью глобально минимальной

поверхности, группа гомологии которой изоморфна реализуемой
подгруппе?

Другими словами, в каких случаях минимальная поверхность

реализует больше циклов, чем их содержится в выбранной ранее
подгруппе, а в каких случаях поверхность реализует ровно
столько циклов, сколько было выбрано заранее?

Пусть 0„ = #*(Ф. 0, L'), Ь'фО, L'<=Hk(M), положим

vol(L') = 4@, 0, L'), и пусть Ц cr LJ, Ц/Ц Ф 0. Верно ли,

что volft(Li)<vol*(Lj), т. е. что с уменьшением количества цик-
циклов в подгруппе L' строго уменьшается и объем подгруппы, т. е.

число voU(L')? Элементарные примеры показывают, что в общем
случае это утверждение неверно, т. е. бывают случаи, когда
vol* Ш) =*¦ vol* (Ц). Однако легко доказывается следующее
утверждение.

Предложение 32.2.1. Пусть М — компактное гладкое ри-
маново многообразие, G —одномерное векторное пространство над

некоторым полем F. Тогда любая подгруппа L' Ф 0, L' a Hh (M, G),
содержит такую подгруппу L', что dim L' — dim L' = 1 и voU(L')<
<volft(L'). Более того, если 0щ = Н„(А, L, L'), где L' Ф0,

Hh (A, G) => 0, dim/?C= 1, то всегда существует подгруппа V с L',
dimL'— dimL'=» 1, такая, что dk(A, L, L')>dk(A, L, L').

Доказательство предложения 32.2.1 аналогично доказательству
теоремы 32.1.1, поэтому мы не будем останавливаться на повто-

повторении этих рассуждении. Из предложения 32.2.1 вытекает след-
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ствие-\пусгь выполнены все предположения предложения 32.2.1;

пусть у с: Hk Ш, G) — произвольная подгруппа. Тогда существует
убывающий ряд подгрупп L' = LJ гэ L\ =>... zd L'n такой, что

dim L'p -V dim L'D +.1
= 1 при 0<-p<i\f-l, dim L'N=\ и vol* (L'P) >

*(^ + i)

Определение 32.2.1. Будем говорить, что подгруппа
L'czHk(M) допускает точную минимальную реализацию, если су-
существует минимальная поверхность Хо& #* (Ф. 0. L') такая,
что вложение i: Хп-+М индуцирует изоморфизм 1„: HkiX^^^L'.

Простые примеры показывают, что существуют такие под-

подгруппы L' е Нц (М), которые не допускают (в данной римановой
метрике) точную минимальную реализацию. Более того, такие

подгруппы составляют «большинство» среди всех возможных под-

подгрупп в Нк(М). В то же время в каждом конкретном примере
всегда удается не только указать подгруппы L', допускающие
точную минимальную реализацию, но и составить из них адди-

аддитивный базис в группе Hk(M). Оказывается, это является отра-
отражением некоторого общего факта, который мы сейчас докажем.
В дальнейшем через {аъ ;.., ат] будем обозначать подгруппу,
порожденную элементами аъ .... am eНк(М).

Предложение 32.2.2. Пусть М — компактное гладкое зам-

замкнутое риманово многообразие, пусть группа G коэффициентов
теории гомологии является группой 2,р, где рФО, р — простое

число, г = dim Hk{M,ZP)- Тогда, если г > 1, то в группе Hk(M, Zp)
существует базис еъ .... ег такой, что: A) vol* {e{}<. vol*(#ft(Af))
при любом i и vol* {ei} <vol* \ex ег\ при i>\\ B) все одно-

одномерные подгруппы \et\, l<t^r, допускают точную минималь-

минимальную реализацию; C) если элемент аеЯ4(М, Zp) имеет вид а=

S

=и 2] %%• г&е все % отличны от. нуля, то

р—1

vol* {а} 3s max volft \et \, l^p^s.
(р)

Доказательство этого предложения аналогично доказательству
предложения 32.2.1. Как и в случае предложения 32.2.1, спра-
справедливо более общее утверждение: пусть М

— компактное замкну-
замкнутое риманово многообразие, G = ZP, р — простое, А а М — фикси-
фиксированный компакт-граница такой, что Hk(A, G) = 0, и пусть

Я„(Л, L, Ь')Фф, где L' фО, LaH^A, G), r = dimZpZ/.
Тогда, если г>\, то в подгруппе L' можно выбрать базис еь ...

.... ег такой, что: 1) dk{A, L, {ej})<dk(А, L, L'), 1</^г;
dk(A, L, {ej\)<dk{A, L, {^ er})^dk(A, L, U) при />I;
2) существуют минимальные поверхности ХОуеЯ, (Л, L, {ej})
такие, что (Im Н» (Хш)) П L' = {ej} при вложении поверхностей XtJ



330 МИНИМАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ В ВАРИАЦИОННЫХ КЛАССАХ О ГГЛ. в

в Af; 3) если aei' и a— ? a</v гДе %Ф0, l^piks, то

dk(A, L, {a})^ max <1к(АР,% ie,\).
Определение 32.2.2. Пусть A czM — фиксированный ком-

компакт-граница (контур). Мы скажем, что подгруппа ЬФО, Lcz
a Hk-i (А), допускает точную минимальную заклейку, если сущест-
существует минимальная поверхность ХоеЯ#(Л, L, 0) такая, что

А„(Х0, A) = L.

Как и в случае точной реализации, точная минимальная за-

заклейка возможна для небольшого класса подгрупп, однако, ока-

оказывается, из таких подгрупп можно выбрать аддитивный базис
в группе гомологии. Обозначим через voU(L) число dk(A, L, 0)
и сформулируем следующее сбщее утверждение.

Предложение 32.2.3. Пусть М — компактное гладкое зам-

замкнутое риманово многообразие, G = Zp, р ф 0 и р — простое число,
А аМ — фиксированный компакт-граница (контур) такой, что

Hk(A, G) = 0, и пустьЬфО, LczHk-1(A, G), 1 <dimL = г<со,
Н#(А, L, 0)фф. Тогда в подгруппе L можно выбрать базис

еъ .... ег такой, что: A) vol*\е})<vol*(L) при каждом j и

voU {ey}<voU fa, ..., ey}<volft(L), 1</<г; B) существуют
минимальные поверхности Ху<=Нт(А, {е,}, 0) такие, что

А*(Хв/, A)(\L-{e,}, 1</<г; C) если asL, o^=0 и о-

S %% р / то volft{a}^ max vo\k{e,p}.
Если положить L=-Яft_1(i4), то тогда базис еи ..., егдопускает
точную минимальную заклейку.

Доказательство этого предложения аналогично доказательству

предложения 32.2.2. Мы не будем на этом останавливаться.

Тем самым, любой элемент et в группе гомологии #*_i (A)
может быть заклеен минимальной пленкой, аннулирующей только

•тот элемент (и ему кратные).
32.3. Минимальные поверхности с границей, гомеоморфной

сфере. В двумерной задаче Плато граница минимальной поверх-
поверхности всегда распадается (в том случае, когда граница

— гладкое

одномерное многообразие) в объединение окружностей. Рассмот-
Рассмотрим многомерные минимальные поверхности, границей которых
также является сфера, гладко вложенная в объемлющее риманово
многообразие. Такое специальное устройство границы минималь-
минимальной пленки позволяет получить интересные утверждения чисто

метрического характера, связывающие топологию минимальной

поверхности с ее объемом. Отметим, что с парой (М, А) естест-

естественно связаны следующие два числа: dad', характеризующие
геометрическое расположение сферы А в многообразии М,
• именно: d' = inf yo\h(X\A), где А сХс М, и 1тНк(Х, в)Ф

0 в //«(Af, G) при вложении Х-+-М. Здесь С —некоторая
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фиксированная группа коэффициентов теории гомологии, a tf=
= mfVo\k{X\A), где АсХаМ, и Ак(Х,А)ф0 в группе
tf*_i(/4AG) Другими словами, а" является ^-мерным "объемом
наименьшего А-мерного цикла в Hk(M), и это число вообще от

границьЦферы А не зависит, а число df является ^-мерным объемом
наименьшей ^-мерной пленки, которую можно натянуть в много-

многообразии М на какой-либо нетривиальный цикл в Нь-\(А).
Рассмотрим произвольный вариационный класс //„, (A, L, L'),

и пусть, как и выше, d = inf\o\k{X\A), Х^НШ(А, L, L');
тогда d^zd', d^d. Произвольная минимальная поверхность Хо
из этого вариационного класса может иметь достаточно сложную
топологическую структуру, поэтому, в частности, большой инте-

интерес представляет вопрос: каков тот наибольший объем, который
может иметь одна связная компонента П/, целиком «состоящая

только из регулярных точек поверхности Хо? Другими словами,
каков наибольший объем «несингулярной части» минимальной

поверхности? Отметим, что из теоремы 7.2.1 легко следует, что

<?>0 и d'>0.

Теорема 32.3.1 Пусть М — компактное замкнутое рима-
ново многообразие, А == S*-1, G = S1 = [R1 (mod I) — группа коэффи-
коэффициентов теории гомологии Я*. Преёположим, что 3<оо {отме-
{отметим, что неравенство d' < оо выполнено всегда), и положим Д =

= max(d — &, d — d'). Пусть Хо е Н4{А, L, U) — минимальная

поверхность, где L#0, Г з S1, и пусть Z а Хо — множество

особых точек минимальной поверхности Хо- Пусть Xo\{A\jZ) —
= У П< является разложением регулярной части минимальной

i

поверхности Хо на связные открытые в Хо гладкие минимальные

подмногообразия П( с: М {число таких компонент может равняться
бесконечности). Тогда выполнены неравенства 0<sup volA(IIj)«s A.

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что

sup voU (П/) «S А, так как неравенство sup vol* (П/) > 0 является

непосредственным следствием из теоремы 7.2.1. Итак, допустим
противное: пусть существует номер «0 такой, что выполнено

неравенство уоЦ(ГЬ„)>Д. Рассмотрим открытый гладкий диск

D = Dkcui0 такой, что vo\k{Uto\D) = E, где е>0 — фиксиро-
фиксированное (сколь угодно малое) число, при этом D = D{e). Тогда
vol/, (IIf,) = e-4-voIft(D). Существование такого диска следует
из теоремы 7.2.1. Границу диска D обозначим через S^S^1-

Тогда имеем

vol» (X9\(A U D)) = vol* {Х0\А) - vol* (D) =»

voU(nia) + e =

vol* (Х9\(А \J Ш,)) + е <rf- Д,
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если число е достаточно мало. Отсюда получаем, что

volk(X0\(A()D))<d-(d-d') = d',

volk(X,\(A[}D))<d-(d-d)=d,

т. е. lmHk(X0\D) = 0 в группе Нк (М) и Д(Х0\Д Л) = 0

в группе Hk-i (А). Рассмотрим следующую коммутативную диа-

диаграмму:

0 — Нк (М) —Ь— Нк (М, S) -т-^ Я*_1 (S)

Hk(X0\D)—Hk(M) ±Hk(M, Xo\D)-tHk-1(Xo\D)
1 N 'I 1

Нк(М, Хо) — Нк-1(ХО)

Здесь ссь a2 —изоморфизмы, ^ — мономорфизм (см. выше),
Hfc(M, S) = H/I(M) © Н„(р, S) (так как сфера S стягивается

по диску в точку) и, следовательно, гомоморфизм г|э^, мономорфно
отображает подгруппу Hk(D, S)czHb(M, S) в Hk(M, X0\D).
Докажем, что 1ша^^Нк(Хо) czr|5^Xfc(D, S) (геометрически этот

факт очевиден). Положим Ъ*=*р*а!Щ#, тогда г^,,, = i4,aa/1>.
Пусть д; s= Я* (Хо), тогда lilL(x) = y1 + yi, ух е р#ЯА (М), г/а е

eW»(D, S), 1р„5, (x)«-*,(^) + *,(yi). Гомоморфизм |# допус-
допускает разложение:

5* = Х*Р*: Н„ (Хо)-+ Нк (Хо, S) -+Н„(М, S),

где Н„(Х0, S)^Hk(X0\D, S)®Hk(~D, S), т. е. р, (*)=»«! + *,
и ¦*6*W=:^X«Bi) + *«Xt.Bt): ясн°. чт0 ^*X*(*i) = 0, т. е.

VA*(x)"B'V*X*(z*)c:zy*Hk(p, S), что и требовалось. Так как

г|5„, — мономорфизм на Hk(D, S) (ибо S1 cz L'cz j^Hk(Xu) и i0 —

мономорфизм), то %Hk(D, S) з S1, а так как Hk(D, S)^S1,
то y*Hk(D, S) = SX с: Inn* и ^„Я* (D, 5) = 0.

Поскольку гомоморфизм Hk-1(A)^>-Hit-.i(Xo\D) не имеет

ядра и так как dim Xo ==к, то в силу теоремы Хопфа (напом-
(напомним, что S1 = G) сфэра А является ретрактом компакта X0\D,
т. е. существует непрерывное отображение g: X0\D-*-A, тож-

тождественное на А. Рассмотрим t = g\s: S = dD-*-A. Ясно, что

степень отображения t отлична от нуля, так как в противном
случае отображение t можно было бы продолжить до непрерыв-
непрерывного отображения t'\ D^>-A, что породило бы новое отображе-
отображение Г: Хо-+-А, тождественное на сфере А, а это невозможно

ввиду того, что по условию теоремы L-фЬ. Итак, поскольку
m = deg@#0, то гомоморфизм tm: Hk-i(S)-^Hk~i(A) является
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умножением на т. Из диаграммы

HKJS) - *¦ Нк., (Х^Ю

следует, что ф.,,^0. Возвращаясь к исходной диаграмме, мы

видим, что гомоморфизм ф»т# на подгруппе Hk(D, S)czHk(M, S)
нетривиален, а тогда гомоморфизм дя|)„, равный ф*т#, также не

может быть тривиален на подгруппе Hk{D, S), что противоре-
противоречит установленному выше соотношению д^^Ниф, S) = 0. Полу-
Полученное противоречие доказывает теорему.

Эта теорема может быть, конечно, сформулирована для слу-
случая теории когомологий с целочисленными коэффициентами (ввиду
наличия двойственности). В формулировке теоремы нельзя отка-

отказаться ни от одного из условий: L Ф О, L' з S1. Далее, если А не

является сферой S*~l, то утверждение теоремы, т. е. неравенство
voU (П*) «s; Д, также, вообще говоря, разрушается. Действительно,

рассмотрим многообразие М = 51 х RP2*, Пусть А = RP**-1 cz RP**=
= Хо, Нг, (М, Si) = H2S (R/», S1) = Z2-

Пусть L' = Zi (отметим, что U ф S1), Нъ{М)-=>и, L-Sx-=
= Н2^х{А, S1); тогда. ХоеЯ# (RP2^1, S1, Za) и Хо является

глобально минимальной поверхностью в вариационном классе &

(пространство RP2s является наименьшей поверхностью в М,
заклеивающей какую-либо нетривиальную подгруппу LcS1 =¦

= Hk-i(A, S1), k = 2s). В этом случае имеем d = u, d = d', т. е.

Л = 0, а с другой стороны, sup vol* №) = volft (RP2*) = d > 0.
В том случае, когда границей минимальной поверхности

является сфера, многие гомологические характеристики этой

поверхности могут быть сведены к гомотопическим, и наоборот.
В качестве примера укажем на теорему существования минималь-

минимальной поверхности в классе пленок, граница которых
— сфера и

которые не ретрагируются на эту сферу. Тогда, оказывается,
из гомологической теоремы существования минимального реше-
решения можно извлечь гомотопическую теорему существования
(см. [35]). Более точно: пусть компакт-граница А гомеоморфен
сфере S*-1 и вложен в R"; рассмотрим класс К* всех компак-

компактов X, А с: X crR", которые не ретрагируются на свою гра-
границу А. Здесь имеется в виду не деформационная ретракция,
а обычная ретракция. Компакт Xei(* назовем простым, если

он не содержит собственного подмножества Q, которое также
имело бы в качестве своей границы сферу А (т. е. также не

ретрагируется на эту сферу). Тогда оказывается, что: 1) мини-

минимум объема volft в вариационном классе К* достигается на неко-
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тором компакте Хое/С*; 2) каждый компакт Х&К* содержит
простой подкомпакт; 3) каждый простой компакт Хо е К*,
реализующий минимум объема voU, является локально/евклидо-
локально/евклидовым почти во всех своих точках (т. е. на множестве полдой меры)
(см. [35]).

Эта теорема сформулирована в нестабильных гомотопических

терминах (ретракция). Стабильная гомотопическая ситуация пол-

полностью содержится в нашей теореме 7.2.1 для случая экстра-
экстраординарной теории гомологии hm=n%. Однако «нестабильная
гомотопическая теорема» сводится в данном случае к гомологи-

гомологической теореме существования (и вытекает из нее). В самом деле,

в силу теоремы Хопфа мы имеем следующее тождество:

К* = U Я, (S*-i, L, 0), ЬФО,

где G = .S1 = R1(modl). Действительно, пусть Хе/(*. Надо
доказать, что Кеп'^^О, где гомоморфизм /,: Я*_х (А) -*¦ Я*_х (X)
индуцирован вложением. Если t'#—мономорфизм, то по теореме
Хопфа сфера А является ретрактом компакта X, что невозможно.

Обратно, пусть Xeff,(Sw, L..0), L.=/=0. Надо доказать, что

сфера А не является ретрактом поверхности X. Так как ЬфО,
то это очевидно.

Интересно выяснить, какие другие нестабильные гомотопиче-

гомотопические ситуации в задаче Плато сводятся к гомологическим. В [35]
была выдвинута гипотеза, которая в случае ее справедливости
обобщала бы теорему существования в классе /С*, приведенную
выше. Более точно: рассмотрим в качестве компакта-границы
A cz R" произвольное компактное замкнутое гладкое подмного-

подмногообразие V* , и пусть К* (V* )— класс всех компактов X, V cz

cz X cz R", таких, что каждый из них не ретрагируется на какое-

либо свое замкнутое подмножество V, V с V cz X, имеющее

размерность k—\. Ретракция при этом не предполагается дефор-
деформационной. Гипотеза, сформулированная в [35], заключалась

в следующем равенстве: К* (V) — (J Я„ (V, L, 0) (мы используем

здесь наши обозначения из предыдущих параграфов), где ЬФ§
и G = S1 = R1(mod 1). В случае V = Sk~1 мы получим класс К*,
описанный выше. Однако гипотеза эта неверна, и мы укажем

простой контрпример. Предварительно отметим, что включение

К* (V"-1) з У Нщ (V, L, 0), конечно, справедливо, но, оказыва-

оказывается, обратное включение уже не имеет места (в общем случае).
Положим A = V*-i = SxxS"-2, где ks=s5; тогда nk-i(A) = 2+, и

пусть a: Sk~1-*-A есть представитель элемента 1 е Ъг- Рассмот-

Рассмотрим подкомплекс X = A (J D (приклейка диска по отображению
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границы а). Так как образ сферы 5* в А при отображении а

можно йэмотопически выдавить в сферу S*~2, то вложение /:

А~*-Х индуцирует мономорфизм в (k— 1)-мерных группах гомо-

гомологии, т. е. X с? U Я„ (V*-1, L, 0), Z.^0. С другой стороны,

X е К* (V). В самом деле, допустим, что существует компакт

Р аX такой, что существует непрерывное отображение f: Х-*-
-*-V, постоянное на .9. Поскольку У—компакт и dim^=^—
— 1 <fc = dimDft, то отображение f гомотопно отображению/':
Х-*-А (так как 9 выдавливается в A=*V), причем можно счи-

считать, что /' тождественно на А. Это означает, что отображение а:

5*"г->Л можно продолжить до отображения диска Dk в А, т. е.

а = 0, что противоречит выбору а. Тем самым, мы предъявили
контрпример к гипотезе, сформулированной в [35].
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