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Бор подчеркнул также; что невозможно наблюдать спин элек­
трона меtодом Штерна.Герлаха. Возьмем пучок электронов, дви· 
гающихся параллельно оси у в неоднородном магнитиом поле 

Н, расположенном в плоскости xz; пусть, кроме того, для х =О 
Нх =О. О.и.нако вообще, вне шюскQсти yz имеем :с 

Нх = дНх дх = -- дНz Лх ( 4) 
дх дz ' 

(в силу условия div Н = д::.х + д:; + д~z =О, ·т. е. при Ну= О 
дНх_ дНz) 
дх -- дz • 

дНz ( 
На электрон действуют две силы: 1) сила µ0 дz в виду на-

личия спина) по направлению z и 2) лоренцова сила в направ· 
е 

лени и х: - 'UyHz, вне плоскости Hz. 
с 

Лоренцова сила на расстоянии Лх от оси равна 

е дНz (б) 
cvy дz Лх. 

Для успеха опыта Штерна-Герлаха нужно, чтобы 

е дНz eh дНz h 
-vу-дх~-- - т. е. Лх~-,....,л (6) 
с дz те дz ' mvy ' 

т. е. мы находимся вне области пригодности классических механи­
ческих понятий. Случай движения электронов параллельно оси х 
ведет к тому же результату. 

Интересна, наконец, критика Бором опыта, предложенного Брил­
люэном для обнаружения магнитного момента спина. Пусть элек­
троны двигаются параллельно оси z в неоднородном поле, напра-

б п дНz О 
вленном в сторону о ратную их движения. усть дz > , тогда 

дН 
э.1ектроны со спином, подвергаясь действию СИJJЫ - µ0дz (так же, 

как и тело, брошенное вверх), направленной в сторону z, через 
некоторое время остановятся и затем повернут обратно. Из 

d'Uz дНz 
т- = - µ0 -- для времени t поJJучаем i 

dt дz 

(7) 
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Таким образом, число электронов, которые мы встретим дальше 
отрезка v;zt, будет .вдвое меньше, чем в случае отсутствия спина. 
Но, как и в предыдущем примере, нельзя осуществить по,1е, везде 
строrо параллельное оси z. 

Если для х = О и Н:~ 11 z, то Нх дается формулой ( 4) для рас­
стояния Лх от оси х. Но электроны под действием силы Нх будут 

1 
описывать круrи с периодом "= -~, где Ф угловая скорость, рав-

сНх 
ная ~· -----, т. е. 

т0с 

•= дНz • 
е--дх 

дz 

(8) 

Чтобы поворот скорости произошел от действия спина, а не 
под влиянием силы Лоренца, нужно, чтобы t < "• т. е. 

mcmv2 
-----

дНz 
eli-­

дz 

те 

- дн;Л.?С ' 
е---

дz 

следовательно mvzЛx < h или дх < Л, 
т. е. опять мы находимся вне сферы действия геометрической оп-

Е б eh 6 . " " 
тщш. ели ы вместо fl-o ,_, - мы имели ы J(al{Qп-тo магнитныи 

те 

момент ii, то, как легко видеть при ii >> 110, в последнем примере, как 
и в друrих, опыты позволили бы обнаружить наличие момента. 

В докладе Паули указаны и другие иллюстрации тезиса Бора о 
невозможности наблюдать спин в смысле применения классических 
механических применений о движении. 

Литер ат ура: N. F. Motl, Proc. Roy. Soc. А, 124, 425, 1929. 
W. Pauli, Rapports de Congres So1vay, 1930. 

3. К подсчету флюктуаций (V, § 7). 
(См. W. Heisenberg, Berichte d. Sachs. Akad. Ceipzig, 83, 19/I, 19:31). 

Оказывается, что прежние подсчеты Борна, Йордана и автора 
книги на основании квантовой механики были основаны на 
ошибке. Выражение для среднего квадрата флюктуации энергии 
давалось интегралом по частотам, а подинтеrральное выражение со­

держало члены q~ пропорциональные частотам hvj, в результате 
чеrо интеграл оказывался расходящимся. Так как речь идет о флюк­
туациях лучистой энергии, то можно было бы думать, что обра­
щение упомянутого интеrрала в бесконечность связано с нщтичием 
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в энергии эле1<тромапштноrо поля бесконечно большой, так назы~ 
ваемой нулевой энергии (Nullpunktsenergie). Однако это не так, 
и трудность лежит в самом определении флюктуаций. Чтобы по­
казать это, исследуем более простую модель, заведомо не имеющую 
бесконечной нулевой энергии - возьмем, именно, движение ма­
териальной точки массы t вдоль отрезка длины l, ограниченного 
непроницаемыми стенками. 

Энергия частицы дается выражением 

Е = --1-р2 где р = _!!_ ~ 
2т ' 21ti dx 

(1) 

Собственные значения энергии и собственные фуикции найдутся 
из уравнения Шредингера 

h2 d2<jJ 
S1t2/U dx2 + Et =О 

с пограничнh!МИ условиями: ф = О при { х =О . 
x=l 

(2) 

Отсюда, нринимая во внимание условие нормировки, получаем: 

1 ( h )2 Ek= 2т 27k , 

где k целые числа. 
Интересно наш результат получить прежде всего с помощью 

представления о квантованных колебаниях в обычном, в данном 
случае одномерном пространстве. 

Для этого нужно амплитуды функции ~ считатL непереместимыми 
операторами. Иа (3) имеем: 

(4) 

где 

аkщ* - щ*а" = akl· 

Последнюю формулу мы написали в предположении, что у нас 
имеется на всем участке совокупносп. одинаконых частиц, удовлетнv· 
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ряющих статистике Бове-Эйнштейна. Согласно М (246) можно по­
ложить: 

(5) 

где Nk означает число частиц в состоянии k. 
Для энергии небольшого участка от х0 до х1 , сои1асно опре­

делению шютности энергии М (209), имеем: 

х, 

.ж, 

Е = Jdx-!!_2_ д~* _д~ = 
8'1tm дх dx 

= __ h2 -~ J'" dx :Е аk*ап cos 'lt _-'!.__ k cos r. ~- п ( 11: )
2 nl = ~ (б) 

8 т:2rп l, kn l l l 

h2 ~ 
- ··· ·--· ~ · ak*a fk 
- 8тс2m..... " 11 ' 

kn 

где 

те J si11 ·~ (k + п) х1 - sin -}· (k. + п) х0 
fkп = ["i kп 1- -----·-· -- п - ·+-

. 7' • 1t ) 1 sш7(k-n)x1 ·--sш 7 (k.-n х0 
-г------·--·-··-······---- ·-·----· . 

k-n 

Среднее по времени значение энергии дается диагональным членом, 
т. е. 

(7) 

Таким образом для флюктуации имеем: 

(8) 
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и для среднего квадрата флюктуации: 

( '2 )l! . . -'- -, 
-2 tl ', ' :/ . "' • дЕ .:.::: К. :• ,...,/ ...,.j а11 11,,j,,,,a" 11111~" 

r. т lш 1'.11' 
k 1 11 k' 1 11' 

( ~ 1) 

, 
Отсюда видно, что ЛЕ равно бесконечности, так как сумма в (9) 

расходится даже в с:~учае одной только частицы. Именно дли 

(10) 

причем число членов бесконечно, а f1m не уменьшается для боЛJ.­
ших п. 

Перейдем теперь к обычному способу конфигурационного про· 
странства. Допустим, что энергия внутри некоторого промежутка 
х0 < х < х1 задается оператором 

1 
2mpD(x)p, (11) 

где D (х) внутри промежутка Хо - х1 равно 1, а вне его равно 
нулю. С помощью собственных функций (3) найдем средн~е значе­
ние энергии в состоянии k 

. . 1 

=J• /2 siп~xk-!_~~D(x)--~~-. /2 siн ~xkdx= 1 v l / 2 m 2 Т([ дХ 2 'ltl дХ v f / . 
о l ~(12) 

= _!!._ ! J (1tk)2 cos -~ xkD (х) dx = --~::____ fk~. J 
8 п2т l l l 8 'lt2m 

о 
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Для среднего квадрата энергии получаем: 

Е' ~ }J;/f ,;n -; xk ( 21т)' pD (х) p'D (х) р А ,;ц ;- xkdx~ I 
о 

l 

= 8 :22т (- ~-) Jcos -[ xkD (х) ::2 D(x)cos ]-xk(~)2 dx = 
о 

= _h!_ ·1~-J1 cos2 ~ xkD2 (х) (7'k)4 dx + 8 тс2т l l l 
о 

( 13) 

l 

-+- ~-f cos у xkD (х) 2 D' (х) sin ~ xk ( 7!; )3 dx ---
о 

2 J! те (тсk)2 ] - 7 
0 

cos27 xkD(x)D"(x) ,Т dx; 

или 

(14) 

Дале-е по определению 

(15) 

Первый интеграл в правой части (13) дает среднее значение квад­
рата энерrии, ибо из (3) следует 

l 

/z2 2 J х (тсk) 4 
8 тс2т l siп2 тс l kD2 (х) Т dx = 

х, 

Wk-~ f sin2 rc ~ kdx, ( 16) 
о 

х, 

где ! J sin2 те Е kdx обозначает вероятность найти •~ас типу 
l l 

между х0 и Х1. 

128 



Но второй интеграл н формуле (14) обращае'1'сн н бесконеч­
ность, так как содержит в подинтегральном выражении вторую 

производную от D(x) (очевидно 'бесконечную). Таки~~ обра:юм, в 
результате· и средний квадрат флюктуации энергии оказываетсн 

бесконечным. Дело лежит, очевидно, в слишком резком выделе11ш1 
отрезка х0 -х1 введением "нехорошей функции" D (х). Если н;~ 
место такой резкой функщш ввести функцию сглаженную, то вто­

рой интеграл в (14) будет, вообще, сходип,сн и даст лишь весьм:t 

небольшой привесок !( :шачению в2. 

Взяв, например, 

х -· (х-- х,)' 

D(x)=-;г/;--~.f ( е -,;г ----е ( ! 7) 

о 

r· меем для большей части второго интеграла в (14 ), 1юлу<rе1шоt\ 
~·осле интеграции по частям_, т. е, для 

1 

(
, li2 \ 2 2}" 1t / k " 
8~2!ii) l cos2 -г xk ( -7 )" [) ~(x)1lx 

о 

·;ыражение: 

(19) 

Если d велико по сравнению с длиной волны состонния k, то 
вторым интегралом можно пренебречь по сравнению с первым в 

формуле (14). 
Физически следует иметь в виду, что энтропии двух сsязанIIых 

систем можно считать аддитивными с точностью до величины взаи­

модействия систем (см. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 40, 501, 192G): 
Измерение энергии в резко ограниченном участке (х 1 - х0 ) во:.1· 
ivюжно только при действительной полной изолsщии этого участка 

и полного разры~н его взаимодействия с дру1·ими участкюш (по 
классической теории изоляция не обязательна); такая изоляция 
требует "бесконечно большого" вмешательства и поэтому физически 
неосуществима. Практически всегда гра_ницы уqастка будут не­

сколько размыты, т. е. останется н:которос в3аимодействие изме­

рнемого участка с соседним. И3 ска:зашюrо следует, что как ра3 
в виду неаддитивности энтропии, что было существенной гипотезой 

при прежнем выводе, квантован механика не дасг формулы Эйнштейна. 
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4. Примечание к теории излучения (V, § 4). 

Автору книги удалось найти более простой метод получения 
результатов теории излучения (W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 9, 
338, 1931 ). Рассуждения эти весьма близко примыкают к методу 
принципа соответствия (см. О . .Юein, ZS. f. Phys. 41, 407, 1927, также 
L. Rosenfeld, там же, 65, 589, 1930). 

Расчет ведется обычным в квантовой механике путем: на атом­
чую систему, описываемую уравнением Дирака, посылаются свето­
вые волны и ищет~.:я изменение числа электронов в некотором 

состоянии. Но, в отличие от теории дисперсии lllpeдimгepa (Ann. d. 
Phys. 81, 109, 1926), амплитуды ап функций ~ и амплитуды Ьп 
падающей возмущаюшей волны принимаются теперь операторами. 

-21ti€;Jп 

Как в М (245 и дальше) полагается: ап = е --h-Nn'I• =д; N'f', 

где Лп превращает Nn в 1-Nп (статистика Ферми); Ьп=д+м'I\ 
где д+ превращает М в М + 1 (статистика Бозе-Эйнштейна). 
Операторный характер амплитуд не портит наглядности расчета 
и сказывается только в окончательных формулах. Весьма просто 
получаются коэфициенты А и В Эйнштейна, исследование рассеяния 
света и проч. Розенфельд (ZS. f. Phys. 71, 273, 1931) получил этим 
методом коэфициент затухания (и вместе естественную ширину ли­
ний) гораздо проще, чем прежде. Комбинация рассуждений прин­

ципа соответствия с формализмом операторных амплитуд дает таким 
образом все результаты дираковской теории излучения. Правда, это 

касается только первого приближения теории, но как раз высшие 
приближения дают ряд парадоксальных сJiедствий (бесконечности 
разного рода). 

5. К релятивистской квантовой механике (V, § 8). 

Соотношения нещrределенности, выведенные в книге, не учшы­
вали требований теории относительности. Типичным моментом их 
вывода было ограничение корпускулярных представлений волно· 

выми и наоборот. Релятивизм, так же как и корпускулярно­
волновой дуализм, накладывает характерные новые ограничения на 

понятия координаты, времени и т. д. 

Хотя в настоящее врамя нет разработанной теории релятивист­
ской квантовой механики, но весьма вероятно, что в известном 

приближении останутся в силе соображения инвариантности, пре· 
образования Лоренца и проч. Скорее следует думать, что измене­
ние п ограничение понятий в будущей теории окажется еще более 
глубоким, чем то, которое мы получим путем предварительных 

ню 



рассуждений. Говоря об отсутствии те()рии в данной области. мм 
имеем в виду два обстоятельства. Во-первых, существующие кван­

товые схемы, формально удовлетворяющие требованиям релятивист­
ской инвариантности, заключают в себе ряд неверных утверждений. 
Во-вторых, оказывается необходимым положить в основу отнюдь 

не обычные понятия координаты, времени и проч., но существенно 
видоизмененные. Конечно, оба обстоятельства по существу связаны 

друг с другом. 

Отметим прежде всего существенные затруднения в квантовой 
электродинамике, развитой Йорданом, Паули и Гейзенбергом (см. 
стр. 103). Теория приводит, как и 1<лассическая электродинамика, 
к разложению поля на совокупность бесконечно большого числа 
осцилляторов. Энергия осциллятора в п-ом квантовом состоянии по 

квантовой механике равна ( п + ~) hv, т. е. в нулевом состоянии 
1 

тоже имеется энергия 2 hv (Nullpunktseпergie). 

С одно!!: стороны введение нулевой энергии означало большой 
успех квантовой механики, так как це.JJЬ1й ряд экспериментальных 

фактов, в частности из области рассеяния рентгеновых лучей 
(см., например, James, Waller, Har~ree, Proc. Roy. Soc. 118, 334, 1928), 
.. 1 
определенно говорил за реальность члена 2 hv. 

С другой стороны, для излучения сумма нулевых энергий бес­
конечного собрания осцилляторов равна бесконечности. 

Эта довольно формальная трудность квантовой электродинамики 
связана с видом rамильтоновой функции электромагнитного поля; 

во всяком случае, путем изменения вида этой функции, удается 

избежать бесконечной нулевой энергии (см., например, С Rosen­
feld et J. Solomon, Journ. d. phys. 2, 139, 1931 ). 

Вторая или, лучше сказать, первая существенная трудность 
электродинамики обязана виду основного закона взаимодействия, 
который дается теорией. В сущности речь идет о трудно­
сти, имевшейся и в классической теории: энерrия взаимодей. 

ствия точечного электрона с самим собою равна бесконечности, 
е2 

что вытекает из обращения -- в оо при r =О. Введение электрона 
r 

шарика с конечным радиусом спасает дело в классической теории 

и дает конечную энергию или массу электрона. До сих пор кван­
товая механика имела дело с электроном:точкой, введение грубой 
модели шарика не представляется возможным (уже и в классической 
теории такая модель не была свободной от затруднений, см. Frenkel, 
Lehrbuch der Elektrodyнamik). 
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Не только электромагниtное, но м гравитацноffное взаммодеll-· 
ствие электрона с самим собою оказывается бесконечно большим 
(см. L. Rosenfeld, ZS. f. Phys. 65, 589, 1931), причем это имеет 
место и по устранении трудности бесконечной нулевой энергии 
(J. Solomon, ZS. f. Phys. 71, 162, 1931). 

Ряд других трудностей теории излучения, имеющихся даже 

в более простой форме теории, данной первоначально Дираком, 
указан Валлером и Розенфельдом (см. L. Rosenfeld ZS. f. Phys. 71, 
162, 1931 и его J1екции в Institut Henri Poincare, 1931). 

Не только существующая схема квантовой электродинамики· 

глубоко неудовлетворительна, но и теория электрона Дирака пора­
жена отмеченной самим Дираком, так называемой плюс-минус труд­
ностью (см. стр. 79). Как и следовало ожидать, факт наличия 
отрицательных значений энергии в спектре любой системы затра­
гивает не только энергию, но и другие величины. 

Оказывается, что все, вообще говоря, операторы, сопоставлен­
ные координате, скорости, спину и т. д. электрона, содержат 

в себе части, соответствующие переходам на отрицательные со­

стояния. В виду этого операторы теории Дирака иногда имеют 
трудно объяснимый физический смысл. Например, скорость всякого 
электрона или протона оказывается всегда равной скорости света. 

Действительно, из ур-ия (87) имеем по определению скорости: 

х = дН = cr.x.x и так как 11.k2 = 1, то собственные значения опера-
дрх 

тора ·11.k, т. е. его наблюдаемые значения, по обычному толко~анию 

квантовой механики равны V1 =-+- 1 и возможные значения ско· 
рости 

х=-+-с. 

Шредингер (Вerl. Ber. 24, 418, 1931) указал, каким образом 
можно каждый данный оператор разбить на две части: обычную 
"четную" и .нечетную", соответствующую переходам на отрица­
тельные состояния. Нечетная часть всегда представляет собой член 
быстроnеременный во времени. Та1шм образом всякий оператор О 
имеет вообще следующий вид (но бывают и чисто четные или нечет­

ные операторы): 

(1) 

где 0 0 четная часть, а v - частота переходов на отрицательные 

состояния (частота "дрожания" свободного электрона - Zitterbe· 
wegung). 

В частности, координата и скорость свободно~ о электрона 
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даются выражениями: 

(2) 

4ттiНt 
. -- ер - --h-

x --· i-i + с71е • (Э) 

~де Н----- п1мильто1юв оператор, р --- импульс электрона, а У/ -- опе­

ратор, модуль которого ранен еднниuе. 

ер 
Мы видим, что четная часть 011сратора скорости, т. с. fl, ;н~ст 

обычные (любые) значения. 
Как временный выход из затруднений, связанных с наличием ~ 1 -

труднqсти теории Дирака, напрашивается с11едующий: за наблю­
даемые величины нужно брать не собственные значения операторов, 

но собственные значения операторов, усредненных по ("дрожанию") 
ко11сбательному движению Шредингера, или иначе: у всех операторов 

отбросить нечетные части (Е. Schrodinger, Ber!. Ber. 63, 1931 ). 
(D. Iwaneпko, ZS f. Pl1ys. 72, 621, 1931). Таким путем мы изба­
вляемся от переходов на отрицательные состояния, но в опре­

делении всех величин, у которых ранее были нечетные части у опе­
раторов, совершаем некоторую "индивидуальную" ошибку (в про­
тивоположность 11арной ошибке, например в гейзенберговском 
соотношении Лр Лq ). Величина индивидуальной ошибки равна, оче­
видно, абсолютному значению амплитуды дрожания 

(4) 

Инд11видуальная ошнбка в координате будет, например, 

hc !z 
6.q--~~---l· 
--Е~тс-' 

(5) 

последнее при малых скоростях. 

Усреднение по времени операторов и наличие индивидуальных 

ошибок представляется странным с точки зрения обычной нереля­
тивистской квантовой механики. В теорию Дирака усреднение тоже 
привнесено извне. Оказывается, однако, что и усреднение и факт 
существования индивидуальных ошибок выводятся и безо всякой 
связи с теорией Дирака (сомнительной именно в этих опасных 

пунктах). Оказывается, что и пространственные координаты и время 

могут быть измерены не абсолютно точно, но имеют некоторую 

нижнюю границу, ттричем для координаты, например, эта граница 
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как раз равна индивидуальной ошибке, полученной выше путем 
усреднения из теории Дирака. 

Действительно, измеряя координату с помощью освещения 
светом длины волны А., мы должны учесть, кроме ошибки l (упо­
минавшейся выше на стр. 22), еще поправку на сокращение 

h 
Лоренца. Импульс, переданный светом др=т:_, вызовет движение 

измеряемого масштаба со скоростью порядка v, где v определится 
из равенства: 

(6) 

Это движение поведет за собой сокращение измеряемого мас­

штаба, характеризуемое лоренцовым множителем ., /~--~ -~2;! '= v с 
= VГ--=-- ~2• Чтобы у 11есть сокращение, мы измеряемую длину l 
разделим на V1- ~2; таким образом эта часть ошибки окажется 

равной l (v11:::= ~2 -1). 
Окончательно, 

дq=>-+1( /_1 __ -1). 
' -~ 1- ~2 

(7) 

Казалось бы, что для более точного измерения нужно брать 
все меньшие длины волн А., т. е. уменьшать первую часть ошибки, 
но тогда будет возрастать вторая часть. При некоторой длине волны 
ошибка будет минимальной. Мы .видим, что характерное ограниче­
ние, привносимое релятивизмом (сокращение Лоренца), весьма по­
хоже на ограничения, обязанные корпускулярно-волновому дуализму. 

Для нахождения минимальной ошибки найдем производную 

от !:-.q по l и ~приравняем ее нулю. Мы ограничимся здесь дяя 

простоты случаем больших длин l, коrда можно брать сравнительно 
большие А. и, следовательно, добавочная скорость, полученная те-

JJом, будет мала (так что можно будет положить vг= ~2 = 

= 1-} ~2). В этом случае ошибка будет равна 
(8) 
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С той же стененью точнос1·и из (6) имеем: 

т. е. 

Лq= ). _[_ (-h- )2 _1_ и Лq' = 1 --/-( _!z )2 
2 _те 12 ;.а те. 

Таким образом наименьшая ошибка полуqится при 

[ ( h \ 2] '/з 
)_= 1 -те) 

и бу1~ст равна: 

Лq . =-'- [~ l ( h_)i 1 '" __ 1 . 12' '( !1 )'1'= _з_ l 11, (-h- !'!• 
iшri те _ r те 2 те, 

Jz 
При/>-­

те 

h 
Лqmiп>-

~ те' 

(9) 

(10) 

(11) 

lt 
т. е. нижней rраницеР\ точности измерения оказывается величина-----. 

те 

l h 
Более точный подсчет показывает, что и для случая < - все 

те 

h 
равно -- остается границей точности измерения координаты ддины. 

те 

Отсюда сдедует, что в редятивистски-квантовых рассуждениях длины 

h 
менее ~- - не имеют смысла. 

те 

Точно так же оказывается, что и для времени имеется индиви­
/z 

дуальная ошибка дt = ----; и что премежутки времени менее этой 
те~ 

величины лишены смысла (см. V. Ambarzumian 1шd D. Iwanenko. 
ZS. f. Phys. 64, 563, 1930 ц Е. Schrбdinger, Berl. Ber. ХП, 1931 ). 

Как мы видим, наличие индивидуальных ошибок можно считать 
существенной чертой релятивистской квантовой теории в проти­

воrюложность нерелятивистской квантовой механике с ее основным 

принципом неопределенности Гейзенберга и парными ошибками 
у канонически сопряженных величин. Повr1;шмому, в квантовой 
электродинамике тоже будут вв~денР.J индивидуаю,ные ошибки (см. 
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н:н:тонщие вриме 11ания стр. 137). ИндивидуаJ1ы1аs1 ошибка указанной 
нсJшчины в измерении координаты была введена также Ландау 

и Пайерлсом совершенно другим путем (ZS. f. Phys. 69, 56, 1931 ). 
Тшси.м образо.м и 1соординату и время нельая из.мерить стсоль 

угодно точно, т. е. и координата и вре.мя теряют свой обычный 
смысл в релятивистской квантовой теории. PaJ не существует 
ыгновенных измерений (Лt =О), то очевидно все измерения дают 
среднее по некоторому промежутку времени С этой точ1ш зрения 
Dправдывается постулат усреднения, который мы ввели в теорию 

Дирака дли устранения переходов на отрицательные состояния. 

Изложенный круг идей представляется единственным ряаом сообра­
жений, дающих нечто положительное в направлении построения 

будущей релятивистской квантовой теории. 
Упомянем еще о попытке геометризации идеи индивидуальных 

ошибок (W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 65, 4, 1930) (V. Ambarzumiaп 
tшd D. Iwaпeпko, ZS. f. Pl1ys. 64, 563, 1930) (М. Born und Ruшer, 
ZS. f. Pl1ys. 69, 141, 1931 ). Наличие ;;шнимальной длины и минималь-
1юго времени можно толковать как отсутствие непрерывной структуры 

у пrостранства-времени, которое распадается на отрезки Лq и Лt. 
В таком прерывном ("квантованном") пространстве-времени обычные 
дифференциальные уравнения следует заменить уравнениями в ко­

нечных разностях. Интересно, что вместо обычной гриновской функ-
1 

нии в прерывном пространстве получается выражение, кото-
r. 

рое при r = О остается коне<шым и равным по порядку вели-
1 

чины ~ Лq' 

Таким образом было бы возможно избежать трудностей, свn­
:занных с точечным электроном и бесконечной его массой (см. выше 
стр. 131 ). Квантованное пространство вместе с минимальным Лt вво­
дит и понятие максимальной возможной частоты Лvmax и приводит 

Мнротона hc 
1< соотношению: ---------- ~ -2 . Как правильно указал Гей-

тэлектрона е 
3енберr, теория точечного пространства является слишком простым 
и грубым приближением. "Die Theorie шuss пicht so eiпfach 
sein" - теория не должна быть столь простой, как сказал Бор! 
Новейший подход к этому вопросу (А. Markoff, Phys. ZS. d. 
So\vjetuпioп, 1, 387, 1932) использует топологическое понятие 
"до - после". Возможно, что, вводя явную асимметрию· в смысле 
времени, мы сумеем избавиться и от плюс-минус трудности. 

Можно все же надеяться, что самый путь геометризации новых 
представлений, заключавшийся в попытке построения квантован­

ного пространства, имеет в себе некоторое зерно истины. Не забу-
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дсм, что релятивистское обобщение 
по всей видимости, дать основу для 

для достижения которой поистине 

квантовой механики должно, 

теории ядра, - а это це}Jь, 

необходимо испробовать все 
имеющиеся средства. 

Необходимость самых радикальных изменений в существующих 
представлениях при трактовке ядра видна из факта потери ядерными 

электронами целого ряда своих нормальных свойств, как например 

спина и магнитного момента. Повидимому вообще нельзя более 
говорить об ядерных электронах как индивидуальных частицах 

и ~-распад подобен испусканию фотонов, которые прежде не су­
ществовали как отдельные частицы (V. Ambarzumian und D. Iwa­
neпko, Доклады Ак. Наук, Лнг" 1930. D. Iwanenko, Phys. ZS. 
d. Sowjetunion, No 6, 1932. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. в печати). 

Мы видим, что в области ядра, в области будущей релятивист­
ской квантовой механики даже обычный атомизм материи должен 

подвергнуться пересмотру (см. фарадеевскую ле1щию N. BJhr, 
Jонш. Chem. Soc. февраль 1932 r.). 

6. О соотношениях неопределенности для электромагнит· 
ноrо поля (к главе Ш). 

Соотношения неопределенности для электромагнитного поля ( 50) 
получены без введения материальных части~~. Этот путь подобен 
выводу формулы (25) д11я материи, где корпускулярное представ­
ление критикуется волновым. Формула (50) еще раз выведена 
(см. 57) с помощью измерения поля двумя электронами, т. е. анало-
ГИЧf!? ВЫВОду СООТНОШеНИЯ (23). , 

Иордан и Фок (ZS. f. Phys. 66, 706, 1930) обратили внима­
ние на то, что, взяв в качестве измеряющего "пробного" тела 
один электрон, мы получим неточности отдельно для электриче­

ского и магнитного поля, "индивидуальные", так с1<азать, погреш­
ности, в прОтивоположность парным ошибкам для сопряженных 
величин в соотношениях Гейзенберга. Формулы Йордана-Фока 
имеются неявно и у Гейзенберга, но ясное введение индивидуаль­

ных ошибок является важным принципиальным шагом вперед. 
Электрическое поле Е мы хотим измерит~> по величине уско­

рения, полученного электроном. В среднем за некоторый проме­

жуток времени для х-овых составляющих будем иметь : 
1 dpx 

Е --- -···-· 
х- е dt ' (1) 

где dpx увеличение импульса, обязанное по;1ю. 
Но погрешность Лрх величины dpx rю формуле Гейзенберга 

с1;1я зщщ с участком Лх, на котором получено ускорение: 

дрхЛх~k 



Отсюда дJIЯ неопредеJ1енности поля получим: 

и также 

h 1 
ЛЕх:>-- -~­

е дхдt 

h 
е 

По существу формулы Йордана-Фока утверждают, что 

(2) 

(3) 

где Фv. - компонента четырехмерного потенциала, FfJ., - тензор элек­
тромагнитного поля, а dSp.v -- двумерный элемент гиперповерхности. 

Отсюда, или также путем простого мысле1шо1·0 эксперимента, для 
индивидуальной ошиб1щ в магнитном поле Н, получаем: 

hc 1 
ЛНг:;;>--­

е Лхду 

и для Нх,, Ну в циклическом порядке. 

(4) 

Эти формулы получаются из формулы (55) Гейзенберга, если 

положить там {~ = Лt и d = Лх. Интересен релятивистски инва­
риантный вид этих соотношений и то, что усреднение Е и Н произ­

водится вообще и по времени, и по пространству. С другой стороны 
3десь не удовлетворяется требование Гейзенберга о том, чтобы ошибка 

с 
в энергии должна быть ,....., hv = h I, где ), порядка 1шнейных раз-

меров сосуда, Против соотношециfi Йордана-Фока было выдвинуто 
возражение (см. напр. J. Solomon, Theses, Paris, 1931 ), что наличие 
заряда в знаменателе позволяет будто бы - сде1~ав этот заряд сколь 
угодно большим - измерить поле сколь угодно точно. Несомненно 
это так, но не нужно забывать, что большие заряды реализованы 
в природе в образованиях, занимающих большой объем, и, выигрывая 
в точности измерения поля, мы проигрываем, усредняя это поле по 

большим областям. Если бы можно было сосредоточить неогра­
ниченно большой заряд на небольшом пространстве, тогда только 
удалось бы по формулам (2) и (4) измерить поле с любой точ­
ностью. Таким образом здесь мы неожиданно сталкиваемся с вопросом 
о возможности существования максимальной электрической плотности. 

Бор, Ландау и Пайерлс (ZS. f. Phys. 69, 56, 1930) устана­
вливают новую границу для точности измерения ~лектрического и 
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магнитного поля, учитывая наличие иалучения энергии частицей 

служащей пробным телом при измерении. Так же как у Йордана­
Фока, здесь нет речи о квантовой электродинами1<е; за основу 
берется уравнение движения, из которого получается, как и выше: 

еЛЕ.хдt > Лрх. (5) 

Энергия, излученная за время dt, равна : 

ЛЕ = !.~f v2dt. 
са 

Здесь взят нерелятивистский случай, как более выгодный, ибо 
при v --·+с ЛЕ будет больше. Также берем наивыгоднейший случай 
равноускоренного движения, при котором 

v'-v 
v=·-лг·· 

Отсюда для неонределенности в энергии : 
_ е2 (v' --'С1)2 

ЛЕ = --- ------ . 
с3 Лt 

Эта энергия связана с изменением импульса Лр2 формулой (см. 
стр. 123): 

дЕ= (v' -v) Лр2 , (6) 

откуда для ошибки в импульсе, происшедшей от излучения, по­
лучим: 

(7} 

Прежде (стр. 123) мы имели, в виду неопределе11ности энер1 ии 
h h 

-дt , ошибку в импульсе Лр1 ,._, -------".- • 
(v'- v)дt 

Комбинируя обе независимые ошибки, получаем для всей ошибки 
в р: 

др2 = Лр 1 2 + дµ2 2 = (Лр1 ~ Лр2)2 + 2Лр1Лр2 , 1. е. др~> 2др1 Лр~ 

и 

(8) 

Окончательно из (5) и (8) для неопр\::деленности в электриче-
ском поле имеем : 

(9) 



Ландау и Пайер11с замечают, что рассмотрение движения маг­
нитной стрелки ведет дли неопределенносrи магнитного поля к точно 

такой же: формуле: 

(10) 

и то же для всех компонент. 

Здесь мы имеем независимые индивидуальные ошибки, как и у 
Йордана-Фока. Формулы (9) и ( 1 О) удовлетворяют требованию 
Гейзенберга о неопределенности в энергии ,......, hv, после подстановки 

ез 
сдt ,_, д/, так как ,цпя электрона hc < 1, ~о формуJiа (7) для 

др дает более низкую границу, чем (16, стр. 123) и не играет 
поэтому роли в этом случае. 

Как я следовало ожидать, излучение следует у•штывать для 
частиц большого заряда. 

Произведение независимых ошибок для электрического и маг· 
нитноrо попей будет 

дЕдн........ hc 
(сдt)4 

(ll) 

С другой стороны, как видно из вывода Гейзенберга, при одно­
временном измерении электрического и магнитного полей нуж"о 

учесть, что добавочное магнитное поле, вызванное движением заря­
женного пробного тела, равно: 

е v' 
дн,_, __ -

(д/)2 с ' 
(12) 

\"де д/ расстояние от тела до места, где измеряетсн поле Н. 
Перемножая (9) и (12), получим для одновременных ошибок 

(v=O) 

(13) 

Но на далеких расстояниях, больших длины волны, где дl >>А., 
т. е. в волновой зоне, нужно однако все равно брать формулу для 
независимых ошибок дЕ и дН, ибо (13) дает более грубую границу 
(положим, например дl-:-103 Ли заметим, что сдt?>Л, т. е. Л<;,сдt). 
Если же закрепить не расстояние, а время опыта дt, то сдt"" Лm1n 
(где ). минимальная длина, могу"щая быть обнаруженной) и нельзя 
брать дl < Л < сдt, т. е. опять-таки имеет место формула для не­
зависимых ошибок. Таким образом, поскольку злщ<трическое и 
магнитное поля вообще измеримы, они могут быть измерены одно­
временно. Из формул видно, что при Лt = 001 т. е, в статичщжом 
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случае 11ш1и можно измерить сколько угодно точно. Это заклю­
чение нротнноречит ныnодам Гейзенберга, в которые всвсе не входит 
время (ес11и не nвести его через сЛt .-... Л/). С дру1·ой сто1юны, 
Лан11ау-ПайерJ1с донускают возможность определения полей n то•1ю:-, 
что fiыло нено:1мож110 и у Гейзенберга и у Йордана-Фока, где нсf'гда 
производилось нространственное усреднение. В виду сущеспювавю1 

индивидуальной ошибки в координате, действительно не нре.пст:нтя­
етсн возможным говорить об измерениях в точке. 

Мы видим, что, несмотря на ряд интересных замечаний и щ.~r­

ленных экспериментов, нельзя считать окончательно устанош~еtтr..~ми 

соотношения неопределенности для электромагнитно1·0 rюлн, •1то 

соответствует отсутствию разработанной непротиJ.Jор~чивой кнан· 
товой электродинамики. 
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