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ПЕДАГОГИЧЕСКИЙ ОПЫТ
PEDAGOGICAL EXPERIENCE

https://doi.org/10.32517/0234-0453-2021-36-8-5-22

НОВЫЙ ВЗГЛЯД НА БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ 
И  БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ВЕЛИЧИНЫ: 
МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
И  ПРАКТИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЭТИХ ЧИСЕЛ 
В  ВЫЧИСЛЕНИЯХ НА КОМПЬЮТЕРЕ
Я. Д. Сергеев1,2 
1 Университет Калабрии, Козенца, Италия
2 Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия

 yaro@dimes.unical.it

Аннотация
В статье описывается недавно предложенная методология, позволяющая работать с бесконечно большими и бесконечно 

малыми величинами на компьютере. Подход использует ряд идей, сближающих его с современной физикой, в частности, об-
суждаются относительность математического знания и его зависимость от инструментов, используемых математиками в своих 
исследованиях. Показывается, что появление новых вычислительных инструментов влияет на то, как мы воспринимаем тради-
ционные математические объекты, а также помогает обнаружить новые интересные объекты и задачи. Приводятся аргументы, 
указывающие, что многие сложности и парадоксы, возникающие при работе с бесконечностью, не зависят от ее природы, а явля-
ются результатом слабости традиционных систем записи чисел, применяемых для работы с бесконечно большими и бесконечно 
малыми величинами. Предлагается система счисления, позволяющая не только работать с ними аналитически более простым 
и интуитивным способом, но и производить практические вычисления на Компьютере Бесконечности, запатентованном в ряде 
стран. Даются примеры измерения бесконечных множеств с точностью до одного элемента и показывается, что новая методо-
логия позволяет избежать появления некоторых известных парадоксов, связанных с бесконечностью. Приводятся примеры 
решения ряда вычислительных задач и обсуждаются некоторые результаты преподавания описываемой методологии в Италии 
и Великобритании.

Ключевые слова: бесконечно большие и бесконечно малые величины, гроссуан, Компьютер Бесконечности, численные 
вычисления с бесконечностью, философия математики, парадоксы бесконечности, преподавание математики, измерение бес-
конечных множеств, расходящиеся ряды.
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Abstract
This article describes a recently proposed methodology that allows one to work with infinitely large and infinitely small quantities 

on a computer. The approach uses a number of ideas that bring it closer to modern physics, in particular, the relativity of mathematical 
knowledge and its dependence on the tools used by mathematicians in their studies are discussed. It is shown that the emergence of 
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1. Введение

Информатика начала сильно влиять на матема-
тику и ее преподавание сразу же после появления 
первых вычислительных машин во второй по-
ловине прошлого века [1–8]. С течением времени 
и увеличением производительности компьютеров 
это влияние все больше усиливалось. Более того, 
мощные вычислительные инструменты и новые 
задачи, возникающие в информатике, не только 
подтолкнули развитие многих традиционных раз-
делов математики, но и привели к возникновению 
совершенно новых ее областей, связанных, в первую 
очередь, с новыми вычислительными парадигмами, 
такими как, например, параллельные и квантовые 
вычисления [9–11]. Необходимость разработки 
и исследования алгоритмов для новых вычисли-
тельных машин, не обладающих привычной фон 
Неймановской архитектурой, привела к глубокому 
изменению как структуры вычислительных методов, 
так и самих математических объектов, с которыми 
производятся вычисления. Таким образом, можно 
смело сказать, что информатика и математика раз-
виваются в тесном контакте, взаимно обогащая друг 
друга. Разработка суперкомпьютерных вычисли-
тельных инструментов, их влияние на понимание 
традиционных математических объектов и возмож-
ности, предоставляемые этими инструментами для 
решения математических задач, являются основным 
предметом обсуждения в данной статье.

Наряду с уже упоминавшимися параллельны-
ми и квантовыми компьютерами в последние годы 
большой интерес вызывает Компьютер Бесконеч-
ности (КБ), позволяющий автоматически про-
изводить численные (т. е. не символьные) расчеты 
с величинами, которые могут содержать различные 
бесконечно большие, бесконечно малые и конечные 
части. Этот интерес вызван несколькими факторами.

Во-первых, поскольку традиционные компью-
теры могут работать численно только с конечными 
величинами, возможность проводить практические 
вычисления с бесконечными и бесконечно малыми 
числами, естественно, вызывает большой интерес.

Во-вторых, конструкция КБ была запатентована 
в нескольких странах [12], и существует его про-
граммный прототип, на котором уже проводятся 
практические вычисления в Европе и США. Это вы-

годно отличает КБ от широко обсуждаемых кванто-
вых компьютеров, практическое создание которых 
с большим количеством q-битов представляется пока 
что достаточно туманным.

В-третьих, несколько групп логиков исследовали 
непротиворечивость математических оснований этой 
вычислительной парадигмы [13–16], показав надеж-
ность нового способа вычислений.

В-четвертых, методология КБ позволяет иначе 
взглянуть на целый ряд парадоксов и проблем, ко-
торые при традиционном видении бесконечности 
кажутся очень трудными или даже неразрешимыми 
[17–19].

В-пятых, преподавание новой вычислительной 
парадигмы позволяет существенно облегчить пони-
мание студентами многих сложных математических 
понятий и объектов и упростить ряд трудоемких 
вычислений [20–22]. Например, с бесконечно боль-
шими и бесконечно малыми величинами становится 
возможным работать численно на КБ, и появляется 
ряд понятных практических интерпретаций. Следует 
отметить, что в Англии уже существует сайт [23], 
посвященный преподаванию этой методологии, 
откуда можно скачать качественно разработанные 
методические материалы. Доступность для студентов 
новых концепций является сильным преимуществом 
КБ по отношению к нестандартному анализу [24], 
который (хотя он и работает с бесконечностью и бес-
конечно малыми величинами) не получил большого 
распространения в современном образовательном 
процессе [25] из-за его ярко выраженной теорети-
ческой направленности, невозможности избежать 
парадоксов и сложности для студентов.

В-шестых, были найдены многочисленные 
классы задач, в которых использование КБ и его 
вычислительной методологии позволило открыть 
новые интересные феномены и получить результа-
ты, существенно превосходящие традиционные как 
с практической, так и с теоретической точек зрения.

К сожалению, недостаток места не позволяет нам 
указать все интересные приложения КБ и статьи, 
посвященные той или иной тематике. Упомянем 
только некоторые из них: математический анализ 
[18], теория вероятности [26, 27], теория игр [28–30], 
численное решение дифференциальных уравнений 
[31], численное дифференцирование [32], оптимиза-
ция [33, 34], философия математики [13, 14, 18, 35], 
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фракталы [36] и т. д. Заметим также, что достаточно 
полная коллекция работ, содержащая несколько 
десятков статей, использующих методологию КБ 
в различных областях математики и информатики, 
доступна на сайте [12].

Настоящая статья представляет собой краткий 
обзор этой методологии, позволяющей не только 
выполнять вычисления на Компьютере Бесконеч-
ности, но и выработать новый взгляд на бесконеч-
ность, а также на другие математические объекты 
и математику в целом. Подход использует ряд идей, 
сближающих его с современной физикой, в частно-
сти, обсуждается относительность математического 
знания и его зависимость от инструментов, исполь-
зуемых математиками в своих исследованиях. Сре-
ди таких инструментов особое внимание уделяется 
различным системам записи чисел и сравнению их 
возможностей для практического выражения тех 
или иных чисел.

Отметим, что традиционно используемый в рус-
ском языке термин «система счисления» опреде-
ляется как способ представления чисел с помощью 
письменных знаков и правил выполнения арифме-
тических операций с ними. Присутствующее в тер-
мине слово «счисление» подчеркивает имеющийся 
в литературе (и в нашем сознании) сдвиг интереса 
в сторону «счисления», а не записи чисел. Как пра-
вило, в литературе по математике и информатике 
метод записи чисел после того, как он был введен, 
отходит на второй план и принимается молчаливое 
соглашение о том, что произвольное, например, 
целое, число может быть записано в любой известной 
системе счисления.

В настоящей работе подробно рассматривается 
второй аспект этого термина, а именно — различные 
способы записи чисел при помощи нумералов. Под 
нумералом в литературе понимается символ или 
группа символов, используемых для представле-
ния числа. Различие между нумералами и числами 
такое же, как между словами и идеями, которые 
выражаются словами, т. е. число есть концепция, 
которую выражает нумерал. Нумерал может быть 
написан или стерт, а число — нет. Одно и то же число 
может быть представлено различными нумералами, 
например, записи «4», «четыре», «IIII» и «IV» пред-
ставляют собой различные нумералы, но все они 
выражают одно и то же число. Мы можем сказать, 
что системы нумералов принадлежат набору инстру-
ментов, который математики используют в своей 
работе, наблюдая при их помощи числа и объекты, 
построенные с использованием чисел.

В работе показывается, что различные систе-
мы записи чисел (различные инструменты) имеют 
разную точность и позволяют наблюдать разные 
множества чисел. Использование более развитой, 
более мощной системы нумералов дает возможность 
работать с большим набором чисел и получать более 
точные результаты. Оказывается, что многие вы-
числительные трудности, возникающие при работе 
с бесконечностью (например, расходимости, неопре-

деленные формы, некоторые парадоксы и т. д.), 
не обусловлены природой бесконечности, а являются 
следствием слабости традиционных систем записи 
чисел. Предлагается новая система нумералов, позво-
ляющая записывать большое количество бесконечно 
больших и бесконечно малых величин в явной форме 
конечным числом символов (что важно для про-
ведения вычислений на практике). Предлагаемый 
подход позволяет построить простую и наглядную 
арифметику для выполнения вычислений не только 
с конечными числами, но и с бесконечно большими, 
и с бесконечно малыми величинами. Ввиду недо-
статка места мы представим здесь только краткое 
изложение методологии (более полное описание [18] 
доступно на сайте [12]).

Статья структурирована следующим образом. 
В разделе 2 мы проводим сравнительный анализ 
некоторых систем записи конечных чисел. Раздел 3 
объясняет, почему необходимо по-новому взглянуть 
на бесконечность. Четвертый раздел посвящен новой 
методологии, которая послужит основой для введе-
ния в разделе 5 математического языка и системы 
счисления, позволяющих работать с бесконечными 
и бесконечно малыми величинами не только более 
простым и интуитивным способом, но и производить 
вычисления с ними на Компьютере Бесконечности. 
Также в этом разделе даются примеры измерения бес-
конечных множеств с точностью до одного элемента 
и показывается, что предложенная методология по-
зволяет избежать появления некоторых известных 
парадоксов. Раздел 6 посвящен решению ряда вы-
числительных задач. Наконец, раздел 7 завершает 
статью, и в нем обсуждаются некоторые вопросы 
преподавания новой методологии.

2. Сравнительный анализ некоторых 
систем записи конечных чисел

Прежде чем мы займемся бесконечностью, по-
лезно отметить, что различные системы записи чи-
сел позволяют выражать разные множества чисел. 
Иными словами, неверно, что любое число может 
быть выражено в любой системе записи. Современная 
позиционная система записи позволяет легко запи-
сывать очень большие и очень маленькие положи-
тельные и отрицательные числа и достаточно легко 
выполнять арифметические операции с ними. Однако 
с исторической точки зрения ее появление произошло 
совсем недавно. Считается, что ноль был изобретен 
индийским ученым по имени Брахмагупта в VII веке 
и его введение привело к окончательному форми-
рованию позиционной системы записи*. Затем она 
стала использоваться в арабском мире и в 1202 году, 
когда вышла книга Леонардо Фибоначчи «Liber 
Abaci», этот способ записи и счета начал проникать 

* Некоторые авторы вводят множество натуральных чисел, 
включая в него 0. Поскольку ноль был введен в практику 
вычислений сильно позже по сравнению с числами 1, 2, 3 
и т. д., мы не будем включать его в множество натуральных 
чисел, определяя последнее как N = {1, 2, 3, ...}.
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в Европу, где получил повсеместное распространение 
только в XIV веке. Поскольку позиционная система 
является очень мощной, у многих людей возникает 
иллюзия, что при ее помощи можно записать любое 
число. Конечно, это не так. Например, она не позво-
ляет записать число, имеющее 10100 различных цифр. 
Действительно, если мы будем писать со скоростью 
одна цифра в наносекунду (что очень быстро), запись 
такого числа займет 1091 секунд. Поскольку в году 
31 556 926 ≈ 3,1·107 секунд, чтобы выполнить эту за-
пись, потребуется примерно 3,2·1083 лет. Это довольно 
много времени. Как известно, современная физика 
предполагает, что возраст Вселенной составляет око-
ло 13,82 миллиарда лет, т. е. «всего» 1,382·1010 лет.

До появления позиционной системы возможно-
сти записывать большие числа (и выполнять с ними 
операции) были еще более ограничены. Как след-
ствие, количество чисел, которые можно было за-
писать, было меньше. Например, греческая система 
записи использовала буквы греческого алфавита и не 
позволяла записывать большие числа. Эта проблема 
была хорошо понятна Архимеду, который в своей 
работе «Исчисление песка» (Псаммит) ввел специаль-
ные нумералы для выражения нужных ему больших 
чисел. Римская система записи удобнее греческой, но 
и она не позволяет записывать большие числа и имеет 
другие недостатки. Например, выполнение операции 
деления в ней затруднительно. Для нас очень важно 
также, что ни греческая, ни римская системы записи 
не позволяют выразить ноль и отрицательные числа. 
Это означает, что при использовании этих систем 
записи выражение II – V является неопределенной 
формой, если вычислитель не знает о существовании 
отрицательных чисел. Введение этих чисел вместе 
с нумералом, выражающим ноль, позволяет избе-
жать появления неопределенных форм такого типа 
и расширить множество чисел, с которыми можно 
выполнять вычисления, на отрицательные числа.

Еще более ограниченной является унарная систе-
ма записи, в которой число n представляется в виде 
суммы n черточек (или камешков, зарубок и т. п.). 
Очевидно, что в силу физических ограничений вы-
полнять арифметические операции в этой системе 
чрезвычайно тяжело и в ней просто невозможно 
записать сколь-нибудь большое число. Вероятно, 
что операции умножения и деления даже не были 
определены в этой системе (попробуйте, например, 
разделить число |||||||||||||||||||||||||||||||||||||| на число |||||||||||||||||||||||||||||, 
используя только эту систему нумералов).

Существуют и еще более слабые системы запи-
си. Обратимся к исследованию Питера Гордона из 
Колумбийского университета, опубликованному 
в журнале Science [37]. В этой работе описываются 
племя Пираха из Амазонии и их язык, который при-
влек большое внимание лингвистов [38–40]. Пираха 
живут в наши дни в Амазонии и используют очень 
простую систему нумералов для счета: один, два, 
много. Пираха не знают о существовании чисел боль-
ше двух, и у них такие операции, как 2 + 1 и 2 + 2, 
дают одинаковый результат, т. е. «много». Используя 

свою слабую систему нумералов, они не в состоянии 
«видеть» числа 3 и 4, не могут выполнять арифме-
тические операции c ними и в целом не в состоянии 
сказать что-либо об этих числах, поскольку в их 
языке нет ни слов, ни концепций для этого.

Необходимо отметить, что записи 1 + 2 = «много» 
и 2 + 2 = «много» не являются неправильными. Они 
правильные в системе счета Пираха, не знающих 
о существовании чисел 3 и 4. Следует отметить, что 
и для людей, знающих о числах 3 и 4, ответ «много» 
тоже не является ошибочным. Он является неточ-
ным (аналогично, когда мы говорим, что в парке 
у нашего дома много деревьев, мы даем правильный, 
но неточный ответ). Для задач, решаемых Пираха, 
низкая точность ответа «много» является достаточ-
ной, и такой ответ успешно используется ими на 
практике. Однако, если мы нуждаемся в ответе более 
точном, чем «много», необходимо ввести нумералы 
для выражения чисел 3 и 4.

Как мы уже выяснили, любая система записи 
имеет числа, которые она не может выразить. Сле-
довательно, для успешного выполнения арифмети-
ческих операций необходимо, чтобы и операнды, 
и результат были выразимы в выбранной системе за-
писи. Если результат операции не выразим точно, то 
возможны возникновение парадоксов (2 + 1 = «мно-
го») или хорошо знакомая программистам ситуация 
арифметического переполнения (overflow), когда 
при арифметическом действии результат становится 
больше максимально возможного значения M для 
переменной, использующейся для хранения резуль-
тата. В этом случае вычисления останавливаются, 
поскольку не представляется возможным выразить 
результат операции. В программировании значение 
M хорошо известно, так как оно определяется раз-
мером памяти компьютера. В математике, как мы 
уже отмечали, это ограничение тоже существует, но 
на него обычно не обращают внимания.

Поскольку разные системы записи позволяют 
выразить разные множества чисел, существенным 
является тот факт, что не всегда возможно переве-
сти точно число из одной системы нумералов в дру-
гую. Например, число 10 непредставимо в системе 
Пираха, его перевод «много» очевидно неточен. 
Наоборот, перевод «много» в позиционную систему 
просто невозможен, так как вместо числа мы полу-
чаем множество целых чисел x > 2. Можно привести 
и более привычный пример: результат операции 2 · p 
невыразим в десятичной позиционной системе за-
писи конечным числом символов. Подчеркнем, что 
мы говорим о практических вычислениях и, следо-
вательно, при их выполнении мы можем произвести 
только конечное число операций, следовательно, мы 
будем не в состоянии записать число 2 · p, которое 
имеет бесконечное число цифр после запятой.

Другим моментом, на который следует обратить 
внимание при сравнении различных систем записи 
чисел, является невозможность смешивания в од-
ном выражении нумералов, принадлежащих к раз-
личным системам записи. Например, выражение 
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«много» + 5 не имеет смысла, поскольку для людей, 
знающих, что такое число 5, непонятно, что такое 
«много». И наоборот, для Пираха непонятно, что 
такое 5.

Подведем некоторые итоги этого раздела:
1) все существующие системы записи могут вы-

ражать только определенные множества чисел;
2) для любой системы записи можно указать чис-

ла, невыразимые в этой конкретной системе;
3) разные системы записи могут выражать раз-

ные множества чисел, и проблема точного 
перевода из одной системы в другую не всегда 
разрешима;

4) разные системы записи могут иметь разные 
алгоритмы для выполнения арифметических 
операций;

5) чем более развита система записи, тем больше 
чисел могут быть в ней представлены и тем 
легче выполнять арифметические операции 
с нумералами этой системы;

6) для выполнения некоторой операции необхо-
димо, чтобы в системе записи были нумералы, 
позволяющие выразить как операнды, так 
и результат;

7) при фиксированной системе записи не все 
результаты арифметических операций могут 
быть выражены с одинаковой точностью;

8) введение в систему записи новых нумералов 
позволяет выразить большее количество чисел 
и может исключить из практики вычислений 
некоторые неопределенные формы.

3. Мотивация необходимости введения 
нового взгляда на бесконечность

Понятия бесконечно большого и бесконечно 
малого привлекали внимание многих выдающихся 
математиков, философов, физиков и теологов, кото-
рые пытались разгадать парадоксы бесконечности 
и бесконечно малых величин, ввести их в матема-
тическую практику и дать им строгие определения. 
Чтобы понять важность проблематики, достаточно 
упомянуть имена известных ученых, которые ею 
занимались: Зенон Элейский, Евдокс Книдский, 
Аристотель, Архимед, Галилео Галилей, Бонавен-
тура Франческо Кавальери, Джон Уоллис, Исаак 
Ньютон, Готфрид Вильгельм фон Лейбниц, Георг 
Фердинанд Людвиг Филипп Кантор, Дэвид Гильберт, 
Туллио Леви Чивита, Курт Гёдель, Пол Коэн, Абра-
хам Робинсон и др. Однако, несмотря на все усилия, 
мы все еще не можем сказать, что полностью поняли 
природу бесконечности.

Современная точка зрения на бесконечность на-
чала формироваться около 150 лет тому назад в связи 
с фундаментальными результатами, полученными 
Георгом Кантором, который впервые показал, что су-
ществуют бесконечности, которые отличаются друг 
от друга, и одни бесконечности могут быть больше, 
чем другие. Его глубокие идеи сегодня являются 
классическими и относятся к основаниям матема-

тики. Однако, породив множество полезных и важ-
ных результатов, его подход приводит к ситуациям, 
которые кажутся нелогичными и парадоксальными 
для нематематиков.

Мы приведем только один пример, отмеченный 
уже Галилео Галилеем (хотя существует большое 
количество других парадоксов, связанных с бес-
конечностью: Гранд Отель Гильберта, который, 
кстати, подробно рассматривается на сайте [23], 
Лампа Томсона, парадокс Банаха—Тарского и т. д.). 
Рассматриваемый пример касается наблюдения, что 
можно установить взаимно однозначное соответ-
ствие между бесконечным множеством и некоторой 
его бесконечной частью. Галилей обнаружил эту 
ситуацию, рассматривая натуральные числа и их 
квадраты. Мы же упростим пример, рассмотрев 
натуральные и нечетные числа и записав их следу-
ющим образом:

нечетные числа: 1, 3, 5, 7, 9, 11, …
 ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ … (1)
натуральные числа: 1, 2, 3, 4, 5, 6, …

Таким образом, мы получаем, что нечетные 
числа, несмотря на то что они являются частью на-
туральных чисел, могут быть поставлены во взаимно 
однозначное соответствие со всеми натуральными 
числами. Этот результат очень трудно принять, по-
скольку наш повседневный опыт учит, что в окру-
жающем мире целое всегда больше, чем его часть. 
Этот принцип «целое больше части» был сформули-
рован еще Евклидом в его «Началах» и введен как 
общепринятое понятие, не требующее каких-либо 
дополнительных доказательств. Традиционный 
способ объяснения ситуации (1) в школе (и не толь-
ко в школе) говорит нам, что парадоксы, подобные 
этому, объясняются природой бесконечности и по-
этому не должны соответствовать нашему повсед-
невному опыту. Нас убеждают, что, столкнувшись 
с бесконечностью, мы должны вести себя иначе по 
сравнению с нашим математическим опытом, полу-
ченным в реальной жизни при работе с конечными 
величинами. Отсутствие понятных интерпретаций 
неизбежно ведет к тому, что преподавание матема-
тических концепций, связанных с бесконечностью, 
создает трудности для студентов.

Если мы обратимся к компьютерам, то сразу же 
заметим, что двоичная система записи позволяет 
нам проводить на компьютере вычисления с высокой 
точностью с конечными величинами, однако при 
работе с бесконечностью мы испытываем трудности. 
Существующие системы записи чисел не позволяют 
нам численно работать с бесконечными и бесконечно 
малыми величинами на компьютере, используя те же 
формальные правила, что и при работе с конечными 
числами (возможны только символьные вычис-
ления). Среди причин, которые не позволяют нам 
работать численно, можно выделить как минимум 
следующие:

1) существование неопределенных форм (напри-
мер, ∞ – ∞, ∞ / ∞, 0 · ∞ и т. д.);
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2) невыполнение уже упоминавшегося принципа 
«целое больше части» (действительно, для лю-
бого конечного x следует: x + 1 > x и x - 1 < x, 
тогда как ∞ + 1 = ∞ и ∞ - 1 = ∞);

3) невозможность хранения бесконечного числа 
знаков в конечной памяти компьютера.

Нашей целью является не только разработка 
теории, но и решение прикладных задач на ком-
пьютере, способном выполнять на практике чис-
ленные (не символьные) вычисления с бесконечно 
большими и бесконечно малыми величинами, ис-
пользуя те же формальные правила, которыми мы 
пользуемся при работе с конечными числами. Для 
того чтобы понять, каким образом можно сделать 
это, и выработать точку зрения на бесконечность, 
согласующуюся с принципом «целое больше части» 
(мы будем использовать его версию «часть меньше 
целого», следуя обзору [18]), вернемся к системе 
счисления племени Пираха и рассмотрим их пра-
вила сложения более детально:

1 + 1 = 2,

 1 + 2 = много, (2)

2 + 2 = много,

много + 1 = много,

 много + 2 = много, (3)

много + много = много.

Обратим наше внимание на формулы (3). Если мы 
заменим в них нумерал «много» на символ бесконеч-
ности ∞, мы получим традиционные правила работы 
с бесконечностью

∞ + 1 = ∞,

	 ∞ + 2 = ∞, (4)

∞ + ∞ = ∞,

которые мы все узнали в школе. С этой точки зрения 
единственное различие между нами и Пираха состоит 
в том, что их бесконечность начинается «намного 
раньше», чем наша. Однако мы знаем, что, если вме-
сто «много» мы введем нумералы для выражения 3, 
4 и других конечных чисел, то это позволит нам раз-
личить результаты операций 1 + 2 и 2 + 2 и избежать 
ситуаций (2), (3). Это наводит на мысль о том, что, 
возможно, введение новых нумералов для выраже-
ния бесконечных (и бесконечно малых) чисел также 
сможет помочь избежать появления записей вида (4). 
Как мы увидим далее, это действительно так.

Таким образом, сравнение формул (2), (3) и (4) по-
зволяет нам сделать следующее важное заключение:

Трудности, которые мы испытываем 
при работе с бесконечностью, не обуслов-
лены ее природой, а являются следствием 
слабости традиционных систем записи 
чисел, имеющих слишком мало нумералов 
для выражения бесконечных чисел.

Отметим, что арифметика Пираха не является 
изолированным случаем. Подобные способы счета 

присутствуют более чем в двух десятках языков 
с ограниченными системами числительных, не вы-
ходящих за пределы числа 20 [40, 41].

В связи с дискуссией о правилах работы с бес-
конечностью следует упомянуть также другое пле-
мя — Мундуруку, также описанное в журнале Science 
[42]. Эти люди имеют более продвинутую систему 
счета. Они могут различать числа 1, 2, 3, 4, 5, и у 
них есть два типа «много»: «много, но не очень», 
и «действительно много». Удивительно, но операции 
с этими двумя типами «много» чрезвычайно похожи 
на операции с кардинальными числами Кантора, где 
«много, но не очень» играет роль кардинала счетной 
бесконечности, 0א, а «действительно много» — роль 
кардинала континуума, с. Сравните правило сложе-
ния кардиналов

א  	с = с + 0א (5)

c правилом сложения Мундуруку:

«много, но не очень» + 
 + «действительно много» = (6)

= «действительно много».

Это сравнение очень важно, поскольку теория 
множеств в наше время является фундаментом ма-
тематики, а язык кардиналов есть язык теории мно-
жеств. Как это было с формулами (2)–(4), формулы 
(5) и (6) наглядно демонстрируют нехватку тради-
ционных нумералов, используемых для измерения 
бесконечных множеств.

4. Методологические постулаты

Чтобы ввести новый математический язык и но-
вую систему счисления, которые позволили бы нам 
работать с бесконечностью более простым и интуи-
тивно понятным способом, нам нужно установить 
правила игры, которые будут ближе к реальной 
жизни по сравнению с традиционными взглядами 
на бесконечность. Нашей целью не будет описание 
продвинутых концепций теории множеств. Напро-
тив, мы постараемся создать новые математические 
инструменты для решения некоторых прикладных 
задач. При этом мы покажем, что два способа работы 
с бесконечностью (традиционный и новый) не про-
тиворечат друг другу, точно так же, как результаты 
наблюдений в микроскоп через две линзы разной 
силы не приводят к противоречиям, а дополняют 
друг друга.

В предыдущем разделе мы показали важность 
систем записи чисел для выражения как конечных, 
так и бесконечных величин. Поскольку этот аспект 
мало рассматривается в традиционных теориях бес-
конечности, а также потому, что нас интересуют 
практические вычисления с бесконечностями на 
компьютерах, которые также не рассматриваются 
в классических работах, мы введем три методологи-
ческих постулата, которые зафиксируют нашу фило-
софскую позицию по отношению к бесконечности 
(и к математике в целом).
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И начнем мы со следующего откровенного при-
знания: мы никогда не сможем дать сколь-нибудь 
полное описание бесконечных множеств и процессов 
из-за ограниченности наших возможностей. Дей-
ствительно, мы живем в конечном мире и поэтому 
можем выполнить только конечное число любых 
операций. В частности, это означает, что мы можем 
писать только конечное число символов для выраже-
ния чисел. Итак, сформулируем первый постулат:

Методологический постулат 1. 
С одной стороны, мы признаем, что можем 
выполнять только конечное число операций, 
а с другой стороны, принимаем существо-
вание бесконечных и бесконечно малых 
объектов.

Необходимо сразу заметить, что, с одной стороны, 
этот постулат не отражает традиционного взгляда на 
математический мир, потому что он подчеркивает 
конечность наших возможностей для выполнения 
любого типа операции. Традиционно же считается, 
что люди всегда могут выполнить бесконечное коли-
чество операций. Просто подумайте о приведенном 
выше примере, где построено взаимно однозначное 
соответствие между двумя бесконечными множе-
ствами, или вспомните множество натуральных 
чисел, которое неформально вводится как 1, 2, 3 
и т. д. При этом негласно предполагается, что мы 
можем внутри этого «и т. д.» идти как угодно долго 
до бесконечности. С другой стороны, постулат явно не 
принадлежит и финитизму, математическому тече-
нию, которое отвергает существование бесконечных 
объектов. Постулат отражает готовность математи-
ков изучать бесконечные объекты (которые, как мы 
знаем, в некоторых случаях бывают очень полезны), 
но напоминает нам, что для этого мы должны иметь 
возможность видеть результаты наших операций, 
т. е. мы должны закончить их так или иначе и можем 
выполнить эти операции только конечное число раз.

Чтобы сформулировать второй постулат, напом-
ним, что мы хотим решать прикладные проблемы, 
связанные, следовательно, с физическим миром. 
Изучая его, физики используют инструменты для 
описания выбранного объекта исследования, и эти 
инструменты ограничивают их познания об объекте. 
Когда физик наблюдает через линзу микроскопа две 
черные точки, он не говорит: объект наблюдения со-
стоит из двух черных точек. Он вынужден сказать: 
линза, используемая в микроскопе, позволяет мне 
видеть две черные точки, и я не могу больше ничего 
сказать о природе объекта, если не заменю инстру-
мент — линзу или весь микроскоп — на более точ-
ный. Предположим, что после смены линзы физик 
видит 15 точек меньшего размера вместо первой 
черной точки и 23 точки вместо второй. Опять же, 
наш физик не скажет, что эти точки являются объ-
ектом исследования. Он опять будет говорить не об 
объекте, а о том, что он может наблюдать с помощью 
новой линзы. Физики (и информатики) прекрасно 
понимают, что инструмент исследования всегда огра-

ничивает наши возможности наблюдения и изучения 
интересующих нас объектов.

Теперь мы можем спросить себя: какой из двух 
ответов — «2 точки» или «15 и 23 точки» — пра-
вильный? Ясно, что оба ответа верны, но с разной 
точностью, определяемой инструментами, исполь-
зуемыми для наблюдений. Мы подчеркиваем, что эти 
два ответа не противоречат друг другу, они оба опи-
сывают реальность (или то, что бы это ни было, что 
находится за нашими инструментами наблюдения) 
правильно с точностью инструментов, используемых 
для наблюдений.

Вернемся теперь к математике. Среди ее объектов 
исследования мы находим природные явления, чис-
ла, математические системы и объекты, созданные 
с помощью чисел. Среди инструментов мы выделим 
системы счисления (например, римскую систему, 
позиционную систему или систему Пираха), которые 
позволяют нам писать числа и выполнять с ними 
арифметические операции. Как и в физике, когда 
предлагаются новые, более точные, чем существую-
щие, математические инструменты, они позволяют 
улучшить наши знания об объекте исследования, 
но ограничения все равно остаются: мы сможем 
сказать о математическом объекте только то, что 
нам позволит выбранный нами инструмент. Физиче-
ский взгляд на математику, который подчеркивает 
различие между объектами исследования и инстру-
ментами, используемыми для этого исследования, 
описывается следующим постулатом.

Методологический постулат 2. 
Следуя естественно-научному подходу 
физиков, мы не станем говорить, чем явля-
ются математические объекты, а будем 
создавать инструменты (в нашем слу-
чае — новую систему счисления), которые 
позволят нам улучшить нашу способность 
наблюдать и описывать математические 
объекты.

Этот постулат очень важен для нашего исследова-
ния, поскольку он вводит триаду — исследователь, 
инструмент наблюдения и объект исследования — 
в математику, в сильной форме подчеркивая отде-
ление объекта от инструмента, отделение, которое 
физики осознали уже очень давно, в начале двадца-
того века.

В частности, системы записи чисел являются 
инструментами, используемыми математиками для 
изучения математических объектов и позволяющи-
ми нам наблюдать числа, множества чисел и т. д. 
Поскольку новые системы записи вводятся крайне 
редко, в каждый конкретный исторический момент 
большинство людей думают, что они могут легко 
записать любое число. К сожалению (как мы уже 
видели выше), это не так, потому что мы можем за-
писывать только те числа, которые можно выразить 
с помощью известных нам систем счисления и с помо-
щью конечного числа символов (см. Постулат 1). Как 
и в физике, наши инструменты — системы записи 
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чисел — ограничивают нас, когда мы хотим наблю-
дать математические объекты (числа, наборы чисел 
и т. д.). И как это происходит в физике, в момент 
выбора инструмента (системы записи) мы фиксируем 
точность наблюдения изучаемого математического 
объекта (вспомним системы записи римлян, Пираха 
и Мундуруку, имеющие разную точность).

Таким образом, Постулат 2 не только привлекает 
наше внимание к инструментам, используемым ма-
тематиками, но также вводит понятие точности ма-
тематических результатов в зависимости от исполь-
зуемых инструментов (например, систем счисления 
и, в более общем смысле, математических языков). 
Концепция точности также подчеркивает, что любой 
математический результат не является абсолютным, 
его точность ограничена выразительными возмож-
ностями языка, используемого для формулирования 
(записи) этого результата. Как известно, с течением 
времени все (важные) математические результаты 
постоянно переписываются, чтобы привести уро-
вень точности этих результатов в соответствие со все 
время повышающимися нормами математической 
строгости.

Ограничения, накладываемые системами записи 
чисел, также играют важную роль в теоретических 
результатах. Этот аспект, который часто недооцени-
вается чистыми математиками, учитывается в новой 
методологии, поскольку общие фразы, в которых 
явно не уточняется, какие системы записи чисел (и, 
следовательно, какие множества чисел) имеются 
в виду, могут привести к неоднозначному понима-
нию. Чтобы проиллюстрировать, как значение ма-
тематического выражения меняется в зависимости 
от используемых систем счисления, давайте обсудим 
предложение: «Рассмотрим все числа x ∈ [1, 2]». Мы, 
люди, знакомые с позиционной системой, подразуме-
ваем, что речь идет о вещественных числах, записан-
ных в этой системе. Однако для Пираха и Мундуруку 
слова «все числа» в этой фразе означают только 1 и 2. 
Для людей, которые не знакомы с иррациональными 
числами (или не принимают их существование), но 
знают дроби (как, например, Пифагор, который, если 
верить некоторым источникам, отвергал результаты 
Гиппаса из Метапонта о существовании иррацио-
нальных чисел), «все числа» — это числа, которые 

можно записать в форме 
p
q

, где, в свою очередь, p и q 

выражаются нумералами некоторой фиксированной 
системы записи. Например, система счисления Пира-
ха, обогащенная возможностью записи чисел в виде 

j
p
q

+ , j, p, q ∈ {1,2}, позволяет нам ответить, что «все 

числа» в интервале [1, 2] — это числа 1, 1
1

2
+  и 2. 

Наконец, отметим, что система кардиналов Кантора 
не различает количества чисел, записанных в дво-
ичной или десятичной системе в интервале [1, 2], 
давая в обоих случаях один и тот же ответ — оба 
множества имеют континуальную мощность (мы 
вернемся к этому вопросу позже и покажем, что эти 
два множества имеют разное количество элементов). 

Итак, как мы показали на этом простом примере, 
если не уточнять, какие системы записи чисел ис-
пользуются (т. е. не говорится явно о применяемом 
в исследовании инструменте), значение общих фраз 
может привести к неоднозначности в определении 
объекта исследования и, следовательно, точность 
получаемых результатов будет ниже.

Другое важное следствие Постулата 2 состоит 
в том, что он меняет наш взгляд на аксиоматические 
системы. Постулат говорит об инструментах и о том 
факте, что они ограничивают нашу способность 
описывать математические объекты. В отношении 
аксиоматических систем это означает, что они не 
определяют объекты, а описывают их с точностью 
используемого математического языка. Постулат 
подчеркивает, что невозможно построить какую-
либо абсолютную, окончательную аксиоматическую 
систему. Всегда существует зависимость от инстру-
мента, т. е. от используемого языка (включая вы-
бранную систему записи чисел, являющуюся частью 
языка), который ограничивает наши выразительные 
возможности (вспомним Тютчева: «Мысль изречен-
ная есть ложь»). Постулат, в определенном смысле, 
привносит в математику методологию, которую 
физики внедрили в свою науку еще в первой по-
ловине двадцатого века в связи с развитием теории 
относительности, квантовой механики и дискуссией 
о сложном взаимодействии между объектами ис-
следования и инструментами, используемыми для 
изучения этих объектов.

Вернемся теперь к нашим методологическим по-
стулатам. Следующий и последний постулат проис-
ходит, как мы уже говорили, из Древней Греции, где 
был сформулирован принцип «часть меньше цело-
го», который описывает фундаментальное свойство 
окружающего нас мира. Это свойство отсутствует во 
многих традиционных системах записи чисел, когда 
они используются для работы с бесконечными мно-
жествами. Поскольку мы уже видели, что результаты 
типа ∞ - 1 = ∞ не отражают природу бесконечности, 
а являются просто следствием бедности традицион-
ных систем записи чисел, наша позиция в отношении 
этого принципа более последовательна и выражается 
нижеследующим постулатом:

Методологический постулат 3. 
Следуя мыслителям Древней Греции, прин-
цип «часть меньше целого» применяется 
к любой величине (конечной, бесконечной 
или бесконечно малой) и к любому множе-
ству или процессу (конечному или беско-
нечному).

Постулат, следовательно, не согласуется со взгля-
дом Кантора на бесконечность, утверждающим, что 
часть бесконечного объекта может быть такой же 
большой, как и весь объект. На первый взгляд ка-
жется, что это должно привести нас к конфликту 
с теорией Кантора. Как мы увидим ниже, постулат 
не противоречит теории Кантора, потому что (и здесь 
мы подчеркнем важность Постулата 2) оба подхода 
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наблюдают одни и те же математические объекты, 
однако они используют разные инструменты и имеют 
разную точность. Аналогично, уже упоминавшиеся 
две разные линзы, когда они используются для на-
блюдения за одним и тем же объектом, дают разные 
результаты, оба правильные, но имеющие различную 
точность.

5. Аксиома бесконечной единицы 
и измерение бесконечных множеств

Сформулировав три методологических принци-
па, которыми мы будем руководствоваться в нашей 
работе, мы можем приступить к обсуждению нового 
способа выражения бесконечных и бесконечно ма-
лых величин и вычислений с ними. Чтобы облегчить 
эту задачу, будет полезно рассмотреть следующий 
пример, который показывает, что с давних пор су-
ществуют способы счета при помощи больших ве-
личин, которые вводятся более сложным способом, 
чем просто прибавление единицы (как это делается, 
например, в аксиомах Пеано).

Представьте себе большое зернохранилище 
с огромным количеством зерен пшеницы (предпо-
ложим, что все они одинакового размера), которые 
невозможно сосчитать, перебирая их по одному, 
потому что их слишком много. Несмотря на это, мы 
хотим знать, сколько зерен в хранилище. Очевидно, 
что можно ответить на этот вопрос так: «много» или 
«очень много». Эти ответы правильные, но точность 
их невысока. Для того чтобы ответить на вопрос 
с большей точностью, возьмем мешки и опять пред-
положим, что все они одинакового размера и каждый 
из них может вместить одно и то же, неизвестное нам, 
количество зерен (мешки такие большие, что мы не 
в состоянии за разумное время сосчитать, сколько зе-
рен они могут вместить). Мы будем просто полностью 
заполнять мешки и считать их. Тогда мы сможем вы-
разить количество зерен в хранилище, используя уже 
две единицы измерения: мешки и зерна. Если амбар 
большой, то мы можем продолжать вводить новые 
единицы измерения: грузовики и железнодорожные 
вагоны. Снова предположим, что все грузовики могут 
вмещать одинаковое, неизвестное нам, количество 
мешков, а все вагоны поезда — одинаковое, опять-
таки неизвестное нам, количество грузовиков. В ито-
ге мы получим ответ в следующей форме: в нашем 
хранилище 35 вагонов, 18 грузовиков, 14 мешков 
и 57 зерен пшеницы.

Можно немедленно заметить, что, например, уби-
рая четыре вагона и добавляя два мешка и одно зерно 
или убирая три грузовика и добавляя один мешок, 
мы можем зафиксировать, что в первом случае у нас 
будет 31 вагон, 18 грузовиков, 16 мешков и 58 зерен, 
а во втором — 35 вагонов, 15 грузовиков, 15 мешков 
и 57 зерен. То есть мы не только в состоянии запи-
сать, что зерна становится больше или меньше, но 
и насколько больше или меньше. Интересно, что мы 
можем дать точные ответы о количестве пшеницы, 
даже если мы не знаем, сколько зерен в мешке, сколь-

ко мешков в грузовике и сколько грузовиков в вагоне 
поезда. Итак, работая с этими новыми единицами из-
мерения — мешками, грузовиками и вагонами, — мы 
можем выразить точное количество зерна в амбаре, 
которое было невыразимым, если бы использовалась 
только простейшая единица измерения — зерно.

Теперь становится ясно, как действовать для 
создания нового инструмента для работы с бесконеч-
ностью: мы должны распространить идею введения 
новых единиц измерения с больших, но конечных чи-
сел и множеств, на бесконечные числа и множества. 
Мы можем сделать это, экстраполируя от конечного 
к бесконечному тот факт, что n — это количество 
элементов в множестве {1, 2, 3, ..., n - 2, n - 1, n}. 
Поэтому мы введем новую бесконечную единицу 
измерения — количество элементов в множестве на-
туральных чисел N  = {1, 2, 3, ...}, где под натуральны-
ми числами мы понимаем числа, используемые для 
счета предметов*. Для обозначения этого числа мы 
будем использовать символ , который мы будем на-
зывать по-английски grossone, т. е. большая единица 
(по-русски читается «гроссуан») или гросс-единица. 
Введение этого числа позволит нам записать множе-
ство натуральных чисел в виде:

N  = {1, 2, 3, ...,  - 3,  - 2,  - 1, }.

По аналогии с пшеницей мы можем интерпрети-
ровать множество N  как мешок, а  — как количе-
ство зерен в мешке.

Гроссуан вводится через его свойства (аналогично 
в прошлом для того, чтобы перейти от натуральных 
чисел к целым Z  = {... -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}, было 
введено новое число — ноль, для которого был выбран 
новый нумерал «0», и это новое число было описано 
через его свойства (т. е.: для любого числа a следует, 
что a + 0 = 0 + a = a, и т. д.), и эта аксиома добавля-
лась к уже известным аксиомам натуральных чисел. 
В свою очередь, Аксиома Бесконечной Единицы 
измерения, которую мы сейчас введем, добавляется 
к аксиомам действительных чисел (аксиомы интер-
претируются в смысле описания объекта, который мы 
обсуждали выше). Как следствие, мы предполагаем, 
что для  выполняются обычные свойства действи-
тельных чисел (ассоциативность, дистрибутивность 
и т. д.). Аксиома Бесконечной Единицы** состоит из 
трех частей и описывает следующие свойства :

* Некоторые авторы определяют натуральные числа как 
конечные числа, используемые для счета предметов. 
Очевидно, что такое определение является как минимум 
неточным, если принять, что множество N бесконечно. 
Действительно, если его элементы строятся, начиная с 1, 
по правилу: после числа n следует число n + 1, то каждое 
следующее число будет конечным и, следовательно, все 
натуральные числа будут конечными и, по построению, 
любое множество {1, 2, 3, ..., n} будет содержать конечное 
число элементов. Получаем противоречие с предположе-
нием, что N является бесконечным множеством.

** В Аксиоме бесконечные множества будут описаны в тра-
диционной форме, т. е. без указания последнего элемента. 
Например, множество натуральных чисел будет записано 
в виде N = {1, 2, 3, ...} вместо N = {1, 2, 3, ..., -3, -2, 
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Аксиома	Бесконечной	Единицы.
•	 Гроссуан больше любого конечного нату-

рального числа, т. е.  > n, где n ∈ N  есть 
конечное число.

•	 Гроссуан — это число и, следовательно, он 
ведет себя с числами 0 и 1, как и все другие 
числа:

0 ·  = 0,  · 0 = 0,  -  = 0,  :  = 1,  
0 = 1, 0 = 0, 1 = 1.

•	 Множество натуральных чисел N  = {1, 2, 
3, ...} можно разделить на n равных частей 
N k,n, где n ∈ N  есть конечное число,

N k,n = {k, k + n, k + 2n, k + 3n, …} , 1 ≤ k ≤ n,

и каждое множество N k,n состоит из /n 
элементов. Например, при n = 2 получаем 
два множества (нечетные числа O  и четные 
числа E  соответственно):

O  = N 1,2 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, …},

E  = N 2,2 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, …},

каждое из которых состоит из /2 элемен-
тов. Если мы возьмем n = 3, то получим три 
множества

N 1,3 = {1, 4, 7,10, 13, …},

N 2,3 = {2, 5, 8, 11, 14, …},

N 3,3 = {3, 6, 9, 12, 15, …},

каждое из которых состоит из /3 эле-
ментов.

В этой Аксиоме, применяя Постулат 3, мы опре-
деляем и измеряем части множества N  с помощью 
долей . Например, в множестве E  четных чисел — 
/2 элементов. Отметим, что мы не перечисляем его 
элементы один за другим — мы не можем этого сде-
лать, потому что множество E  бесконечно, тогда как 
мы приняли Постулат 1 и можем выполнить только 
конечное число операций. Мы применяем здесь По-
стулат 3 и, зная, что множество натуральных чисел 
имеет  элементов, заключаем, что его половина 
имеет ровно в два раза меньше элементов, чем N , т. е. 
/2. Возвращаясь к примеру с зернохранилищем, 
мы можем дать следующую интерпретацию: мы не 
знаем, сколько зерен в мешке, и не знаем, сколько 
зерен в половине мешка, но мы знаем, что половина 
мешка содержит в два раза меньше зерен, чем весь 
мешок. Из третьей части Аксиомы немедленно следу-
ет, что числа /n являются целыми (т. е.  делится 
на любое конечное целое число n, разделяя это свой-

-1, }. Подчеркнем, что в обоих случаях мы имеем дело 
с одним и тем же объектом — множеством натуральных 
чисел, которое, однако, наблюдается при помощи двух 
разных инструментов: первый — это традиционная систе-
ма записи, которая не позволяет выражать бесконечные 
натуральные числа, а второй — это новая система записи, 
которая предоставляет такую возможность. Далее будет 
более подробно рассмотрено, как благодаря нумералам, 
включающим в себя , становится возможным вычислять 
число элементов определенных бесконечных множеств.

ство с нулем), поскольку /n есть число элементов 
множества N k,n, 1 ≤ k ≤ n.

Отметим, что введение  позволяет нам наблю-
дать не только начальные, но и конечные элементы 
некоторых бесконечных множеств, что гораздо удоб-
нее при работе с ними. Например, мы можем записать 
множества N , O , E  и Z  в следующем виде:

N  = {1, 2, 3, 4, …, -4, -3, -2, -1, };

O  = N 1,2 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, …, -5, -3, -1};

E  = N 2,2 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, …, -4, -2, };

Z  =  {-, -+1, -+2, -+3, ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 
3, ..., -3, -2, -1, }.

Подчеркнем еще раз, что традиционные системы 
записи, используемые для выражения конечных чи-
сел, не позволяли нам видеть бесконечные натураль-
ные числа , -1, -2, ..., так же как примитивная 
система Пираха не позволяет нам видеть числа 3, 4, 
5 и т. д. Благодаря системе записи с , мы можем 
наблюдать большое количество других бесконечных 
целых чисел, например,

… /3-3, /3-2, /3-1, /3, /3+1, /3+2 
/3+3, …

… /2-3, /2-2, /2-1, /2, /2+1, /2+2, 
/2+3, …

Новая система записи помогает также выразить 
бесконечные целые числа, бо�льшие, чем гроссуан, 
такие как, например, 2, 53.73.1,  и т. д., принад-
лежащие множеству Ň  расширенных натуральных 
чисел:

Ň  =  {1, 2, 3, 4, …, -4, -3, -2, -1, , +1, 
+2, …, 2-1, 2, 2+1, ..., 2-1, 2, 2+1, 
..., 53.73.1-1, 53.73.1, 53.73.1+1, …, -1, 
, +1, …, 45-1, 45, 45+1, …}.

Следует отметить, что новая система записи, хотя 
и является более мощной по сравнению с традицион-
ными, так же как они, имеет свои ограничения. Как 
и все другие системы записи, она не может ответить 
на все вопросы о бесконечных множествах и вы-
разить все числа. Например, эта система слишком 
слаба, чтобы ответить на вопрос: «Сколько элементов 
содержится в множестве расширенных натураль-
ных чисел Ň  ?» Чтобы ответить на этот вопрос, не-
обходимо ввести более мощную систему счисления, 
например, определив некоторым разумным образом 
символ  > .

Напомним также, что количество чисел, которые 
мы можем наблюдать в каждом конкретном множе-
стве (конечном или бесконечном), зависит от силы 
системы записи, используемой для наблюдения. 
Так, например, Пираха во всем множестве N  (и, как 
следствие, в Ň  ) могут видеть только числа 1 и 2. 
Если мы добавим к их системе гроссуан и исключим 
«много» (поскольку мы знаем, что использование 
нумерала «много» ведет к парадоксальной ситуации 
«много» + 1 = «много»), то мы сможем наблюдать в N  
только следующие числа: 1, 2, -2, -1, . Каков 
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будет результат выполнения операции 2 + 2 в этой 
системе записи? Так как мы разделили объект иссле-
дования (множество N  ) и инструмент исследования 
(систему записи чисел), то мы сможем избежать па-
радоксов и ответить следующим образом: «Система 
записи, имеющая только нумералы 1, 2, -2, -1, 
, слишком слаба, чтобы ответить на этот вопрос. 
Необходимо взять более мощную систему, позволя-
ющую выразить число 4». Из вышесказанного видно, 
что отделение объекта от инструмента позволяет зна-
чительно упростить работу с бесконечными числами 
и множествами и вместо заявлений о парадоксальной 
природе объектов, участвующих в операциях «мно-
го» + 1 = «много» и ∞ + 1 = ∞, перенести центр вопроса 
на слабость и силу используемого инструмента и воз-
можность его улучшения или замены в целях увели-
чения точности наблюдения объектов исследования.

Следует подчеркнуть, что система записи, ис-
пользующая гроссуан, позволяет легко измерять 
многие бесконечные множества, если удается опи-
сать их структуру (формулами, из комбинаторных 
соображений или каким-то другим способом), а так-
же используя теоретико-множественные операции. 
Рассмотрим несколько примеров и начнем с подсчета 
числа элементов следующего множества:

B = ({1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, …} {… ,15 ,12 ,9 ,6 ,3} א) \ 

{3, 9, 15},

где множества в скобках являются подмножествами 
N . Первое из них есть множество нечетных чисел 
O  = N 1,2, и, согласно Аксиоме, оно содержит /2 
элементов. Второе множество в скобках есть не что 
иное, как N 3,3, и, следовательно, оно имеет /3 эле-
ментов. Легко показать, что пересечение этих двух 
множеств есть {3, 9, 15, 21, ...} ⊂ N , т. е. множество 
N 3,6, которое, согласно Аксиоме, имеет /6 элемен-
тов. Удалив из этого множества числа 3, 9 и 15, мы 
получим окончательный результат: множество B 
имеет /6 - 3 элементов (в интерпретации зернох-
ранилища: шестая часть мешка минус три зерна).

Теперь давайте подсчитаем количество элементов 
в множестве C, состоящем из пар натуральных чисел:

C = {(a, b) : a ∈ N , b ∈ N  }.

Из комбинаторики известно, что при наличии 
двух позиций, каждая из которых может быть за-
полнена k символами, количество возможных пар 
равно k2. В нашем случае, поскольку N  имеет грос-
суан элементов, k = . Следовательно, множество C 
имеет 2 элементов. Из аналогичных соображений 
можно заключить, что множество нумералов

F = {
p
q

: p ∈ N , q ∈ N  }

также имеет 2 элементов. Обратите внимание, что 
F не является множеством положительных рацио-
нальных чисел. В этом упражнении мы посчитали 
количество различных нумералов, которые могут 
выражать одно и то же число. Например, число 1/2 
может быть выражено /2 разными нумералами:

1/2, 2/4, 3/6, ..., 

(0.5-2)/(-4), (0.5-1)/(-2), (0.5)/,

каждый из которых был учтен при подсчете. Следова-
тельно, полученное количество элементов множества 
F, 2, является верхней оценкой числа положитель-
ных рациональных чисел. Мы заключим эту серию 
примеров рассмотрением множества D, содержащего 
натуральные числа вида n2, n ∈ N , т. е.:

D = {1, 4, 9, 16, 25, ...},

и ответом на вопрос: «Сколько чисел этого типа 
присутствует в множестве натуральных чисел N  ?» 
Поскольку множество натуральных чисел содержит 
 элементов, а  — последнее натуральное число, 
чтобы ответить на вопрос, мы должны найти наи-
большее натуральное число n такое, что n2 ≤ . Решив 
это простое неравенство, мы можем заключить, что 
множество D имеет k элементов, где k — целая часть 
квадратного корня гроссуана, т. е. k = [1/2], где [u] 
есть целая часть u. Таким образом, мы ответили на 
вопрос, интересовавший Галилео Галилея, о котором 
мы упоминали в разделе 3.

Все множества, рассмотренные выше, в традици-
онной терминологии являются счетными. Другими 
словами, система кардиналов Кантора не позволяет 
увидеть, что они имеют разное число элементов. 
Аналогично, среди множеств континуальной мощ-
ности при помощи новой системы записи можно 
выделить множества, имеющие разное число эле-
ментов. Например, множество вещественных чисел 
x ∈ [0,1), записанных в двоичной системе, имеет 
2  элементов, а множество вещественных чисел 
x ∈ [0,1), записанных в десятичной системе, имеет 
10 элементов. Если мы добавим к этому множеству 
число 1, то в результате получим множество с 10 + 1 
элементом. Множество вещественных чисел x ∈ [0,2), 
записанных в десятичной системе, имеет 2 ⋅ 10 эле-
ментов, а число подмножеств множества N  легко 
вычисляется как 2 (более подробная дискуссия на 
эту тему содержится в [18]).

Мы закончим этот раздел сопоставлением биек-
ции Кантора и новых инструментов, для того чтобы 
показать, что эти два инструмента не противоречат 
друг другу, а просто являются двумя «линзами», име-
ющими разную точность. Традиционное заключение, 
которое делается из рассмотренной выше биекции (1), 
таково: оба множества являются счетными, несмотря 
на тот факт, что одно есть часть другого. Однако отде-
ление объекта исследования (бесконечные множества 
O  и N  ) от инструмента (биекция) позволяет сделать 
другой вывод: точность инструмента недостаточна 
для того, чтобы увидеть, что эти множества имеют 
разное число элементов. Действительно, традицион-
ные способы записи позволяют нам увидеть только 
начальные части сопоставления чисел в формуле (1), 
создавая иллюзию, что нечетных чисел столько же, 
сколько и натуральных. Введение гроссуана и других 
нумералов, позволяющих с его помощью выразить 
большое количество разных бесконечных чисел, по-
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зволяет нам увидеть завершающую часть формулы 
(1), а именно:

 1, 3, 5, 7, 9, 11, … -5, -3, -1

	 ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ … ↕ ↕ ↕
 1, 2, 3, 4, 5, 6, … /2-2, /2-1, /2

Таким образом, новый инструмент позволяет 
нам увидеть, что парадоксальной ситуации нет и по-
ловина множества имеет ровно в два раза меньше 
элементов, чем целое.

Рассмотрим теперь задачу, которая в некотором 
смысле является обратной к предыдущей. Требу-
ется умножить на 2 натуральные числа и записать 
несколько начальных и конечных элементов полу-
ченного множества, которое мы назовем E 2.

Как уже было сказано несколько раз выше, вве-
дение гроссуана позволяет нам записать множество 
натуральных чисел в виде:

N  = {1, 2, 3, … /2-1, /2, /2+1, … -2, -1,  }.

Мы знаем, что это множество содержит  элемен-
тов. Поэтому, умножив каждый из них на два, мы 
получим множество E 2, которое также будет иметь 
 элементов (число элементов множества чисел не 
меняется, если умножить каждый его элемент на 
одну и ту же константу, отличную от 0). Умножение 
конечных натуральных чисел на 2 дает нам конечные 
четные натуральные числа. Рассмотрим теперь число 
/2. Умноженное на 2, оно дает нам последнее чет-
ное натуральное число , а /2+1, умноженное на 2, 
дает нам +2, которое является четным, но уже не 
натуральным; это расширенное натуральное число. 
Наконец, умножение  на 2 дает нам 2, и поэтому 
мы получаем множество:

E 2 = { 2, 4, 6, …, -2, , +2, …, 2-4, 2-2, 2},

которое состоит из /2 четных натуральных чисел 
(от 2 до ) и /2 четных расширенных натуральных 
чисел (от +2 до 2).

6. Решение вычислительных задач

Теперь обратим наше внимание на расходящи-
еся ряды. Хорошо известно, что в традиционной 
математике существуют трудности при работе 
с расходящимися рядами. Например, в отношении 
рядов S1 = 4 + 4 + 4 + ... и S2 = 5 + 5 + 5 + ... нам просто 
говорят, что оба они расходятся, а операции S1 - S2 
и S1 / S2 приводят к неопределенным формам, т. е. 
мы не можем сказать, каков их результат. Используя 
новую методологию и помня, что ∞ ведет себя как 
«много», запись S1 = 4 + 4 + 4 +… становится своего 
рода «вычислением суммы, где много слагаемых, 
равных 4». Напротив, бесконечные числа, которые 
мы можем выражать благодаря введению , позво-
ляют нам вычислять суммы с бесконечным числом 
слагаемых как простые выражения. Для этого, как 
и в случае с суммами с конечным числом слагаемых, 
необходимо указать количество слагаемых в сумме. 

Если первая сумма S1 имеет k слагаемых, а вторая 
сумма S2 имеет n слагаемых, то

S
 слагаемых

1 4 4 4 4 4( ) ,k k
k

= + + +…+ =� ���� ����

S
 слагаемых

2 5 5 5 5 5( ) ,n n
n

= + + +…+ =� ��� ����

независимо от того, являются ли n и k конечными или 
бесконечными. Если, например, оба числа бесконечны 
и равны 3, т. е. k = n = 3, то мы получаем S1(3) = 
= 12, S2(3) = 15, и с полученными числами мы мо-
жем легко выполнить операции вычитания и деления:

S2(3) - S1(3) = 15 - 12 = 3;

S2(3) / S1(3) = 15 / 12 = 1,25.

Конечно, точно так же как это происходит в сум-
мах с конечнвм числом слагаемых, изменяя значения 
n и k, мы получим результаты, которые будут зави-
сеть от этих новых значений n и k. Например, для k = 
= /2 и n =  - 2 мы получаем S1(/2) = 2, S2( - 2) = 
= 5 - 10, а разность и частное этих значений равны:

S2( - 2) - S1(/2) = (5 - 10) - 2 = 3 - 10;

S2( - 2) / S1(/2) = 2,5 - 5-1.

Для того чтобы проиллюстрировать, как новая 
методология работает со знакопеременными рядами, 
мы рассмотрим знаменитый ряд Гранди:

S3 = 1 - 1 + 1 - 1 + 1 - 1 + 1…

Имея в распоряжении бесконечные числа, выра-
жаемые при помощи , для того чтобы произвести 
вычисления, достаточно указать, сколько в этой сум-
ме будет слагаемых. Мы будем рассматривать S3(n) 
совершенно одинаково как в случае, когда число сла-
гаемых n конечно, так и когда n бесконечно. Итак, 
если n четно, т. е. n = 2k, тогда S3(2k) = 0, если же n 
нечетно, т. е. n = 2k + 1, то S3(2k + 1) = 1. Например, 
S3() = 0 и S3(2 + 1) = 1.

Обратимся теперь к вопросу о перестановке слага-
емых в знакопеременных рядах. Известная теорема 
Римана—Дини об условно сходящихся рядах гласит, 
что для произвольного числа x можно так поменять 
порядок суммирования элементов ряда, что сумма 
этого ряда станет равна x. Этот факт противоречит 
нашему опыту с суммами, число слагаемых в кото-
рых конечно, где, как мы знаем, от перемены мест 
слагаемых сумма не меняется. Покажем, что тра-
диционный результат Римана—Дини может быть 
интерпретирован аналогично уже рассмотренной 
ситуации с биекцией, т. е. он показывает не свойство 
расходящихся рядов, а слабость систем записи чисел, 
традиционно используемых при работе с такими 
рядами. Сделаем это на примере ряда S3, который не 
является даже условно сходящимся (но его сумма по 
Чезаро равна 1/2), и соответствующих сумм S3(n), где 
число слагаемых n бесконечно.

Глядя на традиционные переупорядочения сла-
гаемых в ряде S3, возникает иллюзия, что они дают 
разные результаты:
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S3 = (1 + 1 - 1) + (1 + 1 - 1) + (1 + 1 - 1) + (1 + 1 - 1) + …,

S3 = (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) +…,

S3 = 1 + (-1 + 1) + (-1 + 1) + (-1 + 1) + (-1 + 1) + …

Это происходит потому, что традиционные систе-
мы записи чисел не позволяют явно указать бесконеч-
ное число слагаемых. Рассмотрим теперь ситуацию 
с новой точки зрения и зафиксируем число слагае-
мых в S3(n), взяв, например, n = 2. Поскольку 2 
есть четное число, получаем следующий результат:

S  
2  слагаемых

3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 0( ) ... .


= − + − + + − + − =� ������ ������

Теперь, зная точное число слагаемых в сумме 
S3(2), мы можем любым способом изменить порядок 
слагаемых, не изменяя результат, как это происхо-
дит для любого конечного числа слагаемых. Заметим, 
что в нашей сумме  положительных и  отрица-
тельных слагаемых. Рассмотрим в качестве примера 
первый из приведенных выше способов перестановки 
слагаемых (два других случая решаются аналогич-
но). Выполняя переупорядочение, мы заметим, что 
после добавления /2 выделенных скобками сумм 
1 + 1 - 1 у нас заканчиваются положительные еди-
ницы и остается только /2 отрицательных единиц, 
которые нам нужно добавить, чтобы использовать все 
имеющиеся слагаемые, то есть:

S
3/2  слагаемых

3 2 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) (


= + − + + + − + − −� ������ ������ 11 1 1... )− − =
1/2  слагаемых
� ��� ���

=	/2 · (1 + 1 - 1) + /2 · (-1) = 0.

Отрицательные единицы не были видны в тради-
ционных системах записи и, таким образом, казалось, 
что перестановки слагаемых приводят к изменению 
результата. Более подробное обсуждение этого и дру-
гих рядов можно найти в работах [18, 43], где подробно 
обсуждаются различные результаты, полученные как 
традиционным, так и новым подходом (в частности, 
поклонники дзета-функции Римана найдут в этих 
работах несколько страниц, посвященных этой теме).

Для того чтобы улучшить понимание нового спо-
соба счета, вычислим теперь сумму S4(), которая 
имеет  слагаемых вида (-1)i+1 ⋅ 2i, 1 ≤ i ≤ , и стро-
ится следующим образом:

S4() = 2 - 4 + 6 - 8 + … + 

+ (2 - 6) - (2 - 4) + (2 - 2) - 2.

В этой сумме мы имеем /2 положительных сла-
гаемых и /2 отрицательных слагаемых, которые 
можем сгруппировать следующим образом

S4() = (2 + 6 + … + (2 - 6) + (2 - 2)) - 

- (4 + 8 + … + (2 - 4) + 2).

Теперь у нас есть две арифметические прогрес-
сии, каждая из которых содержит /2 слагаемых 
и которые мы можем легко вычислить:

S4() = (2 + (2 - 2)) /4 - (4 + 2)/4 = 

= 2/2 -  - 2/2 = -.

Этот пример показывает также, что становится 
очень легко вычислить сумму всех натуральных 
чисел:

1 + 2 + 3 + 4 + ... + ( - 2) + ( - 1) +  = 

= (1 + ) ⋅ /2 = 0.5(2 + ).

Каждая хорошая теория нуждается в собствен-
ном рабочем инструменте, чтобы стать практической 
наукой. Представленная здесь методология была 
использована автором в качестве отправной точки 
для разработки суперкомпьютера нового типа — 
Компьютера Бесконечности, на который было по-
лучено несколько международных патентов [12]. 
Это изобретение позволяет преобразовать область 
знаний, которая всегда считалась теоретической, 
в практическую науку с собственным вычислитель-
ным инструментом. Если раньше в вычислениях на 
компьютере (и не только) мы останавливались перед 
бесконечно малыми, бесконечными или неопределен-
ными величинами (такими, как, например, ∞ - ∞), 
то теперь, благодаря новой методологии, можно не 
только продолжать вычисления, но и выполнять их 
автоматически на Компьютере Бесконечности. На-
личие такого мощного вычислительного инструмента 
открывает обширные горизонты для построения но-
вых математических моделей и численных методов 
(см. список литературы, где упомянуты различные 
приложения).

Опишем кратко, с какими числами работает 
Компьютер Бесконечности и каким образом он вы-
полняет арифметические операции с ними.

Компьютер Бесконечности работает с числами, 
представленными в позиционной системе с основа-
нием . Каждое число может содержать несколь-
ко частей вида ab, где a ≠ 0 есть конечное число, 
называемое гроссцифра потому, что, в отличие от 
цифр, которые используются в позиционных систе-
мах с конечным основанием и записываются одним 
символом, здесь нам нужно больше символов, чтобы 
выразить, какое количество каждой степени  при-
сутствует в нашем числе. Отметим, что гроссцифры 
могут быть положительными или отрицательными, 
а также целыми или дробными. В данной статье мы 
рассматриваем только конечные степени b, которые 
могут быть целыми или дробными и называются гросс-
степени. В бесконечных частях ab гросс-степени 
b > 0, а в бесконечно малых частях b < 0. Число также 
может иметь (или не иметь) конечную часть a0. На-
помним, что 0 = 1, поэтому любое конечное число a 
можно записать как a = a0. Если в числе есть хотя бы 
одна бесконечная часть, то оно бесконечное, а если 
есть только бесконечно малые части, то оно беско-
нечно малое (-1 есть самое простое бесконечно малое 
число). В качестве первого примера рассмотрим число

18.162.5 - 34.2072.9-8.736-83.42 = 

= 18.162.5 - 34.20 + 72.9-8.7 + 36-83.42,

которое представляет собой бесконечно большое чис-
ло, состоящее из одной бесконечной части, равной 
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18.162.5, конечной части, равной -34.20 = -34.2, 
и двух бесконечно малых частей — 72.9 -8.7 и 
36-83.42. Теперь рассмотрим числа:

-34.2072.9-8.736-83.42 = 

=	-34.20 + 72.9-8.7 + 36-83.42,

72.9-8.736-83.42 = 72.9-8.7 + 36-83.42.

Первое из них — конечное (т. е. конечные числа 
могут содержать и бесконечно малые части), а вто-
рое — бесконечно малое.

Способы выполнения арифметических операций 
с данными числами подробно описаны в работе [18], 
доступной на сайте [12]. Приведем здесь только не-
сколько примеров, из которых, однако, будет видно, 
что операции с данными числами очень просты для 
выполнения. Рассмотрим следующие числа:

A = 12.324.56.70 - 8.9-15.3,

B = 6.8-12.35.7-23.6,

C = 12.324.56.706.8-12.3 - 8.9-15.35.7-23.6,

D = 12.324.56.70-6.8-12.3 - 8.9-15.3 - 5.7-23.6,

E = 83.6412.270.110.945.56-12.338.19-23.6 - 

- 60.52-27.6 - 50.73-38.9.

Можно легко увидеть, что

A + B = C, A - B = D, A ⋅ B = E, E / B = A.

Проиллюстрируем теперь на двух примерах не-
которые из преимуществ, которые можно получить, 
используя Компьютер Бесконечности для решения 
вычислительных задач на практике.

Первый пример касается численного вычисле-
ния производных. Известно, что во многих прак-
тических задачах необходимо вычислять функции 
и их производные с использованием очень сложных 
компьютерных программ, неизвестных пользовате-
лю (например, расчетный код может быть покрыт 
коммерческой тайной). В таких приложениях 
пользователь предоставляет программе значение x 
в качестве входных данных, и она возвращает соот-
ветствующее значение функции f(x) и производной 
′f x( ), не объясняя, как эти значения были вычис-

лены. Более того, очень часто пользователь имеет 
в своем распоряжении только код для вычисления 
f(x) и вынужден использовать численные методы для 
аппроксимации производной ′f x( ) на компьютере. 
Самый простой способ получить некое приближен-
ное значение производной — это выбрать небольшое 
число h и использовать одну из следующих хорошо 
известных формул:

′ ≈
+ −

′ ≈
− −

′ ≈
+ − −

f x
f x h f x

h

f x
f x f x h

h

f x
f x h f x h

( )
( ) ( )

,

( )
( ) ( )

,

( )
( ) ( )

2hh
.

При этом очевидно, что при больших значениях 
h возникают большие ошибки приближения. С тео-
ретической точки зрения при h → 0 все три формулы 
дают результаты, которые стремятся к производной 
′f x( ) в точке x. Однако на практике это не так. По-

скольку числа в компьютере представлены конечным 
числом цифр, невозможно уменьшить h ниже опре-
деленного порогового значения. Более того, очень 
часто (по той же причине, связанной с представле-
нием чисел) для малых значений h мы получаем, 
что величины x - h, x и x + h становятся слишком 
близкими, и компьютер не может вычислить значе-
ния функций f(x - h), f(x) и f(x+h) с достаточной точ-
ностью, возвращая во всех трех случаях одно и то же 
приблизительное значение и, следовательно, делая 
невозможным использование вышеупомянутых 
формул аппроксимации, поскольку мы получили бы:

f(x+h) - f(x) = 0, f(x) - f(x - h) = 0, f(x+h) - f(x - h) = 0.

Таким образом, на всех традиционных компью-
терах существует критическое значение приближе-
ния производной ′f x( ), лучше которого получить 
аппроксимацию на данном конкретном компьютере 
невозможно.

Теперь предположим, что программа, которая 
вычисляет f(x), есть на Компьютере Бесконечности. 
Как в этом случае оценить производную ′f x( )? Ответ 
на этот вопрос был дан в работе [44], доступной на 
сайте [12], и мы его здесь проиллюстрируем следу-
ющим примером.

Рассмотрим функцию f x
x
x

( ) =
+
−

1

1
, реализован-

ную на КБ, и предположим, что ее аналитический 
вид неизвестен пользователю, который хочет вычис-
лить в заданной точке x = 5 значение функции f(5) 
и три производные ′f ( )5 , ′′f ( )5 , f ( ) ( )3 5 , имея в своем 
распоряжении только эту программу, вычисляю-
щую f(x).

Вместо того чтобы использовать вышеупомяну-
тые формулы численной аппроксимации, предла-
гается просто вычислить на КБ значение f(5+-1), 
который возвращает нам следующее число:

f(5 + -1) = 1.50 - 0.125-1 + 0.03125-2 - 

- 0.0078125-3 +	...,

которое состоит из конечной части, равной 1.5, 
и некоторого конечного числа бесконечно малых 
частей, из которых мы будем использовать первые 
три: -0.125-1, 0.03125-2, и 0.0078125-3. В ра-
боте [44] было доказано, что гроссцифры, входящие 
в состав f(5+-1), позволяют нам получить точные 
значения функции f(5) и всех ее производных (где 
слово точное означает: с точностью до реализации 
кода f(x)). Действительно, легко увидеть, что гросс-
цифра конечной части, 1.5, есть точное значение 
f(5). Гроссцифра -0.125 первой бесконечно малой 
части дает нам точную первую производную ′f ( )5 . 
Гроссцифра 0.03125 второй бесконечно малой части 
позволяет вычислить точную вторую производную 
′f ( )5 . Наконец, гроссцифра -0.0078125 третьей бес-
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конечно малой части позволяет вычислить третью 
производную f ( ) ( )3 5 , которая также является точной:

f(5) = 1.5,

′f ( )5  = -0.125;

′′f ( )5  = 2! · 0.03125 = 0.0625;

f ( ) ( )3 5  = 3! · (-0.0078125) = -0,046875.

Компьютер Бесконечности позволяет отказаться 
от использования приближений и вычислять точные 
производные, имея только код функции f(x). Это про-
исходит благодаря тому, что КБ во время вычислений 
сортирует части ab гроссчисел в порядке убывания 
гросс-степеней b. Таким образом, КБ, вычисляющий 
f(5+-1), численно восстанавливает коэффициенты 
в разложении ряда Тейлора для функции f(x) в точке 
x = 5 и при h = -1, хотя и не знает этого разложения. 
Более сложные примеры и более подробное описание 
заинтересованный читатель найдет в работе [44].

Заключительный численный пример рассматри-
вает следующую задачу квадратичной оптимизации 
с линейным ограничением и ее решение, предложен-
ное в [33]. Это приложение интересно тем, что в нем 
используются как бесконечные, так и бесконечно 
малые числа. В задаче необходимо найти минимум:

min 
x

x x
1

2

1

6
1
2

2
2+

при наличии линейного ограничения x1 +x2 = 1.
Один из традиционных методов решения этой за-

дачи — это освободиться от ограничения, используя 
метод штрафных функций. При этом получается 
безусловная задача:

min  ( ) .
x

x x
P

x x
1

2

1

6 2
11

2
2
2

1 2
2+ + − −

Сложность этого метода заключается в том, что 
при решении безусловной задачи численно неясно, 
как выбрать значение параметра P. Например, вы-
бирая P = 20, мы получаем условия оптимальности 
первого порядка:

x x x

x x x

1 1 2

2 1 2

20 1 0

1

3
20 1 0

− − − =

− − − =







( ) ,

  .( )

  

Решая эту систему линейных уравнений, мы 
получаем стационарную точку безусловной задачи:

x x1 220
20

81
20

60

81
* *( ) , ( )= =   ,

и неясно, как получить решение исходной задачи 
с ограничениями из этого решения. Поэтому на 
практике данная задача решается несколько раз для 
разных значений P для того, чтобы понять, к какому 
вектору сходится последовательность решений при 
возрастающих значениях P, и таким образом полу-
чить некоторое приближенное решение исходной 
задачи с ограничением.

Теперь посмотрим, что произойдет, если мы 
выберем P = . Тогда решение линейной системы, 
соответствующее условиям оптимальности первого 
порядка, есть:

x

x

1

2

1

1 4

3

1 4

*

*

( )

( )

,

.











=
+

=
+

Выполнив деление, мы видим, что оба результата 
состоят из конечной части и нескольких бесконечно 
малых частей:
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Как показывают авторы [33], конечные части 
чисел x1

* ( )  e x2
* ( )  дают нам точное решение ис-

ходной задачи с ограничениями, т. е. x1
1

4
* = , x2

3

4
* = . 

Таким образом, использование в качестве штрафного 
коэффициента  дает нам следующее:

1) вместо многократного решения ряда безуслов-
ных задач с разными конечными значениями P 
безусловная задача решается только один раз;

2) вместо приближенного решения, получаемого 
традиционными методами, применение КБ 
дает точное решение.

7. Заключение

Большие вычислительные возможности и доступ-
ность новой суперкомпьютерной методологии привели 
к росту интереса к ней не только среди исследователей, 
но и среди преподавателей университетов и колледжей 
в Италии, Великобритании, Индии и США. В част-
ности, работы [20–22] посвящены анализу первых 
результатов, касающихся преподавания методологии, 
а интернет-страница [23], разработанная профессором 
Давидэ Рицца из университета Восточной Англии 
в г. Норидж (University of East Anglia, Norwich, UK), 
содержит набор методических материалов, доступных 
для скачивания. В частности, сайт бесплатно пред-
лагает 100-страничный сборник задач и упражнений, 
уже апробированный в колледжах Англии и лицеях 
Италии. Сборник доступен на английском и итальян-
ском языках, готовится его перевод на испанский. На 
фото представлены профессор Д. Рицца, сотрудница 
Института высокопроизводительных вычислений 
и сетей Итальянского Научного Совета (аналог Россий-
ской академии наук) А. Асторино (см. ее работу [45]) 
и учитель Ф. Странджес вместе с учащимися лицея 
г. Сан-Джованни-ин-Фиоре, Италия. Фотография 
была сделана после занятий, во время которых про-
водилась апробация методологии.

Приведем несколько характерных ответов на 
некоторые из вопросов анкеты (см. [23]), которую 
учащиеся и учителя заполняли после знакомства 
с новой методологией во время занятий, проводимых 
профессором Рицца.

Вопрос учащимся: «Что вы думаете о бесконеч-
ности после занятия, проведенного с использованием 
новой методологии?»
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Ответы:
Ученик А. Гроссуан позволяет нам упростить ра-

боту с бесконечностью, он дает нам возможность про-
водить вычисления с использованием этого понятия.

Ученик Б. Упрощение, конечно, потому что грос-
суан позволяет нам производить вычисления.

Ученик В. Это практический подход. Бесконеч-
ность обычно является только теоретическим по-
нятием, тогда как таким образом она действительно 
стала более практической.

Вопрос учителям: «Каково ваше мнение о про-
веденном занятии и об упражнениях, выполненных 
учащимися?»

Ответы:
Учитель А. Замечательно! Мне нравится идея ис-

пользовать гроссуан привычным способом, в отличие 
от понятия ∞. Упражнения заставляют потрудиться, 
но они могут быть решены и удивительно полезны. 
Они помогают прояснить введенные концепции.

Учитель Б. Выполняя задания, студенты ак-
тивно обсуждали их друг с другом на протяжении 
всего занятия и успешно решили предложенные 
упражнения.

Учитель В. Очень доступно, даже без предвари-
тельной подготовки. Вопросы хорошо структуриро-
ваны с расчетом на повышение сложности.

* * *
Таким образом, описанная в статье методоло-

гия не только является мощным вычислительным 
и методологическим инструментом, но и предлагает 
новый взгляд на преподавание математики и инфор-
матики. Учащиеся школ и студенты высших учебных 
заведений получают возможность иначе взглянуть 

на традиционные и, как считалось ранее, полностью 
сформировавшиеся разделы этих дисциплин. Полез-
ность альтернативных точек зрения не вызывает со-
мнения, поскольку хорошо известно [46], что умение 
посмотреть на вещи с разных позиций чрезвычайно 
важно для развития критического мышления и мета-
когниции, являющихся ключевыми компетенциями 
современного человека.
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Аннотация
В статье описываются логика разработки модели УЗКИiSPEC («Алмаз личности»), основания ее сборки и подходы к прак-

тическому использованию модели.
Актуальность статьи обусловлена проблематикой проявления и поддержки развития образовательной субъектности, фор-

мирования системных компетенций самоопределения, целеполагания, продуктивного действия и рефлексии.
Цель описываемого в статье исследования — разработать модель образовательного профиля личности для управления об-

разовательной деятельностью и развития личностного потенциала, пригодную для поддержки образовательной субъектности.
Новизну представляют разработанная структура образовательного профиля ученика/студента УЗКИiSPEC и специальным 

образом отобранные ее элементы. Модель синтезирована на основе ключевых сущностей, таких как: 1) модель компетенций 
личности iSPEC; 2) схемы процесса «обучение» как освоения семиотических систем; 3) категоризация компетентностей по типу 
решаемых задач; 4) категоризация ведущего способа деятельности. Модель интегрирует отобранные сущности по принципу 
качественного различения, в отличие от сравнивающих измерений. Таким образом, «Алмаз личности» обладает достаточной 
полнотой и лаконичностью для мониторинга продвижения ученика/студента по индивидуальному/коллективно-индивидуаль-
ному образовательному маршруту и для создания возможности использования в различных системах оценки образовательных 
результатов.

Практическая значимость модели УЗКИiSPEC заключается в возможности использования для картирования образователь-
ных амбиций и запросов личности, выстраивания образовательных стратегий и индивидуальных/коллективно-индивидуальных 
образовательных маршрутов, организации персональной образовательной логистики. Использование цифровых технологий 
позволяет автоматизировать использование модели образовательного профиля для управления образовательной деятельностью.

Ключевые слова: образовательная субъектность, образовательная логистика, образовательный запрос, персонализация, 
индивидуализация, цифровая образовательная среда, персональная образовательная логистика.
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The article describes the logic of the development of the model SKQIiSPEC (“Personality diamond”), including basis of its 
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1. Введение

Цифровая трансформация образования и расту-
щий запрос на персонализацию в образовании на 
основе проявления образовательной субъектности 
актуализируют необходимость адекватных подходов 
к оценке образовательного результата: артикуляции 
самого понятия, определения структуры характери-
зующих его параметров и выбора соответствующих 
измерителей его качества. Исследования авторов 
в области цифровизации образования [1], выявления 
и развития образовательного запроса как проявле-
ния образовательной субъектности доопределили 
базовые понятия «образование», «обучение», «под-
готовка» «грамотность», а также понятия «цифровые 
следы», «портфолио» и «цифровой профиль» как 
перспективные средства фиксации и оценки обра-
зовательных результатов и продвижения ученика/
студента по образовательному маршруту.

Долгое время модели оценок строились на про-
стых уровневых рубрикаторах балльных оценок 
(самый популярный вариант — пятибалльный). На-
личие простого балла приводит к измерительному, 
сравнительному подходу при оценивании, что по-
рождает субъективизм или отношение к оценке как 
«больше/меньше», «лучше/хуже». Модели критери-
альной оценки с детальным описанием требований 
по каждому критерию позволяют оценивать образо-
вательную деятельность более объективно, но про-
дуктивны там, где трудозатраты на их применение 
соответствуют уровню сложности образовательной 
деятельности [2]. Проблематизация критериального 
оценивания образовательной модели Международ-
ного бакалавриата (IB)* выявляет инверсию целей 
модели на практическом применении [3]. На кон-
ференции ММСО-2021 эксперты обсуждали кейсы 
расхождения целей разработки многокомпонентного 
образовательного профиля и опыта его применения**. 

* Кушнир М. Подводные камни MYP// cogito, ergo sum. 
2008. http://medwk.blogspot.com/2008/07/myp3keys.html

** Кушнир М. Цифровой профиль в образовании // cogito, 
ergo sum. 2021. https://medwk.blogspot.com/2021/10/
mmco-profile.html

В частности, определенные сложности испытывает 
проект Europass*** (по оценке и развитию языковых 
компетенций ЕС) — по причине избыточной слож-
ности моделей оценки [4]. Результаты экспертных 
дискуссий показывают, что часто важна именно 
качественная оценка образовательных результатов 
(и ее достаточно), а для содержательного анализа 
требуются специализированная модель, рефлексия 
или их комбинация. Оценка компетенций (как готов-
ности к деятельности) требует разработки для каж-
дого конкретного вида деятельности своей модели 
компетенций и сопоставления с ней демонстрируе-
мых учеником/студентом способностей. Компетент-
ностные оценки мотивируют к тому, чтобы реально 
овладевать содержанием образования, а не ограни-
чиваться заучиванием информации об изучаемых 
моделях и явлениях, освоением типовых задач [5]. 
Однако компетенции являются динамичными сущ-
ностями, сложными для формулирования, измере-
ния и совмещения разных моделей****. Как отмечалось 
в [1], «образование» рассматривается как построение 
субъектом собственной картины мира, а «подготов-
ка» — как приобретение средств деятельности. Для 
именно образования модель следует строить на таких 
метакомпетенциях, как:

•	 способность коллективно проектировать раз-
личные объекты;

•	 способность достраивать/преобразовывать себя 
и функции для реализации спроектированного 
объекта;

•	 способность со-организовываться для вы-
полнения присвоенных функций наилучшим 
образом;

•	 способность рефлексивно оформлять знания 
и средства деятельности.

Существенной оказывается способность субъекта 
работать с будущим [6, 7]. При таком подходе ком-
петенция рассматривается как способность субъекта 
осуществить преобразование деятельности «вместе 

*** Europass // European Union. https://europa.eu/europass/en
**** Кушнир М. ЗУН2 против компетенций // Учительская 

газета. 21 декабря 2018 года. https://ug.ru/mihail-kushnir-
moskva-zun2-protiv-kompetenczij/

The purpose of the research described in the article is to develop a model of the educational personality profile for managing 
educational activity and the development of personal potential, adequate for supporting educational agency.

Novelty of the suggested approach is represented by developed structure of educational profile of a student SKQIiSPEC and its 
specially selected elements. The model is synthesized on the basis of the following key ideas: (1) model of personality competence iSPEC, 
(2) model of “education” via semiotic systems, (3) distinguishing of competences via types of solved tasks and (4) distinguishing of 
main activity type. The model integrates selected ideas with qualitative differences opposite to comparing evaluations. Therefore, 
“Personality dimond” provides sufficient depth and conciseness for monitoring of navigation of a student on its individual/collectively-
individual educational track as well as for creation of possibility to be used in various systems for assessing educational results.

Practical significance of model SKQIiSPEC is based on potential usage for mapping of educational ambitions and demands of 
personality, creation of educational strategies for collective-individual and individual tracks, organization of personal educational 
logistic. The usage of digital technologies enables automatisation of educational profile model for educational activities’ management.
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с собой» [8]. Важно, что для рынка труда модель при-
кладных компетенций удобна и применим подход 
адаптации человека к той или иной деятельности. 
Для образования же принципиальны подход пре-
адаптации [9, 10] и концентрация на метакомпетен-
циях [11].

Таким образом, сегодня организаторам образо-
вательной деятельности доступен целый арсенал 
оценочных средств — от традиционных норматив-
ных и критериальных оценок до компетентностных 
и формирующих моделей, performance based моде-
лей* и многих других [12]. Для персонализации в об-
разовании и поддержки развития субъектности важ-
на не размерность оценочной шкалы (зачет-незачет, 
5, 10 или 100 баллов), а обеспечение всех участников 
образовательной деятельности набором данных, при-
годных как для констатирующей оценки в конце 
периода обучения, так и для оценки индивидуаль-
ной динамики и продвижения по образовательному 
маршруту субъекта [13]. Соответственно, запрос на 
продуктивные модели оценки, образовательные и/
или компетентностные профили остается актуаль-
ным [14, 15].

Система	требований	к	модели	образовательного	
профиля	ученика/студента	может	быть	сформули-
рована	следующим	образом.

1. Формальные квалификационные оценки:
•	 совместимость с традиционными норматив-

ными и критериальными моделями оценки 
образовательных результатов;

•	 обеспечение шкалами по направлениям 
оценки качественного различения образова-
тельных результатов (измерительная логика 
«лучше/хуже» допускается).

2. Неформальные оценки:
•	 пригодность модели для формирующей 

оценки;
•	 возможность фиксации личностного стиля 

носителя профиля без формальной рубри-
кации (например, уровень образовательной 
субъектности).

3. Рефлексивные оценки:
•	 пригодность модели для рефлексии учени-

ком/студентом результатов образовательной 
деятельности.

4. Общие требования:
•	 полнота представления образовательных ре-

зультатов и их достаточность для принятия 
организаторами образовательного процесса 
решения об успешности завершения этапа 
обучения и возможности выдачи соответ-
ствующего документа;

•	 возможность автоматизации сбора и об-
работки данных о ходе образовательной 
деятельности;

•	 минимальная сложность, наглядность и опе-
рационализируемость.

* Performance based модель — модель на основе анализа вы-
полняемых операций.

Требования задают структуру образовательного 
профиля, где в формальных оценках могут исполь-
зоваться традиционные варианты оценивания с фор-
мализованными рубрикаторами/дескрипторами. 
Именно поэтому в одном из требований к этой части 
профиля делается акцент на качественной градации, 
которая работает в бинарной логике, а не сравнитель-
ной и именно поэтому будет различной для разных 
моделей оценки. Ярким примером такого подхода 
с качественной градацией оценки можно считать 
модель SAM (англ. Student Achievements’ Monitor-
ing — тестовый инструмент оценки качества освое-
ния содержания и динамики учебных достижений 
школьников) [16].

Современный опыт работы с имплементацией 
новых образовательных практик показывает, что 
неформальные оценки являются развивающимся на-
правлением, для них неуместны привычные рубрика-
торы/дескрипторы, они сложнее структурированы, 
но необходимы, в частности, для работы с «гибкими 
навыками» (soft skills) [17]. Одним из вариантов та-
кой оценки может быть выявление в образовательной 
деятельности личностного стиля, который отражает 
привычный способ взаимодействия личности в кол-
лективе, в учебном процессе, в практических делах 
(например, оценка уровня субъектности и/или со-
циальная роль/позиция в коллективе) [18]. Способ 
ведения образовательного профиля может быть 
ориентирован на внешнюю оценку, на самооценку, 
а также может комбинировать оба подхода. В случае 
самооценки неформальная оценка может быть пред-
ставлена рефлексивной [19].

Рефлексивная оценка (в усиление тезисов 
о неформальной оценке) является ключевой для 
развития образовательной субъектности. Именно 
в рефлексии по результатам того или иного этапа 
образовательной деятельности фиксируются новые 
средства мышления (знания) и деятельности. При 
недостаточно развитой субъектности это направле-
ние оценки становится наиболее рискованным: для 
осуществления рефлексии ученик/студент должен 
быть достаточно мотивированным [20].

Поскольку ученик/студент является субъектом 
своего образования, у него должен быть инструмент 
самооценки и саморазвития, издержки ведения кото-
рого не должны превышать мотивации к рефлексии. 
Именно поэтому вводится ограничение на количество 
параметров и уровней оценивания в модели, их ко-
личество должно обеспечивать возможность схваты-
вания общего замысла и значений образовательного 
профиля без чрезмерных напряжений памяти или 
сложных ассоциаций. Такой подход обеспечивает 
практическую значимость и потенциальную востре-
бованность модели.

В данной статье предлагается обсудить постро-
ение модели образовательного профиля ученика/
студента для возможности реализации персональной 
образовательной логистики и соответствующую им 
авторскую модель УЗКИiSPEC (метафора — «Алмаз 
личности»).
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2. Оценка образовательных результатов

Авторская модель iSPEC разрабатывалась итера-
ционно. В [21] вводилась модель компетенций, на-
званная по начальным буквам английских терминов 
iSPEC в стиле «IQ» (англ. Intelligence Quotient — уро-
вень интеллекта). В отличие от модели эмоциональ-
ного интеллекта [22] (самопознание, саморегуляция, 
мотивация, эмпатия, социальные навыки), модель 
iSPEC ориентирована на описание всех аспектов 
развития личности и ограничена конкретным опи-
санием каждой представленной компетенции, чтобы 
обеспечить независимость оценки по каждой из них 
(табл. 1).

Параметры модели iSPEC носят более глубокий 
смысл для личностного развития нежели «компетен-
ции». Компетенциями обычно описывают конкрет-
ные специфические характеристики возможности 
деятельности. Сущности модели iSPEC носят твор-
ческий, не всегда формализуемый характер, поэтому 
в	модели	используется	понятие	«искусства»:

•	 искусство познания (картина или образ 
мира — i);

•	 искусство взаимодействия (социальная сре-
да — S);

•	 искусство развития (ценности, цели, воля — P);
•	 искусство со-чувствия (тело, чувства — E);
•	 искусство общения и продуктивной комму-

никации (передача смыслов — C).
Традиционный образовательный процесс в ло-

гике этой модели направлен преимущественно на 
сегмент познания — как освоение предусмотренных 
программой явлений, понятий, процессов, языков их 
описания, типовых заданий. Остальные искусства 
затрагиваются ситуативно, иногда в рамках вос-
питательных воздействий, чаще — вне программы.

По каждому виду искусств в модели рассматри-
ваются три	 уровня	 субъектности, вовлеченности 
в процесс (конструкт «ИРО»):

•	 «Исполнитель» — выполнение нормативных 
правил и процедур;

•	 «Разработчик» — совершенствование су-
ществующих и/или создание новых правил, 
процедур, процессов, инструментов;

•	 «Открыватель» — новые принципы и под-
ходы создания процедур, процессов, инстру-
ментов, продуктов.

Аналогией таких ролевых установок можно счи-
тать модель RGT Framework (англ. RGT — Run—
Grow—Transform — Исполнять—Развивать—Обнов-
лять) компании Gartner [23] и варианты ее развития 
за 2000-е годы, включая тримодальную органи-
зацию RCD (англ. RCD — Run—Change—Disrupt — 
Исполнять—Менять—Взламывать) (рис. 1) [4]. При 
этом концепт ИРО ориентирован на ведущие стили 
поведения личности, а модели RGT/RCD применя-
ются преимущественно в сфере управления.

Каждый из уровней субъектности концепта ИРО 
предполагает запрос личности на наиболее комфорт-
ный для нее вид деятельности (табл. 2). В уровне 
субъектности «Исполнитель» предлагается ввести 
подуровни различения по доминирующему стилю 
руководства для представителя уровня.

В детализации модели iSPEC* приведены приме-
ры уровней субъектности для каждого вида искусств 
(«компетенций» в исходной логике модели). Наибо-
лее массовым можно считать уровень, «требующий 
нормативного контроля и четких правил», который 
предполагает достаточную долю доверительности 

* Кушнир М. Модель мегакомпетенций ISPEC // cogito, ergo 
sum. 2017. http://medwk.blogspot.com/2017/03/ispec.html

Таблица 1 / Table 1
Модель компетенций iSPEC
The model of competencies iSPEC

iSPEC Компетенция
Внешние проявления

(успех)
Внутренние проявления

(счастье)

IQ IQ: интеллектуальная/когнитивная 
(владение объективными законо-
мерностями мира) (Intellectual)

Использует имеющиеся и демон-
стрирует новые знания

Имеет мотивацию приобретать 
новые знания (любит учиться)

SQ SQ: социальная (владение социаль-
ными моделями отношений) (Social)

Демонстрирует поведенческие пат-
терны, соответствующие социаль-
ным ролям

Осознает себя в системе ролей

PQ PQ: персональная/личностная (вла-
дение целями и волевым поведени-
ем) (Personal)

Способен реализовывать цели Осознает жизненные смыслы, 
ценности, цели и задачи

EQ EQ: эмоциональная (чувственное 
восприятие, понимание и проявле-
ние эмоций применительно к ситу-
ации) (Emotional)

Конструктивно реагирует на про-
явление чужих эмоций и адекватно 
проявляет свои 

Осознает свои и чужие эмоции 
и управляет ими

CQ CQ: коммуникативная (владение 
средствами и процедурами комму-
никации) (Communicative)

Выражает свои мысли с помощью 
релевантных знаковых систем

Способен понять другого с по-
мощью современных знаковых 
систем
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при наличии четких правил и уверенности в наличии 
ключевых точек контроля.

Авторы с опорой на работы П. Г. Щедровицкого 
(см., например, [24, 25]) разделяют базовые	 про-
цессы:

•	 образование — построение картины мира;
•	 обучение — освоение языка для продуктивной 

коммуникации (и грамотность как владение 
языком описания моделей картины мира);

•	 подготовка — освоение средств деятельности 
(в том числе языка как инструмента), ориен-
тирована на формирование навыков решения 
функциональных задач (продуктом подготов-
ки является возможность индивида занять 
место в системе разделения труда).

В обучении под языком понимается семиоти-
ческая система описания мира. Освоение языка на 
уровне типовых задач можно считать грамотно-
стью. В [25] выделено пять семиотических систем:

1) математика с компьютерной грамотностью и со 
всеми соответствующими этому знаковыми 
структурами;

2) бытовой язык (языки) вместе с семиотикой 
поведения;

3) экономическая семиотика в широком смысле 
слова, т. е. все знаковое обеспечение хозяй-
ственно-производственных процессов;

4) искусство как особая семиотическая система 
или ряд (комплекс, коллекция, популяция) 
таких систем;

Рис. 1. Модели ИРО и Run—Change—Disrupt

Fig. 1. Models Performer—Developer—Discoverer and Run—Change—Disrupt

Таблица 2 / Table 2

Уровни субъектности
Levels of agency

Уровень 
субъектности

Внешнее проявление 
деятельности

Внутреннее восприятие 
деятельности

Исполнитель Выполнение нормативных правил и процедур
(аналог Run)

Дискомфорт при необходимости что-то менять 
в понятном порядке деятельности.
Интересуют средства деятельности и инстру-
менты

•		требующий жесткого руководства и контроля

•		требующий нормативного контроля и четких правил

•		ожидающий доверительного ответственного управления

Разработчик Улучшение существующих и/или создание но-
вых правил, процедур, процессов, инструментов
(аналог Change)

Дискомфорт при необходимости строго выполнять 
инструкцию.
Интересуют, прежде всего, технологии и модели

Открыватель Новые принципы и подходы создания процедур, 
процессов, инструментов, продуктов
(аналог Disrupt)

Дискомфорт в ограничениях типовых процессов.
Интересуют, прежде всего, принципы и подходы 
(методы)
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5) дизайн в широком смысле слова, включая 
экранную технологию (культуру), семиотику 
города, а также принципы организации малых 
пространств и т. д.

В экспертной лекции ММСО-2021 «Разработка 
содержания открытого/дополнительного образо-
вания: методологический и предметный аспекты»* 
отмечается, что «любой язык есть, с одной стороны, 
совокупность средств и правил их использования, 
а с другой стороны, он содержит в себе мощную 
интенциональную составляющую — определенный 
класс объектов и принципов объективации» и при-
водится уже 15 типов языков:

1) естественные языки;
2) математика;
3) движение (танец);
4) музыка;
5) художественные языки (живопись, скульпту-

ра);
6) астрономия;
7) язык тела;
8) язык, на котором «говорит» природа;
9) язык социального взаимодействия;

10) логика;
11) язык экономических оценок;
12) язык пространственных форм (чертеж);
13) фотография и кинематограф;
14) язык инфографики;
15) язык схем.

Сами по себе языки не могут быть освоены без 
практических задач, ради которых появились модели 
и языки, их описывающие. Поэтому неотрывно от 
языков следует рассматривать практические резуль-
таты деятельности, которые далее будут именоваться 
как практики	созидания (технологии и творчества) 
с соответствующими уровнями освоения этих видов де-
ятельности. Результаты должны рассматриваться как 
отдельный вектор оценки. Практики созидания воз-
никают и на стадии обучения, и на стадии подготовки:

* Кушнир М. Э. Грамотность как владение языком // cogito, 
ergo sum. 2021. http://medwk.blogspot.com/2021/05/blog-
post.html

•	 на стадии обучения являются продуктом по-
нимания языка и описываемых им сущностей, 
обеспечивают закрепление владения языком;

•	 на стадии подготовки являются продуктом 
доведения владения языком до уровня вос-
требованности на рынке труда.

Формализация языков — самостоятельная и не-
однозначная задача, сопоставимая с построением 
модели компетенций. Языки описывают модели 
процессов, явлений, способов решения, поэтому 
на практике проще опираться на уже устоявшиеся 
структуры описания сфер деятельности. Традицион-
но они покрываются устоявшимся спектром учебных 
дисциплин, курсов. Авторы допускают применение 
вместо «языков» традиционных учебных курсов, 
а терминология модели заставит задумываться о язы-
ках этих курсов как уникальных семиотических 
системах, а также наблюдать за применением языков 
в разных сферах.

В ходе работы над моделью образовательного 
профиля ученика/студента применялась логика раз-
личения уровней практики как способность решения 
типовых и нетиповых задач, которые способен решать 
человек (по И. М. Фейгенбергу [26]). В частности, 
освоивший в ходе образовательного процесса типо-
вые задачи получит определенную квалификацию, 
но нетиповые задачи решить не сможет. Однако на 
каждой из градаций функционально значимо разли-
чение аспектов понимания сути процессов и навыков 
продуктивной деятельности. Эти два функционально 
значимых уровня смыслового различения сформи-
ровали краткий и практичный четырехуровневый 
дескриптор уровней освоения деятельности (табл. 3).

3. Модель УЗКИiSPEC («Алмаз личности»)

Объединив базовую модель iSPEC, уровни субъ-
ектности, уровни готовности к деятельности, систему 
языков и уровни практики, мы получили конвергент-
ную модель образовательного профиля УЗКИiSPEC 
(рис. 2).

Название сформировано из аббревиатур града-
ций уровня практики/освоения (Умение, Знание, 

Таблица 3 / Table 3

Уровни освоения как уровни готовности к освоению деятельности
Mastery levels as levels of readiness for activity

Уровень освоения Внешнее проявление деятельности Внутреннее восприятие деятельности

Информированность Рассказ о модели на адекватном языке описания Развитие картины/образа мира

Квалификация Решение типовых задач на основе типовых мо-
делей

Готовность к сертификации на способ-
ность решать типовые задачи

Знание Решение нетиповых задач на основе типовых 
моделей

Компетентность по теме

Умение Выполнение социально востребованных задач Готовность к самостоятельной и ответ-
ственной работе, к ситуативным пробле-
мам с удержанием целей и сроков выпол-
нения работы
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Квалификация, Информированность — см. табл. 3) 
и названия модели iSPEC. Ее визуализация в фор-
ме октаэдра определила метафорическое название 
«Алмаз личности» и символизирует ненаправленный 
базис «Языки» х «Искусства» и два направленных 
вектора усложнения каждого элемента базиса: 
«Практики созидания» и «Субъектность». Плоскость 
базиса «Языки» х «Искусства» следует восприни-
мать как пространство развития. Это зоны наличия 
и отсутствия представлений субъекта об искусствах 
и языках их описания или, наоборот, о языках и опи-
сываемых ими искусствах.

По вертикали каждую из областей освоения кар-
тины мира можно оценивать по шкале субъектности 
(вверх) и по шкале уровня освоения (вниз). При этом 
каждое из вертикальных направлений оценки делит-
ся на уровни типовых и нетиповых задач. Для оценки 
субъектности такое деление продуктивно, поскольку 
контролируемые и нормативные исполнители не 
выходят за рамки инструкций. За рамки инструкций 
может выйти ответственный «Исполнитель», зна-
ющий о существовании типовых способов решения 
поставленной задачи. Он не может создать новые 
приемы (на что способен «Разработчик») и тем более 
новые методы, что увлекает «Открывателя».

Для удобства оперирования моделью область 
«Языки» структурирована на группы:

•	 языки науки (логики и научного описания 
природы);

•	 языки искусства (чувственное описание впе-
чатлений и переживаний);

•	 языки управления (техникой и людьми).
В частности, естественные языки могут использо-

ваться и для описания явлений в научном контексте, 

и для воздействия на чувства, и для управления. Тем 
не менее под первичной направленностью естествен-
ных языков здесь подразумевается воздействие/
руководство другими людьми. Языки чертежей 
и схем еще более органично стоит относить к языкам 
управления, поскольку они предназначены преиму-
щественно для инструктирования и подготовки про-
цедурных действий. Языки живописи, скульптуры, 
танца, музыки — это языки искусства.

Использование цифровых технологий позволяет 
автоматизировать использование модели образова-
тельного профиля для управления образовательной 
деятельностью.

4. Заключение

Представленная модель образовательного профи-
ля УЗКИiSPEC («Алмаз личности») синтезирована из:

•	 модели компетенций личности iSPEC;
•	 модели обучения как освоения семиотических 

систем П. Г. Щедровицкого;
•	 различения компетентности по типу решаемых 

задач И. М. Фейгенберга;
•	 различения ведущего способа деятельности 

ИРО/RGT/RGD;
•	 а также авторской детализации исполнитель-

ского уровня модели ИРО и общей визуализа-
ции в виде октаэдра.

Практическая значимость модели УЗКИiSPEC 
заключается в возможности использования для 
картирования образовательных амбиций и запросов 
личности, выстраивания образовательных стратегий 
и индивидуальных/коллективно-индивидуальных 
образовательных маршрутов, организации персо-

Рис. 2. Модель образовательного профиля «Алмаз личности»

Fig. 2. The model of the educational profile “Personality Diamond”
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нальной образовательной логистики. Визуально это 
будет представлено как «наполнение алмаза» и на-
глядно (качественно) покажет области освоенности, 
позволит строить стратегии развития. Базис «Язы-
ки» х «Искусства» образует пространство развития 
субъекта в контексте его представлений об искус-
ствах и языках их описания или, наоборот, о языках 
и описываемых ими искусствах. Каждую область 
освоения картины мира (искусства iSPEC) можно 
ранжировать по шкале субъектности (см. табл. 2) 
и по шкале уровня освоения (см. табл. 3). При этом 
каждое вертикальное направление делится на типо-
вые задачи и задачи, выходящие за рамки типовых.

Модель УЗКИiSPEC содержит ключевые направ-
ления для мониторинга развития личности:

•	 по сферам развития (языки);
•	 по уровням субъектности;
•	 по уровням освоения (в интеллектуальной/

когнитивной, социальной, волевой, эмоцио-
нальной и коммуникационной областях).

Когнитивное направление («i») может быть 
представлено традиционными результатами оценки 
успеваемости (все положительные оценки могут быть 
автоматически зачтены на уровне «квалификацион-
ный»). Остальные направления iSPEC заполняются 
в результате гармонизации рефлексии субъекта 
завершенного этапа образовательной деятельности 
и «внешних» данных (оценки педагогов, автомати-
ческие оценки обучающих систем, социометрика 
и пр.).

Использование в модели качественных измери-
телей по сформулированным критериям (например, 
«типовые» и «нетиповые» задачи, уровни субъект-
ности, спектр языков и искусств) задает интенцию 
на гармоничное всестороннее развитие личности 
как ответ на вызовы сложности, разнообразия и не-
определенности. В ходе дальнейших исследований 
возможна доработка модели в части введения па-
раметризации (количественных) измерителей по 
критериям модели без потери ее лаконичности и до-
ступности оперирования ею.
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Аннотация
В статье обоснована актуальность совершенствования подготовки будущих учителей информатики для работы с одаренными 

детьми в соответствии с запросами общества в условиях новых образовательных стандартов. Приведен анализ трудов отечественных 
и зарубежных авторов, посвященных исследованиям в рассматриваемой области. Представлено краткое описание разработанного 
одним из авторов статьи специального модуля «Работа учителя информатики с одаренными детьми», включенного в рабочую 
программу дисциплины «Методика обучения информатике». Приведены сравнительные результаты входного и выходного ан-
кетирований студентов, позволяющие выявить у будущих педагогов уровень знаний психологических особенностей детей с вы-
сокими образовательными потребностями, а также уровень предметной и методической подготовленности к работе с указанной 
категорией школьников. Описаны результаты исследования личностных качеств участников педагогического эксперимента, 
полученные с помощью тестовых методик диагностики. В процессе экспериментальной работы обоснована эффективность со-
четания в рамках одного курса психологического, предметного и методического компонентов подготовки будущего учителя 
информатики к образовательной деятельности с одаренными учащимися. Результаты исследования могут представлять интерес 
для преподавателей и методистов учреждений высшего и среднего образования, курсов повышения квалификации учителей.

Ключевые слова: специальные способности будущих учителей информатики, подготовка педагогов к работе с одаренными 
детьми, одаренные школьники.
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Abstract
The article substantiates the relevance of improving the training of future informatics teachers to work with gifted children in 

accordance with the needs of society in the context of new educational standards. The analysis of the works of domestic and foreign 
authors devoted to research in the area under consideration is presented. A brief description of a special module “Work of an informatics 
teacher with gifted children”, developed by one of the authors of the article, is presented and included in the work program of the 
discipline “Methods of teaching informatics”. The comparative results of the input and output questionnaires of students are given, 
which make it possible to identify the level of knowledge of the psychological characteristics of children with high educational needs 
among future teachers, as well as the levels of subject and methodological readiness to work with this category of pupils. The results 
of the study of the personal qualities of the participants in the pedagogical experiment, obtained using test diagnostic techniques, are 
described. In the process of experimental work, the effectiveness of the combination within the framework of one course of psychological, 
subject and methodological components of training of a future informatics teacher for educational activities with gifted pupils has 
been substantiated. The results of the study may be of interest to teachers and methodologists of institutions of higher and secondary 
education, courses of advanced training for teachers.
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1. Введение

В условиях социально-экономических преоб-
разований, происходящих в современном обществе, 
наблюдаются глобальные изменения в сфере инфор-
мационных технологий. Для развития ИТ-индустрии 
в нашей стране требуются не просто грамотные специ-
алисты, но талантливые, творческие люди, способные 
совершить прорыв в различных областях. К современ-
ному преподавателю-предметнику предъявляются 
важные требования по целенаправленной органи-
зации педагогической деятельности с одаренными 
учащимися [1]. В федеральных государственных обра-
зовательных стандартах высшего образования нового 
поколения указано, что в результате обучения в вузе 
выпускник педагогического направления бакалаври-
ата должен уметь организовать учебную деятельность 
детей с особыми образовательными потребностями 
с учетом их психологических особенностей [2].

Анализу психологии одаренности посвящены 
работы многих российских и зарубежных ученых. 
В частности, отечественные исследования Б. М. Те-
плова и С. Л. Рубинштейна, посвященные изучению 
способностей человека, представлены в книге [3]. 
Коллективом авторов под руководством Д. Б. Бого-
явленской разработана «Рабочая концепция ода-
ренности», раскрывающая понятие одаренности 
с опорой на теоретические положения отечественной 
психологии и определяющая ключевые принципы 
выявления, обу чения и развития талантливых де-
тей [4]. В качестве примеров зарубежных концепций 
одаренности можно выделить теорию Дж. Рензулли, 
мультифакторную модель Ф. Монкса, а также модель 
К. Хеллера [3, 5, 6].

Учащиеся с высокими образовательными потреб-
ностями отличаются повышенной любознательно-
стью, ярко выраженным интересом к тому или иному 
виду деятельности, склонностью к познавательной 
неопределенности, высокой критичностью к резуль-
татам собственного труда, диссинхронией в темпах 
развития различных качеств личности, иногда на-
личием трудностей в коммуникации со сверстниками 
и педагогами. Учитывая вышесказанное, можно сде-
лать вывод, что учителю информатики необходимы 
не только углубленные предметные знания и умения, 
выходящие за рамки школьной программы, но и пси-
хологическая готовность сопровождать таких детей 
в процессе их развития. Вопросами профессиональной 
подготовки будущих учителей информатики занима-
лись многие ученые-исследователи: С. Г. Григорьев, 
В. В. Гриншкун, А. А. Кузнецов, М. П. Лапчик, 
М. И. Рагулина, И. Г. Семакин, Е. К. Хеннер и др. 
[7–11]. В их работах раскрываются различные содер-
жательные и организационные подходы к преподава-
нию дисциплин образовательной программы будущих 

педагогов. Отдельные аспекты психолого-педагоги-
ческой подготовки учителей к сопровождению ода-
ренных детей описываются в работах Н. А. Глузман 
[12], Е. В. Голубничей [13], А. В. Золотаревой [14], 
М. М. Кашапова [15], Й. Словика с соавторами [16]. 
В статье Д. О. Куулар, М. И. Рагулиной, М. П. Лап-
чика [17] и диссертационной работе Д. О. Куулар [18] 
раскрывается опыт обучения будущих бакалавров 
образования особенностям выявления и поддержки 
школьников, одаренных в ИТ-сфере. Однако пробле-
ма подготовки педагогов для работы с талантливыми 
детьми в области информатики еще недостаточно 
исследована и нуждается в дальнейшем изучении.

Международное исследование «Worldwide provi-
sion to develop gifts and talents» [19], проведенное 
в 2010 году Фондом развития образования Велико-
британии, показало, что ограниченные способности 
учителя снижают эффективность обучения детей 
с высокими образовательными потребностями. Соот-
ветственно, необходимо совершенствовать методику 
подготовки будущих педагогов к работе с одаренны-
ми учащимися. Отметим также, что анализ страте-
гий обучения математике и исследований проблем 
образования, включая учебную деятельность детей 
с особыми образовательными потребностями, про-
веден в работах [20–24].

2. Методы

Методология исследования опирается на обобще-
ние педагогического опыта обучения студентов в ву-
зах (С. Г. Григорьев, В. В. Гриншкун [7], И. В. Левчен-
ко, О. Ю. Заславская, Л. М. Дергачева [25], Т. А. Бо-
роненко [26], З. Д. Жуковская [27], М. А. Коджешау 
[28], Т. Г. Мороз [29], Г. А. Федорова [30]). В процессе 
экспериментальной работы использовались методы 
эмпирического исследования: анкетирование, тести-
рование, педагогический эксперимент.

Для формирования профессиональной компе-
тентности будущих педагогов одним из авторов 
статьи был разработан и реализован модуль	 «Ра-
бота	учителя	информатики	с	одаренными	детьми»	
в	 рамках	 курса	 «Методика	 обучения	 информати-
ке», содержащий психологический, предметный 
и методический компоненты подготовки студентов 
к работе с талантливыми детьми. Электронная под-
держка курса реализована с помощью системы дис-
танционного обучения Moodle и других платформ 
сети Интернет, применяемых в системе образования.

Для изучения личностных качеств участников 
эксперимента использовались методики диагности-
ки интеллектуальных способностей: тест Айзенка 
и прогрессивные матрицы Равена, а также тесты на 
определение психологической готовности будущего 
учителя к работе с одаренными детьми.

Keywords: special abilities of future informatics teachers, training teachers to work with gifted children, gifted pupils.
For citation:
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Для обоснования эффективности предлагаемого 
в статье методического подхода использовалось так-
же сравнение результатов входного и выходного ан-
кетирований участников эксперимента, содержащих 
задания, направленные на выявление уровня пред-
метной и методической подготовки обучающихся, 
и вопросы для самооценки студентами своих знаний 
и умений для работы с талантливыми детьми.

3. Результаты

3.1. Компоненты подготовки будущего педагога 
к работе с одаренными детьми

Как отмечает Н. А. Глузман в работе [12], под-
готовка будущего педагога к работе с одаренными 
детьми должна содержать следующие компоненты: 
когнитивный, процессуально-деятельностный, 
аксиологический, мотивационный, личностный. 
Для осуществления успешной профессиональной 
деятельности учителю, в частности, необходимы 
интеллектуальные способности, психологические, 
педагогические и методические знания, проектиро-
вочные, конструктивные, организаторские умения, 
понимание значимости и ценности каждой лично-
сти, стремление к развитию способностей учащихся 
и саморазвитию.

Авторами статьи ранее была проведена экспе-
риментальная работа по выявлению специальных 
способностей будущих учителей математики, фи-
зики и информатики, результаты которой отраже-
ны в статье [31]. Исследовательская деятельность 
А. В. Кожуриной в дальнейшем была тесно связана 
с выявлением специальных способностей бакалавров 
образования по профилю «Информатика» в процессе 
предметной и методической подготовки для работы 
с одаренными учащимися.

В 2020 году в Сыктывкарском государственном 
университете имени Питирима Сорокина проводи-
лась апробация	модуля	«Работа	учителя	информа-
тики	 с	 одаренными	 детьми» с участием студентов 
4-го курса направления подготовки «Педагогическое 
образование» (профиль «Математика и Информа-
тика»). Контактная работа с обучаемыми в объеме 
60 часов была реализована преимущественно в он-
лайн-формате в связи со сложной эпидемиологиче-
ской обстановкой в регионе.

3.2. Анализ входного анкетирования студентов
В рамках педагогического эксперимента прово-

дилось	входное	анкетирование	студентов,	содержа-
щее	вопросы	на:

•	 знание признаков одаренности;
•	 умение решать задачи олимпиадного уровня;
•	 понимание методики подготовки к олимпиа-

дам и конкурсам по информатике.
Знание признаков одаренности. Анализ 

ответов обучающихся показал, что на начальном 
этапе эксперимента одаренность детей и подростков 
студентами понимается как сочетание нестандарт-

ного, творческого мышления, быстрого усвоения 
изучаемого материала и высоких достижений 
в определенной сфере деятельности. Несомненно, 
по таким признакам можно распознать у ребенка 
ярко проявившуюся актуальную одаренность, но 
не все способные и талантливые дети соответствуют 
этому описанию. Одностороннее понимание данной 
проблемы показывает пробелы в знаниях студентов 
и позволяет определить направление дальнейшей 
работы с ними.

При решении задачи олимпиадного уровня	
во входном анкетировании обучаемых среднее значе-
ние оценок всех респондентов составило 74,7 балла 
из 100 возможных. То есть можно отметить, что 
у студентов сформировались хорошие навыки при 
составлении и программировании алгоритмов.

Будущие учителя информатики выделили 
следующие методические особенности подго-
товки учащихся к олимпиадам:

•	 необходимость формирования у школьников 
устойчивых навыков алгоритмизации и про-
граммирования — 100 % студентов;

•	 умение анализировать текст задачи — 13,3 %;
•	 актуализация необходимых математических 

знаний — 27 %.
Для	 оценки	 методических	 способностей	 сту-

дентов во входном анкетировании предлагалось со-
ставить краткую программу подготовки школьника 
к выполнению конкурсного задания чемпионата 
профессионального мастерства WorldSkills Russia 
Juniors по компетенции «Веб-дизайн и разработка». 
Следует отметить, что у будущих учителей воз-
никли трудности в определении знаний и умений, 
необходимых для выполнения такого задания. 
Полученные результаты обозначили проблему ча-
стичного несоответствия уровня подготовки студен-
тов в области информатики запросам современной 
ИТ-сферы.

На начальном этапе экспериментальной работы 
будущим педагогам предлагалось оценить 
свои знания и умения в области деятельности 
с одаренными детьми	по трехбалльной шкале:
 0 — совсем нет;
 1 — присутствуют в некоторой степени;
 2 — присутствуют в полной мере 
по следующим показателям:
 I — знание психологических особенностей ода-

ренных детей;
 II — владение методами диагностики одаренно-

сти;
 III — знание методов, форм и средств работы с ода-

ренными детьми;
 IV — умение разработать программу развития 

способностей одаренного ребенка;
 V — знание перспективных направлений разви-

тия предметной области «Информатика»;
 VI — углубленное изучение курса информатики 

в школе;
 VII — владение информацией о мерах выявления 

и поддержки талантливых детей в России.
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Средние значения показателей самооценки обу-
чаемых по вышеуказанной трехбалльной шкале 
в дальнейшем представлены в статье в сопоставлении 
с результатами выходного анкетирования.

Для	выявления	интеллектуальных	способностей	
студентов использовались следующие методики диа-
гностики: тест Айзенка* и прогрессивные матрицы 
Равена**. Результаты диагностики уровня интеллекта 
участников эксперимента представлены в табли-
це 1. Анализ результатов в целом позволяет сделать 
вывод о высоких интеллектуальных способностях 
студентов, что, несомненно, может позволить им 
в дальнейшем успешно осуществлять профессиональ-
ную деятельность и работать с детьми с высокими 
образовательными потребностями.

Для	 выявления	 личностных	 качеств	 будущих	
педагогов использовались «Тест по определению 
склонности учителя к работе с одаренными детьми» 
(А. И. Доровской***) и тест «Насколько хорошо вы 
разбираетесь в проблеме воспитания одаренности?» 
(В. С. Юркевич****). Применяемые методики выявили, 
что у всех студентов присутствует склонность к рабо-
те с талантливыми школьниками, но для успешного 
осуществления такой деятельности им потребуются 
дополнительная мотивация и навыки активной само-
регуляции в интеллектуальном процессе.

Выяснилось, что в проблеме воспитания одарен-
ности 33,3 % респондентов разбираются на невы-
соком уровне, им необходима дополнительная под-
готовка в указанном направлении, а 46,7 % и 20 % 

* Альманах психологических тестов. М.: КСП+, 1995. 397 с.
** Равен Д. К., Корт Д., Равен Д. Руководство к Прогрессив-

ным Матрицам Равена и Словарным Шкалам: практиче-
ское пособие. М.: Когито-Центр, 2012. 144 с.

*** Доровской А. И. Дидактические основы развития одарен-
ности учащихся: учебное пособие. М.: Российское педаго-
гическое агентство, 1998. 209 с.

**** Юркевич В. С. Одаренный ребенок: Иллюзии и реальность: 
Книга для учителей и родителей. М.: Просвещение: Учеб. 
лит., 1996. 128 с.

студентов показали соответственно средний и вы-
сокий результаты, что свидетельствует о наличии 
в первом случае некоторых пробелов в понимании 
особенностей детей с высокими образовательными 
потребностями, которые целесообразно устранить 
в дальнейшем в ходе теоретической и практической 
подготовки будущих педагогов.

3.3. Тематика учебных материалов модуля 
«Работа учителя информатики с одаренными 
детьми»

Проведенная диагностика показала, что в струк-
туру модуля «Работа учителя информатики с ода-
ренными детьми» необходимо включить психологи-
ческий, предметный и методический компоненты 
содержания обучения.

Тематика учебных материалов, разработанных 
и использованных для реализации в образователь-
ном процессе модуля «Работа учителя информатики 
с одаренными детьми», указана в таблице 2.

Модуль «Работа учителя информатики с одарен-
ными детьми», включенный в электронный курс 
«Методика обучения информатике» на базе системы 
дистанционного обучения Moodle Сыктывкарского 
государственного университета, спроектирован для 
компьютерной поддержки контактной и самостоя-
тельной работы студентов. На рисунке 1 представ-
лена главная страница курса.

Занятия со студентами по тематическим мате-
риалам модуля проводились в онлайн-режиме с ис-
пользованием СДО Moodle, мессенджера Discord 
и Google Диска. Лекции, представленные в виде 
текстового документа и видеоматериалов, а также 
практические задания размещались в системе дис-
танционного обучения. По каждой практической 
работе сначала проводился инструктаж с помощью 
Discord, затем студенты самостоятельно выполняли 
задания, результаты которых совместно обсуждались 
с помощью мессенджера.

Таблица 1 / Table 1

Результаты исследования интеллектуальных способностей студентов 4-го курса направления подготовки 
«Педагогическое образование»
The results of the study of the intellectual abilities of 4th year students of the direction of training 
"Pedagogical education"

Прогрессивные матрицы Равена Тест Айзенка

Уровень интеллекта
Доля студентов 

с указанным уровнем 
интеллекта, %

Уровень 
интеллектуальных 

способностей

Доля студентов 
с указанным уровнем 

интеллектуальных способностей, %

Высокий интеллект 21,4
Высокий 69,2

Интеллект выше среднего 64,3

Средний 30,8Средний интеллект 14,3

Интеллект ниже среднего 0

Низкий 0
Низкий интеллект 0
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Тематика	практических	занятий	предполагала	
следующую	образовательную	деятельность.

Практическая работа «Тесты умствен-
ного развития».	В ходе выполнения заданий сту-
денты изучали структуру и разновидности тестов 
умственного развития, а также самостоятельно оце-

нивали собственный уровень интеллекта с помощью 
таких психологических тестов, как прогрессивные 
матрицы Равена и тест Айзенка.

Практическая работа «Нормативные 
документы, сопровождающие проведение 
мероприятий по работе с одаренными деть-
ми».	Занятие было посвящено изучению норматив-
ных документов: «Порядок проведения олимпиад 
школьников», «Перечень олимпиад школьников 
и их уровни», а также федерального и регионального 
перечней олимпиад, иных интеллектуальных, твор-

Таблица 2 / Table 2

Тематические материалы модуля «Работа учителя информатики с одаренными детьми»
Thematic materials of the module "work of an informatics teacher with gifted children"

Компоненты содержания обучения Тематические материалы для реализации модуля

Психологический компонент •			Лекции «Одаренность. Работа с одаренными детьми», «Диагностика детской 
одаренности».

•			Видеолекция «Инновационные стратегии работы с одаренными детьми 
и подростками»*.

•			Практическая работа «Тесты умственного развития»

Предметный компонент •			Практическая работа «Решение олимпиадных задач».
•			Проект по созданию веб-сайта (начальный этап)

Методический компонент •			Практическая работа «Нормативные документы, сопровождающие про-
ведение мероприятий по работе с одаренными детьми».

•			Практическая работа «Программа подготовки школьника к участию в олим-
пиаде или конкурсе».

•			Видеолекция «Методологические основы организации проектной и иссле-
довательской деятельности школьников»**

* Лекции В. С. Юшкевич: https://www.youtube.com/
watch?v=bWGtgcCIvps

** Лекции А. Н. Юшкова: https://www.youtube.com/
watch?v=-jLMfge4Cjg; https://www.youtube.com/
watch?v=5P69NRhyNkc

Рис. 1. Главная страница модуля «Работа учителя информатики с одаренными детьми»

Fig. 1. The main page of the module “Work of an informatics teacher with gifted children”



37

Popov N. I., Kozhurina A. V. Research of special abilities of future informatics teachers… • 2021;36(8):32–40
ISSN 0234-0453 • INFORMATICS AND EDUCATION • 2021 • Volume 36 No 8

ческих конкурсов и мероприятий. Студенты изучали 
и анализировали положения к различным конкурсам 
и олимпиадам, связанным с информатикой. Резуль-
таты выполнения работы предполагали составление 
общей таблицы, содержащей информацию о сроках 
и требованиях к участникам мероприятий, прово-
димых на федеральном и региональном уровнях.

Практическая работа «Решение олимпи-
адных задач».	 Опираясь на выполнение преды-
дущей работы, студенты анализировали и решали 
олимпиадные задачи по информатике для учащихся 
V—VIII классов.

Практическая работа «Программа подго-
товки школьника к участию в олимпиаде или 
конкурсе». С использованием специальной методи-
ческой литературы студентам предлагалось составить 
программу подготовки школьника (V—VIII классов) 
к участию в выбранном конкурсе или олимпиаде.

Проект по созданию веб-сайта (начальный 
этап).	Цель данной работы заключалась в форми-
ровании у студентов навыков участия в разработке 
ИТ-проекта. Студентам предлагалось разработать 
совместно веб-сайт, содержание которого было 
определено в ходе коллективного обсуждения с по-
мощью методики «мозговой штурм». Участники 
разделялись на три группы: дизайнеры, фронтенд-
разработчики, бэкенд-разработчики и составляли 
совместный план работы над проектом. Студенты 
самостоятельно изучали вопросы, связанные со своей 
областью ответственности в проекте, и докладывали 
о результатах работы на регулярно проводимых он-

лайн-занятиях, в ходе которых также обсуждались 
пути взаимодействия между группами и вносились 
коррективы в общий план деятельности. В работе 
над проектом участвовал специалист по разработке 
сайтов, выполнявший роль консультанта. Общение 
участников проекта, обмен материалами и обсужде-
ния проводились с помощью мессенджера Discord, 
материалы проекта размещались на Google Диске. 
Для «мозгового штурма» использовалась интерак-
тивная доска Miro (https://miro.com/). Планиро-
вание задач проекта было выполнено с помощью 
построения диаграмм Ганта в приложении Gantter 
(http://google.gantter.com/). Все указанные серви-
сы предполагают совместный доступ к материалам, 
а также работу студентов и преподавателя в реальном 
времени. На рисунке 2 проиллюстрирована виртуаль-
ная доска с результатами обсуждения темы проекта.

3.4. Сравнение результатов входного 
и выходного анкетирования студентов

Одно из оцениваний результатов обучения бу-
дущих преподавателей информатики проводилось 
с использованием метода анкетирования. Вопросы, 
включенные во входную и выходную анкеты, в целом 
были аналогичными.

По	результатам	сопоставления	ответов	респон-
дентов	 до	 и	 после	 проведенного	 обучения	 можно	
констатировать	следующее:

•	 Знания студентов о психологии одарен-
ных учащихся расширились, при этом после 
завершения обучения по модулю наблюдалось 

Рис. 2. Виртуальная доска с результатами обсуждения темы проекта

Fig. 2. Virtual board with the results of the discussion of the project topic
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более глубокое понимание специфических лич-
ностных качеств детей, относящихся к данной 
категории.

•	 Среднее значение оценок решения участни-
ками эксперимента задачи олимпиадно-
го уровня составило 86,7 балла, что на 12 бал-
лов выше усредненной оценки, полученной на 
начальном этапе исследования.

•	 Методические проблемы	 респондентами 
были раскрыты более развернуто, прослежива-
лось понимание будущими педагогами особен-
ностей работы с одаренными школьниками.

Результаты самооценки студентами 
своих знаний и умений в сфере работы с ода-
ренными детьми по сравнению с аналогичными 
показателями во входном анкетировании представ-
лены на рисунке 3. (Показатели самооценки буду-
щих учителей, отмеченные на диаграмме римскими 
цифрами, были описаны ранее.)

Анализ результатов, проиллюстрированных на диа-
грамме (рис. 3), позволяет сделать вывод о повышении 
средних значений показателей самооценки студентов 
в сфере работы со школьниками с высокими образо-
вательными потребностями после изучения модуля 
«Работа учителя информатики с одаренными детьми».

4. Выводы
Требование общества об увеличении количества 

высококвалифицированных специалистов в ИТ-
сфере на начальном этапе в рамках непрерывной 
системы «школа—вуз» связано с необходимостью 
повышения качества предметной и методической 
подготовки будущих учителей информатики для 
работы с одаренными детьми, с потребностью в педа-
гогах, способных обучать школьников информатике 
на высоком профессиональном уровне.

Отметим, что анализ результатов проведенной 
экспериментальной работы подтверждает эффек-
тивность сочетания в процессе обучения студентов 
психологического, предметного и методического 

компонентов в рамках одной дисциплины. Кроме 
того, значимой является проблема исследования спе-
циальных способностей будущих учителей информа-
тики. Знание психологии одаренности, умение пла-
нировать и организовать деятельность школьников 
с высокими образовательными потребностями с уче-
том их особенностей, а также изучение современных 
информационных технологий на углубленном уровне 
являются важными составляющими профессиональ-
ной подготовки учителя информатики.
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Аннотация
В настоящее время в ряде образовательных организаций в России и за рубежом, в том числе и в Национальном исследова-

тельском университете «МЭИ» внедряется европейская модель совершенствования EFQM, призванная анализировать и улучшать 
образовательную, научную и другие виды деятельности кафедр. В соответствии с этой моделью каждой кафедре университета 
присваивается балл, равный сумме баллов по двум группам критериев: критериев из группы возможностей и критериев из 
группы результатов. Для получения таких оценок комиссия, состоящая из внешних экспертов, асессоров EFQM и сотрудников 
университета, проводит встречи с заведующими кафедр. По результатам обсуждения итогов встреч комиссия определяет балл 
и рейтинг кафедр в соответствии с моделью EFQM.

Целью представленной в статье работы является исследование возможности применения машинного обучения для упроще-
ния работы экспертов в части получения оценок по критериям из группы результатов.

В статье предложена система оценивания деятельности кафедр по критериям из группы результатов на основе машинного 
обучения. Разработана программа на языке программирования Python, которая оценивает деятельность кафедр по этим кри-
териям для каждой кафедры НИУ «МЭИ». Исходные данные для таких оценок программа получает из системы мониторинга 
ключевых показателей деятельности, внедренной в НИУ «МЭИ».
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Abstract
Currently, a number of educational organizations in Russia and abroad, including the National Research University “Moscow 
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heads of departments. Based on the results of the discussion of the results of the meetings, the commission determines the score and 
rating of the departments in accordance with the EFQM model.

The purpose of the work presented in the article is to study the possibility of using machine learning to simplify the work of experts 
in terms of obtaining estimates according to criteria from a group of results.

The article proposes a system for evaluating the activities of departments according to criteria from a group of results based on 
machine learning. A program in the Python programming language has been developed, which evaluates the activities of departments 
according to these criteria for each department of the MPEI. The program receives the initial data for such assessments from the 
monitoring system of key performance indicators implemented in MPEI.
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1. Введение

Эффективным инструментом улучшения ка-
чества системы управления любой организацией, 
независимо от формы собственности, сферы дея-
тельности и размера, являются модели премий в об-
ласти качества. Среди европейских организаций 
популярно применение модели Европейской премии 
качества, разработанной Европейским фондом управ-
ления качеством — European Foundation for Quality 
Management, EFQM. Эта модель и называется по на-
званию разработавшего ее фонда — модель	EFQM.

Оценка качества работы кафедр по данной модели 
проводится с целью стимулирования руководства 
к применению самооценки своей деятельности по 
критериям, отражающим современные подходы 
к управлению вузами на основе постоянного совер-
шенствования деятельности [1].

Рассматриваемая в данной статье модель	совер-
шенствования	EFQM	состоит	из	двух	групп	крите-
риев	—	«Возможности»	и	«Результаты».

Группа	 «Результаты»	 объединяет	 следующие	
критерии:

•	 результаты для потребителей;
•	 результаты для персонала;
•	 результаты для общества;
•	 ключевые результаты деятельности.
Эта группа критериев включает в себя основные 

показатели и результаты деятельности кафедры — 
чего достигла организация, используя имеющиеся 
возможности.

Выставление баллов кафедрам проводится ко-
миссией, состоящей из внешних экспертов, асессо-
ров EFQM и сотрудников университета, на основе 
данных, полученных во время проведения встреч 
с заведующими кафедр.

С внедрением в Национальном исследователь-
ском университете «МЭИ» системы мониторинга 
ключевых показателей деятельности, позволяющей 
фиксировать в базе данных численные значения по-
казателей критериев из группы «Результаты», стало 
возможным использование	математических	методов	
оценки	результатов	деятельности	кафедр.

Целью	 данной	 работы является исследование 
возможности применения моделей машинного обу-
чения для упрощения работы экспертов в части 
получения оценок по критериям из группы «Ре-
зультаты».

В качестве среды разработки использовался дис-
трибутив Python Anaconda. Выбор данной среды раз-
работки обусловлен наличием хорошо документиро-
ванных библиотек машинного обучения, обработки 
данных, построения графиков, кроссплатформенно-
стью и удобством использования.

Методы оценки деятельности кафедр исследова-
ны по каждому из критериев группы «Результаты» 
независимо друг от друга, за исключением результа-
тов для общества в связи с отсутствием на текущий 
момент данных в системе мониторинга ключевых 
показателей деятельности.

2. Методология

Существует множество типов задач машинного 
обучения. Одним из этих типов является задача 
обу чения по прецедентам [2]. Постановка задачи обу-
чения по прецедентам в общем виде формулируется 
следующим образом:

Дано конечное множество прецедентов (объек-
тов, ситуаций), по каждому из которых собраны 
некоторые данные. Требуется по этим частным 
данным выявить общие зависимости, закономер-
ности, взаимосвязи, присущие не только этой кон-
кретной выборке, но и всем прецедентам в целом, 
в том числе тем, которые еще не наблюдались [3–6].

В машинном обучении данные играют незаме-
нимую роль. Качество и количество набора данных 
влияет на эффективность обучения и прогнозирова-
ния [7, 8]. Поэтому немаловажным является этап 
подготовки имеющихся данных с помощью специ-
альных алгоритмов обработки.

В задаче оценки деятельности кафедры по крите-
риям EFQM из группы «Результаты» предполагаются 
известными множество показателей деятельности 
кафедр университета и множество экспертных оце-
нок по заданным критериям. Данная задача отно-
сится к задачам регрессии, для решения которых 
известен ряд алгоритмов, таких как, например:

•	 гребневая регрессия;
•	 градиентный бустинг деревьев регрессии;
•	 многослойный персептрон.

2.1. Гребневая регрессия
Для регрессии общая прогнозная формула линей-

ной модели выглядит следующим образом:

 ŷ = w[0] ⋅ x[0] + w[1] ⋅ x[1] + … + w[p] ⋅ x[p] + b, (1)

где:
х[0], …, х[р] — признаки для отдельной точки 

данных;
w, b — параметры модели, оцениваемые в ходе 

обучения;
ŷ — прогноз, выдаваемый моделью.
Линейные модели для регрессии можно охаракте-

ризовать как регрессионные модели, в которых про-
гнозом является прямая линия — для одного признака, 
плоскость — когда используем два признака, гипер-
плоскость — для большего количества измерений [7].

В гребневой регрессии коэффициенты w не только 
выбираются с точки зрения того, насколько хорошо 
они позволяют предсказывать на обучающих дан-
ных, они еще подгоняются в соответствии с допол-
нительным ограничением: величина коэффициентов 
должна быть как можно меньше. Это означает, что 
каждый признак должен иметь как можно меньшее 
влияние на результат и в то же время он должен по-
прежнему обладать хорошей прогнозной силой. Это 
ограничение является примером регуляризации, 
используемой для предотвращения переобучения 
модели (состояние модели, в котором она не способна 
хорошо обобщать новые данные) [9].



43

Mukanova A. R., Otsokov Sh. A. Research of the applicability of machine  learning methods… • 2021;36(8):41–51
ISSN 0234-0453 • INFORMATICS AND EDUCATION • 2021 • Volume 36 No 8

2.2. Градиентный бустинг деревьев регрессии
Дерево решений — метод представления решаю-

щих правил в определенной иерархии, включающей 
в себя элементы двух типов — узлы и листья. Узлы 
включают в себя решающие правила и производят 
проверку значения признака с целью определить 
принадлежность целевой переменной к тому или 
иному диапазону значений [10, 11].

Прецеденты попадают в узел, проходят провер-
ку и разбиваются на два подмножества: удовлет-
воряющие и не удовлетворяющие установленному 
правилу. Далее к каждому подмножеству снова 
применяется правило, процедура повторяется. Это 
продолжается до тех пор, пока не будет достигнуто 
условие остановки алгоритма. Последний узел, когда 
не осуществляется проверка и разбиение, становится 
листом.

Лист определяет решение для каждого попавшего 
в него примера. Для дерева регрессии это соответ-
ствующий листу модальный интервал целевой пере-
менной. В листе содержится подмножество объектов, 
удовлетворяющих всем правилам ветви, которая 
заканчивается этим листом [12].

Градиентный бустинг деревьев регрессии — ме-
тод машинного обучения, который объединяет в себе 
множество деревьев для создания более мощной мо-
дели. Бустинг (англ. boosting — улучшение) — это 
процедура последовательного построения компози-
ции алгоритмов машинного обучения, когда каждый 
следующий алгоритм стремится компенсировать 
недостатки композиции всех предыдущих алгорит-
мов [13, 14].

2.3. Многослойный персептрон
Многослойный персептрон — нейронная сеть, 

состоящая из нескольких слоев (L1, L2), содержа-
щих элементы — нейроны (рис. 1). Эти элементы 
сети имеют несколько входов, каждому из которых 
соответствует вес w. Нейрон, получая сигнал X, пере-
множает сигналы на веса и суммирует получившиеся 
величины, после чего передает результат другому 
нейрону или на выход сети [15].

Обучение нейросетей выбранного типа проводит-
ся по алгоритму обратного распространения ошибки. 
То есть при сравнении ответа нейросети с верным 
вычисляется ошибка, на основе которой корректи-
руются значения передаваемых нейронами весов 
«вверх» по сети — от выходов к входам [16].

Для оценки качества построенных в рамках дан-
ной статьи моделей используется метрика R2 — ко-
эффициент детерминации (величина достоверности 
аппроксимации) [17–19].

3. Результаты

В таблице 1 приведен фрагмент данных для кри-
терия «Результаты для потребителей», используе-
мых в качестве обучающей и тестовой выборки для 
построения моделей машинного обучения. Выстав-
ление балла производится на основе фактических 
значений следующих показателей: средний балл ЕГЭ 
студентов, поступивших на кафедру, доля магистров 
и доля сторонних магистров в составе ППС, доля 
целевиков и доля трудоустроенных выпускников 
кафедры по отношению к плану кафедры.

Рис. 1. Архитектура многослойного персептрона

Fig. 1. Architecture of the multilayer perceptron
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Перечисленные показатели используются в каче-
стве признаков для построения модели машинного 
обучения, а выставленный экспертами EFQM балл 
(столбец «Оценка экспертов») является целевой 
переменной.

3.1. Проверка работы 
модели градиентного бустинга деревьев регрессии

При построении моделей машинного обучения 
учитывалось влияние различных параметров, за-
даваемых для модели, на правильность ее работы. 
Для повышения точности моделей использовался ал-
горитм решетчатого поиска, который осуществляет 
перебор значений параметров в заданных диапазонах 
с заданным шагом. Алгоритм решетчатого поиска 
позволяет найти значения параметров, соответствую-
щих наибольшей точности. Выбор данного алгоритма 
обусловлен тем, что используемые в работе моде-

ли имели незначительное количество параметров 
и перебор значений этих параметров осуществлялся 
достаточно быстро.

Качество моделей проверяется на отдельной 
тестовой выборке прецедентов, и на основе этого 
выделяют лучшую модель с лучшей комбинацией 
параметров [20]. На рисунке 2 представлена тепло-
вая карта для правильности моделей, выраженной 
в виде функции двух параметров: максимальной 
глубины деревьев и их количества, используемого 
для построения модели. С помощью этих параметров 
регулируется сложность модели, чтобы избежать 
переобучения и в то же время добиться высокой 
точности.

Из представленной тепловой карты видно, что 
наилучшим значением правильности обладает мо-
дель, использующая глубину деревьев, равную 3, 
и количество деревьев, равное 40. При этом правиль-

Таблица 1 / Table 1

Значения показателей критерия «Результаты для потребителей»
Values of indicators of the criterion "Results for consumers"

Кафедра
Средний балл 

ЕГЭ
Доля 

магистров, %
Доля сторонних 

магистров, %
Доля 

целевиков, %
Доля трудоустроенных 

выпускников, %
Оценка 

экспертов

ПГТ 65,7 28,5 9,4 4,4 88,0 70

АСУТП 67,4 35,1 27,8 11,1 93,0 130

ИТФ 74,4 23,8 7,5 5,4 90,0 65

ТЭС 67,4 41,4 34,6 3,4 90,0 105

МКМ 83,2 17,4 18,5 0,7 78,0 45

Рис. 2. Визуализация работы алгоритма решетчатого поиска для модели градиентного бустинга деревьев регрессии

Fig. 2. Visualization of the lattice search algorithm for the gradient boosted regression trees model
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ность выставления балла по критерию «Результаты 
для потребителей» составила 89 %, что является при-
емлемым значением, учитывая малый объем исполь-
зуемых для обучения и тестирования модели данных.

График на рисунке 3 позволяет сравнить истин-
ные (отображены гистограммой) и предсказанные 
(отмечены треугольниками для каждой кафедры 
из тестовой выборки) результаты. Для большей на-
глядности кафедры из тестовой выборки были отсо-
ртированы в порядке увеличения балла по критерию 
«Результаты для потребителей». Исходя из формы 
кривой предсказанных баллов можно сделать вы-
вод о возможности применения данной модели для 
получения оценок работы кафедр. Однако наличие 
выбросов в предсказанных оценках не позволяет 
судить о высокой надежности модели.

3.2. Проверка работы 
модели многослойного персептрона

Модель многослойного персептрона весьма 
чувствительна к использованию данных, признаки 
которых лежат в диапазонах разного масштаба. 
Вследствие чего было принято решение использо-
вать алгоритм предварительной обработки данных, 
а именно их масштабирования таким образом, чтобы 
значения всех признаков лежали в диапазоне [0; 1].

Так же как и в случае градиентного бустинга де-
ревьев регрессии, необходимо найти набор значений 
двух некоррелирующих между собой и обеспечи-

вающих наибольшую точность модели параметров 
для многослойного персептрона. В качестве пере-
менных рассматривалось количество скрытых слоев 
персептрона и параметр alpha, посредством которого 
осуществляется регуляризация модели во избежание 
ее переобучения. Тепловая карта для правильности 
моделей, выраженной в виде функции этих двух 
параметров, представлена на рисунке 4. Параметры 
лучшей модели: количество скрытых слоев = 20, 
alpha = 1.

Правильность работы модели на тестовом наборе 
составила 90,8 %, что несколько выше модели дере-
вьев регрессии, рассмотренной выше. Необходимо 
упомянуть, что при настолько ограниченном объеме 
исходных данных имеет место случайность разделе-
ния имеющихся данных на обучающий и тестовые 
наборы. Поэтому разница правильности моделей на 
1,8 % несущественна, а высокая оценка качества по-
зволяет судить об отличной работе алгоритма.

Один из способов анализа построенной нейронной 
сети заключается в исследовании весов модели. Ви-
зуализация весовых коэффициентов, которые были 
вычислены для элементов каждого слоя, представ-
лена на рисунке 5. По данной матрице весов можно 
судить о важности признаков и корректности преоб-
разования их значений. В данном случае признаки 
имеют практически одинаковую значимость.

В таблице 2 приведены значения баллов, простав-
ленных экспертами EFQM и полученные в результате 

Рис. 3. Истинные и предсказанные оценки модели градиентного бустинга деревьев регрессии

Fig. 3. True and predicted estimates of the gradient boosted regression trees model
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Параметр alpha

Рис. 4. Тепловая карта для модели многослойного персептрона

Fig. 4. Heatmap for the multilayer perceptron model

Ч
ис

ло
 с

кр
ы

ты
х 

сл
ое

в

Столбцы матрицы весов

Рис. 5. Матрица весов, поступающих на вход нейронов скрытых слоев

Fig. 5. Matrix of weights entering the input of neurons of hidden layers

Средний балл 
ЕГЭ

Доля магистров

Доля сторонних 
магистров

Доля целевиков

Трудоустройство

Таблица 2 / Table 2

Значения истинных и предсказанных моделью многослойного персептрона баллов
Values of true scores and scores predicted by the multilayer perceptron model

Кафедра
Оценка 

экспертов
Оценка модели 

машинного обучения
Кафедра

Оценка 
экспертов

Оценка модели 
машинного обучения

ПТС 55 53,09 ЭППЭ 85 89,92

ЭЭП 60 44,68 ИТНО 90 99,39

ИЭиОТ 60 64,49 ТОТ 95 84,98

РМДиПМ 65 70,92 Эл.ст. 110 104,85

ВМСС 70 66,01 РТП и АС 120 111,94

ПГТ 70 58,01 НТ 125 139,56

ЭГТС 75 75,75 АСУТП 130 126,33
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работы модели многослойного персептрона. Графи-
ческое изображение полученных оценок показано 
на рисунке 6. На основе представленных данных 
можно оценить степень различия между оценками. 
В подавляющем большинстве прецедентов разница 
не превышает 10 баллов.

Для критериев «Результаты для персонала» 
и «Ключевые результаты» также были построены 

модели МО и проведен анализ полученных резуль-
татов (рис. 7–9).

3.3. Проверка работы 
модели гребневой регрессии

Среди рассматриваемых гребневая регрессия яв-
ляется наиболее простой в понимании и построении 
моделью. Также для обучения модели не потребова-

Рис. 6. Истинные и предсказанные оценки модели многослойного персептрона

Fig. 6. True and predicted estimates of the multilayer perceptron model

Ба
лл

 п
о 

кр
ит

ер
ию

 «
Ре

зу
ль

та
ты

 д
ля

 п
от

ре
би

те
ле

й»

 

 Количество деревьев Количество деревьев
 «Результаты для персонала» «Ключевые результаты»

Рис. 7. Тепловая карта правильности при подборе параметров для градиентного бустинга

Fig. 7. Heatmap of correctness when selecting parameters for gradient boosting
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лись поиск оптимальных параметров и масштабиро-
вание данных.

Наиболее высокие показатели правильности по-
казала модель гребневой регрессии, построенная на 

наборе данных для критерия «Ключевые результа-
ты», ее показатель правильности составил 98,8 %.

В таблице 3 представлены численные значения 
коэффициентов для каждого показателя, входящего 

 

 Параметр alpha Параметр alpha
 «Результаты для персонала» «Ключевые результаты»

Рис. 8. Тепловая карта правильности при подборе параметров для многослойного персептрона

Fig. 8. Heat map of correctness in the selection of parameters for the multilayer perceptron
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 «Результаты для персонала» «Ключевые результаты»

Рис. 9. Истинные и предсказанные оценки

Fig. 9. True and predicted estimates
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Таблица 3 / Table 3

Значения коэффициентов в модели гребневой регрессии
Coefficient values in the ridge regression model

Показатель Коэффициент

Публикации 7,851

Доля иностранных студентов 1,687

Доля иностранных преподавателей 28,141

Академическая мобильность 2,249

Платные образовательные услуги (ПОУ) 0,0217

Научно-исследовательские и опытно-конструкторские работы (НИОКР) 0,0168
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в состав критерия «Ключевые результаты», получен-
ные в результате работы модели гребневой регрессии. 
Константа регрессионной модели (1) составила 3,53. 
Эта величина является баллом кафедры при нулевом 
значении всех показателей. Как видно, она вносит не-
существенный вклад в выставляемый балл, который 
зависит в основном от величины значений показате-
лей, что соответствует принципам системы EFQM.

Представленные в таблице 3 показатели являют-
ся относительными величинами и вычислены как от-
ношение фактических значений данных показателей 
к плановым для кафедры.

Учитывая разный по масштабу диапазон значе-
ний данных для показателей (например, значение 
показателя «ПОУ» может на несколько порядков 
отличаться от показателя «Публикации»), можно 

сделать вывод о примерно равном влиянии показа-
телей на результирующую оценку, предсказанную 
моделью. График на рисунке 10 позволяет сравнить 
истинные и предсказанные результаты.

Данные в таблице 4 позволяют сравнить исполь-
зуемые модели машинного обучения с точки зрения 
правильности выдаваемых ими результатов.

Отметим, что для каждого из критериев исполь-
зуется определенный моделью EFQM набор показа-
телей. В зависимости от набора данных меняется 
и качество модели машинного обучения. Оптималь-
ным выбором для получения оценок по критерию 
«Результаты для потребителей» будет модель много-
слойного персептрона, градиентный бустинг деревьев 
подойдет при оценке по критерию «Результаты для 
персонала», а для критерия «Ключевые результаты» 

Таблица 4 / Table 4

Значения коэффициентов детерминации для сравнительного анализа качества работы моделей
The values of the coefficients of determination for the comparative analysis of the quality of the models

Критерий

Модель

Гребневая регрессия
Градиентный бустинг 

деревьев регрессии
Многослойный 

персептрон

Результаты для потребителей 0,712 0,893 0,908

Результаты для персонала 0,904 0,931 0,875

Ключевые результаты 0,988 0,583 0,961

Рис. 10. Истинные и предсказанные оценки модели гребневой регрессии

Fig. 10. True and predicted ridge regression model estimates
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наилучший результат показала модель гребневой 
регрессии.

4. Выводы

Авторами проведено исследование возможности 
применения моделей машинного обучения для упро-
щения работы экспертов в части получения оценок 
по критериям из группы «Результаты». Разработана 
программа на языке Python, включающая в себя по-
строение моделей машинного обучения, проверку 
качества их работы и подбор оптимальных параме-
тров, получение с их помощью баллов по критериям 
из группы «Результаты». Проведен сравнительный 
анализ предсказанных моделями оценок.

В ходе исследования получены три модели ма-
шинного обучения — гребневой регрессии, гради-
ентного бустинга деревьев регрессии, многослойный 
персептрон, — точность предсказанных оценок 
которых превышает 90 % для каждого из критериев 
группы «Результаты».

Опираясь на полученные результаты, можно 
сделать вывод о перспективности применения ма-
шинного обучения для оценки деятельности кафедр 
по системе EFQM.
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РАЗВИТИЕ ЦИФРОВЫХ ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ТЕХНОЛОГИЙ 
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Аннотация
Пандемия Covid-19 в марте 2020 года вынудила перестроить все образовательные процессы и как никогда раньше исполь-

зовать современные технологии, чтобы не останавливать процесс обучения на разных уровнях образования. Однако тренд на 
цифровизацию образования возник гораздо раньше, а технологии, которые использовались во время пандемии, имеют длинную 
историю. Научные исследования чаще всего рассматривают применение и эффективность цифровых технологий в образователь-
ном процессе государственных учебных учреждений, однако индустрия EdTech не ограничивается лишь сферой формального 
образования. Корпоративное обучение, дополнительное и языковое образование — одни из наиболее цифровизированных сег-
ментов рынка. В рассматриваемом в статье исследовании был проведен анализ развития образовательных технологий в России до 
пандемии. Выделены ключевые этапы цифровизации образования в России, особенности внедрения образовательных технологий 
в образовательные учреждения страны. Проведен анализ развития рынка EdTech России до пандемии, проведено сопоставление 
эволюции рынка образовательных технологий в России и за рубежом. Сделан вывод о том, что высокотехнологичная, но доволь-
но молодая и бурно развивающаяся индустрия образовательных технологий России имеет высокий потенциал долгосрочного 
развития и привлечения инвестиций. Выделены несколько сфер образования, которые были наиболее цифровизированы еще 
до пандемии, а также выявлено положительное влияние государственных инициатив и стимулов к внедрению образовательных 
технологий на индустрию EdTech в целом.

Ключевые слова: EdTech, образовательные технологии, рынок EdTech, развитие образовательных технологий в России.
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Abstract
The Covid-19 pandemic in March 2020 forced the restructuring of all educational processes and, like never before, use modern 

technologies so as not to stop the learning process at different levels of education. However, the trend towards digitalization of education 
emerged much earlier, and the technologies that were used during the pandemic have a long history. Scientific research most often 
looks at the application and effectiveness of digital technologies in the educational process of public educational institutions, but the 
EdTech industry is not limited to the field of formal education. Corporate training, additional and language education are some of the 
most digitalized market segments. The study considered in the article analyzed the development of educational technologies in Russia 
before the pandemic. The key stages of digitalization of education in Russia, the features of the introduction of educational technologies 
in educational institutions of the country are highlighted. An analysis of the development of the EdTech market in Russia before the 
pandemic is carried out, a comparison of the evolution of the market of educational technologies in Russia and abroad is carried out. 
It is concluded that the high-tech, but rather young and rapidly developing industry of educational technologies in Russia has a high 
potential for long-term development and investment attraction. Several areas of education were identified that were most digitalized 
even before the pandemic, and the positive impact of government initiatives and incentives for the introduction of educational 
technologies on the EdTech industry as a whole was revealed.

© Обухов А. С., Томилина М. В., 2021

DOI:



53

Obukhov A. S., Tomilina M. V. The development of digital educational technologies in Russia… • 2021;36(8):52–61
ISSN 0234-0453 • INFORMATICS AND EDUCATION • 2021 • Volume 36 No 8

1. Введение

Актуальность изучения образовательных тех-
нологий в 2020–2021 годах трудно переоценить. 
Вынужденный переход в онлайн, повсеместное дис-
танционное обучение, использование самых новых 
методов и практик в период пандемии стали новой 
реальностью, к которой пришлось адаптироваться 
каждому. Такие резкие и неожиданные изменения, 
несомненно, привели к бурному обсуждению техниче-
ского оснащения образовательного процесса, к поиску 
новых платформ, приложений, программного обеспе-
чения. На данный момент мы видим огромное коли-
чество работ, сфокусированных на оценке и анализе 
успешности и эффективности современных цифровых 
технологий в обучении, а также о готовности образова-
тельных учреждений и учителей к их использованию 
[1, 2]. Однако переход во всеобщий дистант был бы 
невозможен, если бы индустрия EdTech (EdTech — от 
Educational Technology — образовательные техноло-
гии, включающие цифровые и технические средства 
обучения) не развивалась до пандемии. Чтобы иметь 
возможность качественно и количественно оценить 
масштаб и особенности произошедших с марта 
2020 года изменений в образовательной среде, необ-
ходимо четко понимать, в каком состоянии индустрия 
EdTech находилась к этому моменту и какие тренды 
уже были заложены в предыдущие годы.

Образовательная система России последние годы 
усиленно движется в сторону цифровизации [3, 
с. 60–63]. Первые этапы проникновения технологий 
в образовательную систему — автоматизацию и инфор-
матизацию — наша страна прошла весьма успешно. 
Изменились принципиальные цели самой системы, на 
новый уровень вышла необходимость подготовки ком-
петентных кадров для цифровой экономики, что неиз-
бежно повлекло изменение средств и методов предостав-
ления образовательных услуг на различных уровнях 
[4, с. 22–26]. В федеральном законе «Об образовании 
в Российской Федерации» [5] и в Национальной доктри-
не образования Российской Федерации до 2025 года [6] 
изложены основные направления и цели, на которые 
вся образовательная система будет ориентироваться 
в ближайшие годы. Важным является рассмотрение 
не только цифровой трансформации государственных 
учебных учреждений, но и проектов дополнительного 
и корпоративного образования, которые занимают 
крупную долю индустрии EdTech в России.

2. Обзор исследований

Цифровая трансформация образования, т. е. 
развитие и внедрение образовательных технологий, 
последние годы становится все более актуальной 

проблемой, и из года в год появляется все больше 
научных публикаций, посвященных этой теме. Одна 
из наиболее исследованных областей здесь — внедре-
ние технологий в школы и вузы, т. е. в официаль-
ные, часто государственные учебные учреждения. 
Большинство рассматривает такие изменения как 
способ повышения продуктивности участников об-
разовательного процесса [7]. В преддверии пандемии 
была выпущена одна из фундаментальных работ 
в данной сфере — «Трудности и перспективы циф-
ровой трансформации образования» [3], в которой 
наиболее полно представлено текущее на тот момент 
состояние цифровой среды российских школ, осве-
щены основные вехи развития и внедрения EdTech 
в общий образовательный процесс, затронут также 
опыт некоторых других стран (Кореи, Финляндии, 
Сингапура). Не менее популярны научные обзоры 
существующих образовательных платформ и тех-
нологий, позволяющих повысить продуктивность 
образовательного процесса [8, 9]. Предлагаются 
и тестируются новые способы проверки и измерения 
продуктивности EdTech в школах [10]. Все более 
актуальными становятся вопросы технической ос-
нащенности школ и вузов, а также готовности педа-
гогов к использованию EdTech в своей практике и их 
компетентности в этой области [11].

Действительно, многие работы анализируют циф-
ровую трансформацию образования, однако их фокус 
сильно смещен в сторону рассмотрения государствен-
ных образовательных учреждений, видов и целей ис-
пользования EdTech именно в таких образовательных 
организациях, а также в сторону анализа эффективно-
сти таких технологий в школах. С приходом пандемии 
этот тренд усиливается, и создается впечатление, что 
цифровизация образовательного процесса приобрела 
действительно значимые масштабы лишь с начала 
марта 2020 года. Однако это спорный вопрос. Онлайн-
образование в России и сама индустрия EdTech имеют 
свои периоды развития и становления, начавшиеся 
задолго до пандемии, и играют важную роль не только 
для школ и вузов. На основе анализа динамики рынка 
EdTech можно сделать несколько значимых выводов, 
в том числе о том, что школы и вузы являются далеко 
не единственными бенефициарами цифровых образо-
вательных технологий. Также не менее важным яв-
ляется анализ зарубежных рынков EdTech, которые 
во многом опережают отечественный рынок, так как 
начали развиваться гораздо раньше.

3. Развитие EdTech в России до пандемии

На первом этапе внедрения технологий в образо-
вательную систему приоритетом была компьютерная 
грамотность населения, т. е. общая способность 
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пользоваться современными средствами в повсед-
невной жизни. В то же время проходило оснащение 
школ, учреждений среднего профессионального 
образования и вузов компьютерами и ноутбуками. 
К 1991 году в каждом четвертом образовательном 
учреждении были оборудованы компьютерные клас-
сы, а в школьной программе появились предметы, 
непосредственно знакомящие подрастающее поко-
ление с работой за ПК. К 2000-м годам, ко второму 
этапу внедрения технологий, на первый план вышло 
внедрение информационно-коммуникационных 
технологий в образовательный процесс в целом, 
а за девять лет с 2003 года Россия вышла в лидеры 
по скорости оснащения цифровыми устройствами 
образовательной системы. Эти достижения сделали 
возможным дальнейшее проникновение цифровых 
технологий в российское образование [3, c. 14–15].

Российские школы и вузы оборудованы в среднем 
не хуже европейских: на 2015 год в вузах один ПК 
приходится на четырех студентов, в организациях 
СПО — на 10 студентов, в школах — на семь обу-
чающихся [12, c. 20]. Цифровая трансформация об-
разования проявляется не только в использовании 
новых технологий в процессе обучения, но и в самой 
концепции развития системы образования, в целях, 
которые ставят перед собой стейкхолдеры: теперь, 
во-первых, это персонализация и индивидуализа-
ция образовательного процесса (возможность вы-
бора обучающимся собственной образовательной 
траектории, темпов и целей обучения), во-вторых, 
стремление к высоким результатам каждого ученика 
и студента, а не ориентация на лучших и изначально 
преуспевающих. Переход к такой образовательной 
модели фиксируют как внедрение персонализиро-
ванной и результативной организации обучения. 
Для осуществления такого обучения необходима 
и новейшая инфраструктура, и оцифровка учебных 
средств и методов, и обновление моделей организа-
ции образовательного процесса.

Именно системный подход позволит получить 
от цифровой трансформации максимальную пользу. 
Ответы на основные вопросы педагогики — «Чему 
учить?» и «Как учить?» — должны быть переосмыс-
лены с учетом современных реалий, т. е. с учетом 
повсеместного использования цифровых технологий. 
Такая цифровая трансформация образования рассма-
тривается как единственный способ соответствовать 
новым целям и достигать необходимых результатов 
в условиях ограниченных ресурсов всей системы [3].

Все вышеперечисленные изменения образо-
вательной системы являются необходимыми как 
в школьном и высшем образовании, так и в непре-
рывном образовании взрослого населения. Россияне, 
по результатам исследования Национального иссле-
довательского университета «Высшая школа эко-
номики» (НИУ ВШЭ) [13], не очень активно прини-
мают участие в образовательных программах после 
окончания основных этапов получения образования. 
Наиболее заинтересованная аудитория — люди, уже 
получившие первое высшее образование, а также на-

селение до 35–40 лет. Они больше осознают важность 
и необходимость развития своих навыков, чем более 
взрослое поколение. Одно из направлений непре-
рывного образования — самообразование получает 
все большую популярность в последние годы, однако 
все еще затрагивает небольшую часть населения. 
Использование цифровых и информационных техно-
логий для самообразования сильно увеличилось, их 
предпочитают чаще всего люди до 35 лет, имеющие 
изначально высокий уровень образования. Одна из 
задач государственной политики — вовлекать все 
большее количество людей в процесс повышения 
квалификации и переобучения, и цифровые техноло-
гии предоставляют возможность снижать стоимость 
такого обновления навыков. Лишь 4 % россиян 
в 2018 году проходили какое-либо дистанционное 
обучение, спрос на него (и на электронное, и на он-
лайн-образование) также сильно варьируется исходя 
из рассматриваемой возрастной группы [14, c. 53].

В 2016 году был запущен проект «Современная 
цифровая образовательная среда в Российской Фе-
дерации» («СЦОС») [15], чтобы повысить качество 
и доступность непрерывного образования, а также 
охватить им как можно большее количество людей. 
По плану к 2025 году 11 млн человек должны освоить 
какой-либо онлайн-курс, а число доступных курсов 
должно вырасти до 4000. Данная возможность будет 
реализована в рамках единого информационного ре-
сурса (портал «Цифровое образование России»), на 
котором по принципу «одного окна» будут доступны 
следующие разделы: общий реестр онлайн-курсов, 
система оценки их качества и общий рейтинг, лич-
ный кабинет и цифровое портфолио учащегося [16].

Цифровое образовательное пространство, в том 
числе онлайн-обучение, должно регулироваться 
новыми правилами, т. е. возникающим правовым по-
лем, а также проходить специальную экспертизу. Эти 
нововведения требуют совместной работы различных 
специалистов, педагогов, политиков и представите-
лей других заинтересованных сторон [12].

Государственная программа «Развитие образо-
вания» [17], реализуемая Минпросвещения России 
в 2018–2025 годах с общим финансированием вплоть 
до 4,9 трлн руб., направлена на развитие СПО, обще-
го и дошкольного образования. Отметим некоторые 
важные пункты этой программы:

•	 экспериментальное введение системы настав-
ничества;

•	 около א школ должны внедрить сетевую фор-
му реализации образовательной программы 
(общеобразовательные учреждения офици-
ально могут сотрудничать с организациями, 
имеющими лицензию и аккредитацию, в том 
числе с онлайн-школами);

•	 как минимум половина учителей к 2024 году 
должны участвовать в непрерывном повыше-
нии квалификации (в рамках проекта «Совре-
менная школа»).

По проекту «СЦОС» все образовательные учреж-
дения должны иметь доступ к интернету, а также 
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должны быть созданы центры для обучения школь-
ников цифровым технологиям и программирова-
нию [18].

Особое значение для развития цифровых техно-
логий в образовании имеет цифровая грамотность 
педагогов. В российском законодательстве обозначе-
ны специальные требования к цифровой грамотности 
научно-педагогических работников. Тем не менее 
многие эксперты отмечают недостаточность этих тре-
бований и их догоняющий характер по отношению 
к развитию самих технологий [12]. Для того чтобы 
оценить цифровую грамотность педагогов, аналити-
ческим центром НАФИ был разработан специальный 
индекс цифровой грамотности, рассматривающий 
пять основных ее индикаторов в трех аспектах каж-
дый (рис. 1). 

Исследование показало, что компьютерная гра-
мотность российских педагогов очень высокая, при-
чем как школьных учителей, так и преподавателей 
вузов — 87 % и 88 % соответственно. Это даже выше, 
чем цифровая грамотность детей и молодежи — 73 % 
и 77 % соответственно. К сожалению, лишь половина 
учителей и треть преподавателей вузов используют 
свои блестящие навыки для персонализации обуче-
ния, и чем моложе педагог, тем меньше вероятность, 
что он будет учитывать индивидуальные потребности 
учеников с помощью цифровых технологий. Ситуа-
ция меняется с ростом педагогического стажа. Самые 
низкие результаты педагоги показали в своем отно-
шении к технологиям: не все понимают их пользу, не 
знакомы с последними трендами и не умеют пользо-
ваться смартфонами и приложениями. Несмотря на 
высокую цифровую грамотность, уровень примене-
ния цифровых технологий именно в педагогической 
практике низкий, учителя чаще их применяют для 
отчетности и общения с коллегами, нежели для пре-
подавания [19]. 80 % российских вузов применяют 
специальное программное обеспечение для менед-
жмента и организации обучения [12]. Опыт стран 

с очень развитыми образовательными системами 
показывает положительную зависимость между 
ИТ-подготовкой учителей и объемом использования 
цифровых технологий на уроках [20]. Учеба, орга-
низованная с применением цифровых технологий 
и других ИКТ, определена как электронное обучение 
в федеральном законе «Об образовании в Российской 
Федерации» [5].

И целенаправленная государственная политика, 
и рост цифровой грамотности учителей, и достаточно 
развитая инфраструктура, и общее развитие техноло-
гий — в России есть, по большому счету, все предпо-
сылки для роста и развития рынка образовательных 
технологий и онлайн-образования.

Качественных экономических исследований 
российского рынка EdTech на данный момент мало, 
но они активно развиваются: первое системное ис-
следование было проведено в 2017 году командой 
EdMarket.Digital при участии ФРИИ, НИУ ВШЭ, 
Coursera, «Нетология-групп» и др. [21]. В 2020 году 
они же провели новое исследование, дополнив пре-
дыдущее актуальными данными [18]. Однако в этих 
исследованиях не прослеживается четкого отгра-
ничения онлайн-образования от всех остальных об-
разовательных технологий, т. е. от EdTech в целом. 
В них отмечается, что при подсчетах в «онлайн-об-
разование» включали и сегменты дополнительного 
образования детей и взрослых, и технологии, про-
данные для сопровождения и доставки контента 
образовательным организациям в частных и госу-
дарственных сегментах. В целом это позволяет нам 
переносить данные по рынку «онлайн-образования», 
представленные в этих исследованиях, на весь 
EdTech в России. Тем не менее могут возникать неко-
торые искажения в количественных оценках рынка. 
Но заметим, что, во-первых, онлайн-образование 
выступает как некоторая совокупность образова-
тельных технологий, так как для него используется 
не какое-то одно приложение или один планшет, 

знания Навыки установки

информационная 
грамотность

Понимание роли и  степени вли-
яния информации на жизнь че-
ловека 

умение искать и находить инфор-
мацию на разных ресурсах

Понимание пользы и  вреда ин-
формации

компьютерная 
грамотность

Понимание технических составля-
ющих компьютера и принципов их 
взаимодействия

Легкость в использовании цифро-
вых устройств вне зависимости от 
платформы/интерфейса

Понимание «предназначения» 
компьютера и  целей его исполь-
зования

медиаграмотность Понимание многообразия источ-
ников информации, форм и кана-
лов ее распространения

умение искать новости в  разных 
источниках, проверять их полноту 
и достоверность

критичное отношение к информа-
ционным сообщениям, новостям

коммуникативная 
грамотность

Понимание отличия цифровых 
коммуникаций от живого общения

умение использовать современ-
ные средства коммуникации (со-
циальные сети, мессенджеры)

осознание наличия особой этики 
и норм общения в цифровой среде

отношение 
к технологическим 
инновациям

Понимание технологичеких трен-
дов

готовность работать с  новыми 
и  современными технологиями 
(приложениями, гаджетами)

Понимание пользы технологиче-
ских инноваций как для развития 
общества, так и для себя лично

Рис. 1. Компоненты цифровой грамотности педагога [19]

Fig. 1. Components of digital literacy of a teacher [19]
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а часто несколько технологий сразу. Во-вторых, 
онлайн-образование занимает немалую долю рынка 
EdTech и в целом его развитие неотрывно от EdTech 
и сильно коррелирует с ним. В-третьих, как мы уже 
говорили ранее, некоторая путаница в сегментации 
EdTech-рынка (из-за возможности отнесения одной 
фирмы/технологии к разным категориям и неустояв-
шегося соглашения по определению самих сегментов) 
характерна для абсолютного большинства таких 
исследований и не сильно затрудняет дальнейший 
анализ ни финансовой составляющей, ни тенденций 
на рынке. В-четвертых, созданная инфраструктура 
и опыт участников рынка онлайн-образования не 
могут не влиять на развитие образовательных тех-
нологий в целом. По этим причинам, при необхо-
димости, для анализа рынка EdTech в России мы 
будем обращать особое внимание именно на рынок 
онлайн-образования, если другие данные окажутся 
недоступными. В любом случае, если и произойдет 
искажение данных, то в целом в меньшую сторону, 
что не так критично.

В 2016 году объем рынка EdTech России со-
ставлял 20,7 млрд руб., занимая около 1,1 % от 
всего рынка образования, который оценивался 
в 1,8 трлн руб. По прогнозам рынок EdTech России 
должен был расти на уровне 20 % CAGR* [18, 21]. 
Во многих исследованиях отмечается, что именно 
российский рынок — лидер и драйвер роста рынка 
EdTech всей Восточной Европы. Заметим, что 20 % 
CAGR — темп роста, который выше, чем в среднем 
по миру, и сопоставим с такими странами, как Ки-
тай, Индия и США. Прогнозируемый рост в целом 
совпал с фактическим, и в 2019 году рынок оцени-
вался примерно в 36,4–38,5 млрд руб. Тем не менее 
встречаются разные оценки 2018 года, например: 
около 60 млрд — по данным Яндекса, 28,9 млрд — 
по данным NeoAnalytics, 21,2 млрд — по данным 
некоторых экспертов. Аналитики РБК, составившие 
список и оценившие топ-35 российских компаний 
рынка EdTech, оценили его в более чем 30 млрд 
руб. еще в 2018 году [22, 23]. Эксперты Интерфакс 
Академии говорят о 45–50 млрд руб. в 2019 году, 
что выглядит наиболее правдоподобно из-за четкого 
определения индустрии EdTech в их отчете, в от-
личие от остальных, которые смешивали понятия 
EdTech, онлайн- и дистанционного обучения [24]. 
Команда Интерфакс Академии отдельно сделала 
акцент на том, что онлайн-образование — лишь 
сегмент EdTech, а многие российские исследователи 
не обращают на это внимания. Такой разброс в оцен-
ках, действительно, объясняется разными методами 
подсчетов и, самое главное, определением понятия 
EdTech. Трудности также могут возникать из-за боль-
шой теневой части рынка (например, репетиторство 
по Skype в сегменте C2C**, закрытая отчетность ком-

* CAGR (англ. Compound Annual Growth Rate) — совокуп-
ный среднегодовой темп роста.

** C2C (англ. Consumer-to-Consumer) — сегмент «потребитель 
для потребителя».

паний о тратах на образовательные нужды в сегменте 
B2B*** и завышенных оценок лидеров рынка. Тем не 
менее во всех этих отчетах некоторые оценки и вы-
воды совпадают. Во-первых, все отмечают CAGR от 
17 % до 25 %, а значит, высокие темпы развития, 
растущий спрос и соответствие ведущим странам 
по росту. Во-вторых, не сильно отличаются оценки 
доли России на мировом рынке EdTech — от 0,5 % до 
1,5 %, что говорит о молодости индустрии [18, 21].

Оценки инвестиционной активности на рос-
сийском рынке образовательных технологий не 
менее разбросаны. Независимых исследований не 
проводилось, существенная часть сделок проходи-
ла непублично. По обобщенным данным, с учетом 
официальных публичных сделок и экспертных мне-
ний по закрытым сделкам (которых, по некоторым 
данным, было как минимум в 1,5 раза больше, чем 
публичных), с 2017 по 2019 год EdTech-компании 
России получили финансирование не менее чем 
в 80 миллионов долларов Для России это означает 
уверенный рост объемов инвестирования и опреде-
ленный прогресс в развитии индустрии, но в срав-
нении со странами-лидерами такое финансирование 
кажется весьма скромным [18]. На рисунке 2 мож-
но увидеть растущий тренд объемов инвестиций 
с 2016 года.

Возможно, именно описанные выше государ-
ственные программы и инициативы, которые нача-
лись и получили широкую огласку c 2016 года, стали 
причиной такой активности и привлекли внимание 
инвесторов к индустрии EdTech. Похожие послед-
ствия государственных кампаний наблюдались 
и в Китае, и в Индии. 60 % всего финансирования 
почти поровну разделили три сегмента: школьное 
образование, обучение языкам и ДПО [18].

В целом это не сильно совпадает с общемировым 
трендом (рис. 3) — хотя растущие инвестиции в ДПО 
и языковое обучение можно отнести к сегменту 
«Consumers»****, но в России корпоративный сегмент 
явно не развивается так, как в других странах (лишь 
11 % инвестиционных сделок), а школьные образова-
тельные технологии в последние годы получают, на-
оборот, большее внимание инвесторов, чем в среднем 
по миру. На российском рынке венчурного капитала 
EdTech — единственный сектор, где количество сде-
лок выросло в условиях пандемии (в первом квартале 
2020 года) [22].

Половину всего российского EdTech-рынка зани-
мает сегмент дополнительного (в том числе профес-
сионального) образования взрослых (ДПО и ДО) — 
с оборотом около 20–30 млрд рублей [26]. Темпы 
роста выше, чем в других сегментах, — 40–50 % 
CAGR. По одним данным, в России услугами ДО 
пользуются около 15 % трудоспособного населения 
(22,8 млн человек в 2019 году), в то время как в раз-

*** B2B (англ. Business-to-Business) — сегмент «бизнес для 
бизнеса».

**** Сегмент, в который относятся товары и услуги, проданные 
конечному потребителю.
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витых странах этот показатель достигает 40 %, что го-
ворит о перспективах роста рынка в России. В целом 
дополнительное образование взрослых чаще всего 
имеет дистанционный формат, т. е. является полно-
ценным онлайн-обучением, а это и есть основная 
область применения образовательных технологий. 
Весь российский EdTech-рынок напрямую зависит 
от спроса и развития ДО и ДПО, как отмечают ана-
литики. В этом сегменте образования чаще всего 
реализуется модель смешанного обучения. Самыми 
прибыльными и популярными оказались ниши 
языкового, корпоративного обучения и обучения 
современным ИТ-навыкам, они почти поровну раз-
делили около 90 % рынка по выручке [24]. За ними 
идут компании, обучающие soft skills и предостав-
ляющие услуги бизнес-образования. Поддержка не-

прерывного образования является государственным 
приоритетом и соответствует общемировому тренду 
life-long learning. Еще в 2019 году ректор НИУ ВШЭ 
Ярослав Кузьминов, активно продвигающий модер-
низацию системы высшего образования, предлагал 
вузам более активно участвовать в создании неболь-
ших курсов ДПО по современным направлениям, 
применяя EdTech [24].

Анализ рынка EdTech показывает, что сферы 
дополнительного образования во всех возрастных 
группах развиваются наиболее технологично. Что-
бы внедрить образовательные технологии в систему 
школьного образования, еще не прошло достаточно 
времени — учителя и администраторы школ только 
начинают привыкать к цифровым технологиям, 
используя их больше как базу для отчетности и ве-

Рис. 2. Совокупный объем инвестиций в российское онлайн-образование в миллионах долларов,  
с учетом только публично зарегистрированных сделок [18]

Fig. 2. The total investment in Russian online education in millions of dollars,  
taking into account only publicly registered transactions [18]

Рис. 3. Мировые инвестиции в образовательные технологии (по конечному потребителю, 2015–2019) [25]

Fig. 3. 2015–2019 total global learning technology investments by target customer type [25]
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дения журналов и дневников, нежели в педагоги-
ческой практике. В секторе B2C* работают 68,6 % 
российских EdTech-компаний, но средняя выручка 
компаний сектора B2G** втрое выше — вероятнее 
всего, из-за масштабности внедрения технологий 
и инфраструктуры в школы и университеты Рос-
сии [23].

Внедрение технологий в целом относят к долго-
срочным инвестициям, а сфера образования не по-
зволяет быстро измерять их доходность. Проблемы 
с «длинными деньгами» в российской экономике 
широко известны, они связаны в том числе со слабо 
развитым рынком инвестиций, особенно венчурного 
капитала. Основатели EdTech-компаний считают, 
что без крупных долгосрочных инвестиций рынок 
не сможет развиваться быстро, особенно в части 
инновационных технологий, которые стали очень 
популярны за рубежом (искусственный интеллект, 
виртуальная реальность, дополненная реальность). 
Одним из наиболее активных инвесторов на рын-
ке сейчас является компания «Роснано», активы 
ее Фонда инфраструктурных и образовательных 
программ составляют около 25 млрд руб. Крупные 
компании и ИТ-корпорации («Яндекс», «Сбер», 
Mail.ru Group и др.) развивают собственные EdTech-
проекты, инвестируют в уже существующие и часто 
их поглощают. Венчурные фонды, финансирующие 
индустрию, часто работают не только на россий-
ском рынке. Агентство стратегических инициатив 
и Агентство инноваций города Москвы проводят 
просветительскую работу с инвесторами и сами 
инвестируют в некоторые проекты в отрасли. От-
ношения с государством игроки рынка оценивают 
по-разному, но сходятся в следующем: изменения 
нормативно-правовой базы и общая поддержка от-
расли необходимы для качественной модернизации 
образования в РФ [24].

С 2015 по 2017 год в мире был устойчивый тренд 
на общий и пропорциональный рост рынка по всем 
сегментам, и глобально большинство инвестиций 
получали компании, которые разрабатывали образо-
вательные технологии для потребителей двух сегмен-
тов: корпоративного и потребителей вне формального 
образования. С 2015 по 2017 год корпоративный 
сегмент лидировал, но с небольшим отрывом от не-
формального образования. Однако данный мировой 
тренд не соблюдался, например, в Европе: с 2014 по 
2017 год большинство инвестиций получали компа-
нии именно целевой аудитории «consumers», а в 2016 
году европейский рынок даже показал общий спад 
по всем сегментам, что сильно выбивается из обще-
мировых тенденций [27]. В США же на протяжении 
этих лет сильнее остальных развивались сегменты 
K-12*** и высшего образования, однако уже в 2019 году 

* B2C (англ. Business-to-Consumer) — сегмент «бизнес для 
потребителя».

** B2G (англ. Business-to-Government) — сегмент «бизнес 
для государства».

*** K-12 — сегмент образования от детского сада до 12 класса 
школы; обозначение, принятое в США.

больше всего инвестиций было вложено в компании, 
предоставляющие образовательные технологии для 
бизнеса, в корпоративный сегмент, — почти вдвое 
больше, чем в 2018 году. 48,45 % сделок в США про-
исходили в этом сегменте [28, 29].

В скандинавском регионе (Швеция, Норвегия, 
Исландия, Финляндия и Дания) в 2016 году 61 % 
рынка EdTech занимал сегмент K-12, за ним шли 
неформальное образование и корпоративное обуче-
ние — 33 % и 35 % рынка соответственно [30].

В 2018 году интерес и вложения инвесторов по 
всему миру удвоились в сегменте неформального 
образования, инвестиции в корпоративный сегмент 
также сильно выросли. Азия превзошла США во 
много раз в 2018 году. Четыре крупные инвести-
ционные сделки в этом регионе в сумме оказались 
больше, чем объем всего рынка EdTech в США [31]. 
Китай по темпам роста рынка и по привлеченным 
инвестициям опередил США, и дальнейшее развитие 
рынка EdTech ожидается в том же русле. Причинами 
для этого служат несколько особенностей страны. 
Во-первых, численность населения и уверенный 
рост среднего класса — главного источника спроса 
на платные образовательные услуги, по некоторым 
оценкам такие семьи тратят около 23 % дохода 
на образование детей. Во-вторых, Китай — один 
из крупнейших рынков образования в принципе, 
тоже из-за большого количества людей в возрастной 
группе от детского сада до студенчества. В-третьих, 
неравномерный доступ к качественному образованию 
в разных городах стимулирует спрос на современные 
способы удаленного использования образовательных 
ресурсов [32].

4. Выводы

Из проведенного исследования можно сделать 
ряд выводов:

•	 С начала 1990-х годов российское образование 
делало уверенные шаги в сторону цифровиза-
ции: в образовательные стандарты внедрялось 
использование технологий, школы оснаща-
лись компьютерами, постепенно росла цифро-
вая грамотность педагогов.

•	 Тренд на цифровизацию наступил еще за-
долго до вынужденного использования обра-
зовательных технологий в период пандемии 
2020 года, что выражалось в растущем и раз-
вивающемся рынке EdTech как в России, так 
и за рубежом.

•	 Рынок и индустрия EdTech в России весьма 
конкурентоспособны, однако не достигают 
западных масштабов. Инвестиционная при-
влекательность и рост количества стартапов 
в этой сфере с 2016 года отражают высокий 
спрос со стороны обучающихся, учителей и об-
разовательных организаций на современные 
образовательные технологии.

•	 По всем предпосылкам российский рынок 
EdTech, наиболее сильно развитый в сегмен-
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тах школьного, языкового и дополнительного 
профессионального образования, при этом за-
нимающий менее 2 % мирового рынка, будет 
уверенно расти в ближайшие годы, тем самым 
предлагая системе образования более техно-
логичные и качественные решения в области 
цифровизации образования.

•	 По сравнению с другими странами в России 
особенно сильно развивались сегменты до-
полнительного и школьного образования, чего 
нельзя сказать о корпоративном образовании, 
которое занимает лидирующие позиции по 
инвестициям во многих западных странах. 
Наиболее похожий вектор развития EdTech 
индустрии России можно увидеть у сканди-
навских стран, где также активно развивались 
образовательные технологии в сегменте школь-
ного обучения.
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Оргкомитет конкурса

руководит конкурсом Организационный комитет (далее — оргкомитет), состоящий из представителей российской 
академии образования, ведущих методистов, членов редколлегий журналов «информатика и образование» и «инфор-
матика в школе», сотрудников объединенной редакции журналов.

Цели и задачи конкурса

1. Поддержка и распространение опыта педагогов и образовательных организаций по внедрению в образовательную 
практику современных методов и средств обучения и управления образованием.

2. выявление и поддержка талантливых педагогов, методистов, руководителей образовательных организаций и 
органов управления образованием, заинтересованных в развитии инновационных образовательных технологий.

3. включение педагогов, методистов, руководителей образовательных организаций и органов управления обра-
зованием в деятельность по разработке нового содержания образования, новых образовательных технологий, 
методик обучения и управления образованием.

4. создание информационно-образовательного пространства на сайте издательства «образование и информатика», 
а также на страницах журналов «информатика и образование» и «информатика в школе» по обмену и распро-
странению опыта внедрения инновационных образовательных технологий.

5. Повышение информационной культуры и информационно-коммуникационной компетентности всех участников 
образовательного процесса.

XVIII ВСЕРОССИЙСКИЙ КОНКУРС  
НАУЧНО-ПРАКТИЧЕСКИХ РАБОТ  

ПО МЕТОДИКЕ ОБУЧЕНИЯ ИНФОРМАТИКЕ  
И ИНФОРМАТИЗАЦИИ ОБРАЗОВАНИЯ 

ИНФО-2021
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Условия участия в конкурсе

1. участником конкурса может стать любой человек, связанный с работой в системе образования.
2. возраст участников не ограничен.
3. участником конкурса может быть индивидуальный заявитель или группа авторов.
4. участниками конкурса могут быть как граждане россии, так и граждане других стран, приславшие свои материалы 

на русском языке.
5. участник конкурса может подать по одной заявке в каждой номинации.
6. заявки на участие в конкурсе принимаются только через заполнение формы на сайте издательства «образование 

и информатика».
7. форма участия в конкурсе — заочная.

Сроки и этапы проведения конкурса

1. Работы на конкурс принимаются с 20 октября по 20 декабря 2021  года включительно. работы, присланные 
позже 20 декабря 2021 года, к участию в конкурсе допускаться не будут.

2. Итоги конкурса будут подведены до 1  февраля 2022  года и опубликованы на сайте издательства «образование 
и информатика», а также в журнале «информатика в школе» № 1-2022.

3. Лучшие работы будут опубликованы в журналах «информатика и образование» и «информатика в школе».

Критерии оценки конкурсных работ

1. оригинальность раскрытия темы, творческий потенциал, наличие самостоятельных идей, новизна и актуальность 
работы.

2. использование инновационных педагогических технологий, разнообразие и целесообразность методических 
приемов.

3. возможность масштабирования работы и проецирования на другие образовательные организации.
4. системность и структурированность изложения материала.
5. стилистически и орфографически грамотное изложение материала.
6. Наличие авторского дидактического обеспечения (мультимедийная презентация, видеоролик, интерактивный тест, 

сайт и т. д.).

Победители конкурса получат (бесплатно):

1. диплом от издательства «образование и информатика».
2. Подписку в печатном и электронном видах на журналы «информатика и образование» и «информатика в школе» 

на 2022 год.

Поскольку в случае победы в конкурсе работа будет напечатана в одном из журналов — «информатика и образова-
ние» или «информатика в школе», текст работы должен быть оформлен как журнальная статья в соответствующий 
журнал.

если автор предполагает публикацию работы в журнале «информатика и образование», при оформлении работы 
следует руководствоваться требованиями к файлу рукописи, представляемой для публикации в журнале «информатика 
и образование», и образцами статей из этого журнала.

если автор предполагает публикацию работы в журнале «информатика в школе», при оформлении работы следует 
руководствоваться требованиями к файлу рукописи, представляемой для публикации в журнале «информатика в школе», 
и образцами статей из этого журнала.

Подробную информацию о конкурсе вы можете найти на сайте ИНФО:
http://infojournal.ru/competition/info-2021/
Контакты Оргкомитета:
телефон: +7 (495) 140-1986
E-mail: readinfo@infojournal.ru
http://www.infojournal.ru/
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ПОДПИСКА

ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ

Журнал «Информатика и образование»
Индекс подписки  

на 1-е полугодие 2022 года 
(«АРЗИ» — Агентство по распространению зарубежных изданий)

70423

Периодичность выхода: 3 номера в полугодие (февраль, апрель, июнь) 
Объем — не менее 88 полос

Редакционная стоимость — 900 руб.

Уважаемые коллеги!

статьи для публикации в журналах «информатика и образование» и «информатика в школе» должны 
отправляться в редакцию только через электронную форму на сайте ИНФО (раздел «Авторам → 
Отправка статьи»):

http://infojournal.ru/authors/send-article/

обращаем ваше внимание, что для отправки статьи необходимо предварительно зарегистриро-
ваться на сайте иНфо (или авторизоваться — для зарегистрированных пользователей).

С требованиями к оформлению представляемых для публикации материалов можно озна-
комиться на сайте ИНФО в разделе «Авторам»:

http://infojournal.ru/authors/

обратите внимание: требования к оформлению файла рукописи — разные для журналов «инфор-
матика и образование» и «информатика в школе». При подготовке файла рукописи ориентируйтесь 
на требования для того журнала, в который вы представляете статью. если вы представляете рукопись 
в оба журнала (для публикации в одном из изданий — на усмотрение редакции), при ее оформлении 
следует руководствоваться требованиями к  оформлению рукописи в  журнал «информатика и  об-
разование».

дополнительную информацию можно получить в разделе «Авторам → Часто задаваемые во-
просы»: 

http://infojournal.ru/authors/faq/

а также в редакции иНфо:

E-mail: readinfo@infojournal.ru

Телефон: (495) 140-19-86






