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Введение 

1. Гомологическая алгебра сравнительно молода. Ее пред
мет восходит к двум сериям исследований конца прошлого ве
ка, давшим начало комбинаторной топологии и «современной 
алгебре» (в смысле ван дер Вардена) соответственно. В каче
стве главных понятий, унаследованных от этого раннего эта
па, можно назвать числа Бетти топологических пространств и 
«теорему о цепях сизигий» Д. Гильберта (1890 год). 

Сейчас мы легко различаем общую конструкцию, с которой 
связано возникновение этих понятий. Топологическое про
странство X склеено из клеток (или симплексов) разных раз
мерностей £; граница клетки есть линейная комбинация кле
ток; граница границы равна нулю: 1-е число Бетти есть коли
чество независимых цепей с нулевой границей (циклов) с точ
ностью до цепей, которые сами являются границей, то есть 
ранг группы Kerd*/Imd-:.-i, dt : Сг->-Сг-1 — граничный оператор, 
d — i-мерные цепи. «Сизигии» возникают из другой задачи. 
Пусть М — градуированный модуль с конечным числом обра
зующих над кольцом многочленов A = k[x\,... ,хп) над по
лем k (градуированных степенью). Гильберт рассматривал 
случай, когда М — идеал в Л, порожденный формами. Вообще 
говоря, образующие М нельзя выбрать независимыми. Фикси
ровав систему г0 образующих, мы получаем подмодуль в Аг°. 
состоящий из коэффициентов всех "соотношений между выбран
ными образующими. Он естественно градуирован и называется 
«первым модулем сизигий» ZQ(M) модуля М. Положим 
Zi(M)~Zo(Zi~x(M)) для £>1 (на каждом шаге возникает 
произвол в выборе системы образующих Zi^\(M)). Теорема 
Гильберта утверждает, что Zn-i (M) — свободный модуль, то 
есть всегда можно считать, что Zn(M)=0. 

Алгебраический костяк обеих конструкций — это комплекс: 
di 

последовательность модулей и гомоморфизмов ...->• Kt~*Ki-i-*-«-• 
с условием di_idt= 0. Комплекс цепей пространства X опреде
ляет его гомологии Hi(X)^KexdiHmdi+x. Комплекс Гильберта 
состоит из свободных модулей. Он ацикличен, кроме конца: 
Z-(A1) — это одновременно циклы и границы свободной резоль
венты модуля М: 

тт. 0-> Аг"-> Аг*-~-> . . . -> АТхХ Ar*-l 0-* . . . , 

М^Кътд^Аг*1\тдх 

Оба комплекса — цепи пространства X и резольвента моду
ля М — определены далеко не однозначно: они зависят от 
выбора разбиения X на клетки или от выбора последователь
ных систем образующих модулей сизигий. Содержание первых 
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теорем гомологической алгебры состоит в том, что при смене 
комплекса кое-что от произвола не зависит: числа Бетти (или 
сами группы гомологии) в первом случае, максимальная дли
на комплекса (место, за которым уже всегда можно поставить 
нуль)—во втором. 

Первый этап гомологической алгебры был связан с накоп
лением материала. Комбинаторная и затем гомотопическая 
топология доставила в изобилии: 

— образцы и примеры комплексов; 
— правила работы с ними, отражавшие геометрические 

конструкции над пространствами: произведение пространств 
привело к изучению тензорных произведений комплексов; изу
чение умножения в когомологиях — к понятию дифференци
альной градуированной алгебры; понятие гомотопии— к ал
гебраическому определению гомотопии между морфизмами 
комплексов; геометрическое изучение расслоенных про
странств—к спектральной последовательности, связанной с 
фильтрованным комплексом и т. д. и т. п.; 

— алгебраические конструкции, имитировавшие топологи
ческие: так возникли определения когомологий групп, алгебр 
Ли, ассоциативных алгебр. 

2, Появившаяся в 1956 году (а написанная между 1950 и 
1953 гг.) монография А. Картана и С. Эйленберга «Гомологи
ческая алгебра» [40] подвела итоги этого первого этапа и од
новременно ввела новые важные идеи, определившие развитие 
этого раздела алгебры на многие годы вперед. По-видимому, 
и само название «гомологическая алгебра» стало общеприня
тым после этой книги. 

В ней, во-первых, с чрезвычайной полнотой был проработан 
основной алгебраический формализм групп (ко)гомологии ком
плексов и средств работы с ними, безотносительно к проис
хождению. Во-вторых, в ней был дан принципиально важный 
ответ на вопрос, какова вообще природа гомологических инва
риантов (в отличие от самих комплексов, которые инварианта
ми не являются). Этот ответ состоит в следующем. Важнейшие 
операции над модулями, как тензорное произведение, модуль 
гомоморфизмов и т. п. после применения к коротким точным 
последовательностям нарушают их точность: если О-^М'-ъМ-* 
-+М"-+0 точна, то 0-+N®M'-+N®M^N®M"^0 может иметь 
нетривиальные гомологии в левом члене. Можно определить 
«произведение кручения» Tori (N,M") так, что получится аци
кличный комплекс 

Топ (М АГ)-ИГог1 (N, М)-+Топ (N, M")-+N®M'-+N®M~+ 

но для продолжения его налево следует определить еще 
•Tor2(N,M") и т. п. 
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Эти модули ToTi(N, М) суть производные функторы (по од
ному из аргументов) функтора ®. Они определены однознач
но тем, что переводят точные тройки в ацикличные комплек
сы, Вычисляются же они с помощью, скажем, свободных ре
зольвент модуля М как группы гомологии такой резольвенты, 
тензорно умноженной на N. 

Таким образом, гомологический инвариант модуля N вы
ступает как значение некоторого высшего производного функ
тора на N, однозначно характеризуемого списком свойств и 
вычисляемого с помощью резольвент. 

Эта идея, возникшая в алгебраическом контексте, немед
ленно вернулась в топологию в очень важной работе А. Гро~ 
тендика «О некоторых вопросах гомологической алгебры» 
[77], опубликованной в 1957 году. Гротендик полностью пе
ресмотрел систему основных понятий комбинаторной тополо
гии, чтобы иметь возможность провести точку зрения Карта-
на—Эйленберга. До этого было понятно, что (ко) гомологии 
пространства зависят в первую очередь от пространства Хг 
и их аксиоматическая характеризация описывала поведение 
Н(Х) при переходе к открытому подпространству (аксиома 
вырезания), гомотопии и т. п. Но пространства л не похожи 
на модули над кольцом, и в этом контексте Н(Х) вовсе не 
выглядели как производные функторы. Гротендик подчеркнул 
роль второго, «скрытого» параметра когомологической 
теории — группы коэффициентов. Оказалось, что если рас
сматривать когомрлогии Н*(Х,&~) с коэффициентами в про
извольном пучке абелевых групп SF над л (это понятие (к на
чалу пятидесятых годов было выделено и детально изучено в 
связи с нуждами теории функций многих комплексных пере
менных), то на X можно, вообще, почти «не обращать внима
ния»! Именно, Н*(Х,&~) оказывается t-м производным функто
ром от 9ГТ(Х,ЗГ) (функтор глобальных сечений пучка) в 
стиле Картана—Эйленберга. 

Эта идей оказалась необыкновенно плодотворной для топо
логии в широком смысле слова. Подвергнутая далекому раз
витию и обобщению в работах самого Гротендйка, его учени
ков и сотрудников, она привела к возникновению алгебраиче
ской топологии алгебраических многообразий над произволь
ными полями («программа Вейля»). Венцом последней было 
доказательство гипотез Римана—Вейля в работах П. Делиня. 
Необходимо еще отметить когомологическую версию классиче
ской теории полей классов (Шевалле, Дж. Тэйт и другие), 
современную версию теории Ходжа (Гриффите, Делинь...), 
теорию превратных (perverse) пучков и общее проникновение 
гомологического языка в разнообразные области математики. 

3. В шестидесятые годы гомологическая алгебра обогати
лась еще одной существенной конструкцией. Мы имеем в виду 
производные и общие триангулированные категории. 
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Если до этого основной заботой математика, работающего 
с гомологическим аппаратом, были гомологические инвариан
ты, то в последние два десятилетия упор перемещается на 
прямую работу с комплексами, которые рассматриваются, од
нако, как объекты сложно устроенной и не слишком явно 
описываемой категории. Идея состоит в том, что, окажем, ре
зольвента модуля есть не просто техническое средство для 
вычисления связанных с ним Тог'ов и Ext'oB, но в некотором 
роде полноправный заменитель этого модуля. Нужно лишь 
научиться не различать разные резольвенты. Точно так же 
комплекс цепей пространства, снабженный необходимым коли
чеством алгебраических структур, есть полноценный замени
тель этого пространства. 

Хотя аксиоматика и первоначальные конструкции теории 
производных и триангулированных категорий довольно гро
моздки, оказывается, что этот аппарат очень гибок, и в послед
ние годы он становится необходимым во многих областях то
пологии, теории представлений, теории аналитических про
странств, не говоря уже об алгебраической геометрии, с ко
торой все и пошло (семинары Гротендика, диссертация Вердье, 
записки Хартсхорна). 

Один из парадоксальных результатов развития гомологиче
ской алгебры, который постепенно осознается, состоит в том, 
что в ряде случаев удачно выбранные триангулированные ка
тегории устроены проще, чем те абелевы категории, которые 
были в поле зрения первоначально. Так, производную катего
рию когерентных пучков на проективном пространстве мы по
нимаем лучше, чем категорию самих когерентных пучков. Да
лее, в одной и той же триангулированной категории может 
быть много абелевых «сердцевин», что служит источником со
держательных версий различных классических двойственностей. 

4. Этот том данной серии не ставит своей целью дать пол
ный обзор известных к настоящему моменту результатов го
мологической алгебры. Такая задача, вероятно, и не разреши
ма; кроме ограниченной компетенции авторов, этому мешает 
огромный объем материала. 

Том можно грубо разделить на три части. В вводных гла
вах 1—3 излагаются наиболее классические части предмета, до 
сих пор составляющие его основной аппарат, периодически по
полняемый новыми конкретными конструкциями. К сравни
тельно свежему материалу здесь относится, например, введе
ние в циклические (ко)гомологии. 

В главах 4—5 объяснены производные и триангулирован
ные категории. 

Наконец, главы 6—8 посвящены геометрическим приложе
ниям современной гомологической алгебры к теории смешан
ных структур Ходжа, превратных пучков и ^-модулей. В то
пологических и алгебро-геометрических выпусках этого изда-
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ния читатель найдет много параллельного и дополнительного 
материала; мы делаем упор в этом томе на категорные и го
мологические аспекты. 

Список литературы, далеко не полный, поможет заинтере
сованному читателю подробнее ознакомиться с затронутыми 
темами. 

Отметим ещё, что ссылки в тексте будут делаться с указа
нием главы и пункта, например, гл. 2, п. 2.1 или гл. 1, п. 1.5.1. 
Если речь идет о текущей главе, то номер главы не указы
вается. 

Глава 1 

КОМПЛЕКСЫ И КОГОМОЛОГИИ 

§ 1. Комплексы и точная последовательность 

1Л. Комплексы. Цепной комплекс — это последовательность 
абелевых групп и гомоморфизмов 

*-Wi eht --72-i 

со свойством dnQrtnM^Q для всех п. Гомоморфизмы dn назы
ваются граничными операторами или дифференциалами. Ко-
цепной комплекс — это аналогичная последовательность 

С#: . . . —*СЯ-*СЯ+1-* . . . 
со свойством d"*iln 1;- 0. Цепной комплекс можно рассматри
вать как копейной, обратив нумерацию: Сп = С^п, dn — d-n- По
этому мы часто будем ограничиваться коцепными комплекса
ми, Комплекс Л-модулей - это комплекс, в котором Сп (соот
ветственно С") являются модулями над кольцом A, a dn 
(соответственно dn) —гомоморфизмами модулей. 

1.2. Гомологии и когомологии. Поскольку dnodn^x = 0, имеем 
Im dm \ с ;:Ксг dn* Гомологии цепного комплекса - это группы 
ffn((<) Ker^«/Initf,Hl. Когомологии коцепного комплекса— 
это группы Ип(С) •Ker^/Imd*""1. Употребительная термино
логия: "элементы С,, —я-мерные цепи; Сп~/г-мерные коцепи; 
Ker dn -У.,, — /г-мериью циклы, Ker dn = Zn — коциклы; Im йя+1 = 

. /*„ — границы; Im dn"x ™В" — кограницы. Если С" — комплекс 
Л-модулей, то его когомологии являются А-модулями. Комплекс 
.называется ацикличным (или точной последовательностью), если 
Нп{С) --0 для всех п. 

1.3. Морфизмы комплексов. Морфизм f:C*~*D* — это 
семейство гомоморфизмов групп (модулей) fn:Cn-^Dn, коммути-
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рующих с дифференциалами: fn^lodc=dwfn- Морфизм / инду
цирует морфизм когомологий #"'(/) = (Нп ( / ) : Нп (С) -> Нп (D)): 
класс коцикла с *-* класс f (с)< Если С\ /)*•— комплексы А-
модулей и / " — гомоморфизмы А-мо дулей, то Hn(f) — гомомор
физмы А-модулей. 

Гомотопией между морфизмами комплексов / , g:C'->D' на
зывается такое семейство гомоморфизмов групп hn:Cn~>Dn~l, 
что fn—gn = fin+1odn-{-dn'~lohn. Гомотопные нулю морфизмы обра
зуют «идеал», то есть устойчивы относительно сложения и ком
позиции с любым морфизмом. 

1.3.1. Лемма. Если f, g гомотопны, то Hn(f)=*Hn(g). 
(Действительно, если £ —коцикл, то f (c) = g(c)-\-d(h (с)), так 
что классы / (с) и g (с) совпадают.) • 

1.4. Точная тройка комплексов. Последовательность комп-

лексов и морфизмов Q-+K -> L -+М ~->0 называется точной (или 
точной тройкой), если для каждого п последовательность групп 

ft gn 

(модулей) О-* Кп-+ Ln->Mn~>0 точна. 
1.5. Связывающий гомоморфизм. Пусть 0-*K'-+Lm-+M-+ 

-> 0 —точная тройка комплексов. Для каждого п определим го
моморфизм 6"=6 я ( / , g):Нп(М)->Нп+1{К'). Пусть т^Мп — цикл. 
Выберем lQln с gn(l) = m; тогда gn+1(dn(l))=Oi так что dn(l) = 
= fn+1(k) для некоторого kGKn+l. Очевидно, dn+lk = 0. Положим 
Ьп (класс /?г) —класс к* Прямая проверка показывает, что опре
деление не зависит от произвольных выборрв. 

1.5.1. Т е о р е м а . Последовательность когомологий 
Hn{f) в яте(-) ; bn{t\g) 

. . . ->Нп{К) -+ Hn(L) -> Ип(М) ~> Нп+1(К)-+... 
точна. • 

§ 2. Стандартные комплексы в алгебре и геометрии 

2.1. Симплициальные множества. Большая часть комплек
сов, появляющихся в гомологической алгебре, имеет топологи-
ческое происхождение или связана с топологической ин
туицией. Классический способ изучения топологического про
странства— перейти к его триангуляции, то есть разбить его 
на симплексы: Отрезки, треугольники, тетраэдры... 

Алгебраический аппарат этой техники —теория симплнци-
альных множеств. 

2.1.1. О п р е д е л е н и е . Геометрическим п-мерным 
симплексом называется топологическое пространство 

АяН(*о. -..,ХпШя _£̂ -==1, xt>0 
i «О 
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Точка Bi с л:^=1 называется его t-fi вершиной. Каждому неубы
вающему отображению / :[m]-^[n], где ![/п]={0,.. . , /п}, отве
чает отображение «f-я грань»: 

Д/== линейное отображение Am-hA-n, переводящее вершину 
fii6Дт в e/(i)GAn, i = 0 , . . . , т.Щ 

2Л.2. О п р е д е л е н и е . Симплициальным множеством на
зывается семейство множеств Х=(Хп)у л=0 , 1>--. и отобра
жений X(/) : Хп-+Хт, по одному для каждого неубывающего 
отображения f : [^]-»4-*i], с условиями 

X(i&)*id9X(gof)=X(f)oX(g). 
Следует представлять себе Хп как множество индексов, ко

торое нумерует семейство геометрических n-мерных симплек
сов. Отображения X(f) описывают способ склейки всех этих 
симплексов в одно топологическое пространство. 

Симплициальным отображением icp : X-^Y называется се
мейство фп : ̂ У п такое что Y (f)qn=q)mX(f) для всех 
f : [m]-^[n]. • 

2.1.3. О п р е д е л е н и е . Геометрической реализацией сим-
плициального множества X называется топологическое про
странство 

•|ХНИ(дях*„)/#, 
7Z=0 

где R — отношение эквивалентности: (s, х)вАпХ.Хп склеи
вается с (t, г/)вДтХДт*, если существует неубывающее отобра
жение / : [т]-Н[/г] с ys=X(f)x, s=Af(t). Топология на \Х\ — 
слабейшая, в которой факторизация по R непрерывна. Я 

2.2. Гомологии и когомологии симгошциального множества. 
Пусть X — симплициальное множество. Обозначим через Сп(Х, Z) 
свободную абелеву группу, порожденную Хп, Сп = 0 при 
/ i < 0 . Для любой абелевой группы F положим Сп(Х, F) = 
= Cn(X, Z)®/7. Таким образом, элементы Сп(Х, F)—цепи X 

с коэффициентами-BF-суть формальные конечные линейные 
комбинации вида 2 а(х)х, a(x)QF. Грандчный оператор опре-

деляется следующей формулой. Пусть д1
п: [п—1]-> [п] — един

ственное возрастающее отображение, в образе которого не 
содержится i. Положим rf0=O и 

п 

dj 2 а(х)х)= 2 «(•*)2(-->'X'(<?»KJ-). /г>1-
\х£Х„ J х£Хп <-0 

Коцепи С (X, F) задаются двойственным определением: 
С" (AT, /^-—функции на Хп со значениями B E ; 

п+1 

(dn/)(*)-2 ( - w (X К+0 (•*))• 
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Положим 

Нп (X, F) = Hn{C.(X, F)), НЦХ, F)=Hn(C(X, F)). 
2.3. Сингулярный комплекс. Пусть У — топологическое про

странство. Сингулярным п-симплексом Y называется непрерыв
ное отображение \ф : An-^Y. Положим 

Дп=множество сингулярных n-симплексов У; 
Х(/)(ф==фоД/? Где f : [гп]-М[п] не убывает, А/: Дт~>Дп. 

(Ко)гомологии Y с коэффициентами в абелевой группе F опре
деляются как: Нп{Х, F) и Нп{Х, F), и обозначаются 
Я*1п*(Г, F) и mng(Y9F). 

2.4. Системы коэффициентов. В определении м-цепи сим-
плициального множества можно брать коэффициенты из своей 
группы для каждого симплекса, но тогда, чтобы ввести гранич
ный оператор, следует потребовать их согласования в следу
ющем смысле. 

2.4.1. О п р е д е л е н и е . А. Гомологической системой коэф
фициентов зФ на симплициальном множестве X называется 
семейство абелевых групп {$$>х}> по одной для каж
дого симплекса х£Хп, и семейство гомоморфизмов групп 
s£(f,x) : s£x-*-<s&x(f}x> по одному для каждой пары (х£Хп, f: 
: [m]-~^[n]), с условиями 

^(iu,x)=id; ^(fg,x)=M(g,X(f)x)^(ftx). 
В. Когомологической системой коэффициентов $ на X на

зывается аналогичное семейство абелевых групп {38х} и гомо
морфизмов 9B(f, x) : $x(f)x-*$x с условиями 

0 (id, х) = id; Л (fg, х) = Я ( / , х) 91 (g, X ( / ) х), Ш 
2.5. Гомологии и когомологии с коэффициентами. В обозна

чениях п. 2.4 положим 

С- (X, Ж)= { 2 а (х) х | а Ш&± 
1*6*1» I * 

п 

dnl 2 a ( x ) x N | = J ^&{д1
п,х){а\х))(-\ух(д1

пх), л > 1 , 

и аналогично 
С" (Х,т)={функции /:ХЯ-+ 1L $*, f Ш&Л, 

1 *€*« J 

i—О 

Если группы *s-/a (соответственно J?x) не зависят от х, а все 
отображения M(f,x) (соответственно $(f/x)) тождественны, 
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получаем определения п. 2.2. (Ко)гомологии С(Л, <я£) и 
С°(Х9Зв) называются (ко)гомологиями симплициального мно
жества с системой коэффициентов. 

2.6. Когомологии Чеха с коэффициентами в пучке. Пусть 
У — топологическое пространство, U=(Ua)—его открытое или 
замкнутое покрытие, индекс а пробегает множество А. Нер
вом покрытия U называется симплициальное множество X: 

Хп=~{(а0, . . . , ай) | Uа. П . . . r\Uanф 0}аА™; 

X{f)(aQ, . . . , ап)=~(ат, . . . , af(m)), f:[m]-+[n]. 
Пусть #" —пучок абелевых групп на Г. Он определяет 

когомологическую систему коэффициентов на нерве Y: 

^«o,...,a„~=r(J7aon .. . п£Л*л ;Я; 
& (/, (а0, . . . , ал)) переводит сечение србГ (Uam П - -. П и*т&У 

в его ограничение на £/аоП . . . V\Uart-
Когомологии У с этой системой коэффициентов называются ко-
гомологиями Чеха покрытия U с коэффициентами в пучке 5Г. 

2.7. Когомологии групп. Пусть G— некоторая группа. Оп
ределим симплициальное множество BG: 

(BG)n^G"; 
для f:[m]-+[n]: BG(f)(gu . . . , g„)==(Ai> . . . ,hm)y 

№ 

где A, — П ffy ( = *> е сли / 0 —l) = / ('))• 
j=f(i—i)+i 

Геометрическая реализация \BG\ называется классифициру
ющим пространством группы G. 

Пусть Л —левый G-модуль, то есть аддитивная группа, на 
которой G действует автоморфизмами. По нему строится сле
дующая когомологическая система коэффициентов Я на BG: 

3§Х=\А для всех х; 
НО) 

dS{f,x){a) = ha, h=ILgf . («*, если /(0)=0) 

для f:{m]->[n], x=(gu . -., gn)6(-BO)«, об-А. 
Пользуясь определениями, мы можем явно описать комплекс 
коцепей С' (BG, X), обозначаемый также С" (G, А): 

C°(G, Л) = Л; 
С* (О, Л)—-функции на Gn со значениями в А. 

Далее, для я-коцепи / : 



d / (gl, • • • > gWl) = g l / (g"2 gn+l) + 
n 

+ . 2 ( - - ) ' / f e b ••;glgi+4 • • • ,g r -+1)+(--)"+ 1 / (gl . • • - & ) • 
' i = \ 

Когомологии этого комплекса обозначаются Hn(G, А). Ана
логично, по А можно построить гомологическую систему коэф
фициентов на BG: 

s£x = A для всех х; 
f (0) 

*&(f, x)a=h~~1a, h==Jlgj, 
• • j - = i 

что приводит к гомологиям Hn(G, А). 
2.8. Комплекс де Рама. В предыдущих примерах переход от 

геометрии к алгебре совершался через посредство комбинато
рики и симплидиального разбиения. Если топологическое про
странство Y снабжено структурой дифференцируемого много
образия, то кольцо гладких дифференциальных форм на нем 
является комплексом. Точнее, пусть &*(У)—пространство 
/-форм. Внешний дифференциал в локальных координатах 
( я 1 , . . . , хп) задается формулой 

\ | / | = fc / l/|=ft i 

Когомологии комплекса (Q* (X), d) называются когомологиями 
де Рама многообразия X и обозначаются НЬя (-̂ О-

Теорема де Рама устанавливает канонический изоморфизм 

Ноя (X) = //sing (X, R) 

На уровне цепей этот изоморфизм ставит в соответствие диф
ференциальной ьформе ее интеграл по i-мерным гладким син
гулярным цепям. 

2.9. Когомологии алгебры Ли. Рассмотрим комплекс де Ра
ма связной группы Ли G. На нем действует правыми сдвигами 
группа G. Обозначим через Йщу(О) подкомплекс, состоящий 
из G-инвариантных форм. Он допускает чисто алгебраическую 
конструкцию. Пусть й-алгебра Ли G, реализованная как 
пространство правоинвариантных векторных полей на G. 
Тогда Qnmv (G) =L(Ang, R) пространство кососимметричных 
я-линейных форм вещественных форм на fl. Внешний диффе
ренциал от п-форм, рассматриваемый как полилинейная функ
ция на векторных полях (произвольного гладкого многообра
зия) определяется формулой Картана: 



( d ^ ) ( S b . . . , U , ) = 

- 2 (--)'+,~-"<[sy, £/], li, • •., I,, • •., l\, • •.. U0+-
1<У </<Л + 1 

+_( - - )^K(S i , . . . . !> , . . . .U i ) ] -
J жжХ 

(здесь ^ означает, что соответствующий член опущен). 
Применяя ее к Qfnv(G), получаем формулу для d на C"(g)=— 
-il(A'g,)R): 

^ ( g b • • • - gn+l) = 

2 ( ~ l) '*"1* (\gp gil gu - • •• iy> . • -. 8h • • •> g/H-i)-
к у < / - «+i 

Когомологии этого комплекса обозначаются Н'(%, R). Объединяя 
теорему де Рама с операцией усреднения по компактной группе, 
получаем теорему Картана: если О компактна и связна, то 

tfitag (О, R H / / 1 1 (в. RJ-
KOHCTpyKItfttI С* (8) совершенно не требует существования 

группы Ли, ассоциированной с 9, и применима к любым абстракт
ным алгебрам Ли над полем А. 

Более общо, пусть М — некоторый 9-модуль. Положим 
С7 (я, М) ;/,/г(А'% М) и определим дифференциал формулой 
Картана: 

dc(gu..., £„..и) - 2 (-iy+z"^(fey» f/1. ?ь- • " Ь>- * • 

- • • - «/*••• * ff/ni)+ 2 ( - ^ ^ (&' • • •* g> • • •. gn+i) 
j л 

Когомологии этого комплекса обозначаются Я я(8, Ж). 
Гомологии / / ( я , М) определяются как гомологии комплекса 

С\(8, Л1) -Л1#Л"в с дифференциалом 

rf (m<*(gi Л . . . Ли/,)) а IS ( - l)i+M^®([g> £/]Ла . • • Ag/Л - . . 
1<У</\л 

и 

• • • Л ^ Л . • . & ) + 2 ( - l)'+V*®(fiiA.. • ЛёуЛ-.. Ag„). 
У л 

2.10. Комплекс Хохшильда. Пусть k - коммутативное кольцо 
с единицей, Л - ассоциативная k-алгебра с единицей. 

Рассмотрим ценной комплекс Т(А): 

ТЯ{А)—'А®.'..9А, ti> — l, 

li 1 7 4 7 6 •--' 



п 

Его можно рассматривать как комплекс А-модулей; как комплекс 
Л-бимодулей; наконец, как комплекс левых ^-модулей, где 
А^АФА*, Л̂  —кольцо А с умножением в противоположном 
порядке. Этот комплекс ацикличен, ибо его тождественное ото
бражение гомотопно нулевому: гомотопия имеет вид 

а0®... ®ап+г^1®а0®... ®aw+i. 
Пусть ^ — некоторый Л-бимодуль. Тогда определены комплексы 
^-модулей М®Т (А) и HomAe(T (A), M). Их гомологии о т ш и 

ли ' 
чаются соответственно Нп(А, М) и Я"(Л, М) и называются 
(ко)гомологиями Хохшильда алгебры Л с коэффициентами в JL 
Тензорное умножение над А* можно устранить с помощью изо
морфизма 

МЪТЛ(А) = М®А'®Т^(А) Л1соГя.2(Л). 

В этой записи Нп(А, М) становятся когомологиями следующего 
комплекса Сш(А, М): 

п-й член: М®А®п; 
d(m®at®.. •®afl)«=/7tai®02®» * *®лл+ 

Аналогично, Нп(А, М) являются когомологиями комплекса 
С (Л, УН): 

/z-й член: Нот*(Л®я, Ж); 

га 

+.2(--)'/К---- - % r . . , -Wi)+(--)"+7(-*i..... «я)а„+1. 
2.П.. Циклические гомологии алгебр. Положим и кон

струкциях предыдущего пункта k^>QtM**A. На членах ком
плекса Сп(А,А), определяющего Hn(AtA), действуют цикли
ческие группы перестановок. Положим 

t(a0® . . . ®ал)« (—l)«an®ao® - -. ®ап-ь 
Оператор t не коммутирует с дифференциалом. Однако» если 
положить 

d' (а0®... ® л - ) - 2 ( - 1-у^в... т,атФ... « ^ 

то справедлива формула 
1». 



d(t—t) = (i—t)d'. 
Следовательно, образ 1—/ есть подкомплекс Сп(А,А), и оп
ределен факторномилеке 

СЛ(А) Cn{A,A)llm{l-t)9 

dx d mod Im (1 — t). 
Иго гомологии называются циклическими гомологиями алгебры А 
и обозначаются Пп(А) или НСП(А). 

2Л2. Циклические когомологии алгебр. Чтобы определить 
их, следует взять подкомплекс Ci(A)cC(A, А*), состоящий иа 
/-инвариантных коцепей, то есть А-линейных функционалов-
/ : Л ^ Л - > Л * со свойством 

/(ас.® . . . ® а „ ) ^ ( — 1)'7(ап®ао® . . . O a ^ l ) . 
Граничный оператор задается последней формулой в п. 2.9-
Копшологии обозначаются ПП%(А) или ЯСП(Л). 
2.13. Комплекс (ко)цепей клеточного разбиения. Вычисле

ние (ко)гомологии топологического пространства X с по
мощью комплекса сингулярных (ко)цепей неэкономно из-за 
бесконечномерное™ ггого комплекса. В топологии часто ис-
пользуются (ко)цепи, связанные с реализацией X в виде кле
точного разбиения. Приведем основные определения. 

Клеточным разбиением (или СУ7~комплексом) называется 
топологическое пространство X, представленное в виде объеди
нении X ••: и (] е" попарно непересекающихся множеств ef 

(клоток), для каждой из которой зафиксировано отображение 
ffiH" - X замкнутого шара Вп в X, такое, что ограничение ff 
на внутренность шара \\\ХВП представляет собой гомеоморфизм 
/f: Ini Hn ' >е ?* 11рн этом должны выполняться следующие аксиомы: 

а) граница каждой клетки c?}
l=^ef\ef содержится в объеди

нении конечного числа клеток меньшей размерности. 
б) Множество Уг.Х замкнуто в том и только том случае» 

если для всех п и всех ibjn полный прообраз ( / ^ ( K f i e f ) 
замкнут в ef. 

Дли пары клеток еп
п еп,Л определим коэффициент Инци

дентности с (ef, efj *) следующим образом. Пусть Хг — объеди
нение всех клеток размерности < / \ Тогда ХПшт1/Хп"2 (Хп^ 
стянуто в точку в Хя~{) есть букет (я—1)-мерных сфер Sn l 

и числе, равном мощности / я _ ь и клетка enfl фиксирует одну 
сферу этого букета (обозначим ее через 5) . Рассмотрим компо
зицию 

5«-« .£_-—^^X"-1{to}X"-1/X"-2{to}S, 

2* 1Ф 



где д —отображение проектирования букета сфер на одну из 
компонент. Полученное отображение S"""1-* Вп -= Sr^1 задает 
элемент группы я м ( S ^ H Z, то есть определяет целое число— 
степень этого отображения—и мы положим <?(в?, ̂ у-"1) равным 
этому числу. 

Теперь определим группу целочисленных /i-мерных цепей 
как свободную абелеву группу, порожденную е*ч Шп и зада
дим дифференциал формулой 

Ввиду аксиомы а), эта сумма конечна. 
Коцепи, цепи и коцепи с коэффициентами определяются ана

логично. 
2.13.1. Теорема . (Ко) гомологии клеточного разбиения * 

вычисленные с помощью клеточных (ко)цепей» канонически 
изоморфны сингулярным (ко)гомологиям-

§ 3. Спектральная последовательность 

3.1. Определение спектральной последовательности. Наряду 
с точной последовательностью когомологий (теорема п. 1.5.1), 
спектральная последовательность является одним из наиболее 
мощных вычислительных средств гомологической алгебры. 

Спектральная последовательность абелевых групп — это се
мейство абелевых групп E={E,?'q,En}f где rl;M, р, q, n^Z, и 
некоторое семейство гомоморфизмов между ними со свойствами, 
которые мы сейчас опишем. 

Но прежде скажем несколько слов о том, как удобно пред
ставлять себе запись всей этой информации. 

Читатель может вообразить стоику листов в клеточку; клетки 
перенумерованы парами (/?, q)&L~. Объект Ef

r
f,q помещен 

в (/?, <7)-й клетке на r-м листе. Объекты Еп размещены н а 
последнем, «трансфинитном» листе и занимают всю диагональ 
p+q=*n. 

Теперь опишем гомоморфизмы и условия на них. 
а) На г-и листе заданы морфизмы d?'q:E?'q~>E?к,// " ' и . 

При г = 1 они действуют из клетки в ее правую соседнюю. 
При г = 2 они действуют вправо вниз ходом коня. При г > 3 
получается обобщенный ход коня-

Условие: d?=—0; точнее, d£+,'*~r"H«d?,flr ,0 для всех /?, q, r~ 
Поэтому по [Er,q, drtq) можно построить группы когомологий 

г-го листа: 

Hp'q (Яг)«Кег <#*Дт dprr«+r~\ 
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Следующий набор данных входит в определение Е: 
б) Изоморфизмы a?'q:Hp'q(Er)->EPfi. 
Часто удобно считать, что на (г + 1)-м листе стоят просто 

когомологии г-го листа, и а?"? тождественны. 
Основное условие на изоморфизмы ам состоит в существо

вании предельных групп E^q. Простейшее требование, обычно 
выполненное в приложениях, таково: 

в) для каждой пары (р, q) существует такое г0, что dP-'q = 0» 
dp

r-
rtq+r~l=0 ПРИ r>r0. 
Тогда ap,q отождествляет все Ep$q при г>г0, и мы обозна

чаем эту группу через Е%>'9. 
К этому моменту на трансфинитном листе (г== оо) размещены 

группы ЕржЯ и группы Еп вдоль диагонали /? + ^=/г. Последний 
набор данных устанавливает связь между ними: 

Г) на каждой Еп задана убывающая регулярная фильтрация 
. . . D P P D F ^ P D . . . (ТО есть П FPEn = {0}, \jFPEn^En) 

р Р 

и изоморфизмы $>'q:EfL'9->FPEP+*IFP+1E!'+«. 
В этих условиях говорят, что последовательность (EPtq) 

сходится к (£"), или что (Еп) является пределом [EP*q). 
Еще раз подчеркнем, что компонентами одной спектральной 

последовательности Е считаются все группы {EPtQ, En), все 
гомоморфизмы (dp'q, ap'q, $p'q) и фильтрации на Еп. 

Морфизм спектральных последовательностей / : £-> £ ' состоит 
из гомоморфизмов fp%q\Ep

T'q-*Etp>q, fh;En~*E'ny перестановоч
ных со структурными гомоморфизмами и совместимых с филь
трациями. 

3.2. З а м е ч а н и я , а) Работая с комплексами, ограничен
ными с одной стороны, мы обычно приходим к спектральным 
последовательностям, ненулевые члены которых расположены 
в одном квадранте (то есть в области вида, скажем, р^ро* 

Пусть Ep,q отличны от нуля только в 1-м или Ш-м квадранте. 
Тогда условие Зв) выполнено автоматически, потому что либо 
начало, либо конец стрелок dp

r*
q, d?~~r$qJrr~~l при r>r0(p,q) 

выходит за пределы этих квадрантов* Кроме того, фильтрации 
на Еп автоматически конечны: FpEn={0} при p<p_(/i),, 
Ff>En=En при р>р+(п). 

б) Спектральные последовательности тем приятнее в вычисли
тельном отношении, чем большее количество объектов Ер'9 

и морфизмов dp/q равны нулю. Один специальный случай имеет 
название: Е вырождена в члене Еп если d?^=-0 при rf>r для 
всех р, q. Тогда Ep^q = Eptq. 
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в) Обычные задачи, решаемые с помощью спектральной 
последовательности, —получение информации о Еп по известным 
Ep

x
iQ или Е 2 • 

Покажем, например, что инварианты типа эйлеровой характе
ристики можно вычислять точно, даже не зная ничего о диффе
ренциалах dVq- Пусть С —фиксированная абелева группа, %~ 
отображение, сопоставляющее каждой абелевой группе А 
элемент %(А)еС. Предположим, что %(А)^%(А')> если А изо
морфно А\ и х аддитивно, то есть %(A)**r-%(B)+%(Al В) для 
любой группы Л и ее подгруппы В. Для конечного комплекса К* 
положим % (К') = 2 (— 1У% (#"*)• Теорема Эйлера утверждает, 

i 

Что %{К-)=^(-1ЫН{К% 
J i 

Пусть теперь Е —спектральная последовательность. Рас
смотрим комплексы (En d*r), где Еп

г^ Ф Е^\ d" Ф г/?*';. 
Предположим, что и прямые суммы, и комплексы Е*Гщ конечны 
для некоторого г0. Тогда то же верно для всех г'^г^ и легко 
проверить, что ^(-~~l)n%(En)^%(E*r)* 

п 

3.3. Спектральная последовательность фильтрованного 
комплекса. Пусть ./("-—комплекс и пусть задана убывающая 
фильтрация К' подкомплексами FPJK'* Это значит, что в Кп 

заданы подгруппы..'. Z)FpKn^FPHK^D . . . udn(pi*Ku)(2PpKnH> 
Укажем сразу два полезных примера фильтрации. Положим: 

f Kn при n<—pi 
(FPKr^^<^(KT^\Ketd^ при л- - р , 

1 0 при п > ~ р. 

Эта фильтрация называется канонической* Она убивает группы 
когомологий Л'*" по очереди 

п (г д ь - | о при п>~р* 
Положим далее 

Эта фильтрация называется «глупой»: она тоже убивает группы 
когомологий К' по очереди, но при этом портит граничную 
группу: 

J- ( 0 ПрИ /£</?» 

w iFPIC)« Ker rfP при Л _ Л 
шЛ(К') при л > р . 
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Построим теперь по фильтрованному комплексу спектральную 
последовательность. 

а) Конструкция EPiQ и dp
r'

q. Положим 

ZP•* = d~l (FP+rI(P+<i+1) n FPKP+<J. 
Эта группа «мажорирует сверху» циклы в Кр+д, лежащие в р-й 
фильтровочной подгруппе: дифференциал d не обязательно пере
водит их в нуль, но углубляет фильтрационный номер на г. 

В Zp,q есть тривиальная часть, являющаяся суммой двух 
подгрупп: 

Zpt\' q~x« d~l (Ff™KJ*<rH) n Fp+1KP+^ 

Положим 

Легко проверить, что d индуцирует дифференциалы 

dp
r'

9:Epr''-+Epr+™-r+l. 

б) Конструкция ap,q. Для построения ap/Q следует по
строить гомоморфизмы 

(справа стоят циклы и границы rfr) и показать, что они являют
ся изоморфизмами. Это сводится к несложным, но довольно 
громоздким проверкам. 

ц) Конструкция Еп. Положим Еп^Нп{К')ш 

FpEn.-образ Hn{FpK) 

при естественном отображении ЕрК'-»-К'< 
3.3.1. Т е о р е м а * Предположим, что на каждом Кп фильтра

ция конечна и регулярна. Тогда построенная спектральная после
довательность (Ep%q) сходится к (Е% Щ 

3.4. Примеры спектральных последовательностей. Здесь мы 
опишем спектральные последовательности, связанные с глупой и 
канонической фильтрациями комплекса (см. начало п. 3). 

а) Глупая фильтрация FpK* Имеем: 
t 0 при <?<0, 

7jyi. -ЖсгсР** при #>0 , r<q+l7 
{ Kp*q при <7>0, г><7+1, 

f 0 при #-т--0, 
Ep'q**\ Kp при <у -О, г - 1 , 

1 # ' ( / 0 при ? - 0 , г > 2 и при <7-=0, г*=оо. 
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Дифференциал dp'q:EP'q->EP+r'q-r+l совпадает с d?:Kp-^Kp+l 

при <7=0, г = 1 и тривиален в остальных случаях. 

Еп = Нп{К')\ фильтрация на Еп тривиальна: 

FPE*=*[EQ П Р И р<п% 

при р>п 

б) Каноническая фильтрация. Имеем 

^ \ н р ( (К) при q=—2pf 

при q^—2p, 

di'g=0 при всех p, q. 

Отсюда E?'q=Ep'q и dr=0 для всех г > 2 . Далее, £,,1-=-
— Ha(K)i фильтрация на Еп тривиальна: 

(Еп при /г< —/г, 
FPEn=ln ^ 

(О при /г> —/?. 
3.5. Спектральная последовательность двойного комплекса. 

Двойной комплекс L=(LiJ\ d\\ д?и) —это набор абелевых 
групп Lij и гомоморфизмов d\j:L£J-*Li+UJ, d[{:LU-> Ll'I+1* 
удовлетворяющих соотношениям 

№)2=0, (^ц)2=0, dirfii + rfndi = 0. (I) 

Положим (SL)n= ® Zv (во всех встречающихся у нас случаях L 

сосредоточен в квадранте, и эти прямые суммы конечны). Усло
вия (1) означают, что оператор 

d=di + dn:(SL)n-> (SL)n+1 

удовлетворяет равенству d2=*Q, так что ((SL)', d) есть комплекс, 
называемый диагональным комплексом. 

Морфизмы двойных комплексов определяются очевидным обра
зом. Пусть Hij(L)—когомологии обычного комплекса L'J с диф
ференциалом d\J. Ясно, что дифференциал d\{ индуцирует мор
физмы Н[] (L)-+ H\,I+1 (Z,), определяющие комплексы Н\'' (L). 
Будем обозначать когомологии этого комплекса через H{\Hi(L). 
Аналогично определяются когомологии НШи (L). 

3.5.1. П р е д л о ж е н и е . Пусть L сосредоточен в первом 
квадранте (то есть 1^=0 при i<0 или / < 0 ) . Тогда существу
ют две спектральные последовательности гЕ и.п£, сходящиеся 
к общему пределу {Hn(SL)}t члены £2 которых имеют вид 
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3.6. Спектральная последовательность Серра—Хохшильда* 
Пусть G — группа, HaG— нормальный делитель, А — некото
рый G-модуль. Тогда G/H действует на когомологиях № ( # , Л). 
Спектральная последовательность Серра—Хохшильда имеет 
£ f = # P ( G / # , НЦН,А)) и сходится к £»—=#»(G,A). 

3.7. Спектральная последовательность расслоения. Пусть 
р : Е-+-В— морфизм топологических пространств, являющийся, 
расслоением в смысле Серра. Предположим, что база В связна 
и односвязна. Пусть F — слой расслоения р. Тогда существует 
спектральная последовательность (называемая спектральной 
последовательностью Серра) с 

Е$* = НР(В, H*(F)) 

(когомологии В с кЬэффициентами в локальной системе №(F))> 
сходящаяся к Нп(Е). 

Ниже (см. гл. 2, п. 4.5.2) будет описан один общий способ 
построения спектральных последовательностей, частными слу
чаями которого являются два изложенных выше примера. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

В этой главе приведены результаты, составляющие часть классической 
гомологической алгебры, как она понималась в начале 60-х годов; Дальней
шее развитие изложенных здесь идей можно найти в любом классическом 
учебнике [40], [87], [107]. Точная последовательность когомологии (теорема 
п. 1.5.1) и спектральная последовательность фильтрованного комплекса (тео
рема п. 3.3.1) являются основными вычислительными средствами Гомоло
гической алгебры. Точная последовательность (в топологической ситуации) 
была известна еще Пуанкаре; спектральная последовательность впервые по
явилась, по-видимому, у Лерэ. Доказательство теоремы п. 1.5.1. см. в [40J 
или [8]. Спектральным последовательностям посвящена обширная литера
тура; наиболее подробно общая схема и многочисленные примеры использо
вания спектральных последовательностей (в основном, топологические) из
ложены в монографии [116]. Доказательство теоремы п. 3.3.1 и ее обобще
ний см., например, в [40]. О спектральной последовательности Линдона—Сер
ра—Хохшильда из п. 3.6 см. [34]. Одним из лучших изложений спектральной 
последовательности Серра остается оригинальная статья Серра [130]; см. так
же [16]. 

Каждая из тем, изложенных в § 2, представляет собой начало одного иа 
применений гомологической алгебры к соответствующей области математики; 
более подробно эти применения изложены в соответствующих параграфах 
главы 3 и в гл. 4, § 5. Относительно симплициальных множеств и их при
менений в топологии см. [64], [65]. Доказательство теоремы п. 2.12.1 см.,, 
например, в [57]. 
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Глава 2 

ЯЗЫК КАТЕГОРИЙ 

§ 1. Категории и функторы 

.1,1. О п р е д е л е н и е . Категория <& — это набор следующих 
данных. 

а. Класс ObW, элементы которого называются объектами. 
б. Набор множеств Нот(Х, У), по одному для каждой упо-

вие морфизм, обозначаемый фоф или -фф : X-^Z и называемый 
морфизмами (из X в У) и обозначаются ф : Х->У. 

в. Набор отображений 
Hom(J, Y)xHom(Y,Z)-+Horn(J,Z), 

по одному для каждой упорядоченной тройки объектов X, У, Z. 
Паре ф: Х->-У, ф: Y-+Z такое отображение ставит в соответст
вие морфизм, обозначаемый фоф или фф: X->~Z называемый 
композицией ф и ф. 

Эти данные должны удовлетворять следующим аксиомам. 
A. По каждому морфизму ф однозначно определяются такие 

X,YB0b9, что фШот(Х, У). Иными словами, множества 
Hom(J, У) попарно не пересекаются. 

Б. Для каждого объекта ХЮЪ^в существует тождественный 
морфизм, обозначаемый idx'• Х-+Х и однозначно определяемый 
тем свойством, что 1ё-гоф = ф, af)oidx = idx всякий раз, когда эти 
композиции определены. 

B. Композиция морфизмов ассоциативна: 

(Х#Ф=Х(ФФ) 

для любых ф : X-*Y, ф : Y~*Z, % : Z-^U. 
Вместо ХфЬ% мы будем также писать ЛГб#, U Нот (X, Y) 

XtYQOb<g 

иногда обозначается Мог%. 
1.2. Примеры категорий, а. Важный класс категорий состав

ляют множества, снабженные дополнительной структурой, с 
отображениями, которые с этой структурой согласованы. При
меры: 

SPet: категория множеств и отображений между ними; 
Э~ор: категория топологических пространств и непрерывных 

отображений; 
SDiff : категория бесконечно дифференцируемых многооб

разий; 
$ФЪ : категория абелевых групп и их гомоморфизмов; 
A -mod: категория левых модулей над фиксированным коль

цом Л; 
&г: категория групп и их гомоморфизмов. 
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б. Категория А : ОЬА = {[/г]|п={0, 1, . . . , /г}}; 
Ногти ([т], [/г]) — множество неубывающих отображений 
{О, . . . , т } в { 0 , . . . , ^ } . 

Категория симплициалъных множеств A°9^et: ОЬД°(^е/) = 
= {симплициальные множества}; Нот(Х, У)-= {симплициальные 
отображения X в У}. 

Категория симплициалъных объектов Д0^, где ^ — абстракт
ная категория. Читателю предлагается определить ее самостоя
тельно. 

в. Категория комплексов абелевых групп К.от(яФЬ): 

ObKom (^6) = {коцепные комплексы К' абелевых групп} 
Нот (А"", --') = {морфизмы комплексов К' -»• —*}-

г. Некоторые классические виды структур также удобно рас
сматривать как категории. 

Категория частично упорядоченного множества. Пусть / — 
частично упорядоченное множество. Зададим категорию <??(/) 
так: ОЬ^ ( / )= / ; Нот'(/, /) СОСТОИТ ИЗ одного элемента, если 
i^ / , пусто в противном случае. Композиция морфизмов и тож
дественный морфизм определяются единственно возможным 
способом. 

Важным частным случаем Ф(1) является 
Категория 0~орХ. Пусть X — топологическое пространство. 

Положим 
Ob £Гор(Х) = {открытые подмножества UaX} 

Нот (С/, V) = естественное вложение U-+V, если 

UczV; пусто, если UgtV. 
1.3. О п р е д е л е н и е . Функтор F из категории 9 в катего

рию 3) (обозначение F : ^-^2)) состоит из следующих данных: 
а. Отображение Ob «?->ОЬ £> :X~^F(X). 
б. Отображение Мог W->Mor ^5, q>->.F(<p), такое, что ср : !->• 

->У переходит в F(q) : F(X)-*F(Y). 
Эти данные должны быть подчинены следующему условию: 
/7(«фф)-=/,(ф)/7(<р) для всех ф, г|}бМог W, для которых я|хр 

определен (в частности, F(idx) =idF(x))-
1.4.'Примеры функторов. 
а) Геометрическая реализация: 

| • | : t^9et-^Top. 

Значение этого функтора на объектах bPSPet определено в 1.2, 
1.3, а на морфизмах определяется очевидным образом. 

б) Сингулярное симплициальное множество: 
% Sing : Top->bP9et 

(Sing У) п = множество сингулярных я-симплексов У, 
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(см. гл. 1, п. 2.7). 
(Sing Y) (f) (ф) =<роД/, где f : [т]ь-Ця], Aj: Ат-^Дта. 

Значение Sing на морфизме (непрерывном отображении) 
a:.Y-*-Y' определяется с помощью композиции: Sing (а) перево
дит сингулярный симплекс ф : ДП"->У в сингулярный симплекс 
аоф : An-^-Y'. 

в) п-я группа когомологий: 
Нп : Котs&b*-*-s4>b\ 

г) классифицирующее пространство: 
В : 9r-+b°&et. 

Определение В дано в гл. 1, п. 2.7. 
1.5. З а м е ч а н и я . 
а) Понятие функтора возникло как формализация того, что 

в старину называли «естественными конструкциями», и примеры 
из пп. 1.3, 1.4 дают образцы таких конструкций. 

б) Те функторы F: 9-+-2D, которые мы определили в п. 3.3,, 
иногда называют ковариантными функторами, и определяют 
контравариантный функтор G как пару отображений G : OW-»-
-+0Ъ2), Mor^->MorS) с условием, что G переводит ф: Х-->Т 
в G(q>) : G(Y)-+G(X) и 0(фя|)) = G ( ^ ) G ^ ) . Сейчас общепринята 
относить это «обращение стрелок» к исходной категории 9. 

Формально определим двойственную категорию 9° следую
щим образом: ОЪ(ё,° = ОЪ<&' (но ХЪС как объект W0 будем обоз
начать Х°); Ноте (Х°, У0) =Нот с(У, X) (морфизму ф : X-+Y 
отвечает ф° : Y°-+X°); наконец, ф0ф°= (фф)0, idx»= (idz)°. 

«Контравариантный» функтор %?-*£D определяется после это
го как (ковариантный) функтор G : ^°~>£25. 

Обозначение A0&et9 введенное в п. 2, напоминает о том, что-
каждое симплициальное множество X можно рассматривать как 
функтор X: A°-^-9pet: 

Х([п])=хЯ9 x<j)=xv). 
в) Функтор Ноте естественно рассматривать как зависящий 

одновременно от двух аргументов. Вместо того, чтобы формаль
но вводить соответствующее определение, сейчас принято поль
зоваться конструкцией прямого произведения категорий. 

Пусть, скажем, 9 и V — две категории. Положим 

•оь{в,
1хв?#-)«оь»хоь^-

Н о ш , х « , ((X, Х% (Г, И ) = Нотз (*, Y) X Нот^ , (X', Y% 

( Ф - Ф О Ч % * 0 = ( Ф ° ^ - Ф Н ' ) > 

id(x,x')-==(idx, id̂ rO-
Нетрудно проверить, что # Х # 7 есть категория. Аналогична 
определяется произведение любого семейства категорий П ^ - -
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Функтор от нескольких аргументов, по определению, есть функ
тор на соответствующем произведении категорий. Пример: 

г) Теоретико-множественная композиция функторов 
F О Gf 

<&->£)->•<§ есть функтор %—*<%* Тождественное отображение 
Id^tOtyg-^Ob^, Мог$-> Мог$ есть функтор. Это позволяет 
рассматривать любое множество категорий как категорию, с 
функторами в качестве морфизмов. 

1.6. Еще примеры функторов. 
а) Предпучок множеств (абелевых групп,...) на топологи

ческом пространстве X есть функтор 
W : (Top X)°-+§et X (эФЬ, . . . ) 

(категория ЗГорХ определена в п. 1.2 г). 
б) Пусть /—частично упорядоченное множество, ^ ( / ) — 

соответствующая категория, определенная в п. 2 г. Функтор 
G :&(1)-*£ФЬ состоит из семейства абелевых групп 
(G(i), i67) и отображений ср« : Gc-*-Gh по одному для каждой 
пары i^j, таких, что если i^j^-k, то <Р5ь<р**-~<р<ь, Фп^с-чад. Та
кие семейства обычно возникают в качестве сырья для взятия 
проективных и индуктивных пределов. 

в) Функторы забвения. Большой класс тривиальных приме
ров функторов получается так: нужно перестать учитывать од
ну или несколько структур, имеющихся на объекте исходной 
категории. Так получаются функторы «множество элементов»: 

Гор, SDifl Mb, 9r-+9et, X 
а также функторы 

•2)iff-+&~op, A-mod-^Mb. 
Очередное определение этого параграфа — морфизмы функ

торов (их называли также «естественными преобразованиями 
естественных конструкций»). 

1.7. О п р е д е л е н и е . Пусть F, G — два функтора из WB2). 
Функторный морфием F в G (запись / : F->G) состоит из се
мейства морфизмов 

f(X):F(X){to}G(X), 

по одному для каждого объекта ХбОЬ^, которое удовлетво
ряет следующему условию: 

для всякого морфизма <р : X-+-Y в категории Я? диаграмма 
f{X) 

F(X)--+Q(X) 
* Ч Ф ) 1 f(Y)iO((p) > 

F(Y)^G(Y) 
коммутативна, щ 

Композиция функторных морфизмов определяется очевид
ным образом так же, как и тождественный функторный мор-
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физм. В результате функторы"^->_5 становятся объектами' 
категории, которая обозначается Funct (W,3)). 

1.8. П р и м е р ы , а) Если симплициальные множества 
Ху Y6k°%et рассматривать как функторы 1, У: A°~+S?et, то 
любое симплиЦиальное отображение / : X-+-Y определяет мор
физм этих функторов, и наоборот. 

б) Рассмотрим категорию &хс (exact sequences of comple
xes), объектами которой являются точные тройки S комплек
сов абелевых групп 

а морфизмами —коммутативные диаграммы вида 

где pr q, г—морфизмы комплексов. Фиксируем целое число п ж 
рассмотрим два функтора: 

F(S)=Hn(M'h G(S) = Hn+1(K'). 

Связывающие гомоморфизмы 6n(S), рассмотренные в гл. 1У 
п. 1.5 (там они обозначались 8n(f, g)) составляют морфизм 
функторов 6п : F-^G. 

О . Несколько определений. Следующие понятия теории ка
тегорий весьма полезны. 

Категория Ф называется подкатегорией категории 2), есла 
а) ОЪ&аОЪЮ; 
б) для каждых X, УЮЪФ имеем 

Нот# (X, Г)сНотд> (X, V); 

в) композиция морфизмов в У совпадает с их композицией 
как морфизмов в 3); для ХЮЪ^, idx в ^ совпадает с idx в 2Е). 

Подкатегория Wcz3) называется полной, если для любых 
X, YGObff имеем 

Нотф(Х,Г)=Нотф(Х,Г).. 

Функтор F'M-^З) называется строгим, если для любых. 
X, У^ОЩ отображение 

Finom^iX^Y^Hom^FiX^FiX)) 

является вложением, и полным, если оно является сюръектив-
ным. 

В частности, вложение полной подкатегории ^^ЗУ яв
ляется строгим и полным функтором. Обратно, можно дока
зать, что всякий строгий и полный функтор получается таким 
образом. 
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Объект а произвольной категории W называется началь
ным, если для любого ХЮЪФ множество Ногти- (а, X) со
стоит из одного элемента. Аналогично, сьЮЪФ называется 
конечным объектом, если для любого ХЮЬ <& множество 
Ноте, (X, со) состоит им одного элемента. Ясно, что как на
чальный, так и конечный объекты категории # (если они су
ществуют) определяются однозначно с точностью до изомор
физма. 

П р и м е р . В категории %'et начальным объектом является 
пустое множество, а конечным •— одноточечное множество. 

1.10. Изоморфизм. Многие математические задачи —это 
задачи классификации: простых групп, особенностей и т. и. Ни
же мы опишем категорпый подход к этим задачам. Классифи
кации-- тго обычно классификация с точностью до изомор
физма. 

1.10.1. О п р е д е л е н и е , а. Морфизм ц> : X-+Y в категории^ 
называется изоморфизмом, если существует такой морфизм 
ty : У-*Л\ что 1|к|> icl.v, cpif> id v. 

б. Объекты X, Y в категории № называются изоморфными, 
если между ними существует хоти бы одни изоморфизм. 

Читатель легко проверит, что отношение «быть изоморф
ным» является отношением эквивалентности в Ob %J. Mop-
физмы <|\ \р со свойствами.- указанными в определении, назы
ваются взаимно обратными. Каждый изоморфизм однозначно 
определяет обратный к нему изоморфизм. 

Мели применить УГО определение к категории функторов 
(см, и. 1.5 г), получится важное понятие изоморфизма функ
торов. Именно, изоморфизм между функторами F: ($->2D и 
(i\tfh»W УГО морфизм функторов ):F-»G, для которого 
есть обратный морфизм Я " G- + F: #/•- id*-, /#-• \Лп-

Легко проверить, что в УГОМ определении существование 
обратного морфнзма функторов g : G-yF можно заменить бо
лее естественным условием; для каждого X^Qb€ff морфизм 
f(X) : F(X)~>(i(X) является изоморфизмом. 

Применение определения 1.1 к «категории категорий» 
дает сравнительно бесполезное понятие изоморфизма ка
тегорий. Существенно более полезное определение таково: 

1.11. О и р е д е л е и и е. а. Функтор / ; : W-*-2D называется 
эквивалентностью категорий, если существует такой функтор 
О:20- •'#, что функтор OF изоморфен i d # , a FG изомор
фен \{\ej)m 

б. Категории Ч?>ЗЬ называются эквивалентными, если су
ществует функтор, осуществляющий их '-жвивалептиость.И 

Функтор О из а) иногда называется квазиобратным к 
функтору F. 

1.12. П р и м е р . Пусть Vectg — категория я-мериых вектор
ных пространств над полем k; VJ —категория с одним объектом 
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kn и линейными отображениями в качестве морфизмов. Имеется 
очевидный функтор вложения Vj?-*Vectfe, который является экви
валентностью категорий. 

Этот пример типичен: а) эквивалентные категории имеют 
«одинаковые» классы изоморфизма объектов и «одинаковые» 
морфизмы между этими классами; б) построение функторов, 
обратных к эквивалентности, часто неоднозначно и требует 
аксиомы выбора: в данном примере следует выбрать базисы 
во всех /г-мерных пространствах. 

Формально при установлении того, что некоторый задан
ный функтор является эквивалентностью категорий, бывает 
удобно пользоваться следующим простым результатом. 

1ЛЗ, Т е о р е м а . Функтор F :<$?-*£) является эквивалент
ностью категорий, если и только если 

а) F — строгий и полный функтор; 
б) каждый УЮЪЯ? изоморфен объекту вида F(X) для 

некоторого ХвОЬ<2). 
1.14. П р и м е р ы . Содержательную теорему об эквивалент

ности категорий часто можно представлять себе как вскрытие 
двух дополнительных способов описания одного и того же ма
тематического объекта. Следующие классические небольшие 
теории, содержание каждой из которых можно резюмировать 
в виде теоремы эквивалентности, иллюстрируют это утвержде
ние. 

а. Теория Галуа. Пусть k — некоторое поле, для упрощения 
формулировок характеристики нуль. Обозначим через G груп
пу Галуа алгебраического замыкания k/k с топологией Крул-
ля. Значительную часть теории Галуа можно резюмировать в 
следующем высказывании: двойственная категория конечно
мерных коммутативных полупростых А-алгебр. (k~Alg)° экви
валентна категории конечных топологических G-множеств 
G-9et 

б. Теория фундаментальной группы Пуанкаре. Пусть X — 
линейно связное хаусдорфово топологическое пространство с 
отмеченной точкой х0£Х. Обозначим через ^ovx категорию, 
объектами которой являются накрытия р : Y-+X, а морфизма-
ми р.г*-р2 — коммутативные диаграммы. 

X 

С другой стороны, пусть ni=m(X) — фундаментальная груп
п а м и ni-^et — категория левых jti-множеств. 

Теория фундаментальной группы резюмируется в следу
ющем утверждении. 

Категория Vovx эквивалентна категории itr&et. 
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в. Коммутативные нормированные кольца. Пусть Man — 
категория, объекты которой коммутативные нормированные 
кольца с инволюцией, а морфизмы — гомоморфизмы колец, 
сохраияющие норму и инволюцию, 

С другой стороны, обозначим через $ёаи$ полную подка
тегорию категории Тор, состоящую из компактных хаусдор-
фовых топологических пространств. Одно из основных 
утверждений теории коммутативных нормированных колец 
можно сформулировать так: 

Категории {Шал )° и 2f$aus эквивалентны. 
г. Теория двойственности Понтрягина. Пусть V — катего

рия коммутативных локально компактных топологических 
групп (н непрерывных гомоморфизмов). Теорема двойственно
сти Понтрягина может быть выражена следующим образом: 

Категория %} эквивалентна двойственной категории V0. 
Точнее, пусть / ; : C$->W{) и /;0 : ^°->^ — функторы, сопостав

ляющие каждый группе О ее группу унитарных характеров G*. 
Более точная формулировка теоремы двойственности звучит 
так: Функторы /\ /л) киазнобратны Друг другу. 

1.15, Представимые функторы. Пусть Ф —категория функ
торов (см. п. 1.7) 

#-—-Funct(#°, 9et), 

Рассмотрим функтор Ал-:
гЙ°-> (Pet, hx (Г°) = Hotr% (Г, X) как 

объект #. 
1.15.1. О п р с д с л е и и е. Функтор РфЪс£ называется пред» 

ставимым, если он изоморфен функтору вида hx для некото
рого Х^ОЪ%. В этом случйс говорят, что объект X представ
ляет функтор F. щ 

Пусть <p:AV> Х- -некоторый морфизм в f)> Ему соответствует 
морфизм функторов h4;.hxx->hx&, который любому объекту 
K(«Ol)W сопоставляет отображение 

htv(YYJiKl{Y)->hxAn 
переводящее морфизм 0(<Пот<#(К, XX) .*hXl(Y) в композицию 
Ф<НН<Нопц; (К, Хп) '--Лл'ЛП- Очевидно, hmt> ^hipfi^ 

1.16. Теорема- В описанных обозначениях отображение 
<Р*->АФ определяет изоморфизм множеств 

Ноту; (А", К)~;Нотф(А*, hy). 

Более того, это изоморфизм функторов ̂  C°XC->$et от 
аргументов X, Y. Поэтому функтор fii'^W, задаваемый фор
мулами h(X) hx, Мф) /ц, задает эквивалентность категории 
V с полной подкатегорией Ф, состоящей из представимых 
функторов. 
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1.16.1. С л е д с т в и е . Если функтор из W представим, то 
представляющий его объект X определен однозначно с точ
ностью до канонического изоморфизма. 

1.17. Пример: прямое и расслоенное произведение. Напом
ним, что в теории множеств ХХУ есть множество упорядочен
ных пар {(х, у) \хеХ, у~У}. Введем определение прямого про
изведения двух объектов X, УЮЪ ф двумя способами. 

а) Прямое произведение XXY «есть» объект Z, представля
ющий функтор £/«-»• (прямое произведение /i„(f/)Xfty(f/)) 
(если этот функтор представим). 

б) Прямое произведение XxY «есть» объект Z, заданный 
Р Р 
X Y 

вместе с морфизмами проекции X^-Z-^Y\ такой, что для любой 
РХ Ру 

пары морфизмов X^-Z'-^Y существует единственный морфизм 
q\Z'~*Z, для которого px=pxq, Py^prq (снова с оговоркой: 
если (Z,px,py) с этими свойствами существует). Это второе 
определение — результат предварительного описания теорети
ко-множественной конструкции на языке категории 9>eL 

Легкое обобщение этой конструкции позволяет ввести так
же категорный вариант расслоенного произведения. Напом
ним, что если 'ф : X-+-S, ^:Y~*-S— два отображения множеств* 
то расслоенным произведением X и У над S называется мно
жество пар 

XxY=~{(x,y)£XxY\<p(x)^(y)}c:XxY. 
Объект XxY в категории также можно ввести двум 

способами. 
a7) XXY представляет функтор U^X (U) X Y (U). 

s s<p) 
б') XxY «есть» обычное прямое произведение в новой кате-

гории #$, объектами которой являются морфизмы y:X->S в %* 
а морфизмами X-~>S в Y-~>S—коммутативные диаграммы 

\ / Г 

где %&iom<$(X,Y). 
Диаграмма б) в категории Vs представлена диаграммой в 

категории *$? вида Ру 
X * Y " 

S 

i 
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которая обладает очевидным свойством универсальности и на
зывается «декартовым квадратом». 

1.18. Обращение стрелок. По всякой категорной конструкции 
можно определить двойственную ей: ггровести исходную конструк
цию в категории 9о° и интерпретировать результат в категории $, 
иными словами обратить все стрелки в определении. Так полу
чается конструкция амальгамированной суммы», или копроиз веде
ния, или ко декартова квадрата, отвечающего диаграмме X^-SXY^ 

l Y 

X U Y - * Y 

! S 

X~* S . 

Свойство универсальности этого квадрата, состоит в том, что 
JX J у 

по любой диаграмме X-+Z<-Y с условием jxy = jrty однозначно 
строится морфизм Xj±Y->Z с jx=qix, jv = qir. s 

В оставшейся части этого параграфа мы приведем два 
важных понятия теории категорий, которые удобно вводить в 
терминах представимых функторов: понятие предела и поня
тие сопряженного функтора. 

1.19. Пределы. Зафиксируем некоторую категорию / (часто 
называемую категорией индексов); во многих случаях катего
рия / является конечной (имеет конечное число объектов и 
морфизмов). Напомним, что через Funct(/, <&) обозначается 
категория функторов F : J-+& (см. п. 1.7). 

Диагональный функтор Д : ^?->Funct(/,<gP) определяется 
следующим образом: 

На объектах: АХ= (постоянный функтор J-+% принима
ющий значение X}, т. е. Дл (/) *=Х для /GOb /, 
AX((p)=idx для морфизмов <р в /. 

На морфизмах: для ф : Х-+-Х' в И?, Дф: ДХ-^ДХ' задается 
так: Дф(/) = * : X=AX(j)-+X'=AX'(j). 

Ясно, что Дф является морфизмом функторов и Д^ф' )" 2 

==Дф-Дф/, так что Д действительно' является функтором из %? 
в Funct ( / ,#) . 

1.19.1. Определение . Пусть F : /—V — некоторый функ
тор. Проективным пределом функтора F в категории ^ назы
вается объект ХЮЪ 9\ представляющий функтор 

r~Hommnct</f«) (д^> FYW+sret. 
Проективный предел F обозначается X=*\imF; иногда он назы
вается обратным пределом или просто пределом, • 
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Согласно этому определению X = limF характеризуется 
равенством 

Ноп% (Г, X) = HomFunct(y,̂ ) (ЛГ, F). (1) 
Теорема п. 1.16 показывает, что если HmF существует, то он 

определен однозначно с точностью до единственного изоморфизма. 
1.20. Универсальное свойство предела. Любой функтор 

F\J-*% задается набором объектов Р{])=Х$ОЩ и набором 
морфизмов F(<$):Х]-*Х'.г<1 по одному для Ф'.у-^у7 в J. 

Пусть существует предел X = l\m.F, положим в (1) Y=X. 

Тождественному морфизму id-r: Х-^Х в <& отвечает морфизм 
функторов f:AX-^F, который состоит из семейства морфизмов 
/(/) : X—Xj в <&, по одному для каждого /бОЬ/, удовлетворя
ющих условиям 

F(<f>)f{j) *=!{]') Для каждого ф : Н ч ' в /. (2) 
Далее, произвольный морфизм функторов g : AY-+F состоит из 
семейства морфизмов g(j) : Y-+Xj в <&, /бОЬ/, удовлетворяю
щих аналогичным условиям 

F^giD^gW) Для каждого ф :/-^f. (3) 
Формула (1) показывает, что определение HmF можно сфор
мулировать в виде следующего свойства универсальности: 

Объект ХЮЪ& является проективным пределом функтора 
F : J-*% в категории _?, если задано семейство морфизмов 
/(/) : X-*-Xj=F(j) в Ф, по одному для каждого ;60Ь(7), удов
летворяющих условиям (2) и такое, что для любого семей
ства g(j) : У-^Xj, /GOb/, удовлетворяющего условиям (3), су
ществует единственный морфизм о|з:'У-*--X в <& такой, что 

1.21. Двойственная теория: копределы. Пусть снова J — 
категория индексов, F —функтор из / в % Индуктивным пре
делом (прямым пределом, копределом) функтора F в категории 
% называется объект X = lltaF в $, представляющий функтор 

F^HoniFunct(/,^) (F, bY)-M~+9eU 

Другими словами, X = llmF, если 

Hom<g (X, V) = Hompunct(y,<g) (F, AY) 

функториально поТ. 
Индуктивный предел может быть определен универсальным 

свойством, двойственным определению в пределах в п. 1.20. 
В классических категориях 9et, &rf STop, зФЪ конечные 

пределы и копределы всегда существуют. 
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1.22. Пределы по частично упорядоченному множеству. 
Важный частный (и исторически первый) случай пределов 
возникает в случае, когда категория индексов / — это катего
рия # ( / ) • некоторого частично упорядоченного множества / 
(см. п. 1.5.г). 

а) Пусть ^--= 9е£—категория множеств. Функтор F : / -> 
-*9>et — это набор множеств Ха, « б / и отображений /«р: Хат* 
-нХр, «х^.р, таких, что faa—id, f^fa^fm. 

Легко проверить, что lira F в 9>et строится следующим 
образом. Назовем подмножество Lai полным, если (agl , p>a)=-> 
=->-р6/» то есть вместе с каждым элементом в L входят и все 
большие. Назовем нитью набор {x^X*, a£L) для некоторого 
полного /,, такой, что /а$ха = х& Для a < p , a, р££. Тогда 
lim F есть множество классов эквивалентности нитей по соот
ношению {Xa, a6L}~{0Cp, pel '} , если и только если для каждых 
a g l , pe l ' существует «у, ч > а > Ч>Р такое, что fayxa = 

Далее, если / ' с / —фильтрующее подмножество (то есть 
для каждого a g / найдется ре/ ' , р>» ) , то l imF для F :$(/)-> 
->^е* совпадает с lim/7 ' , где F ' — ограничение F на 

Аналогичные утверждения справедливы для категорий 

В случае, когда частично упорядоченное множество / являет
ся направленным (для любых а, ре/ существует «кбЛ большее 
их обоих; классический пример: / = Z+ —положительные целые 
числа) lim/7 для ,F:#(/)->-® раньше назывался пределом пря
мого спектра, а l imF для Р:%(1)-+ф —пределом обратного 

< • — 

спектра. 
1.23. Сопряженные функторы. Последнее важное понятие 

теории категории, которое мы изложим —это понятие сопря
женного функтора. 

Пусть <В> 3> — две категории, F : <&-^2> — функтор. 
1.23.1. О п р е д е л е н и е — л е м м а. , Предположим, что 

функтор Г'и-Нотд> ( ^ ( Г ) ^ ) ' из У0 в ^е* для любого 
УЮЬ_5 представим объектом XGOb«\ Отображение У->Х 
продолжается до единственного функтора G : ,25-И&\ задающе
го изоморфизм бифункторов Цот<$(Т, G(Y)) и Hom^ (F(T),Y) 
из У°Х^Ь в 9>et. Функтор G называется правым сопряжен
ным к F (а/7 — левым сопряженным к G). 

1.24. Морфизмы сопряжения. Пусть F и G —пара сопряжен
ных функторов, так что у нас есть функториальные по Хи¥ 
изоморфизмы множеств 

a: Hom^\Х, G (Y)) ^ H o m ^ (F (X), Т ) . 



Полагая Х=- G (Y), получаем морфизм 

iay=-a(idG{y>) :FG(Y)~+Y. 

С другой стороны, полагая Y^F(X), получаем морфизм 

xx-arl(iUFm):X^GF(iX); 

Легко проверить, что {ay} и {тх} задают морфизмы функторов 

(S'.FG^ld®, %:\&g-+QF. (4) 

Эти морфизмы функторов называются морфизмами сопряже
ния, отвечающими паре сопряженных функторов F, G. Легко 
проверить, что они удовлетворяют следующему условию: 

Композиции морфизмов функторов 
Fo% OoF %oG Goty 

p^FOF^F; G-+GFG-+G (5) 

являются тождественными морфизмами функторов F и G со
ответственно. 

Оказывается, что существование морфизмов сопряжений 
эквивалентно сопряженности функторов F и G. Точнее, если 
i7: V-*0> G: 3)-+% — два функтора и заданы-изоморфизмы 
функторов (4), удовлетворяющие условиям (5), то F и G со
пряжены: изоморфизм а есть a(w) =oyoF(u), а обратный изо
морфизм есть a~l{v) =G(v)o%x. 

1.25. П р и м е р ы. а) Ряд конструкций алгебры и топологии 
можно интерпретировать как применение функторов, сопря
женных к стандартным функторам, аналогичным функторам 
забвения (см. табл. 1). 

б) Пусть /?, S —два кольца, M=RMS— (R,S)-бяшолулъ 
(слева над i?, справа над S). Тогда функтор X-*-M<8>sX: 
: 5-mod~>./?-mod, сопряжен слева функтору У~->Нотя (M. У). 

в) Функтор lim является сопряженным справа, а lim сопря
женным слева к диагональному функтору A:$-*Ftmct(,/, $). 

г) Пусть F—функтор из категории 9>%at малых категорий 
(таких, у которых Ob $—множество) в 9et* сопоставляющий % 
множество ОЬ$. Тогда у F есть левый сопряженный Оь 
сопоставляющий множеству X дискретную категорию %х 

{оЪЧВх — Х, Нош^ {Х,У) = \ГА* хфу.) и правый сопряженный 

Gr, сопоставляющий X категорию Сх с ОЪСх = Х, 
Нот,* (JC, у)—-одноэлементное множество для всех х, у. В свою 

очередь у G* есть левый сопряженный, сопоставляющий малой 
категории С множество ее связных компонент (то есть множе
ство классов эквивалентности Ob С по соотношению х~у, 
если и только если Ноте (я, у) непусто). 
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Т а б л и ц а 1 

Функтор забвения F:<$:-*><g) 

1. g r - ^ e t 

2. ^ b - ^ e t 

•3. jR-mod~v^b (R — фиксированное 
кольцо) 

4. k-Alg (ассоциативные алгебры 
над полем k)-+VedLh (векторные 
пространства над k) 

5. STop-^^et 

•6. ffommet (полные метрические про
странств a)-->*#et (метрические про
странства) 

7. k-Alg-^Liek (алгебры Ли над k); 
функтор превращает алгебру А 
в алгебру Ли с операцией [а, Ь] = 
=ab—ba 

Левый сопряженный G:@)-><$ 

свободная группа с данным множест
вом образующих 

свободная абелева группа с данным 
множеством образующих 

A-+R® гА 

тензорная алгебра пространства V 

множество с дискретной топологией 

пополнение метрического простран
ства 

универсальная обертывающая алгебра 

§ 2. Аддитивные и абелевы категории 

2.1. Гомологическая алгебра и категории. С категорной 
точки зрения, гомологическая алгебра изучает свойства функ
торов, принимающих значения в специальном классе катего
рий— абелевых категориях. Это понятие аксиоматизирует ос
новные свойства следующих конкретных категорий: 

а. Абелевы группы. 
б. Модули над кольцом. 
в. Системы коэффициентов (гл. 1, п. 2.4) и преддуч̂ ки абе

левых групп. 
г. Пучки абелевых групп. 
Мы последовательно сформулируем аксиомы А1—А4 абе

левой категории *в (определив входящие в них понятия) и 
прокомментируем, каким образом они нарушаются для род
ственных, но не абелевых категорий, таких как топологические 
абелевы группы и группы с фильтрацией. 

2.2. Аксиома AL Каждое множество Hom<^(J, У) снаб
жено структурой абелевой группы (которую мы будем записы-
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вать аддитивно) : (композиция морфизмов биаддитивна относи
тельно этой структуры. 

Иными словами, Нот<gесть функтор Ч?°У(&->~я6Ь. 
2.3. А к с и о м а А2. Существует нулевой Объект 0 Ю Ь ^ — 

такой, что Нот<.$ ( 0 / 0 ) -—нулевая группа. Мы позволим себе 
обозначать 0 т а к ж е нулевые морфизмы. 

2.4. А к с и о м а A3. Д л я каждой пары объектов Хи %% 
существует объект У и морфизмы р \ , р2, t*i, fc: 

Pt Pss 

X^Y^:X2 <1> 

со следующими свойствами; 
ргЦ^гйх,, p2i2 = idx2-> p2hz=Pih=0, hpi + hp2 = iur* 
Смысл этой аксиомы таков: 
Следующие два квадрата являются соответственно декарто

вым и кодекартовым (пп. 1.17 и 1.18), то есть У является одно
временно прямым произведением и прямой суммой Х\ и Х2: 

У ^ X l Y _ _ L _ x 

М- I Ч t 
r X2 »*0 Х.2'тт 0 • 

В частности, при данных Хи Х2 любые д в е диаграммы вида (1) 
канонически изоморфны. 

Теперь мы приступим к категорному анализу наименее три
виального свойства категории La.—г. из п. 2.1—существования 
в них точных последовательностей. 

2.5. Ядро- Пусть категория W удовлетворяет аксиомам А1 и 
А2 и пусть ф : X-+Y — некоторый морфизм. Рассмотрим функтор 

(Кег<р) (Z) =Ker(hx(Z)-+hY(Z)) 
Кегф)(/)-— ограничение hx(f) на (Kerф)(Z) (см. п. 1Л5)*' 

Вложение (Кег Ф ) ^ ) С А ~ ( £ ) определяет морфизм функторов 
Кегф->АХ- предположим, что Кегф представлен объектом К» 
Этот объект определен вместе с морфизмом k:K-*X и фо£ = 0. 

k Ф 

Диаграмма K-^X-^Y обладает следующим универсальным 
свойством: для любого морфизма К'-*Х с фо&'^О существует 

h 

единственный морфизм ,К г-> К* для которого k'^k^h. 
Морфизм k или пара (/С, k) называется ядром <р; допуская 

вольность речи, мы будем также называть ядром Объект К. 
Легко проверить, что если ядро (Krk) морфизма ф сущест

вует, то оно определяется однозначно. 
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В категориях La. —г. имеется теоретико-множественное 
понятие ядра: Ф"1^) в группах и модулях; семейство Ф^!(0) 
в системах коэффициентов; семейство Ф"1 (0) в пучках, где мор
физм ручков ф:^->^ представлен морфизмами Ф^:^'(U)-+9 (U) 
для всех открытых подмножеств U. 

2.5.1. Лемма , а. В категориях а.—г. теоретико-множествен
ное ядро морфизма ф: X-^Y является объектом К той же кате
гории. 

б. Каноническое вложение этого объекта К в X является ка-
тегОрным ядром в смысле п. 5. 

2.6. Коядро. Напрашивающееся наивное определение Coker ф 
как объекта, представляющего функтор Zi^Coker(X(Z)-^Y(Z))> 
является неправильным. Например, уже в категории абелевых 
групп он не изоморфен функтору, представленному теоретико-
множественным коядром. В самом деле, положим X = Y—Z, ф—> 
умножение на целое число п>\, Z = Z/nZ. Тогда X{Z) = 
=-y(Z)-=0, так что Coker(.X(Z)->Y(Z))-=0, в то время как 
Hom(Z/nZ, Coker ф) Ф0 (здесь Coker <$ = 1/пХ — теоретико-мно
жественное коядро ф). Рекомендуем проверить, что функтор 
Z*-*Coker (X(Z)-^Y(Z)) в нашем примере даже не представим, 

Правильное определение Coker ф, если этот функтор предста
вим, требует двойной дуализации: 

Coker ф=(Кегф°)°, 
где ° — символ перехода к двойственной категории (см., 
п. 1.56). Это определение равносильно каждому из следующих 
двух. 

а. Коядро морфизма ф:Х—>У есть морфизм с :' Y->~K' такой-, 
что для любого- обекта ZeOb ̂  последовательность групп 

0->Hom^(iT, Z)->Hom^(r, Z)^Hom<^(X, Z) 

точна (это и означает, что (К')° представляет Кегф0). 

б. Коядро морфизма q>:X~+Y есть морфизм Y->fC такой» 
что о̂ф = 0 и для любого морфизма Y-i-Ki С с1оф = О существует 
единственный морфизм h:Kf-^K\ с cx = hoc. 

Так же, как и ядро, коядро Y->K\ если оно существует, 
определяется однозначно с точностью до канонического изо
морфизма. 

В категориях 1.а.—в. имеется теоретико-множественное оп
ределение коядра и справедлив аналог леммы п. 2.5.1. 

Сложнее обстоит дело в категории 9>st>b пучков абелевых 
групп. Дело в том, что даже если ф : Х~»Т —морфизм пучков-. 
{Кг (U) = Coker фгг} может оказаться не пучком, а лишь пред-
пучком. Можно проверить при этом, что {K'(U)} является ко
ядром в категории предпучков. 
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Ниже будет показано, как определять коядра морфизмов в 
категории пучков. Теперь же сформулируем последнюю ак
сиому. 

2.7. А к с и о м а А4. Для любого морфизма ф: Х->У сущест
вует последовательность 

KXxXlJ-+Y^K' (2) 
-со следующими свойствами: 

а) /oi-=<p; 
б) К есть ядро ф, К' есть коядро ф; 
в) / есть коядро k и ядро с. 

Такая последовательность называется каноническим разложе
нием ф. 

2.8. О п р е д е л е н и е . Категория, для которой выполнены 
аксиомы А1—A3 называется аддитивной] категория, для кото
рой выполнены аксиомы А1—А4, называется абелевой. Ш 

Все категории а.—г. в п. 2.1 аддитивны. Более того, все они 
абелевы. Существование канонического разложения морфизма 
<р: G-+H в категории $$>Ь (то есть изоморфизм 1тф~0/Ке.г ф) 
обеспечено теоремой о гомоморфизме абелевых групп; анало
гично устанавливается абелевость категории модулей над фик
сированным кольцом. Для категорий из п. 2.1в каноническое 
разложение строится почленно. Так, в категории 3>$ФЪ предпуч-
ков абелевых групп, каноническое разложение морфизма 
Ф : Х-^У получается из канонических разложений морфизмов 
<р :̂Х(1У)--->У(С/) вМ: 

kU lU W CU 

которые, как легко проверить, совместимы с гомоморфизмами 
ограничения. 

2.9. Комментарии к аксиоме А4. а) Если каноническое раз
ложение морфизма ф существует, то любое другое каноническое 
разложение изоморфно ему, и этот изоморфизм определен од
нозначно. 

б) Если постулировать только существование ядер и ко
ядер, то для любого морфизма ф можно построить две полови
ны диаграммы (4): 

k l J с 

где &-=Кегф, i=Coker&; с=Сокегф, /=Кегс. Дополнительное 
требование аксиомы А4 состоит в том, чтобы / и V «совпада
ли», точнее, чтобы существовал изморфизм 1->1' такой, что 
Ф=/о/о1\ Можно проверить, что морфизм / с таким свойством 
строится канонически, так что в конечном счете аксиома А4 
требует его обратимости. Иногда (./'»/) называют образом ф, 
а (/, i) — кообразом. 
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в) Аксиома А4 автодуальна в следующем смысле слова. 
Рассмотрим диаграмму (4) в двойственной категории Ф°: 

со уо -о #о 

K'°->Y0-*I0-+X°-+K0. (3) 
Если (2) есть каноническое разложение ср, то (3) есть канониче
ское разложение Ф°. 

Аналогичными свойствами автодуальности обладают и аксиомы 
А1 — A3. Таким образом, если считать, что Hom^(X, Y) = 
-—-Нот^оО70, Х°) как абелева группа, то категория, двойствен
ная к аддитивной, аддитивна, а категория, двойственная к абе
левой, — абелева. 

г) В абелевой категории всякий морфизм Ф, у которого 
Кегф=0 и Сокегф = 0, является изоморфизмом. В самом деле, 
коядро морфизма 0-> X изоморфно Х->Х, а ядро морфизма 

У->0 изоморфно Y-^Y. Аксиома А4 поэтому показывает, что 
r ^ i j 

морфизмы i, j являются изоморфизмами: X-+I-+Y. 
д) Морфизмы <р, у которых Кегф = 0, называются мономор

физмами; морфизмы ф, у которых Сокегф=0, называются эпи
морфизмами. 

2.10. Пучки и предпучки. Пусть 9>М>Ъ (соответственно 
,$>я£Ь) — аддитивная категория пучков абелевых групп (соот
ветственно предпучков абелевых групп) на трпологическом про
странстве М. Каждый пучок является предпучком с дополни
тельными свойствами; это определяет функтор вложения 
1:9?s&b-+@s&b. В доказательстве абелевости категории 9s4A) 
дсновную роль играет существование левого сопряженного фун
ктора, то есть функтора s : ^ЖЪ-^ЗМ-Ъ и изоморфизма бифун
кторов _ 

\\от9М($Х, Y)^Hom&M(X, tF). 
Пдсле этого устанавливается, что_ коядро морфизма пучков 
<f:X~»Y можно определить как s{K), где К — коядро Ф В д>ЖЬ, 
•и проверяется аксиома о каноническом разложении А4. 

2.10.1. Предложение . Функтор i:Psf>b-+&&b обладает 
левым сопряженным. 

2.11. П р е д л о ж е н и е . Пусть ф:.АГ->Г — морфизм пучков в 
Я>зФЬ и пусть 

J k l j с 

—каноническое разложение морфизма 1ф в абелевой категории 
&ЖЪ. Тогда диаграмма 

s(k) s(i) s(j) He) 
sK-+ X = siX-» sI^Y «siK-* 5 (iCO 

является каноническим разложением морфизма ф в категории 
&\s4>b. В частности, категория SPMA) абелева. 
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.•2.12. Примеры аддитивных неабелевых категорий. В описан
ных ниже категориях не выполнена аксиома А4. 

а. Фильтрованные абелевы группы. Назовем объектом ка
тегории s^bgr абелеву группу X с последовательностью под
групп . . . c r a c f i + l X c , , . . czX. Положим 

HomM0r(X, Y)={<teHomM{X, ¥)\ц(Р1Х)аР1У для всех i). 

Обозначим через Fty ограничение (fi^X-^FV. 
Ядро морфизма Ф в &Ь& как группа совпадает с ядром q> 

в s&b; фильтрация на нем есть Кег^^Ф- Коядро морфизма Ф в s&bSF 
как группа совпадает с коядром <р в sf>b\ фильтрация на нем есть 

Г'Сокег^^Ф-РЧГ/ЯГПФ(-У). 
Следующая конструкция доставляет морфизмы с нулевым 

ядром и коядром, не являющиеся изоморфизмами. Рассмотрим 
одну и ту же группу X с двумя фильтрациями, FlXcF^X для 
всех £, и ее тождественный морфизм. Если хотя бы для одного 
i имеем F\X^F\X, то это—не изоморфизм. В силу п. 2,9 
г) отсюда следует неабелевость категории *$-£££*. 

Для общего морфизма ф: .Х->У в обозначениях п. 2.96) 
имеем: /=1/Кегф, Г=ц(Х) как группы с фильтрациями 

Я/=FWKer F% F</W<yn<p(-X). 
Канонический морфизм !-*•¥ индуцирован <р; он является изо
морфизмом в ^ 6 . Однако, фильтрации (f{FlX) и ^УПф(Х) мо
гут не совпадать, как в предыдущем примере, и тогда ф не бу
дет иметь канонического разложения. 

б. Топологические абелевы группы. Объектами категории 
яФЬд~ являются абелевы группы с хаусдорфовой топологией,. 
морфизмами — непрерывные морфизмы групп. В этой катего
рии существуют ядра и коядра: Кег ф, где <р : Х->У, есть тео
ретико-групповоеядро ф с индуцированной топологией, а 
Сокег<р есть У/<р(Х)., где (${Х)—замыкание теоретико-множест
венного образа относительно топологии, индуцированной с У. 

В обозначениях п. 2.96) имеем /=Х/Кегф, /,=ф(.Х), с то
пологией, индуцированной с У. Отображение /--•-/' не является 
изоморфизмом, если ф(Х) не замкнут. Может оказаться также^ 
что ф(Х) замкнут, но У индуцирует на нем более слабую топо
логию. Например, тождественное отображение R с дискретной* 
топологией в R с обычной топологией имеет нулевое ядро и ко
ядро, но не является изоморфизмом. 

2.13. Несколько определений. В произвольной абелевой ка* 
тегории имеют смысл большинство определений гл. 1. Приве
дем некоторые из них. 

а) (Коцепным) комплексом в аддитивной категории ^ на
зывается последовательность объектов и морфизмов 
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X': . . . -+Хп-+Хп+г+ . . . 

со свойством dnodn+l*=0 для всех п. 
б) Если категория % абелева, то n-мерной когомологией 

комплекса Х- в ней называется объект 
Я^(ХО==Сокег^-—Кег^+1, (4) 

определяемый из коммутативной диаграммы. 

Cokevd71^ -п+1 

(Равенство в (4) означает канонический изоморфизм.) 
в) Комплекс X' в абелевой категории называется ациклич

ным в члене Хп, если Нп(Х9)~0. 
г) Комплекс X' в абелевой категории называется точным 

(или точной последовательностью), если он ацикличен во 
всех членах. 

Столь же естественно обобщаются на произвольную абе-
леву категорию и другие понятия гл. 1, § 1, а также определе
ние спектральной последовательности из гл. 1, § 3. При этом 
остаются справедливыми аналоги теорем гл. 1, п. 1.5.1 и п. 3.3. 

2.14. О методах доказательств в абелевых категориях. Глав
ный тезис при работе с абелевой категорией состоит в том, что 
в произвольной абелевой категории справедливо любое утверж
дение, включающее конечное число объектов и морфизмов, и 
верное в категории модулей над фиксированным кольцом. Ос
нованием для этого является следующая теорема вложения. 

2.14.1. Т е о р е м а . Пусть М> — абелева категория, объекты 
которой образуют множество. Тогда существует кольцо R и 
точный функтор F: «5-#->i?-mod, который является вложением 
на объектах и изоморфизмом на Hom'ax. 

Обычно эта теорема (или какой-либо аналогичный метод, 
например, связанный с понятием элемента объекта абелевой 
категории) используется для проверки тех или иных свойств 
объектов или (чаще) морфизмов, построенных с помощью тех 
или иных свойств универсальности. Например, она позволяет 
утверждать, что какая-либо последовательность точна или что 
некоторый морфизм является изоморфизмом, если соответст
вующее свойство выполнено в категории модулей. 

Следующие два результата весьма часто используются в го
мологической алгебре. 
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2.14.2. Л е м м а о пяти г о м о м о р ф и з м а х . Пусть 
задана коммутативная диаграмма 

X \ —>Х2 ~>Аз -̂̂ 4 '^>XQ 
y / j Yb WS Y / * Yfe 

К1_Ка->.Кз.-з-.Г4-.К6, 
в которой строки точны, fi — эпиморфизм, /б—мономорфизм, а 
/2, А — изоморфизмы. Тогда /з также изоморфизм. 

2.14.3. Л е м м а о з м е е . Пусть задана коммутативная диа
грамма 

0-*Х1-^Х2
£>Хг~*0 

Wl Y?2 Y/з 

с точными строками. 

а) Последовательности 

0-^Кег/АКег/АКег/з 

Coker fi-^Cokex /2~^Сокег / 3->0, 
где а ь а2 (соответственно bi, й2) индуцируются морфизмами 
gu §2 (соответственно hu h2) точны. 

б) Существует естественный морфизм б : Ker f3"^Coker fu 
соединяющий две точные последовательности в одну длинную 
точную последовательность. 

§ 3. Функторы в абелевых категориях 

3.1. Определение. Пусть 9?, (&/ — аддитивные категории. 
Функтор Р: Ф-^9?' называется аддитивным, если все отображе
ния 

F : HomcS (X, Y)-*Hom<e' (F (X), F (Г)), X, ГбОЬ» 

являются гомоморфизмами абелевых групп. 
Основные характеристики аддитивных функторов связаны с 

тем, насколько они сохраняют ядра и коядра. 
3.2. Определение. Пусть W, <&' — абелевы категории, F : 97-> 

-*%'— аддитивный функтор. Он называется точным, если для 
любой точной последовательности в W 

o-^x-Ur^z^o 
последовательность 

0-* F \Х)—-Z7 (Y)^F (Z)-*0 (l) 
точна. Функтор F называется точным слева, если последова
тельность (1) точна всюду, кроме, возможно, члена F(Z). Ha-
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конец, функтор F называется точным справа, если последова
тельность (1) точна всюду, кроме, возможно, члена Р(Х).Ш 

Исходный интерес к точности функтора объясняется следу
ющими соображениями. Нас может интересовать, — историче
ски так оно и было, — задача вычисления значений F на конк
ретных объектах. Например, вычисление размерностей прост
ранства сечений пучка — классическая «задача Римана—Роха». 
Если бы функтор «сечения пучка» был точным, то эта задача 
резко упростилась бы: а) для любой точной тройки 0->~ЯГ\-*-
-+@~-+дг'2-+о м ы имели бы d i m r ( ^ ) = d i m r ( ^ " i ) + d i m r ( ^ " 2 ) ^ 
б) интересующие нас пучки, скажем, на римановой поверхно
сти без труда представляются в виде последовательных расши
рений несложно устроенных пучков, для которых dimT(&~) из
вестны. Но в действительности Г точен только слева, и способ 
восполнения неточности справа — одна из основных задач гомо
логической алгебры. 

Сначала укажем основные факты о точности самых важных 
функторов. 

3.3. П р е д л о ж е н и е . В абелевой категории W функторы 

<J8-+stb :X~Hom<g {Y, X) 

(Y фиксирован) и 

W^ &Ъ : J-WHom^ (X, Y) 

(У фиксирован) точные слева. 
3.4. П р е д л о ж е н и е . Пусть Л-mod (соответственно 

mod-Л)—абелева категория левых (соответственно правых) 
Л-модулей, где А— фиксированное кольцо. Функторы 

A~mod-+stf>b:X»Y®AX 
Г—фиксированный объект mod-Л) и 

mod-A-+<&b:X^X®AY 

(У—фиксированный объект Л-mod) точны справа. 
3.5. П р е д л о ж е н и е . Пусть X — топологическое простран

ство, UdX — открытое множество, &sf>b — категория пучков 
абелевых групп на X. Функтор 

Г(£/, •) :9>J*b-+&b:ff-»&'{U) 
точен слева. 

Доказательство. Пусть <Ps&b — категория'предпучков абеле
вых групп на X, т : 9>я/>Ь-*-&ЖЬ — функтор вложения, (см. 
п. 2.10). Докажем сперва, что i точен слева. Пусть 

точная последовательность пучков. Можно считать, что 
(Sr\f)=Kerg (ядро в 9>s£b). Далее Ker(ig \\&*-+-\£Г")'=. 
= (U?*', if). Поэтому последовательность 



точна в £РзФЬ. 
Яд^о и коядро в категории 9>$ФЪ определяются отдельно на 

каждом открытом множестве. Поэтому функтор 

точен. Следовательно, точна последовательность 
0-+iP"(U)+iP'(U)-+iP"'(U). 

Ясно, что для любого пучка $Г имеем i&~(U) =&~(U). Поэтому 
функтор 4F++!F(U) точен слева на категории SPst-b. 

Отметим также, что функтор &~»~*!F(Y) точен слева на ка
тегории УМ-b для любого (не обязательно открытого) подмно
жества YczX. 

3.6. О п р е д е л е н и е , а) Объект У абелевой категории на
зывается проективным, если функтор X *-* Hom(J, У) точен. 

б) Объект У абелевой категории называется инъективным, 
если функтор ^н->Нот(.Х, У) точен. 

в) Левый А-модуль X (соответственно правый А-модуль Y) 
называется плоским, если функтор Y*+Y®X (соответственно 
Xt-*Y<S>X) точен. 

А } 

Пункт в) этого определения относится также к пучкам моду
лей. 

Обсудим разные аспекты этого определения. 
3.7. Инъективность, проективность и продолжение морфиз-

мов. 
Рассмотрим две диаграммы в абелевой категории: 

К V 
* I \ У * I 

I л I ЛЛ Х ^ - Т - Х , - е - 0 х—-г—X 

(диаграмма (диаграмма 
инъектабноспи) проектиВноста) 

Условимся читать их как сокращенные записи следующих 
свойств объекта У: 

а) для любого сюръективного морфизма Х-+-Х" и любого 
морфизма Y-+X" существует морфизм Y-+X, делающий ди
аграмму проективности коммутативной. 

б) Для любого инъективного морфизма Х'-*Х и любого 
морфизма X'-*Y существует морфизм X-*~Y, делающий диаграм
му коммутативной. 

Мы утверждаем, что справедливость утверждений а) (соот
ветственно б)) равносильна проективности (соответственно 
инъективности) объекта У. 
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3.8. Проективные и свободные модули. Из формулировки 
предыдущего пункта легко следует описание проективных объ
ектов в категории модулей (левых или правых, все равно): мо
дуль проективен, если и только если он является прямым сла
гаемым свободного модуля. 

В категориях пучков модулей над окольцованными простран
ствами проективных объектов обычно оказывается мало. В не
которых конструкциях их могут заменить локально свободные 
пучки (пучки, становящиеся свободными после ограничения на 
элементы подходящего покрытия или решета). 

3.9. Плоскость и соотношения. Рассмотрим левый Л-модуль 
X и конечное семейство элементов хъ..., хп£Х. Семейство 
(аь..., an)QAn называется соотношением между хъ..., хп, 

п 

если jdaixi=0. 

Более общо, семейство элементов уи..., уп&, где Y—пра
вый А-модуль, называется соотношением между хь если 
п 

2^®^=-0 в Y®X. 
*=i A 

Соотношения с коэффициентами в модуле можно получать 
как следствия из соотношений с коэффициентами в кольце. Точ
нее, пусть (a\j\..., aU))£An, j =-= 1,. . . , т, — некоторое семейство 
соотношений между хи...,хп; уи\ j = 1,. . . , пг,—некоторое 

семейство элементов Y. Тогда ( yi=£y{i)a\j) \&п есть соотно-
j « i 

шение: 
п п т 

2 yt® xt=2 2 уач(л®^= 
i----l £ = 1 j=_l 

п т т п 

= _ _ Уи) *<#>х, -2Уи)® 2 aPxt =0. 

Теперь мы можем охарактеризовать плоские правые Л-моду-
ли Y с помощью следующего свойства: для любого левого А-
модуля X и любого конечного семейства элементов xi9...9xnGX 
все соотношения между х{ с коэффициентами в Y являются 
следствиями из соотношений между х* с коэффициентами в А. 

ЗЛО. Плоскость и проективность. Следующие свойства плос
ких модулей почти очевидны: 

а) Свободные модули являются плоскими. 
б) Прямые слагаемые плоских модулей являются плоскими. 
в) Индуктивные пределы семейств плоских модулей явля

ются плоскими. (В проверке этого используется тот факт, что 
переход к индуктивному пределу коммутирует с тензорным 
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умножением и сохраняет точность. См. некоторые подробности 
в следующем параграфе.) 

Из а) и б) вытекает, что проективные модули плоские, а из" 
в) — что индуктивные пределы проективных модулей плоские. 

Теорема, доказанная независимо В. Е. Говоровым [9] и 
А. Лазаром [103] утверждает, что и обратно: любой плоский 
А-модуль изоморфен индуктивному пределу свободных модулей 
конечного типа по направленной системе индексов. 

Последние функторы, свойствами точности которых мы зай
мемся здесь — прямые и обратные образы пучков. 

3.11. О п р е д е л е н и е . Пусть f: M-+-N — непрерывное ото
бражение топологических пространств, У — пучок множеств на 
М. Его прямым образом называется пучок f. (iF), сечения ко
торого над любым открытым множеством UczX определяются 
формулой 

а ограничение с U на VczU индуцировано ограничением с / - 1 (^ ) 

То, что f.(SF) является предпучком, очевидно; аксиома пучка 
проверяется непосредственно. 

3.12. Свойства прямого образа, а) Конструкция / . сохра
няет дополнительные структуры, которые могут быть на пучке У: 
пучок групп переходит в пучок групп и т. п. Если ф = ( / , е)— 
морфизм окольцованных пространств, а ^"—пучок Ом~модулей, 
то f.(3F) имеет естественную структуру пучка Ом-модулей. 
В с&мом деле, мы должны определить умножение 0N (U) на 
/ . ( ^ ) ( ^ ) = ^(/~Ч~^))- Но морфизм окольцованных пространств 
включает семейство гомоморфизмов колец q>a:0N (U)^0M(f~"\U))f 
согласованных с ограничениями, a У(/~г(и)) является 
Ом (f1 (£/))-модулем- Поэтому перенос структуры превращает 
f.(SF)(U) в ON (£У)-модуль. Это же рассуждение показывает, что 
{Ф̂ } можно интерпретировать как морфизм пучков колец ON-+ 

б) Пусть f:M->{-}. Тогда / . ( ^ ) = Г ( М , 3F) (глобальные 
сечения). 

Более общо, если f\M-+N — локально тривиальное расслое
ние, то./ДйГ) есть «пучок сечений У вдоль слоев /». 

Пусть i:M~*N—замкнутое вложение. Пучок i.(!F) иногда 
называют «продолжение нулем пучка ^»: если UcN\M9 то 
i.(£F)(U)— одноточечное множество (если 3F—пучок множеств) 
или £.(^)(_/) = {0} (если У—пучок абелевых групп). 

То же словоупотребление по отношению к незамкнутому 
вложению безопасно, если помнить, что слой i. (&) над точками 
границы 1{М) может быть нетривиальным. 

в) Любой морфизм пучков ф:^~>^ на М индуцирует (оче
видным образом) морфизм пучков /Дф): /.(£•)-»•/.(#) на N. 
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Поэтому / является функтором из категории пучков на М\Р 
категорию пучков на ЛГ. То же верно для категорий пучков» 
абелевых групп, модулей над окольцованными пространствами и 
т. п. г 

Из свойств функториальности / . по / отметим два 
(/g).=-/A. id.=Id 

3.13. Обратный образ. Пусть снова / :Ж-> N — морфизм 
топологических пространств, ^—-пучок множеств на N. Основ
ным свойством конструкции обратного образа f'(3F) оказы
вается тот факт, что функтор / • сопряжен слева функтору Д 
(см. п. 1.23). Поэтому конструктивное определение fu(SF) мы 
оформим как теорему существования. Такое изложение оправ
дано еще и тем, что при переходе, скажем, к пучкам модулей 
над окольцованными пространствами, конструкция /"(-.Г) меняет
ся, а свойство сопряженности остается. 

3.13.1. П р е д л о ж е н и е —определение. Существует 
функтор / ' : 9,9*.etN-*9?&fetM между категориями пучков мно
жеств над N и М и изоморфизм двух бифункторов 

Нот (/• (Я , 9) ~> Нот (£\ / . (9)). 
3.14. Свойства обратного образа, а) Пучок /"(£") можно 

явно построить таким образом: /'(£•)—это пучок на М, ассоци
ированный с предпучком 

U»&*(f(U))9 UczM. 

Поскольку множество /([/), вообще говоря, не открыто в N„ 
такое определение ?{&*) требует двух «предельных переходов»: 
одного для задания 3T(f(U)) и другого — для определения пуч
ка, ассоциированного с предпучком. 

Несложно проверить, что для любой точки хвМ имеем 

б) Конструкция f сохраняет внутренние законы композиции: 
если ST — пучок абелевых групп, колец и т. п., то f\SF) принад
лежит той же категории. Однако, если Ф= (/, 9) —морфизм 
окольцованных пространств, а &" — пучок ^-модулей, то 
f'(&~), вообще говоря, не имеет естественной структуры пучка 
СЗ'м-модулей. В самом деле, морфизм Ф определяет морфизм 
пучков колец/'(0 ĵtf)--> ĵNr, но на этот раз f'(!F) есть пучок мо
дулей над началом, а не концом этой стрелки. Из алгебры из
вестно, что замена базы в таком случае осуществляется с по
мощью тензорного произведения: естественно положить 

Можно проверить, что 
Нош^ ( / * ( Я , ^ ) = Н о т ^ ( ^ , /.(2?)), 
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так что /*(^*) является правильным определением обратного 
образа в рассматриваемой категории. 

в) Если i;M-+N вложение, то i (3?) есть ограничение пучка 
& на М* 

г) Как и для прямых образов, имеем 

(/вУ-вг/'. w'-id. 
Свойства точности функторов / . , / " и - / * таковы: 

3.14.1. П р е д л о ж е н и е , а) На категории пучков абелевых 
групп функтор /„ точен слева, а / • точен. 

б) На категории пучков модулей над окольцованными про
странствами функтор / . точен слева, а / * точен справа. 

Доказательство этого предложения использует следующие 
свойства точности сопряженных функторов. 

3.15. Сопряженность и точность. Свойства точности сопря
женных пар функторов описываются следующим утверждением. 

Пусть Ф, 2) — две абелевы категории, F :Ф-*3), G\2E>-+ 
-*•<% — два аддитивных функтора и задан изоморфизм бифунк
торов <&0Х2)-+$£Ь: 

Нотд) (F (X), Г)=Нот^ (X, Q(V)) 

так что F сопряжен слева к G, a G сопряжен справа к F. Тогда 
F точен справа, a G точен слева. 

§ 4. Классические производные функторы 

4.1. Введение. Своим возникновением гомологическая алгеб
ра обязана во многом тому, что большинство стандартных 
функторов, встречающихся в алгебре, геометрии й топологии 
являются точными лишь с одной стороны (справа или слева). 
Таким образом, для, скажем, точного слева функтора F' \&~*-9t 
между абелевыми категориями (такого, как Нот или Г) точная 

* последовательность 

O^A '^A^A ' ' - ^О (1) 

в & переходит в точную последовательность 
F(<p) -Р(ф) 

О + F (АО—*/7 (А)--*/7 (А") (2) 
в ! , в котором морфизм -Р(*ф), вообще говоря, не является эпи
морфизмом. Классические производные функторы R*F (в дан
ном случае правые) до некоторой степени контролируют неэпи-
морфность F(ty). А именно, одно из важнейших свойств высших 
производных функторов • R*F : st*-*-3k состоит в том, что для 

52 



каждой точной последовательности (1) строится длинная точная 
последовательность, являющаяся продолжением (2) вправо: 

0-> F (А')—>F (А)—>F (А")~> RlF (А')—->->... 

. . . -> #»-y? (A")—>#*F (АО ^ F (A) >I?F(A№)-+ . . . 
которая функториально зависит от (1). 

Настоящий параграф посвящен строгому определению и ос
новным свойствам производных функторов. 

4.2. О п р е д е л е н и е , а) Инъективной резольвентой объек
та А абелевой категории зФ называется точная последователь
ность в зФ 

0-> А Д/0-+./1.+./2 _* . , . , 

в которой все /*, £>0, инъективны. 
б) Проективной резольвентой объекта А абелевой категории 

s4> называется точная последовательность в s&: 

... -> Р"2~> Р~1-+ Р°Х А~> О, 

в которой все Р"'э i > 0 , проективны. • 
е е 

Иногда резольвенты обозначаются через А~> /*, Р'-> А; 8 
называется дополняющим морфизмом. 

4.3. Свойства резольвент, а) Для того чтобы у любого объ
екта si> существовала инъективная резольвента, необходимо и 
достаточно, чтобы любой объект зФ был подобъектом инъектив-
ного объекта st>. 

В этом случае говорят, что в $/> имеется достаточно много 
инъективных объектов. 

в a г' 
б) Пусть <р:А->А' —морфизм в «s# и А->/\ A ' - W — 

инъективные резольвенты А и А'. Тогда существует морфизм 
комплексов (р:Р->-Г\ продолжающий <р (то есть 8'ф==ср0е); 
любые два таких морфизма гомотопны. В частности, любые две 
инъективные резольвенты одного и того же объекта А гомото-
пически эквивалентны. 

Аналогичные результаты справедливы и для проективных ре
зольвент (в а) нужно требовать, чтобы любой объект &> был 
факторобъектом проективного объекта). 

4.4. Производные функторы. Начнем с определения правых 
производных функторов. 

4.4.1. О п р е д е л е н и е . Пусть F : зФ-*$ — точный слева 
функтор и в ^ достаточно много инъективных объектов. Правые 
производные функторы I^F : s0>-*38, Q*0, определяются на объ
ектах АЮЪ зФ формулой 

RlF{A)^Hl{F{l-)\ 
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где Л~>_Т — какая-нибудь инъективная резольвента А, F(I) — 
комплекс, v получаемый почленным применением F к /", и на 
морфизмах фгА-^А7 в sf> формулой 

Л'/7(Ф) = Я'(/;,(Ф,)Х 
где Ф*:/'-* /''•— какое-нибудь продолжение Ф на резольвенты 
(как в 4.36) F (Ф'):F (1'*)--> F (/'")'— соответствующий морфизм 
комплексов, Я 

4.4.2. П р е д л о ж е н и е , a) JR*JF(A) И i?*F(cp) определены 
корректно (точнее, объекты /?гТ(А). построенные по разным 
инъективным резольвентам А, канонически изоморфны; морфиз-
мы #*F(<p), построенные по различным продолжениям <р на ре
зольвенты, равны между собой). 

б) 9R{F являются аддитивными функторами из st> в <Я. 
в) JR0/7 канонически изоморфно F. 
Г) ПО каждой короткой точной последовательности (1) в М-

строится длинная точная последовательность (3) в 3&, -функто-
риально зависящая от (1). 

д) Если F точен, то /?гТ = 0 при £>0. 
Доказательство всех этих утверждений по существу вытекает 

из п. 4.3. В частности, для доказательства г) нужно построить 
по (1) точную последовательность резольвент 

и применить теорему из гл. 1, п. 1.5.1. 
4.4.3. Левые производные функторы. Если в $Ф имеется 

достаточно много проективных объектов, то левые производные 
функторы LtG для точного справа функтора G:«5#->Jf опреде
ляются (на объектах А(*ОЪЩ формулой Lfi^H^^GiP')), где 

8 

Р'^-А — некоторая проективная резольвента А. Для левых про
изводных функторов справедливы аналоги утверждений а) —д) 
из п. 4.4.2. 

4.5. Производные функторы композиции; спектральная по
следовательность Гротендика. Пусть F : '&-+$, G : &-*% — два 
точных слева функтора между абелевымй категориями. Тогда-
как легко проверить, G°F : $$"-*% также точен слева. Поэтому, 
предполагая, что в -.si* и $ достаточно много инъективных объ
ектов, получаем правые производные функторы R^F, R{Gy 
JR{(G-F). Связь между ними выражает спектральная последова
тельность Гротендика. 

4.5.1. О п р е д е л е н и е . Объект АЮЪзФ называется ацик
личным относительно точного слева функтора F: зФ-^-ЗИ (или 
-F-ацикличным), если RiF(A)=0 при 1>0.Ш 

Ясно, что любой инъективный объект F-ацикличен для лю
бого F. Однако, для конкретных функторов F могут существо
вать и другие .^-ацикличные объекты (см. примеры в гл. 4» 
§ 5). 
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4.5.2. Т е о р е м а . Предположим, что F : $£-*$, G : Ш~*-Ч? — 
два точных слева функтора, в si- и J? имеется достаточно мно
го инъективных объектов, и для любого инъективного 1ЮЪ$£, 
F(I) является G-ацикличным. Тогда для любого АЮЪзФ суще
ствует спектральная последовательность (см. гл. 1, п. 3.1) с 

E>* = {Ri>a){R'F(A)), 

сходящаяся к Rn(G<>F)(A). Она функториальна по Л. • 
4.5.3. План д о к а з а т е л ь с т в а . Объекты RF (А) — это 

когомологии комплекса F (/*), где A-+I'—некоторая инъектив-
ная резольвента А. Аналогично, Rn (QoF) (A) — это когомологии 
комплекса (QoF)(f). 

С другой стороны, чтобы вычислить (RPG) (R^F (А)), нужно 
применить почленно G к инъективным резольвентам R^F (А)->Т*Я 

объектов R^F (A). 
Связь между (GoF) (Г) и G (J''q) дается резольвентой Карта-

на — Эйленберга комплекса K' = F(I\ Эта резольвента состоит 
из следующих данных. 

а) Двойной комплекс (Lij) с граничными операторами^, du 
степени (1,0) и (0, 1) соответственно; Lij^=0 при j < 0 или 
i < l ; LiJ инъективны (основные определения, относящиеся к 
двойным комплексам, см. в гл. 1, п. 3.5). 

б) Морфизм комплексов 8":/С"->1#,°, с difQo^=Qt 
Чтобы сформулировать условия, накладываемые на эти данные, 

заметим, что (£*•>) порождает комплексы 

0-* В1 (/Г)+ В) (Г* °)-> Bj (Гл)-> . . . 
о^гчХ)^£1г{^>*)-+2У{1:Л)->... (4) 
0-^Я^(/О->М(1,,0)~>Я/(Гл)^... 

(здесь В, Z обозначает соответственно границы и циклы). По
требуем выполнения следующих условий. 

в) Все эти комплексы ацикличны. 
г) Точные тройки 

0-> Blj (Г •')-* 2/ (L'tJ)^ Hi (L''J)-+ 0 

0~> Z/ (L%J)^ Lif-+ B/+1 (L%{)~* 0 
распадаются. 

Тогда все объекты Bjy Z7, Я 7 инъективны и, стало быть, 
комплексы (4) являются инъеьстивными резольвентами для К1, 
В1 (/<"*), Z1 (АГ), НУ (К') соответственно. 
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В частности, (RpG)(RqF (А)) можно вычислять как когомоло-
гии с номером р комплекса G (Я/(/,"). С другой стороны, 
K'=F (Г) можно, не меняя когомологий, заменить на диагональ
ный комплекс SV двойного комплекса L" (см. гл. 1, п. 3.5) и 
вычислять Rn(GoF)(A) = Hn(G(F(r)) как Hn(G(SL')). Кроме 
того, комплекс SL' имеет фильтрацию 

(F*>SLY= е ilK 

J>P 

и член Е2, отвечающий этой фильтрации, оказывается равным 
{RPQ) (R«F (А))=№> (G (Н[1(Г))). 

Таким образом, искомая спектральная последовательность 
является частным случаем спектральной последовательности 
фильтрованного комплекса из гл. 1, п. 3.3. 

4.6. Часто встречающиеся производные функторы. Многие 
производные функторы, встречающиеся в алгебре и топологии, 
имеют стандартные названия. Перечислим некоторые из них. 

4.6.1. Функторы Ext Пусть •#•— абелева категория. Абе« 
леву группу Hom^(M, N) для М, NeObst можно рассматри
вать как функтор тремя различными способами: 

а) при фиксированном М—как функтор Нот^(Ж, '):s&-*s&b; 
б) при фиксированном N — как функтор Нот^ (•, N): -^°-> ^Ь; 
в) как функтор Hom^(-, •):-i#°X^->-^. 

Все эти функторы точны слева. Их правые производные функ
торы обозначаются Ext^(Af, N); моясно показать, что группы 
Ext^(.M, .Л/) не зависят от выбранного варианта определения 
функтора Нот^. См. также гл. 3, п. 3.2. 

4.6.2. Функторы Тог. Для фиксированного кольца R и для 
двух /̂ -модулей М (правого) и N (левого) тензорное произведе
ние M®N является абелевой группой. Аналогично предыдущему 
пункту, можно определить три функтора: 

-®-:mod-RxR-mod^s&b. 
J R • , 

Все эти три функтора точны справа. Их левые производные 
функторы обозначаются Torf (Л_, N)9 i>0. Они снова не зависят 
от варианта определения функтора ®. 

4.6.3. К о г о м о л о г и й с коэффициентами в пуч
ке. Функтор Г : 9?зФЬх-+*$ФЬ сопоставляющий пучку абелевых 
групп &~ на пространстве X группу fero глобальных сечений 
Г(Х, 8Г)7 точен слева. Его правые производные функторы на-
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зываются когомологиями X с коэффициентами в ЗГ и обозна
чаются Н*{Х, ЗГ), />0. См. также гл. 4, п. 5.3. 

4.6.4. К о г о м о л о г и и групп. Пусть G — группа, 
G-mod— категория G-модулей (см. гл. 1, п. 2.7). Функтор 
G-mod-Ks^b, сопоставляющий G-модулю А группу AG его G-ин-
вариантных элементов, точен слева. Его производные функто
ры— это когомологии H{(G,A) группы G с коэффициента-
ми в А. 

4.6.5. К о г о м о л о г и и а л г е б р Ли. Аналогично, пусть 
g — алгебра Ли над полем k, fl-mod — категория б-модулей. Ко
гомологии H1(Q,M) алгебры Ли g с коэффициентами в %-моду-
ле М суть правые производные функторы точного слева функто
ра g-mod-^Vectft, М-^-М^ ={m : Xm=0 для всех Х£$}. 

4.6.6. Ф у н к т о р ы Ц у к е р м а н а . Пусть g — конечномер
ная алгебра Ли, Ь — ее подалгебра, --V(fl)» U($)—соответ
ствующие обертывающие алгебры. Элемент т g-модуля М на
зывается ^-конечным, если dim& Ш1>)т<оо. Легко проверить, 

С* 

что ^-конечные элементы М боразуют е-подмодуль М( > в М. 
Функтор М-ь-М^ из категории g-mod в себя точен слева. Его 
правые производные функторы называются функторами Цукер
мана. Они играют важную роль в теории представлений (осо
бенно в случае, когда fi и |) редуктивны), являясь алгебраиче
ским аналогом функтора «голоморфные сечения аналитического 
векторного расслоения на G/H», где G, Я—группы Ли с ал
гебрами б, I). 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

В первых двух параграфах этой главы изложен набор стандартных фак
тов теории категорий; более подробно см. соответствующие разделы [8], [59]-, 
[77], [108]. В частности, теорема п. 1.16 — это одна из теорем Фрейда, дающих 
общую характеризацию представимых функторов; подробнее см. [108]. Отно
сительно теоремы вложения п. 2.13.1 см. [20]. Леммы пп. 2.13.2 и 2.13.3 со
ставляют основу большинства доказательств, ведущихся с помощью так 
называемого «диаграммного поиска»; см. обсуждение в [108]. 

Результаты, приведенные в § 3, группируются вокруг понятия точности 
функтора. Они являются, в основном, классическими и их доказательства 
можно найти в учебниках по гомологической алгебре [40],; [107] (пп. 3.3—ЗЛО)4 

и по теории пучков [33], [91] (пп. 3.11—3.14). См. также [8]. 
В § 4 излагается теория производных функторов как она понималась 

в конце 50-х—начале 60-х годов; примерно в таком виде она содержится 
в [40], [77], [107]. Доказательства сформулированных результатов можно найти 
также в [8]; предложение п. 4.4.2 доказано в [85], теорема 4.5.2 — в [77]. 
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Глава 3 

ГОМОЛОГИИ В АЛГЕБРЕ И ГЕОМЕТРИИ 

§ 1. Малые размерности 

1.1. Размерность 0. Нульмерные (ко) гомологии часто явля
ются основным подлежащим вычислению объектом в клас
сических задачах. С точки зрения гомологической алгебры 
они устроены вполне просто. 

1.2. Размерность 1. Одномерные классы бывают осо
бенно интересны для специальных коэффициентов. 

1.2.1. Пучки, а. Пусть X — комплексное многообразие (или 
пространство), Ох — пучок голоморфных функций на нем, 
JCx — пучок мероморфных функций, &х=-МхШх — пучок (ад
дитивных) особенностей. Классическая (аддитивная) проб
лема Кузена состоит в отыскании на X мероморфной функции 
с заданными особенностями. Эта задача всегда разрешима, 
если и только если отображение Н0(Жх)-^Н°(3>х) сюръек-
тивно. Поэтому элементы Н1(0Х), лежащие в образе гранич
ного отображения б: Н°(^х)-^Н1(0х) — это препятствия к 
разрешимости проблемы Кузена. 

б. В той же ситуации пусть Ох (соответственно JCx)-~~пучок 
голоморфно обратимых голоморфных функций (соответственно 
мероморфно обратимых мероморфных функций). Пучок $РХ^ 
=Жх/(^х мультипликативных особенностей называется также 
лучком дивизоров Картье. Препятствия к построению функции 
с данным дивизором лежат в группе Нг(0х)-

Эта группа классифицирует также обратимые пучки на X, 
то есть пучки (^-модулей, которые локально свободны и имеют 
,ранг 1. Чтобы построить по такому пучку 9? коцикл Чеха, 
построим накрытие '(£/<*)-. над элементами которого 9? имеет 
обратимые сечения ta, и положим g^a, = ^ ^ 6Г (£/«, f] Ua%, Ox). 
Класс этого коцикла в Н1(0х) не зависит от (Ua) и не меняется 
от смены tа или S? с точностью до изоморфизма. Умножение 
в группе Н1{0х) отвечает тензорному умножению пучков. 

Так интерпретированная группа Н1(Ох) называется группой 
Пагсара, обозначается Pic Ĵ  и полезна также в других кате
гориях, например, в категории схем. Например, если Л—кольцо 
целых чисел поля алгебраических чисел К, .X"-=SpeCi4, то 
Н1 {Сх)~ классическая группа классов идеалов К-

в. Пусть зх : X->S — субмерсия комплексных многообра
зий, рассматриваемая, как семейство своих слоев. Пусть 
STX, 3TS — касательные пучки, TX/S — пучок вертикальных 
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векторных полей. Из точной последовательности на X 
0-+ЗГ XJS-+grX-*n* (TS)^O 

находим связывающий гомоморфизм 
9~S = n.{n*9~S)-+Rln.9~X/S. 

Оно называется отображением Кодаири —Спенсера. Рассмат
ривая его Поточечно, мы можем убедиться, что оно ставит 
-в соответствие касательному вектору в точке s0QS пространство 
деформаций слоя XSO=K~1(S0) класс когомологий из 
Hl(XSo, ST.Xso)» Кодаира и Спенсер доказали, что если XSo ком
пактно и H2(XS(P £Г XSo) = 0, то существует семейство, содер
жащее XSo, для которого 6s0 является изоморфизмом, и любое 
другое семейство деформаций XSo индуцировано этим. 

1.2.2. Группы. Если М—G-модуль с тривиальным дейст
вием, то В 1 - (G, М) = 0; Я1 (G, M)—Zl (G, M) = Hom(G, M) (го
моморфизмы групп). .По этой причине в общем случае 1-ко
циклы называются также скрещенными гомоморфизмами. 

В частности, если G — конечная р-группа (или про-р-груп-
па), то Hl(G, Zp)=Hom(G,Zp)=Hom(G/[G, G],ZP) . Размер
ность этого линейного пространства над Zp равна мини
мальному числу образующих группы G. 

1.2.3. Алгебра Ли. Пусть g — алгебра Ли над полем ft, 
Рассмотрим k как g-модуль с тривиальным действием. Тог
да #i(e ,*)=e/[e ,eL #4s ,*0 = № в])*. 

Рассмотрим теперь в качестве модуля коэффициентов g 
с присоединенным действием. Тогда ЯЧй-б)=Оет g/Int g, 
где Derg — пространство дифференцирований g, a Intg — 
подпространство внутренних дифференцирований. 

1.2.4. Классы расширений. Если X, Y— объекты абеле-
вой категории с достаточным количеством проективных 
или инъективных объектов, то Ext1 (X Y) можно описать 
как группу классов точных троек 0-+Y-*-E->~X-^Q с 
точностью до отношения эквивалентности, определяемого 
существованием коммутативной диаграммы 

О^у^Е-^Х-^0 
II Ф M l 

0-+у--+Е'-+Х-»0. 
Чтобы поточной тройке построить элемент из Extl(X,Y)9 
рассмотрим начало инъективной резольвенты О-^У-^-/0-^/1-^/2. 
По свойству продолжения, имеется коммутативная диаграм
ма 

0~»Y-+E~*X->0 
II ф \* Ф 

Морфизм с: Х--^/1 определяет коцикл в Hom(J, Л), класс 
которого отвечает данной тройке. 
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Сумма а ' + а " элементов Ext1 (X-У), отвечающих 
кам О^У-^'^Х-^О, О^У^-Е'^Х-Ч),— это класс 
ки 0-*-Y-*-E-*-X->09 определяемой из диаграммы 

0-+У®Г-+Е'®Е"-*Х®Х->0 
II f [1] Фд 

о->уег—>Е >х->о 
v + [2] \ || 

0 ^ Г >Е——>Х-> 0, 
где А —диагональный морфизм, V—морфизм суммирова
ния, ]1] и [2] — соответственно декартов и кодекартов квад
раты (см. гл. 2, пп. 1.17, 1.18). 

1.3. Размерность 2. Ряд классических конструкций ин
терпретируется с помощью двумерных когомологий. 

1.3.1. Пучки, Двумерные классы когомологий пучков 
часто возникают как препятствия к задачам продолжения: 
см. подробности в следующем параграфе. 

1.3.2. Группы, а. Для любого G-модуля М элементы 
H2(G,M) классифицируют расширения групп вида 

1-~>M-^G-~>G->1, 
где действие G на М сопряжением совпадает с исходным -
Отношение эквивалентности расширений определяется, как 
в п. 1.2.4. По коциклу a£Z2{G,M) группа G строится как 
MxG с законом композиции 

{Щ\\ S\)XmA Ы = (mi+gim2+a(gu g2); gig2). 
В частности, если действие тривиально, H2(G,M) классифи
цирует центральные расширения. Отсюда видно, что 
Я2(О,М)==0, если G свободна. 

б. Пусть, как в п. 1.2.2, G — конечная р-группа. Пусть 
/ : F-+G — сюръективный гомоморфизм, F — свободная группа, 
R— ядро f. Из спектральной последовательности Хохшильда— 
Серра находим точную последовательность 

0^Hl{G, 2P)^W(F9 Zp)^Hl{R, ZP)<^#2(G, Zp)-H). 

Размерность Hl(R, ZP)G можно отождествить с минимальным 
числом элементов, порождающих Ц как нормальный 
делитель в (?. Если число образующих F я G совпадает, то 
Hl(R, Zp)® изоморфна #2(G, Zp). Поэтому размерность 
#2(,G, Zp) можно интерпретировать как минимальное число 
соотношений между минимальной системой образующих G. 

в. Пусть G — группа Галуа расширения К поля k (сепа-
рабельного над к). Тогда H2(G,K*)—группа Брауэра 
Br(K/k)—классифицирует центральные простые конечномер
ные алгебры над полем к, распадающиеся над К. Любая такая 
алгебра, как известно, изоморфна М(п,А), где Л— тело 
над k с центром k; класс такой алгебры есть класс 
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А с точностью до изоморфизма. Чтобы построить алгебру 
по коциклу a£Z2(G, /С*), достаточно рассмотреть случай конеч-̂  
ной G. Тогда нужный класс реализуется алгеброй Ф i(fl 

с умножением 
gh = a(g,h)gh; gb^(gb)g, g, AeG, ЬеК. 

Композиция в H2 отвечает тензорному произведению алгебр. 
1.3.4. Алгебры Ли. а. Для любого g-модуля М элемен

ты #2(д, М) классифицируют расширения алгебр Ли вида 
0«-*Ж->д->д->0, 

где 7И—-абелев идеал в д такой, что действие д на М совпадает 
с исходным. По коциклу a6Z2(g, M) алгебра 1} строится как 
ЛГФд со скобкой 

[(muXl)t (m,fX2)] = (Xlm2~X2ml+a(XuX2), [XUX2]). 
При тривиальном действии #2(й, М) классифицирует цен

тральные расширения. 
В последние годы такие центральные расширения бес

конечномерных алгебр Ли подробно изучались в связи 
с запросами теоретической физики. Ограничимся при
мером алгебры Вирасоро: это расширение алгебры лоранов-
ских полиномиальных векторных полей на прямой с по
мощью коцикла 

• ( ™ ^ «<*>-&)-"-(/•-$•) 
б. Элементы Н2 (д, д) классифицируют инфинитезимальные 

деформации д, т. е. такие алгебры Ли д над кольцом дуальных 
чисел k [e], е2=0, что g ='g/(eg) и g; свободен как k [е]-модуль. 

§ 2. Препятствия, торсоры, характеристические классы 

2.1. От локального к глобальному. В очень многих ситуаци
ях классы когомологий появляются как препятствия к решению 
глобальной задачи, которая локально разрешима. Локальную 
разрешимость часто можно представить в виде условия сюръек-
тивности некоторого морфизма пучков $~*~Ж на топологическом 
пространстве X; таковы задачи Кузена, описанные в п. 1.2.1. 
Множество локальных решений задачи отвечает ядру этого мор
физма, если $, Ж — пучки абелевых групп. 

Обычную точную когомологическую последовательность, свя
занную с точной тройкой пучков абелевых групп §-*№-*%-*£&-+ 

. . . - * # ' (X, Ж)-+ № (X, &)^Н1 {X, Ж)-+ Нм(X, Х)-+ . . . 

можно интерпретировать следующим образом: 
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а. Препятствием к подъему класса когомологий сШ1{Х,Ж) 
до класса с'ЬН*{Х,§) является класс когомологий б (с) б 
£Hi+l(Xy Ж) : с1 существует, если и только если 6(c) =0. В част
ности, подъем существует, если Нш (X, Ж) = 0. 

б. Если препятствие обращается в нуль, то множество подъ
емов является однородным пространством над группой Н1{ХУ 
Ж). В частности, подъем единствен, если Н{(Х,Ж)==0. 

Во многих классических задачах /* = 0, то есть нас интересует 
подъем сечений; с другой стороны, 9 и Ж могут не быть пучками 
абелевых групп, и эта простейшая схема подвергается некото
рым изменениям. Разберем основные примеры. 

2.2. Продолжения отображений: топологическая ситуация. 
Пусть i: Y-+-Y' — пара топологических пространств, f: У-кХ" —~ 
непрерывное отображение, .и нас интересует задача построения 
непрерывного отображения f : Y'-*X, совпадающего с / на У. 
Предположим, что У—локальный деформационный ретракт У ; 
тогда задача построения Y разрешима локально по У; ИНЫМИ 
словами, отображение пучков множеств на Y' 

M a p (У/, Х ) - м # М а р (Y>X) 
сюръективно. Мы не можем построить препятствие к подъему f* 
или / ° £бГ(У', i.M a p (У, X)) по образцу п. 2.1 в общем случае, 
но на категории клеточных пространств имеется следующее ее 
видоизменение. 

Пусть Y^=Yn^, Y' = Yn — последовательные основы клеточного 
пространства Г. Предположим, что либо я > 3 , либо / г=2 и 
щ (X) — абелева группа. Построим по / коцепь сп ( / )6 
6СЯ(К, пПтт1 (X)): значение cn(f) на клетке enczY есть гомотопи-

о h f 

ческий класс отображения Sn""l-±Y-+X9 где h — граница харак
теристического отображения еп. 

2.2.3. Т е о р е м а , a) сп= (f) есть коцикл; он равен нулю, 
если и только если / допускает продолжение f: Yn-+X. 

б) Пусть /', f" — два продолжения /; тогда сп+1(/ /) — 
cn+l(f")eBn+l(Y, я п (Х) ) , и все коциклы в классе когомоло
гий f реализуются подходящим f . 

С л е д с т в и е , а) В прежних обозначениях ограничение / н а 
Уп-2 продолжается до отображения Yn-+X, если и только если 
класс когомологий [сп(/)]бЯп(У.яп-1(-Х")) равен нулю. 

б) Множество гомотопических классов отображений 
¥ : Yn-r-*nX, совпадающих с f на Уп~2, является однородным 
пространством над Bn+l (У, кп (X)). 

Таким образом, переход к остовам и гомотопическим груп
пам технически эквивалентен «частичной аделианизации» пуч
ков отображений. В п. 2.5 мы приведем другой вариант, в кате
гории комплексных пространств. 

Теми же соображениями можно установить следующий важ
ный результат о представимости функтора когомологий. Пусть 
я — абелева группа. 
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2.2.4. Т е о р е м а а. Существует такое клеточное пространст
во К (я, п)у что Нп(Х, н) = [ХУ К(п, п)] как функтор от объекта 
X гомотопической категории клеточных пространств. 

б. Объект К(п,п) этой категории однозначно с точностью 
до изоморфизма характеризуется свойствами я*(/((л;, п)) —=0 
при 1Фп, кп{К(п,п))=п. 

2.3. Торсоры. Если G некоммутативная группа, то можно оп
ределить множество Hl(X,G); это — наиболее часто встречаю
щийся в приложениях фрагмент теории некоммутативных кого-
мологий. Сформулируем относящиеся сюда конструкции. 

а. Пусть G— топологическая группа, X — топологическое 
пространство. Назовем главным G-расслоением над X, или G-
торсором, набор следующих данных: непрерывное отображение 
vx:P-*X; непрерывное действие GXP-+-P; {g,p)-+gp, такое,, 
что зх(р) =я (#р ) и локально по X отображение я изоморфно 
проекции GxU-^U с левыми сдвигами: g(A,p) = {gh,p). Обоз
начим через Т{Х, G) множество классов G-торсоров с точностью 
до изоморфизма. 

б. Пусть Р — некоторый G-торсор с локальной тривиализаци-
ей над элементами открытого покрытия X = [)Ui. Пусть e f : £/*->-

-+-Р — образ {id}XUi при выбранной тривиализации. Опреде
лим непрерывное отображение gti : Ui[\U5~+G из условия ег- = 
= gi$ej на Ui(\U]. Очевидно, {gij} удовлетворяют уравнениям 
некоммутативного коцикла: 

gijgji =-• 1, gjhgkigij = 1 • 

Обозначим через Z1 ((£/*), G) множество всевозможных 1-коцик-
лов покрытия (£/*)• 

При смене тривиализации в1—-йге* коцикл {gi;} заменяется на 
когомо логичный ему 

gij^h&jhj1. 

Обозначим через Я 1 ((С/;), G) фактормножество Z1 ((£/-), О) по 
этому отношению эквивалентности. Множества Z1 ((£/*), G) и 
Л 1 ((£/*), G) очевидным образом превращаются в индуктивную 
систему относительно измельчения покрытия. Пбложим Н1 {X, G)= 
= liffltf((f/i), G): это множество 1-когомологий пространства 
X "со значениями в пучке ростков непрерывных отображений 
X в G. 

2.3.1. Т е о р е м а . Естественное отображение Т {X, G)-+-Hl {X, 
G) является биекцией. 

В различных гомотопических категориях можно доказать, 
что T(X,G), как функтор от X, представим некоторым прост
ранством BG — классифицирующим пространством группы. 
В соединении с теоремой п. 2.3.1 это дает некоммутативный 
аналог теоремы о представимости п. 2.2.4. Например: 
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G=0(ti\ BO(tt)^limQt(n9 R") 
1? 

G = £/(/z), BU (n) ==limGr (ft, C") 

(Cr— грассманово многообразие линейных подпространств в 
соответствующем пространстве) и Hl(X, G)-=|X BG] для комт 
пактных хаусдорфовых пространств X. 

2.4. Характеристические классы. Пусть G-торсор Р&Н1 (X, G) 
отвечает отображению f:X-*BG. Индуцированное отображение 
f*: H*(BG)-+H*(X) определено однозначно, то есть не зависит 
от выбора f в гомотопическом классе, отвечающем Р (в качест
ве коэффициентов когомологий можно взять любую абелеву 
группу, обычно Z или R, или С). Для классических групп Ли 
и в ряде аналогичных ситуаций кольца H*(BG) вычислены яв
но и имеют определяемые геометрически системы образующих 
{Ci(G), ie]}. Классы f*Ci(G)£H*(X) называются в этом случае 
характеристическими классами торсора Р. 

2.5. Аналитические пространства. Другой вариант идеоло
гии п. 2.2 полезен в комплексно-аналитической геометрии. 
Пусть У — аналитическое пространство, Ус=У — замкнутое 
аналитическое подпространство, определенное пучком идеалов 
Ja0Y. Будем рассматривать случай, когда носители У и У 
совпадают, то есть / состоит из нильпотентов. В этом случае 
У называется инфинитезимальным расширением У. Как и в. 
топологическом случае, мы может поставить несколько задач 
продолжения: 

— продолжение на У морфизма аналитических прост
ранств Y^X; 

— продолжение на Y' локально свободного пучка <£ (или 
(3-торсора, где G — комплексная группа Ли); 

— продолжение на (Y',<gr) класса когомологий с€#*(У, <§Р), 
где <В — ограничение <8' на У. 

Последняя задача решается, как в п. 2.1, с помощью точной 
последовательности 

. . . -*НЦГ, ]&')-+НЦГ,&')-*#<(У,$)-+Hi+l(Y, / # ' ) - > . . . 

Первые две задачи допускают аналогичную трактовку с по
мощью когомологических препятствий, если выполнены два 
условия: 

а. /2—=0; 

б. точна последовательность пучков CV-модулей 

О-*/ -* QlX ® 0r->&Y-*O.. 

Ограничимся следующей формулировкой. 
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2.5.1. Т е о р е м а , а. В описанных условиях для существо
вания локально свободного продолжения Шг пучка & на У не
обходимо и достаточно, чтобы обращалось в нуль некоторое 
препятствие 

о)(<Г)е#2(У, End*?®/) 

(мы опустили явную конструкцию). 
б. Если «(<.?)== О, то на множестве классов продолжений & 

транзитивно действует группа Hl(Y, End#®7) . Это действие 
эффективно, если существует такое продолжение &'', что любое 
сечение End<^ продолжено до сечения End &'. 

Доказательство использует сюръекцию GL(n9Cfy )-+• 
-+GL(n,0Y) и отрезок точной последовательности, который 
можно построить для некоммутативных когомологий. Теорема 
обобщается на G-торсоры для комплексных групп Ли. 

2.6. Класс Атьи и характеристические классы в когомоло-
гиях Ходжа. Применим теорему п. 2.5.1 в следующей ситуации: 
У—комплексное многообразие, У — первая окрестность диаго
нали в YXY. Имеется естественный изоморфизм / = Q1Y. Пусть 
S>'=p* (<g>)} <g>//=p* (g}^ г д е р.-Y'-^Y индуцированы двумя 
проекциями. Так как &\ <£" имеют одинаковое ограничение 
на У, в силу п. 2.5.1 определен их разностный класс когомоло
гий 

a{g)eHl{Y, End&®QlY), 

называемый классом Атьи. Можно определить умножение 

НР (У, End 9 ® ОЗУ) X Нр' (У, End S ® Qq'Y)-> 

-+HP+P'(Y, End (Г ® Q9+9'Y), 

а также отображение следа 
tr: ЯР(У,Епс1гг®ОвУ)^ЯР(У,ОвУ). 

Положим 
ер (#)»== tra(#)*e#p(y,QPY). 

Это —характеристические классы & со значениями в кольце кого
мологий Ходжа 0 НР (Г, 0«Г). 

§ 3. Циклические (ко)гомологии 

3.1. Циклические объекты. Напомним, что симплициальный 
объект категории С —это функтор Д°->-С, где А—категория 
множеств [м]={0, 1 , . . . , я} с неубывающими отображениями в 
качестве морфизмов. 

Следуя Конну, введем аналогично понятие циклического 
объекта как функтора • Л°->С, где циклическая категория Л 
имеет объекты 

{п}=корни степени /i+1-из единицы; 
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и морфизмы, описываемые любым из следующих трех эквива
лентных способов. Обозначим через k корень e2n%hHn+i) и введем 
на {/г} циклический порядок: 0 < 1 < . . . < п < 0 . 

В а р и а н т 1. Нот ({/г}, {т}) -множество гомотопических 
классов непрерывных циклически неубывающих отображений 
q^S—bS1 степени 1 (где S 1 ^ ! М = 1}) таких, что ср({п})с-
с{/п} (рассматриваются лишь гомотопии в классе таких ото
бражений). 

В а р и а н т 2. Один морфизм {п}->{т} — это пара, состоя-
Щая из отображения f={n}-+{m} и набора полных порядков а 
на всех прообразах f~40> Щт). При этом циклический поря
док на {п}, индуцированный циклическим порядком на {т} и 
о*, должен совпадать с исходным циклическим порядком на {п}. 
Правило композиции: (g, т) (f, а) = (gf, то), где i<j в смысле 
та, если либо f(i)<f{j) в смысле т, либо /Ч0=/(/) и *</ в 
смысле а. 

Заметим, что для существования при данном f : {п}~^{т} 
хотя бы одного набора полных порядков а, удовлетворяющего 
сформулированному условию, необходимо и достаточно, чтобы 
/ было циклически неубывающим: из условия i<j<k<Ci в {п} 
следует f(0<f ( /Xf(*Xf(0 B (m)- Кроме того, о однозначно 
определяются по / во всех случаях, когда f не постоянное ото
бражение. Если же / постоянно, то о можно выбрать л+1 спо
собом. 

В а р и а н т 3. Морфизмы в Л задаются образующими 

' ^ . { Л - 1 } ^ { Л Ь У»:{Л+1}->{Л}, V,{/i}-*{/t} 
и соотношениями: 

didi-t —aJidill для *<У; 
с 

(<^o£li для * < у, 
Id для **=/, 7 + 1 , 
Idi^ci-i для * > / + 1 ; . 

^ = ^ 4 - 1 ) i = l , .-.,/&; 

хпоп=оп ^щ-ъ i= i<,*•»<, щ 

Связь с предыдущим вариантом: <?i пропускает i; a„ дважды 
принимает значение г, V(y)-===y + l. Порядок на прообразах 
следует дополнительно указать лишь для а%: это 0 < 1 . 

3.2, Авто дуальность Л. Поставим в соответствие морфизму 
(f, о) : {riy-*{m} морфизм (f, сг) *= (g, т) : {т}-*{п}, где 

g(t) есть а — минимальный элемент в f~l{])9 где / — 
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максимальный в смысле циклического порядка элемент из 
f({n})9 меньший и 
Порядок т следует доопределить, лишь когда g постоянно; это 
происходит в точности, когда f постоянно, и % определяется 
тем, что образ / есть т-наимен^ший элемент в {п}. 

3.2.2. Л е м м а . Отображение {п}-+{п}°, (f, а) -*• (f, а) *° есть 
функтор, определяющий изоморфизм категорий Л->Л. 

3.3 Циклический комплекс. Пусть теперь Е—циклический 
объект абелевой категории: Е=-(Еп, dn

u $?,' *„), где морфизмы 
d, 5, t происходят из д, а, т. Положим 

п 

i - 0 

^"=2(-iyd?:En->En-i; 
r=-0 

я 

< —(—1)»<я:£я-ь,Бя; ЛГ-—2^ 

Обозначим через Е. комплекс (Еп, dn) и рассмотрим комплекс 
(2?л/(1 — t) Em dn mod (l — t)). Корректность определения сле
дует из того, что d(l — t) = (l — t)d'. Если умножение на / г + 1 
является изоморфизмом Еп для всех /г, положим, как в гл. 1* 
п. 2.11 

H\E) = HC.(E)=*H.(El(l — t)E). 

В общем случае обозначим через С.Е комплекс, ассоцииро
ванный с бикомплексом 

• • • 
• • • 

dl -_ ' i di 
Я2ч——E^*- Е%*~ . . . 

Я ЗС. AT 1--- 1—f 
I • * - JC 1 <— 1-* i.<—. . . . 

E0< E0 <- E0<- . . . 

и положим НС.(Е)--=Н(С.Е). В условиях предыдущего абзаца 
строки этого бикомплекса точны во всех членах, кроме крайнего 
и новое определение сводится к предыдущему. 

Коциклический объект определяется как функтор Е:А-+%. 
Предыдущие конструкции приводят к бикомплексу с формально» 
обращенными стрелками, ассоциированному комплексу С'Е 
и циклическим когомологиям НС* (Е). 
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3.4. Циклические когомологии как производный функтор. 
Пусть 9 — категория абелевых групп или модулей над комму
тативным кольцом k. Тогда в ней есть такой объект 1, что 
Нот(1 ,Л)=Л для всех АЮЪФ. Именно: Ф=*&Ь, 1 = Z, ^ = 
==&-mod, l=fe. 

Будем рассматривать категорию А%? коциклических объек
тов <& как абелеву категорию. Обозначим через Л1 объект Лв7, 
все компоненты которого суть 1, а всеморфизмы тождественны. 

3.4.1. Т е о р е м а . Для любого объекта Е£А%? имеем: 
Я С * ( £ ) « E x U e ( A l , Я). 

Набросок доказательства. Обозначим через Ь^ЮМ? прямую 
сумму объектов 1, пронумерованных множеством HomA({i}, 
{&}). При фиксированном i мы можем рассматривать L* с ком
понентами Lih как объект из N3S\ морфизму ^ : {k}-~*{l} отвечает 
отображение НотЛ({£}, {&})-^HomA({i}, {/}) на индексах пря
мых слагаемых Lik, на самих прямых слагаемых 1 оно будет 
тождественным. 

Аналогично, морфизму <р : {i}-+{j} B Л отвечает отображение 
L(cp) iLf-^-Li коциклических объектов, благодаря чему мы мо
жем п о с т р о и т ь д в о й н о й к о м п л е к с 

J ЦХ-t) У l[N) J 

L(d)L ~Ш>)\ Ш)\ 
J 1(1-0 * £(7V) J 

Комплекс, ассоциированный с этим бикомплексом, есть резоль
вента объекта А1 в категории A2>. Поскольку для любого ко-
циклического объекта Е имеем HomA<@(Lh E) = Eh эта резоль
вента состоит из проективных объектов. 

Вычисляя Ех1д^(А1,£) с ее помощью, мы приходим к 
комплексу, когомологии которого, по определению, суть 
Н&(Е). 

3.4.2. Замечания, а. Теорему п. 3.4.1 можно перенести на 
случай абстрактной абелевой категории, в которой существуют 
внутренние Нот диаграмм и объект 1. 

б. Для циклических гомологии в A-mod имеется изоморфизм 
HCt (E) = ToTki{A0](А1, Е). Здесь k [А0]— полукольцо, порожден
ное морфизмами А0 над k, а А1 и Е— модули над этим полу
кольцом, соответственно, правый и левый. 

3-5. Связь с гомологияш Хохщильда. Пусть А—некото
рая .fe-алгебра, Qcft. Построим циклический объект Ас с i-й ком
понентой .А®(/+1) и морфизмами 

d*(a0®...®an)==a0®...®aiaM®. . .®ал, 0 < * < / г , 

d\ (а0®... ®ад) =-= апа0®аг®... ®а я^, 
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5f (a0(g)... ®an) = a0®... ®a-<g>l<g>ai+1<g>.. . ®ал, 

Крайний столбец ассоциированного с ним бикомплекса (см. 
п. 6.3)—это комплекс Хохшильда С. (А, А) (см. гл. 1, 
п. 2.10). Обозначим весь бикомплекс через L, морфизм сдвига 
на две единицы вправо —через 5; бикомплекс, состоящий из 
первых двух столбцов L и нулей на остальных местах — че
рез К. Имеется точная последовательность 

s 
и изоморфизмы Н.(АК) = Н.(А, A), L-+LJK. Переходя к комп
лексам, получаем следующий результат. 

3.5.1. Т е о р е м а . Имеется точная последовательность: 

. . . -*#Л(-А, А)^НСп(А)ХнСп_2(А)^Нп^ {А, А)-+ . . . Щ 
Мы пишем НСп(А) вместо НСп(А

с) в соответствии с обо
значениями в гл. 1, п. 2.10. 

Для циклических когомологий аналогично получается точ
ная последовательность 

. . . ~>#™ (Л А*)->Н&-1 (Л)->#С»+1 (A)^H"+l (А, А*) -+ . . . 
3.6. Относительные циклические гомологии алгебр. Пусть 

k — поле характеристики нуль. Назовем дифференциальной 
градуированной алгеброй (д. г. а.) Л-алгебру R = ®Rn с RmRncz 

ra6z 

czRm+n и с дифференциалом д :'Rn-*Rn-i, dr=-0, удовлетворяю
щим тождеству Лейбница d(rs)=dr-s-\-(—l)degrr-ds. Морфиз-
мы д, г. а. — это ^-гомоморфизмы нулевой степени, коммути
рующие с д. 

Д. г. a. R называется свободной, если она изоморфна тен
зорной алгебре градуированного ^-пространства (о дифферен
циале ничего не предполагается). Более общо, пусть R\->~R2— 
морфизм д. г. а.; если он изоморфен каноническому морфизму 
Rr*-Ri*S, где S свободна, а * означает амальгамирование, то 
i?2 называется свободной над JRI. 

Категория ассоциативных fe-алгебр вкладывается в катего
рию д. г. а., сосредоточенных в степени 0 с 5 = 0 . 

Пусть / : А-*В — гомоморфизм й-алгебр. Резольвентой В 
над А называется коммутативная диаграмма вида 

где /? — свободная над Л д. г. а., а л — сюръекция д. г. а., яв
ляющаяся квазиизоморфизмом. Резольвента существует для 
любого морфизма. 
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Рассмотрим резольвенту R как комплекс. В силу формулы 
Лейбница [R, R]-\-i(A) является подкомплексом (здесь [R, /?] — 
линейная оболочка супер коммутаторов [г, s]=rs— 
-~ (—1)de-r a*% ssr). Положим 

HCn(A^B)=Hn+l(R/([R,R]+i(A))). 

3.6.1. Т е о р е м а , а. Описанная конструкция не зависит 
от выбора резольвенты и определяет ковариантный функтор 
на категории морфизмов Л-алгебр. 

б. Для любого коммутативного треугольника морфизмов 
.Л-алгебр. 

имеется естественная точная последовательность 
. . , -+НСп (А-+В) -+НСп (А-+С)^НСп (В^ 

-+C).-+HCn-i(A-+B)^... 
в. Имеется канонический изоморфизм ЯСл(Л-^0)-= 

*=НСп{А.) Ш 
3.7. Связь с когомологиями де Рама. Пусть А —поле ха

рактеристики О, А — конечно порожденная коммутативная А-ал-
гебра. А-модуль дифференциалов &гА (точнее, QlA/k) опреде
ляется вместе с А-линейным отображением d'.A-^&A, удовлет
воряющим тождеству Лейбница, как универсальный объект. 
Алгебраический комплекс де Рама 0>А есть AA(QML);' d про
должается на Q'A с помощью обычных тождеств. 

В случае/когда k = C, А — кольцо полиномиальных функ
ций на неособом аффинном алгебраическом многообразии V, 
когомологии QA можно отождествить с #*(¥ , С). В общем 
случае это неверно, и для реконструкции #*(V>C) алгебраиче
скими средствами следует привлечь комплекс де Рама объем
лющего аффинного- пространства. 

Точнее, пусть В — алгебра многочленов над К В-+-А — 
сюръекция, /—ее ядро, то есть идеал уравнений V как под

схемы в Spec Б. Расмотрим на Q В фильтрацию следующими 
л о дком п л ексам и: 

(QW при n<j\ 
FnQi]Bz^\In-KVB при n>j. 

Положим 

Я;Г18 (А; п) = Я" (UB/F^UB). 

При смене В эти группы не меняются. 
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Гротендик показал, что Н" (UmQ'В IF***Q'В) изоморфны 

Я'(Spec А, С). Для вычисления НСп{А) нужны допредельные 
группы. 

3.7.1. Теорема, а. Для всех я, i, 0<2£<ra определены 
функториальные отображения 

%п,г :НСп ( Л ) ^ Я с ^ (A; n-i) 

такие, что следующие квадраты коммутативны: 

НСп(А)~^Нс^ (A; n-i) 
$1 5C--2,i—l ^редукция 

НСп_2 (А) -+Н£» (А; л - 1 - О 

(S определено в п. 3.5). 
б. Предположим, что существует такая сюръекция В-+А, 

что идеал уравнений / локально задается регулярной последо
вательностью. Тогда 

®%пу.НСп(А)->0<®<пН?т7?(A; n-i) 

является изоморфизмом. • 
3.7.2. Случай неособого спектра. Если V=SpecA — приве

денная гладкая схема, то 

и» (А- п,\- \H"{tiA)^Hn
DR{V) при п<т, 

n^y^m>-\Q*AldQn~lAnpvtn==m. 
Поэтому 

НСп (A^QPAIda^A® (.© HDR (У)). 

3.8. Гомологии алгебры Ли бесконечных матриц. Для про
извольной алгебры Ли g над полем k пространство гомологии 
Я.(д, k) обладает коумножением Д:Я.(б, й)-*Я.(в, А)®Я. (g, k). 
Оно индуцировано коумножением в цепях А'(&)-*• А'($)® А* (ц): на 
1 -цепях последнее задается формулой |*-*-1®|-Ы®1 и затем 
однозначно продолжается до гомоморфизма й-алгебр. Это ко-
умножение коассоциативно и супер коммутативно относительно 
естественной г2-градуировки. 

Рассмотрим теперь ассоциативную алгебру А и обозначим 
через gl (Л) алгебру Ли бесконечных финитных матриц над А 
вида (ati); i, j ^ 1 . Hagl(i4): имеется операция прямого сумми
рования: 

(#*/2,//2, если i, 7 = 0 mod 2; 
(atjWibi^iCtj); Cij^lbv+v^u+i)^ Ьслш U 7 = 1 mod2, 

[О в остальных случаях. 
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Она индуцирует на Н. (g, k) суперкоммутативное ассоциативное 
умножение, совместимое с описанным выше коумножением в том 
смысле, что #.(д, k) превращается в алгебру Хопфа. 

Напомним, что элемент x§H.($yk) называется примитив
ным, если А(х) =х®1-\-1<8)х. 

Далее характеристика k равна нулю. 
3.8.1. Т е о р е м а . Градуированная алгебра Хопфа с супер

коммутативным умножением и коумножением изоморфна сим
метрической алгебре пространства своих примитивных элемен
тов. 

3.8.2. Т е о р е м а . Пусть Prim Hn(gl(А), k) — пространство 
примитивных элементов степени п. Имеется канонический изо
морфизм 

НСп_х (Л)-Pr im Hn(gl(А), к). Ш 
Аналогично, H'gl{A),k) снабжается структурой алгебры 

Хопфа, и для неё справедлив двойственный факт. 
3.8.3. Т е о р е м а . Имеется канонический изоморфизм 

НСп~г (А)-= Prim Hn (gl (А), А). ш 

3.8.4. Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 3.8.1. 
Доказательство разбивается на три шага. 

а. Гомологии цепного комплекса С. (gl (/г, A), k) совпадают 
с гомологиями комплекса коинвариантов C\(gl(/z, A), k) относи
тельно присоединенного действия gl (/г, k), поскольку последнее 
тривиально на гомологиях, а действие gl (n, k) на цепи вполне 
приводимо. 

б. Вычисление С. (gl (n, A), k) можно провести с помощью 
классической теоремы Г. Вейля. Ограничиваясь примитивными 
элементами Prim С. (gl (n, A), k), мы можем резюмировать ответ 
следующим образом. Рассмотрим отображение 

(fAJJlm(l-t)^C[(gl(n9A))t n>m, 

переводящее класс гг® ... ®rm в класс Ех2Г\/\Е^г2/\ . . . /\Ет\Гт-
Оно корректно-определено и индуцирует изоморфизм 

(MAjlm (1 - i) ^ Prim С. (gl (я, А)). 

в. Определенный выше изоморфизм коммутирует с диффе
ренциалами; в частности, дифференциал переводит примитив
ные элементы в примитивные. 

г. Примитивные классы гомологии в Я . (gJ(A), k) представлены 
примитивными циклами из С, (gl (/г, А) для подходящих я. 

3,9.- Диэдральные ГОМОЛОГИИ. Аналог теоремы п. 3.8.2 мож
но установить для стабильных ортогональных и симплектиче-
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ских алгебр Ли, если заменить циклические гомологии на диэ-
дральные. Мы ограничимся минимумом необходимых понятий. 

а. Пусть Л—^-алгебра с инволюцией а-**а*: 
а** = а; (Яа)*=Яа* для Ш , а£А; 

(а6)*|=6*а*; (а+р)* = а*+Ь*. 
Распространим ее действие на тензорную алгебру Л, полагая 

h{a,® . . . ®a„)-=(-lf+1) (7Z+2) /2a> . . . ®а\®<й. 
Действие t и h на ®й+1.А порождает группу диэдра, -̂инвариант-
ная часть циклического комплекса С?* (Л) образует подкомплекс» 
гомологии которого обозначаются HDn (Л). 

ЗЛО. Ортогональные и симплектические алгебры Ли. Пусть 
е=±1 , t — транспонирование, * — почленное применение инво
люции к матрицам над Л. Инволюция на gl(2/i, Л), определен
ная в точной записи формулой 

[XYV (иы гУ'Л 

[zuj -\гг
ы хыГ 

удовлетворяет тождеству [В, С]т=—[Вт, Ст]„ Поэтому 
О.(л, Л)=-{£<^1(2я. Л)|Вт+В-=0} 

является подалгеброй Ли. Переходя к пределу при /г->оо, по
лучаем стабильные алгебры Ли Ог(А). 

3.10.1. Теорема . Имеются канонические изоморфизмы 
Я1)^1(Л)=РптЯл(Ое(Л)). 

§ 4. Некоммутативная дифференциальная геометрия 

4.1. Циклы. Пусть X — компактное ориентированное диф
ференцируемое n-мерное многообразие, Q'{X)—его комплекс 
де Рама, / : Qn-*-R— линейный оператор интегрирования форм 
объема. Алгебраические свойства тройки (Q", d, /) кодируют 
значительную часть топологических свойств X; если вдобавок 
рассматривать ее функториальные свойства, можно получить 
еще больше информации о топологии и геометрии. 

А. Конн предложил рассматривать некоммутативную вер
сию (Q\ dt S) как базисное понятие «некоммутативной диффе
ренциальной геометрии» и обнаружил важную роль цикличе
ских (ко) гомологии в этой теории. Ниже изложена часть еп> 
результатов. 

4.1.1. Определение , п-мерньш циклом называется 
п 

тройка (Q, d, J), где Q = ©0Q
/—градуированная С-алгебра, d—-ее 

градуированное дифференцирование степени 1 с d2 = 0 
и ] :£Г-> С—линейный функционал со свойствами 
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{то есть замкнутый градуированный функционал следа). 
4.1.2. Примеры, а. Пусть Л —любая С-алгебра, tr:A->~C~ 

линейный функционал с tr([a, b]) = 0. Положим Q°=A, Йг = 
={0} при t > 1 , <i-=0, J = t r . Получим 0-мерный цикл. 
•' б. Пусть X—я.-мерное компактное дифференцируемое мно
гообразие, С —^-мерный замкнутый поток на X, q<n. Положим 

Q = 8 Ql(X), f co= < С, со > для cogQ .̂ Получим ^-мерный цикл. 
i =,0 */ 

в. Если (Й, d, / )—цикл, то (iQ, d, —/) называется цик
лом с противоположной ориентацией. Очевидным образом 
определяется прямая сумма циклов. 

Следующий пример показывает возникновение циклов в 
•функциональном анализе. 

4.2. Фредгольмовы модули. Пусть Я —сепарабельное гиль
бертово пространство, 2?(Н)—алгебра ограниченных операто
ров, 3?°°\{Н)—идеал компактных операторов. Пусть \хп{Т) 
(для7б27оо(Я)) — n-е сингулярное число Т (то есть п-е соб
ственное значение |Г | = (Т*Г)1/2). Положим для 1-Ср<°° 

&* (Н)=\те2?°° (Н) 12 ft. (T)p 

^ п 
' < 00 

Это — двусторонние идеалы в 3?(Н)У называемые идеалами 
Шаттена. Эквивалентное определение: 

&р(Н)^{Те&{Н)\Тт*се\Т\р <сх)}, 

где Trace r=2<rg. n , | n > , {|n} — ортонормированный базис Я . 
Мы будем рассматривать на 5?v (Я) топологию, определяемую 
нормой ||Г||р=(2 [хп(Г)р)1/Р. 

4,2.1. О п р е д е л ен и е. Пусть Л — некоторая С-алгебра (не 
•обязательно коммутативная), п-суммируемым фредгольмовыж 
А-модулем называется 22-градуированный левый Л-модуль 
Я=Я0ФЯ1 с нечетным С-линейным отображением F: Н-+Н, 
удовлетворяющий условиям: 

а) Я является гильбертовым пространством, и операторы 
умножения на элементы Л ограничены; 

df 

б) F ограничен, / 7 2 = 1 и [F, a\=-Fa--aF£gn(H) для всех 
лвА. щ 

4.3. Цикл, связанный с фредгольмовьщ модулем. Пусть 
Н -—/г-суммируемый Л-модуль. Положим Й°=Л, QQ—замкнутая 
линейная оболочка в &п/ч(Я) операторов (a°+X-l)[F, a1] [F, 
a2]. ..\F, ae], где а*вА, Я,ёС. Определим d:Q°->Q1 формулой 
da=i[F, а]. Можно проверить, что d одназначно продолжается 
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до градуированного непрерывного дифференциала на .Q = ®Qi 

{с умножением Q*XQft"-*Qj+\ задаваемым композицией опера
торов) : это продолжение задается той же формулой 
,do)-=i[/7, со]. Наконец, для (о£йп положим 

/со=(—l)de^Traceco. 

Конструкция этого примера допускает следующий абстрак
тно-алгебраический вариант. 

4.4.Универсальная алгебра дифференциальных форм. Пусть 
А — произвольная ассоциативная С-алгебра, с единицей или без. 
Рассмотрим категорию гомоморфизмов колец f:A-+Q°, где 
(Q° = ® Ql, d) — градуированная йлгебра с дифференциалом и едини-

цией, d2=Q. Мы не предполагаем, что / переводит единицу в Л 
(если она есть) в единицу из Q0. 

В категории таких гомоморфизмов есть универсальный 
{начальный) объект Я°(Л). Вот его прямая конструкция. 

а. Й0=Л==ЛФС1 — результат присоединения 1 к Л. 
б. Qn=A<8>A®n (тензорные произведения над С). 
B.d((a°:+.Xl)®a1® . . .®ап) .= 1®а°®а1® . . .®а п ; в частности, 

da=\®a для'aGA. 
г. Умножение lQ

m(g)QfZ->Qm+/z однозначно определяется усло
вием, чтобы выполнялась формула Лейбница (и левое умножение 
i-m Й° = Л было обычным). Пример: а0—-а°+?Л, b°=b°-\-\il* 

(а0 ® а1) (Ь° ® Ь1) = (аЧа1) (ЬЧЬ1) ^а° {йа1Щ dbl = 

= a0 [d (alb°) - attft0] dft1=a°d (alb°) dbl - (a°al) db4bx =-= 

= a° ® a1?0 <s> bl — a°al ® 6° ® 61. 
Общая формула для правого действия А: 

(a0®ar<8> . . . ®ага)6==У (— 1)я-/а°®...® aW*1®...® ft.' 
j=o 

4.5. Циклы (Q<^ (Л), rf, J). Пусть Q ' (A) - алгебра, построен-
j . </ , . _ . 

ная в п. 4.4. Положим Q<* (A) ==® QJ (Л). Если задан линейный 
j - o 

функционал j:Q^(A)->C, превращающий Q«?(A) в цикл, опре
делим т : Л®--»1 Л* формулой 

х (а1 ® . . . ®а«) (а?) = $аШг...rfa^. 
4.5.1. Т е о р е м а . Описанная конструкция определяет биек-

дию между замкнутыми градуированными следами на Qv(A) 
я циклическими ^-коциклами (см. гл. 1, п. 2. 11) алгебры А. 
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Более общо, q-циклом над алгеброй А называется пара.» 
состоящая из цикла (Q, d, I) и гомоморфизма р: Л~>-Й0. Функ
ционал т, определенный формулой 

т (а\.. .,aq) (a°) = $9(a?)d(P(a})).. .d(p(a*)), 

называется характером этого цикла. Из универсального 
свойства Й'(Л) следует, что любой характер т индуцирован 
циклическим коциклом. 

Опишем некоммутативные версии двух дифференциально-
геометрических понятий: кобордизма и связности. 

4.6. Кобордизм. (п-\-1)-цепью называется тройка (Q,dQ,I)T 
в которой: 

л+1 п 

а. Q = ® Q', <?.Q= 0 (dQY—дифференциальные ГрадуирОВаН-
ные алгебры, связанные сюръективным морфизмом r:Q~x?Q сте
пени 0. 

б. J :Q*+1-->C —след, удовлетворяющий условию 

J dcD==0, если г(оз)==0. 

Границей этой цепи называется /г-цикл ydQ, d, J J, где 

J co' = J rfco, если г (со)--о/. 
4.6.1. Определение. Циклы Q', Q" называются кобордант-

ними, если существует цепь с границей Q'®&", где й" — цикл 
Q" с обращенной ориентацией. 

Аналогично определяется кобордантность циклов над 
алгеброй А: цепь и все гомоморфизмы должны рассматри
ваться над Л. 

4.6.2. Л е м м а . Отношение кобордантности есть отношение 
эквивалентности. 

4.6.3. Т е о р е м а. Пусть Q't Q" — два /г-цикла над Л, %'Т 
х" — их характеры. Пусть В : Hn+l (Л, А*)-+-НСп(Л) — мор-
физм, описанный в п. 3.5. Тогда Q, Q" кобОрдантны, если и 
только если разность классов циклических когомологий их 
характеров лежит в Im£. 

4.7. Связности. Пусть р:Л->0—некоторый цикл над Л, Е — 
проективный правый Л-мбдуль конечного ранга. Связностью на 
Е называется С-линейное отображение ш\?:Е-+Е®йг со свойст
вом 

\j(ea) = (Xje)a3ra®d{p{a% eeE, aGA. 
Будем предполагать, что Л —алгебра с единицей. 
Положим E = E®Q. Распространим V на Ё формулой 

\7(e®(u) = ^e)(u+e®d(i>. Рассмотрим градуированную Епс1л (Е)~ 
алгебру Епйа(Ё). Положим для Т$Епда(Ё) 
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6(r)—=vr-(-i)degrrv. 
Определим функционал следа на Еп&&(Ё)п как комбинацию 
f:Q*~->C и матричного следа. Тройка (Enda(lT), б, П не явля

ется Елс1д (£)-циклом по единственной причине: б2 =7-0. Точнее, 
V2 на Е есть умножение на некоммутативную форму кривизны 
6, и можно проверить, что 

б2г=ег-ге 
для всех ТеЕпйо>(Ё). 

Следующая конструкция аксиоматизирует эту ситуацию и 
позволяет исправить описанную тройку, превратив ее в цикл. 

Пусть (Е, б, 0, П —объект, состоящий из градуированной 
п 

алгебры Е== ®Sj с дифференцированием 6 степени 1, замкнутого 
следа J и элемента 6GS2 такого, что 68/=0 и 6Г=[0>, Т\ для 
всех ТШ. 

Присоединим к S элемент X степени 1 с соотношениями 
Х2=0, o)iXo)2=0 для всех со^В. 
Пусть Q/ = S[Z]. Определим dl и Я формулами: 

^о) = б(со)!-НХо)— (— 1)****(оХ для собН; 
dlX = Q, 

f (©и+ ^Х + Хщъ + Х^Х)^^ (*xl-{-lfeg*11 § щ2®, 
где degсо n = n= degсо12+1 = degco2i + 1 =-deg co22+ 2. 

4.7.1. Лемма. (£У, d', J') есть йикл-
Применим эту конструкцию к (Enda(E)1 6, 6, J). В резуль

тате, мы поставили в соответствие паре (проективный А-модуль 
Е, цикл над А) некоторый цикл над End^^E), зависящий от 
связности. Оказывается, что его характер зависит лишь от 
класса Е в К0(А) и характера исходного цикла. Кроме того, 
НЦЕМА (Е)) канонически изоморфно Н\(А). 

4.7.2. Теорема. Описанная конструкция определяет биадди-
тивное умножение К0(А)ХН'к(А)-+Н1(А), превращающее 
Hi (А) в А."0(А)-модуль в случае, когда А — коммутативное кольцо. 

§ 5. (Ко)гомологии дискретных групп 

5.1. Топологическое определение когомологий групп. 
Пусть группа G действует на топологическом пространстве 
X. Обозначим через Y пространство G\X орбит G (снабжен
ное фактортопологией) и через я :Х-^ Y — проекцию. 

5.1.1. Т е о р е м а . Предположим, что X стягиваемо, я 
является расслоением и G действует на X свободно. Тогда 
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для любой абелевой группы А имеем #n(G, A)—Hn(Y,A)y 
Hn{G,A)=Hn(Y,A) (где А рассматривается как тривиальный 
G-модуль). 

Доказательство основано на том, что в условиях теоремы 
комплекс 

...-+Si(X)-+SQ(X)-+Z+0 
сингулярных цепей пространства X является резольвентой 
Z, состоящей из свободных Z[G]-модулей и группы 
Sn(X)G G-инвариантных элементов Sn(X) изоморфна Sn(Y). 

Отметим еще, что в условиях теоремы имеем jti(Y) = G;, 
-сг.(7)==0 при , i>2 , то есть 7 является К(G, 1)-пространст
вом; Поскольку все такие пространства гомотопически экви
валентны, и, в частности, имеют одинаковые (ко) гомоло
гии, теорема п. 5.1 Л дает топологический способ вычисле
ния H*{G,A) и H*(G,A)y коль скоро мы имеем какую-либо 
конструкцию K{G, 1)-пространства. Например, геометрическая 
реализация классифицирующего пространства BG (см. гл. I, 
п. 2.7) является таковым, что оправдывает наше исходное 
определение. Экономный цепной комплекс можно иногда 
получать из следующей конструкции. 

Пусть X — клеточное разбиение, на которое действует 
группа G, переставляя клетки (с сохранением ориента
ции). Очевидно, это действие продолжается на цепи. 

5.1.2. П р е д л о ж е н и е. Если действие G на клет
ках X свободно, и X стягиваемо, то цепной комплекс 

-+Сп(Х)-+Сп-1{Х)+...+Съ(Х) 
является свободной резольвентой ZJGJ-модуля Z (отобра
жение аугментации е : Со(Х)->2 имеет вид е(е) = 1 для 
любой 0-мерной клетки е). 

Поскольку для G-модуля F имеем-
Я»(О, F)==Ext2I0] (Z, F), Hn(G, F)=-Tor*IG1 (Z, F), 

эта резольвента вычисляет (ко)гомологии G-модулей. При
ведем некоторые конкретные результаты. 

5.2. Свободная ipynna. Букет В(1) семейства окружностей,, 
занумерованного множеством /, есть K{F(I), 1) где F(I) — 
свободная группа, порожденная /. Следовательно, 

[Z при п = 0, 
Hn(F(I\ Z)-\F(I)I[F (/), F(I)] при л - 1 , 

10 при п > 1. 

5.3. Группы с одним соотношением. Пусть F (/) — свобод
ная группа, reF(I), N — минимальный нормальный дели
тель, содержащий г, G=F(I)/N. Элемент г определяет ото
бражение р : S1->-j.3(/), для которого г есть класс p(Sl) в 
jii(B(I))*=*F(I). Приклеим 2-клетку к В{1) с помощью р 
и обозначим результат через У. 

78 



5.3.1. Т е о р е м а . Если гфвп для seF(I), л>2 , то 
У есть K(G, 1)-пространство. 

Отсюда получаем, что при выполнении этого условия 

(Z при п = 0, 
tf„(G, Z)= \F(I)I[F(I), F(I)} при /i = lf 

Ю при /г>3 
и 

ЯГО B = J Z ' е с л и re[F (I), F (I)], 
^2V^' ; |0 в противном случае. 

В частности, этот результат применим к фундаментальной 
группе компактной ориентируемой поверхности рода g">l, для 
которой / = {1, ... ,2g} f г^А^гАТ^ВТ1 . . . AgBgAJlBJl. 

5.4. Абелевы группы, а) Для G = Zn с действием сдвига
ми на Rn=£, получаем n-тор (Sl)n в качестве /C(G, 1). 
Отсюда 

//.(G,Z)-—Ai#«). 
оо 

б. ДляО==22, действующей отражением на 5°°== U *-?*, по-

лучаем /<T(Z2, 1)—-RP°° и Я2Н1 (Z2, Z) = Z2, Я0(22, Z)=-Z, 
/f2i (Z2, Z)=0 при i > 1. P ассматривая действие циклической 
группы Zn=={/r} на окружность, разбитую на п отрезков, полу
чаем сначала ацикличный комплекс Z [Z^-модулей 

0->Z^Z[Z,Pz[Z n ]^Z^O, 

откуда получается бесконечная резольвента Z: 

. . . -> Z [Z„]-> Z [Z„]-* Z [Zn]-> . . . 
и 

{Z для £==0, 
Z„ для i - l m o d 2 , 
0 для *=0mod2, £>2. 

5.5. Амальгамы и последовательность Майера-Вьеториса-

Рассмотрим диаграмму гомоморфизмов групп G ^ - A - * ^ . Она 
вкладывается в кодекартов квадрат в категории групп, который 
определяет амальгаму Gi*G2* 

А 
5.5.1. Теорема. Любой кодекартов квадрат групп, в кото

ром ai, a 2 - вложения, изоморфен диаграмме фундаменталь
ных групп квадрата /С(>1) -пространств вида 
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X., П Х 2 = Y < - X 2 

f 
x1 u x 2 

5.5.2. С л е д с т в и е . Из последовательности Майера—Вьето-
риса для квадрата К{-, 1)-пространств следует точная после
довательность 

..-Hn(A,Z)--Hn(CuZ)®Hn(G2rZ)-Hn(Gl«G2,Z)-> 
- ^ Я ^ г ( Л , г ) - . , 

5.5.3» Пример. PSL(2, Z) = Z2*Z3 (образующие $=- h ~~QV 

t = ( | А Пользуясь последовательностью Майёра — Вьето-
риса, находим 

(Z для £ = 0, 
Ht (PSL (2, Z), Z) = Z2SZ3 для i s 1 mod2, 

16 для i = 0 m o d 2 , i>2. 

To же представление дает «$1(2, Z)=-Z4*Z6 и 
z, 

IZ для £==0, 
Z12 для i = lmod2, 
0 для £=E=Oniod2; i>2. 

5.6. Дискретные подгруппы групп Ли. (Ко) гомологии группы 
SL(2, Z) можно вычислять другим методом, который допускает 
далекое обобщение. Он основан на следующем факте. 

5.6.1. Т е о р е м а . Пусть G — связная группа Ли. Тогда ее 
максимальные компактные подгруппы Кай сопряжены, и од
нородное пространство E=G/K диффеоморфно Rd. 

5.6.2. С л е д с т в и е . Пусть FczG — дискретная подгруппа 
без кручения. Тогда T\E = T\GIK есть К (Г, 1) -пространство 
и, следовательно, 

Я (Г, Z)=*# ( Г \ £ ) . • 
Отсутствие кручения используется в проверке того, что Г 

действует на Е свободно; при наличии кручения это, вообще го
воря, неверно. Из-за этого условия следствие неприменимо к 
SL(n,Z). Однако его можно применить в подгруппе конечного 
индекса 

T(N) = {gdSL(n, Z) | g = l modM, JV>3. 

Чтобы сформулировать качественные результаты, определим 
два свойства конечности группы Г. 

5.7. Условия конечности, а) Когомологической размерностью 
абстрактной группы Г называется величина 
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cdT = pro] dim2[r]Z=—:inf{/z^r'(r, M) = 0 для всех i>nu M}. 
б) Г называется группой FL-типа, если Z имеет резольвенту 

конечной длины, состоящую из свободных Z[Г]-модулей конеч
ного ранга. 

Ясно, что если Г свободно действует на d-мерном стягивае
мом пространстве, то cdT^d. Применим этот результат к дис
кретной подгруппе без кручения ГczSL(n, R). Пространство 
теоремы п. 5.6.1 имеет вид 

E^SL(fi, R)lSO(n, R) = 

= {положительные квадратичные формы ранга n}/R*+. 
Отсюда получаем 

cdr</i(/i4^1)/2—1. 
В действительности, справедлив более точный результат. 

5.7.1. Теорема. Пусть TczSL(n, Z) — подгруппа конечного 
индекса без кручения. Тогда она имеет JFL-ТИП 

cdr = n(n—1)/2. • 
Доказательство основано на том, что Е/Т гомотопически 

эквивалентно п(п—1)/2-мерному конечному клеточному разбие
нию. Последнее строится явно геометрическими средствами. 

5.8. Двойственность. Пусть Г — абстрактная группа. Назо
вем правый Г-модуль D дуализирующим (в размерности /г), ес
ли существуют изоморфизмы функторов от М во всех размер
ностях i, совместимые с точными последовательностями (ко) ГО
МОЛОГИИ 

Я<(Г, ЛГ)«#^(Г, D®M), 

где g{d®m) =dgt"1®gm. для g£T, d€D, тШ. 
5.8.1. Теорема. Предположим, что Z имеет над ZifF] ко

нечную проективную резольвенту из модулей конечного типа. 
Тогда Г допускает дуализирующий модуль в размерности /г, 
если и только если #ЧГ,г[Г])=0 при 1фп и Я^(Г, Z[r]) — 
свободная абелева группа. В этом случае n=cdt и £>= 
=#-(г,г[г]).в 

5.8.2. Теорема. Пусть К(Г, 1)-пространство У является 
компактным d-мерным многообразием. Пусть У —его универ
сальное накрытие. Пусть e(g) =1, если g$T не меняет ориента-
•цию У~и e(g")=—1 в противном случае/Тогда Г-модуль D = 2 с 
действием g-l^zig) является дуализирующим в размерности d. 

5.9. Эйлерова характеристика. Пусть Г---группа без. круче-
Ьия с cd r<co и xkzHi(T, Z)<oo. Положим 
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Если Г-—подгруппа конечного индекса с таким свойством в груп
пе Г', положим 

х(г0=[г^-гтх(г). 
5.9.1. Т е о р е м а . Эйлерова характеристика % (Г') определе

на корректно, то есть не зависит от выбора Г<--Г'. 
5.9.2. Примеры, a. %(F(I)) = l—\I\, где F(I) — свободная 

группа, порожденная множеством Л 
б. X (SL(2 ,Z))=-1/12 . 
в. %(Г) = 1/|Г|, если Г конечна. 
г. Если 1->Г/"-^Г-^Г//—^1 точна и Г имеет подгруппу конеч

ного индекса без кручения, то %{Т)=%(Т')%(Т"). 
д. Если Г=Г>(<Г2 и Г имеет подгруппу конечного индекса 

А 
без кручения, то х(Г) = х(-П)+%(Г2)---%(A). 

Топологический метод вычисления %(Г) основан на следую
щем результате. Пусть X — клеточное разбиение, на котором 
определено действие Г со следующими свойствами: а) стацио
нарные подгруппы всех клеток Ге имеют эйлеровы характерис
тики; б) действие Г на клетках имеет конечное число орбит. По
ложим 

xr(X)=2(--)dim^0Y>. 
е 

где суммирование будет по представителям орбит. 
5.9.3. Т е о р е м а . В описанной ситуации пусть X стяги

ваемо и Г имеет подгруппу конечного индекса без кручения. 
Тогда х(Т) определена и совпадает с хг (X). 

5.10. Эйлерова характеристика арифметических групп. При
менив теорему 5.9.3 к случаю, когда Г действует на X свобод
но, получим х (Г)=х(^ /Г) . Предположим, что X/T = Y— ком
пактное дифференцируемое многообразие. Из дифференциаль
ной геометрии известно, что по любой римановой метрике на 
У можно построить форму объема^на У — форму Гаусса—Бон
не этой метрики, полином от тензора кривизны, — со свойством 

%{Y)^d^\x{Y). 
Y 

Прямому приложению этого результата к дискретным арифме* 
тическим подгруппам ГсгО групп Ли с помощью п. 5.6.1 меша- ; 

ет то обстоятельство, что T\G/K обычно не компактно, хотя 
имеет конечный инвариантный объем. Хардер показал, что 
этого1 достаточно. 

5.10.1. Т е о р е м а . Пусть G — полупростая алгебраическая | 
группа над Q, rcrG(Q)—арифметическая подгруппа без кру* j 
чения, KczG(R) —максимальная компактная подгруппа, д « j 
= G(R)/i<", 4i — форма Гаусса—Бонне G(R)-инвариантной мет-! 
рики. Тогда 
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Х(Г)=|л(Г\Х). • 

Вычисление меры справа можно интерпретировать как вы
числение объема фундаментальной области. Оно было проде
лано, например, для всех групп Шевалле, со следующими ре
зультатами. Ниже £(s) означает дзета-функцию Римана. 

5.10.2. Примеры, а) Имеем 

[т—1/12 для я = 2, 
fe==2 iv ДЛЯ й > 3 . 

б) Имеем 

%{SL(n9 2 ) Н Ш ( 1 - * н { 0 
fe=2 * и 

п 

X(Sp(2n, Z)) = IIC(l-2jfe). 
ft-1 

§ 6. КОГОМОЛОГИИ алгебр Ли: общие сведения 

6.1. Методы вычислений. Пусть g— некоторая алгебра Ли; 
А — некоторый 0-модуль. В этом параграфе мы опишем не-
сколько приемов вычисления Н (fl-Л) и результатов таких вы
числений для конечномерных алгебр Ли. 

Прежде всего, рассмотрим ситуацию, типичную для полупрос
тых алгебр Ли. Пусть J се — абелева подалгебра, такая, что & 
(соответственно А) допускают разложение в прямую сумму кор
невых (соответственно весовых) подпространств относительно <* 
g= 0 8Y, А~ 0A|i. Тогда комплекс коцепей С* (в, А) также 

допускает такое разложение. Пусть С*(0)(б, Л)—его инвариант
ная часть. 

6.1.1. П р е д л о ж е н и е . Вложение С(<» (fl, A)->C*(g, A} 
является квазиизоморфизмом. • 

Аналогично можно воспользоваться разложением по харак
терам центра £/(fi). 

С помощью инвариантного скалярного произведения Hag (а 
также на Л, если модуль унитарен) часто удается воспользо
ваться следующим приемом Ходжа. Пусть (K\d) — комплекс 
конечномерных гильбертовых пространств (над R или С). Пусть 
(К*- d*) — дуальный комплекс, Д*: dd*+d*d : К*-»-К* — опера
торы Лапласа. 

6.1.2. П р е д л о ж е н и е . Вложение (КегД", Q)-*(i(\d) яв
ляется квазиизоморфизмом комплексов. В частности,. Н*(К') =-
= КегД^ 

С общей парой f>eifl, состоящей из алгебры Ли и ее подал
гебры, связана спектральная последовательность Серра—Хох~ 
тильда. 
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6.1.3. Теорема. Существует спектральная последователь 
ность с членом £**=#*(*, Нош (Л" (в/*), А), сходящаяся к 
Ял(в, А). Если »-идеал, то Щ* «# ' (« /* , #*(*, -А)). 

6.2. Полупростые алгебры. Пусть % — полупростая алгебра 
над &*=R или С, А — конечномерный g-модуль. Рассматривая 
действие центра £/'($), можно по образцу п. 6.1.1 получить сле
дующий факт. 

6.2.1. Теорема. H*i&,A)=№foA*)=№{bV)®A*. Анало
гично ДЛЯ Hq{$fA)> 

Напомним, что по теореме Картана 
ff (a, k) = Hmu*(Q, *), . 

где G—связная компактная группа Ли с алгеброй 0, а #*ор 

означает когомологии G как топологического пространства. 
Вычисление кольца HtQ (G, k) основано на общей теореме 

Хопфа: это конечномерная суперкоммутативная алгебра Хопфа 
и потому она свободно порождена конечным числом нечетно-
мерных образующих. Размерности этих образующих известны 
для всех (полу) простых групп. 

§ 7. Непрерывные когомологии групп Ли 

7Л. Непрерывная гомологическая алгебра. При работе с 
: топологическими группами, модулями и т. п. используются ком
плексы и резольвенты, на которые наложены дополнительные 

'ограничения, учитывающие топологию. Категорный формализм 
% несколько отходит на задний план, но сохраняет свое значение 
как модель для основных определений и вычислений. 

7,2. G-модули и комплексы G-модулей. Пусть G— сепара-
бельная локально компактная группа. 

а) Непрерывным G-модулем назовем локально выпуклое 
отделимое топологическое векторное пространство (ЛВОП) £, 
снабженное непрерывным представлением G; G-морфиэмом из 
Е в F называется линейное непрерывное отображение ф : E-+-F, 
сплетающее действия G в Е и F. Множество G-морфизмов 

•обозначается HomG(E, F). Непрерывные G-модули и их мор-
физмы образуют категорию, которая аддитивна, но не абелева. 

б) Линейное непрерывное инъективное отображение ф : £-*-
—ьР двух ЛВОП называется сильным, если у <р существует не
прерывное левое обратное отображение. Произвольное непре
рывное линейное отображение y:E-*-F называется сильным, 
если инъективные отображения Кегф->£ и Е/Къг<$~+Р являют
ся сильными. В этом случае 1тф замкнуто в F, отображение 
£/Кегф-^1тф бинепрерывно, и Кегф, 1га ф имеют топологичес
кие дополнения сответственно в Е и F. 
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в) Комплекс (коцепной) ЛВОП 

называется сильным, если все dl—сильные, Снабдим Kerdn и 
lmdn^x топологией, индуцированной с En, a Hn-Kerdn[ 
/lrndn~~l — фактортопологией. Тогда когомологии Нп будут от
делимыми пространствами. 

Комплекс 0-+>Е-+-Е°-»-Е1-+-... называется резольвентой Eff 
если он точен, т. е. все его когомологии равны 0. 

г) G-морфизм ср : E-*F двух G-модулей называется сильным,, 
если ф является сильным в смысле п. б). Аналогично, комплекс 
G-модулей называется сильным, если он является сильным щ 
смысле п. в), 

д) G-модуль F называется относительно инъективным, если 
он удовлетворяет условию продолжения G-морфизмов: для лкк 
бого G-моиоморфизма (в теоретико-множественном смысле) 
ф:.Е1~ь£2 и любого G-морфизма и: Е\-+ £2 существует продол-
жающий и морфизм w : E2-**~F (так что и=шоф), 

Свойства введенных объектов суммируются в следующем* 
предложении, 

7.2Л. П р е д л о ж е н и е . Пусть заданы два G-модуля Е, F% 
сильная резольвента 

и комплекс G-модулей 
0±F-*-Fb+>Fl-+-\ . . , 

где все F1 относительно инъективны. Тогда любой G-морфизм 
Ф : E-+F продолжается до G-морфизма комплексов (piE^F'* 
и любые два таких продолжения можно связать G-гомотопией 
(то есть гомотопией, состоящей из G-морфизмов). 

7.3. Функторы ExtG
n. Пусть Е, F — два G-модуля. Назовем 

сильной инъективной резольвентой модуля F сильную точную 
последовательность G-модулей, состоящую из относительно инъ-
ективных G-модулей 

7.3.1. О п р е д е л е н и е . Ext<g (Е, F) — это n-я группа кого
мологии комплекса 

0-^Ноюо (Е, Р)^Homo (£, F1)г* .. . 
7.3.2. П р е д л о ж е н и е , а) Любой G-модуль имеет сильную 

янъективную резольвенту; любые две такие резольвенты связа
ны непрерывной G-гомотопией. Поэтому топологические про
странства Ext£ (E> F) определены однозначно с точностью до 
изоморфизма, 

Положим #?Mt(fr£)-"ExtS(G, E)t где С-О-модуль с три
виальным действием. 
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7.4. Коцепи. Пусть Е — ЛВОП. Для любой локальной ком
пактной сепарабельной группы G обозначим, через C£>nt(G, Е) 
пространство непрерывных отображений Оп+1-+Е с топологией 
равномерной сходимости на компактах. Снабдим Ccont(G, Е) 
действием О по обычной формуле 

fe/)teo> •'•'•» ffnH£-/<r!&. • • •• rtn)» 
определим дифференциал формулой 

• и+1 

и аугментацию г:Е->С° (G, Е) формулой s(e)g = e. 
Если G—группа Ли, то мы можем аналогичным образом 

построить пространства С°°-коцепей Cl> (G, Я) и Zfoc-коцепей 
1\осСп (G, £). Действие G, i и е корректно определены на них. 

7.4.1. П р е д л о ж е н и е . Комплексы Ccont(G, £) ; C^(G7£;), 
е̂сли .Я квазиполно; £&cC"(G*£), если £ полно, являются силь

ными относительно инъективными резольвентами G-модуля Е. щ 
Таким образом, пространства //5>nt(G, E) можно вычислять 

t помощью комплекса непрерывных коцепей с обычными свой
ствами, а также с помощью комплекса гладких или локально-
суммируемых коцепей для подходящих G я Е. 

7-4.2. П р е д л о ж е н и е . Любая сильная точная тройка 
G-модулей О-^Ех-^Ея-^Ез-^О индуцирует обычную бесконечную 
последовательность Hn(G, £ ) , точную в алгебраическом смыс
ле слова. 
* 7.4.3. Некоторые свойства непрерывных когомологий. 

а) H°(G,E).=EG. 
б) Если Е — пространство Фреше и Hn(G, E) отделимо, то 

Hn(G, E) — также пространство Фреше, 
в) Если Е -^бочечное пространство, то имеется топологиче

ский изоморфизм между Ext£(£, F) и #?0nt(G, Hom(£\ F)). 
г) Если О компактна, то каждый квазиполный G-модуль F 

«относительно инъективен, в частности, Ext£(£\ F)-=0 при/г>1. 
д) Пусть G —пространство классов унитарных неприводимых 

представлений группы G. Если тривиальное представление изо
лировано в G, то Hx

Cont(G, Е)=*0 для любого унитарного 
G-модуля Е. 

е) Пусть z£G—такой центральный элемент, что ^—id 
является автоморфизмом G-модуля £ , Тогда #c*iit(G> £)—~0 для 
всех я 5> 0. 

В частности, если центр действует на Е нетривиальным 
характером, то H'COnt(Gf £")-=0, если центр действует на £, F 
разными характерами, то Ех£а(Е, F)=0. 



' ж) Аналогично, пусть \х—мера с компактным носителем на G, 
лежащая Ё центре алгебры таких мер со сверткой. Если 
fi(l)=-l и действие jx — id на Е обратимо, то Hcont(G, f?)===0. 
В частности, если все классы сопряженности в G относительно 
компактны, то для любого неприводимого унитарного G-модуля 
ЕФС имеем Hu

cont(G, Е)=0. 
7.5. Индуцированные модули. Пусть Я с G — замкнутая 

подгруппа, £"—некоторый Я-модуль. Обозначим через Indcont2: 
пространство непрерывных отображений f:G->E со свойством 
/ {gh) -= hrlf (g), снабженное действием (gf) (g-') =-= / (g~~lg')* 

7.5.1. П р е д л о ж е н и е . Если Е квазиполно, то простран
ства //cont (G, Indcont-E) и Hm

C(mt(G,E) топологически изоморфны. 
Для групп Ли можно аналогичнб определить модули Ый^Е 

и Ifoclndf и доказать аналог п. 7.5.1. 
7.6. Спектральная последовательность Линдона — Серра— 

Хохшильда. Пусть Я —замкнутый нормальный делитель в G, 
причем морфизм G-+G/H допускает локальное непрерывное 
сечение. 

Рассмотрим квазиполный G-модуль Е. Предположим, что Е — 
пространство Фреше и все //cont (Я, Е) отделимы. Определим 
действие G/H на H*0$t (Я, Е) следующей формулой, применимой 
к коциклам /GZcont (Я, Е): 

(gf) (К .... - A»)-fiT(/ (вГ1*^ • • м g~lKg)Y 
7.6.1. Теорема. В описанных условиях существует спект

ральная последовательность с членом E2q=HLnt(Gl H, 
Hlont (Я, Е)), сходящаяся к #5,nt (G, Е). Щ 

7.7. Теоремы ван Эста. В этом пункте G означает связную 
группу Ли, KczG — ее максимальную связную компактную под
группу, M = G/K. Пусть fl, I — алгебры Ли G, К, реализован
ные правоинвариантными векторными полями. 

Пусть Е—некоторый G-модуль. Элемент еЪЕ называется 
'Дифференцируемым или С°°,если отображение е: G-bE, e(g) — 
==g"-e, принадлежит классу С°°. Пусть Е°°— множество Сш-эле-
ментов Е. Это всюду плотное G-инвариантное подпространство. 
Отображение E00-^C00(G, Е) : е^е инъективно и совместимо с 
действием G на C00(G, E) правыми сдвигами. Введем на Е°° 
индуцированную топологию. G-модуль Е называется модулем 
класса С°°, если вложение Е^-^-Е является топологическим изо
морфизмом. 

На модуле Е класса С°° можно определить действие алгеб
ры Ли g формулой 

Хе == lim Г1 (exp (tX) е—е)\ Xбе» е&Е. 
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Это действие непрерывно и продолжается на U (g). Ван Эст 
доказал, что H[Qm (G, Е) можно вычислить - в терминах пары 
алгебр Ли (g,!). 

7.7Л. (й, !)-когомологии. Рассмотрим комплекс 
С* (8,1, Я)-Нот*(Л'(в/*)> Е), 

где К действует на Л*(9/*) присоединенным представлением и 
дифференциал задан обычной формулой 

* __ ' ^ „ 

£=0 

+2(-1)'+v([-^r^/A . . .Д, ...,fj, . . . ,^), 
где Xfi$, Xi^Ximoul, Обозначим когомологии этого комплекса 
через #л(д, !,£"), 

7.7.2. Теорема. Если Я — С "-(/-модуль,- то имеется кано
нический изоморфизм 

Hlont(G,E) = H\{s, ! , £ ) . • . 
Эта теорема полезна в совокупности со следующим результатом.» 

7.7.3. Предложение- Пусть _Г—любой полный й-модуль. 
Тогда 

fiCont(G, £*)-=• 7/cont (О,-Б00). • 

§ 8. Когомологии бесконечномерных алгебр Ли 

8.1. Векторные поля и алгебры токов, В этом параграфе 
рассматриваются алгебры Ли над основным полем &-=R или С 
следующих типов. 

а. Wn — алгебра Ли формальных векторных полей, т. е, 
дифференцирований кольца формальных рядов k[[xu , . . , хп]]. 
Положим Ьк=1к(п)={£№/дх{\№(хи..., хп)^}, £=—1, 0, 
1,.. . . Имеем Wn=L^i(n)zDLQ(n)zDLi(n)^ ., . — убывающая 
фильтрация; [La, Lb]aLa+b; gl (n)=I0 (я)/Li (л). 

б. ^п={Х=ад^^ Sn=ix\cx=Q} 
в. Яп = {Х==Е̂ (?/(?А:г|иехсо-==СхС), Cz^}czl^2n, 

где (o—dxxAdxn+l-\-,.. +dxn/\dx2n (гамильтоновы поля); 
Яп={Хкх=0}с:Яп . 

г. Kn={X*=Itfid/dXi\Riexv==gv}iDW2n+b где v-=Xid*n+i + . . . 
. . . +xndx2n+dx2n+i (контактные поля). 

д. Т(М) — алгебра Ли векторных полей на С°°~многообра-
зии М. 
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e. flM —гладкие функции на С00-.многообразии М со значе
ниями в алгебре Ли g (алгебра токов). 

Мы будем рассматривать в основном случай М=$1. 
Все эти алгебры Ли имеют естественную топологию: линей

ную в случаях а—г, С00 в случае д. Мы рассматриваем лишь то* 
дологические модули коэффициентов и когомологии.- определен-» 
ные с помощью комплекса непрерывных коцепей; не оговари
вая это специально, мы обозначаем через Hq(W, А) и т. п. та
кие непрерывные когомологии, 

8.2. Теорема конечномерности. Пусть k—R и под
алгебра gc:Fn содержит элемент Ис^д/дхи Ci>0. Тогда для 
любого конечномерного fl-модуля А пространство #*(д, А) ко
нечномерно. 

8.2.1. Следствие. Если dimA<oo, то конечномерны кого-* 
мологии Н (д, А) для &=Wn, Sn, Hm Kn (& = R или С). • 

Доказательство основано на предложении п. 6.2.1: следует 
рассмотреть весовое разложение относительно эл&мента 

п 

Xid/dxi или ^dxidIdXi + 2x2tl+idldx2ti+i (для АГЛ). 

8.3. Кольцо H*(Wn, k). Обозначим через Хп клеточное раз
биение, которое является ограничением на 2/г-скелет бесконечно
мерного грассманиана Gr (/г, С °°) главного расслоения над этим 
грассманианом со слоем U (п). 

8.3.1. Теорема. Имеется изоморфизм колец Н' (Wn, k)^ 
z*H'(Xn, k); произведение элементов положительной размерности 
в этих кольцах равно нулю. • 

Доказательство основано на прямом установлении изомор
физма членов Е2 двух спектральных последовательностей: 

а. Спектральная последовательность Серра—Хохшильда* 
отвечающая подалгебре gl(n, k)czWn. 

б. Спектральная последовательность Лерэ для расслоения 
Xn-+sk2nQr{n, C°°). 

8.4. Когомологии Wn с другими коэффициентами. 
8.4.1. Теорема. Пусть QJ-—^-модуль внешних форм коль

ца k [[хи • • •, *п]]> Биградуированная алгебра H\Wn, tin) порож
дена образующими 

которые связаны соотношениями суперкоммутативности по полной 
степени, а также соотношением 

Ид .-• V>js —0 пРи / 1 Н г * - . + Л > ^ • , 

2 
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Доказательство основано на изоморфизме H*(Wn, fl») = 
= H*(L0, AV), где 1/ —пространство { 2 #£^£ | я*6&}, £0 

действует на AV через проекцию L0-* L0I Li = gl(n9 &). Кого
мологйй вычисляются с помощью спектральной последователь
ности Серра—Хохшильда для подалгебры gl(n, k). 

Аналогично устанавливается следующий результат. 
8.4.2. Теорема . Пусть А -— lFn-модуль формальных тен

зорных полей, ассоциированный с тензорным gl (я)-модулем А 
Тогда имеется изоморфизм 

H'(Wm Щ^Н'(иЦп))^Н'(1г (п), k)®A)glin). Ш 
8.4.3. Теорема. Пусть Wn — ^„-модуль непрерывных линей

ных функционалов на Wn. Тогда имеется канонический изомор
физм 

н* Wn> Ю-Н2п+1 (Wn)®Hi-2n (gi (n); k). m 
Доказательство использует последовательность Серра—Хох

шильда для подалгебры gl (л- k). 
Для произвольной алгебры Ли g имеется гомоморфизм ко-

цепных комплексов 

f (Х\, . . . , Xq) (X)= f (Xi, . . . , Хд, X) 

Обозначим var : №+1(б, &)->#^(0, $') индуцированный гомо
морфизм когомологйй. 

8.4.4. Теорема: a. var : H2"+l {Wn, k)^H**(Wn,W'n) яв
ляется изоморфизмом. 

б. Последовательность 
H^\Wn^H«+\W^H«(Wm W'n) 

точна; здесь i индуцировано вложением WnaWn+\. 
8.5. Другие алгебры формальных векторных полей. Извест

ны следующие аналоги теоремы п. 8.3.1: 
8.5.1. Теорема , а) Пусть У — прообраз 2п-скелета беско

нечномерного грассманиана в главном SU (п) -расслоении над 
ним. Имеется изоморфизм колец 

H\§n,k)^H'(SlxYn,k). 
б) Пусть Zn — прообраз (4^+2)-скелета бесконечномерного 

грассманиана в главном S ^ S p (2л)-расслоении над ним. Име
ется изоморфизм колец 

Аналоги для Нп, Нп, Sn неизвестны; вычислены лишь 
когомологйй этих алгебр в «стабильных» размерностях (^п 
или -^ линейной функции от п). 
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8.6. Когомологии алгебры Ли векторных полей. Пусть М — 
Некоторое С00-многообразие размерности п. Обозначим через 
-х(М) расслоение с базой М, структурной группой U(n) и 
слоем Хп, описанным в п. 8.3, ассоциированное с комплексифи-
кацией касательного расслоения к М. Пусть Secx(M) —функ
циональное пространство сечений М. Фигурирующие ниже ко
гомологии х(М) определяются, например, с помощью сингуляр
ных коцепей: сингулярный ^-симплекс Secx(M) можно опреде
лить как морфизм Aq*XM-+x{M), коммутирующий с проекцией 
на М. 

8.6.1. Т е о р е м а . Имеется естественный изоморфизм гра
дуированных колец 

Н' (Т (М), к) as Я* (Sec х (М), к). И 

Сначала устанавливается частный случай этой теоремы, от
носящийся к M=Rn, который можно сформулировать совсем 
просто: 

8.6.2. П р е д л о ж е н и е . H'{T{Rn), k)=H-(k®Wn)M • 
Изоморфизм здесь индуцирован гомоморфизмом T(Rn)->-

—>Wn, который ставит в соответствие векторному полю его 
оо-струю в начале координат. 

Затем когомологии Т(М) и х{М) вычисляются по Чеху с 
помощью покрытий М и используется теорема п. 8.3.1. 

Приведем еще формулировку аналогичного результата, от
носящегося к Т (М) -модулю гладких функций С°°(М). 

Пусть и(М)—главное GL(ra, С)-расслоение, ассоциирован
ное с комплексифицированным касательным расслоением к М. 
Мы можем считать, что и(М) является подрасслоением в 
х(М). 

8.6.3. Т е о р е м а . Имеется естественный изоморфизм 
Нщ (Т (М\ С°° (М)) ^ Я* (Г (М), R), 

Y (М) = {(у, s)m X Sec х (М) \ s (у)&г (М)}. Ш 
В случае iW=S1 имеются точные результаты для более об

щих коэффициентов. 
8.6.4. Т е о р е м а . Кольцо Н- (Г(З-), С00 (S1))—свободная 

суперкоммутативная R-алгебра, порожденная циклами степе* 
ней 1, 1,2 (ф— циклическая координата на S1): • 

/ < Ф ) ^ Ф ~ / ( Ф ) , /(Ф)^/*ф-^/'(Ф). 

$i\f"(<f)g (Ф)1 

8.6.5. Т е о р е м а . Н* (Т (S% Q1 (51)) есть свободный ' Я" (Т (Si) 
С°° (51))-модуль с одной одномерной образующей, представленной 
коциклом 

/(Ф)^/йГф^/^(ф)йФ. • 
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Более общо: 
8.6.6. Теорема, а) Н'(Т(S1), Q1(51)^)==05 если яф 

^(Зг-±г)/2, г -0 ,1 ,2 , . . - . 
б) / Г (Т (S1), Q1 ( W ) есть свободный Я" (Г (51), С°° (£*))-

модуль с одной образующей степени "г при -S = (3r2±r)/2. • 
Вычисления, устанавливающие в п. 8.6.6, разбиваются на 

несколько шагов. Во-первых, когомологии Т (S1) редуцируются 
к когомологиям Wi. Во-вторых, используется теорема п. 8.4.2. 
В третьих, при /г=1 КОГОМОЛОГИИ Li(l) удается вычислить не
сколькими методами. 

8.7- Когомологии алгебр токов. Пусть G — компактная груп
па Ли, g— ее алгебра Ли. 

8-7.1. Теорема. Канонический гомоморфизм Н' (g?l
9 R)-»-

-> Я* (Qs\ R) (когомологии функционального пространства петель) 
является изоморфизмом. 

Более общо, пусть д —полупростая вещественная алгебра Ли 
и пусть G —компактная группа Ли такая, что a<S>C = LieG_iC. 

8.7.2. Теорема. Имеет место изоморфизм Я*(85\ R)-^ 
^H'(GS\ R). • 

В частности, Я* (si (/г, R)s\ R) » Я* (S£/ (/г)51, R) г* Я" (5£/(>г)х 
Хй5/7(/г), R) есть кольцо суперкоммутативных многочленов 
от образующих степеней 2,..."., 2/г — 1. 

Имеются алгебраические версии задач об алгебрах токов, 
связанные с алгебрами Каца—Муди. Роль алгебр QS* играют 
алгебра Каца—Муди, отвечающие симметризуемым обобщенным 
алгебрам Картана, а вместо групп GS1 появляются бесконечно
мерные алгебраические группы И. Р. Шафаревича. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

Интерпретация различных конструкций в алгебре, топологии и геометрий 
как классов одномерных и двумерных (ко) гомологии лежит в основе клас
сических применений гомологической алгебры. Отдельные аспекты такой ин
терпретации можно найти в следующих книгах: когомологии пучков — в [10k 
[33], [68], [91], [145], когомологии групп —в [34], [89], когомологии алгебр 
Ли —в [14], [15]. Одномерные циклы Zl(G*K*) в ситуации, когда G'—группа; 
Галуа конечного расширения К поля k, появились, по существу, у Гильберта 
(группа скрещенных гомоморфизмор) в связи с так называемой «теоремой 90» 
(см. [131]). Группа классов расширений, на современном языке Ext1, была 
введена Бэром. Интерпретация Hi(Gr2p) как образующих (при i = l ) и со
отношений (при i = 2) р-группы G была предложена Тэйтом, см. [131]. Груп
па Брауэра возникла при описании систем факторов в классификации простых 
центральных алгебр с делением, см., например, [144]. Относительно централь
ных расширений бесконечномерных алгебр (алгебры Каца—Муди, Вирасора 
и их обобщения) см. [14], [15], [93]. 

Гомотопическая теория препятствий (§ 2) изложена в ряде учебников 
по алгебраической топологии; см., например, [16]. Там же можно найти тео4 
рию пространств /С(П, л), развитую А. Картавом [38]. Формализм торсоров 
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в топологии был проработан Гротендиком [76]; теоретико-групповую версию 
см. в [131], где можно найти также доказательство теоремы п. 2.3.1. По по
воду теоремы п. 2.5.1 см. Гротендик [78]. Относительно теоремы Кодаиры— 
Спенсера см. оригинальное изложение [102] или учебник Уэллса [145]. Класс 
Атьи был введен в [19], относительно далеких последующих обобщений см. 
126], [90]. 

Циклические гомологии появились по разным поводам у Конна [47] и 
Б. Л. Фейгина—Б. Л. Цыгана [13], [61]; см. также Каруби [95]. В частности, 
доказательство теорем пп. 3.4.1, 3.5.1 и 3.7.1 можно найти в [61], теорем 
пп. 3.8.1 и 3.8.2 — в [106]. Относительно результатов из пп. 3.8, 3.9 см. [105]. 
См. также обзор Картье [41]. Некоммутативную дифференциальную геомет
рию активно развивает Конн; см. [47], где можно найти доказательство ре
зультатов, сформулированных в § 4. 

Результаты о когомологиях групп и, в частности, доказательство всех 
результатов из § 5, можно найти в [34]. Мы опустили в нашем обзоре кого
мологии Галуа, которые являются неотъемлемой составной частью теории 
полей классов; эти вопросы будут подробно изложены в томах этой серии, 
посвященных алгебраической теории чисел. С основами когомологии Галуа 
можно ознакомиться по [131]. Полезными являются также сборник [89] и 
ряд статей Серра и А. Картана из их собраний сочинений [39], [133]. 

Когомологиям алгебр Ли (в том числе бесконечномерных) посвящена 
книга [15] и обзор [14]. В них приведены, в частности, результаты вычислений 
когомологии конкретных бесконечномерных алгебр Ли, полученные в работах 
И. М. Гельфанда, Д. Б. Фукса и других авторов. См. также доклад [66]. 

Непрерывные когомологии групп Ли изложены в книге Гишарде [80[; см. 
также [14] и [31]. Другой подход к непрерывным когомологиям алгебраиче
ских объектов, снабженных топологией, описан в [17]. 

Глава 4 

ПРОИЗВОДНЫЕ КАТЕГОРИИ И ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКТОРЫ 

§ 1. Определение производной категории 

1Л. О п р е д е л е н и е . Морфизм комплексов /:#**->/,'в 
абелевой категории *& называется квазиизоморфизмом, 
если Hn(f) : Нп(К')-*-#n(L")—изоморфизм для всех п. 

В предыдущем изложении мы встречались со следующими 
квазиизоморфизмами. 

а) Между двумя проективными (инъективными) резоль
вентами одного и того же объекта существует квазиизо
морфизм. 

б) Любой объект X категории $& можно рассматривать как 
комплекс . . .->0->0->Х-->0~»-0... (X стоит на нулевом месте). 
Этот комплекс ацикличен вне нуля, а его когомологии степени 0 
совпадают с X; будем называть его 0-комплексом. Пополняющее 

отображение &х левой резольвенты Р ->АТ определяет квазиизо-
морфизм комплексов 

1 l*x i I 
^.0—~*Х-+0ч*0-+... 
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В этом смысле понятие резольвенты является частным случаем 
квазиизоморфизма. 

в) Морфизм нулевого комплекса 0'->/§." (и К -*0 ) является 
квазиизоморфизмом, если и только если К ацикличен всюду. 

1.2. Идея производной категории. Идеологию гомологи
ческой алгебры, как она представляется сегодня, можно 
сформулировать в виде нескольких принципов. 

а. Объект X абелевой категории следует отождествлять 
со всеми его резольвентами. 

б. Основной мотив этого требования состоит в том, что 
самые важные и стандартные функторы — Нот, тензорное 
произведение, Г — в действительности должны быть опреде
лены заново. Их «наивные» определения следует применять 
лишь для специальных объектов, ацикличных относитель
но этого функтора. Скажем, если X— плоский модуль, 
а У— произвольный, то X®Y есть правильное определение 
тензорного произведения. Но в общем случае правильной 
заменой X® Y является комплекс Р . ® У, где Р ' ->Х — пло
ская резольвента модуля X. Аналогично, правильной заме
ной группы r(5H сечений пучка $Г является комплекс 
Г(/*), где £Г-»•?'— инъективная резольвента У. 

в. Принятие этой точки зрения требует, чтобы мы с 
самого начала рассматривали не просто объекты абелевой 
категории, и не только их резольвенты, а всевозможные ком
плексы. Это необходимо, в частности, потому, что P'®Y 
и Г(З') в предыдущих примерах как правило будут иметь 
нетривиальные когомологии не только в нулевом члене (на
помним, что эти когомологии называются производными 
функторами ТогДХУ) и Н*{ЗГ) соответственно). Следова
тельно, то отношение между объектом и его резольвентой.-, 
которое позволяет нам отождествить их» должно быть обоб
щено на комплексы. Таким правильным обобщением 
и является понятие квазиизоморфизма. 

г. Отношение эквивалентности между комплексами, по
рожденное квазиизоморфизмами, имеет сложную структу
ру, и за результатами факторизации по нему нелегко ус
ледить. Технические средства, позволяющие это сделать, и 
составляют основы теории производных категорий, кото
рым посвящена большая часть этой главы. 

д. Новое определение функторов ®, Г и т. п., упомянутое 
в пункте б, достигает следующей цели: полуточные функто
ры становятся «точными». Само понятие точности в про
изводной категории, однако, не является очевидным; ср. 
обсуждение в § 2. Ядро этого понятия в классической го
мологической алгебре—это точная последовательность выс-
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ших производных функторов, которая является инвариан
том относительно смены резольвента* 

1.3. О п р е д е л е н и е - т е о р е м а . Пусть $Ф—абелева 
категория, Кот($Ф) —категория комплексов в st>. Суще
ствует категория D(s£) и функтор Q : Kom(^)-*D(«s£) со 
следующими свойствами: 

а. Для любого квазиизоморфизма f морфизм Q{f) яв
ляется изоморфизмом. 

б. Если F : Кот(,5-/)~>._У — другой функтор, переводящий 
квазиизоморфизмы в изоморфизмы, то он однозначно прово
дится через Q, то есть существует единственный функтор 
G : D^-^S)' такой, что F=G°Q. 

Категория D(s&) называется производной категорией абе-
левой категории }ф. 

1.4. П р о с т о е д о к а з а т е л ь с т в о с у щ е с т в о в а н и я : 
л о к а л и з а ц и я к а т е г о р и й . 

Пусть $—совершенно произвольная категория, S — лю
бой класс морфизмов в Ш . Мы покажем, что существует 
универсальный функтор, превращающий элементы J? в 
изоморфизмы. Точнее, мы построим категорию М [S~l] и 
функтор «локализации по S» Q : if-^JffS""*1] со свойством уни
версальности, аналогичным сформулированному в п. 1.36. 

С этой целью положим, прежде всего, O b ^ S - ^ - ^ O b ^ . 
Q тождествен на объектах. 

Морфизмы в ^ [ S - 1 ] строятся в несколько шагов. 
а. Введем переменные xs, по одной для каждого морфиз-

ма seS. 
б. Построим ориентированный граф Г: 

вершины Г=объекты $; 
ребра Г={морфизмы M\J{x8\s£S}; 
ребро X-+Y ориентировано от I к У; ребро х3 име
ет те же вершины, что и ребро s, но противополож
ную ориентацию. 

в. Путем называется конечная последовательность ре
бер в графе Г, в которой конец предыдущего ребра совпа
дает с началом следующего. 

г. Морфизмом в $f[S~l] называется класс эквивалентно
сти путей в Г с общими началом и концом. Два пути на
зываются эквивалентными, если они соединены цепочкой 
следующих элементарных эквивалентностей: 

две соседние стрелки из Мог Ш в данном пути можно-
заменить их композицией; 

соседние стрелки X^>Y->X и Y-*X^>Y можно заменить на 
Х-*Х и F->]K соответственно; 

Наконец, композиция классов путей индуцирована ком
позицией путей, а функтор Q : M~+$[S~l] переводит мор-
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физм X-*Y в класс соответствующего пути. Очевидно, для 
любого элемента s&S морфизм Q(s) имеет обратный: класс 
пути х8* 

Если F i J ? - ^ 7 — другой функтор, превращающий мор-
физмы из 5 в изоморфизмы, то функтор G : $[S~l~\-*-g$' c 
условием F=:GoQ строится так: 

G(X)==F(X), ХЮЪ$=ОЪЩ[8~1Ъ 
G(f)=F(f),feMor<%; 

G(класс х8) =F(s)~l
9 s£S. 

Мы оставляем читателю проверку корректности этого опреде
ления и единственности G. 

1.5. Расщепимость и производные категории. Первое пред
ставление о структуре производной категории дает следующая 
конструкция. Назовем комплекс К' цикличным, если все его 
дифференциалы нулевые (все цепи являются циклами). Циклич
ные комплексы образуют полную подкатегорию Kom0(«s^)c 
аКот(Щ. Структура Кот0(^) очевидна: это категория 

оо 

П «$# [Л], где st>[n] — «/1-й экземпляр» категории <s#. Пусть i — 

функтор вложения Kom0(^)->Kom(^), а А—функтор когомо-
логий: 

h:Кот (Щ ~> Кот0 {s&), h {(Kn, dn)) = (Нп (К'), 0). 

Морфизму f:K'->-L' ставится в соответствие (Ял(/)). Посколь
ку h переводит квазиизоморфизмы в изоморфизмы, он прово
дится через функтор 

Назовем абелеву категорию s& полупростой, если в ней лю
бая точная тройка расщепима, то есть изоморфна тройке вида 

!d,0 
0—>Д"—y.x@Y-~**Y-+Q, Например, категория линейных . про
странств над полем или конечномерных линейных представле
ний конечной группы над полем нулевой характеристики полу
проста. Категория абелевых групп, конечцо, не полупроста: по-

2 
следовательность 0~>Z->-Z->-Z/2Z-->0 нерасщепима. 

1.5,1. П р е д л о ж е н и е . Если абелева категория зФ полу
проста, то функтор k : D(^)-^Kom0(^) является эквивалент
ностью категорий. 

1.6. Варианты. В приложениях полезно рассматривать комп
лексы с разными условиями ограниченности, например, 

Кот + (^ ) : /С*=0 для i<h(K'); 
Кот--(^) : К*=0 для i>k{K'); 

Кот6 (а) — Кот+ (# ) ПКопг(^). 



Такие комплексы образуют полные подкатегории в К о т ( ^ ) и 
часто нужно рассматривать соответствующие производные ка
тегории D+(s&), D-(s&), Db(s&). Например, левые проективные 
резольвенты лежат в Копт (зФ), а правые инъективные — в 
К о т + ( ^ ) . 

Заметим теперь, что определение, скажем D+(s&), можно 
сформулировать в двух вариантах: мы можем либо локализо
вать Kom+(*s$) по квазиизоморфизмам, либо рассмотреть в 
D(s&) полную подкатегорию, состоящую из ограниченных сле
ва комплексов. Хотелось бы быть уверенным в совпадении этих 
конструкций, однако для этого нам пока не хватает техники. 

Дело в том, что морфизмы в .^[S-1], построенные в п. 1.4, 
представляются формальными выражениями вида 

/ ^ 0 V ° / 2 ° V o - • -о5Г1о/*+1- г д е /*6 М о г ^ « 565, (1) 
для эффективной работы с которыми нам недостает алгебраи
ческих тождеств типа «приведения к общему знаменателю». 
Например, в конкретных случаях трудно даже решить вопрос, 
не эквивалентна ли категория 3t[S-1] категории с одним объек
том и одним морфизмом. 

Необходимые тождества мы аксиоматизируем в следующем 
определении. 

1.7. О п р е д е л е н и е . Класс морфизмов SciMor^ называет
ся локализующим, если выполнены следующие условия: 

а) мультипликативная замкнутость: idx&S для всех ХЮЪШ\ 
если s, №S, то s-tGS9 когда эта композиция определена. • 

б) условия продолжения: для любых /6Mori?, $6S существу
ют gGMor^, t£S, дополняющие угол до коммутативного квад
рата в каждой из следующих двух диаграмм: 

(2) 

в) пусть /, g — два морфизма .Х-~>У; существование морфи;зг 
ма 565 с sf=sg равносильно существованию t£S с ft=gh 

1.8, Замечания, а) Рассмотрим в левом квадрате (2) пути 
xsf и gxt от X к Z. Мы утверждаем, что они определяют „один 
и тот же морфизм X-+-Z в 3f[S-1]. В самом деле, коммутатив
ность квадрата означает, что ft=sg в MorJ?, откуда следует 
эквивалентность путей x8ftxt и x8sgxt и затем xsf и gxt. 

Таким образом, в $[S~l\ имеем, в несколько вольной записи, 
s~lf=gt~\ что позволяет перегнать в выражении (1) все «зна
менатели» s^1 направо, если только 5 удовлетворяет условиям 
п. 1.7 а, б. 

Аналогично, второй квадрат в (2) позволяет переносить все 
знаменатели налево. Это чрезвычайно упрощает исследование 
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локализованной категории. Что касается условия в), оно обес
печивает эквивалентность между переносом направо и перено
сом налево. 

б) К сожалению, в категории Кот (.-5-Я квазиизоморфизмы, 
вообще говоря, не образуют локализующего класса. Это препят
ствие обходится так: сначала строится категория К(s&) комп
лексов по модулю гомотопической эквивалентности, а затем 
проверяется, что в ней квазиизоморфизмы уже образуют лока
лизующий класс. Это будет сделано в следующем параграфе. 

Сформулируем в заключение несколько полезных свойств ло
кализации по локализующему семейству. Следующая лемма 
является диаграммным вариантом замечания 1.8а. 

1.9. Л е м м а . Пусть 5 — локализующий класс морфизмов в 
категории М. Тогда $[S~l] допускает следующее описание: 
Ob3e[S-l] = Ob&, и далее 

а) морфизм Х->У в $[S~l] есть класс «домиков» — диаграмм 
(s, f) в к вида 

/ \ 
« e S , f € M o r j & , Ш 

причем два домика принадлежат одному классу, (s, jf)~ (*,#)> 
если и только если их можно достроить до третьего домика 
(sr, gh), входящего в коммутативную диаграмму 

Тождественный морфизм id : Х-^Х— класс домиков, содержа
щий домик (id-, id-). 

б) Композиция морфизмов, представленных домиками (s, f) 
и (*, g), представлена домиком (st't gf), который получается: 
из них достройкой с помощью первого квадрата (2): 

х" 
f / \ f « 

it V 

z . 
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1.9.1. З а м е ч а н и е . Назовем диаграмму (3) S-левым до
миком. Имеется вариант леммы п. 1.8, в котором вместо S-ле-
вых домиков используются S-правые домики 

'/V 
X Y 

Композиция морфизмов, представленных 5-правыми домиками^ 
строится с помощью второго квадрата (2). 

В соответствии с этими двумя возможностями можно ввести 
понятия лево- и право-локализующего класса морфизмов, по
требовав для них лишь половины условий 1.76 и 1.7в. 

1.10. Предложение . Пусть ^ — некоторая категория,. 
S — локализующая система морфизмов ^ , $с=Ф — полная под
категория. Пусть выполнены следующие условия: условие а) и 
либо 6i), либо б2): 

а. -$#.-= S П Мог Jf—локализующая система в Ш* 
бх- Для любого морфизма $\Х'-*Х, где s$S$ XgObJf, су

ществует такой морфизм f\X"->Xf
% что sf$S, ЛГ"бОЬ$. 

б2. То же, что в бъ но с обращенными стрелкдми. 
Тогда 3f[S]g] — полная подкатегория в [̂«S""1]. Точнее, ка~ 

ионический функтор I:38[Sal]^^S[S"1] является вполне стро
гим. • 

Используя это предложение, можно доказать, что диаграмму 

В») , 

состоит из вложений полных подкатегорий. 

§ 2. Производная категория как локализация гомотопической 

2.1. План. Сначала мы определим такие диаграммы в про
изводной категории — выделенные треугольники, — которые за
меняют и обобщают точные тройки в абелевой категории. Оп
ределение таких диаграмм не очевидно. Начать с того, что мы. 
пока не знаем даже, что категория D(^) аддитивна: чтобн 
складывать морфизмы, нужно сначала привести их к одному 
знаменателю. Далее, хотя категория D(J&) и окажется адди
тивной, она почти никогда не абелева. Поэтому в D(st) нельзя 
имитировать обычное определение точности. 
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Все же/ несмотря на неабелевость D (s&), выделенные 
треугольники в ней задают замечательную структуру, которая 
отражает основные гомологические свойства исходной абеле-
вой категории. 

2.2. Функтор сдвига, цилиндр и конус. Пусть s& — некото
рая абелева категория. 

а) Фиксируем целое число п и для любого комплекса К'=* 
= [КК dl

K) положим (К [n]y=Kn+i, dK\n\ =(— l)ndK. Если 
/:А'"~>1"—морфизм комплексов, то f[ft]:K'[n]-^ L' [п] по опре
делению, совпадает с / покомпонентно. 

ОтображениеТп:Кош(Щ^Кот{&), Tn(K')==K'[nl Tn(f)== 
=-/[«.] является функтором сдвига, осуществляющим автоэк
вивалентность категории Кот (Щ. , Очевидно, что он т&кже 
индуцирует автоэквивалентность категорий Kom+(«s-£), Kom~(^), 
Komd(«s#) и соответствующих производных категорий. 

б) Пусть f:Km-+L* — морфизм комплексов. Конусом С (/) 
морфизма / назыбаётся комплекс 
'' С (Л*=т№&* dcif) (k

£+l,l4=(-dKk™,f {k™) + dLV). 
Удобно записывать элементы С(/)=Д'*[1]ФХ* в виде столбцов 
.высоты 2, а морфизмы обозначать матрицами: 

dc{f) = \f\\]dr.)-
^Легко проверить, что d^f)=0. 

Если / — морфизм О-комплексов (1.6), то С (/) — комплекс 
...->• О->АГ°-^/,°->0-> В частности, 

— 1 О 

#--(С(/)) = Кег/, #°(C(/))==Coker/e 

в) В тех же обозначениях цилиндром Cyl (/) морфизма / 
называется комплекс 

Су1(/)=ГФГ[1]ФГ, 

dcyi(f) (kK *'", / 0 Н * с * ' - - * ж , . -dKkM, f {kM) + dLl% 
Отметим, что если оба комплекса К\ L' ограничены слева, 

.справа или с двух сторон, то С (/) и Су1(/) обладают тем же 
• свойством ограниченности. Кроме того, если К\ Z-'бКот {Ж), где 
Ш с «^—некоторая аддитивная подкатегория, то С(/) , Су1(/)б 
€Kom(J). 

Основные свойства конуса и цилиндра собраны в следующей 
лемме̂  

- •"' 2.2.1. Лемма. Для любого морфизма f:К'-*•£." можно по
строить коммутативную диаграмму в Kom(«s#) с точными стро
ками, функториальную по / : - -
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тс б=-б(Л 

0-^Г «*С(/):—>К'[Ц>+0 : 

0^K'!+Cyl(f)^C(f)->Q О) 
lC->Lm 

ш следующими свойствами: 
а, р—квазиизоморфизмы, причем pa=--idz., а ар гомотопен 

idcyiwt так1 что V и Су1(/) канонически изоморфны в производ
ной категории. 

2.3, Определение , а) Треугольником в категориях комп
лексов Кот, D, D+,,.". называется диаграмма вида 

a v w 

K'**L'-*M*->1C[1] / 
б) Морфизмом треугольников называется коммутативная 

диаграмма 
и v w 

Этот морфизм называется изоморфизмом, если f, g> h — изо^ 
йорфизмы в соответствующей категории. i 

в) Выделенным треугольником называется любой треуголь
ник, квазиизоморфный следующей части некоторой диаграм
мы (1): 

Km^Cyl(f)lc(f)-lK'[l]. Ш 

Следующее предложение показывает, что точные тройки до
полняются до выделенных треугольников. 

2.4. Предложение . Любая точная тройка комплексов в 
Кот (si>) квазиизоморфна средней строке подходящей диа
граммы вида (1). " 

. f . s . л; 
До к а з а тел ь с т в о. Пусть Q-* К -* L -* М -+Q — точная 

тройка. Требуемый j-таз^изоморфизм имеет вид 

II Р t* 
0->#*->Су1 ( / ) - * С (/).+(), 

где «р взят из (1), а y(ki+1 J{) =g(/*). 
Следующая теорема показывает, что когомологические 

свойства выделенных треугольников в D(s&) (или в 
D+{S/>)9J. .) полностью аналогичны свойствам точных -• троек. 
комплексов. * 
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2.5. Теорема. Пусть 

K'^L'+MZK'[1] (2) 

— выделенный треугольник в D(s&). Тогда последовательность 
когомологий 

Hl{u) Hl(v) rt\w) 

. . . - ^ Я Ч Ю — * # ' ( - 0 •#'(**)—>Н1{К [ 1 ] ) * Я ж ( ^ Н . м 
точна. 
* Теорему достаточно доказать для квазиизоморфного (2) 
выделенного треугольника 

К^Су1(и)Лс(Л^К'[Ц, 

построенного по диаграмме (1). Это делается непосредственно. 
, . 2.6. Определение. Пусть s& — абелева категория. Гомо
топическая категория K(s&) определяется следующим образом: 

Ob/C(^)=ObKom(^) 

Mori((^)-=Mor Kom(s^) по модулю гомотопической 
эквивалентности. 

Через К+(М), К-(бФ), Кь{$4<) обозначаются полные подкате
гории /С(*йО, состоящие из комплексов с соответствующими 
условиями ограниченности. 

Ясно, что К(*$&) — аддитивная категория и что на ней кор
ректно определены функторы # \ Поэтому на нее дословно 
переносится определение квазиизоморфизмов п. 1.1. 

2.7. Теорема, а) В категории К№) класс квазиизомор
физмов является локализующим. 

б) Локализация K{s&) по квазиизоморфизмам канонически 
изоморфна D{$t>). 

Это же верно для категорий K*(s£) и D*(s&) с * = + , — , Ь, 
Доказательство этой теоремы несложно, но несколько гро

моздко. Основной технический прием — использование леммы 
п. 2.2.1. 

2.8. Аддитивность D(s£). Для сложения морфизмов в 
D(st>) покажем, что любые два морфизма <р, ф':-Х->У в Д ( ^ ) 
можно «привести к общему знаменателю», т. е. представить 
домиками 

у\. у\ «> 
X У , X Y 

с одинаковыми вершинами и одинаковыми левыми скатами. 
В самом деле, пусть <р, <р' представлены какими-то доми-

жами 

102 



1 *'.. 

УХ УХ 
X Y , X У • 

Дополним угол 

• I . I" 
2 — 2 — X 

до коммутативного квадрата в K(s&). Поскольку s, s\ r — 
квазиизоморфизмы, г '— тоже квазиизоморфизм. Поэтому ср 
и <р' можно представить домиками вида (3) с t=sr^s'r\ 
S=frf g'=ffr'. 

Теперь определим сумму Ф + Ф ' в D (<s&) как морфизм, пред" 
t g+g' 

ставленный домиком X+-U—>Y. 
2.9. Морфизмы в D {$$>). Пусть -s-£—абелева категория, 

f:K'-+L' морфизм в Кот s&). Из определения морфизмов 
B f l ( i ) ясно, что / = 0 в D(A) тогда и только тогда, когда 
существует квазиизоморфизм s:L'-+M* такой, что sf гомотопно 
О (эквивалентно, существует квазиизоморфизм t:N'-+K' такой, 
что ft гомотопно 0). 

Если /==0 в D($P) то, конечно, Я'(/)=-=0 для всех i. 
Рассматривая морфизм комплексов длины 2 (для sf> = •$#&)., 

. . ,0-> Z->Z >0-+ . . . 

(b, с переводят образующую каждой группы в образующую, 
a, d умножают образующую на 2), покажите, что обратное 
неверно. Таким образом, в цепочке импликаций {fe0 в 
Xom.s*}=K/=0 в K№)}=>{f=0 в £ ( ^ ) Ж # Ч / ) = = 0 для 
всех i}, все импликации являются строгими. 

2.10. Срезающие функторы. Для каждого комплекса 
i fgOb Кот«я£ и каждого целого i определим комплексы х^К\ 
t^iK* (ср. гл. 1, п. 3.3). полагая 

[Кп при n<U 
(х^кУ^ |Кег4* при /1=*, 

10 при n>L 
(0 при n < i — 1 , 

(t> i/T> ,=-j/rM/Kerdrw при *=-* — 1 , 
1./Ся при /i > & 
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Ясно, что • • 

ллил)-\о при/г>*; 

v ' (Hn(K) при n>L 
2.10 Л. П р е д л о ж е н и е, а) Естественные морфизмы комплекс 

сов aix^K'-^K' (соответственно $:K'->f>iK') продолжаются 
до функтора t<* (соответственно x>t) из категории Кот-^ 
в себя. 

б) Функторы т < ь t>i переводят квазиизоморфизмы в квази: 
изоморфизмы и поэтому индуцируют функторы (обозначаемые' 
снова т</, х>ь) из D{s&) в себя. 

в) Существует функториальный по К'&ОЪ D (Щ выделенный 
треугольник 

в D.{a).- -• 
Доказательства всех этих утверждений легко выводятся из 

предложения п. 2.4.'Относительно дальнейших свойств и обобу 

щений срезающих функторов т<г, т>< см. гл. 5, п. 3.4. 

§ 3, Структура производной категории 

3.1. Комплексы—объекты. Назовем №-комплексом любой 
комплекс К\ для которого Я*(/С)—-0 при гФО. При этом все 
равно, в какой из категорий рассматривается К\ ибо № 

превращает 'квазиизоморфизмы в изоморфизмы и потому оп
ределен не только на Kom*(«s#), но и на K*(s&) и D*(j£)f 
* = 0 , rf-;, - , b. 

3.1.1. П р е д л о ж е н и е . Функтор Q : «s-£-»--D*(,s$) задает 
эквивалентность категории Ж с полной подкатегорией D*(«s#)t 
состоящей из Я0-комплексов. 

3.2. Расширения и функторы Ext. Вместо 0-комплексов и 
Я°-комплексов мы можем рассматривать также i-комплексы и 
Я*-комплексы с произвольным и Структура морфизмов межд̂ у 
такими комплексами в D*(s£)—это следующая по сложности 
информация о производной категории. 

Будем записывать ^-комплекс с объектом XeObs& на i-u 
месте как Х[—i]; вместо Х[0] в предыдущем пункте мы писа
ли просто X 

3.2.L О п р е д е л е н и е . Ext^(JT, Г)=Нот0*(^)(ДГ[0], Y[i]). Ш 

Ниже мы "покажем, что это определение совпадает с дан
ным в гл. 2, § 4. 
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3;3. Замечай и я, а) Безразлично, какой индекс обозна
чается символом *, -ибо i-комплексы ограничены, а-все вложе
ния производных категорий друг в друга суть строгие полные 
функторы. ' ' " ' ' . 

б) С помощью функтора Tk мы можем отождествить 
Ext^(Z, Y) также с WomD^){X[k\, Y[* + &]). Умножение мор-
физмов в производной категории позволяет определить композицию 

Ext^(X, Y) X Ext^(F, Z)% 
II ' II ' -з ... 

Ното(^) (X \kl Y [i+k]) X HomDW [Y [i+k], Z [i+j+k]) -* 

+ ЕА*£-(Х, Z) 
э , II . " . о 

~> H o m ^ ) (X Щ, Z [*+ у+*ф 
Эта композиция на Ext'ax не зависит от выбора k в нижней 

строчке. 
в) Ext̂ (-X", Y) являются абелевыми группами, поскольку 

категория D($$>) аддитивна. Умножение биаддитивно. Более то
го, Ext^ определяет бифунктор «яйх^—^й. 

Рассматривая точную тройку в s& 
0-*Х/~+Х->Х"~*0 (соответственно О^Г'^Г-^У7 '-+0) 

как выделенный треугольник, получаем из п. 2.5 точную после
довательность 

^: . . . W E x ^ ^ Г)->Ех4(Х, 7)^Ext^(X'T)--> 

^ E x t ^ ( ^ Y)-+... 
(соответственно .. .-+ЕхХ*л(Х,У')-*Ы*а{Х, У)-+Ехк#(Х, Г")-* 

^Ext^(^n^-.0 
г) Следуя Ионеде, рассмотрим следующую конструкцию эле-, 

ментов из Ext^(X, Г), t>0 . Рассмотрим любой ацикличный 
комплекс К вида: 

; К-: _ ^Q^K-i^Y-»К~~т~* .„-*К0-*Х±1О-*О+... (1> 
Он определяет левый домик 

ч 
Х[о] Y C l ] 

где К1=Ю при 1ф1, ТГ-О, -5°—Д' /"*-=»14к. Обозначим че~ 
рез у (К) морфизм в производной категории Х[0]-»-Г[*], отвеча
ющий этому домику. 
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Пусть, наконец, у нас есть два конечных ацикличных комп
лекса К\ L\ причем крайний левый член К\ то есть Y в (1), 
совпадает с крайним правым членом L\ Тогда мы можем образо
вать третий конечный ацикличный комплекс, «сцепив» V и К по 
их общему члену: 

*L f 

где / — композиция, 

/ : Г - > £ 1 - — - Г « / Г ' ^ / Г ж 

{ацикличность Z,V<" легко проверяется). 
3.4. Теорема, a) Ext^(Z, У)-0 при / < 0 . 
б) Ех&(ЛГ, F)=Hom^(^ , Г). 
в) Любой элемент Ext^ (X, Y) имеет вид у (К) для подходя

щего комплекса К' вида (1) и для у (iT)6Ext^ (X, К), у(Г)б 
€Ext^(F, Z), имеем 

|/(Гс/0-=г/(Г)г/(Ю. 
3.5. Гомологическая размерность. Предыдущая теорема по

казывает, что сложность производной категории D(M) можно 
грубо измерить следующей характеристикой. 

Гомологической размерностью dh (Щ называется макси
мальное число р, для которого существуют объекты X, Y^Ob £& 
с Ext^(Z, F)=7—0, или оо, если такого числа нет-

Очевидно, dh (Л) > 0. Нульмерные категории устроены про
сто. 

3.5.1. Предложение . Следующие утверждения эквива
лентны: 

а) dh(^) = 0, 
б) Ext!^(J_\ Г)=0 для всех X, VeCbst), 
в) категория $& полупроста (см.. п.. 1.5). 
3.6. Одномерные категории: а) Категория МЬ одномерна. 

б) Категория K[x]-mod, где К—поле, одномерна. 
Легко доказать, что размерность этих категорий ^ 1 : в них 

есть нерасщепимые точные тройки 
т 

0->-Z->Z->Z//^Z->0, m > l , 

Доказательство того, что размерность s4>b в точности рав
на 1, сравнительно несложно. Для доказательства одномерно-

106 



ста K[x]-mod полезно развить некоторую технику, которую 
мы сейчас опишем. 

3.7. Гомологические размерности объекта. Положим для 
хюъж 

dhp X = sup {n: areOb ^ , Exf^ (X, Y) Ф 0}, 

dhi^ = sup{/z:areOb^, Ех^(Г, X)=£0}. 
Буквы p, i — сокращения слов «проективный» и «инъективный» 
соответственно, что оправдывается следующей леммой. 

3.7.1. Лемма. Следующие три утверждения эквивалентны: 
ар) dhp Х=0. 
бр) Ext1^ (X, Y) = 0 для всех Y. 
вр) X проективен. 
Аналогично, эквивалентны утверждения: 
a-)dhiZ—-0. 
6t) Ext !^(r, Х)=-0 для всех Г. 
Bi) X инъективен. • 
3.7.2. Предложение , а) Пусть комплекс 

ацикличен, объекты Р~1 проактивны. Тогда 
dhpX'=max(dhpX-~~£-~l, 0)4 

б) Пусть комплекс 
.. ^0^Х-*1°-+11^... -+Ik^X'-+0^ . . . 

ацикличен, объекты Р инъективны. Тогда 
dhiX'-max(dhiX~&—1, 0). 

3.7.3. Следствие, а) Если в категории зФ достаточно 
много проективных объектов (то есть любой объект изомор
фен фактору проективного), то условие dhpX<& равносильно 
тому, что у X имеется проективная резольвента длины < ^ + 1 . 

б) Если в категории $t> достаточно много инъективных 
объектов (то есть любой объект изоморфен подобъекту 
инъективного), то условие dhi.X-0 равносильно тому, что у 
X имеется инъективная резольвента длины ^fe+,1. 

3.8. Теорема Гильберта. В гл. 2, § 4 мы сформулировали 
теорему Гильберта о цепях сизигий для модулей над кольцом 
многочленов k[tu...,tr]. В следующей теореме будет сформу
лирован категорный вариант этой теоремы. В применении к 
модулям над k[tu...ttr] он дает результат, немногим более 
слабый, чем классическая теорема, поскольку мы получим 
ограничение длин проективных, а не свободных резольвент. 

(В действительности, над кольцом многочленов с коэффи
циентами в поле проективные модули конечного типа свобод-
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ны; Эта нетривиальная теорема была сформулирована в ка
честве гипотезы Серром и доказана независимо Суслиньщ и 
Квилленом [12], [123]. 

Пусть *& — абелева категория. Обозначим через st{T] сле
дующую категорию: . , ..... 

ОЬ^[Г]:{пары.(Х,Д где хфъ&, teUoma(X, X)}. 

Морфизм {X,t)-+(X',f)r в J4{T\ — ЭТО морфизм f: Х-+Х' в ^ 
с условием i'°f=f°i.' 

3.9. Теорема, а) Категория S&[T] абелева. 
б) Предположим, что в категории ^достаточно много 

проективных объектов и существуют бесконечные прямые сум
мы. Тогда для любого объект^ {Х> t)QOhs&[T] имеем: 

dhp^[n(^^)<dhp^(X) + l. 

в) В тех же условиях 
<1Ьрат(Х,0)^йЪра(Х)+Л. Ш 

Ясно, что утверждение п. 3.66) следует из этой теоремы. 
ЗЛО. Производная категория и инъективные резольвенты. 

Последняя тема этого параграфа —описание производной ка
тегории в терминах инъективных резольвент. 

Пусть / — полная подкатегория абелевой категории -rf; 
состоящая из инъективных объектов. Рассмотрим категорию 
K+(f), состоящую из ограниченных слева комплексов инъек
тивных объектов и морфизмов по мрдулю гомотопической 
эквивалентности, и естественный функтор К+(f)-^D+ (s6). 

ЗЛ0.1. Теорема, а) Описанный функтор определяет экви
валентность K+{f) с полной подкатегорией D+(s&). 

б) Если инъективных объектов в зФ достаточно много, то 
он является эквивалентностью категорий. 

ЗЛ0.2. План доказательства. Прежде всего, нужно прове
рить, что к паре категорий К+ {?) czK+ (st>) и системе квази
изоморфизмов S в К+№) применимо предложение п. 1.10. 
С этой целью нужно проверить следующие условия. 

A. Квазиизоморфизмы в K+(f) образуют локализующую 
систему S. 

Б. Условие б2 предложения п. 1.10 выполнено. 
После этого утверждение п. 1.10 будет означать в нишей 

ситуации, что /f*(^)[Sp l] является . полной подкатегорией 
в К+ ($t>) [S~l] =-= D* (•$*).• (Последнее равенство есть утверждение, 
теоремы п. 2.76).) 

B. Sp состоит из изоморфизмов. Поэтому K\f) [Sp*] =/<"*(/)* 
Г. Если в зФ достаточно много инъективных объектов, то 

любой объект из D+{$&) изоморфен объекту из К+(&). f 
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Отметим еще, что в этом случае составной функтор 
D+(s&) --> K+(3f)~*K+{*s&) сопряжен справа функтору локали
зации K+№)-*D+(s&). 

3.11. Ext и резольвенты. Отметим, что при доказательстве 
утверждений Б, В предыдущего пункта естественно доказывать 
следующее усиление условия 6i предложения 1.10. 

(*) пусть s:f->K— квазиизоморфизм объекта K*(f) 
с объектом из К+(£&). Тогда существует такой морфизм ком
плексов t:K'~+I\ что tos гомотопен id/. 

Отсюда и из двойственного утверждения для комплексов, 
составленных из проективных объектов, вытекает, что есте
ственный гомоморфизм 

НотК(а)(Х\ Y')-*HomD(a)(X\ Г) 

является изоморфизмом в каждом из следующих случаев: 
i) ГеОЬКот + (Я-
ii) Х'ъОЪКот*^) (9* — класс проективных объектов в s4>). 
Из утверждений i) и И) следует, что определение групп 

Ext^(X, Y) из п. 3.2.1 совпадает с определением из гл.2, §4: 
Ext^(.ATrT) есть /i-я группа когомологий комплекса 

0-ННот(Р°, У)~-*Нот(Р~К У)-ННот(Р~2, У)->... 
{соответственно комплекса 

0->Hom(X, P)-+Hom(Xt Л)->Нот(Х, Р)-+... •), 
где .. .-*~Р~1-*-Р°-*~Х"->0— проективная резольвента X (соот
ветственно 0-̂ У— /̂0—>-/->.... — инъективная резольвента У).. 

3.12. Совпадение Къ и Db. Пусть М- — абелева категория, 
ХЮЪМ. Обозначим через addX полную подкатегорию $&, со
стоящую из конечных прямых сумм прямых слагаемых X. 
Ясно, что add X—аддитивная подкатегория зФ. Имеется есте
ственный функтор !фх - Д"ь (add X)~+Db [s4>) (композиция вло
жения КЪ{ШХ)~+КЬ№) и локализации Q : Kb№)-*-Db№)). 

Обобщая утверждения i), И) предыдущего пункта, можно 
проверить, что если Ех1^*(Х, X)~Q для всех £>0, т<э )срх~ 
„вложение полной подкатегории. Если, кроме того, у каждого 
объекта YeOhs& есть конечная резольвента (то есть комплекс, 
квазиизоморфный 0-комплексу У) с членами из addX, то t<pj 
является эквивалентностью категорий. 

§ 4. Производные функторы от аддитивных функторов 

4.1. Мотивировки. В п. 1.2 мы уже говорили, что важней
шие аддитивные функторы F на абелевых категориях, как 
Нот, ®, Г, должны быть определены заново для восстановле
ния" их точности. Подробнее, пусть F: Ы*-+91~ точный слева 
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(соответственно справа) функтор между абелевыми катего
риями В этом параграфе мы определим и исследуем его про
должения RF:D+{st)^D+{$) (соответственно LF;D~{M)-+ 
-*В-(ЗВ)), которые будут называться правым (соответственно 
левым) производным функтором от F. 

Функторы RF, LF будут точны в следующем смысле слова: 
они переводят выделенные треугольники в выделенные. 

В частности, если определить классические производные 
функторы равенствами 

^р^нцщ, Z / F = # 4 b F ) , 

то по точной тройке 0-+А~+В~*С-+0 объектов из ^ строится 
классическая точная последовательность когомологий 

. ..^VF (A^R'FiB^R'FiQ^R^FiA)^ ... 
и аналогично для L. 

Как же продолжить F на комплексы? 
Первая приходящая в голову мысль состоит в том, что про

должать JF на комплексы следует, применяя F почленно. При 
этом во всяком случае гомотопные морфизмы переходят в го
мотопные, так что мы получаем функтор /С* (г) : К* {$£)-+ 
^/С*($), *==0, + , - , Ь . 

4.2. П р е д л о ж е н и е , а) Если F точен, то K+(F) перево
дит квазиизоморфизмы в квазиизоморфизмы и поэтому инду
цирует функтор D*(F) :D*(^)-*Z)*($). 

б) D*(F) является точным функтором, то есть переводит 
выделенные треугольники в выделенные. 

В самом деле, легко проверить, что K*(F) переводит 
ацикличные комплексы К' (то есть квазиизоморфные нулю) в 
ацикличные. 

Далее, если / : K'~*L — морфизм комплексов, то имеется 
канонический изоморфизм между F(C(f)) и C(F(f)). Посколь
ку f является квазиизоморфизмом, если и только если C(f) 
ацикличен, комплекс F(C{f)) ацикличен и, значит, F(f)~ 
квазиизоморфизм. 

б) Просмотр определений пп. 2.2, 2.3 показывает, что F 
переводит также цилиндр морфизма f в цилиндр F(f) и основ
ную диаграмму леммы п. 2.3 в аналогичную диаграмму. Это 
утверждение не зависит от точности F, так что любой аддитив
ный функтор переводит треугольники 

Г4Су1(/)ДС(/)~>ЛГ*[1] 
в треугольники того же вида. При дополнительном условии 
точности K*(F) переводит треугольники, квазиизоморфные та
ким, в треугольники, квазиизоморфные таким же» то есть со
храняет свойство выделенное™. 

4.3. Приспособленные классы объектов. Идея конструкции 
RF и LF в общем случае состоит в том, чтобы применять F 
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