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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ

В. Д. Мазуров

Настоящий обзор, составленный преимущественно по

материалам Реферативного журнала «Математика» за 1970—
1975 гг., является продолжением одноименных обзоров
А. И. Кострикина [86] и С. А. Чунихина и "Л. А. Шеметкова

[232]* и так же, как эти обзоры, не претендует на полноту.
В частности, обойдены молчанием представления конечных

групп матрицами и подстановками, требующие отдельного

обзора. Наличие содержательного обзора Л. А. Шеметкова [242],
касающегося результатов о разрешимых группах и их

обобщениях, позволило нам не затрагивать эту тему.

ПРОСТЫЕ ГРУППЫ

Спорадические группы. Пятнадцать лет назад многим

математикам казалось, что, кроме знакопеременных групп, групп
автоморфизмов классических алгебр Ли над конечным полем

и их скрещенных аналогов, других конечных простых групп нет.

Досадное исключение составляли пять групп Матье, открытые
еще в прошлом веке, однако и их при желании можно было

рассматривать как мутации классических групп небольших
размерностей. Появление в 1966 году новой простой группы
[232:500]—мутанта серии групп Ри — не могло поколебать
этой уверенности, однако последовавшие затем открытия все

новых простых групп полностью ее разрушили. К настоящему
времени открыто свыше 20 простых «спорадических» групп, не

входящих в известные бесконечные серии конечных простых
групп. Сведения о них можно почерпнуть в обзорах [341, 631],
а также работах [301, 302, 305, 306, 314—318, 320, 346, 348,
355, 397—399, 409, 449, 452, 457, (459, 460, 467, 502, 503, 506, 514,

* Ссылки [86 : 000] или [232 : 000] указывают на работы, стоящие в списке
литературы обзоров [86] или (2»2] под номером 000. Например, ссылка

{232:500] обозначает ссылку на работу [500] из обзора [232].
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529—531, 592, 632, 641, 663]. Здесь мы лишь укажем их порядки
и общепринятые обозначения:

Ми 24-32-5-11
Mi2 26.33.5.11
М22 27-32-5-7.Ц
М23 27-32-5-7-11-23
М2А 210.3*.5-7-11-23
Ja 28-.3-5'-7-П-19
HaJ 27-33-52.7
HJM 27.35-5-17.19
НИМ 210.33-52.73.17
HiS 29-32-53.7-11
McL27.36.53.7-ll
Suz213-37.52.7-11-13
Coi221.39-54.72-ll-13-23
Co2218.36.53.7-11-23
Co32i0.37.53-7-ll-23
Fi22217-39-52-7-ll-23
Fi23 218.313-52-7.-ll-13-17-23

; Fis/ 221 -316-52-73-11-13-17-23-29
Ly 2e".37-56-7-ll-31-37-67
Ru 214-33-53-7-13-29
O'N 29-34-5-73-ll--19-31
T216-'310-58-7-13-31
HN 214-36-56-7-ll-19
Ja2? 221.33.5-7-ll3.23-29-31-37-43
Fit 246.320-59-76-ll2-133-17-19-23-29-31-41-47-59-71
F2? 241.313.56.72-ll-13-17-19-23-31-47

Существование некоторых из них было доказано с

привлечением счетных машин. Есть очень веские соображения в пользу

существования трех последних групп этого списка, но

доказательства существования пока нет.

Характеризации силовскими подгруппами. Поскольку
каждая неабелева простая группа имеет нетривиальную силовскую

2-подгруппу, «узнавание» простых групп по их силовским

2-подгруппам — важная задача теории простых групп. Говорят,
что 2-группа Т имеет тип L, где L — данная простая группа, если

Т изоморфна силовской 2-подгруппе из L. Под характеризацией
простой группы L ее силовской 2-подгруппой понимают

результат такого сорта: Пусть силовская 2-подгруппа простой группы
G имеет тип L. Тогда G изоморфна одной из групп (следует

перечисление, включающее, конечно, и группу L). Ниже в

таблице приведены известные к настоящему времени
характеризации простых групп их силовскими 2-подгруппами.

Тип силовской 2-тюдгрутшы Простые группы с такой силовокой

2-1юдпрушюй
PSL(2, q)yq нечетно PSL(2, г), г нечетно, Л7[232 :398]
PSL(2, 2») PSL(2, q), q^±\(modS)1q>3,

«\

PSL(2,2n), Ja, группы типа Ри

[232:776]
PSL(3, q), q нечетно PSL(3, r), PSU(3, г), г нечетно,

Mn .[1261*. 262]
PSL(3, 2*),n>l PSL(3, 2") fl07, 310*4 |
PSU(3, 22n) PSU(3, 22») [186, 312, 505]
PSL (4, q), q нечетно PSL(4, r), PSU(4, г2), г нечетно,

M22, M&, McL, Лю, Ац [525, 526]
PSL (5, q), q нечетно PSL(5, r), PSU(5, г2), г нечетно [313]
PSp(4, q), q нечетно PSp(4, г), г нечетно, Л8, А9 [390]
PSp(6, q), q нечетно PSp(6, г), г нечетно [422]
G2(q)y ? нечетно C2(r), *DA(r), г нечетно, М12 [Э87]***
G2(2n), л>2 G2(2n) [527]
Sz(2n) Sz(2») Г186, 3091
HaJ HaJ, HJM 1384]*** !
Ly Ly [386, 506]
HHM HHM, M24, PSL(5, 2) [580]
Co3 Cos [602]
HiS HiS [386]
Suz Suz [567]

* Эта работа содержит ошибки, см. [263].
** Ошибки этой работы исправлены в [311].
*** Ошибки этой работы исправлены в [414].

Отметим еще следующие неполные характеризации
силовскими 2-подгруппами. Пусть G — простая группа с силовской

2-подгруппой 7V
Если Т типа A is, то G изоморфна A\g, An, или же картина

слияния инволюций в G такая же, как в Q (9, q). Последнее
означает, что существует такой изоморфизм Т на силовскую
2-подгруппу из Q (9, q), что две инволюции из Т сопряжены в

G тогда и только тогда, когда их образы при этом изоморфизме
сопряжены в Q (9, q) [667,668].

Если Т типа А\2, то либо G изоморфна А\2, Л13, Sp (6, 2), либо,
существует изоморфизм в группы Т на силовскую 2-подгруппу
некоторой группыВ, лежащейвAutQ(7, q), 9=±3(mod8), и

содержащей Q(7, q) как подгруппу нечетного порядка, что

CG(i)—CB(iQ) для любой инволюции i из Г; в частности, G
имеет ту же картину слияния инволюций, что и Q(7, 3) [600,
601].

Общие свойства силовских 2-подгрупп. Простые группы с

абелевыми силовскими 2-подгруппами были перечислены
Уолтером [232:776]. Это PSL (2, 2"), PSL (2, q), <7^±3(mod8),
группы типа Ри и Ja. Следующий шаг сделали Гилман и Горен-
стейн [366]: Простая группа с двуступенно нильпотентной
силовской 2-подгруппой изоморфна PSL(2, q), ^^±7(mod 16),
А7, Sz(2"), PSU(3, 2»), PSL(3, 2n) или PSp(4, 2n).

Если коммутант силовской 2-подгрулПы простой группы G —

нетривиальная циклическая подгруппа, то G изоморфна
PSL(2,<7), <7-='±3(mod8)f PSL(3,</), PSU(3,^2), q нечетйо, Л7
или Мп [3, 304]. Этому классу групп принадлежит и любая

простая группа, силовская 2-подгруппа которой содержит абе-
«леву подгруппу индекса 2 [380]

7



Экстраспециальной называют р-группу, в которой центр,,

коммутарт, подгруппа Фраттини совпадают и имеют порядок 2.

Если силовская 2-подгруппа простой группы содержит
экстраспециальную подгруппу индекса 2, то группа изоморфна
PSL(2,?), PSL(3,?), PSU(3,?2), G2(q)9 zD4(q), PSp(4,<?) для

подходящего нечетного числа q, Л8, Л9, Мц или М\2 [75].
Если силовская 2-подгруппа простой группы G изоморфна

неабелевой силовской 2-подгруппе из некоторой группы
Шмидта, то G изоморфна PSiy(3,22n) [108].

Если все инволюции силовской 2-подгруппы Т простой
группы G попарно перестановочны, то либо Т абелева, либо G

изоморфна PSU(3,2^) или Sz(2n) для некоторого числа п [380].
Во всех перечисленных здесь результатах методы

исследования в случаях, когда силовская 2-подгруппа обладает
элементарной подгруппой порядка 8, существенно отличаются от

способов рассмотрения групп без больших элементарных подгрупп
и восходят к богатой идеями работе Томпсона и Фейта о

разрешимости групп нечетного порядка. В это работе впервые были

продемонстрированы глобальные методы исследования р-струк-
туры простых групп большого р-ранга, т. е. тех групп, в которых
есть абелевы р-подгруппы с большим числом образующих. Эти

методы были затем развиты в блестящей работе Томпсона

[624], отдельные части которой и вся она в целом еще до ее

выхода в свет подверглись многочисленным обобщениям
многочисленных последователей.

Назовем рангом абелевой группы минимальное число ее

образующих. Говорят, что (нормальный) р-ранг группы равен К
если k — максимум рангов ее (нормальных) абелевых р-под-
групп. Секционным р-рангом группы называют максимум

рангов абелевых сечений ее силовской р-подгруппы. Таким

образом, секционный ранг группы равен k, если её любая р-подгруп-
па порождается <k элементами и существует р-подгруппа>.
которая не порождается^—1 элементами.

Для р=2 граница между глобальными и «кустарными»
методами обычно пролегает в группах ранга 3 и 4. Именно этим

объясняется интерес многих исследователей к группам малого

2-ранга, в особенности к группам нормального 2-ранга 2.

Пусть А— класс конечных простых .групп нормального
2-ранга 2,

Начало исследований класса А было положено работой
Томпсона и Янко [470], в которой описан подкласс А,
состоящий из групп, удовлетворяющих условию: централизатор
инволюции i из силовской 2-подгруппы Т разрешим, если

|Г:Сг(01<2. Он исчерпывается группами PSL(2, q), q
нечетно, PSL (3,3), PSU(3,32), PSU(3,42), A7, Mn. Результаты
Томпсона и Янко обобщил Сегал [582], заменивший условие

разрешимости соответствующих централизаторов инволюций
на условие их 2-скованности. (Группа Я называется 2-ско-
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ванной, если для силовской 2-подгруппы Р из Оу, 2 (Я)
выполнено свойство Сн(Р)^02*,2(Н). Разрешимые группы
всегда 2-скованы). Тем самым к списку Томпсона — Янко
добавились группы HaJ, HJM.

Другой путь был избран Мак-Вильямс-Паттерсон [513,548],
которая в результате кропотливого анализа перечислила*
типы силовских 2-подгрупп простых групп из класса А*-
Вместе с 2-силовскими характеризациями известных простые
групп из класса А, а также с результатами, доказывающими*

несуществование простых групп с определенными типами:

силовских 2-подгрупп [388, 413, 593, 594], это дает описание

класса X Конечная простая группа, в силовской 2-подгруппе
которой нет нормальных элементарных подгрупп порядкш
8, изоморфна одной из следующих групп: PSL (2, q), PSL (3, q)
PSU(3,?2), q нечетно, G2(q), 3DA(q), f-±l(mod8), PSL(4,?),
qг* — 1 (mod8), PStJ(4, q2),q»1 (mod8), PSp(4,q)% ?= ± 1(mod8),.
PSL(5, q), <7==-l(mbd4), PSU(5, q), ? = 1 (mod 4), PSU(3, 42)„
A7> Mn, HaJ, HJM, Ly.

В первой из цитированных работ Мак-Вильяме показала

также, что любая подгруппа из 2-группы Т нормального ранга 2

порождается не более чем 4 элементами. Это свойство, в

отличие, от свойства, быть группой нормального 2-ранга 2,
индуктивно, т. е. переносится на подгруппы и факторгруппы, и, выделяя
более широкий класс, тем не менее во многих отношениях
более удобно, поскольку позволяет проводить классификацию по

индукции и иметь дело с группами, у которых композиционные

факторы собственных подгрупп
— известные группы. Работа ш><

описанию простых групп, в которых любая 2-подгруппа
порождена не более чем четырьмя элементами, была проделана Го-

ренстейном и Харадой [389, 391], опиравшимися на

многочисленные характеризационные результаты. Соответствующий класс

групп состоит из PSL(2, q), PSL(3,?), PSU(3, q2)9 G2(q)^
zDA(q), PSp(4,?), PSL(4,?), ?*l(mod8), PSU(4, q*), q ф

^7(mod8), PSL(5,<7), ?^3(mod4), PSU(5,?2), <7^1(mod4)
(q везде нечетно), PSL(2,8), PSL(2,16), PSL(3,4), PSU(3,42K
Sz(8), Л7, Л8, Л9, Лю, Лц, группы типа Ри, МПу М12, М22, М23„.
Ja, HaJ, HJM, McL, Ly.

Следует отметить, что список групп в работе [389] неполон:

в него не попали группы PSL(5, q) и PSU(5, q2)9 а некоторые
места работы [391] нуждаются в исправлении.

Описание групп секционного 2-ранга 4 позволяет сделать

следующий шаг в классификации простых групп, содержащих
2-подгруппу Л, совпадающую со своим централизатором.
Рассмотрение случая, когда |Л|=4, было закончено в [232:92].
Оказывается, что секционный ранг 2-группы S, содержащей*
подгруппу А порядка 8, для которой CS(A)^A, не превосходит
4 [173, 174,414,578].

Классификация простых групп 2-ранга 3 остается пока не-
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решенной задачей. С. А. Сыскин [185, 188] показал, что группы

PSL(2,8), PSU(3,82), Sz(8) и G2(3) исчерпывают список

простых групп 2-ранга 3 с разрешимыми централизаторами
инволюций.

Важной нерешенной задачей является проверка следующей
гипотезы: Если силовская 2-подгруппа некоторой группы —
прямое произведение двух нетривиальных множителей, по крайней
мере один из которых неабелев, то группа непроста. Эта
гипотеза верна, если один из сомножителей — кватернионная
группа. Она проверена также в случаях, когда каждый
сомножитель является абелевой, диэдральной, полудиэдральной или

-сплетенной (изоморфной Z2n \ Z2) группой [3, 304, 353, 388,
593, 594]. Недавно Р. Ж. Алеев [4, 5] доказал непростоту
конечной группы, в которой силовская 2-подгруппа — прямое
произведение произвольного числа диэдральных, полудиэдраль-
ных и абелевых групп. Частный случай этого результата,
когда число сомножителей равно 3 и каждый из них сильно

замкнут в силовской 2-подгруппе, получил Харрис [423]. В работе
Горенстейна и Харриса [393] указаны некоторые общие
условия, при которых отмеченная гипотеза справедлива. Одно из

этих условий — сильная замкнутость сомножителей в силовской

2-подгруппе (подгруппа Н группы G сильно замкнута в

содержащей ее подгруппе 5, если для всех h б Я и всех g£ G g~lhg
-<Е S—Я). Второе условие является формализацией более ясного,
но неформального условия: композиционные факторы подгрупп
рассматриваемой группы

— известные к настоящему времени
простые группы.

Из других результатов о силовских 2-подгруппах простых
групп отметим теорему Э. М. Пальчика [138], перечисляющую
простые группы с циклической силовской 3-подгруппой и

максимальной силовской 2-подгруппой, и исследование А. П.
Ильиных [71] характерных свойств силовских 2-подгрупп простых
групп PSL(3,2n).

Пересечения силовских 2-подгрупп. В 1965 году Судзуки
[86:340] описал простые группы, в которых любые две
различные силовские 2-подгруппы имеют тривиальное пересечение.
Исследования групп в зависимости от рангов пересечений их

силовских 2-подгрупп были продолжены в [101, 109, 273, 438,
439, 442—445, 447, 492]. Наиболее общий результат для
простых групп содержится в [109]. Если ранг любого пересечения

двух различных силовых 2-подгрупп простой группы G меньше

3, то G— одна из групп PSL(3, q) для некоторого нечетного

числа ?, PSL(2, q), PSU(3, q2), Sz(2"), Л7, Мп, Ja или групп
типа Ри. Более того, результат останется прежним, если

требовать, чтобы 2-ранг <2 имели не все пересечения, а только те,

которые являются насыщенными подгруппами в G (р-подгруп-
па D называется насыщенной в G, если Nq(D) —р-скованная
группа, и D — силовская р-подгруппа в Op<9p(NG(D))).

■Л'о

^Если пересечения силовских 2-подгрупп в простой группе
коммутативны, то сами силовские диэдральны или двуступенно
:нильпотентны [608].

Централизаторы инволюций. Существует только конечное

число простых групп, в которых централизатор некоторой
инволюции изоморфен данной группе. Во многих случаях группа
однозначно определяется централизатором любой своей
инволюции. Известно несколько пар и троек неизоморфных простых
групп, в которых централизаторы инволюций изоморфны, но

неизвестно ни одной такой четверки. Ниже перечислены
простые группы, для которых получена какая-либо конкретная ха-

рактеризация централизаторами инволюций. Результаты,
полученные до 1970 года, см. в [86, 232, 341, 610].

Ап [476—479, 665]; PSL (n,q) [333, 334, 432, 552, 554, 556,
610, 655]; PSp(2n,<7), q нечетно [352, 354, 418, 421, 478, 657—

659]; PSp(6,2) [477, 665, 669]; Q(n,q), q нечетно [539, 540,
660, 661]; PSU(4, q2), q нечетно [553, 555]; PSU(5, 2n)
[615]; G2(q) [352, 354, 415, 417, 614]; W4(q) [352, 354, 415,
419]; £n(2™) [534]; EB(q), 2E6(q), q нечетно [557]; 2E6(2™)
[609]. F4(q) [408,420]; 2F4(q) [544—546]; Ml2 [172, 627]; M24 [334,
432, 433, 610]; HaJ [69, 507, 595]; HHM [334, 432, 433, 610];
HiS [471]; McL [472]; Co2 [596]; Co3 [342, 343, 670]; Fi22 [458];
Ru [335].

Здесь не отмечены некоторые результаты, непосредственно
вытекающие из характеризаций силовскими подгруппами.

Исключительно трудным, оказался вопрос о характеризаций
групп Ри 2G2 (32n+1) централизатором инволюции. В 2G2 (32n+1)
все инволюции сопряжены й централизаторы их. изоморфны
Z2XPSL(2,32ri+1). В частности, силовская 2-подгруппа из

2G2(32n+1) абелева порядка 8. Пусть G — группа типа Ри, т. е.

простая группа с централизатором инволюции как в 2G2(32n+1).
Серия работ, имеющих конечной целью отождествление G с

2G2(32ri+1), пока не привела к успеху. Известно, в частности,

что |G| = [2G2(32"+1)J [232:503], [232:777]. В двух работах
Томпсона [232:756] ] [621] доказано совпадение больших

кусков таблиц умножения G и 2G2(32n+1). Все эти исследования

показывают, что G и 2G2(32n+1) настолько близки по строению,
что «неизвестность» G не мешает исследованиям, в которых G

появляется как композиционный фактор некоторой подгруппы
и позволяет считать G группой известного типа.

Конечные простые группы с разрешимыми централизаторами
инволюций по-прежнему не поддаются описанию. Одна из

серьезных причин этого — неиндуктивность исследуемого класса:
сечение группы с разрешимыми централизаторами инволюций
может не обладать этим свойством. Наиболее общий из
конкретных результатов о простых группах с разрешимыми
централизаторами инволюций получен в [100]: Если 2-длина каждого
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централизатора инволюции конечной простой группы G равна
единице, то G изоморфна PSL(2, q) для q>49 PSL(3,2n),
PSU(3,22n), Sz(2n) или А7. Не обязательно простые группы
с несколько более жесткими ограничениями на централизаторы
инволюций были описаны В. М. Ситниковым [169, 171],
обобщившим результаты Судзуки [232:732] и Горенстейна [232:392]
с^ группах с 2-замкнутыми и, соответственно, 2/-замкнутыми
централизаторами инволюций. Некоторые частные случаи
ситуации, в которой 2-длина централизаторов инволюций равна 2,
рассмотрели В. В. Кабанов [74] и В. А. Белоногов [16].
Отметим, что в известных простых группах с разрешимыми
централизаторами инволюций 2-длина централизаторов инволюций не

превосходит 2. '

Аксиоматизации свойств централизаторов инволюций в

известных конечных простых группах посвящены работы
Горенстейна и Уолтера [395, 396, 648]. В них выражается надежда,
что этим аксиомам удовлетворяют see конечные просты^

группы, поэтому работа с аксиоматизированными свойствами
позволит включать в орбиту исследования все известные простые

группы, несмотря на то, что класс «известные простые группы»
постоянно расширяется.

В некоторых работах содержатся характеризации простых
групп, использующие не точную структуру централизаторов
инволюций, а лишь знание факторов их нормальных рядов.
Пусть G— простая группа, t — инволюция из G. Если t лежит

в центре силовской 2-подгруппы из G, a CG(t) —расщепляемое
расширение элементарной группы порядка 2П посредством
SL(n—1, 2), где п>2, то либо п = 2 и G^As, либо п=4 иб^

~М23 [332]. Если CG(/)= (О ХАп, то п=5 и G=Ja [666].
Имеется также ряд работ, в которых доказывается непростота
конечных групп с тем или иным нормальным рядом в

централизаторе некоторой инволюции [143, 290, 347, 612, 664].
Отметим еще результат В. В. Кабанова и А. И. Старостина

[76], перечисливших простые группы, в которых порядок

централизатора некоторой инволюции не делится на 32.

Группы заданного порядка. Многие простые группы
определяются своими порядками. Этот факт верен для большинства

спорадических групп и устанавливается обычно_вместе с

доказательством существования соответствующей группы. Для групп
Матье, HJM, HiS э^гому были посвящены специальные
исследования [291, 543, 547, 656].

Мощной атаке подверглась проблема описания простых
групп, порядки которых делятся ровно на 3 различных простых
числа р, qy г. Одно из следствий теоремы Томпсона [624]
утверждает, что для такой группы G (при подходящих обозначениях) р

—

«2, (7=3, а г = 5, 7, 13 или 17, и одна из групп Л5, PSL(2, 7)^
PSL(2,8), PSL(2,17), PSI43,3) является сечением группы G.

Разработке конкретных случаев положил начало Брауэр [232:
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248], рассмотревший ситуацию, ц которой порядок силовскоф „

5-подгруппы группы G равен 5. Последовавшая затем серия
работ [435, 495—497, 642—645] привела к описанию простых
групп порядка /?a^rv, в которых одна из силовских подгрупп
циклическая. Список таких групп состоит из Л5, Лб, PSL(2, 7)t
PSL(2,8), PSL(2,17), PSL(3,3), PSU(4,32) PSp(4,3) и

исчерпывает все известные простые группы порядка paq$rv. Отметим

йопутно, что в группах порядка paq^r^ порядки некоторых
*

классов сопряженных элементов делятся только на 2 простых
числа. А. В. Корлюков [82] показал, что простая группа, в

которой порядок каждого класса сопряженных элементов делится
5

только на два простых числа, изоморфна As или PSL(2,8).
В [258] перечислены все простые группы порядка 2а-Зь-7с-р,

где аЬ>0, р— простое число, отличное от 2, 3, 7, и силовская

,/?-подгруппа имеет в своем нормализаторе индекс 2: Лб, Лб,

PSL(2,27),PSL(3,4).
Еще не получен ответ на следующий вопрос: будет ли

простая группа, порядок которой не делится на 3, изоморфна
группе Sz(22n+1)? Незаконченная работа Томпсона, из которой
опубликованы пока только отрывки [625], позволяет надеяться,

что это так. Во всяком случае, этот вопрос решается, положи*

тельно, если предполагать, что в группе нет элементов порядка
10 [524]. Обобщением последнего результата является теорема

Н. Д. Подуфалова [146, 147]: простая группа, не содержащая
элементов порядка 6 и 10, изоморфна при подходящих q и п

PSL(3,4), PSL(2,?), PSL(3,2»), PSU(3,2») или Sz(2").
Одним из удачных примеров применения машин в конечных

группах явилась попытка Холла [410] перечислить все простые

группы, порядок которых меньше 106. Хотя эта работа еще не

доведена до конца (осталось исследовать несколько чисел вида

2а-Зь-5с- и 2а-Зь-7с), однака она привела к построению новой

простой группы НаЛ,цорад*са 604800.
Группы с разрешимыми локальными подгруппами.

Подгруппа Н конечной группы G называется р-локальной, если Н—

нормализатор в G некоторой нетривиальной р-подгруппы.
Подгруппа называется локальной, ефли она р-локальна для

некоторого простого числа р. Грандиозный труд Томпсона [624],
обобщающий классификацию минимальных простых групп,

завершил описание конечных Af-групп, т. е. неразрешимых групп,
t которых все локальные подгруппы разрешимы. Любая

^-группа изоморфна такой группе G, что InnL<G^AutL, a L — одна

из следующих простых Af-групп: PSL(2,<7)\ q>3\ Sz(22n+1),
п>1; PSL(3,3); Mn\ A7; PSU(3,32), 2F4'(2)\ Важность этого

результата подчеркивают* следствия, из которых мы здесь

приведем только два:

1) Любая минимальная простая группа, т. е. конечная

простая группа, каждая собственная подгруппа которой разрешима,
изоморфна PSL(2,2p), p —простое число; PSL(2,3*>), p

— нечет-
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ное простое число, PSL(2,p), р— простое число, большее 3, для

которого p2+l=0(mod5); Sz(2p), р— нечетное простое число,,

PSL(3,3).
2) Конечная, группа разрешима тогда и только тогда, когда,

каждая пара её элементов порождает разрешимую подгруппу.

При чтении этой работы Томпсона бросается в глаза то, что.

главную роль в исследовании играют 2-локальные подгруппы
и что большая часть рассуждений справедлива при одном лишь,

условии разрешимости 2-локальных подгрупп. Не удивительно,
что еще до публикации полного текста этой работы были

предпринять! многочисленные попытки приспособить доказательства

Томпсона к более общей ситуации, когда условие разрешимости
накладывается только на 2-локальные подгруппы. Почти

одновременно с завершением публикации работы [624] (она
выходила частями на протяжении семи лет) закончился штурм
проблемы классификации конечных групп с разрешимыми 2-локаль-

ными подгруппами, который велся сразу несколькими авторами
с разных сторон, определенных планом работы Томпсона.

Любая простая группа с разрешимыми 2-локальными

подгруппами либо является АЛгруппой, либо изоморфна
PSU(3,22n) ([468, 504, 560, 597], находящаяся в печати работа
Горенстейна и Лайонса).

Свойства разрешимых подгрупп. Хорошо известно, что 2-

длина разрешимой группы с абелевой силовской 2-подгруппой
не превосходит единицы. Этот факт, несмотря на свою

элементарность, играл большую роль при классификации групп с абе-

левыми силовскими 2-группами и послужил стимулом для

исследования неразрешимых групп в зависимости от свойств их

разрешимых подгрупп. Одним из первых исследований такого

рода была работа В. Т. Нагребецкого [129]. Группы, в которых

разрешимые подгруппы 2-замкнуты или 2'-замкнуты,
исследованы в [106]. Результаты этой работы обобщены в [99]: Если

G — конечная простая группа, в которой 2-длина /2 (#) любой

разрешимой подгруппы Я не превосходит единицы, то 02' (G/
10(G))—центральное произведение 2-группы и групп, каждая
из которых

—

расширение своего центра посредством одной из

групп PSL(2, q) (q = 2* или -± 1 (mod8)), PSU(3,22"), Sz(2^),
Ja или групп типа Ри*. Характеризации простых групп их б,и-
примарными подгруппами (т. е. подгруппами порядка paq$ (р
и q
—

различные простые числа ), которые по классической

теореме Бернсайда разрешимы) был посвящен цикл работ
В. А. Белоногова [14—19].

Во многих цитированных выше работах использовалось за-

* Через 2 года этот результат был повторен Курцвейлем [489], который/
накладывал условие h(H)^.\ только на разрешимые подгруппы Я из

2-локальных подгрупп группы G. Это условие, очевидно, эквивалентно условию:»

h(H) ^ 1 для всех разрешимых подгрупп Я группы G.
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мечание Томпсона, позволяющее в некоторых случаях вычислять

порядок группы, содержащей несопряженные инволюции. В

связи с этим нужно отметить важную нерешенную задачу
описания простых групп, в которых все инволюции сопряжены. Из

работ, относящихся к этой задаче, заслуживает внимания

статья В. В. Кабанова [73] о группах, содержащих
самоцентрализуемую подгруппу порядка 6.

Группы, порожденные элементами простого порядка. Пусть
о —множество положительных целых чисел. Множество Z>

группы G называется множеством со-транспозиций, если D

состоит из инволюций, инвариантно в G, порождает О, и при
любых х, y£D порядок произведения ху лежит в со и {1,2}.
Конечные группы, обладающие множеством 3-транспозиций,
описаны в работе Фишера, из которой опубликована пока

только первая часть [349]. Если со={3}, Gr=G" и 02(G)^
03(G)^Z(G), то G/Z(G) изоморфна одной из следующих
групп: симметрической группе Sn9 n>5; сймплектической
группе Sp(2/z, 2), п>2; ортогональной группе 0^(2/г, 2)г,
[лб{ —1,1}, #>2; унитарной группе PSU(/z, 22), /г>4; группе
М-(22), М(23), М(24), (так названы открытые в этой работе
группы; первые две из них —простые группы Фишера Fi22, Fi23„
третья содержит в качестве подгруппы индекса 2 простую*
труппу Fi^). Если со состоит из всех нечетных чисел, a G не

содержит нормальных разрешимых подгрупп и G' = G", то G

изоморфна Sn (D —класс обычных транспозиций); $p(n,q)r
PSU(#, q2), O^in, q)(q четно, D — класс трансвекций), V (ft, q)
q = 3 или 5, D — класс отражений); Sz(q); сплетению PSL(2, 2"*>
с Sn или одной из трех групп Фишера [268]. Если, кроме нечетных

чисел, в со включить число 4 и потребовать, чтобы (xy)2£D
как только ху

— элемент порядка 4, то при прежнем условии
(Gf=G" и в G нет разрешимых нормальных подгрупп) для

группы G справедливо такое утверждение [628—630]: G

изоморфна прямому произведению Х{Х • • • Х^г, где для каждого i

Х{ — простая группа лиева типа характеристики 2, отличная от

2F4(2m); ортогональная группа над полем порядка 3 или 5;
симметрическая группа; сплетение PSL(2,2n) с 5П; Л6, HaJ или

одна из трех групп Фишера.
С несколько другой точки зрения характеризацию групп

Sp(2n, 2) свойствами порождающего класса инволюций
получил Шульт [589]. Интересное наблюдение'сделал Н. Т. Петров*
[140]. Он заметил, что существует такая константа L, что

произвольный элемент из любой известной к настоящему времени
простой группы G является произведением не более L
инволюций из G.

При исследовании групп, порожденных элементами нечетно-
го простого порядка, возникает необходимость не только
задавать порядок произведений элементов порождающего класса,
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*но и класс групп, в котором лежит порожденная двумя
элементами подгруппа (для групп, порожденных инволюциями, такой

необходимости нет, поскольку две инволюции порождают

группу диэдра, строение которой вполне определено порядком про- ■>

-взведения этих инволюций). Пусть D — множество элементов

^нечетного простого порядка р, инвариантное в группе G и

порождающее G, F—некоторый класс групп. Пусть любые два некомму-

тирующих элемента из D порождают группу, лежащую в jF. Такая

ситуация впервые рассматривалась Фишером [232 :347], [232 :

:350], затем Ашбахером и Холлом [275], Ашбахером [269—271] и

Штельмахером [605]. Если р=3, F={SL(2, 3), А$ Аь\, а в G

центр тривиален и нет нормальных 2-подгрупп, то G изоморфна

Sp(2n, 2), n>3; 0^(2n, 2), п>3; Лп, n>5; G2(4), HaJ, Suz,
Coi, PSp(2n, 3), PSU(n, 32), PGU(n, 22) [275, 605]. При р>5
и F, состоящем из серий PSL(2, pm) и SL(2, /?m), группа G, не

«содержащая разрешимых нормальных подгрупп, изоморфна

PSp(2n, q) или PSU(n, q2) с q, являющимся некоторой степенью

р [269].
Нечетные характеризации. Идея привлечения к

исследованию простых групп нечетных простых чисел принадлежит

Томпсону и Фейту [86:181]. Сейчас можно говорить о целом

направлении в теории конечных простых групп, когда главное

внимание обращается на свойства и вложение в простую группу под- ,

групп нечетного порядка. Получившее от цикла лекций Хиг-

мэна [448] название «нечетные характеризации» это

направление связано, в основном, с попытками перенести те или иные

результаты о подгруппах, содержащих инволюции, на

подгруппы нечетного порядка. Хотя сейчас каждый шаг в направлении

нечетных характеризации дается с большим трудом,

необходимость в развитии этого направления очевидна.

Пусть А — подгруппа нечетного порядка конечной группы G.

Если CG(a)^A для каждого элемента аФ\ из А, то А

называется сильно изолированной подгруппой (СИП) в G. Понятно,

что самоцентрализуемая подгруппа А простого порядка
является СИП, и случай, когда |Л|=3, был рассмотрен еще в

работе Томпсона и Фейта. Общая проблема описания простых групп,

содержащих СИП, порядок который делится на 3, остается

пока нерешенной, хотя недавние результаты Н. Д. Подуфалова

[145—147] внушают надежду на ее скорое решение. Если А —

СИП в простой группе G, и \А\ делится на 3, то IGI<f(IAI), \
где f — некоторая целочисленная функция. Более того, G

изоморфна PSL(3, 4) или PSL(2, q) для некоторого нечетного чис-
'

ла q, если в G есть 2-локальная подгруппа, порядок которой
делится на 3. Тот же результат получится при каждом из

следующих условий: а) \А\ делится на 15, б) в G есть другая^СИП,
порядок которой делится на 5, в) G не содержит сечений,

изоморфных Sz(2n). Другие результаты о СИП см. в [37, 38, 344,

436, 440, 606]. Подгруппы, близкие к СИП, рассматривались
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В. М. Бусаркиным и Б. К. Дураковым в [35,36,61] Пусть G—
конечная простая группа с одним классом сопряженных
инволюций. Если М—такая циклическая подгруппа из G, что \М\ '

делится на 3 и CG(m) =CG(M) для любого неединичного
элемента т из М, то G^PSL(2, q) для подходящего q, если ]N(M):
: М\ =2S<4 [36]. Если простая группа G содержит
подгруппу Л, порядок которой равен 6k, где k нечетно, и С(а)^А
для всех нетривиальных элементов а нечетного порядка из Л,
то йри условии \N(A):C(A)\=2 G изоморфна PSL(2, q) [61].Попытки получить для нечетных простых чисел аналог

теоремы Брауэра— Фаулера [86:19], доказывающей
ограниченность числа простых групп с данным централизатором элемента

порядка 2, пока не привели к успеху. Гипотеза, согласно
которой \G\<f(n) для простой группы G, в которой порядки
централизаторов /7-элементов (р — нечетное простое число)
ограничены сверху числом п, проверена для всех известных простых
групп [288] и доказана при /7 = 3 для групп, в которых больше
одного класса сопряженных элементов порядка 3 [451].
Перечисление простых групп, в которых централизатор элемента

порядка 3 имеет порядок 15, содержится в [607]. Исследованию
конечных групп с централизатором элемента х простого
порядка р вида < х) ХН для некоторых групп Я, посвящены
работы [307, 626]. В [428, 429] дана характеризация PSp (4, 3™)свойствами централизатора элемента порядка 3. Строение
простых групп, в которых централизаторы нетривиальных 3-эле-
ментов являются 3-группами (С00-групп в обозначениях Хиг-
мэна, поставившего задачу описания таких групп),
до конца еще не выяснено. В работе Флетчера [351]
доказывается, что в простой С08-группе силовская 3-подгруппаабелева и тривиально пересекается с любой другой силовской
3-подгруппой. В частности, силовская 3-подгруппа является
сильно изолированной и все, что написано выше о группах с

СИП, порядок которой делится на 3, справедливо для С60-
групп [350,441].

Другая интересная задача в направлении нечетных

характеризации— описать простые группы с циклическими

централизаторами элементов нечетного порядка — еще очень далека от
своего решения. В. М. Бусаркин [34] показал, что в таких
группах не более двух классов сопряженных инволюций. Некоторые
сведения о простых группах с абелевыми централизаторами
элементов нечетного порядка получил В. Р. Майер [ПО, 113, 114].
Например, если в такой группе G силовские 3- и 5-группы
нециклические, то G изоморфна PSL(2, 3n) для некоторого п.

Неожиданные результаты о группах, в которых \N(P):
:С(Р)Р\=2 для силовской /?-подгруппы Р9 получили Смит и

Тирер [598]. Если \Р'\—р9 то коммутант всей группы —
собственная подгруппа. То ке заключение верно, если Р — абелева
нециклическая группа.
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ПОДГРУППЫ

Сильно вложенные подгруппы.'Группы, обладающие сильна)

изолированной подгруппой (подгруппой, содержащей
централизаторы всех своих неединичных Элементов) четного порядка,,

были описаны Судзуки в ходе выполнения программы

классификации расщепляемых групп. Подгруппу, содержащую центра-,;

лизаторУ всех своих нетривиальных р-элементов, называ-
*

ют сильно ^-изолированной. Для сильно 2-изолированной
собственной подгруппы, совпадающей со своим нормализатором,,

употребляется термин сильно вложенная подгруппа. Другими
словами, прдгруппа Н группы G сильно вложена в G, если

порядок # четен, в G—Н есть инволюция и Н{]х~хНх имеет

нечетный порядок для всех X&G—H. Интерес к таким подгруппам

обострился в связи с работой Томпсона об iV-группах, в кото- ?;

рой был продемонстрирован искусный метод построения сильно

вложенных подгрупп. Группы, содержащие сильно вложенную

подгруппу, были описаны Бендером [281], обобщившим
методы, примененные Судзуки для изучения ZjT-групп. Если Я —

сильно вложенная подгруппа конечной группы G, то либо си-

ловская 2-подгруппа группы G циклическая или кватернион-

ная (в этом случае группа G непроста и строение ее известно),
ЙИбо 02'(GIO(G)) изоморфна PSL(2, q), Sz(q), PSU<3, q)*
где <7

= 2П>4. Некоторые достаточные условия для

существования в группе сильно вложенной подгруппы указаны в [274].
Пусть S —силовская 2-подгруппа группы G. Условие

существования в G сильно вложенной подгруппы эквивалентно

тому, что нормализаторы нетривиальных подгрупп из 5

порождают в G собственную подгруппу. Поддаются описанию и

группы, в которых собственной является подгруппа, содержащая

нормализаторы подгрупп из 5, имеющих 2-ранг>2 [272].
Сигнализаторные функторы. Если А — некоторая р-подгруп-

па конечной группы G, а В — //-подгруппа из G, в

нормализаторе которой лежит Л, то В по терминологии, предложенной
Томпсоном [86:349], называется сигнализатором подгруппы-Л.
При определенных условиях все сигнализаторы группы Л

порождают в G р'-подгруппу, нормализатор Я которой содержит

нормализаторы многих подгрупп из Л, а при /7 = 2 Я часто

оказывается сильно вложенной подгруппой. Такова грубая схема

способа построения больших подгрупп в конечной группе,
предложенного Томпсоном и Фейтом [86:183] и оформленного
затем в работах большой группы математиков.

Пусть А — абелева р-подгруппа группы О. Говорят, что в и

задан Л-сигнализаторный функтор б, если для каждого аф\ из

А определена Л-инвариантная р'-подгруппа б (CG (a))QCG (а) и

выполнено свойство сбалансированности: для всех

неединичных аи а2бЛ имеет место равенство CG (ax) n б (CG (щ)) =
«= 6(CG(aO) n CG(a2), эквивалентное включению CG(ax) П
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П 9 (CG (a2))c6 (CG (ах)). Множество Ие(Л), состоящее из всех

таких Л-инвариантных /?'-подгрупп X, что Сх (а)сб (CG (а)) для
всех а=£1 из Л, называется ассоциированным множеством

Л-сигнализаторов. Функтор б называется полным, если Ив(А)
обладает элементом, содержащим все элементы из Ие(Л).
Нахождению условий, при которых б будет полным,
посвящены работы Горенстейна [382, 383], Голдшмидта [377, 378] и

>

Уорда [651]. Доказано, что функтор б полон при любом из

следующих условий: а) р ==2, минимальное число т(А) обра*
зующих Л>3 [383]; б) р>2, т(А)>4, все элементы из

Ие(Л)—разрешимые группы (имеется предварительное
сообщение Глаубермана, что здесь неравенство т(А)>4 можно

заменить на т(Л)>3) [382]; в) т(Л)>3,для любого а^\ из

Л элементы взаимно простых порядков, взятые

соответственно из П б (CG (x)) и б (С (а)), перестановочны [651]. Удачные

попытки расширить сферу применения метода сигнализатор-
ного функтора на основе понятий слоя, сбалансированности,
порождаемое™, компоненты группы [394] содержатся в

работах Горенстейна и Уолтера [395, 396].
Сйловизаторы. Подгрупна 5 конечной группы называется си-

ловизатором /^подгруппы Р, если Р — силовская р-подгруппа в

S и S не содержится в большей подгруппе с таким свойством*
Понятие силовизатора было введено Гашюцем в [361], где ой

изучал вопросы сопряженности силовизаторов в разрешимых
группах и выдвинул гипотезу: р'-холловы подгруппы силовиза*

торов данной р-подгруппы разрешимой группы сопряжены.
Оказалось, что эта гипотеза не верна ни для какого р.
Противоречащие примеры построили при р = 2 А. В. Боровик и Е. И. Хух-
ро [31] и.Лауш [493], а пр^и р>2 —А. В. Борбвик и Е. И. Хух-
ро [32].

Другие методы нахождения подгрупп в конечных непростых

группах на основе теории индексиалов разработаны в ряде
работ С. А. Чунихина [224—229]. Отметим один из результатов:
если невозрастающая последовательность Р простых чисел
является подпоследовательностью последовательности всех

индексов некоторого главного ряда конечной группы, то эта группа
имеет нильпотентную подгруппу, порядок которой равен
произведению всех элементов Р. Понятие'индексиала
рассматривалось также в работах А.. В. Романовского [158] и Коупера [319]..

ЛОКАЛЬНАЯ СОПРЯЖЕННОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ

Еще Бернсайду и Фробениусу была известна зависимость

между условиями существования нетривиальных р-факторгрупп
и картиной сопряженности р-элементов в нормализаторах р-
подгрупп. Структура этой связи, просвечивающая в теоремах
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Грюна и Виландта о /?-факторгруппах и ярких работах
Томпсона [86:352], [232:752], была уточнена Алпериным [232:199],
указавшим конкретный способ поэтапного сопряжения р-эле-
ментов в нормализаторах правильных силовских пересечений, а

затем большим кругом автором [232:202], [260, 345, 374, 475,
563]. Приведем одно из уточнений [374] исходной теоремы Ал-
перина. Пусть Л и В— подмножества силовской р-подгруппы
Р конечной группы G, сопряженные в G, Тогда в Р существуют
подгруппы #1, #2,..., Нп и элементы х\ б N(Hi), у в N(P)
1гакие, что Л с Нг; Ax*x—-*i ^Нш(ККп—1); AXlX*--xn =
=#. При этом Ни ..., Нп могут быть выбраны так, что для

каждого i выполнены следующие условия: а) #*—насыщенная
подгруппа в G, б) Hi=PC\Qh где Qi— подходящая силовская

р-подгруппа из G, в) NP(Hi) и NQ(Hi) — силовские подгруппы
в Hi. Более того, при р

= 2 можно дополнительно требовать,
чтобы N(Hi)]Hi обладала сильно вложенной подгруппой
(исключая, разумеется, случай, когда Hi=P).

Очень важен вопрос об отыскании небольшого числа

подгрупп, чьи нормализаторы осуществляют такое поэтапное сопря-

-жение. Здесь одной из наиболее интересных подгрупп является

подгруппа Томпсона. Если Р—р-подгруппа, то подгруппой
Томпсона J(D) называют подгруппу, порожденную в Р абелевыми

подгруппами наибольшего порядка (это определение является

модификацией исходного определения Томпсона [86:352],
обозначавшего через J(P) порождение, осуществленное N

абелевыми подгруппами наибольшего ранга). Например, в р-разреши-
мой группе G при р>3 сопряжение элементов силовской р-под-

группы 5 происходит в C(Z(S)) и N(J(S)), и G допускает
факторизацию G = Op*(G):C(Z(S))'N(J(S)). Работа Томпсона

[232:751], где был доказан этот факт, а также другая его
работа [86:352] послужили источником большого цикла работ Гла-

убермана [232:375], [232:382], [232:383], [370, 371],
усилившего на основе идей Томпсона его результаты. В частности,

Глауберман показал, что для нечетного простого числа р и р-
скованной р-устойчивой группы G, в которой Op(G)¥=ly имеет

место факторизация G= Op > (G)N(Z(J(S))), где 5

—силовская р-подгруппа из G. Отметим, что в любую не р-устойчивую
группу вкладывается одна из квадратичных р-пар, полное

описание которых при р>3 получил Томпсон [622].
Соединив эти обобщения со своей теоремой о слабо

замкнутых инволюциях [232 : 376] и использовав идеи Симса [232 : 719],
Глауберман подробно описал ситуацию, возникающую в

группе без центра, в которой центр N(J(S)) для силовской 2-под-

группы S имеет четный порядок [232:379], [232:384], [367].
Уточнение этой ситуации содержится в работе Э. М. Пальчика

[139]. Нахождению других подгрупп из силовских р-подгрупп,

.нормализаторы которых оказывают сильное влияние на

сопряженность р-элементов, посвящена работа [368], В ней строятся
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две характеристические подгруппы К\(Р), К2(Р) произвольной
р-группы Р, которые обладают при р>5 тем свойством,
что наибольшая р-факторгруппа любой группы, в которую Р

вкладывается в качестве силовской р-подгруппы, совпадает с

наибольшей р-факторгруппой нормализатора Ki(P). Отсюда
вытекает, что нетривиальной р-факторгруппой при р>5
обладает любая конечная группа с нетривиальной силовской р-под-
группой, выделяющейся прямым множителем в своем

нормализаторе.
В заметке С. А. Сыскина [189] показано, что в группе G с

силовской 2-подгруппой Г, в нормализаторе N(T) которой
сопряжены любые сопряженные в G элементы из Г, 2-длина лю-

• бой разрешимой подгруппы не превосходит единицы, что дает-

возможность классифицировать все такие группы G на основе.

[99]. Если любые два элемента силовской подгруппы 5 группы
G, сопряженные в G, сопряжены уже в нормализаторе
некоторой фиксированной подгруппы А из S, то А сильно замкнута^

в S относительно G, т. е. пересечение с 5 классов сопряженных
элементов группы G, имеющих представителей в Л, лежат в А.

Голдщмидт [380] показал, что нормальное замыкание абелевой
сильно замкнутой подгруппы силовской 2-подгруппы конечной

группы допускает исчерпывающее описание. Из этого описания

вытекает классификация конечных простых групп, в которой
перестановочны любые две инволюции, порождающие 2-подгруп-
пу, а также еще несколько важных результатов, относящихся
к характеризации простых групп свойствами их силовских 2-

подгрупп.

ГРУППЫ С ФАКТОРИЗАЦИЕЙ

Говорят, что группа G факторизуется своими подгруппами
А и fi, если G=AB. В ряде работ продолжалось изучение
строения конечных групп G в зависимости от свойств
сомножителей Л и В. Известно, что G=A-B разрешима, если А и В

нильпотентны. Оказывается, что в этом случае
производная длина G/0)(G) ограничена суммой ступеней
нильпотентности Ли В [404]. Не известно, будет ли то же самое

верно для производной длины G. Вопрос об этом может быть

сведен к случаю /?-группы [551]. В частности, ответ на него

утвердительный, если порядки сомножителей взаимно просты.
Несколько работ В. С. Монахова [122—126] посвящено факто-
ризуемым группам, в которых множители А я В близки к

нильпотентным. Например, им описаны группы, в которых
нильпотентны все собственные подгруппы сомножителей Л и В —

результат, поглощающий ряд более ранних теорем [54, 297].
А. Н. Фомин [205] доказал /7-разрешимость G, в которой А
2-разложима, а В — р-разложима, что, в частности, обобщает
полученные ранее результаты А. В. Романовского [156]. Из ре-
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зультатов И. П. Докторова [53, 55, 57] приведем следующий:
группа G=AB я-разрешима, если А и В — я-специальные труп-
пы, порядки которых не имеют общих сомножителей, лежащих
в я', и силовская jt-подгруппа каждого из сомножителей
перестановочна с любой я'-подгруппой другого сомножителя.
Достаточные условия существования подгруппы индекса 2 в

факторизуемой группе приведены в [105]. Из них вытекает

непростота группы, факторизуемой группами с циклическими силовски-

ми подгруппами. Вопрос С. А. Чунихина о непростоте группы,
факторизуемой централизаторами двух элементов, решен пока

только в частных случаях, например, когда один из

сомножителей сильно изолирован [465]. Получению признаков
разрешимости и простоты групп, представимых в виде произведения
ABA своих подгрупп А я В, были посвящены работы Гутерма-
на [407] и И. П. Докторова [56]. Например, G разрешима, если

(|Л|, |Д|) = 1, А абелева и совпадает со своим нормализатором,
а В нйльпотентна.

р-ГРУППЫ

Полученные А. И. Кострикиным [85] оценки для порядков

наибольших конечных групп В (5, 2) периода 5 с двумя
образующими были уточнены Хавасом, Уоллом и Уомсли [426],
использовавшими машинные алгоритмы Уомсли и Макдональда

[511]. Показано, что В (5, 2) имеет порядок 534 и ступень
нильпотентности 12. Вопрос о конечности произвольной группы
периода 5 с двумя образующими открыт.

Хотя конечность конечно порожденных групп периода 4
известна уже давно, точнь!е порядки наибольших групп В (4, п)
периода 4 с п образующими были вычислены только для п<2.
Оценки для порядки В (4, 3) получены в [411] и [510]. На
второй конференции по теории групп (Канберра, 1973) сообщалось,
что ]В(4, 3)|=269 и IB(4, 4)|^2345. Доказано [406], что

наибольшая группа периода 4, порожденная п инволюциями, (п +
+ 1)-ступенно нйльпотентна. Предпринята атака [564] на

ограниченную проблему Бернсайда для периода 8.

Вопрос Хьюза, будет ли подгруппа Hv группы G,
порожденная всеми элементами, порядки которых отличны от данного

простого числа р, удовлетворять одному из равенств: #р = 1,
#P = G, \G:Hp\=p, решен положительно Хьюзом и ТомпсонохМ
для всех конечных непримарных групп. Для р-групп
существуют противоречащие примеры [647], Нахождению р-групп, в

которых справедлива гипотеза Хьюза, посвящены работы [359,
455, 456, 509]; В частности, такими группами являются группы

ступени нильпотентности <2р—2, двуступенно разрешимые
группы и р-группы ступени нильпотентности 2р—1 с двумя

образующими. V

Оценке числа подгрупп того или иного сорта в конечных р-
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группах были посвящены работы [22—24, 28, 252—254, 256,
286, 364, 482, 599]. В работе Я. Г. Берковича [28] показано, что

в р-группах нечетного порядка число элементарных подгрупп

порядка р4 сравнимо с 1 по модулю р или равно 0. Отсюда, в

частности, следует, что среди элементарных подгрупп порядка

р4, лежащих в нормальной подгруппе р-группы G, всегда есть

нормальная в G подгруппа. Последний результат справедлив и

для элементарных,подгрупп порядка р5 [482]. Гипотезы о том,

что для данного фиксированного числа п и достаточно

большого простого числа р среди (элементарных) абелевых подгрупп

порядка рп в р-группе всегда есть нормальная и, двойственно,

среди (элементарных) абелевых подгрупп индекса рп есть

нормальная (конечно, при условии, что соответствующие
множества абелевых подгрупп вообще не пусты), пока не

подтверждены. Доказано только, что при я>3 p не может быть меньше

2п—3 во второй из этих гипотез [22]. Кроме того, как показал

М. И. Голованов [49], вторая гипотеза справедлива для п—4.

В этом случае любое простое число р>7 является достаточно

большим.

Серия работ А. Д. Устюжанйнова [200—202], посвященная

2-группам нормального ранга 2, т. е. группам, в которых нет

нормальных элементарных подгрупп порядка 8, завершилась
их классификацией. Любая такая группа, в частности,

является расширением метациклической группы посредством
подгруппы из группы диэдра порядка 8. Группы нормального ранга 2

играют важную роль в классификации конечных простых групп.
Те из них, которые могут быть силовскими 2-подгруппами
простых групп, перечислены в работах Мак-Вильяме [513, 548].
Как уже упоминалось, описание Мак-Вильяме послужило
базой для классификации простых групп нормального 2-ранга 2.

О других подклассах групп нормального ранга 2 см. [10, 200,
473, 483, 484]. Работа А. Н. Фомина [206], описывающая 2-под-

группы, в которых централизатор некоторой инволюции имеет

порядок 8, также нашла хорошие приложения в классификации
некоторых классов неразрешимых групп.

Строение р-групп с теми или иными свойствами факторов их

центральных рядов исследовалось в [267, 360, 498, 532, 533,
584, 639]. Вычисление центральных рядов в конкретных р-груп-
пах (конгруэнц-подгруппах и силовских р-подгруппах
линейных групп над конечным кольцом) проведено Ю. Е. Вапнэ

[39]. Идущая от Дедекинда задача классификации конечных

групп по свойствам всех их собственных подгрупп нашла

отражение в [52, 243, 405, 516, 517, 637, 638]. В работах М. И.
Голованова [46—48] исследовались свойства р-групп в зависимости

от свойства пересечений их подгрупп.

Довольно много работ (см., например, [257/289, 5-36, 633])
было посвящено такой проблеме: доказать, что порядок
коммутанта конечной р-группы G не превышает числа р1/2МСШО)+1),

23



где b(G) — ширина G, т. е. pUG) — максимум индексов центра-*
лизаторов элементов группы G. Эта оценка была, наконец,
получена в [634]. Там же показано, что почти во всех случаях
порядок коммутанта меньше указанного числа. Исключение
составляют лишь группы ступеней нильпотентности 2 и 3. Связш
между шириной и ступенью нильпотентности группы
исследовались в [358, 494, 635]. Зависимости между другими числовыми

параметрами группы (числом образующих группы и ее под-:

групп, ступенью нильпотентности и др.) рассматривались в*

[362,481,490,491,515].
Несколько в стороне от традиционных направлений

в'конечных р-группах стоит работа Томпсона [618], в которой
доказана следующая теорема, получившая немедленный отклик: Пусты
Л — абелева подгруппа наибольшего порядка р-группы G, В — *,

нормальная абелева подгруппа из G. Если В не нормализует!
Л, то существует другая абелева подгруппа Л* наибольшего
порядка, что В зЛ*Г)ВзЛП В. Еще до появления работы
Томпсона [618] эта теорема попала в книгу [232:391] и

подверглась многочисленным обобщениям. Роль ее в доказательстве /-
теоремы Томпсона и ее модификаций (ZZ-теоремы Томпсона—
Глаубермана) хорошо прослеживается в восьмой главе книги

[232:391].

АВТОМОРФИЗМЫ

Неподвижные точки. В какой мере строение подгруппы не- -

подвижных точек некоторого множества автоморфизмов
конечной группы определяет строение всей группы? Ответы на этог

вопрос в конкретных ситуациях находят многочисленные

приложения во всех разделах теории групп. Одна из самых важных

гипотез, подтверждение которой могло бы пролить свет на

многие нерешенные вопросы теории конечных групп, связана с

регулярными группами автоморфизмов. Согласно этой гипотезе*
конечная группа G, на которой действует регулярная группа
автоморфизмов Л порядка, взаимно простого с \G\
(регулярность означает, что Са(Л) = 1), а)
разрешима и б) ее нильпотентная длина h(G), т. е. длина ее

самого короткого нормального ряда с нильпотентными

факторами, не превосходит числа сомножителей в разложении
порядка Л на простые множители. Результат Томпсона о

нильпотентности конечной группы, обладающей регулярным
автоморфизмом простого порядка,

— первый большой шаг,
подтверждающий эту гипотезу для случая |Л|=/?, где р

—

простое число..

Уже следующий случай, \A\=pi-p2, где pi и р2
—

простые
числа, до конца не исследован. Именно, не известно, будет ли

разрешимой конечная группа с регулярным автоморфизмом
порядка р2, где р

—

простое число. Мартино [520, 521] доказал

справедливость гипотезы о регулярных группах автоморфизмов
при любой элементарной р-труиие А. Для циклической группы
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Л порядка ргр2 {р\^р2) решение получила Ральстон [566J^
Пусть теперь G — группа, Л — ее группа автоморфизмов, поря-
док которой взаимно прост с порядком G. Принципиальный
результат Томпсона [86, 351] показывает, что если G разрешима^
то нильпотентная длина h(G) ограничена функцией отh(CG(Л))
и числа п(А) простых сомножителей, произведение которых.

равно порядку Л. В частности, если Л действует регулярно, то-

нильпотентная длина G зависит только от п(А). Точные оценки
для п(А) получены только в частных случаях. Например, еслш

Л — нильпотентная группа, свободная от ZV\ZV и

действующая регулярно на Л, то h(G)<n(A) [285] (см. также [281,.
283]). То же самое верно для диэдральной группы Л порядка
8 [298]. С другой стороны, для любой разрешимой группы Л

существует разрешимая группа G с h(G) =п(А) и (|G|r.
|Л|) = 1, допускающая регулярную группу автоморфизмов,
изоморфную Л [401]. Оценки h(G) для не обязательно регулярных
групп Л даны в [403, 480, 486—488, 649, 650, 652]. Доказано,
что ступень нильпотентности р-группы, на которой регулярна
действует группа автоморфизмов Л, может быть как угодно*
большой, если Ор(Л) имеет составной порядок [574].

В некоторых случаях разрешимость G удается доказать,

используя вместо регулярности Л специальные свойства

централизаторов в G элементов простого порядка из Л [308, 652, 672].~

Отметим, что G не может быть простой, если Л=^1 и CG(A)
содержит централизатор некоторой инволюции из G [359].

Случай, когда порядок группы Л автоморфизмов не взаимна

прост с порядком группы G, значительно более сложен,

поскольку уже переход к факторгруппе G связан, вообще говоря, с

расширением подгруппы неподвижных точек. Важный случай,
когда такое расширение не происходит, рассмотрел Томпсон [86:
350]. Если Л—р-группа автоморфизмов конечной р-группы G,.

подгруппа Фраттини <D(G) которой элементарна и центральна,
a V=G/G)(G) —свободный 2рЛ-модуль, то при р>2 CV(A) =
= CG^)-<D(G)/(D(G). E. И. Хухро [214] показал, что условие-

элементарности и центральности Ф(й) можно ослабить до

(р—1)-ступенной нильпотентности G. Примеры, построенные
А. В. Боровиком и Е. И. Хухро [32], показывают, что

дальнейшее ослабление на ступень нильпотентности здесь невозможно*

даже для двуступенно разрешимой группы G. Неизвестно,

справедливо ли аналогичное утверждение для регулярной группы Л.

Автоморфно допустимые подгруппы. Информация о строении

групп автоморфизмов, относительно которых допустимы

некоторые совокупности подгрупп, часто находит приложения в,

самых разных разделах теории групп. Хорошо известны теоремы
Холла о нильпотентности группы автоморфизмов,
стабилизирующей некоторый субнормальный ряд, и теорема Томпсона о-

делителях порядка группы автоморфизмов, оставляющей

неподвижным каждый смежный класс в скачках некоторого ря-
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да. Недавно Л. А. Шеметков [240, 241] доказал
сверхразрешимость группы автоморфизмов Л, относительно которой
инвариантен некоторый ряд С подгрупп конечной группы с простыми
индексами. Если С— композиционный ряд и Л индуцирует в

^го факторах сверхразрешимые группы автоморфизмов, то А
также сверхразрешима [579]. Связи между автоморфизмами и

рядами подгрупп посвящена и работа [276]. Большой цикл
работ о строении групп автоморфизмов, централизующих нильпо-

-тентные подгруппы, принадлежат Дейду [323—326, 328].
Скажем, что внешний автоморфизм, рассматриваемый как смежный
класс по группе внутренних автоморфизмов, централизует
множество ^К, если в этом смежном классе есть автоморфизм,
действующий на К тождественно. Пусть А — подгруппа группы
внешних автоморфизмов конечной группы G, М — совокупность
подгрупп, каждую из которых централизует любой автоморфизм
из Л. Если М состоит из силовских подгрупп группы G, то А
тшльпотентна; если М содержит все абелевы подгруппы, то А

двуступенно нильпотентна. Если же М состоит из всех нильпо-

тентных подгрупп группы G, то А абелева. Кроме того,
любая конечная абелева группа может быть представлена как

группа автоморфизмов некоторой конечной группы G,
централизующая в G все нильпотентные подгруппы.

Автоморфизмы примарных групп. Многие вопросы теории
групп неизбежно приводят к необходимости выяснения строения

примарных групп, допускающих автоморфизмы определенного
сорта. Так, важную роль в исследованиях Судзуки 2Т-групп
играли 2-группы, на которых действует циклическая группа

автоморфизмов Л, транзитивная на инволюциях. Хигмэн, назвавдлий
эти группы 2-группами Судзуки, дал их полное описание. Шоу
[586] показал, что в качестве Л можно взять и нециклическую

группу нечетного порядка, новые 2-группы не появятся.

2-группы Г, обладающие автоморфизмом а нечетного порядка,
действующим тождественно на каждую инволюцию, рассмотрены
В. Д. Мазуровым [102]. В частности, если а действует неприво-
димо на факторгруппе Фраттини группы Г, то Т изоморфна
силовской 2-подгруппе из PSU(3, 2n) для некоторого п. Строение
групп автоморфизмов р-групп, действующих тривиально на

множестве элементов порядка р, изучил Хоукс [427]. Он доказал,
что все такие группы разрешимы. Отметим, что р-группа
нечетного порядка, которая допускает //-группу автоморфизмов,
действующую на множестве элементов порядка р транзитивно,
абелева, а группа автоморфизмов примарной группы нечетного

порядка, оставляющая неподвижным каждый элемент простого

порядка, содержит только тождественный автоморфизм.
Порядки групп автоморфизмов. Вопрос о существовании р-

групп нечетного порядка, группы автоморфизмов которых тоже

р-группы, решил М. В. Хорошевский [210]. Он показал, что для

произвольного нечетного числа р существует р-группа Р, для

:2б

которой AutP — р-группа. При этом Р может иметь любое

наперед заданное число образующих, большее 2, и любую ступень
нильпотентности, большую единицы. Ступень разрешимости Р
тоже может быть выбрана сколь угодно большой. Позднее Лин-

денберг [501] построил пример Р с двумя образующими.
Минимальные примеры содержатся в работе Хейнекена и Либека

[430], в которой изучаются условия существования

автоморфизма порядка 2 у р-группы нечетного порядка. Позже Хейне-

кен и Либек [431] показали, что произвольная конечная группа
К изоморфна факторгруппе группы всех автоморфизмов по

подгруппе центральных автоморфизмов для подходящей р-
группы Р ступени нильпотентности 2 и периода р2 (автоморфизм
называется центральным, если он действует тождественно в

факторгруппе по центру).
Известная гипотеза, согласно которой порядок неабелевой

р-группы делит порядок ее группы автоморфизмов, доказана
пока только в частных случаях [329, 330, 340], однако

известно, что порядок силовской р-подгруппы Р группы G ограничен

сверху некоторой функцией /(|ЛР|) от порядка силовской р-
подгруппы Л р группы AutG. В качестве f(x) можно взять

функцию lh(x2—x+&) [461]. Другой подход к изучению связей

между порядками групп и порядками их групп автоморфизмов
содержится в работе М. В. Хорошевского [212]. Орбита
автоморфизма <р группы G при действии ф на элементы G называется

точной, если ее длина равна порядку ф. Оказывается, что

точная орбита существует для любого автоморфизма произвольной
конечной нильпотентной группы или группы без нормальных

разрешимых подгрупп, а также в случаях, когда порядки

автоморфизма и группы взаимно просты. В общем случае такой

орбиты может и не быть, однако всегда порядок автоморфизма
строго меньше порядка группы. Только в патологических

случаях порядок автоморфизма может быть близок к порядку
неабелевой группы (см., например, в [20] описание р-групп порядка
рп, обладающих автоморфизмом порядка pn_1).

Связь между простыми делителями порядка группы
автоморфизмов сплетения и группами автоморфизмов сплетаемых групп
выяснена в [211]. В частности, n(Aut(A \ В)) =n(Aut Л) U

UJt(Aut В) U {р} для любых конечных р-групп Л и В (здесь
n(G) —множество простых делителей G).

Изучены группы автоморфизмов групп Шмидта [130] и их

обобщений [27]. Исследован (не до конца) вопрос о

существовании дополнения к группе внутренних автоморфизмов
конечных групп Шевалье, в их полных группах автоморфизмов [541,
542]. Так, например, для групп типов G2, /ч и £8, а также типов

Ви Ci и Е7 над полями порядков 2П или p2n+1, типа D2i над

полями порядков 2П или p2n+1, где p
=3(mod4), типа £>2ад над

полем четной характеристики дополнение существует, а для
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групп типов Ви Си D2i и Е7 над полем нечетного порядка р2п —
нет.

С группами автоморфизмов тесно связан вопрос о

субнормальном вложении групп. Результат Виландта о конечности

башни автоморфизмов групп без центра показывает, что любую
конечную группу без центра можно изоморфно вложить в

качестве субнормальной подгруппы в некоторую конечную
совершенную группу. Роуз [571] показал, что условие «без центра»
несущественно. Вопрос о том, можно ли осуществить это

вложение, не расширяя множества простых делителей порядка
исходной непримарной группы (примарные группы — очевидное

исключение), решен отрицательно М. В. Хорошевским [213]:
Хотя для любого множества со простых чисел с |со|>6 существует
совершенная «-группа, однако существуют группы нечетного
порядка, например, неабелева группа порядка pq, где р и q

—

нечетные простые числа, не вложимые субнормально ни в одну
совершенную группу нечетного порядка. Это вытекает из

удивительного свойства каждой конечной группы, в которой есть

субнормальная неабелева подгруппа Я порядка pq, иметь

автоморфизм порядка 2, продолжающий соответствующий
автоморфизм Я.

ОТДЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Выше уже отмечалась роль вычислительных машин в

теории конечных групп. В обзоре Ю. П. Васильева [41], а также в

работах [40, 299, 300, 321, 363, 535] указаны другие применения
машин для вычисления групп автоморфизмов, перечисления
смежных классов, нахождения определяющих соотношений,,
выяснения локального строения подгрупп конечных групп
большого порядка и т. д.

В ряде работ [11, 12, 64, 96, 182, 233, 234] нашли

воплощение идеи С. Н. Черникова, касающиеся выделения классов

групп свойствами широких классов их подгрупп.

Получено основанное на идеях Томпсона сравнительно
короткое теоретико-групповое (не зависящее от теории

представлений) доказательство классической теоремы Бернсайда ч

о разрешимости групп порядка paq^ [280, 528]. В свое время
Бернсайд заметил дополнительно, что в таких группах при

pa>q^ почти всегда существует нетривиальная нормальная
/7-подгруппа, и привел список исключений. Этот список

оказался неполным. В. С. Монахов исправил его, добавив
новые замечания о строении разрешимых групп порядка

Ра-п[123].
В четвертом издании «Коуровской тетради» [87], сборнике

нерешенных вопросов теории групп, наряду с решениями

некоторых старых задач приведен ряд новых вопросов,
относящихся, в частности, и к конечным группам.
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116. —, Шевцов Г. С, Одно обобщение конечных минимальных несверх-

разрешимых групп. Изв. высш. учеб. заведений. Математика, '1973, № 7„
59—62 (РЖМат, 1973, 12А222)

117. Медведева Р. П., Разрешимость некоторых инвариантных подгрупп
конечной группы. Докл. АН БССР, 1970, 14, № 3, 204—205 (РЖМат,
1970, 10А145)

118. —, Разрешимые 0-коммутативные группы. Докл. АН БССР, 1970, 14,.
№ 10, 877—878 (РЖМат, 1971, ЗА179)

119. —, Обобщение класса групп с перестановочными силовскими

подгруппами. (Редколлегия ж. «Изв. АН БССР». Сер. физ.-мат. н.). Минск,

1975, 14 с, библиогр. 6 назв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ 24 февр.
1975 г., № 469—75 Деп.) (РЖМат, 1975, 7А303 Деп.)

120. Мерзляков Ю. И., Четвертый Всесоюзный симпозиум по теории групп.

Академгородок, 5—8 февр. 1973 г. Успехи мат. наук, 1973, 28, № 3,.
235—239 (РЖМат, 1973, 10А144)

121. Монахов В. С, Некоторые признаки разрешимости групп. Докл.
АН БССР, 1970, 14, № 11, 986—988 (РЖМат, 1971, 7А210)

122. —, Инвариантные подгруппы бипримарных групп. Мат. заметки, 1975,

18, № 6, 877—886 (РЖМат, 1976, 5А201)
123. —, О влиянии свойств максимальных подгрупп на строение конечной

группы. Мат. заметки, 1972, 11, № 2, 183—190 (РЖМат, 1972, 7А176)
124. —, О простых факторизуемых группах. Докл. АН БССР, 1974, 18, № 7,

584—585 (РЖМат, 1974, 12А169)
125. —, Произведение двух групп Шмидта. Докл. АН БССР, 1975, 19, № 1,

8—11 ( РЖМат, 1975, 6А277)
126. —, О произведении 2-разложимой группы и группы Шмидта. Докл.

АН БССР, 1974, 18, № 10, 871—874 (РЖМат, 1975, 2А260)
127. —, О произведении двух групп, одна из которых содержит

циклическую подгруппу индекса <2. Мат. заметки, 1974, 16, №2, 285—295

(РЖМат, 1974, 12А171)
128. —, Шлык В. В., Конечные группы с нормализаторными условиями

для подгрупп. Becni АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер.
физ.-мат. н., 1971, № б, 13—17 (РЖМат, 1972, 6А219)

129. Нагребецкий В. Т., Конечные группы с заданными разрешимыми
подгруппами. Сиб. мат. ж., 1970, И, № 1, 137—150 (РЖМат, 1970, 6А187)

130. —, Адамов С. Н., О группе автоморфизмов группы Шмидта. Мат.
зап. Уральск, ун-т, 1970, 7, № 3, 133—136 (РЖМат, 1971, 5А215)

%

131. Новицкий А. И., К теоремам Ито и Русакова. Докл. АН БССР, 1973
17, № 1, 5—8 (РЖМат, 1973, 5А190)

132. —, Конечные группы с максимальными цепями подгрупп. Докл. АН
БССР, 1974, 18, № 5, 389—390 (РЖМат, 1974, 11А263)

133. —, О конечных группах со сверхразрешимыми подгруппами. Весщ
АН БССР. Сер. ф1з.мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н., 1974, № 2,
11—15 (РЖМат, 1974, 9А220)

134. Огарков Т. Т., О группах, обладающих насыщенными подгруппами. Уч.
зап. Перм. гос. пед. ин-т, Орск. гос. пед. ин-т, 1971, вып. 10, 92—98

(РЖМат, 1972, 8А262)
135. Ольха 3. Л., Конечные группы, у которых каждая непримарная

подгруппа— холловская. Мат. зап. Уральский ун-т, 1969, 7, № 1, 118—124
(РЖМат, 1970, 7А184)

136. Пальчик Э. М., О конечных группах с 2-замкнутыми подгруппами. Весщ
АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н., 1970,
№ 2, 123—124 (РЖМат, 1970, 11А163)

137. —, О максимальных подгруппах конечных групп. Весщ АН БССР. Сер.
ф!з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н. 1970, N° 3, 11—16

(РЖМат, 1970, 12А157)
138. —, О конечных простых группах с максимальной силовской 2-подгруп-

пой. Докл. АН БССР, 1973, 17, № 7, 595—596 (РЖМат, 1973, 12А216)
139. —, К теореме Глаубермана. (Редколлегия ж. «Изв. АН БССР. Сер.

физ.-мат. н.»). Минск, 1975, 29 с, библиогр. И назв. ((Рукопись деп. в

ВИНИТИ 3 февр. 1974 г., №247—75 Деп.) (РЖМат, 1975, 6А279 Деп.)
140. Петров Н. Т., О длине простых групп. Докл. АН СССР, 1973, 208,

№ 3, 537—540 (РЖМат, 1973, 6А244)
141. Пилаев В. В. (Пылаёв В. В.), Скшченш групи з шдльною системою

субшваргантних шдгруп. Доповш АН УРСР, 1974, № 9, 794—797, 861
(РЖМат, 1975, 1А277)

142. Погребинский Б. М., Беркович Я. Г., О 0-длине конечной группы. Изв.
высш. учеб. заведений. Математика, 1973, № 12, 57—63 (РЖМат, 1974,
8А220)

143. Подуфалов Н. Д., О транзитивных группах степени рп, 2рп, Зрп. В сб.
«Алгебра». Вып. 1. Иркутск, 1972, 87—91 (РЖМат, 1974, 2А207)

144. —, Характеризация линейных групп PSL(2, 11) и PSL(2, 13). Мат.
заметки, 1974, 16, № 2, 247—252 (РЖМат, 1974, 12А170)

145. —, О простых конечных группах с сильно изолированной подгруппой,
порядок которой делится на 3. (Редколлегия «Сиб. мат. ж.» АН СССР).
Новосибирск, 1975, 18 с, библиогр. 12 назв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ

12 февр. 1975, № 345—75 Деп.) (РЖМат, 1975, 7А302 Деп.); И.
Алгебра и логика, 1975, 14, № 4, 430—440 (РЖМат, 1976, 6А231)

146. —, О централизаторах элементов порядка 3 и 5 в конечных простых
группах. Всесоюзный алгебраический симпозиум. Тезисы докладов.
Гомель, 1975, 53

147. —, Конечные простые группы без элементов порядка 6 и 10. Алгебра
и логика, 1975, 14, № 1, 79—85 (РЖМат, 1975, 10А248)

148. Поляков Л. Я., Диалог групп О. Ю. Шмидта. Весщ АН БССР. Сер.
ф1з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н., 1970, № 4, 12—15
(РЖМат, 1971, 1А173)

149. —, Теорема о я-разрешимых группах. Весщ АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н.,
Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н., 1971, №6, 116—118 (РЖМат, 1972,
ЗА162)

150. —, Решение задачи Хупперта. Докл. АН БССР, 1971, 15, № 5, 392—393
(РЖМат,Л 971, 12А236)

151. Раскину И,. Б.» Об одной Ел -теореме. Уч. зап. Моск. гос. пед. ин-та

им. В. И. Ленина, 1971, 375, 85—86 (РЖМат, 1972, 5А192)
152. Решко К. А., Конечные группы с модулярными подгруппами. Докл.

АН БССР, 1973, 17, № 6, 489-т490 (РЖМат, 1973, ПА№\ ;
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153. —, О группах, непорождающихся некоторыми £-абнормальными
подгруппами. Мат. заметки, 1974, 16, № 5, 771—776 (РЖМат, 1975, 4А243)

154. —, Харламова В. И., О р-длине произвольной конечной группы.
Мат. заметки, 1973, 14, № 3, 419—427 (РЖМат, 1974, 2А198)

155. —, —, О насыщенности максимальных цепей модулярными
подгруппами. Докл. АН БССР, 1973, 17, №9, 788—789 (РЖМат, 1974, 2А204)

156. Романовский А. В., О конечных факторизуемых группах. Мат. заметки,

1971, 9, № 2, 223—231 (РЖМат, 1971, 7А214)
157. —, Существование, сопряженность и вложение подгрупп у конечных

факторизуемых групп. Весщ АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н., Изв. АН

БССР. Сер. физ.-мат. н., 1970, №5, 5-11 (РЖМат, 1971, 4А146) J
158. —, К теории индексиалов Чунихина. Докл. АН БССР, 1974, 18, № 4,

297—299 (РЖМат, 1974, 11А265)
159. —, Существование холловских нормальных подгрупп у конечных групп.

Мат. заметки, 1974, 16, № 3, 381—385 (РЖМат, (1975, 1А276)
160. Русаков С. А., Критерий разрешимости конечных групп. Докл. АН

БССР, 1971, 15, № 2, 105—107 (РЖМат, 19711, 9А142)
151. —, К теоремам Шмидта—Чунихина. Весщ АН БССР. Сер. ф!з.-мат. н.,

Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н, 1971, № 3, 17—20 (РЖМат, 197)1,

11А221)
162. Салук М. И., Нормализаторное условие в конечных группах. Докл.

АН БССР, 1973, 17, № 11, 981—983 (РЖМат, 1974, 4А168)
163. Селькин М. В., Некоторые признаки разрешимости конечных групп,

Весщ АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н.,

1971, №6, 113—1(15 (РЖМат, 1972, 5А196)
164. —, О максимальных- подгруппах конечных групп. Докл. АН БССР, 1974, ■)

18, № И, 969—972 (РЖМат, 11975, 4А246)
165. Сементовский В. Г., О пронормальных подгруппах конечных групп.;

Весщ АН БССР. Сер. ф1з.-мат. н., Изв. АН БССР. Сер. физ.-мат. н., 1973,
№ 4, 12—16 (РЖМат, 1973, 12А220)

166. —, Дисперсивные абнормальные подгруппы конечных групп. Докл.
АН БССР, 1974, 18, № 5, 394—397 (РЖМат, 1974, 11А259)

167. Сергиенко В. И., О факторизации конечных групп. Докл. АН БССР,
1970, 14, № 5, 400—401 (РЖМат, 1971, 1А177) ,

168. —, Критерий р-разрешимости для конечных групп. Мат. заметки, il970,

9, № 4, 375-383 (РЖМат, 11971, 9А151)
169. Ситников В. М., Конечные группы с заданными централизаторами

инволюций. Алгебра и логика, 1970, 9, № 2, 200—219 (РЖМат, 1970,

11А166)
170. —, О конечных группах с 2-замкнутыми или 2'-замкнутыми централи- ,

заторами инволюций. Мат. заметки, 1971, 10, № 4, 437—446 (РЖМат,,
1972, ЗА 175) \

171. —, Конечные группы с 2-замкнутыми или 2'-замкнутыми
централизаторами инволюций. Изв. АН СССР. Сер. мат., 1971, 35, № 6, 1208—1224

(РЖМат, (1972, 5А189)
172. —, О группе А^атье М12. Мат. заметки, 1974, 15, № 4, 651—660

^

(РЖМат, 1974, 8А225)
173. —, Конечные группы с силовской 2-подгруппой, содержащей самоцент-/'

рализующуюся элементарную абелеву подгруппу порядка 8. Мат. за-\

метки, 1974, 16, №.6, 899—906 (РЖМат, 1975, 5А190) \
174. —, О конечных группах с самоцентрализующейся подгруппой порядка 8. •

Всесоюзный алгебраический симпозиум. Тезисы докладов, Гомель, 1975,'

63

175. —, Старостин А. И., Конечные группы с расщепляемыми

централизаторами инволюций. Мат. зап. Уральск, ун-т, 1970, 7, № 3, 200—207

(РЖМат, 1971, 5А209)

176. —, Устюжанин о в А. Д., Об одном классе конечных групп. Мат.)
зап. Уральск, ун-т, 1973, 8, № 3, 104-115 (РЖМат, (1973, 9А208)
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177. Скопин А. И., О некоторых конечных группах. Зап. науч. семинаров,
Ленингр. отд. Мат. ин-та АН СССР, 1973, 31, 115—139 (РЖМат,
11973, 9А192)

178. Смирнова Н. И., О конечных группах с метациклическими абелевыми
непримарными подгруппами. Науч. тр. Свердл. гос. пед. ин-т, 1974, сб,
219, 63—72 (РЖМат, 1975, 1А273)

179. Старостин А. И., Расщепления и централизаторы в теории конечных

групп. (Автореф. дисс. докт. физ.-мат. н.). Мат. заметки, 1969, 6, № 4,
499—511 (РЖМат, (1970, 4А227)

180. —, О группах Фробениуса. Укр. мат. ж., 1971, 23, № 5, 629—639
(РЖМат, 1972, 2А266)

181. Субботин И. Я., Конечные группы, в которых каждая подгруппа
коммутанта инвариантна. Мат. заметки, 1972, 12, № 6, 739—746 (РЖМат,
(1973, 5А187)

182. —, Скшченш /7-групи, в яких кожна шдгрупа комутанта iHBapiaHTHa.
Доповш АН УРСР, 1974, А, № 12, 1072—1074, 1148 (РЖМат, 1975,
5А194)

183. Сучков В. К», Конечные группы с заданными свойствами
максимальных подгрупп. Изв. высш. учеб. заведений. Математика, (1970, № 12,
97—102 (РЖМат, 1971, 7А211)

184. Сущанський В. I. (Сущанский В. И.), Вербальш шдгрупи силовських

р-шдгруп. скшченних симетричних груп. В1сник Кшв. ун-ту. Сер. мат.
i мех., 1970, № 12, 134—1411 (РЖМат, 1971, 6А206)

185. Сыскин С. А., Простые конечные группы 2-ранга 3 с разрешимыми
централизаторами инволюций. Алгебра и логика, 1971, 10, № 6, 668—709
(РЖМат, 1972, 9АА55)

186. —,0 конечных группах с разрешимыми централизаторами инволюций.
Алгебра и логика, 1971, 10, № 3, 329—347 (РЖМат, 1972, 1А320)

187. —, О дополняемости в конечных группах. Сиб. мат. ж., 197(1, 12, № 2,
477—480 (РЖМат, 1971, 9А152)

188. —, О конечных группах 2-ранга 3. Докл. АН СССР, 1973, 208, № 4,
782—784 (РЖМат, 1973, 7А207)

189. —, Замечание о слиянии 2-элементов в конечной группе. Алгебра и

логика, /1973, 12, № 3, 349—350 (РЖМат, 1974, 6А248)
190. —, О нормализаторах силовских 2-подгрупп. Всесоюзный

алгебраический симпозиум. Тезисы докладов. Гомель, 1975, 69
191. Тихоньких В. И., О л-композиционных подгруппах. Мат. зап.

Красноярск, гос. пед. ин-т, 1970, вып. 3, 36—42 (РЖМат, 1971, ЗА 185)
192. —, Конечные разрешимые группы с дистрибутивными структурами

квазинормальных подгрупп. Мат. зап. Красноярск, гос. пед. ин-т, (1970,
вып. 3, 87—91 (РЖМат, 1971, 4А170)

193. —, Разрешимые группы с дистрибутивными структурами я-квазинор-
мальных подгрупп. Тр. Зональн. объедин. мат. кафедр пед. ин-тов

Сибири, 1972, вып. 2, 83—86 (РЖМат, 1973, 12А198)
194. Трофимов П. И., К теории конечных неразрешимых групп.

(Редколлегия «Сиб. мат. ж.» АН* СССР). Новосибирск, 1974. 8 с, библиогр. 8 назв.

(Рукопись деп. в ВИНИТИ 16 окт. 1974 г., № 2691—74 Деп.) (РЖМат,
1975, ЗА277 Деп.)

195. Уначев X. Я., Нормализаторная вложимость подгрупп в конечных

группах. Сакартвелос ССР Мецниеребата Академиис моамбе. Сообщ.
АН ГрузССР, 1970, 59, № 3, 529—532 (РЖМат, 1971, 5А221)

196. —, Конечные группы, любая t-максимальная подгруппа которых
независима. Сиб. мат. ж., 1971, 12, № 4, 926—930 (РЖМат, 1971, Я1А224)

197. —, Конечные группы с одним классом зависимых подгрупп. Мат. зап.

Уральск, ун-т, 1971, 8, № 1, 95-4104 (РЖМат, 1972, 6А218)
198. —, Конечные группы, собственные подгруппы которых /°-группы. Уч.

зап. Кабардино-Балкар. ун-т, 1972, вып. 36, 175—176 (РЖМат, 1974,
ЗА138)
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H99. Устюжанинов А. Д., О конечных /7-группах, коммутант каждой
собственной подгруппы которых метациклический. Сиб. мат. ж., 1971, 12,
№ 4, 844—854 (РЖМат, 1971, 11А223)

200. —, Конечные 2-группы с тремя инволюциями. Сиб. мат. ж., 1972, 13,
№ 1, 182—197 (РЖМат, 1972, 5А201) .

201. —, Конечные 2-группы, каждая абелева инвариантная подгруппа

которых метациклическая. Ин-т мат. и мех. АН СССР. Свердловск, 1971,
42 е., библиогр. 12 назв., № 3391—71 Деп. (РЖМат, 1972, 2А273Деп.)

202. —, Конечные 2-группы, в которых множество самоцентрализующихся
абелевых инвариантных подгрупп с числом образующих !>3 пусто
(SCN3(2)= 0). Изв. АН СССР. Сер. мат., 1973, 37, № 2, 251—283
(РЖМат, 11973, 8А181)

203. —, Конечные 2-группы, порожденные точно тремя инволюциями.

Всесоюзный алгебраический симпозиум. Тезисы докладов. Гомель, 1975, 72
204. Фомин А. Н., О простых подгруппах симметрических групп подстановок

конечной степени. Алгебра и логика, 1972, И, № 6, 724—730 (РЖМат,
1973, 8А187)

205. —, Одно замечание о факторизуемых группах. Алгебра и логика, 1972,
И, № 5, 608—611 (РЖМат, 1973, 7А211)

206. —, Конечные 2-группы, в которых централизатор некоторой инволюции
имеет порядок 8. Мат. зап. Уральск, ун-т, 1973, 8, № 3, 122—132
(РЖМат, 1973, 9А209)

207.—, Некоторые числовые свойства конечных групп. Науч. тр. Свердл.
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УДК 519.48^

МОДУЛИ

Л. А. Скорняков, А. В. Михалев*

ВВЕДЕНИЕ

Настоящий обзор составлен по материалам реферативного
журнала Математика за 1972—1975 гг. и может

рассматриваться как продолжение обзоров [137—138, 106 и 112],
охватывающих материалы 1961^-1962, 1963—1965, 1966—1968 и 1969—

1971 гг. соответственно. В частности, при упоминании работ,
отраженных в этих обзорах, читатель, как правило, отсылается к

соответствующей обзорной статье. Ссылки на библиографию из

названных обзоров оформляются как [М62:000,-М65:000], [М68:
:000] и [М71:000] соответственно. Например, [М65:121] означает,

что имеется ввиду работа [121] из обзора [138], относящегося к

1963—1965 гг. Отметим еще посвященный кольцам

эндоморфизмов и структурам подмодулей обзор [104]. Отраженные в нем

материалы также не дублируются и цитируются как [КЭ:000].
Ссылка типа п. 3. 1 означает § 3 п. 1 настоящего обзора.

К большому сожалению авторов, стремительный рост числа

публикаций по модулям и органиченность объема обзора

вынудили нас сознательно оставить вне рассмотрения ряд важных

разделов, в которых модули играют существенную роль. В

первую очередь, это относится к коммутативной алгебре,
гомологической алгебре, алгебраической /(-теории, теории представлений
(групп, ассоциативных алгебр, порядков, алгебр Ли и т. п.),

модулям с полилинейными и квадратичными формами, теории

категорий. Субъективна линия размежевания с теорией колец,

которой предполагается посвятить обзор в следующем выпуске

«Итогов науки».
*

Авторы, к которым редакция обратилась с предложением написать

настоящий обзор, привлекли к работе В. Т. Маркова и Л. А. Койфмана. Их

вклад оказался значительным, за что авторы выражают им свою глубокую

благодарность. § 1 написан Л. А. Окорняковым, А. В. Михалевым, В. Т.

Марковым, Л. А. Койфманом; § 2 — Л. А. Койфманом; § 3—В. Т. Марковым;

§ 4 — А. В. Михалёвым; § 5 — Л. А. Скорняковым.
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Так, по традиции, в настоящий обзор включены

гомологическая классификация колец, а также локализации колец и

модулей (сюда входят и классические кольца частных, поскольку

граница с ними представляется слишком расплывчатой).
Вместе с тем, в обзор не вошли работы по теории колец, где

модули играют служебную роль. В первую очередь, это

относится к применению модулей в теории радикалов колец.
Мы вынуждены были также отказаться от включения

работ по кольцам эндоморфизмов и структурам подмодулей
модулей (надеемся, что эта тема, как и раньше, найдет
отражение в специальном обзоре). Что касается абелевых групп,
то в настоящий обзор включены лишь работы, имеющие

теоретико-модульное звучание. Заметим, что абелевым группам
посвящены специальные обзорные статьи (см. например, [111]).

Если не оговорено противное, основное кольцо обозначается

через R, все рассматриваемые кольца предполагают
ассоциативными и имеющими единицу, а модули

— левыми и

унитарными. Левыми, если не оговорено противное, считаются нётеро-
вость, артиновость и т. п. Слово «идеал» всегда означает

двусторонний идеал. Широко используются следующие обозначе-
шия:

^-Mod —категория всех /^-модулей,
~\\Аа — произведение (полная прямая сумма) модулей Аа,
\\_Аа—копроизведение (прямая сумма) модулей Аа,
А © В— копроизведение (прямая сумма) модулей А я В,
5 (М) —цоколь модуля М,
Z(M)—-сингулярный подмодуль модуля М,
М—инъективная оболочка модуля М9
End/? М—кольцо эндоморфизмов /^-модуля М,
Mn(R)— кольцо (пX#)-матриц над кольцом R,
L(M)—структура подмодулей модуля М,
J (R)—радикал Джекобсона кольца R,
U(R)— группа обратимых элементов кольца R,
Z, Q, R — кольца целых, рациональных и действительных

чисел,

15 | —мощность множества 5,
Id(/) = {г|г€/?» Ire:/} — идеализатор левого идеала /

кольца R,
Ann^S={r |гб/?» rS = 0} —аннулятор подмножества 5

^-модуля М.

§ 1. КАТЕГОРИЯ МОДУЛЕЙ

1.1. Книги, общие вопросы, приложения. За
рассматриваемый период появилось несколько учебников, уделяющих
значительное место теории модулей. Здесь можно назвать книги

Адамсона [174], Андерсона и Фуллера [196], Ауслендера и

Буксбаума [217], Норткотта [1050], Солиана [1306], Фейта
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|499], Третьим изданием вышла известная монографии Маклей-
на [923] (ср. [М68:26, 250]), появился русский перевод книги

Бурбаки [23], где уделено большое внимание плоским

модулям и локализациям, переизданы оба тома «Коммутативной
алгебры» Зарисского и Самюэля [1467]. В русском переводе
вышел первый том монографии Фукса [162] (ср. [М71:397])
по абелевым группам, где широко применяются
гомологические методы, а на английском опубликован ее второй том [554],
Попеску [1115] выпустил английский вариант своей книги

[М71:883]. Теоретико-модульные методы широко

используются в монографиях Козенса и Фейта [429], Рено [1166],
Хилтона и By [707]. Назовем также некоторые книги по теории
колец [167, 802—804, 1245] и по теории категорий [1095, 1114],
[1115, 1118]. Монографии [88, 216, 354, 356, 472, 594, 618, 948,
1015, 1262, 1316, 1390] посвящены тем или иным специальным

вопросам теории модулей и упоминаются в соответствующих

параграфах настоящего обзора. Теория модулей представлена
также в материалах ряда конференций и симпозиумов: [29—31,
1176—1181, 1186].

Теперь остановимся на некоторых результатах, для которых
не нашлось места в специализированных параграфах. Так,
Зильбер [1283], предполагая основное кольцо коммутативным,
рассматривал биортогональную систему <рь ..., <рл элементов

из Hom#(M, R) и доказал, что пКег<Рг£Кегср для некоторого
i

србНош/? (М, R) влечет за собой возможность выразить ср как

tp
= 2^/?i, где 'kfiR. С. Виганд [1440] построила аналог теории

Галуа для существенных расширений данного модуля.
Теоретико-модульный аналог известной теоремы Машке о групповых

алгебрах предложил Хартли [683]. Несколькими авторами рас-"
сматривалось понятие базисного подмодуля модуля над тем

или иным кольцом. Здесь можно назвать Л. Я. Куликова ([29],
стр. 148—149) —над коммутативным кольцом главных идеалов,

Юзуфуайя [1459]—над дедекиндовым кольцом, А. П. Ераски-
ну [61] — над кольцом дискретного нормирования. Уорфилд
[1419, 1422], С. Д. Берман и Н. И. Вишнякова ([26, 30],
стр. 290) предложили обобщение теоремы Ульма на случай
модуля над кольцом дискретного нормирования (см. также

11025]). И. 3. Розенкноп [125, 126] опубликовал
доказательства анонсированных ранее результатов [М71:79] о модулях
над кольцом многочленов. Модули над кольцом многочленов с

коэффициентами из коммутативного нётерова кольца

рассматривали Айзенбуд и Ивенс [478], а модули над кольцом Кру-
ля — Джебли [776].

Далее естественно рассмотреть классы модулей, не

вошедшие в специализированные разделы. Начнем с классов,

введенных по аналогии с некоторыми классами колец. Так, серия
работ Филдхауза [519, 521, 525, 529] посвящена регулярным
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модулям, т. е. таким модулям М, что для любого подмодуля
AQM и любого правого модуля D последовательность (Н-
->D®A-*D8M точна. Из полученных результатов отметим

утверждение об изоморфизме проективного регулярного
модуля прямой сумме регулярных левых идеалов, порожденных
идемпотентами, а также инвариантность класса регулярных
модулей относительно перехода к пределу прямого спектра
(см. также [1136] и [104, стр 57—58]). А. В. Андрунакиевич
[8] определял слабо неймановский модуль как такой модуль

М, что для любых X б /? и а(*М при некотором g б RKR
справедливо равенство £Ал=Ал. Класс слабо неймановских
модулей содержит все простые модули и используется
для определения радикала Джекобсона. Полупервичным
называется такой модуль Af, что для каждого ненулевого
a QM найдется гомоморфизм f:M—+R, удовлетворяющий
условию f(a)a¥=0. Зельманович [1470] доказал, что
полупервичный артинов модуль изоморфен конечной прямой
сумме минимальных левых идеалов, порожденных
идемпотентами. Николя [1039] —[1041] (см. также [М71:829])
рассматривала факториальные модули над коммутативной областью
целостности, являющиеся аналогом факториальных колец и в

ряде случаев совпадающие с рефлексивными модулями.
Факториальные модули над кольцом дискретного нормирования

—

это модули без кручения, не содержащие элементов
бесконечной высоты.

Обращаясь к другим классам модулей, отметим

рассматривавшиеся Флёри [537] пустотелые модули, т. е. модули, все

собственные подмодули которых малы. В частности, оказалось, что

каждый конечно порожденный пустотелый модуль изоморфен
фактормодулю R/L, где левый идеал L содержится в таком
левом идеале Я, что RX-\-L=R для всех Л(Е Я. Салль [1240]
продолжил исследование модулей, являющихся существенным
расширением своего цоколя (ср. [М71:975]). Этому же вопросу
посвящена работа Тивари и Пандея [1370]. Рибенбойм [1170]
рассматривал конструктивные модули над коммутативной
областью целостности, определяемые наличием конечного ряда,

факторы которого суть циклические модули с конечно

порожденными аннуляторами. Н. И. Вишнякова ([30], стр. 290),
рассматривая модули над ненётеровыми кольцами нормирования,
охарактеризовала точные модули, все конечно порожденные
подмодули которых циклические, а хотя бы один из них свободен.

Отметим, что в некоторых работах рассматривались модули
над неассоциативными кольцами. Так, К. А. Жевлаков [62],
рассматривая представление альтернативных колец, показал,
что радикал Джекобсона альтернативного кольца совпадает с

пересечением ядер неприводимых представлений. Для йордано-
вых алгебр подобные результаты получил Осборн [1079], а для

алгебр, принадлежащих некоторым другим многообразиям,
А. М. Слинько и И. П. Шестаков [144]. Кроме того, следует
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назвать многочисленные, но не рассматриваемые нами, работы
по представлениям алгебр Ли.

Далее рассмотрим работы, касающиеся свойств категории
модулей и ее подкатегорий. Харада, Канбара [681] и Тачикава

[1348] рассматривали категорию ф всех проективных
R-модулей. Тачикава, в частности, установил эквивалентность

следующих свойств: (1) ф —категория Гротендика; (2) /? —полу-
примарное QF-3 кольцо, dom.dim.#<2 и l.gl.dlm./?<2;
(3) R— полупримарное QF-3 кольцо, содержащее точный

минимальный правый идеал eR, где е2 = е, R^EndeReeR и eRe—

артиново слева кольцо с конечным числом конечно

порожденных неразложимых левых е/?е-модулей, причем каждый из них

встречается как одно из прямых слагаемых е/?е-модуля eR.
Исследования Харады и Канбары позволили получить в

качестве следствий многие из известных ранее результатов

{см. [М65:51, М68:51, М71:972, М71:485]). Факторкатегория
категории ф по ее радикалу (см. РЖМат, 1972, 1А560)
оказалась вполне приводимой С3-категорией тогда и только тогда, ког-,

да кольцо R совершенно. Радикал категории всех /^-модулей
совпадает с классом всех морфизмов /:Р->Р' таких, что Р

и Р' проектйвны, а подмодуль Im/ мал в Р'. По поводу

подкатегорий категории модулей, рассматривавшихся в связи

с разложением в прямую сумму, см. п. 2. Некоторые свойства

категории модулей над групповым кольцом конечной группы

^установил Грин [630]. Фахруддин [502] рассматривал категорию
0Л модулей без кручения конечного ранга над кольцом дискрет-

'
ного нормирования R. Композиционные ряды в Ж —это ряды

с факторами ранга 1. Доказывается, что эквивалентность

композиционных рядов модулей А и В равносильна наличию

изоморфизма A®R ~B®R, где R — непосредственное расшире.
ние кольца R. Страттон [1327] исследует аналогичный вопро
в теоретико-модульном аспекте. Фуллер [561] указал на

интересные связи между эквивалентностями некоторых

подкатегорий категории модулей и теоремой плотности. Н. И. Вишнякова

и Г. К. Кладов [27] описывают инъективные объекты в

некоторой подкатегории категории модулей над весьма специальным

кольцом. К. Уокер [1411] рассматривает категорию,
объектами которой служат все абелевы группы без кручения, а мор-

физмы выбраны так, что изоморфизмами оказываются так

называемые локальные квазиизоморфизмы. Устанавливается, что

проективными объектами этой категории служат группы без

кручения, локально изоморфные свободным, и только они. Ак

[646, 647] изучает свойства категории модулей вида R/Ra, где

ОФа QR. Огус и Бергман [1061] назвали функтор F: #-Mod—>

-> i?-Mod, где R — коммутативное кольцо, линейным, если

гомоморфизм ^-модуля Нотн(Л, В) в \\отп(Р(А), Е(В))
оказывается модульным. Ими установлен ряд свойств полуточных
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линейных функторов, которые можно рассматривать как обоб-
щение леммы Накаямы. В частности, если R нётерово и F(Rf

'

/m)=0 для всех максимальных идеалов m кольца R, то F = 0S^
С категорией все^ модулей над всеми кольцами связаны иссле-

и

дования Е. Л. Горбачука [34] и Г. Г. Эмина [170].
Рассмотрение работ, касающихся функторов Нот, ®, Ext -

и Тог, начнем с исследований Уебба [1427], заметившего, что*

естественный гомоморфизм /:Л®#| |ZJa->| \A0RBa оказы-
ос а

вается изоморфизмом (эпиморфизмом) тогда и только тогда,
когда А конечно порожден (конечно связан), и что

/—мономорфизм, если /? —дедекиндова область и все модули Ва
плоские. Свойства модуля Л, достаточные для того, чтобы
/ являлся мономорфизмом, изучал Гудёрл [603]. Хайн [695]

. называл контравариантный функтор F:/?-Mod->3(# обращаю*
щим, если для всякого направленного множества /^-модулей
{Ва} естественный гомоморфизм F(limBa)->UmF(Ba) является

изоморфизмом, и выяснил, когда этим свойством обладает
функтор Ext^( —, Л). Это, в частности, имеет место для всех

я, если R коммутативно, а Л —модуль конечной длины. При
некоторых ограничениях на кольцо /? обращаемость функтора
Ext^(-—,/?) равносильна тому, что /? обладает
двойственностью Мориты. Полученные результаты используются для
нахождения условий обращения Ext в нуль. Л. Я. Куликов
[91] и Албу [182] также указали некоторые условия
обращения в нуль функторов Ext и Тог. Макконнел и Робсон [959]
рассматривали модули над алгеброй Вейля (т. е. алгеброй с .<

образующими х и у, связанными соотношением ху
— ух--=Х)

и получили ряд результатов, касающихся групп Нот#(Л, В)
и Ех^(Л, В), где Л и В — простые модули. Кон [409]
отметил, что функтор Ext^(—,/?) осуществляет 'двойственность

между связанными правыми модулями (модуль М называется
связанным, если Hom#(M, R)= 0) проективной размерности не
выше 1 и левыми /^-модулями с тем же свойством. Связанные в

этом смысле модули ранее рассматривал Ишебек (РЖМат, 1972,
2А536), исследовавший двойственность между функторами
Ext и Тог. Анализируя ошибку Ротмана [М71:954], Гриффите

'*

[634—635] исследовал вопрос об описании функторов, пред-
ставимых в форме Нот#(Л, —)©Ех^(5, —), где Л и В—

фиксированные модули.

Теперь остановимся на вопросах, касающихся решения
систем линейных уравнений с коэффициентами из некоторого
кольца. Пусть Л —модуль над /?, Лл—прямая сумма п его

экземпляров и U—(mX/г)-матрица над /?. Если для каждого
я-мерного столбца I с компонентами из R положить <р(£) = Uh
то естественным образом можно рассматривать <р как гомо-
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морфизм из Ап в Ат. Дарбо [443] трактует задачу решения
системы £/£= 0 как отыскание ядра гомоморфизма ср.

Ограничиваясь модулями над коммутативной областью главных

идеалов, он рассматривает две величины, связанные с

системой: ранг модуля Кег ср (напомним, что он в рассматриваемом,

случае свободен) и длину модуля Torf(Coker <p> Л), используя

которые дает некоторое описание искомого ядра. Несколько

позже Молфино [988] отметила, что в случае делимого модули Л

вышеупомянутые величины являются инвариантами системы

уравнений. Боэро [318, 319] распространил результаты Дарбо
на более широкий класс коммутативных областей целостности.

Применение результатов Дарбо и Боэро к случаю колец

дифференциальных многочленов дает описание решений однородных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами
(см. [318, 443, 1405]). М. М. Дрогомыжская [45] доказала

теорему о зависимости числа линейно независимых решений
системы над кольцом Оре от ее ранга. Камион, Леви и Манн

[375] и Г. Б. Клейнер [84] исследовали условия разрешимости

неоднородной системы линейных уравнений над

коммутативным кольцом. Берж [265] исследовал свойства множества

решений уравнения (2V)*= 2?w-a;, где X; принадлежат некоторому

подмножеству кольца R, щ-^- некоторому подмножеству дан-

ного ^-модуля и 2Яг-#0.

Завершим настоящий раздел рассмотрением
теоретико-модульных вопросов, связанных с теорией автоматов. Пусть R —

кольцо, а символ О означает тензорное произведение модулей
или их прямую сумму. В первом случае кольцо R

предполагается коммутативным. Под модульным автоматом понимается

система ([/, S, В, ср, g), где I/, S и В—/^-модули, а ср и I —

модульные гомоморфизмы из UOS в 5 и В соответственно.

Элементы модуля 5 называются состояниями автомата. Если

отмечено начальное состояние s0, то автомат называется

инициальным. Достижимость инициального автомата означает, что,

«подавая подходящие входные сигналы» (т. е. выбирая
элементы из £/), можно от s0 перейти к любому другому состоянию.

Наблюдаемость означает, что любые два состояния можно

различить, подавая входные сигналы и наблюдая за элементами,.

возникающими на выходе В. Если g — гомоморфизм из 5 в В,
то мы приходим к определению автомата Мили. Если О = ®[ = Ф],
то, для краткости, будем называть автомат тензорным

(прямым). Исследованию тензорных автоматов посвящена часть В

книги Будаха и Хёнке [335]. Полагая as=<p(a®s) и далее по

индукции (щ ®...® un)s = y(tii ® ф((и2 ®... ® un)s))f
превращаем абелеву группу 5 в правый модуль над тензорной

алгеброй T(U) модуля U. Множество {slsgS, <?(и ® (щ ® ...®un)s) =
= 0 для всех u£U и щ® . . .<2>un£T(U)} оказывается

подмодулем T(U)-модуля 5 и называется редунданцем рассматриваем
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мого автомата. На редунданц можно смотреть как функтора
производные которого изучаются. Описывается конструкция, по*

зволяющая, задав коммутативное кольцо, поставить в соответ■■',
ствие каждому теоретико-множественному автомату модульный^
автомат с тем же самым редунданцем, что используется для*

решения проблемы минимизации. Рассматривается продолжи-,
тельность жизни автомата, определяемая как наименьшая дли->

на входных слов, аннулирующих все состояния. В работе Брун<>
нера и Хаммана [352] исследуется поведение редунданца при,~
последовательном соединении автоматов. Прямые автоматы,

для случая, когда 7? —поле, рассматривались еще в ч. IV мо-^
нографии Калмана, Фалба и Арбиба [73]. Этому же вопросу;
посвящена монография Экера [472]. Экер и Рашек [473]
касались представления событий в таких автоматах. Арбиб и г

Цейгер [200], считая R произвольным коммутативным кольцом,'
определили автомат, двойственный данному инициальному ав-'

томату Мили, как систему

(£/, Hom*(S, В) В, ?+, %\ £),

где ср+(#, f)(s) = f{y(u, s)), a £+(/) = /(s0), и установили, что:
этот автомат наблюдаем тогда и только тогда, когда

исходный автомат достижим. Рошало и Виман [1217] перенесли на)
общий случай определение автоматного отображения из вы-;,
шеупомянутой монографии [73] и доказали, что реализируе-:
мость такого отображения автоматом над коммутативной
областью целостности вытекает из его реализуемости авто-\

матом над полем частных. Реализуемость автоматных отоб-

ражений в весьма общем аспекте рассматривал Л. А.
Скорняков [143], Несколько иной взгляд на линейные автоматы и ;

автоматные отображения проводится Ю. А. Альпиным и

Р. Г. Бихарёвым [6]. • Они понимают под линейным автоматом

систему (£/, 5, 8, X), где U—множество, 5 —пространство
над полем Я, 8 —отображение из U в кольцо EndpS и X —

линейный функционал из S в Р. Отображение 8

естественным образом распространяется на полугруппу % слов в :

алфавите U. Автоматное отображение ср получаем, фиксируя
{

s(*S и полагая ср (а) = X (8 (и) (s)) для всех и(*Щ. Заметим в

заключение, что теория тензорных и прямых автоматов
•

объединяется в рамках теории автоматов над кронеке-
ровыми категориями (см. [199, 355, 381, 942]). Некоторые
вопросы алгебраической теории теоретико-множественных ав-с
томатов рассматриваются в § 5.

1.2. Свойства прямых сумм. Будем говорить, что под-!

модуль А модуля М козаменяем относительно разложения*.
М= \ \Са, если равенство М= А@'В влечет существование,?

таких подмодулей Са£Са, что M^A®(\jC'a\ Если ненуле-|
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вые Са можно выбрать равными Са, то подмодуль А

называется дополняемым. В случае, когда Са неразложимы,

поскольку для каждого С« =^=0 имеем Са=СаПМ^
^Са® (Сап(А® (\JC$\\\ всегда оказывается Са=Са. Таким

образом, в этом случае козаменяемость и дополняемость подмо- »

дуля Л равносильны. Высказанные определения идут от Кроули
и Ионсона [431]. Подмодуль А модуля М называется

(конечно) козаменяемым, если он козаменяем относительно любого

(конечного) разложения модуля М в прямую сумму. Модуль А
назовем (конечно) козаменяемым, если он (конечно)
козаменяем в любом содержащем его модуле. Уорфилд [1416]
доказал, что неразложимый модуль козаменяем тогда и только

тогда, когда он вполне неразложим, т. е. его кольцо

эндоморфизмов локально. В другой его работе [1420] отмечается, что

из козаменяемости модуля R вытекает возможность

представить любой проективный 7?-модуль в виде прямой суммы
левых идеалов, порожденных идемпотентами. Он же доказал, что

модуль Л конечно заменяем в том и только том случае, когда
козаменяемо кольцо EndRA. В той же работе установлено, что

R козаменяемо, если для всякого х£ R найдется e2 = e(<R такой,
что Rx-fJ(R) =Re+J(R). Монк [992] привел пример,
показывающий, что это условие не является необходимым. Им же

указаны свойства кольца EndRAy равносильные конечной
козаменяемости модуля Л. Андерсон и Фуллер [195] остановились на

исследовании разложения модуля М в прямую сумму
неразложимых модулей, относительно которого козаменяемы все

прямые слагаемые модуля М. Оказалось, что наличие такого

разложения у каждого инъективного /?-модуля равносильно нёте-

ровости кольца R. Совершенность кольца R равносильна
наличию такого разложения у каждого проективного ^-модуля, а

левая артиновость—как у инъективных, так и у проективных

/^-модулей. В том же духе характеризуются и полусовершенные
кольца. Ямагата [1455] обобщил эти результаты, заменив

кольцо прямой суммой неразложимых проективных модулей с

локальными кольцами эндоморфизмов. Несколько позже Фуллер
[560] доказал, что над обобщенно однорядным кольцом

каждый модуль допускает разложение, относительно которого
дополняемы все прямые слагаемые. Тачикава [1348], Фуллер и

Райтен [562] установили, что каждый правый и каждый
левый jR-модули разлагаются в прямую сумму неразложимых
подмодулей, относительно которой козаменяемы все прямые
слагаемые, в том и только в том случае, когда R допускает лишь

конечное число неразложимых конечно порожденных модулей;
В работе Рингеля и Тачикавы [1185] доказано, что над арти-
новым кольцом, допускающим лишь конечное число конечно

порожденных неразложимых модулей, каждый неразложимый
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модуль конечно порожден и всякий модуль разлагается в

прямую сумму неразложимых.
Исследования, касающиеся козаменяемости относительнее

разложения в прямую сумму неразложимых слагаемых, ведут

двое начало от известной теоретико-структурной теоремы

Оре и связанной с именами Веддербарна, Круля, Ремака и

Шмидта. В 1950 г. Адзумайя предложил следующий вариант

этого результата: если \±Ма==\Ш&, где Ма и Н^— вполне

разложимые модули, то для любого конечного множества

ф„, .. .УН§\ найдется такое конечное множество {Afai, ...

Если отказаться от условия конечности выбираемого
множества слагаемых //р , то, как показал Канбара [801],
справедливость аналогичного утверждения равносильна локальной

Г-нйльпотентности системы {Ма} (т. е. какова бы ни была

счетная последовательность УИа1, Л1а,-.-. различных слагаемых

и гомоморфизмов fi'-Mai-+Mai+1i не являющихся

изоморфизмами, для каждого х(*Ма1 найдется такой номер п, что

/«•••A/iW-OJ* Ямагата [1454] доказал, что справедливость

такого обобщенного варианта теоремы Круля---Ремака—

Шмидта —Адзумайя для любого разложения с инъективными

неразложимыми слагаемыми равносильна условию
максимальности для П -неприводимых левых идеалов кольца /?.
Отметим результаты Эллигера [482]: если А®В=. ДС , где Cd—

вполне неразложимые конечно порожденные модули, то

найдутся разбиение Q= 2'U 2" и автоморфизм ср модуля М такие*

что Л = ср»'Д СМ и В = у(\±С\; Уорфилда [1417]: если

М= ЦМа, где Ма—неразложимые инъективные модули и Q—

/\
инъективный подмодуль в М, то M=Q® I Д МЛ для

некоторого подмножества 2'с2; Конлона ([М71:283], [415]): если

М^Жо^/ДМ^^Яое/ДЯру где Ма и #р— вполне

неразложимы, а М0 и Я0 не содержат вполне неразложимых прямых
слагаемых модуля М, то, каков бы ни был вполне разложи^
мый подмодуль U модуля М, мощности множеств слагаемых,

входящих в каждое из указанных выше разложений и

изоморфных модулю U, совпадают. Некоторые обобщения теоремы

Круля—Ремака—Шмидта для довольно узкого класса колец

рассматривал Симис [1287]. Амин [192] указал, что эта

теорема не имеет места, если R является неполным кольцом диск^

р.етноЕО нормирования. Отметим так^ке обобщение теоремы

6$;

Кашшнского о прямом слагаемом прямой суммы счетно-порож*
денных модулей, предложенное Пирсом [1108]. Леви и Робеет

п

[903] исследовали, когда эпиморфизм ср-.ДР^-^^/, где Pt про-

ективны, U/tadU разлагается в конечную прямую сумму

неприводимых модулей и £/=»Д £/it влечет существование
i—1

п

такого разложения Р= ЦР|, что Р\^РЬ и y(P'i) = Ui.

Полученные результаты применяются к исследованию эквивалент*

ности матриц над JR.

Харада и Саи ([М71 :484, 485]; [680]) разработали теорети-
ко-категорный подход к исследованию вопросов, связанных с

теоремой Круля—Ремака—Шмидта —Адзумайя. Они выделили
в категории i?-Mod полные подкатегории < 3R > и < 3R) ^
объектами которых служат всевозможные, соответственно,
конечные прямые суммы модулей из данного семейства вполне

неразложимых модулей, и доказали, что факторкатегор'ия
каждой из этих категорий йо радикалу, понимаемому как

идеал, высекающий радикал Джекобсона на каждом из колец

Епс1#Л, вполне приводимая категория Гротендика. Поскольку
в такой категории доказать теорему Круля —Ремака—Шмид*
та —Адзумайя легко, то остается лишь «поднять»

соответствующее разложение по модулю радикала, что в случае
категории < SR > f, где 5К—объединение множеств слагаемых обоих

разложений, осуществляется без труда. Категория <3R)
используется для получения обобщения теоремы Круля
—Ремака—Шмидта—Адзумайя на случай произвольного множества

слагаемых, где играет роль уже упоминавшееся понятие

локальной Г-нильпотентности. Используя эти идеи, Харада [673]
доказал, что всякий (конечно порожденный) квазипроективный
модуль над (полу-) совершенным кольцом разлагаетсй в прямую
сумму- вполне разложимых модулей и для таких разложений
верна теорема Круля —Ремака —Шмидта —Адзумайя. Он -же

[676] отметил, что в этих рассмотрениях категория модулей
может быть заменена категорией Гротендика с множеством

малых образующих, где объект Л называется малым, если
Нот (Л, ДЛа)^ДНот(Л, Ла). В работе К. Уокер [1411] рас-

а а

сматривалось теоретико-категорное обобщение результатов
Фукса и Вильоэна [556] о так называемых квазипрямых
разложениях абелевых групп.

Очевидно, что козаменяемость модуля относительно
разложения в прямую сумму неразложимых модулей влечет его раз-
ложйЩсть в прямую сумму некоторых слагаемых ис^од^ш
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модуля. В этой связи интересен результат Харады [672],
доказавшего, что локальная Г-нильпотентность системы

неразложимых слагаемых модуля равносильна разложению в

прямую сумму неразложимых подмодулей любого прямого
слагаемого этого модуля. Особое внимание привлек част-

_ный случай этой задачи, известный как проблема Мат-

лйса
'

(943]: разлагается ли в прямую сумму
неразложимых модулей прямое слагаемое прямой суммы
неразложимых инъективных модулей? Калон [800] доказал, что

ответ положителен, если подмодуль инъективен, или сумма
квазиинъективна, или ее сингулярный подмодуль равен
нулю. Положительный ответ для случая, когда равен нулю
сингулярный подмодуль прямого слагаемого, а также для случая,
когда R удовлетворяет условию максимальности для Л
"Неприводимых или существенных левых идеалов, получил Ямагата

[1453—1454]. Первый из его результатов, а также результаты
Калона, были передоказаны Харадой [675] с использованием

упоминавшейся выше категории. Положительный ответ для

некоторых других частных случаев имелся у Фейта и Уокера
[М68:138]. Отметим результат Уорфилда [М71:1141] о наличии

изоморфных продолжений у любых двух разложений инъектив-

ного модуля в прямую сумму. Некоторые свойства прямой сум-
/\

} мы некоторого множества экземпляров модулей вида R/P
установил Харуи [687].

Другой вариант свойства замены рассматривал Фукс'[548].
Он говорит, что модуль А обладает свойством замены, если из

равенств M=Ai®B=A2®C, где А\ и А2 изоморфны А, вытекает,

что M=D®B=D® С для некоторого Д и предложил критерий
свойства замены, особенно удобный для квазипроективных

модулей. В частности, модуль R обладает свойством замены, если

R/J(R) артиново.

Скажем, что модуль А обладает свойством сокращения, если

Лф£=~-А®С влечет В^С. Уорфилд [М7Г. 1140] доказал

справедливость этой импликации для случая, когда EndRA локально.

Фукс [550] отметил, что она имеет место для квазиинъективных

модулей, все подмодули которых проективны. Свойства

сокращения модулей над коммутативными кольцами рассматривали

Айзенбуд и Ивенс [478, 490], -а также Сето [1344]. Ивенс [490],
в частности, привел пример невыполнения теоремы о

единственности разложения в конечную прямую сумму неразложимых

модулей. Фукс [549] отметил, что существуют абелевы группы

€0 сколь угодно большим числом «нарушителей» этой

теоремы. Сюда же относятся более ранние результаты Васконселоса

[1380, 1381]. Со свойством сокращения оказался связанным

вопрос о единственности кольца коэффициентов для кольца

многочленов (см. РЖМат, 1973, 7А377). Хольцзагер и Галахан

[718] выясняли, когда А^В+С и BozA®D влечет А^В*

Положительный ответ получен в следующих случаях: а) А и В ко-
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нечно порождены и каждое примитивное факторкольцо кольца
R нетерово; б) А и В — свободные модули бесконечного ранга;
в) R совершенно, а Л и В проективны (см. также [1199]).
Вильяме [1446] рассматривал такой объект Л абелевой

категории, что Л =£0 С влечет А~А®В. Отношения Л —В на классе

модулей, задаваемые условиями: А®Р'^В®Р" для некоторых

проективных модулей Р' и Р", исследовал Райн [1175]. В
заключение отметим работы Фукса [552], Аббея и Диксона [172],
где предлагаются конструкции, позволяющие получать
неразложимые модули, большие в том или ином смысле. Наличие

большого числа неразложимых модулей над некоторыми
кольцами треугольных матриц установила Бреннер [333].
Сохранение свойства выделяемое™ в качестве прямого слагаемого при
замене колец исследовал в весьма частном случае Роггенкамп

[1203]. Харуи [684] занимался разложением модуля в прямую
сумму однородных. Фрицше [546] предложил
теоретико-структурное обобщение теоремы о разложении ограниченной абелевой

группы в прямую сумму циклических. Расщепляемость модулей
над кольцом дискретного нормирования исследовал Страттон
[1327—1330]. Изучение прямых произведений методами
математической логики продолжил Олин ([1066]; ср. [М 71:18]).

1.3. Модули с условиями конечности. В книге Матлиса [948]
излагается структурная теория артиновых модулей над
нётеровым (коммутативным), кольцом Козна — Макколея. Изучение
их основано на том, что любой артинов модуль .над таким

кольцом разлагается в прямую сумму модуля конечной длины и

делимого модуля. Албу [182] исследовал строение артиновых
инъективных модулей над дедекиндовьши кольцами,

^/-кольцами, однородными кольцами. Фишер [529] показал,, что

проективный (инъективный) артинов (нётеров) модуль, це обязан
быть нётеровым (артиновым.). Подобные примеры построили
также Миллер и Тернидж [980]. Харуи [685]; исследовал

вопрос -о. существовании конечно порожденного инъекуйвного
модуля без кручения в смысле Леви ([М71:71], Стр. 105) над

коммутативным кольцом. Мюллер [1007] описал неразложимые

модули над некоторыми артиновыми кольцами. . ,

Изучая конечно порожденные, и инъективныё. модулц над

нётеровым вполне ограниченным кольцом 7?, Ятегаонкар [770J
в качестве следствия показал, что ГуЛ (/?)?*—О; Форманек [539]

доказал нётеровость некоторых точных модулей над
коммутативным кольцом. Некоторое обобщение теоремы Айзенбуда
[М71:356] о спуске нётеровости содержится в работе Ятега*
онкара: и Форманека [541]. Цинк [1474] изучает модули над

коммутативным кольцом, нётеровы относительно плотной под^

категории в jR-Mod, Е. Ш. Керер [78] —модули над;кольцом
главных идеалов, Бриан [353] — конечные модули над кодеч*
ным кольцом. Сюда же примыкает элементарная работе [57%
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Хед [693] привел пример булева кольца Л мощности» Я*
и максимального идеала М такого, что Нот#(Л4 —). состав

вдет прямые суммы* но М не Н0-порожден. Ософская [1085]
рассматривала прямые пределы N-порожденных модулей. Здесь
ж& отметим работу Экдофа [48IJ* А. М* Попова [122]
построила алгоритм для нахождения определяющих соотношений

некоторых конечно порожденных модулей.
Кирби [820} указал критерий артиновости градуированного

модуля, Лантан [869] исследовал локально конечные модули

над коммутативным кольцом (т. е. переходящие в конечно

порожденные при локализации по любому максимальному щдеа-

лу). Маноха [929] рассматривал обобщение размерности Голди,

Флёри [538]—двойственную конструкцию, Хонган [719} — ранг

модуля М, равный qlpy где MW^RW, Рибенбойм [П70] —

функции длины со значениями в любой вполне упорядоченной
абелевой группе, определенные на некотором классе конечно

порожденных модулей. Кон [836] доказал, что для любого

конечно порожденного модуля М над коммутативным кольцом

R найдется идеал /, порожденный не более чем тремя
элементами, такой, что рг. dimR/I~pr. dim M.

Онодера §1075, 1077] и Фахруддин [505] научали коконечно

порожденные модули (модуль М называется коконечнсг

порожденным, если из любого семейства подмодулей в М с нулевым

пересечением можно выбрать конечное подмножество с

нулевым пересечением).
Грёльц [637] привел обобщение леммы Накаямы. Видаль

[1393—1394] исследовал свойства таких ^-модулей М, что

M/J(R)M — конечно порожденный модуль. Робинсон [1191]
рассматривал гиперцентральные идеалы в кольцах (по аналогии

с группами). Брюер и Монтгомери [338] показали, например,
что если R[x]/I, где /—идеал в R[x], есть свободный или

конечно порожденный проективный /?-модулъ, то /—главный

левый идеал в R[x]. Ру [1225] изучал вопрос о симметрии
левой и правой длины простого кольца над своим простым под-

кольцом, С. Б. Миховски [ПО]—свободные скрещенные бтак>

дули конечного ранга. Размерности простых /?~модулей над

©сановным полем к, где R—kG—~ групповое кольцо, исследовал
РЪуз&лейд [1213].

Отмеш*!, что в работах [40, 85, 491—492,, 479, 1437]
содержатся сведения о системах образующих в модулях.

Чшш* и Камбн [397] изучали тестовые модули (модуль М
шшнаезгеж тестовым*,, если из того,, что Нош#(Х(а), Щт,
^Шощ^рС^А^И для любого кардинала аь выпекает, чшЖ—

мшшЖ объект? в кшяшорииг модулей (см. §: 1, ш %
Показано, что модуль -/If является тестовым тогда ш тШыт

ттш* штт Hom^pf, ЩфО для любого ненулевого) тш>

7©

1.4. Проективные и плоские модули. К>к й в предыдущем

обзоре [М71], вне рассмотрения остались работы по

проективным модулям, существенно связанные с алгебраической K-^teo-

рией. Исключение составляют работы, касающиеся проблемы

Серра или примыкающие к ней. О свойствах проективных и

плоских модулей, связанных с локализациями й кручениями см.§3.

Первыми успехами в решении проблемы Серра дли И—3

добились Л. Н. Вассерштейн и А. А. Суслйн [24], показавшие,
чТ6 все проективные модули над коЛьцОм К[хи •

.., *п]
многочленов над полем К свободны, если: 1) tt=^3; либо 2) fi~4

и char K¥*2; либо 3) п —5 и К— алгебраическое расширение
конечного поля. Их результаты изложены в Докладе Бас!са

{241]. Решение этой же проблемы для я = 3 и алгебраически

замкнутого поля независимо нашли МуртыиТаубер [1013]. Лазар

|881] питался решить ее с помощью ЭВМ (для я=3 и \К\—2).
В настоящее время Квиллен [1128] и А. А. Суслйн [146]
полностью решили проблему Серра, дав утвердительный
ответ на йее для всех К и любых п. Доказательство
Л. Н. Вассерштейна и А. А. Суёлина [24]
существенно опираемся на работу второго Автора [145], в

которой известная бЦекка Серра Модуля проективности
кольца К[хи ...... хп] понижена вдвое для бесконечйогойоляК.

Суой [1334] перенес этот результат на кольца В[ки ..., хп),
где Д-^рёгулй^ная аффййная алгебра нйд полем К и \К\> Й о.

Оценйё модули прбекФивностй р&зличйЬх кУМц йдёвяЩййМ

работы [1286—1287]. В [47?—479, 491] развита тёхйика,

позволяющая распространить на конечно порождённые Модули
над конечно порожденными алгебрами над коммутативные
кольцом с нётеровым максимальным спектром теорему Серра
о модуле проективности, теорему Басса о сокращении и

стабильном ранге колец и упростить их доказательства. Там Же

усиливается теорема Бурбаки о том, что любой конечно

порожденный Модуль без кручения над нётеровым целозаМк-

нутьШ кольцом есть расширение идеала кольца с помощью

свободного подмодуля. В [492J установлено, что в классе

нётёровых колец верно и обратное, а в [40] теорема Бурбакй
распространяется на кольца Крулля. В [1335J исследуется

вопрос о свободе конечно порожденных проективных^
[^-модулей А для которых свободен модуль ^[х,х'1\^>щх^Р. Любой

такой модуль стабильно свободен {1334]. Работы [564*] [578]
связаны с нахождением свободных прямых слагаемых

некоторых проективных модулей. Интересный факт отмечен в [10б6]:
если D —- некоммутативное тело* что в D[x> у) имеются

несвободные проективные идеалы. Кольца, над которыми всё

проективные модули конечного типа свободны, встретились

в [327> 5ttf 134§|^ Так, ёказалоеь^ что в этот класс входят

кольца многочленой R[x) над кольцами $ специальных

главных идеалов [577]. Отрицательный ответ на вопрос Басса
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получил Роберте [1190], показав, что если R — кольцо Крулля,
либо нётерово со связным спектром размерности >0, то для

любого п над проективной прямой над R существует
неразложимое расслоение ранга п, не имеющее вида Р®0 (м), где
Р — проективный модуль конечного ранга. Представимость
проективных модулей над вещественным аффинным кольцом
с компактным множеством X вещественных точек, как

расслоенных пространств на X, установлена в [489]. Лазар [882]
характеризует коммутативные кольца R, над которыми любой

проективный модуль Р имеет постоянный ранг (т. е. dim P/S01P
одна и та же для всех Ш вМ. Spec/?). Айзенрайх [480] обобщил
на коммутативные нётеровы кольца ряд своих результатов

[М71:341] о подмодулях свободного модуля конечного ранга
над кольцами многочленов. Нахождением критериев (в
терминах матриц) свободны и отщепляемости прямым слагаемым

конечно порожденного подмодуля свободного модуля над

коммутативной областью занимался И. 3. Розенкноп [124, 126],,
(ср. М71:79). В [910] на множестве Ф всех прямых слагаемых

ранга 1 свободного модуля ранга 2 над полулокальным
кольцом R определяется двойное отношение, причем всякое

отображение множества Ф на себя, сохраняющее это отношение*

задается полулинейным отображением. Конечно порожденные
проективные модули над дедекиндовым кольцом изучались
в [414]. Пусть R — коммутативное кольцо, B(R)—булева
алгебра его идемпотентов^ Rx—RJxR, x^SpecB (R). Если все

проективные /^-модули свободны для всех х, то любой

конечно порожденный проективный 7?-модуль Р имеет вид
п п

\ I Реи где efiB{R), R— J_\_ Rei и Pei — свободные jR^-модули
£-1

[1345]. Кроме того, для конечно порожденных проективных

модулей над центральными сепарабельными 7?-алгебрами
справедлива теорема о сокращении. В [1342—1343] при иных

условиях на кольца Rx для этих же алгебр доказана конечность

числа классов проективных модулей конечного типа. В [1395]
расклассифицированы наследственные порядки в

конечномерном теле над Q со свойствами сокращения. О свойствах

проективных решеток над квазибассовыми порядками см. [51].
Полугруппу конечно порожденных проективных модулей над копро-
изведением колец изучал Бергман [269]. Там же-показано, как,

присоединяя к алгебре R над полем образующие и

соотношения ненулевых конечно порожденных проективных 7?-модулей
Р и Q, можно получить кольцо SzdR такое, что P®rS~Q<&) rS.1
Доказав что проективный модуль Р над произвольным
кольцом R свободен, если свободен (R/J(R))-модуль R/J(R)Py
Бек [262] как следствие получил улучшение теорем Басса

[М65:43] и Капланского. Гипотеза Ауслендера^о том, что над.
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коммутативным n-мерным нётеровым локальным кольцом R
конечно порожденный рефлексивный модуль М с h. dim Al<co
и свойством HomR(M, M) ^МФ .. .,© М свободен, подтверждена
в [198] при условии, что Ext^(M, R) =0 при Ki<n—3. S

[968] показано, что для конечно порожденного модуля М над,

локальной артиновой алгеброй R с J(R)2 = 0 и inj. сИтл#<°о
свойство Ext^(M, i?)=0 для i>l равносильно его

свободе < и, в частности, все рефлексивные модули свободны-

Критерии проективности конечно порожденного модуля М

содержатся в [231, 232, 422, 1141, 1437]. Обобщая результаты

Фландерса [86, стр. 27—28], Рамрас [1141] доказал, что.еелк

R коммутативно и А?М — конечно порожденный проективный
^-модуль, для некоторого р>1 отличный от 0 при всех

локализациях, то М проективен. Его результаты в свою очередь

обобщены в [1437]. В [231] проективность модуля над

коммутативной областью характеризуется отсутствием кручения в его

тензорной (или внешней) алгебре. Попытка распространить

результаты Фрелиха [М68:150] на некоммутативный случай
предпринята в [1437] (см. [86], стр. 33). Проективные идеалы

/коммутативного кольца/? изучались в [1382, 1388, 1438].
Оказалось, что если / не лежит ни в каком минимальном простом

идеале, то он конечно порожден, а если вдобавок FPD (R) = 1,

то / представляется в виде произведения проективных примар-

ных идеалов и всякий конечно порожденный проективный идеал

2-порожден [1382], [1388]. Виганд [1435—1438] с помощью

построенного им универсального морфизма в категории

коммутативных колец кольца R в регулярное в смысле Неймана

кольцо]? исследует различные классы ^-модулей и в

том числе проективные модули. Доказано, что

проективность модулей М ® R для всех конечно порожденных

RM равносильна нётеровости пространства Spec /?.

Если М — локально свободный локально конечно

порожденный /^-модуль и /?®М проективен, то #УИ проективен.
Отсюда следует, что след любого проективного идеала кольца

проективен. В любом кольце R идеал ///являющийся чистым

левым идеалом, имеет вид tr (rP) для некоторого

проективного #Р, а в коммутативном случае верно и обратное [795].
Условия проективности идеалов полугрупповых колец

приведены в [1035]. В ряде работ кольцевые теоремы

распространялись на проективные модули. Так, в [1136] доказано, что

проективный модуль Р над коммутативным кольцом регулярен

тогда и только тогда, когда любой его простой фактормодуль
инъективен. Фишер [529] перенес на широкий класс

проективных модулей теорему Гопкицса. В какой-то мере обратный

результат, доказан в [580]: над нётеровым справа и слева

кольцом нётеров конечно вложимый проективный модуль;

артинов. Два различных понятия Наследственного (и крна-

следственного модуля ввели и изучали Бергман [207] и Шр'ик-
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ханде (1282). Работы [681, 226, 440, 672, 145S] касаются

совершенных и полусовершенных модулей ([138] Cfp. 188—189
ш [87], стр. 33—34). В [1032] установлено, что свойство
конечной замены проективного модуля Р равносильно импликаций:
pt=N®M*>P=A®B, где Ас#, ЁС.М. Когда 9f«M c66fltfBOM
обладает полусовершенный модуль, выяснено в [1455].
Теорема о строении регулярных чисто проективных Модулей,
обобщающая [М71:363], доказана 8 [521]. РазЯШймЬсть конечйо
инъектйвного проективного модуля в прямук) сумму йнъёк^ив-
ных отмечена й [1139]. Конечно влояшмые инъектйвныё
проективные модули над линейно компактным кольцом
рассматривались в [1076]. Условия, при которых проективное нйкрытйе
модуля конечной длины — модуль конечной Длины, изучались в

[1473]. Необходимые и достаточные условия, при которых
Наследственный в смысле [1282] модуль обладает свойством
сокращения, указаны в [550]. В [409] проективные модули йад
наследственным кольцом встретились в свйзи с изучением койечйосйй*
занных модулей. Случаи /^-проективности полйого кольца
частных кольца R указаны в [661] и [203] (ёр., [99], стр. 24),
В [1469] отмечено, что если R имеет артиново левое кольцо
частных, ТО любой конечно порожденный модуль без кручений
в смысле Басса вложим в свободйый. РефЛексййные модули над
узкими (см. п. 2.9) кольцами изучались в [860]. Перейдем к

работам по квазипроективным модулям. В [673] покаМй$, 4fb
над совершенным слева кольцом любой квазйпроектйвный мо*

дуль есть прямая сумма вполне неразложимых модулей й для
таких разложений справедлива теорема Круллй—Ремака—
Шмидта. Кбгда подмодули квазипроективного модуля квази-

проективнЫ, выяснили Голан [583] и Фуллер [559]
(см. п. п. 2.8, 2.9). Теоремы о строении квазипроективных
модулей над HNP-кольцами получил Сингх [1295] (см. п. 2.2.). Он
также доказал, что квазипроективный конечно порожденный
модуль над первичным левым кольцом Голди проективен, ё£лй
2(ЛЖ)=0. Сюда же примыкает результат Рамамурты и Ран^а-
свами [1145], где также доказано, что большие квазййроектйй-
ные модули без кручения йад кольцом без деЛйТелей йулй
лро^ктивны. Там же описаны квазййроёк^йвйые МО-

дули над дедекиндовьши кольцами. Условий йа МоДуЛь М н&д

дедекиндовым кольцом /?, необходимые и до^атОЧ-
ные для того, чтобы HomR(M, N+N') =Horttp(Af, №)4
+Штя(М> N') для всех N\N'£Mf указайы в [ЗЩ (то
свойство рабносильно Л1-проек11Шностй модули Ж, [1Ш|). Над
кольцом главных идеалов этим свойством обладаю? бсё МвШ-

т*рО€Ктийные модули [321]. Ослабленный ъйрмт №йМйр@Щ-
тивнзсти (квазикорацйбнальйые мбдулй) изучался § ШЩ
(см* & 2.8). О других Обобщениях проейтййных модулей Ш.

[496,559,1Щ1289, 1291]. В [1289J определены r-Offfdeii-
тетт прейтивйме мбдули, где Г-*&»дмйю« сеш#еш>
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модулей. Если Г—{конечно порожденные модули}, то Г-относн-
тельная проективность совпадает с проективностью. В [1289,
1292] даны характеризации N-проективных модулей и примеры
колец, для которых классы Нл- и Мя+1-проективных модулей
различны. В [1189] показано, что если #Р—М-проектившй
модуль, то он (М@.. .®Ж)-проективен, и дан критерий М-про-
ективности модуля #Р. Эквивалентность категорий &(FD
и / {%). конечно порожденных ^-модулей конечной проективной
^соответственно иньективвой) размерности над локальным

кольцом Коэна—Маколея, являющегося факторкольцом кольца

Горенштейна, установил Шарп [1260]. В другой его работе
|1261] при иных ограничениях на JR он строит функтор
Д:/(&)->^(#) такой, что Т и А (Г) имеют один и тот же

янвулятор для всех T&I (/?). Этот факт играет важную роль
в работах Пескмна и Спиро [1101], [1102], где, среди прочего,

доказала гипотеза Ауслендера (см. [87], стр. 41). В [634—635]
при описании функтора Ext#(Q/#) над дедекиндовой областью

/? (см. стр. 62) предлагается конструкция для изучения веед

зшдулейг М с Ext#(M, #)=().
Переходя к плоским модулям, укажем на новый подход к

проблеме плоскостности в [П&2], позволяющий получать
теоремы о строении плоских модулей. Критерий, с помощью которого

устанавливается плоскостность некоторых объектов в категории

Гротендика, содержится в [1376]. Простые факты о строго
плоских модулях доказаны в [464]. Эти же модули встретились
в [261]. Равносильность свойств плоскостности, /ьинъективнос-
ти в инъективности для простого модуля RfM в случае, если

М— идеал кольца R, установлена в [1137]. Если же R—РР-
кольцо, то два первых свойства равносильны для всякого

модуля ЩИ\ где Н — идеал в R. Плоские модули Е над

коммутативным дедекиндовым или артиновым кольцом, для которых

отображение EQTlFi—+U(E ®Fi) инъективно для любого семейства

{Ft}r изучались в [1427]. Плоские градуированные модули

встретились в [997] при изучении алгебр Пуанкаре. В [340]
рассматривались условия, при которых подкольцо R обладает

свойством спуска относительно кольца S (т. е. любой /?-«ю~

дуль М плоский, если S®rE—плоский). Доказано, что если

/J обладает спуском относительно S для циклических

модулей, то же самое верно для конечно порожденных модулей.
Вместе с тем свойства спуска и спуска для конечно

порожденных модулей не эквивалентны. О других работах по

спуску и плоским морфизмам колец см. п. 3.6, а о кольцах,

над которыми конечно порожденные плоские проективны—
п. 2.?. При изучении свойств универсального гомоморфйзша

R-+U в регулярное кольцо R (см. стр. 73) доказано, «гго

для проективности конечна порожденного плоского шдудя

#М достаточна проективность /?-модуля М®я^. Отметан»что
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■#/? —плоский модуль..лишь, если %=R [1435]. Если ткм(Р)—
непрерывная функция на Spec/? (см.. [86], стр.35), то плоский
конечно порожденный /?-модуль М проективен, [1436J((ср.М71: 1106), а также [86], стр. 35). В [425] показано, что
импликация: «если гкм(Р)= 0 для всех PgSpeci? для плоскога
#Af, то 7W=0» равносильна как инъективности всякого

сюрьективного эндоморфизма плоского модуля с гкл!<оо,:
так и Г-нильпотентности первичного радикала кольцам
В [1064] изучались модули с содержанием (см. стр. 100).
Оказалось, что любой проективный модуль—модуль с

содержанием, а плоские модули с содержанием—это в точности
такие модули с содержанием, что с(гх)= гс(х) для всех
/"6/?, хвМ. Если плоский модуль с содержанием есть прямая
сумма циклических, то он проективен [1064]. Условия про*
ективности конечно порожденных плоских идеалов указаны
в [339]. В [1244] доказано, что в 1-мерном (не обязательно
нётеровом) кольце всякий конечно порожденный плоский:
идеал 2-порожден. (Имеется гипотеза, что это так для
прюферовых колец любой размерности). Оценке проективных
размерностей плоских модулей посвящены работы [639— 640,
779, 1293]. Доказано [1293], что над кольцом i?, где \R\<
<Wn-(#>0)» sup{h. dim Ж/УИ—плоский} <я+1. Этот же

результат содержится в [640], где также показано,, что
для нётерова слева кольца R с I.k. dim R= ti любой плоский
модуль имеет проективную размерность </г. В [639]
приведено улучшенное доказательство теоремы из [М71;913]~Хилл [703] определил квазиплоские модули #УИ, как такие
модули, что для любой делимой группы D и ^сЖ*=.
=HomZ (М, D) отображение K®rM->M*®rM инъективно.
О характеризациях колец по свойствам этих модулей см*
п. 2,7— 2.9. Г-относительно плоские и ^-цлоские модули
изучал Симеон [1289, 1291]. Он показал, что. если в точной
последовательности 0->^->Р„->...->Р0->М->0, М—
плоский, а Р{ проективньь то К есть объединение Яя-направлен-ной системы цл-порожденных проективных подмодулей. В
заключение коснемся результатов о связи между /?-чистотой
идеала I кольца R[x] многочленов над коммутативным
кольцом R (идеал / в R[x] чист, если /^-модуль R\x]jl—
плоский) и условиями конечности идеала I. Хайнцер и Ом
[699], а также Рейно и Грюзон [М71:913] доказали, что если
число минимальных простых идеалов в R конечно, то все
/^-чистые идеалы в R [х] конечно порождены. Всякое кольцо с
этим свойством — pf-кольцо (см. п. 2.7), но не наоборот, [699].Ом и Раш [1062] установили, что если среди многочленов
минимальной степени, принадлежащих чистому идеалу /, имеется
недедитель нуля, то / конечно порожден. То же, самое верно,
если R[х]/У — плоский инъективный эпиморфный образ кольца'
R [1383]. Последнее утверждение справедливо и для колец
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многочленов от нескольких переменных [426]. Контрпримеры к

гипотезам, выдвинутым в [962] и [1062], построил Алфонси
[187]. Иная ситуация имеет место при изучении таких идеалов

IczR[х], что /^-модуль R[x]II проективен, а именно: свойство

«если rR[x]/I проективен, то /конечно порожден» выполняется

тогда и только * тогда,,когда R содержит лишь конечное число

идёмпотейтбв [337]i Там же (для любого кольца) описаны не

конечно порожденные идеалы /, для которых RR[x]/I
проективен. В частности, сами такие идеалы проективны в R[x]. В [338]
показано, что при условии конечной порожденности ^-модуля
R[x]/I его проективность равносильна тому, что идеал I

главный. Это обобщает результат из [1148]. Кроме того,, если

R[x]\/I — свободный .R-модуль, то I=fR[x], где f — унитарный
многочлен [338]. Тот же круг вопросов, но для идеалов / в

кольце степенных рядов #[[#]] рассматривался в [1402].
Оказалось, что если R— нётерово, то R[[x]]/I— плоский идеал

тогда и только тогда, когда / — проективный идеал, а идеал

с(7), порожденный коэффициентами рядов из /, порождается

идемпотентом. Кроме того, если с(1)—А, то проективность

модуля R[[x]]/I равносильна его плоскостности и конечно

порожденности. Иондруп [792] рассмотрел класс F не обязательно

коммутативных колец jR, в которых каждый левый идеал /

такой, что jR/Z —плоский 7?-модуль порождаете? семейством идем-

потентов. Для того, чтобы R QF, достаточна (а если R

коммутативно, то и необходима) разложимость каждого проективного

левого идеала кольца в прямую сумму конечно порожденных

идеалов. Кроме того, если R коммутативно и R&F, то R[x] и

#[[#]] G F. В [991] рассматривался вопрос о плоскостности

кольца R [ [х] ] над R и R [х].
1.5. Инъективные модули (и близкие к ним классы

модулей)*. Относительно использования инъективных модулей в

гомологической классификации колец — см. § 2, в

локализациях— см. § 4, в разложениях в прямую сумму
— п. 1.2. Те или

иные свойства инъективности в абелевых группах и кольца

эндоморфизмов инъективных модулей отражаются лишь

частично.

а) Инъективные модули. Монография Шарпа и Вамоша

[1262] посвящена инъективным модулям. Ру [1221] сводит

задачу описания неразложимых инъективных модулей к вопросу

о вычислении размерностей некоторых простых колец как

векторных пространств над телами. В [1223—1224] он приводит

условие, при котором неразложимые инъективные модули

имеют конечную длину и дает характеризацию неразложимых
инъективных модулей над некоторыми классами артиновых

колец. Далее он [1225] приводит эквивалентную

переформулировку вопроса о существовании простого кольца R и простого

* При подготовке этого раздела обзора большую помощь оказал

А. А. Туганбаев*
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подкольца S таких, что длины S-модулей SR и Rs различны (в>
терминах совпадения длин некоторых неразложимых инъектив-
ных модулей или минимальных кообразующих). Лезье [899]
сопоставляет неразложимому инъективному модулю Е

максимальный аннулятор Ass£ ненулевого подмодуля модуля Е и

изучает свойства отображения Е—+Ass£\
Харуи [686] выясняет, когда над коммутативным кольцом

с нётеровым кольцом частных существует конечно порожденный
инъективный модуль без кручения или циклический инъектив-

ный модуль. Макконел и Робсон [959] отметили, что над
алгеброй R над полем характеристики 0 с образующими х, у к
соотношением ху

— ух=\ (т. е. над алгеброй Вейля) не

существует конечно порожденных инъективных ^-модулей. Миллер и

Тёрнидж [980] строят пример инъективного нётерова модуля, не

являющегося артиновым. Фишер [529] показывает, что для

некоторых классов инъективных модулей из нётеровости все же

следует артиновость. Сарат и Варадараян [1251] приводят
пример, показывающий, что фактормодуль конечно

порожденного инъективного модуля над полунаследственным кольцом не

всегда инъективен. Ятегаонкар [770] исследует инъективные

модули над вполне ограниченными слева нётеровыми кольцами,
описывает конечно порожденные подмодули неразложимого
инъективного модуля и показывает, как неразложимый
инъективный модуль может быть построен из неразложимых
инъективных модулей над подходящими артиновыми кольцами. Если

R субкоммутативно (т. е. Rx=xR для всех x£R), то Шорес
[1271] доказывает, что всякий нётеров инъективный ^-модуль
обладает конечным композиционным рядом, и выясняет, когда
инъективная оболочка i^-модуля R/M, где М—максимальный

идеал, нётерова. Строение инъективных модулей над дедекин-

довыми, однорядными и др. кольцами рассматривает Албу
[182], над прюферовыми — Хиши [714]. Описание инъективных

модулей над горенштейновыми порядками (в частности, над
целочисленными групповыми кольцами конечных групп)
приводит Роггенкамп [1206]. Сингх [1295], [1296] исследует, развивая
работу Марубайаши [933], строение неразложимых инъективных

модулей без периодических элементов над нётеровыми
первичными наследственными кольцами.

Читэм [395] выясняет, когда для несингулярного слева!

кольца jR прямой предел несингулярных модулей инъективен

(одно из равносильных условий: кольцо R конечномерно
в смысле Голди). Сарат и Варадараян [1252] анализируют
условия на прямую сумму фиксированного множества /

инъективных модулей Mh равносильные ее инъективности

(при этом отмечается, что если \\_Mk—инъективный модуль

для любого счетного /fez/, то II Ж*—-инъективный модуль;:
ср. [М68: 138]). igr

?«

Некоторый класс «приятных» инъективных модулей
рассматривает Ламбек [856] (в качестве определения взяты «хорошие»

свойства, которыми обладают инъективные модули над

наследственными кольцами, несингулярные инъективные модули,,
инъективные оболочки модулей вида R/P, где Р — простой
идеал коммутативного кольца). Пример инъективного модуля^

не являющегося «приятным», приводит Михлер [975].
Интенсивно изучались кольца R, над которыми все простые-

(полупростые, квазиинъективные) модули инъективны,

называемые V-кольцами (SSI-кольцами, QII-кольцами). По поводу

этцх классов см. также § 2. Им уделено много внимания в

монографии Шарпа и Вамоша [1262]. Шрикханде [1282]
охарактеризовал V-кольца, как кольца, над которыми все коконечно

порожденные (см. стр. 80) Я-модули инъективны. Гудёрл [6091
рассматривает кольца, над которыми все точные простые

модули инъективны, Ю-Ша-Мин [1461] и Рамамурты [1137] —

кольад, цад которыми инъективны (инъективны относительно

вложений главных правых идеалов в кольцо) все простые или

некоторые циклические модули, Рамамурты и Рангасвами

[1138]—кольца, над которыми все простые модули либо проек-

тивны, либо инъективны (в доказательствах последней работы
есть неточности). Бёрд [361], а также Сарат и Варадараян
[1251] отмечают, что свойство быть SSI-кольцом равносильно

свойству быть нётеровым справа V-кольцом, а наследственное

нётерово SSI-кольцо является QII-кольцом. Сюда же примыкает

другая статья Бёрда [360]. QII-кольца встречаются у Фейта

[500]. Фейт [498] описывает кольца, над которыми все

собственные циклические модули инъективны. Бойль [330] изучает

наследственные QII-кольца (в частности, в классе

наследственных нётеровых колец QII-кольца совпадают с V-кольцами),.

Гудёрл [602] и Л. А. Койфман [М71:54, 55] выясняют, когда

все сингулярные модули инъективны, а Бернхардт [М 71:196]
и Бленд [314]— когда все периодические или полупростые

модули инъективны относительно некоторого кручения. О других

работах, примыкающих сюда, см. п. 2.3 и § 3.

Джейн [759] изучает FP-инъективные модули М (т. е.

модули М, для которых Extr{F9 М)=0 для всех конечно пред-

ставимых ^-модулей F) и кольца R, над которыми модуль

RR FP-инъективен, и устанавливает связь этого класса колец с

кольцами, над которыми все инъективные модули плоские.

Рассматривая модули над некоторым классом градуированных

алгебр, Мур и Петерсон [997] отмечают совпадение классов

инъективных, плоских и проективных градуированных модулей.

Необязательно унитарные инъективные модули встречаются
в [6Щ Об инъективных упорядоченных модулях см. § 4,

стр. 124—Ш.
®)i Йнъективше оболочки. Элементарное доказательство*

хорощо известного результата об описании иц'ьективной
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оболочки кольца верхних треугольных матриц над телом

приводят Брей, Бёрд и Бернхардт [332]. Длаб и Рингель J
1461] указали общий способ построения колец таких, что:

1) R совпадает со своим полным левым кольцом частных;

2) модуль #/? не является инъективным; 3) #/? допускает
структуру кольца, продолжающую структуру модуля RR
{пример Ософской [М65: 191] оказывается частным случаем).
Если К—поле, то Норткотт [1051] приводит доказательство
известных утверждений о том, что sK=K[ХГ19 .. .,Xql\^=
==sK, где R=K[XU ...,X,] и S=K[[XT\ ...,X^% а также,

что S —инъективный /^-модуль. Харди [684] иссчедует коне- \
приводимые модули М (т. е. модули М, у которых М—

неразложимый модуль), рассматривает вопрос о возможности

разложения модуля в прямую сумму конеприводимых модулей

и описывает строение модуля RjP, где /? —коммутативное
кольцо и Р — максимальный идеал. Санкар [1249] приводит \
описание строения инъективнои оболочки модуля над областью
главных идеалов. Лезье [899] формулирует некоторые свойства
инъектйвных оболочек конечно порожденных модулей над нё-

теровым слева кольцом. В. К. Захаров [65] предлагает
функциональное представление инъектйвных оболочек некоторых
инъектйвных модулей над полупримитивным коммутативным
кольцом (с хаусдорфовым максимальным спектром). Инъектив-
ные оболочки модулей без кручения рассматривает Зельмано-
вич [1469]. Албу [183] выясняет, когда инъективные оболочки

простых модулей над коммутативным кольцом содержат только

циклические собственные подмодули. Ятегаонкар [768] показал,
что над вполне ограниченным нётеровым кольцом конечно

порожденные подмодули инъектйвных оболочек простых модулей
имеют конечную длину. Шрикханде [1282] изучает коконечно

порожденные модули, т. е. модули, инъективная оболочка

которых изоморфна прямой сумме конечного числа инъектйвных

оболочек простых модулей (см. также статью Онодеры [1077]).
Оценки мощности инъективнои оболочки модуля приводит Эк-

лоф [481]. Бойль [329] охарактеризовала однорядные кольца
как кольца, над которыми инъективная оболочка и

проективное накрытие каждого правого и левого конечно порожденного
модуля изоморфны.

Мадер [924] вводит «/?-адическую» оболочку абелевых групп.
в) Инъективные резольвенты и размерности. Результаты об

инъектйвных размерностях и инъектйвных резольвентах модулей
содержатся в статьях: Маккерроу [960] (модули степенных

рядов); Шарпа [1260—1261] (конечно порожденные модули
конечной инъективнои размерности); Паппа [1094] (верхняя
грань инъектйвных размерностей подмодулей); Бека [261]
(инъективные резольвенты, несколько первых членов которых *
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являются 2-инъективными модулями); Боратынского [324]
(оценка инъективнои размерности полного, топологизированного
цепью подмодулей модуля через соответствующие размерности

факторов) и [325] (инъективная размерность N«-инъектйвных

модулей); Хилла [702] (характеризация QF-3-колец в терминах
доминантных и кодоминантных размерностей).

г) Обобщения инъектйвных модулей: Рамамурты и Рангас-
вами [1139] рассматривают инъективные модули относительно
вложений конечно порожденных модулей; Джейн [759] и Рам-

диал [1140]—относительно вложений конечно представимых
модулей; Фахруддин [503, 505] — относительно чистых (по
Кону) вложений; Фуллер [559] — относительно вложений

полупростых модулей; О. Доннел [1060] — относительно некоторого
класса мономорфизмов; Н. И. Вишнякова [27] — относительно

некоторого класса модулей над кольцами нормирований; Бичи
[248—249] — относительно кручений и предрадикалов; И. Д. Бунц
[30, стр. 288], [22] —относительно некоторых функций на

классах модулей (обобщая результаты Бичи, Рамамурты и Рангас-

вами); Ион [745] выясняет, когда инъективна прямая сумма
счетного числа е-инъективных модулей, где е — радикальный
фильтр. Изучались различные понятия инъективности в

категориях абелевых групп (см., например, Мегиббен [967] и др.).
Армендариц [201], Армендариц и Макдональд [208]
рассматривают Q-делимые модули, где Q — кольцо частных Утуми
кольца R (т. е. модули М такие, что HomR(Q, M) =0). У Уотерхауза
[1425] и Н. И. Вишняковой [30, стр. 290, 29Г] встречаются
р-делимые и делимые локально циклические модули над
кольцами нормирования. Тепли [1361] вводит и изучает т-делимые

и т-инъективные модули, где т — кручение, в частности,

выясняет, когда совпадают эти классы модулей. См. также [30,
стр. 334], [248, 1144, 1361, 1,326].

Если любой частичный эндоморфизм модуля М
продолжается до эндоморфизма всего модуля, то М называется квази-

инъективным. В ряде работ выясняется, когда квазиинъективны:

модули характеров и сингулярные модули над совершенным

кольцом (Голан [538]); все циклические модули (частично
Асан [178, 179] и полностью Кёлер [831]); все левые идеалы

(А. М. Иванов [748], Хилл [701], см. также [986, 987]).
М. Кильп [79] описал квазиинъективные абелевы группы (этот
результат передоказывался Фуксом [550], Сандерсоном [1246]
и Линтоном [914]). Харада [674] изучает квазиинъективные

модули с условиями на цепи подмодулей. Санкар [1250]
отмечает хорошо известный факт: квазиинъективный модуль без

кручения над коммутативной областью инъективен. Тиссерон
[1368] изучает кольца, над которыми прямое произведение
копий квазиинъективного модуля квазиинъективно, а Хилл [703]
выясняет, когда прямая сумма квазиинъективных модулей
квазиинъективна. Некоторые обобщения квазиинъективных мо-

'
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дулей предлагают Бишо [297], Джереми [781] и Боннард [323].ъ
Бицан [286] охарактеризовал QF-З'-модули (введенные и изу- {

чавшиеся Г. М. Цукерман [М 73:122] под названием псевдо- ;,
инъективных модулей). Этот же результат получил и А. И.
Кашу [76].

Инъективные модули относительно некоторого
фиксированного модуля рассматривали Роберт [1189] и Адзумайя, Мбин-/
туми Варадараян [227].

Кавада [811] отметил, что если W— кообразующий & <

/?-Mod, то модуль RW абсолютно чист и инъективен над EndRM.
Ру [1220, 1222] использует кообразующие при гомологической

классификации колец. Катефорис [380] изучает минимальные
инъективные кообразующие в классе несингулярных модулей.
Онодера [1075] показывает, что модуль SS — инъективный

:

кообразующий, где S= EndRP, Р — проективный инъективный R- '<

модуль, S(P)— конечно порожденный большой подмодуль и

каждый простой фактормодуль модуля Р изоморфен модмоду-
лю модуля Р. В другой статье [1076] он рассматривает связи

между линейно компактными модулями и инъективными кооб-

разующими с большими цоколями, а в [1077] показывает, что

RR — инъективный образующий тогда и только тогда, когда

каждый точный ^-модуль —образующий. Хилл [701] исследует
строение таких полусовершенных колец R, что RR — инъектив*

ный кообразующий и все левые идеалы в R квазиинъективны.

Сюда примыкают статьи Като [810], Каша и Парейгиса [806].
Инъективные модули тесно связаны с рядом задач о раз-

ложении модулей в прямую сумму подмодулей (см. [195,, 675,
687, 800, 1370, 1417, 1453—1456], а также § 1, п. 2).

Пары модулей (Р, Q), где Р — проективный, Q —
инъективный модули и Нот (Р, X) =0 тогда и только тогда, когда

Нот (Ху Q) = 0, исследует Парра [1097]. Саббах и Эклоф [1239]
показали, что класс инъективных модулей определим в логике

Loow тогда и только тогда, когда он является элементарным.
Вилланиева [1396] изучает инъективные оболочки в

категориях Гротендика, Роберт [1187] разбирает свойства квази-

инъективных объектов абелевой категории.

§ 2. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ КОЛЕЦ

Некоторые работы по гомологической классификации,
связанные с кольцами частных, локализациями и кручениями,

освещены также в § 3. О работах по гомологической

классификации моноидов см. § 5.
2.1. Гомологические размерности колец и алгебр. Введение &■

теорию гомологической размерности содержится в [1082, 1463].
Обзору результатов о роли мощности в изучении глобальных

размерностей посвящены работы [1109, 1082, 1084]. В первой

: :2

из них подробно изложены все известные результаты по гло*

бальной размерности булевых колец. Приложения теории про*
изводных функторов функтора lim к вычислению гомологичес*

ких размерностей колец и модулей содержатся в монографии
Иенсена [779]. Проблему Чейза о вычислении глобальной

размерности кольца обобщенных треугольных матриц решили

Палмер и Роос [1091—1092] (подробнее см. [87], стр. 9).
Решение этой же проблемы содержится в [542—543], в которых,
в частности, даны оценки для финитной проективной
размерности такого кольца. В ряде работ изучалась глобальная

размерность колец дифференциальных операторов.
Пусть 7?— регулярное нётерово коммутативное кольцо,

являющееся алгеброй над полем k. Если char k= 0, или если

[306], [1210]. В случае поля ненулевой характеристики и

h=\ соответствующие формулы получил Гудёрл [610]. Пусть,
далее, А = {8Ь .. .,8J —семейство коммутирующих

^-дифференцирований кольца R (A cDer* (/?,/?)) и #[Д1— соответствующее
кольцо дифференциальных операторов. Если R— расширение
поля k и char &==0, то gl.dim/?[A] = s (см. [430]). Для А=

= {&}, в [281] выясняются условия, при которых gI.dim/?[8] =
= gl.dim/?. Общая формула для gl.dim7?[8] для поля k

произвольной характеристики указана в [610].. Там же

приведен пример кольца R с gl. dim/?= оо, но gl. dim/?[§]< оо.

Формулу для gl.dim/?[A] в случае, если /?/щ—алгебраичес*
кое расширение поля k для всех vx&M.Spec/?, получил Бьёрк
[306— 307]. В другой работе [308] Бьёрк показал, что если &

тому же /?-модуль Der^ (R, R) конечно порожден, то А-алгебра
всех дифференциальных операторов с коэффициентами из R
нётерова и ее глобальная размерность равна п. В общем

случае формулу для вычисления глобальной размерности

колец дифференциальных операторов, порожденных некомму-

тирующими дифференцированиями, получил Г. Л. Фельдман

[155]. В работах [628, 957] изучалась глобальная размерность

тензорного произведения А®гВ алгебр над полем F. В

частности, если charF= 0, А= /7[х][^1 и .'В— тело, то

gl.dim Л®5<2,причем равенство имеет место тогда и только

тогда, когда А может быть вложена в алгебру матриц над В.

Глобальную размерность тензорной алгебры проективного

бимодуля вычислил Ю. В. Роганов [123]. Его результаты
обобщают одну теорему из книги Митчелла [М 68:267] В. Е. Говоров
[32] дает оценку слабой глобальной размерности факторалгеб*
ры R=A/P свободной алгебры Л над полем F по идеалу Р.

В другой его работе [33] для случая, когда А конечно" порож*

дена, а Р —однородный идеал, приводятся необходимые и

6* Ъ?



достаточные условия (в терминалах характеристики Эйлера—
Пуанкаре) для того, чтобы gl.dim#<oo. Смите [1303]
показал, что если charF=0, A=F(x, у)— свободная алгебра и

Р=(х2—2ху+ у2), то gl.dim/? = 2. Формулу для глобальной

размерности копроизведения R семейства колец {Rv} с

Объединенным полупростым кольцом /?0 получил Бергман [270],
показав, что l.gl.dim/?<sup(l, l.gl.dim/?,), причем
неравенство превращается в равенство, если sup(l.gl.dim/?y)=£0.
Глобальную размерность свободного произведения колец
специального вида вычислял Смите [1304]. Пусть/?
регулярное локальное кольцо с максимальным идеалом щ и полем

частных /С. В [773], [775], [1142], [1174] изучалась глобальная

размерность /^-порядков. Порядок Л в Кп называется

черепичным, если он содержит п ортогональных идемпотентов.

Если же он имеет вид (щЧ/), где XiyeZ, Xiy. = 0 для г</, то

порядок называется треугольным. В [775] показано, что если
R— кольцо дискретного нормирования и Л=(щЧ0—черепичный
7?-порядок конечной глобальной размерности, то Хг/</г—1
для всех i, у. В другой работе [773], отвечая на вопрос Тарси
[М71:1076], Ятегаонкар показывает эквивалентность для

треугольного порядка Л следующих условий: 1) gl.dim Л < oo;
2) 2ЛеЛ; 3) gl.dimA</z— 1 (здесь Qn= (mhj), где \и=
==

1~~]
2

~"

) и для п>^ приводит описание треугольных

порядков Л в Кп с gl.dimA==tt— 1. (Ср. [87], стр. 25). При
этом оценка 3) не улучшаема. В дальнейшем [774] он

распространил эти понятия и результаты на порядки над
коммутативными нётеровыми регулярными областями. К этому же

направлению примыкают некоторые из результатов работы
[385]. Глобальным размерностям дополненных алгебр
посвящены работы [907], [909]. Пусть L%K—дополненная
алгебра размерности 1, удовлетворяющая условиям Ех и Е2
из книги Картана и Эйленберга («Гомологическая алгебра»,
гл. X, торема 6.1). Тогда [909], если кеге —конечно

порожденный идеал, то gl. dimA=gl.dim/C+ l. Кроме того,
w. gl.dim A[[x]]>w. gl.dim A + 1 для любого кольца А с

w. gl.dim Л<оо. Если над К все проективные модули

свободны, то для алгебры Хопфа АХК над К доказано, что

1. gl.dim Л= gl.dim К+ \.h.dim^(K) [907]. В случае, когда/С—

совершенное локальное кольцо, такое же равенство
справедливо для слабых размерностей. Эти результаты применяются
для вычисления глобальных размерностей обёртывающих
алгебр Ли @ над кольцом К. Например, если К

наследственно и @— /С-проективная алгебра, то L gl.dim @*<1-f
,+ l.h. dim®e/0 Этому же вопросу посвящены работы Рооса

[1211, 1212]. Когомологическая размерность алгебр и ее связь

t глобальной размерностью рассматривалась в [153, 224, 404*

84

1428, 1229, 1430]. Ряд результатов о конечномерных алгебрах
над полем Уелен [1429, 1430] переносит на конечно

порожденные (как модули) алгебры А над регулярным коммутативным
кольцом К, устанавливая соотношения между gl.dim А*,
gl.dim А и dim Л (соответственно между w. gl.dim Ae\
w. gl.dim А и w. dinuA). Кроме того, в [1430] описано

строение проективных Я"-алгебр размерности Хохшильда <1 и их

гомоморфных образцов в терминах структуры их идеалов и

идемпотентов. Когомологическую размерность расширений полей
вычисляла Ософская [1083]. В работе [153] обобщаются
результаты Штаммбаха [87, стр. 13] и Грюнберга [М71:459].
Работа [404] посвящена изложению доказательства теоремы

Столлингса — Суона о свободе групп когомологической
размерности 1. Точную оценку для слабой глобальной размерности

скрещенного произведения группы и коммутативной алгебры
над нётеровым коммутативным кольцом аннонсировал
Г. Л. Фельдман [154]. Среди других работ о глобальной

размерности отметим работу Сандомирского [1247], в которой он,

обобщая результаты Филдса ([87], стр. 12), показал,-что если

{/п| — Г-нильпотентная справа последовательность идеалов

кольца (т. е. для любой последовательности {#n|*nG /nj}
найдется такое iV, что xN-xN^\ ... #i = 0), то 1. gl. dimi?^sup {1. h:

dimRR/Tn + \. gl. dim R/Jn}. Аналогичное неравенстно верно для

слабой размерности. Настасеску [1016] изучал глобальную

размерность полуартиновых колец конечной длины Лоева.

Нико [1033] предложил вычисление глобальной

размерности полугрупповых колец конечных регулярных полугрупп
S с единицей (см. [М73:828] и [87], стр. И). Симеон [1290]
показал, что если кольцо R—X а+ -нетерово слева, в котором
все Й а-порожденные идеалы проективны, то 1., gl. dim/?<
<п+1. Гудёрл [604, 605] доказал, что если R — прямое

произведение первичных колец, не являющиееся артиновым, то

g. dim R^K. dim R + l. Глобальная размерность раз-*
личных колец вычислялась также в [487, 611, 631, 1192;
1435]. В [1192] при изучении идеализаторов Id ('/) левых

идеалов / кольца R оказалось, что если / полумаксимален (т. е.

R/J — полупростой ^-модуль) и Id (/)##, то 1. gl. dimld(7) =
= sup{l, 1. gl.dim/?}. Там же показано, что эта формула невер*

на, если / не полумаксимален, Гудёрл [611] распространил этот

результат на так называемые ручные подидеализаторы (под-
идеализатором левого идеала / называется любое подкольцо

Sczld(/), содержащее /; подидеализатор S называется ручным,
если S/J полупросто и артиново). Инъективные размерности

колец рассматривались в [543, 904, 1142, 1212]. В [627] для

гомоморфизма колец f:R—+S дан критерий равенства нулю относит

тельно глобальной размерности S над R. Гомологические раз*

мерности когерентных колец обсуждаются в [277, 278, 1140}.
Оценке верхней границы проективных размерностей плоских

модулей посвящены работы [639, 640, 1293]. Продолжая изу-



чение чистой глобальной размерности 1. p. gl. dim, начатое

Гриффитом [М73:454], Келпински и Симеон [818, 817]
показали, что l.p.gl.dimi?<n+l, если |#|<ИЯ, /г>0, и

охарактеризовали все кольца с l.p.gl.dim = 0. Фильдхаус [520] и Папп

[1094] изучали соответственно абсолютно чистую и строгую
гомологические размерности модулей и колец. Если
А—коммутативное ^кольцо, В=А/1, где / — собственный конечно

порожденный идеал, то говорят, что для него справедливо
CR-свойство, если h.dimA£= h.dimB£+h.dimAB для любого В-

модуля Е с h.dimBE<oDt Васконселос [1386] доказал
справедливость CR-свойства для сверхплотного идеала (т. е. такого,

что каноническое отображение А—-Нот (/, А)—изоморфизм)
с h.dirru/=l (ср. [87], стр. 12). Гомологические размерности
банаховых алгебр изучал А. Я. Хелемский [165, 166].

2.2. Наследственные, полунаследственные кольца и их

обобщения. В этом пункте, если не оговорено противное, кольцо
будем называть дедекиндовым, нётеровым или наследственным,

если оно обладает соответствующим свойством с обеих сторон.
Строение (полу) наследственных слева колец, обладающих
полной системой примитивных идемпотентов, выяснил

Ю. А. Дрозд [31]. Следствием этих результатов является

представимость нётерова слева наследственного кольца в виде

кольца (yg) » где А — артиново, a S — конечное прямое

произведение первичных колец. Отсюда, в свою очередь, вытекает

теорема Четтерса [391, 394] о разложимости наследственного
нётерова кольца в прямое произведение артинова и конечного

числа первичных колец. Некоторые результаты Ю. А. Дрозда
[31] вытекают также из работы [621]. Строению и

классификации HNP-колец ( = наследственных нётеровых первичных колец)
посвящена работа [767]. Для изучения HNP-колец Робсон

[1192] применил технику идеализаторов полумаксимальных
левых идеалов. При этом он по единой схеме получил как ранее
известные, так и новые результаты о строении этих колец.
В частности, получено полное описание HNP-колец с ненулевым
радикалом. При этом Робсон опирается на теорему из [655] о

том, что дедекиндово справа кольцо (определение см. в [87],
стр. 16) с J(R)¥=0 есть кольцо матриц над ограниченной
областью главных левых и правых идеалов. Кроме того, в [1192]
строится пример HNP-области, с единственным собственным

идеалом, являющимся к тому же идемпотентным, что

опровергает гипотезы, выдвинутые в [М71:338] и [М71:340].
Аналогичный пример указал Ленаган [894], который в той же работе
показал, что если R — нётерово наследственное кольцо,

являющееся ограниченным слева, то любой двусторонний идеал

кольца R содержит обратимый идеал. Техника идеализаторов и ее

применения к строению HNP-колец получили дальнейшее
развитие в [486, 1194]. В частности, в [1194] доказано, что если
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А\ . . .
, Ап — полумаксимальные идеалы HNP-кольца

п

i?, то П Id(Aj)—HNP-кольцо тогда и только тогда, когда

Ы(Л;)п1<ЦАу)--НЫР-кольцо для всех i, у, что дает ответ на

вопрос Харады. В [486] передоказан результат Ятегаонкара
J767] о том, что HNP-кольцо, любой ненулевой идеал

которого содержит обратимый идеал, Морита-эквивалентно кольцу

(°-. '«л
©ида

: *•
, где D —первичное дедекиндово кольцо, а

\d....:d /

1и— его полупервичные идеалы. Критерий дедекиндовости

HNP-кольца указан в [848]. В работе [1231] показано, что

любое надкольцо Г HNP-кольца R, лежащее в кольце частных

Q кольца R, также является HNP-кольцом. Строение
пополнений дедекиндовых справа колец по максимальному идеалу

изучалось в [645] и [933] (см. п. 3.1). Марубайаши [933]
распространил на модули над ограниченными дедекиндовыми

кольцами многие результаты о строении абелевых групп. Некоторые
из его результатов Сингх [1295, 1296] распространил на HNP-

кольца, В частности, од получил теоремы о строении квази-

проектцвных модулей над ними, аналогичные результатам

[М71:400] для груцп, и полностью выяснил строение не

примитивных справа HNP-колец, кольцо частных Q которых является

квазипроективным Я-модулем. О дедекиндовых кольцах со

свойством сокращения для проективных модулей см. [903].
Многие результаты о HNP-кольцах опираются, как показал

Закс [1465], лишь на наличие двойственности кМ-+Ех\в}(М, R)

между конечно порожденными сингулярными левыми и правыми

модулями. Указанная двойственность имеет место для любого

нётерова первичного кольца R такого, что l.inj.dimH# =
= г. inj. dim/?K=l. В частности, установлено, что любой

первичный идеал такого кольца R максимален и для любого

обратимого идеала / кольцо R/J квазифробениусово. В работе [1462]
Закс продолжал изучение строения LD-колец (т. е.

конечномерных слева, ограниченных слева колец, все собственные фактор-
кольца которых являются артиновыми кольцами главных левых

идеалов). В частности, он установил, что первичное

конечномерное слева кольцо R, не являющееся артиновым,
наследственно и нётерово слева в каждом из следующих случаев:

1) я — LD-кольцо;, 2) все собственные факторкольца кольца R

квазифробениусовы. Позднее к аналогичным результатам
пришли Хайарнавис [656] и Хирано [713]. Робсон и Смолл [1195]
доказали, что центр Z наследственного справа первичного

PI-кольца R является дедекиндовым, а само R — конечно

порожденным Z-модулем. Более того, первичная наследственная

справа PI-алгебра (над нётеровым кольцом) является HNP-

кольцом. Наследственные нётеровы кольца рассматривались
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также в [330, 358, 349, 361, 371, 427, 429, 609, 669, 682, 959, 971, -

977, 1145]. Коззенс [429] доказал, что простое нётерово слева
кольцо R наследственно слева тогда и только тогда, когда
1. gl. dimi?<2 и любой его однородный левый идеал рефлек-/'
сивен. В другой работе [427] он построил пример простой
области главных левых идеалов, не являющейся нётеровой справа..В [371] он совместно с Камилло доказал, что правое кольцо
Голди R, являющееся кольцом главным левых идеалов, будет
также кольцом главных правых идеалов, если для любого
левого идеала / модуль R/J артинов. Пирс [1108] дал новое
доказательство теоремы Бергмана [М71:191] о наследственности
так называемого суббулева подкольца наследственного слева
кольца. Элементарное доказательство другого его результата о
(полу) наследственности кольца инвариантов конечной группы
автоморфизмов коммутативного (полу) наследственного кольца
опубликовал Иондруп [793]. Новые характеризации
наследственных (слева) колец даны в [328, 1282]. В работах [268, 273,.
406, 409, 407] рассматриваются кольца свободных левых
идеалов (FI-кольца). Бергман [268] описывает бесконечные
произведения идеалов в X 0-наследственном (с обеих сторон) кольце
и строит пример No-FI-кольца, не являющегося правым FI-
кольцом. Нётеровы слева кольца, для любого ненулевого
левого идеала / которых существуют числа р и q такие, что

/(■*)•«д/?(з), рассматривались в [719]. Выявляя общие свойства
полунаследственных и ra-FI-колец, Бергман [267] приходит к

понятиям слабо и сильно (полу-а-) наследственных колец (а —
любая мощность). Среди многочисленных результатов о связи
этих понятий с обычными и о строении колец указанных типов,,
полученных Бергманом, укажем один: колько R сильно
наследственно тогда и только тогда, когда R — полупримарно и

наследственно. Наследственные артиновы алгебры (т. е. артиново-
слева и справа кольцо, конечно порожденное как модуль над
своим центром) являются важным инвариантом стабильной
эквивалентности артиновых алгебр, которой посвящены работы
[216, 220, 221] (артинова алгебра А стабильно эквивалентна

некоторой наследственной алгебре тогда и только тогда, когда
каждый неразложимый подмодуль неразложимого
проективного Л-модуля либо проективен, либо прост, а каждый
непроективный минимальный идеал 5 вложим в модуль вида Е/1(А)ЕУ
где Е инъективен). Артиновы слева кольца, все факторкольца
которых наследственны, описал Фуллер [559]. Достаточные
(необходимые и достаточные) условия наследственности
групповых колец бесконечной нильпотентной (соответственно локально-

конечной) группы содержатся в [625] (соответственно [624]).
В [625] также получены некоторые факты о строении
полунаследственных групповых колец. Наследственность
полугрупповых колец полугрупп специального вида изучал Нико [1035].
Элегантное доказательство известных характеризации наслед-
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ственных порядков в сепарабельных алгебрах над дедекиндовым.

кольцом содержится в [51]. Этой же теме посвящен обзор Ха-

рады [671]. В [52] наследственные кольца возникают при

характеризации целочисленных полупростых порядков конечного

типа. Наследственные порядки со свойством сокращения (см.
п. 1.4) описаны в [1395]. В ряде работ [631, 1384, 1386, 1389]
изучались коммутативные кольца R с gl.dim# = 2. Оказалось,,,
что в таком кольце R любой конечно порожденный неминималь-'
ный простой идеал Р порождается 3 элементами и R/P
нётерово. Если к тому же R когерентно, то конечно порожден любой

его идеал, содержащий два несравнимых простых идеала (см.
[1264]). Гринберг [631], улучшив результаты Васконселоса,,

полностью охарактеризовал зонтичные кольца, т. е. ненетеровы
локальные области R с gl.dimi?<2, не являющиеся кольцами

нормирования. Он также рассматривал обобщения зонтичных

колец. Полунаследственные кольца рассматривались в работах
[31, 267, 487, 493, 494, 574, 611, 621, 759, 1139, 1251, 1373]. Одну
из характеризации Эндо [М62:16] полунаследственных
коммутативных колец перенес на субкоммутативные слева кольца.

Трикуар [1373]. Критерий регулярности (по Нейману)
полунаследственного кольца указал Жантиль [574]. Гулёрл [611]
нашел необходимые и достаточные условия полунаследственнос-
тй ручных подидеализаторов (определение см. стр. 85) ~

РР-кольца рассматривались в [543, 420, 494, 493, 156, 204, 1137,
1282, 1466]. Обобщая результаты Чейза и Харады о

треугольных кольцах матриц, Уелен (РЖМат, 1974, 5А446) доказывает,,

что кольцо А у являющееся конечно порожденной проективной
/^-алгеброй над дедекиндовым кольцом R, треугольно тогда и

только тогда, когда А — РР-кольцо. В работе [1282] были

введены полуконаследственные кольца. При этом оказалось,,

что этот класс совпадает с классом левых V-колец (см. п. 2.3).

Кольца, в которых все левые идеалы плоские, под названием

квазинаследственных колец рассматривались в [1466]. В [1346]
понятие почти-наследственного кольца, введенного в

коммутативном случае Васконселосом [1388], распространяется на

некоммутативные кольца (кольцо R называется

почти-наследственным, если оно приведено и любой его левый идеал, не

лежащий ни в каком первичном идеале, проективен). Установлено<

[1346], что такое кольцо является левым РР-кольцом, а его

центр No-круллевым РР-кольцом. Коммутативное кольцо почти-

наследственно тогда и только тогда, когда оно N о-наследствен-

но. Это дополняет результаты Васконселоса [1382, 1388],
получившего среди прочего, характеризацию коммутативных

наследственных колец, как почти-наследственных колец, полное

кольцо частных которых наследственно. Наследственные

коммутативные кольца встретились также в [402] и [577]. Камилло

[368] охарактеризовал коммутативные полунаследственные

кольца свойством проективности всех идеалов с двумя

образуем



ющими. Из результатов Камилло [369] и Маккарти [956] вы- ;

текает, что коммутативное кольцо R регулярно по Нейману
тогда и только тогда, когда R[x] полунаследственно. Сюда же

примыкает результат Армендарица [204], показавшего, что
приведенное кольцо R является бэровским (левым РР-кольцом)
тогда и только тогда, когда этим свойством обладает R[x] (ср.
результат Иондрупа [87], стр. 19). Коммутативные полунаслед-
чггвенные кольца изучались также в [339, 874, 1238, 1276], а

коммутативные РР-кольца —в [1308, 1386]. Так, Васконселос
[1386] установил, что свойство колвда быть РР-кольцом

равносильно плоскостности всех главных идеалов и компактности
«его минимального спектра.

2.3. V-кольца и близкие к ним классы колец. Напомним, что

кольцо R называется (левым) V-кольцом, если все левые
простые /?-модули инъективны. Обзору результатов о V-кольцах и
:их связях с регулярными кольцами посвящен доклад Фищера
[530]. Хансен [670] установил, что V-кольцо с условием
максимальности для левых аннуляторов разлагается в прямую сумму
простых колец, что обобщает результат Фейта [М71:356].
В другой его работе [669] изучаются условия, при которых
V-кольцом является частичное кольцо частных V-кольца, Мих-
лер и Вильямайер [977] заметили, что центр V-KC^bua
регулярен и показали, что над левым V-кольцом с l.K.dim^<l все

сингулярные модули инъективны. Некоторые результаты их

работы переносятся в [1461] на кольца R> над которыми все

простые модули 5 /?-инъективны (т. е. Ext^ (R/Rx, S)=0 для
зсех хФО). Эти же кольца рассматривались в [1137]. Фаркаш
и Снайдер [510] выяснили, когда групповое кольцо счэтной
труппы над полем является V-кольцом. Необходимые и
достаточные условия для того, чтобы скрученное групповое кольцо
бесконечной. циклической группы над полем было V-кольцом,
нашел Коззенс [428]. Регулярные V-кольца изучались также в

работах [206, 1088, 1251]. Установлено [206], что регулярное
кольцо R является V-кольцом тогда и только тогда, когда такой
будет каждая локализация относительно мультипликативной
системы Z(R)\M, где М М. Spec Z(R). О V-кольцах см. также

[214, 347, 360, 361, 370, 559, 833, 1120, 1234, 1138, 1251, 1282,
1403, 1452]. В [1134] и [1452] охарактеризованы полуартвдовы
V-кольца. В частности, замечено, что такое кольцо регулярно.
В [1120] ошибочно утверждается, что каждое полуартиново
'V-кольцо будет правым V-кольцом. Кольца, над которыми
^каждый простой модуль либо инъективен, либо проективен,
изучались в [559, 669, 1138]. Фейт [498] рассмотрел РС1-кольца,
тг, е. кольца, все собственные циклические /?-модули которых
инъективны, и показал, что такое кольцо либо классически по-

„лупросто, либо является простой левой областью Орэ. Изучение
PCI-колец продолжила Бойл [330], установившая, что нётеро-
вы РО-кольца суть наследственные QII-кольца (т. е. квази-
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тшъективные модули инъективны). Выясняя строение QII-колец,
она доказала, что для наследственного нётерова справа кольца

свойства быть «левым QII-кольцом» и «нётеровым слева левым

V-кольцом» равносильны. О QH-кольцах см. также [360, 500].
Современное состояние вопроса о строении PCl-колец
подробно изложено в [429]. В [1452] изучались кольца, над которыми
все простые модули чисто инъективны. Кольца, над которыми

все сингулярные ^-модули инъективны, встретились в. [403,
583, 609, 669, 670, 977]. (Напомним, что этот класс колец

полностью описан Л. А. Койфманом [М71:54; 55] и Гудёрлом
[602]). Первыми пример расщепляющего кольца R (т. е.

кольца, над которым сингулярное кручение расщепляемо) с

gl.dim/? = 2 построили Фулберт и Тепли [558]. Проблема
строения расщепляющих колец (по модулю первичных колец' с этим

свойством) решена в серии работ Гудёрла [606, 607, 609, 611]
и Тепли [1364]. При этом расщепляющие HNP-кольца

охарактеризованы Гудёрлом [609] как итерированные идеализаторы

полупервичного расщепляющего кольца. Кольца, над которыми

первичных колец, над которыми сингулярные модули
инъективны. В [1364] установлена регулярность (по Нейману) центра

сингулярное кручение конечно расщепляемо, описаны в [557].
2.4. QF-кольда и их обобщения. В работах [19, 21, 142,

305> 781, 1077, 1236] получены новые характеризации квази-

фробениусовых (-QF) колец. Например, квазифробениусовость
кольца R эквивалентна каждому из следующих свойств:

(N)
1) модуль /?/? инвариантен относительно операторов

проектирования своей инъективной оболочки [781]; 2) конечно
порожденные левые и правые идеалы кольца эндоморфизмов любого

проективного образующего (инъективного кообразующего)
аннуляторные }21]; 3) /? а^тиново слева и справа и любой

конечно порожденный левый /^-модуль вкладывается в

свободный [1236]. В [666, 667] развивается техника, опирающаяся на

результаты Фуллера [М71:105] (ср. [87], стр. 37) и

позволяющая строить QF-кольцо из циклических QF-колец, используя
контекст Мориты. Многие из этих результатов перенесены

Мюллером [1005] на кольца, являющиеся двусторонними

кообразующими. О фробениусовых и квазифробениусовых
алгебрах (в том числе в связи с исследованиями алгебр с

конечным числом представлений) см. [30, 51, 222, 629, 842,
843, 1007]. В. В. Кириченко [30] и Купиш [842] описали

обобщенно однородные QF-алгебры над совершенным полем к как

кольца, Морита-эквивалентные факторкольцам колец вида

... .1 , где 0=и[[х9 с]] — пополненная область

ч0 О- --0 /
Лп(0) =
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многочленов Орэ и m=J(Q). К этой же теме примыкает и
другая работа Купиша [843]. Обобщенные версии гипотезы
Накаямы о квазифробениусовости конечномерной алгебры А
с (1от.(ИтЛ==оо рассматривались в [222] и [1347]. В [1464}QF-кольца возникают в связи с изучением расщепляемосга
артиновых колец (см. [87], стр. 8). Изучение алгебр
Пуанкаре (см. [997]) показывает, что при некоторых условиях они

квазифробениусовы. Сохранение свойств кольца при переходе
к фробениусовым и квазифробениусовым расширениям
изучалось в [823, 824]. Кольца, над которыми все чисто инъектив-
ные модули чисто проективны (и наоборот), описаны в [817У
818]. Современное состояние структурной теории QF-1, QF-3
колец и их обобщений отражено в книге Тачикавы [1347].
Начнем £ работ Длаба и Рингеля [454, 455, 456, 460, 462], в

которых полностью выяснено строение сбалансированных
колец. Напомним основные определения. Пусть /? —кольцо,
яМ—модуль, 5= EndO?M), C=End(MB), см :R-*C—
канонический гомоморфизм. Говорят, что RM сбалансирован, если

См— наложение. Кольцо R называется сбалансированным
(соответственно QF-.1) кольцом, если сбалансирован любой
(соответственно точный) левый ^-модуль. Оказалось [455],
что сбалансированные слева кольца —это в точности прямые
суммы однорядного кольца и колец матриц над локальными

кольцами Ri такими, что J(Rif^Q и либо 1) uimAJ(Ri)= 2y

dim/(/?,)A|=l, где A^RJJ(/?,), и У(/?,)= /?^+«Id(/?^) для

любых независимых слева и, v& (/?,); либо 2) Rt антиизоморфна
кольцу первого типа. Отсюда, в частности, следует частичное

подтверждение гипотезы Джанса: сбалансированное кольцо,
конечно порожденное над своим центром, однорядно. Методы,
развитые в указанной выше серии работ, применялись для
изучения QF-1 колец (см. [372, 1182, 1184]). Для артинова кольца
R с J(R)2 = 0 Рингель [1182] нашел необходимые и

достаточные условия для того, чтобы оно было QF-1 кольцом. Им также

получен положительный ответ на вопрос Флойда (QF-1 -алгебра
обладает не более одним конечно порожденным точным

модулем и в этом случае она квазифробениусова) и доказано,

что локальная артинова QF-1 алгебра квазифробениусова.
Последний результат был ранее установлен Камилло и Фуллеродг
[372]. Квазифробениусовым оказывается и коммутативное нё-

терово QF-1 кольцо [1184]. В работе [1183] доказано, что
артиново QF-1 кольцо R с gl. dim/?<2 является QF-3-кольцом.
Более того, в этом случае [1185] R = End(MA), где А —

артиново кольцо, над которым каждый неразложимый правый
модуль проективен или инъективен. Нетрудно видеть, что А — это

в точности почти полупростое справа кольцо (см. [87], стр. 7),:
строение которых полностью выяснено в [М71:52]. Условие

сбалансированности модуля RM, как показали Морита и Судзуки
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(см. например, [1347]), распадается на два условия:

1) HomR(C/cM(R), M)=0; 2) M-dom. dim(j?5)>2, где i? =

=R/annMi— первое из которых называется F^-условием. Если

в определении QF-1 (соответственно сбалансированного)
кольца условие сбалансированности заменить на более

слабое Fh-условие, то получим кольца, удовлетворяющие

Ffc-условию (соответственно левые F^-кольца).
Оказалось, [753, 1347, 1350], что многие результаты,
доказанные для QF-1 (и сбалансирование) колец верны также и для

этих классов колец. В то же время изучение Fu-колец
показывает, что ситуация здесь отлична от случая

сбалансированных колец, например: 1) F^-кольцо не

обязательно F/гКОльцо справа; 2) любое артиново (слева) левое и

правое F/i-кольцо Морита-эквивалентно прямой сумме колец трех

типов: а) локальных; б) однорядных; в) рядных с J(R)*=0
(см. [1350]). В случае конечномерных алгебр над

алгебраически замкнутым полем удается полностью описать строение

левых Fu-колец, [1350]. Иное обобщение сбалансированных колец

рассматривалось в [689]: требуется, чтобы cM(R) было плотным

подкольцом кольца С для всех MQR-mod. Кольцо R
называется (левым) QF-3 (соответственно QF-3+, QF-3') кольцом, если

существует наименьший точный модуль (соответственно, если,

R- проективный 7?-модуль или модуль без кручения (в
смысле Басса)). Строению QF-3-колец (т. е. левых и правых QF-3-

колец) посвящена работа Рингеля и Тачикавы-[1185]. Вопрос
о строении QF-3 колец они сводят к соответствующему вопросу

для QF-3 колец, являющихся максимальными кольцами

частных, и показывают, что последние
— это в точности кольца

эндоморфизмов линейно компактных образующих и кообразую-
щих модулей АМ. При этом по каждому QF-3 максимальному

кольцу частных кольцо А и модуль М определены однозначно с

точностью до эквивалентности Мориты. Изучение условий
обрыва для левых QF-3 колец показывает [1347], что если R нёте-

рово слева и справа, то R артиново слева и справа. В той же

работе рассматриваются QF-13 кольца (т. е. являющиеся

одновременно QF-1 и QF-3 кольцами). Доказано, например, что

такое кольцо полусовершенно. Похожее описание левых QF-3
колец получил Като [808, 809]. При этом под левым QF-3
кольцом понимается кольцо R, содержащее такие идемпотенты е и

f, что Re — точный инъективный левый идеал, a fR —

доминантный правый идеал (см. [87], стр. 27) (каждое QF-3 кольцо

является левым QF-3 кольцом в этом смысле [1347]).
Неожиданная связь между кольцами конечного типа (т. е. артиновыми
слева кольцами, обладающими конечным числом

неизоморфных конечно порожденных неразложимых модулей) и полупри-

марными QF-3 максимальными кольцами частных Rj с

1. gl. dim/?<2, обнаруженная первоначально Ауслендером для

артиновых алгебр, устанавливается в общем случае в

[1347, 1348]. Иванага [754] полностью описал класс

ограниченных нетёровых колец, все факторкольца которых
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являются QF-З кольцами. Обобщения артиновых QF-3 колец

рассматривались в [380] и [1401], a QF*3, QF-3+, QF-3'
кольца изучались также в [203, 286, 475, 661, 702, 1077, 1218,,
1219, 1236]. Армендариц [203] описал полупервичные
QF-З' кольца с нулевым сингулярным идеалом. Его ре-

результаты обобщены в [661]. Для изучения
полусовершенных QF-З колец Хилл [702] привлекает понятие

codom. dim, введенное в [М71:587]. Многие из его результатов;
получил Эеркес [475], как следствие такого утверждения: если

R совершенно слева, Todom.dim^P^/i для любого проективного»

&Р тогда и только тогда, когда codom. dimRQ>n для любого инъ-

ективного модуля RQ. Кроме того, в [474] доминантные и ко-

доминантные размерности однорядных колец выражены как.

функции рядов Купиша. Доминантные размерности артиновых
алгебр изучаются в [542, 543]. В [750] описаны полуфвершен-
ные QF-З кольца с нулевым сингулярным идеалом. Для
совершенного слева кольца R проективность модуля RR
эквивалентна вложимости его конечно порожденных подмодулей в

свободный модуль [1236]. Характеризация самоинъективных слева

колец содержатся в [297], [1139]. В [805] доказано, что в само-

инъективном слева кольце R любой проективный максимальный
левый идеал М имеет вид M=Re+J(R), где e2=eQR.
Строение локальных самоинъективных колец выясняется в [450].
Регулярные самоинъективные слева кольца изучались в [209,,
358, 603, 604, 624, 793, 987, 1165, 1167, 1469]. Изучая строение

модулей над самоинъективными кольцами, Зелманович [1469]
установил, что R регулярно и самоинъективно слева тогда и толь- -'

ко тогда, когда для любого конечномерного (в смысле Голди)
модуля М имеет место разложение M~Z(M)®N9 где N

—

прямая сумма инъективных левых идеалов кольца. Проблеме,
будет ли самоинъективным справа регулярное самоинъективное

слева кольцо, в котором обратимы все элементы, обратимые- ;;

слева, посвящены работы [624, 1165, 1167]. В [209] доказано, ;

что центр регулярного самоинъективного кольца регулярен и

самоинъективен. Этот же класс колец исследовал Гудёрл [603,
604, 608]. В частности, в [608] указано на ошибочность

результата Эллигера [483] об артиновости простого
самоинъективного слева и справа кольца. Кроме того, в [604] предложен

критерий разложимости самоинъективного слева регулярного
кольца в прямое произведение первичных колец. Иондруп
[793] показал, что кольцо инвариантов конечной группы

автоморфизмов коммутативного кольца самоинъективно и

регулярно, если таким является само кольцо. Самоинъективные

кольца рассматривались также в [832, 1149, 1150, 1298, 1378],
Свойства самоинъективных N-регулярных колец и 5-колец, J
изучались в [1044, 1045]. Общий метод построения колец,

инъективную оболочку которых можно превратить в кольцо,:

указан в [461]. Самоинъективные булевы кольца изучает Кар-
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сон [379]. Несколько новых характеризаций инъективных ко-

образующих колец получил Онодера [1077]. Эти же кольца

рассматривались в [701], [9041. Частный случай теоремы Т. С То-
льской [М71:105] (см. [87], стр. 46) доказан в [1445]. В [509]
Фаркаш доказывает, что групповая алгебра FG над полем F р-
инъективна (см. стр. 90) тогда и только тогда, когда G
локально конечна. Он же [508] привел простое доказательство*
критерия из [М71:922] самоинъективности группового кольца..
Частный случай этой теоремы доказан в [938]. Мюллер [1006]
выяснил, когда самоинъективен центр групповой алгебры
конечной группы G над полем. Вюрфель [1451], Джейн [759] и Кол-
би [413] исследовали caMo-FP-инъективные кольца (см. стр.
79), а также правые IF-кольца ( = кольца, над которыми
все правые инъективные модули плоские). Этот класс

объединяет регулярные и QF-кольца. Установлено, что R—FP-инъек-
тивно слева (привое IF-кольцо) тогда и только тогда, когда
любой конечно представимый модуль не имеет кручения в смысле

Басса ([750]) (является подмодулем свободного ^-модуля
([413]). Далее, R — левое и правое IF-кольцо тогда и только

тогда, когда оно двусторонне когерентно и FP-самоинъектив-
но [413].

2.5. Кольца и порядки с конечным числом представлений^
После положительного решения А. В. Ройтером гипотезы

Брауэра— Тролла (см. [87], стр. 32) предпринимались попытки, с

одной стороны, подтвердить или опровергнуть .вторую гипотезу
Брауэра — Тролла, а с другой, развить методы для ответов на обе

гипотезы для более общих структур и, в частности, для
артиновых слева колец. Л. А. Назарова и А. В. Ройтер [1481]
подтвердили вторую гипотезу Брауэра — Тролла в случае
алгебраически замкнутого поля К. Опираясь на результаты, изложенные

в [114], С. А. Кругляк [89] указал критерий для того, чтобы

конечномерная алгебра над алгебраически замкнутым полем с

7(Л)2 = 0 имела конечный тип. Аналогичный результат получил
Габриэль (РЖМат, 1972, 5А324, 9А270; 1974, 7А455). Длаб и

Рингель [458, 459, 463] обобщили результаты из [114], что

позволило им описать алгебры конечного типа над произвольным
полем в классах наследственных алгебр и алгебр А с J(A)2 = 0
и показать справедливость для них первой гипотезы Брауэра—-
Тролла. Под сложностью /(-алгебры А Ю. А. Дрозд [48]
понимает наличие функтора F : Са—+С(А) из категории
/(-конечномерных модулей над свободной алгеброй К<х, у> в такую же

подкатегорию С (А) Л-модулей, переводящего неизоморфные
объекты в неизоморфные, и описывает все несложные алгебры.
Переходя к кольцам конечного типа (определение см. на

стр. 93), отметим уже упоминавшееся (см. п. 2.4) соответствие

между кольцами конечного типа и QF-З кольцами [1347, 1348] *

обнаруженное первоначально Ауслендером для артиновых

алгебр. Это соответствие позволило доказать, что над кольцом ко-
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«ечного типа каждый модуль разлагается в прямую сумму
неразложимых, а каждый неразложимый модуль конечно

порожден. С другой стороны, как показал недавно Ауслендер, над ар-
тиновой алгеброй не конечного типа, существует бесконечномер- \
яый неразложимый модуль [463]. Более того, из результатов

[1347] и [1348] и из работы [562] вытекает характеризация
колец конечного типа как колец, над которыми любой (левый
и правый) модуль обладает разложением, дополняющим
прямые слагаемые. В работах [218, 219] установлено, что артино-
во слева кольцо R имеет конечный тип, если любой
неразложимый модуль RM неприводим или имеет талию

(т. е. подмодуль, отличный от 0 и М и сравнимый со всеми

подмодулями). В частности, если J(R)2 = 0, то последнее

равносильно условию: любой неразложимый левый 7?-модуль
или 'одноряден, или проективен, или инъекти-

вен. Пусть А„ (/?) — кольцо (п X /г)-матриц над кольцом R, у
которых всюду, кроме диагонали и нижней строки, стоят

нули и А»(/?)=ЛЯ(/?), А0»+1>(Я) «Ая(А0»> (/?)). Бреннер [333],
£334] подтвердила следующие две гипотезы Ауслендера: 1)
существует артинова алгебра/^конечного типа с /(/?)2= 0такая, что

A2{R) не является алееброй конечного типа; 2) существует число

т, для которого A^r(R) не является алгеброй конечного типа

«и для какой артинов ой алгебры/?. Грин [628], исследуя вопрос о

нахождении необходимых условий и достаточных условий для

того, чтобы артиново кольцо имело конечный тип, обобщил

результаты работ [463, 459,] [458] на факторкольца артино-
вых колец. Мюллер [1007] для описания неразложимых
модулей над артиновым кольцом R со свойствами У(/?)2==0,
яНоп^(/(R)R9 RU(R)R)R^RHomR(RJ(/?), RRU{R))R строит его

расширения а : R —>S, где 5 — слабо симметричное QF-кольцо
(т. е. S(Re)^RefJ(R)e для любого примитивного идемпотента

е) с цоколем, равным /(S)2, которое индуцирует биекцию из

множества неразложимых непростых ^-модулей на такое же

множество 5-модулей. Описаны также неразложимые модули
над SQF-кольцами и SQF-кольца конечного типа (S — слабо

симметричное). Алгебры и кольца конечного типа изучались
также в [30, 456, 542, 543, 629]. В [629], в частности, дан

ответ на вопрос Диксона [М71:312] и построен контрпример к

гипотезе: если над /С-алгеброй все неразложимые модули

изоморфны левым идеалам, то цоколь любого неразложимого
модуля свободен от квадратов. Густавсон [643] и И. С. Понизов-
ский [121] приводят критерии для того, чтобы некоторые полу- \

групповые и групповые алгебры имели конечный тип.

Переходя к обзору результатов по порядкам конечного типа (т. е.

имеющим конечное число родов неразложимых решеток),
прежде всего упомянем работу [223]. В ней аналогично алгебрам
конечного типа устанавливается соответствие между /?-поряд-

96

ками А с конечный числом Неразличимых й#еДШйй&йЙЙ й

Я-порйдков Г с l.gl.dim Г<2 и r.gl.dim Г<2 в слумё, если

R — дедекйндово кольцо. Когда 2-порядкй А в полупростой
алгебре, такие, что Ар примарен для любого простого идеала Р
из его центра, имеют конечный тип, полностью выяснено в

[52]. Частный случай этого результата анонсирован в [1204].
Сюда же примыкает результат из [1201]. Порядки с одним

неразложимым представлением и порядки конечного типа йаД

полным локальным Дедекиндовым кольцом описаны

соответственно в [49] и [53]. Роггенкамп [1200] отметил, что конечный
тип имеет любой /?-порядок в расщепляющейся алгебре, где

R—дедекйндово кольцо с конечной группой классов. Из
других результатов о представлениях порядков отметим

следующие. П. М. Гудивок [39] описал все имеющие конечный тип

скрещенные произведения конечной группы с кольцом целых р-ади-
ческих чисел Zp. А. В. Яковлев [171] получил описание всех

неразложимых представлений группового кольца Z2G циклической

группы порядка 8, сведя эту задачу к задаче описания

неразложимых объектов некоторой категории. Порядки, все

представления которых вполне разложимы, рассматривал А. Г. Завадский

[64]. Обзору результатов по этой теме посвящена работа [757].
Обзорный доклад о басеовых порядках и, в частности, об их

связи с порядками конечного типа опубликовал Роггенкамп [1202].
Этой же теме посвящены работы Ю. А. Дрозда и В. В.

Кириченко [47, 51]. В [51] доказано, что бассов порядок А над полным

кольцом дискретного нормирования Морита-эквивалентен
прямой сумме наследственных порядков и порядков, в которых
каждый идеал порождается 2 элементами. Далее в [51]
определяются квазибассовы порядки, бассовы и квазибассовы алгебры
и исследуются их свойства.

2.6. Рядные, однорядные кольца и кольца с прямыми
разложениями конечно порожденных модулей. Еще одно

доказательство того, что над обобщенно однорядными кольцами все левые

модули полуцепные, опубликовал Купиш [841]. Фуллер [560]
доказал, что над обобщенно однорядным кольцом каждый

модуль обладает разложением, относительно которого дополняемы

все прямые слагаемые. Представление обобщенно однорядных
слева колец в виде обобщенных колец матриц над однорядными

слева кольцами получено в [749]. Обобщенно однорядные QF-ал-

гебры изучались в [30, 842, 843] (см. п. 2.4). Новые характериза-
ции однорядных колец представлены в [18, 329, 1188, 1305].
Коммутативные однорядные кольца, встретившиеся также в [492] и

[1427], описаны в [684] (соответственно [1418]) как кольца, над

которыми каждый модуль разлагается в прямую сумму
однородных (соответственно неразложимых) модулей. Кроме того,

если всякий /^-модуль есть прямое слагаемое прямой суммы
модулей с числом образующих <т (т — мощность), то R

однорядно [1418], что дает ответ на вопрос из [М7Г.454]. Кольцо
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R называется рядным (слева), если каждый (левый) конечно*

представимый ^-модуль разлагается в прямую сумму цепных.

Строение нётеровых рядных колец выясняется в [50, 81, 82*
1421]. Наиболее общие результаты получил В. В. Кириченка
[81, 82], установивший, что рядность нётерова слева кольца R
эквивалентна каждому из следующих условий: 1) всякий

конечно порожденный л-евый /^-модуль полуцепной; 2) R
изоморфно прямой сумме артинова рядного кольца, конечного числа,

полусовершенных HNP-колец и колец, Мори-та-экви-
валентных факторкольцам колец вида Н (0, т,п) =

(Нт(р) 0 \
л

■ \Af (D)T (D))' где ^— кольи° дискретного нормирования*

Hm(G) определено на стр. 91, Tn(D)— кольцо нижних

треугольных матриц над телом D (D—тело частных кольца 0)г
a Mmn(D)—множество всех (/7гХл)-матриц над D. Тем не

менее над нётеровым слева рядным кольцом конечно

порожденные правые модули необязательно полуцепные. Строение
нётеровых слева колец с этим свойством полностью

выяснено в [82], откуда вытекает и строение нётеровых (слева и

справа) рядных колец, полученное также в [1421]. Там же

[1421] изучались полунаследственные рядные кольца и

конечно порожденные алгебры над нётеровым кольцом, над

которыми любой конечно порожденный модуль есть прямая сумма
проективного и артиновых цепных модулей. Рядное кольцо,
являющееся прямой суммой примарных колец, В.В. Кириченко [81]
называет однорядным и доказывает теоремы об их строении
и свойствах. Перейдем теперь к работам, касающимся

проблемы Капланского о строении коммутативных колец, над

которыми всякий конечно порожденный (или конечно

представимый) модуль —прямая сумма циклических. Они

называются FQC (РРС)-кольцами соответственно. Обзору результатов
по этим кольцам (см. [87], стр. 28 — 29) посвящены работы
[851], [852], [1275]. В [851] и [852] результаты, известные для

локальных колец, переносятся на глобальный случай. Всякий

собственный гомоморфный образ FGC-кольца без делителей

нуля линейно компактен [331]. В [1275] исследуются условия
для того, чтобы прюферово кольцо обладало этим свойством

и решаются задачи Матлиса [М62:49]. Кольцо R называется

кольцом с теорией элементарных делителей (т. э. д.), если

каждая (ягХя)-матрица над R эквивалентна диагональной

матрице (dtJ), в которой rfi+M+1 делится на dir Кольцо, над

которым всякая (1 х2)-матрица эквивалентна диагональной*
называется эрмитовым. Оказалось, что эрмитовы кольца —эта
в точности такие кольца, над которыми всякий конечно пред»

ставимый модуль с одним соотношением является прямой сум.
мой циклических [851, 852], а кольца с т. э. д. суть FPC

кольца [874]. В связи с этими результатами в ряде работ [851г
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852, 874, 1276, 1281, 1432] выясняется, . когда ^те^шгиедб'

кольца являются эрмитовыми или кольцами с т.- э. д.

Например, [12/6] полунаследственное кольцорезу R с K.d\mR<l—
кольцо с т. э. д. С другой стороны, эрмитовым будет всякое

кольцо Безу, являющееся полунаследственным или с

конечным числом минимальных простых идеалов. Все названные

классы колец и их- свойства изучались также в [1439], где, в

частности, доказано, что эрмитово кольцо является кольцом

с т. э, д, тогда и только тогда, когда каждый конечно

порожденный модуль /г-порождаем, если д-порождаемы все его

локализации. Шорес и Виганд [1275, 1280] называют R CF-

кольцом, если всякий модуль Ж, разлагающийся в прямую

сумму циклических, представим, в виде М= RlIl®...®RlIn, где

Л^2^.. -^n^R- Доказано, что CF-кольцо разлагается в

конечное прямое произведение арифметических колец

трех типов, и выяснено строение колец, над

которыми любой конечно порожденный модуль представим в

таком виде. Далее, авторы выдвигают гипотезу: любое FGC-

кольцо является прямой суммой FGC-колец, каждое из

которых имеет минимальный простой идеал и проверяют ее

справедливость для, колец с числом простых идеалов <2С.
Некоммутативные кольца Безу и эрмитовы кольца изучались в

[72]. В [944, 947] Матлис продолжал исследовать строение
D-колец (^коммутативных областей, над которыми всякий

модуль без кручения конечного ранга разлагается в прямую
сумму модулей ранга 1). Доказано, что целозамкнутое
кольцо /? — D-кольцо тогда и только тогда, когда R— пересечение
не более двух максимальных колец нормирования. Целое
замыкание D-области является прюферовым. Обратно, если

целое замыкание F локальной области (R, щ) является

максимальным кольцом нормирования, /^-модуль /^-порожден и

m-F~F> то=/?-— D-кольцо. Вамош [1379] называет коммутативное
кольцо SISl-кольцом, если все его подпрямо неразложимые
факторкольца самоинъективны и классическим кольцом —если

/\

R!m линейно компактны для всех щбМ. Spec R (этот класс

включает в себя как нётеровы, так и регулярные кольца).
Оказалось, что классическое кольцо R — SISI-кольцо и для

категории конечно вложимых /^-модулей имеет место примар-
ное разложение. Классические прюферовы кольца суть

кольях

ца, над которыми Rim—цепные модули для всех шбМ.Spec/?.
Кольца, над которыми каждый модуль является прямой суммой
неразложимых, встретились в [684, 1418, 1473]. В [195, 560,
562, 1456] различные кольца характеризуются свойствами

некоторых классов модулей обладать прямыми разложениями,
относительно которых дополняемы прямые слагаемые (см.
стр. 64—65, 97). Кольца, для которых модуль RR заменяем,
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*щч%М№1$^\Ш, 1032, 1420]. При этом выйснёно, что доё¥а-
тоедме дли этого условия, приведенные в [1420], не явМ*№сй

необходимьши ([992]). Критерий заменяемости Rk наШеЛ
Ншолсон [1032]: это равносильно поднимаемое™ идеййсгГен-
тов по модулю любого левого идеала. В [1453, 1456]
изучались свойства прямых сумм неразложимых инъективны*
модулей.

2.7. pf-кольца, когерентные кольца и и* ббобщенйя.
pf-(соответственно, n-pf, рс-)-кольцами называются кольца, над

которыми конечно порожденные (соответственно ^-порожденные,
циклические) плоские модули проектйвны. Эти кольца
рассматривались в [149, 187, 339, 699, 791, 795, 882, 1064, 1135, 1382,
1388]. В [339] установлено, что коммутативное кольцо R такое,
что J(R) содержит пересечение конечного числа простых
идеалов, является pf-кольцом. Полное доказательство
анонсированных в [М71 : 108) результатов (см. [87], стр. 22) появилось в

[149]. Васконселос [1382, 1388] охарактеризовал
коммутативные рс-кольца свойством разложимости всякого проективного
идеала в прямую сумму конечно порожденных. В частности,
отсюда следует, что кольцо непрерывных функций на отрезке не

является рс-кольцом. Иондруп [791], изучая n-pf-кольца, показал

что если w. gl. dimi?<l, то левое n-pf-кольцо R является n-pf-
кольцом справа. В общем случае это не так уже для рс-колец
(ср. [87], стр 23). В [1064] модуль М над коммутативным
кольцом R называется модулем с содержанием, если х£с(х)М
для всех х£Му где с(х)= П{/|/ — идеал в R, для которого

х(<1М}. Оказывается, если R — прямое произведение полей, то

конечно порожденные плоские /?-модули с содержанием
проектйвны. Верхняя граница проективных размерностей плоских

модулей оценивалась в [639], [640], [1293]. Ряд авторов
выяснял, когда когерентны или равномерно когерентны кольца
многочленов и степенных рядов. Установлено, что если R —

полу-Р1-кольцо с левым условием АССП, то R[[x]] когерентно
слева [794]. То же самое верно для кольца многочленов от

любого множества переменных над приведенной алгебраической
алгеброй над R [378]. Касаясь коммутативного случая,
отметим результат из [1238]: кольцо R[X] многочленов от любого
множества переменных когерентно, если R регулярно по

Нейману или прюферово (ср. [87], стр. 24). Более тогб, если R —

кольцо нормирования ранга Ф\, то кольцо R[[х]] не всегда kol

герентно [794]. Другие подобные результаты содержатся в

[378, 1127, 1389]. Когерентные кольца и их обобщения
рассматривались также в [277, 278, 305, 376, 413; 507, 703, 759, 897,
991, 1140, 1264, 1450]. Кольца, все факторкольца которых
когерентны, охарактеризованы в [703]. В [507] с

использованием ультрапроизведенрй доказано, что /г-когерентность кольца

равносильна я-инъективности индуктивных пределов п-инъёк-

тйвных модулей. Когда кольцо конечно столбцовых матриц ко-
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герентно, выяснил Ленцинг [897]. Коммутативные когерентные
кольца R с gl. dixnjR<oo изучались в [277, 278] и [1264]. Так,
когерентная область с FPD(JR)<1 нётерова [1264].

2.8. Совершенные, полусо&ершенные, полуартиновы, артиновы
и полупростые кольца. Из новых условий, эквивалентных левой

совершенности кольца R и содержавшихся в [195, 703, 1097,
1120, 1145, 1272], приведем три: 1) прямой предел
квазипроективных левых модулей квазипроективен [1145]; 2) левые

квазиплоские модули квазипроективны (см. стр. 76) [703]; 3)
каждый левый проективный модуль обладает разложением,
относительно которого дополняемы все прямые слагаемые [ 195],
В [1147] описаны совершенные слева кольца, длина Лбева

любого конечно порожденного идеала которых конечна, Бланд

[312] обобщил теорему Куртера ([87], стр. 5). Совершенные
кольца рассматривались также в [305, 559, 475, 583, 642, -673,
980, 1046, 1134]. Как показано в [583], совершенные слева

кольца, над которыми подмодули квазипроективных модулей

квазипроективны,— это в точности наследственные полупримарные
кольца R с /(/?)2 = 0, что обобщает результат Фуллера [559].
Доминантные и кодоминантные размерности совершенных ш-

лец.исследуются в [475]. Еще одно доказательство критерия

совершенности групповых колец предложено в [623]. В [623, 373,
1442] продолжалось выяснение как необходимых, так и

достаточных условий полусовершенности группового кольца. Обзор
по этой теме опубликовал Рено [1164]. Пблусобершенные
кольца рассматривались в [30, 81, 195, 701, 1030, 1031, 1046, 1234,
1421]. Критерий полусовершенности указан в [195]: каждый
левый модуль обладает разложением, относительно которого
дополняемы максимальные прямые слагаемые. Полу-
артиновы (в том числе и регулярные полуартиновы) кольца и

их свойства изучались в [373, 689, 1046, 1111, 1117, 1134,
1152, 1156, 1240, 1241, 1270, 1272, 1273]. Камилло и Фуллер
[373] на примерах показали, что для примитивных колец
свойства левой и правой полуартиновости независимы. Кольца,
над которыми все сингулярные модули лоевы, встретились в

[328]. Характеризация артиновых колец посвящены работы

[195, 580, 1152, 1156, 1240], Установлено, что если левый цоколь

нётерова (слева и справа) кольца R существенен слева или

справа, то R артиново [580]. Прямые суммы примарных
артиновых слева колец охарактеризованы Макино [925] как нёте-

ровы слева кольца, над которыми сердцевина и цоколь любого

модуля совпадают. Левая артиновость- кольца равносильна
существованию у левых инъективных и проективных модулей
прямых разложений, относительно которых дополняемы

прямые слагаемые [195], Свойство модулей, равносильное ар-
тиновости коммутативного кольца, указал Уэбс [1427],
Критерий нётеровости артинова кольца без единицы приведен т

[1267]. Кольдо R Миллер и Тернидж [981] называют

конётеровым (коартиновым) слева, если RS нётеров (артинок)
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модуль для любого простого RS (ср. [87], стр. 35), и дока-;
зывают равносильность следующих условий в случае, когда
RJJ(R) артиново: 1) R коартиново слева; 2) R конётерово сле-;
ва и J(R) — Г-нильпотентен. Коартиновы кольца (под назва-

нием конётеровых) изучались также в [505]]. Новые характери-
зации классически полупростых колец даны в [156, 203, 583,
1145, 1139].

2.9. Разное. Новые условия, эквивалентные левой нётерово- )
сти кольца /?, содержатся в [195, 328, 973, 1139]. Например,
кольцо нётерово слева тогда и только тогда, когда всякий инъ-
ективный левый модуль имеет разложение, относительно
которого дополняемы прямые слагаемые [195]. В [1243] доказано,
что всякий идеал коммутативного одномерного нётерова кольца,
целое замыкание которого конечно порожденно и
стабильно, 2-порожден, что дает ответ на вопрос feacca. (R
называется стабильным, если каждый идеал / проективен над
Епс1я(/)). В [1244] результаты Матлиса {М71:729]
распространяются на кольца с делителями нуля. Бек [261] ввел м-нётеро-
вы кольца и изучал их свойства (R—n-нётерово, если в
минимальной инъективной резольвенте модуля RR первые я-чле-
нов 2-инъективны). Новые характеризации регулярных колец
приводятся в [52, 519, 583, 703]. Например, регулярность
кольца эквивалентна квазиплоскостности всех левых модулей [703].
Строение модулей над регулярными кольцами исследовал
Оширо [1081]. Регулярные кольца рассматривались также в '•

[525, 661, 1044, 1137, 1460, 1435]. В [1137] до-
*

казана регулярность центра кольца, над которым все

простые левые модули плоские. Ряд авторов занимался

классификацией колец по свойствам квазиинъективных,
квазипроективных и квазиплоских модулей [145, 373, 559, 583, 673, 674, 703,
1368, 1369] (см. также п. п. 1.4, 1.5, 2.8). Хилл [703] и Тиссе-
рон [1368, 1369] изучали кольца, над которыми прямые
степени любого квазиинъективного модуля квазиинъективны.
Кольца, над которыми квазиплоскостность наследуется прямыми
степенями, охарактеризованы в [703] как кольца, все фактор-
кольца которых когерентны справа. Асан [178] и Келер
[831] выяснили строение колец, над которыми все

циклические левые модули квазиинъективны. Строение \

#-колец ([87], стр. 37) исследовалось в [701] и [748].
Полный ответ опубликован в [748]. Сюда же примыкают работы ;
[986, 987]. Критерии левой конечномерности кольца R ]
с Z(/?/?)== 0 установили Армендариц [201] и Читам [395]-—это
равносильно любому из условий: 1) Z(limMt) = 0, если

Z(Mi)=0 для всех Ш, M&R-mod\ 2) если~2(^)= 0 и Et
инъективны, то инъективен и модуль \\тЕь. Характеризации
полупервичных колец Голди даны в [250] и [256]. Кольца R
с Z (#/?) = 0, над которыми всякий конечно порожденный 'Ч
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модуль М с Z(Af)=0 вкладывается в свободный, описаны

в [601]. Для некоторых классов коммутативных колец

(например нётеровых) наличие двойственности Мориты равносильно
обращаемости прямых пределов функтором Ext^ (— ,/?).

В [697, 850, 1372], по аналогии с абелевыми группами, были

введены и изучались узкие кольца.

§ 3. ЛОКАЛИЗАЦИИ, РАДИКАЛЫ И ЧИСТОТА

3.1. Радикалы и локализации. Подфунктор о

тождественного функтора на абелевой категории 91 называется пред-

радикалом. Положим $p(c)={M|Me9t, o(M)=0}, Ж(а)={М\Мб%
<с(М)= М}. Предрадикал о на /?-Mod называется:

(^наследственным, если o(N)=a(M)C\N (a(MlN)= (e(M)-{-N)[N), где

N<z.M\ стабильным (костабильным), если а (Ж)—прямое
слагаемое в любом инъективном (проективном) модуле М; идем-

потентным, если о(о(Л1)) = а(7И); радикалом, если о(Д1/а(М))=0
при всех M^R-tAod. Точный слева предрадикал называется

•ядерным функтором [М71:436], наследственный радикал-

кручением. Условия, равносильные стабильности и костабиль-

ности наследственного предрадикала, получены в ]294],
идемпотентности предрадикала и того, что он является радикалом,—
в [291]; условия костабильности и наследственности

радикала указал А. И. Кашу [74]. В [296] установлены связи

между теорией радикалов и теорией гомологической
размерности модулей: именно, для двух классов^, $3) модулей над

R положим: dim (Л, 33) = inf {п \ (АвАЛВе®) => Ext£+1 (А, В) =

= Ext#+2 (А, В)= ... =0}. Доказывается, например, что если

о —радикал и o(R) = 0 (а (/?) = /?), то l.gl.dim/?<
<dim(5p(o), ф(а))+1 (l.gl.dim'/?<dim(3t(a), 3t(a))+l), а равенство

dim (ф (a), 91(a)) = 0 равносильно расщепляемости а, т. е. тому,

что а (М)— прямое слагаемое в любом модуле М. В [292]
определяются и изучаются некоторые операции над предра-

дикалами, например, композиция оох(М) = о(х(М)), расширение
оДт(М) = Л\ где X!a(M) = i(M/o(M)), а также сумма и

пересечение семейства предрадикалов. Типичный результат: если

т —радикал, то (а1Ао2)от = (а1от)Л(а2от). Поведение этих

операций при замене колец изучалось в [293]. А. И. Кашу [75]
исследовал связь между радикалами (идемпотентными пред-

радикалами) и кообразующими (образующими) в /?-Mod,

Эллигер [485] —связь между подмодулем а (Ж), где

а—-предрадикал, и J (End#M), получив в качестве следствий

некоторые результаты о кольцах эндоморфизмов. Он же [484]

указал условия, при которых предрадикал а имеет свойство:

<j(M)^0, если УИ=£0. Новое описание радикальных классов

дал Ж. Файзуллаев [152]. В. П. Елизаров [56] оцисал ради-
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кальные классы и аналог радикальных фильтров для сильных,
предкручений, а также построил соответствующие кольцучастных. Шелтер и Роберте [1257] показали, что если/—
кручение и g(t) имеет счетную базу, то &(t)= {M\U®M= 6}*
где U—плоский правый /?-модуль, Ямбор [762] изучал орто^
тональные относительно ® классы модулей над коммутатив^
ным кольцом. Полупростые классы встречаются также у Като
[810]. В ряде работ изучалась связь свойств кольца R и
множества всех предрадикалов определенного типа в i?-Mod. Такг
Бронович и Тепли [344] получили условия, близкие к
совершенности и полуартиновости, Е. И. Тэбырце описал кольца, над.
которыми все кручения образуют импликативную
дистрибутивную структуру с дополнениями [150] или цепь [151]. В случае
коммутативного кольца с условием максимальности для
частных идеалов существует тесная связь между спектром кольца R
и решеткой кручений в R-Niod, изучавшаяся Е. И. Тэбырце и
Ю. М. Рябухиньш [30, стр. 356], Е. И. Тэбырце [30, стр. 356].Здесь же упомянем работу Ниты [1048]. Кепка [815] показал,
что каждый (конаследственный) предрадикал в R-Mod коста-
билен тогда и только тогда, когда R — прямая сумма конечного
числа простых колец. В [295] рассматривались кольца, над,
которыми каждый (наследственный) идемпотентный радикал
стабилен. Кольцо R называется ATF-кольцом, если a(R)=0 или

o(R)=R для любого ядерного функтора сг. Такие кольца
изучали Рубин [1231— 1232], Виола-Приоли [1403], Хэнделмен
и Лоуренс [663]. Для коммутативного кольца R это условие
равносильно тому, ч?о R — область целостности, в общем
случае— сильной первичности кольца R (кольцо называется сильно

первичным, если для любого *б^\{0} существуют такие
п

ги f2i...,rn 6 R, что П Мгг#)=0). Хэнделмен [662] показал,

что каждый собственный ядерный функтор в i?-Mod содержится
в собственном кручении тогда и только тогда, когда R —
конечное подпрямое произведение ATF-колец. К тому же кругу
вопросов относятся работы Бицана, Ямбора, Кепки и Немеца
[290], где изучаются такие кольца, что t(R)=0 или t(R)=R
для любого кручения t в R-Mod, и Рубина [1230], где приведен
пример примитивного кольца, не обладающего этим свойством.

Виола-Приоли [1404] изучает кольца, над которыми каждый
ядерный функтор — кручение. Коммутативные кольца с этим
свойством — прямые произведения полей. Фенрик [513]
рассмотрел кольца, удовлетворяющие более сильному условию.
Из работ, относящихся к радикально-полупростым классам,,
упомянем статью Е. Л. Горбачука [36] и обзор Адзумайи [225].
Курата [844] определил /г-кратный радикал как набор
(Ти • •

•, Тп) таких классов модулей, что при /=1, 2, ..., п— 1

существуют радикалы гг-, удовлетворяющие условиям: Гг~
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=Щгг)9 Г*+1 = 9> (/ч). Доказывается, например, что п<4. Трех-
и четырех-крдтные радикалы изучались в [1235] и [845].

Перейдем к работам, в которых изучаются различные

понятия, связанные с фиксированным радикалом. Кузик [442}
охарактеризовал периодический идеал кольца. Бичи [248] и

Тепли [1361] изучали различные варианты £-делимости

модулей, где / — кручение;. Блэнд [313] определил для радикала &

понятие о-коделимого модуля: М называется а-коделимым, если

для любой точной последовательности 0->ЛГ->А->£->0, где

с(/С) = 0, гомоморфизм Нот#(УИ, А) -> Нот# (М, В) сюръективен.
Кроме того, определяется о-коделимое накрытие модуля и

показывается, что если каждый модуль из класса 91(a) имеет

проективное накрытие, то замкнутость класса 91(a)
относительно проективных покрытий эквивалентна замкнутости

класса ф (а) относительно гомоморфных образов. Миллер [979]
изучал последнее условие в случае, когда a— кручение;
Тепли [1362] выяснил, когда существование a-коделимого на^

крытия для любого /^-модуля влечет совершенность кольца R;

Рангасвами [1144], рассматривая такой радикал а, что все

левые идеалы, лежащие в o(R), а-радикальны, показал, что все

R-uoдули имеют а-коделимое накрытие тогда и только тогда*

когда кольцо R/а (R) совершенно слева, а a-коделимость всех

/^-модулей эквивалентна классической полупростоте кольца

Rlo(R). Блэнд [314] получил аналогичные результаты, когда

а —кручение, а также, определив в [315] a-делимую и а-коде-

лимую размерность модуля, указал достаточные условия их

равенства. В работах Голана и Тепли [591], Тепли [1366] ш

Читэма [396] изучались свободные от кручения накрытия

модулей. Ряд работ посвящен обобщению проективности и

инъективности в связи с теорией радикалов и изучению

возникающих при этом классов модулей (Бичи [249], Л. Ш. Иоффе

[71], Йираско [782]). А. И. Пономарев [30, стр. 334] для

кручения t установил эквивалентность ^-инъективности и

^-проективности всех ^-модулей, а также указал ряд других условий,
определяющих классическую ^-полупростоту кольца R.

Аналогичные вопросы для ядерного функтора рассматривал Рубин

[1233]. Людеман [921] показал, что кольцо R классически

tf-полупросто тогда и только тогда, когда R= t-soc(R) (M=t-
soc(M) для всех M6/?-Mod, где /-цоколь t-soc(M)
определяется как пересечение таких существенных подмодулей

NciMi что MlN($K(t). Катаяма [807] рассмотрел понятие а-цо-

коля для любого ядерного функтора а и показал, что если

91(с)--радикально-полупростой класс, то a-soc (M) равен сумме

таких подмодулей NczM, что NjN'$&(?) влечет N' =N для

любого N'ciN.

Несколько работ связано со свойствами расщепления пред-

радйкалоа, радикалов и кручений. Фулберт и Тепли [557] й
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Гудёрл [602] указали необходимые и достаточные условия того,i
что сингулярный предрадикал (обычно его называют

сингулярным радикалом, хотя он радикалом, вообще говоря, не является)
обладает свойством SP или FGSP. Тепли в [1360] изучал рас-,
«щепление кручения Голди и кручения Диксона, а в [1365] — ;.
расщепление произвольного кручения, содержащего кручение!
Диксона, на циклических и конечно порожденных модулях (кру- \
чение Диксона есть наименьшее кручение, относительно которо-
то все простые модули периодичны). Раттер [1234] показал,
что радикал а(Р) над полусовершенным кольцом R выделяется

прямым слагаемым в каждом проективном модуле Р тогда и
только тогда, когда 9>(ст) замкнут относительно проективных
накрытий (ср. [М71:196]).

Гудёрл -(РЖМат, 1974, 1А247) исследовал вопрос о переносе
свойства SP для сингулярного предрадикала Zx на существен-
шое произведение колец и доказал, что если R — наследственное

шётерово первичное кольцо, то Zt имеет свойство SP тогда и

-только тогда, когда R содержит минимальный идеал и каждый
^простой точный /?-модуль инъективен [609]. Достаточное
условие того, что Zt обладает свойством SP, указал также Зелма-
шович [1469]. Свойства расщепления копериодических
радикалов исследовал Рамамурти [1135], А. М. Иванов [69] изучал
радикалы абелевых групп, расщепляющиеся на группах
ограниченного ранга, Л. А. Койфман ([31], стр. 33) описал кручения,

обладающие свойствами BSP, FGSP и CSP, над
коммутативным кольцом, Е. Л. Горбачук [35] — коммутативные кольца,
шад которыми все кручения расщепляются. Сюда же

примыкают работы [274] и [1328].
Мазе (РЖМат, 1975, 7А563), Голан [588], Голан и Тепли

|590] изучали ^-артиновы и /'-нётеровы кольца и модули, где

t—-кручение. К этим лее вопросам близка работа Рангасвами
ш Ваная [1146]. Вюрфель рассмотрел соответствующее
обобщение когерентности [1450]. Балле изучал такие кручения /,
что радикальный фильтр $(t) удовлетворяет условию,
аналогичному условию Артина — Рисса [230]. Сюй [724] доказал, что

щредрадикал а над дедекиндовым кольцом, перестановочный с

операцией взятия обратного предела, имеет вид а(М)=
= {т^М\1т= 0) для некоторого идеала /. Бицан [285] изучал
модули без кручения над кольцами матриц.

Радикалам в категории модулей над кольцом без 1
посвящены работы Кертеса [816], Хансена [668] и Саса [1337, 1338].

Пусть ъм(хм)— наибольшее (наименьшее) кручение,
относительно которого модуль М полупрост (периодичен). Бицан
J284, 286] и А. И. Кашу [76] рассматривали радикал ?M(N) —
= П {ker /|/6Hom#(N, M)} и получили ряд условий, при

которых он является кручением. Например, это эквивалентно квази-

инъективности модуля М. Кон [409] называет р^-радикальные
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JR-модули связанными, а т^-радикальные —строго связанными и

указывает ряд свойств этих модулей в случае, когда /? —

наследственное кольцо, например: каждый конечно связанный

модуль-—расширение проективного модуля с помощью конечно

связанного строго связанного модуля.
Г. М. Бродский [19] исследовал кручение Басса, т. е.

радикал pEnds/7, где F — свободный S-модуль бесконечного ранга, и

указал на его связь с некоторым другим конкретным кручением.

Бъёрк [305] изучает свойства косовершенного радикала

модуля Д равного наибольшему подмодулю в М,
удовлетворяющему условию минимальности для конечно порожденных

подмодулей. Папп [1093] рассмотрел класс таких /?-модулей М,

что любой гомоморфный образ модуля М инъективен. Если

кольцо R — нётерово,.то это радикальный класс, а если арти-

ново — полупростой. Тепли [1358] изучал разложение
периодических в смысле Диксона модулей в прямую сумму
^-периодических подмодулей, где S —пробегает множество простых

модулей. Аналогичным вопросам посвящены работы Альбу [181,
182], Настасеску и Альбу [1023], Шореса [1274].

Бичи [254] исследовал связь кручений в /?-Mod с так

называемыми подкатегориями Жиро. Уинтроп [1447] применил пред-

радикалы к изучению широких подгрупп в абелевых группах.

Периодические модули над некоммутативными дедекиндовыми

кольцами изучались в [959] и [1296]. Фахруддйн [502]
рассматривает группу Гротендика и композиционные ряды модулей
без кручения конечного ранга над коммутативным кольцом

нормирования.

Понятия, в некотором смысле двойственные понятию

кручения, исследовали Брони [343] и Макмастер [961]. Кепка [814]

привел ряд характеризаций радикального фильтра,
порожденного заданным множеством левых идеалов.

Упомянем работы [9, 10, 34, 38, 239, 240, 354, 356, 377, 565,
566, 568, 648, 760, 826, 865, 1150, 1151, 1277, 1337, 1397, 1410],
в которых изучались (пред) радикалы в категориях, отличных

от категории модулей. По поводу локализаций моноидов и

полигонов см. § 5.
Перейдем к работам, связанным с кольцами и модулями

частных. Этим вопросам посвящены книги Голана [587], Ван

Ойстаэйена [1086], Штейштрёма [1316], статья Уокеров [1412],
известная как препринт с 1964 года, и В. П. Елизарова [54], а

также обзоры' Мориты [999] (по результатам, примыкающим к

[М71:789—792]) и Ламбека [859].
Кольцо частных кольца R, определенное кручением t

(радикальным фильтром Я> будем обозначать Qt (R)
(соответственно, Q$r(R)), канонический гомоморфизм колец — p(t, /?):/?->

^Qt(R) (pCf, #):/?-> Qjr (/?)). Аналогичные обозначения будем

использовать для модулей частных. Кроме того, обозначим
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**ерез JR'toxs множество всех кручений в R-Mod >• через
Ф (/?) — множество радикальных фильтров левых идеалов

кольца R.
Наиболее близкими к классическим являются локализации,,

обладающие свойством (Т) Голдмана (см. [М71:436]). Они и

соответствующие им кручения (и радикальные фильтры) назы-
ваются также совершенными. Совершенные кручения
исследовали Рубин [1230, 1232] (в [1232] он показал, например, что

каждое кручение над коммутативным кольцом R совершенна
тогда и только тогда, когда высота каждого простого идеала
в /? не больше 1), Бичи [248, 255], Сим [1284]. Пэйдж [1089]
для лрбого (совершенного) tQR-toxs установил, когда Qt (R) —
классически полупростое, однорядное, квазифробениусово,
артиново (первичное, обобщенно однорядное) кольцо-
В. П. Елизаров [57] дал аксиоматическое описание кольца
частных относительно сильного фильтра и обобщил в [58] на

случай сильного фильтра результаты Пэйджа. Критерий
когерентности кольца Qt(R) нашел Кэмпбелл [376]. Шелтер
[1255] предложил конструкцию кольца частных кольца R
относительно двух радикальных фильтров fr и ft правых и левых

идеалов, соответственно, которая является функтором на

категории с объектами (/?, fr, ft) и естественно определенными
морфизмами. Другой случай, когда локализация кольца функ-
ториальна, рассмотрел В. Т. Марков [102J.

Баттс и Спахт [359] определяют кольца частных
коммутативных колец относительно обобщенных мультипликативных
систем идеалов. Лемэр [887], обобщая локализацию Габриэля,
ввел полулокализации модулей и применил их для исследования
частичных гомоморфизмов модулей.

Каан [365] указал представление модуля Qf (М) в виде ма

дуля сечений некоторого квазикогерентного пучка (/?
—коммутативное кольцо) и привел условие (в терминах этого

представления), эквивалентное совершенности Qt (R). В. К. Харченка
(РЖМат, 1976, 2А314) показал, что если GcAut(#), |G|<oor
fG®(R), g(F)£f при любых FQf, geG, и \G\Ref, то fG=
= {FnRG\Fef}e®(RG) и Qp(Rf=Q^G(RG) (где /^-кольцо
инвариантов). Бёрджес [357] доказал изоморфизм Q^rG(RG)^
^Q^r(R)G, где G —группа, а фильтр f№(R) содержит
кофинальное подмножество конечно порожденных левых идеалов.
Отметим также работы Ламбека [857—858] и Мори [950—951]г
содержание которых отражено в [99] по анонсам [M71:652L
[М71 :738].

Продолжаются исследования различных обобщений
локализации коммутативного кольца относительно простого идеала.
Ламбек и Михлер [862] определили кручение tp, ассоцииро-
вшдое с первичным идеалом Р нётерова кольца R, условием

1№

tp^^/jyv >йФкйэ&й, щго соответствующий радикальный ф*ШТр
$р- {A^R | Vx, xeR=>Ax~l П S (P) ф 0}, где S (P) = {s^R \ xeRA

AXs£P=>xeP}. Пусть RP= Qtp(R), p(tp,R)=?p, MP= $P?P(P).
Доказана эквивалентность следующих условий: 1) MP=J (Rp);
2) элементы множества pp(S(P)) обратимы в Rp\ 3) кольцо R

удовлетворяет условию Оре относительно cnctetabi S(P). При
выполнении этих условий локализацию RP и идеал Р назовем

классическими. Заметим, что третье условие имеет смысл и дли

ненётерова кольца. Файндли [526] показал, что, если t<tp, Q =

~Qt(R)y Q\/J(Q) —простое артиново кольцо и Р = р(£, R)~l<
■•(/(Q)), то Q=Rp и RP — классическая локализация. Хайнике

{696] выяснил, при каких условиях кручение tP совершенно.

Чэттерс и Хайнике [394] показали, что если R — наследственное

нётерово с обеих сторон первичное кольцо, то либо Rp —

нётерово неартиново простое кольцо, либо Rp/J(Rp) —простое

кольцо, RP — кольцо главных левых и главных правых идеалов, и

Р содержит обратимый идеал. При этом идеал Р обратим тогда

и только тогда, когда RP — классическая локализация. Ламбек

и Михлер [861] для некоторых случаев описали Л1Р-адическое
пополнение кольца RP как второй централизатор
неразложимого инъективного £р-полупростого 7?-модуля. Ятегаонкар [769] и

Ламбек и Михлер [863] рассмотрели аналогичную локализацию

Rs нётерова кольца R относительно полупервичного идеала 5.

Ятегаонкар [771] указал условия (в терминах инъективных R- и

i^s-модулей), при которых Rs—классическая локализация.

Мори [951, ч. III] установил, когда Rp, где Р — минимальный

первичный идеал нётерова максимального ограниченного
порядка R в теле, совпадает со своим правым аналогом. Шамари
[386] рассматривает кручение t = f\{tP\P — минимальный

первичный идеал}, где R — нётерово с обеих сторон первичное

кольцо. Равенство £ = 0 оказывается эквивалентным тому, что

R — порядок Асано в своем кольце частных. Рэйно [1159, 1161]
показал, что максимальные собственные кручения над нётеро-
вым с обеих сторон кольцом R имеют вид tP, где Р

—

минимальный первичный идеал. Различные обобщения этого утверждения

предложил Бичи [251—252]. В коммутативном случае этот

вопрос изучал Нгуен Тронг Кхам [1027]. Отметим также книгу

Нилла [1043] и обзор Михлера [974], посвященные близким

вопросам.
Значительное число работ посвящено изучению и

применению простых кручений в смысле Голдмана [М71:436].
Множество простых кручений в /?-Mod обозначается SpegR. Голан

указал четыре способа введения топологии на Speg^ [584] и

изучал свойства этих топологий. Каан [363], [366] определил

копростые кручения двойственным образом и указал некоторые
достаточные условия существования биекции между ними и

простыми кручениями, а в [364] изучал подмножества в Spegi?,
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связанные с простыми идеалами кольца Л, где -JR — Д-алгебра-
Рэйно [1157—1158] исследовал свойства SpegR, равносильные
полунётеровости кольца R. Сюда же примыкают работы Албу
[18^] и Попеску [1113]. Голан [585 — 586] рассматривает
функцию 8, которая каждому подмножеству UgSpegR ставит в

соответствие периодический класс модулей М таких, что*

0ф Ass (M/N)gU для любого N^M, где Ass(M)={it6Speg/?|M
содержит носитель кручения те} (модуль К называется
носителем кручения t, если К/Ь^Я (t) для любого Оф£с:К). Функция &

определяет аналог размерности Крулля. Полуартиновы кольца

характеризуются тем, что 8 биективна. Голан и Рэйно [589]
установили с^язь между введенной размерностью и

размерностью Габриеля (см. ниже). Гудёрл [609] рассматривал
кручения t такие, что &(t) = i(X), -ДГс{т5|5 —простой модуль}, и

,

свойства соответствующих колец частных, когда R —
наследственное нётерово первичное кольцо.

Голдман [597] определил /-цепь подмодулей нётерова
модуля М как последовательность подмодулей 0дМ0дМгд... .Мп=
=М такую, что Mi+ilMi — носитель кручения /, и показал,,
что ни набор {^Mi+1/Mtj i=0,1,..., п— 1}, ни число п

(называемое /-длиной модуля М) не зависят от выбора /-цепи.
Результаты Голдмана обобщил Голан [588].

В работах [382, 384, 731, 732, 899 и 976] изучались
вполне ограниченные нётеровы кольца. Оказались
эквивалентными следующие условия на нётерово кольцо R: 1) R является

FBN-кольцом, т. е. каждое первичное факторкольцо кольца
R ограничено; 2) R является Т-кольцом, т. е. каноническое

отображение множества первичных идеалов кольца R в

множество типов неразложимых инъективных 7?-модулей
биективно; 3) если £" — неразложимый инъективный ^-модуль, Р—
максимальный среди аннуляторов элементов из Е, то(0:Р)—
конечномерное подпространство сердцевины С(Е) над телом,
ассоциированным с Е (определение сердцевины см. [87]);
4) каждый фильтр f6&(R) содержит кофинальное
подмножество, состоящее из произведений первичных идеалов,
принадлежащих f; 5) если t&pegR, то t = tp для некоторого
первичного идеала Р.

Ряд работ касался перенесения свойств локализаций при
замене колец. Рэйно [1159, 1161] определил фильтр
f'&> {Q$r (R)) как наименьший радикальный фильтр,
содержащий Q&(R)p(f,R)(F) при всех F£f9 где f6®(R), и доказал,

что f наследует многие свойства <£, Аналогичное
соответствие между Фф) и Ф(р(f, R)(/?)) установлено в [1160].
Продолжая исследования Тёрниджа [М 71:1098], Каннингэм, Рат-
тер и Тёрнидж [441] показали, что если Ж—конечно
порожденный проективный /^-модуль и S=End#Af, то существует

но

инъективное отображение S-tors-»/? = tors, причем если t' mt-—

соответствующие кручения, и M' = Qt(R)®M, то EndQV(/?)Af =

= Q.r(S).
Каннингэм [438] охарактеризовал конечные локализации

[М 68:362] как вторые централизаторы проективных модулей;,
Ламбек [856] установил, что если Е— «приятный» инъектизный

модуль, то QxE(R)—плотное подкольцо в бикоммутаторе Е.

A. И. Кашу [77] выяснил, когда бикоммутатор псевдоинъектив-

ного модуля Е совпадает с QXe(R). Людеман [919 — 920] щ

Шелтер [1256] рассматривали локализации топологических

модулей и колец.

Продолжалось исследование размерностей некоммутативных
колец, начатое Габриелем [М64:99], Габриелем и Рентшлером
[М71:924]. Пусть devS — девиация любого частично

упорядоченного множества S (см. определение в [87]). Размерностью
Крулля модуля М (кольца R) называется девиация структуры

подмодулей в М (левых идеалов в R). Подробное изложение,

теории колец и модулей, имеющих размерность Крулля,
содержится в книге Гордона и Робсона [618]. Некоторые результаты
о таких кольцах приводятся в обзорах Голди [593—594] и

докладах Краузе [839] и Гордона [614]. Ятегаонкар [772]
рассматривал девиацию множества подмодулей в модуле М>

замкнутых относительно некоторого кручения, и использовал ее-

для изучения первичных идеалов нётерова кольца. Р. Уокер

[1414] доказал совпадение размерности Крулля с левой

глобальной размерностью для некоторого класса некоммутативных

колец. Краузе [838] и Леммонье [893] обобщали теорему Жор-

дана— Гёльдера на модули, имеющие размерность Крулля.

Ленаган [895—896] доказал нильпотентность нильрадикала

кольца, имеющего размерность Крулля. Голди и Смолл [595],
а также Гордон и Робсон [619] показали, что полупервичное

кольцо, имеющее размерность Крулля, является кольцом Голди.

Кольца, имеющие размерность Крулля, встречаются также у

B. Т. Маркова [101].
Более широкий класс колец образуют кольца, имеющие

размерность Габриеля, известные также под названием полу-

нётеровых колец. Пусть Л0 —радикальный класс, состоящий

из одного модуля, равного нулю, Aa=\jAy, если а — пре-

дельный ординал, Аа+{^Аа— наименьший радикальный класс,

содержащий все Ла-простые модули. По определению*
G dimM= inf {а|Жб^а}- Размерность Габриеля для модулей
изучалась в [617] и [620]. В частности, получено неравенства

KdimM<QdimM<KuimM+\, a также известные в

коммутативной алгебре неравенства для размерности колец и

модулей многочленов. Размерность Габриеля кольца много-
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члено в от я «еремёнймх над йолуартиновым тш^ом шишспйл \

HactacecKy [1019]. Роос определил п исследовал р&ЗмйрйветьУ*'
Габриэля категорий Гротендика [1209].

3.2. Чистота. Начнем с работ, посвященных чистехам
в смысле [М71:71] й их обобщениям. Вицан [283 — 2$4]
получил ряд результатов о йроективно и инъективно замкнутых
чисТОтах, а также (в частном случае) [287]у один результат -,
А. И. Генералова [М71:23]. Чистоты в категорий абелевых «

групп исследовали И. В. Самсонова [134] и А. А. Мановцев
|96|. А. М. Иванов [68] выяснил, когда для радикала г класс

3J(r) (Ф(г)) совпадает с классом ш-делимых (со-плоских)
модулей для некоторой чистоты со. Бицан [282] изучал со-делимые'
оболочки и со-чистые замыкания. В [760, 761,506]
рассматриваются чистоты в абелевых категориях. Гарднер [566] для
любого класса объектов U абелевой категории Ш называет

подобъект А объекта В £/-чистым, если из того, что Ас:Хд.В
и XjAtfJ, следует, что Л —прямое слагаемое в X, и изучает, '

например, случай, когда U= $R(r) для некоторого радикала г.
В категории модулей эту чистоту рассматривал Гроссман
1638], в категории абелевых групп —Меггибен [967]. Близкие
чистоты изучал Кепка [813]. Чистотам в категории модулей
посвящен обзор Филдхауза [523]. Подмодуль AczB называется

{абсолютно) чистым, если последовательность 0-+М&А-+М&В
R R

точна для любого правого модуля М. Циммерман [1483] и

Цошингер [1475] выясняли, когда чистые подмодули
выделяются прямым слагаемым. Вюрфель [1451] нашел некоторые
свойства кольца R, чистого в /?, и выяснил, например, когда
групповое кольцо обладает этим свойством. Фукс и Хауптфляйш
[555] перенесли на модули одну теорему Л. С. Понтрягина об
объединении чистых подгрупп. Арнольд [212] выяснил, при
каких условиях все чистые подмодули ограниченного р-ранга над

дискретным кольцом нормирования R с J(R)=pR свободны.
А. П. Ераскина [59—61] рассматривала Я-чистоту в категории
модулей над кольцом дискретного нормирования. Брюер и Рат-
тер [341] изучали чистые расширения коммутативных колец.
Серия работ Филдхауза [517—522, 525] посвящена регулярным
модулям (т. е. модулям, каждый подмодуль которых чист).
Упомянем следующие результаты. Равносильны следующие
свойства кольца R: 1) кольцо R регулярно как левый /^-модуль;
2) кольцо R регулярно в смысле фон Неймана; 3) каждый
7?-модуль регулярен. Прямой предел регулярных модулей —

регулярный модуль. Регулярный цоколь модуля (сумма всех

регулярных подмодулей)—ядерный функтор, но, вообще говоря,
не радикал. Проективный конечно порожденный регулярный
модуль — прямая сумма левых идеалов, порожденных идемпо-
тентами. Кольцо R полусовершенно тогда и только тогда, когда

R/J(R)—артиново кольцо, и регулярный цоколь любого R-Uo-
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дуля М совпадает с SocM (см. также § 1.1). В [520] Филдхауз
определяет абсолютно чистую размерность модуля М формулой
apdM= ml{n\Ext#+l (N, М)=0 для любого конечно связанного

N б/?-Mod} и доказывает, что ар(Ш= 0 тогда и только тогда,

когда М чист в любом своем расширении. В [524]
охарактеризованы с помощью абсолютно чистой размерности регулярные
кольца, в [1140] —некоторые классы ненётеровых колец,

например, прюферовы. Глобальную абсолютно чистую размерность
колец многочленов и групповых колец абелевых групп
вычислили Кильпинский и Симеон [818]. Лемзр [888] изучал
подмодули, подобные сервантным подгруппам, в модулях без кручения
над коммутативным кольцом. Иондруп и Тросборг [795]
показали, что чистый идеал кольца — след некоторого проективного

модуля.

Лунстра [915] исследовал вопрос о совпадении сервантных
оболочек некоторых подмножеств абелевой группы без

кручения. Тотальную проективность абелевых групп и модулей над

кольцами главных идеалов изучали Уокер [1413] и Нунке
[1069]. Отметим также работу Уокер [1409], в которой
рассмотрены классы абелевых групп, проективных относительно

точных последовательностей данного класса, и классы точных

последовательностей, относительно которых все группы данного
класса проективны.

Некоторое отношение к чистым подмодулям имеют работы
Боу [328], Иона [745], Холтена [716], Мерли [ЮН], Уорфил-
да [1419], Юсуфзая [1458].

3.3. Примарные разложения. Продолжались исследования по

аксиоматической теории примарных разложений, начатые

Райли [М65:207]; Китинг [812] доказал, что некоторая теория

разложения
— терциарная. Попеску [1112] перенес теорию

Райли в категорию Гротендика. К этому же кругу вопросов
относятся работы Ицуми [755], Кирби [8211 Мура [995] и

И. К. Щербацкого [169]. Критерии артиновости и нётеровости
модуля, связанные с примарным разложением, указал Лангман

[869]. В работе Макдональда [922] используется теория
вторичного разложения, двойственная теории примарного разложения.

Хольцапфель [717] рассматривает примарность для 7?-структур;
Могами и Томинага [985]—для бимодулей вида RMR'; Бэр

[228]—для бимодулей вида RMG, где G — группа. Кошон [383]
изучал конечные и бесконечные терциарные и примарные
разложения. Сас [1339] исследовал Р-примарность относительно

радикала Куроша — Амицура в категории колец, предполагая,
что Р — первичный идеал. И. М. Гоян [37] рассматривал

примарные разложения модулей над кольцом с условием
максимальности для идеалов. Классические и близкие к ним

примарные разложения изучались также в [362, 732, 733, 821, 949,

1028]. Примарные разложения в смысле Голдмана [М71:436]
использовал Удри [729], описав с их помощью классические и
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ламбековские порядки в кольце эндоморфизмов линейного

пространства над телом. В [727]^ он изучал модули, в которых
каждый подмодуль есть приведенное пересечение примарных и

показал, что они образуют радикальный класс некоторого
кручения, а в [734] — связь классического и голдмановского примарно-
го разложения. Попеску [1116] исследовал примарное разложение
в модулях над полунётеровыми кольцами, Салль [1242]—над
полуартиновыми кольцами, Краузе [737] и Гордон [615]—над
FBN-кольцами. Мори [950] изучал примарное разложение
главного левого идеала.

В работах Марубаяши [934], Шореса [1270], Сингха [1296]
на различные классы периодических модулей (например, &

смысле Диксона) обобщаются известные теоремы о

периодических абелевых группах, связанные с их разложением в /?-при-
марные компоненты.

3.4. Полное кольцо частных. Полное левое кольцо частных
.кольца R будет обозначаться через Q(R). В работе Армендари-
ца [201] модуль М назван Q-делимым, если HomR(Q(R),N)¥=0
для любого ненулевого фактормодуля N модуля М. В [201] и

[208]' получено несколько результатов о Q-делимых модулях,
например: если Q(R)—квазифробениусово, М — фактормодуль
инъективного модуля и M/xR(M)—инъективный модуль, то

xR(M)—прямое слагаемое в М. Армендариц и Макдональд
[207] указали условия, при которых Q(R) классически

полупросто, артиново, является S-кольцом, самоинъективно,

квазифробениусово, Като [808] выяснил, когда оно имеет
доминантный модуль, Стейнберг [1314]—когда Q(R) строго регулярно
или является простым регулярным конечным (т. е. ху=1 =>-

ух=1) кольцом. Конечность кольца Q(R) в случае, когда
R — конечное самоинъективное справа регулярное кольцо,

доказали Гурсо и Джереми [624], указавшие также связь Q(R)
с пополнением R по некоторой метрике. Артиновость Q(R)
встречается у Джабали [452]. Осиро [1081] доказал, что для

регулярного кольца R равносильны следующие условия: 1)
любой идемпотент кольца Q(R) лежит в R; 2) любой тя-полупро-
стой модуль проективен. Там же получен ряд результатов о

разложении тд-полупростых модулей. О'Мира [1073] выяснил в

некоторых случаях, когда Q(R) —истинное справа расширение R

(т. е. A(]R¥=0 для любого правого идеала А¥=0 кольца Q(R))-
Хэнделмен [662] охарактеризовал кольца с нулевым
сингулярным идеалом такие, что Q(R)—проективный ^-модуль, и

привел пример, в котором Q(R)—циклический проективный R-mo-
дуль, однако R¥=Q(R). Зельманович [1469] и Марубаяши [9351
изучали вопрос о совпадении кольца Q(R) с полным правым
кольцом частных кольца R. Судзуки [1333] показал, что если

R — артиново кольцо, то Q(R) изоморфно второму
централизатору пересечения всех точных слева идеалов кольца R, Штенш-
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трём [1315] описал строение полного кольца частных кольца

матриц вида (д^Кгде аМв— точный Л-модуль. Полное

кольцо частных кольца 5, входящего в ситуацию Мориты
(R, RMS, sNR, 5), где Ms — точный правый модуль, и

[N, m]^0 при т¥*0, рассматривалось в [739], Показано,
например, что Q(S) классически полупросто тогда и только тогда,

когда RM — конечномерный несингулярный модуль. Кроме того,

выясняется, когда Q(S)—произведение полных линейных

колец над телами (полное линейное кольцо над телом), а также

получены аналогичные результаты для классического кольца

частных кольца S.
Полные кольца частных полупервичных PI-колец изучали

Фишер [528], Армендариц и Стейнберг [209], Фишер и Роуен
[531], Роуен [1228, 1229], В. Т. Марков [102]. Их строение
описывается следующей теоремой: полное кольцо частных

полупервичного PI-кольца R удовлетворяет всем

полилинейным тождествам кольца R, совпадает с правым полным

кольцом частных кольца R и изоморфно прямому произведению*
конечного числа колец матриц над строго регулярными само-

инъективными кольцами, каждое из которых —свободный

модуль конечного ранга над своим центром. Полные кольца

частных полупервичных колец появлялись также в [1018] и

[100], колец, порожденных идемпотентами,— в [632].
Надкольца кольца R в Q(R) изучал Шторрер [1326], показавший,,,
что коммутативная область целостности R прюферова тогда

и только тогда, когда любое ее надкольцо в Q(R) имеет вид

Q$r(R) для некоторого f£&(R). Полное кольцо частных

прюферова кольца рассматривал Бойзен [320]. Китамура
[823] показал, что если S —фробениусово расширение кольца

R, порожденное, как /^-модуль, элементами централизатора
R в 5, то Q (S) — фробениусово расширение кольца Q(/?)>
причем Q (S)^Q {R)®S~S®Q (/?). Мюллер (1Q04) вводит,

R R

обобщая эквивалентность Мориты, контексную эквивалентность

колец и доказывает, что она сохраняется при переходе к

полным кольцам частных. Некоторое отношение к полным кольцам

частных имеют работы [380] и [437]. Ланг [867, 868] выяснил,

при каких условиях структуру кольца R можно продолжить на

R. Длаб и Рингель [461] построили серию несамоинъективных

рационально замкнутых колец, обладающих этим свойством.

Гоншор [598, 599] получил с помощью нестандартного
анализа полное кольцо частных кольца непрерывных функций.
Полное кольцо частных топологического кольца изучали Хальтер-

Кох [658] и Экштейн [474]. Стейнберг [1313] исследовал

полное кольцо частных структурно упорядоченного кольца,

Джонсон [787]—полное кольцо частных Ф-алгебры. Хафнер
[653] показал, что при некоторых условиях инволюция продол-
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жается с конечного *-бэровского кольца R на Q(R). Этому же

вопросу посвящена работа Пайла [1126]. Форманек [540]
показал, что если группа Я субнормальна в G, то Q(FH)s
sQ(FG), где F — поле, Q(FA(G))^Z(Q(FG)), а если FG —

полупервичное кольцо, то Q(Z(FG))=Z(Q(FG)) (A(G) —
множество элементов группы G с конечным числом сопряженных,
Z(R) —центр кольца R).

К. А. Бейдар ([30], стр. 279) доказал, что если GcAut(/?),
|0|<оо, причем R— полупервичное кольцо, и существует

элемент 7б^(/?) такой, что ^^(т)^» то 2/(/?) = 0 тогда

и только тогда, когда Zl(RG) = 0, и при этом условии

Q(R)°= Q(RG).
3.5. Классические кольца частных. Классическое (левое)

кольцо частных кольца R обозначается через Qc\(R), кольцо
частных относительно мультипликативной системы 5 — через
Qc\(R, S). Вопросы существования QC\(R) изучались в [215,
834, 1131]. Борегар [260] для любой области R строит
расширение Q такое, что Qa^aQ, где a6Q\{0}, влечет обратимость а

в Q. Кон [408] изучает универсальное тело дробей
некоммутативной области. Хатчинсон [738] для некоторого класса колец

строит расширение кольца R в Q(R), свойства которого близки
к свойствам Qci(R), и кольца треугольных матриц. Блэр [309,
310] доказал существование кольца QC\(R), если R — целое над

подкольцом своего центра Л, или является конечно

порожденным проективным Л-модулем. Шок [1269] привел достаточные

условия равенства Q(R)=Qci(R). Смит [1301] показал, что

если F — поле рациональных, действительных или комплексных

чисел, G — группа, Я
—

подгруппа в G, ZH — ее централизатор
в FG, причем QC\(FG) существует, то и Qc\(Zh) существует и

совпадает с централизатором Н в QC\(FG). Существование арти-
нова кольца QC\(RG), где R имеет артиново классическое

кольцо частных, а G имеет (трансфинитный) нормальный ряд с

циклическими и/или конечными факторами, доказал Хьюз [736].
В. К. Харченко [164] показал, что если G^Aut(R), |G|<oo и

R не имеет аддитивного | G |-кручения, то Qc\(R)G = Qci(RG)
(где R либо RG — полупервичное кольцо Голди). Адаме [173]
и Сингх [1295] изучают свойства Qa(R) как левого Я-модуля.
Бергман [271] и В. Т. Марков [100] привели (различные)
примеры полупервичных PI-колец, не имеющих ни левого, ни

правого классического кольца частных.

Пусть для любого мультипликативного множества 2

матриц над кольцом /?, /?z — универсальное 2-обращающее
кольцо в смысле [М71:276]. Кон [411] показал, что если

справедлива импликация АВвЯ^Аё^ЛВвЯ и /? — полу-FI-
кольцо, то и /?s — полу-Р1-кольцо. Для полупервичного идеала

S нётерова кольца обозначим чзрез Г множество матриц,
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регулярных по модулю 5, тогда RvlJ (Rv) = Qc\(R/S) (Кон,
[410]), и существует гомоморфизм y:Rs-*Rr
(/?$—-локализация кольца R в 5 в смысле [863]), причем ср — изоморфизм
тогда и только тогда, когда Rr = Rs = Qc\(R, Rf)F)- Кольцо
Qc\(R, /?ПГ) (если оно существует) будем называть

классической локализацией кольца R относительно S, а идеал

5-классическим. Лезьё [898] изучал классические локализации

относительно такого идеала Р кольца /?, что R/P — область.

Брангс [350] рассматривал классические локализации

субкоммутативных колец (т. е. Rr^rRYrQR). Вариант классической

локализации относительно полупервичного идеала описал Ят$-
гаонкар [768]. Достаточные условия того, что первичный
идеал PI-кольца является классическим, содержится в [97,
393, 526].

Локализации максимальных порядков изучал Шамари
[387, 388]. Хаджарнавис и Ленаган [657] показали, что если

7? —порядок Асано, то R = Sf)T, где Т= f)RMQQ= Qc\(R)i
М пробегает множество максимальных идеалов в R (все они

классические), S —простое нётерово кольцо, причем Г
—ограниченный порядок. Справедлива следующая теорема
глобализации: если £/®S =0 и U®Rm=® для всех 7И, то U=Q.

R R

Аналогичные результаты в случае (некоммутативныj) деде-
киндовых колец получил Кузманович [847, 848], причем у него

5 и Т оказываются дедекиндовыми кольцами. Некоторые
обобщения этих результатов на HNP-кольца получил Закс

[1465]. Мори [952] показал, что все первичные идеалы
максимального порядка в центральной простой алгебре классические.

Сюда же примыкают работы [336, 645, 951, 1193].
Хаджарнавис [655] и Смит [1302] охарактеризовали порядки

в артиновых кольцах, Шок [1268] —в инъективных кообразую-
щих, О'Мира [1074] и Удри [729, 735] —в полных линейных

кольцах над телами, Данн [471] —в квазифробениусовых
кольцах, подчинённых некоторому условию на идемпотенты,

Парк [1096] —в ^-кольцах (см. [М71: И], стр. 37). О'Мира
[1071] показал, что если V — линейное пространство над
телом D размерности d, то все порядки в ЕпсЫ/ первичны
тогда и только тогда, когда dc:$0. Хорн [720] описал

групповые кольца RO такие, что QC\(RG) квазифробениусово.
Гордон рассматривал порядки в артиновых и примарных
кольцах [613], в [616] он показал, что если R является

FBN-кольцом справа и слева, причем К dim R =К dim А для
любого ненулевого левого идеала Лс:/?, то R— порядок
в артиновом кольце. В. П. Елизаров [55] выяснил, когда
обобщенное кольцо частных является кольцом главных

идеалов, локальным или вполне примарным кольцом. Алев [186]
обобщил на рефлективные (т.е. ba=0=^ab= 0) нётеровы
кольца несколько теорем коммутативной алгебры. Альвани
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[659] указал ряд условий, при которых двусторонний порядок &

в простом артиновом кольце является порядком Асано. :
Зельманович [1471] обобщил теорему Фейта —Уцуми. Борегар

5

[257 — 259] изучал классические кольца частных колец глав- ,

' ных идеалов и их обобщений, показав, например, что если 1
/? —область Безу слева и справа, т.е. сумма и пересечение ,

любых двух односторонних главных идеалов-главные одно- )
сторонние идеалы, и R<^Tc:Qcl(/?), то T=^Qcl(R, 5) для

некоторой системы SczR и Г —область Безу. Ивамото [752] и

Мурата [1008] рассматривали /^-подмодули в Qcl (R). Здесь же

отметим работы Бэллью [233] и Эли [486].
Локализации PI-колец относительно некоторых первичных £

идеалов рассматривались в [98, 390, 1227]. Голди [592] дал \
новое доказательство теоремы Познера, Амицур [194] —ее
обобщение. Армендариц, Фишер и Стейнберг [206] использова- ;

ли локализации Rm=Qc\(R, Z(/?)\m), где Z(R)-— центр
кольца R, а щ

— максимальный идеал Z(R). Доказано, например,
что R регулярно (является V-кольцом) тогда и только тогда,

когда все кольца Rm регулярны (являются V-кольцами). Для

представления колец и модулей пучками подобные
локализации использовал Ламбек [854]. Роуен [1226] получил точный
аналог теоремы Познера для PI-колец с инволюцией. Работы

|796, 797] и [1078] посвящены изучению тел частных
универсальных обертывающих алгебр разрешимых алгебр Ли.
В [97, 740, 741] и [972] рассматривались различные варианты
локализации Голди.

3.6. Плоские морфизмы колец. В этом и следующем пункте,
«если не оговорено противное, А, В, С ...— коммутативные
кольца, R, 5, Т,... — не обязательно коммутативные кольца, f, g>
h,... — гомоморфизмы колец. Гомоморфизм f:R-*S, в частности,

эпиморфизм (в категории колец), называется плоским, если

£ — плоский правый 7?-модуль. Плоским эпиморфизмам локаль- (

ных колец посвящена книга Нагаты [1015]. Оливье [1069]
изучал плоские и абсолютно плоские гомоморфизмы колец и

аффинных схем, в частности, поведение операции целого
замыкания при действии плоского гомоморфизма. Ферран [515, 516]
исследовал эпиморфизмы локальных колец, получая результаты
следующего типа: если А — локальное нётерово кольцо, В —

локальное кольцо и f:A-*B — эпиморфизм, то В — локально

конечная Л-алгебра. Ряд работ (например, Оливье [1067, 1068])
посвящен изучению спуска и подъема свойств колец

относительно плоских гомоморфизмов. В [1070] рассматривается спуск
относительно неразветвленных и чистых гомоморфизмов
коммутативных колец. Бек [261] исследовал связь между нётеровой
глубиной колец R и S, если f:R-+S — плоский эпиморфизм.
Некоторое отношение к плоским гомоморфизмам колец имеют

работы [904, 908, 909].

lis

Пусть f:R-+S — гомоморфизм колец. Его доминион

определяется как подкольцо Dom/= {d QS\ v h:S-+Ty g:S-*T,
hf=gf=>h(d)=g(d)}. Доминионы вложений колец и эпиморф-
ные расширения исследовал Шторрер [1325]. Ак [651] изучал
разложение плоского гомоморфизма f:R-+S в композицию

R-+T-+S, где r= Dom/.
Ряд работ посвящается плоской эпиморфной оболочке колец.

.Ак [649], изучая свойства локализаций в абелевых категориях,

получил в качестве следствия существование плоских

эпиморфизмов с различными свойствами универсальности. О'Мира
[1071] выяснил, 'когда плоская эпиморфная оболочка кольца

есть полное линейное кольцо над телом. Ивенс [494] — когда

юна регулярна. Шторрер [1321—1323] изучал насыщенные

коммутативные кольца, т. е. кольца, не имеющие собственных эпи-

морфных расширений. Например, нётерово кольцо насыщенное

тогда и только тогда, когда оно артиново, полупервичное
—

когда оно регулярно. Инграо [742, 743] и Гарднер [571]
показали, что все эпиморфизмы в категории регулярных колец

сюръективны. Рибенбойм [1171, 1172]* доказал существование

универсального плоского эпиморфизма f:R-+S, переводящего
элементы заданной мультипликативной системы M^R в

обратимые элементы кольца S. Регулярную оболочку кольца изучал

Виганд [1435—1437], который рассматривал также подкольцо

определенного вида в кольце П = П kXy где kx = Qc\(A/x)\
xgSpe сЛ

полученные результаты прилагаются к изученщо проективности
и чистоты. Гомоморфизмы из кольца R в кольца матриц над

коммутативными кольцами изучал Прочези [1125]. К этим же

вопросам близка работа Брауна [345]. Шпулбер [1310] нашел

критерий плоскостности над А кольца В такого, что А^В^

^Q(A). Д. В. Круминг [90] выяснил, когда функтор
Уф :/?-Mod-^S-Mod, где y:R-*S — гомоморфизм колец, сохраняет

проективность. Васконселос [1383] показал, что если вложение

i:A-+A[x]/I является плоским эпиморфизмом, то / — конечно

порожденный идеал в А[х] (см. также § 1, п. 4).
3.7. Разные вопросы. Хукаба [726] передоказал известное

условие целозамкнутости кольца А в QC\(A). Куреши [1129]
рассматривал обобщенные расширения Оре. X. М. Наккар

[115, 116] построил локализацию некоторых
мультипликативных структур относительно мультипликативных
подмножеств. Монтгомери [993] изучала аналог условия

Оре в йордановых кольцах, Бриттен [342] доказал аналог

теоремы Голди для первичного йорданова кольца. Ук [737]
обобщил конструкцию полного кольца частных на

коммутативные полукольца, Бертьом [275] — на коммутативные

полугруппы (двумя различными способами). Ак [650] получил ряд

теорем о квазикомпактных подмножествах аффинных схем,

Настасеску [1018] — о гомеоморфизме спектров коммутативных
колец. Ламбек [854] рассматривал представление пучками
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сечений таких модулей М, что mrs =0=>msr=0 для всех

твМ, г, sQjR. Бессерр [279] рассматривала пары Л-модулей
Е'с^Е, удовлетворяющие условию aEf)E' = uE' для любого
идеала ад.А. Джебли [776— 778] рассматривает линейные
топологии на поле частных коммутативной области, Каан и

Шобер [367] исследовали модули без полиномиального
кручения над областью А (модуль АЕ не имеет полиномиальнога

кручения, если для любого /еЕ[х] из /(Л)= 0 следует, что

/==0) и показали, например, что это свойство сохраняется*
при локализации.

Гриффит [634, 635] показал, что ковариантный,
полуточный, сохраняющий прямые произведения, аннулирующий инъек-
тивные модули и переводящий проективные модули в

редуцированные функтор F:A-N[od-+H-Mod, где А — дедекиндова
область, имеет вид F^ExVA(T, —), где Г —периодический
модуль. Де Мюнтер-Киль [449] переносит некоторые результаты
об абелевых группах на модули ранга 2 над дедекиндовой
областью. Сюй [725] описал классы абелевых групп, замкнутые
относительно взятия подгрупп прямых пределов. Арнольд
[210, 211] исследовал двойственности, т. е. такие функторы F,
что F2 изоморфен тождественному функтору, на некоторых
классах абелевых групп и модулей над кольцом дискретного*
нормирования.

§ 4. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И УПОРЯДОЧЕННЫЕ МОДУЛИ

4.1. Топологические модули. В настоящем разделе
топологические абелевы группы затронуты лишь частично. Как правило,,
не включены работы по модулям над банаховыми алгебрами и

когомологиям банаховых алгебр. О топологических полигонах
см. § 5.

Понятие локальной сходимости в локально выпуклых
топологических векторных пространствах переносится Маскартом [937]
на топологические модули.

Уорнер [1423] выясняет, когда модуль допускает
недискретную линейную топологию. В. И. Арнаутов [11] доказал, что на
бесконечном модуле М над кольцом R с дискретной топологией
можно задать недискретную топологию, превращающую его в^

*

топологический Я-модУль. В [1042] отмечено, что бесконечная
абелева группа допускает полную недискретную групповую
топологию. ДеМарко и Орзатти [448] дают критерий
существования на абелевой группе метризуемой полной линейной
недискретной хаусдорфовой топологии. Янкирман, Миллер и Райагопалан
[763] оценивают мощность интервала в частично упорядоченном

*

множестве локально компактных топологий абелевой группы
(либо >С, либо 2П). Килтинен [819] показал, что на

бесконечной абелевой группе G существует 2IG! хаусдорфовых
топологий.
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В [998] рассмотрены топологии в абелевых группах,
определяемые большими подгруппами.

Диссертация Телина [1367] посвящена локально

ограниченным топологическим модулям.
Роос [1209] изучает категории линейно топологизируемых

модулей над линейно топологизируемым кольцом в связи с~

рассмотрением локально нётеровых категорий. Балле [230]
приводит различные характеризации свойства Артина — Рисса<

линейной топологии т кольца R (одна из них: для любого инъ-

ективного R-модуля Е подмодуль Ех) элементов, аннулируемых
открытыми идеалами кольца R, чист в Е).

В связи с изучением функторов HmW Грузон и Иенсен [640]

затрагивают алгебраически компактные модули. Достаточное

условие конечномерности компактной абелевой группы
приводит Лоутон [877]. Коэн [405] получил ряд свойств категории

проконечных 7?-модулей (т. е. обратных пределов дискретных

модулей конечной длины с топологией обратного предела).
Пусть т — линейно компактная топология в /^-модуле Е,

Уорнер [1424] отмечает, что в множестве всех более сильных,,

чем т, линейно компактных топологий на Е существует
максимальный элемент т*. Он же исследует свойства модулей,
линейно компактных в дискретной топологии. Балле [229] изучает
линейно компактные модули в дискретной топологии над

полным локальным нётеровым кольцом. Оберет и Шнайдер [1059]
несколько варьируют определение линейной компактности. Оно-

дера [1076] приводит ряд условий, равносильных линейной

компактности модуля и отмечает, что в линейно компактном

модуле М для любого подмодуля N существует подмодуль Nr

такой, что M=N+N' и N' — минимальный с этим свойством.

Показано также, что линейно компактные модули
конечномерны. Рассмотрены связи линейно компактных модулей с инъек-

тивными образующими с существенными цоколями. В [1076]
он использует линейно компактные модули для изучения кооб-

разующих. Миллер и Тёрнидж [980] строят пример линейна

компактного нётерова (артинова) модуля над совершенным

кольцом, который не является артиновым (нётеровым). Если

R — нётерова коммутативная Л-локальная область с топологией^
в которой база окрестностей нуля состоит из пересечения
конечного числа степеней максимальных идеалов, то Фахруддин
[504] приводит описание линейно компактных R-модулек
(обобщающее известную классификацию линейно компактных

абелевых групп). Штёр [1319] рассматривает пополнение

категории локально компактных модулей. Рёдер [1198]
использует методы гомологической алгебры для доказательства

теоремы двойственности Понтрягина для локально компактных

абелевых групп. Некоторые свойства характеров некоторых
классов топологических абелевых групп (продолжаемость с

замкнутой подгруппы и др.) приводит Венкатарам [1391].
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Пусть, далее, R— кольцо целых величин несвязного локально ;
компактного поля К, Е—компактный /?-модуль
и£*—топологический модуль гомоморфизмов модуля Е в дискретный модуль
K/R. Б. М. Рудык [130] изучает связи между Е и £*. Ряд '•

теорем, аналогичных теоремам Понтрягина, устанавливает
Левин £Ф02] для локально компактных /^-модулей над дискретным
коммутативным кольцом R (в частности, получен ряд
структурных теорем, аналогичных теоремам о локально компактных
абелевых группах). Вудкок [1448] заметил, что если R — полное

локальное нётерово кольцо с конечным полем вычетов, то

дуальные 7?-модули в смысле Понтрягина и в смысле Макдональ-
да [М68:249] локально линейно компактного /?-модуля
топологически изоморфны (хотя и нефункториально). Мюллер [1003]
показал, что все теории двойственности для линейно топологи-

зированных модулей индуцируются двойственностями Мориты.
Арагона [197] сформулировал ряд утверждений, обобщающих
теоремы двойственности Понтрягина для топологических хауе-

дорфовых 7?-модулей, где R — коммутативное локально
компактное кольцо.

Риффель [1173] получил аналоги теорем Мориты для

С-алгебр и №*-алгебр (описаны эквивалентности категорий
невырожденных *-представлений на гильбертовых пространствах
(нормальных в случае №*-алгебр)).

Продолжалось систематическое изучение свободных
топологических модулей (см. [103, стр. 4]) С. Ф. Алексей [30, стр.
268 — 269], [4] установил существование свободного
топологического модуля Мх над нульмерным топологическим

пространством X в классе ©^(SRs) топологических /^-модулей с

базисом окрестностей нуля из подгрупп (подмодулей) и описал в

явном виде его топологию. В [2] он дал критерий связности

свободного топологического модуля Мх в классе 3R всех

топологических модулей, а в [3] выяснил, когда Мх— т-Щ>о-
странство (т. е. пересечение менее чем т открытых
подмножеств открыто), и дал некоторые необходимые и некоторые
достаточные условия ограниченности модуля Мх (необходимое
условие приведено также в статье С. Ф. Алексея, В. И.

Арнаутова, М. И. Водинчара [5]). В. И. Арнаутов и М. И. Водинчар
[12] выясняют, когда свободный топологический модуль Мх
локально компактен или компактен. Несколько иное понятие

-свободного топологического модуля рассмотрено Нумелой
[1055] (не предполагается, что Мх содержит пространство X,
а допускается лишь существование непрерывного отображения
Х-+Мх). Сопоставляя результаты С. Ф. Алексея и Нумелы,
можно получить совпадение этих понятий для вполне

регулярных пространств X. Нумела [1053, 1054] строит свободные
объекты в категории /(-групп (т. е. компактно порожденных
пространств с непрерывной группой операций). Он же [1052]
показал ранее, что проективная размерность компактной абеле-
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вой группы равна 1 (в категории топологических абелевых групп
с непрерывными эпиморфизмами, допускающими расцепление).
Свободным компактным абелевым группам посвящена работа
Морриса [1000]. Свойства свободных топологических абелевых

групп рассматриваются В. К. Бельновым [14]. Фульп [563]
изучает функтор Ext в категории всех локально компактных

абелевых групп. Объект А конкретной категории называется

минимальным, если всякий мономорфизм из Л в произвольный
объект категории является вложением. Банашевский [236]
затрагивает ряд вопросов о минимальных объектах в некоторых

категориях, в частности в категории топологических модулей.
Амин [193] устанавливает ряд свойств пополнения по

</?-адическим топологиям модулей над полными кольцами

дискретного нормирования. В связи с изучением локализаций Лам-

бек [857] рассматривает конечные топологии на модулях

гомоморфизмов. Топологические глобальные модули рассмотрел
Лангман [872]. Чанг [401] рассматривает категорию хаусдор-

фовых ^-модулей с дифференцированием (в связи с изучением

модулей дифференцирований). Камен [381] использует
топологические модули над кольцом обобщенных функций в теории

контроля.
4.2. Упорядоченные модули. В этом пункте упорядоченные

лбелевы группы отражены лишь частично.

Некоторые свойства конусов положительных элементов

частично упорядоченных модулей отмечаются Бержем [266].
Фляйшер [536] заметил, что результаты Рибенбойма [М71:929]
о возможности продолжения частичного порядка модуля до

линейного предпочтительнее получать, исходя из результатов

Лоренцена (Lorenzen P., Math, Z., 1952, 55, 269 — 275). Миллер
[978] выясняет, когда в абелевой /-группе G для любых

элементов х, yQG существует элемент u£xL = {a^G \ \a\/\ \х\ =

= 0} такой, что уб(|#Ц-|х\)±А-.
Педерсен [1099] исследует абелеву /-группу G,

являющуюся /-группой действительнозначных функций на множестве X

максимальных /-идеалов группы G (в частности, выясняет,

когда X —локально связное топологическое пространство).
Д^вис [444] рассматривает отношения ортогональности _L на

абелевой группе G, включающее, как частный случай,
отношение хЛ-У=[х\Л\у\ = ® в /-группе G (в частности, выясняется,

когда отношение _L реализуется таким образом). Фляйшер
[535] изучает представления частично упорядоченных абелевых

групп в виде групп действительнозначных функций и обобщает

результаты Конрада.
Хилл и Мотт [706] выясняют, когда упорядоченная абелева

группа может быть вложена в лексикографическое
произведение своих компонент.

Счетномерные векторные структуры над линейно упорядо-
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ченным телом рассматривает Конрад [419]. Некоторые
сведения о линейно упорядоченных модулях включены в книгу
А. И. Кокорина и В. М. Копытова [88].

Минасян [982] отмечает, что одна из теорем Тэ (РЖМат,.
1962, ЗА212) о конструкции архимедовых порядков в абелевых
группах неверна.

Стейнберг [131] строит теорию f-модулей М (т. е. подпря-
мых сумм линейно упорядоченных модулей), аналогичную
теории абелевых /-групп (важную роль играют оценки элемента

xQMy т. е. максимальные /-подмодули в М, не содержащие
элемента х), в частности, приводит условие разложимости
/-модуля М в прямую сумму линейно упорядоченных /?-модулей.
А. В. Михалёв и М. А. Шаталова [108] изучают строгие
/-модули (т. е. /-модули, в которых произведение ненулевого
положительного элемента кольца на ненулевой положительный
элемент модуля отлично от нуля). Стейнберг [1312] выясняет,
когда инъективная оболочка М /-модуля М без кручения может

быть превращена в /-модуль с /-подмодулем М. Конрад [418]
изучает эпиархимедовы группы, т. е. абелевы /-группы, все

/-гомоморфные образы которых архимедовы. Группы Рисса
затронуты в [917] и [581].

Хилл [704], обобщая Вайнберга (РЖМат, 1966, 1А250),
показал, что если G — абелева группа без кручения с

тривиальным порядком и F — свободная абелева /-группа над G, то F
является /-подгруппой кардинального произведения линейно
упорядоченных групп целых чисел тогда и только тогда, когда
G — подгруппа произведения групп целых чисел. В другой
работе [705] он приводит некоторое обобщение утверждения о

том, что свободная абелева /-группа над свободной абелевой.

группой свободна. Бигар [303] доказал, что для линейно
упорядоченного кольца R без делителей нуля равносильны условия:
1) R— левая область Оре; 2) для любого о-модуля М без
кручения (над R) существует свободный /-модуль над М. А. В.
Михалев и М. А. Шаталова [108] в предположении условия Оре
лишь на конус PR направленного кольца R показали, что

свободный /-модуль над о-модулем М существует тогда и только
тогда, когда конус Рм полузамкнут (т. е. из гт£ Рм, где
О^гбРд, mgM, следует, что т£Рм). Ряд замечаний о

базисах модуля из положительных элементов приводит Камьон
[374].

Спорел [1309] рассматривает проективные объекты в

категории упорядоченных модулей и изучает связь между
расширениями и проективными размерностями упорядоченных
модулей. Бигар [302, 304] анализирует свойство Хана —Банаха для
упорядоченных модулей и вводит два типа инъективных

о-модулей (о-инъективность связана с продолжением о-гомо-

морфизмов с кофинальных оподмодулей, а ^-инъективность —
с больших ^подмодулей М на весь о-модуль Л/), «большой»
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здесь означает, что Vx$,N Щъ у2еМ \ух < х < у2. Стейнберг
[1312] описывает Ка-инъективные объекты в категории

/-модулей. Свойства делимой оболочки /-модуля рассматривает
В. К. Захаров [66].

Пирс [1106] изучает амальгамы, а Мартинец [932, 931] —

функторы Нот и 0 в категории упорядоченных абелевых групп.

Ортоморфизм архимедовых структурно упорядоченных

пространств рассмотрел Бигар [301]. Блайер и Конрад [316]
описывают свойства структуры K(G) замкнутых /-идеалов абелевой/-

группы G, рассматривают расширения G /-подгруппы Я, при
которых отображение К~*КП Н осуществляет биекцию K(G)-+
-*/((#), и устанавливают существование максимальных

замкнутых расширений такого типа.

Браун [346] рассматривает векторные пространства с

нормированиями, значения которых лежат в линейно

упорядоченных множествах, и применяет эти результаты к линейно

упорядоченным делимым абелевым группам. Некоторые
топологические вопросы упорядоченных абелевых групп рассмотрены

Н. П. Зимаковым [67], Шерманом [1265] и Конрадом [417].
Полуупорядоченные модули над полуполями встречаются у

Р. Рустамова [131—132]. Т. С. Фофанова [161] рассматривает

упорядоченные полигоны над дистрибутивной структурой.

§ 5. ОБОБЩЕНИЯ МОДУЛЕЙ

Общие соображения, касающиеся тематики этого параграфа,
уже высказывались ([140], стр. 22).

Начнем с рассмотрения полигонов над моноидами. С

гомологической характеризацией моноидов связаны работы М. П.

Дорофеевой, Манепали и Сатинарьяна [42 1478, 1479], в которых

изучаются полунаследственные, наследственные, прюферовы и

дедекиндовы моноиды, определяемые аналогично одноименным

кольцам. Среди полученных результатов отметим

эквивалентность следующих свойств моноида R: (1) R наследственный;

(2) все левые подполигоны любого проективного 7?-полигона

проективны; (3) свойство слабой инъективности (т. е. инъектив-

ности относительно вложения левых идеалов в R) наследуется

факторполигонами. Аналогичный результат справедлив и для

полунаследственного моноида. Коммутативный (полу:)
наследственный моноид описывается как связка (прюферовых) дедеки-

ндовых моноидов. Прюферовость коммутативного моноида с

сокращением, не являющегося группой, эквивалента каждому из

следующих свойств: (1) идеалы моноида R образуют цепь;

(2) A(Bf]C)=ABf]AC для любых идеалов моноида R; (3) все

моноиды, лежащие между R и его группой частных, плоские

([140], стр. 24). При тех же ограничениях на моноид

дедекиндовость характеризуется разрешимостью уравнения А=ВХ, где
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А, В, X — идеалы, а также тем, что все идеалы оказываются:
главными. Есть и другие характеризации. Доказано, что деде-

киндов моноид оказывается или группой, или прямым произве-'
дением группы и свободного моноида с одним образующим.
Описаны коммутативные моноиды, над которыми факторполи-
гоны инъективных полигонов инъективны (ср. [140], стр. 24, а

также [447]). В работах [43], [44] М. П. Дорофеева доказала,
что свобода всех инъективных ^-полигонов может иметь места

лишь для одноэлементного моноида R, и описала моноиды, над

которыми все проективные полигоны свободны. Манепали и Са-

тинарьян [928] рассмотрели обобщенные дедекиндовы моноиды,
отказавшись от требования, что рассматриваемые моноиды
являются моноидами с сокращением. Установлен ряд свойств
такого моноида, связанных с его максимальным идеалом.

* М. А. Кильп [1480], исследовал коммутативные моноиды с

проективными или плоскими главными идеалами. В частности,

оказалось, что из плоскостности всех главных идеалов
коммутативного моноида R вытекает его сепаративность (т. е. х2~ху— у%
влечет х=у). Обратное неверно. В работе [80] он охарактеризовал
моноиды, над которыми всеконечно порожденные левые идеалы

проективны или являются сильно плоскими ([140], стр. 24).
Исбелл [747] и Фонтайн [544] изучают моноиды, над
которыми все полигоны инъективны. Впрочем, большая часть их

результатов, относящихся к этому вопросу, была получена
ранее ([140], стр. 24). Полуструктуры, над которыми инъективны

все циклические полигоны, описали Джонсон и Макморис
[784]. Они же [785] изучали самоинъективные и слабо само-

инъективные полуструктуры. Далеко идущее обобщение
описания моноидов с инъективными (а также и с проективными)
полигонами на языке категорий предложено С. В. Полиным
[118]. В других его работах [119—120] содержится обобщение
результата Кнауэра [М73:50, 602] об эквивалентности
полигонов над моноидом в смысле Мориты. Нико [1036—1037]
называет подполигон А полигона В обобщенной орбитой, если для

любых х, у б Л найдется Ь 6 В такой, что х, yQRb. Если каждая
обобщенная орбита содержится в объединении других
обобщенных орбит, то полигон называется насыщенным. Установлена
эквивалентность следующих свойств моноида R: (1) среди R-
полигонов нет насыщенных; (2) каждый ^-полигон
удовлетворяет условию максимальности для главных левых идеалов; (3)
каждая обобщенная орбита любого 7?-полигона является орбитой
орбит (т.е. циклических полигонов); (4) каждый 7?-полигон
распадается в несократимое объединение максимальных орбит; (5)
каждый ^-полигон допускает неприводимое покрытие
максимальными орбитами. Выяснено также, когда множество орбит моноида
удовлетворяет условию максимальности. В работах [1034, 1038]
Нико исследовал моноиды, все полигоны над которыми

удовлетворяют условию максимальности или минимальности для ор-
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бит. Хотцель [723] отметил ряд свойств 0-простой полугруппы,»
связанных с изоморфизмом любых двух циклических полигонов

над ней.

Бертьом [275—276] и Макморрис [963—964] перенесли на

случай полугрупп известные построения полного кольца частных

как бикоммутатора и как предела гомоморфизмов групп
плотных левых идеалов в кольцо. Правда, оказалось, что в случае

полугрупп эти конструкции приводят к различным результатам.
Отмечается связь с сингулярными конгруэнциями,
аналогичными сингулярным идеалам. Ромпке [1207] выяснил, когда одна

из этих полугрупп частных регулярна. Макморрис [962]
доказал, что при переходе к полугруппе частных сохраняются
свойства быть полуструктурой групп и инверсной клиффордовой.
полугруппой. В более общей ситуации этот результат получил
Хинкле [708, 711], который в своей диссертации [709] (см.
также [710, 712]) по аналогии с теорией колец обобщил
конструкцию полугруппы частных на случай фильтра циклических левых

полигонов, подчиненного определенным требованиям.
Установлена связь с обобщенными бикоммутаторами и кручениями,
определяемыми как подчиненная определенным требованиям
функция, отмечающая в каждом левом полигоне некоторую

конгруэнцию. Различные связи полугруппы частных с

инъективными оболочками тех или иных полигонов рассматривал Алло

[191]. Он же [190] предложил конструкцию полугруппы
частных, по-видимому, не укладывающуюся в схему Хинкле.

Моноид эндоморфизмов свободного полигона рассматривал
В. Г. Фляйшер [157], давший абстрактную характеризацию этой
полугруппы и выяснивший, когда она регулярна. Кнауэр и

А. В. Михалёв [828] доказали, что в случае мнойдов с нулем,
не содержащих нетривиальных идемпотентов, изоморфизм
моноидов эндоморфизмов свободных полигонов ранга >2

индуцируется полулинейным изоморфизмом самих полигонов.

Аналогичные результаты справедливы как для топологических, так

и для частично упорядоченных полигонов. В. Г. Фляйшер [158]
доказал аналогичный результат при отсутствии сигнатурных

нулей и заметил, что наложенное Кнауэром и А. В. Михалёвым

требование об отсутствии идемпотентов не существенно. Позже

Кнауэр [827] доказал, что эквивалентность в смысле Мориты
моноидов эндоморфизмов свободных R- и S-полигонов влечет

эквивалентность в смысле Мориты моноидов R и S. Алло [189]
выяснил, когда моноид эндоморфизмов циклического полигона

оказывается группой. Лампе [866] охарактеризовал полугруппу

эндоморфизмов простого полигона. Некоторые свойства

моноида эндоморфизмов конечного полигона установил В. 3. Амхи-

нич [7]. Дейсен [451] рассматривал связи между структурой
конгруэнции и группой автоморфизмов конечного полигона.

Гржимайло-Буссе [641] предложил алгоритм, позволяющий по

данному подмоноиду Е моноида всех отображений множества
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А в себя найти все такие моноиды R, что Е совпадает с

моноидом всех эндоморфизмов /^-полигона Л. В. А. Фортунатов
[160] исследовал полигоны, каждая конгруэнция

■ 8 которых
обладает следующим свойством: если К — смежный класс по 8,
то для каждого X&R множество ХК также является смежным
классом по 6.

Далее отметим работу Джонсона и Макморриса [783],
предложивших конструктивное описание инъективной оболочки
полигона над полуструктурой. На некоторые свойства
циклических полигонов указал Алло [189]. Е. Н. Ройз [127] получил
некоторые результаты о подпрямо неразложимых полигонах.

Куроки [846] исследовал чистоту подполигона А в #-полиго-
ше В, определяемую условием АОКВ^ХА для всех XGR. Бана-
шевский [235] описал эквационально компактные полигоны над

группой. Боррего и Де Вун [326] перенесли на топологический
случай некоторые результаты Б. М. Шайна [М71:127], среди
которых возможность представить любой полигон как

гомоморфный образ объединения непересекающихся циклических
полигонов, причем на каждом из них выбранный гомоморфизм
взаимно однозначен. Беднарек и Норрйс [263] установили
некоторые факты, которые можно трактовать как изучение
категории всех полигонов над всеми моноидами. Беннет[264]
охарактеризовал категорию полигонов над группой (ср. [М71 :97]).

С алгебраической теорией автоматов связана следующая
задача: для каких моноидов существует полигон,
обладающий данным свойством ф. Б. М. Шайн [168] решил эту задачу
в классе конечных моноидов, если ф —транзитивность (т. е.

для любых а и b из полигона имеем Ь =Ы для некоторого
Xg/?) или симметричность (т. е. Ь = \а влечет а=рЬ для

некоторого u*GR). Можно ставить и в некотором смысле

юбратную задачу: можно ли для данного /^-полигона А найти
такую конгруэнцию б моноида /?, что М)р, влечет 1а= \ъа для
всякого абЛ, а фактормоноид /?/б обладает данным свойством
£t. Г. К. Войков и Т. Т. Войкова [28], а также Масунага,
Ногухи и Оицума [941] решают эту задачу для случая, когда
£ означает быть группой. Л. А. Скорняков [141] выяснил,
когда распознаваемо (в смысле теории автоматов)
одноэлементное подмножество моноида. Свойства автоматов, допускающих
интерпретацию на языке полигонов, изучались в работах
{198, 1001, 1288, 1457] (см. также [1], [1258]). В частности,
вопросы, касающиеся алгоритмов, устанавливающих
эквивалентность автоматов, рассматривали А. А. Летичевский

192 — 94] и М. А. Тайцлин [147]. По поводу линейных
автоматов см. п. 1. 1.

Обратимся к рассмотрению модулей над полукольцами.
Здесь большая серия работ принадлежит Поятосу [1121 —1124],
доказавшему, в частности, аналог теоремы Жордана — Гёльдера
для этого случая. Хук [737] обобщил на случай полуколец кон-
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струкцию полного кольца частных, предложенную Ламбеком.
В. Г. Фляйшер [159] выясняет, когда все модули над

полукольцом проективны, обобщая классический результат теории колец
и результат Л. А. Скорнякова о полигонах над моноидом [М71:
96]. Голаб и Мирон [582] предложили аксиоматику линейного

пространства, полученную пополнением некоторой независимой
системы аксиом модуля над полукольцом. Компактные

модули над компактным полукольцом изучает Уоллес [1415].
Т. С. Фофанова [161] перенесла на модули над дистрибутивной
структурой известные результаты о свободном расширении
частично упорядоченного множества. В качестве следствия

получено, что в категории модулей над дистрибутивной структурой
эпиморфизмы совпадают с наложениями. Кисе [822] получил
тот же результат для категории модулей под полукольцом с

коммутативной аддитивной полугруппой. Новые результаты о

модулях над структурой с умножением получил Джонсон

([788—789]; ср. [140], стр. 23). Упомянем, наконец, работу Ду-
лина и Мошера [470], рассматривавших полукольца,
аналогичные дедекиндовым кольцам, а также доклад Месегуера и Соль-

са ([381], стр. 93), использовавших модули над полукольцами
в алгебраической теории автоматов. Ясно, что каждая

коммутативная полугруппа является модулем над полукольцом
положительных целых чисел. В связи с этим отметим некоторые из

относящихся сюда работ. Так, Георгеску [576] доказал, что инъ-

ективными объектами категории коммутативных полугрупп с

сокращением являются делимые абелевы группы" и только они.

Здесь же уместно упомянуть старые работы Вигандта
[1442, 1443].

Ряд авторов исследовали модули над почтикольцом. Так,
Беч [280] доказал для этого случая теорему плотности*

Лакстон и Машин [878] используют эти модули для изучения

радикала, а Чоудхурах и Тевари —для получения некоторых

теорем о строении почтиколец. Разрешимые и нилыютентные

модули рассматривал Масон [939 — 940], обобщивший
результаты X. X, Магомаева [95]. Попытку описания инъективных

модулей над почтикольцом предприняли Сес и Тевари [1259].
Упомянем две работы Паттерсона [М68:309, 1098] о модулях
над псевдокольцами. Тернарные кольца и модули над ними

рассматривали Листнер ]М71:701], Лус [916] и Стефенсон
[1317]. Дрейк [466] и Дюл [469] рассматривали некоторые
обобщения понятия модуля, связанные с координатизациеи
так называемых ельмслевовых плоскостей. Обобщение
понятия модуля, связанное с заменой абелевой группы
множеством с одной трех- или четырех-арной операцией, встречается
уБатбеда [242— 247]. Частичные модули рассматривали Ю. М.

Фирсов [30, стр. 360—361] и Фернандес [514]. Другие обобщения
понятия модуля можно найти в работах [885] и [1100]. Чакань

[435] предложил новую характеризацию многообразия модулей
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над некоторым кольцом (ср. [М65:28 — 30]). В. Г. Фляйше
([30], стр. 459), установил эквивалентность следующих
свойств минимального абелева многообразия Э? (т. е.
(ап . . . а1пы) . . . (ат1 ... атп^)а = (а11 ... ат1а) ... (а1п ... атпо)^
для любых операций со и а) универсальных- алгебр с нулем:
(1) все алгебры из 33 проективны (как объекты соответствую-,
щей категории); (2) все алгебры из 23 инъективны; (3) все

ненулевые алгебры из 23 свободны; (4) 58 эквивалентно либо
многообразию линейных пространств над некоторым полем,,
либо многообразию множеств с отмеченным элементом.

Пусть М — левый 7?-модуль. Аффинной операцией на М
назовем n-арную операцию а\.. . ana) = A,i<Zi+.. . + A,n#n, где %i б
6 R, причем 2Яг=1. Множество М образует относительно

аффинных операций универсальную алгебру, которая называется

аффинным модулем. Чакань [432] показал, что многообразие
универсальных алгебр эквивалентно многообразию аффинных
додулей над некоторым кольцом тогда и только тогда, когда
смежные классы любой алгебры из этого многообразия по

любой конгруэнции являются подалгебрами, а каждая подалгебра
служила смежным классом единственной конгруэнции. При этом

коммутативность кольца равносильна абелевости многообразия.
Для того чтобы R оказалось полем достаточно (и необходимо)
дополнительно потребовать, чтобы многообразие было эквацио-

'

нально полным (см. А. И. Мальцев, Алгебраические системы, М.,
1970, стр. 372). Эквивалентность многообразий аффинных
модулей над кольцами R и S влечет их изоморфность. Другие ха-

;
рактеризации многообразия аффинных модулей были предложе- '
ны в работах [433—435]. Отметим также результат Чаканя и

Медьеши [436], показавших, что многообразие идемпотентных
медиальных (т. е. удовлетворяющих тождеству (ху) (uv)= (xu)-
(yv)) квазигрупп эквивалентно многообразию аффинных
модулей над некоторым специальным полем. Сендрей [1340]
доказала, что все операции любого аффинного ^-модуля
порождаются его бинарными операциями в том и только в том случае,
когда двусторонний идеал, порожденный всеми элементами

вида Я(1—Я), совпадает с R. Аффинные модули, связанные с

данной абелевой группой, рассматриваются в ее же работе [1341].
Далее заметим, что с данным /^-модулем А связана

многозначная унарная операция на множестве Л, ставящая в
соответствие каждому элементу aQA подмножество R. Арнольд [213],
имея в виду геометрические приложения, рассматривал абеле-
ву группу с многозначной унарной операцией и указал
необходимые и достаточные условия для того, чтобы эта операция
возникала описанным выше способом из некоторого модуля.

В обзоре [140] уже упоминалось обобщение категории
модулей, состоящее в рассмотрении, категории 2Irt функторов из

некоторой малой категории я в категорию Я. Внутрикатегор-
ную характеризацию таких категорий предложила Бунге

130

(РЖМат, 1969, 12А417; 1972, 9А271). Ею же охарактеризована

категория Vlb*. Тот же результат имеется у Митчела [983],
указавшего, кроме того, условия, необходимые и достаточные

для того, чтобы такая категория была эквивалентна категории

модулей над некоторым кольцом. Банашевский [234] передоказал

теорему о характеризации категории полигонов над моноидом

([140], стр. 24). В связи с упоминавшимися в обзоре [140]

(стр. 26) результатами Штенштрёма следует назвать работу Ро-

оса [1208], установившего эквивалентность следующих свойств

категорий Гротендика 21 ; (1) существует такое кардинальное

число ос, что каждый инъективный объект категории 21

разлагается в прямую сумму подобъектов, допускающих систему

образующих мощности, не превосходящей ос; (2) существует
такой инъективный объект Q, что каждый инъективный объект

разлагается в прямую сумму объектов, изоморфных прямым

слагаемым объекта Q; (3) прямая сумма инъективных

объектов инъективна; (4) существует такой объект D, что каждый

объект из 2[ изоморфен подобъекту прямой суммы некоторого
множества экземпляров объекта D. Кроме того, оказалось, что

эти условия выполнены, если в 21 каждый инъективный объект

проективен. В качестве следствий получены результаты работ

[М68:138], [М71:204] и др. Исследования Рооса были

продолжены Симеоном [1294]. Он показал, что из перечисленных выше

условий (1) — (4) вытекает инъективность копредела

направленного семейства инъективных объектов, а в случае, когда Я

локально конечно представима (т. е. обладает, множеством

конечно представимых образующих), доказал эквивалентность

следующих свойств: (1) каждый объект категории 21 чисто

проективен (т. е. проективен относительно любой короткой

точной последовательности, относительно которой проективен

каждый конечно представимый объект); (2) каждый чисто

проективный объект чисто инъективен (т. е. инъективен

относительно упомянутых выше последовательностей). Если чисто

инъективных объектов достаточно много, то условие (2) равносильно
чистой проективности любого чисто инъективного объекта. Сам

Роос [1209] опубликовал большую работу о локально нётеровых

категориях Гротендика, т. е. категориях Гротендика,
обладающих множеством образующих, удовлетворяющих условию мак:

симальности для подобъектов. Основной результат своих

исследований он видит в том, что «изучение локально нётеровых

категорий всецело эквивалентно изучению некоторого класса

линейно топологизированных колец, который полностью

описывается». Попутно устанавливается взаимно однозначное

соответствие между малыми абелевыми категориями и локально

когерентными категориями Гротендика, т. е. категориями

Гротендика, обладающими множеством когерентных образующих, а

также между локально нётеровыми и локально когерентными

косовершенными категориями Гротендика (косовершенность
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означает существование конечной системы образующих,
удовлетворяющих условию минимальности для конечно
порожденных подобъектов). Локализации в категориях Гротендика
рассматривались в монографиях Будаха и Хольцапфеля [354, 356].
Альбу и Настасеску [185] развивают в коммутативных
категориях Гротендика теорию примарных разложений. Инъективные
оболочки в категории Гротендика рассматривал Вилланьева
[1396]. В работах Штенштрёма [М71:1034, 1035], Оберста и

Рёрла [1058] и Ульмера [1376] содержатся критерии
плоскостности объекта категории Гротендика, а также обобщение
теоремы Лазара — Говорова (см. также [983]). Кроме того, Оберет и

Рёрл охарактеризовали малую категорию тс, для которой
прямое произведение плоских объектов из категории Шп
является плоским объектом (ср. [М62:12]). Симеон ]1292]
рассматривал свойства категории Wn, где каждый плоский
объект проективен. Упомянем серию работ Харады [676 — 679],
исследовавшего свойства категории Щп, аналогичные
свойствам категории модулей над совершенным, полусовершенными,
QF-3 и квазифробениусовыми кольцами. Основной результат
Фишер —Пальмквист и Невелла [533] состоит в обобщении
результата Хайнике ([99], стр. 14) об описании кручений
категории модулей на языке монад. Эквивалентность категорий
%Ьп и ШЬп' исследовали Вайденфельды [1432]. К

рассматриваемому кругу вопросов до некоторой степени примыкает работа
Егермана [758], касающаяся радикалов кольца малой
аддитивной категории.

Ряд результатов, касающихся изучения глобальной

размерности категории 316я при тех или иных ограничениях на
категорию тс, получил Митчел ([87], стр. 9 — 11). Его
исследования, относящиеся к случаю, когда тс— конечное частично

упорядоченное множество, а 31 — абелева категория,
продолжили Винсент [1398 — 1399] и Спир [1307]. Последний показал,
что разность gl. dimAi71— gl. dim. 5t, вообще говоря, зависит

от 9t. Случай, когда тс аддитивна, а 31 —категория абелевых

групп, рассматривали Оберет и Рёрл [1058]. Позже к этому
случаю обратился и Митчелл [983]. Среди полученных им

многочисленных результатов отметим неравенство gl.dim.9tJt<
<dimTC + gl.dim. % где под dim тс понимается проективная
размерность категории тс, рассматриваемой как объект

обертывающей категории %л°®%п. Укажем на ряд результатов,
касающихся прямых и обратных пределов, а также на

обобщение результатов Ософской [М68:302, 305]. Сюда же

примыкают исследования Оберста [1057] и Ландала [876], выяснявших,
для каких тс окажется точным функтор обратного предела из

ШЬЛ в Ш. Естественным обобщением абелевой категории
является категория, где Нот (Л, В) является модулем над
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некоторым коммутативным кольцом. Многие из упоминавшихся

выше результатов Оберста, Рёрла и Митчелла излагаются

ими именно для этой ситуации. Отметим, наконец, что

рассмотрение категории ЭДЯ, где 91 —категория множеств, обобщает

рассмотрение категории полигонов над моноидом. Здесь
отметим результаты С. В. Полина [118, 120], обобщающие теорему

Кнауэра об эквивалентности в смысле Мориты ([140], стр. 24)
и теорему Л. А. Скорнякова об инъективности(проективности)
всех полигонов ([140], стр. 24; см. также [747]). Первый из

этих вопросов еще в большей общности рассматривался как

самим С. В. Пояиным [120], так и Банашевским [234],
Линдером [912 —913], Ныоолом [1026], Фишер —Пальмквист и Пальмк-

вистом [534]. С. В. Полин [117] рассматривал также случай,
когда 91 — категория универсальных алгебр. К исследованию

категории функторов до некоторой степени примыкает

рассмотрение модулей над пучками колец (см. [869 — 871, 1105,

1355—1357]). С представлением модулей пучками связаны

работы Хофмана [715] и Ламбека [854— 855].
Исследовалось также взаимоотношение свойств категории тс

со свойствами категории Шп в предположении, что тс —малая

абелева категория. Разумеется, полученные здесь результаты
не являются обобщением каких-либо результатов категории

модулей. Так, Харада [679] установил эквивалентность

следующих свойств категории Шл, где тс —малая абелева

категория: (1) полная приводимость; (2) проективность любого

инъективного объекта; (3) инъективность любого проективного
объекта. Саи [М71:972] доказал, что для малой абелевой

категории регулярность колец Нотя(/?, р) для всех объектов р

равносильна ее спектральности (последнее означает, что

каждый морфизм расщепляем). О регулярных категориях см. также

[1431] и РЖМат, 1975, 4А374. Конструкцию свободной
абелевой категории над данной аддитивной категорией предложил
Адельман [177]. Категории с малым проективным образующим
объектом U, где Hom(f/, U) — полупримарное кольцо,

рассматривал Лику [906]. Митчелл [903] предложил новые теоретико-

категорные обобщения теоремы о строении классических

полупростых колец (ср. [140], стр. 27). Вигандт [1444]
анонсировал новые результаты в этом направлении. Сюда же до

некоторой степени результаты Леду [883] и один из

результатов Вайденфельдов [1432].
В заключение остановимся на исследованиях Фоссума, Гри-

фита и Райтена [542 — 543], связанных с обобщением кольца

треугольных матриц. Они рассматривают категорию %\XF,
объектами которой служат морфизмы a:F (А)-+А, данной
абелевой категории 91, где F:9f->91— фиксированный эндофунктор,
удовлетворяющие соотношению F (а) а = 0, а морфизмами

—
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морфизмы у:А->В категории •% связанные соотношением

acp
= F(cp)p. Если 91 — категория /^-модулей, М— 5-/?-бимодуль

и F = A10i?--, то ЩхР эквивалентна категории модулей над
кольцом обобщенных треугольных матриц. Найдены
необходимые и достаточные условия когерентности категории ЩхР,
получен ряд результатов о ее глобальной размерности,
указаны приложения к исследованию колец треугольных матриц и

модулей Горенштейна.
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УДК 519.4&:

УНИВЕРСАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

j5. А. Артамонов

В настоящий обзор вошли работы прореферированные в.

РЖ «Математика» в 1967—1975 гг. в разделе «Универсальные

алгебры». Предыдущий обзор Т. М. Баранович [22] по этой,

теме охватил период с 1964 по 1966 г. В недавно вышедшей

статье Т. М. Баранович и М. С. Бургина [25] отражены работы:
последних лет по линейным (мультиоператорным) Q-алгебрам,,
а в обзоре [180] —работы по упорядоченным множествам и

решеткам. Поэтому настоящий обзор не касается линейных Q-ал-

гебр, упорядоченных алгебр, отношений на множествах, а

также топологических алгебр. Основной акцент сделан на общие

свойства универсальных алгебр, такие как клоны операций,
многообразия, алгебраические конструкции, отношения

зависимости и другие. Лишь в § 4 затронуты некоторые наиболее

изучаемые специальные «неклассические» алгебры. Библиография:

содержит работы, прореферированные в РЖ «Математика» в

разделе «Универсальные алгебры» с № 1 за 1967 год по №9 за

1975 год, и ряд дополнительных работ.
За указанный период по универсальным алгебрам появилась

обширная монографическая литература. На русском языке

вышли книги Кона [85] (перевод с английского), монография
А. И. Мальцева [112], второе издание книги А. Г. Куроша

[96], а также книга [97]. На английском языке появились

книги Гретцера [397], Пирса [609], Хенкина, Монка и Тарско-
го [422], Б. Йонсона [470, 471], На немецком языке вышла

книга Е. Т. Шмидта [683]. В этих книгах изложение

начинается, как правило, с основных определений и постепенно

читатель вводится в круг проблем, стоящих в той или иной области.

На протяжении всего обзора мы будем придерживаться

следующей терминологии и обозначений. Если X — множество, то

Оп(Х) есть множество всех отображений f:Xn-+X, 0<д<°°,

где Х°— одноэлементное множество,

О(Х)=(Оп(Х)\п>0).
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Универсальная алгебра А на множестве X с системой опера-
ций F= (Fn\n>0) будет обозначаться через А-=(Х, F). При
этом операции, если это не оговорено специально, будут
предполагаться конечноместными, а алгебры будут иметь,
конечноместные операции. Через Хп(А) = Xn(F) будут
обозначаться множества всех /г-арных главных производных (в|
смысле [96]) операций (т. е. операций, представимых
полиномами в терминологии книги [397]);

X(F)= (Xn(F)\n>0).

Производные операции на X (см. [85, 96, 97]) будут также /

называться алгебраическими (см. [397]).
Операция f(*On(x) называется симметричной, если

f(Xb ...,Хп) =/(Хви ...,Хоп)

для любой перестановки а и любых хь ...,хпеХ. Операция1
/ называется идемпотентной, если f(x, ...,x)=x для всех
х£Х. Алгебра А = (Х, F) называется симметричной
(соответственно идемпотентной), если F состоит из симметричных
идемпотентных) операций.

§ 1. СТРУКТУРА ПРОИЗВОДНЫХ ОПЕРАЦИЙ
И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ

1.1. Клон полиномов. За указанный период появилось много

работ, в которых изучались числовые характеристики клона

полиномов на алгебре А = (Х, F). Напомним, что полином

Xn(F) называется существенным, если он зависит от всех

своих п аргументов. В серии работ Гретцера, Плонки [402, 403,
638—642], А. Секаниновой и М. Секанина [696—700]
изучаются последовательности чисел (р0,..., рп,...), где рп=рп(А) —
число существенных n-арных полиномов в алгебре А. Обзор
части этих результатов приведен в [698]. Основной задачей в

этом направлении является описание таких последовательностей i

чисел (р0}..., рп,,..), что рп =рп(А) для некоторой алгебрыЛ.
В [402] показано, что если А = (Х, F) — идемпотентная

алгебра, т. е. ро(А) =pi(A) =0, с коммутативным бинарным
полиномом /, то рп(А)Ф\ при п>2 влечет pn+i(A) >pn(A) + (п— 1).
Если же / еще и ассоциативно, то

pn+i(A)>l+pn(A) + max(pn(A), /г+1).
В [403] показано, что если идемпотентная алгебра А не имеет

существенного бинарного полинома, т. е. /?2(Л)=0, но /?3, р4>1, *

то для п>2 имеем рп(А) + Kpn+i(A).
В работе [640] показано, что если рп(А)=п, то А можно

представить как А = (X, f), где / — бинарный полином.

Описываются тождества, которым удовлетворяет f. В [641] показано,

г
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что если рп<п и Pk<k для некоторого^, то либо рпж0 для

n>U либо А — полуструктура (/?n—1, я^1)> либо Л —

диагональная алгебра, т. е. А — (Х, х-у), где x2sssx, (ху)г==
=x(yz)^xz, либо Л — идемпотентное сжатие (редукт) булевой
алгебры, т. е. p2n = 0, р2п+1~1. См. также [642].

В [699] А. Секаниновой описаны последовательности

{.*.. Рп, ..•)» Рп=рп(А), в предположении, что /?п<2. В [696,
700] изучены эти последовательности для упорядоченных ал-

яд работ посвящен изучению множества

S(A)= {n>0\pn(A)^0}.
В 1767] Урбаник описал подмножества #czNV0 вида

E=S (А) для некоторой симметричной алгебры А без

алгебраических констант. Файтлович [325] показал, что если

А=(Х, F), где Fc: V Ok(A), и для некоторого г>0 выполнено

(г+ 1, ...,г+/г~1)л5(Л)=0,

то S(A)c(l, ..., г). Если 5cN и 5э2, то существует

бинарная алгебра А с одной бинарной операцией и условием

S(A)= S тогда и только тогда, когда из 2<#$S следует

/t+165 и 5=^(2,3, ..., п), где /г = 3,4.
В работе М* Секанины [696] показано, что для

направленно упорядоченных алгебр А множество S (А) имее^1 один из

следующих видов:

(0. 1» ...,*), (1,2, ...,п), (О, 1, ...,я, ...)»

(1,2, ...,#, . ..)> (Ь 3,5, ...,2я+1» ...)•

В [697] изучаются множества 5(Л) для топологических алгебр
со специальной топологией. Дудек [311] отметил, что эти

результаты М. Секанины верны и для алгебр со следующим
свойством: если f(xu ... уХп) —полином алгебры, зависящий от ль,

то после отождествления Xi=xk=x9 Ki, k<n, полученный
полином зависит от х. В работе Анусяка [215] изучено S(A) для

алгебры с транзитивной операцией, т. е. с такой n-арной
операцией /, что для всех К/, j<n существует такая перестановка а,

что ai=j и

Х\ . . . Хп] =Ха\ • • • XonJ
тождество в А.

Урбаник [768, 769] и Плонка [638] рассматривают
следующие числовые характеристики алгебр. Пусть G пробегает
семейство операций на множестве Х% А=(Х, F)— некоторая

алгебра на X; F, GgO (X). Положим

*(A)=mm{n\[Xn(F)=Xn(G)]^[X(F)^X(Q)]}%

P(A)~mln{n\[Xn(F)~Xn(G)]^[X(F)=X(G)]}.
о
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В работах Урбаника изучались возможные значения для пары
(е(Л), р(А)). Если Л = (Ху F) —алгебра, то через 1(F)
обозначается множество всех идемпотентных операций из X(F).
Алгебра 1(A) = (X, 11(F)) называется идемпотентным редуктом Л.
В [637] показано, что если Л—группа, то р(/(Л))<3, причем
для свободной группы имеет место равенство.

Искандер [454] изучал функции на р-кольцах, т. е. кольцах

из многообразия var Fp, порожденного полем Fp из р
элементов, р — простое число. Рассматриваются функции, обладающие
суперпозиционным свойством, т. е. для любого идеаДа /кольца
Л из а\

— bi б / следует

f(<h,>..*an)-*-f(bui..9bn)G&

Доказано, что эти функции сводятся к алгебраическим.
Изучению симметрических операций на группах посвящена

работа [620]. Плонка [627] изучает алгебры А = (Х, g)с одной
симметричной операцией g:Xn-^X, причем любой полином
/вХ2п_1 (F) либо константа, либо единичная операция, либо

f(xu ..., х2п_х) ==g (Xi'.i..., xi);

где 1<^<2ai— 1, Показано, что g— одна из следующих
операций:

1) /i=l, g2= g или g2 = e;

2) g(g(xu ....,Xn), xn+u --',x2n_i) константа;

3) g(g(xu . ..,хя), хп+и . . . ,x2n_i) = g(xn+u . . . ,х2п_ъ Х:)г
л+1<у<2#—1.

Далее в работе описываются такие алгебры в случаях
2) и 3).

1.2. Полные, примальные и квазипримальные алгебры.
Алгебра А = (Х, F) называется полной (или функционально
полной), если любая функция на X является алгебраической.
Алгебра Л называется строго (функционально) полной, или при-
мальной, если любая функция на X представляется некоторым
полиномом, т. е. 0(Х)=Х(А). Конечная алгебра Л называется

полупримальной, если любая функция f:Xn-+X, сохраняющая
подалгебры, представима полиномом. Квазипримальная
алгебра— это конечная неодноэлементная алгебра, в которой любая
функция f:Xn^X, сохраняющая подалгебры и перестановочная с

изоморфизмами подалгебр, представляется полиномом. Нако1
нец, если в конечной неодноэлементной алгебре Л любая
функция, сохраняющая отношения конгруэнтности, представима
полиномом, то алгебра Л-называется Л-примальной. Напомним
также, что дискриминантной функцией называется операций

dlx и z\-{Z' еСЛИ Х=У>Г

В работе Вернера ^795] показано, что для конечной алгеб*

Ш

ры Аг=(Х, F) следующие условия эквивалентны: 1) дискри
минантная функция является алгебраической операцией/
2) алгебра А полна, 3) если алгебра А неодноэлементна, то

существуют такие алгебраические операции s{x9 у), *(л:),что
(X, s)—- группа с присоединенным нулем, <—-циклическая
подстановка на X. Эти результаты обобщены в [494, 614—617] на

случай локально полных алгебр.
Иваник [456, 457] показал, что если X—бесконечное

множество и g\X?-+X—отображение, инъективное на

подмножестве ХххХъ где Xt<z.X и |^|= |-АГ|, то алгебра
(X,Oi(X)\/g) полна.

В [535, 536] Магари изучал многообразия, порожденные
полной алгеброй Л. В частности, исследовался вопрос о том,

когда все алгебры из этого многообразия являются подпрямы-

ми степенями алгебры Л. Пиксли [613] рассматривает
конечные алгебры А = (Х9 F), в которых любое отображение f:Xk-+X9
сохраняющее изоморфизмы подалгебр, представляется
некоторым полиномом. Показывается, что это эквивалентно тому, что

каждая собственная подалгебра обладает этик свойством и

любая алгебра из уагЛ, многообразия, порожденного Л,^ имеет
дистрибутивные и перестановочные структуры конгруэнции.
Всякая такая алгебра полна.

В работе Фромке [360] показано, что конечная полная

алгебра Л без собственных подалгебр с тривиальной группой
автоморфизмов является примальной. Показано, что существует
такая алгебра Л с этими свойствами, что уагЛ состоит не только из

подпрямых произведений Л. В [123] В. Л. Мурский
анонсировал следующий результат. Будем говорить, что почти все

алгебры Л конечного порядка обладают свойством Р, если
, j

UmNkPlNk = l,
£->оо

где Nh(Nkp) —число всех неизоморфных алгебр с данной

сигнатурой порядка k (со свойством Р). Тогда, если сигнатура
состоит не только из нульарных или унарных операций, то почти все

конечные алгебры полны: Отсюда следует, что почти все

конечные алгебры конечнобазируемы.
По полным алгебрам см. также работы [492, 807—8,10].
Фостер [345] показал, что если алгебра Л является Л-при-

мальной, группа автоморфизмов Л тривиальна и в Л

конгруэнции образуют цепь, то любая алгебра из уагЛ есть подпрямое
произведение гомоморфных образов Л. Пиксли [614, 616)
изучены локально квазипримальные алгебр, тг е. алгебры в

которых любая функция, сохраняющая подалгебры и перестановот-
ная с изоморфизмами подалгебр, локально представима

полиномом. Показано, что эти условия экБийалентны локальной

представимости дискриминантной функции и эквивалентны тому, что

любая подалгебра Л проста и любая аягёбре^В; локально- уДбв-
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летцордющая всем тождестщ^ц А, имеет диет^бутийнухй J**»**1'
рестановочную структуру конгруэнции. В частности, если А
конечно, то всюду слово «локз#£80» можно отбросить и получить

'

результаты работ [613, 795]. ||р|сазано также, что любая труп-
па является группой автоморфизмов некоторой локально квази-

примальной алгебры, а любая конечная группа — группой
автоморфизмов квазипримальной алгебры. В [616] рассмотрены
свойства конечных множеств локально независимых локально

квазипримальных алгебр и локальные многообразия,
порожденные такими алгебрами.

Краусс ]501] показал, что §сли дана алгебра А, то ее

квазипримальность эквивалентна следующему свойству. Пусть
В— подалгебра A7, J — подмрржество / и тсу — естественная

проекция А1 на AJ. Определим в / отношение

эквивалентности *~у(5), если существует такой изоморфизм h:wt(B)->
->1гл(Б), что ft{x{i))==x(j) для всех *= (...,*(*),...
• •

•, x(j)f • • •)€#• Тогда для любой подалгебры iScA7 и любого
такого конечного подмножества /с:/, что i~j(B), i^yg/,
тогда и только тогда, когда i^j\ имеем nj(B)=AJ.

В работе Куакенбуша [660] показано, что если А —квази-

иримальная алгебра, BcjC— алгебры из var А, то любая

конгруэнция на В есть ограничение некоторой конгруэнции из С;
здесь же описываются слабо инъективные алгебры из var А.
В [344] показано, что если полупримальная алгебра A=(X>F)
не имеет одноэлементных подалгебр и g&On(X)\Xn(A), то

алгебра (X, F\/g) полупримальна. См. также [345— 352],
[436, 437, 679].

1.3. Представление одних операций через другие. В
книге Кона [85] показано, что для любой универсальной алгебры
А= (Ху F) существуют такая полугруппа S и отображения

что <р —вложение и для всех аъ ...гап^Х, cogF,

(аг... arto))(p==af)«... *а^«иг.

Т. В. Соколовская [168] показала, что если F=(F0y F\)9 то

любая конечная f-алгебра представима в этом смысле в конечной

полугруппе. В противном случае существует такая конечная

алгебра, которая не представима ни в какой конечной полугруп- t

пе. В [139, 141, 143] изучается представление алгебры А = (Х,
F) в /""-полугруппах 5, т. е. полугруппах, являющихся Р-алгеб-

рами, причем операции из F являются полугрупповыми

алгебраическими, т. е. имеют вид

хх. *.XnVwFfaXiOi.. *хпая+х.

Показано, что каждая алг&#|щ А вложима в некоторую F-no-

лугрущху- В [13$] найдены необходимые и достаточные услолия
вложимости алгебры А в некоторую коммутативную

^полугруппу. Э [HI] найдены, в частности, в виде условных
тождеств необходимые и достаточные условия влоэ&имости

алгебры в F-полугруппы с сокращением. Наконец, в [143] изучены
представления в нильпотентных полугруппах.

Представлениям специальных классов алгебр посвящены

работа Чупоны [200] и работы [202, 662]. Куакенбушем [659,
661] доказано, например, что любая идемпотентная операция

на множестве, содержащем не менее двух элементов, есть

композиция идемпотентных бинарных операций. Б. Р. Френкин
[188, 190]изучает вопрос т-сводимости и приводимости л-ква-

зигрупповой операции в виде полинома от одной или

нескольких квазигрупповых операций с данной расстановкой скобок т.

В [331] изучаются алгебры А = (X, F) с * отделимыми

переменными, т.е. для любых полиномов /, gGXA(F)t n>k,
существуют такие полиномы/об** (F), go£Xn^k(F), что урав*
нения

f(xu...,xn)= g(xu...rXn),

/о (Хи • • •»Xk)=go {Xk+ъ • • • >Хп)

эквдвалеитны. Показано, что такая алгебра вкладывается

в абелеву группу, причём
п

f (Хи • • '•» Хп)= 2jfi (Хи*

где f. — некоторые унарные, не обязательно производные

операции в абелевой группе. Специально рассмотрен случай &-от-

делимости для всех k.

Т. В. Соколовская [167] доказала, что если многообразие
мультиоператорных групп задано конечным числом операций и

тождеств, то его можно задать одной операцией и одним

тождеством.

§ 2. МНОГООБРАЗИЯ И КВАЗИМНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБР.

НЕЗАВИСИМОСТЬ В АЛГЕБРАХ

2.1. Многообразия и квазимногообразия алгебр. В
дальнейшем мы будем пользоваться следующим обозначением. Если V —

многообразие, то через Lm=Lm(V) мы будем обозначать V-сво-

бодную алгебру ранга т. Кроме того, напомним, что через

varA мы обозначим многообразие , порожденное А, через

qvarA — квазимногообразие, порожденное А.
В работе А* И. Мальцева [108] основные результаты

общей теории многообразий алгебр переносятся на многообразия
и квазимногообразия алгебраических систем (например,
теорема Биркгофа). Рассматриваются также реплмчшмюлные
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классы алгебр (см., например, [112]). В [109] А. И. Мальцев
определяет умножение классов алгебраических систем.

Именно, пусть V, WczT—классы F-алгебр. Тогда алгебра ВеТ
принадлежит VoW^ если и только если на В существует

такая'конгруэнция 6, что iJ/egW, и для любого Ь(*В< если
класс 66 является алгеброй из Тг то £0gV\ В общем случае,
еадд^^'^^г^-мвдгор-бразия, то VoW не многообразие. По-

казано, что есйй Fx9^, причём в Г выполнены тождества

^:
,

■ е\х) = е\у)^/{еу...,е)^е
для всех /; 6 F и в Т конгруэнции на алгебрах перестановочны,
то;'подмногообразия в Г относительно умножения образуют
гщуппоид^казаны достаточные условия его ассоциативности.
'

СтэнлиГ '[730] изучает вопрос о полноте категории алгебр,
замкнутой относительно гомоморфных образов и-п,одпрямых
произведений. Гретцер [393] изучает на классах алгебр
операции взятия подалгебр S, факторалгебр Н и прямых
произведений П. См. также £582, 660].

Вопросам структурной эквивалентности многообразий Vu
V2, т. е. эквивалентности категорий Vu сохраняющей носители

алгебр, посвящена работа [462]. В работе В. Нейманна [587]
показано, что каждое многообразие алгебр V однозначно (с
точностью до структурной эквивалентности многообразий)
определяется клоном полиномов Я (У), причем Я (У) можно
понимать как алгебру со счетноместными операциями pi

—

проекция
на /-й аргумент, и операцией подстановки хх\.. .хп.... При
этом выполняются тождества

Xplp2' • '=Х, piX\X2. . • =Xh

Обратно, любая алгебра с этими операциями и тождествами

может быть реализована как клон H(V) полиномов некоторого
многообразия V.

В [133] Описываются малые категории Д для которых
категория функторов F(D, V) эквивалентна некоторому
многообразию алгебр при любом многообразии алгебр V.

В [537] показано, что любое многообразие алгебр содержит
простую алгебру. Кроме того, если в многообразии V любая
неодноэлементная алгебра не содержит подалгебру, состоящую из

одного элемента, то любая алгебра из V имеет нетривиальную
простую факторалгебру. Нельсон [583] показывает, что для

алгебр с бесконечноместными операциями оба утверждения
неверны. Беррис [261] приводит примеры конечных простых
неизоморфных алгебр А и В с условием уагЛ=уапЗ (см. также

[573]). В [223] Остин показывает, что если w(x, у) =w'(x, у)—
тождество от двух переменных и конечного числа операций
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строго положительной арности, причем, например, л:

встречается в обеих частых, то тождество ш—до' имеет конечную модель.

В [1,48] Ю. М. Рябухин находит необходимые и

достаточные условия* при которых многообразие F-алгебр как категория

имеет ядра и нормальные образы. В [185, 186] К. ;Фйхтнер
изучает многообразия алгебр V с.нульарной операцией,

фиксирующей элемент 0, являющийся подалгеброй, причем
конгруэнции на каждой алгебре из V определяются классом, содержащим:

0. Показано* что это выполнено в том и только в том случае;

когда ддя некоторых k, l>\ существуют такие бинарные
полиномы 01/...., Ok и (2fe+l)-арные полиномы ть ..., тг, что в V

выполнены тождества

xxoj = 0, хухуох... xyok0...Охд = х,

хуО.. .Oxyoi.. '.xyok%l^=xyxyox.. .xyok0.. .0т/+1, 1 = 1, ..., /—1,

xy0\:. Qxyci... xyokzl = y.

Множество пар чисел (k, l) с указанными свойствами

обозначим через D(V). Показано, что в D(V) существует

однозначно определейная пара (k0, /0), что

Diy)= (И, п)| m>kQJ>l0}.

Обратно, для всякой пары (k, l) существует многообразие ¥L
с fe = feo,..i = /o.. О многообразиях алгебр с «хорошей теорией

идеалов» см. работы Урсини [773], Магари [541—545], Ньяни

[379, 380], а также [333, 334].
И. Ш. Алиев [7] изучает многообразие алгебр У с одной

симметричной тернарной операцией. Доказывается, что в V

существует единственное минимальное подмногообразие У*, при-,

чём в V* все алгебры свободны. Аналогичные результаты

получены и для многообразия U тотально симметрических ква*.

зигрупп (т.е. (ху)у = х=у(ух), х2=х) и его подмногообразия

U'*, заданного тождеством (ху) (zt) = (xz) (yt).
В совместной работе А. А. Акатаева и Д. М. Смирнова [5],

начато .систематическое изучение многообразия алгебр Шш>

\<пг<п, всех алгебр с m-арными операциями fi,.. .,fn и

пиарными операциями gu • • • >gm> заданное тождествами

((*!, . ..,Xn)gU . .
., (*Ь . .

м Xn)gJfi = Xl> Ш

((Xl, • •
ч *m) fu ...,(ATi, ...,*m) Л) £/= */> (2)

причём в (1) Ki<n, а в (2) 1</<т. Показано, что

совокупность подмногообразий в (/rn,n,2<m^n, имеет мощность

континуума. Каждое подмногообразие 51 ы может быть задано .в

^1Ы одним тождеством. Описана структура подмногообразий
$1 ы. Пусть, далее, 95 m,n

— многообразие алгебр с теми же

операциями, но только с тождествами (1), ?w,n"c тождествами (2)*
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В [163] Д. М. Смирнов показывает, что ИЬл — единственное
максимальное подмногообразие в S$i,n. Кроме того,
многообразия И m,w и 85 ьп шрейеровы. Все подмногЬобразия йы
регулярны, т. е. в них свободные алгебры 2,Г(Я5Ы) ранга г не вложимы
в Lr-i(&bi), и шрейеровы. Описана также решетка
подмногообразий Вы. В работе [3] А. А. Акатаев изучил подквазимно-
гообразияЯьп и показал, что при почти всех m, n свободная
Ятт-алгебра счетного ранга вкладывается в Li(2im,n)> а также,
что решетка подмногообразий @ьп, п>1, континуальна. В [26Г
показано, что аксиоматический ранг (см. [112]) &т,п равен
mi+1 при т<п и п при т—п, а также, что в ЙЬп, п>2, имеет*
ся континуум попарно неизоморфных простых алгебр без
нетривиальных подалгебр и эндоморфизмов. В [164] показывается,
что в 2Ii,n, п>2, нет собственных подмногообразий и любая
счетная алгебра вложима в алгебру с одним образующим.
Группы автоморфизмов алгебр из 21 Ья изучены в [165] (см.
также [271]).

В работе Ю. К. Ребане [140] показано, что если F¥* 0
РфРо, то структура многообразий всех /^-алгебр не содержит
максимальных элементов. Минимальные квазимногообразия
алгебр отношений и колец с ассоциативными степенями

описаны в работе А. А. Виноградова [49]. Структура
подмногообразий алгебр с нульарными и унарными операциями изучается в

[464].
Условия локальной конечности для квазимногообразий

рассмотрены Шафаатом в [706]. Показано, что для

квазимногообразия R следующие условия эквивалентны:

1) в каждом подквазимногообразий R существует конечное

множество конечных алгебр, причём любая алгебра из R
вложима в декартово произведение этих алгебр;

2) R локально конечно и подквазимногообразия в R
удовлетворяют условию обрыва возрастающих цепей.

Показано также, что если локально конечное квазимного-

образие R обладает конечным числом подквазимногообразий,
то любой подкласс в R, замкнутый относительно подалгебр и

прямых произведений, является подквазимногообразием.
А. Д. Больбот в [27] доказал, что если F¥=Fq\/Fu to вне

любого конечного числа подквазимногообразий /«'-алгебр лежит

континуум минимальных многообразий F-алгебр. В работе
А. Н. Трахтмана [172] приведены необходимые и достаточные

условия существования в данном многообразии V для любого*

подмногообразия U накрывающих элементов, т. е.

минимальных многообразий, содержащих U. Отмечено также, что в

полугруппах есть многообразия, имеющие континуум
накрывающих.

Ионсон, Макнальти и Куакенбуш [472] рассмотрели
следующий вопрос. Если V —многообразие, то положим Кп —

**уаг£п(К), F<n> —многообразие, заданное тождествами V, за-
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висящими не более чем от п аргументов. В работе показано,,

что если S —некоторое подмножество в множестве N всех

натуральных чисел, то существует такое многообразие V, что*

Vn**V**t тогда и только тогда, когда д 6 S. Если же S) 1,2,1.

то существует такое многообразие полугрупп V, что V<*>«*:

y<n+D Т0Гда и только тогда, когда п 6 S.

А. Будкин и В. Горбунов [30] показали, в частности, что

структура подквазимногообразий в некотором

квазимногообразий конечна тогда и только тогда, когда она удовлетворяет

условиям обрыва убывающих и возрастающих цепей. Она моду-

лярва в том и только в том случае, когда она дистрибутивна^

Исследуется вопрос о связях между локальной вложимостью к:

аппроксимируемостью алгебраических систем.

Многообразия алгебр V с дистрибутивными структурами

конгруэнции описаны Йонсоном [469]. Показано, что это

выполнено в том и только в том случае, когда существуют такие-

тернарные полиномы /о>...., in, м>2, что в V выполнены

тождества:
t0(xty,z)=x, tn(x,yfz)=z,

..Цх,у,х)*=*х,

ti(x,xiy)==tiri(x, x, у), i нечетно,

■ <i(*t У. У)=*Ь+\(** У> У)г f четно.

Показано, что в таких многообразиях V структуры

подмногообразий также дистрибутивны и если V порождено классом алгебр

К> то V=HSHSUUK, где П8, Цм — операторы взятия подпрямых!

и ультрапроизведений.
Случай модулярных структур конгруэнции алгебр

многообразия V рассмотрен Деем [297]. Им показано, что в V

конгруэнции на всех алгебрах модулярны, если и только если существуют

такие полиномы т0, ..., тп, я^2, от четырёх аргументов, что-

в V выполнены тождества:

щ(Ху у, г, t)=xf mn(x, у, г, t)=t,

ml(x,y,y,x)=x,

Щ(ху у, уг z) = miJrX{x> у, у, г), i нечетно,

mt(x, х, у, у) = ти1(х, х, у, у), i четно.

Далее в работе Гедеоновой [368] также в условиях «мальцев-

ского» типа (т. е. в виде существования некоторых полиномов,,

удовлетворяющих ряду тождеств) описаны многообразия

алгебр, в которых конгруэнции р-модулярны. Наконец, в [562]

найдены «мальцевские» условия /-модулярности структур алгебр

многообразия, т. е. условия выполнимости тождества (хЛУ)\Г

У(х/\г) «* xA{{xAy)V(xAz)V(yAz)). Найдены также условия

п-дисТрибутивности и двойственной /-модулярности. Показано,
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что /-модулярность и двойственная /-модулярность влекут
модулярность структур конгруэнции алгебр многообразия.

В связи q этой проблематикой следует отметить следующую
типотезу [762]: если в многообразии V структуры конгруэнции
всех алгебр удовлетворяют некоторому структурному тождеству,
то они модулярны. Напомним, что конгруэнции на мультиопера-
торных группах модулярны. Известно, что эта гипотеза справед-
-ливагдля полугрупп. В [581] показывается, что структуры
конгруэнции в нетривиальном многообразии уноидов, т. е. алгебр
«с унарными операциями, не удовлетворяют никакому

структурному тождеству.: В [580] Нейшн показал справедливость этой,
гипотезы в предположении, что в структурах конгруэнции ал-:

гебр многообразия выдолнено тождество
-

-

,

■'■ SoA*>< Х/(50Л^), ."■••:■■: м,:пл у. •

'=1... ■

:; -г\ ". м ..: :

где w,s0, ...,sk
— элементы свободной структуры L с,базой

X, причем w*£s0r s0Aw^ V (s0/>\sj ъ LnSi объединения эле-

ментов из X.
В [398] Гретцер описал многообразия алгебр, в которых

конгруэнции на алгебрах определяются любым из своих

классов, а также многообразия, в которых конгруэнции
определяются классами, содержащими фиксированный элемент 0 (см.
также [185, 186, 268, 685]). Многообразия V с д-перестановочными
жонгруэндиямй на алгебрах, т. е. (f°g)n=(g0f)nRJiH всех

конгруэнции f, g на всех алгебрах из V описаны Е. Шмидтом [686].
В [355] в терминах «мальцевского» типа описаны многообразия
«алгебр V, в которых для любых А ь Л2£ V любая конгруэнция
на AiXA2 имеет вид fiX/2, где /< — конгруэнция на Аи

Бурмейстер [257] изучает отношение R(V) на множестве К
всех кардиналов ......

(m,n)6R(V)^Lm(V)*Ln{V)
для некоторого многообразия алгебр У, не обязательно с ко-
нечноместными операциями. Показывается, что отношение R на

К имеет вид R(V) для некоторого V тогда и только тогда, когда
Я аддитивно и ограничено, т. е. существует такое ft^K, что для
всех т>п класс, содержащий т, одноэлементен.

И. И. Мельник [117] на языке тождеств описал минимальные

.многообразия, заданные тождествами

v(xh ..., xn)=w(xu •
•-, fin), (3)

где в обеих частях стоят одни и те же переменные,
й,,содержащие данное многообразие. V. Многообразия, заданные
тождествами вида (3), называются нормальными. В. Н, Салий [152]
описал минимальные нормальные многообразия, содержащие
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данное многообразие V в терминах отображений из алгебр

AG V в полные; дистрибутивные структуры^ В работе

И. И. Мельника [118] изучены многообразия алгебр U+Vo, где

Уо
— многообразие F-алгебр, заданное тождествами

Х\ . • . Xnj = X\ . . . Xmg

для всех f, g£F,a U— данное многообразие F-адгебр.

Предполагается, что Fo=0. Найдены автоморфизмы алгебр

-Изучению введенного А. И. Мальцевым многообразия

алгебр ;
с двумя 4-арными операциями /, g и тождествами

' r,i
xxyzf=z, xyzxg=y,

{xyxzf)yxzg^z

посвящена работа [750]. Показано, что группа всех обрати,

мых полиномов в таком многообразии тривиальна.

Гретцер, Лаксер и Плонка [400] изучали независимые

многообразия К0 и Кл. Их независимость означает

существование такогог полинома р'(х, у), что р(Хуу)==х-~
тождество К0, а р(х, у) = У'— тождество К\. В работе
показано, что если К0 и К\ независимы и структура

конгруэнции любой алгебры из K0\/Ki модулярна, то любая алгебра

из К0\/К\ имеет и притом единственное с точностью до

изоморфизма представление А =А0хАъ где AfiKf В общем

случае из KQ\/K\ =KQXKi не следует их .независимость.

Но если K0AKi тривиально и конгруэнции в любой алгебре

из K0\/Ki модулярны, то равенство K0XK\= K0\/K}i влечет

независимость К0 и К\. Обобщение этих результатов на

случай нескольких многообразий сделано Драшковичевой [309].
См. также [240, 439, 649].

В работе Мескина [565] показано, что если F=.(F^,F')%
где (йб/77 зависит от Х& аргументов, возможно бесконечного

числа, и Я©— группа подстановок Хш, то многообразие F-

алгебр, заданное тождествами Х&ри>-=Хф<й, рбР©, является

шрейеровым.
Шафаат [713] изучал многообразия F-алгебр с Fo=0,

замкнутые относительно операции Р (А), где Р (А) есть

множество подмножеств алгебры А = (X, F) с операциями

хъ -•->хгр>={хи .-м^©[ше^п, Xi&Xi).

Показано, что если V замкнуто относительно взятия Р(А), то

V можно задать «полилинейными» тождествами.

В статьях Щейлы Оатс Макдональд [529, 530] содержатся

обзоры результатов по конечнобазируемости конечных алгебр,

-Упоминается, в частности, анонсированный результат Бейкера

<К. A. Baker, Notic. Amer. Math. Soc, 1972, 19, № 1, 691-г08т-2)

о том, что если в многообразии V все алгебру имеют дистрибу-
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тивную структуру конгруэнции, то конечные алгебры из V к

нечнообразуемы. В статьях выдвинута гипотеза о том, чт

условие дистрибутивности можно ослабить и заменить'
модулярностью. Недавно С. В. Полин опроверг эту гипотезу и

построил пример конечной неассоциативной алгебры над произ*
вольным конечным полем, не являющейся конечнобазируемой,
но удовлетворяющей тождеству (x(gz)) =0;

Инъективные алгебры с дистрибутивными структурами кон-

груэнций изучались в работе Дея [298]. Показано, что в мани-

мальных многообразиях с этим условием, содержащих
неодноэлементную конечную ^-алгебру А, причем либо РФ0, либо А
содержит одноэлементную подалгберу* любая алгебра из

многообразия вложима в инъективную.
Другие вопросы в многообразиях и квазимногообразиях

алгебр изучались в [1], [207, 236, 586, 588, 594, 710—712].
2,2. Свободные произведения алгебр. С изучением

многообразий алгебр тесно связано изучение свободных произведений.
Т. М. Баранович [21] доказывает теоремы о свободе подалгебр
свободной алгебры и о подалгебрах свободных произведений в

многообразиях универсальных алгебр, заданных специальными
предикатами. Примерами таких многообразий являются

группоиды, группоиды с единицей, с разными делениями, лупы и др-
В [24] Т. М. Баранович показала, например, что теория
свободных разложений в многообразии всех F-алгебр следует из

соответствующей теории для группоидов. Аналогичное утверждение
верно и для мультиоператорных алгебр. В [128, 129] А. И. Пи-
латовская перенесла на категории результаты Т. М. Баранович
(см., например, [24]) о теориях подалгебр свободных
произведений в пересечениях многообразий алгебр. См. также [114].

В работе В. Н. Матуса [115] показано, что подалгебра А
свободного произведения *Аг- алгебр многообразия 2lm,n
разлагается в свободное произведение непустых пересечений Ai/\A
и свободной 21т,п-алгебры. Аналогичное утверждение верно и

для многообразия Э5т,п.
Вопросам существования свободных произведений амальгам

в разных многообразиях алгебр посвящены работы [511, 512].
Свободные разложения в многообразиях мультиоператорных
групп, в которых нет нетривиальных групповых тождеств,
изучал А. Г. Курош [95]. Доказана шрейеровость таких

многообразий и теорема о подгруппе свободного произведения.
См. также [94].

2.3. Отношения зависимости в алгебрах. Обширная
литература посвящена изучению различных понятий зависимости
в алгебрах. Приведем некоторые из них. В книге Кона [85]
вводится следующее^ определение абстрактной зависимости на
множестве X: в X задана система Подмножеств 25, причем
Y0) тогда и только тогда, когда любое его конечное
подмножество лежит в 93. Элементы из 3) называются незави-
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сцщщ^
остальные подмножества X на&ыад1от* ,* **v

ся з4висймыми. Скажем, что элемент х&Х зависит от

подмножества Yg.X, если либо х&, либо для некоторого

подмножества ZciY выполнено Ze® и Zvx§3b. Если F—

множество элементов^ зависящих от У с X, то Y называется

базисом X, если Y=X. Различные вариации на тему об

абстрактной зависимости можно найти в работах Длаба

[301—306], см. также [220, 241, 254, 264, 331].
Рассмотрим различные конкретные определения

независимости. В работе Гретцера [395] рассмотрена слабая

независимость. Пусть V —многообразие алгебр и А есть V-алгебра,

Li= Li (V) — свободная V-алгебра с одним свободным

образующим х. Пусть а£А и f:Li-+ А—гомоморфизм, /(л:)=а.
Положим 0(а)=Кег/ иназовем элементы аъ . ..,албА слабо

независимыми в V\ если для всех Ьъ .. .,6Лб/?бУ таких, что

0(a^c:0(bi)y из равенства

р(аи ...,an)= q(au .. .,art)

следует р(Ь\9 ...., bn) =*-q(bu ..., bn)- В [765] показано, что если

в многообразии V из слабой независимости аи ..,, ап следует,

что подалгебра, порожденная ai,..., an, есть прямое

произведение подалгебр, порожденных а*, то V эквивалентно

многообразию всех полумодулей над некоторым полукольцом с единицей.

Приведем определение С-независимости. Подмножество

У&4 называется С-независимым, если любой у £ У не лежит в

подалгебре, порожденной Y\y. Наконец, подмножество Y^A

называется М-независимым (независимым в смысле Марчевско-

го), если подалгебра, порожденная У, свободна в varA с

множеством свободных образующих У. Обзор результатов по Af-не-

зависимости, полученных к 1967 году, можно найти в [547].
В основном М-независимость изучалась в работах польских

алгебраистов.
Плонка [625] изучал числовые характеристики

конечных алгебр с бинарной операцией f. Пусть К— класс

таких алгебр и А 6 К. Положим

pin, Ю=пип I AI, q(n% /О= max* (A),

i (А)~л I A \-n

где i(A) —максимальное возможное число М-независимых

элементов в алгебре А. Вычислены функции р, q для классов Кс

всех таких алгебр с константами, Ks — без констант с

коммутативной операцией f, Ku — без констант с некоммутативной

операцией /. См. также [321, 559, 632].
В работе Файтловича [322] изучается свойство замещения

(ElS-свойство). Пусть А^(1/)оД=(У, F)^-подалгебра А.

Скажем, что J3eEISAf если для любых /?, Q, Гс У, /?aQ= 0

из того, что TfRvQ независимы в А и Г содержится в
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подалгебре, порожденной /?, следует, что TvQ незави&йш
в А. Доказано, что ЛбЕ15л тогда и только тогда, когда для
любого /г< / (Л)+1 существует такое независимое множество
(аи .. .,ал), что для любого независимого подмножества Y из

подалгебры, порожденной аи . ..,аЛ_ь множество Yvan
независимо. По поводу свойства замещения см. также работы
[383,434,435,626].

В [548] Марчевский обобщает понятие М-независимости и
связывает это обобщение с G-независимостью Гретцера. См.
также [549]. В [216] изучаются вопросы связи понятия С-неза- f

висимости с другими понятиями независимости в декартовых
произведениях алгебр. В обзоре [771] Урбаник приводит
результаты по и*-алгебрам, т. е. алгебрам, в которых С-независимость
влечёт М-независимость. В работе Джонсона и Марчевского
[467] описываются независимости в алгебрах А = (Х, /), где
/ — унарная операция. В [329] изучается независимость в

алгебрах с разделяющимися переменными (см. [330] п. 1.1).

§ 3. ТЕОРЕТИКО-АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КОНСТРУКЦИИ

3.1. Прямые произведения алгебр. В работе Лося [521]
изучаются связи между прямыми произведениями и прямыми
суммами алгебр. При этом под прямой суммой А=В1@В2
понимается алгебра А с подалгебрами В и с проекциями
р,:Л-*£„ причем 1) Ь$Ь = ЬЬ где Ь&В^ 2) если Ь£В, * = 1,2,
то существует и притом единственный такой элемент абЛ,что
api = bi: 3) если В\ — подалгебра Вь £ = 1,2, то

B\\jB2^=B\p"\ f\B<is>4 .

Пусть Ci = BjPi, j=£i. Показывается, что Bx®B2~BiXB2 и

С;—минимальная подалгебра Bt. При этом или BiAB2= Ci = C2
одноэлементна и это минимальная подалгебра А или ВглВ2= 0.
Прямая сумма называется нормальной, если СХ = С2.

Теорема. Пусть в многообразии V задана V-свободная
алгебра L2= L2(V). Если L2yj*2= L2®L2 есть нормальная
прямая сумма алгебр L2, то в V существуют такие полиномы

f(x), g(x,y), что в V выполнены тождества

/(*)= /(</)> g(*,f(x))= g(f(x),x) = x.

Значение f(x) есть одноэлементная подалгебра. Обратно, из

существования таких полиномов следует, что в V прямое
произведение и сумма совпадают.

Как отмечалось выше, в 1355] описаны многообразия, в

которых конгруэнции на А\ХА2 имеют вид 81X82, где 9* —

конгруэнция на Аг-.
Тимм [752] рассматривает класс алгебр У, содержащий ал-

206

гебру Т без подалгебр. Прямое произведение AiXA2 алгебр из

V называется Г-правильным^ если существуют вложения

Тг:Ас+А\ХА2, причём

7,==1тт1л1тх2, ziTzi = si,

где ni:A\XA2-+Ai — проекции. Показано, что в этом случае сле^-

дующие условия эквивалентны: 1) Т—ретракт любой непустой
алгебры Л 6 V\ 2) для любых Ль А2 6 V произведение А\ХА%
является Г-правильным; 3) для любого А из V множества^

Нот (Л, Г), Нош (Г, Л) непусты. В работе найдены
необходимые и достаточные условия существования в V такой алгебры;
Г, что Нот (Л, Т) и Нот (Г, А) одноэлементны.

Фромке [358] изучает представление алгебр в виде подпря-
мого произведения алгебр Aif i б Г, причём для любого

конечного числа Аи...,Ап таких множителей и любых полиномов^

/7Ь ..., рп существует такой полином р, что р=/?г на А\. В [813]
изучались подпрямо' неразложимые унарные алгебр. О подпря-
мом произведении алгебр см. также [787].

Вопросы существования общих продолжений у двух прямых:

разложений множеств с отношениями изучались в [591]. В

работе Драшковичевой [308] на языке конгруэнции 9*
описывается представление алгебры в виде произведения Л/9г. Преллер»
[653] рассматривает вопрос о совпадении в категориях алгебр
классического и категорного прямых произведений.

3.2. Структуры подалгебр и конгруэнции алгебр. В
работе Искандера [79] найдены необходимые и достаточные

условия того, чтобы для данных структур Du D2, D3 с заданными

подструктурами Д£Д- и автоморфизмами o.i\Di->Di, a\=zir
£ — 1,2, существовали бы такие частичные алгебры Аи A2>~
что Dt — структура соответствий на At, Dt — структура
подалгебр Ah i = l,2, с соответствующей интерпретацией air

D3 —структура соответствий между Ах и А2. Кроме того^

отмечается, что в общем случае существуют такие полные

(т. е. не частичные) алгебры Л, что Dt вкладываются в

структуры соответствий.

В [453] найдены необходимые и достаточные условия того,,

чтобы система S подмножеств Лп, п>\, была бы системой

подалгебр для некоторой частичной алгебры Л. В следующей
работе [455] рассматриваются алгебраические структуры Du D2, Оз>,

причём первые две из них неодноэлементны, и на них заданы,

инволюции ось «2- Показано, что в этом случае существуют
такие алгебры одной сигцатуры Ль Л2, что Di изоморфны
структурам подалгебр Лг-, t= 1,2, с соответствующей интерпретацией аг>
а £>з — структура подалгебр Лi XЛ2.

Пазини [598] исследовал конгруэнции частичных алгебр.
Им найдены необходимые и достаточные условия на структуры
D{, D2i чтобы они былй: структурами всех и всех сильных кон-
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труэнцнй некоторой частичной алгебры. О конгруэнциях в

частичных алгебрах см. также [405].
В [797] рассматривается вопрос, для каких кардиналов

существуют алгебры этой мощности с условием минимальности «

для подалгебр. Связи между простотой алгебры и её структурой
конгруэнции изучались Пазини в [600]. В работе Амбраст [212]
показано, что система отношений С на множестве X является

системой конгруэнции некоторой частичной универсальной
алгебры на X тогда и только тогда, когда С замкнуто относительно

пересечений и С содержит диагональ. При этом операции
можно взять конечноместными в том и только в том случае, когда
система С индуктивна. Особо рассмотрен случай унарных
.алгебр.

В работе Стоуна [737] найдены необходимые и достаточные ;

условия существования на данном множестве X универсальной
алгебры Л = (X, F) с заданной группой подстановок в качестве

Aut Лис заданной структурой подалгебр. Лампе [508]
рассматривает следующую ситуацию. Имеются группа Г и

алгебраические структуры Do, Du причём D0 содержит более одного
элемента, ав/^ существует такой элемент а#0, что иза<\/#*

i .

следует а^х{ для некоторого L Тогда существует такая алгебра Л,
что Aut Л = Г, структура подалгебр Л изоморфна D0, а структура
конгруэнции — D\. Более того, для любой полугруппы S с

единицей и любой алгебраической решетки D существует такая

алгебра Л, что End Л ^5, а структура подалгебр изоморфна D.
В работе описывается также End Л, где Л — простая унарная
алгебра (или полигон).

В [157] Л. А. Скорняков даёт описание алгебр Л, в

которых для данной конгруэнции / существует дополнение, т. е.
такая конгруэнция g, что /л#= 0, /vg=l в структуре
конгруэнции на Л. Если fug перестановочны, то, как

показано в [609], отсюда вытекает, что

A^Ajf®Alg.

Покрытие Т алгебры А назовём связным, если для любых л:,
у(+А существуют такие подмножества Тъ . . .,Г„67\ что х(<Ти г

у£Г и TtATi+i^0. Отображение h алгебры Л в множество

лодмножеств другой алгебры В назовём связывающим
отображением, если 1) h (ах)... А (ап) wc: h(ax... anw), wQFncz F—
сигнатура алгебр; 2) система к (а), абЛ образует связное

покрытие J5. Положим тогда

(АоВ | А)- {(а, 6)еЛХВ | beh (a)}
н назовём это почти прямым произведением Л и В с помощыр

А. Показывается, что если /, g—ядра проекций на Л и В,
то-/У#=1» /Л£=0, и обратно, если имеются такие кон*

груэнции на алгебре, то они определяют почти прямое

разимое

ложение этой алгебры с соответствующей интерпретацией
/и g. .'•■

■■

.

'

' '

■ •

—
*-

—V-\'--;
;

В заключение этой части отметим, что Берманом [238]
описаны унарные алгебры,' в которых структуры конгруэнции по-

лумодулярны или атомарны.
• 3.3. Гомоморфизмы алгебр. В работе Гретцёра [394]

показано, что данная полугруппа тогда и только тогда изоморфна tfo-

лугруппе всех эндоморфизмов некоторой простбй алгебры,
когда она имеет единицу и каждый её элемент либо сократим
справа, либо является правым нулём. При этом в доказательстве*

достаточности предполагается, что алгебра не унарна. Для

унарных алгебр показано, что группа автоморфизмов простой
унарной алгебры Л есть циклическая группа простого порядка

р, причём, если р^1, то порядок алгебры А равен р.
•■ ^ ;

Зихлер [715] показал, что если X — конечное множество,

содержащее не менее пяти элементов, и любая подстановка на

X принадлежит полугруппе эндоморфизмов алгебры А=±{Х, F},
то End Л либо состоит из всех подстановок X и всех постоянных

отображений, либо из всех преобразований X.

В'работе Ионсона [468] рассмотрена следующая ситуация.
Имеется группа G преобразований множества X и дан некото-"

рьщ кардинал т. Алгебра Л = (X, F) называется га-арной, если

все операции из F зависят менее чем от га аргументов

(операции могут быть и бесконечноместными). Рассмотрим два

свойства группы G:

am(G): группа G является группой автоморфизмов
алгебры Л = (Х, F), где Л есть га-арная алгебра;

Pm(G): если ср —отображение множества X в себя, причем
для всякого подмножества Yc:X мощности меньше га

существует такое фбС?, что <|>|г = ?|г, то <?GG.
В работе показано, что am (G)=^PW+1 (G). Если m^2, то

Pm=^am; если га>Но, то атЩт. В работе Плонки [619]
модифицировано условие Pw и найдены необходимые и достаточные

условия того, что G = Aut(X, F) для некоторой га-арной
алгебры Л = (Х, F).

Близкие вопросы изучались в работе Гулда [387]. Показано,
что для группы G перестановок множества X следующие
условия эквивалентны: 1) G есть группа автоморфизмов алгебры
Л = (Х, F) с операциями ограниченной арности; 2) существует
такое п, что выполнено условие (Зп; 3) G=Aut (Х,\Р),тде F

конечно; 4) G=Aut (X, F), где F состоит из одного элемента.

Ряд работ посвящен изучению автоморфизмов унарных

алгебр. В. С. Фейнберг [183, 184] рассмотрел алгебры (X, /) с

одной унарной операцией / и с транзитивным действием группы

автоморфизмов. Доказано, что если такие алгебры имеют цикл

конечной длины, то любой цикл имеет ту,же длину и алгебра
однозначно определяется длинами и числом циклов, В

противном случае мощность f~l(x) не зависит от х и алгебра однознач*
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мо характеризуется числом циклов и мощностью f~l(x). В [7901
изучается группа автоморфизмов AutAt где Л = (X,
F)—унарная алгебра, причём существует такая группа на множестве Хъ
что Aut Л содержит множество правых сдвигов этой группы-
Показано, что в этом случае Aut Л есть сплетение подгрупп**/
порожденной сдвигами, лежащими в F, и группы подстановок.
Sa всех ординалов, меньших а для некоторого а. В качестве
следствия получается, что для любой группы G существует
такая простая алгебра Л, что End A^AutA^G.

В работе Лустига [527] изучаются отображения унарных
алгебр f:A-^B, являющихся одновременно упорядоченными
множествами. Рассматривается вопрос о том, когда все изотонные

отображения являются гомоморфизмами.
Внутренние автоморфизмы алгебр изучались в работе Ча-

каня [286]. Под внутренним автоморфизмом алгебры А = (Х, F)
понимается автоморфизм вида ха =xb2.. .bn\i> где х\... xn\x

—

полином, причём для любых &2, •.
•, bnQ X отображение ха,

указанное выше, является автоморфизмом. В работе отмечается^
что внутренние автоморфизмы образуют нормальный делитель
в группе Aut Л, причём, если среди классов конгруэнции А есть

единственная подалгебра, то она инвариантна относительно

внутренних автоморфизмов. Кроме того, показывается, что в
группах получаются таким образом действительно внутренние
групповые автоморфизмы. В [651] изучались трансляции ф алгебры
А = (Х, со) с одной операцией со, т. е. для всех /, 1^£<п, и всех

о>и • •.
> <*п € А выполнены равенства

(аь . .али>)ф = аь .. .,а<Р.. .ала>-.

В работе найдены необходимые и достаточные условия того,
чтобы трансляция являлась эндоморфизмом алгебры. А. В

частности, если операция со идемпотентная, то любая трансляция
является эндоморфизмом. В работе Ж- Плонки [646]
автоморфизмы указанного вида, где со — любая основная операция,,
называются расщепляющимися. Показано, что множество

SP(A) всех таких автоморфизмов образует нормальный
делитель в Aut Л. Пусть F(А) —множество всех элементов,

выделенных нульарными операциями, и множество всех значений f(x\,...
..., хп), где./ есть тг-арный полином с п>2. Нетрудно
видеть, что F(A) является подалгеброй и если F(A)=A, то

SP(A)—абелева группа. Показано, что если арность операций
из F ограничена, то при F(A)=A экспонента абелевой группы
SP(A) конечна. Обратно, любую абелеву группу конечной
экспоненты можно представить в виде SP(A) для некоторой
алгебры А с условием A =F(A).

Ряд работ посвящен изучению слабых гомоморфизмов
алгебр. Напомним, что отображение h:(X, F)-+(Y, G) называется

слабым гомоморфизмом алгебр, если задан эпиморфизм клонов

210

иолмгёомов X(F)^Y(G)y jK/*, йричём

Если • и h являются биекциями, то h называется слабым

изоморфизмом. В [381] показано, что в группе с тождеством

[х?> у] = 1 любой слабый автоморфизм является либо

антиавтоморфизмом, либо автоморфизмом. В работе Урбаника [770]
показано, что если Л = (Х, F)—конечная алгебра порядка п,

то каждая конгруэнция алгебры (X, Хп(А)) является

конгруэнцией на Л. Однако существует такая алгебра А порядка п = 2,

что слабый автоморфизм (X, Хп{А)) не является слабым

автоморфизмом Л.
Слабые автоморфизмы линейных пространств и унарных

алгебр изучались в [313]. Глазеком [373] дано описание слабых

автоморфизмов двух и четырехэлементных областей целостное*

ти. Доказано, в частности, что у областей целостности

характеристики нуль в группе всех слабых автоморфизмов группа

автоморфизмов имеет индекс два. По слабым автоморфизмам
см. также [702, 622].

Гомоморфизмы частичных алгебр и алгебр с многозначными

операциями изучались в [432, 608, 724].
В работе Внука [801] цзучались пренебрежимые автомор^

физмы алгебр, т. е. такие автоморфизмы ср, что

для всех 1<£<я, /GF„c:F. Показано, что группа всех таких

автоморфизмов есть прямое произведение групп подстановок

на множествах классов эквивалентности следующего
отношения: а~Ь тогда и только тогда, когда а=Ь^ для некоторого

пренебрежимого автоморфизма ср.

Файтловкч [326] по алгебре А= (Х, F) строит алгебру
гомоморфизмов (клон централизатора в смысле Кона [85])

A* = {X%G), G= (Grt=Нот (Л*, Л)).

В статье приводятся необходимые и достаточные условия того,

чтобы А^^=А. В частности, это оказывается выполненным,

если Л—относительно свободная алгебра. И. И. Валуцэ [47]
изучал алгебры Л = (Х, F) с нульарной операцией е, причём в

алгебрах выполнены тождества

хе.. .еы0=ехе.. .есо0= ... =е\ . .ех<й0=х

для некоторой операции o)0gF. Пусть L — свободная алгебра
такого многообразия с базой свободных образующих X,

В = {aeEndL\\Xa\<oo, Хаэе}.

Тогда В превращается в F-алгебру (В, FN/0)» где ©

произведение эндоморфизмов. Изучаются одно-
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сторонние идеалы (В, о), являющиеся подалгебрами (В, F).
Показано, что структура всех подалгебр L изоморфна структуре
левых идеалов (В, F\/°), структура вполне характеристичных
подалгебр L — структуре всех двусторонних идеалов (B,F\/ о).

Ряд работ посвящен изучению гомологических свойств

полигонов над моноидами, т. е. алгебр с моноидом унарных опе^ \
р;аций. Л. А. Скорняков [155] описал моноиды, над которыми
всё полигоны проективны (соответственно инъективны), В
работе М. П. Дор.офеевой [69] описываются инъективные и слабо
инъективные полигоны над коммутативным наследственным
моноидом. Указаны связи между инъективностью, делимостью
полигонов и наследственностью самого моноида.

Исбелл [448] изучал доминионы D подалгебры А алгебры В
по отношению к множеству гомоморфизмов Т из В в некоторую
алгебру С. Па определению

D={deB\v(f,geT)[(f\A=g\A)^f{d)=g(d)]}.
В частности, описываются эпиморфные расширения алгебр.
3.4. Разные вопросы. Ю. М. Рябухин [149— 151] развивает

теорию радикалов в Й-группах. См, также статью Л. А. Скор-
ч

някова [156].
Ряд работ посвящен изучению пучков универсальных

алгебр. Так, в [740] рассматривается на алгебре A= (X,F) \
структура ее конгруэнции L(A). Собственная конгруэнция -j

6gL (А) называется неразложимой, если из <?\/\ъЯ9 следует
либо cpi^e, либо ср2^. Предположим, что £(А) дистрибутивна
и 5 —множество всех неразложимых конгруэнции. Если в S
ввести топологию, взяв в качестве базы открытых множеств

подмножества

59= {срб5|0^ср}, е6£(А),

то получается на S топологическое пространство, которое
обозначается через Spec Л. Изучаются пучки универсальных алгебр у
на Spec А. См. также работы [294, 805].

Различные виды расширений алгебр рассматриваются в

[433, 434, 504, 505] и др.

§ 4. СПЕЦИАЛЬНЫЕ КЛАССЫ АЛГЕБР

Обзор основных изучаемых «неклассических» алгебр
приведён в книге А. Г. Куроша [97]. В настоящем обзоре мы

коснёмся лишь ассоциативов, n-групп, (т, п) -колец, систем Менгера
и алгебр, возникающих в логике — монадические,
цилиндрические и другие.

4.1. Ассоциативы, n-группы, (т, п)^кольца и их обобщения.
Ассоциативом, или n-полугруппой, называется множество с

одной л-арной операцией х\. Л х-п, являющейся ассоциативной,
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т. е.

(Х\. . .Хп) Хп+\. . .Ягл-1 ==#1. . . *i_l {Xt. . >Xi+n_\) Xi+n . . .*2л-1

для всех i. Ассоциатив А называется /i-группой, если для

всех аи ...,ап£А и любого i, 1<*<я, существует и притом
единственный такой х&А% что

ах...а^х^... ая_л = ап.

Как отмечено, например, в [97] для любой /t-группы А

существует такая группа Л*эЛ, что для аи ...,ап£А
произведение аг-.*.*ап есть результат применения операции в А. При
этом А порождает А* и в А* существует такой нормальный
делитель А0, что А*/А0—циклическая группа порядка п,— \

н А есть смежный класс, порождающий А*1А0> Можно
показать, что А* универсальная группа, содержащая А (см. [13]).

В [378] показано, что я-группу А можно задать как >г-полу-

группу, в которой для любого х£А существует такой элемент

IceА, что для всех убА выполнено

хх...ху
= ух...хх=у,

хх...ху===ух...хх=у.

Дан критерий сводимости я-группы к m-группе, где п= гп +

+k(m— I)2, k>\. Показано, что если /г-группа имеет

алгебраическую константу, то она сводима к "обычной группе

(2-группе).
В [13] показано, что /i-подгруппа свободной /t-группы либо

свободна, либо имеет вид

A = k+(n-l)Z, I </k</t —2, (£, л —1)=1,

с м-арной операцией сложения. В [568] доказано, что

конгруэнции на n-группах перестановочны, причём если А вложена в

А*,- то структура конгруэнции А изоморфна структуре прдгрупп

А0, инвариайтных относительно отображений х-^чшГ1, а 6 А.

Любая, конгруэнция на А определяется своим классом

эквивалентности. Показано также, что две п-группы А и В можно так

вложить в третью n-группу С, чтобы \АЛВ\<1. Структуры
n-подгрупп изучались Тйммом [753]. О топологических п-груп-
пах см. [285, 593], см. также [283].

Приведём теперь определение (т, п) -кольца. Это алгебра
А = (Х, f, g) с двумя операциями / и g, причём (X, f) есть

коммутативная (т+1)-группа, а (X, g) является

(п+1)-полугруппой. При этом для любого 0<i^n выполнены тождества

дистрибутивности

х0.. 'Х^г(У(у.. .Уш/)л:м.. .хп= .. .(х0.. .Хм0у*м- • ••**£)• • •/•.
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В работе Чупоны [199] показано, что (т, /г)-кольцо А можно */

вложить в такое ассоциативное кольцо /?, что

Xq. . •Xmf==zXQ-\- • . . -гХт,

Xq» . »Хп§=Xq» . *Хп
для всех л^бД.

В [282, 284] изучаются (;/г, /г)-кольца А с нулем; т. е.

с нульарной операцией 0, причем для всех i имеют место

равенства

x0...xl„iOxl+i...xn = 0.

Подмножество УсЛ называется (/ + 1)-идеалом (т, /г)-кольца
А, если У является подгруппой А и ЛУЛ^сЛ. Идеалом
называется подмножество,' являющееся (г + 1)-идеалом для
всех L Показывается, что в (т, #)-кольце с нулем все

конгруэнции идеальны. Строится теория радикальных и примар-
ных (т, #)-колец. В [284] показывается, что любая (т, п)-об<-
ласть с нулем может быть вложена в единственное
минимальное (т, я)-поле.

Различным обобщениям теории радикала Джекобсона на

/и2-почти кольца и связанным с этим структурным теоремам
посвящены работы С. В. Полина [131, 132].

4.2. Системы Менгера, 2-кольцоиды, алгебраические
теории. Под 2-системой Менгера А == (Aj \ jQJcN) понимается

множество 2-алгебр А]у причем а0, . ..,ау_1бЛ;, bQAj
сопоставлен элемент а0.. .а^Ь^А^ При этом выполняются следующие
тождества:

а0.. .ahl(bQ.. .bl_lc) = (aQ.. .ay-1ft0). - -(^o-. -а^Ь^с;
a0.. .a^x(bx.. .bn<*) = (a0. • -Яу-А)- • -(flo- • .^i*«)«>;

Oq. , .ay_!0= 0,

где О —алгебраическая константа, о>б2л. Если 2=0, то

получается обычное определение системы Менгера, или клона.

Если В= (Х, 2) — некоторая алгебра, то множество 0„(Х)всех
отображений /: Хп-+Х является 2-алгеброй, если положить

(Л • • ./*«>X*i. •••.*„) = [(/i (*i, ...,xn)...fk (хи ..., *„)] а),

где

/и....Леоя(Х), *еа*, *,ех.
Тогда

является Q-системой Менгера, если в качестве /о.../j-ig взять

операцию суперпозиции отображений. В работе Я. В. Хиона

[194] показано, что любую Q-систему Менгера можно вложить

в некоторую систему О(Х) для некоторой алгебры В=(Х, Q).
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Получены необходимые и достаточные условия изоморфности
данной системы системе О(Х). Различным видам плотных

вложений систем Менгера посвящены работы Я. Хенно [191—1931.
См. также [56—57], [173—175, 177].

Если А=АПу то А называется (м+1)-местной алгеброй
Менгера. В работе Скала [722] предполагается, что операция

Ьо • • • Ьп является квазигрупповой. В А вводится операция

| a*b=ab...b.

Показывается, что таким образом получается группа (Л, %).

Изучается связь между системой А и группой (Л, >(<). В

частности доказывается, что порядок подсистемы в Л делит

порядок системы. Рассматриваются возможные значения для

порядка системы \А\.
Системы Менгера или клоны связаны с многообразиями

алгебр (см., например, [587]) и с алгебраическими теориями в

смысле Ловера (см., например, [680, 814]). Под теорией
понимается категория Г, объектами которой являются натуральные

числа и нуль, причём п>0 есть произведение п единиц 1. Тогда

Т-алгеброй называется функтор X из Т в категорию множеств

S, сохраняющий прямые произведения. При этом морфизму

/:п-Ч соответствует n-арная операция

Х(/):А(й)=Х(1)"->Х(1).

Коммутативность диаграмм в Т задает тождество в Г-алгеб-

рах. При этом под гомоморфизмом алгебр понимается

естественное преобразование функторов. В [814] показывается, что

для любого бесконечного множества /cN, /gl существует

такая теория 7\ что каждая операция f:n->\ из Т

существенно зависит на некоторой Г-алгебре от всех п своих

аргументов, где nQj. Обратно, если nQJy то существует такая

операция /:я-И из Г, что для некоторой Г-алгебры X

операция Х(/) является существенной я-арной операцией
4.3. Монадические, цилиндрические, полиадические алгебры,

алгебры Лукасевича. Ряд работ посвящен алгебрам,

возникающим в логике. Приведём соответствующие определения.

Квантором на булевой алгебре Л называется отображение 3 :Л-*Л,

причём
а0=0, р<ар,

а(рла<7) = арла<7.

Монадической алгеброй йазывается булева алгебра с

квантором. Цилиндрической алгеброй называется булева алгебра А

<: множеством переменных /, причем заданы отображения с из

/ в множество кванторов на А и d:/2->A. При этом

требуется, чтобы
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3) d(i,j)=c(k)\d(i, k)Ad<j\ *)];

4) c(i)[/?Arf(/, *)1л*(*)1/>'лаГ(*, £)]=0;

где M=£» rpjkk. Полиадическая алгебра—это тройка
(*S,/, St 3), где Л —булева алгебра, / — множество

переменных, 5—гомоморфизм моноидов

S:Hom(/, /)->Еп(1Л,

д —отображение множества подмножеств / в кванторы на А* *

При этом выполняются следующие условия:

а(0)р=р; a(^v/0=aCOa(*)r

если /с/ и о, тбНот(/, /), причем о= т на /\Л то ;

5(а)Я(/)=5(т)я(У); если Ус/ и тбНот(/,/) взаимно одно
значно на тг1 (У), то а (У) 5 (z) = S (т)а (х-1 (У)).

Наконец, под /г-валентной алгеброй Лукасевича понимается-

дистрибутивная структура А с инволютивным

антиавтоморфизмом N (интерпретируемым как отрицание) и операциям»
oh * = 1, . ,.,/г—1 (называемыми хризипповыми морфизмами).
При этом выполняются следующие соотношения:

at0=^0; ox\=*'l;

агХА^айх=0\.-, otX\/NatX = U

- <*Ав**=<**-*; ciNx= NojXt i-\-j=n\
:

а^Саз^С ... CanA:;

из 0^
= 0$ для всех i следует л: = у. Алгебра Лукасевича

называется центрированной, если существуют /г—2 элемента

Ог, ...,art^, называемых центрами алгебры, с условиями

aiaj==0, 1 <*<#—/—-1;

ataj = l, tt—j<i<n— 1.

Основы теории таких алгебр изложены в книге Халмоша

«Алгебраическая логика» (Chelsea, 1962). Кроме того, недавно
появилась книга [422]. См. также работы [248] (алгебры Лука-
,$&Щ№), [£.78]t (цилиндрические алгебры), [423, 554, 524, 525J
^^недические и цилиндрические алгебры), [554, 610—612] (по-
.лиайидеские алгебры) и др. В целом с алгебраической точки.

.с^р^нщще вЬе-этщработы отличаются большой глубиной.
"

'

Близкие системы рассматриваются в [270]. Это алгебры
Де Моргана и Клини. Дистрибутивная структура с нулем к

единицей называется алгеброй Де Моргана, если в структуре А
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задана унарная операция ~, причём

~~х=х; ~(х\/у)= (~х)Л(~у).

Если дополнительно х/\(~х)<УV(~У) для всех х, у$А, то

А называется алгеброй Клийи. В работе описываются инъек-

тивные алгебры Де Моргана и Клини.

В [525] изучаются тождества в монадических алгебрах
с квантором С. Показывается, что любое тождество в мона-

дической алгебре с встречающимися переменными х0, ...,хп„х
эквивалентно конечному объединению стандартных тождеств

вида
Ух0... Yx^ [(•oCPo)"-(»iCpi)- ... -(•я^Сря.1)-01.

где х0, . ..»x„_i — все переменные, входящие в формулу»
б|= ± 1 a pt имеет вид

В работе найдены необходимые и достаточные условия
эквивалентности двух стандартных тождеств.
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УДК 517.8В

СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

И ИХ ОБОБЩЕНИЯ

В. И. Ведерникову Л. С. Феденко

ВВЕДЕНИЕ

Симметрические пространства были открыты в 1925—26 гг.

П. А. Широковым [92] и Э. Кдртаном [108]. За короткое время
с 1926 г.. по 1930 г. Картан построил глубокую теорию этих,

пространств, тесно переплетающуюся с теорией полупростых
групп Ли* В последующие три десятилетия работы по

симметрическим пространствам в значительной мере базировались на

идеях Картана. Книга Хелгасона [86] содержит основные

результаты теории симметрических пространств, полученные с

1926 г. по 1962 г., и обширную библиографию.
Первые обобщения симметрических пространств появились в

работах П. К. Рашевского [37—39]. Номидзу [171] назвал эти

пространства редуктивными и получил для них ряд
существенных результатов. Изучением редуктивных однородных
пространств и их частных классов занимались многие математики.

Кроме редуктивных пространств, в дальнейшем появился еще

ряд других обобщений симметрических пространств.
В настоящий обзор включены в основном работы,

прореферированные в РЖ «Математика» после выхода в свет книги [86],
т. е. после 1964 года. Кроме того, рассматриваются некоторые

работы, вышедшие ранее, но не получившие отражения в этой

книге.

Мы не имели возможности охватить все работы по

симметрическим пространствам, написанные в указанный период.

Поскольку обзор Д. А. Алексеевскою [5] «Группы Ли и

однородные пространства» частично затрагивает теорию симметрических

пространств, мы сочли возможным опустить или затронуть лишь

частично следующие вопросы: редуктивные однородные

пространства» дискретные группы движений симметрических

пространств, топология симметрических пространств. Не рассматри-
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шается в нашем обзоре теория функций на симметрических
пространствах и их обобщениях. Опускаем мы и описание
сборника «Симметрические пространства» [180], состоящего из
довольно разнородных статей, и отсылаем по этому вопросу к

реферату Э. Б. Винберга (РЖМат, 1975, ЗА657К). Большое
число работ посвящено различного рода рекуррентным
пространствам. Хотя эти пространства, с формальной точки зрения,
и являются обобщениями симметрических пространств, но по

существу это особая тема, которой мы не касаемся.

Всюду в дальнейшем используются терминология и

обозначения, принятые в книге Хелгасона [86].

§ 1. СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

1. Римановы симметрические пространства. Э. Картан [109]
жлассифицировал односвязные неприводимые симметрические
римановы пространства и показал, что эта задача равносильна
жлассификации простых вещественных алгебр Ли.

Впоследствии картановская классификация была получена
многими авторами и различными способами.

Пусть 8 = t + Р —картановское разложение полупростой
вещественной алгебры Ли. Э. Картан в своей классификации
использовал такую картановскую подалгебру Ь алгебры 9, у
которой компактная часть р П t является максимальной абеле-
шой подалгеброй в t. Араки [6] получил картановскую
классификацию, отправляясь от такой картановской подалгебры Ъ,
для которой £ П р есть максимальная абелева подалгебра в р.

Подход Араки имеет ряд преимуществ.
В. Г. Кац [24] установил соответствие между римановыми

симметрическими пространствами и некоторыми
градуированными бесконечномерными алгебрами Ли и получил из него

картановскую классификацию симметрических пространств. Другие
выводы картановской классификации содержатся в работах
бураками [166], Уоллаха [185, 186,], Уолла [187].

Новый подход к классификации простых вещественных
алгебр Ли, их инволютивных автоморфизмов и систем

перестановочных инволютивных автоморфизмов, не использующий
корневой техники, развит в работах Л. В. Сабинина [58—60],

Книга Вольфа [190] посвящена глобальной классификации
пространств постоянной кривизны и симметрических римановых
пространств общего вида. Книга состоит из пяти частей. Часть I
имеет вводный характер. Во второй части рассматривается
проблема евклидовых пространственных форм. В части III
дается изометрическая классификация полных римановых
многообразий постоянной положительной кривизны. Симметрическим
римановым пространствам общего вида посвящены главы 8, 9,
10, образующие четвертую часть книги. В главе 8 приведены
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доказательства основных теорем о симметрических

пространствах, в частности, дана картановская классификация односвязных

симметрических римановых пространств. В гл. 9 решается

проблема пространственных форм для некоторых классов

симметрических пространств. А именно, рассматривается

компактное односвязное неприводимое риманово симметрическое

пространство M
= G/Hy где G — компонента единицы группы изомет-

рий и rank G — rank Я<1. Найдены все классы изометричных

римановых многообразий, накрываемых указанным
пространством М. Эти результаты использованы в гл. 10 для изучения

полных локально симметрических пространств неотрицательной
секционной кривизны. В пятой части книги проводится

глобальное изучение некоторых классов псевдоримановых

многообразий.
В ряде работ изучаются симметрические римановы

пространства ранга 1. Фрейденталь [117] дал простое доказательство

известной теоремы о том, что всякое двухточечно однородное

риманово пространство является симметрическим пространством

ранга 1 или евклидовым пространством. Другое доказательство

этой теоремы предложил Мацумото [164]. Хирцебрух [128]

показал, что многообразие М примитивных идемпотентов

компактной йордановой алгебры А является компактным

симметрическим пространством ранга 1 и движения М индуцируются

автоморфизмами алгебры Л.
Некомпактные римановы симметрические пространства

ранга 1 исчерпываются, за исключением гиперболической октавной

плоскости, гиперболическими пространствами #n(F), где F=

= R, С или тело кватернионов К с полными группами движений

U(n, 1, F)=0(n, 1), U{n, 1) или Sp(n, 1). В диссертации [112]

дана классификация связных подгрупп группы U(ny 1, F) с

точностью до сопряженности.
В работе [111] изучаются римановы симметрические

пространства ранга 1 без привлечения структурной теории

компактных групп Ли. Используя теорию кривизны и геодезических

линий риманова многообразия, автор доказывает следующие

утверждения. 1°. Если М — неодносвязное риманово

симметрическое пространство ранга 1, то оно есть вещественное

проективное пространство постоянной секционной кривизны. 2°.

Симметрическое риманово пространство ранга 1 нечетной

размерности имеет постоянную секционную кривизну. 3°. Если

риманово симметрическое пространство М ранга 1 не является

пространством постоянной секционной кривизны, то

эндоморфизм Rx касательного пространства к М, определяемый

формулой RX(Y) =R(Xy Y)X, имеет только два собственных значения:

В. А. Топоногов [71] рассматривает четырехмерное полное

аналитическое риманово многообразие М, геодезические линии

которого ведут себя следующим образом: 1) В каждой точке
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р&М и для каждого вектора квМр существует двумерная пло-;
ща&шd(%), содержащая Я, такая, что геодезические, выходящие^
из р % направлении векторов этой площадки, образуют
двумерную^ вполне геодезическую поверхность F(p, Я), изометричную*
двумерной единичной сфере. 2) Любые две поверхности F(p> K\)
я F(p9 Я2У либо совпадают, либо не имеют общих точек, кроме'
р. Примером такого многообразия может служить комплексная ,

проективная плоскость с метрикой Фубини — Р*. Доказано,'
что если в указанном выше многообразий кривизна в каждой
точке и в каждом двумерном направлении неотрицательна, то

М изометрично Р\. Е. Ю. Вайнер [10] усилил теорему Топоно- ;

гова, сняв условие на кривизну.
В обзорной статье Берже [102] обсуждаются некоторые

проблемы глобального изучения компактных симметрических про-"
странств ранга 1.

Риманово многообразие М размерности 4/г называется ква-
'

тернионным, если его группа голономии содержится в Sp(n)-
•Sp(l). Вольф [189] нашел все односвязные кватернионные ',
симметрические неприводимые римановы многообразия.
Оказалось, что они совпадают с симметрическими пространствами
вида Gj/iC, где G — компактная простая группа Ли, а

К—нормализатор простой регулярной подгруппы А группы G,
соответствующей самому длинному корню, и с двойственными про-

,}

странствами. Установлено взаимно однозначное соответствие

между компактными односвязными кватернионными
симметрическими неприводимыми римановыми пространствами и

компактными односвязными однородными комплексными
контактными многообразиями. Д. В. Алекееевский [4] доказал, что
всякое однородное компактное кватернионное пространство
является симметрическим.

Лус [161] установил связь между компактными тройными г

йордановыми системами и симметрическими /^-пространствами,
т. е. факторпространствами полупростых групп Ли по

параболическим подгруппам. Макаревич [33] рассматривал в

симметрических ^-пространствах симметрические области, т. е. такие

области, каждая точка которых является изолированной
неподвижной точкой инволютивного преобразования области. Найден
список всех редуктивных групп в симметрических 7?-простран-

'

ствах, имеющих открытые симметрические орбиты. Мостов [165J
*

доказал следующую теорему: Пусть М и М'— компактные

локально симметрические римановы пространства
неположительной кривизны, не имеющие в локальном разложении де Рама *

сомножителей ранга 1. Если фундаментальные группы этих

пространств изоморфны, то сами пространства изометричны.
Некоторое число работ посвящено изучению вполне

геодезических подмногообразий в римановых симметрических простран- v

ствах. Пусть М — полное риманово многообразие. Леунг [155, ;

156] называет вложенное подмногообразие В многообразия М
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отражающим, если В полно в индуцированной метрике f|fiE-

ляется связной компонентой в множестве неподвижных точек

некоторой инволютивной изометрии многообразия М. Заметим,

что локальный вариант этого понятия был введен Л. В.

Сабининым еще в 1958 г. [53]. В работе [156] дана классификация

отражающих подмногообразий в односвязных римановых

симметрических пространствах.

Пусть М — неприводимое компактное риманово глобально

симметрическое пространство, G — максимальная связная

группа изометрии и & —максимум секционной кривизны

пространства М. Хелгасон [126] показал, что в М существуют вполне

геодезические подмногообразия постоянной кривизны к. Любые

два таких подмногообразия, имеющие одну и ту же размерность,

переводятся друг в друга элементами группы G. Максимальная

размерность таких многообразий равна т+1, где т — кратность

старшего корня симметрического пространства М. Если М одно-

связно, то группа G действует транзитивно также на множестве

всех замкнутых геодезических минимальной длины.

Накагава и Шиохама [170] изучали структуру полного

локального симметричного риманова пространства М,

допускающего компактную вполне геодезическую поверхность N. При

этом предполагалось, что естественный гомоморфизм

фундаментальных групп ni(N)-*m(M) не сюръективен. Пусть М

некомпактно и C(N) есть множество раздела, т. е. множество концов

х геодезических отрезков y(s), y(0)^, 7'(0)J_N, y(si)~x

таких, что при s<S\ длина [*y(0)> y(s)] равна расстоянию

4(y(s), JV), а при s>si длина [y(0), y(s)] больше d(y(s), N).

Если C(N)=0, то М изометрично iVXR и N

геодезически выпукло в целом. Если же С(Ы)Ф0, то C(N) выпукло

в целом и дважды накрывается многообразием ЛЛ Для случая

компактного М получен ряд результатов, в частности,

следующий: Предположим, что существует глобально определенное

единичное нормальное к N векторное поле и iV делит М на

две связные компоненты. Тогда C(N) состоит из двух связных

компонент, каждая из которых есть компактная вполне

геодезическая гиперповерхность.
Известно, что граесманово многообразие G(n, m) всех п-

мерных подпространств в евклидовом векторном пространстве

£п+т является симметрическим римановым пространством. Ван

[194] получил ряд результатов о геодезических линиях

пространства G(n, m). Лавсон и Блэйн [151] изучали минимальные

гиперповерхности в комплексном и кватернионном проективных

пространствах, снабженных стандартными метриками

симметрического пространства. Янамото [195] получил ряд результатов

для гиперповерхностей локально симметрического риманова

пространства, аналогичных известным свойствам

гиперповерхностей в пространствах постоянной кривизны.

Грей [121] рассматривает изометрические вложения рима-
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новых многообразий в симметрические пространства. Пусть М—
полное риманово многообразие, вложенное в риманово

симметрическое пространство М, а К и К — секционные кривизны эти

многообразий. Изучаются топологические свойства М и ML
В частности показано, что если /«О, dimM<2dimM и тахК<

<min/C — max К, то М нельзя изометрически вложить в Ж.
Для случаев односвязного М и полного неодносвязного

локально симметрического М производятся оценки снизу на диаметр-
вложенного, многообразия М. Вложения симметрических
пространств в евклидово пространство рассматривались в работах.
Келли [140] и Кобаяси [141].

В ряде работ изучаются группы преобразований римановых t

симметрических пространств. Охиаи [173] доказал следующие:;
две теоремы 1°. Пусть М— риманово симметрическое простран-,
ство некомпактного типа, 1(М)—группа всех его изометрий,.
1(М)° — компонента единицы группы /(М) и L — эффективная
группа Ли преобразований М. Тогда LzdI(M)°=^I(M) zdLA
2°. Пусть М — неприводимое риманово симметрическое
пространство не евклидова типа и D—1(М)°—инвариантный
дифференциальный оператор на М. Любое преобразование
многообразия М, оставляющее D инвариантным, есть изометрия.

Хонда и Ямагути [132] получили следующий результат.
Пусть М — симметрическое однородное пространство простой :

классической компактной группы Ли G. Группа G содержит .

подгруппу S\ свободно действующую на М, тогда и только тог- i»
да, когда M=SO(p+q)/SO(p)XSO(q) (/?, q

— нечетны).
Кроме того, М не допускает свободного действия группы S\
перестановочного сС

Нагасава [168] устанавливает некоторые достаточные

условия, которым должно удовлетворять риманово симметричес- ,

кое пространство М для того, чтобы h(p)°=Ap0, где h(p)° —
компонента единицы линейной группы голономии пространства
М, а Ар° — компонента единицы группы всех линейных

преобразований касательного пространства Мр, сохраняющих
скалярное произведение в Мр, тензор кривизны и тензоры, получаемые
из него последовательным ковариантным дифференцированием.

Клиффордовой трансляцией метрического пространства
называется такая изометрия, которая перемещает все точки на

одно и то же расстояние. Озолс [174] дал прямое

доказательство, не использующее классификации симметрических

пространств, следующей теоремы: Изометрия g риманова
симметрического пространства М является клиффордовой трансляцией
тогда и только тогда, когда централизатор g в группе изомет-

рий пространства М действует на М транзитивно.
Ковальский [146] строит поднятие метрики риманова

локально симметрического пространства на касательное

расслоение. Показано, что поднятая метрика будет локально сим-
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метрической лишь тогда, когда исходное пространство

локально евклидово.,

Несколько работ посвящено вопросу о компактных

расширениях римановых симметрических пространств некомпактного*

типа. Основной здесь следует считать работу Ф. И. Карпелеви-
ча [22], в которой компактификация строится следующим

образом. В множестве направленных геодезических пространства М

вводится риманово расстояние:

Р(Ъ. Тг)= lim Pt*VT2). 0<p<oo.

Множество геодезических, находящихся на конечном

расстоянии от одной из них, называется к-пучком, на нулевом

расстоянии— н-пучком. Совокупность всех н-пучков, содержащихся

в данном к-пучке, является римановым симметрическим

пространством ЕхМ\, где Е — евклидово пространство, a Mi —

симметрическое пространство некомпактного типа. Пространства

Mi называется компонентой границы пространства М.

Компактификация пространства М получается последовательным

присоединением к нему компонент границы вида Мь затем

присоединением компонент границы пространств Mi и т. д.

В дальнейшем было установлено, что компактификация Кар-

пелевича не является единственной: из нее при помощи

«склеивания» можно получить новые компактификации. Кроме того„

эта компактификация не является и максимальной, т. е. из нее

нельзя получить путем склеивания любую компактификацию.

Эти факты были установлены в работах Г. Ф. Кушнера [31 у

32], который построил компактификацию риманова

симметрического пространства некомпактного типа, обладающую более

широкой границей, чем компактификация Карпелевича.
Б. П. Комраков [28, 29] провел систематический анализ

возможных компактификации римановых симметрических

пространств неположительной кривизны, достаточно хорошо

связанных с геометрией геодезических этих пространств. Построена

максимальная компактификация и указан способ перехода к

другим компактификациям.
2. Псевдоримановы и аффинные симметрические

пространства. Первые работы о локальных псевдоримановых и аффинных

симметрических пространствах принадлежат П. А. Широкову.

Поскольку эти работы не нашли отражения в книге [86], мы

приведем здесь их краткое описание и сведения о последующем

их изучении. В [93] П. А. Широков нашел все локально

симметрические конформно-евклидовы пространства. А. С. Феденко

и В. Т. Воднев [84] исследовали группы движений этих

пространств. А. П. Широков [88] показал, что геометрия всякого

конформно-евклидова симметрического пространства может быть

реализована на некоторой гиперквадрике в проективном

пространстве.
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В работе [95] П. А. Широков нашел все локально

симметрические псевдоримановы пространства, являющиеся
гиперповерхностями э псевдоевклидовых пространствах. А. С. Феденко [85] *

исследовал группы движений, а И. П. Егоров [18] —группы го-

мотетических движений этих пространств.
В статьях [96, 97] П. А. Широков детально изучил еще один

.класс локально симметрических псевдоримановых пространств,
в частности, построил их тригонометрию. Работа [94]
посвящена описанию локальных проективно-евклидовых симметрических
пространств.

Некоторые классы локально симметрических
псевдоримановых и аффинных пространств получены А. П. Широковым в

связи с изучением пространств над алгебрами [89—91].
В главе 12 книги [190] Вольф рассматривает локально

изотропные псевдоримановы пространства. Установлена связь этих
'

многообразий с локально симметрическими пространствами и и

описаны некоторые классы таких многообразий.
Янь Чжи-та [196] получил некоторые результаты,

упрощающие классификацию Берже [101] однородных симметрических
пространств односвязных полупростых некомпактных групп Ли. \

Некоторые классы псевдоримановых симметрических
пространств с простыми группами движений изучал Греку [123, 124].

Кяэн и Ленажан [104] нашли метрики всех четырехмерных \
симметрических псевдоримановых пространств сигнатуры
Лоренца (1,3). В работе Казна и Уоллаха [107] классифицированы все г

односвязные симметрические псевдоримановы пространства сиг- ;

натуры (1, п). Если такое пространство неразложимо, то группа
его движений полупроста или разрешима. Так как для случая
полупростых групп классификация известна (см., например,
1101]), то основное внимание в работе [107] уделено случаю
разрешимой группы движений. Вводится понятие
симметрической четверки (с. ч.) q = ($, t, p, В), где а —конечномерная

вещественная алгебра Ли, t— подалгебра в а, не содержащая
ненулевых идеалов 8, Р —подпространство в 8,
дополнительное к t, adt—инвариантное и такое, что *= [Р, Р], ZJ —

невырожденная, adt-~инвариантная квадратичная форма на Р.

Изучение односвязных псевдоримановых симметрических

пространств равносильно изучению с. ч. Пространство будет
'

неразложимым тогда и только тогда, когда соответствующая
с.ч.'неразложима, т.е. подпространство Р не является прямой
суммой arft-инвариантных, 5-ортогональных ненулевых
подпространств.

В [105] Казн и Парке продолжают изучение неразложимых
с. ч. Если центр ь алгебры 8 есть максимальное изотропное ,

подпространство в р, то q называется с. р. с максимальным *

центром. Показано, что для q с максимальным центром алгебра;
я полупроста или разрешима. Дана классификация с. ч. с мак-"

симальным центром и нильпотентной 8. Используя результаты^
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работы [105], Парке [175]- завершает классификацию односвяз.
ных симметрических псевдоримановых пространств сигна^
туры (2, п).

В. В. Астраханцев [7] описал все односвязные

симметрические псевдоримановы пространства сигнатуры (1, п), имеющие
слабо неприводимую группу голономии. В. Н. Абдуллин [2]
нашел метрики всех четырехмерных симметрических
псевдоримановых пространств.

Пусть ф1 и ф2
— два коммутирующих инволютивных

автоморфизма простой компактной группе Ли G, a G\ и бг —

соответствующие некомпактные вещественные формы группы Gc. Кон-
лон ввел понятие «аффинной системы корней» [ИЗ] и дал

классификацию таких систем [114]. Из этой классификации
вытекает, в частности, классификация Берже [115] и некоторые
другие результаты. Например, даются необходимые и

достаточные условия того, чтобы дуальные псевдоримановы
симметрические пространства Gi/Gi П G2 и G^/Gi fl G2 были
неприводимыми или псевдокелеровьши пространствами.

В. В. Астраханцев [8] получил глобальную классификацию
псевдоримановых симметрических пространств М,
допускающих плоское вполне геодезическое подмногообразие
размерности dim M—1.

Параллельное распределение Л на псевдоримановом
многообразии М Казн и Парке [106] называют аффинным, если

R(X, Y)Z= 0 для любых векторных полей X, У, Z,
принадлежащих Л. Параллельное распределение А называемся

максимальным, если для любого параллельного распределения В из

ВзЛ следует В=А и, кроме того, Л не допускает
дополнительного параллельного распределения. Указан способ

классификации связных неприводимых симметрических псевдоримановых

пространств, допускающих максимальное аффинное
параллельное распределение Л, для которого распределение Л°=.АПАХ
не содержит параллельных векторных полей.

Нагасава [169] изучал условия, при которых данная
линейная группа может служить группой изотропии односвязно-
го аффинного симметрического пространства.

Хокама [131] доказал следующую теорему: Пусть G

связная полупростая группа Ли и G/H — эффективное псевдори-
маново симметрическое пространство. Тогда группа всех

аффинных преобразований пространства G\)H совпадает с группой всех

изометрий и имеет конечное число компонент.

А. А. Ривилис [40, 42] вводит понятие однородной локально

симметрической области следующим образом. Пусть M'=G'/H'—>
произвольное однородное пространство и Хо^М\ Предположим,
что подгруппа G группы G' транзитивна в некоторой окрестно?
сти точки х0. Тогда G-орбита точки х0 называется однородной
областью в М\ Изучаются однородные области в обобщенном

конформном пространстве (связанном с псевдоевклидовым прост-

17—5221 257



ранством), которые обладают инвариантной локально

симметрической аффинной связностью. В работе [41] рассмотрены
однородные локально симметрические области в однородных
пространствах, связанных с полупростыми йордановыми алгебрами.

Леджер и Яно [154] указывают способ поднятия линейной

связности, заданной на многообразии М класса С°°, в

касательное расслоение ТМ. Поднятая связность будет локально

симметрической тогда и только тогда, когда этим свойством

обладает исходная связность на М.

3. Однородные симметрические пространства. Согласно
Э. Картану и Номидзу [171], однородное пространство G/H
называется симметрическим, если существует инволютивный

автоморфизм ф группы Ли G такой, что G0cpc://c:Gcp, где бф—

группа всех ф-неподвижных точек, а С0Ф — компонента

единицы группы бф. Основные свойства однородных симметрических
пространств описаны в И главе книги Кобаяси и Номидзу [142].

Однородным симметрическим пространствам посвящена
книга Луса [160]. Поскольку эта книга освещена в РЖМат,.
1970, 11А314К слишком кратко, мы приведем здесь наиболее

существенные ее моменты. Основная идея Луса состоит в томг.
чтобы построить теорию симметрических пространств в

полной аналогии с теорией групп Ли. Приведем определение
симметрического пространства по Лусу, которое мы будем
называть Л-сймметрическим пространством. Многообразие М
с умножением называется Л-симметрическим пространством,,
если выполнены следующие условия: 1) х-х = х\ 2) х-(х-у) =
= #; 3) x-(y-z) = (x-y)-(x-z); 4) для любой точки х

существует такая окрестность U, что х-у = у=>у =х при y£U.
Устанавливается связь между понятиями однородного

симметрического пространства и Л-симметрического пространства.
Пусть M— G/H однородное симметрическое пространство,
порожденное инволютивным автоморфизмом ф группы G. Введя в.

многообразие М умножение по формуле (хН) • (уН) =ху(х~1) X
Хф(у)Я, мы превратим М в Л-симметрическое пространство.
Обратно, пусть М — связное Л-симметрическое пространство и

х^М. Отображение sx:M-+M, sx(y)=x-y называется

симметрией в точке х> а связная группа Ли G, порожденная всеми sxsy>
называется группой сдвигов пространства М. Показано, что

группа G транзитивна на М и возникающее при этом

однородное пространство G/H является симметрическим. Кроме
того, М и G/H изоморфны как Л-симметрические пространства.

Пусть М — Л-симметрическое пространство. Тогда
касательное пространство Мх в произвольной точке х(*М можно

снабдить структурой тройной системы Ли. Таким образом
получается аналог алгебры Ли, весьма убедительный в виду следующей
теоремы: Категория связных односвязных Л-симметрических
пространств эквивалентна категории конечномерных

вещественных тройных систем Ли. Подпространством Л-симметрического
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пространства М называется подмногообразие N, устойчивое
относительно умножения и являющееся с индуцированным
умножением Л-симметрическим пространством. Существует
взаимно однозначное соответствие между множеством всех связных

подпространств пространства М, проходящих через некоторую

точку х, и множеством всех подсистем тройной системы Мх.
Произведение МхМ является Л-симметрическим
пространством. Подпространство R пространства МхМ называется

конгруэнцией, если R есть отношение эквивалентности в М. Классы

эквивалентности являются подпространствами в М и

множество этих классов есть Л-симметрическое пространство.
Точки х и у Л-симметрического пространства М называются

коммутирующими, если преобразование sxSy принадлежит

центру группы сдвигов. Множество С={(х, у) \х и у

коммутируют} является конгруэнцией и любой класс эквивалентности

называется центром пространства М. Центр снабжается

структурой абелевой группы, и накрытия а:М~+М' находятся в

естественном соответствии с дискретными подгруппами центра.

Второй том книги Луса [160] посвящен компактным

Л-симметрическим пространствам, в частности, их классификации. В

соответствии с основной идеей для компактных пространств

строятся аналоги понятий, хорошо известных для компактных

групп Ли: максимальные торы, система корней, группа Вейля

и др. Дан полный вывод классификации компактных

симметрических пространств, чего нет в книге Хелгасона [86]. В

последней главе книги Луса рассматривается вопрос о связи между

эрмитовыми симметрическими пространствами и йордановыми
алгебрами.

В работе [162] Лус показал, что группа сдвигов связного

Л-симметрического пространства действует транзитивно на

множестве всех максимальных компактных подпространств.
Хельвиг [127] установил связь Л-симметрических пространств
с йордановыми алгебрами. Тилгнер [183, 184] изучал
возможности приложений Л-симметрических пространств в физике.

Изучению однородных симметрических пространств
посвящена работа Коха [144]. В первой ее части выясняется

топологическая структура таких пространств. Основной здесь

является следующая теорема, полученная ранее Берже [101] с

некоторыми пробелами: Всякое однородное симметрическое

пространство расслаивается над компактным симметрическим ри-

мановым пространством со слоями, гомеоморфными евклидову

пространству и сохраняющимися при симметриях.
Существенным является следующий результат: Группа G® неподвижных

точек инволютивного автоморфизма ф произвольной группы Ли

G имеет конечное число связных компонент, и если G односвяз-

на, то группа бф связна. Получены также некоторые
результаты о симметрических однородных пространствах G/H, для

которых группа G разрешима. Показано, в частности, что такое
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пространствогомеоморфшо тору. Во второй части работы Коха
изучается локальная структура некоторых типов
симметрических однородных пространств. В приложении Кох дает простое
доказательство следующей теоремы: Если G есть группа Ли с
конечным числом связных компонент и Ф — конечная группа

автоморфизмов группы G, то существует максимальная

компактная подгруппа К группы G, инвариантная относительно Ф.

Каэн, Лемер и Парке [103] показали, что с каждым
симметрическим однородным пространством M= GJH можно связать

другие симметрические пространства, группы движений
которых являются некоторыми естественными расширениями
группы Ли G. Если пространство М псевдориманово, то

ассоциированные с ним пространства также допускают некоторое
семейство' инвариантных псевдоримановых метрик.

И. Л. Кантор, А. И. Сирота и А. С. Солодовников [21]
рассмотрели один класс однородных симметрических пространств
с аффинной связностью, для которых группа сдвигов включается
в более широкую группу Ли преобразований пространства,
отличную от группы всех аффинных преобразований.

Л. В. Сабинин [57] показал, что классификация локальных

однородных пространств G/H с полупростыми или

компактными группами G и Н сводится к нахождению всех вполне

геодезических подмногообразий в симметрических пространствах с

простыми основными группами.
4. Ограниченные симметрические области. Ограниченное

открытое связное подмножество D пространства О называется

ограниченной симметрической областью, если каждая точка х б D
является изолированной неподвижной точкой некоторого инво-
лютивного голоморфного диффеоморфизма области D на себя.
Э. Картан [110] доказал, что ограниченные симметрические
области являются эрмитовыми симметрическими
пространствами некомпактного типа и исчерпывают все такие пространства.
Тем самым была получена классификация всех ограниченных

симметрических областей.

Вольф [188] дал новый вывод классификации эрмитовых
симметрических пространств, не зависящий от общей
классификации симметрических пространств. Другой вывод
классификации ограниченных симметрических областей получил Сюй

И-чао[70]. Этот вывод основан на доказанной автором теореме о

полупростоте максимальной связной группы аналитических

автоморфизмов ограниченной симметрической области.
Кораньи и Вольф [145, 193] рассматривают реализацию

ограниченных симметрических областей в виде областей Зигеля

второго и третьего рода (см. [35]). Авторы исходят из

возможности вложения ограниченных симметрических областей в

двойственные компактные симметрические пространства.
Явно строятся обобщенные преобразования Кэли — отоб-
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ражения ограниченных симметрических областей на их

реализации в виде областей Зигеля.
Сатаке [176, 177] решает вопрос о классификации всех

однородных голоморфных вложений симметрических областей

D в виде вполне геодезических подмногообразий в

полуплоскость Зигеля Зр. Вопрос сводится к следующей
алгебраической задаче. Пусть б —алгебра Ли полной группы
автоморфизмов области D и $Р (2/7, R) — алгебра Ли, отвечающая

полуплоскости Зигеля Зр. Надо классифицировать представления
б в ^р (2/7, R), перестановочные с операторами в 9 и Зр(2/?, R),
задающими комплексную структуру в области, что и делается

в указанных статьях. Используя метод Сатаке, Ихара

[133—135] решает задачу об однородных голоморфных
вложениях комплексных симметрических областей друг в друга для

случая особых областей, т. е. областей, связанных с особыми

простыми группами Ли. Этой же задачей занимался Мураками
[167]. В ряде работ [137—139] Исэ решал вопрос о

реализации ограниченных симметрических областей исключительного

типа. В частности, в [139] получена матричная реализация
этих областей.

Пусть 1Л—конечнохмерное комплексное векторное
пространство и А —векторное пространство всех полиномиальных

отображений из V в V. Кёхер [143] вводит на А структуру
алгебры Ли и устанавливает биекцию между множеством

всех ограниченных симметрических областей в,У и некоторым
классом подалгебр алгебры А.

Хирцебрух [130] строит следующую реализацию
ограниченных симметрических областей. Пусть б —простая

некомпактная вещественная алгебра Ли. Для Vagg, обладающего

свойством (adu)3= —adu, определяется разложение в = ти + пв,
где шм —централизатор и, а \

= {х& \ [и [и, х]] = — х}. Это

разложение обладает свойством симметрической пары,
определяемой инволюцией Va = id — 2(adu)2. *u является

касательным пространством в точке и к многообразию М=
= {х& \(adx)3= —adx, < Vux, x ) =0}, где < , ) —форма
Киллинга алгебры а. Связная компонента группы
автоморфизмов действует транзитивно на каждой компоненте М. Показано,
что построенные таким образом однородные пространства
являются эрмитовыми симметрическими и все неприводимые
эрмитовы симметрические пространства могут быть получены

указанным способом.
Известно (см., например, РЖМат, 1961, 4Б548), что с

каждой компактной йордановой алгеброй и можно связать

ограниченную симметрическую область Z в пространстве u±iu.

Хирцебрух [129] предлагает конструкции, позволяющую получить

другие ограниченные симметрические области как сечения

области Z некоторыми подпространствами. Связи йордановых
алгебр с симметрическими пространствами посвящена и работа
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В. И. Семянистого [63]. Здесь указывается распространение на

вещественный случай понятия области Зигеля. Частный случай
этой конструкции с использованием полупростых йордановых
алгебр приводит к реализации классических симметрических
римановых пространств некомпактного типа.

Ограниченная симметрическая область М допускает
голоморфное вложение в комплексное эрмитово симметрическое
пространство М*, двойственное М, причем действие связной
компоненты G группы движений М продолжается на М*. Та-
кеути [182] изучает устройство орбит группы G в М*. Друкер
[116] исследует структуру орбит группы движений
некомпактного особого эрмитова симметрического пространства на
двойственном к нему компактном эрмитовом симметрическом
пространстве.

Бэйли и Борель [99, 100] изучали компактификации фактор-
пространства D/T, где D — комплексная симметрическая
область, а Г — арифметическая дискретная группа аналитических

автоморфизмов области D (в смысле Бореля). Показано, что

существует компактификация D/T, являющаяся аналитическим

нормальным пространством, которую можно вложить в
проективное пространство при помощи автоморфных форм. Сатаке

[178] установил условия, при выполнении которых
голоморфное отображение p\DlY-*D'lY' симметрических областей,
индуцированное гомоморфизмом p:G-+G', продолжается на

компактификации этих пространств в смысле Бэйли — Бореля [100].
И. И. Пятецкий — Шапиро [36] построил для факторпростран-
ства комплексного симметрического пространства по

арифметической группе компактификацию, обладающую комплексной

структурой.
Готшлинг [118] дал описание всех отражений для

классических областей, т. е. таких автоморфизмов, для которых
множество неподвижных точек есть аналитическое

подмногообразие коразмерности 1.

В работе [179] проведено глобальное изучение
псевдоэрмитовых симметрических пространств М с полупростой группой
движений. Доказано, что все они односвязны. Строится
вложение пространства М в соответствующее компактное эрмитово
симметрическое пространство. Описывается реализация М в

виде обобщенной ограниченной области.

Харрис [125] рассматривает подпространства в пространстве
линейных отображений одного гильбертова пространства в

другое, замкнутые в топологии, определяемой операторной
нормой, и замкнутые относительно операции А~+АА*А (/*-алгебры).
Изучаются изоморфизмы симметрических областей, связанных
с /^-алгебрами.

5. Пространства образов симметрии. Еще в первой своей
работе по симметрическим пространствам [108] Э. Картан
заметил, что «эти пространства могут быть представлены геомет-
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рическими образами, допускающими простое определение в

обычном пространстве (трех или большего числа измерений)».
Эта идея была широко развита в работах Б. А. Розенфельда и

его учеников. Мы приведем краткий обзор наиболее

существенных из этих работ. Геометрические образы, упомянутые Карта-
ном, Б. А. Розенфельд называет образами симметрии и в

различных своих работах определяет различными, не

эквивалентными способами. Приведем определение из книги [46]. Образом
симметрии однородного пространства G/H называется

геометрический образ Г этого пространства, стационарная группа

которого совпадает с множеством неподвижных точек некоторого

инволютивного автоморфизма группы G. Из этого определения

видно, что множество всех образов симметрии, полученных из

данного образа Г любыми преобразованиями группы G, есть

однородное симметрическое пространство с основной группой
G — пространство образов симметрии. Обратно, любое

однородное симметрическое пространство G/K можно реализовать в

виде пространства образов симметрии однородного
пространства G/H.

В обзорной статье [43] дается описание пространств

образов симметрии в проективных, а также обычных и обобщенных

неевклидовых пространствах. Тем самым была частично решена

задача локальной классификации однородных симметрических

пространств с простыми основными группами. Полное решение
этой задачи получили А. С. Феденко [73] для классических

групп и М. Берже [101] для всех простых групп Ли. В работе
[45] Б. А. Розенфельд дает для всех однородных

симметрических пространств с простыми основными группами описание на

языке образов симметрии.
Большая серия работ Б. А. Розенфельда и его учеников

посвящена изучению пространств образов симметрии с неполу-

простыми основными группами. В книге [44] описаны образы
симметрии евклидовых и псевдоевклидовых пространств.
Работа [49] Б. А. Розенфельда и Л. М. Карповой имеет в.

данном вопросе большое значение и мы даем ее краткий обзор

Полунеевклидовым пространством ^тт1...тг_1 называется

/г-мерное вещественное проективное пространство, в котором

задан абсолют, состоящий из таких конусов второго порядка

Qo> Qu- •
•» Qr-ъ что Qa обладает (п — та — 1)-мерной вершинной

плоскостью Аа и находится в вершинной плоскости Аа_х
конуса Qa_i, и невырожденной квадрики Qr в вершинной плоскости

Ar_i конуса Qr_i. Если Q0 есть пара совпавших

гиперплоскостей, то множество точек полунеевклидова пространства, не

лежащих в этой гиперплоскости, называется полуевклидовым

пространством ^т*--тг-1л в полунеевклидовом Jh
полуевклидовом пространствах с помощью абсолюта вводится метрика.
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Полуримановым пространством у^т*-~тг называется такое

пространство аффинной связности Ап, в каждом касательном

аффинном пространстве которого задана метрика полуевкли-
*

дова пространства j^^m»--mr9 инвариантная относительно'

параллельного перенесения в Ап. В работе [49] решается
вопрос о введении инвариантной полуримановой метрики в неко- *

торые неполупростые группы Ли. Если такая метрика
введена на некоторой группе G, то она индуцирует метрику во
всех пространствах образов симметрии, в которых действует
группа О. В [49] рассмотрены следующие группы:

1. Группа евклидовых движений.
2. Группа движений квазиэллиптического пространства *5nm,

т. е. полунеевклидова пространства, абсолют которого состоит :
из мнимого гиперконуса Q0 с (п—т—1)-мерной вершинной. .;
плоскостью А0 и мнимой квадрики Q\ в этой плоскости.

3. Группа движений флагового пространства Fn, т. е.

полуевклидова пространства, абсолют которого состоит из

вложенных друг в друга дважды взятых плоскостей всех размерностей
от гиперплоскости до точки.

4. Группа движений полуэллиптического пространства общего*

вида s%°mi'" Шг-\ т. е. полунеевклидова пространства, все

конусы Q0, Qb ...,Qr_i и квадрика Qr которого мнимы.

В книге [44] Б. А. Розенфельд положил начало

систематическому изучению пространств над алгебрами и их связям с

симметрическими пространствами. В [44] рассмотрены
аффинные, евклидовы, проективные и неевклидовы пространства над
алгебрами комплексных и двойных чисел, кватернионов и

антикватернионов, а также над алгебрами матриц. Найдены
образы симметрии этих пространств. Изучению пространств над
алгебрами и образов симметрии в них посвящены

многочисленные работы учеников Б. А. Розенфельда. Не имея возможности

описать все эти работы, мы ограничимся перечислением
некоторых из них: [1, 9, 15, 17, 19, 23, 48, 52, 87].

Большое число работ, посвященных симметрическим
однородным пространствам с неполупростыми основными

группами, опирается на понятие предельного перехода. Основой для
этих исследований послужила работа [136] Инёню и Вигнера,
в которой было введено понятие сжатия группы Ли. А. С. Фе-

денко [72, 74, 75, 85] изучал группы Ли и однородные
пространства, получаемые в результате предельного перехода, и их

связи с симметрическими пространствами.
Б. А. Розенфельд и Л. М. Карпова рассмотрели следующую

конструкцию. Пусть д —произвольная алгебра Ли и ср —ее

инволютивный автоморфизм. В алгебре $ можно выбрать базис
Хи Xml Гт+1, ...,ГГ так, что ?(*,)= Х„ ?(Га)=-Га~
Тогда структурные формулы алгебры g примут вид
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[xi9xji=ctjxk9 [xhra]=dijr^ \Ya,Y^cUxt.
Сделав замену базиса Xi==Xh Ya=tYa, мы получим формулы

[Xtl Xj] = CijXk, [Xh Ya] = CiaYfa [Ya, Yfj]==t2Ca^Xi.

Полагая теперь /=0, мы получаем структурные формулы

lXhXj\ = CijXk, [XhYa] = Cl?^ [?а,П]=0

алгебры Ли if, которая называется предельной или сжатой по»

отношению к исходной алгебре Ли д. Автоморфизм <р алгебры
д естественно индуцирует инволютивный автоморфизм в

алгебре 1. Возникающие при этом симметрические пространства
называются базисными пространствами алгебры д. В работе
[50] указанная процедура применяется ко всем простым
компактным алгебрам Ли. Получаемые в результате алгебры
Ли называются квазипростыми так же, как и

соответствующие им группы Ли. Б. А. Розенфельд и М. П. Замаховский

[48] установили связь между квазипростыми группами Ли и.

йордановыми алгебрами. Образы симметрии в предельных
пространствах изучались в следующих работах Б. А.

Розенфельда и его учеников; [3, 16, 20, 34, 47, 51 и др.]. В

заключение отметим книгу [46] Б. А. Розенфельда, седьмая глава

которой посвящена квазипростым группам Ли и образам
симметрии.

§ 2. ОБОБЩЕНИЯ СИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Как уже говорилось во введении, первым обобщением

симметрических пространств были редуктивные однородные

пространства. Редуктивные пространства, подобно симметрическим
однородным пространствам, обладают инвариантными
аффинными связностями с хорошими геометрическими свойствами.

В то же время класс редуктивных пространств настолько

широк, что охватывает большинство однородных пространств,

представляющих геометрический интерес. Настоящий обзор не

содержит систематического описания работ по редуктивным

однородным пространствам.
Другие обобщения симметрических пространств связаны с

отказом от некоторых свойств симметрии sx или автоморфизма
Ф, участвующих в определении симметрического пространства.

В настоящем параграфе описано четыре вида таких обобщений:

субсимметрические пространства, пространства с отражениями,

5-многообразия и ср-пространства. Кроме того, в последнем

пункте рассматриваются полусимметрические пространства, в

которых обобщается свойство тензора кривизны быть ковари-

антно постоянным. Существуют и другие, еще более формаль-
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ные обобщения симметрических пространств, на которых мы

останавливаться не будем.
1. Субсимметрические пространства. Л. В. Сабинин [53, 54]

ввел понятие субсимметрического пространства следующим
образом. Субсимметрией в точке х риманова (псевдориманова)
многообразия М называется инволютивная изометрия sXy

оставляющая точку х неподвижной. Таким образом, в отличие от

симметрического пространства, изолированность неподвижной
точки не требуется. Линейное преобразование (dsx)x
касательного пространства Мх имеет два инвариантных
подпространства Ет и Еп~т, соответствующих собственным значениям 1 и

•—1. Число т называется порядком субсимметрии. Риманово

(псевдориманово) многообразие М называется

субсимметрическим порядка га, если с каждой его точкой х связана

субсимметрия sx порядка га, причем отображение s:x^sx многообразия
-М в группу его изометрий является дифференцируемым.
Следует заметить, что Л. В. Сабинин приводит исследование, в

основном, в локальном аспекте. Показано, что распределение
площадок Ет инволютивно. Максимальные интегральные
многообразия этого распределения являются вполне

геодезическими поверхностями и называются зеркалами. Доказано, что

субсимметрическими являются однородные римановы пространства
с нетривиальными группами вращений и однородные псевдори-
мановы пространства с неразрешимыми группами вращений.
Дана локальная классификация однородных римановых
субсимметрических пространств с одномерными зеркалами. Осе-

симметричные пространства изучались также в работе
Л. В. Сбитневой [62]. Л. В. Сабинин [57] детально изучил п-

мерные однородные римановы пространства с (п—1)-мерными
зеркалами.

В работе [56] Л. В. Сабинин ввел понятие трисимметричес-
кого пространства как такого n-мерного риманова
многообразия М, с каждой точкой которого связано три попарно
ортогональных вполне геодезических зеркала, так что сумма их

размерностей равна п. Показано, что трисимметрическое
пространство является однородным пространством G/Я, а

отражения в его зеркалах порождают в группе G три
перестановочных инволютивных автоморфизма фь ф2, фз

=

ф1ф2, оставляющих

подгруппу Я инвариантной и таких, что множество их

неподвижных точек есть подгруппа, содержащаяся в Я. Обратно,
если в группе G однородного риманова пространства M

= G/H
имеется три автоморфизма с указанными свойствами, то М —

трисимметрическое пространство. Детально исследованы

однородные трисимметрические римановы пространства G/H с

полупростыми и компактными группами G и Я. В работе [61]
Л. В. Сабинин дал полную классификацию трисимметрических
пространств с простыми компактными группами движений.

2. Пространства с отражениями. В работах [157—159, 163]
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Лус изучал обобщения Л-симметрических пространств.

Пространством с отражениями называется дифференцируемое
многообразие М с умножением, удовлетворяющим условиям: 1) х-

• х = х\ 2) х-(х-у)=у\ 3) x-(yz) = (x-y)-(x-z). Итак, в отличие

от Л-симметрического пространства в пространстве с

отражениями точка х может быть неизолированной неподвижной точкой

симметрии sx:y^x-y. Пусть G/H — симметрическое однородное

пространство, порожденное инволютивным автоморфизмом ф и

F _ связное многообразие, на котором группа Я действует

слева. Тогда расслоенное пространство GXHF над G/H со слоем

jF, ассоциированное с главным расслоением G(G/H, Я),

можно превратить в пространство с отражениями. Основной

результат работы [157] состоит в доказательстве обратного
утверждения: всякое пространство с отражениями может быть

получено указанным способом. Приведем краткую схему

доказательства последнего утверждения. Пусть М — пространство с

отражениями. Дифференциал симметрии определяет тензорное

поле А типа (1, 1) на М. Так как A2 = idy то возникает два

взаимно дополнительных подрасслоения Т+ и Т~ в Т(М):

Т+= {Х£Т{М)\АХ=Х}, Т-= {Х£Т(М)\АХ= -X}.

Доказывается, что подрасслоение Т+ вполне интегрируемо и

его максимальные интегральные многообразия называются

слоями. Наконец, показано, что группа сдвигов G,

порожденная преобразованиями svsy, действует транзитивно на

множестве слоев, и М можно отождествить с расслоенным

пространством над G/Я, где Я —подгруппа группы G,

сохраняющая фиксированный слой.

В статьях [158, 159] продолжено изучение пространств
с отражениями. Пусть /--оператор проектирования на Т

и тензорное поле S задается формулой

S(X,Y) = J[JX,Y] + J[X,JY]-IJX,JY]-J[X,Y].

Рассматриваются пространства с отражениями, для которых

S^= 0 (пространства с минимальным кручением)- В таких

пространствах подрасслоение Г~ также вполне интегрируемо.

С другой стороны, рассматриваются такие пространства М с

отражениями, в которых линейная оболочка векторов S (X, Y),

где X, YeTp(M) совпадает с Т+(М) (пространства с

максимальным кручением). Такие пространства характеризуются тем,

что группа О действует в них транзитивно.

Лус ввел обобщение пространств с отражениями [loo].

Пусть М— гладкое многообразие, £ — компактная группа Ли и

^:МХ%ХМ->М—гладкое отображение. Тройка (М, Е, ^)
называется ^-пространством, если операция хХУ^
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= I* (x> ?»У) (•*> У&М, срб2) обладает следующими свойствами:

х±х=х\ х±у= у; х±(х±у)=х±у\
ф & ф ij) фф

JfJ.(y±z) = (jc±y) _L(*-U),
ф "ф ф ффф—* ф

где £ —единица группы Е. Указывается следующий способ по- ?

строения 2-пространств. Пусть G —связная группа Ли, 2—

компактная группа автоморфизмов группы G, // — открытая
подгруппа в множестве всех Е-неподвижных точек и F— [

многообразие, на котором Н действует слева. Расслоенное.;

пространство M='GXhF* ассоциированное с главным рас-
слоением G(G/H, //), снабжается умножением с помощью

формулы

(а, х) ± (Ь,у) = (ау(аГ1Ь),у), где а, bQG; x, y£F, cpgE,

и в результате возникает S-пространство. Доказано, что

любое Е-пространство можно получить указанным способом.
3. s-Многообразия. Леджер и Обата [152, 153] ввели поня- ?!

тие риманова и аффинного s-многообразия. Связное класса V

С°° риманово (аффинносвязное) многообразие М называется ;

s-многообразием, если с каждой точкой х£М связана изометрия
(аффинное преобразование) sx— симметрия в х так, что вы- ;
полнены следующие условия: 1) х есть изолированная
неподвижная точка симметрии sx,2) отображение s:x^sx
многообразия М в группу всех изометрий (аффинных преобразований)
М дифференцируемо. Показано, что группа всех изометрий
(аффинных преобразований) s-многообразия М транзитивна на М.

Грахам и Леджер [119, 120] ввели понятие регулярного
s-многообразия, характеризующегося условием sx°sy = sz°sx, где г —

sx(y). Множество всех симметрии {sx} на s-многообразии М )
называется s-структурой. Говорят, что s-структура имеет

порядок k, если sxk = id для V х£ М и k есть наименьшее

натуральное число, удовлетворяющее этому условию.
Ковальский [147—150] изучал римановы s-многообразия.

Показано, что риманово многообразие, допускающее
регулярную s-структуру, допускает также регулярную структуру
конечного порядка. Ставится проблема классификации всех рима-
новых многообразий, допускающих s-структуры и для односвяз- j
ных многообразий строится алгебраический эквивалент

s-структуры. Дана полная классификация односвязных римано-
вых многообразий размерности п<5, допускающих s-структуры.
В работе [150] показано, что существуют римановы

многообразия, которые допускают разрывное семейство симметрии и не

допускают регулярной s-структуры.
Грей [122] детально исследовал псевдоримановы

s-многообразия порядка 3.
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4* ^-Пространства. Ношййё ф-п{шст^ане^
появилось в работах В. И. Ведерникова [11 —13]. Впоследствии
эти пространства с различных точек зрения и под разными

названиями изучали Н. А. Степанов [66 — 69], Вольф и Грей

J191J, А. С. Феденко [76—83] и др. Мы примем здесь

следующее определение ср-пространства, естественно обобщающее

понятие симметрического однородного пространства: Однород?
Hofe пространство GjH связной группы Ли G называется

ср-пространством, если существует эндоморфизм ср группы

Ли G такой, что G^c/ZcG9, где бф—группа всех

ср-неподвижных точек, a G? —ее компонента единицы. Если

cp2 = irf, то пространство есть симметрическое однородное

пространство.
Дадим сначала краткий обзор результатов В. И.

Ведерникова. В [11] рассматривается действие группы Ли G на

многообразии G, заданное формулой Tg(x) = gxy(g~l), где

g—фиксированный элемент группы G, а х-— ее текущий
элемент. Ядро неэффективности этого действия есть 2Пбф, где

Z—центр группы G. Орбиты являются однородными

пространствами, изоморфными пространствам вида GlG^, где

<ф—некоторый эндоморфизм группы G. В частности, орбита,

проходящая через единицу е группы G, изоморфна GfG^. Для случая

y2 = id исследуются области симметричности группы G, т. е.

объединения орбит, являющихся симметрическими
пространствами.

В работах [12, 13] изучаются некоторые специальные классы

^-пространств. Показано, что если ограничение эндоморфизма ср

на подгруппу Gi= <p(G) есть автоморфизм группы Gu то

группа G есть полупрямое произведение группы Gx и нормального

делителя K= <fl(e). Пусть k и т-~наименьшие натуральные

числа, удовлетворяющие условиям: yk(G) = yk+l(G) = Gu

Zm= {geG | cp* (g) ~=e} = Zm+1 = {gQG | cp^i (g) = e}. Тогда (G, <p)
называется обобщенной симметрической парой. В статье [14]
обобщается описанное выше действие группы G. Пусть Ж

—

гладкий моноид, Q и 5 — подгруппы Ли в М, G —подгруппа в

QXS я ср:S->Л1 —гомоморфизм моноидов. Тогда можно задать

действие группы G на М с помощью формулы x++qx<t(s~l),

(<7, s)gG. Орбиты этого действия названы ср-пространствами.
Заметим, что ф-пространства возникли у В. И. Ведерникова

в связи с изучением сопряженных связностей А. П. Нордена

и их обобщений.
Переходим к работам Н. А. Степанова. В [66] исследуются

условия, при которых ф-пространство G/H будет редуктивным.

Хотя удобного критерия найти не удалось, все же получен ряд

хороших достаточных условий. Например, ф-пространство будет

редуктивным, если существуют такие натуральные числа k и

т, что фЬ—ф™. В частности, редуктивны периодические однород-
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ные пространства, т. е. ф-пространства, порожденные
периодическими автоморфизмами. В работе [67] Н. А. Степанов
выделяет достаточно широкий класс ф-пространств, которые
обладают многими замечательными свойствами симметрических
однородных пространств. Пространства этого класса, которые
будут называться здесь регулярными ф-пространствами,
определяются тем, что эндоморфизм dq>e векторного пространства $

задается в некотором базисе матрицей \
0

.
, где Е

—

единичная матрица и А — невырожденная матрица, для которой 1 не

является характеристическим числом. Показано, что

регулярные ф-пространства редуктивны и периодические однородные
пространства принадлежат к числу регулярных ф-пространств.
Автоморфизм ф, порождающий регулярное ф-пространство,
индуцирует отображение Q):G/H~+G/H, играющее роль симметрии
в точке Н редуктивного пространства G/H : ф сохраняет обе
канонические связности и Н есть изолированная неподвижная
точка отображения Ф. Исследованы условия существования на

регулярных ф-пространствах инвариантных псевдоримановых
структур. В [68] изучается периодическое однородное
пространство M = G/H порядка 3. На М построена почти комплексная

структура, инвариантная относительно G и Ф, и показано, что

каноническая связность есть единственная инвариантная почти

комплексная связность.

Пусть G = GL(n,R), M—многообразие всех вещественных

квадратных матриц порядка п и G действует на М по закону:
s^usu'1, где u^G, s£M. H. А. Степанов [69] показал, что

орбита G(s) является регулярным ср-пространством тогда и

только тогда, когда матрица 5 имеет простую структуру, на

не скалярна. В этом и только в этом случае подмногообразие
G(s) в М допускает инвариантное оснащение. Связность,
индуцированная этим оснащением, совпадает с канонической

связностью редуктивного пространства тогда и только тогда*

когда G(s) является симметрическим пространством.
Изучению ср-пространств посвящена большая статья Вольфа

и Грея [191, 192]. В § 2 этой работы получена каноническая

форма для внутренних автоморфизмов ср компактной алгебры
Ли а, построена система простых корней подалгебры бф ср-не-
подвижных векторов и указан метод классификации всех

автоморфизмов алгебры б, имеющих фиксированный конечный

порядок. Используя эти результаты, авторы перечисляют в

простых компактных алгебрах Ли а все внутренние

автоморфизмы порядка 3, а также те внутренние автоморфизмы, для

которых йф не является централизатором тора. В § 4 дана
полная классификация инвариантных почти комплексных

структур на однородных пространствах G/H, где О —компактная
связная группа Ли, а // — подгруппа максимального ранга.
В § 5 найдена каноническая форма для внешних автоморфизмов

270

компактной алгебры Ли б. В качестве приложения дается;

классификация таких внешних автоморфизмов ср, что в б нет

собственных ср-инвариантных идеалов и все cpm^H есть

внешние автоморфизмы. В § 6 находятся все однородные

пространства G//7, где G есть компактная связная группа Ли и 9 = 6^
для некоторого автоморфизма ср порядка 3, допускающего
инвариантные почти комплексные структуры. Следующий
параграф посвящен перенесению результатов § 6 на случай
простых некомпактных групп G. Наконец, в последних двух

параграфах детально изучаются инвариантные почти эрмитовы

структуры на описанных выше однородных пространствах.

К периодическим однородным пространствам примыкает

работа В. Г. Каца [25], в которой с помощью корневой техники

дано описание периодических автоморфизмов полупростых
комплексных алгебр Ли. А. С. Феденко получил локальную

классификацию периодических однородных пространств для

классических компактных групп на матричном языке [76] и для

особых компактных групп с помощью корней [81].
Классификация периодических однородных пространств для многих

простых некомпактных групп дана в работах [80, 83]. Б. П. Ком-

раков [30] перечислил все периодические автоморфизмы
простых компактных алгебр Ли на языке корней.

А. С. Феденко [77—79, 82] изучал обобщения Л-симметри-
ческих пространств. Умножение на связном многообразии М
называется регулярным, если оно удовлетворяет следующим
условиям: 1) х-х= х\ 2) х-(уг) = (х-у)-(х-г)\ 3) sx:M-+M, у—

t+x-y есть диффеоморфизм М; 4) линейное преобразование
(dsx)x касательного пространства Мх не имеет неподвижных

векторов. Показано, что умножение на регулярном ф-простран-

стве M = GJH, заданное формулой

(хН).(уН)=х<р(х-1)<р(у)Н,

превращает М в многообразие с регулярным умножением.

Обратно, всякое многообразие с регулярным умножением можно

рассматривать как регулярное ф-пространство. Далее мы будем
называть такое М просто регулярным пространством.

Касательное пространство Мх к регулярному пространству
М можно снабдить структурой общей тройной системы,

являющейся обобщением тройной системы Ли. При этом

оказывается, что дифференциал гомоморфизма регулярных ^пространств
в любой точке является гомоморфизмом общих тройных систем.

Подпространством регулярного пространства М называется

подмногообразие, замкнутое относительно умножения в М.

Всякое связное подпространство является вполне геодезическим

подмногообразием относительно канонической связности,

обратное неверно. Между связными подпространствами, проходящими

через точку х бМ, и подсистемами общей тройной системы МХг

инвариантными относительно (dsx)Xi устанавливается взаимно
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однозначное соответствие. Это есть обобщение известной
теоремы Э. Картана для симметрических пространств (см. [86],
«стр. 213). В работе [82] введено понятие центра регулярного
пространства и показана его роль в глобальной

классификации таких пространств.
В. Л. Штукарь [98] изучал однородные пространства G/H>

у которых группа Н инвариантна относительно некоторого
эндоморфизма группы G.

5. Полусимметрические пространства. Н. С. Синюков [64,
€5] называет многообразие М с аффинной связностью без

крушения полусимметрическим пространством, если его тензор
кривизны удовлетворяет условию: R(X, Y)-R = 0. Изучению
полусимметрических пространств посвящены работы [26, 27]
П. И. Ковалева.

Номидзу [172] поставил вопрос об условиях, при которых
риманово полусимметрическое пространство является

локально симметрическим. В этой же работе была высказана гипотеза:

полное и неприводимое полусимметрическое риманово
пространство является локально симметрическим. Вслед за этим

появилась целая серия работ японских математиков, в которых
находились достаточные условия для положительного решения

вопроса Номидзу. Наконец, Такаги [181] построил пример,
опровергающий гипотезу Номидзу.
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КЛАССЫ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ

УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА

В. И. Башков

ВВЕДЕНИЕ

Уравнения Эйнштейна (1916 г.) гравитационного поля,

определяющие структуру соответствующего 4-мерного римановаг
многообразия лоренцевой сигнатуры, представляют собою

нелинейную систему дифференциальных уравнений в частных

производных второго порядка относительно потенциалов g^ (x)>,
являющихся одновременно компонентами метрического тензора^

пространства-времени многообразия. Анализ полевых

уравнений в сколь-нибудь сложном случае
— задача необычайно

трудная. На наш взгляд, именно этим обстоятельством объясняется:

тот факт, что на протяжении почти 40 лет со времени

формулировки основных положений ОТО точные решения уравнений
группы поля Эйнштейна появились как изолированные
открытия .

Вплоть до работ А. 3. Петрова [25] (1954 г.),
предложившего алгебраическую классификацию полей тяготения по типам

тензора Римана, не существовало какой-либо систематической-:

упорядоченности полученных точных решений и инвариантных

методов их нахождения. К настоящему времени эта задача

давно вышла из стадии первоначального накопления отдельных

решений. В работах Казанской группы исследователей (1960—
1970 гг.) под руководством А. 3. Петрова были разработаны

инвариантно-групповые методы исследования римановых

многообразий лоренцевой сигнатуры с позиций допускаемых ими!

групп изометрических, конформных, проективных движений, что

позволило создать подробные классификации и инвариантные

характеристики решений уравнений гравитационного поля.

В этот же период группа исследователей (Сакс, Керр,
Ньюмен и др.) разработала метод отыскания решений полевых урав-

28Г



нений в случае, когда пространственно-временное многообразие
допускает конгруэнцию геодезических, оптические скаляры
которой связаны тем или иным соотношением.

Оба указанных метода стимулировали в последние 10 лет

появление большого количества статей, где приводились те или

иные точные решения уравнений Эйнштейна.
Вследствие этого возникает необходимость дать обзор по

многочисленным заметкам, посвященным нахождению точных

решений полевых уравнений в ОТО. Выполнение такой работы
на наш взгляд отвечало бы научным интересам как геометров,
так и физиков, занимающихся исследованиями в области

теории гравитации. В настоящее время ОТО не противоречит ни

одному из гравитационных экспериментов и является наиболее

перспективной теорией гравитации.*)
Все рассмотрения ведутся нами в хронологическом порядке

и разбиваются на классы в зависимости от структуры тензора
энергии-импульса, стоящего в правой части полевых уравнений
Эйнштейна.
1. Вакуумные решения (пространства Эйнштейна).
2. Решения с пылевидной материей и с идеальной жидкостью
3. Решения, отвечающие электромагнитному полю.

4. Гравитационно-волновые решения.
5. Космологические решения.
6. Решения,' отвечающие сложной структуре тензора энергии-
импульса.

Рамки обзора не позволяют нам более подробно
остановиться на выводе и интерпретации приводимых точных решений,
поэтому мы ограничиваемся лишь указанием в некоторой
локальной системе координат вида линейных элементов

соответствующих римановых многообразий. Библиографию же по

возможности мы старались привести в более полном виде.

1. ВАКУУМНЫЕ РЕШЕНИЯ (Ra$ = 0, Ra^=Aga^)

Основные уравнения гравитационного поля были записаны
Эйнштейном в виде:

/?ар-у/?^Э+ Аё-ар=-хГаЭ (а, р = 1,2, 3,4), (1.1)

где Ra^=gotRao^x — тензор Риччи, /?а— скалярная кривизна,

* Из'-за обилия литературы и разбросанности ее по всевозможным

журналам составление обзора оказалось весьма трудоемким. К его подготовке
были привлечены сотрудники кафедры теории относительности и гравитации

КГУ (А. М. Анчиков, А. В. Аминова, Р. Ф. Билялов, С. П. Гаврилов,
Н. Р. Дмитриева, Р. А. Даишев, А. И. Егоров, Г. Г. Иванов, В. Р. Кайго-
родрв), которым автор глубоко признателен за их помощь в e§afявлении

настоящего обзора.

~Ш

А—космологическая постоянная, *=-gr—
постоянная

Эйнштейна, Гар — тензор энергии-импульса вещества и полей,
отличных от гравитационного, Если физическая постановка

предполагает нахождение решения внешней задачц (7^x0 = 0),
то уравнения Эйнштейна будут иметь вид:

/?аР = 0, (1.2)
или

оч

#ae= Aga3, (1.3)

в зависимости от того, будет равен нулю «космологический
член» Agap или нет. Решения уравнений (1.2) и (1.3), являясь

аналогом решений уравнений Лапласа в классической

теории гравитационного поля, определяют геометрию

пространства-времени в областях, свободных от масс (при островном
распределении масс). Эти пространства, являющиеся основным

•объектом изучения в данном пункте, в литературе получили

название пространств Эйнштейна. Следуя А. 3. Петрову [26],
пространства, отвечающие уравнениям (1.2), обозначим в

дальнейшем символом Г, а пространства, соответствующие
*

(1.3), —символом Г.

Рассмотрим в хронологической последовательности

известные в литературе пространства Г и Г. Пространство
Т, являющееся решением уравнения /?ар = 0, обладающее

сферической симметрией и интерпретируемое как

гравитационное поле точечной частицы массы т, покоящейся в

начале координат, было указано Шварцшильдом в 1916 году

[182]:
ds2^ _ Ji _^)-W2-r2(^+ sin2erfcp2) + (l - 2») dt\ (1.4)

Интересное аксильно-симметрическое решение было

предложено Вейлем— Леви-Чивита в 1917 — 1919 годах [214]:
ds2= e~2a[e2v(dr2 + dz2) + r2d<?2] - e2»dt2, (l .5)

где и (г, г), v(r, г) — удовлетворяют системе из четырех

дифференциальных уравнений в частных производных.
В эти же годы были получены космологические рещеция

Коттлера [114], Казнера [108], рассмотрение которых мы

отложим до раздела 5 настоящего обзора.

Пространство 7\ найденное Шази (1924 г.), имеет вид [Ь9\:
2т 2т

ds2 = e~[e r'(dxlt + dx2')+xvd^]-e
' dx*\ (1.6)

Курзон получил в 1924 году решение из класса пространств

(1.5), [П9], при

'«*«-—£-- -*-. Р< =Кг2 +(г-г^ (* = 1,2). (1.7)
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Рассмотрение решения Эйнштейна—Розена (1937 г.) для
цилиндрических гравитационных волн в пустоте [86] будет
проведено в разделе 4.

Такено (1942 г.) показал, что для
сферически-симметричной метрики решения уравнений Ra$,y=0 приводит к

пространствам Шварцшильда и Коттлера.
Нарликар и Кармаркар [139] (1946 г.) нашли пространства:

(1.8)ds*=dt>-(kt-\¥dx2-(kt+ l)<>dy2-(kt+\ydz\
где p+q+r=2, pq+ qr+ rp= 0.

Пространства Т^и Т для любого п в том же году указывает

2 2аг

(1.9)

аГз." Петров [24].

T.g, = -sh"-i ($x*) thT (^)

ds2==^gi(x')dxl2+dx^\
/=i

Три точных решения (пространства Т) указаны Таубом (1951 г.)
[195], исходя из предположения условия, чтобы
пространствами допускалась трехчленная группа движений. Одно из них
есть частный случай (1.9), а два других имеют линейные
элементы вида:

где

a) rfs2 = T*2-Tn^l2-(TnSin2x1 + T38 cos2*1)^22-
— 2тзз cos xxdx2dxz — Тзз^32;

kch(kt + a) kг — v. <v2
T
—

ТззТц1 Tir
4ch2

M + fi
Тзз

=

~ch(kt + a)

(1.10)

(l.ii)

k, a, p = const.

6) ^2=(1+АиО-1,2(Лс°2-^ (1.12)
Необходимо отметить работы Бухдала [60, 61], где
предпринимались попытки построения новых точных решений,
исходя из статических; решений уравнений поля для
пустого пространства.

В 1959 году Мардер [125] рассматривает задачу для
системы двух тел, находящихся в относительном покое. Одно
из них представляет собою полую сферу, внутри которой
помещается другая сфера, не касающаяся первой. Метрика
рассматриваемого класса пространств берется в форме Вейля
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(6). Внешнее решение является решением Курзона. Еслир1 =А
,р1== в—соответственно внешняя и внутренняя границы полой
сферы, а Р2

— С—граница внутренней сферы, так что а+С<
<Л<Л, то для внутренней задачи имеем следующее решение:

и=

Pi "~Р2

ml(p*—3A*pi + 2B*) т2

2 (А3—Я3) р!
Зтг(А + В)

Р2 (В<рг<А)9

2{А2 + АВ + В2)

3mt(A-\-B)

Р2 (pi<B, р2>С),

; (зс^-р!)

(1.13)

1 2(А* + АВ + В2)

*0 =

Q (Pi>A),

Qcos2я(Л--р1)
ШпГ'2.2

2 (А—В) 2pt
COS

2С3

2я(р1 —В)

(р2<С);

Е^ (В<Рг<А)92 (А—В)

ШоГ2.2

2Р2*

м1г2(5С—4р2)
С5

(Pl<£, P2>Q»

(p2<C)v

(1.14)

где

У"""\рГр^+ «2 L PiP2
1 ]■ 0-15)

Ряд решений из класса аксиально-симметрических

пространств с использованием сплющенных сфероидальных
координат указал Мисра [134].

где

ds2 *= - Add2-Bdv?-Cdf+ Ddt2,

Ж2Ф2 + У2)„2Ж

(1.16)

Л""
(l + e2)

* ' ■

~"

l—^2

C=5if2(l+e2)(l-|i2)e-2^ D= e
,2#

MiCfC— функции от 0 и [а. Дли пустого пространства одно из

уравнений является уравнением Лапласа. Его решение

M=AnPn(i?)Qn(% Л —const, Рп(р), Яп(Щ— полиномы Ле-

жандра порядка п. Каждое решение имеет сингулярности на

фокальной окружности 6 = {х = 0. Подробно разобраны случаи
/г=0, 71=1. Первый из них представляет собою внешнее

решение для сплющенного сфероида с массой М=А0.
Используя подобный подход, тот же автор [131] с

использованием тороидальных координат для класса пространств с

аксиальной симметрией находит внешние решения, обусловлен-

285



ные тороидальным и чечевицеобразным распределением
вещества. Ввиду громоздкой записи результатов мы опускаем их и

отсылаем читателя к оригиналу статьи.

Аксиально-симметрические, но уже не статические, точные

решения уравнений Яц = 0 рассматривал Расталл [163]

ds2 = h (х°){ц (х1, x2)(dxl2 + dx*2) + v (xl, x2) dx*2} +
+ \(x\x2)dx°2, (1.17>

где x= —1, A= >c°, |x =
я> nH, *

___
[p (HH* + \) + qH + q*H*]2

(НН* — l)2'
V

(ЯЯ* —I)8
*

Н=Н(ч)) — аналитическая функция от v\
=
—~—» Р

— вещест-

венная постоянная, q
— комплексная постоянная.

Чуть ранее (1959 г.) Харрисон [97] получил ряд новых

решений уравнений /?/у = 0 при предположении, что метрика
пространства-времени допускает 4-ортогональную систему
координат и компоненты метрического тензора имеют вид:

gij = bijeiA2{x\ xl)B*(*fi9 *3), (1.18>
где btj — символ Кронекера, et=±l9 (t, /=0, 1, 2, 3).

Такое предположение позволяет автору применить метод,

разделения переменных и тем самым получить свыше 30 точных,

решений. Приведение сводки результатов статьи Харрисона
заняло бы слишком много места, поэтому мы отсылаем

читателя к оригиналу заметки, а в качестве примера отметим решение
«волнового» типа:

ds'^e^B^C^dxl
i=-0

А={х!-Хо)Ц, В = (х,+дсо)//. C = sin(^). (1.19)

i

rti

mi

h

0

■g-0 + V2"e)

j(l -V2e)
1

~2

1

у(1 + У2е)

т0-№)
1

2

2

1

1

0

3

1+7f8

'-Tf6
i

—

2

где /—const, e=±l, e0=—1, ei = e2 = es=l.
В начале шестидесятых годов появился ряд работ, посвя.

щенных отысканию вакуумных решений, при наложении допол
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нительных условий на оптические скаляры Сакса 'для
допускаемой полем изотропно-геодезической конгруэнции 1К Сакс,,
исходя из аналогии с геометрической оптикой, ввел

следующие инварианты: 6 = y/'t£ —модуль растяжения, о2 =

= -4'[t(ij)ii,J — (1^ i?\ — модуль сдвига, со2 = -jl[i9nll,! — модуль

поворота. Метод получения точных решений, когда какой-либо

инвариант обращается в нуль, в сочетании с классификацией
Петрова полей тяготения по алгебраической структуре тензора
кривизны оказался весьма плодотворным и был применен
впоследствии для отыскания решений уравнений поля с идеальной

жидкостью, электромагнитным полем и др. Отметим наиболее
важные результаты, полученные на этом пути.

Гольдберг и Сакс [95] доказали, что алгебраические
специальные решения в пустом пространстве-времени
характеризуются существованием геодезической конгруэнции с равным нулю
сдвигом. К ним относятся плоско-волновые пространства и

пространства Робинсона — Траутмана [172]. Однако наиболее
замечательной работой в этом направлении явилась заметка Кер-
ра, где было получено точное вакуумное решение Т для
вращающейся шварцшильдовой массы т, имеющей вращательный
момент та вокруг оси z [109]

ds2 = (г2 + a2 cos2 6) (dQ2 + sin26rfcp2) +

l+ 2(da+ asin2Qd^)(dr + asm2ed^)—

Hl-74^^)(da+asm2M^)2. (1.20)

В данном случае поле стационарно, аксиально-симметрическое
и относится к типу D по классификации Петрова.

Путем преобразования координат метрику поля можно*

преобразовать в асимптотически-плоский вид:
^

ds2 = dx2+ dy2 + dz2-dt2 + J™' -Ж2, (1.21)
/ ~j~ С* Z

где имеют место соотношения вида:

(г2 + а2) г. R= r2(xdx + ydy) + ar (xdy— ydx)+{r2+a2) {zdz+rdt}

r*-(R2-ra2)r2-a2z2 = 0, R2= x2+ y2 + z2.

На протяжении последних лет пространства Керра и их

обобщения интенсивно изучались. Здесь необходимо отметить

работы Боннора [55], Трюмпера [201], Ньюмена и Тамбурино
[142], Мартина и Маса [127], где изучались пространства 7\
когда метрический тензор

gik='nik+2X(x)lilk9. (1.22)
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где ^ik
— тензор Минковского, /' — задает

изотропно-геодезическую конгруэнцию, дисторсия для которой равна нулю,
#£-—функция от всех координат. Шррокий класс керроподоб-
ных метрик так называемых NUT-метрик был получен в статье

{143]. К этому же направлению примыкает работа [171], где

указан пример точного решения уравнений поля в вакууме:

&*=2Р*ЛЯЖ+2*^^ (1.23)

где и-~1п(Х3+ Х3С+ ХК-Х40), Ха-^;
еа=(Т,Т,а-Т(.-П,0),

черта над буквами означает комплексно-сопряженные
величины. Наконец, отметим работу Сена [183], где изучались

стационарные вакуумные поля, допускающие собственные

геодезические лучи с неравным нулю модулем сдвига. Указаны два

решения:

a) ds2 = - r2Yo+v,Q2 (dr2 + rl-°*dx2+ rl+°*dy2) +

+^(^2IQ^' (1-24)

где ojj + To=1» Q —функция от х, у;

6) ds2 = - (■£-) (r^yodx2 + r*+y*dy2) +

+2dr (dt -2^Qydx)+f(dt- 2^Qydx)\ (1.25)

где /==/(x, у, z), Q=Q(x, у), т= То(*> У)-
Попытка обобщить решение Керра для двух вращающихся

частиц, находящихся на одной оси, была предпринята в

работе [56]:
ds2= - /»* (dz2 + dr2) - Idb2-2mdUt+ fdt2, (1.26)

где
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аъаъ A-const, /??=г2+ (г—А)2, #2=r2 +(г+ А)2.

При а2 = 0 имеем решение Керра.
Топологическая структура семейства пространств Керра

изучалась в работе Картера [68].
Перейдем к обзору работ, связанных с нахождением точных

вакуумных решений полевых уравнений (1) как при Л=0, так

и при Л#0, с точки зрения допускаемых ими групп
изометрических движений.

Наиболее полные результаты в разработке данной проблемы
были достигнуты в работах А. 3. Петрова, В. Р. Кайгородова и

ряда зарубежных авторов в 1960—1962 годах. Поскольку
монография А. 3. Петрова [25] посвящена изучению пространств

J и Г, в ней весьма полно изложены инвариантно-групповые
методы нахождения точных решений полевых уравнений гра-

*

витации, а также приведена сводка для пространств 7\-, 7\ (/ =
= 1, 2, 3), допускающих группы движений Gr ( г = 2, 3, ..., 10),
то в данном обзоре мы приведём лишь заслуживающие
внимания результаты работ ряда авторов, более полно изучавших
конкретные вопросы из сформулированной выше проблемы.

Необходимо отметить обширную обзорную статью Элерса и

Кундта [83], где приводится классификация статических и

стационарных вакуумных полей и соответствующая сводка точных

решений. Широкий класс пространств Эйнштейна, обобщающих
статические решения, конформно-приводимого типа был
изучен А. М. Анчиковым [2]. Сводку результатов по этому
вопросу и полную библиографию можно найти в указанной
монографии А. 3. Петрова.

В работах Элерса [82] и Освача [146] изучались решения

уравнений поля Эйнштейна (в том числе, когда Rik= 0),
допускающих группы изометрических движений определенной
структуры. К этому же направлению примыкает работа Крамера и

Нойгебауэра [140]; Коппель в работе [20] фактически находит

решения для пространств Г, допускающих абелеву группу
изометрических движений, векторы Киллинга которой
пространственно-подобны. Им указано 8 классов точных решений.

В связи с этим дополнительно к ранее приведенным можно

указать на ряд работ, посвященных нахождению стационарных

решений с аксиальной симметрией и цилиндрической
симметрией (пространство допускает собственно 2-членную и 3-членную
абелевы группы движений, один из векторов Киллинга

необходимо времениподобен). В работе Папапетру [152] дается новое

точное решение, соответствующее полю вращающегося тела с

отличным от нуля моментом количества движения, но равной
нулю массой. В статье указывается решение для N частиц,
«линейно размазанных» на оси z с центрами в точках r = 0, z=a^
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• (a0<ai< ... <aN-\). Для метрики

ds2= exp [2 (v —Щ (dr2 + dz2) + r2exp (- 2X) dy2 — exp (2X) dt2(*)

функции Х и v имеют следующий вид:

х==2 х'-(г'г)» v==2 2 Mr' г);

) .

1
in

Pi + 9t-bi
.

v
_

1
,n E(i',j)E(i9j') .

'~2Ш
p. + p;+6.

' viy— 4
1П

E(i9j)E(i'.n
'

E(*. /) = PiPy +^y+ r2, £(*', j) = E(i, j') = 9[9j + z'.Zj + r2,

P2t = r2 + z2p 92f = r2 + z'.\ г£ = г —(аЛ + у^), *; =г—^--i-^V
Ряд вакуумных решений для стационарного

аксиально-симметрического класса пространств указан Нойгебауэром [140].
Стационарные цилиндрически-симметричные вакуумные
решения указаны в статье Р. А. Сингатуллина [33]. Решение в

вакууме для метрики (. * )■ методом суперпозиции решений
Шварцшильда для двух точечных частиц, расположенных на

одной оси, было получено В. Р. Кайгородовым [16]. Позднее
этот метод был обобщен на случай N точечных частиц С. П. Га-

вриловым [4].
В заключение обзора упомянем работы В. Р. Кайгородова,

А. Б. Пестова [17], М. Ш. Якупова [39], посвященные изучению

лоренцевых римановых многообразий (в их числе лоренцевых
пространств Эйнштейна) с 5 — симметрической или S —

рекуррентной структурой тензора кривизны (S>0 — целое число)
или допускающих поле ковариантно постоянного вектора.

2. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА

ДЛЯ ПЫЛЕВИДНОЙ МАТЕРИИ
И ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

Для удобства классификации разобьем рассмотренные
задачи на четыре типа:

1°. Незаряженная пылевидная материя.
2°. Заряженная пылевидная материя.
3°. Незаряженная жидкость.
4°. Заряженная жидкость.

Заранее оговоримся, что космологические решения для этих

случаев мы отнесли к разделу 5 настоящей статьи. Однако

некоторые решения, вообще говоря, являющиеся космологическими,

мы все же рассмотрим в этом разделе, по причинам, которые

будут ясны по ходу изложения.
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Тип 1° (Незаряженная пылевидная материя). Решения

уравнений Эйнштейна для этого случая получена в работах [41,
129, 89, 92, 100, 104, 107, 146, 142].

В работе [146] получен большой класс решений уравнений
Эйнштейна. Автор находит двухпараметрическое семейство

решений уравнений Эйнштейна с неравным нулю космологическим

членом

Rtk — -Tgik+Agik=—**iUk* (2.1)

Пространства, исследуемые в работе, допускают четырех

параметрическую просто-транзитивную группу движений,

задаваемую коммутационными соотношениями:

[ЗД]= 0, [Х0Х2] = 0, [ВДН0,

[ХМ=а{ур Хг, [Х1Хг]=а{3-/) Х0 + Хь (2.2)

[Х2Х3Н(1-а2)Х2,

где а2— параметр, лежащий в пределах 1/2<а2<2. Разобьем
область изменения а2 на три случая:

1) 1/2 < а2 < а2, 2) а2 =~а2, 3) ~а2 < а2 < 2, (2.3)

где а2—-корень полинома: 1 + 2а2(1 — а2) (3— а2)= 0.

Случай1.(1 /2<a2<a2). Исходная группа изоморфна группе

[У0Гл] = 0, [Г0К2] = 0, [1^1 = 0, (2.4)

где

А0= 2 , А1 = —2~~' 2~~ '

'р = у\ + 2а2(1 — а2) (3 - а2). (2.5)

Решение имеет вид:

ds2 = k2{(\ — v2) e-2^\dxff + 2 (1 - ^х) e~xZdx4xx +

+ (l - v2) e'2^x\dxlf — e-2^x\d^f— (d^f, (2.6)

где k =£0— конформный множитель, v0= a|3_^2), v1== ap^*)
Плотность

хр=,|2-(2а2-1)(2-а2), A^-2-L(2-a2), (2.7)
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Вектор 4-х скорости

и —(ье-\«-у ke-%'x\ 0, 0). (2.8)
При <х2=П/2

ds2=k2{exv2(dx0)2 + 2e-xWdxl-e-x'(dx2)2-(dxz)2}, (2.9)

р = 0, А=—^-.
Это есть вакуумное решение типа N. При а = 1 получаем
космологическое решение Гёделя.

Случай 2. (а2 = а2). Линейный элемент имеет вид:

ds2=k2 {(-^рТ е-*' (dx0)2 - (x3dx°- dx1)2 e~x'—

—e-™'x'(dx2)2—(dx3)2, (2.10)

где а = )/2а (3 — а2). Вектор 4-х скорости tij
=

= [4 ^^{У^-^- yS=i\ y£=T> °'°] B сопутствующей

системе координат метрика допускает группу типа 6 Бьянки.

С л у ч а й 3. (а2 < а < 2). Исходная группа изоморфна группе:

[WHO, [Y0Y2]--=0, [WHO, [Г0К3] = 1/2Г0-Р'/2Г1

[W]= P72r0 + l/2n, Р^з] = ^2. (2'П)

Решение есть:

ds2 = к2{{\— v0)2 е-2*.** (dzf+2(1- v0vj) e-*3fife№ +

+ (1 - v2) е-2^** (cfe*)2 - е-™'х' (dx2)2 - (rf%3)2}, (2.12)
где

^0=-^^. ^=-4^. Х2= (1-а2), «0=^.(^0+^1),
г'=1/2(*о-&1), i^-^y, vt^j^p

Р' =У-(1+2а2)(1-а2) (3 - а2),'

ai = (a^-r3/2C0sp72A:3, ake-*''2 sinpI2x3, 0,0). (2.13)
В работе [72] получено следующее решение для коллапси-

рующей пыли:

ds2 = [ 1 - ^yTt) dt2 + f2 (cf92 + sin2 9rf?2) ~

где / и F—функции от г.
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Тип 2° (Заряженная пыль). В работе [44] получено решение
для вращающейся однородной заряженной пыли (сила Лоренца
равна нулю), удовлетворяющее уравнениям Эйнштейна—
Максвелла

/?nv— /?/2gVv= втертую —8ъЕ^+ X^v, (2.15)
имеющее вид:

ds2=Л2—dr2— fife2 + § sh* (a/2. r) — 4/a2 sh2 (ar/2)} d<D2 +

+ 8a sh2 (ar/2) d<bdt, (2.16)
где

a = (2X)1/2, p=M!±2^; 8*Р = 2(Л2 + Х), 2тса = Л (Л2 + Х)1/2,(2.17)
А= const, p —плотность массы, о —плотность заряда. Кроме
того, рассмотрены неоднородные распределения:

1) аксиальная симметрия

ds2=dt2-е2*(dr2+dz2)-ed®2+2mdQ>dt, l+ m2= r2, (2.18)
m=Jl{kr)(Cekz+De-k%

-<|> = 1 /2Л2г2 -114Jг (Ji + krJ[) {C2e2kz + D2e~2kz) -

-1/2CD(^
Р =^{-2Л2+ (^- + ^Л^^^

+ k2J\{Cek*—De-kz)2}, (2.19)

a == -A e~2^ (Уа + ЛУ?) (Ce**+De-**),

где Л, С, D, k— постоянные, J\(x)^-~, Jx(x)— функция
Бесселя 1-го порядка.
2) рассмотрено аналогичное решение для цилиндрической
симметрии. Результат, аналогичный полученному в

предыдущей статье, имеется в работе [187].
Тип 3° (Незаряженная жидкость). Множество работ по

данному вопросу приведено в списке литературы. Рассмотрим
в деталях лишь некоторые из них.

В работе Степанюка [34] проводится найденное им точное

статическое решение уравнений Эйнштейна для идеальной

жидкости в случае аксиальной симметрии:

Rixv—4" ftw= 87Г [P^v+p (g»v + 4tiv)\ + Ag^. (2.20)
Решение есть:

dsz = *—±
J75- (t <**■-+г2 (db2 + sin2 6rf<p2) _

. -[^(l-^ (2.21)
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Здесь а, р, ?, S, /? — произвольные постоянные.

~#28*р=-^(а2~Р2)--

_А / (^у + Рп) [Р + ^ (1 — г2//е2)1/2] 4- бг cos 9 А
( 22

81гРо = |-(а2-Р2)-Л. (2.23)

При а = 1, р= 8 = 0— получаем внутреннее решение Щварц-

шильда.

При a = 7j = l, р==8 = т= 0 —космологическое решение

Эйнштейне.

При а= т=1, р= т] = 8 = 0— решение Де —Ситтера.

Валкьюстом [210] получено также внутреннее решение

уравнений Эйнштейна для вращающейся жидкой сферы конечных

размеров. Решение принадлежит к типу D по классификации

Петрова. Общая метрика представляет собой суперпозицию

метрики Керра—Ньюмана—Унти—Тамбурино [143] и метрики

жестко вращающейся жидкой сферы и имеет вид:

+ K=hl
db .1' ГДе Ф«

-

Е« + Р
' А-ЬГ° I: а,-л. Ч'(2.24)

Ai (С) = 1 + С2 -^ С (1 - kK2)m+ |г2 [С-1 (1 - &2С2)1/2 sin"1 (JK)].
Л2 (I) = 1 -12- ^ (1 + £252)1/2 - Jr2 [i -10 +№)т sin"1 (&)].
«Внешние» параметры могут быть идентифицированы с

постоянной Шварцшильда т, постоянными метрики NUT b и г0,

которые связаны с постоянной метрики Керра—а
соотношением rl = a2 — b2. «Внутренние» параметры CfC и k связаны с

жидкостью через уравнения на давление Р и плотность р:

р^Ы^-ъф))' ^тЫСч-1)' (2-25)

где ps
— плотность на поверхности сферы при Р=0,

Ж—Ж$х&Гъ> ЬА определяется так, чтобы Z==tA было

вырожденной поверхностью,

B=±2[(l+^r^=|J-1.
При k = 0, b=0, m==0 из (2.24) получается метрика плоского

пространства, записанная в сплюснутых сфероидальных коор-
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динатах. При k = 0, m, 6=^0, г2 = а2 — Ь2 получается внешнее

решение NUT. Другие возможные частные случаи также

рассмотрены в данной работе.
Нестатическое решение для жидкой сферы получено в

работе Вайдиа [203]. При этом предполагалось, что линии тока

жидкости нормальны к гиперповерхности р = const.

Решение имеет вид:

ds2=-eldr2-r2dQ2 + evdt2, X = X(r, t), v^v(r, t)9

e-h = l — \!3ar21 а= 8тгР(г, t), Ь = 8кр(г, t)t (2.26)

вектор скорости

v1 = ar[(a + b)f]-11 v2 = v3= 0, vA = at[{a+ b)f\-\ (2.27)

где /2 = 3(а—ср(а)), давление

b = 8,p=a '*(a)С-|/Зф^)1/2-з(Ф/аф-i/g) г-*\
{2Щ

■

Зф/2ф—g(a)(\ — 1/Зфга)1/2 V da)
v '

Для определения плотности а= 8тср материи необходимо
решить дифференциальное уравнение

(\-113аг2)лг = (а—у)(а+ Ь)г.
'

(2.29)

Функция g (а) определяется из требования, чтобы вне сферы
решение переходило во внешнее решение Шварцшильда:

g (а) = (3?/2ср-1 /а) [1 -1 /3 (6М)2/3а-2/3срр1/2,
где М—постоянная метрики Шварцшильда (масса); функция
9 (а) — произвольная функция; если <?(а) = а, получим внутре-

нее решение Шварцшильда. Если ср = £а2/3, получим

сжимающуюся сферу Оппенгеймера—Шнайдера [145].
Тип 4° (Заряженная жидкость). Метрики,

соответствующие решению уравнений Эйнштейна для заряженной жидкой

сферы, получены в работах [72, 80, 117, 118]. Приведем
некоторые из них.

В работе [72] найдена метрика

ds2 = - A2dt2 + B2dr2 + г2 (dO2 + sinWcp2), (2.30)

где А и В — функции от г, соответствующие тонкой заряженной
сферической оболочке радиуса г0, с общим зарядом q, массой
k и плотностью s поверхностных упругих натяжений,
необходимых для поддержания оболочки в равновесии.
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Для r>r0:

А2=В-2=\_Ътг--д* ф

I* '

а

s =

у—радиальное электрическое поле. Для г<г0

А2=\ 2тг0д2

Здесь
Е= 0.

.->+£., ...[v.,.^^.

(2.31)

(2.32)

(2.33)

2т
А — 1—zm_L чл

Найдена также метрика двух концентрических оболочек.
Де [78] получил 3 циллиндрически-симметричных решения

уравнений Эйнштейна для заряженной жидкости,
расширяющейся без сдвигов, в предположении, что присутствует
только радиальное электрическое поле F10(r) и введена

сопутствующая система координат. Решения:

1-е решение;

ds2= (R+ Т)-ЧР- (R + Tfe™' [dr2 + dz2] - (R -|- Tfdf, (2.34)
R'e-kr

Aizpz
-tkr

r[-

/710 =

3Rr

(R + T)*
'

,
* (#')2

{R + T)*l 8r2 ~T~4r(R + T)
' 8 (Я + Г)2.

е-2*г Г 3 . 3/?' 1 (R')z

jT2-t(R+ T);

R" 1 , 3
^ (# + П21_ 8/-2 "^4^ + 7)^8 (/г + П^~ЛТП"+"ТУ '

l г я"*?-2*' i
'^'^toL (i? + 7)3 j-плотность зарядов, где R= R(r), T = T{t\
k—-произвольная постоянная.

2-е решение:

ds2= (R + T)~2dt2 -(JR+ Tfr2 [dr2 + dz2] - (/? + Tfr4^\ (2.35)
/?V2

4tc/7 =
1

(Я + Г)2'
3

4lCp:
(Я + Г)2 I. (R + T) ^riR + T)

1 Г#*72 + 2/-Я'

T2— T(R+ T);2(/? + Г) "2

Я" , 7R' 21 1 , 3

22a2

1 r/?V» + 2/-fl']=

4я L (Я-fT)8 J

2£6

3-решение:
Для линейного элемента вида

ds2= goo С*, t) dt2-A (t) dx2 -В (t) e2x [dy2 + dz2] (2.36)
найдено решение:

goo==<r2r*; A=M{T~iy; B= У(7^; M=const. (2.37)

71 = 71 (/) —удовлетворяет соотношению:

bt +c= rSy + i^»1 -71п[(2Г + 1)+ 2Г1/2(Г + 1)1/2] +

+ 21п^аАг[и/4+1/2/а/1-1Г1/2], Л, / — const.

д __A2 2Tx\ T(T + \) (12Г8 + 97^—29Г3— 12Г2— 16Г — 1)

x Т2(Т+\)ЦТ+2)1 Т(Т—2) m

4 (2Т — \)(Т — \у \~т~ 4М(Т— \)2
'

л U2 2Тх[ Т(Т + \){\2Т* + 9714—37Г3 —16712—8Г+3)
Лщ—&е у 8(2Г + 1)2(Г —I)6

х тг(Т + I)2 ] Т (Т2 + Т + 6) .

^
4 (2Г —1)(Г —1)5J 4М(Г— I)3 .

'

Iа I 4л; Ж (Г —I)3

Специальный случай 1. Если 5 = Л1/2, тогда goo^^""2**

F1n= +
ех

ю= Х-^
1 *

8

1/2

4^ =5/32^ (Л/А)2 +^-4-~Т;
4тг/? = 5/32е2* (А/А)2 — 5/16^2л (Л/А);

, ,
1 (2-3/8Ае**)

1 ! 4* (1 —Л/ве2*)1'2
"

Специальный случай 2. Если 5== Л —случай изотропного
расширения жидкости, тогда goo=l и модель не допускает элек-

тромагнитного поля

1
4кр= 1 /8Л2/Л2— Л/2Л -f

4тир = 3/8Л2/Л2~ 3/2-1.

2Л

Функция Л (£) остается неопределенной.
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3. УРАВНЕНИЯ ЭЙНШТЕЙНА С ТЕНЗОРОМ

ЭНЕРГИИ-ИЩТУЛЬСА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Впервые решение уравнений Эйнштейна с тензором
энергии-импульса электромагнитного поля было получено Рейсне-
ром [167] и независимо Нордстремом [144].

Предполагалось, что при наличии электромагнитного поля

для области, где вещество отсутствует, его вклад

характеризуется тензором Максвелла t^v:

Т =z =

\лр v I 1/^6jj,vi per (3.1)

поля. Уравнения

(3.2)

Здесь F —

тензор электромагнитного
Эйнштейна записываются в виде:

где Т == 7V — след тензора энергии-импульса. Но поскольку
след т = 0, то уравнения (3.2) сводятся к следующим:

Xuv^yJuv-YSu,- (3.3)Hv#

Нордстрем и Рейсснер ограничивались статистическими
решениями. Тогда в сферических координатах среди компонент

напряженности электростатического поля отличны от нуля
только:

'ю— —ми
—

тг» (3.4)

где е — заряд точечной частицы, создавающей поля. Отличные
ют нуля компоненты метрического тензора —гравитационные
потенциалы имеют вид:

£44= И

I
Ж™

|
%е

С2г

2Gm

2г2

\ -

"С^
%ег
2г2 (3.5)

g22 = r2, g^ = r2sm20.

Здесь m — масса частицы, G — ньютоновская постоянная, С —

скорость света.

К настоящему времени получено довольно много точных

решений уравнений Эйнштейна—Максвелла с той или иной
физической интерпретацией. Ниже мы будем проводить не все, а

только часть таких решений представляющих физический
интерес и охватывающих большой класс ранее полученных решений.

Сначала рассмотрим поля со сферической симметрией. В
работах [70, 124] получены частные статические решения
уравнений Эйнштейна — Максвелла для точечного заряда, которые не
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сводятся к (3.5) Бартрум [45] получил изотропное
электромагнитное поле с метрикой:

ds2= {2-A)dr2 + Br2(de2 + sin2edy2)-

-2(\-A)cdrdt-Ac2dt2, (3.6)
где

л-Ш"\**
9 \2л 2 г dm 2m

2 3 m da

B = [^yv\2tgei2)-2n.
Решение Вайдьи [202] для 'излучающей сферы (звезды)

массы m обобщено на случай неравного нулю заряда сферы
Q в работе [117]. Авторы использовали тензор

энергии-импульса, представляющий собой суперпозицию тензоров энергии-

импульса стационарного электромагнитного поля и поля

излучения Тцч= рецеч, где ev — изотропный вектор распространения

излучения. Решение представлено метрикой:

ds2 = - f:1 - —+4тг -?) dr2 - г2 (d№ +shrW)+г'

■+■
2m 4nQ2\ m ]i--- +—j-pj<#2, С3-7)

где точка означает дифференцирование по времени, и

g(l_^+l5g!^1==:/(m)f m=m(r,t), а величина f(m)

определяется условиями внутри звезды.

С использованием тетрадного формализма получено поле

вращающегося тела с массой «т», зарядом «е» и угловым
моментом «та».

В сферических координатах метрика имеет вид:

ds2 = (r2 + a2 cos26)(rf02 + sin2 Щ2) +

_j_2(rfp — asin2edy)(dr — asin26rfcp). (3.8)

В [96] получено три частных решения, описывающих

изотропное электромагнитное поле.

Томимадзу и Сато [197, 198] получили точное решение

уравнений Эйнштейна для вакуума, описывающее гравитационное

поле конечной вращающейся массы и не сводящееся к решению

Керра.
В [88, 73] решение Томимодзу-Сато обобщается на случаи

электровакуума. Например, в [88] получено следующее реше-

лие:

-f(dT-md<?)\ (3.9)
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где

f=A/B, p2= [(x2-y2)*jA].cos*K

(1 _ ^)i/2/(0 = _4 [c (1 _ y2)lA] tg x#

Получению точных решений уравнений Эйнштейна— Максвелла
посвящены также работы [52,57]. В [160] найден кяасс реше^
ний уравнений Эйнштейна —Максвелла обобщающий вид
метрик Керра—Ньюмена, Ньюмена— Унти —Тамбурино,
метрики Робинсона —Бертотти. Этот класс задается в

вещественных координатах (р, a, q, т) линейным элементом вида:

+Pl^dg2^^{dz+p2dah (3. Ю)

где Р= Р{р), Q= Q{q).
При некоторых условиях (/? = const) функции Р и Q

представляются в виде полиномов 4-го порядка:

Р-^+ е2 +2щд+ чд2-(^д\ (3.11)

Q-*o-?2+ 2/Zo/?-b0/?2-(A)/74, (3.12)

где X — космологическая постоянная, а т0, п0, е0, q0, bQ,
е0—произвольные параметры.

Брахмачари [58] получил и исследовал обобщение метрики
Нордстрема —Рейснера (3.5) для внутренности заряженной
сферы.

В [112,212] исследуются геометрические и физические
свойства решения уравнений Эйнштейна —Максвелла,
описываемого метрикой:

ds2= A-*(x + y)-2{Fdt2-F-idy2-G-ldx2-Gdz% (3.13)
где G=\—x2—2тАхъ—е2А2хА, F=—G(—y). Это решение
интерпретируется как поле равноускоренной заряженной частицы.
Оно содержит три произвольных параметра: т — масса, е —

заряд, А—ускорение частицы, и является обобщением решения

Нордстрема-Ркйснера в ОТО и решения Борна в классической

электродинамике.
Поля с осевой симметрией рассматривались впервые, по-

видимому, в работах Вейля [214]. В [188] найдено
цилиндрически-симметричное решение, описывающее два облака
незаряженных частиц, вращающихся по круговым траекториям в

противоположных направлениях. По оси симметрии направлено
магнитное поле. Решение есть:

ds2 = е*аар— е2 <р~а> (dr2 + dz2) — r2e-2*df, (3.14)
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где a = ln^i + -irj;
p =2lnpi^)+D+2+̂ k2r*/a*>

4тср = е-2(1-2га') (^-~4^2)»
а—радиальный размер системы, ku k2, k, D— постоянные.

В [216] получена следующая метрика:

А.--[Л+Ц* (I -1)*]"-W* (I _i) *•_«._

-ёхр[—§.(l-i-)]<fe». (3.15)

Автор утверждает, что эта метрика описывает распределение
материальных источников поля, расположенных по оси г.

Восемь частных решений уравнений Эйнштейна —Максвелла
для аксиально-симметрического пространства-времени получено
в [177], в предположении, что тензор энергии-импульса
электромагнитного поля удовлетворяет условиям det | F^v | = 0,

FpyF^^O. Боннор [50] искал статические решения уравнений
тяготения и электростатики в пустом пространстве, когда

электростатический потенциал зависит от одной из

цилиндрических координат z или г. В 1966 году [52] им получено из'

стационарного решения Керра новое решение,
"соответствующее массивному источнику, обладающему магнитным дипольг

ным моментом. Параметры массы и дипольного момента

предполагаются независимыми. Уравнения поля выбираются
в виде:

Rik = -%TzEik% (3.16)

Elk = -FtaFta+HAliF'uFn, (3.17)

F(U.*) = 0, F*k=0. (3.18)
Решение имеет вид:

tfs2--^(rfr2 +»)~z(^ (3.19)

Fik = Xlt k—Wk, i\ Xi = [0> 0, mbTz-^rP"1 sin20, 0], (3.20
где

P= r2—2mr+ b2 cos2 в,

Q = (r— m)2— (b2 + m2)cos2b, (3.21)
Y= r2 — 62cos26, Z= r2 — 2mr— b2.

Магнитный дипольный момент находится в 6 = 0 и равен
тЬк-1}2> гравитационное поле создается также массой 2т,
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находящейся в начале координат. Для электрического диполя

получается чисто электрическое решение:

kt = [0,0,0, тЬк-Уф-1 cos б]. (3.22)

В [153] найдено решение уравнений Эйнштейна— Максвелла

для электровакуума с двумя изолированными источниками.

В [51, 179, 55] получен ряд частных решений уравнений
Эйнштейна —Максвелла. Картер [67] получил семейства

решений уравнений Эйнштейна —Максвелла с Л членом,

которое является обобщением многих известных решений. Метрика
задавалась в виде:

Решение выражено через 9 параметров: т, п, /?, q, k, /, с, у, /L

P(K) = (c2\2 + k2 + l2)cos^ + 2cklK

P{iJL)^-^(c2^2 + k2 + l2)sin^-2ckl^

Щ%) = {с\ cos 7 + k)2, и{]к) = (o\i sin T + Z)2,

Aw
= 1 Лс2Х4 cos2 т +y

&ckl2 cos т + (2Л/2 + h) X2 - 2mk + nr

щк) + й(ц)=P(b)Q(v.)—^(n)Q(M»
e/2 -= Л (&4+ /4) + h (k2 + /2) + 2c (km cos т + lq sin т) +

+ с2 (n cos2 7 — p sin2 7),

где е принимает значение +1 или —1 соответственно, когда

А(1Л) положительна или отрицательна.
Решения, найденные в [152], обобщают статическое

аксиально-симметричное решение Вейля [214] и представляют собой

релятивистское выражение формальной аналогии закона Кулона
и ньютоновского закона тяготения. В [103] производится обобще*
ние класса решений Папапетру-Мэджумдора на случай
произвольных стационарных полей. В работе получена метрика для

поля двух вращающихся вокруг собственных осей заряженных

масс с параллельными и антипараллельными спинами (не
равными друг другу), направленными вдоль оси симметрии.

Ряд работ [43, 71, 178, 136, 166] посвящен получению поля

заряженной нити, цилиндрическим волновым решениям.

Боннор [53] дал интересную интерпретацию метрики

плоскофронтовых гравитационных волн Элерса-Кундта

ds2^-dxl2-dx2' + 2dx4x* + 2Adx*\ А~=А(х\х\х% (3.24).
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обладающей изотропным вектором Киллинга s'= }/"2 8~, как:
о

гравитационного поля направленного электромагнитного

излучения с плотностью р= Ап^22 , где индексы 1,2

обозначают соответственно частные производные по х1 и х2.
Тензор энергии-импульса Tik = pslsk интерпретируется как

тензор энергии фотонной жидкости с вектором 4-скорости sl.
Для стационарного случая гравитационное поле порождается
постоянным во времени потоком электромагнитного излучения,,
параллельным оси Oz(z= xs). Показано, что для частного случая
поля однородного светового пучка с круговым поперечным
сечением (r = K*12 + ^22 = #= const), излучаемого в

положительном направлении оси г, точное решение выражается
метрикой (3.24), где

A==Um+ 8mlog~, r>a,

\\m-r2\a2, r К а,

где т интерпретируется как постоянная плотность энергии на

единицу длины пучка света. Аналогично построено
гравитационное поле двух невзаимодействующих параллельных пучков света,
получены два примера нестационарных гравитационных полей,
отвечающих пучкам света переменной интенсивности.

В работах [65, 59] получены различные частные решения
уравнений Эйнштейна-Максвелла с осевой или цилиндрической
симметрией.

Нахождению электромагнитных полей

ds2 = gitJl (xk>) dx^dx^ + giJt(xk') dx^dx^,
in ju £i = l, 2, i2, /2, ^2 = 3, 4.

посвящены работы [51, 48, 170, 189, 184]. Легко
доказывается, что приводимое пространство указанного вида допускает
только однородное неизотропное электромагнитное поле

(FiJ)k = 0), а само пространство является симметрическим
(Rijki,s^=0) и представляет произведение двух поверхностей
постоянной кривизны, например, [189]

ds2 = dx12 + cos2 lxldx22 + cos2 Udx32 — dt2,

где X = const.

В работах [75, 156, 161, 47, 189, 195] рассматриваются
электромагнитные поля с плоской симметрией [см. 195]:

ds2 = — е2и (dx12 — dx42) — e2v {dx22 + dx32), (3.26)

где ti = u(xl, x4), *о = *о(ххл х4).
В [75] получено нестатическое неизотропное электромаг-
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нитное полеТс метрикой

ds2 = dx* - (а*4+ б)2/5 (dxl% + Лс2') - (ел:4 + d)2 dx*\

a,b,c, d— const. (3.27)

Патнайк [156] получил также нестатическое решение вида

(3.26), где и и v зависят лишь от х1 и при этом

С*

2c\k

-с^-сАс5=е2°+^-(с2+ с2)е* +

(с2 + с2)\п \ф (с2 + с2)- с,е% (3.28)

e2a=czevv,u cl% с2, съ, са, ^
— произвольные постоянные, при

^1-^0, с2->0 получается решение Тауба [195] для пустого

пространства.
|В работе ]161] приведено следующее [частное волновое

решение с плоской симметрией:

ds2 = be*~t {dt2 — dx2)— (x -1) (dy2 + dz%

которое соответствует электромагнитному полю с

<12— ^42==0» ^З^ ^43==Р» СЗ 29^

Р2 + °2=1+у(*-<).
В [47] получено нестатическое решение с тензором

электромагнитного поля, имеющим одну ненулевую компоненту.

В [63] получено решение в виде

ds2 =f (и) (dy2 + dz2) — 2da. dv, (3.30)

F20= —fo2===T/r2/-£,(tt), остальные компоненты равны нулю,

/ и Е—функции от а и удовлетворяют полевому уравнению

* J = —<ttYf 'E2- Из этого решения можно получить

решение Переса [159] если Е (и)—функция Имесса с1 (съ на

кусках).
В работе [124] для линейного элемента с плоской

симметрией, выражающегося метрикой

ds2 = e<»(u>v)da-dv—e^u>v)(dx2 + dy2),

получено общее решение уравнений Эйнштейна-Максвелла без

источников.
В работах [71, 51] рассмотрены методы получения решений

уравнений Эйнштейна-Максвелла из решений уравнений Эйн-*

штейна в пустоте и получены некоторые частные решения.

В работах [204, 205, 206, 208, 162] исследуются и находятся

решения, соответствующие различным электромагнитным полям,
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В [205, 206], по аналогии с полученными ранее [203] несфери*
ческим обобщением метрики Шварцшильда, ставится задача

получения нестационарного обобщения метрики Керра, которое
описывало бы гравитационное поле вращающегося излучаемого
тела. Для этого используется

&у
=

Ч/у +#^7> (*)
где tj^-—метрика Минковского, // — скалярная функция
координат, £ —направляющий вектор изотропной геофизической
конгруэнции. Тензор эцергии-импульса берется в виде:

7\, = о(х*)Му (3.31)

Полученная в работе [154] метрика:

ds2=—Г2 (dx2 +Sln2ad$2) + 2 (f9 COS 0L+l)dX(tr+

+ [l-/12 + 4m(x)r-1(/'cosa+l)"-1--l/4r2sin2a^2(jc)]^2-~
—2rf sin adxda-\-r2 sin2 a -n (xfdxdfi, (**)

представляет собой решение уравнений Эйнштейна

—Максвелла, 4-х потенциал электромагнитного поля задается в виде:

Ф.^д(х)(/Г^а+ 1Г%, (3.32)
где / и q

— функции от х. Электромагнитное поле является

изотропным.
В [155] для метрики вида (**) получено решение уравнений

/?,*=-8* (Я,л + о^л), (3.33)

где Eik — тензор энергии-импульса электромагнитного поля-

Решение записывается в виде:

ds2 - - (р2 + q2) (dx2 + sin2 arfp2) + 2 (ltdxl) dt -

-2(lidxi)[pWdx — qWsinad$] —
- (ltdxF)2 [1 - W2- 2 (Mq+ Np) (p2 + ?2П, (3.34)

где

M=
Q2 + г213 „

—-— cos3 a,

JV.r=l/2/>2(82 + r2), r2 = (|.ift_^.)^ft,

%idxi = du-\-\i2 6 sin a cosarfa-f W s\nad$,
W2= (bu + a?) sin2 a -1 /4 b2 sin2 a COS2 a, (3.35)
P= 2r(62 + r2)-1, ?=-26(62 + r2)-\

6 = ^' ., a, b, m —const.

4-х вектор тока Jt задается в виде:

У. = JL £ (2ir)-'/2 a2 (02 _|_ Г2)5 . r-4 C0S4 a . (1 _ r4 sec2a) J:.. (3.36)
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Полученная метрика интерпретируется как гравитационное
поле заряженного вращающегося тела, излучающего
изотропную жидкость.

4. ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ

Проблемы гравитационного излучения, его скорости,
взаимодействия с веществом, взаимных превращений гравитационного
поля и обычной материи, роли волн во Вселенной относятся к

важнейшим в гравидинамике. Сложность вопроса усугубляется
отсутствием полностью удовлетворительного определения
энергии гравитационного поля.

Проблема начала проясняться благодаря получению ряда
волновых решений и анализу их с точки зрения трех типов

А. 3. Петрова [25]. Способствуют различные критерии для
волнового характера метрики. Обсуждение их выходит за рамки
нашего обзора и мы отсылаем читателя к работам [123, 28, 9].

Впервые точные решения для цилиндрических
гравитационных волн были получены Эйнштейном и Розеном [86].

Они брали метрику

— ds2= е2У~2* (dp2 — c2dt2) + р2е~2\ + e2*dz2, (4.1)
где функции т и ф зависят только от р и t. Для определения
неизвестных функций использовались уравнения 'Эйнштейна:

/?,w = 0, (4.2)

которые сводятся к следующей системе уравнений для ф и ?:

Ф.рр+1/рФ.р-*-*Ф.«=0, (4.3)
Т.р = р[(Ф.р)2 + ^2(Ф./)2Ь (4.4)

_2P*>P*.*
Т.<: (4.5)

Уравнение (4.3) представляет собой волновое уравнение
в цилиндрических координатах:

ф = A [/„ i^f) cos *t +NQ (i£) sin «,*].
Используя (4.4) и (4.5), получаем теперь:

сор

с
/_©р\\2

сор
С

(j'n
№)+Nr

(DO
N' сор

+

сор
м?

■

+Wi(^
\21

/о
сор .rj^.)-N0imN'n[^

\ с
COS wt +

+ ^N,0^ ■Nn cop cop
sinco^

J я
AW. (4.6)
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Штрих означает дифференцирование функций Бесселя J0
и Неймана нулевого порядка по —.

Плоские гравитационные волны рассматривались рядом
авторов. Тауб [195] показал, что неполяризованных плоских

волн не существует. Робинсону [см. 169], а позднее Бонди
[49, 32] удалось показать, что уравнения поля допускают
существование «плоских» волновых зон между двумя
областями плоского пространства-времени.

Их решение уравнений /?MV= 0 есть:

ds2 = c2dt2 - dx2 - dy2 - dz2 + 2p. „ [(ydy - zdz) (cdt -dx)-

-W-*4{CdrtZ^ (4-7)

где u = ct—x. Решение справедливо при а>0. Амплитуда волны

определяется величиной р, представляющей собой произвольную
функцию от и. Они нашли также второй туп метрики, которую
мы здесь не приводим.

Любопытное исследование гравитационных волн, основанных

на работах А. 3. Петрова [25] и обобщении идей, известных из

теории электромагнитного излучения, провел Пирани [27].
Рассмотрим еще несколько типов метрик, относящихся ко

второму типу Петрова. Перес [158] нашел решение уравнений
Rv\jl =0, обладающее меньшей симметрией, чем "плоские и

цилиндрические волны. Его метрика имеет вид:

— ds2= dx2+ dy2 + dz2 + 2F (x, у, z + x) (dz+ dz)2— dx2, (4.8)

где F— любая гармоническая функция. В случае F=

= (jc2—-y2)sin(z-\-T) — имеем плоскую гравитационную волну.
Робинсон и Траутман [173] дали несколько точных

сферически-симметричных решений, описывающих волны. Одна из

их метрик имеет вид:

ds2 = 29do + (ДГ-2Ж? -у) do2 - р2р~2 [((К + q^dcf+

+ (dri+ q,ldaf]. (4.9)

Здесь т зависит только от a, a p и р зависят от о, 5, т).
Величина Ж равна:

Ж= р-1р,о+р(р~1д)лг]-РЯ(р-1),1ъ

Ж^р2[(\пр),и + (1пр),т]

и уравнения /?^v= 0 сводятся к

В работе В. Д. Захарова [10] приводятся точные решения
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уравнений Эйнштейна в Пустоте й й Присутствий изотропного
электромагнитного поля (без источников) удовлетворяющие
следующим требованиям:

а) допускают группу Ли движений, действующую на

изотропной поверхности транзитивности;
б) являются решениями тензорного волнового уравнения:

gpa/?HaPY,.<rp=0, (4.10)

где /?lAapY--TeH30P кривизны риманова пространства-времени;
в) удовлетворяют условиям для изотропного

электромагнитного поля;

г) являются точными решениями уравнений Эйнштейна

/?,w-l/2tfftw=-WVv, (4.11)

где T^v —тензор энергии-импульса изотропного
электромагнитного поля.

Найденные метрики описывают одновременное
существование электромагнитных и гравитационных волн в пространстве-

времени без источников.

Мисра [133] показывает, что нестационарные решения
системы уравнений поля Эйнштейна — Максвелла в пустоте

могут быть получены из нестационарных решений уравнений
Эйнштейна для пустого пространства. При этом он выделяет случай
плоских гравитационных волн и случай плоских

электромагнитных волн.

Исследование геометрических свойств плосковолновых

решений было проведено в цикле работ Такено [194]. Полный

список работ по гравитационным волнам читатель найдет в

книге В. Д. Захарова [9].

5. КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

Хорошо известно [141], что теория гравитации Ньютона

встречается с принципиальными трудностями при попытках

объяснения структуры Вселенной в целом. Общая теория
относительности приводит к результатам, существенно
отличающимся от выводов теории Ньютона именно на космологических

расстояниях, и поэтому, начиная с А. Эйнштейна,

релятивистская космология стала предметом исследования многих авторов.

Первые космологические релятивистские модели основывались

на предположении, что пространство-время Вселенной

однородно и изотропно с глобальной точки зрения. Конечно, материя

распределена неоднородно: она в основном сосредоточена в

звездах, имеющих тенденцию образовывать галактики. Однако

во всей области пространства, которая доступна наблюдениям,

все эти скопления распределены в пространстве довольно

равномерно. Поэтому предположение об однородности и изотропии
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материи Вселенной как идеальной жидкости является хорошим
приближением. В ранних моделях Вселенной, кроме того,
предполагалось, что Вселенная является статической. С обзора
этих моделей мы и начнем свое рассмотрение.

Уравнения Эйнштейна с тензором энергии-импульса
идеальной жидкости имеют вид:

Rij-R!2gij +AgiJ=S^iJf (5.1)
&V= (Р -г Р) Щиj

-

gtjp. (5.2)
Здесь Л — космологическая постоянная. Так как в однороднойстатической Вселенной условия всюду одинаковы в любой
момент времени, то систему координат в ней можно выбрать так,
чтобы интервал был сферически-симметричен вокруг любой
наперед заданной точки отсчета. Это означает, что мы можем
записать интервал в самом общем сферически-симметричном
виде:

ds2 = __ e^r2 _ r2 (rfQ2 + Sjn2 Щ2) + ^v^, (5.3)
где X и v зависят только от г. Тогда из уравнений (5.1) и

(5.2) давление и плотность будут находиться из следующих
соотношений:

-

■В«р--е~»(?г +±)—}т+ & (5.4)

8^-^-_±)4-1-Л . (5.5)

^1-= Р + р,
dr

'

2 (5.6)

Уравнение (5.6) есть следствие закона сохранения:

^!у = 0 (5.7)
и штрих означает производную по г.

Поскольку давление р и плотность р, измеряемые
локальным наблюдателем, должны быть одинаковыми во всех точках

пространства, так как модель однородна, то из (5.6) следует,
что

p+£v'=0, • (5.8)

а это в свою очередь возможно лишь в 3-х случаях:

1о. v' = 0, v = 0 (Вселенная Эйнштейна).
Тогда из уравнения (5.4) следует:

е-**=\-(А + 8кр).г2. (5.9)
Если для удобства определить новую постоянную /? условием:

J.^A-Stt/;, (5.10)

309



то интервал ds2 во Вселенной Эйнштейна будет иметь вид [85]:

ds2 = - i-r*/R*-r2(dfl2 + si«n2Ы^) + dtK (5л!)

2°. /7-f-p = 0 (Вселенная Де-Ситтера [186].)
Из уравнений (5.4) и (5.5) тогда следует:

X=-v (5.12)
и интегрируя их до конца, получим для интервала Де-Ситтера
[см. 35]:

*2 = -!,^ -г2 (^е2 + sin2 W)+ (1 - г2/;?2) Л*, (5.13)
где

■V4:. (5.14)
. + 8яр

#

3°. р + р = 0, v' = 0 (Вселенная Минковского).

Интервал ds2 во Вселенной Минковского имеет вид:

ds2 = -dr2-r2(dQ2 + sin2bdy2) + dt2. (5.15)

Этими тремя случаями ограничиваются все однородные
статические космологические модели. За деталями изучения этих

моделей отсылаем читателя к монографии Толмана [35].
Перейдем теперь к рассмотрению однородных нестатических

космологических моделей (Л= 0).
Первое решение такого типа было получено А. Фридманом

в 1922 г. [92].
Прежде чем приводить это решение мы воспользуемся

результатами Робертсона [35, 32] и Уолкера [211], где с

помощью теории групп показано, что во вселенных такого типа

всегда возможно ввести сопутствующую систему координат, в

которой линейный элемент принимает вид:

ds2 = do2-dt2, (5.16)
причем

da*=%2(t){-dr2-r2(dd2 + sm2edf)} /(l + ^lj2=

^^(t)(dx2+ dy2 + dz2)/ (\+-^)\ (5.17)

и R(t)—произвольная функция от t, описывает нестатическую

однородную изотропную Вселенную и k — постоянная. В

сопутствующей системе координат отличные от нуля компоненты

тензора энергии-импульса имеют вид:

T\ = Tl= Tl=p, Т1=Р. (5.18)
Общие свойства временной эволюции моделей, которым соот-
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ветствует линейный элемент (5.17) мы находим у Толмена [35].
Не останавливаясь на подробностях классификации этих

моделей рассмотрим некоторые частные случаи:

а) р = 0, k=±\, 0.

Для этих случаев решения впервые найдены А. Фридманом [92].
"R k = 0 (называется моделью Эйнштейна—Де-Ситтера)

ds2 = - (j M)2/V/3 {dr2 + r2 (dQ2 + sin2 Ы^2)) + dt2, (5.19)
где

^= const = ^£fl^. (5.20)

2°. k= ±1 (закрытая модель Фридмана).
Решение записывается в следующем параметрическом виде:

^4ir)(1~~2coSY])' <==(т-)^-8,д,ч)' <5-21>

3°. &=—1 (открытая модель Фридмана):

/?.=(^)(сИ-1), * = (f)(sM—ч). (5.22)

При Л ф 0, но р= 0 модель Вселенной получена и обсуждена
с физической точки зрения Леметром [35].

б) В этом случае к уравнениям поля для определения
R= R(t) необходимо привлечь уравнение состояния материи.
Это уравнение состояния обычно представляется в виде:

р= р(?). (5.23)

Впервые уравнение с /?#0 было исследовано в работе Гекмана

[100].
Решения с Л#0 и р#0 для однородных и изотропных

моделей обсуждаются в книге Зельдовича и Новикова [11].
Читателя, интересующегося проблемой Л-члена в связи с открытием
квазаров, мы отсылаем к этой книге.

Перейдем теперь к рассмотрению однородных
пространственно неизотропных моделей.

Впервые такая модель получена в работе Гёделя [94]. Мы

прийедем выражение метрического тензора для обобщенной

модели Гёделя [32].
Будем искать решение уравнений поля Эйнштейна для

идеальной жидкости в сопутствующей системе координат

(сигнатура метрики +■ + Ч ) в виде:

Ф = £<#**"**? + eABd*AdxB> <5'24)

(afp=lt2), (Л, 5= 3, 4),
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r№ gafl^=ga$(x3,x4), .gAB —постоянные. Следуя Гедемо,
выберем g-ap в виде:

где а, Ь, с — постоянные, а ty = kx\ k = const. Тогда решения
уравнений поля есть:

Ф = £->[- (Лс!)2 _2Xexdx1dx2 -1 /&Г4 (Лс2)2 + (Ас3)2 +

p=P= l !2k2=const,

4<a2<2.

(5.26)

(5.27)

(5.28)

ПриЯ2=1 получается метрика Гёделя.
Решения типа Гёделя для ненулевого электромагнитного поля

при отсутствии материи обсуждались Райчаудхури [164], Дат-
та [75]. Мы приведем здесь лишь решение, найденное
Вильсоном [216]. Решение уравнений Эйнштейна-—Максвелла есть:

ds2 dt 2^3'1-1иФ l^exp -i)]*..
— dd>2- -ехр (i-i)]*. (5.29)

Ненулевые компоненты электромагнитного поля имеют вид:

(5.30)

f УЗ
/01 = ТГГТ^ ехР2У2 -|ц.

/12 =
2 1^2

ехр 4)} •+f
В случае пустого пространства (/? =0) Казнер нашел в

1922 году [108] неизотропное решение:

ds2 = dt2 - t2pi (dx1)2 - t2p> (dx2)2 - t2ps (dx3)2. (5.31)

Здесь /?ь /?2, рг
— числа, удовлетворяющие соотношениям:

Pi + P2 + P,= h P\ + Pl +Pl=l- (5-32)

Эта метрика является точным решением для пустого
пространства, но вблизи особой точки, при малых t, остается хорошим

приближением и в присутствии равномерно распределенной в

пространстве материи. Этот факт послужил основой для

рассмотрения поведения Вселенной вблизи особенностей в работах
Лифшица и Халатникова [22, 23, 110].

Ряд точных решений уравнений Эйнштейна в пустоте род-
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ственных типов, зависящие от большего числа переменных,
найден в работе Харрисона [98]. Вследствие того, что модель
Фридмана не может описать поведение Вселенной при больших
температурах, Харрисон предпринял попытку улучшить эту
модель. Аналогичные задачи решались также А. Д. Черниным
[36], Коеном [73] и Якобсом [105]. Харрисон рассматривает
однородную изотропную Вселенную, используя уравнение
состояния, предложенное Я. Б. Зельдовичем [11]:

/? = (v-l)p. (5.33)

Тогда улучшенные модели Фридмана, полученные Харри
соном, имеют вид:

К k = 0,

^^+TV2»

* *aVV+ ± amx3, (5.34)
12 m '

rnnot тт м '.
P3vr

где ar=8wp
-

= const и

am==8irp—g—=const и vm—значение v для вещества.

20. k=+\.
Д= ay2sin т + amsin2T/2,

30. fc= — l.

t=2a^2sh2T +%f (sh x —c). (5'36)

Рассмотрим теперь анизотропную модель для случая р—0,
предложенную в 1958 году Шюкингом и Гекманом [181].
Решения ищутся в виде:

ds2=dt2-a2{t) dx2- b2(t) dx2- c2(t) dx2\ (5.37)

Решая уравнения поля, находим:

a=a0^(^+ ^0)2/3-PS

b = aotPtt+ №#-*, (5.38)

c= c0tPit-t0f/*-P',

P=6i-7(Fk)' <5-39)
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где для ри /?2, ръ справедливы соотношения (5.32), и Oq, b0,
Cq, to—постоянные.

Анализ анизотропных моделей с давлением, отличным от

нуля, в 1970 году был проведен И. С. Шикиным [38]. Он

получил также ряд анизотропных моделей.

Метрику выбирается им в виде:

ds2 = __ (сЛ)2 + [/?1(т) dxlf +Щ^ dx2Y +Щ^ ^3]3. (5.40)

1°. Пылевидное вещество (/7 = 0, е = рс2, р-г— плотность

массы). Тогда
(Rif = L,c\z - zxy+b{z - т2)1-«.,

(R2f = L2c2(x - >zxy+«i<z - x2)i-«s (5.41)

(#3)3 = L,c\x - ^y+^x - T2)i-«.f

где £ь L2, Lz— постоянные и at удовлетворяют неравенствам:

— 1<ах<1, 2>а2>1, ~1>а3>—2. (5.42)

2°. Ультрарелятивистский газ (е = 3/?).

/?1 = I1(shX)i+«i.(chX)i-«tf
7?2 = L2(sh Х)1+«.. (ch X)!-«2, (5.43)

/?3= I3(shX)1+««.(chX)i-«.f

Z,lv Z,2, Z,3—масштабные факторы и параметр X находятся из

условия:
(—g)1/3= ^2sh22X, L2~N= const, (5.44)

причем g удовлетворяет уравнению

[^EL]'=(^)l(-g),«+„,. (5.45)

Здесь & —гравитационная постоянная, а #= const >0.

3°. Уравнение состояния р
= е. Тогда

#?= ст1+а«, /$= <*!+«■, /^= Ст1^, (5.46)
причем

ai + a2+ a3= 0»

a2+a2 + a2 = 6(?2 (0<g<l).

Однородные анизотропные модели рассматривались также в

[180, 149, 6, 147, 37]
Рассмотрим работу Озвата [149], в которой получено

неизотропное решение уравнений Эйнштейна, с

использованием внешних форм Картана*
ds2 выбирается в виде:

V<fc2 = d*2 + j4(0(<»T+W (5-47>

3\4

где о>ь а)2, о)3—инвариантные дифференциальные формы
группы^3, удовлетворяющие соотношениям:

rfo)1=—о)2Ло)3, da>2 = — aAia)1, rfo)3= — о^Лео2 (5.48)
Ищутся решения уравнений Эйнштейна для метрики (5.47)
с пылью, для которой вращение и расширение от*лично от

нуля.
Назовем группами класса I типа Бьянки I, II, VIII, IX

группы пространств, удовлетворяющие соответственно
соотношениям:

rfa)i = 0, rf(D2=0, da>3=0, (5.49)
d(o1=— со2Л^о>з, d<o2=Of rfa)3 = 0, (5.50)

rfa)1==(o2Aa)3, rfa)2=—a^Aa)1, <ia)3=— оПЛсо2, (5.51)
du>l =—o)2Aa)3, du>2=—aA/la)1, rfa)3=—o^Au)2. (5.52)

Ограничимся рассмотрением лишь случая, когда

, ds2= dt2 — (A«>1)2 — (Яш2)2 — (Ca>3)2 (5.53>
для каждого из случаев (5.49)—(5.52).

Тип Бьянки VIII приводит к решениям:

ds?= dt2 + (l--k)(alcos$t + i>>2sin$t)2 +

+ (1+£)(— coisinp^ + a)2cosp/)2-~(l+2^)((o3)2, (5.54)

где P=[2(i"^2fe2) J ' *2"< I^ I-^^Т72~' £—-действительный

параметр и

^«ЛЧ^О+^^+уО-^^-И2, (5.55)

где |s|< 1—действительный параметр.
Здесь выполняются групповые условия (5.51). В некоторой

выбранной системе координат:

о1 = cos xzdxx — е*1 sin x3dx2,

a)2 = — sin x3dxl + exi cos xzdx2> (5.56)
v* = e*ldx2 + d**.

Метрики для класса II и класса III описаны автором статьи

ранее [148].
При 5 = 0 из (5.55) получается Вселенная Гёделя. Решения

вида (5.53) случаев (5.50) и (5.51) обсуждались Шюкингом
[181], случаев (5.52) —для вакуума Таубом [195], для пыли

Бером [46].
Рассмотрим анизотропные модели Вселенных с магнитным

полем. В настоящее время теории генерации и последующего
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усиления магнитного поля позволяют объяснить наблюдаемые
магнитные поля в галактиках. Модели Вселенных с магнитным

полем рассматривались в работах [105, 106, 11, 7, 99, 36, 104J
и др.
Мы остановимся лишь на двух работах Якобса, в которых

получены наиболее полные результаты. Интерес к

анизотропным
'

космологическим решениям стимулировался, в первую
очередь, открытием космического микроволнового излучения,
изучения его анизотропии, проблемой первичного гелия и

первичных магнитных полей.

В работе [104] Якобе рассматривает пространственно
однородные анизотропные Вселенные, исходя из метрики типа
Бьянки I:

ds2 = dt2 - A2 (t) (dx)2 - В2 (t) (dy)2 -W2 (t) (dzf (5.5 J

и уравнения состояния

/> = TP. (5.58)

Найденные им решения для пыли включают в себя решения
Робинсона [169], Гекмана и Шюкинга [181], А. Г. Дорошкеви-
ча [7], Торна [199], Стюарта и Эллиса [192]; Фридмана [92];
для излучения

—

решения А. Г. Дорошкевича [7]; для

уравнения состояния /?
= p(y=1)—решения Зельдовича [11] и Хар-

рисона [99].
В работе [105] Якобе рассматривает также анизотропные

модели типа Бьянки I (5.57), с однородным магнитным полем

плотности энергии рв, направленным вдоль оси г.

Первый закон термодинамики для жидкости и^Т^ =0

и закон сохранения магнитного потока приводят к следующим
выражениям для плотности энергии материи рм и плотности

энергии магнитного поля:

PM={£)(ABWy^\ (5.59)

?* = {&)№**' <5-60>

где [х и р—неотрицательные постоянные. Им найдены точные

решения уравнений Эйнштейна —Максвелла для 4-х случаев:
1°. Чисто магнитные ([х = 0, Р=^=0). Как частный случай

отсюда следует решение Розена [175].
2°. Магнитное решение Зельдовича (р<=£0, р^О, Т=1)-
3°. Аксиально-симметрическое жестко-магнитное решение

4°. Аксиально-симметрическое пыле-магнитное решение

(р^О, Р^О, Т=0).
Эти решейия были получены ранее А. Г. Дорошкевичем 17J,

И; С. Шйкиным [37] и Торном [199].

Sitf

За всеми подробностями исследования физических свойств
космологических моделей отсылаем читателя к монографии
Я. Б. Зельдовича и И. Д. Новикова [11].

К. П. Синг и Д. Н. Синг [185] обсуждают плосковолновую
неоднородную космологическую модель.

ds2 выбирается или в виде:

ds2=A2 (dt2—dx2) —B4y2—C2dz2\ (5.61)

где А, В, С — функции от х и t только.
На метрику накладывается, кроме того, условие, чтобы она

была 1-го класса погружения и соответствовала тензору
энергии-импульса идеальной жидкости. Тогда в сопутствующей
системе координат найденное нами решение имеет вид:

ds2 = (1 + at)2 (dt2 - dx2- dy2)- (1 + p*) dz2, (5.62)

т. е. сводится к однородной

_

ее2
__

а2 , 2gg ,~ ™

Р
.0+«*)*'

Р~~
(1+«Оа "^О+аО'О+РО' ^

где а и р — постоянные.

Р. Ф. Полищук предлагает новый критерий однородности
космологической модели [28, 29, 30].

В этих работах им найдены примеры пространств,
отвечающих такому критерию однородности [29,30]. Приведем одно
из его решений.

Для уравнений поля

найдено решение:

где

и

R^—Ygixv^—T^+Ag^ (5.64)

ds2 = 02 - dx2 - dy2- dz2, (5V65)

G = ch(V^2Ax) dt (5.66)

;rJ = diag(-A, -A, A, A) (5.67)
— соответствует однородному магнитному полю.

Принципиальной, по постановке задачи о совместном

решении уравнений Эйнштейна — Лиувилля, то есть с учетом
функции распределения частиц газа по скорости и координатам в

гравитационном поле, является работа Эллерса, Герена и Сакса

[84]. Доказана теорема: Наиболее общее решение уравнений
Эйнштейна — Лиувилля ((5.68) — (5.70))

Oab=-Tab, (5.68).

Ta*W= S PaPbf(x,p)dPm (5.69)
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(здесь Рт (л:) — гиперболоид р2=—т2 в касательном

пространстве-времени в точке х, a dPm— лоренц-инвариантная
мера на Рт(х)), и

/ Iх (5)» Р (s)] = const вдоль каждой времениподобной

(если туО) или изотропной (если т=0) (5.70)

геодезической {х (s), p (s)} (условие Лиувилля)

с изотропной*) функцией распределения для частиц с ненулевой
массой покоя, —либо является стационарным пространством-

времени, либо совпадает с обобщенной моделью Фридмана:

a2\t)db2-dt2 = ds2, (5.71)

f^P)-^S{*4t)P2), (5.72)

оо

jx = а-*\ x2g(х2)(а2т2+х2)1'2dx,
0

(5.73);
оо

< ■-=^ 5 I' - Зги + J x2g (x2) (mhi + x2f2 dx du,

где db2 имеет постоянную кривизну e== ±1,0;

72 = {ёаь + ^Ль)РаРь-

возведенный в квадрат 3-х импульс частицы по отношению

к локальной системе отсчета, определяемой вектором иа
'

(временная ось); х = а\р\ и g —положительная функция
вещественной переменной. Для частиц с нулевой массой покоя

решение либо стационарно, либо совпадает с моделью Толмена

*
Рассматриваются те решения уравнении (5.68)—(5.70), для которых

распределение всюду изотропно: существует времениподобное единичное

векторное поле иа(х) такое, что f(x, р) инвариантна для каждого события х

по отношению к тем однородным лоренцовым преобразованиям в

касательном пространстве, которые оставляют иа неизменным. Аналитически это

означает, что / имеет вид:

f(x, p)=h(x—u(x)-p),
при этом

Т*Ъ =((!А -fP) UaUb -hPgab.
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6. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА

С ТЕНЗОРОМ ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА ПОЛЕЙ,
ОТЛИЧНЫХ ОТ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО

(МЕЗОННОЕ, НЕЙТРИННОЕ И Т. Д. ПОЛЯ)

Этот класс решений уравнений Эйнштейна является

довольно экзотическим. Отметим здесь лишь некоторые полученные

решения. Бухдал [62] нашел сферически симметричное решение
полевых уравнений:

Rki'-=-vV.kVti- (6.1)

gklV,kt=Q (6.2)
в виде

ds2.= - q-Ыг2 - гу-Р {db2 + sin2 Щ2)+ qMt2, (6.3)

У = Х1п<7, ?= (l-TL)> (6-4)

где

P== ±(1+2^2)V2, X = const, m= const. (6.5)

Взаимодействие мезонов нулевой массы и заряженной пыли

в стационарных аксиально-симметрических полях тяготения

рассматривалось Мисра и Пандеем [135]. Аналогичная задача

обсуждалась в работах [91, 13, 93, 121],
Автор глубоко признателен профессору А. П. Широкову за

помощь в подготовке, профессору В. Б. Брагинскому,
кандидатам физ.-мат. наук В. Н. Руденко и В. И. Панову за

стимулирование работы по написанию настоящего обзора.
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