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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

М. Ш. Бирман, М. 3. Соломяк

ВВЕДЕНИЕ

1. Обзор посвящен, в основном, изложению результатов об

асимптотике по спектральному параметру дискретного спектра

самосопряженных дифференциальных операторов, главным

образом операторов в частных производных. Обсуждаются
работы, прореферированные в РЖ «Математика» в 1967—1975

годах. Более ранние статьи упоминаются в тех случаях, когда
это необходимо по ходу изложения. С состоянием вопроса на

1967 год можно ознакомиться по обзору Кларка [271]. Можно
также рекомендовать обзоры Р. А. Александряна, Ю. М. Бе-

резанского, В. А. Ильина и А. Г. Костюченко [5] и Ю. М. Бе-

резанского [26] по спектральной теории краевых задач, где, в

частности, описаны полученные к тому времени в СССР

результаты об асимптотике спектра. См. также обзорную статью

В. И. Горбачук и М. Л. Горбачука (РЖМат, 1976, 6Б747).
В обзоре не рассматриваются специфически

несамосопряженные вопросы, а также квазисобственные числа (спектр на

«нефизическом листе»).
Наше изложение сконцентрировано вокруг следующих

вопросов:
1) Вид главного члена асимптотики для N(X) (функции

распределения спектра) в различных задачах (§ 1). Выяснение

пределов, до которых справедливы «стандартные» выражения
для главного члена (§§ 2, 3, 4). Нахождение вида асимптотики

в случаях, когда эти выражения непригодны (§§ 6, 7).
2) Оценка остатка в асимптотической формуле (§ 8).
3) Исследование следующих членов спектральной

асимптотики для N(k) (§ 9). Сколько-нибудь полные результаты здесь

получаются (и хорошо известны) лишь в одномерных задачах.
В многомерном случае обсуждаются подходящим образом
усредненные (сглаженные) асимптотические разложения.
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4) Задачи об асимптотике N(k) по малому параметру,
входящему в уравнение (§ 5).

Отдельные вопросы, слабо связанные с основным текстом

обзора, отнесены в § 10.
Мы почти не касаемся некоторых вопросов

самосопряженной теории, смежных с асимптотикой спектра. Среди них:

разложения по собственным функциям*); формулы следов; задачи
с нелинейным вхождением параметра (пучки); задачи с малым

параметром в духе известных работ М. И. Вишика и Л. А. Лю-

стерника; спектр уравнения Шредингера со случайным
потенциалом**).

Асимптотика спектральной функции обсуждается лишь в

тех случаях, когда она служит источником асимптотических

формул для собственных чисел. Подробнее об асимптотике

спектральной функции см. Хёрмандер [218], Б. М. Левитан

[137, 138].
О применении асимптотических методов в одномерных

задачах см. обзор [56]. Разработанный В. П. Масловым

многомерный вариант метода ВКБ изложен в его книге [142] и в

работе В. П. Маслова и М. В. Федорюка [144].
Наконец, укажем книги и лекционные курсы, в значительной

мере посвященные изложению вопросов спектральной
асимптотики: М. А. Наймарк [147], Б. М. Левитан и И. С. Саргсян
[140], Агмон [230], А. Г. Костюченко [107], М. Ш. Бирман и

М. 3. Соломяк [38].
2. Методы исследования асимптотики спектра можно

разделить на три группы. Собственно асимптотические методы
основаны на полных разложениях решений соответствующих
дифференциальных уравнений. Они применимы в одномерных
задачах, а также в задачах с разделяющимися переменными. В

многомерных задачах обычно применяется какой-либо вариант

вариационного или тауберова метода. Вариационная методика

восходит к классическим работам Г. Вейля [371, 372], а также

Р. Куранта и др. Мы будем употреблять термин
«вариационный метод» в расширительном смысле, подразумевая не только

применение минимаксимального принципа, но также активное

использование унитарной инвариантности спектра и средств

теории возмущений абстрактной теории операторов.
Вариационный метод непосредственно применим лишь в полуограниченных
задачах. Среди его преимуществ

— малая чувствительность к

гладкости данных задачи, удобство применения к задачам с

вырождением эллиптичности и т. п. Тауберова техника восходит к

знаменитой работе Карлемана [265]. Эта техника основана на

асимптотическом изучении ядра резольвенты (или иной

подходящей функции рассматриваемого оператора) с последующим

*) См. обзорные работы В. А. Ильина [84—86J.
**> См. обзор Л. А. Пастура [157].
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использованием тауберовых теорем. Важное преимущество тау-
беровых методов — применимость к несамосопряженным
задачам, а также к вычислению асимптотики спектральной функции
(последняя не является унитарно инвариантным объектом).

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1. Здесь мы выпишем асимптотические формулы для

функций распределения собственных чисел, часто встречающиеся в

дальнейшем изложении. Начнем с полуограниченных снизу

краевых задач для уравнения вида

A(x9D)u= ku, (1)

где А(х, D)—эллиптический оператор. Через NCK) ниже

обозначается количество собственных чисел задачи в промежутке
<-оо, X).

В рамках тауберовой техники асимптотические формулы для

-V(a), как правило, выводятся из асимптотических формул для

спектральной функции е(х,у\ К)—ядра интегрального
оператора в L2, проектирующего на спектральное подпространство
оператора Л, отвечающее промежутку (—оо, X).

Достаточно общая (но несколько расплывчатая)
«квазиклассическая» гипотеза*} о виде асимптотики N(k) состоит в

следующем. Пусть вещественная функция а(х, g) является

символом оператора А в области QczRm. Тогда при Я-^оо

N (X) ~ (2ic)-« mes {(.*, ^X Rm : а(*,?)< М• (2)

Здесь mes означает меру Лебега.

Формула (2) действительно оказывается справедливой при

определенных условиях регулярности (гладкие коэффициенты
и граница области, «классические» краевые условия и т. п.). Во
многих задачах эти предположения к настоящему времени
сведены к минимуму. Их описание составляет одну из основных

целей обзора. Не менее важно выделение случаев, когда
асимптотика (2) несправедлива. Так обстоит дело, например, в

задачах с «сильным вырождением» (см. § 6), когда правая часть в

(2) оказывается бесконечной. Бывает, однако, что правая часть

в (2) конечна, но не выражает асимптотики N(k). Это всякий

раз связано (см. §§ 3, 6) с весьма нерегулярным поведением

коэффициентов в окрестности особых точек задачи.

При применении формулы (2) в «сингулярных» ситуациях

следует обсудить, что именно надо понимать под символом а.

Обычный «полный символ» не вполне пригоден уже потому, что

он не всегда вещественный. Это затруднение не возникает, когда

*> Формула (2) соответствует квантовомеханическому представлению о

числе «квазиклассических» состояний, приходящихся на единицу объема фазового

пространства.
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оператор записан в формально самосопряженной форме и в ка-

честве а берется символ, отвечающий скорее билинейной

форме, нежели оператору. Например, для Аи=(ри")" обычно

оказывается целесообразным принять а(х, £) =/?£4, но не а =р^+
+ 2ip'l3—р'%2 (полный символ) и не a=pl4—р'%2 (его
вещественная часть). Такая точка зрения особенно удобна, когда сама

постановка задачи
—

вариационная. Далее, в большинстве задач

в качестве а достаточно брать соответствующий «старший»
символ. В сингулярных случаях (см. § 3), когда на асимптотику
влияют «промежуточные» члены, каждый раз бывает ясно,
какие именно члены следует включать в символ. Наконец, в

теоремах, устанавливающих справедливость формул вида (2),.
всегда присутствуют дополнительные условия, делающие

результат устойчивым относительно включения в символ

слагаемых, отвечающих «подчиненным» членам.

Выпишем некоторые эквивалентные формы и частные случаи
формулы (2).

Пусть А(х, D) — формально самосопряженный
эллиптический оператор порядка /. В «регулярных» случаях символ а

можно заменить его главной частью cIq(x, £), которая
является однородным полиномом по Е порядка /. Положим

со (х) = mes {£eRm : Oo(*,$)< 1}. (3)
Тогда в широких пределах справедливы формулы (при \-> оо)

е (jc, х\ А) ~ (2тг)-'Чт//а) (х); (4)

N (X) ~ (2тс)-^Хт// \ со (х) dx. (5)
Q

Они показывают, в частности, что асимптотика N (к) и

«внутренняя» асимптотика е(х,х',Ц не зависят от регулярных
самосопряженных граничных условий.

Для а>(х) в литературе встречаются различные
представления:

= [Г(/и/-1 + 1)]-1 5 ехр[-а0(х, l)\dl =

Rm

(последнее представление справедливо при ls>m).
Приведем еще реализацию формулы (2) для оператора

Шредингера в Rm с растущим потенциалом q:
— Lu-\-q (x) u = lu. (7)

8



Именно, при Х-> оо

yV(X)^^w(2u)-- J (X-^/2rfx. (8)

Здесь и в дальнейшем *>т— объем единичного шара в R", р±=
=тах(±/7, 0).

Отметим, что в этом примере роль символа играет
выражение | Е l2-)-?^)' причем второе слагаемое нельзя опустить.

Для аналогичного оператора порядка 1 = 21^.

( — L)liu + qu = lu (9)

формула (2) принимает вид

N{\)~vm(2*)-"\(\-q)¥idx. (10)
Rm

Если оператор А неполуограничен, то для него

естественно рассматривать две функции распределения N± (к)
положительных и отрицательных собственных чисел:

N±(k)= ^ L

k:0<±\k<b

2. Ряд работ относится к уравнениям более общего, чем

(1), вида

B(x9D)u= \>.A{x,D)u. (11)

В уравнении (11) оператор А всегда будем считать «старшим»*
Оператор В не предполагается знакоопределенным. В соответ"
ствии с этим уравнение (11) имеет, вообще говоря, собствен"

ные числа обоих знаков. Через /^.(^), (#_(ц)), р>0, будем
обозначать количество собственных чисел уравнения (11) в

промежутке (|л, оо)(( —ос,
— \х)).

Формулы из п. 1 обобщаются на случай задач вида (11).
При этом следует иметь в виду замену Х^иГ1, что

соответствует асимптотике при jx—>0. Так, общей формуле (2) отвечает

формула

N± (ц) ~ (2*)-"» mes {(х, £)е2 X Rm: pa (*, 5) <

<±Ь(хЛ)} (р->-тО) (12)

(Ь — символ оператора В). Если В — оператор порядка г, г</
и bQ(x, £) — его главный символ, то в регулярных ситуациях

N± (n)~ (2ic)->-m/(|-r) J (o± (x) dx, (13)

co±(jc) = mes{^eRm:a0(A% S)< ±uo(*, 6)}. (14j
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В частности, для самосопряженного уравнения второго
порядка

-Iх 2 -d^.[aij(x)^) = Hx)»(x)> Ъг-а^, (15)
1<*\ j<m

l J

С bm,2dx
N± (jx) ~ vm (2iu)->-«/2 V *

• (16)

Для полигармонического уравнения

p(-kylu= ba, /1 = //2, (17)

будет

N± (\x) ~ vm (2tc)-«ji-«/' (J **/'сГл\ (18)

Наконец, если коэффициенты уравнения (11) постоянны (а(Е),
£(£) не зависят от xg2), то

JV±(p,)~ (2^)-"*mes2.mes {«eR^^tfK ±2(6)}. (19)
3. Пусть теперь речь идет о системе уравнений вида (11)

(либо (1)). Тогда символы а, Ь представляют собой эрмитовы
(k X ^-матрицы. «Квазиклассическая» формула (12) обобщается
на рассматриваемый случай следующим образом. Пусть
п±(х, £; jx) —функции распределения положительных и

отрицательных собственных чисел алгебраической задачи

Тогда при [х-> -[--О

ЛЛ± ({л)~(2тг)-'* С п± (х, с; p)dldx. (20)

В регулярной эллиптической ситуации можно дать явные

асимптотические выражения для функций N±, аналогичные

формулам (13) —(14). Именно, пусть а0, &0 —главные символы

операторов А, В и пусть ordA = /, ord£ = r, Z>r>0. Тогда

Цжс ( Tr{[a0-1/2Mo-1/2]G±}^(6) (0-i = (/ —r)/^"1). (21)

Здесь g±
— положительная (отрицательная) часть эрмитовой

матрицы g\ Tr —след матрицы. Для систем вида (1) формула
(21) переходит в

т (2*)* 1 im Х-*/ W± (X) = \ dx[ Tr (a0)±m/ldS (5). (22)
*->°°

и 15Г-1
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4. Отметим следующие обозначения, стандартно
используемые в тексте обзора. Н1 (2) — пространство Соболева

о

в области QczRm; Hl (2)-— замыкание в Н1(0) класса С^(2).
2) (А)— область определения оператора А.

Задача D — задача с нулевыми граничными условиями.
Задача N, в случае вариационной постановки, — задача с

естественными граничными условиями. Для эллиптических

операторов второго порядка под задачей N понимается обычная

задача Неймана. V — оператор градиента; Vs — градиент
порядка s; Vs* — сопряженный ему оператор типа дивергенции;
ПДО — псевдодифференциальный оператор.

§ 2. РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ
И ИХ ОБОБЩЕНИЯ

1. К середине шестидесятых годов оправдание
«квазиклассической» формулы (22) (формулы (5) в скалярном случае)
для полуограниченных регулярных задач вида (1) было в

основном закончено. Наиболее полные результаты здесь
принадлежат Агмону [230, 231] и Браудеру [256]. В этих работах Q —

ограниченное открытое множество, А(х, D) —формально
самосопряжен, коэффициенты и dQ—достаточно гладкие; А —

оператор любого самосопряженного в L2(Q) расширения оператора

А(х, D), заданного вначале на С0°°(Й). Предполагается лишь,
чтобы было ю (А)аН1(£1) и 1>т\ если 1^т, то теория
применяется к оператору As и ставится требование (As)czHls(Q),
ls>m. Такой подход допускает, помимо «обычных» краевых
задач, удовлетворяющих условиям Шапиро—Лопатинского,
также задачи с «нелокальными» краевыми условиями.

В [230, 231] рассмотрено одно уравнение, что в

существенном приводит к полуограниченному случаю, хотя формально
полуограниченности не требуется. В [256] рассматриваются
системы, вообще говоря,

—

неполуограниченные, но для них

найдена лишь асимптотика суммы N+(K) +N-(k). Отметим еще

работы Аримы и Мидзохаты [234], Мидзохаты [332, 333] и Буй
Ан Тона [261], где близкие результаты получены для одного

эллиптического уравнения при граничных условиях Шапиро—
Лопатинского. В [332, 333, 261] допускается включение

младших несамосопряженных членов (в этом случае по определению

N(X)=2l{k: Re^<X}).
k

Во всех этих исследованиях применены какие-либо

варианты тауберовой техники (в [256, 261] изучается поведение ядра

резольвенты на отрицательной вещественной полуоси, в [231] —
на мнимой оси; в [234, 332, 333] применен метод
параболической функции Грина). Наряду с асимптотикой N(X) получена
асимптотика спектральной функции, а в некоторых работах

—

и ее производных.

и



Эллиптическому случаю посвящены также работы В. Е.
Шаталова и И. А. Шишмарева [221—223], где изучаются
особенности ^-функции оператора А (£а(5) =TtA~s). В качестве

следствия указана асимптотика N(X) для систем с краевыми
условиями Шапиро—Лопатинского (в полуограниченном случае);
формула в [223] нуждается в очевидном исправлении. Работы
А. Н. Кожевникова [98—100] посвящены эллиптическим

уравнениям на многообразии без края (также полуограниченный
случай). В [98] рассмотрена асимптотика для скалярных
задач, в [99, 100] —для систем, эллиптических по Дуглису—Ни-
ренбергу. Результаты применены к задачам со спектральным
параметром в граничном условии (см. § 7).

2. Важное техническое продвижение, осуществленное в [230,
231, 256], — разработка методики оценок резольвенты без

учета конкретного вида краевых условий. Используются лишь

вложения типа Ю (A)czHl(Q). Наиболее последовательно эта

методика применена в [230, 231]. Позднее она получила
дальнейшее развитие и в том числе была применена к оценкам

остатка в асимптотических формулах (см. § 8).
Отметим, что до сих пор остался не исследованным в

должной мере случай эллиптических систем с неполуограпиченным
А(х, D), хотя, по-видимому, техника Агмона позволяет провести
такое исследование.

Ниже приведена формулировка результата Агмона [230,
231] об асимптотике спектра и спектральной функции
полуограниченных задач вида (1).

Пусть ScR'" —ограниченная область, удовлетворяющая

условию конуса, Л~положительно определенный
самосопряженный оператор в 12(--) с областью определения

?!М)с№(0), 1>т. (23)

Пусть для и£*Г)(Л) du = A(x,D)u, где А (х, D) —
формально самосопряженный эллиптический дифференциальный
оператор порядка / с равномерно непрерывными коэффициентами.
Тогда

1) для спектральной функции оператора Л справедлива
равномерная в 12 оценка

е(х, х; Х)<СХ*/'; (24)

2) в любой точке х&2 справедлива асимптотическая

формула (4);
3) для N(K) справедлива асимптотическая формула (5).
Отметим, что формула (5) автоматически получается

интегрированием асимптотики (4) на основании равномерной оценки

(24). Априорное получение оценок вида (24) является

существенным элементом техники Агмона.

Явные предположения о гладкости границы области и

коэффициентов оператора в теореме Агмона невелики. Однако на
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деле предположения о формальной самосопряженности Л и о

включении (23) вносят дополнительные условия гладкости. Эти

условия еще усиливаются при 1^.т, так как проводится
редукция к случаю />га (с помощью замены Л на As).

Такая редукция устранена в работах Билса [245, 246], что

привело к определенному уменьшению условий гладкости.

Некоторое ослабление «явных» требований гладкости достигнуто
им и при 1>т\ однако всегда сохраняется предположение
g) (A)czHl(Q). Результаты Билса основаны на технике теории
возмущений и относятся лишь к N(X).

3. Для регулярных краевых задач главный член асимптотики

N(X) зависит лишь от дифференциального выражения, но не от

граничных условий. Для «неклассических» граничных условий
(т. е. для произвольных полуограниченных самосопряженных
расширений заданного минимального оператора) положение,
вообще говоря, меняется. Для оператора Лапласа этот вопрос
анализировался в работах М. М. Гехтмана [64, 65], В. А.
Ильина и А. Ф. Филиппова [87], М. Л. Горбачука [67], А. Д. Голь-

дина [66] (см. также обзоры В. А. Ильина [85, 86]). В

частности, в [87] указано, что для любой ограниченной области £2c:Rm
и для любой неотрицательной последовательности {Хп}
существует такое самосопряженное расширение минимального

оператора —А, для которого {Хп} служит подпоследовательностью
собственных чисел. Для любой функции /(Х)>0, такой, что

Xm/2 = o(f(X)) при Я->оо, существует расширение, для которого

N(X)=f(K)+0(Km/2). В [65] утверждается (ra = 2, Q — круг),
что расширение с заранее предписанной неклассической
степенной асимптотикой можно получить, задавая граничное условие в

терминах ПДО, действующего на dQ; по поводу многомерного

случая см. [66].
4. В некоторых случаях задача сохраняет «регулярный»

характер, хотя условия эллиптичности дифференциального
оператора в каком-либо смысле ослабляются.

Еще в 1957 г. Ф. Браудер [255] тауберовым методом

получил асимптотическую формулу вида (2) для так называемых

полуэллиптических операторов (подкласс гипоэллиптических

операторов) при граничных условиях «вариационного типа».

В дальнейшем асимптотика для этого класса операторов
изучалась в [316, 45, 365] (негладкие задачи; оценки остатка;

см. §§ 4,8).
В. Н. Туловский [209] вариационным методом оправдал

асимптотику (2) в задаче D для гипоэллиптических операторов
«постоянной силы». Близкие вопросы обсуждались в [363, 364].
В [206, 208] В. Н. Туловский рассмотрел задачу D для

операторов с постоянными коэффициентами, несколько более общих,
чем гипоэллиптические (подробнее об этом классе см. § 8).

5. Для задач вида (11) рассматривались уравнения, где

порядок А выше порядка В, причем оператор А — положитель-
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ный. Каких-либо ограничений на тип оператора В не

накладывалось. Здесь прежде всего следует отметить пионерскую
работу А. Плейеля [343], где тауберовым методом получена
асимптотика вида (13) для задачи D в плоской области, при Л=Д2,
B =Dx*—DyK

М. Ш. Бирман и М. 3. Соломяк [34—36] получили для

N±{\i) асимптотику (21) для эллиптических систем

«дивергентного вида». Постановка задачи и метод исследования —

вариационные; граничные условия
— Дирихле или естественные (в

смысле вариационного исчисления). Подробнее об этих
работах сказано в § 4, поскольку в основном они направлены на

исследование «негладких» ситуаций.
В [210] В. Н. Туловский рассмотрел задачу D для

скалярных уравнений (И) как с постоянными, так и с переменными
коэффициентами. В случае постоянных коэффициентов
изучаются уравнения, более общие, чем эллиптические; результаты
близки к результатам работы [208]. В случае переменных
коэффициентов А—положительный эллиптический оператор.
Получены формулы вида (12).

6. См. также работы: [4, 272, 276, 283, 284, 288]
—одномерные задачи; [24, 290, 291, 313] —эллиптические операторы; [69,
252, 336, 337] — гипоэллиптические операторы; [295, 303„
304] — эллиптические системы.

§ 3. ОПЕРАТОР ШРЕДИНГЕРА И ЕГО ОБОБЩЕНИЯ

1. Большое внимание в последние годы уделялось
исследованию асимптотики спектра задач, сингулярных в том или ином

смысле. Традиционным объектом изучения является оператор

Шредингера (7) с растущим потенциалом, а также его

обобщения. Формула (8) была получена Веттом и Мандлем [370]
вариационным методом, при довольно жестких ограничениях
на потенциал. Впоследствии Ч. Титчмарш [362] и Б. М.

Левитан [134, 136] получили формулу (8) тауберовым методом для

функций «квазистепенного» поведения. Предположения относи-

тельно q в теореме Левитана разделяются на тауберовы
условия, условия регулярности поведения при |х|->оо, требования
гладкости и ограничения роста. В последнее время в этой

задаче ограничения на q тщательно анализировались и

ослаблялись. Этому посвящены работы М. Отелбаева [151], М. Отел-

баева и Я. Т. Султанаева [153], Г. В. Розенблюма [168],
К. X. Бойматова [41, 42]. В [151] ограничение на рост снято

при т = 1, в [168] —при m^l; в [168] существенно ослаблены

также условия гладкости. В [153, 6] (при т=\) и в [168] (при
т^З) показано, что нарушение условий регулярности роста
может нарушить асимптотику (8) и даже понизить (но не

повысить!) порядок роста N(1). В [42] показано, что формула (8)
сохраняется для функций q медленного роста; в [41] то же по-
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лучено для матричного потенциала, но лишь при т= \. Метод
в [151]—тауберов, в [41, 42, 153, 168]—вариационный.

Оператор Шредингера в областях, отличных от Rm,
рассматривали Б. М. Левитан и А. Г. Рамм [139], А. Г. Рамм [162],
Ш. К. Баимов [20, 21].

Важный эффект обнаружен Р. С. Исмагиловым [88]. Им

рассмотрен оператор Шредингера на полуоси с матричным
(2X2)-потенциалом q. Выделены случаи, когда асимптотика

N(k) описывается двумя слагаемыми вида (8) для некоторых

«эффективных» скалярных потенциалов qu Q2- При этом может

оказаться, что эта асимптотика не будет соответствовать общей

формуле (20): потенциалы qu q2 определяются не только

спектром q, но и вращением собственных векторов.
2. Асимптотические формулы для полуограниченных

эллиптических операторов высших порядков. Здесь исходными
явились работы А. Г. Костюченко [103—107]. Им разработан
метод получения равномерных оценок для параболической
функции Грина. Это позволило, в частности, рассмотреть
самосопряженные уравнения вида (1) в Rm, где

А (х, D) =L0{x, D) +LX (x, D) +q(x).

Здесь L0— однородный равномерно эллиптический оператор

порядка / с ограниченными липшицевыми коэффициентами;
функция q(x)-+ + oo при |х|->оо и удовлетворяет ряду
требований, обычных для тауберовой техники. Оператор L{(xyD)
порядка ниже / «подчинен» оператору L0 + q. Получена
формула

(2KYT(mTl + l)N(\)~ [ [k-q(x)]nlflexp[-L0(x, Щс1Ых, (25)

(L0 — символ оператора L), которая соответствует общей

формуле (2) (ср. также соотношение (6)). Допускаются также

несамосопряженные операторы, но только за счет «подчиненного»

оператора Lb не оказывающего влияния на вид

асимптотического выражения (25).
В [107] для скалярных одномерных уравнений

рассматриваются ситуации, когда L0 содержит четные производные всех

порядков ^/. При этом получаются формулы, где все члены

оператора L0-\-q оказывают влияние на асимптотику N(X). Эти

формулы также можно считать реализацией общей формулы
(2). Обобщению и развитию подхода А. Г. Костюченко

посвящены работы Ю. Н. Сударева [197, 198], где рассмотрены

операторы в частных производных. А. Г. Костюченко [107],
Ю. Н. Сударев [199] рассматривали также системы уравнений.
С. Д. Шмулевич [225] перенес результаты А. Г. Костюченко и

Ю. Н. Сударева на области с бесконечной границей (при
подходящих граничных условиях).
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М. Г. Гасымов [63] для уравнения

при qi=\ подробно исследовал влияние коэффициентов на

асимптотику N(K) и выделил случаи, когда асимптотика

определяется каким-либо одним из растущих коэффициентов. При
этом допускаются случаи, когда q0 ограничено. К этому же

кругу вопросов относятся исследования Г. В. Ждановой [82, 83].
Исследования А. Г. Костюченко и М. Г. Гасымова

продолжались Ш. К. Баимовым [22] и Г. И. Аслановым, Ш. К. Баи-
мовым [10].

Все описанные в настоящем пункте работы основаны на

тауберовой технике. Чисто вариационным методом близкие

вопросы исследовались в серии работ Б. Я. Скачека [179—186].
Им, в частности, рассмотрен случай, когда старший
коэффициент qi в (26) растет, и этим определяется как самый факт
дискретности спектра, так и вид асимптотики для N(X).
Рассмотрены некоторые задачи вида (11). Часть результатов перенесена
на уравнения в частных производных.

С. А. Смагин [190] рассмотрел в R?n операторы с символом,

представляющим собой гипоэллиптический по (х, £) полином.

При таких условиях спектр уравнения (1) дискретен. Изучено
поведение соответствующей ^-функции и на этой основе

получена для N(k) асимптотическая формула вида (2). В [191] этот

результат распространен на системы уравнений.
3. Если для оператора Шредингера —y"+ q{x)y на полуоси

(или на оси) q(x)-*—оо при х->оо, то оператор не

полуограничен. Если |^(х)| растет достаточно быстро и «регулярно», то

спектр дискретен на всей оси. При некоторых ограничениях на

поведение q для N± справедливы «квазиклассические»

асимптотические формулы

N+(l)= ^\[(X + \q(xy\)lf2-\q(x)\l/2]dx + 0(^ |
р(к) СО [(27)

0 р{К) )

Здесь р — функция, обратная к (монотонно возрастающей)
функции \q\. Формулы (27) можно рассматривать как

естественную регуляризацию асимптотики вида (8). Они были
получены еще Хейвудом [310], который основывался на

асимптотических представлениях решений и осуществлял предельный
переход от случая конечного промежутка. Близкие результаты

получены в работе В. П. Белогрудь и А. Г. Костюченко [25],
где использован тауберов метод. Я. Г. Султанаевым [200—203]
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даны обобщения на случай {матричного потенциала и на случай
скалярных уравнений высших порядков.

Наряду с оператором Шредингера интересным объектом
является «система Дирака» — система второго порядка на оси

Jii' + q(x)u = \u, y = (_?J) (28)

При некоторых предположениях относительно q спектр
уравнения (28) дискретен. Из них наиболее существенно требование,
чтобы vi (*)->+оо, v2(x)-*—сю при х->оо. Здесь vi, v2—
собственные числа матрицы q. Для случая Тг q(x) =0 А. Г. Кос-
тюченко [107] указал (при обычных требованиях тауберовой
техники, наложенных на q) асимптотику для N+(X) +N_(X).
Эта асимптотика соответствует общей формуле (20). И. С. Сарг-
сян [170] показал, что в этих условиях Л/+(А) ~Af_(A). M. Отел-
баев [152] рассмотрел систему (28) без предположения Tr q = 0.
Его условия не исключают случаев, когда спектр дискретен
лишь на одной из полуосей. Получены асимптотические

формулы отдельно для А/+, N-. Эти формулы также имеют

«квазиклассический» характер. В [152] использован прямой метод,
близкий к вариационному.

4. Естественным обобщением оператора Шредингера (7)
является оператор

My =—y"+Q(x)y, (29)

рассматриваемый в пространстве вектор-функций L2(Ri; H)
(или L2(R+; Щ)> где Н — сепарабельное гильбертово
пространство. В (29) Q(x) —оператор-функция, от поведения

которой зависит характер спектра оператора (29). В частности,
если при каждом х оператор Q(x) самосопряжен и имеет

дискретный спектр {Ап(я)}, причем Ai (*)->+оо при |х|->оо, то

спектр М также дискретен. Распределение спектра М было

впервые изучено тауберовым методом в работе А. Г. Костючен-
ко и Б. М. Левитана [108]. При определенных ограничениях на

Q(x) было показано, что

N(k)~^^[\-\n(x)]¥dx. (30)
п

Формулу (30) можно рассматривать как перенесение формулы
(20) на обсуждаемый случай.

Подобным же образом Э. Абдукадыров [1—3] рассмотрел
оператор—(P(x)y')'+Q(x)y; см. также П. А. Мишпаевский

[145]. В работе М. Байрамоглы [23] аналогичная формула
получена для уравнений высших порядков. К. X. Бойматов [40]
оправдал формулу вида (20) для некоторого класса

эллиптических уравнений в частных производных с операторными
коэффициентами.
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В работе В. И. Горбачук и М. Л. Горбачука [68] рассмотрен
оператор (29) на конечном промежутке (0, /), при Q(x) = A = const (с
возможным добавлением ограниченного слагаемого). Если спектр-
А имеет степенную асимптотику: N (\\ А)~аХа, то при

«стандартных» граничных условиях N (к; М) ~ С (а) аа+1/2. С другой
стороны, указаны такие граничные условия, при которых
асимптотика спектра иная (см. также п. 3 §2).

В работах И. Л. Вулис и М. 3. Соломяка [60, 62] в связи

с исследованием спектра эллиптических задач с сильным

вырождением (см. § 6) изучался спектр операторного уравнения
— \хац'Х+ xaAy=\x$ti, хб(0,/), /<со.

5. См. также [101, 102, 267, 268, 292, 296, 311, 331, 369.
373].

§ 4. НЕГЛАДКИЕ ЗАДАЧИ

1. Стандартная асимптотика вида (5), (21) справедлива,
вообще говоря, лишь при определенных требованиях
регулярности, наложенных на данные краевой задачи. В некоторых
частных случаях, однако, такая асимптотика справедлива при

условиях, близких к условиям конечности интегралов в

правой части этих формул. Поясним это на примере задачи D

для уравнения (17). Ее удобно заменить соответствующей
вариационной задачей. Пусть 2 cRm —открытое множество,

ограниченное, если 1>т. Пусть b£Lr(Q), где г=\ при 1>т,

г>1 при 1=-т, г=-т/1 при /</тг. Тогда форма \^b\u\2clx по-

d
о

рождает в //^(2), 2^ = /, самосопряженный вполне

непрерывный оператор, спектр которого по определению
отождествляется со спектром задачи D для уравнения (17). При этом

сохраняет силу асимптотическая формула (18).
Таким образом, при Km единственным условием

справедливости асимптотики (18) является конечность интеграла в (18).
При 1>т условие Ъ G Lbi0c нельзя устранить, если не считать

функцию Ь обобщенной. На границу области никаких условий
не накладывается.

Указанные результаты получены в работах М. Ш. Бирмана и

М. 3. Соломяка [33] и Г. В. Розенблюма [165] (см. также

[38]). В их основе лежит специальный метод
кусочно-полиномиальных приближений [32, 38], (см. также [44, 165], который
позволяет получить оценки вида

^±(rt<C-«/«||ft|i»//0), (31)

где постоянная С при 1^т зависит только от диаметра Q, а при
/<т вообще не зависит от Q. Оценки вида (31) являются ре-
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шающими при исследовании асимптотики в негладких

ситуациях.

2. Работа [33] положила начало исследованиям по

асимптотике спектра негладких задач. В работе М. Ш. Бирмана и

В. В. Борзова [31] результаты [33] обобщались (при 1>т) на

неограниченные Q. По поводу случая / = 2, т=1 (струна) см.

также И. С. Кац [92]. В. В. Борзов [46] при 1>т исследовал
возможные особенности Ь вблизи dQ.

В [33], при некоторых ограничениях на dQ, рассматривалась
также задача N. При 1>т допускались случаи, когда
Ъ—обобщенная функция типа производной от конечной меры. Было

выяснено, что наличие у меры сингулярного слагаемого не

нарушает формулы (18), в которой под Ъ следует понимать

производную (абсолютно непрерывной части) меры по отношению к

мере Лебега в R™. Для струны это обстоятельство было

выяснено еще в работе М. Г. Крейна [109]. Если мера сингулярна,

то при />т (18) переходит в N±(\i) = о(\гтП). В. В. Борзов
[44] получил уточнения этой оценки в случае, если имеются

дополнительные сведения о характере сингулярности. В [45]
В. В. Борзов перенес основные результаты из [33] на случай
полуэллиптических операторов.

В задаче D для уравнения ( — к)1ш = Ы, 2/1==/,

асимптотическая формула
N (*) ~ Vm (2ic)-«x™/'mes Q (32)

справедлива при единственном ограничении mesQ<oo. Для
1<Ст это частный случай изложенных выше результатов.
Г. В. Розенблюм [164, 166] показал, что и при 1^т условие
mes£2<oo достаточно (и необходимо) для справедливости (32).

Ранее при дополнительных ограничениях на Q формула (32)
для 1 = 2 была получена Кларком [274] (см. также [275]).

Для областей Q с mes£2 = °°, для которых спектр
обсуждаемой задачи дискретен, в [164, 166] найдены двусторонние оцен-

ки N(k) в терминах емкости. В областях, «правильно
сужающихся» на бесконечности, Г. В. Розенблюм нашел [166, 167]
асимптотику N(K) в задаче D для оператора Лапласа. Об

оценках N(K) см. также [273, 307—309] (/ = 2), [235] (/>2), где

получены существенно менее полные результаты.

3. Опишем теперь результаты для случая, когда оператор
А имеет переменные негладкие коэффициенты. Ниже, вообще
говоря, речь идет о системе уравнений. Пусть 2

—ограниченное открытое множество в Rm, a(х) — измеримая
«клеточная» матрица-функция в 2, элементы которой суть (kxk)-
матрицы: а (х) = {a0ia2 (х), \аг\ = \а2\ = 1г( = 1/2), Ъ«хСг = о*,,,,}.
(через g обозначается матрица, эрмитово сопряженная к g").
Пусть a (x) положительно определена при почти всех х£&,
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л6^1.1ос(2)> alGLn(Q), а>1. Аналогичным образом
определяется матрица b(x) = {bXlXa(x), |т1| = |т2| = г/2</ь bXtXa = bx'aXl},
b£L$(£2). Положительность Ь не предполагается. Пусть

det

я-1 + $-1<(1— г)тГ1 = 0. (33)

На функциях #:2->Cft, #GCg°(G), вводятся квадратичные

формы

-А И =2 \ a«i«. (х) DamD~wclx, (34)

s l"l =2 S **.t. (л) D^uD^udx. (35)

Пусть //(а) —замыкание множества Cg°(2) по метрике

формы (34). При условии (33) форма (35) определяет в Н (а)
вполне непрерывный оператор Т (а, Ь), спектр которого для
достаточно гладких коэффициентов совпадает со спектром

задачи D для системы вида (11). Определим символы а0(х, £) =

=2 а°1а* (х) ^0i+°2 и аналогично bQ(x,l). Тогда при условии

(33) справедлива оценка

7V± (|х)< С (Q) ?-'\\ аГ* \\1 \\Ь !|в (36)

и верна асимптотическая формула (21).
Условие (33) разрешает определенное (слабое) вырождение

эллиптичности у А (см. § 6) и допускает особенности у В,
которые, однако, не отражаются на виде формулы (21). Оценка
(36) и асимптотика (21) получены М. Ш. Бирманом и М. 3. Со-

ломяком [34—37] (см. также [38]). Там же рассмотрены
формы В более общего вида, нежели (35), а также задачи с

естественными краевыми условиями. Относительно других обобщений
и уточнений (в частности-—относительно перенесения на

неограниченные области) см. [38, 165].
Асимптотическая формула вида (21) может сохранять силу

для существенно неэллиптических задач. В работе [39]
рассмотрен случай £2g=R2, А=&/дх{*9 В=—д2/дх12+д/дх2[Ь(х)д/дх2].
Если b^L3/2(Q), то в задаче D для уравнения (11)
(точная постановка задачи

— вариационная) отрицательный спектр

дискретен и

N^)~(3^y^bfdx.

Это соответствует общей формуле (12). Вместе с тем

положительный спектр в рассматриваемой задаче недискретен.
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4. Описанные в настоящем параграфе результаты получены
на основе вариационной техники и опираются на оценки вида

(31), (36). Однако и тауберова техника позволяет в некоторых
случаях освободиться от излишних требований на границу
области. Цисельский [269] показал, что в задаче D для оператора
Лапласа асимптотика (32) (при 1 = 2) справедлива для любого

ограниченного открытого множества. В [269] используются
тонкие результаты параболической теории потенциала. Ф. А. Бе-

резин [28] показал, что построенная им теория ко- и контрава-

риантных символов оператора применима, в частности, к

исследованию спектральной асимптотики. В задаче D для уравнения
(1), где А — положительно определенный эллиптический
полином с постоянными коэффициентами, в [28] обоснована
асимптотика вида (2) в случае, когда Q — произвольное ограниченное
открытое множество.

Относительно распространения стандартных
асимптотических формул на нерегулярные области см. также Флекингер
и Метивье [289].

§ 5. ЗАДАЧИ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

1. В ряде случаев приходится исследовать асимптотику

функций N±(X) по отношению к какому-либо дополнительному

параметру, входящему в задачу. При этом спектральный
параметр X считается фиксированным. Чаще всего роль
дополнительного параметра играет малый параметр при старших членах

оператора. Типичным примером является уравнение Шредикге-
ра в Rw

—hAu+p(x)u = Xu (ft>0). (37)

Пусть N(X; h)—число собственных значений уравнения (37),
меньших X. Определенный интерес представляет асимптотика

функции N при h—^0 и фиксированном X. Этот вопрос тесно

связан с вопросом об асимптотике по спектральному параметру
в некоторой другой задаче. Именно, рассмотрим (при
фиксированном X) задачу о спектре отношения квадратичных форм

§ (^ - Р) I я ?dx / J | v« ?dx, (38)

и пусть 7V+((x) —функция распределения положительного

спектра. Тогда

N(\;h) = N+(h). (39)
Задача (38) относится к классу задач, обсуждавшихся
в §§ 2,4. Поэтому при условии, например, непрерывности
функции р(х) при всяком X справедлива формула

lim hm'2N(\; fi) = (2^ymvm\(X~p(x))^2dx (m>3), (40)

коль скоро интеграл в правой части (40) конечен.
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Формула (40) на эвристическом уровне была получена,
например, в книге Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [132].
Соотношения вида (39) в абстрактной форме были обнаружены
М. Ш. Бирманом [30]. После этого вопрос свелся к получению
спектральной асимптотики для задачи (38) при возможно менее

стеснительных ограничениях на потенциал. Конкретные
результаты об уравнении (37) см. в работах М. Ш. Бирмана и

В. В. Борзова [31], М. Ш. Бирмана и М. 3. Соломяка [38].
В [38] рассмотрена задача вида (37) с включением членов с

первыми производными (электромагнитное взаимодействие).
Прямым вариационным путем (без использования равенства
(39)) уравнение (37) исследовал Б. Я. Скачек [179], но при
довольно жестких ограничениях на потенциал. Случай
сферической симметрии рассматривали Шадан [266] и Саймон [356].

Широкий класс задач о спектральной асимптотике по

малому параметру для уравнений (систем) высших порядков
рассмотрен М. Ш. Бирманом и М. 3. Соломяком [36, 37].

2. Специфическая задача об асимптотике по малому

параметру возникает в теории оболочек. Соответствующее уравнение
представляет собой систему (четвертого порядка) вида

АЛ0(.*, D)u+Al(x, D)u = Xu (й>0)
на гладкой компактной поверхности (с краем или без края).
Оператор в левой части — эллиптический по Дуглису—Нирен-
бергу, но ни один из операторов Л о, А\ не является

эллиптическим. Последнее обстоятельство затрудняет исследование задачи.

Асимптотика функции N(h, К) для этой системы (край оболочки

заделан, либо свободен) при h—^0 изучалась в серии работ
В. Б. Лидского с сотрудниками. В основном использовался

прямой вариационный метод. Получена оценка остатка.

Подробно исследованы случаи, допускающие разделение
переменных. См. работы А. Г. Асланяна и В. Н. Туловского [13],
А. Г. Асланяна, 3. Н. Кузиной, В. Б. Лидского и В. Н.

Туловского [11] и итоговую монографию А. Г. Асланяна и В. Б.

Лидского [12], где приведена также полная библиография.
3. В некоторых задачах рассматривается асимптотическое

поведение спектра одновременно по двум параметрам.

Например, при h—^0 и %—^со или при h—^0 и п—^°°, где п — номер
собственного значения (при этом не обязательно Кп—^°°).
Предполагается, что рост /г-1 и п как-либо согласован. Для
исследования одномерного уравнения Шредингера вида (37) в таких

задачах обычно используют какой-либо вариант метода ВКБ.

При этом для изучения квантового объекта привлекается
информация о динамике классической частицы («квазиклассика»;
см., например, [132]).

Если в (37) (при т=1) р(±оо)=оо и р имеет один минимум,
то можно написать полное асимптотическое разложение

спектра, причем фактически дело сводится к одному параметру (на-
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пример, п—*оо). При этом первое приближение дается так

называемым «условием квантования» Бора (см. [132]). Если
минимумов (потенциальных ям) несколько, то каждой яме

соответствует в спектре своя «серия» собственных значений, для

которой пишется асимптотическое разложение (о «сериях»
подробнее см. п. 3 § 9, а также п. 3 § 10, где обсуждаются
многомерные задачи). Если р обладает симметрией, то возникает

своеобразный резонанс между ямами, и вместо кратных серий
появляются близкие серии. В таких случаях изучается
асимптотика соответствующего (экспоненциального) расщепления в

спектре. Если р(±оо) фоо, то не весь спектр задачи дискретен.
Именно тогда возникают серии с Хп ~^°° или даже серии
«квазиуровней», представляющих собой близкие к спектральной оси

особенности аналитического продолжения ядра резольвенты.
В некоторых случаях рассматривается влияние на асимптотику

спектра особенностей (полюсов) потенциала.

Описанная проблематика имеет давнюю традицию. Из работ
последнего времени отметим исследования В. П. Маслова [142,
143], М. В. Федорюка [213], Сибуя [355], С. Ю. Славянова

[187, 188], Вейнберга [368], Хохштадта [312]. См. также [76,
264, 335].

§ 6. ВЫРОЖДАЮЩИЕСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ

1. Эллиптическое дифференциальное выражение А(х, D)
порядка / в ограниченной области Qc:Rm называется

вырождающимся, если

inf а0(х, £) = 0.

Обычно рассматривают операторы, вырождающиеся на

границе области. Типичный пример вырождающегося уравнения

порядка 1 = 21г со спектральным параметром:

-rttl(p*W)= №{x)u. (41)

В уравнении (41) р = р(х) —«регуляризованное расстояние» от

точки xQQ до границы <?2, т. е. достаточно гладкая

положительная функция, в некоторой окрестности границы равная
dist (л:, dQ); b — ограниченная вещественная функция.
Уравнение (41) соответствует вариационной задаче на спектр для
отношения квадратичных форм

\<$b\u\4x l\^\^tji\2 dx.
Q Q

К настоящему времени большая часть результатов об
асимптотике спектра вырождающихся задач получена вариационным
методом. Использование в этом круге вопросов тауберовой тех-
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пики затруднено: для важного класса «задач с сильным

вырождением» поведение спектра определяется сколь угодно узкой

окрестностью границы dQ, и для применения тауберова метода

требуется детальное исследование соответствующей функции
Грина вблизи границы.

При 1 = 2 рассмотрим более общее, чем (41), уравнение

-1*2 wi'\?a*iAx)£) = №(x)it, (42)
1</, ;<m

l K JJ

где a{x)={aij(x)} — не вырождающаяся в S эрмитова
матрица. Соответствующее отношение квадратичных форм имеет

вид:

\*Ъ\иГ*х1\гЪ*чд£$*х- (43)

В (41), (42) примем —°°<а, |3<оо. При а<0 уравнение не

является в собственном смысле вырождающимся, однако при
больших по модулю (3<0 возникают те же эффекты, что и при
наличии вырождения.

При некоторых условиях для задач с вырождением
сохраняется формула (13), типичная для невырожденных задач. Для

уравнения (41) интеграл в (13) конечен, коль скоро

л — $<1тГ1. (44)

Асимптотика спектра классических граничных задач для
уравнения (41) при условии (44) всегда дается формулой (13),
однако в полной общности это не покрыто публикациями. При
некоторых дополнительных ограничениях на а, |3 нужный факт
следует из общих теорем работы [36] (см. также [38]); в [36]
допускаются существенно более общие вырождения, чем

степенные. Справедливость формулы (13) для спектра задачи D

для уравнения (42) при т\>Ъ и при любых а, (3, таких, что

а—(3<2т-1, установлена Г. М. Тащияном [204].
Условие (44) естественно назвать условием слабого

вырождения. Если

а—р>//п-1,

то будем говорить о сильном вырождении. Особого

рассмотрения требует пограничный случай

а—р = /т-1.

Наиболее интересны задачи с сильным вырождением,
поскольку для них возникает ряд новых эффектов. Собственные
числа имеют степенной порядок, отличный от классического, а

асимптотический коэффициент зависит от вида граничных
условий. Известно, что характер допустимых граничных условий оп-
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ределяется теоремами вложения для весовых пространств
Соболева (см. обзор [29]). Для дискретности спектра необходимо
выполнение неравенства

г= /-се + р>0. (45)

Сформулируем полный результат для уравнения (42) з

случае сильного вырождения. Рассмотрим для этого уравнения

задачи D и N. Обе задачи имеют смысл при —1<а<1, |3>— L
Если а>1, то задачи Д N сливаются (финитные функции плот-^

ны в соответствующем весовом классе Соболева). При а<— 1Г
а также при (3^

— 1, имеет смысл говорить лишь о задаче D.

Формула спектральной асимптотики для уравнения (42)
содержит собственные значения вспомогательной задачи Штурма-
Лиувилля на полуоси

-{tay')' + tay=],-4*y, *>0, (46)

при условии #(0) = 0 в случае задачи D и при условии

lim(tay' (t)) = 0 в случае задачи N. Спектр уравнения (46)

дискретен при 2 —а + р>0 (т. е. при условии (45) для /—2).
Обозначим соответствующие собственные значения через-
\ik (а, [3, D), \ik(a,fy,N). Положим г= 2 — а + р, Ъ-=(т — \)г~1,

k

где «•» заменяет любой из символов Д N. Предположим, что

коэффициенты в (42) вещественны и непрерывны и dQ^C2.
Тогда для функций распределения собственных чисел

соответствующей краевой задачи для уравнения (42) справедлива
формула

hm^N^^j^wia, p, m; •)] 'у}__
ь
dS, (47)

где v = v(x) —единичный вектор нормали к dQ в точке х.

Отметим, что для комплексной эрмитовой матрицы а вид формулы
должен измениться.

В пограничном случае (а—(3 = 2га-1) справедлива формула
С ьт}2

dQ

В отличие от случая сильного вырождения, -асимптотический'

коэффициент здесь один и тот же для задач D и N.

2. Асимптотика спектра вырождающихся уравнений
изучалась И. А. Соломещем, рассмотревшим в [192] уравнение (42),
0<а<1, р = 0 и в [193] —случай произвольного /, 0<а</, р =
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— 0. При указанных значениях параметров им была получена
формула спектральной асимптотики для задач со слабым

вырождением и в пограничном случае. Для сильного вырождения
им найдены двусторонние оценки, дающие правильный порядок

^функции N(\x). Позднее аналогичные результаты получены
И. А. Соломещем [194] для уравнений в цилиндре, с

логарифмически-степенным вырождением.
В работах А. Ф. Горюпова [70, 71] результаты и техника

И. А. Соломеща распространены па случай задач с

вырождением на подмногообразиях размерности, меньшей чем (т—1).
Результаты работ И. А. Соломеща не раз повторялись,

причем подчас —в более слабой форме. Так, в [242, 243, 297,
298] рассмотрены уравнения вида (42) при а=1, р = 0, Ь = \

(это соответствует пограничному случаю при т= 2 и сильному
вырождению при /я>2). Однако авторам не удалось получить
даже точных по порядку двусторонних оценок N ([х).
В. Н. Туловский [207] нашел в этой задаче правильный порядок
N (jj.) при т>4. Наконец, в [253, 251] для этого случая оценки

•с правильным порядком N (ц) были вновь получены для всех

размерностей т.

В работах Эль-Колли [285, 286] рассмотрена задача о

поперечниках единичного шара пространства Соболева Wlp со

степенным весом как компакта в Lp с другим степенным весом.

При /? = 2 из результатов этих работ вытекают правильные
по порядку двусторонние оценки N (и) в задаче D для
уравнения (41) при любых /, a, JB, отвечающих слабому или

сильному вырождению. В пограничном случае результаты менее

.полны.

Специальный класс вырождающихся уравнений, связанных с

дифференциальными операторами Фурье—Бесселя, рассмотрел
И. А. Киприянов [94]. В [94] / произвольно; р = а, что

относится к слабому вырождению. В А(х, D) включены члены с

младшими производными, не вполне непрерывные относительно

«старших» членов. Тауберовым методом найдены
асимптотические формулы для е(х, у\ К) и N(X). В основных формулах
.(3.29), (3.30) работы [94] требуется исправление (K^Xi/2m в

.аргументе функции /\; сообщено автором). Исследования
И. А. Куприянова были продолжены В. В. Катраховым [90, 91],
получившим внутренние оценки остатка в асимптотических

формулах для е(х} х\ а).
3. Основные результаты по. спектральной асимптотике для

уравнений (42) с сильным вырождением получены независимо

Ыордином [338] и И. Л. Вулис и М. 3. Соломяком [60, 62].
Формула (47) получена в [60] для 0<а<2 и в [62] —для
любых а^0. В [338] рассматривался случай а=1, Р = 0, 6<0,
причем асимптотический коэффициент найден в несколько иной
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форме. До указанных работ был известен лишь один частный

пример задачи с сильным вырождением, где с помощью

разделения переменных в шаре найдена асимптотика N(i\) (Шима-
кура [352, 353]). Уже после работ [338, 60] Шимакура [354]
исследовал ^-функцию вырожденного оператора (случай Нор-
дина). В работе [251] асимптотика подсчитана для некоторых

специальных областей и уравнений.
Сильно вырождающиеся уравнения вида (41) при любых

"/, а, р рассмотрены И. Л. Вулис [59]; на них удалось
распространить технику и основные результаты работ [60, 62].

Вырождающиеся уравнения высших порядков изучал также

Фам Тхе Лай [340—342]. Рассмотрения в [340] соответствуют

«пограничному» случаю. Работа [342] интересна тем, что в ней

впервые удалось успешно применить тауберову технику к

задачам с сильным вырождением (рассмотрены уравнения, близкие

к (41), при 2а = 1, (3 = 0, Ь = 1). Результаты [342] существенно
опираются на вспомогательные оценки, полученные в [341].

Тамура [358] рассмотрел задачи вида (11) в Rm, при
A=A(D) и B = b(x), b>6. В зависимости от характера
убывания Ь(х) при \х\—>-оо выделены случаи слабого, пограничного
и сильного вырождения. Во всех случаях вычислена

асимптотика N(u). Ранее Ларссон [321] исследовал задачу D для

уравнения— Au = \xbu в ограниченных областях при наличии у
функции Ь степенной особенности в точке. Порядок особенности

соответствует слабому вырождению.
4. Ряд работ посвящен изучению спектра эллиптических

уравнений с неравномерным вырождением. Пусть, например,

квадратичная форма (по £) а0(х, £) представляет собой главный
символ эллиптического оператора второго порядка в области

12czRw и пусть >чР0< • • • <кт(х)~~ее собственные числа.

Неравномерное вырождение означает, что inf Хх (х) X"1 (х) = 0.
X

В работах Гиймо-Тессье [305, 306] рассмотрены уравнения,
которые в окрестности dQ можно записать в виде

Здесь v — нормаль к dQ, В — невырождающийся эллиптический

оператор по касательным переменным. Выделен случай
«сильного вырождения» и показано, что асимптотика спектра при
этом дается формулами, аналогичными (47).

Ранее в [244] исследованы уравнения специального вида;

вырождение в них соответствует случаю а = 1, р = 0 в уравнении

(48). Показано, что для спектра задачи D сохраняется формула
вида (16).

В работах Г. М. Тащияна [204, 205] выясняются условия,

при которых спектр задачи D для уравнения (15) с

неравномерным вырождением эллиптичности подчиняется асимптотической

27



формуле (16). В [205] построены примеры, показывающие, что

одной лишь конечности интеграла в (16) для этого недостаточно.

Это контрастирует со случаем уравнений вида (17) при Km

(см. п. I § 4). В [204] рассмотрены некоторые задачи с

неравномерным степенным вырождением. Пусть, например, Q = Q'X
X (0, а) —цилиндр в Rm, m^3. Ставится задача о спектре
отношения квадратичных форм

\b\u\>dxl\Z*Ajh\**' u\dQ = 0.
П I Q k

l й |

Установлено (при а?77=^1), что условие конечности интеграла в

(16) необходимо и достаточно для того, чтобы асимптотика (16)
была справедлива. Аналогичные результаты получены в случае
вырождения на подмногообразиях меньшей размерности.

§ 7. ЗАДАЧИ СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ

В ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ

Типичный пример таких задач на спектр
— «обобщенная

задача Стеклова». Спектральный параметр входит в граничное
условие, а однородное эллиптическое уравнение играет роль
«связи»:

2 Тйг(М*)-з£-) = 0' *^-Ь{х)а\дй^, (49)

где d/dv — соответствующее конормальное (внешнее)
дифференцирование. Обычная задача Стеклова получается, если в

(49) aiJ = ^ij. Задача (49) может быть с удобством заменена

вариационной задачей о спектре отношения квадратичных форм

§b\u\*dS l^aiJ-§^^jdx; ueH*(Q). (50)
dQ I Ь i,j

При этом эллиптическое уравнение (связь) играет роль
естественного условия по отношению к задаче (50) и может не

учитываться заранее.
Если коэффициенты аЬ](х) вещественны, то асимптотика

спектра задачи (50) определяется формулой (v — вектор

нормали)

С (av v\-(m/2+l)bm-l

ix^o
-

V '
m-ldi Vdeta

Этот результат (в эквивалентных терминах) был установлен

Сандгреном [344] вариационным методом. В работе Уднова
[339] на рассматриваемые задачи была распространена таубе-

рова техника.
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Весьма общие результаты по задачам с параметром в

граничных условиях получил А. Н. Кожевников [99, 100],
рассмотревший однородное эллиптическое уравнение порядка /. Часть

граничных условий содержит |ы. Обобщая метод работы [339],
автор получает эллиптический (по Дуглису—Ниренбергу) ПДО
на dQ, спектр которого совпадает со спектром исходной задачи.

Это дает процедуру для вычисления асимптотики.

Шамма [349—351] приводит задачу Стеклова (задачу (49)
при ctij = 6ij) при т = 2 к эквивалентному интегральному
уравнению на dQ. Используя специфику одномерного случая

(dimdQ=l), он получает для AT(jli) второй член асимптотики.

В той же задаче Куттлер и Сигиллито [320] дали оценки

собственных чисел через геометрические характеристики области.

Задача (49) близка к вырождающейся спектральной задаче

(42) при а = 0, (3= —1. В самом деле, отношение (50)
формально получится из (43), если в числителе заменить р-1 на

функцию б(р), также являющуюся однородной функцией
(обобщенной) порядка —1. Эта аналогия была использована в работе
И. Л. Вулис и М. 3. Соломяка [61], где получена формула
спектральной асимптотики задачи вида (50) для

вырождающихся уравнений. Распространение на уравнения высших порядков
дано И. Л. Вулис [59].

А. Ф. Горюнов [72] рассмотрел аналогичные задачи со

степенным вырождением на подмногообразии Г, dim Г<т—1.
В зависимости от соотношения между степенью вырождения и

dim Г выделены случаи слабого, пограничного и сильного

вырождения (ср. § 6). В первых двух случаях найдена

асимптотика, в последнем
—

двусторонние оценки для N([i).
Некоторые одномерные задачи со спектральным параметром

в граничных условиях рассматривались в [ПО—113, 163].

§ 8. ОЦЕНКИ ОСТАТКА В ФОРМУЛАХ

СПЕКТРАЛЬНОЙ АСИМПТОТИКИ ДЛЯ РЕГУЛЯРНЫХ ЗАДАЧ

1. Обсуждаемый в этом параграфе вопрос состоит в оценке

разности

R (\) =N (X) —(2ic)-"X«/' $ со (х) dx. (51)

Здесь N(k) — функция распределения собственных чисел

«регулярного» полуограниченного эллиптического оператора
порядка / в области fic:Rm (или на /га-мерном многообразии).
Функция со (л:) определяется формулами (3), (6).

Как правило, оценки для /?(Х) получают из аналогичных

оценок остатка в асимптотических формулах для
спектральной функции:

/?(X) = §r(x, \)dx,
Q
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где

r(x, \) = е(х, х; \) — (2«ута(х) W*

В общем случае оценки для г(х, X), А>(Х)Х не могут быть

лучше, нежели

\r(x, X)|<C(*)XC»-i>/'; (52)

|/?(X)|<CX('"-i)/'. (53)
В самом деле, оценки (52), (53) неулучшаемы уже для

оператора Бельтрами—Лапласа на сфере (см. [236, 218]).
Есть, однако, случаи, когда оценки (52), (53) заведомо не

являются точными. В задаче D для оператора Лапласа на

квадрате улучшенный порядок в (52) установлен Ф. Г. Булаевской-
Масловой [47]. Дюйстермаат и Гийемен [281] для

эллиптических уравнений на компактном многообразии без края указали

условия, при которых в (53) справа можно поставить o[l l ]
Эти условия выражены в терминах соответствующей гамильто-

новой системы и исключают «вырожденные» случаи типа

оператора Бельтрами—Лапласа па сфере.
Оценка (52) получена к настоящему времени для широкого

класса эллиптических задач. Исходными здесь явились работы
Б. М. Левитана [133, 135] и Авакумовича [236], где оценка (52)
была установлена для уравнений второго порядка с

переменными коэффициентами. Особенно перспективным оказался подход

Б. М. Левитана, основанный на изучении задачи Коши для

соответствующего гиперболического уравнения. Общий метод
получения оценок вида (52) разработан Л. Хермандером [218].
использовавшим технику ПДО и «интегральных операторов
Фурье». Пусть Р — самосопряженный полуограниченный ПДО
первого порядка на компактном m-мерном С°°-многообразии Q
и пусть £(/)=ехр(—UP)—разрешающий оператор задачи
Коши для уравнения du/dt + iPu = 0. В [218] для E(t) найдено
приближенное представление Q(t) вида

[Q(t)f\(x) = l\q(x, U У, £)ехр (*<?(*, t, у, \))fiy)dydl. (54)

Это представление локально (т. е. оно справедливо для функций
/, равных нулю вне фиксированной координатной окрестности
в Q). Разность Q\E является интегральным оператором с

ядром из С°°. Детальное исследование интеграла (54) и

последующее применение утверждения тауберова типа приводит к оценке

вида (52) (при /=1), равномерной на любом компакте KczQ.
Оценка (52) для эллиптического дифференциального оператора
А (ху D) порядка / с С°°-коэффициентами получается с помощью

перехода к ПДО P=Ai/l. По поводу аналогичных результатов
для эллиптических (неполуограниченных) систем первого поряд-
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ка см. Б. М. Левитан [137]. В [137] существенно используется
предположение о постоянстве кратностей собственных значений
символа.

2. Разумеется, оценка (53) следует из (52) для многообразий
без края. Иначе обстоит дело для краевых задач. Помимо

двумерных задач с разделением переменных, где найден второй
член асимптотики (см. § 9), оценка (53) получена** лишь для

уравнения Au + k2u = 0 в многоугольнике или многограннике при

условии Дирихле или Неймана (Бэйли и Браунелл [237]
(т = 2)\ Б. В. Федосов [215, 216] (га^2). В сколько-нибудь
общей ситуации вместо (53) удается получить менее точную

оценку

|/?(X)|<CX<«-i>/4ogX. (55>

Для оператора Лапласа (задачи D и N) оценка (55) была

получена еще Курантом [116] вариационным методом. Результат
ты для общего случая могут быть получены на основе техники

Хермандера. В работе Брюнинга [260] результаты [218] пере-.
носятся на краевые задачи (случай одного уравнения).
Предполагается, что Q — ограниченная область, удовлетворяющая
условию конуса и А (х, D) — полуограниченный эллиптический опера-?
тор с С°°-козффициентами. Дополнительные ограничения на

Q вносятся условием D(As)czIibl(Q), где s целое, sl>m. При
этих предположениях в [260] установлена оценка (52) при

С(х)=С\/р(х), р(х) =dist(x, dQ). Отсюда и из (24) получает,
ся (55).

Работы В. Громеса [301] и Брюбаха [259] посвящены сие-,

темам с постоянными коэффициентами, при условии
постоянства кратностей характеристик. В них получены оценки вида

(52), (55), причем в [301] рассмотрены сильно эллиптические

системы второго порядка в областях QczR3, в [259] —системы

порядка I в областях ficR??l, при условиях, близких к условию
сильной эллиптичности. В работе В. Громеса [302] результаты

[301] перенесены на некоторый класс систем на трехмерных,

многообразиях.
Другой подход к оценкам г(х,К) и R(K) ранее предложен

Агмоном [232]. Он основан на связи между спектральной
функцией и интегралом от ядра резольвенты но специальному

контуру в плоскости спектрального параметра л. Хорошие оценки

для г(х,Х) получаются, если контур достаточно близок к

полуоси )„>0. Для получения нужных оценок в [232] использовано

асимптотическое разложение резольвенты, найденное ранее
Агмоном и Капнаи [233]. Систематически применяется метод

оценок, развитый в [230, 231].
Основной результат о спектре, полученный в [232], заклю-

*) Примечание при корректуре. Класс случаев, для которых оправдана-

оценка (53), существенно .расширен в работе В. М. Бабича и Б. М.
Левитана (РЖМат, 1977, 2Б862).
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чается в оценке

| R (X) | < СаМт-а"1(у° < °). (56)
где 0=1, если старшие коэффициенты оператора постоянны, и

0=1/2 в противном случае. Оценка (56) установлена в

предположении, что коэффициенты оператора принадлежат С°° и

граница достаточно регулярна.

Другим методом оценку (56) для многообразий без края
получил Хёрмандер в работе [217], предшествовавшей статье

[218]. Нагасе [334] повторил результат [232] для краевых

задач, опираясь па технику работы [217].
Оценка (56), очевидно, хуже оценки (55). Однако методика

работ [232], [217] переносится на полуограниченные системы

без предположения о постоянстве кратиостей собственных
значений символа (см. Каннан [316]). Значение работы [232]
также в том, что развитый в ней метод допускает
распространение на операторы с «не очень гладкими» коэффициентами.
Такому распространению посвящены работы Билса [247—249],
Маруо и Танабе [327, 328], Маруо [325, 326], Танабе [360, 361],
Ватанабе [367].

В [247—249] рассмотрены операторы со старшими
коэффициентами из Lip ft, 0<Л^1. Помимо этого наложены условия,
содержащие значительные требования гладкости в неявной

форме. В итоге Биле получает (56) при a = h(h-\-3)~i. Этот

результат был несколько улучшен в [360, 361].
В [327, 328] осуществлен переход к операторам, заданным с

помощью билинейной формы (фактически — к вариационной
постановке задачи). Это привело к действительному снижению

условий гладкости коэффициентов в вопросе об оценках г(х,Х)
и R(l).

Пусть а — квадратичная форма вида

а \и\= \ 2 a-tfD^uDt vdx,

такая, что а[и]>о || % ||///i(Q), o>0, для и из области

определения V формы а. Относительно V предполагается лишь,
что

Я'» (Q)aVaHb (Q)(l^2ll>m).
Это условие значительно слабее, чем фигурировавшее в [232,
247—249] включение D(A)czHl(Q). Налагая какие-либо

условия гладкости на коэффициенты форм!'1 при |ct| = |P|=/i (a
иногда и на следующие по старшинству коэффициенты), авторы

получают оценку вида (56) при соответствующем значении а.

В [325] в форму а включены младшие несамосопряженные
члены. В [326] техника и некоторые результаты работы [327]
перенесены на случай уравнений со слабым вырождением, в

[367] — на случай сильно эллиптических систем с

несамосопряженной главной частью.
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Для полуэллиптических операторов (с переменными
коэффициентами) оценки вида (56) получены в работах Капнаи
[316], Цуцуми и Вонга [365].

В случае постоянных коэффициентов оценки, аналогичные

(55), получены для более широкого класса неэллиптических

уравнений. В. Н. Туловский [208] рассмотрел вариационным
методом задачу D в ограниченной области Qc:Rm для
уравнения (1). Полином Л(£)>0 таков, что Л(£)->оо при |g|->oo, a

объем V(X) и площадь поверхности S(X) тела Л (g) ^А,
удовлетворяют условию S(K) =o(V(X)). Тогда

Если же

S(X)logX = o(l/(X))f
то

N (X) = (2*)-* mes 2 • V (X) -f О (S (X) log X).
В [210] близкие результаты получены для уравнений \xA(D)u —
= B{D)u.

Оценка остатка в асимптотических формулах для N(K)
обсуждается также в [224, 43].

§ 9. УТОЧНЕННАЯ АСИМПТОТИКА ДЛЯ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

1. Еще в 1912 г. Г. Вейль [372] высказал гипотезу о

регулярном поведении остатка R(k) в (51). Именно он предположил,
что для оператора Лапласа в ограниченной области Qc:Rm (у
Вейля т = 2) справедлива асимптотическая формула

N (Х) = ^mesi»SX"/2 +4(^rmeS«- (<32> *(m-1)/2 +

+ o(X(«-D/2). (57)
Здесь знаки =F соответствуют задачам Дирихле и Неймана.

Имеются примеры двумерных областей, для которых
формула (57) оправдана. Браунелл [257] установил (57) для

квадрата. Н. В. Кузнецов и Б. В. Федосов [115] и Н. В. Кузнецов
[114] оправдали (57) для всех областей (т = 2), где задача

допускает разделение переменных. Недавно В. А. Михайлец

(РЖМат, 1976, 11Б828) показал, что если формула (57) верна
для области QrczRm, m>l, то она справедлива также для

цилиндра Й = £УХ (я, 6)czRm+1. Равенство (57) известно также для

треугольников с углами (л/2, я/3, л/6), (л/2, л/4, л/4) и

равностороннего (Макай [323, 324]). Хотя в этих случаях
переменные не разделяются, собственные числа и собственные функции
выписываются явно. В работах Кларка [270] и Бейлтса и Хил-

фа [241] сравниваются результаты, полученные по формуле
(57) (круг, квадрат), с численными расчетами.

Формулы, аналогичные (57), можно предположить и для
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более общих задач, а также ввести в эти выражения
дальнейшие члены асимптотики. Однако подобные формулы не могут
быть справедливы в общей ситуации в буквальном смысле. Это
показывает пример Авакумовича—Д. Громеса (см. [236, 300]),
где рассмотрен оператор Лапласа (т = 2) в двуугольнике с

углом а на сфере при условии Дирихле. Если а/я рационально,
то остаток /?(/-) в (51) осциллирует, причем размахи колебаний
имеют порядок О (у).), т. е. порядок второго члена в (57).

2. Выделение следующих членов в асимптотике для А'(а)
становится возможным, если саму функцию N(K)
предварительно сгладить (усреднить). Чтобы получить такие усреднения,
обычно рассматривают функции, используемые в различных
вариантах '1аубсрова метода (регуляризовапный след
резольвенты; 0-фупкция 8 (г) =Тг ехр (—At); ^-функция VKz) =Tr (А~:):
средние по Риссу). Для этих функций удается получать
дополнительную асимптотическую информацию, что и

истолковывается как «усредненная» асимптотика для АГ(д). Такие приема
ничего не дают, однако, для выделения дальнейших

асимптотических членов для несглаженной N(1).
В последнее время интенсивно изучается G-фуикция, что

соответствует суммированию разложения для iV(л) методом Абеля.

Связь с параболическими задачами (6(/)—след
параболической функции Грина) позволяет в регулярном случае получать
полное асимптотическое разложение (разложение Мипакши-

сундарама) Q{t) при t-+ + 0. Фудзивара [294] и Грейпер [299]
рассмотрели этот вопрос в весьма большой общности: р-эллип-
тические положительно определенные системы порядка / на

/п-мерном многообразии без края или с краем. В последнем
случае ставятся самосопряженные граничные условия Шапиро—
Лопатинского. Получено разложение вида

0(0~2^~(,n"ft)//' ^-г°> (58)

причем для многообразий без края ck = 0 при нечетных /е.

Много внимания уделяется явному вычислению

коэффициентов разложения (58) в геометрических терминах для оператора

Бельтрами—Лапласа на многообразиях (при наличии края
—

для задач D и N). Это соответствует общей программе изучения
связей между спектром оператора Лапласа и геометрией
многообразия. Интерес к этой тематике был в большой степени

стимулирован статьями Каца [314] и Маккина и Зингера. [330].
Новые результаты в этом направлении получил С. А..

Молчанов, в содержательной статье которого [146] есть также обзор
литературы и библиография. Из последних работ на эту тему

укажем статьи [238—240, 287, 322, 329, 357, 366], а также курс

лекций [250]. Особенного внимания заслуживают результаты
Колеи де Вердье [278—280]. Он рассматривал разложения
вида (58) при комплексных t. В частности, в [279] показано, что
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для многообразий отрицательной кривизны возникают новые

члены (экспоненциально малые для Im^ = 0), содержащие
информацию о спектре геодезических.

Разложения вида (58) в некоторых случаях удается
написать и для сингулярных задач. По поводу одномерного
оператора Шредингера с растущим потенциалом (разложение Виг-

пера) см. книгу Каца [93].
Оператор Шредингера с периодическим потенциалом

рассмотрен в [315].
Отметим, что полные асимптотические разложения (з

комплексной области) для регулярнзованиой 0-функции (или регуля-

ризованного следа Тг(Л—z)~l) изучались и для задач с

непрерывным спектром. Для оператора Шредингера в R?rt и во

внешности области см. В. С. Буслаев [53—55] и А. А. Арсепьев [9].
С разложением функции 0 тесно связано исследование

полюсов функции С, мероморфно продолженной на всю комплексную
плоскость. По этому поводу см. Сили [345—348], а также

В. Е. Шаталов [219, 220]. Другие способы сглаживания N(1)
«.например, усреднения по Риссу) дают возможность выделять

конечное число членов разложения. Здесь представляет интерес
определение точною числа членов разложения (в зависимости

от порядка усреднения) и оценка остатка. По этому поводу см.

работы Г. А. Суворченковой [195, 196] (оператор —Д+<7 на

многообразии без края). Для оператора Лапласа в

.многограннике (задачи D и N) такое исследование ранее провел
Б. В. Федосов [216].

С. И. Гринберг [73—75] исследовал асимптотику разности

л,/—/.7г" собственных чисел оператора —A+ q в ограниченной
области QczR3 при изменении краевых условий (и, возможно,

q). Наприхмер,

2 \К (D) ~ К (АО] ~ (16*)-W mes (dQ).
%n{D)<K

Эта формула соответствует выделению младших (зависящих от

граничных условий) членов в асимптотике для «усредненной»
N(K).

3. Анализ задач с разделением переменных показывает, что
в определенном смысле естественно нумеровать собственные
значения не одним значком, а несколькими целочисленными

параметрами. Например, для оператора Лапласа в плоской области

таких параметров два. При этом собственные функции и спектр
разбиваются на подмножества («серии») с существенно
различным асимптотическим поведением. Естественно попытаться

перенести (хотя, бы частично) такой подход на области более

общего вида. В последние годы в указанном направлении
велась интенсивная работа.

Выделение «серий» обычно связывается с инвариантными
множествами фазового пространства соответствующей класси-
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ческой динамической системы. Для выпуклой области на

плоскости в задачах D и N для уравнения Лапласа такие серии
выделяются в связи с устойчивыми периодическими
траекториями или в связи с каустиками (или с семейством каустик)
соответствующей биллиардной задачи. В многомерном случае
выделяются серии, сосредоточенные вблизи лежащих на dQ

«устойчивых» замкнутых геодезических и т. п. Первоначальные
исследования были выполнены «на физическом уровне
строгости», причем строился лишь главный член асимптотики. Было

проведено разделение на серии в задачах, допускающих точное

решение (круг, шар, эллипс): Келлер и Рубинов [318, 319],
Л. А. Вайнштейн [58], В. П. Быков [57]. В плоских областях
более общего вида собственные функции типа «шепчущей
галереи» и «прыгающего мячика» исследовались В. С. Булдыревым
[48, 49]. Им было высказано соображение о существовании
«серий» собственных функций, связанных с одномерными
циклами, устойчивыми по первому приближению. Роль устойчивых
замкнутых геодезических для многомерных областей выяснена

в работах В. М. Бабича [14, 15], В. М. Бабича и В. Ф.
Лазуткина [19] (см. также В. М. Бабич [17]). Другой подход к

выделению серий в зависимости от свойств соответствующей
классической динамической системы разработан В. П. Масловым

(см. п. 3 § 10).
В работе В. Ф. Лазуткина [117] (см. также В. С. Булдырев

[50]) построены дальнейшие члены разложения для спектра и

собственных функций «серии», сосредоточенной вблизи границы
плоской области. На этой основе в [117] показано, что

построенное приближение для спектра является асимптотическим для

некоторой подпоследовательности точных собственных чисел

задачи, а погрешность приближения стремится к нулю. Позднее
в большом числе работ различными методами строились
полные асимптотические разложения для тех или иных «серий».
Значительная часть этих работ отражена в монографии
В. М. Бабича и В. С. Булдырева [18]. Такие разложения
имеют прикладное значение. Они оказались полезными и для

выяснения некоторых принципиальных вопросов спектральной
асимптотики. Наиболее продвинутые результаты здесь принадлежат
В. Ф. Лазуткину [119—128, 131]. В [125] построена
асимптотика серии, отвечающей некоторому «разрывному» однопарамет-

рическому семейству каустик, близких к границе. Спектр
задачи D нумеруется двумя параметрами, пробегающими часть

целочисленной решетки; эта часть решетки имеет положительную
плотность. В [128, 131] подобные построения проведены для
более общих семейств инвариантных кривых. Для функции

распределения N*(X) соответствующей подпоследовательности

(серии) собственных значений получена асимптотика N*(k) =
= $Х+о(к), р>0. Число р—меньше, чем коэффициент в

асимптотике Вейля (32) (/ = 2) для полной функции N(X). В [127]
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В. Ф. Лазуткин аналогичным образом рассмотрел
периодическую задачу на квадрате для уравнения —Аи+ Х(\ 4-ей)и = 0,
где h — гладкая функция, е— малый параметр. Для
выделенной серии собственных чисел получено полное асимптотическое

разложение. Установлено, что для функции распределения
N*(X) этой серии

lim inf N* (k)/N (X) > \—суТ.
Я.—>оо

Разложения для серий собственных чисел сопровождаются
построением формальных рядов для собственных функций.
B. И. Арнольд [7, 8] (см. также В. Н. Карпушкин [89])
показал, что эти ряды, вообще говоря, не являются

асимптотическими выражениями для настоящих собственных функций (мод).
Такие приближения (квазимоды) представляют собой линейные

комбинации мод, отвечающих нескольким близким точкам

спектра.
В ряде задач теории колебаний асимптотические

разложения для некоторых серий квазимод строятся и изучаются в

работах В. С. Булдырева [51], В. Г. Осмоловского [150"
Т. Ф. Панкратовой [154, 155], М. Ф. Пышкиной [161
C. Ю. Славянова [189]. См. также [95—97, 317].

К обсуждаемому направлению примыкают исследования

колебаний в открытых резонаторах. См. В. М. Бабич [16],
В. С. Булдырев и М. М. Попов [52], В. Ф. Лазуткин [118],
В. Ф. Лазуткин и Н. В. Сванидзе [130], Т. Ф. Панкратова
[156], М. М. Попов [158, 159], Т. М. Попова [160], Н. В.

Сванидзе [174], Б. Н. Семенов [175].
4. В работах Балиана и Блоха [238—240] рассматривались

задачи D, N и третья краевая задача для оператора Лапласа
в области QciR3. Изучалась «плотность сглаженной функции
распределения»

'<Х> = -И(=:'м—
■ v"yV(u)

-Я)2 + т2
'

Здесь y>0 — параметр сглаживания. Если у не слишком мало,

то для рг строятся разложения, которые, в конечном счете, дают

о N(k) ту же информацию, что и другие способы сглаживания

(см. п. 2). Эти разложения строятся на основании «лучевых»

соображений. Аналогичные построения проводятся для

оператора Лапласа на m-мерном многообразии без края и для системы

Максвелла в QciR3 (в последнем случае вычисления,

по-видимому, содержат ошибку). При малых (фиксированных) у

исследуются осцилляции функции рт, которые связываются с

существованием устойчивых циклов, порождающих «серии» в

смысле п. 3. Работы выполнены на физическом уровне
строгости.
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§ 10. НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Формулы вида (5), (22), которые содержат лишь символы

дифференциальных операторов, остаются в силе и для

широкого класса «регулярных» задач, связанных с ПДО.
Фудзивара [293] рассматривал положительные

эллиптические системы ПДО четного порядка на многообразиях без

края. Им получено полное степенное разложение Э-функции, из

которого, в частности, следует асимптотическая формула (22+).
Как уже отмечалось (см. п. 1 § 8), Хёрмандер [218] исследовал

спектральную функцию эллиптических положительно

определенных ПДО первого порядка и нашел для них точную оценку
остатка в асимптотической формуле. Для полуограниченных
систем ПДО, эллиптических по Дуглису—Ниренбергу,
асимптотику Ri.ua (20} исследовал А. II. Кожевников [100].

Дальнейшие важные результаты о спектре скалярных ПДО
па многообразиях без края получены Дюпстермаатом и Гийеме-
ном [281]. Символу ПДО сопоставляется гамильтонова

система на кокасатслыюм расслоении. При некоторых
предположениях об этой системе в [281] получен второй член асимптотики

N(X) (без усреднения!), который имеет вид ck{m~i)/l. Для

дифференциальных операторов всегда с = 0, что приводит лишь к

упоминавшемуся в § 8, п. 2, улучшению оценки (53).
Широкий класс ПДО на окружности (включая неполуогра-

ниченный случай) рассмотрел Г. В. Розенблюм [169]. На

основании введенного им понятия «ночти-нодобия» операторов он

получил полные асимптотические разложения для собственных

чисел.

Краевые задачи (в смысле Вишика—Эскина) для полуогра-

ничепных эллиптических ПДО рассматривал Буй Ан Тон [262,
263]. Им оправдана для этого случая формула (5).

2. Если для положительного ПДО в L2(Rm) символ

неограниченно растет при |х|->оо, то спектр дискретен. Задача об

асимптотике N(X) в этом случае близка к «сингулярным»

задачам, рассмотренным в § 3. Точные формулировки
результатов в большой мере зависят от того, с помощью какого

символа задан ПДО.
Ф. А. Березип [27] изучил N(K) для ПДО, исходя из

введенных им виковского и антивиковского символов. Само

существование антивиковского символа накладывает

ограничительные условия на оператор. При определенных
предположениях получена асимптотика для N(1), аналогичная формуле (2).
В асимптотическое выражение входит антивиковский символ.

В определение ПДО в [27] введен также малый параметр (что
соответствует замене D^h~lD). Получена асимптотика для

N(K) при фиксированном X и /i-й) (ср. § 5).
В. Н. Туловский и М. А. Шубин [211, 212] рассмотрели

ПДО в L2(Rm) с символом Вейля, «правильно» растущим при
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j#|->oo. Для спектральной функции они нашли приближенное
представление, также имеющее вид ПДО с символом Вейля.
На этой основе в [211, 212] оправдана формула вида (2) (с
символом Всйля) й получена оценка остатка. В [211, 212]
использованы некоторые элементы техники Ф. А. Березина, но, в

отличие от [27], не применяются утверждения тауберова типа.

3. В. П. Масловым разработан (см. [141, 142, 144])
многомерный аналог метода В КБ, который, в частности, нашел

применения в задаче об асимптотике спектра. Эти исследования
В. П. Маслова соприкасаются с задачей о выделении

спектральных серий, обсуждавшейся в п. 3 § 9. Рассматриваются
эллиптические положительные ПДО, заданные посредством

(х, |)-символов и содержащие малый параметр (D^h~1D).
Найдены условия общего характера, позволяющие выделить

некоторую серию собственных значений. Серия выделяется

«условиями квантования» и для нее определяется
квазиклассическая асимптотика. По поводу применения метода Маслова к

дифференциальным уравнениям см. [95—97].
4. М. А. Шубин [227, 228] перенес понятие функции

распределения N(X) на некоторые задачи с непрерывным спектром.
Пусть А (х, D) — самосопряженный эллиптический оператор с

почти периодическими коэффициентами; его главный символ

положителен. Пусть GczRm — ограниченная гладкая область,

Ng — функция распределения задачи D для уравнения Аи = ки

в области G. Существует предел

A/r(?.)=Hm(mesG)-Wc(>.)

при неограниченном гомотетичном расширении G. Таким

образом, N (X) —«среднее количество» собственных чисел, меньших

Я, приходящихся па единицу объема. Функция N(%) может

быть определена прямым образом как «настоящая» функция
распределения в некотором факторе Неймана с помощью

следа в этом факторе. Для N(h) получена при Я->оо асимптотика

вейлевского типа, которая соответствует усреднению при G->oo

вейлевской асимптотики для NG(X). Получена оценка остатка.

Вводится соответствующая ^-функция, которая оказывается ме-

роморфной, и изучаются ее полюса.

Усреднение NG по объему встречается во многих вопросах
математической физики. См., в частности, обзор Л. А. Пастура
[157] о спектре оператора Шредингера со случайным
потенциалом.

Для некоторых одномерных задач о колебаниях изучаются
асимптотические разложения первых собственных значений по

большому параметру — длине основного промежутка. По этому

поводу см. А. А. Есипов [77], А. А. Есипов и В. И. Юдович

[78—81].
5. Если в уравнении Шредингера (7) потенциал отрицате-
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лен, q->0 при |x|->oo и, например, | q \>с (1 +| х |)~2+8>
е>0, то спектр левее нуля дискретен, бесконечен и

скапливается к точке Х = 0. Для его асимптотики может быть

предложена формула, аналогичная формуле (8):

N (X) ~ (2it)-mvm J (X - q)f*dx, X -> - 0. (59)

Формула (59) (и ее обобщения) была ранее оправдана
лишь при весьма стеснительных предположениях о потенциале

(см., например, [258, 178]). Кон [277] доказал формулу (59)
(при т = \) для уравнения на полуоси

-y// + q(x)y + l(l+l)x^y = Xy, (/>-72) (60)

лишь при естественных предположениях q(x)-+0, x3q'(x)-+oa
при х->оо. В связи с формулами вида (59) см. также Тамура
[359].

Если в (60) q(x)=—ax-i+'q(x), где а>0 и ^ — «слабое

возмущение», то асимптотика дискретного спектра при Х-*—0
связана с так называемой формулой Ритца. Близкие задачи
возникают и для радиальной системы Дирака. Указанные

вопросы исследовались в работах Л. А. Сахновича [171—173],
Д. Р. Яфаева [229], В. В. Образцова [148, 149].

6. Для уравнения —y"+ p(t)y = Xy> p(t + T)=p(t),
исследовалась асимптотика расстояния между двумя собственными:
числами периодической и антипериодической задач на периоде.
Это равносильно вопросу об асимптотике ширины лакун в

непрерывном спектре задачи на оси. Для некоторых классов

аналитических потенциалов для ширины лакун установлена
экспоненциальная асимптотика (С. Г. Симонян [176, 177], М. В. Фе-

дорюк [214]). В. Ф. Лазуткин и Т. Ф. Панкратова [129] для

потенциалов конечной гладкости 5 установили степенную

асимптотику длин лакун в зависимости от s. См. также Истхем [282].
Пусть на двумерном торе задана гладкая риманова

метрика, достаточно близкая к евклидовой. А. И. Шнирельман [226]
показал, что спектр оператора Бельтрами—Лапласа
асимптотически двукратный. Именно, расстояние от собственного числа

Ап до остального спектра убывает сверхстепенным образом при
п-+оо. Этим усилено одно следствие из результатов В. Ф.
Лазуткина [127].
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УДК 513.88

ВОПРОСЫ ТЕОРИИ РАСШИРЕНИЯ
НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ В ОСНАЩЕННЫХ

ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Э. Р. Цекановскийу Ю. Л. Шмульян

Классическая теория эрмитовых и самосопряженных
расширений плотно заданных эрмитовых операторов была построена
Дж. Нейманом и в настоящее время излагается во многих

руководствах по теории операторов (см., например, [5]).
Эта теория обобщалась в различных направлениях.

Л1. А. Наймарк [33, 34] разработал теорию расширений
эрмитовых операторов с выходом в расширенное пространство.
М. А. Красносельский [17] распространил теорию Дж.
Неймана па неплотно заданные эрмитовы операторы. В ряде работ
Л1. С. Лившица [28, 29], А. В. Штрауса [64, 65], А. В. Кужеля
(26, 27] и др. авторов были рассмотрены уже не эрмитовы, а

более общие, квазиэрмитовы расширения эрмитовых
операторов.

Методы теории оснащенных гильбертовых пространств,
основанные на пополнении исходного гильбертова пространства
несобственными (обобщенными) элементами, широко
используются в различных вопросах функционального анализа. Эти

методы сыграли существенную роль в спектральном анализе

неограниченных самосопряженных операторов. Введение
несобственных элементов оказалось весьма важным и в так

называемой теории представления эрмитовых операторов (см. ниже

гл. VI).
Исследования М. С. Лившица по теории открытых систем

привели к понятию операторного узла. Теория ограниченных

операторных узлов и ее приложения достаточно полно

изложены'в монографиях М. С. Бродского [11] и М. С. Лившица —

А. А. Янцевича [31]. Естественно, что спектральный анализ

неограниченных несамосопряженных операторов и, в частности,

теория неограниченных операторных узлов, должны быть

построены в рамках теории оснащенных пространств.
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Настоящая статья является обзором результатов, связанных

с применением методов теории оснащенных гильбертовых
пространств в теории расширения эрмитовых операторов.
Ниже мы придерживаемся следующих обозначений: если

С —линейный оператор, то через £)(С) обозначается область
его задания, через 31(C) — область его значений, через
9?(С) — множество аннулируемых им векторов (ядро).

Если #! и £2 — два гильбертовых пространства, то через
[Фи £2] будем обозначать пространство всех линейных

непрерывных операторов С, действующих из Цх в &(©(£) = $!,
3t(C)c$2)- Сужение оператора С на линеал L будем
обозначать через С | L.

Подпространством будем называть замкнутый линеал.

Открытую верхнюю (нижнюю) полуплоскость комплексной

плоскости будем обозначать через П+ (П-).

Глава I

ОПЕРАТОРЫ В ОСНАЩЕННЫХ

ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

§ 1. ГЕОМЕТРИЯ ОСНАЩЕННЫХ ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

1. Определяя оснащенное гильбертово пространство, мы

следуем, в основном, Ю. М. Березанскому [6, 7].
Пусть £ — комплексное гильбертово пространство со

скалярным произведением (х, у) и нормой ||х||, ф.г — плотный

в $} линеал, являющийся гильбертовым пространством
относительно некоторого другого скалярного произведения
(х, #)_j_ и нормы !|а:|!+. Будем считать, что ||-^|i<||^IU
(yx&iv), т. е. что норма |[ х||+ порождает в ф+ более сильную
топологию, чем норма \\х\\. Пространство ф+ называется

пространством с позитивной нормой.
Пусть ^—пространство, сопряженное к ф+, т. е.

пространство линейных функционалов, заданных на S}+ и

непрерывных относительно нормы ||л:||+. Норму в ф_ будем
обозначать через ||/[|_, а значение функционала /бф_ на

векторе x£S}+— через (х, /). Заметим, что значение

функционала Х/6&. на векторе x{*S}+ равно Х(х, /).
Пространство £_ называется пространством с негативной

нормой. Пространство ф вкладывается в ф , причем |1/||>
>I!/!L-

Тройку пространств fy+czfyafy- с определенными выше

свойствами называют оснащенным гильбертовым
пространством или, короче,

— оснащением.

Согласно известной теореме Ф. Рисса, существует
биективное отображение R пространства ф+ на ф_, так чта
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{x,Ry)= (x,y)+ (v*6£+), причем || z/||+=|| R#||_. Оператор R
будем называть оператором Рисса, отвечающим данному
оснащению. Введя в ф_ скалярное произведение формулой
■(/.^-^(R"1/^""1^ мы превратим £_ в гильбертово
пространство.

В дальнейшем мы будем сопровождать геометрические и

топологические понятия в пространствах ф+, ф, ф_ указанием
на нормы (||х||+, ||jc||, ||x||_), относительно которых эти

понятия рассматриваются, сопоставляя с этими нормами
символы ( + ), (•), ( —) соответственно. Символ (•) будет
иногда опускаться. Говоря о непрерывности либо о

замкнутости операторов, будем указывать сначала топологию в его

области определения, а затем в его области значений. Так,

например, оператор В будем называть ( —, -)-непрерывным,
если S(£)di?_, «(£)<=$ и

II я* II ^

sup !!j—j^<oo.
Замыкание множества L по норме ||д:||+, \\х\\ и IIх II-

будем обозначать соответственно через £<+>, L, /,(->.

Если L — подмножество из ф+, то его ортогональным
дополнением Z.-L называют множество тех функционалоз /бф_,
которые аннулируют L. Таким образом, /Дсф_. Аналогично,
если /,с&_, то его ортогональное дополнение /Л(сф+) есть

множество тех х£$}+, на которых аннулируются все

функционалы из L.
Если же Дсф, то £-Цс:ф) — множество векторов из £,

(-)-ортогональных L. Если Л —подпространство в ф, то

Нижеследующая теорема, установленная А. А. Володиным и

Ю. Л. Шмульяном [13], выражает своеобразную
двойственность операций замыкания и пересечения при переходе к

ортогональным дополнениям.

Теорема 1.1.

а) если L— подпространство в ф, то

(Z'-y-^^nS,, (L[\^)L =LL{-\ (1.1)
б)^Если L— подпространство в £+, то

в) Если L— подпространство из £_, то

2. Каждый из классов [£+, ф_] и [ф_, £+] инвариантен
относительно перехода к сопряженному оператору. Поэтому в

этих классах определено понятие самосопряженного опера-
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тора. Эти операторы Т характеризуются вещественностью

квадратичного функционала (Tf,f). Если (Т/, /)>0 при всех

/, то оператор Т назовем неотрицательным.
В [50, 54] Ю. Л. Шмульяном был введен в рассмотрение

класс & бинепрерывных операторов.
Оператор Т называется бинепрерывным, если Гб[ф_, £], а

(П$)е1&$+].
В классе & можно ввести понятие сопряжения Т++Т0, если

в качестве Т° взять оператор из [ф_, Я], сопряженный в

обычном смысле к оператору Т\$}.
Оператор Т° будем называть U-сопряженным по

отношению к Т. Оператор TgG, для которого Т= Т°, будем называть

fit-самосопряженным. ^-самосопряженность бинепрерывного
оператора Т характеризуется вещественностью функционала
(ТА Л на Sj.

Если Гб[ф_, ф+], то Т°= Т*> т. е. соответствие Т*+Т°

является продолжением соответствия Т<^Т* в [ф_, £+]
3. Часто оснащение гильбертова пространства S} строится

по некоторому заданному оператору (Ю. Л. Шмульян [54],.
Э. Р. Цекановский [40]).

Пусть в гильбертовом пространстве £ задан замкнутый
оператор Л, область задания ©(Л) которого не

предполагается плотной в £. Положив ©(Л)= ф<ь рассмотрим Л как

плотно заданный из £0 в Ф- Построим сопряженный к нему
оператор Л*, область задания которого ©(Л*) = £+ плотна в ф
(й(Л*)с£0).

Введем в ф+ скалярное произведение (х, у)+~(х, y)Jr
+ (Л*х, А*у) и построим соответствующее оснащение фтс

Теорема 1.2 [51]. а) Оператор Л является (•,
—)-непрерывными

б) Если Л —расширение Л по (•, — )-непрерывности на чф0

(Ав[$}0, Ф_]). то оператор Рисса задается формулой R= /-f-
+ ЛЛ*.

§ 2. АНАЛОГ ФОРМУЛЫ НЕЙМАНА

ДЛЯ НЕПЛОТНО ЗАДАННОГО ЭРМИТОВА ОПЕРАТОРА.

РЕГУЛЯРНЫЕ И СИНГУЛЯРНЫЕ ЭРМИТОВЫ ОПЕРАТОРЫ

1. В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что Л —

замкнутый эрмитов (з. э.) оператор, т. е.

(Ах, у) = (х, Ay)(Yx, ye® (A)).
Отсюда следует, что Р(Л)сЮ(Л*)(=ф+) и А*у= РАу
(Ууф (А)), где Я — ортопроектор £ на £0 = £)(Л).
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Для любого комплексного X полагаем 35?а, = (Л — Х/)£>(Л)Г
3h, = 9K^. Подпространство 3U при ImX^O называется

дефектным подпространством оператора Л, а кардинальное число*

dim Э?я — дефектным числом этого оператора. Это число

одинаково для всех AgII+, а также для всех XgII_.

Подпространство 9?а, принадлежит ф+ и совпадает с

множеством решений уравнения A*g='kPg.
Пусть А0= РА. Оператор Л0 действует в £0, является;

эрмитовым и имеет (-)-плотную в ф0 область определения
£>(Л0) = ©(Л). Этот оператор, вообще говоря, не замкнут

(подробнее об этом речь пойдет в п. 3). Его замыкание Л0.
является з. э. оператором с областью задания ©(Л)(+\ а

область задания оператора (Л0)* = Ло совпадает с ф+ПФо-
Пусть _Р?, —(-)-ортопроектор на 31а, £о = Ф©Фо» Фь^РаАь

9^=9Ъ/?фл-. Легко видеть, чтоЭ?^ =$*, ЛФо и, следовательно,

9}д, совпадает с множеством решений уравнения A*g= hg*
Подпространство Я1'к является дефектным для плотно

заданного з. э. оператора Л0 в пространстве £о- Отсюда

следует, что кардинальное число dim9?;u сохраняет постоянное

значение как в П+, так и в П_. 9?^ называется полудефектным
подпространством оператора Л, a dim 3^-—полудефектным
числом. Таким образом, з. э. оператору отвечает пара
полудефектных чисел dim 3?! и dim 911..

Оператор P±i\Lo является (—-, -)-изометрией L0 на $+*,.
т. е. ||P±/a:||==||a:|L (VxGLq). Поэтому оператор 1Лф;->Ф_;,
действующий по формуле VPjX= P_iX (Yx£L0), является

(•, -)-изометрией. Этот оператор, играющий важную роль,
в теории расширения, будем называть оператором запрета..
Впервые он был введен в [17].

2. В случае плотно заданного з. э. оператора Л хорошо
известна формула Неймана £+= ©(Л) + $л + 3%-, причем при

\=±i последнее разложение является ( + )-ортогональным.
В случае неплотно заданного з. э. оператора Л имеет место

непрямое разложение &_ = £) (Л) -j-91?. + 92г, установленное
в [17].

Нам, однако, понадобится другое обобщение формулы
Неймана, полученное независимо Ю. Л. Шмульяном [59] и

Ю. М. Арлинским —Э. Р. Цекановским [3, 4] (см. ниже равен*
ство (1.2)).

_

Обозначим £>(А0) = £)(А){+) через S и положим /,о = ф6£0.
В силу теоремы 1.1, Ло_) является ортогональным
дополнением подпространства ф+ПФо:=©*1 а следовательно, 31: =

= R_1 (Z^-)) является (+ )-ортогональным дополнением ©* (в £+).
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При любом невещественном X справедливо равенство

J&+==(2> +3^+31^) 0 31, (1.2)

являющееся обобщением формулы Неймана.
При \= ±i получаем ( + )-ортогональное разложение

£+=©©зг©зг1.©зг. (1.3)

Из (1.3) видно, что (+ )-ортогональное дополнение

подпространства SD имеет вид ЗЙ: =31)©31^031.
Если $(а$2_) — ортогональное дополнение линеала

0(А)(с*+), то

g=RgR=R3?:©R3Jif©4-),
причем последнее разложение ( —)-ортогонально.
Для произвольного подпространства @сгф+ будем через Я+

обозначать ( + )-ортопроектор на @.

Теорема 1.3. Оператор Р^й отображает биективно и го-

меоморфно подпространства 31±* с (-)-метрикой на 310311. с

(+ )-метрикой.
Введем в ЗК новую норму

IUII.= /y(!!^l!2++ll^^!l2)
и соответствующее скалярное произведение (х, у)г.

Из очевидного неравенства —j= || х||+<|| х |!i<||^||+
вытекает топологическая эквивалентность норм ||х||+ и ||a:||i.

Гильбертово пространство 9К со скалярным произведением
(х, y)i будем обозначать через ЗЙц а геометрические и

топологические понятия, связанные с нормой ||a:||i, будем
сопровождать символом (1)-. При этих обозначениях отображения

^Рди|31±/, упоминаемые в теореме 1.3, являются (-, 1)-изомет-
ричными.

3. М. А. Красносельский показал [17], что при всех X,
ImX^O, либо все линеалы Щ замкнуты, либо все они

незамкнуты. В первом случае оператор А называется регулярным,
во втором —сингулярным.

Ю. Л. Шмульян [49, 59] применил методы теории
оснащенных пространств к исследованию классов регулярных и

сингулярных операторов. Им было доказано предложение:

Теорема 1.4. Для з. э. А следующие утверждения
эквивалентны:

1) Оператор А регулярен.
2) Линеал £>(Л)( + )-замкнут.
3) Оператор А0 =РА замкнут.
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4) Оператор А( + , -)-°гРаничен-
5) Линеал £0( —)-замкнут.
6) Линеал /,0+9й;\,(.)-замкнут.
7) $о +Ш= $> при всех невещественных X.

8) £о+фя, = £ при всех невещественных X.
Из этой теоремы вытекают следующие достаточные

условия регулярности з. э. оператора А: а) конечность

коразмерности £0 в & б) включение £0с:ф+ [49]. .

Для регулярного оператора А формула Неймана (1.2)
примет вид

где gj^R-^o.

Гл ав а II

САМОСОПРЯЖЕННЫЕ БИРАСШИРЕНИЯ

ЗАМКНУТЫХ ЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

§ 1. ЗАМКНУТЫЕ ЭРМИТОВЫ РАСШИРЕНИЯ
ЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

1. Пусть А — з. э. оператор, вообще говоря, с неплотной

областью определения. М. А. Красносельским [17] была

построена теория эрмитовых (в частности — самосопряженных)
расширений таких операторов. Напомним некоторые положения этой

теории.
Через V будем обозначать оператор запрета. Изометриче

ский оператор Ф(©(Ф) = ©(Ф)с31/, 31(Ф)с31_/) назовем

допустимым, если равенство Фх = Ух выполняется лишь

при х = 0. Для такого оператора Ф будем обозначать

через ©ф линеал

{g-®g; ге©(ф)Нс31, + зи.

1) Общий вид з. э. расширений А оператора А дается

формулой

A(g+ <f-<f>v) = Ag+ i(<? + (f>4) (g-eO(A), <ре©(Ф)), (2.1)

где Ф = Ф~ —допустимый оператор. Таким образом v(A) =

=©(Л)=©Ф.
2) Для того чтобы оператор А был самосопряженным,

необходимо и достаточно, чтобы

©(Ф)= 5Й„ К(Ф) = 31_£.
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В случае регулярного Л, Ю. М. Арлинским, Э. Р. Цека
новским и Ю. Л. Шмульяном [3, 48, 59] был введен и

исследован класс так называемых регулярных расширений оператора Л.

Пусть Л —замкнутое эрмитово расширение оператора Л*

Тогда

£)(Л)с£+ и РАх=А*х (у*е©(А)).
Теорема 2.L Следующие утверждения эквивалентны:

1) Линеал ®(Л) ( + )-замкнут.
2) Оператор Л (+ , -)-ограничен.
3) Оператор Л*|©(Л) (•, -)-замкнут.
Определение. 3. э. расширение Л регулярного з. э_

оператора Л, удовлетворяющее условиям 1) —3) теоремы 2.1

будем называть регулярным.
В случае регулярного з. э. оператора Л можно дать

описание его эрмитовых (в частности —самосопряженных)
расширений в иных терминах, чем в [17]. При этом легко могут
быть охарактеризованы регулярные расширения.

Теорема 2.2. I. Каждому з. э. расширению Л
регулярного оператора Л отвечает (1)-изометрический оператор
К= К(А) в €0?! со свойствами:

а) ©(/С) ( + )-замкнуто и аШЩ, ЗЦЛГ) с31®ЯЦ,.
б) Kh= h лишь при А= 0,

такой, что ©(Л)= ©(Л)0 {/г — Kh\ Ае©(АГ)}.

Наоборот, каждый (1)-изометрический оператор К со

свойствами а) и б) отвечает некоторому з. э. расширению Л в

вышеуказанном смысле.

II. Расширение Л регулярно тогда и только тогда, когда

линеал $R(I — K) (1)-замкнут.
III. Оператор Л самосопряжен тогда и только тогда, когда

IV. Для того чтобы регулярный з. э. оператор А обладал

регулярными самосопряженными расширениями, необходимо и

достаточно, чтобы его полудефектные числа были равны между
собой.

2. В теории расширения з. э. операторов «крайнее место»

занимают операторы с плотной областью определения. Другим
«крайним случаем» являются так называемые 7?-операторы,
введенные в рассмотрение независимо Ю. Л. Шмульяном [59]
и Ю. М. Арлинским—Э. Р. Цекановским [4].

3. э. оператор Л назовем /^-оператором, если его оба

полудефектных числа равны нулю, т, е. Л0-самосопряженный
оператор в ф0. Для такого оператора $K= ift.
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Теорема 2.3 [59]. Следующие утверждения эквивалент

ны: 1) Л -^-оператор, 2) £0П£+=©(Л)(+\ 3) Щ=Д"\
Пусть Л —самосопряженное расширение з. э. оператора Л.

Хотя линеал ©(Л) (-)-плотен в ф и принадлежит £+, он не

является, вообще говоря, (+ )-плотным в ф+. С этой точки

зрения, особое место занимают /^-операторы (Ю. Л. Шмульян
[59]).

Теорема 2.4. Пусть Л —/^-оператор, Л —его
самосопряженное расширение, определяемое допустимым оператором Ф.

Для того чтобы линеал £(Л) был ( + )-плотным в ф+,
необходимо и достаточно, чтобы равенство Фх=Ух выполнялось

лишь при х = 0. (Здесь V— расширение по непрерывности
оператора запрета V).

Следствие 1. Если Л —регулярный /^-оператор, то все

его самосопряженные расширения имеют ( + )-плотные в ф+
области определения.

Следствие 2. Если Л —сингулярный /^-оператор, то он

имеет самосопряженные расширения как с ( + )-плотными в $}+
областями задания, так и с ( + )-неплотными.

Теорема 2.5. Для того чтобы Л был регулярным /?-опе-

ратором, необходимо и достаточно, чтобы он обладал

самосопряженным расширением Л со свойством ©(Л)= Ф+. Все

такие расширения, и только они, получаются по формуле (2.1),
где допустимый оператор Ф таков, что 1—регулярная точка

унитарного в Э^ оператора Ф-11/.

§ 2. БИРАСШИРЕНИЯ 3. Э. ОПЕРАТОРОВ.
ОПИСАНИЕ САМОСОПРЯЖЕННЫХ БИРАСШИРЕНИЙ

Понятие бирасширения з. з. оператора А было введено
Э. Р. Цекановским [42, 44] для случая конечных дефектных
чисел. Э. Р. Цекановский дал описание класса бирасширений,
ввел их классификацию. В дальнейшем эти результаты были
обобщены на общий случай з. э. оператора (Ю. М. Арлинский—
Э. Р. Цекановский [3, 4, 48]). Заметим, что в работе [9]
Ф. А. Березин и Л. Д. Фадеев изучали оператор Шрёдингера с

сингулярным потенциалом. Такой оператор является

самосопряженным бирасширением некоторого эрмитова оператора.
1. Определение. Оператор Аб [£+, £_1 называется

бирасширением з. э. оператора Л, если АзЛ, А*:эЛ.
Класс всех бирасширений оператора Л обозначим через

@(Л). Этот класс является линейным многообразием в [ф+, £~]
(т. е. вместе с каждыми двумя операторами Ль Л2 класс

®(Л) содержит все операторы вида 1А1-\-(\—Х)А2, где
X — любое комплексное число), замкнутым в слабой топологии

и инвариантным относительно сопряжения. Если AG® (Л), то
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вещественная часть А^ = у (А + Л*) оператора А принадлежит

@(Л), а его мнимая часть А7 = ^(А— А*) удовлетворяет

условиям © (Л) c3l(A7), 8=>а(А7).
Описание класса @(Л) дается следующей теоремой:
Теорема 2.6. Если А' —некоторый фиксированный

оператор класса @(Л), то общий вид операторов этого класса

дается формулой
A= A' +RSP^,

где S пробегает класс [Ж, Щ.
Для описания класса @(Л) достаточно построить хотя бы

один оператор этого класса. Ниже строятся два «особых»

оператора класса ©(Л).
Пусть
©= ©(Л)<+), ©* = ф+ПФо» Л —расширение оператора Л по

{•, — ^непрерывности на §0 (см. теорему 1.2). Положим

A0= APi+A*Pfo, A^AP^+ A'Pfr.
Тогда А0, А!б@(Л), причем А1 = Ао.

С помощью оператора А0 в теореме 2.7 получено
описание класса ®(Л):

Теорема 2.7. Формулы

A= A0 +RSAP&, 5А= 1Г(А-А>)|а»

задают биективное соответствие Л+^Sa между классами

@(Л) и [ЗЙ,9Ю].
Обозначим через У0 оператор fP^-Pt Nj | Ж, самосопря-

женный относительно (+ )-метрики.
Теорема 2.8.
а) (SA*)*—SA=iJ0-
б) Для того чтобы оператор Аб@(Л) был

самосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы Снимая часть

оператора SA равнялась
—

у Jo- Поэтому общий вид

самосопряженных операторов б® (Л) таков:

A= A0+R(S-4yo}/>№
где 5 —произвольный самосопряженный относительно

( + )-метрики оператор б[Ж, Щ.
в) Всякий з. э. оператор А допускает самосопряженные

бирасширения. Общий вид таких бирасширений дается

формулой

А=ЛР£ +H*+RS)P^—iRP^+T^giv (2<2)
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где S — самосопряженный оператор из [9К, 3R], причем формула
(2.2) устанавливает биективное соответствие между
множествами самосопряженных операторов из классов @(Л) и

[Ж, Щ.
Заметим, что в случае регулярного А будем иметь

©= ©(Л), так что в формуле (2.2) можно заменить А на А,

Определение. Пусть

Оператор С0 будем называть квазиядром оператора О

Нетрудно показать, что квазиядро С0 оператора Сб[ф+, &Л
есть ( + , -)-замкнутый оператор.

Теорема 2.9. Если Аб@(Л), то квазиядро В оператора
А (., -)-замкнуто.

Теорема 2.10. Пусть А — регулярный з. э. оператор,
Аб©(Л), В — квазиядро оператора А. Тогда оператор В

(+, -)-непрерывен, а его область определения 2> (В)
( + )-замкнута. Если, кроме того, оператор Л —самосопряжен,
то В является регулярным расширением А.

2. В настоящем п. рассматриваются бирасширения /?-опера-
торов.

Теорема 2.11. а) Если Л — регулярный /^-оператор, то все

его бирасширения ( + , -)-HenPePbIBHbI и (•> +)-непрерывны,
б) Если з. э. оператор Л имеет хотя бы одно

самосопряженное ( + , •)-непрерывное либо хотя бы одно (•, —)-непрерывное
бирасширение, то Л — регулярный /^-оператор.
Теорема 2.12. а) Если Л — регулярный ^-оператор, то

любое его самосопряженное бирасширение А допускает (—, —)-
замыкание; б) Если некоторое самосопряженное бирасширение
А з. э. оператора А допускает (—, —)-замыкание, то А—R-
оператор.

§ 3. КЛАССИФИКАЦИЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ

БИРАСШИРЕНИЙ 3. Э. ОПЕРАТОРА

Классификация самосопряженных расширений з. э.

оператора была дана Э. Р. Цекановским [44], Ю. М. Арлинским—•
Э. Р. Цекановским [3, 4].

1. Пусть В — квазиядро самосопряженного бирасширения А
з. э. оператора Л.

Оператор А будем называть слабым, средним и

соответственно сильным самосопряженным бирасширением оператора Л,
если

1) А=В; 2) АфВфВ*- 3) АфВ = В*.
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Теорема 2.13. Пусть А — регулярный з. э. оператор. Для
того чтобы выражение (2.2) определяло слабое
самосопряженное бирасширение оператора Л, необходимо и достаточно,
чтобы оператор

был обратим в Ж.

Теорема 2.14. а) Если полудефектные числа регулярного
з. э. оператора А с неплотной областью определения
бесконечны и равны, то оператор А допускает слабые самосопряженные
бирасширения. б) Если одно из полудефектных чисел

регулярного з. э. оператора А с неплотной областью определения
конечно, то оператор А не допускает слабых самосопряженных би-

рясширений.
Теорема 2.15. Пусть А — регулярное самосопряженное

расширение регулярного з. э. оператора А. Тогда существует
самосопряженное бирасширение А оператора Л, квазиядром

которого является оператор Л.

Теорема остается справедливой, если Л — максимальное

регулярное расширение Л.

Теорема 2.16. Пусть Л—регулярный з. э. оператор с

неплотной областью определения. Для того чтобы оператор Л

допускал сильное самосопряженное бирасширение, необходимо
и достаточно, чтобы полудефектные числа оператора Л были

равны между собой.
2. Пусть Л—замкнутый эрмитов оператор с плотной

областью определения. В этом случае 3l±£ = 9l±i, Э?= {0}, 9К=
= 3li©9!_i- Нетрудно показать, что для замкнутого эрмитова

оператора А теорема 2.8 имеет следующий вид:

Всякий з. э. оператор А допускает самосопряженное

бирасширение А, которое задается в виде

A-A* +RQP^ (2^3)
где

Q=s-ip&i+Tpti-i P-4>

и S= S*6[SR, Щ, причем формулы (2.3) и (2.4) устанавливают
биективное соответствие A+->S между множеством

самосопряженных бирасширений А оператора А и множеством

самосопряженных операторов S из класса [9R, Щ.
Из теоремы 2.13 для плотно заданного з. э. оператора

вытекает критерий существования у оператора Л слабых

самосопряженных бирасширений, состоящий в обратимости оператора Q

вида (2.4).
Теорема 2.17. Пусть А — произвольный замкнутый плотно

заданный эрмитов оператор, являющийся расширением операто-
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pa А. Существует самосопряженное бирасширение А оператора
А, для которого А является квазиядром.

Эта теорема показывает, что в случае плотной области
определения у замкнутого эрмитова оператора существуют
самосопряженные бирасширения всех трех типов (слабые, средние,
сильные) и что любое замкнутое эрмитово расширение А оператора
А может служить квазиядром для некоторого
самосопряженного бирасширения А оператора А. Отметим, что в случае
неплотной области определения, указанные факты, вообще говоря,
места не имеют (не всегда существуют слабые

самосопряженные бирасширения, не всякое замкнутое эрмитово расширение
А оператора А может служить квазиядром для некоторого

самосопряженного бирасширения А оператора А).

Гл ав а III

САМОСОПРЯЖЕННЫЕ БИРАСШИРЕНИЯ

ПОЛУОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Пусть А — замкнутый полуограничеиный оператор в Ж с

нижней гранью т, т. е.

(Ах, х) > т (х, х) (Ухе® (А)).

Фридрихе [69] доказал, что оператор А имеет

самосопряженные расширения с той же нижней гранью, а М. Г. Крейн
[20] дал описание всех расширений А с сохранением нижней

грани. М. Д. Окунский и Э. Р. Цекановский [36, 48]
исследовали вопрос о существовании самосопряженных бирасширений А

оператора А с той же нижней гранью:

(Ах, х)>т(х, х) (vxg&f).

§ 1. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
САМОСОПРЯЖЕННЫХ БИРАСШИРЕНИЙ СО СКОЛЬ УГОДНО

БЛИЗКОЙ НИЖНИЙ ГРАНЬЮ

Теорема 3.1. Пусть Л —полуограниченный оператор
с нижней гранью т и ~А — симметрическое (обычное)
расширение с той же гранью. Для того чтобы оператор А допускал

самосопряженное бирасширение А, содержащее Л (АзЛ)
с сохранением нижней грани, необходимо и достаточно, чтобы

существовала такая константа £ >0, что

\((A-mI)x,y)\2<k((A-mI)x, x).\\y\f+

(Vx&>(A)9 УубЖЭ©Ф1). (3.1)
Из доказательства этой теоремы следует, что если А

имеет хотя бы одно самосопряженное бирасширение А с той же
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самой нижней гранью, содержащее Л, то он имеет и

бесчисленное множество таких расширений.
Следствие 1. Для того чтобы имела место теорема 3.1,

необходимо и достаточно, чтобы существовала такая
константа k >0, что

\((A-mI)x,y)\*<k((A-mI)x,x).\\y\\+

сразу для всех хб©(Л) и всех ув$>+.
Следствие 2. Для того чтобы имела место теорема

3.1, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая

константа £>0, что

|((Л - ml) х, ха)\*<k((A-mI) х, х).\\ ха ||2

сразу для всех х£$) (А) и всех ха, удовлетворяющих уравнению

(А*-{т-а)1)ха=0,

где а— произвольное положительное число.

Из теоремы 3.1 и следствий из нее вытекает

Теорема 3.2. Пусть е— произвольное сколь угодно малое

положительное число и А — полуограниченный оператор с

нижней гранью т. Существует бесчисленное множество

полуограниченных самосопряженных бирасширений с нижней гранью
т—е.

§ 2. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ
БИРАСШИРЕНИЙ С СОХРАНЕНИЕМ НИЖНЕЙ ГРАНИ

Пусть В — положительный (В>0) оператор в § с плотной

областью определения. Рассмотрим оператор S = (/ ~В)Х
*Х(1 А-Ву1. Оператор S является ограниченным эрмитовым

оператором. Обозначим через L (S) множество всех

самосопряженных расширений оператора S на § с сохранением нормы..
Согласно теореме М. Г. Крейна [20], оно имеет минимальный

Six и максимальный SM элементы, такие что всякое

самосопряженное расширение S оператора S с сохранением нормы

удовлетворяет неравенству

Как известно, жесткое и мягкое расширения Вр. и 5М
оператора В, которые впервые ввел М. Г. Крейн [20],
выражаются через Six и Sm равенством

Я|1= (/-510(/ + 51хГ1, Ям= (/-5м)(/ + 5мГ!.

Теорема 3.3. Для того чтобы полуограниченный

оператор А с нижней гранью т допускал самосопряженное бирас-

ширение А с той же самой нижней гранью, необходимо, чтобы
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у оператора A—ml жесткое и мягкое расширения;,
по М. Г. Крейну, не совпадали между собой, т. е. чтобы А
имел неединственное обычное самосопряженное расширение
с сохранением нижней грани.

Теорема 3.4. Для того чтобы полуограниченный
оператор А с нижней гранью т допускал самосопряженное бирас-
ширение с сохранением нижней грани, необходимо и

достаточно, чтобы при любом 2бЯ1те_д (а — произвольное
положительное число) выполнялось неравенство

оо

[\d(E(k)z,z)<k\\z\\2,
о

где Е (к) — спектральная функция мягкого расширения
оператора A —ml.

Достаточность этой теоремы доказывается с помощью

теоремы 3.1 и следствий из нее, необходимость с помощью теоремы
3.3 и некоторых рассуждений М. Г. Крейна из [20].

Определение. Расширение Л\Г) оператора Л,

порождаемое мягким, по М. Г. Крейну, расширением /?м оператора
В= А — т1 по формуле

будем называть индуцированным мягким расширением
оператора А.

Следствие 1. Если полуограниченный оператор А с

нижней гранью т допускает самосопряженное бирасширение
с сохранением нижней грани, то он имеет также

самосопряженное бирасширение А, содержащее в качестве квазиядра

индуцированное мягкое расширение-Ам0 оператора А.

Следствие 2. Пусть Л— полуограниченный оператор с

нижней гранью т и е —произвольное сколь угодно малое

положительное число. Существует самосопряженное

бирасширение А оператора А с нижней гранью т— г, содержащее
в качестве квазиядра индуцированное мягкое расширение

А(м~е) оператора А.
Таким образом, если £ — произвольное сколь угодно малое

положительное число и А — полуограниченный оператор с

нижней гранью т, то существует бесчисленное множество слабых,
средних и сильных самосопряженных бирасширений оператора
А с нижней гранью т— в.

Определение. Самосопряженные расширения Вх и В2

эрмитова оператора В(£> (5) = ф, В=£В*) называются взаимно

простыми ,если 2>(ZJi)n©(S2)= ©(B).
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Опираясь на теорему 3.4, уточним теперь теорему 3.3.

Теорема 3.5. Для того чтобы полуограниченный оператор
А с нижней гранью т допускал самосопряженное бирасширение
А с сохранением нижней грани, необходимо, а в случае
конечных дефектных чисел оператора Л, и достаточно, чтобы жесткое
и мягкое расширение оператора В=А—ml были взаимно
простыми.

Отметим, что вопрос о справедливости достаточных условий
этой теоремы в том случае, когда А имеет бесконечные
дефектные числа, остается открытым.

Глава IV

КВАЗИЭРМИТОВЫ БИРАСШИРЕНИЯ

ЗАМКНУТЫХ ЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

В гл. IV исследуются квазиэрмитовы бирасширения з. э.

операторов. Для таких расширений также установлен аналог

формул Дж. Неймана, с помощью которых даны их описание и

классификация. В терминах реальных и мнимых частей
квазиэрмитовых бирасширений устанавливаются критерии их

единственности.

§ 1. КВАЗИЭРМИТОВЫ РАСШИРЕНИЯ 3. Э. ОПЕРАТОРОВ

1. Как отмечалось во введении, квазиэрмитовы расширения
з. э. оператора рассматривались в ряде работ М. С. Лившица

[28, 29], А. В. Штрауса [64, 65], А. В. Кужеля [26, 27] и др.
Методы теории оснащенных гильбертовых пространств
применили к этому кругу вопросов Ю. М. Арлинский, Э. Р. Цекановск^ий
и Ю. Л. Шмульян [48].
Опр еделение. Замкнутый, плотнозаданный линейный

оператор 7\ действующий в гильбертовом пространстве ф, будем
называть квазиэрмитовым расширением з. э. оператора Л,
^сли

TidA, Г*:эЛ. (4.1)

Для таких операторов
Р(Г)сф+1 Р(Г*)с£+ и A*Z)PT, Л*зРГ* (где Я-ортопро-

ектор Я на §0=®(А)).

Класс всех квазиэрмитовых расширений А будем
обозначать через ЗЙ (А).

На квазиэрмитовы расширения переносится ряд положений,

установленных в гл. II для эрмитовых расширений.
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Определение. Квазиэрмитово расширение Т з. э.

оператора будем называть регулярным, если операторы РТ и

ЯГ*—замкнутые линейные операторы в S}.
Теорема 4.1 Следующие утверждения относительно

квазиэрмитового расширения Т з. э. оператора А
эквивалентны:

1) Линеалы ©(Г) и © (Г*)(+ )-замкнуты.
2) Операторы Г и Г*(+ ,

• ^ограничены.
3) Оператор Г —регулярное квазиэрмитово расширение

оператора А.

Отсюда вытекает, что необходимым условием
существования регулярных квазиэрмитовых расширений оператора А
является его (+, -^ограниченность, т. е. регулярность.
Очевидно, в случае ©(Л)= ф всякое квазиэрмитово
расширение Т оператора А регулярно, поскольку тогда

А*х = Тх, \\Тх\\ = \\А*х\\<\\х\\+ (Yxe£)(T))
и аналогично || Т*х \\<\\х ||+ (Ухв® (Т*)).

Более общим утверждением является следующая
Те ор е м а 4.2. Если codimS(-A) < оо, то любое

квазиэрмитово расширение Т оператора А регул ярно.
2. Определение. Квазиэрмитово расширение Т з. э.

оператора А будем относить к классу QA, если точка (—I) —

регулярная точка* оператора Т.

Пусть V — оператор запрета.

Определение. Операторы Фе[31мЯ1,] (^[SR-j, 5Й_,]) будем
называть допустимыми, если из Фх= Ух, x&fi (xPx = V~1x,
xG%-_i) следует, что х = 0.

Следующая теорема устанавливает аналог формул Неймана

для квазиэрмитовых расширений з. э. оператора Л.

Теорема 4.3. Если Г —квазиэрмитово расширение з. э.

оператора Л, принадлежащее классу 2д, то

Ю(П= ©{А) + (/-Ф)ЯЪ,

©(Г*) =©(Л) + (Ф* —/)9Ь,
( ' )

где Ф(Ф*) — допустимые операторы из класса [3?., 31/] ([31_г, Я1_/]).
При этом если /б© (П (G® (74*)). то

/=£+ <р-Ф<Р. Tg=Ag+iv + i<S>? fee© И), ?еад (4.3)

\ £б©(Л), ?G3?_/ /

Формулы (4.2) и (4.3) устанавливают биективное соответствие

* Можно было бы потребовать для дальнейшего лишь наличия одной

регулярной точки в какой-нибудь полуплоскости.
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между множеством всех квазиэрмитовых расширений класса

Qa з. э. оператора Л и множеством всех допустимых
линейных операторов Ф из класса [31/, 91,1 (Ф* из класса [DL,-, 3?_/|).

Обозначим ©ф= (/ — Ф)31х-, ©ф* = (Ф* —/)3Lt- Тогда,,
в силу (4.2),

©(Г) =©(Л) + ©Ф, ©(Г*)=--©(Л) + ©Ф*.

Теорема 4.4. Следующие утверждения относительно*

квазиэрмитова расширения Т класса 2д эквивалентны:

1). Т — регулярное расширение Л,

2) ©ф, ©ф*( + )— замкнуты и минимальные углы между
©(Л) и ©ф и между © (Л) и ©ф* относительно ( + )-метрики
положительны,

3) ^9Я®ф' Р^©ф* —( + )-замкнутые линеалы,

4) ©ф, ©ф*-(+ )-замкнуты и Яэд|©ф, Р^| ©ф*

—гомеоморфизмы.
Следствие. Операторы / — Ф, / — Ф* — гомеоморфизмы

3?j, Sl-i Ha ®<г» ®ф* соответственно.

Теорема 4.3 допускает следующую модификацию:
Теорема 4.5. I. Каждому квазиэрмитовому расширению Т

класса Я>А отвечает оператор М в пространстве $ft{ со

свойствами:

1) ©(M)=3i;egi, К(Ж)с311£ез?,
2) УИх +х^О лишь при х = 0, М*х+х= 0 лишь при л: = 0,

такой, что

Ъ{Т)= Т)(А)®(М + Г)(%®Щ,

©(г*)=©(Л)©(ж* + /)(311гвд1).

II. Наоборот, всякая пара (1)-сопряженных друг по

отношению к другу операторов М и М* из [SRj, Ж^ со свойствами

1) и 2) отвечает некоторому квазиэрмитовому расширению Т
класса Уд з. э. оператора Л по формулам (4.4).

III. Оператор Т является регулярным расширением
оператора Л тогда и только тогда, когда, SR (М + /), 31(Ж* + /)
( + )-замкнуты.

Отметим, что теоремы 4.3 и 4.5 для случая, когда ©(Л)= ф
и Л имеет конечные и равные дефектные числа, были

установлены в несколько иной форме М. С. Лившицем [29].
Теорема 4.6. Пусть Т — квазиэрмитово расширение класса

QA регулярного з. э. оператора Л. Если Л не является

/^-оператором, то либо ©(Г), либо ©(Г*) не совпадают

с ©(Л*) = #,. Если же Л —/^-оператор, то ©(Г) и ©(Г*) ( + )
плотны в ф+. Для того чтобы Т был регулярным расширением

/^-оператора, необходимо и достаточно, чтобы ©(Г) =

==©(Г*)^$+.
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§ 2. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ОПИСАНИЕ

КВАЗИЭРМИТОВЫХ БИРАСШИРЕНИЙ

Квазиэрмитовы бирасширения з. э. оператора Л с

конечными дефектными числами изучались Э. Р. Цекановским [47],
в общем случае —в книге [48].

Определение. Оператор А£[ф+, ф_] будем называть

квазиэрмитозым бирасширением з. э. оператора Л, если

существует квазиэрмитово расширение Т оператора А такое, что

AidTidA, А*зГ*:эЛ.

Оператор А при этом будем называть также (*)-расширением 7\
Легко показать, что если А — (*)-расширение Г, то Г и Г*

являются квазиядрами для А и А* соответственно. Из

теоремы 2.7 следует, что всякое бирасширение А регулярного
з. э. оператора А представляется в виде

A= AP%>(A) + (A* + RSA)Pbt,
А* = АР^А) + (Л* + RSA*) Pfa,

(4,6)

где операторы SA, 5д*6[9К, 9R], причем

(5 А.)* = S*+ *Р+, - iP^_. (4.7)

Теорема 4.7. Пусть Г —квазиэрмитово расширение
класса йд регулярного з. э. оператора А. Для того чтобы

оператор А вида (4.6) с условием (4.7) был квазиэрмитовым

бирасширением оператора Т, необходимо и достаточно, чтобы

SA(M + I) = iPk(I-M),
Sа* (УМ* 4- Г) = iPjfc (Ж* - /),

где Жб[Жь Щ, для которого ©(M)= 3lj©3l и ЗЦМ)с=ЯГ_геЯ1
и который по формулам (4.4) определяется с помощью 7\
(М* — (1)-сопряженный по отношению к М оператор).

Следствие. Если Г —произвольное квазиэрмитово

расширение класса 2д з. э. оператора Л, то существует
бирасширение А оператора Л, являющееся (^-расширением
оператора Т.

§ 3. ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ КВАЗИЭРМИТОВЫХ
БИРАСШИРЕНИЙ

Определение. Квазиэрмитово расширение Т з. э.

оператора Л будем относить к классу Од, если Г£2д, ®(Л) = ф,
© (Л) =

©(Г)Подоператор Гбйд будем относить к классу QrA, если

оператор Л имеет конечные дефектные числа (г, г) (г< ос).

Рассмотрим множество £+= © (Г) + £(Г*).
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Если Т&*а, то однозначно определяется оператор

Tx= Txl + T*x2{x= xl+x2i ххф(Т), х2е&(Т*)),

который является аддитивным и однородным.

Определение. Мы будем говорить, что оператор TQQa

обладает ш-свойством, если оператор Т замкнут в ф.
Легко устанавливается методом графика, что если Т&а

обладает оо-свойством, то £+=:£х= ©(Л*) и Т=А*. Кроме
того, можно показать, что если Т^9.ГА, то он обладает
со-свойством.

Теорема 4.8. Пусть T£QrA обладает со-свойстзом. Для

того чтобы (*)-расширения Ах и Л2 оператора Т совпадали,
необходимо и достаточно, чтобы их реальные (мнимые)
компоненты были равны между собой.

Опр еде лен и е. Пусть Т£ЯА. Мы будем говорить, чта

самосопряженное расширение Л оператора Л обладает
свойством Г, если ФЛР — 7 —гомеоморфизм (здесь Ф (изометрия)
и М определяют по формулам Неймана ©(Л) и £>(Т)).

Следующая теорема является усилением теоремы
единственности 4.8.

Теорема 4.9. Пусть Т^9Л и обладает со-свойством и пусть
Ai и А2 —(*)-расширенкя 7\ реальные части которых — аильные

самосопряженные бкресшр рения з. э. оператора Л, причем ква

зиядра их реальных частей обладают свойством Г. Для того

чтобы Ai и А2 совгадали между собой, необходимо и

достаточно, чтобы квазиядра их реальных частей были равны.

Отметим, что если T(V.rA, то существует самосопряженное

расширение А оператора Л, обладающее свойством Г.

Оператор Гб2д мы будем называть простым по модулю
©(Л), если ©(Л) —максимальная эрмитова часть, на которой
Тх =Т*х. Несложными выкладками показывается, что если

TQQrA и является простым по модулю ©(Л), то всякое

самосопряженное расширение Л оператора Л обладает свойством Г.

Теорема 4.10. Пусть Т£2ГА и пусть Л —самосопряженное

расширение Л, обладающее свойством Г. Тогда оператор Т

имеет единственное (^-расширение А, реальная часть у(А + А*)

которого обладает квазиядром Л.

Теорема 4.10 допускает следующее усиление
Теорема 4.11. Пусть

теяА, ъ(Т)=®(А)+(м+/)%.

Для того чтобы оператор Т допускал (*)-расширение А,
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реальная часть которого у(А+ А*) обладает

самосопряженным квазиядром, необходимо и достаточно, чтобы оператор
М представлялся в виде M= U-\-R, где U— изометрия из 3^
на 3L/, R — гомеоморфизм из а?,- на 3Lf.

Глава V

РАСШИРЕННЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ И РАСШИРЕННЫЕ

СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ЭРМИТОВЫХ

И КВАЗИЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

Независимо друг от друга и одновременно М. Г. Крейном
[18] и М. А. Наймарком [35] была установлена формула,
описывающая все обобщенные резольвенты з. э. плотно заданного

оператора с дефектными числами (1,1)- Впоследствии
М. Г. Крейн [19] обобщил свою формулу на случай дефектных
чисел (т, т) при т<оо. Ш. Н. Саакян [39] распространил
эту формулу на случай любых (в том числе и бесконечных)
равных дефектных чисел. Теория обобщенных резольвент с

несколько иной точки зрения была развита А. В. Штраусом [63, 65,
66], причем этот автор охватил случай неравных дефектных
чисел и случай неплотно заданных операторов.

Ниже пойдет речь о применении в теории обобщенных
резольвент методов оснащенных гильбертовых пространств.

§ 1. РАСШИРЕНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТ НА ПРОСТРАНСТВО

С НЕГАТИВНОЙ НОРМС|И

1. Для каждого линейного оператора С в ф будем
обозначать через р(С) множество зсех его регулярных точек.

При каждом Xgp(C) оператор R^(C):=(C — X/)-1 (резольвента
оператора С) определен всюду в S} и (•, -)-непрерывен.

Вопросами расширения резольвент на пространство с не-

тативной нормой занимались Ю. Л. Шмульян [50, 54],
Ю. М. Арлинский [2], Э. Р. Цекановский [41, 42] (см. также

Ф. А. Березин [8]).
Пусть Л —з. э. оператор, Ж(А) —класс его кзазиэрмито-

вых расширений.
Теорема 5.1. Пусть ГбЖ(Л), Хер(Г)- Тогда
а) оператор Rb(T) (•, -|-)-непрерывен и голоморфно зависит

от X как функция со значениями из [ф, £+];
б) этот оператор может быть расширен по ( —,

^-непрерывности на £_;

в) расширенный оператор /?*, (Т) бинепрерывен и является

голоморфной в р(Т) функцией от X со значениями из [ф_, ф];
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г) Rb(T)(A-U)x = x (Ухб$о) (6.1)
{Л —расширение Л по (•, — )-непрерывности на £0= £)(^);
см. теорему 1.2).

Заметим, что из определения инволюции0'в классе бине-

лрерывных операторов (см. гл. I, § 1) вытекает равенство

Rb(T)°= Rb(T*). (5.2)

Для краткости будем обозначать класс [6_, £+] через &0.
Теорема 5.2. Пусть Тъ 7\>бЗК(Л), Щ{Т{), ^ё?(Т2). Тогда

R^(Tl)— Rii(T2)eUL0; Uo-значная функция jRx(T\) — kp.(T2)
голоморфна по I и [х в р(Т})Хр(Т2)-

Отсюда на основании (5.2) вытекает, что

\R% (7\) - /?, (Т2)\* =RrW- R»(Tl) (5.3)
в классе £10-

Таким образом, разность резольвент обладает более

«хорошими» свойствами непрерывности, чем сами резольвенты.
В случае, когда Х = [х, теорему 5.2 можно уточнить:

Теорема 5.3. Если 7\, Г2бЗК(Л), Хбр(7\)Г)р(Г2), т0

IRbiTJ-RiiT,)}^^.

Напомним, что ортогональное дополнение линеала

£)(Л)(еф+) обозначалось через g(cz$J, линеал ф + 5= &o+S—

через 33.

Теорема 5.4. Пусть ГбЖ(Л), Ago (Г), а) Вектор #б£-
принадлежит % тогда и только тогда, когда Rb(T)g($l\.
б) Вектор R%(T)g принадлежит ф+ тогда и только тогда,

когда g£%>.
Следствие, а) £ь(Г)§с:3?ь б) Если ЗЦ/?Л(Г)) = £

(например, если codim£0< oo), то R?V(T) %-=^
Замечание. Утверждение а) теоремы 5.4 содержится в

неявном виде в работе Ф. А. Березина [8].
2. Если Гб^(Л), то (Ri(T)f,g)= (f,Rb(T*)g)(vf, g&).

Левая и правая части этого равенства сохраняют смысл

для расширенных резольвент, если /, gG25.
Ю. Л. Шмульян обнаружил, что эти числа не обязательно

равны между собой, и исследовал этот феномен [54, 59].
Пусть Тъ Г2бЖ(Л), \kGp(Tk) (*=1, 2). Из (5.3) вытекает,

что при произвольных /, g£fy_

([/МЛ)-^.™/. £)=(/. [ikW-ibrATdig).
Если /, g£%, то

(£*. (Л) /. g) - (/. ^ (^) ff) = (&. (^) /. g) - if, Як (ft) g).
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откуда видно, что полуторалинейный функционал

£(/, й=|[(^Ю/.г)-(/.ЛиИг)]. (5.4)

заданный на 95 X ®, не зависит от выбора TQ$fl(A), Щ(Т).
Этот функционал эрмитов. Из определения RK(T) вытекает,
что 2(/, g)= 0, если либо /, либо g принадлежит $). Поэтому
достаточно рассмотреть функционал 2(/, g) лишь при /, g£$.
Функционал 2 (/, #) | g X 8 ( —)-непрерывен по совокупности
своих аргументов.

Приведем явную формулу для 2(/, g)| &XS- Напомним, что

имеет место ( —)-ортогональное разложение $--=Ц-)®ЯЯ1'®

Теорема 5.6.

2(/. ff) = 0, если /еЦ'} или geZo'*;

2(Rx,Ry)=

~ (x, t/)+, если х, уе31|

--« (*, #)+> если х, #6911

О, если *69l±i, #63^г
Из теоремы 5.6 вытекает, что линеал R3^©R9V_. c(—

^метрикой и формой 2 является /-пространством, в котором RfR'.

и R9?li — максимальное 2-положительное и 2-отрицательное
подпространства соответственно. Изотропный линеал формы 2

совпадает с ^-{-1о~) = Жу+ L{0~\ a R3li®R3ll/ — максимальное

невырожденное подпространство.
Функционал 2 тождественно равен нулю тогда и только

тогда, когда Л является /^-оператором.
Теорема 5.7. Если ^£р(Т), А — (*)-расширение Т, то

оператор (А
— Х1)~г существует и может быть расширен по ( — )-

непрерывности на ф_. Расширенный оператор совпадает с

jR^(T). Если, кроме того, А регулярен, то RK(T)£_= £.

Следствие. /?Л(Г)(А —X/)jt= x (Vjce£+)«

§ 2. РАСШИРЕННЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ
И РАСШИРЕННЫЕ СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 3. Э. ОПЕРАТОРА

1. Пусть Л —з. э. оператор в ф, $ — некоторое гильбертово
пространство, содержащее ф как подпространство, Л

—самосопряженный оператор в $, являющийся расширением Л,

.£(£) —спектральная функция Л. Операторная функция

Rh= Pfi (Л — X/)-11 fy называется обобщенной резольвентой
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оператора Л, a E(t)= P.E{t)\fy — соответствующей
обобщенной спектральной функцией. При этом

оо

*х= \ ¥§ (*<Я±). (5.5)
—оо

Если $ = £, то соответствующая резольвента /?^ и

спектральная функция £,(^) называются ортогональными.
В [54] Ю. Л. Шмульян установил, что Rh обладает

свойствами, аналогичными свойствам резольвент /?Л(Г), Т£$51(А).
В частности, Rx может быть расширена по ( —,
^-непрерывности на $i_. Соответствующее расширение R%— так

называемая расширенная обобщенная резольвента —(р. о. резольвента),
обладает свойствами, аналогичными свойствам резольвент

RK{T) из § 1. В дальнейшем к Rh и R% будут применяться

предложения, установленные в § 1 для Rj,(T) и R%(T)
(Гб9К(Л)). В частности, отметим следующий аналог равенства

(5.2): (/?я)°=/?г.
2. Комплексную скалярную функцию c(t). заданную на оси

— оо <£< сю, будем относить к классу @(ft) (й —0, 1, 2), если

она имеет ограниченную вариацию на каждом конечном

интервале и

оо

\ W>l<oo.
И 1+1*1*
—ОО

В частности, ©(0) —класс комплексных функций, имеющих

ограниченную вариацию на всей оси.

Каждой функции c(t) будем сопоставлять обычным образом
функцию интервала а (А).

Скалярную функцию ср(Х), голоморфную в полуплоскостях
П±, называют /^-функцией и относят к классу (R), если

a) Imcp(X)>0 (ХбП,), б) ср(Х) = ср(Х) (и, следовательно, Imcp(X)<0
(^П_).'

Функция ср(Х) принадлежит классу (R) тогда и только

тогда, когда она представима в виде

со

т(Ь)-=а + *Х + \ (-J_r-T-l-r)rfe(0, (5.6)
—оо

где а вещественно, b>0, a (t) — неубывающая функция класса

©(2). Если в представлении (5.6) 6 = 0, то ср(Х) отнесем к:
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классу (/?}). /^-функцию ср (X) отнесем к классу (/?0) и будем
называть /?0-функцией, если она допускает представление

оо

—00

где су (^) — неубывающая функция класса @(0>. Функции вида

с-\-у(к), где с —вещественная константа, а ф(^)6(/?о) будем
относить к классу (7?0i)-

Пусть ©— гильбертово пространство, F (к) — функция со

значениями из [@, @] (Xgn+). Будем эту функцию относить

к классу (R)®, (/?i)@, (/?oi)© или (/?0)@, если при любом g£®
функция (F (к) g, g) принадлежит соответствующему
скалярному классу. Аналогичную терминологию будем применять к

операторным функциям со значениями из [£_, £+].
Функции класса (/?)@ будем называть операторными /?$-

функциями, опуская символ @, если это не может привести
к недоразумениям.

Для операторных R-функций имеют место аналоги

интегральных представлений (5.6) и (5.7). Так, например,
обобщенная резольвента Ri з. э. оператора принадлежит классу

(/?o)ft> и аналогом ее представления в виде (5.7) служит

равенство (5.5).
3. В настоящем п. рассматривается продолжение

обобщенной спектральной функции Я(Д) з. э. оператора Л на

пространство ф_. Семейство всех конечных интервалов числовой
оси будем обозначать через £.

Теорема 5.8. Если Дб£, то Е(к)$с:$+ и оператор Е(А)
является (•, +Непрерывным.

Обозначим через Ё (А) (—, -)-непрерывный оператор из

ф_ в ф, сопряженный с Е (А) (£ [£, £J). Легко видеть, что

Ё (Д)/==£(Д)/(у/еф), так что Я (А) является расширением
Е (А) по непрерывности.

Будем называть Ё(А) как функцию от Д(б£) расширенной
обобщенной спектральной функцией (р. о. с. функцией)
оператора Л, отвечающей его самосопряженному расширению
А или же исходной спектральной функции Е (А).

Теорема 5.9. Ё (Д)6[£_, £+] (уДб£), причем (Я(Д)/,/)>0
при всех /6ф_.

Как известно, комплексная скалярная мера (E(k)f,g)
принадлежит классу ®<°> при всех /, g6£. В то же время
функция (£(Д)/, g) может быть неограниченной при /, geh-.-

Теорема 5.10. Если /б£_, g6£, то (£(А)/, g)6@(1>. Если
/,ге$- то (ё(А)/,£)е@<2).
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4. Пусть R^— обобщенная резольвента з. э. оператора,
Rx— соответствующая р. о. резольвента. Известно, что

(Rkf, f) является /?о-функцией при всех /бф. В то же время

СФ>-/» /) имеет смысл не при всех /бф^. Если же /635, то

(^я/> /) хотя и имеет смысл, но может не быть /^-функцией.
Ниже следующая теорема выявляет роль введенного в § 1
п. 2 функционала £.

Теорема 5.11. При любом /g35 функция (/?*/,/) —
— Ш (/,/)) является /^-функцией.

Таким образом, число 22 (/, /) характеризует «меру
отклонения» функции (/?*,/,/) от класса /^-функций. Эта

мера отклонения не зависит от выбора р. о. p. R^ и

определяется только вектором /6*8.
Следствие. Для того чтобы (Rkf,f) была /^-функцией

при любом /б?5 и при любом выборе р. о. резольвенты,
необходимо и достаточно, чтобы оператор А был /?-опера-
тором.

5. Интегральное представление резольвенты (5.5) играет
фундаментальную роль в теории операторов и ее

приложениях. В связи с этим возник вопрос о распространении этой

формулы на р. о. резольвенты и р. о. с. функции. Если /, £б£_,
то выражение (R%, /, g) может не иметь смысла, а интеграл

С d(E(t)f,g)

—ОО

может расходиться Ю. Л. Шмульян показал [54], что

некоторая регуляризация как р. о. резольвенты, так и

соответствующего интеграла позволяет построить аналог формулы (5.5).
Теорема 5.12. а) Существует такой бинепрерывный

самосопряженный оператор Н, что для любой р. о.

резольвенты Rx оператор RkfH: =Rh—H принадлежит классу

№-. UJ.
б) Функция Rx,h принадлежит классу (Rx) и

оо

—оо

где Q# — некоторый самосопряженный оператор из [ф_, ф+]>
(зависящий от выбора //).

Следствие. При всех невещественных X и [х

оо

—оо

Оператор Н из теоремы 5.12 будем называть регуляризую-
щим. В качестве регуляризующего оператора можно взять

84



yv^e +^))» где ^о —произвольное невещественное число,

a jRx —некоторая р. о. резольвента. Если Х0 — вещественная

точка регулярности некоторой р. о. резольвенты /?1°\ то

можно положить // = /?1°].

§ 3. ОПИСАНИЕ МНОЖЕСТВА РАСШИРЕННЫХ

ОБОБЩЕННЫХ РЕЗОЛЬВЕНТ

1. Как отмечалось выше Ш. Н. Саакян [39] распространил
формулу М. Г. Крейна, описывающую множество обобщенных
резольвент з. э. оператора, на случай любых равных дефектных
чисел. А. В. Штраус [63, 65, 66] получил описание этого

множества в иной форме, освободившись при этом от предположения
о плотности области задания. Это описание в дальнейшем
было приведено Е. Л. Александровым [1] и Ю. Л. Шмульяном
[58] к той же форме, что и у М. Г. Крейна—Ш. Н. Саакяна.
Ю. Л. Шмульян [58] показал, что формула остается

справедливой для расширенных резольвент. (Формулу М. Г. Крейна
для расширенных резольвент рассматривал Ф. А. Березин [8]}.

Для того, чтобы сформулировать последний результат,
удобно воспользоваться понятием «несобственной» операторной R-
функции (Ш. Н. Саакян [39], М. Г. Крейн — Г. Лангер [23]).

Пусть © — гильбертово пространство, V(k)— голоморфная
в полуплоскости П+ функция, значения которой —операторы
в @, ||1/(Х)Ц<1. Легко показать, что множество (^векторов,
неподвижных относительно V (X), не зависит от X, а

подпространство ®2 = ®£?'®1 инвариантно относительно V (к).

Преобразование Кэли i /__t/L) функции V(X), вообще

говоря, лишено смысла на &{. Условимся относить функции
V (X) в качестве преобразования Кэли символ t(k)= <х> -Pi-f-
+ т2(Х)Я2, где Рх и Р2— ортопроекторы на @! и @2
соответственно, т2 (X) = i\I -\- V2 (X)J [I — V2 (X)]-1 — преобразование Кэли
оператора V2 Ш==У (МI @2- При каждом ХеП+ оператор т2(Х)
является максимальным, диссипативным оператором, вообще

говоря, неограниченным. Его область определения (плотная
в @2) может меняться с изменением X.

Будем называть т(Х) несобственной /^-функцией. Класс

всевозможных /^-функций в © как обычных, так и

несобственных, будем обозначать через (/?)<$.
Заметим, что каждую функцию класса (/?)$ можно в

известном смысле аппроксимировать обычными /^-функциями, что

позволяет в некоторых случаях вводить алгебраические
операции в этом классе. Не останавливаясь на этом вопросе
детально, отметим лишь следующее предложение:
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Если ^(^)6(/?)@, F(l) — R^-функция, мнимая часть которой
имеет положительную нижнюю грань, то — [т(^) + ^7(^)]~1
имеет смысл и является обычной #@-функцией.

Пусть з. э. оператор А имеет равные дефектные числа,

Л —некоторое его самосопряженное расширение в ф,

^-—соответствующая ортогональная резольвента.
Рассмотрим функцию

™=»*,'т% я„

являющуюся функцией класса (Ri)^., мнимая часть которой
имеет положительную нижнюю грань (Q(i)7 = /^.).

Функцию т(Х)б(/?)д^ назовем Q-допустимой, если R-функ-
ция —[т(Х)-—Q(X)]-1 принадлежит классу (Ri)$ir Ряд критериев
Q-допустимости имеется в [67]. Класс всех Q-допустимых
функций обозначим через (/?)«$j. Заметим, что (Ф^1 == (#)$л,
Ц'том и только том случае, когда Э(Л) плотно в S}.

Рассмотрим (•, + )-непрерызныч оператор

*«- та %№п ал-

'Сопряженный к нему оператор /С(Х)*(-—, -)-непрерывен.
Обозначая через R% и R^l расширение соответственно

резольвент R% и Rl на ф_, получим следующее предложение:
Теорема 5.13. Общий вид р. о. резольвент оператора А

дается формулой

,'. R^Rl-K(k)[t(k) + Q(X)]-4<(ir, (5.8)

•где т(Х) пробегает класс (R)$ir
Замечание 1. Если // — некоторый регуляризующий

оператор, то

$к,н = $1м-К(Ь)[*(Ь) +Я(Щ-1К(Ц*, (5.9)

причем обе части —(— , -^-непрерывные операторы.
Замечание 2. Если записать формулу (5.8) в виде

то обе ее части будут ( —, +)-непрерывными операторами.
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Гл ава VI

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЭРМИТОВЫХ ОПЕРАТОРОВ
С НЕСОБСТВЕННЫМ МАСШТАБНЫМ

ПОДПРОСТРАНСТВОМ. РЕЗОЛЬВЕНТНАЯ МАТРИЦА

1. В работе [21] М. Г. Крейном была построена общая
теория представления плотно заданных з. э. операторов с

конечными равными дефектными числами (т, т). Исходным пунктом
этой теории является прямое разложение

$=ЛЖЮ*, (6.1)

где М— некоторое /тг-мерное подпространство из ф,
называемое масштабным. Если Р (к) — проектор на М, отвечающий
разложению (6.1), т. е. с ядром Ж^, то соответствие/->Я(Х)/
есть отображение пространства £ в пространство уИ-значных
аналитических вектор-функций. Сам оператор А при этом

отображении переходит в оператор умножения на X.

Теория представления в сочетании с формулой обобщенных
резольвент привела ее автора к понятию резольвентной
матрицы— матрицы дробно-линейного преобразования (д. л. п.),
дающего описание спектральных функций заданного оператора,

действующих в масштабном подпространстве. Выяснилось, что

на этом пути можно получить, с единой точки зрения, описание

множества решений рода классических задач
— проблемы

моментов, проблемы Неванлинны—Пика и др.
С другой стороны, теория спектральных функций

дифференциальных операторов приводила к своеобразному варианту
теории представления, в котором, однако, масштабное

подпространство могло содержать несобственные элементы. При
рассмотрении операторов в частных разностях и частных производных,
в теории положительно определенных функций и ядер
возникали эрмитовы операторы с бесконечными дефектными числами.

Задача построения общей теории представления и теории
резольвентных матриц з. э. операторов была сформулирована
М. Г. Крейном [22] и решена Ю. Л. Шмульяном [51—58]. В

основе теории, построенной Ю. Л. Шмульяном, лежит понятие

операторного узла, синтезирующего в себе з. э. оператор Л,
масштабное подпространство AI, содержащее, вообще говоря,
элементы из$ , и некоторое фиксированное самосопряженное

расширение А оператора А.

Пусть £+с:фс:ф_— оснащение, построенное по оператору

А, как в гл. I п. 1, Л —естественное расширение оператора
А (см. гл. I § 1). Для каждого невещественного А линеал

#Л: = (А —Х/)$0( —)-замкнут и совпадает с ( —)-замыканием Жя.
В качестве масштабного подпространства выбирается (— )-

замкнутый линеал М.
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Определение. Точку X будем называть ЛТ-регулярной
для оператора Л, если она является точкой регулярного типа

для Л, и имеет место прямое разложение

&.= ЭМ-Л1 (6.2)

Множество рм(А) всех ЛТ-регулярных точек открыто. На

этом множестве определена голоморфная оператор-функция
Р(Х), значения которой —проекторы на М, отвечающие

разложению (6.2). Имеет место равенство Р(Х) Л/= ХЯ(Х)/ (у/бф_)*
Таким образом, поставив каждому /бФ_ вектор-функцию Я(Х)/,
получим отображение пространства £_ в пространство

голоморфных в рм(А) УИ-значных функций, при котором А

переходит в оператор умножения на X. Оператор-функцию Я(Х)
назовем функцией первого рода.

Кроме функции Я(Х), важную роль в теории представления

играет функция второго рода Т (Х) = (Л — X/)-1 (/ — Я(Х)),
значения которой —(— , -)-непрерывные операторы. Если /?*,—
какая-либо р. о. резольвента оператора Л, то Г(к) =

=£ь(/-Я(Х)).
Теорема 6.1. Функции Я(Х) и Г (X) голоморфны на

множестве рм(А).
2. Для дальнейшего нам будет удобно ввести понятие

операторного узла, синтезирующее в себе з. э. оператор А*
его фиксированное самосопряженное р асширение ~А в про
странстве $} и масштабное подпространство М. При этом

оказалось целесообразным ввести некоторое вспомогательное

гильбертово пространство (5 и реализовать М как образ ©„
при некотором отображении S:(5-^£_. Кроме того, мы

зафиксируем некоторое изоморфное отображение S^© -> 3?f. В
итоге получим следующее

Определение. Будем называть узлом набор а={ф, Л,

Л; 31, SUS}, где ф — гильбертово пространство, Л —з. э.

оператор в ф, Л —самосопряженное расширение Л в ф, © —

вспомогательное гильбертово пространство, Si и S —непрерывные
(в соответствующих топологиях) мономорфизмы из (5
соответственно на 31; и в ф_. (Здесь ф+сфс:ф„— оснащение,

построенное по оператору Л, как в гл. I). При этом будем
предполагать, что оператор 5"1 (с областью определения
«S©c:£J является непрерывным. С узлом а будем
сопоставлять ( —)-замкнутый линеал M=S(& как масштабное

подпространство.
Множество ЛТ-регулярн ых точек узла а (в дальнейшем—

а-регулярных точек) будем обозначать через р(а), множества

невещественных точек из р (а) —через р/(а).
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Зафиксируем некоторый регуляризующий оператор //.

Каждой регуляризозанной р. о. резольвенте R%,h оператора А

поставим в соответствие /?@-функцию S(A) =S*/?A)//S.
Если R\,h пробегает класс всех регуляризованных р. о.

резольвент, то S(к) пробегает некоторое множество

/^-функций, которое мы обозначим через £К(а). Описание этого класса

лежит в основе многочисленных приложений теории гред-
ставления (спектральная теория дифференциальных операторов
как обыкновенных, так и в частных производных, проблема
продолжения эрмитово положительных функций и др.). В

настоящем п. дается описание класса £R(a) в двух формах
(формулы (6.4) и (6.5)).

Из формулы (5.9) вытекает, что

s (к)=s*jrI s-s*k (X) h (*)+Q (*)P[s*/c (X)i*. (6.3)
Положим

'OnQ) = SmlQ(\)Sli v2l(l) =S*KQ)Su

Теорема 6.4. Матрица-функция

является функцией класса (Ri)c^n^
Описание (6.3) класса 31(a) может быть приведено к виду

S(l)=v22(X)-v2l(X)[vn(l) + Q(\)]^v12(X), (6.4)

где 6(A) пробегает класс (R)%ll] ^-допустимых функций.
Напомним (см. гл. V), что этот класс состоит из функций
6 MG(#)@, для которых

-KW+ewre(/?i).
Матрицу-функцию v(k) будем называть Лг-матрицей узла а.

Узел а называется простым или вполне

несамосопряженным, если (-)-замкнутая линейная оболочка множества

{JR%Sg, RlS&ig.g&e, ImA^O, Imji^O}

совпадает с ф. Простота узла а равносильна выполнению

следующего условия: В § не существует такого

подпространства L=£{0], что а) 1г\£)(А) (-)-плотно в L и A\Lf)®(A) —
самосопряженный оператор; б) Lf\£)(A) ортогонально S®= M.

Достаточным условием простоты узла является простота
самого оператора Л.

Дадим описание аналитических свойств iV-матрицы.
8$



Пусть
^ ^) = (й! (X) S22 W ) _ ФУНКЦИЯ КЛаССа ^W®' 0б03НаЧИМ

через @о линеал тех g6@, для которых

(*и W «г, er)e(/?oi).

Для любого £б@о вектор-функция г>21 (**])£ имеет сильный

предел при yj->-j-°°-

Справедлива
Теорема 6.5 TV-матрица узла а удовлетворяет

следующим условиям:
а) оператор vn(k)/ непрерывно обратим при некотором

AgIL (тогда и при всех AglL)
б) lim v2i(iri) g= 0 для всех gG@0-

Наоборот, пусть функция

v(X)=U21(X)^22(X)jeWi)©ee
удовлетворяет условиям а) и б). Тогда существует такой

узел а, TV-матрица которого равна v(\).
Вторая часть теоремы 6.5 представляет собою решение

обратной задачи.

TV-матрица определяет простой узел с точностью до

изоморфизма.
Теорема 6.6. @0={0} тогда и только тогда, когда

оператор А имеет плотную область задания. В этом и только в

этом случае все функции 6(Х)£(/?) (cm. формулу (6.4))
являются ^-допустимыми.

3. Поскольку TV-матрица v(k) определяет простой узел с

точностью до изоморфизма, в терминах v (а) можно
характеризовать различные свойства узла. В частности, теорема 6.7

характеризует узел, масштабное подпространство S& которого
не содержит несобственных элементов, т. е. 5@с:ф. Такой

узел будем называть А"-узлом.
Теорема 6.7. Для того чтобы узел с TV-матрицей v(k) был

/С-узлом, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись

условия: 1) v22(\)e(Roi)@; 2) при любом ge& vl2(iri)g и v21(iri)g
сильно стремятся к 0 при т]-> + оо.

4. В настоящем п. вводится понятие резольвентной
матрицы узла а, и с ее помощью дается иное, чем в п. 3,
описание класса iR(a). Условимся называть оператор в

гильбертовом пространстве © аффинитетом, если он отображает © на

© взаимно однозначно и взаимно непрерывно.

Теорема 6.8. Для того чтобы число a, Im а=£ 0

принадлежало р(а), необходимо и достаточно, чтобы vl2(k) был

аффинитетом.
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Пусть ^(л)=(^у(Х))£|/=1§2 — N-матрица узла а. При каждом

лбр/ (а) положим

w(k) = \vX2(l)-*vn(\) ^12(X)-i ]
KW^isW^n (X) — г>21 (X) -о22 (X) xf12 (X)"1 ]•

Матрицу-функцию w(l) будем называть резольвентной
матрицей узла а.

Теорема 6.9. Класс ЭЦа) описывается формулой
S (X) = [w2l (X) + w22 (X) 0 (X)] [Wll (X) + wl2 (X) 6 (X) ]-i, (6.5)

где 6(Х) пробегает класс (R)[wtti w"\

Таким образом, резольвентная матрица является матрицей
дробно-линейного преобразования, дающего описание класса
5R (а).

Описание аналитических свойств резольвентной матрицы
дается теоремой 6.10.

/о -;/Лл
Пусть J= \if 0 °1-оператор в ©0®, (/ = 7*, Л= /).

Введя в @©@ индефинитное скалярное произведение
I/» £] = (Л/> S")» получим так называемое /-пространство.

Теорема 6.10. Резольвентная матрица w(k)=( пд/ 12)1
\W2i(b)W22(v

обладает свойствами:

1) lm\.[w(\)*Jw(\) — J]>0, lm\.[w(\)Jw(\)*—J]>0
<УХбр/ (а));

2) Wi2(k) — аффинитет, а матрица-функция

д (>ч
Г®12 0)~1Щ\ (*) wl2 (Х)"1!

аналитически продолжается на полуплоскости П± и является

функцией класса (Ri) ($©($, удовлетворяющей условиям а) и б)
теоремы 6.5.

_

3) Если X, Х£р/(а), то w (X) — аффинитет и w(K)~l = Jw(K)*J.
Резольвентная матрица w(K) определена a priori на

множестве р/(а). Важным ее достоинством является тесная связь

между ос-регулярностью вещественных точек и аналитической

продолжимостью резольвентной матрицы на эти точки.

Теорема 6. 11. Если Ко— вещественная а-регулярная
точка, то w(K) аналитически продолжима на некоторую
окрестность точки Ко.

В случае простого узла справедливо и обратное
предложение.

Теорема 6. 12. Если резольвентная матрица w(K) простого
узла а аналитически продолжима на некоторый отрезок вещест-
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венной оси, то этот отрезок состоит из а-регулярных точек, и

w(k) /-унитарна в точках этого отрезка.
М. Г. Крейном в работе [18] для случая дефектных чисел

(1,1) было установлено тождество для резольвентной матрицы,
являющееся обобщением тождеств Кристоффеля теории
ортогональных многочленов. В [24] это тождество было
распространено М. Г. Крейном и Ш. Н. Саакяном на общий случай плотно

заданного оператора.

В настоящем пункте тождество М. Г. Крейна—Ш. Н. Са~
акяна обобщается на случай узлов (Ю. Л. Шмульян [58]).
Пусть // — некоторый регуляризующий оператор. Введем
в рассмотрение функцию Тн (X) = Г (X) -}-HP (X) — регуляризо-
ванную функцию второго рода. Оператор Г//(Х) бинепрерывен
при Xgp(a), a при любых X, цбр(а) оператор /V/(X) — 7"# ([л)
( —, -|-)-непрерывеп. Поскольку Я(Х)ф_=Л1= 5®, то оператор
S~lP(k):S3_-+@ имеет смысл и ( —, -)-непрерывен.

Теорема 6.13. Для любых X, txgp/(a) имеет место формула
—

' ^J = j<3(X)G (р,)*, (6.6)

где

^ W= с*т п | ^ -голоморфная в р/(а) функция, значе-

ния которой —операторы б[ф, @©@].
Функция G (X) удовлетворяет условию

G(X) = G(a)[/ + (X-[,)r(X)|§] (X, р.еР (а)). (6.7}

В случае /С-узла (см. п. 3) в формуле для G(X) можно взять

Т (X) вместо Тн (X).
В частности, взяв в качестве & некоторое подпространство

М из ф, и в качестве S —оператор вложения Ж в ф, (тогда 5*
есть ортопроектор ф на Ж), получим для G(X) форму,
которую эта функция имеет в [24].

5. М. Г. Крейн и Ш. Н. Саакян [25] установили связь

между теорией резольвентной матриц и теорией характеристических
функций. Не останавливаясь на различных вариантах
последней теории, приведем два результата.

1) Если исходный узел имеет хотя бы одну вещественную

регулярную точку, то его резольвентная матрица совпадает с

точностью до постоянного /-унитарного множителя и до дробно-
линейной замены независимого переменного с

характеристической функцией некоторого Ш-углг [11, 12].
2) Резольвентная матрица /(-узла (не имеющего, вообще

говоря, вещественных регулярных точек) совпадает с

характеристической функцией некоторого &> -узла [10] с точностью до

постоянного /-унитарного множителя и дробно-линейной
замены независимого переменного.

92



Глава VII

ОТДЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ РАСШИРЕНИЯ

§ 1. ГИЛЬБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО С ИНВОЛЮЦИЕЙ

1. Гильбертово пространство ф называют пространством с

инволюцией, если в нем задан оператор сопряжения У,
называемый инволюцией, обладающий свойствами: 1) (//, Jg) =
=(gj) (vAgeb); 2) л=/.

Линейный оператор А в £ называется /-эрмитовым, если

(АЛ Jg) = (f, JAg) (у/, g&>XA)).

Будем предполагать, что ©(А) = ф. Тогда условие У-эр-
митовости может быть записано в виде JAJaA*. Если
УЛ/= А*, то оператор А называется /-самосопряженным.

Вопросам теории /-эрмитовых операторов и их

/-самосопряженных расширений посвящен ряд работ, из которых
отметим работу Галиндо [69], в которой доказано существование

/-самосопряженных расширений любого (плотно заданного)
/-эрмитового оператора.

Методы теории оснащенных пространств были применены
Л. М. Райхом [37] и Л. М. Райхом—Э. Р. Цекановским [38] к

исследованию /-эрмитовых операторов. Этими авторами был

установлен аналог формул Неймана и дано описание биинво-

лютивно-самосопряженных бирасширений.
2. Пусть $2+afyc:fy_— оснащенное гильбертово

пространство и пусть J — инволюция в ф. Положим У+= /|ф4, $f=J+fy+.
Линеал Sf (-)-плотен в ф. Введем в ф+ позитивное скалярное

произведение: (и, v)+^=(x, y)+, если u = J+x, v= J+y (х, #G$+) —
и соответствующую норму: || и jj+=|| х ||+, если u = J+x.
Оператор J*= J\f}'r отображает if на ф+ появляется
обратным для оператора /+.

Рассмотрим оснащение £+сфсгф~.
Теорема 7.1. а) Инволюция / может быть расширена по

непрерывности до оператора /_, отображающего ф_ на ф"'.
При этом

(J_x, J+y)= (x7J) (v*G£_, уе$+).

б) Операторы Рисса R и R', отвечающие оснащениям $+а
с:£с:ф_ и ф+с:фс:£~ соответственно, связаны соотношением

/?V+= /.R
в) (J_x, J_g)---={g, x)_ (vx, gefi-).
Пару оснащений ф+с:фс:ф_ и ф+с:фс:ф с описанными выше

свойствами будем называть биинволютивным оснащением.

В случае биинволютивных оснащений мы будем употреблять
термины «ф+-ортогональность», «^"-замкнутость» и т. п. для
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указания на скалярное произведение, относительно которого
рассматривается соответствующее геометрическое или

топологическое понятие.

3. Пусть Л —замкнутый линейный оператор в пространстве
с инволюцией, Л* —сопряженный с ним оператор, ф+с£с:ф_—

соответствующее оснащение (ф+=© (Л*), || х ||+ = || х ||2+|| А*х ||2>
Тогда £+=/ф+ является областью определения линейного

оператора А#= JA*J, а соответствующая позитивная норма

\\и |[ = || ^+и\\+ удовлетворяет условию (\\и ||+)2 = || и ||2 +
+ И*«||2-

Таким образом, замкнутый оператор Л в пространстве
с инволюцией порождает биинволютивное оснащение.

Заметим, что Л#= (/Л/)*, так что если исходить из

линейного оператора JAJ вместо Л, то оснащения fy+afyaSf
и ф+сфсф- меняются ролями.

Будем в дальнейшем предполагать, что Л —плотно

заданный /-эрмитов оператор.
Теорема 7.2. Имеют место ф+- и соответственно $f<~

ортогональные разложения

«+=©И)еЯ+,

причем 9?+=/+9?+ и подпространство 9?+ состоит из тех и

только тех векторов х£§, для которых (A*J)2x= —х.
Определение. Оператор Z?G[£+, fr] будем называть

/^-самосопряженным, если B = J+B*J+.т

Определение. Линейный оператор А£[ф+, ф~] будем
называть биинволютивным бирасширением /-эрмитова
оператора Л, если справедливо включение

А^Л, /_А*/+:эЛ.
Биинволютивное бирасширение А /-эрмитова оператора,Л
будем называть самосопряженным, если А=/_А*/+. Класс

всех биинволютивных бирасширений /-эрмитова оператора Л

обозначим через Qj (Л).
Пусть Л —«/-эрмитов оператор в ф. Тогда операторы

AQ=JA*J, Al = A\§+

принадлежат классу Qj(A), причем А0 = /_А*/+, A1 = /_AJ/+.

Описание класса 2j(A) дается следующей теоремой:
Теорема 7.3. Формулы

A= A0+ R'SAP^+, 5A= R'-1[A-A0]|K+ (7.2)
задают биективное соответствие между классами &j(A) и
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Следствие. Для того чтобы выражение (7.2)
определяло биииволютивно самосопряженное бирасширение
/-эрмитова оператора Л, необходимо и достаточно, чтобы

J+S\J+-SA= J+A*J+\fSt+.

Теорема 7.4. Формулы

SA= S-±J+A*J+\to+
устанавливают биективное соответствие между множеством
биииволютивно самосопряженных бирасширений оператора А
и множеством У .-самосопряженных операторов S из класса

191+, ЭГ].
Л. М. Райхом—Э. Р. Цекановским [38] была проведена

классификация биииволютивно самосопряженных бирасширений,,
аналогичная классификации, приведенной в гл. II. Ряд
положений гл. V перенесен на резольвенты биииволютивно
самосопряженных бирасширений.

§ 2. ПРОСТРАНСТВА С ИНДЕФИНИТНОЙ МЕТРИКОЙ

Пусть ф —гильбертово пространство, Pi и Р2 —
ортогональные проекторы в £, Р1-\~Р2==1. Задав в $} индефинитное
скалярное произведение формулой [х, y] = (Jx, у), где J = P1 — P2j
получим так называемое /-пространство.

Если Л —плотно заданный замкнутый оператор в ф, та

оператор A+= JA*J называют ^-сопряженным с Л. Он

определяется равенством \Ах, у\==\х, А"у] на множестве £>(Л+)
тех у, для которых [Ах, г/]—-непрерывный функционал от х*.

Оператор Л называется ^-эрмитовым, если АаА+, т. е. если

[Ах, у] = [х, Ау] (ух, */6© (Л)).

Будем считать, что ф является пространством Понтрягина
Пх, т. е. что его ранг индефинитности v.: =min{dimP1^>
dimP2$} конечен. Для определенности будем полагать, что

y.= dimP2$-
Независимо В. А. Деркач [14, 15] и Сорьён.ен [71, 72]

применили теорию оснащенных гильбертовых пространств к

пространствам Понтрягина. В основе конструкции лежит

следующий факт, установленный М. Г. Крейном
— Г. К. Лангером [23]:

Для всякого ir-эрмитова оператора Л существует такое число

йл>0, что для всех X, |ImX|>/iA, подпространства 3^
положительны относительно скалярного произведения [ , ] (т.е,
[jc, x]>0 для всех x($lh, x=£0).

Теорема 7.5. (Деркач [14, 15], Сорьёнен [71]). Простран*
ство ф+=©(Л+) с гильбертовым скалярным произведением
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(•*, У)+= (х, y) + (A+x, A+y)
и индефинитным скалярным произведением

[х, У]+=я[х, у] + [А+х, А+у] (*>hA)
является /-пространством с тем же рангом индефинитное™,
что ф, т. е. пространством Пх.

Сорьёнен [71] перенес на тс-эрмитовы операторы в

пространстве Пк результаты Ю. Л. Шмульяна из [54] (см. гл. V,
§ I, 2) об обобщенных резольвентах эрмитовых операторов.

В работе [74] Сорьёнен установил критерии того, что

заданная оператор-функция /?(Х), значения которой —операторы
класса [ф_, ф], является р. о. резольвентой тг-эрмитова
оператора.

В. А. Деркач [14, 15] распространил на я-эрмитовы
операторы в Пн теорию бирасширений (см. гл. II). В частности, им

получены следующие результаты: а) установлен аналог

формул Неймана, б) дано описание всех бирасширений я-эрмитова
оператора Л, в) проведена классификация бирасширений, г)
показано, что резольвенты оператора А могут быть расширены на

пространства с негативной нормой, исследованы свойства

расширенных обобщенных резольвент.

§ 3. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ

САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА

ЧЕРЕЗ НЕПРЕРЫВНЫЙ СПЕКТР

В теории краевых задач для дифференциальных уравнений
важным вопросом является исследование аналитических свойств

ядра резольвенты дифференциального оператора по

спектральному параметру А,. В ряде работ на конкретных примерах было

показано, что ядро резольвенты допускает аналитическое

продолжение через непрерывный спектр. В абстрактной форме этот

вопрос был впервые исследован Л. И. Дюженковой и Л. П. Ниж-

ником (РЖМат, 1969, 8Б608, 8Б609, 12Б644; 1971, 11Б839) с

использованием техники оснащенных гильбертовых пространств.
Резольвента оператора неограниченно возрастает по норме

при приближении X к спектру этого оператора. Но если

рассматривать резольвенту как оператор класса [ф+, ф_] при
подходяще подобранном оснащении ф.ьсгфс:£_ исходного

гильбертова пространства ф, то может оказаться, что резольвента
будет допускать продолжение через непрерывный спектр.

Например, пусть fy = L:(— оо, оо), Л —самосопряженный

оператор / -т—. Спектр оператора А чисто непрерывен и

заполняет всю ось. Резольвента Rh этого оператора является

интегральным оператором, ядро которого Gk(x, у) при ImX>0

имеет вид
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ie-^x-y) при у>х^
*v ' I 0 при у<х.

т. е. является целой функцией параметра X. Нетрудно
подобрать такой быстро растущий вес р(х), что если пололсить

Si+ = L2(p(x% то RK как оператор из ф+ в j&_= Z,2(/?(jc)"1)
допускает аналитическое продолжение по X в нижнюю

полуплоскость.

В упомянутых работах возможность аналитического

продолжения резольвенты рассматривается в рамках теории
возмущения: если резольвента некоторого самосопряженного
оператора А\ допускает аналитическое продолжение по X через спектр,
то при некоторых условиях резольвента оператора, «близкого»
к А\ также допускает аналитическое продолжение.

Теорема. Пусть в гильбертовом пространстве ф заданы

самосопряженные операторы Аг и А2, R\] и /?12) —
соответствующие резольвенты. Предположим, что существует такое

оснащение ф+сфеф..» что R^ как оператор класса [ф+, ф_]
допускает аналитическое продолжение по X на некоторую

риманову поверхность М. Тогда R^ как оператор класса

[£+, ф_] также допускает аналитическое продолжение на М,
где является мероморфной функцией, если выполняется одно

из следующих условий:
1) При некотором Х0£р(Ах)Пр(А2) оператор R^—R^J

допускает распространение на ф_, являющееся вполне

непрерывным оператором из ф_ в £+.

2) Ai и А2 — различные самосопряженные расширения
эрмитова оператора А с конечными дефектными числами (т, т),
дефектные подпространства 31Л и Ш^ принадлежат ф+ при

некотором невещественном Х0.

3) А2 = Ах-\-С и оператор R^C вполне непрерывен из ф_
в §_|_ ПРИ некотором >ч)6р(А)Пр(^2)-

4) Ао= А1-\-С, где С —конечномерный оператор, и

Замечание. Расположение полюсов R^ на М не

зависит от выбора точки Х0 и от выбора оснащения.

Полученные результаты применены авторами к

аналитическому продолжению через спектр резольвенты обыкновенного

дифференциального оператора и оператора, порол<денного
дифференциальным выражением Лапласа и некоторыми
условиями сопряжения на замкнутой поверхности в трехмерном
пространстве. При этом в качестве ф± выбираются
пространства функций, квадратично суммируемых с весами p(x)±l.
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ И ПРИБЛИЖЕННЫЕ

МЕТОДЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колмановский

§ 1. ВВЕДЕНИЕ

Теория оптимального управления представляет собой быстро

развивающийся раздел современной науки, что объясняется
обилием ее приложений в различных областях, в особенности в

технике и экономике. Зародившись около 30 лет назад в недрах
технических дисциплин, эта теория, в разработке которой
принимают участие многие исследователи, к настоящему времени
достигла значительной степени развития.

Одной из первых работ с постановкой задачи, присущей
теории оптимального управления, была статья Д. Е. Охоцимского

[211], инициировавшая теоретические исследования в

различных направлениях и, в частности, в области вычислительных и

приближенных методов.

За прошедший период были установлены фундаментальные
принципы теории оптимального управления. Это
разработанный в 1956—1960 годах принцип максимума.Л. С. Понтрягина,
изложенный в монографии Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского,
Р. В. Гамкрелидзе, Е. Ф. Мищенко [229], и развитый Р. Бел-
лманом метод динамического программирования [32—37].
Указанные методы являются, в сущности, дальнейшим развитием
классического вариационного исчисления для исследования

ситуаций, когда имеются различные сложные ограничения на

управляющую функцию. Существо этих методов состоит в

следующем.

Пусть управляемый процесс описывается на отрезке [to, T]
(Т — заданная постоянная) системой обыкновенных

дифференциальных уравнений с начальными условиями

X= f(t,X, tt), t0<t4£T,X(to)=X°, X= (XU . ..,*„). (1.1)

Здесь х—n-мерный вектор фазовых координат, t<—время,,

и—/n-мерный вектор управляющих функций «=(wb ..., um)9 на

которые наложены ограничения
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u(t)eu, 0-2)

где U— заданное множество, /==(/ь .. .,/„)—-заданная вектор-

функция своих аргументов. Выбором управления и требуется
минимизировать функционал

J = F(x(T)) (1.3)

и удовлетворить краевым условиям в конце процесса
управления (при t = T)

gj(x(T))= 0, y = l- ...,r, 0<r<n. (1.4)

Здесь F, gj
— заданные функции фазового вектора х(Т) в

конце процесса.
Если поставленная задача оптимального управления имеет

решение, то при определенных условиях оно удовлетворяет
принципу максимума [229], который формулируется
следующим образом.

Определим гамильтониан Н и сопряженные переменные г|)г-
соотношениями

п

i= l

дН r. dF(x(T)) , у , dgj(x(T))

i=l, .. .,л. (1.5)
Здесь X. —неопределенные постоянные множители Лагран-

жа. Тогда, если u(t) — оптимальное управление, а х(^), ф(<) —

соответствующие 'оптимальная траектория и сопряженные

переменные, удовлетворяющие соотношениям (1.1), (1.5), то

Н (ф (/), х (0, а (/), 0 = max Н (6 (*), х (*), и, t). (1.6)

Отсюда в принципе можно выразить u(t) через х, ф, t, т. е.

получить зависимость

u(t) = u*(x(t)^(t)J). (1.7}
Подставляя (1.7) в (1.1) и (1.5), получаем краевую задачу

для системы обыкновенных дифференциальных уравнений,
определяющую оптимальную траекторию, а следовательно, и

программное оптимальное управление.
Таким образом, принцип максимума сводит задачу

оптимального управления к решению двухточечной краевой задачи

для системы нелинейных дифференциальных уравнений (1.1),
(1.5), (1.7) с краевыми условиями (1.1), (1.4), (1.5). Этот
принцип применим к задачам *с уравнениями общего вида.
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В случае линейных систем общая теория задач оптимально-
то управления, основанная на проблеме моментов, предложена
и обоснована Н. Н. Красовским [140].

В основе метода динамического программирования для
решения задачи (1.1) — (1.3) лежит идея рассмотрения всего

поля оптимальных траекторий, аналогичная классическому
подходу Гамильтона—Якоби.

Рассмотрим случай задачи со свободным правым концом,

когда г = 0, т. е. краевые условия (1.4) отсутствуют. Введем

функцию V(t, х), равную оптимальному значению функционала
(1.3) на траекториях системы (1.1) при начальном условии

x(t)=x. Эта функция при некоторых условиях удовлетворяет
нелинейному уравнению в частных производных первого
порядка, называемому уравнением Беллмана (штрих—знак
транспонирования)

^+min/'^=0, V{T,x)= F(x). (1.8)Ul
uQU

ax

После того, как решение задачи (1.8) получено, оптимальное

управление определяется в результате вычисления минимума в

левой части (1.8).
Таким образом, результатом применения динамического

программирования является синтез оптимального управления и =

—

u(t, x). Это свойство метода динамического
программирования особенно существенно в стохастических и игровых задачах,
ибо в этих задачах именно синтез оптимального управления
позволяет учесть реализовавшееся текущее значение фазового
вектора, неизвестное заранее.

В задачах управления стохастическими системами

предполагается, что вектор состояния x(t) удовлетворяет уравнению

x(t)= f(t,x,u) + o(t,x,u)t, x(0)= x0,0<t<T. (1.9)

Здесь ^ — некоторый случайный процесс; далее для

простоты предполагается, что £ — гауссовский белый шум, т. е.

5 —винеровский случайный процесс. Выбором управления и

при ограничениях (1.2) требуется минимизировать функционал

MF(x(T)). (1.10)

В соотношениях (1.9), (1.10) функции /, a, F заданы, через М

обозначено математическое ожидание. Принцип динамического

программирования для функции Беллмана V(t,x) задачи (1.9),
(1.10) приводит при некоторых условиях к краевой задаче

<(Тг — след матрицы)

W+™[f'Z+^{°°'d^)h°> nT,x)= Fix). (1.11)
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Уравнение (1.11)—нелинейное уравнение в частных

производных, которое, в отличие от уравнения (1.8) для

детерминированной задачи, является уравнением второго порядка.
Методы последовательного анализа вариантов, идейно

близкие методу динамического программирования, разрабатывались
В. С. Михалевичем и его сотрудниками [186—189].

Вычислительные методы перебора в пространстве фазовых
координат, связанные с идеями динамического

программирования, разрабатывались Н. Н. Моисеевым [191 — 194].
Характерным для задач оптимального управления является

то, что точные аналитические решения задачи удается получить
лишь в редких случаях. В связи с этим большую роль играют
вычислительные и приближенные методы построения
оптимального управления, которым и посвящен настоящий обзор.

Потребности практики, с одной стороны, и бурный прогресс
вычислительной техники, с другой стороны, стимулировали
разработку вычислительных методов оптимального управления.
Работы по этой проблематике интенсивно ведутся с конца 50-х—
начала 60-х годов.

Различные аспекты вычислительных и приближенных
методов решения задач оптимального управления рассматривались
в книгах советских ученых В. Г. Болтянского [41], Р. Габа-

сова, Ф. М. Кирилловой [73], Л. С. Гноенского, Г. А.

Каменского, Л. Э. Эльсгольца [76], Г. Л. Гродзовского, Ю. Н.

Иванова, В. В. Токарева [80], В. И. Зубова [97, 98], Н. Е. Кирина
[117], А. А. Красовского [132—133], Н. Н. Красовского [140],
В. Ф„ Кротова, В. 3. Букреева, В. И. Гурмана [146], В. Ф. Кро-
това, В. И. Гурмана [147], В. Н. Лебедева [160], А. М. Летова

[169], Н. Н. Моисеева [194—197], Ю. П. Петрова [217],
В. М. Пономарева [227], Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского,
Р. В. Гамкрелидзе, Е. Ф. Мищенко [229], В. С. Пугачева [232],
Б. Н. Пшеничного, Ю. М. Данилина [238], Л. П. Смольникова

[247], Р. И. Трухаева, В. В. Хоменюка [259], А. А. Фельдбау-
ма [263], А. А. Фельдбаума, А. Г. Бутковского [264], Ф. Л. Чер-
ноусько, Н. В. Баничука [275] и других; в книгах зарубежных
авторов Аоки [14], Атанса, Фалба [15], Балакришнана [295J,
Беллмана с соавторами [32—37], Брайсопа, Хо Ю-ши [45],.
Дайера, Мак-Рейнольдса [338], Мерриэма [183], Кэнона, Кал-
лама, Полака [320], Полака [220], Фалб, Ионга [343], Лион-
са [423], Планта [451] и других, в сборниках работ [166, 163,
296, 292].

Методам приближенного и численного решения задач
оптимального управления посвящены обзоры и лекции: Б. М. Будак,
Ф. П. Васильев [57], Р. Габасов, фк М. Кириллова [74],
В. К. Исаев, В. В. Сонин [376], В. Б. Колмановский, Ф. Л. Чер-
ноусько [127], Н. Н. Красовский [139], Н. Н. Красовский,.
М. А. Гаврилов, А. М. Летов, В. С. Пугачев [141], Н. Н.

Красовский, Н. Н. Моисеев [144], А. М. Летов [168], И. А. Литов-
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ченко [175], В. С. Михалевич, Ю. М. Ермольев, В. В. Шкурба,
Н. 3. Шор [188], Н. Н. Моисеев [192—193], Н. Н. Моисеев,.
В. Н. Лебедев [441], Б. Т. Поляк [226], Ф. Л. Черноусько [274],
Белл [302], Флеминг [348], Келли [393], Копп [403], Ларсоп
[410], [411], Мангасарян [428], Миеле [439], Пайевонский

[449], Полак [452], Табак [477], Тэплей, Льюэллен [480] и

других.
Данный обзор охватывает литературу по численным и

приближенным методам оптимального управления, начиная с

1960-х годов. Разумеется, ввиду большого числа публикаций в

данной области, библиография обзора не является

исчерпывающей.

Параграфы 2—8 обзора посвящены численным методам,

§ 9 — приближенным методам оптимального управления

детерминированными системами, § 10 — численным и приближенным
методам управления системами конкретного вида, § 11 —

численным и приближенным методам в задачах оптимального

управления стохастическими системами.

Отметим, что в данном обзоре не рассматриваются работы по

вопросам минимизации функций многих переменных. Кроме
того, вне рамок данного обзора остаются также исследования по

оптимальному управлению системами с дискретным временем
(многошаговые процессы). Литературу по указанным вопросам
можно найти, например, в работах [42, 238, 226]. По вопросам,
связанным с приложением вычислительных и приближенных
методов для решения конкретных задач оптимального

управления, дополнительную библиографию можно найти, например,
в [80, 449J.

§ 2. О ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МЕТОДАХ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Возникающие при непосредственном решении задач
оптимального управления трудности многочисленны и связаны с

необходимостью решать краевую задачу, с большой размерностью
систем, с их существенной нелинейностью, с наличием

ограничений как на управление, так и на фазовые координаты, с

возможностью многих экстремумов. Преодоление отмеченных

трудностей привело к разработке разнообразных вычислительных

методов решения задач оптимального управления,
ориентированных на те или иные классы задач.

Поэтому, прежде чем переходить к обзору опубликованных
работ, приведем их классификацию (весьма условную) по

общности идей и подходов, заложенных в основе вычислительных

методов решения задач оптимального управления.
Первая группа методов основывается на сведении задачи

оптимального управления к краевой задаче. Указанное сведение

осуществляется посредством использования необходимых усло-

105



вий оптимальности: либо при помощи принципа максимума
Л. С. Понтрягина [229], либо с помощью классического

вариационного исчисления.

Полученная краевая задача решается при помощи того или

иного алгоритма подбора недостающих начальных условий. Этой

труппе методов посвящен § 3.
Ко второй группе относятся методы, в которых

непосредственно определяется оптимальное управление. В основе этих

методов лежат итерационные процессы в пространстве
управляющих функций, базирующиеся на формулах для приращения

•функционала. Если используются формулы классического

вариационного исчисления для вариации функционала, то

получаются методы градиентного типа в пространстве управлений.
Они изложены в § 4.

Применение соотношений, связанных с принципом
максимума, приводит к методам последовательных приближений,
изложенным в § 5.

В методах этой группы часто используются идеи введения

штрафных функций, проектирования градиентов и другие
подходы, присущие математическому программированию.

В третью группу входят методы, основанные на методе

динамического программирования, на варьировании и переборе в

пространстве фазовых координат. Сюда относятся способы,
основанные на непосредственном решении уравнения в частных

производных (1.8), методы последовательного анализа

вариантов, методы полного и частичного перебора в пространстве
фазовых координат, метод локальных вариаций и др. Этим
вопросам посвящен § 6.

Большую группу составляют методы решения задач
оптимального управления для линейных систем. Использование

факта линейности исходной управляемой системы часто позволяет

построить более эффективные вычислительные алгоритмы, чем

для общей нелинейной системы, а также строго исследовать их

сходимость. В частности, разработаны специальные методы для

линейных задач оптимального быстродействия, для задач

аналитического конструирования регуляторов. Указанные методы

освещены в § 7.

Наряду с указанными вычислительными методами решения
задач оптимального управления, имеется ряд способов,
основанных на достаточных условиях оптимальности, способов,
подобных методам Ритца и Галеркина, способов, использующих

дискретизацию исходной задачи и ее сведение к задачам линейного
или нелинейного программирования. Некоторые работы,
относящиеся к этим методам, будут охарактеризованы ниже в § 8.

Необходимо также отметить, что при решении конкретных
задач оптимального управления широко применяются
различные модификации численных методов, связанные со спецификой
решаемых задач, а также сочетание различных подходов. От-
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метим, что часто успех решения сложных задач оптимального

управления обусловлен именно глубоким проникновением в

существо задачи. Особенно большую группу работ в этом на-

лравлении составляют исследования по численному решению
задач оптимального управления движением летательных

аппаратов, по оптимизации траекторий. Именно в связи с решением
этих конкретных задач были впервые предложены и

разработаны многие численные методы оптимального управления.
Некоторые из работ этого направления отмечены в § 9.

§ 3. МЕТОДЫ, ОСНОВАННЫЕ НА РЕШЕНИИ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу оптимального управления (1.1) — (1.4) и

предположим, что она имеет решение. Тогда, подставляя (1.7) е

(1.1), (1.5), получим систему нелинейных дифференциальных
уравнений для переменных х, ф.

Равенство (1.4) дает г краевых условий при t = T, а условия
трансверсальности (1.5) образуют совокупность еще п условий
при / = Г, содержащих г параметров Ль . .

., V Параметры Xj
можно исключить, используя какие-либо г из условий
трансверсальности (1.5), в предположении о линейной независимости

градиентов dgj/dxiy /=l,...,r. Тогда оставшиеся п—г условий
трансверсальности вместе с краевыми условиями (1.4) составят

совокупность п краевых условий, наложенных на функции
Л'(Л> ${Т). Запишем эти условия в виде

фг(*(Г), г|)(Г))=0, /=1, ..., п. (3.1)
Если теперь задать вектор

Ф(*о)=г, (3.2)
то вместе с начальными условиями x(to)=x° из (1.1) получим
полный набор начальных условий для системы

дифференциальных уравнений (1.1), (1.5), (1.7). Решив полученную задачу
Коши при некотором z, определим функции x(t), г|э(/), u(t) на

всем отрезке [/0, Т] и можем вычислить значения функций фг-,

входящих в условия (3.1). Таким образом, заключаем, что

исходная краевая задача свелась к системе трансцендентных

уравнений

ф(2)=0, Ф={ФЬ...,Фп}, (3.3)

где через Фг-(-г) обозначены значения функций

ф;(2)=фг(х(Г),г[)(Г)), (3.4)

выраженные как функции от г.

Особенностью системы (3.3) является то, что функция Ф

задается не явно, а при помощи алгоритма: для вычисления

значения функции Ф в точке z необходимо решить задачу Коши

(1.1), (1.5), (1.7) с начальными условиями x(t0)=x°, ty(t0)=z
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и затем найти Ф(г) согласно (3.4). Таким образом, вычисление

Ф(г) в каждой точке z требует интегрирования нелинейной
системы дифференциальных уравнений, что может быть

осуществлено численно известными методами (например, методом

Рунге — Кутта, Адамса и др.).
При решении системы (3.3) можно использовать различные

численные методы решения систем трансцендентных уравнений.
Наиболее простым и употребительным из них и к тому же одним

из наиболее старых является метод Ньютона, называемый
иногда методом касательных. Этот метод состоит в том, что

задается начальное приближение г° для вектора z и строятся

последующие приближения zh с помощью итерационного процесса

zk = zk-l—[Ol(zk-l)]-l<b(zk-1). (3.5).
Здесь <Pi(z) —матрица производных функции Ф. Для ее

подсчета можно либо составить и проинтегрировать систему в

вариациях для исходной задачи (1.1), (1.5), (1.7), либо вычислить

производные по приближенным формулам

^~^-[Ф,(г1, ...,гу + 8у, ....гЛ-ФД*!, ...,Zj, ...,гл)].

Второй способ, основанный на последнем соотношении,

проще. При его реализации необходимо на каждом шаге решить
п+1 задачу Коши для системы (1.1), (1.5), (1.7), придавая

приращения 8j поочередно компонентам вектора z. Числа 6>
должны быть достаточно малыми, чтобы точность

аппроксимации производной была высокой, но не должны быть меньше,
чем порядок величины погрешности численного интегрирования
системы (1.1), (1.5), (1.7). Основанный на формуле (3.5)
алгоритм далеко не всегда сходится. Поэтому широкое применение
в вычислительной практике нашли различные модификации
метода Ньютона, существенно расширяющие сферу его

приложений и ускоряющие сходимость.

Одна из простейших модификаций состоит в том, что вместо

формулы (3.5) используется соотношение

г*=г*-1_ал [ф! (z*-i) ]-1ф (2*-i) (3.6)
с числовым параметром щх, выбираемым на каждой интерации в

пределах 0<аь<1. Число а& подбирается, например, из

условия, чтобы суммарная невязка в удовлетворении системы (3.3)
не возрастала, т. е.

ХИ<Х(П (3.7>
где

п

Х(г) = 2^Ф?(г). (3-8>
/= 1

Здесь bi — некоторые положительные весовые коэффициенты.
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При <Xk=l алгоритм (3.6) совпадает с методом Ньютона

(3.5). Если условие (3.7) при аь=1 не удовлетворяется, то а&

уменьшается, например, путем деления пополам, до тех пор,
пока условие (3.7) не будет выполнено. После этого можно

переходить к следующей итерации. Процесс решения
заканчивается, когда невязка % из (3.8) станет меньше задаваемой заранее
погрешности.

После того, как краевая задача решена с заданной точностью,
получается оптимальная траектория x(t) и сопряженные
переменные ty(t); оптимальное управление u(t) восстанавливается

лри помощи соотношения (1.7).
Описанный прием является простейшим и, конечно, не

гарантирует сходимости, но расширяет сферу применения метода
Ньютона. Существуют и более сложные алгоритмы, являющиеся

модификациями метода Ньютона. Подобные модификации
разрабатывались и широко применялись для численного решения
задач оптимального управления в работах В. К. Исаева и

В. В. Сонина [105, 106, 376]. Эти алгоритмы использовались для

расчетов оптимальных траекторий в работах В. Н. Лебедева

[160], Г. Л. Гродзовского, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева,
Ю. В. Шалаева [80], [101, 102] и в статьях [402, 403, 284, 431,
432, 465, 440, 418] и др.

Помимо метода Ньютона, для решения системы (3.3) можно

использовать и другие численные методы решения систем

трансцендентных уравнений, такие как метод секущих, градиентный
метод для минимизации суммарной невязки %, определяемой
соотношением (3.8), и многие другие. Методы, основанные на

минимизации невязки в удовлетворении краевых условий,
применялись в работах [319, 314, 399, 340, 341, 475] и др.
Различным методам подбора недостающих начальных условий для

вектора сопряженных переменных (3.2), в частности, в связи с

решением задач оптимизации траекторий летательных

аппаратов, посвящены работы [2, 419, 469—471, 285] и др.
Большое значение для повышения эффективности

рассматриваемых алгоритмов имеют работы по развитию общих
численных методов решения систем алгебраических уравнений и по

минимизации функций многих переменных. В связи с этим

отметим работы Л. В. Канторовича [111 —113]. Обзор методов

минимизации функций многих переменных можно найти,
например, в книге Б. Н. Пшеничного и Ю. М. Данилина [238], в

статье Б. Т. Поляка [226].
Выше шла речь о задаче оптимального управления с

фиксированным временем Т окончания процесса. Если Т не

фиксировано (например, это имеет место в важном классе задач

оптимального быстродействия), то к условиям трансверсальности

(1.5) нужно добавить условие Н
= 0 в момент t = T. Из краевых

условий (1.4) при этом обычно выделяют одно условие, которое

служит для определения момента окончания интегрирования на
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каждой итерации. В остальном процесс численного решения
остается тем же.

Разработка и изложение численных методов решения задач
оптимального управления, основанных на сведении их к

краевым задачам, содержится в монографиях: Г. Л. Гродзовский,
Ю. Н. Иванов, В. В. Токарев [80], Н. Н. Моисеев [192—197],
Брайсон, Хо Ю-ши [45] и сборниках работ [166, 1631.

Рассмотренные методы обладают рядом важных достоинств.

Эти методы алгоритмически весьма просты и удобны для

стандартизации. Потребности в памяти ЭВМ здесь невелики, так

как в процессе решения не нужно хранить больших объемов

информации (например, таблиц функций, как это требуется во

многих других методах). Так как эти методы основаны на

принципе максимума, то они сравнительно легко позволяют учесть
различные краевые условия и ограничения на управляющие
функции. Некоторые трудности возникают тогда, когда операция
нахождения максимума гамильтониана Я по и в (1.6) не

реализуется в явном виде; в этом случае для максимизации Н

требуется использовать какой-либо из численных методов

нелинейного программирования. Далее, при удачном выборе
начального приближения для вектора z получается быстрая сходимость

итераций и высокая точность решения задачи.

Отметим, что методы рассматриваемого типа значительно

усложняются в случае ограничений на фазовые координаты,
т. е. ограничений вида x(t) G G(t)y где G(t) —заданное

множество в n-мерном фазовом пространстве. Принцип максимума
может быть сформулирован и для таких задач, однако при этом

возникают многоточечные, а не двухточечные краевые задачи.
Число участков, на которых имеют место различные уравнения,

соответствует числу выходов и сходов с фазового ограничения;
заранее это число неизвестно, что сильно усложняет алгоритм
численного решения.

К недостаткам расехматриваемых методов следует отнести то,

что они плохо сходятся при отсутствии хорошего начального

приближения. В сложной задаче с большим числом фазовых
переменных часто весьма трудно подобрать вектор z так, чтобы

добиться сходимости, даже при использовании различных
приемов, о которых шла речь выше.

Необходимо подчеркнуть, что даже если решение краевой
задачи получено, то нельзя быть уверенным в том, что

полученное управление и траектория
— оптимальные, так как принцип

максимума есть лишь необходимое условие оптимальности.

Часто в задаче есть несколько экстремалей, и численный метод

находит ту из них, которая в некотором смысле ближе к

начальному приближению. Большую роль при построении решения
здесь играют физические и иные соображения, помогающие

выбрать хорошее исходное приближение.
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§ 4. ГРАДИЕНТНЫЕ МЕТОДЫ
В ПРОСТРАНСТВЕ УПРАВЛЕНИЙ

Эффективным способом численного решения задач

оптимального управления являются градиентные методы в пространстве
управляющих функций, основанные на использовании формулы
для первой вариации функционала (1.3). Эти методы впервые
были предложены в работах Л. И. Шатровского [277, 278],
Т. М. Энеева [280], Келли [392, 393, 395], Брайсона, Денхэма
[317].

Изложим существо градиентных методов в пространстве уп~

равлений для задачи оптимального управления со свободным

правым концом в форме (1.1), (1.3). Предположим для просто-,

ты, что управляющая функция u(t) —скалярная, то есть m=L

Кроме того, будем сначала считать, что ограничения на

управление отсутствуют и множество из (1.2) есть вся числовая

прямая.

Пусть u(t) и u(t)+6u(t)—две управляющие функции. За-.

пишем приращение б/ функционала (1.3) в виде

т

bJ=—\n(t)bu(t)dt + yi = blJ + fi. (4.1),
'о

Здесь bxJ есть первая вариация функционала, а остаточный

член т] есть величина порядка s2, если bu(t) имеет порядок е

на всем отрезке [t0, T]. Функция R (t) равняется

m=d£=vwdflt'xi£u{t))- (4-2),

Формулы (4.1), (4.2) позволяют построить следующий
итерационный процесс. Выбирается из априорных соображений
некоторое начальное приближение для управления и{0) (t)<
Последовательные приближения a{k) (t) к управлению
определяются в виде

u^^)(t)= uW(t) + v.kRk(t)9 k>0. (4.3).

Здесь JRk (t) подсчитывается с помощью (4.2) на k-u шаге.

При любом [^>0 процесс (4.3) обеспечивает выполнение

неравенства &i/<0, т. е. отрицательность первой вариации
функционала. Коэффициент {j^>0 выбирается так, чтобы

значение функционала У на каждом шаге убывало, т, е. чтобы

выполнялось неравенство

т

/*+1_У*=_^Д2(,)Л +ч<0

для полного приращения функционала. При этом на каждой

итерации существует некоторое оптимальное значение |х&,

которое можно подобрать путем проб.
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Отметим, что вычисление Rh(t) на каждой итерации
согласно (4.2) требует определения двух вектор-функций x{h)(t) и

yp{k)(t), соответствующих управлению u = u(k)(t). Для этого

вначале решается задача Коши (1.1) при u = u{k)(t), а затем

интегрируются сопряженные уравнения (1.5) при u = u{k)(t), х=

= x{k)(t) слева направо: от t = T до t0. В рассматриваемом случае
задачи со свободным правым концом (г = 0) условия
трансверсальности (1.5) дают возможность определить г|э(Г), т. е.

получить данные Коши для сопряженной системы (1.5).
Реальное применение градиентных методов осложняется

возможным наличием ограничений на управление и фазовые
координаты. Преодоление этих трудностей служит предметом
ряда работ, посвященных данному методу, и приводит к

различным модификациям метода градиентов. Так, например, если

управление uih+l)(t), задаваемое формулой (4.3), не

удовлетворяет ограничению (1.2), то коэффициент \ik можно выбирать
зависящим от времени (\Хк — |Ыл(0 >0) так, чтобы в каждый
момент t это ограничение оказалось выполненным. При этом по-

прежнему имеем 6i/<0.

Другие модификации метода градиентов связаны с

необходимостью учета краевых условий в конце процесса управления
вида (1.4). Здесь есть два пути: один из них основан на

проектировании градиента, а другой — на методе штрафных функций.
Первый способ состоит в следующем. Запишем для

приращений функционалов 6gj, соответствующих краевым условиям

(1.4), формулы, подобные (4.1) и выражающие эти приращения
через вариацию Ьи.

Далее итерационный процесс строим согласно следующей
-формуле:

г

«(*+!> = «(*> + HRk (*) +2 4,Rui (0- (4-4)

Здесь \хку Rk(t) имеют тот же смысл, что и в формуле (4.3),
a Vkj и Rkj(t) аналогичны этим величинам, но соответствуют

функционалам gj. Для вычисления функций Rhj(t) в (4.4)
требуется проинтегрировать сопряженную систему с условиями
трансверсальности, отвечающими функционалу gj.
Коэффициенты Vkj подбираются на каждой итерации так, чтобы либо не

нарушить в первом приближении краевых условий (1.4) (если они
уже удовлетворены с нужной точностью), либо добиться их

удовлетворения. Данный способ требует на каждом шаге для

вычисления Rk(t), Rkj(t) решения одной задачи Коши для
исходной системы (1.1) и решения г+\ задачи Коши для
сопряженной системы с различными начальными условиями для г|э
при t = T.
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Описанный подход был разработан в работах Т. М. Энесва

[280] и Брайсона [45].
Другим способом учета краевых условий (1.4) является

метод штрафных функций. Этот метод восходит к работе
Куранта [326], который применил его в 1943 году для решения одной

вариационной задачи. В сочетании с методом градиентов в

пространстве управления метод штрафов для численного решения
задачи управления (1.1) —(1.4) был предложен Л. И. Шатров-
ским [277, 278]. Метод штрафов позволяет освободиться от

ограничений с помощью дополнительных членов в

оптимизируемом функционале, именуемых штрафами.
Остановимся несколько подробнее на применении

указанного метода к задаче управления (1.1) — (1.3) с краевыми
условиями (1.4).

Для решения этой задачи методом штрафов строится
оптимальное управление в системе (1.1), (1.2), минимизирующее
функционал

г

Jr = F(x(T))+^ajg^x(r)), dj>0. (4.5)

Ясно, что при достаточно больших значениях чисел а^
минимум функционала (4.5) достигается там, где gj близки к нулю.

Таким образом, при решении задачи (1.1) — (1.4) возможен

такой путь. Сначала решается задача оптимального управления
со свободным правым концом (1.1) — (1.2), (4.5) градиентным
(или каким-либо иным) методом. Далее проверяются условия
(1.4). Если точность равенств (1.4) неудовлетворительная, то

необходимо увеличить коэффициенты а^ и снова решить задачу

(1.1) — (1.2), (4.5) и так до тех пор, пока не будет достигнута
нужная степень точности удовлетворения краевого условия
(1-4).

Метод штрафных функций широко распространен, что

объясняется простотой схемы решения задач на относительный

экстремум с помощью этого метода, позволяющего снять

ограничения на управления, фазовые ограничения, дифференциальные
связи. Кроме того, метод штрафов сейчас широко
используется для получения первых приближений с последующим расчетом
по более точным, но зато и более трудоемким методам.

Обзор применений метода штрафов имеется в работах
Н. Н. Моисеева [197], Балакришнана [293—295].

Разработке и применению метода штрафных функций в

сочетании с градиентным методом в пространстве управлений для

решения задач оптимального управления посвящены работы
[59, 80, 194, 196, 197, 204, 205, 208, 225, 226, 240, 316, 328, 389,
429, 447,448,459, 494].

Изложенный выше метод использует движение по градиенту
в пространстве управлений. Идейно близкий ему градиентный
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Метод в фазовом пространстве предложен Ю. Н. Ивановым [8(L
102]. Этот метод основан на формуле для вариации

оптимизируемого функционала, выраженной через вариацию фазовых
координат, и применим тогда, когда такое представление
возможно. Иногда этот метод называют методом функционального
наискорейшего спуска.

Численным методам градиентного типа для решения задач

оптимального управления с фазовыми ограничениями
посвящены работы Денхэма [333], Хо Ю-ши [367, 368], Язвински [381]..

Обобщению градиентных методов на управляемые системы с

разрывными правыми частями посвящены работы В. В. Вели-
ченко [67, 68].

Решение задач оптимального управления градиентными
методами получено в работах [24—26, 183, 207, 230, 251, 319, 332.

355, 359, 361, 365, 367, 368, 371, 382, 383, 396, 402, 403, 405,.

414, 415, 434, 439, 455, 466, 472, 483, 488, 492, 493].
Градиентные методы, основанные на первой вариации

функционала, называют градиентными методами первого порядка.

Характеризуя градиентные методы первого порядка в целом,

можно отметить, что они позволяют решать широкий класс

задач оптимального управления с различными ограничениями и

дают, как правило, существенное улучшение управления уже на

первых итерациях. Кроме того, градиентные методы не столь

чувствительны к выбору начального приближения по сравнению
с методами, основанными на решении краевой задачи, поэтому
с их помощью зачастую можно получать решение даже при.
неудачном выборе начального приближения.

К числу недостатков градиентных методов по сравнению с

методами, основанными на решении краевой задачи, можно

отнести некоторую сложность алгоритмов, более высокие

требования к памяти машины, так как в процессе счета в памяти

ЭВМ необходимо обычно хранить таблицы некоторых функций.
а также не всегда удовлетворительные характеристики
сходимости при приближении к оптимальному решению. В последнем

случае используется сочетание градиентных методов с другими
методами решения задач оптимального управления. Эти

вопросы рассмотрены в работах: Р. И. Трухаев, В. В. Хоменюк [258,
259], В. В. Хоменюк [266], статьи [200, 201, 253, 279].

Ряд работ посвящен градиентным методам второго порядка,

основанным на формуле для второй вариации функционала..
Эти методы требуют значительно больших вычислений на

каждой итерации, но позволяют получить в результате лучшее
приближение к минимуму.

Этим методам посвящены работы: Брайсон, Хо Ю-ши [45],
Келли, Копп, Мойер [395], а также работы [91, 290, 374, 377,
400,430,433,482].

Изложение градиентных методов и их модификаций имеется;

в книгах и обзорных статьях Г. Л. Гродзовского, Ю. Н. Ивано-
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ва, В. В. Токарева [80], В. Ф. Демьянова, А. М. Рубинова [86],
Н. Н. Моисеева [194, 196, 197], Б. Т. Поляка [226], Брайсона,
Хо Ю-ши [45], Келли [393], в сборнике [166].

§ 5. МЕТОДЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ,

ОСНОВАННЫЕ НА ПРИНЦИПЕ МАКСИМУМА

Метод последовательных приближений для решения задач

оптимального управления, основанный на принципе максимума
Л. С. Понтрягина, был предложен в работах: Келли, Копп,
Мойер [394], И. А. Крылов, Ф. Л. Черноусько [149]. Вопросам
дальнейшей разработки метода, его стандартизации и

улучшения скорости сходимости посвящена работа И. А. Крылова,
Ф. Л. Черноусько [151]. Подробное изложение указанных
вопросов содержится в книге Ф. Л. Черноусько, Н. В. Баничука

[275].
В применении к задаче оптимального управления (1.1)—

(1.3) со свободным правым концом (г = 0) простейший вариант
метода состоит в следующем. Зададим в качестве начального

приближения u(l)(t) к оптимальному управлению произвольное
допустимое управление. Решим далее задачу Коши (1.1) с этим

управлением и найдем соответствующую траекторию xil)(t).
Используя u{l)(t) и x{l)(t), найдем г|5(1)(0> решая задачу Коши

для сопряженной системы (1.5). Вычислим теперь следующее
управление u{2)(t) из условия максимума гамильтониана

#(г|;(1)(/), x(i)(t), и, t) по и в U при каждом t£[tQ, T]. Если

процесс последовательных приближений сходится, то

продолжать его следует до тех пор, пока последующие приближения
не будут отличаться друг от друга в пределах заданной
точности. Полученное в результате решение будет по построению
удовлетворять принципу максимума Л. С. Понтрягина.

Описанный простейший вариант метода далеко не всегда

сходится. Однако сходимость к точному оптимальному управле*
нию будет иметь место за две итерации, если функция F(x) из

(1.3) линейна по х, а правая часть /(/, х, и) также линейна по

х и равна

f(t, х, u)=A(t)x+ b(t, и).

Сходимость изложенного метода для линейных систем с

квадратичным функционалом установлена В. В.
Александровым [8].

Существует ряд практических способов улучшения
сходимости метода последовательных приближений. Опишем

некоторые из них [151]. Первый способ состоит в том, что управление
u{k+l)(t) определяется из условия максимума по и £ U

гамильтониана
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H(^k)(t), xik)(t), и, t) не на всем отрезке [/0, Т], а лишь на

его части [4*, Т], где to<th*<T. На отрезке же [t0, th*]
сохраняется прежнее управление, т. е.

ulk+l)(t)=u™(t), to<t^tk*.

Подбором параметра tk* на каждой итерации можно, как

правило, добиться уменьшения значения функционала. Роль

параметра tk* здесь такая же, как параметра ад в формуле
(3.6) или параметра jlx^ в (4.3): он служит для регулирования
сходимости алгоритма. При tk*, близком к Г, интервал, на

котором варьируется управление, мал; при этом сходимость, как

правило, имеет место.

Другой способ улучшения сходимости состоит в том, что в

систему (1.1) вводится некоторый малый параметр г так, чтобы

при 8=1 получалась исходная система, а при г—^0 —

итерационный процесс

uih+l)(t)=Q>(u<h)(t)), k=U 2, ..., (5.1)

быстро сходился. В формуле (5.1) через Ф обозначен оператор,

который ставит в соответствие каждому допустимому
управлению новое приближение по изложенной выше схеме простейшего
метода последовательных приближений.

Ввести параметр г в систему (1.1) можно, например,
следующим образом:

x=ef(t,x,u), x = f(t9x,su), 0<£«1. (5.2)

Если е—►О, то системы (5.2) становятся слабо

управляемыми, и поэтому итерационный процесс (5.1) будет быстро
сходиться. Получив сходимость при некотором 8, будем затем

постепенно 8 увеличивать, беря каждый раз в качестве начального

приближения для итерационного процесса оптимальное

управление для предыдущего значения 8. Дойдя таким образом шагами

по е до значения 8=1, получим решение исходной задачи.

Отметим, что при достаточно малых 8 в уравнениях (5.2)
приближенное решение задачи оптимального управления можно

получить и не прибегая к процессу итераций, а пользуясь
приближенными методами, описанными ниже, в § 9.

Еще один способ улучшения сходимости состоит в том, что

новое приближение для управления в каждый момент времени

выражается через две или более предыдущие итерации.
Простейшим вариантом этого является следующая схема итераций:

й(*+1> (t) = (1 - а)> <*>(*) + аФ (UW (*)),
0<а<1, *0<*<7\ й=1,2, ...,

которая применяется в случае выпуклого множества U из (1.2).
•Постоянную а в (5.3) можно выбирать из условия минимума

функционала по а на данной итерации, подобно методу скорей-
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шего спуска, или можно ограничиться требованием
монотонности убывания функционала на каждой итерации. При подборе а

требуется пересчитывать лишь систему (1.1) для вычисления

функционала. Отметим, что при применении способа (5.3)
приближение к релейному оптимальному управлению уже не будет
идти в классе релейных управлений. Дополнительные
возможности появляются, если считать в формуле (5.3) величину а

функцией времени

0<а(/)<1.

Заметим, что если функция a(t) выбрана следующим
образом:

«(0=о, *о<*<<;; *(*)=!. *J<«7\

то приходим снова к первому из описанных способов улучшения
сходимости. Каждый из этих способов содержит параметр (а, е

или tk*) для регулирования процесса итераций. При расчете
конкретных задач оптимального управления возможно

сочетание изложенных приемов.
Выше описан метод последовательных приближений для

задач оптимального управления со свободным правым концом.

При наличии краевых условий вида (1.4) наиболее простой путь
состоит в применении метода штрафных функций, описанного в

предыдущем параграфе. Другая возможность, аналогичная

методу проектирования градиента, изложена в [151, 275].
В случае, когда момент окончания процесса не задан, процесс
итераций строится аналогично, но с использованием

дополнительного условия Я
= 0 в момент Г, вытекающего из принципа

максимума. Имеющиеся фазовые ограничения также можно

учесть при помощи метода штрафных функций.
В работе И. А. Крылова и Ф. Л. Черноусько [151] (см.

также книгу [275]) разработана и приведена стандартная
программа метода последовательных приближений на языке

АЛГОЛ-60. Программа предусматривает применение
описанных выше способов улучшения сходимости и пригодна для
решения широкого класса задач оптимального управления.

Отметим, что изложенный метод последовательных прибли^
жений с небольшим видоизменением применим и в том случае,
когда минимизируемый функционал / представляет собой

экстремум (по времени) некоторой заданной функции F\(t, x)
от фазовых координат и времени, т. е.

/= min Fx (/, х),
tt<t<t2

где t\9 t2 — заданные моменты времени. Этот вопрос рассмотрен
в работе А. Г. Кузнецова и Ф. Л. Черноусько [154].

Метод последовательных приближений прост для

программирования, менее чувствителен, по сравнению с методами § 3,
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к выбору начального приближения. В процессе счета
необходимо хранить таблицу значений управления u(t) и траектории
x(t) для текущего приближения. Значения сопряженных
переменных yjp(t) хранить не нужно, ибо они используются только

при вычислении следующего приближения. Можно обойтись и

без хранения таблицы x(t), восстанавливая траекторию при
интегрировании сопряженной системы.

Отметим (см. [149]), что в рассматриваемом методе

последовательных приближений на каждой итерации главная часть

приращения функционала отрицательна и максимальна по

абсолютной величине среди главных частей приращения
функционала при всевозможных допустимых вариациях управления.
Это следует из формулы Л. И. Розоноэра [243] для

приращения б/ функционала (1.3)
т

U= -$[Я(ф(*), ■*(*), Щ«), t)-H(W), x(t), u(t), t)\dt +4 (5.4)
'о

T

Здесь u(t), ux(t)—два допустимых управления, с

—некоторая постоянная.

Таким образом, в отличие от изложенных в § 4 градиентных
методов, основанных на формулах классического вариационного
исчисления, метод последовательных приближений основан на

принципе максимума Л. С. Понтрягина и формуле для

вариации (5.4). Поэтому этот метод легче учитывает ограничения на

управление, позволяет делать игольчатые вариации в процессе
итераций. При применении метода последовательных
приближений аппроксимация оптимального управления происходит в

классе разрывных функций, что представляется удобным, так

как оптимальное управление часто бывает разрывным

(релейным). При использовании же градиентных методов оптимальное

управление аппроксимируется, вообще говоря, непрерывными

управлениями.

Итерационные методы, близкие по идеям к изложенному
выше методу, предложены в работах В. Ф. Демьянова [81, 83].
Разработке методов последовательных приближений,
использующих принцип максимума Л. С. Понтрягина, посвящены работы
И. В. Бейко и М. Ф. Бейко (М. Ф. Карпенко) [28—31, 114J.
В работах Р. П. Федоренко [260, 262] разработан итерационный
метод решения задач оптимального управления, включающий

на каждом шаге решение задачи линейного программирования.

Метод решения задач оптимального управления, основанный на

.минимизации гамильтониана, рассматривался в [358, 454].
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В [214, 227, 235] рассмотрены иные алгоритмы
последовательных приближений.

Метод последовательных приближений, предложенный в

работе [149], применялся для решения ряда конкретных задач в

работах [1, 149, 154]. В работе Язински и Вагнера этот метод

использован для расчета оптимального режима работы
химических реакторов [379].

§ 6. МЕТОДЫ, СВЯЗАННЫЕ С ВАРЬИРОВАНИЕМ
И ПЕРЕБОРОМ ТРАЕКТОРИЙ

В ПРОСТРАНСТВЕ ФАЗОВЫХ КООРДИНАТ

.Метод динамического программирования, как отмечалось в

§ 1, теоретически позволяет решить проблему синтеза

оптимального управления. Она сводится к задаче Коши для нелинейного

уравнения в частных производных (1.8). Основная трудность
численного решения этой задачи — большая потребность в

памяти ЭВМ для хранения таблиц функции V(t, x) и большой объем
.вычислений даже при сравнительно небольшом числе фазовых
координат. Эта трудность, называемая иногда «проклятьем

размерности», является главным препятствием для применения
метода динамического программирования. Широкое обсуждение
этих вопросов, анализ различных вычислительных схем метода

динамического программирования содержится в книгах Белл-
мана с соавторами [32—37].

Метод динамического программирования можно

использовать по-разному: либо произвести дискретизацию исходных

.дифференциальных уравнений управляемой системы (1.1) и

затем рассматривать многошаговый процесс с дискретным
временем, либо осуществить конечно разностную аппроксимацию
уравнения в частных производных (1.8). Оба подхода в

сущности очень близки.

Метод последовательного анализа вариантов для решения

дискретных многошаговых задач управления был предложен в

работе В. С. Михалевича и Н. 3. Шора [189]. Впоследствии
этот метод был разработан В. С. Михалевичем [186] для

решения широкого класса многовариантных задач.

Данный метод указывает алгоритм перебора траекторий на

дискретной сетке, приводящий к выбору оптимальной

траектории.
В работах Н. Н. Моисеева [191— 193] были разработаны

методы перебора траекторий применительно к задачам

оптимального управления системами с непрерывным временем
вида (1.1). Поясним кратко сущность подходов, связанных с

варьированием в пространстве фазовых траекторий, на примере

управляемой системы (1.1) с краевыми условиями (1.4) и с

ограничениями вида

x(t)aG(t), u(t)czU(t,x), tQ<t<T. (6.1)
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Здесь G(t) и U(t, х) —заданные множества. Требуется
найти управление, минимизирующее интегральный функционал

т

J = \h(t,x(t),u(t))dt, (6.2)

где f0(t9 x, и) —некоторая заданная функция.
Существенным для реализации излагаемых ниже методов

является понятие элементарной операции, предложенное
Н. II. Моисеевым в [191].

Возьмем две достаточно близкие точки

(tu *i), (t2, *2), t0^t{^t2^T,
Поставим вспомогательную задачу оптимального управления:
найти управляющую функцию u(t), переводящую систему (1.1)
при ограниченных на управление (6.1) из точки (tu x{) в точку
(t2, x2) и доставляющую минимум интегралу

t%

\fo(t,x(t),u(t))dt.
tl

Под элементарной операцией понимается приближенное
решение этой вспомогательной задачи «в малом». Таким образом,
элементарная операция должна отвечать на вопрос о том,

существует ли вообще управление, переводящее систему (1.1) из

точки (t\, Х\) в точку (t2, x2), и, в случае утвердительного

ответа, давать приближенное оптимальное управление,
разрешающее эту вспомогательную задачу, а также приближенное
оптимальное значение функционала.

В работах Н. Н. Моисеева [191— 193, 196, 197] изложен ряд
способов построения элементарной операции. При этом

построении можно использовать тот факт, что вспомогательная задача

существенно проще исходной. Близость точек (tu x\) и (t2, x2)
дает возможность различных упрощений уравнений (1.1), их

линеаризации, построения приближенных аналитических

решений. Кроме того, при построении элементарной операции можно

не учитывать фазовое ограничение (6.1), которое будет учтено

при переборе траекторий.
Отметим один важный частный случай, когда построение

элементарной операции осуществляется очень просто. Это

задачи, в которых уравнения движения (1.1) могут быть

разрешены относительно управляющих функций.
Предположим, что элементарная операция построена и

реализована в виде некоторой подпрограммы. Зададим начальное

приближение x(tk) для траектории задачи (1.1), (1.4), (6.1),
(6.2) в некотором конечном числе точек tk на отрезке [t0, T].

После этого начинает работать алгоритм перебора
траекторий в пространстве фазовых координат. Перебор производится
на некоторой дискретной сетке, задаваемой заранее. Для каж-
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дого элемента варьируемой траектории соответствующее
управление и вклад в функционал подсчитываются при помощи

обращения к элементарной операции. Вариации, для которых

элементарная операция невыполнима или нарушено фазовое
ограничение (6.1), отбрасываются.

Что касается самого алгоритма перебора, то можно

применять различные подходы. Полный перебор на принятой
дискретной сетке в фазовом пространстве проводится по методу
последовательного анализа вариантов или по методу динамического'

программирования [186, 188, 189, 32—37].
Эти методы позволяют найти абсолютный минимум

функционала на данной сетке. Однако они, как уже отмечалось выше,

требуют большой памяти ЭВМ и большого объема вычислений
в случае достаточно большого числа узлов сетки.

Н. Н. Моисеев предложил [191] применять частичный

перебор, или перебор в заданной трубке, окружающей некоторую^
фазовую траекторию. При этом количество перебираемых
вариантов можно существенно снизить, взяв достаточно узкую
трубку. После нахождения экстремали внутри данной трубки
строится новая трубка, окружающая полученную на

предыдущем шаге экстремаль, и процесс продолжается. Таким образом,
процесс вычислений здесь требует значительно меньшей памяти

и может быть реализован практически, хотя он уже, строго
говоря, приводит к определению лишь локального, а не

абсолютного минимума функционала.
В работе Ф, Л. Черноусько [271] был предложен метод

локальных вариаций для реатсния вариационных задач, который
заключает в себе иную схему перебора.

Варьирование траектории в методе локальных вариаций
производится последовательно в каждой точке th и по каждой из

компонент вектора х, причем при варьировании /г-ой точки все

остальные точки считаются фиксированными. Если в

результате вариации значение функционала уменьшается, то фазовый
вектор в данной точке полагается равным новому значению,

полученному в результате вариации; в противном случае

траектория изменяется. Описанный алгоритм обеспечивает сходимость

последовательных приближений лишь к локальному минимуму
функционала, однако он оказывается экономичной схемой

перебора в смысле потребности памяти и времени счета. Отметим,
что метод локальных вариаций можно рассматривать также как

сочетание дискретизации задачи с методом покоординатного
спуска.

Специфической трудностью описанных методов является

построение элементарной операции, зато они обладают важным

достоинством легко учитывать всевозможные ограничения, в

частности, ограничения на фазовые координаты (6.1), которые
особенно трудны для других методов. При применении же

изложенных методов учет фазовых ограничений сводится просто к
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их проверке и к отбрасыванию в процессе перебора тех

траекторий, которые им не удовлетворяют.
Разработке и исследованию методов перебора в пространстве

фазовых координат посвящены работы и книги Н. Н. Моисеева

[191— 194, 196, 197], работа Н. Я. Багаевой и Н. Н. Моисеева

[18], работы В. И. Коробова [131], Л. Д. Подвального [219],
Р. П. Федоренко [261].

Разработке метода локальных вариаций для задач

оптимального управления посвящена работа И. А. Крылова и

Ф. Л. Черноусько [150]. В ней имеется программа метода на

языке АЛГОЛ-60, приводится численное решение конкретных
задач оптимального управления (см. также [148]). В [20]
дана усовершенствованная программа метода локальных вариаций
для задач оптимального управления довольно общего вида.

Работы [271, 21—23] посвящены разработке метода локальных

вариаций для численного решения вариационных задач с

частными производными. Работа И. А. Вателя и А. Ф. Кононенко [66]
содержит одну модификацию метода локальных вариаций.
Подробное изложение метода локальных вариаций, исследование

его сходимости и точности, описание алгоритмов и программ, а

также конкретные приложения метода можно найти в

монографии Ф. Л. Черноусько и Н. В. Баничука [275].
В указанных выше работах, посвященных методам перебора

и методу локальных вариаций, уделяется, в частности, внимание

важным вопросам о выборе шага сетки по времени и шагов

варьирования по фазовым координатам (At и Ах). Для
сходимости методов к локальному экстремуму необходимо, чтобы

At—^0 и, кроме того, чтобы Ax(At)~p—^0, где число р зависит

от типа решаемой задачи и от нормы, в которой производится
оценка близости. При практической реализации метода
локальных вариаций решение обычно строится сначала на грубой
сетке (при больших А/, Ах). Затем шаг Ах уменьшается, например,
делением пополам, причем каждый раз в качестве начального

приближения используется оптимальная траектория, полученная

при предыдущем значении Ах. Когда Ах станет достаточно

малым, уменьшается шаг А/, и процесс варьирования идет снова

при постепенно уменьшающемся Ах до тех пор, пока процесс не

сойдется при заданных окончательных значениях At, Ax.

Отметим, что изложенные выше методы решения задач
оптимального управления, связанные с частичным перебором и

варьированием в пространстве фазовых траекторий, решают по

существу задачу программного управления.

Как отмечалось выше, непосредственное применение метода

динамического программирования для численного решения
задач оптимального управления требует большой памяти ЭВМ.

Поэтому практические результаты можно получить либо при

сравнительно небольшой размерности системы, либо при очень
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трубой сетке в фазовом пространстве, когда число варьируемых
траекторий невелико. Большой интерес представляют работы, в

которых делается попытка преодолеть эти трудности. В связи
с этим отметим работы Ларсона [410—412], где были

предложены некоторые усовершенствованные и экономичные

вычислительные процедуры метода динамического программирования.
В этих процедурах используется разбиение фазового
пространства на блоки, применяются переменные шаги по времени с

целью уменьшения необходимой памяти ЭВМ и ускорения
расчетов. Подобным методам посвящена также [467].

Для приближенного решения задачи синтеза оптимального

управления Беллманом [32] был предложен метод
последовательных приближений для решения краевой задачи (1.8). Этот

метод состоит в следующем. Зададим произвольное управление
U\(U x)> удовлетворяющее ограничению (1.2), и определим

•функцию V\(t, х) соотношениями

d-£-f(t, х, щ) +^F=0, VAT, x) = F(x).

Вычислим далее управление tu{t, х) из условия

-*j-f(t, x,u2) = mm-^rf(t,x,u).ил
u(—u

ил

В результате применения описанного итерационного
процесса будет построена последовательность функций Vi(t, х),
которая при некоторых условиях сходится к решению исходной

краевой задачи (1.8).
Отметим, что описанный метод не снимает трудностей,

связанных с размерностью задачи, но сводит решение нелинейного

уравнения в частных производных (1.8) к решению
последовательности линейных уравнений. Метод эффективен, если эти

линейные задачи оказываются достаточно простыми.

Вопросы применимости метода последовательных
приближений Беллмана для построения синтеза оптимального управления

рассмотрены в [14, 17, 32—37, 63, 303—305, 307, 337].
Применению метода возмущений для приближенного

решения уравнения Беллмана посвящена работа [297].

§ 7. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ В ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Численные методы решения задач оптимального управления

линейными системами занимают особое место. Именно для

линейных задач численные методы, как правило, удается

обосновать, т. е. доказать их сходимость и установить оценки

погрешности. Использование линейности управляемой системы дает

возможность построить эффективные алгоритмы.
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Кроме того, может оказаться полезной интерпретация
линейных задач управления в форме проблемы моментов в

функциональном пространстве, предложенная Н. Н. Красовским [140].
Эта интерпретация позволяет выяснить основные

закономерности, характерные для линейных задач оптимального управления..
Поскольку для линейных систем можно выразить фазовые
координаты в виде линейных интегральных функционалов от

управляющих функций, то это дает возможность эффективно
применить методы численного решения, основанные на способах-
математического программирования.

Необходимо также отметить, что схема решения линейных'

задач оптимального управления, основанная на проблеме
моментов, позволяет с помощью теоремы отделимости выпуклых
множеств в функциональных пространствах учесть ограничения
на фазовый вектор и управление (см., например, [156]).,
Решение некоторых линейных задач оптимального управления
сведением их с помощью проблемы моментов к эквивалентной

задаче линейного программирования получено в статье

В. И. Бондаренко, Ю. М. Филимонова [43].
Разработке численных методов для задач оптимального

управления линейными системами посвящен целый ряд работ.
Б. Н. Пшеничным [236, 237] рассмотрена линейная
управляемая система с линейными краевыми условиями типа равенств и

неравенств и с минимизируемым линейным функционалом на

фиксированном интервале времени. Предложен итерационный
метод решения, основанный на сведении поставленной задачи к

задаче минимизации функции конечного числа переменных..
В. Ф. Демьяновым [81, 82] предложен метод

последовательных приближений для отыскания оптимального управления в

линейной системе и доказана сходимость этого метода.

Метод последовательного проектирования для линейных

задач оптимального управления с линейным функционалом и с

линейными ограничениями типа неравенств на управляющие
функции и фазовые координаты рассмотрен в работе Э. М. Вай-

сборда [64].

Итерационные вычислительные методы для задач

минимизации выпуклого функционала в линейных управляемых системах

разрабатывались в работах А. Ю. Баранова, Ю. Ф. Казаринова,
В. В. Хоменюка [24], В. Ф. Демьянова [82], Р. Габасова,
О. М. Кирилловой [72], В. Б. Гиндеса [75], Н. Е. Кирина [116],
Б. Н. Пшеничного [233] и других.

Важным для приложений классом задач оптимального

управления являются задачи линейного оптимального

быстродействия. Для этих задач доказана теорема существования и

установлена структура оптимального управления [229], предложен

ряд численных методов решения. Изложим кратко один из них,,
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связанный с именами Итона [339], Нейштадта [444] для

линейной управляемой системы (1.1) вида

xlt) = Ax+ b(t)u, t>0,
(7.1)

в предположении, что для системы (7.1) справедливо условие
общности положения. Здесь постоянная матрица Л, вектор-
функция b(t) и вектор х° заданы. Выбором скалярного
управления и требуется систему (7.1) перевести за

наименьшее возможное время в начало координат. Уравнение для

сопряженных переменных ф в данном случае имеет вид

ф= — А'ф, т.е. оно интегрируется независимо от уравнения
(7.1). Оптимальное управление определяется формулой

а(0= sgn [<!»'(')*(')!• (7-2)

Обозначим через о> (f) фундаментальную матрицу системы

4>= — Л'ф, удовлетворяющую начальному условию и>(0) = Е,
где Е— единичная матрица. Через &(t, а) обозначим решение
этой же системы с начальным условием ф(0, а) = а. Суть
алгоритма работ [339, 444] состоит в следующем: берем
произвольный вектор <z0; строим

ф(*, Оо) = о>(*)а0;

по формуле (7.2), в которой ф(^) заменено на ty(t,a0),
определяем управление и (t, a0).

Вычисляем далее функции
t

z(t, а0) = J <*>' (s) b(s) и (s, a0) ds,
о

h (t, a0) = a0 [г (t, aQ) + x°];

определяем точку t0, в которой функция h(ty a0) обращается в

нуль; задаем следующее приближение а\ равенством

ai—a0= Xi[z(t, a0)+xP]. (7.3)

Здесь К\ — положительное число, выбором которого
регулируется скорость сходимости алгоритма. Продолжим указанный
итеративный процесс. Если после /г-го шага итераций будет
\z(tk, аъ,) +x°\^Ze, то это означает, что управление u(tt ak)
переводит систему (7.1) за наименьшее время в е— окрестность

начала координат. Выбором последовательности чисел К\, Хг, . •.

и т. д., входящих в соотношение (7.3), можно при определенных
условиях добиться сходимости алгоритма к управлению,
оптимальному по быстродействию.

Вопросу ускорения сходимости метода Нейштадта решения

задачи оптимального быстродействия в линейных системах по-
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священы статьи: Фадден, Гилберт [342], Коббе [401].
Итерационный процесс нахождения недостающих начальных условий
для сопряженных переменных в линейной задаче оптимального

быстродействия предложен Итоном [339]. Численный метод
решения задач быстродействия в линейных системах, применимый
также и для нелинейных систем, разработан Б. Н. Пшеничным

[233].
В работе Ларсона [413] предложен способ отыскания

оптимального по быстродействию управления, основанный на

рекуррентной процедуре уточнения моментов переключения
оптимального управления. В статье А. Я. Дубовицкого, В. А. Рубцова
[88] дан вариационный анализ разностного приближения задачи
оптимального быстродействия в линейных системах.

Обоснование и разработка некоторых численных методов

решения задач оптимального быстродействия в линейных си-

стеАмах проведено в книге Планта [451]. В статье [77]
рассмотрено применение методов математического программирования к

задаче линейного быстродействия.
В работе [239] дается изложение методов решения задач

быстродействия, сводящих их к задачам максимизации

линейной формы от конечного фазового вектора.
Приближенный метод синтеза оптимального по

быстродействию управления в линейной системе, зависящей от малого

параметра, рассмотрен в [ПО].
Другой изученной весьма полно задачей оптимального

управления линейными системами является случай задачи с

интегральным квадратичным функционалом. В этой задаче при

определенных условиях удается построить синтез оптимального

управления, сведя её решение к исследованию некоторого

матричного дифференциального уравнения типа Риккати.

Результаты в этом направлении имеются в книгах В. И. Зубова [98],
A. А. Красовского [132], Н. Н. Красовского [138], А. М. Лето-
ва [169], Н. Н. Моисеева [196, 197] и др.

Если время работы системы бесконечно, то задачу
оптимального управления линейной системой с квадратичным
функционалом называют задачей об аналитическом

конструировании регулятора. Эта задача тесно связана с вопросом о выборе
управления, обеспечивающего асимптотическую устойчивость
невозмущенного программного движения. А. М. Летов
поставил и решил указанную задачу, используя
классический вариационный метод Эйлера — Лагранжа. В работе.
Н. Н. Красовского [138] развит подход к этой задаче,

основанный на применении второго метода Ляпунова в теории

устойчивости и метода динамического программирования.
Численные алгоритмы решения задачи об аналитическом

конструировании регулятора рассмотрены в работе Ю. М. Репина^
B. Е. Третьякова [242].
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Задача оптимального управления линейными системами при

квадратичном функционале послужила источником многих

работ, в которых, в частности, разрабатывались численные

способы построения оптимального управления (см., например, [14*
199,344,463,466,474] и др.).

§ 8. ДРУГИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ.
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Наряду с изложенными выше, разработан целый ряд других
вычислительных методов решения задач оптимального

управления, часть из которых рассматривается в этом параграфе.
К разработке вычислительных методов, основанных на

решении краевой задачи, можно подойти с иных, тличных от § 3,
позиций, а именно, отыскивать решение среди функций,
удовлетворяющих граничным условиям. Такие решения можно находить

методами переноса граничных условий, часто называемыми

методами прогонки, что соответствует характеру процедуры:

переносу граничных условий с одного конца траектории па другой.
Идея применения методов прогонки к линейным и нелинейным

задачам оптимального управления обсуждается в книгах.

Н. Н. Моисеева [196, 197]. В случае нелинейных краевых задач

строятся итерационные процедуры, на каждом шаге которых
надо решать краевую задачу для линейных уравнений.

Другая группа применяемых вычислительных методов

решения задач оптимального управления подобна методам Ритца и

Галеркина, когда управление задается в виде разложения по

известной системе функций с неизвестными коэффициентами,
подбираемыми из условий оптимальности. Подбор
коэффициентов может быть осуществлен при помощи численных методов
нелинейного программирования. Метод Ритца применялся в

работе Ю. Н. Иванова, Ю. В. Шалаева [102] для расчета

оптимальной траектории полета между компланарными круговыми

орбитами в центральном гравитационном поле.

В работе Ю. Н. Иванова [100] рассмотрен вопрос об

аппроксимации оптимального управления кусочно-постоянной
функцией с заданным числом уровней. Методу Ритца в задачах

оптимального управления посвящены работы М. А. Гонеймаг
Б. Бернхольца [78], А. М. Казбана [109], Зальцера, Федерова
[462], Уильямсона [491] и другие.

Широкое распространение получили вычислительные

методы, основанные на сведении исходной задачи оптимального

управления к некоторой конечномерной задаче с последующим
использованием методов нелинейного программирования. В

работе Ю. М. Ермольева, В. П. Гуленко [95] указанное сведение

осуществлено с помощью замены дифференциального
оператора конечно разностным.
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Для решения возникающих задач нелинейного

программирования используются различные вычислительные методы такие,

как, например, градиентные методы, методы штрафных функций,
метод случайного поиска [77, 78, 95, 96, 182, 260, 316].

Исследованию вопросов аппроксимации и сходимости

дискретных задач оптимального управления к непрерывным
посвящены работы Б. М. Будака, Е. М. Берковича [50—53], Б. М. Бу-
дака, Е. М. Берковича, Е. Н. Соловьевой [54—56], Ю. М.

Ермольева, В. П. Гуленко [94, 95], Каллама [329], Даниэля
[330], Розена [457] и др.

Применению методов математического программирования к

задачам оптимального управления посвящены статьи Бруша,
Шаппелле [316] и др.

Таким образом, основными этапами численного решения
задачи при таком подходе являются: выбор подходящей конечно

разностной аппроксимации исходной управляемой системы

дифференциальных уравнений, выбор численного метода

минимизации в полученной задаче нелинейного программирования,

исследование сходимости и оценка погрешности в зависимости от

выбранных шагов дискретизации.
В работе В. Ф. Демьянова, С. К. Мышкова [84] предложен

метод последовательных приближений решения некоторых задач
оптимального управления, использующий необходимые условия
оптимальности, отличные от принципа максимума Л. С. Понт-

рягина.
Некоторые подходы к решению задач оптимального

управления основаны на достаточных условиях оптимальности

В. Ф. Кротова [146, 147]. Особенностью этих методов является

то, что они допускают произвол, который устраняется с учетом
специфики конкретной задачи. В некоторых случаях условия
оптимальности В. Ф. Кротова смыкаются с методом

динамического программирования. Эффективность этих условий
проявляется при исследовании нерегулярных случаев, например, ^

оптимальных скользящих режимов [146, 147].
Важной особенностью задач оптимального управления

является их возможная некорректность. Примером задач такого

рода могут служить управляемые системы, в которых большое

изменение управления приводит к малому изменению

оптимизируемого функционала.
Для исследования и решения некорректных задач А. Н.

Тихонов разработал метод регуляризации [255]. В этом методе

для решения отмеченного класса задач предлагается исходную

задачу заменить регуляризованной с новым оптимизируемым
функционалом. При некоторых предположениях оказывается,
что оптимальное управление регуляризованной задачи сходится
к оптимальному управлению исходной задачи. Использование

метода регуляризации вместе с другими численными методами

для решения задач оптимального управления содержится в ра-
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ботах А. Н. Тихонова, В. Я. Галкина, П. Н. Заикина [256],
Б. М. Будака, Ю. Л. Гапоненко [58].

При решении задач оптимального управления нелинейными

системами возможно применение различных методов

линеаризации задачи с последующим применением известных способов

решения линейных задач (см., например, Л. А. Соболенко [248]).
В работе Ю. 3. Алешкова [10] для решения вариационных

задач механики полета предлагается метод, основанный на

последовательной линеаризации задачи.

Необходимо также отметить, что при решении конкретных
задач возможны как различные сочетания изложенных методов,
так и способы, учитывающие специфику задачи.

В ряде работ для решения задач оптимального управления

предлагались подходы с позиций функционального анализа.

Сюда относится развитый Н. Н. Красовским [140] подход к

решению линейных задач оптимального управления, основанный

на классической проблеме моментов. К этому же направлению
можно отнести работы Р. Габасова, Ф. М. Кирилловой [73],
Е. С. Левитина, Б. Т. Поляка [162], Полака [220], а также

статьи [156, 177, 298, 360, 428] и др.
Сравнению между собой нескольких различных численных

методов решения задач оптимального управления посвящены

[473—474, 480].
Различные методы применяются при решении задач

оптимального управления системами с распределенными
параметрами, описываемыми уравнениями в частных производных.
Возникающие здесь задачи разнообразны: они отличаются тидом

дифференциальных уравнений, ограничениями и краевыми
условиями, способом управления: управление может входить как

в сами дифференциальные уравнения, так и в граничные или

начальные условия и т. д. При численном решении задач
оптимального управления такими системами можно применять

многие из методов, развитых для управляемых систем,

описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. При
этом можно пользоваться необходимыми условиями
оптимальности и сводить задачу оптимального управления к краевой
задаче для системы уравнений в частных производных, которая
затем может решаться численно, например, методами конечных

разностей. Другой путь состоит в том, что исходная

управляемая система с распределенными параметрами сразу сводится к

управляемой системе обыкновенных дифференциальных
уравнений, например, методом прямых. Отметим ряд работ,
посвященных численным методам для оптимизации управляемых
систем с распределенными параметрами.

А. Г. Бутковский предложил использовать метод моментов

и методы сведения к системам обыкновенных дифференциальных
и дифференциально-разностных уравнений для приближенного
расчета оптимального управления в некоторых системах с рас-
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пределенными параметрами [62]. В работах Г. М. Островскоги,
Ю. М. Волина развивались методы оптимизации управляемых
систем, описываемых дифференциальными уравнениями в

обыкновенных и в частных производных, и решались задачи
оптимального управления химическими процессами [70, 71, 208—

210].
Модификация метода наискорейшего спуска для систем с

распределенными параметрами имеется в работах Т. К. Сира-
зетдинова [246] и Чанга [321]. Некоторые задачи оптимального

по быстродействию управления в системе с распределенными
параметрами рассмотрены Е. А. Клестовым, Т. К. Сиразетдиыо-
вым [118].

Ю. Н. Андреев, В. М. Оркин рассмотрели задачу об
оптимальном разогреве печи при помощи метода последовательных

приближений с использованием принципа максимума [13].
Ряд вариационных задач для систем с распределенными

параметрами может быть решен с помощью метода локальных

вариаций [271, 275], рассмотренного в § 6 настоящего обзора.
Различным вопросам оптимального управления системами с

распределенными параметрами посвящены работы [241, 279,
291, 309, 313, 373, 397, 398, 426, 461, 468, 446, 489] и др.
Дополнительная библиография по вопросам управления системами с

распределенными параметрами содержится в книге А. Г. Бут-
ковского [62]. Обзор советских работ по системам управления
с распределенными параметрами имеется в статье А. Г. Бутков-
ского, А. И. Егорова, К. А. Лурье [318].

§ 9. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ СИСТЕМАМИ

Возможности изложенных выше вычислительных методов

определения оптимального управления существенно лимитируются

возможностями ЭВМ, вследствие чего большое значение имеют

также и аналитические методы приближенного решения задач

управления. Особое значение приближенные методы имеют при

построении синтеза оптимального управления.

Приближенные аналитические методы построения решения
задач управления связаны, в основном, с наличием в

уравнениях движения малых параметров и применением методов теории

возмущений. При этом обычно считается, что при отсутствии
членов с малыми параметрами решение задачи оптимального

управления известно. Используя это решение, можно построить

алгоритмы последовательных приближений к оптимальному

управлению и к траектории для исходной задачи.
9.1. Приближенные методы управления квазилинейными

объектами. Задача оптимального управления линейными системами

наиболее хорошо исследована как с теоретической точки зрения,
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так и с точки зрения разработки приближенных и численных

методов ее решения. Поэтому при переходе к рассмотрению
более общих ситуации полезно выяснить их связь с задачами

оптимального управления линейными системами. Особую роль
при этом играют квазилинейные системы, отличающиеся от

линейных уравнений лишь малыми нелинейными добавками.
Если при этом в отсутствии нелинейности задача оптимального

управления разрешима, то это решение можно использовать в

качестве нулевого приближения к оптимальным значениям

функционала, управления и траектории в исходной задаче.
Указанный подход к приближенному решению задач

оптимального управления квазилинейными системами на конечном

интервале времени, основанный на использовании проблемы
моментов, рассматривался Н. Н. Красовским в его книге [140].
Вопросам управления квазилинейными объектами на конечном

временном интервале посвящены также статьи Э. Г. Альбрехта
[12], В. И. Зубова [98], В. Б. Колмановского [122, 123],
Т. Л. Майзснберг [178] и др. Задача управления системой с

малым параметром при производных рассмотрена в работе Явну-
ти, Кокотович [380]. Приближенные способы решения задач
оптимальной стабилизации квазилинейных управляемых систем,
основанные на использовании второго метода Ляпунова в

теории устойчивости и метода динамического программирования,
освещены в работе Н. Н. Красовского [138], содержащей также

и обзор соответствующих результатов. Использование функций
Ляпунова для приближенного оптимального управления

нелинейными системами рассмотрено в статье Хейслера, Реказиуса
[364]. Приближенный метод синтеза управления, оптимального

по быстродействию, для линейных объектов с малым

параметром изложен в работе В. Н. Калинина [110].
Изложим некоторые относящиеся сюда результаты на

примере управляемой системы

x(t) = A(t)x(t) + ef(t,x(t)) + B(t)u(t), (9.1)
0<<<7\ х(0) = а0-

Здесь по-прежнему x(t) —вектор фазовых координат, u(t)
—управление. Матрицы А и В, малый параметр е^О, вектор а0,
постоянная Г>0 и функция f(t, х) заданы.

Пусть дан вектор а\. Требуется определить управление u(t),
доставляющее минимум интегралу

т

J(u) = l\u(t)\2dt (9.2)
о

и такое, что х(Т) —а,\.

Известно, что при 8 = 0 задача допускает явное

аналитическое решение.
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Вначале [122] устанавливаются существование оптимального

управления и траектории, разрешающих задачу, а также

оценивается область фазового пространства, которой принадлежит
оптимальная траектория. Отсюда и из налагаемых

дополнительно требований на коэффициенты системы (9.1) следует, что

существует решение краевой задачи принципа максимума
Л. С. Понтрягина. Затем обоснована схема последовательных

приближений метода возмущений для решения этой краевой
задачи, а также доказана единственность решения краевой
задачи. Используя отмеченные факты, построена последовательность

управлений и траекторий, аппроксимирующих оптимальные с

любой степенью точности. Реализация каждого последующего
приближения по степеням малого параметра е сводится к

вычислению некоторых квадратур.
Описанным образом нетрудно оценить в терминах

коэффициентов системы (9.1) верхнюю границу значений параметра е, для

которых справедлив предлагаемый алгоритм. В конкретных
ситуациях значения параметра е, для которых можно применять
эту схему решения, могут быть и не малыми.

Изложенный способ приближенного решения задачи
оптимального управления для квадратичной системы (9.1)
использовал малость нелинейных членов.

В работе Н. Н. Моисеева, А. Г. Шмидта [442]
асимптотическим методом строится оптимальное управление для линейных
систем с медленно меняющимися коэффициентами.

Другой итеративный процесс построения оптимального

управления нелинейными системами, предложенный в работе
Э. Г. Альбрехта [11], основан на малости возмущений
начального положения системы. При определении синтеза
оптимального управления в нелинейных системах возможно применение
метода возмущений для приближенного решения уравнения
Беллмана (Болдуин, Вильяме [297]).

Изложенные методы приближенного построения
оптимального управления существенно используют конечность временного
интервала [О, Т]. Однако в ряде случаев временной интервал
является либо бесконечным, либо конечным, но большим. В

этом случае для построения оптимального управления можно

использовать метод осреднения, изложенный далее.
Рассмотрение некоторых задач оптимального управления на бесконечном

интервале проведено в книге Н. Н. Моисеева [197].
9.2. Слабо управляемые системы. Рассмотрим некоторые

результаты, связанные со слабо управляемыми системами.

Наличие малого параметра в таких системах характеризует здесь
малость отношения управляющих воздействий, например, силы тяги

аппарата, к неуправляемым, например, к силе веса. Слабо

управляемые системы исследовались в целом ряде работ в связи с

управлением движением летательных аппаратов (см.,
например, книги Г. Л. Гродзовского, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева
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[80], В. Н. Лебедева [161], Н. Н. Моисеева [195—197], работу
Ф. Л. Черноусько [272)].

Изложим, следуя работе [272], существо приближенных
методов для построения оптимального управления системами вида

(1.1) — (1.3) со свободным правым концом. Дополнительно
предположим, что справедливы разложения

/=/(0)(^0+ ^(^U)+...,
F=FM (x, t) + eFW (x,t,u)+....

( '

Здесь f{i) и F{i) — некоторые заданные функции. Из
разложения (9.3) видно, что система (1.1) при е = 0 неуправляема.
Если бы функция /(0) зависела от управления, то, вообще говоря,
существовало бы оптимальное управление нулевого
приближения, и разложение по малому параметру позволило бы лишь

уточнить это управление.
Рассматриваемый случай (1.1) — (1.3), (9.3) интересен тем,

что в нулевом приближении управление вообще невозможно

определить. Приближенное решение задачи (1.1) — (1.3),
основанное на принципе максимума, ищется в виде разложений

X(t) = xM(t)+ exM(t)+...,

ф(<)=Ф(0)(0 + еф(1) (<)+••-. (9.4)

Подставляя эти соотношения в уравнения (1.1) — (1.3), (1.5),
разлагая полученные выражения в ряды по е и приравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях е, получим соотноше-#
ния для определения коэффициентов в разложениях (9.4). В

частности, в нулевом приближении имеем

^=/<о)(*(0),^ x(0){t0) = xo,

y(0) = F(0)(^(0)(r)),

dt ч дх
' У * ' dx

Для траектории x{0)(t) в нулевом приближении получена
задача Коши. Определяя xi0)(t), затем легко вычислить и г|?(0)(/),
также решая задачу Коши. Уравнение первого приближения
определяется из условия максимума по и выражения, входящего
в функцию Гамильтона

y{0y(t)f{1)(x{0)(i),t,u). (9.5)
Управление u(t), определяемое из условия максимума

соотношения (9.5), может быть и не близко к оптимальному в

смысле метрики пространства непрерывных функций. Однако оно

будет приближенно оптимальным в смысле оптимизируемого
функционала. Точнее говоря, разность между приближенным
значением функционала и его точным оптимальным значением

133



будет при определенных условиях величиной порядка
отброшенных членов, т. е. порядка е2. Оказывается, что полученное в

первом приближении управление локально оптимально, т. с. оно

обеспечивает, в каждый момент времени наибольшую скорость
изменения минимизируемого функционала.

Наряду с использованием описанного метода для построения
приближенного аналитического решения, с его помощью можно

получать исходное начальное приближение для последующего
кисленного решения задачи на ЭВМ. При этом значение

параметра е может быть фактически не очень малым.

Возможны обобщения рассмотренной задачи в различных
направлениях, в частности, изложенным способом можно

исследовать управление системы (1.1) с заданными краевыми
условиями, с интегральными функционалами, с нефиксированным
моментом окончания процесса.

0.3. Методы осреднения для приближенного решения задач
оптимального управления. На возможность использования

метода осреднения при решении задач оптимального управления на

асимптотически большом промежутке времени обратил
внимание Н. Н. Моисеев [194—197]. В указанных работах
рассмотрен ряд подходов к подобным задачам, исследованы, в

частности, системы с медленно меняющимся управлением. Ряд
сложных задач, связанных с расчетом движений космического

аппарата с малой тягой, был решен приближенными и численными

методами В. Н. Лебедевым [161]. В работе У. А. Акилова [3]
с помощью метода осреднения решение задач оптимального

управления неавтономными системами сведено к исследованию

управляемых автономных систем. В работе Ю. Г. Евтушенко
[89] было дано применение метода осреднения для решения
задач оптимального управления системами с малым параметром,

приводимыми к стандартному по Н. Н. Боголюбову виду. В этой

работе скорость изменения скалярной быстро вращающейся
переменной фазы предполагается в нулевом приближении
постоянной. В работе Л. Д. Акуленко и Ф. Л. Черноусько [7]
исследована управляемая система с быстровращающейся фазой в

случае, когда скорость изменения фазы не постоянна, а зависит от

медленных переменных. Построена процедура осреднения для

приближенного нахождения оптимального управления.
Ряд применений метода осреднения для оптимального

управления судовыми двигателями имеется в книге В. И. Небеснова,
В. А. Плотникова, А. Я. Кузюшина [202].

Отметим, что возможны различные пути применения методов

осреднения Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбова, Ю. А. Митро-
польского для построения оптимального управления

колебательными системами. Можно вначале провести осреднение правых
частей уравнений движения по быстрым переменным, считая

управление медленно меняющейся функцией. Другой подход

состоит в применении осреднения к краевой задаче принципа
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максимума. При этом управление не предполагается
медленной переменной. Остановимся несколько подробнее на втором
подходе.

Рассмотрим управляемую систему, приводимую к виду
управляемых систем с быстро вращающейся фазой

х = еХ (х, у, и, г), х (t0) = х°,
(9.6)

у — о> (х) + sF (л:, у, и, г), у (t0) = у0,

где л' — вектор медленных переменных, у
—

скалярная быстрая
переменная фаза, и — вектор управляющих функций,
подчиненный некоторым ограничениям, е — малый параметр, о)(х) —

скалярная функция (частота). Отметим, что система (9.6)
относится к числу слабо управляемых. Для нее ставится задача

минимизации функционала вида

I=g(x(t),e), (9.7)
зависящего лишь от медленных переменных. Интервал
движения Т—t0 может быть большим — порядка е-1, так что за это

время медленные переменные могут измениться существенно.

Процедура асимптотического решения поставленной задачи

построена в работах [89] для случая со {х) = const и [7] для

общего случая.

Установлено, что при некоторых общих предположениях
решение краевой задачи принципа максимума Л. С. Понтрягина
сводится в первом приближении по е к решению более простой
краевой задачи, не содержащей в правой части быстрой
переменной. В результате порядок системы понижается на два. Так

как в силу автономности и конечности при этом сохраняется
еще и гамильтониан, то для систем с одной степенью свободы
задача интегрируется в квадратурах. Преимущество осреднениой
краевой задачи заключается в том, что ее решение может

проводиться на коротком интервале «медленного времени» x= &t d
£ [eto, еГ], быстро периодические члены исключаются за счет

осреднения. Случай, когда со = со(е/), рассмотрен в статье [4].
Если для системы (9.6) с функционалом типа (9.7) момент

окончания процесса управления не задан, а определяется из

условия достижения траекторией некоторого многообразия,
зависящего от медленного вектора х, то в этом случае также

получена более простая осредненная краевая задача, обладающая

указанными выше преимуществами.

При помощи развитой методики найдено решение задач

оптимального управления некоторыми линейными и

нелинейными колебательными системами. Примеры применения метода

осреднения к подобным задачам имеются в работах [4, 5, 7, 89,
161, 194—197, 202].

9.4. Выше освещены некоторые приближенные методы

решения задач оптимального управления, основанные на явном

использовании малого параметра. Однако существуют и другие
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подходы к построению управлений, в том или ином смысле

близких к оптимальным. Такие управления иногда именуются
квазиоптимальными или субоптимальными. На их выбор часто

влияют соображения, связанные с простотой их практической
реализации. Один из эффективных способов синтеза управления
основан на теории систем с переменной структурой, которому
посвящена большая литература (см., например, книгу [92] под

редакцией С. В. Емельянова). Рассмотрение этих вопросов
выходит за рамки настоящего обзора.

§10. ПРИБЛИЖЕННЫЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ
В ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ ТРАЕКТОРИЙ

Исследование и решение конкретных задач оптимального

управления часто приводит к разработке или усовершенствованию
вычислительных и приближенных методов, при этом успех
решения нередко бывает связан с учетом специфики задачи.

Значительное место в приложениях оптимального управления
занимают задачи оптимизации движения летательных аппаратов.

Рассмотрим кратко некоторые из них.

Вариационным задачам, связанным с запуском
искусственного спутника Земли, посвящена статья Д. Е. Охоцимского^
Т. М. Энеева [213].

Для исследования управляемого движения аппаратов с

малой тягой в гравитационном поле Т. М. Энеев предложил метод:

транспортирующих траекторий. Суть метода заключается во

введении системы координат, движущейся вдоль кеплеровской
траектории, соединяющей начальную и конечную точки. С

помощью этого подхода было получено решение ряда задач об
оптимальных перелетах (см., например, [80]).

Численным методам решения задач механики полета

посвящена статья Н. Н. Моисеева, В. Н. Лебедева [441].
Вариационная задача об оптимальном подъеме космической ракеты
рассмотрена в работе В. А. Егорова [90]. Применению методов

оптимального управления к задаче о выборе состава измерений
посвящена статья М. Л. Лидова [172]. Вычислительные
аспекты задачи об оптимальных перелетах рассмотрены в статьях

В. К. Исаева, В. В. Сонина [106], В. К. Исаева, А. И.

Курьянова, В. В. Сонина [375]. В работе Г. Е. Кузмака, В. К. Исаева,
Б. X. Давидсона [153] изучены оптимальные режимы движения
точки переменной массы в однородном центральном поле.
Различные задачи оптимизации полета в атмосфере изучены
В. Ф. Кротовым и В. И. Гурманом [147] при помощи
достаточных условий оптимальности. Некоторые способы

приближенного решения вариационных задач и их приложения к

исследованию движения точки переменной массы предложены В. С.

Новоселовым [206]. В работах И. И. Нарожного [200, 201]
применено сочетание двух методов для оптимизации траекторий
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летательных аппаратов. Различным задачам оптимального

управления летательных аппаратов, в частности численным и

приближенным методам решения посвящены работы [103, 119, 251,
301, 302, 315, 351, 363, 382, 385, 387, 404, 443].

Вопросы управления движением космических аппаратов
изложены в книгах К- Б. Алексеева, Г. Г. Бебенина [9],
Г. Л. Гродзовского, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева [80],
В. Н. Лебедева [160], В. М. Пономарева [228], Е. В. Тарасова
[254] и др. В этих книгах, а также в обзоре [449] можно найти

более полную библиографию по затронутым вопросам.

§ П. ПРИБЛИЖЕННЫЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

Постановка задачи оптимального управления

стохастическими системами определяется соотношениями (1.9), (1.10), (1.2),
а ее решение сводится к исследованию нелинейного уравнения
в частных производных

—

уравнению Беллмана (1.11). Если
решение задачи (1.11) получено, то оно дает оптимальное

значение функционала (1.10). Соответствующий синтез

оптимального управления u(t, x) определяется в результате
вычисления минимума в (1.11). Точные решения уравнения (1.11)
известны лишь в отдельных случаях, например, для линейных
систем и квадратичного функционала. Поэтому важны

численные и приближенные методы решения уравнения (1.11). В

настоящее время разработаны эффективные конечно разностные-
методы численного решения подобных уравнений, которые,
однако, позволяют практически решать их только для небольших

размерностей вектора фазовых координат. При больших же

размерностях численное решение задачи вызывает трудности в

связи с недостатком памяти и быстродействия ЭВМ.
В целом ряде случаев могут быть использованы

приближенные методы решения задач оптимального управления
стохастическими системами. Рассмотрим некоторые из них подробнее.

11.1. Метод последовательных приближений Беллмана [32].
Рассмотрим задачу оптимального управления (1.9), (1.10),
(1.2). Пусть Ui(t, x)—произвольное управление в форме
синтеза. Найдем функцию V\(ty x), решая линейное уравнение

dVt .
,, и v ^, . 1 т /

, d2V, \
A

-3r+/f(<^.«i)-g]r + TTr^a -^1=0,
Vx(T,x)=F(x).
После того, как функция V\ (t, х) найдена, определим

управление и2 (t, x) из формулы

f(t,x,u2)^min[f'(t,x,u)^}.
Продолжим указанный итеративный процесс. В результате

получим последовательность функций Vi(t, x). При некоторых
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предположениях эта последовательность оказывается монотонно

убывающей и сходится к решению исходного уравнения Беллма-
на (1.11), например, в случае невырожденной матрицы
диффузии сг(/, х). Оптимальное управление в этом случае определяется
из уравнения (1.11).

Изложенный метод последовательных приближений
применяется в различных задачах оптимального управления
стохастическими системами как для обоснования различных теорем
существования, так и для построения алгоритмов приближенного
решения задачи.

Этим вопросам посвящены работы Флеминга [347J,
В. Б. Колмановского, Т. Л. Майзенберг [126], Р. 3. Хасьмнн-
ского [265], Робинсон, Мур [456] и др.

11.2. Аналитическое конструирование регуляторов в

стохастических системах. Как и в детерминированных задачах
оптимального управления, в стохастическом случае особое место

занимают линейные системы с квадратичным функционалом.
Для этих управляемых систем как на конечном, так и на

бесконечном интервале времени построение синтеза оптимального

управления сводится к исследованию некоторого матричного
дифференциального уравнения, в простейшем случае — к

уравнению типа Риккати.

Общий подход к решению задачи об аналитическом

конструировании регуляторов, основанный на использовании идей
второго метода Ляпунова в теории устойчивости движения и

метода динамического программирования, предложен Н. Н. Кра-
совским [138].

В работе Н. Н. Красовского, Э. А. Лидского [142]
разработан приближенный метод решения задачи аналитического

конструирования регуляторов в стохастических системах с

ограничением на скорость изменения управления. Приближенный
способ решения этой же задачи в случае, когда шум умножается
на управление, предложен Р. 3. Хасьминским [265]. В книге

В. Б. Ларина, К. И. Наумепко, В. Н. Сунцева [157] разработан
приближенный способ решения задач стабилизации линейных
стохастических систем, основанный на методах оптимальной

фильтрации Н. Винера — А. Н. Колмогорова. Распространению
отмеченных выше подходов на управляемые стохастические

системы с запаздыванием посвящены работы [121, 126]. Некоторые
вопросы приближенного решения задачи оптимального

управления линейными стохастическими системами с квадратичным

функционалом рассмотрены в работах [142,143,155,174,406].
11.3. Приближенное решение задач оптимального управления

стохастическими системами. В ряде работ развивались
приближенные подходы для построения синтеза оптимального

управления стохастическими системами. Приближенные методы

решения задачи стохастического быстродействия рассматривались
в работе Н. Н. Красовского [134].
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Одним из возможных методов построения систем управления
является метод, основанный на использовании принципа
переменной структуры, упомянутого ранее в п. 9.4 в связи с

детерминированными системами. Некоторые способы построения
уравнения заданного вида применительно к стохастическим системам

изложены в книге [45]. Нйденные таким образом управления
являются простыми по структуре и легко реализуемыми на

практике.
Иным, часто применяемым способом решения задач

оптимального управления стохастическими системами является

дискретизация по времени и решение задачи управления в

дискретном времени (см., например, работы [267, 407, 416, 417,
421, 425]).

В некоторых работах для приближенного синтеза

оптимального управления используется подход, связанный с построением
разложений функции Беллмана по фазовым координатам и

времени в окрестности некоторых точек или линий. При этом

существенно используются граничные условия (1.11). Этот

подход развивался в работах [44, 49, 128, 245, 273, 299, 300].
Вопрос о приближенном выборе параметров в некоторых

стохастических системах изучен М. Б. Невельсоном, Р. 3. Хась-
минским [203].

В последние годы применяются методы статистической

линеаризации [108], на основе которых рассмотрение нелинейных

управляемых стохастических систем сводится к анализу более

простых объектов, для которых упрощается построение синтеза.

На основе методов статистической линеаризации решен ряд

инженерных задач, показывающих, в частности, что точность этих

методов вполне приемлема в практических расчетах.
Изложенные выше методы относятся к задачам управления

стохастическими системами, в которых помеха моделируется

гауссовским белым шумом. Однако при исследовании реальных
систем возникают шумы и более сложной природы. Вопросы

приближенного оптимального управления системами с

указанными помехами начинают разрабатываться (см., например,

работу [126]).
11.4. Метод малого параметра. Ряд работ в области

оптимального управления стохастическими системами посвящен

исследованию управляемых систем, содержащих некоторые
малые члены. Первой работой в этом направлении была статья

Е. Ф. Мищенко, Л. С. Понтрягина [190]. Эта работа посвящена

приближенному построению оптимального управления в

детерминированной системе, которое доставляет максимум
вероятности достижения малой окрестности случайно перемещающейся
точки.

Исследование задач оптимального управления
стохастическими системами с малым параметром в уравнениях движения

содержится в работах А. С. Братуся [47, 48], В. Б. Колманов-
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ского, Ф. Л. Черноусько [127], А. И. Соляника, Ф. Л. Черноусь-
ко [249], Флеминга [349], Холланда [369] и др.

Малые члены в уравнениях движения могут быть следствием
малости случайных возмущений, малости нелинейных членов и

т. д. В любом из этих случаев уравнение Беллмана содержит
малый параметр, что может быть использовано при построении
его решения. Если мала интенсивность внешних случайных
возмущений, то уравнения движения приводятся к виду

x{t) = A{t)x{t)+ b{t)u{t) + VTo{t)i{f), t0<t<T,
где А, Ъ, а —заданные матрицы, г —малый параметр. Уравнение
Беллмана (1.11) для этой системы имеет вид:

(£)'(^+бф£+!ТгР5-)=0, к<*<Т.

V(T9x)= F(x). (11.1)
Уравнение 11.1 содержит малый параметр при старшей
производной. Его решение можно в некоторых случаях искать

в виде

V{t, x)= V*(t, x) + zVl (t,x) + ... (11.2)
Обозначим еще через // (Vx, x, t) выражение

H(VX, x, t) = min[V'(Ax + bu)\ (11.3)

и представим Н в виде

H(Vx,x,t)=H(V% х, i) +

+ е [vtfG/o, *, t)\ Vx (*, x)+... (11.4)

Здесь \/Н— градиент Н по первому аргументу. Поставляя

(11.2), (11.4) в (ИЛ), получим уравнения и начальные условия
для членов разложения Vl(t,x). Так, 1/° определяется
соотношениями

*£- + H(Vx,x,t)= 0, Vo(T,x)=F(x),

а Vх определяется через V0 в виде квадратуры. При некоторых

условиях разность V—V0 имеет порядок е, а разность

V—V0—eVl — порядок е2.

Нулевое приближение и0 к оптимальному управлению
определяется из условия минимума в формуле (11.3) при V=V°t a

следующее приближение и{ — из того же условия при V=V°+

+ sVK Отметим, что V0, и0 образуют решение
детерминированной задачи.

Если исходной системой управлять с помощью и0, то

отличие по функционалу от оптимального решения составит

величину порядка е, а при управлении и\ — порядка е2.
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Изложенная методика предложена в статьях [ 127, 249, 349].
В работе Флеминга [349] проведено обоснование метода также

и для высших приближений.
Отметим, что регулярное разложение вида (11.2) становится

неприменимым, если функция V°(t, х) детерминированной
задачи или ее производные имеют разрывы. В этом случае можно

применить методику пограничного слоя для построения
асимптотического решения. Этому посвящены работы [47, 48].

Необходимо отметить, что изложенные в этом пункте задачи

оптимального управления с малым шумом часто оказываются

некорректными в том смысле, что решение детерминированной
задачи, получающейся из исходной при е = 0, может быть не

единственным. В этом случае возможно использование метода

регуляризации А. Н. Тихонова [255].
11.5. Квазилинейные управляемые стохастические системы.

Рассмотрим теперь, следуя работе В. Б. Колмановского [124],
другой случай наличия малого параметра в уравнениях
управляемого движения. Пусть система (1.8) имеет вид:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + *f(t, x{t)) + G(t)l\t), (11.5)
х(0) = а, 0<t<T.

Здесь x(t)—вектор фазовых координат; матрицы А, В, а,

функция /\ вектор а и малый параметр е заданы.

Управление u(t) требуется выбрать так, чтобы

минимизировать квадратичный функционал

J (и) = м\х' (Т) Lxx (Т) + $ \х'(s) L2(s)x (s) +
[ о

+ u'(s)Lz(s)u(s)]ds}, (11.6)

где Lt~-заданные матрицы. При г=0 оптимальное управление

uQ(t) равняется

ti0(t,x)=-Ls1B'P(t)x, (11.7)

где квадратная неотрицательно определенная матрица P(t)
размером пХп есть решение матричного уравнения типа Рик-

кати.

Алгоритм построения приближений к оптимальному
управлению в задаче (11.5), (11.6) аналогичен изложенному в п. (11.4)
для систем с малым шумом. Он состоит в разложении функции
Беллмана в ряд (11.2) и в последующем построении i-то

приближения щ к оптимальному управлению с помощью формулы
(11.3), в правую часть которой вместо V подставлена сумма

первых i членов ряда (11.2). При этом погрешность по

функционалу при использовании управления щ оказывается величиной

порядка ei+l. Нулевое приближение к оптимальному управле-
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нию задается формулой (11.7), а все последующие приближения
выражаются через нулевое в виде квадратур.

11.6. Вычислительные методы решения задач оптимального

управления стохастическими системами. Перейдем к

рассмотрению работ, в которых для решения задач оптимального
управления стохастическими системами предлагается использовать

вычислительные алгоритмы.

В работе Д. Е. Охоцимского, В. А. Рясина, Н. Н. Чеицова

[212] предложена рекуррентная процедура для задач синтеза

импульсной коррекции при случайных погрешностях измерений.
Развитию этого подхода посвящены работы В. А. Рясина (см.
[245]), в которых построено численное решение задач
импульсной коррекции при заданном числе импульсов и при случайных
ошибках измерений. Возникающая при этом краевая задача с

неизвестной границей решалась конечно-разностными методами

с привлечением асимптотических разложений.
В работе В. А. Ярошевского, С. В. Петухова [283] задача

оптимальной коррекции решена численно путем замены

непрерывного управляемого случайного процесса многошаговым.

В работе Ю. М. Ермольева [93] методом проектирования
стохастических квазиградиентов численно решена задача о

программном управлении, минимизирующем максимальное

отклонение линейной стохастической системы от заданного

положения.

Численное решение задачи синтеза статистически

оптимального управления при несимметричных ограничениях на

управление получено в статье И. А. Богуславского, А. В. Егоровой
[40].

Решение задачи оптимального управления с критерием
«максимум вероятности» численным способом приведено в работе
В. С. Медведева, А. С. Ющенко [180].

В работах Лионса [424], Лионса и Бенсуссана [310—312]
для решения задач оптимального управления стохастическими

системами применялся метод квазивариационных неравенств.
В работах [312,424] приведены численные решения задач
оптимального управления некоторыми стохастическими процессами,
моделирующими управление запасами при случайном спросе.

Численное решение задачи управления, моделирующей
движение в случайной среде, было получено в работе А. С. Брату-
ся [46].

В ряде случаев численное построение синтеза оптимального

управления стохастическими системами может быть упрощено
за счет понижения размерности задачи. Это достигается путем
выделения классов инвариантно-групповых (автомодельных)
решений (см. работы [299, 300, 273]). Численное решение задач
оптимального управления, использующее эти соображения, было

построено в работах М. Ю. Бородовского, А. С. Братуся,
Ф. Л. Черноусько [44], [49]. В этих работах получен синтез
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оптимальной коррекции случайных возмущений при
интегральных ограничениях на управление и при заданном числе
импульсов в случае одного или более корректируемых параметров.

Численное решение задачи оптимального быстродействия в

стохастических системах проведено в статьях [336, 391, 422J.
Некоторые задачи оптимального управления

стохастическими системами решены численно в статьях [346, 407, 408, 458.

478,487].
Авторы обзора выражают благодарность Н. Н. Болотнику,
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МЕТОД ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ
КАЛМАНА —БЬЮСИ И ЕГО ОБОБЩЕНИЯ

М. Б. Прохорову В. К. Саульев

ВВЕДЕНИЕ

В 60-х годах, наряду с традиционными методами обработки
информации и результатов измерений, такими, например, как

дисперсионный и регрессионный анализ, метод наименьших

квадратов и др., кашел широкое применение новый метод
оценки состояния динамических систем при наличии случайных
помех, предложенный Калманом [91] для дискретных систем,
затем Калманом и Бьюси [93] для непрерывных систем и

независимо Бэттиным [4, 46]. Новизна подхода Калмана заключалась

в комбинации двух известных идей: 1) динамическая система

рассматривается как перемещение в пространстве состояний;

2) линейная фильтрация рассматривается как ортогональная
проекция в гильбертовом пространстве.

Такой подход к задаче оптимальной оценки состояния
динамической системы по результатам измерений привел к принципу
двойственности [15, 91], связывающему стохастическую теорию
фильтрации с детерминированной теорией оптимального

управления, который позволяет переносить результаты одной теории
на другую, причем поскольку теория оптимального управления
развивалась до сих пор более быстрыми темпами, то целый ряд
результатов в оптимальной фильтрации в настоящее время

получен именно на основании принципа двойственности. В

отличие от ранее предложенного фильтра Винера—Колмогорова, в

котором обрабатывались результаты измерений,
представляющие собой полезный сигнал плюс случайная помеха, метод
Калмана—Бьюси учитывает также свойства исследуемой системы

путем введения в уравнения фильтра уравнения динамики
системы. Вычислительная ценность алгоритма фильтрации
Калмана—Бьюси обусловлена его рекуррентной формой, что

позволило существенно снизить объем потребной памяти ЭВМ,
поскольку поступающие вновь результаты измерений сразу же

обрабатываются и не нуждаются в дальнейшем хранении. Помимо
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этого, данный алгоритм дает очень простое соотношение для

предсказания будущих состояний системы, а также может быть
использован при решении различных задач сглаживания.

Как отмечается в книге [27] метод Калмана—Бьюси дает
возможность: 1) получать наилучшие в смысле минимума
дисперсии линейные оценки на основании известных статистических

характеристик входных переменных и помех измерений; 2)
обрабатывать измерения по мере их поступления, что позволяет, в

принципе, использовать метод в реальном масштабе времени;
3) получать практически реализуемую структуру оптимального

фильтра (в отличие, например, от фильтра
Винера—Колмогорова), решать задачи синтеза многомерных динамических систем;

4) строить фильтры с конечной, растущей и бесконечной
памятью для различных сигналов (стационарных или

нестационарных, непрерывных или дискретных) при произвольном
распределении датчиков измерений и времени их включения и

работы; 5) сохранять структуру алгоритма при совместном

решении задач оптимальной фильтрации и оптимального

управления.

К недостаткам метода следует отнести то, что он применим в

основном к линейным системам, требует априорного знания

статистических характеристик помех, которые, в свою очередь^
должны быть независимыми гауссовскими белыми шумами.

Правда, как будет показано дальше, в значительной мере эти

ограничения удается ослабить. С вычислительной точки зрения
к недостаткам метода следует отнести его тенденцию к

расходимости и все-таки значительный объем необходимых
арифметических операций.

§ 1. АЛГОРИТМ ФИЛЬТРАЦИИ КАЛМАНА—БЬЮСИ

Метод оптимальной фильтрации Калмана—Бьюси основан

на ряде общих теорем теории вероятностей и случайных
процессов. Рассмотрим, например, следуя [25], постановку задачи

получения оптимальной оценки в дискретном случае. Пусть
состояние динамической системы представляет собой п-мерный

случайный процесс с дискретным временем {x(k), &£/},
причем / — некоторое конечное или счетное множество.

Непосредственному наблюдению доступен m-мерный случайный процесс
{У(0» i=U 2, ..., /}, получаемый при помощи некоторой
измерительной системы. На основании измерений #(1), у(2), ...

..., y(j) требуется получить оценку состояния системы в

момент k, которую обозначают x(kfj) и которая является

некоторой функцией от всех доступных измерений:
£(k/j)4[y(i), /=1,-..,/].

При k= j имеем задачу фильтрации, при k>j — задачу
прогноза, при k<j — задачу сглаживания.
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За критерий качества оценивания обычно принимается
величина среднеквадратичной ошибки оценки. Тогда для такого

критерия, как доказано в [12], оптимальной оценкой является

условное математическое ожидание

M{x(k)/Y(j)},

где У*(/) = {г/*(1), у* (2), . . .
, #*(/)}, *

означает

транспонирование. Если же известны первые и вторые моменты случайных
процессов х, у, то, как показано в [92], для рассматриваемого

критерия качества (как впрочем и для гораздо более общего
его вида) оптимальная оценка является линейной функцией от

измерений.
В 1960 г. Калман в [91] построил рекуррентный алгоритм

получения оптимальной оценки в случае, когда x(k) является

выходом линейной динамической системы вида

x(k+l)=A(k+l, k)x(k)+B(k+l, k)w(k), (1.1)
где x(k)—неизвестный n-вектор состояния, w(k)—р-вектор
возмущений типа белого шума, переходные матрицы A(k+l, k)
и B(k+l, k) имеют размерности (пХп) и (пХр)
соответственно. Кроме того, имеется уравнение измерений

y(k+l)=H(k+l)x(k+l)+v(k+l), 6 = 0, 1, ..., (1.2)

где y(k)—известный га-вектор измерений, v(k)—га-вектор
ошибок, также представляющий собой случайную
последовательность типа белого шума, H(k) —матрица измерений

размера тХп. Случайные последовательности {w(k)} и {v(k)}
обладают следующими свойствами:

Mw(k)= 0, (1.3)

Mv(k) = 0, (1.4)

M[w(k)w*U)] = Q(k)bkJ, (1.5)
M[v(k)v*(j)]=R(k)*kj9 (1.6)
M[w(k)v*(j)]=0, k, / = 0, 1,2, ..., (1.7)

здесь Q(k) — известная неотрицательно определенная (pXp)-
матрица, /? (k) — известная положительно определенная (т Хт)-
матрица, Bft/. —символ Кронекера —Капелли. Известна также

оценка начального состояния х (0) = Мх (0) = х0 и ее

корреляционная матрица

Р0= М{[х(0)-х0][х(0)-х0]*}. (1.8)
Положительная определенность матрицы /? соответствует
тому, что все измерения производятся с ошибками, что

является вполне естественным предположением. В этих

условиях решение задачи оптимальной фильтрации дается

формулами
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x (k-\- 1 I k)--= A (k+ Uk)x(k j k), Jc(0/O) = jco, (1.9)

Р(А+1/А)= Л(А+1, Л)Р(£)Л*(А + 1, £) +

-\-B{k~\-1, *)Q(A)5*(A + 1, A), P(0) = Po, (1.10)
'

/Г(£+1)= Р(£ + 1/£)#*(А+1)Х

Х[Я(А+1)Р(А + 1/А)//*(А + 1) + /?(А+1)Г, (1.11)

i(A+l/A+l)= ^(*-rl/*) + AT(A + l)X

X[y(A-fl)-//(*+l)i(A+l/A)], (1.12)
Р(Л + 1)=[Я-/Г(Л+1)/-/(А-Ь1)]Р(Л + 1/А), (1.13)

Здесь x (k -\- 1 jk) — априорная (экстраполированная на один шаг

оценка вектора х (k-\-\), для нахождения которой не

используется результат у (£-j- 1) последнего измерения, х(к ~-\lkA-X)-~
апостериорная оценка вектора x(k-\-l), для нахождения

которой используется результат последнего измерения, P(k 4-1 /А) —

корреляционная матрица ошибки априорной оценки x(kJr\ik)=
= x(k+l) — x{k+l!k), т. е.

Р (k+1 !/*)--= М [х (£ + 1 /A), jc* (k + llk)], (1.14)

P(k-{-1) —корреляционная матрица ошибки апостериорной
оценки x{k-\-\lk+ l) = x(k + l) — x{k-^\jk + \), т. е.

P(k+\)=M[x(k+\1k+\)x*(k+\!k + \% (1.15)
Е — единичная матрица соответствующей размерности. В

первоначальной работе Калмана [91] алгоритм фильтрации был
получен для случая, когда v(k)=0, B(k+l, k)=E. Обобщение на

рассмотренный случай можно найти в книгах [3, 19]. Наиболее

привлекательная черта дискретного фильтра Калмана — это его

рекуррентная форма, что делает его очень удобным для

использования на ЭВМ.

В 1961 г. Калман и Бьюси [93] построили алгоритм
оптимальной фильтрации для непрерывных систем. Основные
предположения были такие же, как и в дискретном случае, а именно:

1) Достаточно точная модель формирования выходного сигнала

определяется линейной, возможно нестационарной,
динамической системой, возбуждаемой белым шумом. 2) Измерения
содержат аддитивную помеху типа белого шума. Таким образом,
модель рассматриваемой системы имеет вид

d£ = A(t)x(t) + B(t)w(t), (1.16)

y(f) =H(t)x(t)+ v(t). (1.17)
Здесь аналогично дискретному случаю x(t) — неизвестный

п-вектор состояния, у (t) — известный /я-вектор измерений,
размерность матриц A(t), B(t) и И (t) и векторных случайных

170



процессов w(t) и v(t) такая же, как и ранее. w(t) и v(t)
являются некоррелированными между собой белыми шумами,
то есть

Mw(t)= 0, (1.18)

Mv(t)= 0, (1.19)

Mw(t)v*(-z) = 0, (1.20)

Mw(t)w*(<z) = Q(t)b(t — z), (1.21)
Mv (t) v* (t) = R(t)b(t-z), (1.22)

где опять Q(t) — неотрицательно определенная матрица, R{t) —
положительно определенная матрица, обе соответствующих
размерностей, о (t) — дельта-функция Дирака. Ищется линейная

оценка вида

x(t!t)==[G(t,~)y(-)d-., t0<t<T, (1.23)
«.'

'о

обеспечивающая минимум среднеквадратичной ошибки. В
работе [93], используя лемму об ортогональной проекции в

гильбертовом пространстве, а также показав, что функция G(/, т)
удовлетворяет уравнению Винера—Хопфа, авторы получили

следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений,
которая позволяет определить оптимальную оценку и

корреляционную матрицу ее ошибки:

^Р= A {t)k(tit) + K(t) [y(t)-H(t)x(t!t)}, (1.24)

x(tQltQ) = x0. (1.25)
Видно, что, как й в дискретном случае, оценка текущего

состояния складывается из предсказанного значения этой

оценки и поправки на ошибку предсказания измерения, взятой

с некоторой весовой матрицей К (t), называемой также

матрицей передачи фильтра или просто матрицей Калмана, которая

определяется соотношением

K(t) = P(t)H*(t)RTl(t), (1.26)

где Р (t) — корреляционная матрица ошибки оценки размера
пХп, т. е.

P(t) = M[(x(t)-x(t[t))(x{t)-x(t.!t))% (1.27)

которая удовлетворяет матричному дифференциальному
уравнению Риккати

й-Ш. = A(t)P (t) + Р (t) A* (t) -P(t)H* (t) /?-* (t) H (t) P (t) +

+ B(t)Q(t)B*(t) (1.28)

с начальным условием P(t^)= PQ.
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Таким образом, чтобы определить оптимальную оценку
состояния x{tjt) для модели системы (1.16), (1.17) нужно, помима

приведенных выше статистических характеристик шумов,
знать еще оценку начального состояния x(t0/tQ) и

корреляционную матрицу ошибки этой оценки P(t0).
В случае, когда Mw(t)=w*£0, уравнение (1.24), как

показано в [3], приобретает вид

d-^/^=A(t)x(t!t) + B(t)w(t)+K(t)[y(t)-H(t)x(tlt)]. (1.29)

Решение задачи оптимальной оценки, как показано в [91, 93]
путем доказательства принципа двойственности, эквивалентно

решению задачи оптимального управления для линейной

системы, которая является сопряженной к (1.16) (1.17), причем
время в ней обращено, а помехи заменены неслучайными
функциями. В [91] доказательство этого принципа проводилось при

помощи результатов решений обеих задач.
В [124] эта теорема доказывается в несколько иной

трактовке при помощи метода максимального правдоподобия.
Принцип двойственности позволяет переносить результаты
решения задачи управления с квадратичным критерием качества
в теорию оценивания состояния. Так, например, в [8] на

основании этого принципа решена интересная обратная задача

фильтрации, заключающаяся в отыскании таких статистических

характеристик сигнала и помехи, для которых заданный фильтр
является оптимальным в смысле минимума среднеквадратичной
ошибки фильтрации.

Алгоритм фильтрации Калмана для дискретных систем и

алгоритм фильтрации Калмана—Бьюси для непрерывных систем

изложены в [1,3, 4, 14, 19, 21, 24—29, 33].

§ 2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ РИККАТИ

Как видно из уравнений оптимального фильтра (1.24—1.28),.
первым этапом на пути численной реализации алгоритма
является решение уравнения Риккати, причем поскольку матрица

P(t) является симметрической, то матричное уравнение (1.28)

эквивалентно —^-~—- скалярным обыкновенным

дифференциальным уравнениям, для решения которых вполне естественно

использовать метод Рунге—Кутта, как, например, в [94],
однако малая величина шага интегрирования, необходимая для
обеспечения необходимой точности, зачастую приводит к

недопустимым затратам машинного времени. Можно в принципе

применять и другие методы решения обыкновенных

дифференциальных уравнений с начальными условиями, такие как метод

Милна или Адамса и др. Но эти методы страдают аналогичны-
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ми недостатками, имеют тенденцию к расходимости и также не

могут, как правило, быть использованы при необходимости
решать задачу фильтрации в реальном масштабе времени.

В случае, соответствующем стационарному режиму, т. е.

——' =0, дифференциальное уравнение (1.28) пере-когда dt

ходит в матричное алгебраическое уравнение Риккати

АР+РА* —PSP+D= 0, (2.1)

где S= H*R~lH, D= BQB*.
Для решения этого уравнения весьма эффективными
оказываются итерационные методы, в частности метод Ньютона и

различные его модификации в зависимости от конкретных условий
задачи. При использовании метода Ньютона для
приближенного решения уравнения (2.1) существуют две опасности:

во-первых, метод может расходиться и, во-вторых, он может

сходиться не к нужному решению (которое должно быть неотрицательно

определенным). Как показано в [96], эти опасности не

возникают, если выбрано устойчивое начальное приближение при
условии, что исследуемая динамическая система вполне

наблюдаема. В [133] это требование ослаблено до требования
асимптотической наблюдаемости. В случае, когда начальное

приближение выбрано достаточно удачно, в работах [94—97] было

предложено использовать схему Ньютона—Рафсона,
обеспечивающую квадратичную сходимость к искомому решению. При
этом на матрицу А накладывалось ограничение, требующее ее

устойчивости. В работе [105] это ограничение удалось снять

путем применения модифицированного алгоритма Ньютона—

Рафсона, использующего метод Давидона минимизации

функций. В [104] дается сравнение с вычислительной точки зрения
обоих подходов, отмечается, что в случае устойчивой матрицы А

стандартный метод Ньютона—Рафсона оказывается более

эффективным, зато модифицированный алгоритм работает и в

противном случае. Там же получены необходимые и достаточные

условия сходимости метода Ньютона—Рафсона, описывается

алгоритм выбора устойчивого начального приближения для

систем высокого порядка, заимствованный из работы [146].
Вопросу построения начального приближения в дискретных
линейных стационарных системах посвящена работа [97]. Доказана
конструктивная теорема, позволяющая строить такое

приближение в случае, когда динамическая система является вполне

наблюдаемой. В работе [96] также доказывается теорема,
позволяющая строить последовательность, которая сходится

сверху к решению уравнения (2.1). Отмечено, что этот алгоритм есть

не что иное, как метод Ньютона в несколько иной записи,

обладающий квадратичной сходимостью, причем условием
возможности выбора устойчивого начального приближения также

является вполне наблюдаемость пары (Л, Н).
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В [113] для решения (2.1) используется релаксационный
метод, который, по мнению автора, оказывается весьма

эффективным для систем высокого порядка. В работах [2, 82] для

решения уравнения Риккати используется метод

квазилинеаризации.

Существует и другой подход к решению уравнения (1.28),
указанный еще в [93] и основанный на канонических

уравнениях Гамильтона, который иногда называют методом

факторизации. Известно, что решение уравнения Риккати (1.28) может

быть получено из решения связанной с ним сопряженной
системы линейных векторных обыкновенных дифференциальных
уравнений (см., например, [29])

£ = -A*(t)b+H*(t)R-i(t)H(t)h (2.2)

l£=B(t)Q(t)B*(t)l + A(t)p9 (2.3)

причем

9(t) = P(t)Z(t). (2.4)

Тогда, обозначая через &(t,tG) переходную (2/гХ2/г)-матрицу
этой системы, которая связана с ее фундаментальным
решением соотношением

^(MoHW-^0), (2.5)
получим

2(01 ГФп(Л'п) Фи (*,*„)" rwi*\ч\
__

mil*, юу vm*» Ч'Л - vm7 /0 Лч

o(t)rl*2l(t,tn)^22(t,tQ)\ L?(<o)J' (2-b>

здесь tyij(t, t.) — (лхд)-блоки матрицы №(tf, tf0). Поскольку
в силу (2.4)

то

Я(*)=[«Ы'. *о) + <Ы', 'о)-Л>][<М'. *о) +«М', 'о)-Л>Г. (2.7)
Такой подход к решению уравнения Риккати использовался

также в [1С6], [125], а в [47] он применялся для исследования
асимптотического поведения решения Р (t) при t->oo.
Существенным недостатком этого метода является тот факт, что

для нестационарных систем получить переходкую матрицу
W (t, t{) в явном виде практически никогда не удается. Другая
трудность возникает в системах большой размерности из-за

необходимости обращать матрицу

В случае стационарных систем, когда матрицы А, В не

зависят от времени, переходная матрица W(t,t0) выражается очень

просто, а именно
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ЧГ(*,*0)= ехр [Л-(*-/„)], (2.8)
где

А=
-Л* S
D А (2.9)

Для ее вычисления на отрезке t0*ct<cT обычно используется
модифицированная аппроксимация матричной экспоненты

Кранка —Николсона

ехр (А/г) = С -f о (h5), (2.10)
где

С= [Е-^ Л + ^ А*]'1 {£ + 4 А + -JJ А2}. (2.11)-

В работе [70] дается оценка времени, которое требуется для

численного решения таким способом. Оно оказывается

приблизительно равным (25+ 12&)[х/г3, где ц
—

время, затрачиваемое
ЭВМ на одну операцию умножения, /г —порядок системы,

Q '

Ь

k обычно лежит в пределах 5-:-20. Примерно25 Z\^b 100%

этого времени уходит на обращение матриц. На примере системы

9-го порядка в [70] показано, что при /г=10"5, (Т —Q= 21

время счета данным способом на IBM-370 составило около

0,01 мин., тогда как интегрирование методом Рунге—Кутта с

шагом /г = 4.Ю-3 на таком же временном интервале
потребовало около 5 мин. машинного времени. При этом совпадали по

крайней мере семь знаков в обоих результатах. Такой же метод

интегрирования уравнения Риккати использовался в [142].
В [138] получен целый ряд частных решений уравнения (2.1)

в случае, когда матрица D может быть представлена в виде

суммы трех матриц, удовлетворяющих некоторым условиям.
К сожалению, конструктивного метода такого разложения

авторам получить не удалось.

При решении уравнения (2.1) важное значение имеет вопрос
о стабилизации последовательности корреляционных матриц,
получаемых итерационными методами, поскольку
положительный ответ на него позволяет использовать фильтр с

постоянными коэффициентами. В [17] получены достаточные условия
такого ответа.

В [103] путем соответствующего преобразования
наблюдаемой пары (Л, Я) при помощи канонических представлений
Луенбергера доказано, что минимальное число разностных

уравнений, которые необходимо разрешить для определения
элементов корреляционной матрицы ошибки оценки в линейной
системе с n-мерным вектором состояния и га-мерным вектором

измерений, равно п-т—га(га—1)/2, а не м(л+1)/2, как обычно.
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§ 3. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

При практическом использовании метода Калмана—Бьюси
очень часто приходится сталкиваться с тем фактом, что

рассматриваемая динамическая система или система измерений,
либо они обе нелинейны, то есть нарушено первое из двух
основных предположений теории фильтрации. Калмана—Бьюси.
Тем не менее, алгоритмы, приведенные в §1, можно весьма

успешно применять и в этом случае. Вообще говоря, попытки

непосредственно распространить методы линейной рекуррентной
фильтрации на нелинейные системы наталкиваются на

отмеченную в работе [99] принципиальную трудность. Дело в том, что

оптимальный нелинейный фильтр, обеспечивающий
минимальную среднеквадратическую ошибку, оказывается

бесконечномерным и вследствие этого физически нереализуемым. Поэтому все

реализуемые фильтры суть конечномерные аппроксимации
оптимального фильтра, из-за чего их обычно называют

субоптимальными.

Стандартный подход к решению задачи оптимальной оценки

состояния для нелинейных систем основан на линеаризации

уравнений относительно некоторой номинальной траектории в

предположении, что реальная траектория не слишком сильно

уклоняется от нее, либо относительно текущих оценок, начиная

с априорной. Если при этом в разложениях нелинейных функций
сохраняются лишь члены первого порядка, то к полученным
уравнениям можно применять алгоритм фильтрации Калмана—
Бьюси без каких-либо изменений (это так называемые фильтры
первого порядка для нелинейных систем). Иногда для
улучшения характеристик оценок имеет смысл сохранять в разложении
и члены второго порядка. В этом случае также удается получить

рекуррентные соотношения для оптимальной оценки, а

соответствующий фильтр называют фильтром второго порядка.

Рассмотрим вначале фильтр первого порядка [3, 14] на

примере дискретной нелинейной системы

*(* + 1)=/И0> i]+B(i + \, i)w(i), n>\, (3.1)
с нелинейным уравнением измерений

y(i) = h[x(i), i]+v(i), m>\, (3.2)
при обычных предположениях относительно помех. Тогда

фильтр первого порядка описывается формулами [3]:

x(i + l/i) = f[x(ili), i], (3.3)

+ B{i + \,i)Q(i)B*(i + l,i), (3.4)

P(i+l)=\E-P(i + l!i)(£)]x
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K(i + l)= P(i + l)[^Jt+iR^(i + l), (3.6)

x{i + \li + \) = x(i + lli) + K(i + l)X

X{y{i+l)-hlx(i+ lli),i + \]}.
^

(3.7)
В этих уравнениях (т—|. означает —Iх' ''

, причем

вычисляются эти частные производные либо в точках номинальной

траектории, либо относительно текущей оценки:

\дх) относительно x{ili), а (д—). относительно х (г -y-1 /г).
Аналогичные фильтры получены в работах [42, 88, 136].

В качестве простейшего примера построения фильтра
второго порядка можно привести работу [38], в которой
получен алгоритм фильтрации для линейной динамической системы

при нелинейном скалярном измерении:

x(i+ l)= A(i + l, i)x(i) + B(i + l, i)w(i), (3.8)

y(i + l) = h[x(i + l)] + v{i), m--=l. (3.9)
Квадратичный фильтр описывается формулами

x(i + \,4)= A(i + l, i)x(i, i); x(О/0) =Гх0, (3.10)

P(i + \li)= A(i + \,i)P{i)A*it + \,i) +

+B(i±\,i)Q(i)B*(i + \,i); Р(0)= Р0, (3.11)

K{i + \)=P(i+lli)H*(l+l){H(i+ l)P(i + \H)H*(i + l) +

+/?(г- + 1)+|5/7[0(г + 1)Р(г + 1/г)]}_,, (3.12)

x(i + \li + l)=x(t + lli)+K(r+l){y(i + \)-

-h(x(i + lfl)]-\Sp[G (i + \)P(i + Vi)]} (3-13)

P(l + l)= [E-K(l+ l)H{i + l)]P{i + \\l). (3.14
Здесь

dh 1

\x=x{l+l\i)
#(/ + !) =

0(1 + 1)-
d2h

дхдх*
\ x=x(i+i\i)

а ошибка экстраполяции jc(/-f-1) — x(l + \ \ i) предполагается
гауссовской.

Указанные алгоритмы дают подход к задаче оценки

состояния в нелинейном случае. При их реализации могут возникнуть
некоторые осложнения [11, 37]. Так, например, если нелиней-
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ность сравнима с ошибками измерений, то линеаризованный
фильтр дает неудовлетворительные результаты. Может

возникнуть расходимость такая, что ошибки оценки состояния на

несколько порядков превысят вычисленные фильтром среднеквад-
ратические ошибки. В [11] отмечается также, что нелинейность
в измерениях приводит к тому, что оценка, экстраполированная
на один шаг, будет смещенной. Характеристики фильтра в этом

случае можно улучшить, если на каждом шаге вычитать

ожидаемое значение этого смещения из измерений. Другой способ

улучшения фильтра заключается в искусственном увеличении

априорной дисперсии измерений. Необходимое значение этого

изменения рекомендуется определять путем численного

эксперимента. Третий способ уменьшения смещения оценки
заключается в использовании итерированного фильтра Калмаиа-

[111], т. е. полученная оценка состояния применяется в

разложении нелинейных функций, а для вновь

линеаризованных уравнений системы опять используется фильтр Калмаиа.
Следующая сложность в нелинейном случае состоит в

выборе начальных данных для линеаризованного фильтра.
Поскольку сама идея такого фильтра основана на

предположении о малости отклонения действительного состояния от

некоторой номинальной траектории или текущей оценки, то в

самом начале обработки, когда информации еще немного,

неточное задание начальных данных может привести либо к

недостаточно быстрой сходимости, либо даже к расходимости

фильтра.
Задача уточнения начальных оценок состояния решалась

в работе [128], в которой построены итерационные
алгоритмы получения таких оценок на основе численных методов

теории оптимального управления.
В работе [140] предлагается аналитический мсгод оценки

ошибки фильтрации. Апостериорная условная плотность

распределения ошибки оценки состояния с учетом данных измерений

Р(х/у) разлагается в ряд по ортогональным функциям Эрмита.
После того, как найдена эта плотность вероятности,
определяется математическое ожидание ошибки оценки и вносится

поправка к оценке субоптимального фильтра. Такой подход

применяется, когда хотят сохранить калмановскую структуру фильтра
для существенно нелинейных систем. При этом вектор
состояния x(t) аппроксимируется гауссовским вектором z(t), для

которого решается система уравнений оптимальной фильтрации,
а поправка к z(t) вычисляется вышеописанным способом.

В работе [102] сравниваются с точки зрения их

вычислительной эффективности различные варианты фильтров и

выделяются области их предпочтительного применения.
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§ 4. АЛГОРИТМ СГЛАЖИВАНИЯ

Задача сглаживания возникает, например, при обработке
результатов эксперимента после его окончация, когда

желательно уточнить изменения параметров исследуемой системы в ходе

эксперимента. Очевидно, что оценка, получаемая в результате
решения этой задачи, должна быть не хуже оценки

фильтрации, поскольку используется большее количество данных

измерений. Желательно, чтобы алгоритм решения задачи
сглаживания также имел рекуррентную форму, что упростило бы его

реализацию на ЭВМ.
В настоящее время рассматриваются в основном задачи

сглаживания следующих трех типов [25]:
I. Сглаживание на закрепленном интервале, т. е. когда па

данным измерений, полученных за время 'to<t<tki нужно
получить оценку

x(^/tk),
*o<T<fall. Сглаживание в закрепленной точке, т. е. оценка x(th/t),

<!<<, постоянно уточняется по мере поступления новых

данных y(t).
HI. Сглаживание с постоянным запаздыванием, т. е.

получается оценка

x(t — bjt) (o>0, t>b, 8 —const).

Уравнения объекта и измерений, как и ранее, могут быть

двух типов —дискретные или непрерывные:

lx(t) = A{t)x(t) + B(t)w(t),

\y(t) = C{t)x{t) + v{t),
или

lxk+l = Ak+l/kxkr\rBkWb,

Как и ранее, известны оценка начального состояния и

корреляционная матрица этой оценки, шумы w, v являются белыми

гауссовскими. Тогда решение задачи I дается формулами:

х (тltx) = A (z)x (т/*0 +К (т) [х (Ф,) - х (т/т)] (4.3)
для ^0<т<^ь где К(t) — матрица передачи оптимального

сглаживающего фильтра, имеет вид

К (*) = В (t)Q (т) В' (т) р-1 (т/т), (4.4)
где Р (т/т) — корреляционная матрица ошибки оценки,
получаемой при оптимальной фильтрации л: (т/т).

Корреляционная матрица ошибки оценки x{zfti)
оптимального сглаживания удовлетворяет следующему
дифференциальному уравнению:

(4-1).

(4.2)
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- G (О Q (*)<?'(*) (4.5)
с граничным условием P{tijtx), полученным из задачи

оптимальной фильтрации.
Решение дискретной задачи I имеет вид:

£(klN) = x(№)+K(k)[x(k + \!N) — x(k + \!k)\, (4.6)
A = iV —1, N—2, ...,0; x(N/N) — граничное условие при

К (А) --= Р (А/А) А*(А +1 /Л) Р"1 (A -f 1 /А), (4.7)
р (k]N)= Р (А/А) + /Г (А) [Р (А + 1 /TV) - Р (А + 1 /А)] К* (А). (4.8)

Этот алгоритм получен в [109J.
Таким образом, как видно из уравнений (4.3) —(4.8), задача

сглаживания на закрепленном интервале не может быть решена
без предварительного решения задачи оптимальной фильтрации.

Задача сглаживания в закрепленной точке (II) решается при
помощи следующего алгоритма:

а) Непрерывный случай [110]:

x(tllt) = L(t)K(t)[y(t)-C(t)x(tlt)], t>tx. (4.9)
Здесь К (t) — матрица передачи оптимального фильтра,
определяемая по формуле (1.26), L(t) — матрица передачи
сглаживающего фильтра размера (пХп), Зс(^/^) —начальное условие.

Матрица L (t) удовлетворяет линейному дифференциальному
уравнению

L{t)=-L (t) [A (t) + B(t)Q (t) B*(t)P"1 (tit)]. (4.10)

Корреляционная матрица ошибки сглаживания x(txIt) =
= x(tx) — x(tilt) удовлетворяет линейному дифференциальному
уравнению

P(t{lt)=-iL(t)K(t)R(t)K*(t)L*(t). (4.11)
б) Дискретный случай [72]:

x(klfi = i(ktj-l) +W(flC*WR-lU)[yU)-
— С(У).Л(/, y-i).^(y —1/у —1)Ь (4.12)

где / = £-|-li А+ 2,..., х(А/А) — начальное условие, W(/) —

#Х#-матрица передачи сглаживающего фильтра,
определяемая из уравнения

W(f)= W(j-\)A*(j, j-\)[I-C*(J)R^U)C(J)P{JIJ)\ (4-13)
с начальным условием W(k) = P(klk), Корреляционная
матрица ошибки сглаживания х (А/у) = х (А) — х (kjj) удовлетворяет
уравнению
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P(ktj)= P(kl]-\)-W(]r\C*U)BTlti)CWP<j!]-\)x
X C*(J) R'1 Ц) С (J) + C*U) /Г1 (/) С (/)] W*(j), (4.14)

y' = £-f 1, £ + 2,..., Я(kjk) — начальное условие.
Ранее Медич предложил несколько иной алгоритм решения,

в котором уравнение (4.12) имело вид аналогичный (4.6), а

при вычислении матрицы передачи необходимо было на каждом

шаге обращать корреляционную матрицу ошибки оценки одно-

шагового предсказания P(k+l/k). В описанном алгоритме
Фразера обращение P(k+l/k) заменено обращением
корреляционной матрицы помехи измерений R(k), размерность которой, как

правило, намного меньше.

При описанных алгоритмах сглаживания в закрепленной
точке задача II может решаться еще до окончания

эксперимента. Вообще же говоря, задача II может быть решена с

помощью алгоритма решения задачи I.

Задача сглаживания с постоянным запаздыванием

(задача III) для непрерывных систем была решена в [124].

£(t/t + T) = A{t)k(tlt + T) + Z(t + T)K(t + T)\y(t+T)--

-C(t+T)x(t + Tlt + T)]+B(t)Q(t)B*(t)P-l(t)\x(t!t + T)~
— x(t/t)\ при t>t0, (4.15)

K(t)= P(t)C*(£)R-*(t), (4.16)
Z(t-{-T) — матрица передачи сглаживающего фильтра размера
(лХ4 Начальное условие— это результат сглаживания в

закрепленной точке x(t0lt0-\-T). Z(t+ T) удовлетворяет
линейному дифференциальному уравнению

Z(t + T)= \A(t) + B(t)Q (t) В* (t) p-i (t)] Z (t + T) -

-Z(t + T)\A(tJrT) +

+B(t + T)Q{t + T)B*(t + T)P~4t + T)] . (4.17)
с начальным условием Z(tfo + 7,) = M'o+ 2n)» где L (t) — матрица
передачи из алгоритма решения задачи II.

Корреляционная матрица ошибки оценки сглаживания с

постоянным запаздыванием x(t!t-\-T) удовлетворяет линейному
дифференциальному уравнению

Р {tit + T) = [A (*) + B(t)Q (t) В* (t) p-i (t)] P(t/t + T) +
+P (t/t+T)[A (t)+B(t) Q (t) B* (t) p-i (01* -Z(t + T)I< (t + T)X
XJR(t + T)K*(t + T)Z*(t + T)—B(t)Q(t)B*(t) (4.18)

с начальным условием в виде корреляционной матрицы
ошибки сглаживания в закрепленной точке P(t0/to + T).

И, наконец, дискретный алгоритм решения задачи III

определяется соотношением [25]:
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x(k+Uk+ l+N)= A(k + \, k)x(klk + N)+Z(k + \+N)X

XK(k + l+N)y{k+l+Nlk+N)+U(k+\)[x(klk+N)~-
— x(klk)\, (4.19)

x (ОД/V) — начальное условие. Матрицы передачи Z и(/
определяются выражениями

k+N

Z(k + l+N)=UP(ili)A*(i + l,i)P-i(i+\H) (4.20)

U(k+\)= B(k + l, k)Q(k)B*(k + l, k)X

XA*(k+\,k)P-1 (kjk). (4.21)

Корреляционная матрица ошибки сглаживания удовлетворяет
уравнению

P(k + \lk + \+N)= P(k+l/k)--Z(k+\+N)K(k-\-\+N)X
'

xC(k+ l+N)P (k + l+N/k+N)Z*(k+l+N)^

-lP(k!k)A*(k+l,k)P-i(k + \lk)]-4P(klk)-P(klk + N)]X
X{{P(k/k) A*(k + \,k) P~l (k + 1 lk)\*}~l (4.22)

с начальным условием P(0/N).
Как отмечается в [25], алгоритмы решения всех трех задач

сглаживания могут быть получены один из другого путем
матричных преобразований. Первоначально эти алгоритмы были

получены с помощью леммы об ортогональной проекции [109],
аналогично тому, как и алгоритм фильтрации Калмана—Быоси.

После выхода работы Медича [109] появилось много работ,
посвященных задачам сглаживания [51—57, 115, 130, 137].

Необходимость решения задачи сглаживания может

возникнуть при оценке состояния системы с запаздыванием, которая

моделируется уравнениями

IL^(*+i)=2A'(*+1)^(*-o+®(*). (4>23)
у (k) =H (k)~x (k) + r (k),

причем шум w (&) — белый гауссовский, а шум г (k) может быть

результатом пропускания белого шума v(k) через
формирующий фильтр

r(k + l)=S(k+l)r(k) + v(k). (4.24)

Для решения задачи сглаживания с фиксированным
запаздыванием N нужно получить несмещенные оценки

x{k-N-j\k\ j= 0, ...,£,

обладающие минимальной дисперсией. В [55] эта задача
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решается при помощи расширения пространства состояний,
которое заключается в следующем.

Вводится новый вектор состояния

X* (*) = {** (k)\x*(k-\)\...\x*(k-L)\...
\x*(k-L-N% (4.25)

имеющий размерность n(Lr{-N-\-l) и удовлетворяющий
уравнению

X(k + l) = C(k+l)X(k)+ D(k + l)w(k), (4.26)
где С (к) и D(k) — блочные матрицы, легко определяемые из

(4.23) и (4.25). Уравнение измерений сводится к

y(k) = G(k)X(k)+ r(k). (4.27)
Тем самым модель системы свелась к ранее рассмотренным,

:а задача сглаживания — к задаче фильтрации.
Аналогичным образом решается задача для непрерывных

систем с запаздыванием вида

I
L

\x(t) = ^Ai(t)x(t-ai) + w(t),

'м (4'28)

•которая после дискретизации и расширения состояния также

сводится к ранее исследовавшимся.
В [137] получены уравнения для оценки сглаживания с

постоянным запаздыванием для дискретного аналога системы

[4.28] способом, аналогичным тому, как это делалось в [25] для

системы (4.2).
В [51] для получения эффективных алгоритмов

сглаживания с постоянным запаздыванием используется
модифицированный алгоритм Брайсона—Фразира, предложенный в работе
[50] для сглаживания на закрепленном интервале.

В работе [54] обсуждаются вычислительные аспекты

решения задачи сглаживания в закрепленной точке из [52] и с

постоянным запаздыванием из [55]. Показано, что алгоритмы,
основанные на расширении пространства состояния, включают

в себя меньшее число арифметических операций, нежели

алгоритмы (4.9—4.14) и (4.1.—4.22).
В [57] дается метод расширения пространства состояний на

нелинейные дискретные системы

x(k + l)=A [х (к), к]+В[х(к), к] w (к))

y(k) = H[x(k),k] + <o(k), J ( ' '

а также на аналогичные непрерывные системы с обычными

предположениями относительно шумов. После сведения методом
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расширения пространства состояний задачи сглаживания к

задаче фильтрации построены фильтры второго порядка. В

результате получен устойчивый алгоритм решения задачи
сглаживания с постоянным запаздыванием.

В [115 для получения оценок x(k-\-\—i/ft+l), /=1, 2,..., N,
используется nN-мерный фильтр Калмана в модификации Кай-
лата [89] для расширенного вектора состояния, а в работе
[114], также используя метод обновления измерений из [89],
авторы построили алгоритм фильтрации калмаповского типа для

нелинейных дискретных систем с запаздыванием и окрашенным
шумом в измерениях. Этот алгоритм очень легко можно

приспособить к решению всех трех классов задач сглаживания.

В работе [144] получен алгоритм сглаживания на

закрепленном интервале для системы с распределенными параметрами,
описанной в § 5, формулы (5.14—5.15). Ввиду громоздкости,
этот алгоритм здесь не приводится. В [130] рассматривается
задача фильтрации и сглаживания с постоянным запаздыванием

для систем вида (4.28). При этом алгоритм фильтрации
описывается системой обыкновенных дифференциальных уравнений, а

алгоритм сглаживания — системой уравнений в частных

производных, для решения которой используется метод разделения
переменных. Доказана асимптотическая устойчивость обоих
фильтров.

Вопрос устойчивости алгоритмов сглаживания с постоянным

запаздыванием обсуждается также в работе [53].
Неустойчивость алгоритма из [25] вызвана наличием в нем

неуправляемого члена. Доказываются достаточные условия
асимптотической устойчивости сглаживающего фильтра и построен такой

фильтр.

§ 5. СИСТЕМЫ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

В случае, когда уравнение динамики системы представляет

собой дифференциальное уравнение с частными производными,
возможны различные подходы к задаче оптимальной

фильтрации. Один из них, непрямой, заключается в том, что уравнение
с частными производными каким-либо образом сводится к

системе обыкновенных дифференциальных уравнений, для которой
можно построить обычный фильтр Калмана-Бьюси. В [98],
например, рассматриваются системы вида

Ltx(z, t)-b(t)Lzx(z, t) = g(t)S10M), (5.1)

где Lt= 2 at (t) ^, Lz =^ C} (z)^-;, &ю (z, t)~случайный процесс

типа белого шума, МЬг0(г91) = 0,

М {Е10 (г, t) ?10 (г/, т)} = ql0 (г, t). 8 (г - у). Ь (* - т). (5.2)
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Заданы также необходимые начальные х>(г, 0) и граничные
условия

Lzix(zJ)=l2i.
Исходное уравнение обычным образом сводится к системе

уравнений, содержащих лишь первую частную производную
по времени вида

^^=Л (*) Я(г, t) + F2 (0 Lzx(z, t) + Gx (t)\\ (2, t). (5.3)

Уравнение измерений имеет обычный вид

W (г, t) =H (t) 7(г, t) + у (г, <), (5.4)
где т] (£) — помеха типа белого шума.

Дальнейший переход к системе обыкновенных

дифференциальных уравнений осуществляется при помощи собственных

функций сопряженного дифференциального оператора L*,
которые определяются из уравнения

£%(г)-КЬ (*) = <> (5.5)

при однородных сопряженных граничных условиях Ь*г$п (г) = 0;

здесь Lzi — сопряженный оператор для дифференциального
оператора граничных условий. Излагаемый метод ограничен случаем,
когда можно вычислить и собственные функции yn(z)
оператора Lz и собственные функции фл (г) сопряженного оператора.

При этих предположениях, умножая, как обычно, на фл(г)
обе части уравнения (5.3) и интегрируя, получаем

ь

^jjP=Л (0 L (<) + F2 (t) J фя (г) 4 **(*, 0 dz +G^ (г, О, (5.6)
а

vn{t)-=Hn(t)yn + Qn(t),
ь -> »

=Л &л (г) да (г, t)-dz. Аналогичным образом выражаются бя
а

'о

через т) (г, 0, a $i„(0=| 0 | —через £,0(г, *)•

J.-0).
Затем, используя теорему Грина и уравнение (5.5), можно

легко получить следующую систему:
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ЩР- = Fn (t) ■ yn (t) + Qa (t) \n (0,1
{5J)

va(t)= Ha(t) + ba(t) )
начальным условием

ь

~yno = [^n(z)x0(z)dz; F,,(0 = ^i(0 +^2(0; Oa(t) = Gl(t),
a

4i) = \\ \ 4n(f)

определяется из граничных условий исходного уравнения.
Система (5.7) уже полностью готова для применения
алгоритма Калмана —Бьюси. Теперь остается выяснить вопрос
о том, как связана оценка x(z,t) исходного уравнения

с оценкой yn(t) для системы (5.7). Как показано в [98], эта

связь такая же, как и для решений уравнения исходного

и системы (5.7), а именно

оо

*»(z,<) =2 £„ (')?«(*)• (5.8)

При доказательстве используется лишь то, что оценка

x(z, t) есть условное математическое ожидание по

имеющимся измерениям.

Рассмотренный подход касается случая, когда мы имеем

непрерывные измерения w (г, t) и по пространству и во

времени. В этой же работе рассматривается более реальный
случай, когда мы имеем последовательные во времени
измерения wk (г), отстоящие друг от друга на М. После

дискретизации уравнения (5.3) и аналогичных рассуждений
получена система уравнений, к которой может быть применен
дискретный фильтр Калмана, а искомая оценка выражается
формулой

оо

*л(г) = 2#/1.*?л(г)- (5-9)

Далее, в предположении, что случайные процессы ynif) и

ym(t) или уПшк и ymtk не коррелированы друг с другом при
различных п, т непосредственно из определения
корреляционной матрицы получаем
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/>(г,0 = 2/>»(0-?2я(г). (5Л0)
Л= 1

оо

/>*(г)=2 Л,, *?*(*). (5.11)
1

Затем в [98] получены оценки качества фильтрации при замене

бесконечных сумм конечными, что имеет место при
практическом счете, а также рассмотрен случай, когда измерения
поступают из дискретных точек пространства в дискретные моменты

времени. Подход к решению в этом случае остается прежним.
В [13] обсуждается система, состояние которой описывается

гиперболическим уравнением

Щ^==аЧх, 1)<Щ£А+Ъ (*, t) (5.12)

с начальными и граничными условиями S(tf,0)=$o(0> %(t,x) =
= %x(t), Ъ {t, x) — белый шум, а уравнения измерений
имеет простой вид

С (0 = 5 (/)+ 7.(0.
где у\(t) — гауссовская помеха. Для перехода к системе

уравнений калмановского вида производится конечно-разностная
о д2

аппроксимация производной ^—2.

В работе [71] решается задача оценки загрязненности

воздуха. При этом модель рассматриваемой системы имеет

вид

dC(x,£Z,t) = _ууС(^ у9 г? t) + v(DvC (x? y9 г? {)) +

+Qc(x, у, г, t),
здесь С—концентрация примесей. Первый член в правой части

это конвективный перенос, второй — перенос за счет диффузии,
а третий — характеризует источники примесей. Заданы
необходимые граничные условия. Для дискретизации этого уравнения
использовалась явная схема Кранка—Николсона, которая
позволила привести его к виду

Ax(t+1) = (2E—A)x(t) +Д (5.13)

где x(t)—вектор концентраций, А—очень большая (пХп, где

п — число узлов сетки), но разреженная матрица, D — вектор,
связанный с граничными условиями. Уравнение (5.13) уже
весьма близко к требуемому.

Другой непрямой подход к системам с распределенными

параметрами основан на принципе двойственности. В [34] для

решения задачи фильтрации случайного поля, описываемого

уравнением параболического типа с однородными граничными
условиями, доказывается теорема двойственности, позволяющая для
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построения оптимальной оценки использовать решения
детерминированной задачи оптимального управления. Отмечено, что
аналогичным образом можно рассмотреть и случай
гиперболических уравнений. Более подробно такой подход описан в [35J.
Непрямой подход к распределенным системам применялся
также в [48, 84, 123].

В отличие от изложенного выше в работе [143] предложен
прямой подход, обобщающий метод Калмана—Бьюси.
Принципиальная трудность прямого подхода состоит в том, что для

произвольного уравнения в частных производных нельзя

выписать решение в явном виде. В [143] рассматривается линейная

распределенная система

а*^''>= !,*(*, f) + B(x, t)W(x, 0, (5.14)

определенная при t>t0 в пространственной области D£Rr,
Х(х, t)—TV-вектор переменных состояния объекта, В(х, t) —

известная матрица размерности А'Хр; Lx — линейный

дифференциальный матричный оператор размерности NXN.
Уравнение измерений имеет вид

Y(x, t)=Z(x, t) + V(x9 t)=H(x, t)X(x, t) + V(x, t), (5.15)

где Y(x, t)—известный m-вектор измерений, V(xy t) —т-мер-
ный векторный случайный процесс, Н(х, t)—mxN матрица

измерений или, более общо, матричный интегро-дифференциаль-
ный оператор по отношению к X. Обычно в качестве (5.14)
рассматривают уравнение диффузии или волновое уравнение.

Построение алгоритма фильтрации производится при
следующих предположениях: 1) граничные условия являются

однородными, т. е. детерминированными; 2) W(x, t), V(x, t) суть

некоррелированные случайные процессы с математическими

ожиданиями, равными нулю, и корреляционными матрицами

M[W(x, t)W*{x,T)]=Q(x,xu t)6(t—x),
M[W (x, t)W~l (x, t)]=R(x, t)6(x—xx)6(t—x),

Q(x, x\, t)—неотрицательно определенная матрица,
R(x, t) положительно определена, причем обе матрицы

непрерывно дифференцируемы по я, t; 3) задача (1), (2) вместе с

граничными условиями корректна по Адамару.

Кроме того, считается заданной оценка X (х, tolt0), xQD,
начального состояния X(x,t0) вместе с корреляционной
матрицей ошибки этой оценки.

На основании имеющихся данных и сделанных

предположений нужно найти оценку X(x,tlt) состояния X(х, t),
имеющую минимальную среднеквадратическую ошибку, при

помощи линейного преобразования данных измерений
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X(x, tlt) = l ^G'(x, t; c, i)Y& *)dDidx. (5.16>
и Ь

Далее в [143] показано, что оптимальное ядро,

обеспечивающее минимум среднеквадратической ошибки оценки Х(х, tit),
удовлетворяет обобщенному интегральному уравнению
Винера—-Хопфа, а затем, пользуясь тем, что в

рассматриваемом случае можно в явном виде выписать решение для
X (х, t) при помощи матричной функции Грина, таким же

образом, как в [93] для обыкновенных дифференциальных
уравнений, можно получить уравнения оптимального фильтра:

дХ(Хм")==к**(х> *lt)+[P(x>s> t)H*(s,t)JR-*(s,t)X
D

X [V(s, t)-H (s, f)X(s, t/t)] dDs (5.17)

dP(x^xl9t)=h^p^ x^ t) + P{x^ Xu t)h; + B(x, t)Q(x, хъ t)X

XB*(xu t)-lP(x, s, t)H*(s, t)R-*(s, t)H(s, t)X
b

XP(s,xut)dDb. (5.18)
Граничные условия получаются из условий для исходных

уравнений и помех. Обычный фильтр Калмана-Бьюси получается
как частный случай, когда область D сводится к точке.

Прямой подход к задаче фильтрации в распределенных
системах типа (5.14), (5.15) применялся и в [43], отличие от

[143] заключается в ненулевых граничных условиях. Для

определения матрицы передачи фильтра G(xy t\ s, т)
использовался метод, описанный в [29] для обыкновенных

дифференциальных уравнений, который использует принцип максимума Понт-

рягина. При этом естественным образом через условия
трансверсальности учитываются граничные условия, в том числе и

неоднородные. Корреляционная матрица ошибки оценки

удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению Риккати, которое

получено аналогичным путем, как и для более простых систем

в [29].
В [144]г алгоритм фильтрации (5.17), (5.18) обобщен на

случай, когда уравнение измерений имеет вид

Y(x, t) = H(x, t)X(x, t) + N(x, t)Q(x, t), (5.19)
где 2(x,t) получен в результате прохождения гауссовского
белого шума через систему с распределенными параметрами

i££A=S,2 (х, t) + V(x, t) (5.20)

с начальным условием 2 (.г, t0) = QQ(x), xgD, и граничным
условием sxQ(x, t) = 0, xgdD —граница области D. Sx[-]?
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sx I • 1 — хорошо обусловленные пространственные диЛферен-
циальные операторы.

В [148] рассматривается задача фильтрации для систем,
описываемых смешанной системой уравнений

x(t) = f[x(t),z(tut),...,z(r^t)] +

^K[z(r,t),r,t]dr + Z(t), (5.21)
6

г, (г, t)=-M(rJ)zr(r, t),+ g[z(r, t), r, <] + C(r, 0, (5.22)
которые определены при t>0 на нормированной
пространственной области ге[0, 1], x(t) и z(r,t) суть пг и #2-мерные
векторы состояния, £ (*) и С (г, t)~ случайные процессы с нуле-
шыми математическими ожиданиями и произвольными другими

моментами, zt = -^\ zT = ~. Измерения y(t), представляющие

л3-мерный вектор, подчиняются уравнению

y(t)= h [x(t), z (r'u <), ..., z (/-;, <), <), t] +
1

+ ^H[z(r, *)■ r,t]'dr + n (*), (5.23)
0

-v}(0 — случайный процесс с нулевым средним значением

о<л < ... <гэ<1, о<г;< ... <г;<1.
Таким образом, измерения, вообще говоря, зависят от

сосредоточенных параметров состояния x(t) в р точках и

распределенных параметров г(/) в у точках измерений и

проинтегрированных z(r,t) по пространственной области.
Начальные условия для (5.21), (5.22) имеют вид

*(0)=*<ь 2(т,0) = г0(т), z(0,t) = b(x(t)).
Поскольку очень общая постановка задачи выходит за

рамки возможностей строгих математических методов решения,

авторы использовали чисто формальное обобщение метода Кал-
мана—Бьюси. Удалось получить формулы для оценки состояния

и корреляционной матрицы ошибки оценки, которые здесь не

приводятся ввиду их чрезвычайной громоздкости. В [148]
получены также соотношения для оценок сглаживания. Приводится
обширная библиография, в том числе и по фильтрации систем с

распределенными параметрами.

§ 6. АЛГОРИТМЫ ФИЛЬТРАЦИИ В СИСТЕМАХ

С ОКРАШЕННЫМИ ШУМАМИ И НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ОБОБЩЕНИЯ

Предложенный Калманом алгоритм фильтрации, помимо

линейности динамической системы, требует еще одного весьма

.жесткого ограничения, а именно, помехи должны представ-
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-лять собой случайные процессы типа белого шума, что в

практических задачах зачастую не выполнено.

Первым ослаблением этого ограничения явилось введение

дополнительного формирующего фильтра. Пусть, например,
аддитивная помеха измерений есть случайный процесс, полученный
в результате наложения белого шума на некоторую
динамическую систему, то есть к уравнениям (1.16—1.17) добавляется еще

одно

*?«L= S{t)v(t) + l(t), (6.1)

где S (0 — помеха типа белого шума. В этом случае можно

применять изложенный в § 1 алгоритм оптимальной

фильтрации, если использовать предложенный в [92] метод
расширения состояния, который сводит марковский процесс высшего

порядка к простому марковскому процессу. Вводится

расширенный вектор состояния

*<Н;$], (6-2)

который является решением уравнения

HM=F(t)z(t)+ G(t)u(t), (6.3)

тде

/?=[А:5], G = \B:E\, « =[|} (6-4)

.а уравнение измерений имеет вид

y(t)=D(t)z(t), (6.5)
где D=\C ;/]. После этого можно применять алгоритм

фильтрации Калмана —Быоси. Аналогичный подход использовался

в работах [9, 10, 20]. В работах [9, 10] рассматривается
формирующий фильтр вида Ltv(t) = Ntt(t), где £ (^ —

порождающий помеху в измерениях белый шум; a Lh Nt — линейные

дифференциальные операторы
1

di
m

di

При этом в [9] исследован случай т. = 0, а в [10] сделано

обобщение на 0</тг</.

В работе [117] рассмотрена задача фильтрации в случае,

когда корреляционная матрица помехи измерения равна нулю

Mv(t)v*(T) =R(t)b(t—x), R = 0.

Отмечается, что в этом случае следует соблюдать определенную

осторожность. Дело заключается в следующем. Возможны два

подхода при R
= 0.
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1. Можно положить R = eRo, где R0 — положительно

определенная матрица, е — положительный скаляр. Тогда можно
расписать обычные уравнения Калмана-Быоси, получить решение,
зависящее от е, и перейти к пределу при е^О. Такой подход
использовался в [100].

2. Если 8 = 0, то продифференцировав выходной сигнал

y(t), можно получить, по крайней мере в случае, когда CBQB*C*

невырождена, новый вектор измерений y{t), содержащий
невырожденный белый шум с корреляционной матрицей Q, после

чего можно опять применять алгоритм Калмана-Бьюси. Такой

подход использован в [60].
Как показано на конкретных примерах в [117], эти методы

могут давать различные результаты, что является естественным

следствием различия в начальных условиях, поэтому
необходимо внимательно следить за их выбором.

Метод расширения состояния работает и в том случае, когда
обе помехи w(k) и v(k) получаются в результате пропускания
белых шумов r\\{k) и r\2(k) через формирующие фильтры,
причем не исключается возможность взаимной корреляции шумов.
В таких предположениях Калманом [92] получен алгоритм для
оптимальной оценки (см. также [25], стр. 222—225).

В работе [59] для фильтрации сигналов с коррелированными

помехами предлагается метод разностных измерений, который
позволяет обойтись без расширения вектора состояния. Суть его

заключается в следующем. Пусть дана дискретная система

x(k + \) = A(k+\, k)x(k) +B{k+ \, k)w(k),

z(k + l) = C(k+l)x(k + l)-\-v(k + l),
где все члены, за исключением v(k), описаны в § 1. v(k)
представляет собой коррелированный процесс, полученный из

белого шума £ (k) при помощи формирующего фильтра
v(k + l) = S(k + l, k)v(k) + l(k),

причем статистические характеристики v(k) в начальный

момент известны. В работе [59] предлагается следующая схема

измерений: каждое новое измерение есть линейная комбинация

двух последовательных измерений
С(А) = г(А+1)-5(А+ 1, k)z(k).

В этом случае уравнение измерений приобретает вид

t(k) = [C(k + l)A(k + l,k) — S(k + \,k)C(k)]-x(k) +

+ [C(k + \)B(k + hk)w(k) + lk(k),
т. е. получены измерения с аддитивной помехой типа белого

шума.
Аналогичный прием можно использовать и в непрерывном

случае x(t)= A(t)x + B(t)w(t), y(t) = C(t)x + v(t), v(f) =
= S(t)v-\-b{f), w(t), I (t)-~белые шумы.
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Можно определить новое измерение вида

tjH(t)=y{t)-S(t)y(t).
Тогда новое измерение можно представить в виде

где CH= C(f)r\-CA — SC, ^(t) = CBw + l. Корреляционная
матрида для С определяется очень просто через корреляционные
матрицы w, ;, а также через В и С.

Обобщение на случай, когда помехи в системе и в

измерениях коррелируют между собой, причем матрица корреляций
имеет вид

M{wktf.}=Rwv(k,J)bkjJ
сделано в работе [86]. Там же построен фильтр для случая,
когда w(k) — белый шум, a v(k) имеет корреляционную
матрицу вида M{o(k)v*(j)} = jRvv(k, j) и является марковским в

широком смысле, то есть Rvv(k, j)R~y Ц, j)Rvv{j,i)= Rvv(k, i).
В другом случае, когда v(k) —белый шум, a w(k) имеет

корреляционную матрицу M{w(k)w*} =RW v(k, j) и является

марковской в широком смысле, уравнения фильтра получены в

[132], где при помощи формирующего фильтра задача сведена

к классической постановке.

В работе [107] получен алгоритм фильтрации для линейной

дискретной системы в случае, когда шум в измерениях гауссов-
ский, а в объекте нет, при условии, что матрица Ск*Як~1Сь,
является невырожденной при всех k. При этом оптимальная оценка

представляет собой оценку метода наименьших квадратов,
полученную на основании прошлых измерений и

скорректированную на предсказываемое измерение.
Стандартная постановка задачи линейной оптимальной

фильтрации страдает еще одним недостатком. Требуются
достаточно точные начальные значения для статистических

характеристик рассматриваемых случайных процессов. В практических
же задачах это известно далеко не всегда, кроме того, обычно

нельзя построить точную модель рассматриваемого процесса.

Обзору методов решения задачи дискретной фильтрации при
неточной модели процесса, а также при неизвестных ковариаци-
ях шумов посвящена работа [5]. Как отмечается в ней, при
решении указанной задачи построению оптимального фильтра
должен предшествовать предварительный анализ, состоящий
обычно из двух этапов: 1) проверка обоснованности модели путем
анализа остаточных ошибок фильтра, проявляющихся в

расхождении оценок с фактическими измерениями; 2) оценка влияния

неточного моделирования на характеристики фильтра.
Синтез оптимального фильтра также обычно делят на два

этапа: 1) построение фильтра, ограничивающего в допустимых
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пределах ошибки оценок, вызванные отсутствием информации
о структуре исследуемой системы; 2) построение фильтра,
одновременно оценивающего ковариации неизвестных шумов и

состояние системы.

Если корреляционные матрицы неизвестных шумов

принимают конечное множество значений, то обычный метод
заключается в применении многократных фильтров Калмана, в

противном случае, при отсутствии априорной информации о

статистических характеристиках шумов, используется метод,
обеспечивающий максимальное правдоподобие оценок состояния системы

и корреляционных матриц шумов.

Применяются также и субоптимальные фильтры. Анализ
влияния неполной априорной информации, необходимый для

применения алгоритма Калмана—Бьюси, проводился в целом ряде
работ.

Например, в [81] рассматривались ошибки, вносимые

неточным знанием статистических характеристик
начального'состояния, а также шумов системы и измерений в дискретном фильтре
Калмана—Бьюси. Получено рекуррентное соотношение для

определения фактической корреляционной матрицы ошибки
оценки. Аналогичные вопросы для дискретного случая исследовались
в [118, 120], а для непрерывного в [119]. В [79] получены
соотношения для действительных значений корреляционной
матрицы ошибок оценки в случае, когда неизвестны точные

значения матриц А (/), B(t), C(t) в модели системы в задачах

фильтрации и сглаживания. Влияние неверного выбора
параметров фильтра оценивалось также в [74].

В работе [41] предложен метод одновременной оценки
состояния системы и корреляционных матриц шумов, когда эти

матрицы имеют диагональный вид с неизвестными элементами.

В [18] строится адаптивный фильтр калмановского типа для

решения задачи одновременного оценивания состояния

динамической системы и параметров модели. При этом для

определения параметров фильтра используется градиентный метод
максимизации отношения правдоподобия.

В [141] метод фильтра Калмана используется для оценки

состояния при непредельных параметрах объекта, для которых,

однако, считается известной их функция распределения. Такая

система аппроксимируется новой линейной системой с

дополнительными уравнениями, так что порядок ее оказывается вдвое

больший, чем у исходной системы. Далее применяется обычным

образом алгоритм Калмана.
Работа [83] посвящена построению субоптимального

фильтра на основе модели меньшей размерности, чем реальная
система, и определению характеристик этого фильтра.

При отсутствии достаточной априорной информации о

характеристиках системы может возникнуть задача построения

фильтра, ограничивающего в некоторых пределах ошибку оцен-
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ки состояния. В работах [119, 120] определились условия, при
которых корреляционная ошибка будет ограничена; для
дискретного и непрерывного случаев соответственно при неточно

известном начальном состоянии.

Не менее важно, чтобы синтезируемый фильтр не оказался'

расходящимся из-за неполной информации о системе. Методы,
позволяющие построить такие фильтры, используют либо
произвольное увеличение корреляционной матрицы ошибок [40] г

либо ограничение памяти фильтра [85], либо использование

многократных фильтров Калмана [63]. Устранение
расходимости фильтра путем аппроксимации ошибок моделирования:
гауссовским белым шумом на входе системы и последующей
адаптивной оценкой корреляционных матриц шумов
предложено в [87]. Вопрос об устранении расходимости обсуждался
также в [64, 134, 135].

Иногда встает задача об извлечении максимального объема

информации из полученных измерений. Обычно это необходимо
при невозможности повторения эксперимента, например,
вследствие его высокой стоимости. Требование одновременной оценки

как состояния системы, так и неизвестных корреляционных

матриц шумов при этом, как правило, необязательно.

В [112] предложен так называемый бутстрап-метод, который
заключается в том, что на основании заданного объема данных

проводится оценка ошибок между фактическим измерением и

предсказанием фильтра на i-й итерации. По этим остаточным

ошибкам вычисляются новые корреляционные матрицы помех

Ri, Qi, которые затем используются на (£+1)-й итерации.
В [78] алгоритм оптимальной фильтрации используется в

дискретной задаче оценки при неизвестных средних значениях

и корреляционных матриц гауссовских помех. Показано, что в

этом случае возможно расщепление задачи на две независимых,

то есть корреляционные матрицы можно идентифицировать, не

зная средних значений. В [78] определяются корреляционные
матрицы. Кроме того, предложено обобщение бутстрап-метода
на случай коррелированных между собой помех в системе и

измерениях. Другая часть задачи
—

определение неизвестных

средних значений шумов
—

рассмотрена в [77].
Аналогичные задачи обсуждаются в работах [76, 73, 131].

Неполная информация об объекте или ошибках измерения
приводит к тому, что оценка, даваемая фильтром, оказывается

смещенной. В [16] выведено уравнение эволюции смещения

оценки для дискретных систем при неучтенной систематической
ошибке в уравнениях объекта и канала измерений.

В случае, когда имеется большая неопределенность в

значениях корреляционных матриц шумов объекта и шумов
измерений, возможен иной подход к задаче фильтрации, основанный
на построении минимаксных фильтров. В работе [39]
предложен метод, в результате применения которого получается един-
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ственпый фиксированный фильтр, критерий качества которого
не превосходит некоторую наименьшую верхнюю границу при
принятом диапазоне изменения неопределенных параметров.
Полученный фильтр идентичен по форме фильтру Калмана—
Бьюси и не зависит от фактических статистических

характеристик шумов, то есть удается обойти одно из наиболее

существенных ограничений теории линейной оптимальной фильтрации —
необходимость точно знать статистические характеристики
шумов. Такой же метод использован в работах [67—69].

В [39] получен алгоритм решения для непрерывных и

дискретных систем. Приведем его в случае непрерывных систем.
Имеется линейный объект, динамика которого описывается

уравнением

x(t) =A (t)x(t) +w(t), а уравнение измерений имеет вид

y(t) = C(t)x(t)-\-v(t). Решается задача оптимальной

фильтрации на конечном временном интервале to<t^ZT. Все
предположения о статистических характеристиках случайных величин

x(t0), w(t) и v(t), сделанные в § 1, остаются в силе, за

одним исключением. Точного знания интенсивностей

корреляционных матриц помех R(t) и Q(t) не требуется, а предполагается,
что они лежат в компактных выпуклых множествах UQ и UR.
Для удобства вводится множество U=UQXUR с элементами и.

Для оценки вектора x(t) берется фильтр, идентичный по форме
фильтру Калмана, матрица передачи которого выбирается из

условия удовлетворения некоторому критерию качества. Таким

образом, фильтр принимает вид

x(t) = A (t) x (t) +К (t) [у (t) -C(t)x (t)]. (6.6)

Матрица K{t) должна принадлежать компактному выпуклому

множеству Vk, достаточно обширному, чтобы молшо было

реализовать фильтр Калмана для любого a£U.
Корреляционная матрица ошибки оценки

N (t) =М {\х (0 - х (Щ [х (t) - х (*)]*}

удовлетворяет при заданных R, Q матричному
дифференциальному уравнению:

tf(t) = (A-KC)N+N(A-KC)*+Q+KRK*,

N(t0)= PQ.

Среднеквадратичная ошибка фильтра (6.6) равна spJV (t),
которая и берется за критерий его качества JN(T) = spN (Г).
При заданных значениях Q и R минимальное значение

критерия дает оптимальный фильтр [93], mm JN(T) = J0[P(T)], где

Р (t) — корреляционная матрица ошибки оценки оптимального

фильтра, удовлетворяющая уравнению Риккати

P(t) = A(t)P(t) + P(t)A*(T) + Q(t)-
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-P(t)c*(t)#-4tyc(t)P(t),
Р(*о)*=Ро>

а матрица передачи оптимального фильтра, как обычно, равна
K(t)= P(t)C(t)R-i(t).

Таким образом критерий качества JN зависит от неизвестных

матриц Q, R и матрицы передачи К (t). По определению У0
имеем

JN(K, и, Ль 'о> T)>J0(u, Р0> tQ, T)>0, иШ, K6UK.
Возможны и другие критерии качества. В [39] качество

фильтра (6.6) оценивается также по абсолютному и

относительному отклонению от оптимального значения

SA(T)= JN{K, и, Р0, t0, T)~J0(u, Р0, <0, Г),

S*(T)=[JNIK, и, Р0, *0, T)-J0(u, Р0, t0, T)]!J0(u, P0> *o, 74).

Поскольку и не определено, то в соответствии с минимаксным

подходом значение К выбирается таким, чтобы

удовлетворялся один из следующих критериев:

Si(P0, t0j T)= min max/ (/С, и, Р0, *о> Г),

S2(Po, t0, T)= min maxS4 (К, и, Р0, tQ, Г),

S3(P0, *o, Л= min max SR (K, u, P0, *0, T).

Аналогично можно построить минимаксный, фильтр и в

дискретном случае [39]. Задача фильтрации в такой же постановке

решалась в [145], где в некоторых пределах изменялись

неизвестные параметры объекта (матрицы A(t) и B(t)).
Алгоритм Калмана-Бьюси иногда удается использовать в

задаче оценки состояния очень сложных систем. В [62] такая

система представляется в виде совокупности связных между

собой подсистем. Затем при помощи метода е-расщепления из

нее можно получить последовательность независимых

уравнений, на каждом шаге которой можно с успехом использовать

фильтр Калмана.
В работе [75] рассматривается объект, динамика которого

описывается стохастическим дифференциальным уравнением

dx (t) = A(t)x (t) dt +В (t) dw (/), (6.7)

где w (t) — винеровский процесс, а измерения описываются

уравнением

y(tk)= [ H(t)x(t)dt + v(tk), (6.8)
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О= ^о < t\ < ^2 < • • •
>
^ (h) — белый шум. Оптимальная оценка1

для таких объектов определяется соотношениями

<*mt.=A(f)im)

x{tkltk)=x{tk!tk_x)+K{tk) y{tk)- J H(s)x(slh)ds
'*-1

(6.9)

, (6.10);

где

к.

*('*) = \ P{tk,sltk_x)H*(s)ds X
lk-\

X \ \ H{t)P(t,sltk_,)H*{s)dsdt + R{tA . (6.11>
'£_! ^_1

Корреляционная матрица удовлетворяет уравнениям

dP(t.s,b.t)
= л (0 р (Л s/^_0

rfP (f ,j/fr_,) =л (f) р ^ ^^+р (<> ^ ,^_0 А> (<) _,

+Я (*)£*(')

при *A_i <*<**,

/>(*, s/^_,)= P*(M/*a_i)

при ^A_i<^<s<^,

(6.12)

(6.13)

(6.14)

P(tk,tkltk)= P{tk,tk!tk_x)-K{tk) \ H(s)P(s,tk!t/t_l)ds(6A5)
ik-\

Pit, sltk_x)=*M {*(*/**_,)** (sjt^)}. (6.16).
Алгоритм фильтрации для систем с распределенными
измерениями получен также в [139].

В [65] получено прямое обобщение теории Калмана—Бьюси
на линейные объекты с запаздыванием, описываемые системой

■

аффинно-подобных дифференциальных уравнений вида

dxM-A (nx(fi + yAlX(t+ Q>)>t + °i>0}4-
dt

*=i

и

+ \A0l(t, 0){jj(£f$; \Xl%l}d*+B{t)u{t)+f{t), (6.17)



где Л —некоторая заданная функция, причем h(0)= jc(0).
В [66] стандартная постановка задачи фильтрации обобщена

на бесконечномерный случай. При этом уравнения динамики
объекта и его измерений имеют вид

dx (t, <о) = A (t) x (t, со) dt + B(t) dw (t, u>), (6.18)
dy{t,tu) =H(t)x(t,tu)dt +D(t)dv(t9u), (6.19)

здесь w(t, со), v(t, со)—винеровские процессы, B(t), H(t)f
D(t)—ограниченные операторы. В работе установлено
существование оптимального фильтра для такой системы. Как и в

конечномерном случае, получены рекуррентные соотношения

для фильтра, включающие в себя бесконечномерное уравнение
Риккати.

В книге [24] дано обобщение алгоритма Калмана—Бьюси
на системы, описываемые стохастическими дифференциальными
уравнениями вида

v

2

dBt= [oo (t) + a, (t) Bt + a2 (t) У dt +2 b, (t) dWt (*), (6.20)
t= \

2-

#,=Ио(9+Л(90<+л2(ОУ^+2ялО<*иМО. (6-21)
i= l

здесь (b*t, £,) — (& + /)-мерный гауссовский случайный процесс,
Wu W2 соответственно k-, /-мерные винеровские процессы,
0<tf<7\ а0, Яь аъ Ьи Ь2, А0, Аи А2, Въ В2 — матрицы

соответствующих размерностей, S, —наблюдаемая компонента.

На матрицы системы накладываются некоторые предположения,
обеспечивающие коцечность величин различных комбинаций
их элементов. Тогда в случае невырожденности матрицы
(ВоВ) (t) = Bx (t) B\ (t) -f-B2 (t) B*2 (t) линейная оптимальная оценка

фильтрации mt и корреляционная матрица ее ошибки ^
удовлетворяют системе уравнений

dtnt = [а0 (t) + ах (t) tnt + а2 (t) lt] dt + [(boВ) (t) + ЪА\ (t)] X

X [(BoB) (t)]-* \d\t- (A0 (t) + Ax (t) mt + A2 (t) у dt], (6.22)

7 (0 = агЪ + T^l (t) - [(boB) (t) + ЪА\ (t)\ [(Дo£) (О]"1 X

x к*оД) (t)+т,л; (01*+(bob) (t) (6.23)
с начальными условиями т0 и f0. Здесь использованы обозначения

(bob)(t) = b1(t)b*l(f) + b2(f)bl(i),

(boB)(t)= b1(t)B\(t) + b2(t)Bl(t).
Система (6.22), (6.23) имеет единственное, как доказано в

[24], решение. В случае вырождения матрицы (ВоВ) в [6, 7]
получена несколько иная система уравнений, в которой
приходится определять матрицу, псевдообратную к {(ВоВ) + неко-
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торая матрица}. Такую операцию также не всегда удается
выполнить. В [22], [24] для непрерывного случая и в [32] для

дискретного случая построены регуляризованные алгоритмы

фильтрации при вырождении матрицы (В о В), причем термин

«регуляризация» здесь заимствован из теории некорректных
задач.

В рассмотренных ранее алгоритмах важную роль играло
предложение о гауссовости случайных процессов, поскольку
именно оно обеспечивает замкнутую форму уравнений
фильтрации Калмана—Бьюси. В [24] получены уравнения, позволяющие

определять оптимальную оценку и корреляционную матрицу ее

ошибки для условногауссовских процессов, то есть таких

случайных процессов (6/, |*) 0<t^T, которые хотя и не являются

гауссовскими, но обладают тем свойством, что с вероятностью
1 условное распределение P(Qt^x\Ftl) является гауссовским,
где Ftl = o{(o : gs, s^/} есть а-алгебра, порождаемая
измерениями 5(/={Ь, 0<5^^}. Для таких процессов также удается
построить фильтр в замкнутой форме.

Достаточные условия того, что некоторый случайный процесс
является условно-гауссовским, получены в [23]. Там же

приведены уравнения оптимального фильтра.
В книге [24] изложение теории фильтрации существенно

опирается на теорию мартингалов.

Идея мартингального подхода заключается в более простой
задаче оценивания одного мартингала через другой. Этот
подход в основе своей содержит возможность перехода от

стандартного уравнения измерений
y(t) = z(f) + v(t), z(t)=--H(f)x(t),

где z(t)~-не обязательно гауссовский, но ограниченный слу-
т

чайный процесс, у которого V М {z2 (t)} dt < оо, а ъ(1) — гаус-

совский белый шум, к уравнению

*(<) = 0(0 —*(</') или v(t) = z(t/f) + v(t),

как это было сделано в [89], где z (tit) — оценка, даваемая

методом наименьших квадратов по предыдущим измерениям

{y(s), 0<s<tf}. В том случае, когда имеется динамическая

система, описываемая уравнением х=Ах+ Ви, г = Нх, где

х — оценка, даваемая фильтром Калмана — Бьюси.

z(tjt) = z(t)-z(t/t).

Можно отметить, что: 1) г (tit) — это та часть z(t), которую
невозможно предсказать по предыдущим измерениям; 2) v(t)
не зависит от прошедших значений z(-) как белый гауссовский
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шум, посему его нельзя предсказать на основе прошлых

измерений у(-). Таким образом, случайный процесс v (<) = £(*/<)+
+ ^(0 несет в себе новую информацию, выделяемую
из последнего измерения. (Кайлат [89] назвал его обновляющим
процессом).

В силу того, что v(/) является винеровским процессом,

задача фильтрации сводится к задаче оценки одного мартингала

x(t\t) при помощи другого v(t). Мартингальный вывод
уравнений фильтрации существенно компактнее ранее предложенных.
Такой же подход использовался в работах [44], [95], [101].

В [126] изложена инженерная адаптация мартингального

подхода к задачам фильтрации, обсуждается возможность

перехода к нелинейным системам.
В [116] предложен новый алгоритм определения матрицы

передачи Калмана в стационарных линейных системах, в

котором решение уравнения Риккати заменено решением системы

нелинейных уравнений типа Чандрасекара. При этом

существенно уменьшается число арифметических операций для

определения матрицы передачи.
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УДК 517.948+513.83
М, III. Бирман, М. 3. Соломяк, Асимптотика спектра дифференциальных уравнений-

«Математический анализ». (Итоги науки и техники) 1976, 14, 5—58, библ. 373
Обзор посвящен изложению результатов об асимптотике дискретного спектра

самосопряженных дифференциальных операторов, в основном, с частными производными.

УДК 517.948+513.88:513.83
Э. Р. Цекановский, Ю. Л. Шмульян, Вопросы теории расширения неограниченных

операторов в оснащенных гильбертовых пространствах. «Математический анализ».

(Итоги науки и техники) 1976, 14, 59—100, библ. 72
Рассматриваются вопросы, связанные с применением методов теории оснащенных

гильбертовых пространств к теории расширения эрмитовых операторов.

УДК 519.3:518
Ф. Л. Черноусько, В. Б. Колмановский, Вычислительные и приближенные методы

оптимального управления. «Математический анализ». (Итоги науки и техники) 1976, 14,

101— 166, библ. 494
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оптимального управления, указываются их области применимости. Из специальных задач

рассмотрена задача выбора оптимальных траектории летательных аппаратов.

УДК 518
М. Б. Прохоров, В. К. Саульев, Метод оптимальной фильтрации Калмана—Бьюси и
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библ. 147

Рассматриваются вопросы, посвященные решению задачи оптимальной, в смысле

минимума дисперсии ошибки, оценивания состояния динамических систем по методу

Калмана—Бьюси, а также обобщение этого метода на линейные системы и системы с

распределенными 'параметрами, на случай небелых шумов в системе и канале измерений.,
и применение его к решению трех типов задач сглаживания
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