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×èñëåííûå çíà÷åíèÿ:
çà÷åì è ïî÷åìó îíè íóæíû

Ë.ÀØÊÈÍÀÇÈ
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– Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ÷àñòî-
òû?!

– Ìîæåò, ýòî â ïîäâàëå? Íó òî åñòü íà
ìèíóñ ïåðâîì ýòàæå?

Äèàëîã ñ íå-ôèçèêîì Ñ.Ê.

×ÈÑËÀ  ÍÓÆÍÛ  ÍÀÌ  ÏÎ  ÒÅÌ  ÆÅ ÄÂÓÌ
ïðè÷èíàì, ïî êîòîðûì íàì íóæíî

âîîáùå âñå. Î äíà ïðè÷èíà – ÷èñëà ñàìè ïî
ñåáå äîñòàâëÿþò íàì óäîâîëüñòâèå. Ýòî
ñëîæíàÿ ìàòåðèÿ, è ìû ïîãîâîðèì îá ýòîì
â êîíöå ñòàòüè. À äðóãàÿ ïðè÷èíà ïðîñòà,
ïîíÿòíà è ìíîãîîáðàçíà: çíàíèå ÷èñëåí-
íûõ çíà÷åíèé – ýòî êëþ÷. Ê óñïåøíîé
ñäà÷å ÅÃÝ, ê ðåøåíèþ çàäà÷, à èíîãäà è ê
òîìó, ÷òîáû íå ñòàòü æåðòâîé æóëèêîâ.

Í à÷íåì ñ ÅÃÝ. Äà è íå òîëüêî ñ íåãî – íà
ñàìûõ ðàçíûõ ýêçàìåíàõ áûâàþò çàäà÷è, â
êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íå òîëüêî âûâåñòè ôîð-
ìóëó èëè âûáðàòü îòâåò èç ñïèñêà, íî è
ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êàêîé-òî âå-
ëè÷èíû. È íûìè ñëîâàìè, ïîëó÷èòü íå
òîëüêî ôîðìóëó äëÿ ñêîðîñòè, íî è ñàìî
çíà÷åíèå, íå òîëüêî ôîðìóëó äëÿ îáúåìà
ñîñóäà èëè äëÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, íî è
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà. × òî âû ñêàæåòå
î òàêèõ îòâåòàõ íà ÅÃÝ: ñêîðîñòü

103,1 10 ì ñ× , îáúåì ñîñóäà 30 310 ì- , êîëè-
÷åñòâî âåùåñòâà 450,99 10-×  ìîëü (âñå ïðè-
ìåðû â ýòîé ñòàòüå – ðåàëüíûå)? Â ýòèõ
òðåõ ñëó÷àÿõ ïðè÷èíà è «ñòåïåíü» íåâîç-
ìîæíîñòè ðàçíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå íàäî áû
óòî÷íÿòü, î êàêîé ñêîðîñòè èäåò ðå÷ü,
ïîòîìó ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà, à òî÷íåå –
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû â âàêóóìå, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷å-
íèåì íå äëÿ âñåõ ñêîðîñòåé, à òîëüêî äëÿ
äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òåë, ïåðåäà÷è
ýíåðãèè è èíôîðìàöèè. Í åìàòåðèàëüíûé
îáúåêò, íàïðèìåð òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ

ïðÿìûõ, ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ ëþáîé ñêîðî-
ñòüþ. Í î â êîíêðåòíîé çàäà÷å ðå÷ü øëà,
êîíå÷íî, î ñêîðîñòè âïîëíå ìàòåðèàëüíîãî
òåëà. × òî êàñàåòñÿ îáúåìà, òî ïðîáëåìà â
äðóãîì – ÷òîáû êóá, íàïðèìåð, èìåë òàêîé
îáúåì, êàêèå ëèíåéíûå ðàçìåðû äîëæíû
áûòü ó íåãî? Âàì ýòî ÷èñëî íè î ÷åì íå
ãîâîðèò? Ýòî æå ìåíüøå ìåæàòîìíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ â âåùåñòâàõ. À íàñ÷åò ìîëÿ, ýòî
ñîâñåì ïðîñòî – âñïîìíèòå åãî îïðåäåëå-
íèå. Ì îëü – ýòî ñêîëüêî ìîëåêóë èëè
àòîìîâ?

Êàæäûé èç ýòèõ òðåõ îòâåòîâ äàëè íà
ýêçàìåíå íå îäèí è íå äåñÿòü – òûñÿ÷è
÷åëîâåê! Ì åõàíèçì ÿâëåíèÿ òðèâèàëåí:
ãäå-òî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ äåëàëè ïðîñòóþ
îøèáêó (îáû÷íî êàêóþ-òî âåëè÷èíó ïèñà-
ëè íå â ÷èñëèòåëå, à â çíàìåíàòåëå èëè
íàîáîðîò), ðàçìåðíîñòü è ðàçóìíîñòü íè
ïðîìåæóòî÷íûõ, íè êîíå÷íûõ ôîðìóë íå
ïðîâåðÿëè è îñòàâàëàñü ïîñëåäíÿÿ íàäåæ-
äà – îñîçíàòü, ÷òî íàïèñàíî íåâîçìîæíîå
÷èñëî. Í î ýòîãî íå ïðîèñõîäèëî. Çàìåòèì,
÷òî çà àðèôìåòè÷åñêóþ îøèáêó ñíèìàåòñÿ
îäèí òåñòîâûé áàëë, õîòÿ î÷åâèäíî íåïî-
íèìàíèå ïðèíöèïèàëüíî âàæíûõ âåùåé è
îöåíèâàòüñÿ ýòî äîëæíî áûëî áû ñîâñåì
èíà÷å.

Ï ðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñåðü-
åçíûõ ïîñëåäñòâèé ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñ-
êèõ îøèáîê. Äëÿ êîíêðåòèêè ïóñòü ýòî
áóäóò â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå ðîäñòâåí-
íûå ïðèìåðû.

Êàê, íàïðèìåð, âû îòíåñåòåñü ê òàêîìó
îòâåòó äëÿ ñîïðîòèâëåíèÿ: R = 4  Î ì è
R =  –2 Î ì? Ï åðñîíàæ ðåøèë êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå, ïîëó÷èë äâà êîðíÿ è ðàäîñòíî
äàë òàêîé îòâåò. Òî, ÷òî îí ïîðóøèë ñâî-
èì îòâåòîì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
åìó íå âàæíî. Ñîïðîòèâëåíèå ãåíåðèðóåò
åìó ìîùíîñòü èç íè÷åãî! Òóò, êñòàòè, åñòü
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òîíêî ñòü – ïðàâèëüíîå  ðåøåíèå  íå  äîëæ-
íî  äàâàòü íåïðàâèëüíûõ  îòâåòîâ.  Ðàñïðî-
ñòðàíåííàÿ  ôðàçà «îäèí  èç êîðíåé  íå
èìååò ôèçè÷åñêîãî  ñìûñëà»  íåêîððåêòíà,
ðåøåíèå  äîëæíî  ñòðîèòüñÿ òàê, ÷òîáû  íå
äàâàòü «íå  èìåþùèõ  ñìûñëà»  îòâåòîâ,  íî
â øêîëå  èäóò íà  óïðîùåíèå.  À êàê ìîæíî
ïîíÿòü  îòðèöàòåëüíûé  îòâåò äëÿ äàâëå-
íèÿ:  ð =  –2,3  Ïà?  Íåò,  íå  â òâåðäîì  òåëå
è íå  â æèäêîñòè, ãäå ýòî âïîëíå  âîçìîæ-
íî,  à â ãàçå! È  íàêîíåö,  êàê ñëåäóåò
ïîíèìàòü  òàêîé îòâåò äëÿ ÷àñòîòû êîëåáà-
íèé:  1382 10 Ãöf = - × ? Ñ ÷àñòîòîé âîîáùå
âñå èíòåðåñíî,  ìû  î  íåé  åùå ïîãîâîðèì.

Ìîðàëü  òàêîâà: ïûòàÿñü  ïîíÿòü,  ðàçóì-
íûé  ëè âû  îòâåò ïîëó÷èëè,  íàäî  âñïîìè-
íàòü õîòÿ  áû  òðè âåùè – ôóíäàìåíòàëü-
íûå  çàêîíû  è îãðàíè÷åíèÿ,  ñâîéñòâà ìà-
òåðèàëîâ è îïðåäåëåíèÿ  âåëè÷èí è êîí-
ñòàíò. Âîò  òðè ïðèìåðà  ãëóïîñòåé ñ ÷èñ-
ëàìè,  äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ  èç ðàçíûõ  èñòî÷-
íèêîâ.  Ïåðâûé  ïðèìåð  âîçüìåì  èç êíèãè
ïî  ïîäãîòîâêå  ê ÅÃÝ (!)  – â óñëîâèè
çàäà÷è ïî  îïòèêå  ãîâîðèòñÿ,  ÷òî êîýôôè-

öèåíò ïðåëîìëåíèÿ  âîäû  ðàâåí 
3
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. Ìî-

æåò òàêîå áûòü? Âñïîìíèòå  îïðåäåëåíèå.
Âòîðîé  ïðèìåð  – èç ìàòåðèàëîâ  òåñòà ïî
ôèçèêå â îäíîì  èç ïðåñòèæíûõ  ìîñêîâñ-
êèõ âóçîâ.  Çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà
òàê: «Ïî  ïðîâîäó  ñ ñîïðîòèâëåíèåì  R =
= 10  ÒÎì  òå÷åò òîê  I  = 0,02  ìÀ.  Íàéòè
íàïðÿæåíèå  íà  ïðîâîäå.  Îòâåò  óêàçàòü â
ãèãàâîëüòàõ». Ïîíÿòíî,  ïî÷åìó  ôèçèê  èëè
èíæåíåð,  óâèäåâ òàêîå, íà÷íåò  íåïðèëè÷-
íî  ñìåÿòüñÿ? Òðåòèé ïðèìåð  – óæå èç
ðàáîò ÅÃÝ. Â çàäà÷å, ãäå íóæíî  áûëî
îïðåäåëèòü  ÷àñòîòó èçëó÷åíèÿ â îïòè÷åñ-
êîì  äèàïàçîíå,  áûëè  ïîëó÷åíû  â ðàçíûõ
ðàáîòàõ âîò òàêèå îòâåòû: 123,5 10-×   Ãö,

1912,76 10-×   Ãö, 1015 10-×   Ãö. Ñòîèò ëè
ðàññóæäàòü î  òîì,  îïòè÷åñêèé  ëè ýòî äèà-
ïàçîí,  åñëè ó íàñ  îäíî  êîëåáàíèå  ïðîèñ-
õîäèò  â íåñêîëüêî  òûñÿ÷ ëåò?

Ïåðåéäåì  ê ðàññìîòðåíèþ  áîëåå òîíêèõ
ñëó÷àåâ. Åñëè ðå÷ü èäåò î  êîíêðåòíûõ
âåùàõ, ñòîèò ïðåäñòàâëÿòü ñåáå – î÷åíü-
î÷åíü  îðèåíòèðîâî÷íî  – èõ âîçìîæíîñòè.
Ìîæåò  ëè îáû÷íàÿ  áàòàðåéêà îòäàâàòü â
íàãðóçêó ìîùíîñòü  154  êÂò èëè 58  êÂò?

Øêîëüíèê,  çíàþùèé  ïðî  òàêîå ïîíÿòèå,
êàê âíóòðåííåå  ñîïðîòèâëåíèå  (â øêîëå
ñòîèëî  áû  ðàññêàçàòü, ÷òî ýòî òàêîå è çà÷åì
ñóùåñòâóþò «ýêâèâàëåíòíûå  ñõåìû»),  ëåã-
êî  ñîîáðàçèò,  ÷òî ìîùíîñòü  íå  ìîæåò  áûòü
áîëüøå  ( )2 4rE , à äëÿ îáû÷íûõ  áàòàðååê
ýòî ìåíüøå  1 Âò!

Äàëåå, åñëè ðå÷ü èäåò âðîäå áû  íå  î
êîíêðåòíûõ  âåùàõ, òî  ïîëåçíî  ïîíèìàòü,
÷òî âîîáùå  áûâàåò. Ðàçóìåí  ëè, íàïðè-
ìåð,  îòâåò äëÿ ýíåðãèè 151,93 10 Äæ× ?
Ýòîãî  õâàòèò, ÷òîáû  äîâåñòè äî  êèïåíèÿ
íåñêîëüêî  ìèëëèîíîâ  òîíí  âîäû.  Íó  êî-
íå÷íî,  åñëè âû  ïîêëîííèê  Ñòàíèñëàâà
Ëåìà,  òî  â åãî ðîìàíå  «Íåïîáåäèìûé»
åñòü òàêîå: «Òûñÿ÷à ÷åòûðåñòà äâàäöàòü
äâà ðåíòãåíà â ïîëå,  çíà÷èò, èçëó÷åíèå
ïðîáèëî  ñèëîâîé  áàðüåð, – ïîíÿë  Ðîõàí.
Îí  íå  çíàë,  ÷òî òàêîå âîçìîæíî.  Íî,
êîãäà âçãëÿíóë íà  øêàëó ìîùíîñòè,  ïî-
íÿë,  êàêîé  çàðÿä èñïîëüçîâàë  àñòðîãàòîð.
Ýòîé  ýíåðãèè õâàòèëî áû,  ÷òîáû  õîðî-
øåíüêî  âñêèïÿòèòü âíóòðèêîíòèíåíòàëü-
íîå  ìîðå  ñðåäíåé âåëè÷èíû.  ×òî  æ, Õîð-
ïàõ  ïðåäïî÷èòàë  íå  ðèñêîâàòü ïîâòîðíû-
ìè  âûñòðåëàìè.  Ìîæåò,  îí  íåìíîãî  ïåðå-
õâàòèë, íî  òåïåðü îíè  ñíîâà  èìåëè  òîëüêî
îäíîãî  ïðîòèâíèêà».

Ïåðåâåäåì  äóõ è âåðíåìñÿ  íà  Çåìëþ.
Ðàçóìåí  ëè îòâåò äëÿ ÷àñòîòû ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî  èçëó÷åíèÿ 343,6 10×   Ãö? Â øêîëå
ñïåêòð êîí÷àåòñÿ ïðèìåðíî  íà  213 10 Ãö× ,
ò.å. íà  13 ïîðÿäêîâ  ðàíüøå.  Ðàçóìååòñÿ, â
øêîëå  áûëî  áû  ïîëåçíî  îáñóäèòü, êàêîå
âîîáùå  âîçìîæíî  ýëåêòðîìàãíèòíîå  èçëó-
÷åíèå (ïî  âñåì  åãî ïàðàìåòðàì  – ÷àñòîòå,
äëèíå  âîëíû,  ýíåðãèè, ìîùíîñòè,  ïîëÿðè-
çàöèè…),  íî  13 ïîðÿäêîâ  äîëæíû  áûëè  áû
íàñòîðîæèòü  ñàìîãî  îò÷àÿííîãî  øêîëü-
íèêà.

Â øêîëüíûõ  çàäà÷àõ âñåãäà èñïîëüçóþò-
ñÿ êàêèå-òî èäåàëèçèðîâàííûå  ïðåäñòàâëå-
íèÿ,  ñèëüíî  óïðîùåííûå  ìîäåëè.  Ýòî  â
ïðèíöèïå  íîðìàëüíî  – ôèçèêà âñÿ òàê
óñòðîåíà,  õîòÿ  ñòåïåíü èäåàëèçàöèè è óï-
ðîùåíèÿ  â ñåðüåçíîé  ôèçèêå îáû÷íî  îòëè-
÷àåòñÿ îò  øêîëüíîé.  Øêîëüíèêàì  ñòîèëî
áû  îáúÿñíÿòü  ýòî ïîäðîáíî,  ïîêàçûâàÿ  íà
ïðèìåðàõ,  êàê ïðîèñõîäèò  ðàçâèòèå ìîäå-
ëè, íî  ýòî îáû÷íî  íå  äåëàåòñÿ. Òåì  íå  ìåíåå,
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ñîñòàâèòåëè çàäà÷ â áîëüøèíñòâå  ñëó÷àåâ
äàþò äëÿ ðàñ÷åòîâ ìàëî-ìàëüñêè  ðåàëüíûå
âåëè÷èíû  è æäóò â êà÷åñòâå îòâåòà òàêèå
æå. Çàäà÷è òèïà  òàêîé:  «Ê áàòàðåéêå îò
êàðìàííîãî  ôîíàðèêà,  íà  êîòîðîé  íàïèñà-
íî  4,5  âîëüòà, ïîäñîåäèíèëè  ëàìïî÷êó,
ñîïðîòèâëåíèå  êîòîðîé  ïðè  èçìåðåíèè
îêàçàëîñü  2  îìà.  Êàêîé  òîê  áóäåò òå÷ü?»
äàþò âñå-òàêè ðåäêî.  Ïîýòîìó  â çàäà÷å, â
êîòîðîé  íàäî  áûëî  îïðåäåëèòü  ýíåðãèþ
ýëåêòðîíà  ïðè  ôîòîýìèññèè,  à ïîòîì  ðàñ-
ñ÷èòàòü äëèíó  åãî ïðîáåãà  â çàäàííîì
òîðìîçÿùåì  ïîëå,  øêîëüíèêè,  ïîëó÷èâ-
øèå îòâåòû òèïà  402,2 10 ì-× ; 365,9 10 ì-× ;

221,4 10 ì-× ; 168,7 10 ì-× ; 111,2 10 ì-× ;
72,7 10 ì× ; 272,3 10 ì× , äîëæíû  áûëè  íà-

ñòîðîæèòüñÿ. Ïîòîìó  ÷òî ïðåäïîñëåäíèé
îòâåò – ýòî äâà äèàìåòðà Çåìëè,  à ïðî
ìàëûå  ðàññòîÿíèÿ  âû  â ýòîé ñòàòüå óæå
ïðî÷èòàëè.  Êñòàòè, îäèí  èç ïîëó÷èâøèõ
ôàíòàñòè÷åñêèé îòâåò, íàñòîðîæèëñÿ  – ó
ïîñëåäíåãî  îòâåòà ñòîÿë çíàê  «?». Îòâåò,
ïðåâûøàþùèé  ðàçìåð  Âñåëåííîé  (â îäíîì
èç ñîâðåìåííûõ  ïîíèìàíèé),  âñå-òàêè
âûçâàë ñîìíåíèå.  Èëè  òàêîé ïðèìåð  –
ïåðñîíàæ  ïîëó÷èë  ìîùíîñòü  îò  áàòàðåéêè

194 10 Âò-× . Äëÿ  îáû÷íîé  áàòàðåéêè ýòî
ñîî òâåòñòâóåò òîêó  192,5 10 A-× , ò.å. ïîë òî-
ðà ýëåêòðîíà  â ñåêóíäó! Â ñðåäíåì , â
ñðåäíåì … Äà ïðîñ òî  ïî  âîçäóõó ïî òå÷åò
áîëüøèé  íà  ïîðÿäêè  òîê  – è ïîäñîåäèíÿ òü
ê íåé  íè÷åãî  íå  íàäî.

Âî ò åùå îäíà  ïðåëåñòíàÿ  çàäà÷à, â êî òî-
ðîé  ñäåëàëè íåêîððåê òíîñ òü èçãîòîâè òåëè
è äåëàëè îøèáêó  ìíîãèå  ïî òðåáèòåëè. Äàí
îáúåì , â íåãî  ïîìåùàþ ò ñêîëüêî- òî  210Po ,
êî òîðûé  ñ òàêèì- òî  ïåðèîäîì  ïîëóðàñïàäà
èñïóñêàåò �D-÷àñòèöû  è ïðåâðàùàå òñÿ â
Pb. Êàêèì  áóäåò äàâëåíèå â îáúåìå  ÷åðåç
íåêî òîðîå  âðåìÿ?  Ñóùåñòâåííàÿ  ÷àñòü
ïðàâèëüíî  âû÷èñëÿëà, ñêîëüêî  àòîìîâ  Po
ðàñïàäåòñÿ è ñêîëüêî  àòîìîâ  Pb ïîëó÷è ò-
ñÿ, à ïî òîì  îïðåäåëÿëà  äàâëåíèå ïî  óíè-
âåðñàëüíîìó  ãàçîâîìó  çàêîíó.  Óæå õîðî-
øî … Íî  âîîáùå- òî  çàäà÷à íåêîððåê òíà  –
�D-÷àñòèöû  âûëåòàþò èç îáðàçöà â îáúåì
òîëüêî  èç 10-ìèêðîííîãî  ïðèïîâåðõíîñ ò-
íîãî  ñëîÿ  (äà è òî  íå  âñå), ò.å. áîëüøèíñ òâî
âîîáùå  íå  âûëåòèò. Êñòàòè, ÷àñòèöû  ýòè –
íå  ñîâñåì  àòîìû  ãåëèÿ, íî  «íå  áóäåì  î

ñòðàøíîì  íà  íî÷ü» , êàê ãîâîðè ò îäèí  ìîé
çíàêîìûé  ôèçèê.

× òî  äåëàòü íà  ðåàëüíîì  ýêçàìåíå  – íå
âîîáùå , à â àñïåêòå ýòîé  ñòàòüè? Ïîñìî ò-
ðåòü íà  î òâåò è ïîäóìà òü, íå  ïðî òèâîðå÷èò
ëè îí  ÷åìó- òî , èçâåñòíîìó  èç øêîëû , íà-
ïðèìåð  íå  ïîëó÷èëè  ëè âû  ýíåðãèþ  èçëó-
÷åíèÿ  ìåíüøå  h�Q èëè çàðÿä ìåíüøå  òðåòè
çàðÿäà ýëåêòðîíà  å (ïî  ìîäóëþ , ïî  ìîäó-
ëþ!).  Êðîìå  òîãî , ïîëåçíî  ïîñìî òðåòü ïðî-
ñòî  íà  óñëîâèå çàäà÷è. Øêîëüíèê , êî òî-
ðûé  ðåøàë çàäà÷ó î  ïëàâàíèè  îáúåêòà íà
ãðàíèöå äâóõ æèäêîñòåé, ïëî òíîñ òè êî òî-
ðûõ  3900 êã ì  è 32700 êã ì , è ïîëó÷èë
îòâåò äëÿ ïëîòíîñòè  îáúåêòà 3100 êã ì ,
çðÿ ýòîãî  íå  ñäåëàë. Â êà÷åñòâå ïå÷àëüíî ãî
àíåêäîòà ì îæíî  äîáàâèòü, ÷òî ñîòíè  ø êîëü-
íè êîâ  ðàäîñòíî  ïèñàëè,  ÷òî ýòî ì àñëî è
àëþ ì èíèé,  õîòÿ  â çàäà÷å ýòî íå  ñïðàøèâà-
ëîñü.  Çà÷åì  áûëî  äåì îíñòðèðîâàòü  óæàñà-
þùóþ  àáñòðàêòíîñòü  ñâîåãî  ì ûøëåíèÿ?

Äàëåå, âíóòðè  çàäà÷è ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ,
êàê ýòî íè  ñòðàííî,  ñêëàäûâàòü. Ïîëó÷èâ
â êà÷åñòâå ïðî ì åæóòî÷íî ãî  ðåçóëüòàòà
íå÷òî  âðîäå ( )150,515 10 2,75× + , ñòîèò íà-
ñòîðîæèòüñÿ. Ðàâíî  êàê è ïîëó÷èâ  â êà÷å-
ñòâå îòâåòà íà  âîïðîñ  «âî  ñêîëü êî  ðàç»
îòâåòû «â 181,2 10×  ðàçà» èëè «â 260, 4 10×
ðàç». Åñëè çàäà÷ó ñîñòàâëÿë ì èíè ì àëüíî
ðàçóì íûé  ÷åëîâåê, òàêî ãî  íå  áóäåò – ñêëà-
äûâàòü è âû÷èòàòü â ø êîëå  èì ååò ñì ûñë
ñðàâíèì ûå âåëè÷èíû  (õîòÿ  áû  èç-çà òîãî,
÷òî ðàçðåøåíî  ïîëüçîâàòüñÿ  êàëüêóëÿòî-
ðàì è).  Çàì åòèì , ÷òî â ñåðüåçíîé  ôèçè êå (è
ø êîëüíè êàì  ñòîèëî  áû  ýòî îáúÿñíÿòü)
ñèòóàöèÿ ñëîæíåå  – áûâàåò, ÷òî ñèëüíî
ðàçëè÷àþùèåñÿ âåëè÷èíû  ïðèõîäèòñÿ  ñêëà-
äûâàòü. À ÷àùå èõ ïðèõîäèòñÿ  ñðàâíèâàòü
– äëÿ âûáîðà  ì îäåëè,  äëÿ îáîñíîâàíèÿ
òîãî,  ÷òî ì û  ó÷èòûâàåì , à ÷åì  â äàííî ì
ñëó÷àå ïî êà ïðåíåáðå ãàåì .

Èòàê, ÷èñëåííûå  îöåí êè èì åþò áîëüøîå
çíà÷åíèå  â ôèçè êå – ïðè÷å ì  åùå çàäîëãî
äî  ïîëó÷åíèÿ  îòâåòà! Îíè  ïîçâîëÿþò  ïîñò-
ðîèòü ì îäåëü è îïðåäåëèòü  íàïðàâëåíèå  åå
ðàçâèòèÿ. Ýòî  – îäíà  èç ïðè÷èí  âàæíîñòè
÷èñëåííûõ  îöåíî ê äëÿ ôèçè êè. Äëÿ  îñ-
òàëüíûõ  ëþäåé îíè  âàæíû  åùå è ïîòî ì ó,
÷òî â íå êîòîðûõ  ñëó÷àÿõ ïðåäîõðàíÿþò  îò

(Ï ðîäîëæåíèå  ñì . íà  ñ. 13)



Èñïûòàíèå  1. Äâà èç òðåõ. Î äâîè÷íûõ
íàáîðàõ,  êóáàõ è øàðàõ

Äàâíûì-äàâíî ïðàâèë â Ïåðñèè öàðü
Øàõðèÿð. Öåëûìè äíÿìè öàðü ïèðîâàë,
îõîòèëñÿ è ðàçâëåêàëñÿ, óñòðàèâàÿ æåñ-
òîêèå èñïûòàíèÿ äëÿ ñâîèõ ïðèäâîðíûõ.
Â òî âðåìÿ êàê öàðü ïðîâîäèë âðåìÿ â
ïðàçäíîñòè, ðåøåíèåì âñåõ çàïóòàííûõ
ãîñóäàðñòâåííûõ äåë è óïðàâëåíèåì ñòðà-
íîé çàíèìàëñÿ ñîâåò ïðèäâîðíûõ ìóäðå-
öîâ.

Îäíàæäû öàðü ðåøèë ïðîâåðèòü, òàê
ëè óæ óìíû åãî ïðèäâîðíûå ìóäðåöû. Îí
ïðèêàçàë ïîçâàòü òðåõ ìóäðåöîâ è îáúÿ-
âèë óñëîâèÿ èñïûòàíèÿ, êîòîðîå îæèäà-
åò èõ çàâòðà. Êàæäîìó ìóäðåöó íà ãîëî-
âó íàäåíóò êîëïàê áåëîãî èëè ÷åðíîãî
öâåòà. Êàæäûé ñìîæåò âèäåòü ÷óæèå
êîëïàêè, íî íå áóäåò çíàòü, êàêîãî öâåòà
åãî êîëïàê. Êàêîé èìåííî êîëïàê íàäåòü
íà êàæäîãî ìóäðåöà, ðåøèò ïàëà÷, òðèæ-
äû ïîäáðîñèâ ìîíåòó, îäíà ñòîðîíà êî-
òîðîé îêðàøåíà â áåëûé öâåò, à äðóãàÿ –
â ÷åðíûé. Çàòåì êàæäîìó ìóäðåöó äàäóò
ïåðî è ëèñò ïåðãàìåíòà, íà êîòîðîì îí
íàïèøåò, êàêîãî öâåòà åãî êîëïàê. Åñëè
õîòÿ áû äâîå ìóäðåöîâ îòâåòÿò ïðàâèëü-
íî, âñåõ íàãðàäÿò, åñëè æå õîòÿ áû äâîå
îøèáóòñÿ, âñåõ ìóäðåöîâ êàçíÿò. Ïîäà-
âàòü äðóã äðóãó êàêèå-ëèáî çíàêè âî âðå-
ìÿ èñïûòàíèÿ çàïðåùåíî. Çà íî÷ü ïåðåä
èñïûòàíèåì ó ìóäðåöîâ åñòü âîçìîæ-
íîñòü äîãîâîðèòüñÿ è âûðàáîòàòü åäè-
íóþ ñòðàòåãèþ. Êàê ñëåäóåò äåéñòâî-
âàòü ìóäðåöàì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü
øàíñû îñòàòüñÿ â æèâûõ?

Äî êàæåì , ÷òî íå  ñóùåñòâóåò ñïîñîáà,
ïîçâîëÿþùå ãî  ñäåëàòü âåðîÿòíîñòü  âûèã-
ðûøà  ì óäðåöîâ áîëüøå  ÷åì  3 4 .

Ïóñòü  èñïûòàíèå  ïîâòîðÿåòñÿ  ì íî ãî  ðàç.
Ïóñòü  ì óäðåöàì  óäàëîñü ðàçðàáîòàòü ì å-
òîä,  ïîçâîëÿþùèé  äâóì  ì óäðåöàì  èç òðåõ
óãàäûâàòü öâåòà ñâîèõ êîëïà êîâ  â ñðåäíåì
÷àùå, ÷åì  â òðåõ èãðàõ èç ÷åòûðåõ. Òàêèì
îáðàçî ì , èç 12 îòâåòîâ ì óäðåöîâ,  ïðîçâó-
÷àâøèõ â òå÷åíèå ÷åòûðåõ èãð, â ñðåäíåì
áîëåå 6 îòâåòîâ áóäóò âåðíû ì è ( 6 3 2� �˜ ).
Íî  ýòî íåâîç ì îæíî,  òàê êàê êàæäûé ì óä-
ðåö óãàäûâàåò öâåò ñâîåãî  êîëïà êà â îäíî ì
ñëó÷àå èç äâóõ, à çíà÷èò, èç 12 îòâåòîâ â
ñðåäíåì  ðîâíî  6 îòâåòîâ âåðíû.

Âñåãî  åñòü 8 ðàçëè÷íûõ  âàðèàíòîâ  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ  êîëïà êîâ  ì åæäó òðåì ÿ ì óäðå-
öàì è. Âåðîÿòíîñòü  âûèãðûøà  3 4  îçíà÷à-
åò, ÷òî ì óäðåöû ïîáåæäàþò  â øåñòè âà-
ðèàíòàõ,  à ïðîè ãðûâàþò  â äâóõ âàðèàíòàõ
èç âîñüì è.

Ïîïðîáóå ì  ïîñòðîèòü  òàêóþ  ñòðàòåãèþ
ì óäðåöîâ,  êîòîðàÿ  ïîçâîëèò  èì  âûèãðû-
âàòü â øåñòè ñëó÷àÿõ èç âîñüì è.

Äëÿ  óäîáñòâà çàïèñè íàáîðîâ  êîëïà êîâ
áóäåì  èñïîëüçîâàòü  öèôðó  0 äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ  áåëîãî  êîëïà êà, à öèôðó  1 äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ  ÷åðíî ãî  êîëïà êà. Íàïðè ì åð, çàïèñü
001 áóäåò îçíà÷àòü,  ÷òî ïåðâû ì  äâóì  ì óä-
ðåöàì  äîñòàëèñü áåëûå êîëïà êè, à òðåòèé
ì óäðåö ïîëó÷èë  ÷åðíûé  êîëïà ê.

Âûáåðåì  äâà «ñì åðòåëüíûõ»  íàáîðà  êîë-
ïà êîâ,  êîòîðûå  ì óäðåöû íå  ñì î ãóò óãà-
äàòü. Íàïðè ì åð, ïóñòü ñì åðòåëüíûì è áó-
äóò íàáîðû  000 è 111. Ìû  õîòè ì , ÷òîáû  íà
âñåõ îñòàëüíûõ  íàáîðàõ  ì óäðåöû ñì î ãëè
âûèãðàòü. Êàê ýòîãî  äîáèòüñÿ?

Ïðåæäå  âñåãî  çàì åòèì , ÷òî äëÿ ëþáî ãî
íå  ñì åðòåëüíî ãî  íàáîðà  êîëïà êîâ  îäèí  èç
ì óäðåöîâ âèäèò íà  ñîñåäÿõ êîëïà êè îäíî ãî
è òîãî  æå öâåòà. Ñòðàòåãèÿ ýòîãî  ì óäðåöà
ÿñíà:  åñëè âèäèøü íà ñîñåäÿõ äâà êîëïàêà
îäíîãî öâåòà, íàçûâàé äðóãîé öâåò . Î÷å-

Ì óäðåöû, êîëïàêè
è àðèôìåòèêà êîíå÷íûõ ïîëåé
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âèäíî,  äëÿ ëþáî ãî  íå  ñì åðòåëüíî ãî  íàáîðà
ýòà ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò è ãàðàíòèðîâàííî
ïîçâîëèò  ì óäðåöó óãàäàòü öâåò ñâîåãî  êîë-
ïà êà.

Çàéì åì ñÿ îñòàâøèì èñÿ äâóì ÿ ì óäðåöà-
ì è, êàæäûé èç êîòîðûõ  âèäèò íà  ñîñåäÿõ
êîëïà êè ðàçíûõ  öâåòîâ. ×òîáû  âûèãðàòü,
äîñòàòî÷íî,  ÷òîáû  õîòÿ  áû  îäèí  èç ýòèõ
ì óäðåöîâ íàçâàë öâåò ñâîåãî  êîëïà êà ïðà-
âèëüíî.  Çàì åòèì  òàêæå, ÷òî èõ ñîáñòâåí-
íûå  êîëïà êè îäíî ãî  è òîãî  æå öâåòà.
Çíà÷èò, åñëè îäèí  èç ì óäðåöîâ íàçîâåò
áåëûé öâåò, à äðóãîé  – ÷åðíûé,  òî  îäèí
îáÿçàòåëüíî  óãàäàåò. Íî  êàê ì óäðåöû óç-
íàþò,  êàêîé  öâåò íàçûâàòü,  åñëè îíè  îáà
âèäÿò îäíó  è òó æå êàðòèíó – íà  ñîñåäÿõ
êîëïà êè ðàçíûõ  öâåòîâ? Äåëî  â òî ì , ÷òî
åñëè ïðèñ ì îòðåòüñÿ âíè ì àòåëüíåå, ì û  çà-
ì åòèì : â òî ì , ÷òî âèäÿò ýòè äâà ì óäðåöà,
åñòü íå êîòîðûå  ðàçëè÷èÿ. Ïóñòü,  íàïðè-
ì åð, ì óäðåöû âñòàëè â êðóã. Òîãäà îäèí  èç
äâóõ ì óäðåöîâ âèäèò ñëåâà áåëûé êîëïà ê,
à ñïðàâà – ÷åðíûé.  Äðóãîé  ì óäðåö âèäèò
èíóþ  êàðòèíó:  ñëåâà ÷åðíûé  êîëïà ê, à
ñïðàâà – áåëûé.

Òåïåðü ëåãêî  ïðèäó ì àòü ïðàâèëî,  êîòî-
ðîå  ïîçâîëèò  îäíî ì ó èç ýòèõ ì óäðåöîâ
óãàäàòü öâåò ñâîåãî  êîëïà êà: åñëè âèäèøü
íà ñîñåäÿõ êîëïàêè ðàçíûõ öâåòîâ, íà-
çûâàé òîò öâåò, êîòîðûé âèäèøü ñïðà-
âà (çàì åòèì , ÷òî òàêæå ãîäèòñÿ è «çåð-
êàëüíî-ñè ìì åòðè÷íîå»  ïðàâèëî:  åñëè âè-
äèøü íà  ñîñåäÿõ êîëïà êè ðàçíûõ  öâåòîâ,
òî  íàçûâàé  òîò öâåò, êîòîðûé  âèäèøü
ñëåâà).

Èòàê, çàäà÷à ðåøåíà,  íî  íå  áóäåì  òîðî-
ïèòüñÿ.  Âî-ïåðâûõ,  ïîäó ì àåì , íåëüçÿ ëè
óïðîñòèòü  ïðàâèëà,  êîòîðû ì  äîëæíû  ñëå-
äîâàòü ì óäðåöû.  Íåòðóäíî  äî ãàäàòüñÿ, ÷òî
äâà íàéäåííûõ  íà ì è ïðàâèëà  ì îæíî  ïåðå-
ôîð ì óëèðîâàòü â âèäå îäíî ãî  ïðîñòî ãî
ïðàâèëà:  íàçûâàé ÍÅ òîò öâåò, êîòîðûé
âèäèøü íà ñîñåäå ñëåâà.

Âî-âòîðûõ,  ïîñòðîè ì  ãåî ì åòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ  çàäà÷è î  òðåõ êîëïà êàõ.
Óäîáíî  ïðåäñòàâèòü ì íîæåñòâî  âàðèàíòîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ  êîëïà êîâ  â âèäå êóáà
(ðèñ.1).  Êàæäûé íàáîð  êîëïà êîâ  ñîîòâåò-
ñòâóåò îäíîé  èç âåðøèí  êóáà. Åñëè äâà
íàáîðà  êîëïà êîâ  îòëè÷àþòñÿ ëèøü  öâåòîì
îäíî ãî  êîëïà êà (òàêèå íàáîðû  íàçûâàþòñÿ

ñîñåäíèìè ),  îíè  ðàñïîëîæåíû  â âåðøè-
íàõ,  ñîåäèíåííûõ  ðåáðî ì .

Äîñòðîè ì  òåïåðü äâà øàðà,  öåíòðû  êîòî-
ðûõ  íàõîäÿòñÿ  â ñì åðòåëüíûõ òî÷êàõ 000
è 111, à ðàäèóñû ðàâíû  ðåáðó êóáà. Êàæ-
äûé  øàð  ïî êðûâàåò ÷åòûðå òî÷êè êóáà.
Êàæäàÿ òî÷êà êóáà ëèáî  íàõîäèòñÿ  íà
ïîâåðõíîñòè,  ëèáî  â öåíòðå îäíî ãî  èç
øàðîâ.  Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò,  ÷òî ïîñò-
ðîåíî  «ïî êðûòèå êóáà íåïåðåñåêàþùè ì è-
ñÿ øàðàì è». Åñëè òî÷êà î êàçàëàñü â öåíò-
ðå øàðà,  ì óäðåöû íå  óãàäàþò öâåòà ñâîèõ
êîëïà êîâ,  åñëè æå òî÷êà ëåæèò íà  ïîâåðõ-
íîñòè  øàðà,  áîëüøèíñòâî  ì óäðåöîâ íàçî-
âóò ñâîè öâåòà ïðàâèëüíî.

Èñïûòàíèå  2. ×åòûðå  èç ñåìè.
Î ìíîãî÷ëåíàõ  è êîäîâûõ  ìíîæåñòâàõ

Íà ñëåäóþùèé äåíü ê öàðþ ïðèâåëè
ñåìåðûõ ìóäðåöîâ. Ïðàâèòåëü îáúÿâèë,
÷òî ñåãîäíÿ ñîñòîèòñÿ åùå îäíî èñïû-
òàíèå.

Ïðàâèëà òå æå, ÷òî è â÷åðà: êàæäîìó
ìóäðåöó íà ãîëîâó íàäåíóò êîëïàê áåëîãî
ëèáî ÷åðíîãî öâåòà, ïîñëå ÷åãî êàæäûé
ìóäðåö äîëæåí çàïèñàòü, êàêîãî öâåòà ïî
åãî ìíåíèþ êîëïàê íà åãî ãîëîâå. Åñëè
õîòÿ áû ÷åòâåðî ìóäðåöîâ îòâåòÿò ïðà-
âèëüíî, âñåõ íàãðàäÿò, åñëè æå õîòÿ áû
÷åòâåðî îøèáóòñÿ, âñåõ êàçíÿò.

Êàê ñëåäóåò äåéñòâîâàòü ìóäðåöàì,
÷òîáû è íà ýòîò ðàç ñâåñòè âåðîÿòíîñòü
êàçíè ê ìèíèìóìó?

Îïÿòü  íà÷íå ì  ñ íèæíåé  îöåí êè âåðîÿò-
íîñòè  êàçíè.  Äî êàæåì , ÷òî íå  ñóùåñòâóåò

Ðèñ. 1



ñïîñîáà,  ïîçâîëÿþùå ãî  ñäåëàòü âåðîÿòíîñòü
âûèãðûøà  áîëüøå  ÷åì  7 8. Äî êàçàòåëü-
ñòâî òàêîå  æå, êàê è â ïåðâîé  çàäà÷å, ñ
òî÷íîñòüþ  äî  çàì åíû  ÷èñåë.

Ïóñòü  ì óäðåöàì  óäàëîñü ðàçðàáîòàòü
ì åòîä, ïîçâîëÿþùèé  ÷åòûðåì  ì óäðåöàì  èç
ñåì è óãàäûâàòü öâåòà ñâîèõ êîëïà êîâ  â
ñðåäíåì  ÷àùå, ÷åì  â ñåì è èãðàõ èç âîñüì è.
Òàêèì  îáðàçî ì , èç 56 îòâåòîâ ì óäðåöîâ,
ïðîçâó÷àâøèõ  â òå÷åíèå âîñüì è èãð, â
ñðåäíåì  áîëåå 28 îòâåòîâ áóäóò âåðíû ì è
( 28 7 4� �˜ ).  Íî  ýòî íåâîç ì îæíî,  òàê êàê
êàæäûé ì óäðåö óãàäûâàåò öâåò ñâîåãî  êîë-
ïà êà â îäíî ì  ñëó÷àå èç äâóõ, à çíà÷èò, èç
56 îòâåòîâ â ñðåäíåì  ðîâíî  28 îòâåòîâ
âåðíû.

Âñåãî  åñòü 128 ðàçëè÷íûõ  âàðèàíòîâ  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ  êîëïà êîâ  ì åæäó ñåì üþ  ì óäðå-
öàì è. Âåðîÿòíîñòü  âûèãðûøà  7 8  îçíà÷à-
åò, ÷òî ì óäðåöû ïîáåæäàþò  â 112 âàðèàí-
òàõ, à ïðîè ãðûâàþò  â 16 âàðèàíòàõ èç 128.

Ïî  àíàëî ãèè ñ ïåðâîé  çàäà÷åé òåïåðü
íàäî  êàê-òî  âûáðàòü 16 ñì åðòåëüíûõ íàáî-
ðîâ.  Íî  êàê ýòî ñäåëàòü?

Â ïðåäûäóùåé  çàäà÷å âñå íàáîðû  èç òðåõ
êîëïà êîâ  ì û  ðàññòàâèëè ïî  âåðøèíà ì  êóáà.
Òåïåðü êîëïà êîâ  ñåì ü, à çíà÷èò, ì íîæå-
ñòâî íàáîðîâ  ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíà ì  ñå-
ì èì åðíî ãî  ãèïåð êóáà. Ïðåäñòàâèòü ýòó
ôè ãóðó ñëîæíî,  îäíà êî  ýòî íå  ì åøàåò íà ì
ïîðàññóæäàòü î  åå ñâîéñòâàõ.

Çàì åòèì , ÷òî òàê êàê ì óäðåöîâ ñåì åðî,
òî  äëÿ êàæäîãî  íàáîðà  êîëïà êîâ  ñóùåñòâó-
åò ñåì ü ñîñåäíèõ  íàáîðîâ,  ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäûé 7-ì åðíûé  øàð  åäèíè÷íî ãî  ðàäèó-
ñà ñ öåíòðî ì  â âåðøèíå  N-ì åðíî ãî  êóáà
ïî êðûâàåò ðîâíî  8 òî÷åê êóáà. Ïîñ êîëü êó
128 16 8� �˜ , òî  òåîðåòè÷åñêè äëÿ ïî êðûòèÿ
âñåõ 128 âåðøèí  7-ì åðíî ãî  êóáà êàê ðàç
äîëæíî  õâàòèòü øåñòíàäöàòè íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ  7-ì åðíûõ  øàðîâ,  â öåíòðå êàæäî-
ãî  èç êîòîðûõ  ì û  ïî ì åñòèì  ñì åðòåëüíûé
íàáîð.  Âîò  òîëüêî  êàê ýòî ñäåëàòü íà
ïðà êòèêå?

Áóäåì  íàçûâàòü ðàññòîÿíèåì  ì åæäó
äâóì ÿ íàáîðà ì è ÷èñëî ïîçèöèé,  â êîòîðûõ
ýòè íàáîðû  îòëè÷àþòñÿ. Ðàññòîÿíèå ì åæäó
ñîñåäíè ì è íàáîðà ì è ðàâíî  åäèíèöå.  Òå-
ïåðü  ñôîð ì óëèðóåì  ñâîéñòâà ì íîæåñòâà
ñì åðòåëüíûõ íàáîðîâ,  êîòîðîå  ì û  õîòè ì
ïîñòðîèòü.

1)  Âñåãî  â ì íîæåñòâå 16 íàáîðîâ.
2)  Ðàññòîÿíèå ì åæäó ëþáû ì è äâóì ÿ

íàáîðà ì è íå  ì åíüøå  òðåõ (÷òîáû  øàðû,  â
öåíòðàõ êîòîðûõ  íàõîäÿòñÿ  ñì åðòåëüíûå
íàáîðû,  íå  ïåðåñåêàëèñü).

3)  Öèêëè÷åñêèé ñäâèã ñì åðòåëüíî ãî  íà-
áîðà  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñì åðòåëüíûì  íàáî-
ðî ì  (èíà÷å  ðàçíû ì  ì óäðåöàì  ïðèäåòñÿ
èñïîëüçîâàòü  ðàçëè÷íûå  ñòðàòåãèè).

Èíòóèòèâíî  ÿñíî,  ÷òî ñì åðòåëüíûå íàáî-
ðû  äîëæíû  áûòü ðàâíî ì åðíî  ðàñïðåäåëå-
íû  íà  ì íîæåñòâå âñåõ âîç ì îæíûõ  íàáîðîâ.

Ìîæíî  ïîïðîáîâàòü  ïðåäñòàâèòü êàæ-
äûé  íàáîð  êîëïà êîâ  êàê äâîè÷íóþ  çàïèñü
íå êîòîðî ãî  öåëî ãî  ÷èñëà îò  0 äî  127, à
ì íîæåñòâî  ñì åðòåëüíûõ íàáîðîâ  – êàê
ýëåì åíòû  íå êîòîðîé  àðèô ì åòè÷åñêîé  ïðî-
ãðåññèè, îäíà êî  òðàäèöèîííûå  àðèô ì åòè-
÷åñêèå îïåðàöèè  ïëîõî  ïîäõîäÿò  äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ  íóæíûõ  íà ì  ñâîéñòâ 2 è 3.

Òàê êàê òðàäèöèîííàÿ  àðèô ì åòèêà íà ì
íå  ïîäõîäèò,  âîñïîëüçóå ì ñÿ «íåòðàäèöè-
îííîé»  àðèô ì åòèêîé,  à èì åííî,  òàê íàçû-
âàåì îé  àðèô ì åòèêîé  ì íî ãî÷ëåíîâ  íàä  ïî-
ëåì  {0,1}.

Ïðåæäå  âñåãî  îïðåäåëè ì  îïåðàöèþ  ñëî-
æåíèÿ äâóõ íàáîðîâ  êîëïà êîâ.  Ñóìì à äâóõ
íàáîðîâ  äëèíû  n – ýòî íàáîð  äëèíû  n,
êàæäûé ýëåì åíò êîòîðî ãî  ðàâåí ñóìì å ïî
ì îäóëþ  2 ñîîòâåòñòâóþùèõ  ýëåì åíòîâ  èñ-
õîäíûõ  íàáîðîâ.

Íàïî ì íè ì  ïðàâèëà  ñëîæåíèÿ  ïî  ì îäó-
ëþ  2:

0 + 0 = 0,
0 +  1 = 1,
1 + 0 = 1,
1 + 1 = 0.

Ïðèìåð :
00110101 + 11110000 = 11000101.

×òîáû  îïðåäåëèòü  îïåðàöèè  óì íîæåíèÿ
è äåëåíèÿ  íàáîðîâ  êîëïà êîâ,  óäîáíî  çàïè-
ñûâàòü íàáîðû  â âèäå ì íî ãî÷ëåíîâ.  Íàáîð
êîëïà êîâ  0 1 2 1, , , , nv v v v ��K  ì îæíî  çàïèñàòü
â âèäå ì íî ãî÷ëåíà  îò  ïåðåì åííîé  õ:

2 1
0 1 2 1

n
nv v x v x v x ��

���� �˜ �� �˜ �� �� �˜K . Òàêèì
îáðàçî ì , ì íîæåñòâî  íàáîðîâ  äëèíû  n ýê-
âèâàëåíòíî  ì íîæåñòâó ì íî ãî÷ëåíîâ,  ñòå-
ïåíè  êîòîðûõ  íå  ïðåâûøàþò  n – 1.

Òåïåðü îïðåäåëè ì  ïðîèçâåäåíèå  äâóõ
íàáîðîâ  êàê íàáîð,  ñîîòâåòñòâóþùèé  ì íî-
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ãî÷ëåíó,  ïîëó÷åííî ì ó ïðè  îáû÷íî ì  óì íî-
æåíèè ì íî ãî÷ëåíîâ  èñõîäíûõ  äâóõ íà-
áîðîâ.

Ïðèìåð :

101 1111�˜ � 

= �� �� �� ��2 2 31 0 1 1 1 1 1x x x x x�� �˜ �� �˜ �˜ �� �˜ �� �˜ �� �˜ � 

= �� �� �� ��2 2 31 1x x x x�� �˜ �� �� �� � 

= 2 3 2 3 4 51 x x x x x x x�� �� �� �� �� �� �� � 

= �� �� �� ��2 3 4 51 1 1 1 1x x x x x�� �� �� �˜ �� �� �˜ �� �� � 

= 2 3 4 51 0 0 110011x x x x x�� �� �˜ �� �˜ �� �� � .
Àíàëî ãè÷íî,  äåëåíèå äâóõ íàáîðîâ  îïðå-

äåëèì  êàê äåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ  ì íî-
ãî÷ëåíîâ.  Äåëåíèå  ì íî ãî÷ëåíîâ  íåòðóäíî
ïðîèçâîäèòü  óãîë êî ì , ïîäîáíî  äåëåíèþ
îáû÷íûõ  ÷èñåë, íî  áåç ïåðåíîñà  ðàçðÿäîâ.

Ïðèìåð  ïðèâåäåí  íà  ðèñóí êå 2.
Â äàëüíåéøå ì  áóäåì  èñïîëüçîâàòü  òåð-

ì èíû  «íàáîð  äëèíû  n» è «ì íî ãî÷ëåí,
ñòåïåíü êîòîðî ãî  íå  ïðåâûøàåò  n – 1» êàê
ñèíîíè ì û.

Ïîñòðîè ì  ì íîæåñòâî  ñì åðòåëüíûõ íàáî-
ðîâ  êàê ì íîæåñòâî  ì íî ãî÷ëåíîâ,  ñòåïåíü
êîòîðûõ  íå  ïðåâûøàåò  n – 1 è
êîòîðûå  äåëÿòñÿ áåç îñòàòêà
íà  íå êîòîðûé  ñïåöèàëüíûé
ì íî ãî÷ëåí  �� ��g x .

Êîäîâîå ìíîæåñòâî  ðàçì åð-
íîñòè  n, ïîðîæäåííîå  ì íî ãî-
÷ëåíî ì  �� ��g x , – ýòî ì íîæå-
ñòâî ì íî ãî÷ëåíîâ,  ñòåïåíü
êîòîðûõ  íå  ïðåâûøàåò  n – 1,
äåëÿùèõñÿ  áåç îñòàòêà íà

�� ��g x .
Ýëåì åíòû  êîäîâî ãî  ì íîæå-

ñòâà áóäåì  íàçûâàòü êîäîâû-
ìè íàáîðàìè .

Ëåììà.  ×èñëî íàáîðîâ â
êîäîâîì ìíîæåñòâå ðàçìåð-
íîñòè n, ïîðîæäåííîì ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè k  – 1, ðàâ-
íî 1n k2 �� �� .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïîðîæ-
äåííûå  íàáîðû  ïîëó÷àþòñÿ
ïðè  óì íîæåíèè  íàáîðà  äëè-
íû  k íà  âñå âîç ì îæíûå  íàáî-
ðû  äëèíû  n – k + 1, ÷èñëî
êîòîðûõ  â òî÷íîñòè  ðàâíî

12n k�� �� .

Â äàííî ì  ñëó÷àå ì û  õîòè ì  ïîëó÷èòü
êîäîâûå  íàáîðû  äëèíû  7, à ÷èñëî ýëåì åí-
òîâ â êîäîâî ì  ì íîæåñòâå äîëæíî  áûòü
ðàâíî  16. Ïîýòî ì ó ïî  ëåìì å íàäî  èñïîëü-
çîâàòü ïîðîæäàþùèé  íàáîð  äëèíû  4, èëè,
äðóãèì è ñëîâàì è, ì íî ãî÷ëåí  ñòåïåíè  3.

Âîçü ì åì  òàêîé  ì íî ãî÷ëåí:

�� �� 31g x x x� �� �� .
Ìíîæåñòâî  êîäîâûõ  íàáîðîâ,  ïîðîæäåí-
íûõ  ýòèì  ì íî ãî÷ëåíî ì , ïðèâåäåíî  â òàá-
ëèöå.

Ðèñ. 2



Ñâîéñòâî  1 âûïîëíåíî:  ì íîæåñòâî  ñî-
äåðæèò 16 íàáîðîâ.  Ëåãêî  ïðîâåðèòü,  ÷òî
ñâîéñòâî 3 òàêæå âûïîëíåíî:  äëÿ êàæäîãî
íàáîðà  èç ì íîæåñòâà öèêëè÷åñêèé ñäâèã
ýòîãî  íàáîðà  òàêæå ïðèíàäëåæèò  ýòîì ó
ì íîæåñòâó. Îñòàëîñü  äî êàçàòü ñâîéñòâî 2.
Äëÿ  ýòîãî  ñíà÷àëà äî êàæåì  ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà  1. Åñëè íàáîðû v è u ÿâëÿþòñÿ
êîäîâûìè íàáîðàìè, òî íàáîð w = v + u
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì íàáîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.  È ì ååì

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��v x u x g x a x g x b x�� � �˜ �� �˜ � 

= �� �� �� �� �� ���� ��g x a x b x�˜ �� .
Åñëè áû  ñâîéñòâî 2 íå  âûïîëíÿëîñü,  òî
íàøëèñü  áû  äâà íàáîðà  íà  ðàññòîÿíèè  1
èëè 2, à çíà÷èò, ïî  òåîðåì å 1, ñóùåñòâîâàë
áû  íàáîð,  ðàâíûé  ñóìì å ýòèõ íàáîðîâ,  â
êîòîðî ì  áûëî  áû  âñåãî  îäíà  èëè äâå åäè-
íèöû.  Îäíà êî  íè  îäèí  èç íàáîðîâ,  ïåðå-
÷èñëåííûõ  âûøå,  íå  ñîäåðæèò ðîâíî  îäíó
èëè ðîâíî  äâå åäèíèöû.  Òàêèì  îáðàçî ì ,
ñâîéñòâî 2 òàêæå âûïîëíåíî.

Èòàê, ì û  ïîñòðîèëè  ïî êðûòèå ñåì èì åð-
íî ãî  êóáà íåïåðåñåêàþùè ì èñÿ øàðàì è.

Ìîæíî  ñêàçàòü, çàäà÷à ì óäðåöîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òî ì , ÷òîáû  íàéòè  âåðøèíó  ãèïåð-
êóáà, êîòîðàÿ  ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó  èõ
êîëïà êîâ.  Íè  îäèí  èç ì óäðåöîâ íå  çíàåò
öâåò ñâîåãî  êîëïà êà, îäíà êî  îí  âèäèò öâå-
òà âñåõ îñòàëüíûõ  êîëïà êîâ,  ò.å. ýòîì ó
ì óäðåöó èçâåñòíû âñå öèôðû  â íàáîðå,
êðî ì å îäíîé  – òîé,  êîòîðàÿ  ñîîòâåòñòâóåò
åãî  ñîáñòâåííîé  ïîçèöèè.  Òàêèì  îáðàçî ì ,
ñ òî÷êè çðåíèÿ  ýòîãî  ì óäðåöà íàáîð  êîëïà-
êîâ  ñîîòâåòñòâóåò îäíîé  èç äâóõ âåðøèí
ãèïåð êóáà, ñîåäèíåííûõ  ðåáðî ì . Çàäà÷à
ì óäðåöà – âûáðàòü ïðàâèëüíóþ  âåðøèíó
ýòîãî  ðåáðà. Äëÿ  ïðîñòîòû  òåðì èíîëî ãèè
áóäåì  ãîâîðèòü,  ÷òî ì óäðåö «íàõîäèòñÿ  íà
ðåáðå» ãèïåð êóáà.

Îïðåäåëè ì  òåïåðü ñòðàòåãèè ì óäðåöîâ.
Ïðåæäå  âñåãî,  åñëè ì óäðåö íàõîäèòñÿ  íà

ðåáðå, îäíà  èç âåðøèí  êîòîðî ãî  ÿâëÿåòñÿ
êîäîâû ì  íàáîðî ì , òî  ì óäðåö äîëæåí  íà-
çâàòü öâåò, ñîîòâåòñòâóþùèé  äðóãîé  âåð-
øèíå.  Ýòî  ïðàâèëî  ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè
íàáîð  êîëïà êîâ  ÿâëÿåòñÿ ñì åðòåëüíûì
íàáîðî ì , òî  âñå ì óäðåöû îøèáóòñÿ,  åñëè
æå íàáîð  êîëïà êîâ  íå  ÿâëÿåòñÿ ñì åðòåëü-

íû ì  íàáîðî ì , òî  ïî  êðàéíåé  ì åðå îäèí  èç
ì óäðåöîâ íàçîâåò  öâåò ñâîåãî  êîëïà êà ïðà-
âèëüíî.

Ïóñòü  òåïåðü ì óäðåö íàõîäèòñÿ  íà  ðåá-
ðå, íè  îäíà  èç âåðøèí  êîòîðî ãî  íå  ÿâëÿåò-
ñÿ êîäîâû ì  íàáîðî ì . Êàæäàÿ èç ýòèõ âåð-
øèí  ïî êðûòà íå êîòîðû ì  øàðî ì , ò.å. ì îæ-
íî  ñêàçàòü, ÷òî ì óäðåö íàõîäèòñÿ  íà  ðåáðå,
ñîåäèíÿþùå ì  äâà øàðà.  Öåíòðû  ýòèõ øà-
ðîâ  íàõîäÿòñÿ  íà  ðàññòîÿíèè  3 äðóã îò
äðóãà. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû
êîëïà êîâ  ðàçëè÷àþòñÿ â òðåõ ïîçèöèÿõ:  i ,
j , k. Îäíà  èç ýòèõ ïîçèöèé  – ýòî ïîçèöèÿ
ñàì î ãî  ì óäðåöà. Äëÿ  îïðåäåëåííîñòè,  ïóñòü
ýòî áóäåò ïîçèöèÿ  i .

Ìóäðåö  ñì îòðèò,  êàêàÿ èç ïîçèöèé,  j
èëè k, âñòðåòèòñÿ ïåðâîé  ïðè  îáõîäå  ñå-
ì åðêè ì óäðåöîâ ïî  ÷àñîâîé  ñòðåëêå, íà÷è-
íàÿ  ñ ïîçèöèè  i , è íàçûâàåò öâåò, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé  ýòîì ó øàðó.

Âîçü ì åì  ïðîèçâîëüíóþ  òî÷êó X ãèïåð-
êóáà, íå  ëåæàùóþ  â öåíòðå øàðà,  è äî êà-
æåì , ÷òî áîëüøèíñòâî  ì óäðåöîâ,  î êàçàâ-
øèõñÿ  â òî÷êå X, ïðàâèëüíî  íàçîâóò  ñâîé
öâåò.

Òî÷êà X ïðèíàäëåæèò  íå êîòîðî ì ó øàðó
S. Ìóäðåö  1W , íàõîäÿùèéñÿ  íà  ðåáðå,
âåäóùåì  â öåíòð øàðà S, î÷åâèäíî,  íàçîâåò
ñâîé öâåò ïðàâèëüíî.  Îñòàëüíûå  ì óäðåöû
ñèäÿò íà  ðåáðàõ ì åæäó øàðî ì  S è äðóãèì è
øàðàì è, öåíòðû  êîòîðûõ  íàõîäÿòñÿ  íà
ðàññòîÿíèè  2 îò  òî÷êè X. Ðàññì îòðè ì  îäèí
èç ýòèõ øàðîâ,  1S . Ðàññòîÿíèå îò  öåíòðà

1S  äî  X  ðàâíî  äâóì , à çíà÷èò, åñòü äâà
ðåáðà, âåäóùèõ èç X â 1S . Íà  ýòèõ ðåáðàõ
ñèäÿò äâà ì óäðåöà, 2W  è 3W . Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ â òî ì , ÷òî ëèáî  2W , ëèáî  3W
óãàäàåò ñâîé öâåò. Äåéñòâèòåëüíî,  ïóñòü,
íàïðè ì åð, ïðè  îáõîäå  ñåì åðêè ì óäðåöîâ
ïî  ÷àñîâîé  ñòðåëêå ñíà÷àëà âñòðå÷àåòñÿ

1W , çàòåì  2W  è íà êîíåö  3W . Â ýòîì
ñëó÷àå ì óäðåö 3W  íàçîâåò  ñâîé öâåò ïðà-
âèëüíî,  òàê êàê ïðè  äâèæåíèè ïî  ÷àñîâîé
ñòðåëêå åì ó ïåðâîé  âñòðåòèòñÿ ïîçèöèÿ

1W , è îí  íàçîâåò  ñâîé öâåò, ïðàâèëüíî
ïðåäïîëà ãàÿ, ÷òî íàõîäèòñÿ  â øàðå S.

Àíàëî ãè÷íî,  âñå îñòàâøèåñÿ ì óäðåöû
ðàçîáüþòñÿ íà  ïàðû,  â êàæäîé èç êîòîðûõ
îäèí  èç ì óäðåöîâ óãàäàåò ñâîé öâåò.

Èòàê, ðåøåíèå  íàéäåíî.  Êàê åãî  óïðîñ-
òèòü?
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Êàê ì û  ïî ì íè ì , îïòè ì àëüíàÿ  ñòðàòåãèÿ
â ïåðâî ì  èñïûòàíèè  çàêëþ÷àëàñü â òî ì ,
÷òî ì óäðåöû âñòàâàëè â êðóã è êàæäûé
ì óäðåö íàçûâàë  öâåò, íå  ñîâïàäàþùèé  ñ
öâåòîì  êîëïà êà åãî  ñîñåäà ñëåâà. Ïîïðîáó-
åì  îáîáùèòü  ýòó ñòðàòåãèþ.  Áóäåì  èñêàòü
ðåøåíèå  ñëåäóþùåãî  âèäà.

Ïóñòü  âûáðàíî  íå êîòîðîå  ÷èñëî k, 0 <
< k  <  n, è k ðàçëè÷íûõ  ÷èñåë 10 i�� �� K

ki n�� ��K . Ìóäðåöû  ñòàíîâÿòñÿ â êðóã, è
êàæäûé ì óäðåö ïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî ÷åð-
íûõ  êîëïà êîâ  ó k ì óäðåöîâ íà  ðàññòîÿíèÿõ
1, , ki iK  ñïðàâà îò  íå ãî.  Åñëè ýòî ÷èñëî

÷åòíî,  ì óäðåö íàçûâàåò ÷åðíûé  öâåò, èíà-
÷å îí  íàçûâàåò áåëûé öâåò.

Áóäåì  íàçûâàòü òàêóþ  ñòðàòåãèþ  ì óäðå-
öîâ  öèêëè÷åñêîé ñòðàòåãèåé.

Ñîïîñòàâè ì  öèêëè÷åñêîé  ñòðàòåãèè íà-
áîð  h äëèíû  n, â êîòîðî ì  â ïîçèöèÿõ

10, , , ki iK  ñòîÿò åäèíèöû,  à â îñòàëüíûõ
ïîçèöèÿõ  ñòîÿò íóëè.  Ýòîò íàáîð  ì îæíî
çàïèñàòü è â âèäå ì íî ãî÷ëåíà:  �� �� 1h x � ��

1 kiix x�� �� ��K .
Ïóñòü  öâåòà êîëïàêîâ,  äîñòàâøèõñÿ ìóä-

ðåöàì,  çàäàíû  íàáîðîì  �� 0 1 2, , ,v v v v� K
��1, nv ��K . Ïóñòü  ìóäðåöû  âñòàëè â êðóã â

ïîðÿäêå  íîìåðîâ  ïî  ÷àñîâîé  ñòðåëêå. Êà-
êîé  öâåò äîëæåí  íàçâàòü ìóäðåö  ñ èíäåê-
ñîì  i , åñëè îí  èñïîëüçóåò öèêëè÷åñêóþ
ñòðàòåãèþ �� ��0 1 2 1, , , , nh h h h h ��� K ?

Ïî  îïðåäåëåíèþ  öèêëè÷åñêîé ñòðàòåãèè,
i -é ìóäðåö  äîëæåí  ïîäñ÷èòàòü ñóììó  ýëå-
ìåíòîâ  â íàáîðå  v, ñîîòâåòñòâóþùèõ  åäè-
íèöàì  â íàáîðå  h ïðè  îáõîäå  íàáîðà  v
ïðîòèâ  ÷àñîâîé  ñòðåëêè:

1 1 2 2 1 1i i i nv h v h v h�� �� �� ���˜ �� �˜ �� �� �˜K .
Åñëè ýòà ñóììà  ðàâíà íóëþ,  ìóäðåö  íàçû-
âàåò åäèíèöó  (÷åðíûé  öâåò), â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îí  íàçûâàåò íîëü  (áåëûé  öâåò).
Òàêèì  îáðàçîì,  öâåò, íàçâàííûé
i -ì  ìóäðåöîì,  ìîæíî  çàïèñàòü êàê

1 1 2 2 1 1 1i i i nv h v h v h�� �� �� ���˜ �� �˜ �� �� �˜ ��K .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ  óäèâèòåëüíàÿ

òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.  Ïóñòü �� ��h x  – ìíîãî÷ëåí,

ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé öèêëè÷åñ-
êîé ñòðàòåãèè ìóäðåöîâ, à �� ��v x  – ìíîãî-
÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó íà-
áîðó êîëïàêîâ. Òîãäà ìíîãî÷ëåí

�� �� �� �� �� ���� ��mod nv x h x x 1�˜ ��  çàäàåò ïîçèöèè

ìóäðåöîâ, óãàäàâøèõ öâåòà ñâîèõ êîëïà-
êîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Çàïèøåì:

�� �� �� �� �� ���� ��mod 1nv x h x x�˜ �� � 

= �� ��0 1 1 1 1n nv v h v h�� ���� �˜ �� �� �˜ ��K

+ �� ��1 2 1 0 1nv v h v h x���� �˜ �� �� �˜ �˜ ��K K

... + �� �� 1
1 0 1 2 1

n
n n nv v h v h x ��

�� �� ���� �˜ �� �� �˜ �˜K .

Öâåò, êîòîðûé  íàçîâåò  ïåðâûé  ìóäðåö,  çà-
äàåòñÿ âûðàæåíèåì  1 1 1 1n nv h v h�� ���˜ �� �� �˜ ��K

1�� . Òàêèì  îáðàçîì,  ïåðâûé  ìóäðåö  óãàäà-
åò ñâîé  öâåò, åñëè 0 1 1nv v h ��� �˜ ��K

1 1 1nv h���� �˜ ��K , èëè, ÷òî òî  æå ñàìîå,  åñëè

0 1 1 1 1 1n nv v h v h�� ���� �˜ �� �� �˜ � K .

Àíàëîãè÷íî  ìîæíî  óáåäèòüñÿ â èñòèííîñ-
òè òåîðåìû  äëÿ äðóãèõ ìóäðåöîâ.

Çàìåòèì,  ÷òî âûáðàííûé  íàìè  êîäîâûé
ìíîãî÷ëåí  �� �� 31g x x x� �� ��  äåëèò áåç îñ-
òàòêà 7 1x �� . ×òî  ïðîèçîéäåò,  åñëè ìóäðå-
öû  èñïîëüçóþò  öèêëè÷åñêóþ ñòðàòåãèþ,
ãäå

�� ��h x � 

�� �� �� �� �� �� �� ��7 7 31 1 1x g x x x x� �� � �� �� �� � 

= 2 41 x x x�� �� �� ?
Åñëè íàáîð  êîëïàêîâ  �� ��v x  ïðèíàäëåæèò

êîäîâîìó  ìíîæåñòâó,  òî

�� �� �� �� �� ���� ��mod 1nv x h x x�˜ �� � 

= �� �� �� �� �� �� �� ���� ��mod 1 0na x g x h x x�˜ �˜ �� � ,

òàêèì  îáðàçîì,  íèêòî  èç ìóäðåöîâ  íå  óãà-
äàåò öâåò ñâîåãî êîëïàêà.

Åñëè �� ��v x  íå  ïðèíàäëåæèò  êîäîâîìó
ìíîæåñòâó,  òî,  êàê ìû  óñòàíîâèëè  âûøå,

�� ��v x  íàõîäèòñÿ  íà  ðàññòîÿíèè  1 îò  íåêî-
òîðîãî  êîäîâîãî  ñëîâà �� ��u x . Òîãäà

�� ���� �� �� �� �� ���� ��mod 1k nu x x h x x�� �˜ �� � 

= �� �� �� �� �� ����a x g x h x�˜ �˜ ��

�� ���� �� ���� ��mod 1k nx h x x�� �˜ �� � 

= �� ���� �� �� ���� ��mod 1k nx h x x�˜ �� .

Ýòî  öèêëè÷åñêèé ñäâèã ìíîãî÷ëåíà  �� ��h x .
Ñëåäîâàòåëüíî,  ïî  òåîðåìå  2 ÷èñëî ìóäðå-
öîâ,  êîòîðûå  óãàäàþò öâåòà ñâîèõ êîëïà-



êîâ,  ðàâíî  ÷èñëó åäèíèö  â ìíîãî÷ëåíå
�� ��h x , ò.å. ðàâíî  4. Òàêèì  îáðàçîì,  äëÿ

ëþáîãî  íàáîðà  êîëïàêîâ,  íå  ïðèíàäëåæà-
ùåãî  êîäîâîìó  ìíîæåñòâó,  áîëüøèíñòâî
ìóäðåöîâ  óãàäàåò öâåòà ñâîèõ êîëïàêîâ.

Ñëîâåñíàÿ  ôîðìóëèðîâêà  ýòîé ñòðàòå-
ãèè: åñëè ÷èñëî ÷åðíûõ êîëïàêîâ ó ìóäðå-
öîâ, ñòîÿùèõ íà ðàññòîÿíèÿõ 1, 2, 4 îò
ìåíÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ÷åòíî, òî ñëå-
äóåò íàçâàòü ÷åðíûé öâåò, èíà÷å – áåëûé.

Èñïûòàíèå  3. Âîñåìü  èç ïÿòíàäöàòè.
Î ñâîéñòâàõ  ïîðîæäà þ ùåãî  ìíîãî÷ëåíà

Íà òðåòèé äåíü öàðü ïðèêàçàë ïðèâåñ-
òè ê íåìó 15 ìóäðåöîâ è îáúÿâèë, ÷òî
ñåãîäíÿ ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíåå èñïûòàíèå.

Êàê è â ïðåäûäóùèå äíè, êàæäîìó ìóä-
ðåöó íà ãîëîâó íàäåíóò êîëïàê áåëîãî
ëèáî ÷åðíîãî öâåòà, ïîñëå ÷åãî êàæäûé
ìóäðåö äîëæåí çàïèñàòü, êàêîãî öâåòà ïî
åãî ìíåíèþ êîëïàê íà åãî ãîëîâå. Åñëè
õîòÿ áû âîñåìü ìóäðåöîâ îòâåòÿò ïðà-
âèëüíî, âñåõ íàãðàäÿò, åñëè æå õîòÿ áû
âîñåìü îøèáóòñÿ, âñåõ êàçíÿò.

Êàê ñëåäóåò äåéñòâîâàòü ìóäðåöàì,
÷òîáû ñâåñòè âåðîÿòíîñòü êàçíè ê ìèíè-
ìóìó?

Îïÿòü  íà÷íåì  ñ íèæíåé  îöåíêè  âåðîÿò-
íîñòè  êàçíè.  Äîêàæåì,  ÷òî íå  ñóùåñòâóåò
ñïîñîáà,  ïîçâîëÿþùåãî  ñäåëàòü âåðîÿò-
íîñòü  âûèãðûøà  áîëüøå  ÷åì  15 16 . Äîêà-
çàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî  ïðåäûäóùèì.

Ïóñòü  ìóäðåöàì  óäàëîñü ðàçðàáîòàòü
ìåòîä,  ïîçâîëÿþùèé  âîñüìè  ìóäðåöàì  èç
ïÿòíàäöàòè  óãàäûâàòü öâåòà ñâîèõ êîëïà-
êîâ  â ñðåäíåì  ÷àùå, ÷åì  â ïÿòíàäöàòè
èãðàõ èç øåñòíàäöàòè. Òàêèì  îáðàçîì,  èç
240 îòâåòîâ ìóäðåöîâ,  ïðîçâó÷àâøèõ  â
òå÷åíèå øåñòíàäöàòè èãð, â ñðåäíåì  áîëåå
120 îòâåòîâ áóäóò âåðíûìè  ( 120 15 8� �˜ ).
Íî  ýòî íåâîçìîæíî,  òàê êàê êàæäûé ìóä-
ðåö óãàäûâàåò öâåò ñâîåãî êîëïàêà  â îäíîì
ñëó÷àå èç äâóõ, à çíà÷èò, èç 240 îòâåòîâ â
ñðåäíåì  ðîâíî  120 îòâåòîâ âåðíû.

Âñåãî ñóùåñòâóåò 152  ðàçëè÷íûõ  íàáî-
ðîâ  êîëïàêîâ.  Çàìåòèì,  ÷òî 15-ìåðíûé
øàð  ïîêðûâàåò  16 òî÷åê 15-ìåðíîãî  êóáà,
òàêèì  îáðàçîì,  äëÿ ïîêðûòèÿ  âñåõ 152
òî÷åê êóáà ïîòðåáóåòñÿ 152 16 2048�  øà-
ðîâ.  Èòàê, êîäîâîå  ìíîæåñòâî  âêëþ÷àåò
2048 íàáîðîâ.  Âûïèñûâàòü  âñå ýòè íàáîðû

áûëî  áû  ñëèøêîì  äîëãî.  Äîêàæåì  òðè
òåîðåìû,  êîòîðûå  ïîìîãóò  íàì  èçáàâèòüñÿ
îò  âûïèñûâàíèÿ  2048 íàáîðîâ.

Òåîðåìà  3.1. Ïóñòü �� ��g x  äåëèò nx 1�� .
Òîãäà öèêëè÷åñêèé ñäâèã ëþáîãî êîäîâîãî
íàáîðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì íàáîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü  �� 0 1, ,v v v� K
��2 1, ,n nv v�� ��K  – êîäîâûé  íàáîð.  Îáîçíà÷èì

÷åðåç v�c íàáîð,  ïîëó÷åííûé  öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì  v íà  îäíó  ïîçèöèþ  âïðàâî:

( )1 0 1 3 2, , , , ,n n nv v v v v vK- - -= =¢

= 2
1 0 1nv v x v x- + × + × +K

2 1
3

n n
nv x x- -

-+ × × =K

= ( )1 1
n

n nv x v x v x- -+ × + × =

= ( ) ( )1 1n
nx v x v x-× + × + =

= ( ) ( ) ( ) ( )1nx a x g x v b x g x-× × + × × =

= ( ) ( )( ) ( )1nx a x v b x g x-× + × × .

Òåîðåìà  3.2.  Ïóñòü ( )g x  äåëèò nx 1+
è íå äåëèò íè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ kx 1+ ,
ãäå k < n. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáû-
ìè êîäîâûìè íàáîðàìè íå ìåíüøå ÷åì 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü  ñóùåñòâóþò äâà
êîäîâûõ  íàáîðà  u è v, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè  ìåíüøå  òðåõ. Ðàññìîòðèì  ñóì-
ìó  ýòèõ íàáîðîâ  w = u + v. Òàê êàê u è v
îòëè÷àþòñÿ íå  áîëåå ÷åì  â äâóõ ïîçèöèÿõ,
â w íå  áîëåå äâóõ åäèíèö.  Ïî  òåîðåìå  1

( )w x  ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì  íàáîðîì,  à ïî
òåîðåìå  3.1 ëþáîé  öèêëè÷åñêèé ñäâèã w
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì  íàáîðîì.  Ðàñ-
ñìîòðèì  êîäîâûé  íàáîð  s – öèêëè÷åñêèé
ñäâèã w, ãäå åäèíèöà  ñòîèò â ïîçèöèè  0.
Åñëè â s âñåãî îäíà  åäèíèöà,  òî,  î÷åâèäíî,
s = 1 íå  ìîæåò  áûòü êîäîâûì  ñëîâîì.  Åñëè
æå â s äâå åäèíèöû,  òî  1ks x= +  äëÿ
íåêîòîðîãî  k < n. Îäíàêî,  ïî  óñëîâèþ,

( )g x  íå  äåëèò íè  îäèí  èç ìíîãî÷ëåíîâ
1kx + . Ïðèøëè  ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåîðåìà  3.3. Ïóñòü ( )g x  äåëèò nx 1+ .
Ïóñòü ñòðàòåãèÿ ìóäðåöîâ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ( ) ( ) ( )nh x x 1 g x= + .
Òîãäà:

1) äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîëïàêîâ èç êîäî-
âîãî ìíîæåñòâà íè îäèí èç ìóäðåöîâ íå
óãàäàåò öâåò ñâîåãî êîëïàêà;

2) äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîëïàêîâ íà ðàñ-
ñòîÿíèè 1 îò êîäîâîãî ìíîæåñòâà ÷èñëî
ìóäðåöîâ, óãàäàâøèõ öâåò ñâîèõ êîëïà-
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êîâ, ðàâíî ÷èñëó åäèíèö â ìíîãî÷ëåíå
( )h x .
Äîêàçàòåëüñòâî.  Åñëè íàáîð  êîëïàêîâ
( )v x  ïðèíàäëåæèò  êîäîâîìó  ìíîæåñòâó,

òî
( ) ( ) ( )( )mod 1nv x h x x× + =

= ( ) ( ) ( ) ( )( )mod 1na x g x h x x× × + =

= ( ) ( ) ( )( )1 mod 1 0n na x x x× + + = ,
òàêèì  îáðàçîì,  íèêòî  èç ìóäðåöîâ  íå  óãà-
äàåò öâåò ñâîåãî êîëïàêà.

Åñëè ( )v x  íàõîäèòñÿ  íà  ðàññòîÿíèè  1 îò
íåêîòîðîãî  êîäîâîãî  ñëîâà ( )u x , òî

( )( ) ( ) ( )( )mod 1k nu x x h x x+ × + =

= ( ) ( ) ( )(a x g x h x× × +

( )) ( )( )mod 1k nx h x x+ × + =

= ( )( ) ( )( )mod 1k nx h x x× + .

Ýòî  öèêëè÷åñêèé ñäâèã ìíîãî÷ëåíà  ( )h x .
Ñëåäîâàòåëüíî,  ïî  òåîðåìå  2 ÷èñëî ìóäðå-
öîâ,  êîòîðûå  óãàäàþò öâåòà ñâîèõ êîëïà-
êîâ,  ðàâíî  ÷èñëó åäèíèö  â ìíîãî÷ëåíå  ( )h x .

Òåïåðü ìîæíî  ïðèñòóïèòü  ê ïîñòðîåíèþ
îïòèìàëüíîé  ñòðàòåãèè äëÿ 15 ìóäðåöîâ.

Èç  òåîðåì  3.1 è 3.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ãåíåðàöèè êîäîâîãî  ìíîæåñòâà  íóæåí  ìíî-
ãî÷ëåí,  êîòîðûé  äåëèò 15 1x + . Ðàçëîæèì
ìíîãî÷ëåí  15 1x +  íà  ìíîæèòåëè:

15 1x + =

( ) ( )2 3 4 3 41 1x x x x x x= + + + + × + + �u

�u( ) ( ) ( )4 21 1 1x x x x x+ + × + + × + .

Â êîäîâîì  ìíîæåñòâå,  êîòîðîå  ìû  õîòèì
ïîñòðîèòü,  äîëæíî  áûòü 2048 ýëåìåíòîâ,
ïîýòîìó  ïî  ëåììå  äëÿ ãåíåðàöèè êîäîâîãî
ìíîæåñòâà  íóæåí  ìíîãî÷ëåí  ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè.

Â ðàçëîæåíèè  15 1x +  òðè ìíîãî÷ëåíà
÷åòâåðòîé ñòåïåíè:

1)  2 3 41 x x x x+ + + + ;

2)  41 x x+ + ;

3)  3 41 x x+ + .
Ìíîãî÷ëåí  2 3 41 x x x x+ + + +  íàì  íå  ïîä-
õîäèò,  òàê êàê îí  äåëèò 5 1x + , à çíà÷èò, íå
âûïîëíÿþòñÿ  óñëîâèÿ  òåîðåìû  3.2. Íî
çàòî äëÿ ëþáîãî  èç îñòàâøèõñÿ äâóõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ  óñëîâèÿ  òåîðåìû  3.2 âûïîëíåíû
(îñòàâëÿåì  ïðîâåðêó  ýòîãî  â êà÷åñòâå çàäà-
íèÿ  ÷èòàòåëþ).

Âûáåðåì  äëÿ ãåíåðàöèè êîäîâîãî  ìíî-
æåñòâà ìíîãî÷ëåí  41 x x+ + . Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé  3.3 âûáåðåì  ñòðàòåãèþ
ìóäðåöîâ,  ñîîòâåòñòâóþùóþ  ìíîãî÷ëåíó

( ) ( )1nx g x+ . Èìååì:

( ) ( )15 41 1x x x+ + + =

= 2 3 5 7 8 111 x x x x x x x+ + + + + + + .
 Â ýòîì  ìíîãî÷ëåíå  8 åäèíèö,  ñëåäîâàòåëü-
íî,  ïî  òåîðåìå  3.3 äëÿ êàæäîãî  íàáîðà
êîëïàêîâ,  íå  âõîäÿùåãî  â êîäîâîå  ìíîæå-
ñòâî, 8 ìóäðåöîâ  èç 15 óãàäàþò öâåòà ñâîèõ
êîëïàêîâ.

Èòàê, ñòðàòåãèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ  15 ìóä-
ðåöàì  âûèãðàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ  15 16 ,
îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì  21 x x+ + +

3 5 7 8 11x x x x x+ + + + + . Ñëîâåñíàÿ  ôîð-
ìóëèðîâêà  ýòîé ñòðàòåãèè: åñëè ÷èñëî ÷åð-
íûõ êîëïàêîâ ó ìóäðåöîâ, ñòîÿùèõ íà
ðàññòîÿíèÿõ 1, 2, 3, 5, 7, 8, 11 îò ìåíÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, ÷åòíî, òî ñëåäóåò íà-
çâàòü ÷åðíûé öâåò, èíà÷å – áåëûé.

Çàêëþ ÷åíèå.  Î ïîìåõîóñòîé÷èâîì
êîäèðîâàíèè  è êîäàõ  Õýììèíãà

Âîçìîæíî,  âäóì÷èâûé  ÷èòàòåëü óæå äàâ-
íî  çàäàåòñÿ âîïðîñîì:  ÿâëÿþòñÿ ëè êîíå÷-
íûå  ïîëÿ,  êîäîâûå  ìíîæåñòâà  è ïîðîæäà-
þùèå  ìíîãî÷ëåíû  àáñòðàêòíîé òåîðèåé,
êîòîðàÿ  èñïîëüçîâàëàñü  ëèøü  ìóäðåöàìè
öàðÿ Øàõðèÿðà,  èëè æå ýòè ïîíÿòèÿ  èìå-
þò è èíîå  ïðèìåíåíèå?  Ïðèøëî  âðåìÿ
îòâåòèòü íà  ýòîò âîïðîñ.  Òåîðèÿ,  êîòîðàÿ
ïîìîãëà  ìóäðåöàì,  ïîâñåìåñòíî  èñïîëüçó-
åòñÿ â ñîâðåìåííûõ  ñèñòåìàõ õðàíåíèÿ  è
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.  Îäíî  èç âàæíåé-
øèõ  ïðèëîæåíèé  ýòîé òåîðèè – ýòî ïîìå-
õîóñòîé÷èâîå êîäèðîâàíèå . Ïðîèëëþñò-
ðèðóåì  çàäà÷ó ïîìåõîóñòîé÷èâîãî  êîäè-
ðîâàíèÿ  íà  ïðîñòîì  ïðèìåðå.

Ïóñòü  ìóäðåö  Àçàò, æèâóùèé â ïóíêòå
À, äîëæåí  ïåðåäàòü ñîîáùåíèå,  ñîñòîÿùåå
èç íóëåé  è åäèíèö,  ìóäðåöó  Áàõèðó, æèâó-
ùåìó  â ïóíêòå  Á. Èçâåñòíî,  ÷òî â ïðîöåññå
ïåðåäà÷è îäèí  èç ñèìâîëîâ  ñîîáùåíèÿ
ìîæåò  áûòü èñêàæåí ïîìåõàìè,  ò.å. îäèí
èç íóëåé  ìîæåò  ïðåâðàòèòüñÿ â åäèíèöó



ëèáî  îäíà  èç åäèíèö  ìîæåò  ñòàòü íóëåì.
Ñóùåñòâóåò ëè ñïîñîá  çàêîäèðîâàòü ñîîá-
ùåíèå  òàêèì  îáðàçîì,  ÷òîáû,  äàæå íåñìîò-
ðÿ íà  âîçäåéñòâèå ïîìåõ,  èñõîäíîå  ñîîá-
ùåíèå  ìîãëî  áû  áûòü áåçîøèáî÷íî  âîññòà-
íîâëåíî  â ïóíêòå  Á?

Êîíå÷íî,  Àçàò ìîæåò  ïðîñòî  òðèæäû
ïðîäóáëèðîâàòü  ñîîáùåíèå.  Åñëè îäíà  èç
êîïèé  îêàæåòñÿ èñïîð÷åííîé  ïîìåõàìè,  òî
ñîîáùåíèå  ìîæíî  âîññòàíîâèòü  ïî  äâóì
äðóãèì  êîïèÿì.  Îäíàêî  ïåðåäà÷à òðåõ
êîïèé  ñîîáùåíèÿ  ìîæåò  áûòü ñëèøêîì
äîëãîé  è äîðîãîé.  Êðîìå  òîãî,  ìîæåò  îêà-
çàòüñÿ, ÷òî â ñòîëü äëèííîé  ïåðåäà÷å ïîìå-
õè ìîãóò  ïîâëèÿòü  áîëåå ÷åì  íà  îäèí
ñèìâîë.  Åñòü ëè áîëåå ýôôåêòèâíûé  ñïî-
ñîá êîäèðîâàíèÿ?

Îêàçûâàåòñÿ,  òàêîé ñïîñîá  ñóùåñòâóåò,
è íàì  óæå èçâåñòíà âñÿ òåîðèÿ,  íåîáõîäè-
ìàÿ  äëÿ åãî ðåàëèçàöèè. Ýòîò ìåòîä  íàçû-
âàåòñÿ êîäèðîâàíèåì Õýììèíãà  â ÷åñòü åãî
èçîáðåòàòåëÿ, àìåðèêàíñêîãî  ìàòåìàòèêà
Ðè÷àðäà Õýììèíãà.

Àçàò è Áàõèð âûáèðàþò  ìíîãî÷ëåí  ( )g x
( ïîðîæäàþùèé  ìíîãî÷ëåí),  óäîâëåòâîðÿ-
þùèé  óñëîâèÿì  òåîðåìû  3.2, è âìåñòî
èñõîäíîãî  ñîîáùåíèÿ  ( )a x  Àçàò ïåðåäàåò
èç ïóíêòà  À â ïóíêò  Á ñîîáùåíèå

( ) ( ) ( )u x a x g x= × . Òåïåðü Áàõèð äîëæåí
äåêîäèðîâàòü ïîëó÷åííîå  ñîîáùåíèå  ( )v x ,
îäèí  èç ñèìâîëîâ  êîòîðîãî,  âîçìîæíî,
èñêàæåí.

Äëÿ  íà÷àëà Áàõèð âû÷èñëÿåò ñèíäðîì
ïîëó÷åííîãî  ñîîáùåíèÿ

 ( ) ( ) ( ) ( )( )mod 1ns x v x h x x= × + .

Åñëè ñîîáùåíèå  íå  áûëî  èçìåíåíî  ïîìåõà-
ìè,  òî

( ) ( ) ( ) ( )( )mod 1ns x v x h x x= × + =

= ( ) ( ) ( ) ( )( )mod 1na x g x h x x× × + =

= ( ) ( ) ( )( )1 mod 1 0n na x x x× + + = .

Ïðåäïîëîæèì  òåïåðü, ÷òî â ïåðåäàííîì
ñîîáùåíèè  ñèìâîë  ñ èíäåêñîì  k áûë  èçìå-
íåí.  Òîãäà

( ) ( )( ) ( ) ( )( )mod 1k ns x u x x h x x= + × + =

= ( ) ( ) ( )(a x g x h x× × +

( )) ( )( )mod 1k nx h x x+ × + =

= ( )( ) ( )( )mod 1k nx h x x× + .

Ýòî  öèêëè÷åñêèé ñäâèã ìíîãî÷ëåíà  ( )h x
íà  k ïîçèöèé.

Åñëè ñèíäðîì  ðàâåí íóëþ,  òî  Áàõèð
çíàåò, ÷òî ïåðåäàííîå  ñîîáùåíèå  íå  áûëî
èñêàæåíî,  à çíà÷èò, ìîæíî  âîññòàíîâèòü
èñõîäíîå  ñîîáùåíèå  ïî  ôîðìóëå

( ) ( ) ( )a x v x g x= .

Åñëè æå ñèíäðîì  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
öèêëè÷åñêèé ñäâèã ( )h x  íà  k ïîçèöèé,  òî
Áàõèð çíàåò, ÷òî â ïåðåäàííîì  ñîîáùåíèè
áûë  èñïîð÷åí  ñèìâîë  ñ èíäåêñîì  k, à
çíà÷èò, èñõîäíîå  ñîîáùåíèå  âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ïî  ôîðìóëå

( ) ( )( ) ( )ka x v x x g x= + .

ðàçíîãî  ðîäà  æóëèêîâ è îò  íåäîáðîñîâåñ-
òíîé  ðåêëàìû.  Ëþáèì  æå ìû  ÷èñëåííûå
îöåíêè,  êàê è âîîáùå  çíàíèå,  èìåííî  ïîòî-
ìó,  ÷òî çíàíèå  ïîìîãàåò  âûæèâàíèþ  è ïðè
ïðàâèëüíîì  åãî ïðèìåíåíèè  óëó÷øàåò
æèçíü.  Ýòî  âñå õîðîøî,  à ÷òî äåëàòü ñåé-
÷àñ? Îòâåò  ïðîñò  – âçÿòü ó÷åáíèê ôèçèêè
(çà âñå êëàññû) è, ìåäëåííî  ëèñòàÿ åãî,
ïðî  êàæäóþ âñòðå÷åííóþ  âåëè÷èíó ïîäó-

ìàòü,  êàêèå åå çíà÷åíèÿ  âñòðå÷àþòñÿ â
æèçíè,  êàêèå ìîãóò  âñòðåòèòüñÿ â çàäà÷àõ.
Èíòåðíåò  ïîìîæåò  âàì  íàéòè  îòâåòû,  à
ãëÿäèøü, è ñòàòüþ äëÿ «Êâàíòà»  íàïèøè-
òå. À åùå ïîëåçíî  ïîñìîòðåòü  ñòàòüè
À.À.Ëóêüÿíîâà  ïðî  ÷èñëåííûå  îöåíêè  – â
èíòåðíåòå ñïðîñèòå  «Ëóêüÿíîâ»  è «â ÷èñ-
ëàõ».

È  ïîñëåäíåå.  Âñå îòâåòû,  ïðèâåäåííûå  â
ýòîé ñòàòüå, ðåàëüíûå.  Äèàëîã  â ýïèãðàôå
– òîæå. Ïðàâäà,  òóò æå âûÿñíèëîñü,  ÷òî
ñîáåñåäíèê øóòèë.  À âîò øêîëüíèêè,  êîãäà
ïèñàëè  âñå ýòè óæàñû, îòíþäü  íå  øóòèëè.
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(Íà÷àëî  ñì . íà  ñ. 2)

×èñëåííûå  çíà÷åíèÿ : çà÷åì  è ïî÷åìó
îíè  íóæíû
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå â
íåì çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáó åòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ð àçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ
âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷è Ì2556 è Ì2557 ïðåäëàãàëèñü íà XI Ìåæäóíàðîäí îé îëèìïèàäå Romanian Master in
Mathematics.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2554–Ì2557, Ô2561–Ô2564

M2554.  Îêðóæíîñòè 1�:  è 2�:  êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå C è
êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì îêðóæíîñ-
òè �:  â òî÷êàõ A è B (ðèñ. 1). Ïðÿìàÿ AB

âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü 1�:  â òî÷-
êå D . Äîêàæèòå, ÷òî 90BCDÐ = °.

Â.Ðàñòîðãóåâ

M2555.  Â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû
2019 2019´  çàïèñàëè ÷èñëî 1 èëè – 1.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëü-
íîãî k ìîæíî âûäåëèòü k ñòðîê è k ñòîëá-
öîâ òàê, ÷òîáû ìîäóëü ñóììû 2k  ÷èñåë â
êëåòêàõ íà ïåðåñå÷åíèè âûäåëåííûõ ñòðîê
è ñòîëáöîâ áûë áîëüøå 1000.

Ôîëüêëîð

M2556.  Àíÿ è Áîðÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó.
Âíà÷àëå Àíÿ ïèøåò íà äîñêå öåëîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî. Çàòåì èãðîêè äåëàþò
õîäû ïî î÷åðåäè. Áîðÿ õîäèò ïåðâûì.
Êàæäûì ñâîèì õîäîì Áîðÿ âûáèðàåò öå-
ëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî b è çàìåíÿåò
çàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî n íà ÷èñëî

2n b- . Êàæäûì ñâîèì õîäîì Àíÿ âûáèðà-
åò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k è çàìåíÿ-
åò çàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî n íà ÷èñëî

kn . Áîðÿ âûèãðûâàåò, åñëè ÷èñëî, çàïè-
ñàííîå íà äîñêå, êîãäà-íèáóäü ñòàíåò ðàâ-
íûì íóëþ. Ñìîæåò ëè Àíÿ ïîìåøàòü Áîðå
âûèãðàòü?

Ì.Äèäèí

M2557 *. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî �H.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N
òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n N³
âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: â ëþáîì
ãðàôå íà n âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî êîëè÷å-
ñòâî ðåáåð íå ìåíåå ( )1 n�H+ , íàéäóòñÿ
äâà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ öèêëà îäèíàêî-
âîé äëèíû.

Ô.Ïåòðîâ

Ô2561.  Â îäíîé èç ìîäåëåé ðàñøèðÿþ-
ùåéñÿ Âñåëåííîé ðàäèóñ Âñåëåííîé èçìå-
íÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò
âðåìåíè t  è òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ( )r t  ïî

ôîðìóëå ( )
( )

2

0 2
0

1
R t

v t v
tr t

æ ö
= -ç ÷è ø

, ãäå t  –

Ðèñ. 1
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âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåìîå îò íàñòîÿùåãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè, êîãäà ðàäèóñ Âñåëåííîé
ðàâåí R. Íàéäèòå âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå
ïðîèçîéäåò êîëëàïñ, ò.å. ñæàòèå â òî÷êó, â
òàêîé ìîäåëè Âñåëåííîé, ñ÷èòàÿ R, 0v  è 0t
èçâåñòíûìè.

À.Èâàíîâ

Ô2562.  Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ñíå-
ãà, ñîñòîÿùåãî èç ïëîñêèõ ñíåæèíîê ñî
ñðåäíèì äèàìåòðîì D  = 5 ìì è ñðåäíåé
ìàññîé m = 0, 004 ã, ðàâíà

c 0,26 Ì Äæ êãL = , à óäåëüíàÿ òåïëîòà
ïëàâëåíèÿ ñïëîøíîãî ëüäà ðàâíà

ë 0,33 Ì Äæ êãL = . Åñëè ñìîòðåòü íà ñíå-
æèíêó, äåðæà åå ïåðåä ñîáîé òàê, ÷òî îíà
âûãëÿäèò ôèãóðîé ñ øåñòèëó÷åâîé ñèì-
ìåòðèåé (ðèñ. 2), òî ïî÷òè âñÿ åå ïëîùàäü

çàêðûòà ëåäÿíûìè êðèñòàëëàìè. Îöåíèòå
ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó âíåøíèõ ñèë, êîòî-
ðàÿ íåîáõîäèìà, ÷òîáû ðàñêîëîòü êóñîê
ëüäà â ôîðìå êóáà ñ ðåáðîì 1 ì íà ìàëåíü-
êèå êóáèêè ñ ðåáðîì 1 ñì.

À.Àéñáåðã

Ô2563.  Âñå ïàðàìåòðû, îòìå÷åííûå íà
ñõåìå ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (ðèñ. 3), èçâåñò-
íû. Èíûìè ñëîâàìè, èçâåñòíû ÝÄÑ áàòà-

ðåéêè, åå âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå, ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ è åìêîñòè êîí-
äåíñàòîðîâ. Äî çàìûêàíèÿ êëþ÷à çàðÿäû
âñåõ ïëàñòèí êîíäåíñàòîðîâ ðàâíû íóëþ.
Êàêèì áóäåò çàðÿä íà ïëàñòèíå êîíäåíñà-
òîðà, ïîäêëþ÷åííîé ê òî÷êå 3, ÷åðåç áîëü-
øîå âðåìÿ ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à?

À.Èñàãóëîâ
Ô2564.  Â îäíîðîäíîì ãîðèçîíòàëüíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå B â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè
íàõîäèòñÿ çàêðåïëåííàÿ æåñòêàÿ ìåòàëëè-
÷åñêàÿ ïðîâîëîêà, èìåþùàÿ ôîðìó ÷àñòè
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R (ðèñ.4). Âäîëü

ïðîâîëîêè ìîæåò áåç òðåíèÿ, íî ñ îáåñïå-
÷åíèåì õîðîøåãî ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòàêòà
ñêîëüçèòü ìàëåíüêàÿ ïî ðàçìåðàì ìåòàë-
ëè÷åñêàÿ øàéáà ìàññîé m. Øàéáà ñîåäèíå-
íà ñ îäíèì èç âûâîäîâ êàòóøêè èíäóêòèâ-
íîñòüþ L , íàõîäÿùèìñÿ â öåíòðå Î  ïðîâî-
ëî÷íîé îêðóæíîñòè, òîíêèì ãèáêèì è ëåã-
êèì ïðîâîäíèêîì, êîòîðûé âñåãäà íàõî-
äèòñÿ â ïî÷òè âûïðÿìëåííîì ïîëîæåíèè.
Âòîðîé âûâîä êàòóøêè ñîåäèíåí ñ èçîãíó-
òîé æåñòêîé ïðîâîëîêîé. Ýëåêòðè÷åñêèì
ñîïðîòèâëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-
öèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêæå ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü èíäóêòèâíîñòüþ èçîãíóòîé ïðîâî-
ëîêè, ïî êîòîðîé ñêîëüçèò øàéáà, â ñðàâ-
íåíèè ñ âåëè÷èíîé L . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
øàéáà íàõîäèòñÿ ÷óòü ïðàâåå ñàìîé âåðõ-
íåé òî÷êè, åå ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ è òîê â
ïðîâîäàõ ðàâåí íóëþ. Â òîò ìîìåíò, êîãäà
øàéáà îêàçûâàåòñÿ â ñàìîé íèæíåé òî÷êå,
åå ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ñ
êàêîé ñêîðîñòüþ v è ñ êàêèì óñêîðåíèåì a
äâèæåòñÿ øàéáà â òîò ìîìåíò, êîãäà îíà
íàõîäèòñÿ íà óðîâíå öåíòðà îêðóæíîñòè
Î ? Êàêîé òîê I  òå÷åò â ýòîò ìîìåíò ïî
ïðîâîäàì?

Ñ.Äìèòðèåâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2542–Ì2545,
Ô2549–Ô2552

Ì2542.  Êóçíå÷èê íà÷èíàåò äâèæåíèå â
ëåâîé âåðõíåé êëåòêå êâàäðàòà 10 10�u .
Îí ìîæåò ïðûãàòü íà îäíó êëåòêó âíèç
èëè âïðàâî. Êðîìå òîãî, êóçíå÷èê ìîæåò
èç êëåòêè íèæíåé ñòðîêè ïåðåëåòåòü â
íåêîòîðóþ êëåòêó âåðõíåé ñòðîêè, à èç
êëåòêè êðàéíåãî ïðàâîãî ñòîëáöà ïåðåëå-
òåòü â íåêîòîðóþ êëåòêó êðàéíåãî ëåâî-
ãî ñòîëáöà. Äîêàæèòå, ÷òî êóçíå÷èêó
ïîíàäîáèòñÿ íå ìåíåå 9 ïåðåëåòîâ, ÷òî-
áû ïîáûâàòü íà êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà
õîòÿ áû ïî îäíîìó ðàçó.

Äëÿ óäîáñòâà ïîâåðíåì êâàäðàò íà 45�q
òàê, ÷òîáû êóçíå÷èê ïðûãàë ïî äèàãîíàëè
âíèç-âëåâî èëè âíèç-âïðàâî (ñì. ðèñó-
íîê). Òàêèì îáðàçîì, åñëè êóçíå÷èê íå
ñîâåðøàåò ïåðåëåòà, òî çà êàæäûé ïðûæîê

îí ñìåùàåòñÿ âíèç. Ïîêðàñèì êðàñíûì 10
êëåòîê, ëåæàùèõ íà «ãîðèçîíòàëüíîé»
äèàãîíàëè êâàäðàòà. Êóçíå÷èê íå ñìîæåò
ïîïàñòü èç îäíîé êðàñíîé êëåòêè â äðó-
ãóþ, íå ñîâåðøèâ ïåðåëåòà. Çíà÷èò, ïåðå-
ëåòîâ áûëî õîòÿ áû 9, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Çàäà÷à ðåøåíà.
Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó êëåòêàìè êâàäðàòà
ìîæíî óñòàíîâèòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà , ñ÷èòàÿ, ÷òî êóçíå÷èê èç áîëüøåé
êëåòêè âñåãäà ïåðåõîäèò â ìåíüøóþ . Òîãäà
êðàñíàÿ äèàãîíàëü, êîòîðóþ ìû èñïîëüçî-
âàëè â ðåøåíèè, – ýòî ìàêñèìàëüíàÿ àí-
òèöåïü . Îáùèå ôàêòû è òåîðåìû íà ýòîò
ñ÷åò ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ñòàòüå À.Ñïè-

âàêà «Öåïè è àíòèöåïè» («Êâàíò» ¹5 çà
2003 ã.).

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ì2543.  Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñåë A è B
ïî 2 019 öèôð. Â ÷èñëå A ðîâíî 12 öèôð
îòëè÷íû îò íóëÿ: ïÿòü ñàìûõ ëåâûõ è
ñåìü ñàìûõ ïðàâûõ. Â ÷èñëå B ðîâíî 14
öèôð îòëè÷íû îò íóëÿ: ïÿòü ñàìûõ ëå-
âûõ è äåâÿòü ñàìûõ ïðàâûõ. Äîêàæèòå,
÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàèáîëüøåãî
îáùåãî äåëèòåëÿ A è B íå áîëåå 14 öèôð.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äàííûå ÷èñëà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 1A a� ��

2013
210 a�� , 2013

1 210B b b� �� , ãäå â äåñÿòè÷-
íîé çàïèñè ÷èñåë 2a  è 2b  ïî ïÿòü öèôð, à
â 1a  è 1b  ñåìü è äåâÿòü öèôð ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïóñòü A è B äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî d. Òîãäà íà d äåëèòñÿ è
÷èñëî 2 2 2 1 1 2a B b A a b a b�� � �� . Çàìåòèì, ÷òî

4 8 5 7
2 1 1 210 10a b a b�� ���! � �! , ïîýòîìó 2 1a b ��

1 2a b��  áîëüøå íóëÿ, íî 2 1 1 2a b a b�� ��
5 9 14

2 1 10 10a b ���� �� � , ò.å. íå áîëåå ÷åì
14-çíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà d, à çíà÷èò, è
d íå áîëåå ÷åì 14-çíà÷íîå.

Ë.Ñàìîéëîâ

Ì2544.  Ïóñòü

�� �� 1 2
1 2 1

n n n
n nP x x a x a x a x a�� ��

��� �� �� �� �� ��K
– ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé n êîð-
íåé, ëåæàùèõ íà èíòåðâàëå �� ��;0 1 . Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, …, n
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(– 1) k�� ��1k k na a a���� �� �� �!K 0.

Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî
n. Ïðè n = 1 èìååì ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí

1x a�� , ó êîòîðîãî êîðåíü áîëüøå 0. Òîãäà
1 0a�� �! , ÷òî íàì è íóæíî óñòàíîâèòü.

Ñäåëàåì ïåðåõîä èíäóêöèè. Äîêàæåì íàøå
óòâåðæäåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà

�� �� 1 2
1 2 1

n n n
n nP x x a x a x a x a�� ��

��� �� �� �� �� ��K

ñòåïåíè 2n �t , ãäå

�� �� �� �� �� ���� ��1 2 nP x x t x t x t� �� �� ��K ,

 �� ��0;1it �•

äëÿ 1,2, ,i n� K , ïðåäïîëàãàÿ óòâåðæäå-
íèå âåðíûì äëÿ ìíîãî÷ëåíà

�� �� �� ���� �� �� ��2 3 nQ x x t x t x t� �� �� ��K .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ

�� ��Q x � 
1 2 3

1 2 2 1
n n n

n nx b x b x b x b�� �� ��
�� ��� �� �� �� �� ��K

âåðíû íåðàâåíñòâà

�� �� �� ��1 11 0k
k k nb b b�� ���� �� �� �� �!K

äëÿ 1,2, , 1k n� ��K .
Ïîëîæèì 1t t� ; â ðàâåíñòâå

1 2
1 2 1

n n n
n nx a x a x a x a�� ��

���� �� �� �� �� � K

= �� ���� 1 2 3
1 2

n n nx t x b x b x�� �� ���� �� �� �� K

��2 1n nb x b�� ���� ��K

ïðèðàâíÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöè-
åíòû è âûðàçèì ia  ÷åðåç jb .
Ïðè k = n èìååì

�� �� �� ��1 1n n
na�� � �� �� �� �� �� 1

1 11 0n
n ntb b t��

�� ���� � �� �! .

Ïóñòü 1 < k < n. Òîãäà

�� �� �� ��11 k
k k na a a���� �� �� �� � K

= �� �� �� ���� 1 11 k
k k nb b b�� ���� �� �� �� ��K

�� ����1 1k k nt b b b�� ���� �� �� �� � K

= �� �� �� ��1 11 k
k k nb b b�� ���� �� �� �� ��K

+ �� �� �� ��1
1 11 k

k k nb b b t��
�� ���� �� �� ��K ,

÷òî áîëüøå íóëÿ (òàê êàê îáà ñëàãàåìûõ
áîëüøå 0).
Íàêîíåö, ïóñòü k = 1. Òîãäà

�� ��1 2 na a a�� �� �� �� � K

= �� ��1 2 1nb b b ���� �� �� �� ��K

+ �� ��1 2 11 nt b b b ���� �� �� ��K .

Ñëàãàåìîå �� ��1 2 1nb b b ���� �� �� ��K  áîëüøå 0
(ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè). Ïîêàæåì,
÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå òîæå áîëüøå 0. Çàìå-
òèì, ÷òî �� ��1 2 11 1nb b b Q���� �� �� �� � K . Íà
ïðîìåæóòêå �� ��1; �f  çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà

�� ��Q x  íå ìåíÿåò çíàê, ïîñêîëüêó âñå åãî
êîðíè ìåíüøå 1. Íî �� ��lim

x
Q x

�o�� �f
� ���f . Ýòî

ìîæíî óñòàíîâèòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî

�� �� 11 2
2 11n n

n

bb b
Q x x

x x x
��
��

�§ �·� �� �� �� ���¨ �¸
�© �¹

K .

Ïîýòîìó �� ��1 0Q �! , ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.
Í.Ñàôàýè

M2545.  Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðå-
óãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî âçÿòû
òî÷êè N, K è L òàê, ÷òî AL = BK, à CN
– áèññåêòðèñà óãëà AÑB (ðèñ. 1). Îòðåç-
êè AK è BL ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I è J öåíòðû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ A PL è B PK
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Q – òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CN è IJ. Äîêàæèòå, ÷òî
I P = J Q.

Åñëè CA = CB, òî çàäà÷à î÷åâèäíà. Åñëè
CA CB�z , òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî CN  ïåðåñåêàåò îòðåçîê
PK  (ðèñ. 2).

Ïóñòü îïèñàííûå îêðóæíîñòè 1�Z  è 2�Z
òðåóãîëüíèêîâ APL  è BPK  ñîîòâåòñòâåííî
âî âòîðîé ðàç ïåðåñåêëèñü â òî÷êå T. Òîãäà

LAT T PB TKB�‘ � �‘ � �‘        ( 1)

è ALT A PT TBK�‘ � �‘ � �‘ , ò.å. ALT�' � 
KBT� �' , îòêóäà

AT = TK .                 ( 2)
Èç ( 1) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëü-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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íèê ACKT  âïèñàííûé, à èç ( 2) – ÷òî
ACT TCK�‘ � �‘ , ò.å. T ëåæèò íà áèññåêò-

ðèñå CN .
Ïóñòü IJ  ïåðåñåêàåò 1�Z  è 2�Z  â òî÷êàõ 1I
è 1J  ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé 1�Z  è 2�Z  ðàâíû è AL = BK ,
ðàâíû è òðåóãîëüíèêè 1ALI  è 1BKJ . Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ì àíñèîíà (òàêæå íà-
çûâàåìîé ëåììîé î òðåçóáöå): ñåðåäèíà
äóãè XY îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà XYZ, íàõîäèòñÿ íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò êîíöîâ ýòîé äóãè è öåí-
òðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðå-
óãîëüíèêà . Ïî ýòîé ëåììå 1 1I I I L� � 

1 1J K J J� � . Êðîìå òîãî, 1PI T PAT�‘ � �‘ � 

1PKT PJ T� �‘ � �‘ , ñëåäîâàòåëüíî, 1 1I T J T� .
Òàêèì îáðàçîì, T ëåæèò è íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó 1 1I J , è íà ñåðå-
äèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó IJ .
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî T ëåæèò íà ñåðå-
äèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó PQ.
Ïóñòü R AK CT� I . Òîãäà

PRT ART RAC ACRÐ = Ð = Ð + Ð =

RAC AKT= Ð + Ð = RAC KAT�‘ �� �‘ � 

LAT B PT� �‘ � �‘ .

Òàê êàê PQ äåëèò óãîë RPB ïîïîëàì,

PQT�‘ � 

PRT RPQ BPT RPQ� �‘ �� �‘ � �‘ �� �‘ � 

= BPT QPB QPT�‘ �� �‘ � �‘ ,

ñëåäîâàòåëüíî, T ëåæèò íà ñåðåäèííîì
ïåðïåíäèêóëÿðå îòðåçêà PQ. Ïîýòîìó
I P = JQ. Çàäà÷à ðåøåíà.
Â êà÷åñòâå äîáàâëåíèÿ óêàæåì îäèí èç
âîçìîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäîâ ê
ðåøåíèþ. Ïîñòðîèì íà îòðåçêå IJ  òî÷êó
Q�c, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû ýòîãî îòðåçêà. Äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî Q�c ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà C,
ò.å. ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ AB è AC.
Â òðåóãîëüíèêàõ APL  è BPK  ðàâíû ñòîðî-
íû AL  è BK  è ïðîòèâîëåæàùèå ýòèì
ñòîðîíàì óãëû. Ïóñòü ðàäèóñû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé ðàâíû 1r  è 2r  ñîîòâåòñòâåí-
íî, à âûñîòû, ïðîâåäåííûå èç P, ðàâíû 1h
è 2h . Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå I P JP � 

1 2r r� , ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå íà
ðàññòîÿíèå 2d  îò òî÷êè I  äî ïðÿìîé BC:

2 2 1

2 2 2

d h r
h r r

��
� 

�� . Ðàññòîÿíèå 2t  îò Q�c äî ïðÿ-

ìîé BC òåïåðü ìîæíî íàéòè, èñõîäÿ èç
ðàâåíñòâà 2 2 2 2r d h t�� � �� . Ïðîäåëàâ àíà-
ëîãè÷íûå äåéñòâèÿ, ìîæíî âûðàçèòü ðàñ-
ñòîÿíèå 1t  îò Q�c äî ïðÿìîé AC è ïîíÿòü,
÷òî 1 2t t� .

Ì.Êóíãîæèí

Ô2549.  Ðàêåòà íåóäà÷íî ñòàðòîâàëà ñ
ïîâåðõíîñòè Ëóíû. Îíà äâèãàëàñü ñ ïî-
ñòîÿííûì óñêîðåíèåì 2ì ña 10� ñòðîãî
âåðòèêàëüíî â òå÷åíèå t = 2 00 ñ, à çàòåì
äâèãàòåëè ïåðåñòàëè ðàáîòàòü. Íà êà-
êîå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå s îò ïîâåðõ-
íîñòè Ëóíû óäàëèòñÿ ðàêåòà? Ðàäèóñ
Ëóíû ËR �|  2,5 òûñ.êì, óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ëóíû

2
Ëg 1,6 ì ñ�| .

Ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåëà ðàêåòà ê
ìîìåíòó âûêëþ÷åíèÿ äâèãàòåëåé, íàïðàâ-
ëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ è ðàâíà

0 2 êì ñv at� � . Ïðè ýòîì ðàêåòà óäàëè-
ëàñü îò ïîâåðõíîñòè Ëóíû íà ðàññòîÿíèå

2
Ë2 200 êìL at R� � = . Ïåðâàÿ êîñìè-

÷åñêàÿ ñêîðîñòü äëÿ Ëóíû ðàâíà 1v � 

Ë Ë 02 êì ñg R v� � � . À âòîðàÿ êîñìè-

÷åñêàÿ ñêîðîñòü â 2  ðàç áîëüøå, ò.å.

2 2,83 êì ñv �| . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàêå-
òà îáÿçàòåëüíî âåðíåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü
Ëóíû. Óäàð î ïîâåðõíîñòü áóäåò òàêèì, ÷òî
ðàêåòà, êîíå÷íî, ðàçðóøèòñÿ. Íî â çàäà÷å
ñïðàøèâàåòñÿ î ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè
ðàêåòû îò ïîâåðõíîñòè Ëóíû. Âî âðåìÿ
ïîëåòà ñ íåðàáîòàþùèì äâèãàòåëåì ìåõà-
íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàêåòû – ñóììà ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ Ëóíîé è
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê Ëóíå – ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ â ìîìåíò âûêëþ÷åíèÿ äâèãàòå-
ëåé, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïîëîæåíèÿ, êîãäà
âçàèìîäåéñòâóþùèå òåëà íàõîäÿòñÿ íà
î÷åíü áîëüøîì (áåñêîíå÷íîì) ðàññòîÿíèè
äðóã îò äðóãà, îòðèöàòåëüíà è ðàâíà

�� ��2
Ë Ë ËMg R L R�� �� , ãäå Ì  – ìàññà ðàêåòû.

Ì àêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå s, íà êîòîðîå
ðàêåòà ñ íåðàáîòàþùèì äâèãàòåëåì ñìîæåò
óäàëèòüñÿ îò ïîâåðõíîñòè Ëóíû, íàéäåì èç
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çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
2 22
Ë Ë0

Ë Ë
Ë Ë2

R RMv
Mg Mg

L R s R
�� � ��

�� ��
,

2 2
Ë Ë Ë Ë Ë Ë

Ë Ë2
g R g R g R

L R s R
�� � ��

�� ��
,

Ë Ë

Ë Ë

1
2

R R
L R s R

�� � ��
�� ��

,

3369,56 êìs � .
Ä.Ìîðîç

Ô2550.  Íå ïîäæàòàÿ îäíîðîäíàÿ ïðóæè-
íà èìååò äëèíó L, êîòîðàÿ ìíîãî áîëüøå
äèàìåòðà D åå âèòêîâ. Äèàìåòð D, â
ñâîþ î÷åðåäü, ìíîãî áîëüøå äèàìåòðà
ïðîâîëîêè, èç êîòîðîé ñäåëàíà ïðóæèíà.
Ýòà ïðóæèíà èìååò æåñòêîñòü íà ðàñ-
òÿæåíèå (èëè ñæàòèå) k. Îäíàêî ðàñòÿ-
ãèâàòüñÿ òàêàÿ ïðóæèíà íå ìîæåò, òàê
êàê âíóòðü íåå ïîìåùåíà íåðàñòÿæèìàÿ
ãèáêàÿ íèòü, à âîò èçãèáàòüñÿ ìîæåò.
Ïðóæèíó èçîãíóëè òàê, ÷òî åå êîíöåâûå
âèòêè ñîïðèêîñíóëèñü, ò. å. ïðóæèíó
ñâåðíóëè â êîëüöî. Êàêóþ ðàáîòó ïðè-
øëîñü ñîâåðøèòü äëÿ ýòîãî?

Íà ðèñóíêå 1 íà÷àëüíàÿ ôîðìà ïðóæèíû
ïîêàçàíà êðàñíûì öâåòîì, à ïðîìåæóòî÷-
íûå ôîðìû è êîíå÷íàÿ ôîðìà ïîêàçàíû

ñåðûì öâåòîì. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî îïè-
ñàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðóæèíû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå æåñòêîñòü ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíà ïî «ñòåíêàì», îáðàçîâàí-
íûì åå âèòêàìè. Åñëè â ïðîìåæóòî÷íîì
ñîñòîÿíèè îñåâàÿ ëèíèÿ ïðóæèíû îáðàçî-
âàëà ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R, òî
óãëîâîé ðàçìåð ýòîé ÷àñòè îêðóæíîñòè

L R�M � . Ïîíÿòíî, ÷òî â êîíå÷íîì ïîëî-
æåíèè êîí 2�M � �S.
Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàí òîð, êîòîðûì ìîäå-

ëèðóåòñÿ ïðóæèíà, è ñå÷åíèå òîðà ïëîñêî-
ñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî îñü ñèììåò-
ðèè. Íàèáîëüøåå óäëèíåíèå èìååò ìåñòî
äëÿ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòè òîðà, êîòîðûå â
íàèáîëüøåé ñòåïåíè óäàëåíû îò åãî îñè
ñèììåòðèè. Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ýòèì
íàèáîëåå ðàñòÿíóòûì ó÷àñòêàì, îòìå÷åíû
íà ðèñóíêå ñòðåëêàìè êðàñíîãî öâåòà. À
íàèáîëüøåå ñæàòèå èñïûòûâàþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùè-
åñÿ íà íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè îò îñè
ñèììåòðèè òîðà. Âåëè÷èíà äåôîðìàöèè
ïðîïîðöèîíàëüíà ñèíóñó óãëà �D, îòñ÷è-
òûâàåìîãî îò íåäåôîðìèðîâàííîãî êóñî÷-
êà âäîëü ñòåíêè ïî íàïðàâëåíèþ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîìó îñåâîé ëèíèè. Íåáîëüøîé
ïî óãëó �'�D  ó÷àñòîê ïðóæèíû èìååò æåñò-
êîñòü íà óäëèíåíèå �� ��2k k�c� �'�D �S. Óäëè-
íåíèå ýòîãî ó÷àñòêà ðàâíî �� ��2 sinD�M �D.
Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè
ïðóæèíû ðàâíà

2 222
2

0

sin
4 2 4 2
k D k D

d
�S�M �M�§ �· �§ �·�D �˜ �D � �¨ �¸ �¨ �¸�S�© �¹ �© �¹�³ .

Ïðóæèíó ñâåðíóëè â êîëüöî, ïîýòîìó
2�M � �S. Ñîâåðøåííàÿ ðàáîòà ðàâíà, ñîîò-

âåòñòâåííî,
�� ��2

4

D
A k

�S
� .

Í.Ãîä

Ô2551.  Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéáû î
ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí �P. Ýòó ïî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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âåðõíîñòü ðàñïîëîæèëè òàê, ÷òî îíà
îáðàçóåò ñ ãîðèçîíòàëüþ óãîë �D, äëÿ
êîòîðîãî tg �D � �P, è çàêðåïèëè. Øàéáó,
ìàññà êîòîðîé m, òîëêíóëè òàê, ÷òî
âñå åå òî÷êè ïðèîáðåëè îäèíàêîâóþ íà-
÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v , íàïðàâëåííóþ
âäîëü íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè, ïðè÷åì
óãîë 0�M ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè è íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà ïî ïîâåðõíîñòè òàêîé, ÷òî

0cos 0,5�M � �� . Â òîò ìîìåíò, êîãäà óãîë
1�M ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè äâè-

æåíèÿ øàéáû è íàïðàâëåíèåì íàèñêî-
ðåéøåãî ñïóñêà ñòàë òàêèì, ÷òî

1cos 0,5�M � �� , øàéáà îêàçàëàñü íà òîì
æå ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå, ÷òî è â ìî-
ìåíò ñòàðòà. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû Q âûäåëèëîñü çà ñ÷åò òðåíèÿ ìåæäó
øàéáîé è ïîâåðõíîñòüþ ê ýòîìó ìîìåí-
òó? Êàêîâà äëèíà L ïóòè, êîòîðûé ê
ýòîìó ìîìåíòó ïðîøëà øàéáà? Êàêîé
áóäåò óñòàíîâèâøàÿñÿ ÷åðåç áîëüøîå
âðåìÿ ñêîðîñòü v äâèæåíèÿ øàéáû?

Â ñèòóàöèè, êîãäà tg �D � �P, ìåæäó ñêîðî-
ñòüþ øàéáû v è óãëîì �M, êîòîðûé îáðàçó-
åò ýòà ñêîðîñòü ñ íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåé-
øåãî ñïóñêà, èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå, âûïîë-
íÿþùååñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè:

�� �� �� ��1 1 0 01 cos 1 cosv v�� �M � �� �M.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, ïðèìå-
íåííîãî ê ïðîåêöèè ñêîðîñòè øàéáû íà
íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, è ê
ïðîåêöèè ñêîðîñòè øàéáû íà òåêóùåå íà-
ïðàâëåíèå ñàìîé ñêîðîñòè.
Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé øàéáà áóäåò äâèãàòü-
ñÿ ÷åðåç áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
íàïðàâëåíà âäîëü íàïðàâëåíèÿ íàèñêî-
ðåéøåãî ñïóñêà, ò.å.

�� �� �� ��0 01 cos0 1 cosv v�f �� � �� �M .

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå
ñêîðîñòè ðàâíî

0

4
v

v�f � .

Ïîñêîëüêó øàéáà â íà÷àëüíûé ìîìåíò è
âî âòîðîé ìîìåíò âðåìåíè, óêàçàííûé â
óñëîâèè çàäà÷è, íàõîäèëàñü íà îäíîì è
òîì æå ãîðèçîíòàëüíîì óðîâíå, òî çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ, â êîòîðûå íåèçâåñòíûå âåëè-
÷èíû êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q è äëèíà ïóòè
L  âõîäÿò ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè. Óðàâíå-
íèå äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû Q èìååò
âèä

2 2
1 0

2 2
mv mv

Q �� � .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 0cos 0,5�M � ��  è

1cos 0,5�M � �� , ïîýòîìó 0
1 3

v
v � . Îòñþäà

íàõîäèì

�� ��22 2
00 03 4

2 2 9

m vmv mv
Q � �� � .

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûå âõîäèò äëèíà L
ïðîéäåííîãî ïóòè, òàêîâû:

0

T

vdt L� �³ , 
0

cos 0
T

v dt�M �˜ � �³ .

Â ïåðâîì ñîîòíîøåíèè ïîäûíòåãðàëüíûì
âûðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü ñêîðîñòè
øàéáû, à âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè – ïðî-
åêöèÿ ñêîðîñòè øàéáû íà íàïðàâëåíèå
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ðàáîòà ñèëû òÿ-
æåñòè ê ýòîìó ìîìåíòó ðàâíà íóëþ, òàê
êàê øàéáà âåðíóëàñü íà òîò æå óðîâåíü
ïî îòíîøåíèþ ê ìîìåíòó ñòàðòà. Èçìåíå-
íèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè øàéáû ðàâíî
ñóììàðíîé ðàáîòå âñåõ äåéñòâóþùèõ íà
øàéáó ñèë, à ýòî êàê ðàç îòðèöàòåëüíàÿ
ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ, êîòîðàÿ äåéñòâîâàëà
íà øàéáó ñî ñòîðîíû íàêëîííîé ïîâåðõ-
íîñòè:

�� ��
2 2
1 0

0

sin 1 cos
2 2

Tmv mv
mg v dt�� � �� �D �˜ �� �M�³ ,

èëè

�� ��
2 2
1 0

0

sin cos
2 2

T mv mv
mg v v dt�D �˜ �� �M �� � �³ .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîäûíòåãðàëüíîì âû-
ðàæåíèè – ýòî ìîäóëü ñêîðîñòè øàéáû, è
èíòåãðàë îò ýòîãî ñëàãàåìîãî ðàâåí L . À
âòîðîå ñëàãàåìîå – ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè
íà íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, è
èíòåãðàë îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

2 2
1 0sin

2 2
mv mv

mg L�D �˜ �� � ,
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è
2 2
0 1

2 sin
v v

L
g

��
� � 

�D

�� ��2 222 00
4 11

1
2 sin 3 9

vv
g g

�� �P�§ �·�§ �·� �� � �¨ �¸�¨ �¸�¨ �¸�D �P�© �¹�© �¹
.

Ñ.Íåãóðî÷êà

Ô2552.  Ñòðóÿ âîäû ñ îáúåìíûì ðàñõîäîì
�E �� ��3ì ñ  ïàäàåò íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî åé. Ïåðåä ñîïðèêîñíîâå-
íèåì ñ ïîâåðõíîñòüþ âîäà äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v. Óðîâåíü âîäû íà ïîâåðõíî-
ñòè íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ìåñòà
ïàäåíèÿ ñòðóè ðàâåí H. Âîäó ìîæíî ñ÷è-
òàòü ìàëîâÿçêîé. Êàê çàâèñèò ðàäèóñ
óãëóáëåíèÿ R íà ïîâåðõíîñòè âîäû îò
óêàçàííûõ â óñëîâèè çàäà÷è ïàðàìåòðîâ?
Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðàìåò-
ðàìè óãëóáëåíèå íå âîçíèêàåò? Íà ôîòî-
ãðàôèè, íàéäåííîé â èíòåðíåòå (http://

staff.c ivi l.uq.edu.au/h.chanson/p ictures/
evi ergr nd. j pg) , ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîãî
ÿâëåíèÿ.

Íåáîëüøàÿ ïîðöèÿ âîäû, ðàçáåãàþùåéñÿ
îò ìåñòà ïàäåíèÿ ñòðóè íà ðàññòîÿíèè x <
< R îò ìåñòà ïàäåíèÿ, èìååò òó æå ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ, ÷òî è â ìîìåíò ïàäåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó æèäêîñòü ìàëîâÿçêàÿ. Òîëùèíà
ñëîÿ âîäû h íà òàêîì ðàññòîÿíèè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàñõîäîì è ñêîðîñòüþ, à ðàñõîä
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñêîðîñòè âîäû â ñòðóå
íà ñå÷åíèå ñòðóè ïåðåä ïàäåíèåì:

2vS v hx� �E � �˜ �S .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

2
h

vx
�E

� 
�S

.

Åñëè x = R, òî â ýòîì ìåñòå âñòðå÷àþòñÿ
ïîòîê âîäû è ñêà÷îê óðîâíÿ âîäû íà ïîâåðõ-
íîñòè. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè x > R îò
ãðàíèöû ñêà÷êà â ñòîðîíó îò ìåñòà ïàäå-
íèÿ ñòðóè ðàñõîä âîäû îñòàåòñÿ òåì æå
ñàìûì, íî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ
ñîâñåì ìàëåíüêîé. Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñ-
òè ôîðìû ïîâåðõíîñòè âîäû íà ó÷àñòêå,
ãäå âñòðå÷àåòñÿ «áûñòðàÿ» âîäà ñ «ìåäëåí-
íîé», çàêëþ÷àåòñÿ â ñîõðàíåíèè ñóììàð-
íîãî èìïóëüñà â âûäåëåííîé ÷àñòè îáúåìà,
âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ è «áûñòðóþ» âîäó è
«ìåäëåííóþ»:

2
gH

t LH t vLh v
�U

�' �˜ �˜ � �' �˜ �U �˜ � 

= 
2 2

t vL
t vL v

vR R
�E �' �˜ �U�E

�' �˜ �U � 
�S �S

.

Ñîêðàùàÿ íà îäèíàêîâûå âåëè÷èíû, ïîëó-
÷àåì

2 v
H g

R
�E

� 
�S

, èëè 2

v
R

gH

�E
� 

�S
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 2R S v�� � �E
óãëóáëåíèÿ ñ õàðàêòåðíîé ôîðìîé íå âîç-
íèêíåò. Èíûìè ñëîâàìè, õàðàêòåðíîå óã-
ëóáëåíèå íå íàáëþäàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè
íåðàâåíñòâà

2

2

v
v gH

�§ �·�E �E
�! �¨ �¸

�S�© �¹
, èëè �� ��23 2v gH�E �� �S .

Ï.ßíâàðñêèé
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Ýòè çàäà÷è ï ðåäí àçí à÷åíû ï ðåæäå âñåãî  ó÷à-
ù èì ñÿ 6–8 êëàññî â.

Ýòè çàäà÷è ï ðåäëàãàëèñü í à XXX Ì àòåìàòè-
÷åñêîì  ï ðàçäí èêå.

Çàäà÷è
1. Íüþ ò õî÷åò ïå ðåâåçòè äåâÿòü ôà í-
òàñòè÷åñêèõ òâàðåé âåñîì  2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 è 10 ô óí òîâ â òðåõ ÷åìîäà í àõ,
ïî  òðè òâàðè â êàæäîì . Êàæäûé ÷åìî -
äàí äî ëæåí â åñèòü ìå íüø å 20 ô óí òîâ.
Åñëè âåñ êàêîé-í èáóäü òâàðè áóäåò

äåëèòüñÿ í à âåñ äðóãî é òâàðè èç òîãî
æå ÷åìîäà í à, î í è ïîäå ðóòñÿ. Êàê Íüþ-
òó ðàñï ðåäåëèòü òâàðåé ïî  ÷åìîäà -
í àì , ÷òîáû í èêòî  í å ïîä ðàëñÿ?

Ì .Åâäîêèìîâ, È .Ðàñêèíà

2. Äâà ðàâíûõ òðåóãî ëüí èêà ðàñïî -
ëî æåíû âíó òðè êâàäðàòà, êàê ïîêàçà -
í î  í à ðèñóíêå. Í àéäèòå èõ óãëû.

Å.Áàêàåâ

3. Í à çàâòðàê ãðóïïà  èç 5 ñëî í î â è 7
áåãåìîòî â ñúåëà 11 êðóãëûõ è 20 êóáè-
÷åñêèõ àðáóçî â, à ãðóïïà  èç 8 ñëî í î â
è 4 á åãåìîòî â – 20 êðóãëûõ è 8
êóáè÷åñêèõ àðáóçî â. Âñå ñëî íû ñú åëè
ïî ðî âíó ( îä í î  è òî  æå öåëîå  ÷èñëî )
àðáóçî â. È âñå áåãåìîò û ñú åëè ïî ðî â-
íó àðáóçî â. Í î  îäè í â èä æèâîò íûõ åñò

è êðóãëûå è êóáè÷åñêèå àðáóçû, à
äðóãî é âèä ï ðèâåðåäëèâûé è åñò àð-
áóçû òîëüêî  îä í î é èç ôî ðì . Î ï ðåäå-
ëèòå, êàêîé âèä (ñëî íû èëè áåãåìîò û)
ï ðèâåðåäëèâ è êàêèå àðáóçû î í ï ðåä-
ïî÷èòàåò .

Ì .Õà÷àòóðÿí

4. Ó Ì àêñèìà  åñòü 9 êâàäðàòîâ è 19
ðàâí î ñòîðî íí èõ òðåóãî ëüí èêî â. Ñòî -
ðî íû âñ åõ êâàäðàòîâ è òðåóãî ëüí èêî â
ðàâíû 1 ñ ì . Êàê åì ó ñëî æèòü èç í èõ (í å
í àêëàäûâàÿ èõ äðóã í à äðóãà) ì í î ãî -
óãî ëüí èê ñ ïå ðèìåò ðîì  15 ñì ?

Ì .Âîë÷êåâè÷

È
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ÑÏÅÐÂÎ ÃÎ   ÂÇÃËßÄÀ   ÂÎÏÐÎÑ   ÊÀ ÆÅÒ-
ñÿ ñòðàííû ì . Êàæäûé çíàåò, è ÷òî

òàêîå êðóã, è ÷òî òàêîå êâàäðàò. È  êàæäûé
çíàåò, ÷òî ýòî ðàçíûå  ãåîì åòðè÷åñêèå îáúåê-
òû.  Íî  â ýòîé ñòàòüå ðå÷ü ïîéäåò  íå  ñòîëüêî
î  ãåîì åòðèè, ñêîëüêî  î  êî ì áèíàòîðíîé
ãåîì åòðèè, ãäå ãåîì åòðè÷åñêèå îáúåêòû
ðàññì àòðèâàþòñÿ ñ êî ì áèíàòîðíîé  òî÷êè
çðåíèÿ  – êàê ýëåì åíòû  êîíå÷íûõ  ì íî-
æåñòâ. Ì û  ðàçáåðåì  òðè çàäà÷è, â êîòîðûõ
êðóãè è êâàäðàòû êàêèì è-òî  ñâîè ì è, íà
ïåðâûé  âçãëÿä íåçíà÷èòåëüíû ì è, ðàçëè-
÷èÿì è ïîðîæäàþò  ðàçëè÷íûå  îòâåòû.

Çàäà÷à 1 ïðî êðóãè. Íà ïëîñêîñòè ðàñ-
ïîëîæåíû 5 êðóãîâ, êàæäûå äâà èç êîòî-
ðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè, ÷òî
âñåãäà íàéäóòñÿ 3 êðóãà, èìåþùèõ îáùóþ
òî÷êó?

Î òâåò: âåðíî.
Ðåøåíèå.  Îáîçíà÷è ì  êðóãè (è  èõ öåíò-

ðû)  áóêâàì è 1O , 2O , 3O , 4O , 5O  ñîîòâåò-
ñòâåííî.  Ñîåäèíè ì  öåíòðû  äðóã ñ äðóãîì
îòðåçêàì è. Êàêèå-òî äâà èç ïðîâåäåííûõ
îòðåçêîâ  äîëæíû  ïåðåñå÷üñÿ. Ýòî  èçâåñò-
íûé  ôàêò (äàæå åñëè òî÷êè ïûòàòüñÿ ñî-
åäèíÿòü ëî ì àíû ì è)  – ïîïðîáóéòå  äîêà-
çàòü åãî ñàì î ñòîÿòåëüíî  èëè ïðî÷èòàéòå  â
Ïðèëîæåíèè  â êîíöå  ñòàòüè. Ïó ñòü îòðåç-
êè 1 2O O  è 3 4O O  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X
(ðè ñ.1).  Î ñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âåðíà òà-
êàÿ ëåìì à.

Ëåììà.  Åñëè åñòü äâå ïàðû ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ êðóãîâ (ïàðà 1O , 2O  è ïàðà 3O ,

4O ), ïðè÷åì îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå èõ

öåíòðû ( 1 2O O  è 3 4O O ), èìåþò îáùóþ
òî÷êó (X), òî êàêèå-òî òðè èç ýòèõ
÷åòûðåõ êðóãîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Òàê êàê êðóãè 1O  è 2O  ïåðåñåêàþòñÿ, íà
îòðåçêå 1 2O O  åñòü òî÷êà F, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ  èì  îáîè ì . Àíàëîãè÷íî,  íà  îòðåçêå

3 4O O  åñòü òî÷êà E, ïðèíàäëåæàùàÿ  êðó-
ãàì  3O  è 4O . Ïó ñòü îíè  ðàñïîëîæåíû,  êàê
íà  ðèñóíêå  1, ïðè÷å ì  XE XF�t  (î ñòàëü-
íûå  ñëó÷àè àíàëîãè÷íû).  Òîãäà

4 4 4O E O X XF O F�t �� �t , ò.å. òî÷êà F ïðè-
íàäëåæèò êðóãàì  1O , 2O  è 4O . Ë åìì à
äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1 ïðî êâàäðàòû. Íà ïëîñêîñòè
ðàñïîëîæåíû 5 êâàäðàòîâ, êàæäûå äâà èç
êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè,
÷òî âñåãäà íàéäóòñÿ 3 êâàäðàòà, èìåþ-
ùèõ îáùóþ òî÷êó?

Î òâåò: íåâåðíî.  Êîíòðïðè ì åð èçîáðà-
æåí íà  ðèñóíêå  2.

Çàäà÷à 2 ïðî êðóãè. Íà ïëîñêîñòè ðàñ-
ïîëîæåíû 3 êðàñíûõ è 3 ñèíèõ êðóãà,
ïðè÷åì êàæäûå äâà ðàçíîöâåòíûõ êðóãà
èìåþò îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè, ÷òî âñå-
ãäà íàéäóòñÿ äâà îäíîöâåòíûõ êðóãà,
èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó?

Î òâåò: âåðíî.
Ðåøåíèå.  Ñîåäèíè ì  öåíòðû  ðàçíîöâåò-

íûõ  êðóãîâ äðóã ñ äðóãîì  îòðåçêàì è. Êà-
êèå-òî äâà èç ïðîâåäåííûõ  îòðåçêîâ  äîëæ-

×åì ê ðóã îò ëè÷àåòñÿ îò ê âàäðàòà?
Ñ.ÂÎ Ë×¨ ÍÊ Î Â

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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íû ïåðåñå÷üñÿ. Ýòî òîæå èçâåñòíûé ôàêò,
÷àñòî íàçûâàåìûé «òðè äîìà, òðè êîëîä-
öà» (äîêàæèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî èëè
ïðî÷èòàéòå â Ïðèëîæåíèè).Òîãäà, ïî ëåì-
ìå èç çàäà÷è 1, êàêèå-òî òðè êðóãà èìåþò
îáùóþ òî÷êó. À ñðåäè ýòèõ òðåõ íàéäóòñÿ
äâà êðóãà îäíîãî öâåòà, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàäà÷à 2 ïðî êâàäðàòû. Íà ïëîñêîñòè
ðàñïîëîæåíû 3 êðàñíûõ è 3 ñèíèõ êâàäðà-
òà, ïðè÷åì êàæäûå äâà ðàçíîöâåòíûõ
êâàäðàòà èìåþò îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè,
÷òî âñåãäà íàéäóòñÿ äâà îäíîöâåòíûõ
êâàäðàòà, èìåþùèõ îáùóþ  òî÷êó?

Î òâåò: íåâåðíî. Êîíòðïðèìåð èçîáðà-
æåí íà ðèñóíêå 3.

Çàìå÷àíèå.  Â çàäà÷àõ 1 è 2 êâàäðàòû
ìîæíî çàìåíèòü íà äðóãèå ìíîãîóãîëüíè-
êè, â ÷àñòíîñòè íà ïðàâèëüíûå N-óãîëüíè-
êè, ãäå N ñêîëü óãîäíî âåëèêî. Ïðè ýòîì
ìíîãîóãîëüíèêè ñòàíîâÿòñÿ ïî÷òè íåîòëè-
÷èìûìè îò êðóãîâ. Ïðàâäà, ðèñóíêè 2 è 3
ïðèøëîñü áû ðàññìàòðèâàòü ïîä ìèêðî-
ñêîïîì, ÷òîáû óâèäåòü íà íèõ âñå ïåðåñå-
÷åíèÿ.

Çàäà÷à 3 ïðî êðóãè. Â âûïóêëîì ìíîãî-
óãîëüíèêå ðàñïîëîæåíû N íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ êðóãîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëü-
íèê âñåãäà ìîæíî ðàçðåçàòü íà N âûïóê-
ëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäèí èç êðó-
ãîâ?

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ ýòîé
çàäà÷è, ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 3 ïðî òî÷êè. Â âûïóêëîì ìíîãî-
óãîëüíèêå îòìå÷åíû N òî÷åê (ñ íîìåðàìè
îò 1 äî N). Âåðíî ëè, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê

âñåãäà ìîæíî ðàçðåçàòü íà N âûïóêëûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäíó îòìå÷åííóþ
òî÷êó?

Î òâåò: âåðíî.
Ðåøåíèå.  Ðàçîáüåì òî÷êè ìíîãîóãîëü-

íèêà íà îáëàñòè ñ íîìåðàìè îò 1 äî N  ïî
òàêîìó ïðàâèëó: îáëàñòü ñ íîìåðîì k ñî-
ñòîèò èç òî÷åê, áîëåå áëèçêèõ ê òî÷êå k,
÷åì ê ëþáîé äðóãîé îòìå÷åííîé òî÷êå
(òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé
Âîðîíîãî ). Ïðè òàêîì ðàçáèåíèè îáëàñòü ñ
íîìåðîì k îãðàíè÷åíà ñåðåäèííûìè ïåð-
ïåíäèêóëÿðàìè îòðåçêîâ, ïðîâåäåííûõ èç
òî÷êè k ê îñòàëüíûì îòìå÷åííûì òî÷êàì,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì.
Ïðèìåð òàêîé äèàãðàììû ïðèâåäåí íà
ðèñóíêå 4.

À òåïåðü âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 3 ïðî êðóãè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íóæíîå íàì ðàçáèåíèå
ìíîãîóãîëüíèêà ìîæåò áûòü îáðàçîâàíî íå
ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè, à òàê
íàçûâàåìûìè ðàäèêàëüíûìè îñÿìè îêðóæ-
íîñòåé.

Ðàäèêàëüíàÿ îñü äâóõ íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îêðóæíîñòåé – ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñ-
òî òî÷åê, êàñàòåëüíûå èç êîòîðûõ, ïðîâå-
äåííûå ê äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì, èìå-
þò ðàâíûå äëèíû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ðàäèêàëüíàÿ îñü äâóõ îêðóæíîñòåé ëþáûõ
ðàäèóñîâ ñ íåñîâïàäàþùèìè öåíòðàìè –
ýòî ïðÿìàÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå).

Åñëè îêðóæíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, îíè
áóäóò öåëèêîì ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðàäè-
êàëüíîé îñè. Ðàçîáüåì òîãäà òî÷êè ìíîãî-
óãîëüíèêà (ëåæàùèå ñíàðóæè îêðóæíîñ-
òåé) íà îáëàñòè, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê, êàñà-
òåëüíûå èç êîòîðûõ ê îäíîé îêðóæíîñòè
êîðî÷å, ÷åì ê äðóãèì. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷èì, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü ëåæèò öåëè-
êîì â îäíîé îáëàñòè è ýòà îáëàñòü –
âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Êñòàòè, â ñëó÷àå «îêðóæíîñòåé» íóëåâî-
ãî ðàäèóñà êàñàòåëüíûå ïðåâðàùàþòñÿ â
ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðîâ, è ïîëó÷àåòñÿ ïðå-
äûäóùàÿ çàäà÷à.

È ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à 3 ïðî êâàäðàòû. Â âûïóêëîì

ìíîãîóãîëüíèêå ðàñïîëîæåíû N íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ êâàäðàòîâ. Âåðíî ëè, ÷òî ìíî-
ãîóãîëüíèê âñåãäà ìîæíî ðàçðåçàòü íà N
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäèí èç
êâàäðàòîâ?

Î òâåò: íåâåðíî. Êîíòðïðèìåð èçîáðà-
æåí íà ðèñóíêå 5.

Ïîÿñíåíèå.  Â ïÿòèóãîëüíèêå ðàñïîëî-
æåíû òðè êâàäðàòà. Ðàçðåçàòü ïÿòèóãîëü-
íèê íà òðè âûïóêëûå ÷àñòè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò îäèí êâàäðàò, íåâîç-
ìîæíî. Òî÷êà â öåíòðå ðèñóíêà íå ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü íè îäíîé èç ÷àñòåé, òàê êàê
êàæäûé èç òðåõ îòðåçêîâ, èäóùèõ èç íåå ê
îäíîé èç òî÷åê êâàäðàòîâ, áóäåò ïåðåñå-
êàòü êîíòóð äðóãîãî êâàäðàòà, ò.å. íè îäèí
èç ýòèõ îòðåçêîâ íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü
âûïóêëîé ôèãóðå.

Ïð èëîæ åíèå

Ïÿòü äîìîâ.  Äîêàæåì, ÷òî íà ïëîñêî-
ñòè íåëüçÿ ñîåäèíèòü äðóã ñ äðóãîì ïÿòü
äîìîâ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äîðîæêàìè
òàê, ÷òîáû êàæäûé äîì áûë ñîåäèíåí ñ
êàæäûì îòäåëüíîé äîðîæêîé.

Äîïóñòèì, ýòî âñå-òàêè óäàëîñü ñäåëàòü.
Óáåðåì âñå äîðîæêè è áóäåì âîçâðàùàòü
èõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñíà÷àëà äîáàâèì ÷å-
òûðå äîðîæêè, ñîåäèíÿþùèå ÷åòûðå äîìà
ïî öèêëó, ïîëó÷èòñÿ «÷åòûðåõóãîëüíèê»
èç äîðîæåê. Ñîåäèíèì òåïåðü ïàðû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ âåðøèí ýòîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà (ïðîâåäåì «äèàãîíàëè»). Îäíà äèà-

ãîíàëü áóäåò âíóòðè, äðóãàÿ – ñíàðóæè
(ðèñ. 6). Â ðåçóëüòàòå ïëîñêîñòü ðàçäåëèò-
ñÿ íà òðè «òðåóãîëüíèêà» è áåñêîíå÷íóþ

÷àñòü, ãðàíèöà êîòîðîé òîæå áóäåò òðåó-
ãîëüíèêîì (íàçîâåì ýòó ÷àñòü «áåñêîíå÷-
íûì» òðåóãîëüíèêîì). Ïÿòûé äîì îêàæåò-
ñÿ â îäíîì èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, è åãî
ìîæíî áóäåò ñîåäèíèòü òîëüêî ñ òðåìÿ
âåðøèíàìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðîòèâî-
ðå÷èå – îñòàíåòñÿ åùå îäèí äîì, êîòîðûé
íåëüçÿ ñîåäèíèòü ñ ïÿòûì.

Òðè äîìà è òðè êîëîäöà.  Äîêàæåì, ÷òî
íà ïëîñêîñòè íåëüçÿ ñîåäèíèòü íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ äîðîæêàìè òðè äîìà ñ òðåìÿ
êîëîäöàìè òàê, ÷òîáû êàæäûé äîì áûë
ñîåäèíåí ñ êàæäûì êîëîäöåì îòäåëüíîé
äîðîæêîé.

Äîïóñòèì, ýòî âñå-òàêè óäàëîñü ñäåëàòü.
Óáåðåì âñå äîðîæêè è áóäåì âîçâðàùàòü
èõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñíà÷àëà îáîéäåì ïî
çàìêíóòîìó öèêëó âñå äîìà è êîëîäöû.
Òàê êàê äîðîæêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ýòî
áóäåò «øåñòèóãîëüíèê» èç äîðîæåê, ïðè-
÷åì äîìà è êîëîäöû â íåì ÷åðåäóþòñÿ
(ðèñ. 7). Îñòàëîñü ïðîâåñòè åùå òðè äî-
ðîæêè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå
âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà. Õîòÿ áû äâå èç

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 8
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1 ß.Ã.Äîðôìàí. Âñåìèðíàÿ èñòîðèÿ ôèçèêè
(ñ äðåâíåéøèõ âðåìåí äî êîíöà XVIII âåêà). –
Ì.: Íàóêà, 1974, ñ.214.

Î ïûò
ïî Ãàëèëåþ

Ì.ÑÒÀÐØÎÂ

ÂÅËÈÊÈÉ Ó×ÅÍÛÉ ÑÅÌÍÀÄÖÀÒÎÃÎ ÂÅ-
êà Ãàëèëåî Ãàëèëåé îñòàâèë áîãàòîå íà-

ñëåäñòâî â íàóêå, çàíèìàÿñü ðàçíîîáðàçíû-
ìè èññëåäîâàíèÿìè. ×àùå âñåãî âñïîìèíàþò
åãî ðàáîòû ïî ìåõàíèêå, îïòèêå è àñòðîíî-
ìèè. Ãîðàçäî ðåæå îòìå÷àþò âêëàä ó÷åíîãî â
ìàòåðèàëîâåäåíèå, èëè â ñîïðîòèâëåíèå ìà-
òåðèàëîâ, ïî ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè.

«Íè îäíà îáëàñòü ôèçèêè íå áûëà ñòîëü
òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè,
êàê ôèçèêà òâåðäîãî òåëà, ò.å. ôèçèêà òåõ
ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü â ñòðîè-
òåëüíîì äåëå è â ìàøèíîñòðîåíèè...

Ïåðâûì è âàæíåéøèì îòâåòîì íà ýòó îá-
ùåñòâåííóþ ïîòðåáíîñòü ÿâèëîñü ïðîèçâåäå-
íèå Ãàëèëåÿ «Áåñåäû è ìàòåìàòè÷åñêèå äî-
êàçàòåëüñòâà, êàñàþùèåñÿ äâóõ íîâûõ îò-
ðàñëåé íàóêè», íàïèñàííîå ïëåííèêîì èíê-
âèçèöèè â 1638 ã. â åãî çàãîðîäíîì èìåíèè
Àð÷åòðè è ïåðåñëàííîå çà ãðàíèöó ÷åðåç

ôðàíöóçñêîãî ïîñëà ãðàôà äå Íîàéëü, <áûâ-
øåãî êîãäà-òî ñòóäåíòîì Ãàëèëåÿ â Ïàäóå –
Ì.Ñ .>. Äâå îòðàñëè íàóêè, î êîòîðûõ óïî-
ìèíàåòñÿ â çàãëàâèè, – ýòî íàóêà î äâèæå-
íèè… è íàóêà î ñîïðîòèâëåíèè ìàòåðèàëîâ.
Ýòîé âòîðîé îòðàñëè íàóêè ôàêòè÷åñêè íå
áûëî äî Ãàëèëåÿ». 1

Ãàëèëåé íåäîóìåâàåò, êàê ýòî æåëåçíûé
èëè ñòåêëÿííûé ñòåðæåíü âûäåðæèâàåò ïîä-
âåøåííûé ê åãî êîíöó çíà÷èòåëüíûé ãðóç «â
òûñÿ÷ó ôóíòîâ» (èëè â ÷åòûðåñòà ïðèâû÷-
íûõ äëÿ íàñ êèëîãðàììîâ), íî ñëîìàåòñÿ îò
ãðóçà âñåãî ëèøü â 50 ôóíòîâ, åñëè êîíåö
ñòåðæíÿ çàêðåïëåí â ñòåíå, à ãðóç ïðèêðåï-
ëåí ê äðóãîìó åãî êîíöó.

Äîðôìàí âèäèò ó Ãàëèëåÿ âàæíûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ âîïðîñà î ñîïðîòèâëå-
íèè òåë ñãèáàíèþ, íî íåïðèâû÷íàÿ òåðìèíî-
ëîãèÿ è ñëîæíûå âûâîäû îñâîáîæäàþò åãî îò
ðàññìîòðåíèÿ âñåé ïðîáëåìû. Â ñàìîì äåëå,
÷èòàòü ïåðåâîäû âåëèêîãî èòàëüÿíöà î÷åíü
òÿæåëî, ãîðàçäî óâëåêàòåëüíåå îáñóäèòü èëè
äàæå ïðîâåñòè íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòû,
îòòàëêèâàÿñü îò èäåé Ãàëèëåÿ.

Ë À Á Î Ð À Ò Î Ð È ß  « Ê Â À Í Ò À »

ýòèõ òðåõ äîðîæåê ïîïàäóò îáå ëèáî âíóòðü,
ëèáî íàðóæó øåñòèóãîëüíèêà è íåèçáåæíî
ïåðåñåêóòñÿ.

Ðàäèêàëüíûå îñè.  Ïóñòü äàíû äâå îê-
ðóæíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè öåíòðàìè 1O , 2O
è ðàäèóñàìè 1r , 2r  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.8).
Ïóñòü òî÷êà 1O  èìååò êîîðäèíàòû ( a, b),

Ðèñ. 8

à òî÷êà 2O  – êîîðäèíàòû ( c, d). Íàéäåì
âñå òàêèå òî÷êè T( x, y), ÷òî êàñàòåëüíûå
TP è TQ ê íàøèì îêðóæíîñòÿì, ïðîâåäåí-
íûå èç ýòîé òî÷êè, ðàâíû. Êàñàòåëüíûå
ðàâíû, êîãäà ðàâíû èõ êâàäðàòû, à êâàä-
ðàòû êàñàòåëüíûõ ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà:

�� �� �� ��2 22 2 2 2
1 1 1TP TO O P x a y b r� �� � �� �� �� �� ,

�� �� �� ��2 22 2 2 2
2 2 2TQ TO O Q x c y d r� �� � �� �� �� �� .

Ïðèðàâíèâàÿ 2TP  è 2TQ , âèäèì, ÷òî
êâàäðàòû èêñîâ è èãðåêîâ âçàèìíî óíè÷òî-
æàþòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà mx +
+ ny – k = 0, êîòîðîå çàäàåò ïðÿìóþ, åñëè
õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ m è n
íåíóëåâîé (à ýòî òàê, ïîñêîëüêó öåíòðû
îêðóæíîñòåé ðàçëè÷íû).
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Ïàëî÷êà ñâèíöîâîãî ïðèïîÿ â íà÷àëå ýêñïåðè-
ìåíòà…

…è â êîíöå ýêñïåðèìåíòà

Ïðåêðàñíàÿ  ãðàâþðà, âîñïðîèçâåäåííàÿ  â
«Áåñåäàõ» Ãàëèëåÿ, ïîêàçûâàåò  äîâîëüíî
òîëñòóþ  áàëêó, çàêðåïëåííóþ  îäíèì  êîíöîì
â êàìåííîé  ñòåíêå, òîãäà êàê íà  äðóãîé êîíåö
äåéñòâóåò ñâîåé òÿæåñòüþ íåêèé  ãðóç. Ìåæ-
äó ïðî÷èì,  Ãàëèëåé íàïèñàë  ýòó ñâîþ  ïîñëå-
äíþþ  êíèãó  âî  ìíîãîì  ïîòîìó,  ÷òî ýòîé
òåìîé  åìó  äîçâîëÿëè  çàíèìàòüñÿ  íàäçèðàòå-
ëè îò  èíêâèçèöèè,  à îí  ê ýòîìó  âðåìåíè
ñîâñåì  îñèðîòåë  è îñëåï.  Òàê ÷òî âïîëíå
âåðîÿòíî,  ñàì  Ãàëèëåé ýòîé ãðàâþðû  è íå
âèäåë.

Ñåãîäíÿ  ìîæíî  èçìåíèòü  ýòîò îïûò  è ïîêà-
çûâàòü ñòóäåíòàì  è øêîëüíèêàì  åãî ïðîñòîé
è ýôôåêòíûé  âàðèàíò. Äëÿ  ýòîãî  áåðåòñÿ
ãîðèçîíòàëüíàÿ  ïàëî÷êà  ñâèíöîâîãî  ïðèïîÿ
äëÿ ïàéêè  è çàêðåïëÿåòñÿ çà îäèí  êîíåö.
Åñëè ïàëî÷êà  òîíêàÿ,  äèàìåòðîì  íåìíîãî
ìåíüøå  òðåõ ìèëëèìåòðîâ,  à äëèíîé  ïðèìåð-
íî  20–30 ñì,  òî  îíà  ñàìà  ñîáîé  èçãèáàåòñÿ
ïîä  ñâîåé òÿæåñòüþ. Íå  íóæåí  íèêàêîé
äîïîëíèòåëüíûé  ãðóç, ÷òîáû  çà ÷åòâåðòü
÷àñà ñâîáîäíûé  êîíåö  ïàëî÷êè  îïóñòèëñÿ  íà
íåñêîëüêî  ñàíòèìåòðîâ.  Ýòî  ïðîèçâîäèò  áîëü-
øîå  âïå÷àòëåíèå íà  çðèòåëåé. Ìû  ïðîñòî
ñâîèìè  ãëàçàìè íàáëþäàåì  ïëàñòè÷åñêóþ
äåôîðìàöèþ  ìåòàëëà.

Ðàíüøå  âñòðå÷àëñÿ ïðèïîé  â âèäå ãîðàçäî
áîëåå òîëñòûõ  ïðóòêîâ,  è ñ íèìè  ýòîò ýêñïå-
ðèìåíò  ïîëó÷àëñÿ  åùå ýôôåêòíåå,  òîëüêî
òðåáîâàëîñü áîëüøåå  âðåìÿ.  Ïðèõîäèëîñü
êðåïèòü ãîðèçîíòàëüíûé  ñòåðæåíü â íà÷àëå
áåñåäû èëè ëåêöèè è ïðèâëåêàòü ê íåìó
âíèìàíèå  ÷àñà ÷åðåç ïîëòîðà  – ìåòàëëè÷åñ-
êèé ñòåðæåíü ÷óòü ëè íå  â ïàëåö  òîëùèíîé
ñãèáàëñÿ íà  ïàðó  ñàíòèìåòðîâ !

Î÷åíü  áûñòðî  ñãèáàåòñÿ ïîä  ñîáñòâåííîé
òÿæåñòüþ ñîâñåì  òîíåíüêèé  ïðóòèê  ïðèïîÿ,
äèàìåòðîì  îêîëî  ìèëëèìåòðà.  Äëèíà  â ýòîì
âàðèàíòå, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò  áûòü ñîâñåì
íåáîëüøîé,  ïðèìåðíî  10–15 ñì.

Åñëè ïîä  ðóêàìè  åñòü ïðóòîê  ïðèïîÿ  ñðåä-
íåé  òîëùèíû  è äëèíîé  ñàíòèìåòðîâ  òðèä-
öàòü, òî  ïëàñòè÷íîñòü  ìåòàëëà ìîæíî  ïðîèë-
ëþñòðèðîâàòü ñîâñåì  ïðîñòî  è áûñòðî  –
äîñòàòî÷íî  ïîäâåñèòü  ïðóòîê  íà  íèòêå çà
ñåðåäèíó èëè âñòàâèòü â ñàìóþ  ïðèìèòèâ-

íóþ  ïëàñòèíêó  ñ îòâåðñòèåì.  ×åðåç íåñêîëü-
êî  ìèíóò  áóäåò ÷åòêî âèäíî,  êàê îïóñòèëèñü
îáà  êîíöà  ïðóòèêà.

 ×ëåíû  êðóæêà þíûõ  òåõíèêîâ  ëåãêî ìîã-
ëè áû  äîïîëíèòü  ýòó ïðîñòåéøóþ  ýêñïåðè-
ìåíòàëüíóþ  óñòàíîâêó,  ñêàæåì, ýëåêòðè÷åñ-
êèì  çâîíêîì,  èëè ðåãóëÿòîðîì  äëèíû  ñâî-
áîäíîé  ÷àñòè âèñÿùåãî  ñòåðæíÿ äëÿ ñðàâíå-
íèÿ  âðåìåíè  äåôîðìàöèè.

Ïðèçìà ABCD, âäåëàííàÿ â ñòåíó; íà ñâîáîä-
íûé åå êîíåö äåéñòâóåò ãðóç (ãðàâþðà èç
«Áåñåä» Ãàëèëåÿ)
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Äðàìà
â îáëàêàõ

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

ÄÐÅÂÍÈÅ ÌÓÄ ÐÅÖÛ ÊÀÊ-ÒÎ ÇÀÏÈÑÀËÈ:
«Òåìíà âîäà â îáëàöåõ âîçäóøíûõ»,

îòìåòèâ òàêèì îáðàçîì çàãàäî÷íîñòü ïðîèñ-
õîäÿùèõ ïðîöåññîâ. À ýòè ïðîöåññû íå òîëü-
êî çàãàäî÷íû – îíè òðàãè÷íû ! Îäíàêî, âñå ïî
ïîðÿäêó.

Âñïîìíèì îäíó èç âàæíåéøèõ èäåé òåðìî-
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Åñëè åñòü äâà
ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿ 1E  è 2E , â êîòî-
ðûõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ ó÷àñòíèêè ðàâíîâåñèÿ
ïðè òåìïåðàòóðå Ò, òî êîëè÷åñòâî ýòèõ ó÷à-
ñòíèêîâ 1n  è 2n  ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò
îòíîøåíèÿ ýíåðãèé ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé è
íåêîé õàðàêòåðíîé ýíåðãèè òåïëîâîãî õàîòè-

÷åñêîãî äâèæåíèÿ kT, à èìåííî: 
1,2

1,2

E

kTn e
��

: ,

ãäå 231,38 10 Äæ Êk ��� �˜  – óíèâåðñàëüíàÿ
êîíñòàíòà Áîëüöìàíà. Òóò ñðàçó «ïðèõîäèò
íà óì» ðàñïðåäåëåíèå ìîëåêóë ìàññîé m ïî

âûñîòå h â èçîòåð-
ìè÷åñêîé àòìîñ-
ôåðå (ðèñ.1):

�� ��
�� �� 00

mgh
kTn h e

n e

��

� ,

ãäå 29,8 ì ñg �  –
óñêîðåíèå òÿãîòå-
íèÿ.

Ïðèìåíèì ýòó
èäåþ ê îïèñàíèþ
ñèòóàöèè â îáëà-
êå, ãäå ïðèñóòñòâó-
þò âîäÿíûå ïàðû,
êàïëè âîäû è êðè-
ñòàëëû ëüäà.

Ïðåæäå âñåãî, êàê èçâåñòíî, ÷òîáû èñïàðèòü
èç âîäÿíîé ëóæè (ò.å. ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñ-
òè) îäèí êèëîãðàìì âîäû, òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ
ôàçîâîãî ïåðåõîäà âL . Â ðàñ÷åòå íà îäíó
ìîëåêóëó ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà âL m . Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ðàâíîâåñèè îòíîøåíèå êîíöåíòðà-

öèè ìîëåêóë, êî-
òîðûõ «âûòàùèëè
èç ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû» ãëóáèíîé

âL  (ðèñ.2), ê òåì,
êîòîðûå îñòàëèñü
«íà äíå» ýòîé ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìû,
ðàâíî

â

ï

â

L m
kTn

e
n

��
� .

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ
èñïàðåíèÿ ñ ïî-
âåðõíîñòè çàìåðçàþùåé ëóæè ïðèäåòñÿ çàò-
ðàòèòü ýíåðãèþ ñóáëèìàöèè, ïðåâîñõîäÿ-
ùóþ ýíåðãèþ èñïàðåíèÿ: ë âL L�!  – ïîñêîëü-
êó äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà ïðåâðàòèòü ëåä â
âîäó. Çíà÷èò, ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû òåïåðü
áóäåò áîëüøå, à êîíöåíòðàöèÿ ïàðà íàäî
ëüäîì áóäåò ñîîòâåòñòâåííî ìåíüøå, ÷åì íàä
âîäîé.

Íî êàïëè â ÷åì-òî îòëè÷àþòñÿ îò ëóæè:
îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàäèóñîì êðèâèçíû a.
Ñîãëàñíî ïîíÿòèþ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ, ñèëû âçàèìî-
äåéñòâèÿ âñåõ ìîëå-
êóë êàïëè â åå âíåø-
íåì ñëîå ñæèìàþò
êàïëþ òåì ñèëüíåå,
÷åì ìåíüøå a. Íà
ðèñóíêå 3 ñðàâíèâà-
þòñÿ äâå êàïëè –
ïîáîëüøå è ïîìåíü-
øå; âèäíî, ÷òî ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ ñèë
ïîâåðõíîñòíîãî íà-
òÿæåíèÿ, ïðèëîæåí-
íûõ ê îäèíàêîâûì
ïëîùàäêàì íà èõ ïî-
âåðõíîñòè, ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì a. Ýòî,
êîíå÷íî, ñêàçûâàåòñÿ íà ðîñòå äàâëåíèÿ â
êàïëå è â îêðóæàþùåì ïàðå. Îêàçûâàåòñÿ,
íàä âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ ïëîòíîñòü íà-
ñûùåííîãî ïàðà âûøå, ÷åì íàä ïëîñêîé
ïîâåðõíîñòüþ. ×òîáû ïîÿñíèòü ýòî óòâåðæ-
äåíèå, ðàññìîòðèì ñîîáùàþùèåñÿ ñîñóäû –
îäèí øèðîêèé, äðóãîé óçêèé ðàäèóñîì à
(ðèñ.4, à; çäåñü èçîáðàæåíû äâà óçêèõ ñîñóäà
ðàäèóñàìè 1a  è 2a ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñòåíêè ñîñóäîâ íå ñìà÷èâàþòñÿ âîäîé. Òîãäà
ïîâåðõíîñòü âîäû â êàïèëëÿðå (â óçêîì
ñîñóäå) áóäåò âûïóêëîé, à óðîâåíü âîäû

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå ïî
âûñîòå êîíöåíòðàöèè ìî-
ëåêóë – ðàâíîâåñèå ìåæ-
äó ýíåðãèÿìè ãðàâèòàöèè
è òåïëîâîãî õàîñà

Ðèñ. 2. Óäåëüíûå ýíåðãèè
èñïàðåíèÿ (êîíäåíñà-
öèè) è ñóáëèìàöèè
(ïëàâëåíèÿ) êàê ïîòåí-
öèàëüíûå ÿìû

Ðèñ. 3. Ñ óìåíüøåíèåì
ðàäèóñà êðèâèçíû êàï-
ëè ðàñòåò ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèë ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ

DOI: https: //doi.org/10.4213/kvant20190404
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áóäåò íèæå ï ëîñêîãî  óðîâíÿ  íà  
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ãäå �V – êîýôôèöèåíò  ï îâåðõíîñòíîãî  íàòÿ-
æåíèÿ.  Åñëè çàêðûòü ñîñóäû  ñâåðõó êðûø-
êîé,  òî  âñêîðå ï àð âî  âñåì  îá úåìå  ñòàíåò
íàñûùåííûì  è áóäåò íàõîäèòüñÿ  â ñîñòîÿíèè
ðàâíîâåñèÿ  ñî  ñâîåé æèäêîñòüþ.  Ïðè  íå
î÷åíü  ìàëîì  à ï ëîòíîñòü  ï àðà ìîæíî  ñ÷èòàòü
ï îñòîÿííîé,  è äàâëåíèå ï àðà íàä  âû ï óêëîé
ï îâåðõíîñòüþ  áóäåò áîëüøå  äàâëåíèÿ  íàä
ï ëîñêîé  ï îâåðõíîñòüþ  íà  âåëè÷èíó

ï
0 ï

â

2
hp p gh

a
�V�U

�� � �U � 
�U .

Åñëè æå à î÷åíü  ìàëî  ( 710 ì��: ),  òî  äëÿ
ðàñ÷åòà ðàçíîñòè  äàâëåíèé íàäî  èñï îëüçî-
âàòü ôîðìóëó  Áîëüöìàíà:

â

2

0 0

mmgh
akTkT

hp p e p e

�V
���� �U� � .

È  ÷òî æå ï îëó÷àåòñÿ – äàâëåíèå è êîíöåí-
òðàöèÿ ï àðà íàä  áîëüøåé  êàï ëåé âîäû  ìåíü-
øå,  ÷åì  íàä  ìåíüøåé  (ðèñ.4, á),  çíà÷èò,
ìîëåêóëû  ï àðà áóäóò äèôôóíäèðîâàòü  ÷å-
ðåç âîçäóõ  (âñï îìíèì  è î  íåì)  îò  ìàëîé
êàï ëè ê áîëüøîé,  êîíäåíñèðóÿñü  íà  ï îñëå-
äíåé  è óâåëè÷èâàÿ åå ìàññó.  Ïîèñòèíå,  êàê
ãîâîðèëè  äðåâíèå ìóäðåöû,  «êòî  èìååò,  òîìó

Ðèñ. 4. à) Âûñîòà îïóñêàíèÿ íåñìà÷èâàþùåé
æèäêîñòè â êàïèëëÿðå çàâèñèò îò åãî ðàäèóñà.
á) Ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàðà çàâèñèò îò
ðàäèóñà êðèâèçíû êàïëè

äàíî  áóäåò è ï ðèóìíîæèòñÿ,  à êòî  íå  èìååò,
ó òîãî  îòíèìåòñÿ  è òî,  ÷òî èìååò».

Ðåçóëüòàò èçâåñòåí – ï àäåíèå! Ïðè÷åì,
÷åì  êðóï íåå êàï ëÿ,  òåì  òðóäíåå åé óäåðæàòü-
ñÿ â âîñõîäÿùåì  ï îòîêå  âîçäóõà:  ñèëà òÿæå-
ñòè ï ðî ï îðöèîíàëüíà  êóáó ðàçìåðà,  à ï îä-
äåðæèâàþùàÿ àýðîäèíàìè÷åñêàÿ  ñèëà – êâàä-
ðàòó. Âîçíèêàþùàÿ  ï ðè ýòîì  ðàçíîñòü  ñêî-
ðîñòåé ï ðèâîäèò ê òîìó,  ÷òî áîëüøèå  êàï ëè,
ñòàëêèâàÿñü ñ ìåëêèìè  è îá úåäèíÿÿñü ñ
íèìè,  ðàñòóò åùå áûñòðåå. Îáëàêî  ðàçðóøà-
åòñÿ – íà  çåìëå  âû ï àäàþò îñàäêè!

Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå äðàìàòè÷-
íîé,  êîãäà íà  ñöåíå ï îÿâëÿþòñÿ  êðèñòàëëû.
Ïîñêîëüêó  ë âL L�!  è äàâëåíèå íàä  èõ ï îâåðõ-
íîñòüþ  ìåíüøå,  ÷åì  íàä  æèäêîñòüþ,  îíè
íåùàäíî  ï îãëîùàþò  è áîëüøèå  è ìàëûå
êàï ëè. Óêðóï íÿÿñü  äî  ðàçìåðîâ,  êîòîðûå
óæå íåâîçìîæíî  ï îääåðæèâàòü â âîñõîäÿ-
ùèõ  ï îòîêàõ  âîçäóõà,  êðèñòàëëû âû ï àäàþò
âíèç,  îáðàçóÿ â äîñòàòî÷íî  ï ëîñêèõ  îáëàêàõ
«äûðû»  (ðèñ.5)  – ðåäêîå, íî  ÿðêîå  ÿâëåíèå,

êîòîðîå  âï å÷àòëèòåëüíûå íàáëþäàòåëè  ï ðè-
ï èñûâàþò èíî ï ëàíåòíûì  ï ðèøåëüöàì.  Ýòîò
ï ðîöåññ íàçâàí  ï î  èìåíè  åãî èññëåäîâàòåëåé
ÿâëåíèåì  (ìåõàíèçìîì,  ýôôåêòîì,  òåîðèåé)
Âåãåíåðà–Ëåíãìþðà–Áåðæåðîíà– Ô èíäàé-
çåíà.

Êîíå÷íî,  â ýòîì  íàáðîñêå  íå  óäåëåíî  äîë-
æíîãî  âíèìàíèÿ  âîçäóõó,  â êîòîðîì  è ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ äðàìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ.  À
÷òîáû  äîáàâèòü ñâîþ  ôàìèëèþ  ê ï ðèâåäåí-
íîé  âûøå  çàìå÷àòåëüíîé  ï ëåÿäå èññëåäîâà-
òåëåé, íóæíî  ðàçîáðàòüñÿ â ÿâëåíèÿõ  ï îä-
ðîáíåå,  ï îñòóï èâ â Ìîñêîâñêèé  ôèçèêî-
òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, íà ï ðèìåð  íà  ôàêóëü-
òåò àýðîìåõàíèêè  è ëåòàòåëüíîé òåõíèêè.

Ðèñ. 5. Äûðû â îáëàêàõ



Ì û çàâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷ . Î íè ðàññ÷è-
òàíû â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ó÷àùèõñÿ 7–9 êëàññîâ, íî ì û áóäåì ðàäû ó÷àñòèþ øêîëüíèêîâ
âñåõ âîçðàñòîâ . Êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ æóðíàëîì « Êâàíòèê» .

Âûñûëàéòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñïðàâèòåñü, ýëåê òðîííîé ïî÷òîé ïî àäðåñó:
savin .contest@gmail .com èëè îáû÷íîé ïî÷òîé ïî àäðåñó: 119296 Ì îñêâà, Ëåíèíñêèé ïðî-
ñïåêò, 64- À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé « Êîíêóðñ èìåíè À.Ï .Ñàâèíà») . Êðîìå èìåíè è ôàìèëèè
óêàæèòå ãîðîä, øêîëó è êëàññ, â êîòîðîì âû ó÷èòåñü,  à òàêæå îáðàòíûé ïî÷òîâûé àäðåñ .

Ì û ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüí ûõ øêîëüíèêîâ, íî è êîìàíä
(â òàêîì ñëó÷àå ïðèñûëàåòñÿ îäíà ðàáîòà ñî ñïèñêîì ó÷àñòíèêîâ) . Ó÷àñòâîâàòü ìîæíî,
íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî òóðà . Ïîáåäèòåëåé æäóò äèïëîìû æóðíàëà « Êâàíò» è ïðèçû . Çàäàíèÿ,
ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ íà ñàéòå sites .google .com/view/savin-contest

Æåëàåì óñïåõà!

Ê Î Í Ê Ó Ð Ñ  È Ì Å Í È  À . Ï . Ñ À Â È Í À

29. Äàíû 1000 äðîáåé 
1 1 1

1, , , ,
2 3 1000

K .

à) Ìîæíî ëè èç íèõ âûáðàòü 8 äðîáåé,
êîòîðûå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ?

á) Ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
çíàìåíàòåëü íàèáîëüøåé âûáðàííîé äðî-
áè îòëè÷àëñÿ îò çíàìåíàòåëÿ íàèìåíüøåé
âûáðàííîé äðîáè ìåíüøå ÷åì íà 600?

Ì.Ìà ëêèí

30. Êàæäîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è
49n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òðåõ, íî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ÷åòûðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå òàêèå n.

Â.Ëåöêî

31. Íà ãðàíèöå êâàäðàòà îòìåòèëè òî÷-
êè, ðàçáèâàþùèå åå  íà 20 îòðåçêîâ ðàâíîé
äëèíû. Îòìå÷åííûå òî÷êè ïîêðàñèëè â 20
ðàçíûõ öâåòîâ è 20 îòðåçêîâ ïîêðàñèëè â
òå æå 20 öâåòîâ. Èç êàæäîé îòìå÷åííîé
òî÷êè îòðåçîê îäíîãî ñ íåé öâåòà âèäåí ïîä
íåíóëåâûì óãëîì. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè
òàêèõ óãëîâ îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà ðàâ-
íûõ?

Å.Áàêàåâ

32. Íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû n ãîðîäîâ,
ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè. Ïåøåõîä âûõîäèò
èç ãîðîäà 1. Îí õî÷åò ïðîéòè ïî âñåì
äîðîãàì, ïðè÷åì ïî êàæäîé äîðîãå òîëüêî
îäèí ðàç. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ìàð-
øðóòîâ? Ìàðøðóòû ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè,
åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òüþ âûáîðà äîðîã. Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà êàæäûå äâà ñîñåäíèõ ãîðî-
äà ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé:

à) äâóìÿ äîðîãàìè;

á) òðåìÿ äîðîãàìè.

Â.Ðàñòîðãóåâ



Ãäå ñïðÿòàëñÿ
Íèì?
È.ÊÎ Ï Û ËÎÂ

ÂÑÒÀÒÜÅ «ÏËÞÑÛ–ÌÈÍÓÑÛ È ÈÃ ÐÀ ÍÈÌ»
(ñì. «Êâàíò» ¹7, 8 çà 2018 ã.) áûëà

ðàññêàçàíà ñòðàòåãèÿ èãðû Íèì, êîòîðàÿ
èãðàåò îñîáóþ ðîëü â òåîðèè èãð. Èãðà Íèì
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ m êó÷åê,
êîëè÷åñòâî êàìíåé â êîòîðûõ ðàâíî

1 2, , , ma a aK . Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè; êàæäûé
èãðîê ïðè ñâîåì õîäå âûáèðàåò îäíó èç êó÷åê
è áåðåò èç íåå ëþáîå íåíóëåâîå ÷èñëî êàì-
íåé. Ïîáåæäàåò òîò, êòî çàáðàë ïîñëåäíèé
êàìåíü.

Ìíîãèå èãðû ñâîäÿòñÿ ê Íèìó. Åñëè â èãðå
óäàåòñÿ ðàñïîçíàòü Íèì, òî äëÿ íåå ñðàçó æå
ïîÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ, çàèìñòâîâàííàÿ èç
Íèìà. Â äàííîé ñòàòüå ñâåäåì ê Íèìó íå-
ñêîëüêî ðàçíîîáðàçíûõ èãð.

È ãðà 1. Ïÿ ò ü ô èø åê í àõî äÿòñÿ í à êëåò-
êàõ ãîðèçîíò àëüíî é ï îëîñêè  èç 25 êëåòîê .
Çà êàæäûé õî ä íåî áõî äèì î  ï åðåäâèíóò ü
î äíó  èç ô èø åê âëåâî í à ëþá óþ êëåòêó,
ï åðåï ðû ãèâàò ü ÷åðåç äðóãèå ô èø êè ðàçðå-
øà åòñÿ, í à î äíî é êëåòêå ì îãóò  í àõî äèò ü-
ñÿ íåñêîë üêî  ô èø åê. Âû èãðû âàåò  èãðîê,
ï îñëå õî äà êîòîðîãî  âñå 5 ô èø åê îê àæóòñÿ
í à êðàéíå é ëåâîé êëåòêå ï îëîñêè .

Èãðà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê Íèìó
ñ 5 êó÷êàìè êàìíåé. Çàíóìåðóåì êëåòêè
ïîëîñêè, íà÷èíàÿ ñ 0, ñëåâà íàïðàâî (ðèñ.1).
Òîãäà ôèøêó, ñòîÿùóþ íà êëåòêå ñ íîìåðîì
n, çà 1 õîä ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà ëþáóþ èç
êëåòîê 0, 1, …, 1n ��  âíå çàâèñèìîñòè îò
ðàñïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ ôèøåê. Àíàëîãè÷-
íî è â èãðå Íèì êîëè÷åñòâî êàìíåé â îäíîé
èç êó÷åê çà õîä óìåíüøàåòñÿ âïëîòü äî 0.
Ïîýòîìó äëÿ ñâåäåíèÿ ê Íèìó ôèøêó íà
êëåòêå n ñëåäóåò çàìåíèòü êó÷êîé ñ n êàìíÿ-
ìè. Òîãäà ôèøêà íà ñàìîé ëåâîé êëåòêå

ðàâíîñèëüíà ïóñòîé êó÷êå. Èãðà çàêàí÷èâà-
åòñÿ, êîãäà âñå êó÷êè ïóñòû, ò.å. âñå ôèøêè
ñîáðàíû íà êëåòêå ñ íîìåðîì 0.

Èòàê, åñëè 5 ôèøåê ðàñïîëîæåíû íà êëåò-
êàõ ñ íîìåðàìè a, b, c, d è e, òî äëÿ ÷èñåë a,
b, c, d è e ñîñòàâëÿåòñÿ Íèì-ñóììà. Íàïîì-
íèì, ÷òî Íèì-ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ ïîðàçðÿä-
íî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Íèì-ñóììèðóåìûå
÷èñëà çàïèñûâàþòñÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ-
÷èñëåíèÿ, è åñëè â äàííîì ðàçðÿäå îêàçàëîñü
íå÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö, òî â ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ñóììå â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçðÿäå ñòà-
âèì 1, åñëè ÷åòíîå – 0. Íèì-ñóììà ÷èñåë à,
b, ñ, d, å îáîçíà÷àåòñÿ a b c d e�† �† �† �† .
Ñâîèì õîäîì èãðîê äîëæåí îáíóëèòü Íèì-
ñóììó.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ôèøêè ñòîÿò
íà êëåòêàõ 5, 10, 14, 16 è 22 ïîëîñêè (ñì.
ðèñ.1). Âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé Íèì-
ñóììû ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 2.

Èòàê,

5 10 14 16 22�† �† �† �† � 

= 2 2 2 2 2101 1010 1110 10000 10110�† �† �† �† � 

2111 7� � .

Íèì-ñóììà îòëè÷íà îò 0. Èãðîê, äåëàþùèé
õîä, äîëæåí åå îáíóëèòü. Ñòàðøàÿ åäèíèöà
â Íèì-ñóììå íàõîäèòñÿ âî 2-ì äâîè÷íîì
ðàçðÿäå, åñëè ñ÷èòàòü ðàçðÿäû ñïðàâà íàëå-
âî, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî. Åäèíèöû âî âòîðîì
ðàçðÿäå ïðèñóòñòâóþò â çàïèñè êîëè÷åñòâ
êàìíåé â 1, 3 è 5 êó÷êàõ. Ïîýòîìó â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ó èãðîêà åñòü 3 âà-
ðèàíòà õîäà: ëèáî â ïåðâîé êó÷êå îñòàâèòü

210 2�  êàìíÿ, ò. å. ïåðåäâèíóòü ôèøêó ñ

DOI: https: //doi.org/10.4213/kvant20190405

Ðèñ. 1. Íóìåðàöèÿ êëåòîê ïîëîñêè è ðàñïîëîæåíèå ôèø åê â ïðèìåðå

Ðèñ. 2. Âû÷èñëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ õîäà â èãðå 1

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)

Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê È É  Ê Ð Ó Æ Î Ê



Ðèñ. 2

Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ  îäèí  èç
îòðåçêîâ  ðàâåí ñóììå  äâóõ äðóãèõ, ï îëåçíû,
èíòåðåñíû,  ýñòåòè÷íû. Ïðåäëàãàåì  íåáîëü-
øóþ  êîëëåêöèþ  çàäà÷, â êîòîðûõ  x = y + z .

1. Òî÷êà F âçÿòà ï ðîèçâîëüíî  íà  îñíîâàíèè
BC ðàâíîáåäðåííîãî  òðåóãîëüíèêà ABC

(ðèñ.1).  Ðàññòîÿíèÿ  îò
íåå äî  AC è AB  ðàâíû
y è z ñîîòâåòñòâåííî.
Âûñîòà,  ï ðîâåäåííàÿ
èç âåðøèíû  B, ðàâíà
x . Äîêàæèòå, ÷òî x =
= y + z .

2. ×åðåç òî÷êó I  ï å-
ðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ
ï ðÿìîóãîëüíîãî  òðå-
óãîëüíèêà  ABC
( 90CÐ = ° )  ï ðîâåäå-
íû  ï ðÿìûå  ï àðàëëåëü-
íî  åãî ñòîðîíàì  (ðèñ.
2).  Äîêàæèòå, ÷òî x =
= y + z .

3. Êâàäðàòû ABCD è CQNT  ðàñï îëîæåíû
òàê, êàê ï îêàçàíî  íà  ðèñóíêå 3. Ïðîâåäåíà

Êîãäà îäèí îòðåçîê ðàâåí
ñóììå äâóõ äðóãèõ

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6Ðèñ. 3

Ðèñ. 1

ï ðÿìàÿ  BQ. Ðàññòîÿíèÿ  îò  âåðøèí  A è N äî
íåå ðàâíû  y è z ñîîòâåòñòâåííî.  Äëèíà  îòðåç-
êà BQ ðàâíà x. Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

4 (Ë.Êýððîëë).  Ïðîâåäèòå  ||EF BC  (ðèñ.
4)  òàê, ÷òîáû  x = y + z .

5 (Ë.Êýððîëë).  Ñîãëàñíî  ðèñóíêó  5 ï ðîâå-
äèòå îòðåçîê  KT  ï àðàëëåëüíî  BC – òàê,
÷òîáû  x = y + z .

6. ×åðåç öåíòðîèä  M  – òî÷êó ï åðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí  òðåóãîëüíèêà ABC – ï ðîâåäåíà  ï ðî-
èçâîëüíàÿ  ï ðÿìàÿ  t (ðèñ.6) . Ðàññòîÿíèÿ  îò
âåðøèí  òðåóãîëüíèêà äî  íåå ðàâíû  x, y, z .
Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

Ðèñ. 4



Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

7. Îêîëî  ðàâíîñòîðîííåãî  òðåóãîëüíèêà
ABC î ï èñàíà îêðóæíîñòü,  F – ï ðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà äóãè BC, íå  ñîäåðæàùåé âåðøèíó  A
(ðèñ.7).  Äîêàæèòå ñï ðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà
x = y + z.

8 (Àðõèìåä).  Òî÷êà F – ñåðåäèíà äóãè BAC
î ï èñàííîé  îêðóæíîñòè  òðåóãîëüíèêà ABC,
FN AC^  (ðèñ.8).  Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

9. Â òðåóãîëüíèêå ABC  BL  è CT  – áèññåê-
òðèñû, F  – ï ðîèçâîëüíàÿ  òî÷êà îòðåçêà L T
(ðèñ.9).  Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèÿ  îò  íåå äî
ñòîðîí  òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû  ñîîòíîøåíèåì
x = y + z .  (Ýòîé  çàäà÷å ï îñâÿùåíà  ñòàòüÿ

«Ëåììà  áèññåêòðàëüíîãî  òðåóãîëüíèêà» â
«Êâàíòå»  ¹2  çà 2016 ã.)

10. Â òðåóãîëüíèêå ABC (b >  a >  c)  ï ðî-
âåäåíû  áèññåêòðèñû AN, B L  è CT (ðèñ.10) .
Îêðóæíîñòü,  î ï èñàííàÿ  îêîëî  NL T�' , âûñå-
êàåò íà  ñòîðîíàõ  òðåóãîëüíèêà ABC õîðäû,
ðàâíûå  x, y, z . Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

11. ×åòûðåõóãîëüíèê  ABCD ( BC = CD )
âï èñàí  â îêðóæíîñòü  (ðèñ.11).  Òî÷êè F è N
íà  ñòîðîíàõ  AB è AD  òàêèå, ÷òî

1
2

FCN BCDÐ = Ð . Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

12. Îêîëî  ðàâíîáåäðåííîãî  òðåóãîëüíèêà
ABC (AB = AC )  î ï èñàíà îêðóæíîñòü  (ðèñ.12).
Òî÷êà K  – ï ðîèçâîëüíàÿ  òî÷êà äóãè BC ýòîé
îêðóæíîñòè,  íå  ñîäåðæàùåé âåðøèíó  A,
AQ BK^ . Äîêàæèòå, ÷òî x = y + z .

Ìà òåðèàë ï î äãîòîâèë  Ã.Ô èëèïï îâñêèé

Ðèñ. 12



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 434
êëåòêè 5 íà  êëåòêó 2, ëèáî  â òðåòüåé êó÷êå
îñòàâèòü 21001 9�  êàìíåé,  ò. å. ï åðåäâè-
íóòü ôèøêó  ñ êëåòêè 14 íà  êëåòêó 9, ëèáî  â
ï ÿòîé  êó÷êå îñòàâèòü 210001 17�  êàìíåé,
÷òî îçíà÷àåò ï åðåñòàíîâêó ôèøêè  ñ êëåòêè
22 íà  êëåòêó 17.

È ãðà 2. Ãóñåíèöà ñîñòîèò  èç 20 çâåíüåâ.
Í åêîòîð û å çâåíüÿ ãóñåíèöû îêð àø åí û â
çåëåíûé öâåò, îñò àëüí û å – á åëû å. Ä âà
èãðîêà ï î  î ÷åðåäè ï åðåêðàø èâàþ ò  çâåíüÿ:
çåëåíîå  çâåíî  äåëàþ ò  áåëûì, à á åëîå –
çåëåíûì. Ñâîè ì õ î äî ì èãðîê äîë æåí  ï åðå-
êðàñèòü î äíî  èç çåëåíûõ ç âåíüåâ â áåëûé
öâåò è ì î æåò  ï åðåêðàñèòü åù å î äíî  çâåíî ,
ðàñï îëî æåííîå  áëèæå ê õâîñòó  îòíîñè -
òåëüíî  ï åðåêðàø åííîãî . Âû èãðû âàåò  èã-
ðîê , ï îñëå õî äà êîòîðîãî  âñå çâåíüÿ ãóñåíè-
öû ñòàíóò  áåëûì è.

Äàííàÿ  èãðà ï ðåäñòàâëÿåò ñîáîé  ñêðûòûé
Íèì.  Ïðîíóìåðóåì  çâåíüÿ ãóñåíèöû,  íà÷è-
íàÿ  ñ õâîñòà. Õâîñòîâîå  çâåíî  ï îëó÷èò íîìåð
1, ãîëîâíîå  – 20 (ðèñ.3).  Çåëåíîå  çâåíî

ãóñåíèöû  ñ íîìåðîì  k çàìåíèì  êó÷êîé  ñ k
êàìíÿìè.

Èãðîê  ï ðè ñâîåì  õîäå  ï åðåêðàøèâàåò çåëå-
íîå  çâåíî  ñ íåêîòîðûì  íîìåðîì  k è ìîæåò
ï åðåêðàñèòü åùå îäíî  çâåíî  ñ íîìåðîì,  ìåíü-
øèì  k. Åñëè èãðîê  ï åðåêðàøèâàåò òîëüêî
îäíî  çâåíî,  òî  ñ÷èòàåì, ÷òî îí  î ï óñòîøèë
êó÷êó ñ k êàìíÿìè.  Åñëè âòîðîå  ï åðåêðàøåí-
íîå  çâåíî  èìååò íîìåð  m ( m < k )  è äî  õîäà
èãðîêà áûëî  áåëûì,  òî  ñ÷èòàåì, ÷òî èãðîê  èç
êó÷êè ñ k êàìíÿìè  çàáðàë k – m êàìíåé  è
îñòàâèë â íåé  m êàìíåé.  À â òîì  ñëó÷àå,
êîãäà âòîðîå  ï åðåêðàøåííîå  çâåíî  ñ íîìåðîì
m áûëî  çåëåíûì,  à ñòàëî áåëûì,  òî  áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èãðîê  â êó÷êå ñ k êàìíÿìè
îñòàâèë m êàìíåé.  Òàê êàê äî  ýòîãî  óæå áûëà
êó÷êà ñ m êàìíÿìè,  òî  èõ ñòàëî óæå äâå. À
äâå îäèíàêîâûå  êó÷êè âêëàä â Íèì-ñóììó
äàþò íóëåâîé.  Ïîýòîìó  äàëåå â èãðå Íèì  èõ
ìîæíî  íå  ðàññìàòðèâàòü è èñêëþ÷èòü èç
èãðû.  Òàêèì  îáðàçîì,  äàííàÿ  èãðà ñâîäèòñÿ
ê Íèìó  ñ êîëè÷åñòâîì  êó÷åê, ðàâíûì  êîëè-
÷åñòâó çåëåíûõ  çâåíüåâ ãóñåíèöû.  Êîëè÷å-
ñòâî êàìíåé  â êó÷êå ñîâï àäàåò ñ íîìåðîì
ñîîòâåòñòâóþùåãî  çåëåíîãî  çâåíà.

Íà ï ðèìåð,  íà  ðèñóíêå 3 èãðà ñ ï åðåêðàøè-
âàíèåì  çâåíüåâ ãóñåíèöû  ýêâèâàëåíòíà  Íèìó

ñ 7 êó÷êàìè  ñ 2, 5, 6, 9, 14, 16 è 19 êàìíÿìè.
Òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ  Íèì-ñóììà  ðàâíà
(ðèñ.4)

2 5 6 9 14 16 19�† �† �† �† �† �† � 

= 2 2 2 2 210 101 110 1001 1110�† �† �† �† �†

2 2 210000 10011 101 5�† �† � � 

è åñòü êó÷êà ñ 5 êàìíÿìè,  òî  èãðîêó,  äåëàþ-

ùåìó  õîä,  äîñòàòî÷íî  îáíóëèòü  êó÷êó èç 5
êàìíåé,  è Íèì-ñóììà  îñòàâøèõñÿ êó÷åê ñòà-
íåò ðàâíîé  0. Ñëåäîâàòåëüíî,  âûèãðûøíûé
õîä  èç ñîñòîÿíèÿ  íà  ðèñóíêå 3 – ï åðåêðàñèòü
çåëåíîå  çâåíî  5 â áåëûé öâåò.

È ãðà 3. Äâà èãðîêà ï î  î ÷åðåäè ðàçëàìû âà-
þ ò  ï ëèòêó  ø îêîë àäà, ðàçäåëåííó þ áîðî çä-
êàì è í à 8 12�u  ÷àñòåé. Îä í à èç ÷àñòè÷åê
ï ëèòêè  ï î ì å÷åí à êðåñòî ì. È ãðîê ï ðè êàæ-
äî ì ñâîåì õ î äå ðàçëàìû âàåò  ï ëèòêó  âäîë ü
î äíî é èç áîðî çäîê  è ñúåäàåò  òó  ÷àñòü
ï ëèòêè , êîòîð àÿ íå  ñîäåðæèò  ÷àñòè÷êè ñ
êðåñòî ì. Ï î áåæäàåò  èãðîê, ï îñëå õî äà êî -
òîðîãî  îò  ï ëèòêè  ø îêîë àäà îñò àåòñÿ âñåãî
ëèøü î äí à ÷àñòè÷êà ñ êðåñòî ì.

Ýòà èãðà – òîæå çàâóàëèðîâàííûé  Íèì.  Ó
èãðîêà ñóùåñòâóåò 4 âàðèàíòà õîäà:  ðàçëî-
ìèòü  ï ëèòêó ï î  áîðîçäêå  âûøå  ÷àñòè÷êè ñ
êðåñòîì,  ï ðàâåå ÷àñòè÷êè ñ êðåñòîì,  íèæå åå
ëèáî  ëåâåå åå. Åñëè â íà÷àëå èãðû ÷àñòè÷êà
ñ êðåñòîì  ðàñï îëîæåíà,  íà ï ðèìåð,  òàê, êàê
ï îêàçàíî  íà  ðèñóíêå 5, òî  íàä  ÷àñòè÷êîé ñ
êðåñòîì  ðàñï îëîæåíî  4 ðÿäà, ï ðàâåå åå – 5
ðÿäîâ,  íèæå – 3 ðÿäà, ëåâåå – 6 ðÿäîâ.  Õîä
â êàæäîì  èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ  óìåíüøàåò
êîëè÷åñòâî ðÿäîâ  ñîîòâåòñòâóþùåãî  íà ï ðàâ-
ëåíèÿ.

Ðèñ. 3. Íóìåðàöèÿ çâåíüåâ ãóñåíèöû

Ðèñ. 4. Âû÷èñëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ õîäà â èãðå 2
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Ïîýòîìó  èãðà ýêâèâàëåíòíà  Íèìó  ñ 4 êó÷-
êàìè  êàìíåé.  Â ï åðâîé êó÷êå êîëè÷åñòâî
êàìíåé  ñîâï àäàåò, íà ï ðèìåð,  ñ êîëè÷åñòâîì
ðÿäîâ  íàä  ÷àñòè÷êîé ñ êðåñòîì,  âî  âòîðîé  –
ñ êîëè÷åñòâîì  ðÿäîâ  ï ðàâåå ÷àñòè÷êè ñ êðå-
ñòîì,  â òðåòüåé – íèæå è â ÷åòâåðòîé – ëåâåå
åå. Â ï ðèìåðå  íà  ðèñóíêå 5 â íà÷àëå èãðû â
êó÷êàõ íàõîäèòñÿ  4, 5, 3 è 6 êàìíåé.  Èãðîê
ï ðè ñâîåì  õîäå  âûáèðàåò êó÷êó è óìåíüøàåò
â íåé  êîëè÷åñòâî êàìíåé.

Äëÿ  î ï ðåäåëåíèÿ õîäà  ñîñòàâëÿåì  Íèì-
ñóììó.  Â ðàññìàòðèâàåìîì  ï ðèìåðå  âû÷èñ-
ëåíèå Íèì-ñóììû  ï ðîâåäåíî  íà  ðèñóíêå 6.
Ïîëó÷èì

2 2 2 24 5 3 6 100 101 11 110�† �† �† � �† �† �† � 

2100 4� � .

Êàê âèäíî  èç ðèñóíêà 6, Íèì-ñóììà  îòëè÷íà
îò  0. Äëÿ  åå îáíóëåíèÿ  íåîáõîäèìî  óäàëèòü

îäíó  åäèíèöó  â ñòàðøåì  äâîè÷íîì  ðàçðÿäå,
ò.å. óäàëèòü 4 êàìíÿ  â îäíîé  èç êó÷åê 1, 2 èëè
4. Â ðàññìàòðèâàåìîé  èãðå èãðîê  äîëæåí
óäàëèòü 4 ðÿäà ëèáî  íàä,  ëèáî  ñï ðàâà, ëèáî
ñëåâà îò  êëåòêè ñ êðåñòîì.

È ãðà 4. Íà ïÿ òè  êëåòêàõ ãîðèçîíò àëü-
íî é ï îëîñêè  èç 25 êëåòîê  í àõî äèòñÿ ï î
ô èø êå. Çà êàæäûé õî ä ðàçðåøà åòñÿ ï åðå-
äâèíóò ü ëþá óþ ô èø êó âëåâî í à ñâîáî äíó þ
êëåòêó, íå  ï åðåï ðû ãèâàÿ ÷åðåç äðóãèå ô èø-
êè. Ï ðîèãðû âàåò  èãðîê, êîòîð ûé íå  ì î æåò
ñäåëàò ü õî ä.

Çàíóìåðóåì  êëåòêè ï îëîñêè  ñëåâà íà ï ðàâî
÷èñëàìè  îò  1 äî  25. Ô èøêè  íà  ï îëîñêå  òîæå
áóäåì  íóìåðîâàòü  ñëåâà íà ï ðàâî.  Èãðîê  íå

ìîæåò  ñäåëàòü õîä,  êîãäà ï ÿòü ôèøåê  çàíè-
ìàþò  êëåòêè ñ íîìåðàìè  îò  1 äî  5.

Äëÿ  ï îèñêà ñòðàòåãèè ñíà÷àëà óï ðîñòèì
èãðó. Ïóñòü  íà  ï îëîñêå  íàõîäèòñÿ  âñåãî îäíà
ôèøêà.  Òîãäà âûèãðûâàåò íà÷èíàþùèé,
ï îñòàâèâ ôèøêó  íà  êëåòêó 1.

Åñëè ôèøåê  íà  ï îëîñêå  äâå, òî  ñòðàòåãèÿ
î ï ðåäåëÿåòñÿ áåç îñîáûõ  óñèëèé. Èãðîêó
ñëåäóåò ðàçìåñòèòü ôèøêè  íà  ñîñåäíèõ  êëåò-
êàõ. Ñî ï åðíèê  ñìîæåò  ñäåëàòü õîä  òîëüêî
ôèøêîé  1. Èãðîê  ñâîèì  î÷åðåäíûì  õîäîì
ï åðåìåùàåò âëåâî ôèøêó  2 òàê, ÷òîáû  ôèø-
êè î ï ÿòü îêàçàëèñü íà  ñîñåäíèõ  êëåòêàõ. Â
èòîãå ï îñëå íåñêîëüêèõ  õîäîâ  ôèøêè  îêà-
æóòñÿ íà  êëåòêàõ 1 è 2, è ñî ï åðíèê  íå  ñìîæåò
ñäåëàòü õîä.

Äàëåå ðàññìîòðèì  ñëó÷àé èãðû ñ òðåìÿ
ôèøêàìè  íà  ï îëîñêå.  Äëÿ  ï îñòðîåíèÿ  ñòðà-
òåãèè âîñï îëüçóåìñÿ  ï ðàâèëàìè  ðàññòàíîâêè
çíàêîâ  «+» è «–»,  ï ðèâåäåííûìè  â ñòàòüå
«Ïëþñû–ìèíóñû  è èãðà Íèì».  Ñîñòîÿíèå
èãðû çàäàþò 3 ÷èñëà – íîìåðà  êëåòîê ñ
ôèøêàìè.  Ïîýòîìó  ðàññòàâëÿòü çíàêè  íåîá-
õîäèìî  â êëåòêàõ òðåõìåðíîé  òàáëèöû. Êî-
îðäèíàòû  êëåòîê �� ��1 2 3, ,a a a  óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

1 2 30 a a a�� �� �� ,              (1)

ãäå 1a  – íîìåð  êëåòêè ñ ôèøêîé  1, 2a  – ñ
ôèøêîé  2, 3a  – ñ ôèøêîé  3. Â ðåçóëüòàòå
õîäà  îäíîãî  èç èãðîêîâ  îäíà  èç òðåõ êîîðäè-
íàò óìåíüøàåòñÿ,  ï ðè÷åì  ñîîòíîøåíèå  (1)
îñòàåòñÿ â ñèëå.

Çàï îëíÿòü  çíàêàìè  òàáëèöó áóäåì  ï î  ñëî-
ÿì.  Â íèæíåì  ñëîå,  ãäå 1 1a � , ôèøêà  1
õîäèòü íå  ìîæåò.  À äëÿ äâóõ ôèøåê  ìû  óæå
óñòàíîâèëè,  ÷òî â ìèíóñîâîì  ñîñòîÿíèè  ôèø-
êè ðàçìåùàþòñÿ  â ñîñåäíèõ  êëåòêàõ ï îëîñ-
êè. Çíà÷èò, 2 31a a�� � , è âî  âñåõ êëåòêàõ ñ
êîîðäèíàòàìè  �� ��2 21, , 1a a �� , 21 a�� , ñòîèò çíàê
«–»,  à âî  âñåõ îñòàëüíûõ  êëåòêàõ ï åðâîãî
ñëîÿ  – çíàê  «+».

Â êëåòêàõ âòîðîãî  ñëîÿ  òàáëèöû, ãäå 1 2a � ,
ìèíóñû  íàõîäÿòñÿ  â êëåòêàõ ñ êîîðäèíàòàìè
�� ��2,3,5 , �� ��2,4,6 , �� ��2,5,7 , …, ò.å. â êëåòêàõ
âèäà �� ��2 22, , 2a a �� , 22 a�� .

Çàï îëíÿÿ  çíàêàìè  «+» è «–» êëåòêè òðå-
òüåãî ñëîÿ,  çàìå÷àåì,  ÷òî ìèíóñû  îêàçûâà-
þòñÿ â êëåòêàõ ñ êîîðäèíàòàìè  âèäà
�� ��2 23, , 3a a �� , 23 a�� .

Ãëÿäÿ íà  çàï îëíåíèå  ìèíóñàìè  ï åðâûõ
òðåõ ñëîåâ òàáëèöû, ìîæíî  ï ðåäï îëîæèòü,
÷òî çíàêè  «–» íàõîäÿòñÿ  â êëåòêàõ ñ êîîðäè-

Ðèñ. 5. Âèä ïëèòêè øîêîëàäà ñ âûäåëåííîé
êðåñòîì ÷àñòè÷êîé

Ðèñ. 6. Ñîñòàâëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ õîäà â èãðå 3



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 436
íàòàìè  �� ��1 2 2 1, ,a a a a�� , 1 20 a a�� �� . Èëè,  â
äðóãîì  âèäå, êîîðäèíàòû  �� ��1 2 3, ,a a a  ìèíóñî-
âûõ  êëåòîê ñâÿçàíû  ñîîòíîøåíèåì

1 3 2a a a� �� .               (2)

Ýòà ãèï îòåçà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì  ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè  ï î  1a .

Ïåðå ï èøåì  ñîîòíîøåíèå  (2)  â âèäå

1 3 20a a a�� � ��             (3)

è ï ðåäï îëîæèì,  ÷òî ê ï îëîñêå  äîáàâèëè
ñëåâà åùå îäíó  êëåòêó ñ íîìåðîì  0, íà
êîòîðîé  ñòîèò íóëåâàÿ óñëîâíàÿ  ôèøêà.
Òîãäà ðàññòîÿíèå  â êëåòêàõ ìåæäó  ï åðâîé è
íóëåâîé  ôèøêàìè  ñîâï àäàåò ñ ðàññòîÿíèåì  â
êëåòêàõ ìåæäó  òðåòüåé è âòîðîé  ôèøêàìè.
Åñëè ðàññòàíîâêà ôèøåê  óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ  (3),  òî  ëþáîé  õîä  ñî ï åðíèêà

ï ðèâåäåò ê åãî íàðóøåíèþ,  è èãðîê  ñâîèì
îòâåòíûì  õîäîì  äîëæåí  âîññòàíîâèòü  âû-
ï îëíåíèå  ñîîòíîøåíèÿ  (3).  Íàáëþäàåòñÿ
ñîîòâåòñòâèå Íèìó  ñ äâóìÿ  êó÷êàìè  êàìíåé.
Êîëè÷åñòâî  êàìíåé  â ï åðâîé êó÷êå ñîâï àäàåò
ñ êîëè÷åñòâîì  ñâîáîäíûõ  êëåòîê ìåæäó  íó-
ëåâîé  è ï åðâîé ôèøêàìè,  à âî  âòîðîé  êó÷êå
– ìåæäó  âòîðîé  è òðåòüåé ôèøêàìè.  Â Íèìå
ñ äâóìÿ  êó÷êàìè  èãðîê  äîëæåí  êàæäûì
ñâîèì  õîäîì  óðàâíèâàòü êîëè÷åñòâà êàìíåé
â êó÷êàõ. Â îòëè÷èå îò  Íèìà  â äàííîé  èãðå
ñî ï åðíèê  ìîæåò,  ï åðåäâèíóâ ôèøêó  2, óâåëè-
÷èòü êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ  êëåòîê ìåæäó
ôèøêàìè  2 è 3, ÷òî â èãðå Íèì  ñîîòâåòñòâóåò
óâåëè÷åíèþ  ÷èñëà êàìíåé  âî  âòîðîé  êó÷êå. Â
ýòîì  ñëó÷àå èãðîê  äîëæåí  îòâåòíûì  õîäîì
ï åðåäâèíóòü ôèøêó  3 âëåâî,  âåðíóâ ï ðåæíåå
÷èñëî  ñâîáîäíûõ  êëåòîê ìåæäó  âòîðîé  è
òðåòüåé ôèøêàìè.  Ñëó÷àé ñ 3 ôèøêàìè  íà
ï îëîñêå  ðàçîáðàí.

Ïóñòü  òåï åðü èãðà ï ðîâîäèòñÿ  ñ 4 ôèøêà-
ìè  íà  ï îëîñêå.  Òîãäà óñëîâíàÿ  ôèøêà,  ââå-
äåííàÿ  ï ðè ðàññìîòðåíèè  ï ðåäûäóùåãî  ñëó-
÷àÿ, ï îëó÷àåò âî ï ëîùåíèå.  Îáîçíà÷èì  ÷å-
ðåç ia  íîìåð  êëåòêè, íà  êîòîðîé  ñòîèò i -ÿ
ôèøêà  ( i  = 1, 2, 3, 4).  Ïî  àíàëîãèè  ñ
ï ðåäûäóùèì  ñëó÷àåì íîìåðà  êëåòîê ñ ôèø-
êàìè  äëÿ ìèíóñîâîãî  ñîñòîÿíèÿ  óäîâëåòâî-

ðÿþò  ñîîòíîøåíèþ

2 1 4 3a a a a�� � �� .

È,  íàêîíåö,  äëÿ 5 ôèøåê  íà  ï îëîñêå
ââåäåì î ï ÿòü óñëîâíóþ  íå ï îäâèæíóþ  íóëå-
âóþ  ôèøêó,  êîòîðóþ  ï îìåñòèì  íà  óñëîâíóþ
íóëåâóþ  êëåòêó, ï ðèñîåäèíåííóþ  ê ï îëîñêå
ñëåâà. Èãðà ñâîäèòñÿ ê Íèìó  ñ 3 êó÷êàìè
êàìíåé.  Êîëè÷åñòâî  êàìíåé  â ï åðâîé êó÷êå
ï îëàãàåì  ðàâíûì  êîëè÷åñòâó ñâîáîäíûõ  êëå-
òîê  ìåæäó  ôèøêàìè  0 è 1. Ðàçìåð  âòîðîé
êó÷êè î ï ðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì  ñâîáîäíûõ
êëåòîê ï îëîñêè  ìåæäó  ôèøêàìè  2 è 3.
Êàìíåé  â òðåòüåé êó÷êå ðîâíî  ñòîëüêî,  ñêîëü-
êî  ñâîáîäíûõ  êëåòîê ï îëîñêè  ìåæäó  4-é è
5-é ôèøêàìè.

Íà  ðèñóíêå 7 ï îêàçàí  ï ðèìåð  î ï ðåäåëåíèÿ
ðàçìåðîâ  òðåõ êó÷åê â ýêâèâàëåíòíîì  Íèìå.

Â ï ðèìåðå  êîëè÷åñòâà êàìíåé  â êó÷êàõ ðàâ-
íû  4, 1 è 5.

Äëÿ  ï îáåäû  èãðîê  äîëæåí  êàæäûì  ñâîèì
õîäîì  îáíóëÿòü  ñîîòâåòñòâóþùóþ  Íèì-ñóì-
ìó  äëÿ òðåõ êó÷åê. Ïåðåìåùåíèÿ  ôèøåê  ñ
íå÷åòíûìè  íîìåðàìè  óìåíüøàþò  êîëè÷åñòâî
êàìíåé  â îäíîé  èç êó÷åê. Åñëè ñî ï åðíèê
ï åðåìåùàåò ôèøêó  2 èëè 4, ñêàæåì, íà  k
êëåòîê âëåâî,  òî  â êó÷êå 2 èëè 3 ñîîòâåò-
ñòâåííî  êîëè÷åñòâî êàìíåé  óâåëè÷èâàåòñÿ. Â
ýòîì  ñëó÷àå èãðîê  äîëæåí  ñâîèì  õîäîì  âîñ-
ñòàíîâèòü êîëè÷åñòâî êàìíåé  â êó÷êå, ï åðå-
ìåñòèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ  ôèøêó  ñ íå÷åòíûì
íîìåðîì  íà  k êëåòîê âëåâî.

Â ðàññìàòðèâàåìîì  ï ðèìåðå  Íèì-ñóììà
ðàâíà 0 (ðèñ.8).  Ñëåäîâàòåëüíî,  èãðîê,  ÷üÿ
î÷åðåäü äåëàòü õîä,  ï ðîèãðûâàåò.

È ãðà 5. Êëåòêè ï îëîñêè  èç 10 êëåòîê
ï ðîíó ì åðîâàí û îò  1 äî  10. Íà êàæäî é

Ðèñ. 7. Ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâ êàìíåé â èãðå 4

Ðèñ. 8. Âû÷èñëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ 3 êó÷åê â
èãðå 4
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êëåòêå â í à÷àëå èãðû ì î æåò  í àõî äèò üñÿ îò
0 äî  5 ô èø åê. È ãðîê ï ðè ñâîåì õ î äå âûá èðà-
åò  êëåòêó è íåíóëåâîå  êîëè ÷åñòâî  ô èø åê ñ
íåå ï åðåêëàäûâàåò  í à ñîñåäí þþ êëåòêó ñ
ì åí üøèì íî ì åðî ì. Ô èø êè ñ êëåòêè 1 ï åðå-
ì åùàþ òñÿ â ì åø îê . Âû èãðû âàåò  èãðîê,
ï îñëå õî äà êîòîðîãî  âñå ô èø êè îê àçûâàþ ò -
ñÿ â ì åø êå.

Â äàííîé  èãðå Íèì  òàêæå õîðîøî  «çàìàñ-
êèðîâàëñÿ».  ×òîáû  åãî óâèäåòü, ñíà÷àëà
óï ðîñòèì  èãðó. Áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî ï îëîñêà
ñîñòîèò íå  èç 10, à òîëüêî  èç îäíîé  êëåòêè.
Òîãäà âûèãðûâàåò íà÷èíàþùèé:  ï åðâûì  õî-
äîì  îí  âñå ôèøêè  ñ êëåòêè 1 ï åðåìåùàåò â
ìåøîê.

Ïóñòü  òåï åðü ï îëîñêà  ñîñòîèò èç äâóõ
êëåòîê. Íà÷èíàþùèé  ñíîâà  âûèãðûâàåò.
Ñâîèì  ï åðâûì  õîäîì  îí  òàêæå ï åðåìåùàåò â
ìåøîê  âñå ôèøêè  ñ êëåòêè 1. Ó âòîðîãî
èãðîêà åñòü òîëüêî  îäíà  âîçìîæíîñòü  – ï åðå-
ìåñòèòü íåñêîëüêî  ôèøåê  ñî  âòîðîé  êëåòêè
íà  ï åðâóþ. Íà÷èíàþùèé  ñâîèì  õîäîì  âñå
ôèøêè,  îêàçàâøèåñÿ íà  êëåòêå 1, ï åðåìåùà-
åò â ìåøîê.  È  î ï ÿòü ôèøêè  ìîãóò  ï ðèñóò-
ñòâîâàòü òîëüêî  íà  âòîðîé  êëåòêå ï îëîñêè.
Ïîñëå  âîçìîæíîãî  ñëåäóþùåãî  õîäà  âòîðîãî
èãðîêà íà÷èíàþùåìó  ñëåäóåò ñíîâà  îáíó-
ëèòü êîëè÷åñòâî ôèøåê  íà  êëåòêå 1. Òàêèì
îáðàçîì,  ï îñëåäíèé  õîä  â èãðå îñòàíåòñÿ çà
íà÷èíàþùèì.

Ðàññìîòðèì  òåï åðü ñëó÷àé, êîãäà ï îëîñêà
ñîñòîèò èç òðåõ êëåòîê. Îòìåòèì  êëþ÷åâîé
ìîìåíò  – ôèøêè  íà  âòîðîé  êëåòêå íå  âëèÿþò
íà  ñîñòîÿíèå  è ðåçóëüòàò èãðû.  Äåéñòâèòåëü-
íî,  åñëè ñî ï åðíèê  ï åðåìåñòèò, ñêàæåì, k
ôèøåê  ñî  âòîðîé  êëåòêè íà  ï åðâóþ,  òî
èãðîêó ñëåäóåò îòâåòíûì  õîäîì  ï åðåìåñòèòü
òå æå k ôèøåê  ñ ï åðâîé êëåòêè â ìåøîê.  È
õîä  ñíîâà  ï åðåõîäèò ê ñî ï åðíèêó.  Ïîýòîìó
ìîæíî  ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðàÿ êëåò-
êà ðàâíîñèëüíà  ìåøêó.  È  èãðî-
êó äîñòàòî÷íî  ñëåäèòü çà êîëè-
÷åñòâîì  ôèøåê  íà  êëåòêàõ 1 è 3.
Ïîëó÷àåì  èãðó Íèì  ñ äâóìÿ
êó÷êàìè.  Îäíó  êó÷êó îáðàçóþò
ôèøêè  íà  êëåòêå 1, âòîðóþ  –
ôèøêè  íà  êëåòêå 3. Äëÿ  ï îáåäû  â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî  ñòðàòåãèåé Íèìà  ñ 2 êó÷êàìè  èãðîê
êàæäûì  ñâîèì  õîäîì  äîëæåí  óðàâíèâàòü
êîëè÷åñòâî ôèøåê  íà  ï åðâîé è òðåòüåé êëåò-
êàõ.

Åñëè ê ï îëîñêå  äîáàâèòü ÷åòâåðòóþ êëåò-
êó, êîëè÷åñòâî ôèøåê  íà  íåé  íèêàê  íå  îêà-

æåò âëèÿíèå  íà  ðåçóëüòàò èãðû.  Èãðîê  î ï ÿòü
äîëæåí  îòñëåæèâàòü êîëè÷åñòâî ôèøåê  òîëü-
êî  íà  ï åðâîé è òðåòüåé êëåòêàõ è ï îñëå
ñâîåãî  õîäà  îñòàâëÿòü îäèíàêîâîå  êîëè÷å-
ñòâî ôèøåê  íà  êëåòêàõ 1 è 3. Åñëè ñî ï åðíèê
ï åðåìåñòèò íåñêîëüêî  ôèøåê  ñ ÷åòâåðòîé
êëåòêè íà  òðåòüþ, òî  èãðîêó ñëåäóåò îòâåò-
íûì  õîäîì  ï åðåíåñòè òå æå ôèøêè  äàëüøå ñ
òðåòüåé êëåòêè íà  âòîðóþ.  Ìîæíî  ñ÷èòàòü,
÷òî âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ êëåòêè ï îëîñêè  ðàâ-
íîñèëüíû  ìåøêó:  ï ðè ï åðåìåùåíèè  ñî ï åð-
íèêîì  ôèøåê  ñ íèõ  íà  êëåòêè ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè  1 è 3 èãðîê  îòâåòíûì  õîäîì  ï åðå-
ìåùàåò  òå æå ôèøêè  äàëåå íà  ñîñåäíþþ
êëåòêó ñ ÷åòíûì  íîìåðîì  èëè â ìåøîê  (ìå-
øîê  – óñëîâíàÿ  êëåòêà ñ ÷åòíûì  íîìåðîì  0).

Ïðîâåäåííûå  ðàññóæäåíèÿ ï åðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé ï îëîñêè  ñ ï ðîèçâîëüíûì  ÷èñëîì  êëå-
òîê,  â ÷àñòíîñòè, íà  ï îëîñêó  ñ 10 êëåòêàìè.
Èãðîê  äîëæåí  ñëåäèòü çà êîëè÷åñòâîì  ôè-
øåê íà  êëåòêàõ ñ íå÷åòíûìè  íîìåðàìè.  Êàæ-
äàÿ êëåòêà ñ íå÷åòíûì  íîìåðîì  – ýòî êó÷êà,
â êîòîðîé  êîëè÷åñòâî êàìíåé  ñîâï àäàåò ñ
÷èñëîì  êàìíåé  íà  äàííîé  êëåòêå. Íåáîëüøîå
îòëè÷èå îò  Íèìà  ñîñòîèò â òîì,  ÷òî ï îñëå
õîäà  ñî ï åðíèêà  êîëè÷åñòâî êàìíåé  â êó÷êå
ìîæåò  óâåëè÷èòüñÿ. Ñî ï åðíèê  ñ êëåòêè ñ
÷åòíûì  íîìåðîì  2n ìîæåò  ï åðåíåñòè íåêîòî-
ðîå  êîëè÷åñòâî k ôèøåê  íà  êëåòêó ñ íå÷åò-
íûì  íîìåðîì  2 1n �� . Òîãäà èãðîê  äîëæåí
îòâåòíûì  õîäîì  ýòè k ôèøåê  ï åðåìåñòèòü íà
êëåòêó ñ ÷åòíûì  íîìåðîì  2 2n �� .

Èãðîêó  äëÿ ï îáåäû  ñëåäóåò êàæäûì  ñâîèì
õîäîì  îáíóëÿòü  Íèì-ñóììó,  ñîñòàâëåííóþ
äëÿ êîëè÷åñòâ ôèøåê  íà  êëåòêàõ ñ íå÷åòíû-
ìè  íîìåðàìè.

Ðàññìîòðèì  ï ðèìåð.  Ïóñòü  ðàñï ðåäåëåíèå
ôèøåê  ï î  êëåòêàì òàêîå, êàê ï îêàçàíî  íà
ðèñóíêå 9.

Â êëåòêàõ ñ íå÷åòíûìè  íîìåðàìè  íàõîäèò-
ñÿ 2, 3, 3, 1 è 4 ôèøåê.  Ñîñòàâèì  äëÿ äàííûõ
5 ÷èñåë Íèì-ñóììó  (ðèñ.10).  Íèì-ñóììà
îòëè÷íà  îò  0. Îáíóëèòü  åå ìîæíî  òîëüêî
èçìåíåíèåì  êîëè÷åñòâà êàìíåé  â êó÷êå 5, ò.å.
ï åðåìåùåíèåì  ôèøåê  ñ êëåòêè 9 íà  ñîñåä-
íþþ  êëåòêó ñ ÷åòíûì  íîìåðîì  8. Èãðîêó

Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå ôèøåê ïî êëåòêàì ïîëîñêè â èã ðå 5
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ñëåäóåò ï åðåäâèíóòü èç êëåòêè 9 îäíó  ôèø-
êó, îñòàâèâ íà  íåé  òðè ôèøêè.  Íèì-ñóììà
ï îñëå òàêîãî  õîäà  ñòàíåò íóëåâîé.

È ãðà 6. È ãðà ï ðîèñõî äèò  ñ 4 ëî ìà í ûì è.
Êîëè ÷åñòâî  çâåíüåâ ó ëî ìà íî é íå  ï ðåâûøà-
åò  20. Òðè ëî ìà í û å ï ðèêðåï ëåí û ê íå ï î ä-
âèæíî ì ó îñíîâ àíè þ î äíè ì êîíöî ì, à ÷åò -
âåðòàÿ – î áîè ì è êîíö àì è ( ðèñ. 11). Çà

êàæäûé õî ä ðàçðåøà åòñÿ óäàëèò ü î äíî
çâåíî  ó ëþá î é ëî ìà íî é. Åñëè ï îñëå õî äà
îê àçàëèñü çâåíüÿ, îòîðâ àíí û å îò  îñíîâ à-
íè ÿ, òî  âñå îíè  ò àêæå óäàëÿþ òñÿ. Âû èãðû-
âàåò  èãðîê, ï îñëå õî äà êîòîðîãî  çâåíüÿ âñåõ
ëî ìà í ûõ á óäóò  óäàëåí û.

Ñâåäåì  èãðó ê Íèìó  ñ 4 êó÷êàìè  êàìíåé.
Ïóñòü  ëîìàíûå  À, Â è Ñ ï ðèêðåï ëåíû  ê
îñíîâàíèþ  îäíèì  êîíöîì,  à ëîìàíàÿ  D  –
äâóìÿ.  Ïîñëåäîâàòåëüíî  çàíóìåðóåì  çâåíüÿ
êàæäîé ëîìàíîé.  Ó ëîìàíûõ  À, Â è Ñ íîìåð
1 ï îëó÷èò çâåíî,  ï ðèêðåï ëåííîå  ê îñíîâà-
íèþ  (ðèñ.11).

Ïîêàæåì,  ÷òî êàæäóþ èç ëîìàíûõ  À, Â è
Ñ ìîæíî  çàìåíèòü  êó÷êîé,  êîëè÷åñòâî êàì-
íåé  â êîòîðîé  ðàâíî  êîëè÷åñòâó çâåíüåâ â
ñîîòâåòñòâóþùåé  ëîìàíîé.  Ïóñòü  ëîìàíàÿ
À, íà ï ðèìåð,  ñîäåðæèò k çâåíüåâ. Ïðè  óäà-
ëåíèè  i -ãî  çâåíà ëîìàíîé  À, 1 i k�d �d , ó íåå
îñòàåòñÿ i  –1 çâåíî  ñ íîìåðàìè  îò  1 äî  i  –1.
Òåì  ñàìûì,  óäàëåíèå i -ãî  çâåíà ðàâíîñèëüíî
îñòàâëåíèþ  â êó÷êå i  –1 êàìíÿ.

Ëîìàíóþ  D  òàêæå çàìåíèì  íà  íåêîòîðóþ
îáîáùåííóþ  êó÷êó êàìíåé.  Ïóñòü  ëîìàíàÿ

Ðèñ. 10. Ñîñòàâëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ ÷èñåë â
èãðå 5

Ðèñ. 11. Ïðèìåð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èãðû

D âíà÷àëå ñîäåðæèò m çâåíüåâ. Ïîñëå  óäàëå-
íèÿ  îäíîãî  èç åå çâåíüåâ, ñêàæåì çâåíà i ,
1 i m�d �d , ëîìàíàÿ  ðàñï àäàåòñÿ íà  2 ëîìà-
íûå  ñ i  –1 è m – i  çâåíüÿìè,  êàæäàÿ èç
êîòîðûõ  ï ðèêðåï ëåíà  ê îñíîâàíèþ  îäíèì
êîíöîì.  Ïîêàæåì,  ÷òî 2 íîâûå  ëîìàíûå  â
èãðå ìîæíî  çàìåíèòü  îäíîé  êó÷êîé  êàìíåé  â
Íèìå.

Åñëè â ëîìàíîé  D  ÷åòíîå  êîëè÷åñòâî çâå-
íüåâ,  òî  ï îñëå óäàëåíèÿ  îäíîãî  çâåíà â
ï îëó÷åííûõ  äâóõ ëîìàíûõ  áóäåò íåðàâíîå
êîëè÷åñòâî çâåíüåâ, è ó ñî ï åðíèêà  åñòü âîç-
ìîæíîñòü  ñâîèì  õîäîì  óðàâíÿòü êîëè÷å-
ñòâî çâåíüåâ â íîâûõ  ëîìàíûõ.  Äâå îäèíà-
êîâûå  êó÷êè èìåþò  îäèíàêîâîå  äâîè÷íîå
ï ðåäñòàâëåíèå è äàþò íóëåâîé  âêëàä â Íèì-
ñóììó.  Ïîëó÷àåì,  ÷òî è îáîáùåííàÿ  êó÷êà,
êîòîðîé  ìû  õîòèì  çàìåíèòü  ëîìàíóþ  D ,
äàåò íóëåâîé  âêëàä â Íèì-ñóììó,  ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ ï óñòîé. Îòëè÷èå  îáîáùåííîé  êó÷-
êè êàìíåé  îò  ï ðîñòîé  ï ðè èãðå â Íèì  çàê-
ëþ÷àåòñÿ â òîì,  ÷òî äàæå êîãäà îáîáùåí-
íàÿ  êó÷êà ÿâëÿåòñÿ ï óñòîé, òî  âîçìîæåí
õîä  èãðîêà,  ï åðåâîäÿùèé  åå â íå ï óñòóþ
êó÷êó. Ïðè  ýòîì  ñî ï åðíèê  ñâîèì  õîäîì  îá-
íóëÿåò åå. È  ñíîâà  èãðîê  äîëæåí  äåëàòü
õîä,  à îáîáùåííàÿ  êó÷êà – ï óñòà. Âåðíó-
ëèñü ê ñîñòîÿíèþ,  êîòîðîå  óæå áûëî.  Ïîñ-
ëå êàæäîãî  õîäà  ñóììàðíîå  êîëè÷åñòâî çâå-
íüåâ ó ëîìàíûõ  óìåíüøàåòñÿ,  ï îýòîìó  áåñ-
êîíå÷íîå  êîëè÷åñòâî ðàç âîçâðàùàòüñÿ ê
îäíîìó  è òîìó  æå ñîñòîÿíèþ  îáîáùåííîé
êó÷êè íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì  òåï åðü ñëó÷àé, êîãäà ó ëîìà-
íîé  D  íå÷åòíîå  êîëè÷åñòâî çâåíüåâ. Òîãäà
èãðîê  óäàëåíèåì  ñðåäíåãî  çâåíà ìîæåò  ï î-
ëó÷èòü äâå ëîìàíûå  ñ îäèíàêîâûì  ÷èñëîì
çâåíüåâ, êîòîðûå  äàþò íóëåâîé  âêëàä â Íèì-
ñóììó.  Ïîêàæåì,  ÷òî ï ðè óäàëåíèè  ëþáîãî
äðóãîãî  çâåíà ëîìàíîé  D  ñî ï åðíèê  ìîæåò
ï îñëå ñâîåãî  ï îñëåäóþùåãî  õîäà  îñòàâèòü
äâå ëîìàíûå,  âêëàä êîòîðûõ  â Íèì-ñóììó
òàêîé æå, êàê è îò  êó÷êè ñ îäíèì  êàìíåì.

Ëîìàíàÿ  D  ï îñëå óäàëåíèÿ  îäíîãî  çâåíà íå
ìîæåò  ðàñï àñòüñÿ íà  äâå ëîìàíûå,  êîëè÷å-
ñòâî çâåíüåâ â êîòîðûõ  îòëè÷àåòñÿ ðîâíî  íà
1. Íî  òîãäà ñî ï åðíèê,  óìåíüøàÿ  ñâîèì  õîäîì
êîëè÷åñòâî çâåíüåâ ó ëîìàíîé  ñ áîëüøèì
÷èñëîì  çâåíüåâ, ìîæåò  ï îëó÷èòü â íîâûõ
ëîìàíûõ  êîëè÷åñòâà çâåíüåâ, ÿâëÿþùèåñÿ
äâóìÿ  ï îñëåäîâàòåëüíûìè  ÷èñëàìè,  äî ï óñ-
òèì  2n è 2n + 1, ãäå íàèìåíüøåå  ÷èñëî  2n
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.  Âêëàä äâóõ òàêèõ ÷èñåë â
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Íèì-ñóììó  ñîâï àäàåò ñ âêëàäîì  îò  êó÷êè ñ
îäíèì  êàìíåì.

Ïîñëåäóþùèì  õîäîì  èãðîê  ëèáî  óðàâíè-
âàåò êîëè÷åñòâî çâåíüåâ â äâóõ íîâûõ  ëîìà-
íûõ,  ï îëó÷àÿ  îò  íèõ  íóëåâîé  âêëàä â Íèì-
ñóììó,  ëèáî  îñòàâëÿåò â íèõ  òàêèå êîëè÷å-
ñòâà çâåíüåâ, êîòîðûå  õîäîì  ñî ï åðíèêà  ìî-
ãóò áûòü ñâåäåíû ê ëîìàíûì  ñ êîëè÷åñòâàìè
çâåíüåâ, ñîâï àäàþùèìè  î ï ÿòü ñ äâóìÿ  ï îñëå-
äîâàòåëüíûìè  ÷èñëàìè,  è ìåíüøåå  èç íèõ
÷åòíî.  Ïîëó÷àåì,  ÷òî ëîìàíàÿ  D  ñ íå÷åòíûì
÷èñëîì  çâåíüåâ ýêâèâàëåíòíà  îáîáùåííîé
êó÷êå ñ îäíèì  êàìíåì.

Èòàê, èãðà ñâåëàñü ê Íèìó  ñ ÷åòûðüìÿ
êó÷êàìè,  ï ðè÷åì  â ÷åòâåðòîé êó÷êå êàìíåé
ëèáî  0, êîãäà ëîìàíàÿ  D  ñîñòîèò èç ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà çâåíüåâ, ëèáî  1, åñëè ëîìàíàÿ  D
ñîäåðæèò íå÷åòíîå  êîëè÷åñòâî çâåíüåâ. Èã-
ðîê  äëÿ ï îáåäû  äîëæåí  îáíóëÿòü  Íèì-ñóì-
ìó  äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ  4 êó÷åê.

Â ï ðèìåðå  íà  ðèñóíêå 11 ï ðè ñâåäåíèè
èãðû ê Íèìó  êîëè÷åñòâî êàìíåé  â êó÷êàõ
ðàâíî  6, 5, 8 è 0. Â ëîìàíîé  D  ÷åòíîå  ÷èñëî
çâåíüåâ, ÷òî ðàâíîñèëüíî  ï óñòîé îáîáùåí-
íîé  êó÷êå.

Íà  ðèñóíêå 12 ï îêàçàíî  âû÷èñëåíèå Íèì-
ñóììû  äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî  ï ðèìåðà.  Íèì-
ñóììà  îòëè÷íà  îò  0. Îáíóëÿåò  åå åäèíñòâåí-

íûé  õîä:  â òðåòüåé êó÷êå ñ 8 êàìíÿìè  ñëåäóåò
îñòàâèòü 211 3�  êàìíÿ.  Ñëåäîâàòåëüíî,  èã-
ðîê  äîëæåí  óäàëèòü çâåíî  4 ó ëîìàíîé  C.

Ïðåäëàãàåì  ÷èòàòåëÿì â ñëåäóþùèõ  óï -
ðàæíåíèÿõ  ñâåñòè èãðû ê Íèìó.

Óï ðàæíåíèÿ

1. ×åòûðå ôèøêè  íàõîäÿòñÿ  íà  êëåòêàõ ãîðè-
çîíòàëüíîé  ï îëîñêè  èç 25 êëåòîê. Çà êàæäûé õîä
íåîáõîäèìî  ï åðåäâèíóòü îäíó  èç ôèøåê  âëåâî íà
ëþáóþ  ñâîáîäíóþ  êëåòêó, ï åðåï ðûãèâàòü ÷åðåç
äðóãèå ôèøêè  ðàçðåøàåòñÿ, íà  îäíîé  êëåòêå íå
ìîãóò  íàõîäèòüñÿ  íåñêîëüêî  ôèøåê.  Ïðîèãðûâà-
åò èãðîê,  êîòîðûé  íå  ìîæåò  ñäåëàòü î÷åðåäíîé
õîä.

2. Íà  ï ÿòè êëåòêàõ ãîðèçîíòàëüíîé  ï îëîñêè  èç
25 êëåòîê íàõîäèòñÿ  ï î  ôèøêå.  Çà êàæäûé õîä
ðàçðåøàåòñÿ ï åðåäâèíóòü ëþáóþ  ôèøêó  âëåâî íà
ëþáîå  êîëè÷åñòâî êëåòîê, íå  ï åðåï ðûãèâàÿ ÷åðåç
äðóãèå ôèøêè.  Ñòàâèòü ôèøêó  íà  óæå çàíÿòóþ
äðóãîé ôèøêîé  êëåòêó äî ï óñêàåòñÿ òîëüêî  äëÿ
ñàìîé  ëåâîé  êëåòêè ï îëîñêè.  Âûèãðûâàåò èãðîê,
ï îñëå õîäà  êîòîðîãî  âñå ôèøêè  ñîáåðóòñÿ íà
êðàéíåé  ëåâîé  êëåòêå ï îëîñêè.

3. Íà  ï ÿòè êëåòêàõ ãîðèçîíòàëüíîé  ï îëîñêè  èç
25 êëåòîê íàõîäèòñÿ  ï î  ôèøêå.  Ñðåäíÿÿ  èç íèõ
âûäåëåíà  öâåòîì.  Çà êàæäûé õîä  ðàçðåøàåòñÿ
ï åðåäâèíóòü ëþáóþ  ôèøêó  âëåâî íà  ëþáîå  êîëè-
÷åñòâî êëåòîê, íå  ï åðåï ðûãèâàÿ ÷åðåç äðóãèå
ôèøêè.  Ñòàâèòü ôèøêó  íà  óæå çàíÿòóþ  äðóãîé
ôèøêîé  êëåòêó äî ï óñêàåòñÿ òîëüêî  äëÿ ñàìîé
ëåâîé  êëåòêè ï îëîñêè.  Âûèãðûâàåò èãðîê,  êîòî-
ðûé  ï îñòàâèò âûäåëåííóþ  öâåòîì  ôèøêó  íà  êðàé-
íþþ  ëåâóþ êëåòêó ï îëîñêè.

4. Èìååòñÿ  3 ï óñòûõ êîðçèíû  âìåñòèìîñòüþ

1N , 2N  è 3N  ìÿ÷åé  ( 1N , 2N , 3N  <  15).  Äâà
èãðîêà  ï î  î÷åðåäè ðàñêëàäûâàþò
( 1 2 3 1N N N�� �� �� )  ìÿ÷åé  â 3 êîðçèíû.  Çà îäèí
õîä  èãðîê  ìîæåò  ï îëîæèòü  ëþáîå  êîëè÷åñòâî
ìÿ÷åé  â îäíó  èç êîðçèí.  Âûèãðûâàåò èãðîê,
êîòîðûé  ï îëîæèò  â êîðçèíû  ï îñëåäíèé  ìÿ÷.

5. Ãóñåíèöà ñîñòîèò èç äâàäöàòè çâåíüåâ. Íåêî-
òîðûå  çâåíüÿ ãóñåíèöû  îêðàøåíû  â çåëåíûé  öâåò,
îñòàëüíûå  – áåëûå. Äâà èãðîêà ï î  î÷åðåäè ï åðå-
êðàøèâàþò çâåíüÿ:  çåëåíîå  çâåíî  äåëàþò áåëûì,
à áåëîå – çåëåíûì.  Ñâîèì  õîäîì  èãðîê  äîëæåí
ï åðåêðàñèòü äâà çâåíà, ï ðè÷åì  çâåíî  èç äâóõ
ï åðåêðàøèâàåìûõ,  áëèæíåå ê ãîëîâå  ãóñåíèöû,
äîëæíî  ï åðåêðàøèâàòüñÿ èç çåëåíîãî  â áåëûé
öâåò. Ïðîèãðûâàåò  èãðîê,  êîòîðûé  íå  ìîæåò
ñäåëàòü õîä.

6. Íà  ñòîëå – òðè êó÷êè êàìíåé.  Â êàæäîé êó÷êå
íå  áîëåå 25 êàìíåé.  Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ  ï ðè
ñâîåì  õîäå  ìîæåò  âçÿòü ëþáîå  íåíóëåâîå  êîëè÷å-
ñòâî êàìíåé  èç îäíîé  èç êó÷åê ëèáî  ï îëîæèòü  íà
ñòîë íåñêîëüêî  êàìíåé  èç ÷èñëà âçÿòûõ èì  ðàíåå
â èãðå. Êàìíè  ìîæíî  äîáàâèòü â îäíó  èç èìåþ-
ùèõñÿ  êó÷åê èëè îáðàçîâàòü èç íèõ  íîâóþ  êó÷êó.
Âûèãðûâàåò èãðîê,  âçÿâøèé ñî  ñòîëà ï îñëåäíèé
êàìåíü.

Ñòðàòåãèè âñåõ èãð èç óï ðàæíåíèé  ï ðèâåäåíû
â íåäàâíî  âûøåäøåé  êíèãå:  È.À.Êî ï ûëîâ.  Ëîãè-
÷åñêèå èãðû:  Ðàçðàáàòûâàåì ñòðàòåãèþ ï àðíûõ
èãð. – Ì.:  ËÅÍÀÍÄ,  2019.

Ðèñ. 12. Ñîñòàâëåíèå Íèì-ñóììû äëÿ ÷èñåë â
èãðå 6
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Î òíîñèòåëüíîñòü
äâèæåíèÿ
â çàäà÷àõ
äèíàìèêè

À.×ÅÐÍÎ ÓÖÀÍ

ÇÀÄÀ×È  ÄÈÍÀÌÈÊÈ,  Â ÊÎÒÎÐÛÕ  ÓÄÎÁ-
íî  (à èíîãäà  è íåîáõîäèìî)  èñïîëüçîâàòü

ðàçíûå  ñèñòåìû  îòñ÷åòà – ÑÎ,  ìîæíî  óñëîâ-
íî  ðàçäåëèòü íà  äâå ãðóïïû.  Â çàäà÷àõ
ïåðâîé  ãðóïïû  ïåðåõîä  â äðóãóþ ÑÎ  ÿâëÿ-
åòñÿ óäîáíûì  ïðèåìîì  äëÿ ó÷åòà êèíåìàòè-
÷åñêèõ ñâÿçåé, íàêëàäûâàåìûõ  íà  ïîâåäåíèå
äâóõ äâèæóùèõñÿ òåë íèòÿìè,  ñòåðæíÿìè,
òâåðäûìè  ïîâåðõíîñòÿìè  (îäíî  èç òåë äâè-
æåòñÿ ïî  ïîâåðõíîñòè  äðóãîãî).  Â çàäà÷àõ
âòîðîé  ãðóïïû  äîïîëíèòåëüíàÿ  ÑÎ,  íàïðè-
ìåð  ÑÎ  öåíòðà ìàññ,  èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðî-
ùåíèÿ  çàïèñè óðàâíåíèé  äâèæåíèÿ è çàêî-
íîâ  ñîõðàíåíèÿ  èìïóëüñà  è ýíåðãèè.

Ïîñêîëüêó  ìû  áóäåì  èñïîëüçîâàòü  òîëüêî
ïîñòóïàòåëüíî  äâèæóùèåñÿ ÑÎ,  òî  ôîðìó-
ëû  ñëîæåíèÿ  ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé  âûãëÿ-
äÿò ñîâåðøåííî  îäèíàêîâî:

îòí COv v v� ��
r r r

,               (1)

îòí ÑÎa a a� ��
r r r

.              (2)

Ïðèñòóïèì  ê ðàññìîòðåíèþ  êîíêðåòíûõ
çàäà÷.

Çàäà÷à 1.  Ê êîíö àì
íèòè , ï åðåêèíóòî é ÷å-
ðåç ëåãêèé áëîê , ï ðèêðå-
ï èëè ãðóçû ìà ññàì è

1m  = 3  êã è 2m  = 10  êã.
Ê îñè  áëîê à ï ðèëî æèëè
ñèëó, í àï ðàâëåííó þ âåð-
òèê àëüíî  ââåðõ è ðàâ-
íó þ F = 120 Í ( ðèñ.1).
Ñ êàêèì óñêîðåíèå ì á ó-
äåò  ï î äíè ìà ò üñÿ áëîê ?

Ðåø åíèå . Ïîñêîëüêó
áëîê  èäåàëüíûé  (íåâå-

ñîìûé  è âðàùàåòñÿ áåç òðåíèÿ),  òî  ñèëû
íàòÿæåíèÿ  íèòåé ïî  îáå ñòîðîíû  áëîêà  îäè-
íàêîâû  (âðàùàòåëüíûé  ìîìåíò  ðàâåí íóëþ).
Âòîðîé  çàêîí  Íüþòîíà  äëÿ íåâåñîìîãî  áëîêà
èìååò âèä F – 2T = 0, îòêóäà íàõîäèì  T =
= 60  Í.  Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ  âòîðîãî  çàêîíà
Íüþòîíà  äëÿ ãðóçîâ:

1 1 1 ,xT m g m a�� � 

2 2 2 ,xT m g m a�� � 

(îñü  x íàïðàâëåíà  ââåðõ), âû÷èñëÿåì
2

1 10 ì ñxa � , 2
2 4 ì ñxa � �� . ×òîáû  íàéòè

óñêîðåíèå  áëîêà,  íàäî  çàïèñàòü êèíåìàòè-
÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó  òðåìÿ  óñêîðåíèÿìè,
îáóñëîâëåííóþ  íåðàñòÿæèìîñòüþ  íèòè.  Ýòî
ìîæíî  ñäåëàòü ðàçíûìè  ñïîñîáàìè,  íàïðè-
ìåð  âûðàçèâ äëèíó  íèòè  ÷åðåç êîîðäèíàòû
ãðóçîâ è áëîêà  è çàòåì äâàæäû ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ  ýòî ñîîòíîøåíèå.  Ïîïðîáóéòå
ïðîäåëàòü  ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.  Ìû  æå îòìå-
òèì,  ÷òî â ÑÎ,  ñâÿçàííîé  ñ áëîêîì,  êèíåìà-
òè÷åñêàÿ ñâÿçü î÷åâèäíà  – îòíîñèòåëüíûå
óñêîðåíèÿ  ãðóçîâ ðàâíû  ïî  ìîäóëþ  è ïðîòè-
âîïîëîæíû  ïî  çíàêó:

�� �� �� ��1á 2á 0.
x xa a�� � 

Èñïîëüçóÿ  ôîðìóëó  (2)  (çàêîí  ñëîæåíèÿ
óñêîðåíèé),  ïîëó÷àåì

�� �� �� ��1 á 2 á 0,x x x xa a a a�� �� �� � 

îòêóäà

�� �� �� �� 21 2
á 1 2

1 2

1
3 ì ñ .

2 4x x x
F m m

a a a g
m m

��
� �� � �� � 

Çàäà÷à 2. Â öåíòðå  âåðõíå é ãðàíè  âåðòè-
êàëüíîãî  öèëèí äðà, ñòî ÿù åãî í à ãëàäêî é
ãîðèçîíò àëüíî é ï îâåðõíîñòè , ñäåëàëè ï î -
ëóñô åðè÷åñêóþ âû åì êó ( ðèñ.2). Ñ êðàÿ
âû åì êè ñúåçæàåò  ìà ëåí üêàÿ øàéáà. Íàéä è-
òå  ñèëó äàâëåíèÿ øàéáû í à ï îâåðõíîñò ü
âû åì êè â íè æíå é òî ÷êå äâèæåíè ÿ. Ìà ññà
øàéáû 1m  = 0,2 êã, ìà ññà öèëèí äðà 2m  =
= 0,4 êã. Òðåíèåì ï ðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ðåø åíèå.  Èñêîìàÿ  ñèëà äàâëåíèÿ  øàéáû

íà  ï îâåðõíîñòü  âûåìêè  ðàâíà  ï î  âåëè÷èíå
ñèëå ðåàêöèè, êîòîðàÿ  âõîäèò âî  âòîðîé
çàêîí  Íüþòîíà,  çàï èñàííûé  äëÿ íèæíåé
òî÷êè òðàåêòîðèè øàéáû  â ï ðîåêöèè  íà
âåðòèêàëüíóþ îñü y. Â ÑÎ  çåìëè  òðàåêòîðèÿ
øàéáû  ï ðåäñòàâëÿåò ñîáîé  ñëîæíóþ  êðèâóþ
(íå  îêðóæíîñòü)  çà ñ÷åò òîãî,  ÷òî öèëèíäð
òàêæå äâèæåòñÿ, ï ðè÷åì  ñ ï åðåìåííîé  ñêîðî -
ñòüþ. Óñêîðåíèå  øàéáû  ìîæíî  íàéòè  â ÑÎ,
ñâÿçàííîé  ñ öèëèíäðîì,  ãäå øàéáà äâèæåòñÿ
ï î  îêðóæíîñòè  ðàäèóñîì  R: 2

îòí îòía v R� .
Ïîñêîëüêó  óñêîðåíèå  öèëèíäðà  â ï ðîåêöèè
íà  îñü ó â ðàññìàòðèâàåìûé  ìîìåíò  ðàâíî
íóëþ,  òî  â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé  (2)
òàêèì  æå áóäåò óñêîðåíèå  øàéáû  îòíîñè -
òåëüíî  çåìëè . Ïîëó÷àåì

2
îòí

1 1 .
v

N m g m
R

�� � 

Çàêîí  ñëîæåíèÿ  ñêîðîñòåé (1)  â ï ðîåêöèè  íà
îñü x äàåò

�� ��îòí 1 2 1 2 .v v v v v� �� �� � ��

Çàï èøåì  çàêîíû  ñîõðàíåíèÿ  èì ï óëüñà è
ýíåðãèè:

1 1 2 20 ,m v m v� ��
2 2

1 1 2 2
1 .

2 2
m v m v

m gR � ��

Èç çàêîíà  ñëîæåíèÿ  ñêîðîñòåé è çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ  èì ï óëüñà âûðàçèì  1v  è 2v  ÷åðåç

îòív :
2 îòí 1 îòí

1 2
1 2 1 2

,
m v m v

v v
m m m m

� � 
�� ��

è ï îäñòàâèì  â çàêîí  ñîõðàíåíèÿ  ýíåðãèè.
Ïîëó÷èì

2
1 2 îòí

1
1 2

,
2

m m v
m gR

m m
� 

��

îòêóäà âûðàæàåì  2
îòív , ï îäñòàâëÿåì  âî  âòî-

ðîé  çàêîí  Íüþòîíà  è íàõîäèì  ñèëó ðåàêöèè:
2
îòí 2 1

1 1 1
2

3 2
8 Í.

v m m
N m g m m g

R m
��

� �� � � 

Äëÿ  ï ðîâåðêè îòâåòà ìîæíî  m2 óñòðåìèòü
ê áåñêîíå÷íîñòè  (íå ï îäâèæíûé  öèëèíäð)  è
ìû  ï îëó÷èì  èçâåñòíûé ðåçóëüòàò 13N m g� .

Çàäà÷à 3. Ìà ëåí üêàÿ øàéáà ìà ññîé 1m
ñîñêàëüçûâàåò  ñ âåðø èí û ãëàäêî é ï îëóñô å-
ðû ðàäèóñî ì R è ìà ññîé m2, êîòîð àÿ ñòîèò
í à ãëàäêî é ãîðèçîíò àëüíî é ï îâåðõíîñòè
( ðèñ.3). Íàéä èòå , äëÿ ñëó÷àÿ 1 2m m� , í à

êàêî é âû ñîòå  øàéáà îòîðâåòñ ÿ îò  ï îëó -
ñô åðû.

Ðåø åíèå.  Ïîñêîëüêó  â ìîìåíò  îòðûâà
øàéáû  îò  ï îâåðõíîñòè  ï îëóñôåðû  óñêîðå-
íèå  ï îëóñôåðû  îáðàùàåòñÿ â íîëü,  òî  â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì  ñëîæåíèÿ  óñêîðåíèé
(2)  óñêîðåíèå  øàéáû  îòíîñèòåëüíî  çåìëè
ðàâíî  óñêîðåíèþ  øàéáû  îòíîñèòåëüíî  ï îëó -
ñôåðû . Â ÑÎ  ï îëóñôåðû  ðàäèóñ êðèâèçíû
òðàåêòîðèè â ìîìåíò  îòðûâà  âñå åùå ðàâåí R
è ï ðîåêöèÿ  óñêîðåíèÿ  íà  ðàäèàëüíîå  íà -
ï ðàâëåíèå ðàâíà 2

îòív R . Âòîðîé  çàêîí  Íüþ -
òîíà  áóäåò èìåòü âèä

2
îòí

1 1cos .
v

m g m
R

�D � 

Çàêîí  ñëîæåíèÿ  ñêîðîñòåé (1)  äëÿ äàííîãî
ñëó÷àÿ

1 îòí 2v v v� ��
r r r

èçîáðàæåí  íà  ðèñóíêå 4. Ñ ï îìîùüþ  òåîðå-
ìû  êîñèíóñîâ  âûðàæàåì  1v :

2 2 2
1 2 îòí 2 îòí2 cos .v v v v v� �� �� �D

Çàêîí  ñîõðàíåíèÿ  èì ï óëüñà ìîæíî  çàï èñàòü
â ÑÎ  çåìëè  (î ï èðàÿñü íà  ðèñóíîê  4),  íî
ï ðîùå  âñåãî ñäåëàòü ýòî â
ÑÎ,  äâèæóùåéñÿ âëåâî ñî
ñêîðîñòüþ  2v :

�� ��1 2 2 1 îòí cos .m m v m v�� � �D

Âûðàçèì  îòñþäà  2v , ï îäñòà-
âèì  â çàêîí  ñîõðàíåíèÿ  ýíåð -
ãèè

�� ��
2 2

1 1 2 2
1 1 cos

2 2
m v m v

m gR �� �D � ��

è ï îñëå ï ðåîáðàçîâàíèé  ï ðèäåì  ê óðàâíåíèþ

�� ��
2 2

1 îòí 1
1

1 2

cos
1 cos 1 .

2
m v m

m gR
m m

�§ �·�D
�� �D � ���¨ �¸�¨ �¸���© �¹

Ïîäñòàâëÿÿ  2
îòív  èç âòîðîãî  çàêîíà  Íüþòî -

íà,  ï ðèõîäèì  ê êóáè÷åñêîìó  óðàâíåíèþ  îò -
íîñèòåëüíî  cos�D:

31

1 2

cos 3cos 2 0.
m

m m
�D �� �D �� � 

��
Ïðîâåðêîé  ï ðàâèëüíîñòè  ï îëó÷åííîãî  óðàâ-
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íåíèÿ  ìîæåò  ñëóæèòü òî,  ÷òî â ï ðåäåëå

2m �o �f  (íå ï îäâèæíàÿ  ï îëóñôåðà)  ï îëó÷à-
åòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò cos 2 3�D � . Â ñëó-
÷àå 1 2m m�  óðàâíåíèå

3 6 4 0x x�� �� � 

èìååò ï ðîñòîé  êîðåíü  x = 2. Ðàçäåëèâ êóáè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí  íà  x – 2, ï ðèäåì  ê êâàäðàò-
íîìó  óðàâíåíèþ  îòíîñèòåëüíî  cosx � �D:

2 2 2 0,x x�� �� � 

îòêóäà cos 3 1�D � �� , à èñêîìàÿ  âûñîòà îò -
ðûâà øàéáû

�� ��cos 3 1 .h R R� �D � ��

Â ñëåäóþùèõ  äâóõ çàäà÷àõ óñêîðåíèå  ÑÎ
íå  ðàâíî  íóëþ  è çàêîí  ñëîæåíèÿ  óñêîðåíèé
ðàáîòàåò â ï îëíóþ  ñèëó.

Çàäà÷à 4. Ìà ëåí üêàÿ øàéáà ìà ññîé 1m
ñîñêàëüçûâàåò  ñ âåðø èí û ãëàäêîãî  êëèí à
ìà ññîé 2m , ñòî ÿù åãî í à ãëàäêî é ãîðèçîí -
ò àëüíî é ï ëîñêîñòè  ( ðèñ.5). Íàéä èòå  âðå-

ìÿ ñîñêàëüçûâàíè ÿ øàéáû, åñëè âû ñîò à
êëèí à h, à óãîë ï ðè îñíîâ àíèè  êëèí à �D.

Ðåø åíèå.  ×òîáû  î ï ðåäåëèòü âðåìÿ  ñî -
ñêàëüçûâàíèÿ  øàéáû,  íàäî  íàéòè  óñêîðåíèå

îòía  øàéáû  îòíîñèòåëüíî  êëèíà :
2

îòí

sin 2
h a t

� 
�D

.

Çàêîí  ñëîæåíèÿ  óñêîðåíèé  (2)  ñâÿçûâàåò
óñêîðåíèå  1a

r
 øàéáû  îòíîñèòåëüíî  çåìëè,

óñêîðåíèå  2a
r

 êëè-
íà  (óñêîðåíèå  ÑÎ)
è îòía

r
 (ðèñ.6) :

1 îòí 2a a a� ��
r r r

.

Î ï èðàÿñü íà  ýòîò
ðèñóíîê,  çàï èøåì

âòîðîé  çàêîí  Íüþòîíà  äëÿ  øàéáû

1 1 1N m g m a�� � 
uur rr  â ï ðîåêöèÿõ  íà  îñè  x è ó:

�� ��1 1 îòí 2sin cos ,m g m a a�D � �� �D

1 2 2cos sin .N m g m a�� �D � �� �D

Ïðîåêöèÿ  âòîðîãî  çàêîíà  Íüþòîíà  äëÿ êëè-

íà  íà  ãîðèçîíòàëüíóþ  îñü èìååò âèä

2 2sinN m a�D � .

Èñêëþ÷àÿ  N èç ï îñëåäíèõ  äâóõ óðàâíåíèé,
âûðàæàåì  óñêîðåíèå  êëèíà  2a :

1
2 2

1 2

cos sin

sin

m g
a

m m

�D �D
� 

�D ��
,

ï îñëå ÷åãî íàõîäèì  îòía :

1 2
îòí 2

1 2

sin .
sin

m m
a g

m m

��
� �D �˜

�D ��

(Â  ï ðåäåëå 2m �o �f , íå ï îäâèæíûé  êëèí,
ï îëó÷àåì  ï ðàâèëüíûé  îòâåò sing �D.)  Ïîä -
ñòàâèâ îòía  â ñàìîå  ï åðâîå êèíåìàòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî,  íàéäåì  âðåìÿ  ñîñêàëüçûâàíèÿ .

Çàäà÷à 5. Áðóñîê  ñòîèò  í à ãëàäêî é ãîðè-
çîíò àëüíî é ï ëîñêîñòè , í à áðóñêå çàêðåï-
ëåí  ø ò àòèâ , ê êîòîðî ì ó í à ëåãêîé íèòè
ï î äâåø åí  ãðóç ìà ññîé 1m  ( ðèñ.7). Ìà ññà

áðóñêà âì åñòå ñî  ø ò àòèâî ì ðàâí à 2m .
Âí à÷àëå íèò ü ñ ãðóçî ì óäåðæèâàþ ò  â ãîðè-
çîíò àëüíî ì ï îëî æåíèè , çàòå ì îò ï óñêàþ ò .
Íàéä èòå  ñèëó í àò ÿæåíè ÿ íèòè  â ì î ì åíò ,
êîãäà íèò ü ñîñò àâëÿåò  óãîë �D ñ âåðòèêà-
ëüþ.

Ðåø åíèå.  Óñêîðåíèå  ãðóçà îòíîñèòåëüíî
çåìëè  âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñêîðåíèå  áðóñêà

2a
r

 è óñêîðåíèå  îòía
r

 ãðóçà îòíîñèòåëüíî  ÑÎ,
ñâÿçàííîé  ñ áðóñêîì  (ôîðìóëà  (2)) :

1 îòí 2a a a� ��
r r r

.

Ýòî  ñîîòíîøåíèå  (òî÷íåå,  äâà åãî «ó÷àñòíè-
êà»)  èçîáðàæåíî  íà  ðèñóíêå 8, ãäå îòía

r

ðàçëîæåíî  íà  äâå ñîñòàâëÿþùèå  – íîðìàëü -
íóþ  na

r
 è òàíãåíöèàëüíóþ  a�W

r
. Ïîñêîëüêó  â

ÑÎ  áðóñêà ãðóç äâè-
æåòñÿ ï î  îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì  l ,  òî

2
îòína v l� . Â ï ðîåê -

öèè íà  îñü,  íà ï ðàâëåí-
íóþ  âäîëü  íèòè  ê öåí -
òðó îêðóæíîñòè,  âòî-
ðîé  çàêîí  Íüþòîíà  äëÿ
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ãðóçà ï ðèíèìàåò  âèä

2
1 îòí

1 1 2cos sin .
m v

T m g m a
l

�� �D � �� �D

Çàï èñàâ âòîðîé  çàêîí  Íüþòîíà  äëÿ áðóñêà â
ï ðîåêöèè  íà  ãîðèçîíòàëüíóþ  îñü:

2 2sinT m a�D � 

è èñêëþ÷èâ óñêîðåíèå  2a , ï îëó÷èì  óðàâíå-
íèå

2
21 1 îòí

1
2

1 sin cos .
m mv

T m g
m l

�§ �·
�� �D � �� �D�¨ �¸

�© �¹
×òîáû  íàéòè  2

îòív , íàäî  çàï èñàòü çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ  èì ï óëüñà è ýíåðãèè. Çàêîí  ñî -
õðàíåíèÿ  èì ï óëüñà ï ðîùå  âñåãî çàï èñàòü â
ÑÎ,  äâèæóùåéñÿ âï ðàâî  ñî  ñêîðîñòüþ  2v :

�� ��1 2 2 1 îòí cosm m v m v�� � �D.

Ýòî  ñîîòíîøåíèå  ìû  èñï îëüçóåì,  ÷òîáû  âû-
ðàçèòü 2v  ÷åðåç îòív . À ÷òîáû  èçáàâèòüñÿ îò

2
1v  â çàêîíå  ñîõðàíåíèÿ  ýíåðãèè

2 2
1 1 2 2

1 cos ,
2 2

m v m v
m gl �D � ��

çàï èøåì  çàêîí  ñëîæåíèÿ
ñêîðîñòåé (1) :

1 îòí 2 ,v v v� ��
r r r

èçîáðàçèì  åãî íà  ðèñóíêå 9
è âîñï îëüçóåìñÿ  òåîðåìîé
êîñèíóñîâ :

2 2 2
1 2 îòí 2 îòí2 cos .v v v v v� �� �� �D

Ïîäñòàâèâ  ýòî âûðàæåíèå â çàêîí  ñîõðàíå -
íèÿ  ýíåðãèè è âûðàçèâ 2v  ÷åðåç îòív , ï ðèäåì
ê óðàâíåíèþ

2
21 1 2

1 îòí
1 2

sin
cos .

2
m m m

m gl v
m m

�D ��
�D � 

��

Âûðàçèâ îòñþäà  2
1 îòím v l  è ï îäñòàâèâ â

óðàâíåíèå  äëÿ Ò, ï îëó÷èì

�� ��1 21 2
2 2

1 2 1 2

2cos
1

sin sin

m mm m g
T

m m m m

�§ �·���D
� ���¨ �¸

�D �� �D ���© �¹
.

Ïîëó÷åííûé  îòâåò ìîæåò  áûòü ï ðîâåðåí
äâóìÿ  ñï îñîáàìè . Ïðè  2m �o �f  (íå ï îäâèæ-
íûé  áðóñîê)  ýòî âûðàæåíèå ï åðåõîäèò â
èçâåñòíûé ðåçóëüòàò 13 cosm g �D. Ïðè  0�D � 
ýòî âûðàæåíèå ñîâï àäàåò ñ ðåçóëüòàòîì  çà-
äà÷è 2.

Òåï åðü ðàññìîòðèì  íåñêîëüêî  ï ðèìåðîâ
òîãî,  êàê èñï îëüçîâàíèå  ÑÎ  öåíòðà ìàññ
ìîæåò  ñóùåñòâåííî  óï ðîñòèòü çàäà÷ó. Íà -
ï îìíèì,  ÷òî êîîðäèíàòû  öåíòðà ìàññ ñèñòå-
ìû  ìàòåðèàëüíûõ  òî÷åê âû÷èñëÿþòñÿ ï î

ôîðìóëàì

1 1 2 2
ö

1 2

,
m x m x

x
m m

�� ��
� 

�� ��
K

K
... ,

à ñêîðîñòü  öåíòðà ìàññ – ï î  ôîðìóëå

1 1 2 2 ñèñò
ö

1 2 ñèñò

.
m v m v p

v
m m m

�� ��
� � 

�� ��

r r r
r K

K

Óñêîðåíèå  öåíòðà ìàññ ðàâíî  îòíîøåíèþ
ñóììû  âñåõ âíåøíèõ  ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
òåëà ñèñòåìû,  ê ìàññå ñèñòåìû :

âíåø
ö

ñèñò

.
F

a
m

� 

r
r

Èç ï îñëåäíèõ  äâóõ ôîðìóë  âèäíî,  ÷òî ñêî -
ðîñòü öåíòðà ìàññ  çàìêíóòîé  ñèñòåìû
( âíåø 0F � 

ur
, ñèñò constp � 

r
)  ï îñòîÿííà,  ò.å.

ÑÎ  öåíòðà ìàññ çàìêíóòîé  ñèñòåìû  ÿâëÿåòñÿ
èíåðöèàëüíîé .

Çàäà÷à 6. Øà ð ìà ññîé m, äâèæóù èéñÿ ñî
ñêîðîñò üþ v, ñòàëêèâàåòñÿ ñ øà ðî ì ìà ññîé
2m, äâèæóù èì ñÿ åì ó í àâñòðå÷ó ñî  ñêîðîñ -
ò üþ 2 v. Íàéä èòå  ñêîðîñòè  øà ðîâ  ï îñëå
óäàðà, ñ÷èò àÿ åãî öåíòð àëüí ûì è àáñîëþ ò -
íî  óï ðóãèì.

Ðåø åíèå.  Çàäà÷ó îá  óï ðóãîì  öåíòðàëüíîì
óäàðå ðåøàþò  îáû÷íî  ÷åðåç ñîñòàâëåíèå ñè-
ñòåìû  äâóõ óðàâíåíèé  – çàêîíîâ  ñîõðàíåíèÿ
èì ï óëüñà è ýíåðãèè. Êàê ï ðàâèëî,  îãðàíè÷è -
âàþòñÿ ñëó÷àåì,  êîãäà îäèí  èç øàðîâ  âíà÷à-
ëå ï îêîèòñÿ,  èíà÷å ñèñòåìà óðàâíåíèé  ñòàíî -
âèòñÿ ñëèøêîì  ãðîìîçäêîé . Îäíàêî  â ÑÎ
öåíòðà ìàññ êîíå÷íûå  ñêîðîñòè  î ï ðåäåëÿþò-
ñÿ ñðàçó, áåç ñîñòàâëåíèÿ ñèñòåìû  óðàâíå-
íèé . Èì ï óëüñ ñèñòåìû  áûë  è îñòàåòñÿ ðàâ-
íûì  íóëþ,  è äîñòàòî÷íî  èçìåíèòü  íà ï ðàâëå-
íèå  ñêîðîñòåé íà  ï ðîòèâî ï îëîæíûå,  ÷òîáû
îáåñï å÷èòü è ñîõðàíåíèå  èì ï óëüñà è ñîõðà-
íåíèå  ýíåðãèè.

Ðåøåíèå  çàäà÷è ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ
øàãîâ . Âûáåðåì  ï îëîæèòåëüíîå  íà ï ðàâëå-
íèå  îñè  x âäîëü  íà÷àëüíîé  ñêîðîñòè  ï åðâîãî
øàðà. Ñêîðîñòè  â ÑÎ  çåìëè  áóäåì  îáîçíà -
÷àòü áóêâàìè  v, îòíîñèòåëüíî  öåíòðà ìàññ –
áóêâàìè  u, ñêîðîñòè  ï îñëå óäàðà áóäåì  ï è-
ñàòü ñî  øòðèõîì .

Øà ã 1. Íàéäåì  ñêîðîñòü  öåíòðà ìàññ:

ö
2 2

.
2x

mv m v
v v

m m
�� �˜

� � ��
��

Øà ã 2. Î ï ðåäåëèì  ñêîðîñòè  øàðîâ  â ÑÎ
öåíòðà ìàññ äî  óäàðà (ôîðìóëà  (1)) :

�� ��1 1 ö 2 ,x x xu v v v v v� �� � �� �� � 

�� ��2 2 ö 2 .x x xu v v v v v� �� � �� �� �� � ��
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Øà ã 3 (ãëàâíûé) . Î ï ðåäåëèì  ñêîðîñòè

øàðîâ  â ÑÎ  öåíòðà ìàññ ï îñëå óäàðà:

1 1 2 22 , .x x x xu u v u u v�c �c� �� � �� � �� � 

Øà ã 4. Íàéäåì  êîíå÷íûå  ñêîðîñòè  øàðîâ
â èçíà÷àëüíîé  ÑÎ  ñ ï îìîùüþ  çàêîíà  ñëîæå-
íèÿ  ñêîðîñòåé (1) :

�� �� �� ��1 1 ö 2 3 ,x x xv u v v v v�c �c� �� � �� �� �� � ��

�� ��2 2 ö 0.x x xv u v v v�c �c� �� � �� �� � 

Çàäà÷à 7. Øà ð ìà ññîé m1 í àëåòàåò  í à
ï îêî ÿù èéñÿ øà ð ìà ññîé 2 1m m�� . Íàéä èòå
ìà êñèìà ëüí ûé óãîë îòêëîíåíè ÿ í àëåòàþ-
ù åãî øà ðà â ðåçóëüò àòå  êîñîãî  àáñîëþ òíî
óï ðóãîãî  óäàðà. Ï îâåðõíîñòè  øà ðîâ  ãëàä-
êèå.

Ðåø åíèå.  Ïåðåéäåì  â ÑÎ  öåíòðà ìàññ,
ñêîðîñòü  êîòîðîãî

1 1
ö

1 2

.
m v

v
m m

� 
��

r
r

Íà÷àëüíûå  ñêîðîñòè  øàðîâ  â ýòîé ÑÎ  ðàâíû

2 1
1 1 ö

1 2

,
m v

u v v
m m

� �� � 
��

r
r r r

1 1
2 ö

1 2

0 .
m v

u v
m m

� �� � ��
��

r
r r

Ïîñêîëüêó  èì ï óëüñ ñèñòåìû  ï îñëå ñîóäàðå-
íèÿ  äîëæåí  îñòàòüñÿ ðàâíûì  íóëþ,  à ýíåð -
ãèÿ äîëæíà  ñîõðàíèòüñÿ,  òî  êîíå÷íûå  ñêîðî -
ñòè øàðîâ  ðàâíû  íà÷àëüíûì,  à íà ï ðàâëåíû
â ï ðîòèâî ï îëîæíûõ  íà ï ðàâëåíèÿõ  (ðèñ.10):

1 1 2 2, ,u u u u�c �c� � 

ï ðè÷åì  1u�c
uur

 ìîæåò  ñîñòàâëÿòü ëþáîé  óãîë (îò
íóëÿ  äî  360�q)  ñ 1u

r
. Âîçâðàùàÿñü  â èçíà -

÷àëüíóþ  ÑÎ,  ï îëó÷àåì

1 ö 1v v u�c �c� ��
uur uurr

Êîíåö  âåêòîðà 1u�c
uur

 î ï èñûâàåò îêðóæíîñòü
(ðèñ.11). Ìàêñèìàëüíûé  óãîë ìåæäó  1v�c

uur

è 1v
r

 ñîîòâåòñòâóåò êàñàòåëüíîé ê îêðóæ-

íîñòè :
1 2

ö 1

sin .
u m
v m

�c
�T � � 

Çàäà÷à 8. Äâà øà ðèêà ìà ññàì è m è 3m,
ñîåäèíåíí û å íèò üþ ä ëèíî é l, ä âèæóòñÿ ï î
ãëàäêî é ãîðèçîíò àëüíî é ï îâåðõíîñòè . Â
íåêîòîð ûé ì î ì åíò  î äèí  èç øà ðèêîâ  (ìà ñ-
ñîé m) íå ï î äâèæåí , à ñêîðîñò ü äðóãîãî
ðàâí à v è í àï ðàâëåíà ï åðï åí äèêóëÿðíî  íèòè .
× åì ó ðàâí à ñèëà í àò ÿæåíè ÿ íèòè ?

Ðåø åíèå.  Â ÑÎ  çåìëè  äâèæåíèå øàðèêîâ
âûãëÿäèò ñëîæíî . Îäíàêî  åñëè ï åðåéòè â
ÑÎ  öåíòðà ìàññ,  òî  êàæäûé èç øàðèêîâ
áóäåò ðàâíîìåðíî  äâèãàòüñÿ ï î  îêðóæíîñòè
âîêðóã íå ï îäâèæíîãî  öåíòðà ìàññ. Öåíòð
ìàññ íàõîäèòñÿ  ìåæäó  øàðèêàìè  íà  ðàññòî-
ÿíèÿõ

2 1
1 2

1 2 1 2

3 1
,

4 4
m l m l

l l l l
m m m m

� � � � 
�� ��

îò  ï åðâîãî  è âòîðîãî  øàðèêîâ  ñîîòâåòñòâåí-
íî . Ñêîðîñòü  öåíòðà ìàññ îòíîñèòåëüíî  çåì -
ëè ðàâíà (ðèñ.12)

2
ö

1 2

3
4

m v
v v

m m
� � 

��
.

Ñêîðîñòè  øàðèêîâ  îòíîñèòåëüíî  öåíòðà ìàññ

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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ðàâíû  (ðèñ.13)

2
1 ö

1 2

3
0 ,

4
m v

u v v
m m

� �� � �� � ��
��

1
2 ö

1 2

1
.

4
m v

u v v v
m m

� �� � � 
��

Ñèëà íàòÿæåíèÿ  íèòè  ìîæåò  áûòü íàéäåíà  èç
âòîðîãî  çàêîíà  Íüþòîíà  äëÿ ëþáîãî  èç øà-
ðèêîâ :

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

3
.

4
m u m u m m v mv

T
l l m m l l

� � � � 
��

Â ðàññìîòðåííûõ  âûøå  çàäà÷àõ ìû  îáî -
øëèñü áåç ï ðèâëå÷åíèÿ íåèíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì îòñ÷åòà – ÍÑÎ  è ñèë èíåðöèè . Îäíà -
êî  óìåíèå  ðàáîòàòü â ÍÑÎ  â íåêîòîðûõ
çàäà÷àõ ìîæåò  áûòü íåçàìåíèìûì . Ìû  îãðà-
íè÷èìñÿ  íåñêîëüêèìè  ï ðèìåðàìè  èñï îëüçî -
âàíèÿ  ñèë èíåðöèè  â ï îñòóï àòåëüíî  äâèæó-
ùèõñÿ  ÑÎ .

Âûðàçèì  óñêîðåíèå  ï ðîèçâîëüíîãî  òåëà âî
âòîðîì  çàêîíå  Íüþòîíà  ñ ï îìîùüþ  ôîðìó -
ëû  ñëîæåíèÿ  óñêîðåíèé  (2) :

( )îòí ÑÎF m a a= +
ur r r

( F
r

 – ðàâíîäåéñòâóþùàÿ  îáû÷íûõ  ñèë) è
ï åðåíåñåì  ÑÎma

r
 â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:

�� ��ÑÎ îòí .F ma ma�� �� � 
ur r r

Î ï ðåäåëÿÿ ñèëó èíåðöèè  ôîðìóëîé

èí ÑÎF ma� ��
ur r

,

ï îëó÷àåì  âòîðîé  çàêîí  Íüþòîíà  â ÍÑÎ :

îòíèíF F ma�� � 
ur ur r

.

Êàê è ñèëà òÿæåñòè, ñèëà èíåðöèè  ï ðî ï îðöè -
îíàëüíà  ìàññå òåëà. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ  ñèë
èíåðöèè,  êàê è ñèë òÿæåñòè, ï ðèëîæåíà  ê
öåíòðó òÿæåñòè òåëà. Âî  ìíîãèõ  ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì  ï ðèñîåäèíèòü  ñèëó
èíåðöèè  ê ñèëå òÿæåñòè è ñ÷èòàòü, ÷òî ï îÿâ -
ëåíèå ñèë èíåðöèè  ï ðèâåëî  ê èçìåíåíèþ
óñêîðåíèÿ  ñâîáîäíîãî  ï àäåíèÿ :

g�c
uur

ÑÎ .g a� ��
rr

Çàäà÷à 9. Âî  ñêîëüêî  ðàç èçì åíèòñ ÿ öèê-
ëè÷åñêàÿ ÷àñòîò à êîëåáàíè é ìà òå ìà òè -
÷åñêîãî ìàÿ òíèê à, åñëè òî ÷êà ï î äâåñà áó-
äåò  ï åðåì åùà ò üñÿ ñ ãîðèçîíò àëüí ûì óñêî-
ðåíèåì a = 0,75 g?

Ðåø åíèå.  Ïåðåéäåì  â ÑÎ,  ñâÿçíóþ  ñ òî÷-
êîé  ï îäâåñà ìàÿòíèêà . Â ýòîé ÍÑÎ  äåéñòâó-
åò ãîðèçîíòàëüíàÿ  ñèëà èíåðöèè  èíF ma� ��

ur r
,

ãäå a
r

 – óñêîðåíèå  òî÷êè ï îäâåñà. Â ï îëîæå -

íèè  ðàâíîâåñèÿ  íèòü  áóäåò
íà ï ðàâëåíà âäîëü íîâîãî  óñ-
êîðåíèÿ  ñâîáîäíîãî  ï àäå-
íèÿ  g g a�c� ��

uur rr  (ðèñ.14),  ò.å.
áóäåò îòêëîíåíà  íàçàä ï îä
óãëîì,  òàíãåíñ êîòîðîãî
ðàâåí a g. Öèêëè÷åñêàÿ
÷àñòîòà ìàëûõ  êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà  îêîëî  ýòîãî  ï îëî -
æåíèÿ  ðàâíîâåñèÿ  ðàâíà

2 2

.
g ag

l l

�c ��
�c�Z � � 

Îòíîøåíèå  íîâîé  ÷àñòîòû êîëåáàíèé  ê ñòà-
ðîé  (ñ íå ï îäâèæíîé  òî÷êîé  ï îäâåñà) ðàâíî

2 2

1,25 1,12.
g ag

g g

�c �c ���Z
� � � �|

�Z

Çàäà÷à 10. Òåëî , ï ëîòíîñò ü êîòîðîãî
3500 êã ì�U � , ï ëàâàåò  í à ï îâåðõíîñòè

âî äû â ñîñóäå. Ñ îñóä ï î äíè ìà åòñÿ âåðòè-
êàëüíî  ââåðõ ñ óñêîðåíèå ì a = g/2. Êà êàÿ
÷àñòü î áúåìà òåëà ( â ï ðîöåíò àõ) ï îãðóæå-
í à â âî äó?

Ðåø åíèå.  Ïîñêîëüêó  â óðàâíåíèè

â ï îãðV g gV�U � �U ,

âûðàæàþùåì  óñëîâèå ï ëàâàíèÿ  òåëà, óñêî -
ðåíèå g ñîêðàùàåòñÿ, à ï åðåõîä â ÍÑÎ,
ñâÿçàííóþ  ñ ñîñóäîì,  ñâîäèòñÿ ê çàìåíå  g íà
g g a�c� �� , òî  äîëÿ  ï îãðóæåííîãî  îá úåìà  íå
ìåíÿåòñÿ :

ï îãð

â

1
2

V

V
�U

� � 
�U

 = 50%.

Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó â ÑÎ  çåìëè,  ÷àñòî äåëà-
þò îøèáêó,  ï îëàãàÿ, ÷òî ï îñêîëüêó  ñèëà
Àðõèìåäà  âîçðàñòàåò, òî  ãëóáèíà ï îãðóæå-
íèÿ  äîëæíà  óâåëè÷èòüñÿ. ×òîáû  èçáåæàòü
ýòîé îøèáêè,  íàäî  ðàçîáðàòüñÿ, êàê ìåíÿåò -
ñÿ ôîðìóëà  äëÿ ñèëû Àðõèìåäà  çà ñ÷åò
äâèæåíèÿ ñîñóäà ñ óñêîðåíèåì . Â ÍÑÎ  æå
òàêîé ï ðîáëåìû  íåò.

Çàäà÷à 11. Äâà î äèí àêîâ ûõ òåëà ëåæàò
í à ãëàäêî é ãîðèçîíò àëüíî é ï ëîñêîñòè . Òåëà
ñîåäèíåí û ï ðÿì î é íåí àò ÿíóòî é íèò üþ ä ëè-
íî é l. Ñ åðåäèíó  íèòè  í à÷èí àþ ò  ï åðåì å-
ùà ò ü ãîðèçîíò àëüíî  ï åðï åí äèêóëÿðíî  íèòè
ñ óñêîðåíèå ì a. Íàéä èòå , í à ñêîëüêî  í àãðå-
þ òñÿ òåëà ï ðè óäàðå, åñëè ñ÷èò àò ü óäàð
àáñîëþ òíî  íåó ï ðóãèì, à óäåëüíó þ òå ï ëî -
åì êîñò ü ðàâíî é c.

Ðèñ. 14
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Ðåø åíèå.  Â ÑÎ  çåìëè  äâèæåíèå òåë âûã-

ëÿäèò ñëîæíî . Îäíàêî  â ÑÎ,  â êîòîðîé
öåíòð íèòè  íå ï îäâèæåí,  íà  êàæäîå èç òåë
äåéñòâóåò ï îñòîÿííàÿ  ñèëà èíåðöèè  èíF ma� ,
íà ï ðàâëåííàÿ  ï åðï åíäèêóëÿðíî  íèòè . Òàêàÿ
çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà  çàäà÷å î  ï àäåíèè  è
ñòîëêíîâåíèè  äâóõ òåë, ñâÿçàííûõ  íèòüþ,
ñåðåäèíà êîòîðîé  íå ï îäâèæíà,  íî  ñ çàìåíîé
g íà  a. Çàêîí  ñîõðàíåíèÿ  ýíåðãèè äëÿ òàêîé
çàäà÷è âûãëÿäèò ï ðîñòî :

2 2
2
l

ma c m t�˜ � �˜ �˜ �', îòêóäà .
2
al

t
c

�' � 

Íà ï îñëåäîê  – çàäà÷à, â êîòîðîé  îäíî  èç
äåéñòâóþùèõ ëèö èìååò çíà÷èòåëüíî  áîëü -
øóþ  ìàññó,  ÷åì  äðóãîå.

Çàäà÷à 12. Ñà íêè  ñúåçæàþò  ñ ãëàäêî é
ãîðêè âû ñîòî é h è ï ðèî áðåòàþ ò  ñêîðîñò ü
v. Íà÷à ëüí àÿ ï îòåíöè àëüí àÿ ýíåðãèÿ mgh
ðàâí à êîíå ÷íî é êèíåòè ÷åñêîé ýíåðãèè

2 2mv . Îä í àêî  â èíåðöè àëüíî é ÑÎ, êîòî -
ðàÿ äâèæåòñÿ ãîðèçîíò àëüíî  ñî  ñêîðîñò üþ
v, í à÷àëüí àÿ ýíåðãèÿ ðàâí à 2 2mgh mv�� , à
êîíå ÷í àÿ ðàâí à íóë þ. Ñïà ñèòå çàêîí  ñîõðà-
íåíè ÿ ýíåðãèè.

Ðåø åíèå.  ×òîáû  ï îíÿòü,  êóäà äåëàñü ýíåð -
ãèÿ, íàäî  ââåñòè â èãðó åùå îäíîãî  ó÷àñòíè-
êà, ýíåðãèÿ êîòîðîãî  òàêæå áóäåò ìåíÿòüñÿ .
Ýòèì  ó÷àñòíèêîì  äîëæíî  ñòàòü òåëî,  ñ êîòî -
ðûì  ñàíêè  âçàèìîäåéñòâóþò  ï ðè ñï óñêå.
Ýòèì  òåëîì  ÿâëÿåòñÿ… çåìíîé  øàð ! Îêàçû -
âàåòñÿ, èçìåíåíèåì  ýíåðãèè Çåìëè  (ëþáîãî
î÷åíü  ìàññèâíîãî  òåëà) ìîæíî  ï ðåíåáðå÷ü
òîëüêî  â ÑÎ,  ãäå ýòî òåëî ï îêîèòñÿ . Èçìåíå -
íèå  ñêîðîñòè  Çåìëè  ï ðè ñêàòûâàíèè ñàíîê
ìîæíî  íàéòè  èç çàêîíà  ñîõðàíåíèÿ  èì ï óëüñà

0mv M V�� �˜ �' � ,

è èçìåíåíèå  ýíåðãèè Çåìëè,  ðàâíîå

�� ��2 2

2 2

M V m mv
M

�'
� ,

îêàçûâàåòñÿ íè÷òîæíî  ìàëûì . Îäíàêî  â
ÑÎ,  êîòîðàÿ  äâèæåòñÿ ñî  ñêîðîñòüþ  v, èçìå -
íåíèå  ýíåðãèè Çåìëè,  ðàâíîå

�� ��2 2

2 2

M v V M v�� �'
�� � 

�� �� �� ��2 2,
2

M V
M v V mv

�'
� �' �� �|

íå  òîëüêî  íå  ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî  ìàëûì,  íî
â òî÷íîñòè  êîì ï åíñèðóåò ï îòåðÿííóþ  íàìè  â
óñëîâèè ýíåðãèþ .

Ìîðàëü  ýòîé çàäà÷è òàêîâà: èçìåíåíèåì
ýíåðãèè î÷åíü  ìàññèâíîãî  òåëà ìîæíî  ï ðå-
íåáðåãàòü òîëüêî  â ÑÎ,  ãäå ýòî òåëî ï îêîèò -
ñÿ. Õîðîøî  çíàêîìûé  ï ðèìåð : óï ðóãèé óäàð
ìÿ÷à  î  ñòåíêó. Åñëè ñòåíêà íå ï îäâèæíà,  òî
ìÿ÷  îòñêàêèâàåò ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ,  ýíåð -
ãèÿ ñòåíêè íå  ìåíÿåòñÿ . Åñëè æå ñòåíêà
äâèæåòñÿ, òî  ñêîðîñòü  ï îñëå îòñêîêà  íå  ðàâ-
íà  íà÷àëüíîé  – ýíåðãèÿ ñòåíêè èçìåíÿåòñÿ !

Óï ðàæíåíèÿ

1. Ê ï îòîëêó  êàáèíû  ëèôòà,  ï îäíèìàþùåãîñÿ  ñ
óñêîðåíèåì  22 ì ñ , ïðèêðåïëåí  äèíà ì î ì åòð. Ê
äèíà ì î ì åòðó ïîäâåøåí  áëîê,  ñâîáîäíî  âðàùàþ-
ùèé ñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé  î ñè. ×åðåç áëîê
ïåðåêèíóòà  íèòü,  ê êîíöà ì  êîòîðîé  ïðèêðåïëåíû
ãðóçû ì àññàì è 1  êã è 3  êã. Îïðåäåëèòå  ïîêàçà-
íèÿ  äèíà ì î ì åòðà.

2. Äåì îí ñòðàöèîííàÿ  óñòàíîâêà  ñî ñòîèò èç íà-
êëîííîé  ïëî ñêî ñòè, ïëàâíî  ïåðåõîäÿùåé  â «ì åðò-
âóþ  ïåòëþ»  ðàäèóñî ì  R. Óñòàíîâêà  çàêðåïëåíà
íà  òåëåæêå, ñòîÿùåé  íà  ãîðèçîíòàëüíîé  ïëî ñêî-
ñòè. Ãðóç ì àññîé  0,2  êã ñúåçæàåò ñ âûñîòû  3R,
îòñ÷èòàííîé  îò  íèæíåé  òî÷êè ïåòëè.  ×åì ó ðàâíà
ñèëà äàâëåíèÿ  ãðóçà â âåðõíåé òî÷êå ïåòëè?
Òðåíèåì  ïðåíåáðå÷ü.  Ìà ññà óñòàíîâêè  âì åñòå ñ
òåëåæêîé â 4 ðàçà áîëüøå  ì àññû  ãðóçà.

3. Äâà øàðà äâèãàþòñÿ â îäíî ì  íàïðàâëåíèè,
ïåðâûé  ñî  ñêîðî ñòüþ v, âòîðîé  ñî  ñêîðî ñòüþ 2v.
Ìà ññà âòîðîãî  øàðà â 4 ðàçà áîëüøå  ì àññû
ïåðâîãî.  Íàéäèòå  ñêîðî ñòè øàðîâ  ïî ñëå àáñîëþò-
íî  óïðóãîãî  öåíòðàëüíîãî  óäàðà.

4. Â ì àÿòíèêîâûõ  ÷àñàõ èñïîëüçóåò ñÿ ì àòåì à-
òè÷åñêèé ì àÿòíèê  ñ ïåðèîäî ì  êîëåáàíèé  1  ñ.
×àñû  ïî ì åùàþò  â ðàêåòó, êîòîðàÿ  íà÷èíàåò  ïîä-
íè ì àòüñÿ ñ ïî ñòîÿííû ì  óñêîðåíèå ì . ×åì ó ðàâíî
ýòî óñêîðåíèå,  åñëè çà 7  ñ ïîä úåì à ì àÿòíèê  ÷àñîâ
ñîâåðøàåò 8 ïîëíûõ  êîëåáàíèé?  Óñêîðåíèå  ñâî-
áîäíîãî  ïàäåíèÿ  29,8 ì ñg � .

5. Îòêðûòóþ  öèñòåðíó â ôîð ì å êóáà ñî  ñòîðî-
íîé  2  ì , ñòîÿùóþ  íà  ïëàòôîð ì å, çàïîëíèëè  æèä-
êî ñòüþ íàïîëîâèíó.  Ïëàòôîð ì à ñòàëà ðàçãîíÿòü-
ñÿ ñ óñêîðåíèå ì  22 ì ñ . Íà  ñêîëüêî  ïîäíÿë ñÿ
óðîâåíü  æèäêîñòè ó çàäíåé ñòåíêè ïëàòôîð ì û  ê
òî ì ó ì î ì åíòó,  êîãäà æèäêîñòü è ïëàòôîð ì à ñòàëè
äâèãàòüñÿ êàê åäèíîå  öåëîå?

6. Ïóëÿ  ì àññîé  20 ã, ëåòÿùàÿ ñî  ñêîðî ñòüþ
100 ì ñ , ïîïàäàåò  â ëåòÿùèé åé íàâ ñòðå÷ó î÷åíü
ì àññèâíûé  øàð,  ñêîðî ñòü êîòîðîãî  10 ì ñ , è
çàñòðåâàåò â íå ì . Êàêîå  êîëè÷åñòâî òåïëîòû  âû-
äåëèëî ñü ïðè  óäàðå?

7. Äëÿ  ñèñòåì û,  îïè ñàííîé  â çàäà÷å 3 ñòàòüè,
íàéäèòå çàâèñèì î ñòü ñèëû  äàâëåíèÿ  N  øàéáû  îò
óãëà �D.

Óêàçàíèå . Âî ñïîëüçóéòå ñü ïîäõîäî ì , ðàçâèòîì
â çàäà÷å 5 ñòàòüè.
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Ì îñêîâñêàÿ ôèçè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ 2019 ãîäà

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

7 êëàññ

1. Íèëüñ íà âåòî÷êå  (1 òóð)
Ðîñò Íèëüñà Õîëüãåðññîíà ïîñëå çàêëÿòèÿ

ãíîìà óìåíüøèëñÿ â 10 ðàç. Ïðîïîðöèè òåëà
îñòàëèñü ïðåæíèìè. Êîãäà îí áûë áîëüøèì,
òî ñèë ðóê åëå-åëå õâàòàëî, ÷òîáû ïîäòÿíóòü-
ñÿ íà òóðíèêå. Êàêîé ãðóç ìàëåíüêèé Íèëüñ
ìîæåò ïîäíÿòü âìåñòå ñ ñîáîé, ïîäòÿãèâàÿñü
íà ðóêàõ íà ãîðèçîíòàëüíîé âåòî÷êå äåðåâà?
Ìàññà áîëüøîãî Íèëüñà 30 êã.

Ïîäñêàçêà . Ñèëà ìûøö ïðîïîðöèîíàëüíà
ïëîùàäè èõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Ñ.Âàðëàìîâ

2. «Æèäêèé» ïåñîê  (1 òóð)
Åñëè ñîñóä ñ ïåñêîì ïîäâåðãíóòü âèáðàöèè

(ïðîùå ãîâîðÿ, ïîòðÿñòè), òî ìîæíî íàáëþ-
äàòü èíòåðåñíîå ÿâëåíèå – ïåñîê ñòàíîâèòñÿ
ïîõîæ íà æèäêîñòü. Òÿæåëûå ïðåäìåòû (ñ
áîëüøîé ïëîòíîñòüþ) òîíóò â ýòîì «æèä-
êîì» ïåñêå, à ëåãêèå (íàïðèìåð, äåðåâÿí-
íûå) ïðåäìåòû íàîáîðîò âñïëûâàþò íà ïî-
âåðõíîñòü, äàæå åñëè èçíà÷àëüíî îíè áûëè
íà äíå ñîñóäà. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî
ïðè âñòðÿõèâàíèè óìåíüøàþòñÿ ñèëû òðå-
íèÿ ìåæäó ïåñ÷èíêàìè. Ðàññìîòðèì îïûò.
Íà äíå öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà íàõîäèòñÿ
ïåñîê. Ïîâåðõ ïåñêà íàñûïàíà ãàëüêà. Ñîñóä
ïîäâåðãàþò âèáðàöèè, è ïåñîê ñòàíîâèòñÿ
«æèäêèì». Ãàëüêà ïîñòåïåííî îïóñêàåòñÿ íà

äíî ñîñóäà, à ïåñîê çàïîëíÿåò âñå ïóñòîòû
ìåæäó åå êàìíÿìè. ×åìó ñòàíåò ðàâåí óðî-
âåíü ñîäåðæèìîãî â ñîñóäå ïîñëå îñåäàíèÿ
ãàëüêè, åñëè èçíà÷àëüíî óðîâåíü ïåñêà áûë

1h  = 0,6 ì, à óðîâåíü ãàëüêè 2h  = 1 ì
(ðèñ.1)? Ïëîòíîñòü êàìíåé ãàëüêè

3
0 2600 êã ì�U � , à åå íàñûïíàÿ ïëîòíîñòü

3
1 1500 êã ì�U � .

Ì.Ðîìàøêà

3. Âàñèëèé è áåòîí  (2 òóð)
Âàñèëèþ íóæíî çàëèòü ôóíäàìåíò äà÷íî-

ãî äîìà, äëÿ ÷åãî åìó íåîáõîäèìî 39,4 ì
áåòîíà, ïðè ýòîì áþäæåò Âàñèëèÿ îãðàíè÷åí
ñóììîé 50000 ðóáëåé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ áåòîíà íåîáõîäèìî ñìåøàòü öå-
ìåíò ñ ïåñêîì è ùåáíåì, ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå
îáúåìíàÿ äîëÿ öåìåíòà â ñìåñè, òåì êà÷å-
ñòâåííåå ïîëó÷àåòñÿ áåòîí è òåì áîëüøå
çíà÷åíèå ìàðêè áåòîíà. Â ìàãàçèíå Âàñèëèé
óçíàë, ÷òî öåíà öåìåíòà 180 ðóá. çà 50 êã,
öåíà ïåñêà 102 ðóá. çà 50 êã, öåíà ùåáíÿ
130 ðóá. çà 40 êã, à ñîîòíîøåíèÿ îáúåìîâ
ìàòåðèàëîâ äëÿ ðàçíûõ ìàðîê áåòîíà óêàçà-
íû â òàáëèöå. Ê ñîæàëåíèþ, ÷àñòü äàííûõ â
òàáëèöå áûëà óòåðÿíà.

1) Ïîìîãèòå Âàñèëèþ çàïîëíèòü ïóñòûå
ÿ÷åéêè â òàáëèöå. Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì ïåñêà
â ìàðêå áåòîíà Ì 400 â äâà ðàçà ìåíüøå
îáúåìà ùåáíÿ.

2) Îïðåäåëèòå, êàêóþ íàèëó÷øóþ ìàðêó
áåòîíà ìîæåò ïîçâîëèòü ñåáå Âàñèëèé.

Ïëîòíîñòü öåìåíòà 3
ö 1200 êã ì�U � , ïëîò-

íîñòü ïåñêà 3
ï 1600 êã ì�U � , ïëîòíîñòü ùåá-

íÿ 3
ù 2100 êã ì�U � .

Í.ÒðóøíèêîâÐèñ. 1
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4. Î  ï ðîáêå  (2 òóð)
Ïîòîê àâòîìàøèí äâèæåòñÿ ïî ÷åòûðåõïî-

ëîñíîé ìàãèñòðàëè. Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü àâòîìîáèëÿ 60 êì ÷ , ñðåäíÿÿ äëèíà
àâòîìîáèëÿ 4 ìåòðà. Âáëèçè ìåñòà äîðîæíî-
òðàíñïîðòíîãî ïðîèñøåñòâèÿ êîëè÷åñòâî
ïîëîñ, äîñòóïíûõ äëÿ äâèæåíèÿ, óìåíüøà-
åòñÿ äî äâóõ, à ñêîðîñòü àâòîìàøèí óìåíü-
øàåòñÿ äî 6 êì ÷ . Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíà
ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ áåç ñîáëþäåíèÿ ìàñø-
òàáà. Åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòî-
ìîáèëÿìè ïðè äâèæåíèè ïî ìàãèñòðàëè íå-
áîëüøîå, òî ïåðåä ÄÒÏ îáðàçóåòñÿ ïðîáêà –
îáëàñòü, â êîòîðîé ìàøèíû äâèæóòñÿ âïëîò-
íóþ äðóã ê äðóã ñ ìàëåíüêîé ñêîðîñòüþ.

1) Ïðè êàêîì ñðåäíåì ðàññòîÿíèè x ìåæäó
àâòîìîáèëÿìè ïðè èõ äâèæåíèè ïî ìàãèñò-
ðàëè ïðîèçîøåäøåå ÄÒÏ íå ïðèâåäåò ê
âîçíèêíîâåíèþ ïðîòÿæåííîé ïðîáêè?

2) Çà ïîëòîðà êèëîìåòðà äî ÄÒÏ íà òðàññå
ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåêðåñòîê ñî ñâåòîôîðîì.
Çà êàêîå âðåìÿ ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ ÄÒÏ
íåîáõîäèìî ëèêâèäèðîâàòü åãî ïîñëåäñòâèÿ
äëÿ äîðîæíîãî äâèæåíèÿ, ÷òîáû ýòî íå ïðè-
âåëî ê çàòîðó íà ïåðåêðåñòêå, åñëè x = 16 ì?

Ñ.Ðîëäóãèí

5. Ïå ø êî ì äî  êàô å (2 òóð)
Óòðîì ïîñëå êðåïêîãî ñíà Êðîêîäèë Ãåíà

è ×åáóðàøêà îòïðàâèëèñü êàæäûé èç ñâîåãî
äîìà â êàôå ïîçàâòðàêàòü. Øëè äðóçüÿ íà-
âñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿ-
ìè ïî ïðÿìîé äîðîãå. Êàêîâî æå áûëî èõ
óäèâëåíèå, êîãäà îíè âñòðåòèëèñü ó âõîäà â
êàôå. Îêàçàëîñü, ÷òî çà 5 ìèí äî âñòðå÷è
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíÿëîñü 1200 ì,
çà 10 ìèí äî âñòðå÷è – 202 5 ì, çà 1 5 ìèí –
2475 ì è çà 20 ìèí – 26 55 ì. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äîìàìè, â êîòîðûõ æèâóò
Ãåíà è ×åáóðàøêà. Îïðåäåëèòå, ñ êàêèìè
ñêîðîñòÿìè îíè øëè.

È.Àêóëè÷

8 êëàññ

1. Ìèíè ì àëüíà ÿ ñðåäí ÿÿ ñêî ðîñòü  (2
òóð)

Ìåæäó ãîðîäàìè A è B äåéñòâóåò àâòîáóñ-
íûé ìàðøðóò, äëèíà êîòîðîãî s = 180 êì.
Äâèæåíèå àâòîáóñà ïî ýòîìó ìàðøðóòó íå
ðàâíîìåðíîå: èç-çà ðàçëè÷íûõ äîðîæíûõ
óñëîâèé ñêîðîñòü àâòîáóñà ÷àñòî ìåíÿåòñÿ. Â
ìîìåíò îòïðàâëåíèÿ ïàññàæèð Ïåòðîâ çàñå-
êàåò íà ñâîèõ ÷àñàõ âðåìÿ è êàæäûå 10 ìèíóò
âû÷èñëÿåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü àâòîáóñà çà ýòè
10 ìèíóò. Äëÿ ýòîãî îí óçíàåò ïóòü, ïðîéäåí-
íûé àâòîáóñîì, ñ ïîìîùüþ GPS-íàâèãàòîðà.
Àâòîáóñ äîåõàë èç A äî B çà 3 ÷àñà. Çà ýòî
âðåìÿ Ïåòðîâ ïîëó÷èë 18 çíà÷åíèé ñðåäíåé
ñêîðîñòè: 1 2 3 18, , , ,v v v vK .

1) Èçâåñòíî, ÷òî íè îäíî èç çíà÷åíèé íå
ïðåâûøàåò 63 êì ÷ . ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî
íàèìåíüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé (â êàêèõ ïðå-
äåëàõ îíî ìîæåò ëåæàòü)?

2) Îòâåòüòå íà òîò æå âîïðîñ, åñëè íè îäíî
èç èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ñðåäíåé ñêîðîñòè
íå ïðåâûøàåò 64 êì ÷ .

Ì.Ðîìàøêà

2. Ïå÷êà  â Ñîëí öå (2 òóð)
Âáëèçè öåíòðà Ñîëíöà êàæäàÿ òîííà íà-

õîäÿùåãîñÿ òàì çâåçäíîãî âåùåñòâà ïðîèç-
âîäèò 1 Äæ ýíåðãèè êàæäóþ ñåêóíäó çà
ñ÷åò òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé. Âñÿ ýíåðãèÿ,
ïðîèçâåäåííàÿ â öåíòðå, «äîáðàâøèñü» äî
ïîâåðõíîñòè Ñîëíöà, èçëó÷àåòñÿ âî âñå ñòî-
ðîíû ðàâíîìåðíî. Íà Çåìëå íà ó÷àñòîê
ïëîùàäüþ 21 ì , ðàñïîëîæåííûé ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ñîëíå÷íûì ëó÷àì, çà êàæäóþ ñå-
êóíäó ïîïàäàåò ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ 1370 Äæ
(ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñîëíå÷íîé ïîñòî-
ÿííîé). Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà
150 ìëí êì, ïëîòíîñòü âåùåñòâà âáëèçè
öåíòðà Ñîëíöà 3160 ã ñì , ðàäèóñ Ñîëíöà
655 òûñ. êì. Èñïîëüçóÿ ýòè ñâåäåíèÿ, îöå-

íèòå ðàäèóñ îáëàñòè âíóòðè
Ñîëíöà, â êîòîðîé èäóò òåð-
ìîÿäåðíûå ðåàêöèè, è ñðàâ-
íèòå åãî ñ ðàäèóñîì Ñîëí-
öà.

Äëÿ ñïðàâêè : ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè øàðà ðàäèóñîì R
ðàâíà 24S R� �S , à îáúåì

øàðà ðàâåí 
34

3
R

V
�S

� .

Ñ.ÂàðëàìîâÐèñ. 2
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3. Ñàì îäåëüí û é àðåî ì åòð (2

òóð)
Àðåîìåòð – ïðèáîð äëÿ èçìåðå-

íèÿ ïëîòíîñòè æèäêîñòåé, ïðèí-
öèï ðàáîòû êîòîðîãî îñíîâàí íà
çàêîíå Àðõèìåäà. Îáû÷íî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òðóáêó, â íèæíåé
÷àñòè êîòîðîé ïîìåùåí ãðóç
(ðèñ.3). Âåðõíÿÿ ÷àñòü àðåîìåòðà
– öèëèíäð, íà êîòîðûé íàíåñåíà
øêàëà, ïðîãðàäóèðîâàííàÿ â çíà-
÷åíèÿõ ïëîòíîñòè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
àðåîìåòð èçîáðåëà Ãèïàòèÿ Àëåê-
ñàíäðèéñêàÿ – çíàìåíèòàÿ æåíùè-
íà-ó÷åíûé äðåâíîñòè. Ðàññìîòðèì
êîíñòðóêöèþ ñàìîäåëüíîãî àðåî-
ìåòðà äëÿ èçìåðåíèÿ ïëîòíîñòè
ìîëîêà, ò.å. ëàêòîìåòðà. Ïëîòíîñòü

ìîëîêà âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 3

1 1015 êã ì�U �  äî ìàêñè-
ìàëüíîãî 3

2 1040 êã ì�U � . Ðàçíîñòü ìàêñè-
ìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé ìíîãî
ìåíüøå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó
øêàëà òàêîãî ëàêòîìåòðà ëèíåéíà. Äëÿ èçãî-
òîâëåíèÿ ëàêòîìåòðà âçÿëè òâåðäóþ öèëèí-
äðè÷åñêóþ ïëàñòèêîâóþ òðóáêó ñ âíåøíèì
äèàìåòðîì d = 16 ìì, âíóòðü êîòîðîé ñíè-
çó ïîìåñòèëè ãðóç è çàêðûëè íèæíèé êîíåö
çàãëóøêîé. Ñíàðóæè âñÿ êîíñòðóêöèÿ âûã-
ëÿäèò êàê öèëèíäð, à åå îáùàÿ ìàññà ðàâíà
m =  40 ã. Íà ðàññòîÿíèè 0h  = 20 ñì îò
íèæíåãî êîíöà òðóáêè íàíåñëè ïåðâîå äåëå-
íèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâîâàëî íåêîòîðîé ïëîò-
íîñòè 0�U , íåìíîãî ìåíüøåé 1�U. Âíèç îò
ïåðâîãî äåëåíèÿ ñòàëè íàíîñèòü äðóãèå äåëå-
íèÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áûëî

h�'  = 1 ìì.
1) ×åìó ðàâíà öåíà äåëåíèÿ �'�U òàêîãî

ïðèáîðà?
2) ×åìó ðàâíà ïëîòíîñòü 0�U , ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ïåðâîìó äåëåíèþ?
3) Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî N  äåëåíèé

íóæíî íàíåñòè, ÷òîáû èçìåðÿòü ïëîòíîñòü
ìîëîêà âî âñåì äèàïàçîíå çíà÷åíèé îò 0�U  äî

2�U ?
Ì.Ðîìàøêà

4. Òàÿíèå  ñíå ãà (2 òóð)
Ñíåæíûé ïîêðîâ ñîñòîèò èç âåðõíåãî

ñëîÿ ñâåæåâûïàâøåãî ñíåãà òîëùèíîé
1H  = 20 ñì è íèæíåãî ñëîÿ ñòàðîãî ñëå-

æàâøåãîñÿ ñíåãà òîëùèíîé 2H  = 10 ñì. Â
äâå îäèíàêîâûå öèëèíäðè÷åñêèå ìåíçóðêè ñ
âíóòðåííèì äèàìåòðîì 0d  =  5 ñì è âûñî-

òîé 0h  = 7 ñì áûëè ïî-
ìåùåíû îáðàçöû ñíåãà
èç êàæäîãî ñëîÿ, ïðè
ýòîì ñíåã â êàæäóþ ìåí-
çóðêó çàñûïàëñÿ äîâåð-
õó, íî íå óòðàìáîâûâàë-
ñÿ, ñíåã èç ðàçíûõ ñëîåâ
íàáèðàëñÿ â ðàçíûå ìåí-
çóðêè. Ïîñëå ýòîãî ìåí-
çóðêè ðàçìåñòèëè íà ñòî-
ëå â îòàïëèâàåìîì ïîìå-
ùåíèè. Íà ðèñóíêå 4
ïðèâåäåíà ôîòîãðàôèÿ,
ïîëó÷åííàÿ â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà. Íà-
áëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìå-
íè ñíåæíûé öèëèíäð óìåíüøàåòñÿ â ðàçìå-
ðàõ, íî ñîõðàíÿåò ñâîþ ôîðìó. Âûñîòà íèæ-
íåé òåìíîé ÷àñòè ñíåæíîãî öèëèíäðà ñî
âðåìåíåì ðàñòåò. Ñëîé âîäû çàìåòíîé òîë-
ùèíû ïîÿâëÿåòñÿ íà äíå ìåíçóðêè ïîñëå
òîãî, êàê âåñü ñíåã ñòàíîâèòñÿ òåìíûì. Â
ìåíçóðêå ñî ñâåæèì ñíåãîì ê ìîìåíòó ïîÿâ-
ëåíèÿ âîäû íà äíå äèàìåòð öèëèíäðà èç
ñíåãà 1d  = 3 ñì, à âûñîòà 1h  =  4 ñì. Íà
äíå ìåíçóðêè ñî ñëåæàâøèìñÿ ñíåãîì âîäà
ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà äèàìåòð öèëèíäðà èç ñíå-
ãà 2d  =  4 ñì, à âûñîòà 2h  =  5 ñì. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñíåã ñîñòîèò èç êðèñòàëëèêîâ
ëüäà è ïóñòîò ìåæäó íèìè, âíóòðåííÿÿ ñòðóê-
òóðà ñíåãà ïðè òàÿíèè íå ìåíÿåòñÿ. Ïîðèñòî-
ñòüþ ñíåãà �D íàçûâàþò îòíîøåíèå îáúåìà

ïóñòîò êî âñåìó îáúåìó ñíåãà: ï

0

V
V

�D � .

1) Îïðåäåëèòå ïîðèñòîñòè ñâåæåãî è ñëå-
æàâøåãîñÿ ñíåãà, ñ÷èòàÿ ÷òî ñíåã òàåò òîëüêî
íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðîâ.

2) Íà óëèöå ðåçêî ïîòåïëåëî. Ñíåã ñòàë
òàÿòü. Îöåíèòå âûñîòó ñíåæíîãî ïîêðîâà â
òîò ìîìåíò, êîãäà èç-ïîä íåãî ïîòåêóò ðó÷üè.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàÿíèå ïðîèñõîäèò ïðè
óñëîâèÿõ, ïîõîæèõ íà óñëîâèÿ èç ï.1), íî
ñíåã òàåò òîëüêî íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè
ñëîÿ.

Ïëîòíîñòü ëüäà 3
ë 900 êã ì�U � , ïëîòíîñòü

âîäû 3
â 1000 êã ì�U � .

Í.Òðóøíèêîâ

9 êëàññ

1. Balance board  (1 òóð)
Áàëàíñáîðä – òðåíàæåð äëÿ òðåíèðîâêè

÷óâñòâà ðàâíîâåñèÿ – ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
æåñòêóþ äîñêó, ëåæàùóþ íà öèëèíäðè÷åñ-
êîì ðîëèêå (ðèñ. 5). Áàçîâîå óïðàæíåíèå

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîõðàíÿòü ðàâíî-
âåñèå, ïåðåêàòûâàÿñü íà ðîëèêå, ïðè ýòîì
æåëàòåëüíî, ÷òîáû äîñêà ðàñïîëàãàëàñü ïðàê-
òè÷åñêè ãîðèçîíòàëüíî. Ïóñòü âçàèìîäåé-
ñòâèå ñòóïíåé íîã ñ äîñêîé ïðîèñõîäèò â
òî÷êàõ A è B (ðèñ.6) è ïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê
îòíîñèòåëüíî äîñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûïîë-
íåíèè óïðàæíåíèÿ. Ðîëèê ïî ïîëó è ïî äîñêå
íå ïðîñêàëüçûâàåò. Â êðàéíåì ïðàâîì ïîëî-
æåíèè ðàññòîÿíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè ìåæäó
òî÷êàìè A è B è âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, íà
êîòîðîé ëåæèò îñü ðîëèêà C, ðàâíû 1L  è 2L
ñîîòâåòñòâåííî. ×åëîâåê ïåðåêàòûâàåòñÿ â
êðàéíåå ëåâîå ïîëîæåíèå, â êîòîðîì ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è C ïî ãîðèçîíòàëè
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 2L .

1) Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè
ñìåùàåòñÿ öåíòð ìàññ ÷åëîâåêà: îòíîñèòåëü-
íî äîñêè; îòíîñèòåëüíî çåìëè?

2) Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ïî ãîðèçîíòàëè
ñìåùàåòñÿ òî÷êà A?

Ï.Êðþêîâ

2. Óëåòàþù èé ø àð (1 òóð)
Â öèëèíäðè÷åñêóþ êàñòðþëþ, ðàäèóñ îñ-

íîâàíèÿ êîòîðîé R  = 10 ñì, íàëèòà âîäà è
îïóùåí êóñîê ëüäà ìàññîé m =  400 ã. Â
ýòîò êóñîê âìîðîæåíà íèòêà, ïðèâÿçàííàÿ ê
âîçäóøíîìó øàðèêó îáúåìîì V  = 8 ë, çà-
ïîëíåííîìó ãåëèåì. Ïðè ýòîì óðîâåíü âîäû
â êàñòðþëå h  = 30 ñì. Êóñîê ëüäà ïîñòåïåí-

íî òàåò, è â íåêîòîðûé ìîìåíò âîçäóøíûé
øàðèê ïîäíèìàåò åãî íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû.
Ïîñëå ýòîãî øàðèê è ëåä óëåòàþò. ×åìó â
ðåçóëüòàòå ñòàíåò ðàâåí óðîâåíü âîäû â
êàñòðþëå? Ïëîòíîñòü âîäû 3

1 1000 êã ì�U � ,
ïëîòíîñòü ëüäà 3

2 900 êã ì�U � , âîçäóõà
3

3 1,25 êã ì�U � , ãåëèÿ 3
4 0,18 êã ì�U � , ìàñ-

ñîé îáîëî÷êè øàðèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ñ÷èòàéòå, ÷òî ìàññà êàïåëü âîäû, îáðàçîâàâ-
øèõñÿ ïðè òàÿíèè ëüäà è óïàâøèõ â êàñòðþ-
ëþ ïîñëå îòðûâà ëüäà îò ïîâåðõíîñòè âîäû,
ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Íåêîòîðûå ÷èñëîâûå
äàííûå íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ðå-
øåíèÿ, íî èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè òàê
âàì áóäåò ïðîùå.

Ì.Ðîìàøêà

3. Âû ÷èñëåíèå  ñêî ðîñòè  ñâåòà (2 òóð)
Ïåðâàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñâåòà áûëà äàíà

Ð¸ìåðîì â 167 5 ãîäó. Èçó÷àÿ äâèæåíèå Èî
(ñïóòíèêà Þïèòåðà), îí ïîëó÷èë çíà÷åíèå,
áëèçêîå ê 220000 êì ñ . Îðáèòà Èî ðàñïî-
ëîæåíà â ïëîñêîñòè îðáèòû Çåìëè, ïîýòîìó
ñïóòíèê ïåðèîäè÷åñêè èñ÷åçàåò â òåíè Þïè-
òåðà. Èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ïîÿâëåíèÿìè Èî èç òåíè Þïèòåðà â
ñðåäíåì ðàâåí 42,5 ÷. Îäíàêî, ñîãëàñíî ñî-
âðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì ïðè ðàçëè÷íûõ
ïîëîæåíèÿõ Ñîëíöà, Çåìëè è Þïèòåðà,
ýòîò èíòåðâàë ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ íå áîëåå ÷åì íà 16 ñ â áîëüøóþ
èëè ìåíüøóþ ñòîðîíó. Ïî ïðåäñòàâëåííûì
äàííûì îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ñâåòà, åñëè ðàñ-
ñòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà 81,5 10 êì�˜ .
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü
Þïèòåðà âîêðóã Ñîëíöà íàìíîãî ìåíüøå,
÷åì ó Çåìëè.

Î.Ð¸ìåð

4. Ïà ðîâà ÿ ïëåíêà  è ï óçûð üêîâîå  êèïå -
íèå  (2 òóð)

Ñòàëüíîé øàðèê ( m = 110 ã, R = 1, 5 ñì,
�� ��500 Äæ êã Ñc � �˜ �q ), íàãðåòûé äî òåìïåðà-

òóðû 1 500 CT � �q , ëåæèò íà òåïëîèçîëèðóþ-
ùåé ïîäñòàâêå â ïðîçðà÷íîì ñîñóäå, êîòîðûé
çàïîëíÿþò äèñòèëëèðîâàííîé âîäîé ( 0m  =
= 0,4 êã, 0 20 CT � �q ), òàê ÷òî øàðèê îêàçû-
âàåòñÿ ïðèìåðíî â ñåðåäèíå ñòîëáà âîäû.
Íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíîå ÿâëåíèå. Âîêðóã
øàðèêà î÷åíü áûñòðî îáðàçóåòñÿ òîíêàÿ ïà-
ðîâàÿ ïëåíêà, ïîñëå ýòîãî íåêîòîðîå âðåìÿ
òîëùèíà ïëåíêè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâ-
íîé d = 0, 5 ìì, îáðàçîâàíèå ïóçûðüêîâ ïàðà
(êàê ïðè êèïåíèè) íå íàáëþäàåòñÿ, òåïëîîá-

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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ìåí ìåæäó âîäîé è øàðèêîì ïðîèñõîäèò
÷åðåç ïëåíêó. Â ìîìåíò, êîãäà òåìïåðàòóðà
øàðèêà óìåíüøàåòñÿ äî 2 250 CT � �q , ïëåíêà
«ñðûâàåòñÿ» – è â æèäêîñòè âáëèçè øàðèêà
íà÷èíàåòñÿ áóðíîå êèïåíèå, êîòîðîå ïðîäîë-
æàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà òåìïåðàòóðà øàðèêà
íå óìåíüøèòñÿ äî ê 100 CT � �q . Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ïðîöåññàõ îáðàçîâàíèÿ ïëåíêè è
ïóçûðüêîâîãî êèïåíèÿ âñå êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû, îòäàííîå øàðèêîì, èäåò íà èñïàðåíèå
âîäû, íî òðåòü ïàðà âî âñïëûâàþùèõ ïóçûðü-
êàõ (îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè êèïåíèè) êîíäåí-
ñèðóåòñÿ. Òåïëîîáìåíîì ñ îêðóæàþùåé ñðå-
äîé è òåïëîèçîëèðóþùåé ïîäñòàâêîé, à òàê-
æå íàãðåâîì ïàðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îïðå-
äåëèòå òåìïåðàòóðó âîäû ê ìîìåíòó îêîí÷à-
íèÿ òåïëîîáìåíà ìåæäó øàðèêîì è âîäîé.
Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü è óäåëüíàÿ òåïëîòà
èñïàðåíèÿ âîäû ðàâíû 0c � 

�� ��4200 Äæ êã Ñ� �˜ �q  è 62,2 10 Äæ êãL � �˜ .
Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ïàðà 30,6 êã ì�U �| .

Ï.Êðþêîâ

10 êëàññ

1. Õîäüáà  íà  Çåì ëå è íà  Ìà ðñå (1 òóð)
Â ïðîñòåéøåé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ïåøåé

õîäüáû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ ÷åëîâåêà
äâèæåòñÿ ïî ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé, ïîâòî-
ðÿþùèéñÿ ó÷àñòîê êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äóãó îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì
äëèíå íîãè ÷åëîâåêà H  (ðèñ.7). Îïðåäåëèòå
â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè îòíîøåíèå ìàêñèìàëü-
íûõ ñêîðîñòåé õîäüáû íà Çåìëå è íà Ìàðñå,
à òàêæå îòíîøåíèå ìîùíîñòåé, çàòðà÷èâàå-
ìûõ ïðè õîäüáå ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé
ñêîðîñòüþ íà ýòèõ ïëàíåòàõ. Ìàññà Ìàðñà
ñîñòàâëÿåò 0,11 ìàññû Çåìëè, ðàäèóñ Ìàðñà
ðàâåí 0, 53 ðàäèóñà Çåìëè. Ïî ïîâåðõíîñòè
Ìàðñà ÷åëîâåê ïåðåìåùàåòñÿ â ñêàôàíäðå,
ìàññà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî òðåòü

ìàññû ÷åëîâåêà. Òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ
÷åëîâåêà íà Çåìëå è ÷åëîâåêà â ñêàôàíäðå íà
Ìàðñå ñ÷èòàéòå îäèíàêîâûìè. Ó÷òèòå, ÷òî
ïðè õîäüáå íåîáõîäèì ïîñòîÿííûé êîíòàêò
õîòÿ áû îäíîé íîãè ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû.

Ï.Êðþêîâ

2. Ñóõ îé  ëåä (1 òóð)
Ñóõîé ëåä – ýòî òâåðäûé äèîêñèä óãëåðîäà

( 2CO ), ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ïåðåõî-
äÿùèé â ãàçîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå, ìèíóÿ
æèäêóþ ôàçó (ïðîöåññ ñóáëèìàöèè). Ïðè
äàâëåíèè 5

0 10 Ïàp �  äèíàìè÷åñêîå ðàâíî-
âåñèå ìåæäó òâåðäîé è ãàçîâîé ôàçàìè äîñ-
òèãàåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå c 79 Ct � �� �q , ïðè
êîòîðîé ïëîòíîñòü òâåðäîãî äèîêñèäà óãëå-
ðîäà 31560 êã ì�U � , à óäåëüíàÿ òåïëîòà

ñóáëèìàöèè 590 êÄæ êãq � . Ïðè òåìïåðà-
òóðå 0T  = 300 Ê â òåðìîñ îáúåìîì 0V  =
= 1,0 ë, â êîòîðîì èçíà÷àëüíî íè÷åãî íå
áûëî, êðîìå âîçäóõà, ïîìåñòèëè íåáîëüøîé
êóñî÷åê ñóõîãî ëüäà îáúåìîì 3

1 1 ñìV �  è òóò
æå ãåðìåòè÷íî çàêðûëè ïðîáêîé. Êàêàÿ òåì-
ïåðàòóðà è êàêîå äàâëåíèå óñòàíîâÿòñÿ â
òåðìîñå â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ? Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñóõîãî ëüäà
ðàâíà ct . Ìîëÿðíàÿ ìàññà äèîêñèäà óãëåðî-
äà 1 44 ã ìîëü�0 � . Ñ÷èòàéòå, ÷òî òåðìîñ
îáåñïå÷èâàåò èäåàëüíóþ òåïëîèçîëÿöèþ ñî-
äåðæèìîãî. Ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü âîçäó-

õà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå 
5
2V
R

C � .

Ì.Ðîìàøêà

3. Ëÿãóøêè íà  ñòåíàõ è ïîòîëêå  (2 òóð)
Íåêîòîðûå âèäû ëÿãóøåê ñïîñîáíû ïîë-

çàòü ïî ñòåíàì è ïîòîëêó ïðè ïîìîùè ñïåöè-
àëüíûõ ïðèñîñîê íà ëàïêàõ. Ýòè ïðèñîñêè
îáåñïå÷èâàþò ñèëó «ïðèëèïàíèÿ» F, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü òàêàÿ
ëÿãóøêà ìàññîé m = 5 ã ìîæåò îáåñïå÷èòü
ñèëó «ïðèëèïàíèÿ» íå áîëüøå 0F . ×åìó
äîëæíî áûòü ðàâíî çíà÷åíèå 0F , ÷òîáû ïðè
ëþáîì óãëå íàêëîíà ñòåíû ëÿãóøêà ìîãëà
ðàñïîëàãàòüñÿ íà íåé íåïîäâèæíî, åñëè êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ëàï î ñòåíó 0,5�P � ?

À.Áû÷êîâ

4. Ñòàáèëèçàòî ð íà  òåðì èñòî ðå (2 òóð)
Èäåàëèçèðîâàííàÿ çàâèñèìîñòü íàïðÿæå-

íèÿ îò ñèëû òîêà äëÿ íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà
Z ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 8. Íà
îñíîâå ýòîãî ýëåìåíòà è ðåçèñòîðîâ 1R  è r ïî
ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 9, ìîæåò áûòüÐèñ. 7
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ñîáðàíî óñòðîéñòâî, íàçûâàåìîå ñòàáèëèçà-
òîðîì íàïðÿæåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå íåèç-
ìåííîå íàïðÿæåíèå 0U  íà íàãðóçêå (ðåçèñ-
òîð ñîïðîòèâëåíèåì R = 300 Îì) ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèÿ íà âõîäå
(ìåæäó òî÷êàìè A è B). Ïðè ýòîì íàïðÿæå-
íèå ABU  äîëæíî ëåæàòü â íåêîòîðîì äèàïà-
çîíå íàïðÿæåíèé 1 1ABU U U U U�� �' �d �d �� �' ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óñòðîéñòâî ïåðåñòàåò
âûïîëíÿòü ñâîþ ôóíêöèþ ñòàáèëèçàöèè íà-
ïðÿæåíèÿ.

1) ×åìó ðàâíû íàïðÿæåíèå 0U  è ñîïðîòèâ-
ëåíèå ðåçèñòîðà r â äàííîé ñõåìå?

2) Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà 1R ,
ïðè êîòîðîì ïîëóøèðèíà äèàïàçîíà âõîä-
íûõ íàïðÿæåíèé U�'  áóäåò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé ïðè íàïðÿæåíèè ñåðåäèíû äèà-
ïàçîíà 1U  = 6 Â.

Ç.Ðåçíèêîâ

5. Äâèãàòåëü Ñòèðëèí ãà (2 òóð)
Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîäèíàìè-

÷åñêàÿ ìîäåëü äâèãàòåëÿ Ñòèðëèíãà, ñõåìà-
òè÷íî èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 10. Ïîðø-
íè 3 ñîâåðøàþò âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíûå
äâèæåíèÿ, ïðåîáðàçóþùèåñÿ âî âðàùàòåëü-
íûå äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ êðèâîøèïíî-øà-
òóííûõ ïåðåäà÷. Ðàáî÷èé öèëèíäð 1 íàãðå-
âàþò ãîðåëêîé. Â ðàìêàõ ìîäåëè ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî åãî òåìïåðàòóðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé, îáîçíà÷èì åå T. Íà âûòåñíèòåëüíîì
öèëèíäðå 2 çàêðåïëåí ðàäèàòîð 6 äëÿ óëó÷-
øåíèÿ òåïëîîáìåíà, òåìïåðàòóðà â öèëèíä-

ðå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå
0T . Ðàáî÷åå òåëî 4 – âîçäóõ – ïåðåêà÷èâàåò-

ñÿ èç ðàáî÷åãî öèëèíäðà â âûòåñíèòåëüíûé
è îáðàòíî ïî òðóáêå 5. Ìàêñèìàëüíûé îáúåì
âîçäóõà â ðàáî÷åì öèëèíäðå îáîçíà÷èì 01V ,
à â âûòåñíèòåëüíîì – 02V . Îáúåìîì òðóáêè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåð-
íûõ ðàñ÷åòîâ áûëè ïîëó÷åíû äèàãðàììû
çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèÿ îò
îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà: äëÿ ðàáî÷åãî öèëèí-
äðà – êðàñíàÿ ëèíèÿ íà ðèñóíêå 11, äëÿ
âûòåñíèòåëüíîãî – ñèíÿÿ ëèíèÿ. Ïðè ýòîì
öèêë äëÿ ðàáî÷åãî öèëèíäðà îáõîäèòñÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå, à äëÿ âûòåñíèòåëüíîãî –
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè; 02 011,25V V� .

1) Îïðåäåëèòå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå îòíîøå-
íèÿ òåìïåðàòóð T è 0T .

2) Êàêàÿ ÷àñòü îáùåé ìàññû âîçäóõà íàõî-
äèòñÿ â ðàáî÷åì öèëèíäðå ïðè äàâëåíèè

03p ?
3) Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå ðàáîòû, ñîâåð-

øàåìîé âñåì ãàçîì çà öèêë, ê ðàáîòå, ñîâåð-
øàåìîé ãàçîì â ðàáî÷åì öèëèíäðå, åñëè
ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðàñíîé
ëèíèåé, 1S  = 1, 5 (îòíîñèòåëüíûõ åäèíèö), à

Ðèñ. 9

Ðèñ. 8

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ñèíåé ëèíè-
åé, 2S  = 0,6.

Â.Êîçëÿêîâ. Ð.Ñîêîëîâñêèé

11 êëàññ

1. Ï ðåîá ðàçîâàòåëü (òðåíèðîâî÷íûé òóð)
Íà ðèñóíêå 12 ïðèâåäåíà ïðèíöèïèàëüíàÿ

ñõåìà ïðåîáðàçîâàòåëÿ íàïðÿæåíèÿ. Íà îäèí

èç âõîäîâ ïîäàåòñÿ ïåðåìåííûé ïîòåíöèàë
(ôàçà) �� �� 0 sinU t U t� �� �Z  îò áûòîâîé ñåòè
(230 Â, 50 Ãö), äðóãîé âõîä èìååò íóëåâîé
ïîòåíöèàë (çàçåìëåí). Ê âûâîäàì ïðèñîåäè-
íÿåòñÿ íàãðóçêà R. Äèîäû – èäåàëüíûå.
Åìêîñòü êîíäåíñàòîðîâ C = 10 ìêÔ, ñîïðî-
òèâëåíèå íàãðóçêè R = 100 êÎì. Ïðè äàí-
íûõ óñëîâèÿõ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå
ïîäêëþ÷åíèÿ ê ñåòè ïåðåìåííîãî òîêà ñõåìà
îáåñïå÷èâàåò ïî÷òè (!) ïîñòîÿííîå íàïðÿæå-
íèå íà íàãðóçêå íU .

1) Ñ÷èòàÿ ÷òî íàãðóçêà íå ïîäêëþ÷åíà,
íàéäèòå íàïðÿæåíèå íà âûõîäå â ìîìåíòû
âðåìåíè t  = T, t  = 3 T, t T? , ãäå T – ïåðèîä
êîëåáàíèé ïîòåíöèàëà íà âõîäå.

2) Ïðè ïîäêëþ÷åííîé íàãðóçêå îöåíèòå ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ íàïðÿæåíèå íà íàãðóçêå
îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íU .

Ï.Êðþêîâ

2. Ïà ðóñ êàê êðû ëî  (1 òóð)
Äèíàìèêà áóåðà, ò.å. ëåäîâîé ÿõòû, ìîæåò

áûòü îïèñàíà íà îñíîâå ìîäåëè, â êîòîðîé
ïàðóñ ñ÷èòàåòñÿ âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåí-
íûì êðûëîì. Ñèëó F, äåéñòâóþùóþ íà ïà-
ðóñ ñî ñòîðîíû âîçäóõà (ðèñ.13, âèä ñâåðõó),
ïðèíÿòî ðàñêëàäûâàòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèå:
D , íàïðàâëåííóþ âäîëü ñêîðîñòè w ïîòîêà
âîçäóõà îòíîñèòåëüíî áóåðà, è L , ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ D . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

2

2D
w

D C S
�U

� , 
2

2L
w

L C S
�U

� , ãäå S – ïëî-

ùàäü ïàðóñà, �U – ïëîòíîñòü âîçäóõà, áåçðàç-
ìåðíûå êîýôôèöèåíòû DC  è LC  çàâèñÿò

òîëüêî îò îðèåíòàöèè ïàðóñà îòíîñèòåëüíî
íàáåãàþùåãî ïîòîêà âîçäóõà. Âçàèìîäåé-
ñòâèå ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ñíåãà
(èëè ëüäà) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèëàìè òðåíèÿ
T è ãîðèçîíòàëüíîé ðåàêöèè N. Äàëåå âåçäå
òðåíèåì ìû ïðåíåáðåãàåì. Óãîë ìåæäó ñêî-
ðîñòüþ áóåðà v è ñêîðîñòüþ âåòðà îòíîñè-
òåëüíî çåìëè u îáîçíà÷èì �T.

1) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî áóåð äâèæåòñÿ ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Îòíîøåíèå L

D

C
k

C
� 

çàäàíî. Êðîìå òîãî, äàíû ñêîðîñòü âåòðà u è
óãîë �T. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü áóåðà v. Åñëè
ïàðàìåòð k è ñêîðîñòü âåòðà u îñòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè, à óãîë �T ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò
0 äî 90�q, òî ÷åìó ðàâíà ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíàÿ ñêîðîñòü áóåðà â ðàìêàõ äàííîé
ìîäåëè?

2) Íà ðèñóíêå 1 4 ïîêàçàíà êðèâàÿ, êîîð-
äèíàòû òî÷åê êîòîðîé ðàâíû çíà÷åíèÿì êî-

ýôôèöèåíòîâ DC  è LC  äëÿ ðàçíûõ ïîëîæå-
íèé ïàðóñà îòíîñèòåëüíî íàáåãàþùåãî ïîòî-
êà âîçäóõà. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå óñêîðåíèå áóåðà ïðè ñòàðòå èç ïîëî-
æåíèÿ ïîêîÿ. Ñêîðîñòü âåòðà 10 ì ñu � ,
ìàññà áóåðà è ÷åëîâåêà 100 êã, ïëîùàäü
ïàðóñà 27 ì , àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íîð-
ìàëüíîå, òåìïåðàòóðà âîçäóõà 10 C�� �q .

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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3) Èñïîëüçóÿ êðèâóþ, ïîêàçàííóþ íà ðè-

ñóíêå 14, îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
óãëà �T âîçìîæíî äâèæåíèå áóåðà ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ.

Ï.Êðþêîâ

3. Öåïü  ñ íåè çâåñòíûì è (2 òóð)
Â öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1 5,

ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî èç ðåçèñòîðîâ ðàâíî

R. Âûâîäû A è B öåïè íà âðåìÿ 0t  ïîäêëþ-
÷àþò ê èäåàëüíîìó èñòî÷íèêó ñ ÝÄÑ E .
Èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè è åìêîñòü êîíäåí-
ñàòîðà ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè
ïîäêëþ÷åííîì èñòî÷íèêå â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ òî÷åê E è F
ðàâíà íóëþ. Îïðåäåëèòå çàðÿä, ïðîòåêàþ-
ùèé ÷åðåç èñòî÷íèê çà âðåìÿ 0t . Åñëè çà
âðåìÿ 0t  ïîäêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà â ðåçèñòî-
ðàõ ñóììàðíî âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëî-
òû Q, òî êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèò-
ñÿ â îäíîì ðåçèñòîðå ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ
èñòî÷íèêà? ×åìó ðàâíû ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ êàòóøêè è ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà íà
ìîìåíò îòêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà?

Ï.Êðþêîâ

4. Ø àðèê íà  íèòî÷êå  (2 òóð)
×åëîâåê ðàñêðó÷èâàåò â âåðòèêàëüíîé

ïëîñêîñòè ïîëèóðåòàíîâûé øàðèê, çàêðåï-
ëåííûé íà îäíîì êîíöå òîíêîé, íî ïðî÷íîé
è íåðàñòÿæèìîé íèòêè, äåðæàñü çà ïåòåëü-
êó íà äðóãîì åå êîíöå. Êîãäà ñêîðîñòü øà-
ðèêà ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé è ïî-
÷òè ïåðåñòàåò èçìåíÿòüñÿ, òî÷êà, â êîòîðîé
÷åëîâåê äåðæèò ïåòëþ, äâèæåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì r. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå r, åñëè äëèíà íèòêè
ìåæäó ïåòëåé è øàðèêîì L  = 1 ì, à ðàäèóñ
øàðèêà 1 ñì. Ïëîòíîñòü ïîëèóðåòàíà

31200 êã ì�U � . Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäó-

õà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
2

0
c 4

v
F S

�U
� , ãäå

0�U  – ïëîòíîñòü âîçäóõà, S – ïëîùàäü ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ øàðèêà, v – åãî ñêîðîñòü.
Ìîëÿðíàÿ ìàññà âîçäóõà 29 ã ìîëü�0 � .
Âîçäóõ íàõîäèòñÿ ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v gL? .

Ï.Êðþêîâ, Ì.Ðîìàøêà

5. Ô îòî ãðàô èÿ ïëàñòèí û  (2 òóð)
Äèñê òîëùèíîé îêîëî 1, 5 ñì, ñäåëàííûé

èç ïðîçðà÷íîãî ìàòåðèàëà, ðàçðåçàëè âäîëü
îäíîãî èç äèàìåòðîâ. Ïîëó÷èâøóþñÿ ïëàñ-
òèíó, èìåþùóþ ôîðìó ïîëîâèíû öèëèíäðà,
ïîñòàâèëè íà «ìèëëèìåòðîâêó» òàê, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü, âäîëü êîòîðîé ðàçðåçàëè äèñê,
îêàçàëàñü îáðàùåíà âíèç, à âûïóêëàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïîëóöèëèíäðà – ââåðõ. Çàòåì ýòó
ïëàñòèíó ôîòîãðàôèðóþò ñâåðõó, ñòàðàÿñü
îðèåíòèðîâàòü îïòè÷åñêóþ îñü îáúåêòèâà
ôîòîàïïàðàòà âåðòèêàëüíî òàê, ÷òîáû îíà
ïðîõîäèëà ÷åðåç ñåðåäèíó ïëàñòèíû. Ôîòî-
ãðàôèÿ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 16.

1) Îïðåäåëèòå ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
ìàòåðèàëà ïëàñòèíû.

2) Íà ôîòîãðàôèè âíóòðè ïëàñòèíû âèä-
íû èçîáðàæåíèÿ ïîëîñ ñåòêè. Êàêîå ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçîáðàæåíèé ïîëîñ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ïëàñòèíå, ìîæåò óâèäåòü
íàáëþäàòåëü, ðàñïîëàãàþùèéñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè h = 15 ñì íàä öåíòðîì ïëàñòèíû?

3) Îöåíèòå ðàññòîÿíèå H  îò «ìèëëèìåòðîâ-
êè» äî ãëàâíîé ïëîñêîñòè îáúåêòèâà ôîòîàï-
ïàðàòà ïðè ôîòîãðàôèðîâàíèè ïëàñòèíû.

À.Áû÷êîâ, Ï.Êðþêîâ

6. Ýëåêòðîêàëî ðè÷åñêèé ãåíå ðàòî ð (2 òóð)
Â ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè îïèñàíèè äèýëåê-

òðèêîâ ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå âåêòîð ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè D

uur
. Âåêòîð D

uur
 êîëè÷å-

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16
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ñòâåííî õàðàêòåðèçóåò ïîëå òîëüêî (!) ñâî-
áîäíûõ çàðÿäîâ, âåêòîð E

ur
 – ïîëå ñâîáîäíûõ

çàðÿäîâ è ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ, âîçíè-
êàþùèõ â äèýëåêòðèêàõ. Îáû÷íî âåêòîð D

uur

ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó E
ur

. Îäíàêî, ñóùå-
ñòâóþò ìàòåðèàëû – ñåãíåòîýëåêòðèêè – ñ
íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ D

uur
 îò E

ur
. Â ýòîé

çàäà÷å âåêòîðû D
uur

 è E
ur

 ñîíàïðàâëåíû. Ñõå-
ìàòè÷íî âèä çàâèñèìîñòè �� ��D E  äëÿ òèïè÷-
íîãî ñåãíåòîýëåêòðèêà ïðè ïîñòîÿííîé òåì-
ïåðàòóðå ïîêàçàí íà ðèñóíêå 17 êðàñíîé

ëèíèåé. Çàâèñèìîñòü �� ��D E  äëÿ òîãî æå
ñåãíåòîýëåêòðèêà ïðè áîëåå âûñîêîé òåìïå-
ðàòóðå ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà ñèíåé ëèíèåé.
Îáå çàâèñèìîñòè îáëàäàþò ÿðêî âûðàæåí-
íûì ãèñòåðåçèñîì, èíà÷å ãîâîðÿ, çíà÷åíèå D
äëÿ äàííîãî E çàâèñèò îò õàðàêòåðà èçìåíå-
íèÿ ïîëÿ E (óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåò-
ñÿ). Âïðî÷åì, â äàííîé çàäà÷å ýòî íåñóùå-
ñòâåííî.

Âèä çàâèñèìîñòè �� ��D E  â íåêîòîðûõ ñåã-
íåòîýëåêòðèêàõ âåñüìà ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ñ
òåìïåðàòóðîé, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåïëîâîé ýíåðãèè â
ýëåêòðè÷åñêóþ. Ïðèñîåäèíèì êîíäåíñàòîð ñ
ñåãíåòîýëåêòðèêîì ê èäåàëüíîìó èñòî÷íèêó
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïåðèîäè÷åñêè èç-
ìåíÿÿ òåìïåðàòóðó ñåãíåòîýëåêòðèêà, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèéñÿ
òîê â öåïè. Ïðè ýòîì ðàáîòà èñòî÷íèêà
íàïðÿæåíèÿ çà öèêë áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïî-
ëó÷èòñÿ ïðåîáðàçîâàòåëü òåïëîâîé ýíåðãèè â
ðàáîòó òîêà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñåãíåòîý-
ëåêòðèê – ýòî ñâîåîáðàçíîå ðàáî÷åå òåëî
òåïëîâîé ìàøèíû, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïàðàìåòðàìè D , E, T.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíûé öèêë, ïîêàçàííûé
íà ðèñóíêå 18. Ïðîöåññû 1–2 è 3– 4 – çàðÿäêà
è ðàçðÿäêà êîíäåíñàòîðà ñ ñåãíåòîýëåêòðè-
êîì ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå, ïðîöåññû
2–3 è 4–1 – íàãðåâàíèå è îõëàæäåíèå ïðè
ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Öèêë èìååò

ôîðìó ïàðàëëåëîãðàììà. Òåðìîäèíàìèêà
ñåãíåòîýëåêòðèêà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè, ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ìàëûõ (!) èçìåíå-
íèé ïàðàìåòðîâ E�' , D�' , T�' :

0D E p T�' � �H �H�' �� �' ,

Q
c T pT E

V
�'

� �' �� �' , 
A

D E
V
�'

� �' ,

ãäå �H, p è c ( �H > 0, p < 0, c > 0) – èçâåñòíûå
ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, îáúåì V  ñ÷èòà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì, Q�'  è A�'  – êîëè÷åñòâî
òåïëîòû è ðàáîòà ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ
ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòèõ ñîîò-
íîøåíèé äîñòàòî÷íî.

1) Îïðåäåëèòå ÊÏÄ öèêëà 123 4. Âåëè÷è-
íû LE , HE  è LT , HT  ñ÷èòàéòå èçâåñòíûìè
( L HT T�� ). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî LE  è

HE  ìîãóò èçìåíÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííî, òî
÷åìó ðàâåí ìàêñèìàëüíûé ÊÏÄ ýòîãî öèê-
ëà?

2) Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííî íà äèàãðàììå
D–E òåðìîäèíàìè÷åñêèé öèêë 12 34�c �c, â êî-
òîðîì íà ó÷àñòêàõ 1–2�c è 3–4�c çàðÿäêà è
ðàçðÿäêà êîíäåíñàòîðà ñ ñåãíåòîýëåêòðèêîì
ïðîèñõîäÿò àäèàáàòè÷åñêè. Òåìïåðàòóðû â
òî÷êàõ 1 è 3 ðàâíû LT  è HT .

3) Îïðåäåëèòå ÊÏÄ öèêëà èç ï. 2), ñ÷èòàÿ
LE , HE  è LT , HT  èçâåñòíûìè, à èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ D , E è T â ïðåäåëàõ öèêëà
ìàëûìè. Ó êàêîãî öèêëà ïðè îäèíàêîâûõ

LE , HE , 1 LT T�  è 3 HT T�  áîëüøå ÊÏÄ –
ó 1234 èëè ó 12 34�c �c?

Ï.Êðþêîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Áû÷êîâ,
Ñ.Âàðëàìîâ, Ï.Êðþêîâ, Ì.Ðîìàøêà,

Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18
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Ñëåâà íàïðàâî: Å.Êîñòèíà, Å.Êî÷åòêîâà, Ï.Ñòàíêåâè÷,  Ë.Êóëü-
äþøåâà, Ê.Ñòðóèõèíà, À.Ñåäîâà

Òðè ãîäà íàçàä  «Êâàí ò» óæå ðàññêàçû âàë î á
î òíîñè òåëüíî  íîâîì  ìå ðîï ðèÿòèè – Å âðîïå é-
ñêîé îëèìïèàäå  ñðåäè äåâóøåê EGMO. Ê ó÷à-
ñòèþ â ýòî é îëèìïèàäå  ï ðèãëàøàþòñÿ ïî  ÷å-
òûðå äåâóøêè  î ò ñòðàí û è ïî  ñóììå  íà áðàí -
í ûõ èìè  áàëëîâ  ôî ðìè ðóåòñÿ êîìàíäí ûé ðåé-
òèíã .

Ñåé÷àñ â EGMO ï ðèíèìà þò ó÷àñòèå ï ðàêòè-
÷åñêè âñå åâðîïå éñêèå ñòðàí û ( îêîëî  35 êî -
ìàíä ), ïîìèìî  ýòîãî  âíå  îôè öèàëüíîãî  êîí -
êóðñà òðàäèöèîííî  ó÷àñòâóþò áîëåå  äåñÿòêà
ñáî ðí ûõ ñ äðóãèõ êîí òèíåí òîâ  ( Ñåâåðíàÿ  è
Þæ íàÿ  Àìå ðèêà, Àçèÿ è Àâñòðàëèÿ).

Êîìàíäà  Ðîññèè , ÿðêî  äåáþòèðîâàâ  â 2016
ãîä ó â Ðóì û íèè  ( 1 êîìàíäíîå  ìåñ òî ), â äàëü-
íå éøåì  ï ðîäîë æèëà óñïåøí û å âû ñòóïëåíèÿ . Â
2017 ãîä ó â Ø âåéöàðèè íàøà  êîìàíäà  ñòàëà
âòî ðî é â îôè öèàëüíîì  êîìàíäíîì  çà÷åòå, à â
2018 ãîä ó â Èòàëèè ñíîâà  ñòàëà ïå ðâî é è
âåðí óëà ñåáå ïå ðåõîäÿ ù èé ãëàâíûé ï ðèç –
ñåðåáðÿí óþ òàðåëêó.

Â àï ðåëå 2019 ãîäà î÷å ðåäíàÿ , 8- ÿ ïî  ñ÷åòó,
Åâðîïå éñêàÿ ìà òåìà òè÷åñêàÿ îëèìïèàäà  äëÿ
äåâóøåê ï ðî õîäèëà  íà  Óêðàèíå . Çà ÷åòûðå
ìåñÿ öà äî  îëèìïèàä û êîìàíäà  Ðîññèè  ïîë ó-
÷èëà ï ðèãëàøåíèå  î ò êîëëåã èç Êèåâà, îäíàêî
âñêîðå ïîñëå  ýòîãî  óêðàèíñêèå  î ðãàíèçàòî ðû
î òîçâàëè  ï ðèãëàøåíèå , ìî òèâèðî -
âàâ ýòî  ïîëè òè÷åñêîé ñèòóàöèåé è
íåâîçìî æíîñ òüþ î áåñïå÷èòü áåçî -
ïàñíîñ òü ó÷àñòíè ö. Òàê íàøà  ñáî ð-
íàÿ , ÿâëÿÿñü îäíèì  èç ôàâî ðèòîâ , íå
ñìîãëà  ï ðèåõàòü íà  ñî ðåâíîâàíèå .

Í î  ïî ðåøàòü çàäà÷è è ïîñî ðåâíî -
âàòüñÿ âñå-òàêè óäàëîñü . Ðåøåíî  áû ëî
ï ðîâåñòè «äóáëü» îëèìïèàä û, è â
äíè  îëèìïèàä û Ïð åçèäåí òñêèé ëè-
öåé 239 Ñàíê ò-Ï åòåðáóðãà î òêðû ë
äâåðè íàøèì  ëó÷øèì  äåâóøêàì -
ìà òåìà òèêàì , çà ïëå÷àìè  êî òî ðûõ è
î òëè÷í û å ðåçóëüòàòû íà  Âñåðîññèé-
ñêîé îëèìïèàäå , è ï ðåîäîëåíèå  íå -
ï ðîñ òîãî  î òáî ðà. Î ñíîâí óþ êîìàíä ó
ñîñòàâèëè äåñÿòèêëàññíèöû Åêàòå-
ðèíà Êîñòèíà  (Èæåâñê), Ïîëèíà Ñòàí-
êåâè÷ (Èð êóòñê–Ñ àíê ò-Ï åòåðáóðã),
Ëèÿ Êóëüäþøåâà  (Í àáåðåæí û å ×åë-

í û), à òàêæå 11-êëàññíèöà Åêàòåðèíà Êî÷åòêîâà
(ßðîñëàâëü). Â êîìàíä ó «Ðîññèÿ -2» âîøëè  11-
êëàññíèöû Àííà Ñåäîâà  (Óëüÿíîâñê ) è Êñåíèÿ
Ñòðóèõèíà (Êóðãàí).

Ê íà÷àëó êàæäîãî  èç äâóõ òóðîâ  î ðãàíèçàòî -
ðû EGMO ïå ðåñû ëàëè óñëîâèÿ , è íàøè  äåâóø -
êè òðóäèëèñü  íàä  çàäà÷àìè  îëèìïèàä û îäíî -
âðåìåííî  ñ êîëëåãàìè  èç ðàçí ûõ ñòðàí . Ðåçóëü-
òàòû â öåëîì  ïîä òâåðäèëè õî ðîøè é óðîâåíü
íàøåãî  ìà òåìà òè÷åñêîãî  î áðàçîâàíèÿ . Ì û íå -
ñêîëüêî  î òñòàëè î ò âåäóù èõ êîìàíä  ïî  ðåçóëü-
òàòàì  ïå ðâîãî  òóðà:  ñ íåï ðîñ òî é ãåîìå òðè÷åñ-
êî é çàäà÷åé íîìå ð 3 ñï ðàâèëàñü ëèøü  Êàòÿ
Êîñ òèíà  ( êî òî ðàÿ â èòîãå ðåøèëà  âñå çàäà÷è
îëèìïèàä û). Í î  âî  âòî ðîì  òóðå íàøè  ðåçóëü-
òàòû ïî  òðóäíî é êîì áèíà òî ðíî é çàäà÷å íîìå ð
6 îêàçàëèñü ãîðàçäî  ëó÷øå, ÷åì  ó äðóãèõ
êîìàíä . Â èòîãå ïî  î áù åé ñóììå  áàëëîâ  íàøà
êîìàíäà  îïå ðåäèëà ëèäåðà ðåéòèíãà  – êîìàí -
äó ÑØÀ.

Îò î ðãàíèçàòî ðîâ  ñëåäóþù åé Åâðîïå éñêîé
îëèìïèàä û, êî òî ðàÿ ï ðî éäåò â àï ðåëå 2020
ãîäà â Í èäåðëàíäà õ, óæå ïîë ó÷åíî  ïèñüìî ,
ñîäå ðæàù åå, ïîìèìî  ï ðèãëàøåíèÿ  êîìàíä û
Ðîññèè  íà  EGMO-2020, ïîçä ðàâëåíèÿ  ñ íàøèì
ðåçóëüòàòîì  è ñî æàëåíèå  î  òîì , ÷òî  îëèìïèà -
äà â ýòîì  ãîä ó ï ðîøëà  áåç Ðîññèè .

Åâðîïå éñêàÿ ìà òåìà òè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà  äëÿ äåâóøåê
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ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ EGMO-2019

1. Íàéäèòå âñå òðîéêè �� ��, ,a b c  âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî

ab + bc + ca = 1 è

 2 2 2a b c b c a c a b�� � �� � �� .

Íèäåðëàíäû

2. Ïóñòü n – ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Äîìèíîøêè ðàñïîëîæåíû íà äîñêå 2 2n n�u
òàê, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà äîñêè ÿâëÿåòñÿ ñîñåä-
íåé ðîâíî äëÿ îäíîé êëåòêè, íàêðûòîé äîìè-
íîøêîé. Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëèòå íàèáîëü-
øåå êîëè÷åñòâî äîìèíîøåê, êîòîðîå ìîæíî
ðàñïîëîæèòü òàêèì îáðàçîì. ( Äîìèíîøêà  –
ýòî ïëèòêà ðàçìåðà 2 1�u  èëè 1 2�u . Äîìè-
íîøêè ðàñïîëîæåíû íà äîñêå òàê, ÷òî êàæ-
äàÿ äîìèíîøêà íàêðûâàåò ðîâíî äâå êëåòêè
äîñêè è äîìèíîøêè íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Äâå
êëåòêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè , åñëè îíè ðàç-
ëè÷íûå è èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

Ëþêñåìáóðã

3. Ïóñòü ABC – òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì
CAB ABC�‘ �! �‘ , à I  – öåíòð åãî âïèñàííîé

îêðóæíîñòè. Ïóñòü D  – òî÷êà íà îòðåçêå BC
òàêàÿ, ÷òî CAD ABC�‘ � �‘ . Ïóñòü �Z – îê-
ðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ AC â òî÷êå A è ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç I . Ïóñòü X – âòîðàÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ �Z è îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêò-
ðèñû óãëîâ DAB  è CXB  ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå, ëåæàùåé íà ïðÿìîé BC.

Ïîëüøà

4. Ïóñòü ABC – òðåóãîëüíèê, à I  – öåíòð
åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñóíîê).

Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç B è êàñàþ-
ùàÿñÿ AI  â òî÷êå I , ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB
ïîâòîðíî â òî÷êå P. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç C è êàñàþùàÿñÿ AI  â òî÷êå I ,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC ïîâòîðíî â òî÷êå Q.
Äîêàæèòå, ÷òî PQ êàñàåòñÿ âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïîëüøà

5. Ïóñòü 2n �t  – öåëîå ÷èñëî, è ïóñòü
1 2, , , na a aK  – ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà 1 2, , , nb b bK , óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

g i ia b�d  ïðè i  = 1, 2, …, n;
gîñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë 1 2, , , nb b bK  íà n

ïîïàðíî ðàçëè÷íû;

g 1
1

1
2

n
n

n a a
b b n

n
�� �� ���§ �·�ª �º�� �� �d ���¨ �¸�« �»�¬ �¼�© �¹

K
K .

Íèäåðëàíäû

6. Àëèíà ðèñóåò â îêðóæíîñòè 201 9 õîðä,
âñå êîíöû êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Òî÷êà ñ÷èòà-
åòñÿ îòìå÷åííîé , åñëè îíà ëèáî îäíà èç 4038
êîíöîâ õîðä, ëèáî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïî
êðàéíåé ìåðå äâóõ õîðä. Êàæäîé îòìå÷åí-
íîé òî÷êå Àëèíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå öåëîå
÷èñëî, ïðè ýòîì 201 9 êîíöàì õîðä îíà ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0, à îñòàëüíûì 201 9
êîíöàì õîðä – ÷èñëî 1. Àëèíà ðàññìàòðèâàåò
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå îò-
ìå÷åííûå òî÷êè íà êàæäîé õîðäå (òàê, íà
õîðäå ñ k îòìå÷åííûìè òî÷êàìè åñòü k – 1
òàêîé îòðåçîê). Ðÿäîì ñ êàæäûì òàêèì îò-
ðåçêîì îíà çàïèñûâàåò æåëòûì ñóììó ÷èñåë,
ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî êîíöàì, è ñèíèì –
ìîäóëü èõ ðàçíîñòè. Àëèíà îáíàðóæèëà, ÷òî
åñòü âñåãî N  + 1 ÷èñåë, çàïèñàííûõ æåëòûì,
è îíè ïðèíèìàþò êàæäîå çíà÷åíèå 0, 1, …
..., N  ðîâíî îäèí ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ÷èñëî, çàïèñàííîå ñèíèì,
äåëèòñÿ íà 3.

Âåëèêîáðèòàíèÿ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ï.Êîæåâíèêîâ, Ì.Ïðàòóñåâè÷, Ê.Ñóõîâ
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹3)

1. 33.
Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 100 åäèíèöó â çàïèñè
ñîäåðæàò ðîâíî äâàäöàòü: ýòî ñàìà åäèíèöà, äå-
ñÿòü ÷èñåë îò 10 äî 19, ÷èñëà 21, 31, ..., 91 (èõ
âîñåìü) è ÷èñëî 100. Çíà÷èò, íè îäíî èç ýòèõ
÷èñåë íå áûëî ñòåðòî. Àíàëîãè÷íî, ÷èñåë ñ äâîé-
êîé ðîâíî äåâÿòíàäöàòü: ñàìà äâîéêà, äåñÿòü
÷èñåë òðåòüåãî äåñÿòêà, à òàêæå 12, 32, 42, ..., 92
(òàêèõ âîñåìü). Çíà÷èò, è èç íèõ Ìèøà íè îäíî
íå ñòåð. Âñåãî òàêèõ ÷èñåë 19 20 2 37+ - =  (ìû
âû÷èòàåì 2, ïîñêîëüêó ÷èñëà 12 è 21 ïîñ÷èòàíû
äâà ðàçà). Âñåãî îñòàëîñü 37 30 67+ =  ÷èñåë, à
Ìèøà ñòåð 100 67 33- =  ÷èñëà.
2. Ñì. ðèñóíêè 1 è 2.

Êîììåíòàðèé . Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò ñòàòü íà-
ãëÿäíåå, åñëè âìåñòî îáû÷íîé ñåòêè ñ ãîðèçîí-
òàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè ðàññìîò-
ðåòü äèàãîíàëüíóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 3

ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Íà äèàãîíàëüíîé ñåòêå
íàøà ôèãóðà èìååò ïëîùàäü 4 êëåòêè, è åå íàäî
ðàçðåçàòü íà 4 ôèãóðû ïëîùàäè 1. Àíàëîãè÷íàÿ
ôèãóðà íà îáû÷íîé ñåòêå èçîáðàæåíà íà ðèñóí-
êå 4, åå ðàçðåçàíèå òàì ïðîùå óâèäåòü, à ïîòîì
åãî ìîæíî ïåðåíåñòè íà èñõîäíóþ ôèãóðó.
3. 5.
Åñëè Ñåíÿ ñ îøèáêîé ïèøåò Ä, òî èç áóêâ Î, Å,
Ê, À, Ý, Ð, êîòîðûå åùå âõîäÿò â ÄÎÄÅÊÀ-
ÝÄÐ, îí â òðåõ îøèáàåòñÿ, à òðè ïèøåò âåðíî.
Íî âñå ýòè áóêâû, êðîìå Å, âõîäÿò è â ÈÊÎÑÀ-
ÝÄÐ, ò.å. òàì îí íàïèøåò âåðíî êàê ìèíèìóì
äâå áóêâû è íèêàê íå ñìîæåò ñäåëàòü 7 îøèáîê.
Çíà÷èò, áóêâó Ä Ñåíÿ ïèøåò ïðàâèëüíî. Òîãäà
îí íåìèíóåìî ïèøåò ñ îøèáêîé âñå îñòàëüíûå
áóêâû ñëîâ ÄÎÄÅÊÀÝÄÐ è ÈÊÎÑÀÝÄÐ, à â
ñëîâå ÒÅÒÐÀÝÄÐ, òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî Ä,
åùå âåðíî ïèøåò áóêâó Ò, íî îøèáàåòñÿ âî âñåõ

ÊÎÍÊÓÐÑ ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹2)
21. à) Äà.
Ðàññòàâèì â íå÷åòíûõ âåðòèêàëÿõ è ãîðèçîíòà-
ëÿõ ïî 1 ôèøêå, à â ÷åòíûõ – ïî 5 òàê, êàê íà
ðèñóíêå 6.
á) Íåò.
Äîïóñòèì, íàì óäà-
ëîñü íàéòè òàêóþ
ðàññòàíîâêó. Òîãäà â
êàæäîé ãîðèçîíòàëè
è âåðòèêàëè ëèáî 1
ôèøêà – íàçîâåì
òàêèå ðÿäû òîùèìè,
ëèáî 6 – íàçîâåì òà-
êèå ðÿäû òîëñòûìè.
Òîëñòûõ âåðòèêà-
ëåé, êàê è òîëñòûõ ãîðèçîíòàëåé, 4, ïîýòîìó
ôèøåê, ñòîÿùèõ â òîëñòîé âåðòèêàëè è òîëñòîé
ãîðèçîíòàëè, íå áîëåå 1 6. À ôèøåê, ñòîÿùèõ â
òîëñòîé âåðòèêàëè è òîùåé ãîðèçîíòàëè, íå áî-
ëåå 4 – ïî îäíîé íà êàæäóþ ãîðèçîíòàëü. Èòîãî
â òîëñòûõ âåðòèêàëÿõ ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 20
ôèøåê, à äîëæíî áûòü 4 6 24× = . Ïðîòèâîðå÷èå.
22. à) Íåò.
Ïóñòü òàêàÿ ðàñêðàñêà íàøëàñü. Âîçüìåì òðè
òî÷êè A, B, C ðàçíûõ öâåòîâ. Îíè íå ìîãóò
îáðàçîâûâàòü òðåóãîëüíèê, èíà÷å îïèñàííàÿ âîê-
ðóã íåãî îêðóæíîñòü ñîäåðæàëà áû òðè öâåòà.
Çíà÷èò, îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Âîçüìåì
òåïåðü ëþáóþ òî÷êó X âíå ýòîé ïðÿìîé. Îíà
ñîâïàäàåò ïî öâåòó ñ îäíîé èç òî÷åê A, B, C,
ïóñòü ñ A. Òîãäà X, B, C èìåþò ðàçíûå öâåòà è
ñíîâà îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Ïðîòèâîðå÷èå.
á) Äà.
Âûáåðåì òðè òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé è ïîêðàñèì
èõ â òðè ïåðâûõ öâåòà, à âñå îñòàëüíûå òî÷êè
ïëîñêîñòè – â ÷åòâåðòûé öâåò. Òàê êàê îêðóæ-
íîñòü íå ìîæåò ñîäåðæàòü òðè òî÷êè, ëåæàùèå
íà îäíîé ïðÿìîé, íà ëþáîé îêðóæíîñòè íå áóäåò
õîòÿ áû îäíîãî èç ïåðâûõ òðåõ öâåòîâ.
23. Ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 1A M  è 1B K
(ðèñ.7). ×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî ïëîùàäåé

1MC KO  è 1 1B OA C , äîáàâèì ê êàæäîìó íèõ
òðåóãîëüíèê 1OMB  è äîêàæåì, ÷òî ïëîùàäè
ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1 1MC KB  è

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

îñòàëüíûõ. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî
â ñëîâå ÎÊÒÀÝÄÐ Ñåíÿ ñäå-
ëàåò ïÿòü îøèáîê.
4. Ïðèìåð ñ ïÿòüþ äîïîëíè-
òåëüíûìè ðåéñàìè ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 5. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî äîáàâèòü ìåíüøåå ÷èñëî
ðåéñîâ íåâîçìîæíî.

Ðèñ. 6
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1MA C  ðàâíû. Ðàçðåæåì ïåðâûé èç íèõ íà òðåó-
ãîëüíèêè 1 1 1MC B�' =  è 2 1 1C KB�' = , à âòîðîé –
íà 3 1 1MA B�' =  è 4 1 1B A C�' = . Ïëîùàäè 1�'  è

3�'  ðàâíû, ïîòîìó ÷òî ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà
1MB , à ïðÿìàÿ 1 1A C  ïàðàëëåëüíà ýòîé ñòîðîíå,

çíà÷èò, âûñîòû ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òàêæå ðàâ-
íû. Ïëîùàäü 2�'  ðàâíà ïëîùàäè 1 1 1A B C  ïî òåì
æå ñîîáðàæåíèÿì: ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà

1 1B C  è 1A K  ïàðàëëåëüíà ýòîé ñòîðîíå. À òðå-
óãîëüíèêè 1 1 1A B C  è 4�'  ðàâíû. Èòàê,

( ) ( ) ( )1 1 1 2S MC KB S S�' �'= + =

( ) ( ) ( )3 4 1S S S MA C�' �'= + = ,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
Çàìå÷àíèå . Ýòî ðåøåíèå ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà ABC, à íå òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíî-
ãî.
24. 388.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèå 
1 1 1
x y N

- =  ê âèäó

( ) ( ) 2N x y N N- + = ,           (1)

à óðàâíåíèå 
1 1 1
x y N

+ =  – ê âèäó

( ) ( ) 2x N y N N- - = .           (2)

Â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà îäíà èç ñêîáîê
ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, è âòîðàÿ òîæå. Â ëåâîé
÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà òàêæå îáå ñêîáêè ïîëî-

æèòåëüíû, ïîòîìó ÷òî 
1 1
x N

< , à çíà÷èò, x N> .

Ïóñòü 2N KL=  – ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
÷èñëà 2N  â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ïðè÷åì K L£ .
Ñëó÷àé 1)  K = L = N . Òàêàÿ ïàðà ÷èñåë K , L  íå
äàåò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) (ïîñêîëüêó â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïåðâàÿ ñêîáêà ñòðîãî ìåíü-
øå N, à âòîðàÿ ñêîáêà ñòðîãî áîëüøå N), íî â òî
æå âðåìÿ äàåò îäíî ðåøåíèå ( x = 2 N, y = 2 N)
óðàâíåíèÿ (2).
Ñëó÷àé 2)  K  < N  è L  > N . Òàêàÿ ïàðà ÷èñåë K ,
L  äàåò îäíî ðåøåíèå ( x = N – K , y = L – N )
óðàâíåíèÿ (1) è äâà ðåøåíèÿ ( x = N + K , y =
= N  + L  è x = N + L , y =  N  + K ) óðàâíåíèÿ (2).

Ðèñ. 7

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî 1M  ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)
è êîëè÷åñòâî 2M  ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) ñâÿçà-
íû ðàâåíñòâîì 2 12 1M M= + . Ðàç 2 777M = , òî

2
1

1 777 1
388

2 2
M

M
- -

= = = .

Çàìå÷àíèå . Ýòà ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, íàïðèìåð,
ïðè 18 32 3 5N = × × , ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ÷èñ-

ëî 2 36 6 22 3 5N = × ×  èìååò 37 7 3 777× × =  ðàçëè÷-
íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

ÊÀËÅÄÎÑÊÎÏ «ÊÂÀÍÒÀ»

Ïðèâîäèì êðàòêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèÿì ïðåäëî-
æåííûõ çàäà÷.
1. Ïðîâåäåì FN x�A  è ïîêàæåì, ÷òî BN = z .
2. Îáîçíà÷èì êîíöû îòðåçêà x áóêâàìè F è N
(ñëåâà íàïðàâî). Ïðîâåäåì IK BC�A  è ïîêà-
æåì, ÷òî FK = y , à KN = z .
3. Èç C ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð ê BQ. Ïîêà-
æåì ðàâåíñòâî äâóõ ïàð ñîîòâåòñòâåííûõ òðåó-
ãîëüíèêîâ.
4. Ïðîâåäåì EF ÷åðåç èíöåíòð I . Ïîêàæåì, ÷òî
EI = y , à I F = z .
5. Âîçüìåì íà ñòîðîíå BC òî÷êó N òàêóþ, ÷òî
CN = y , BN = z . Ïîêàæåì, ÷òî KN  è TN  –
âíåøíèå áèññåêòðèñû â AKT�' . Òîãäà AN  –
âíóòðåííÿÿ áèññåêòðèñà óãëà A.
6. Ïðîâåäåì ìåäèàíó AD , à èç òî÷êè D  – ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ïðÿìîé t . Ïîêàæåì, ÷òî åãî äëèíà

ðàâíà 
2

y z��
.

7. Ïåðâûé ñïîñîá . Îòëîæèì íà ëó÷å FA îòðåçîê
FN = y . Ïîêàæåì, ÷òî ANC B FC�' � �' .
Âòîðîé ñïîñîá.  Ïðèìåíèì òåîðåìó Ïòîëåìåÿ
äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABFC.
8. Ïðîâåäåì FT ACP . Òîãäà AFTC – ðàâíîáî-
êàÿ òðàïåöèÿ. Ïîñêîëüêó F – ñåðåäèíà äóãè
BAC, òî FT AB�‰ � �‰  è FT = z .
9. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû 1 2LL LL�  ê BC è
AB, à òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðû 1 2TT TT�  ê BC è
AC. Âûðàçèâ x ÷åðåç îñíîâàíèÿ òðàïåöèè 1 1LTT L ,
à y è z – èç ïîäîáèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
10. Íàéäåì äëèíû âñåõ îòðåçêîâ ÷åðåç ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà ABC (ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû).
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î êâàäðàòå êàñàòåëü-
íîé, ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ
íåèçâåñòíûìè. Åå ðåøåíèå ïðèâåäåò ê ðàâåíñòâó
x = y + z .
11. Íà ïðîäîëæåíèè AD  (çà òî÷êó D) îòëîæèì
DK = y . Ïîêàæåì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ CN F
è CNK .
12. Ïðîäëèì AQ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ
â òî÷êå T. Ïðîâåäåì äèàìåòð AF. Ïåðïåíäèêó-
ëÿð èç òî÷êè F ê KQ  ïîçâîëèò ïðèìåíèòü òåîðå-
ìó Àðõèìåäà (çàäà÷à 8).
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ÎËÈÌÏÈÀÄÀ «ËÎÌÎÍÎÑÎÂ». ÔÈÇÈÊÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹3)

ÎÒÁÎÐÎ×ÍÛÉ ÝÒÀÏ

7–9 êëàññû

Ïåðâûé òóð

1. p g�V= .
2. Ñêîðîñòü ìàëü÷èêà îòíîñèòåëüíî áåðåãà V

uur

ñêëàäûâàåòñÿ èç ñêîðîñòè ìàëü÷èêà îòíîñèòåëü-
íî âîäû è ñêîðîñòè òå÷åíèÿ, ò.å. V v u

uur r r
= + . Ïðè

ýòîì âåêòîð V
uur

 íàïðàâëåí âäîëü îòðåçêà AB, à
âåêòîð v

r
 íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó îò-

ðåçêó, ïîýòîìó ýòè òðè âåêòîðà îáðàçóþò ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

8. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî sin
v L
u AB

�D= = , îòêó-

äà 
v

L AB
u

= . Äëèíà îòðåçêà AB ðàâíà V �W, ïðè-

÷åì 2 2V u v= - .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

2 2v
L u v

u
�W

� �� .

3. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî ïî äèà-
ãîíàëè BD  òîê íå òå÷åò è åå ìîæíî óäàëèòü èç
ñõåìû. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû äëÿ
ðàñ÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ïà-
ðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðîâîäíèêîâ, íàõîäèì,

÷òî ñîïðîòèâëåíèå öåïè AB AC

AB AC

R R
R

R R
=

+
, ãäå

ì
AB

a
R

S
�U

= , a 2
AC

a
R

S
�U

= .  Ñëåäîâàòåëüíî,

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÄÂÈÆÅÍÈß
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

1. F = 36 Í. 2. F = 3 Í.
3. 1 2,6u v� , 2 1,6u v� . 4. 23 ì ña � .
5. 20 ñìh�' � . 6. Q = 121 Äæ.

7. 
( ) ( )

( )
3

1 2 1
1 2 2

1 2

3cos 2 cos

sin

m m m
N m m g

m m

�D �D

�D

- + -
=

+

(óáåäèòåñü, ÷òî óñëîâèå ( ) 0N �D =  ïðèâîäèò ê
îòâåòó çàäà÷è 3).

( )
ì a

ì a

2

2

a
R

S

�U �U

�U �U
=

+
. Ïî çàêîíó Äæîóëÿ–Ëåíöà,

( )22
ì a

ì a

2

2

U SU
N

R a

�U �U

�U �U

+
= = .

4. 
( )ïë 0

min
2 2c t t

v
�O

�D

- +
= .

5. Èñêîìîå ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 9. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî

êàñàòåëüíûå ê øàðó ëó÷è ñâåòà, èñïóùåííûå
èñòî÷íèêîì, ïàäàþò íà ãðàíèöó ðàçäåëà âîäà–
âîçäóõ ïîä ïðåäåëüíûì óãëîì ïîëíîãî îòðàæå-
íèÿ. Ìèíèìàëüíûé óãîë �D ïàäåíèÿ ëó÷à íà
ãðàíèöó ðàçäåëà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

max

sin
R

H
�D= . Ïîñêîëüêó ïðè ïîëíîì îòðàæåíèè

1
sin

n
�D= , òî maxH R n= .

Âòîðîé òóð

1. 
m

V
�U

= .

2. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-
çàííîé ñ âîäîé. Â ýòîé ñèñòåìå ëîäêà äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé
òîëüêî ðåæèìîì ðàáîòû ìîòîðà, à ïëîò íåïîäâè-
æåí. Òîãäà

2
s

v
t

= .

3. Êîãäà êëþ÷ ðàçîìêíóò, ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå

öåïè ðàâíî 1
2
5
R

R R= +¢ . Ïðè çàìêíóòîì êëþ÷å

ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå öåïè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

1 3
R

R R= +¢¢ . Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå èçìåíå-

íèå ñèëû òîêà:

( ) ( )1 13 5 2
U U U R

I
R R R R R R

�' = - =
+ +¢¢ ¢

.

4. 
2

8
v

t
c

�' = .

5. Óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ëó÷
SA, èäóùèé îò èñòî÷íèêà â êðàé äèñêà, áóäåò
ïàäàòü íà ïîâåðõíîñòü âîäû ïîä êðèòè÷åñêèì

2
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óãëîì ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ êð�D , äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êð
1

sin
n

�D = . Òîã-

äà  
2

2

1

h
d

n
=

-
.

10–11 êëàññû

Ïåðâûé òóð

1. Ñòîëêíîâåíèå øàðèêîâ ïðîèçîéäåò â âîçäóõå
íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò òî÷åê áðîñàíèÿ. Ïî
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ïðîåêöèè íà âåð-
òèêàëüíóþ îñü èìååì 2 3y y ymv mv mv�c�� � . Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêî-
ðîñòè øàðèêîâ ïîñëå ñîóäàðåíèÿ íå èçìåíèòñÿ.
Ïîëíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ øàðèêîâ îò ìîìåíòà
áðîñàíèÿ äî ìîìåíòà ïàäåíèÿ íà çåìëþ

0
0

2 sinv
t

g

�c �D
� , à âðåìÿ äâèæåíèÿ äî ñîóäàðåíèÿ

1
02 cos

l
t

v
� 

�D
. Èñêîìîå âðåìÿ

0
0 1

0

2 sin
2 cos

v l
t t

g v
�D

�W � �� � ��
�D

.

2. Óñêîðåíèå a
r

 áðóñêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà ðàâíî 0 îòía a a� ��

r r r
. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëü-

íîå óñêîðåíèå áðóñêà íàïðàâëåíî âäîëü íàêëîí-
íîé ïîâåðõíîñòè
êëèíà ââåðõ è ïî
ìîäóëþ ñîâïàäàåò ñ

0a . Èç ðèñóíêà 10, à
âèäíî, ÷òî

02 sin
2

a a
�D

� ,  à

âåêòîð a
r

 îáðàçóåò
ñ âåðòèêàëüþ óãîë

2�D . Ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà áðó-
ñîê â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà,
èçîáðàæåíû íà ðè-
ñóíêå 10,á. Çàïè-
ñûâàÿ óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ áðóñêà â
ïðîåêöèè íà îñü x,

èìååì sin sin
2

ma T mg
�D

� �� �D. Èñïîëüçóÿ ïîëó-

÷åííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ à, à òàêæå ôîðìóëó
22sin 1 cos

2
�D

� �� �D, ïîëó÷àåì

�� ��0sin 1 cosT mg ma� �D �� �� �D .

3. Ñðåäíåå ÷èñëî ñîóäàðåíèé ìîëåêóë ñ åäèíè÷-
íîé ïëîùàäêîé çà åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî

1
2 xZ n v� , ãäå n – êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë, à

xv  – ñðåäíèé ìîäóëü ïðîåêöèè ñêîðîñòåé ìîëå-

êóë íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ñòåíêå.
×òîáû åãî îöåíèòü, âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì
äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ìîëåêóë:

2 3RT
v � 

�0
, ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ

ïîñòîÿííàÿ, T – àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, à �0  –
ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà. Ïîñêîëüêó

2 2 2 2
x y zv v v v� �� �� , à â ñèëó õàîòè÷íîñòè äâèæåíèÿ

ìîëåêóë 2 2 2
x y zv v v� � ,  òî 2 21

3xv v�  è
2

2

3x
v RT

v � � 
�0

. Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñ-

òè ÿñíî, ÷òî xv  îòëè÷àåòñÿ îò 2
xv  òîëüêî

íåêîòîðûì ÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì, ïîýòîìó

Z n T: . Ñëåäîâàòåëüíî,

 1 1 1 0 1

0 0 0 1 0

Z n T V T
Z n T V T

�D � � � ,

ãäå 1V  è 1T  – îáúåì è òåìïåðàòóðà ãàçà â
êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè, 0T  – íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòó-
ðà ãàçà. Ðàáîòà ãàçà â èçîáàðíîì ïðîöåññå

�� �� �� ��0 1 0 1 0A p V V R T T� �� � �Q �� , ãäå 0 0

0

p V
RT

�Q �  – êî-

ëè÷åñòâî ãàçà. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì

�� ��0 0

1

1 A p V
�D � 

��
.

4. Ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ â ëàìïî÷êå, ðàâíà
2
01

2
P

R
� 

E
, ãäå R – ñîïðîòèâëåíèå ëàìïî÷êè,

0 BS� �ZE  – àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ÝÄÑ ýëåêò-
ðîìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ñîïðîòèâëåíèå íèòè íà-
êàëèâàíèÿ ëàìïî÷êè ïðè ðàáî÷åé òåìïåðàòóðå t

ðàâíî �� ���� ��0 1 0 CR R t� �� �D �� �q . Îòíîñèòåëüíàÿ
äîëÿ ðàáîòû òîêà, ïðåîáðàçîâàííîé â ñâåòîâîå

èçëó÷åíèå ëàìïî÷êè, ðàâíà ñâP
P

�K � . Îòñþäà
2 2 2

ñâ 0

1
2
B S

t
P R

�K �Z
� ��

�D �D
.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a è b ðàññòîÿíèÿ îò ïðåäìåòà
äî ëèíçû è îò ëèíçû äî ýêðàíà. Ïî ôîðìóëå

òîíêîé ëèíçû 
1 1 1
a b F

�� � , à ïî óñëîâèþ b = L  –

– a. Èç çàïèñàííûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì êâàä-
ðàòíîå óðàâíåíèå 2 0a L a L F�� �� � . Êîðíè ýòîãî

óðàâíåíèÿ 1,2
4

1 1
2
L F

a
L

�§ �·
� �r ���¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
,  ï îýòîìó

1,2
4

1 1
2
L F

b
L

�§ �·
� ���¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
m . Óâåëè÷åíèå, äàâàåìîå ëèí-

çîé, ðàâíî 
b
a

�* � . Ýòî âûðàæåíèå ìàêñèìàëüíî,

åñëè max 2b b b� � , min 2a a a� � . Òîãäà

max
1 1 4

1 1 4

F L

F L

�� ��
�* � 

�� �� .

Ðèñ. 10
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Ðèñ. 11

Âòîðîé òóð

1. 0
2

cos 2 tg
l g

v
h l

� 
�D �� �D

.

2. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â
îòñóòñòâèå ïðóæèíû. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ øà-
ðèêà ïðè ìàëûõ óãëàõ �D â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä sinma mg mg� �� �D �| �� �D. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x
l

�D �| , ãäå x – ãîðèçîíòàëüíîå ñìåùåíèå øàðè-

êà, ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå 
g

a x
l

� �� .

Îíî îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðè-

îäîì 0 2
l

T
g

� �S . Ïðè íàëè÷èè ïðóæèíû ê ñè-

ëàì mg è T äîáàâëÿåòñÿ ñèëà óïðóãîñòè, ïðîåê-
öèÿ êîòîðîé íà ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëåíèå ïðè-
áëèæåííî ðàâíà óïðF kx�| �� . Óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ øàðèêà â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ â âèäå

g k
a x

l m
�§ �·� �� ���¨ �¸
�© �¹

. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ

ïåðèîäîì 1
2

T
g k
l m

�S
� 

��

. Ïàðàìåòð n, çàäàííûé â

óñëîâèè, óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

0 1 1

0 0

1
1 1

1

T T T
n

T T kl
mg

��
� � �� � ��

��

.

Îòñþäà íàõîäèì

�� ��
�� ��2

2

1

n nmg
k

l n

��
� 

��
.

3. Ñîãëàñíî çàêîíó Äàëüòîíà äàâëåíèå â öèëèí-
äðå ðàâíî ñóììå ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé ãåëèÿ è

àçîòà: ã àp RT
V

�Q �� �Q
� , ãäå V  – íà÷àëüíûé îáúåì

ñìåñè ãàçîâ, ã�Q è a�Q  – êîëè÷åñòâà ìîëåé ãåëèÿ è
àçîòà. Ïðè óêàçàííîé òåìïåðàòóðå ãåëèé êîíäåí-
ñèðîâàòüñÿ íå ìîæåò, òàê êàê íàõîäèòñÿ ïðè
òåìïåðàòóðå âûøå êðèòè÷åñêîé, à àçîò ìîæåò.
Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè â n ðàç äàâëåíèå
àçîòà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì äàâëåíèþ åãî íàñûùåí-
íûõ ïàðîâ, à ïîòîìó äàâëåíèå â öèëèíäðå îêàçû-

âàåòñÿ ðàâíûì ã
íï

n
np RT p

V
�Q

� �� ,  îòêóäà

�� ��ã íï
V

np p
nRT

�Q � �� . Ïîñêîëüêó íï
a

p V
nRT

�Q � , òî

èñêîìîå îòíîøåíèå ÷èñëà ìîëåêóë ãåëèÿ ê ÷èñëó
ìîëåêóë àçîòà â öèëèíäðå áóäåò ðàâíî

ã ã

a a íï

1
N np

k
N p

�Q
� � � ��

�Q
.

4. Ïðè ïîâîðîòå ðàìêè èçìåíÿåòñÿ ïðîíèçûâàþ-
ùèé åå ìàãíèòíûé ïîòîê �) , ïîýòîìó â ðàìêå

âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê 
1

I
R t

�'�)
� 

�'
, ãäå R –

ñîïðîòèâëåíèå ðàìêè, è ïî ðàìêå ïðîòåêàåò çà-

ðÿä q I t
R

�'�)
�' � �' � . Ïîñêîëüêó constR � , òàêàÿ

æå ñâÿçü ñïðàâåäëèâà è äëÿ êîíå÷íûõ ïðèðàùå-
íèé çàðÿäà è ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ïðè ïîâîðîòå
ðàìêè íà 180�q ìàãíèòíûé ïîòîê ìåíÿåòñÿ íà

2BS�'�) � . Ñëåäîâàòåëüíî, 
2BS

q
R

� , îòêóäà

2BS
R

q
� . Ïðè âðàùåíèè ðàìêè ñ óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ �Z (ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå íà÷àëà îòñ÷åòà
âðåìåíè) ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ïëîñêîñòü ðàì-
êè ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó �� �� sint BS t�) � �Z  è èíäóê-

öèîííûé òîê â ðàìêå ðàâåí �� ��I t
R

�c�)
� � 

cos
BS

t
R

�Z
� �Z , ãäå �c�)  – ïðîèçâîäíàÿ ïîòîêà ïî

âðåìåíè. Âûäåëÿþùàÿñÿ â ðàìêå ìãíîâåííàÿ

ìîùíîñòü ðàâíà �� �� �� ��2N t I t R� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-

öèè çà ïåðèîä ðàâíî 
1
2

, íàõîäèì èñêîìóþ ñðåä-

íþþ òåïëîâóþ ìîùíîñòü: 
2

cp 4
BSq

N
�Z

� .

5. Ëó÷è, îòðàæåííûå îò çåðêàëüíîãî øàðà, ñîáå-
ðóòñÿ â ïåðåäíåì ôîêóñå ëèíçû, åñëè îíè ïàðàë-
ëåëüíû ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû. Ðàññìîò-
ðèì ëó÷, ïàäàþùèé ïîä ìàëûì óãëîì �E íà
ïîâåðõíîñòü çåðêàëüíîãî øàðà (ðèñ.11). Ñîãëàñ-
íî çàêîíó îòðàæåíèÿ, 2�D � �E, ïðè÷åì �c�E � �E. Èç

ðèñóíêà âèäíî, ÷òî tg tgAB AO�D � �E. Ñ ó÷åòîì
ìàëîñòè óãëîâ �D è �E ïðèáëèæåííî ïîëó÷àåì

2 2
AO R

AB �| � . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå çàäà÷è

áóäåò âûïîëíåíî, åñëè èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà,
ñîçäàâàåìîå ëèíçîé, íàõîäèòñÿ âíóòðè øàðà íà

ðàññòîÿíèè 
2
R

 îò åãî ïîâåðõíîñòè. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó ëèíçû, íàõîäèì

2
aF R

l
a F

� ��
��

, îòêóäà 2
aF

R l
a F

�§ �·� ���¨ �¸���© �¹
.

ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ

7–8 êëàññû

1. Ñîâåðøåííàÿ ïðè îïðîêèäûâàíèè öèëèíäðà
ðàáîòà è âûäåëèâøàÿñÿ ïðè åãî ïàäåíèè ýíåðãèÿ
ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèÿì åãî ïîòåí-
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öèàëüíîé ýíåðãèè.
Íà÷àëüíàÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ öèëèí-

äðà 0 2
mgh

E � , ãäå m

– ìàññà öèëèíäðà. Öè-

ëèíäð íà÷íåò îïðîêè-
äûâàòüñÿ, êîãäà âåð-
òèêàëü, ïðîâåäåííàÿ
èç öåíòðà òÿæåñòè Î ,
âûéäåò çà ïðåäåëû
îïîðû (ðèñ.12). Ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ìîìåíò îïðîêèäûâàíèÿ
2 2

1 1 2
mg h D

E mgh
��

� � . Êîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëü-

íàÿ ýíåðãèÿ öèëèíäðà 2 2
mgD

E � . Ïðè ïàäåíèè

öèëèíäðà âûäåëèëàñü ýíåðãèÿ

 �� ��2 2
1 2 2

mg
E E E h D D� �� � �� ��

è áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà

 �� ��2 2
1 0 2

mg
A E E h D h� �� � �� �� .

Îòñþäà íàõîäèì
2 2

2 2

E h D D
n

A h D h

�� ��
� � 

�� ��
.

2. 2m
�� ��2 ê

1
1

1
c t t

m
r

�W ���§ �·
� ���¨ �¸

�W�© �¹
.

3. 1

2 1

X
r R

X X
� 

��
.

4. Ïîñêîëüêó ñîñóä èìååò ôîðìó êóáà, óãîë
ïàäåíèÿ ëó÷à íà ïîâåðõíîñòü âîäû 45�D � �q. Äëÿ

òîãî ÷òîáû ëó÷ ïîïàë
â òî÷êó c, äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
(ðèñ. 13) tgh a�E �� ��

4h a a�� � �� . Ïî çà-
êîíó ïðåëîìëåíèÿ

ñâåòà, 
sin
sin

n
�D

� 
�E

. Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî
2

sin
2

�D � , ïîñëå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

2

2

0,5

4 0,5 2 2

a n
h

n

��
� 

�� ��
.

9 êëàññ

1. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ñòàðòà
ãåïàðäà, à êîîðäèíàòíóþ îñü õ íàïðàâèì âäîëü
ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèæóòñÿ æèâîòíûå. Íà
ðèñóíêå 14 èçîáðàæåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè
êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ãåïàðäà è àíòèëîïû îò

âðåìåíè. Èç ðèñóíêà 14, à âèäíî, ÷òî ãåïàðä
äîãîíèò àíòèëîïó, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó æè-
âîòíûìè â ìîìåíò íà÷àëà ïîãîíè íå ïðåâûøàåò

maxs . Â ñâîþ î÷åðåäü, maxs  íàõîäèòñÿ èç óñëî-
âèÿ, ÷òî â òîò ìîìåíò, êîãäà ãåïàðä äîãîíÿåò
àíòèëîïó, îäíîâðåìåííî ñ ðàâåíñòâîì êîîðäèíàò
æèâîòíûõ äîñòèãàåòñÿ è ðàâåíñòâî èõ ñêîðîñòåé.
Èç ðèñóíêà 14, á âèäíî, ÷òî âðåìÿ äâèæåíèÿ
æèâîòíûõ äî ìîìåíòà, êîãäà èõ ñêîðîñòè ñðàâ-
íÿþòñÿ, ðàâíî �� ��1 2 1T � �W �� �W �� �W �� �W. Ïðè ýòîì

Ã A

1

v v
� 

�W �W
. Ïóòè, ïðîéäåííûå ãåïàðäîì è àíòèëî-

ïîé çà âðåìÿ Ò, ðàâíû �� ��Ã Ã 1 2 A
1
2

s v v� �W �� �W �� �W,

�� ��A A 1 22s v� �W �� �W �� �W. Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó íèìè ðàâíî ðàçíîñòè ýòèõ ïóòåé:

�� �� �� ��
2
A

max Ã A Ã 1 2 A 1 2 1
Ã

1
2

2
v

s s s v v
v

� �� � �W �� �W �� �W �� �W �� �W.

2. 
�� �� �� �� �� ��â ë 0 â 1

2
ë

1 1c c t c t k k
t

c

�� �� �� �O �� ��
� .

3. Çàïèñàâ äëÿ äàííîé ñõåìû ïðàâèëà Êèðõãî-

ôà, íàéäåì 1 2
2
3

I I� .

4. 2 1

1 2

1
D

F a
�* �� �*

� � 
�* �* �'

.

10–11 êëàññû

1. Ìàññà îòáðàñûâàåìîãî çà âðåìÿ t�'  âèíòîì

âåðòîëåòà âîçäóõà 
2

4
v t d

m
�U �' �S

�' � , ãäå v – ñêî-

ðîñòü ñòðóè âîçäóõà îò âèíòà. Èìïóëüñ, ïåðåäàí-
íûé âîçäóõó çà ýòî âðåìÿ, p mv�' � �' . Ïîäúåì-

íàÿ ñèëà âåðòîëåòà 
p

F
t

�'
� 

�'
. Ïîñêîëüêó âåðòîëåò

íåïîäâèæåí, F mg� . Ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ âîç-

äóõó çà âðåìÿ t�' , ðàâíà 
2

2
mv

E
�'

�' � . Ìîù-

íîñòü, ðàçâèâàåìàÿ äâèãàòåëåì âåðòîëåòà,

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 464

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí
â Êîìèòåòå ÐÔ ïî ïå÷àòè.

Ðåã. ñâ-âî ÏÈ ¹ÔÑ77–54256

 Òèðàæ: 1-é çàâîä 900 ýêç. Çàêàç ¹

Àäðåñ ðåäàêöèè:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À,

«Êâàíò»
Òåë.: +7 916 168-64-74

Å-mail: math@kvant.ras.ru, phys@kvant.ras.ru

Îòïå÷àòàíî
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäîñòàâëåííûìè

ìàòåðèàëàìè
â òèïîãðàôèè ÎÎÎ «ÒÄÄÑ-ÑÒÎËÈÖÀ-8»

Òåëåôîí: +7 495 363-48-86,
htpp: //capitalpress.ru

Í Î Ì Å Ð  Ï Î Ä Ã Î Ò Î Â È Ë È

Å.Â.Áàêàåâ, Å.Ì.Åïèôàíîâ,
À.Þ.Êîòîâà, Ñ.Ë.Êóçíåöîâ,

Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È
Â.Í.Àòêàðñêàÿ, Ä.Í.Ãðèøóêîâà,

À.Å.Ïàöõâåðèÿ, Ì.Í.Ñóìíèíà

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É
Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð
Å.Â.Ìîðîçîâà

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À
Ì.Í.Ãðèöóê, Å.À.Ìèò÷åíêî

ÊÂÀÍÒ

Ðèñ. 16

Ðèñ. 15

E
N

t
�'

� 
�K�'

. Î êî í ÷àòåëüí î  íà õîäè ì

mg mg
N

d
� 

�K �S�U
.

2. 0
1
1

kn
p p

n
��

� 
��

.

3. Áðóñî ê äâèæåòñÿ ï î  øè íà ì  ï îä  äåéñòâèåì
ñèë, èçîá ðàæåíí ûõ  íà  ðèñóíê å 15. Í à êî í öàõ

áðóñêà âîç í èêàåò ÝÄÑ  èí äóêöèè cosBlv� �DE .
Ïî  êî í òóðó, îá ðàçî âàíí î ì ó øè íà ì è, áðóñêî ì  è

ðåçèñòîðî ì , íà ÷èíà åò òå÷ü òîê I
R

� 
E

. Â ðåçóëü-

òàòå ï îÿ âëÿåòñÿ ñèëà Àì ï åðà, äåéñòâóþù àÿ íà
áðóñî ê è ï î  ì îä óëþ  ðàâíàÿ AF IBl� . Î íà  íàðà -
ñòàåò äî  òåõ ï î ð, ï î êà ñêî ðî ñòü äâèæåí èÿ áðóñêà
í å ï åðåñòàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, äî ñòèãàÿ çíà ÷åí èÿ

óñòv . Ñîîò âåòñòâóþùåå  óðàâí åí èå äâèæåí èÿ èì ååò
âèä

�� ��A A0 sin cos sin cosmg mg F F� �D �� �P �D �� �D �� �D.

Îò ñþä à íà õîäè ì  ñêî ðî ñòü äâèæåí èÿ áðóñêà:

óñò 2 2

sin cos
cos sincos

mgR
v

B l

�D �� �P �D
� 

�D �� �P �D�D
,

ñèëó òîêà â êî í òóðå:

sin cos
cos sin

mg
I

Bl
�D �� �P �D

� 
�D �� �P �D

è òåïë î âóþ  ì îù í î ñòü, âûäåëÿþù óþ ñÿ â ðåçè-
ñòî ðå:

2
2 sin cos

cos sin
mg

N I R R
Bl

�§ �·�D �� �P �D
� � �¨ �¸�D �� �P �D�© �¹

.

4. Õîä  îä í î ãî  èç êðàéí èõ ëó÷åé, î ãðàíè÷èâàþ-
ùèõ  ñâåòîâîå  ï ÿòí î  íà  ýêðàí å, èçîá ðàæåí  íà
ðèñóíê å 16. Â îòñóòñòâèå ïëà ñòèíê è õîä  ëó÷à
ï î êàçàí  øòðèõî âîé  ëèí èåé, à ïð è íàë è÷èè ïëà ñ-
òèíê è – ñïë îø í îé.  Âèäí î,  ÷òî ïð åëî ì ëåí èå ñâå-
òà íà  áî êî âûõ  ï î âåðõí î ñòÿõ ïëà ñòèíê è ïð èâîäèò
ê òî ì ó, ÷òî ëó÷ ñì åù àåòñÿ ïàðàëë åëüí î  ñàì î ì ó
ñåáå íà  �� ��tg tgr h�' � �D �� �E , ãäå �D è �E – óãëû

ïà äåí èÿ è ïð åëî ì ëåí èÿ,  ïð è÷åì  tg =
2
d
F

�D �| �D è

tg �E �| �E. Êðî ì å òî ãî,  sin �D �| �D,  sin �E �| �E è
sin
sin

n
�D �D

�| �|
�E �E

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 2d d r� �� �' , ï î-

ëó÷àåì  î êî í ÷àòåëüí î

1
1

1
h n

d d
F n

���§ �·� ���¨ �¸
�© �¹

.
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