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ÂÑÅÍÒßÁÐÅ  2017 ÃÎÄÀ  ÃÅÍÅÐÀËÜÍÀß
àññàìáëåÿ ÎÎÍ  ïðîâîçãëàñèëà «ãîä,

íà÷èíàþùèéñÿ 1 ÿíâàðÿ 2 019 ãîäà, Ì åæ-
äóíàðîäíûì ãîäîì Ï åðèîäè÷åñêîé òàáëè-
öû õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â öåëÿõ ïîâû-
øåíèÿ îñâåäîìëåííîñòè ìèðîâîé îáùå-
ñòâåííîñòè î ôóíäàìåíòàëüíûõ íàóêàõ è
ðàñøèðåíèÿ îáðàçîâàíèÿ â îáëàñòè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ íàóê ». Ýòî áûëî ñäåëàíî ïî
ïðåäëîæåíèþ íåñêîëüêèõ ìåæäóíàðîäíûõ
îðãàíèçàöèé, â òîì ÷èñëå Ì åæäóíàðîäíî-
ãî ñîþçà òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé õè-
ìèè, Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, Î áúåäè-
íåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé,
Ðîññèéêîãî õèìè÷åñêîãî îáùåñòâà èìåíè
Ä.È .Ì åíäåëååâà.

150 ëåò íàçàä, 17 ôåâðàëÿ 1869 ãîäà (ïî
ïðèíÿòîìó òîãäà â Ðîññèè þëèàíñêîìó
êàëåíäàðþ), Ä ìèòðèé È âàíîâè÷ Ì åíäå-
ëååâ ïîñòàâèë ýòó äàòó è ñâîþ ïîäïèñü ïîä
îäíîñòðàíè÷íîé ðóêîïèñüþ, íàçâàííîé èì
«Î ïûò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ, îñíîâàííîé íà
èõ àòîìíîì âåñå è õèìè÷åñêîì ñðîäñòâå ».
Î ò÷åòëèâî ñîçíàâàÿ çíà÷åíèå ñäåëàííîãî
èì îòêðûòèÿ ( «îïûòà »), Ä .È . Ì åíäåëååâ
÷åðåç íåñêîëüêî äíåé îòïðàâèë ñäåëàííûå
ïåðåïèñ÷èêàìè êîïèè ýòîé ðóêîïèñè çà-
ïàäíîåâðîïåéñêèì êîëëåãàì-õèìèêàì.
Ï ðåæäå âñåãî, îí ïîñëàë ðóêîïèñü íåìöó
Þëèóñó Ëîòàðó Ì åéåðó (1830–1895), àí-
ãëè÷àíèíó Äæîíó Í üþëåíäñó ( 1837–1898)
è èòàëüÿíöó Ñòàíèñëàî Êàííèöàðî ( 1826–
1910). È íòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè õèìè-
êè è ñàì Ì åíäåëååâ áûëè ïðàêòè÷åñêè
ðîâåñíèêàìè, ñðàâíèòåëüíî ìîëîäûìè ó÷å-
íûìè. Â 1860–66 ãîäàõ îíè íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ñòðåìèëèñü íàâåñòè ïîðÿäîê
â ñèñòåìå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûõ

òîãäà áûëî èçâåñòíî óæå îêîëî 6 0. Áîëü-
øàÿ ÷àñòü èç ýòîãî ÷èñëà áûëà îòêðûòà â
40–60-å ãîäû ÕIÕ âåêà è äëÿ íèõ åùå íå
áûëè íàäåæíî îïðåäåëåíû àòîìíûå âåñà è
õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà (âîçìîæíûå âàëåíò-
íîñòè).

Â 1860 ãîäó Ñ.Êàííèöàðî, ðàñïîëîæèâ
ýëåìåíòû â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ èõ àòîì-
íîãî âåñà, ïîäìåòèë íåêîòîðûå çàêîíîìåð-
íîñòè â ïîõîæåñòè õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
Ë.Ì åéåð â 1864 ãîäó, âûáðàâ 28 ýëåìåí-
òîâ, âïåðâûå ñîñòàâèë íåêóþ òàáëèöó èç 6
ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 6 âîçìîæíûì
âàëåíòíîñòÿì. Í î â êàæäîé èç 5 ñòðîê ýòîé
òàáëèöû ýëåìåíòû ðàñïîëàãàëèñü íå ïî
âîçðàñòàíèþ àòîìíîãî âåñà, à äîâîëüíî
õàîòè÷íî. Ï ðè÷èíîé ýòîãî áûëî íåòî÷íîå

Äìèòðèé Èâàíîâè÷ Ìåíäåëååâ (1834–1907)
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çíàíèå  àòîìíûõ  âåñîâ è íàëè÷èå íåñêîëü-
êèõ âîçìîæíûõ  âàëåíòíîñòåé  ó ìíîãèõ
ýëåìåíòîâ.  Ïåðèîäè÷íîñòü  ïî  ñòðîêàì  è
ñòîëáöàì  íàðóøàëàñü.  Íî  ñàìà  èäåÿ ïîèñ-
êîâ  ïåðèîäè÷íîñòè  ïðè  ðàñïîëîæåíèÿ  ýëå-
ìåíòîâ  ïî  ñòðîêàì  è ñòîëáöàì  áûëà çäðà-
âîé  è ìíîãîîáåùàþùåé.  Íà  ðîäèíå  Ìåéå-
ðà, â ãîðîäêå  Ôàðåëü â Íèæíåé  Ñàêñîíèè,
íåïîäàëåêó  îò  óñòüÿ Ýëüáû  óñòàíîâëåí
ìåìîðèàë  ñ òðåìÿ  ñêóëüïòóðíûìè  ïîðòðå-
òàìè  – Ìåéåðà,  Ìåíäåëååâà  è Êàííèöàðî.

Àíãëèéñêèé  õèìèê  Ä.Íüþëåíäñ  òîæå
ïîäìåòèë  íåêîòîðóþ  çàêîíîìåðíîñòü  â
ñïèñêå ýëåìåíòîâ.  Îí  íàçâàë ýòó çàêîíî-
ìåðíîñòü  «ïðàâèëîì  îêòàâ». Â íà÷àëå ñïèñ-
êà Êàííèöàðî  âàëåíòíîñòè  ïîâòîðÿëèñü
÷åðåç êàæäûå øåñòü ýëåìåíòîâ,  2-é, 9-é è
16-é ýëåìåíòû  èìåëè  âàëåíòíîñòü  1, à 3-é,
10-é è 16-é ýëåìåíòû  èìåëè  âàëåíòíîñòü
2.Ýòî  ïîõîäèëî  íà  ìóçûêàëüíóþ  îêòàâó, â
êîòîðîé  ìåæäó òîíàìè  «äî»  ðàñïîëîæåíî
øåñòü äðóãèõ îñíîâíûõ  òîíîâ.  Ïðàâäà,
ïîñëå  êàëüöèÿ, çàíèìàâøåãî  17-å ìåñòî  â
ñïèñêå, ýòî ïðàâèëî  òåðÿëî ñâîþ  îáÿçà-
òåëüíîñòü. Îïóáëèêîâàííàÿ  â 1865 ãîäó
ðàáîòà Íüþëåíäñà  íå  âûçâàëà, îäíàêî,
èíòåðåñà ó õèìèêîâ  è äàæå ïîäâåðãëàñü
íàñìåøêàì  íà  çàñåäàíèè Ëîíäîíñêîãî  õè-
ìè÷åñêîãî  îáùåñòâà.

Òàêèì  îáðàçîì,  ó èñòîêîâ  ñîçäàíèÿ  ïå-
ðèîäè÷åñêîé  ñèñòåìû  ñòîÿëè ÷åòûðå ÷åëî-
âåêà, îäíàêî  ñîçäàòåëåì ïåðèîäè÷åñêîé
ñèñòåìû  ýëåìåíòîâ  ïðèçíàí  ðîññèéñêèé
õèìèê.

Òàê ÷òî æå ñäåëàë Ä.È.Ìåíäåëååâ ?
Ïðåæäå  âñåãî, îí  ðóêîâîäñòâîâàëñÿ  ñïèñ-

êîì  íå  èç 28 ýëåìåíòîâ  (Ìåéåð)  è íå  èç 40
ýëåìåíòîâ  (Êàííèöàðî),  à èç 67 ýëåìåí-
òîâ,  ñìåëî  îñòàâèâ â ýòîì  ñïèñêå ìåñòà äëÿ
òðåõ, ñîâåðøåííî  íåèçâåñòíûõ  â òî  âðåìÿ
ýëåìåíòîâ,  ïî  åãî ìíåíèþ  îáÿçàííûõ  íàõî-
äèòüñÿ â îïðåäåëåííûõ  ìåñòàõ òàáëèöû
ñîãëàñíî  èõ âîçìîæíîé  âàëåíòíîñòè  è âîç-
ìîæíîìó  àòîìíîìó  âåñó. Ýòî  îçíà÷àåò,  ÷òî
äëÿ ñàìîãî  àâòîðà ïåðèîäè÷íîñòü  óæå áûëà
óñòàíîâëåííûì  çàêîíîì,  õîòÿ  îí  è îçàãëà-
âèë ñâîþ  òàáëèöó «îïûòîì».  Â ýòîì  ñêàçà-
ëàñü ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ  (ôèëîñîôñêàÿ)
óáåæäåííîñòü  Ìåíäåëååâà  â ñóùåñòâîâà-
íèè  öèêëè÷íîñòè  â ãëîáàëüíûõ  çàêîíàõ
ïðèðîäû.

Â ïåðâîì  âàðèàíòå ñâîåé òàáëèöû Ìåí-
äåëååâ, â îòëè÷èå îò  Ìåéåðà,  ýëåìåíòû  ñ
îäèíàêîâîé  âàëåíòíîñòüþ  ðàñïîëàãàë íå
ïî  âåðòèêàëè (â ñòîëáàõ),  à ïî  ãîðèçîíòà-
ëè (â ñòðîêàõ).  Ýòî  íå  ìåíÿëî  ñóòè äåëà,
è óæå âî  âòîðîì  âàðèàíòå òàáëèöû â 1870
ãîäó îí  ïîâåðíóë  òàáëèöó íà  90 ãðàäóñîâ,
è îíà  ïðèíÿëà  áîëåå ïðèâû÷íûé  íàì  âèä.
Íîìåðà  ñòîëáöîâ  ñòàëè ñîîòâåòñòâîâàòü
«ãëàâíûì»  âàëåíòíîñòÿì  ýëåìåíòà  (ñ ïåð-
âîãî  ïî  ñåäüìîé)  è íàçûâàòüñÿ ãðóïïàìè,
à ñòðîêè ïîëó÷èëè  íàçâàíèå  ïåðèîäîâ,  â
êîòîðûõ  ñîäåðæàëîñü ëèáî  7, ëèáî  17
ýëåìåíòîâ.  Îòëè÷èå  îò  ñîâðåìåííûõ  çíà-
÷åíèé  – 8 ãðóïï  (èëè  18, êàê ïðèíÿòî  â
íàèáîëåå  ñîâðåìåííûõ  âàðèàíòàõ ïåðèî-
äè÷åñêîé ñèñòåìû)  è ïî  8 èëè 18 ýëåìåíòîâ
â ïåðèîäå  – îáóñëîâëåíî  òåì,  ÷òî â òî
âðåìÿ  åùå ñîâåðøåííî  íå  áûëè  èçâåñòíû
ýëåìåíòû,  íàçûâàåìûå  ñåãîäíÿ  áëàãîðîä-

«Îïûò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ» (1869 ã.)
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íûìè  (èíåðòíûìè)  ãàçàìè.  Òîëüêî  çà 4
ìåñÿöà  äî  îòêðûòèÿ  Ìåíäåëååâà  ïîÿâè-
ëèñü ïåðâûå  ñîîáùåíèÿ  î  ãèïîòåòè÷åñêîì
ñîëíå÷íîì  ãàçå, à íà  Çåìëå ãåëèé áûë
îòêðûò  ëèøü  ÷åðåç 27 ëåò ïîñëå  ýòîãî.  È
óæå âïîñëåäñòâèè ñîñòîÿëîñü  îòêðûòèå äðó-
ãèõ áëàãîðîäíûõ  ãàçîâ.

Î÷åíü  âàæíûì  áûëî  òî,  ÷òî ìåíäåëååâ-
ñêàÿ òàáëèöà ïðåäñêàçàëà ñóùåñòâîâàíèå
íåñêîëüêèõ  íåèçâåñòíûõ  òîãäà õèìè÷åñ-
êèõ ýëåìåíòîâ,  êîòîðûå  Ìåíäåëååâ  íàçâàë
ýêà-àëþìèíèåì,  ýêà-êðåìíèåì  è ýêà-áî-
ðîì.  ×åðåç 6 ëåò ïîñëå  ðàáîòû  Ìåíäåëååâà
ôðàíöóçñêèì  õèìèêîì  Ëåêîêîì  äå Áóà-
áîäðàíîì  áûë  îòêðûò  ýëåìåíò,  íàçâàííûé
ãàëëèåì.  È  õîòÿ  èíòåðåñû Ìåíäåëååâà  â
ýòî âðåìÿ  óæå ñìåñòèëèñü â äðóãèå îáëàñòè
íàóêè,  îí  ïðîäîëæàë  ñëåäèòü çà íàó÷íûìè
ïóáëèêàöèÿìè  ïî  õèìèè.  Ïðî÷èòàâ  îá  îò-
êðûòèè ãàëëèÿ, îí  òóò æå óçíàë  â íåì  ñâîé
ïðåäóãàäàííûé  ýêà-àëþìèíèé.

Ñîîáùåíèå  Ìåíäåëååâà  îá  ýòîì  â ïèñüìå
ôðàíöóçñêîìó  õèìèêó  ïðîèçâåëî  íàñòîÿ-
ùóþ  ñåíñàöèþ  ñðåäè ó÷åíûõ.  Òåì  áîëåå,
÷òî ïðåäñêàçàíèÿ  Ìåíäåëååâà  î  ïëîòíîñòè
è àòîìíîì  âåñå ýòîãî  ýëåìåíòà  îêàçàëèñü
äàæå áîëåå òî÷íûìè,  ÷åì  ïåðâîíà÷àëüíî
îïóáëèêîâàííûå  îïûòíûå  äàííûå.  Â äå-
ñÿòêàõ åâðîïåéñêèõ  ëàáîðàòîðèÿõ  õèìèêè
ñòàëè ëèõîðàäî÷íî  èñêàòü îñòàëüíûå  ïðåä-
ñêàçàííûå  Ìåíäåëååâûì  ýëåìåíòû  è ïðî-
âåðÿòü ó èçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ  ñîìíèòåëü-
íûå  àòîìíûå  âåñà è õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà.
È  óæå ÷åðåç ãîä øâåäñêèé õèìèê  Ëàðñ
Íèëüñîí  îòêðûë  ýëåìåíò,  ïîëíîñòüþ  ñîîò-
âåòñòâóþùèé îïèñàííîìó  Ìåíäåëååâûì
ýêà-áîðó.  Îí  íàçâàë åãî â ÷åñòü ñâîåé
ðîäèíû  ñêàíäèåì.  Ïðè  æèçíè  Ìåíäåëååâà
áûë  îòêðûò  ýëåìåíò  ãåðìàíèé  (ýêà-êðåì-
íèé)  è íà÷àëîñü  îòêðûòèå ñåìåéñòâà áëà-
ãîðîäíûõ  ãàçîâ.

Îïóáëèêîâàííàÿ  Ìåíäåëååâûì  â î÷å-
ðåäíîì  èçäàíèè  ñâîèõ «Îñíîâ  õèìèè»  â
1905 ãîäó òàáëèöà ïåðèîäè÷åñêîé  ñèñòåìû
óæå ãîðàçäî  áîëüøå  ïîõîäèëà  íà  ñîâðå-
ìåííóþ.  Îêîí÷àòåëüíî  ýòà òàáëèöà ïîëó-
÷èëà ñîâðåìåííûé  âèä ïîñëå  ðàáîò ïî
àíàëèçó ðåíòãåíîâñêèõ  ñïåêòðîâ  ýëåìåí-
òîâ Ãåíðè Ìîçëè  (1913  ã.).  Ìîçëè  ïîíÿë,
÷òî íå  òîëüêî  âàëåíòíîñòü,  îïðåäåëÿåìàÿ
÷èñëîì  ýëåêòðîíîâ  âî  âíåøíåé  ýëåêòðîí-

íîé  îáîëî÷êå  àòîìà,  îïðåäåëÿåò  ïîëîæå-
íèå  ýëåìåíòà  â òîé  èëè èíîé  ãðóïïå.  Áîëü-
øóþ  ðîëü  èãðàþò è ñïåêòðû,  ñâÿçàííûå  ñ
ýëåêòðîííûìè  ïåðåõîäàìè  âî  âíóòðåííèõ
îáîëî÷êàõ  (Ê-,  L - è Ì-ýëåêòðîííûõ  îáî-
ëî÷êàõ).  Ãîðàçäî  ðåç÷å, ÷åì  â îïòè÷åñêèõ
ñïåêòðàõ, â ðåíòãåíîâñêèõ  ñïåêòðàõ ïðî-
ÿâëÿåòñÿ íîìåð  ýëåìåíòà  â ïåðèîäè÷åñêîé
ñèñòåìå. Ñåãîäíÿ  ìû  çíàåì,  ÷òî ýòî è åñòü
çàðÿäîâîå  ÷èñëî àòîìíîãî  ÿäðà ýëåìåíòà.
Ýòî  ïîçâîëèëî  Ìîçëè  óòî÷íèòü  ðàñïîëî-
æåíèå â ïåðèîäè÷åñêîé  òàáëèöå ìíîãèõ
ðåäêîçåìåëüíûõ  ýëåìåíòîâ  è ïðåäñêàçàòü,
â ñâîþ  î÷åðåäü, îòêðûòèå ðÿäà òîãäà åùå
íåèçâåñòíûõ  ýëåìåíòîâ.  È  â íàøå  âðåìÿ,
êîãäà íà  ìîùíûõ  óñêîðèòåëÿõ â íåñêîëü-
êèõ ìèðîâûõ  íàó÷íûõ  öåíòðàõ (è  ïðåæäå
âñåãî â Îáúåäèíåííîì  èíñòèòóòå ÿäåðíûõ
èññëåäîâàíèé  â ïîäìîñêîâíîé  Äóáíå)  îò-
êðûòî  óæå 26 òðàíñóðàíîâûõ  ýëåìåíòîâ,
êàæäûé èç íèõ  çàíèìàåò  ïîëîæåííóþ  åìó
«êëåòî÷êó» â ïåðèîäè÷åñêîé  ñèñòåìå ñî-
ãëàñíî  àòîìíîìó  âåñó è ñòðîåíèþ  ýëåêò-
ðîííûõ  îáîëî÷åê,  îïðåäåëÿåìîìó  ïî  ðåíò-
ãåíîâñêèì  ñïåêòðàì.

Ïåðèîäè÷åñêàÿ òàáëèöà ýëåìåíòîâ (1905 ã.)
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Î÷åðåäíûì  òðèóìôîì  ìåíäåëååâñêîé  òàá-
ëèöû  ñòàëî îòêðûòèå 118-ãî ýëåìåíòà,  êî-
òîðûé  çàíÿë  ìåñòî  â ãðóïïå  áëàãîðîäíûõ
ãàçîâ. È  îí  ïîëó÷èë  èìÿ,  êîòîðîå  îêàí÷è-
âàåòñÿ íå  íà  «-èé»,  êàê ó âñåõ äðóãèõ
òðàíñóðàíîâûõ  ýëåìåíòîâ,  à íà  «-îí»,  êàê
ýòî è ïîëîæåíî  âñåì  ýëåìåíòàì  âîñüìîé
ãðóïïû,  êðîìå  ãåëèÿ. Èìÿ  ýòî – «îãàíå-
ñîí»  – äàíî  â 2018 ãîäó ìåæäóíàðîäíûì
êîìèòåòîì  â ÷åñòü ðóêîâîäèòåëÿ  ðàáîò â
Äóáíå  àêàäåìèêà ÐÀÍ  Þ.Ö.Îãàíåñÿíà.
Âòîðîé  ðàç ýëåìåíòó  ïðèñâîåíî  èìÿ  â
÷åñòü çäðàâñòâóþùåãî ó÷åíîãî  (ïåðâûì
áûë  àìåðèêàíñêèé  ôèçèê  Ãëåíí  Ñèáîðã,
îïðåäåëèâøèé  â 1941 ãîäó íåïòóíèé  è
ïëóòîíèé).  Ñðåäè íàçâàíèé  òðàíñóðàíî-
âûõ  ýëåìåíòîâ  2 àñòðîíîìè÷åñêèõ,  9 ãåî-
ãðàôè÷åñêèõ, à 15 íàçâàíû  â ÷åñòü ó÷åíûõ.
Òàê, 99-é ýëåìåíò  – ýòî ýéíøòåéíèé,  100-é
– ôåðìèé,  à 101-é ýëåìåíò  çàñëóæåííî
íîñèò  èìÿ  «ìåíäåëåâèé».  Íå  ïîäëåæèò
ñîìíåíèþ  è ðîëü  Ìåíäåëååâñêîé  òàáëèöû
â îòêðûòèè  ýëåìåíòîâ  ðàäèÿ è ïîëîíèÿ,  çà
÷òî Ìàðèÿ  Ñêëîäîâñêàÿ-Êþðè  â 1911 ãîäó
ïîëó÷èëà  âòîðóþ  Íîáåëåâñêóþ  ïðåìèþ,
íà  ýòîò ðàç – ïî  õèìèè.

Íî  íàèáîëüøèé  òðèóìô  ïåðèîäè÷åñêîé
ñèñòåìû  – ýòî åå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâà-
íèå,  ñäåëàííîå  â 1926 ãîäó Âîëüôãàíãîì
Ïàóëè  íà  îñíîâå  òîëüêî  ÷òî ñîçäàííîãî
òîãäà ìàòðè÷íîãî  ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòî-
âîé  ìåõàíèêè.  Ýòî  îáîñíîâàíèå  ñòàëî îä-
íèì  èç ïåðâûõ  äîêàçàòåëüñòâ ñïðàâåäëè-
âîñòè êâàíòîâîé  ìåõàíèêè,  ýòîãî,  ïî  ìíå-
íèþ  ìíîãèõ  ó÷åíûõ,  âåëè÷àéøåãî äîñòè-
æåíèÿ  íàóêè  â ÕÕ âåêå.

Äìèòðèé  Èâàíîâè÷  Ìåíäåëååâ  ðîäèëñÿ
27 ÿíâàðÿ  (8 ôåâðàëÿ)  1834 ãîäà â Òîáîëü-
ñêå â ñåìüå äèðåêòîðà ãèìíàçèè  è ïîïå÷è-
òåëÿ íàðîäíûõ  ó÷èëèù  Òîáîëüñêîé  ãóáåð-
íèè  Èâàíà  Ïàâëîâè÷à  Ìåíäåëååâà  è Ìà-
ðèè Äìèòðèåâíû  Ìåíäåëååâîé,  óðîæäåí-
íîé  Êîðèèëüåâîé.  Â ñåìüå áûëî  14 äåòåé,
íî  âîñåìü  èç íèõ  óìåðëè  â ìëàäåí÷åñòâå.
Äìèòðèé  áûë  ìëàäøèì  ñûíîì,  «ïîñëåäû-
øåì»,  êàê îí  ñàì  ñåáÿ íàçûâàë  âïîñëåä-
ñòâèè. Èâàí  Ïàâëîâè÷  âñêîðå ïîñëå  ðîæ-
äåíèÿ  ìëàäøåãî  ñûíà  îñëåï  è, õîòü çðåíèå
åìó  ÷àñòè÷íî  ñìîãëè  âîññòàíîâèòü  ìîñêîâ-
ñêèå õèðóðãè, ê ðàáîòå îí  âåðíóòüñÿ íå

ñìîã  è ñêîí÷àëñÿ,  êîãäà ñûíó  áûëî  ÷óòü
áîëüøå  10 ëåò. Âîñïèòàíèåì  áóäóùåãî
ó÷åíîãî  çàíèìàëàñü  åãî ìàòü,  ïðîèñõîäèâ-
øàÿ  èç ñòàðèííîãî  ñèáèðñêîãî  ðîäà  êóïöîâ
è ïðîìûøëåííèêîâ.  Îíà  ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîøëà  ïîëíûé  ãèìíàçè÷åñêèé  êóðñ è ñûã-
ðàëà îñîáóþ  ðîëü  â æèçíè  ñåìüè,  ôàêòè-
÷åñêè ñòàâ ãëàâíûì  ñåìåéíûì  ïåäàãîãîì.

Ìàðèÿ  Äìèòðèåâíà  áûñòðî  ïîíÿëà,  ÷òî
åå ìëàäøèé  ñûí  èìååò âûäàþùèåñÿ  ñïî-
ñîáíîñòè,  õîòÿ  â ãèìíàçèè  îí  óâëåêàëñÿ
ìàòåìàòèêîé  è ôèçèêîé,  à ê ãóìàíèòàð-
íûì  ïðåäìåòàì  íå  èñïûòûâàë  èíòåðåñà.
Ñïîñîáíîñòè  ìàëü÷èêà è åãî òðóäîëþáèå
ïîçâîëèëè  åìó  çàêîí÷èòü  ãèìíàçè÷åñêèé
êóðñ â 15 ëåò. ×åðåç ãîä Ìàðèÿ  Äìèòðèåâ-
íà  ðàñïðîäàëà  èìóùåñòâî  è îòïðàâèëàñü ñ
ñåìüåé ñíà÷àëà â Ìîñêâó,  à ïîòîì  â Ïåòåð-
áóðã, ãäå òîãäà äîñòàòî÷íî  âûñîêèì  áûë
óðîâåíü  åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî  îáðàçîâàíèÿ,
ê êîòîðîìó  ñòðåìèëñÿ âñåé äóøîé  åå ñûí.
Åé óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü äîñðî÷íîå  (ïî  âîç-
ðàñòó) ïîñòóïëåíèå  ñûíà  â èíñòèòóò, à
÷åðåç ãîä îíà  óìèðàåò.

Â ïðåäèñëîâèè  ê îäíîé  èç ïåðâûõ  íàó÷-
íûõ  ðàáîò Äìèòðèé  Ìåíäåëååâ  ïèøåò:
«Ýòî  èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî  ïàìÿòè  ìà-
òåðè åå ïîñëåäûøåì.  Îíà  ñìîãëà  åãî âûðà-
ñòèòü ñâîèì  òðóäîì  è ëþáîâüþ,  âîñïèòû-
âàÿ ïðèìåðîì,  è, ÷òîáû  îòäàòü íàóêå âû-
õîäöà  èç Ñèáèðè, òðàòèëà ïîñëåäíèå  ñðåä-
ñòâà è ñèëû.  Óìèðàÿ,  çàâåùàëà: èçáåãàòü
ñàìîîáîëüùåíèÿ,  íàñòàèâàòü â òðóäå, à íå
â ñëîâàõ, òåðïåëèâî  îáúÿñíÿòü  íàó÷íóþ
ïðàâäó,  èáî  ïîíèìàëà,  êàê ïðè  ïîìîùè
íàóêè,  áåç íàñèëèÿ,  ëþáîâíî,  íî  òâåðäî
óñòðàíÿþòñÿ ïðåäðàññóäêè è îøèáêè  è
äîñòèãàåòñÿ ñâîáîäà  äàëüíåéøåãî  ðàçâè-
òèÿ, îáùåå  áëàãî è âíóòðåííåå  áëàãîïîëó-
÷èå. Çàâåòû ìàòåðè ñ÷èòàþ ñâÿùåííûìè».

Â 21 ãîä Ìåíäåëååâ  çàêîí÷èë  ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ãëàâíîãî  ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà â Ïåòåðáóðãå ñ çî-
ëîòîé  ìåäàëüþ  è òèòóëîì  «ñòàðøèé ó÷è-
òåëü». Äâà ãîäà îí  ðàáîòàë ñíà÷àëà â
Ñèìôåðîïîëå,  à ïîòîì  â Îäåññå  â ãèìíà-
çèè ïðè  Ðèøåëüåâñêîì  ëèöåå ïðåïîäàâàòå-
ëåì  ôèçèêè,  ìàòåìàòèêè  è åñòåñòâåííûõ
íàóê.  Çà ýòî âðåìÿ  îí  ïîäãîòîâèë  è ñ
áëåñêîì  çàùèòèë â Ïåòåðáóðãñêîì  óíèâåð-
ñèòåòå ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ ïî  õè-
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ìè÷åñêîé  ïðîáëåìå  è ñòàë ïðèâàò-äîöåí-
òîì  ýòîãî  óíèâåðñèòåòà.

Â Ðîññèè òîãäà íàñòóïàëî  íîâîå  âðåìÿ  –
ýïîõà  îòìåíû  êðåïîñòíîãî  ïðàâà,  ýïîõà
ïðåîáðàçîâàíèé  è îðãàíèçàöèÿ  ðåãèîíàëü-
íîãî  (çåìñêîãî)  óïðàâëåíèÿ.  Ïðàâèòåëü-
ñòâî Àëåêñàíäðà II  ïîíèìàëî  íåîáõîäè-
ìîñòü  äëÿ ýòîãî  ïîäãîòîâêè  ïðîñâåùåííûõ
óïðàâëåí÷åñêèõ êàäðîâ,  à çíà÷èò, è ðàçâè-
òèÿ îáðàçîâàíèÿ  è íàóêè.  Ðåçêîå óâåëè÷å-
íèå  ôèíàíñèðîâàíèÿ  óíèâåðñèòåòîâ ïî-
çâîëèëî  Ìåíäåëååâó  ñòàòü ñòèïåíäèàòîì
äâóõãîäè÷íîé  ñòàæèðîâêè â íàó÷íûå  ó÷-
ðåæäåíèÿ Ãåðìàíèè.

Çà ãðàíèöåé Ìåíäåëååâ  íå  òîëüêî  èçó÷àë
íîâåéøèå  äîñòèæåíèÿ  õèìè÷åñêîé  íàóêè  è
òåõíîëîãèè.  Îí  ñìîã  ïîëó÷èòü  ñðåäñòâà
äëÿ ñîçäàíèÿ  ëàáîðàòîðèè,  â êîòîðîé  èçó-
÷àë ôèçèêî-õèìè÷åñêèå  ñâîéñòâà ãàçîâ è
æèäêîñòåé, â ÷àñòíîñòè çàâèñèìîñòü òåì-
ïåðàòóðû  êèïåíèÿ  æèäêîñòåé îò  äàâëåíèÿ
è ñâîéñòâ íàñûùåííîãî  ïàðà.

Ìåíäåëååâ  ïîêàçàë,  ÷òî âûøå  íåêîòîðîé
òåìïåðàòóðû  íè  ïðè  êàêîì  äàâëåíèè íå
ñóùåñòâóåò äëèòåëüíîãî  ïðîöåññà  êèïåíèÿ
æèäêîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî,  íå  ñóùåñòâó-
åò ÿâëåíèÿ  ïîñòåïåííîãî  ñæèæåíèÿ ãàçà.
Ïðè  íåêîòîðûõ  òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè
ïðîèñõîäèò  îäíîìîìåíòíîå  ñãóùåíèå ãàçà
èëè ðàñøèðåíèå  æèäêîñòè. Ýòè ïàðàìåò-
ðû  âïîñëåäñòâèè áûëè  íàçâàíû  «êðèòè-
÷åñêèìè»,  à ñàìî  ñîñòîÿíèå  âåùåñòâà ïðè
ýòîì  – «êðèòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì».  Îêàçà-
ëîñü,  ÷òî ïîëó÷åíèå  ñæèæåííîãî  ãàçà ñ
ïîìîùüþ  ñæàòèÿ âîçìîæíî  ëèøü  ïðè  òåì-
ïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé. Îòêðûòèå
Ìåíäåëååâà  ëåãëî â îñíîâó  âñåõ áóäóùèõ
òåõíîëîãèé  ïîëó÷åíèÿ  ñæèæåííûõ  ãàçîâ.

Âî  âðåìÿ  ñâîåé ñòàæèðîâêè â Ãåðìàíèè
Ìåíäåëååâ  òîëüêî  íà÷àë ýòè ðàáîòû.  Âåð-
íóâøèñü  â Ðîññèþ,  îí  íå  ñìîã  íàéòè  ïîä-
õîäÿùåå  ìåñòî  è ôèíàíñèðîâàíèå  äëÿ ïðî-
äîëæåíèÿ  ðàáîò ïî  ñæèæåíèþ ãàçîâ. Âåäü
îí  ôîðìàëüíî  (ïî  äèññåðòàöèè) áûë  õè-
ìèê,  íî  â õèìè÷åñêîé  íàóêå åùå íå  óñïåë
ïðîÿâèòü  ñåáÿ äîëæíûì  îáðàçîì.  È  Ìåí-
äåëååâ ïðèíèìàåò  ðåøåíèå  îòëîæèòü íà
âðåìÿ  ñâîè íàó÷íûå  çàíÿòèÿ.  Íà  îñíîâå
ñâîåãî îáøèðíîãî  çíàíèÿ  õèìèè  îí  ñîçäàåò
îñòðî  íåîáõîäèìûé  òîãäà ó÷åáíèê «Îðãà-
íè÷åñêàÿ õèìèÿ»,  à òàêæå ïåðåâîäèò  è

èçäàåò íåìåöêèé  ó÷åáíèê «Õèìè÷åñêàÿ
òåõíîëîãèÿ».

Ýòè èçäàíèÿ  ïðèíåñëè  Ä.È.Ìåíäåëååâó
èçâåñòíîñòü â íàó÷íûõ  êðóãàõ. À ïîëó÷åí-
íàÿ  çà íèõ  àêàäåìè÷åñêàÿ Äåìèäîâñêàÿ
ïðåìèÿ  îáåñïå÷èëà íåêîòîðîå  ìàòåðèàëü-
íîå  áëàãîïîëó÷èå.  Ýòà ïðåìèÿ,  ìåæäó ïðî-
÷èì,  ñóùåñòâóåò ïîä  íåñêîëüêî  èçìåíåí-
íûì  íàçâàíèåì  è â íàøå  âðåìÿ  è ïðèñóæ-
äàåòñÿ çà âûäàþùèåñÿ  íàó÷íûå  äîñòèæå-
íèÿ.  Ñðåäè íåäàâíèõ  ëàóðåàòîâ ýòîé ïðå-
ìèè  òàêèå âûäàþùèåñÿ  ó÷åíûå,  êàê ôèçè-
êè Æ.È.Àëôåðîâ  è Â.À.Ðóáàêîâ,  ìàòåìà-
òèêè Ë.Ä.Ôàääååâ  è Á.Â.Ðàóøåíáàõ,  èñ-
òîðèê  Â.Ë.ßíèí,  áèîëîãè  À.À.Áàåâ è
À.Ñ.Ñïèðèí,  õèìèê  È.È.Ìîèñååâ.

Äåìèäîâñêàÿ  ïðåìèÿ  ïîçâîëèëà  Ìåíäå-
ëååâó ñîâåðøèòü ïóòåøåñòâèå ïî  Åâðîïå
âìåñòå ñ ìîëîäîé  æåíîé,  Ôåîçâîé  Íèêè-
òè÷íîé  Ëåùåâîé,  åãî çåìëÿ÷êîé  ïî  Òî-
áîëüñêó, ïàä÷åðèöåé çíàìåíèòîãî  òîáîëü-
÷àíèíà  (èëè  «òîáîëÿêà»,  êàê áîëüøå  íðà-
âèòñÿ æèòåëÿì ýòîãî  ãîðîäà)  Ïåòðà  Ïàâëî-
âè÷à Åðøîâà,  îôèöèàëüíîãî  àâòîðà «Êîíü-
êà-ãîðáóíêà».  Ñâîå ñâàäåáíîå ïóòåøåñòâèå
Ìåíäåëååâ  âîâñþ  èñïîëüçîâàë  äëÿ îáùå-
íèÿ  ñ åâðîïåéñêèìè  õèìèêàìè  è èçó÷åíèÿ
âñåõ íîâèíîê  õèìè÷åñêîé  íàóêè.

Ïî  âîçâðàùåíèè  èç åâðîïåéñêîé  ïîåçäêè
Ìåíäåëååâ  ïîëó÷èë  ìåñòî  øòàòíîãî  äîöåí-
òà îðãàíè÷åñêîé  õèìèè  Ïåòåðáóðãñêîãî
óíèâåðñèòåòà è îäíîâðåìåííî  ïðîôåññîð-
ñêóþ äîëæíîñòü  â Ïåòåðáóðãñêîì  òåõíî-
ëîãè÷åñêîì  èíñòèòóòå. ×åðåç äâà ãîäà ïîñ-
ëå çàùèòû  äîêòîðñêîé  äèññåðòàöèè Ìåí-
äåëååâ ñòàíîâèòñÿ ïðîôåññîðîì  Ïåòåðáóð-
ãñêîãî  óíèâåðñèòåòà ïî  êàôåäðå òåõíè÷åñ-
êîé  õèìèè.

Â ýòî âðåìÿ  âîçíèêëà  îñòðàÿ íåîáõîäè-
ìîñòü  ñîçäàòü íîâûé  ó÷åáíèê ïî  íåîðãàíè-
÷åñêîé õèìèè,  êîòîðûé  áû  îòðàæàë íîâåé-
øèå äîñòèæåíèÿ  áóðíî  ðàçâèâàâøåéñÿ
õèìè÷åñêîé  íàóêè.  Ýòà èäåÿ çàõâàòèëà
Ìåíäåëååâà.  Íî  â êàêîì  ïîðÿäêå  èçëàãàòü
îïèñàíèÿ  è õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåìåí-
òîâ? Âåäü îíè  òàê ðàçíîîáðàçíû.

Õîðîøî  èçó÷èâ ñâîéñòâà âñåõ èçâåñòíûõ
òîãäà ýëåìåíòîâ,  Ìåíäåëååâ  ñîñòàâèë êàð-
òîòåêó è âñå âðåìÿ  ìûñëåííî  òàñîâàë ýòó
«êîëîäó»,  ïûòàÿñü  íàéòè  çàêîíîìåðíîñòè
ðàñïîëîæåíèÿ  ýëåìåíòîâ.  Îí  çíàë  î  ïî-
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äîáíûõ  ïîïûòêàõ  åâðîïåéñêèõ  õèìèêîâ,
íî  äîëãîå  âðåìÿ  ó íåãî,  êàê è ó íèõ,  íè÷åãî
íå  âûõîäèëî.  Ïîëó÷èëà  ðàñïðîñòðàíåíèå
ëåãåíäà, ÷òî ðåøåíèå  ïðîáëåìû  ïðèøëî  ê
íåìó  âî  ñíå.  Ýòó ëåãåíäó ñàì  Ìåíäåëååâ  è
ñîçäàë, æèâîïèñíî  îïèñûâàÿ,  êàê îäíàæ-
äû  ïîñëå  áåññîííîé  íî÷è  åìó  â ïîëóñíå
ÿâèëîñü åäèíñòâåííî  âîçìîæíîå  ðàñïîëî-
æåíèå ýëåìåíòîâ  è îí  òóò æå çàïèñàë åãî íà
ïåðâîì  ïîïàâøåìñÿ  êëî÷êå áóìàãè.  Ïñè-
õîëîãè  ñ÷èòàþò, ÷òî ýòî áûë  íå  ñîí,  à
ïðîìåæóòî÷íîå  ñîñòîÿíèå  ìåæäó ñíîì  è
áîäðñòâîâàíèåì,  â êîòîðîì  ìîçã  ðàáîòàåò ñ
îñîáîé  àêòèâíîñòüþ.  Ìåíäåëååâ  ïðè  ýòîì
äîáàâëÿë,  ÷òî íè÷åãî  íå  âèäèò â ýòîì
îñîáåííîãî,  ïîñêîëüêó  äîëãîå  âðåìÿ  îí
íåïðåðûâíî  äóìàë  îá  ýòîì,  ïðåæäå ÷åì
ðåøèòüñÿ íà  îêîí÷àòåëüíûé  âàðèàíò òàá-
ëèöû,  ãäå áûëè  âàêàíòíûå  ìåñòà è ãäå îí
ñìåëî  èçìåíÿë  èçâåñòíûå òîãäà àòîìíûå
âåñà íåêîòîðûõ  ýëåìåíòîâ,  ÷òîáû  îíè  çà-
íÿëè  ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòà â ñòðîêàõ è
ñòîëáöàõ òàáëèöû. Òàê, íàïðèìåð,  íåñìîò-
ðÿ íà  òî,  ÷òî àòîìíûé  âåñ ýëåìåíòà  óðàíà
òîãäà ñ÷èòàëñÿ ðàâíûì  âñåãî ëèøü  60
óñëîâíûõ  åäèíèö,  Ìåíäåëååâ  «ïðèñâàèâà-
åò» óðàíó  çíà÷åíèå  àòîìíîãî  âåñà â 4 ðàçà
áîëüøåå  (êàê îíî  è îêàçàëîñü  íà  ñàìîì
äåëå) è ïîìåùàåò  óðàí  â òî  ñàìîå  ìåñòî
òàáëèöû, ãäå îí  è äîëæåí  íàõîäèòüñÿ.

Çàêîííûé  òðèóìô  è ìèðîâîå  ïðèçíàíèå,
îñîáåííî  ïîñëå  îòêðûòèÿ  ïðåäñêàçàííûõ
èì  ýëåìåíòîâ,  íå  ïîìåøàëè  Ìåíäåëååâó
ïðîäîëæàòü  àêòèâíî  ðàáîòàòü. Íî  åãî íà-
ó÷íûå  èíòåðåñû ñìåñòèëèñü â äðóãèå îáëà-
ñòè. Îí  âíîâü  çàíÿëñÿ  èçó÷åíèåì  ïîâåäå-
íèÿ  ãàçîâ ïðè  ðàçëè÷íûõ  äàâëåíèÿõ è äëÿ
íå  î÷åíü  âûñîêèõ  äàâëåíèé ïåðåîñìûñëèë
îòêðûòûé  â 1834 ãîäó ôðàíöóçñêèì  èíæå-
íåðîì  è ôèçèêîì  Ïîëåì  Êëàïåéðîíîì
çàêîí  è ââåë ïîíÿòèå  óíèâåðñàëüíîé  ãàçî-
âîé  ïîñòîÿííîé.  Ñ òåõ ïîð  ýòîò çàêîí  íîñèò
èìÿ  Ìåíäåëååâà–Êëàïåéðîíà  è íàçûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì  ñîñòîÿíèÿ  èäåàëüíîãî  ãàçà.
Íî  íà  ýòîì  Ìåíäåëååâ  íå  óñïîêîèëñÿ  è
ñòàë èññëåäîâàòü îòêëîíåíèÿ  îò  ýòîãî  çàêî-
íà.  Îí  ââåë ïîíÿòèå  «ðåàëüíûå  ãàçû» è
êà÷åñòâåííî  îïèñàë  îòêëîíåíèÿ  ïîâåäåíèÿ
ýòèõ ãàçîâ îò  «èäåàëüíîñòè».

Âåëèêè çàñëóãè Ìåíäåëååâà  â ôèçè÷åñ-
êîé  õèìèè,  õèìè÷åñêîé  òåõíîëîãèè  è ñìåæ-

íûõ  îòðàñëÿõ òåõíèêè.  Âîò  òîëüêî  íåêîòî-
ðûå èç íèõ:  ñîçäàíèå  áåçîïàñíîãî  ñïîñîáà
ïîëó÷åíèÿ  îäíîãî  èç âàðèàíòîâ  áåçäûìíî-
ãî  (ïèðîêñèëèíîâîãî)  ïîðîõà,  îáåñïå÷èâ-
øåå øèðîêîå  ðàñïðîñòðàíåíèå  åãî â ìèðå
(«ìåíäåëååâñêèé»  ïîðîõ) ; ðàçðàáîòêà òå-
îðèè  ðàñòâîðîâ,  â ÷àñòíîñòè îïðåäåëåíèå
íàèáîëåå  îïòèìàëüíîãî  ñîîòíîøåíèÿ  êîì-
ïîíåíòîâ  â ñìåñè ðàçëè÷íûõ  æèäêîñòåé;
èçó÷åíèå ïîâåðõíîñòíîãî  íàòÿæåíèÿ  æèä-
êîñòåé è äîêàçàòåëüñòâî åãî èñ÷åçíîâåíèÿ
â êðèòè÷åñêîì  ñîñòîÿíèè  âåùåñòâà; èññëå-
äîâàíèå  ñîñòàâà íåôòè  è äîêàçàòåëüñòâî åå
êàê áèîãåííîãî,  òàê è àáèîãåííîãî  ïðîèñ-
õîæäåíèÿ ;  îáîñíîâàíèå  çíà÷åíèÿ  ìíîãèõ
ñîñòàâëÿþùèõ  íåôòè  êàê öåííûõ  õèìè-
÷åñêèõ ïðîäóêòîâ  è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ
èçâëå÷åíèÿ èç íåôòè  ýòèõ ïðîäóêòîâ  (çíà-
ìåíèòàÿ  ôðàçà: «ñæèãàòü íåôòü  – ýòî âñå
ðàâíî,  ÷òî òîïèòü  ïå÷êó àññèãíàöèÿìè»).

Ê ýòîìó  âïå÷àòëÿþùåìó  «õèìè÷åñêîìó»
ïåðå÷íþ  ìîæíî  äîáàâèòü öåëûé ðÿä äðó-
ãèõ èíòåðåñîâ è äîñòèæåíèé  Ä.È.Ìåíäå-
ëååâà. Íàïðèìåð,  ìåòðîëîãè÷åñêèå  èññëå-
äîâàíèÿ,  ðóêîâîäñòâî  ñîçäàííîé  èì  ðîñ-
ñèéñêîé «Ïàëàòîé  ìåð  è âåñîâ»; ìåòåîðî-
ëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,  èçó÷åíèå çåì-
íîé  àòìîñôåðû  è ñîëíå÷íîé  êîðîíû ; ó÷à-
ñòèå â ñîçäàíèè  ïåðâûõ  â ìèðå  ëåäîêîëîâ
äëÿ îñâîåíèÿ  Àðêòèêè; íàïèñàíèå  25 ñòà-
òåé ïî  ïðîáëåìàì  ïðîìûøëåííîé  ýêîëî-
ãèè â ýíöèêëîïåäè÷åñêîì  ñëîâàðå Áðîêãà-
óçà è Ýôðîíà.

Íî  îäíî  èç ìåíäåëååâñêèõ óâëå÷åíèé
âûäåëÿåòñÿ èç îáùåãî  ðÿäà. Äëÿ  ïîëíî-
öåííûõ  íàáëþäåíèé  çà ñîëíå÷íîé  êîðîíîé
âî  âðåìÿ  ïîëíîãî  ñîëíå÷íîãî  çàòìåíèÿ
ëåòîì  1887 ãîäà Ìåíäåëååâ  ðàçðàáàòûâàåò
ïðîåêò  ñòðàòîñòàòà, ðàâíîãî  êîòîðîìó  òîã-
äà â ìèðå  íå  ñóùåñòâîâàëî  (äèàìåòðîì
20  ì  è îáúåìîì  áîëüøå  23000 ì ).  Îí
äåëàåò ýòî ñîâì åñòíî  ñ èçîáðåòàòåëåì  è
âîçäóõîïëàâàòåëå ì  Ñ.Ê.Äæåâåöêèì . Âì å-
ñòå ñ Ìåíäåëååâû ì  äîëæåí  áûë  ëåòåòü
ïèëîò-àýðîíàâò.  Íî  êîãäà âûÿñíÿåòñÿ,  ÷òî
â íåîæèäàííî  íàñòàâøóþ  äîæäëèâóþ  ïî-
ãîäó øàð  íå  ñì îæåò ïîäíÿòü  äâóõ ÷åëîâåê,
Ìåíäåëååâ  ðåøàåò, ÷òî îí  ïîëåòèò  îäèí,  è
ïîñëå  íåîáõîäè ì îãî  èíñòðóêòàæà îá  óï-
ðàâëåíèè øàðî ì  ïîäíè ì àåòñÿ â âîçäóõ.  Ê
ñîæàëåíèþ,  è íà  âûñîòå ñîëíöå  îñòàëîñü
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ñêðûòû ì  çà îáëàêàì è è ïðèøëîñü  äîâîëü-
ñòâîâàòüñÿ òîëüêî  èçó÷åíèåì  ñâîéñòâ çåì -
íîé  àòì îñôåðû  íà  ðàçëè÷íûõ  âûñîòàõ.
Ïðè  ýòîì  èç-çà îòêàçà êëàïàíà  øàð  ïîä-
íÿëñÿ  âûøå  îáëàêîâ  íà  íåçàïëàíèðîâàí-
íóþ  âûñîòó  3,5 êèëî ì åòðà, íî,  óâû,  çàòì å-
íèå  óæå çàêîí÷èëîñü.  Ìåíäåëååâ  ñóì åë
èñïðàâèòü êëàïàí  è áëàãîïîëó÷íî  ïðèçå ì -
ëèòüñÿ íà  ðàññòîÿíèè  100 êèëî ì åòðîâ îò
òî÷êè ñòàðòà.

Ýòîò øòðèõ ì åíäåëååâñêîé áèîãðàôèè
èëëþñòðèðóåò åãî íåîáû÷àéíóþ  ñì åëîñòü,
ïðîÿâèâøóþñÿ  íå  òîëüêî  â ïîäâèãå  ñîçäà-
íèÿ  ïåðèîäè÷åñêîé  òàáëèöû. Ìåíäåëååâ
áûë  ñì åë è ïðèíöèïèàëåí  âî  âñåõ ñâîèõ
äåëàõ, â òî ì  ÷èñëå è â îòíîøåíèÿõ  ñ
«âëàñòÿì è ïðåäåðæàùè ì è». Â êîíöå  ÕIÕ
âåêà â Ðîññèè âëàñòÿì è ñòàëà ïðîâîäèòüñÿ
ïîëèòèêà  «óêðåïëåíèÿ  äèñöèïëèíû  è ïðà-
âîïîðÿäêà»  â îáùåñòâå è ïðåæäå âñåãî â
óíèâåðñèòåòàõ, ãäå ñòóäåí÷åñêàÿ ì îëîäåæü
ñòàëà ñòðåì èòüñÿ ê ðåôîð ì àì  îáðàçîâà-
íèÿ.  Ìåíäåëååâ  íåñêîëüêî  ðàç îáðàùàëñÿ
â «èíñòàíöèè»,  çàñòóïàÿñü çà èñêëþ÷àå-
ì ûõ  èç óíèâåðñèòåòà «áóíòîâùèêîâ».

Ðåçóëüòàòîì  ñòàëî åãî óâîëüíåíèå  èç
óíèâåðñèòåòà è îòñòàâêà èç ïî÷òè  âñåõ
êî ì èññèé, â êîòîðûõ  îí  äåÿòåëüíî  ó÷à-
ñòâîâàë. Äâà ðàçà Ìåíäåëååâó  áûëî  îòêà-
çàíî  â èçáðàíèè  ÷ëåíî ì  Ðîññèéñêîé  àêàäå-
ì èè íàóê,  õîòÿ  îí  áûë  óæå ÷ëåíî ì  íå-
ñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ïðåñòèæíûõ  àêàäåì èé
è íàó÷íûõ  îáùåñòâ âñåãî ì èðà. Äâàæäû
ïðàâèòåëüñòâî íàñòîÿëî  íà  îòçûâå ïðåä-
ñòàâëåíèé Ìåíäåëååâà  íà  íàãðàæäåíèå
Íîáåëåâñêîé  ïðå ì èåé, ñäåëàííûõ  âèäíû-
ì è ðîññèéñêèì è õèì èêàì è. È  ýòî,  áåçóñ-
ëîâíî,  ïîâëèÿëî  íà  íîáåëåâñêèé  êî ì èòåò,
òàê è íå  óäîñòîèâøèé  Ìåíäåëååâà  ýòîé
íàãðàäû,  ê íåäîó ì åíèþ  âñåãî ì èðîâîãî
õèì è÷åñêîãî ñîîáùåñòâà.

Âàæíîå  ì åñòî â æèçíè  Ìåíäåëååâà  â òî
âðåì ÿ çàíè ì àëè åæåíåäåëüíûå âå÷åðà, ãäå
ñîáèðàëèñü êîëëåãè è äðóçüÿ, â òî ì  ÷èñëå
õóäîæíèêè  È.Å.Ðåïèí,  À.È.Êóèíäæè,
È.È.Øèøêèí  è äðóãèå ïåðåäâèæíèêè.  Â
ýòîì  ñàëîíå  íåïðèíóæäåííî  îáñóæäàëèñü
âñå ñîáûòèÿ  íàó÷íîé  è ïîëèòè÷åñêîé  æèç-
íè  îáùåñòâà. Æåíà  Ìåíäåëååâà  äåì îíñò-
ðàòèâíî  íå  ïðèíè ì àëà ó÷àñòèÿ â ýòèõ
âñòðå÷àõ. Ñåì åéíûå  îòíîøåíèÿ  ñòàíîâè-

ëèñü âñå áîëåå ñëîæíû ì è è áåçûñõîäíû-
ì è. Â êîíöå  1876 ãîäà 42-ëåòíèé Ìåíäåëå-
åâ íà  îäíî ì  èç ñâîèõ ñàëîííûõ  âå÷åðîâ
çíàêî ì èòñÿ ñ 16-ëåòíåé Àííîé  Èâàíîâíîé
Ïîïîâîé  (1860–1942).

Ìîëîäàÿ  äåâóøêà âûáðàëà íåîáû÷íóþ
äëÿ òîãî  âðåì åíè  ñóäüáó. Âûðîñøè  â ñòà-
ðîçàâåòíîé  ñåì üå äîíñêîãî  êàçàöêîãî  àòà-
ì àíà,  îíà  êàêèì -òî  îáðàçî ì  âîñïðèíÿëà
ïåðåäîâûå  èäåè íàðîæäàâøåéñÿ  ðóññêîé
èíòåëëèãåíöèè,  âûáðàâ äëÿ ñåáÿ ïóòü  ïðî-
ñâåùåíèÿ  íàðîäà.  Òàéíî  îò  îòöà (íî  ñ
ì àòåðèíñêîãî  áëàãîñëîâëåíèÿ)  îíà  óåõàëà
â ñòîëèöó,  ÷òîáû  ó÷èòüñÿ íà  æåíñêèõ êóð-
ñàõ (ïðîîáðàçå  çíà ì åíèòûõ  «áåñòóæåâñ-
êèõ êóðñîâ» – ïåðâîãî  æåíñêîãî  óíèâåðñè-
òåòà Ðîññèè).  Îíà  ó÷èëàñü æèâîïèñè,  áûëà
ïðèíÿòà  â ì åíäåëååâñêîì  ñàëîíå,  ÷óâñòâî-
âàëà ñåáÿ â íå ì  ñâîáîäíî  è íåïðèíóæäåííî
è, êîíå÷íî,  íå  ì îãëà íå  îáðàòèòü âíè ì àíèÿ
íà  åãî ãëàâó – çíà ì åíèòîãî  õèì èêà. È  íè
âñåì èðíàÿ  ñëàâà Ìåíäåëååâà,  íè  26-ëåò-
íÿÿ  ðàçíèöà  â âîçðàñòå íå  ïî ì åøàëè åé
íàðÿäó  ñ áåçì åðíû ì  óâàæåíèåì  ïî÷óâ-
ñòâîâàòü ëþáîâü.  À Äì èòðèé Èâàíîâè÷  íå
ì îã íå  èíòåðåñîâàòüñÿ Àíå÷êîé,  êàê åå
ñòàëè íàçûâàòü â ñàëîíå.  Íå  æåëàÿ áûòü
ïðè÷èíîé  ðàçðóøåíèÿ  ñåì üè, Àíÿ  «ñáåæà-
ëà» â Èòàëèþ.  Óçíàâ  îá  îòúåçäå, Ìåíäåëå-
åâ áðîñèë  âñå è óåõàë âñëåä çà Àííîé.
×åðåç ì åñÿö îíè  âîçâðàòèëèñü âì åñòå.

Ïîñëå  ðàçâîäà ñ ïåðâîé  æåíîé  æèçíü
Ìåíäåëååâà  ðåçêî èçì åíèëàñü. Àííà  Èâà-
íîâíà  áûëà âíè ì àòåëüíîé  è çàáîòëèâîé
æåíîé  è ðàçäåëÿëà âñå âçãëÿäû ñâîåãî
ì óæà. Â ýòîì  áðàêå ðîäèëîñü  ÷åòâåðî
äåòåé. Íåïîäàëåêó  îò  çàãîðîäíîãî  ïîä ì îñ-
êîâíîãî  äî ì à Ìåíäåëååâà  áûëà äåðåâíÿ
Øàõ ì àòîâî,  ãäå â ëåòíåå âðåì ÿ æèëà ñåì üÿ
äî÷åðè ðåêòîðà Ïåòåðáóðãñêîãî  óíèâåðñè-
òåòà áîòàíèêà  À.Í.Áåêåòîâà  áîëüøîãî  äðóãà
Ä.È.Ìåíäåëååâà.  È  òàì  ïîçíàêî ì èëèñü
ñòàðøàÿ äî÷ü Ìåíäåëååâà  Ëþáîâü  Äì èò-
ðèåâíà è âíóê  Áåêåòîâà, Àëåêñàíäð Àëåê-
ñàíäðîâè÷  Áëîê,  áóäóùèé  âåëèêèé ðóñ-
ñêèé ïîýò.  Îíè  ñòàëè ì óæåì  è æåíîé.

Â áèîãðàôèè  ì íîãèõ  çíà ì åíèòûõ  ëþäåé
âïëåòàþòñÿ è àíåêäîòè÷åñêèå èñòîðèè.  Ïðè-
ñóòñòâóþò îíè  è â áèîãðàôèè  Ìåíäåëååâà.
Î  ëåãåíäå îòêðûòèÿ,  ñäåëàííîãî  âî  ñíå,
óæå óïî ì èíàëîñü.  Äðóãàÿ ïðèò÷à î  Ìåíäå-



Ä . È . Ì Å Í Ä Å Ë Å Å Â  È  Ï Å Ð È Î Ä È × Å Ñ Ê À ß  Ñ È Ñ Ò Å Ì À  Ý Ë Å Ì Å Í Ò Î Â 9

ëååâå – îá  èçîáðåòåíèè  èì , ÿêîáû,  ðóññêîé
ñîðîêàãðàäóñíîé  âîäêè.  Íà  ñàì î ì  äåëå
ââåäåíèå ãîñóäàðñòâåííîãî  àêöèçà íà  âîä-
êó ïðîèçîøëî  åùå â 1844 ãîäó,  êîãäà
Ìåíäåëååâó  íå  èñïîëíèëîñü  è äåñÿòè ëåò.
Âïîñëåäñòâèè  Ìåíäåëååâ  ì íîãî  çàíè ì àë-
ñÿ òåîðèåé ðàñòâîðîâ.  Ýòî ì ó áûëà ïîñâÿ-
ùåíà  åãî äîêòîðñêàÿ  äèññåðòàöèÿ, â êîòî-
ðîé  îí  óñòàíîâèë,  ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðîå  îïòè ì àëüíîå  ñîîòíîøåíèå  ñì åøèâà-
íèÿ  ðàçëè÷íûõ  æèäêîñòåé, ïðè  êîòîðî ì
ïëîòíîñòü  ñì åñè ì àêñèì àëüíà.  Íî  äëÿ ýòè-
ëîâîãî  ñïèðòà è âîäû  ýòî áûëî  âîâñå íå
40%, à ñîâåðøåííî  äðóãàÿ âåëè÷èíà – äâå
÷àñòè ñïèðòà íà  îäíó  ÷àñòü âîäû,  ÷òî
áåçóñëîâíî  íå  ãîäèëîñü  äëÿ íàðîäíîãî
àëêîãîëüíîãî  ïðîäóêòà.  À âî  Ôðàíöèè
èì åííî  ýòî ñîîòíîøåíèå  áûëî  ïðèíÿòî,  íà
îñíîâå  ðàáîò Ìåíäåëååâà,  äëÿ ôðàíöóçñ-
êîãî  àáñåíòà – ñì åñè ýòèëîâîãî  ñïèðòà ñ
íàñòîéêîé  èç 14 òðàâ.

Íî  âîò ðàññêàçû î  Ìåíäåëååâå,  êàê îá
èçâåñòíî ì  ì àñòåðå ÷åì îäàííîãî  äåëà, èì å-
ëè ðåàëüíîå  îñíîâàíèå.  Åùå  â ñàì î ì  íà÷à-
ëå ñâîåé ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè â
Ñèì ôåðîïîëå  è Îäåññå  åãî ì àòåðèàëüíîå
ïîëîæåíèå  áûëî  âåñüì à òÿæåëûì . È  Ìåí-
äåëååâ íàøåë  ñïîñîá  åãî ïîïðàâèòü.  Îí
èçîáðåë îñîáûé  ëàê, êîòîðûé  äåëàë ôèá-
ðîâóþ  îñíîâó  ÷åì îäàíà  î÷åíü  ïðî÷íîé  è â
òî  æå âðåì ÿ ëåãêîé. Íî  êðî ì å ýòîãî  òàêîé
÷åì îäàí  âûãëÿäåë êàê î÷åíü  äîðîãîå  êîæà-
íîå  èçäåëèå. Âïîñëåäñòâèè  ýòî óì åíèå ñòà-
ëî  «õîááè»  ó÷åíîãî.  Îí  ñ óäîâîëüñòâèåì
îòäûõàë,  äåëàÿ ÷åì îäàíû  è ðàçäàðèâàÿ èõ
çíàêî ì û ì .

Îäíàêî  ñàì û ì  õîðîøè ì  îòäûõî ì  äëÿ
Äì èòðèÿ Èâàíîâè÷à  áûëè  øàõ ì àòû. Íà
ñâîèõ äî ì àøíèõ  âå÷åðàõ îí  áîëüøóþ  ÷àñòü
âðåì åíè  ïðîâîäèë  çà øàõ ì àòíîé  äîñêîé,
÷òî íå  ì åøàëî  åì ó ó÷àñòâîâàòü â èíòåðåñ-
íûõ  áåñåäàõ. À èãðîêî ì  îí  áûë  î÷åíü
ñèëüíû ì .

Íåâîç ì îæíî  îõàðàêòåðèçîâàòü äåÿòåëü-
íîñòü  Äì èòðèÿ Èâàíîâè÷à  Ìåíäåëååâà  è
åãî äîñòèæåíèÿ  îäíè ì , äàæå ñàì û ì  åì êèì
îïðåäåëåíèå ì . Õèì èê Ë.À.×óãàåâ â 1907
ãîäó íàïèñàë  î  Ìåíäåëååâå  òàê:

«Çíà ì åíèòûé  õèì èê, ïåðâîêëàññíûé
ôèçèê,  ïëîäîòâîðíûé  èññëåäîâàòåëü â îá-
ëàñòè òåðì îäèíà ì èêè, ãèäðîäèíà ì èêè,

ì åòåîðîëîãèè,  ãåîëîãèè,  â ðàçëè÷íûõ  îò-
äåëàõ õèì è÷åñêîé òåõíîëîãèè  è äðóãèõ
ñîïðåäåëüíûõ  ñ õèì èåé äèñöèïëèí,  ãëó-
áîêèé  çíàòîê  õèì è÷åñêîé ïðî ì ûøëåííî-
ñòè è ïðî ì ûøëåííîñòè  âîîáùå,  îñîáåííî
ðóññêîé, îðèãèíàëüíûé  ì ûñëèòåëü â îá-
ëàñòè ó÷åíèÿ  î  íàðîäíî ì  õîçÿéñòâå, ãî-
ñóäàðñòâåííûé  óì , êîòîðî ì ó, ê ñîæàëå-
íèþ,  íå  ñóæäåíî  áûëî  ñòàòü ãîñóäàðñòâåí-
íû ì  ÷åëîâåêî ì , íî  êîòîðûé  âèäåë è ïî-
íè ì àë çàäà÷è è áóäóùíîñòü  Ðîññèè ëó÷-
øå ïðåäñòàâèòåëåé íàøåé  îôèöèàëüíîé
âëàñòè».

Äì èòðèé Èâàíîâè÷  ðàáîòàë äî  ïîñëå-
äíåãî  äíÿ.  Îí  ñêîí÷àëñÿ  îò  âîñïàëåíèÿ
ëåãêèõ 20 ÿíâàðÿ  1907 ãîäà. Ïà ì ÿòü î
Ìåíäåëååâå  ñîõðàíÿåòñÿ  â íàçâàíèÿõ  ãî-
ðîäîâ  è ïîñåëêîâ,  ì íîãèõ  ãåîãðàôè÷åñêèõ
è àñòðîíî ì è÷åñêèõ îáúåêòîâ  è â ì íîãî÷èñ-
ëåííûõ  ïà ì ÿòíèêàõ.  À íà  ì åì îðèàëüíî ì
êàì íå  åãî ì îãèëû  íà  Âîëêîâî ì  êëàäáèùå
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà äîñòàòî÷íû ì è îêàçàëèñü
âñåãî ëèøü  òðè ñëîâà «Ä ì èòðèé Èâàíîâè÷
Ìåíäåëååâ».

Ïîðòðåò Ä.È.Ìåíäåëååâà â ìàíòèè äîêòîðà
ïðàâà Ýäèíáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà, íàïèñàí-
íûé È.Å.Ðåïèíûì (1885 ã.)
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1. Ââåäåíèå

Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (äàëåå ÇÁ× ) –
ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé (äàëåå ÒÂ), ñâÿçûâàþùèé ìàòåìàòè-
÷åñêîå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñ ÿâëåíèÿìè
ðåàëüíîé æèçíè. Ï åðâîíà÷àëüíîå ðàçâè-
òèå ÒÂ ñâÿçàíî ñ ïðàêòèêîé àçàðòíûõ èãð.
Í àïðèìåð, â èãðå äâóõ èãðîêîâ ñ äâóìÿ
ðàâíîâåðîÿòíûìè èñõîäàìè ñòàâêè èãðî-
êîâ, åñòåñòâåííî, äîëæíû áûòü ðàâíû.
( Î áû÷íî â ÒÂ òàêàÿ èãðà èëëþñòðèðóåòñÿ
áðîñàíèåì ìîíåòû, íî ïðàêòè÷åñêè ýòî
ìîæåò áûòü ÷åò-íå÷åò â ðóëåòêå èëè èãðà
ôàðàîí, îïèñàííàÿ â «Ï èêîâîé äàìå », è
ò.ï.) À ïðåäïîëîæèì, ÿ èãðàþ íà òî, ÷òî
÷èñëî î÷êîâ, êîòîðîå âûïàäåò ïðè áðîñà-
íèè èãðàëüíîé êîñòè, äåëèòñÿ íà 3. Êàêîâà
áóäåò ñïðàâåäëèâàÿ ñòàâêà? Ï îñêîëüêó ÿ
âûèãðûâàþ â 2 ñëó÷àÿõ èç 6 âîçìîæíûõ,

òî âåðîÿòíîñòü ìîåãî âûèãðûøà ðàâíà 
1
3

.
Í åòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñïðàâåäëèâàÿ ñòàâ-
êà äîëæíà áûòü 2 ðóá. ïðîòèâ ìîåãî 1 ðóá.
Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà â áîëüøîé ñåðèè èãð

ÿ âûèãðûâàþ ïî 2 ðóá. â ïðèìåðíî 
1
3

 èãð,

ò.å. ïî 
2
3

 â ñðåäíåì íà èãðó, à ìîé îïïî-

íåíò – ïî 1 ðóá. â 
2
3

 èãð, ò.å. òå æå 
2
3

 íà
èãðó.

Î áðàòèì âíèìàíèå íà ïîñëåäíþþ ôðà-
çó, â êîòîðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ, êàê ñàìî
ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ
÷àñòîòà ñîáûòèÿ äîëæíà áûòü ïðèáëèæåí-
íî ðàâíà åãî âåðîÿòíîñòè. Ýòà çàêîíîìåð-
íîñòü, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü «ýìïèðè-
÷åñêèì çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë », áûëà
îñîáåííî õîðîøî èçâåñòíà çàÿäëûì èãðî-
êàì, áûñòðî óëàâëèâàâøèì îòêëîíåíèÿ îò

íåå è èñêàâøèì èõ ïðè÷èíó ëèáî â ñîá-
ñòâåííîì íåïðàâèëüíîì ïîäñ÷åòå âåðîÿò-
íîñòè, ëèáî â øóëåðñòâå îïïîíåíòà.

Ñ ðàçâèòèåì ÒÂ âñòàëà çàäà÷à âûâåñòè
ýòîò çàêîí èç ïðèíöèïîâ, ëåæàùèõ â îñíî-
âå ÒÂ (î êîòîðûõ áóäåò ðàññêàçàíî íèæå).
Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàëî áû çàêîíó
íàó÷íîå îáîñíîâàíèå, à ñ äðóãîé – ïîä-
òâåðäèëî áû ïðàâèëüíîñòü ïîëîæåíèé,
ëåæàùèõ â îñíîâå ñàìîé ÒÂ, òåì, ÷òî
âûòåêàþùèå èç íèõ ñëåäñòâèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ðåàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ÇÁ×  áûëî äàíî øâåé-
öàðñêèì ìàòåìàòèêîì ßêîâîì Áåðíóëëè â
êíèãå «È ñêóññòâî ïðåäïîëîæåíèé » ( «Ars
Conjectandi »), îïóáëèêîâàííîé â 1713  ãîäó
(ñì. [ 1]).

Âïîñëåäñòâèè ÇÁ×  ñûãðàë âàæíóþ ðîëü,
íàïðèìåð, â âîçíèêíîâåíèè ãåíåòèêè, êîã-
äà èç ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòîò íàñëåäîâàíèÿ
ïðèçíàêîâ â îïûòàõ Ì åíäåëÿ, áëèçêîãî ê
3:1, áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ïðèçíàêè íàñëåäóþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè
3
4

 è 
1
4

, è îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìà ýòîãî

ÿâëåíèÿ ñîñòàâèëî îäèí èç çàêîíîâ Ì åí-
äåëÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïðèâîäèì ýëåìåí-
òàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ÇÁ× , áëèçêîå ê
äîêàçàòåëüñòâó ß .Áåðíóëëè, âî âñÿêîì
ñëó÷àå, íå èñïîëüçóþùåå íèêàêèõ ïîëó-
÷åííûõ ïîçäíåå ðåçóëüòàòîâ. Â ó÷åáíèêå
[2] (êàê è âî âñåõ ñîâðåìåííûõ êóðñàõ ÒÂ)
ÇÁ×  äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
× åáûø¸âà, íî îíî áûëî îòêðûòî â XIX
âåêå, à èíòåðåñ äàííîé ñòàòüè – äîêàçàòåëü-
ñòâî ñðåäñòâàìè, äîñòóïíûìè Áåðíóëëè.

Ì û íå ïðåäïîëàãàåì îò ÷èòàòåëÿ íèêà-
êèõ ïîçíàíèé â ÒÂ. Âñå, ÷òî íóæíî, áóäåò
ñôîðìóëèðîâàíî è ïîëó÷åíî â ïîñëåäóþ-
ùèõ ðàçäåëàõ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÇÁ×  â
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ï.  3 áóäåò âûâåäåíî  áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé . Ïðåäâàðèòåëüíî,
â ï.2,  ì û  âûâåäåì  ôîð ì óëó äëÿ áèíîìè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ , âõîäÿùèõ  â âû-
ðàæåíèÿ äëÿ áèíî ì èàëüíûõ  âåðîÿòíîñòåé.
Èõ  íàãëÿäíîå  ïðåäñòàâëåíèå äàåòñÿ ñ ïî-
ì îùüþ  òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ  (ôðàíöóç-
ñêèé ì àòåì àòèê, 1623–1662).

2. Òðåóãîëüíèê  Ïàñêàëÿ
è áèíîìèàëüíûå  êî ýôôèöèåíòû

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ  (ñì . ðèñóíîê)  –
ýòî òàáëèöà, êîòîðàÿ  ñòðîèòñÿ ïî  ñëåäóþ-
ùå ì ó  ïðàâèëó.  Â âåðøèíå  òàáëèöû è â
íà÷àëå è êîíöå  êàæäîé ñòðîêè ñòîÿò åäè-
íèöû,   à êàæäîå ÷èñëî âíóòðè  òàáëèöû

ðàâíî  ñóìì å äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ  íàä  íè ì .
Âàì , êîíå÷íî,  çíàêî ì û  âûðàæåíèÿ  a b�� ,
�� ��2 2 22a b a ab b�� � �� ��  è �� ��3 3a b a�� � ��

2 2 33 3a b ab b�� �� �� . Òîãäà âû  óâèäèòå, ÷òî
÷èñëà â 1-é, 2-é è 3-é ñòðîêàõ òàáëèöû
(âåðøèíà  íå  â ñ÷åò, ñ÷èòàåì  åå 0-é ñòðî-
êîé)  – ýòî â òî÷íîñòè  êîýôôèöèåíòû,
âõîäÿùèå  â ýòè âûðàæåíèÿ.  À åñëè íå
ïîëåíèòåñü  âûïèñàòü ðàçëîæåíèÿ  äëÿ
�� ��4a b��  è �� ��5a b�� , òî  óâèäèòå, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû  ïðè  ïðîèçâåäåíèÿõ  a è b â
ðàçíûõ  ñòåïåíÿõ  ñíîâà  äàþòñÿ ÷èñëàì è èç
òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.  Ïðè ì åì  äëÿ íèõ
îáîçíà÷åíèå  k

nC  – ýòî ÷èñëî,  ñòîÿùåå íà
k-ì  ì åñòå â n-é ñòðîêå2  (ñíîâà  ñ÷èòàÿ, ÷òî
åäèíèöà  â íà÷àëå ñòðîêè ñòîèò íà  0-é
ïîçèöèè).  Íàïðè ì åð, 0 3

3 3 1C C� � , 1
3C � 

2
3 3C� � . Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî 1

nC � 
1n

nC n��� � , n = 1, 2, ...
Ïîëüçóÿñü  ýòèì  îáîçíà÷åíèå ì , ïðàâèëî

ïîñòðîåíèÿ  òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ  ì îæíî

çàïèñàòü â âèäå
1
1 1

k k k
n n nC C C��

�� ��� �� ,
n = 2, 3, …,   k = 1, 2, … , n. (1)

Ñ ïî ì îùüþ  ðåêóððåíòíîãî  ñîîòíîøåíèÿ
(1)  äîêàæåì , ÷òî ÷èñëà k

nC , âîçíèêàþùèå
â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ,  äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿþòñÿ áèíî ì èàëüíû ì è êîýôôèöèåíòà-
ì è, ò.å. êîýôôèöèåíòà ì è â âûðàæåíèÿõ
äëÿ ñòåïåíåé �� ��na b��  áèíî ì à a + b. Ïîíÿò-
íî,  ÷òî òàêîå âûðàæåíèå èì ååò âèä

�� ��na b�� � 
1 1n n k n k k n
n na B a b B a b b�� ��� �� �� �� �� ��K K , (2)

ãäå k
nB  – íåêîòîðûå  êîýôôèöèåíòû,  ïðî

êîòîðûå  ì û  õîòè ì  äîêàçàòü, ÷òî k k
n nB C� .

(Óäîáíî  çàì åòèòü, ÷òî âåðõíèé  èíäåêñ
ïðè  B ðàâåí ñòåïåíè  b â òî ì  æå ñëàãàå-
ì î ì .)

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâîäèòüñÿ  ì åòî-
äî ì  ì àòåì àòè÷åñêîé èíäóêöèè.  Âûøå  ì û
óáåäèëèñü, ÷òî íàøå  óòâåðæäåíèå âåðíî
ïðè  n = 1 è 2. Ïðåäïîëîæè ì  òåïåðü, ÷òî
îíî  äîêàçàíî  äëÿ âñåõ ñòåïåíåé äî  1n ��
âêëþ÷èòåëüíî,  è äîêàæåì , ÷òî òîãäà îíî
âåðíî  è äëÿ ñòåïåíè  n, ò.å. ÷òî â ðàçëîæå-
íèè  (2)  k k

n nB C� . Ïîñêîëüêó  �� ��na b�� � 
�� �� �� ��1na b a b��� �� �� , ïîñ ì îòðè ì , êàê ñëàãàå-

ì îå  k n k k
nB a b��  â (2)  ïðîèñõîäèò  èç ñëàãàå-

ì ûõ  â àíàëîãè÷íî ì  (2)  ðàçëîæåíèè  äëÿ
ñòåïåíè  n – 1 ïðè  óì íîæåíèè  íà  a + b. Îíî
ïîëó÷àåòñÿ ïðè  óì íîæåíèè  íà  a ñëàãàåì î-
ãî,  ñîäåðæàùåãî  íà  åäèíèöó  ì åíüøóþ  ñòå-
ïåíü  a, ò.å. 1n k ka b�� �� , è òî÷íî  òàê æå ïðè
óì íîæåíèè  íà  b ñëàãàåì îãî,  ñîäåðæàùåãî

1kb �� , ò.å. 1n k ka b�� �� . Óêàçàííûå  ñòåïåíè
âõîäÿò ñ êîýôôèöèåíòà ì è 1

k
nB ��  è 1

1
k
nB ��

��
ñîîòâåòñòâåííî,  íî  ïî  ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè  1 1

k k
n nB C�� ���  è 1 1

1 1
k k
n nB C�� ��

�� ��� . Ïî-
ýòîì ó èç ñêàçàííîãî  ñëåäóåò, ÷òî k

nB � 
1

1 1
k k
n nC C ��

�� ��� �� , à òîãäà ñîãëàñíî  (1)  k k
n nB C� ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü ïîëó÷è ì  ÿâíóþ  ôîð ì óëó äëÿ
k
nC . Òî÷íåå,  âûïèøå ì  åå è äîêàæåì , ÷òî

îíà  äåéñòâèòåëüíî äàåò âûðàæåíèå äëÿ
k
nC . À èì åííî,  óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

�� �� �� ��1 1

1 2
k
n

n n n k
C

k

�� �� ��
� 

�˜ �˜ �˜

K

K
.      (3)

1 Òå, êòî  çíàêî ì  ñ íà÷àëàì è êî ì áèíàòîðèêè,
çíàþò,  ÷òî k

nC  – ýòî ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî  k,
íî  çäåñü êî ì áèíàòîðíûå  ì åòîäû  íå  èñïîëüçó-
þòñÿ.
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Èñïîëüçóÿ  øèðîêî  ïðè ì åíÿå ì îå  â ì àòåì à-
òèêå îáîçíà÷åíèå  ! 1 2n n� �˜ �˜ �˜K  (÷èòàåòñÿ
«n ôàêòîðèàë»)  è óì íîæàÿ  ÷èñëèòåëü è
çíà ì åíàòåëü íà  �� �� �� ��! 1 2n k n k�� � �˜ �˜ �˜ ��K ,
ïîëó÷àå ì  ýêâèâàëåíòíîå  âûðàæåíèå

�� ��
!

! !
k
n

n
C

k n k
� 

��
.            (4)

Äëÿ  äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî  ðàâåíñòâà óáå-
äèì ñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà, ñòîÿùèå  â íà-
÷àëüíûõ  ñòðîêàõ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ,
âûðàæàþòñÿ ýòîé ôîð ì óëîé.  Ïî  ôîð ì óëå
(4)  íàõîäè ì

1
2

2!
2

1!1!
C � � , 1

3
3!

3
1!2!

C � � ,

 1
4

4!
4

1!3!
C � � , 2

4
4!

6
2!2!

C � � .

Êðî ì å òîãî,  2 1
3 3 3C C� �  è 3 1

4 4 4C C� � ,
ïîòî ì ó ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî  ïåðåñòàíîâêîé  ì íîæè-
òåëåé â çíà ì åíàòåëå. Ïîëó÷åííûå  ÷èñëà
ñîâïàäàþò  ñî  çíà÷åíèÿ ì è â òðåóãîëüíèêå
Ïàñêàëÿ.  Äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïî
èíäóêöèè  ïîêàæå ì , ÷òî k

nC  âûðàæàåòñÿ
ôîð ì óëîé  (4),  â ïðåäïîëîæåíèè,  ÷òî ýòà
ôîð ì óëà âåðíà äëÿ 1

k
nC �� .

Äåéñòâèòåëüíî,  ïîëüçóÿñü  ñîîòíîøåíè-
åì  (1),  èì ååì

�� �� �� ��1 41
1 1

k k k
n n nC C C��

�� ��� �� � 

�� ��
�� �� �� ��

�� ��
�� ��

1 ! 1 !

1 ! ! ! 1 !

n n

k n k k n k

�� ��
� �� � 

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��
�� �� �� ��

1 ! 1 ! !
! ! ! !

k n n k n n
k n k k n k

�� �� �� ��
� � 

�� ��
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îïðåäåëåíèå  n! ðàñøèðÿþò,  ôîð ì àëüíî

ïîëàãàÿ  0! = 1. Òîãäà 0 0
0 1nC C� � , ÷òî

ïîçâîëÿåò  ðàñïðîñòðàíèòü  ôîð ì óëó (4)  íà
êðàéíèå  ýëåì åíòû  òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

Â ñëåäóþùåì  ðàçäåëå ââîäÿòñÿ âåðîÿò-
íîñòíûå  ïîíÿòèÿ,  íåîáõîäè ì ûå äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ÇÁ×.

3. Ñõåìà  Áåðíóëëè
è áèíîìèàëüíîå  ðàñïðåäåëåíèå

Ñõåìîé Áåðíóëëè  (èëè  èñïûòàíèÿìè
Áåðíóëëè )  íàçûâàþò  ñëó÷àéíûé  ýêñïåðè-
ì åíò,  ñîñòîÿùèé  â ïðîâåäåíèè  n  íåçàâèñè-

ì ûõ  ïîâòîðíûõ  èñïûòàíèé  (èãð, îïûòîâ,
íàáëþäåíèé)  ñ äâóì ÿ èñõîäàì è, èì åþùè-
ì è â ýòèõ èñïûòàíèÿõ  îäíè  è òå æå âåðî-
ÿòíîñòè.

×òîáû  îòâëå÷üñÿ îò  êîíêðåòèêè,  ñ÷èòà-
åì , ÷òî â êàæäîì  èñïûòàíèè  ïðîèñõîäèò
îäèí  èç èñõîäîâ  1 èëè 0 ñ âåðîÿòíîñòÿ ì è p
è 1q p� ��  ñîîòâåòñòâåííî  (èñõîä  1 áóäåì
íàçûâàòü «óñïåõî ì »).  Â ðåçóëüòàòå n èñ-
ïûòàíèé  âîçíèêàåò  öåïî÷êà  1, , nx xK , â
êîòîðîé  1kx �  èëè 0 â çàâèñèì îñòè îò
èñõîäà k-ãî  èñïûòàíèÿ.  Íàïðè ì åð, èñõî-
äàì è ÷åòûðåõ èñïûòàíèé  ì îãóò áûòü
�� ��0,0,0,1  èëè �� ��1,1,0,1  è ò.ï.  Êàæäóþ òà-
êóþ  öåïî÷êó  áóäåì  íàçûâàòü «ýëåì åíòàð-
íû ì  èñõîäî ì ». Êàæäûé ýëåì åíòàðíûé
èñõîä  (öåïî÷êà  èç íóëåé  è åäèíèö)  ì îæåò
ðàññì àòðèâàòüñÿ êàê çàïèñü íåêîòîðîãî
n-çíà÷íîãî  ÷èñëà â äâîè÷íîé  ñèñòåì å, îò-
êóäà ïîíÿòíî,  ÷òî ÷èñëî âñåâîçì îæíûõ
ýëåì åíòàðíûõ  èñõîäîâ  ðàâíî  2n .

Ñîáûòèåì  íàçûâàåòñÿ ëþáîå  ì íîæåñòâî
ýëåì åíòàðíûõ  èñõîäîâ,  à âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ  ðàâíà ñóìì å âåðîÿòíîñòåé  ñî-
ñòàâëÿþùèõ  åãî ýëåì åíòàðíûõ  èñõîäîâ.
Äàëåå, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé  íàçûâàåòñÿ
ëþáàÿ  ÷èñëåííàÿ  âåëè÷èíà, çíà÷åíèå  êîòî-
ðîé  îïðåäåëÿåòñÿ ýëåì åíòàðíû ì  èñõîäî ì .
Èíà÷å  ãîâîðÿ,  ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ýòî
ôóíêöèÿ  íà  ì íîæåñòâå ýëåì åíòàðíûõ  èñ-
õîäîâ.  Â ñâÿçè ñ ÇÁ×  íàñ  áóäåò â ïåðâóþ
î÷åðåäü èíòåðåñîâàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

nS , ðàâíàÿ  ÷èñëó óñïåõîâ  â n èñïûòàíèÿõ,
è åå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,  ò.å. íà-

áîð  âåðîÿòíîñòåé  �� ��nP S k� , k = 0, 1, …, n
(âåðîÿòíîñòè  ïðèíÿòî  îáîçíà÷àòü  áóêâîé
P îò  àíãë.  probability ).  Óêàçàííàÿ  âåðîÿò-
íîñòü  ðàâíà ñóìì å âåðîÿòíîñòåé  ýëåì åí-
òàðíûõ  èñõîäîâ,  èì åþùèõ  â ñâîåì  ñîñòàâå
k åäèíèö  è n – k íóëåé.

Ïîäñ÷èòàå ì  âåðîÿòíîñòü  òàêîãî  ñîáû-
òèÿ. Íà÷íå ì  ñ ïðîñòîãî  ïðè ì åðà. Âîç ì îæ-
íû ì è èñõîäàì è äâóõ èñïûòàíèé  ÿâëÿþòñÿ
�� ��1,1 , �� ��1,0 , �� ��0,1  è �� ��0,0 . Íåçàâèñèìîñòü
èñïûòàíèé  îçíà÷àåò,  ÷òî âåðîÿòíîñòü  ñî-
âì åñòíîãî  íàñòóïëåíèÿ  êàêèõ-ëèáî  èñõî-
äîâ  äâóõ èñïûòàíèé  ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
âåðîÿòíîñòåé  íàñòóïëåíèÿ  ýòèõ èñõîäîâ  â
êàæäîì  èç èñïûòàíèé.  Íàïî ì íè ì , ÷òî èñ-
õîä  1 â êàæäîì  èñïûòàíèè  ïðîèñõîäèò  ñ



âåðîÿòíîñòüþ  p è èñõîä  0 – ñ âåðîÿòíîñòüþ
1q p� �� . Ïîýòî ì ó ïåðå÷èñëåííûå  èñõîäû

äâóõ èñïûòàíèé  ïðîèñõîäÿò  ñ âåðîÿòíîñ-
òÿì è 2p , pq = qp è 2q . Òî÷íî  òàê æå
âåðîÿòíîñòü  ïðîèçâîëüíîãî  ýëåì åíòàðíîãî
èñõîäà,  ñîäåðæàùåãî  k åäèíèö  è n – k
íóëåé,  ðàâíà k n kp q �� .

Òàêèì  îáðàçî ì , ýëåì åíòàðíûå  èñõîäû,
âõîäÿùèå  â ñîáûòèå �^ �`nS k� , èì åþò îäíó
è òó æå âåðîÿòíîñòü,  ðàâíóþ  k n kp q �� , è
îñòàåòñÿ ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ýòèõ ýëåì åíòàð-
íûõ  èñõîäîâ.

Ïîêàæå ì , ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî  áèíî ì è-
àëüíî ì ó êîýôôèöèåíòó  k

nC . Äàâàéòå âû-
ïèøå ì  ðàçëîæåíèå  äëÿ �� ��na b�� , íå  ïðèâî-
äÿ ïîäîáíûå  ÷ëåíû,  íå  ïîëüçóÿñü  ïåðåñòà-
íîâî÷íîñòüþ  ïðîèçâåäåíèÿ  è íå  çàïèñûâàÿ
ïðîèçâåäåíèÿ  îäèíàêîâûõ  ñî ì íîæèòåëåé
â âèäå ñòåïåíåé.  Íàïðè ì åð,

�� �� �� �� �� ��2a b a b a b aa ab ba bb�� � �� �� � �� �� �� .

Àíàëîãè÷íî,

�� �� �� �� �� ��3 2a b a b a b aaa aba�� � �� �� � �� �� K

Ïðè  óâåëè÷åíèè ñòåïåíè  íà  1 ÷èñëî ñëàãà-
åì ûõ  áóäåò óäâàèâàòüñÿ, äëÿ n-é ñòåïåíè
èõ áóäåò 2n  è îíè  áóäóò îáðàçîâûâàòü
òàêèå æå öåïî÷êè  èç áóêâ a è b, êàê íàøè
ýëåì åíòàðíûå  èñõîäû  – èç åäèíèö  è íó-
ëåé. Ïîýòî ì ó ÷èñëî ýëåì åíòàðíûõ  èñõî-
äîâ,  ñîäåðæàùèõ k åäèíèö  è n – k íóëåé,
áóäåò ðàâíî  ÷èñëó ñëàãàåì ûõ  â ðàçëîæå-
íèè  äëÿ �� ��na b�� , ñîäåðæàùèõ k ì íîæèòå-
ëåé a è n – k ì íîæèòåëåé  b, à êàê ì û
âèäåëè ðàíüøå,  ýòî ÷èñëî ïîñëå  ïðèâåäå-
íèÿ  ïîäîáíûõ  ÷ëåíîâ  è åñòü áèíî ì èàëü-
íûé  êîýôôèöèåíò  k

nC .
Ñ ó÷åòîì  ñêàçàííîãî  ïîëó÷àå ì , ÷òî

�� �� k k n k
n nP S k C p q ��� � ,

n = 1, 2, 3, …,   k = 0, 1, …, n. (5)

Çàì åòèì , ÷òî

0

1
n

k k n k
n

k

C p q ��

� 

� �¦ ,

ïîñêîëüêó,  ñ îäíîé  ñòîðîíû,  ýòî âåðîÿò-
íîñòü  äëÿ nS  ïðèíÿòü  ëþáîå  èç ñâîèõ
âîç ì îæíûõ  çíà÷åíèé,  à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòà ñóìì à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé  áèíî ì èàëü-
íîå  ðàçëîæåíèå  äëÿ �� �� 1np q�� � .

Èòàê, ì û  çàãîòîâèëè âåñü âåðîÿòíîñò-
íûé  àïïàðàò,  íåîáõîäè ì ûé  íà ì  äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ÇÁ×,  êîòîðîå  áóäåò ïðîâåäåíî
â ñëåäóþùåì  ðàçäåëå.

4. Çàêîí  áîëüøèõ  ÷èñåë

Êàê óæå ãîâîðèëîñü,  ýòîò çàêîí  ãëàñèò,
÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà  óñïåõîâ  nS n
ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòè  óñïåõà p ïðè
ðîñòå ÷èñëà èñïûòàíèé  n. Òî÷íîå  âåðîÿò-
íîñòíîå  âûðàæåíèå ýòîãî  óòâåðæäåíèÿ
äàåòñÿ ôîð ì óëîé:
äëÿ ëþáîãî  0�H �!

1nS
P p

n
�§ �·

�� �� �H �o�¨ �¸
�© �¹

 ïðè  n �o �f .  (6)

Äëÿ  âñÿêîãî  ñîáûòèÿ  A âåðîÿòíîñòü  ïðî-
òèâîïîëîæíîãî  ñîáûòèÿ  A , ò.å. ñîáûòèÿ,
ñîñòîÿùåãî  â íåâûïîëíåíèè  ñîáûòèÿ  A,
ðàâíà �� �� �� ��1P A P A� �� . Â äàííî ì  ñëó÷àå
ñîáûòèå,  ïðîòèâîïîëîæíîå  ñîáûòèþ  ïîä
çíàêî ì  âåðîÿòíîñòè  â (6),  ñîñòîèò â âû-
ïîëíåíèè  ïðîòèâîïîëîæíîãî  íåðàâåíñòâà.
Ïîýòî ì ó ÇÁ×  ýêâèâàëåíòåí óòâåðæäåíèþ

0nS
P p

n
�§ �·

�� �t �H �o�¨ �¸
�© �¹

 ïðè  n �o �f .  (7)

Íàãëÿäíûé  ñì ûñë óòâåðæäåíèÿ (6)  ñî-
ñòîèò â òî ì , ÷òî ïðè  áîëüøèõ  n îòíîñèòåëü-
íàÿ  ÷àñòîòà nS  ëåæèò â îêðåñòíîñòè  âåðî-
ÿòíîñòè  p ñ áîëüøîé  (áëèçêîé  ê 1)  âåðîÿò-
íîñòüþ,  à óòâåðæäåíèÿ (7)  – ÷òî nS  âûïà-
äàåò èç ýòîé îêðåñòíîñòè  ñ ì àëîé  âåðîÿòíî-
ñòüþ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû  è
äîêàçûâàòü ì îæíî  ëþáîå  èç íèõ.

Ìû  äîêàæåì  óòâåðæäåíèå (7)  â ïðîñòåé-

øåì  ñëó÷àå, ïðè  
1
2

p � .

Òåîðåìà . Â ñõåìå Áåðíóëëè ñ ðàâíîâå-

ðîÿòíûìè èñõîäàìè, êîãäà 
1
2

p q� � , äëÿ
ëþáîãî 0�H �!

1
0

2
nS

P
n

�§ �·
�� �t �H �o�¨ �¸

�© �¹
 ïðè n �o �f .  (8)

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïî  ôîð ì óëå (5)  âåðî-
ÿòíîñòü  ïîëó÷åíèÿ  k óñïåõîâ  â n èñïûòàíè-

ÿõ â íàøå ì  ñëó÷àå, êîãäà 
1
2

p � , ðàâíà

�� �� k
n nP S k C� � ·

1

2n
,

n = 1, 2, 3, …,   k = 0, 1, …, n. (9)
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Ñîáûòèå  ïîä  çíàêî ì  âåðîÿòíîñòè  â (8)
ïðîèñõîäèò  òîãäà, êîãäà nS  ðàâíî  êàêî ì ó-
íèáóäü  èç ÷èñåë k òàêèõ, ÷òî

1
2

k
n

�� �t �H.              (10)

Ïîýòî ì ó âåðîÿòíîñòü  â (7)  ðàâíà ñóìì å
âåðîÿòíîñòåé  (9)  ïî  âñåì  òàêèì  k, è äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì û  íàäî  ïîêàçàòü,  ÷òî
ýòà ñóìì à ñòðåì èòñÿ ê 0 ïðè  n �o �f .

Ìíîæåñòâî  çíà÷åíèé  k, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ  (10),  ðàñïàäàåòñÿ íà  äâà ì íîæåñòâà:
ì íîæåñòâî  ,nK �H, ñîñòîÿùåå  èç òåõ k, äëÿ
êîòîðûõ

1
2

k
n

�� �d ���H,

 ò.å. 
1

0
2 2
n

k n n �§ �·�d �d �� �H � �� �H�¨ �¸
�© �¹

, (11)

è ì íîæåñòâî  ,nK �H�c  òåõ k, äëÿ êîòîðûõ

1
2

k
n

�� �t �H,

ò.å. 
1

2 2
n

n k n n �§ �·�t �t �� �H � �� �H�¨ �¸
�© �¹

. (12)

Ââèäó ñèìì åòðèè áèíî ì èàëüíîãî  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ  (9)  ïîïàäàíèå  nS  â êàæäîå èç
ýòèõ ì íîæåñòâ ïðîèñõîäèò  ñ ðàâíû ì è âå-
ðîÿòíîñòÿ ì è, ïîýòî ì ó áóäåì  äîêàçûâàòü,
÷òî ñóìì à âåðîÿòíîñòåé  (9)  ïî  k, ïðèíàä-
ëåæàùèì  ì íîæåñòâó ,nK �H, èíà÷å ãîâîðÿ,
óäîâëåòâîðÿþùè ì  íåðàâåíñòâó (11),  ñòðå-
ì èòñÿ ê íóëþ.

Ìíîæåñòâî  ,nK �H èì ååò âèä

�^ �`, ,0,1, ,n nK k�H �H� K , ,
1
2nk n�H

�ª �º�§ �·� �� �H�¨ �¸�« �»�© �¹�¬ �¼
 (13)

([ a]  îáîçíà÷àåò  öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a, ò.å.
íàèáîëüøåå  öåëîå ÷èñëî,  íå  ïðåâîñõîäÿ-
ùåå a, íàïðè ì åð [2]  = 2, [1,4]  = 1).  Â
ñèëó ñêàçàííîãî  òðåáóåì îå  ñîîòíîøåíèå,
èç êîòîðîãî  áóäåò ñëåäîâàòü òåîðåì à, èì å-
åò âèä

,

0

1 1
0

2 2

nk
kn
nn

k

S
P C

n

�H

� 

�§ �·�� �� ���H � �o�¨ �¸
�© �¹

�¦

ïðè  n �o �f  (14)

(íàïîìíèì , ÷òî ñîãëàñíî  (9)  áèíîìèàëü-

íûå  âåðîÿòíîñòè  ïðè  
1
2

p �  ðàâíû  2k n
nC ).

Ïðåäïîëîæèì , ÷òî n íå÷åòíî  (ïîòîì  ðàñ-
ñìîòðèì  è ÷åòíûå n).  Â ýòîì  ñëó÷àå n-ÿ
ñòðîêà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ  ðàñïàäàåòñÿ
íà  äâå ñèììåòðè÷íûå  ÷àñòè, íàïðèìåð ,
3-ÿ ñòðîêà – íà  1, 3 è 3, 1, 5-ÿ ñòðîêà – íà
1, 5, 10 è 10, 5, 1 è ò.ä. Â îáùåì  ñëó÷àå
òàêàÿ «ïîëóñòðîêà»  ñîäåðæèò áèíîìèàëü-

íûå  êîýôôèöèåíòû  k
nC  c k = 0, 1, …, 

1
2

n ��
,

âñåãî 
1

2
n ��

 ÷ëåíîâ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü , ñóììà  áèíîìèàëü-
íûõ  êîýôôèöèåíòîâ  (ýëåìåíòîâ  òðåóãîëü-
íèêà  Ïàñêàëÿ)  ïî  n-é ñòðîêå ðàâíà 2n .
Ñîîòâåòñòâåííî , ñóììà  áèíîìèàëüíûõ  âå-
ðîÿòíîñòåé  (9)  ïî  ñòðîêå ðàâíà 1, à ñóììà
ýòèõ æå âåðîÿòíîñòåé  ïî  ïîëóñòðîêå  ðàâíà
1
2

, ò.å.

�� ��1 2

0

1 1 1
2 22

n
kn
nn

k

S
P C

n

��

� 

�§ �·�� � � �¨ �¸
�© �¹

�¦ .  (15)

Äëÿ  äîêàçàòåëüñòâà (14)  ìû  îöåíèì  îò-
íîøåíèå  ïîñëåäíåãî  ñëàãàåìîãî  â ñóììå  â
(14) , îòâå÷àþùåãî  ,nk k �H� , ê ïîñëåäíåìó
ñëàãàåìîìó  â ñóììå  â (15) , îòâå÷àþùåìó

1
2

n
k

��
� , çàòåì îòíîøåíèå  ïðåäïîñëåä-

íåãî  ñëàãàåìîãî  �� ��, 1nk k �H� ��  â (14)  ê

ïðåäïîñëåäíåìó  ñëàãàåìîìó  â (15)
1

1
2

n
k

���§ �·� ���¨ �¸
�© �¹

, çàòåì îòíîøåíèå  3-õ, 4-õ

ñëàãàåìûõ è ò.ä. Îáíàðóæèòñÿ , ÷òî ýòè
îòíîøåíèÿ  ïðè  âñåõ k = 0, 1, …, ,nk �H
îãðàíè÷åíû  îäíèì  è òåì  æå ÷èñëîì , çàâè-
ñÿùèì  îò  n è �H, êîòîðîå  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè  êàæäîì  0�H �! , êîãäà n �o �f .

Çàìåòèì , ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå
(14)  ìåíüøå , ÷åì  â ñóììå  (15).  Ïîýòîìó
íàø  ïðîöåññ  ñðàâíåíèÿ  ñëàãàåìûõ îñòàíî-
âèòñÿ íà  êàêîì-òî  ïîëîæèòåëüíîì  çíà÷å-
íèè  k, êîòîðîå  ìû  íå  áóäåì  êîíêðåòèçèðî-
âàòü. Áóäåì  íàçûâàòü ñóììó  îò  ýòîãî  çíà-

÷åíèÿ  äî  
1

2
n

k
��

�  (êàê â (15))  íåïîëíîé

ñóììîé  (15).  Â íåå âõîäèò ñòîëüêî  æå
ñëàãàåìûõ, êàê è â (14) , è ÷èñëåííîå

çíà÷åíèå  åå (ñ ó÷åòîì  ìíîæèòåëÿ  
1

2n )

ìåíüøå  
1
2

. Ñëåäîâàòåëüíî , îòíîøåíèå  ñóì-
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ìû  (14)  ê íåïîëíîé  ñóììå  îãðàíè÷åíî  òåì
æå ÷èñëîì , ñòðåìÿùèìñÿ  ê íóëþ  ïðè
n �o �f , à ïîñêîëüêó  íåïîëíàÿ  ñóììà  âåðî-

ÿòíîñòåé  (15)  ìåíüøå  
1
2

, ñóììà  âåðîÿòíî-
ñòåé (14)  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Èòàê, âûïèøåì  îòíîøåíèå  ïîñëåäíåé  â
ñóììå  (14)  âåðîÿòíîñòè , îòâå÷àþùåé

,nk k �H� , ê ïîñëåäíåé  â (15)  âåðîÿòíîñòè ,

îòâå÷àþùåé  
1

2
n

k
��

� . Ïîñêîëüêó  ïî  ôîð-

ìóëå  (9)  ìíîæèòåëü  
1

2n  ó íèõ  îáùèé , ýòî

îòíîøåíèå  ïî  ôîðìóëå  (4)  ðàâíî

( ) ( )
,

1 2
, ,

!

! !

nk
n

n
n nn

C n

k n kC

�H

�H �H
-

=
-

·

1 1
! !

2 2
!

n n

n

- +æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷è ø è ø

.

(16)
Ñàìî  ñîáîé , n! ñîêðàùàåòñÿ, à îñòàëüíîå
çàïèøåì  êàê ïðîèçâåäåíèå  äâóõ äðîáåé,
êîòîðûå  áóäåì  îöåíèâàòü.  À èìåííî ,

�� �� �� ��
,

1 2
, ,

1 1
! !

2 2
! !

nk
n

n
n nn

n n
C A

k Bn kC

�H

��
�H �H

�� ���§ �· �§ �·
�¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹ �© �¹� �˜ � 

��
  (17)

(ò.å. A îáîçíà÷àåò  ïåðâóþ  äðîáü , à B –
îáðàòíóþ  êî  âòîðîé).  Ï îñêîëüêó

,
1 1
2 2n

n
k n�H

���ª �º�§ �·� �� �H ���¨ �¸�« �»�© �¹�¬ �¼
 (òàê êàê ïðè  äîñ-

òàòî÷íî  áîëüøèõ  n èìååì  
1
2

n�H > ) , ÷èñëè-

òåëü â A «äëèííåå» , ÷åì  çíàìåíàòåëü ,
ïîýòîìó  ïîñëå  ñîêðàùåíèÿ  ìíîæèòåëåé ,
âõîäÿùèõ  â , !nk �H , ïîëó÷àåì

�� �� �� ��, ,
1

1 2
2n n

n
A k k�H �H

��
� �� �� �˜ �˜K .  (18)

Òî÷íî  òàê æå

�� ��3

2

n
B

��
� · �� �� �� ��,

5

2 n
n

n k �H
��

�˜ �˜ ��K . (19)

Òåïåðü ìû  âîñïîëüçóåìñÿ  ïðîñòûì  ñîîò-
íîøåíèåì , êîòîðîå  ñôîðìóëèðóåì  â âèäå
ëåììû.

Ëåììà . Äëÿ ëþáûõ 0 < a < b, c > 0
èìååì

a a c
b b c

��
��

��
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåì  ÷èòàòå-
ëþ  (ïðèâåäèòå ê îáùåìó  çíàìåíàòåëþ  è

ñðàâíèòå ÷èñëèòåëè). Ìû  òîëüêî  ïðîèë-
ëþñòðèðóåì  ýòî  íà  ïðîñòîì  ïðèìåðå:
1 4 5
2 8 9

� �� .

Ñîãëàñíî  (18)  è (19) , îòíîøåíèå  
A
B

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ  äðî-
áåé

, ,

,

1
1 2 2

3 5
2 2

n n

n

n
k kA
n nB n k

�H �H

�H

��
�� ��

� �˜ �˜ �˜
�� �� ��

K .  ( 20)

Êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ  äðîáü  îòëè÷àåòñÿ
îò  ïðåäûäóùåé  ïðèáàâëåíèåì  åäèíèöû  â
÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå , ïîýòîìó  ïî  ëåì-
ìå  îíè  âîçðàñòàþò, òàê ÷òî íàèáîëüøàÿ  èç

íèõ  – ïîñëåäíÿÿ , ñëåäîâàòåëüíî , 
A
B

 íå

ïðåâîñõîäèò  ýòîé  ïîñëåäíåé  äðîáè
�� ��

,

1 2

n

n

n k �H

��

��
, âîçâåäåííîé  â ñòåïåíü, ðàâíóþ

÷èñëó ñîìíîæèòåëåé  â ( 20).
Îöåíèì  ýòó ïîñëåäíþþ  äðîáü.  Î÷åâèä-

íî , ÷òî äëÿ âñÿêîãî  0 < a < n

�> �@a a�d , �> �@n a n a�� �t �� , 
�> �@

1 1
n a n a

�d
�� ��

.

 ( 21)

Ïîýòîìó

,

1 1
12 2 2

1 1 2
22

n

n n n

nn k nn n�H

�� ��

� �d � 
�� �� �H�ª �º�§ �· �� �H�� �� �H�¨ �¸�« �»�© �¹�¬ �¼

.

 ( 22)

Îöåíèì  òåïåðü ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé  â
(20).  Îíî  ðàâíî  ÷èñëó ìíîæèòåëåé  â (18) ,
îáðàçóþùèõ  A, à ýòî åñòü ÷èñëî ìíîæè-

òåëåé, îñòàâøèõñÿ îò  äåëåíèÿ  
1

2
n ���§ �·

�¨ �¸
�© �¹

!

íà  , !nk �H , è îíî  ðàâíî  ,
1

2 n
n

k �H
��

�� . Ïîëüçó-

ÿñü àíàëîãîì  âòîðîãî  íåðàâåíñòâà â ( 21) ,
ïîëó÷àåì

,
1 1

2 2 2n
n n n

k n�H
�� �� �ª �º�� � �� �� �H �t�« �»�¬ �¼

1 1
2 2 2

n n
n n

��
�t �� �� �H � �H �� . ( 23)

Èòàê, èç ( 22) , ( 23)  è ñêàçàííîãî  âûøå  îá
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îöåíêå  
A
B

 ñëåäóåò, ÷òî
1

21
1 2

nA
B

�H ��
�§ �·�d�¨ �¸�� �H�© �¹

.      ( 24)

Íàïîìíèì , ÷òî ýòèì  ñàìûì  ìû  îöåíèëè
îòíîøåíèå  «êðàéíåé  ïðàâîé»  áèíîìèàëü-
íîé  âåðîÿòíîñòè  â ñóììå  (14)  ê «êðàéíåé
ïðàâîé»  âåðîÿòíîñòè  â ñóììå  (15).  Òåïåðü
ñäåëàåì øàã âëåâî è îöåíèì  îòíîøåíèå
ïðåäïîñëåäíèõ  âåðîÿòíîñòåé  â ýòèõ ñóì-
ìàõ.  Àíàëîãè÷íî  (16) , (17)  ýòî îòíîøåíèå
ðàâíî
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 ( 25)
Àíàëîãè÷íî  (18)  èìååì

, ,1
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3
1 2

1 3 1
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K . ( 26)

Êàæäàÿ äðîáü  â ( 26)  îòëè÷àåòñÿ îò  ñîîò-
âåòñòâóþùåé äðîáè  â ( 20)  âû÷èòàíèåì  1 â
÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå.  Ïî  òîé  æå ëåììå
ïîëó÷àåì , ÷òî

1

21

1

1
1 2

nA A
B B

�H ��
�§ �·�d �d�¨ �¸�� �H�© �¹

.

Òî  æå ñàìîå  ïðîèçîéäåò  è ïðè  âñåõ
ïîñëåäóþùèõ  øàãàõ âëåâî:  îòíîøåíèå  ñî-
îòâåòñòâóþùèõ áèíîìèàëüíûõ  âåðîÿòíîñ-
òåé áóäåò ïðè  êàæäîì  øàãå óìåíüøàòüñÿ  è
îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûì  òîé  æå âåëè÷è-
íîé

�� ��
1

2 1 21 1
1 2

1 2 1 2

nn�H �� �H
�� �ª �º�§ �· �§ �·� �� �H �« �»�¨ �¸ �¨ �¸�� �H �� �H�© �¹ �© �¹�« �»�¬ �¼

.

 ( 27)
Ïîýòîìó  èíòåðåñóþùàÿ  íàñ  ñóììà  áè-

íîìèàëüíûõ  âåðîÿòíîñòåé  â (14)  íå  ïðå-
âîñõîäèò  íåïîëíîé  ñóììû  âåðîÿòíîñòåé

(15) , ìåíüøåé  
1
2

, óìíîæåííîé  íà  âåðõ-

íþþ  ãðàíèöó ( 27).  Ïîñëåäíÿÿ  ïðåäñòàâ-
ëåíà  â ( 27)  â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ  ïîñòîÿí-
íîãî  ÷èñëà (íå  çàâèñÿùåãî îò  n)  è ÷ëåíà

ãåîìåòðè÷åñêîé  ïðîãðåññèè  ñî  çíàìåíàòå-
ëåì , ìåíüøèì  1, êîòîðûé , êàê èçâåñòíî ,
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ  ïðè  n �o �f . Òåì  ñà-
ìûì , òåîðåìà  äîêàçàíà  â ïðåäïîëîæåíèè ,
÷òî n íå÷åòíî.

Äëÿ  äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû  â ñëó÷àå
÷åòíîãî  n íóæíî  öåíòðàëüíîå  çíà÷åíèå  â
òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ  ïðîñòî  âûáðîñèòü è
ðàññìàòðèâàòü áèíîìèàëüíûå  âåðîÿòíîñ-
òè, îòâå÷àþùèå  îñòàëüíûì  çíà÷åíèÿì.
Òîãäà ñóììà  áèíîìèàëüíûõ  âåðîÿòíîñòåé

ïî  íåïîëíîé  ïîëóñòðîêå  ìåíüøå  
1
2

, ÷òî

íèñêîëüêî  íå  ìåøàåò  ïîëó÷åíèþ  ñòðåìÿ-
ùåéñÿ ê íóëþ  âåðõíåé ãðàíèöû.  Äîêàçà-
òåëüñòâî, ïîâòîðÿþùåå  ïðîâåäåííîå  âûøå ,
ïðåäîñòàâëÿåì  ÷èòàòåëþ.

Ëè òåðàòóðà
1. ß.Áåðíóëëè . Î  çàêîíå  áîëüøèõ  ÷èñåë. –

Ì.:  Íàóêà , 1986.
2. Þ.Í.Òþðèí, À.À.Ìàêàðîâ, È.Ð.Âûñîö-

êèé, È.Â.ßùåíêî . Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé  è ñòà-
òèñòèêà. – Ì.:  ÌÖÍÌÎ , 2014.
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16 àïðåëÿ 2019 ãîäà ïîñëå òÿæåëîé ïðî-
äîëæèòåëüíîé áîëåçíè óøåë èç æèçíè
Âëàäèìèð Ãðèãîðüåâè÷ Áîëòÿíñêèé, èçâå-
ñòíûé ìàòåìàòèê è âûäàþùèéñÿ àâòîð
íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ òðóäîâ ïî ìàòåìàòè-
êå. Âëàäèìèð Ãðèãîðüåâè÷ âñå âðåìÿ áûë
ðÿäîì ñ «Êâàíòîì»: ñ ïåðâîãî âûïóñêà äî
1990 ãîäà – ÷ëåí ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè,
à äàëåå – ÷ëåí ðåäàêöèîííîãî ñîâåòà. Â
«Êâàíòå» îïóáëèêîâàíî áîëåå 30 ñòàòåé
Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî, à åãî çàìå÷àòåëüíûå êíè-
ãè, òàêèå êàê «Âûïóêëûå ôèãóðû» (â ñîàâ-
òîðñòâå ñ È.Ì.ßãëîìîì), âîò óæå ìíîãèå
ãîäû ïîìîãàþò øêîëüíèêàì è ñòóäåíòàì
âûðàñòè â ó÷åíûõ. Âêëàä Âëàäèìèðà Ãðè-
ãîðüåâè÷à â ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå
òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Ïðåäëàãàåì âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ñòà-
òüþ Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî, âïåðâûå îïóáëèêî-
âàííóþ â íàøåì æóðíàëå â 4-ì íîìåðå çà
1973 ãîä.

Î  âðàùåíèè
îòðåçêà
Â.ÁÎËÒßÍÑÊÈÉ

1.ßÑÍÎ , × ÒÎ  ÎÒ ÐÅÇÎÊ  ÄËÈÍ Û  1 ÌÎ -
æåò ñîâåðøèòü ïîëíûé îáîðîò, âñå

âðåìÿ íàõîäÿñü â ôèãóðå ïëîùàäè 4�S , à
èìåííî â êðóãå äèàìåòðà 1 (ðèñ. 1). À íå
ìîæåò ëè îòðåçîê äëèíû 1 ñîâåðøèòü
ïîëíûé îáîðîò, äâèãàÿñü â ôèãóðå ìåíü-

øåé ïëîùàäè ? Í à
ïåðâûé âçãëÿä ýòî êà-
æåòñÿ ìàëîâåðîÿò-
íûì: ïîõîæå, ÷òî
êðóã äèàìåòðà 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëåå «ýêî-
íîìíîé » (â ñìûñëå
ïëîùàäè) ôèãóðîé, â
êîòîðîé îòðåçîê äëè-

íû 1 ìîæåò ñîâåðøèòü ïîëíûé îáîðîò.
Î äíàêî ýòî íåâåðíî !

Â 1918 ãîäó À.Ñ.Áåçèêîâè÷ äîêàçàë,
÷òî ñóùåñòâóåò ôèãóðà ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîé ïëîùàäè, äâèãàÿñü â êîòîðîé îòðåçîê
äëèíû 1 ìîæåò ñîâåðøèòü ïîëíûé îáî-
ðîò. Òî÷íåå ãîâîðÿ, åñëè ìû çàäàäèì ëþ-
áîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî �H (íàïðèìåð,

0,000001�H � ), òî ñìîæåì ïîñòðîèòü
ôèãóðó ïëîùàäè �H, âíóòðè êîòîðîé ìî-
æåò ñîâåðøèòü ïîëíûé îáîðîò îòðåçîê
äëèíû 1. Áåçèêîâè÷ ïðåäëîæèë ïðîñòûå
ãåîìåòðè÷åñêèå èäåè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî äîêàçàòü ýòîò óäèâèòåëüíûé ôàêò.
Î äíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü ýòè
èäåè â ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî, åìó ïðè-
øëîñü ïðîâåñòè äîâîëüíî ãðîìîçäêèå âû-
÷èñëåíèÿ, òàê ÷òî âñå ðàññóæäåíèå â öå-
ëîì îêàçàëîñü ñëîæíûì (äîêàçàòåëüñòâî,
ïîõîæåå íà äîêàçàòåëüñòâî Áåçèêîâè÷à,
ïðèâåäåíî íà ñòð.258–263 êíèãè È .Ì .ßã-
ëîìà è Â.Ã.Áîëòÿíñêîãî «Âûïóêëûå ôè-
ãóðû»).

Í å òàê äàâíî àêàäåìèê È .Ì .Âèíîãðàäîâ
ðàññêàçàë ìíå êîðîòêîå è ýëåãàíòíîå äîêà-Ðèñ. 1

Âëàäèìèð Ãðèãîðüåâè÷ Áîëòÿíñêèé
(26.04.1925–16.04.2019)
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çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.  Ýòî  äîêàçàòåëü-
ñòâî îí  ïðèäóìàë  ñðàçó æå ïîñëå  òîãî , êàê
Áåçèêîâè÷ ðàññêàçàë åìó  î  ñâîåé òåîðåìå ,
îäíàêî  ïå÷àòàòü åãî íå  ñòàë. Ñ ëþáåçíîãî
ñîãëàñèÿ È.Ì.Âèíîãðàäîâà  ÿ ïðèâåäó çäåñü
åãî äîêàçàòåëüñòâî.

2. Ïðåæäå  âñåãî ðàññìîòðèì  ãåîìåòðè-
÷åñêèå èäåè À.Ñ.Áåçèêîâè÷à.

ßñíî , ÷òî äîñòàòî÷íî  ïîñòðîèòü  ôèãóðó
ìàëåíüêîé  ïëîùàäè , âíóòðè  êîòîðîé  îòðå-
çîê  äëèíû  1 ìîæíî  ïîâåðíóòü  íà  óãîë 60�q:
ïðèêëàäûâàÿ  òîãäà äðóã ê äðóãó òðè òàêèå
ôèãóðû , ïîëó÷èì  ôèãóðó, âíóòðè  êîòîðîé
ìîæíî  áóäåò ïîâåðíóòü  îòðåçîê  íà  óãîë
180�q.

Ïîâîðîò  îòðåçêà äëèíû  1 íà  60�q ìîæíî
ñîâåðøèòü âíóòðè  ðàâíîñòîðîííåãî  òðåó-
ãîëüíèêà  ñ âûñîòîé  1 (ðèñ.2).  Ðàçðåæåì

òåïåðü ýòîò òðåó-
ãîëüíèê  âûñîòîé
íà  äâå ÷àñòè è íà-
ëîæèì  ýòè ÷àñòè
äðóã íà  äðóãà.
Âíóòðè  ïîëó÷èâ-
øåéñÿ  ôèãóðû
(ðèñ.3)  ìîæíî  îò-
ðåçîê ÀÂ ïîâåð-
íóòü â ïîëîæåíèå

ÀÑ; êðîìå  òîãî , îòðåçîê  DE , ïàðàëëåëü-
íûé  ÀÑ, ìîæíî  ïîâåðíóòü  â ïîëîæåíèå
DF . Íî  ïåðåìåñòèòü îòðåçîê  ÀÂ â ïîëî-
æåíèå DF  â ýòîé ôèãóðå íå  óäàñòñÿ: ìîæ-

íî  ïîâåðíóòü  îòðåçîê  â
ïîëîæåíèå  ÀÑ, à «ïå-
ðåïðûãíóòü»  â ïîëîæå-
íèå  DE  íåëüçÿ! Îäíàêî
ìîæíî  ïîñòóïèòü  òàê.
Äîáàâèì  ê ôèãóðå,
èçîáðàæåííîé  íà  ðèñóí-
êå 3, îòðåçêè ÀÍ  è DH
è ñåêòîð ðàäèóñà 1 ñ
öåíòðîì  Í , êàê ïîêàçà-
íî  íà  ðèñóíêå 4. Â ïî-

ëó÷èâøåéñÿ ôèãóðå óæå ìîæíî  áóäåò ïî-
âåðíóòü îòðåçîê  èç ïîëîæåíèÿ  ÀÂ â ïîëî-
æåíèå DF : íàäî  áóäåò èç ïîëîæåíèÿ  AC�c
ñäâèíóòü îòðåçîê  âäîëü  ÀÍ  â ïîëîæåíèå
HK , çàòåì ïîâåðíóòü  åãî âíóòðè  ñåêòîðà â
ïîëîæåíèå  HL , à ïîòîì  ñäâèíóòü âäîëü
HD  â ïîëîæåíèå  DE .

× òî  æå ìû  ïîëó÷è-
ëè â ðåçóëüòàòå? Ïëî-
ùàäü ôèãóðû , èçîáðà-
æåííîé  íà  ðèñóíêå 3,
ñóùåñòâåííî  ìåíüøå
ïëîùàäè  ïåðâîíà÷àëü-
íîãî  ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà (òàê êàê
äâå ïîëîâèíêè  ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ïåðå-
êðûâàþòñÿ).  Ïðè  ïå-
ðåõîäå æå îò  ðèñóíêà
3 ê ðèñóíêó  4 ìû  äî-
áàâëÿåì  ëèøü  îòðåç-
êè ÀÍ , DH  (îíè  èìå-
þò íóëåâóþ  ïëîùàäü)
è ñåêòîð ñ öåíòðîì  Í ,
ïðè÷åì  ïëîùàäü  ýòîãî  ñåêòîðà ìîæíî  ñäå-
ëàòü êàê óãîäíî  ìàëîé  (íóæíî  ëèøü  òî÷-
êó Í  âçÿòü äàëåêî, ÷òîáû  óãîë AHD  áûë
ìàëåíüêèì).

À ÷òî åñëè ðàçðåçàòü ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê  íå  íà  äâå, à íà  ÷åòûðå ÷àñòè
(ðèñ.5) ? Òîãäà, ïðîèçâîäÿ  ïàðàëëåëüíûå

ïåðåíîñû  ýòèõ ÷àñòåé (÷òîáû  îíè  ïåðåêðû-
âàëèñü), ìû  ïîëó÷èì  ôèãóðó (ðèñ.6) , â
êîòîðîé  ìîæíî  îòðå-
çîê  äëèíû  1 ïîâåðíóòü
íà  óãîë 15�q, çàòåì, «ïå-
ðåïðûãíóâ»  â ïàðàë-
ëåëüíîå  ïîëîæåíèå , ïî-
âåðíóòü åùå íà  15�q,
ïîòîì  åùå è åùå íà
15�q. À òàê êàê «ïðû-
ãàòü» íàøåìó  îòðåçêó
íå  ðàçðåøàåòñÿ, òî  ïðè-
äåòñÿ, êàê è íà  ðèñóí-
êå 4, äîáàâèòü îòðåçêè è ñåêòîðû (ðèñ.7).
Â ôèãóðå, èçîáðàæåííîé  íà  ðèñóíêå 7,
îòðåçîê  äëèíû  1, íåïðåðûâíî  ïåðåìåùà-

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6



ÿñü, ìîæåò  ïîâåðíóòüñÿ  íà  óãîë 60�q. Ïðè
ýòîì  ñóììó  ïëîùàäåé  äîáàâëåííûõ  ñåêòî-
ðîâ  ìîæíî  ñäåëàòü êàê óãîäíî  ìàëîé  (íàäî
ëèøü  âçÿòü òî÷êè 1H , 2H , 3H  äîñòàòî÷íî
äàëåêî).  Â òî  æå âðåìÿ  ïëîùàäü  ôèãóðû ,
èçîáðàæåííîé  íà  ðèñóíêå 6, çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå  ïëîùàäè  èñõîäíîãî  ðàâíîñòîðîí-
íåãî  òðåóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó  ÷åòûðå ÷àñ-
òè, íà  êîòîðûå  ðàçðåçàí ýòîò òðåóãîëüíèê ,
ìíîãîêðàòíî  ïåðåêðûâàþòñÿ.

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì  îáùåå  íà-
ïðàâëåíèå  äîêàçàòåëüñòâà: íàäî ðàçðåçàòü
ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê íà ÷àñòè
îòðåçêàìè, èñõîäÿùèìè èç âåðøèíû, è
ïðîèçâåñòè ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû ýòèõ
÷àñòåé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôèãóðà,
ïîêðûâàåìàÿ âñåìè ýòèìè ÷àñòÿìè, èìå-
ëà ïëîùàäü, ìåíüøóþ ÷åì �H, ãäå �H –
äàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

3. Èçëîæåííûå  ñîîáðàæåíèÿ , îäíàêî ,
âîâñå åùå íå  äàþò äîêàçàòåëüñòâà. Ýòî
òîëüêî  íàïðàâëåíèå , â êîòîðîì  ñëåäóåò åãî
èñêàòü. Ñàìîå  òðóäíîå  âïåðåäè: íàäî  ïðè-
äóìàòü, êàê ñëåäóåò ñäâèãàòü ÷àñòè, ÷òîáû
çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíûõ  ïåðåêðûòèé  ïîëó÷è-
ëàñü ôèãóðà äîñòàòî÷íî  ìàëîé  ïëîùàäè.
Ñïîñîá  ñäâèãà ÷àñòåé è ïîäñ÷åòà ïëîùàäè ,

ïðåäëîæåííûé  È.Ì.Âèíîãðàäîâûì , ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì.

Âîçüìåì  ïðîèçâîëüíîå  íàòóðàëüíîå  ÷èñ-
ëî  m è ðàçîáüåì  îñíîâàíèå  ðàâíîñòîðîííå-
ãî  òðåóãîëüíèêà íà  2m  ðàâíûõ  ÷àñòåé.
Ñîåäèíèâ  òî÷êè äåëåíèÿ  ñ âåðøèíîé , ìû
ïîëó÷èì  ðàçáèåíèå ðàâíîñòîðîííåãî  òðåó-
ãîëüíèêà  íà  2m  ÷àñòåé, êîòîðûå  óñëîâèì-
ñÿ íàçûâàòü êëèíüÿìè . Ïðîâåäåì , êðîìå
òîãî , ïðÿìûå , ïàðàëëåëüíûå  îñíîâàíèþ  è
ðàçáèâàþùèå âûñîòó  òðåóãîëüíèêà íà  m
ðàâíûõ  ÷àñòåé; ýòè ïðÿìûå  îáîçíà÷èì ,
íà÷èíàÿ  îò  âåðøèíû , ÷åðåç 1 1, , ml l ��K
(ðèñ.8).

Ðàññìîòðèì  äâà ñîñåäíèõ  êëèíà.  Ïðÿ-
ìàÿ  1l  âûñåêàåò â íèõ  îäèíàêîâûå  îòðåçêè.
Ñäâèíåì  ýòè êëèíüÿ  òàê, ÷òîáû  ýòè îòðåç-
êè «ïåðåïðûãíóëè»  äðóã ÷åðåç äðóãà
(ðèñ.9) , è «ñêëå-
èì»  òåïåðü ýòè äâà
êëèíà , ò.å. ôèãó-
ðó, ïîëó÷åííóþ  èç
ýòèõ äâóõ êëèíü-
åâ, áóäåì  ðàññìàò-
ðèâàòü êàê åäèíîå
öåëîå ïðè  âñåõ
äàëüíåéøèõ  ïà-
ðàëëåëüíûõ  ïåðå-
íîñàõ.  Òàêîå ñêëå-
èâàíèå ïðîèçâåäåì  äëÿ êàæäûõ äâóõ ñî-
ñåäíèõ êëèíüåâ:  1-é ñêëåèì  ñî  2-ì , 3-é ñ
4-ì , …, �� ��2 1m �� -é ñ 2m -ì.

Ôèãóðó, ïîëó÷åííóþ  ñêëåèâàíèåì  äâóõ
êëèíüåâ, ðàçîáüåì  íà  ÷àñòè ñëåäóþùèì
îáðàçîì:  âûäåëèì  èç íåå òðåóãîëüíèê  ñ
âåðøèíîé  íà  ïðÿìîé  1l  è ÷åòûðå «õâîñòè-
êà». Êàæäûé èç «õâîñòèêîâ»  ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé  òðåóãîëüíèê  ñ âûñîòîé  1 m  (íà-
ïîìíèì , ÷òî âûñîòà èñõîäíîãî  ðàâíîñòî-
ðîííåãî  òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1).  Îñíîâà-

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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íèå  æå êàæäîãî  «õâîñòèêà» ðàâíî  
2m

a

m �˜
,

ãäå 
2

3
a �  – ñòîðîíà  èñõîäíîãî  ðàâíîñòî-

ðîííåãî  òðåóãîëüíèêà.  Ñëåäîâàòåëüíî ,
îáùàÿ  ïëîùàäü  âñåõ ÷åòûðåõ «õâîñòèêîâ»

ðàâíà 22
2m

a

m
�˜

�˜
, à òàê êàê âñåãî èìååòñÿ

12m��  ïàð  ñêëååííûõ  êëèíüåâ, òî  îáùàÿ

ñóììà  ïëîùàäåé  «õâîñòèêîâ»  ðàâíà 2

a

m
.

Ïëîùàäü  1S  ðàâíîñòîðîííåãî  òðåóãîëüíè-
êà 1�' , îòñåêàåìîãî  îò  èñõîäíîãî  òðåóãîëü-

íèêà  ïðÿìîé  1l  (ðèñ.10) , ðàâíà 22

a

m
.

Òàêèì  îáðàçîì , îáùàÿ  ñóììà  ïëîùàäåé

âñåõ «õâîñòèêîâ»  ðàâíà 12S . Âûáðîñèì
òåïåðü âñå ýòè «õâîñòèêè» èç ðàññìîòðå-
íèÿ , çàïîìíèâ  ñóììó  èõ ïëîùàäåé.  Ïðè
âñåõ äàëüíåéøèõ  ñäâèãàõ ñóììà  ïëîùàäåé
îòáðîøåííûõ  «õâîñòèêîâ»  ìîæåò  ëèøü
óìåíüøèòüñÿ  (çà ñ÷åò ïåðåêðûòèé).

Òðåóãîëüíèêè, îñòàþùèåñÿ  ïîñëå  îòáðà-
ñûâàíèÿ  âñåõ «õâîñòèêîâ»  (÷èñëî  ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ  ðàâíî  12m�� ) , áóäåì  òåïåðü
ðàññìàòðèâàòü êàê íîâûå  êëèíüÿ.  Ñäâèíóâ
èõ âìåñòå, ïîëó÷èì  èç ýòèõ 12m��  íîâûõ
êëèíüåâ ðàâíîñòîðîííèé  òðåóãîëüíèê  ñ

âûñîòîé  
1

1
m

��  (ðèñ.11).  Òåïåðü óæå íå

ïðÿìàÿ  1l , à ïðÿìàÿ  2l  îòñåêàåò îò  íåãî

Ðèñ. 10

ìàëåíüêèé  ðàâíîñòîðîííèé  òðåóãîëüíèê
2�' , ïðè÷åì  îí , î÷åâèäíî , ðàâåí òðåóãîëü-

íèêó  1�' . Ñäâèãàÿ è ñêëåèâàÿ íîâûå  êëèíüÿ
òàê æå, êàê è ðàíüøå , ìû  îïÿòü  ïîëó÷èì
«õâîñòèêè», îáùàÿ  ñóììà  ïëîùàäåé  êîòî-
ðûõ  ðàâíà 12S , è «ñîâñåì  íîâûå»  êëèíüÿ ,
âåðøèíû  êîòîðûõ  ëåæàò íà  ïðÿìîé  2l .

Èç  ýòèõ «ñîâñåì  íîâûõ»  êëèíüåâ, ñäâè-
ãàÿ èõ, ïîëó÷èì  ðàâíîñòîðîííèé  òðåóãîëü-

íèê  ñ âûñîòîé  
2

1
m

�� , à ñêëåèâàÿ «ñîâñåì

íîâûå»  êëèíüÿ  ïîïàðíî , îïÿòü  ïîëó÷èì
«õâîñòèêè», ñóììà  ïëîùàäåé  êîòîðûõ  ðàâ-
íà  12S , è ò.ä.

Ïðîäåëàåì  âñå m øàãîâ  òàêîãî  ïîñòðîå-
íèÿ  (íà  ïîñëåäíåì  m-ì  øàãå ïîëó÷èòñÿ
ïðîñòî  ðàâíîñòîðîííèé  òðåóãîëüíèê, ðàâ-
íûé  1�' , òàê ÷òî íè÷åãî  è ñäâèãàòü íå
íàäî).  Ìû  âèäèì , ÷òî îò  ïåðâîíà÷àëüíûõ
êëèíüåâ ïîñëå  ïîñòåïåííîãî  îòðåçàíèÿ
«õâîñòèêîâ»  íè÷åãî  íå  îñòàëîñü.  Èíà÷å
ãîâîðÿ , ïëîùàäü  ôèãóðû , ïîëó÷èâøåéñÿ
èç ïåðâîíà÷àëüíûõ  êëèíüåâ ïîñëå  âñåõ
ñäâèãîâ è ñêëåèâàíèé, ìåíüøå  îáùåé  ñóì-
ìû  ïëîùàäåé  âñåõ «õâîñòèêîâ» , ò.å. ìåíü-
øå ÷åì

1 2

2 2
2 2

2 3

a a
m S m

m mm m
�˜ � �˜ � � �� .

Òåïåðü ÿñíî , ÷òî, âçÿâ m äîñòàòî÷íî
áîëüøèì , ìû  ñìîæåì  ñäåëàòü ýòó ïëîùàäü
êàê óãîäíî  ìàëîé.  Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí-
÷åíî !

4. È  âñå æå, ìîæåò , èíòóèöèÿ  íàñ  íå
îáìàíûâàåò ? Ìîæåò  áûòü, êðóã äèàìåòðà
1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé  ïî
ïëîùàäè  ôèãóðîé , â êîòîðîé  ìîæåò  ñîâåð-
øèòü ïîëíûé  îáîðîò  îòðåçîê  äëèíû  1, íî
òîëüêî  íå  ñðåäè ëþáûõ  ôèãóð (êàê ìû
âèäåëè, ýòî íåâåðíî) , à ñðåäè âñåõ âûïóê-
ëûõ  ôèãóð? Âåäü òå ôèãóðû  äîñòàòî÷íî
ìàëîé  ïëîùàäè , î  êîòîðûõ  øëà  ðå÷ü âûøå
(ñì.  ðèñ.7), ÿâëÿþòñÿ î÷åíü  «ðûõëûìè» ,
ðàçáðîñàííûìè  è óæ, âî
âñÿêîì  ñëó÷àå, íåâûïóêëû-
ìè.  Íàïîìíèì , ÷òî âûïóê-
ëîé  íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôè-
ãóðà, êîòîðàÿ  âìåñòå ñ êàæ-
äûìè  äâóìÿ  òî÷êàìè  öåëè-
êîì  ñîäåðæèò è ñîåäèíÿþ-
ùèé  èõ îòðåçîê  (ðèñ.12).Ðèñ. 11 Ðèñ. 12



Òàê âîò, âåðíî  ëè, ÷òî ñðåäè âñåõ âûïóê-
ëûõ  ôèãóð, â êîòîðûõ  îòðåçîê  äëèíû  1
ìîæåò  ñîâåðøèòü ïîëíûé  îáîðîò , êðóã
äèàìåòðà 1 èìååò íàèìåíüøóþ  ïëîùàäü ?

Îêàçûâàåòñÿ , ÷òî è ýòî íåâåðíî.  Ïîÿñ-
íèì , â ÷åì  çäåñü äåëî.  Ïóñòü  F – ôèãóðà,
â êîòîðîé  ìîæåò  ñîâåðøèòü ïîëíûé  îáîðîò
îòðåçîê  äëèíû  1. Âîçüìåì  êàêóþ-ëèáî
ïðÿìóþ  l  è ïðîâåäåì  äâå îïîðíûå ïðÿìûå
1l  è 2l  ôèãóðû  F, ïàðàëëåëüíûå  l , ò.å. äâå

ïðÿìûå , ìåæäó êîòîðûìè  «çàæàòà» ôèãó-
ðà F (ðèñ.13).  Òàê
êàê îòðåçîê , ñîâåð-
øàþùèé  â ôèãóðå F
ïîëíûé  îáîðîò , äîë-
æåí â êàêîé-òî  ìî-
ìåíò  çàíÿòü ïîëîæå-
íèå , ïåðïåíäèêóëÿð-
íîå  ïðÿìîé  l , òî  ðàñ-

ñòîÿíèå  ìåæäó ïðÿìûìè  1l  è 2l  (åãî
íàçûâàþò  øèðèíîé ôèãóðû  F â íàïðàâëå-
íèè , ïåðïåíäèêóëÿðíîì  l )  íå  ìåíüøå  1.
Èòàê, øèðèíà  ôèãóðû  F â ëþáîì  íàïðàâ-
ëåíèè  íå  ìåíüøå  1.

Êàæåòñÿ âïîëíå  åñòåñòâåííûì  ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî ó ôèãóðû  íàèìåíüøåé  ïëîùàäè
øèðèíà  âî  âñåõ íàïðàâëåíèÿõ  äîëæíà  áûòü
ðàâíà 1 (èíà÷å  ïëîùàäü , âèäèìî , ìîæíî
áûëî  áû  óìåíüøèòü).  Ïîñìîòðèì , ê ÷åìó
ïðèâåäåò íàñ  ýòîò ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåæäå  âñåãî âîçíèêàåò  âîïðîñ:  ÷òî ñî-
áîé  ïðåäñòàâëÿåò ôèãóðà, ó êîòîðîé  âî  âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ  øèðèíà  ðàâíà 1? Íåðåäêî
îòâå÷àþò, ÷òî òàêîé ôèãóðîé  ìîæåò  áûòü
òîëüêî  êðóã äèàìåòðà 1. Îäíàêî  ýòî íåâåð-
íî ! Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî  ìíîãî  ðàçëè÷-
íûõ  ôèãóð, ó êîòîðûõ  øèðèíà  ðàâíà 1 âî
âñåõ íàïðàâëåíèÿõ ; èõ íàçûâàþò  ôèãóðà-
ìè ïîñòîÿííîé øèðèíû 1. Íà  ðèñóíêå 14
ïîêàçàíû  äâå òàêèå ôèãóðû.  Îáå  ôèãóðû
îãðàíè÷åíû  äóãàìè  îêðóæíîñòåé  ðàäèóñà
1. Èç  äâóõ ïàðàëëåëüíûõ  îïîðíûõ  ïðÿìûõ
îäíà  ïðîõîäèò  ÷åðåç óãëîâóþ  òî÷êó, à
äðóãàÿ êàñàåòñÿ äóãè îêðóæíîñòè , è ðàñ-
ñòîÿíèå  ìåæäó ýòèìè  ïðÿìûìè  ðàâíî  1.
Ïåðâàÿ  èç èçîáðàæåííûõ  íà  ðèñóíêå 14
ôèãóð èìååò ñïåöèàëüíîå  íàçâàíèå:  òðå-
óãîëüíèê Ðåëî (ïî  èìåíè  ìåõàíèêà , êîòî-
ðûé  âïåðâûå  çàèíòåðåñîâàëñÿ ñâîéñòâàìè
ýòîé ôèãóðû  è ïûòàëñÿ  èñïîëüçîâàòü  åå
ïðè  êîíñòðóèðîâàíèè  ìåõàíèçìîâ).

Ôèãóðû  ïîñòîÿííîé  øèðèíû  îáëàäàþò
ìíîãèìè  çàìå÷àòåëüíûìè  ñâîéñòâàìè.  Íà-
ïðèìåð , äëèíà  êðèâîé , îãðàíè÷èâàþùåé
ëþáóþ  ôèãóðó ïîñòîÿííîé  øèðèíû  1, ðàâ-
íà  �S, ò.å. ðàâíà äëèíå  îêðóæíîñòè  äèàìåò-
ðà 1 (òåîðåìà  Áàðáüå). Äàëåå, èç âñåõ
ôèãóð ïîñòîÿííîé  øèðèíû  1 íàèáîëüøóþ
(à íå  íàèìåíüøóþ !)  ïëîùàäü  èìååò êðóã,
à íàèìåíüøóþ  ïëîùàäü  èìååò òðåóãîëüíèê
Ðåëî ; âî  âñÿêîì  ñëó÷àå, íåòðóäíî  ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïëîùàäü  òðåóãîëüíèêà Ðåëî  ðàâ-

íà  
3

0,7048
2

�S ��
�|  – çàìåòíî  ìåíüøå  ïëî-

ùàäè  êðóãà, ðàâíîé  0,7854
4
�S

�| . Îòìåòèì

åùå, ÷òî äâå ïàðàëëåëüíûå  îïîðíûå  ïðÿ-
ìûå , ïðîâåäåííûå  ê ôèãóðå ïîñòîÿííîé
øèðèíû  1, èìåþò  ñ ýòîé ôèãóðîé  äâå îáùèå
òî÷êè, ïðè÷åì  îòðåçîê , ñîåäèíÿþùèé  ýòè
òî÷êè, ïåðïåíäèêóëÿðåí  îïîðíûì  ïðÿìûì
(è , ñëåäîâàòåëüíî , èìååò äëèíó  1; ñì.
ðèñ.14).  Èç  ýòîãî  ñëåäóåò, ÷òî âî  âñÿêîé
ôèãóðå ïîñòîÿííîé  øèðèíû  1 îòðåçîê  äëè-
íû  1 ìîæåò  ñîâåðøèòü ïîëíûé  îáîðîò.
Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ  çäåñü
óòâåðæäåíèé ìîæíî  íàéòè  â óïîìèíàâøåé-
ñÿ âûøå  êíèãå «Âûïóêëûå  ôèãóðû»  (ñì.
òàêæå æóðíàë «Êâàíò» , 1971,  ¹ 3, ñ.21).

Èòàê, åñëè áû  ñäåëàííîå  âûøå  ïðåäïî-
ëîæåíèå  áûëî  âåðíî , òî  íàèìåíüøåé  (ïî
ïëîùàäè)  âûïóêëîé  ôèãóðîé , â êîòîðîé
ìîæåò  ñîâåðøèòü ïîëíûé  îáîðîò  îòðåçîê
äëèíû  1, áûë  áû  òðåóãîëüíèê  Ðåëî  (à
âîâñå íå  êðóã). Íî , îêàçûâàåòñÿ (êàê ýòî
íà  ïåðâûé  âçãëÿä íè  êàæåòñÿ ñòðàííûì) ,
÷òî è òðåóãîëüíèê  Ðåëî  íå  ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøåé  ôèãóðîé.  Òàêîé íàèìåíüøåé
ôèãóðîé  ñëóæèò ðàâíîñòîðîííèé òðåó-
ãîëüíèê ñ âûñîòîé 1 (åãî  ïëîùàäü  ðàâíà

1
0,5773

3
�| , ò.å. íàìíîãî  ìåíüøå  ïëîùà-

äè òðåóãîëüíèêà Ðåëî).  Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî  ôàêòà ìîæíî  íàéòè  íà  ñ.256–258
êíèãè  «Âûïóêëûå  ôèãóðû».

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå â
íåì çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáó åòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ð àçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ
âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷è Ì2558 – Ì2561 ïðåäëàãàëèñü íà XL Òóðíèðå ãîð îäîâ.
Çàäà÷è Ô2565–Ô2568 ïðåäëàãàëèñü íà Èíæåíåðíîé îëèìï èàäå øêîëüíèêîâ â 2018/19

ó÷åáíîì ãîäó. Àâòîð çàäà÷ – Ñ.Ìóðàâüåâ.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2558–Ì2561, Ô2565–Ô2568

M2558.  Íà ïpÿìoé ñèäÿò 2019 òo÷å÷íûõ
êóçíå÷èêîâ. Ça xoä êaêoé-íèáóäü èç
êyçíå÷èêîâ ïpûãaåò ÷åðåç êaêîãî-íèáóäü
äðyãoão òaê, ÷òoáû îêaçàòüñÿ ía ïpåæíåì
paññòîÿíèè îò íåão. Ïpûãàÿ òoëüêo âïpàâî,
êóçíå÷èêè ìîãóò äîáèòücÿ òîão, ÷òoáû
êaêèå-òî äâoå èç íèõ oêaçaëèñü ía
ðàcñòoÿíèè poâío 1 ìì äpóã îò äðyãà.
Äîêaæèòå, ÷òo êyçíå÷èêè ìîãyò äoáèòüñÿ
òîãî æå, ïðûãàÿ èç íà÷àëüíoãî ïoëîæåíèÿ
òîëüêo âëåâî.

Ñ.Äîðè÷åíêî

M2559.  K ïëocêocòè ïðèêëååíû äâà
íåïåðåcåêàþùèxñÿ à) ðàâíûõ; á) íå
oáÿçaòåëüíî ðàâíûõ äåðåâÿííûõ êpyãà –
ñåðûé è ÷åðíûé (ðèñ.1). Äàí áåcêoíå÷íûé

äåpåâÿííûé óãoë, îäíà ñòopoíà êîòopîãî
cåðàÿ, à äðóãàÿ – ÷åðíaÿ. Åãî ïåðåäâèãaþò
òàê, ÷òoáû êpyãè áûëè ñíapyæè óãëà,
ïpè÷åì cåpàÿ còîðîíà êàcaëàñü cåpoão êðó-

ãà, a ÷åðíàÿ – ÷åðíoão (êañàíèå ïpîèñxoäèò
íå â âåpøèíå). Äoêàæèòå, ÷òo âíyòpè yãëa
ìoæío íapèñoâaòü ëy÷, âûxoäÿùèé èç
âåpøèíû, òaê, ÷òoáû ïðè âñåâîçìoæíûõ
ïîëîæåíèÿx óãëà ýòîò ëó÷ ïðoõoäèë ÷åpåç
îäíó è òó æå òo÷êy ïëoñêîcòè.

Â.Ðàñòîðãóåâ, Å.Áàêàåâ, È.Áîãäàíîâ,
Ï.Êîæåâíèêîâ

M2560.  Ïåðåä Øàðèêîì ëåæèò áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî êîòëåò, íà êàæäîé ñèäèò ïî
ìóõå. Íà êàæäîì õîäó Øàðèê ïîñëåäîâà-
òåëüíî äåëàåò äâå îïåðàöèè:
1) ñúåäàåò êàêóþ-òî êîòëåòó âìåñòå ñî
âñåìè ñèäÿùèìè íà íåé ìóõàìè;
2) ïåðåñàæèâàåò îäíó ìóõó ñ îäíîé êîòëå-
òû íà äðóãóþ (íà êîòëåòå ìîæåò áûòü
ñêîëüêî óãîäíî ìóõ).
Øàðèê õî÷åò ñúåñòü íå áîëåå ìèëëèîíà
ìóõ. Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ìîæåò äåéñòâî-
âàòü òàê, ÷òîáû êàæäàÿ êîòëåòà áûëà ñúå-
äåíà íà êàêîì-òî õîäó.

È.Ìèòðîôàíîâ

M2561 * . Ðaññìoòðèì ía êëåò÷aòoé
ïëocêîcòè òaêèå ëoìàíûå ñ ía÷àëoì â
òî÷êå ( )0; 0  è âåðøèíaìè â öåëûõ òo÷êàõ,
÷òo êaæäîå o÷åðåäíoå çâåío èäåò ïî
ñòoðoíàì êëåòîê ëèáî ââåðõ, ëèáî âïpàâî.
Kaæäîé òàêîé ëoìaíîé ñîîòâåòñòâóåò ÷åð-
âÿê – ôèãyða, coñòoÿùàÿ èç êëåòoê
ïëîñêoñòè, èìåþùèõ xoòÿ áû îäíy oáùyþ
òî÷êy c ýòoé ëîìàíoé. Äîêaæèòå, ÷òî

Ðèñ. 1
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Ô2565.  Ïðè èññëåäîâàíèè àâòîìîáèëü-
íûõ ïðîáîê èíæåíåðàì-äîðîæíèêàì ïðè-
õîäèòñÿ ðàññ÷èòûâàòü ïðîïóñêíûå ñïîñîá-
íîñòè äîðîã – ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ìàøèí, êîòîðûå ìîãóò ïðîåõàòü ïî òîìó
èëè èíîìó ó÷àñòêó äîðîãè, – ïðè÷åì èñõî-
äÿ èç âîçìîæíîñòåé è ïðåäïî÷òåíèé óñðåä-
íåííîãî âîäèòåëÿ. Ïóñòü ïî ïðÿìîìó ó÷à-
ñòêó øîññå äâèæåòñÿ ïîòîê ìàøèí. Èõ
ñêîðîñòè îäèíàêîâû è íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè. Äàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè
ñêîðîñòè v (â êèëîìåòðàõ â ÷àñ), ñ êîòîðîé
åäóò ìàøèíû â ïîòîêå, îò ÷èñëà ìàøèí n,
ïðèõîäÿùèõñÿ íà 100 ìåòðîâ äîðîãè
(ðèñ.2). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ìàøèí ìîæåò ïðîåõàòü çà 1 ÷àñ îêîëî
íåêîòîðîé îòìåòêè íà äîðîãå?

Ô2566.  Â âåðòèêàëüíóþ ïëîñêóþ ñòåíó
âáèòû äâà ãëàäêèõ ãâîçäÿ, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ ñòåíå. Íà
íèõ ïîâåñèëè êðóã-
ëûé îáðó÷ ñ ðàâ-
íîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ìàññû ïî
îáîäó, è îí ñ ìåñòà
íå ñäâèíóëñÿ. Ïî-
ëîæåíèå îäíîãî
ãâîçäÿ èçâåñòíî –
îíî ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 3. Ïðÿìîé

îòðåçîê ñ êîíöàìè â öåíòðå îáðó÷à è â ýòîì
ãâîçäå îáðàçóåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë 2�M �� �S .
Ãäå ìîæåò íàõîäèòüñÿ âòîðîé ãâîçäü?

Ô2567.  Â ñåêðåòíîé ëàáîðàòîðèè ñèíòåçè-
ðîâàëè íåîáû÷íûé ìàòåðèàë. Åãî óäåëüíàÿ
òåïëîåìêîñòü c çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû t  â
øêàëå Öåëüñèÿ ïî çàêîíó �� �� �� ��0 1c t c t� �� �J ,
ãäå �� ��3

0 2,1 10 Äæ êã ãðàäc � �˜ �˜  è �J � 
10,05 ãðàä���  – èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå.

Îáðàçåö äàííîãî ìàòåðèàëà ìàññîé m =
= 0,5 êã è íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé t 0 =
= 0 C�q  áðîñàþò â âîäó ìàññîé 2 m è òåìïå-
ðàòóðîé 1 45 Ct � �q . Êàêàÿ óñòàíîâèòñÿ òåì-
ïåðàòóðà? Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

�� ��3
â 02 4,2 10 Äæ êã ãðàäc c� � �˜ �˜ . Ïîòåðÿ-

ìè òåïëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ô2568.  Èìååòñÿ ïëîñêàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ
ïëàñòèíêà. Åñëè ïëàñòèíêó ðàñïîëîæèòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî ñîëíå÷íûì ëó÷àì, òî åå
îñâåùåííàÿ ñòîðîíà áóäåò èìåòü òåìïåðà-
òóðó 1 50 Ct � �q , à ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñòîðî-
íà – òåìïåðàòóðó 2 30 Ct � �q . Êàêèìè áó-
äóò òåìïåðàòóðû îñâåùåííîé è òåíåâîé
ñòîðîí, åñëè âçÿòü ïëàñòèíêó óäâîåííîé
òîëùèíû? Ñ÷èòàéòå, ÷òî ïëàñòèíêà î÷åíü
òîíêàÿ è îòäàåò ýíåðãèþ îêðóæàþùåé ñðå-
äå áëàãîäàðÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òåìïåðà-
òóðà îêðóæàþùåé ñðåäû 0 25 Ct � �q .
Óêàçàíèå. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïî-
òîê òåïëà ìåæäó òåëàìè ïðîïîðöèîíàëåí
ðàçíîñòè èõ òåìïåðàòóð è ïëîùàäè êîí-
òàêòà è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿ-
íèþ ìåæäó íèìè (çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòè
Ôóðüå).

÷åðâÿêoâ, êoòopûå ìîæíî ðàçáèòü íà äâó-
êëåòî÷íûå äîìèíîøêè pîâío n > 2 ðàçëè÷-
íûìè ñïocîáàìè, còîëüêî æå, cêoëüêo
íàòópaëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî
ïðoñòûõ ñ n.

È.×àíàê÷è, Ð.Øèôôëåð

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2546–Ì2549,
Ô2553–Ô2556

M2546.  Ñóììà ÷èñåë a, b è c ðàâíà 0.
Äîêàæèòå, ÷òî:

à)  
2 2 2 3 3 3 5 5 5

2 3 5
a b c a b c a b c+ + + + + +

× = ;

á) 
2 2 2 5 5 5 7 7 7

2 5 7
a b c a b c a b c+ + + + + +

× = .

Âîçìîæíî, îäèí èç ñàìûõ êîðîòêèõ ïóòåé
ê ðåøåíèþ – íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà
ïîñëå âûðàæåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé ÷åðåç
äâå äðóãèå.
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Ïîëîæèì 
n n n

n
a b c

S
n

�� ��
�  è ïîäñòàâëÿåì

�� ��c a b� �� �� . Èìååì

�� ��22 2
2 2

2 2

a b a b
S a ab b

�� �� ��
� � �� �� ;

�� ��33 3 2 2

3
3 3

3 3

a b a b a b ab
S

�� �� �� �� ��
� � � 

= �� ��ab a b�� �� .
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî áèíîìó Íüþòî-
íà

�� ��5a b�� � 
5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5a a b a b a b ab b� �� �� �� �� ��

è

�� ��7a b�� � 
7 6 5 2 4 3 3 47 21 35 35a a b a b a b a b� �� �� �� �� ��

+ 2 5 6 721 7a b ab b�� �� ,
çàïèøåì

�� ��55 5

5 5

a b a b
S

�� �� ��
� � 

= �� ��3 2 2 32 2ab a a b ab b�� �� �� �� ;

�� ��77 7

7 7

a b a b
S

�� �� ��
� � 

�� ��5 4 3 2 2 3 4 53 5 5 3ab a a b a b a b ab b� �� �� �� �� �� �� .

Òåïåðü ïðîâåðèì ðàâåíñòâà à) è á):

�� ���� ��2 2
2 3S S ab a b a ab b� �� �� �� �� � 

�� ��3 2 2 3
52 2ab a a b ab b S�� �� �� �� � ;

2 5S S � 

�� �� �� ��2 2 3 2 2 32 2ab a ab b a a b ab b� �� �� �� �� �� �� � 

= �� 5 4 3 2 2 33 5 5ab a a b a b a b�� �� �� �� ��

��4 5
73ab b S�� �� � .

Íå íóæíî äóìàòü, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à åñòå-
ñòâåííî îáîáùàåòñÿ. Ñêàæåì, ðàâåíñòâî

2 7 9S S S�  íåâåðíî ïðè 1a b� � , 2c � �� .
Ï.Êîæåâíèêîâ

M2547.  Îêðóæíîñòè 1�:  è 2�:  ñ öåíòðàìè
1O  è 2O  êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â

òî÷êå T (ðèñ. 1). Îêðóæíîñòü 3�:  (ñ öåí-
òðîì 3O ) êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
îêðóæíîñòåé 1�:  è 2�: , à òàêæå êàñàåòñÿ

îáùåé êàñàòåëüíîé AB, ïðîâåäåííîé ê 1�:
è 2�: , â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ TD âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü 1�:  â òî÷êå C.
Äîêàæèòå, ÷òî 1O C ABP .

Åñëè ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû, òî â
ñèëó ñèììåòðèè ïðÿìàÿ TD  áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòÿì; â
ýòîì ñëó÷àå äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 1 2r r��  (ðàäèóñ

1�:  ìåíüøå ðàäèóñà 2�: ); ñëó÷àé 1 2r r�!
àíàëîãè÷åí. Ïóñòü X – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

1 2O O  è AB (ðèñ.2). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî XT = XD . Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

1 1 1O T O C r� � , òî XTD  è 1O TC  áóäóò
ÿâëÿòüñÿ ïîäîáíûìè ðàâíîáåäðåííûìè òðå-
óãîëüíèêàìè, îòêóäà ïîëó÷àåì íóæíóþ
ïàðàëëåëüíîñòü 1O C ABP .
Ïîêàçàòü, ÷òî XT = XD , ìîæíî ðàçíûìè
ñïîñîáàìè (èñïîëüçóÿ òåîðåìó î òðåõ ãî-
ìîòåòèÿõ, èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â X è ò.ä.).
Çäåñü ìû ïðèâåäåì ðåøåíèå, â êîòîðîì
ïîòðåáóåòñÿ ãîìîòåòèÿ è íåìíîãî âû÷èñëå-
íèé.
Ïîëîæèì XA = t , à îòíîøåíèå ðàäèóñîâ

2 1r r  îêðóæíîñòåé 2�:  è 1�:  îáîçíà÷èì
÷åðåç k. Ïóñòü Z – âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ XT  è 1�: . Òîãäà 2XT XZ t�˜ � . Ñ äðóãîé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ñòîðîíû, èç ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì X , ïåðå-
âîäÿùåé 1�:  â 2�: , ñëåäóåò 1 2XZ XT r r� � 

1 k� . Îòñþäà �� �� 2XT XT k t�˜ � , çíà÷èò,
XT t k� .
Äàëåå, èç ãîìîòåòèè XB k XA kt� �˜ � ,
îòñþäà �� ��1AB XB XA k t� �� � �� . Ïî ôîð-
ìóëå äëèíû îáùåé êàñàòåëüíîé ìåæäó
êàñàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè 1 32AD r r� 
(ãäå 3r  – ðàäèóñ îêðóæíîñòè 3�: ) è, àíà-
ëîãè÷íî, 2 32BD r r� . Òàêèì îáðàçîì,

2 1BD AD r r k� � . Èìååì

AD
XD XA AD XA AB

AD BD
� �� � �� �˜ � 

��

= �� �� �� ��1
1 1

1
t t k t t k t k

k
�� �� �˜ � �� �� � 

��
.

Îêîí÷àòåëüíî, XT XD t k� � .
Â.Ðàñòîðãóåâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

M2548 *. Ñì. ñòàòüþ Â.Áðàãèíà «Ðÿä ÷è-
ñåë, îáðàòíûõ ê ïðîñòûì».

M2549.  Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n íàé-
äèòå ñóììó âñåõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòî-
ðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð â äåñÿòè÷-
íîé çàïèñè íåóáûâàþùàÿ.

Ïóñòü X – ìíîæåñòâî âñåõ n-çíà÷íûõ ÷è-
ñåë, ó êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè íåóáûâàþùàÿ. Èäåÿ
ðåøåíèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ñëåäóþùåì:
ìû íàéäåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (ò.å. ñðåäíèå
àðèôìåòè÷åñêèå ïî ÷èñëàì ìíîæåñòâà X)
1 2, , , ns s sK  ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé,

âòîðîé, …, n-é öèôðû, è òîãäà îòâåòîì â

çàäà÷å áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëî �� 1
1 10nX s ���˜ �˜ ��

��2
2 110 10n

n ns s s��
���� �˜ �� �� �˜ ��K , ãäå X  –

êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ìíîæåñòâå X.
Ïóñòü 1 2 nA a a a� K  – îäíî èç ÷èñåë ìíî-
æåñòâà X, ïîëîæèì 0 1 21 a a a� �d �d �dK

1 9n na a ���d �d � K . ×èñëó A ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �� ��D A � 

�� ��1 2 1, , , nd d d ��� K , ãäå 1i i id a a ��� ��  (ïðè-
ìåð – íà ðèñóíêå 1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

�� ��D A  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n + 1 öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 9 – 1 = 8. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì Y . Èç ðà-
âåíñòâ 1 21i ia d d d� �� �� �� ��K  âèäíî, ÷òî
ïî êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D  ìíîæå-
ñòâà Y  îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ÷èñ-
ëî A èç X, ò.å. ñîïîñòàâëåíèå �� ��A D A�o
âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�� ��1 2 1, , , nD d d d ��� K  èç ìíîæåñòâà Y  âìå-
ñòå ñî ñâîèìè öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè:

�� ��1 1 2 1, , , nD d d d ��� K ,

�� ��2 2 3 1 1, , , ,nD d d d d��� K ,

�� ��3 3 1 1 2, , , ,nD d d d d��� K , …

..., �� ��1 1 1 2, , , ,n n nD d d d d�� ��� K

(ïðèìåð – íà ðèñóíêå 2). Ïóñòü iA  – ÷èñëî
èç ìíîæåñòâà X òàêîå, ÷òî �� ��i iD A D� .

Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, …, n íàéäåì ñðåäíåå,
âçÿòîå ïî ÷èñëàì 1 2 1, , , nA A A ��K , çíà÷åíèå
k-é ñëåâà öèôðû. Ó ÷èñåë 1 2 1, , , nA A A ��K
k -ÿ öèôðà ðàâíà, ñîîòâåòñòâåííî,

1 21 kd d d�� �� �� ��K , 2 3 11 kd d d ���� �� �� ��K ,...
…, 1 11 nd d���� �� �� K + dk–1; ñóììà ýòèõ öèôð
ðàâíà
 �� �� �� �� �� ��1 2 11 1 8nn k d d d n k���� �� �� �� �� � �� ��K ,

ïîýòîìó ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî 
8

1
1

k
n

��
��

.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò
âçÿòîé íàìè âíà÷àëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
D. Íà ñàìîì äåëå ñðåäè öèêëè÷åñêèõ ñäâè-
ãîâ 1 2 1, , , nD D D ��K  ìîãóò áûòü ïîâòîðå-
íèÿ: åñëè t  – ìèíèìàëüíûé ïåðèîä öèêëè-
÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D , òî â íàáîðå

1 2 1, , , nD D D ��K  èìååòñÿ t  ðàçëè÷íûõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
�� ��1n t��  êîïèé (âêëþ÷àÿ åå ñàìó). Ñîîò-Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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âåòñòâåííî, â íàáîðå ÷èñåë 1 2 1, , , nA A A ��K
ìîãóò áûòü ïîâòîðåíèÿ. Óäàëèâ èç íàáîðà
÷èñåë 1 2 1, , , nA A A ��K  êîïèè, ïîëó÷èì ìíî-
æåñòâî (èç t  ÷èñåë), êîòîðîå íàçîâåì îðáè-
òîé . Íî ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èç
îðáèòû êîëè÷åñòâî êîïèé îäíî è òî æå,
ñðåäíåå çíà÷åíèå k-é öèôðû äëÿ ÷èñåë èç

íàøåé îðáèòû ïî-ïðåæíåìó ðàâíî 
8

1
1

k
n

��
��

.

Ìíîæåñòâî X  ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ îðáèòû (â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèå-
íèåì ìíîæåñòâà Y), ïîýòîìó ñðåäíåå çíà-
÷åíèå (ïî ÷èñëàì ìíîæåñòâà X) k-é öèôðû

ðàâíî 
8

1
1k

k
s

n
� ��

��
.

Îñòàåòñÿ çàâåðøèòü âû÷èñëåíèÿ.
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé â ìíîæåñòâå Y . Çàìåíèâ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè �� ��1 2 1, , , nD d d d ��� K  êàæäîå íå-
íóëåâîå id  íà id  ïîñëåäîâàòåëüíûõ åäè-
íèö è íîëü, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç n + 1 íóëåé è 8 åäèíèö, â êîòîðîé
ïîñëåäíåå ÷èñëî – íîëü. Òàêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé 8

8nC �� . Ïî êàæäîé èç íèõ îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ D , ïîýòîìó

8
8nX Y C ��� � .

Òåïåðü ñâåðíåì ñóììó:
1 2

1 2 110 10 10n n
n ns s s s�� ��

���˜ �� �˜ �� �� �˜ �� � K

= 1 28 8
1 10 1 2 10

1 1
n n

n n
�� ���§ �· �§ �·�� �˜ �� �� �˜ �˜ ���¨ �¸ �¨ �¸�� ���© �¹ �© �¹

K

... �� ��8 8
1 1 10 1

1 1
n n

n n
�§ �· �§ �·�� �� �˜ �� �˜ �� �� �˜ � �¨ �¸ �¨ �¸�� ���© �¹ �© �¹

= �� ��1 210 10 1n n�� ���� �� �� ��K

+ �� 1 2 38
10 2 10 3 10

1
n n n

n
�� �� ���˜ �� �˜ �� �˜ ��

��
K

�� �� ��1 10n n�� �� �˜ ��K .

Ñóììà 1 210 10 1n n�� ���� �� ��K  ðàâíà 
10 1

9

n ��
.

Äàëåå,
 1 210 2 10n n�� ���� �˜ ��

�� ��33 10 1 10n n n���� �˜ �� �� �� �˜ �� � K

�� ��1 210 10 1n n�� ��� �� �� �� ��K

+ �� �� �� ��2 310 10 1 10 1 1n n�� ���� �� �� �� �� �� �� � K K

110 1 10 1 10 1
9 9 9

n n���� �� ��
� �� �� �� � K

= 
�� ��10 10 1

81 9

n
n��

�� .

Îêîí÷àòåëüíî, èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà

�� ��8
8

10 10 110 1 8
9 1 81 9

nn

n
n

C
n��

�§ �·�§ �·�����¨ �¸�¨ �¸�˜ �� ��
�¨ �¸�¨ �¸��

�© �¹�© �¹

.

Ðåøåíèå çàêîí÷åíî.
Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî íàéòè ñóììó
âñåõ n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü öèôð â b-è÷íîé çàïèñè íåóáû-
âàþùàÿ èëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ.
Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: áåðåòñÿ ñëó÷àéíàÿ
íåíóëåâàÿ öèôðà (ò.å. ñ ðàâíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ ýòî ëþáîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}) è òàêîå èñïûòàíèå
ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç. Çàòåì ïîëó÷åííûé íà-
áîð öèôð óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòà-
íèþ, ò.å. ñîñòàâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé
âàðèàöèîííûé ðÿä  1 2 na a a�d �d �dK  – ýòî è
åñòü íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öèôð ÷èñëà A. Â ðåøåíèè íàì óäàåòñÿ
íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå  äëÿ êàæ-
äîãî ia . Ýòîò âîïðîñ ìîæíî ñ÷èòàòü äèñê-
ðåòíûì âàðèàíòîì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î
íàõîæäåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà äëÿ n íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå (ïðè ïåðåâîäå
íà ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê ýòà çàäà÷à ñâîäèò-
ñÿ ê íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ n-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà).

Ï.Êîæåâíèêîâ

Ô2553.  Îñíîâàíèåì òåòðàýäðà èç ñêîëü-
çêîãî ëüäà, ñòîÿùåãî íà ãîðèçîíòàëüíîì
ñòîëå, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðåó-
ãîëüíèê ñ ðåáðîì à = 1 ì. Îñòàëüíûå
ãðàíè òåòðàýäðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, ïðè÷åì
îäèíàêîâûå óãëû â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ
ðàâíû 75�q. Íà òåòðàýäð ïîìåñòèëè òîí-
êóþ ëåãêóþ íåðàñòÿæèìóþ öåïî÷êó äëè-
íîé 2L a� , çàìêíóòóþ â êîëüöî. Öå-
ïî÷êà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàñïîëî-
æèëàñü â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è
îáðàçîâàëà ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Ê
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êîëåáàíèÿ òîëüêî â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè (ñì. ðèñóíîê). Â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ
è íà ñâîáîäíîì åãî êîíöå çàêðåïëåíû øà-
ðèêè ìàññîé m êàæäûé, ðàçìåðû êîòîðûõ
ìíîãî ìåíüøå l. Ñòåðæåíü îòâîäÿò èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà óãîë 90�q (óãîë
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò âåðòèêàëè) è àêêó-
ðàòíî îòïóñêàþò (áåç íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòè). Íàéäèòå ìîùíîñòü ñèëû ðåàêöèè
ñòåðæíÿ, äåéñòâóþùåé íà ñðåäíèé øà-
ðèê, â çàâèñèìîñòè îò óãëà �D. Äèññèïà-
öèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ñèñòåìå íåò.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ñèñòåìû øàðèêîâ è ñòåð-
æíÿ â ïîëå òÿæåñòè ñî-
õðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó â ïðî-
èçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà ñòåðæåíü ñ
âåðòèêàëüþ ñîñòàâëÿåò óãîë �D (ýòîò óãîë
âñåãäà ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò âåðòèêàëè), âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

2 25
3 cos 0

2
m l mgl�Z �� �D � ,

ãäå �Z – óãëîâàÿ ñêîðîñòü íàøåãî ìàÿòíè-
êà. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî âðå-
ìåíè, ïîëó÷àåì

3
sin

5
d g
dt l
�Z

� �r �D.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñ-
òè �Z ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ óãëà
�D ïðè äâèæåíèè ñòåðæíÿ âíèç ñîîòíîøå-

íèåì 
d
dt
�D

� ���Z, à ïðè äâèæåíèè ââåðõ –

ñîîòíîøåíèåì 
d
dt
�D

� ���Z . Ýëåìåíòàðíàÿ

ðàáîòà òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû
ðåàêöèè ñòåðæíÿ, äåéñòâóþùåé íà ñðåä-
íèé øàðèê, ðàâíà èçìåíåíèþ åãî ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè:

2 2

cos
2

ml
dA d mgl

�§ �·�Z
� �� �D � �¨ �¸�¨ �¸

�© �¹

= 2 sinml d mgl d�Z �Z �� �D �˜ �D.

Òîãäà ìîùíîñòü ýòîé ñèëû áóäåò ðàâíà

2 sin
dA d d

N ml mgl
dt dt dt

�Z �D
� � �Z �� �D �˜ ,

èëè, ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðàíåå âûðàæå-

ñåðåäèíå îäíîé èç ñòîðîí ïîëó÷èâøåãîñÿ
èç öåïî÷êè òðåóãîëüíèêà ïðèëîæèëè ñèëó,
íàïðàâëåííóþ âíèç âäîëü ãðàíè, íà êîòî-
ðîé íàõîäèëàñü ýòà ñòîðîíà òðåóãîëüíè-
êà (â íàïðàâëåíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñ-
êà). Öåïî÷êà ïðèøëà ê íîâîìó ïîëîæå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè s
îò ñàìîé âåðõíåé âåðøèíû òåòðàýäðà
íàõîäèòñÿ òåïåðü òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
ñèëû?

Óãëû òðåóãîëüíèêîâ áîêîâûõ ãðàíåé òåò-
ðàýäðà ïðè âåðøèíå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â
ñàìîì âåðõó, ðàâíû 30�q:

180 2 75 30�q �� �˜ �q � �q.
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ çàäà÷è öåïî÷êà
ëåãêàÿ è ôèãóðà èçî ëüäà ñêîëüçêàÿ, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ðåáåð,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ó÷àñòêàìè öåïî÷êè,
óãëû, îáðàçîâàííûå öåïî÷êîé è ïåðïåíäè-
êóëÿðîì ê ðåáðó òàêîâû, ÷òî ïðîäîëüíûå
(âäîëü ðåáðà) ñîñòàâëÿþùèå ñèë íàòÿæå-
íèÿ ó÷àñòêîâ öåïî÷êè îäèíàêîâû. Â ñèëó
ýòîãî è áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè, íà îäíîì èç
ðåáåð ýòè óãëû äîëæíû áûòü ðàâíûìè 0�q.
Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà «ðàçâåðòêà» òåòðàýä-

ðà ñ öåïî÷êîé íà íåì íà ïëîñêîñòè. Âèäíî,
÷òî ó÷àñòêè öåïî÷êè è ó÷àñòîê ðåáðà, ïî
êîòîðîìó ïîâåäåí «ðàçðåç», îáðàçóþò êâàä-
ðàò. Ðàññòîÿíèå s îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ
ñèëû äî âåðõíåé âåðøèíû òåòðàýäðà ðàâíî
äëèíå äèàãîíàëè ýòîãî êâàäðàòà, ò.å.

2
2
L

s a� � .

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô2554.  Íåâåñîìûé æåñòêèé ñòåðæåíü
äëèíîé 2l ñ ïîìîùüþ øàðíèðà ïðèêðåïëåí
ê ïîòîëêó òàê, ÷òî ìîæåò ñîâåðøàòü
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íèÿ äëÿ 
d
dt
�Z

 (ñîáëþäàÿ çíàêè «–» èëè «+»

ïðè äâèæåíèè âíèç èëè ââåðõ),
8

sin
5

N mgl� �r �Z �D.

Âûðàçèâ óãëîâóþ ñêîðîñòü �Z ÷åðåç óãîë
�D èç ñàìîãî ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ:

6
cos

5
g
l

�Z � �D,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
8 6

cos sin
5 5

N mg gl� �r �D �D.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ñòåðæíÿ âíèç
ñðåäíèé øàðèê òîðìîçèòñÿ ñòåðæíåì, à
íèæíèé ðàçãîíÿåòñÿ. Ïðè äâèæåíèè ñòåð-
æíÿ ââåðõ – íàîáîðîò.

È.Ìàêàðîâ

Ô2555.  Âîäà â àêâàðèóìå äëÿ ðûáîê èç
þæíûõ ñòðàí èìååò òåìïåðàòóðó âûøå,
÷åì êîìíàòíàÿ, è ìîùíîñòü òåïëîâûõ
ïîòåðü àêâàðèóìà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàç-
íèöå òåìïåðàòóð âîäû è âîçäóõà â êîìíà-
òå, êîòîðûé îáäóâàåò àêâàðèóì, îáåñïå-
÷èâàÿ ýòè òåïëîâûå ïîòåðè. Êîýôôèöè-
åíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ òåïëîâûõ
ïîòåðü ðàâåí 5 Âò Ñ�q . Âïëîòíóþ ê ñåðå-
äèíå îäíîé èç ñòåíîê àêâàðèóìà óñòàíîâ-
ëåíà ìàëåíüêàÿ ïî ðàçìåðàì ëàìïî÷êà
íàêàëèâàíèÿ ñ ïîòðåáëÿåìîé îò ñåòè
ìîùíîñòüþ 25 Âò, ðàáîòàþùàÿ íåïðå-
ðûâíî. Ñâåò îò ëàìïî÷êè, èäóùèé ðàâíî-
ìåðíî âî âñå ñòîðîíû, è îñâåùàåò àêâàðè-
óì è ãðååò âîäó â íåì. Ïîñêîëüêó âèäíû è
ðûáêè è âîäîðîñëè, òî ñâåò îò ëàìïî÷êè,
ïîïàâøèé â àêâàðèóì, ÷àñòè÷íî âûõîäèò
íàðóæó â âèäå èçëó÷åíèÿ. Ýòè ïîòåðè
ñîñòàâëÿþò âñåãî 1% îò èçëó÷åíèÿ, ïîïà-
äàþùåãî îò ëàìïî÷êè â àêâàðèóì. Çèìîé
õîçÿèí àêâàðèóìà ïîñòàâèë ïëîñêîå çåð-
êàëî ïàðàëëåëüíî ñòåíêå àêâàðèóìà
âïëîòíóþ ê ëàìïî÷êå, è ëàìïî÷êà îêàçà-
ëàñü «çàæàòîé» ìåæäó ñòåíêîé àêâàðèó-
ìà è çåðêàëîì. Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
ñâåòà çåðêàëîì ðàâåí 90%. Â êîìíàòå
çèìîé òåìïåðàòóðà âîçäóõà ðàâíà 18 C�q .
Êàêîâà çèìîé òåìïåðàòóðà âîäû â àêâà-
ðèóìå?

Â àêâàðèóì îò ëàìïî÷êè è îò åå èçîáðàæå-
íèÿ ïîïàäàåò èçëó÷åíèå ìîùíîñòüþ

1 0,9
25  Âò

2
W

��
� �˜ , ïðè÷åì 99% ýòîãî èç-

ëó÷åíèÿ îñòàåòñÿ â àêâàðèóìå, à 1% ïîêè-
äàåò àêâàðèóì â âèäå ñâåòà. Ïðè äàííîì
êîýôôèöèåíòå òåïëîîòäà÷è 5 Âò Ñ�q  ðàç-
íèöà òåìïåðàòóð âîäû â àêâàðèóìå è âîç-

äóõà â êîìíàòå ñîñòàâèò 
0,99

4,7 Ñ
5 Âò Ñ

W
� �q

�q
.

Ïîñêîëüêó çèìîé â êîìíàòå òåìïåðàòóðà
âîçäóõà 18 C�q , òî âîäà â àêâàðèóìå èìååò
òåìïåðàòóðó

18 C 4,7 C 22,7 Ct � �q �� �q � �q.
Ç.Ðûáêà

Ô2556.  Íà ðèñóíêå 1 ñõåìàòè÷íî èçîáðà-
æåíî óñòðîéñòâî, íàçûâàåìîå êàòóøêîé
Ðóìêîðôà. Íà ñåðäå÷íèê ñ áîëüøîé ìàã-
íèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ íàìîòàíû äâå
îáìîòêè: ïåðâè÷íàÿ îáìîòêà èç òîëñòî-
ãî ïðîâîäà è ïîâåðõ íåå âòîðè÷íàÿ îáìîò-
êà èç òîíêîãî ïðîâîäà. Ðàçìûêàòåëü (P)
ïðåäâàðèòåëüíî ðåãóëèðóþò, çàìêíóâ
íàêîðîòêî êîíäåíñàòîð (C), òàê, ÷òîáû
ðàçìûêàòåëü ñðàáàòûâàë â òîò ìîìåíò,
êîãäà òîê â ïåðâè÷íîé îáìîòêå äîñòèãà-
åò 90% îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ òîêà
ïðè âûáðàííîì èñòî÷íèêå ïèòàíèÿ. Ïîñ-
ëå ðåãóëèðîâêè êëþ÷ 1K  ïåðåâîäÿò â
ðàçîìêíóòîå ïîëîæåíèå è «çàêîðîòêó»
êîíäåíñàòîðà óáèðàþò. Òåïåðü óñòàíîâ-
êà ãîòîâà ê ðàáîòå. Â èñõîäíîì ïîëîæå-
íèè ðàçìûêàòåëü P çàìêíóò íà êîíòàêò
K. Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 1K  òîê ÷åðåç
ïåðâè÷íóþ îáìîòêó íà÷èíàåò óâåëè÷è-
âàòüñÿ, è â êàêîé-òî ìîìåíò ðàçìûêà-
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òåëü ñðàáàòûâàåò. Ìåæäó âûâîäàìè A è
B âòîðè÷íîé îáìîòêè âîçíèêàåò áîëüøîå
íàïðÿæåíèå. Åñëè ñðåäíÿÿ íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ â ïðîìåæóòêå AB ïðåâûñèò çíà÷å-
íèå 30 êÂ/ñì, â ïðîìåæóòêå âîçíèêíåò
èñêðîâîé ðàçðÿä. Âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, âîçíèê èëè íåò èñêðîâîé ðàçðÿä,
ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â âèäå ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ïîñëå ðàçìûêàíèÿ öåïè ïîñòåïåííî
ïåðåõîäèò â òåïëî è ïðè åå óìåíüøåíèè
ïî÷òè äî íóëÿ ðàçìûêàòåëü ïåðåñòàåò
ïðèòÿãèâàòüñÿ ê ñåðäå÷íèêó è ñíîâà çà-
ìûêàåò öåïü. Ñêîëüêî îäèíàêîâûõ àâòî-
ìîáèëüíûõ àêêóìóëÿòîðîâ ñ ÝÄÑ

0 12 B� E  è âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì
0 0,5r Îì�  íóæíî ñîåäèíèòü ïîñëåäîâà-

òåëüíî äðóã ñ äðóãîì è èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ â óñòðîé-
ñòâå, ÷òîáû âîçäóøíûé ïðîìåæóòîê ãà-
ðàíòèðîâàííî «ïðîáèâàëñÿ»? Çíà÷åíèÿ
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ óñòàíîâêè óêàçàíû
íà ðèñóíêå 1.

Ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ èñêðû òîê â ïåðâè÷-
íîé îáìîòêå áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, è, êîãäà
ìàãíèòíîå ïîëå êàòóøêè ñòàíîâèòñÿ ìà-
ëûì, ðàçìûêàòåëü âîçâðàùàåòñÿ â èñõîä-
íîå ïîëîæåíèå, à êîíäåíñàòîð (åñëè îí
áûë çàðÿæåí) ðàçðÿæàåòñÿ. Äàëåå ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ: òîê ÷åðåç ïåðâè÷íóþ îáìîòêó

äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 0
0,9

I
R

� 
E

, ãäå E  –

ñóììàðíàÿ ÝÄÑ àêêóìóëÿòîðíîé áàòàðåè,
R – ñóììàðíîå ñîïðîòèâëåíèå â öåïè ïåð-
âè÷íîé îáìîòêè, ðàçìûêàòåëü ðàçìûêàåò-
ñÿ, âîçíèêàåò èñêðà è òàê äàëåå.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðîöåñ-
ñîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïîñëå ðàçìûêàíèÿ ðàç-
ìûêàòåëÿ. Ïåðâè÷íàÿ è âòîðè÷íàÿ îáìîò-
êè îáðàçóþò òðàíñôîðìàòîð. Ïðè íàëè÷èè
òîêà â îáåèõ îáìîòêàõ îáñóæäåíèå ðàáîòû
òðàíñôîðìàòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñü-
ìà íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Îäíàêî äî ìîìåíòà
âîçíèêíîâåíèÿ èñêðû âî âòîðè÷íîé îáìîò-
êå òîêà íåò, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè äîñòàòî÷-
íî ðàññìîòðåòü òðàíñôîðìàòîð â ðåæèìå
õîëîñòîãî õîäà. Íàïðÿæåíèå ìåæäó âûâî-
äàìè ñâÿçàíî ñ íàïðÿæåíèåì íà ïåðâè÷íîé
îáìîòêå èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì

2

1 1

ABU N
U N

� .

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèå ABU  íà ðàç-
ðÿäíîì ïðîìåæóòêå â 100 ðàç áîëüøå ÝÄÑ
ñàìîèíäóêöèè â ïåðâè÷íîé êàòóøêå. Äëÿ
âîçíèêíîâåíèÿ èñêðû ýòî íàïðÿæåíèå äîë-
æíî áûòü îöåíî÷íî òàêèì:

0 0 90 êÂABU U E d� � � .
Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìàÿ ÝÄÑ ñàìî-
èíäóêöèè ðàâíà

1 900 BU � .
Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ öåïü ïåðâè÷íîé îáìîò-
êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàòåëüíûé êîí-
òóð ñ èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîé ÝÄÑ (ðèñ.2).

Ñîïðîòèâëåíèå R ðàâíî ñóììå ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ 0R  è âíóòðåííåãî ñîïðîòèâëåíèÿ
àêêóìóëÿòîðíîé áàòàðåè 0nr , ãäå n – êîëè-
÷åñòâî àêêóìóëÿòîðîâ â áàòàðåå. Ïî ïî-
ðÿäêó âåëè÷èíû 10 ÎìR Ù . Îöåíèì ïå-
ðèîä âîçíèêàþùèõ êîëåáàíèé è âðåìÿ èõ
çàòóõàíèÿ:

510  cT LC ��� : , 410 c
L
R

���W � : .

Äðóãèìè ñëîâàìè, çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò
ìåäëåííî. Äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé ÝÄÑ
ñàìîèíäóêöèèè â ïðîöåññå êîëåáàíèé ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî çàòóõàíèÿ âîîáùå íåò,
èíà÷å ãîâîðÿ, ñ÷èòàòü, ÷òî R = 0. (Òåì
áîëåå, ÷òî îöåíèòü íàäî ÝÄÑ ñàìîèíäóê-
öèè â ïåðâîì ïèêå.) Äàëåå, â ñëó÷àå âîç-
íèêíîâåíèÿ èñêðû ïî âòîðè÷íîé îáìîòêå
ïîòå÷åò òîê, ÷òî ïîâëèÿåò íà ÝÄÑ ñàìî-
èäóêöèè â ïåðâè÷íîé îáìîòêå. Ìîäåëü
ïðîñòîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà ïåðåñòà-
íåò ðàáîòàòü, íî ñàìîå ãëàâíîå – á óëüøàÿ
÷àñòü ýíåðãèè, çàïàñåííîé â êàòóøêå, èç-
ðàñõîäóåòñÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè èñêðîâîãî
ðàçðÿäà.
Íàïðÿæåíèå U  íà êîíäåíñàòîðå â êîíòóðå
ñ áàòàðåéêîé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

0 0U U U�� �d �d ��E E ,
ãäå 0U  – àìïëèòóäà íàïðÿæåíèÿ íà êîí-
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äåíñàòîðå, ðàâíàÿ àìïëèòóäå ÝÄÑ ñàìî-
èíäóêöèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàæèãàëàñü èñ-
êðà, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 900 ÂU �! . Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü 0U ,
èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ê
ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå 0U��E  òîê ñòà-
íåò ðàâåí íóëþ, à ÝÄÑ ïåðåìåñòèò çàðÿä

�� ��0C U��E  è ñîâåðøèò ðàáîòó �� ��0C U��E E ,
êîòîðàÿ ðàâíà ñóììàðíîìó èçìåíåíèþ
ýíåðãèè êàòóøêè è êîíäåíñàòîðà. Ýòè ñî-
îáðàæåíèÿ êîëè÷åñòâåííî îòðàæàåò ñîîò-
íîøåíèå

�� �� �� ��2 2
0 0

0 2 2

C U L I
C U

��
�� � ��

E
E E .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

2 2 2
0 0

L
U I

C
� ��E , è 0 2

0,81
1

L
U

R C
� ��E .

Íàïîìíèì, ÷òî 0n� E E , ãäå n – êîëè÷å-
ñòâî àêêóìóëÿòîðîâ, 0E  – ÝÄÑ îäíîãî
àêêóìóëÿòîðà, 0 0R nr R� ��  – îáùåå ñî-
ïðîòèâëåíèå â öåïè ïåðâè÷íîé îáìîòêè.
Ïðèêèíåì òåïåðü, ñêîëüêî íóæíî àêêóìó-
ëÿòîðîâ, ÷òîáû èñêðîâîé ïðîìåæóòîê ïðî-
áèâàëñÿ. Åñëè n = 1, òî àìïëèòóäà íàïðÿ-
æåíèÿ ðàâíà

�� ��
4

1
0 2

0,81 10
12 1  B 720 B

1,5
U

�˜
� �� �| .

Îäíîãî àêêóìóëÿòîðà ìàëî. Äëÿ n = 2
àìïëèòóäà ðàâíà

�� ��
4

2
0

0,81 10
24 1  B 1080 B

4
U

�˜
� �� �| .

Äâóõ àêêóìóëÿòîðîâ õâàòèò.
Ï.Êðþêîâ

Ðÿä ÷èñåë, îáð àòí ûõ ê ïðîñòûì

Â.ÁÐÀÃÈÍ

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî â òîì èëè èíîì âèäå
âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè. Íàïðè-
ìåð, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóììû ñ íåîãðàíè-
÷åííûì êîëè÷åñòâîì ñëàãàåìûõ (íà ñàìîì
äåëå â ñòàòüå-òî ïî÷òè âñå ñóììû êîíå÷íû)
è áåñêîíå÷íûå ñóììû, íàçûâàåìûå ÷èñëî-
âûìè ðÿäàìè . Â âîïðîñàõ î áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâàõ îïûò ðàáîòû ñ êîíå÷íûìè îáúåê-
òàìè èíîãäà àáñîëþòíî íå ïîìîãàåò. Ïðåïî-
äàâàÿ ó äåòåé â êðóæêàõ, âñåãäà èíòåðåñíî
íàáëþäàòü çà ïåðâûìè âñòðå÷àìè øêîëüíè-
êîâ ñ áåñêîíå÷íûìè ñóììàìè. Âèäíî, êàê
òðóäíî äàåòñÿ îñâîåíèå ýòîãî íîâîãî ìèðà
ñî ñâîèìè çàêîíàìè.

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé òåî-
ðåìû ïðî òàê íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷åñêèé
ðÿä, èëè ðÿä èç îáðàòíûõ ê íàòóðàëüíûì
÷èñëàì.

Òåîðåìà 1.  Ñóììà 
1 1 1 1

1
2 3 4 N

K+ + + + +

ìîæåò áûòü áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çà-
äàííîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Çàìåòèì, ÷òî

1 1 1
,

3 4 2
+ >   

1 1 1 1 1
5 6 7 8 2

+ + + > ,

äà è âîîáùå

1 1

1 1 1 2

2 1 2 2 2 2

k

k k k k+ ++ + + >
+ +

K  = 
1
2

,

ïîñêîëüêó â ëåâîé ÷àñòè 2k  ñëàãàåìûõ è

âñå îíè, êðîìå îäíîãî, áîëüøå 1

1

2k+ , à
îñòàâøååñÿ åìó ðàâíî. Ïîýòîìó

1 1
1 1

2 22m

m
K+ + + > + ,

ò.å. ñóììà â ëåâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé.

Íåêîòîðûì þíûì êðóæêîâöàì ýòîò ôàêò
êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì: ìû æå ìîæåì áðàòü
ñêîëüêî õîòèì ñëàãàåìûõ, êîíå÷íî æå,
ñóììó ìîæåì óâåëè÷èâàòü, êàê õîòèì. È
ñëåäîì èäåò íå÷òî óäèâèòåëüíîå: ñêîëüêî

ñëàãàåìûõ â ñóììå 
1 1 1 1

1
2 4 8 2nK+ + + + +

íè áåðè, ðåçóëüòàò áóäåò ìåíüøå 2. Îêà-
çûâàåòñÿ, çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ñëàãàå-
ìûå!

Êîãäà ÿ áûë øêîëüíèêîì, ìåíÿ óäèâèëà
òàêàÿ ñþððåàëèñòè÷íàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 1. Ðåçèíêà äëèíîé îäèí ìåòð
îäíèì êîíöîì öåëïÿåòñÿ çà âáèòûé ãâîçäü,
à äðóãîé êîíåö äåðæèò Àíäðåé. Íà ïðèáè-
òîì êîíöå ñèäèò æóê, êîòîðûé íà÷èíàåò
ïîëçòè ê Àíäðåþ ñî ñêîðîñòüþ 1 ñì/ìèí.
Êàæäóþ ìèíóòó Àíäðåé ðàñòÿãèâàåòDOI: http s://doi.org/10.4213/kvant20190503
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ðåçèíêó åùå íà îäèí ìåòð. Äîïîëçåò ëè
êîãäà-òî æóê äî Àíäðåÿ?

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî êàæäóþ
ìèíóòó îñòàâøàÿñÿ æóêó äèñòàíöèÿ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ íà 99 ñàíòèìåòðîâ, ïîýòîìó
êàê æå îí äîïîëçåò? Íî íà ñàìîì äåëå æóê
âåäü îòäàëÿåòñÿ îò ãâîçäÿ âìåñòå ñ ðàñòÿ-
æåíèåì ðåçèíêè. Ïîýòîìó âàæíî, ÷òî æóê
ïðîïîëçàåò íå ïî 1 ñì êàæäóþ ìèíóòó, à

ñíà÷àëà 
1

100
 îò âñåé äëèíû, ïîòîì 

1
200

,

ïîòîì 
1

300
 è ò.ä. Èç ðàñõîäèìîñòè ãàðìî-

íè÷åñêîãî ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî êîãäà-òî ýòà
ñóììà ñòàíåò áîëüøå 1.

Ìåíåå òðèâèàëüíûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèé ôàêò.

Òåîðåìà 2.  Ñóììà 
2

1 1 1
4 9 n

K+ + +  îãðà-

íè÷åíà (÷èñëîì, íå çàâèñÿùèì îò n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî

2

1 1 1 3
4 9 4n

K+ + + < .          (1)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

( )2 2 2

1 1 1 1 1 1
2 3 3 4 13 4 n nn

K K+ + < + + +
× × -

 =

1 1 1 1 1 1
2 3 3 4 1n n

æ ö æ ö æ ö= - + - + + - =ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø-
K

1 1 1
2 2n

= - <

Íåðàâåíñòâî (1) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëå-
äóþùèå èçÿùíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 12n+

õîòÿ áû n ïðîñòûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñðåäè

÷èñåë îò 1 äî 12n+  ðîâíî k ïðîñòûõ ÷èñåë.
Íàçîâåì ÷èñëî ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ ,
åñëè îíî íå äåëèòñÿ íè íà êàêîé òî÷íûé
êâàäðàò, áîëüøèé 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M  êîëè÷åñòâî ñâîáîä-
íûõ îò êâàäðàòîâ ÷èñåë îò 1 äî 12n+ .

Ëåììà 1.  2kM £ .
Ä îêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëî-

æåíèè êàæäîãî ñâîáîäíîãî îò êâàäðàòîâ
÷èñëà, ìåíüøåãî 12n+ , âõîäÿò òîëüêî ïðî-
ñòûå, ìåíüøèå 12n+ , ïðè÷åì â ñòåïåíè íå
âûøå ïåðâîé. Ïîýòîìó êàæäîå ñâîáîäíîå
îò êâàäðàòîâ ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì ñâîèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîä-
ìíîæåñòâ èç k ýëåìåíòîâ, êàê ìû çíàåì, 2k .

Ëåììà 2. 12nM -> .
Ä îêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó êîëè-

÷åñòâî ÷èñåë, íåñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ.
Íå áîëåå ÷åòâåðòè âñåõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 4,
íå áîëåå äåâÿòîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 9 è ò.ä.
Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íåñâî-
áîäíûõ îò êâàäðàòîâ, íå áîëåå ÷åì

( )
1 1 1

2 2 21

2 2 2

2 3 2

n n n

n
K

+ + +

+
+ + + , ÷òî â ñâîþ î÷å-

ðåäü ðàâíî

1
2

1
2

2
n+

æ
ç +
ç
è

K + 
( )

1 1
21

1 3
2 3 2

42

n n

n

+ -

+

ö
÷ < × = ×
÷
ø

.

À òîãäà ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ ÷èñåë
áîëüøå 12n- .

Íåðàâåíñòâî k > n – 1 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ
èç ýòèõ äâóõ ëåìì, ÷òî è çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç çíà-
ìåíèòîãî ïîñòóëàòà Áåðòðàíà, íî íàì óäà-
ëîñü äàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîå äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Îòäåëüíûé èíòåðåñ âûçûâàåò ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Åñëè ip  – i -å ïî ñ÷åòó

ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñóììà 
1 2

1 1 1

np p p
K+ + +

íå îãðàíè÷åíà.
Îòëîæèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ðå-

øèì ñ åå ïîìîùüþ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó –
çàäà÷ó Ì2548  «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Çàäà÷à 2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâà-
åòñÿ èçáûòî÷íûì, åñëè ñóììà âñåõ åãî
ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé (ò.å. íàòóðàëü-
íûõ äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò ñàìîãî n)
áîëüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî N  ñóùåñòâóåò N ïîäðÿä
èäóùèõ èçáûòî÷íûõ ÷èñåë.

Ëåììà.  Ìîæíî ïîäîáðàòü k ãðóïï ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë òàê, ÷òî
ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ê ÷èñëàì êàæ-
äîé ãðóïïû áîëüøå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî
óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k.

Áàçà: k = 0.
Ïåðåõîä : 1k k® + . Ïðåäïîëîæèì, íà-

áðàëè k ãðóïï è âñå âûáðàííûå ïðîñòûå
÷èñëà ìåíüøå íàòóðàëüíîãî M . Òîãäà çà-
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ìåòèì, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ê ïðîñòûì,
áîëüøèì M , íåîãðàíè÷åíà, êàê è ñóììà
îáðàòíûõ êî âñåì ïðîñòûì (ïîñêîëüêó
ñóììà îáðàòíûõ ê ïðîñòûì, íå ïðåâîñõî-
äÿùèì M , êîíå÷íàÿ). Ïîýòîìó ìîæíî âûá-
ðàòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ, áîëüøèõ M , ñóì-
ìà îáðàòíûõ âåëè÷èí ê êîòîðûì áîëüøå 1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàáðàëè åùå îäíó
ãðóïïó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âûáåðåì
N ãðóïï ïðîñòûõ ÷èñåë, î êîòîðûõ ãîâî-
ðèòñÿ â ëåììå. Òåïåðü íàì íàäî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû a, ïåðâîå èç ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ÷èñåë, äåëèëîñü íà ïðîñòûå ïåðâîé
ãðóïïû, âòîðîå – äåëèëîñü íà ÷èñëà èç
âòîðîé ãðóïïû, òðåòüå – íà ÷èñëà èç òðå-
òüåé ãðóïïû è ò.ä. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî,

åñëè ( )1,0 mod ia pº , ( )2,1 mod ia pº - , …

..., ( ),1 mod N ia N pº - + , ãäå pl ,i  ïðîáåãà-
åò ïðîñòûå ÷èñëà èç ãðóïïû íîìåð  l . Êàæ-
äîå èç ýòèõ òðåáîâàíèé – ýòî ñðàâíåíèå
ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. À êèòàéñêàÿ
òåîðåìà îá îñòàòêàõ ãàðàíòèðóåò, ÷òî òà-
êàÿ ñèñòåìà ïî ìîäóëÿì ðàçëè÷íûõ ïðî-
ñòûõ ðàçðåøèìà. Íî åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ
íà âñå ïðîñòûå èç êàêîé-òî ãðóïïû, òî
îíî èçáûòî÷íîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñ-
ëî b äåëèòñÿ íà ïðîñòûå èç ãðóïïû íîìåð
l , ó íåãî óæå åñòü ñîáñòâåííûå äåëèòåëè

,1 ,2

, ,
l l

b b
p p

K , à ñóììà ýòèõ äåëèòåëåé óæå

áîëüøå b. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç ÷è-

ñåë a, a + 1, ..., a + N – 1 èçáûòî÷íî.
Çàäà÷à ðåøåíà.

Òåïåðü äàâàéòå äîêàæåì òåîðåìó 4. Íà÷-
íåì ñ íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî:

1

N

i =
Õ 2

1 1 1
1 N

i i ip p p
K

æ ö
+ + + + >ç ÷è ø

1 1
1

2 3
> + + +...

1
N

+ . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàñêðûòü ñêîá-
êè, òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãî ñëàãàåìûõ âèäà

1 2
1 2

1
n

Np p p�D�D �DK
. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî

1
k

, ãäå k N£ , ïîëó÷èòñÿ, ïîòîìó ÷òî ó

ëþáîãî òàêîãî k â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå,
íå áîëüøèå N è íå áîëåå ÷åì â N-é ñòåïåíè.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî 0�H>  ñóùå-
ñòâóåò òàêîå m, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

1 2

1 1 1
1 1 1

mp p p
�HK

æ öæ ö æ ö
- - - <ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óâåëè÷èì ëåâóþ ÷àñòü
ôîðìóëû (2), çàìåíèâ êàæäóþ ñóììó ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íà ñóììó áåñêî-
íå÷íîé, è ïîëó÷èì

1

1 1 1 1
1

1 2 31

N

i

i

N
p

=

> + + + +
-

Õ K .

Ïåðåâåðíåì äðîáè â îáåèõ ÷àñòÿõ ñî ñìå-
íîé çíàêà:

1

1 1
1

1 1 1
1

2 3

N

ii p
N

=

æ ö
- <ç ÷è ø + + + +

Õ
K

.

Âûáåðåì òàêîå N , äëÿ êîòîðîãî
1 1 1 1

1
2 3 N �H

+ + + > , è òåì ñàìûì çàâåðøèì

äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî C ñóùå-

ñòâóåò òàêîå n, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

1 2

1 1 1
1 1 1

n

C
p p p

æ öæ ö æ ö
+ + + >ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

K .   ( 4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n âûïîëíåíî

1 2

1 1 1
1 1 1

n

C
p p p

æ öæ ö æ ö
+ + + £ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

K .  ( 5)

Âûáåðåì òàêîå n, äëÿ êîòîðîãî

1 2

1 1 1 1
1 1 1

2np p p C
K

æ öæ ö æ ö
- - - <ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

.  ( 6)

Ïî óòâåðæäåíèþ (2) òàêîå n ñóùåñòâóåò.
Ïåðåìíîæèì ( 6) è ( 5):

2 2 2
1 2

1 1 1 1
1 1 1

2np p p

æ öæ ö æ ö
- - - <ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

K .   ( 7)

Óìåíüøèì ëåâóþ ÷àñòü, äîáàâèâ ìíîæèòå-
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ëè 
2

1
1

k
æ ö-ç ÷è ø

 äëÿ ñîñòàâíûõ nk p< . Ïîñëå

÷åãî ïðåîáðàçóåì êàæäóþ ñêîáêó 2

1
1

k
æ ö-ç ÷è ø

êàê ( ) ( )
2

1 1k k

k

- +
 è ïîëó÷èì

( ) ( )
2 2 2 2

1 11 3 2 4 3 5 1
22 3 4

n n

n

p p

p

+ -× × ×
× × × × <K .

Íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñ-

ëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâíà 
1

2
n

n

p
p
+

. Î÷å-

âèäíî, ýòî íå ìåíüøå 
1
2

.

Ïîéìåì, êàê èç ýòîãî ñëåäóåò òåîðåìà 4.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî

1 2

1 1 1

n

C
p p p

K+ + + < .

Âîçâåäåì ÷èñëî e â ñòåïåíü îáåèõ ÷àñòåé:

1

1 1

np pe
+ +

=
K

1 2

11 1

npp p Ce e e e× × × <K . (8)

Êàê èçâåñòíî, 1xe x³ +  äëÿ âñåõ 0x ³ .
Ïðèìåíèì ýòî ê ëåâîé ÷àñòè (8) è ïîëó÷èì

1 2

1 1 1
1 1 1 C

n

e
p p p

æ öæ ö æ ö
+ + + <ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

K .

Íî ïî óòâåðæäåíèþ 3 ïðîèçâåäåíèå

1 2

1 1 1
1 1 1

np p p
K

æ öæ ö æ ö
+ + +ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø

 ïðè íåêîòîðîì

n ñòàíåò áîëüøå Ce . Ïðîòèâîðå÷èå.
Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ìåíüøèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n,
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

( )
1 2

1 1 1
1 1 1

m

n n
p p p

�M
æ öæ ö æ ö

= - - -ç ÷ ç ÷ ç ÷è ø è ø è ø
K ,

ãäå 1 2, , , mp p pK  – âñå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
äåëèòåëè n. Óòâåðæäåíèå 2 îçíà÷àåò, ÷òî

áûâàþò n, äëÿ êîòîðûõ 
( )n

n

�M
�H<  (ïðè ýòîì

âñå ip  ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè).
Ýòî ïîìîæåò ðàçîáðàòü èíòåðåñíóþ çàäà-
÷ó, ïðèäóìàííóþ ïî ìîòèâàì îäíîé ñòàðîé
çàäà÷è Ëåíèíãðàäñêîé îëèìïàäû.

Çàäà÷à 3. Äàí ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.
Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí íàçîâåì
øàáëîíîì. Íàçîâåì øàáëîí ìàëåíüêèì,

åñëè â íåì ìåíüøå 
1

100
 îò îáùåãî ÷èñëà

âåðøèí. Ìîãëî ëè ïðè êàêîì-òî n îêà-

çàòüñÿ, ÷òî ëþáûå 100 øàáëîíîâ, ïîëó÷à-
þùèõñÿ èç íåêîòîðîãî ìàëåíüêîãî øàáëî-
íà ïîâîðîòîì, èìåþò îáùóþ âåðøèíó?

Ðåøåíèå.  Ïîäáåðåì n â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

1 2 kp p pK , êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 100,

òàê , ÷òîáû ( ) 1
100

n

n

�M
< . Âûáåðåì òðåáóå-

ìûé øàáëîí – âñå âåðøèíû, íîìåðà êîòî-
ðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ n. Òîãäà â øàáëîí

âîéäóò ìåíåå 
100
n

 âåðøèí. Äîêàæåì, ÷òî

ëþáûå 100 øàáëîíîâ, ïîëó÷åííûõ èç äàí-
íîãî ïîâîðîòàìè, ïåðåñåêàþòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî
ïîâîðîòû íà 1 2 100, , ,a a aK . Äëÿ êàæäîãî
ïðîñòîãî ip  ïîäáåðåì îñòàòîê ir , íå ñðàâ-
íèìûé ñ 1 2 100, , ,a a aK  ïî ìîäóëþ ip . Òà-
êîé îñòàòîê ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ip  >
> 100. À òåïåðü ïîäáåðåì îñòàòîê a ïðè
äåëåíèè íà n, ñðàâíèìûé ñ ir  ïî ìîäóëþ

ip  äëÿ âñåõ i . Òàêîé îñòàòîê a íàéäåòñÿ ïî
êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ.

Âåðøèíà ñ íîìåðîì à îêàæåòñÿ âî âñåõ
øàáëîíàõ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî j  îò
1 äî 100 âûïîëíåíî 0j i ja a r a- º - ¯
( )mod ip . Çíà÷èò, ja a- âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

Æåëàþùèå ïîïðàêòèêîâàòüñÿ ìîãóò ïîïðî-
áîâàòü ñâîè ñèëû â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ. Ïåð-
âûå äâå èç íèõ ñêîðåå óïðàæíåíèÿ, ïîñëåäíÿÿ
æå çàäà÷à ïî-íàñòîÿùåìó ñëîæíàÿ.

Çàäà÷à 4. Ïåòÿ óòâåðæäàåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà êàæäîå ñëåäóþùåå ïðî-
ñòîå ÷èñëî áîëüøå ïðåäûäóùåãî õîòÿ áû â

�� ��101 10����  ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ïðàâ.
Çàäà÷à 5. Îáîçíà÷èì �� ��n�V  ñóììó äåëèòåëåé

÷èñëà n. Äàíî ÷èñëî x > 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå n, ÷òî

�� �� 610
n

x x
n

���V
�� �� �� .

Çàäà÷à 6. Íàòóðàëüíîå n íàçîâåì èíòåðåñ-

íûì, åñëè 
( ) 1

100

n

n

�M
< . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò 1000 ïîäðÿä èäóùèõ èíòåðåñíûõ ÷èñåë.
Çàäà÷à 7. Ìíîæåñòâî âû÷åòîâ A ïî ìîäóëþ

n íàçîâåì ñâîáîäíûì îò ïðîèçâåäåíèé , åñëè
�� ��modxy z n¯  äëÿ âñåõ , ,x y z A�• (íåîáÿçàòåëü-

íî ðàçëè÷íûõ). Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â ìíîæåñòâå, ñâîáîäíîì îò ïðîèçâåäå-
íèé, îáîçíà÷èì �� ��f n . Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå n,

äëÿ êîòîðûõ �� ��
2
n

f n �! ?
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Çàäà÷è 2–4 ï ðåäëàãàëèñü í à XVII Ì î ñêî âñ-
êî é óñòí î é î ëèìïèàäå  ïî  ìàòåìàòèêå  äëÿ
6–7 êëàññî â.

Çàäà÷è

È
ëë

þñ
òð

àö
èè

 Ä
.Ã

ðè
ø

óê
îâ

îé

1. Èç ñïè÷åê  ñëî æåí î  ÷èñëî  1828.
Êàêîå  í àèìå íüø åå êî ëè÷åñòâî  ñïè÷åê
í àäî  ïå ðåëî æèòü, ÷òîáû ïî ëó÷èòü ÷èñ-
ëî , êîòî ðîå  ÿâëÿåòñÿ ïî ëíû ì  êâàäðà-
òîì ?

Ñ.Êîñòèí

2. Ó îä í îê ëàññíèö Ì àø è è Ñâåòû
îäè í àêî âîå  êî ëè÷åñòâî  òåòðàäåé. Îí è
êóïè ëè îäè í àêî âûå í àáî ðû í àêëååê ñ
êîòèêàìè . Ì àø à í àêëåèëà í à 7 òåòðà-
äåé ïî  îä í îì ó êîòèêó, à í à î ñòàëüíû å

– ïî  7 êîòèêî â. Ñâåòà í àêëåèëà í à 11
òåòðàäåé ïî  îä í îì ó êîòèêó, à í à î ñ-
òàëüíû å – ïî  11 êîòèêî â. Ñêî ëüêî
êîòèêî â áûë î  â í àáî ðå, åñëè êàæäàÿ
äåâî÷êà èçðàñõîäî âàëà âåñü í àáî ð?

Ôîëüêëîð

3. Í àðèñóéòå òàêóþ ÷åòûð åõçâåííóþ
ëîìà íóþ, ÷òîáû åå âåðø èíû í å ñî âïà -
äàëè ñ âåðø èí àìè  äàíí î ãî  òðåóãî ëü-
í èêà è ÷òîáû î í à ÷åðåç êàæäóþ èç
âåðø èí òðåóãî ëüí èêà ï ðî õîäè ëà
äâàæäû.

Ä. Òðóùèí

4. Àí òî í, Á î ðÿ è Âî âà ó÷àñòâî âàëè â
âåëîï ðî áåãå ïî  ø î ññå Êàðãîïî ëü-
Ì åäâåæüåãî ðñê. Îí è ñòàðòî âàëè â
ðàçí îå  âðåì ÿ, è êàæäûé åõàë ñ ïî ñòî -
ÿíí î é ñêî ðî ñòüþ: Àí òî í – áûñ òðåå
Áî ðè, à Áî ðÿ – áûñ òðåå Âî âû. Â í åêî -

òîðûõ òî÷êàõ ø î ññå áûë è óñòàí î âëå-
íû â èäåîêàìå ðû. Êàæäàÿ èç í èõ ôèê -
ñèðî âàëà ïî ðÿäîê  ï ðî õî æäåí èÿ ó÷àñ-
òí èêàìè  ýòîé òî÷êè. Î êàçàëî ñü, ÷òî
ëþá î é ïî ðÿäîê , â êîòî ðîì  ìî ãëè ï ðî -
åõàòü Àí òî í, Á î ðÿ è Âî âà, áûë ð åàëè-
çî âàí â êàêîé-òî  èç òî÷åê. Èçâåñòí î ,
÷òî êòî-òî  îäè í èç òðîè õ ïàäà ë. Êòî
èìå íí î ?

Ì.Õà÷àòóðÿí, Í.Ìåäâåäü
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Äèàãîíàëü
êëåò÷àòîãî

ïðÿìîóãîëüíèêà
Å.ÁÀÊÀÅÂ

ÂÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÌÛ ÏÐÈÂÅÄÅÌ ÐÀÇÍÛÅ
ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è 1 ïðî äèà-

ãîíàëü êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. À çàòåì
ïîêàæåì, êàê äîâîëüíî íåîæèäàííûì îáðà-
çîì îíà âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ íè
î êàêîì êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå ðå÷è íåò.
Íà÷íåì, êîíå÷íî, ñ íåå ñàìîé.

Çàäà÷à 1. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå
a b�u  ïðîâåäåíà äèàãîíàëü. à) Ñêîëüêî íà
íåé ëåæèò óçëîâ ñåòêè? á) Íà ñêîëüêî
÷àñòåé îíà äåëèòñÿ ëèíèÿìè ñåòêè?

Íàïðèìåð, íà äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà
3 4�u  íåò óçëîâ (âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà
ìû íå ñ÷èòàåì), è îíà äåëèòñÿ ëèíèÿìè ñåòêè
íà 6 ÷àñòåé (ðèñ.1, à). À äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà
3 6�u  îòâåòû: 2 è 6 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.1, á).

à) Ïåðâîå ðåøåíèå.  Ââåäåì îñè êîîðäè-
íàò òàê, ÷òîáû îäíà èç âåðøèí ïðÿìîóãîëü-

íèêà ðàñïîëàãàëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò è îí
öåëèêîì ëåæàë â ïåðâîé ÷åòâåðòè, à ñòîðîíà
îäíîé êëåòêè ðàâíÿëàñü 1 (ðèñ.1, â). Ïðÿ-
ìàÿ, ñîäåðæàùàÿ äèàãîíàëü, ïðîõîäèò ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò, çíà÷èò, åå óðàâíåíèå èìå-
åò âèä y = kx, à òàê êàê îíà ñîäåðæèò òî÷êó

�� ��,b a , òî 
a

k
b

�  è óðàâíåíèå ïðÿìîé 
a

y x
b

� .

Åñëè íà äèàãîíàëè ëåæèò öåëàÿ òî÷êà
�� ��,n m , òî, âî-ïåðâûõ, ðàç òî÷êà íà ñàìîé
äèàãîíàëè, à íå íà ïðîäîëæåíèè, òî
0 m a�� �� , à âî-âòîðûõ, òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ ïðÿìîé, ò.å. 
a

m n
b

� , îòêóäà
an = bm.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàçáåðåì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà a è b âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà (êàê â
ñëó÷àå íà ðèñóíêå 1, à). Òîãäà èç òîãî, ÷òî bm
äåëèòñÿ íà a, ñëåäóåò, ÷òî m äåëèòñÿ íà a. Íî
òàêîãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê 0 < m < a.
Çíà÷èò, êîãäà äëèíû ñòîðîí âçàèìíî ïðî-
ñòû, òî íà äèàãîíàëè íåò óçëîâ.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü
�� ��ÍÎÄ , a b d� , à òàêæå a a d�c� , b b d�c� .

Òîãäà �� ��ÍÎÄ , 1a b�c �c� . Ïîäåëèì îáå ÷àñòè
óðàâíåíèÿ an = bm íà d, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
a n b m�c �c� . Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
ðàç a�c è b�c âçàèìíî ïðîñòûå, òî m äåëèòñÿ íà
a�c, ò.å. m ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m a t�c� ,

ãäå t  – öåëîå. Òîãäà 
b m b a t

n b t
a a

�c �c �c
�c� � � 

�c �c
.

Ïîäåëèì âñå ÷àñòè íåðàâåíñòâà 0 < m < a íà
a�c è ïîëó÷èì, ÷òî 0 < t  < d. Äëÿ êàæäîãî
öåëîãî t  â ýòîì äèàïàçîíå ÷èñëà m è n òîæå
áóäóò öåëûìè, çíà÷èò, îíè áóäóò äàâàòü óçåë
íà äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì, íà äèàãîíàëè

�� ��ÍÎÄ , 1a b ��  óçëîâ. Îíè ðàñïîëîæåíû â
òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè �� ��,b t a t�c �c, ãäå 0 < t  < d.

Âòîðîå ðåøåíèå.  Ïóñòü äëèíà äèàãîíàëè
ðàâíà ab (ñîîòâåòñòâåííî, óæå íå ñ÷èòàåì,
÷òî ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà 1). Ââåäåì êîîð-
äèíàòû íà äèàãîíàëè îò 0 â îäíîé âåðøèíå
äî ab â äðóãîé. Ïî òåîðåìå Ôàëåñà ãîðèçîí-
òàëüíûå ëèíèè ñåòêè äåëÿò äèàãîíàëü íà a
ðàâíûõ îòðåçêîâ (ðèñ.1, ã), à çíà÷èò, îíè
ïåðåñåêàþò äèàãîíàëü â òî÷êàõ ñ êîîðäèíà-
òàìè, êðàòíûìè b. Àíàëîãè÷íî, âåðòèêàëü-
íûå ëèíèè ïåðåñåêàþò äèàãîíàëü â òî÷êàõ ñ
êîîðäèíàòàìè, êðàòíûìè a. Óçåë – ýòî ïå-
ðåñå÷åíèå âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé
ëèíèé ñåòêè, ïîýòîìó íà äèàãîíàëè óçëû –
ýòî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè, êðàòíûìè è a è
b, à çíà÷èò, êðàòíûìè �� ��ÍÎ Ê ,a b . Ïîñêîëü-
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êó �� �� �� ��ÍÎÄ , ÍÎ Ê ,ab a b a b� �˜ , òî  êîëè÷å-
ñòâî ÷èñåë îò  1 äî  ab, êðàòíûõ  �� ��ÍÎ Ê ,a b ,
ðàâíî  �� ��ÍÎÄ ,a b . Òàê êàê òî÷êà ñ êî -
îðäèíàòîé  ab ýòî êîíåö  äèàãîíàëè,  òî,  îò -
áðîñèâ  ýòó òî÷êó,  ïîëó÷èì  îòâåò

�� ��ÍÎÄ , 1a b �� .
Òðåòüå ðåøåíèå.  Äîêàæåì,  ÷òî óçëû äåëÿò

äèàãîíàëü  íà  ðàâíûå  ÷àñòè. Âîçüìåì  äâà
óçëà P è Q íà  äèàãîíàëè  è ðàññìîòðèì
ïàðàëëåëüíûé  ïåðåíîñ  ïëîñêîñòè,  ïåðåâîäÿ -
ùèé  îäèí  èç íèõ  â äðóãîé. Òîãäà ïðÿìàÿ,
ñîäåðæàùàÿ äèàãîíàëü,  ïåðåéäåò â ñåáÿ è âñÿ
ñåòêà ïåðåéäåò â ñåáÿ. Çíà÷èò, è ñëåäóþùèé
óçåë íà  äèàãîíàëè  ïîñëå  P ïåðåéäåò â ñëåäó-
þùèé  óçåë ïîñëå  Q.  Òàêèì  îáðàçîì,  ðàññòî-
ÿíèÿ  ìåæäó  ñîñåäíèìè  óçëàìè  íà  äèàãîíàëè
îäèíàêîâûå .

Ãîðèçîíòàëüíûå  ëèíèè  ñåòêè äåëÿò äèàãî-
íàëü  íà  a ðàâíûõ  îòðåçêîâ . Óçëû  ñåòêè òîæå
äåëÿò äèàãîíàëü  íà  íåñêîëüêî  ðàâíûõ  ÷àñ-
òåé, îáîçíà÷èì  ýòî êîëè÷åñòâî k. Ïðè  ýòîì
êàæäûé óçåë ëåæèò è íà  ãîðèçîíòàëüíîé
ëèíèè  ñåòêè. Çíà÷èò, êàæäûé èç k ðàâíûõ
îòðåçêîâ,  íà  êîòîðûå  äèàãîíàëü  ðàçáèâàåòñÿ
óçëàìè,  äåëèòñÿ íà  ðàâíûå  ÷àñòè ãîðèçîí -
òàëüíûìè  ëèíèÿìè  è âñåãî ÷àñòåé ïîëó÷àåò -
ñÿ a. Ïîýòîìó  a äåëèòñÿ íà  k. Àíàëîãè÷íî,  b
äåëèòñÿ íà  k. Ñëåäîâàòåëüíî,  �� ��ÍÎ Ä ,a b
äåëèòñÿ íà  k. Ïðè  ýòîì  åñëè ðàçáèòü äèàãî-
íàëü  íà  �� ��ÍÎ Ä ,a b  ðàâíûõ  ÷àñòåé, òî  â
êàæäóþ ÷àñòü ïîïàäåò  öåëîå êîëè÷åñòâî îò -
ðåçêîâ,  âûñåêàåìûõ  ãîðèçîíòàëüíûìè  ëèíè -
ÿìè  – âåäü èõ êîëè÷åñòâî a äåëèòñÿ íà

�� ��ÍÎ Ä ,a b  (ðèñ.1,ä) . Òî  æå âåðíî  è ïðî
âåðòèêàëüíûå ëèíèè . Çíà÷èò, óçëû äåëÿò
äèàãîíàëü  íà  �� ��ÍÎ Ä ,k a b�  ÷àñòåé, à óçëîâ
íà  íåé  �� ��ÍÎ Ä , 1a b �� .

á)  Ðåøåíèå.  Äèàãîíàëü  äåëèòñÿ íà  a ðàâ-
íûõ  îòðåçêîâ  a – 1 ãîðèçîíòàëüíûìè  ëèíè -
ÿìè  ñåòêè è íà  b ðàâíûõ  îòðåçêîâ  b – 1
âåðòèêàëüíûìè  ëèíèÿìè  ñåòêè. Âñåãî êîëè -
÷åñòâî ëèíèé  ñåòêè, ïåðåñåêàþùèõ  äèàãî-
íàëü,  ðàâíî  a + b – 2. Åñëè áû  îíè  âñå ïåðå-
ñåêàëè äèàãîíàëü  â ðàçíûõ  òî÷êàõ, òî  òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ áûëî  áû  a + b – 2, íî  íåêîòîðûå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò  ñîâïàäàòü. Êîëè÷å -
ñòâî èìåííî  òàêèõ òî÷åê ìû  è ïîñ÷èòàëè  â
ïóíêòå  à) – èõ �� ��ÍÎ Ä , 1a b �� . Çíà÷èò, ðàç-
ëè÷íûõ  òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ

( ) ( )( )2 ÍÎÄ , 1a b a b+ - - - =
�� ��ÍÎ Ä , 1a b a b� �� �� �� .

Êîëè÷åñòâî  îòðåçêîâ,  íà  êîòîðûå  äèàãîíàëü

áüåòñÿ ýòèìè  òî÷êàìè,  íà  1 áîëüøå  êîëè÷å-
ñòâà òî÷åê, ïîýòîìó  ðàâíî  �� ��ÍÎ Ä ,a b a b�� �� .

Ñëåäóþùóþ  çàäà÷ó ïðîùå  ðåøàòü áåç
ïðèâëå÷åíèÿ  ïðÿìîóãîëüíèêà  (ïîäóìàéòå,
êàê). Íî  èíòåðåñíî  è íàéòè  â íåé  ñâÿçü ñ
ïåðâîé  çàäà÷åé.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

,2 ,3 , ,
2
a a a a

b
b b b

�˜ �˜ �˜K  ðîâíî �� ��Í ÎÄ ,a b  öå-

ëûõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì  òàêîé æå ïðÿìîó -

ãîëüíèê  a b�u , êàê â çàäà÷å 1. Åãî  äèàãîíàëü

ëåæèò íà  ïðÿìîé  
a

y x
b

� . Òî÷êè 1,
a
b

�§ �·
�¨ �¸
�© �¹

,

2, 2
a
b

�§ �·�˜�¨ �¸
�© �¹

, 3, 3
a
b

�§ �·�˜�¨ �¸
�© �¹

, …, ,
a

b b
b

�§ �·�˜�¨ �¸
�© �¹

 ÿâëÿþòñÿ

òî÷êàìè  ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè  ýòîãî  ïðÿ -
ìîóãîëüíèêà  ñ âåð-
òèêàëüíûìè  ëèíè -
ÿìè  ñåòêè (ðèñ.2) .
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî
öåëûõ ÷èñåë ñðåäè
ïåðå÷èñëåííûõ  â
óñëîâèè ðàâíî  êî -
ëè÷åñòâó óçëîâ  íà
äèàãîíàëè . Ïðè

ýòîì  ïîñëåäíÿÿ  òî÷êà ,
a

b b
b

�§ �·�˜�¨ �¸
�© �¹

 ñîâïàäàåò ñ

âåðøèíîé  ïðÿìîóãîëüíèêà . Ïîýòîìó  êî -
ëè÷åñòâî ïîëó÷àåòñÿ  íà  1 áîëüøå , ÷åì  â
çàäà÷å 1à, ò.å. �� ��Í ÎÄ ,a b .

× àñòíûé  ñëó÷àé ñëåäóþùåé  çàäà÷è íåäàâ-
íî  ïðåäëàãàëñÿ íà  XL I  Òóðíèðå Ë îìîíîñîâà
(äëÿ  M  = 8) .

Çàäà÷à 3. Â äîìå NM ýòàæåé. Â ïîäúåçäå
äâà ëèôòà, â êàæäîì èç êîòîðûõ êíîïêè
ðàñïîëîæåíû â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà N M�u
(N ñòðîê, M ñòîëáöîâ), íî ïðîíóìåðîâàíû
ïî-ðàçíîìó: â îäíîì «ñëåâà íàïðàâî, ñíèçó
ââåðõ», à â äðóãîì «ñíèçó ââåðõ, ñëåâà
íàïðàâî» (ïðèìåð äëÿ N = 7, M = 4 ïðèâåäåí
íà ðèñóíêå 3,à). Äàíÿ íàæèìàåò êíîïêó
ñâîåãî ýòàæà, íå ãëÿäÿ íà íóìåðàöèþ, ïî-
òîìó ÷òî ýòà êíîïêà â îáîèõ ëèôòàõ
ðàñïîëîæåíà íà îäíîì è òîì æå ìåñòå. Íà
êàêîì ýòàæå îí ìîæåò æèòü? (Íàïðèìåð,
äëÿ N = 7, M = 4 îòâåò: 1, 10, 19 è 28).
Òðåáóåòñÿ âûðàçèòü âñå âîçìîæíûå âàðè-
àíòû îòâåòà ÷åðåç N è M.

Ðåøåíèå.  Ââåäåì  ñèñòåìó êîîðäèíàò , êàê
ïîêàçàíî  íà  ðèñóíêå 3,á. Òîãäà öåíòðû  êíî -
ïîê  áóäóò èìåòü öåëûå êîîðäèíàòû , ò.å.

Ðèñ. 2
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áóäóò óçëàìè  ñåòêè. Ïóñòü  öåíòð êíîïêè
ðàñïîëîæåí  â òî÷êå �� ��,x y . Âûðàçèì  íîìåð
êíîïêè  ÷åðåç êîîðäèíàòû  åå öåíòðà (â êàæ-
äîé  èç äâóõ íóìåðàöèé) . Â ïåðâîé  íóìåðà -
öèè ýòàæ óâåëè÷èâàåòñÿ íà  1 ïðè  óâåëè÷åíèè
êîîðäèíàòû  x íà  1 è íà  M  – ïðè  óâåëè÷åíèè
y íà  1. Çíà÷èò, íîìåð  êíîïêè  â ïåðâîé
íóìåðàöèè  áóäåò 1 + x + My . Íîìåð  êíîïêè ,
ðàñïîëîæåííîé  â òîì  æå ìåñòå, âî  âòîðîé
íóìåðàöèè  áóäåò, àíàëîãè÷íî , 1 + Nx + y.
Äëÿ ýòàæà Äàíè  ýòè íîìåðà  ñîâïàäàþò : 1 +

+ x + My = 1 + Nx + y. Òîãäà 
1
1

N
y x

M
��

� 
��

,

à ýòî óðàâíåíèå  ïðÿìîé , ñîåäèíÿþùåé  öåíò-
ðû  ëåâîé  íèæíåé  è ïðàâîé  âåðõíåé êíîïîê .
Çíà÷èò, îòâåòàìè  ÿâëÿþòñÿ âñå óçëû, ëåæà-
ùèå  íà  ýòîé äèàãîíàëè ! À êàê îòâåò âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ñòîðîíû  ïðÿìîóãîëüíèêà  (â äàí -
íîì  ñëó÷àå N – 1 è M  – 1) , óæå îáñóæäàëîñü
â ðåøåíèè  çàäà÷è 1.

Ìíîãèå  çàäà÷è ïðî  ïðÿìîóãîëüíûå  áèëü-
ÿðäû  ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ïðî  êëåò÷àòóþ
ïëîñêîñòü . Ýòî  âèäíî  íà  ïðèìåðå  ñëåäóþùåé
çàäà÷è, êîòîðàÿ  ïî  ñóòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å 1.

Çàäà÷à 4. Â êâàäðàòíîì áèëüÿðäå ñî
ñòîðîíîé 1, â óãëàõ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ
ëóçû, èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà âûïóñòèëè
øàð (ðèñ. 4,à). Ñíà÷àëà îí óäàðèëñÿ î ïðà-
âóþ ñòåíêó; ïóñòü äëèíà îòðåçêà, îòìå-
÷åííîãî íà ðèñóíêå, ðàâíà r. Øàð ïðîäîë-
æàåò ëåòàòü, îòðàæàÿñü îò ñòåíîê, ïîêà
íå ïîïàäåò â ëóçó («óãîë ïàäåíèÿ» ðàâåí
«óãëó îòðàæåíèÿ»). Ïðè êàêèõ r øàð ïîïà-
äåò â ëóçó, à ïðè êàêèõ áóäåò ëåòàòü
áåñêîíå÷íî? Åñëè øàð ïîïàäåò â ëóçó, òî â
êàêóþ?

Ðåøåíèå.  Êàê è âî  ìíîãèõ  çàäà÷àõ ïðî
áèëüÿðäû , çäåñü ïîìîæåò  «âûïðÿìëåíèå »
òðàåêòîðèè øàðà.

Îòðàçèì  êâàäðàò îòíîñèòåëüíî  ñòîðîíû,  î
êîòîðóþ  óäàðèëñÿ øàð,  âìåñòå ñ òðàåêòîðè-
åé øàðà (ðèñ.4,á) . Òîãäà äâà îòðåçêà òðàåê-

òîðèè  âûñòðîÿòñÿ â îäèí  îòðåçîê . Çàòåì
îòðàçèì  ïîëó÷åííûé  êâàäðàò îòíîñèòåëüíî
ñëåäóþùåé  ñòîðîíû,  î  êîòîðóþ  óäàðèòñÿ
êâàäðàò, è ò.ä. Âåðøèíû  êâàäðàòîâ áóäåì
îòìå÷àòü ÷åòûðüìÿ  ðàçíûìè  öâåòàìè,  ÷òîáû
áûëî  ÿñíî,  êàê îíè  äðóã äðóãó ñîîòâåòñòâó-
þò. Âñå ïîëó÷åííûå  ïðè  îòðàæåíèÿõ  êâàäðà-
òû áóäóò ÷àñòüþ áåñêîíå÷íîé  êâàäðàòíîé
ñåòêè, ô ðàãìåíò  êîòîðîé  èçîáðàæåí  íà  ðè-
ñóíêå 4,â, ïîòîìó  ÷òî â íåé  ëþáûå  äâà

Ðèñ. 3
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ñîñåäíèõ  êâàäðàòà (è  ðàñêðàñêà èõ âåðøèí)
ñèììåòðè÷íû  îòíîñèòåëüíî  èõ îáùåé  ñòîðî -
íû . (Ðàñêðàñêà ïåðèîäè÷íàÿ,  è ïîâòîðÿåòñÿ
â íåé  îäèí  ô ðàãìåíò  2 2�u .)

Òàêèì  îáðàçîì,  ìû  «âûïðÿìèëè » òðàåêòî-
ðèþ  – îíà  ñòàëà ëó÷îì,  ïðîõîäÿùèì  ïî
êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè . Ââåäåì  êîîðäèíàòû
òàê, ÷òîáû  íà÷àëî  ëó÷à ðàñïîëàãàëîñü  â
íà÷àëå êîîðäèíàò  è èñõîäíûé  êâàäðàò öåëè-
êîì  ëåæàë â ïåðâîé  ÷åòâåðòè. Óðàâíåíèå
ïðÿìîé,  íà  êîòîðîé  ëåæèò ýòîò ëó÷, y = rx .
Åñëè ýòîò ëó÷ ïðîéäåò  ÷åðåç êàêîé -òî  óçåë

�� ��,b a , òî  ýòî îçíà÷àåò,  ÷òî 
a

r
b

� , ò.å. r

ðàöèîíàëüíî . Âåðíî  è îáðàòíîå : åñëè r ðàöè-

îíàëüíî  è ðàâíî  äðîáè  
a
b

, òî  ëó÷ ïðîéäåò

÷åðåç óçåë �� ��,b a . Èòàê, øàð  ïîïàäåò  â ëóçó
òîãäà è òîëüêî  òîãäà, êîãäà r ðàöèîíàëüíî .

Åñëè r ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñîêðàòè -

ìîé  äðîáè  êàê 
a
b

, òî  �� ��,b a  ýòî ïåðâûé  óçåë,

÷åðåç êîòîðûé  ïðîéäåò  ëó÷, ïîòîìó  ÷òî ïî

çàäà÷å 1 ïðè  �� ��Í Î Ä , 1a b �  íà  äèàãîíàëè
ïðÿìîóãîëüíèêà  a b�u  óçëîâ  íåò. × òîáû  îò -
âåòèòü íà  âîïðîñ,  â êàêóþ ëóçó ïîïàäåò  øàð,
íàäî  ïîñìîòðåòü  íà  öâåò óçëà �� ��,b a  â ðàñ-
êðàñêå íà  ðèñóíêå 4,â. Ïðè  íå÷åòíûõ  a è b
øàð  ïðèäåò â ëóçó C, ïðè  ÷åòíîì  a è
íå÷åòíîì  b – â ëóçó D , ïðè  íå÷åòíîì  a è
÷åòíîì  b – â ëóçó B. Êîîðäèíàòû  a è b íå
ìîãóò  áûòü ÷åòíûìè  îäíîâðåìåííî,  ïîòîìó

÷òî òîãäà äðîáü  
a
b

 áûëà áû  ñîêðàòèìîé,

ïîýòîìó  ñèòóàöèÿ, êîãäà øàð  ïîïàäåò  â ëóçó
A, íåâîçìîæíà .

Ïîñëåäíèå  äâå çàäà÷è ýòîé ñòàòüè íàèáî -
ëåå òðóäíûå . Èäåÿ ðàññìîòðåòü ïðÿìîóãîëü -
íèê  â íèõ  íå  ëåæèò íà  ïîâåðõíîñòè,  íî  äàåò
ñóùåñòâåííóþ  ïîìîùü  ïðè  ðåøåíèè .

Çàäà÷à 5 (XIII  Âñåñîþçíàÿ  îëèìïèàäà,
1979  ã.) . Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b âçàèìíî
ïðîñòû. Îòðåçîê �> �@0; 1  ðàçáèò íà a + b
îäèíàêîâûõ îòðåçêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â
êàæäîì èç ýòèõ îòðåçêîâ, êðîìå äâóõ êðàé-
íèõ, ëåæèò ðîâíî îäíî èç a + b – 2 ÷èñåë

1 2 1 1 2 1
, , , , , , ,

a b
a a a b b b

�� ��
K K .

Ðåøåíèå.  Îäíà  ñåðèÿ òî÷åê äåëèò îòðåçîê
íà  a ðàâíûõ  ÷àñòåé, à äðóãàÿ íà  b – òàê æå,
êàê â ïåðâîé  çàäà÷å! Òîãäà ñíîâà  ðàññìîòðèì
ïðÿìîóãîëüíèê  a b�u . Åñëè íà  åãî äèàãîíàëè

ââåñòè êîîðäèíàòû  ñ íóëåì  â îäíîì  êîíöå
äèàãîíàëè  è ñ åäèíèöåé  â äðóãîì,  òî  ÷èñëà èç
óñëîâèÿ  áóäóò êîîðäèíàòàìè  òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ  äèàãîíàëè  ñ ëèíèÿìè  ñåòêè.

Ïîéìåì,  êàê ïîëó÷àåòñÿ  ðàçáèåíèå äèàãî-
íàëè  íà  a + b îäèíàêîâûõ  îòðåçêîâ . Ñóììà
a + b ýòî êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ  îòðåçêîâ
ñåòêè â ñòîðîíàõ  AB è BC âìåñòå. Ïðîäëèì

ñòîðîíó  AB íà  äëè-
íó  BC äî  òî÷êè K
(ðèñ. 5,à) . Ïî  òåîðå-
ìå  Ôàëåñà, åñëè ïðÿ -
ìûå,  ïàðàëëåëüíûå

CK , äåëÿò ñòîðîíó  AK  íà  a + b ðàâíûõ
÷àñòåé, òî  îíè  ïîäåëÿò  è ñòîðîíó  AC íà
a + b ðàâíûõ  ÷àñòåé. Òðåóãîëüíèê BCK
ïðÿìîóãîëüíûé  è ðàâíîáåäðåííûé,  çíà÷èò,
äèàãîíàëè  êëåòîê ïàðàëëåëüíû  CK . Òàêèì
îáðàçîì,  äèàãîíàëè  êëåòîê äåëÿò äèàãîíàëü
AC íà  a + b ðàâíûõ  ÷àñòåé.

Îñòàëîñü  ïîíÿòü,  ïî÷åìó  íà  AC ìåæäó
äâóìÿ  ñîñåäíèìè  äèàãîíàëÿìè  êëåòîê ðîâíî
îäèí  óçåë.

Âñåãî ïðÿìûõ,  íà  êîòîðûõ  ëåæàò äèàãî-
íàëè  êëåòîê, a + b – 1, çíà÷èò, ìåæäó
íèìè  a + b – 2 ïîëîñ . Îòðåçêè  ñåòêè âíóò-
ðè ïîëîñû  îáðàçóþò  «ëåñåíêó», êîòîðàÿ
èäåò îò  îäíîãî  êðàÿ ïðÿìîóãîëüíèêà  äî
äðóãîãî  è ïåðåñåêàåò äèàãîíàëü  AC
(ðèñ.5,á) . Òàêèì  îáðàçîì,  â êàæäîé ïîëîñå
åñòü ïî  îäíîé  òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé  ñåò-
êè ñ äèàãîíàëüþ . Âñåãî òàêèõ òî÷åê a + b –
– 2 – ñòîëüêî  æå, ñêîëüêî  ïîëîñ . Ó ñîñåä-
íèõ  «ëåñåíîê » åñòü îáùèå  òî÷êè,  íî  òîëüêî
â óçëàõ ñåòêè, à ïî  çàäà÷å 1 åñëè ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíèêà  âçàèìíî  ïðîñòû,  òî  äèàãî-
íàëü  ÷åðåç íèõ  íå  ïðîõîäèò . Ïîýòîìó  â
êàæäîé ïîëîñå  ðîâíî  ïî  îäíîé  òî÷êå, ÷òî
ìû  è õîòåëè äîêàçàòü.

Çàäà÷à 6. Äàíû íå÷åòíûå âçàèìíî ïðî-
ñòûå ÷èñëà m è n. Íà îòðåçêå äëèíû 1
îòìåòèëè òî÷êè, äåëÿùèå åãî íà m ðàâíûõ
îòðåçêîâ, à òàêæå òî÷êè, äåëÿùèå åãî íà
n ðàâíûõ îòðåçêîâ. ×àñòè, íà êîòîðûå

Ðèñ. 5
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ýòè òî÷êè ðàçáèëè îòðåçîê, ïîêðàñèëè â
êðàñíûé è ñèíèé öâåòà â øàõìàòíîì ïî-
ðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü ñóìì äëèí
êðàñíûõ îòðåçêîâ è äëèí ñèíèõ îòðåçêîâ

ðàâíà 
1

mn
.

Í à ðèñóíêå 6,à ïîêàçàí  ïðèìåð  äëÿ m = 3,
n = 5.

Ðåøåíèå.  Ðàññìîòðèì  êëåò÷àòûé êâàäðàò
ñî  ñòîðîíîé  mn. Ðàçîáüåì  åãî ïðÿìûìè  íà
ïðÿìîóãîëüíèêè  m n�u  (â êîòîðûõ  m ñòðîê
è n ñòîëáöîâ) . Ãîðèçîíòàëüíûå  ïðÿìûå  ðàç-
áèâàþò äèàãîíàëü  íà  n ðàâíûõ  ÷àñòåé, à
âåðòèêàëüíûå – íà  m (íà  ðèñóíêå 6,á ïðè -
âåäåí ïðèìåð  äëÿ m = 3, n = 5) . Òàêèì
îáðàçîì,  äèàãîíàëü  ðàçáèâàåòñÿ íà  ÷àñòè
òàê æå, êàê îòðåçîê  èç óñëîâèÿ . Ïîêðàñèì
÷àñòè äèàãîíàëè  â øàõìàòíîì  ïîðÿäêå  â
êðàñíûé  è ñèíèé  öâåòà. Äàëåå îòðåçêàìè
áóäåì  íàçûâàòü òîëüêî  mn îòðåçêîâ  äèàãî-
íàëè,  ÿâëÿþùèåñÿ  äèàãîíàëÿìè  êëåòîê. Äëÿ
ðåøåíèÿ  çàäà÷è íàäî  äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî êðàñíûõ  îòðåçêîâ  îòëè÷àåòñÿ îò  êîëè -
÷åñòâà ñèíèõ  îòðåçêîâ  íà  1.

Âûáåðåì  îäèí  èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ  m n�u  è
ïàðàëëåëüíî  ñäâèíåì  íà  íåãî  îñòàëüíûå  ïðÿ -
ìîóãîëüíèêè  (ñì . ïðèìåð  íà  ðèñóíêå 6,â) .

Äîêàæåì  òðè óòâåðæäåíèÿ. 1)  Ïðè  ýòîì
ïåðåíîñå  íèêàêîé  îòðåçîê  íå  íàëîæèëñÿ  íà
äðóãîé. 2)  Êàæäàÿ êëåòêà çàíÿòà îòðåçêîì .

3)  Åñëè ðàñêðàñèòü êëåòêè ïðÿìîóãîëüíè -
êà m n�u  â øàõìàòíîì  ïîðÿäêå,  òî  êðàñíûå
îòðåçêè áóäóò ëåæàòü â êëåòêàõ îäíîãî  öâå-
òà, à ñèíèå  – â êëåòêàõ äðóãîãî  (ñì . ïðè -
ìåð  íà  ðèñóíêå 6,ã) .

1)  Ä îêàæåì,  ÷òî ïðè  ïåðåíîñå  íèêàêîé
îòðåçîê  íå  íàëîæèëñÿ  íà  äðóãîé. Ïðîíóìå -
ðóåì  âñå îòðåçêè â òîì  ïîðÿäêå,  â êàêîì
îíè  øëè  â äèàãîíàëè  êâàäðàòà ñî  ñòîðîíîé
mn. Ðàññìîòðèì  êàêîé -òî  èç ýòèõ îòðåçêîâ
ñ íîìåðîì  t  >  1 ïîñëå  ïåðåíîñà  åãî â ïðÿ -
ìîóãîëüíèê  m n�u . Çàìåòèì,  ÷òî ïî  åãî ïî -
ëîæåíèþ  îäíîçíà÷íî  âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî -
ëîæåíèå  îòðåçêà íîìåð  t – 1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äâà îòðåçêà ñ íîìåðàìè  t > 1 è s > 1
ñîâïàëè . Òîãäà ñîâïàëè  è ïðåäûäóùèå  îò -
ðåçêè t – 1 è s – 1. Ïðèìåíèâ  ýòî ðàññóæäå-
íèå  íåñêîëüêî  ðàç, óìåíüøèì  îäèí  èç ýòèõ
íîìåðîâ  äî  1 è ïîëó÷èì,  ÷òî êàêîé -òî  îòðå-
çîê  v ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì  1. À ýòî çíà÷èò,
÷òî íà  ãðàíèöå îòðåçêîâ  v – 1 è v äèàãî-
íàëü  êâàäðàòà mn ïðîõîäèò  ÷åðåç óçåë íà -
ðèñîâàííîé  íàìè  ñåòêè èç ïðÿìîóãîëüíè -
êîâ  m n�u .

Ä îêàæåì,  ÷òî íà  äèàãîíàëè  êâàäðàòà íå
ìîæåò  áûòü òàêèõ óçëîâ . Åñëè ñæàòü êâàä-
ðàò â n ðàç ïî  ãîðèçîíòàëè  è çàòåì â m ðàç
ïî  âåðòèêàëè, òî  ÿ÷åéêè ñåòêè ïðèìóò  ðàç-
ìåð  1 1�u , à ñàì  êâàäðàò ñòàíåò ïðÿìîóãîëü -
íèêîì  n m�u . Ïî  çàäà÷å 1, ðàç m è n âçà-
èìíî  ïðîñòû,  òî  äèàãîíàëü  íå  ïðîõîäèò
÷åðåç óçëû ñåòêè, à çíà÷èò, îíà  íå  ïðîõî -
äèëà ÷åðåç óçëû ñåòêè èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
m n�u  è äî  ýòèõ ñæàòèé. Ïðîòèâîðå÷èå .
Èòàê, óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî .

2)  Äîêàæåì,  ÷òî êàæäàÿ êëåòêà çàíÿòà
îòðåçêîì . Âñåãî îòðåçêîâ  mn, ÷òî ðàâíî
êîëè÷åñòâó êëåòîê ïðÿìîóãîëüíèêà  m n�u ,
â êîòîðûé  ýòè îòðåçêè ïåðåíåñëèñü. Ïðè
ýòîì  íèêàêèå  äâà îòðåçêà íå  ïîïàëè  â îäíó
êëåòêó, êàê äîêàçàíî  â ïåðâîì  óòâåðæäå-
íèè . Çíà÷èò, â êàæäîé êëåòêå ïî  îòðåçêó è
ïóñòûõ  êëåòîê íåò.

3)  Äîêàæåì,  ÷òî åñëè ðàñêðàñèòü êëåòêè
ïðÿìîóãîëüíèêà  m n�u  â øàõìàòíîì  ïîðÿä -
êå (â áåëûé è ÷åðíûé  öâåòà), òî  êðàñíûå
îòðåçêè áóäóò ëåæàòü â êëåòêàõ îäíîãî  öâå-
òà, à ñèíèå  – â êëåòêàõ äðóãîãî . Ðàññìîò -
ðèì  êàêîé -òî  îòðåçîê  ñ íîìåðîì  t , ïóñòü îí
ñèíèé . Åñëè îòðåçîê  ñ íîìåðîì  t  + 1 òîãî
æå öâåòà, òî  ïîñëå  ïåðåíîñà  îíè  îêàæóòñÿ
â ñîñåäíèõ  ïî  äèàãîíàëè  êëåòêàõ, êîòîðûå
òàêæå îäíîãî  öâåòà.Ðèñ. 6
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Åñëè æå îòðåçêè ðàçíîãî  öâåòà, òî  èõ

ðàçäåëÿåò ëèíèÿ  ñåòêè – äîïóñòèì,  ãîðè -
çîíòàëüíàÿ  (ñì . ïðèìåð  íà  ðèñóíêå 6,ä) .
Òîãäà îòðåçîê  ñ íîìåðîì  t  ïåðåìåñòèëñÿ  â
âåðõíþþ  ñòðîêó ïðÿìîóãîëüíèêà  m n�u , à
îòðåçîê  t  + 1 – â íèæíþþ,  íî  â ñëåäóþùèé
ñòîëáåö. Ñòîðîíû  ïðÿìîóãîëüíèêà  m n�u  íå -
÷åòíûå,  ïîýòîìó  âåðõíÿÿ  ñòðîêà ðàñêðàøå-
íà  òàê æå, êàê íèæíÿÿ . À çíà÷èò, îòðåçêè ñ
íîìåðàìè  t  è t  + 1 áóäóò ðàçíîãî  öâåòà.

Èòàê, ñîñåäíèå  îòðåçêè îäíîãî  öâåòà
ïåðåõîäÿò  íà  êëåòêè îäíîãî  öâåòà, à ñîñåä-
íèå  îòðåçêè ðàçíîãî  öâåòà – íà  êëåòêè ðàç-
íûõ  öâåòîâ. Çíà÷èò, âñå êðàñíûå  îòðåçêè
ëåæàò â êëåòêàõ îäíîãî  öâåòà, à ñèíèå  – â
êëåòêàõ äðóãîãî .

Ó ïðÿìîóãîëüíèêà  m n�u  ñòîðîíû  íå÷åò-
íûå,  ïîýòîìó  êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ  è áåëûõ
êëåòîê â øàõìàòíîé  ðàñêðàñêå îòëè÷àåòñÿ
íà  1. Òîãäà è êîëè÷åñòâî ñèíèõ  è êðàñíûõ
îòðåçêîâ  îòëè÷àåòñÿ íà  1, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷è äëÿ ñàì î ñòî ÿòåëüíî ãî  ðåøåíè ÿ
1. Êàê âû  äóìàåòå, ïî÷åìó  âåðøèíû  êâàäðàòîâ

ñåòêè íàçûâàþò  óçëàìè ?
2. Ñêîëüêî  ÷èñåë îò  1 äî  300 äåëÿòñÿ íà  5 èëè

íà  6?
3. Ñêîëüêî  èç ÷èñåë a, 2a, 3a, …, ba äåëÿòñÿ

íà  b?
4 (ê  çàäà÷å 4) . Ñêîëüêî  ðàç øàð  óäàðèòñÿ î

ñòåíêó AB äî  ïîïàäàíèÿ  â ëóçó?

5 (ê  çàäà÷å 4) . Ïîïàäåò  ëè øàð  â ëóçó, åñëè
âûïóñòèòü åãî èç âåðøèíû  ïîä  óãëîì  30�qê ñòîðî -
íå  êâàäðàòà?

6. Äàí  ïðÿìîóãîëüíûé  áèëüÿðä ñî  ñòîðîíàìè  1
è 2 . Èç  åãî óãëà ïîä  óãëîì  45�q ê ñòîðîíå
âûïóùåí  øàð . Ïîïàäåò  ëè îí  êîãäà-íèáóäü  â
ëóçó?

7. Â ïðÿìîóãîëüíîì  áèëüÿðäå ðàçìåðîì  2p q�u ,
ãäå p è q – íå÷åòíûå  ÷èñëà, ñäåëàíû  ëóçû â
êàæäîì  óãëó è â ñåðåäèíå êàæäîé ñòîðîíû  äëè-
íû  2q. Èç  óãëà âûïóùåí  øàðèê  ïîä  óãëîì  45�q
ê ñòîðîíå . Ä îêàæèòå, ÷òî øàðèê  îáÿçàòåëüíî
ïîïàäåò  â îäíó  èç ñðåäíèõ ëóç.

8. Ïàðàëëåëåïèïåä  a b c�u �u  ðàçáèò íà  åäè-
íè÷íûå  êóáèêè. Ñêîëüêî  òî÷åê íà  äèàãîíà -
ëè ïàðàëëåëåïèïåäà  ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè  êóáè-
êîâ ?

9 (Ä.Ôîìèí,  ïðèìåð  ê óòâåðæäåíèþ çàäà÷è
Ì1 232) . Õ îçÿéêà  èñïåêëà äëÿ ãîñòåé ïèðîã . Çà
ñòîëîì  ìîæåò  îêàçàòüñÿ ëèáî  p ÷åëîâåê, ëèáî  q.
Äîêàæèòå, ÷òî õîçÿéêà  ìîæåò  çàðàíåå ðàçðåçàòü
ïèðîã  íà  �� ��ÍÎÄ ,p q p q�� ��  êóñêîâ òàê, ÷òîáû
â ëþáîì  ñëó÷àå åãî ìîæíî  áûëî  ðàçäàòü ïî -
ðîâíó .

10 (À .Òîëïûãî,  óñòíûé  òóð Òóðíèðà ãîðîäîâ,
2016  ã.) . Ïðÿìîóãîëüíèê  p q�u , ãäå p, q – íàòó-
ðàëüíûå  âçàèìíî  ïðîñòûå  ÷èñëà, p <  q, ðàçáèò
íà  åäèíè÷íûå  êâàäðàòèêè. Èç  ëåâîãî  íèæíåãî
óãëà ïðÿìîóãîëüíèêà  â åãî ïðàâûé  âåðõíèé  óãîë
ïðîâåäåíà  äèàãîíàëü . Îíà  îòñåêàåò òðåóãîëüíè -
êè îò  íåêîòîðûõ  êâàäðàòèêîâ. Í àéäèòå ñóììàð -
íûé  ïåðèìåòð  âñåõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ .

ÏÎÁÅÄÈÒÅËÈ

Ëó÷øèõ  ðåçóëüòàòîâ äîáèëèñü øêîëüíèêè :

Áèðþëèí Àëåêñåé  – Ìîñêâà,  Êóð÷àòîâñêàÿ
øêîëà,  6 êë.,

Äðåí÷åâà Ìàðèÿ – Áîëãàðèÿ,  Ñî ô èÿ,  Ñî ô èé-
ñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ,  7 êë.

è êîìàíäà  ìàòåìàòè÷åñêîé  ãðóïïû  Öåíòðà
«Óñïåõ» Ãàò÷èíñêîãî  ìóíèöèïàëüíîãî  ðàéîíà
Ëåíèíãðàäñêîé  îáëàñòè (ðóêîâîäèòåëü  Ïàâ -
ëîâ  Ñåðãåé Ïàâëîâè÷) :

Ìàòî÷èíñêàÿ Âàðâàðà  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3,
7 êë.,

Òþêîâ Äàíèèë  – Ïðèãîðîäíàÿ  øêîëà,  8 êë.,
Åðîíèí Âàëåðèé  – Ñèâåðñêàÿ ãèìíàçèÿ,  8 êë.,
Äçþáà Ñåðãåé – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3, 8 êë.,
Êàøåíêî Þëèÿ  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3, 9 êë.,
Êóäÿêîâ Ìàêàð  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3, 8 êë.,
Åðåìååâ Ñåì¸í  – Ãàò÷èíà, ëèöåé 3, 9 êë.

ÏÐÈÇÅÐÛ

Æþðè  êîíêóðñà  òàêæå îòìå÷àåò õîðîøèå
ðàáîòû  ñëåäóþùèõ  øêîëüíèêîâ :

Êîíîïëåâ Ìàêñèì  – Ìîñêâà,  øêîëà  1329,
8 êë.,

Êðâàâè÷ Àäðèàí  – Âåëèêîáðèòàíèÿ,  Ë îíäîí,
Óèìáëäîíñêèé  êîëëåäæ, 8 êë.,

Ëèííèê Åëåíà  – Óêðàèíà,  Õàðüêîâ,  ÕÓÂÊ  45
«Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ », 10 êë.,

Ñàíà÷åâ Èâàí  – Ìîñêâà,  øêîëà  1583, 3 êë.

Ïîçäðàâëÿåì!

Ï î áåäèòåëÿì  è ïðè çåðàì  áóäóò âûñëàí û
äèïëîì û æóðíàëà  «Êâàíò» è ïðè çû îò  èçäà-
òåëüñòâà ÌÖÍÌÎ.

Êðîìå  òîãî , ïðè çû òàêæå ïîëó÷àò  íàè áîëåå
àêòèâí û å ó÷àñòíèêè  êîíêóð ñà.

ÈÒÎÃÈ ÊÎÍÊÓÐÑÀ ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ 2018/19 Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÃÎ ÄÀ



Ï ðèíöèï
ñóïåðïî çèöèè â
ýëåêòðîñòàòèêå

Ñ.ÊÐÞÊÎÂ

Ï ÐÈ ÍÖ È Ï  ÑÓÏÅ ÐÏ Î ÇÈ ÖÈÈ  ÝËÅÊÒÐÈ ×ÅÑ-
÷åñêèõ ïîëåé  ôîðìóëèðóåòñÿ  ñëåäóþ-

ùèì  îáðàçîì:
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äâóõ èëè íåñêîëü-

êèõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ â ëþáîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà ðàâíî ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììå
ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ â ýòîé òî÷êå êàæäûì
çàðÿäîì â îòäåëüíîñòè (ò.å. êîãäà îñòàëü-
íûå çàðÿäû óñòðàíåíû).

Ãëàâíîå  ñîäåðæàíèå ýòîãî  ïðèíöèïà  ñî-
ñòîèò íå  â òîì,  ÷òî ïîëÿ  ñêëàäûâàþòñÿ, êàê
âåêòîðû,  à â òîì,  ÷òî îíè  íå èñêàæàþòñÿ
ïðèñóòñòâèåì  äðóãèõ çàðÿäîâ,  ïðè÷åì  íå
èñêàæàþòñÿ ïîëÿ  òîëüêî òî÷å÷íûõ çàðÿ-
äîâ . Íåòðóäíî  ïðèâåñòè ïðèìåð,  êîãäà ïîëÿ
ðàçëè÷íûõ  èñòî÷íèêîâ  âåêòîðíî  ñóììèðó-
þòñÿ, íî  ïðèíöèï  ñóïåðïîçèöèè  íå  âûïîë-
íÿåòñÿ. Åñëè âçÿòü, ñêàæåì, äâà çàðÿäà,
ðàñïîëîæåííûõ  íà  ïðîâîäíèêàõ,  è íàéòè
ïîëå  â ëþáîé  òî÷êå ïîáëèçîñòè,  òî  îíî
áóäåò âåêòîðíîé  ñóììîé  ïîëåé,  ñîçäàííûõ
êàæäûì  çàðÿäîì,  îäíàêî  ïðèíöèï  ñóïåðïî-
çèöèè çäåñü, êîíå÷íî,  íå  ñïðàâåäëèâ. Èç-çà
íåòî÷å÷íîñòè  èñòî÷íèêîâ  çà ñ÷åò ýëåêòðèçà-
öèè ÷åðåç âëèÿíèå  ðàñïðåäåëåíèÿ  çàðÿäîâ
íà  ïîâåðõíîñòè  ïðîâîäíèêîâ  èçìåíÿòñÿ,  è
îíè  áóäóò ñîçäàâàòü ïîëÿ,  îòëè÷íûå  îò  òåõ,
êîòîðûå  ñîçäàâàëè áû,  áóäó÷è óåäèíåííû-
ìè.  Òàêèì  îáðàçîì,  ñëîæàòñÿ èñêàæåííûå
ïîëÿ,  ò.å. òðåáîâàíèÿ  ïðèíöèïà  ñóïåðïîçè-
öèè áóäóò íàðóøåíû.

Ê ñîæàëåíèþ,  ó÷àùèåñÿ äàëåêî íå  âñåãäà
ïðàâèëüíî  ïîíèìàþò  ýòó ãëàâíóþ  ÷àñòü ñî-
äåðæàíèÿ ïðèíöèïà.  Áîëåå òîãî,  ïîðîé  è â
ó÷åáíîé  ëèòåðàòóðå ïðè  îáñóæäåíèè  (âïîë-
íå  êîððåêòíîì)  ïðîöåäóðû  ñëîæåíèÿ  ýëåê-
òðè÷åñêèõ ïîëåé  óïîð  äåëàåòñÿ èìåííî  íà
âåêòîðíûé  õàðàêòåð ýòîãî  ñëîæåíèÿ  è ïðè
îêîí÷àòåëüíîé  ôîðìóëèðîâêå  ïðèíöèïà  ñó-

ïåðïîçèöèè  âîïðîñ  î  íåçàâèñèìîñòè  ñêëà-
äûâàåìûõ  ïîëåé  äðóã îò  äðóãà ïðîñòî  îñ-
òàâëÿåòñÿ â ñòîðîíå  (ñì.,  íàïðèìåð,  [ 1] ,
ñ.51).

Â ýòîé ñòàòüå íà  ðÿäå ïðèìåðîâ  èëëþñò-
ðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå  ïðèíöèïà  ñóïåðïîçè-
öèè â ýëåêòðîñòàòèêå. Åñòåñòâåííî,  ëþáàÿ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ìîæåò  áûòü ðå-
øåíà  îáùèìè  ìåòîäàìè,  îñíîâàííûìè  íà
ñâîéñòâàõ êóëîíîâñêèõ  ïîëåé  è ñèñòåìå îñ-
íîâíûõ  óðàâíåíèé  ýëåêòðîñòàòèêè. Íî  ïî-
ðîé  ýòè ðåøåíèÿ  îêàçûâàþòñÿ  âåñüìà ãðî-
ìîçäêèìè.  Îäíàêî  åñëè çàäàííóþ  â çàäà÷å
ñèñòåìó çàðÿäîâ óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå
íàëîæåíèÿ  áîëåå ïðîñòûõ  ïîäñèñòåì,  íå èñ-
êàæàþùèõ äðóã äðóãà, òî  ðåøåíèå  ñëîæíîé
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàëîæåíèþ  ðåøåíèé  áî-
ëåå ïðîñòûõ,  èíîãäà  äàæå õîðîøî  èçâåñò-
íûõ.  Ýòî  ïîçâîëÿåò  íå  òîëüêî  áûñòðî  è
êðàñèâî (ïîðîé  óñòíî)  ïîëó÷èòü  îòâåò, íî  è
ãîðàçäî  íàãëÿäíåå  ïðåäñòàâèòü ñòðóêòóðó
âîçáóæäàåìûõ  äàííîé  ñèñòåìîé  çàðÿäîâ ïî-
ëåé. Ïðè  ýòîì  ÷ðåçâû÷àéíî  âàæíî  áûòü
óâåðåííûì  â òîì,  ÷òî íàéäåííûå  ïîäñèñòå-
ìû  çàðÿäîâ äåéñòâèòåëüíî íå  èñêàçÿò äðóã
äðóãà è ðåøåíèÿ  ïîäçàäà÷  ìîæíî  ïðîñòî
íàêëàäûâàòü. Â ýòîì  îñíîâíàÿ  òðóäíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ  äàííîãî  ìåòîäà,  êîòîðàÿ  ïî-
ðîé  ïðèâîäèò  ê îøèáêàì.

Ðàññìîòðèì  òåïåðü íåêîòîðûå  êîíêðåòíûå
çàäà÷è, ïîääàþùèåñÿ  ðåøåíèþ  óêàçàííûì
ìåòîäîì.

Çàäà÷à 1. Öåíòð ïðîâîäÿùåãî øàðà ðàäè-
óñîì à, íåñóùåãî çàðÿä Q, íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè R îò òî÷å÷íîãî çàðÿäà q. Íàé-
äèòå ïîòåíöèàë �M øàðà, åñëè à è R ñðàâíè-
ìû äðóã ñ äðóãîì ( a < R).

Ðåøåíèå.  Ïîñêîëüêó  îá úåì  øàðà ýêâèïî-
òåíöèàëåí,  äîñòàòî÷íî  íàéòè  ïîòåíöèàë  êà-
êîé-ëèáî  åãî òî÷êè,  íàïðèìåð  öåíòðà. Äëÿ
ýòîãî  ðàçîáüåì  çàðÿä øàðà Q íà  ìàëûå
ýëåìåíòû  (òî÷å÷íûå  çàðÿäû)  è ïðèìåíèì
îáùóþ  ôîðìóëó  äëÿ ïîòåíöèàëà,  ñîçäàííîãî
ïðîèçâîëüíûì  ðàñïðåäåëåíèåì  çàðÿäà â
ëþáîé  òî÷êå ïîëÿ  Ì :
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òî÷å÷íûé  çàðÿä, à ir  – ðàññòîÿíèå îò  íåãî  äî
èññëåäóåìîé  òî÷êè ïîëÿ.  Â íàøåì  ñëó÷àåDOI:  https: //doi.org/10.4213/kvant20190505
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(ðèñ.1)  äëÿ çàðÿäîâ iq�'  íà  øàðå âñå ðàññòî-
ÿíèÿ  îäèíàêîâû : constir a� � , òàê ÷òî
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R a� 

�§ �·�'
�M � �� � �¨ �¸

�© �¹
�¦

1

1 n

i
i

q q Q
k q k

R a R a� 

�§ �· �§ �·� �� �' � ���¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹�© �¹

�¦ . ( �
 )

Ïîïûòàåìñÿ  òåïåðü ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå
äàííîé  çàäà÷è â âèäå íàëîæåíèÿ  ðåøåíèé
äâóõ áîëåå ïðîñòûõ  çàäà÷: íåçàðÿæåííûé
øàð  â ïîëå  òî÷å÷íîãî  çàðÿäà è óåäèíåííûé
çàðÿæåííûé  øàð .

Âîîáùå,  åäèíñòâåííûì  óñëîâèåì,  êîòîðî -
ìó  ïîä÷èíÿåòñÿ  ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà
ïîâåðõíîñòè  ñèñòåìû  ïðîâîäíèêîâ,  ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî íóëþ  íàïðÿæåííîñòè  ïîëÿ  â
êàæäîé òî÷êå âíóòðè  êàæäîãî  ïðîâîäíèêà .
Òåîðåìà  åäèíñòâåííîñòè  óòâåðæäàåò, ÷òî
òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è îíî
åäèíñòâåííî,  ò.å. äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ  äàííîìó  óñëîâèþ,  íåò.

Çàðÿä q èíäóöèðóåò íà  íåçàðÿæåííîì  øàðå
íåêîå  íåðàâíîìåðíîå  ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ
ñ ïîâåðõíîñòíîé  ïëîòíîñòüþ  �� ��M�V , ïðè -

÷åì,  î÷åâèäíî,  ñèñòåìà çàðÿäîâ �� ���^ �`,q M�V  íå
ñîçäàåò ïîëÿ  âíóòðè  øàðà (ðèñ.2) . Â ýòîì

ñëó÷àå, ïîëàãàÿ  â

( �
 )
1

0
n

i
i

q
� 

�' � �¦ , ïîëó÷àåì

ïåðâîå  ñëàãàåìîå îòâåòà.
(Òî÷íîå  ðåøåíèå  – ðàñ-
÷åò ïîëÿ  E

ur
 è �� ��M�V  –

ìîæåò  áûòü ïîëó÷åíî
ìåòîäîì  èçîáðàæåíèé ;
ñì . ,  íàïðèìåð,  [ 2] ,

ñ.124–126.)  Åñëè òåïåðü íà  óåäèíåííûé  øàð
ïîìåñòèòü  çàðÿä  Q, òî  îí,  ðàñïðåäåëèâøèñü
ðàâíîìåðíî  ïî  ïîâåðõíîñòè  øàðà,  òîæå íå
äàñò ïîëÿ  âíóòðè . Ýòîé  ñèòóàöèè ñîîòâåò-
ñòâóåò âòîðîå  ñëàãàåìîå îòâåòà. Ïîñêîëüêó
îáà  ðàñïðåäåëåíèÿ  (ïîðîçíü)  íå  äàþò ïîëÿ
âíóòðè,  ïðîñòàÿ  èõ ñóïåðïîçèöèÿ  (áåç âçà-
èìíîãî  èñêàæåíèÿ)  åãî òàì  òîæå íå  äàñò è, â
ñèëó òåîðåìû  åäèíñòâåííîñòè,  íèêàêèõ  äðó-

ãèõ ðàñïðåäåëåíèé  çäåñü âîçíèêíóòü  íå
ìîæåò .

Çàìå÷àíèå . Èç  ïðîâåäåííûõ  ðàññóæ-
äåíèé  ñëåäóåò, ÷òî ïðè  âíåñåíèè  íåçàðÿ-
æåííîé  ïðîâîäÿùåé  ñô åðû (øàðà)  â
ëþáîå  çàäàííîå  ïîëå  íà  íåé  èíäóöèðó -
þòñÿ çàðÿäû,  ïîëå  êîòîðûõ  íàêëàäûâà -
åòñÿ íà  âíåøíåå . Â ðåçóëüòàòå ïîòåíöè -

àëû âñåõ òî÷åê ïîëÿ  èçìåíÿòñÿ,  êðîìå îäíîé .
Ýòî  öåíòð ñôåðû , ãäå ïîòåíöèàë  ñîõðàíèò
ïðåæíåå  çíà÷åíèå .

Çàäà÷à 2. Äâå ïðîâîäÿùèå ñôåðû ðàäèóñà-
ìè 0r  è 03R r� , ðàñïîëîæåííûå îäíà âíóò-
ðè äðóãîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3,

çàðÿæåíû çàðÿäàìè q è Q ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòü E

ur
 è ïîòåíöèàë �M

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå Ì, îòñòîÿ-
ùåé îò öåíòðà Î áîëüøåé ñôåðû íà ðàññòî-
ÿíèå 2R, êîòîðîå îòñ÷èòàíî â íàïðàâëå-
íèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ëèíèè öåíòðîâ.

Ðåøåíèå.  Í à ïåðâûé  âçãëÿä çàäà÷à êàæåò-
ñÿ òðóäíîé : çàðÿæåííûå  ñô åðû áóäóò âëèÿòü
äðóã íà  äðóãà, ðàñïðåäåëåíèÿ  çàðÿäîâ íà  íèõ
îêàæóòñÿ íåðàâíîìåðíûìè  è íåïîíÿòíî,  êàê
èñêàòü ïîëå  è ïîòåíöèàë  â òî÷êå Ì . Äëÿ
ïðîÿñíåíèÿ  ñèòóàöèè ðàññìîòðèì  áîëåå îá -
ùóþ  çàäà÷ó: ïðîâîäíèê  ïðîèçâîëüíîé  ô îð -
ìû  çàêëþ÷åí  â çàìêíóòóþ  ïðîâîäÿùóþ  îáî -
ëî÷êó  òîæå ïðîèçâîëüíîé  ô îðìû,  ïðè÷åì
âñå ýòî íàõîäèòñÿ  â îêðóæåíèè  íåêèõ  çàðÿ-
äîâ . Êàêèå îñîáåííîñòè  áóäóò èìåòü ïîëÿ
âíóòðè  è ñíàðóæè îáîëî÷êè,  åñëè åå è ïðî -
âîäíèê  çàðÿäèòü êàêèìè -òî  çàðÿäàìè ?

Ïîìåñòèì  íà  ïðîâîäíèê  è îêðóæàþùóþ
åãî îáîëî÷êó  ïðîèçâîëüíûå  çàðÿäû 1q  è 2q
(ðèñ.4,à) . Ýòè çàðÿäû òàê ðàçìåñòÿòñÿ íà
òðåõ èìåþùèõñÿ  ïîâåðõíîñòÿõ  1S , 2S  è  3S ,
÷òî ïîëå  â êàæäîé òî÷êå ïðîâîäíèêà  è îáî -
ëî÷êè  îáðàòèòñÿ â íîëü . Ïðè  ýòîì  çàðÿä 2q
îáîëî÷êè  ðàçäåëèòñÿ âïîëíå  îïðåäåëåííûì
îáðàçîì  ìåæäó  âíóòðåííåé  è âíåøíåé  åå
ïîâåðõíîñòÿìè : íà  âíóòðåííåé  ïîÿâèòñÿ  çà-
ðÿä 1q�� , à îñòàâøèéñÿ çàðÿä +( 1 2q q�� )  óéäåò
íà  âíåøíþþ . Äåéñòâèòåëüíî, âûáèðàÿ çàìê -
íóòóþ  ïîâåðõíîñòü  S, öåëèêîì  íàõîäÿùóþ -

Ðèñ. 1
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ñÿ â òîëùå  îáîëî÷êè  (ãäå Å  =  0),  è ïðèìå -
íÿÿ  ê íåé  òåîðåìó  Ãàóññà, ìû  ïîëó÷èì,  ÷òî
èç ðàâåíñòâà íóëþ  ïîòîêà  ÷åðåç ýòó ïîâåðõ -
íîñòü  ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ  ïîëíîãî  çàðÿ-
äà âíóòðè  íåå. Òàêèì  îáðàçîì,  åñëè íà
ïðîâîäíèêå  íàõîäèòñÿ  çàðÿä 1q , òî  çàðÿä  1q��
äîëæåí  ïîÿâèòüñÿ  íà  âíóòðåííåé  ïîâåðõíî -
ñòè îáîëî÷êè .

 Ïîïûòàåìñÿ  òåïåðü ïðåäñòàâèòü ðàññìàò-
ðèâàåìóþ  êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ  çàðÿäà (è
ñîçäàííîãî  èì  ïîëÿ)  â âèäå ñóïåðïîçèöèè
êàðòèí  äâóõ áîëåå ïðîñòûõ  ðàñïðåäåëåíèé,
èçîáðàæåííûõ  íà  ðèñóíêàõ  4,á è â. Ïåðâàÿ
êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ,  åñëè âñå ïðîñòðàíñòâî
ñíàðóæè îáîëî÷êè  çàïîëíèòü  ïðîâîäíèêîì .
Ïðè  ýòîì  îñòàíóòñÿ ëèøü  äâå ïîâåðõíîñòè

1S  è 2S , çàðÿæåííûå  çàðÿäàìè  1q  è 1q�� , è
ïîëå  ìåæäó  íèìè . Âî  âñåì  îñòàëüíîì  ïðî -
ñòðàíñòâå, ò.  å. âíóòðè  1S  è ñíàðóæè 2S ,
ñèñòåìà çàðÿäîâ �^ �`1 1,q q��  ïîëÿ íå ñîçäàåò .
Äëÿ ðåàëèçàöèè âòîðîé  êàðòèíû  çàïîëíèì
ïðîâîäíèêîì  âñþ îáëàñòü âíóòðè  îáîëî÷êè .
Òîãäà îñòàíåòñÿ ïîâåðõíîñòü  3S  ñ çàðÿäîì

1 2q q��  è âñå îñòàëüíûå  (âíåøíèå)  çàðÿäû,
ðàçìåùåííûå  âíå  îáîëî÷êè  ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì . Ýòà ñèñòåìà çàðÿäîâ äàåò îòëè÷íîå
îò  íóëÿ  ïîëå  òîëüêî  ñíàðóæè ïîâåðõíîñòè

3S , âíóòðè  íåå â êàæäîé òî÷êå Å = 0.
Èòàê, ìû  èìååì  äâå ñèñòåìû  çàðÿäîâ

�^ �`1 1,q q��  è { 1 2q q�� , îñòàëüíûå  çàðÿäû}, ïðè -
÷åì  ïåðâàÿ ñèñòåìà íå  ñîçäàåò ïîëÿ  òàì,  ãäå
íàõîäÿòñÿ  çàðÿäû âòîðîé  ñèñòåìû,  à âòîðàÿ
íå  âîçáóæäàåò åãî â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ
çàðÿäîâ ïåðâîé . Çíà÷èò,  ïðè  íàëîæåíèè
ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé  îíè  íå  ïî÷óâñòâóþò  äðóã
äðóãà, à ïîòîìó  íèêàê  äðóã äðóãà íå  èñêàçÿò.
Ïðè  ýòîì  ïîëÿ  èõ ñëîæàòñÿ â êàæäîé òî÷êå,
è òàì,  ãäå îáà  ðàñïðåäåëåíèÿ  ïîðîçíü  äàâàëè
íóëåâîå  ïîëå,  îíî  íóëåâûì  è îñòàíåòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî,  ïîñëå  íàëîæåíèÿ  áóäóò äâå

îáëàñòè íóëåâîãî  ïîëÿ : âíóòðè  1S  è ìåæäó
2S  è 3S . Í î  ýòî êàê ðàç îáëàñòè, çàíèìàå -

ìûå  ïðîâîäíèêîì  è îêðóæàþùåé  åãî îáîëî÷ -
êîé . Òàêèì  îáðàçîì,  íàéäåííîå  ðàñïðåäåëå-
íèå  çàðÿäà, äàâàÿ íóëåâîå  ïîëå  âíóòðè  ïðî -
âîäíèêà  è îáîëî÷êè,  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ïîñòàâëåííîé  çàäà÷è è, â ñèëó òåîðåìû  åäèí -
ñòâåííîñòè,  ðåøåíèåì  åäèíñòâåííûì .

Ïðîñòðàíñòâà  âíóòðè  è âíå  îáîëî÷êè  îêà -
çûâàþòñÿ ñîâåðøåííî  íå  ñâÿçàííûìè  äðóã ñ
äðóãîì : ëþáûå  ïåðåìåùåíèÿ  ïðîâîäíèêà
âíóòðè  îáîëî÷êè,  ïðèâîäÿ  ëèøü  ê ïåðåðàñï -
ðåäåëåíèþ  çàðÿäà íà  åå âíóòðåííåé  ïîâåðõ -
íîñòè,  íèêàê  íå  ñêàæóòñÿ íà  ïîëÿõ  è ðàñïðå-
äåëåíèÿõ  çàðÿäà ñíàðóæè è íàîáîðîò .

Âåðíåìñÿ  òåïåðü ê íàøåé  çàäà÷å. Èç  ñêà-
çàííîãî  ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå  ìàëîé  ñô å-
ðû  âíóòðè  áîëüøîé  ñîâåðøåííî  íå  âëèÿåò íà
ïîëå  ñíàðóæè. Îíî  áóäåò ñîçäàâàòüñÿ ðàâíî-
ìåðíî  ðàñïðåäåëåííûì  ïî  âíåøíåé  ïîâåðõ -
íîñòè  áîëüøåé  ñô åðû çàðÿäîì  q + Q , ò.å.
áóäåò ñô åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì  è îïðåäå -
ëÿòüñÿ çàêîíîì  Êóëîíà  äëÿ òî÷å÷íîãî  çàðÿ-
äà óêàçàííîé  âåëè÷èíû,  ðàñïîëîæåííîãî  â
öåíòðå áîëüøîé  ñô åðû. Ñòàëî áûòü, èñêî -
ìûå  âåëè÷èíû  íàïðÿæåííîñòè  è ïîòåíöèàëà
ñîîòâåòñòâåííî  ðàâíû

E 24

q Q
k

R

��
�  è  �M 

2
q Q

k
R

��
� .

Çàäà÷à 3. Ê óåäèíåííîìó íåçàðÿæåííîìó
ïëîñêîìó âîçäóøíîìó êîíäåíñàòîðó åìêîñ-
òüþ Ñ ñíàðóæè ïîäíîñÿò òî÷å÷íûé çàðÿä
q, ðàñïîëàãàÿ åãî íà ðàññòîÿíèè à, ìíîãî
ìåíüøåì ðàçìåðîâ îáêëàäîê êîíäåíñàòîðà,
è äàëåêî îò èõ êðàåâ. Íàéäèòå íàïðÿæåíèå
U íà êîíäåíñàòîðå.

Ðåøåíèå.  Ïðè  ïðèáëèæåíèè  òî÷å÷íîãî
çàðÿäà q ê ïðàâîé  ïëàñòèíå  êîíäåíñàòîðà  íà
åå íàðóæíîé  ïîâåðõíîñòè  èíäóöèðóåòñÿ çà-
ðÿä ïðîòèâîïîëîæíîãî  çíàêà (ñì ., íàïðè -
ìåð,  [ 2] , ñ.122–124),  ðàñïðåäåëåííûé  (íå -
ðàâíîìåðíî)  ñ êàêîé -òî  ïîâåðõíîñòíîé  ïëîò -
íîñòüþ  �� ��M�V  (ðèñ.5) . Ýòà ñèñòåìà çàðÿäîâ

�� ���^ �`,q M�� �V  íå  ñîçäàåò ïîëÿ  íèãäå ëåâåå
íàðóæíîé  ïîâåðõíîñòè  ïðàâîé  îáêëàäêè  (ò.å.
â òîëùå  ïëàñòèí  Å = 0) . Èñïîëüçóÿ  ìåòîä
îòðàæåíèé  è òåîðåìó  Ãàóññà, íåòðóäíî  ïîêà -
çàòü, ÷òî ïîëíûé  íàâåäåííûé  çàðÿä, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé  ïëîòíîñòè  �� ��M�V , â òî÷íîñòè  ðà-
âåí   q�� . Ïîñêîëüêó  ïðàâàÿ  îáêëàäêà íå  çà-
ðÿæåíà,  íà  íåé  âûñâîáîæäàåòñÿ çàðÿä +q,
êîòîðûé  óæå áóäåò ñîçäàâàòü ïîëå  âíóòðè  (è

Ðèñ. 4
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âíå)  êîíäåíñàòîðà  è â ñâîþ  î÷åðåäü íàâåäåò
íà  ïîâåðõíîñòÿõ  ëåâîé  îáêëàäêè  íåêèå çàðÿ-
äû  (â ñóììå  ðàâíûå  íóëþ) . Ýòè çàðÿäû
âìåñòå ñ âûñâîáîäèâøèìñÿ  çàðÿäîì  +q òàê
ðàñïðåäåëÿòñÿ íà  ÷åòûðåõ èìåþùèõñÿ  ïî -
âåðõíîñòÿõ,  ÷òîáû  òîæå íå  ñîçäàâàòü ïîëÿ  â
òîëùå  êàæäîé èç îáêëàäîê . Âåëè÷èíû  ýòèõ
çàðÿäîâ ëåãêî óãàäûâàþòñÿ (õîòÿ  ìîãóò  áûòü
íàéäåíû  ñ ïîìîùüþ  ýëåìåíòàðíîãî  ðàñ÷å-

òà). Ýòî,  åñëè èäòè ñëåâà íàïðàâî,  
2
q

�� , 
2
q

�� ,

2
q

��  è 
2
q

��  (ðèñ.6) . Òàê êàê íè  îäíà  èç

ïðèâåäåííûõ  ïîäñèñòåì  çàðÿäîâ íå  ñîçäàåò
ïîëÿ  íè  â îäíîì  èç ïðîâîäíèêîâ,  ïðîñòàÿ  èõ
(ïîäñèñòåì)  ñóïåðïîçèöèÿ  (áåç âçàèìíîãî
èñêàæåíèÿ)  åãî òàì  òîæå íå  äàñò è, ñòàëî
áûòü, áóäåò èìåòü ìåñòî  â äåéñòâèòåëüíîñòè.
Òàêèì  îáðàçîì,  ïîëå  âíóòðè  êîíäåíñàòîðà

âîçáóæäàåòñÿ òîëüêî  çàðÿäàìè  
2
q

�r  íà  âíóò-

ðåííèõ  ñòîðîíàõ  îáêëàäîê,  à çíà÷èò,
2

2
q q

U
C C

� � .

Çàäà÷à 4. Â òî÷êå À, ðàñïîëîæåííîé íà
ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà Î íåçàðÿæåííîé
ïðîâîäÿùåé ñôåðû ðàäèóñîì R, íàõîäèòñÿ
òî÷å÷íûé çàðÿä q. Ñôåðó çàçåìëÿþò äëèí-
íûì òîíêèì ïðîâîäíèêîì (ðèñ. 7). Íà ñêîëü-

Ðèñ. 5

êî èçìåíèòñÿ (ïîñ-
ëå çàçåìëåíèÿ) ïî-
òåíöèàë �M òî÷êè
Â, ÿâëÿþùåéñÿ
âåðøèíîé ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÎ?

Ðåøåíèå.  Äî  çà-
çåìëåíèÿ  çàðÿä q
èíäóöèðóåò íà  ñô å-
ðå íåêîå  íåðàâíî -
ìåðíîå  ðàñïðåäåëå-
íèå  çàðÿäà ñ ïëîò -
íîñòüþ  �� ��M�V , äàþùåå  âìåñòå ñ q íóëåâîå
ïîëå  â ëþáîé  òî÷êå âíóòðè  ïðîâîäíèêà  –
ñòåíîê  ñô åðû (à ñòàëî áûòü, è âíóòðè  âñåé
ñô åðû) . Ïîñëå  çàçåìëåíèÿ  íà  ñô åðå ïîÿâëÿ -

åòñÿ çàðÿä 
R

Q q
r

� ��  (çàíóëÿþùèé  åå ïîòåí -

öèàë),  êîòîðûé,  î÷åâèäíî,  ðàñïðåäåëèòñÿ
ðàâíîìåðíî  ïî  åå ïîâåðõíîñòè,  ïîñêîëüêó
òîëüêî  â ýòîì  ñëó÷àå îí  íå  ñîçäàñò ïîëÿ
âíóòðè  ñô åðû. Òàêèì  îáðàçîì,  ïîÿâëåíèå
çàðÿäà Q íå  íàðóøèò  ðàñïðåäåëåíèÿ  íàïðÿ -
æåííîñòè  è ïîòåíöèàëà  â ïðîñòðàíñòâå,  ñî -
çäàííûå  ñèñòåìîé  çàðÿäîâ �� ���^ �`,q M�V , à ëèøü
íàëîæèò  íà  íèõ  ñîáñòâåííûå  ñô åðè÷åñêè

ñèììåòðè÷íûå  ðàñïðåäåëåíèÿ  �� ��E M
ur

 è
�� ��M�M . Çíà÷èò,  ïîòåíöèàë  òî÷êè Â èçìåíèò -

ñÿ íà  âåëè÷èíó

2

Q Rq
k k

r r
�'�M � � �� .

Òàê æå ëåãêî íàõîäèì  èçìåíåíèå  âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè  ïîëÿ  â òî÷êå Â:

2 3

Q Rq
E k e k e

r r
�' � � ��

ur r r
 ,

ãäå e
r

 – åäèíè÷íûé  âåêòîð, íàïðàâëåííûé  îò
Î  ê Â.

Ïðèâåäåííûå  ïðèìåðû,  êîíå÷íî,  íå  èñ÷åð-
ïûâàþò  âñå âîçìîæíîñòè  ïðèìåíåíèÿ  ïðèí -
öèïà  íàëîæåíèÿ  ïðè  ðåøåíèè  ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêèõ çàäà÷.

Ëèòåðàòóðà

1. Ã.ß.Ìÿêèøåâ, À.Ç.Ñèíÿêîâ, Á.À.Ñëîáîäñ-
êîâ . Ô èçèêà. Ýëåêòðîäèíàìèêà . 10–11 êëàññû.
Ïðî ô èëüíûé  óðîâåíü . – Ì .: Äðî ô à, 2007.

2. Ð.Ôåéíìàí, Ð.Ëåéòîí, Ì.Ñýíäñ . Ô åéíìà -
íîâñêèå  ëåêöèè ïî  ô èçèêå. Âûïóñê  5. – Ì .: Ì èð,
1966.

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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Áàçîâûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. (3) 1  Â ðÿä âûïèñàíû íåñêîëüêî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 20. Íèêàêîå ÷èñëî
è íèêàêàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ ïîäðÿä çàïè-
ñàííûõ ÷èñåë íå ðàâíû 3. Ìîãëî ëè áûòü
âûïèñàíî áîëüøå 10 ÷èñåë?

À.Øàïîâàëîâ

2. (4) Ïî êðóãó ëåæàò 2 n + 1 ìîíåò îðëîì
ââåðõ. Äâèãàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, äåëàþò
2n + 1 ïåðåâîðîòîâ: ïåðåâîðà÷èâàþò êàêóþ-
òî ìîíåòó, îäíó ìîíåòó ïðîïóñêàþò è ïåðå-
âîðà÷èâàþò ñëåäóþùóþ, äâå ìîíåòû ïðîïóñ-
êàþò è ïåðåâîðà÷èâàþò ñëåäóþùóþ, òðè
ìîíåòû ïðîïóñêàþò è ïåðåâîðà÷èâàþò ñëå-
äóþùóþ è ò.ä., íàêîíåö, ïðîïóñêàþò 2 n
ìîíåò è ïåðåâîðà÷èâàþò ñëåäóþùóþ. Äîêà-
æèòå, ÷òî òåïåðü ðîâíî îäíà ìîíåòà ëåæèò
ðåøêîé ââåðõ.

Â.Ðàñòîðãóåâ

3. (4) Ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m
è n äåëèòñÿ íà èõ ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî

2m n n�� �d .
Á.Ôðåíêèí

4. (5) Â ïðÿìîóãîëüíèê ABCD  âïèñûâàþò
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ çàäàííûì
óãëîì �D ïðè âåðøèíå, ïðîòèâîëåæàùåé
îñíîâàíèþ, òàê, ÷òî ýòà âåðøèíà ëåæèò íà
îòðåçêå BC, à êîíöû îñíîâàíèÿ – íà îòðåç-
êàõ AB è CD . Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû
îñíîâàíèé ó âñåõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ñî-
âïàäàþò.

È.Æèæèëêèí

5. (5) Ôîêóñíèê ñ ïîìîùíèêîì ïîêàçûâà-
þò ôîêóñ. Â ðÿä ñòîÿò 12 çàêðûòûõ ïóñòûõ
øêàòóëîê. Ôîêóñíèê óõîäèò, à çðèòåëü íà
âèäó ó ïîìîùíèêà ïðÿ÷åò ïî ìîíåòêå â
ëþáûå äâå øêàòóëêè ïî ñâîåìó âûáîðó.
Çàòåì âîçâðàùàåòñÿ ôîêóñíèê. Ïîìîùíèê

îòêðûâàåò îäíó øêàòóëêó, â êîòîðîé íåò
ìîíåòêè. Äàëåå ôîêóñíèê óêàçûâàåò íà 4
øêàòóëêè, è èõ îäíîâðåìåííî îòêðûâàþò.
Öåëü ôîêóñíèêà – îòêðûòü îáå øêàòóëêè ñ
ìîíåòêàìè. Ïðåäëîæèòå ñïîñîá, êàê äîãîâî-
ðèòüñÿ ôîêóñíèêó ñ ïîìîùíèêîì, ÷òîáû ýòîò
ôîêóñ âñåãäà óäàâàëñÿ.

Ê.Êíîï

10–11 êëàññû

1. (4) Ðàññòîÿíèÿ îò íåêîòîðîé òî÷êè
âíóòðè ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà äî òðåõ
åãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ðàâíû 1, 1 è 2
ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ðàâíà ñòîðîíà ýòîãî
øåñòèóãîëüíèêà?

Ì.Åâäîêèìîâ

2. (4) Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî
1 1n na b�� ����  äåëèòñÿ íà n na b��  äëÿ áåñêîíå÷-

íîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ n.
Îáÿçàòåëüíî ëè òîãäà a = b?

Á.Ôðåíêèí

3. (4) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê
ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2019 ÷åòûðåõóãîëüíè-
êîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îäíîâðåìåííî âïè-
ñàííûé è îïèñàííûé.

Í.Ñåäðàêÿí

4. (5) Ñì. çàäà÷ó 5 äëÿ 8–9 êëàññîâ, òîëüêî
òåïåðü â ðÿä ñòîÿò 13 çàêðûòûõ ïóñòûõ
øêàòóëîê.

5. (5) Â ðÿä âûïèñàíû íåñêîëüêî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 2019. Íèêàêîå
÷èñëî è íèêàêàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ ïîäðÿä
çàïèñàííûõ ÷èñåë íå ðàâíû 40. Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîãëî áûòü âûïè-
ñàíî?

À.Øàïîâàëîâ

Ñëîæíûé âàðèàíò

8–9 êëàññû

1. (5) Êîðîëü âûçâàë äâóõ ìóäðåöîâ è
îáúÿâèë èì çàäàíèå: ïåðâûé çàäóìûâàåò 7
ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé 100,
òàéíî ñîîáùàåò èõ êîðîëþ, à âòîðîìó ìóä-
ðåöó íàçûâàåò ëèøü ÷åòâåðòîå ïî âåëè÷èíå
èç ýòèõ ÷èñåë, ïîñëå ÷åãî âòîðîé äîëæåí
îòãàäàòü çàäóìàííûå ÷èñëà. Ó ìóäðåöîâ
íåò âîçìîæíîñòè ñãîâîðèòüñÿ. Ìîãóò ëè ìóä-

1 Â ñêîáêàõ ïîñëå íîìåðà çàäà÷è óêàçàíî ÷èñëî
áàëëîâ, ïðèñóæäàâøèõñÿ çà åå ïîëíîå ðåøåíèå.
Èòîã ïîäâîäèëñÿ ïî òðåì çàäà÷àì, ïî êîòîðûì
äîñòèãíóòû íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû (áàëëû çà
ïóíêòû îäíîé çàäà÷è ñóììèðóþòñÿ).
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ðåöû ãàðàíòèðîâàííî ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà-
íèåì?

Ì.Åâäîêèìîâ

2. (7) Ñì. çàäà÷ó Ì2558 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

3. (7) Ñì. çàäà÷ó Ì2559à «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà».

4. (8) Êàæäûé îòðåçîê ñ êîíöàìè â âåðøè-
íàõ ïðàâèëüíîãî 100-óãîëüíèêà ïîêðàñèëè –
â êðàñíûé öâåò, åñëè ìåæäó åãî êîíöàìè
÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí, è â ñèíèé â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå (â ÷àñòíîñòè, âñå ñòîðîíû 100-óãîëü-
íèêà êðàñíûå). Â âåðøèíàõ ðàññòàâèëè ÷èñ-
ëà, ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ ðàâíà 1, à íà
îòðåçêàõ – ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â êîíöàõ.
Çàòåì èç ñóììû ÷èñåë íà êðàñíûõ îòðåçêàõ
âû÷ëè ñóììó ÷èñåë íà ñèíèõ. Êàêîå íàèáîëü-
øåå ÷èñëî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

È.Áîãäàíîâ

5. (9) Â êëåòêàõ êâàäðàòíîé òàáëèöû
n n�u , ãäå 1n �! , òðåáóåòñÿ ðàññòàâèòü ðàçëè÷-
íûå öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 2n  òàê, ÷òîáû
êàæäûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëà îêàçà-
ëèñü â ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòêàõ, à êàæ-
äûå äâà ÷èñëà, äàþùèå îäèíàêîâûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà n, îêàçàëèñü â ðàçíûõ ñòðî-
êàõ è â ðàçíûõ ñòîëáöàõ. Ïðè êàêèõ n ýòî
âîçìîæíî?

À.Ãðèáàëêî

6. (9) Âíóòðè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà K  òàê, ÷òî CK =
= AB = BC è óãîë KAC  ðàâåí 30�q. Íàéäèòå
óãîë AKB .

Å.Áàêàåâ

7. (12) Åñòü 100 êó÷åê ïî 400 êàìíåé â
êàæäîé. Çà õîä Ïåòÿ âûáèðàåò äâå êó÷êè,
óäàëÿåò èç íèõ ïî îäíîìó êàìíþ è ïîëó÷àåò
çà ýòî ñòîëüêî î÷êîâ, êàêîâ òåïåðü ìîäóëü
ðàçíîñòè ÷èñëà êàìíåé â ýòèõ äâóõ êó÷êàõ.
Ïåòÿ äîëæåí óäàëèòü âñå êàìíè. Êàêîå íàè-
áîëüøåå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ îí
ìîæåò ïðè ýòîì ïîëó÷èòü?

Ì.Äèäèí

10–11 êëàññû

1. (5) Íà ýêðàíå êîìïüþòåðà íàïå÷àòàíî
íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà
7, è îòìå÷åí êóðñîðîì ïðîìåæóòîê ìåæäó
êàêèìè-òî äâóìÿ åãî ñîñåäíèìè öèôðàìè.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ öèôðà, ÷òî
åñëè åå âïå÷àòàòü â îòìå÷åííûé ïðîìåæóòîê
ëþáîå ÷èñëî ðàç, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿ-
ùååñÿ íà 7.

À.Ãàëî÷êèí

2. (6) Ñì. çàäà÷ó Ì2558 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

3. (7) Ñì. çàäà÷ó Ì2559á «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà».

4. (8) Ñì. çàäà÷ó 5 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ
8–9 êëàññîâ.

5. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òåòðàýäðà íà
ïëîñêîñòü îäíîé èç åãî ãðàíåé ÿâëÿåòñÿ
òðàïåöèÿ ïëîùàäè 1.

à) (4) Ìîæåò ëè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé
ýòîãî òåòðàýäðà íà ïëîñêîñòü äðóãîé åãî
ãðàíè áûòü êâàäðàò ïëîùàäè 1?

á) (4) À êâàäðàò ïëîùàäè 1 2019?
Ì.Åâäîêèìîâ

6. (8) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Äëÿ
êàæäûõ ïÿòè ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ èç íà-
áîðà 1 10, ,x xK  èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ êàðòî÷-
êà, íà êîòîðîé çàïèñàíî èõ ïðîèçâåäåíèå.
Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè áåðóò ïî êàðòî÷êå,
íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ïî ïðàâèëàì èãðû, êîãäà âñå
êàðòî÷êè ðàçîáðàíû, Âàñÿ ïðèñâàèâàåò ïåðå-
ìåííûì çíà÷åíèÿ êàê õî÷åò, íî òàê, ÷òî

1 100 x x�d �d �dK . Ìîæåò ëè Âàñÿ ãàðàíòèðî-
âàííî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà ïðîèçâåäå-
íèé íà åãî êàðòî÷êàõ áûëà áîëüøå, ÷åì ó
Ïåòè?

È.Áîãäàíîâ

7. (12) Ñì. çàäà÷ó Ì2561 «Çàäà÷íèêà
«Êâàíòà».

ÓÑÒÍÛÉ ÒÓÐ ÄËß 11 ÊËÀÑÑÀ

1. Â òàáëèöå n n�u  ñòîÿò âñå öåëûå ÷èñëà
îò 1 äî 2n , ïî îäíîìó â êëåòêå. Â êàæäîé
ñòðîêå ÷èñëà âîçðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî, â
êàæäîì ñòîëáöå – ñíèçó ââåðõ. Äîêàæèòå,
÷òî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè, èäóùåé ñâåðõó ñëåâà
âíèç íàïðàâî, ðàâíà 2 2 21 2 n�� �� ��K .

Á.Ôðåíêèí

2. Ëóíîõîä åçäèò ïî ïîâåðõíîñòè ïëàíå-
òû, èìåþùåé ôîðìó øàðà ñ äëèíîé ýêâàòî-
ðà 400 êì. Ïëàíåòà ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ
èññëåäîâàííîé, åñëè ëóíîõîä ïîáûâàë íà
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ðàññòîÿíèè ïî ïîâåðõíîñòè íå áîëåå 50 êì
îò êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè è âåðíóëñÿ íà
áàçó (â èñõîäíóþ òî÷êó). Ìîæåò ëè ëóíî-
õîä ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ïëàíåòó, ïðå-
îäîëåâ íå áîëåå 600 êì?

Ì.Åâäîêèìîâ

3. Ìîæíî ëè çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ïàðàáî-
ëàìè, ñðåäè êîòîðûõ íåò ðàâíûõ? (Òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ïðèíàäëå-
æàëà ðîâíî îäíîé ïàðàáîëå è ÷òîáû íè îäíà
ïàðàáîëà íå ïåðåâîäèëàñü íè â êàêóþ äðó-
ãóþ ïàðàáîëó äâèæåíèåì.)

À.Ëîïàòíèêîâ

4. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y è z èçâå-
ñòíî, ÷òî �� ��ÍÎÄ , , 1x y z �  è 2 2 2x y z�� �� � 

�� ��2 xy yz zx� �� �� . Äîêàæèòå, ÷òî x, y è z –
êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Þ.Ìàðêåëîâ

5. Ñì. çàäà÷ó Ì2560 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

6. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC íà áèññåêò-
ðèñå óãëà A âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà J.
Ëó÷è BJ è CJ ïåðåñåêàþò ñòîðîíû AC è AB
â òî÷êàõ K  è L  ñîîòâåòñòâåííî. Êàñàòåëüíàÿ
ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AKL
â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â òî÷êå P.
Äîêàæèòå, ÷òî PA = PJ.

Ï.Êîæåâíèêîâ, À.Êóçíåöîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ñ.Äîðè÷åíêî, Ë.Ìåäíèêîâ

6 êëàññ

1 [4] 1 , 2 [5], 3 [6], 4 [6]. Ñì. çàäà÷è 1, 2,
3, 4 ðàçäåëà «Êâàíò» äëÿ ìëàäøèõ øêîëüíè-
êîâ» â «Êâàíòå» ¹3.

5 [8]. Âîêðóã êðóãëîãî îçåðà ÷åðåç ðàâíûå
ïðîìåæóòêè ðàñòóò 2019 äåðåâüåâ: 1009 ñî-
ñåí è 1010 åëîê. Äîêàæèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî
íàéäåòñÿ äåðåâî, ðÿäîì ñ êîòîðûì ðàñòåò
ñîñíà è ñ äðóãîé ñòîðîíû îò êîòîðîãî ÷åðåç
îäíî äåðåâî òîæå ðàñòåò ñîñíà.

Å.Áàêàåâ

6 [8]. Êàæäàÿ ãðàíü êóáà 6 6 6�u �u  ðàçáèòà
íà êëåòêè 1 1�u . Êóá îêëåèëè êâàäðàòàìè 2 2�u
òàê, ÷òî êàæäûé êâàäðàò íàêðûâàåò ðîâíî
÷åòûðå êëåòêè, íèêàêèå êâàäðàòû íå ñîâïà-
äàþò è êàæäàÿ êëåòêà íàêðûòà îäèíàêîâûì
÷èñëîì êâàäðàòîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷å-
íèå ìîæåò ïðèíèìàòü ýòî îäèíàêîâîå ÷èñëî?
(Êâàäðàò ìîæíî ïåðåãèáàòü ÷åðåç ðåáðî.)

À.Øàïîâàëîâ

7 êëàññ

1 [4], 2 [5], 3 [6]. Ñì. çàäà÷è 1, 3, 2 ðàçäåëà
«Êâàíò» äëÿ ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ» â «Êâàí-
òå» ¹4.

4 [6]. Èìåþòñÿ òðè êó÷êè ïî 40 êàìíåé.
Ïåòÿ è Âàñÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò
Ïåòÿ. Çà õîä íàäî îáúåäèíèòü äâå êó÷êè,
ïîñëå ÷åãî ðàçäåëèòü ýòè êàìíè íà ÷åòûðå
êó÷êè. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä – ïðîèãðàë.
Êòî èç èãðàþùèõ (Ïåòÿ èëè Âàñÿ) ìîæåò
âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

À.Øàïîâàëîâ

5 [9]. Ñì. çàäà÷ó 4 ðàçäåëà «Êâàíò» äëÿ
ìëàäøèõ øêîëüíèêîâ» â «Êâàíòå» ¹4.

6 [9]. Â ðÿä ëåæàò 100 ìîíåò, ÷àñòü – ââåðõ
îðëîì, à îñòàëüíûå – ââåðõ ðåøêîé. Çà îäíó
îïåðàöèþ ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ñåìü ìîíåò,
ëåæàùèõ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè (ò.å.
ñåìü ìîíåò, ëåæàùèõ ïîäðÿä, èëè ñåìü ìî-
íåò, ëåæàùèõ ÷åðåç îäíó, è ò.ä.), è âñå ñåìü
ìîíåò ïåðåâåðíóòü. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîìî-
ùè òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî âñå ìîíåòû ïîëî-
æèòü ââåðõ îðëîì.

Ñ.Òîêàðåâ, À.Øàïîâàëîâ

8 êëàññ

1. Âñå òàâåðíû â öàðñòâå ïðèíàäëåæàò
òðåì ôèðìàì. Â öåëÿõ áîðüáû ñ ìîíîïîëèÿ-
ìè öàðü Ãîðîõ èçäàë ñëåäóþùèé óêàç: êàæ-
äûé äåíü, åñëè ó íåêîòîðîé ôèðìû îêàçûâà-
åòñÿ áîëåå ïîëîâèíû âñåõ òàâåðí è ÷èñëî åå
òàâåðí äåëèòñÿ íà 5, òî ó ýòîé ôèðìû îñòà-

1 Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàíî ÷èñëî áàë-
ëîâ, ïðèñóæäàâøååñÿ çà ïîëíîå ðåøåíèå çàäà-
÷è. Áàëëû ñòàâèëèñü òîëüêî â 6 è 7 êëàññàõ.

LXXXII Ìîñêîâñêàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà
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åòñÿ òîëüêî ïÿòàÿ ÷àñòü åå òàâåðí, à îñòàëü-
íûå çàêðûâàþòñÿ. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ,
÷òî ÷åðåç òðè äíÿ ó âñåõ ôèðì ñòàëî ìåíüøå
òàâåðí? (Íîâûå òàâåðíû â ýòî âðåìÿ îòêðû-
âàòüñÿ íå ìîãóò.)

È.ßùåíêî, À.Øàïîâàëîâ

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n, äëÿ êîòîðîãî 2 20 19n n�� ��  äåëèòñÿ íà
2019.

Ä.Øíîëü

3. Ïðî òðàïåöèþ ABCD  ñ îñíîâàíèÿìè AD
è BC èçâåñòíî, ÷òî AB = BD . Ïóñòü òî÷êà M
– ñåðåäèíà áîêîâîé ñòîðîíû CD , à O – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AC è BM . Äîêàæèòå,
÷òî òðåóãîëüíèê BOC  ðàâíîáåäðåííûé.

Ë.Ïîïîâ

4. Ñì. çàäà÷ó Ì2558 «Çàäà÷íèêà «Êâàí-
òà».

5. Ñì. çàäà÷ó 6 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–
9 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ (âåñåííèé
òóð).

6. Ñì. çàäà÷ó 5 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8 –
9 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

9 êëàññ

1. Ñì. çàäà÷ó 1 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–
9 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

2. Ñì. çàäà÷ó 2 äëÿ 8 êëàññà.

3. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC
ïðîâåäåíû âûñîòû AA�c è BB�c. Òî÷êà O –
öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåó-
ãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè A�c äî ïðÿìîé BO ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò
òî÷êè B�c äî ïðÿìîé AO.

Å.Áàêàåâ

4. Ñì. çàäà÷ó 4 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–
9 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

5. Áèññåêòðèñà óãëà ABC ïåðåñåêàåò îïè-
ñàííóþ îêðóæíîñòü �Z òðåóãîëüíèêà ABC â
òî÷êàõ B è L . Òî÷êà M  – ñåðåäèíà îòðåçêà
AC. Íà äóãå ABC îêðóæíîñòè �Z âûáðàíà
òî÷êà E òàê, ÷òî EM BLP . Ïðÿìûå AB è BC
ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ EL  â òî÷êàõ P è Q
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî PE = EQ.

Å.Áàêàåâ

6. Ñì. çàäà÷ó 7 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 8–
9 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

10 êëàññ

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äåâÿòèçíà÷íîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 2, åñëè
çà÷åðêíóòü âòîðóþ (ñëåâà) öèôðó, íà 3 –
åñëè çà÷åðêíóòü â èñõîäíîì ÷èñëå òðåòüþ
öèôðó, …, äåëèòñÿ íà 9, åñëè â èñõîäíîì
÷èñëå çà÷åðêíóòü äåâÿòóþ öèôðó.

Ì.Åâäîêèìîâ

2. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.

3. Ñì. çàäà÷ó Ì2558 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

4. Êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ðàñêðàøåíà â
îäèí èç òðåõ öâåòîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåò-
ñÿ òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1, âñå âåðøèíû
êîòîðîãî èìåþò îäèíàêîâûé öâåò?

Î.Êîñóõèí

5. Ñì. çàäà÷ó 6 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 10–
11 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

6.  Ñì. çàäà÷ó Ì2561 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

11 êëàññ

Ïåðâûé äåíü

1. Ïóñòü �� �� 2 3 2f x x x� �� �� . Âû÷èñëèòå

�� �� �� ��
2 2

1 1
1 2f f
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�© �¹ �© �¹ �� ��
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1
2019f

�§ �·
���¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
K .

Ì.Åâäîêèìîâ

2. Ñì. çàäà÷ó 1 ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ 10–
11 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

3. Ñì. çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî 
1n mm n

mn
�� �! .

Ä.Ãîðÿøèí

5. Ñì. çàäà÷ó 5à ñëîæíîãî âàðèàíòà äëÿ
10–11 êëàññîâ XL Òóðíèðà ãîðîäîâ.

6. Ñì. çàäà÷ó Ì2561 «Çàäà÷íèêà «Êâàíòà».

Âòîðîé äåíü

1. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì lg 11 1,0413...� ,
íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî n > 1, äëÿ êîòî-
ðîãî ñðåäè n-çíà÷íûõ ÷èñåë íåò íè îäíîãî,
ðàâíîãî íåêîòîðîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ÷èñ-
ëà 11.

Ä.Ãîðÿøèí

2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ãèïåðáîëà, çàäàâà-

åìàÿ óðàâíåíèåì âèäà 
a

y
x

� , ÷òî â ïåðâîé
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êîîðäèíàòíîé ÷åò-

âåðòè (x > 0, y > 0)
ïîä íåé ëåæàò ðîâíî
82 òî÷êè ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè êîîðäèíà-
òàìè?

À.Áåãóíö

3. Ó ìíîãîãðàííè-
êà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå, ãðàíè – ÷åòû-
ðå ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà, ÷åòûðå òðåó-
ãîëüíèêà è äâà êâàäðàòà. Âî ñêîëüêî ðàç
ñòîðîíà âåðõíåãî êâàäðàòà áîëüøå ñòîðîíû
íèæíåãî?

À.Ïîïîâ

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà 2n �t  è äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë 1 2, , , na a aK , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ 1 2 0na a a�� �� �� �zK , óðàâíåíèå

�� ���� �� �� ��1 2 3 na x a x a x a�� �� �� ��K

+ �� ���� �� �� ��2 1 3 na x a x a x a�� �� �� ��K K

... + �� �� �� �� �� ��1 2 1 0n na x a x a x a ���� �� �� � K

èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.
Î.Êîñóõèí

5. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî ÷èñåë.
Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà a è b,
à çàòåì âìåñòî îäíîãî èç íèõ íàïèñàòü ÷èñëî

4
a b��

. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîæåò îñ-

òàòüñÿ íà äîñêå ïîñëå 2018 òàêèõ îïåðàöèé,
åñëè èçíà÷àëüíî íà íåé íàïèñàíî 2019 åäè-
íèö?

È.Øåéïàê

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ñ.Äîðè÷åíêî, Å.Åïèôàíîâ

Çàêëþ÷ èòåëüíûé  ýòàï

Òåîð åòè÷åñêèé  òóð

7 êëàññ

Çàäà÷à 1. Êðîø è Áàðàø
Âûéäÿ èç äîìà, Êðîø è Áàðàø ïóñòèëèñü

íàïåðåãîíêè ïî òðîïèíêå ê îçåðó. Áàðàø âñå
âðåìÿ áåæàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, à
Êðîø âíà÷àëå ðåøèë äàòü ôîðó Áàðàøó è
ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïóòè äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ
0,8v, çàòåì óâåëè÷èë åå äî 1,5 v, íî â êîíöå
ïóòè óñòàë è ïîáåæàë ñî ñêîðîñòüþ 0,9 v,
ïðîèãðàâ â ðåçóëüòàòå Áàðàøó. Êàêîé ìîãëà

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà
ïî ôèçèêå èìåíè Äæ.Ê.Ìàêñâåëëà

áûòü äëèíà âòîðîãî ó÷àñòêà, ïðîéäåííîãî
Êðîøåì, åñëè îí äîãíàë Áàðàøà ÷åðåç âðåìÿ
�W ïîñëå ñòàðòà, è íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ 0t  Áàðàø ìîã îïåðåäèòü Êðîøà íà
ôèíèøå?

À.Çàÿö

Çàäà÷à 2. Ï åíà
Â ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð ñ ïîäâèæíûì

ïîðøíåì (ðèñ.1, à) ÷åðåç øòóöåð Ø  ïîñòóïà-
åò ïåíà ñ ïîñòîÿííûì ìàññîâûì ðàñõîäîì

0,1 êã ñ�P � . Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñðåäíåé
ïëîòíîñòè cp�U  ñîäåðæèìîãî öèëèíäðà îò
âðåìåíè t  ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1, á. Ñ êàêîé
ìàêñèìàëüíîé è ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðî-

Ðèñ. 1
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ñòüþ äâèãàëñÿ ïîðøåíü â ïðîöåññå çàïîëíå-
íèÿ, åñëè åãî ïëîùàäü 21 äìS � ? Çà êàêîå
âðåìÿ �W îáúåì ïåíû â öèëèíäðå óâåëè÷èëñÿ
äî 27 äìV � ?

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 3. Ï îðøíè
Öèëèíäðè÷åñêèå ÷àñòè çàêðåïëåííîãî ìåæ-

äó äâóìÿ ñòåíêàìè ñîñóäà, èçîáðàæåííîãî íà
ðèñóíêå 2, èìåþò äëèíó l  è ïëîùàäè ñå÷åíèÿ

S è 2S. Â ñîñóäå íàõîäÿòñÿ äâà ïîðøíÿ
òîëùèíîé 4l  êàæäûé, ñîåäèíåííûå ñî ñòåí-
êàìè îäèíàêîâûìè ïðóæèíàìè æåñòêîñòüþ
k. Äëèíà êàæäîé ïðóæèíû â íåäåôîðìèðî-
âàííîì ñîñòîÿíèè l . Â çàçîð ìåæäó ïîðøíÿ-
ìè ÷åðåç ìàëåíüêóþ òðóáî÷êó ìîæåò çàêà÷è-
âàòüñÿ ëåãêàÿ æèäêîñòü, äàâëåíèå êîòîðîé
èçìåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàíîìåòðà. Òðåíèÿ
ìåæäó ïîðøíÿìè è ñòåíêàìè ñîñóäà íåò.
Ñèëû äàâëåíèÿ ãàçà â ñèñòåìå ìîæíî íå
ó÷èòûâàòü. Ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè
ïîðøíåé øåðîõîâàòûå, ïîýòîìó æèäêîñòü
ñâîáîäíî ïðîíèêàåò ìåæäó íèìè. Êàêîå äàâ-
ëåíèå áóäåò ïîêàçûâàòü ìàíîìåòð â ìîìåíò,
êîãäà ïîðøíè îòäåëÿòñÿ äðóã îò äðóãà?
Êàêîé îáúåì æèäêîñòè íåîáõîäèìî çàêà÷àòü
÷åðåç òðóáî÷êó â ñîñóä, ÷òîáû ìàíîìåòð
ïîêàçàë äàâëåíèå: à) 0 10p p� ; á) 0 3p p� ?
Çäåñü 0p kl S� .

À.Àïîëîíñêèé

Çàäà÷à 4. Óïðóãèé öèêë
Ê ïðóæèíå ïðèêëàäûâàåòñÿ íàïðàâëåííàÿ

âäîëü åå îñè ðàñòÿãèâàþùàÿ ñèëà F. Íà
ãðàôèêå (ðèñ.3) èçîáðàæåí öèêëè÷åñêèé
ïðîöåññ 1–2–3–4–1, ïîêàçûâàþùèé, êàê
ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿëàñü âåëè÷èíà ýòîé
ñèëû â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû x êîíöà
ïðóæèíû, ê êîòîðîìó îíà ïðèëîæåíà. Èçâå-
ñòíî, ÷òî àáñîëþòíîå óäëèíåíèå l�'  ïðóæè-
íû çà öèêë äîñòèãàëî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ max 12 ñìl�' � , à ðàáîòà ñèëû F çà öèêë

îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé è ðàâíîé A =
= 0,5 Äæ. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå àáñî-
ëþòíîå óäëèíåíèå minl�'  ïðóæèíû çà öèêë.
Íàéäèòå æåñòêîñòü k ïðóæèíû è ïîñòðîéòå
êà÷åñòâåííûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîîðäè-
íàòû öx  öåíòðà ïðóæèíû îò êîîðäèíàòû x
êîíöà, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà ñèëà F. Äëèíà
ïðóæèíû â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè

0 20 ñìl � .
Ì.Çàìÿòíèí

8 êëàññ

Çàäà÷à 1. UnCl
Ýêñïåðèìåíòàòîð Ãëþê ðåøèë èññëåäî-

âàòü ðàñòâîðèìîñòü íîâîãî âåùåñòâà – õëî-
ðèäà óíîáòàíèÿ (UnC l ). Äëÿ ýòîãî îí ñòàë
äîáàâëÿòü ñ ïîñòîÿííûì ìàññîâûì ðàñõî-
äîì �P ïîðîøîê UnC l  â ìåðíûé ñîñóä ñ

0V  = 100 ìë âîäû, ïîñòîÿííî ïîìåøèâàÿ
ðàñòâîð. Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåí ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ðàñòâîðà UnC l  îò
êîíöåíòðàöèè (ìàññû ðàñòâîðåííîãî âåùå-
ñòâà â ëèòðå âîäû), ïîëó÷åííûé áðèòàíñêè-
ìè êîëëåãàìè Ãëþêà. Ïðè êîíöåíòðàöèè

0 750 ã ën �  õëîðèä óíîáòàíèÿ ïåðåñòàåò
ðàñòâîðÿòüñÿ â âîäå. Ïëîòíîñòü êðèñòàëëè-
÷åñêîãî íîâîãî âåùåñòâà 32,5 ã ñì�U � , ïëîò-

íîñòü âîäû 3
0 1,0 ã ñì�U � .
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1) Îïðåäåëèòå ìàññó íàñûïàííîãî ïîðîø-

êà UnC l , êîãäà îáúåì ñîäåðæèìîãî ìåðíîãî
ñîñóäà ñòàë ðàâåí: à) 110 ìë; á) 150 ìë.

2) Îïðåäåëèòå ìàññîâûé ðàñõîä �P (âû-
ðàçèâ åãî â ã/ñ), åñëè â íà÷àëå ýêñïåðèìåíòà
îáúåì ñîäåðæèìîãî ìåðíîãî ñîñóäà óâåëè÷è-
âàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0,10 ìë/ñ.

À.Çàÿö

Çàäà÷à 2. Âòîðàÿ ñòóïåíü
Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíà ñõåìà î÷åíü äëèí-

íîé ïîäâåñíîé ëåñòíèöû. Ìàññû êàæäîé èç

äâóõ ïåðâûõ ñòóïåíåé ðàâíû m, à â ïîñëåäó-
þùèõ ïàðàõ ìàññû ñòóïåíåé óìåíüøàþòñÿ â
äâà ðàçà ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùèì
( 2, 4, 8,m m m K ). Îïðåäåëèòå ñèëû íàòÿ-
æåíèÿ òðîñîâ 1T , 2T  è 3T , äåéñòâóþùèõ íà
âòîðóþ ñòóïåíü, ñ÷èòàÿ âñå ñòóïåíè îäíîðîä-
íûìè, à òðîñû ëåãêèìè. Íà ðèñóíêå 5 êàæ-
äàÿ ñòóïåíü ðàçäåëåíà íà ÷åòûðå îäèíàêîâûå
÷àñòè.

Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 3. Ëåä
Íà ñòîëå ñòîèò âûñîêèé öèëèíäðè÷åñêèé

ñîñóä ñ âîäîé, â êîòîðîì ñ ïîìîùüþ çàêðåï-
ëåííîé íà äíå íèòè óäåðæèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ
ïîãðóæåííàÿ â âîäó ëüäèíêà, à íà ïîâåðõíî-
ñòè âîäû ïëàâàåò íåáîëüøîé ïëîòèê ñ âñòðî-
åííûì òåðìîìåòðîì (ðèñ.6, à). Ñèñòåìà íàõî-
äèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Â ñîñóä íà÷è-
íàþò äîáàâëÿòü ãîðÿ÷óþ âîäó ïðè òåìïåðà-

Ðèñ. 5

òóðå 1 99 Ct � �q  ñ ìàññîâûì ðàñõîäîì
2,0 ã ñ�P � . Ñ÷èòàÿ ïðîöåññû òåïëîîáìåíà

áûñòðûìè, ïîñòðîéòå êà÷åñòâåííûé ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîäúåìà âåðõíåé ãðà-
íèöû ñòîëáèêà òåðìîìåòðà îòíîñèòåëüíî ñòî-
ëà îò âðåìåíè, óêàçàâ íà íåì õàðàêòåðíûå
òî÷êè. Âîäà èç ñîñóäà íå âûëèâàåòñÿ. Ïîòå-
ðÿìè òåïëà, òåïëîåìêîñòüþ òåðìîìåòðà è
ïëîòèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïëîùàäü äíà ñî-
ñóäà 220 ñìS � . Âíà÷àëå â ñîñóäå áûëî m =
= 400 ã âîäû, à ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ðàâíÿ-
ëàñü T = 0,07 Í. Âî âðåìÿ òàÿíèÿ ëåä íå
âñïëûâàë. Íà ðèñóíêå 6, á ïðèâåäåí óêðóï-
íåííûé ôðàãìåíò øêàëû òåðìîìåòðà, ê êîòî-
ðîé ïðèëîæåíà ëèíåéêà. Óäåëüíàÿ òåïëîåì-
êîñòü âîäû �� ��0 4200 Äæ êã Ñc � �˜ �q , óäåëüíàÿ
òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà 330 êÄæ êã�O � ,
ïëîòíîñòü ëüäà 30,9 ã ñì�U � , ïëîòíîñòü âîäû

3
0 1,0 ã ñì�U � , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-

íèÿ 10 Í êãg � .
Ì.Çàìÿòíèí

Çàäà÷à 4. Ì îñò
Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñîäåðæàùåé èñòî÷-

íèê ïîñòîÿííîãî òîêà 0I  (ðèñ.7) íà äâóõ
îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðàõ âûäåëÿåòñÿ ìîù-

íîñòü P = 0,5 Âò, à íà äâóõ äðóãèõ –
ìîùíîñòè 2 P è xP . Ïðè ýòîì ÷åðåç èäåàëü-
íûé àìïåðìåòð ïðîòåêàåò òîê ñèëîé AI  =
= 25 ìÀ. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå ìîùíîñòè

xP , ñîïðîòèâëåíèÿ âñåõ ðåçèñòîðîâ è íàïðÿ-
æåíèÿ íà íèõ. Íàéäèòå çíà÷åíèå 0I  èñòî÷-
íèêà.

Ïðèìå÷àíèå . Èñòî÷íèêîì ïîñòîÿííîãî òîêà
íàçûâàþò àêòèâíûé ýëåìåíò ýëåêòðè÷åñêîé
öåïè, ÷åðåç êîòîðûé ïðîòåêàåò òîê ñèëîé 0I
ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê íåìó ðåçèñòîðîâ ñ ðàç-
ëè÷íûìè â øèðîêîì äèàïàçîíå ñîïðîòèâëå-
íèÿìè.

Â.Ñëîáîäÿíèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Â.ÑëîáîäÿíèíÐèñ. 6

Ðèñ. 7
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«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹4)

1. Â ïåðâûé ÷åìîäàí íàäî ïîñàäèòü òâàðåé âåñîì
10, 4, 3 ôóíòà; âî âòîðîé – 9, 7, 2 ôóíòà; â
òðåòèé – 8, 6, 5 ôóíòîâ.
Êîììåíòàðèé . Íàéòè îòâåò (è äîêàçàòü, ÷òî îí
åäèíñòâåíåí) ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òâà-
ðåé ñ âåñàìè 10, 9 è 8 ôóíòîâ íåîáõîäèìî ïîìå-
ñòèòü â ðàçíûå ÷åìîäàíû (èíà÷å îäèí ÷åìîäàí
áóäåò ñëèøêîì òÿæåëûì). Äàëåå, ÷òîáû íèêòî
íå ïîäðàëñÿ, òâàðü âåñîì 2 ôóíòà íåîáõîäèìî
ïîìåñòèòü âî âòîðîé èç ýòèõ ÷åìîäàíîâ, à òîãäà
òâàðü âåñîì 4 ôóíòà – â ïåðâûé. Ïîñëå ýòîãî
íåòðóäíî ðàñïðåäåëèòü è îñòàâøèõñÿ òâàðåé.
2. 120 , 45 , 15 .° ° °
Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê MAD  òîæå ðàâåí òðå-
óãîëüíèêó MAB  – ïî òðåì ñòîðîíàì: ñòîðîíà
MA  ó íèõ îáùàÿ, AD = AB êàê ñòîðîíû êâàäðà-
òà, MD = MB  ïî óñëîâèþ (ëåæàò íàïðîòèâ
ñîîòâåòñòâåííûõ óãëîâ â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ).
Çíà÷èò, 90 2 45BAM MADÐ = Ð = ° = °. Â òî÷êå
M  ñõîäÿòñÿ òðè ñîîòâåòñòâåííûõ óãëà ðàâíûõ
òðåóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó 360 3 120AMBÐ = ° = °.
Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180° , ïîýòîìó,

180 120 45 15ABMÐ = ° - ° - ° = ° .
3. Ñëîíû åäÿò òîëüêî êðóãëûå àðáóçû.
Âûÿñíèì ñíà÷àëà, ñêîëüêî àðáóçîâ åñò íà çàâò-
ðàê êàæäîå èç æèâîòíûõ. Ïî óñëîâèþ 5 ñëîíîâ è
7 áåãåìîòîâ ñúåäàþò 31 àðáóç, à 8 ñëîíîâ è 4
áåãåìîòà – 28 àðáóçîâ. Ìû âèäèì, ÷òî åñëè
çàìåíèòü òðåõ áåãåìîòîâ íà òðåõ ñëîíîâ, òî òðå-
áóåòñÿ íà òðè àðáóçà ìåíüøå. Çíà÷èò, 12 ñëîíîâ
ñúåëè áû 31 – 7 = 24 àðáóçà (ò.å. êàæäûé ïî 2),
à 12 áåãåìîòîâ ñúåëè áû 31 + 5 = 36 àðáóçîâ (ò.å.
êàæäûé ïî 3).
Â ïåðâîé ãðóïïå áåãåìîòû ñúåëè 7 3 21× =  àðáóç.
Ñòîëüêî àðáóçîâ îäíîé ôîðìû íå áûëî, çíà÷èò,
áåãåìîòû åäÿò àðáóçû ëþáîé ôîðìû, à ïðèâå-
ðåäëèâû ñëîíû. Âî âòîðîé ãðóïïå ñëîíû ñúåëè
8 2 16× =  àðáóçîâ. Ñòîëüêî êóáè÷åñêèõ àðáóçîâ
íå áûëî, çíà÷èò, ñëîíû ïðåäïî÷èòàþò èìåííî
êðóãëûå àðáóçû.
4. Ïðèìåðû ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.

Êîììåíòàðèè . 1. Ñëîæíîñòü òóò â òîì, ÷òî ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñëîæèòü ôèãóðó äîâîëüíî ìàëåíüêîãî
ïåðèìåòðà: äàæå åñëè ñêëàäûâàòü ìíîãîóãîëü-
íèê òîëüêî èç êâàäðàòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ïåðèìåòð
íå ìåíüøå 12 ñì, à íàäî åùå äîáàâèòü öåëûõ 19
òðåóãîëüíèêîâ.
Èç âñåõ ôèãóð, èìåþùèõ äàííóþ ïëîùàäü, íàè-
ìåíüøèé ïåðèìåòð èìååò êðóã. Ïîýòîìó åñëè
òàêîé ìíîãîóãîëüíèê ñóùåñòâóåò, òî, âèäèìî, îí
äîëæåí áûòü áëèçîê ê êðóãó.
Êñòàòè, ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïåðèìåòð êðóãà,
ðàâíîâåëèêîãî íàøåìó ìíîãîóãîëüíèêó, ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 14,7 ñì. Òàê ÷òî ïîëó÷èòü ìíîãî-
óãîëüíèê åùå ìåíüøåãî ïåðèìåòðà íåâîçìîæíî.
2. Óãîë ïðè âåðøèíå êâàäðàòà – ïîëîâèíà ðàç-
âåðíóòîãî, à ïðè âåðøèíå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà – òðåòü ðàçâåðíóòîãî. Ïîýòîìó âî âíóòðåí-
íåé âåðøèíå ìîãóò ñõîäèòüñÿ ëèáî 6 òðåóãîëüíè-
êîâ, ëèáî 3 òðåóãîëüíèêà è 2 êâàäðàòà, ëèáî 4
êâàäðàòà (ýòî ïîìîãàåò ïðîâåðèòü, âîçìîæíà ëè
â äåéñòâèòåëüíîñòè íàðèñîâàííàÿ îò ðóêè êàð-
òèíêà).

Ðèñ. 1

ÊÎÍÊÓÐÑ ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹3)
25. Ìîæíî.
Ðàññòàâèì ÷èñëà òàê: 2, 4, 6, ..., 100, 99, 97, ...
..., 1 (ñíà÷àëà âñå ÷åòíûå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðà-
ñòàíèÿ, à ïîòîì íå÷åòíûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ).
Íà ñàìîì äåëå òàêàÿ ðàññòàíîâêà åäèíñòâåííà (ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà è íàïðàâëåíèÿ îáõîäà).
26. Âåðíî.
Îòìåòèì òî÷êè K  è M  íà ñòîðîíàõ AC è BC òàê,
÷òî KM ABP  (ðèñ.2). Ïóñòü ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê KM  ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷-
êå P. Òåïåðü âûáåðåì íà ñòîðîíå AB òî÷êè L  è
N, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî P. Òîãäà îòðåçêè
KM  è LN  áóäóò îñíîâàíèÿìè èñêîìîé òðàïåöèè.
Ïàðà ìîìåíòîâ â ðåøåíèè òðåáóþò äîïîëíèòåëü-
íîãî âíèìàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ÷òîáû ýòà ðàâíîáî-
êàÿ òðàïåöèÿ íå îêàçàëàñü ïðÿìîóãîëüíèêîì,

Ðèñ. 2
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íàäî âûáðàòü LN KM¹ . Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ
áëàãîäàðÿ ñâîáîäå âûáîðà òî÷åê L  è N .
Âî-âòîðûõ, åñëè îäèí èç óãëîâ A è B òóïîé, òî
íå ëþáîé îòðåçîê KM  ïîäõîäèò: ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê KM  ìîæåò íå ïåðåñåêàòü ñòî-
ðîíó AB. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùèé
îòðåçîê KM . Åñëè â êà÷åñòâå KM  âûáðàòü îòðå-
çîê AB, òî P áóäåò ñåðåäèíîé AB. Çíà÷èò, åñëè
âûáðàòü îòðåçîê KM  äîñòàòî÷íî áëèçêî ê AB, òî
è òî÷êà P áóäåò íàõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê
ñåðåäèíå îòðåçêà AB, ò.å. áóäåò ëåæàòü íà íåì.
27. Áóäåì îáõîäèòü òàáëåòêè ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå, òîãäà îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâå õîðîøèå òàá-
ëåòêè ðÿäîì, ñðàçó çà êîòîðûìè ëåæèò ïëîõàÿ.
Ïåðâûé ìóäðåö áåðåò ïåðâóþ òàáëåòêó, âòîðîé –
âòîðóþ, à òðåòüÿ (ïëîõàÿ) çàïîìèíàåòñÿ è ìûñ-
ëåííî âûáðàñûâàåòñÿ. Ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèò-
ñÿ ê òàêîé æå ñ ìåíüøèì ÷èñëîì òàáëåòîê, ïðè-
÷åì îòíîøåíèå õîðîøèõ òàáëåòîê ê ïëîõèì íåèç-
ìåííî 2 ê 1, è àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ.
28. ( )1n n + .
Ïðèìåð . Ïðîíóìåðóåì âñå ñòîëáöû äîñêè ïî
ïîðÿäêó. Êàæäûé íå÷åòíûé ñòîëáåö öåëèêîì
çàéìåì îäíèì êîðàáëåì. Òàêèì îáðàçîì áóäåò
çàíÿòà ïîëîâèíà êëåòîê. Ýòî êîëè÷åñòâî íåòðóä-
íî ïîñ÷èòàòü.
Îöåíêà . Äâå ñîñåäíèå ïî äèàãîíàëè êëåòêè íå
ìîãóò áûòü íè â ðàçíûõ êîðàáëÿõ, íè â îäíîì.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå êëåòêè äîñêè ìîæíî ïîäåëèòü
íà ïàðû ñîñåäíèõ ïî äèàãîíàëè êëåòîê. Èç ýòîãî
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî çàíÿòî íå áîëüøå ïîëîâèíû
êëåòîê.
Äàííóþ â óñëîâèè äîñêó íàçîâåì áðèëëèàíòîì
ïîðÿäêà n. ( Àöòåêñêèé áðèëëèàíò  – ïðèíÿòîå â
êîìáèíàòîðèêå íàçâàíèå òàêîé ôèãóðû.)
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî áðèëëèàíò ïîðÿäêà n
äåëèòñÿ íà äèàãîíàëüíûå ïàðû êëåòîê. Ïðè n = 1
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü áðèëëèàíò ïîðÿä-
êà k – 1 äåëèòñÿ íà òàêèå ïàðû êëåòîê. Âûðåæåì
åãî èç áðèëëèàíòà ïîðÿäêà k (íà ðèñóíêå 3
ïîêàçàí ïðèìåð äëÿ k = 4). Îñòàíåòñÿ îáëàñòü,
êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ öåïî÷åê
êëåòîê, ãäå ñîñåäíèå êëåòêè ñîñåäñòâóþò ïî äèà-
ãîíàëè (êðàñíàÿ è æåëòàÿ öåïî÷êè íà ðèñóíêå

Ðèñ. 3

3). Â êàæäîé èç íèõ ïî 2 k êëåòîê – ÷åòíîå
êîëè÷åñòâî, à çíà÷èò, èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû
ñîñåäíèõ ïî äèàãîíàëè êëåòîê. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåõîä èíäóêöèè îò k – 1 ê k äîêàçàí.

ÄÈÀÃÎÍÀËÜ ÊËÅÒ×ÀÒÎÃÎ
ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÀ

1. Âèäèìî, ïîòîìó ÷òî â ñåòêå (íå ìàòåìàòè÷åñ-
êîé, à ðûáîëîâíîé, íàïðèìåð) íèòè ñâÿçàíû
óçëàìè.
2. 100.

Íà 5 äåëèòñÿ 
300

60
5

�  ÷èñåë, íà 6 äåëèòñÿ
300

50
6

�  ÷èñåë. Ïðè ñëîæåíèè ýòèõ êîëè÷åñòâ

äâàæäû ó÷èòûâàþòñÿ ÷èñëà, êîòîðîå äåëÿòñÿ è

íà 5, è íà 6 îäíîâðåìåííî; òàêèõ ÷èñåë 
300

10
5 6

=
×

.

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 60 + 50 – 10 = 100 ÷èñåë.
3. �� ��ÍÎÄ , a b .
Åñëè ïîäåëèòü âñå íà b, ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à 2.

4. 
1

2
b ���ª �º

�« �»�¬ �¼
, åñëè r ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåñîêðà-

òèìîé äðîáè êàê 
a
b

.

Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåðåñå÷åíèé
«âûïðÿìëåííîé» òðàåêòîðèè ñ êàæäîé âòîðîé
âåðòèêàëüíîé ëèíèåé ñåòêè.
5. Íåò.
Â ýòîì ñëó÷àå 

1
30tg

3
r � � �q , à ýòî èððàöèî-

íàëüíîå ÷èñëî.
6. Íåò.
«Ðàñïðÿìèì» òðàåêòîðèþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî â çàäà÷å 4. Òîãäà øàð áóäåò
äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé y = x , à óçëû ïîëó÷èâøåéñÿ
ðåøåòêè áóäóò èìåòü âèä �� ��2 ,m n , ãäå m è n –
öåëûå. Îäíà êîîðäèíàòà òàêèõ óçëîâ èððàöèî-
íàëüíà, à äðóãàÿ ðàöèîíàëüíà, ïîýòîìó íà ïðÿ-
ìîé y = x óçëîâ íå áóäåò.
7. Ñíîâà «ðàñïðÿìèì» òðàåêòîðèþ, êàê â çàäà÷å
4. Ëóçû áèëüÿðäà, ìíîãîêðàòíî îòðàæåííûå îò-
íîñèòåëüíî ñòîðîí, áóäóò îáðàçîâûâàòü ïðÿìîó-
ãîëüíóþ ðåøåòêó ñ øàãîì q ïî ãîðèçîíòàëè è p
ïî âåðòèêàëè. Øàð áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé
y = x , ò.å. ÷åðåç òî÷êè âèäà (m,m). Òî÷êà ( m,m)
ÿâëÿåòñÿ óçëîì, åñëè m äåëèòñÿ è íà p, è íà q,
çíà÷èò, ïåðâûì òàêèì óçëîì áóäåò

�� ��ÍÎÊ ,m p q� , à ýòî íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó
ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé ëóçå.
8. �� ��ÍÎÄ , , 1a b c ��  óçëîâ, íå ñ÷èòàÿ êîíöîâ äèà-
ãîíàëè.
Ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê â òðåòüåì ðåøå-
íèè çàäà÷è 1. Óçëû äåëÿò äèàãîíàëü íà ðàâíûå
÷àñòè. Ïëîñêîñòè ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ äåëÿò äèà-
ãîíàëü íà a ðàâíûõ ÷àñòåé, âòîðîãî – íà b,
òðåòüåãî – íà c. Òîãäà óçëû äåëÿò äèàãîíàëü íà

�� ��ÍÎÄ , ,a b c  ÷àñòåé.
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9. Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà p q�u  äåëèòñÿ ëè-
íèÿìè ñåòêè íà �� ��ÍÎÄ ,p q p q�� ��  ÷àñòåé. Ïîäå-
ëèì ïèðîã íà ÷àñòè òàê, ÷òîáû ìàññû êóñêîâ
áûëè ïðîïîðöèîíàëüíû äëèíàì îòðåçêîâ íà äèà-
ãîíàëè.

10. �� ��2 21p
p q p q

q
��

�� �� �� .

Ïåðåíåñèòå âñå îòðåçêè äèàãîíàëè â îäèí êâàä-
ðàòèê, êàê â ðåøåíèè çàäà÷è 6.

ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ ÈÌÅÍÈ ÄÆ.Ê.ÌÀÊÑÂÅËËÀ

7 êëàññ

1. Äëèíà âòîðîãî ó÷àñòêà áóäåò ìàêñèìàëüíîé,
êîãäà Áàðàø îáãîíèò Êðîøà ïðàêòè÷åñêè íà

ñàìîì ôèíèøå; 2max
3
4
v

s
�W

� . Äëèíà âòîðîãî ó÷à-

ñòêà ìèíèìàëüíà, êîãäà Êðîø çàêîí÷èò äâèæå-
íèå ñî ñêîðîñòüþ 1,5 v â ìîìåíò îáãîíà Áàðàøà

(â ìîìåíò âðåìåíè �W); 2min
3
7
v

s
�W

� . Îòñòàâàíèå

Êðîøà îò Áàðàøà áóäåò ìàêñèìàëüíûì; êîãäà

2s  áóäåò ìèíèìàëüíûì; 0 7
t

�W
� .

2. Íà ïåðâîì ó÷àñòêå ãðàôèêà ïëîòíîñòü ïåíû

ïîñòîÿííà è ðàâíà 2
1 0,1 ã ñì�U � . Îáúåì ïåíû â

ýòîì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó �� ��1
1

t
V t

�P
� 

�U
.

Òàê êàê îáúåì èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî, ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ðàâíà 1
1

10 ñì ñv
S

�P
� � 

�U
.

Íà âòîðîì ó÷àñòêå ïëîòíîñòü ïåíû èçìåíÿåòñÿ

ëèíåéíî. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ �� ��
�� ��2

2

t
V t

t
�P

� � 
�U

35000 ñì� . Òàê êàê íà ýòîì ó÷àñòêå îáúåì ïî-

ñòîÿíåí, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîðøíÿ ðàâíà íóëþ:

2 0v = .
Íà òðåòüåì ó÷àñòêå ïëîòíîñòü ïåíû ïîñòîÿííà è

ðàâíà 3
3 0,3 ã ñì�U � , ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîðø-

íÿ ñîñòàâëÿåò 3
3

3,3 ñì ñv
S

�P
� � 

�U
.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïîðøíÿ
ðàâíà íóëþ, à ìàêñèìàëüíàÿ ñîñòàâëÿåò 10 ñì/ñ.
Îáúåì ïåíû 37 äìV �  ïðåâûøàåò îáúåì 2V  íà
âòîðîì ó÷àñòêå, ïîýòîìó â ìîìåíò âðåìåíè �W
ïëîòíîñòü ïåíû ðàâíà 3

3 0,3 ã ñì�U � . Îòñþäà

3 21 c
Vm �U

�W � � � 
�P �P

.

3. Â èñõîäíîì ïîëîæåíèè áåç æèäêîñòè îáå
ïðóæèíû ñæàòû íà 4l  è ïîðøíè óïèðàþòñÿ
äðóã â äðóãà. Ïðè çàêà÷èâàíèè ïåðâûõ ïîðöèé
æèäêîñòè îáà ïîðøíÿ äâèæóòñÿ âïðàâî, ïî-ïðå-
æíåìó ñîõðàíÿÿ êîíòàêò. Ïóñòü x – ñìåùå-
íèå ïîðøíåé. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñèñ-

òåìû:

�� ��2
4 4
l l

k x p S S k x�§ �· �§ �·�� �� �� � ���¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹ �© �¹

,

îòêóäà 0

0

2 2kx p V
p

S V
� � , ãäå 0V lS� .

Êîíòàêò ìåæäó ïîðøíÿìè èñ÷åçàåò, åñëè ñèëà
äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà ïîðøíè ðàâíà ñèëå óïðó-
ãîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðóæèí. Ïðîèñõîäèò ýòî
ïðè ñìåùåíèè ïîðøíåé âïðàâî íà íåêîòîðîå ðàñ-
ñòîÿíèå 1x  ïðè äàâëåíèè 1p . Ïðè ýòîì

1 14
l

p S k x�§ �·� ���¨ �¸
�© �¹

, è 1 12
4
l

p S k x�§ �·�˜ � ���¨ �¸
�© �¹

,

îòêóäà

0
1 6 6

kl p
p

S
� � , 1 12

l
x � ,  è  0

1 1 12 12
Sl V

V Sx� � � .

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîðøíè íà÷èíàþò ðàçúåç-
æàòüñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Ïóñòü 1y  è 2y  –
ñìåùåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ïîðøíÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çàïèøåì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîðøíåé:

14
l

pS k y�§ �·� ���¨ �¸
�© �¹

, 22
4
l

p S k y�§ �·�˜ � ���¨ �¸
�© �¹

,

îòêóäà 1 22
4
kl

y y�� � .

Îáúåì çàëèòîé âîäû ïðè ýòîì ðàâåí
1 22V Sy Sy� �� , ïîýòîìó

1
0

1
5 10
V

y l
V

�§ �·
� ���¨ �¸

�© �¹
, 2

0

2 1
5 20

V
y l

V

�§ �·
� ���¨ �¸

�© �¹
.

Òåïåðü íàõîäèì äàâëåíèå æèäêîñòè â ñîñóäå:

1 0
0

3
4 5 20

k l V
p y p

S V

�§ �·�§ �·� �� � ���¨ �¸�¨ �¸
�© �¹ �© �¹

.

Äàâëåíèå 0
110

p
p��  ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ à), ïî-

ýòîìó
0 0 a

0

2
10
p p V

V
� , è 0

a 20 20
V lS

V � � .

Äàâëåíèå 0
13

p
p�!  ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ á), òîãäà

0 á
0

0

3
3 5 20
p V

p
V

�§ �·
� ���¨ �¸

�© �¹
, è 0

á
11 11
12 12
V lS

V � � .

4. Ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñèëû óïðóãîñ-
òè ïðóæèíû îòëè÷àþòñÿ â 3 ðàçà, ñëåäîâàòåëüíî,
ìèíèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ â 3 ðàçà ìåíüøå ìàê-
ñèìàëüíîé è ñîñòàâëÿåò minl�'  = 4 ñì. Ïðè ýòîì
íà ó÷àñòêå 1–2 êîíåö ïðóæèíû, ê êîòîðîìó ïðè-
ëîæåíà ñèëà F, ñìåùàåòñÿ íà 2 ñì, à ïðîòèâîïî-
ëîæíûé êîíåö ïðóæèíû ñìåùàåòñÿ íà 6 ñì.
Ðàáîòà A ñèëû F çà öèêë ïðîïîðöèîíàëüíà ïëî-
ùàäè âíóòðè öèêëà è â óñëîâíûõ åäèíèöàõ ñî-
ñòàâëÿåò 0 5 ñìF �˜ . Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ñèëó

0F : 0F  = 10 Í è æåñòêîñòü ïðóæèíû: k � 

0 min 250 Í ìF l� �' � .
Êîîðäèíàòû öåíòðà ïðóæèíû ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå �� ��ö 0,5x x l l� �� �� �' , ãäå l F k�' � . Ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè öx  îò õ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 4.
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8 êëàññ

1. 1) Íàéäåì îáúåì íàñûùåííîãî ðàñòâîðà (75 ã
UnCl â 100 ìë âîäû):

íà ñ 3

175 ã

1,4 ã ñì
V �  = 3125 ñì .

Â ïåðâîì ñëó÷àå íàñV V�� . Ïóñòü m – ìàññà
çàñûïàííîãî â âîäó ïîðîøêà U nCl. Çàïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñòâîðà:

âî äû
3 3

100 ã 100 ã 0,1 ë

110 ñì 110 ñì

m m m n
V

�� �� �� �˜
�U � � � ,

ïîñòðîèì ïðÿìóþ, çàäàâàåìóþ ýòèì óðàâíåíèåì,
è íàéäåì òî÷êó åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì �� ��n�U .
Ýòà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò �� ��460 10 ã ën � �r , ñîîò-
âåòñòâåííî, �� ��46 1 ãm � �r .
Âî âòîðîì ñëó÷àå íàñV V�! , ïðè÷åì 3125 ñì  ñî-
ñòàâëÿåò íàñûùåííûé ðàñòâîð, à îñòàëüíûå

3
î ñàä 25 ñìV �  – íåðàñòâîðèâøèåñÿ êðèñòàëëû

UnCl ìàññîé î ñàä êðèñò îñàä 62,5 ãm V� �U � . Èòîãî-
âàÿ ìàññà U nCl, íàñûïàííîãî â ñîñóä, ðàâíà

m = 75 ã + 62,5 ã = 137,5 ã.

2) Ïóñòü v – ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ðàñòâî-
ðà. Ìàññà ïîðîøêà U nCl â ìîìåíò âðåìåíè t  îò
íà÷àëà ýêñïåðèìåíòà ðàâíà m t� �P. Îáúåì ðàñòâî-
ðà 0V V vt� �� , ãäå 3

0 100 ñìV � . Íàéäåì ðàçíîñòü
ïëîòíîñòåé ðàñòâîðà â ìîìåíò âðåìåíè t  è ÷èñòîé
âîäû:

�� ��0 00 0 0
0 0

m V VV m t vt
V V V

�� �U ���U �� �P �� �U
�U �� �U � �� �U � � .

Ïðè ìàëîì t  îáúåì â çíàìåíàòåëå íåîòëè÷èì îò
0V , ïîýòîìó

�� ��0
0

0

v t

V

�P �� �U
�U �� �U � .

Â òî æå âðåìÿ ïðè ìàëîé ìàññå çàñûïàííîãî
ïîðîøêà ïëîòíîñòü ðàñòâîðà èçìåíÿåòñÿ ïî÷òè
ëèíåéíî, è 0 0kn k t V�U �� �U � � �P . Êîýôôèöèåíò
íàêëîíà k îïðåäåëèì ïî äàííîìó ãðàôèêó. Äëÿ
ýòîãî ïîñòðîèì êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé �� ��n�U  ïðè
n = 0 è íàéäåì òàíãåíñ óãëà åå íàêëîíà. Ïîëó÷à-
åòñÿ 5 6k �  (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ). Â ðå-
çóëüòàòå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

�� ��0

0 0

5
6

v tt
V V

�P �� �U�P
� ,

îòêóäà íàõîäèì
06 0,6 ã ñv�P � �U � .

2.  Ðàññìîòðèì
ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà ïåðâóþ (âåðõ-
íþþ) è âòîðóþ ñòó-
ïåíè ëåñòíèöû (ðèñ.5), è çàïèøåì â êàæäîì
ñëó÷àå ïðàâèëî ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ëåâîãî
êðàÿ ñòóïåíè:

2 02 3T l mg l T l�� �˜ � �˜ , 3 22 3T l mg l T l�� �˜ � �˜ ,

ãäå l – äëèíà îäíîãî äåëåíèÿ ñòóïåíè. Òàê êàê
îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ëåñòíèöû ýêâèâàëåíòíà èñõîä-
íîé êîíñòðóêöèè, íî èìååò â 2 ðàçà ìåíüøóþ
ìàññó, òî 0 32T T� . Â ðåçóëüòàòå èìååì

2 32 6T mg T�� � , 3 22 3T mg T�� � ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

2
14
17

T mg� , 3
8

17
T mg� .

Âåëè÷èíó ñèëû 1T  íàéäåì èç óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ âòîðîé ñòóïåíè:

1 3 2
11
17

T T mg T mg� �� �� � .

3. Îïðåäåëèì íà÷àëüíóþ ìàññó ëüäà 0m . Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ:

0 0T m g Vg�� � �U , ãäå 0V m� �U,

è ïîëó÷èì

�� ��0
0

63 ã
T

m
g

�U
� � 

�U �� �U
.

Âíà÷àëå âñå òåïëî, îòâîäèìîå îò ãîðÿ÷åé âîäû,
èäåò íà ïëàâëåíèå ëüäà, òåìïåðàòóðà ñîäåðæè-
ìîãî ñîñóäà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è ñòîëáèê òåð-
ìîìåòðà íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè
âîäû. Ïóñòü �W – âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ íà÷àëà
ýêñïåðèìåíòà. Çàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîâîãî áà-
ëàíñà: �� ��1 ë0 Cc t m�P�W �� �q � �O�', ãäå ëm�'  – ìàññà
ðàñïëàâèâøåãîñÿ ëüäà. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü âîäû
áîëüøå ïëîòíîñòè ëüäà, îáúåì ïðåâðàòèâøåãîñÿ
â âîäó ëüäà ñòàíåò ìåíüøå íà âåëè÷èíó

�� ��1 0
ë

0 0

1 1 c t
V m

�P�W �U �� �U�§ �·
�' � �' �� � �¨ �¸

�U �U �O�U �U�© �¹
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåì âîäû, äîáàâëåííîé â
ñîñóä çà âðåìÿ �W, ðàâåí 0�P�W �U. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå èçìåíåíèå îáúåìà ñîäåðæèìîãî ñîñóäà ðàâ-
íî

�� ��1 0
îáù

0 0

1
ct

V V
�U �� �U�§ �·�P�W �P�W

�' � �� �' � ���¨ �¸
�U �U �O�U�© �¹

.

Ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé äâèæåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà
ñòîëáèêà òåðìîìåòðà, ðàâíà â ýòîì ñëó÷àå ñêîðî-
ñòè ïîäúåìà óðîâíÿ âîäû:

�� ��1 0
1

0

1 0,8 ìì ñ
ct

v
S

�U �� �U�§ �·�P
� �� � �¨ �¸

�U �O�U�© �¹
.

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ýòîò ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ, êîãäà âåñü ëåä ðàñòà-

åò, ò.å. ÷åðåç âðåìÿ 0
max

1

25 c
m

c t
�O

�W � � 
�P

. Îáùàÿ

ìàññà âîäû â ñîñóäå ê ýòîìó ìîìåíòó áóäåò ðàâíà

îáù 0 max 513 ãm m m v� �� �� �W � .

Ïîñëå òîãî, êàê âåñü ëåä ðàñòàåò, óðîâåíü âîäû â
ñîñóäå áóäåò ðàñòè òîëüêî çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ â
íåãî ãîðÿ÷åé âîäû. Ñêîðîñòü ïîäúåìà óðîâíÿ â
ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

2
0

1 ìì ñv
S

�P
� � 

�U
.

Êðîìå òîãî, èç-çà ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû ñî-
äåðæèìîãî ñîñóäà ñòîëáèê òåðìîìåòðà ñòàíåò
ïîäíèìàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè âîäû.
Ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ çàâèñèò îò ðàçíîñòè òåì-
ïåðàòóð ãîðÿ÷åé âîäû è âîäû â ñîñóäå. Îíà
áóäåò ìàêñèìàëüíîé â íà÷àëå ýòîãî ïðîöåññà è
ðàâíîé íóëþ ïðè íàãðåâå ñîäåðæèìîãî äî òåìïå-
ðàòóðû 1 99 Ct � �q .
Íàéäåì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñòîëáèêà òåðìîìåòðà
îòíîñèòåëüíî âîäû â ñàìîì íà÷àëå åå íàãðåâà.
Ïóñòü óñòt  – òåìïåðàòóðà âîäû, óñòàíîâèâøàÿñÿ
÷åðåç ìàëîå âðåìÿ �'�W. Çàïèøåì óðàâíåíèå òåï-
ëîâîãî áàëàíñà:

�� �� �� ��1 óñò îáù óñò 0 Cc t t cm t�P�'�W �� � �� �q .

Òàê êàê óñòt  ìàëî, òî 1 óñò 1t t t�� �|  è

1
óñò

îáù

t
t

m
�P�'�W

� .

Èç ðèñóíêà â óñëîâèè ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå
òåìïåðàòóðû íà 1 C�q  ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ
ñòîëáèêà íà 3 ìì. Ïîýòîìó ñêîðîñòü ïîäúåìà
ñòîëáèêà îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè âîäû ñîñòàâ-
ëÿåò

�� �� 1
ñò

îáù

3 ìì C
1,16 ìì ñ

t
v

m

�q �P
� � .

Ñêîðîñòü ïîäúåìà âåðõíåé ãðàíèöû ñòîëáèêà
îòíîñèòåëüíî ñòîëà â íà÷àëå íàãðåâà ðàâíà

3 2 ñò 2,16 ìì ñv v v� �� � , à â êîíöå íàãðåâà ðàâ-
íà 2 1,00 ìì ñv � .
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîäúåìà ñòîëáèêà
òåðìîìåòðà îò âðåìåíè ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 6.

Ðèñ. 6

ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2019 ÃÎÄÀ

(ñì. «Êâàíò» ¹4)

7 êëàññ

1. Ïîñêîëüêó ìàññà Íèëüñà óìåíüøèëàñü â 1000
ðàç, ò.å. äî 30 ã, à ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
ìûøö óìåíüøèëàñü âñåãî â 100 ðàç, òî ñèë äâóõ
ðóê óìåíüøåííîãî Íèëüñà õâàòèò, ÷òîáû ïîäòÿ-
íóòüñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì ãðóçîì òàêîé ìàññû,
÷òî ñóììàðíàÿ ìàññà ñîñòàâèò 10 30 ã 300 ã�˜ � .
Çíà÷èò, ìàññà äîïîëíèòåëüíîãî ãðóçà ðàâíà 270 ã.
2. Îáúåì, çàíèìàåìûé êàìíÿìè ãàëüêè, ìåíüøå
ïîëíîãî îáúåìà, çàíèìàåìîãî ãàëüêîé â ñîñóäå,
âî ñòîëüêî æå ðàç, âî ñêîëüêî íàñûïíàÿ ïëîò-
íîñòü ìåíüøå ïëîòíîñòè êàìíåé. Îòñþäà ïîëó-

÷àåì ïðîïîðöèþ ê 1

ï 0

0,58
V
V

�U
� �|

�U
. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïóñòîòû çàíèìàþò 0,42 îò îáúåìà ãàëüêè.

Ïîñêîëüêó âûñîòà ñëîÿ ãàëüêè áûëà ðàâíà 1 ì,
òî â ýòó ãàëüêó ìîæåò âîéòè ñëîé ïåñêà, êîòîðûé
èìåë òîëùèíó 42 ñì. Çíà÷èò, ñâåðõó îñòàíåòñÿ
ñëîé ïåñêà âûñîòîé 18 ñì, òîãäà îáùèé óðîâåíü
íàñûïêè áóäåò ðàâåí 118 ñì.
3. 1) Ðàññ÷èòàåì öåíó áåòîíà ìàðêè Ì200. Ïóñòü
îáúåì öåìåíòà â áåòîíå ñîñòàâëÿåò V . Òîãäà

31 ì 3,2 4,9V V V� �� �� , è 3109,9 ìV � .

Ñëåäîâàòåëüíî, öåíà áåòîíà ýòîé ìàðêè

200 ö ï
180 ðóá. 102 ðóá.

3,2
50 êã 50 êã

c V V� �U �� �U �˜ ��

+ 3
ù

130 ðóá.
4,9 5298 ðóá ì

40 êã
V�U �˜ �| .

Àíàëîãè÷íî íàéäåì
3

250 5311 ðóá. ìc �  è 3
300 5327 ðóá. ìc � .

Äëÿ ðàñ÷åòà îòíîøåíèÿ îáúåìîâ öåìåíòà, ïåñêà
è ùåáíÿ â áåòîíå ìàðêè Ì400 çàïèøåì óðàâíå-
íèå äëÿ öåíû çà êóáîìåòð ýòîé ìàðêè áåòîíà, à
òàêæå óðàâíåíèå äëÿ îáúåìà ýòîé ïîðöèè áåòîíà.
Îòñþäà íàéäåì öV : ï ù: 1,0 : 1,4 : 2,8V V = .

4. Òàê êàê àìïåðìåòð èäåàëüíûé è ìîùíîñòè,
âûäåëÿþùèåñÿ íà äâóõ îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðàõ,
ðàâíû, òî ÷åðåç íèõ òåêóò îäèíàêîâûå òîêè 1I  è
ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà íèõ ðàâíî ïîëîâèíå ðàç-
íîñòè ïîòåíöèàëîâ íà èñòî÷íèêå. Íî òîãäà ðàâ-
íû ìîùíîñòè è íà äâóõ îñòàâøèõñÿ ðåçèñòîðàõ,
òàê êàê ÷åðåç íèõ òåêóò òîæå îäèíàêîâûå
òîêè 0 1I I�� . Òàê êàê ïî óñëîâèþ ìîùíîñòè îòëè-
÷àþòñÿ â 2 ðàçà, òî òîêè è ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñ-
òîðîâ îòëè÷àþòñÿ òîæå â 2 ðàçà. Îòñþäà

1 A 0 3I I I� � , è 0 0,75 ìÀI � . Íàïðÿæåíèÿ íà
ðåçèñòîðàõ îäèíàêîâû è ðàâíû 1 1 20 BU P I� � ,
à ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ ðàâíû

1 1 800 ÎìR P U� �  è 2 400 ÎìR � .
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2) Çíàÿ öåíû áåòîíà çà êóáîìåòð, çàìåòèì, ÷òî

39,4 ì  áåòîíà ìàðêè Ì250 áóäóò ñòîèòü Âàñè-
ëèþ 49924 ðóá., à ìàðêè Ì300 áóäóò ñòîèòü
50070 ðóá., ïîýòîìó íàèëó÷øàÿ âîçìîæíàÿ ìàð-
êà áåòîíà Ì250.
4. 1) Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü N àâòîäîðîãè ðàâ-
íà êîëè÷åñòâó àâòîìîáèëåé, êîòîðûå ïåðåñåêàþò
ëèíèþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ, çà åäèíèöó âðåìåíè. Åñëè l  – ñðåäíÿÿ äëèíà
îäíîãî àâòîìîáèëÿ, à x – ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó àâòîìîáèëÿìè íà ìàãèñòðàëè, òî ïðîïóñê-

íàÿ ñïîñîáíîñòü ìàãèñòðàëè 1
1 4

v
N

l x
� 

��
, à ïðî-

ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äîðîãè âáëèçè ìåñòà ÄÒÏ

2
2 2

v
N

l y
� 

��
, ãäå ó – ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó

ìàøèíàìè ïðè äâèæåíèè ðÿäîì ñ ÄÒÏ. Äëÿ òîãî

÷òîáû ïðîáêà íå ðîñëà ñî âðåìåíåì, íåîáõîäèìî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 2 1N N�! . Â ïðå-
äåëüíîì ñëó÷àå ó = 0 ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåí-

òíî íåðàâåíñòâó 1

2

2
v

x l l
v

�! �� , îòêóäà ïîëó÷àåì

x > 76 ì.

2) Ê îòâåòó íà âòîðîé âîïðîñ ìîæíî ïðèäòè
ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ïðè÷åì âñå îíè èìåþò õà-
ðàêòåð îöåíîê. Ìîæíî, íàïðèìåð, óïîäîáèòü
ó÷àñòîê ìàãèñòðàëè îò ïåðåêðåñòêà äî ìåñòà ÄÒÏ
ñîñóäó, â êîòîðûé ïîñòóïàåò æèäêîñòü ñ îäíèì
ìàññîâûì ðàñõîäîì, à âûòåêàåò ñ äðóãèì (ìåíü-
øèì), è íàéòè âðåìÿ çàïîëíåíèÿ ýòîãî ñîñóäà.
Çà åäèíèöó âðåìåíè ó÷àñòîê îò ïåðåêðåñòêà äî
ìåñòà ÄÒÏ ïîêèäàåò êîëè÷åñòâî ìàøèí

2
2

5
2

6
v

n
l

� � . Çà òî æå âðåìÿ íà ýòîò ó÷àñòîê

âúåçæàåò 1
1

10
4

3
v

n
l x

� � 
��

 ìàøèí. Íà ìîìåíò

îáðàçîâàíèÿ ïðîáêè êîëè÷åñòâî ìàøèí íà ó÷àñò-
êå îò ïðîáêè äî ïåðåêðåñòêà ðàâíî

0
1500

4 300
16 4

N � � 
��

. Êîãäà âåñü ó÷àñòîê îò ÄÒÏ

äî ïåðåêðåñòêà áóäåò çàïîëíåí ìàøèíàìè, êîëè-

÷åñòâî ìàøèí íà íåì ñòàíåò 
1500

4 1500
4

N � � .

Âðåìÿ, çà êîòîðîå ýòî ïðîèçîéäåò, ðàâíî

0

1 2

1200 2
c 480 c 8 ìèí

5
N N

t
n n

�� �˜
� � � � 

��
.

5. Ðàññòîÿíèå ìåæäó Ãåíîé è ×åáóðàøêîé óìåíü-
øàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñòàð-
òîâàëè èç ñâîèõ äîìîâ íå îäíîâðåìåííî. Èçîáðà-
çèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ s ìåæäó
Ãåíîé è ×åáóðàøêîé îò âðåìåíè t , îñòàâøåãîñÿ
äî âñòðå÷è (ðèñ.7). Ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëîìàíóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò. Ñàìûé êðóòîé ó÷àñòîê ãðàôèêà ñîîò-
âåòñòâóåò äâèæåíèþ è Ãåíû è ×åáóðàøêè, áîëåå
ïîëîãèé – äâèæåíèþ îäíîãî èç äðóçåé è ãîðè-

çîíòàëüíàÿ ëèíèÿ – íàõîæäåíèþ îáîèõ äîìà.
Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî òî÷êè (0; 0) è
(5; 1200) ëåæàò íà êðóòîì ó÷àñòêå, òî÷êè
(10; 2025) è (15; 2475) – íà ïîëîãîì è òî÷êà
(20; 2655) – íà ãîðèçîíòàëüíîì, ò.å. ëîìàíàÿ
âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Çíà-
÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó äîìàìè Ãåíû è ×åáóðàø-
êè ðàâíî 2655 ì.
Íàéäåì ñêîðîñòü îäíîãî èç äðóçåé ïî òî÷êàì
(10; 2025) è (15; 2475):

�� ��1
2475 ì 202 5 ì

1,5 ì ñ
15 10 60 c

v
��

� � 
�� �˜

.

Ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ Ãåíû è ×åáóðàøêè íàõî-
äèòñÿ ïî òî÷êàì (0; 0) è (5; 1200):

1 2
1200 ì

4 ì ñ
5 60 c

v v�� � � 
�˜

.

Ïîýòîìó ñêîðîñòü âòîðîãî äðóãà 2 2,5 ì ñv � .

8 êëàññ

1. 1) Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè íà
îäíîì èç îòðåçêîâ âðåìåíè äîñòèãàåòñÿ â òîì
ñëó÷àå, êîãäà íà âñåõ îñòàëüíûõ îòðåçêàõ çíà÷å-
íèå ñðåäíåé ñêîðîñòè ìàêñèìàëüíî. Åñëè øèðè-
íà âðåìåíí óãî èíòåðâàëà t�'  = 10 ìèí, òî ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî �� ��max min17s v v t� �� �' . Îòñþäà
íàõîäèì min 9 êì ÷v � . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàè-
ìåíüøåå èç çíà÷åíèé ñðåäíåé ñêîðîñòè íå ìîæåò

áûòü áîëüøå 
180 êì

60 êì ÷
3 ÷

� . Òàêèì îáðàçîì,

min9 êì ÷ 60 êì ÷v�� �� .

2) Èç ðàâåíñòâà äëÿ s ïîëó÷èì min 8 êì ÷v � �� .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé ñðåä-
íåé ñêîðîñòè íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ ìîãëî áûòü
ðàâíî 0. È òàê æå, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå, íàè-
ìåíüøåå èç çíà÷åíèé ñðåäíèõ ñêîðîñòåé íå ìî-
æåò ïðåâûøàòü 60 êì ÷ . Ïîýòîìó

min0 60 êì ÷v�� �� .

2. Ñíà÷àëà ââåäåì áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ: Å –
ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, L – ðàññòîÿíèå îò Ñîëí-
öà äî Çåìëè, R – ðàäèóñ Ñîëíöà, r – ðàäèóñ

Ðèñ. 7
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îáëàñòè, â êîòîðîé âáëèçè öåíòðà Ñîëíöà èäóò
òåðìîÿäåðíûå ðåàêöèè è ãäå ïëîòíîñòü âåùåñòâà
ðàâíà 3 3160 ã ñì 160 ò ì� . Ñëåäîâàòåëüíî, â
êàæäîì êóáîìåòðå îáúåìà ïðîèçâîäèòñÿ òåïëî-

âàÿ ìîùíîñòü 3160 Âò ì
W
V

� �O � . Ðàñïðåäåëå-

íèå òåìïåðàòóð â Ñîëíöå äàâíûì-äàâíî óñòàíî-
âèëîñü, ïîýòîìó ñêîëüêî ïðîèçâîäèòñÿ ýíåðãèè
çà êàêîé-òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ðîâíî ñòîëüêî
æå ýíåðãèè çà òàêîå æå âðåìÿ èçëó÷àåòñÿ Ñîëí-
öåì ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðàâíîìåðíî. Óðàâíå-
íèå áàëàíñà ýíåðãèè òàêîâî:

3
24

4
3
r

L E
�S

�˜ �O � �S �,̃

îòêóäà
1 32

33
83,3 10 êì

L E
r

�§ �·
� �| �˜�¨ �¸�¨ �¸�O�© �¹

 è  0,127
r
R

� .

3. 1) 3
2 2

0

4
5 êã ì

m h

d h

�'
�'�U �| � 

�S
; 2) 0 2

0

4m

d h
�U � � 

�S
31000 êã ì� ; 3) 2 0 1 10N

�U �� �U
� �� �|

�'�U
.

4. 1) Âîäà íà÷èíàåò ïîÿâëÿòüñÿ íà äíå ìåíçóðêè
ïîñëå òîãî, êàê îíà çàïîëíèò âñå ïóñòîòû â ñíåãå
çà ñ÷åò êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ îáúåìà, çàíèìàåìîãî ñíåãîì è âîäîé â ìî-
ìåíò ïîÿâëåíèÿ âîäû íà äíå ñîñóäà, ìîæíî çàïè-
ñàòü

1 íå ðàñò.ñí . âîäûV V V� �� ,

îòêóäà ïîëó÷èì

�� ��
�� ��

2 2
ë 0 0 1 1

1 2 2
â ë 1 1 ë 0 0

0,78
d h d h

d h d h

�U ��
�D � �|

�U �� �U �� �U
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

�� ��
�� ��

2 2
ë 0 0 2 2

2 2 2
â ë 2 2 ë 0 0

0,52
d h d h

d h d h

�U ��
�D � �|

�U �� �U �� �U
.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñü ñâåæèé ñíåã ðàñòàÿë,
è ðàññ÷èòàåì îòíîøåíèå ïîëó÷èâøåãîñÿ îáúåìà
âîäû è îáúåìà ïóñòîò â ñëîå ñëåæàâøåãîñÿ ñíå-
ãà:

�� ���� ��âîäû ë â 1 1

ï óñòîò 2 2

1
0,76

V H S

V H S

�U �U �� �D
� � 

�D
.

Ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ìåíüøå 1, ñëåäîâàòåëüíî, ê
ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ âîäû ðàñòàåò íå òîëüêî âåñü
ñëîé ñâåæåâûïàâøåãî ñíåãà, íî è ÷àñòü ñëîÿ
ñëåæàâøåãîñÿ ñíåãà âûñîòîé õ. Çíà÷åíèå x ìîæ-
íî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

�� �� �� �� �� ��ë ë
1 1 2 2 2

â â

1 1H S xS H x S
�U �U

�� �D �� �� �D � �D ��
�U �U

,

îòêóäà 1,3 ñìx �| . Òîãäà

íå ðàñò.ñí . 2 8,7 ñìH H x� �� �| .

9 êëàññ

1. 1) Öåíòð ìàññ ÷åëîâåêà ñìåùàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî äîñêè è îòíîñèòåëüíî çåìëè íà 1 2L L�� .
2) Òî÷êà A ñìåùàåòñÿ íà �� ��1 22 L L�� .
2. Óðîâåíü âîäû â ñîñóäå áóäåò òàêèì æå, êàê â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
3. Ðàññòîÿíèå L  ìåæäó Çåìëåé è Þïèòåðîì
èçìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå êàæäîãî öèêëà Èî, ïðè÷åì
áûñòðåå âñåãî, êîãäà ñêîðîñòü Çåìëè íàïðàâëåíà
âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé Çåìëþ è Þïèòåð.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êîãäà ýòà ëèíèÿ êàñàåòñÿ îðáèòû
Çåìëè. Çà îäèí öèêë Èî â ýòîì ñëó÷àå ðàññòîÿ-
íèå L èçìåíèòñÿ íà

8 642,5
2 1,5 10 êì 4,57 10 êì

365 24
L�' � �S �˜ �˜ �˜ � �˜

�˜
.

Ýòî ðàññòîÿíèå ñâåò ïðîõîäèò çà 16 ñ. Îòñþäà
äëÿ ñêîðîñòè ñâåòà ïîëó÷àåì

6
84,57 10 êì

2,86 10 ì ñ
16 c

c
�˜

� � �˜ .

4. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íèêàêîãî êèïåíèÿ (ïëå-
íî÷íîãî èëè ïóçûðüêîâîãî) â ïðîöåññå òåïëîîá-
ìåíà íå ïðîèñõîäèò. Òîãäà òåìïåðàòóðà Ò â êî-
íå÷íîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òåï-
ëîâîãî áàëàíñà �� �� �� ��1 0 0 0mc T T m c T T�� � �� , îòêó-
äà íàõîäèì 35,2 CT � �q . Â íàøåì ñëó÷àå íåîáõî-
äèìî ó÷åñòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ÷àñòü ýòîé òåïëîòû,
îòäàâàåìîé øàðèêîì, èäåò íà îáðàçîâàíèå ïëåí-
êè ( 1Q ) è íà îáðàçîâàíèå ïàðà â ïðîöåññå ïó-
çûðüêîâîãî êèïåíèÿ ( 2Q ). Ïîýòîìó óðàâíåíèå
òåïëîâîãî áàëàíñà òåïåðü ïðèíèìàåò âèä

�� �� �� ��1 0 0 0 1 2mc T T m c T T Q Q�� � �� �� �� . Ïðè ýòîì
ìàññà ïàðà, îáðàçóþùåãîñÿ â îáîèõ ïðîöåññàõ,
ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàññû âîäû (ýòî ìîæíî
ïîäòâåðäèòü îöåíêàìè), òàê ÷òî ïîñëåäíþþ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü íåèçìåííîé â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà.
Íàïîìíèì, ÷òî íå âåñü îáðàçîâàâøèéñÿ ïàð ïî-
êèäàåò æèäêîñòü â ïðîöåññå ïóçûðüêîâîãî êèïå-
íèÿ, à òîëüêî äâå òðåòè. ×àñòü ïàðà êîíäåíñèðó-
åòñÿ, îòäàâàÿ òåïëî âîäå. Ó÷òåì ýòî ïðè ïîäñ÷åòå
êîëè÷åñòâà òåïëîòû 2Q :

�� ��2 2 ê
2

5500 Äæ
3

Q mc T T� �� � .

Îöåíèì çíà÷åíèå âåëè÷èíû 1Q :

1 1 2,2 ÄæQ m L� � .

Ïîñêîëüêó 2Q  íà òðè ïîðÿäêà áîëüøå 1Q , ïîñ-
ëåäíåé âåëè÷èíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðåçóëü-
òàòå èç óðàâíåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà ëåãêî íàõî-
äèòñÿ êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà:

32,1 CT �| �q .

Ìîæíî ñðàâíèòü ñî çíà÷åíèåì T, ïîëó÷åííûì
áåç ó÷åòà ïîòåðè ýíåðãèè íà èñïàðåíèå. Îòëè÷èå
ñîñòàâëÿåò 3 ãðàäóñà. Ìíîãî ýòî èëè ìàëî? Åñëè
áû ìû ñ÷èòàëè, ÷òî âñå âðåìÿ â òå÷åíèå ïðîöåññà
îõëàæäåíèÿ øàðèêà äî òåìïåðàòóðû êT  ïðîèñ-
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õîäèò ïóçûðüêîâîå êèïåíèå è ïðè ýòîì òðåòü
ïàðà êîíäåíñèðóåòñÿ ïðè âñïëûòèè ïóçûðüêîâ,
òî â ñîñóäå óñòàíîâèëàñü áû òåìïåðàòóðà (êòî íå
âåðèò, ïóñòü ïðîâåðèò) 26,8 C�q . Âîîáùå ãîâîðÿ,
3 ãðàäóñà ýòî íå òàê ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ 35,2 C 26,8 C�q �� �q = 8,4 C�q .

10 êëàññ

1. Â âåðõíåé òî÷êå äóãè íà öåíòð ìàññ ÷åëîâåêà
äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè è ñèëà ðåàê-
öèè îïîðû. Âåêòîðíàÿ ñóììà ýòèõ ñèë ñîîáùàåò
öåíòðó ìàññ öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå.
Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â
âåðõíåé òî÷êå äóãè äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ñèëà ðåàêöèè îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ðàâíà

v gH� . Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ
îäèíàêîâû íà Çåìëå è íà Ìàðñå, îòíîøåíèå
ìàêñèìàëüíûõ ñêîðîñòåé õîäüáû ðàâíî

2
Ç Ç Ç Ì

Ì Ì Ì Ç

1,6
v g M R
v g M R

�§ �·
� � �|�¨ �¸

�© �¹
.

Íà êàæäîì øàãå ÷åëîâåê ñîâåðøàåò ðàáîòó ïî
ïîäúåìó öåíòðà ìàññ íà âûñîòó h�' , ðàâíóþ
ðàññòîÿíèþ ïî âåðòèêàëè ìåæäó âåðõíåé è íèæ-
íåé òî÷êàìè òðàåêòîðèè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîù-
íîñòü, çàòðà÷èâàåìàÿ ïðè õîäüáå c ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ, ðàâíà

A mg h
P

t L v
�'

� � 
�'

,

ãäå L  – äëèíà øàãà. Ïîñêîëüêó íà Ìàðñå ïðèõî-
äèòñÿ õîäèòü â ñêàôàíäðå, êîòîðûé äîáàâëÿåò ê
ìàññå ÷åëîâåêà åùå òðåòü, èñêîìîå îòíîøåíèå
ìîùíîñòåé áóäåò

3 2
Ç Ç

Ì Ì

3
3,1

4
P g
P g

�§ �·
� �|�¨ �¸

�© �¹
.

2. Äëÿ íà÷àëà âûÿñíèì, ñóáëèìèðóåò ëè ëåä
ïîëíîñòüþ. Êîëè÷åñòâî âîçäóõà â òåðìîñå â

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðàâíî 0 0
0

0

p V
RT

�Q � �|
24 10  ìîëü���| �˜ . Åñëè âåñü ýòîò âîçäóõ îñòûíåò

äî òåìïåðàòóðû ñóáëèìàöèè cT , òî îí îòäàñò
êîëè÷åñòâî òåïëîòû �� ��0 0 0 c 88ÄæVQ C T T� �Q �� �| .
Êîëè÷åñòâî òåïëîòû, íåîáõîäèìîå äëÿ ñóáëèìà-
öèè âñåãî êóáèêà èç ñóõîãî ëüäà, ðàâíî

1 1 920 ÄæQ q V� �U �| . Çíà÷èò, ëåä íå ìîæåò ñóá-
ëèìèðîâàòü ïîëíîñòüþ, ïîýòîìó óñòàíîâèâøàÿñÿ
òåìïåðàòóðà â òåðìîñå ðàâíà c 194 ÊT � . Èç óðàâ-
íåíèÿ òåïëîâîãî áàëàíñà �� ��0 0 c 1VC T T q�Q �� � �Q�0
íàéäåì êîëè÷åñòâî ñóáëèìèðîâàâøåãî ñóõîãî

ëüäà: 
�� ��0 0 c 3

1

3,4 10 ìîëüVC T T

q
���Q ��

�Q � �| �˜
�0

. Ñëåäî-

âàòåëüíî, â òåðìîñå óñòàíîâèòñÿ äàâëåíèå

�� ��0 c 4
2

0

7 10 Ïà
RT

p
V

�Q �� �Q
� �| �˜ .

3. Íà ëÿãóøêó äåéñòâóþò òðè ñèëû: ñèëà òÿæåñ-
òè mg, íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî âíèç, ñèëà
«ïðèëèïàíèÿ» F, íàïðàâëåííàÿ ïî íîðìàëè ê
ñòåíêå, è âåêòîðíàÿ ñóììà ñèë òðåíèÿ è íîðìàëü-
íîé ðåàêöèè R, êîòîðàÿ ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñòåíû íà óãîë �D, íå
áîëüøèé ÷åì óãîë òðåíèÿ 0 arctg�D � �P. Òàê êàê
ëÿãóøêà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, âåêòîðû ýòèõ
òðåõ ñèë îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Äëÿ çàäàííîãî
óãëà íàêëîíà ñòåíû íàèìåíüøàÿ ñèëà F áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü íàèáîëüøåìó çíà÷åíèþ óãëà �D,
ðàâíîãî 0�D . Òðåóãîëüíèêè ñèë, ïîëó÷åííûå äëÿ
ðàçíûõ óãëîâ íàêëîíà ñòåíû, â ñëó÷àå 0�D � �Däîë-
æíû áûòü âïèñàíû â îäíó îêðóæíîñòü, ïîñêîëü-
êó ó âñåõ ýòèõ òðåó-
ãîëüíèêîâ ñòîðîíà
( mg) è ïðîòèâîëå-
æàùèé óãîë ( 0�D )
îäèíàêîâûå. Íà ðè-
ñóíêå 8 èçîáðàæåíû
äâà òðåóãîëüíèêà
ñèë äëÿ äâóõ ðàçíûõ
óãëîâ íàêëîíà ñòå-
íû. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïðåäåëüíîìó
çíà÷åíèþ ñèëû
«ïðèëèïàíèÿ» 0F  ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ýòà ñèëà ñîâïàäàåò ñ
äèàìåòðîì îêðóæíîñòè è ðàâíà

2

0
0

1
0,11 H

sin
mg

F mg
�P ��

� � �|
�D �P

.

4. 1) Ïðè ðàáîòå ñõåìû â êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà
òîê ÷åðåç íåëèíåéíûé ýëåìåíò ëåæèò íà ó÷àñòêå
ÂÀÕ ñ îòðèöàòåëüíûì äèôôåðåíöèàëüíûì ñî-
ïðîòèâëåíèåì (îò 20 äî 110 ìÀ). Ñîïðîòèâëå-
íèå r ðàâíî ìîäóëþ ýòîãî ñîïðîòèâëåíèÿ: r =
= 25 Îì. Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ñîåäèíåíèè r è Z ñîñòàâëÿåò 3 Â. Ýòî è
åñòü ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå íà íàãðóçêå.
2) Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå U�'  äîñòèãàåòñÿ, êîã-
äà íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ äèàïàçîíà
âõîäíûõ íàïðÿæåíèé òîê ÷åðåç Z ñîñòàâëÿåò 20
è 110 ìÀ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó òîê ÷åðåç

íàãðóçêó ðàâåí 
3 B

10 ìÀ
300 Îì

� , ìèíèìàëüíûé

òîê ÷åðåç 1R  äîëæåí áûòü íå ìåíåå 30 ìÀ, à
ìàêñèìàëüíûé – íå áîëåå 120 ìÀ. Íàïðÿæåíèå
íà íàãðóçêå ðàâíî 3 Â, à ñåðåäèíà äèàïàçîíà
âõîäíûõ íàïðÿæåíèé ñîñòàâëÿåò 1U  = 6 Â, ñëå-
äîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå 1R  äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó 13 B U U�� �' �d �d

3 B U�d �� �' , èç êîòîðîãî ñëåäóåò 3 B U�� �' � 

1 30 ìÀR� �˜  è 13 B 120 ìÀU R�� �' � �˜ . Îòñþäà
ïîëó÷àåì 1 40 ÎìR � .
5. 1) Äàâëåíèå â öèëèíäðàõ îäèíàêîâîå, ïî-
ñêîëüêó îíè ñîåäèíåíû òðóáêîé. Êîãäà îòíîñè-

Ðèñ. 8



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 560
òåëüíûé îáúåì ãàçà â âûòåñíèòåëüíîì öèëèíäðå
ðàâåí íóëþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü ãàç íàõî-
äèòñÿ â ðàáî÷åì öèëèíäðå. Îáúåì ãàçà â ýòîì
öèëèíäðå ìîæíî óçíàòü ïî ãðàôèêó (ñì. ðèñ.11
â óñëîâèè). Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåñòè èçîáàðó
è íàéòè òî÷êè, â êîòîðûõ îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ãðàôèêîì öèêëà äëÿ ðàáî÷åãî öèëèíäðà. Òàêèõ
òî÷åê áóäåò äâå. Òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëü-
øåìó çíà÷åíèþ îáúåìà, – èñêîìàÿ. Àíàëîãè÷íûå
äåéñòâèÿ ñëåäóåò ïðîäåëàòü è äëÿ âûòåñíèòåëü-
íîãî öèëèíäðà. Â èòîãå ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ: äëÿ ðàáî÷åãî öèëèíäðà

1 02,5p p� , 1 010,53V V� ; äëÿ âûòåñíèòåëüíîãî
öèëèíäðà 2 0p p� , 2 02 010,53 1,25 0,53V V V� � �˜ .
Îòíîøåíèå òåìïåðàòóð ðàâíî

1 2

0 2 2

2
T p V
T p V

� � .

2) Îòíîøåíèå êîëè÷åñòâ âåùåñòâà ïðè äàâëåíèè

03p  ðàâíî 1 1 0

2 2

0,36 1 24
0,03 1,25 2 5

V T
V T

�Q
�| � � 

�Q �˜
, ïîýòî-

ìó â ðàáî÷åì öèëèíäðå íàõîäèòñÿ
24

0,83 83%
29

�| �  îáùåé ìàññû âîçäóõà.

3) Ïîðøåíü â ðàáî÷åì öèëèíäðå çà öèêë ñîâåð-
øàåò ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ
ïëîùàäè 1S . Ïîðøåíü âûòåñíèòåëüíîãî öèëèíä-
ðà ñîâåðøàåò îòðèöàòåëüíóþ ðàáîòó, ïðîïîðöèî-
íàëüíóþ ïëîùàäè 2S , ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â 1,25 ðàç áîëüøå, ÷åì â
ïåðâîì ñëó÷àå. Ñóììàðíàÿ ðàáîòà ãàçà çà öèêë
ðàâíà �� ��1 21,25A k S S� �� , ãäå k – ðàçìåðíûé
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Èñêîìîå îò-
íîøåíèå ðàáîò ðàâíî

2

1 1

1 1,25 0,5
A S
A S

�K � � �� � .

11 êëàññ

1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàê ðàáîòàåò ñõåìà,
ðàññìîòðèì ïîýòàïíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïîñëå ïîä-
êëþ÷åíèÿ ê ñåòè. Âåðõíèé êîíäåíñàòîð ïîìå÷à-
åì èíäåêñîì 1, íèæíèé – èíäåêñîì 2. Íà ïåðâîé
÷åòâåðòè ïåðèîäà ëåâûé äèîä îòêðûò, âåðõíèé
êîíäåíñàòîð çàðÿæàåòñÿ, ïðè ýòîì �� ��1U U t� �� .

Â ìîìåíò âðåìåíè 
4
T

t �  íàïðÿæåíèå íà âåðõíåì

êîíäåíñàòîðå 1 0U U� . Ñðàçó ïîñëå ýòîãî ïîòåí-
öèàë òî÷êè A, êîòîðûé ðàâåí �� �� 0A U t U�M � �� ,
ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, îòêðûâàåòñÿ ïðàâûé
äèîä, à ëåâûé çàêðûâàåòñÿ, íà÷èíàåò çàðÿæàòüñÿ
íèæíèé êîíäåíñàòîð, à âåðõíèé ðàçðÿæàåòñÿ.
Ïðè ýòîì â ïðîöåññå çàðÿäêè áóäåò ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå �� ��2 1U U U t�� � . Êðîìå òîãî, ñóì-
ìàðíûé çàðÿä ïðàâûõ îáêëàäîê êîíäåíñàòîðîâ
äîëæåí îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì 0CU ,
ïîêà äèîä, âêëþ÷åííûé ìåæäó A è B,  çàêðûò,

èíà÷å ãîâîðÿ, äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî 2 1 0U U U�� � . Òàêèì îáðàçîì, ïîêà äèîä
çàêðûò, íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ óäîâëåò-
âîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

�� ��0
1 2

U U t
U

��
� , 

�� ��0
2 2

U U t
U

��
� .

Ïðîöåññ çàðÿäêè íèæíåãî êîíäåíñàòîðà áóäåò
ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîòåíöèàë òî÷êè
A áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

�� �� �� ��0
1 2A

U U t
U t U

��
�M � �� � .

Ê ìîìåíòó âðåìåíè 
3
4
T

t � , êîãäà ïîòåíöèàë íà

âõîäå ðàâåí 0U�� , íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ
ñòàíóò 1 0U �  è 2 0U U� . Ïîòåíöèàë òî÷êè A íà
âòîðîé è òðåòüåé ÷åòâåðòÿõ ïåðèîäà áóäåò ïîëî-
æèòåëüíûì. Íà ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè ïåðèîäà íè-
÷åãî ïðîèñõîäèòü íå áóäåò, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë
òî÷êè A áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, íî ìåíüøèì 0U ,
òàê ÷òî îáà äèîäà áóäóò çàêðûòû. Â ïåðâîé
÷åòâåðòè âòîðîãî ïåðèîäà ëåâûé äèîä îòêðîåòñÿ,
âåðõíèé êîíäåíñàòîð çàðÿäèòñÿ äî íàïðÿæåíèÿ

0U . Íà âòîðîé ÷åòâåðòè íè÷åãî ïðîèñõîäèòü íå
áóäåò, ïîñêîëüêó äèîäû áóäóò çàêðûòû. Íà òðå-
òüåé ÷åòâåðòè îòêðîåòñÿ ïðàâûé äèîä, ê êîíöó
òðåòüåé ÷åòâåðòè íèæíèé êîíäåíñàòîð çàðÿäèòñÿ

äî 03
2
U , à âåðõíèé ðàçðÿäèòñÿ äî 0

2
U

. Òàê ÷òî,

ñ ó÷åòîì ïîëÿðíîñòè, ñóììàðíîå íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðàõ ê êîíöó òðåòüåé ÷åòâåðòè áóäåò
ðàâíî 0U . Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè âòîðîãî ïåðèî-
äà íè÷åãî ïðîèñõîäèòü íå áóäåò. Â ïåðâîé ÷åò-
âåðòè òðåòüåãî ïåðèîäà âåðõíèé êîíäåíñàòîð
îïÿòü çàðÿäèòñÿ äî íàïðÿæåíèÿ 0U , à â òðåòüåé
÷åòâåðòè íà÷íåò çàðÿæàòüñÿ íèæíèé êîíäåíñà-
òîð. Ê êîíöó òðåòüåé ÷åòâåðòè íàïðÿæåíèå íà

âåðõíåì êîíäåíñàòîðå ðàâíî 03
4
U

, à íà íèæíåì
07

4
U

. Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïåðèîäå, ê
êîíöó òðåòüåé ÷åòâåðòè ñóììàðíîå íàïðÿæåíèå
íà êîíäåíñàòîðàõ áóäåò ðàâíî 0U . Â ïîñëåäíåé
÷åòâåðòè íè÷åãî ïðîèñõîäèòü íå áóäåò. Â êàæäîì
ñëåäóþùåì ïåðèîäå íà íèæíèé êîíäåíñàòîð ïå-
ðåõîäèò ñ âåðõíåãî âäâîå ìåíüøèé çàðÿä, ÷åì â
ïðåäûäóùåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ nT
íàïðÿæåíèå íà íèæíåì êîíäåíñàòîðå áóäåò

1
0 02 2 nU U ���� �˜ . Óæå ÷åðåç ñåêóíäó (50 ïåðèî-

äîâ) ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ ê ñåòè íà íèæíåì êîí-
äåíñàòîðå óñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííîå
íàïðÿæåíèå 02U . Èòàê, îòâåòû íà ïåðâûé âîï-

ðîñ: 0U , 07
4
U

, 02U .

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ íàéäåì õàðàêòåð-
íîå âðåìÿ ðàçðÿäêè îäíîãî êîíäåíñàòîðà ÷åðåç
íàãðóçêó: 0 1 ñt RC� � . Âðåìÿ 0t  çíà÷èòåëüíî
áîëüøå ïåðèîäà ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ T =



Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 61
= 0,02 ñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîäêëþ÷åíèè
íàãðóçêè íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðàõ çà ïåðè-
îä èçìåíÿþòñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâíåíèþ
ñ 0U . Ñðåäíåå íàïðÿæåíèå íU íà íàãðóçêå áóäåò
ïðèìåðíî ðàâíî 02U . Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
îòêëîíåíèå íàïðÿæåíèÿ íà íàãðóçêå îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ðàâíî 01 2 1U
U IT T

C R C
�G � � . Òàêèì îá-

ðàçîì, îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ðàâíî 
í 0

2%
U T

U t
�G

� � .

2. 1) Åñëè áóåð äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñ-
òüþ, òî ñèëà F íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ñêîðîñòè, à ñèëà D  – âäîëü ñêîðîñòè âåòðà
îòíîñèòåëüíî áóåðà w. Èç òðåóãîëüíèêà ñêîðîñ-
òåé íàõîäèì

�� ��cos sinv u k� �T �� �T.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ «ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà»
èç òðèãîíîìåòðèè, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòè áóåðà:

2
max 1v u k� �� .

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò:
maxv u�! . Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî áóåð íå

ìîæåò äâèãàòüñÿ áûñòðåå ñêîðîñòè âåòðà. Îäíàêî
â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè òàêîå äâèæåíèå âîçìîæ-
íî. Åñëè êàêèì-íèáóäü îáðàçîì óäàëîñü ðàçîã-
íàòü áóåð ñ ïàðóñîì â âèäå êðûëà äî ñêîðîñòè

maxv , òî â ñëó÷àå ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ñèëû
òðåíèÿ îí ïðîäîëæèò äâèãàòüñÿ ñ ýòîé ñêîðîñòüþ.
2) Ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñèëà äåéñòâóåò â íà-
ïðàâëåíèè ñêîðîñòè áóåðà. Ìàêñèìàëüíîé ñèëå
D ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà B íà ðèñóíêå 9, äëÿ êîòî-

ðîé 1,1DC � . Ïëîòíîñòü âîçäóõà, íåîáõîäèìàÿ
äëÿ ðàñ÷åòà ñèëû, íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà è ïîëó÷àåòñÿ 31,3 êã ì�U �| .
Ñêîðîñòü âåòðà w îòíîñèòåëüíî áóåðà â ìîìåíò
ñòàðòà ðàâíà ñêîðîñòè âåòðà îòíîñèòåëüíî çåìëè
u. Òîãäà

2
2

max
1,1

5 ì ñ
2

u S
a

m
�U

� �| .

3) Ïðè äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ctg k�M � , ïðè ýòîì k ìî-
æåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî max 3,1k �| , ñîîò-
âåòñòâóþùåãî òî÷êå À íà ãðàôèêå. Óãîë �M ìî-
æåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò min 18�M �| �q
( min maxctg 3,1k�M � �| ) äî 90�q. Äëÿ çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ óãëà �T ïðè óñëîâèè 0 90�� �T �� �q è çà-
äàííîé ñêîðîñòè âåòðà u âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè áóåðà v, ÷òî óãîë �M
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó 18 90�q �� �M �� �q.
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïîä
îñòðûì óãëîì �T ê ñêîðîñòè âåòðà âñåãäà ìîæíî
îðèåíòèðîâàòü ïàðóñ òàê, ÷òî áóäåò âîçìîæíûì
äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ðàññìîòðèì
çíà÷åíèÿ óãëà 90�T �! �q. Îêàçûâàåòñÿ àýðîäèíà-
ìè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðóñà äåëàåò òàêîå äâèæåíèå
âîçìîæíûì, îäíàêî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé óãîë

max�T , êîòîðûé ìîæåò ñîñòàâëÿòü ñêîðîñòü áóåðà
v ñî ñêîðîñòüþ âåòðà u. Ïîñêîëüêó 180�M �� �T �� �q,
äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî max min180 162�T � �q �� �M �| �q. Ïðåäåëüíûé ñëó-
÷àé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ñ áëèçêîé ê íóëþ
ñêîðîñòüþ v. Òàêèì îáðàçîì, óãîë �T ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0�q äî 162�q.
3. Èç ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëîâ òî÷åê E è F â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðè ïîäêëþ÷åííîì èñ-
òî÷íèêå ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

L
C

di
i R L

dt
� , L

q
i R

C
� , à òàêæå C Li di

R
C dt

� .

Îòñþäà ïîëó÷àåì 2CR L� . Ïóñòü ïîòåíöèàë
òî÷êè B ðàâåí íóëþ, à èñòî÷íèê ïîäêëþ÷åí òàê,
÷òî ïîòåíöèàë òî÷êè À ðàâåí E . Òîãäà ïîòåíöè-
àë òî÷êè E ðàâåí E Ci R�M � ��E , à ïîòåíöèàë
òî÷êè F ðàâåí F Li R�M � . Èç ðàâåíñòâà ïîòåíöèà-

ëîâ ýòèõ òî÷åê ñëåäóåò C Li i
R

�� � 
E

. Èíà÷å ãîâî-

ðÿ, òîê ÷åðåç èñòî÷íèê (êîãäà îí ïîäêëþ÷åí ê
öåïè) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, ïîýòîìó çàðÿä, ïðî-
òåêàþùèé ÷åðåç èñòî÷íèê çà âðåìÿ 0t , ðàâåí

0tq
R

� 
E

.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèè êîíäåíñàòîðà è êà-
òóøêè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâû:

�� �� �� �� �� ��
22 2

2 2 2
L L

C L
i RCq L i

W t W t
C C

� � � � .

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò ÷òî ýíåð-
ãèè êàòóøêè è êîíäåíñàòîðà íà ìîìåíò îòêëþ÷å-
íèÿ èñòî÷íèêà ðàâíû

�� �� �� ��
2

0
0 0 2 2 2L C

A Q t Q
W t W t

R

��
� � � ��E E

.

Ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ îò èñòî÷íèêà íà êàæäîì ðåçè-
ñòîðå âûäåëèòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

�� �� �� ��
2

0
1 0 0 2 2L C

t Q
Q W t W t

R
� � � ��

E
.
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4. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ øàðèêà 0R . Óäîáíî ââåñòè
â ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòð, ðàâíûé óñòàíîâèâøåé-
ñÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ øàðèêà ïðè ïàäåíèè ñ
áîëüøîé âûñîòû:

0 0
0 0

4 16
22,3 ì ñ

3
mg

v gR
S

�U
� � �|

�U �U
,

ãäå 3
0 1,28 êã ì

p
RT
�0

�U � �|  – ïëîòíîñòü âîçäóõà

ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ.
Ïóñòü øàðèê äâèæåòñÿ ïî êðóãîâîé òðàåêòîðèè
ðàäèóñîì R, à òî÷êà, â êîòîðîé ÷åëîâåê äåðæèò

íèòêó, äâèæåòñÿ ïî êîíöåí-
òðè÷åñêîé êðóãîâîé òðàåê-
òîðèè ðàäèóñîì r. Íà ðè-
ñóíêå 10 ïîêàçàíû ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà øàðèê: T�W

– òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèò-
êè, RT  – ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ, cF
– ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîç-
äóõà. Äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè ïðåíåáðåãàåì, ïî-
ñêîëüêó v gL? . Çàïèøåì
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðî-

åêöèÿõ íà ðàäèàëüíóþ è òàíãåíöèàëüíóþ îñè:
2 2 2

0 0
2
0 4

mgv R v
T

v
�W

�U �S
� � , 

2 3
204

3R
mv R

T v
R R

� � �U�S .

Ïðè ýòîì

2
0

tg
R

T gR
T v

�W � � �M.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óãîë �M ìîæíî ñ÷èòàòü ìà-
ëûì, ïîýòîìó tg sin�M �| �M �| �M. Äëÿ ðàäèóñà áîëü-
øîé îêðóæíîñòè ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðà-
âåíñòâî cos cos cosR L r L r� �M �� �E �| �� �E, òîãäà

2 2
0 0

cosgL gr

v v

�E
�M �| �� . Çàïèøåì äëÿ òðåóãîëüíèêà,

îáðàçîâàííîãî îòðåçêàìè r, R è L , òåîðåìó ñèíó-
ñîâ:

sin
r L

� 
�M �E

, èëè 
2 2
0 0

cos
sin

gL gL
r L

v v

�§ �·�E
�E �� � �¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà r äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ìàêñèìàëüíî. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò ïðè íàèáîëüøåì èç
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé óãëà �E,  ðàâíûì

max 2
�S

�E � �� �M, ò.å. êîãäà íèòêà èäåò âäîëü êàñà-

òåëüíîé ê îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë ìåæ-
äó L  è r – ïðÿìîé. Â èòîãå ïîëó÷àåì

2 2
0 max 0sin cos

gL gL
r L L

v v
� � �|

�E �M

2
00

3
20 ìì

16
gL L p

L L
R RTv

�0
�| �| �|

�U
.

5. 1) Ïîëóêðóãëàÿ ïëàñòèíà âáëèçè âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïëàñòèíå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïëîñ-
êîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêè òîëùèíîé R è òîí-
êîé ïëîñêîâûïóêëîé ëèíçû ñ ðàäèóñîì âûïóê-
ëîé ïîâåðõíîñòè R (ðèñ.11). Ïëàñòèíêà ôîðìè-

ðóåò èçîáðàæåíèå 1S  èñòî÷íèêà 0S  íà ðàññòîÿ-

íèè 
1n

x R
n
��

�  îò íåãî (â ïàðàêñèàëüíîì ïðè-

áëèæåíèè). Èçîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì
äëÿ ëèíçû è ðàñïîëàãàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè a =
= R – x  îò ëèíçû. Îïòè÷åñêàÿ ñèëà ëèíçû ðàâíà

1n
D

R
��

� , ïîýòîìó ðàññòîÿíèå a�c îò ëèíçû äî

èòîãîâîãî èçîáðàæåíèÿ 2S  ìîæíî ëåãêî íàéòè,
çàïèñàâ ôîðìóëó ëèíçû:

1 1 1n
R R x a
��

� ��
�c��

, 
1 1n n

R R a
��

� ��
�c

, a R�c� �� .

Çíàê «–» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èçîáðàæåíèå
êëåòîê «ìèëëèìèòðîâêè» îêàçûâàåòñÿ ìíèìûì.
Ñîáñòâåííî, òàê è äîëæíî áûòü. Ïîëóöèëèíäð â
äàííîì ñëó÷àå ðàáîòàåò êàê ëóïà.
Ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà â ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíîé ïëàñòèíêå íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè

R
R x

n
�� �  îò ëèíçû, ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå ðàâ-

íî 
a

n
R x

�c
�* � � 

��
. Îòñþäà è èç ôîòîãðàôèè â

óñëîâèè ñëåäóåò îòâåò. Äîñòàòî÷íî õîðîøî âèä-

íî, ÷òî �� ��29 0,5�r  ìì íà ìèëëèìåòðîâîé ñåòêå
ñîîòâåòñòâóåò 20 ìì íà ñåòêå-èçîáðàæåíèè âíóò-
ðè ïëàñòèíû âáëèçè åå ñåðåäèíû. Ïîýòîìó

1,47 0,03n �| �r .
2) Íàáëþäàòåëü, ðàñïîëàãàþùèéñÿ â òî÷êå B
(ðèñ.12), ìîæåò âèäåòü òîëüêî òå ëèíèè ñåòêè,
êîòîðûå ëåæàò ëåâåå òî÷êè L . Ëó÷ LA  ïàäàåò íà
ñôåðè÷åñêóþ ãðàíèöó ðàçäåëà ïîä óãëîì ïîëíîãî

âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ 
1

arcsin
n

�M � . Ïî ôîòîãðà-

ôèè ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå 2 150 ììR �| .
Çàäàííîå â óñëîâèè ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ äî
ñåðåäèíû ïëàñòèíû OB = 2R, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

30�D �| �q. Çàïèøåì äëÿ òðåóãîëüíèêà OAL  òåîðå-

ìó  ñèíóñîâ: 
�� ��sin sin
R l

� 
�D �� �M �M

, îòêóäà  íàéäåì

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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�� ��
sin 2

0,69 51,9 ìì
sin 1 3 ctg

l R R R
�M

� � �| �|
�D �� �M �� �M

.

Ðàçäåëèâ çíà÷åíèå 2l  íà 1 ìì, ïîëó÷èì ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíèé ñåòêè, êîòîðûå ñìî-
æåò âèäåòü íàáëþäàòåëü: 103N �| .
3) Èñïîëüçóÿ ôîòîãðàôèþ, ìîæíî ñäåëàòü îöåí-
êó ñíèçó ðàññòîÿíèÿ äî ãëàâíîé ïëîñêîñòè îáúåê-
òèâà ïðè ñúåìêå. Ïî ôîòîãðàôèè ìû ïîïûòàåì-
ñÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íî îïðåäåëèòü l  è, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó äëÿ l , íàéäåì ñíà÷àëà �� ��sin �D �� �M, à
çàòåì sin �D. Ïîëîæèì 2 l  = 120 ìì. Òîãäà

�� �� 1
sin sin 1, 25 0,85

R
l n

�D �� �M � �M � �| ,

58�D �� �M �| �q, 15,5�D �| �q.

Èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî

28 ñì
sin

R
H � �|

�D
.

6. 1) Ïðîàíàëèçèðóåì, íà îñíîâàíèè çàäàííûõ â
óñëîâèè çàâèñèìîñòåé, öèêë ñ òåðìîäèíàìè÷åñ-
êîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà p îòðèöàòåëüíîå, èç ôîðìóëû

Q
c T pT E

V
�'

� �' �� �' , äàííîé â óñëîâèè, ñëåäóåò,

÷òî óâåëè÷åíèå E (ýêâèâàëåíòíîå çàðÿäêå êîí-

äåíñàòîðà ñ ñåãíåòîýëåêòðèêîì) ïðè ïîñòîÿííîé
òåìïåðàòóðå ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì çíà÷å-
íèÿì Q�' , à óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû ïðè ïîñòî-
ÿííîì ïîëå E ñîîòâåòñòâóåò 0Q�' �! . Òàêèì îá-
ðàçîì, íà ó÷àñòêàõ 2–3 è 3–4 òåïëî ïîäâîäèòñÿ,
à íà ó÷àñòêàõ 4–1 è 1–2 îòâîäèòñÿ. Íà ó÷àñòêå
2–3 íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ E ïîñòîÿííà, ïîýòîìó
êîëè÷åñòâî òåïëîòû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî óâåëè-
÷åíèåì òåìïåðàòóðû è ðàâíî �� ��23 H LQ cV T T� �� .
Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû
íà ó÷àñòêå 4–1: �� ��41 L HQ cV T T� �� . Íà ó÷àñòêå
3–4 ïîäâîä òåïëà îáóñëîâëåí òîëüêî èçìåíåíèåì

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîýòîìó ��34 H LQ pT E� ��

��HE V�� . Àíàëîãè÷íî, �� ��12 L H LQ pT E E V� �� .

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ÊÏÄ öèêëà:

�� �� �� ��
�� �� �� ��

41 12
1

23 34

1 H L H L

H L H H L

p T T E EQ Q
Q Q c T T pT E E

�� �� ����
�K � �� � 

�� �� �� �� .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 
�� ��H Lp E E

c

��
�o �f  ÊÏÄ öèêëà

ñòðåìèòñÿ ê ÊÏÄ öèêëà èäåàëüíîé òåïëîâîé

ìàøèíû 0 1 L

H

T
T

�K � �� .

2) Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû

íà ìàëóþ âåëè÷èíó T�'  èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
Q

V
�'

 ñëåäóåò, ÷òî c T pT E�' � �� �' . Âûðàçèì îòñþ-

äà T�'  è ïîäñòàâèì â äàííîå â óñëîâèè âûðàæå-
íèå äëÿ D�' :

2

0
p T

D E E
c

�' � �H �H�' �� �' .

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ãðàôèê àäèàáàòû â
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè íà äèàãðàììå D–E .
Ïðè ýòîì ãðàôèê èçîòåðìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì 0D E�' � �H �H�'. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàñà-
òåëüíàÿ ê ãðàôèêó àäèàáàòû â ëþáîé òî÷êå ñî-
ñòàâëÿåò ìåíüøèé óãîë ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ,
÷åì èçîòåðìà. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðà-
òóðû óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê àäèàáàòå óìåíü-
øàåòñÿ. Èñêîìûé öèêë ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí
íà ðèñóíêå 13 êðàñíûì öâåòîì.

3) Îïðåäåëèì ñíà÷àëà òåìïåðàòóðû â òî÷êàõ 2�c
è 4�c:

2 1L
p E

T T
c�c
�'�§ �·� ���¨ �¸

�© �¹
, 4 1H

p E
T T

c�c
�'�§ �·� ���¨ �¸

�© �¹
.

Ïîñêîëüêó â öèêëå 12 34�c �c ïîäâîä è îòâîä òåïëà
îñóùåñòâëÿþòñÿ â ïðîöåññàõ 2 –3�c  è 4 –1�c , ÊÏÄ
ýòîãî öèêëà ðàâåí

4 1 1 4
2

2 3 3 2

1 1
Q T T
Q T T

�c �c

�c �c

��
�K � �� � ��

��
.

Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèÿ 1 LT T�  è 3 HT T� , à
òàêæå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð 2T�c è 4T�c è ââåäÿ

îáîçíà÷åíèÿ LT T T�' � ��  è 
p E

r
c
�'

� ��  ( r > 0),

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÄËß ÄÅÂÓØÅÊ

1. ( )0,1,1 , ( )1,0,1 , ( )1,1,0 , ( )0, 1, 1- - , ( )1,0, 1- - ,

( )1, 1,0- - , 1 1 1 1 1 1
, , , , ,

3 3 3 3 3 3
æ ö æ ö

- - -ç ÷ ç ÷è ø è ø
.

Óêàçàíèå. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïðîùå ïîñëå ñâåäå-
íèÿ äàííûõ ðàâåíñòâ ê îäíîðîäíûì ðàâåíñòâàì
ïóòåì çàìåíû c íà ( )c ab bc ca+ +  è ò.ä.

2. 
( )1

2

n n +
.

Óêàçàíèå. Êàæäàÿ äîìèíîøêà «çàêðûâàåò» ñâîþ
îêðåñòíîñòü  èç 8 êëåòîê. Ýòè îêðåñòíîñòè íå
äîëæíû ïåðåêðûâàòüñÿ, äîëæíû ïîêðûâàòü äîñ-
êó 2 2n n´  è íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäåëû
äîñêè ( ) ( )2 2 2 2n n+ ´ + , ïîëó÷àþùåéñÿ èç äàí-
íîé äîñêè äîáàâëåíèåì «âíåøíåé ðàìêè».
3. Óêàçàíèå. Ïóñòü áèññåêòðèñû óãëîâ DAB  è
CXB  ïåðåñåêàþò BC â òî÷êàõ S è T ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç ïîäñ÷åòà óãëîâ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
îêðóæíîñòü ( ABI ) ïðîõîäèò ÷åðåç S.
Äàëåå, ïðÿìàÿ XT , êàê è AI , ïðîõîäèò ÷åðåç
ñåðåäèíó N  äóãè BC. Ïîäñ÷åò óãëîâ (èç óñëîâèÿ
êàñàíèÿ îêðóæíîñòè ( AXI ) ñ ïðÿìîé AC) äàåò

IXN ABCÐ = Ð . Íåñëîæíî äîêàçàòü ïîäîáèå
�' NTI  ~ �' NIX , èç êîòîðîãî TIN IXNÐ = Ð =

ABC= Ð , çíà÷èò, îêðóæíîñòü ( ABI ) ïðîõîäèò
÷åðåç T, îòêóäà T = S.
4.  Óêàçàíèå. Èç êàñàíèé ìîæåì âûâåñòè

90
2
A

PI Q
Ð

Ð = ° - . Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ íå-

òðóäíî äîêàçàòü êàñàíèå îòðåçêà PQ è âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè (íàïðèìåð, ïðîâîäÿ êàñàòåëü-
íóþ PQ¢ òàê, ÷òî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ âíåâïèñàííîé äëÿ òðåóãîëüíèêà APQ¢, ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî Q Q= ¢).
5. Óêàçàíèå. Èç ðàññìîòðåíèÿ ïî ìîäóëþ n
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñ ó÷åòîì âòîðîãî óñëîâèÿ òðåòüå
óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå:

( ) ( ) ( )
1 1

1

2n n
n n

b b a a
-

+ + - + + £L L .

Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, âûáèðàÿ 1 2, ,b b K ïîñëå-

äîâàòåëüíî òàê, ÷òîáû 1 1 0b a- = , 2 20 1b a£ - £ ,

3 30 2b a£ - £ , …, 0 1n nb a n£ - £ - .

6. Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ïîñòàâèì ìåòêó 0, 1,
2 â ñîîòâåòñòâèè ñ îñòàòêîì ïðè äåëåíèè íà 3
ñîïîñòàâëåííîãî ÷èñëà. Òîãäà èç óñëîâèÿ íà ñè-
íèå ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî ó ëþáîãî îòðåçêà äâà
êîíöà èìåþò ðàçíûå ìåòêè, ò.å. èìåþòñÿ îòðåçêè
òðåõ òèïîâ: ñ êîíöàìè 12, 01 è 02.
Èç óñëîâèÿ íà æåëòûå ÷èñëà ñëåäóåò, ÷òî êîëè-

÷åñòâî îòðåçêîâ òèïà 12 ðàâíî 
3

3
N +é ù

ê úë û
, òèïà

01 – 
2

3
N +é ù

ê úë û
, òèïà 02 – 

1
3

N +é ù
ê úë û

.

Äàëåå, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå êîëè-
÷åñòâî îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ îäèí èç êîíöîâ èìå-
åò ìåòêó 0 (ò.å. ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ
òèïà 01 è 02), íå÷åòíî. Òî æå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà îòðåçêîâ òèïà 12 è 01.
Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ èçâåñò-
íûìè íàì êîëè÷åñòâàìè îòðåçêîâ êàæäîãî òèïà.
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Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ÊÏÄ öèêëà ñ èçîòåð-
ìè÷åñêèìè çàðÿäêîé è ðàçðÿäêîé ïîëó÷èì
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Âèäíî, ÷òî 2 1�K �! �K, èíà÷å ãîâîðÿ, àäèàáàòè÷åñ-
êàÿ çàðÿäêà âûãîäíåå èçîòåðìè÷åñêîé.






