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Âåòðó è ñîëíöó íàâñòðå÷ó
À.ÌÈÍÅÅÂ

À ïóòü è äàëåê, è äîëîã,
È íåëüçÿ ïîâåðíóòü íàçàä.
Äåðæèñü, ãåîëîã, êðåïèñü, ãåîëîã,
Òû âåòðà è ñîëíöà  áðàò.

Ãèìí ãåîëîãîâ XX âåêà

ÂÃÈÌÍÅ  ÃÅÎËÎÃÎÂ  XX ÂÅÊÀ  ÐÅ×Ü ØËÀ
îá îòêðûòèè ãåîëîãàìè ìåñòîðîæäå-

íèé, ãëàâíûì îáðàçîì, ðóä, ìåòàëëîâ è
íåâîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè –
íåôòè, ãàçà è êàìåííîãî óãëÿ, óðàíà è
òîðèÿ è ò.ä. À âåòåð è ñîëíöå – «áðàòüÿ
ãåîëîãà» – â ýòîé ïåñíå øëè ôîíîì, íà
êîòîðîì ðàçâîðà÷èâàëèñü îòêðûòèÿ ïîëåç-
íûõ èñêîïàåìûõ.

Â XXI âåêå äðóãèå âûçîâû. Òóò óæå
âåòåð è ñîëíöå ðâóòñÿ â ëèäåðû ìèðîâîé
âîçîáíîâëÿåìîé  ýíåðãåòèêè. Ðâóòñÿ ñ òà-
êîé ñèëîé è ñêîðîñòüþ, ÷òî ãðîçÿò ïîòåñ-
íèòü è äàæå âûòåñíèòü ñî âðåìåíåì óãîëü,
íåôòü, ãàç è àòîì ñ ïðîñòðàíñòâà ýíåðãåòè-
êè. Ï ðîéäåìñÿ ñ ðó÷êîé è áëîêíîòîì ïî
ýòîìó íîâîìó «âîçîáíîâëÿåìîìó ïîëþ » è
ïðèñìîòðèìñÿ ê öèôðàì è íåêîòîðûì ïðî-
áëåìàì.

Ñêîëüêî  íóæíî  ýíåðãèè ?

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìèðå ïðîæèâàåò
îêîëî 7,7 ìëðä ÷åëîâåê (ìàé 2 019 ã.) è íà
êàæäîãî â ñðåäíåì òðàòèòñÿ ìîùíîñòü
2,3 ê Âò. Î áùåå ïîòðåáëåíèå ýíåðãèè
ïðèáëèçèëîñü ê âåëè÷èíå 210,6 10×  äæîó-
ëåé â ãîä, èëè 0,6 Q/ãîä ( 211 Q 10=   Äæ),
èëè îêîëî 2 0  ÒÂò ìîùíîñòè ( 132 10×   Âò).

Ì íîãî ýòî èëè ìàëî? Ï ðèâåäåííàÿ óäåëü-
íàÿ ìîùíîñòü ñðåäíèõ ïîòðåáíîñòåé ëþ-
äåé íà Çåìëå (2,3 ê Âò/÷åë) ñêëàäûâàåò-
ñÿ èç áûòîâûõ ýíåðãîçàòðàò (õîëîäèëüíèê
– 150  Âò, êîìïüþòåð – 3 00  Âò…), çàòðàò
íà òðàíñïîðò, ïðîìûøëåííîñòü è ò.ä. Ï å-
ðåïðîâåðèì åùå ðàç óêàçàííûå öèôðû,
âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùåé èíôîðìà-

öèåé: â 2017 ãîäó ìèð â öåëîì ïîòðåáèë
13,5 ìèëëèàðäîâ òîíí íåôòÿíîãî ýêâèâà-
ëåíòà ( ÒÍÝ ). Î äíà ÒÍÝ  ïî ýíåðãèè ðàâíà

104,2 10×   Äæ, à 13,5 ìëðä ÒÍÝ  ñîñòàâèò
0,57 Q/ãîä, èëè äåéñòâèòåëüíî îêîëî
2,3 ê Âò íà ÷åëîâåêà.

Â áóäóùåì (ê 2 050 ã.) îæèäàþòñÿ óâåëè-
÷åíèå íàñåëåíèÿ äî 10 ìëðä ÷åëîâåê, íåêî-
òîðûé ðîñò óäåëüíîé ìîùíîñòè ïîòðåáëå-
íèÿ ýíåðãèè è â ðåçóëüòàòå ÷åëîâå÷åñòâó
íóæíî áóäåò äîáûâàòü îêîëî 1 Q/ãîä, èëè
íåïðåðûâíî ïîòðåáëÿòü 3 0 ÒÂò ìîùíîñòè.

Ñòðóêòóðà ïðîèçâîäñòâà  ýíåðãèè
èç íåâîçîáíîâëÿåìûõ

è âîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ

Ñëîæèâøàÿñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
ñòðóêòóðà ïðîèçâîäñòâà ýíåðãèè è äèíà-
ìèêà åå èçìåíåíèÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 10
ëåò ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. × òî ñëåäóåò èç
ýòîé òàáëèöû?

1) Í åâîçîáíîâëÿåìûå ðåñóðñû îáåñïå÷è-
âàþò îñíîâíóþ âûðàáîòêó ýíåðãèè. È õ
äîëÿ ñåé÷àñ áîëåå 80%.

2) Äîëÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè îñòàåòñÿ
ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé íà óðîâíå 5%.

3) × òî êàñàåòñÿ âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷-
íèêîâ ýíåðãèè – ÂÈÝ , – òî:

gáîëüøå âñåãî ýíåðãèè äàåò ïîêà ñæèãà-
íèå äðåâåñèíû è áèîìàññû, íî äîëÿ ýòîãî
ðåñóðñà ïîñòåïåííî ïàäàåò è ñåé÷àñ ñîñòàâ-
ëÿåò îêîëî 10%;

gíà âòîðîì ìåñòå – ãèäðîýíåðãåòèêà;
ýòîò ðåñóðñ ïî âåëè÷èíå àáñîëþòíîé ìîù-
íîñòè ãåíåðàöèè ïðàêòè÷åñêè âûøåë íà
ñòàöèîíàð, òàê êàê ðàéîíû, â êîòîðûõ
öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü ÃÝÑ, â îñíîâíîì
óæå îñâîåíû; ñåé÷àñ îíà ñîñòàâëÿåò 2,5%,
íî ïî ìåðå ðîñòà ñóììàðíîãî ïîòðåáëåíèÿ
ýíåðãèè â ìèðå äîëÿ ãèäðîýíåðãèè áóäåò
ïîñòåïåííî ïàäàòü;

gäîëÿ âåòðà è ñîëíöà áûñòðî ðàñòåò,
õîòÿ ïîêà â ìèðîâîì  ïðîèçâîäñòâå ýíåðãèè
îíà íåâåëèêà;DOI: https: //doi.org/10.4213/kvant2 0190901
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gñóììàðíàÿ  äîëÿ  âîçîáíîâëÿåìûõ  ðå-
ñóðñîâ (íåñìîòðÿ  íà  ðîñò äîëè  âåòðà è
ñîëíöà)  ïîêà  ñíèæàåòñÿ, ãëàâíûì  îáðàçîì
èç-çà ñíèæåíèÿ  âûðàáîòêè  ýíåðãèè èç äðå-
âåñèíû  è áèîìàññû.

Íà  ýòîì  ôîíå  ïëàíû  îòäåëüíûõ  ñòðàí ïî
ðàçâèòèþ âîçîáíîâëÿåìîé  ýíåðãåòèêè, ïðè-
âåäåííûå  â òàáëèöå 2, âûãëÿäÿò î÷åíü

àìáèöèîçíî.  Îòäåëüíî  îòìåòèì  ñèòóàöèþ
â Ãåðìàíèè  è Äàíèè.  Ãåðìàíèÿ  ïîñëå  àâà-
ðèè íà  ÀÝÑ â ÿïîíñêîé  Ôóêóñèìå  ïðèíÿ-
ëà ðåøåíèå  ïîëíîñòüþ  çàêðûòü àòîìíóþ
ãåíåðàöèþ ó ñåáÿ â ñòðàíå è ôîðñèðîâàííî
ïåðåéòè ê âîçîáíîâëÿåìûì  èñòî÷íèêàì
ýíåðãèè. Â 2014 ãîäó ñóììàðíàÿ  äîëÿ  ÂÈÝ
â Ãåðìàíèè  ñîñòàâèëà óæå 28% (âåòåð –
10%, ñîëíöå  – 6%, ãèäðî  – 3%, áèî  – 9%).
Â «êðîøå÷íîé»  Äàíèè,  ïèîíåðå  îñâîåíèÿ
âåòðîýíåðãåòèêè, äîñòèãëè óðîâíÿ  âåòðî-
ãåíåðàöèè â 50% è íå  ñîáèðàþòñÿ íà  ýòîì
îñòàíàâëèâàòüñÿ. ×òî  êàñàåòñÿ «òÿæåëîâå-
ñîâ» ïî  íàñåëåíèþ  (Èíäèÿ  è Êèòàé),  òî
Èíäèÿ  ïðåäïîëàãàåò  âûéòè íà  40% ÂÈÝ  ê
2030 ãîäó.  Ñóäÿ ïî  òîìó,  ÷òî â Êèòàå óæå

â 2020 ãîäó íàìå÷åíî  äîñòè÷ü óðîâíÿ  ãåíå-
ðàöèè ýíåðãèè îò  ÂÈÝ  â 27%, ê 2030 ãîäó
òàêæå ìîæíî  îæèäàòü 35–40%. È  äàæå
Ôðàíöèÿ,  ãäå ÿäåðíàÿ  ýíåðãåòèêà âñåãäà
áûëà íàöèîíàëüíûì  ïðèîðèòåòîì  è åå äîëÿ
â âûðàáîòêå ýíåðãèè â íåäàâíåì  ïðîøëîì
äîñòèãàëà 75–78%, â ïîñëåäíåå  âðåìÿ  íà-
ìå÷àåò ðîñò äîëè  ÂÈÝ  äî  40% (ê  2035  ã.)

è ïîñòåïåííîå  ñíèæåíèå  àòîìíîé  ãåíåðà-
öèè äî  óðîâíÿ  50% (ê  2035  ã.).

Ñ ÷åì  ñâÿçàíî  òàêîå âíèìàíèå  ê ÂÈÝ?
Òóò íåñêîëüêî  ñîñòàâëÿþùèõ.  Âî-ïåðâûõ
– ýêîëîãè÷åñêàÿ. Ïðè  ïðîèçâîäñòâå  ýëåê-
òðîýíåðãèè  ñ ïîìîùüþ  âîçîáíîâëÿåìûõ
èñòî÷íèêîâ  ýíåðãèè (âåòåð, ñîëíöå,  ãèäðî)
îòñóòñòâóþò âðåäíûå  âûáðîñû  è, îñîáåí-
íî,  îáðàçîâàíèå  óãëåêèñëîãî ãàçà ( 2CO ),
âëèÿþùåãî  íà  êëèìàò  è ãëîáàëüíîå  ïîòåï-
ëåíèå.  Âî-âòîðûõ  – ðåñóðñíàÿ. Çàïàñû
íåâîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ýíåðãèè íà
Çåìëå îãðàíè÷åíû.  Ðåñóðñ æå âåòðà è
ñîëíå÷íîé  ýíåðãèè âåñüìà âåëèê è ïîääåð-
æèâàåòñÿ, ïîêà  ñâåòèò íàøå  íåáåñíîå  ñâå-
òèëî.

Òàáëèöà 1

Òàáëèöà 2
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Íåâîçîáíîâëÿåìûå  èñòî÷íèêè  ýíåðãèè :

ðåñóðñû

Íà  ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû  îñíîâíûå  ñòðà-
íû-ïðîèçâîäèòåëè  è îæèäàåìûå  ïåðèîäû
ìàêñèìóìà  äîáû÷è  ýòèìè  ñòðàíàìè  íåôòè,
ãàçà è êàìåííîãî  óãëÿ. Âèäíî,  ÷òî â XXI

ñòîëåòèè áóäåò ïðîéäåí  ïèê  äîáû÷è  è
äîëæíî  ïðîèçîéòè  ïîñòåïåííîå  èñòîùåíèå
çàïàñîâ  ýòèõ ïîëåçíûõ  èñêîïàåìûõ.  Îòìå-
òèì,  ÷òî ïèê  äîáû÷è  êàìåííîãî  óãëÿ â
ÑØÀ,  Þ ÀÐ è Êèòàå óæå ìèíîâàë.  Äîáû-
÷à íåôòè  è ãàçà áóäåò ñíèæàòüñÿ óæå â
áëèæàéøèå äåñÿòèëåòèÿ â áîëüøèíñòâå
ñòðàí, çà èñêëþ÷åíèåì  ÑØÀ  è Êàíàäû.  Â
ñëàíöàõ (ÑØÀ)  è áèòóìíûõ  ïåñêàõ è
ãëèíàõ (Êàíàäà)  äîâîëüíî  ìíîãî  íåôòè  è
ãàçà, îäíàêî  èõ èçâëå÷åíèå âûçûâàåò ñåðü-
åçíûå  ýêîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû.  Â ýòîì
ñìûñëå  ðåñóðñû ñûðüÿ äëÿ àòîìíîé  ýíåð-

ãåòèêè ñóùåñòâåííî  âûøå.  Åñòü âîçìîæ-
íîñòü  èñïîëüçîâàíèÿ  êàê óðàíîâîãî,  òàê è
òîðèåâîãî  òîïëèâà,  à òàêæå ñæèãàíèå òîï-
ëèâà â ðåàêòîðàõ íà  áûñòðûõ íåéòðîíàõ,
÷òî åùå áîëåå ðàñøèðÿåò ðåñóðñíóþ  áàçó
àòîìíîé  ãåíåðàöèè. Ïî  ñòåïåíè  âëèÿíèÿ

íà  îêðóæàþùóþ  ñðåäó èç áîëüøîé  òðîéêè
íåâîçîáíîâëÿåìûõ  ðåñóðñîâ (ãàç, íåôòü,
óãîëü)  ãàç ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå  ÷èñòûì,  êà-
ìåííûé  óãîëü – íàèáîëåå  ãðÿçíûì  (âûáðî-
ñû ýëåêòðîñòàíöèé íà  ãàçå ïðèìåðíî  â 2
ðàçà ìåíüøå,  ÷åì  íà  óãëå; ïðè  ãàçîâîé
ãåíåðàöèè íåò çîëû  è ñàæè è ò.ä.).  Ãàç
÷èùå,  ÷åì  áèîòîïëèâî.  Íàêîíåö,  åñòü åùå
îäíî  âàæíåéøåå äîñòîèíñòâî  ãàçîâîé  ãåíå-
ðàöèè ýëåêòðîýíåðãèè – âîçìîæíîñòü  áû-
ñòðîé ðåãóëèðîâêè ìîùíîñòè , ÷òî âàæíî
ïðè  áàëàíñèðîâêå ãåíåðàöèè ýíåðãèè ñ åå
ïîòðåáëåíèåì.

Ðèñ. 1. Âðåìåííî ’å ïîëîæåíèå ïèêîâ äîáû÷è
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Âîçîáíîâëÿåìûå  èñòî÷íèêè  ýíåðãèè,

îñîáåííîñòè  ãåíåðàöèè

Ìîòîðîì,  ïðèâîäÿùèì  â äâèæåíèå îñ-
íîâíûå  âîçîáíîâëÿåìûå  èñòî÷íèêè  ýíåð-
ãèè, ÿâëÿåòñÿ èçëó÷åíèå Ñîëíöà.  Áëàãîäà-
ðÿ ýòîìó  òåêóò ðåêè, äóåò âåòåð è ðàñòóò
ðàñòåíèÿ. Ýíåðãèþ  ñîëíå÷íîãî  èçëó÷åíèÿ,
äâèæåíèÿ âåòðà, òå÷åíèÿ âîäû  è áèîìàññó
åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü  äëÿ íóæä  ÷åëî-
âåêà (ðèñ.2).  Ïîëó÷àòü  ýíåðãèþ  ìîæíî
òàêæå, èñïîëüçóÿ  òåïëîâûå  ïðîöåññû,  ïðî-
èñõîäÿùèå  â òîëùå  çåìíîé  ïîâåðõíîñòè  è

îêåàíàõ.  Ýòè âîçîáíîâëÿåìûå  èñòî÷íèêè
ýíåðãèè íà  íåáîëüøîì  óðîâíå  èñïîëüçîâà-
ëèñü èñïîêîí  âåêîâ, íî  ñåé÷àñ íà  íàøèõ
ãëàçàõ ïðîèñõîäèò  ðåâîëþöèÿ  â èõ ïðèìå-
íåíèè.

Èç  âîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ýíåðãèè
ãèäðî  è áèîìàññà  áëèçêè ê íàñûùåíèþ,  â
òî  âðåìÿ  êàê ãåíåðàöèÿ ñ ïîìîùüþ  âåòðà è
ñîëíöà  áûñòðî  ðàñòåò. Íà  íèõ  ìû  è ïîñìîò-
ðèì  ïîáëèæå.  Íàâñêèäêó  – íåò ïðîáëåì.
Èçâåñòíà òàêàÿ ïðèò÷à:

Â ðàþ Àðõèìåä, Ïàñêàëü è Íüþòîí
èãðàþò â ïðÿòêè. Àðõèìåä âîäèò è íà÷è-
íàåò ñ÷èòàòü. Ïàñêàëü óáåãàåò çà ãîðè-
çîíò, à Íüþòîí îãëÿäûâàåòñÿ, áåðåò
ïàëêó, ðèñóåò âîêðóã ñåáÿ êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé îäèí ìåòð è ñòàíîâèòñÿ âíóòðü
êâàäðàòà. Àðõèìåä çàêàí÷èâàåò ñ÷èòàòü,
îòêðûâàåò ãëàçà è âèäèò Íüþòîíà. – ß
âèæó Íüþòîíà! – Ý, íåò! Íüþòîí íà
êâàäðàòíûé ìåòð ýòî Ïàñêàëü!

Ìû  òîæå, êàê è â ýòîé øóòëèâîé  ïðèò-
÷å, ïðèñìîòðèìñÿ  ñíà÷àëà èçäàëåêà è çà-

òåì  ïîáëèæå,  êàêàÿ ìîùíîñòü  îò  âîçîá-
íîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ïðèõîäèòñÿ  íà
êâàäðàòíûé  ìåòð.  Â ðîëè  Íüþòîíà  çäåñü
âûñòóïèò Äæåéìñ  Óàòò. Óäåëüíàÿ ìîù-
íîñòü  èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà  âáëèçè îðáèòû
Çåìëè  ñîñòàâëÿåò 21,4 êÂò ì  (ñîëíå÷íàÿ
ïîñòîÿííàÿ).  Åñëè áû  ýòó ìîùíîñòü  ìîæ-
íî  áûëî  áåç ïîòåðü  ïåðåâåñòè â ýëåêòðî-
ýíåðãèþ,  òî  òðåáóåìûå ÷åëîâå÷åñòâó 20–
30  ÒÂò çàíÿëè  áû  ïëîùàäü  âñåãî
�� �� 10 21,5 2 10 ì�� �˜ � 215000 20000êì��  . Íå

Ðèñ. 2. Îñíîâíûå âèäû âîçîáíîâëÿåìûõ èñòî÷íèêîâ ýíå ðãèè
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òàê ìíîãî  – ïëîùàäü  êâàäðàòà ñî  ñòîðî-
íîé  120–140  êì.

Åñëè íå  âäàâàòüñÿ â äåòàëè, òî  è ñ âåòðîì
ïîõîæàÿ  áëàãîïðèÿòíàÿ  êàðòèíà. Äåéñòâè-
òåëüíî,  ìîùíîñòü  N, ðàçâèâàåìóþ  âðàùà-
þùèìèñÿ  ëîïàñòÿìè  âåòðîàãðåãàòà, ìîæ-
íî  îöåíèòü  â âèäå ïðîèçâåäåíèå  ñèëû F íà
ñêîðîñòü âåòðà v:

2
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ãäå S – ýôôåêòèâíàÿ  ïëîùàäü,  �U – ïëîò-
íîñòü  âîçäóõà. Ïðè  31,3 êã ì�U �  è ñêîðî-
ñòè âåòðà 10 ì ñv �  óäåëüíàÿ ìîùíîñòü
ñîñòàâëÿåò 2650 Âò ìN S :  – âåëè÷èíó
òîãî  æå ïîðÿäêà,  ÷òî è ñîëíå÷íàÿ  ïîñòîÿí-
íàÿ.

Êàçàëîñü áû  âñå õîðîøî.  Íî  åñëè ïðè-
ñìîòðåòüñÿ…

Ñîëíå÷íàÿ ãåíåðàöèÿ.  Âåëè÷èíà  ýëåêò-
ðîýíåðãèè,  ñíèìàåìîé  ñ åäèíèöû  ïëîùàäè
ñîëíå÷íûõ  ïàíåëåé  â ðåàëüíûõ êîíñòðóê-
öèÿõ, îêàçûâàåòñÿ íà  íåñêîëüêî  ïîðÿäêîâ
íèæå.  Ïðè÷èí  íåñêîëüêî.  Íàïðèìåð:

gèçëó÷åíèå Ñîëíöà,  ïðîõîäÿ  àòìîñôå-
ðó, ïðèõîäèò  íà  ïîâåðõíîñòü  Çåìëè  ñèëü-
íî  îñëàáëåííûì;

gâ ìàòåðèàëå ñîëíå÷íîé  ïàíåëè  èçëó÷å-
íèå  ïîãëîùàåòñÿ  ëèøü  ÷àñòè÷íî;

gÊÏÄ  ïðåîáðàçîâàíèÿ  ïîãëîùåííîé
ýíåðãèè â ýëåêòðè÷åñòâî íå  ñëèøêîì  âû-
ñîê;

gâ íî÷íîé  ïåðèîä  è ïðè  îáëà÷íîñòè
èçëó÷åíèå ñóùåñòâåííî  ìåíüøå.

×òî  ïîëó÷àåòñÿ â èòîãå äëÿ ðåàëüíûõ
êîíñòðóêöèé  ñîëíå÷íûõ  ïàíåëåé?  Ïî  äàí-
íûì  íåìåöêèõ  èññëåäîâàòåëåé (íå  çàèíòå-
ðåñîâàííûõ  â çàíèæåíèè  âåëè÷èí),  õàðàê-
òåðíàÿ âåëè÷èíà óäåëüíîãî  ýíåðãîñ úåìà  ñ
ñîëíå÷íûõ  ïàíåëåé  ñîñòàâëÿåò âñåãî

21 Âò ì:  â ñðåäíåì  ïî  ñîëíå÷íûì  ÑÝÑ â
ìèðå,  25 Âò ì:  íà  òåððèòîðèè Ãåðìàíèè
è 220 Âò ì:  â Ñàõàðå. Ýòî  ïðèâîäèò  ê
î÷åíü  áîëüøèì  ïëîùàäÿì  è îãðîìíîìó
ðàñõîäó ìàòåðèàëîâ.  Â ðåçóëüòàòå ïðè
óäåëüíîì  ýíåðãîñ úåìå  â 25 Âò ì  äëÿ ïîë-
íîé  çàìåíû  òðåáóåìîé  ÷åëîâå÷åñòâó ýíåð-
ãèè (20–30  ÒÂò) ñ ïîìîùüþ  ÑÝÑ òðåáóåò-
ñÿ ïëîùàäü  ïàíåëåé  �� �� 12 24 6 10 ì�� �˜ � :

�� �� 6 24 6 10 êì� �� �˜ !

×òî  êàñàåòñÿ ìàòåðèàëîåìêîñòè,  òî  ïðè-
âåäåì âñåãî ïàðó  ïîêàçàòåëüíûõ  öèôð.
Èçâåñòíî,  ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ  êîíñòðóê-
öèè ñîëíå÷íûõ  ïàíåëåé  òðåáóåòñÿ íåñêîëü-
êî  êèëîãðàììîâ  àëþìèíèÿ  íà  êàæäûé êâàä-
ðàòíûé  ìåòð  èõ ïëîùàäè.  Åñëè äëÿ îöåíêè
âçÿòü 22 êã ì , òî  ïðè  ïëîùàäè  ïàíåëåé
�� �� 12 24 6 10 ì�� �˜  ïîòðåáóåòñÿ îêîëî  1010   òîíí
àëþìèíèÿ  ( !).  Ïðè  òîé  æå ïîòðåáíîñòè  â
ìàòåðèàëàõ êàæäîìó  ìåãàâàòòó ýëåêòðè-
÷åñêîé ìîùíîñòè,  ñíèìàåìîìó  ñ ñîëíå÷-
íîé  ïàíåëè,  ñîîòâåòñòâóåò 400 òîíí  ìåòàë-
ëîêîíñòðóêöèé  ( !).

Âåòðîâàÿ ãåíåðàöèÿ.  Ïðè  èñïîëüçîâà-
íèè  âåòðà ñíèìàåìàÿ  ñ âåòðîàãðåãàòà ìîù-
íîñòü  áûñòðî  ðàñòåò ïðè  óâåëè÷åíèè ñêî-
ðîñòè ( 3v: ).  Îäíàêî,  êàê è â ñëó÷àå
ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè, åñòü ðÿä ôàêòîðîâ,
óìåíüøàþùèõ  âûõîä  ýíåðãèè ñ åäèíèöû
ïëîùàäè.  Òàê, âåòðîàãðåãàòû äîëæíû  ðàñ-
ïîëàãàòüñÿ íà  äîñòàòî÷íîì  óäàëåíèè äðóã
îò  äðóãà, èíà÷å áóäåò íàðóøåí  õàðàêòåð
òå÷åíèÿ âîçäóõà;  ïëîùàäü  ëîïàñòåé  âåòðî-
àãðåãàòà âñåãäà ãîðàçäî  ìåíüøå  çàìåòàå-
ìîé  èìè  ïëîùàäè;  âåòðîàãðåãàòû ïëîõî
ðàáîòàþò ïðè  î÷åíü  áîëüøîé  è î÷åíü  ìà-
ëîé  ñêîðîñòè  âîçäóõà.

Òèïè÷íîå  çíà÷åíèå  óäåëüíîé  ìîùíîñòè
íà  åäèíèöó  ïëîùàäè  çåìíîé  ïîâåðõíîñòè,
îò÷óæäàåìîé  âåòðîàãðåãàòîì (ïî  äàííûì
íåìåöêèõ  èññëåäîâàòåëåé), ñîñòàâëÿåò

22 3 Âò ì�� . Òîò æå ïîðÿäîê,  ÷òî â ñëó÷àå
ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè. Ïîýòîìó  äëÿ ïîë-
íîé  çàìåíû  òðåáóåìîé  ÷åëîâå÷åñòâó ýíåð-
ãèè ïðè  èñïîëüçîâàíèè  âåòðà ïîòðåáóþòñÿ
òîò æå îãðîìíûé  óðîâåíü  íåîáõîäèìûõ
ïëîùàäåé  äëÿ ðàçìåùåíèÿ  âåòðîóñòàíî-
âîê,  ïîðÿäêà  13 2 7 210 ì 1 0 êì� , è òîò æå
óðîâåíü  ìàòåðèàëîåìêîñòè.  Â ëèòåðàòóðå
ïðèâîäèòñÿ  òàêàÿ öèôðà  äëÿ âåòðÿíîé
ãåíåðàöèè: 1  ÌÂò  ñîîòâåòñòâóåò 100  ò
ñòàëüíûõ  êîíñòðóêöèé  âåòðîàãðåãàòà, ò.å.
äëÿ ïîëíîé  çàìåíû  òðåáóåìîé  ýíåðãèè
âåòðÿíîé  ãåíåðàöèåé ïîòðåáóåòñÿ ïîðÿäêà
( ) 92 3 10- ×  òîíí  ñòàëüíûõ  êîíñòðóêöèé.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ,  ÷òî ïåðåõîä  íà
âåòåð è ñîëíöå  äîëæåí  ñîïðîâîæäàòüñÿ
îãðîìíûìè  çàòðàòàìè ìàòåðèàëîâ  è î÷åíü
áîëüøèìè  ïëîùàäÿìè  äëÿ ðàçìåùåíèÿ
îáîðóäîâàíèÿ.  Ïðè÷åì  ïðîèçâîäñòâî  ýòèõ



Â Å Ò Ð Ó  È  Ñ Î Ë Í Ö Ó  Í À Â Ñ Ò Ð Å × Ó 7

ìàòåðèàëîâ  (íå  ãîâîðÿ  óæå î  ðåäêîçåìåëü-
íûõ  ýëåìåíòàõ,  òðåáóþùèõñÿ  äëÿ ïðîèç-
âîäñòâà ñîëíå÷íûõ  áàòàðåé) íå  ÿâëÿåòñÿ
ýêîëîãè÷íûì.  Íå  ñëó÷àéíî  Ãåðìàíèÿ  âû-
âîäèò èç ñòðàíû  ñòàëüíóþ  è àëþìèíèåâóþ
îòðàñëè ïðîìûøëåííîñòè  â ñòðàíû  Þ ãî-
Âîñòî÷íîé  Àçèè è Âîñòî÷íîé  Åâðîïû,  ïå-
ðåìåùàÿ  íåýêîëîãè÷íûå  òåõíîëîãèè  â äðó-
ãèå ðåãèîíû  ìèðà.  Íî  êóäà â òàêîì  ñëó÷àå
ïåðåìåùàòü,  åñëè âñå ñòðàíû  ðåøàò ïåðå-
õîäèòü íà  âåòåð è ñîëíöå?

Âðåìåííîé áàëàíñ ïîòðåáëåíèÿ è ãåíå-
ðàöèè.  Íà  ðèñóíêå 3 ïðèâåäåí  õàðàêòåð-
íûé  âèä êðèâîé  ïîòðåáëåíèÿ  ýëåêòðîýíåð-
ãèè â òå÷åíèå ñóòîê. Íà  íåì  ìîæíî  âûäå-

ëèòü óòðåííèé  è âå÷åðíèé ïèêè  ïîòðåáëå-
íèÿ  (6–9   ÷ è 18–21  ÷ ñîîòâåòñòâåííî)  è
íåêîòîðûé  ñïàä â äíåâíîå  è íî÷íîå  âðåìÿ.
Ïèê  ïðîèçâîäñòâà  ýëåêòðîýíåðãèè ïðè
èñïîëüçîâàíèè  ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè, ïðè-

õîäÿùèéñÿ  íà  äíåâíîå  âðåìÿ,  ïðèâåäåí  íà
ðèñóíêå 4,à. ×åðíàÿ  êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò
áåçîáëà÷íîìó  íåáó,  öâåòíûå – âàðèàíòàì
îáëà÷íîñòè.  Ïåðåìåí÷èâûé  õàðàêòåð âà-
ðèàíòîâ  âåòðÿíîé  ãåíåðàöèè ïîêàçàí  íà
ðèñóíêå 4,á. Ñîïîñòàâëåíèå  êàðòèí  ïî-
ñòóïëåíèÿ  è ïîòðåáëåíèÿ  ýëåêòðîýíåðãèè
ïîêàçûâàåò,  ÷òî êîððåëÿöèè  ìåæäó íèìè
íåò è ñîáëþñòè áàëàíñ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè  ïðè  ïðÿìîì  èñïîëüçîâàíèè  òîëü-
êî  ñîëíå÷íîé  è âåòðÿíîé  ãåíåðàöèè íåâîç-
ìîæíî.

Êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ ìîùíîñ-
òè âîçîáíîâëÿåìûõ è íåâîçîáíîâëÿåìûõ
èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè.  Ïåðåìåííûé  è äàæå
íåïðåäñêàçóåìûé  õàðàêòåð ãåíåðàöèè ýíåð-
ãèè âåòðà è ñîëíöà  ïðèâîäèò  ê òîìó,  ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå àãðåãàòû èñïîëüçóþòñÿ
íåîïòèìàëüíî  è êîýôôèöèåíò  èñïîëüçîâà-
íèÿ  ìîùíîñòè  ñíèæàåòñÿ. Íà  àòîìíûõ
ýëåêòðîñòàíöèÿõ ýòîò êîýôôèöèåíò  äîñòè-
ãàåò 95–98% (â ñðåäíåì  îí  âûøå  80%).
Äëÿ  âåòðîàãðåãàòîâ îí  ñîñòàâëÿåò ïðèáëè-
çèòåëüíî  17% â ñðåäíåì  ïî  Åâðîïå,  15–
20% â Ãåðìàíèè,  15% â Êèòàå, 25% â ÑØÀ,
ãäå ìíîãî  òåððèòîðèé, íà  êîòîðûõ  ïîñòî-
ÿííî  äóþò ñèëüíûå  âåòðû. Äëÿ  ñîëíå÷íûõ
ýëåêòðîñòàíöèé êîýôôèöèåíò  èñïîëüçîâà-
íèÿ  ìîùíîñòè  ïîðÿäêà  10% â Ãåðìàíèè,
15%  âî  Ôðàíöèè,  15–10%   â ÑØÀ.  Ýòî
îçíà÷àåò,  ÷òî óñòàíîâëåííàÿ  ìîùíîñòü
ãåíåðàöèè âåòðà è ñîëíöà,  ò.å. òà, êîòîðóþ
ìîæíî  áûëî  áû  ïîëó÷àòü  ïðè  îïòèìàëü-
íûõ  óñëîâèÿõ,  ñóùåñòâåííî  ïðåâûøàåò
ìîùíîñòü,  êîòîðàÿ  ôàêòè÷åñêè âûðàáàòû-
âàåòñÿ.

×òî  äåëàòü?

Âåðíåìñÿ  ê òàáëèöå 2, â êîòîðîé  îòðà-
æåíû  ïëàíû  ðåçêîãî  óâåëè÷åíèÿ äîëè  âî-
çîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ýíåðãèè, è ïî-
ïðîáóåì  íàùóïàòü  ïóòè  âûõîäà  èç ïðî-
áëåì  áàëàíñèðîâêè  ãåíåðàöèè è ïîòðåá-
ëåíèÿ  ýëåêòðîýíåðãèè ïðè  âûñîêîì  óðîâ-
íå  áûñòðî  ìåíÿþùåéñÿ  âî  âðåìåíè  äîëå
âåòðÿíîé  è ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè. Èç  îá-
ùèõ  ñîîáðàæåíèé  îòìåòèì,  ÷òî íåîáõî-
äèìà  ñâîåîáðàçíàÿ  «îñíîâà»,  èëè «ýíåð-
ãåòè÷åñêàÿ ïîäóøêà»,  ò.å. «ïîñòîÿííûé
ýíåðãåòè÷åñêèé ôîí»,  íà  êîòîðîì  áóäåò
âûðàñòàòü «íàäñòðîéêà»  â âèäå ïåðåìåí-

Ðèñ. 3. Âðåìåííî ’é õàðàêòåð ïîòðåáëåíèÿ ýëåê-
òðîýíåðãèè

Ðèñ. 4. Âðåìåííî ’é õàðàêòåð ñîëíå÷íîé (à) è
âåòðÿíîé (á) ãåíåðàöèè
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íîé  âåòðÿíîé  è ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè. Çà-
òåì  íóæíû  ñèñòåìû,  êîòîðûå  ìîãóò  áûñò-
ðî  ìåíÿòü  âûäàâàåìóþ  â ýëåêòðè÷åñêóþ
ñåòü ìîùíîñòü,  êîìïåíñèðóÿ  ñêà÷êè âåò-
ðÿíîé  è ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè. Íàêîíåö,
íåîáõîäèìû  ñèñòåìû  íàêîïëåíèÿ  èçëèø-
êîâ  ýíåðãèè ñ òåì,  ÷òîáû  â íóæíîå  âðåìÿ
ïîòðàòèòü èõ.

Íà  ðîëü  «ïîñòîÿííîãî  ýíåðãåòè÷åñêîãî
ôîíà»  èäåàëüíî  ïîäõîäèò  àòîìíàÿ  ýíåðãå-
òèêà. Åå ëó÷øèå ïîêàçàòåëè  ñîîòâåòñòâóþò
ïîñòîÿííîé  ìîùíîñòè  ãåíåðàöèè, ïîýòîìó
íûíåøíþþ  äîëþ  (5% â ìèðîâîé  ýíåðãåòè-
êå) æåëàòåëüíî íå  ñíèæàòü, à íàîáîðîò
íàðàùèâàòü.  Ïîäõîäÿò  è ýíåðãèÿ ÃÝÑ,
íûíåøíèé  óðîâåíü  êîòîðîé  (3%)  òàêæå
óìåíüøàòü  íåæåëàòåëüíî,  è èñïîëüçîâà-
íèå  áèîìàññû  äëÿ ïðîèçâîäñòâà  ýëåêòðî-
ýíåðãèè. Òàêèì  îáðàçîì,  ìîæíî  îáåñïå-
÷èòü «ôîí»  íà  óðîâíå  ìèíèìóì  20% ìè-
ðîâîãî  ïîòðåáëåíèÿ  ýëåêòðîýíåðãèè (ëó÷-
øå – åùå áîëüøå).

Âàæíîé  ñîñòàâëÿþùåé  ìîæåò  ñòàòü ãàçî-
âàÿ ãåíåðàöèÿ. Îíà,  ñ îäíîé  ñòîðîíû,
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå  ÷èñòîé èç íûíåøíåé
«áîëüøîé  òðîéêè»  (ãàç, íåôòü,  óãîëü).  Ñ
äðóãîé ñòîðîíû  – çàïàñû  ãàçà äîñòàòî÷íî
âåëèêè (â ðàìêàõ  XXI  âåêà). Íàêîíåö,
ãàçîâûå ýëåêòðîñòàíöèè ìîãóò  óâåëè÷è-
âàòü ïîñòîÿííûé  «ôîí»  ïðîèçâîäñòâà
ýëåêòðîýíåðãèè è, ÷òî î÷åíü  âàæíî,  ïîçâî-
ëÿþò  ëåãêî è áûñòðî  ìåíÿòü  âûäàâàåìóþ  â
ñåòü ìîùíîñòü.

Âàðèàíòû  íà  îñíîâå  ãèäðîàêêóìóëèðóþ-
ùèõ  ýëåêòðîñòàíöèé – ÃÀÝÑ – òàêæå
âàæíû  ïðè  ïîêðûòèè  ïèêîâ  è ñïàäîâ  ìîù-
íîñòè.  Ñîãëàñíî  ïðèíöèïó  äåéñòâèÿ, ÃÀÝÑ
çàêà÷èâàåò âîäó  â áàññåéí íàâåðõ,  êîãäà
åñòü èçáûòîê  ìîùíîñòè,  è ñáðàñûâàåò âîäó
âíèç,  âûðàáàòûâàÿ ýëåêòðîýíåðãèþ,  êîãäà
ìîùíîñòè  íå  õâàòàåò.

Êðîìå  òîãî,  èñïîëüçîâàíèå  áèîìàññû  äëÿ
ïðîèçâîäñòâà  ýíåðãèè òîæå íåëüçÿ ñáðàñû-
âàòü ñî  ñ÷åòà. Åå ìîæíî  èñïîëüçîâàòü  è äëÿ
ïîääåðæàíèÿ  «ôîíà»,  è äëÿ êîìïåíñàöèè
ïèêîâ  ïîòðåáëåíèÿ  ìîùíîñòè.

À ÷òî äåëàòü, åñëè óðîâåíü  âåòðÿíîé  è
ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè ñòàíåò î÷åíü  áîëü-
øèì?  Â ýòîì  ñëó÷àå ïîíàäîáÿòñÿ  áîëåå
ðàäèêàëüíûå  ðåøåíèÿ.  Â ëèòåðàòóðå ïðåä-
ëîæåí  òàêîé êîìïëåêñ  ìåð:

gñîçäàòü ðåçåðâ ìîùíîñòåé  íåâîçîáíîâ-
ëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ;

góâåëè÷èòü óñòàíîâëåííóþ  ìîùíîñòü
âîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ( çàïàñ ïî ãå-
íåðàöèè ÂÈÝ );

gïåðåêà÷èâàòü ìîùíîñòü  èç ðåãèîíîâ,
ãäå îíà  â èçáûòêå, â òå ðåãèîíû,  ãäå åå íå
õâàòàåò ( ñåòè ïåðåäà÷è ýíåðãèè);

gàêêóìóëèðîâàòü  èçáûòî÷íóþ  ýíåðãèþ
ñ öåëüþ åå èñïîëüçîâàíèÿ  âî  âðåìÿ  íåäî-
ñòàòî÷íîé  âåòðî- è ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè
( íàêîïèòåëè ).

Êðàòêî  îñòàíîâèìñÿ  íà  ýòèõ ìåðàõ.
Åñëè ýíåðãîñèñòåìà  îñíîâàíà  òîëüêî  íà

âåòðîâîé  è ñîëíå÷íîé  ãåíåðàöèè, òî  íåîá-
õîäèì  ðåçåðâ íåâîçîáíîâëÿåìûõ  èñòî÷íè-
êîâ  òîé  æå ìîùíîñòè.  Ôàêòè÷åñêè ýòî
ïðèâîäèò  ê äóáëèðîâàíèþ  óñòðîéñòâ ãåíå-
ðàöèè ìîùíîñòè,  ïðè÷åì  êàæäûé èç ýëå-
ìåíòîâ  èñïîëüçóåòñÿ íåîïòèìàëüíî.

Åñëè ñóùåñòâåííî  ïîâûñèòü  óñòàíîâëåí-
íóþ  ìîùíîñòü  âåòðî- è ñîëíå÷íîé  ãåíåðà-
öèè òàê, ÷òîáû  äàæå ïðè  ñëàáîì  âåòðå è
ñëàáîì  îñâåùåíèè  ýíåðãèè áûëî  äîñòàòî÷-
íî,  òî  óñòðîéñòâ ãåíåðàöèè ïîòðåáóåòñÿ
ãîðàçäî  áîëüøå.  Áûëî  ïîäñ÷èòàíî,  ÷òî ïðè
äîëå  âåòðà è ñîëíöà  60% ýòèõ óñòðîéñòâ
íóæíî  âäâîå áîëüøå,  ïðè  80% – â 6 ðàç
áîëüøå  è ïðè  100% – â 10 ðàç áîëüøå( !).
Ýòî  îãðîìíûé  ðàñõîä ðåñóðñîâ, îïÿòü  æå
èñïîëüçóåìûõ  íåýôôåêòèâíî.

Ðàçâèòèå ìàãèñòðàëüíûõ  ñèñòåì ïåðåäà-
÷è ýíåðãèè â äðóãèå ðåãèîíû  òðåáóåò ðàäè-
êàëüíîãî  îáíîâëåíèÿ  ñåòåé è óâåëè÷åíèÿ
èõ ïðîïóñêíîé  ñïîñîáíîñòè  â 7 ðàç ïðè
äîëå  âåòðà è ñîëíöà  60% è â 12 ðàç ïðè
100%. Çàäà÷à î÷åíü  àìáèöèîçíàÿ.

Èñïîëüçîâàíèå  íàêîïèòåëåé  èëè àêêó-
ìóëÿòîðîâ  ýíåðãèè óïðîùàåò  çàäà÷ó áà-
ëàíñèðîâêè  ïðîèçâîäèìîé  è ïîòðåáëÿå-
ìîé  ìîùíîñòè  è â ïðèíöèïå  ìîæåò  ïî-
çâîëèòü ïîëíîñòüþ  îáîéòèñü  áåç íåâîçîá-
íîâëÿåìûõ  èñòî÷íèêîâ  ýíåðãèè. Îäíàêî
õðàíåíèå  èçáûòî÷íîé  ýíåðãèè â áîëüøèõ
ìàñøòàáàõ ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåðåøåííûìè
ïîêà  ïðîáëåìàìè  – åìêîñòüþ  íàêîïèòå-
ëåé, ðåñóðñîì,  ò.å. êîëè÷åñòâîì  öèêëîâ
çàðÿäêà-ðàçðÿäêà, ïîòåðÿìè  ïðè  çàðÿäêå
è ðàçðÿäêå. Êðîìå  òîãî,  äëÿ èçãîòîâëå-
íèÿ  íàêîïèòåëåé  íóæíî  çàòðàòèòü äîâîëü-
íî  áîëüøîå  êîëè÷åñòâî ýíåðãèè. Òàê, â
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êàðòû çåìíîé ïîâåðõíîñòè èçâåñòíà ñ äàâ-
íèõ âðåìåí. Î òîáðàæåíèå çåìíîé ïîâåðõ-
íîñòè (èëè ÷àñòè åå) íà ïëîñêîñòü íàçûâà-
åòñÿ êàðòîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé (êàð-
òîé) è ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå ïîâåðõíîñòè
òî÷êó íà ïëîñêîñòè.

Ï îíÿòèÿ äîëãîòû è øèðîòû ââåë â íà÷à-
ëå II âåêà íàøåé ýðû äðåâíåãðå÷åñêèé
ìàòåìàòèê è ãåîãðàô Ì àðèí Òèðñêèé äëÿ
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Åâðîïå ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå íà-
êîïèòåëåé ëèòèé-èîííûõ áàòàðåé è ýô-
ôåêòèâíîñòè öèêëà çàðÿäêà/ðàçðÿäêà â
85% äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýòèõ áàòàðåé òðå-
áóåòñÿ ýíåðãèÿ, â 15 ðàç ( !) ïðåâûøàþ-
ùàÿ íûíåøíåå ãîäîâîå ïîòðåáëåíèå ýíåð-
ãèè â Åâðîïå.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ î÷åíü øèðîêî îáñóæ-
äàåòñÿ ïåðåõîä ê òàê íàçûâàåìîé âîäîðîä-
íîé ýíåðãåòèêå. Ñàìî íàçâàíèå íàìåêàåò
íà íîâûé ñïîñîá ïðîèçâîäñòâà  ýíåðãèè.
Í î ôàêòè÷åñêè ýòî îäèí èç âàðèàíòîâ
íàêîïèòåëÿ  (àêêóìóëÿòîðà) ýíåðãèè, â
êîòîðîì ñíà÷àëà ïîëó÷àþò âîäîðîä èç âîäû,
çàòðà÷èâàÿ ýíåðãèþ, çàòåì õðàíÿò åå (â
áàëëîíàõ èëè òîïëèâíûõ ÿ÷åéêàõ) è, íà-
êîíåö, âûñâîáîæäàþò ïî ìåðå íàäîáíîñòè
(íàïðèìåð, â àâòîìîáèëå).

Ï ðèìåíèòåëüíî ê ìèðîâîé ýíåðãåòèêå ñ
áîëüøîé äîëåé âåòðî- è ñîëíå÷íîé ãåíå-
ðàöèè ýòîò ñïîñîá îêàçûâàåòñÿ íå ñëèø-
êîì ýôôåêòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÊÏÄ
ïîëó÷åíèÿ âîäîðîäà èç âîäû ñîñòàâëÿåò
65–70%, à ÊÏÄ  ïîëó÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñòâà
èç âîäîðîäà 50%: . Òàêèì îáðàçîì, ñóì-
ìàðíûé ÊÏÄ  ñîñòàâëÿåò âñåãî 30–35%,

ò.å. áîëüøàÿ ÷àñòü ýíåðãèè âûáðàñûâàåò-
ñÿ íà âåòåð. Â òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå
âîäîðîäà êàê âèäà òîïëèâà  (â òðàíñïîð-
òå) â ïðèíöèïå ìîæåò ñòàòü ðåàëüíîé çà-
ìåíîé íåôòè, çàïàñû êîòîðîé âåñüìà îã-
ðàíè÷åíû.

* * *
Â èòîãå ðàçâèòèþ âîçîáíîâëÿåìûõ èñ-

òî÷íèêîâ ýíåðãèè ñåé÷àñ ïðèäàí áîëüøîé
èìïóëüñ. Óðîâåíü çàòðàò íà âåòðî- è ñîë-
íå÷íóþ ãåíåðàöèþ ïðåâûñèë îäèí òðèëëè-
îí äîëëàðîâ ( !). Ï î ìåðå ðîñòà äîëè ÂÈÝ
ïîÿâèëèñü ïðîáëåìû è ôàêòîðû, ñäåðæè-
âàþùèå åå ðàçâèòèå: äóáëèðîâàíèå ìîù-
íîñòåé, óïðàâëÿåìîñòü, ñåòè è ïîòåðè â
ñåòÿõ, ðåñóðñ îáîðóäîâàíèÿ, ìåäëåííîå
ðàçâèòèå íàêîïèòåëåé, ÊÏÄ  íàêîïèòåëåé,
íèçêèé êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ ìîù-
íîñòè. Áëèæàéøèå 10–20 ëåò ïîêàæóò,
íàñêîëüêî ðåàëüíû ïëàíû è àìáèöèè, êàê
óäàñòñÿ ðåøèòü ïðîáëåìû è êàêèì îêàæåò-
ñÿ íà äåëå óðîâåíü ÂÈÝ  â ìèðå.

Ïðè ïîäãîòîâêå ñòàòüè èñïîëüçîâàëèñü äàí-
íûå À.Àíïèëîãîâà, Ñ.Áåçãèíà è Ä.Ñòàíêåâè÷à.

òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñ èõ ïîìîùüþ êàð-
òó, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ìàñøòàá äëèí âäîëü
ýêâàòîðà è âñåõ ìåðèäèàíîâ. Ýòà ïðÿìîó-
ãîëüíàÿ êàðòà ñòðîèòñÿ î÷åíü ïðîñòî: îáî-
çíà÷èì ÷åðåç �O äîëãîòó, à ÷åðåç �M øèðî-
òó; åñëè òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ( )0 0,�O �M
îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó ( )0,0 , òî òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè ( ),�O �M îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó
ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè 0x �O �O= - ,

0y �M �M= - . Òàêàÿ ïðîåêöèÿ (ðèñ. 1) íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé è äî ñèõ ïîð
èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ãåîèíôîðìàöè-
îííûõ ñèñòåìàõ. Ï ðè íåé íå ñîõðàíÿþòñÿ
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íè  ìàñøòàáû  äëèí,  íè  óãëû, íî  ñîõðàíÿ-
þòñÿ ìàñøòàáû  âäîëü  ïàðàëëåëåé è ìåðè-
äèàíîâ,  ïðè÷åì  ìàñøòàáû  âäîëü  ðàçëè÷-
íûõ  ïàðàëëåëåé (ëèíèé  ïîñòîÿííîé  øèðî-
òû �M)  îòëè÷àþòñÿ äðóã îò  äðóãà, à ìàñø-
òàáû âäîëü  âñåõ ìåðèäèàíîâ  (ëèíèé,  âäîëü
êîòîðûõ  äîëãîòà  �O ïîñòîÿííà)  è ýêâàòîðà
(ïàðàëëåëè  ñ y = 0)  ñîâïàäàþò.

Çàìåòèì,  ÷òî ó Ìàðèíà  Òèðñêîãî  «ýêâà-
òîð»  y = 0 ïðîõîäèë  ÷åðåç îñòðîâ  Ðîäîñ  â
Ýãåéñêîì  ìîðå  è çà åãî äëèíó  áûëà ïðèíÿ-
òà âåëè÷èíà 33300eR » êì,  ò.å. äëèíà
ïàðàëëåëè,  ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç Ðîäîñ  è
ëåæàùåé íà  óðîâíå  36°  ñåâåðíîé  øèðîòû.
Åñëè â ðåçóëüòàòå ãåîãðàôè÷åñêèõ îòêðû-
òèé ýêâàòîð áûë  çàôèêñèðîâàí  îäíîçíà÷-
íî,  òî  äî  êîíöà  XIX  âåêà íóëåâûå  ìåðèäè-
àíû,  îò  êîòîðûõ  îòñ÷èòûâàþòñÿ äîëãîòû,
â ðàçíûõ  ñòðàíàõ áûëè  ðàçëè÷íûìè.  Ìà-
ðèí  Òèðñêèé, à çà íèì  Êëàâäèé Ïòîëåìåé
è ìíîãèå  ãåîãðàôû  âïëîòü  äî  XIX  âåêà
èñïîëüçîâàëè  ìåðèäèàí  Ôåððî,  ïðîõîäÿ-
ùèé  ÷åðåç îäíîèìåííûé  êàíàðñêèé îñò-
ðîâ,  ñ÷èòàâøèéñÿ ñàìîé  çàïàäíîé  òî÷êîé
Ñòàðîãî  ñâåòà. Ïàðèæñêèé  ìåðèäèàí  ïðî-
õîäèë  ÷åðåç öåíòð Ïàðèæà,  è äî  ñèõ ïîð
åãî ìåòêè  ìîæíî  íàéòè  íà  óëèöàõ. Â
Ðîññèè îòñ÷åò øåë îò  Ïóëêîâñêîãî  ìåðèà-
äèàíà,  ïðîõîäèâøåãî  ÷åðåç Ïóëêîâñêóþ
îáñåðâàòîðèþ  ïîä  Ñàíêò-Ïåòåðáóðãîì.  Â
Èñïàíèè  æå áûëî  íåñêîëüêî  ðàçëè÷íûõ
ìåðèäèàíîâ,  è âîçíèêøàÿ  êîëëèçèÿ  ëåæèò
â îñíîâå  ðîìàíà  À.Ïåðåñà-Ðåâåðòå «Êàðòà
íåáåñíîé  ñôåðû,  èëè Òàéíûé  ìåðèäèàí».
Ãåðîè ðîìàíà  îáëàäàþò  êàðòîé,  íà  êîòî-
ðîé  óêàçàíî  ìåñòî  çàòîíóâøåãî  êîðàáëÿ,
íî  íå  çíàþò,  ïî  îòíîøåíèþ  ê êàêîìó

Ðèñ. 1. Ðàâíîïðîìåæóòî÷íàÿ ïðîåêöèÿ

íóëåâîìó  ìåðèäèàíó  íà
êàðòå óêàçàíû  äîëãîòû.
×òîáû  èçáåæàòü ïîäîáíûõ
ñèòóàöèé, â êîíöå  XIX
âåêà áûë  ïðèíÿò  åäèíûé
íóëåâîé  ìåðèäèàí  – Ãðèí-
âè÷ñêèé, ïðîõîäÿùèé  ÷å-
ðåç Ãðèíâè÷ñêóþ  îáñåð-
âàòîðèþ  ïîä  Ëîíäîíîì.

Â ñåðåäèíå XVI  âåêà
Ìåðêàòîð  ïîñòðîèë  êàð-
òó, êîòîðàÿ  ñîõðàíÿåò
óãëû. Îíà  äî  ñèõ ïîð
øèðîêî  ïðèìåíÿåòñÿ.  Íà

íåé  ãîðèçîíòàëüíàÿ  êîîðäèíàòà  x òîæå
ïðîïîðöèîíàëüíà  äîëãîòå  0�M �M- . Ðàâíî-
ïðîìåæóòî÷íàÿ  êàðòà Ìàðèíà  Òèðñêîãî  è
êàðòà Ìåðêàòîðà  îòíîñÿòñÿ  ê öèëèíäðè-
÷åñêèì,  â êîòîðûõ  ïàðàëëåëè è ìåðèäèà-
íû  ïåðåõîäÿò  â ïðÿìûå  ëèíèè  è âñþäó
ïåðïåíäèêóëÿðíû  äðóã äðóãó.

Èçâåñòíûå  èç øêîëüíûõ  ó÷åáíèêîâ  êàð-
òû óñòðîåíû  ñëîæíåå  è îòíîñÿòñÿ  ê ïñåâäî-
öèëèíäðè÷åñêèì.  Îíè  ó÷èòûâàþò òî,  ÷òî â
áîëåå òî÷íîì  ïðèáëèæåíèè  ïîâåðõíîñòü
Çåìëè  ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì,  è õîòÿ  íà
íèõ  âñåãäà óêàçàí ìàñøòàá,  íî  îí  òîëüêî
óêàçûâàåò, íàñêîëüêî  ìàñøòàáèðóåòñÿ ðàç-
ìåð  ýëëèïñîèäà  ïåðåä ïðèìåíåíèåì  ê íåìó
òîé  èëè èíîé  êàðòîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè.
Â ëþáîì  ñëó÷àå èçìåðÿòü äëèíû  ëèíèé  íà
çåìíîé  ïîâåðõíîñòè  ñ ïîìîùüþ  êàðò ìîæ-
íî  òîëüêî  ïðèáëèæåííî,  è ïðè  ýòîì  õîðî-
øåé òî÷íîñòè  ìîæíî  äîñòè÷ü òîëüêî  âíóò-
ðè ìàëûõ  îáëàñòåé, êàê ïîêàçûâàþò  ïðè-
âåäåííûå  íàìè  ïðèìåðû.

Ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé êðèòåðèé òîãî,
÷òî ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè  ìîæåò  áûòü îòî-
áðàæåí íà  ïëîñêîñòü  òàê, ÷òîáû  ñîõðàíÿ-
ëèñü äëèíû  âñåõ ëèíèé  è ïëîùàäè  âñåõ
îáëàñòåé, ïðèíàäëåæèò  Ãàóññó. Îí  ñîñòî-
èò â òîì,  ÷òî íà  ïîâåðõíîñòè  ãàóññîâà
êðèâèçíà  K  êàê ôóíêöèÿ  îò  òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè  äîëæíà  âñþäó îáðàùàòüñÿ â íîëü.
Ýòî  âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî  ðåçóëüòàòà
Ãàóññà î  êðèâèçíå,  êîòîðûé  îí  íàçâàë
«Theorema Egregium», ÷òî ïåðåâîäèòñÿ ñ
ëàòûíè  êàê «çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà».

Çàìåòèì,  ÷òî èíòåðåñ Ãàóññà ê ýòîé çàäà-
÷å áûë  âûçâàí  âîïðîñîì  î  ïîñòðîåíèè
äîñòàòî÷íî  òî÷íûõ  êàðò, è îí  ïðåäëîæèë
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íîâóþ  ïðîåêöèþ,  ïîëó÷åííóþ  ìîäèôèêà-
öèåé èç ïðîåêöèè  Ìåðêàòîðà  ñ ó÷åòîì
òîãî,  ÷òî ôîðìà  Çåìëè  ïðèáëèæàåòñÿ ýë-
ëèïñîèäîì.  Ýòà ïðîåêöèÿ  è îòâå÷àþùèå  åé
êîîðäèíàòû  Ãàóññà–Êðþãåðà èñïîëüçóþò-
ñÿ âîåííûìè  òîïîãðàôàìè.

Ãàóññîâà êðèâèçíà  âû÷èñëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî  ñëîæíî,  õîòÿ  åå ìîæíî  ñðàçó íàéòè
äëÿ ïîâåðõíîñòåé,  êîòîðûå  ïîëó÷àþòñÿ  èç
ëèñòà áóìàãè ñâåðòûâàíèåì  â öèëèíäð  èëè
êîíóñ  èëè ëþáîé  äðóãîé äåôîðìàöèåé,
ïðè  êîòîðîé  ëèñò íå  ðâåòñÿ: ïîñêîëüêó  îíè
ðàçâîðà÷èâàþòñÿ â ïëîñêèé  ëèñò, èõ ãàóñ-
ñîâà êðèâèçíà  âñþäó ðàâíà íóëþ.

Ìû  ïðèâåäåì  äëÿ ñôåðû  ðàäèóñà R
äðóãîå îá úÿñíåíèå,  ïî÷åìó  ëþáîé  ñêîëü
óãîäíî  ìàëûé  åå ó÷àñòîê íå  êàðòîãðàôèðó-
åòñÿ òî÷íî  íà  ïëîñêóþ  îáëàñòü.

Íà  ïëîñêîñòè  êðàò÷àéøàÿ ëèíèÿ  ìåæäó
ëþáîé  ïàðîé  ðàçëè÷íûõ  òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
îòðåçêîì  ïðÿìîé,  à òî÷êè,  êîòîðûå  îòñòî-
ÿò îò  çàäàííîé  òî÷êè X íà  ðàññòîÿíèå r,
îáðàçóþò  îêðóæíîñòü  ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
â òî÷êå X. Ïîñìîòðèì,  êàê óñòðîåíû  êðàò-
÷àéøèå ëèíèè  íà  ñôåðå. Ìîæíî  ïîïûòàòü-
ñÿ óñòàíîâèòü ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî,  çàê-
ðåïèâ  îäèí  êîíåö  íèòêè  â ïîëþñå  ãëîáóñà
è, íàòÿãèâàÿ íèòêó  âäîëü  åãî ïîâåðõíîñòè,
ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå  ïîëîæåíèÿ  åå
êîíöîâ.  Åñëè äëèíà  íèòêè  äîñòàòî÷íî  ìàëà,
òî  ýòî áóäóò â òî÷íîñòè  ïàðàëëåëè,  è ïðè
ýòîì  íèòêà áóäåò ïðîõîäèòü  ïî  ìåðèäèàíó.
Ìàòåìàòè÷åñêè  ýòî îçíà÷àåò,  ÷òî òî÷êè,
îòñòîÿùèå  îò  ïîëþñà  íà  ðàññòîÿíèå r R�S< ,
ãäå R – ðàäèóñ ãëîáóñà, îáðàçóþò  ïàðàëëå-
ëè – àíàëîãè  îêðóæíîñòåé  ðàäèóñà r, à
êðàò÷àéøèå ëèíèè  – ýòî ó÷àñòêè ìåðèäè-
àíîâ,  ò.å. ëèíèé,  êîòîðûå  ïîëó÷àþòñÿ  ïðè
ïåðåñå÷åíèè ñôåðè÷åñêîãî  ãëîáóñà ñ ïëîñ-
êîñòüþ,  ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç åãî öåíòð è
ïîëþñ.  Ìû  ìîæåì  âðàùàòü ñôåðó âîêðóã
åå öåíòðà òàê, ÷òî ðàññòîÿíèÿ  ñîõðàíÿþò-
ñÿ, à ëþáàÿ  çàäàííàÿ  òî÷êà ñôåðû  ïåðåé-
äåò â ëþáóþ  äðóãóþ çàäàííóþ  òî÷êó. Ïî-
ýòîìó  ñ ñîõðàíåíèåì  ðàññòîÿíèé  ìîæíî
ïåðåâåñòè ëþáóþ  òî÷êó â ïîëþñ  è ïðèìå-
íèòü  ê íåé  ïðåäûäóùåå  ðàññóæäåíèå.

Ëèíèè  – áîëüøèå  îêðóæíîñòè,  êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ  ïðè  ïåðåñå÷åíèè ñôåðû  ñ ïëîñ-
êîñòüþ,  ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç åå öåíòð,  –
íàçûâàþòñÿ  ãåîäåçè÷åñêèìè (íà  ñôåðå).

Ýòî  îáùåå  ïîíÿòèå,  îáîáùàþùåå  íà  ïðîèç-
âîëüíûå  ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà  ïîíÿ-
òèå ïðÿìûõ  ñ äâóìÿ  âàæíûìè  îòëè÷èÿìè,
êîòîðûå  ïðîÿâëÿþòñÿ  äëÿ íåêîòîðûõ  ïðî-
ñòðàíñòâ è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñôåðû.  Âî-
ïåðâûõ,  ó÷àñòêè ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé  èìå-
þò êðàò÷àéøóþ äëèíó  ñðåäè âñåõ êðèâûõ,
ñîåäèíÿþùèõ  èõ êîíöû,  íî  òîëüêî  â ñëó-
÷àå, êîãäà êîíöû  äîñòàòî÷íî  áëèçêè äðóã ê
äðóãó. Íàïðèìåð,  ðàññìîòðèì  áîëüøóþ
îêðóæíîñòü  íà  ñôåðå: åñëè óãëîâàÿ äëèíà
äóãè îòðåçêà ãåîäåçè÷åñêîé íå  áîëüøå  �S,
òî  îí  èìååò êðàò÷àéøóþ äëèíó  ñðåäè âñåõ
ëèíèé,  ñîåäèíÿþùèõ  åãî êîíöû,  à åñëè
áîëüøå  �S, òî  êðàò÷àéøèì  ÿâëÿåòñÿ äðó-
ãîé,  äîïîëíèòåëüíûé  ê íåìó,  ó÷àñòîê áîëü-
øîé  îêðóæíîñòè.  Âî-âòîðûõ,  äëÿ íåêîòî-
ðûõ  ïàð  òî÷åê êðàò÷àéøèé îòðåçîê  ãåîäå-
çè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùèé  èõ, íå  ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì:  íàïðèìåð,  ïðîòèâîïîëîæ-
íûå  òî÷êè ñôåðû  ñâÿçàíû  áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì  êðàò÷àéøèõ ãåîäåçè÷åñêèõ äëèíû

R�S .
Ìû  ïðèõîäèì  ê ñëåäóþùåìó  çàêëþ÷å-

íèþ:
1)  êðàò÷àéøèå ëèíèè  íà  ñôåðå ðàäèóñà

R ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêàìè áîëüøèõ  êðóãîâ
(ãåîäåçè÷åñêèõ íà  ñôåðå);

2)  àíàëîãè  ïðÿìûõ  íà  ñôåðå – ãåîäåçè-
÷åñêèå – ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè  ëèíèÿìè,
îêðóæíîñòÿìè;

3)  ïðè  r R�S<  «îêðóæíîñòü  ðàäèóñà» r ñ
öåíòðîì  â òî÷êå P – ýòî ïàðàëëåëü rS ,
êîòîðàÿ  ïîëó÷àåòñÿ ïðè  ïåðåñå÷åíèè ñôå-
ðû  ñ ïëîñêîñòüþ,  ïåðïåíäèêóëÿðíîé  îñè,
ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç òî÷êó Ð è ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ  åé òî÷êó ñôåðû  (ðèñ.2);  ïðè

Ðèñ. 2. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà r íà ñôåðå
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r R�S=  òàêàÿ «îêðóæíîñòü»  ñëèâàåòñÿ â
òî÷êó, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íóþ  òî÷êå P;
ðàññòîÿíèå îò  ëþáîé  òî÷êè ñôåðû  äî  ëþ-
áîé  äðóãîé òî÷êè íå  ïðåâîñõîäèò  R�S . Ýòî
– òàê íàçûâàåìûé  âíóòðåííèé äèàìåòð
ñôåðû.  Îí  ðàâåí ðàññòîÿíèþ  ìåæäó äâóìÿ
íàèáîëåå  óäàëåííûìè  òî÷êàìè,  èçìåðåí-
íîìó  ïî  ñôåðå, à íå  íàïðÿìóþ.

Åñëè áû  ìàëûé  ó÷àñòîê ñôåðû  (ñêàæåì,
â îêðåñòíîñòè  åå ïîëþñà)  ìîæíî  áûëî
àáñîëþòíî  òî÷íî  êàðòîãðàôèðîâàòü ó÷àñò-
êîì  ïëîñêîñòè,  òî  äëèíû  îêðóæíîñòåé  è
ïëîùàäè  êðóãîâ ñ îäèíàêîâûìè  ðàäèóñà-
ìè  ñîâïàäàëè  áû.  Íà  ïëîñêîñòè  äëèíà  ( )l r
îêðóæíîñòè  ðàäèóñà r è ïëîùàäü  ( )A r
îãðàíè÷åííîãî  èì  êðóãà, êàê èçâåñòíî,
ðàâíû

( ) ( ) 22 ,l r r A r r�S �S= = .

Âû÷èñëèì  èõ àíàëîãè  l% è °A  äëÿ îêðóæ-
íîñòåé  è êðóãîâ ñôåðû  ðàäèóñà R. Ïîëî-

æèì  
r
R

�D= , ýòî – óãëîâîå  ðàññòîÿíèå îò

öåíòðà äî  îêðóæíîñòè  ðàäèóñà r (ñì.
ðèñ.2).  Òåïåðü èç ôîðìóë,  èçâåñòíûõ èç
øêîëüíîé  ïðîãðàììû,  ñëåäóåò, ÷òî

( ) 2 sinl r R�S �D=% ,

° ( ) ( ) 22 1 cosA r R�D �S= - , 
r
R

�D= .

Ýòè ôóíêöèè  îòëè÷àþòñÿ îò  ôóíêöèé  ( )l r
è ( )A r  âñþäó, â òîì  ÷èñëå è îêîëî  òî÷êè
r = 0. Ïîýòîìó  íèêàêîé  ñêîëü óãîäíî
ìàëûé  ó÷àñòîê ñôåðû  íåëüçÿ ñ ñîõðàíåíè-
åì  äëèí  è ïëîùàäåé  îòîáðàçèòü íà  ó÷àñòîê
ïëîñêîñòè.

Âîçíèêàåò  âîïðîñ:  ãäå â ýòèõ ðàññóæäå-
íèÿõ  ïðîÿâëÿåòñÿ  ãàóññîâà êðèâèçíà?

Ïðè  ìàëûõ  çíà÷åíèÿõ  �D ôóíêöèè  sin �D
è cos�D ïðèáëèæåííî  âåäóò ñåáÿ êàê

31
sin

6
�D �D �D» -  è 2 41 1

cos 1
2 24

�D �D �D» - +

è, ïîäñòàâëÿÿ  ýòè âûðàæåíèÿ  â ôîðìóëû

äëÿ r% è ° ( )A r , ìû  ïîëó÷àåì

( ) 3 3
22 2

33

K
l r r r r r

R

�S �S
�S �S» - = -% ,

° ( ) 2 4 2 4
2 1212

K
A r r r r r

R

�S �S
�S �S» - = - ,

ãäå 2

1
K

R
=  è åñòü ãàóññîâà êðèâèçíà

ñôåðû  ðàäèóñà R. Èç  ýòèõ ôîðìóë  ìû
âèäèì,  ÷òî â ïåðâîì  ïðèáëèæåíèè  ïðè
ìàëûõ  çíà÷åíèÿõ  r äëèíû  îêðóæíîñòåé  è
ïëîùàäè  êðóãîâ âåäóò ñåáÿ êàê èõ àíàëîãè
íà  ñôåðå, à â ñëåäóþùèå  ïî  ìàëîñòè  ïî-
ïðàâêè  âõîäèò ãàóññîâà êðèâèçíà  ïîâåðõ-
íîñòè.

Â ñåðåäèíå 1820-õ ãîäîâ  Ëîáà÷åâñêèé
ïîñòðîèë  ãåîìåòðèþ,  â êîòîðîé  íå  âûïîë-
íÿåòñÿ àêñèîìà  Åâêëèäà î  ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ.  Ýòà àêñèîìà  óòâåðæäàåò, ÷òî ÷å-
ðåç òî÷êó, ëåæàùóþ  âíå  çàäàííîé  ïðÿìîé,
ïðîõîäèò  òîëüêî  îäíà  ïðÿìàÿ,  ïàðàëëåëü-
íàÿ  äàííîé.  Îòðèöàòü  àêñèîìó  Åâêëèäà
ìîæíî  äâóìÿ  ñïîñîáàìè:  ëèáî  óòâåðæäàÿ,
÷òî ÷åðåç òî÷êó íå  ïðîõîäèò  íè  îäíà  ïàðàë-
ëåëüíàÿ ïðÿìàÿ,  ëèáî  – ÷òî ïðîõîäèò
íåñêîëüêî  ïðÿìûõ.  Ïåðâûé  ñëó÷àé ðåàëè-
çóåòñÿ íà  ñôåðå, åñëè ïîä  àíàëîãîì  ïðÿ-
ìûõ  ïîíèìàòü  ãåîäåçè÷åñêèå, – âñå áîëü-
øèå îêðóæíîñòè  íà  ñôåðå ïåðåñåêàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì  â äâóõ òî÷êàõ, íî  ïðè  ýòîì
àíàëîãè  ïðÿìûõ  íå  ïðîäîëæàþòñÿ  áåñêî-
íå÷íî  â îáå ñòîðîíû,  à çàìûêàþòñÿ  ( ñôå-
ðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ).

Ëîáà÷åâñêèé ïîñòðîèë  ãåîìåòðèþ,  íå
óêàçàâ ïðîñòðàíñòâî,  â êîòîðîì  åãî ãåîìåò-
ðèÿ ðåàëèçóåòñÿ. Ïðèìåðû  òàêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ áûëè  ïîñòðîåíû  ÷åðåç ñîðîê  ëåò
ïîñëå  åãî ïåðâûõ  ðàáîò. Íî  Ëîáà÷åâñêèé
âûâåë âñå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû  ýòîé
òåîðèè.  Ïðè  ýòîì  îêàçàëîñü,  ÷òî åñëè
ïîíèìàòü  ïîä  òðåóãîëüíèêàìè  ôèãóðû,
ñîñòàâëåííûå  èç òðåõ îòðåçêîâ  ãåîäåçè÷åñ-
êèõ, òî  âîçíèêàþò  íåòðèâèàëüíûå  ñîîòíî-
øåíèÿ  ìåæäó äëèíàìè  ñòîðîí  è óãëàìè
òðåóãîëüíèêîâ,  ÷åãî íåò â åâêëèäîâîé  ãåî-
ìåòðèè,  à ñóììû  óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ  âñå-
ãäà ìåíüøå,  ÷åì  �S. ( Ëåæàíäð, ïûòàÿñü
âûâåñòè àêñèîìó  Åâêëèäà èç äðóãèõ, äîêà-
çàë, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ  áû  îäèí
òðåóãîëüíèê  ñ ñóììîé  óãëîâ,  ðàâíîé  �S, òî
àêñèîìà  Åâêëèäà âûïîëíÿåòñÿ.)  Àíàëîãè

ôóíêöèé  ( )l r%  è ° ( )A r  â ãåîìåòðèè  Ëîáà÷åâ-
ñêîãî  âûãëÿäÿò àáñîëþòíî  òàê æå, êàê â
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè,  òîëüêî  âìåñòî  òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ  ôóíêöèé  âîçíèêàþò  ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå (ãåîìåòðèÿ  Ëîáà÷åâñêîãî
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÷àñòî íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ),  âèä
ïðèâåäåííûõ  ïðèáëèæåííûõ  ôîðìóë  ñî-
õðàíÿåòñÿ, òîëüêî  ãàóññîâà êðèâèçíà  ñòà-
íîâèòñÿ  îòðèöàòåëüíîé:  K  < 0. Ëîáà÷åâñ-
êèé ïèñàë,  ÷òî,  õîòÿ  îí  è íå  ìîæåò  óêàçàòü
ÿâíóþ  ìîäåëü,  íåïðîòèâîðå÷èâîñòü  åãî ãåî-
ìåòðèè  âûòåêàåò óæå èç òîãî,  ÷òî ïðè
óìíîæåíèè  äëèí  ñòîðîí  íà  ìíèìóþ  åäèíè-
öó 1-  åãî ôîðìóëû  ïåðåõîäÿò  â ôîðìó-
ëû  ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè,  êîòîðûå  íå-
ïðîòèâîðå÷èâû.

Îáîáùåíèå  ïîíÿòèÿ  êðèâèçíû  íà  ìíîãî-
ìåðíûå  ïðîñòðàíñòâà  ñâÿçàíî  ñ äðóãèì
ñâîéñòâîì  ïðÿìûõ  íà  ïëîñêîñòè.  Åñëè äâå
òî÷êè A è B ñîåäèíåíû  îòðåçêîì  ïðÿìîé  è
âåêòîð v  ïðèëîæåí  ê òî÷êå A, òî  ïàðàë-
ëåëüíûé  ïåðåíîñ  ýòîãî  âåêòîðà â òî÷êó B
ðåàëèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì  âåêòîðîâ,  ïðèëî-
æåííûõ  êî  âñåì  òî÷êàì  îòðåçêà òàê, ÷òî èõ
äëèíû  è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè  è ïðÿìîé
ñîõðàíÿþòñÿ.  Ýòà ïðîöåäóðà  è íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåüíûì  ïåðåíîñîì.  Åñëè ìû  íà  ïëîñ-
êîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî  ïàðàëëåëüíî  ïåðå-
íåñåì  âåêòîð v  âäîëü  ñòîðîí  òðåóãîëüíèêà
ABC, òî  îí  ïåðåéäåò ñàì  â ñåáÿ. Â èñêðèâ-
ëåííîì  ïðîñòðàíñòâå  ýòî íå  òàê.

Ðàññìîòðèì  ãåîäåçè÷åñêèé òðåóãîëüíèê
ABC íà  ñôåðå ðàäèóñà R, âçÿâ çà òî÷êó A
ïîëþñ  ñôåðû,  à çà òî÷êè B è C òî÷êè íà
ýêâàòîðå (ðèñ.3).  Îáîçíà÷èì  ÷åðåç �D óãîë

ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè îòðåçêàìè  AB è
AC, äðóãèå óãëû ýòîãî  òðåóãîëüíèêà –
ïðÿìûå.  Âîçüìåì  â òî÷êå A íåíóëåâîé
âåêòîð v , íàïðàâëåííûé  âäîëü  îòðåçêà
AB. Ïåðåíåñÿ  åãî ïàðàëëåëüíî  â òî÷êó B
âäîëü  îòðåçêà AB, ìû  ïîëó÷èì  âåêòîð ¢v ,

ïåðïåíäèêóëÿðíûé  ýêâàòîðó. Òåïåðü ïå-
ðåíåñåì  âåêòîð ¢v  âäîëü  ýêâàòîðà â òî÷êó
C, à çàòåì ïîëó÷åííûé  âåêòîð ¢¢v , ïåðïåí-
äèêóëÿðíûé  ýêâàòîðó, ïåðåíåñåì  â òî÷êó â
A ïàðàëëåëüíî  âäîëü  îòðåçêà CA è ïîëó-
÷èì  âåêòîð °v , ïðèëîæåííûé  ê òî÷êå A.
Î÷åâèäíî,  ÷òî îí  íàïðàâëåí  âäîëü  îòðåçêà
AC è ïîýòîìó  îáðàçóåò óãîë �D ñ èñõîäíûì
âåêòîðîì  v , ò.å. â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíî-
ãî  ïåðåíîñà  âåêòîðà âäîëü  ñòîðîí  ãåîäåçè-
÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ìû  ïîëó÷èëè  äðóãîé
âåêòîð. Â ýòîì  ïðîÿâëÿåòñÿ  êðèâèçíà  ïðî-
ñòðàíñòâà, è îíà  èçìåðÿåòñÿ îòêëîíåíèåì
èñõîäíîãî  âåêòîðà îò  åãî ïàðàëëåëüíîãî
ïåðåíîñà.

Îáðàòèì  âíèìàíèå  è íà  äðóãîé ôàêò:
ñóììà  óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà

2 2
A B C

�S �S
�D �D �SÐ + Ð + Ð = + + = + ,

ò.å. áîëüøå,  ÷åì  �S, è îòëè÷àåòñÿ îò  ðàçâåð-
íóòîãî  óãëà íà  �D. Ïëîùàäü  S òðåóãîëüíè-
êà ABC ëåãêî íàéòè:  2S R�D= ,  è, îáîçíà-
÷èâ ÷åðåç �6 ñóììó  óãëîâ òðåóãîëüíèêà,
ìû  ìîæåì  ñâÿçàòü åå ñ ïëîùàäüþ  òðåó-
ãîëüíèêà  ôîðìóëîé

K S�6 �S= + ,

òàê êàê äëÿ ñôåðû  2

1
K

R
= . Ýòà ôîðìó-

ëà âåðíà äëÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé  ïîñòîÿí-
íîé  êðèâèçíû,  â òîì  ÷èñëå è â ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî,  â êîòîðîé  K  < 0. Â ÷àñò-
íîñòè,  ñóììà  óãëîâ òðåóãîëüíèêà â ãåî-
ìåòðèè  Ëîáà÷åâñêîãî  âñåãäà ìåíüøå,  ÷åì
�S. Áîëåå òîãî,  ýòà ôîðìóëà  (Ãàóññà–Áîí-
íå)  âåðíà äëÿ ïîâåðõíîñòåé,  ó êîòîðûõ
êðèâèçíà  ìåíÿåòñÿ  îò  òî÷êè ê òî÷êå (íà-
ïðèìåð,  äëÿ ãèïåðáîëîèäîâ),  òîëüêî  âìå-
ñòî KS íàäî  áðàòü èíòåãðàë îò  ãàóññîâîé
êðèâèçíû  K  ïî  âíóòðåííîñòè  òðåóãîëü-
íèêà.

Ðèñ. 3. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà ñôåðå
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåí òà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå â
íåì çàäà÷è íåñòàíäàðòíû, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ íå òðåáó åòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè
øêîëüíîé  ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷à þòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷è ìû îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ð àçóìååòñÿ, íå âñå ýòè çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ
âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èç ýòîãî íîìåð à ñëåäóåò îòïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîí-
íûì àäðåñàì: math@kvant.ras.ru è phys@kvant.ras.ru ñîîòâåòñòâåííî èëè ïî ïî÷òîâîìó àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò».

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äë ÿ ïóáëèêàöèè, âìåñòå ñ Âàøèì
ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïðèñûëàéòå ïî òåì æå àäðåñàì.

Çàäà÷à Ì2574 ïðåäëàãàëèñü íà 36-é Ìàòåìàòè÷åñêîé îë èìïèàäå Èðàíà, çàäà÷à Ì2576à – íà
XXV Òóðíèðå èìåíè À.Ï.Ñàâèíà.

Àâòîð çàäà÷ Ô2581–Ô2584 – Ñ.Âàðëàìîâ.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Çàäà÷è Ì2574–Ì2577, Ô2581–Ô2584

M2574.  Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äîêà-
æèòå, ÷òî ÷èñëà âèäà n nx y+  ïðè âñåâîç-
ìîæíûõ íàòóðàëüíûõ x è y äàþò íå áîëåå

÷åì 
( )1

2

n n +
 ðàçíûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè

íà 2n .
Í.Ñàôàåè (Èðàí)

M2575.  Äàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ( )1; 2t Î .
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

( ) 1
1 1 0

n n
n nP x a x a x a x aK-

-= + + + + , ó êî-
òîðîãî âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1±  ( i  = 0,

1, 2, …, n) è òàêîé, ÷òî ( ) 2019 1P t - £ .
Í.Ñàôàåè (Èðàí)

M2576.  Äîñêà 8 8´  ðàçðåçàíà íà äîìè-
íîøêè (ïðÿìîóãîëüíèêè 1 2´  è 2 1´ ).
à) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ãðàíèöû ìåæäó
ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè äîìè-
íîøêàìè íå ïðåâûøàåò 5 2.
á*) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ äëè-
íó ãðàíèöû ìåæäó ãîðèçîíòàëüíûìè è
âåðòèêàëüíûìè äîìèíîøêàìè.
Á.Ôðåíêèí, À.Çàñëàâñêèé, Å.Àðæàíöåâà

M2577*. Âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC âûáðàíû òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî

ABP CBQÐ = Ð  è ACP BCQÐ = Ð  (ò.å.
èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûå  òî÷êè). ×åðåç
òî÷êè P è Q ïðîâåëè ïðÿìûå, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå áèññåêòðèñå óãëà BAC (ñì.ðèñó-
íîê). Ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû ïåðåñåêàþò îò-

ðåçêè AC è AB â òî÷êàõ pB , qB , pC , qC .
Ïóñòü W  – ñåðåäèíà äóãè BAC îïèñàííîé
îêðóæíîñòè �:  òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿ-
ìûå W P è WQ  ïåðåñåêàþò âòîðè÷íî �:  â
òî÷êàõ 1P  è 1Q . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè 1P  è

1Q  ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðàïå-
öèè p q q pB B C C .

Ï.Áèáèêîâ

Ô2581.  Ãåëèé íàõîäèòñÿ â ñîñóäå êóáè÷åñ-
êîé ôîðìû ñ ðåáðîì a = 1 ì è æåñòêèìè
ñòåíêàìè, èìåþùèìè íóëåâóþ òåïëîåì-
êîñòü è íóëåâóþ òåïëîïðîâîäíîñòü. Ñîñóä
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòü 1êì ñv =  â íàïðàâ-
ëåíèè æåñòêîé ñòåíêè. Óäàð – è ñîñóä
ìãíîâåííî îñòàíîâèëñÿ. Äî óäàðà äàâëå-
íèå ãàçà áûëî p = 1 Ïà, à òåìïåðàòóðà áûëà
T = 1 Ê. Êàêîâû óñòàíîâèâøèåñÿ äàâëåíèå
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è òåìïåðàòóðà âíóòðè ñîñóäà ïîñëå óäàðà?
Êàêèì áûëî ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå ãàçà
íà îäíó èç ñòåíîê ñîñóäà ïîñëå óäàðà?

Ô2582.  Â êîñìîñå âäàëè îò äðóãèõ òåë
íàõîäÿòñÿ 8 îäèíàêîâûõ ëåãêèõ ìàëåíü-
êèõ øàðèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íåñåò íà
ñåáå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä Q. Øàðèêè ñâÿ-
çàíû òîíêèìè íåïðîâîäÿùèìè íèòÿìè îäè-
íàêîâîé äëèíû. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ
øàðèêè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ êóáà ñ ðåá-
ðîì b, à íèòè ðàñïîëîæèëèñü âäîëü ðåáåð
êóáà. Êàêîâû ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòåé?

Ô2583.  Ê áàòàðåéêå ïîäêëþ÷åí ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì R, è ïî íåìó òå÷åò òîê I .
Ê ýòîìó ðåçèñòîðó ïàðàëëåëüíî åìó ïîä-
êëþ÷èëè åùå îäèí òàêîé æå ðåçèñòîð, è
òîê ÷åðåç ïåðâûé ðåçèñòîð óìåíüøèëñÿ íà
îäíó øåñòóþ ÷àñòü. Ðåçèñòîð êàêîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ íóæíî ïîäêëþ÷èòü ê ýòîé
áàòàðåéêå, ÷òîáû â íåì âûäåëÿëàñü ìàêñè-
ìàëüíàÿ ìîùíîñòü? Êàêîâà âåëè÷èíà ýòîé
ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè?

Ô2584.  Ìîëîêî æèðíîñòüþ 3, 2% ïðîëèëè
íà ëèñò áóìàãè ñ íàïå÷àòàííûì ìåëêèì
òåñòîì. ×åðåç ñëîé ìîëîêà òîëùèíîé
0,1 ìì òåêñò åùå ÷èòàåòñÿ, à ÷åðåç áîëåå
òîëñòûé ñëîé – íåò. Îöåíèòå ðàçìåðû
êàïåëåê æèðà â òàêîì ìîëîêå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì2562–Ì2565,
Ô2569–Ô2572

M2562.  Êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñîïî-
ñòàâëåíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ( )f A . Èç-
âåñòíî, ÷òî åñëè M – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC, òî

( ) ( ) ( ) ( )f M f A f B f C= + + . Äîêàæèòå,
÷òî ( ) 0f A =  äëÿ âñåõ òî÷åê A.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M  ïëîñêî-
ñòè è äîêàæåì, ÷òî ( ) 0f M = . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê
ABC, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà M  ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D, E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåó-
ãîëüíèêîâ BCM , CAM  è ABM  ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì. ðèñóíîê).
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà M  òàêæå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
DEF . Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A¢,
B¢ è C¢ ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC, CA è AB

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèê DEF
ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòå-

òèåé â òî÷êå M  ñ êîýôôèöèåíòîì 
1
3

- ,

ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåí-

òîì 
1
2

-  òðåóãîëüíèê ABC ïåðåõîäèò â

A B C¢ ¢ ¢, à ïðè ïîñëåäóþùåé ãîìîòåòèè ñ

êîýôôèöèåíòîì 
2
3

 – â òðåóãîëüíèê DEF .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà
ðàâåíñòâ:

( ) ( ) ( ) ( )f M f D f E f F= + + =

+ ( ) ( ) ( )( )f M f B f C+ + +

+ ( ) ( ) ( )( )f M f C f A+ + +

( ) ( ) ( )( )f M f A f B+ + + =

= ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 5f A f B f C f M f M+ + + = ,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ( ) 0f M = , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

À.Ãîëîâàíîâ

M2563.  Ïàøà è Âîâà èãðàþò â ñëåäóþ-
ùóþ èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Íà÷èíà-
åò Ïàøà. Èçíà÷àëüíî ïåðåä ìàëü÷èêàìè
ëåæèò áîëüøîé êóñîê ïëàñòèëèíà. Çà
îäèí õîä Ïàøà ìîæåò ðàçðåçàòü ëþáîé
èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà íà òðè
÷àñòè. Âîâà ñâîèì õîäîì âûáèðàåò ëþ-
áûå äâà êóñêà è ñëåïëÿåò èõ âìåñòå.
Ïàøà ïîáåæäàåò, åñëè â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò ñðåäè èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëè-
íà îêàæåòñÿ 100 êóñêîâ îäèíàêîâîé ìàñ-
ñû. Ìîæåò ëè Âîâà ïîìåøàòü Ïàøå
ïîáåäèòü?
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Îòâåò:  íåò, íå ìîæåò.
Ïðèâåäåì äâà àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùèõ
Ïàøå ïîáåäèòü (ëþáîé èç íèõ äàåò ðåøå-
íèå çàäà÷è).
Àëãîðèòì 1 . Ïóñòü ìàññà èñõîäíîãî êóñ-
êà ðàâíà 1 êã. Ïàøà êàæäûì õîäîì áóäåò
îòðåçàòü îò ñàìîãî áîëüøîãî èç èìåþùèõ-
ñÿ êóñêîâ äâà êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã.
Äîêàæåì, ÷òî íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç 10000
õîäîâ Ïàøà ïîáåäèò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìîò-
ðèì 100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ õîäîâ Ïàøè.
Âñåãî çà ýòè 100 õîäîâ ïîÿâÿòñÿ 200 êóñ-
êîâ ìàññîé 0,01 ã. Åñëè áû êàæäûì ñâî-
èì îòâåòíûì õîäîì Âîâà ñëåïëÿë äâà
êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã, òî â èòîãå ïîëó-
÷èëîñü áû 100 êóñêîâ ìàññîé 0,02 ã, è
Ïàøà áû ïîáåäèë. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí ðàç Âîâà íå ñëåïèò ìåæäó
ñîáîé äâà êóñêà ìàññîé 0,01 ã. Ïîýòîìó
ñïóñòÿ 100 õîäîâ Ïàøè è 100 õîäîâ Âîâû
êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé 0,01 ã óâåëè-
÷èòñÿ õîòÿ áû íà  1.
Ðàçîáüåì 10000 õîäîâ Ïàøè íà ñîòíè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ. Ïî äîêàçàííîìó âûøå,
ïîñëå êàæäîé ñîòíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
õîäîâ Ïàøè è îòâåòíûõ õîäîâ Âîâû êî-
ëè÷åñòâî êóñêîâ ìàññû 0,01 ã óâåëè÷èâà-
åòñÿ õîòÿ áû íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç
100 òàêèõ ñîòåí ïîñëåäîâàòåëüíûõ õîäîâ
êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé 0,01 ã óâåëè-
÷èòñÿ õîòÿ áû íà 100. Ïîýòîìó Ïàøà òàê
èëè èíà÷å ïîáåäèò.
Àëãîðèòì 2 . Îïÿòü æå ïîëîæèì ìàññó
èñõîäíîãî êóñêà ðàâíîé 1 êã. Ïðèâåäåì
äðóãîé àëãîðèòì äåéñòâèé Ïàøè. Ïîêà
ýòî âîçìîæíî, îí áóäåò äîáèâàòüñÿ âû-
ïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ ( * ): ìàñ-
ñû âñåõ êóñêîâ íà ñòîëå ñîñòàâëÿþò öåëîå
÷èñëî ãðàììîâ. Çàìåòèì, ÷òî Âîâà ñâîèì
õîäîì íå ìîæåò íàðóøèòü ( * ).
Åñëè ïåðåä õîäîì Ïàøè íà ñòîëå åñòü
êóñîê ìàññîé õîòÿ áû 3 ã, îí ìîæåò îòðå-
çàòü îò íåãî äâà êóñêà ïî 1 ã, ñîõðàíÿÿ
( * ). Çíà÷èò, åñëè Ïàøà íå ìîæåò ñäåëàòü
õîä, êàæäûé êóñîê èìååò ìàññó ëèáî 1 ã,
ëèáî 2 ã (òàêîé ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íà-
ñòóïèò, òàê êàê êîëè÷åñòâî êóñêîâ ïåðåä
õîäîì Ïàøè ðàñòåò). Íî òîãäà îí óæå
âûèãðàë: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáùàÿ ìàñ-

ñà âñåõ êóñêîâ (â ãðàììàõ) ìåíüøå
1 100 2 100 300× + × = , ÷òî íå òàê.

Ä.Áåëîâ, È.Áîãäàíîâ, Ð.Åôðåìîâ

M2564.  Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
ABC, â êîòîðîì AC < BC (ðèñ. 1). Îêðóæ-

íîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è
ïåðåñåêàåò îòðåçêè CA è CB ïîâòîðíî â
òî÷êàõ 1A  è 1B  ñîîòâåòñòâåííî. Îïè-
ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC
è 1 1A B C ïåðåñåêàþòñÿ ïîâòîðíî â òî÷êå
P. Îòðåçêè 1AB  è 1BA  ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå S. Òî÷êè Q è R ñèììåòðè÷íû S
îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB. Äîêàæè-
òå, ÷òî òî÷êè P, Q, R è C ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè .

Èñïîëüçóÿ îêðóæíîñòè ( )PABC  è
( )1 1PA BC , ïîëó÷àåì 180PAB PCBÐ = ° - Ð =

1 1PA B= Ð  è, àíàëîãè÷íî, 1 1PBA PB AÐ = Ð .
Òåì ñàìûì, 1 1PAB PA B�' �': . Èç ýòîãî
ïîäîáèÿ âûòåêàåò, ÷òî 1APA APBÐ = Ð ±

1 1BPA BPB± Ð = Ð  è 1 1PA PA PB PB= .
Ñëåäîâàòåëüíî, 1 1PAA PBB�' �': , è ñóùå-
ñòâóåò ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ h ñ öåíòðîì
P, ïåðåâîäÿùàÿ 1AA

uuuur
 â 1BB

uuuur
. Óãîë ïîâîðî-

òà äëÿ h ðàâåí APB ACBÐ = Ð  (ðèñ. 2).
Òðåóãîëüíèê 1A QA  ðàâåí òðåóãîëüíèêó

1A SA , êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ïîäîáåí
òðåóãîëüíèêó 1B SB  (òàê êàê ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê 1 1AA B B  – âïèñàííûé). Èòàê,
òðåóãîëüíèêè 1A QA  è 1B SB  ïîäîáíû è
îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû, ïîýòîìó

( )S h Q=  è, çíà÷èò, QPS ACBÐ = Ð . Àíà-

Ðèñ. 1



Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 17

ëîãè÷íî, SPR ACBÐ = Ð , 2QPR ACBÐ = Ð .
Íî

QCR QCA ABC BÑRÐ = Ð + Ð + Ð =

= 2ACS ABC SCB ABCÐ + Ð + Ð = Ð .
Èòàê, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî QPRÐ =

QCR= Ð , èç êîòîðîãî ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå çàäà÷è.

Ä.Ïðîêîïåíêî

M2565 *. à) Äàíû n ìîíåò ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ ìàññ è n ÷àøå÷íûõ âåñîâ, n > 2.
Ïðè êàæäîì âçâåøèâàíèè ðàçðåøàåòñÿ
âûáðàòü êàêèå-òî îäíè âåñû, ïîëîæèòü
íà èõ ÷àøè ïî îäíîé ìîíåòå, ïîñìîòðåòü
íà ïîêàçàíèÿ âåñîâ è çàòåì ñíÿòü ìîíå-
òû îáðàòíî. Êàêèå-òî îäíè èç âåñîâ
(íåèçâåñòíî, êàêèå) èñïîð÷åíû è ìîãóò
âûäàâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì êàê ïðà-
âèëüíûé, òàê è íåïðàâèëüíûé ðåçóëü-
òàò. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
âçâåøèâàíèé ìîæíî çàâåäîìî íàéòè ñà-
ìóþ òÿæåëóþ ìîíåòó?
á) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó, åñëè íà ÷àøè
âåñîâ ðàçðåøàåòñÿ êëàñòü ñêîëüêî óãîäíî
ìîíåò.

Îòâåò:  à) çà 2n – 1 âçâåøåâàíèå;
á) òîæå çà 2n – 1 âçâåøèâàíèå.
à) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî çà 2n – 1 âçâåøè-
âàíèå ìîæíî íàéòè ñàìóþ òÿæåëóþ ìîíå-
òó. Áîëåå òî÷íî, ìû äîêàæåì ïî èíäóêöèè
ïî n, ÷òî ñàìóþ òÿæåëóþ èç 2n ³  äàííûõ
ìîíåò ìîæíî îïðåäåëèòü çà 2n – 1 âçâåøè-
âàíèå, èìåÿ òðîå âåñîâ, îäíè èç êîòîðûõ,
âîçìîæíî, èñïîð÷åíû.

Åñëè n = 2, òî âçâåñèì äàííûå äâå ìîíåòû
ïî î÷åðåäè íà òðåõ ðàçíûõ âåñàõ. Åñëè ïðè
îäíîì èç âçâåøèâàíèé âåñû îêàçàëèñü â
ðàâíîâåñèè, òî ýòè âåñû èñïîð÷åíû, çíà-
÷èò, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü áîëåå òÿæåëóþ
ìîíåòó ïî ïîêàçàíèÿì ëþáûõ èç îñòàëü-
íûõ âåñîâ. Åñëè ðàâíîâåñèÿ íè ðàçó íå
áûëî, òî êàêàÿ-òî èç ìîíåò ïåðåâåñèò õîòÿ
áû äâà ðàçà – îíà è åñòü áîëåå òÿæåëàÿ, òàê
êàê íåâåðíûé ðåçóëüòàò ìîãóò äàâàòü òîëü-
êî îäíè âåñû. Ýòî äàåò áàçó èíäóêöèè.
Ïóñòü òåïåðü 3n ³ . Âûáåðåì äâå ìîíåòû è
äâîå âåñîâ è ñðàâíèì çà ïåðâûå äâà âçâå-
øèâàíèÿ ýòè ìîíåòû äðóã ñ äðóãîì íà
ïåðâûõ è íà âòîðûõ âåñàõ. Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ.
1. Îáà ðàçà ïåðåâåøèâàëà îäíà è òà æå èç
äâóõ ìîíåò ; íàçîâåì åå ìîíåòîé a, à âòî-
ðóþ èç íèõ – ìîíåòîé b. Òàê êàê õîòÿ áû
îäíè èç äâóõ âåñîâ ïðàâèëüíûå, òî ìîíåòà
a äåéñòâèòåëüíî òÿæåëåå ìîíåòû b. Çíà-
÷èò, b íå ñàìàÿ òÿæåëàÿ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ
èç n – 1  ìîíåòû: ìîíåòû a è n – 2 ìîíåò,
íå ó÷àñòâîâàâøèõ â ïåðâûõ äâóõ âçâåøè-
âàíèÿõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìû
ìîæåì ñäåëàòü ýòî çà 2n – 3  âçâåøèâàíèÿ.
Âìåñòå ñ ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè
ïîëó÷àåì 2n – 1  âçâåøèâàíèå.
2. Ëèáî îäíî èç ïåðâûõ äâóõ âçâåøèâàíèé
äàëî ðàâíîâåñèå, ëèáî ðåçóëüòàòû ïåðâûõ
äâóõ âçâåøèâàíèé ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðó-
ãó: îäèí ðàç ïåðåâåñèëà îäíà ìîíåòà, à
äðóãîé – äðóãàÿ. Çíà÷èò, îäíè èç äâóõ
èñïîëüçîâàííûõ âåñîâ òî÷íî èñïîð÷åíû.
Âîçüìåì òðåòüè âåñû. Òîãäà îíè îáÿçà-
òåëüíî ïðàâèëüíûå. Èñïîëüçóÿ èõ, ìû
ëåãêî ìîæåì îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ
ìîíåòó çà n – 1  âçâåøèâàíèå: ñðàâíèâàåì
ïåðâóþ ìîíåòó ñî âòîðîé, áîëåå òÿæåëóþ
èç íèõ ñ òðåòüåé, áîëåå òÿæåëóþ èç íèõ ñ
÷åòâåðòîé è ò.ä. äî ïîñëåäíåé. Âìåñòå ñ
ïåðâûìè äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè ïîëó÷àåì
n + 1 < 2n – 1 (òàê êàê n > 2) âçâåøèâàíèå.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåíåå ÷åì çà 2n – 1
âçâåøèâàíèå çàâåäîìî îïðåäåëèòü ñàìóþ
òÿæåëóþ ìîíåòó íåëüçÿ. Äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî åå íåëüçÿ îïðåäåëèòü ðîâíî çà
2n – 2 âçâåøèâàíèÿ, òàê êàê ìîæíî äîáà-
âèòü ïðîèçâîëüíûå âçâåøèâàíèÿ è èãíîðè-
ðîâàòü èõ ðåçóëüòàòû. Ïðåäïîëîæèì ïðî-

Ðèñ. 2
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òèâíîå: èìååòñÿ àëãîðèòì äåéñòâèé, ïîçâî-
ëÿþùèé îïðåäåëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ ìîíå-
òó çà 2n – 2 âçâåøèâàíèÿ.
Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ÷èñëàìè 1, , nK .
Ñäåëàåì ïåðâûå 2n – 3 âçâåøèâàíèÿ ñî-
ãëàñíî àëãîðèòìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
êàæäîì èç íèõ ïåðåâåøèâàëà ìîíåòà ñ
áóëüøèì íîìåðîì. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó
Äèðèõëå, ñðåäè ìîíåò ñ íîìåðàìè 1, , 1n -K
íàéäåòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ çà ïðîèçâåäåííûå
2n – 3  âçâåøèâàíèÿ «ïðîèãðûâàëà» (îêà-
çûâàëàñü áîëåå ëåãêîé) íå áîëåå îäíîãî
ðàçà; îáîçíà÷èì íîìåð ýòîé ìîíåòû ÷åðåç
k. Êîíå÷íî æå, ìîíåòà ñ íîìåðîì n íè ðàçó
íå «ïðîèãðûâàëà». Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå
ðåçóëüòàòû âçâåøèâàíèé âîçìîæíû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè ïî êðàé-
íåé ìåðå â ñëåäóþùèõ äâóõ ñèòóàöèÿõ.
(À) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ìàññ è âñå âåñû (â òîì ÷èñëå èñïîð÷åííûå)
ïîêàçûâàëè ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû âî âñåõ
âçâåøèâàíèÿõ.
(Á) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ìàññ, çà èñêëþ÷åíèåì ìîíåòû íîìåð k,
êîòîðàÿ ñàìàÿ òÿæåëàÿ. Ïðè ýòîì òå âåñû,
íà êîòîðûõ ìîíåòà íîìåð k «ïðîèãðàëà»
(åñëè òàêîå âçâåøèâàíèå áûëî), èñïîð÷å-
íû è â ýòîì âçâåøèâàíèè ïîêàçàëè íåâåð-
íûé ðåçóëüòàò, à â îñòàëüíûõ âçâåøèâàíè-
ÿõ âñå âåñû ïîêàçûâàëè âåðíûå ðåçóëüòà-
òû.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Â ïîñëåäíåì, ( )2 2n - -ì âçâåøèâàíèè,
íå ó÷àñòâóåò ìîíåòà ñ íîìåðîì k. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî îïÿòü ïåðåâåñèëà ìîíåòà ñ
áóëüøèì íîìåðîì. Òîãäà êàæäàÿ èç ñèòó-
àöèé (À) è (Á) ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíà.
2. Â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè ó÷àñòâóåò
ìîíåòà ñ íîìåðîì k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíà ïåðåâåñèëà. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
âîçìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (À) è
ïîñëåäíåå âçâåøèâàíèå âûïîëíÿëîñü íà
èñïîð÷åííûõ âåñàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âîçìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ (Á) è
â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè âåñû ïîêàçàëè
ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.
Èòàê, êàêèì áû íè áûëî îäíî îñòàâøååñÿ
âçâåøèâàíèå, åãî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
òàêîâ, ÷òî ïîñëå íåãî êàæäàÿ èç ñèòóàöèé
(À) è (Á) áóäåò ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíîé.
Òîãäà êàæäàÿ èç ìîíåò k è n ìîæåò áûòü

ñàìîé òÿæåëîé, ò.å. íàì íå óäàëîñü îïðå-
äåëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ ìîíåòó.
á) Íàì íóæíî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî äàæå
åñëè íà ÷àøè âåñîâ ðàçðåøàåòñÿ êëàñòü ïî
íåñêîëüêî ìîíåò, òî âñå ðàâíî ñàìóþ òÿæå-
ëóþ ìîíåòó íåëüçÿ çàâåäîìî îïðåäåëèòü
ìåíåå ÷åì çà 2n – 1 âçâåøèâàíèå. Ïîëîæèì

12nN n-= × . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàññû
ìîíåò ðàâíû 1N - , 2N - , 4N - , …
..., 12nN --  (â íåêîòîðûõ åäèíèöàõ èçìå-
ðåíèÿ) è íàì îòêóäà-òî èçâåñòíî, ÷òî îíè
èìåííî òàêèå. Äîêàæåì, ÷òî, äàæå îáëà-
äàÿ ýòîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé,
ìû íå ñìîæåì çàâåäîìî îïðåäåëèòü ñàìóþ
òÿæåëóþ ìîíåòó ìåíåå ÷åì çà 2n – 1 âçâå-
øèâàíèå. Òàê æå, êàê è â ïóíêòå à),
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìû íå ñìîæåì åå
îïðåäåëèòü ðîâíî çà 2n – 2 âçâåøèâàíèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ ìàññàõ ìî-
íåò, åñëè êîëè÷åñòâà ìîíåò íà ÷àøàõ âåñîâ
ðàçëè÷íû, òî îáÿçàòåëüíî áîëåå òÿæåëûì
ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæèìîå ÷àøè ñ á óëüøèì ÷èñ-
ëîì ìîíåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà îäíîé
÷àøå k ìîíåò, à íà äðóãîé l  ìîíåò è k > l .
Òîãäà ðàçíîñòü ìàññ ñîäåðæèìûõ ïåðâîé è
âòîðîé ÷àø áîëüøå, ÷åì

( ) ( )1 12 2n nk N lN k l N k- -- - = - - × ³

�t 12 0nN n -- × = ,
çíà÷èò, ñîäåðæèìîå ïåðâîé ÷àøè âåñîâ
òÿæåëåå. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå âçâåøèâà-
íèå ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ìîíåò íà ÷àøàõ
áåññìûñëåííî: âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðåâåñèò ÷àøà, íà êîòîðîé áîëüøå ìîíåò,
è òîãäà ìû íå ïîëó÷èì èç ýòîãî âçâåøèâà-
íèÿ ñîâñåì íèêàêîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â
êàæäîì âçâåøèâàíèè íà ÷àøàõ âåñîâ ëå-
æèò ïî îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ìîíåò.
Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî åñëè â íåêîòîðîì
âçâåøèâàíèè íà ÷àøàõ âåñîâ ëåæèò ïî
îäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó ìîíåò, òî áîëåå
ëåãêèì ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæèìîå òîé ÷àøè
âåñîâ, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñàìàÿ ëåãêàÿ
èç ó÷àñòâóþùèõ âî âçâåøèâàíèè ìîíåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà îäíîé ÷àøå âåñîâ
ëåæàò ìîíåòû ñ ìàññàìè 12iN - , …
..., 2 kiN - , à íà äðóãîé – ñ ìàññàìè

12jN - , …, 2 kjN - , ãäå 1 ki i> >K  è
1 kj j> >K , ïðè÷åì 1i > 1j , ò.å. ñàìàÿ ëåã-

êàÿ èç ó÷àñòâóþùèõ âî âçâåøèâàíèè ìîíåò
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Ô2569. 1  Íà ïëîñêîé âåðòèêàëüíîé ñòåíå
âèñÿò ÷àñû, ó êîòîðûõ ñåêóíäíàÿ ñòðåë-
êà äâèæåòñÿ ïëàâíî (áåç ñêà÷êîâ) â âåð-
òèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Äëèíà ñòðåëêè
R = 10 ñì, îñü âðàùåíèÿ ñòðåëîê ÷àñîâ
ãîðèçîíòàëüíà è íàõîäèòñÿ íà âûñîòå
h = 2 ì íàä ïîëîì. Íà êîí÷èêå ñåêóíäíîé
ñòðåëêè ñèäèò ìóõà è îòíîñèòåëüíî
ñòðåëêè íå äâèæåòñÿ, à ïî ãîðèçîíòàëü-
íîìó ïîëó âäîëü ñòåíû ñ ÷àñàìè íà ðàñ-
ñòîÿíèè L = 10 ñì îò íåå áåæèò òàðàêàí
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 10v ñì ñ= . Â
íåêîòîðûé ìîìåíò òàðàêàí íàõîäèòñÿ
áëèæå âñåãî ê ÷àñàì. Êàêîé ïî âåëè÷èíå â
ýòîò ìîìåíò ìîæåò áûòü ñêîðîñòü òà-
ðàêàíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà ìóõè, ãäå îíà
è ñåêóíäíàÿ ñòðåëêà ÷àñîâ ïîêîÿòñÿ, à
âåñü ìèð âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè ÷àñîâ?
Êàêîé ïî âåëè÷èíå â ýòîò ìîìåíò ìîæåò
áûòü ñêîðîñòü ìóõè â ñèñòåìå îòñ÷åòà
òàðàêàíà, ãäå åãî òóëîâèùå ïîêîèòñÿ,
íîæêè øåâåëÿòñÿ è ìèìî íåãî âåñü ìèð
äâèæåòñÿ?

1 Àâòîð ðåøåíèé çàäà÷ Ô 2569-Ô 2572 – Ñ.Âàð-
ëàìîâ.

íà ïåðâîé ÷àøå. Òîãäà

( ) ( )12 2 kiiN N- + + - £K

£
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1

1
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2 2
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i s
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kN kN
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- < - £å

( ) ( )12 2 kjjN N£ - + + -K .

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ìîäèôèöèðîâàòü ðå-
øåíèå èç ïóíêòà à) â ðàññìàòðèâàåìîé
ñèòóàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ àë-
ãîðèòì äåéñòâèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäå-
ëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ ìîíåòó çà 2n – 2
âçâåøèâàíèÿ. Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû ÷èñ-
ëàìè 1, …, n. Ñäåëàåì ïåðâûå 2n – 3
âçâåøèâàíèÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó. Äëÿ êàæ-
äîãî èç ýòèõ âçâåøèâàíèé íàçîâåì ãëàâíîé
ìîíåòîé  äëÿ ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ìîíåòó ñ
ñàìûì ìàëåíüêèì íîìåðîì èç âñåõ, ó÷à-
ñòâóþùèõ â ýòîì âçâåøèâàíèè. Ñîãëàñíî
ïðèíöèïó Äèðèõëå, ñðåäè ìîíåò ñ íîìåðà-
ìè 1, …, n – 1 íàéäåòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ çà
ïðîèçâåäåííûå 2n – 3 âçâåøèâàíèé áûëà
ãëàâíîé íå áîëåå îäíîãî ðàçà ; îáîçíà÷èì
íîìåð ýòîé ìîíåòû ÷åðåç k. Êîíå÷íî æå,
ìîíåòà ñ íîìåðîì n íè ðàçó íå ìîãëà áûòü
ãëàâíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì èç
ïðîèçâåäåííûõ âçâåøèâàíèé «ïðîèãðûâà-
ëà» (îêàçûâàëàñü áîëåå ëåãêîé) ÷àøà, íà
êîòîðîé ëåæèò ãëàâíàÿ ìîíåòà ýòîãî âçâå-
øèâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííûå ðå-
çóëüòàòû âçâåøèâàíèé âîçìîæíû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè ïî êðàé-
íåé ìåðå â ñëåäóþùèõ äâóõ ñèòóàöèÿõ.
(À) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ìàññ è âñå âåñû (â òîì ÷èñëå, èñïîð÷åí-
íûå) ïîêàçûâàëè ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû
âî âñåõ âçâåøèâàíèÿõ.
(Á) Ìîíåòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ìàññ, çà èñêëþ÷åíèåì ìîíåòû íîìåð k,
êîòîðàÿ ñàìàÿ òÿæåëàÿ. Ïðè ýòîì òå âåñû,
íà êîòîðûõ ïðîèçâîäèëîñü âçâåøèâàíèå, â
êîòîðîì k áûëà ãëàâíîé (åñëè òàêîå âçâå-
øèâàíèå áûëî), èñïîð÷åíû, à â îñòàëüíûõ
âçâåøèâàíèÿõ âñå âåñû ïîêàçûâàëè âåð-
íûå ðåçóëüòàòû.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Â ïîñëåäíåì, ( )2 2n - -ì âçâåøèâàíèè,
ãëàâíîé ÿâëÿåòñÿ íå ìîíåòà ñ íîìåðîì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïÿòü «ïðîèãðàëà»
÷àøà, íà êîòîðîé ëåæèò ãëàâíàÿ ìîíåòà.

Òîãäà êàæäàÿ èç ñèòóàöèé (À) è (Á) ïî-
ïðåæíåìó âîçìîæíà.
2. Â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè ãëàâíîé ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíåòà ñ íîìåðîì k. Ðàññìîòðèì âñå
îñòàëüíûå ó÷àñòâóþùèå â ýòîì âçâåøèâà-
íèè ìîíåòû. Ïóñòü ìîíåòà íîìåð l  —
ìîíåòà ñ ñàìûì ìàëåíüêèì íîìåðîì èç
íèõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî «ïðîèãðàëà» ÷àøà,
íà êîòîðîé ëåæèò ìîíåòà l . Òîãäà, ñ îäíîé
ñòîðîíû, âîçìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòó-
àöèÿ (À) è ïîñëåäíåå âçâåøèâàíèå âûïîë-
íÿëîñü íà èñïîð÷åííûõ âåñàõ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, âîçìîæíî, ÷òî èìååò ìåñòî ñèòó-
àöèÿ (Á) è â ïîñëåäíåì âçâåøèâàíèè âåñû
ïîêàçàëè ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò.
Èòàê, êàêèì áû íè áûëî îäíî îñòàâøååñÿ
âçâåøèâàíèå, åãî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü
òàêîâ, ÷òî ïîñëå íåãî êàæäàÿ èç ñèòóàöèé
(À) è (Á) áóäåò ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíîé.
Òîãäà êàæäàÿ èç ìîíåò k è n ìîæåò áûòü
ñàìîé òÿæåëîé, ò.å. íàì íå óäàëîñü îïðå-
äåëèòü ñàìóþ òÿæåëóþ ìîíåòó.

À.Ãàéôóëëèí, Ì.Äèäèí
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Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå òóëîâèùå òàðàêàíà
íåïîäâèæíî, à íîæêè øåâåëÿòñÿ, ñêîðîñòü
ìóõè áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç îòíîñèòåëü-
íîé ñêîðîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåæíåé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ðàâíîé 2 60 c 1 ñì ñR�S » ,
è ïåðåíîñíîé ñêîðîñòè, ðàâíîé ïî âåëè÷è-
íå ñêîðîñòè òàðàêàíà v, íî íàïðàâëåííîé
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïîýòîìó ñêî-
ðîñòü ìóõè îòíîñèòåëüíî òàðàêàíà ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â äèàïàçîíå îò min 9 ñì ñv »
äî max 11 ñì ñv » . Òî÷íåå, îò 2 60 cv R�S-
äî 2 60 cv R�S+ .
Ñêîðîñòü òàðàêàíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà ìóõè
ìîæåò áûòü ëèáî 2 60 c 10,9 ñì ñh v�S - » ,
ëèáî 2 60 c 30,9 ñì ñh v�S + » . Âåëè÷èíà
ñêîðîñòè çàâèñèò îò òîãî, â êàêóþ ñòîðîíó
ïî îòíîøåíèþ ê ñòåíå áåæèò òàðàêàí. À îò
ðàññòîÿíèÿ L  îòâåòû íå çàâèñÿò âîâñå.

Ô2570.  Ìåæäó äâóìÿ äîìàìè ñ ïëîñêèìè
êðûøàìè, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íà
îäíîé âûñîòå íàä çåìëåé, ðàññòîÿíèå 3
ìåòðà. Âàñÿ ïðèíåñ íà îäíó èç êðûø äâå
ëåãêèå è ïðî÷íûå äîñêè îäèíàêîâîé øèðè-
íû è òîëùèíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
äëèíó 2 ìåòðà. Ñâÿçàâ âåðåâêàìè ýòè
äîñêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, Âàñÿ
ñîåäèíèë êðûøè äîìîâ ìîñòèêîì. Äîñêè

ñâîèìè ñâîáîäíûìè êîíöàìè îïèðàþòñÿ î
êðàÿ êðûø, «çàõîäÿ» íà êàæäóþ êðûøó
íà 2,5 ñì. À êàæäûé èç ïðèâÿçàííûõ ê
äðóãîé äîñêå êîíöîâ îõâà÷åí âåðåâêîé,
îáðàçóþùåé «îäèíàðíîå» êîëüöî. Ìàññà
Âàñè 60 êã. Ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé ïðî÷-
íîñòè âåðåâîê íà ðàçðûâ Âàñÿ ìîæåò, íå
áîÿñü óïàñòü è íå òîðîïÿñü, ïåðåõîäèòü
ñ îäíîé êðûøè íà äðóãóþ?

Ïîñêîëüêó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîñêè ëåãêèå,
ó÷èòûâàòü â íàãðóçêå ìîñòèêà íóæíî òîëü-
êî ìàññó Âàñè. Â êàêîì áû ìåñòå íà
ìîñòèêå íè íàõîäèëñÿ Âàñÿ, ñèëà íàòÿæå-
íèÿ âåðåâîê íå äîëæíà ïðåâûøàòü âåëè÷è-
íû, ïðè êîòîðîé âåðåâêà ðâåòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íóæíî íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå Âàñè

íà ìîñòèêå, ïðè êîòîðîì âåðåâêà îäíîãî èç
êîëåö íàòÿíóòà íàèáîëåå ñèëüíî. Ëåãêî
äîãàäàòüñÿ, ÷òî âåðåâî÷íîå êîëüöî, èçîá-
ðàæåííîå íà ðèñóíêå ñïðàâà, âîîáùå íå
íàïðÿæåíî, òàê êàê âåðõíÿÿ äîñêà ïðè
íàãðóçêå ñâåðõó íåïîñðåäñòâåííî óïèðàåò-
ñÿ â íèæíþþ äîñêó. Èíûìè ñëîâàìè, ñèëà
íàòÿæåíèÿ âåðåâêè ýòîãî êîëüöà íå âëèÿåò
íà áåçîïàñíîñòü ïåðåõîäà ñ êðûøè íà
êðûøó è ýòó âåðåâêó ìîæíî ïðîñòî íå
ó÷èòûâàòü. À âåðåâêà, èçîáðàæåííàÿ íà
ðèñóíêå ñëåâà, áóäåò íàòÿíóòà, ïðè÷åì
ñèëà åå íàòÿæåíèÿ çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ
Âàñè íà ìîñòèêå. Ïðåíåáðåãàÿ ðàçíèöåé
äëèí 0,95 ì è 1,05 ì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòè îòðåçêè èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû.
Êîãäà Âàñÿ íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé äîñêå,
ñèëà íàòÿæåíèÿ âåðåâêè ðàñòåò ïî ìåðå åãî
óäàëåíèÿ îò ëåâîãî êîíöà ìîñòèêà âïëîòü
äî êðàéíåãî ïðàâîãî êîíöà âåðõíåé äîñêè.
Â ýòîò ìîìåíò ñóììàðíàÿ ñèëà íàòÿæåíèÿ
âåðòèêàëüíûõ ó÷àñòêîâ âåðåâêè ñ îäíîé è
äðóãîé ñòîðîíû îò äîñîê äîëæíà áûòü
ðàâíà 2 3M g , ãäå Ì  = 60 êã  – ìàññà Âàñè.
Ïðè äàëüíåéøåì ïåðåìåùåíèè ê ïðàâîìó
êîíöó ìîñòèêà ïî íèæíåé äîñêå ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ âåðåâî÷íîãî êîëüöà ñëåâà ñòàíîâèò-
ñÿ âñå ìåíüøå. Òàêèì îáðàçîì, âåðåâêà
äîëæíà âûäåðæèâàòü ñèëó íàòÿæåíèÿ

3 200 HF M g= = .

Ô2571. Ñïëîøíîé ñòàëüíîé øàðèê ðàäè-
óñîì R = 5 ñì ïðèâÿçàí òîíêîé ïðî÷íîé è
íåðàñòÿæèìîé íèòüþ ê äíó ñîñóäà. Â
ñîñóä íàëèëè ñòîëüêî ðòóòè, ÷òî øàðèê
íå êàñàåòñÿ äíà, à íèòü íàòÿíóòà ñ ñèëîé
F = 13,6 Í. Â ýòîò æå ñîñóä äîïîëíèòåëü-
íî íàëèâàþò ñòîëüêî âîäû, ÷òî âåñü
øàðèê îêàçûâàåòñÿ íèæå åå âåðõíåãî óðîâ-
íÿ. Êàêîé òåïåðü ñòàëà ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè? Ïëîòíîñòü ðòóòè 3

ðò 13,6 ã ñì�U = ,
ïëîòíîñòü ñòàëè 3

cò 7,8 ã ñì�U = , ïëîò-
íîñòü âîäû 3

â 1,0 ã ñì�U = . Ñ÷èòàéòå, ÷òî
210g ì ñ= .

Ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïîêîÿùèéñÿ
ïðåäìåò, ïîãðóæåííûé â îäíó èëè äâå
æèäêîñòè, ðàâíà íóëþ. À ñèëû ýòè – ñèëà
òÿæåñòè, íàïðàâëåííàÿ âíèç, Àðõèìåäîâà
ñèëà, ò.å. âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû
îäíîé èëè äâóõ æèäêîñòåé, íàïðàâëåííàÿ
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ââåðõ, è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè, íàïðàâëåí-
íàÿ âíèç. Ïëîòíîñòü âîçäóõà íàñòîëüêî
ìàëà â ñðàâíåíèè ñ ïëîòíîñòÿìè âîäû,
ñòàëè è ðòóòè, ÷òî âûòàëêèâàþùåé ñèëîé
ñî ñòîðîíû âîçäóõà ìîæíî ñìåëî ïðåíåá-
ðå÷ü.
Îáîçíà÷èì äîëþ îáúåìà øàðèêà V , íàõî-
äÿùóþñÿ íèæå óðîâíÿ ðòóòè, ÷åðåç õ. Ýòà
äîëÿ îäèíàêîâà è äî è ïîñëå äîáàâëåíèÿ â
ñîñóä âîäû. Äî òîãî, êàê â ñîñóä äîïîëíè-
òåëüíî íàëèëè âîäó, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ
áûëî òàêèì:

ñò ðò0 V g F xV g�U �U= + - .
Îòñþäà,

ñò

ðò ðò

F
x

V g
�U
�U �U

= + .

À ïîñëå äîáàâëåíèÿ â ñîñóä âîäû óñëîâèå
ðàâíîâåñèÿ áóäåò äðóãèì:

( )ñò 1 ðò â0 1V g F xV g x V g�U �U �U= + - - - .
Îòñþäà íàéäåì íîâóþ ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè:

( )1 ðò â ñò1F xV g x V g V g�U �U �U= + - - =

( ) ( )ðò â cò âxV g V g�U �U �U �U= - - - =

â ñò
â

ðò ðò

1 1 14,8 HF V g
�U �U

�U
�U �U

æ ö æ ö
= - + - =ç ÷ ç ÷

è ø è ø
.

Ô2572.  Âîäîïðîâîäíûé êðàí ñëîìàëñÿ,
ïîýòîìó èç íåãî â ðàêîâèíó ïîñòîÿííî
êàïàåò ãîðÿ÷àÿ âîäà ñ òåìïåðàòóðîé

60 Ñ+ ° . Âîäà ñêàïëèâàåòñÿ â ïîäñòàâ-
ëåííîé òàðåëêå, à åå èçëèøåê ñòåêàåò â
ñëèâíîå îòâåðñòèå. Òåìïåðàòóðà âîäû â
òàðåëêå ÷åðåç ñóòêè ïîñëå ïîëîìêè óñòà-
íîâèëàñü ðàâíîé 30 Ñ+ ° . Êàêîé ñòàíåò
òåìïåðàòóðà âîäû â òàðåëêå ÷åðåç ñóòêè
ïîñëå ïî÷èíêè êðàíà ñàíòåõíèêîì Äæàì-
øóòîì, åñëè ïîñëå «ïî÷èíêè» ÷àñòîòà
ïàäåíèÿ êàïåëü óâåëè÷èëàñü â 4 ðàçà?
Êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà 20 Ñ+ ° . Ìîù-
íîñòü òåïëîâûõ ïîòåðü ïðîïîðöèîíàëüíà
ðàçíèöå òåìïåðàòóð .

Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðåæèìà,
êîãäà òàðåëêà óæå íàïîëíèëàñü è ëèøíÿÿ
âîäà ïåðåëèâàåòñÿ ÷åðåç êðàé, ìîùíîñòü
òåïëîâûõ ïîòåðü â îêðóæàþùèé âîçäóõ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ðàçíèöå ìîùíîñòè, ïî-
ñòóïàþùåé ñ ïàäàþùèìè â òàðåëêó ãîðÿ-
÷èìè êàïëÿìè, è ìîùíîñòè, óíîñèìîé âî-

äîé, âûòåêàþùåé èç òàðåëêè. Óñëîâèå
òåïëîâîãî áàëàíñà ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì
âèäå:

( ) ( )ã êN T T K T T- = - .
Çäåñü N – ÷àñòîòà ïàäåíèÿ êàïåëü â òàðåë-
êó, K  – íåêèé ïîñòîÿííûé ðàçìåðíûé
êîýôôèöèåíò, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ãà-
áàðèòàìè òàðåëêè, ã 60 CT = ° , Ò – óñòàíî-
âèâøàÿñÿ òåìïåðàòóðà, ê 20 CT = ° . Èç
óñëîâèÿ èçâåñòíà òåìïåðàòóðà, óñòàíîâèâ-
øàÿñÿ äî «ïî÷èíêè»: 1 30 CT = ° , ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü

( ) ( )60 C 30 C 30 C 20 CN K° - ° = ° - ° ,
îòêóäà

K  = 3 N.
Êîãäà ÷àñòîòà ïàäåíèÿ êàïåëü óâåëè÷è-
ëàñü â 4 ðàçà, óñòàíîâèâøàÿñÿ òåìïåðàòó-
ðà ñòàíåò áîëüøå:

( ) ( )2 24 60 C 3 20 CN T N T° - = - ° ,
îòêóäà íàõîäèì

2
300

C 43 C
7

T = ° » ° .
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Ýòè çàäà÷è ï ðåäëàãàëèñü í à XXV Òóðíèðå
ìàòåìàòè÷å ñêèõ áîå â èìå í è À.Ï.Ñ àâèí à.
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1. Â êëåò÷àòîì  êâàäðàòå çàêðàñèëè
äâå äèàãî í àëè, èìå þù èå î áùóþ êëåò-
êó. Â îä í î é èç í èõ 20 êëåòîê, à â
äðóãî é – 19. Ì î æåò ëè ýòîò êâàäðàò
èìåò ü ðàçìå ðû 33 ´ 33?

À.Áëèíêîâ

2. Â âûð àæåí èè
ÃÓÐÓ + ÍÎÐÀ + ÐÀÃÓ + ÐÓÍÎ

îäè í àêî âû ìè  áóêâàìè  çàø èô ðî âàíû
îäè í àêî âûå öèô ðû, ð àçëè÷íû ìè  áóê-
âàìè  – ð àçëè÷íû å öèô ðû. Ä îêà æèòå,
÷òî ýòà ñóììà  äåëèòñÿ í à òðåõçí à÷í îå
÷èñëî .

Ñ.Òîêàðåâ

3. Í àéäèòå äëèíó îòðåçêà, îòìå÷å í-
í î ãî  í à ðèñóíêå çí àêîì  âîï ðî ñà.

Å.Áàêàåâ

4. Î äí àæäû Ãî ãî ëü ðåø èë í àï óãàòü
Òóðãåí åâà: ïå ðåîäå ëñÿ Ïóø êèíû ì  è
ïî ø åë ê Òóðãåí åâó â ãî ñòè. À Òóðãåí åâ
â òîò æå äåíü ð åø èë í àï óãàòü Ãî ãî ëÿ:
î í òàêæå ïå ðåîäå ëñÿ Ïóø êèíû ì  è
ïî ø åë ê Ãî ãî ëþ â ã î ñòè. Ðî âí î  â ïî ë-
äåíü î í è âñòðåòèëèñü í à Òâåðñêîì
áóëüâàðå, í î  í å óçí àëè äðóã äðóãà è
ï ðî øë è ìèìî . Â 12:45 Òóðãåí åâ äî ø åë
äî  äîìà  Ãî ãî ëÿ, óâèäåë, ÷òî òîãî  í åò
äîìà , è ñðàçó ïî ø åë í àçàä. À Ãî ãî ëü
äî ø åë äî  äîìà  Òóðãåí åâà â 13:15 è
òîæå ñðàçó ïî ø åë í àçàä, ïîòîì ó ÷òî
Òóðãåí åâà í å îêàçàëî ñü äîìà . Â 13:45
Ãî ãî ëü è Òóðãåí åâ ñí î âà âñòðåòèëèñü
è õî ðîì  çàêðè÷àëè: «Àé äà Ïóø êèí!
Àé äà ñóêèí ñûí!» Ê òî  èç í èõ è í à
ñêî ëüêî  ìè íó ò ðàíüø å âûø åë èç äîìà ?
(Êàæäûé ïè ñàòåëü õîäèò  ñî  ñâîå é
ïî ñòîÿíí î é ñêî ðî ñòüþ.)

È.Ðàñêèíà, Ä.Õàðìñ
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Ëåäÿíàÿ
ñîñóëüêà è

êîñìè÷åñêèé
òðîñ

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí ÿâëÿåòñÿ òîé
åäèíñòâåííîé ôîðìîé ïðè÷èííîãî îáúÿñíå-
íèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïîëíîñòüþ óäîâëåòâî-
ðÿòü ñîâðåìåííîãî ôèçèêà. ßñíîå ïîíèìà-
íèå äèôôåðåíöèàëüíîãî çàêîíà åñòü îäíî
èç âåëè÷àéøèõ äóõîâíûõ äîñòèæåíèé Íüþ-
òîíà.

À.Ýéíøòåéí. Ôèçèêà è ðåàëüíîñòü

ÊÒÎ  ÆÅ  ÍÅ  ÂÈÄÅË  ÑÂÅÐÊÀÞÙÈÕ  ÍÀ
ñîëíöå ñîñóëåê, ñòîëü îïàñíûõ ïî âåñíå!

Âñÿêèé îñòîðîæíûé ïðîõîæèé äîëæåí ïîì-
íèòü ñõåìó ñîñóëüêè
äëèíîé L , èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñóíêå 1. Ïî-
íÿòíî, ïî÷åìó îíà ê íèçó
óòîí÷àåòñÿ, – âåäü ñ óâå-
ëè÷åíèåì êîîðäèíàòû l
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ls
äîëæíî âûäåðæèâàòü
âñå áîëüøóþ íàãðóçêó
íèæå ðàñïîëîæåííîé
ìàññû. Âåñ ýòîé ìàññû,
äåëåííûé íà ïëîùàäü,
íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþ-
ùèì íàïðÿæåíèåì �V.

Ïðåäñòàâèì ñåáå «îï-
òèìàëüíóþ» ñîñóëüêó, ó
êîòîðîé íàïðÿæåíèå âî
âñåõ ñå÷åíèÿõ îäèíàêî-
âî. Íà ýëåìåíò îáúåìà
ñîñóëüêè sdl  äåéñòâóåò
ñèëà òÿãîòåíèÿ g sdl�U .
Ýòî ïðèðàùåíèå äîëæ-
íî êîìïåíñèðîâàòüñÿ
ïðèðàùåíèåì óïðóãîé

ñèëû ds�V . Â ðåçóëüòàòå èìååì óðàâíåíèå

g sdl d s�U � �V , èëè 
ds g

dl
s

�U
� 

�V
.    ( �
 )

Òóò óæ âñÿêîìó ñîâðåìåííîìó øêîëüíèêó
ýòî óðàâíåíèå íàïîìíèò ðîñò áàíêîâñêîãî
âêëàäà (ãäå dl  – ýëåìåíòàðíîå ïðèðàùåíèå

âðåìåíè, à 
g�U
�V

 – ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà). Ðåøå-
íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïî
äëèíå çíà÷åíèÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ 2

0 9,8 ì ñg g� �  èçâåñòíî:

0

exp
s g l
s

�U�§ �·� �¨ �¸�V�© �¹
,

ãäå 0s  – ïëîùàäü ñå÷åíèÿ íèæíåãî êîíöà
ñîñóëüêè. Îòìåòèì, ÷òî áåçðàçìåðíûé ïîêà-
çàòåëü ýêñïîíåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü îòíîøåíè-
åì îáúåìíûõ ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëüíûõ

ýíåðãèé ñ ðàçìåðíîñòüþ �> �@ �> �@2
H

ì
g l�U � �V � � 

3

Äæ
Ïà

ì
� � .

Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàäèóñ

0
0

s
r � 

�S
 íèæíåãî ñå÷åíèÿ ñîñóëüêè ïîðÿäêà

ðàçìåðà òîé êàïëè âîäû, êîòîðàÿ óæ áûëî
ñîáðàëàñü ñîðâàòüñÿ âíèç, íî ïðèçàäóìàëàñü
è óñïåëà ïðèìåðçíóòü. Ýòî èçâåñòíàÿ çàäà÷à
î êàïëå, îòîðâàâøåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîá-
ñòâåííîé ñèëû òÿæåñòè, ïðåâçîøåäøåé ñèëó
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ:

2gm r�A�t �S �D,

ãäå �D �> �@�� ��Í ì�D �  – êîýôôèöèåíò ïîâåðõíî-
ñòíîãî íàòÿæåíèÿ, r�A – ðàäèóñ ïåðåøåéêà
(ñì. ðèñ.1, âíèçó) â ìîìåíò îòðûâà.

Îäíàêî ïîðà ñäåëàòü ÷èñëåííûå îöåíêè,
èñïîëüçóÿ õàðàêòåðíûå òàáëè÷íûå äàííûå
äëÿ ëüäà: 3920 êã ì�U �  – ïëîòíîñòü, �V =
= 1 ÌÏà – ïðåäåë óïðóãîñòè ïðè ðàçðûâå.
Ïîëó÷èì

6
0

9,8 920 1
exp

10

s
s

�˜ �˜�§ �·� � �¨ �¸
�© �¹

�� ��3exp 9 10 1 0,01��� �˜ �| �� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîñóëüêè äëèíîé L  = 1 ì
äîñòàòî÷íî èìåòü ïëîùàäü ó îñíîâàíèÿ âñåãî
íà îäèí ïðîöåíò áîëüøå, ÷åì íà åå êîíöå.

Êîíå÷íî, íå âñå ñîñóëüêè «îïòèìàëüíû» â
ðàññìîòðåííîì íàìè ñìûñëå – êàïëè âîäû
ìîãóò îòâåðäåâàòü, íå äîñòèãíóâ íèæíåãî

Ðèñ. 1. Âåðòèêàëüíîå
ñå÷åíèå «îïòè-
ìàëüíîé» ñîñóëüêè
– òåëà âðàùåíèÿ â
ïîëå òÿæåñòè. Âíè-
çó – ê îïðåäåëå-
íèþ ìàêñèìàëüíî-
ãî ðàäèóñà âèñÿùåé
êàïëè âîäû
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êîíöà . Â ðåçóëüòàòå ñîñóëüêà î êàæåòñÿ îòíî -
ñèòåëüíî  òîëùå  â ñâîåé âåðõíåé ÷àñòè (ñì .
ïóíêòèð  íà  ðèñóíêå 1),  ñ çàïàñîì  îáåñïå÷è -
âàÿ ïðî÷íîñòü  ñâîåãî  òåëà.

Íî  ÷òî ñîñóëüêà! Ïðåäñòàâèì  ñåáå ðàäè-
àëüíóþ  øàõòó, ïðîðûòóþ  äî  ñàìîãî  öåíòðà
îäíîðîäíîãî  ãðàâèòèðóþùåãî  øàðà,  íàïðè -
ìåð  Ëóíû,  ñïóòíèêà  Þïèòåðà  èëè äàæå
Çåìëè  (ðèñ.2) . (Êîíå÷íî,  ñèòóàöèÿ âîîáðà -

æàåìàÿ,  èáî  ïëàíåòû  óñòðîåíû  ñëîæíî .)
ßñíî,  ÷òî ñèëà òÿæåñòè â öåíòðå òàêîãî  òåëà
ðàâíà íóëþ . À ÷òîáû  îïèñàòü  åå çàâèñèìîñòü
îò  ðàäèóñà, ìîæíî  èñïîëüçîâàòü  òàê íàçûâà -
åìóþ  òåîðåìó  Ãàóññà: ïîòîê  âåêòîðà g

r
 íà -

ïðÿæåííîñòè  ïîëÿ  òÿãîòåíèÿ  ÷åðåç ñôåðó
ðàäèóñîì  r < R  ïðîïîðöèîíàëåí  ìàññå øàðà
ðàäèóñîì  r (ñì . ðèñ.2, âíèçó) :

2 3
ñð

4
4

3
r g r�S �S�U: ,

ãäå ñð�U  – ñðåäíåîáúåìíàÿ  ïëîòíîñòü  òåëà.
Îòñþäà  íàõîäèì

�� �� 0
r

g r g
R

� ,

ãäå 0g  – çíà÷åíèå  óñêîðåíèÿ  òÿãîòåíèÿ  íà
ïîâåðõíîñòè  ãðàâèòèðóþùåãî  øàðà. Ïîäñòà -
âèâ ýòî âûðàæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå  ( �
 )  è ïðîèíòåãðèðîâàâ  åãî, ïîëó -
÷èì  (ñ ó÷åòîì  ðàâåíñòâ R = L è r = l )

2
ñð 0

0

exp
2

g rs
s R

�§ �·�U
� �¨ �¸

�¨ �¸�V�© �¹
.

Çäåñü â ÷èñëèòåëå ïîêàçàòåëÿ  ýêñïîíåíòû
ìîæíî  óñìîòðåòü  íàìåê  íà  ýíåðãèþ  ðàñòÿíó-

òîé  ïðóæèíû,  ðàâíóþ  
2

2
kx

.

À âîò ïðèìåð  ñîçäàíèÿ  «èñêóññòâåííîé
òÿæåñòè» â êîñìè÷åñêîé  êàïñóëå çà ñ÷åò
öåíòðîáåæíîé  ñèëû (ñèëû  èíåðöèè) . Äâå
êàáèíû  ìàññîé  M  âðàùàþòñÿ íà  òðîñå äëè-
íîé  L  êàæäàÿ ñ óãëîâîé  ñêîðîñòüþ  �Z âäàëè
îò  âñåõ íåáåñíûõ  òåë (ðèñ.3) . Äëÿ  óäîáñòâà

êîñìîíàâòîâ  öåíòðîáåæíîå  óñêîðåíèå  îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ðàâíûì  óñêîðåíèþ  òÿãîòåíèÿ  0g
íà  Çåìëå :

2
0L g�Z � .

Ïîíÿòíî,  ÷òî â óðàâíåíèå  ( �
 )  íóæíî  ïîäñòà -
âèòü ëèíåéíóþ  çàâèñèìîñòü �� �� 2g r r� �Z . Ýòî
òàêàÿ æå çàâèñèìîñòü îò  ðàäèóñà, êàê è â
ñëó÷àå îäíîðîäíîãî  ãðàâèòèðóþùåãî  øàðà,
ïîýòîìó  è ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ  áóäåò
òàêèì  æå.

Ïîõîæåå  âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ  è äëÿ ïëî -
ùàäè  ñå÷åíèÿ ëîïàòêè  áûñòðî  âðàùàþùåãîñÿ
êîëåñà òóðáèíû  ñ îäèíàêîâûì  ïî  åå äëèíå
çíà÷åíèåì  ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ . Êî -
íå÷íî,  ïðè  ýòîì  ñâÿçü ïëîùàäè  ñ åå øèðèíîé
áóäåò èíàÿ,  ÷åì  â ñëó÷àå êðóãëîãî  ñå÷åíèÿ.

× èòàòåëü áåç îñîáîãî  òðóäà ñäåëàåò îöåí -
êè, àíàëîãè÷íûå  ïðèâåäåííûì  âûøå . Íà -
ïðèìåð,  ìîæíî  äëÿ êîñìè÷åñêîãî  òðîñà è
ëîïàòêè  òóðáèíû  âûáðàòü 31,84 êã ì�U � ,

1 ÃÏà�V � , 2
0 1 ììs � , äëèíó  L  = 100 ì  äëÿ

òðîñà è øèðèíó  1 ñì  äëÿ ëîïàòêè  (èç äâóõ
ïîñëåäíèõ  äàííûõ  ïîëó÷èì  ïðåäåëüíóþ  óã-
ëîâóþ  ñêîðîñòü  max�Z ) .

Íî  âñå ñêàçàííîå  âåðíî,  òîëüêî  åñëè ïðå -
íåáðå÷ü ìàññîé  êàïñóë (M  = 0) . Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àåâ â ïðàâîé  ÷àñòè óðàâíåíèÿ  ( �
 )  íóæ -
íî  äîáàâèòü öåíòðîáåæíóþ  ñèëó 2M L�Z ,
äåéñòâóþùóþ  íà  êàïñóëó è ðàâíîìåðíî  ðàñ-
ïðåäåëåííóþ  ïî  èñêîìîé  ïëîùàäè  ñå÷åíèÿ
òðîñà. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ  æåëàþ-
ùèé  äà ïîëó÷èò  íîâîå  âûðàæåíèå äëÿ �� ��s r .

Ðèñ. 2. Ê çàäà÷å îá îïòèìàëüíîé ôîðìå òðîñà
â ðàäèàëüíîé øàõòå â ãðàâèòèðóþùåì øàðå.
Øòðèõîâàÿ êðèâàÿ – ñå÷åíèå ñôåðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîé çà-
âèñèìîñòè óñêîðåíèÿ òÿãîòåíèÿ

Ðèñ. 3. Ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîé ôîðìû
òðîñà â ñèñòåìå, âðàùàþùåéñÿ â íåâåñîìîñòè
ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
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Çàðàíåå ïðåäóïðåäèì × èòàòåëÿ, ÷òî îíî áó-
äåò íàçûâàòüñÿ ñòðàøíûì ñëîâîì – òðàíñ-
öåíäåíòíîå.

Äàëüøå – áîëüøå. × òî åñëè ñâÿçàòü äðóã ñ
äðóãîì äâà àñòåðîèäà, âðàùàþùèõñÿ âîêðóã
îáùåãî öåíòðà ìàññ? Ýòî î÷åíü îáëåã÷èëî áû
ãðóçîïåðåâîçêè ìåæäó íèìè. Òóò óæ ïðèäåò-
ñÿ ó÷åñòü è ãðàâèòàöèþ, òàê ÷òî ñóììàðíàÿ
ïëîòíîñòü ýíåðãèè â òî÷êå r (ñì. ðèñ.3) áóäåò
ðàâíà

2 2 1 1
2
r

GM
L r L r

�Z �§ �·�� ���¨ �¸�� ���© �¹
,

ãäå G – ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âèäíî,
÷òî ñèëà ãðàâèòàöèè çàñòàâèò ñäåëàòü òðîñ
åùå òîëùå.

Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî × èòàòåëü óæå ïðè-
îáðåë äîñòàòî÷íûé îïûò â ðåøåíèè ïîäîá-
íûõ èíæåíåðíûõ ïðîáëåì. À ñ òî÷êè çðåíèÿ
ôèçèêè â ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ ãðàâè-
òàöèîííàÿ è èíåðòíàÿ ìàññû ìîë÷àëèâî ïðåä-
ïîëàãàëèñü îäèíàêîâûìè. Îäíàêî, èõ ýêâè-
âàëåíòíîñòü íà çàðå ñîâðåìåííîé ôèçèêè
(îïûòû Ãàëèëåÿ) íå êàçàëàñü î÷åâèäíîé, è
òîëüêî áëàãîäàðÿ âñå áîëåå òîíêèì ýêñïåðè-
ìåíòàì ê íà÷àëó ïðîøëîãî âåêà îíà îêàçà-
ëàñü îäíèì èç íàèáîëåå òî÷íî óñòàíîâëåí-
íûõ ôàêòîâ. Íàêîíåö, À.Ýéíøòåéí äîãàäàë-
ñÿ ñâÿçàòü ïîëå òÿæåñòè ñ óñêîðåííî äâèæó-
ùåéñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà, ïîëîæèâ íà÷àëî
ñîâðåìåííîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Òî÷êà Íàãåëÿ
è îêðóæíîñòè

ïÿòè òî÷åê
Í.ÂßÒÊÈÍ

ÂÏÐÎÈ ÇÂÎËÜÍÎÌ  ÒÐÅÓ ÃÎËÜÍÈÊÅ  ABC
âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Íà ïðî-

äîëæåíèè îòðåçêà AC çà òî÷êó C îòëîæèì
îòðåçîê, ðàâíûé ïî äëèíå AB. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîñòðîèì åùå ïÿòü îòðåçêîâ (ðèñ.1).
Èçâåñòíî, ÷òî êîíöû øåñòè ïîñòðîåííûõ

îòðåçêîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè – îê-
ðóæíîñòè Êîíâåÿ. Åå öåíòð ñîâïàäàåò ñ
öåíòðîì I  âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC
îêðóæíîñòè.

Îêàçûâàåòñÿ, åñëè îòðåçêè, ðàâíûå ïðîòè-
âîïîëîæíûì ñòîðîíàì, îòêëàäûâàòü â äðó-
ãóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåòñÿ íå ìåíåå èíòåðåñ-
íàÿ øåñòåðêà òî÷åê, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ òî÷-
êîé Íàãåëÿ  (òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êàìè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî
ñòîðîíàìè).

Ýòîé êîíñòðóêöèè è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ
ñòàòüÿ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåðàâíî-
áåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè óïîðÿäî÷èì äëèíû åãî ñòîðîí: a =
= BC < b = CA < c = AB. Íà ëó÷àõ AC è AB
îòìåòèì òî÷êè aB  è aC  ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî a aAB AC a� � . Àíàëîãè÷íî, íà
ëó÷àõ BC, BA è CB, CA îòìåòèì òî÷êè bA ,

bC  è cA , cB  ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî
b bBA BC b� �  è c cCA CB c� �  (ðèñ.2).

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïîëîæåíèå îòìå÷åííûõ òî-
÷åê íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà èëè èõ ïðî-
äîëæåíèÿõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâîì a < b < c.

1. Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî òðåóãîëü-
íèê a aAB C  ðàâíîáåäðåííûé è ïðÿìàÿ a aB C
ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå óãëà BAC.
Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûå b bC A  è c cA B  ïåðïåí-
äèêóëÿðíû ñîîòâåòñòâóþùèì áèññåêòðèñàì.

Ðèñ. 1
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Êðîìå  òîãî,  c bAB AC c b� � �� , cBA � 
aBC c a� � �� , b aCA CB b a� � �� . Òðåóãîëü-

íèê  c bAB C  ðàâíîáåäðåííûé,  îòêóäà âèäíî,
÷òî

gïðÿìàÿ c bB C  ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå
óãëà A (ðèñ.3).

Àíàëîãè÷íî  âûÿñíÿþòñÿ  íàïðàâëåíèÿ  ïðÿ -
ìûõ  b aA B  è a cC A .

2. Äîêàæåì,  ÷òî
gïðÿìûå b aA B , c bB C  è a cC A  ïåðåñåêà-

þòñÿ â îäíîé òî÷êå .
Îáîçíà÷èì  öåíòðû  âíåâïèñàííûõ  îêðóæ-

íîñòåé  òðåóãîëüíèêà ABC êàê aI , bI  è cI
( aI  ñîîòâåòñòâóåò ñòîðîíå  BC è ò. ä.) .

Êàê áûëî  çàìå÷åíî  ðàíåå, òðåóãîëüíèêè
c aBA C  è b aCA B  ðàâíîáåäðåííûå . Ñåðåäèí -

íûå  ïåðïåíäèêóëÿðû  ê èõ îñíîâàíèÿì  ñî -
âïàäàþò  ñ âíåøíèìè  áèññåêòðèñàìè òðå-
óãîëüíèêà  ABC. Òðåóãîëüíèê a aAB C  òàêæå
ðàâíîáåäðåííûé  ïî  ïîñòðîåíèþ . Ñåðåäèí -
íûé  ïåðïåíäèêóëÿð  ê åãî îñíîâàíèþ  ñîâïà -
äàåò ñ áèññåêòðèñîé óãëà A òðåóãîëüíèêà
ABC. Ñëåäîâàòåëüíî,  a b a a a aI A I B I C� � � 

a cI A� . Çíà÷èò,  òî÷êè bA , aB , aC , cA
ëåæàò íà  îäíîé  îêðóæíîñòè  (ðèñ.4) . Îáî -
çíà÷èì  åå a�Z . Àíàëîãè÷íî  îïðåäåëèì  îê -
ðóæíîñòè  b�Z  è c�Z .

Äëÿ  îêðóæíîñòåé  a�Z  è b�Z  ïðÿìàÿ  b aA B
ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé  îñüþ  (ñì . ðèñ.4) . Òàê
æå äëÿ ïàð  îêðóæíîñòåé  a�Z , c�Z  è b�Z , c�Z
ïðÿìûå  a cC A  è c bB C  ÿâëÿþòñÿ ðàäèêàëüíû -
ìè  îñÿìè,  ïîýòîìó  âñå òðè ïðÿìûå  ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé  òî÷êå – ðàäèêàëüíîì  öåíòðå
îêðóæíîñòåé  a�Z , b�Z  è c�Z  (î÷åâèäíî,  ýòè
ïðÿìûå  íå  ïàðàëëåëüíû) .

Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ  b aA B , c bB C  è
a cC A  íàçîâåì  N .
3. Ïðîâåäåì  åùå îäíî  ðàññóæäåíèå, èç

êîòîðîãî  âûòåêàåò äðóãîå îïèñàíèå  òî÷êè N .
Ïóñòü  I  – öåíòð âïèñàííîé  îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC, òàêæå îáîçíà÷èì  ÷åðåç
aM , bM , cM  ñåðåäèíû  åãî ñòîðîí  (ðèñ.5),

è ïóñòü S – öåíòð âïèñàííîé  îêðóæíîñòè
ñåðåäèííîãî  òðåóãîëüíèêà a b cM M M  (òî÷êà
S òàêæå íàçûâàåòñÿ öåíòðîì  Ø ïèêåðà  òðåó-
ãîëüíèêà  ABC) .

Ïóñòü  ëó÷ cM S  ïåðåñåêàåò ñòîðîíó  AC â
òî÷êå P. Êàê èçâåñòíî,  b cBC M MP  è

a cCA M MP , ïîýòîìó  cCI M PP  è b cM M P�‘ � 

b c bBCI ICM M PM� �‘ � �‘ � �‘ , îòêóäà bPM � 
2b cM M a� � . Äàëåå, b bCP CM PM� �� � 

�� ��2 2ab a CB� �� � . Òàêæå c b aM S CI A BP P .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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Ýòî  îçíà÷àåò,  ÷òî ïðÿìàÿ  cM S  ëåæèò «ïîñå -
ðåäèíå»  ìåæäó  ïðÿìûìè  CI  è b aA B  (èíà÷å
ãîâîðÿ,  ñåðåäèíà ëþáîãî  îòðåçêà ñ êîíöàìè
íà  ïðÿìûõ  CI  è b aA B  ëåæèò íà  ïðÿìîé

cM S ) . Òîãäà b aA B  ïðîõîäèò  ÷åðåç òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ  I  îòíîñèòåëüíî  S. Òî  æå âåð-
íî  è äëÿ ïðÿìûõ  c bB C  è a cC A .

Ïîëó÷àåòñÿ,  ÷òî N  – òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ
I  îòíîñèòåëüíî  S. Îäíàêî  èçâåñòíî,  ÷òî äëÿ
ëþáîãî  òðåóãîëüíèêà öåíòð âïèñàííîé  îê -
ðóæíîñòè  I , òî÷êà Íàãåëÿ  è öåíòð Ø ïèêåðà
S ëåæàò íà  îäíîé  ïðÿìîé  – òàê íàçûâàåìîé
ïðÿìîé Íàãåëÿ , ïðè÷åì  S ÿâëÿåòñÿ ñåðåäè-
íîé  îòðåçêà ìåæäó  I  è òî÷êîé  Íàãåëÿ . Ýòî  è
îçíà÷àåò,  ÷òî

gN – òî÷êà Íàãåëÿ!
Ïî  ïóòè  åùå îòìåòèì,  ÷òî íà  ïðÿìîé

Íàãåëÿ  IN  ëåæèò òàêæå è òî÷êà M  ïåðåñå÷å-
íèÿ  ìåäèàí,  ïðè  ýòîì  2MN IM� 

uuuuur uuuur
, à â öåíòðå

Ø ïèêåðà  òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ  öåíòð òÿ-
æåñòè ïðîâîëî÷íîãî  òðåóãîëüíèêà ABC, ñòî-
ðîíû  êîòîðîãî  ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè  îäíîðîä -
íûìè  ñòåðæíÿìè  ñ ìàññàìè,  ðàâíûìè  äëè-
íàì  ñîîòâåòñòâóþùèõ  ñòîðîí . Ýòî  ñâîéñòâî
öåíòðà Ø ïèêåðà  ìû  äîêàçûâàòü íå  áóäåì .

4. Ñîãëàñíî  èñõîäíîìó  ïîñòðîåíèþ,  aAB � 
aAC a� � . Ýòî  îçíà÷àåò,  ÷òî ìû  ìîæåì

âïèñàòü â óãîë A îêðóæíîñòü  a�: , êàñàþùó -
þñÿ  ñòîðîí  óãëà èìåííî  â òî÷êàõ aB  è aC .
Òàê æå ïîëó÷èì  îêðóæíîñòè  b�:  è c�:
(ðèñ.6) . Èõ  öåíòðû  îáîçíà÷èì  aO , bO  è cO
ñîîòâåòñòâåííî .

Äîêàæåì,  ÷òî
gN ëåæèò íà êàæäîé èç îêðóæíîñòåé
a�: , b�:  è c�: , ò.å. âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå  N  (ñì . ðèñ.6) .
Äîêàæåì,  ÷òî aN �• �: . Çàìåòèì,  ÷òî

2 360 2 2a a b a a cB NC CA B C A B�‘ � �q �� �‘ �� �‘ � 

= 360 180 a a aC B A B O C�q �� �‘ �� �‘ � �q �� �‘ � �‘ .

(Îáðàòèòå  âíèìàíèå  íà  ðèñóíîê  7, ýòîò óãîë
áîëüøå  ðàçâåðíóòîãî .)  Çíà÷èò,  óãîë a aB NC
ðàâåí ïîëîâèíå  öåíòðàëüíîãî  óãëà a a aB O C�‘

îêðóæíîñòè  a�: . Èç  ýòîãî  ñëåäóåò, ÷òî äàí -
íûé  óãîë ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì  â îêðóæíîñòü

a�: , ïîýòîìó  aN �• �: . Ïðîâåäÿ  àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõ äðóãèõ îêðóæíîñòåé,
ïîëó÷èì,  ÷òî òî÷êà N  ïðèíàäëåæèò  âñåì
òðåì  äàííûì  îêðóæíîñòÿì .

5. Âåðíåìñÿ  ê ðàâíîáåäðåííûì  òðåóãîëü-
íèêàì  c bAB C , c aBA C , b aCA B . Îïèñàííûå
îêðóæíîñòè  ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ  îáîçíà÷èì

a�O , b�O , c�O .
Ïîêàæåì,  ÷òî
gñåðåäèíà cM �c äóãè ACB îïèñàííîé îê-

ðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðîì îêðóæíîñòè  c�O (ðèñ.8) .

Èìååì  c cAM BM�c �c� , c cM AC M BC�c �c�‘ � �‘ � 
� �‘ c bM BA�c . Íî  bAC BA b� � , ñëåäîâàòåëü-
íî,  c c bM AC M BA�c �c�' � �' , îòêóäà c c bM C M A�c �c� .
Àíàëîãè÷íî,  c a cM AB M BC�c �c�' � �' , ïîñêîëüêó

aAB BC a� � . Çíà÷èò,  c a cM B M C�c �c� . Ïî -
ëó÷àåì  òðåáóåìîå : cM �c – öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè  b aCA B�' .

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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Ïîñêîëüêó  b aCA CB� , âî  âíåøíèé  óãîë C

ìîæíî  âïèñàòü îêðóæíîñòü,  êàñàþùóþñÿ
AC è BC â aB  è bA  ñîîòâåòñòâåííî . Îáîçíà -
÷èì  åå öåíòð cO�c. Î÷åâèäíî,  c aO B AC�c �A  è

c bO A BC�c �A , ïîýòîìó  cO�c – òî÷êà íà  îêðóæ-
íîñòè  c�O , äèàìåòðàëüíî  ïðîòèâîïîëîæíàÿ
òî÷êå C (ñì . ðèñ.8) .

Àíàëîãè÷íî  îïðåäåëÿþòñÿ  òî÷êè aO�c, bO�c è
aM �c, bM �c. Äëÿ  íèõ  òàêæå âåðíû  ñîîòâåòñòâó-

þùèå  óòâåðæäåíèÿ.
6. Äàëåå íàì  ïîíàäîáÿòñÿ  äâå ëåììû .
Ëåììà 1.  Ïóñòü íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü

�T âïèñàíà â óãîë A òðåóãîëüíèêà ABC.
Áëèæíþþ ê âåðøèíå A òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé AN – íàãåëèàíû – ñ îêðóæíîñòüþ �T
îáîçíà÷èì ÷åðåç P. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòè �T â òî÷êå P ïàðàëëåëüíà BC
(ðèñ.9) .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïîñêîëüêó  îêðóæíîñòü
�T âïèñàíà  â óãîë A, òî  ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ
ñ öåíòðîì  â òî÷êå A, ïåðåâîäÿùàÿ  âíåâïèñàí -
íóþ  îêðóæíîñòü  òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþ-
ùóþñÿ  ñòîðîíû  BC â òî÷êå Q, â îêðóæíîñòü
�T. Ïðè  òàêîé ãîìîòåòèè  ïðÿìàÿ  AN  ïåðåé-
äåò â ñåáÿ, íî  òàê êàê òî÷êè A, P è Q ëåæàò
íà  îäíîé  ïðÿìîé  (ñì . ðèñ.9),  òî  Q ïåðåéäåò
â P, à êàñàòåëüíàÿ BC ïåðåéäåò â ïàðàëëåëü-
íóþ  åé êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè  �T â òî÷êå
P. Ëåììà  äîêàçàíà .

Ëåììà 2.  Ïóñòü òðè îêðóæíîñòè ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Òîãäà ýòà òî÷êà
ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ èõ öåíòðàìè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîïàðíûå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü  O – îáùàÿ  òî÷êà
òðåõ îêðóæíîñòåé,  A, B è C – èõ ïîïàðíûå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,  3O , 2O  è 1O  – öåíòðû
ýòèõ îêðóæíîñòåé  (ðèñ.10) . Òîãäà èìååì

ðàâåíñòâà 1 3 1
1
2

OO O OO B OCB�‘ � �‘ � �‘  è

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

2 3 2
1
2

OO O OO A OCA�‘ � �‘ � �‘ . Íî  ðàâåíñòâî

óãëîâ OCB è OCA îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü
òî÷åê A, B è C, à ðàâåíñòâî óãëîâ 1 3OO O  è

2 3OO O  – âïèñàííîñòü  ÷åòûðåõóãîëüíèêà
1 2 3OO O O . Èç  ýòîãî  ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

ëåììû .
Îáîçíà÷èì  âòîðóþ  òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (îò -

ëè÷íóþ  îò  N)  îêðóæíîñòåé  a�:  è b�:  êàê
cD . Àíàëîãè÷íî  îïðåäåëèì  òî÷êè aD  è bD .
Äîêàæåì,  ÷òî
gòî÷êè aO , bO , cO�c, cM �c è cD  ëåæàò íà

îäíîé îêðóæíîñòè  (ðèñ.11).
Çàìåòèì,  ÷òî

180a c b c b b a cB D A D A N A B D�‘ � �q �� �‘ �� �‘ � 

= 
1 1

180
2 2c b a cD O N N O D�q �� �‘ �� �‘ � 

= 180 c b a b a c a c bD O O O O D O D O�q �� �‘ �� �‘ � �‘ .

Óãîë  a c bO D O  ïî  ñóòè ðàâåí óãëó ìåæäó
îêðóæíîñòÿìè  a�:  è b�: , íî  ïîñêîëüêó  êàñà-
òåëüíûå ê íèì  â òî÷êå N  ïàðàëëåëüíû  ñîîò -
âåòñòâåííûì  ñòîðîíàì  òðåóãîëüíèêà ABC
(ïî  ëåììå   1),  òî  a b a c bB CA O D O�‘ � �‘ � 

Ðèñ. 11
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a c bB D A� �‘ , ñëåäîâàòåëüíî,  òî÷êà cD  ïðè -
íàäëåæèò îêðóæíîñòè  c�O .

Ïðèìåíÿÿ  ëåììó  2 äëÿ îêðóæíîñòåé  c�O ,
a�:  è b�:  (òî÷êà  cD  äëÿ íèõ  îáùàÿ,  à

ïîïàðíûå  èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ – bA , aB  è
N êîëëèíåàðíû),  ïîëó÷àåì,  ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê  a c c bO D M O�c  âïèñàííûé .

Äàëåå çàìåòèì,  ÷òî òî÷êè cO�c, aO  è aB ,
êàê è cO�c, bO  è bA , êîëëèíåàðíû,  îòêóäà

2c a c a a c a cO O D B O D B N D�c�‘ � �‘ � �‘ � 

= 2 b c b b c c b cA ND A O D O O D�c�‘ � �‘ � �‘ .

Çíà÷èò,  ÷åòûðåõóãîëüíèê  a c c bO D O O�c òàêæå
âïèñàííûé .

ßñíî,  ÷òî ýòè äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà âïèñà-
íû  â îäíó  îêðóæíîñòü,  òàê ÷òî âñå ïÿòü  òî÷åê

aO , bO , cO�c, cM �c è cD  ëåæàò íà  îäíîé
îêðóæíîñòè . Íàçîâåì  åå îêðóæíîñòüþ ïÿòè
òî÷åê äëÿ âåðøèíû C  è îáîçíà÷èì  c�S .

7. Çàâåðøàÿ èññëåäîâàíèå íàøåé  êîíñò -
ðóêöèè, äîêàæåì  ñîâåðøåííî  óäèâèòåëüíîå
óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå  îêðóæíîñòè  ïÿòè
òî÷åê âîåäèíî :

gòðè îêðóæíîñòè ïÿòè òî÷åê òðåóãîëü-
íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå íà îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà .

Äëÿ  äîêàçàòåëüñòâà íàì  ïîòðåáóåòñÿ åùå
îäíà  ëåììà .

Ëåììà 3.  Ïóñòü D , E è F – îáðàçû
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P ïðè ñèììåòðèè îò-
íîñèòåëüíî ñòîðîí AB, BC è AC òðåóãîëü-
íèêà ABC. Òîãäà îïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ A DF, B DE è CEF ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå íà îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ. 12,à) .

Äîêàçàòåëüñòâî.  Ïóñòü  îïèñàííûå  îêðóæ-
íîñòè  òðåóãîëüíèêîâ  ADF è BDE âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q (ðèñ.12,á) . Òàê êàê
òî÷êè D  è F ñèììåòðè÷íû  òî÷êå P îòíîñè -
òåëüíî  ñòîðîí  óãëà A, òî  2FAD A�‘ � �‘  è
AF = AP = A D, îòêóäà 90DFA A�‘ � �q �� �‘ .
Àíàëîãè÷íî,  90BED B�‘ � �q �� �‘ . Èç  âïèñàí -
íîñòè  ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ  AFQ D è DQEB
èìååì  DFA DQA�‘ � �‘  è BED BQD�‘ � �‘ .
Îáúåäèíÿÿ  âñå ýòî,  ïîëó÷èì

BQA BQ D D QA BE D D FA�‘ � �‘ �� �‘ � �‘ �� �‘ � 

90 90B A C� �q �� �‘ �� �q �� �‘ � �‘ .

Ýòî  îçíà÷àåò,  ÷òî òî÷êà Q ëåæèò íà  îïèñàí -
íîé  îêðóæíîñòè  òðåóãîëüíèêà ABC. Òåì
ñàìûì,  ëþáûå  äâå èç òðåõ îêðóæíîñòåé
ïåðåñåêàþòñÿ íà  îïèñàííîé  îêðóæíîñòè  òðå-
óãîëüíèêà  ABC. Ïîýòîìó  âñå òðè îêðóæíîñ -

òè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé  òî÷êå, ëåæàùåé íà
îïèñàííîé  îêðóæíîñòè  òðåóãîëüíèêà ABC.
Ëåììà  äîêàçàíà .

Ïåðåéäåì  íåïîñðåäñòâåííî  ê äîêàçàòåëü-
ñòâó óòâåðæäåíèÿ . Äëÿ  ýòîãî  ðàññìîòðèì
òðè îêðóæíîñòè : îêðóæíîñòü  a�: , âïèñàí -
íóþ  â òðåóãîëüíèê  ABC, è âíåâïèñàííóþ,
êàñàþùóþñÿ  ñòîðîíû  BC. À èìåííî,  èõ
öåíòðû  – aO , I  è aI , êîòîðûå  ëåæàò íà
áèññåêòðèñå óãëà A, è òî÷êè êàñàíèÿ ñî
ñòîðîíîé  aAB C�� , L  è K  (ðèñ.13) .

Çàìåòèì,  ÷òî îòðåçêè KL  è aAC  ñîîòâåò-
ñòâåííî  ïðîïîðöèîíàëüíû  îòðåçêàì  aII  è

aAO . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,  KL  = aAC :

KL KA LA� �� � 

2 2 a
a b c b c a

a AC
�� �� �� ��

� �� � � .

Ñëåäîâàòåëüíî,  a aAO II� . Òðåóãîëüíèê

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13
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ABC ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèêîì  â òðå-
óãîëüíèêå  a b cI I I , à �' a b cM M M�c �c �c – ñåðåäèí-

Ðèñ. 14

Òî÷êà Íàãåëÿ
è ðàçíîñòíûé
òðåóãîëüíèê

Ñ.ÀÐÓÒÞÍßÍ

ÂÝÒÎ É ÑÒÀÒÜÅ ÐÅ× Ü ÏÎ É ÄÅÒ Î Á ÎÄÍÎ É
çàìå÷àòåëüíîé  òî÷êå òðåóãîëüíèêà – òî÷-

êå Íàãåëÿ . Ýòî  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ  âåðøèíû  òðåóãîëüíèêà ñ òî÷-
êàìè  êàñàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ  ñòîðîí  ñ
âíåâïèñàííûìè  îêðóæíîñòÿìè . Ñ òî÷êîé
Íàãåëÿ  ñâÿçàíî  ìíîãî  êðàñèâûõ ãåîìåòðè -
÷åñêèõ ôàêòîâ . Óïîìÿíåì  èçâåñòíûé ôàêò î
ïðÿìîé Íàãåëÿ , êîòîðûì  ìû  áóäåì  ïîëüçî -
âàòüñÿ:

Äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà öåíòð âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè I, òî÷êà Íàãåëÿ N è òî÷êà
M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðè ýòîì 2MN IM� 

uuuuur uuuur
.

Íåìíîãî  ïî -äðóãîìó  ýòîò ôàêò ìîæíî  ïå -
ðåôîðìóëèðîâàòü  òàê. Ïóñòü  aM , bM , cM

DOI : https ://doi.org/10.4213/kvant 20190905

– ñåðåäèíû  ñîîòâåòñòâóþùèõ  ñòîðîí  òðå-
óãîëüíèêà . Òîãäà ïðè  ãîìîòåòèè  ñ öåíòðîì  â
M  è êîýôôèöèåíòîì  1 2��  òðåóãîëüíèê  ABC
ïåðåõîäèò  â �' a b cM M M , à òî÷êà N  – â òî÷êó
I , ò.å. I  ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé  Íàãåëÿ  äëÿ ñåðåäèí-
íîãî  òðåóãîëüíèêà a b cM M M .

À òåïåðü ïîñìîòðèì  íà  îäèí  çàìå÷àòåëü-
íûé  êëàññ òðåóãîëüíèêîâ  – òàê íàçûâàåìûå
ðàçíîñòíûå òðåóãîëüíèêè . Ðàçíîñòíûì  íà -
çûâàþò òðåóãîëüíèê,  äëèíû  ñòîðîí  êîòîðî -
ãî  ñîñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêóþ  ïðîãðåññèþ .
Ó êëàññà ðàçíîñòíûõ  òðåóãîëüíèêîâ  ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî  äðóãèõ êðàñèâûõ ýêâèâàëåíò-
íûõ  îïðåäåëåíèé . Ýòîìó  êëàññó, íàïðèìåð,
ïîñâÿùåí  ïàðàãðàô  êíèãè  À.Ä .Áëèíêîâà
«Êëàññè÷åñêèå ñðåäíèå â àðèôìåòèêå  è ãåî-
ìåòðèè»  (Ì .: Ì ÖÍÌÎ,  2016) . Óïîìÿíåì
äâà óñëîâèÿ,  ýêâèâàëåíòíûõ  óñëîâèþ  ðàç-
íîñòíîñòè  (ïðè  ýòîì  îãðàíè÷èìñÿ  ðàññìîò -
ðåíèåì  òîëüêî  íåðàâíîáåäðåííûõ  òðåóãîëü-
íèêîâ) .

Èòàê, ïóñòü ABC – íåðàâíîáåäðåííûé
òðåóãîëüíèê,  a = BC, b = CA, c = AB. Òîãäà
ñëåäóþùèå  óñëîâèÿ  ýêâèâàëåíòíû :

( 1)  a + c = 2b (ò.å. òðåóãîëüíèê  ðàçíî -
ñòíûé,  ñî  ñðåäíåé ïî  äëèíå  ñòîðîíîé  b) ;

( 2)  òî÷êà I ðàâíîóäàëåíà îò aM  è cM
(ðèñ.1);

( 3)  ÷åòûðåõóãîëüíèê a cBM IM  – âïèñàííûé.

íûì  òðåóãîëüíèêîì ; ýòî èçâåñòíûå ôàêòû .
Ïîýòîìó  b cM M�c �c – ñåðåäèííûé  ïåðïåíäèêó -
ëÿð ê îòðåçêó aAI . Ïîëó÷àåòñÿ,  ÷òî òî÷êè

aO  è I  ñèììåòðè÷íû  îòíîñèòåëüíî  ïðÿìîé
b cM M�c �c (ðèñ.14) . Àíàëîãè÷íûå  ðàññóæäåíèÿ

âåðíû  äëÿ ïàð  òî÷åê bO , I  è cO , I .
Ïðèìåíÿÿ  ëåììó  3 äëÿ òðåóãîëüíèêà
a b cM M M�c �c �c è òî÷êè I , ïîëó÷àåì,  ÷òî îïèñàí -

íûå  îêðóæíîñòè  òðåóãîëüíèêîâ  a c bO M O�c ,
b a cO M O�c  è cO b aM O�c  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå íà  îïèñàííîé  îêðóæíîñòè  òðåóãîëüíè -
êà a b cM M M�c �c �c. Îäíàêî  ýòè îêðóæíîñòè  â
òî÷íîñòè  ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè  ïÿòè  òî -
÷åê òðåóãîëüíèêà ABC, à îïèñàííàÿ  îêðóæ-
íîñòü  òðåóãîëüíèêà a b cM M M�c �c �c ÿâëÿåòñÿ îïè -
ñàííîé  îêðóæíîñòüþ  òðåóãîëüíèêà ABC. Óò-
âåðæäåíèå äîêàçàíî .

Â çàêëþ÷åíèå  àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ
áëàãîäàðíîñòü  À.È .Ïåðåãóäèíó  è Ï .À.Êî -
æåâíèêîâó  çà ïëîäîòâîðíîå  îáñóæäåíèå ìà -
òåðèàëîâ íàñòîÿùåé  ñòàòüè è öåííûå  çàìå÷à-
íèÿ  ïî  åå ñîäåðæàíèþ .
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Óñëîâèå (3),  î÷åâèäíî,  ýêâèâàëåíòíî  óñ-
ëîâèþ  íà  óãëû

( 3�c)  180a cM IM ABC�‘ � �q �� �‘ .
Ïîïðîáóåì  ïîëó÷èòü  óñëîâèÿ  íà  òðåóãîëü-

íèê,  ýêâèâàëåíòíûå  ïðèâåäåííûì,  íî  ñâÿ-
çàííûå  ñ òî÷êîé  Íàãåëÿ .

Ðàññìîòðåííàÿ  âûøå  ãîìîòåòèÿ  ïåðåâîäèò
òðåóãîëüíèê  ANC  â �' a cM IM . À ýòî çíà÷èò,
÷òî óñëîâèå ( 2)  ýêâèâàëåíòíî  óñëîâèþ

(4)  òî÷êà N ðàâíîóäàëåíà îò A è  C.
Äà,  îêàçûâàåòñÿ, èç ðàâåíñòâà NA = NC

ñîâåðøåííî  íå  ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê  ðàâ-
íîáåäðåííûé!  Íåîæèäàííî,  íî  êðàñèâî!

Óæå íåïëîõî . Ïîïðîáóåì  ïîðàáîòàòü  ñ
äðóãèìè  óñëîâèÿìè .

Âñå òà æå ãîìîòåòèÿ  ïîìîãàåò  ïåðåôîðìó -
ëèðîâàòü óñëîâèå ( 3�c)  êàê

(5)  180ANC ABC�‘ � �q �� �‘ .
Ðàññìîòðèì  òî÷êó N�c, ñèììåòðè÷íóþ  N

îòíîñèòåëüíî  AC, òàê ÷òî ANC AN C�c�‘ � �‘ .
Óñëîâèå ( 5)  ýêâèâàëåíòíî  òîìó,  ÷òî

180AN C ABC�c�‘ �� �‘ � �q , ò.å. òîìó,  ÷òî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê  ABCN �c âïèñàííûé,  èëè óñëî -
âèþ

( 5�c)  N�c ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà  ABC.

Êàê èçâåñòíî,  òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ  îðòî -
öåíòðó H  îòíîñèòåëüíî  ïðÿìîé,  ñîäåðæàùåé
ñòîðîíó  òðåóãîëüíèêà,  ëåæèò íà  îïèñàííîé
îêðóæíîñòè . Îòðàæåíèå  îòíîñèòåëüíî  AC
äàåò âîçìîæíîñòü  òåïåðü ïåðåôîðìóëèðî -
âàòü óñëîâèå ( 5�c)  êàê

( 5�c�c)  òî÷êè  A, C, N , H  ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè .

Çàìåòèì,  ÷òî èç óñëîâèÿ  ( 5�c)  ñëåäóåò (4),
çíà÷èò, AN CN�c �c� , ò.å. N�c – ñåðåäèíà äóãè.

Ïîëó÷àåòñÿ,  ÷òî ( 5�c)  ýêâèâàëåíòíî  ôîð -
ìàëüíî  áîëåå ñëàáîìó  ôàêòó

( 5�c�c�c) N�c ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè  AC (íå
ñîäåðæàùåé òî÷êè B) .

Âèäèì,  ÷òî â ðàçíîñòíîì  òðåóãîëüíèêå N�c
ëåæèò íà  áèññåêòðèñå óãëà B. Ýòîò ôàêò
ìîæíî  ïåðåôîðìóëèðîâàòü  â òàêîé çàíÿòíîé
ôîðìå . Ïóñòü  èìååòñÿ áèëüÿðä â ôîðìå
òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì  a + c = 2b.
Òîãäà áèëüÿðäíûé  øàð,  âûïóùåííûé  èç
âåðøèíû  B âäîëü  áèññåêòðèñû óãëà ABC,
ïîñëå  îòðàæåíèÿ  îòíîñèòåëüíî  áîðòà AC
ïðîéäåò  ÷åðåç òî÷êó Íàãåëÿ . Ïðåäëàãàåì
÷èòàòåëþ ïîäóìàòü,  âåðíî  ëè óòâåðæäåíèå,
îáðàòíîå  äàííîìó .

Ìîæíî  ïðîäîëæàòü  è ïîëó÷àòü  äðóãèå
óñëîâèÿ,  â òîì  ÷èñëå è íå  èñïîëüçóþùèå
òî÷êó N. Íàïðèìåð,  ïðè  ïîìîùè  èçîãîíàëü -
íîãî  ñîïðÿæåíèÿ  óñëîâèå ( 5�c�c)  ìîæíî  ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü  òàê.

Ïóñòü  S – öåíòð ãîìîòåòèè  ñ ïîëîæèòåëü -
íûì  êîýôôèöèåíòîì,  ïåðåâîäÿùåé  âïèñàí -
íóþ  îêðóæíîñòü  â îïèñàííóþ . Òîãäà óñëîâèå
( 5�c�c)  ýêâèâàëåíòíî  òîìó,  ÷òî òî÷êè  A, C, O,
S ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè  (ðèñ.2) .
Ñåêðåò çäåñü â òîì,  ÷òî O è H , à òàêæå S è
N – ïàðû  èçîãîíàëüíî  ñîïðÿæåííûõ  òî÷åê;
à êðîìå  òîãî,  åñëè òî÷êè A, C, X, Y  ëåæàò íà
îäíîé  îêðóæíîñòè,  òî  æå âåðíî  è äëÿ òî÷åê
A, C, 1X , 1Y , ãäå 1X  è 1Y  – òî÷êè,  èçîãî -
íàëüíî  ñîïðÿæåííûå  òî÷êàì  X è Y . (Äîêà -
æèòå ýòî!)

Íî  âåðíåìñÿ  ê óñëîâèþ  ( 5) . Ïðîäëèì
îòðåçêè AN  è CN  äî  íàãåëèàí  aAN  è aCN .
Óñëîâèå ( 5)  ïðèâîäèì  ê âèäó

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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180a c a cN NN N BN�‘ � �q �� �‘ . À ýòî ýêâèâà-

ëåíòíî  òîìó,  ÷òî
( 6)  òî÷êè  Â, aN , N , cN  ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè (ðèñ . 3).

Ïðîâåäåì  îêðóæíîñòü  aCNN  è íàéäåì
òî÷êó T åå ïåðåñå÷åíèÿ  ñ AC. Òîãäà

aNTA NN C�‘ � �‘ . Óñëîâèå ( 6)  ýêâèâàëåíò-
íî  ðàâåíñòâó

c a cNN B NN C NN B NTA�‘ � �‘ �œ �‘ � �‘ ,

ñëåäîâàòåëüíî,  òî÷êè , , ,cA N N T ëåæàò íà
îäíîé  îêðóæíîñòè . Èíûìè  ñëîâàìè,  ( 6)
ýêâèâàëåíòíî  òîìó,  ÷òî îêðóæíîñòè  aCNN  è

cANN  ïåðåñåêàþòñÿ íà  AC.
Â ðàçíîñòíîì  òðåóãîëüíèêå,  ñ ó÷åòîì  óñëî -

âèÿ (4),  ïîëó÷àåì

c aCN T NAC NCA AN T�‘ � �‘ � �‘ � �‘ .

Òîãäà òðåóãîëüíèêè  aATN  è cCTN  ðàâíî -
áåäðåííûå  è T – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèí-
íûõ  ïåðïåíäèêóëÿðîâ  ê íàãåëèàíàì  aAN  è

cCN . (Ïîäóìàéòå,  ñëåäóåò ëè èç òîãî,  ÷òî
ñåðåäèííûå  ïåðïåíäèêóëÿðû  ê íàãåëèàíàì

aAN  è cCN  ïåðåñåêàþòñÿ íà  AC, ÷òî òðå-
óãîëüíèê  ABC ðàçíîñòíûé .)

Ïðîäîëæàåì  ðàññóæäåíèÿ äëÿ ðàçíîñòíî -
ãî  òðåóãîëüíèêà ABC. Òðåóãîëüíèêè  aTCN
è cTN A  ðàâíû  (ïîëó÷àþòñÿ  îäèí  èç äðóãîãî
ïîâîðîòîì  âîêðóã òî÷êè T),  çíà÷èò, T ðàâíî -
óäàëåíà îò  ïðÿìûõ  AB è BC, ò.å. T ÿâëÿåòñÿ
îñíîâàíèåì  áèññåêòðèñû!

Â çàâåðøåíèå îáñóäèì  ñèòóàöèþ, êîãäà
îòðåçîê  BD äåëèò òðåóãîëüíèê  ABC íà  äâà
ðàçíîñòíûõ  òðåóãîëüíèêà ABD è CBD ñî
ñðåäíåé ñòîðîíîé  BD  (ðèñ.4) . Íåòðóäíî
ïîíÿòü  (ñäåëàéòå ýòî),  ÷òî â òàêîì  ñëó÷àå

Ðèñ. 3

BD îáÿçàíà  áûòü íàãåëèàíîé  bBN , è ïðè
ýòîì  2bBN p� , ò.å. íàãåëèàíà  ðàâíà ÷åò-
âåðòè ïåðèìåòðà . Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíå -
íî,  òî  òî÷êè Íàãåëÿ  1N  è 2N  òðåóãîëüíèêîâ
ABD è CBD ðàâíîóäàëåíû  îò  òî÷åê B è D ,
îòêóäà 1 2BD N N�A .

Çàäàäèìñÿ  âîïðîñîì  –  âåðíî  ëè îáðàòíîå?
Ñëåäóåò ëè èç óñëîâèÿ  1 2BD N N�A  òî,  ÷òî

2BD p� ? Îêàçûâàåòñÿ,  îòâåò íà  ýòîò âîï -
ðîñ  ïîëîæèòåëüíûé . Äîêàæåì  ýòî.

Âïèøåì  â òðåóãîëüíèêè  ABD è CBD îê -
ðóæíîñòè  ñ öåíòðàìè  1J  è 2J  è îòìåòèì
òî÷êè 1P , 1Q , 2Q , 2P  èõ êàñàíèÿ ñ îòðåçêà-
ìè  BA, AD , DC, CB ñîîòâåòñòâåííî . Òàêæå
îáîçíà÷èì  ÷åðåç 1K , 1L , 2L , 2K  ñåðåäèíû
îòðåçêîâ  BA, AD, DC, CB ñîîòâåòñòâåííî .

Äëÿ  òîãî  ÷òîáû  èìåëî  ìåñòî  1 2N N B D�A ,
íåîáõîäèìî  è äîñòàòî÷íî,  ÷òîáû

2 2 2 2
1 1 2 2N B N D N B N D�� � ��  (ïðîâåðüòå

ýòî) . Ðàññìàòðèâàÿ ãîìîòåòèþ,  óïîìÿíóòóþ
â äîêàçàòåëüñòâå óñëîâèÿ  (4),  ïîëó÷àåì,  ÷òî

1 1 12DN K J�  è 1 1 12BN L J� , 2 2 22DN K J�  è
2 2 22BN L J� . Îòñþäà

2 2 2 2
1 1 2 2N B N D N B N D�� � �� �œ

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2J L J K J L J K�œ �� � �� �œ

�� �� �� ��2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1J Q Q L J P PK�œ �� �� �� � 

�� �� �� ��2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2J Q Q L J P P K� �� �� �� �œ

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2Q L PK Q L P K�œ �� � �� �œ

�� �� �� ��2 2AB BD AD BD�œ �� �� �� � 

�� �� �� ��2 2CB B D CD BD� �� �� �� �œ

�� ��

2 2 2 2

2
AB BC C D AD

BD
AB BC C D AD

�� �� ��
�œ � 

�� �� ��
.

Ïîäñòàâèâ  AB = c , BC = a , AD = p – c ,

Ðèñ. 4



CD  = p – a , ïîëó÷àåì

�� �� �� ��
�� �� �� ���� ��

2 22 2

2 2

c a p a p c p
BD

c a p a p c

�� �� �� �� ��
� � 

�� �� �� �� ��
.

Íåòðóäíî  çàìåòèòü, ÷òî ïðîâåäåííûå  âûøå
ðàññóæäåíèÿ íå  èçìåíÿþòñÿ,  åñëè «âûðîæ -
äåííûé  ÷åòûðåõóãîëüíèê»  ABCD çàìåíèòü
íà  ëþáîé  äðóãîé ÷åòûðåõóãîëüíèê,  â êîòî -
ðîì  BA + AD = BC + CD (äëÿ  òàêèõ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ,  êàê è äëÿ îïèñàííûõ,  ñóùå-
ñòâóåò îêðóæíîñòü,  êàñàþùàÿñÿ âñåõ ïðÿ -
ìûõ,  ñîäåðæàùèõ  èõ ñòîðîíû) .

Çàâåðøàÿ íàø  ðàññêàç, îòìåòèì,  ÷òî åñòü
íåñêîëüêî  äðóãèõ èíòåðåñíûõ  ñâîéñòâ, ñâÿ-
çûâàþùèõ  òî÷êó Íàãåëÿ  ñ òðåóãîëüíèêàìè,
â êîòîðûõ  îòíîøåíèå  ñóììû  äëèí  äâóõ ñòî-
ðîí  ê äëèíå  òðåòüåé ñòîðîíû  ðàâíî  íåêîòî -
ðîìó  ôèêñèðîâàííîìó  ÷èñëó. Òðåóãîëüíè -
êè, äëÿ êîòîðûõ  ýòî îòíîøåíèå  ðàâíî  3,
õîðîøî  èññëåäîâàíû  è ïðî  íèõ  ìîæíî  ïðî -
÷èòàòü â ñòàòüå À.Çàñëàâñêîãî «Ïðèêëþ÷å -
íèÿ  îäíîé  çàäà÷è» â «Êâàíòå» ¹ 12 çà 2017
ãîä. × èòàòåëü ìîæåò  ñàìîñòîÿòåëüíî  ïîïðî -
áîâàòü èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òàêèõ êëàññîâ
òðåóãîëüíèêîâ  è ñâÿçàòü èõ ñ òî÷êîé  Íàãåëÿ .

Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å ñêèõ çàäà÷ . Î íè ðàññ÷èòà-
íû â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ó÷àùèõñÿ 7–9 êëàññîâ, íî ìû áóäåì ðàäû ó÷àñòèþ øêîëüíèêîâ
âñåõ âîçðàñòîâ . Êîíêóðñ ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ æóðíàëîì « Êâàíòèê» .

Âûñûëàéòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ñ êîòîðûìè ñïðàâèòåñü, ýëåê òðîííîé ïî÷òîé ïî àäðåñó:
savin .contest@gmail .com èëè îáû÷íîé ïî÷òîé ïî àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëå íèíñêèé ïðî-
ñïåêò, 64- À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé « Êîíêóðñ èìåíè À.Ï .Ñàâèíà») . Êðîìå èìåíè è ôàìèëèè
óêàæèòå ãîðîä, øêîëó è êëàññ, â êîòîðîì âû ó÷èòåñü,  à òàêæå îáðàòíûé ïî÷òîâûé àäðåñ .

Ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëü íûõ øêîëüíèêîâ, íî è êîìàíä
(â òàêîì ñëó÷àå ïðèñûëàåòñÿ îäíà ðàáîòà ñî ñïèñêîì ó÷àñòíèêîâ) . Ó÷àñòâîâàòü ìîæíî,
íà÷èíàÿ ñ ëþáîãî òóðà . Ïîáåäèòåëåé æäóò äèïëîìû æóðíàëà « Êâàíò» è ïðèçû . Çàäàíèÿ,
ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòû ïóáëèêóþòñÿ íà ñàéòå sites .google .com/view/savin-contest

Æåëàåì óñïåõà!

Ê Î Í Ê Ó Ð Ñ  È Ì Å Í È  À . Ï . Ñ À Â È Í À

1. Âàñÿ õî÷åò âûáðàòü ñðåäè ÷èñåë à) 1,
2, …, 50; á)  1, 2, …, 51 êàê ìîæíî  áîëüøå
÷èñåë òàê, ÷òîáû  ëþáûå  äâà ÷èñëà ðàçëè-
÷àëèñü õîòÿ  áû  íà  3. Ñêîëüêî  ñïîñîáîâ
ñäåëàòü ýòî åñòü ó Âàñè?

Ï.Êîæåâíèêîâ

2. Êâàíòèê  çàãàäàë öåëîå ÷èñëî  îò  0 äî
99, à Íîóòèê  åãî îòãàäûâàåò. × èñëî  ñ÷è-
òàåòñÿ îòãàäàííûì,  åñëè Íîóòèê  åãî íà -
çâàë. Çà õîä  Íîóòèê  íàçûâàåò ÷åòûðå
öåëûõ ÷èñëà îò  0 äî  99, îáëàäàþùèõ
îäíèì  èç äâóõ ñâîéñòâ: ëèáî  ïåðâûé  ðàç-
ðÿä ó âñåõ ÷èñåë ñîâïàäàåò, à âòîðûå
ðàçðÿäû ïîñëåäîâàòåëüíûå,  ëèáî  âòîðîé
ðàçðÿä ó âñåõ ÷èñåë ñîâïàäàåò, à ïåðâûå
ðàçðÿäû ïîñëåäîâàòåëüíûå  (ó  îäíîçíà÷ -
íûõ  ÷èñåë ïåðâûé  ðàçðÿä ñ÷èòàåì ðàâ-
íûì  0) . Íàïðèìåð,  íàáîðû  13, 14, 15, 16
è 3, 13, 23, 33 ïîäõîäÿò,  à íàáîð  18, 19,
20, 21 – íåò. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå  ÷èñ-

ëî  õîäîâ  Íîóòèê  ìîæåò  ãàðàíòèðîâàííî
îòãàäàòü ÷èñëî?

Þ.Ìàðêåëîâ, Ñ.Ìàðêåëîâ

3. Äàí  îòðåçîê  a è ïðàâèëüíûé  òðåóãîëü-
íèê  ñî  ñòîðîíîé  b. Ïîñòðîéòå  (öèðêóëåì  è
ëèíåéêîé)  âíóòðè  ýòîãî  òðåóãîëüíèêà ïðà -
âèëüíûé  òðåóãîëüíèê  ñî  ñòîðîíîé  a òàêîé,
÷òîáû  âåðøèíû  âíåøíåãî  òðåóãîëüíèêà
ëåæàëè íà  ïðîäîëæåíèÿõ  ñòîðîí  âíóòðåí -
íåãî .

Å.Áàêàåâ

4. Âåðíî  ëè, ÷òî ÷èñëà âèäà 1 x+ +
2017 2018 2019x x x+ + +  ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíû -

ìè  äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ  x > 1?
Â.Ðàñòîðãóåâ
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Âàðèàíòû ÅÃÝ ïî ôèçèêå 2019 ãîäà íå îòëè-
÷àëèñü ïî ñòðóêòóðå îò âàðèàíòîâ ïðåäûäóùå-
ãî ãîäà. Îíè ñîäåðæàëè 32 çàäàíèÿ, è ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñóììà ïåðâè÷íûõ áàëëîâ ñîñòàâëÿëà
52 áàëëà. Ïðè ýòîì 17 çàäàíèé (1–4, 8–10, 13–
15, 19, 20, 22, 23, 25–27) îöåíèâàëèñü ìàêñè-
ìóì â 1 áàëë, 10 çàäàíèé (5–7, 11, 12, 16-18, 21,
24) îöåíèâàëèñü ìàêñèìóì â 2 áàëëà, 5 çàäà-
íèé (28–32), òðåáóþùèå ðàçâåðíóòîãî ðåøå-
íèÿ, îöåíèâàëèñü ìàêñèìóì â 3 áàëëà êàæäîå.

Â 2020 ãîäó ñòðóêòóðà âàðèàíòîâ ïî ôèçèêå
íåìíîãî èçìåíèòñÿ. Çàäàíèé áóäåò òàêæå 32, íî
çàäàíèå 27 ïåðåéäåò èç ðàçðÿäà çàäàíèé ñ
êðàòêèì îòâåòîì â ðàçðÿä çàäàíèé ñ ðàçâåðíó-
òûì îòâåòîì è áóäåò îöåíèâàòüñÿ ìàêñèìóì â
3 áàëëà. Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà ïåðâè÷íûõ áàë-
ëîâ ñîñòàâèò 54 áàëëà. È åùå îäíî íîâøåñòâî:
çàäàíèå 24 (ïî àñòðîíîìèè) áóäåò ñîäåðæàòü
íåîïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ óò-
âåðæäåíèé – îò îäíîãî äî ïÿòè. Â îòâåòå íàäî
óêàçàòü íîìåðà âñåõ ïðàâèëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðèâåäåì îäèí èç âàðèàíòîâ îòêðûòîãî ñåã-
ìåíòà 2019 ãîäà.

Âàðèàíò 1

Èíñòðóêöèÿ ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû
ïî ôèçèêå îòâîäèòñÿ 3 ÷àñà 55 ìèíóò (235
ìèíóò). Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, âêëþ-
÷àþùèõ â ñåáÿ 32 çàäàíèÿ.

Â çàäàíèÿõ 1–4, 8–10, 14, 15, 20, 25–27
îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ
äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå
îòâåòà â òåêñòå ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî
ïðèâåäåííîìó íèæå îáðàçöó â áëàíê îòâåòîâ
¹1. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè-
÷èí ïèñàòü íå íóæíî.

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 5–7, 11, 12, 16–18, 21,
23 è 24 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõ
öèôð. Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå
ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó áåç ïðîáåëîâ, çàïÿòûõ è äðó-
ãèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ â áëàíê îòâå-
òîâ ¹1.

Îòâåòîì ê çàäàíèþ 13 ÿâëÿåòñÿ ñëîâî.
Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå ðàáî-
òû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó â áëàíê îòâåòîâ ¹1.

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 19 è 22 ÿâëÿþòñÿ äâà
÷èñëà. Îòâåò çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå
ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå ïî ïðèâåäåííîìó
íèæå îáðàçöó, íå ðàçäåëÿÿ ÷èñëà ïðîáåëîì,
â áëàíê îòâåòîâ ¹1.

Îòâåò ê çàäàíèÿì 28–32 âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåãî õîäà âûïîëíåíèÿ
çàäàíèÿ. Â áëàíêå îòâåòîâ ¹2 óêàæèòå íî-
ìåð çàäàíèÿ è çàïèøèòå åãî ïîëíîå ðåøåíèå.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü íåïðîãðàììèðóåìûé êàëüêóëÿòîð.

Âñå áëàíêè ÅÃÝ çàïîëíÿþòñÿ ÿðêèìè ÷åð-
íûìè ÷åðíèëàìè. Äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå ãåëåâîé èëè êàïèëëÿðíîé ðó÷êè.

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ ÷åðíîâèêîì. Çàïèñè â ÷åðíîâèêå, à
òàêæå â òåêñòå êîíòðîëüíûõ èçìåðèòåëü-
íûõ ìàòåðèàëîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè îöå-
íèâàíèè ðàáîòû.

Áàëëû, ïîëó÷åííûå Âàìè çà âûïîëíåííûå
çàäàíèÿ, ñóììèðóþòñÿ. Ïîñòàðàéòåñü âû-
ïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå çàäàíèé è íà-
áðàòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ïðîâåðüòå, ÷òî-
áû îòâåò íà êàæäîå çàäàíèå â áëàíêàõ îòâå-
òîâ ¹1 è ¹2 áûë çàïèñàí ïîä ïðàâèëüíûì
íîìåðîì.

Æåëàåì óñïåõà!

Íèæå ïðèâåäåíû ñïðàâî÷íûå äàííûå, êî-
òîðûå ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ Âàì ïðè âûïîëíå-
íèè ðàáîòû.

ÅÃÝ ïî ôèçèêå
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ÄÅÑßÒÈ×ÍÛÅ ÏÐÈÑÒÀÂÊÈ

ÊÎÍÑÒÀÍÒÛ

÷èñëî �S
�S = 3,14

óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà Çåìëå
210 ì ñg � 

ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ
11 2 26,7 10 Í ì êãG ��� �˜ �˜

óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ

�� ��8,31 Äæ ìîëü ÊR � �˜
ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà

231,38 10 Äæ Êk ��� �˜

ïîñòîÿííàÿ Àâîãàäðî
23 1

A 6 10 ìîëüN ��� �˜

ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå
83 10 ì ñc � �˜

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â çàêî-
íå Êóëîíà

9 2 2

0

1
9 10 Í ì Êë

4
k � � �˜ �˜

�S�H
ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà (ýëåìåíòàðíûé
ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä)

191,6 10  Ê ëe ��� �˜

ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
346,6 10  Äæ ñh ��� �˜ �˜

ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÌÅÆÄÓ ÐÀÇËÈ×ÍÛÌÈ
ÅÄÈÍÈÖÀÌÈ

òåìïåðàòóðà 0 Ê 273 C� �� �q

àòîìíàÿ åäèíèöà
ìàññû 271 à.å.ì. 1,66 1 0 êã��� �˜
1 àòîìíàÿ åäèíèöà
ìàññû ýêâèâàëåíòíà 931,5 ÌýÂ
1 ýëåêòðîíâîëüò 191 ýÂ 1,6 10 Äæ��� �˜
1 àñòðîíîìè÷åñêàÿ
åäèíèöà 1 à.å. �| 150 000 000 êì
1 ñâåòîâîé ãîä 151 ñâ. ãîä 9,46 10 ì�| �˜
1 ïàðñåê 1 ïê 3,26 ñâ. ãîäà�|

ÌÀÑÑÀ ×ÀÑÒÈÖ

ýëåêòðîíà 31 49,1 10  êã 5,5 10 à.å.ì.�� ���˜ �| �˜
ïðîòîíà 271,673 10  êã 1,007 à.å.ì.���˜ �|
íåéòðîíà 271,675 10  êã 1,008 à.å.ì.���˜ �|

ÀÑÒÐÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

ñðåäíèé ðàäèóñ Çåìëè 6370 êìR�† � 
ðàäèóñ Ñîëíöà 86,96 10 ìR � �˜e
òåìïåðàòóðà ïîâåðõíî-
ñòè Ñîëíöà 6000 ÊT � 

ÏËÎÒÍÎÑÒÜ

âîäû 31000 êã ì
äðåâåñèíû (ñîñíà) 3400 êã ì
êåðîñèíà 3800 êã ì
ïîäñîëíå÷íîãî ìàñëà 3900 êã ì
àëþìèíèÿ 32700 êã ì
æåëåçà 37800 êã ì
ðòóòè 313600 êã ì

ÓÄÅËÜÍÀß ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÜ

âîäû �� ��34,2 10 Äæ êã Ê�˜ �˜
ëüäà �� ��32,1 10 Äæ êã Ê�˜ �˜
æåëåçà �� ��460 Äæ êã Ê�˜
ñâèíöà �� ��130 Äæ êã Ê�˜
àëþìèíèÿ �� ��900 Äæ êã Ê�˜
ìåäè �� ��380 Äæ êã Ê�˜
÷óãóíà �� ��500 Äæ êã Ê�˜

ÓÄÅËÜÍÀß ÒÅÏËÎÒÀ

ïàðîîáðàçîâàíèÿ âîäû 62,3 10 Äæ êã�˜
ïëàâëåíèÿ ñâèíöà 42,5 10 Äæ êã�˜
ïëàâëåíèÿ ëüäà 53, 3 10 Äæ êã�˜

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß

äàâëåíèå – 510 Ïà, òåìïåðàòóðà – 0 C�q

ÌÎËßÐÍÀß ÌÀÑÑÀ

àçîòà 328 10 êã ìîëü���˜
àðãîíà 340 10 êã ìîëü���˜
âîäîðîäà 32 10 êã ìîëü���˜
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âîçäóõà 329 10 êã ìîëü���˜
âîäû 318 10 êã ìîëü���˜
ãåëèÿ 34 10 êã ìîëü���˜
êèñëîðîäà 332 10 êã ìîëü���˜
ëèòèÿ 36 10 êã ìîëü���˜
íåîíà 320 10 êã ìîëü���˜
óãëåêèñëîãî ãàçà 344 10 êã ìîëü���˜

×ÀÑÒÜ 1

Îòâåòàìè ê çàäàíèÿì 1–24 ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîâî, ÷èñëî èëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öèôð èëè ÷èñåë. Îòâåò
çàïèøèòå â ïîëå îòâåòà â òåêñòå
ðàáîòû, à çàòåì ïåðåíåñèòå â
ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅÒÎÂ ¹ 1 ñïðàâà îò
íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàíèÿ,
íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé êëåòî÷êè. Êàæäûé
ñèìâîë ïèøèòå â îòäåëüíîé êëåòî÷-
êå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè â
áëàíêå îáðàçöàìè. Åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïèñàòü íå
íóæíî.

1. Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè ñêîðîñòè v ïðÿìîëèíåéíî äâèæóùå-

ãîñÿ òåëà îò âðåìåíè t . Îïðåäåëèòå ïî ãðàôè-
êó ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì â èíòåðâàëå
âðåìåíè îò 0 äî 3 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

2. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè ìîäóëÿ ñèëû óïðóãîñòè F îò óäëè-
íåíèÿ ïðóæèíû x. Êàêîâà æåñòêîñòü ïðó-
æèíû?

3. Äâà òåëà äâèæóòñÿ ïî âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 3. Ìîäóëü èì-

ïóëüñà ïåðâîãî òåëà 1 8 êã ì ñp � �˜ , âòîðîãî
òåëà 2 6 êã ì ñp � �˜ . Êàêîâ ìîäóëü èìïóëüñà
ñèñòåìû ýòèõ òåë ïîñëå èõ àáñîëþòíî íåóï-
ðóãîãî óäàðà?

4. Ìàëü÷èê âçâåñèë ðûáó íà ñàìîäåëüíûõ
âåñàõ èç ëåãêîé óäî÷êè (ðèñ.4). Â êà÷åñòâå

ãèðè îí èñïîëüçîâàë áàòîí õëåáà ìàññîé
1 êã. Îïðåäåëèòå ìàññó ðûáû.

5.  Ó÷åíèê ïîìåùàë öèëèíäð îáúåìîì
310 ñìV � , íå óäåðæèâàÿ åãî, â ðàçëè÷íûå

æèäêîñòè, ïëîòíîñòè êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû
â òàáëèöå, è èçìåðÿë îáúåì ïîãðóæåííîé â

æèäêîñòü ÷àñòè öèëèíäðà ïîãðV . Ïî ðåçóëü-
òàòàì èçìåðåíèé áûëà ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü
îáúåìà ïîãðóæåííîé ÷àñòè öèëèíäðà ïîãðV
îò ïëîòíîñòè æèäêîñòè �U (ðèñ.5).

Âûáåðèòå äâà âåðíûõ óòâåðæäåíèÿ, ñîãëà-
ñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà
ðèñóíêå è â òàáëèöå.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 4

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3 Ðèñ. 5
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1) Â áåíçèíå è ñïèðòå ñèëà Àðõèìåäà,
äåéñòâóþùàÿ íà öèëèíäð, îäèíàêîâà.

2) Öèëèíäð òîíåò â ñïèðòå.
3) Íà öèëèíäð, ïëàâàþùèé â áðîìîôîð-

ìå, äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà îêîëî
35 ìÍ.

4) Öèëèíäð ïëàâàåò âî âñåõ æèäêîñòÿõ,
óêàçàííûõ â òàáëèöå.

5) Ïðè ïëàâàíèè öèëèíäðà â õëîðîôîðìå
è äèéîäìåòàíå ñèëà Àðõèìåäà, äåéñòâóþùàÿ
íà íåãî, îäèíàêîâà.

6. Ïîäâåøåííûé íà ïðóæèíå ãðóç ñîâåð-
øàåò âåðòèêàëüíûå ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñ-
êèå êîëåáàíèÿ. Ìàññó ãðóçà óâåëè÷èëè, îñ-
òàâèâ æåñòêîñòü ïðóæèíû è àìïëèòóäó êîëå-
áàíèé íåèçìåííûìè. Êàê ïðè ýòîì èçìåíè-
ëèñü ÷àñòîòà êîëåáàíèé ãðóçà è åãî ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòü?

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èëàñü;
2) óìåíüøèëàñü;
3) íå èçìåíèëàñü
Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû

äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

7. Ïîñëå óäàðà â ìîìåíò t = 0 øàéáà
íà÷èíàåò ñêîëüçèòü ââåðõ ïî ãëàäêîé íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ

0v , êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 6, è â
ìîìåíò 0t t�  âîç-
âðàùàåòñÿ â èñõîä-
íîå ïîëîæåíèå.
Ãðàôèêè À è Á
(ðèñ.7) îòîáðàæà-
þò èçìåíåíèå ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ äâè-
æåíèå øàéáû.

Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôèêà-
ìè è ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, èçìåíåíèå
êîòîðûõ ñî âðåìåíåì ýòè ãðàôèêè ìîãóò
îòîáðàæàòü.

Ê êàæäîé ïîçèöèè ïåðâîãî ñòîëáöà ïîäáå-
ðèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ èç âòîðîãî
ñòîëáöà è çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå

öèôðû ïîä ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè À
è Á.

ÃÐÀÔÈÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

1) êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ êE
2) ïðîåêöèÿ óñêî-
ðåíèÿ xa
3) êîîðäèíàòà õ
4) ïðîåêöèÿ ñêî-
ðîñòè yv

8. Ïðè óâåëè÷å-
íèè àáñîëþòíîé
òåìïåðàòóðû ñðåä-
íÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ õàîòè÷åñêîãî òåïëîâîãî äâèæåíèÿ
ìîëåêóë ãåëèÿ óâåëè÷èëàñü â 2 ðàçà. Êîíå÷-
íàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà ðàâíà 400  Ê. Êàêîâà
íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà?

9. Ðàáî÷åå òåëî òåïëîâîé ìàøèíû ñ ÊÏÄ
30% çà öèêë ðàáîòû îòäàåò õîëîäèëüíèêó
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ðàâíîå 70 Äæ. Êàêîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû çà öèêë ðàáî÷åå òåëî
ïîëó÷àåò îò íàãðåâàòåëÿ?

10. Òåìïåðàòóðà ìåäíîé äåòàëè ñíèçèëàñü
c 80 äî 40 C�q . Ìàññà äåòàëè ðàâíà 0,4 êã.
Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû îòäàëà äåòàëü ïðè
îñòûâàíèè?

11. Â ñîñóäå ïîä ïîðøíåì ïðè êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðå äîëãîå âðåìÿ íàõîäÿòñÿ âîäà è
âîäÿíîé ïàð. Ìàññà âîäû ðàâíà ìàññå ïàðà.
Îáúåì ñîñóäà ìåäëåííî èçîòåðìè÷åñêè óâå-
ëè÷èâàþò â 3 ðàçà.

Âûáåðèòå äâà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå âåð-
íî îòðàæàþò ðåçóëüòàòû ýòîãî îïûòà.

1) Ïëîòíîñòü ïàðà â íà÷àëå è êîíöå îïûòà
îäèíàêîâà.

2) Äàâëåíèå ïàðà ñíà÷àëà áûëî ïîñòîÿí-
íûì, à çàòåì ñòàëî óìåíüøàòüñÿ.

3) Êîíöåíòðàöèÿ ïàðà â ñîñóäå â íà÷àëå
îïûòà áîëüøå, ÷åì â êîíöå îïûòà.

4) Â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè äàâëåíèå ïàðà â
ñîñóäå â 3 ðàçà ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî.

5) Ìàññà ïàðà â ñîñóäå íå èçìåíÿåòñÿ.
12. Íà ðèñóíêàõ À è Á (ðèñ.8) ïðèâåäåíû

ãðàôèêè äâóõ ïðîöåññîâ 1–2 è 3–4, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîâåðøàåò 1 ìîëü ðàçðåæåííîãî
àðãîíà. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû â êîîðäèíàòàõ
p–T è V –T, ãäå p – äàâëåíèå, V  – îáúåì è T
– àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà.

Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôèêà-
ìè è óòâåðæäåíèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè
èçîáðàæåííûå íà ãðàôèêàõ ïðîöåññû.

Ðèñ. 7

Ðèñ. 6
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Ê êàæäîé ïîçèöèè ïåðâîãî ñòîëáöà ïîäáå-
ðèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ èç âòîðîãî
ñòîëáöà è çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå
öèôðû ïîä ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè À è
Á.

ÃÐÀÔÈÊÈ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

1) Ãàç ïîëó÷àåò êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, ïðè
ýòîì åãî âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåò-
ñÿ.
2) Ãàç îòäàåò êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû, ïðè
ýòîì åãî âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ.
3) Ãàç ïîëó÷àåò êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû è ñî-
âåðøàåò ïîëîæèòåëü-
íóþ ðàáîòó.
4) Íàä ãàçîì ñîâåð-
øàþò ïîëîæèòåëü-
íóþ ðàáîòó, ïðè ýòîì
ãàç îòäàåò òåïëî.

13. Ïðîòîí p âëåòåë â çàçîð ìåæäó ïîëþ-
ñàìè ìàãíèòà ñî ñêîðîñòüþ v

r
, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé âåêòîðó èí-
äóêöèè B

ur
 ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ (ðèñ.9;
çíà÷êîì �… ïîêàçà-
íî íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ïðîòîíà).

Êóäà íàïðàâëåíà îòíîñèòåëüíî ðèñóíêà
( âïðàâî, âëåâî, ââåðõ, âíèç, ê íàáëþ-
äàòåëþ, îò íàáëþäàòåëÿ ) äåéñòâóþ-
ùàÿ íà ïðîòîí ñèëà Ëîðåíöà F

ur
? Îòâåò

çàïèøèòå  ñëîâîì  ( ñëîâàìè ).
14. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷å÷íûìè

çàðÿäàìè óâåëè÷èëè â 3 ðàçà è êàæäûé èç
çàðÿäîâ óìåíüøèëè â 3 ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç
óìåíüøèëñÿ ìîäóëü ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó íèìè?

15. Êàêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì
òî÷êè S (ðèñ.10), ñîçäàâàåìûì òîíêîé ñîáè-
ðàþùåé ëèíçîé ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F?

16. Ïî ãëàäêèì ïàðàëëåëüíûì ðåëüñàì,
çàìêíóòûì íà ðåçèñòîð, ïåðåìåùàþò ëåãêèé

òîíêèé ïðîâîäíèê. Ðåëüñû, ðåçèñòîð è ïðî-
âîäíèê îáðàçóþò êîíòóð, êîòîðûé íàõîäèò-
ñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 11, à. Ïðè äâèæåíèè ïðîâîä-
íèêà ïëîùàäü êîíòóðà èçìåíÿåòñÿ òàê, êàê
óêàçàíî íà ðèñóíêå 11, á.

Âûáåðèòå äâà âåðíûõ óòâåðæäåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðèâåäåííûì äàííûì è îïèñà-
íèþ îïûòà.

1) Ïîñêîëüêó ðåëüñû ãëàäêèå, äëÿ ïåðåìå-
ùåíèÿ ïðîâîäíèêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ñèëó ïðèêëàäûâàòü íå íàäî.

2) Ìàêñèìàëüíàÿ ÝÄÑ íàâîäèòñÿ â êîíòó-
ðå â èíòåðâàëå îò 10 äî 30 ñ.

3) Ñèëà, ïðèêëàäûâàåìàÿ ê ïðîâîäíèêó
äëÿ åãî ïåðåìåùåíèÿ, ìàêñèìàëüíà â èíòåð-
âàëå âðåìåíè îò 30 äî 40 ñ.

4) Â òå÷åíèå ïåðâûõ 15 ñ òîê òå÷åò ÷åðåç
ðåçèñòîð íåïðåðûâíî.

5) Â èíòåðâàëå âðåìåíè îò 15 äî 25 ñ ÷åðåç
ðåçèñòîð òå÷åò òîê.

17. Ðåçèñòîð 1R  è ðåîñòàò 2R  ïîäêëþ÷åíû
ïîñëåäîâàòåëüíî ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ U
(ðèñ.12). Êàê èç-
ìåíÿòñÿ ñèëà òîêà
â öåïè è ìîùíîñòü,
âûäåëÿþùàÿñÿ íà
ðåçèñòîðå 1R , åñëè
ïîëçóíîê ðåîñòàòà
ïåðåìåñòèòü äî
êîíöà ââåðõ? Ñ÷è-
òàéòå, ÷òî íàïðÿæåíèå íà âûâîäàõ èñòî÷íèêà
îñòàåòñÿ ïðè ýòîì ïðåæíèì.

Äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èòñÿ;
2) óìåíüøèòñÿ;
3) íå èçìåíèòñÿ.
Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû

äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

18. Êîíäåíñàòîð êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà
äëèòåëüíîå âðåìÿ ïîäêëþ÷åí ê èñòî÷íèêó

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ
(ðèñ.13). Â ìîìåíò t = 0
ïåðåêëþ÷àòåëü K  ïåðåâî-
äÿò èç ïîëîæåíèÿ 1 â
ïîëîæåíèå 2. Ãðàôèêè À
è Á (ðèñ.14) îòîáðàæàþò
èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ êîëåáàíèÿ â êîíòóðå
ïîñëå ýòîãî ( T – ïåðèîä
êîëåáàíèé).

Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôèêà-
ìè è ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, çàâèñèìîñòè
êîòîðûõ îò âðåìåíè ýòè ãðàôèêè ìîãóò îòî-
áðàæàòü.

Ê êàæäîé ïîçèöèè ïåðâîãî ñòîëáöà ïîäáå-
ðèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ èç âòîðîãî
ñòîëáöà è çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå
öèôðû ïîä ñîîòâåòñòâóþùèìè áóêâàìè À è
Á.

ÃÐÀÔÈÊÈ                  ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

1) ñèëà òîêà â êà-
òóøêå
2) çàðÿä ëåâîé îá-
êëàäêè êîíäåíñàòî-
ðà
3) ýíåðãèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ êîí-
äåíñàòîðà
4) çàðÿä ïðàâîé îá-
êëàäêè êîíäåíñàòî-
ðà

19. ßäðî 195
76Os  îñìèÿ èñïûòûâàåò ýëåêò-

ðîííûé �E-ðàñïàä, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ ÿäðî
ýëåìåíòà XA

Z . Êàêîâû çàðÿä Z (â åäèíèöàõ
ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà) è ìàññîâîå ÷èñëî A
îáðàçîâàâøåãîñÿ ÿäðà X?

Â áëàíê îòâåòîâ ¹ 1 ïåðåíåñèòå
òîëüêî ÷èñëà, íå ðàçäåëÿÿ èõ ïðîáå-
ëîì èëè äðóãèì çíàêîì.

20. Êàêàÿ äîëÿ îò èñõîäíîãî áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ðàäèîàêòèâíûõ ÿäåð ðàñïàäåòñÿ
çà èíòåðâàë âðåìåíè, ðàâíûé äâóì ïåðèîäàì
ïîëóðàñïàäà?

21. Íà óñòàíîâêå, ïðåäñòàâëåííîé íà ôî-
òîãðàôèè (ðèñ.15; à – îáùèé âèä, á –

ôîòîýëåìåíò), èññëåäîâàëè çàâèñèìîñòü êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ôîòîýëåêòðîíîâ îò ÷àñ-
òîòû ïàäàþùåãî ñâåòà. Äëÿ ýòîãî â ïðîðåçü
îñâåòèòåëÿ ïîìåùàëè ðàçëè÷íûå ñâåòîôèëü-
òðû è èçìåðÿëè çàïèðàþùåå íàïðÿæåíèå. Â
ïåðâîé ñåðèè îïûòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ñâåòî-
ôèëüòð, ïðîïóñêàþùèé òîëüêî êðàñíûé ñâåò,
à âî âòîðîé – ïðîïóñêàþùèé òîëüêî æåëòûé
ñâåò.

Êàê èçìåíÿþòñÿ ìîäóëü çàïèðàþùåãî íà-
ïðÿæåíèÿ è ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ ôîòîýëåêòðîíîâ ïðè ïåðåõîäå îò ïåðâîé
ñåðèè îïûòîâ êî âòîðîé? Äëÿ êàæäîé âåëè-
÷èíû îïðåäåëèòå ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð
èçìåíåíèÿ:

1) óâåëè÷èâàåòñÿ;
2) óìåíüøàåòñÿ;
3) íå èçìåíÿåòñÿ.
Çàïèøèòå â òàáëèöó âûáðàííûå öèôðû

äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû. Öèôðû â
îòâåòå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.

22. Îïðåäåëèòå ïîêàçàíèÿ äèíàìîìåòðà
(ðèñ.16), åñëè ïîãðåøíîñòü ïðÿìîãî èçìåðå-

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15
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íèÿ ñèëû ðàâíà
öåíå äåëåíèÿ äèíà-
ìîìåòðà. Äèíàìî-
ìåòð ïðîãðàäóèðî-
âàí â íüþòîíàõ.

Â áëàíê îòâå-
òîâ ¹ 1 ïåðåíå-
ñèòå òîëüêî
÷èñëà, íå ðàçäå-
ëÿÿ èõ ïðîáåëîì
èëè äðóãèì çíà-
êîì.

23. Ó÷åíèêó íóæ-
íî îáíàðóæèòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â êîëåáà-
òåëüíîì êîíòóðå îò åìêîñòè êîíäåíñàòîðà.
Êàêèå äâà êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðà (ðèñ.17)

îí äîëæåí âûáðàòü äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîãî
èññëåäîâàíèÿ?

Çàïèøèòå â îòâåòå íîìåðà âûáðàííûõ êî-
ëåáàòåëüíûõ êîíòóðîâ.

24. Ðàññìîòðèòå òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ
ñâåäåíèÿ î ÿðêèõ çâåçäàõ.

Âûáåðèòå äâà âåðíûõ óòâåðæäåíèÿ, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòèêàì çâåçä.

1) Çâåçäà Ðèãåëü ÿâëÿåòñÿ ñâåðõãèãàíòîì.
2) Çâåçäà Àëüäåáàðàí ÿâëÿåòñÿ êðàñíûì

ãèãàíòîì.
3) Òàê êàê çâåçäû Àíòàðåñ À è àí-Íèÿò

èìåþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ìàññû, îíè
îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ñïåêòðàëüíîìó êëàññó.

4) Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè çâåçäû Áå-
òåëüãåéçå âûøå, ÷åì òåìïåðàòóðà ïîâåðõíî-
ñòè Ñîëíöà.

5) Òàê êàê çâåçäû Ðèãåëü è Áåòåëüãåéçå
îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ñîçâåçäèþ, îíè íàõîäÿò-
ñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè.

×ÀÑÒÜ 2

Îòâåòîì ê çàäàíèÿì 25–27 ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî çàïèøèòå â
ïîëå îòâåòà â òåêñòå ðàáîòû, à
çàòåì ïåðåíåñèòå â ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅ-
ÒÎÂ ¹ 1 ñïðàâà îò íîìåðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî çàäàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ïåð-
âîé êëåòî÷êè. Êàæäûé ñèìâîë ïèøè-
òå â îòäåëüíîé êëåòî÷êå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè â áëàíêå îá-
ðàçöàìè. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí ïèñàòü íå íóæíî.

25. Êàêîé ïóòü ïðîéäåò òåëî çà 2 ñ, äâèãà-
ÿñü ïî ïðÿìîé â îäíîì íàïðàâëåíèè, åñëè åãî
ñêîðîñòü çà ýòî âðåìÿ óìåíüøàåòñÿ â 3 ðàçà?
Ìîäóëü óñêîðåíèÿ òåëà ðàâåí 25 ì ñ .

26. Ïðè èçîõîðíîì íàãðåâàíèè èäåàëüíîãî
ãàçà íà 300  Ê åãî äàâëåíèå óäâîèëîñü. Êàêî-
âà áûëà ïåðâîíà÷àëüíàÿ àáñîëþòíàÿ òåìïå-
ðàòóðà ãàçà?

Ðèñ. 17

Ðèñ. 16
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27. Äâå ÷àñòèöû ñ îòíîøåíèåì çàðÿäîâ
2

1

1
8

q
q

�  äâèæóòñÿ â îäíîðîäíûõ ìàãíèòíûõ

ïîëÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èõ ñêîðîñòÿì:
ïåðâàÿ – â ïîëå ñ èíäóêöèåé 1B ; âòîðàÿ – â
ïîëå ñ èíäóêöèåé 2B . Íàéäèòå îòíîøåíèå

ðàäèóñîâ òðàåêòîðèé ÷àñòèö 2

1

R
R

, åñëè èõ

èìïóëüñû îäèíàêîâû, à îòíîøåíèå ìîäóëåé

èíäóêöèè 2

1

2
B
B

� .

Íå çàáóäüòå ïåðåíåñòè âñå îòâå-
òû â áëàíê îòâåòîâ ¹ 1 â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ èíñòðóêöèåé ïî âûïîëíåíèþ
ðàáîòû. Ïðîâåðüòå, ÷òîáû êàæäûé
îòâåò áûë çàïèñàí â ñòðîêå ñ íîìå-
ðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäàíèÿ.

Äëÿ çàïèñè îòâåòîâ íà çàäàíèÿ 28–
32 èñïîëüçóéòå ÁËÀÍÊ ÎÒÂÅÒÎÂ
¹ 2. Çàïèøèòå ñíà÷àëà íîìåð çàäà-
íèÿ (28, 29 è ò. ä.), à çàòåì ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Îòâåòû
çàïèñûâàéòå ÷åòêî è ðàçáîð÷èâî.

28. Â ñîñóä íàëèâàþò âîäó ïðè êîìíàò-
íîé òåìïåðàòóðå. Â âîäó ïîãðóæàþò íàãðå-

âàòåëüíûå ýëåìåí-
òû ñ ñîïðîòèâëå-
íèÿìè 1R  è 2R ,
ïîäêëþ÷åííûå ê
èñòî÷íèêó ïîñòî-
ÿííîãî íàïðÿæå-
íèÿ òàê, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóí-
êå 18,à. Îñòàâèâ
êëþ÷ â ïîëîæå-
íèè 1, äîâîäÿò
âîäó äî êèïåíèÿ.
Çàòåì êèïÿòîê
âûëèâàþò, ñîñóä
îõëàæäàþò äî
êîìíàòíîé òåìïå-
ðàòóðû, âíîâü íà-
ïîëíÿþò òàêèì æå
êîëè÷åñòâîì âîäû
ïðè êîìíàòíîé

òåìïåðàòóðå è, ïîâåðíóâ êëþ÷ Ê â ïîëîæå-
íèå 2 (ðèñ.18, á), ïîâòîðÿþò îïûò. Íàïðÿ-
æåíèå èñòî÷íèêà â îïûòàõ îäèíàêîâî. Îïè-
ðàÿñü íà çàêîíû ýëåêòðîäèíàìèêè è ìîëå-
êóëÿðíîé ôèçèêè, îáúÿñíèòå, â êàêîì èç
ïðèâåäåííûõ îïûòîâ âîäà çàêèïèò áûñò-
ðåå.

Ïîëíîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå êàæ-
äîé èç çàäà÷ 29–32 äîëæíî ñîäåð-
æàòü çàêîíû è ôîðìóëû, ïðèìåíåíèå
êîòîðûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðàñ÷å-
òû ñ ÷èñëåííûì îòâåòîì è ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ðèñóíîê, ïîÿñíÿþùèé ðå-
øåíèå.

29. Íåáîëüøîé áðóñîê ìàññîé m = 100 ã,
ñêîëüçÿùèé ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè, àáñîëþòíî íåóïðóãî ñòàëêèâàåò-
ñÿ ñ íåïîäâèæíûì òåëîì ìàññîé Ì  = 2 m.
Ïðè äàëüíåéøåì ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè
òåëà íàëåòàþò íà íåäåôîðìèðîâàííóþ ïðó-
æèíó, îäíèì êîíöîì ïðèêðåïëåííóþ ê ñòåíå
(ðèñ.19). ×åðåç êàêîå âðåìÿ t  ïîñëå àáñîëþò-

íî íåóïðóãîãî óäàðà áðóñêè âåðíóòñÿ â òî÷êó
ñòîëêíîâåíèÿ? Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ áðóñêà
äî ñòîëêíîâåíèÿ 2 ì ñv � , æåñòêîñòü ïðó-
æèíû 30 Í ìk � , à ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
ñòîëêíîâåíèÿ äî ïðóæèíû L  = 10 ñì.

30. Äâà îäèíàêîâûõ òåïëîèçîëèðîâàííûõ
ñîñóäà ñîåäèíåíû êîðîòêîé òðóáêîé ñ êðà-
íîì. Â ïåðâîì ñîñóäå íàõîäèòñÿ 1 2�Q �  ìîëü
ãåëèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 1 400T �   Ê, âî âòî-
ðîì – 2 3�Q �  ìîëü àðãîíà ïðè òåìïåðàòóðå

2 300T �   Ê. Êðàí îòêðûâàþò. Â óñòàíîâèâ-
øåìñÿ ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè äàâëåíèå â
ñîñóäàõ ñòàíîâèòñÿ ð = 5,4 êÏà. Îïðåäåëèòå
îáúåì V  îäíîãî ñîñóäà. Îáúåìîì òðóáêè
ïðåíåáðå÷ü.

31. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ïîêàçàííîé íà
ðèñóíêå 20, r  = 1 Îì, 1R  = 4 Îì,

2R  = 7 Îì, C = 0,2 ìêÔ, êëþ÷ K  äëè-

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19

Ðèñ. 20
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òåëüíîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1. Çà
äëèòåëüíîå âðåìÿ ïîñëå ïåðåâîäà êëþ÷à â
ïîëîæåíèå 2 èçìåíåíèå çàðÿäà íà ïðàâîé
îáêëàäêå êîíäåíñàòîðà 0,55q�' � ��  ìê Êë.
Íàéäèòå ÝÄÑ èñòî÷íèêà E.

32. Íà ïëîñêóþ öèíêîâóþ ïëàñòèíêó ( âûõA =
= 3,75 ýÂ) ïàäàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷å-
íèå ñ äëèíîé âîëíû 0,3 ìêì. Êàêîâà íàïðÿ-
æåííîñòü çàäåðæèâàþùåãî îäíîðîäíîãî ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåêòîð íàïðÿæåííîñòè êî-

òîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëàñòèíêå, åñëè
ôîòîýëåêòðîí ìîæåò óäàëèòüñÿ îò ïîâåðõíî-
ñòè ïëàñòèíêè íà ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
d = 2,5 ìì?

Ï ðîâåðüòå,  ÷òîáû  êàæäû é îòâåò áûë  çà-
ïèñàí  ðÿäîì  ñ íîìåðîì  ñîîòâåòñòâóþ ù åãî
çàäàíèÿ.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ì.Äåìèäîâà, À.×åðíîóöàí

Ô È Ç È Ê À

Ïðîô èëüíûé ýêçàì åí

Â 2019 ãîäó ïðîôèëüíûé ýêçàìåí (äîïîëíè-
òåëüíîå âñòóïèòåëüíîå èñïûòàíèå) ïî ôèçèêå
â ÌÃÓ è åãî Ñåâàñòîïîëüñêîì ôèëèàëå ïðîâî-
äèëñÿ â ïèñüìåííîé ôîðìå. Òèïîâîå çàäàíèå
äëÿ àáèòóðèåíòà îõâàòûâàëî âñå îñíîâíûå
ðàçäåëû ïðîãðàììû ïî ôèçèêå äëÿ ïîñòóïàþ-
ùèõ â ÌÃÓ: 1) ìåõàíèêó, 2) ìîëåêóëÿðíóþ
ôèçèêó è òåðìîäèíàìèêó, 3) ýëåêòðîäèíàìè-
êó è 4) îïòèêó. Ïî êàæäîìó ðàçäåëó ïðîãðàì-
ìû àáèòóðèåíòó ïðåäëàãàëèñü êðàòêèé âîïðîñ
ïî òåîðèè è äîïîëíÿþùàÿ åãî çàäà÷à. Íà
âûïîëíåíèå âñåãî çàäàíèÿ îòâîäèëîñü ÷åòûðå
àñòðîíîìè÷åñêèõ ÷àñà.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû çàäàíèé ïðî-
ôèëüíîãî ýêçàìåíà 2019 ãîäà.

ÌÅÕÀÍÈÊÀ

1. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëÿ çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè òî÷êè, ñî-
âåðøàþùåé ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîïåðåìåí-
íîå äâèæåíèå.

Çàäà÷à. Äâà îäèíàêîâûõ ãðóçà ìàññîé
M  = 1 êã êàæäûé ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé
ëåãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ, ïåðåáðîøåí-
íîé ÷åðåç íåâåñîìûé áëîê, ïðè÷åì ïðàâûé
ãðóç íàõîäèòñÿ âûøå ëåâîãî (ðèñ.1). Íà
ïðàâûé ãðóç îñòîðîæíî ïîëîæèëè ïåðåãðó-
çîê â âèäå äèñêà ñ ïðîðåçüþ, âûñòóïàþùåãî
çà êðàÿ ãðóçà, ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà ãðóçîâ
ïðèøëà â äâèæåíèå. Ïåðåìåñòèâøèñü âíèç
íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå, ïðàâûé ãðóç âñòðå-

òèë îãðàíè÷èòåëü â âèäå
ãîðèçîíòàëüíî çàêðåïëåí-
íîãî êîëüöà, ñêâîçü êîòî-
ðîå ãðóç ïðîøåë áåñïðå-
ïÿòñòâåííî, à ïåðåãðóçîê
áûë óäåðæàí êîëüöîì. Íà
êàêóþ âåëè÷èíó T�'  èç-
ìåíèòñÿ ñèëà íàòÿæåíèÿ
íèòè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
ïðàâûì ãðóçîì êîëüöà îã-
ðàíè÷èòåëÿ, åñëè ìàññà
ïåðåãðóçêà m = 250 ã?
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì

210 ì ñg � .
2. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Ïîÿñíèòå ñìûñë âõîäÿùèõ â ýòîò
çàêîí âåëè÷èí.

Çàäà÷à. Íà êðàþ ñòîëà ëåæèò øàéáà 1
ðàäèóñà R = 10 ñì, òàêàÿ æå øàéáà 2 íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè s = 15 ñì îò ïåðâîé
øàéáû (ðèñ.2). Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñêî-

ðîñòü 0v  íàäî óäàðîì ñîîáùèòü âòîðîé øàé-
áå â íàïðàâëåíèè ïåðâîé, ÷òîáû òà óïàëà ñî
ñòîëà? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ øàéá î ïîâåðõ-
íîñòü ñòîëà �P = 0,2. Ñîóäàðåíèå øàéá ñ÷è-

Ì îñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè

Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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òàéòå öåíòðàëüíûì è àáñîëþòíî óïðóãèì.
Öåíòðû øàéá ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ïåð-
ïåíäèêóëÿðå ê êðàþ ñòîëà. Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèìèòå ðàâíûì

210 ì ñg � .

ÌÎËÅÊÓËßÐÍÀß ÔÈÇÈÊÀ È ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêîé òåîðèè. Êàêîâû
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ìàññà è ðàçìåðû ìîëå-
êóë?

Çàäà÷à. Â äâà îäèíàêîâûõ öèëèíäðè÷åñ-
êèõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà, ãåðìåòè÷íî çàê-
ðûòûõ êðûøêàìè, íàëèòà æèäêîñòü ïëîòíî-
ñòüþ 3 310 êã ì�U �  (ðèñ.3). Ñâåðõó íàä

æèäêîñòüþ íàõî-
äèòñÿ èäåàëüíûé
ãàç. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó óðîâíåì
æèäêîñòè è
êðûøêàìè ñîñó-
äîâ h = 50 ñì. Â
íà÷àëüíîì ñîñòî-
ÿíèè òåìïåðàòó-
ðà è äàâëåíèå

ãàçà â îáîèõ ñîñóäàõ áûëè îäèíàêîâûìè è
ðàâíûìè 0T  = 300  Ê è 3

0 10p � Ïà ñîîò-
âåòñòâåííî. Îïðåäåëèòå, äî êàêîé òåìïåðà-
òóðû Ò íàäî íàãðåòü ãàç â ïðàâîì ñîñóäå,
÷òîáû â ëåâîì ñîñóäå æèäêîñòü ïîäíÿëàñü íà
âûñîòó h�'  = 1 ñì, åñëè òåìïåðàòóðó ãàçà â
ëåâîì ñîñóäå ïîääåðæèâàòü ðàâíîé 0T . Äàâ-
ëåíèåì ïàðîâ æèäêîñòè, òåïëîâûì ðàñøèðå-
íèåì æèäêîñòè è ñîñóäîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ÷èòàéòå ðàâ-
íûì 210 ì ñg � .

2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Óêàæèòå ñïîñîáû èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé
ýíåðãèè.

Çàäà÷à. Íàä íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì èäå-
àëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà îñóùåñòâëÿþò
ïðîöåññ, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 4, ãäå
ó÷àñòîê 1–2 – àäèàáàòíîå ðàñøèðåíèå. Íàé-

äèòå îòíîøåíèå �K ðàáîòû, ñîâåðøåííîé
ãàçîì, ê êîëè÷åñòâó òåïëîòû, ïîëó÷åííîìó
ãàçîì îò íàãðåâàòåëÿ.

ÝËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Çàïèøèòå ôîðìóëó, ñâÿ-
çûâàþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ñ íàïðÿ-
æåííîñòüþ îäíîðîäíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-
ãî ïîëÿ.

Çàäà÷à. Òðè îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ øàðè-
êà ìàññîé m = 10 ã êàæäûé, íåñóùèå çàðÿ-
äû 810q ���   Êë, ñâÿçàíû òðåìÿ íåïðîâîäÿ-
ùèìè íèòÿìè äëèíîé l  = 5 ñì êàæäàÿ è
ðàñïîëàãàþòñÿ íà
ãëàäêîì íåïðîâî-
äÿùåì ãîðèçîí-
òàëüíîì ñòîëå,
îáðàçóÿ ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê
(ðèñ.5). Íèòü, ñî-
åäèíÿþùóþ øà-
ðèêè 1 è 2, ïåðå-
ðåçàþò, è øàðèêè
ïðèõîäÿò â äâèæåíèå. Ïðåíåáðåãàÿ ïîëÿðè-
çàöèåé ïîâåðõíîñòè ñòîëà, íàéäèòå ìàêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü 3v  øàðèêà 3. Ýëåêòðè÷åñ-
êàÿ ïîñòîÿííàÿ 12

0 8,85 10 Ô ì���H � �˜ .
2. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíà è íàïðàâëå-

íèå âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè?
Çàäà÷à. Äåðåâÿííûé öèëèíäð ìàññîé

m = 25 ã è äëèíîé l  = 10 ñì ëåæèò íà
íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ ãîðè-
çîíòîì óãîë 30�D � �q, òàê, ÷òî îñü öèëèíäðà
ãîðèçîíòàëüíà (ðèñ.6). Öèëèíäð ïëîòíî (áåç

çàçîðà) îõâàòûâàåò çàêðåïëåííàÿ íà íåì
òîíêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïðîâîëî÷íàÿ ðàìêà,
ïëîñêîñòü êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç îñü öè-
ëèíäðà. Âñÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé B = 1 Òë,
âåêòîð êîòîðîé íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî. Êà-
êîé ìèíèìàëüíûé òîê minI  íóæíî ïðîïóñ-

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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òèòü ïî ðàìêå, ÷òîáû öèëèíäð íå ñêàòûâàëñÿ
ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè? Òðåíèå ìåæäó
öèëèíäðîì è íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ äîñòà-
òî÷íî âåëèêî äëÿ òîãî, ÷òîáû öèëèíäð íå
ñêîëüçèë. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ïðèìèòå ðàâíûì 210 ì ñg � .

ÎÏÒÈÊÀ

1. Êàêèå ëèíçû íàçûâàþòñÿ òîíêèìè?
Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ è
îïòè÷åñêîé ñèëû òîíêîé ëèíçû.

Çàäà÷à. Ïðåäìåò âûñîòîé h = 2 ñì ðàñïî-
ëîæåí íà ðàññòîÿíèè à = 20 ñì îò ïëîñêî-
âûïóêëîé òîíêîé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòî-
ÿíèåì F = 16 ñì ïåðïåíäèêóëÿðíî åå ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè. Âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü
ëèíçû îáðàùåíà ê ïðåäìåòó. Îïðåäåëèòå
âûñîòó H èçîáðàæåíèÿ ïðåäìåòà, äàâàåìîãî
ýòîé ëèíçîé ïîñëå òîãî, êàê åå ïëîñêóþ
ïîâåðõíîñòü ïîñåðåáðÿò.

2. Ïîñòðîéòå õîä ñâåòîâûõ ëó÷åé â ïðèçìå.
×òî òàêîå ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå?

Çàäà÷à. Ïåðåä ïëîñêèì çåðêàëîì, ðàñïî-
ëîæåííûì âåðòèêàëüíî, ñòîèò ãîðÿùàÿ ñâå-

÷à, èçîáðàæåíèå ïëàìåíè êîòîðîé ðàññìàò-
ðèâàþò, íàïðàâèâ âçãëÿä ïî íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè çåðêàëà. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå x
ñìåñòèòñÿ èçîáðàæåíèå ïëàìåíè, åñëè ìåæ-
äó ñâå÷îé è çåðêàëîì ïîìåñòèòü ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíóþ ñòåêëÿííóþ ïëàñòèíêó, ïàðàë-
ëåëüíóþ çåðêàëó (ðèñ.7)? Òîëùèíà ïëàñ-
òèíêè d = 1,2 ñì, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ
ñòåêëà n = 1,5. Óãëû ïàäåíèÿ ñâåòà íà ïëà-
ñòèíêó è ïðåëîìëåíèÿ â íåé ñ÷èòàéòå ìàëû-
ìè. Ó÷òèòå, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòà �D, çàäàííîãî â ðàäèàíàõ, ñïðàâåäëè-
âî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî sin tg�D �| �D �| �D.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Ñ.×åñíîêîâ

Ðèñ. 7

Îëèìïèàäà «Ôèçòåõ» ïðîõîäèò â äâà ýòàïà,
îòäåëüíî ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå. Çàêëþ÷è-
òåëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïðîâîäèòñÿ î÷íî â
ãîðîäàõ Ðîññèè è áëèæíåãî çàðóáåæüÿ. Ïîáå-
äèòåëè è ïðèçåðû èìåþò ëüãîòû, îïðåäåëÿå-
ìûå ïðèåìíîé êîìèññèåé âóçà, â êîòîðûé
ïîäàþòñÿ äîêóìåíòû äëÿ ïîñòóïëåíèÿ.

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà «Ôèç-
òåõ» âõîäèò â ïåðå÷åíü îëèìïèàä øêîëüíèêîâ,
óòâåðæäåííûé Ìèíèñòåðñòâîì ïðîñâåùåíèÿ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ìàòåðèàëû ïî ìàòåìàòèêå
è ôèçèêå, ïðåäëàãàâøèåñÿ â 2019 ãîäó íà
çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå îëèìïèàäû «Ôèçòåõ».

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

11 êëàññ

Âàðèàí ò 1

1. Äàíû êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû ( )1f x =
2 2x ax= - + , ( ) 2

2 3f x x x b= + + , ( )3f x =
( )23 3 2 4x a x b= + - + +  è ( ) 2

4 3f x x= +

( )6 2 2a x b+ - + + . Ïóñòü ðàçíîñòè èõ êîð-
íåé ðàâíû A, B, C è D  ñîîòâåòñòâåííî è ïðè
ýòîì A B¹ . Íàéäèòå îòíîøåíèå

2 2

2 2
C D

A B

-

-
.

Çíà÷åíèÿ A, B, C, D , a, b íå çàäàíû.
2. Èçâåñòíî, ÷òî

cos sin 1
si 2

g
n 2

ct
3

x x x y
y

- +
=

è

sin cos
6 2

cos
tg

2
x x x y

y
+ +

= - .

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæå-
íèÿ ( )tg x y+ , åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ íå
ìåíåå òðåõ.

3. Íà ñòîëå ëåæàò 130 ðàçëè÷íûõ êàðòî÷åê
ñ ÷èñëàìè 502, 504, 506, ..., 758, 760 (íà
êàæäîé êàðòî÷êå íàïèñàíî ðîâíî îäíî ÷èñ-
ëî, êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí
ðàç). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü

Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà «Ôèçòåõ»
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3 êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà âûá-
ðàííûõ êàðòî÷êàõ äåëèëàñü íà 3?

4. Îêðóæíîñòè �:  è �Z êàñàþòñÿ âíåøíèì
îáðàçîì â òî÷êå F, à èõ îáùàÿ âíåøíÿÿ
êàñàòåëüíàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé �:  è �Z â
òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ l
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B, âòîðè÷íî ïåðåñåêà-
åò îêðóæíîñòü �Z â òî÷êå C, à òàêæå ïåðåñå-
êàåò �:  â òî÷êàõ D  è E (òî÷êà D  ðàñïîëîæåíà
ìåæäó C è E). Îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ îêðóæíî-
ñòåé, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó F, ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå AB è BE â òî÷êàõ P è H ñîîòâåòñòâåí-
íî (òî÷êà F ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè P è H).
Èçâåñòíî, ÷òî BC = 42, DH = HC  = 4.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà HP  è ðàäèóñû îáåèõ
îêðóæíîñòåé.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2

2
3 4 5
2 3 6

log 1 4
x x

x
- +

æ
+ç

è
´

´ ( )2

2
3 4 5
2 3 6

log 1 4 1
x x

x
- +

ö
- + ´÷

ø

4

2

1 16

3 4 5
log 1

2 3 6x

x x
-

æ ö
´ - + ³ç ÷è ø

.

6. Îêðóæíîñòü, öåíòð êîòîðîé ëåæèò íà

ïðÿìîé y = b, ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó 23
4

y x=

õîòÿ áû â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ; îäíà èç
ýòèõ òî÷åê – íà÷àëî êîîðäèíàò, à äâå èç

îñòàâøèõñÿ ëåæàò íà ïðÿìîé 
3
4

y x b= + .

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ b, ïðè êîòîðûõ îïè-
ñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ âîçìîæíà.

7. Íà ðåáðàõ AC, BC, BS, AS ïðàâèëüíîé
òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC ñ âåðøèíîé S
âûáðàíû òî÷êè K , L , M , N ñîîòâåòñòâåííî.
Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè K , L , M , N ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì KL = M N = 2,
KN = LM = 18. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå KLM N
ðàñïîëîæåíû äâå îêðóæíîñòè 1�:  è 2�: ,
ïðè÷åì îêðóæíîñòü 1�:  êàñàåòñÿ ñòîðîí KN,
KL  è LM , à îêðóæíîñòü 2�:  êàñàåòñÿ ñòîðîí
KN, LM  è M N. Ïðÿìûå êðóãîâûå êîíóñû

1F   è 2F   ñ îñíîâàíèÿìè 1�:  è 2�:  ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàñïîëîæåíû âíóòðè äàííîé ïèðà-
ìèäû, ïðè÷åì âåðøèíà P êîíóñà 1F  ëåæèò íà
ðåáðå AB, à âåðøèíà Q êîíóñà 2F  ëåæèò íà
ðåáðå CS.

à) Íàéäèòå SAB�‘ .
á) Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà CQ.

Âàðèàí ò 2

1. Äàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ( )f x . Èçâåñò-
íî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷å-
íèÿ ãðàôèêîâ 2 1y x� ��  è y = ( )f x  ðàâíî
3 2, à ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïåðåñå÷å-
íèÿ ãðàôèêîâ 2y x�  è y = ( ) 2f x -  ðàâíî

10. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé 2y x�  è y =
= ( )f x .

2. Èçâåñòíî, ÷òî

( )
( )2cos3 2

cos
2cos2 1 cos 5

x
x y

x y
= + +

-
è

( )
( )2sin 3 3

sin
2cos2 1 sin 5

x
x y

x y
= + +

+
.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæå-
íèÿ ( )cos 3x y+ , åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ íå
ìåíåå äâóõ.

3. Åñòü 207 ðàçëè÷íûõ êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè
1, 2, 3, 22 , 23 , ..., 1032 , 1033  (íà êàæäîé
êàðòî÷êå íàïèñàíî ðîâíî îäíî ÷èñëî, êàæ-
äîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç). Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 3 êàðòî÷êè
òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà âûáðàí-
íûõ êàðòî÷êàõ áûëî êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñ-
ëà, äåëÿùåãîñÿ íà 6?

4. Õîðäû AB è CD  îêðóæíîñòè �*  ñ
öåíòðîì O èìåþò äëèíó 4. Ïðîäîëæåíèÿ
îòðåçêîâ BA è CD  çà òî÷êè A è D  ñîîòâåò-
ñòâåííî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P. Ïðÿìàÿ PO
ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC â òî÷êå L , ïðè÷åì
AL :LC  = 2:3.

à) Íàéäèòå AP.
á) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ðà-

äèóñ îêðóæíîñòè �*  ðàâåí 2,5, à òî÷êà T –
öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê
ACP. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà PT è ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ACP.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2 4
5 2

1 1 2 27
log 1 27 log 1

x x x
x x

+ - +
+ + + £

( )2 4
5

1 2 27
1 log 1 27

x x
x

- +
£ + + .

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè
êàæäîì èç êîòîðûõ ó ñèñòåìû óðàâíåíèé

( )
( )

2 2

2 2

26 sin 2 cos2 ,

26 cos3 sin 3

x y y a x a

x y y a x a

+ = -

+ = -

ìï
í
ïî

ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ ( )1 1;x y  è ( )2 2;x y
òàêèå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

( )1 1;P x y  è ( )2 2;Q x y  ðàâíî 10.
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7. Äàíà óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà 1 1 1ABCA BC  ñ
áîêîâûìè ðåáðàìè 1AA , 1BB , 1CC
( 1 1 1ABC A B CP ) òàêàÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê

1ABA  – ðàâíîñòîðîííèé. Íà ðåáðå 1CC ,
ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñíîâàíèþ ABC ïèðàìè-
äû, ëåæèò òî÷êà M  òàêàÿ, ÷òî

1: 1 : 2CM MC � . Ñôåðà �:  c ðàäèóñîì
5R �  ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëü-

íèêà 1ABA  è êàñàåòñÿ îòðåçêà 1CC  â òî÷êå
M .

à) Íàéäèòå äëèíó ðåáðà AB.
á) Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî

1
arcsin

3
BACÐ = . Íàéäèòå óãîë ìåæäó

ïðÿìîé 1CC  è ïëîñêîñòüþ 1ABA , à òàêæå
äëèíó ðåáðà 1 1A C .

Èçáðàííû å çàäà÷è äëÿ 10 êëàññà

1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, ïðè
êàæäîì èç êîòîðûõ îáà âûðàæåíèÿ

( ) 221 4f x x x= - -  è ( ) 2g x x= +  îïðå-

äåëåíû, ïðè÷åì ( ) ( )( ) 4
min ;

2
x

f x g x
+

> .
2. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü

áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè, åñëè îòíîøåíèå ñóììû êóáîâ âñåõ
åå ÷ëåíîâ ê ñóììå âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåñ-

ñèè ðàâíî 
48
7

, à îòíîøåíèå ñóììû ÷åòâåð-

òûõ ñòåïåíåé ÷ëåíîâ ê ñóììå êâàäðàòîâ ÷ëå-

íîâ ýòîé ïðîãðåññèè ðàâíî 
144
17

.
3.  Äàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD

( AD BCP , AD  > BC). Îêðóæíîñòü �:
âïèñàíà â óãîë BAD, êàñàåòñÿ îòðåçêà BC â
òî÷êå C è ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò CD  â òî÷êå E
òàê, ÷òî CE = 9, ED = 7. Íàéäèòå ðàäèóñ
îêðóæíîñòè �:  è ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD .

4. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ôèãóðà M , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê,
êîîðäèíàòû ( x; y) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

2

1 5 4,

6 2 7
0.

4

x x

x x y
y x

- + - £

- + +
£

+ -

ì
ï
í
ï
î

Èçîáðàçèòå ôèãóðó M  è íàéäèòå åå ïëîùàäü.
5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )

2
6 23

22 2

4
2 0

4 8 32 48

x
x

x x x x

-
³

- - + -
.

Ô È Ç È Ê À

9 êëàññ

Âàðèàí ò 1

1. Ïëîâåö ïåðåïëûâàåò ÷åðåç ðåêó øèðè-
íîé d = 100 ì çà íàèìåíüøåå âðåìÿ
�W = 100 ñ. Çà ýòî âðåìÿ òå÷åíèå ñíîñèò åãî
íà s  = 200 ì. Ñíîñ – ýòî ðàññòîÿíèå, íà
êîòîðîå ñìåñòèòñÿ ïëîâåö âäîëü ðåêè ê ìî-
ìåíòó äîñòèæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî áåðå-
ãà. Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé
ñ âîäîé, ïëîâåö äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ. Íàéäèòå:

1) ñêîðîñòü v òå÷åíèÿ ðåêè;
2) ñêîðîñòü u ïëîâöà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âîäîé;
3) ïðîäîëæèòåëüíîñòü Ò çàïëûâà, â êîòî-

ðîì ñíîñ áóäåò ìèíèìàëüíûì.
2. Ïëîñêèé ñêëîí õîëìà îáðàçóåò óãîë

30�D � �q ñ ãîðèçîíòîì. Ìÿ÷, áðîøåííûé ñ
ïîâåðõíîñòè ñêëîíà â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè âíèç ïî ñêëîíó, ÷åðåç �W = 0,5 ñ
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 13 ì ñv � . Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg � . Ñèëó
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ñ÷èòàéòå ïðåíåáðå-
æèìî ìàëîé. Íàéäèòå:

1) íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü 0v  ìÿ÷à;
2) ÷åðåç êàêîå âðåìÿ 1t  ïîñëå ñòàðòà ìÿ÷

íàõîäèëñÿ íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
ïîâåðõíîñòè ñêëîíà;

3) íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè Í
îò ïîâåðõíîñòè ñêëîíà íàõîäèëñÿ ìÿ÷ â ýòîò
ìîìåíò.

3. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ âîäîé ñòîèò íà
âåñàõ. Ïîêàçàíèå âåñîâ 1P  = 10 Í. Â âîäó
îïóñòèëè ëüäèíêó ñ âìîðîæåííûì â íåå
ìåòàëëè÷åñêèì øàðèêîì. Óðîâåíü âîäû â
ñîñóäå ïîâûñèëñÿ íà h = 4 ñì, à ëüäèíêà
ñòàëà ïëàâàòü, ïîëíîñòüþ ïîãðóçèâøèñü â
âîäó, íå êàñàÿñü äíà è ñòåíîê. Ïëîòíîñòü
âîäû 31000 êã ì�U � ,  ïëîòíîñòü ëüäà

1 0,9�U � �U, ïëîòíîñòü ìåòàëëà 2 2,7�U � �U, ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà

2100 ñìS � . Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
210 ì ñg � . Íàéäèòå:

6. Â îêðóæíîñòü �:  ðàäèóñà 13 âïèñàíû
òðàïåöèÿ ABCD  ( AD BCP ) è ïðÿìîóãîëü-
íèê 1 1 1 1A B C D  òàêèì îáðàçîì, ÷òî 1 1AC B D�A ,

1 1BD A C�A . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè
ABCD  ê ïëîùàäè 1 1 1 1A B C D , åñëè èçâåñòíî,
÷òî AD = 10, BC = 24.
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Âàðèàí ò 2

1. Ëîäî÷íèê ïåðåñåêàåò ðåêó øèðèíîé
d = 200 ì çà âðåìÿ �W = 200 ñ. Çà ýòî
âðåìÿ òå÷åíèå ñíîñèò ëîäêó íà 3s d� . Â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âî-
äîé, ëîäêà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ

1,3 ì ñu � . Ñíîñ – ýòî ðàññòîÿíèå, íà êîòî-
ðîå ñìåñòèòñÿ ëîäêà âäîëü ðåêè ê ìîìåíòó
äîñòèæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî áåðåãà. Â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âî-
äîé, ëîäêà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñ-
òüþ. Íàéäèòå:

1) ñêîðîñòü v òå÷åíèÿ ðåêè;
2) çà êàêîå âðåìÿ Ò ëîäêà ïåðåñå÷åò ðåêó,

äâèãàÿñü ïî êðàò÷àéøåìó (îòíîñèòåëüíî áå-
ðåãà) ïóòè.

2. Íà ïëîñêîì ñêëîíå ñ óêëîíîì 45�D � �q
áðîñàþò ìÿ÷ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ

0 20 ì ñv � , ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêëîíó. Òî÷-
êà ñòàðòà íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñêëîíà.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 210 ì ñg � .
Íàéäèòå:

1) êàêîå âðåìÿ Ò ïîñëå ñòàðòà ìÿ÷ áóäåò
íàõîäèòüñÿ íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
ïîâåðõíîñòè ñêëîíà;

2) ñêîðîñòü 1v  ìÿ÷à ïåðåä ñîóäàðåíèåì ñî
ñêëîíîì;

3) íà êàêîì ðàññòîÿíèè 3s  îò òî÷êè ñòàðòà
ìÿ÷ óïàäåò íà ñêëîí ïîñëå äâóõ àáñîëþòíî
óïðóãèõ óäàðîâ î ñêëîí.

3. Íåêîòîðûå ïëàíåòû (Âåíåðà, Çåìëÿ,
Íåïòóí) äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî îðáè-
òàì, áëèçêèì ê êðóãîâûì. Âåíåðà ñîâåðøàåò
îäèí îáîðîò âîêðóã Ñîëíöà çà âðåìÿ

B Ç0,615T T� �˜ , ãäå ÇT  = 365 ñóòîê – ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü çåìíîãî ãîäà. Ïëàíåòû äâè-
æóòñÿ ïî îðáèòàì â îäíîé ïëîñêîñòè è â
îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Íàéäèòå:

1) îòíîøåíèå Ç

Â

R
R

 ðàäèóñà çåìíîé îðáèòû

ê ðàäèóñó îðáèòû Âåíåðû;
2) ÷åðåç êàêîé íàèìåíüøèé ïðîìåæóòîê

âðåìåíè �W ðàññòîÿíèå ìåæäó Çåìëåé è Âåíå-
ðîé ïåðèîäè÷åñêè äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ.

4. Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëî-
íà �D ê ãîðèçîíòó êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ øàéáû ïî ïëîñêîñòè íà âûñîòàõ,
ìåíüøèõ íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé âûñîòû h,
ðàâåí 1�P  ( 1 tg�P �! �D), íà á óëüøèõ âûñîòàõ
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ øàéáû
ðàâåí 2�P  ( 2 tg�P �� �D). Ïî íàêëîííîé ïëîñêî-

1) ïîêàçàíèå 2P  âåñîâ ïîñëå ïîãðóæåíèÿ â
ñîñóä ëüäèíêè;

2) ìàññó 1m  ëüäà;
3) èçìåíèòñÿ ëè ïîêàçàíèå âåñîâ ïîñëå

òàÿíèÿ ëüäà, îòâåò îáîñíóéòå.
4. Â ñèñòåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 1,

ìàññû ãðóçîâ ðàâíû 1 3 0,1 êãm m m� � � ,
2 3m m�  ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïåðâîíà-
÷àëüíî ñèñòåìó óäåð-
æèâàþò, çàòåì îòïóñ-
êàþò. Ãðóçû ïðèõî-
äÿò â äâèæåíèå. Íà-
÷àëüíûå ñêîðîñòè
âñåõ ãðóçîâ íóëåâûå.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ ðàâíî

210 ì ñg � . Ìàññû
áëîêîâ è íèòåé ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
ãðóçîâ ïðåíåáðåæè-

ìî ìàëû. Íåðàñòÿæèìûå íèòè ñâîáîäíî
ñêîëüçÿò ïî áëîêàì. Íàéäèòå:

1) ñêîðîñòü 1v  ãðóçà 1 â òîò ìîìåíò, êîãäà
ãðóç 2 îïóñòèòñÿ íà Í  = 0,5 ì;

2) ñèëó 2T  íàòÿæåíèÿ íèòè, íà êîòîðîé
ïîäâåøåí ãðóç 2.

5. Ïðè ïîäêëþ÷åíèè èñòî÷íèêà ïîñòîÿí-
íîãî íàïðÿæåíèÿ ê òî÷êàì À è Â ýëåêòðè÷åñ-
êîé öåïè, ñõåìà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå 2, â öåïè âûäåëÿåòñÿ ìîùíîñòü

1P  = 100 Âò. Ïðè ïîäêëþ÷åíèè òîãî æå
èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ê òî÷-
êàì Â è Ñ â öåïè âûäåëÿåòñÿ ìîùíîñòü

2 12P P� . Íàéäèòå:

1) îòíîøåíèå 2

1

R
R

;

2) êàêàÿ ìîùíîñòü 3P  áóäåò âûäåëÿòüñÿ
â öåïè ïðè ïîäêëþ÷åíèè òîãî æå èñòî÷íèêà
ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ê òî÷êàì À è Ñ.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ñòè ñ âûñîòû Í  øàéáà äâèæåòñÿ ñ íóëåâîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è îñòàíàâëèâàåòñÿ ó
îñíîâàíèÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g. Íàéäèòå:

1) âûñîòó h;
2) ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü maxv øàéáû â

ïðîöåññå äâèæåíèÿ;
3) ïðîäîëæèòåëüíîñòü Ò äâèæåíèÿ íà ó÷à-

ñòêå ðàçãîíà.
5. Íà ñîïðîòèâëåíèÿõ 1R , 2R , 3R  ïðè

ïîäà÷å íà êàæäîå èç íèõ îäíîãî è òîãî æå
íàïðÿæåíèÿ âûäåëÿþòñÿ ìîùíîñòè Ð, 2Ð,
3Ð ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå:

1) êàêàÿ ìîùíîñòü 1P  áóäåò âûäåëÿòüñÿ
ïðè ïîäà÷å òîãî æå íàïðÿæåíèÿ íà ýòè
òðè ñîïðîòèâëåíèÿ, ñîåäèíåííûå ïîñëåäî-
âàòåëüíî;

2) êàêàÿ ìîùíîñòü 2P  áóäåò âûäåëÿòüñÿ
ïðè ïîäà÷å òîãî æå íàïðÿæåíèÿ íà öåïü, â

êîòîðîé ýòè ñîïðîòèâëåíèÿ ñîåäèíåíû ïî
ñõåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 3.

10 êëàññ

Âàðèàí ò 1

1. Ïóøêà óñòàíîâëåíà íà ïëîñêîì ñêëîíå
ãîðû, îáðàçóþùåì óãîë 30�D � �qñ ãîðèçîí-
òîì. Ïðè âûñòðåëå ââåðõ ïî ñêëîíó ñíàðÿä
ïàäàåò íà ñêëîí íà ðàññòîÿíèè 1s  = 700 ì
îò ìåñòà âûñòðåëà. Â ìîìåíò ïàäåíèÿ ñêî-
ðîñòü ñíàðÿäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõíîñ-
òè ñêëîíà. Ïóøêó ðàçâîðà÷èâàþò íà 180�q
è ïðîèçâîäÿò âòîðîé âûñòðåë âíèç ïî ñêëî-
íó. Çàòåì ïóøêó ïåðåìåùàþò íà ãîðèçîí-
òàëüíóþ ïîâåðõíîñòü è ïðîèçâîäÿò òðåòèé
âûñòðåë. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

210 ì ñg � . Ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà
ñ÷èòàéòå ïðåíåáðåæèìî ìàëîé. Óãîë íàêëî-
íà ñòâîëà ê ïîâåðõíîñòè, ñ êîòîðîé ñòðåëÿ-
þò, ïðè âñåõ âûñòðåëàõ îäèíàêîâ. Íàé-
äèòå:

1) íà êàêîì ðàññòîÿíèè 2s  îò ìåñòà âòîðîãî
âûñòðåëà ñíàðÿä óïàäåò íà ñêëîí;

2) äàëüíîñòü L  ñòðåëüáû ïðè òðåòüåì âû-
ñòðåëå.

2. Íà øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñòîëà ïîêîèòñÿ ÷àøà. Âíóòðåííÿÿ ïî-
âåðõíîñòè ÷àøè – ãëàäêàÿ ïîëóñôåðà ðàäè-
óñîì R. Íà äíå ÷àøè ëåæèò íåáîëüøàÿ
øàéáà ìàññîé m. Ìàññà ÷àøè 3 m. Óäàðîì
øàéáå ñîîáùàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü

0 2v gR� , ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ. Ñêîëüæåíèå ÷àøè íà÷èíàåòñÿ â òîò
ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà âåêòîð ñêîðîñòè øàé-

áû ïîâåðíåòñÿ íà óãîë 
6
�S

�D � . Íàéäèòå:

1) ñ êàêîé ñèëîé Ð øàéáà äåéñòâóåò íà
÷àøó â ýòîò ìîìåíò;

2) êîýôôèöèåíò �P òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
÷àøè ïî ñòîëó.

3. Ãëàäêàÿ óïðóãàÿ øàéáà ðàäèóñîì R,
äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0v , óïðóãî ñòàë-
êèâàåòñÿ ñ òàêîé æå øàéáîé, ïîêîÿùåéñÿ íà
ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòü íàëåòàþùåé
øàéáû óìåíüøàåòñÿ âäâîå. Íàéäèòå:

1) ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà ïîêîèâøåéñÿ
øàéáû äî ïðÿìîé, ïî êîòîðîé äâèãàëñÿ
öåíòð íàëåòàþùåé øàéáû;

2) ÷åðåç êàêîå âðåìÿ Ò ïîñëå ñîóäàðåíèÿ
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè øàéá áóäåò ðàâ-
íî s.

4.  Ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäð äëèíîé
L  = 0,5 ì âíà÷àëå îòêðûò â àòìîñôåðó è
çàïîëíåí âîçäóõîì ïðè òåìïåðàòóðå

0T  = 300  Ê. Öèëèíäð ïëîòíî çàêðûâàþò
òîíêèì ïîðøíåì è îõëàæäàþò. Ïîðøåíü
ñìåùàåòñÿ è îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè
h = 0,4 ì îò äíà. Äàëåå öèëèíäð íàãðåâàþò
äî òåìïåðàòóðû 0T , ïðè êîòîðîé ïîðøåíü
îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè Í  = 0,46 ì
îò äíà. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå

0p  = 100 êÏà, ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ öèëèíäðà 20,1 ìS � . Âíóòðåííÿÿ ýíåð-

ãèÿ âîçäóõà 
5
2

U pV� , ãäå ð – äàâëåíèå, V

– îáúåì. Ñ÷èòàéòå ñèëó òðåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùóþ íà ïîðøåíü, ïîñòîÿííîé â ïðîöåññå
äâèæåíèÿ ïîðøíÿ. Íàéäèòå:

1) äî êàêîé òåìïåðàòóðû 1T  áûë îõëàæäåí
âîçäóõ â öèëèíäðå;

2) ñèëó òðåíèÿ òðF , äåéñòâóþùóþ íà ïîð-
øåíü â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ïîðøíÿ;

3) êàêîå êîëè÷åñòâî Q òåïëîòû ïîäâåëè ê
âîçäóõó â öèëèíäðå â ïðîöåññå íàãðåâàíèÿ ê
òîìó ìîìåíòó, êîãäà ïîðøåíü íà÷àë ñìå-
ùàòüñÿ.

Ðèñ. 3
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5. Òåïëîèçîëèðîâàííûé öèëèíäð îáúåìîì
V  ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè ïåðåãîðîäêîé. Â
îäíîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âîäîðîä â êîëè÷åñòâå
�Q ïðè òåìïåðàòóðå 1T , à â äðóãîé – àçîò â
êîëè÷åñòâå 1,5�Q ïðè òåìïåðàòóðå 15 4T  è
äðóãîì äàâëåíèè. Ïåðåãîðîäêà ïðîðûâàåò-
ñÿ. Íàéäèòå:

1) êàêàÿ òåìïåðàòóðà 2T , óñòàíîâèòñÿ â
ñìåñè;

2) äàâëåíèå ð â ñìåñè.

Âàðèàí ò 2

1. Òåííèñèñò òðåíèðóåòñÿ íà ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîùàäêå, ïîñûëàÿ ìÿ÷ ê âåðòèêàëüíîé
ñòåíêå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìÿ÷ ïîñëå óäàðà
ðàêåòêîé ëåòèò ïðàêòè÷åñêè ñ óðîâíÿ çåìëè
ñî ñêîðîñòüþ 0 18 ì ñv �  ïîä óãëîì 30�D � �q
ê ãîðèçîíòó è óäàðÿåòñÿ â ñòåíêó. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ìÿ÷ ñòàðòóåò èç òîé æå òî÷êè ñî
ñêîðîñòüþ 0 2v  ïîä óãëîì 2�D ê ãîðèçîíòó è
óäàðÿåòñÿ â òó æå òî÷êó ñòåíêè. Ñîóäàðåíèÿ
ìÿ÷à ñî ñòåíêîé àáñîëþòíî óïðóãèå. Ìÿ÷
äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ñòåíêå. Ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ
âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ 210 ì ñg � . Íàéäèòå:

1) ÷åðåç êàêîå âðåìÿ �W ìÿ÷ áóäåò íàõî-
äèòüñÿ íà ìàêñèìàëüíîé âûñîòå â ïåðâîì
ñëó÷àå;

2) íà êàêîé âûñîòå h ìÿ÷ óäàðèòñÿ â
ñòåíêó;

3) íà êàêîì ðàññòîÿíèè L  îò ñòåíêè ìÿ÷
óïàäåò íà ïëîùàäêó âî âòîðîì ñëó÷àå.

2. Òîíêîñòåííûé ïîëûé øàð ðàäèóñîì R =
= 0,05 ì çàæàò ìåæäó äâóìÿ ãîðèçîíòàëü-
íûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè, îäíà èç
êîòîðûõ äâèæåòñÿ âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ

1 0,8 ì ñv � , à äðóãàÿ – âëåâî ñî ñêîðîñòüþ
2 0,2 ì ñv �  (ðèñ.4). Ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæ-

äó ïëàñòèíàìè è øàðîì íåò. Íà âíóòðåííåé
ïîâåðõíîñòè ïîëîãî øàðà ñèäèò æóê ìàññîé
m = 2 ã. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

210 ì ñg � . Íàéäèòå:

1) çà êàêîå âðåìÿ Ò øàð ñîâåðøàåò îäèí
îáîðîò âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç åãî öåíòð;

2) ñèëó Ð, ñ êîòîðîé æóê äåéñòâóåò íà øàð,
â òîò ìîìåíò, êîãäà æóê íàõîäèòñÿ â âûñøåé
òî÷êå òðàåêòîðèè.

3. Äâå îäèíàêîâûå ãëàäêèå óïðóãèå øàéáû
äâèæóòñÿ ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè (ðèñ. 5). Ñêîðîñòü ïåðâîé øàéáû

v
r

, ñêîðîñòü âòîðîé �� ��2v��
r

. Äëÿ êàæäîé
øàéáû ïðÿìàÿ, ñîíàïðàâëåííàÿ ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð øàéáû,
êàñàåòñÿ äðóãîé øàéáû. Ïðîèñõîäèò àáñî-
ëþòíî óïðóãîå ñîóäàðåíèå. Íàéäèòå:

1) ñêîðîñòü 2v�c (ïî ìîäóëþ) âòîðîé øàéáû
ïîñëå ñîóäàðåíèÿ;

2) íà êàêîé óãîë �E ïîâåðíåòñÿ âåêòîð
ñêîðîñòè âòîðîé øàéáû â ðåçóëüòàòå ñîóäà-
ðåíèÿ.

4. Â öèëèíäðå ñ âåðòèêàëüíûìè ãëàäêèìè
ñòåíêàìè ïîä ïîêîÿùèìñÿ ïîðøíåì íàõî-
äÿòñÿ âîäà è âëàæíûé âîçäóõ ïðè òåìïåðàòó-
ðå 1 100 Ct � �q . Ïëîùàäü ïîðøíÿ 280 ñìS � ,
ìàññà Ì  ïîðøíÿ òàêîâà, ÷òî 00,3M g p S� ,
ãäå 5

0 1,0 10 Ïàp � �˜  – äàâëåíèå â îêðóæàþ-
ùåé àòìîñôåðå. Âûñîòà ïîðøíÿ íàä ïîâåðõ-
íîñòüþ âîäû Í  = 30 ñì. Òåìïåðàòóðó â
öèëèíäðå ìåäëåííî óìåíüøàþò äî 2 4 Ct � �q .
Äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà ïðè 2t  ñ÷èòàéòå
ïðåíåáðåæèìî ìàëûì. Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçî-
âàÿ ïîñòîÿííàÿ �� ��8,31Äæ ìîëü ÊR � �˜ . Ìî-
ëÿðíàÿ ìàññà âîäû 3

1 18 10 êã ìîëü���0 � �˜ .
Íàéäèòå:

1) ìàññó ïM  ïàðà â öèëèíäðå ïðè
1 100 Ct � �q ;
2) íà êàêîì ðàññòîÿíèè h îò ïîâåðõíîñòè

âîäû îñòàíîâèòñÿ ïîðøåíü ïðè òåìïåðàòó-
ðå 2t .

5. Òåïëîèçîëèðîâàííûé ñîñóä îáúåìîì V
ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè ïåðåãîðîäêîé. Â îäíîé
÷àñòè íàõîäèòñÿ ãåëèé â êîëè÷åñòâå �Q ïðè
òåìïåðàòóðå 1T , à â äðóãîé – êèñëîðîä â
êîëè÷åñòâå 2�Q ïðè òåìïåðàòóðå 14 5T  è ïðè
äðóãîì äàâëåíèè. Ïåðåãîðîäêà ïðîðûâàåò-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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ñÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü
êèñëîðîäà ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå ðàâíà
2,5R. Íàéäèòå:

1) êàêàÿ òåìïåðàòóðà 2T , óñòàíîâèòñÿ â
ñìåñè;

2) äàâëåíèå ð â ñìåñè.

11 êëàññ

Âàðèàí ò 1

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òè ñòîëà ïîêîèòñÿ êëèí. Ãëàäêàÿ íàêëîííàÿ
ïîâåðõíîñòü êëèíà îáðàçóåò ñ ãîðèçîíòîì

óãîë �D òàêîé, ÷òî
cos 0,6�D � . Åñëè øàéáå,
íàõîäÿùåéñÿ ó îñíîâàíèÿ
êëèíà, ñîîáùèòü íà÷àëü-
íóþ ñêîðîñòü 0v  âäîëü
ïîâåðõíîñòè êëèíà
(ðèñ.6), òî ê ìîìåíòó äî-
ñòèæåíèÿ øàéáîé âûñøåé
òî÷êè òðàåêòîðèè ñêîðîñòü
øàéáû óìåíüøàåòñÿ â n =

= 5 ðàç. Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ øàéáà áåçîò-
ðûâíî ñêîëüçèò ïî êëèíó, à êëèí – ïî ñòîëó.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g. Ñ÷è-
òàéòå èçâåñòíûìè 0v , n è �D. Íàéäèòå:

1) îòíîøåíèå m M  ìàññû øàéáû ê ìàññå
êëèíà;

2) íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó Í ,
îòñ÷èòàííóþ îò òî÷êè ñòàðòà, ïîäíèìàåòñÿ
øàéáà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ïî êëèíó;

3) ÷åðåç êàêîå âðåìÿ Ò ïîñëå ñòàðòà øàéáà
ïîäíèìåòñÿ íà ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó.

2. Ïîäâèæíûé ïîðøåíü äåëèò îáúåì ãîðè-
çîíòàëüíî ðàñïîëîæåííîãî ñîñóäà íà äâà
îòñåêà ñ îáùèì îáúåìîì V  = 150 ë. Â ïåð-
âûé îòñåê ââåëè 1�Q = 1 ìîëü âîäû, à âî
âòîðîé ââåëè 2�Q  = 2 ìîëü àçîòà. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåì ââåäåííîé âîäû íàìíîãî
ìåíüøå V . Â îòñåêàõ óñòàíîâèëàñü òåìïåðà-
òóðà 1T  = 275  Ê. Ñîñóä âìåñòå ñ ñîäåðæè-
ìûì ïðîãðåâàþò äî òåìïåðàòóðû

2T  = 373  Ê. Äàâëåíèå íàñûùåííîãî ïàðà
âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 1T  ðàâíî

íp  = 705 Ïà. Ïëîòíîñòü âîäû 31 ã ñì�U � .
Òðåíèåì ìåæäó ïîðøíåì è ñòåíêîé ñîñóäà
ïðåíåáðå÷ü. Íàéäèòå:

1) äàâëåíèå 1p  â ñîñóäå äî ïðîãðåâàíèÿ;
2) îáúåì 1V  ïåðâîãî îòñåêà äî ïðîãðåâà-

íèÿ;
3) äàâëåíèå 2p  â ñîñóäå ïîñëå ïðîãðåâà-

íèÿ.

3. Â ýëåêòðè÷åñêîé
öåïè (ðèñ.7) âñå ýëå-
ìåíòû èäåàëüíûå, èõ
ïàðàìåòðû óêàçàíû.
Êëþ÷ K  çàìûêàþò.
Íàéäèòå:

1) íàïðÿæåíèå íà
êàòóøêå èíäóêòèâíî-
ñòè ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à;

2) ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåð-
ãèè maxN  â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòè;

3) ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òîêà â öåïè â ìî-
ìåíò, êîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè â
êàòóøêå ðàâíà 24 49  îò ìàêñèìàëüíîé ñêî-
ðîñòè maxN .

4. Ïî äëèííîìó ñîëåíîèäó ïðîïóñêàåòñÿ
ïåðåìåííûé òîê, èçìåíÿþùèéñÿ ïî ãàðìîíè-
÷åñêîìó çàêîíó ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé �Z. Â
ðåçóëüòàòå âäàëè îò òîðöîâ ñîëåíîèäà âíóò-
ðè íåãî âîçíèêàåò îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå
ïîëå ñ ìàêñèìàëüíîé èíäóêöèåé 0B . Â ïëîñ-
êîñòè òîðöà ñîëåíîèäà ìåæäó äâóìÿ çàêðåï-
ëåííûìè òîíêèìè ãëàäêèìè ñòåêëÿííûìè
ïëàñòèíàìè ïîìåùåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ æåñò-
êàÿ ðàìêà èç ïðîâîëîêè ñî ñòîðîíàìè à è 2à
(ðèñ.8). Çàçîð ìåæäó ïëàñòèíàìè íåçíà÷è-

òåëüíî áîëüøå äèàìåòðà ïðîâîëîêè. Ñîïðî-
òèâëåíèå åäèíèöû äëèíû ïðîâîëîêè �U.
Ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òîêîì â ðàìêå,
çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ïîëÿ ñîëåíîèäà. Ðàçìå-
ðû ðàìêè ñðàâíèìû ñ äèàìåòðîì ñîëåíîèäà.
Íàéäèòå:

1) ìàêñèìàëüíûé òîê â ðàìêå;
2) ìàêñèìàëüíóþ ñèëó íàòÿæåíèÿ äëèí-

íîé ñòîðîíû ðàìêè.
5. Íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ðàñ-

ñåèâàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì
30F � ��  ñì íàõîäèòñÿ ìóðàâåé S íà ðàññòî-

ÿíèè 1 45d �  ñì îò ëèíçû (ðèñ.9). Ïî äðó-
ãóþ ñòîðîíó ëèíçû
íàõîäèòñÿ ïëîñêîå
çåðêàëî, ïåðåìåùà-
þùååñÿ âäîëü ãëàâ-
íîé îïòè÷åñêîé îñè
ëèíçû ñî ñêîðîñòüþ

6 ìì cv � . Â íåêî-

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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òîðûé ìîìåíò âðåìåíè 0t  çåðêàëî áûëî íà
ðàññòîÿíèè L  = 6 ñì îò ëèíçû. Íàéäèòå:

1) íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëèíçû ïîëó÷èò-
ñÿ èçîáðàæåíèå ìóðàâüÿ ïðè îòñóòñòâèè çåð-
êàëà;

2) íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëèíçû ïîëó÷èò-
ñÿ èçîáðàæåíèå ìóðàâüÿ â ìîìåíò âðåìåíè

0t  â îïòè÷åñêîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ëèíçû
è çåðêàëà;

3) ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ èçîáðàæå-
íèå ìóðàâüÿ â ìîìåíò âðåìåíè 0t  â ýòîé
îïòè÷åñêîé ñèñòåìå.

Âàðèàí ò 2

1. Ñàìîëåò ñîâåðøàåò ïåðåëåò äàëüíîñòüþ
L  = 2000 êì íà âûñîòå 10h �| êì ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ. Îòíîøåíèå ïîäúåìíîé ñèëû
ê ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà (àýðîäèíàìè-
÷åñêîå êà÷åñòâî ñàìîëåòà) îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì è ðàâíûì K  = 20 ïî÷òè âñå âðåìÿ
ïîëåòà. ÊÏÄ äâèãàòåëÿ 40%�K � , óäåëüíàÿ
òåïëîòà ñãîðàíèÿ òîïëèâà 50 ÌÄæ êãq � .
Ìàññà èçðàñõîäîâàííîãî òîïëèâà çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå îáùåé ìàññû ñàìîëåòà. Âëèÿíèåì
âåòðà ïðåíåáðå÷ü. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ íà-
ïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè. Ïîäúåìíàÿ ñèëà
ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè. Íàéäèòå:

1) îòíîøåíèå õ ñèëû òÿãè (ðàçâèâàåòñÿ
äâèãàòåëåì â íàïðàâëåíèè ñêîðîñòè) ê ñèëå
òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà ñàìîëåò;

2) äîëþ �D ìàññû èçðàñõîäîâàííîãî òîïëè-
âà îò ìàññû ñàìîëåòà.

2. Íà äèàãðàììå çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû
Ò ãàçà îò îáúåìà V  äëÿ ãåëèÿ â êîëè÷åñòâå

1�Q �  ìîëü ïîêàçàíî (ðèñ.10), ÷òî ñíà÷àëà
ãàç ïåðåâîäèòñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ ñ
òå ì ïåðàòóð îé

1 100T �   Ê  â
ïðîöåññå 1– 2
ïðÿìîé ïðîïîð-
öèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòè òåìïåðà-
òóðû îò îáúåìà,

ïðè ýòîì îáúåì ãàçà óâåëè÷èâàåòñÿ â 2 ðàçà.
Çàòåì ãàç îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû

3 1T T�  â èçîõîðè÷åñêîì ïðîöåññå 2–3. Äà-
ëåå â èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå 3–1 ãàç ïåðå-
õîäèò â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè ýòîì âíåø-
íåå äàâëåíèå ñîâåðøàåò íàä ãàçîì ðàáîòó

31 576A �|  Äæ. Íàéäèòå:
1) ìàêñèìàëüíóþ òåìïåðàòóðó ãàçà â ýòîì

öèêëå;

2) ðàáîòó, ñîâåðøåííóþ ãàçîì â ïðîöåññå
1–2;

3) ÊÏÄ öèêëà.
3. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè (ðèñ.11) âñå ýëå-

ìåíòû èäåàëüíûå, èõ ïàðàìåòðû óêàçàíû,
êîíäåíñàòîð íå çàðÿ-
æåí. Êëþ÷ K  çàìû-
êàþò. Íàéäèòå:

1) êàêîé ìàêñè-
ìàëüíûé òîê áóäåò
òå÷ü ÷åðåç ðåçèñòîð
ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à;

2) ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåð-
ãèè maxN  êîíäåíñàòîðà;

3) íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå â ìîìåíò,
êîãäà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè êîíäåíñà-
òîðà ðàâíà 5 9  îò ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè

maxN .
4. Â öåïè, ñõåìà êîòîðîé ïîêàçàíà íà

ðèñóíêå 12, âñå ýëåìåíòû èäåàëüíûå, èõ

ïàðàìåòðû óêàçàíû, ïðè÷åì 1L L� , 2 2L L� ,
3 3L L� , 4 4L L� . Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ

çàðÿæåí äî íàïðÿæåíèÿ 0U , êëþ÷è ðàçîìê-
íóòû, ðåæèì â öåïè óñòàíîâèëñÿ. Êëþ÷ 1K
çàìûêàþò. Êîãäà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå óìåíüøàåòñÿ â 3 ðàçà, çàìûêàþò êëþ÷

2K . Íàéäèòå:
1) òîê 0I  ÷åðåç 1L  íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä

çàìûêàíèåì êëþ÷à 2K ;
2) íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå â óñòàíî-

âèâøåìñÿ ðåæèìå ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à
2K ;
3) êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ â

öåïè ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 2K .
5. Íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ñîáè-

ðàþùåé ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì
F  = 16 ñì íàõîäèòñÿ ìóõà S íà ðàññòîÿíèè

1d  = 24 ñì îò ëèíçû (ðèñ.13). Ïî äðóãóþ
ñòîðîíó ëèíçû ðàñïîëîæåíî ïëîñêîå çåðêà-
ëî, ïåðåìåùàþùååñÿ âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñ-

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Ðèñ. 13

êîé îñè ëèíçû ñî ñêî-
ðîñòüþ 1 ìì ñv � . Â
íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè 0t  çåðêàëî
áûëî íà ðàññòîÿíèè
L  = 36 ñì îò ëèí-
çû. Íàéäèòå:

1) íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëèíçû ïîëó-
÷èòñÿ èçîáðàæåíèå ìóõè ïðè îòñóòñòâèè
çåðêàëà;

2) íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëèíçû ïîëó÷èò-
ñÿ èçîáðàæåíèå ìóõè â ìîìåíò âðåìåíè 0t  â

îïòè÷åñêîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ëèíçû è
çåðêàëà;

3) ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ èçîáðàæå-
íèå ìóõè â ìîìåíò âðåìåíè 0t  â ýòîé îïòè÷åñ-
êîé ñèñòåìå.
Ïóáëèêàöèþ ïî ìàòåìàòèêå ïîäãîòîâèëè

Í.Àãàõàíîâ, È.Áîãäàíîâ, È.Ãëóõîâ,
À.Ãîëîâêî, Ñ.Ãîðîäåöêèé, Â.Äóáèíñêàÿ,

Þ.Êóçüìåíêî, Î.Ïîäëèïñêèé, Ä.Òåð¸øèí;

ïî ôèçèêå – Â.Áàáèíöåâ, Â.Ïëèñ, Â.Óñ-
êîâ, Â.×èâåë¸â, À.Øåðîíîâ, Þ.Þðüåâ

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß

«ÊÂÀÍÒ» ÄËß ÌËÀÄØÈÕ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ

ÇÀÄÀ×È

(ñì. «Êâàíò» ¹8)
1. Ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

2. 10.
Îöåíêà . Åñòü ðîâíî äâå âåðòèêàëè è ðîâíî äâå
ãîðèçîíòàëè, êîòîðûå íå çàíÿòû ëàäüÿìè. Íà èõ
ïåðåñå÷åíèÿõ ðîâíî ÷åòûðå êëåòêè. Ñëîíû ìîãóò

ñòîÿòü òîëüêî â ýòèõ
êëåòêàõ, ïîýòîìó èõ
íå áîëüøå ÷åòûðåõ.
Ïðèìåð  ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 2.
3. Øåñòü.
Ïåðâîå ðåøåíèå .
Òîëüêî îäíî äâóçíà÷-
íîå ÷èñëî çàïèñûâà-
åòñÿ äâóìÿ äâîéêàìè
– ýòî 22, ïîýòîìó
òîëüêî îäíî èç óêà-

çàííûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü áåç öèôðû 2. Ñóùå-
ñòâóþò òîëüêî äâà äâóçíà÷íûõ ÷èñëà, â çàïèñè
êîòîðûõ åñòü è 2, è 3, – ýòî 23, 32. Åùå â îäíîì
÷èñëå ìîæåò áûòü òðîéêà áåç äâîéêè. Ýòè òðè
÷èñëà ñîñòàâëÿþò ïî êðàéíåé ìåðå ïîëîâèíó îò
çàäàííûõ, íî èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî
âñåãî ÷èñåë íå ìåíåå øåñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ
ðîâíî øåñòü. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ
íàáîðà 22, 23, 32, 25, 52, 30.

Âòîðîå ðåøåíèå . Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë êðàòíî øåñòè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èõ õîòÿ áû 12, òîãäà è äâîåê õîòÿ áû
12. Òàê êàê òîëüêî â îäíîì ÷èñëå 22 ìîãóò áûòü
äâå äâîéêè, òî íå ìåíåå äåñÿòè ÷èñåë äîëæíû
ñîäåðæàòü äâîéêó è äðóãóþ öèôðó. Ïðè ýòîì â
øåñòè ÷èñëàõ åñòü öèôðà 3. Çíà÷èò, íå ìåíüøå
÷åì 10 + 6 – 12 = 4 ÷èñëà äîëæíû ñîäåðæàòü è 2,
è 3. Íî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ 2 è 3,
òîëüêî äâà: 23 è 32. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
÷èñåë øåñòü. Ïðèìåð ïðèâåäåí âûøå.
4. à) Ðåøåíèå ýòîãî ïóíêòà ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ
ïóíêòà á).
á) Ïåðâûé ñïîñîá . Âûáåðåì âîïðîñ ñ çàâåäîìî
èçâåñòíûì îòâåòîì, íàïðèìåð: «Âåðíî ëè, ÷òî
äâàæäû äâà ðàâíî ÷åòûðåì?» Òåïåðü áóäåì çàäà-
âàòü åãî îñòðîâèòÿíàì, ïîêà íå ïîëó÷èì ñåìü
îäèíàêîâûõ îòâåòîâ. Òàê êàê ðûöàðè è ëæåöû
äàþò íà ýòîò âîïðîñ ðàçíûå îòâåòû, è êàæäûõ èç
íèõ íà îñòðîâå íå áîëåå øåñòè, òî ñðåäè ñåìè
îäèíàêîâî îòâåòèâøèõ îñòðîâèòÿí åñòü ìîíàõè.
À òàê êàê âñå ìîíàõè îòâå÷àþò îäèíàêîâî, òî
ñðåäè îòâåòèâøèõ èíà÷å èõ íåò. Íàçîâåì ýòó
ãðóïïó ëþäåé «÷èñòîé». Äàëåå çàìåòèì, ÷òî, âî-
ïåðâûõ, ìû çíàåì, èç ëæåöîâ èëè ðûöàðåé ñî-
ñòîèò «÷èñòàÿ» ãðóïïà, à âî-âòîðûõ, çíàÿ, êòî
ïåðåä íàìè (ðûöàðü èëè ëæåö) è çàäàâ äâà
âîïðîñà «ß ðûöàðü?» è «ß ëæåö?» (è çàìåíèâ
îòâåòû íà ïðîòèâîïîëîæíûå, åñëè ðàçãîâàðèâà-
åì ñî ëæåöîì), ìû ñìîæåì óçíàòü, êòî ìû.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1) Åñëè â «÷èñòîé» ãðóïïå íèêîãî íå îêàçàëîñü,
òî ïîïûòàåìñÿ âñå æå íàéòè ÷åëîâåêà â ýòó
ãðóïïó. Â õóäøåì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàäàòü 12
âîïðîñîâ è òàê íèêîãî è íå íàéòè, ïðîäîëæàÿ
ïîëó÷àòü îäèí è òîò æå îòâåò. Íî òîãäà, åñëè ýòè
îäèíàêîâûå îòâåòû áûëè «äà», òî ýòî 6 ðûöàðåé

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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è 6 ìîíàõîâ è áîëüøå èõ íà îñòðîâå íåò, ñëåäîâà-
òåëüíî, çàäàþùèé âîïðîñû – ëæåö. Àíàëîãè÷íî,
åñëè ýòî îòâåòû «íåò», òî çàäàþùèé âîïðîñû –
ðûöàðü.
2) Åñëè óäàëîñü êîãî-òî íàéòè ëèáî â «÷èñòîé»
ãðóïïå óæå áûëî îò îäíîãî äî ïÿòè ÷åëîâåê, òî
çàäàíî íå áîëåå 12 âîïðîñîâ, è çà äâà âîïðîñà
ïðåäñòàâèòåëþ ÷èñòîé ãðóïïû çàäàþùèé âîïðî-
ñû óçíàåò, êòî îí.
3) Åñëè â ÷èñòîé ãðóïïå øåñòü ÷åëîâåê è ýòî
ðûöàðè, òî, âî-ïåðâûõ, ðûöàðåé íà îñòðîâå áîëü-
øå íåò, à âî-âòîðûõ, çàäàíî ðîâíî 13 âîïðîñîâ.
Çíà÷èò, çàäàþùèé âîïðîñû – íå ðûöàðü, è äîñ-
òàòî÷íî åùå òîëüêî îäíîãî âîïðîñà «ß ëæåö?».
Òîãäà â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà çàäàþùèé
âîïðîñû – ìîíàõ. Àíàëîãè÷íî, åñëè ýòî ëæåöû,
òî çàäàþùèé âîïðîñû – íå ëæåö, è äîñòàòî÷íî
ñïðîñèòü «ß ðûöàðü?». Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî-
ãî îòâåòà îí ìîíàõ. Áîëåå øåñòè ÷åëîâåê â «÷èñ-
òîé» ãðóïïå áûòü íå ìîæåò (ïî ïðèíöèïó Äèðèõ-
ëå).
Âòîðîé ñïîñîá . Áóäåì êàæäîìó îñòðîâèòÿíèíó
äâà ðàçà ïîäðÿä çàäàâàòü âîïðîñ «Ãîâîðèë ëè ÿ ñ
òîáîé ñåãîäíÿ?» Ðûöàðè áóäóò îòâå÷àòü «íåò,
äà», ëæåöû – «äà, íåò», à ìîíàõè äâà ðàçà
îòâåòÿò îäèíàêîâî. Îïðîñèâ òàêèì îáðàçîì øåñòü
îñòðîâèòÿí, ìû ëèáî íàéäåì ðûöàðÿ èëè ëæåöà
è çà äâà âîïðîñà óçíàåì ó íåãî, êòî ìû (ñì.
ïåðâûé ñïîñîá), ëèáî íàéäåì øåñòü ìîíàõîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå áîëüøå ìîíàõîâ íåò, çíà÷èò, ñïðà-
øèâàâøèé – íå ìîíàõ. Çàäàäèì åùå êîìó-íè-
áóäü âîïðîñ ñ çàâåäîìî èçâåñòíûì îòâåòîì, ÷òî-
áû óçíàòü, ðûöàðü îí èëè ëæåö. Ïîñëåäíèì
âîïðîñîì óçíàåì ó íåãî, êòî ìû.
Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî áûëî
çàäàòü íà îäèí âîïðîñ ìåíüøå, òàê êàê óçíàâàòü,
ñ ëæåöîì èëè ðûöàðåì ìû ðàçãîâàðèâàåì, íå
îáÿçàòåëüíî, ìîæíî ñðàçó çàäàòü âîïðîñ ïðèìåð-
íî òàêîé ôîðìû: «×òî áû òû ìíå îòâåòèë, åñëè
áû ÿ ó òåáÿ ñïðîñèë, ðûöàðü ëè ÿ?» Ýòîé æå
èäååé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â ñëåäóþùèõ ñïîñîáàõ
ðåøåíèÿ.
Òðåòèé ñïîñîá . Íàçîâåì ðûöàðåé è ëæåöîâ «ìè-
ðÿíàìè». Ïðèäóìàåì âîïðîñ, íà êîòîðûé ìîíà-
õè äàþò îäèí îòâåò, à ìèðÿíå – äðóãîé. Íàïðè-
ìåð: «×òî áû òû ìíå îòâåòèë, åñëè áû ÿ òåáÿ
ñïðîñèë, âåðíî ëè, ÷òî ìîíàõ äàñò îòðèöàòåëü-
íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ?» Áóäåì çàäàâàòü ýòîò
âîïðîñ, ïîêà íå ïîëó÷èì 7 îäèíàêîâûõ îòâåòîâ.
ßñíî, ÷òî ýòî áóäóò ìèðÿíå, òàê êàê ìîíàõîâ
âñåãî øåñòü. Ýòî ïðîèçîéäåò íå ïîçæå ÷åì ÷åðåç
13 âîïðîñîâ. Ïðè ýòîì åñëè çàäàíî ðîâíî 13
âîïðîñîâ, òî âñåõ øåñòåðûõ ìîíàõîâ ìû óæå
íàøëè è ñïðàøèâàþùèé – íå ìîíàõ. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî çàäàòü îäèí âîïðîñ ìèðÿíèíó. À åñëè
çàäàíî ìåíåå 13 âîïðîñîâ, òî ó ñïðàøèâàþùåãî

îñòàëîñü äâà âîïðîñà ê ìèðÿíèíó, ÷òîáû óçíàòü,
êòî îí.
×åòâåðòûé ñïîñîá . Ïîêàæåì, ÷òî õâàòèò è 13
âîïðîñîâ. Áóäåì çàäàâàòü îñòðîâèòÿíàì âîïðîñ
«×òî áû òû ìíå îòâåòèë, åñëè áû ÿ ó òåáÿ
ñïðîñèë: âåðíî ëè, ÷òî îòâåòû íà âîïðîñû “ß
ðûöàðü?” è “ß ñ òîáîé ñåãîäíÿ óæå ðàçãîâàðè-
âàë?” ðàçëè÷íû?» Çàìåòèì, ÷òî òîëüêî ìîíàõè
íà ýòîò âîïðîñ ìîãóò îòâåòèòü íåïðàâäó è ÷òî
òîëüêî îíè íà íåãî äâà ðàçà îòâå÷àþò îäèíàêîâî,
à îñòàëüíûå ïåðâûé ðàç ôàêòè÷åñêè ñîîáùàþò
çàäàþùåìó îòâåò íà âîïðîñ, ðûöàðü îí èëè íåò.
Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî âòîðîìó ñïîñîáó ðåøåíèÿ
çàäàäèì ýòîò âîïðîñ ïî äâà ðàçà øåñòè îñòðîâè-
òÿíàì. Åñëè ìû ïîëó÷èëè øåñòü ïàð îäèíàêîâûõ
îòâåòîâ, òî âñå ìîíàõè íàéäåíû è äîñòàòî÷íî ó
ëþáîãî îñòàâøåãîñÿ æèòåëÿ çà îäèí âîïðîñ óç-
íàòü, êòî ñïðàøèâàþùèé: ðûöàðü èëè ëæåö.
Åñëè æå êòî-òî îòâåòèë ïî-ðàçíîìó, òî ñïðàøè-
âàþùèé óçíàåò, ðûöàðü îí èëè íåò. Åñëè íåò, òî
ó ýòîãî æå îñòðîâèòÿíèíà çà îäèí âîïðîñ îí
óçíàåò, êòî îí: ëæåö èëè ìîíàõ.

ÅÃÝ ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

Îòâåòû ê çàäàíèÿì 1 – 27

Ðåøåíèÿ çàäàíèé 28 – 32  (îôèöèàëüíûå ðåøå-
íèÿ ïðåäìåòíîé êîìèññèè)

28. Ñîãëàñíî çàêîíó Äæîóëÿ–Ëåíöà 
2U t

Q
R

�§ �·
� �¨ �¸�¨ �¸

�© �¹
ïðè ïðîòåêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ÷åðåç íà-
ãðåâàòåëüíûé ýëåìåíò âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåï-
ëîòû, êîòîðîå ðàñõîäóåòñÿ íà íàãðåâàíèå âîäû è
äîâîäèò åå äî êèïåíèÿ: �� ��êèï 0Q cm t t� �� . Â ïåð-
âîì îïûòå ê èñòî÷íèêó ïîäêëþ÷åíû äâà íàãðåâà-
òåëüíûõ ýëåìåíòà, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íî. Èõ îáùåå ñîïðîòèâëåíèå 1 2R R R� �� . Âî
âòîðîì îïûòå ïðè ïåðåêëþ÷åíèè êëþ÷à K  â
ïîëîæåíèå 2 íàãðåâàòåëüíûé ýëåìåíò ñîïðîòèâ-
ëåíèåì 2R  îòêëþ÷àåòñÿ îò èñòî÷íèêà, ïðè ýòîì
îáùåå ñîïðîòèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ: 1R R� .
Óìåíüøåíèå îáùåãî ñîïðîòèâëåíèÿ íàãðåâàòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ R ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ âûäå-

ëÿåìîé òåïëîâîé ìîùíîñòè: 
2U

N
R

� . Ñëåäîâà-
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òåëüíî, âî âòîðîì îïûòå äëÿ äîâåäåíèÿ âîäû äî
êèïåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ ìåíüøå âðåìåíè: Q = Nt .
Âîäà çàêèïèò áûñòðåå âî âòîðîì îïûòå.
29. Â ïðîöåññå àáñîëþòíî íåóïðóãîãî ñòîëêíîâå-
íèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ñóììàðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû
òåë: �� �� 1mv m M v� �� , ãäå 1v  – ñêîðîñòü òåë ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü ãëàäêàÿ, òî
òðåíèÿ íåò è äâèæåíèå òåë îò ìîìåíòà óäàðà äî
ìîìåíòà êàñàíèÿ ñâîáîäíîãî êîíöà ïðóæèíû áó-
äåò ðàâíîìåðíûì: 1 1L v t� , ãäå 1t  – âðåìÿ äâè-
æåíèÿ íà ýòîì ó÷àñòêå. Ïîñëå êàñàíèÿ ïðóæèíû
è äî îòðûâà îò íåå òåëà áóäóò äâèãàòüñÿ, ñîâåð-
øàÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Äî îòðûâà ïðîé-

äåò âðåìÿ 2 2
T

t � , ãäå Ò – ïåðèîä êîëåáàíèé

ãðóçà íà ïðóæèíå: 2
m M

T
k
��

� �S . Îòðûâ òåë îò

ïðóæèíû ïðîèçîéäåò â òî÷êå êàñàíèÿ ïðóæèíû.
Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ, ñêîðîñòü òåë â òî÷êå
îòðûâà ðàâíà 1v . Äàëüíåéøåå äâèæåíèå òåë áó-
äåò ðàâíîìåðíûì. Ïîýòîìó ïîëíîå âðåìÿ äâèæå-
íèÿ òåë äî òî÷êè ñòîëêíîâåíèÿ ðàâíî

�� ��
1 2

1

22
2

2

L m ML T m M
t t t

v mv k

�� ��
� �� � �� � �� �S .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M  = 2 m, ïîëó÷èì

6 3
0,614 c

L m
t

v k
� �� �S � .

30. Ïîñêîëüêó â óêàçàííîì ïðîöåññå ãàç íå ñî-
âåðøàåò ðàáîòû è ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ òåïëîèçîëè-
ðîâàííîé, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì çàêîíîì
òåðìîäèíàìèêè ñóììàðíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
ãàçîâ ñîõðàíÿåòñÿ:

�� ��1 1 2 2 1 2
3 3 3
2 2 2

RT RT RT�Q �� �Q � �Q �� �Q ,

ãäå Ò – òåìïåðàòóðà â îáúåäèíåííîì ñîñóäå â
ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïîñëå îòêðûòèÿ êðàíà. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ìåíäåëååâà–Êëàïåé-
ðîíà äëÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

�� �� �� ��1 22p V RT� �Q �� �Q .
Èñêëþ÷àÿ èç äâóõ çàïèñàííûõ óðàâíåíèé êîíå÷-
íóþ òåìïåðàòóðó Ò, ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæå-
íèå äëÿ îáúåìà:

�� ��1 1 2 2 31,3 ì
2

T T R
V

p

�Q �� �Q
� �| .

31. Êîãäà êëþ÷ K  íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1 (ñì.
ðèñ.20 â ñòàòüå), ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà ýëåêòðè-
÷åñêîé öåïè âûãëÿäèò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 3. Êîãäà çàðÿä íà êîíäåíñàòîðå óæå óñòàíî-
âèëñÿ, òîê ÷åðåç êîíäåíñàòîð ðàâåí íóëþ. Íà-
ïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî íàïðÿæåíèþ íà
ðåçèñòîðå 1R :

1 1CU IR� , ãäå 
1 2

I
r R R

� 
�� ��

E
.

Çàðÿä êîíäåíñàòîðà ðàâåí

1
1 1

1 2
Ñ

Ñ R
q CU

r R R
� � 

�� ��
E

.

Ïðàâàÿ îáêëàäêà
êîíäåíñàòîðà ñî-
åäèíåíà ñ ïîëîæè-
òåëüíûì ïîëþñîì
èñòî÷íèêà è çàðÿ-
æåíà ïîëîæèòåëü-
íî. Ïîýòîìó åå çà-
ðÿä ðàâåí 1q .
Êîãäà êëþ÷ K  íà-
õîäèòñÿ â ïîëîæå-
íèè 2, ýêâèâàëåíò-
íàÿ ñõåìà ýëåêòðè-
÷åñêîé öåïè âûãëÿ-
äèò, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå  4. Êîã-
äà çàðÿä íà êîí-
äåíñàòîðå óæå óñ-
òàíîâèëñÿ, òîê ÷å-
ðåç êîíäåíñàòîð
ðàâåí íóëþ. Íà-
ïðÿæåíèå íà êîí-
äåíñàòîðå ðàâíî
íàïðÿæåíèþ íà ðå-
çèñòîðå 2R :

2 2CU IR�  , ãäå ïî-ïðåæíåìó 
1 2

I
r R R

� 
�� ��

E
.

Çàðÿä êîíäåíñàòîðà ðàâåí

2
2 2

1 2
C

C R
q CU

r R R
� � 

�� ��
E

.

Ïðàâàÿ îáêëàäêà êîíäåíñàòîðà ñîåäèíåíà òåïåðü
ñ îòðèöàòåëüíûì ïîëþñîì èñòî÷íèêà è çàðÿæåíà
îòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó åå çàðÿä ðàâåí �� ��2q�� .
Èçìåíåíèå çàðÿäà íà ïðàâîé îáêëàäêå êîíäåíñà-
òîðà ðàâíî

�� �� �� ��1 2
2 1

1 2

C R R
q q q

r R R

��
�' � �� �� � ��

�� ��

E
,

îòêóäà íàõîäèì

�� �� �� ��
�� ��

1 2

1 2

3 B
q r R R

C R R

���' �˜ �� ��
� � 

��
E .

32. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ôîòîýôôåêòà ñâÿ-
çûâàåò äëèíó ñâåòîâîé âîëíû �O ñ ðàáîòîé âûõî-
äà ôîòîýëåêòðîíà âûõA  è åãî ìàêñèìàëüíîé êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèåé êèíW :

âûõ êèí
hc

A W� ��
�O

.

Ôîòîýëåêòðîíû îñòàíàâëèâàþòñÿ, åñëè

êèíW eU� .

Ñâÿçü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ U  ñ íàïðÿæåííîñ-
òüþ Å îäíîðîäíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌÅÍÈ Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ô È Ç È Ê À

Ïðîôèëüíûé ýêçàìåí

ÌÅÕÀÍÈÊÀ

1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ãðóçîâ
ñîîòâåòñòâåííî íà íà÷àëüíîì ýòàïå èìåþò âèä

1Ma T Mg� �� , �� �� �� �� 1M m a M m g T�� � �� �� . Îò-
ñþäà íàõîäèì ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè ïðè óñêî-

ðåííîì äâèæåíèè ñèñòåìû: 
�� ��

1
2

2

M M m
T g

M m

��
� 

��
.

Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè ñèñòåìû, êîãäà ïå-
ðåãðóçîê óäàëåí îãðàíè÷èòåëåì ñ ïðàâîãî ãðóçà,
íàòÿæåíèå íèòè ðàâíî 2T Mg� . Èñêîìàÿ âåëè-
÷èíà ðàâíà

2 1 2
Mmg

T T T
M m

�' � �� � �� �|
��

1,11 Í.

2. Ñêîðîñòü íàëåòàþùåé øàéáû íåïîñðåäñòâåí-
íî ïåðåä óäàðîì ìîæíî îïðåäåëèòü èç çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 
2 2
0 1

2 2
mv mv

mgs�� �P � . Çäåñü

ó÷òåíî, ÷òî ðàáîòà ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ mg�P
äî óäàðà îòðèöàòåëüíà. Èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà è ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè àáñîëþò-
íî óïðóãîì öåíòðàëüíîì óäàðå îäèíàêîâûõ øàéá
ñëåäóåò, ÷òî øàéáû îáìåíèâàþòñÿ ñêîðîñòÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, 1v  áóäåò íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
äâèæåíèÿ øàéáû, ëåæàâøåé íà êðàþ ñòîëà. Ýòà
øàéáà óïàäåò, åñëè ïîñëå óäàðà ñìåñòèòñÿ íà
ðàññòîÿíèå R. Ïîýòîìó 1v  äîëæíà áûòü áîëüøå
çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâà

2
1 0

2
mv

mgR�� �P � . Èñïîëüçóÿ çàïèñàííûå óðàâ-

íåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èñêîìàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà

�� ��0 2 1 ì ñv g s R� �P �� � .

ÌÎËÅÊÓËßÐÍÀß ÔÈÇÈÊÀ È ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ

1. Ïîñëå òîãî, êàê â ïðàâîì ñîñóäå èç-çà íàãðåâà-
íèÿ ãàçà åãî îáúåì óâåëè÷èòñÿ, óðîâåíü æèäêî-
ñòè â ïðàâîì ñîñóäå îïóñòèòñÿ íà âåëè÷èíó h�'  è
(ñ ó÷åòîì îäèíàêîâûõ ïëîùàäåé ñîñóäîâ) íà
ñòîëüêî æå ïîäíèìåòñÿ â ëåâîì ñîñóäå. Ðàçíîñòü
äàâëåíèé ãàçà â ýòèõ ñîñóäàõ ñòàíåò ðàâíîé

2 1 2p p g h�� � �U �' .  Ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà â ëå-
âîì ñîñóäå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî, ñîãëàñíî
çàêîíó Áîéëÿ–Ìàðèîòòà, �� ��0 1p h p h h� �� �' , îòêó-

äà 0
1

p h
p

h h
� 

�� �'
. Äëÿ ïðàâîãî ñîñóäà, èñïîëüçóÿ

îáúåäèíåííûé ãàçîâûé çàêîí, ïîëó÷èì ðàâåí-

ñòâî 
�� ��20

0

p h hp h
T T

�� �'
� , îòêóäà 

�� ��
0

2
0

p hT
p

h h T
� 

�� �'
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

�� ��
0 0

0

2
p hT p h

g h
h h T h h

�� � �U �'
�� �' �� �'

. Îòñþäà íàõîäèì

èñêîìóþ òåìïåðàòóðó:

0
0

0

2 373 Ê
h h p h

T T g h
p h h h
�� �' �§ �·� �U �' �� �|�¨ �¸�� �'�© �¹

.

2. Ðàáîòà A ãàçà ðàâíà ñóììå ðàáîò 12 23A A�� .
Íà ýòàïå àäèàáàòíîãî ðàñøèðåíèÿ ( Q =  0) ðà-

áîòà ðàâíà 0
12 12 0 0 0

3 3
2 2 2

p
A U V p V�§ �·� ���' � �� �˜ �� � �¨ �¸

�© �¹
0 0

3
8

p V� . Hà âòîðîì ýòàïå ðàáîòà âû÷èñëÿåòñÿ

êàê ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè �� ��p V ,

ò.å. 0
23 0 0 0 0

1 3 9
2 2 2 8

p
A p V p V�§ �·� �� �˜ � �¨ �¸

�© �¹
. Òàêèì îáðà-

çîì, 0 0
3
2

A p V� . Òåïëî ãàç ïîëó÷àåò òîëüêî íà

ýòàïå óâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Ïîëó÷åííîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû ðàâíî ñóììå ïðèðàùåíèÿ âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè è ðàáîòû, ñîâåðøåííîé ãàçîì:

23 23 23Q U A� �' �� � 

= 0
0 0 0 0 0 0 0

3 3 9 9
3

2 2 2 8 2
p

p V V p V p V�§ �·�˜ �� �˜ �� � �¨ �¸
�© �¹

.

Èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî

0 0

0 0

3 2 1
9 2 3

p V
p V

�K � � .

ÝËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ

1. Ïîñêîëüêó ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó øàðè-
êàìè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè è êîíñåðâàòèâíû-
ìè, â ñèñòåìå èç òðåõ øàðèêîâ ñîõðàíÿþòñÿ
èìïóëüñ è ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Â ïðî-
åêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü çàêîí ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà äàåò ðàâåíñòâî 3 1 2 0mv mv mv�� �� � .
Îòñþäà è èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò,
÷òî 3

1 2 2
v

v v� � . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òî÷å÷-
íûõ çàðÿäîâ 1q  è 2q , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿ-

íèè x äðóã îò äðóãà, 1 2

04
q q

W
x

� 
�S�H

, íàõîäèì ïî-

òåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû â íà÷àëüíîì ñî-

ñòîÿíèè: 
2

íà÷ 12 13 23
0

3
4

q
W W W W

l
� �� �� � 

�S�H
. Ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû áóäåò ìèíèìàëü-
íîé, êîãäà çàðÿäû óäàëÿòñÿ íà ìàêñèìàëüíîå

èìååò âèä

U  = Ed .

Îáúåäèíÿÿ òðè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì

âûõ
150 Â ì

hc
A

E
ed

��
�O� � .



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 956
ðàññòîÿíèå, ò.å. áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà îäíîé
ïðÿìîé:

êîí 13 23 12W W W W �c� �� �� � 
2 2 2

0 0 0

5
2

4 4 2 4 2
q q q

l l l
� �� � 

�S�H �S�H �˜ �S�H �˜
.

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè íà-
õîäèì

3
0

3,5 ñì ñ
6

q
v

m l
� �|

�S �H
.

2. Öèëèíäð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâè-
åì ñèë, ìîäóëè è íàïðàâëåíèÿ êîòîðûõ ïîêàçà-

íû íà ðèñóíêå 5, ãäå
mg – ìîäóëü ñèëû
òÿæåñòè, N  – ìî-
äóëü íîðìàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñèëû
ðåàêöèè íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, òðF  –
ìîäóëü ñèëû òðåíèÿ
ïîêîÿ, AF  – ìîäóëü
ñèëû Àìïåðà. Çàïè-
ñûâàÿ óðàâíåíèå
ìîìåíòîâ îòíîñè-
òåëüíî îñè öèëèíä-

ðà, èìååì A òð2 sinF R F R�M � , ãäå R – ðàäèóñ
öèëèíäðà, �M – óãîë, êîòîðûé ïëîñêîñòü ðàìêè
îáðàçóåò ñ ãîðèçîíòîì. Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ
öèëèíäðà ñëåäóåò, ÷òî òð sinF mg� �D. Ïî çàêîíó
Àìïåðà, AF IBl� . Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ,
íàõîäèì òîê I . Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íàéäåí-
íûé òîê ïðèíèìàåò ïðè sin 1�M � , ò.å. ïðè

90�M � �q. Òàêèì îáðàçîì,

min
sin

0,625 A
2

mg
I

Bl
�D

� � .

ÎÏÒÈÊÀ

1. Õîä ëó÷åé, ôîðìèðóþùèõ èçîáðàæåíèå ïðåä-
ìåòà, èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 6. Äëÿ ïðîñòîòû

ðàñ÷åòà ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïîñåðåáðåííóþ ëèí-
çó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äâóõ ïëîñ-
êîâûïóêëûõ ëèíç, ïðèæàòûõ ïëîñêèìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè âïëîòíóþ äðóã ê äðóãó. Îïòè÷åñêàÿ

Ðèñ. 5

ñèëà òàêîé ñèñòåìû 
2

D
F

� , à åå ôîêóñíîå ðàñ-

ñòîÿíèå 1 2
F

F � . Ñîãëàñíî ôîðìóëå òîíêîé ëèí-

çû, 
1

1 1 1 2
a b F F

�� � � , ãäå b – ðàññòîÿíèå îò ëèíçû

äî èçîáðàæåíèÿ ïðåäìåòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

2
aF

b
a F

� 
��

. Ïîñêîëüêó 
H b
h a

� , òî èñêîìàÿ âû-

ñîòà èçîáðàæåíèÿ ïðåäìåòà ðàâíà

13 ìì
2

Fh
H

a F
� �|

��
.

2. Õîä îäíîãî èç ëó÷åé, äàþùèõ èçîáðàæåíèÿ È
è 1È  ïëàìåíè ñâå÷è Ñ, ïîêàçàí íà ðèñóíêå 7.

Áóêâîé A îòìå÷åí ëó÷, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ â
îòñóòñòâèå ïëàñòèíêè, áóêâîé B – ïðè íàëè÷èè
ïëàñòèíêè. Ïóñòü �D – óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à íà
ïëàñòèíêó, à �E – óãîë ïðåëîìëåíèÿ â íåé. Ó÷è-
òûâàÿ ìàëîñòü ýòèõ óãëîâ, çàïèøåì çàêîí ïðå-
ëîìëåíèÿ â âèäå n�D � �E. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
íàëè÷èå ïëàñòèíêè ïðèâîäèò ê ñìåøåíèþ âåðòè-
êàëüíî âíèç îòðàæåííîãî îò çåðêàëà ëó÷à B íà

ðàññòîÿíèå �� �� 1
2 2

n
y d d

n
��

�| �D �� �E �| �D . Ïîñêîëü-

êó 
y
x

� �D, òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà ðàâíà

1
2 0,8 ñì

n
x d

n
��

� � .

Ðèñ. 7

ÔÈÇÈÊÎ - ÌÀÒÅÌÀÒÈ ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ  «ÔÈÇÒÅÕ»

Ì À Ò Å Ì À Ò È Ê À

11 êëàññ

ÂÀÐÈÀÍÒ 1

1. 
1
3

.

Ïóñòü 2x x�D �E �J+ +  – êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ
ïîëîæèòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì T. Òîãäà åãî

êîðíè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé 1,2 2
T

x
�E

�D
- ±

= ,

Ðèñ. 6
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ïîýòîìó

( )
2 1 2

T T T
x x

�E �E

�D �D

- + - - -
- = = .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ÷åòûðå ðàçà, ïîëó÷àåì

2 8, 9 4A a B b= - = - ,

( ) ( )21
3 2 12 4

3
C a b= - - + ,

( ) ( )21
6 2 12 2 2

3
D a b= - - + .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
2 2C D- =

= ( ) ( )( )2 21
4 12 12 39 12 24 12

9
a a b a a b- - - - - - + =

= ( )21
4 17

3
a b+ - , 2 2 2 4 17A B a b- = + - .

Çíà÷èò, èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 
1
3

.

2. 
12

1,
35

-  èëè 
12
35

- .

Ïåðåìíîæàÿ äâà äàííûõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
2 2cos sin

2
cos sin

x x
y y
-

= - , ÷òî íà ÎÄÇ ðàâíîñèëüíî

ñëåäóþùåìó:

cos2 2sin cos cos2 cos 2 0
2

x y y x y
�Sæ ö= - Û + - = Ûç ÷è ø

2cos cos 0
4 4

x y x y
�S �Sæ ö æ öÛ + - - + =ç ÷ ç ÷è ø è ø

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî 
4 2

x y k
�S �S

�S+ - = + ,

k Î Z , ëèáî 
4 2

x y k
�S �S

�S- + = + , k Î Z .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî 
3
4

x y k
�S

�S+ = + ,

k Î Z ,  îòêóäà ìãíîâåííî ñëåäóåò, ÷òî
( )tg 1x y+ = - .

Âî âòîðîì ñëó÷àå 
4

x y k
�S

�S= + + , k Î Z . Ââîäÿ

äîïîëíèòåëüíûé óãîë, ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ÷èñ-
ëèòåëü äðîáè â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî èç èñõîäíûõ
óðàâíåíèé:

sin cosx x+ =

1 1
2 sin cos 2 cos

42 2
x x x

�Sæ ö æ ö= + = -ç ÷ç ÷ è øè ø
.

Ïîäñòàâëÿåì ñþäà âûðàæåíèå äëÿ x è ïîëó÷àåì

( )2 cos 2 cos
4 4

y k y k
�S �S

�S �Sæ ö+ + - = + =ç ÷è ø

( ) ( )2 cos cos sin sin 1 2 cosky k y k y�S �S= - = - .

Âòîðîå óðàâíåíèå ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

( )1 2 6 2 tg
2

k x y+
- = - .

Îòñþäà tg
2

x y+
 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 

1
6

± .

Çíà÷èò,

( )
2

1
22tg 1262tg

1 351 tg 1
2 36

x y

x y
x y

æ ö+ × ±ç ÷è ø
+ = = = ±

+
- -

.

Òàê êàê â óñëîâèè çàäàíî, ÷òî âûðàæåíèå
( )tg x y+  ìîæåò ïðèíèìàòü ïî êðàéíåé ìåðå 3

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, âñå òðè ïîëó÷åííûõ ñëó÷àÿ
âîçìîæíû.
Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå 3
ñëó÷àÿ ðåàëèçóþòñÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñèñòåìó

2 cos
4 6 2 tg ,

cos 2

3
,

4

x
x y

y

x y k k

�S

�S
�S

ì æ ö-ç ÷ï è ø +
ï = -

Ûí
ï
ï = - + Î
î

Z

cos
32 6 tg ,

cos 8 2

3
,

4

y k
k

y

x y k k

�S
�S

�S �S

�S
�S

ì æ ö- +ç ÷ï è ø æ öï = - +ç ÷è øÛ Ûí
ï
ï = - + Î
î

Z

( ) 3
1 tg 6 tg ,

8 2
3

, .
4

k k
y

x y k k

�S �S

�S
�S

ì æ ö- = - +ç ÷ï è øï
Û í

ï = - + Îïî
Z

Î÷åâèäíî, ó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèÿ
(òàíãåíñ ïðèíèìàåò ëþáûå çíà÷åíèÿ), à çíà÷èò,
åñòü ðåøåíèÿ è ó ñèñòåìû.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîäñòàâèì x íå òîëüêî â ëåâóþ
÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ, íî è â ïðàâóþ:

( )1 2 6 2 tg
8 2

k k
y

�S �Sæ ö- = - + + Ûç ÷è ø

�œ
( ) 11

tg
8 2 6

k
k

y
�S �S

+-æ ö+ + =ç ÷è ø
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøå-
íèÿ ïðè ëþáûõ öåëûõ k, ïîýòîìó îáà çíà÷åíèÿ

( )tg x y+  ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ.
3. 119282.
Äàííûå ÷èñëà, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðà-
ñòàíèÿ, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ
ðàçíîñòüþ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòêè îò äåëåíèÿ
íà 3 ó ýòèõ ÷èñåë ÷åðåäóþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè êàêîå-òî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3, ò.å.
èìååò âèä 3k, ãäå k Î N , òî ñëåäóþùåå çà íèì
÷èñëî åñòü 3k + 2 – è îíî äàåò îñòàòîê 2 îò
äåëåíèÿ íà 3, äàëåå èäåò 3 k + 4, äàþùåå îñòàòîê
1 îò äåëåíèÿ íà 3, à çàòåì 3 k + 6, êîòîðîå ñíîâà
äåëèòñÿ íà 3. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòêè îò äåëåíèÿ
äàííûõ ÷èñåë íà 3 èäóò â ïîðÿäêå … 0; 2; 1; 0; 2;
1; 0...



Ê Â À Í T  $ 2 0 1 9 / ¹ 958
Ñðåäè äàííûõ íàì ÷èñåë åñòü 44 ÷èñëà, äàþùèå
îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 3 (îíè îáðàçóþò ìíîæå-
ñòâî A = { 502;  508;  514; …; 76 0}), 43 ÷èñëà,
äåëÿùèõñÿ íà 3 ( B = { 504;  510;  516; …; 7 56}),
43 ÷èñëà, äàþùèõ îñòàòîê 2 îò äåëåíèÿ íà 3 ( C =
= {506;  512;  518; …; 7 58}).
Ñóììà òðåõ ÷èñåë ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3 â ñëåäóþ-
ùèõ ñëó÷àÿõ.
1) Âñå òðè ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà 3. Åñòü 3

44C  ñïîñîáîâ âûáðàòü 3
÷èñëà èç ìíîæåñòâà A è ïî 3

43C  ñïîñîáîâ âûá-
ðàòü 3 ÷èñëà èç ìíîæåñòâ B è C. Â ñóììå
ïîëó÷àåì

44 43 42 43 42 41
2 13244 2 12341

6 6
× × × ×

+ × = + × =

= 37926 ñïîñîáîâ.

2) Åñëè íå âñå îñòàòêè îäèíàêîâû, òî ïîäõîäèò
òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè îñòàòêà ðàçíûå, ò.å.
ìû äîëæíû âûáðàòü ïî îäíîìó ÷èñëó èç êàæäîãî
èç ìíîæåñòâ A, B, C. Ïîëó÷àåì 44 43 43× × =
= 81356 ñïîñîáîâ.
Â ñóììå âûõîäèò 11 9282 ñïîñîáà.

4. 7 46H P = , 
138

5
7

r = , 
322

5
3

R = .

Òðèæäû ïðèìåíÿåì òåîðåìó î êàñàòåëüíîé è
ñåêóùåé (ðèñ.8):

2 4 46 2 46HF HC HB HF= × = × Þ = ;
2

2 46
HF

HF HD H E H E
HD

= × Þ = = ;

2 50 92 10 46BA BD B E BA= × = × Þ = .

Ïîñêîëüêó îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê

îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

PF = PA = PB, ñëåäîâàòåëüíî, 
1
2

PF AB= =

5 46= . Èòàê, 7 46PH PF FH= + = . Ïóñòü
BPH �JÐ = . Òîãäà ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðå-

óãîëüíèêà BPH ïîëó÷àåì 2 2 2BH H P BP= + -
2 cosBP PH �J- × × ,  ò.å. 2 2 246 7 46 5 46= × + × -

70 46cos�J- × ,  îòêóäà 46 49 25 70cos�J= + - ,
2

cos
5

�J= .

Ïóñòü O è Q – öåíòðû, à R è r – ðàäèóñû
îêðóæíîñòåé �:  è �Z ñîîòâåòñòâåííî; òàê êàê
îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ, òî÷êà êàñàíèÿ F ëåæèò íà
ëèíèè öåíòðîâ OQ è ïðè ýòîì OQ PH^ . Óãëû
A è F ÷åòûðåõóãîëüíèêà AOFP ïðÿìûå, ïîýòîìó

180AOF APF BPF �JÐ = ° - Ð = Ð = .
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ ABQO. Â
íåé OQ R r= + , OA R= , BQ r= , 10 46AB = ,

AOQ �JÐ = . Îïóñêàÿ èç òî÷êè Q âûñîòó QN íà
îñíîâàíèå AO, ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ON Q, â êîòîðîì 10 46QN AB= = ,
ON R r= - .  Ï î  òåîðåìå Ïèôàãîðà,

( ) ( ) ( )22 2 10 46R r R r+ = - + ;  êðîìå òîãî,
2

cos
5

R r
R r

�J
-

= =
+

. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïî-

ëó÷àåì 
7
3

R r= , à èç ïåðâîãî ñëåäóåò, ÷òî

25 46Rr = × . Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, íà-

õîäèì, ÷òî 
5 322

3
R = , 

5 138

7
r = .

5. 
1 1 1 1 1 1

; ; ; 0 0;
2 3 5 9 11 3

x æ ù é ö é ö æ ùÎ - - - - -ç ÷ ÷ çú ê ê úè ø ø èû ë ë û
U U U .

ÎÄÇ ëîãàðèôìîâ íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ óñ-
ëîâèÿìè

2 1 1
1 4 0

2 2
x x- > Û - < < ,

41 16 1 0x x- ¹ Û ¹ ,

21 4 0x x+ > Û Î R ,

23 4 5
0

2 3 6
x x

x- + > Û Î R ,

2 1
,3 4 5

1 9
2 3 6 1.

xx x

x

ì ¹ -ï
- + ¹ Û í

ï ¹î

Â èòîãå ïîëó÷àåì 
1 1

;
2 2

x æ öÎ -ç ÷è ø
 è 0x ¹ , 

1
9

x ¹ - .

Îáîçíà÷èì 
23 4 5

2 3 6
x x

u- + = , 21 4x v+ = ,

21 4x w- = . Çàïèñûâàåì è ïðåîáðàçóåì íåðà-
âåíñòâî:

( )log log 1 log 1u u vwv w u× + ³ Û

�œ
log log 1

1 0
log

u u

u

v w
vw

× +
- ³ Û

log log 1 log log
0

log
u u u u

u

v w v w
vw

× + - -
Û ³ Û

( ) ( )log 1 log 1
0

log
u u

u

v w

vw

- -
Û ³ .

Ðèñ. 8
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Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äàëåå ïðèìåíÿåì
ìåòîä ðàöèîíàëèçàöèè: çíàê ðàçíîñòè
log loga ab c-  íà îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ 
1

b c
a

-
-

; â ÷àñòíî-

ñòè (ïðè c = 1), çíàê ëîãàðèôìà l oga b  ñîâïàäà-

åò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ 
1
1

b
a

-
-

. Òîãäà èç ïîñëå-

äíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
0 0

1 1 1 1 1

v u u w v v u w u

u u vw u vw

- - - - -
³ Û ³

- - - - -
.

Ïîäñòàâëÿåì ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ u, v, w è
ðåøàåì ïîëó÷àþùååñÿ íåðàâåíñòâî:

( )

2 2

2
4

5 4 1 11 4 1
2 3 6 2 3 6

0
3 4 1

16
2 3 6

x x x x

x x
x

æ ö æ ö
+ + - + +ç ÷ ç ÷è ø è ø

³ Û
æ ö

- - -ç ÷è ø

( ) ( )
( )

2 2

2 2

15 8 1 33 8 1
0

9 8 1

x x x x

x x x

+ + - -
Û ³ Û

- -

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2

5 1 3 1 3 1 11 1
0

1 9 1

x x x x

x x x

+ + - +
Û ³ Û

- +

1 1 1 1 1
; ; ; 0 0;

3 5 9 11 3
x æ ù é ö é ö æ ùÛ Î - ¥ - - - -ç ÷ ÷ çú ê ê úè ø ø èû ë ë û

U U U U

( )1; + ¥U .

Ñ ó÷åòîì ÎÄÇ îñòàåòñÿ

1 1 1 1 1 1
; ; ; 0 0;

2 3 5 9 11 3
x æ ù é ö é ö æ ùÎ - - - - -ç ÷ ÷ çú ê ê úè ø ø èû ë ë û

U U U .

6. 
25
12

b = .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà b > 0. Îáîçíà÷èì íà÷àëî
êîîðäèíàò ÷åðåç ( )0;0O  (ðèñ. 9), öåíòð îêðóæ-

íîñòè – ÷åðåç ( );Q a b
(òàê êàê îí ëåæèò íà
ïðÿìîé y = b, åãî îð-
äèíàòà ðàâíà b), òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
ñ ïàðàáîëîé – ÷åðåç

( )1 1;A x y  è ( )2 2;B x y
( )1 20, 0x x< > . Ïóñòü
òàêæå ( )0;T b  – òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé
ïðÿìîé ñ îñüþ îðäè-
íàò, C – òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ îñüþ îðäèíàò, îòëè÷íàÿ
îò O.
Òðåóãîëüíèê QOC ðàâíîáåäðåííûé ( QO = QC
êàê ðàäèóñû), QT – åãî âûñîòà, ñëåäîâàòåëüíî,
QT òàêæå è ìåäèàíà, CT = OT, ïîýòîìó òî÷êà C
èìååò êîîðäèíàòû ( )0;2b . Îïóñòèì èç òî÷êè A
ïåðïåíäèêóëÿð AH  íà îñü îðäèíàò. Òîãäà TAHÐ

åñòü óãîë íàêëîíà ïðÿìîé, åãî òàíãåíñ ðàâåí 
3
4

.

Îòñþäà

 
4

cos
5

TAHÐ = , 15 5
: cos

4 4
x

AT AH TAH AH= Ð = = - .

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî 25
4
x

BT = .

Îòðåçêà AB è OC – äâå õîðäû äàííîé îêðóæíî-
ñòè. Ïî òåîðåìå î ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðäàõ,

CT OT AT BT× = × , ò.å. 1 25 5
4 4
x x

b b× = - × . (Çà-

ìåòèì, ÷òî äëÿ îòðåçêîâ AB è OC, ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ â òî÷êå T, óñëîâèå CT OT AT BT× = ×
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
òîãî, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè A, B, C, O ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.) Àáñöèññû 1x  è 2x  òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 3
4

y b= +  è ïàðàáîëû

23
4

y x=  îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì 23 3
4 4

x x= +

2 4
0

3
b

b x x+ Û - - = . Ïî òåîðåìå Âèåòà, 1 2x x =

4
3
b

= - . Çíà÷èò, 2 225 4 25
16 3 12

b b
b bæ ö= - × - Û =ç ÷è ø

,

îòêóäà 
25
12

b = .

Çíà÷åíèå b = 0 íå ïîäõîäèò, òàê êàê ïðè ýòîì

çàäàííàÿ ïðÿìàÿ ïðèíèìàåò âèä 
3
4

y x= , ò.å.

ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ.
Ïðè b < 0 (åñòåñòâåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëü-
êî òå b, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ è ïàðàáîëà èìåþò
äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ) îáà ÷èñëà 1x  è 2x  ïîëî-
æèòåëüíû. Òî÷êà T ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà
OC (ñîõðàíÿåì âñå îáîçíà÷åíèÿ ïåðâîãî ñëó-
÷àÿ). Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûõîäèò, ÷òî
òî÷êà T – ñåðåäèíà õîðäû OC, ò.å. ëåæèò âíóòðè
îêðóæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êè A è B
ëåæàò íà îêðóæíîñòè, ïîýòîìó AB ÿâëÿåòñÿ õîð-
äîé ýòîé îêðóæíîñòè, à òî÷êà T ëåæèò íà ïðî-
äîëæåíèè õîðäû AB, ò.å. âíå îêðóæíîñòè. Ïîëó-
÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

7. à) 
1

arccos
6

SABÐ = ; á) 
52
3

CQ = .

Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
KL M N ïîïàðíî ðàâíû (ðèñ.1 0), òàê ÷òî îí ïà-
ðàëëåëîãðàìì. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü KL M N ïå-
ðåñåêàåò ïëîñêîñòè ABC è ABS ïî ïàðàëëåëü-
íûì ïðÿìûì KL  è M N, ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëü-
íû ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé – ò.å. AB.
Àíàëîãè÷íî, NK L M SCP P . Â ïðàâèëüíîé òðå-
óãîëüíîé ïèðàìèäå ñêðåùèâàþùèåñÿ ðåáðà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó, ïîýòîìó SC AB^ , à
KL M N – ïðÿìîóãîëüíèê. Çíà÷èò, ðàäèóñû îê-
ðóæíîñòåé 1�:  è 2�:  ðàâíû 1.
Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê KL M N

Ðèñ. 9
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ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè �D, ñîäåð-
æàùåé ðåáðî SC è ñåðåäèíó AB. Òîãäà è êîíóñû

1F  è 2F  òàêæå ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè.
Ïîýòîìó P – ñåðåäèíà AB.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X è Y  ñåðå-
äèíû ñòîðîí KL  è M N ñîîò-
âåòñòâåííî, à ÷åðåç 1O  è 2O
– öåíòðû îêðóæíîñòåé 1�:  è

2�:  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.11);
ýòè ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà
îñè ñèììåòðèè ïðÿìîóãîëü-
íèêà KL M N, ïàðàëëåëüíîé
KN , à çíà÷èò – â ïëîñêîñòè
�D. Áîëåå òîãî, XY SCP ,
ò.å. òðåóãîëüíèêè PCS è PXY
ïîäîáíû.
Ïóñòü AB = BC = CA = 2a,

SA =SB = SC = l , a l�Q= . Òîãäà 3CP a= ,
2 2SP l a= - . Ïîñêîëüêó XY = KN = 18, èç

ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì 
XP XY
CP CS

= , ò.å. 
18

3

XP
la

= ,

18 3
18 3

a
XP

l
�Q= = . Àíàëîãè÷íî, 

YP XY
SP CS

= ,

18YP
SP l

= , 
2 2

218
18 1

l a
YP

l
�Q

-
= = - . Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, òàê êàê êîíóñ 1F  – ïðÿìîé, èìååì

1PO XY^ , ïðè÷åì 1
1

1
2

XO KL= = , 1YO XY= -

1 17XO- = .
Îòñþäà

2 2 2 2
1 117 1 OY O X- = - =

= ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1OY O P O X O P+ - + =

= ( )2 2 2 2 218 1 3PY PX �Q �Q- = - - ,

èëè  ( )2 216 18 18 1 4�Q× = - ,  îòêóäà  
1
6

�Q= .  Çíà-

÷èò, 
1

arccos arccos arccos
6

AP
SAB

AS
�QÐ = = = .

Èòàê, l  = 6a, è èç ïîäîáèÿ èìååì

2 18 3
1 1 1 1

2
KL CX XP XY

a AB CP CP CS l a
= = = - = - = - = - ,

îòêóäà a = 4 è l  = 24. Ïóñòü 1PO  ïåðåñåêàåò
SC â òî÷êå H. Òîãäà PH – âûñîòà òðåóãîëüíèêà
SCP, ïðè÷åì (ïîñêîëüêó XY CSP )

1 1
18

CH XO
CS XY

= = . Çíà÷èò, 
4

18 3
SC

CH = = . Ïî-

ñêîëüêó 2O Q XY^ , 1 2H O O Q – ïðÿìîóãîëüíèê,
òàê ÷òî 1 2 16HQ O O= = . Îòñþäà

52
3

CQ CH HQ= + = .

ÂÀÐÈÀÍÒ 2

1. 26 .
Ïóñòü ( )f x ax b= + . Òîãäà àáñöèññû òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ â ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ
èç óðàâíåíèÿ 2 1x ax b+ = + , à âî âòîðîì ñëó÷àå
– èç óðàâíåíèÿ 2 2x ax b= + - .
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé ïîäðîáíåå. Óðàâíå-
íèå èìååò âèä ( )2 1 0x ax b- - - = , îòêóäà

2

1,2
4 4

2
a a b

x
± + -

= , 2
2 1 4 4x x a b- = + - .

Òàê êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ëåæàò íà
ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì a, ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè â 2 1a +  ðàç áîëüøå, ÷åì

2 1x x- . Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ðàâ-

íî ( ) ( )2 21 4 4a a b+ + - . Àíàëîãè÷íî íàõîäèì,

÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

ðàâíî ( ) ( )2 21 4 8a a b+ + - . Èç óñëîâèÿ ïîëó÷à-

åì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

1 4 4 18,

1 4 8 10,

a a b

a a b

ì + + - =ï
í

+ + - =ïî

ðåøàÿ êîòîðóþ, íàõîäèì, ÷òî 2 1a = , b = 3.
Íàéäåì íåîáõîäèìîå ðàññòîÿíèå. Àáñöèññû òî-
÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

2 0x ax b- - = ,  ï îýòîìó 2
2 1 4x x a b- = + =

13= , à ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìèìè òî÷êàìè ïå-

ðåñå÷åíèÿ åñòü 2
2 1 1 13 2 26x x a- + = = .

2. 1-  èëè 
1
5

.

Çàìåòèì, ÷òî

( )cos3 cos 2 cos2 cos sin2 sinx x x x x x x= + = - =

2cos2 cos 2sin cosx x x x= - =

= ( )cos2 cos 1 cos2 cosx x x x- - =

= ( )2cos2 1 cosx x- ,

Ðèñ. 11

Ðèñ. 10
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( )sin 3 sin 2 sin 2 cos sin cos2x x x x x x x= + = + =

22sin cos sin cos2x x x x= + =

= ( )sin 1 cos2 sin cos2x x x x+ + =

= ( )2cos2 1 sinx x+ .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî äàííûå â óñëîâèè ðàâåíñòâà ïðè-
íèìàþò âèä

( )

( )

2

2

cos 2
cos ,

cos 5

sin 3
sin .

sin 5

x
x y

y

x
x y

y

ì = + +ïï
í
ï = + +
ïî

          (1)

Çàìåíÿÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) íà ñóììó
îáîèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì ðàâíî-
ñèëüíóþ ñèñòåìó

( )2cos 2
cos ,

cos 5

cos sin
2.

cos sin

x
x y

y

x x
y y

ì = + +ïï
í
ï + =
ïî

          (2)

Âòîðîå óðàâíåíèå íà ÎÄÇ ðàâíîñèëüíî ñëåäóþ-
ùåìó:

cos sin sin cos 2cos sinx y x y y y�� � �œ

�œ �� ��sin sin 2x y y�� � �œ

2 2 ,

2 2 ,

x y y k

x y y k k

�� � �� �S�ª
�œ �œ�« �� � �S �� �� �S �•�¬ Z

2 ,

3 2 , .

x y k

x y k k

� �� �S�ª
�œ �« � �S �� �� �S �•�¬ Z

Çíà÷èò, ñèñòåìà (2) ýêâèâàëåíòíà ñîâîêóïíîñòè
äâóõ ñèñòåì:

�� ��2cos 2
cos ,

cos 5

2 ,

x
x y

y

x y k k

�­ � �� ���°
�®
�° � �� �S �•�¯ Z

        (3)

è

�� ��2cos 2
cos ,

cos 5

3 2 , .

x
x y

y

x y k k

�­ � �� ���°
�®
�° � �S �� �� �S �•�¯ Z

         ( 4)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3). Ïîäñòàâëÿÿ x èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷àåì

2 22 3
1 cos 2 cos 2

5 5
y y� �� �œ � . Ïðè ýòîì

�� �� �� ��cos 3 cos 2 3 cos 4x y y k y y�� � �� �S �� � � 

2 1
2cos 2 1

5
y� �� � 

Äëÿ ñèñòåìû ( 4) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî 3 2x y k�� � �S �� �S , k �• Z , è �� ��cos 3 1x y�� � �� .
Ïîñêîëüêó â óñëîâèè çàäà÷è ñêàçàíî, ÷òî âûðà-
æåíèå �� ��cos 3x y��  ìîæåò ïðèíèìàòü ïî êðàéíåé

ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, ìîæíî íå ïðîâå-
ðÿòü, ñîâìåñòíû ëè ñèñòåìû (3) è ( 4).

Èòàê, �� ��cos 3x y��  ìîæåò áûòü ðàâåí 
1
5

 èëè 1�� .

3. 267903.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà îäíîé èç âûáðàí-
íûõ êàðòî÷åê íàïèñàíà åäèíèöà. Òîãäà íà äâóõ
äðóãèõ êàðòî÷êàõ äîëæíû áûòü çàïèñàíû ÷åò-
íûå ñòåïåíè äâîåê è òðîåê. Åñòü 51 ñïîñîá âûá-
ðàòü ÷åòíóþ ñòåïåíü äâîéêè è 51 ñïîñîá âûáðàòü
÷åòíóþ ñòåïåíü òðîéêè, à òàê êàê ýòîò âûáîð
îñóùåñòâëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî, òî
îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî

251 2601� .
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà êàðòî÷êà ñ
åäèíèöåé íå èñïîëüçîâàíà. Åñòü äâå âîçìîæíîñ-
òè: âçÿòü äâå êàðòî÷êè ñî ñòåïåíÿìè òðîéêè è
îäíó ñî ñòåïåíüþ äâîéêè èëè íàîáîðîò.
Ïóñòü ìû áåðåì äâå êàðòî÷êè ñî ñòåïåíÿìè äâîé-
êè. Òàê êàê â ïðîèçâåäåíèè âûáðàííûõ ÷èñåë
äâîéêà îáÿçàíà ïðèñóòñòâîâàòü â ÷åòíîé ñòåïå-
íè, ñòåïåíè äâîéêè íà âçÿòûõ êàðòî÷êàõ äîëæ-
íû èìåòü îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Âñåãî ó íàñ åñòü
52 êàðòî÷êè ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè è 51 êàð-
òî÷êà ñ ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè. Çíà÷èò, åñòü

2
52

52 51
1326

2
C

�˜
� �  ñïîñîáîâ âûáðàòü êàðòî÷êè

ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè è 2
51

51 50
1275

2
C

�˜
� � 

ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå êàðòî÷êè ñ ÷åòíûìè ñòå-
ïåíÿìè – âñåãî ïîëó÷àåì 26 01 ñïîñîá. Ïîñëå
òîãî, êàê âûáðàíû êàðòî÷êè ñî ñòåïåíÿìè äâîé-
êè, ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáóþ êàðòî÷êó ñ ÷åò-
íîé ñòåïåíüþ òðîéêè ( 51 ñïîñîá). Òàê êàê âû-
áîð êàðòî÷êè ñî ñòåïåíüþ òðîéêè îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåãî âûáîðà, âûõîäèò
2601 51 132651�˜ �  ñïîñîá.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì äâå êàð-
òî÷êè ñî ñòåïåíÿìè òðîéêè è
îäíó ñî ñòåïåíüþ äâîéêè, òî
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ áóäåò
òåì æå ñàìûì, ÷òî è â ïðå-
äûäóùåì ñëó÷àå. Èòàê, ïî-
ëó÷àåì 2601 132651 2�� �˜ � 

267903�  ñïîñîáà.

4. à) 8AP � ;

á) 
409 5

2
PT

��
� ,

5760
409APCS�' � .

à) Îïóñòèì èç òî÷êè O ïåð-
ïåíäèêóëÿðû OH è ON  íà
õîðäû CD  è AB ñîîòâåò-
ñòâåííî (ðèñ.12). Òàê êàê
ýòè õîðäû ðàâíû, òî è ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò öåíòðà îêðóæíî- Ðèñ. 12
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ñòè äî íèõ ðàâíû, ïîýòîìó OH = ON . Ïðÿìîó-
ãîëüíûå òðåóãîëüíèêè OPN  è OPH ðàâíû ïî
êàòåòó è ãèïîòåíóçå ( OP – îáùàÿ), ïîýòîìó
PN = PH, OPN O PH�‘ � �‘  (ïîñëåäíåå îçíà÷à-
åò, ÷òî PO – áèññåêòðèñà óãëà BPC). Òàê êàê
äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé õîðäå, äåëèò åå ïî-
ïîëàì, òî÷êè H è N  ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè CD è
AB ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó AN = HD  = 2; îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî AP = DP. Ïóñòü AP = DP = y.
Òàê êàê PL  – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà APC, òî
PA AL
PC L C

� , îòêóäà 
2

4 3
y

y
� 

��
, y = 8.

á) Òðåóãîëüíèêè OPA è OPD ðàâíû ïî äâóì
ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè ( PO – îáùàÿ, AP =
= DP, APO DPO�‘ � �‘ ), ïîýòîìó AOP DOP�‘ � �‘ .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê OP äåëèò äóãó AD
ïîïîëàì. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà
OP ñ îêðóæíîñòüþ ÷åðåç J. Òîãäà CJ – áèññåêò-
ðèñà óãëà ACD  (óãëû ACJ è DCJ – âïèñàííûå,
îïèðàþòñÿ íà ðàâíûå äóãè). Êðîìå òîãî, PJ –
áèññåêòðèñà óãëà APC, ïîýòîìó J – òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà APC, ò.å. öåíòð
åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òî÷-
êè J è T ñîâïàäàþò.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà DH O

ïîëó÷àåì 2 2 2 25 9
4

4 4
OH OD DH� �� � �� � . Ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà PH O:

2 2 2 2 9 409
10

4 4
PO PH OH� �� � �� � .  Ñëåäîâà-

òåëüíî, 
409 5
2 2

PT PO O T� �� � �� .

Ïóñòü CPO�‘ � �E . Òîãäà

 
3 409 3

sin :
2 2 409

OH
OP

�E � � � ,

2 20
cos 1 sin

409
�E � �� �E � ,

120
sin 2 2cos sin

409
�E � �E �E � ,

1 1 120 5760
sin 2 8 12

2 2 409 409APCS PA PC�' � �˜ �E � �˜ �˜ �˜ � .

5. 5

1 1 2 2 1
; ; 0 0;

3 27 27 327
x

�§ �· �§ �·�§ �º �­ �½�• �� �� ���¨ �¸ �¨ �¸ �® �¾�¨ �» �¨ �¸ �¨ �¸ �¯ �¿�© �¼�© �¹ �© �¹
U U U .

Ïóñòü 21 x u�� � , 2 41 2 27x x v�� �� � , 51 27x w�� � .
Òîãäà äàííîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä
log log log 1 0u v vw u w�� �� �� �d . Äàëåå åãî ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü òàê:

log log log log 1 0u v v uw u u w�� �� �˜ �� �d �œ

�� �� �� ��log 1 1 log 0u vw u�œ �� �� �d �œ

�� �� �� ��log log log log 0u u v vw u v u�œ �� �� �d .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äàëåå ïðèìåíÿåì

ìåòîä ðàöèîíàëèçàöèè: çíàê ðàçíîñòè
l og loga ab c��  íà îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ 
1

b c
a

��
��

; â ÷àñòíî-

ñòè (ïðè c = 1), çíàê ëîãàðèôìà l oga b ñîâïàäàåò

ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ 
1
1

b
a

��
��

. Òîãäà èç ïîñëåäíå-

ãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

�� �� �� ��
�� �� �� ��

0
1 1

w u v u

u v

�� ��
�d

�� ��
.              ( * )

ÎÄÇ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè
u > 0, v > 0, w > 0, 1u �z , 1v �z . Ïðè ýòîì
ïîñëåäíèå äâà îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíåíû àâòîìà-
òè÷åñêè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ( * ), òàê êàê ïðè
u = 1 èëè v = 1 çíàìåíàòåëü äðîáè îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Ïîìèìî ýòîãî 21u x� ��  è 2 41 2 27v x x� �� ��
ïîëîæèòåëüíû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå èç ÎÄÇ, êîòî-
ðîå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, – ýòî íåðàâåíñòâî
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( * ) ê ïåðåìåííîé x è ðåøàåì ïîëó÷åííîå íåðà-
âåíñòâî:
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Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû, ïåðåïèñûâàåì ñèñòå-
ìó â âèäå
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Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé çàäàåò îêðóæíîñòü
ðàäèóñà 13; ó ïåðâîé èç íèõ öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà �� ��13cos2 ; 13sin 2A a a�� , à ó âòîðîé – òî÷êà

�� ��13sin 3 ; 13cos3B a a�� .
Åñëè ýòè óðàâíåíèÿ çàäàþò îäíó è òó æå îêðóæ-
íîñòü, òî íà ýòîé îêðóæíîñòè íàéäóòñÿ òî÷êè íà
ðàññòîÿíèè 1 0 äðóã îò äðóãà. Îêðóæíîñòè ñîâïà-
äàþò â ñëó÷àå, êîãäà ó íèõ îäèíàêîâûå öåíòðû.
Ïîëó÷àåì
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÷òî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü òåïåðü ðàññìàòðèâàåìûå îêðóæíîñòè ðàç-
ëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Òîãäà
÷åòûðåõóãîëüíèê APBQ – ðîìá (ðèñ.13). Èçâåñ-

òíî, ÷òî â ëþáîì ïàðàëëåëîãðàììå (â òîì ÷èñëå
è â ðîìáå) ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ðàâíà
ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîí, îòêóäà

2 2 24AB PQ AP�� � . Òàê êàê ìû õîòèì, ÷òîáû
òî÷êè P è Q ðàñïîëàãàëèñü íà ðàññòîÿíèè 1 0
äðóã îò äðóãà, PQ = 10, ïîýòîìó 2 100AB �� � 

4 169� �˜ , AB = 24. Èòàê, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé A è B
áûëî ðàâíî 2 4. Îòñþäà
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7. à) 15AB � ; á) �� ��1 1
1

, arcsin
6

CC ABA�‘ � ,

1 1
5
2

A C � .

à) Ïóñòü O – öåíòð ñôåðû �: , Q – öåíòð
òðåóãîëüíèêà 1ABA , 1A X  – åãî ìåäèàíà
(ðèñ.14). Òîãäà O ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå l  ê

ïëîñêîñòè 1ABA , ïðîõîäÿùåì ÷åðåç Q. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, O ëåæèò â ïëîñêîñòè �D, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç M  ïåðïåíäèêóëÿðíî 1CC  – ò.å. ïà-
ðàëëåëüíî ( ABC). Çàìåòèì, ÷òî Q ëåæèò â �D,
ïîñêîëüêó 1 1: 1 : 2 :XQ QA CM MC� � . Íî Q
ëåæèò è íà l . Åñëè áû ïëîñêîñòü �� ��1 1ABB A
áûëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ( ABC), òî âñå
òðè áîêîâûå ãðàíè áûëè áû ïåðïåíäèêóëÿðíû
îñíîâàíèþ, ÷òî íåâîçìîæíî â óñå÷åííîé ïèðà-
ìèäå. Ñëåäîâàòåëüíî, �D è l  ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî
â îäíîé òî÷êå – â òî÷êå Q. Èòàê, Q = O.
Çíà÷èò, îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëü-
íèêà 1ABA , ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé îêðóæíîñòüþ íà
ñôåðå �:  è åå ðàäèóñ ðàâåí R. Îòñþäà

3 15AB R� � .

á) Ïóñòü Y  è Z – ïðîåêöèè òî÷åê 1A  è O íà
ïëîñêîñòü ABC; òîãäà Z äåëèò îòðåçîê XY  â
îòíîøåíèè 1: : 1 : 2XZ ZY XO O A� � . Ïîñêîëü-
êó 1CC ABC�A , òî÷êà Y  ëåæèò íà ïðÿìîé AC.
Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè 1A YA  è 1A YB

ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå, òàê ÷òî YA = YB.

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14
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Çíà÷èò, ìåäèàíà YX  òðåóãîëüíèêà ABY ÿâëÿåò-
ñÿ òàêæå åãî âûñîòîé è îíà ðàâíà
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Ïóñòü T – ïðîåêöèÿ Z íà AC (ðèñ.1 5). Òîãäà
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3 2
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó CZ M O R� � � 
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Íà÷èíàÿ ñ ïðîøëîãî ãîäà, íåêîòîðûì ñòà-
òüÿì æóðíàëà «Êâàíò» ïðèñâàèâàåòñÿ ïðè-
íÿòûé â íàó÷íîé ñðåäå öèôðîâîé èäåíòè-
ôèêàòîð ïóáëèêàöèé – DOI (Digital Object
Identifier). Ïî ïðèñâîåííîìó (ðàç è íàâñåãäà)
äàííîé ñòàòüå èäåíòèôèêàòîðó ìîæíî ïîëó-
÷èòü èíôîðìàöèþ î íåé â áàçàõ äàííûõ, â
÷àñòíîñòè – â èíòåðíåòå.

Ïîñûëàÿ â ðåäàêöèþ íàøåãî æóðíàëà
ñòàòüþ, ïðîñèì àâòîðîâ ñîîáùàòü î ñåáå,
êðîìå ôàìèëèè, èìåíè è îò÷åñòâà, òàêæå
ìåñòî ðàáîòû, çàíèìàåìóþ äîëæíîñòü è
ýëåêòðîííûé àäðåñ.

Ïîäïèñàòüñÿ íà íàø æóðíàë ìîæíî ñ
ëþáîãî íîìåðà â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëå-
íèè ñâÿçè. Íàø ïîäïèñíîé èíäåêñ â êàòàëîãå
«Ïðåññà Ðîññèè» – 90964.

Àðõèâ âûøåäøèõ íîìåðîâ æóðíàëà
«Êâàíò» ìîæíî íàéòè íà ñàéòå http://
kvant.ras.ru
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