




















































Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7

áëþäàòü ðàçëè÷íûå îäíîïîëîñòíûå ãè-
ïåðáîëîèäû. Íåáîëüøîé íåäîñòàòîê ýòîé
ìîäåëè – èçìåíåíèå äëèíû îáðàçóþ-
ùèõ.

Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ñ åãî ïðÿ-
ìîëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè ìîæåò ñòàòü
îñíîâîé è äåòñêîé èãðóøêè, è íàó÷íîãî
ñóâåíèðà, è äàæå, áóäó÷è îñíàùåííûì
âåòðÿíûì ïðîïåëëåðîì, –  ïóãàëà äëÿ
ïòèö íà äà÷íîì ó÷àñòêå.

Èãðóøêà èç äåòñòâà – ïóãîâèöà íà
çàêðó÷åííîé âåðåâî÷êå (ðèñ. 5). Ðàñòÿãè-
âàÿ ðóêàìè ïåòëè âåðåâî÷êè, âû çàñòàâ-
ëÿåòå ïóãîâèöó âðàùàòüñÿ (ðèñ. 6, 7).
Åñëè ïðèíîðîâèòüñÿ è âîâðåìÿ îñëàá-
ëÿòü íàòÿæåíèå âåðåâî÷êè, ïîçâîëÿÿ åé
çàêðóòèòüñÿ â äðóãóþ ñòîðîíó, â ýòó èã-
ðóøêó ìîæíî èãðàòü áåñêîíå÷íî. À åñëè
çàñòàâèòü ïóãîâèöó âðàùàòüñÿ áûñòðî,
òî îíà íà÷íåò åùå è çâó÷àòü! Â êà÷åñòâå
«ïóãîâèöû» ìîæíî âçÿòü äèñê èç äåðåâà
èëè êàðòîíà, à â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ
ãèïåðáîëîèäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íà-
ïðèìåð, òðóáî÷êè äëÿ ïèòüÿ. Òîãäà ê
çâóêó âðàùàþùåãîñÿ äèñêà áóäåò äîáàâ-
ëÿòüñÿ åøå è çâóê âîçäóõà, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç òðóáî÷êè.

Çàâîðàæèâàþùèìè ÿâëÿ-
þòñÿ è ìîäåëè, â êîòîðûõ
ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
èçîãíóòóþ ïðîðåçü-ãèïåð-
áîëó (ðèñ. 8, 9). Îíè äå-
ìîíñòðèðóþò, ÷òî ïðÿìàÿ
ïðè âðàùåíèè âîêðóã ñêðå-
ùèâàþùåéñÿ ñ íåé îñè çà-
ìåòàåò îäíîïîëîñòíûé ãè-
ïåðáîëîèä.
По материалам проекта
«Математические этюды»

и книги «Математи-
ческая составляющая»

Рис. 8 Рис. 9



К В А Н T  $ 2 0 2 2 / № 326

Она в 3 раза меньше энергии деформации
безмассовой (невесомой) пружины под
действием груза массой m. После пережи-
гания нити начинается движение свобод-

ного конца пружины. Через время 
m

k
пружина выпрямляется и все ее витки

получают одинаковую скорость 
k

v L
m

.

Однако, можно показать, что в этот мо-
мент пружина будет иметь остаточную
деформацию, которая определяется пер-
воначальным гравитационным сжатием.
Поэтому в свободном полете у пружины
остается энергия колебаний, определяе-

мая формулой 
2

1

3 2

mg
E

k
.

Ф2688. Передняя стенка аквариума яв-
ляется собирающей линзой, задняя стен-
ка – зеркало. Аквариум полностью залит
водой. Перед передней стенкой стоит
зажженная свеча (рис. 1). Найдите пол-

ную информацию об изображении свечи в
данной необычной оптической системе.
Считайте известными следующие вели-
чины: F – фокусное расстояние линзы,
L 4F – длина аквариума (расстояние
между линзой и зеркалом), 4 3n  – пока-
затель преломления воды, 4 3d F – рас-
стояние свечи от передней стенки аквари-
ума. Информация об изображении долж-
на содержать координату изображения,
коэффициент увеличения, возможность
получения изображения на экране.

При решении задачи будем использовать
формулу линзы, а также выражения коэф-
фициента увеличения изображения и сме-
щения изображения плоскопараллельной
пластиной:

1 1 1

f d F
, 

f dF
k

d d F
, 

1n
f a

n
.

Здесь d – расстояние от предмета до лин-
зы, f – расстояние от изображения до
линзы, a – толщина плоскопараллельной
пластины, n – показатель преломления
материала пластины. Используемая фор-
мула линзы отличается от школьной и
записана в системе координат, которая
совмещается с главной оптической осью
линзы, а начало координат совмещается с
оптическим центром линзы. Направление
оси системы координат может быть выбра-
но произвольно. Величины подставляются
в формулу линзы с соответствующим зна-
ком « » или «–», который они имеют в
выбранной системе координат.
Находим координату первого изображе-

ния в линзе, когда 1

4
0

3
d F  и «работа-

ет» отрицательный фокус (точка фокуса
расположена в отрицательной области оси
x):

1

4
4

4
3

3

F F
f F

F F

.

Первое изображение получается на плос-
кости зеркала (рис. 2). Определим пер-
вый коэффициент увеличения:

1
1

1

3
4

3

f F
k

d F F
.

Изображение увеличенное и перевернутое.
Водяная пластина смещает изображение
по ходу лучей на величину

4 3 1
4

4 3
f F F,

т.е. изображение смещается за зеркало.
Зеркало «отражает» изображение против
первоначального хода лучей. Водяная пла-
стина вторично смещает изображение на
величину F, но уже в сторону линзы (лучи
идут теперь в положительном направле-

Рис. 1

Рис. 2

(Начало см. на с. 16)
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нии оси x). Это уже четвертое промежу-
точное изображение. Последним шагом
рассчитываем вторичное изображение в
линзе, когда 5 2d F и «работает» поло-
жительный фокус:

5

2
2

2

F F
f F

F F

и соответствующий коэффициент увеличе-
ния:

5 1
2

F
k

F F
.

Общий коэффициент увеличения (учиты-
ваем, что 2 3 4 1k k k ) равен

1 5 3 1 3k k k .

Таким образом, изображение свечи нахо-
дится перед аквариумом на расстоянии
двойного фокуса. При этом изображение
увеличенное, прямое и действительное.
Его можно получить на экране.

Мы продолжаем конкурс по решению математических задач. Задания рассчитаны восновном на участников не младше 8–9 класса, а более младшим школьникам советуемпопробовать свои силы в конкурсе  журнала «Квантик» (см. сайт kvantik.com).Высылайте решения задач, с которыми справитесь, электронной почтой по адресу:savin.contest@gmail.com. Кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в котором выучитесь, а также обратный почтовый адрес.Мы приветствуем участие в конкурсе не только отдельных школьников, но и команд (в такомслучае присылается одна работа со списком участников). Участвовать можно, начиная с любоготура. Победителей ждут дипломы журнала «Квант» и призы.Задания, решения и результаты публикуются на сайте sites.google.com/view/savin-contestЖелаем успеха!
25. В турнире по теннису участвовало N

теннисистов, каждый сыграл с каждым
один матч. В итоге оказалось, что все
выиграли поровну матчей (ничьих в тен-
нисе не бывает). В следующем году тенни-
систов стало на одного больше, и снова
каждый сыграл с каждым один матч. Мог-
ло ли и теперь оказаться, что все выиграли
поровну матчей?

Б.Френкин

26. Квадрат и два равно-
сторонних треугольника
расположены так, как пока-
зано на рисунке 1. Найдите
угол, отмеченный знаком
вопроса.

М.Прасолов

27. а) Сколько существует возрастаю-
щих арифметических прогрессий из 100
натуральных чисел, в которых все числа
меньше миллиона?

б) Сколько существует возрастающих
геометрических прогрессий из 10 нату-
ральных чисел, в которых все числа мень-
ше ста тысяч?

Е.Бакаев

28. Есть фигурки двух видов (рис.2).
Какое наибольшее количество таких фигу-

рок можно без на-
ложений располо-
жить внутри квад-
рата 8 8? Фигур-
ки нельзя ни пово-
рачивать, ни пере-
ворачивать, можно
только сдвигать па-

раллельно!
Решите задачу для двух вариантов:
а) вершины фигурок должны находить-

ся в узлах сетки;
б) вершины фигурок могут не находить-

ся в узлах сетки.
Е.Бакаев

Рис. 2

КОНКУРС  ИМЕНИ  А .П .САВИНА

Рис. 1
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Эти задачи предлагались на Математичес-ком празднике.

«КВАНТ»  ДЛЯ  МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

1. Электронные часы показывают вре-мя: часы, минуты и секунды; например18:00:00. Однажды на часах две циф-

ры погасли, и остались только цифры2, 0, 2, 2 (именно в таком порядке).Назовите самый поздний момент всутках, когда это могло произойти.Д.Калинин2. Дана бумажная клетчатая фигура сдыркой (см. рисунок). Покажите, какразрезать эту фигуру на две части такимобразом, чтобы из этих частей можно

было сложить квадрат. Части можноповорачивать и переворачивать, нонельзя накладывать друг на друга.М.Евдокимов3. Доктор Айболит хочет навестить икорову, и волчицу, и жучка, и червяч-ка. Все четверо живут вдоль однойпрямой дороги. Орлы готовы утромдоставить Айболита к первому паци-енту, а вечером забрать от последне-

го, но три промежуточных переходаему придется сделать пешком. ЕслиАйболит начнет с коровы, то длина егократчайшего маршрута составит 6 км,если с волчицы – 7 км, а если сжучка – 8 км.Нарисуйте, как могли располагатьсядомики коровы, волчицы, жучка ичервячка (достаточно одного примерарасположения). И.Ященко, И.Раскина4. Среди 20 школьников состоялсятурнир по теннису. Каждый участникпроводил каждый день по одной встре-че; в итоге за 19 дней каждый сыгралровно по одному разу со всеми ос-тальными. Теннисный корт в школеодин, поэтому матчи шли по очереди.Сразу после своего первого выигры-ша в турнире участник получал фир-менную майку. Ничьих в теннисе небывает. Петя стал одиннадцатым уча-стником, получившим майку, а Вася –пятнадцатым. Петя получил свою май-ку в одиннадцатый день турнира. А вкакой день получил майку Вася?Б.Френкин
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Бурлаки,трактрисаи детская скакалка
С.ДВОРЯНИНОВ
Мы по бережку идем,Песню солнышку поем.Русская народная песня

О произведениях искусства
Знаменитая картина Ильи Ефимовича

Репина «Бурлаки на Волге» (рис. 1) про-
славила своего автора с момента появления
в марте 1873 на художественной выставке
в Санкт-Петербурге, а затем на Всемирной
выставке в Вене. Возможно, под влиянием
этой картины американский художник Фре-
дерик Бриджмен написал бурлаков на Ниле
(рис. 2). На картине Репина артель из
одиннадцати человек тянет за собой груже-
ную баржу, на которой могли быть эльтон-
ская соль или каспийская рыба, тюлений
жир или персидские товары. Тяжел был
труд бурлаков, которые, впрягшись в бече-
ву, тянули речные суда вверх по реке.
Только в девятнадцатом веке им на смену
пришли пароходы и буксиры.

Однако «бурлаков» можно увидеть и в
наши дни, и тоже на Волге, в городе
Самаре (рис. 3). Скульптурная компози-
ция из бронзы на волжской набережной
появилась 11 сентября 2014 года в честь
170-летия со дня рождения И.Е.Репина.
Скульптор Н.Куклев в раме-мольберте
представил пространственные копии геро-
ев картины на фоне великой реки.

Но сейчас не будем говорить об истории
создания художественных шедевров и их
достоинствах, а подумаем о механике – о
кинематике и динамике. Артель бурлаков
движется по берегу, который будем счи-
тать прямой линией. За их спиной – баржа.
Какой будет ее траектория?

Ф И З И Ч Е С К И Й  Ф А К У Л Ь Т А Т И В

Что такое линия тягиИ надо б выйти, подтолкнуть,Но прыти нет –Авось подъедет кто-нибудь –И вытянет... В.С.Высоцкий
Представим себе такую ситуацию: зима,

автомобильная трасса. В Якутии и на Алтае
дороги называют трактами, например Чуйс-
кий тракт. По обеим сторонам – занесенные
снегом поля. И одна машина съехала с
дороги и выбраться самостоятельно из глу-
бокого снега не может. Тогда трактор цепля-
ет ее тросом, движется по дороге и вытяги-

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3
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вает машину. Сцепка трактора и машины
может быть и жесткой, при этом трос заме-
няют куском железной трубы. Траектория
трактора – отрезок прямой. А по какой
траектории перемещается машина?
Соответствующую модель легко изгото-

вить. Возьмем П-образный кусок проволо-
ки. К одному концу примотаем скотчем ка-
рандаш или стержень от шариковой ручки.
Другой конец поместим в обойму, например
в подходящий по диаметру корпус от той же
ручки. Удерживая проволоку в вертикаль-
ной плоскости, будем медленно двигать обой-
му по бумаге вдоль прямой. На рисунке 4

точка Т (буква Т – от слова трактор) увле-
кает за собой красный карандаш М (М – от
слова машина). На бумаге остается след от
карандаша – кривая линия. Назовем эту
линию линией тяги. Подчеркнем, что точку
Т следует перемещать очень медленно, а
бумага должна быть шершавой, чтобы тре-
ние между бумагой и карандашом было
большим.
Получить представление о линии тяги мож-

но еще проще. К концу нити длиной L
привяжем гайку М. На краю стола скотчем
укрепим лист бумаги и положим на нее гайку
с нитью. Будем медленно перемещать другой
конец нити – точку Т – вдоль края и тем
самым тянуть гайку. Если руку остановить,
то из-за трения остановится и гайка. Каран-
дашом отметим на бумаге ее центр. Еще
немного подвинем руку и в новом положении
гайки отметим ее центр. Так получится пос-

ледовательность точек, лежащих на линии
тяги (рис. 5). Последовательно соединив их
гладкой кривой, мы получим приближенное
изображение линии тяги.
Заметим, что слова путь, дорога, шлях,

большак, трасса – это синонимы. По-анг-
лийски – tract, по-французски – tractus.
Латинское trahere означает тащить, притя-
гивать. В русском языке есть похожее слово
трактир – так изначально называли посто-
ялый двор при большой дороге, где путники
могли остановиться на ночь и хозяин ставил
на стол самовар. Потом трактиры появились
и в городах.

Мы знаем, что уравнение 
2

x a
2 2y b r  – это уравнение окружности

радиусом r с центром в точке ;a b  . Любая
прямая на плоскости задается уравнением
ax by c 0. Эти линии можно задать и
параметрически:

cos ,

sin ,

x a r t

y b r t
   0

0

,

.

x x pt

y y qt

А какое уравнение имеет линия тяги? Полу-
чить это уравнение непросто. Линия тяги
является предметом серьезных научных ис-
следований. Наряду с ней рассмотрим изве-
стную в математике линию, которая называ-
ется трактрисой.ТрактрисаНо я видел Ногайскую бухту да тракты…В.С.Высоцкий
Всякая модель, учитывая важнейшие ха-

рактеристики реального объекта или какого-
либо процесса, должна быть достаточно про-
стой для того, чтобы можно было устанавли-
вать свойства изучаемой системы и предска-
зывать ее поведение. Для описания траекто-
рии нашего карандаша будем считать, что
она обладает таким свойством: отрезок ка-
сательной от любой точки М, лежащей на
траектории, до точки Т имеет постоян-
ную длину.
Получаемая при этом кривая и называется

трактрисой. Ее график в системе координат
ху показан на рисунке 6. Трактриса – это
идеальный математический объект. Линия
тяги похожа на трактрису. Обе эти линии
выпуклы вниз и асимптотически приближа-
ются к оси абсцисс.

Рис. 4

Рис. 5
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Вспомним про ускорение
Предположим, что на плоскости имеется

желоб в форме трактрисы. Тогда материаль-
ная точка М, например в виде шарика, под
действием силы тяги будет двигаться по
желобу, как по рельсам. При этом вектор
скорости точки М лежит на касательной к
трактрисе, а его длина зависит от абсолют-
ной величины скорости.

А теперь рассмотрим реальное движение
точки М по линии тяги под действием един-
ственной силы тяги. Будем считать, что
трение отсутствует или же оно очень мало по
сравнению с силой тяги. В каждой точке
траектории (или, что то же самое, в каждый
момент времени) вектор ускорения точки М
направлен в точку Т – его направление,
согласно закону Ньютона, совпадает с на-
правлением действующей силы. А какое на-
правление имеет при этом вектор скорости
точки М? Возможны два варианта, показан-
ные на рисунке 7. В первом случае линия

скорости пересекает ось абсцисс после точки
Т (т.е. справа от нее), во втором случае – до
точки Т (т.е. слева от нее).Движение по окружностиподсказывает ответ

Итак, нас интересует взаимное положение
векторов скорости и ускорения при криволи-

нейном движении. Хорошо известно, что в
случае равномерного движения по окружно-
сти против часовой стрелки направление
ускорения получается из направления ско-
рости поворотом на 90  против часовой стрел-
ки. В дополнение к этому рассмотрим нерав-
номерное движение точки М по окружности
согласно уравнениям
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Ясно, что и угловая, и линейная скорости
точки М возрастают. Тогда
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Из рисунка 8 видно, что и в этом случае
направление ускорения получается из на-

Рис. 6

Рис. 8

Рис. 7
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правления скорости поворотом против часо-
вой стрелки. Согласитесь, что движение по
линии тяги похоже на движение по дуге
окружности в третьей четверти, и поэтому
для вектора скорости на рисунке 7 выбира-
ем вариант 2v

r
.

Конечно, у нас еще могут оставаться со-
мнения в правильности нашего выбора. И
тут нам на помощь приходит практика, кото-
рая, как известно, критерий истины. Чтобы
узнать направление вектора мгновенной ско-
рости точки М, вернемся к эксперименту с
гайкой, о которой уже говорили. Быстро
переведем конец нити Т из стартовой точки
в некоторое промежуточное положение, а
потом мгновенно прекратим движение руки.
Точка М продолжит движение с приобретен-
ной скоростью. Проделайте этот несложный
опыт и убедитесь сами, что реализуется
именно вариант 2v

r
.Так что же получается?

Итак, пусть на плоскости xy точка Т с
большой скоростью и даже с ускорением
пробегает отрезок от точки 0 до точки sT
(буква s – от слова stop), помещает точку М
в точку 1M  и мгновенно останавливается в
положении sT  (рис. 9). С этого момента
взаимодействие точки М с точкой Т прекра-
щается, точка М продолжает движение по
инерции по прямой, содержащей вектор v

r
.

Вначале точка М будет приближаться к
точке Т, а затем удаляться от нее. В некото-
рый момент нить вновь окажется натянутой,
и тут начнется самое интересное. Из положе-
ния 2M  точка М начнет вращаться против
часовой стрелки по окружности радиусом L

вокруг неподвижной точки sT . Почему? От-
вет прост. Разложите вектор скорости точки
М по двум направлениям – вдоль нити и
вдоль перпендикуляра к ней. Таким обра-
зом, подтягивание точки М из ее стартового
положения к оси абсцисс порождает враще-
ние точки М. А что будет дальше?
Ясно, что если вращение нашей гайки

происходит на столе, то вследствие трения
оно начнет замедляться. Если ничего больше
не делать, то точка М остановится. Но если
в нужный момент перевести точку Т из
положения sT  в положение 0, т.е. снова
«подтянуть» точку М к оси абсцисс (можно
сказать, подтянуть снизу вверх), то она
получит подпитку кинетической энергии и
продолжит вращение вокруг точки 0. Управ-
ляя точкой Т, а именно перемещая ее по
отрезку, мы реализуем движение точки М по
двум окружностям. С одной окружности на
другую точка М переходит по линии тяги.

 Это явление лежит в основе действия
популярной детской игрушки – нейроска-
калки. Нейроскакалка – это пластмассовый
стержень длиной около 50 см. На одном его
конце, как на оси, закреплено колесо, на
другом – кольцо, позволяющее накинуть
скакалку на нижнюю часть голени одной
ноги, например правой. Чуть оторвав пра-
вую ногу от земли и перемещая ее вперед –
назад, ребенок раскручивает скакалку. При
этом надо успевать ловко поднимать и левую
ногу, чтобы пропустить вращающуюся ска-
калку. Каждый перескок правой ноги в
нужный момент, что называется в такт,
увеличивает кинетическую энергию скакал-
ки, она начинает крутиться на ноге, как на
оси, все быстрее и быстрее. Колесо на ее
конце (наша точка М) при этом катится по
земле. Можно сказать, что нога трудится.
Подобным же образом дети управляют и

обычной веревочной скакалкой. На нее, ко-
нечно, действует сила тяжести, которая выше
была не важна при движении по горизон-
тальной плоскости. Однако влияние силы
тяжести мало по сравнению с воздействием
на скакалку со стороны человека, поэтому
качественное объяснение движения веревоч-
ной скакалки остается прежним.

Рис. 9
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Ю.НОСОВ

Несколько слов о кристалле кальцита
Мы будем иметь дело с оптически прозрач-

ным образцом кальцита ( 3CaCO ), часто на-
зываемым исландским шпатом. Такое назва-
ние закрепилось за кальцитом, поскольку
первые месторождения этого прозрачного
минерала были найдены в Исландии.

Для своих экспериментов воспользуемся
кристаллом кальцита в форме ромбоэдра
(рис. 1). Выколоть кристалл такой формы
оказывается совсем
просто в силу совер-
шенной спайности
кальцита, т.е. спо-
собности кристалла
раскалываться при
ударе по определен-
ным кристаллогра-
фическим плоско-
стям. Для кальцита
такими плоскостями
являются плоскости
ромба {1011}, и пос-
ле раскалывания (с помощью нескольких
ударов молотком) мы получим кристалл каль-
цита в виде ромбоэдра, образованного шес-
тью гранями в форме ромба.
В 1669 году датский ученый Расмус Барто-

лин (1625–1698) обнаружил и описал свой-
ство двойного преломления светового луча
исландским шпатом. Он заметил, что, попа-
дая на поверхность исландского шпата, луч
света, преломляясь, раздваивается, причем в
кристалле существует направление, вдоль
которого подобное явление не происходит.
Для одного луча он смог определить показа-
тель преломления, а для другого – нет.

Лучам он дал название solita и insolita
(лат) – обычный и необычный, в современ-
ной терминологии это обыкновенный луч (о-
луч) и необыкновенный (е-луч). Обыкно-
венный луч подчиняется закону преломле-
ния света, т.е. sin sin n, где  – угол
падения,  – угол преломления, n – показа-
тель преломления второй среды относитель-
но первой. Необыкновенный луч этому зако-
ну не подчиняется.
Объяснить явление двойного лучепрелом-

ления стало возможно лишь после открытия
волновой природы света.Наш эксперимент
Начертим на бумажном листе черными

линиями прямоугольный крест. Будем рас-
сматривать этот крест сквозь кристалл каль-
цита. Мы увидим, что в общем случае каждая
линия раздваивается. Вращая кристалл, до-
бьемся положения, когда одна из прямых
линий, горизонтальная, разделилась на две
(о- и е-лучи ) с максимальным расстоянием а
(рис. 2). Другая, вертикальная, линия не

разделилась. Измерив величину а (1,2 мм) и
зная толщину кристалла, сквозь который про-
шел свет (10,5 мм), найдем угол , на который
лучи света расходятся в объеме кристалла.
Получаем tg 1,2 10,5 0,11, откуда

6 20 . Эта величина почти совпадает с
углом расхождения лучей в кальците 6 30 ,
приводимом в справочниках. Заметим также,
что интенсивность разделившихся лучей оди-
накова, но она существенно меньше интен-
сивности исходной черты на бумаге.

Добавим к нашему рисунку еще две на-
клонные линии, проходящие через его центр
(рис. 3). Видим, что эти добавочные линии
тоже разделились, но на меньшую величи-
ну, чем горизонтальная линия. Мы получи-
ли странный, на первый взгляд, результат:DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20220304

Рис. 1 Рис. 2



К В А Н T  $ 2 0 2 2 / № 334

прямые линии при рассматривании через
кристалл кальцита могут раздваиваться в
различной степени или даже совсем не раз-
дваиваться. Почему это происходит?
Нанесем на лист бумаги несколько точек и

будем рассматривать их через кальцит (рис. 4).
Мы увидим два изображения каждой точки,
соответствующие о- и е-лучам. Для всех
точек линии, соединяющие их изображения,
параллельны и вертикально ориентирова-
ны. Этот рисунок позволяет объяснить на-
блюдавшуюся картину раздваивания линий.
Например, три левые точки на бумаге были
расположены на вертикальной прямой. Ви-
дим, что после прохождения через кристалл
изображения о- и е-лучей этих точек также
находятся на одной и той же вертикальной
прямой. Отсюда следует, что исходная вер-
тикальная линия, составленная из множе-
ства точек, раздваиваться не будет.
Теперь будем поворачивать кристалл над

рисунком с точками (рис. 5 и 6). Видим, что
для каждой точки изображение, соответству-
ющее одному лучу, остается неподвижным, а
второе движется вокруг него. При этом ли-
ния, соединяющая их, остается параллельной
диагонали тупого угла верхней грани.

Напомним, что в нашем опыте исходные
лучи падают на кристалл перпендикулярно
его ромбической грани {1011}. Поэтому, во-
первых, о-луч (для него показатель прелом-
ления в кальците on 1,658) сохраняет исход-
ное направление и не меняет его при враще-
нии кристалла. Соответствующее ему точеч-
ное изображение остается неподвижным. Во-
вторых, е-луч (показатель преломления в
кальците en  меняется в диапазоне 1,486–
1,658) испытывает преломление в кристалле.
Величина преломления зависит от кристалло-
графического направления, по которому па-
дает исходный луч. Вращение кристалла при-
водит к вращению е-луча вокруг о-луча.

Где же в кальците проходит оптическая ось
(линия O O  на рисунке 1), т.е. то направ-
ление, вдоль которого свет, распространяясь,
не испытывает двойного  лучепреломления?
Это направление [0001], совпадающее с осью
симметрии 3-го порядка в решетке кальцита
(при повороте вокруг этой оси на угол 2 3
тело переходит в само себя). В нашем опыте
лучи света падают на кристалл не по направ-
лению оптической оси, а под углом 57 30  к
ней. Поэтому мы и наблюдаем картину дву-
преломления (двулучепреломления).

Рис. 4Рис. 3

Рис. 6Рис. 5
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Задачи олимпиады9 класс
1. Петя написал на доске десять натураль-

ных чисел, среди которых нет двух равных.
Известно, что из этих десяти чисел можно
выбрать три числа, делящихся на 5. Также
известно, что из написанных десяти чисел
можно выбрать четыре числа, делящихся на
4. Может ли сумма всех написанных на
доске чисел быть меньше 75?

П.Кожевников

2. На доске девять раз (друг под другом)
написали некоторое натуральное число N.
Петя к каждому из 9 чисел приписал слева
или справа одну ненулевую цифру; при этом
все приписанные цифры различны. Какое
наибольшее количество простых чисел мог-
ло оказаться среди 9 полученных чисел?

И.Ефремов

3. Дан квадратный трехчлен P x , не
обязательно с целыми коэффициентами.
Известно, что при некоторых целых a и b
разность P a P b  является квадратом
натурального числа. Докажите, что суще-
ствует более миллиона таких пар целых
чисел ,c d , что разность P c P d  также
является квадратом натурального числа.

Н.Агаханов

4. В компании некоторые пары людей
дружат (если A дружит с B, то и B дружит
с A). Оказалось, что среди каждых 100
человек в компании количество пар дружа-
щих людей нечетно. Найдите наибольшее
возможное количество человек в такой ком-
пании.

Е.Бакаев

5. Пусть CE – биссектриса в остроуголь-
ном треугольнике ABC. На внешней биссек-
трисе угла ACB отмечена точка D, а на
стороне BC – точка F, причем 90BAD

DEF. Докажите, что центр окружности,

описанной около треугольника CEF, лежит
на прямой BD.

И.Фролов

6. Последовательность чисел 1 2 2022, , ,a a a…

такова, что 3 3
n ka a n k  для любых n и k

таких, что 1 2022n  и 1 2022k . При
этом 1011 0a . Какие значения может прини-
мать 2022a ?

Н.Агаханов

7. Петя разбил клетчатый квадрат 100 100
некоторым образом на домино – клетчатые
прямоугольники 1 2 и в каждом домино
соединил центры двух его клеток синим
отрезком. Вася хочет разбить этот же квад-
рат на домино вторым способом и в каждом
своем домино соединить две клетки красным
отрезком. Вася хочет добиться того, чтобы
из каждой клетки можно было пройти в
любую другую, идя по синим и красным
отрезкам. Обязательно ли у него будет воз-
можность это сделать?

Е.Бакаев

8. В трапеции ABCD диагональ BD равна
основанию AD. Диагонали AC и BD пересе-
каются в точке E. Точка F на отрезке AD
выбрана так, что EF CDP . Докажите, что
BE DF.

А.Кузнецов

9. См. задачу М2691 «Задачника «Кван-
та».

10. См. задачу М2693 «Задачника «Кван-
та».

10 класс
1. См. задачу 1 для 9 класса.
2. Дан квадратный трехчлен P x . Дока-

жите, что существуют попарно различные
числа a, b и c такие, что выполняются
равенства

P b c P a ,P c a P b ,P a b P c .

Н.Агаханов
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3. См. задачу М2690 «Задачника «Кван-

та».
4. Пусть 1

1 1
n n

n nP x a x a x a x…

0a  , где n – натуральное число. Известно,
что числа 0 1, , , na a a…  – целые, при этом

0na , n k ka a  при всех k 0, 1, …, n и

1 1 0 0n na a a a… . Докажите, что чис-
ло 2022P  делится на квадрат некоторого
натурального числа, большего 1.

Е.Холмогоров

5. См задачу М2692 «Задачника «Кван-
та».
6. На доске написаны три последователь-

ных нечетных числа. Может ли сумма остат-
ков от деления этих трех чисел на 2022
равняться некоторому простому числу?

Н.Агаханов

7. Дан вписанный четырехугольник ABCD,
в котором 2A B. Биссектриса угла C
пересекает сторону AB в точке E. Докажите,
что AD AE BE.

А.Кузнецов

8. См. задачу 9 для 9 класса.
9. В вершины правильного 100-угольника

поставили 100 фишек, на которых написаны
номера 1, 2, …,100, именно в таком порядке
по часовой стрелке. За ход разрешается
поменять местами некоторые две фишки,
стоящие в соседних вершинах, если номера
этих фишек отличаются не более чем на k.
При каком наименьшем k серией таких хо-
дов можно добиться расположения, в кото-
ром каждая фишка сдвинута на одну пози-
цию по часовой стрелке (по отношению к
своему начальному положению)?

С.Берлов

10. См. задачу 10 для 9 класса.

11 класс
1. См. задачу 1 для 9 класса.
2. См. задачу 2 для 10 класса.
3. В треугольной пирамиде ABCD на ее

гранях BCD и ACD нашлись соответственно
точки A  и B  такие, что ABC ABD

120BAC BAD . Известно, что пря-
мые AA  и BB  пересекаются. Докажите, что
точки A  и B  равноудалены от прямой CD.

А.Заславский

4. В компании некоторые пары людей
дружат (если A дружит с B, то и B дружит

с A). Оказалось, что при любом выборе 101
человека из этой компании количество пар
дружащих людей среди них нечетно. Найди-
те наибольшее возможное количество чело-
век в такой компании.

Е.Бакаев, И.Богданов

5. Пусть S – 100-элементное множество,
состоящее из натуральных чисел, не превос-
ходящих 10000. Отметим в пространстве все
точки, каждая из координат которых при-
надлежит множеству S. К каждой из 1000000
отмеченных точек ; ;x y z  прикрепим шарик
с написанным на нем числом

2 2 2x y z

xy yz zx
.

На каком наибольшем количестве шариков
может быть написано число, равное 2?

П.Козлов

6. См. задачу 6 для 9 класса.
7. Произведение цифр натурального числа

n равно x, а произведение цифр числа n + 1
равно y. Может ли так случиться, что произ-
ведение цифр некоторого натурального чис-
ла m равно 1y , а произведение цифр числа

1m  равно 1x ?
А.Кузнецов

8. См. задачу 9 для 10 класса.
9. Трапеция ABCD с основаниями AD и

BC вписана в окружность . Диагонали AC
и BD пересекаются в точке P. Точка M –
середина отрезка AB. Серединный перпен-
дикуляр к отрезку AD пересекает окруж-
ность  в точках K и L. Точка N – середина
дуги CD описанной окружности треугольни-
ка PCD, не содержащей точку P. Докажите,
что точки K, L, M и N лежат на одной
окружности.

А.Кузнецов

10. Даны неотрицательные числа a, b, c, d
такие, что 8a b c d . Докажите, что

3 3 3

2 2 2

a b c

a b c b c d c d a
3

2
4

d

d a b
.

А.Кузнецов

Публикацию подготовили
Н.Агаханов, И.Богданов,

П.Кожевников, И.Подлипский
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Физика

В 2021/22 учебном году олимпиада «Ло-
моносов» по физике в МГУ проводилась в
два этапа – отборочный и заключительный.Отборочный этап
Отборочный этап проходил в форме заоч-

ного испытания. Задания отборочного этапа
составлялись раздельно для учащихся млад-
ших (7–9) и старших (10–11) классов. Эти
задания были размещены в личных кабине-
тах участников на сайте https: olymp.msu.ru.
Доступ к условиям заданий был открыт для
участников с 29 октября по 5 ноября 2021
года. Прием решений и ответов для каждой
группы учащихся прекращался одновремен-
но с их завершением. Победители и призеры
отборочного этапа были приглашены для
участия в заключительном этапе олимпиа-
ды. Поскольку числовые данные в условиях
задач для каждого участника были индиви-
дуальными, приводимые в журнале решения
задач и ответы к ним даны в общем виде.

7–9 классы
1. Автомобиль двигался из пункта А в

пункт Б. Первую треть своего пути от ехал
со скоростью 1 60 км чv . Далее треть всего
времени автомобиль двигался со скоростью

2v . Оставшийся путь он ехал со скоростью

3 50 км чv . Определите среднюю скорость

cpv  автомобиля на всем пути. Ответ приведи-
те в км ч, округлив до десятых.

2. На горизонтальном столе лежат два
одинаковых кубика, связанных пружинкой
(рис. 1). Масса каждого кубика M. Правый
кубик соединен с легкой чашей нерастяжи-
мой нитью, перекинутой через блок. Коэф-
фициент трения между кубиками и столом

0,1. В исходном состоянии нить слегка
натянута, а пружина не деформирована.
Грузик какой мини-
мальной массы m нуж-
но осторожно (без тол-
чка) положить на
чашу, чтобы левый

кубик сдвинулся с места? Нить, пружину и
блок считайте невесомыми. Ответ приведите
в граммах, округлив до десятых.

3. В калориметре находится смесь воды и
льда в состоянии термодинамического рав-
новесия. Через время 1 30 мин после вклю-
чения спирали, подключенной к источнику
постоянного напряжения, весь лед растаял,
а еще через время 2 вода нагрелась на

5 Ct . Пренебрегая теплоемкостью кало-
риметра, определите отношение n массы
воды вm  к массе льда лm  в момент включения
спирали. Удельная теплоемкость воды

4,2 Дж г Сc , удельная теплота плавле-
ния льда 340 Дж г. Ответ округлите до
десятых.

4. Два резистора сопротивлениями

1R 25 Ом и 2R 100Ом соединены парал-
лельно и включены в цепь постоянного тока
(рис. 2). Какая мощность
N выделяется на участке
между точками A и B,
если идеальный ампер-
метр, включенный пос-
ледовательно с резисто-
ром сопротивлением 2R , показывает силу
тока 2I ? Ответ округлите до целых.

5. Непрозрачный цилиндрический сосуд
высотой H и радиусом 03r  до краев наполнен
водой. В центре сосуда на дне расположено
круглое зеркало радиусом 02r . Точечный
источник света находится над поверхностью
воды точно над серединой зеркала. На какое
минимальное расстояние minh  от поверхности
воды можно приблизить источник света,
чтобы при этом все световые лучи, отражен-
ные от зеркала, вышли из сосуда? Показа-
тель преломления воды примите равным
n 1,33, а 0r 10 см. Ответ приведите в
сантиметрах, округлив до десятых.

10–11 классы
1. Маленькая шайба соскальзывает с неко-

торой высоты h по гладкой наклонной плос-
кости, плавно переходящей на горизонталь-
ный участок гладкой поверхности, и испы-
тывает центральное абсолютно упругое со-
ударение с шайбой вдвое меньшей массы
(рис. 3). Вторая шайба после соударения
попадает на наклонную шероховатую поверх-
ность, плавно сопряженную с горизонталь-Рис. 1

Рис. 2
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ной поверхностью посредством гладкого уча-
стка. Определите угол  , который образует
с горизонтом шероховатая наклонная повер-
хность, если эта шайба поднимается по ней
на такую же высоту h. Коэффициент трения
между шайбой и шероховатой поверхностью
. Ответ приведите в градусах, округлив до

целых.
2. На шероховатом горизонтальном столе

находится брусок массой M с прикреплен-
ной к нему легкой нерастяжимой нитью,
перекинутой через невесомый неподвижный
блок (рис. 4). Ко второму концу нити привя-

зана легкая пружина жесткостью k 10Н м
с подвешенным на ней грузом массой
m 100 г. В начальном состоянии груз удер-
живают в таком положении, что нить слегка
натянута, а пружина не деформирована,
причем правый конец нити и пружина зани-
мают вертикальное положение. В некоторый
момент груз отпускают из состояния покоя.
Спустя время 30 с 0,105 с после этого
брусок сдвигается с места. Найдите коэффи-
циент трения  между бруском и столом.
Ответ округлите до сотых.
3. В теплоизолированном вертикальном

цилиндре под тяжелым теплоизолирующим
поршнем находится идеальный одноатом-
ный газ. Расстояние между поршнем и дном
сосуда H 1 м. Сверху на поршень медлен-
но насыпают малую порцию песка, масса
которой m значительно меньше массы порш-
ня. На какую величину U изменится в
результате этого внутренняя энергия газа?
Ускорение свободного падения примите рав-
ным 210 м сg . Ответ приведите в милли-
джоулях, округлив до целых.
4. В цепи, схема которой показана на

рисунке 5, в некоторый момент замыкают
ключ K. Найдите напряжение U на катушке
к тому моменту, когда через резистор проте-

чет заряд q 1 мКл. Индуктивность катуш-
ки L 1мГн, сопротивление резистора
R 4 Ом, ЭДС источника E , а его внутрен-
нее сопротивление r 1Ом. Ответ приведи-
те в вольтах, округлив до десятых.
5. Стеклянный кубик освещается широким

пучком параллельных световых лучей, па-
раллельных одной из его граней, как пока-
зано на рисунке 6. Определите ширину d

параллельного пучка лучей, выходящих из
кубика в направлении падающего пучка.
Длина ребра кубика a, коэффициент пре-
ломления стекла n 1,5. Ответ приведите в
сантиметрах, округлив до десятых.

Заключительный этап
Заключительный этап олимпиады прово-

дился 24–26 февраля 2022 года в дистанци-
онном формате на портале https:
exam.distant.msu.ru . Для участия в заклю-
чительном этапе к рабочему месту испытуе-
мого предъявлялись определенные техни-
ческие требования (с ними можно ознако-
миться на сайте олимпиады).
Задание для учащихся 7–9 классов состо-

яло из четырех задач по темам, изучаемым в
рамках программы по физике для основной
общеобразовательной школы. Задания для
учащихся 10–11 классов были составлены в
полном соответствии с Кодификатором ЕГЭ
2021 года по физике и охватывали основные
разделы Кодификатора, а именно: 1) меха-
нику, 2) молекулярную физику и термоди-
намику, 3) электродинамику и 4) оптику.
Типовое задание состояло из четырех раз-

Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 3
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личных разделов, включающих задачи и
уточняющие вопросы по теории. На выпол-
нение заданий для всех классов отводилось
4 астрономических часа (240 минут).

7–9 классы
1. По гладкой наклонной доске ударом

запустили снизу вверх маленький шарик. На
расстоянии l 0,6 м от исходной точки шарик
побывал дважды: через 1t 1 с и 2t 2 с после
начала движения. Определите начальную ско-
рость 0v  шарика. Трение и сопротивление
воздуха считайте пренебрежимо малыми.
2. В сосуде с водой, имеющей температуру

0 C, плавает кусок льда массой лm  100 г,
в который вмерзла дробинка массой дm 5 г.
Какое минимальное количество теплоты Q
нужно сообщить воде, чтобы кусок льда с
дробинкой начал тонуть? Плотность воды

3
в 1 г см , плотность льда 3

л 0,9 г см ,
удельная теплота плавления льда

340 Дж г. Объемом дробинки по сравне-
нию с объемом льда можно пренебречь.
3. В схеме, показанной на рисунке 7,

1R 1Ом, 2R 2 Ом, 3R 3 Ом. Известно,
что на сопротивлении 1R  выделяется мощ-

ность 1N 25 Вт. Какая мощность 2N  выде-
ляется на сопротивлении 2R ?
4. В комнате длиной L 5 м и высотой

H 3 м на стене висит плоское зеркало
(рис. 8). Человек смотрит в него с расстоя-
ния l 2 м. Какова минимальная высота s
зеркала, если человек видит в нем противо-
положную стену от пола до потолка?

10–11 классы
1. Задача. По двум прямым дорогам,

перпендикулярным друг другу, едут с посто-
янными скоростями два автомобиля (рис. 9).
В некоторый момент времени
расстояние между автомоби-
лями стало минимальным и
равным s 100 м, а через

10 с оно удвоилось. Най-
дите скорость 1v  первого ав-
томобиля, если скорость вто-
рого автомобиля 2v 36 км ч.
Ответ приведите в км ч.
Вопросы. Дайте определение скорости.

Сформулируйте закон сложения скоростей.
2. Задача. На гладком льду озера лежит

достаточно длинная доска массой М 1 кг.
На край доски ставят модель автомобиля с
включенным двигателем, развивающим по-
стоянную мощность N 2 Вт. Все колеса
автомобиля являются ведущими, а его масса
в n 3 раза меньше массы доски. Автомо-
биль начинает движение вдоль оси доски с
проскальзыванием колес. Коэффициент тре-
ния колес о доску 0,3. Считая колеса
автомобиля легкими, определите расстояние
х, на которое сместится автомобиль относи-
тельно доски к моменту, когда колеса пере-
станут проскальзывать. Ускорение свобод-
ного падения примите равным 210 м сg .
Вопросы. Как определяется импульс сис-

темы материальных точек? Сформулируйте
закон сохранения импульса.
3. Задача. В прочном сосуде объемом

30,1 мV  находится смесь из 1 = 0,05 моль
водорода и 2 = 1 моль сухого воздуха. Най-
дите относительную влажность f воздуха в
сосуде после сгорания водорода и охлажде-
ния содержимого сосуда до температуры

20 Ct . Давление насыщенного водяного
пара при этой температуре нp = 2330 Па.
Массовая доля кислорода в воздухе состав-
ляет примерно 23%. Универсальная газовая
постоянная ( )8,31Дж моль КR = ◊ .
Вопросы. Какие виды парообразования

вы знаете? Дайте определение удельной теп-
лоты парообразования.
4. Задача. Горизонтально расположенный

цилиндр разделен подвижным поршнем мас-
сой m 5 кг на две равные части объемом
V 1 л каждая. С одной стороны от поршня
находится насыщенный водяной пар при
температуре 100 Ct , с другой – воздух

Рис. 7

Рис. 9

Рис. 8



К В А Н T  $ 2 0 2 2 / № 340
при той же температуре. Цилиндр поставили
вертикально так, что снизу оказался пар. На
какое расстояние x опустится поршень, если
температуру в обеих частях цилиндра под-
держивают неизменной? Площадь основа-
ния цилиндра 20,01 мS . Ускорение сво-
бодного падения примите равным 210 м cg ,
а нормальное атмосферное давление

5
0 10p Па.
Вопросы. Дайте определения влажности и

относительной влажности воздуха.
5. Задача. Маленький шарик массой

m = 10 г, несущий заряд 610q Кл, надет
на гладкую непроводящую спицу, располо-
женную горизонтально (рис. 10). С помо-

щью легкой непроводящей пружины шарик
связан с неподвижной опорой. На одном
горизонтальном уровне с этим шариком и в
той же вертикальной плоскости закреплен
второй маленький шарик, несущий заряд q.
В положении равновесия расстояние между
шариками L 50 см. Когда подвижный шарик
сместили от положения равновесия на малое
расстояние и отпустили, он стал совершать
гармонические колебания с частотой f 1,47 Гц.
Найдите жесткость пружины k. Электричес-
кая постоянная 12

0 8,85 10 Ф м.
Указание. При расчетах воспользуйтесь

приближенной формулой 1 1x x,
справедливой при 1x = .
Вопросы. Дайте определение напряженно-

сти электрического поля. Сформулируйте
принцип суперпозиции электрических полей.
6. Задача. Длинная диэлектрическая плита

наклонена под углом  к горизонту и имеет
две части поверхности – гладкую верхнюю и
шероховатую нижнюю (рис. 11). Прямо-
угольная пластмассовая пластинка массой

m 100 г покоится, располагаясь целиком на
шероховатой части, если угол наклона пли-
ты не превышает пр 30 . Пластинку сме-
щают вдоль плиты так, что ее нижний край
совпадает с границей шероховатой части, и
отпускают без начальной скорости. Ско-
рость пластинки к моменту, когда она цели-
ком окажется на шероховатой части плиты,
равна 1v . Если же по плите равномерно
распределен заряд с поверхностной плотнос-
тью 23 мкКл м , а по пластинке заряд

3q мкКл, то скорость пластинки в том же
положении оказывается равной 2v . Во сколь-
ко раз 1v  меньше 2v ? Электрическую посто-
янную примите равной 12

0 9 10 Ф м, а
ускорение свободного падения 210 м cg .
Поляризационными эффектами можно пре-
небречь.
Вопросы. Дайте определение электроем-

кости. Запишите формулу для электроемко-
сти плоского конденсатора.
7. Задача. Тонкая собирающая линза плот-

но вставлена в круглое отверстие в непроз-
рачной ширме. На расстоянии l 8 см от
линзы расположен экран, перпендикуляр-
ный ее главной оптической оси. По другую
сторону от линзы в ее главном фокусе нахо-
дится точечный источник света. При этом на
экране наблюдается светлое пятно диамет-
ром D 5 см. Когда источник переместили в
точку, находящуюся на главной оптической
оси линзы на удвоенном фокусном расстоя-
нии от линзы, диаметр светлого пятна на
экране стал равным d 3 см. Найдите фо-
кусное расстояние линзы F.
Вопросы. Дайте определения фокусно-

го расстояния и оптической силы тонкой
линзы.
8. Задача. Узкий световой пучок падает на

тонкую собирающую линзу параллельно ее
главной оптической оси и образует светлое
пятно на экране, параллельном плоскости
линзы и расположенном за ней на расстоя-
нии l 20 см. Когда линзу передвинули на
расстояние 0,5 см в направлении, пер-
пендикулярном ее главной оптической оси,
центр пятна сместился на величину 1 см.
Найдите фокусное расстояние линзы F.
Вопросы. Дайте определения фокусно-

го расстояния и оптической силы тонкой
линзы.

Публикацию подготовил С.ЧесноковРис. 11

Рис. 10



«Квант» для младших школьников
(см. «Квант» №2)

1. 76 и 70.
Обозначим через x возраст, в котором Сидоров
производил свои подсчеты. Тогда возраст Сидо-
ровой в этот момент составлял 6x  лет, а в

момент заключения брака им было 
2

x
 и 6

2

x

лет соответственно. Последнее условие позволяет

составить уравнение 
2

8 6 8
2 3

x
x x

16
14 52

6 3

x
x . Итак, к моменту брако-

сочетания супругам было 26 лет и 20 лет. Из

этого немедленно следует ответ.
2. 1011 положительных и 1010 отрицательных.
Будем двигаться вдоль исходного ряда и фикси-
ровать знаки чисел. Из условия следует, что
знак при этом менялся 1010 раз – четное число
раз. Поэтому знаки первого и последнего чисел
совпадают. Значит, добавленное произведение
будет положительным.
3. Можно. При этом получится два креста и
восемь четырехклеточных фигурок. Пусть x и
y – число четырехклеточных и пятиклеточных
фигурок соответственно. Тогда получаем урав-
нение 4 5 42x y , из которого видно, что у –
четное число, не кратное 4 и не превосходящее
8, т.е. либо 2, либо 6. Но случай x 3, у 6

невозможен, поскольку
угловые клетки нельзя
покрыть пятиклеточны-
ми крестами и четырех-
клеточных фигур долж-
но быть хотя бы четыре.
Случай х 8, у 2 изоб-
ражен на рисунке 1.
4. Опустим из вершины

прямого угла B перпендикуляр BE на гипотену-
зу. При этом точка E совпадет с серединой
гипотенузы, т.е. AC 2CE. В треугольнике BEK

45 15 30 2EBK BK EK.
В то же время в треугольнике CMK MKC

60 30 2KMC MK CK.
Значит, BM 2EC AC, что и требовалось.

Конкурс имени А.П.Савина
(см. «Квант» №1)

17. Да, существует.
См. примеры на рисунках 2 и 3. На рисунке 2
части переходят друг в друга при параллельном
переносе, а на рисунке 3 – при повороте.
На рисунке 3 верхняя граница «капли» состоит
из полуокружности радиуса 2 с центром O, а
нижняя граница – из двух полуокружностей

радиуса 1 (одна «смотрит» внутрь капли, а дру-
гая – «наружу»). Если повернуть левую малень-
кую полуокружность вокруг O на 180  (по часо-
вой стрелке), получится правая маленькая полуок-
ружность. Если же ее поворачивать на углы, крат-
ные 180 n, получится разрезание на n частей.
18. а) Не может.
Посчитаем общее количество пар соседних кле-
ток. В каждом столбце 100 пар соседних по
вертикали клеток. Значит, всего пар соседних по
вертикали клеток 100 100. Столько же будет пар
соседних по горизонтали клеток. Итого пар со-
седних клеток 2 100 100, что не делится на 3.
б) Может.
Первый способ. Поделим квадрат на две равные
части ломаной из перегородок, симметричной
относительно его центра
(рис. 4). Если длина ло-
маной равна трети всех
перегородок, т.е.
2 100 99 3 6600, оста-
ется закрасить одну из
половинок квадрата. Тог-
да, в силу симметрии, пар
соседних белых клеток
будет столько же, сколь-
ко пар соседних черных. А раз это все оставши-
еся пары, то их количество также будет состав-
лять треть от общего числа пар соседних клеток.
Ломаная состоит из 100 вертикальных перегоро-
док и 99 горизонтальных отрезков. Общая длина
горизонтальных отрезков равна 6600 100 6500.
Возьмем среди них 97 отрезков одной длины и 2
более коротких отрезка другой длины, как на
рисунке 4. Их нетрудно подобрать, например 97
отрезков по 66 (длина такого отрезка должна
быть четной) и 2 отрезка по 49, получится
97 66 2 49 6500, поэтому общая длина на-
шей ломаной равна 6600 – как раз треть всех
перегородок, что и требовалось.
Второй способ. Пару соседних белых клеток
будем называть бб, и аналогично другие типы
пар – чч и бч.
Для начала найдем подходящий пример не для
квадрата 100 100, а для полоски 1 100. Сдела-
ем сначала блок из 34 белых клеток, внутри него
будет 33 пары бб. За ним поставим блок из 34

Рис. 2

Рис. 1

Рис. 3

Рис. 4
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черных клеток, внутри него будет 33 пары чч.
Затем пусть следует последовательность бчбчбч...,
где соседние клетки разных цветов. Новых пар
бб и чч не появится, а значит, все оставшиеся
пары будут типа бч, и их будет 99 33 33 33
штуки. Такую строчку будем обозначать Б:

34 34 32

Б ббб…ббб ччч…ччч бчбчбч…142431424314243

Рассмотрим также строчку Ч, которая получится
из строчки Б, если каждую букву б заменить на
ч, а ч – на б. В строке Ч тоже будет поровну пар
бб, чч и бч.
Теперь запишем строчку Б вертикально и справа
от каждой буквы б запишем строку Б, а справа
от каждой буквы ч – строку Ч. (Пример для
строк длины 7 показан на рисунке 5.) Тем са-

мым мы получили таб-
лицу 100 100, где каж-
дая строчка – либо Б,
либо Ч, и каждый стол-
бец – либо Б, либо Ч.
Поэтому и в горизон-
тальных рядах поров-
ну пар типов бб, чч, бч,
и в вертикальных тоже.
Значит, их поровну и
во всей таблице.

19. Заметим, что шесть треугольников, примы-
кающих к шестиугольнику (на рисунке 6 они
покрашены зеленым), подобны друг другу, так
как каждые два соседних треугольника подобны
по трем углам. Пусть стороны шестиугольника
равны 1 2 6, ,a a a… . Тогда другие стороны тре-
угольников – 1xa , 1ya , 2

xa , 2
ya  и т.д.

Сумма периметров шести зеленых треугольни-
ков равна, с одной стороны, сумме периметров
двух больших правильных треугольников, т.е.
3 3 4 3 21, а с другой стороны, она равна

1 2 61 x y a a a… .

Так как сумма 1 2 6a a a…  это периметр шес-
тиугольника и по условию равна 7, то 1 x y

21 7 3, а значит, 2x y .

Таким образом, в треугольнике, подобном зелено-
му, сумма двух сторон равна 2, угол между ними
равен 60  и третья сторона равна 1. Докажем
следующую лемму: Пусть в треугольнике ABC:

2AB BC , 1AC , 60B . Тогда 1AB BC .
Первый способ (для тех, кто знает теорему коси-
нусов). Запишем теорему косинусов для треу-
гольника ABC, обозначив t AB:

2 2 2
2 cos60AB BC AB BC AC ,

22 1
2 2 2 1

2
t t t t ,

2 2 24 4 2 1t t t t t ,

2
3 3 6 0t t ,

2
1 0t ,

откуда 1AB t  , тогда и 1BC .
Второй способ (для тех, кто не знает теорему
косинусов). Отметим точку N на продолжении
отрезка AB за точку B так, что BN BC (рис. 7).

Треугольник BCN равнобедренный с углом
120NBC  и поэтому 30BNC . Опустим

перпендикуляр из точки A на прямую NC. Тогда
треугольник ANH – прямоугольный с углом 30 ,
поэтому катет AH в два раза меньше гипотенузы
AN AB BN AB BC 2, значит, AH 1. Та-
ким образом, из точки A к прямой NC проведе-
ны два равных отрезка AC AH 1, и при этом
AH – перпендикуляр. Значит, точки C и H совпа-
дают, и угол ACN прямой, а тогда 60ACB .
Значит, треугольник ABC равносторонний и
AB BC 1.
20. Обозначим числа Фибоначчи как 

1 1F , 2
1F ,

3
2F ,… Решения основаны на следующем свой-

стве, которое несложно доказать по индукции:

1 2 2 1n nF F F F… .

а) Для n, дающих остатки 0 или 2 при делении
на 6.
Количество чисел должно быть четным, поэтому

2nM . Сумма чисел тоже должна быть четной, т.е.

1 2 2
1n nF F F F…  четно, а значит, 2nF

нечетно. Четными являются те числа Фибонач-
чи, номер которых делится на 3 (это тоже не-
сложно доказывается по индукции), поэтому

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7



О Т В Е Т Ы ,  У К А З А Н И Я ,  Р Е Ш Е Н И Я 43
дем искать подходящие пары чисел ,c d  в виде
c a k и d b k. Тогда разность P c P d
будет равна

2c d u c d v a b k u a b v

22a b k
n

a b
.

Таким образом, нам достаточно подобрать такие

k, для которых дробь 
2a b k

a b
 будет квадратом

натурального числа. При k a b m дробь бу-

дет равна нечетному числу 2m 1. Тогда нам
подойдут те m, при которых 2m 1 будет квад-
ратом нечетного числа.
4. 101.
Рассмотрим граф дружб, в котором вершины –
это люди в компании, а два человека соединены
ребром, если они дружат.
Если граф – это цикл, содержащий 101 верши-
ну, то на любых 100 вершинах ровно 99 ребер,
так что такая компания удовлетворяет условиям
задачи. Осталось показать, что не существует
такой компании из 102 человек (тогда и компа-
нии из более чем 102 человек тоже быть не
может). Ниже мы приводим один из способов
сделать это; мы предполагаем, от противного,
что такая компания нашлась.
Рассмотрим произвольное множество из 101 вер-
шины и индуцированный подграф на этих вер-
шинах, пусть в нем k ребер. Выбрасывая из
этого подграфа произвольную вершину, скажем
степени d, получаем 100 вершин с нечетным
количеством ребер k d. Значит, степень любой
вершины в нашем подграфе имеет четность, от-
личную от четности k, т.е. степени всех вершин
подграфа имеют одну и ту же четность. Но, как
хорошо известно, в графе из нечетного числа
вершин все вершины не могут иметь нечетную
степень. Поэтому все эти степени четны, а число
ребер k нечетно.
Пусть теперь во всем графе на 102 вершинах l
ребер. При выкидывании любой вершины, ска-
жем степени d, получается подграф с нечетным
числом ребер l d; аналогично рассуждению
выше получаем, что и во всем графе степени
всех вершин имеют одинаковую четность. Заме-
тим, что наш граф не может быть пустым (т.е. не
иметь ребер) или полным (т.е. иметь все 2

102C
ребер), иначе на любых 100 вершинах будет
либо 0, либо 2

100 99 50C  ребер, т.е. четное
количество. Тогда найдется вершина, соединен-
ная хоть с какой-то другой вершиной, но не со
всеми. Иначе говоря, есть вершины u, 1v  и 2

v

такие, что u соединена с 1v , но не с 
2

v . Степени
вершин 1v  и 

2
v  в исходном графе одной четности,

Региональный этапXLVIII Всероссийской олимпиадышкольников по математике
9 класс

1. Может.
Пример: 1,2,3,4,5,6,8,10,12,20. В этом наборе
три числа (5, 10, 20) делятся на 5, четыре чис-
ла (4, 8, 12, 20) делятся на 4, а общая сумма
равна 71.
2. 6.
Пусть S – сумма цифр числа N. Тогда суммы
цифр полученных чисел будут равны S 1, S 2, ...
…, S 9. Три из этих сумм будут делиться на 3.
По признаку делимости на 3, соответствующие
три числа на доске также будут делиться на 3.
При этом они будут больше 3, а значит, будут
составными. Поэтому больше 6 простых чисел
на доске оказаться не может.
Шесть простых чисел может оказаться даже при
N 1 – например, если Петя получит, среди
прочих, числа 11, 13, 41, 61, 17 и 19.
3. Пусть 2P x ux vx w. По условию,

a b u a b v

2 2 2ua va w ub vb w P a P b n .

Поскольку n – натуральное число, 0a b . Бу-

2 3n M . Таким образом, n не может давать остат-
ки 1, 3, 4, 5 при делении на 6.
Покажем, что для всех остальных n числа можно
разбить на группы нужным образом.
При n, кратном 6, разобьем все числа Фибонач-
чи на блоки по 6 подряд идущих. Рассмотрим
один из таких блоков 1 5, , ,k k kF F F… . Числа

2 3 4, ,k k kF F F  положим в одну группу, а осталь-
ные три числа – в другую. Тем самым в две
группы мы поместили по три числа с одинаковой
суммой, ведь 2 1k k kF F F , 5 3 4k k kF F F .
Поступив так с каждым блоком, получим в итоге
группы, количества и суммы чисел в которых
одинаковые.
При n, дающем остаток 2 при делении на 6,
поступим схожим образом. Первые два числа

1 1F  и 
2

1F  поместим в разные группы, а все
оставшиеся числа 3 4, ,F F … разобьем на блоки по
6 подряд идущих, которые будем раскладывать
по группам так же, как в предыдущем случае.
б) Ни для каких n.
Из трех групп выберем ту, в которой нет ни nF ,
ни 1nF . Сумма чисел в этой группе не больше,
чем сумма всех остальных чисел 1 2 2nF F F… ,
что равняется 1nF . Но тогда в этой группе
сумма чисел меньше, чем в группе, содержащей

nF . Получаем противоречие.
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поэтому после удаления u они будут иметь раз-
ную четность. Это невозможно по доказанному
выше.
5. Окружность, описанную около треугольника
CEF, обозначим через , а ее центр – через O.
Внешняя (CD) и внутренняя (CE) биссектрисы
угла ACB перпендикулярны. Тогда DAE

90DCE , и четырехугольник ADCE впи-
сан. Поэтому ADE ACE, откуда BEF

180 90AED DEF AED  ADE
ACE ECF. Зна-

чит,  касается AB (в
точке E; рис. 8).
Выберем на отрезке BC
такую точку P, что
PE ACP . Тогда PEC

ECA PCE , от-
куда PC PE. По-
скольку OC OE, по-
лучаем, что PO – бис-
сектриса внешнего угла
BPE.

Совершим гомотетию с центром B, переводящую
треугольник BPE в BCA. Тогда прямая PO пе-
рейдет в CD, а прямая EO (перпендикулярная
AB) – в AD. Значит, точка O перейдет в D,
откуда и следует, что точка O лежит на BD.
6. 3 3 3

2022 2022 1011 7 1011a .
Записывая условие при n 2022, k 1011 и при
n 1011, k 2022, получаем

3 3

2022 2022 1011 2022 1011a a a
и

3 3

2022 1011 2022 1011 2022a a a ,

т.е. 3 3

2022 20222022 1011a a . Отсюда и следу-
ет ответ.
7. Не обязательно.
Занумеруем вертикали слева направо числами от
1 до 100. Пусть a – верхняя строка квадрата, а
b – строка сразу под ней. Пусть в Петином
разбиении эти строки заняты вертикальными до-
мино 1 1a b , 2 2a b , …, 98 98a b  и горизонталь-
ными домино 99 100a a , 99 100b b . Очевидно,
что оставшуюся часть доски можно разбить на
домино (например, на горизонтальные), поэтому
такое разбиение существует.
Предположим, что существует Васино разбиение
на домино, удовлетворяющее требованиям зада-
чи. Если в Васином разбиении какая-то из кле-
ток 1a , 2a , …, 98a  занята вертикальным домино,
то это – то же домино, что и в Петином разбие-
нии, и из этих двух клеток нельзя добраться до
остальных. Поэтому в Васином разбиении обяза-
тельно должны присутствовать домино 1 2a a ,
3 4a a , …, 97 98a a . Аналогично, клетки 99a  и
100a  не могут быть накрыты горизонтальными

домино, поэтому они накрыты вертикальными
домино 99 99a b  и 100 100a b . Но тогда из че-
тырех клеток 99a , 100a , 99b , 100b  нельзя попасть
в остальные – противоречие.
8. Поскольку AD CBP , треугольники EAD и

ECB подобны, и потому 
BE BC

DE AD
.

Достроим треугольник

BCD до параллелограм-

ма BCDK (рис. 9). Тог-
да треугольники DEF и
DBK подобны, поэтому
DF DK

DE DB
. Наконец,

поскольку DK BC и
DB DA, получаем

DF DK BC BE

DE DB AD DE
,

откуда и следует, что DF BE.

10 класс
2. Пусть d – абсцисса вершины параболы
y P x , так что прямая x d – ось симметрии
параболы. Тогда для любых чисел t и s с суммой
2d (т.е. таких, что точки t и s симметричны
относительно d) выполнено P t P s . Таким
образом, любая тройка попарно различных чи-
сел a, b, c таких, что a b c 2d, будет удов-
летворять условию задачи. Можно взять, ска-

жем, 
2

1
3

d
a , 

2

3

d
b , 

2
1

3

d
c .

4. Достаточно доказать такое утверждение: мно-
гочлен P x  делится на 2

1x . Действительно,
после деления (например, столбиком) в частном
получится многочлен Q x  с целыми коэффици-
ентами, и тогда равенство многочленов P x

2
1x Q x  влечет равенство 2022P
22021 2022Q , из которого следует утвержде-

ние задачи, поскольку 2022Q  – целое число.
Для доказательства утверждения сделаем заме-
ну 1t x , положим 1 1

n
nR t P t a t

1

1 1
n

na t 1 01a t a…  и докажем, что

R t  делится на 2t , т.е. что последние два коэф-

фициента многочлена R t  равны 0.
Свободный член многочлена R равен 0 nR a

1 0 0na a… .
Поскольку в многочлене 1

k
t  коэффициент при

t равен k, коэффициент при t многочлена R равен

1
1nna n a… . Из условий n k ka a  следу-

ет, что удвоенный коэффициент при t равен

1 11n nna n a a…

0 1 11 nna n a a…

1 0 0n nn a a a… .

Рис. 8

Рис. 9
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Тем самым, задача решена.
Замечание. Другое решение можно получить,
доказав, что 1 1 0P P .
6. Не может.
Пусть r – остаток меньшего из данных нечетных
чисел при делении на 2022, так что r – некоторое
нечетное число из множества {1, 3, 5, …, 2021}.
Если 2017r , то два других остатка равны r + 2
и r 4, так что сумма остатков равна 2r r

4 3 2r r  – это число составное, так как
делится на 3 и больше 3. Отдельно рассмотрим
случаи r 2019 и r 2021. В первом случае ос-
татки данных чисел равны 2019, 2021 и 1. Во
втором случае остатки данных чисел равны 2021,
1 и 3. В обоих случаях сумма остатков делится
на 3 и больше 3.
7. Обозначим ABC , тогда по условию

2DAB . На продолжении отрезка AB за точ-
ку A отметим точку F так, что AD AF (рис. 10).
Тогда треугольник AFD равнобедренный, и его

углы при основании равны. Так как
180 2FAD , то AFD ADF .

Поскольку четырехугольник ABCD – вписан-
ный, то 180 180ADC ABC

180 ADF. Следовательно, точки C, D и F
лежат на одной прямой. Тогда CFB CBF,
поэтому треугольник FCB равнобедренный. Зна-
чит, его биссектриса CE совпадает с медианой.
Итого, BE EF AD AE, что и требовалось.
9. 50.
Пример. Фишку 50 последовательно 99 раз ме-
няем со следующей против часовой стрелки. По-
лучаем требуемое расположение.
Оценка. Предположим, что при некотором k 50
требуемая расстановка получена.
В каждый момент времени считаем покрашенной
дугу от фишки 100 до фишки 1 по часовой
стрелке. Так как фишки 100 и 1 нельзя поменять
за один ход, каждая конкретная фишка m
(2 99m ) могла попасть на покрашенную дугу
или покинуть покрашенную дугу только путем
обмена с одной из фишек 1 или 100.
Поскольку изначально и в конце фишка m не
была на покрашенной дуге, она сделала одина-

ковое количество входов на покрашенную дугу и
выходов с покрашенной дуги. При 50m  фишка
m не могла меняться с фишкой 100, поэтому она
могла делать вход или выход только путем обме-
на с фишкой 1. При входе фишка 1 совершает
сдвиг на 1 по часовой стрелке, а при выходе – на
1 против часовой стрелки. Проведем аналогич-
ные рассуждения для фишек 51m , которые не
могут меняться с фишкой 1.
Тем самым, мы получаем, что фишки 1 и 100
совершат одинаковый сдвиг по и против часовой
стрелки, поэтому они останутся на своих пози-
циях. Противоречие.

11 класс
3. Из условия задачи следует, что точки A, A ,
B, B  лежат в одной плоскости, поэтому прямые
BA  и AB  пересекают ребро CD в одной точке X
(рис. 11). Из условия следует, что эти прямые

являются биссектрисами углов CAD, CBD соот-
ветственно. Отсюда, по свойству биссектрисы,

: : :CA AD CX XD CB BD, а поскольку
120CAD CBD , треугольники CAD и

CBD подобны. Поскольку CD – общая сторона
этих треугольников, эти треугольники равны. В
этих равных треугольниках равны соответствую-
щие высоты из вершин A  и B . Это и требова-
лось доказать.
4. 102.
В решении ниже мы рассматриваем граф дружб,
в котором вершины – это люди в компании, а
два человека соединены ребром, если они дру-
жат.
Рассмотрим 102 вершины и построим на них
следующий граф. Одну вершину x соединим с
тремя другими 1v , 2v , 3v . Остальные 98 вершин
разобьем на пары и соединим вершины в каждой
паре. Получился граф с 98 2 3 52 ребрами.
При удалении любой вершины удаляется нечет-
ное число ребер, т.е. остается также нечетное
число. Поэтому компания, описанная в условии,
может состоять из 102 человек.
Осталось показать, что не существует такой ком-
пании из 103 человек (тогда и компании из более
чем 103 человек тоже быть не может). Предпола-

Рис. 10
Рис. 11
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гаем от противного, что такая компания нашлась.
Существует всего 2

103 51 103n C  способов вы-
бросить две вершины из 103, оставив 101. Про-
нумеруем эти способы числами от 1 до n. Пусть

ia – количество ребер на оставшихся 101 верши-
нах в i-м способе; по предположению, все числа

ia  нечетны, а значит, нечетна и их сумма S
(поскольку число n нечетно).
С другой стороны, рассмотрим любое ребро uv.
Это ребро учтено в числе ia  ровно тогда, когда
вершины u и v не выброшены в i-м способе, т.е.
когда выброшена какая-то пара из оставшихся
101 вершин. Это происходит в 2

101 50 101k C
способах. Итак, каждое ребро учтено в S четное
количество k раз, поэтому S должно быть чет-
ным. Противоречие.
5. 

2
1003 14850C .

Назовем тройку натуральных чисел , ,x y z , эле-
менты которой принадлежат S, хорошей, если

2 2 2 2x y z xy yz zx .         ( )

Таким образом, нам надо найти наибольшее воз-
можное количество хороших троек.
Выясним, когда тройка хорошая. Перепишем
( ) как квадратное уравнение относительно x:

22 2 0x x y z y z .

Решая его, получаем
2

2x y z yz y z ,

откуда x y z. Иначе говоря, тройка яв-
ляется хорошей тогда и только тогда, когда
одно из чисел x, y и z равно сумме двух
других.
Пусть 1 2 100s s s…  – все элементы множе-

ства S. Положим i it s . Оценим количество

хороших троек , ,x y z , в которых z – наиболь-

шее число, т.е. z x y. Заметим, что при

любых 1 100i j  есть не более одной такой

тройки, в которой ix t  и jz t  (по этим

значениям восстанавливается y z x).

Поэтому оцениваемое количество не превосхо-
дит количества таких пар чисел ,i j , т.е. 2

100C .
Аналогично, количества хороших троек, в кото-
рых наибольшими являются x и y, не превосхо-
дят 2

100C . Поэтому общее количество хороших
троек не больше 2

1003C .
Эта оценка достигается, если положить 2

is i ,
т.е. it i: действительно, тогда при любых i j
найдется хорошая тройка , ,i j i js s s .
7. Не может.
Из условия следует, что , 1x y , поскольку про-
изведение цифр натурального числа не может
быть отрицательным. Следовательно, числа n и

n 1 не содержат нулей в десятичной записи.
Тогда эти числа отличаются лишь последней
цифрой, причем у числа n 1 она больше на
один. Таким образом, y x. Если 1 0x , то,
рассуждая аналогично, мы получим, что

1 1y x , это противоречит доказанному
выше. Следовательно, 1 0x . Тогда x 1, и в
десятичной записи числа n все цифры равны 1.
Отсюда следует, что в числе n 2 последняя
цифра – двойка, а остальные цифры – единицы,
поэтому y 2. Значит, 1 1y , и число m состоит
лишь из единиц. Но тогда число m 1 не содер-
жит нулей в десятичной записи. Однако произ-
ведение его цифр равно нулю, противоречие.
9. Обозначим через O центр окружности, опи-
санной около трапеции ABCD. Тогда COD

2 CAD PAD ADP CPD (рис. 12).

Здесь мы воспользовались тем, что центральный
угол вдвое больше вписанного и что внешний
угол треугольника равен сумме двух внутрен-
них, с ним не смежных. Следовательно, точка O
лежит на окружности , описанной около треу-
гольника CPD, и поскольку OC OD, то O –
середина дуги CPD. Тогда отрезок ON – диа-
метр окружности , а прямая ON – серединный
перпендикуляр к отрезку CD. В частности, сере-
дина отрезка CD, обозначим ее через S, лежит
на отрезке ON. Из сказанного выше, OCN
90 CSN. Значит, окружность, описанная

около треугольника SCN, касается прямой OC,
поэтому 2OS ON OC OK OL. Отметим точ-
ку S , симметричную точке S относительно точки
O. Тогда OK OL OS ON, поэтому точки S ,
K, L, N лежат на одной окружности.
Теперь заметим, что точки M и S симметричны
относительно прямой KL. Значит, OS OS

OM и LOS KOS KOM. Таким обра-
зом, точки M и S  симметричны относительно
серединного перпендикуляра к KL. Следователь-

Рис. 12
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но, точки K, M, S  и L лежат на одной окружно-
сти. Из сказанного выше, на этой окружности
лежит также и точка N, что и требовалось.
10. Заметим, что

3

2 2

a b ca
a

a b c a b c

22

a b c b c
a a

a b c
.

Здесь мы оценили знаменатель по неравенству о
средних:

2
2a b c a b c .

Сложим полученное неравенство с тремя анало-
гичными. Теперь нам достаточно доказать, что

4
2 2 2 2

a b b c c d d a
a b c d .

Поскольку a b c d 8, это равносильно не-
равенству

4
2 2 2 2

a b b c c d d a
.

Но из неравенства между средним арифметичес-
ким и средним квадратичным мы получаем, что

2 2

2
2 2 2

a b c da b c d

и, аналогично,

2
2 2

b c d a
.

Складывая эти два неравенства, получаем требу-
емое. Олимпиада «Ломоносов»ФизикаОтборочный этап7–9 классы
1. Пусть  – все время движения автомобиля, s –
весь пройденный им путь. Тогда из условия
задачи вытекает 1 2 3t t t , 1 2 3s s s s ,

1
3

s
s , 2

3
t , 2 3

2

3

s
s s , 1 3

2

3
t t . Учитывая,

что 2
2

3

v
s , 2

3

2

3 3

s v
s , 1

13

s
t

v
 и 3

3
3

s
t

v
, по-

лучим
3 2

cp
3 1

2

2

v v
v

v v
.

2. Левый кубик сдвинется с места, когда сила
упругости растянутой пружины станет равной по
модулю максимальному значению силы трения
покоя, т.е. при условии, что kx Mg, где k –
коэффициент жесткости пружины, x – ее растя-
жение. До тех пор, пока левый кубик остается
неподвижным, растяжение пружины совпадает с
модулем перемещения правого кубика и чаши.

Масса m грузика, лежащего на чаше, минималь-
на, если левый кубик начнет сдвигаться в мо-
мент, когда правый кубик остановится. В этом
случае изменение потенциальной энергии грузи-
ка mgx расходуется только на работу против сил
трения при движении правого кубика и потенци-
альную энергию деформации пружины:

2

2

kx
mgx Mgx . В итоге получаем 

3

2
m M.

3. Пусть мощность, передаваемая спиралью со-
держимому калориметра, равна N. Поскольку в
момент включения спирали смесь воды и льда
находилась при температуре таяния льда, то

л 1m N . По условию на нагрев образовавшей-
ся и имевшейся в калориметре воды потребова-
лось время 2. Следовательно,

л в 2m m с t N , и в 2

л 1

1
m

n
m c t

.

4. Поскольку резисторы соединены параллель-

но, 1 1 2 2I R I R . Ток в неразветвленной цепи

1 2
I I I . По закону Джоуля–Ленца, 2

общN R I ,

где 1 2

общ
1 2

RR
R

R R
. Из записанных выражений

находим

1 2 2 2
2

1

R R R
N I

R
.

5. Построим ход луча,
падающего на край зер-
кала (рис. 13). По зако-
ну преломления света
sin sinn , где sin

0

2 2
0 min

r

r h
, а sin

0

2 2
0

r

r H
. Отсюда получим

2 2
20

min 02

r H
h r

n
.

10–11 классы
1. Скорость первой шайбы перед ударом опреде-
ляем из законов сохранения механической энер-

гии 
2

0

2

mv
mgh . Из законов сохранения импульса

и механической энергии определяем скорость

второй шайбы: 0
1

4

3

v
v  и записываем закон из-

менения механической энергии второй шайбы:
2

1 ctg
4 2 2

mv m m
gh gh. Окончательно получаем

9
arctg

7
.

2. Брусок сдвинется с места, когда сила натяже-
ния нити T превысит максимальное значение
силы трения покоя между бруском и столом:

Рис. 13
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T Mg. По закону Гука, T ky, где y – удли-
нение пружины. Найдем величину 0y y  в
момент времени . Совместим начало отсчета с
нижним концом недеформированной пружины,
координатную y направим вертикально вниз. По
второму закону Ньютона для груза имеем
my mg ky с начальными условиями 0 0y ,

( )0 0y =¢ . Заменой переменных 
mg

y
k

 при-

ходим к уравнению 0
k

m
, описывающему

гармонические колебания с круговой частотой

k

m
. С учетом начальных условий 0

mg

k
,

0 0 решение этого уравнения имеет вид

cos
mg k

t
k m

 t. Переходя вновь к перемен-

ной y, находим y
0
 и из уравнения Mg = ky

0

получаем

1 cos
m k

M m
.

3. Изменение внутренней энергии идеального

одноатомного газа 
3

2
U R T, где  – количе-

ство молей газа. Уравнения Менделеева–Кла-
пейрона для начального и конечного состояний
газа имеют вид pV RT, p p V V

R T T . Пренебрегая произведением ма-
лых величин p V, из этих уравнений находим
R T V p p V. Поскольку газ теплоизоли-

рован, p V U . Из условий равновесия пор-
шня массой М в начальном и конечном состоя-
ниях: 0pS Mg p S, 0p p S M m g p S,
где S – площадь поршня, 0p  – атмосферное

давление, находим 
mg mgH

p
S V

. Объединяя

записанные выражения, получаем

3

5
U mgH.

4. Рассмотрим момент времени, когда напряже-

ние на катушке равно U. Обозначим через LI , RI
и rI  силы токов, текущих в этот момент через

катушку, резистор и источник соответственно. По

закону электромагнитной индукции, LIU L
t

.По

закону Ома для участка цепи с резистором, RU I R,

для участка цепи, содержащего ЭДС, rU I rE .

Поскольку r L RI I I , то L

U
U I r

R
E . Кро-

ме того, L RL I RI t R q, где Rq I t –

заряд, протекший через резистор R за время t.
Так как до замыкания ключа ток через катушку

отсутствовал, то LLI Rq. Окончательно полу-

чаем
R Rrq

U
R r L

E .

5. Ход лучей, падающих на верхнюю половину

кубика, изображен на рисунке 14. Видно, что

1 tg sin
2

d
a , или с учетом закона прелом-

ления 
sin

sin
n

, 
2 2

sin
1 sin

2 sin

d
a

n
.

Поскольку 45 , то 
2

2 2
2 1

22 0,5
d a

n
.

Рис. 14
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Ш А Х М А Т Н А Я  С Т Р А Н И Ч К А

ВозвращениеЕ

В ОФЛАЙН

Первый этап гран-при ФИДЕ
в Берлине завершился неожи-
данной победой Хикару Нака-
муры, получившего специаль-
ное приглашение от организато-
ров. Американский гроссмей-
стер, известный как один из
сильнейших мировых игроков в
быстрые шахматы и блиц, два
года не играл «вживую» с клас-
сическим контролем и в после-
днее время специализируется на
шахматных стримах. Он регу-
лярно выигрывает престижное
интернет-соревнование – «ти-
тульный вторник» на chess.com,
а недавно стал обладателем бит-
койна в наиболее представитель-
ном турнире в истории на
lichess.org. Победа на этапе гран-
при ФИДЕ сделала Накамуру
фаворитом в борьбе за путевку в
турнир претендентов.Х.Накамура – А.ЕсипенкоБерлин, 2022

1. c4 e5 2. mc3 >f6 3. mf3 >c6
4. g3 d5 5. cd >d5 6. og2 +c5
7. 0-0 0-0 8. sc2 >f6 9. a3 >d4
10. md4 ed 11. b4 + b6?! Точнее
11…+e7 12. ma4 /b8 с дальней-
шим b6. Ход в партии отдает
белым преимущество двух сло-
нов и стратегическую инициати-
ву. 12. ma4 /e8 13. mb6 ab
14. e3 d3. Сыграно излишне
резко, но и альтернатива в виде
14…b5 15. ob2 de 16. fe /a6 без
намеков на контригру не выгля-
дит привлекательной. 15. s c3>e4 16. sc4 +f5 17. ob2 3d7.

18. o e4! Профессиональный
ход, который было бы трудно
сделать любителю. Белые раз-
менивают сильного слона на
коня, чтобы максимально акти-
визировать ферзя. 18…+e4 19.
f3 +c6 20. q ac1 /e7 21. sf4 f6
22. qc4 /d8 23. qfc1 3e6?!
Допускает симпатичную комби-
нацию, но и после 23…b5 дер-
жаться сложно. 24. b5! +b5
25.qe4! (чтобы забрать на с7 с
темпом) 3f7 26. qe7 3e7 27.qc7/d7 28. qc8+ /d8 29. of6 gf
30.sg4+ 7f8 (30…7h8 31.sb4!,
и черный ферзь перегружен)
31.qd8+ 3d8 32. sb4+ 3e7
33.sb5 3a3 34. uf2 3c5 35.sd3.
Белые переходят в выигранный
эндшпиль с лишней пешкой и
технично реализуют преимуще-
ство. 35…b5 36. sc3 3e7 37.ue27g7 38. sd4 3f7 39.sg4+ 7h8
40. sb4 3e8 41. sd6 3f7 42.sc53e8 43. g4 7g7 44. h4 3d7 45. h57g8 46. h6, черные сдались.

Х.Накамура – А.ГрищукБерлин, 2022
1. d4 > f6 2. c4 g6 3. mc3 +g7

4. e4 d6 5. oe2 0-0 6. oe3.
Современная трактовка старо-
индийской защиты в духе систе-
мы Авербаха, о которой расска-
зывалось в предыдущем номе-
ре. 6…e5 7. d5 >a6 8. h4 >c5 9.sc2 c6 10. h5 cd 11. cd 3a5 12.
h6!? В прошлом гроссмейстеры
предпочитали открывать линию
для атаки, Накамура выбирает
план игры на ограничение чер-
нопольного слона. 12…+h8 13.
f3 +d7 14. qb1 >a4 15. sd2 >c3
16. bc 3c7 17. g4 +c8! Технич-
ная перегруппировка. Типичное
вскрытие 17…>e8 18. mh3 f5? в
подобной позиции смертельно
для черных: 19. gf gf 20. qg1+7f7 21. mg5. 18. mh3 >d7 19.mf2 +f6 20. 0-0 +e7 (заслужи-
вало внимание 20…>c5 21. md3>a4 22. c4 b6, завязывая борьбу
на ферзевом фланге) 21. uh2>c5 22. md3 b6 23. mc5 bc.

24. f4! ef 25. of4 +d7 26. c4?!
(точнее 26. g5, не допуская сло-
на на f6) 26…/ab8? Серьезная
ошибка, необходимо 26…+f6!,
занимая большую диагональ.
Теперь же она переходит под
контроль белых. 27. sc3! f6 28.qb3 /b6 29. g5 /f7 30. oc1!
Перевод слона на большую ди-
агональ решает исход партии.
30…3d8 31. o b2 3f8 32. u g2+d8 33. sf3 +c8 34. se3 /b3
35. ab fg 36. sc3 /f1 37. sh8+7f7 38. sh7+ 7e8 39. sg6+!
(обходя последнюю нехитрую
ловушку черных: 39. of1?+h3+!)7e7 40. sg5+ /f6 41. h77d7 42. sg8, и так как пешку не
остановить, черные сдались.
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