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(рис. 5, 6) и твердостью минералов, из кото-
рых он состоит. Советские ученые под руко-
водством академика А.Виноградова выясни-
ли, что лунный грунт состоит в основном из
двуокиси кремния окиси титана, алюминия,
железа, магния и кальция. Твердость же
лунного грунта близка к его земному анало-
гу – андезито-базальтовому песку. Тем не
менее, надо сказать, что износ (стирание)
материала конструкций (полозьев саней)
при скольжении по лунному реголиту на
Луне будет происходить медленнее, чем если
бы мы скользили по тому же лунному рего-
литу, но на Земле. Это связано с тем, что
давление на грунт будет меньше земного
опять же из-за меньшей силы тяжести. (Это

легко можно доказать на практическом при-
мере. Если точить топорище на точильном
станке и при этом слабо прижимать его к
абразивному диску, то точить топор мы
будем дольше, чем если бы мы прижимали
топорище поплотней.)
Во-вторых, еще одним неудобным момен-

том является то, что люди на Луне находятся
в массивных неповоротливых скафандрах.
(рис. 7). Так, общая масса скафандра для
астронавтов «Аполлона» составляла более
90 кг. Вес человека в скафандре на Луне в 6
раз меньше, чем на Земле, но тем не менее
массу и инерцию никто не отменял. Упа-
дешь – встать будет не очень просто. Кроме
того, центр тяжести человека в скафандре
смещен относительно центра тяжести чело-
века без скафандра. В результате этого кос-
монавту приходится стоять с небольшим
наклоном к поверхности Луны.
Все это делает перемещение космонавта на

лыжах практически невозможным и даже
опасным. Хотя попробовать было бы инте-
ресно. А вот съехать с какого-то специально
оборудованного склона на санях специаль-
ной конструкции, думается, вполне возмож-
но, хотя и тоже небезопасно. Конструкция
саней могла бы быть, например, такой, как
на рисунке 8. Для того чтобы съехать с
лунной горки (склона) на санях, космонав-
ту, стоящему сзади, необходимо, как и на
Земле, столкнуть сани с места (придать
саням первоначальную скорость). При этом
разгоняться сани будут значительно медлен-
нее, чем на Земле, опять же из-за меньшей

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7
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силы тяжести. В связи с этим склоны для
спуска необходимо выбирать покруче. (Ис-
ходя из прикидочных расчетов, угол накло-
на спускаемой поверхности к плоскости го-
ризонта должен быть более 20 .) При этом
длина склона не должна быть большой во
избежание набора большой скорости при
спуске. В виду того что сила тяжести в шесть
раз меньше, чем на Земле, тормозной путь
соответственно будет в шесть раз больше
земного. Тормозной путь рассчитывается по

формуле 
2

2

v
s

g
, где v – скорость тела в

момент начала торможения,  – коэффици-

ент трения скольжения тормозящегося тела

(полозьев) о поверхность, g – ускорение
свободного падения.
Теперь попробуем решить простую задачу.

Определим угол наклона поверхности, при
котором тело массой m 1 кг начнет сколь-
зить по наклонной плоскости. При этом рас-
смотрим два случая. В первом случае тело из
титанового сплава высокой жесткости сколь-
зит по уплотненному лунному реголиту. Во
втором тело из дерева с обработанной повер-
хностью скользит по снегу, спрессованному
ветром. Коэффициент трения скольжения во
втором случае равен 0,2. Что касается
первого случая, то можно считать, что коэф-
фициент трения для титанового сплава по
лунному реголиту равен 0,35. Данный
показатель взят из книги «Автоматические
станции для изучения поверхностного покро-
ва Луны» (издательство «Машиностроение»,
1976), авторы книги А.Л. Кемурджиан,
В.В.Громов, И.И.Черкасов, В.В.Шварев. В
книге есть таблица, в которой приводятся
коэффициенты трения для различных мате-
риалов (контртел) по лунному реголиту, а
также его аналогам. Данные получены (как
сообщается в книге) с использованием лунно-
го грунта, доставленного станцией «Луна-16».
Испытания проводились в вакууме.

Рис. 8
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Итак, решаем задачу.
Тело массой m начнет скользить по поверх-

ности, если будет выполняться следующее
неравенство (рис. 9):

тр 0F F .

Здесь F – равнодействующая силы тяжести
mg и силы реакции опоры N. Она равна

sinF mg . А трF  – это сила трения. Ее
можно выразить следующим образом:

тр cosF mg .
Таким образом, условие начала скольже-

ния принимает вид

sin cos 0mg mg .

Найдем, при каких значениях  это условие
выполняется. Решая неравенство для сил,
получим

sin

cos
, или tg .

В первом случае, подставляя вместо 
значение 0,35, найдем 19,3 . Таким обра-
зом, тело из титанового сплава массой m
начнет скользить по поверхности Луны при
угле наклона поверхности больше 19,3 . Если
значение уменьшить за счет использова-
ния какого-то другого сплава или материа-
ла, скользящего по лунному реголиту (на-
пример, нержавеющей стали), то и началь-
ная величина угла наклона, при котором
тело начало бы скользить, уменьшится.
Во втором случае, когда 0,2, получим,
11,4 . Отсюда следует, что на Земле тело

массой m из дерева с обработанной поверх-
ностью начнет скользить по наклонной плос-
кости, покрытой спрессованным ветром сне-
гом, при угле наклона поверхности больше
11,4 .

Теперь найдем силу трения, возникающую
при скольжении тела для первого и второго

случаев, увеличив незначительно значения
полученных углов наклона – для каждого
случая на 0,1 градуса соответственно. (Тела
и в том и в другом случае начнут скользить.)
Тогда в случае Луны 19,3 0,1 19,4 ,
cos 0,943 и

2
тр 0,35 1 кг 1,6 м с 0,943 0,528 HF .

В случае Земли 11,4 0,1 11,5 ,
cos 0,980 и

2
тр 0,2 1 кг 9,8 м с 0,980 1,921HF .

Таким образом, сила трения скольжения
тела из дерева с обработанной поверхностью
по наклонной плоскости на Земле, покрытой
снегом, спрессованным ветром, более чем в
три раза (1,921 0,528 3,638) больше силы
трения скольжения тела из титанового спла-
ва по наклонной плоскости на Луне, покры-
той уплотненным лунным реголитом.

Расчеты, приведенные здесь, достаточно
условные и не учитывают всех физических
факторов, которые будут воздействовать на
скользящее тело, тем более на сани, движу-
щиеся по поверхности Луны. Кроме ряда
силовых воздействий на полозья саней, бу-
дет происходить еще и разогрев конструк-
ции саней за счет трения о поверхность, что
также может стать проблемой. В частности,
это может повлиять на коэффициент трения.
Хочется еще добавить, что испытания лунно-
го грунта все-таки проводились в земных
условиях, а не на поверхности Луны, где
условия отличаются от земных. Следова-
тельно, будут отличаться и получаемые дан-
ные при измерениях, в том числе и коэффи-
циент трения.
Итак, можно заключить следующее. Съе-

хать на санях со склона на Луне, скорее
всего, можно, но для этого необходимо,
чтобы угол наклона склона к горизонту был
более 20 . Саням необходимо придать на-
чальную скорость (разогнать их). Длина
спуска не должна быть слишком большой,
иначе это может привести к набору большой
скорости и созданию аварийной ситуации.
Материал полозьев саней должен иметь вы-
сокую твердость поверхности, сравнимую с
твердостью поверхности лунных минералов,
входящих в состав лунного грунта, а также
невысокий коэффициент трения скольжения
по реголиту (желательно не более 0,35).
Место спуска должно быть, конечно, подго-

Рис. 9
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товлено: убраны крупные и мелкие камни,
выровнены и засыпаны неровности.
После всего сказанного естественно возни-

кает вопрос: а зачем это нужно и где это
можно использовать? Возможно, это будет
нужно для развлечения будущих космичес-
ких туристов, если они, конечно, там когда-
нибудь появятся. А также для транспорти-
ровки грузов и самих космонавтов. Ведь
сани можно прикрепить к луномобилю.

Так что не исключено, что на Луне когда-
нибудь появятся свои «дровни», а может
быть, сани на реактивной тяге.
В заключение рекомендуется посмотреть

видеоролики по ссылкам:

https: youtu.be KXYMsDdHtAM

https: youtu.be PH6u-T1Mml8

h t t p s : y and ex . ru v i d eo p r ev i ew
12197423759473780388

Ф И З И Ч Е С К И Й  Ф А К У Л Ь Т А Т И ВКонфигурационноеи импульсноепространства
А.БЫЧКОВ

ТЕРМИН «ПРОСТРАНСТВО» ИГРА-
ет в науке важную роль. Нам всем знако-

мо трехмерное физическое пространство, в
котором мы живем. Однако, существует мно-
жество других типов пространств. Напри-
мер, физические процессы могут быть описа-
ны в различных абстрактных пространствах –
таких, как фазовое, цветовое, гильбертово,
пространство состояний, пространство спи-
норов и т.п. В данной статье вы познакоми-
тесь с конфигурационным и импульсным про-
странствами на примере нескольких задач.

Конфигурационным называется абстракт-
ное пространство, которое определяет кон-
фигурацию системы, т.е. все возможные
положения заданных объектов. Например,
движение двух материальных точек по оси х
может быть представлено как движение од-
ной точки в конфигурационном простран-
стве, которое является плоскостью 1 2,x x ,
где 1x  и 2x  – координаты первой и второй
точек соответственно. Если точки движутся
по ограниченному участку прямой, то кон-
фигурационное пространство будет пред-
ставлять собой квадрат (рис. 1).

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20230605

Рис. 1
Импульсное пространство, в свою оче-

редь, определяет импульс системы и описы-
вает все ее возможные движения. Так, дви-
жение материальной точки по плоскости ху
описывается проекциями импульса xp  и yp

на оси координат, а значит, плоскость ,x yp p
является импульсным пространством.
Посмотрим, как введение конфигурацион-

ного и импульсного пространств помогает
решению довольно сложных задач.

Задача 1 (Н.Константинов). Из города A
в город B ведут две непересекающиеся доро-
ги. Известно, что две машины, выезжаю-
щие по разным дорогам из A в B и связанные
веревкой некоторой длины, меньшей 2l,
смогли проехать из A в B, не порвав верев-
ку. Могут ли разминуться, не коснувшись,
два круглых воза с сеном радиусом l, цент-
ры которых движутся по этим дорогам
навстречу друг другу?

Решение. Положение машины 1x  на пер-
вой дороге можно определить как отношение
расстояния от города A до машины к длине
первой дороги. Аналогично определим поло-
жение 2x  второй машины. Таким образом,



Ф И З И Ч Е С К И Й  Ф А К У Л Ь Т А Т И В 41

множество состояний (конфигурационное
пространство), которое нас интересует, опи-
сывается точками единичного квадрата

1 2,x x , где 10 1x  и 20 1x  (рис. 2).
Начальное положение машин (в городе A)
соответствует левому нижнему углу квадра-
та. Движение машин из A в B изображается
кривой, ведущей в противоположный угол.
Начальное положение возов соответствует
правому нижнему углу квадрата, а их дви-
жение изображается кривой, уходящей в
противоположный угол (левый верхний).
Однако, любые две непрерывные кривые в
квадрате, соединяющие разные пары проти-
воположных вершин, пересекаются. Поэто-
му, как бы ни двигались возы, наступит
момент, когда они займут положения, кото-
рые занимали машины в некоторый момент
времени. В этот момент расстояние между
центрами возов будет меньше 2l. Следова-
тельно, разъехаться им не удастся.
Теперь рассмотрим классическую задачу,

которую можно найти во многих пособиях и
задачниках курса физики. Обычно эта зада-
ча иллюстрирует важный метод – переход в
систему отсчета, связанную с центром масс.
Мы же решим эту задачу с помощью импуль-
сного пространства.

Задача 2. Тяжелая частица массой M
сталкивается с покоящейся легкой части-
цей массой m. На какой наибольший угол
может отклониться тяжелая частица в
результате упругого удара?

Решение. Зададим направление осей х и y
таким образом, чтобы вектор v

r
 имел проекции

xv v и 0yv . Тогда закон сохранения им-
пульса в проекциях на оси x и y, а также закон
сохранения энергии примут следующий вид:

, 0x x y yP p Mv P p ,        (1)

2 2 2 2 2

2 2 2
x y x yP P p p Mv

M m
,        (2)

где xP , yP , xp  и yp  – проекции импульсов
тяжелой и легкой частиц соответственно пос-
ле упругого столкновения. Поскольку нас
интересует судьба только тяжелой частицы
после соударения, рассмотрим импульсное
пространство ,x yP P . Подставим значения
проекций импульса xp  и yp  из формул (1) в
уравнение (2) и преобразуем его:

2
2 2 2

x y
M

P v P v
m

,

где 
mM

m M
 – приведенная масса. Полу-

чим уравнение окружности (рис. 3). Каж-

дой точке этой окружности соответствует
конкретный прицельный параметр. Угол
отклонения тяжелой частицы в результате
удара равен углу между вектором P и осью
х. Максимальное значение этого угла дости-
гается при максимальном значении отноше-

ния 
y

x

P

P
. Проведем касательную к окружнос-

ти, проходящую через начало координат в

импульсном пространстве ,x yP P , откуда
находим

maxsin
v m

M Mv
m

.

На Московской олимпиаде школьников по
физике в 2023 году десятиклассникам была
предложена следующая задача.

Задача 3. На гладком горизонтальном
столе покоятся два маленьких бруска, мас-
сы которых равны 1 1m кг и 2 10Nm кг,
где N – некоторая константа. В момент
времени t 0 второму бруску сообщают
скорость 0v  (рис. 4). Столкновения брус-
ков друг с другом и со стенкой в процессе
дальнейшего движения считаются абсолют-
но упругими. Пусть ось x направлена впра-
во, координата стенки равна нулю. Про-

Рис. 2

Рис. 3
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следим за движением брусков, рассмотрев
зависимость 2 1x x  – координаты второго
бруска в некоторый момент времени от
координаты первого в тот же момент.
Положению брусков, при котором их коор-
динаты равны 1x  и 2x , соответствует
точка M с координатами 1 2,x x . Со време-
нем координаты брусков изменяются, а
точка M движется по плоскости 1 2x x .

a) Найдите скорость точки M в момент,
когда проекции скоростей брусков на ось x
равны 1v  и 2v  соответственно. Какой угол
составляет вектор скорости точки M с
осью 1x ? Нарисуйте траекторию движения
точки M по плоскости 1 2x x  для значений
масс 1 2 1m m кг ( 0N ).

Введем в рассмотрение координаты

1 2,x x% % , связанные с координатами 1 2,x x

формулами 1 1 1x m x%  и 2 2 2x m x% . Поло-

жению брусков, при котором их координа-

ты равны 1x  и 2x , соответствует точка ±M

с координатами 1 2,x x% %  на плоскости ° °1 2x x .

b) Воспользовавшись законом сохранения
энергии, покажите, что величина скорости

точки ±M сохраняется при абсолютно упру-
гом ударе брусков.

Пусть за мгновение перед столкновением
брусков острый угол между прямой, зада-

ваемой уравнением 2
2 1

1

m
x x

m
% % , и скорос-

тью точки ±M равен . Используя законы

сохранения импульса и энергии, докажите,
что после столкновения брусков острый

угол между прямой 2
2 1

1

m
x x

m
% %  и скоростью

точки ±M также равен .

в) На каком расстоянии от стенки про-
изойдет пятое столкновение брусков, если
параметр N равен 2?

г) Сколько раз столкнется брусок массой

1m  с бруском массой 2m  и стенкой при 4N ?

Указание. Может оказаться полезной
приближенная формула tg sinx x x,
справедливая при малых x ( 1x = ).

Решение. а) Пусть в течение времени t
бруски не сталкиваются друг с другом и со
стенкой. Тогда точка M движется равномер-
но и прямолинейно по плоскости 1 2x x , при
этом проекции ее скоростей на оси системы

координат равны 1
1

x
v

t
 и 2

2
x

v
t

. Абсо-

лютная величина скорости точки M равна
2 2
1 2v v  и составляет с осью 1x  угол, тангенс

которого равен 2

1

v

v
. На рисунке 5 представле-

на траектория движения точки M по плоско-
сти 1 2x x  при 0N . Сначала точка M движет-
ся параллельно оси 2x  от точки с координа-
тами ,2L L  до точки с координатами ,L L ,
затем параллельно оси 1x  от точки ,L L  до
точки 0,L , после возвращается в исходную
точку по той же траектории и продолжает
движение параллельно оси 2x  в положитель-
ном направлении.
б) Пусть проекции скоростей брусков на

ось х до столкновения равны 1v  и 2v , а после
столкновения равны 1u  и 2u  соответственно.

Тогда вектор скорости точки ±M при движе-

нии по плоскости ° °1 2x x  до столкновения брус-

ков равен 1 2 1 1 2 2, ,v v v m v m v
r

% % , а пос-

ле столкновения равен 1 2,u u u
r

% %

1 1 2 2,m u m u . Из закона сохранения энер-
гии

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2m v m v m u m u

следует равенство 2 2v u , которое означает,

что абсолютная величина скорости точки ±M
сохраняется при столкновении брусков.

Рис. 4

Рис. 5
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В момент столкновения координаты брус-

ков сравниваются, поэтому точка ±M в этот

момент попадает на прямую 2
2 1

1

m
x x

m
% % .

Вектор 1 2,a m m
r

 направлен вдоль этой

прямой. Закон сохранения импульса может
быть записан в виде

v a u a
r rr r

,                   (3)

где точкой обозначается скалярное произве-
дение векторов. В самом деле, скалярное
произведение v a

rr
 равно

1 1 2 2 1 1 2 2v a m v m v m v m v
rr

% % ,

поэтому уравнение (3) действительно
представляет собой закон сохранения им-
пульса. Поскольку модули векторов v

r
 и u
r

равны, то из равенства скалярных произве-
дений (3) следует равенство углов, которые
эти векторы составляют с вектором a

r
. При

абсолютно упругом столкновении первого
бруска со стенкой проекция скорости точки
±M на ось 2x%  сохраняется, а проекция на ось

1x%  меняет знак, поэтому скорость точки ±M
после столкновения со стенкой составляет
такой же угол с осью 2x , что и до столкнове-
ния. Таким образом, движение точки ±M

между прямыми 2
2 1

1

m
x x

m
% %  и 1 0x%  подобно

распространению светового луча между дву-

мя плоскими зеркалами, расположенными
под углом друг к другу. На рисунке 6 пока-
зан фрагмент траектории луча, распростра-
няющегося между двумя плоскими зеркала-
ми. Обратите внимание на то,
что расстояния от точки O до
точек A и 1A  равны.
в) Задачу, поставленную в

этом пункте, можно перефор-
мулировать следующим обра-
зом. Два плоских зеркала, одно
из которых располагается вер-
тикально, образуют угол  та-

кой, что 
1

tg
10

. Параллель-

но вертикальному зеркалу на
расстоянии L от него распрост-
раняется лазерный луч. На ка-
ком расстоянии от линии пере-
сечения плоскостей зеркал луч
пятый раз попадет на наклонное
зеркало?

При решении подобных задач часто при-
меняют так называемый метод развертки.
Чтобы лучше понять суть данного метода,
можно обратиться к рисунку 7. Вместо того,
чтобы рассматривать ломаную, образующу-
юся при отражении луча от зеркал, предла-
гается провести достаточное количество пря-
мых из начала координат так, чтобы угол
между соседними прямыми был равен .
Прямые, изображенные на рисунке пункти-
ром, – образы или изображения вертикаль-
ного зеркала. Прямые, изображенные сплош-
ными линиями, – образы наклонного зерка-
ла. Отмеченные на рисунке точки пересече-
ния вертикальной прямой с образами на-
клонного зеркала показывают, на каком рас-
стоянии от линии пересечения зеркал луч
попадает на наклонное зеркало.

Угол между соседними прямым можно
рассчитать приближенно:

1

2

tg 0,1
m

m
.

В момент пятого соударения брусков точка
±M  будет находиться на расстоянии

° 1

sin 9

m
L L от начала координат O, а ее

координата по оси 2x%  будет равна °L cos ,Рис. 6

Рис. 7
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откуда находим искомое расстояние:

°
1

5
22

cos
0,13

sin 9

L m L
L L

mm
.

г) В этом случае снова применим для
расчета метод развертки. Тогда угол между
соседними прямыми равен tg

1

2

0,01
m

m
, а количество столкновений

равно

314n .

Задача решена.
В книге [1] Г.А.Гальперин и А.Н.Земля-

ков описали подход введения конфигураци-
онного пространства 1 2,x x  с последующим
его растяжением для решения задачи 3. Вы-
числение числа  с любой заданной точнос-
тью при помощи подсчета числа соударений
в простой динамической системе с двумя
бильярдными шарами был предложен
Г.А.Гальпериным (см. [2], [3]).
Грант Сандерсон в своем образователь-

ном математическом YouTube-канале
3Blue1Brown предлагает альтернативный
подход к исследованию задачи 3.

Рассмотрим импульсное пространство

1 2,x xp p , где 1xp , 2xp  – проекции импульсов
первого и второго тел соответственно. Исхо-
дя из закона сохранения энергии

2 2
1 2

1 2

const
2 2

x xp p

m m
,

получаем, что множество состояний конк-
ретной системы представляет собой точки на
плоскости 1 2,x xp p , расположенные на эл-
липсе. Различным значениям суммарной ки-
нетической энергии системы, которая не из-
меняется, соответствуют разные эллипсы.
Если произвести растяжение координат

1 2,x xp p  и рассмотреть импульсное простран-

ство 1 2
1 2

1 2

, ,x xp p
p p

m m
% % , то эллипс преоб-

разуется в окружность.

Пусть окружность °O в пространстве 1 2,p p% %

соответствует кинетической энергии 2
2 0

1

2
m v .

Все возможные состояния нашей системы
будут находиться на этой окружности. Сна-
чала, когда второй брусок скользит влево, а
первый покоится, система расположена в

точке A на окружности °O (рис. 8). После
первого соударения импульсы брусков изме-
нятся, следовательно, система в импульсном
пространстве переместится в другую точку –

1B , тоже принадлежащую окружности °O.
Найдем положение точки 1B . Из закона со-
хранения энергии

1 1 2 2 constm p m p% %

следует, что в любой момент времени

1
2 1

2

const
m

p p
m

% % .

Проведем в импульсном пространстве пря-

мую с коэффициентом наклона 1

2

m

m
, про-

ходящую через точку A. Пересечение этой

прямой c окружностью °O и является точкой

1B . Система находится в импульсном про-
странстве в точке 1B , пока первый брусок не
ударится о стенку. В результате удара про-
екция импульса первого бруска сохранит
свой модуль, но изменит знак на противопо-
ложный, а проекция второго бруска останет-
ся неизменной. Следовательно, система пе-
реместится в импульсном пространстве в
точку 1C , которая является симметричной
точке 1B  относительно нашей окружности.
После второго соударения брусков система
переместится в точку 2B . Эта точка будет
пересечением прямой, которая проходит че-

рез точку 1C  с коэффициентом наклона  – 1

2

m

m
.

После второго столкновения левого бруска

Рис. 8
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со стенкой система переместится из точки 2B
в симметричную точку 2C . Подобные переме-
щения по импульсному пространству будут
происходить до тех пор, пока система не
достигнет точки, для которой справедливы
следующие неравенства: 1 20 x xv v . При
выполнении данных условий оба бруска бу-
дет удаляться от стенки, причем второй
брусок двигается с большей скоростью. На
рисунке это множество точек в импульсном
пространстве изображено серым цветом.

Пусть произошло n соударений брусков и
n ударов первого бруска о стенку.1 Тогда
общее количество ударов равно 2n. Тангенс

угла  равен 
1

2

m

m . Из теоремы о вписанном

угле следует, что дуги 1AB , 1 2B B , ..., 1n n
B B

и 1AC , 1 2C C , ..., 1n n
C C  равны 2 . Если

1 2m m= , то

21

2

tg = 10 Nm

m
.

Сумма длин указанных дуг меньше 2 , но
больше 2 2 , поскольку угол 

n
C 0

n
OB  не

превосходит 2 . Стало быть,

2 2 2 2 2n ,

  
22 10 N

n .

Отметим, что при чтении статьи мог воз-
никнуть закономерный вопрос: «Что про-
изойдет, если объединить информацию, со-
держащуюся и в конфигурационном, и в
импульсном пространствах?» Тогда полу-
чится так называемое фазовое простран-
ство – мощный инструмент при анализе эво-
люции сложных динамических систем и про-
цессов (см. [4]). Но эта тема заслуживает
отдельного обсуждения.

В заключение предлагаем читателям само-
стоятельно получить ответы на такие вопросы.

Что является конфигурационным простран-
ством: а) круглого бильярда с одним шаром;
б) трех точек, движущихся по прямой, из
которых первые две не обгоняют третью;
в) трех точек, движущихся по прямой, из
которых первая всегда левее второй, а вторая
левее третьей; г) двух точечных планет, дви-
жущихся вокруг Солнца по окружностям?Литература

1. Г.А.Гальперин, А.Н.Земляков. Математичес-
кие бильярды. – Библиотечка «Квант», вып. 77.

2. Г.А.Гальперин. Бильярдная динамическая
система для числа . – Математическое просвеще-
ние, 2001, вып. 5, с. 137–138.

3. Г.А.Гальперин. Бильярдные шары вычисля-
ют . – Математическое просвещение, 2014,
вып. 18, с. 180–204.

4. В.И.Арнольд. Эволюционные процессы и
обыкновенные дифференциальные уравнения. –
«Квант», 1986, №2.

1 В общем случае может возникнуть ситуа-
ция, когда бруски столкнулись на один раз
больше, чем количество ударов первого бруска
о стенку. Именно такой случай изображен на
рисунке 8. При этом рассуждения сохраняют
свою силу, и ответ остается неизменным.

М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й  К Р У Ж О КМетодстирания точек
М.ДИДИН

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ БОЙ ДОЛЖЕН
начаться через 5 часов. Капитаны ко-

манд только что получили условия: 10 задач
на разные темы. Команде «Ластики» повез-

ло: двое из шести игроков хорошо знакомы
с геометрией. Десятиклассник Дима, капитан
и призер заключительного этапа Всероссийс-
кой олимпиады школьников, знает множе-
ство фактов и любит делать дополнительные
построения. Девятиклассник Саша обладает
хорошей интуицией, а также освоил так назы-
ваемый метод стирания точек, однако не так
хорошо подкован теоретически, как Дима.Задача первая
Саша: Что сегодня с геометрией?
Дима: Как обычно, две задачи. Начал с

той, которая выглядит попроще:DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20230606
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Из точки С проведены касательные СА и

СВ к окружности с центром О. Точки D, D
симметричны относительно О. Из точки С
опущен перпендикуляр СН на прямую DO.
Окружности DAH и DBH вторично пересе-
каются в точке Q. Докажите, что точки С,
Н, Q лежат на одной прямой.

Саша: Получилось нарисовать чертеж?
Дима: Да, но точка Q не влезает на картинку

(рис. 1).

Саша: Может, она и не нужна. Докажем,
что СН...

Дима: Перпендикулярно линии центров
синих окружностей. Или что центры синих
окружностей равноудалены от зеленой пря-
мой и лежат по одну сторону от нее.

Саша: Эх, центры отмечать... Давай сна-
чала сотрем с картинки что-нибудь лишнее.

Дима: Что, кроме точки Q, тут лишнее?
Саша: Зачем, например, на картинке крас-

ная окружность?
Дима: Чтобы показать, что АО ВО, а

углы САО, СВО прямые.
Саша: Это можно и без окружности отме-

тить. Кстати, не слишком ли много тут
прямых углов: САО, СВО, СНО. Это наво-
дит на мысль...

Дима: Что стоит построить окружность с
диаметром СО?

Саша: А заодно стереть точку С и все
выходящие из нее прямые (рис. 2).

Дима: Давай вспомним, что нам нужно
было в задаче. Надо отметить центры синих
окружностей T и T . Чтобы построить T,
нужны серединные перпендикуляры.

Саша: Достаточно двух из трех серединных
перпендикуляров. Какой из трех лишний?

Рис. 2

Рис. 3

Дима: Серединный перпендикуляр к DH
полезен, чтобы посчитать расстояние от Т до
DH. Серединный перпендикуляр к АН про-
ходит через центр I красной окружности. А
вот у серединного перпендикуляра к AD
никаких интересных свойств я не вижу, его
мы строить не будем. С точкой T  все анало-
гично.

Саша: Если центры T и T  уже построены
(рис. 3), синие окружности не нужны. Еще
сотрем А и В.

Дима: Если стереть А и В, куда мы будем
опускать перпендикуляры из I?

Саша: А и В – произвольные точки на
красной окружности, такие, что АО ОВ.

Дима: Значит, оранжевые прямые симмет-
ричны относительно OD.1 Получается, что
перпендикуляры к ним образуют равные
углы с OD.

Саша: Теперь спокойно стираем А и В
вместе с оранжевыми прямыми. Заодно со-
трем красную окружность, от нее нужно
лишь равенство IO IH (рис. 4).

Дима: Теперь видна осевая симметрия.
Фиолетовые прямые симметричны относи-
тельно серединного перпендикуляра к ОН.
Достаточно доказать, что середины P, P
отрезков HD, HD  симметричны относитель-
но середины М отрезка ОН.

Саша: Значит, фиолетовые и синие пря-
мые, а также точки I, T, T  стираем (рис. 5).

Рис. 4

Рис. 1
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Дима: А что останется? Это вообще геомет-
рия или нет?

Саша: Остались равенства OD OD ,
HP DP, HP DP , OM MH и нужно
доказать, что MP MP .

Дима: Эту простую задачу по алгебре я
могу дорешать у доски.2Задача вторая

Как только друзья справились с первой
задачей, они тут же взялись за следующую.
Условие выглядело более сложным:

На дуге АС описанной окружности Г
треугольника АВС выбрана точка D. Точки

AI , CI  – центры вписанных окружностей
треугольников BCD, ABD соответствен-
но. Окружность W касается сторон АВ и
ВС, а также окружности Г в точке J.
Докажите, что четырехугольник CDJI AI –
вписанный.

Саша: С чего начнем рисовать картинку?
Дима: Ясно, с окружности Г. Отметим

точки A, B, C, D. Потом проведем стороны...
Саша: Зачем проводить стороны?
Дима: Чтобы построить центры вписан-

ных окружностей, нужны биссектрисы.
Саша: Чтобы построить биссектрисы, сто-

роны не нужны.
Дима: Тогда отметим середины дуг. Мне

нравятся середина Е дуги АВ и середина F
дуги ВС (рис. 6). Они не зависят от точки D.
Зеленые прямые DE, DF будут биссектриса-
ми углов ADB, BDC. Но какие еще биссек-
трисы провести?

Саша: Может, не стоит лишние биссектри-
сы проводить? Какие еще прямые или ок-
ружности проходят через центр вписанной
окружности?

Дима: Мы можем применить лемму о тре-
зубце.3 Чтобы провести синие окружности с
центрами E, F, не нужно отмечать новые
точки. Кроме того, синие окружности тоже
не зависят от точки D.

Саша: Дальше нужно построить какую-то
страшную окружность W.

Дима: Это полувписанная окружность.4 Я
про нее многое знаю.

Саша: Но нам от нее нужна только точка
касания J. Можно ли отметить J, не рисуя
эту полувписанную окружность?

Дима: Нужно соединить центр вписанной
окружности I треугольника АВС с середи-
ной N дуги АВС. Оранжевая прямая пересе-
чет описанную окружность Г в точке J.5 Но
как построить точку I?

Саша: Она уже построена как точка пере-
сечения синих окружностей (рис. 7).6

Дима: Да, не такая уж сложная картинка.
Саша: Тут все равно много лишнего. Зачем

нам точки А и С?
Дима: Только для того, чтобы отметить

точку N. Но N можно отметить из условия,
что EBNF – равнобокая трапеция.7 А начи-
нать задачу будем с треугольника EBF.

Саша: Все равно громоздко выходит. Сна-
чала достроили треугольник EBF до равно-
бокой трапеции EBNF, потом построили
точку I отражением точки В относительно
EF. Затем провели оранжевую прямую. И
все это только для того, чтобы построить
точку J.

Рис. 5

Рис. 6

Рис. 7
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Рис. 8

Рис. 9

Дима: Чтобы построить J быстрее, можно
вместо медианы8 треугольника ENF взять
симедиану9 треугольника EBF. Тогда точки
I, N и оранжевая прямая не нужны (рис. 8)!

Саша: Как быстро построить симедиану?
Дима: Симедиана хорошо пересекается с

описанной окружностью10:

JE JF

BE BF
.                   (1)

Саша: А что нам дают синие окружности и
точка В? Если заменить BE на CI E и BF на

AI F, останется лишь равенство

C A

JE JF

I E I F
.                    (2)

Или есть еще какое-то условие?
Дима: Синие окружности пересекаются на

красной. Стерев их, мы потеряем это усло-
вие.

Саша: Может, это условие лишнее? Смот-
ри, из (2) и равенства углов CJEI  и AJFI

следует подобие треугольников CJEI  и AJFI

(рис. 9)!

Дима: Ясно. Четырехугольник C ADJI I

вписанный, поскольку углы CJI D и AJI D

равны. Задача решена!
Саша: А не возникнет проблема с тем, что

CI  окажется не на отрезке ED?
Дима: Нет, с самого начала ясно, что обе

точки AI  и CI  лежат внутри красной окруж-
ности.11

Саша: Ура, задача решена!

Примечания
1. Доказательство этого несложного факта

оставим в качестве упражнения.
2. Завершение решения оставим читателям в

качестве упражнения.
3. Лемма о трезубце. Пусть I – центр вписан-

ной окружности треугольника АВС (рис. 10).

Луч CI пересекает описанную окружность в
точке Е. Тогда Е – центр описанной окружно-
сти треугольника ABI.

4. Полувписанная, зеленая, окружность
(рис. 11) касается отрезков АВ и ВС и описан-

ной окружности. Полувписанная окружность
лежит внутри описанной.

5. Середина N дуги АВС, центр вписанной
окружности I и точка касания J полувписан-
ной и описанной окружностей лежат на одной
прямой (см. рис. 11). Доказательство этого
известного Диме, но неизвестного Саше факта
будет сложным упражнением для читателей.
Решение, а также большое количество род-
ственных фактов, можно найти в сборнике
«Математика в задачах» (М., МЦНМО, 2009,
под ред. А.А.Заславского и др.).

Рис. 11

Рис. 10
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6. Докажите, что синие окружности пересе-

каются в центре I вписанной окружности.
7. Докажите, что EBNF – равнобокая трапе-

ция.
8. Докажите, что оранжевая прямая содер-

жит медиану треугольника ENF.
9. Симедиана треугольника – прямая, кото-

рая симметрична медиане относительно бис-
сектрисы угла, проведенной из той же вер-
шины. Докажите, что BJ – симедиана тре-
угольника EBF (рис. 12).
10. Если симедиана треугольника EBF, про-

веденная из вершины В, пересекает описанную
окружность в точке J (см. рис. 12), то выпол-

няется равенство 
JE JF

BE BF
. Этот нетривиаль-

Рис. 12

Р Е Ц Е Н З И И ,  Б И Б Л И О Г Р А Ф И ЯВ погоне закрасотойгеометрии
В школьных учебниках геометрия представ-

ляется иногда длинной вереницей теорем, раз-
меренно вытекающих одна из другой. Но из
книги Вольдемара Петровича Смилги, извест-
ного советского физика-теоретика и популяри-
затора науки, мы узнаем совсем-совсем другую
историю – настоящую.1

В «Началах» Евклида оформился аксиома-
тический метод: в основании геометрии лежит
набор аксиом и постулатов; все остальные
факты из них следуют. Один из постулатов
Евклида, пятый, выглядел неуклюже, и мно-
гим казалось, что с ним что-то не так. Каза-
лось, что в эту компанию он затесался по
ошибке, что его можно доказать, вывести из
остальных. Постулат дразнил: было впечатле-
ние, что еще немного, ничтожная мелочь — и
доказательство дастся в руки.

1Вольдемар Смилга. В погоне за красотой.
Приключения пятого постулата Евклида. –
М.: Наука, 2019.

Но со временем возникло понимание, что в
этой малости и заключается суть вопроса.
Двигаясь зигзагами, история пятого постулата
сделала крутой разворот. Николай Лобачев-

ный факт известен Диме, но неизвестен Саше.
Доказательство будет непростым упражнени-
ем для читателей.
11. Докажите, что обе точки AI  и CI  лежат

внутри красной окружности.
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2 А.Б.Сосинский. Геометрии. – М.: МЦНМО,
2017.

ский заменил его на противоположный и на
этом пути пришел к созданию совсем другой
геометрии. Поначалу она представлялась про-
тивоестественной. Но в XX веке стало ясно, что
именно она описывает наш мир. Автор расска-
зывает нам и о роли неевклидовой геометрии в
общей теории относительности – доступно и
увлекательно
На страницах книги мы встречаем творцов

этой истории – с их чаяниями, сомнениями,
метаниями, разочарованиями и упорством. Их
вело стремление к красоте и желание выяс-

нить, как устроен этот мир на самом деле. Если
бы не такие люди, мы бы до сих пор вслед за
халдейскими магами познавали мир по внут-
ренностям  жертвенных животных.
Впервые книга была издана в 1965 году;

Андрей Смилга (сын автора, тоже физик)
помог подготовить новое издание и добавил
примечания, отражающие современные науч-
ные представления. Неважно, считаете вы себя
математиком или гуманитарием, – вы с удо-
вольствием ее прочтете.

Евклидова геометрия царствовала в матема-
тике больше двух тысяч лет, но сейчас мы
знаем: геометрий много. И дело даже не в том,
что их много, – они составляют сообщество со
сложными взаимоотношениями. Книга Алек-
сея Брониславовача Сосинского, признанного
популяризатора математики, как раз о том, как
устроено это сообщество геометрий.2

В этой книге геометрия – это особый матема-
тический объект, представляющий собой мно-
жество элементов с действующими на них
группами преобразований. Такой подход сфор-
мулировал Феликс Клейн в «Эрлангенской
программе». В этом смысле наша школьная,
евклидова геометрия – это плоскость (или
пространство), а преобразования – симмет-
рии, повороты, параллельные переносы.
Автор знакомит читателей с различными

геометриями, обсуждает их устройство, но не
только. Он показывает, как разные геометрии
соотносятся друг с другом, в чем их родство и
насколько оно близкое. Начинающий матема-
тик увидит и влияние алгебры на геометрию:
как язык морфизмов позволяет нам посмотреть
на все геометрии с высоты птичьего полета. И
вместе с тем получит вкус к геометрическому
подходу в работе с алгебраическими объектами.
Как и положено учебной книге, все начина-

ется с очень простых, игрушечных примеров, в
которых можно познакомиться с основными
понятиями на пальцах, поиграть с ними и
привыкнуть к ним. После этого вводятся более
формальные определения, и они сразу напол-
няются содержанием благодаря изученным при-
мерам. Каждая глава завершается набором
задач, чтобы читатель мог поработать самосто-
ятельно. Это не набор упражнений на отработ-

ку типовых навыков, а творческие задачи –
работа над ними научит читателя мыслить и
работать как геометр.
К некоторым задачам даны ответы и указа-

ния, но не ко всем. В первой половине книги
читатель найдет больше помощи, чем во вто-
рой, когда предпочтительнее уже самостоя-
тельная работа.
Не только текст, но и рисунки в книге

А.Б.Сосинского созданы мастерски и с любо-
вью. Книга сначала появилась как записки
лекций на английском языке для иностранных
студентов НМУ, а на русский язык ее перевел
Б.Р.Френкин. Большая часть книги доступна
заинтересованному старшекласснику.

Н.Шихова

А. Б. Сосинский
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Заключительный этап Всероссийской мате-

матической олимпиады прошел на федераль-
ной территории «Сириус» с 21 по 27 апреля
2023 года. Олимпиада проводилась по тради-
ционной схеме – в два дня, на решение 4 задач
в каждом из двух дней отводилось 5 часов. В
свободное от работы над задачами время
участникам олимпиады была предложена
интересная программа, включавшая в себя
поездку на Красную Поляну, экскурсию по
Университету «Сириус» и парку «Южные
культуры», посещение научно-популярных
лекций от ведущих математиков.
В олимпиаде приняли участие 480 юных

математиков страны. Также по приглаше-
нию оргкомитета в «Сириус» прибыла деле-
гация из Ирана: шестеро школьников этой
страны, как и участники из России, очно
участвовали в конкурсе. Традиционные гос-
ти олимпиады, команда Китая, а также ко-
манда из Таиланда, приняли участие в олим-
пиаде в режиме онлайн.

Успешность решения задач участниками
(из России) отражена в таблицах (решив-
шим задачу считается участник, набравший
по этой задаче не меньше 5 баллов из 7
возможных):

9 класс

10 класс

11 класс

Традиционный опрос участников выявил
наиболее красивые, по мнению школьников,
задачи олимпиады. В параллелях 9, 10 и 11
классов лучшими оказались задачи 3 для
девятого класса, 6 для десятого и 3 для
одиннадцатого. Эти задачи включены в «За-
дачник «Кванта». Также в список задач-
призеров попали задачи 2 для девятого клас-
са, 3 и 8 для десятого и 6 и 4 для одиннад-
цатого.
Ниже приводятся условия задач и список

победителей заключительного этапа Всерос-
сийской олимпиады школьников по матема-
тике.

Условия задач9 класс
1. Даны два приведенных квадратных

трехчлена f x  и g x ; известно, что трех-

члены f x , g x  и f x g x  имеют по два
корня. Оказалось, что разность корней трех-
члена f x  равна разности корней трехчлена

g x . Докажите, что разность корней трех-

члена f x g x  не больше этих разностей.
(В каждой разности из большего корня
вычитается меньший.)

И.Богданов

2. Изначально в строку выписывают 250
букв – 125 букв А и 125 букв Б в некотором
порядке. Затем за одну операцию можно
взять любой кусок из нескольких подряд
стоящих букв, среди которых поровну букв
А и Б, и переставить буквы в этом куске в
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обратном порядке, поменяв в этом куске все
буквы А на буквы Б и буквы Б на буквы А.
(Например, из строки АБАББААБ14243  можно

одной операцией получить строку
АББААБАБ14243 .) Можно ли выписать исход-
ную строку и совершить несколько операций
так, чтобы в результате на доске оказалась та
же строка, буквы которой записаны в обрат-
ном порядке?

С.Берлов

3. См. задачу М2751 «Задачника «Кван-
та».

4. Точка X лежит строго внутри описанной
около треугольника ABC окружности. Обо-
значим через BI  и CI  центры вневписанных
окружностей этого треугольника, касающих-
ся сторон AC и AB соответственно. Докажи-
те, что B CXI XI XB XC.

Д.Бродский

5. На столе лежит несколько кучек камней.
Считается, что на столе много камней, если
можно найти 50 кучек и пронумеровать их
числами от 1 до 50 так, что в первой кучке
есть хотя бы один камень, во второй – хотя
бы два камня, …, в пятидесятой – хотя бы
пятьдесят камней. Пусть исходно на столе
лежат 100 кучек по 100 камней в каждой.
Найдите наибольшее 10000n  такое, что
после удаления из исходных кучек любых n
камней на столе все равно останется много
камней. (При удалении камней кучка не
распадается на несколько.)

Д.Храмцов

6. Рассмотрим все 100-значные числа, де-
лящиеся на 19. Докажите, что количество
таких чисел, не содержащих цифры 4, 5 и 6,
равно количеству таких чисел, не содержа-
щих цифры 1, 4 и 7.

И.Ефремов

7. Дана трапеция ABCD, в которой
AD BCP , а лучи AB и DC пересекаются в
точке G. Общие внешние касательные к
окружностям, описанным около треугольни-
ков ABC и ACD, пересекаются в точке E.
Общие внешние касательные к окружнос-
тям, описанным около треугольников ABD и
BCD, пересекаются в точке F.  Докажите,
что точки E, F и G лежат на одной прямой.

А.Кузнецов

8. У Пети есть 10000 гирь, среди них нет
двух гирь равного веса. Также у него есть
чудо-прибор: если положить в него 10 гирь,
он сообщит сумму весов каких-то двух из
них (при этом неизвестно, каких именно).
Докажите, что Петя может использовать
чудо-прибор так, чтобы через некоторое вре-
мя указать на одну из гирь и точно назвать
ее вес. (В чудо-прибор нельзя класть другое
количество гирь.)

С.Берлов, Т.Коротченко

10 класс
1. Прямые, содержащие стороны данного

остроугольного треугольника T, покрасили в
красный, зеленый и синий цвета. Затем эти
прямые повернули вокруг центра описанной
окружности данного треугольника по часовой
стрелке на угол 120  (прямая сохраняет свой
цвет после поворота).  Докажите, что три
точки пересечения одноцветных прямых яв-
ляются вершинами треугольника, равного T.

Л.Емельянов

2. У 100 школьников есть стопка из 101
карточки, которые пронумерованы числами
от 0 до 100. Первый школьник перемешивает
стопку, затем берет сверху из получившейся
стопки по одной карточке и при каждом
взятии карточки (в том числе при первом)
записывает на доску среднее арифметичес-
кое чисел на всех взятых им на данный
момент карточках. Так он записывает 100
чисел, а когда в стопке остается одна карточ-
ка, он возвращает карточки в стопку, а далее
все то же самое, начиная с перемешивания
стопки, проделывает второй школьник, по-
том третий и т.д. Докажите, что среди выпи-
санных на доске 10000 чисел найдутся два
одинаковых.

А.Грибалко

3. Даны натуральные числа a и b такие, что
2a b. Существует ли многочлен P x  степе-

ни больше 0 с коэффициентами из множе-
ства 0,1,2, , 1b  такой, что P a  делится

на P b ?
Т.Коротченко

4. С одной стороны теннисного стола вы-
строилась очередь из n девочек, а с другой –
из n мальчиков. И девочки, и мальчики
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пронумерованы числами от 1 до n в том
порядке, как они стоят. Первую партию
играют девочка и мальчик с номерами 1, а
далее после каждой партии проигравший
встает в конец своей очереди, а победивший
играет со следующим. Через некоторое вре-
мя оказалось, что каждая девочка сыграла
ровно одну партию с каждым мальчиком.
Докажите, что если n нечетно, то в последней
партии играли девочка и мальчик с нечетны-
ми номерами.

А.Грибалко

5. Найдите наибольшее натуральное число
n, для которого произведение чисел n, n + 1,
n 2, …, n 20 делится на квадрат какого-то
одного из них.

А.Храбров

6. См. задачу М2752 «Задачника «Кван-
та».

7. См. задачу 7 для 9 класса.
8. Дано число 0;1a . Положительные

числа 0x , 1x , ..., nx  удовлетворяют условиям

0 1 nx x x n a и 
0 1

1 1 1

nx x x
1

n
a
. Найдите наименьшее значение вы-

ражения 2 2 2
0 1 nx x x .

А.Храбров

11 класс
1. Число x таково, что sin tgx x и

cos ctgx x – рациональные числа. Дока-
жите, что sin2x является корнем квадратно-
го уравнения с целыми коэффициентами.

Н.Агаханов

2. См. задачу 2 для 10 класса.
3. См. задачу М2753 «Задачника «Кван-

та».
4. Окружность  описана около треуголь-

ника ABC, в котором AB AC. Биссектрисы
треугольника ABC пересекаются в точке I. Из
середины M стороны BC на прямую AI
опущен перпендикуляр MH. Прямые MH,
BI и AB ограничивают треугольник bT , а
прямые MH, CI и AC ограничивают тре-
угольник cT . Описанные окружности тре-
угольников bT  и cT  повторно пересекают ок-
ружность  в точках B  и C  соответственно.
Докажите, что точка H лежит на прямой BC .

А.Кузнецов

5. Изначально на доске написано 10 еди-
ниц. Гриша и Глеб играют в игру, делая ходы
по очереди. Своим ходом Гриша возводит
некоторые 5 чисел на доске в квадрат. Глеб
своим ходом выбирает несколько (возмож-
но, ни одного) чисел на доске и увеличивает
каждое из них на 1. Если в течение 10000
ходов на доске появится число, делящееся на
2023, то побеждает Глеб, иначе побеждает
Гриша. Кто из игроков имеет выигрышную
стратегию, если первым ходит Гриша?

Г.Никитин

6. Плоскость   пересекает ребра AB, BC,
CD и DA тетраэдра ABCD в точках X, Y, Z
и T соответственно. Оказалось, что точки Y
и T лежат на окружности , построенной на
отрезке XZ как на диаметре. Точка P отме-
чена в плоскости  так, что прямые PY и PT
касаются окружности . Докажите, что сере-
дины ребер AB, BC, CD, DA и точка P лежат
в одной плоскости.

А.Кузнецов

7. Назовем многочлен P x  бицелознач-

ным, если  числа P k  и P k  – целые при

любом целом k. Пусть P x  – бицелознач-

ный многочлен степени d, и пусть dN  –

произведение всех составных чисел, не пре-
восходящих d (произведение пустого мно-
жества сомножителей считаем равным 1).
Докажите, что старший коэффициент много-
члена dN P x  – целый.

И.Богданов, Г.Челноков

8. В стране N городов. В ней действует
1N N  дорог с односторонним движени-

ем: по одной дороге из X в Y для каждой
упорядоченной пары городов X Y. У каж-
дой дороги есть цена ее обслуживания. Для
данного 1, ,k N рассмотрим все способы
выделить k городов и N k дорог так, чтобы
из каждого города можно было попасть в
какой-то выделенный город, пользуясь толь-
ко выделенными дорогами. Такую систему
городов и дорог с наименьшей суммарной
стоимостью обслуживания назовем k-опти-
мальной. Докажите, что города можно про-
нумеровать от 1 до N так, что при каждом

1,2, ,k N существует k-оптимальная сис-
тема дорог с выделенными городами 1,2, ,k.

В.Буслов
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9 класс
Воинов Григорий – Санкт-Петербург,
Кравченко Роман – Новороссийск, 8 кл.,
Прозоров Роман – Москва,
Большаков Максим – Казань, 8 кл.,
Власов Алексей – Челябинск,
Дмитриев Лев – Санкт- Петербург,
Замоторин Илья – Санкт-Петербург,
Белоцерковцев Александр – Санкт-Пе-
тербург;

10 класс
Пистунов Григорий – Москва,
Булгаков Дмитрий – Санкт-Петербург,
Никитин Федор – Санкт-Петербург,
Уткин Евгений – Саратов,
Ким Петр – Москва, 7 кл.,
Сырцов Степан – Санкт-Петербург,
Ленская Наталия – Москва,
Бакаев Артемий – Москва,

Смирнов Илья – Ярославль,
Черепанов Георгий – Вологда;

11 класс
Гнусов Александр – Киров,
Аккая Тимур – Санкт-Петербург,
Згонник Илья – Санкт-Петербург, 10 кл.,
Коптилин Ратибор – Новосибирск, 9 кл.,
Кузнецов Роман – Санкт-Петербург,
Постнов Иван – Москва,
Хисамутдинов Эльдар – Санкт-Петербург,
Мякутин Иван – Москва,
Югов Михаил – Санкт-Петербург, 10 кл.,
Климчук Александр – Москва,
Харко Николай – Челябинск,
Червоненкис Борис – Москва,
Бойко Артем – Санкт-Петербург,
Кузнецов Никифор – Москва,
Ананьев Дмитрий – Санкт-Петербург,
Харитонов Михаил – Москва.

Публикацию подготовили Н.Агаханов,
И.Богданов, П.Кожевников, А.Кузнецов,

О.Подлипский, К.Сухов

О Т В Е Т Ы ,  У К А З А Н И Я ,  Р Е Ш Е Н И Я

«Квант» для младших школьников
(см. «Квант» №5)

1. Рыбку 4 5 клеток.
Раз за полминуты кот съел полрыбки, то за
минуту он съест эту рыбку целиком. В маленькой
рыбке 3 клетки, значит, за каждую минуту кот
съедает по 3 клетки. За целое число минут будет
съедено кратное трем число клеток. Суммарно во
всех рыбках 3 4 16 12 13 20 68 клеток.
Это число при делении на 3 дает остаток 2.
Значит, после целого числа минут останется рыб-
ка, количество клеток в которой при делении на
3 дает остаток 2. Такая рыбка всего одна — это
рыбка с туловищем 4 5 клеток. Она и не будет
съедена.
2. Возможны разные варианты, например:

2 4 79 158 1,
6 8 35 140 1,
4 5 72 360 1.

3. 90 .
Рассмотрим треугольники AKS и LKS. Они рав-
ны по трем сторонам. Значит, равны углы KAS и
KLS.
В равнобедренном треугольнике ABC равны углы
BAC и ACB. Прямые KL и AC параллельны,
значит, равны углы ACB и KLB как соответ-

ственные. Тогда

SLB SLK KLB KAS ACB

90KAS BAC KAM .

4. Да, может.
Заметим, что если взять из каждого мешка по
монете, то их суммарная масса будет равна
7 8 ... 13 70 граммов. Назовем такой на-
бор монет комплектом.
Пусть в указанном царем мешке массы монет по
x граммов каждая. Если взять 70 таких монет, то
их масса равна 70x – такая же, как у x комплек-
тов. Тем самым, если мудрец узнает, сколько
комплектов нужно, чтобы уравновесить эти 70
монет, он ответит на вопрос царя.
Пускай первым взвешиванием мудрец сравнит
эти 70 монет и 10 комплектов. Если весы в
равновесии, то x 10 и задача решена, если
монеты перевесили, то x 10, если перевесили
комплекты, то x 10.
Если мудрец знает, что x 10, то за одно взве-
шивание он легко выяснит, равна ли масса моне-
ты 11, 12 или 13 г. Действительно, теперь можно
сравнить 70 монет и 12 комплектов. Если монеты
перевесили, то x 13, если весы в равновесии, то
x 12, если комплекты перевесили, то x 11.
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Аналогичным образом мудрец может поступить
в случае x 10: массы монет тогда могут быть по
7, 8 или 9 г, так что осталось сравнить 70 монет и
8 комплектов.
Отметим, что при каждом взвешивании мудрец
использует не более чем 70 12 монет из мешка,
на который указал царь, и не более чем по
12 монет из остальных мешков. Так что монет в
мешках ему хватит.
Комментарии.
1. Если снять с обеих чашек весов одинаковый
набор монет, то результат взвешивания не изме-
нится. Пользуясь этим соображением, мудрец
сможет решить задачу и когда в каждом мешке
хотя бы по 70 8 62 монеты.
2. В решении используется лишь суммарная мас-
са 7 монет. Поэтому аналогичным образом мож-
но решить задачу не только для монет массой 7,
8, ..., 13 граммов, но и для любого другого
набора из семи различных масс (при достаточ-
ном количестве монет в мешках).

Конкурс имени А.П.Савина
(см. «Квант» №4)

29. 1:2.
Обозначим точки, как показано на рисунке 1.
Продлим луч AM и сторону DC до пересечения
в точке E. Тогда треугольники ABM и ECM рав-

ны, поэтому EC AB CD, а также CEM
MAB MAF. Значит, треугольник AEF рав-

нобедренный, AF EF. С другой стороны, в пря-
моугольном треугольнике AFD катет FD лежит
против угла в 90 : 3 30 , значит, гипотенуза AF
в два раза больше катета FD. Тогда
2 F D A F E F E C C F C D C F
FD 2CF, откуда FD 2CF.

30. Можно взять числа 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89. Это 10 чисел последовательности Фибо-
наччи: очередное число получается как сумма
двух предыдущих. Фокусник сможет отгадать
числа с карточек зрителя, если любые две раз-

ные пары чисел дают разные суммы. Но для
чисел Фибоначчи это так: среди четырех чисел
этих двух пар есть наибольшее, оно уже не
меньше суммы двух чисел другой пары, а вместе
со вторым числом в своей паре – больше.
Равенства a b c d и a c d b равносиль-
ны, поэтому уникальность всех попарных сумм
будет следовать из уникальности всех попарных
разностей (отметим, что так как в пару берутся
две разные карточки, то на суммы есть еще
дополнительное ограничение a b, c d). Мно-
жество целых чисел, в котором все попарные
разности уникальны, называют линейкой Голом-
ба – см., например, Википедию.
31. Да во всех пунктах.
Примеры приведены на рисунках 2–4.

Конструкцию на рисунке 4 предложил В.Корсу-
ков. Если в ней убрать одну из прямых, образу-
ющих с горизонталью угол 45 , то получим кон-
струкцию с 7 звездами и 15 прямыми. Если,
наоборот, добавить одну вертикальную или го-
ризонтальную прямую (красную), то появится
новая 9-я звезда (зеленая). Добавлять прямую
можно четырежды, каждый раз появляется но-
вая зеленая звезда (рис. 5).
На рисунке 6 показано, как с помощью 16 пря-
мых получить 11 звезд.
В «Кванте» №4 за 2005 год в «Конкурсе имени
А.П.Савина» была опубликована родственная
задача: существует ли такая конфигурация пря-
мых, в которой звезд получится больше, чем
проведено прямых?
В Энциклопедии целочисленных последователь-
ностей (OEIS) опубликована последовательность

Рис. 2. k = 4, n = 11 Рис. 3. k = 6, n = 13

Рис. 4. k = 8, n = 16

Рис. 1
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https: oeis.org A356252 о связи n и k. На дан-
ный момент найдены только первые 6 членов
последовательности.
32. 8.
Если одно число в таблице равно 0, то и все
остальные равны 0, поэтому будем считать, что
все числа ненулевые. Рассмотрим произвольную
таблицу 1, удовлетворяющую условию. Пусть
числа около левого верхнего угла это x и y,
тогда в углу стоит xy.
Мы найдем общее правило, по которому устрое-
ны все такие таблицы, и это даст ответ на зада-
чу. Для начала мы покажем, как «упростить»
произвольную таблицу. Рассмотрим таблицы 2 и
3. Они удовлетворяют условию задачи (друг от
друга они отличаются только поворотом и заме-
ной x на y). Заметим, что если две таблицы,

удовлетворяющие условию задачи, перемножить
(т.е. перемножить числа в одинаково располо-
женных ячейках), то и получившаяся таблица
будет удовлетворять условию.
Перемножив таблицы 1, 2 и 3, получим табли-
цу 4, в которой в левом верхнем углу и соседних
с ним клетках стоят единицы. Пусть в оставших-
ся клетках первой строки оказались числа a и b.
Найдем ограничения на a и b.

По первой строке все числа в таблице можно
однозначно восстановить, найдя сначала числа
второй строки, потом третьей и затем последней
(табл. 5). Записав условия на то, что в после-
дней строке числа тоже должны быть равны
произведениям чисел в соседних клетках, полу-
чим равенства 6 4a b  и 10 6a b , откуда можно
получить, что 2 2

1a b . Используя это, можно
упростить выражения в таблице 5 – получим
таблицу 6.
Итак, чтобы получить исходную таблицу 1, надо
полученную таблицу 6 обратно разделить на
таблицы 2 и 3, т.е. умножить на таблицу 7.

Заметим, что таблицы 6 и 7 устроены так, что 16
чисел, которые получатся в произведении, —
это все попарные произведения чисел набора 1,

a, b, ab на числа набора x, y, xy, 
1

xy
. Из-за того,

что 2 2
1a b , в первом наборе не более двух

различных чисел. Поэтому среди получившихся
16 чисел будет не более 8 различных. При этом 8
различных чисел вполне может быть: достаточно
взять 1a , 1b , а числа x, y взять такие,

чтобы x, y, xy, 
1

xy
 были различными положи-

тельными, например, x 2, y 3 (табл. 8).

Таблица 1 Таблица 2 Таблица 3

Таблица 4 Таблица 5

Таблица 6 Таблица 7 Таблица 8

Рис. 5. k = 8 + 4, n = 16 + 4

Рис. 6. k = 11, n = 16
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Вопросы и задачи

1. При протекании крови по сосудам ее движе-
ние из-за трения о стенки усредняется и стано-
вится равномерным. При ранении крупных арте-
рий, близких к сердцу, кровь, конечно, будет
выплескиваться толчками.
2. Спирт испаряется гораздо быстрее воды, по-
этому охлаждение чувствуется быстрее. Разбав-
ляли же его водой во избежание ожогов.
3. Введенный внутрь банки нагретый воздух
охлаждается, соприкасаясь с ее стенками. Его
давление становится меньше атмосферного, и
банка «присасывается» к телу.
4. Твердый материал зуба при охлаждении сжи-
мается, канальцы в нем сужаются и зажимают
проходящие в них нервные волокна.
5. Холодное зеркальце «запотевает», так как на
нем конденсируются водяные пары, выдыхае-
мые пациентом. Если зеркальце нагрето до тем-
пературы не меньше, чем температура тела, то
пары конденсироваться не будут.
6. Различные части зуба имеют разные коэффи-
циенты теплового расширения. При резком на-
гревании зуба в нем возникают напряжения,
которые могут вызвать трещины в эмали.
7. Когда мы дрожим от холода, наши мышцы
беспорядочно сокращаются, их деформации не-
упругие и они снабжают нас теплом. А при
появлении «мурашек» волоски на теле встают,
утолщая слой неподвижного воздуха, являюще-
гося хорошим теплоизолятором.
8. Электростатическое поле губительно действу-
ет на микроорганизмы, вызывающие гниение про-
дуктов, и тем самым значительно увеличивает
срок их хранения.
9. Клетка Фарадея создает внутри себя область
пространства, где отсутствует электрическое поле,
тем самым предохраняя от воздействия внешних
электромагнитных полей как людей, так и чув-
ствительные приборы.
10. Для этого в операционной устанавливают
несколько ламп.
11. Раздражение зрительного нерва при любом
способе воздействия вызывает ощущение света.
12. Да, поскольку без очков оно меньше 25
сантиметров, а после надевания очков становит-
ся таким же, как и у людей с нормальным
зрением.
13. Яркость изображения на специальном экране
пропорциональна интенсивности падающих на
него рентгеновских лучей. Поэтому кости, в боль-
шей степени поглощающие эти лучи, выглядят
более светлыми, а полости – более темными по
сравнению с окружающими тканями.

14. Чтобы получить точечный источник рентге-
новских лучей, дающих на экране резкие очерта-
ния просвечиваемых тел.

Микроопыт

Лекарство смачивает поверхность дерева и по
ней медленно вытекает из пузырька, капая с
наружного конца спички.

84-я Московскаяолимпиада школьников по физике
(см. «Квант» №5)

3. Поскольку нагрев происходит медленно, в
любой момент времени во всех точках внутри
цилиндра тепловой поток одинаковый, следова-
тельно, изменение температуры dT на любом
участке длиной dx не зависит от координаты
этого участка, распределение температуры по
координате линейное:

0

L x
T x T T

L
.

3a. Давление во всех точках сосуда должно быть
одинаковым. Подставим в уравнение состояния
идеального газа температуру, получим зависи-
мость плотности от координаты:

0

1

1

p
x

L xT T
L

.

Применяя приближенную формулу, данную в
условии, приводим эту зависимость к виду

0

1
p L x

x T
T L

.

Плотность распределена линейно по x, поэтому
массу газа можно вычислить как произведение
средней его плотности на объем баллона. Тогда

2

0

1
1

2

p
m r L T

T
.

После приближенных преобразований, сохраняя
только линейные по малому параметру слагае-
мые, получим искомое распределение плотнос-
ти:

2

2
1

2

m x L
x T

Lr L
.

3b. Координата центра масс газа в баллоне дает-
ся соотношением

цм

0

2
1

2

L
x L

x T xdx
L

,

вычисляя интеграл, получаем

цм
2 12

L L
x .



К В А Н T  $ 2 0 2 3 / № 658
Внешние силы на систему, состоящую из тележ-
ки с баллоном и газа, не действуют, поэтому ее
центр масс должен оставаться неподвижным.
Пусть тележка смещается на расстояние d от
начального положения в процессе нагрева одно-
го из оснований цилиндра. Условие неподвижно-
сти центра масс имеет вид

цм 0
2

L
Md m d x .

Отсюда после преобразований получаем ответ:

12

m L
d T

M m
.

4. 4a. Пусть человек различает глазом смещение
столба ртути в горизонтальной трубке на величи-
ну l, численно равную одной линии (0,254 мм)
или половине линии. Изучив условие, можно
сделать вывод о том, что при изменении высоты,
на которой находится прибор, параметры возду-
ха в маленьком шаре и в трубке меняются изо-
термически. В изотермическом процессе малые
относительные изменения давления и объема свя-
заны соотношением

0
V p

V p
.

Давление воздуха имеет порядок нормального
атмосферного давления и равно давлению стол-
ба ртути в правом колене прибора, поскольку
давление паров пренебрежимо мало. Тогда изме-
нение давления может быть обусловлено измене-
нием высоты столба, а также изменением уско-
рения свободного падения:

p g h

p g h
.

Справедливо соотношение

0

3 3
0 1 1

0

2 1

1
2 6 3

V lS l

V llS D D

lS

,

в котором l – длина горизонтальной трубки (один
фут), 0S  – площадь поперечного сечения гори-
зонтальной трубки, 1D  – диаметр меньшего шара
(1 дюйм). Расчет дает

3

3
1

0

1
5,6 10

1
3

D

lS

.

Далее,

0 0h lS l S l

h Sh l Sh
 ,

где S – площадь поверхности ртути в большом
шаре. Вычисляя, получим

4
3 10

h l

h l
.

Таким образом, для относительного изменения
ускорения свободного падения имеем прибли-
женную формулу

3 2
11,2 0,3 10 1,15 10

g l l

g l l
.

В случае если величина l  считается равной 1
линии, находим

4
10

g

g
.

4b. При увеличении высоты над поверхностью
Земли на H относительное изменение ускорения
свободного падения равно

2

0
2
0

1

2
1

g HR

g R
R

.

Считая погрешностью половину цены деления
линейки, определяем, что погрешности не более
20% соответствует отклонение хотя бы в 3 ли-
нии. Тогда

2
0

3 1,15
10 900 м

2 120
H R .

5. Пусть стержень сместился из положения рав-
новесия на небольшое расстояние x. Тогда сила
взаимодействия кольца и стержня равна силе
взаимодействия кольца и участка стержня дли-
ной 2x, середина которого располагается на рас-
стоянии L от кольца:

2

3 2
2 2

0

1

4

q x
F x

L R
.

Зависимость силы от координаты линейная, по-
этому электрическое взаимодействие цилиндра с
кольцом и стержня эквивалентно взаимодействию
двух грузов, связанных пружиной, жесткость
которой равна

2

3 2
2 2

0

1

4

q
k

L R
.

5a. На основании закона сохранения энергии,

2 2
0

2 2

mv kx
.

Отсюда получаем

2

0 0 3 2
2 2

k q
v x x

m m L R
.

5b. Ответ может быть записан сразу, если вы
знакомы с понятием приведенной массы. В про-
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тивном случае из закона сохранения импульса и
равенства масс цилиндра и стержня следует ра-
венство абсолютных величин скоростей цилинд-
ра и стержня в любой момент времени, поэтому

2
2 0

2

kx
mv ,

откуда следует, что искомая скорость в этом
случае в 2 раз меньше скорости, найденной в
предыдущем пункте.

11 класс, тур 1

1. 1а. Изменение состояния газа слева и справа
от перегородки происходит таким образом, что
температура обеих порций остается одинаковой.
Газ, располагающийся слева от перегородки,
сжимается, поскольку его температура уменьша-
ется при постоянном давлении, отдавая при из-
менении температуры на dT количество теплоты

pQ c dT,

где dT 0 и Q 0. Это тепло отдается порции
газа в правом отсеке, которая получает количе-
ство теплоты, равное pQ c dT только от газа
в левом отсеке, поэтому теплоемкость этой пор-
ции в любой момент в процессе охлаждения
равна

5

2

p
p

c dT R
c c

dT
.

1b. С газом в правом отсеке совершается поли-
тропический процесс с показателем политропы

5 5

4 4

p

V

c c R
n

c c R
.

Работа газа, находящегося в правом отсеке, мо-
жет быть найдена из первого начала термодина-
мики:

г 1000 Джp VA Q U c T c T ,

где 30 КT . Для того чтобы вычислить рабо-
ту внешней силы, определим сначала конечный
объем порции газа, расположенной справа от
перегородки. Это можно сделать, используя урав-
нение политропического процесса constnpV , а
также уравнение состояния идеального газа.
Имеем 4

constT V , откуда следует формула для
объема в конце процесса охлаждения:

4

0
1 0

0

T
V V

T T
.

Теперь можно перейти к определению работы
внешней силы. Поскольку правый поршень пе-
ремещается очень медленно, суммарная работа
всех сил, действующих на него, равна нулю:

г 0 1 0 0FA A p V V .

Окончательно получаем
4

0
0 г

0

1 300 ДжF

T
A RT A

T T
.

2. 2а. При повороте в плоскости рисунка вокруг
оси соленоида на угол, кратный 90  (в любую
сторону), схема переходит сама в себя. Отсюда
следует, что по проводникам центральной ячей-
ки текут одинаковые токи, или, другими слова-
ми, по проводникам центральной ячейки цирку-
лирует ток 1i . Для определения этого тока можно
записать закон электромагнитной индукции толь-
ко для центральной ячейки, как будто всей ос-
тальной сетки не существует, тогда направление
тока 1i  – против часовой стрелки (следует из

правила Ленца), а его величина 0
1i

r

E
. В каж-

дом узле, лежащем в вершине центральной ячей-

ки, соединяются 4 перемычки, по двум из кото-
рых текут токи 1i , причем один из них втекает в
узел, а другой вытекает. Следовательно, по двум
другим перемычкам тоже текут одинаковые токи,
один из которых втекает в узел, а второй выте-
кает. Обозначим эти одинаковые токи 2i . Сдела-
ем рисунок (рис. 7), на котором укажем направ-

ления токов в перемычках сетки, используя со-
ображения «поворотной симметрии»: при пово-
роте вокруг оси соленоида на угол, кратный 90 ,
картина распределения токов не должна изме-
няться. В результате имеем 3 неизвестных тока:

2i , 3i , 4i . Вообще говоря, направления этих токов
могут быть выбраны произвольно. Если в про-
цессе решения значение какого-либо из токов
окажется отрицательным, это будет означать,
что истинное направление этого тока противопо-
ложно указанному на рисунке. Записывая вто-
рое правило Кирхгофа для контуров, состоящих
из ячеек сетки, выберем направление обхода
против часовой стрелки (в ячейках, обозначен-
ных 1P и 2P  на рисунке, направление обхода
указано черными стрелками). Как следует из
правила Ленца, при таком выборе направления

Рис. 7
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обхода ЭДС индукции в правой части уравне-
ний, отражающих второе правило Кирхгофа,
будет иметь положительное значение.
Перейдем к расчету токов. Запишем, для узла,
помеченного окружностью на рисунке, первое
правило Кирхгофа:

4 3 2i i i .

Тогда второе правило Кирхгофа для контура 1P

дает

0
3 2

2
2i i

r

E
.

Аналогично, второе правило Кирхгофа для кон-
тура 2P  дает

0
3 2 1

4
2i i i

r

E
.

Из системы полученных уравнений находим

0
2

3

4
i

r

E
, 0

3

7

2
i

r

E
, 0

4

11

4
i

r

E
.

2b. После замены перемычек на границе на кон-
денсаторы ток течет только по проводникам цен-

тральной ячейки, этот ток равен 0
1i

r

E
. Будем

считать полярность зарядов на обкладках кон-

денсаторов такой, как обозначено на рисунке 8.

Если для напряжения на каком-либо конденса-
торе получится отрицательное значение, то это
будет означать, что на самом деле помеченная
« » обкладка заряжена отрицательно.
Напряжения на конденсаторах, располагающих-
ся в угловых ячейках, одинаковы и равны

1 2U E 0E , поскольку сумма напряжений на этих
конденсаторах должна быть равна (с точностью
до знака) скорости изменения магнитного потока
через ячейку. Сумма напряжений на всех кон-
денсаторах должна быть равна абсолютной вели-
чине скорости изменения магнитного потока че-
рез все ячейки сетки. Таким образом, для опре-
деления напряжения 2U  имеем уравнение

1 2 08 4 9 4U U E , откуда 2 05U E .

3. Пусть предмет находится на расстоянии 0x

от правой линзы, проще говоря, вблизи оптичес-
кого центра правой линзы. Тогда правая линза
формирует мнимое изображение предмета, рас-
полагающееся также вблизи оптического центра
правой линзы, при этом предмет изображается в

линзе с поперечным увеличением 1
f

f x
, при-

мерно равным 1. Изображение предмета в пра-

вой линзе является фиктивным предметом для
второй линзы. Он располагается на расстоянии
L от левой линзы и, как следует из данного
графика, изображается с увеличением 2 3 в
этой линзе. Отсюда следует уравнение

3
f

f L
,

которое имеет два решения: 
4

3

f
L  и 

2

3

f
L .

Рассмотрим первое решение. Пусть расстояние

до предмета меньше фокусного расстояния лин-
зы: x f. Тогда правая линза дает мнимое изоб-
ражение, располагающееся на расстоянии

1
fx

y
f x

, увеличение этого изображения равно

1
f

f x
.

Расстояние от фиктивного предмета до левой
линзы равно

1

44

3 3

f f xxf f
x

f x f x
.

Подставляя значение 1x  в формулу линзы, нахо-
дим расстояние до изображения во второй линзе:

1

4

2

f f x
y

f x

и увеличение, с которым изображается фиктив-
ный предмет во второй линзе:

1
2

1

3

2

f xy

x f x
.

Перемножая увеличения, находим увеличение
системы:

1 2
3

2

f

f x
.

Из полученной формулы следует, что при изме-
нении x от 0 до f увеличение уменьшается, что не
соответствует графику, представленному в усло-

вии. Таким образом, значение 
4

3

f
L  не похо-

дит.
Исследуем значение 

2

3

f
L . В этом случае, счи-

Рис. 8
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тая x f и рассуждая аналогично предыдущему

случаю, имеем

2

3

4

f x

f x
, 1 2

3

4

f

f x
.

Легко видеть, что вторая формула соответствует
приведенному в условии графику при f 60 см.
Расстояние между линзами, очевидно, равно

2
40

3

f
L см.

4. 4a. В условии сказано, что параметры 0F  и 
остаются для любого куска пружины такими же,
как для всей пружины, поэтому

0

0

1
F F

y L
kL

.

4b. В условиях этого пункта ( 0f ) любой эле-
мент пружины деформируется под нагрузкой.
Разделим всю недеформированную пружину на
участки небольшой длины L, пусть общее коли-
чество таких участков 1N ? , а участок с номе-
ром 1 будет самым верхним. Тогда участок с
номером n растягивается силой

0

0

n
n

L x
F Mg

L
, где nx n L,

поэтому

001
1

x

fL
dy dx .

Поскольку 1 , определение длины пружины
под нагрузкой сводится к интегрированию:

0

1 0 0 0

00

3
2

2

L
x

L f dx f L
L

.

4с. В этом пункте часть пружины не растягива-
ется, на нее действует сила, меньшая 0F . Длина
этого участка пружины равна 0 0L L f . В этом
случае

0

1
x

F Mg
L

,

а длина растягивающейся части пружины равна

0 01

0
2

00

1
1

L f
x f

L dx
L

.

Вычисляя интеграл и прибавляя длину нерастя-
гивающейся части пружины, получаем

2
0

2 2 0

1
1

2

f
L L L L .

4d. Изучив данную таблицу, заметим, что при
значениях относительной массы груза 0,8 за-
висимость L  линейная. Это означает, что
при достаточно больших относительных массах
груза все участки пружины удлиняются под на-
грузкой. Рассуждая, как в пункте 4b, получим
соотношение

2 1

2 1

L L
,

из которого следует ответ: 2. Для определе-
ния относительной силы поджатия 

0f  используем
результат предыдущего пункта. При 0 из
формулы для 2L  следует

2

01
0

2

f
L .

Подставив сюда 2 и 0L 0,01, находим

0 0,8f .

5. Решение этой задачи будет опубликовано
позже.

11 класс, тур 2

1. Пусть собственная индуктивность половины
катушки равна L, тогда индуктивность всей ка-
тушки равна 4L, поскольку индуктивность про-
порциональна квадрату количества витков. Та-
ким образом, во втором случае амперметр пере-
менного тока показывает

0

22

1

2 16

U
I

R L
,

где 0U  – амплитудное значение напряжения ис-
точника,  – частота переменных токов и напря-
жений, R – сопротивление резистора. Пусть в
первом случае токи, текущие через амперметры,
направлены одинаково. Магнитный поток через
витки левой (по рисунку) половины катушки
создается магнитным полем самой этой полови-
ны, а также магнитным полем правой половины
катушки. Оба магнитных потока пропорциональ-
ны токам с одинаковым коэффициентом L. Спра-
ведлива формула 1 1 2Li Li , где 1i  и 2i  –
мгновенные значения токов. Такой же магнит-
ный поток создается и через витки правой поло-
вины катушки, иначе говоря, 1 2. Система
уравнений, описывающая схему, имеет вид

1 2
0 cos 0

di di
U t L L

dt dt
,

1 2
2 0

di di
i R L L

dt dt
.

Вычитая из первого уравнения второе, получаем
равенство 0 2cos 0U t i R , из которого следу-
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ет, что действующее значение тока 2i  (которое и
регистрирует амперметр переменного тока) рав-
но

0
2

2

U
I

R
.

Из первого же уравнения системы следует (пос-
ле подстановки и дифференцирования тока 2i )
соотношение

1 0 0cos sin
di U U

t t
dt L R

.

Здесь складываются две гармонические функ-
ции одинаковой частоты, одна из которых сдви-

нута по фазе относительно другой на 
2
. Ампли-

тудное значение производной, таким образом,
можно определить, используя векторную диаг-
рамму. Получится равенство

2
1 0

2
max

1
di U R

dt R L
,

из которого для действующего значения тока 1i

имеем

2
0

1 2
1

2

U R
I

R L
.

Окончательно получим

2 2
1 2

2 2 2
1 215

I I
I I

I I
.

2. 2a. Основными в системе СИ являются едини-
цы измерения заряда, массы, длины и времени.
Выразим размерности мощности и электричес-
кой постоянной 0  через основные единицы:

2

3

кг м

с
P , 

2 2 2

0 2 3

Кл с

кг м

q

Fr
.

Поскольку «килограммы» не входят в размерно-
сти скорости и ускорения, а входят только в
размерности электрической постоянной и мощ-
ности, можно сразу установить, что 1. «Ку-
лоны» есть только в размерностях заряда и элек-
трической постоянной, поэтому справедливо урав-
нение 2 0, из которого следует, что 2.
Для определения постоянных  и  на основе
соображений размерности составим систему урав-
нений

3 2,

2 2 3,

откуда найдем 3, 2= . Таким образом, для
излучаемой мощности имеем

2 3 1 2
0P Ae c a .

2b. Электрон движется по траектории, близкой
к круговой, поэтому его ускорение равно центро-

стремительному ускорению 
2v

a
r

, где v – ско-

рость движения электрона, r – расстояние от

электрона до ядра. Подставляя ускорение в фор-
мулу для мощности, имеем

4
2 3 1

0 2

v
P Ae c

R
.

Запишем второй закона Ньютона для кругового
движения электрона:

2 2

2
04

e v
m

RR
.

Для полной механической энергии электрона
имеем формулу

2 2 2

п к

0 04 2 8

e mv e
E E E

R R
,

дифференцируя которую, получаем

2

2
08

dE e dR

dt dtR
.

Скорость изменения энергии электрона равна по
абсолютной величине и противоположна по зна-
ку мощности излучения:

dE
P

dt
.

Подставляем сюда выражения для мощности и
скорости изменения энергии и после преобразо-
ваний получаем дифференциальное уравнение

4

3 2 2 2
0

1

2

dR Ae

dt c m R
.

Из этого уравнения сразу следует ответ на пер-
вый вопрос:

3 2 2
20
04

2 c m
t R R

Ae
.

Интегрируя, получаем ответ и на второй вопрос:

3 2 2
30

1 2 04

7

12

c m
t R

Ae
.

3. Важно понимать, что в двух первых пунктах
задачи рассматривается стационарный режим,
иначе говоря, с течением времени плотность за-
ряда x  и средняя скорость v x  не меняются:

constx v x .

3a. Проекция напряженности поля на ось x (пер-
пендикулярную пластинам) зависит от коорди-
наты следующим образом:

1
x

dU
E x A x

dx
.
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Для зависимости скорости от времени имеем

1
xv x A x .

Из теоремы Гаусса для слоя толщиной dx (или
из теоремы Гаусса в дифференциальной форме),
используя выражение для напряженности, для
плотности заряда получаем

2
0 0 1xdE

x A x
dx

.

Умножим плотность заряда на скорость, полу-
чится величина, пропорциональная 2 3x . C дру-
гой стороны, из условия стационарности следу-
ет, что рассматриваемое произведение v не дол-
жно зависеть от x. Это возможно, если показа-

тель степени 2 3 равен нулю, т.е. 
3

2
. По-

скольку известно значение потенциала в точке с

координатой d, значение постоянной A теперь
тоже легко находится из уравнения 3 2

0Ad U .

Таким образом, 0

3 2

U
A

d
 и зависимость потен-

циала от координаты задается формулой

3 2

0

x
U x U

d
.

Полный ток в любой точке в пространстве между
пластинами равен

2
0 0

3

9

8

SU
I x v x S

d
.

3b. Из условия постоянства тока следует, что
производная плотности заряда не зависит от ко-

ординаты: const
d

dx
, следовательно, зависимость

заряда от координаты линейная. Соотношение

для плотности заряда справедливо и в этом пунк-
те, поэтому показатель степени  находится из
уравнения 2 1. Таким образом, 3. По-
стоянную B определяем по значению в крайней
точке аналогично предыдущему пункту, получа-

ется 0

3

U
B

d
. Закон изменения потенциала в

этом случае имеет вид

3

0

x
U x U

d
.

Ток I можно найти по формуле, заданной в
условии. Действительно,

0
0 3

6
d U

dx d
,

следовательно,

0 0
3

6 U kTS
I

qd
.

3с. Искомое неравенство можно получить, оце-
нив, при каком значении потенциала *

0U  абсо-
лютное значение тока из пункта 3b равно току из
пункта 3а, числовые множители при этом можно
не учитывать. Таким образом,

2

0 00 0
3 3

S UU kTS

qd d
, 0

kT
U

q
.

Значение 0U  условно разделяет два режима. Если

0U U= , то реализуется режим, при котором
ток обусловлен диффузией. Искомое неравен-
ство принимает вид

0
kT

U
q

= .

4. 4a. Бесконечно малое изменение молярного
объема в общем случае дается формулой

p T

V V
dV dT dp

T T
.

В этой формуле 
p

V

T
 – это отношение беско-

нечно малого изменения молярного объема к

бесконечно малому изменению температуры при
постоянном давлении (частная производная). Из
условия следует, что эта производная равна V,
а вторая частная производная равна V, поэтому

dV VdT Vdp.

4b. Поскольку процесс изохорный, 0dV , т.е.

0dT dp .

В результате интегрирования получаем

0 0p T p T T .

4с. Рассмотрим бесконечно малое изменение внут-
ренней энергии при постоянном объеме. Из дан-
ной в условии формулы следует соотношение

1 3dU A dT A VdT Vdp,

подставляя в которое dp dT из предыдущего

пункта, имеем

1 3dU A dT A VdT V dT.

Поскольку теплоемкость при постоянном объеме
не меняется, VdU c dT для любого значения
объема. Отсюда следует, что

5
3 6,8 10 Па КA и 1 112Дж моль КVA c .

4d. Рассмотрим очень маленький цикл Карно,
совершаемый с жидкостью. Пусть температуры
на изотермах цикла равны Т и T T, тогда его
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КПД равен
T

T
.

С другой стороны, КПД можно выразить через
работу за цикл и количество теплоты, подводи-
мое к жидкости на «горячей» изотерме. На ри-
сунке 9 представлен схематично изображенный
цикл Карно 1–2–3–4. Вообще говоря, работа за
цикл равна площади параллелограмма 1234, од-
нако эта площадь равна площади параллелог-
рамма 1 234A A . Другими словами, A p V,
где p – изменение давления на изохоре при
изменении температуры на T, а V – изменение
объема на изотерме. Изменение давления на изо-

хоре равно p T, поэтому для работы спра-

ведлива формула

A V T.

Определим количество теплоты, подведенное на
«горячей» изотерме. Справедливо соотношение

1pV p V V p . Здесь 1p  – изменение дав-
ления на изотерме, что отличается от величины
p, показанной на рисунке. С учетом этого соот-

ношения из первого начала термодинамики и
формулы для внутренней энергии (данной в ус-
ловии) имеем

2 3 1Q A V A T V V p .

Последнее слагаемое из этой формулы можно

преобразовать так: 1
V

V p  (как следует из

условия), поэтому

2 3

1
Q A A T V.

Таким образом, для КПД цикла Карно имеем

2 3

1

T

A A T
.

Приравнивая правые части формул для КПД,
получим значение искомого коэффициента:

9 1
2

1
1,1 10 ПаA .

Рис. 9
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4e. При постоянном давлении количество тепло-
ты, подведенное к жидкости, равно

1 2 3 3Q A dT A dV A VdT A TdV.

Отсюда находим

1
p V

Q V T dV
c c

dT dT
.

Производную объема по температуре при посто-
янном давлении можно выразить через данный в

условии коэффициент: 
dV

V
dT

. Тогда

2
0 0

p V

TV
c c .

5. Решение этой задачи будет опубликовано
позже.
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ДвА

БИЛЕТА

Российские шахматистки Ека-
терина Лагно и Александра Го-
рячкина по итогам серии турни-
ров Гран-при ФИДЕ завоевали
право сыграть в турнире претен-
денток, который состоится в сле-
дующем году. Екатерина едино-
лично победила на этапе в Аста-
не, а Александра разделила 1–3
место на турнире в Нью-Дели,
что позволило им при скромных
результатах на последнем этапе
серии в Никосии (5 и 6 место
соответственно) опередить всех
преследовательниц по сумме бал-
лов, набранных за три турнира.Д. Вагнер – Е. ЛагноАстана, 2022

1. d4 >f6 2. c4 e6 3.mf3 d5
4. g3 +b4+ 5.od2 +e7 6.og2>bd7 7. 0-0 c6 8.sc2 >e4 9.of4
g5 10.oc1 h5 11.mc3 f5 12.me4
de 13.me5 >e5 14. de 3c7
15.sc3 c5 16. a3 a5 17.od2+d7 18.qfd1 7f7 19. f3 ef
20.of3 +c6 21. e4 fe 22.og2/ad8 23.se3 /d3 24.qf1+ 7g7
25.se2 h4 26.oe1 3e5? За
счет активных действий черные
получили выигранную позицию,
и должны были пожертвовать
качество: 26…hg 27. hg /g3
28.og3 3g3 с подавляющим
преимуществом.

27. gh? Белые прошли мимо
временной жертвы ферзя:
27.sd3! ed 28.oc3 с массовыми
разменами и вероятной ничьей.
27…+d6 28.oh1 3d4+ 29.of2

e3 30.oe1 /d2 31.od2 ed+
32.qf2 +h2+! 33.uf1. Слона
брать нельзя из-за мата: 33.uh23h4+ 34.ug1 3h1 . 33…+h1
34.qd1 +g3, белые сдались.Е. Лагно – Тань ЧжунъиАстана, 2022

1. e4 c5 2.mf3 d6 3. d4 cd
4.md4 >f6 5.mc3 a6 6.oe2 e6
7.oe3 +e7 8. g4 d5 9. e5 >fd7
10. f4 >c6 11.sd2 +h4+ 12.uf1+e7 13.ug2 3c7. Здесь и на
предыдущем ходу было возмож-
но активное g5!? со вскрытием
королевского фланга и сложной
игрой. 14.of3 >d4 15.od4 b5
16.me2 +b7 17. c3 0-0 18.se3/fe8 19. g5 a5 20. h4 b4 21.qac13c4?! Безопаснее 21…3d8, не
попадая под преследование бе-
лых фигур. 22. cb 3b4 23.qc7>f8 24. a3 3b5 25.mc3! 3b3
26.od1 3b2+ 27.me2 3b5
28.mc3 3b2+ 29.ug3 +d8
30.qc5 3a3 31.oa4.

31…+b6? Решающая ошибка
в сложной позиции. Удержать
равенство помогал красивый
перевод коня на f5: 31…>g6!
32.oe8 >e7 33.mb5 >f5! 34.uh33e3 35.oe3 +b6. 32.qb1 +c5
33.oc5 d4 34.oa3 de 35.oe8/e8 36.qb7. У белых лишняя
фигура, а черные пешки на ли-
ниях а и е обречены. 36…/c8
37.me2 h6 38. gh gh 39. h5, чер-
ные сдались.А. Горячкина – Х. ДронавалиНью-Дели, 2023

1. d4 d5 2. c4 e6 3.mf3 >f6
4. g3 +b4+ 5.od2 a5 6.og2
0-0 7.sc2 c5 8. cd cd 9.md4

3b6 10. e3 ed 11. 0-0 >c6
12.mc6 bc 13.qc1 /b8 14.mc3
h5 15. a3 +e7 16.ma4 3c7
17.sc6 3c6 18.qc6 +d7 19.qc7+d8 20.qd7 >d7 21.qd1 >b6
22.mb6 +b6 23.od5. Черные
грамотно разобрались в дебют-
ных осложнениях, однако пози-
ционная жертва качества сохра-
няет белым шансы на победу за
счет активности пары слонов.

23…/fc8 (точнее 23…h4, зат-
рудняя белым координацию)
24.oc3 a4 25. of3 /c5 26. ob4/c2 27. oc3! Значительно силь-
нее, чем 27. oh5 +c5 28. oc3+a3 с выгодными для черных
упрощениями. 27…/d8 28. qa1
g6 29. oc6! Ладья практически
поймана, и черные вынуждены
вернуть качество. 29…/c3 30.
bc +c5 31. oa4 /a8 32. ob3/a3 33. qb1. Две лишние пеш-
ки – не гарантия победы в энд-
шпиле с разноцветными слона-
ми, поэтому белые избегают раз-
мена ладей. 33…+d6 34.od5+e5 35.qb6 7f8 36. c4 /a7
37.ug2 7e7 38. c5 +c7 39.qb2/a5 40.qc2 g5 41.of3 g4
42.oe4 7e6 43.qc4 /b5?!
44.oc6! /b2 45.qd4 +e5
46.od7+ 7e7 47.qd5 f6 48.of5/b5 49.qd7+. Используя прин-
цип «двух слабостей», белые
выигрывают пешки на королев-
ском фланге и вместе с ними
партию. 49…7e8 50. c6 /c5
51.qh7 7f8 52.qh5 /c6 53.og4/c2 54.of5 /b2 55.qh8+ 7g7
56.qh7+ 7g8 57.qd7 +c3
58.uf1 /b5 59.od3 /a5 60. h4,
черные сдались.

А.Русанов




