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äóìàòü íå óäàëîñü. Ïðåäëàãàåì ýòî â êà÷å-
ñòâå çàäà÷è ÷èòàòåëÿì.

Ðåàëèçàöèÿ îáñóæäàåìûõ ìîäåëåé ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñóíêå 5.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ñòàòüè ìû âûâåäåì
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîìîãóò èçó÷àòü äè-
íàìèêó ïðîöåññà ñáîðêè.

×àñòü âòîðàÿ: òåîðèÿ

Ïðàêòèêà íå ìîæåò áûòü ó÷èòåëåì, åñëè
ó âàñ íåò òåîðèè, ÷òîáû åå íàïðàâëÿòü è
íàó÷èòü ïðàâèëüíî ïîíèìàòü.

Àëüáðåõò Äþðåð

Êîãäà ìîäåëü ñêëàäûâàåòñÿ, äëèíà L  îáðó-
÷à óìåíüøàåòñÿ, à âûñîòà ìîäåëè (ðàññòîÿ-
íèå H ìåæäó ñåðåäèíàìè äâóõ çàãîòîâîê)
ðàñòåò. Âûâåäåì ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ L
è H. Ñäåëàåì ýòî äëÿ îêòàýäðà, äëèíà ðåáðà
êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå.

Ðàññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà èç íèæíåé
çàãîòîâêè îêòàýäðà â äèíàìèêå. Â ïðîöåññå
ñòÿãèâàíèÿ ìîäåëè â îêòàýäð îäèí òðåóãîëü-
íèê ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à
âòîðîé îáðàçóåò ñ íåé äâóãðàííûé óãîë .

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåí âèä íàøåãî ôðàã-
ìåíòà ñâåðõó è ñáîêó. Áóêâàìè R îáîçíà÷å-
íû òî÷êè, ãäå ê ðåáðàì ïðèìûêàåò îáðó÷-

ðåçèíêà. Òî÷êà N – ñåðåäèíà îäíîé èç ñòîðîí
ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, à òî÷êà O –
öåíòð ýòîãî øåñòèóãîëüíèêà, ñîâïàäàþùèé ñ
öåíòðîì ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíè. Â ýòèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ ïåðèìåòð L øåñòèóãîëüíèêà ðà-
âåí 12  NR , à äëèíà îòðåçêà TR ðàâíà ïîëî-
âèíå âûñîòû H  ñêëàäûâàåìîé ôèãóðû.

Óäîáíî, èññëåäóÿ âèä ñâåðõó, ââåñòè ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

P 0;0  – ñåðåäèíà ëèíèè ñãèáà, Z
1

0;
2

–

êîíåö ëèíèè ñãèáà. Âåðøèíà B ïîëíîñòüþ

ïëîñêîé çàãîòîâêè èìååò êîîðäèíàòû 
3

;0
2

,

à òî÷êà O – êîîðäèíàòû 
3

;0
6

.

Â ïðîöåññå ñêëàäûâàíèÿ òî÷êà B ïåðåìå-
ùàåòñÿ â òî÷êó B , ïðè ýòîì B PB , à

êîîðäèíàòû B  ïðè âèäå ñâåðõó ðàâíû

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 4

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34 )



Фигурными числами в математике на-
зываются числа, связанные с геометри-
ческими образами.

Возьмем n точек. Если их удастся рас-
положить в виде равностороннего тре-
угольника, то такое n называется тре-
угольным.

Вот первые треугольные числа: 1, 3, 6,
10,... и их геометрическая интерпрета-
ция:

Похожим образом получается последова-
тельность пятиугольных чисел 1, 5, 12,
22,..., имеющая следующую геометри-
ческую интерпретацию:

Каждый раз мы добавляем точки очеред-
ного слоя так, чтобы получался пяти-
угольник со стороной на 1 больше.

Аналогично определяются k-угольные
числа для произвольного k. Подробнее о
k-угольных числах можно прочитать в
статье А.Бендукидзе «Фигурные числа»
(«Квант» №8 за 1974 г.). Там же можно
найти явную формулу для n-го k-уголь-

ного числа  k
nF :

 
2 4

2

k
n

n k n k
F .

Зададимся вопросом, могут ли совпа-
дать k-угольные числа для разных k.
Например, могут ли треугольные числа
являться квадратными?

На языке алгебры эта задача формули-
руется так: найти решения в целых чис-
лах уравнения

21

2

n n
m .

Выделяя полный квадрат, приходим к
уравнению 

2 2
2 1 8 1n m , которое

после замены сводится к уравнению Пел-
ля:

2 2
2 1x y .

Вот первые несколько квадратых чисел,
которые являются треугольными: 1, 36,
1225, 41616,… Эта задача была решена
еще Эйлером.

В общем случае задача отыскания чи-
сел, которые являются одновременно и
k-угольными, и l-угольными, сводится к
решению в целых числах уравнений вида

2 2ax by c. Такие уравнения хорошо
изучены, есть алгоритмы их решения.

В случае пространственных фигурных
чисел получаются уравнения выше вто-
рой степени; таким образом, задача силь-
но усложняется.

Пространственные фигурные числа
определяются аналогично плоским. На-
пример, тетраэдральные числа 1, 4, 10,
20,... имеют следующее геометрическое
представление:

А додекаэдральные числа 1, 20, 84,…
такое:

Когда
фигурные числа совпадают



Снова каждый следующий слой точек
получается из предыдущего увеличением
ребра многогранника на 1. На гранях n-го
слоя точки образуют n-е двумерное k-
угольное число с k, равным числу углов
грани.

Интересную историю имеет задача об
отыскании чисел, которые могут быть
представлены одновременно и в виде пи-
рамиды с квадратным основанием, и в
виде квадрата. Эта сложная задача изве-
стна как задача о пушечных ядрах.
Оказывается, ее единственным решени-
ем, кроме очевидного решения 1n , явля-
ется 2

70n .
Рассмотрим, когда кубическое число

является треугольным. Снова получаем
уравнение в целых числах:

31

2

n n
m ,

преобразовать которое можно так:
2 3

2 1 2 1n m .

Таким образом, мы приходим к задаче о
том, когда степени двух чисел отличаются
на 1, т.е. к знаменитой гипотезе Каталана
(а после 2002 года – теореме П.Михайлес-
ку), которая говорит, что единственными
решениями будут 1n m .

Красивую геометрическую интерпрета-
цию имеет задача о поиске тетраэдраль-
ных чисел nT , которые одновременно яв-
ляются додекаэдральными nD . Справед-
ливы следующие явные формулы для
этих чисел:

1 2

6
n

n n n
T ,

3 1 3 2

2
n

n n n
D ,

их доказательство оставим в качестве за-
дачи.

Можно заметить, что 3 1n -е тетраэд-

ральное число является 1n -м додека-
эдральным. Таким образом, в этом случае
задача оказалась совсем простой. Суть

того, почему 3 1 1n nT D
+ +

= , можно показать

геометрически. Сделаем это для n 6.
Разобьем каждую грань тетраэдра на

три трапеции:

Затем будем деформировать тетраэдр так,
чтобы каждая трапеция перешла в пра-
вильный пятиугольник:

Тогда каждая грань тетраэдра даст три
грани будущего додекаэдра. В итоге полу-
чим додекаэдр:

Проделав эту операцию с каждым сло-
ем, мы перейдем от тетраэдрального пред-
ставленая числа к додекаэдральному.

Материал подготовили Н.Панюнин,
А.Устинов
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3
;0

2
, где cos . Точка R лежит на

отрезке B Z , поэтому вектор PR
uuur

 равен

1tPB t PZ
uuuur uuur

 для некоторого t, и точка R

имеет координаты 
3 1

;
2 2

t
t .

Угол RON равен 30 , поэтому его тангенс
RN

ON
 равен 

1

3
. При этом ON OP PN

3 3

6 2
t . Отсюда 

1 1

33 3
2

2 6

t

t

,

т.е. 
2 3

3

t

t
. Далее, H = 2TR 2PN tg

2

3 1
2 1

2
2

3 1t . Подставляя

выражение  через t, получаем 2 12 4

3

t
H .

Но в то же время L = 12NR = 6(1– t), зна-

чит, 2 8 2

3

L
H .

В исходном положении минимальная вы-

сота H 0, а L 4. Когда L укорачивается до
3, высота готового октаэдра равна расстоя-

нию между гранями 
2

3
.

Для моделей тетраэдра, куба, додекаэдра,
изображенных на рисунке 1, зависимость

2
H L  имеет вид квадратного трехчлена

2 2
H aL bL c. Схема вывода формул та-
кая же, но вычисления более громоздкие.

Соберем в таблицу формулы для моделей
с ребром длины 1. В случае куба мы прене-
брегли размером d треугольной площадочки
(общая формула слишком длинная).

На рисунке 7 изображены графики зави-
симости H L  при условии, что длина обру-
ча minL  равна 1. Тетраэдру соответствует
желтая кривая, октаэдру – синяя, кубу –
зеленая, а додекаэдру – красная. Интересно,
что кривая зависимости H L  для тетраэд-
ра лежит на гиперболе, для октаэдра – на
параболе, а для куба и додекаэдра – на
эллипсе!

Следующий красивый факт позволяет уп-
ростить вычисления длин плоских сечений
многогранников. Сформулируем его в виде
упражнения.

Упражнение 1. Пересечем многогранник тремя
параллельными плоскостями, расстояния между
которыми равны. Докажите, что если внутри слоя
между крайними плоскостями нет вершин много-
гранника, то периметры сечений образуют ариф-
метическую прогрессию.

Этот факт позволяет заметить, что для
каждого тела на рисунке 1 длины всех трех
сечений совпадают.Упражнения

2. Посчитайте в уме длины обручей на кубе,
октаэдре и тетраэдре, если длина ребра равна
единице.

3. Будет ли держаться обруч на горизонталь-
ном сечении икосаэдра, если икосаэдр поставлен
a) на вершину, как наш куб; б) на ребро, как наш

тетраэдр; в) на грань, как
октаэдр и додекаэдр?

4. Вычислите зависимость
H от L для модели куба,
складывающейся из двух
Г-образных деталей.

Зная зависимость
H L , можно оценить
силу F, необходимую для
«расплющивания» моде-
ли обратно в плоскую

Рис. 7

(Начало см. на с. 30)
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заготовку. Работа по сплющиванию модели
на малую величину dH равна произведению
силы на перемещение, т.е. FdH. При этом
упругий обруч удлинится на малую величи-
ну dL. Чтобы сила F преодолела силу упру-
гости упрF , необходимо, чтобы упрF dL FdH.
Согласно закону Гука, сила упругости равна

0k L L , где k – коэффициент упругости
резинки, а 0L – ее «расслабленная» длина.
Итак, чтобы модель сложилась, необходимо
сжимать ее, выполняя условие

( )0
dH

k L L F
dL

- < . Математически величи-

на 
dH

dL
 – это производная H L . Если вы не

знакомы с понятием производной, то не

беда: геометрически величина 
dH

dL
– это тан-

генс угла наклона (крутизна) графика в

соответствующей точке. Чем круче график и
чем слабее натянутость обруча 0k L L , тем
легче сжать модель. Например, мы уже
говорили, что тетраэдр и октаэдр складыва-
ются более «капризно». Это связано, в час-
тности, с тем, что графики для них более
круты и суммарный «ход» резинки меньше.

Наша физическая модель весьма идеали-
зирована, поскольку мы пренебрегли и тол-
щиной объектов, и сопротивлением сгиба-
нию, и, самое главное, не учитывали силы
трения. Трение препятствует и расплющива-
нию, и росту. Аккуратно рассчитать трение
ребер модели друг о друга и трение обруча о
ребра и грани довольно сложно.

Именно из-за трения модели «застревают»
на полпути к сборке. Для уменьшения тре-
ния можно обклеить ребра модели скольз-
ким скотчем. Если резинка слишком тугая,
предотвратить смятие модели можно, сшив
центры заготовок ниткой, но не очень туго.

Упражнение 5. Собранную модель немного
расплющили, руки убрали, а модель не складыва-
ется. По ней легко щелкнули – и она сложилась.
Почему так происходит?

Надеемся, что читатель получит удоволь-
ствие и от постройки моделей, и от самостоя-
тельного вывода математических формул, и
от строгого обоснования физических выво-
дов. Предлагаем подумать о моделях для
других многогранников, не обязательно пра-
вильных.

Отметим, что существуют и другие спосо-
бы получать разнообразные самоскладыва-
ющиеся многогранники, используя резинки,
уголки, каркасы, стерженьки и т.п. В каче-
стве обзорной статьи по этим методам можно
порекомендовать статью [5].

Еще одно наблюдение. Довольно естествен-
но относиться к обручу на многограннике
как к окружности на сфере. В частности,
естественно обозначить буквой  отношение
длины обруча к высоте многогранника, ведь
для сферы это будет настоящее .

Упражнение 6. Вычислите  для тетраэдра,
октаэдра, честного куба и додекаэдра, а также
среднее арифметическое этих чисел.

Одни числа получатся заметно меньше
настоящего  (для тех многогранников, вы-
сотой которых является расстояние между
гранями), другие – больше. Однако среднее
арифметическое четырех наших «пи» отли-
чается от настоящего  меньше чем на 0,001!
Будем считать это совпадение залогом того,
что из разных видов геодезических мы выб-
рали именно те, которые нужно.Литература
1. Г.Штейнгауз. Математический калейдо-

скоп. – М.–Л.: Гостехиздат, 1949. – [Переизда-
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2. https: etudes.ru models steinhaus-dodecahedron
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geodesics
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Гравитациявнутри Земли иее физическиехарактеристики
Б.МУКУШЕВ

В ОСНОВЕ ТЕОРИИ ГРАВИТАЦИОН-
ного поля лежит открытый Ньютоном

закон всемирного тяготения. Этот закон гла-
сит: каждая из двух материальных точек
притягивается к другой с силой, направлен-
ной по прямой, соединяющей эти точки,
пропорциональной массе каждой точки, т.е.
пропорциональной произведению их масс, и
обратно пропорциональной квадрату рас-
стояния между ними. В векторном виде этот
закон записывается так:

1 2
12 123

12

m m
F G r

r

ur r
.

Здесь 12r
r

 – радиус-вектор массы 2m  относи-
тельно массы 1m , 12F

ur
 – сила тяготения массы

2m  к массе 1m  (очевидно, что 12 21F F
ur ur

),
11 2 26,67 10 Н м кгG  – гравитационная

постоянная. Эта формула пригодна также
для расчета тяготения тел со сферически
симметричным распределением масс (в част-
ности, однородных шаров).
Напряженностью g

r
 поля тяготения в дан-

ной его точке называется векторная величи-
на, равная силе, действующей на единичную
массу, помещенную в эту точку. Для поля
тяготения материальной точки или тела со
сферически симметричным распределением
массы (когда 21r  больше или равно радиусу
этой сферы) из закона тяготения имеем

21 1
213

2 21

F m
g G r

m r

ur
r r

.

Напряженность поля тяготения направлена
всегда к массе, создающей это поле.
В случае Земли напряженность поля тяго-

тения представляет собой ускорение свобод-
ного падения. Принимая Землю за шар мас-

сой М и радиусом R, получим формулу для
модуля ускорения свободного падения (или
ускорение силы тяжести) на любом расстоя-
нии r R от центра Земли:

2

M
g r G

r
.

Ускорение свободного падения к Земле на ее

поверхности равно 
2R

M
g G

R
.

Если поле тяготения создано не одной, а
несколькими массами, то напряженность
такого поля тяготения находится, согласно
принципу суперпозиции, как векторная сум-
ма напряженностей полей ig

r
, создаваемых

отдельными массами:

1 2
1

n

n i
i

g g g g g
r r r r r

… .

Рассмотрим гравитационное поле точеч-
ной массы m (рис. 1). Окружим ее вообра-
жаемой сферой радиусом R и подсчитаем
поток напряженности через поверхность этой
сферы. Для этого разобьем сферу на малые
участки площадью S, которые можно счи-
тать плоскими, вычислим поток через каж-
дый участок, потом найдем сумму этих пото-
ков. Условимся считать, что перпендикуляр
n
r
 к каждому из участков направлен изнутри

сферы наружу. Этот единичный вектор на-
зывается внешней нормалью к поверхности.
Напряженность поля точечной массы m на
поверхности постоянна ( 2g Gm R ) и на-
правлена в сторону, противоположную внеш-
ней нормали. Поток вектора напряженности
через сферу равен

2
4 4R g Gm.

Рис. 1. Гравитационное поле точечной массы
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Поток вектора напряженности не зависит от
радиуса сферы, а значит, и от формы поверх-
ности, внутри которой находится m. Если
поместить внутрь замкнутой поверхности
любой формы произвольно расположенные
точечные массы 1 2, , , km m m… , то, в соответ-
ствии с принципом суперпозиции, полный
поток напряженности через эту поверхность
будет равен

1

4

k

i
i

G m .

Это утверждение называется законом Гаус-
са. Если Землю считать шаром со сферичес-
ки симметричным распределением массы, то
гравитационный потенциал нашей планеты
выражается в таком виде:

M
r G

r
,

где r R, R – радиус Земли. Гравитацион-
ный потенциал – скалярная величина. Со-
гласно принципу суперпозиции, гравитаци-
онный потенциал в данной точке поля равен
алгебраической сумме гравитационных по-
тенциалов всех n материальных точек, со-
здающих это поле:

1 2

1 2 1

n
n i

n ii

m m m m
G G

r r r r
… .

Достаточно хорошо исследованы физичес-
кие параметры гравитационного поля Зем-
ли, Солнца и других планет в пространстве
Солнечной системы. Однако имеется очень
мало научных данных, характеризующих
гравитацию внутри Земли, хотя внутренние
физические характеристики Земли исследу-
ются уже более 300 лет. На основе теорети-
ческих и экспериментальных геофизических
исследований созданы многочисленные мо-
дели, в которых представлены предположи-
тельные значения плотности, давления, на-
пряженности гравитационного поля (уско-
рения силы тяжести) в зависимости от глу-
бины Земли (см. таблицу).

Рассмотрим ряд примеров, посвященных
анализу характеристик гравитационного поля
внутри Земли.
Пример 1. Докажите, что гравитационное

поле, создаваемое тонким сферическим сло-
ем, однородным по поверхностной плотнос-
ти, внутри сферы, окруженной этим слоем,
отсутствует.
Анализ. Рассмотрим шаровой слой, тол-

щина которого мала. Поместим в произволь-
ную точку внутри сферы точечную пробную
массу m (рис. 2). Выделим на поверхности

слоя площадку 1S , построим конус с верши-
ной в m и основанием 1S  и продолжим
боковую поверхность конуса до нового пере-
сечения со слоем. Эта поверхность «выре-
жет» из слоя площадку 2S . Нужно выбрать
площадки настолько малыми, чтобы соот-
ветствующие массы 1m  и 2m  по отношению
к пробной массе m можно было считать
точечными массами. Тогда m притягивается
этими массами силами

1
1 2

1

m m
F G

r
 и 2

2 2
2

m m
F G

r
.

Эти силы направлены в противоположные

Рис. 2. Пробное тело в гравитационном поле,создаваемом тонким сферическим слоем
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стороны. Поскольку 1S  и 2S  малы по
сравнению с площадью сферы, выделенные
участки можно считать плоскими. Тогда

2

1 1 1

2 2 2

S r m

S r m
. Приходим к выводу, что

1 2F F , т.е. равнодействующая сил взаимо-

действия m с массами 1m  и 2m  равна нулю.
Поскольку весь шаровой слой можно раз-
бить на пары элементов, обладающих этим
свойством, сила взаимодействия m со слоем
равна нулю и не зависит от положения точки
m внутри слоя. Следовательно, поле внутри
слоя отсутствует.
Пример 2. а) Считая, что Земля является

однородным жидким шаром плотностью
35500 кг м , определите давление в центре

Земли (теоретическая модель строится при
const). Вращением Земли пренебречь.

б) Постройте график изменения давления
внутри Земли в зависимости от расстояния до
ее центра, используя теоретическую модель.
На основе экспериментальных данных о дав-
лении Земли на различных глубинах, пред-
ставленных в таблице, постройте реальный
график изменения давления внутри Земли в
зависимости от расстояния до ее центра.
Анализ. а) Известно, что гравитационное

поле, создаваемое однородным по плотности
тонким сферическим слоем, внутри сферы,
окруженной этим слоем, отсутствует. Выде-
лим внутри Земли тонкий сферический слой,
концентричный земной поверхности и удален-
ный от центра планеты на расстояние х. Если
x – толщина слоя, примем, что x x= ,

чтобы поле тяготения в пределах слоя можно
было считать однородным. На малую площад-
ку S этого слоя действует сила тяготения,
направленная к центру и равная

3

2
2

4

43
3

x

G x x S
F G x x S

x
.

Давление, которое оказывает этот слой на
нижележащие слои, ровно

24

3
x

x
F

p G x x
S

.

Считаем, что Земной шар состоит из тонких
концентрических слоев. Тогда давление p x
на расстоянии r от центра можно предста-
вить как сумму давлений всех слоев:

2

0

4
lim

3 i

i i
x

i

p x G x x ,

где i – номер слоя и суммирование выполня-
ется для всех слоев, у которых ir x R
(R – радиус Земли). Получаем

2 2 2 24 2

3 3

R

r

p x G xdx G R r .

Давление в центре Земли равно

2 2 11 22
0 1,7 10 Н м 170 ГПа

3
p G R .

б) С помощью пакета прикладных про-
грамм Mathcad 15 построим теоретический и
экспериментальный графики изменения дав-
ления внутри Земли (рис. 3; красная и синяя
линии соответственно). В центре Земли экс-

периментальное значение давления равно
365,7 ГПа. Хотя вблизи поверхности Земли
теория и эксперимент согласуются, но на
большой глубине, вследствие быстрого рос-
та плотности, давление растет быстрее, чем
в теоретической модели Земли.
Пример 3. На основе экспериментальных

данных о плотности Земли на различных
глубинах, представленных в таблице, пост-
ройте теоретический и экспериментальный
графики изменения плотности Земли в зави-
симости от расстояния до ее центра.
Анализ. Опираясь на экспериментальные

данные, приходим к выводу, что плотность
Земли не постоянная величина – она с глу-
биной возрастает. Будем считать это возрас-
тание линейным, т.е. с расстоянием r от
центра Земли плотность меняется по закону

0r r, где 3
0 12800 кг м  – плот-

ность в центре Земли, 33100 кг мR –

плотность на ее поверхности, 0 – по-

стоянная величина. Вычисление дает

Рис. 3. Теоретический и экспериментальныйграфики изменения давления внутри Земли взависимости от расстояния до ее центра
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3 40
1,52 10 кг м

R

R
. Построим

график линейной зависимости плотности
Земли от расстояния до ее центра (красная
линия на рисунке 4) и график эксперимен-
тальных данных о плотности Земли на раз-
личных глубинах (синие квадратики).
Пример 4. Постройте график зависимости

ускорения силы тяжести g r   (или напря-
женности гравитационного поля) в поле тя-
готения Земли в зависимости от расстояния
до центра планеты. Плотность Земли счи-
тайте постоянной величиной.
Анализ. Уже говорилось о том, что одно-

родный шар вне себя создает такое поле
тяготения, как если бы вся его масса была
сосредоточено в центре. Таким образом, вне
Земли ускорение меняется по закону

2

M
g r G

r
. Поместим единичную пробную

массу в точку А на расстоянии r R от центра
(рис. 5). Как отмечалось в первом примере,

сила взаимодействия этой массы с окружаю-
щим ее сферическим слоем равна нулю.
Следовательно, пробная масса взаимодей-
ствует только с шаром, масса которого равна

3 3 34

3
m r r Mr R , где  – плотность,

M – масса, R – радиус Земли, и ускорение
в точке А равно

2 3 R

m r Mr r
g r G G g

Rr R
,

где r R и 2
2

9,81 м сR
M

g G
R

 – ускоре-

ние силы тяжести на поверхности Земли.

Таким образом, внутри Земли ускорение
меняется прямо пропорционально расстоя-
нию от центра планеты. А вне Земли

2

2 2R

m R R
g r G g

r r
, где r R.

Графики этих зависимостей представлены
на рисунке 6.

Формулу R

r
g r g

R
 для определения

ускорения силы тяжести внутри Земли в

условиях, когда плотность планеты считает-
ся постоянной, можно называть первой тео-
ретической моделью напряженности грави-
тационного поля внутри Земли. Опираясь на
экспериментальные данные (пример 3), мы
приходим к выводу о несостоятельности те-
оретической модели, которая была рассмот-
рена на примере 4. Плотность Земли не
постоянная величина, она в зависимости от
глубины возрастает, что будет учтено в сле-
дующей теоретической модели.
Пример 5. Нужно создать теоретическую

модель напряженности гравитационного поля

Рис. 4. Теоретический и экспериментальныйграфики плотности внутри Земли в зависимо-сти от расстояния до ее центра

Рис. 5. Взаимодействие между единичной проб-ной массой и шаром радиусом r

Рис. 6. Графики ускорения силы тяжести внут-ри (красная линия) и вне Земли (синяя линия)
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внутри Земли с учетом линейного возраста-
ния плотности Земли в зависимости от рас-
стояния до ее центра.
Анализ. Для оценочного расчета выберем

простейший линейный закон изменения плот-
ности (см. пример 3). Вычислим массу шара
радиусом r внутри Земли, центр которого
совпадает с центром Земли, r < R:

2
0 4m r r dV r r dr

3 0
4

3 4
r r C,

0 0m C,

 
2

02

4 3

3 4

m r G r
g r G r

r
.

Поскольку ср
2

4

3
R

GRM
g G

R
, получим

2
0 0

ср ср

3

4
R

r r
g r g

R R
.

Эта формула есть вторая теоретическая
модель напряженности гравитационного поля
внутри Земли. Исследуя эту функцию с
помощью пакета прикладных программ
Mathcad 15, можно получить графики, пред-
ставленные на рисунке 7. Зеленная линия
соответствует первой теоретической модели,
кривая красного цвета – второй теоретичес-
кой модели, синие квадратики – эксперимен-
тальные данные ускорения силы тяжести
внутри Земли. Заметим, что физические
характеристики второй теоретической моде-
ли напряженности гравитационного поля
внутри Земли более близки к результатам
эксперимента.

Пример 6. Постройте график потенциала
поля тяготения Земли в зависимости от рас-
стояния до центра планеты. Землю можно
считать однородным шаром.
Анализ. На тело массой m действует сила

3 3F r GmMr R  при r R (см. при-
мер 4). Эта сила направлена к центру Зем-

ли. Используем соотношение 
dU

F
dr

, где

U – потенциальная энергия тела в гравитаци-

онном поле Земли. Отсюда U r Fdr C,

или 3U r GmMrdr R C. Константа С

находится из граничного условия
U R GmM R. После подстановки полу-

чим 3 2C GmM R , следовательно,
2

1 3

2 2

mM r
U r G

R R
.

Поскольку потенциал гравитационного поля
численно равен потенциальной энергии тела
единичной массой, потенциал внутри Земли
запишем в таком виде:

2
1 3

2 2

M r
r G

R R
.

Известно, что при r R потенциал вне Зем-

ли равен 
M

r G
r

. Зависимости r

внутри и вне Земли показаны на рисунке 8.
На поверхности Земли потенциал гравита-

ционного поля равен 
M

R G
R

, а в цен-

тре Земли он равен 0 3
2

M
G

R
.

Рис. 7. Графики ускорения силы тяжести наразличных глубинах Земли в зависимости отрасстояния до ее центра
Рис. 8. График потенциала в поле тяготенияЗемли в зависимости от расстояния до центрапланеты
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С 10 по 17 июля 2023 года в Токио (Япония) проходила 53-я Международная олимпиада

школьников по физике (IPhO-2023). В этом самом престижном мировом состязании среди
учащихся средних школ приняли участие более 80 стран. Сборная России выступала под
олимпийским флагом, т.е. как сборная индивидуальных участников.

Россию представляли пять школьников, которые прошли многоэтапные испытания и
успешно выступили на национальных и международных состязаниях и отборах:

Вячеслав Бобков – Москва, школа 1589,
Роман Бурцев – Московская область,

Физико-технический лицей имени П.Л.Ка-
пицы,

Всеволод Доля – Московская область,
Физико–технический лицей имени П.Л.Ка-
пицы,

Александр Ершов – Московская область,
Физико-технический лицей имени П.Л.Ка-
пицы,

Егор Потапов – Москва, Школа Центра
педагогического мастерства.

Сборная России традиционно показала
высочайший результат и завоевала пять
золотых медалей.

Ниже приводятся условия задач теоре-
тического тура олимпиады.Слева направо: А.Ершов, В.Доля, Р.Бурцев, В.Бобков,Е.Потапов

Теоретический тур
Задача 1. Свойства коллоидных частиц

(10 баллов)
Наука о коллоидных системах полезна для

определения свойств частиц почвы, так как
основная их часть может быть рассмотрена
как коллоидные частицы микрометрового
размера. Например, броуновское движение
(случайные движения коллоидных частиц)
может быть использовано для измерения
размера частицы.

Часть A. Движение коллоидных частиц
(1,6 балла)

Рассмотрим одномерное броуновское дви-
жение коллоидной частицы массой М. Урав-
нение движения для скорости частицы v t
выглядит следующим образом:

внMv v t F t F t ,      (1)

где  – коэффициент, характеризующий
сопротивление, F t  – сила, возникающая

из-за случайных столкновений с молекулами

воды, внF t  – внешняя сила. В части А будем

считать, что вн 0F t .
А1. Рассмотрим ситуацию, когда молеку-

ла воды сталкивается с частицей в момент
времени 0t t  и передает импульс 0I . После
столкновения 0F t . Если до столкнове-
ния 0v t , то после столкновения

0

0

t tv t v e  для времен 0t t . Найдите 0v

и , используя 0I  и необходимые параметры
из выражения (1).

В следующем пункте вы можете выражать
ответы через .
А2. На самом деле происходит множество

столкновений молекул воды с частицей, одно
за другим. Столкновение с номером i переда-
ет импульс iI  и происходит в момент времени
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Рис. 1. Иллюстрации для части C

it . Найдите v t  при условии, что 0 0v .
Явно укажите неравенство для it , которое
должно быть выполнено для заданного t. В
листе ответов не обязательно указывать дан-
ный диапазон в выражении для v t .

Часть B. Эффективное уравнение дви-
жения (1,8 балла)

Предыдущие результаты показывают, что
скорости частицы v t  и v t могут рассмат-
риваться как некоррелированные случайные
величины при условии t t ? . Исходя из
этого, для описания одномерного броуновс-
кого движения можно предложить модель
случайных изменений скорости в каждый
временной интервал ? , т.е.

1n n nv t v t t t ,

где nt n  (n = 0, 1, 2, …) и nv  – случайная
величина. Эта случайная величина удовлет-
воряет условию

,
0,

0 ,n n m

C n m
v v v

n m
      (2)

где параметр C зависит от . Здесь X
обозначает среднее значение величины X.
Другими словами, если выбирать случайную
величину X бесконечное количество раз, то
среднее значение этой выборки будет X .

Рассмотрим смещение частицы

0x t x t x  для t N , где N – неко-

торое целое число.

B1. Найдите x t  и 
2

x t , результа-

ты выразите через C, , и t.

B2. Величина 
2

x t  называется средне-
квадратичным смещением. Эта величина
наблюдается в случае броуновского движе-
ния и в предельном случае 0. Можно

показать, что С  и 
2

x t t . Найди-

те численные значения  и .

Часть C. Электрофорез (2,7 балла)
Электрофорез – перенос заряженных час-

тиц в электрическом поле. Взвесь коллоид-
ных частиц массой M и зарядом Q ( 0)
помещается в узкий канал с поперечным
сечением A (рис. 1,a). Мы пренебрегаем
взаимодействием между частицами, влияни-
ем стенок, жидкости и ионов в ней, а также
гравитацией.

Если приложить однородное электричес-
кое поле напряженностью Е в направлении

оси x, частицы сдвигаются и их концентра-
ция n x  (количество частиц на единицу
объема) становится неоднородной (рис. 1,b).
Если затем электрическое поле E убрать, то
неоднородность со временем пропадает. Это
происходит из-за броуновского движения
частиц. Если n x  неоднородна, то количе-
ства частиц, переходящих слева направо и
справа налево, отличаются (рис. 1,c). Это
приводит к наличию потока частиц DJ x .
Последняя величина есть среднее количе-
ство частиц, которые имеют координату x и
движутся вдоль оси x, деленное на площадь
поперечного сечения и интервал времени.
Поток удовлетворяет соотношению

D
dn

J x D x
dx

,              (3)

где D – коэффициент диффузии.
Для простоты предположим, что одна по-

ловина частиц имеет скорость v, а вторая
половина имеет скорость v. Пусть 0N x  –
количество частиц, имеющих скорость v,
которые пересекают плоскость 0x  слева на-
право через единичную площадь в единицу
времени. Частицы со скоростями v, кото-
рые пересекут плоскость 0x  за временной
интервал , находятся в темной области
(см.рис. 1,c). Так как величина  мала, полу-

чаем, что 0 0 0
dn

n x n x x x x
dx

 в

этой области.

C1. Найдите 0N x , выразите через v, ,

0n x  и 0
dn

x
dx

.

Определим 0N x  по аналогии с 0N x

для скоростей v. Тогда полный поток

0 0 0DJ x N x N x . Согласно выра-

жению (2), 2v C.
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C2. Найдите 0DJ x , при необходимости

выразите через C, , 0n x  и 0
dn

x
dx

. Исполь-

зуя это и выражение (3), выразите D через

C и . Также найдите 
2

x t  через D и t.

Далее рассмотрим явления, связанные с
осмотическим давлением p. Оно находится

по формуле 
A

n
p RT nkT

N
, где AN  –

постоянная Авогадро, R – универсальная

газовая постоянная, T – температура,

A

R
k

N
– постоянная Больцмана. Рассмот-

рим неоднородную концентрацию, которая

образовалась под действием электрического
поля E (см. рис. 1,b). Так как n x  зависит
от x, то и p x  тоже. Сила, связанная с p x
и p x x , должна быть уравновешена
силой электрического поля E, действующей
на частицы (рис. 2). Здесь мы рассматрива-

ем малый интервал x, поэтому внутри этого
интервала можно считать n x  постоянным,

тогда как 
dn

n x x n x x x
dx

.

C3. Выразите 
dn

x
dx

 через n x , T, Q, E и k.

Теперь рассмотрим условие баланса пото-
ков. Кроме потока DJ x  из-за броуновского
движения, присутствует поток QJ x  из-за
наличия электрического поля. Он равен

QJ x n x u, где u – установившаяся ско-
рость частиц, движущихся под действием
поля.

C4. Для определения u будем использо-

вать выражение (1), в котором внF t QE.

Так как v t  флуктуирует, будем рассматри-

вать v t . Считая 0 0v  и 0F t ,

найдите v t  и получите limtu v t .

C5. Условие баланса потоков записывает-
ся как 0D QJ x J x . Выразите коэффи-
циент диффузии D через k,  и T.

Часть D. Среднеквадратичное смещение
(2,4 балла)

Предположим, что мы наблюдаем в воде
броуновское движение отдельной сферичес-
кой коллоидной частицы радиусом
a 5,0 мкм. На рисунке 3 показана гистог-
рамма смещений x, измеренных вдоль оси
x каждые 60t с. Коэффициент, характе-
ризующий сопротивления, равен 6 a ,

где 48,9 10 Па с – вязкость воды. Тем-

пература 25 CT .

D1. Оцените значение AN  с точностью до
двух значащих цифр, не используя тот факт,
что это постоянная Авогадро. Используйте
данные рисунка 3. Универсальная газовая
постоянная 8,31Дж К мольR . Не ис-
пользуйте значение постоянной Больцмана k
из таблицы констант. Имейте в виду, что вы
можете получить значение постоянной Аво-
гадро, отличное от табличного.

Теперь мы расширим модель из части B
так, чтобы она описывала движение частиц
с зарядом Q в электрическом поле E. Ско-
рость частицы теперь должна быть заменена
на nv t u v  1n nt t t , где nv  удовлет-

воряет выражению (2) и u – установившаяся
скорость.

D2. Выразите среднеквадратичное смеще-

ние 
2

x t  через u, D, и t. Получите

приближенные степенные выражения для
маленьких t и больших t. Кроме того, полу-
чите характерное время t , при котором

Рис. 3. Гистограмма для смещений

Рис. 2. Равенство сил
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Рис. 4. a) Движение плавающего микроба,b) одномерное движение микроба

Рис. 5. Среднеквадратичное смещение микроба

Рис. 6. a) Поверхностный заряд коллоиднойчастицы и противоионы, b) определение рас-стояния d
происходит изменение. Нарисуйте качествен-
ный график зависимости среднеквадратич-
ного смещения от времени в логарифмичес-
ких координатах. Укажите на нем положе-
ние t .

Рассмотрим теперь плавающего микроба
(рис. 4,a). Для упрощения будем использо-
вать одномерное движение (рис. 4,b). Счи-
таем, что это сферические частицы радиусом
a. Микроб плавает со скоростью либо 0u ,
либо 0u , знак выбирается случайно через
интервал времени 0, корреляция отсутству-
ет. Наблюдаемое движение есть комбинация
смещения из-за активного перемещения мик-
роба и смещения из-за броуновского движе-
ния.

D3. Рисунок 5 иллюстрирует среднеквад-

ратичное смещение 
2

x t  микроба. Для

маленьких, больших и промежуточных t

выполняются разные степенные законы. По-
лучите эти выражения для каждого диапазо-
на. Выразите выражения через D, 0u , 0 и t.

Часть E. Очистка воды (1,5 балла)
В этой части обсуждается очистка воды от

коллоидных частиц почвы при помощи до-
бавления электролитов с целью коагуляции
(слипания). Частицы почвы взаимодейству-
ют друг с другом силами Ван-дер-Ваальса и
электростатическими силами. Последние
учитывают как поверхностные заряды, так и
окружающие их заряды противоположного

знака (такие заряды называются противоио-
ны, а получившийся слой зарядов – это двой-
ной электрический слой (рис. 6,a)). В ре-
зультате потенциальная энергия взаимодей-
ствия между частицами на расстоянии d
(рис. 6,b) равна

2

2
dB kTA

U d e
d q

,

где A и B – положительные константы,  –
диэлектрическая проницаемость воды,  –
толщина двойного электрического слоя. Счи-
тая, что заряды ионов q, верно выражение

2
A2

kT

N q c
,

где c – молярная концентрация ионов.
E1. Добавление хлорида натрия (NaCl) в

суспензию приводит к коагуляции коллоид-
ных частиц. Определите минимальную кон-
центрацию NaCl, необходимую для коагуля-
ции. Достаточно рассмотреть две частицы в
отсутствие тепловых флуктуаций, т.е.

0F t  в уравнении движения (1). Считай-
те, что для данного потенциала конечная
скорость достигается мгновенно.

Задача 2. Нейтронные звезды (10 бал-
лов)

Мы обсудим стабильность тяжелых ядер и
оценим массу нейтронных звезд теоретичес-
ки и из экспериментальных данных.

Часть A. Масса и стабильность ядер
(2,5 балла)

Энергия покоя 2,m Z N c  ядра, состояще-
го из Z протонов и N нейтронов, меньше
суммы энергий покоя протонов и нейтронов,
далее будем называть их нуклонами, на
энергию связи ,B Z N . Здесь c – скорость
света в вакууме. Игнорируя малые поправ-
ки, мы можем приблизить энергию связи
суммой объемного вклада с коэффициентом

Va , поверхностного вклада с коэффициентом

Sa , электростатической (кулоновской) энер-
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гии с коэффициентом Ka  и симметрийного
слагаемого с коэффициентом симa  следую-
щим образом:

2 2, ,Nm Z N c Am c B Z N ,

 2 3, V SB Z N a A a A
22

K сим1 3

N ZZ
a a

AA
, (*)

где A Z N – массовое число, Nm  – масса
нуклона. При вычислениях используйте

15,8Va МэВ, 17,8Sa МэВ, K 0,711a МэВ

и сим 23,7a МэВ (1 МэВ 610  электрон-

вольт).
A1. При условии Z N определите значе-

ние A, при котором энергия связи на один
нуклон B A максимальна.

A2. Если A постоянно, зарядовое число
наиболее стабильного атома Z  можно опреде-
лить, максимизируя ,B Z A Z . При A = 197
вычислите Z , используя уравнение (*).

A3. Ядро с большим A может разделиться
на более легкие ядра, чтобы минимизировать
общую энергию покоя. Для простоты мы
рассмотрим только один способ деления, при
котором ядро с параметрами ,Z N  распада-

ется на два одинаковых ядра 2, 2Z N  . Это
возможно, если выполняется следующее со-
отношение между энергиями:

2 2, 2 2, 2m Z N c m Z N c .

Пусть это соотношение записано в виде

2
дел

K

SaZ A C
a

,

получите делC  с двумя значащими цифрами.

Часть B. Нейтронная звезда как гигант-
ское ядро (1,5 балла)

Очень тяжелые ядра с массовым числом

пA A , где пA  – пороговое значение, могут
оставаться стабильными относительно рас-
пада при достаточно большой гравитацион-
ной энергии связи.

B1. Будем считать, что N A и Z 0 при
достаточно больших A и что уравнение (*)
продолжает выполняться, если добавить к
нему гравитационную энергию связи. Грави-
тационная энергия связи равна

2

грав
3

5

GM
B

r
,

где NM m A – масса ядра, 1 3
0r r A  с коэф-

фициентом 15
0 1,1 10 м 1,1фмr  – радиус

ядра. Для гравитационной энергии связи
5 3

грав гравB a A  получите коэффициент гравa
в МэВ с одной значащей цифрой. Затем,
игнорируя поверхностный вклад в энергию,
оцените пA  с одной значащей цифрой. При

вычислениях используйте 2 939Nm c МэВ и
2
pG c Mh , где 2 221,22 10pM c МэВ и

197 МэВ фмch .

Часть C. Нейтронная звезда в двойной
системе (6,0 баллов)

Некоторые нейтронные звезды являются
пульсарами, испускающими электромагнит-
ные волны, которые мы для простоты будем
называть светом, с постоянным периодом.
Нейтронные звезды часто образуют двойные
системы с белыми карликами. Рассмотрим
конфигурацию звезд, показанную на рисун-
ке 7. Импульс света от нейтронной звезды N

движется к Земле E и проходит мимо белого
карлика W в двойной системе. Проводя
измерения с этими импульсами, можно точно
определить массу W, как это объясняется
дальше, с помощью чего можно оценить
массу N.

C1. Как показано на рисунке 8, поместим
двое одинаковых неподвижных часов в по-
ложения I и II, назовем их часы-I и часы-II,
разность высот этих часов h 0 , ускоре-
ние свободного падения g постоянно. Также
будем рассматривать такие же свободно па-
дающие часы-F. Будем считать, что изна-
чально наблюдатель находится с часами-F и
расположен на той же
высоте, что и часы-I, его
начальная скорость равна
нулю. Поскольку часы
одинаковые, при измере-
нии они дают одинаковые
промежутки времени

IF . Затем часы-F
начинают свободно падать.
Будем работать в свобод-

Рис. 7. Конфигурация с осью х вдоль линии,соединяющей N и Е, а) при x
N

0 и b) при
x
N

0

Рис. 8. Схемамысленного экс-перимента
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Рис. 9. Двойная звездная система

но падающей системе отсчета F, которую
считаем инерциальной. В этой системе отсче-
та часы-II пролетают мимо часов-F со скоро-
стью v, так что величину замедления време-
ни часов-II можно определить с помощью
преобразований Лоренца. Тогда для F, пока
проходит время I по часам-F, по часам-II
проходит время II. Выразите II через I

с точностью до членов первого порядка по
2c , где g h – разность гравитацион-

ных потенциалов, т.е. гравитационных энер-
гий, приходящихся на единичную массу.

C2. Если гравитационный потенциал ра-
вен , замедление времени приводит к изме-
нению эффективной скорости света эфc ,
измеряемой наблюдателем, находящимся на
бесконечности. Если 0r , эффек-
тивная скорость света с точностью до членов
первого порядка по 2c  равна

эф 2

2
1c c

c

с учетом эффектов изменения длины, кото-
рые не рассматривались в C1. При этом луч
света можно с достаточной точностью при-
близить прямой. Как показано на
рисунке 7,a, выберем ось x вдоль направле-
ния распространения света от нейтронной
звезды N к Земле E и поместим начало
координат x 0 в точке, где белый карлик W
ближе всего к световому лучу. Пусть

N 0x – x-координата N, E 0x  – коорди-
ната E и d – расстояние между W и световым
лучом. Найдите изменение времени распро-
странения света t от N к E, вызванное
белым карликом массой бкM , и упростите
полученный ответ, пренебрегая членами
высших порядков по следующим малым па-
раметрам: N 1d x = , E 1d x =  и

2
бк 1GM c d = . Если потребуется, исполь-

зуйте следующую формулу:

2 2

2 2 2 2

1
ln

2

dx x d x
C

x d x d x
.

C3. Как показано на рисунке 9, в двойной
системе N и W движутся по круговым орби-
там вокруг центра масс G в плоскости орби-
ты. Пусть  – угол наклонения орбиты,
измеряемый между плоскостью орбиты и
линией, направленной к E от G, L – рассто-
яние между N и W, бкM  – масса белого

карлика. Далее будем считать 1= . Мы
наблюдаем световые импульсы, распростра-
няющиеся от N к E далеко от N. Путь света
к E меняется со временем с изменением
конфигурации N и W. Время задержки
светового импульса на пути до E достигает
максимального значения maxt  при Nx L и
достигает минимального значения mint  при

Nx L (см. конфигурацию на рисунке 7,b).
Вычислите max mint t  в упрощенной фор-
ме, пренебрегая высшими порядками малых
параметров, указанных в C2. Заметим, что
вклады в задержку от звездных объектов,
отличных от W, сокращаются при вычисле-
нии разности max mint t .

C4. На рисунке 10 показана зависимость
наблюдаемого времени задержки от орби-

тальной фазы  для двойной звездной систе-
мы с 66 10L  км и cos 0,99989. Оцените

бкM  в единицах солнечной массы CM  и
приведите значение бк CM M  с одной знача-
щей цифрой. Вы можете использовать при-
ближенное значение 3

C 5GM c мкс.
C5. В двойной системе нейтронных звезд

звезды теряют энергию и момент импульса
за счет излучения гравитационных волн и в
конце концов сталкиваются и объединяются.
Для простоты будем рассматривать только
движение по окружности радиусом R с угло-
вой скоростью , тогда формула pR
выполняется для некоторой постоянной ,
которая не зависит ни от , ни от R, если не
учитывать релятивистские эффекты. Опре-
делите значение p.

C6. Амплитуда гравитационной волны от
двойной системы из C5 пропорциональна

2 2R . Рисунок 11 качественно показывает

Рис. 10. Наблюдаемое время задержки какфункция орбитальной фазы , задающей по-ложение двойной звезды на орбите
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зависимости гравитационных волн от време-
ни перед столкновением двух звезд. Выбери-
те наиболее подходящую зависимость из
a) – d).

Задача 3. Вода и предметы (10 баллов)
В данной задаче мы рассмотрим явления,

вызванные взаимодействием воды и предме-
тов, связанным с поверхностным натяжени-
ем. В части A изучается движение, а части B
и C посвящены статике. При необходимости
вы можете использовать факт, что если фун-
кция y x  удовлетворяет дифференциаль-
ному уравнению y x ay x  (a – положи-
тельная постоянная), то общее решение это-

го уравнения будет ax axy x Ae be ,
где A и B – произвольные постоянные.

Часть А. Слияние капель воды (2,0 бал-
ла)

Как показано на рисунке 12, мы рассмат-
риваем две стационарные сферические кап-

ли воды на поверхности из абсолютно несма-
чиваемого материала. Первоначально нахо-
дящиеся рядом две сферические капли воды
с одинаковыми радиусами помещены на по-
верхность; затем эти две капли сливаются
после касания друг друга и образуют боль-
шую сферическую каплю воды, которая нео-
жиданно подпрыгивает.

A1. Радиусы а обеих капель воды перед
слиянием равны 100 мкм. Плотность воды 
равна 3 31,00 10 кг м . Коэффициент поверх-

ностного натяжения  равен 2 27,27 10 Дж м .
Доля k от E (изменения поверхностной
энергии) преобразуется в кинетическую энер-

гию подпрыгивающей капли воды. Опреде-
лите начальную скорость подпрыгивания v
слившейся капли воды с точностью до двух
значащих цифр при 0,06k . В процессе
слияния объем воды не изменяется.

Часть B. Вертикальная пластина (4,5
балла)

Плоская пластина вертикально погружена
в воду. На рисунке 13 показаны формы
поверхности воды в случаях смачиваемой и

несмачиваемой пластин. Пренебрегайте тол-
щиной пластины. Поверхность пластины
совпадает с плоскостью yz, а горизонтальная
поверхность воды далеко от пластины совпа-
дает с плоскостью xy. Форма поверхности не
зависит от координаты y. Пусть x  – угол
между поверхностью воды и горизонтальной
плоскостью в точке ,x z  на поверхности
воды в плоскости xz. Здесь x  измеряется
по отношению к положительному направле-
нию оси x и вращение против часовой стрел-
ки считается положительным. Пусть x
равен 0 в точке контакта пластины с повер-
хностью воды (x 0). Далее 0 не меняется
вследствие свойств материала пластин. Плот-
ность воды  постоянна и коэффициент
поверхностного натяжения  одинаков. Ус-
корение свободного падения обозначим че-
рез g. Атмосферное давление 0p  предполага-
ется всегда неизменным. Определим форму
поверхности воды в несколько шагов. За-
метьте, что коэффициент поверхностного
натяжения измеряется в 2Дж м  или Н м.

B1. Рассмотрим смачиваемую пластину
(см. рис. 13,а). Атмосферное давление 0p
считается всегда постоянным. Заметим, что
давление воды p удовлетворяет неравен-
ствам 0p p  для z 0 и 0p p  для 0z .
Выразите p от z через , g, z, и 0p .

Рис. 11. Наблюдаемая зависимость от временидля гравитационных волн

Рис. 12. Слияние двух капель воды и подпрыги-вание слитой капли

Рис. 13. Вертикально погруженные в воду плас-тины: a) смачиваемая пластина, b) несмачива-емая пластина
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B2. Рассмотрим выделенный объем воды,
изображение которого затенено на
рисунке 14,a. Его сечение плоскостью xz
показано в виде заштрихованной области на
рисунке 14,b. Пусть 1z  и 2z  соответственно
координаты левого и правого краев границы
(поверхность воды) между объемом воды и
воздухом. Получите горизонтальную компо-
ненту (компоненту x) силы xf , которая дей-
ствует на выделенный объем воды из-за
давления, на единицу длины вдоль оси y,
выразив ее через , g, 1z  и 2z . Заметьте, что
атмосферное давление 0p  не создает горизон-
тальной силы, действующей на этот объем
воды.

B3. Сила поверхностного натяжения, дей-
ствующая на объем воды, уравновешивается
силой xf , которая обсуждалась в B2. Обозна-
чим соответственно через 1 и 2 углы между
поверхностью воды и горизонтальной плос-
костью на левом и правом краях. Выразите

xf  через , 1 и 2.
B4. Следующее уравнение выполняется в

произвольной точке ,x z  на поверхности
воды:

1
cos const

2

a
z

x
l

.

Определите показатель степени a и выразите
постоянную l через  и . Заметьте, что это
уравнение выполняется независимо от того,
является пластина смачиваемой или несма-
чиваемой.

B5. В уравнении в разделе B4 мы предпо-
лагали, что изменения положения поверх-
ности воды небольшие. Разложите cos x
по z x  до второго порядка. Затем, диффе-
ренцируя полученное уравнение по x, полу-
чите дифференциальное уравнение, которо-
му удовлетворяет z x . Решите это диффе-
ренциальное уравнение и определите z x
при 0x , выразив его через 0tg  и l. Заметь-

те, что вертикальные направления на рисун-
ках 13 и 14 увеличены для большей нагляд-
ности и они не удовлетворяют условию

1z x = .

Часть C. Взаимодействие двух стержней
(3,5 балла)

Одинаковые стерж-
ни A и B, сделанные
из одинакового ма-
териала и плаваю-
щие параллельно
друг другу на
поверхности воды,
находятся на одина-
ковом расстоянии от

оси y (рис. 15).
C1. Как показано на рисунке 16, обозна-

чим координаты по оси z через az  и bz  в точках
контактов между стержнем B и поверхнос-
тью воды, а также соответствующие углы

обозначим a и b. Определите горизонталь-
ную компоненту силы xF , действующую на
стержень B, на единицу длины вдоль оси у,
выразив ее через a, b, az , bz , , g, и .

C2. Определим координату z поверхности
воды в средней точке между двумя стержня-
ми в плоскости как 0z . Выразите силу xF ,
полученную в разделе C1, не используя a,

b, az , и bz .
C3. Пусть ax  – координата точки контакта

поверхности воды и стержня B слева от
стержня. Используя дифференциальное урав-
нение, полученное в разделе B4, выразите
координату уровня воды 0z  в точке посереди-
не между этими двумя стержнями A и B через

ax  и az . Вы можете использовать постоянную
l, введенную в разделе В4.

Публикацию подготовил М.Есин

Рис. 15. Два стержня Аи В, плавающие на по-верхности воды

Рис. 14. Выделенный объем воды вблизи ееповерхности: a) вид в изометрии, b) вид вразрезе

Рис. 16. Вертикальное сечение двух стержней,плавающих на поверхности воды
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Физика
9 класс

1. Пловец трижды переплывает реку. Дви-
жение пловца прямолинейное. Скорость
пловца в подвижной системе отсчета, связан-
ной с водой, во всех заплывах одинакова по
модулю. В двух пер-
вых заплывах A – точ-
ка старта, B – точка
финиша (рис. 1; v –
неизвестная скорость
течения реки). Шири-
на реки AC d 50 м, снос, т.е. расстояние,
на которое пловец смещается вдоль реки к
моменту достижения противоположного бе-
рега, CB L 120 м. Продолжительность
первого заплыва 1 100T с, продолжитель-
ность второго заплыва 2 240T c.

1) Найдите скорости 1v  и 2v  пловца в
лабораторной системе отчета в первом и
втором заплывах.

2) Найдите скорость v течения реки.
В третьем заплыве пловец стартует из точки

А и движется так, что снос наименьший.
3) На каком расстоянии s от точки В выше

по течению финиширует пловец в третьем
заплыве?
2. Футболист на тренировке наносит уда-

ры по мячу, лежащему на горизонтальной
площадке, и направляет мяч к вертикальной
стенке. После абсолютно упругого соударе-
ния со стенкой на высоте h 5,4 м мяч падает
на площадку. Расстояние от точки старта до
стенки в 3 раза больше расстояния от стенки
до точки падения мяча на площадку.

1) Найдите наибольшую высоту Н, на
которой мяч находится в полете.

2) Через какое время 1t  после соударения
со стенкой мяч упадет на поле?

Допустим, что в момент соударения мяча
со стенкой на той же высоте h стенка движет-
ся навстречу мячу. Расстояние между точка-
ми падения мяча на поле в случаях, когда
стенка покоится и стенка движется, d 1,8 м.

3) Найдите скорость u стенки в момент
соударения.

Физико-математическая олимпиада«Физтех»
Ускорение свободного падения 210 м сg .

Сопротивление воздуха пренебрежимо мало.
Соударения мяча со стенкой абсолютно уп-
ругие. Траектории мяча лежат в вертикаль-
ной плоскости, перпендикулярной стенке.
3. Однородный стержень удерживается на

шероховатой наклонной плоскости горизон-
тальной нитью, при-
крепленной к стерж-
ню в его наивысшей
точке (рис. 2). Сила
натяжения нити
Т 17,3 Н. Угол меж-
ду стержнем и плоско-
стью прямой. Наклонная плоскость образует
с горизонтальной плоскостью угол 30 .

1) Найдите массу стержня.
2) Найдите силу трF  трения, действующую

на стержень.
3) При каких значениях коэффициента

трения скольжения  стержень будет нахо-
диться в покое?

Ускорение свободного падения 210 м сg .
4. Воду объемом V 1 л нагревают на

электроплитке. Начальная температура воды

0 16 Ct% . Сопротивление спирали электро-
плитки R  25Ом, напряжение источника
U 100 B. Зависимость мощности P тепло-
вых потерь от
времени t пред-
ставлена на гра-
фике (рис. 3).

1) Найдите
мощность нагре-
вателя нP .

2) Найдите
температуру 1t%  воды через Т 180 с после
начала нагревания.

Плотность воды 31000 кг м , удельная
теплоемкость воды 4200 Дж кг Сc .
5. В электрической цепи, схема которой

представлена на рисунке 4, четыре резисто-
ра, у двух из которых сопротивление по
30 Ом, у двух других сопротивление по
60 Ом. Сопротивление амперметров пренеб-
режимо мало. После подключения к клем-

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3
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Рис. 6

Рис. 7

мам А и В источника постоянного напряже-
ния показания амперметров оказались раз-
личными. Большее показание 1 2AI .

1) Найдите показание 2I  второго амперметра.
2) Какова мощность Р источника?10 класс
1. Футболист наносит удар по мячу, лежа-

щему на горизонтальной площадке. Вектор
начальной скорости мяча образует угол

45  с горизонтальной плоскостью. Гори-
зонтальное перемещение мяча за время поле-
та L 20 м.

1) Найдите начальную скорость 0v  мяча.
Если футболист направляет мяч под раз-

личными углами к горизонту из той же точки
с начальной скоростью 0v  к высокой верти-
кальной стенке, то наибольшая высота, на
которой происходит соударение мяча со стен-
кой, равна H 3,6 м.

2) На каком расстоянии s от точки старта
находится стенка?

Ускорение свободного падения 210 м сg .
Мяч движется в плоскости, перпендикуляр-
ной стенке. Сопротивление воздуха считайте
пренебрежимо малым.

2. Лента транспортера, предназначенного
для подъема грузов, образует с горизонталь-

ной плоскостью угол
 такой, что

sin 0,6 (рис. 5).
В первом опыте не-
большую коробку
ставят на покоящу-
юся ленту транспор-
тера и сообщают ко-
робке начальную

скорость 0 6 м сv . Коэффициент трения
скольжения коробки по ленте 0,5. Дви-
жение коробки прямолинейное.

1) Какой путь s пройдет коробка в первом
опыте к моменту времени T 1 с?

Во втором опыте коробку ставят на ленту
транспортера, движущуюся со скоростью

1 м сu , и сообщают коробке скорость

0 6 м сv .

2) Через какое время 1T после старта ско-
рость коробки во втором опыте будет равна

1 м сu ?
3) На каком расстоянии L от точки старта

скорость коробки обратится в ноль во втором
опыте?

Ускорение свободного падения 210 м сg .
Все кинематические величины измерены в
лабораторной системе отсчета.

3. Санки дважды разгоняют из состояния
покоя до одной и той же кинетической энер-
гии K на одинаковых участках пути. В
первом случае санки тянут, действуя посто-

янной по модулю си-
лой, направленной под
углом  к горизонту
(рис. 6). Во втором
случае такая же по

модулю сила, приложенная к санкам, на-
правлена горизонтально. После достижения
кинетической энергии K действие внешней
силы прекращается.

1) Найдите коэффициент  трения сколь-
жения санок по горизонтальной поверхности.

2) Найдите перемещение s санок в процес-
се торможения до остановки.

Ускорение свободного падения g. Санки
находятся на горизонтальной поверхности.
Движение санок прямолинейное.

4. Тепловой двигатель работает по циклу
1–2–3–1. Рабочее вещество – один моль
одноатомного идеального газа. Для вычис-
ления КПД цикла ученик десятого класса
построил график зависимости молярной теп-
лоемкости C газа (в единицах универсаль-
ной газовой постоянной) от температуры в
процессах: 1–2, 2–3, 3–1(рис. 7). Темпера-
тура газа в состоянии 1 равна 1 200T К,
универсальная газовая постоянная

8,31Дж моль КR .
1) Найдите работу 31A  внешних сил над

газом в процессе 3–1.

Рис. 4

Рис. 5



Э К З А М Е Н А Ц И О Н Н Ы Е  М А Т Е Р И А Л Ы 51

2) Найдите КПД  цикла.
3) Постройте график цикла в координатах

1 1,p p V V , где 1p  и 1V – давление и объем в
состоянии 1. Для построения графика вос-
пользуйтесь рисунком 8, где точка 1 на гра-
фике соответствует состоянию 1 газа в цикле.

5. Четыре заряженных шарика связаны лег-
кими нерастяжимыми нитями так, что шарики
находятся в вершинах квадрата со стороной а
(рис. 9). Cила натяжения каждой нити T.

1) Найдите абсолютную величину q  заря-
да каждого шарика.

Одну нить пережигают.
2) Найдите кинетическую энергию K любого

выбранного вами шарика в тот момент, когда
шарики будут находиться на одной прямой.

3) На каком расстоянии d от точки старта
будет находиться в этот момент любой из
двух шариков, изначально расположенных
вверху (на рисунке)?

Электрическая постоянная 0 . Действие
сил тяжести считайте пренебрежимо малым.

11 класс
1. Мотоциклист массой (вместе с мотоцик-

лом) m 300 кг движется с постоянной ско-
ростью и затем разгоняется на прямолиней-
ном горизонтальном участке дороги так, что
мощность, передаваемая от двигателя на
ведущее колесо, остается постоянной. Гра-
фик зависимости скорости от времени при

разгоне показан на рисунке 10. В конце
разгона сила сопротивления движению рав-
на к 405F Н.

1) Используя график, найдите ускорение
мотоцикла при скорости 1 27 м сv .

2) Найдите силу сопротивления движению

1F  при скорости 1v .
3) Какая часть мощности, передаваемой на

ведущее колесо, идет на преодоление силы
сопротивления движению при скорости 1v ?

Требуемая точность численного ответа на
первый вопрос ориентировочно 10%.

2. Герметичный вертикальный цилиндри-
ческий сосуд объемом V разделен тонким
невесомым теплопроводящим герметичным
поршнем (диск, соосный с сосудом) на две
равные части. Поршень может перемещаться
без трения. В верхней части цилиндра на-
ходится азот, а в нижней – вода и углекис-
лый газ. В начальный момент система была
в равновесии при комнатной температуре

0T . При этом жидкость занимала объем 4V .
Затем цилиндр медленно нагрели до

04 3 373T T К. Установившийся объем
его верхней части стал равен 6V . По
закону Генри, при заданной температуре
количество  растворенного газа в объеме
жидкости w пропорционально парциаль-
ному давлению p газа: kpw. Объем
жидкости при этом практически неизме-
нен. Для углекислого газа константа Генри
для данной комнатной температуры

3 3
0,6 10 моль м Паk . При конечной

температуре Т углекислый газ в воде практи-
чески не растворяется. Можно принять, что

33 10 Дж мольRT , где R – универсаль-
ная газовая постоянная. Давлением водя-
ных паров при комнатной температуре и
изменением объема жидкости в процессе
нагревания пренебречь. Все газы считать
идеальными.

Рис. 8

Рис. 9

Рис. 10
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1) Найдите отношение количеств вещества

в газообразном состоянии в верхней и ниж-
ней частях цилиндра до нагревания.

2) Определите конечное давление в сосуде
р. Ответ выразите через атмp  (нормальное
атмосферное давление) с числовым коэффи-
циентом в виде обыкновенной дроби.

3. Три проводящие плоские мелкие сетки
находятся друг напротив друга на расстоя-
ниях d и 3d  (рис. 11). Размеры сеток значи-

тельно больше d. Изначально сетки не заря-
жены. К сеткам подсоединили источники с
напряжениями 1 2U U и 2U U. Частица
массой m и зарядом q 0 движется по на-
правлению к сеткам и перпендикулярно сет-
кам, имея скорость 0v  на расстоянии от сеток,
намного большем их размеров. Частица про-
летает через сетки, не отклоняясь от прямо-
линейной траектории. Заряд q намного мень-
ше модуля зарядов сеток.

1) Найдите модуль ускорения частицы в
области между сетками 2 и 3.

2) Найдите разность 3 2K K , где 2K  и 3K –
кинетические энергии частицы при пролете
сеток 2 и 3.

3) Найдите скорость частицы в точке А на
расстоянии 2 3d  от сетки 2.

4. Параметры цепи указаны на рисун-
ке 12, все элементы идеальные. Ключ ра-
зомкнут, режим в цепи установился. Затем
ключ замыкают.

1) Найдите ток 20I  через резистор сопро-
тивлением 2R при разомкнутом ключе.

2) Найдите скорость возрастания тока в
катушке индуктивностью L сразу после за-
мыкания ключа.

3) Какой заряд протечет через резистор
сопротивлением 2R при замкнутом ключе?

Ответы дайте с числовыми коэффициента-
ми в виде обыкновенных дробей.

5. Оптическая система состоит из двух
призм с показателями преломления 1n  и 2n  и
находится в воздухе с показателем прелом-
ления в 1,0n . Точечный источник света S
расположен на расстоянии a 200 см от сис-
темы и рассматривается наблюдателем так,
что источник и глаз наблюдателя находятся
на прямой, перпендикулярной наружным
поверхностям призм (рис. 13). Угол

0,05 рад можно считать малым, толщина
h 9 см. Толщина призмы с показателем
преломления 2n  на прямой «источник–глаз»
намного меньше h. Отражения в системе не
учитывать.

1) Считая 1 в 1,0n n , 2 1,6n , найдите,
на какой угол отклонится системой луч,
идущий от источника перпендикулярно ле-
вой грани системы.

2) Считая 1 в 1,0n n , 2 1,6n , найдите
расстояние между источником и его изобра-
жением, которое будет видеть наблюдатель.

3) Считая 1 1,8n , 2 1,6n , найдите, на
каком расстоянии от источника будет его
изображение, которое увидит наблюдатель.

Публикацию подготовили
В.Бабинцев, Л.Колдунов, В.Плис,

В.Усков, В.Чивилёв, И.Юдин, Ю.Юрьев

Рис. 12

Рис. 13
Рис. 11
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17. Можно ли какой-нибудь пятиугольник
разрезать на три равносторонних треугольни-
ка (не обязательно равных)?

Е.Бакаев

18. Десятизначное число не содержит нулей
и обладает такими свойствами: между любыми
двумя единицами (если таковые имеются) рас-
положено не менее одной другой цифры, меж-
ду любыми двумя двойками (если таковые
имеются) расположено не менее двух других
цифр и так далее, вплоть до девяток. Найдите
наибольшее и наименьшее числа, удовлетворя-
ющие этим условиям (ответ объясните).

И.Акулич

19. Длина стороны куба равна n. Каждая
грань куба разделена сеткой на квадраты со
стороной 1. Муравей сидит в одной из вершин

куба и хочет проползти по
поверхности куба по лини-
ям сетки в противополож-
ную вершину. При этом дли-
на маршрута муравья долж-
на быть равна 3n. Сколько
существует различных та-
ких маршрутов? (На рисунке показан пример
маршрута для n 5.)

В.Расторгуев

20. На прямой l, лежащей в плоскости,
отмечены n точек. При каких n на этой плоско-
сти гарантированно можно выбрать единич-
ный отрезок и ввести декартовы координаты
так, чтобы у каждой отмеченной точки хотя бы
одна из координат была целой и чтобы при
этом ни одна из осей координат не была парал-
лельна l?

Е.Бакаев

О Т В Е Т Ы ,  У К А З А Н И Я ,  Р Е Ш Е Н И ЯКонкурс имени А.П.Савина
(см. «Квант» №10)

5. Они равны.
Обруч состоит из частей, плотно прилегающих к
угловым бочкам, и частей между точками, где
соседние бочки касаются обруча (рис. 1). Части

второго вида рав-
ны (расстоянию
между центрами
соседних бочек),
в треугольнике их
по 4 на трех сто-
ронах, а в квад-

рате по 3 на четырех сторонах – поровну. Части
первого вида, если их соединить, и в случае
треугольника, и в случае квадрата образуют коль-
цо вокруг одной бочки.
6. Нельзя.
Предположим противное и рассмотрим первый
момент, когда в одном из стаканов стало поров-
ну молока и кофе. Так как всего напитков поров-

ну, то и во втором стакане их поровну. Всего
молока и кофе 4 3 стакана, поэтому оба стакана
не пустые. Но тогда до переливания во втором
стакане также было поровну кофе и молока –
раньше первого такого момента!
7. 63 фигурки первого типа и по 0 фигурок
второго и третьего типа или 55 фигурок первого
типа и по 3 фигурки второго и третьего типа.
Пусть x, y, y — количества фигурок первого,
второго и третьего типа соответственно. Общее
количество клеток в фигуре равно 2 2

15 4 3− ⋅ =

225 36 189= − = , с другой стороны, оно равно
3 4 4x y y+ + . Отсюда сле-
дует, в частности, что 8y
делится на 3, а значит, и
y делится на 3.
Отметим некоторые клет-
ки, как показано на ри-
сунке 2.
Заметим, что в одной
фигурке не может быть
двух отмеченных клеток.

Рис. 1

Рис. 2
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Физико-математическаяолимпиада «Физтех»Математика
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Вариант 1

1. 
26 372 7 .

Чтобы произведение abc было минимальным,
числа a, b, c не должны иметь простых делите-

Следовательно, общее количество фигурок не
меньше количества отмеченных клеток, т.е.
2 60x y+ ≥ .

Получаем
( )2 189 3 2 189 3 60 9y x y= − + ≤ − ⋅ = .

Итак, y не превосходит 4 и делится на 3. Следо-
вательно, y равно 0 или 3.
Случаи 63x = , 0y =  и 55x = , 3y =  возможны –
см. рисунки 3 и 4 (прямоугольник 2 3×  легко
разрезается на две фигурки первого типа).

8. а) Да, всегда.
Пусть изначально Петя загадал число a.
Первое решение. Пусть Вася в качестве догадок

называет числа ( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 , ,f f f …
 где ( ) 3 2f x x=

при четных x и ( ) ( )1 2f x x= −  при нечетных x:

0, 0, 3, 1, 6, 2, 9, 3, 12, ...

Рассмотрев два случая, покажем, что если a
неотрицательно, то Вася отгадает число после
четного числа увеличений, а если отрицатель-
но – то после нечетного.
После x увеличений, где x четно, Петино число
будет равняться a x+ , а Васино будет равняться
3 2x . Эти числа равны при 2x a= , т.е. при не-
отрицательном a Вася отгадает число после 2a
увеличений.
После x увеличений, где x нечетно, Петино чис-
ло будет равняться a x+ , а Васино будет рав-
няться ( )1 2x − . Эти числа равны при 1 2x a=− − ,
т.е. при отрицательном a Вася отгадает число
после 1 2a− −  увеличений.
Второе решение. Вася на каждом шаге знает,
сколько увеличений сделал Петя. Он может «сде-
лать поправку» на эти увеличения и перебрать
все возможные значения a. Пусть функция ( )s x
при целых неотрицательных x перечисляет все
целые числа в любом порядке, например

0, –1, 1, –2, 2, –3, 3, –4, 4,...

Тогда пусть Вася говорит числа ( )s x x+ :

0, 0, 3, 1, 6, 2, 9, 3, 12,...

Заметим, что это рассуждение привело к такой
же последовательности, какая была в первом
решении. Но при другом выборе функции s

последовательность Васи получилась бы, конеч-
но, другой.
б) Нет.
Предположим, у Васи есть стратегия, т.е. Вася в
конце последовательности догадок называет чис-
ло a и обязательно угадывает. Но если Петя
сделает свое последнее действие другим (вместо
увеличения будет уменьшать и наоборот), то
Вася ошибется.
в) Да, всегда.
Пусть изначально Петя загадал число a.
Первое решение. Пусть Вася в качестве догадок
называет числа ( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 , ,f f f …  где ( ) 3 2f x x=

при четных x и ( ) ( )1 3 2f x x= − −  при нечетных x:
0, –2, 3, –5, 6, –8, 9, –11, 12,...

Рассмотрев два случая, покажем, что если a
неотрицательно, то Вася отгадает число после
четного числа увеличений, а если отрицатель-
но – то после нечетного. При положительном a
Петя будет только увеличивать числа, пока Вася
не отгадает его число, а при отрицательном —
только уменьшать.
После x изменений числа, где x четно, Петино
число будет равняться a x+ , а Васино будет
равняться 3 2x . Эти числа равны при 2x a= , т.е.
при неотрицательном a Вася отгадает число пос-
ле 2a увеличений.
После x изменений числа, где x нечетно, Петино
число будет равняться a x− , а Васино будет
равняться ( )1 3 2x− − . Эти числа равны при

1 2x a=− − , т.е. при отрицательном a Вася отга-
дает число после 1 2a− −  увеличений.
Второе решение. Вася на каждом шаге знает,
какие догадки он делал до этого, и он может
назвать такую догадку, чтобы отгадать на этом
шаге число, при условии, что изначально задан-
ное Петей число равно именно a.
Пусть функция ( )s x  при целых неотрицательных
x перечисляет все целые числа в любом порядке,
например

0, –1, 1, –2, 2, –3, 3, –4, 4,...

И пусть Вася после x изменений числа говорит,
что получилось бы у Пети, если бы изначально
было загадано число ( )s x .

Рис. 3 Рис. 4
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лей, отличных от 2 и 7. Пусть 1 12 7a , 2 22 7b ,

3 32 7c  (показатели всех степеней – целые нео-
трицательные числа). Тогда 1 2 3 1 2 32 7abc .
Рассмотрим отдельно делимость на 2 и на 7.
1) Из того, что ab делится на 14

2 , следует, что

1 2
14. Аналогично, 2 3 17 и

1 3 20. Сложив эти три неравенства и раз-
делив пополам, получаем 1 2 3
14 17 20

25,5
2

. Значит, 1 2 3 26.

Покажем, что значение 1 2 3 26 достига-

ется. Для этого возьмем 1 8, 2
6, 3 12

(эти значения могут быть получены как решения
системы уравнений 1 2 14, 1 3 20 и

2 3 18).
2) Из того, что ac делится на 377 , следует, что

1 3 37. Заметим, что 1 2 3 1 3

37, причем 1 2 3 может равняться 37,

если, например, 1 18, 2
0, 3 19.

Так как минимум каждой из сумм 1 2 3,

1 2 3 не зависит от другого, то и минималь-

ное значение abc равно 1 2 3 1 2 3min min
2 7

26 37
2 7 .

2. 8.

Пусть 2 2
НОД 6 ;d a ab b a b . Так как

2 2 2
6 7a ab b a a b ab b a a b

2 2
7 7 8ab b a a b b a b b , т.е. 2

8b
2 2

6 7a ab b b a a b , из этого равен-

ства следует, что 2
8b  делится нацело на d.

Аналогично доказывается что 28a  делится наце-

ло на d. Поэтому 
2 2

НОД 8 ;8d b a
2 2

8 НОД ; 8a b , так как числа a и b взаимно

просты и НОД ; 1a b . Докажем, что значение

d 8 может достигаться. Для этого достаточно

взять a 1, b 7 – при этом дробь равна 
8

1
8

.

3. AB 8.
Пусть точки D и E – центры  и  соответствен-
но (рис. 5), а точки K и M – проекции точки E
на прямые CD и AB соответственно. Так как 
касается прямой AB в точке C, то 90KCM ;

тогда в четырехугольнике CMEK три угла пря-
мые, и он прямоугольник. Обозначим 8AB x,
ME y. Диаметр, перпендикулярный хорде, де-
лит эту хорду пополам, поэтому M – середина

AB; тогда 
1

4
2

BM AB x, EK CM BM BC

1
4 3

8
BM AB x x x  и DK DC CK

1DC EM y. Запишем теорему Пифагора

для треугольников BEM и DEK и решим полу-
ченную систему уравнений:

2 2 2

2 2 2

4 5 ,

1 3 5

x y

y x

2
2

2
2

25
,

16 16

225 9
1 2 25

16 16

y
x

y
y y

2
2

2

25
,

16 16

7 32 159 0.

y
x

y y

Последнее уравнение имеет одно положительное
решение y 3; отсюда x 1 и AB 8x 8.

4. 
2

7
x .

Заметим, что правая часть уравнения есть раз-
ность подкоренных выражений в левой части

уравнения. Обозначим 22 5 3u x x ,

22 2 1v x x . Тогда 2 2
2 7x u v , и урав-

нение принимает вид

2 2u v u v

, 1 0u v u v u v  1u v .

Первое уравнение имеет единственное решение
2

7
x  (принадлежащее области допустимых зна-

чений). Покажем, что левая часть второго урав-

нения 2 22 5 3 2 2 1 1x x x x  больше

правой при всех допустимых значениях x (что
означает, что у уравнения нет решений). Если

22 2 1 1x x , то утверждение очевидно. Рас-

смотрим случай, когда 22 2 1 1x x . Это

выполняется при 2
0 2 2 1 1x x , т.е. при

1;0x . При таких значениях аргумента

2
2 5 0x x , поэтому 22 5 3 3x x  иРис. 5
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2 22 5 3 2 2 1 1x x x x . Итак, уравнение

имеет единственное решение 
2

7
x .

5. 2986.
Запишем исходное условие на координаты точек

1 1;A x y  и 2 2;B x y  в виде 2 2 1 12 12 2x y x y .

Так как координаты точек 1 1;A x y  и 2 2;B x y

являются целыми числами, то левая и правая

части этого равенства могут принимать только

целочисленные значения k. Пара точек 1 1;A x y ,

2 2;B x y  с целочисленными координатами удов-

летворяет условию тогда и только тогда, когда

они лежат на параллельных прямых 2y x k

и 2 12y x k  соответственно.
Далее найдем подходящие значения параметра
k. Стороны OP и QR параллелограмма лежат на
прямых 2y x и 2 30y x , поэтому они па-
раллельны прямым 2y x k и 2 12y x k .
Эти прямые пересекают параллелограмм при
0 30k  и 0 12 30k , поэтому 0;18k .
Выясним количество точек с целочисленными
координатами на каждой из прямых вида

2y x b. Если b четное, т.е. 2b l, то получа-
ем прямую 2y x l . При любом целом x
получится целое значение y, а чтобы точка ока-
залась внутри параллелограмма, нужно, чтобы
0 24 12y l x l. При любом l этому
неравенству удовлетворяет 13 целых значений x.
Если b нечетное, т.е. 2 1b l , имеем

23 1
0 2 2 1 24

2 2
x l l x l . Учиты-

вая, что x ¢, получаем 11l x l – всего 12

целочисленных значений.
Если 2k l (таких значений 10), то на каждой из
двух прямых 2y x k и 2 12y x k  мож-
но выбрать по 13 точек – всего 10 13 13 1690

способов. Если 2 1k l  (таких значений 9), то
на каждой из двух прямых 2y x k  и

2 12y x k  можно выбрать по 12 точек –
имеем 9 12 12 1296  способов. Итого получаем
1690 1296 2986  способов.

6. 
1 3

;
3 7 55

a .

Рассмотрим неравенство системы. Его левая часть
обращается в ноль на окружностях 

2 28 1x y
и 2 2 4x y . Внутри каждой из окружностей
один из множителей в левой части положителен,
а второй – отрицателен. В области вне окружно-
стей оба множителя положительны. Таким обра-
зом, неравенство определяет совокупность двух
кругов  и  с центрами в точках 0;0O  и

8;0Q  с радиусами 2 и 1 соответственно (рис. 6).
Первое уравнение системы определяет прямую

10y ax b с угловым коэффициентом k a. При

фиксированном значении a – т.е. при фиксиро-
ванном угле наклона – и при b ¡ получаем
всевозможные прямые с угловым коэффициен-
том k a.
Чтобы система имела ровно 2 решения, прямая
должна касаться обоих кругов. Это возможно в
том и только том случае, когда угловой коэффи-
циент прямой по модулю равен угловому коэф-
фициенту общей касательной к окружностям (тог-
да за счет выбора параметра b можно подобрать
такое положение прямой, чтобы она касалась
обеих окружностей).
Проведем общую внутреннюю касательную AB к
окружностям, имеющую положительный наклон
(пусть A и B – точки касания этой прямой с  и

 соответственно). Пусть l – прямая, параллель-
ная AB и проходящая через точку Q; пусть
также l OB H, HQO  (QH ABP , поэто-
му  – угол наклона общей внутренней касатель-
ной). Так как 8OQ , HO HB BO QA BO

1 2 3QA BO , то из прямоугольного тре-

угольника HOQ имеем 2 2 55QH OQ HO ,

5
t

3

5
g

HO

QH
.

Аналогично рассматриваем случай общей внеш-
ней касательной. Пусть CD – общая внешняя
касательная с положительным наклоном (C и
D – ее точки касания с  и  соответственно).
Опускаем из точки Q перпендикуляр QT на
радиус DO большей окружности. Тогда

OQT и есть угол наклона общей внешней
касательной. Имеем 1OT OD QC ,

2 2
63QT OQ OT , 

7
t

1

3
g

OT

QT
.

Так как подходят и положительные, и отрица-
тельные значения наклона, окончательно полу-

чаем 
3

55
a  или 

1

3 7
a .

Рис. 6
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7. 6.
Пусть отрезок MN пересекает стороны AB и AC
в точках P и Q соответственно (рис. 7); I –
центр вписанной окружности треугольника; X и
Y – проекции точек M и N на стороны AB и AC
соответственно. Обозначим также точку пересе-
чения прямых AI и MN через T.
Углы AMN и CAN равны как вписанные углы,
опирающиеся на равные дуги; аналогично,
BAM ANM. По теореме о внешнем угле

треугольника APQ PAM PMA, а AQP

QAN QNA, поэтому APQ AQP. Зна-
чит, треугольник APQ равнобедренный, AI – его
биссектриса, следовательно, AI PQ.
Далее рассмотрим три пары подобных треугольни-
ков и запишем пропорциональность сторон в них:

~
AQ QN

AQN MPA
MP AP

;

~
AT AQ

QAT QNY
YN QN

;

~
MX MP

ATP MXP
AT AP

.

Разделив второе равенство на третье, получаем
2AT AP AQ

MX YN MP NQ
. Но из первого равенства

следует, что AP AQ MP QN, откуда
2 9AT MX YN . Остается отметить, что

MNB MNA (так как эти углы опираются
на равные дуги), поэтому NM – биссектриса
угла ANB. Значит, в треугольнике ANI отрезок
NT – биссектриса и высота, треугольник равно-
бедренный, а NT также является его медианой и
AT = TI. Итак, 2 2 9 6AI AT .

11 класс
Вариант 1

1. 
2

x k, t
1

2
arc gx k, k ¢.

Рассмотрим два случая.

1) 
2

x k, k ¢. Тогда справедливы форму-

лы 
2

tg
t

g

2
2

1
g

t

x
x

x
 и 4

tg tg
tg

tg t

3

3

34
1

4
g

x
x

x

tg

tg

1

1

x

x
. (Отметим, что при 

2
x k, k ¢

правые части формул не определены – именно

поэтому этот случай необходимо рассмотреть от-

дельно.) Подставляем полученные величины в

исходное уравнение и решаем его:

2 2

6 1 4 2
1 0

1

g

1 1

tg tg t

tgtg tg

x x x

xx x

rtg a c g
1 1

,
2 2

tx x k k ¢.

2) 
2

x k, k ¢. Подстановкой убеждаемся,

что эти значения являются решениями уравне-

ния.
2. 20402.
Найдем сначала количество троек натуральных
чисел. Пусть 1 12 3

x ya , 2 22 3
x yb , 3 32 3

x yc , где

ix , iy  – целые неотрицательные числа. Тогда

1 2 3 150x x x  и 1 2 3 150y y y . Числа a, b,
c составляют в указанном порядке геометричес-
кую прогрессию тогда и только тогда, когда

2b ac, откуда 2 1 32x x x  и 2 1 32y y y . Из
полученных уравнений 2 2 50x y , 1 3 100x x ,

1 3 100y y . Посчитаем количество решений этой
системы. Есть 101 способ выбрать пару чисел

1 3;x x  – действительно, 1x  можно взять любым
целым числом из отрезка 0;100 , после чего 3x

определяется однозначно. Аналогично, пару

1 3;y y  можно выбрать 101 способом. Перемно-
жая, получаем 2

101 10201 способ.
Если рассматривать также отрицательные значе-
ния переменных, то можно заметить, что подхо-
дят все тройки чисел вида ; ;a b c , где a, b, c
положительны и составляют геометрическую про-
грессию. Таких троек ровно столько, сколько и в
первом случае, поэтому окончательно имеем 20402
тройки.

3. 
1

0; 1
2

x .

Преобразуем левую часть неравенства:
2ln 1 ln 2 ln2 lnx x x x

2ln 1 ln2 1 ln ln2 lnx x x x x

ln2 ln 1 ln ln 1 ln 1x x x x x x x

ln 1 ln ln2x x x ln 1 ln 2x x x .

Заметим, что ln 1 0x x  при всех 0x , при-

Рис. 7
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чем равенство достигается только при 1x . Для
этого рассмотрим функцию ln 1x x x .
Она определена при 0x , а ее производная

равна 
1 1

1
x

x x
. На интервале 0;1  произ-

водная положительна и функция возрастает, а

на луче 1;  производная отрицательна и фун-
кция убывает. Так как 1 0, то отсюда следу-
ет, что 0x  при 0x , 1x .
Таким образом, неравенство равносильно следу-
ющему:

ln 1 0, ln 2 0x x x

1
1

1, 0 2 1 0;
2

x x x .

4. 
257

60
a , 

289

30
S .

Пусть A и B – вершины квадрата, лежащие в
первой и четвертой четвертях соответственно;
O – начало координат. По условию, точка B
лежит на прямой 4y x. Если 0x  – абсцисса
точки B, то 0 0x , а координаты точки B – это

0 0
; 4x x . Так как точка A получается из B

поворотом на 90  против часовой стрелки, то ее
координаты 0 04 ;x x . Поскольку обе точки ле-
жат на графике 3y x ax, получаем и решаем
систему уравнений (учитываем, что 0 0x ):

3 2
0 0 0 0

3 2
0 0 0 0

4 , 4,

64 4 4 64 1

x x ax a x

x x ax a x

2
2 0
0

2 2
0 0

17
,

4, 60

2574 16 64 1 .
60

x
a x

x x a

Пусть OA d – половина диагонали квадрата.
Тогда 22 2 2

0 0 04 17OA x x x , а площадь квад-
рата S равна полупроизведению его диагоналей,

т.е. 21 289
2 2 2

2 30
S d d d .

5. 90B , 
1

arccos
7

C , 
1

arcsin
7

A .

Поскольку CG – биссектриса угла ACB (рис.8),
то дуги AG и GB равны, а также равны одно-
именные им хорды. Значит, треугольник AGB
равнобедренный, и его медиана GE является

также и высотой. По-
скольку DE – средняя
линия треугольника
ABC, то DE BCP  и

90ABC AED как
соответственные. Пусть

2CB a, 2ACB .

Тогда 
2

cos

a
CF ,

2

cos2

a
AC , 

cos2

a
CD , 

4
2

cos

a
DF CF . По те-

ореме косинусов для треугольника CDF имеем
2 2 2

2 cosDF CF CD CF CD . Подставляя сюда
выражения для сторон, найденные выше, полу-
чаем уравнение

2 2 2

2 2 2

16 4 2
2 cos

cos cos2cos cos cos 2

a a a a a

2 2

12 1 4
0

cos2cos cos 2
.

Умножая обе части уравнения на 2 2
2cos 2 cos ,

имеем

2 2 2
24 cos 2 2cos 8 cos2 cos 0

224cos 2 1 cos2 4cos2 1 cos2 0

2
28 cos 2 3 cos2 1 0

1 1
cos2 , cos2 .

4 7

Так как 2  – острый угол прямоугольного тре-

угольника, то cos2 0, поэтому C

1
2 arccos

7
. Тогда угол A треугольника равен

1
arcsin

7
.

6. 7.

Перепишем исходную цепочку равенств в виде
системы уравнений

3 3

3 3
3 3 3 3

3 3

3 3

3 3 3 3
3 3 3 3

3 33 3
3 33 3

3 3

7
7 7 ,

,

77 7
, ,

7 7 7.
.

y z
x y

x y y z
z y

z x
y z y z

x z x z

x yz x
z xy x

x y

Заметим, что числа x, y, z попарно различны.
Действительно, если, к примеру, z x, то третье

уравнение системы принимает вид 

3 3

3 3

7
0

x y

x y
,

поэтому x y и все три числа совпадают, что

противоречит условию.
Перемножая все уравнения системы, имеем

3 3 3 3 3 3x y y z z x

3 3 3 3 3 3

6 6 6

343
.

x y y z z x

x y z

Так как числа попарно различны, то 6
343xyz ,

т.е. 7xyz .Рис. 8
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Покажем, что у исходной системы существует
решение 0 0 0; ;x y z  такое, что 

0 0 0 7x y z . (Стро-
го говоря, выше мы получили, что если система
имеет решения, то для этих решений либо

7xyz , либо 7xyz . Может оказаться так,
что у системы решений нет вовсе, или так, что
для любого решения системы произведение xyz
равно 7.)
Возьмем, например, 6

0 7y  и оставим только
первые два уравнения системы (третье уравне-
ние является их следствием). Она принимает
вид

 

3
33

3

3 6 3
3 3

7
77 7,
,

7 7
7 2 7 7 0.

x
xz z

z z z
x z

 У этой системы есть решение 6
0

7

4
z , 6

0 28x .

Итак, для тройки чисел 66 6
7

28; 7;
4

 выраже-

ние xyz достигает минимального значения 7.

7. а) 
3

3
, б) 

3

5 3
.

а) Предположим, что четырехугольник ABCD

выпуклый, а E – точка пересечения его диагона-

лей. Тогда 
2

2

4

AC
BD EB ED AB

2
2 2 1 3

4

AC
AD , значит, DA DB

3 2 2 5 SA SB. Однако SA DA и

SB DB (SDA и SDB – прямоугольные тре-
угольники с прямым углом при вершине D), т.е.

SA SB DA DB –
противоречие. Следо-
вательно, четырех-
угольник ABCD невы-
пуклый (рис. 9), а так
как треугольники ABC
и ADC равнобедренные
с общим основанием
AC и AD < AB, то точ-
ка D лежит внутри тре-
угольника ABC.
Далее имеем 2 1 1BD EB ED , откуда

2 2 2 2SA SB SD AD SD DB

2 22 1 2 5SD SD ,

поэтому 3SD , 2SB , 5SA SC . Тогда
1

1
2

ABCD ABD CBDS S S AC BD , и в итоге

находим объем пирамиды SACBDV

1 3

3 3
ABCDS SD .

б) Существует единственный такой шар, причем
в силу симметрии пирамиды относительно плос-
кости SBD центр шара лежит в этой плоскости.
Так как шар касается граней пирамиды, то его
центр O лежит внутри треугольника SBD, а он
касается отрезков SD и BD. Отсюда следует,
что точка O лежит на биссектрисе DK треуголь-
ника SBD.
Пусть L – основание перпендикуляра из точки K
на отрезок BD. Тогда из подобия треугольников
BKL и BSD имеем

 
3

3 1

BK BD
KL SD SD

BS BD SD
.

Значит, расстояние от точки O до прямой BD

(т.е. радиус шара) равно 
3

1 3

OD OD
KL

KD KD
.

С другой стороны, мы можем найти радиус шара

как расстояние от точки O до плоскости SBC.
Для этого сначала найдем длину высоты DM в
треугольной пирамиде SBCD. Объем этой пира-

миды равен 
1 3

2 6
SBCD SABCDV V . Из

5SB BC  и 2SA  получаем 2SBCS . Тогда

 
1

3
SBCD SBCV DM S ,

откуда 
3 3

4
SBCD

SBC

V
DM

S
. Значит, расстояние

от точки до плоскости SBC равно

3
1 1

4

OK OD OD
DM DM

KD KD KD
.

Теперь приравняем два полученных выражения
для радиуса шара:

3 3 1 3
1 .

41 3 5 3

OD OD OD

KD KD KD

Итого, радиус шара равен

3 3

3 1 5 3

OD

KD
.

Вариант 2

1. 21 21 30
2 3 5 .

Решение аналогично решению задачи 1 для 10
класса.

2. 
16

3
.

Соединим точку B с точками E и F (рис. 10). Так
как AB EFP , то ABE FEB, а CBF FEB
по теореме об угле между касательной и хордой.

Рис. 9
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Поэтому ABE CBF. Следовательно, BE и
BF – соответствующие элементы в подобных
прямоугольных треугольниках ABC и CBD. Зна-

чит, 
AE CF

CE DF
. По теореме Фалеса 

AE DF

EC CF
.

Из полученных равенств следует, что CF = DF,

поэтому F – середина CD, а так как EF ADP , то
EF – средняя линия треугольника ACD. Отсюда

4ACD CEF
S S  и

4 0,5 4

0,25 0,5
ABC ABC

CEF ACD

S S AB CD AB

S S AD CD AD

1 16
4 4 1

3 3

AD DB

AD AD
.

3. 
4

3 ; ; ; ;2
3 2 3

x .

По определению равенство arcsinb a эквива-

лентно соотношениям sinb a, 
2 2

b , по-

этому получаем

cos sin ,
5 10

arcsin cos
5 10

2 5 10 2

x
x

x
x

x

2
cos cos , 2

2 ,5 5
5 5

3 2 3 2
5 5 5

x
x x

x n n

x x

¢,

5 5, , 3 2 ,
3 3 2 2

n nx x x

4
3 ; ; ; ;2 .

3 2 3
x

4. 
10 10

;
11 11

a .

Решение аналогично решению задачи 6 для 10
класса.

5. 
1

5
.

Обозначим 3log x u, 3log 5y v. Так как

3

1 1
log 3

log
x

x u
, 2

5 5
log 243 log 3

2 2
xx u

, 5log 3y

3

1 1

log 5y v
, 2

11
525

11 11
log 3 log 3

2 2
yy v

, то ис-

ходные уравнения можно записать в виде

4
5

5
4

6 5
8,

2 16 7 0,2

2 11 2 16 7 0.8
2

u
u uu u

v vv
v v

Рассмотрим первое уравнение системы. В левой
части стоит возрастающая функция, а в правой
части число, поэтому уравнение имеет не более
одного решения. С другой стороны, любой мно-
гочлен нечетной степени имеет по крайней мере
один действительный корень. Отсюда следует,
что уравнение имеет ровно одно решение. Ана-
логично, второе уравнение имеет ровно одно
решение. Если во втором уравнении сделать за-
мену v w, то оно принимает вид

52 16 7 0w w , т.е. 52 16 7 0w w , что эк-
вивалентно первому уравнению. Это означает,
что корни уравнений противоположны, следова-
тельно, их сумма равна нулю. Тогда 3log x

3log 5 0y , 3log 5 0xy , 5 1xy , 
1

5
xy .

6. 5778.
Решение аналогично решению задачи 5 для 10
класса.

7. а) 2430; б) 
3

2arctg
5
.

а) Поскольку SL – касательная к сфере 
(рис.11,а), а SP и SQ – секущие к ней, то по
теореме о касательной и секущей 2SL SP SQ.
Аналогично, 2MK MP MQ, а поскольку
MQ SP, то SP SQ MP MQ. В итоге получа-
ем 2 2SL SP SQ MP MQ MK , т.е.
SL MK. Так как AL AK как касательные к
сфере , проведенные из точки A, то AM AK

MK AL SL SA 12, а поскольку медианы
треугольника точкой пересечения делятся в от-
ношении 2:1, считая от вершины, то 1AA

3
18

2
AM .

Рис. 10

Рис. 11
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Кроме того, 1 6

2

AM
AM . При этом

1 1 6
2

BC
A B AC , т.е. 1 1 1A M A B AC. От-

сюда треугольник BMC прямоугольный и

90BMC .
Далее имеем

1

3 2
ABC

BMC

S
S BM CM

1 1
1 1

1 2 2 3
135

2 3 3 2
ABC

BB CC
BB CC S ,

откуда 1 1 1 18 135 2430AA BB CC .
б) Пусть G и H – проекции точек M и K на
прямую BC соответственно (рис.11,б). Заметим,
что NH BC, потому что N и K – точки касания
сферы  со сторонами двугранного угла пирами-
ды при ребре BC. Поэтому искомый угол равен

2NHK OHK, где O – центр сферы .

Далее имеем 
1

3 2
ABC

BMC

S
S BC MG, откуда

2
5

3

ABCS
MG

BC
. Так как SL SN 4 как каса-

тельные к , то 8AK AL SA SL , откуда

получаем 1 1 10A K AA AK . Из подобия тре-

угольников 1A MG  и 1A KH  имеем KH

1

1

25

3

AK
MG

AM
. Окончательно, 

3
tg

5

OK
OHK

KH

и 
3

2 2arctg
5

NHK OHK .

Физика
9 класс

1. 1) 
2 2

1

1

1,3 м с
d L

v
T

, 
2 2

2
2

0,54 м с
d L

v
T

.

2) 
2 2

1 2
1

1 м с
2

d L
v v v

L
.

Скорость пловца в подвижной системе отсчета,
связанной с водой, равна (рис. 12)

2 2
1 2 1 2 0,54 м с

2 2

v v v v d
u

L
.

3) Геометрия движения при заплыве на минималь-

ный снос представлена
на рисунке 13, здесь

2 2
mv v u – ско-

рость в заплыве, А –
точка старта, F – точ-
ка финиша, тогда

2 2

42
v u

s L d
u

м.

2. Из условия следует, что время полета мяча от
старта до соударения со стенкой в три раза
больше времени полета после соударения. Сле-
довательно, продолжительность полета от выс-
шей точки траектории до соударения равна вре-
мени полета после соударения. Тогда при движе-
нии вниз вертикальные перемещения за эти про-
межутки времени отличаются в три раза.

1) 
4

7,2
3

h
H  м.

2) 1

2
0,6 c

3

h
t

g
.

После соударения модуль горизонтальной ско-
рости мяча увеличится на 2u.

3) 
1

1,5 м с
2

d
u

t
.

3. 1) Из условия равен-
ства моментов сил относи-
тельно оси, проходящей
перпендикулярно плоско-
сти рисунка 14 через точ-
ку O,

cos sin
2

L
TL mg ,

 
2

6
tg

T
m

g
кг.

2) Из условия равенства моментов сил относи-
тельно оси, проходящей перпендикулярно плос-
кости рисунка через точку С,

тр cos
2 2

L L
F T , тр cos 15F T H.

3) Сумма сил по вертикали равна нулю:

трcos sinmg N F , сила трения трF N, от-
куда

cos 3
0,25

2 7sin
sin

.

4. 1) 
2

н 400
U

P
R

Вт.

2) По графику в условии,

300 100
100 100

200
P t t t (Вт).

Рис. 12

Рис. 13

Рис. 14
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За любой промежуток времени от t до t t в
окружающую среду уходит количество теплоты
Q P t, тогда за время от 0 до t в окружаю-

щую среду уходит количество теплоты, числен-
но равное площади под графиком зависимости
P t  за время от 0 до t:

100 100
100 0,5

2

t
Q t t t t.

Закон сохранения энергии в тепловых процессах
имеет вид

2

1 0 100 0,5
U

T Vc t t T T
R

% % .

Отсюда
2

1 0

100 0,5
25 С

U
T T T

Rt t
Vс

% % .

5. Схема электрической цепи показана на рисун-
ке 15.

1) Из равенства напряжений на параллельно
соединенных резисторах следует

2 10,5 1I I А.

2) В неразветвленной части цепи сила тока

1 2 11,5I I I I . В этой части цепи резисторы R
и 2R можно поменять местами. Эквивалентное
сопротивление цепи равно

экв

2 11
2

3 3
R R R R R, где R 30 Ом,

мощность источника равна

2
2 2

экв 1 1

3 11 33
990

2 3 4
P I R I R I R Вт.

10 класс

1. 1) 0 14 м сv gL .

2) Мяч движется по параболе
2 2

2
2 2 2
0 0

tg tg 1 tg
2 cos 2

gx gx
y x x x

v v
.

При соударении со стенкой

x s, 
2 2

0
2
0

tg 2 tg 1
2

g s v
y s

gsv
,

наибольшая высота H точки соударения достига-

ется при 
2
0tg

v

gs
, поэтому

22 2
0

2
0

1
1 .

2 2

v gs L s
H

g Lv

Окончательно

2
1 16 м.

H
s L

L

2. 1) В первом опыте коробка через время

0
1 0,6

sin cos

v
t

g
 c остановится на рас-

стоянии 1 0 10,5 1,8s v t  м от точки старта. Пос-

ле остановки за время 1T t  перемещение короб-

ки составит
2

2 1

1
sin cos

2
s g T t

0,16 м. Тогда 1 2 1,96s s s  м.

2) Во втором опыте до момента остановки ускорение

коробки относительно ленты равно

1 sin cosa g , поэтому

0
1 0,5 c

sin cos

v u
T

g
.

3) После этого сила трения сонаправлена с вектором
скорости транспортера, тогда 2 sin cosa g  и

2 2 2
01

2 м
2 sin cos sin cos

v u u
L

g
.

3. Из равенства приращений кинетической
энергии на равных путях следует равенство
сил

cos sinF mg F F mg.

1) 
1 cos

tg
sin 2

.

2) 
K

s
mg

.

4. 1) Поскольку Q C T, в каждом процессе

количество теплоты (подведенное или отведен-

ное) численно равно площади под графиком

зависимости C T . В процессе 3–1, по первому

началу термодинамики,

31 1 3 газа 31Q U U A .

Рис. 15
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Работа внешних сил над газом в процессе 3–1

равна

31 газа 31 31 1 3А A Q U U

1 3 1 3 1 3
3 1

2 .
2 2

R T T R T T R T T

По графику, 3 14T T. Поэтому

3
31 1

3
2,5 10

2
A RT Дж.

2) По графику в условии сразу виден ответ:

отв

подв

1
Q

Q

1 1

1

0,5 8 4 2 4 1 5
1 0,24.

1,5 8 1 21

RT RT

RT

3) График цикла в рV-координатах, нормиро-

ванных на 1p  и 1V  соответственно, приведен на

рисунке 16.

5. 1) В состоянии покоя

2

2
0

1 1
2 2

2 4

q
T

a
,

откуда

0
3 2

2
1 2

T
q a .

2) В тот момент, когда шарики находятся на
одной прямой (рис. 17), скорости всех шариков
одинаковы по моду-
лю вследствие сим-
метрии и закона со-
хранения импульса
системы материаль-
ных точек. Закон со-
хранения энергии

имеет вид
2 2

0 0

1 1
2

4 4 2

q q

a a
2 2

0 0

1 1
4 2

4 3 4 2

q q
K

a a
.

Отсюда
2 2

0 0

3 2 1 1 1
0,27 .

12 4 4

q q
K

a a

3) Центр масс системы не смещается, поэтому

5
1,1 .

2
d a a

11 класс

1. 1) 2
1 0,29 м сa ; допустимые пределы:

2 2
10,25 м с 0,33 м сa .

2) Из графика к 30 м сv . Пусть т1F  и ткF  – силы

тяги при скорости 1v  и в конце разгона,

т1 1 1F F ma , т1 1 тк кF v F v , тк кF F . Отсюда

к к
1 1

1

363
F v

F ma
v

 Н. Допустимым пределам

ускорения соответствуют допустимые пределы

силы сопротивления 1351 H 375 HF .

3) 1 1

к к

121
0,81

150

Fv
x

F v
; допустимым пределам

ускорения соответствуют допустимые пределы

0,78 0,84x .

2. 1) 0
2 0

2

p V
RT , 0

1 0
4

p V
RT , откуда 2

1

2.

2) В конце давление p, объем газа под поршнем
6 4 7 12V V V V . Для верхней части ци-

линдра 0

0

2 6p V pV

T T
, откуда 04p p . По закону

Дальтона, атм 1 вp p p p . Здесь атмp  – давление

насыщенных паров воды, 1p  – давление от коли-

чества 1 газа, вp  – давление от вышедшего из

воды в конце количества  газа. Далее,

1 0

0

7 12 4p V p V

T T
, откуда 1 0

4

7
p p ;

в

7

12
p V RT, 0

4

V
kp= , в 0

3

7
p kp RT.

Итак,

атм
атм атм

4 3 7 140

7 4 7 4 6 3 4 93

p p p
p p k RT p

kRT .

3. 1) 2U d q Uq
a

m md
.

Рис. 16

Рис. 17
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2) 3 2K K qU.

3) Можно показать, что 3 1. Имеем

1 3 2U, откуда 3 U. Тогда

3 2

1 2

3 3
A U U,

2 2

0
1 1

0
2 2

A Amv mv q ,

2

0
4

3
A

qU
v v

m
.

4. 1) Ток через источник 0
3

5
I

R

E
, а через ука-

занный резистор

20 0
1

2 5

R
I I

R R R

E
.

2) Сразу после замыкания ключа все токи не

изменяются, ЭДС индукции в двух левых ка-

тушках равна нулю, поэтому

20 2LI I R, 
2

5
I

L

E
.

3) Для контура, содержащего L и 3L, имеем

2

23 0 2
I I

L L I I R
t t

,

23 2L I L I R q.

Суммируем:

200 3 0 2L L I Rq
R

E

и получаем

2

4

5

L
q

R

E
.

5. 1) 1 2 1 0,03n .

2) Изображение сместится перпендикулярно ли-

нии «источник–глаз» на 1 1 6L a см.

3) Оптическая система состоит из плоскопарал-

лельной пластины толщиной h с показателем

преломления 1n  и двух призм с углом  и показа-

телями преломления 1n  и 2n . Призмы отклоняют

луч на угол 1 2 1 21 1n n n n

0,01, смещая изображение перпендикулярно

линии «источник–глаз» на

2x a см.

Пластина приближает изображение на

1

4
h

h
n

см.
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Ш А Х М А Т Н А Я  С Т Р А Н И Ч К А

В духЕ

СТАРИННЫХ МАСТЕРОВ

Традиционный шахматный
турнир в Вейк-ан-Зее, прошед-
ший в январе 2024 года, запом-
нится любителям шахмат оби-
лием результативных партий.
Самую яркую из них разыгра-
ли в духе старинных мастеров
китайский гроссмейстер Вэй И,
ставший победителем соревно-
ваний, и представитель Нидер-
ландов Макс Вермердам.Вэй И –М.ВермердамВейк-ан-Зее, 2024

1.e4 e5 2. oc4 >f6 3. d3 +c5
4. mc3 c6 5. f4 d5. Принципи-
альнее 5…ef!? со сложной иг-
рой после 6. е5 d5! 7. ef 3f6
8.se2+! 7d8. 6. ed >g4.

7. mf3 0-0. Cразу забирать
ладью слишком рискованно:
7…>f2 8. se2 >h1 9. sе5+ 7f8
10. oe3! с опасной атакой. 8. fe>f2 9. se2 >h1 10. og5! 3 a5
11. d6 +g4 12. oe7 >d7?! Силь-
нейшее 12…+a3! 13. of8 +b2
14. е6! +с3+ вело к «компью-
терной ничьей» на 21 ходу, но
рассчитать такое за доской че-
ловеку не под силу. 13. e6 +a3!
14. ef+ 7h8 15. 0-0-0 3c3 16. ba+f3? Решающая ошибка, спа-
сало 16…а5!! 17. of8 /f8 18. qе13а3+ 19. ud1 3d6. 17. gf >e5
18. ub1 3d4 19. qh1 >c4 20. dc3b6+ 21. uc1 /f7 22. qd1 /ff8
23. d7 /g8 24. se5 /ad8 25. f4
c5 26. od8 3d8 27.sc5, чер-
ные сдались.

Цзюй Вэньцзюнь – А.ФирузджаВейк-ан-Зее, 2024
1. d4 e6 2. e4 d5 3. ed ed 4. mf3+d6 5. c4 >f6 6. c5 +e7 7. od3

0-0 8. 0-0 +g4 9. h3 +h5 10. oe3>c6 11. mbd2 /e8 12. ob5 >e4!
13.sa4 >d2 14. md2 +g5 15.oc6
bc 16. qae1 +e3 17. qe3 /e3
18. fe 3e8 19. qe1 f5 20.sa6 f4
21.sf1 fe 22. sd3 e2? (сильнее
22…3b8, активизируя ферзя
после 23. sе3 3b2) 23.mf3?
(ответная любезность – 23. g4!+g6 24. sе2 позволяло захва-
тить линию е) 3f7? Грубый
просчет, к ничейной позиции
вело простое 23…+f3.

24. mg5! На этот раз белые не
прощают черных, форсируя
переход в эндшпиль с «хоро-
шим» конем против «плохого»
слона. 24…3g6 25. sg6 +g6
26. qe2 h6 27. mf3 +e4 28. me5
a5 29. mc6 a4 30. qe3 /a6
31.mb4 /g6 32. g3 h5 33.qa3?!
План победы белых состоит в
блокировке пешки посредством
а3 и переводе коня на с3.
33…7f8 34. uf2 /f6+ 35. ue2/g6 36. h4 7e8 37. qe3 7d7
38. a3 /e6 39. ud2?! (сильнее
39. mа2, реализуя план, приве-
денный выше) /f6 40. ue2 /f8
41. b3 ab 42. qb3 +g2?! 43. qe3+e4 44.ma2 /b8 45. mc3 /b2+
46. ue1 /b3 47. uf2 +h1 48.md1/b8 49. qe5 g6 50. qe1 +e4
51.mc3 /f8+ 52. ug1 /f3? Ре-
шающая ошибка. После точно-
го 52…7c6 53.qe3 /f6 54. a4 /f8
белым трудно усилить позицию.
53.me4 de 54. ug2 /a3 55. qe4

/d3 56. uf2 c6 57. ug2! /d1
(черные в цугцванге: 57…/а3
58. qe5) 58. uf3 /f1+ 59. ue3/f7 60. qf4 /g7 61. ud3 7e6
62.qf8 /a7 63. ue4 /a1 64.qd8,
черные сдались.Рашембабу П. – Цзюй ВеньцзюньВейк-ан-Зее, 2024

1. e4 e5 2. mf3 >c6 3. oc4 >f6
4. mg5 d5 5. ed >a5 6.ob5+ c6
7. dc bc 8. od3 >d5 9. h4 3c7

10. b3. Новинка на 10 ходу в
дебюте, который подробно изу-
чают почти 200 лет! 10…h6
11.me4 f5 12. mec3 >f6 (акку-
ратнее 12…>f4 13. of1 +e7
14. g3 c5! c нападением на ла-
дью h1) 13. ob2 (сильнее
13.oe2!, вынуждая черных ос-
лабить большую диагональ пос-
ле 13…g6 14. ob2) +d6?! (точ-
нее 13…+b4! – «исчезающий
ход», отнимающий поле а3 у
коня, после 14. а3 +d6) 14. ma3
e4 15. se2 0-0 16. oa6 +e6?
Необходимо 16…+а6 17. sа6>g4!, создавая угрозы пешке
f2. 17. mc4 +b4 18. 0-0-0 >b7
19. ob7 3b7 20. f3 /ae8 21.m# e5 c5 22. qhe1 ef 23. gf >h5
24. qg1 c4 25. mc4 3e7 26. a3+c3 27. oc3 3h4 28. se5!
Угрозы пешке g7 решают исход
партии. 28…3e7 29. qde1 3d7
30. md6 /e7 31. sh2 >f6 32.sh63d6 33. of6, черные сдались.

А.Русанов




