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сила сопротивления, пропорциональная
квадрату скорости: 2

x xF kv  (где k – изве-
стная константа).

Пусть направление оси x системы отсчета,
связанной с Землей, совпадает с направле-
нием скорости судна. В качестве системы
будем рассматривать катер с ускоряющейся
внутри него водой. Тогда за бесконечно
малое время dt к системе присоединяется

масса dM Sudt, проекция скорости

которой на ось x равна xu v u. За то же

время dt систему покидает такая же масса

dM dM , поскольку в противном слу-
чае суммарная масса судна с водой менялась
бы со временем, что (судя по всему) не
удовлетворяет условию задачи. Поскольку
площадь выходного отверстия в n раз мень-
ше площади входного, скорость воды отно-
сительно катера на выходе в n раз больше
скорости на входе (это следует из уравнения
неразрывности consti iS u ), поэтому про-
екция на ось x скорости массы, покидающей

систему, равна xu v un. Таким образом,
проекция потока импульса дается формулой

2 1x Su n .              (5)

Масса системы остается постоянной, поэто-
му производная проекции импульса в урав-
нении движения (2) определяется только

изменением скорости судна: xdp dv
M

dt dt
.

Учитывая, что единственная сила, имеющая
ненулевую проекцию на ось x, это сила
сопротивления, из формул (2) и (5) получа-
ем уравнение движения судна:

2 2 1
du

M kv Su n
dt

.       (6)

Установившаяся скорость v• движения суд-
на равна

1S n
v u

k
.              (7)

Она определяется просто, достаточно поло-
жить в соотношении (6) производную скорос-
ти равной нулю. Нахождение времени разгона
сводится к интегрированию дифференциаль-
ного уравнения движения (6), которое с уче-
том равенства (7) может быть записано так:

2 2

k dv
dt

M v v
.

Возникающий при решении этого уравнения
интеграл легко вычисляется, поскольку дробь
в подынтегральном выражении преобразу-
ется стандартным образом:

2 2

1 1 1 1

2 1v v v vv v
.

После интегрирования и преобразований
получаем искомое время:

1 0

0 1

ln
2

v v v vM
t

kv v v v v
.      (8)

Схематичный график зависимости 1t v  изоб-
ражен на рисунке 3.

Иногда последнее слагаемое в правой час-
ти уравнения (6) называют реактивной си-
лой или силой динамического давления, а
рассмотрение динамики системы переменно-
го состава сводят к анализу движения мате-
риальной точки, на которую (кроме прочих)
действует фиктивная реактивная сила.
Если начальная скорость судна 0v  равна

нулю, то для скорости в момент времени t из
соотношения (8) получается формула

th
kv t

v t v
M

,

где функция th x – гиперболический тангенс x.

Максимальный импульс ракеты
Задача 2. Ракета, оснащенная реактив-

ным двигателем, движется прямолинейно.
В начальный момент ракета покоилась и ее
масса равнялась 0m . Относительная ско-
рость истечения газов из сопла ракеты
постоянна и равна u, действием внешних
сил предлагается пренебречь. При каком
значении массы ракеты следует выклю-
чить ее двигатель, чтобы импульс, приоб-
ретенный ракетой, оказался максималь-
ным? Чему равен этот максимальный им-
пульс?

Рис. 3
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Системой переменного состава будем счи-

тать ракету и оставшееся в ней к моменту
времени t топливо. Направление оси х совпа-
дает с направлением скорости ракеты v t . В
процессе движения относительная скорость
истечения газов из сопла ракеты остается
постоянной, следовательно, массовый рас-
ход топлива  тоже не меняется со временем.
Для проекции потока импульса имеем

x v u ,

откуда получается уравнение движения (вне-
шние силы не действуют, p t  – импульс
ракеты)

dp
u v

dt
.               (9)

Из анализа этого уравнения следует, что
максимального импульса ракета достигает в
тот момент времени, обозначим его 1t , когда ее
скорость 1v t  становится равной относитель-
ной скорости истекающих газов u. Для того
чтобы найти массу ракеты в момент 1t , следует
получить из уравнения (9) уравнение Мещер-
ского и проинтегрировать его. Производная
массы системы по времени равна , поэтому
соотношение (9) приводит к равенству

dv
m v u v

dt
,

из которого следует дифференциальное урав-
нение

dv dm

u m
.

Интегрируя это уравнение, получаем хоро-
шо известную зависимость массы системы от
скорости:

0

v

um v m e .               10)

Из этой формулы следует, что к моменту
времени 1t , когда скорость v становится рав-
ной u, масса ракеты с оставшимся в ней
топливом уменьшается в e раз по сравнению
с массой 0m . Следовательно, искомый макси-
мальный импульс равен

0
max

m u
p

e
.                 (11)

Отметим, что полученный ответ не зависит
от массового расхода топлива . Казалось
бы, отсюда следует, что масса топлива

0
1

1m
e

, покидающая ракету за время дос-

тижения максимального импульса, может

быть выброшена из покоившейся ракеты

практически мгновенно, а приобретенный
ею импульс может быть рассчитан на основе
закона сохранения импульса по формуле

0
max 1

m u
p e

e
.              (12)

Почему же соотношения (11) и (12) дают
разные ответы? Какой из них следует при-
знать правильным?
Верным является ответ (11). Дело в том,

что в лабораторной системе отсчета, в кото-
рой ракета изначально покоилась, скорость
покидающих ракету газов нельзя считать
равной u, пусть даже газы выбрасываются
ракетой за очень маленькое время. В любой
момент в процессе разгона скорость газов
относительно лабораторной системы равна
w t u v t . Поэтому в правой части фор-
мулы (12) вместо скорости u должна стоять
средняя скорость газов относительно лабо-
раторной системы за время разгона 

1t
w .

Рассчитать эту среднюю скорость, не интег-
рируя уравнение Мешерского, не представ-
ляется возможным, а интегрирование этого
уравнения дает ответ (11).Давление на стенки изогнутой трубы
Задача 3. Представим себе, что два пря-

молинейных перпендикулярных друг другу
участка трубы c площадью сечения S со-
единены уголком. Конструкция располага-
ется в горизонтальной плоскости. По тру-
бам со скоростью v движется жидкость
плотностью  (рис. 4). Считая давление

жидкости в прямолинейных участках труб
постоянным и равным p и пренебрегая сила-
ми вязкого трения, найдите суммарную
силу, с которой жидкость действует на
уголок. Диаметр трубы значительно мень-
ше радиуса закругления уголка.

Рассмотрим в качестве системы перемен-
ного состава часть жидкости, движущуюся в
уголке. В этом случае следует записать урав-

Рис. 4
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нения типа (2) или (3) для двух координат-
ных осей. Пусть оси х и у направлены вдоль
осей труб от уголка. Легко видеть, что про-
екции потока импульса на эти оси равны:

2
x Sv  и 2

y Sv .

На жидкость, движущуюся в уголке, дей-
ствуют силы давления со стороны жидкости
в прямолинейных участках труб, а также
силы давления со стороны стенок уголка (на
рисунке обозначены буквой N). Проекции
сил давления, действующих со стороны жид-
кости в прямолинейных участках труб, равны

x yf f pS.

Поскольку импульс жидкости, движущейся
в уголке, со временем не меняется, получаем

20 xN pS Sv ,

где xN  – проекция силы, действующей на
воду в уголке со стороны его стенок. Проек-
ция силы давления yN  удовлетворяет анало-
гичному уравнению. Таким образом, на уго-
лок со стороны жидкости (по третьему зако-
ну Ньютона) действует сила, равная

F 22 2xN p v S

и направленная под углом 45∞ к оси любого
из прямолинейных участков трубы.

Соскальзывающая со стола цепочка
В следующей задаче важно четко опреде-

лить физическую модель движущегося тела.
Мы будем говорить о цепочке, имея в виду
модель, схематично изображенную на ри-

сунке 5. В этой моде-
ли считается, что то-
чечные массы m со-
единены невесомыми

и нерастяжимыми нитями длиной d, при
этом длина L и масса M всей цепочки удов-
летворяют сильным неравенствам: m M= ,
d L= .
Задача 4. На гладком столе удерживает-

ся за один из концов цепочка длиной L и
массой M, причем участок длиной l, пропу-
щенный через направляющую трубку, зак-
репленную на краю стола, висит верти-
кально (рис. 6). Размер звена цепочки зна-
чительно меньше радиуса закругления труб-
ки, который, в свою очередь, значительно
меньше длины цепочки. В нулевой момент

времени цепочку освобождают. Определи-
те: а) скорость цепочки в момент, когда
она соскользнет со стола полностью; б) за-
висимость длины вертикальной части це-
почки от времени y t ; в) значения горизон-
тальной xN  и вертикальной yN  составляю-
щих сил реакции, действующих на участок
цепочки, находящийся внутри направляю-
щей трубки, в момент, когда длина верти-
кальной части цепочки равна y. Потери
энергии при взаимодействии звеньев цепоч-
ки друг с другом и со стенками трубки
считайте пренебрежимо малыми.

Для того чтобы ответить на первые два
вопроса задачи, достаточно записать закон
сохранения энергии. Действительно, пусть
ноль оси y располагается на уровне стола.
Тогда в момент, когда координата нижнего
конца цепочки равна y, координата центра
масс c оказывается равной

20
2

2
c

M M y
L y y yL Ly

M L
,

поскольку длина и масса части цепочки,
движущейся внутри трубки, пренебрежимо
малы. В рассматриваемой модели все точки
цепочки движутся с одинаковой по модулю
скоростью, равной v y , поэтому закон со-
хранения энергии можно записать в виде

2 2 2

2 2 2

My y l
Mg Mg

L L

¢
- = - ,

из которого следуют зависимость скорости
от координаты:

2 2g
v y y l

L

и ответ на первый вопрос:

2 2g
v L L l

L
.

Дифференцируя закон сохранения энергии
по времени, получаем уравнение для функ-
ции y t :

0
g

y y
L

.

Рис. 5

Рис. 6
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Общее решение этого уравнения имеет вид

ch shy t A kt B kt ,

где ch x  и sh x  – гиперболический косинус

x и гиперболический синус х, 
g

k
L
, а B и

A – константы, определяемые из начальных

условий 0y l, 0 0y . Легко видеть, что
A = l и B = 0. Таким образом,

ch
g

y t l t
L

.

Для того чтобы в дальнейшем можно было
найти проекции силы реакции, действующей
на закругленный участок цепочки, сначала
определим силу натяжения xT , действующую
на горизонтальный участок цепочки вблизи
трубки, и силу натяжения yT , действующую
на вертикальный ее участок около трубки
(рис. 7; цепочка изображается в виде полосы).

Рассматривая в качестве системы перемен-
ного состава вертикальный участок цепочки,
находим проекцию потока импульса:

2

y
My

L
.

Для производной импульса справедливо со-
отношение

2
y y

y

dp dm M My
m y y yy

dt dt L L
.

Поскольку на вертикальный участок дей-

ствуют сила тяжести, равная y
y

m g Mg
L
, в

положительном направлении оси y и сила

натяжения yT  в отрицательном направлении,
получаем соотношение

y
M y

yy Mg T
L L

,

откуда находим

1y

y y
T Mg

L L
.

Пусть направление горизонтальной оси x
совпадает с направлением скорости горизон-
тального участка цепочки. Рассматривая в
качестве системы переменного состава гори-

зонтальный участок цепочки и действуя так
же, как при определении силы натяжения yT ,
получаем для проекции потока импульса
выражение 2

x

My

L
,

а для производной импульса соотношение
2

xdp M My
L y y

dt L L
.

На горизонтальный участок действует толь-
ко одна сила xT , поэтому

1x

y y
T Mg

L L
.

Иначе говоря, справедливо равенство x yT T .
Теперь рассмотрим в качестве системы

переменного состава участок цепочки, дви-
жущийся внутри трубки (рис. 8). На него

действуют три силы: две силы натяжения,
равные по величине xT  и yT , а также сила
реакции, горизонтальную xN  и вертикаль-
ную yN  составляющие которой требуется
найти. Обозначим массу участка, лежащего
внутри трубки, 1m . Из условия следует, что

1m M= . Задача определения составляющих

xN  и yN  очень похожа на предыдущую
задачу о силе давления в изгибе трубы.
Опуская подробные вычисления, получим
ответ на третий вопрос задачи:

2 2

2 2
2x

y y l
N Mg

LL L
,

2 2

2 2
2y

y y l
N Mg

LL L
.

Проанализируем полученные соотношения.
Легко видеть, что при координате нижнего
конца цепочки

2

22

1 2

8
1 1

4 2

l
L lLy L L

L
обе проекции силы реакции обращаются в
ноль, а при дальнейшем увеличении коорди-

Рис. 7 Рис. 8
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наты y меняют знак. Это означает, что если
бы трубки не было, то режим движения
нарушился бы. Свисающий участок мог бы
потерять форму отрезка прямой.Соскальзывающая с турника веревка
Идеи, на основе которых строилось реше-

ние предыдущей задачи, можно проиллюст-
рировать на примере еще одной известной
задачи.
Задача 5. На турнике, представляющем

собой тонкий гладкий, горизонтально рас-
положенный стержень небольшого радиуса,
висит однородная тяжелая веревка длиной
L. В начальный момент длины свисающих с
турника концов веревки равны и она поко-
ится. От небольшого толчка веревка при-
ходит в движение. На какое расстояние
переместится любой из концов веревки к
тому моменту времени, когда веревка пере-
станет взаимодействовать с турником?
Как зависит сила натяжения веревки вбли-
зи турника (на уровне его оси) от рассто-
яния x, пройденного любым из концов верев-
ки в процессе соскальзывания?

Может показаться, что ответ на первый

вопрос: 
2

L
 (иначе говоря, веревка перестает

взаимодействовать с турником, когда со-

скальзывает с него полностью), однако это
не так. Как мы увидим далее, в некоторый
момент в процессе соскальзывания веревки
сила ее давления на турник оказывается
равна нулю, хотя длина свисающих концов
в этот момент нулю не равна.
Естественно, предполагаем, что механи-

ческая энергия веревки сохра-
няется при соскальзывании.
Пусть правый конец веревки
движется вниз. Обозначим x
координату этого конца в не-
который момент времени (ось
x направлена вниз, ноль оси
совпадает с начальным поло-
жением концов веревки;
рис. 9). Центр масс веревки к
рассматриваемому моменту
времени опускается относи-

тельно положения равновесия на расстояние
21

2 2
c

Mx xMx x x
x

M L L L
,

где M – масса веревки. Эта формула полу-
чена на основе следующего рассуждения. В
момент, когда нижний конец веревки прохо-
дит координату x, веревку можно предста-
вить в виде суперпозиции исходного равно-
весного состояния и двух участков с нулевой
суммарной массой: участка с отрицательной

массой 
Mx

L
, центр масс которого распола-

гается в точке с координатой 
2

x
, и участка

с положительной массой 
Mx

L
, центр масс

которого находится в точке с координатой

2

x
. Таким образом, закон сохранения энер-

гии принимает вид
2 2

2

x gx

L
, откуда 

2g
x x

L
.

Дифференцируя последнее равенство, полу-
чаем формулы для ускорения:

2g
x x

L
, 

2g
x x

L
.

Рассмотрим правый вертикальный учас-
ток веревки как систему переменного соста-
ва, тогда для силы натяжения пT , действую-
щей на этот участок вблизи турника, имеем
уравнение

2

2

M L M
x x x

L L

2
п

2

M L M
x g T x

L L
.

Решая это уравнение, получаем формулу
для силы натяжения:

2

п 2

1
2

4

x
T Mg

L
.

Совершенно аналогично, рассматривая ле-
вый вертикальный участок веревки, можно
получить формулу для силы натяжения лT
левого участка веревки вблизи турника:

2

л 2

1
2

4

x
T Mg

L
.

Как и в предыдущей задаче, силы натяжения
слева и справа от перегиба оказались одина-
ковыми.
Наконец, рассмотрим в качестве системы

переменного состава участок веревки, каса-

Рис. 9
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ющийся турника. Масса этого участка пре-
небрежимо мала, поэтому производную им-

пульса 
dp

dt
 можно считать равной нулю. На

рассматриваемый участок действуют три

силы: силы натяжения пT  и лT  в положитель-
ном направлении оси x и сила реакции N в
отрицательном. Поток импульса равен

2
2

2

2 4
x

M x
x Mg

L L
,

поэтому из уравнения движения

л п0 xT T N

получаем формулу для силы реакции:
2

2

8
1

x
N Mg

L
.

Из этой формулы следует, что в момент,
когда координата нижнего конца станет рав-

на 1
2 2

L
x , веревка перестанет взаимодей-

ствовать с турником.

Поднимающаяся кобраи падающая цепочка
Разберем в заключение две задачи, кото-

рые обычно решают без использования поня-
тия потока импульса, но на их примере
можно проиллюстрировать ряд нюансов,
возникающих при рассмотрении систем пе-
ременного состава. Первая задача – о кобре,
поднимающей вертикально вверх голову,
вторая – о падающей цепочке.
Задача 6. С какой силой давит на землю

кобра, когда она, готовясь к прыжку, под-
нимается вертикально вверх с постоянной
скоростью v? Масса змеи M, ее длина L.

Наиболее просто эта задача решается с
использованием теоремы о движении центра
масс. Покажем это решение. Пусть ось х
направлена вертикально вверх и ноль оси
находится на уровне земли. Тогда координа-
та центра масс кобры, поднимающей голову,
дается формулой

20
2

2
c

x
x L x x

x
L L

,

где x – длина вертикальной части змеи.
Поскольку кобра поднимает голову с посто-
янной скоростью constx v , дважды диф-

ференцируя соотношение для cx , находим
ускорение центра масс:

2

c
v

a
L

.

Можно считать, что на кобру действуют две
внешние силы: сила тяжести Mg и сила
реакции N. Уравнение, отражающее теоре-
му о движении центра масс, имеет вид

cMa N Mg .

Подставляя в это уравнение ускорение цен-
тра масс, получаем формулу

2

1
v

N Mg
gL

,

дающую ответ к задаче – ведь сила давления
кобры на землю численно равна силе реак-
ции N.
Получим теперь ответ иначе, рассмотрев

две системы переменного состава: часть ту-
ловища змеи, остающуюся на земле, и часть,
движущуюся вертикально вверх. Будем счи-
тать, что на движущуюся часть со стороны
неподвижной действует сила F, направлен-
ная вертикально вверх. Масса движущейся

части равна 
Mx

L
, а для производной ее

импульса справедлива формула

2 2dp M M M
x xx v

dt L L L
,

при выводе которой учитывается, что змея
поднимается с постоянной скоростью v, так
что вторая производная координаты равна
нулю. Пусть за малое время dt к движущей-
ся части присоединяется небольшая масса
dM с нулевой скоростью. Тогда поток им-
пульса равен нулю. (Позже будет показано,
что если положить скорость присоединяю-
щейся массы dM равной v, то ответ для силы
N не изменится, а вот выражение для силы
F взаимодействия частей – изменится.) Та-
ким образом, уравнение движения будет
иметь вид

2M Mx
v F g

L L
.

Для части, лежащей на земле, получаем
аналогичное уравнение:

0
M L x

F N g
L

,
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поскольку и для этой части поток импульса
будет равен нулю (мы считаем, что масса dM
покидает неподвижную часть с нулевой ско-
ростью). Из двух последних уравнений по-
лучаем выражения для сил N и F:

2

1
v

N Mg
gL

, 2M Mx
F v g

L L
.

Если бы при вычислении потока мы счита-
ли, что масса dM присоединяется к движу-
щейся части, уже разогнавшись до скорости
v, то поток импульса для этой части был бы

равен 2M
v

L
, а поток импульса для непод-

вижной части оказался бы равным 2M
v

L
.

Тогда получались бы такие соотношения:

0
Mx

F g
L

,

20
M L x M

F N g v
L L

,

из которых следует, что ответ для силы
реакции N не изменился бы, а для силы
взаимодействия частей получалось бы выра-

жение 
Mx

F g
L

, отличное от полученного

ранее выражения.

Задача 7. Однородная цепочка одним сво-
им концом подвешена на нити так, что
другим концом она касается поверхности
стола. Нить пережигают. Определите за-
висимость силы давления цепочки на стол
от длины еще не упавшей ее части. Удар
звеньев о стол неупругий, масса цепочки M,
ее длина L.

Так же, как в случае задачи о кобре,
сначала дадим решение на основе теоремы о
движении центра масс, а затем рассмотрим
уравнение движения системы переменного
состава.
Пусть ось х направлена вертикально вверх,

а ее ноль находится на уровне пола. Тогда в
момент, когда координата верхнего конца
цепочки равна x, координата центра масс
цепочки определяется по формуле

2

2
c

x
x

L
,

которая идентична соответствующей форму-
ле в задаче о кобре. Дважды дифференци-
руя, получаем соотношение для ускорения

центра масс: 2

c c
x x x

a x
L L

.

Далее следует понять, выбрав адекватную
физическую модель, как меняется координа-
та x верхнего конца цепочки. Ничего лучше
модели, предложенной при рассмотрении
задачи о соскальзывающей со стола цепочке,
в голову не приходит. Итак, будем считать,
что цепочка представляет собой набор оди-
наковых точечных масс, связанных невесо-
мыми и нерастяжимыми нитками одинако-
вой длины. Тогда верхняя точка цепочки
движется только под действием силы тяжес-
ти с ускорением свободного падения g, сле-
довательно, справедливы равенства

2

2

gt
x L , 2x gt g L x .

Подставляя эти равенства в соотношение для
ускорения центра масс, получаем

2
c

g L x gx
a

L L
.

Далее, применяя теорему о движении центра
масс, получим выражение для силы реак-
ции:

3 1c

x
N Mg Ma Mg

L
.

Теперь найдем силу реакции другим спосо-
бом. Рассмотрим в качестве системы пере-
менного состава ту часть цепочки, которая
уже находится на столе. Зависимость ее
массы от координаты x верхнего конца це-

почки дается формулой 
M L x

m x
L

.

Производная импульса этой части цепочки,

очевидно, равна нулю, а проекция потока

импульса на ось x равна 2
x

M
x

L
. В итоге

имеем уравнение движения

20
Mg L x M

N x
L L

и приходим к уже известному ответу для N:

3 1
x

N Mg
L

.
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ЗАДАЧИ ОСЕННЕГО ТУРАБазовый вариант8–9 классы
1 (4)1 . На асфальте нарисована полоса

1 10 для игры в «классики». Из центра
первого квадрата надо сделать 9 прыжков по
центрам квадратов (иногда вперед, иногда
назад) так, чтобы побывать в каждом квад-
рате по одному разу и закончить маршрут в
последнем квадрате. Аня и Варя обе прошли
полосу, и каждый очередной прыжок Ани
был на то же расстояние, что и очередной
прыжок Вари. Обязательно ли они пропры-
гали квадраты в одном и том же порядке?

А.Толпыго

2 (4). Четырехугольник ABCD выпуклый,
его стороны AB и CD параллельны. Извес-
тно, что углы DAC и ABD равны, а также
углы CAB и DBC равны. Обязательно ли
ABCD – квадрат?

А.Тертерян

3 (5). У восьми фермеров есть клетчатое
поле 8 8, огороженное по периметру забо-
ром и сплошь заросшее ягодами (в каждой
точке поля, кроме точек забора, растет яго-
да). Фермеры поделили поле между собой
по линиям сетки на 8 участков равной пло-
щади (каждый участок – многоугольник),
но границы отмечать не стали. Каждый
фермер следит только за ягодами внутри (не
на границе) своего участка, а пропажу заме-
чает, только если у него пропали хотя бы две
ягоды. Все это известно вороне, но где
проходят границы между участками, она не
знает. Может ли ворона утащить с поля 9
ягод так, чтобы ни один фермер гарантиро-
ванно не заметил пропажу?

Т.Казицына

4 (5). По кругу записано несколько поло-
жительных целых чисел (не менее двух).

XLV Турнир городов
Среди любых двух соседних чисел какое-то
одно больше другого в 2 раза или в 5 раз.
Может ли сумма всех этих чисел равняться
2023?

С.Дворянинов

5 (5). Петя и Вася нашли 100 кубиков
одинакового размера, 50 из них были белого
цвета и 50 – черного. Они придумали игру.
Назовем башенкой один или несколько ку-
биков, стоящих друг на друге. В начале игры
все кубики лежат по одному, т.е. имеется 100
башенок. За один ход игрок должен одну из
башенок поставить на другую (переворачи-
вать башенки нельзя), при этом в новой
башенке не должно быть подряд двух одина-
ковых по цвету кубиков. Ходят по очереди,
начинает Петя. Кто не может сделать ход –
проиграл. Кто может обеспечить себе побе-
ду, как бы ни играл его соперник?

Н.Чернятьев

10–11 классы
1 (3). Барону Мюнхгаузену сообщили о

многочлене 1 0
n

nP x a x a x a  лишь
то, что многочлен –P x P x   имеет ровно
45 различных действительных корней.  Ба-
рон, не зная даже, чему равно  n,  утвержда-
ет, что может определить один из коэффици-
ентов na , …, 1a , 0a  (готов указать его номер
и значение). Не ошибается ли барон?

Б.Френкин

2 (4). На часах три стрелки, каждая вра-
щается в ту же сторону, что и обычно, с
постоянной ненулевой, но, возможно, не-
правильной скоростью. Утром длинная и
короткая стрелки совпали. Ровно через 3
часа совпали длинная и средняя стрелки.
Еще ровно через 4 часа совпали короткая и
средняя стрелки. Обязательно ли когда-
нибудь совпадут все три стрелки?

А.Юран

3 (4). Взяли все 100-значные натуральные
числа, в десятичной записи которых каждая
цифра – какая-то из цифр 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Сколько из этих чисел делятся на 1002 ?
П.Кожевников

1 В скобках после номера задачи указано
число баллов, присуждающихся за ее полное
решение. Итог подводится по трем задачам, по
которым достигнуты наилучшие результаты
(баллы за разные пункты одной задачи сумми-
руются).
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4 (5). Высоты остроугольного треугольни-

ка ABC пересекаются в точке H. Пусть P –
произвольная точка внутри (и не на сторо-
нах) треугольника ABC, лежащая на опи-
санной окружности треугольника ABH, и A ,
B , C – проекции точки P на прямые BC, CA,
AB. Докажите, что описанная окружность
треугольника ABC   проходит через середи-
ну отрезка CP.

А.Заславский

5 (6). У девяти фермеров есть клетчатое
поле 9 9, огороженное по периметру забо-
ром и сплошь заросшее ягодами (в каждой
точке поля, кроме точек забора, растет яго-
да). Фермеры поделили поле между собой
по линиям сетки на 9 участков равной пло-
щади (каждый участок – многоугольник),
но границы отмечать не стали. Каждый
фермер следит только за ягодами внутри (не
на границе) своего участка, а пропажу заме-
чает, только если у него пропали хотя бы две
ягоды. Все это известно вороне, но где
проходят границы между участками, она не
знает. Может ли ворона утащить с поля 8
ягод так, чтобы ни один фермер гарантиро-
ванно не заметил пропажу?

Т.Казицына

Сложный вариант8 – 9 классы
1 (4). В каждую клетку доски 8 8 вписано

натуральное число так, что выполнено усло-
вие: если из одной клетки в другую можно
перейти одним ходом коня, то отношение
чисел в этих двух клетках является простым
числом. Могло ли оказаться, что в какую-то
клетку вписано число 5, а в какую-то дру-
гую – число 6?

Е.Бакаев

2 (6). См. задачу M2770 «Задачника «Кван-
та».
3 (7). Назовем двуклетчатую карточку

2 1 правильной, если в ней записаны два
натуральных числа, причем число в верхней
клетке меньше числа в нижней клетке. За
ход разрешается изменить оба числа на кар-
точке: либо прибавить к каждому одно и то
же целое число (возможно, отрицательное),
либо умножить каждое на одно и то же
натуральное число, либо разделить каждое
на одно и то же натуральное число; при этом

карточка должна остаться правильной. За
какое наименьшее количество таких ходов
из любой правильной карточки можно полу-
чить любую другую правильную карточку?

А.Глебов

4 (7). Дан треугольник ABC с углом A,
равным 60 . Его вписанная окружность каса-
ется стороны AB в точке D, а вневписанная
окружность, касающаяся стороны AC, каса-
ется продолжения стороны AB в точке E.
Докажите, что перпендикуляр к стороне AC,
проходящий через точку D, вторично пере-
секает вписанную окружность в точке, рав-
ноудаленной от точек E и C. (Вневписанной
называется окружность, касающаяся одной
из сторон треугольника и продолжений двух
других его сторон.)

А.Марданов

5 (9). У Васи есть 13 одинаковых на вид
гирь, но 12 из них весят одинаково, а одна,
фальшивая, весит больше остальных. Также
у него есть двое чашечных весов – одни
правильные, а другие показывают верный
результат (какая чаша тяжелее), если массы
на чашах различаются, а в случае равенства
могут показать что угодно (какие именно
весы правильные, Вася не знает). Перед
каждым взвешиванием Вася может сам вы-
бирать весы. Докажите, что Вася может
гарантированно найти фальшивую гирю за 3
взвешивания.

А.Аржанцев

6 (10). Пекарь испек прямоугольный ла-
ваш и разрезал его на 2n  прямоугольников,
сделав n – 1 горизонтальных разрезов и
n – 1 вертикальных. Оказалось, что округ-
ленные до целого числа площади получив-
шихся прямоугольников равны всем нату-
ральным числам от 1 до 2n  в некотором
порядке. Для какого наибольшего n это
могло произойти? (Полуцелые числа ок-
ругляются вверх.)

Г.Караваев

7 (12). См. задачу M2772 «Задачника
«Кванта». 10–11 классы
1 (4). Для каждого многочлена степени 45

с коэффициентами 1, 2, 3, ..., 46 (в каком-то
порядке) Вася выписал на доску все его
различные действительные корни. Затем он
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увеличил все числа на доске на 1. Каких
чисел на доске оказалось больше: положи-
тельных или отрицательных?

А.Глебов

2 (5). См. задачу M2771 «Задачника «Кван-
та».
3. Квадрат разбили на несколько прямо-

угольников так, что центры прямоугольни-
ков образуют выпуклый многоугольник.
а) (3) Обязательно ли каждый прямо-

угольник примыкает к стороне квадрата?
б) (6) Может ли количество прямоуголь-

ников равняться 23?
А.Шаповалов

4 (9). Дан выпуклый четырехугольник
ABCD площади S. Внутри каждой его сторо-
ны отмечено по точке и эти точки последова-
тельно соединены отрезками, так что ABCD
разбивается на меньший четырехугольник и
4 треугольника. Докажите, что хотя бы у
одного из этих треугольников площадь не
превосходит 8S .

М.Малкин

5 (10). Хорда DE описанной около треу-
гольника ABC окружности пересекает сторо-
ны AB и BC в точках P и Q соответственно,
точка P лежит между D и Q. В треугольни-
ках ADP и QEC провели биссектрисы DF и
EG. Оказалось, что точки D, F, G, E лежат

на одной окружности. Докажите, что точки
A, P, Q, C лежат на одной окружности.

А.Марданов

6 (12). Таблица 2 2024 заполнена целыми
числами, причем в первой строке стоят числа
из набора 1, ..., 2023 . Оказалось, что ка-
кие бы два столбца мы ни выбрали, разность
их чисел из первой строки делится на раз-
ность их чисел из второй строки. Известно,
что все числа во второй строке попарно
различны. Обязательно ли тогда все числа в
первой строке равны между собой?

И.Кухарчук

7 (14). На столе лежат 2n неразличимых
на вид монет. Известно, что n из них имеют
массу по 9 г, а остальные n – по 10 г.
Требуется разбить их на n пар так, чтобы
общая масса каждой пары равнялась 19 г.
Докажите, что это можно сделать менее чем
за n взвешиваний на чашечных весах без
гирь (показывающих, равны ли чаши, а если
нет, то какая тяжелее).

А.Грибалко

Материал подготовили Е.Веретенников,
А.Глебов, А.Грибалко, С.Дориченко,

А.Заславский, П.Кожевников, М.Малкин,
Л.Медников, А.Тертерян, А.Толпыго,

Б.Френкин, А.Шаповалов, А.Юран20-я Международная естественно-научная олимпиада юниоров

Во время тура

В этой олимпиаде принимают участие школь-
ники, чей возраст не превышает 15 лет. Отбор
кандидатов  в команду России производится
из числа участников региональных этапов
Всероссийской олимпиады школьников по
физике или и химии, набравших более 30%
баллов от максимума.В июне 30–35 наиболее
успешных школьников приглашаются на сбо-
ры в МФТИ, где проводится подготовка по
программе олимпиады, формируются экспе-
риментальные навыки. Затем в августе ребя-
та участвуют в естественно-научной смене в
образовательном центре «Сириус», а в конце
сентября–начале октября проходят очеред-
ные сборы в МФТИ – по окончании которых
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и определяется команда в составе 6 чело-
век, которые в декабре принимают уча-
стие в олимпиаде.
В декабре прошлого 2023 года Меж-

дународная естественно-научная олим-
пиада юниоров проходила в Бангкоке,
столице Королевства Таиланд. В олим-
пиаде приняли участие команды из 55
стран. Команду Российской Федерации
представляли

Авдеев Федор (Москва, лицей «Вто-
рая школа»),

Беленький Владимир (Москва, шко-
ла 179),

Битлев Роберт (Санкт-Петербург,
лицей 533),

Кожевников Роман (Долгопрудный
Московской области, лицей 5),

Мягкова Мария (Москва, лицей «Вто-
рая школа»),

Торкановская Мария (Долгопрудный
Московской области, ФТЛ).
Тренерами команды были М.А.Каркеш-

кин (химия), И.А.Киселев (биология),
Л.М.Колдунов (физика). Руководителем де-
легации был В.П.Слободянин.
На церемонии открытия присутствовала

принцесса Таиланда Маха Чакри Сиринд-
хорн. Организация олимпиады и условия
проживания в Бангкоке оказались на высо-
ком уровне. Ребят разместили в гостинице в
центре города. Между турами их ожидали
интересные экскурсии, квесты, разнообраз-
ная культурно-развлекательная программа.
По мнению большинства руководителей

команд, уровень сложности заданий был
выше среднего. Наши юниоры выступили
на редкость ровно. На экспериментальном
туре все участники делились на команды по
3 человека. И вот настала церемония закры-
тия: на сцену вызывают бронзовых медали-
стов, серебряных... – наших среди вызыва-
емых нет.
Ура! Все шесть членов нашей сборной

стали золотыми медалистами. А первая рос-
сийская тройка получила еще и бронзовую
медаль за эксперимент. Заметим, что экспе-
риментальных медалей было всего три: одна
золотая, одна серебряная и одна бронзовая.
Тестовый тур олимпиады состоял из 30

задач – 10 по физике, 10 по химии и 10 по
биологии. Ниже приводятся задачи тестово-
го тура по физике.

Сразу после церемонии награждения. Слева направо:Р.Битлев, Ф.Авдеев, М.Торкановская, М.Мягкова, В.Бе-ленький, Р.КожевниковТестовый турФизика
1. Брусок весом 100 Н покоится на гори-

зонтальной поверхности. Коэффициенты
трения скольжения и покоя равны 1 0,400
и 2 0,500 соответственно. К бруску при-
кладывают силу F 42,0 Н, как показано на
рисунке 1. Каковы величина и направление
силы трения, действующей на брусок?

A) 40,0 Н налево; B) 42,0 Н налево;
C) 50,0 Н налево; D) 50,0 Н направо.
2. У какого из нижеперечисленных объек-

тов наибольшее абсолютное значение уско-
рения? Считайте, что все объекты движутся
с постоянным ускорением по прямой.

A) Автомобиль, разгоняющийся от 0 км ч
до 100 км ч за 4,00 секунды.
B) Камень во время свободного падения

вблизи поверхности Земли.
C) Автомобиль с начальной скоростью

60,0 км ч и полностью останавливающийся
за 3,20 секунды.
D) Автомобиль, который проходит 250 м

за 6,50 с, стартуя из состояния покоя.
3. Пуля массой m попадает в покоящийся

груз массой M и застревает в нем. Груз

Рис. 1
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находится на горизонтальном гладком полу
и прикреплен к стене невесомой пружиной
жесткостью k (рис. 2). Груз с пулей внутри
сжимает пружину так, что ее максимальная
деформация равна maxx . Выразите началь-
ную скорость u пули через m, M, k и maxx .

A) maxx
k m M

m
;

B) max

m M
x k

m
;

C) max
k

x
m
;

D) max
k

x
m M

.

4. Если в жидкость плотностью A поме-
стить шар, то он утонет и вытеснит жид-
кость объемом V (рис. 3). Если тот же шар

поместить в жидкость плотностью B, то он
будет в ней плавать, погруженным ровно
наполовину. Когда шар помещают в жид-
кость плотностью C, то он тоже в ней
плавает. Определите величину выталкива-
ющей силы действующей со стороны жид-
кости на шар.

A) C AgV ;

B) 
1

2
A AgV ;

C) 
1

2
B AgV ;

D) недостаточно информации, чтобы дать
верный ответ.
5. Два одинаковых светодиода соединены

так, как показано на рисунке 4. Для их
нормальной работы необходимо, чтобы сила

тока, протекающего через них, была 10,0 мА,
а падение напряжения было 1,20 В. Вычис-
лите сопротивление резистора R для данной
цепи, чтобы режим работы светодиодов был
нормальным.

A) 330 Ом; B) 390 Ом; C) 660 Ом;
D) 780 Ом.
6. На каком из рисунков (рис. 5) показано

неправильное направление индуцированно-

го тока I в проводящем витке? На всех
рисунках виток расположен в плоскости yz
и ток течет против часовой стрелки, если
наблюдатель располагается на положитель-
ной части оси x.
7. Бассейн прямоугольной формы шири-

ной 4,30 м и глубиной 5,00 м полностью
заполнен водой (рис. 6). Сторона в 4,30 м
ориентирована с востока на запад. Бассейн
находится на экваторе, так что Солнце в
полдень находится в зените. Оцените, в
какое время дно бассейна окажется полнос-

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5
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Рис. 8

тью в тени. Считайте, что показатель пре-
ломления воды равен 1,33.

A) 15:00; B) 15:30; C) 16:00; D) 16:30.
8. Теплоизолированный сосуд содержит

200 г твердого термопластика, к которому
подводится тепло со скорость 400 Дж с в
течение 180 с. Зависимость температуры тер-
мопластика от времени представлена на ри-
сунке 7. Рассмотрите следующие утвержде-
ния.

I. Удельная теплоемкость термопластика
равна 2,00 кДж кг К .

II. Температура плавления термопластика
160 C∞ .

III. Через 120 с в сосуде останется только
термопластик в жидком состоянии.

IV. Удельная теплота плавления термо-
пластика 12,0 кДж кг.
Какие из этих утверждений верные?
A) Только I и II;
B) только II и III;
C) только I, II и IV;
D) только I, II и III.
9. На графике (рис. 8) представлена зави-

симость высоты волны D в точке с координа-

той x 0,0 см от времени t. Волна распрост-
раняется в направлении +x со скоростью
5,0 см с. Определите длину волны.

A) 2,0 см; B) 5,0 см; C) 8,0 см; D) 10,0 см.
10. Смартфон используют в качестве аку-

стического секундомера так, что он измеряет
интервал времени между двумя последова-
тельными звуковыми сигналами, зафикси-
рованными его микрофоном. Отсчет време-
ни начинается, когда первый звуковой им-
пульс регистрируется микрофоном, и пре-
кращается, когда регистрируется второй зву-
ковой сигнал. В эксперименте, целью кото-
рого является измерение скорости звука в
воздухе (v = 340 м с), два смартфона в
режиме акустического секундомера помеща-
ют так, что они находятся на расстоянии
l 5,00 м друг от друга (рис. 9). Во время

измерения один студент хлопает в ладоши
рядом с микрофоном A, а несколько секунд
спустя другой студент хлопает в ладоши
рядом с микрофоном B. Каждый хлопок
приводит в действие оба телефона, но в
разные моменты времени из-за конечной
скорости распространения звука. Среди ва-
риантов, представленных ниже, выберите
тот вариант, который могли показать смарт-
фоны А и В.

A) Смартфон А: 0,0147 с; смартфон В:
0,0147 с.

B) Смартфон А: 2,0147 с; смартфон В:
2,0000 с.

C) Смартфон А: 3,1000 с; смартфон В:
3,1294 с.

D) Смартфон А: 2,1294 с; смартфон В:
2,1000 с.

Публикацию подготовил В.Слободянин

Рис. 7

Рис. 9

Рис. 6
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(см. «Квант» №1)

1. 9.
Если мальчиков в кружке хотя бы 10, то найдет-
ся мальчик, который послал не меньше 10 от-
крыток (так как любые два мальчика послали
разное число открыток и каждый – хотя бы
одну). Значит, девочек в кружке не меньше 10.
Тем самым, всего в кружке не меньше 20 школь-
ников. Получили противоречие. Следовательно,
мальчиков не больше 9. В кружке может быть
ровно 9 мальчиков и 10 девочек. Мальчики мо-
гут послать 1,2, 3 …, 9 открыток.
2. 14.
Суммарно в первой и второй коробках либо
5 конфет (если у конфеты А из первой коробки
4 соседних), либо 9 конфет (если у этой конфе-
ты 8 соседних). Второе невозможно, так как
тогда у конфеты В из второй коробки больше
8 соседних: все 7 соседних для А (без В), сама
конфета А и еще хотя бы одна конфета из
третьей коробки. Тогда у конфеты В будет 4
соседних конфеты из первой и второй коробок, а
значит, 4 конфеты из третьей коробки. Анало-
гично первому рассуждению, суммарно в четвер-
той и пятой коробках – 5 конфет. Общее число
конфет равно 5 4 5 14.
3. 5.
Докажем, что все 6 произведений не могут быть
целыми. Заметим, что произведение всех 18 чи-
сел равно 1. Поэтому, если все 6 произведений
будут целыми, то каждое из них равно 1. Рас-
смотрим тройку чисел, содержащих число 1 7.
Чтобы их произведение было целым, необходи-
мо, чтобы в эту тройку входило число 7. А чтобы
это произведение равнялось 1, оставшееся число
должно равняться 1. Аналогично, в тройку с
числом 1 5 войдут числа 5 и 1. Осталось заме-
тить, что теперь для числа 1 9 невозможно подо-
брать два числа из оставшихся, чтобы их произ-
ведение равнялось 1. Поэтому целых произведе-
ний не больше 5.
Пять целых произведений может получиться,
например, при таком разбиении на тройки:
1 7;7;1 , 1 5;5;1 , 2;4;1 8 , 1 2;1 4;8 , 1 9;9;3 ,
1 3;6;1 6 . Целыми будут 5 произведений в пер-
вых 5 тройках.
4. 300.
Заметим, что «да» ответили рыцари, стоящие меж-
ду людьми разного типа, и лжецы, стоящие между
людьми одинакового типа, а остальные ответили
«нет». Поэтому если оба соседа любого жителя
сменят тип, то его ответ останется прежним.
Также если житель сменит тип вместе с одним
своим соседом, то и он не поменяет свой ответ.

Пронумеруем всех стоящих в круге следующим
образом: 1, 2, 3, 1, 2, 3, … Если все жители с
номерами 1 и 2 сменят свой тип, то из сказанного
выше следует, что никто не поменяет свой ответ.
Поскольку путешественник смог определить,
сколько в круге рыцарей, то такое изменение
типов не меняет их количество, значит, среди
жителей с номерами 1 и 2 по 200 рыцарей и
лжецов. Аналогично, по 200 рыцарей среди жи-
телей с номерами 2 и 3, а также среди жителей с
номерами 3 и 1. Просуммировав эти количества,
получим 600 рыцарей, при этом каждого жителя
мы посчитаем дважды, поэтому всего в круге 300
рыцарей.Конкурс имени А.П.Савина

(см. «Квант» №11-12 за 2023 г.)

9. Первым.
Скорости Гриши и Бори одинаковы (ведь они
одновременно выехали и одновременно доехали
до места встречи); скорости Алеши и Васи тоже
одинаковы. Если бы Вася поехал после встречи
обратно в А вместе с Алешей, они бы вернулись
одновременно, но Вася приехал позже всех. Зна-
чит, Вася после встречи поехал в Б, и проехать
ему пришлось большее расстояние, чем Алеше.
Тогда место встречи ближе к А, чем к Б. Алеша
и Боря вернутся в А и Б одновременно, ведь
после встречи оба они проедут то же расстояние,
что и до встречи, с той же скоростью. Гриша же
сначала проедет то же расстояние, что и Боря, а
потом проедет меньшее расстояние, чем Боря, –
от места встречи до А. Значит, Гриша приедет
быстрее Алеши и Васи.
10. 14400.
В строке 4 стоит не больше двух ладей, а в
остальных строках – не больше одной, итого
можно поставить не больше 9 не бьющих друг
друга ладей. Раз всего ладей 9, то в строке 4
должно стоять ровно две ладьи, а в остальных
строках – ровно по одной. Аналогично со столб-
цами.
Выберем сначала, куда поставить такие четыре
ладьи:
1) в строку 4 левее фишки,
2) в строку 4 правее фишки,
3) в столбец c ниже фишки,
4) в столбец c выше фишки.
Посчитав количества клеток в соответствующих
областях (они показаны синим цветом на рисун-
ке 1), получим, что это можно сделать
2 5 3 4 5! способами.
Осталось 5 свободных строк и 5 свободных столб-
цов, куда нужно поставить 5 оставшихся ладей.
Это делается 5! способами: сначала выбираем,
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куда поставить ладью
в верхнюю из этих
строк – 5 способов; ос-
талось 4 свободных
строки и 4 свободных
столбца, и мы снова
выбираем, куда поста-
вить ладью в верхнюю
из оставшихся строк –
4 способа и т.д.
Осталось перемножить

эти числа: 
2 25! 120 14400.

11. а) Да. Это следует из решения пункта б).
б) Взвешивание можно сделать при всех N,
кроме 13N , дающих остаток 1 при делении на 3.
Пусть у нас a двоек (монет по 2 г) и b троек
(монет по 3 г), тогда N 2a 3b.
В первой таблице описаны взвешивания четырех
типов. Позже мы покажем, как в зависимости от
N выбрать, взвешивание какого типа надо сде-

лать. Во взвешиваниях типов (A) и (B) на левой
чаше только двойки, на правой только тройки, и
весы находятся в равновесии. Тогда количество
двоек на левой чаше делится на 3. Пусть оно
равно 3k, тогда количество троек равно 2k. Сум-
марный вес на левой чаше при фиксированном
количестве монет является наименьшим возмож-
ным, а на правой – наибольшим возможным.
Поэтому зрители узнают, какие монеты лежат на
весах. Вне весов все монеты одинаковые, в типе
(A) это тройки, в (B) – двойки. Значит, зрители
узнают и оставшиеся монеты.
Во взвешиваниях типов (C) и (D) на левой чаше
только двойки, на правой только тройки, и левая
чаша на 1 г легче, чем правая. Аналогично пре-
дыдущему рассуждению можно понять, что эти
взвешивания подходят.
Покажем, что при N, дающих остатки 0, 2, 3 или
5 при делении на 6, можно провести требуемое
взвешивание. Все варианты рассмотрены во вто-

Рис. 1

Таблица 2

Таблица 1

Таблица 3
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рой таблице. Если мы знаем остаток N при
делении на 6, то из равенства N 2a 3b одно-
значно находится остаток a при делении на 3 и
остаток b при делении на 2 (см. первые три
столбца второй таблицы).
Осталось рассмотреть случай, когда N дает оста-
ток 1 при делении на 3.
Случай N 1 невозможен. При N 4 возможен
только набор монет 2, 2, поэтому зрителям все
монеты известны заранее. При N 7 возможен
только набор монет 2, 2, 3, тогда сделаем взве-
шивание 2 3 – зрители поймут, где какая моне-
та. При N 10 возможен только набор монет 2,
2, 3, 3, тогда сделаем взвешивание 2 2 3 3.
При 13N  возможен вариант, что есть ровно
две двойки, а все остальные – тройки, и их хотя
бы три. Покажем, что тогда искомое взвешива-
ние невозможно. Предположим, что оно возмож-
но. Монеты делятся на три группы – левая
чаша, правая чаша и оставшиеся монеты. Внут-
ри одной группы все монеты должны быть оди-
наковыми – ведь если там есть две различные
монеты, то эти две монеты зрители не смогут
различить. Поэтому либо две двойки образуют
одну группу, либо каждая из них образует от-
дельную группу. Все возможные варианты ра-
зобраны в третьей таблице.
12. а) Нет; б) да.
а) Если мы поставим шесть плюсов, то получен-
ное в результате число будет заканчиваться на
цифру 7. А квадрат числа заканчиваться на
цифру 7 не может.
б) Будем обозначать число, состоящее из n еди-
ниц, через n

R  (такие числа называются репьюни-
тами). Имеют место равенства

 цифр 1  цифр 9

1 10 1
111 11 999 99

9 9

n

n
n n

R … …14243 14243 .

Рассмотрим число
1

1

 цифр 3

10 2
333 334 3 1

3

n

n n

n

b R…14243 .

Возведем в квадрат:
21 2 2 1

2 10 2 10 4 10 4

3 9

n n n

n
b

2 2 1

2 2 1 1

10 1 4 10 1 9
4

9

n n

n nR R R .

Получили сумму шести чисел, каждое из кото-
рых состоит из одних единиц. Общее количество
единиц равно

2 2 4 1 1 6 7n n n .

Это число будет равно 2023 при n = 336. Следо-
вательно, в строке из 2023 единиц можно поста-

вить пять плюсов так, чтобы полученное в ре-
зультате число было полным квадратом, а имен-
но:

2

674 337 337 337 337 1 336R R R R R R b .

13. Такая прогрессия существует.
Это арифметическая прогрессия из 17 членов с
первым членом 17  и разностью 17. Последний
член прогрессии равен 17 15. Cумму прогрессии
можно найти как полусумму первого и последне-
го членов, умноженную на количество членов:

17 17 15
17 7 17 17 2023

2
.

14. 48.
Самый высокий человек точно соврал (выше
него никого нет), и, аналогично, соврал самый
низкий. Значит, больше 48 человек сказать правду
не могли. Приведем пример, когда сказали прав-
ду 48 человек. Возьмем 50 человек разного роста
и пронумеруем их числами от 1 до 50 по возрас-
танию роста. Посадим на один из диванов людей
с номерами 1 и 50, а
дальше на каждый
предыдущий по часо-
вой стрелке диван бу-
дем сажать поровну са-
мых высоких и самых
низких из оставшихся
(например, как на ри-
сунке 2). Тогда для
всех, кроме 1-го и 50-
го, ровно половина людей на следующем диване
будет ниже и ровно половина – выше.
15. 180 .
Разделим синий и зеленый углы на части верти-
кальными линиями сетки и переложим части,
как показано на рисунке 3.
Красный угол и левая часть зеленого вместе
дадут прямой угол; левая часть синего угла вме-
сте с правой частью зеленого, как и правая часть
синего угла, образуют углы между сторонами и
диагоналями пунктирных квадратов и поэтому

Рис. 3

Рис. 2
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равны по 45 . Значит, сумма отмеченных углов
равна 90 45 45 180 .
16. Выигрышная стратегия есть у второго игро-
ка.
Пусть при своем первом ходе второй игрок кра-
сит в желтый цвет букву L, расположенную
вблизи одного из углов квадрата так, как пока-
зано на рисунке 4. Он
сможет это сделать, так
как первым ходом его
противник смог «испор-
тить» не больше чем
один из четырех углов
квадрата. Клетки, выде-
ленные на рисунке зеле-
ным цветом, назовем их заповедником, недо-
ступны для первого игрока. Далее второй игрок
ходит так, чтобы при своих ходах не затрагивать
заповедник. И только в случае, когда никаких
других ходов не остается, он перекрашивает в
желтый цвет клетки заповедника (это можно
сделать, поскольку клетки заповедника образу-
ют букву L) и выигрывает.
Объясним, почему второй игрок выигрывает.
Если после хода второго игрока в заповедник у
первого игрока остается возможность сделать
ответный ход, то это означает, что какая-то фи-
гура в виде буквы T или в виде буквы Z до сих
пор имеет красный цвет. Но внутри каждой из
этих фигур помещается фигура L. Следователь-
но, у второго игрока была возможность не ходить
в заповедник. Это противоречит правилу для вто-
рого игрока, которое мы сформулировали.

Рис. 4

Калейдоскоп «Кванта»Вопросы и задачи
1. В системе отсчета «снаряд».
2. Скорость истечения воды одинакова, если из-
меряется в системе отсчета, связанной с вагоном.
Иначе можно было бы обнаружить факт равно-
мерного движения поезда, не выглядывая в окно,
что противоречит принципу относительности.
3. Каждая точка катящегося колеса участвует в
двух движениях: вращательном и поступатель-
ном. В верхней части колеса скорости этих дви-
жений складываются, в нижней – вычитаются
так, что соприкасающаяся с дорогой точка не-
подвижна. Из автобуса же наблюдается лишь
«чистое» вращение колеса.
4. В направлении движения легкового автомоби-
ля со скоростью, равной по модулю половине
скорости автобуса.
5. В системе отсчета, связанной с любым из
футболистов (в которой он неподвижен), все
спортсмены будут двигаться равномерно и пря-

молинейно, и поэтому их пути должны пересечь-
ся в месте расположения неподвижного футбо-
листа. Именно в этом месте они и могут встре-
титься, причем – одновременно.
6. Такой же – это следует из принципа относи-
тельности Эйнштейна.
7. В системе отсчета бегуна, как и в любой
другой инерциальной системе, свет обладает од-
ной и той же скоростью. Свое изображение бе-
гун увидит точно таким же, как и при любой
другой постоянной скорости бега.
8. В системе отсчета «Звездолет» расстояние от
Земли до Сириуса только два световых года.
9. Нет – это эффект релятивистского сокраще-
ния длины.
10. Поперечные размеры бруска остаются неиз-
менными, длина же сокращается, допустим, в k
раз. Поэтому объем уменьшится в k раз. По-
скольку при этом масса бруска увеличивается в
k раз, то его плотность возрастет в 2k  раз.
11. Невозможно, так как в этом случае у части-
цы нет ни импульса, ни кинетической энергии.
12. Закон, связывающий массу тела с его энерги-
ей: 2

0E mc .
13. Когда скорости электрона и позитрона рав-
ны по модулю и противоположно направлены.
14. «Красное смещение» объясняется удалением
галактики от Земли.Микроопыт
Скорость спортсмена относительно дорожки равна
и противоположна скорости дорожки относи-
тельно земли.

XLV Турнир городовЗадачи осеннего тураБазовый вариант
8–9 классы

1. Не обязательно. Пример см. на рисунке 5:
проход Ани указан над полосой, а проход Вари –
под полосой.

2. Не обязательно.
Пусть A, D, C, B – пос-
ледовательные вершины
правильного шести-
угольника. Тогда ABCD
(рис. 6) – равнобедрен-
ная трапеция (полови-

Рис. 5

Рис. 6
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на правильного шестиугольника), и все упомя-
нутые в условии углы равны 30 .
3. Может.
Пусть ворона утащит ягоды, отмеченные точка-
ми на рисунке 7 слева. Участок, содержащий
одну из этих ягод внутри себя, должен содер-
жать и квадрат 2 2 с центром в этой точке.
Поэтому никакие две утащенные вороной ягоды
не могут лежать внутри одного участка – ведь
участок имеет площадь 8 клеток и состоял бы
тогда ровно из двух таких квадратов, а они не
образуют многоугольник.
Замечание. Возможен и пример, аналогичный
примеру из решения задачи 5 старших классов
(рис. 8).

4. Не может.
Рассмотрим любые два соседних числа, пусть
a – меньшее из них. Тогда большее равно либо
2a, либо 5a, и вместе с меньшим оно дает либо
3a, либо 6a. Значит, сумма любых двух сосед-
них чисел кратна 3. Найдем для каждого числа
сумму его и следующего за ним по часовой
стрелке и все эти суммы сложим. Получим, что
удвоенная сумма всех чисел кратна 3. Значит,
она не может равняться 4046.
5. Вася.
Назовем башенку белой, если ее нижний и верх-
ний кубики белые, и бело-черной, если ее ниж-
ний кубик белый, а верхний черный. Аналогич-
но определяются черная и черно-белая башенки.
В начале игры имеется 50 белых и 50 черных
башенок. Петя из белой и черной башенок собе-
рет разноцветную (черно-белую или бело-чер-
ную). В любом случае Вася, присоединяя к ней с
нужной стороны белую башенку, склеивает бе-
лую башенку. В результате остаются по 49 бе-
лых и черных башенок. Далее Вася продолжает
действовать так же, пока не оставит после своего
хода две белые и две черные башенки. Петя
своим ходом снова соберет разноцветную башен-
ку. Теперь Вася из оставшихся белой и черной
башенок соберет противоположную башенку (чер-
но-белую, если Петя собрал бело-черную), и у
Пети не будет хода.

10–11 классы
1. Не ошибается.
Отметим действительные корни многочлена
P x P x  на координатной прямой. Посколь-
ку P x P x  – четная функция, отмеченные
корни симметричны относительно нуля. Так как
их нечетное количество, один из этих корней
равен нулю. Тогда 02 0 0 0a P P , отку-
да 0 0a .
2. Не обязательно.
Контрпример. Пусть длинная стрелка за час

делает один оборот, средняя – 
1

8
 оборота, ко-

роткая – половину оборота, «утром» длинная и

короткая стрелки были направлены «вверх», а

средняя отстояла от них на 
3

8
 оборота против

часовой стрелки. Тогда через 3 часа длинная и

средняя стрелки встретятся «в верхней точке»
циферблата, так как обе будут направлены
«вверх», а еще через 4 часа короткая и средняя
стрелки встретятся в «нижней точке» цифербла-
та, так как обе будут направлены вниз (т.е.
условия выполнены). Поскольку длинная стрел-
ка быстрее короткой на половину оборота в час,
они встречаются в точности через каждые два
часа, т.е. все их встречи происходят через чет-
ное число часов после «утра», и, значит, проис-
ходят «в верхней точке» циферблата. Но сред-
няя стрелка проходит через «верхнюю точку»
только через нечетное число часов после «утра»,
поэтому все три стрелки никогда не совпадут.
3. 1003  чисел.
Докажем по индукции, что есть ровно 3n хоро-
ших n-значных чисел (кратных 2n и составлен-
ных из указанных цифр). База (n 1) очевидна.
Шаг индукции. Если у хорошего 1n -значного
числа стереть первую цифру, получится хоро-
шее n-значное число (поскольку, стирая цифру
x, мы вычитаем из числа, кратного 1

2
n , число

10nx , кратное 2n).
С другой стороны, хорошее n-значное число имеет
вид 2

ny . Приписывая к нему слева цифру x, мы
добавляем число 5 2

n nx , и сумма будет де-
литься на 1

2
n  тогда и только тогда, когда число

5
ny x  четно, т.е. когда x y четно. Видно, что

для четных y в качестве x подходят в точности
четные цифры 2, 4, 6, а для нечетного у – в
точности нечетные цифры 3, 5, 7. Значит, хоро-
ших 1n -значных чисел в 3 раза больше, чем
хороших n-значных.
4. Пусть M – середина CP (рис. 9). Точки A  и
B  лежат на окружности с диаметром CP и
центром в M, а вписанный в эту окружность
угол A CB  острый, поэтому 2AMB BCA и

Рис. 7 Рис. 8
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M лежит от прямой A B  по ту же сторону, что и
С. Так как P лежит внутри остроугольного треу-
гольника, ее проекции A , B , C  лежат внутри
сторон, тогда четырехугольники AB PC  и BA PC
вписанные. Используя равенства вписанных уг-
лов, имеем:

180 ACB ACB BCA BPA APB

360 APB A PB

180 180AHB A PB

2BCA BCA BCA,

откуда 180AMB A CB , т.е. точки A ,
M, B , C  лежат на одной окружности, что и
требовалось.
5. Может.
Пусть ворона утащит ягоды, отмеченные точками
на рисунке 10. Участок, содержащий одну из этих
ягод внутри себя, должен содержать и квадрат

2 2 с центром в этой
точке. Если участок со-
держит две утащенные
вороной ягоды, он, кро-
ме соответствующих
квадратов 2 2, содер-
жит тогда еще ровно
одну клетку (так как
площадь участка равна
9). Но тогда эти квад-

раты 2 2 соприкасаются (иначе одной клетки не
хватит, чтобы получить связный участок). В этом
случае образуется примыкающий к углу поля изо-
лированный участок, «отсеченный» этими двумя
квадратами, в котором будет одна или две клетки,
что невозможно (площади всех участков равны 9).Сложный вариант

8–9 классы
1. Могло.
Пример. Раскрасив доску в черный и белый
цвета в шахматном порядке, сначала во все чер-

ные клетки впишем единицы, а во
все белые – двойки. Затем заме-
ним угловую единицу на 6, а со-
седнюю с ней двойку – на 5
(рис. 11).
3. За 3 хода.

Будем изображать карточку в виде пары ,a b ,
где a b. Пусть надо из ,a b  получить ,c d .
Умножим первую карточку на разность ( –d c)
чисел на второй карточке, получим карточку

,a d c b d c . Вторым ходом получим из
нее карточку ,c b a d b a . Это можно сде-
лать с помощью сложения, так как разность
между нижним и верхним числами на каждой из
этих карточек равна b a d c . Третьим хо-
дом делим на разность b a.
Докажем, что из карточки 1, 3  нельзя получить
карточку 1, 4  меньше чем за три хода. Для
нашей карточки первый ход – прибавление нату-
рального числа или умножение (так как на ней
есть 1).
В первом случае разность чисел на карточке
останется равной 2, и за одно деление или умно-
жение получить разность 3 нельзя (разность
умножится или разделится на целое число); сло-
жение разность вообще не изменит.
Во втором случае, чтобы изменить отношение
чисел на карточке с 3 на 4, придется вторым
ходом использовать вычитание, тогда разность
уже должна была равняться 3, но она кратна 2.
4. Пусть вписанная окружность  с центром I
касается стороны AC в точке H, вневписанная
окружность из условия касается стороны AC в
точке K, перпендикуляр DF из условия пересе-
кает  в точке X (рис. 12). Поскольку AD AH,

60A , то треугольник ADH равносторонний,
а DF – его высота. Так как XIH
2 60XDH AIH, точка X лежит на пря-

мой AI, т.е. является центром треугольника ADH.
По свойствам касательных к вписанной и вне-

Рис. 9

Рис. 10

Рис. 11

Рис. 12
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вписанной окружностям, AE AK CH. Кро-
ме того, AX HX, 150EAX CHX. Сле-
довательно, треугольники AXE и HXC равны,
откуда XE XC.
5. Будем всегда класть на чаши весов поровну
гирь. Заметим, что тогда заведомо нефальши-
ва гиря, оказавшаяся на «легкой» чаше, а в
случае равенства – на любой из чаш. Обозна-
чим весы X и Y. Первым взвешиванием поло-
жим на чаши весов X по 4 гири.
1) Весы в равновесии. Тогда фальшива одна из
5 невзвешенных гирь. Вторым взвешиванием
положим по 2 подозрительные гири на чаши
весов X. При равновесии фальшива невзвешен-
ная гиря A.
В противном случае фальшива либо гиря A (если
весы X неправильные), либо одна из гирь B, C
на «тяжелой» чаше. Третьим взвешиванием срав-
ним B c C на весах Y. При равновесии фальшива
гиря A. В противном случае фальшива более
тяжелая гиря (если бы фальшива была A, весы
Y показали бы равновесие).
2) Одна из чаш опустилась. Тогда фальшива
либо одна из 4 гирь на «тяжелой» чаше, либо
одна из 5 невзвешенных гирь. Вторым взвешива-
нием положим на чаши весов Y по 2 «тяжелые»
гири и по одной из невзвешенных – A и B. При
равновесии фальшива одна из 3 еще не взвешен-
ных гирь, причем весы Y правильные (раз они
показали равенство, все гири на них настоя-
щие – в том числе, четыре гири, «тяжелые» по
мнению весов X, т.е. весы X соврали). С их
помощью найдем за одно взвешивание одну фаль-
шивую гирю из 3 подозрительных.
Если одна из чаш (пусть с гирей A) опустилась,
то фальшива одна из гирь на этой чаше (если бы
фальшивая гиря была среди 3 невзвешенных, то
как весы X, так и весы Y были бы неправильны,
что не так). Более того, A фальшива, только
если весы Y правильные. Третьим взвешиванием
сравним на весах Y две отличные от A гири с ее
чаши. При равновесии фальшива A, в противном
случае – более тяжелая гиря.
6. Для n 4. Пример пирога представлен в виде
таблицы, указаны ширина столбцов, высота строк
и площадь клеток.
Докажем, что 4n . Переставим строки и столб-
цы таблицы так, чтобы высоты строк росли
сверху вниз, а ширины столбцов росли слева
направо. Пусть числа в угловых клетках равны
a b c d. Ясно, что a – левое верхнее, d –
правое нижнее, причем ad bc. Пусть b – правое
верхнее. Округленные числа будем обозначать
теми же буквами со штрихами. Тогда 1a ,

2d n , b n (оно не меньше всех чисел верх-
ней строки), 2 1c n  (оно не меньше всех

чисел первого столбца и верхней строки). Зна-
чит, 1,5a , 2

0,5d n , 0,5b n , 2 1,5c n .
Поэтому 21,5 0,5 0,5n ad bc n 2 1,5n ,
откуда 2 21,5 0,75 2 2,5 0,75n n n , т.е. 2,5n

2
0,5n , откуда n 5.

10–11 классы
1. Поровну.
Заметим, что корни многочленов из условия мо-
гут быть только отрицательными. К каждому
многочлену P из условия есть парный P , коэф-
фициенты которого записаны в обратном поряд-
ке. Заметим, что корни P  обратны корням P.
Следовательно, исходные числа на доске разби-
ваются на пары взаимно обратных отрицатель-
ных чисел. После прибавления единицы числа
из интервала 1; 0  станут положительными, а
числа, меньшие –1, останутся отрицательными.
3. а) Не обязательно. См. рис. 13.
б) Может.
Приведем пример для произвольного нечетного
m 2 1n , 1n . Разобьем квадрат на n «верти-
кальных» прямоугольников 1A , ..., n

A  и 1n

«горизонтальных» прямоугольников 1 1, ,
n

B B… ,
расположенных так, как показано на рисунке 14.
Центры прямоугольников будем обозначать теми
же буквами, что и сами прямоугольники. Пусть
ширина (горизонтальная сторона) прямоуголь-
ника iA  равна ia , высота (вертикальная сторона)
прямоугольника iB  равна ib . Тогда тангенс угла
наклона прямой 1i iA A
к горизонтальной оси

равен 
1

i

i i

b

a a
, а тан-

генс угла наклона пря-

мой 1i iB B  к вертикаль-

ной оси равен 1

1

i

i i

a

b b
.

Для выпуклости доста- Рис. 13
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точно подобрать значения ia  и ib  так, чтобы обе

последовательности тангенсов возрастали с умень-
шением i и сумма ширин 1n

a a…  была больше
суммы высот 1 1n

b b…  (тогда мы сможем по-
добрать высоту прямоугольника n

A  так, чтобы
получился квадрат, а высоты остальных прямоу-
гольников iA  и ширины прямоугольников iB  под-
берутся автоматически). Сделаем, например,

2 1 !ia i  и 2 !ib i . Тогда получим 1ctg i i
A A

1
2 1

2
i

i
, 1

1
ctg 2 2

2 1
i i

B B i
i

. Нетруд-

но проверить, что обе последовательности котан-

генсов убывают с уменьшением i, а значит, пос-

ледовательности тангенсов возрастают.
4. Пусть K, L, M и N – точки деления, лежащие
на сторонах AB, BC, CD и DA, причем AK aAB,
BL bBC, CM cCD, DN dDA. Тогда

KBL LCM MDN NABS S S S

1 1 1 1ABC BCD CDA DABa bS b cS c dS d aS

2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2

a a b b c c d d

2 2

2 2

ABC CDA BCD DABS S S S
8 4

1

2 2

S
.

Следовательно, одно из чисел KBLS , LCMS , MDNS ,

NABS  не превосходит 
2

1

2 2 8

S S
.

5. Пусть  – окружность, описанная около треу-
гольника ABC,  – окружность, на которой ле-
жат точки D, F, G, E (рис. 15). Заметим, что эти
точки лежат на  именно в таком порядке.
Пусть B  – центр окружности . Докажем, что
точки B и B  совпадают.
Углы ADE и ABE равны, так как опираются на

дугу ACE, откуда
2 FDE FBE (по-
скольку DF – биссек-
триса угла ADE). С
другой стороны,

2FBE FDE (как
центральный и впи-
санный углы), поэто-
му FBE FBE .
Тогда точка B  лежит
на дуге FBE описан-
ной окружности треу-

гольника FBE. Аналогично, точка B  лежит на
дуге DBG описанной окружности треугольника
DBG.
Но дуга DFGE лежит внутри окружности ,
откуда дуга DBE лежит внутри окружности .
Тогда дуги FBE и DBG также лежат внутри  и
пересекаются в единственной точке, поскольку
дуга FBE делит окружность  на две части,
причем точки D и G попадают в разные части (D
лежит на дуге FDE, а G – на дуге FGE).
Значит, точки B и B  совпадают, поэтому B –
середина дуги DBE (поскольку BD BE).
Но тогда равны углы EAB и DAB, и для угла
BPQ, как для угла между хордами DE и AB,

мы получаем равенство

BPQ EAB DBA DAB DBA

180 ADB ACB,

откуда четырехугольник APQC вписанный.
6. Обязательно.
Лемма. Пусть k и l – натуральные числа, причем
НОК ,k l k l. Тогда k l делится на k или на
l.
Доказательство. Пусть НОД ,d k l . По усло-
вию, kl d k l , т.е. 2k d l d d . Один
из множителей меньше d и делится на d, т.е.
равен нулю. А k l делится на d.
 Условие делимости не изменится, если все чис-
ла строки уменьшить на одно и то же целое
число. Поэтому можно считать, что верхние чис-
ла находятся в пределах от 0 до 2022, а ниж-
ние – в пределах от 0 до M (причем и 0, и M
присутствуют). Ясно, что M 2022. Разность
чисел над 0 и M делится на M, поэтому эти
числа равны, пусть это число b.

Предположим, есть столбец вида 
b d

k
, где

0d . Ясно, что 2022d . Сравнивая этот стол-

бец со столбцами 
0

b
 и 

b

M
, видим, что d

делится как на k, так и на M k. Поэтому d

делится на НОК ,k M k ; по лемме M делится

Рис. 14

Рис. 15
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на k или на M k. Как известно, у числа M не
более 2 M  делителей, столько же дополнений
этих делителей до M, значит, всего в верхней
строке не более 4 M  чисел, отличных от b. С
другой стороны, и k, и M k не больше 2022,
поэтому 4044M . Итак, в верхней строке не

более 4 4044 300 чисел, отличных от b. За-

фиксируем один столбец вида 
b d

k
 и рассмот-

рим произвольный столбец вида 
b

k q
. По ус-

ловию, d делится на q. Значит, в первой строке

не более 4 4 2022 180d  чисел b (q может

быть как положительным, так и отрицатель-
ным). Но 300 180 2024. Противоречие.
Замечание. Для малых размеров таблицы утвер-
ждение неверно. Пример приведен в таблице:

7. Рассмотрим отдельно случай n 3. Пронуме-
руем монеты числами от 1 до 6. Первым взвеши-
ванием сравним монеты 1 и 2, вторым – монеты
3 и 4. Если получим два равенства, то в одной из
этих пар массы монет равны по 9 г, а в другой –
по 10 г. Тогда массы пар {1, 3}, {2, 4}, {5, 6} –
по 19 г. Если в одном взвешивании, например в
первом, будет неравенство, а во втором – равен-
ство, то можно разбить монеты на пары {1, 2},
{3, 5}, {4, 6}. Если же оба взвешивания дадут
неравенства, то искомые пары – {1, 2}, {3, 4},
{5, 6}.
Если 3n , разобьем монеты на пары произволь-
ным образом. Каждая пара имеет массу 18 г, 19 г
или 20 г, причем пар массой 18 г и 20 г поровну.
Если для каждой пары мы определим ее массу,
то сможем получить требуемое разбиение монет.
Действительно, пары массой 19 г можно оста-
вить без изменений, а объединив по одной моне-
те из пар массами 18 г и 20 г, также получим
искомые пары.
Сравним первую пару со второй, потом с третьей
и так далее, пока не получим неравенство или не
закончатся пары. Если неравенство получено, то
из всех пар, которые мы сравнили, сформируем
первую кучку. Если остались пары, то будем
действовать с ними аналогично и создавать но-
вые кучки. В итоге получим несколько кучек, в
каждой из которых пары имеют две различные
массы. Возможно, несколько последних пар не
образуют кучку, если они равны между собой. В
каждой кучке выделим одну легкую и одну тя-
желую пары и объединим их в группу. Пронуме-

руем группы в соответствии с номерами кучек,
которым они принадлежат.
Начнем сравнивать группы: первую группу срав-
ним со второй, затем с третьей и так далее, пока
не получим неравенство или не закончатся груп-
пы. Если неравенство получено, например пер-
вая группа оказалась легче k-й (если наоборот,
дальнейшие рассуждения аналогичны), то в пер-
вой группе масса легкой пары 18 г, а в k-й
группе масса тяжелой пары 20 г. Объединим эти
две пары в новую группу X массой 38 г. Если k
меньше числа групп, то сравним X со всеми
группами, номера которых больше k, – так мы
узнаем массы пар во всех кучках, начиная с

1k -й. Если какие-то пары не попали в куч-
ки, то сравним одну из них с половиной группы
X (в которую входит по одной монете из состав-
ляющих ее пар). Результат сравнения позволит
узнать массы всех пар, не попавших в кучки.
Заметим, что если массы двух групп равны, то в
этих группах легкие пары имеют одинаковую
массу и тяжелые пары тоже. Поэтому все легкие
пары в кучках с первой по 1k -ю имеют массу
по 18 г, а все тяжелые пары в k-й кучке – по
20 г. Таким образом, пока мы не узнали только
массы тяжелых пар в первых 1k  кучках и
легких пар в k-й кучке. Они могут быть либо 19 г
и 18 г, либо 19 г и 19 г, либо 20 г и 19 г соответ-
ственно. Учитывая, что общее число пар массой
18 г и 20 г одинаковое, мы однозначно можем
определить, какой из случаев имеет место.
Если при сравнении групп мы дошли до после-
дней группы и не получили ни одного неравен-
ства (в частности, если число кучек равно 0 или
1), то во всех кучках легкие пары имеют одинако-
вую массу и тяжелые пары тоже. Тогда мы имеем
три набора, состоящие из равных пар: легкие
пары в кучках, тяжелые пары в кучках и пары,
не попавшие в кучки (какие-то наборы могут
оказаться пустыми). Обозначим число пар в этих
наборах через a, b, c соответственно. Можем
считать, что все эти числа ненулевые, ибо в про-
тивном случае тип каждой пары определяется
тривиально. Так как пар массой 18 г и 20 г поров-
ну, то в большинстве случаев можно сразу понять,
какова масса пар в каждой группе: либо есть два
набора, состоящие из одинакового числа пар, либо
два набора содержат в сумме столько же пар,
сколько и третий. Нельзя это понять, только когда
одновременно выполняется более одного равен-
ства, т.е. в следующих четырех случаях.
1) a c и a c b. Тогда легкие пары имеют
массу по 18 г. Сравним тяжелую пару с парой не
из кучек. Если тяжелая пара окажется легче, то
их масса 19 г и 20 г, а если тяжелей – 20 г и 18 г
соответственно.
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2) b c и b c a. Этот случай рассматривается
аналогично предыдущему.
3) a b, c a b. Нетрудно понять, что этот
случай реализуется, только если тяжелые пары
имеют массу 20 г, легкие – 18 г, а остальные –
19 г.
4) a b c. Такое возможно, если n делится на
3. Так как 3n , то в каждом наборе есть хотя
бы по две пары. Объединим в группу одну
легкую пару с одной тяжелой и сравним ее с
двумя парами, не попавшими в кучки. Результат
такого взвешивания однозначно определит мас-
сы всех пар.
Построим граф, в котором вершины соответству-
ют составленным в самом начале n парам. Ребра-
ми соединим две вершины, если соответствую-
щие пары участвовали во взвешивании. Если
взвешивались группы, то ребром будем соеди-
нять по одной паре из групп. Когда одна из пар
сравнивалась с половиной группы X, соединим
ребром эту пару с одной из пар, которая исполь-
зовалась в формировании группы X. Тогда во
всех рассмотренных случаях полученный граф
не содержит циклов, поэтому число сделанных
взвешиваний не превышает 1n .20-я Международнаяестественно-научная олимпиадаюниоров

Физика
1. 42,0 Н налево.
2. У автомобиля, который проходит 250 м за
6,50 с, стартуя из состояния покоя.

3. maxx
u k m M

m
.

4. выт

1

2
B A

F gV .

5. R 660 Ом.
6. На рисунке В.
7. В 16:00.
8. Верны только утверждения I и II.
9. Длина волны равна 10,0 см.
10. Смартфон А показывает 2,1294 с; смартфон
В показывает 2,1000 с.Португальские слова
Замечаем, что все слова правого столбца начина-
ются с pl, а португальские слова распадаются в
этом отношении на три класса:
1) plбtano, plebe (класс «pl»);
2) praino, prancha (класс «pr»);
3) chegar, cha%o , cheio (класс «ch»).
Очевидно, что слова класса «pr» и класса «ch» в
какие-то моменты истории португальского языка
образовались из класса «pl».

Слова класса «pl» не подвергались изменениям.
Это можно объяснить только тем, что они появи-
лись в языке уже после осуществления обоих
изменений. Следовательно, класс «pl» состоит
из поздних заимствований.
Замечаем, что в классе «pr» (так же, как и в
классе «pl») сохраняется исконный звук n, тог-
да как в классе «ch» звук n исчезает (ср. cha%o  и
planum, cheio и plenum). Это значит, что слова
класса «pr» появились в языке после того, как
закончился процесс выпадения n (иначе n выпа-
ло бы и в этих словах). Таким образом, класс
«ch» самый древний, а класс «pr» относится к
ранним заимствованиям.
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ДорогуУ

МОЛОДЫМ
В 2024 году были установлены

два необычных рекорда: в янва-
ре сербский юниор Леонид Ива-
нович стал первым в истории
шахматистом моложе 9 лет, обыг-
равшим гроссмейстера в турнир-
ной партии с классическим кон-
тролем времени, а в феврале его
достижение превзошел Ашват
Каушик из Сингапура.М. Попчев – Л. ИвановичБелград, 2024

1. c4 >f6 2. mc3 g6 3. g3 c5
4.og2 +g7 5. e3 0-0 6. mge2>c6 7. 0-0 d6 8. d4 cd 9. ed +f5
10. h3 h5 11. oe3 3d7 12. uh2/ac8 13. b3 /fd8?! Точнее
13…d5, чтобы помешать следу-
ющему ходу белых. 14. d5! >e5
15.md4 >d3 16. sd2 >c5 17.mf53f5 18. qad1 7h7 19. qfe1 /e8
20. od4 >fd7 21. og7 7g7 22. b4>a6 23.me4 >f6 24.sb2?
(24.qс1) 7f8? (необходима жер-
тва качества: 24…/с4 25. md6 ed
26. qe8 /c2 с достаточной ком-
пенсацией за счет активности
фигур) 25.of1? Серьезная
ошибка, ослабляющая поле f3 и
выпускающая преимущество.
Оба соперника не заметили
25. с5! c подавляющей позицией
у белых, так как нельзя 25…dc
из-за 26. d6! 25…7g8 26. mf6+3f6 27. sd2 >b8 28. qe4 >d7
29. qde1 >e5 30. og2 /c4 31. f4/e4 32. qe4 >d7 33. sc2 h4
34. g4 >b6 35.sd2 7f8 36. g53f5 37. qd4 /c8 38.oe4 3d7
39. f5 gf 40.od3 e5 41. qh4 e4??
Решающий момент партии. Пеш-
ку брать можно: 41…>d5! 42.ob5 3b5 43. qh8+ 7e7 44.qc8
f4, и, несмотря на лишнее каче-
ство, позиция белых хуже из-за
проходных пешек черных.

42. oe4?? Ответная ошибка.
После точного 42. g6! >d5 43.oe4>f6 44. od5 >d5 45. qh8+ 7e7
46. sd5 7f6 наиболее вероятным
исходом стал бы вечный шах.
42…fe 43. g6 3f5 44. g7+ 7e7
45. qg4 /g8 46. qg5 3f6 47. sg2

3f4+ 48. ug1 e3 49. uh1 f5
50.qg6 7d7 51. qe6 3d4
52.qd6+ 7d6 53. sg6+ 7c7
54.sf7+ >d7 55. sg8 3e4+
56.uh2 3e5+ 57. ug2 e2 58.se63g7+ 59. uf2 3e5 60. d6+ 3d6
61. sc4+ 3c6 62. sf4+ 3d6
63.sc4+ 7b6 64. ue2 3e5+
65.uf1 3b5, белые сдались.А. Каушик – Я. СтопаБургдорф, 2024

1. e4 d6 2. d4 >f6 3. mc3 e5
4.mf3 >bd7 5. oc4 +e7 6. 0-0 0-0
7. h3 c6 8. a4 a5 9. qe1 h6 10.oa2/e8 11. oe3 +f8?! (точнее 11…ed,
сохраняя возможность отступить
на f8 и слоном, и конем) 12. sd23c7 13. mh4 >h7 14. mg6! Раз-
мен слона на f8 неприятен для
черных, так как он защищает
пешку d6. 14…ed 15. od4 >c5
16. f4?! Сильнее 16.se3! >e6
17.mf8 >hf8 18.ob6! 3e7
19.qad1 с давлением на пешку
d6. 16…+e6 17.mf8 >f8 18. f5+a2 19. qa2 f6 20. sf4 >fd7
21.md1 >e5 22.qa3 7h7 23. mf23f7 24. g4 3c4! 25.sd2 b6?
Необходимо продолжать актив-
ные действия: 25…3b4! 26. sd1>ed3! 27. cd 3d4, и за счет актив-
ности фигур позиция черных
предпочтительнее. 26. ug2 /a7
27. h4 d5 28. b3 3b4? Размен
ферзей невыгоден черным, силь-
нее 28…3a6! 29.sb4 ab 30.qaa1
de 31. oc5 bc 32. me4 >g4??
Решающий зевок, но и после бо-
лее упорного 32…с4 33. g5 у бе-
лых явное преимущество.

33. mg5+! fg 34. qe8. Белые
выигрывают качество, что вку-
пе с проходной на линии а не
оставляет черным шансов.
34…>f6 35. qc8 g4 36. qc6 /d7

37. a5 /d2+ 38. ug3 /d4 39. qf6
gf 40. a6 /d8 41. a7 /a8 42. ug47g7 43. u# f4, и король забира-
ет пешки на c5 и b4, поэтому
черные сдались.

Заметный след оставили юни-
оры и на чемпионате мира по
рапиду и блицу, проходившем в
конце 2023 году в Самарканде.
Настоящий фурор произвел
8-летний Роман Шогджиев из
Москвы, который суммарно в
двух турнирах смог обыграть
пятерых гроссмейстеров. А
10-летний аргентинец Фаусти-
но Оро – самый юный шахма-
тист, покоривший отметку в 2300
пунктов рейтинга ФИДЕ, стал
автором одного из самых краси-
вых ходов на турнире.Р. Макарян – Ф. ОроСамарканд, 2023

24…+b4!! Ферзя нельзя брать
из-за мата в один ход: 25.se5/c1x!, поэтому позиция белых
мгновенно разрушается. 25. ab/c1+ 26. qd1 /d1+ 27. ud13d5+ 28. md2 /d8 29. sc3 3g2
30. qe1 3f2 31. h5 3f4 32. se33g4+ 33. uc1 +d3 34. b3 3h5
35. ub2 3d5 36. sa7 +f5 37.qe23d3 38. qf2 3c2+ 39. ua3 3c1+
40. ua2 /d2+, белые сдались.

А.Русанов




