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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ И СТУДЕНТОВ



КОЛЛЕКЦИЯ ГОЛОВОЛОМОК

КОЛЬЦА И ПЕТЛИ

ЩЗ конце октября прошлого

года в румынском городе Бра-

шо8 прошло четвертое пер-

первенство мира по головоломкам,

в котором, впервые в короткой

истории этих соревнований,

участвовала команда России.

В одном из номеров журна-

журнала мы расскажем о нем подробнее, а пока хотим познакомить вас с голо-

головоломкой, которую команда США дарила всем участникам в качестве суве-

сувенира (выпускается эта игрушка в Дании). Вам, конечно, понятно задание —

расцепить веревочные петли. Решить эту задачу в уме непросто. Если она

вам понравится и вы захотите изготовить головоломку, возьмите достаточно

толстую нерастяжимую веревку. Длину петли нужно взять примерно равной

чсумме внешнего и внутреннего диаметров жесткого кольца: кольцо не должно

доходить через петлю.

"Интересно, что аналогичным образом можно сцеплять и расцеплять два,
- и вообще любое (теоретически) число элементов «кольцо + петля».

В.Аубровскмй
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Лев Генрихович Шнирельман
В.ТИХОМИРОВ, В.УСПЕНСКИЙ

ВЯнклрк
1995 года исполнилось

90 лет солня рождения Л.Г.Шни-

рельмана
— одного из самых за-

замечательных математиков тридцатых

годов.

Еще недо конца осмысленоэточудо

двадцатого века: феномен Московс-

Московской математической школы. В 1914 го-

году в Москве работал лишь один ма-

тематкк, имевший международный
авторитет (причем в достаточноузкой
области дифференциальной геомет-

геометрии). Это был Дмитрий Федорович

Егоров. А о это время во Франции
творили такие гиганты, как Пуанкаре
Пнкар. Лдамар, Лебег, Боредь, в Гер-
Германии — Клейн, Гияьберт, Вейль —

великие математики широчайшего
диапазона. Они принадлежали круп

нейшнм математическим школам. фор-
формировавшимся нечколько столетий!

И вот прошло Bcei о двадцать лет —

ничтожный исторический срок (семь

лет из них шли войны, опустошившие

нашу страну). Но когда в середине

тридцатых годов известного амерн-
канского тополога С.Лефшеца спро-
спросили, кто. по его мнению, является

самым замечательным молодым мате-

математиком во всем мире, он назвал чет-

четверых: Ге зьфонла, решившегоодну нз

проблем Гильберта. Колмогорова,
внесшего выдающийся вкладвтеорню
тригонометрических рядов, в тсч>рню

вероятностей, в топологию н многие

другие области математики, Понтря-
гниа открывшего новые области в

топологии и анализе, и Шннрсльма
ка, получившего поразительные ре-

результаты в теории чисел, топологии н

вариационном исчислении.

Л еще надо вспомнить ярчайшую
фигуру Урысона. погибшего в 26 лет,

Александрова, Барн, П.Новикова,

Лаврентьева, Люстерника, Петровс-
Петровского, Хничина, переживавших золо-

золотой век своего творчества, в те же

годы делал свои первые шаги в науке

Гсльфанл...
Но и в этом соцветии замечательных

таланов 1ВОрчествоШннрельмана от-

отличалось какой-то неповторимой яр-
яркостью.

Л. Г. Шпкрельман родился 2 января
1905 года в Гомеле. Там он прожил до

!б лет. Отец его был учителем рус-
русского языка.

Лев Генрихович очень рано обнару-
обнаружил выдающиеся способности. Он

рисовал писал стихи, в 12лет самос-

самостоятельно прошел курс элементарной
математики. П течение нескольких

месяцев мальчик посещал физико-ма-
физико-математические курсы для окончивших

среднюю школу. Там ка Шнирельма
на обратил внимание преподаватель,
которым добился того, чтобы маль-
мальчика направили в Москву для продол-

продолжения образования
В 15 лет он испробовал свои силы в

самостоятельной работе. Согласно

одной из легенд (которые всегда со-

сопровождают жизненный путь выдаю-
выдающегося человека), он приехал в Мос-

Москву в шестнадцатилетнем возрасте

поступать в Московский университет,
привезя с собой записанную в школь-

школьной тетради (на ужасной бумаг?
другой в ту трудную нору не было)

теорему о разбиении сферы (мы об-

обсудим ее чуть дальше), теорему, ко-

которая сыграла основополагающую

роль при решении (найденном Шни

рельманом совместно с Лазарем Аро-
Ароновичем Люстерннком) проблемы
Пуанкаре о трех геодезических. Ре-
Решение проблемы Пуанкаре сделало

имя Шннрельмана известным всему

миру.
Окончив университет за два с поло-

половиной года, Шннрельман поступил в

аспирантуру Института математики

и механики Первого МГУ. Он, как и

все остальные названные нами мате-

математики (за исключением Поюрягнна
-

ученика Александрова н Петров-
Петровского — ученика Егорова), был уче-
учеником Николая Николаевича Лузи-
Лузина. Лазарь Аронович вспоминал, что

Лузину (по-видимому, склонному в

некоторой мере к мистическому вос-

восприятию мира) как-то приснился сон,

что к нему придет юноша («с теми же
анкетными данными», что и Лев Ген

рнхович как писал Л.А.) и решит

проблему континуума. И когда к нему
явился юный Шннрельман, он вос-

воспринял его как посланца небес. Увы,

Шннрельман проблему континуума не

решил, решения ее пришлось жлать

чуть больше шестидесяти лет. когда
ее осилил Пол Коэн.

Три своих самых замечательных

результата Шнирельман опубликовал

втечениедвух лет
— 1929 к 1930 голов.

Вотформулировки этих его результа-
результатов.

Теорема 1. В любую замкнутую

кривую на плоскостиможно вписать

квадрат.
Возьмем нить, свяжем ее концы и

бросим нить на стол. Получилась «за-

«замкнутая кривая». Так вот, как бы мы

эту кривую ни бросали, на ней найдут-
найдутся четыре точки, которые являются

вершинами квадрата.

Теорема 2. На любой гладкой по-

поверхности типасферы имеется три
замкнутых геодезических.

Найдите на берегу моря (или мыс-

мысленно) какой-нибудь гладкий каме-

камешек. Возьмите тонкую аптечную ре-

резиночку. Попробуйте надеть резиноч-

резиночку на камешек так. чтобы ова «не

сползала». Если вам это удастся, вы

нашли замкнутую геодезическую- На

шарообразном мячике замкнутые гео-

геодезические — большие круги, если вы

чуть-чуть собьетесь с большого кру-
круга, резиночка соскочит. Л на эллип

сокде
— всего три замкнутых геодези-

геодезических: сечения этого эллипсоида

плоскостями, проходящими через его

оси. Гипотеза Пуанкаре состояла в

том, что «на любом гладеньком ка-

камешке»- имеется не меньше трех раз-
различных замкнутых геодезических. В

1929 году Люстерннк и Шннрельмак
доказали гипотезу Пуанкаре, и это

стало всемирной сенсацией.
Теорема 3. Существует натуралъ

HoeN такое, чтолюбое натуральное
число есть сумма не более чем ,\'

простых чисел.

Проблема. Всякоели натуральное
число, большее или равное шести,

может быть представлено в виде

суммы трех простых чисел?

Такой вопрос поставил перед Эйле-

Эйлером Христиан Гольдбах — немецкий

математик, полжизни проживший в

России и умерший в Москве. Он задал

этот вопрос в письме от 7 июня 1742

года. В ответном письме (от 30 нюня
1742 гола) Эйлер указывал что для

решения этой проблемы достаточно

доказать,чтолюбоечетноечнеяо боль
шее или равное 4. есть сумма двух

простых.

Первым сдвигом в исследовании

этой проблемы (до конца не решен



л к в г к н и и х о в и ч in и и н к л ь м л н

ной по сей день) был результат Шнн-

рельмана. (Впрочем, к тому времени
были опубликованы исследования

Хардн и Лкттлвуда, в которых гипо-

гипотеза Гольдбаха доказывалась (для
достаточно больших натуральных чи-

чисел) в предположении, что верны не-

некоторые другие (не доказанные и по

сей день) гипотезы. В 1937 году
И.М.Виноградов доказал гипотезу
Гольдбаха для достаточно
больших натуральных чи-

чисел.) Но особое значение

имел не сам факт представи-
представимости любого числа ограни-
ограниченным числом простых (тем

более, что у самого Шннрсль-
мана число слагаемых оце-

оценивалось в несколько сотен

тысяч)» л своеобразный и

очень оригинальный метол,

с помощью которого удалое-ь

сдвинуть эту и множество

других проблем. О нем мы

также скажем несколько

слов.

D 1931 голу Шнирельмаи
был командирован за гра-

границу на три месяца н там

имел огромный успех. Он ра-
работал некоторое время в Гет-

тннгене — Мекке математики
того времеин, где жил и

творил в ту пору великий

Гильберт. (Шннрельман за-

запомнился многим тогда не

только своими феноменаль-
феноменальными результатами, но и

тем. что <walked barefoot

through the streets of Got-

tingen»
—

прогуливался босиком по

улицам Геттннгена, — как писала

Констант Рид в книге о Куранте.)
Ему было предложено написать

монографию для наиболее престиж-

престижного немецкого издательства, но это-

этому не дано было осуществиться:
к власти в Германии пришли фа-
фашисты.

В 1933 году Шиирельман был из-

избран членом-корреспондентом Акаде-
Академии наук СССР.

В1934 году правление Московского

математического общества приняло

решениео проведении первой Мотков

ской школьной олимпиады поматема-

математике. В оргкомитет по проведению
олимпиады вошел Л.Г.Шннрельман.
Он был одним из инициаторов школь-

ною математического кружка при
МГУ (наряду с Люстерннком н Гель-

фандом). Тогда же профессора и пре

подаватели два раза в месяц по воск-

воскресеньям читали в университете лек-

лекции для школьников. Шннрельман
был одним из организаторов этих лек-

лекций. Он прочитал, в частности, лек-

лекции по многомерной геометрии, по

теории групп.
Одним из первых Шннрельман стал

культивировать в Москве выпуклую

геометрию. Он написал замечатель-

замечательную работу по приложениювыпуклой

ЛевГенриховичШнирельман

геометрии к теории наилучшего приб-
приближения (опубликованную посмерт-
посмертно).

Еще об одной работе Шннрсльчана
надо сказать- оегоггатье, написан

мой совместно с Л. С. Понгрягнным. о

«метрическом определении размернос-

размерности». Эта работа оказала влияние на

разработку концепции с -энтропии

Колмогорова.
Лев Генрихович очень дружил с

Люстерннком. Гельфондом, Гсльфан-
дом. Многие вспоминали о нем. како

личности большого масштаба, челове-

человеке мягком н деликатном, имевшем

многогранные интеллектуальные за-

запросы, человексостроумиом, наблю-

наблюдательном, одухотворенном и очень

обаятельном.

Жизнь его оборвалась трагически:
24 сентября 1938 года он покончил с

собой. Телюди старшего поколения, с

кем мам доводилось говорить на эту

тему, связывали этот шал Льва Генри
ховнча с кровавым безумием того вре-

времени: они говорили, что Лев Генрихо
вич попал в поле зрения НКВД и,

устрашившись этого, решил покон-

покончить с жизнью. Быть может, истина

откроется, когда кто-то из людей, по-

желающих узнать правду, доберется
до архивов КГБ.

А теперь пришло время рассказать

чуть нодробисч! о 1ю]Шнтель-
ных теоремах Шннреаьма-
на. Начнем с результата.

полученного юным Шнн-

рель.чаном, о котором мы

ужеупомянулн.

Теорема о раскраске

сферы. Пусть сфера окра-
окрашена tt три цвета. Тогда

найдется пара антиподов

(т.е. диамет}Н1Аъно проти-
противоположных точек), раскра-
раскрашенных в один цвет.
Эта формулировка нуж-

нуждается в уточнении. Раскра-
Раскрасить сферу S в три цвета —

это значит указать три мно-

множества Ft, Fjt /^.обт>едннс-
ние которых равно 5. При
ятом не требуется, чтобы jth

три множества не пересека-

пересекались; иными словами, каж-

каждая точка может быть одно-

одновременно окрашена в не-

несколько цветов.
Нсли ничего не предпо-

предполагать о множествах Ft. то

приведенное выше утверж-
утверждение, очевидно, неверно:

ефкру мож1К> разбить на две

непересекающиеся части fj, /^ так,
что для любой пары антиподов х, у
одна из точек х, у принадлежит /^, а

другая Ft. Однако при любом таком

разбиении множества /=", и F2 оказы-

оказываются незамкнутыми: одно нз них

обязательно содержит непустую часть

границы другого. (Множество F, рас-
расположенное, скажем, на плоскости

или в пространстве, называется зам-

замкнутым, если оно содержит свою

границу; это равносильно тому, что
всякая точка, ис принадлежащая мно-

множеству, удалена от него на положи-

положительное расстояние, а не примыкает

вплотную.)
Теперьмы можем дать правильную

формулировку теоремы о раскраске

сферы.
Теорема 4. Пусть сфера покрыта

тремя замкнутым множествами.

Тогда одно из них содержит пару
антиподов.
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Под сферой .мы понимали до снх

пор обычную двумерную сферу Л"*,
которая расположена в трехмерном

пространстве Л* и задается уравнени-

уравнениiем х* + х\ + ~~ \. Аналогично

определяется л мерная сфера 5я для

любого натурального л: она располо-

расположена в (я + 1 )-мерном пространстве
Л" ,состоящем из наборов чисел

(дг| *„«.,).нявляется множеством
решений уравнения

Если (х\ х„)— точка л-мгрнон

сферы, то ее антипод
- точка (-xlt...

....
- -**¦!). Шнирельман доказал свою

теорему для сфер произвольной раз-

размерности: если п-мерная сфера рас

крашеная п + f гнетов(т.е. покрыта
замкнутыми множествами F\. ..

• • •
>
F ty) то найдется пара одноцвет

пых антиподов.

Теорема Шннрельмана чквнвалент-

надругой теореме, которуюдоказали
втридцатые годы польские матсмати

ки К.Борсук н С.Улам: «сякоенепре
ръшное отображение [ сферы Sn в

евклидово пространство Rn склеива-

склеивает некоторую пару антиподов. Ины-

Иными словами, найдется такое хе$я,
что f(x) « /"(-*). (Все отображения
здесь и далее предполагаются непре-

непрерывными.) Еще одна эквивалентная

формулировкатеоремы Борсука — Ула-
лама такона: не существует нечетною

отображения f: S" -* 5е .При этом

отображение/называется нечетным.

Д){)
Давайте разберемся, почему все три

приведенные выше утверждения экви-

эквивалентны. Обозначим их: III (теорема
Шннрельмана о раскраске сферы).
ВУ, (теорема о склеивании антипо-

антиподов) и БУ2 (теорема о несуществова-
несуществовании мечетмогоотображения) I Сколь-

Скольку 5" с Л". то всякое отображенне в

S"
!
можно рассматривать как отобра-

жениев R1. Таким образом, имплика-

импликация БУ1 =» БУ^ очевидна. Обратно,
пусть выполняется БУ2. Предпо-
Предположим, что/": S* -» R* —

контрпример
к БУ|, т.е. отображенне, не склеиваю

шее антиподой. Тогда отображение
g:Sn -* Я*, определенноеформулой
g[x) ~ f(x) — f[-x)a нечетно и не

принимает нулевого значения. Су-
Существует естественное отображение
г : Rv/{0}-*?"¦', которое каждому

ненулевому вектору х = (х,. ...

.... дг,)е R" ставит в соответствие

единичный вектор г{х) того же на-

направления;

где Ц = (Х*'2) ¦ Композиция

rg : S*-*S*~* нечетна, в »)юти1ю-

ремни с БУ^. Этим доказана импли-

импликация БУ, =»БУ1.
Теперь установим эквивалентность

теоремы Боргук* - Улама теореме

Шннрельмана. Примем БУ,, и пусть
fii ...I fun — замкнутые подмножества

сферы S*, обт>едннение которых рав-
равно S*. Нам надо доказать, что прн

некотором t , 151 5 п + 1. множество

F, содержит пару антиподов. Если

существует точка ж, принадлежащая
всем миожес/гвлм /], то все ясно: неко-

некоторое Fi содержит пару антиподов

х, —х. Предположим, что /;П...П/:и*1

пусто. Для каждого л* е 5я пусть ft(x)
- расстояние от точки хдо множества

/¦;. Тогда ft:Sm-+R —

непрерывная

неотрицательная функция, н f,(x) =0
тогда и только тогда, когда xeF,

Одеть используется замкну гость мно-

множества Ft). Согласно нашему пред-

предположению, функции f,, 1Й i <, п + 1 г

нигде не обращаются в нуль одновре-
одновременно, поэтому функция

всюду положительна. Положим gt -

= ft/h, iSiSn + 1, и

<К*)-Ы*) *(*))¦

Тогда G : 5я -* R" —

непрерывное

отображенне. Применяя к нему теоре-

теорему Борсука—Улама, находим такое

х q $*. что дш(х) = д\-х) при каждом

i- t, .... п. Так как

¦ i

имеем также д„*\[х) = д„^{~х). Если»

таково, что х € F%, то д^-х) ~ д%(х) =
= 0, так что Fi содержит пару антипо-

антиподов х и - х.

Доказательство импликации Ш =*

=> БУа п|>сдваримследуюихим замеча-

замечанием: в теореме Шннрельмана числи

цветов, равное л •«• 1 для л мерной

сферы, нельзя заменить на л «• 2.

Инымнсловамн.л-мернуюсфсру мож-

можно покрыть замю!утымн множествами

Fit.... Fn+2> не содержащими антипо-

антиподов. Пусть, например,

fi-{(лгь ....*,„)€ 5-: jc, г е}.
!• 1 П+1.

Множества Flt .... Fn+2 не содержат
антиподов н прн достаточном малом

е > 0 покрывают сферу.
Теперь докажем что Ц1=*БУ2.

Предположим, что ( : 5* -* 5* -

нечетное отображение. Согласно сде-

сделанному только что замечанию, су-

существует покрытие fj Fef.|сферы
5я замкнутыми множествами, не

содержащими антиподов. Тогда (че-

(через (~1(Л) обозначается прообраз
множества А, т.е. множество тех

х € 5и,для колорыхД*) е A)f~\Fx)r..
.... f~l{Fa?l) —

покрытие сферы 5я

замкнутыми множествами, не содер-
содержащими антиподов. Это невозможно

по теореме Шннрельмана.
Наметим доказательство теоремы

Борсука — Улама (в форме БУ2) для
случая п = 2, а именно, покажем, что

не существует нечетного отображения
f: Sz —»S1. Из предшествующего об-

обсуждения вытекает, что тем самым

будетдоказана итеорема Шннрельма-
Шннрельмана о раскраске двумерной сферы в

трн цвета.

Заметим, что для « ш 1 теорема

Борсука — Улама (в форме БУЯ) оче-

очевидна, ибо «нульмерная сфера» 5*
состоит нз двух точек ± 1 и непрерыв-

непрерывное отображение окружности S1 в 5°
постоянно: оно не может «разорвать»

окружность на две части. Мы сведем

докагштельст»о БУ^ при и = 2 к случаю
п- 1.

Пусть точка движется по окруж*

ности н через некоторое время воз-

возвращается в исходное положение.

Интуитивно ясно, что такое полное

число оборотов, которое точка со-

совершила во время движения (даже
если движение не было направлено
все время в одну сторону). Формаль-
Формально это число можно определить так.

Пусть движение точки но окружное
тн задается непрерывной функцией
f \ I -* S1, где / = [а, Ь] -

отрезок
числовой прямой. Тогда существует

непрерывная функция ф :

такая, что

при всех t е /. Такая функция опре-
определена однозначно с точностью до

прибавления константы вида Ink.
Тем самым разность ф{Ь)-ф(л) оп-

определена однозначно. Если f(b) =

= f{a). то (<рF)-<р(д))/2к - целое
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число, которое и называется числом

оборотов.
Пусть теперь задано непрерывное

отображение f: Sl —» 51 окружности
в себя. Преобразуем его в отображе-
отображение д ; [0^2п]-»5|, положив p{t) »

^(cost.sint). Число оборотов, кото-

которое точка ^(г) совершает при измене-

изменении t от нуля до 2л. называют сте-

степенью отображения /". Например,
тождественное отображение имеет сте-

степень единица, постоянное отображе-
отображение — степень нуль, а симметрия от-

относительно какого-нибудь диаметра
— степеньминус единица. Поскольку
степень является целым числом, она

не может меняться при непрерывной

деформации отображения. (Мы не бу-
будем доказывать это утверждение н

даже точно определять, что такое не-

непрерывная деформация.)
Пусть О — замкнутый круг, ограни-

ограниченный окружностью 51. Имеет место

Предложение 1. Если отображе-
отображение f : Sl -* S* может быть про-
продолжено до непрерывного отображе-
отображения F : D—>$\ то f имеет степень

пуль.

Докаэат<мьство. Для re[Ql] и

х g Sx положим f,(x) *F(rx). Отобра-
Отображение f, непрерывно зависит от г,

поэтому ©ее отображения fr имеют

одну и ту же степень. Так как Д> —
постоянное отображение, оно имеет

степень нуль. Следовательно, такую
же степень нмест и fx ш f.
Предложение 2. Если f: Sl -> 51

имеет нулевую степень, то [склеи-
[склеивает некоторую пару антиподов
(т. е. найдется точка х € 51 такая,

4mo((x)=f{-x)).
Доказательство. Из определений

нетрудно вывести, что существует не-

непрерывная функция <р : I -*R

для которой /"(*)={со5<р(*).5тф(дг))
нри всех х е S. Поскольку ф склеи

вает пару антиподов (случай п * 1

теоремы Борсука— Улама), тоже вер-
верно н для f.
Случай п = 2 теоремы Борсука —

Улама непосредственно вытекает нз

предложений 1 н 2. Достаточно ус-
установить, что всякое отображение
F: S2 -» 51 склеивает антннолы. Рас-

смотрим сужение /"отображения F на

окружность 51. получающуюся при

пересечении сферы с горизонтальной
плоскостью. Отождествим эту окруж-
окружность с 51. а ограниченный ею круг

- скругом D из предложения 1. Пусть
р
—

проекция верхней полусферы
на D, a q — обратное отображенкс-
Тогда отображение ¦**¦->f(<y(.x)) нз
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D в 51 будет продолжением f. Сог-
Согласно предложению 1, f имеет нуле-

нулевую степень. Из предложения 2 вы-

вытекает» что f склеивает антиподы.

Тем гамы.м доказана теорема Ьосу-
ка Улама Шпирельмаиа оля дну
мерной сферы.
Познакомимся теперь еще с одним

замечательным применением тополо-

топологических методов, принадлежащим

Шнирельману. Имеется в виду

Теорема о вписанном квадрате.

Мы уже формулировали эту теорему:
и любую замкнутую кривую можно

вписать квадрат. Попробуем объяс-

объяснить идеюдоказательства.

В множестве всех четырехугольни-
четырехугольников на плоскости (каждый элемент

этого множества задается восемью

числами, оно, как говорят, иосъми

мерно), рассмотрим два «четырехмер-
«четырехмерных» (т.е. задаваемых четырьмя па-

параметрами) полмножества Л и И: Л

состой! из всех квадратов, а В — из

всех четырехугольников, нершины

которых расположены на заданной

кривой. Теорема утверждает, что эти

два множества пересекаются. Пред-
Предположим сначала, что кривая являет

гя эллипсом. В этом случае легко до-

доказать, что существует ровно один

вписанный квадрат. Таким образом,
множество В. определенное для эл-

эллипса, пересекается со множеством

А. В общем случае кривую можно

перевести непрерывной деформацией
в эллипс- Множество В будет при
этом также непрерывно деформиро-
деформироваться. Можно доказать, что в случае
эллипса множества А и В пересека-

пересекаются «существенно»: их пересечение
не может быть устранено никакой де-

формаиисй. Здесь можно провести

аналогию с пересечением параллели

н меридиана на торе (поверхности
«баранки* — см. рисунок). Следова-
Следовательно, А к О пересекаются и для

произвольной кривой.
При реализации этой идеи возни-

возникают некоторые трудности. Чтобы

пользоваться результатами соответ-

соответствующей теории, необходимо пред-
предполагать, что в множества А и В

включены и «вырожденные» квадра-
квадраты у которых совпадают все четыре

вершины Как избежать того, чтобы

найденная точка в пересечении Af)B

не оказалась таким вырожденным

квадратом? Шннрельмал предполага-
предполагает для этого, что кривая достаточно

гладкая (задается дважды диффе-
дифференцируемой функцией). Часто,
когда цитируется гсорсма Шннрсль
мана, она формулируется для про-

произвольной непрерывной кривой. Ав-

Авторам неизвестно, опубликовано ли

где-нибудь полное доказательство для

этого случая.

Наконец, обсудим
Метод Шннрсльмана в аддитивной

теории чисел. Пусть А и В —

два

множества натуральных чисел. Сум-
Суммой А и #обычно называется множес-

множество А+В чисел вида д+ 6, где а € А,

be В. Нам будет удобнее называть

суммой А и В множество А®В=

=(А + B)\JA\JB, полученное добав-
добавлением к А*В элементов множеств А
н В. Скажем, чтомножествоЛ яьляет-

ся базисом натурального рчда если

k кратная суммаА ©.. ВА при неко-

некотором натуральном к совпадает с на

туральным рядом. Например, если

А — множество всех квадратов, то

А — балне, так как по известной теоре-
теореме Лагранжа о том. что всякое нату-

натуральное число представимо в виде

суммы не более чем четырех квадра-

квадратов. АФА®А®А
= N. Пусть Р -

множество, состоящее из всех простых

чисел и единицы. Является ли Р ба-

базисом? Положительный ответ на этот

вопрос был впервые получен Шин

рельмаком: Рявляется базисом Рас-

Расскажем об основной идее доказатель-

доказательства.

Сначала введем, следуя Шннрель-
ману, понятие плотности множества

А натуральных чисел. Для каждого

пе N пусть /1(л) — число элементов

множества/) маотрдекг [1,л]. Назовем
плотностью d(A) множества А ни-

нижнюю грань чисел вида А{п)/п по

всем neN (т.е. наибольшее нз чисел

а таких. *поА(п)/п > а при любом п).

Таким образом, плотность — это на-

наибольшее а такое, что при всех п

выполнено неравенство А{п) 2 ал.

Шнирельмлн доказывает следующий
результат:

Теорема S. Всякое, множество на-

натуральных чисел положительной

плотности является базисом.
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Эту теорему нел1>зя непосредствен-
непосредственно применить ко множеству Р прос-
простых чисел с добавленной единицей,

поскольку оно имеет нулевую плот-

плотность (Чебышев доказал, что число

п(л) простых чисел, не превосходя
щихл не превосходит числа Cn/Logn
при некотором С; см. статью В.Тн-

хомнрова «Теорема Чебышева о рас-

распределении простых чисел*, «Квант*,
Н> 6за 1994 год).
Однако Шнирельман установил,

что РФ Р имеет положительную плот-

плотность, откуда вытекает, что Рявляется

базисом. Напомним, что вопрос Эйле-

Эйлера отом. содержит ли Р Ф Р всечетные

числа, остается открытым.

Докажемтеорему 5. Онавытекает из

следующих двух лемм:

Лемма 1. Если Ar 8<^N и d(A) +
+ d(B)> 1, moAmB~N.

Доказательство. Зафиксируем л eN

Если л еВ то п еЛфВ Если п «В,
то рассмотрим два подмножества от-

отрезка 11 ,п] : \а е А : а5 п} и [п-Ь:
: b е В, Ь ? п]. Они обязаны пересе-

пересекаться, поскольку в первом из них не

меньше n-d[A) элементов, во втором

неменьше л - d(B) элементовн л - d(A)+
¦*¦ п • d{B) > л. Следовательно, а ¦ п —

— Ь, аеА ЬеВ, откуда п » а + Ь

Am В.

1емма 2. Для любых, А, В с А/"
имеетместо неравенство Шнирель-
мака:

d(Ae B)zd(A)+ d(B)- d{A)d(B).

Доказательство. Положим С ¦

-ЛвВ. a~d(A). P«rf(B). Зафикси-
Зафиксируем п е. N. Нам надо оценить снизу
число СЧл). Пусть а} < ...

< а,
- все

элементы множества^ иаотреэка[ 1 ,п],

где г шА(п). Отрезок [1 ,п] разбивается
числами а агна г +¦ 1 отрезков

(некоторые из них могутбыть пусты-
пустыми) длин/, =д,

— \ti2=<li - <*\
— !¦••¦

¦ ••» lr*\ = n
~

<^» ПРН этом ?-й отрезок

содержит не менее р^ чисел нэ С: при
k > 1 это числа вида fiA_i+ Ь, где b еВ,
Ь ? /А, а при ft = 1 — это числа нз В,

которые не превышают /,. Отсюда

получается оценка

В таком виде оно распространяется

(но индукции) на любое число сла-

слагаемых:

=A - Р)г + Ря i A - р)а» + рп,

означающая, что d(C) i (I- р)а + р =
= а^р- ар.
Выведем теорему 5 нз лемм 1 и 2.

Неравенство леммы 2 можно перепи-

переписать в виде

ПустьтеперьА — множество положи-

положительной плотности и

— сумма ft слагаемых, равныхА Пре-
дыдушее неравенство показывает,

что d(Ak) стремится к единице при

возрастании ft. Пусть k таково, что

d{Ak) > 1/2. Ил леммы 1 вытекает,

что Alk ¦ N. Таким образом, А явля-

является базисом. Теорема5 доказана.

При всяком ли neN множество

^и " {l" • 2П,...} всех n-х степеней

является базисом? .^го — так называ-

называемая проблема Варинга. Она была

положительно решена Гильбертом в

начале века. Решение оказалось весь-

весьма сложным. Теорема 5 позволяет по-

получить другое решение: достаточно

установить, что А-кратная сумма
и'„Ф...ФИ^ при больших k имеет

положительную плотность. Элемен-

Элементарное (хотя очень непростое) реше-

решение проблемы Варинга основанное

на методе Шнирельмама можно най-

найти в книге Хикчнна 111
В заключение сделаем несколько

замечаний.
1. Изпредложения 1 вытекаетследу-

ющнй результат:

Теорема Брауэра. Несуществует

непрерывного отображения F замк-

замкнутого круга D в ограничивающую
его окружность S1, для которого

Р(х)= х при всех х € 51.

Действительно, тождественное ото-

отображение окружности имеетстепень 1

и потому не может быть продолжено

до отображения F : О -> S1. Отсюда
легко вывести теорему о неподвижной

точке: для всякого отображения
F: D-*D найдется таков jeD, что

F(x) = x.

Понятие степе к к отображення
можно определить для отображения
п мерной сферы в себя и на основе

этого понятия доказать теорему о не-

неподвижной точкедля (п + 1) мерного

ша]>а. Это сделал Б ауэр в десятых

годах нашего века, и это было ярким

достижением зарождавшегося тогда

нового раздела математики — топо-

топологии.

2. Известныйгеометр Борис Нико-

Николаевич Делоне, комментируя теорему
Шнирельмала о квадрате, заметил,

что,аля выпуклой кривой этутеорему
можно доказать элементарными мето-

методами. Попробуйте найтитакое доказа-

доказательство.

3. ПустъА= {1,4,9,16,...} — множес-

множество всех квадратов натуральных чи-

чисел. Мы отмечали выше, что А Ф А ®

ФЛФЛ = N. А знаете ли вы, как

описываются множества АФА и

АфАфА? Первое состоит из всех

чисел, в разложение которых на про-

простые множители каждое простое число

вида Ak + 3 входит в четной степени,

а второе
— этодополнение до множе-

множества чисел вида 4-(fifc + 7).
4. Вс&яэн с леммой 2 процитируем

(с сокращениями) книгу A ]: «Осенью

1931 года Л.Г. Шнирельман, расска-
рассказывая о своих беседах с Э.Ландау в

Геттингене, сообщил, что онн устано-

установили следующий интересный факт:
Д1Я всех примеров, какие им удава-

удавалось придумать, неравенство

d[A <BB)Z d(A) + d(B) - d[A)d(B)

можнобыло заменить более сильным
и более простым неравенством:

(при условии, что d(A) + d(B) ? 1).

Но доказательство этой гипотезы при

первых попытках не удавалось. Про-
Проблема стала модной Ученые общест-

общества предлагали ее на премию. Добрая
половина английских математиков,

отложив все дела, занялась решени-

решением этой задачи Но она оказалась

очень упорной, и целый ряд лет не

поддавалась усилиям гамых искусных
исследователей. Только в 1942 году,
наконец, с нею справился молодой

американский математик Манн».

Доказательство гипотезы Ландау -

Шннрельмана можно найти у Хнн

чнна [ 1 ]. Мы очень советуем читате-

читателю познакомиться с этой замечатель

ной книгой.

Не менее достойна вашего внима-

внимания книга самого Шннрсльмана B).
Из нес вы узнаете н доказательство

теоремы Лагранжа о сумме четырех

квадратов, и решение великой про-
проблемы Ферма для показателей 3 и 4,
и о многом другом.

Литература
1. ХиичиыА.Я. Три жемчужины теории

чисел. - М - Л: ОГИЗ. 194».

2. ШнирельманЛ.Г. Простысчисла. — М

Л: ГИТТЛ. 1940.



Вокруг шарика
Что нового и интересного можно рассказать об упругом ударе

двух шаров, да еще если удар центральный?Любой грамотный
школьник умеет определять конечные скорости шаров, а что еще

нужно? Но оказывается, внимательный взгляд на сам процесс уп-
упругого удара приводит к очень красивой и нетривиальной физике.

Первым такое рассмотрение провел Г.Гсрц, которому удалось
вычислитьвремя соударения. Обэтом можнопрочитать и на страни-
страницах «Кванта»

—

например, в небольшой, но очень емкой статье

Г.Коткина «Столкновениешариков» в№3за 1973год. Статья одного
изавторов предлагаемого материала (А.Гросберга) «Повесть о том,

как столкнулись два шара, или Что такое малый параметр» была

опубликована сравнительно недавно -eW? 9/10 за 1993 год. Но с

этого момента в «истории шаров» произошли важные события, о

которых и рассказывается ниже.

История задачи
—

древняя и новая

М.КАГАНОВ

КАЖДАЯ
более или менее интерес-

интересная задача имеет свою судьбу.
Иногда решивший задачудаже плохо

знаетеесудъбу. Например, вспоминает-

вспоминается история решения задачи И.Е.Там

мом к И М Франком о черенковскоч

излучении. Несомненно, ни они, нн

П А.Черенков незнали, чтоисобходи

мыеформулы ужебыли выведены —

задолго до того, как было открыто

излучение зарядом, движущимся со

сверхсветовой скоростью. Выведены
О.Хевксайдом еще в XIX веке. По

Хсвисанду, ларнл движется со ско-

скоростью, большей скорости света в пус-
пустоте. Он не знал, что ничто не может

двигаться со скоростью, превышаю-

превышающей скорость света в пустоте: теория

относительности еще небыласоздана.

Б теории Тамма и Франка, как и в

экспериментах Черенкова, электрон

движется со скоростью, превышаю-
превышающей скорость света в среде, а ока

меньше скорости света в пустоте. За-

Завершилась суд^>а задачи об излуче-
излучении частицы, движущейся со скорос-

скоростью света в среде, присуждением в

1958годуП.А.Черенкову. И.Е.Там.му
и И.М.Франку Нобелевской премии
пофизике.
Мысль о черенковском излучении,

возможно, пришла мне в голову пото-

потому, что задача, о которой пойдет речь,
выясняет, сколько н как излучает...
правда, не частица, а шарик, падаю-

•

щий на поверхность упругого полу-

полупространства. И не электромагнит-

электромагнитную энергию, а звуковую.
В1949году Илья МихайловичЛнф-

шиц — знаменитый ужетогда фиэнк-
теоретмк - сформулировал задачу: на

полупрооранство, занятое упругой

средой, падает шарик и упруго отра-
отражается. Слово «упругая» по отноше-

отношению к среде и слово «упруго» по

отношению к отражению имеют раз-

разный смысл. Упругаясреда — этотело,

в котором деформации подчиняются

уравнениям линейной теории упру

гости, т.е. они (деформации) пропор-

пропорциональны напряжениям действует
закон Гука. Можно сказать иначе:

упругая среда
— этотело. по которому

распространяются упругие волны (в
частности, обычные звуковые волны).

Отражение называется упругим, если

отражающееся тело не теряет при от-

отражении энергии.

Повторю формулировку задачи и

продолжу: на упругую среду падает

шарик н упруго отражается. Сколько

энергии шарик теряет на возбуждение
в полупространстве звуковых волн?

На первый взгляд, бессмысленный

вопрос: если упруго отражается, то
ничего не возбужласт, так как па во

буждение звуковых волн надо потра-
потратить какую-тоэнергию. Значит, отра-
отражение не ynpyioe. Праиильио: форму-
формулировка не строга. Она сказани на

теорфизическом сленге, который к

окончанию университета физик-тео-
физик-теоретик понимает. Ставящий задачу

предполагал-, что на излучение шарик
теряет малую часть своей энергии.

Поэтому в первом, нли, наверное,

лучше сказать, в нулевом приближе-
приближении отражение упруго, а надо, уточ-
ннн решение, найти какуючасть своей

энергии шарик все-таки теряет. Ведь

ясно: столкнувшись с телом, в котором

moot распространяться звуковые во-

волны, шарик несомненно их возбудит.
Я вместе со своим коллегой (оба

только окончили университет) попы-

попытались задачу решить, но не решили.

Хотя в общих чергах знали, как ее

решать. И.М.Лифшицвте годы зани-

занимался классом задач, для решения

которых нало было знать реакцию

упругого тела на бесконечно корот-

короткий, но бесконечно сильный удар
— о

такой реакции говорят, чтоона описы-

описывается функцией Грина Как искать

функцию Грина упругого полупро-

полупространства, мы знали из работ
И.М Лнфшица, а, следовательно, иг

должно было быть принципиальных

трудностей (и не было действитель-

действительно!) при решении поставленной зада-

задачи. И все же она не была решена.

Задача оказалась сложной. Дело в

том, что вупругом теле может распрос-

распространяться несколькотипов звуковых

волн: продольные (волны сжатия и

разрежения), поперечные (волны един -

га) и поверхностные волны которые

бегут по границе (их амплитуда зкепо-
ненциально затухает с удалением от

поверхности). Это еще не все. Сущес-
Существуют и комбинированные волны. Они
состоят частично из поверхностных

волн, а частично изобъемных. Все эти

волны возбуждаются, когда что-то
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ударяет по поверхности тела. Заранее
нельзя сказать, волны какого типа

уносят больше энергии. Знание мето-

метола решения было, конечно, необходи-

необходимо, но недостаточно. Ответ на постав-

поставленный вопрос могло дать только ре-

решение. А оно не было получено.

Нерешенная задача мною вродебыла
забыта; появилисьдругие задачи, со-

совсем в другой области теоретической
фишки. Нооказалось, задачао шари-

шарике не говеем забыта...

Теоретики кафедрыфишки низких

температур МГУдолжны изучать тео-

теорию упругости. Думая о том. какую

задачу взять для курсовой работы по

теории упругости Марине Яитнн кой

(по секрету: она — моя внучка), я

вспомнил нерешенную задачу н посо-

посоветовал Марине решить задачуболее
чем сорокалетней давности. Было это

в 1992 году. Erne одна (семейная) де-

деталь. Мать Марины, моя дочь Инна

Каганова — научный сотрудник Ин-

Института физики высоких давлений
Российской академии наук

- специа

лист потеории упругости. Естествен

но, решением задачи о паленин ша-

шарика иа поверхность твердого тела

Марина и Инна занялись вместе.

Конечно, со всеми трудностями, о

которых я говорил, онн столкнулись
немедленно. Но, надоотдать имдолж-

должное, сравнительнолегко нх преодоле-

преодолели. Хватило терпения, усидчивости,

аккуратности
— необходимых качеств

прн решении любой достаточно слож-

сложной задачи. Более серьезными оказа-

оказались осложнения, связанные несгро-

моэдкостью задачи. Нужно кое-что

разъяснить, используя по необходи-

необходимости профессиональные термины.
Решатьзадачу удобно методом Фурье.
Этоозначает воспользоваться тем, что
любуюфункцию времени можно раз
ложить на сумму гармонических фун-
функций — на сумму колебаний с опреде-

определенными частотами Тогда упрощает-
упрощается математическая сторона задами. Но,
к сожалению, усложняется физичес-
физическая. Колебание с определенной часто-

частотой стационарно, т.е. оно описывает

такое движение, которое не только

есть, но и всегда было н всегда будет.
Только сумма колебаний описывает

правильное поведение во времени:

колебание в какой-тоточке тела начи-

начинается в определенный момент време-
времени, когда волна дойдет до этой точки.

До того как в данную точку дойлст

самая быстрая из волн, в этой точке

ничего не колеблется. Показать, что

полученное решение удовлетворяет

этому свойству, оказалось весьма слож-
ложным делом, потребовало прекрасного
владения математическим аппаратом,

многому научило авторов.

Итак, построена функция Грина.
Теперь надо понять, как происходит
отражение падающего на поверхность
Teia шарика. В частности, как дефор-
деформируются поверхности соприкасаю-
соприкасающихся тел. Такую задачу (естествен

ио. без учета возбужденного звука —

нулевое приближение*) решил Ген-

Генрих Герц еще в 1882 году (вот какую
древнюю историю имеет эта задача).
Для решения интересующей нас зада

чн надо было знать, какая сила дей-

действует в каждый момент времени в

процессе столкновения — пока тела

соприкасаются. Для задачи Герца
выражение для силы — промежуточ-
промежуточный результат. Он имеется. И для

задачи о возбуждении звука выраже-
выражение для силы

— тоже промежуточный
результат. Зная силу, можно поспорь
зоваться методом Фурье, и т.д.

Задача была полностью решена.

Как всякая содержательная задача,

задача о шарике стала разрастаться,

составила материал не только курсо-

курсовой, но и дипломной работы (высоко
оцененной комиссией); вдвух статьях

в европейском журнале «Physics Let-
Letters» уместилось только краткое из

ложение результатов.

Когда задача была решена, я очень

обрадовался. Будто выполнил долг.

Пусть не я решил задачу. Но, навер-
наверное, я могу считать, что в решении есть

и моя заслуга. Обрадовавшись, я, ес-

естественно, разным людям (коллегам,
конечно) рассказывал, какую инте-

интересную задачу решили мои дочь и

внучка (как не похвастать?'). Отно-
Отношение было разное. Некоторые скеп-

скептически спрашивали: «Неужели эта

задача не была решена раньше?». Те.
кто представлял, какиетрулности были

преодолены, поздравляли. К радости

авторов, было высказано намерение
включить их ]кмультпт в учебник тсо
рии упругости. Совсем неожиданная

реакция была у А.Ю.Грогберга. Он

думал над похожей задачей, «пол

чил» ее оттого же Ильи Михайлови-

Михайловича, хотя занимался совсем другой об-
областью физики. Ему — слово.
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Стержни-пружинки,
полимеры и метеориты

А.ГРОСБЕРГ

ЧТОобщегомежду уларом метеори-
метеорита о поверхность планеты, столк-

столкновением бильярдных шаров и ком-

компьютерным расчетом движения длин

ной полимерной молекулы вродеДНК?
Ничего. Почти ничего.

Но вот году в 1978 натеоретическом

семинаре на физфаке МГУ обсуждал-
обсуждался такой вопрос, как представить себе

движениедлинной полимерной цши?

Движение это оченьсложное, потому
что цепная молекула полимера подоб-

подобная микроскопической веревке или

червяку, подвержена хаотическим уда-

ударам других окружающих молекул, и

за счет этих ударов она хитроумно
извивается н запутывается Никто вту
пору толком не представлял себе, как
это происходит, и, что еще хуже, не

было видно разумного подхода, чтобы

подступиться к этой задаче Хотелось

как удивлялись!) возможности рас-

рассчитать движение планет или, ска-

скажем, искусственной межпланетной
станции, летящей к Юпитеру.
А молекулы чем хуже? Молекулы,

правда, взаимодействуют не посредст-
посредством тяготения, а иначе, но это не

вносит больших затруднений. Про-
Проблема с молекулами в том, что их

безумно много Ноесливзятьмалень-

кий кусок вещества, скажем молекул
30, и очень мощный компьютер, то...

можно попробовать.
*

Отвлекаясь, скажем, что сейчас (в
1994дояу) молекулярно-динамическне
расчеты — одни изсамых требователь-
требовательных потребителей рекордных супер-

суперкомпьютеров. Количество частиц в

о#ьсм?модслируемой ячейки доведе-
доведено дЬ многих сотеи... и все же самые

(Ы^Ьсные вещи еще недоступны

(В&гда кажется, чгосамое-самое ис-

6ы увидеть это движение. Наглядная

картина могла бы помочь физической
интуиции. Но молекулы, даже Самые
большие, слишком малы, иувидеть их

нельзя. А косвенные эксперименталь-
экспериментальные методы регистрации движения

полимерных цепей сложны и очень не

наглядны. Что делать?

Примерно в то же время развитие
вычислительной тех'ники сделдлоосу-
щестоимой амбициозную идею, назы-

называемую теперь «метол молекулярной
яннамнки» Суть идеи очень проста.

Молекулы вещества в своих дйиженм
их, несомненно.поячнняются-йм^цаи

%

доступно.) Но это сейчас. А тогда.

самой обычной «школьной» класс** ¦ ц&чти двадцать лет тому назад, идея

ческой механики законам Ньютм^ ^молекулярной динамики была внове.

Нельзя ли просто «в лоб» рси^ггь&ля а уж з^тея применить молекулярную

молекул ньютоновские^равкенкя дви динамику к полимерной цепочке — и

ження? Иконке концов, ведь никто не подавно

удивляется (в наш* время; раньшееще Новизна участников той дискуссии
не отпугивала, а привлекала. Глав-

Главным действующим липом был Илья

МихайловичЛифшиц- Помнмосвоих

научный заслуг и многочисленных

званий. И%я Михайлович произво-
производил иеЛг^чимое впечатление, даже

на л^е^не понимавших сути дела,

свою*неиссякаемым юношеским эмту-

Hifo>H>M ко всему содержательному и

Wiу. Идея сделатьдвижение поли-

полимерной цепочки видимым на экране

компьютера Илье Михайловичу пон-

понравилась, и ои загорелся. Что значит

«загорелся»? Это не значит — стал

раздавать поручения и указания; это

значит — стал сам думать над пробле-
проблемой по существу. И сразу сделался
самым желанным собеседником для

специалистов, ибо немедленно нашел

ту самую точку, где у специалистов
понимания не было, а были разные
мнения и разногласия. Но наука

— не

политика; в науке если есть два раз-

разных мнения, то одно из них непра

вильно Или оба неправильны. Или

(самое интересное) оба могут быть

правильны, но в разных случаях.

Вопрос, вызывавший разногласия,
заключался в следующем. На рисун-
рисунке изображена простейшая модель

полимерной молекулы-цепочки. Что
здесь изображают черточки — жест-

кис стерженьки или упругие пру-

пружинки? Какая модель, стерженько-
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вая или пружинная правильнее, про-

проще и лучше?
Встержеиьковои' модели, если одно

звено закрепить, то соседнее сможет

двигатьсятолько посфере радиусом /,

где / — длина стерженька. Поэтому
положение каждого эвена задается не

тремя координатами х, у, г, а только

двумя углами направления связи.

Соответственно, у цепи из Лр звеньев

степеней свободы получается ие ЗЛГ, а
1 2jV + 1 (подумайте, почему +1). Зна-

Значит, можно взять большее N при тех

же возможностях компьютера.

С другой стороны» в пружинной
модели скорости звеньев независимы

друг от друга, австерженьковойопи
ограничены жесткостьюстерженьков.
Относительная скорость двух сосед-

соседних звеньев (т.е. векторная разность
ихскоростей) должна быть перпенди-
перпендикулярна соединяющему их стержень-

стерженьку. Такое ограничение приводитк очень

сложному н вычурному характеру

динамики.

Изучение стерженьковой модели

оказалось необычайно интересным с

теоретической точки зрения, потребо-
потребовав красивой математики. Выяснилось,
что движение цепи из жестких стер-

стерженьков нужно представлять себе как

движение точки в многомерном про-

пространстве с неевклидовой искривлен-
искривленной геометрией. Это стало напоми-

напоминать общуютеорию относительности.

Л все теоретики трепетно любятОТО.
В увлечении математическими кра-

красотами и аналогиями с ОТО все!да

есть опасность — забыть исходную

задачу; так, путник может увлечься
сбором грибов и ягод в придорожном

лесу н забыть о пели путешествия

Поэтому — ближе к делу: какая же

модель, стерженьковая или пружин-
пружинная, больше и лучше соответствует

реальности? Как ни странно трудно
сказать.

Проблема в том. что каждое звено

реального полимера, особенно биоло-

биологического, это сложное химическое

сооружение из десятков атомов. Бес-

Бессмысленно загружать и без того огра-
ограниченные возможности компьютера
мелкими относительными движения-
движениями и колебаниями этих атомов, тем

более что эти движения подчиняются

квантовой механике. Аналогично, ког-

когда вы завязываете ботиночный шну-

шнурок, то просто засовываете кончик в

петельку, а не думаете об атомах. При
моделировании больших полимерных
молекул тоже полезно думать не об

атомах, а о чем-то вроде «кончиков»и
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«нетелек». Поэтому звенья шарики в

нашей простой модели полимерной
цепи (см. рисунок) — ие атомы, а

скорее чясго искусственные вообра-
воображаемые частииы. служащие как бы

представителями сразу нескольких

(или многих) атомов. Квазичастицы,
если вы знаете это слово. Так что

сделать правильную модель связи не-

непросто.
Словом, был организован семинар.

Пригласили специалистов. Сначала

выступил сторонник стерженьковой
модели — физик из Харькова. Потом
дали слово представителю «пружин-

«пружинкой» точки зрения
— «вычислительно-

«вычислительному математику» из Пушино. В итоге

стало ясно, что вопрос упирается в

противоречие: если жесткость пружин-
пружинки k как угодно велика, но конечна, то,

согласно теореме о равнораспределе-
равнораспределении энергии, в тепловом равновесии
ее колебания несут в среднем энергию

кьТ, где А^ — постоянная Больцмаиа,
Т — абсолютнаятемпература. И это не

зависит от конкретного значения ве-

величины жесткости к. Если же пружин*
ка «ожесточается» достерженька, т.е.

величина k становится бесконечной,
то энергия колебаний вдруг исчезает:

длины стерженьков неизменны, коле

бамий нет, энергии нет. Или. если

идти в другую сторону, от стержень-

стерженьков к пружинкам, и совсем чуть-чуть

«размягчить* стерженьки, т.е. взять

очень маленькое, но все же не совсем

нулевое значениедля 1 /к. то геомет-

геометрически почти ничего не изменится, а

энергетически ситуация изменится

абсолютнорадикально. Физически это

странно и нелепо.1
Надо сказать, Илье Михайловичу

не понадобилось много времени, что-

чтобы объяснить противоречие. Нужно

обратить пристальное внимание иа

безобидные слова «втепловом равно-
равновесии» в формулировке теоремы о

равнораспределении. В самом деле, в

равновесии на каждую степень свобо-

свободы в среднем приходится энергия
. Например, если речь идет о

*Квалифицированныйфизик скажет, что

npomunof>c4ueустраняется квамвютуимгха

никой. Это так для реальных физических
стерженьков и пружшюх. Норечь идет не о

них. а о модели, которая сживет* только
внутри KOMUbtomejxi и ничего о квантовой

механике *не знает*.

колебаниях, то ударыдругих атомов и

молекул могут как передавать энер-

энергию, возбуждая колебания, так и заби-
забирать энергию, что ведет к частичному

затуханию. (Представьте себе, ска-

скажем, маятник и подумайте — как реа-

реализуются обе названные возможнос-
возможности .) Если амплитуда колебаний мала,

то при ударе наиболее вероятно полу-

получить энергию. Если, наоборот, ампли-

амплитуда велика, то наиболее вероятно

энергию отдать. В итоге амплитуда
колебанийустанавливается такой, что-

чтобы в среднем отдавать и получать
одинаковое количество энергии. Эта

амплитуда и отвечает тепловой энер-
энергии колебаний, равной Ай7\
Представим себе теперь, что пру-

пружинка очень жесткая. При одном уда-

ударе передачаэкерти
— в однусторону

или вдругую
— будет маленькой. Со-

Соответственно, обмен энергией между
колебанием и остальным тепловым

резервуаром будет очень медленным.
На установление теплового равнове-
равновесия потребуется очень много времени.

Вот как разрешается противоречие:

если коэффициент k очень большой,
то пружинная модель в самом деле

очень похожа на стерженъковую, так

как мы можем и недождаться установ-

установления теплового равновесия.

Это простое замечание, с точки зре-
иия практической молекулярной ди-

динамики, разрешило вопрос. Дело в

том, что методом молекулярной дина-

динамики можно анализироватьдвижение

молекул только на очень ограничен-

ограниченном отрезке времени, и связано это ие

только с ограниченностью возможнос-

возможностей любого компьютера, но и с прин-

принципиальной особенностью динамики

— неизбежныеошибки (например, ок
руглеиис чисел в компьютере) не ком-

компенсируют друг друга, а накаплива-

накапливаются. Мощности компьютеров воз-

возросли в 10s раз, а доступное время
—

всего в 5 раз. Поэтому реально в ходе

«машинного эксперимента» жесткие

пружинки не успевают раскачаться и

ведут себя неотличимо от стержень-
стерженьков. Современные программы ис-

пользуюти стерженьки и пружинки
—

в разных сочетаниях, в зависимости

от цели исследования.

Мне же хочется вернуться нена-

ненадолго к запомнившемуся мне семина-

семинару. В какой-то момент речь зашла о

возбуждении колебаний при ударе
жестких тел. «Давайте, — сказал Илья

Михайлович, -

рассмотрим простей-
простейшую задачу такого рода

-

столкнове-

столкновение двух упругих шаров».
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Вопрос, когда он прозвучал, пока-

показался мне чарующе интересным и кра-

красилым: два шарастолкнуднсь и разле-

разлетелись, но каждый возбудил иоставил
вдругом упругие колебания; сколько

энергии уносит этот звук?
Придядомой, я посмотрел, чтоссоб-

тает поэтому поводу <Библия» теоре-
теоретической физики

— курсЛ.Д.Ландаун
Е.М.Лнфшица В томе 7 («Теория
упругости») разбирается созданная

Г.Герцем в 1882 году теория удара.
Теория Герца очень красивая и в своей

основе довольно простая. Она позво-

позволяет вычислить времясоударения, т.е.

время, в течение которого столкнув-
столкнувшиеся шары остаются в контакте до

разлета, но о звуке
— «ни звука».

Заглянув впоследствии в несколько

других книг, я не нашел упоминаний
о возбуждении звука нигде. Никак не

мог понять, почему так: неужели нико-

никому за сто лет не приходи*! в голову
такой естественный вопрос. И.МЛиф-
шиц знал об этой задаче и раньше. Но

решение ее известно не было.

Кстати, пытаясь найти что-то о воз-

возбуждении звука ударом, я рылся я

книгах по технической механике.

Может быть, казалось мне, инженеры

думали, скажем, об ударе частей от-

отбойного молотка. Оказалось, более

плодотворны были бы поиски в лите-

литературе по астрономии: люди интересо-

интересовались возбуждением упругих волн

(которые в этом случае называются

сейсмическими) при ударе метеорита
о планету. Для меня это — урок: фнзнк
должен мыслить широко-

Правда, метеоритот планеты не от-

отскакивает, т.е. этот удар совсем не

упругий. Скорее, это похоже на при-

прилипание. Но все же.

Когда стало ясно, что ответ на во-

вопрос о возбуждении звука в литерату-
литературе не найти, я попытался сам качес-

твеинооценитьэнергнюдвуковых волн.

И ту оценку, что у меня получилась я

дажевключил вспоюстатьюдля «Кван-

«Кванта». Но «Квант» — очень хороший
журнал: хотя ответ известен не был, в

редакции обнаружили ошибку в моих

рассуждениях и выбросили оценку нэ

статьи (зачтоя, конечно, оченьблаго-

дарен:чтоедслалошнбку стыдно но

было бы бесконечно хуже, если бы она

была опубликована!).
Итак, моя личная история с шари-

шариком началась в 1978 году. Мне посчаст-
посчастливилось за эти годы встречаться н

говорить гомногими хорошими физи-
физиками. 6 большинстве случаев речь

шла, конечно, о совсемдругих вещах,

по и о шарикедоводилось упоминать.
Все соглашались, чтода

— задача кра-

красивая, но никто ничего не знал Так

прошло много времени без всякого

прогресса. Через 15 лет, в 1993 году,

вышла моя статья в «Кванте» — без

ошибки, но и без ответа. И надо же

бытьтакому совпадению
—

через счи-

считанные месяцы после этого я узнаю нэ

разговора с М.И.Кагановым, что за-

задача
— решена1 Толькочто Результа-

Результаты к тому моменту ещедаже не успели

появиться в печати.

Нечего и говорить, я был заинтере-
заинтересованным читателем и «нэучателсм»
работ И. М. Кагановой и М.Л _Л и-

тинекой, хотя реи(али они все же не

совсем ту задачу, не о столкновении

двух одинаковых шаров, а об ударе
маленького шарика обоченьбольшой,

т.е. фактически об упругое полупро-

полупространство (как не вспомнитьопять про

метеорит и планету). Но затодля этой

задачи дано корректное количествен-

количественное решение. Разобравшись в нем,

удалось проанализировать и исход-

исходную (для меня) задачу одвух шариках
— хотъикачсственно,новполнеубели-
тельно. Обзтом — ниже.

Сколько же энергии
уносит звук?

А.ГРОСБЕРГ, М.КАГАНОВ

/"Ч ДНО из интересных занятии фиэи
V_/ ка-теоретнка такое: когда решена
задача, полезно попробовать понять

ответ и/нли ход решения «на паль-

пальцах», в простых физических терми-
терминах. Как говорят теоретики на своем

профессиональном жаргоне, < выяс-

выяснить физику задачи». Мы расскажем

вам, как это делается в случае с ша-

шариком. Напомним, как она была ре-

решена: сначала была «построена* фун-
функция Грина (опять сленг: конечно,

ник го ничего не строит, а выводи г

необходимую формулу), т.е. выясне-

выяснено, какие волны г какой амплитудой
возбуждаются в упругом теле под воз-

воздействием колеблющегося с произ-
произвольной частотой ш точечного источ-

источника на поверхности тела. Этому пос-

посвящена первая из двух работ
И.М Кагановой и М.Л Литингкой

Потом было использовано выраже-
выражение для силы, рассчитанное Г.Герцем.
С ее помощью выяснили, какова сила

воздействия «точечного источника» па

произвольной частоте. Осталась ма-

математика: собрать (просуммировать)
результаты действия источников со

всеми частотами, т.е. проинтегриро-

проинтегрировать по всем частотам. Если «точеч-

«точечный источник» на какой-то частоте

особенно активен то, выделив ее

можно, наверное, понять происходя-

происходящее без сложных расчетов. Оказыва-
Оказывается (и это представляется естествен-

естественным), выделенный источник этане

точник с частотой, близкой обратно-

обратному времени (обозначим его т ) стол
кжшения между шариком и полупро-

полупространством:

Теперь напомним основной резуль-
результат теории Герца: время столкнове-

столкновения двух шаров можно оценить по

формуле

№Г- «>

где R
—

радиус шара v — его скорость

до удара, s — скорость звука в мате-

материале. Понятно, что такого же поряд-
порядка и время соударения шарика с очень

большим телом (с полупространст-
полупространством).

Мы намеренно представили фор-
формулу Герца A) в трех математически

эквивалентных видах. Деловтом, что

эта формула справедлива только при
условии, что скоростьшарика азначи

тельно меньше скорости звука s. Прн
этом получается, что время соударе-
соударения гораздо больше, чем R/s, что есть

время прохождения звука сквозь шар,
и гораздоменьше R/vt т.е. времени, за

котороесам шар проходит путь поряд-
порядка его собственного размера.

Что происходит за время х? Снача-

Сначала шарик «вдавливается» с разгона в

материал упругого тела, а затем раз-



12

вившиеся в теле упругие силы отбра-
отбрасывают шарик обратно. Можно ска-

сказать, что шарик заставляет частицы

тела в месте удара совершитьза времяЧ
х половину колебательного цикла. \

Значит, период возбужденного звука
должен быть примерно 2т, его частота

v~^Bt). Это и есть выделенная час-

частота, которую можно увидеть в насто-

настоящем математическом решении зада-

задачи. Соответствующая длина волны

примерно равна

КВАНТ

t) B)

Удобно прибегнуть к аналогии с

электродинамикой. Если имеется ко-

колеблющийся диполь (т.е. .нашшмер.
два заряда +q и — q колеблются друг

относительнодруга), то, как нан

в учебниках, мощность^^^^
электромагнитной воФныТтропорцио->*'
кальна четвертой степени частоты, н по

порядку величины дастся формулой
сжЛэДн, где X дюна излучаем*

волны, s — ее скорость, R
— раэ*|

излучателя, е —егохарактерная энер-
энергия. Излучение звука подчиняетсятем
же волновым закономерностям. Ясно,
что в нашем случае s R и К сохраняют
свой смысл. Что же касается е . то*»

электродинамике е~ ql(R (кулонов-
ская энергия, q

— заряд), а в нашем

случае е— шс^.гдеш — масса шарика.'

Так как наш излучатель работает всего

полпериода, то он успевает излучить
энергию Де ~ (es/P/V )г ~ еЯ3/*? • Та-
Таким образом, при уларе шаря о боль
шое тело в этотелоуходит в виде звука
энергия

cho и естьосновной результат И.М.Ка-
гановой и М.Л.Литинской.

Если результат переписать в виде

то можно сказать, какую часть своей

энергии шарик теряет на возбуждение
звука. Эта оценка объясняет, почему
все рассмотрение и даже вся теория
Герца справедливы только втом слу-

случае, если скорость шарика v значи-

значительно меньше скорости звука s (на-

(например, для стали s-5000 м/с).
Иначе предположение о том, что иеуп-
ругость отражения мала, было бы
ошибочным

Точный результат включает еще не-

несколько интересных деталей. Во-пер-
Во-первых, численный коэффициент, зави-

зависящий от отношения скоростей про-

продольного и поперечного звука. Во-

вторых, распределение энергии Де

между разными сортами звуковых

волн: как правило, наибольшая энер-

энергия уходит от места столкновения в

виде волн поверхностных (похоже,
это небезынтересно для изучающих

удары падающих метеоритов...). Но

изюминка результата
— красивый

своей необычностью показатель 3/5.
Под конец вернемся ненадолго к

двум одинаковым шарикам. Так как

мы рассматриваем медленный удар,

при котором v<Zs, то. согласно фор-
формуле B), А.»/?: длина волны много

больше размера шарика, и такая вол-

волна внутрь шарика не очень-то и «вле-

«влезет». Более точно: вынуждающеедви-

движение одного шара по отношению

к другому очень медленное, так как

время соударения гораздобольше пе-

периода собственных колебаний шара

(t»tf/s)- Об этой ситуации принято

говорить как об адиабатической, и в

таком случае

¦=ecxpl-a-^jl-

где а и Р —

некоторые числа порядка
единицы. Такой ответ.

Мы понимаем, что наш читатель

может ие знать формулу мощности

днпольного излучения или как про-

происходит возбуждение в адиабатичес-
адиабатических условиях. В принципе, и это мож-

можно было бы попробовать объяснить

элементарно. Но во-первых, уже не в

этой статье. А во-вторых, стоит ли?

Мы от души желаем читателям осво-

освоить эти и другие вещи всерьез, чтобы

получить возможность участвовать в

увлекательнейших приключениях
—

вроде тех, которые были у нас «во-

«вокруг шарика».



ЗАДАЧНИК «КВАНТА»

Задачи по математике

и физике
Этотраздел ведется у нас из номера в номер с момента основания

журнала. Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для их решения не

требуется знаний, выходящих за рамки школьной программы. Наиболее труд-

трудные задачи отмечаются звездочкой. После формулировки задачи мы обычно

указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, не все эти задачи публикуются
впервые.

Решения задач из этого номера следует отправлять не позднее 1 июля

1996 года по адресу: 117296Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант». Реше-

Решения задач из разных номеров журнала или по разным предметам(математике и

физике) присылайте в разныхконвертах. На конверте в графе «Кому» напишите:

«Задачник «Кванта» N?2— 96» и номера задач, решения которыхВы посылаете,

например «М1536» или «Ф1548». В графе «... адрес отправителя» фамилию и

имя просим писать разборчиво. В письмо вложите конвертс написанным на

нем Вашим адресом и необходимый набор марок(в этом конверте Вы получите
результатыпроверкирешений).

Условиякаждой оригинальнойзадачи, предлагаемойдля публикации, при-
присылайте в отдельном конверте вдвух экземплярах вместе с Вашимрешением
этой задачи (на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая задача по физи-
физике» или «Задачник «Кванта», новая задача по математике»).

В начале каждого письма просим указывать номер школы и класс, в котором

Выучитесь.

Задачи М1536—М1545.Ф1548—Ф1552

М1536. а) Существуют ли дна равных семиугольника.
все вершины которых совпадают, но никакие стороны ие

совпадают?
6) Л три таких семиугольника?
(Напомним, что многоугольник на плоскости ограничен
несамоперсссжающемся замкнутой ломаной.)

В.Произьолое

М1537. Про л чисел, произведение которых равно р, из-

известно, что разность между р и каждым нз этих чисел —

нечетное целое число. Докажите, чго все Эти я чисел ир«
рациональны.

Г.Гальперин

Ml538. Прямоуго ъпикахЬ(а Ь) разбит на прямо-

прямоугольные треугольники, граничащие друг с другом
только по целым сторонам, так что общая сторона двух
треугольников всегда служит катетом одного и гипотену-

гипотенузой другого. Докажите, что afb ? 2.

А. Шаповалов

М1539 Капитан нашел Остров Сокровищ, имеющий
форму круга. На его берегI растут шесть пальм. Капи-

Капитан знает, что клад закопан в середине отрезка, соединя-

соединяющего точки пересечения высот треугольниковABC и

DEF, где А. В, С, Dt ?, F — эти шесть пальм, но он не

знает, какой буквой обозначена каждая пальма. Дока-

Докажите, что тем не менее он найдет кладе первой же по-

попытки.

С.Маркеяов

М1540 В компанию из N человек пришел журналист.

Ему известно, что в этой компании есть человек Z, кото-

который знает всех остальных членов компании, но его ие

знает никто. Журналист может к каждому члену компа-

компании обратиться с вопросом: «Знаете ли вы такого-то?»

а) Можетли журналист установить, кто в компании —

Z, задав меньше N таких вопросов?
б) Найдитенаименьшее количество вопросов, достаточ-

достаточное для того, чтобы наверняка найти 7.\ докажите, что

меньшим числом вопросов обойтись нельзя.

(Все отвечают на вопросы правдиво. Одному человеку
можно задавать несколько вопросов.)

Г. Голыхерип

М1541. Вдоль лыжной трассы расставлено в ряд беско-

бесконечное число кресел, занумерованных по порядку: 1.2,
3»... Кассирша продала билеты на первые тп мест, но на

некоторые места она продала ие один билет» и общее

число проданных билетов п > т. Зрители входят на

трассу по одному. Каждый, подойдя к месту, указанному
на его билете, занимает его. если оно свободно, а если

оно занято, говорит «Ох!» и идет к следующему по но-

номеру месту. Если оно свободно, то занимает его, если же

занято, снова говорит «OxU и двигается дальше
— до

первого свободного места. Докажите, чтообщее количес-

количество «охов* не зависит от того, в каком порядке зрители
выходят на грассу.

Ml542. а) К любому ли 6-значному числу, начинаю-

начинающемуся с цифры 5, можно приписать еще 6 цифр так,

А Кыят W
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чтобы полученное 12-значное число было полным квад-

квадратом? 6) Тот же вопрос про число, начинающееся с 1.

в) Найдите для каждого л такое наименьшее k a k(n),
что к любому л-значному числу можно приписать еще А

цифр так. чтобы полученное (л + k) чначиос число было
полным квадратом.

М.Бронштейн, А Талпыго

М1543 В плоскости выпуклого четырехугольника
ABCD расположена точка Р. Построены биссектрисы
АК. BL. СМ. DN треугольников АРВ. ВРС. СРО и

DPA.

а) Найдитехотя бы одну такую точку Р, для которой
точки К, L, М, Ы (лежащие иа сторонах АВ, BCr CD,

DA) служат вершинами параллелограмма.
б) Найдитевсе такие точки Р.

С.Токарев

М1544. Существует ли возрастающая арифметическая
прогрессия
а) из 11; 6) ич 1000; в) из бесконечного числа натураль-
натуральных чисел

такая, что суммы цифр ее членов (в десятичной записи)
также составляют возрастающую арифметическую прог-

прогрессию?
А. Шаповалов

М1545. Имеется доска 1х 1000 полей, вначале пустая, и

куча нэп фишек. Двое ходят по очереди. Первый своим

ходом выставляет на лоску не более 17 фишек, по одной
на любое свободное поле (можно ьс« 17 взять из кучи, а

можно — только часть, скажем ft < 17 - из кучи, а ос-

остальные, не более 17 — k, переставить на доске). Второй
снимает с доски любую сернюфишек. т.е. несколько фи-
фишек, стоящих подряд (без пробелов между ннмн). и кла-

кладет их обратно в кучу. Первый выигрывает если ему

удастся выставить все п фишек в одну серию. Докажите,
что а) при п ¦ 98 первый можеч выиграть б) а при
л > 9В - нет.

А.Шаповалов

Ф1548. Через легкий блок перекинута нерастяжнмая и

невесомая нить, к концам которой прикреплены грулы
массой 1 кг и 3 кг. Блок насажен на ось с трением» силы

трения пропорциональна нагрузке на ось. Ускорение тя-

тяжелого груза в описанной ситуации составило 2 м/с .

Каком массы грузик следует положить иа легкий груд.
чтобы предоставленная самой себе система могла оста-

оставаться в равновесии?
С.Варламов

Ф1549. Тонкую упругую полоску длиной L согнули в

полуокружность и связали концы нитью — натяжение

нити составило при этом Т. Какую работу нужно совер-
совершить, чтобы «догнуть» пластинку, превратив сг н об-

обруч?
3. Рафаилов

Ф1550 Планета 3 очень похожа на Землю, но на пос-

последних выборах во Всемирный парламент там победили

антиэкологисты. которые немедленно построили на всей

поверхности планеты (включая моря и океаны) атомные

электростанции для нагрева атмосферы. На один квад-

квадратный метр поверхности приходится мощность 1000 Вт.

Через какое вреня после начала нагрева температура ат-

атмосферы увеличится на 1 градус? Считайте, что сама

планета не нагревается, а мощность излучения в космос

остается неизменной.

С.Варламов

Ф1551- В схеме на рисунке 1 при помощи быстродей-
быстродействующего переключателя к точкамА и Б подключается

конденсатор емкостью 1000 мкФ то водной, то в другом
полярности. При этом переключаются выводы конденса-

конденсатора — в течение 0,001 с конденсатор включен в одной

полярности, затем мгновенно подключается и в течение

0.002 с оказывается включенным наоборот, после чего

процесс повторяется. Найдите средние значения токов,
протекающих через&лгарейкн.

Р.Александров

20кОм10кОм

I В 1В

Рис.

Ф1552. На ферромагнитный сердечник намотаны две

одинаковые катушки, каждая индуктивностью L (рис.2).
Последовательно с одной из катушек подключили резис-

резистор сопротивлением/?, последовательно с другой — ре-
резистор сопротивлением 2tt. а получившиеся цепочки со-

соединили параллельно и включили в сеть переменного

напряжения, амплитуда которого Uoh частота/. Найди-
Найдите токи протекающие через резисторы. Элементы цепи
считать идеальными, рассеянием магнитного потока пре-

пренебречь.
А.Зилъберман

Решения задач М1511—М1520,
Ф152&-Ф1537

Задаче М1513 посвящена отдельная заметка в конце это-

этого раздела.

М1511. На плоскости даны две пересекающиеся окруж-
окружности. Точка А — одна из двух точек пересечения этих

окружностей. В каждой окружности проведен диа-

диаметр, параллельный касательной в точкеА к другой
окружности, причем эти диаметры не пересекаются.

Докажите, что концы этих диа.чст}Юв лежат на одной

окружности.

Обозначим диаметры DC и DE, а центры соответствую
тих окружностей

- Ог и Q, и проведем из центров ок-

окружностей перпендикуляры к соответствующим диамет

рам, пусть эти перпендикуляры пересеклись в точке/*"

(см. рисунок). Докажем, чтоF —

центр искомой окруж-
окружности.

в
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Заметим, что OiF\\AOi. так как OtF и ЛОз перпендику-
перпендикулярны ВС. Аналогично О^Р\\АО\. Значит, AQFOj —

параллелограмм. Отсюда FOt = AOt = ИО\Ш а /-'СЛ *
= AOt = ?)Oj. Теперь из равенства треугольников BOyF
и FO2D получаем, что FB = F/). Кроме того, точка Ft

по построению, лежит на серединных перпендикулярах

к ВС и DE, а значит, FC — FD ж F?", что и требовалось.
С. Перло*

М1512. a) f[x) — многочлен четной степени, отличный

от 0. Докажите, что существует такое натуральное
К что многочлен

не имеет вещественных корней.
б) f(x) — мпогоч^чен нечетной степени. Докажите, что

существует такое натуральное k. чтомногочлен

имеет ровно один вещественный корень.

Будем считать старший коэффициент многочлена f[x)
положительным.

а) Пусть хЛ и xt
— наименьший и наибольший корни

многочлена f(x), М — наименьшее значение этого мно-

многочлена. Поскольку при достаточно большом но модулю

х значение f(x) больше М. найдется такое расстояние d

что для всех точек х, удаленных от [*|,*г] более чем на

d. будет f[x) > М. Наименьшим и наибольшим корнями

многочлена f{x + () являются числа xt
— I и Xj

— I.

Выберем некоторое I так, чтобы расстояние между отрез-
отрезками (лг| - t, x? /J и [j| дг^] превышало// Очевидно,
f(x) + f(x + /) > 0 для любого х. Значит, и

для любого х и в роли k можно взять 2/ — 1.

б) Рассмотрим многочлен f'(x) и натуральное число к

такое, что

для всех х (оно существуетсогласноа)) Многочлен

f(x) +...+ /"(л: + fc) — воярасгающая функция. Следова

телыго, он имеет ровно один вещественный корень.
С.Берлоа, К.Кохасъ, В.Сендеров

М1514*. Прямоугольникразбит на доминошки (т.е.

прямоугольники 1 х 2 А Докажите, что его клетки мож-

можно раскрасить е дна щета max, чтобы любая доминош-

доминошка в данном разбиении содержала клетки разных цве-

тоо, но & любом другом разбиении этого прямоугольни

ка на доминошки нашлась бы доминошка, содержащая
две клетки одного грета.

Первое решение. Покажем, что утвержденнезадачи

верно не только л1я прямоугольника, но н для любой

клетчатой фигуры, которую можно разбить иа доминош-
доминошки. Индукцня по числу доминошек разбиения Пустьдля
всех меньших фигур это верно. Рассмотрим «угловую*
клетку, у которой нет соседа ни слева, ни сверху (такую

клетку можно накрыть доминошкой ровно двумя спосо-

способами), и раскрасим по индукционному предположению
всю фигуру без доминошки разбиения, содержащей эту
клетку. Покрасим теперь оставшуюся доминошку в два

циста так, чтобы наша клетка была того же цвета, что и

ее сосед, не содержащимся в этой ломиношке (если тако-

такого соседа пег — тодоминошку можно раскрасить как

угодно). Получившаяся раскраска удовлетворяет усло-
условию Действительно, если в каком-либо другом ралбие
иии доминошка, накрывающая нашу yi ловую клетку,

расположена так же, как в рассмотренном, то, по индук-

индукционному предположению, в оставшейся части фигуры
найдется «одноцветная» доминошка; если же угловая

клетка накрытадоминошкой вторым способом, то уже в

этой ломиношке обе клетки одного цвета.

Второе решение. Предъявим требуемую раскраску.
Для каждой горизонтальнойдоминошки покрасим в чер-
черный цвет левую занимаемую сю клетку, а для каждой

вертикальной -- нижнюю. Введем систему координат, е

которой координаты центров клеток целочисленны, а

оси направлены стандартным образом: вверх и вправо.

Пусть^ — разность суммы координат центров всех бе-

белых клеток и суммы координат центров всех черных. G

исходной расстановке каждая доминошка вносит в эту

сумму вклад» равный +1, поэтому 5 равно количеству
доминошек. Допустим, чтоу нас есть какое-то другое

разбиение, в котором каждая доминошка содержит по

одной черной и одной белой клетке построенной рас-

раскраски. Так как величина S зависит только от раскрас-
раскраски, а вклад каждой доминошки нового разбиения не пре-

превосходит единицы, мы заключаем, что все вклады равны

единице, т.е. в каждой ломиношке нового разбиения чер-
черная клетка тоже находится слева нли снизу. Но распо-

расположение доминошек стаким свойством однозначно вос-

восстанавливается по имеющейся раскраске (рассмотрите,
например, снизу вверх самый левый столбец клеток, по-

потом следующий и т.д.) и. следовательно, совпадаете ис-

исходным.

М1515. Известно, что f(x)t g(h) и h(x) — квадратные
трехчлены. Может ли уравнение flj(A(i))] = 0 иметь

корни 1,2, 3,4,5.6. 7 и 8?

Ответ: не может.

Предположим, что числа 1 2, 3 4 5, 6 7 и 8 корни

уравнения /"(y(A(jc))) = 0. Если прямая х = а — ось пара-

параболы, задаваемой уравнением у
= h{x), то ft{x}) = А(ж2)

тогда и только тогда, когда л, + х2
- 2а. Многочлен

ftg{x)) имеет не более четырех корнем, но числа ЛA),
АB),..., Л(8) являются fro корнями, следовательно,

а - 4.5 и АD) - АE). ЛC) - ЛF). ЛB) - ЛG), АA) ¦

¦ А(8) Кроме того, мы попутно доказали, что числа

ЛA). ЛB).ЛC).ЛD) образуют монотонную последова-

последовательность.

Аналогично, рассматривая трехчлен f{x) и его корни

<7<Л<1)),?(Л<2».0<ЛC))и$г(ЛD)>. получаем, что

А(О + АD) = 2Ь, А<2) + АC) = 2fc, где прямая х = Ь -

ось параболы, задаваемой уравнением у
= д(х) Но из

уравнения Л( 1 > + ЛD) - АB) + АC) для Их) = Ах2 +

¦ Вх + С следует, что А = 0. Противоречие.

С.Токарев

М1516. Имеется три кучи камней. Сизиф таскает по

одному камню из кучи ts кучу. За каждое перетаскана
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ние он получает от Зевса количество монет, равное

разности числа камней в куче, в которую он кладет ка

мень, и числа камней в куче, us которой он берет ка-

камень (сам перетаскиваемый камень при этом не учиты-
учитывается). Если указаннаяразность отрицательна, то

Сшифвозвращает Зевсу соответствующуюсумму
(если Сизиф неможетрасплатиться, то великодуш-
великодушный Зевс позволяет ему совершить перетаскивание в

долг).
В некоторый момент оказалось, что все ка-чии лежат в

тех же кучах, в которых они лежали первоначально.
Каков наибольший суммарный заработок Сизифа на

этот момент?

Первое решение. Будем называть камни из одной кучи
— знакомыми, из разных куч

— незнакомыми. Тогдадо-
доход Сизифа за одно перетаскивание равен изменению

количества пар знакомых камней. Так как в конечным

момент все камни оказались в исходных кучах, то общее
изменение количества знакомств равно нулю, а. значит,

и доход Снзифа равен нулю.

Второе решение. Покажем, что величина Ат ab + Ье-*

+са +• S, где a, b н с - количество камней в кучах. 5
-

доход Сизифа, не изменяется при перетаскивании кам-

камней . Дейстнктслыю, без ограничения общности можно

считать, что Сизиф перетащил камень из первой кучи во

вторую. Тогда А' - {а - l)(fc+ 1)+(Ъ+ 1 )с + с{а - 1) +

+6* =Л,таккак5' =S + b - (а- 1). Но величина

ab + be + со в начальный и конечный момент одна и та

же, а следовательно, и конечный доход Снзифа ранен

начальному т.е. нулю.
Аналогичным является решение, использующее инвари-
инвариантность величины b = аг + bJ + сl — 2S-

Третье решение. Несложно проверить что если поме

иять местами очередность двух перетаскиваний камней,
то 5 при этом изменится на одну н ту же величину. Кро-
Кроме того, за два перетаскивания камня: из кучи А в кучу

В, а затем из В в А. доход Сизифа раьен нулю. Таким
же будет доход за три перетаскивания: Л-> В, /?-+С,
С ~* /1.

Из того, что в конце все камни оказались в исходных

кучах, следует, что порядок перетаскивания камней

можно поменять так, что все перетаскивания разобьются
на тройки вида А-+ В-* С—* А и двойки вкяа

А -+ /J-* /1, дающие Сизифу нулевой доход.
И.Изместъев. Д.Кузнецов, И.Рубанов

М1517. Существует ли последовательность натураль-
натуральных чисел, в которой каждое натуральное число встре-
встречается ровно один раз и при этом для любого к= 1, 2,

3,.. - сум^на первых k членов последовательности делит-

делится на к?

Определим последовательность ак индуктивно:

1.й, = 1.

2. Пусть а\ йп_|заданы, причем все средние

Тогд*

Р* ш рЛ-и если ая = /v,.
= Ря-i + 1, если ая

= р„_, + п.

являются натуральными числами. Положим

A-i- если Pn-i * й*- 1 S * S и - 1.

р^ + п, если рнН = as

прн некотором 1 ? s S п - 1.

Поэтому

1) âk ш 0(modn) для всякого п;

2) длявсякого натурального то найдется at = m, так как

последовательность средних {^} монотонно неубывает,
причем #„1

-

/), ? 1;

3) впоследовательности нет одинаковых чисел, так как

Рт-\ +«
— монотонно возрастающая последовательность

О.Ляшко. А.Шаповалов

М1518. Высоты тетраэдра пересекаются в одной гпоч

кр. Докажите, что зта точка, основание одной из вы-

высот и три точки, де.гящие другие высоты в отношении

2:1, считая от вершин, лежат на одной сфере.

Пусть Л/ — точка пересечения медиан треугольника
ABC, Р — точка пересечения высот тетраэдра, А4, —

высота тетраэдра из вершины А. МА2 \\А At н

ААг/АйАл  :1.Угол МА^Р — прямой, так что точка

Ал лежит иа сфере с диаметром МР. Аналогично рас-

рассматриваются остальные случаи

Д.Терешин

М1519". На плоскости отмечыы две точки иарассто
янии 1. Разрешается, измерив циркулемрасстояние
между двумя отмеченными точками, провести окруж-
окружность с центром в любой отмеченной гпочке с измеряй

ным радиусом. Линейкой разрешается провести пря-

прямую через любые две отмеченные точки. При этом от

мечаготся новые точки — мочки пересечения построен-
построенных линий. Пусть Ц(п) — наименьшее число линий,

проведение которых одним циркулем позволяет полу-

получить две отмеченные точки на расстоянии п, где

п — натуральное число. ЛЦ(п) — тоже, но циркулем

и линейкой. Докажите, что последовательность

Ц(п)/МЦ(п) неограничена.

а) Покажем,чго UB") ? и. Действительно, если d — на-

наибольшее из расстояний между отмеченными точками, то

проведение одной лнннн циркулем позволяет получить

отмеченную точку на расстоянии не более Ы от уже от-

отмеченных. Отсюда следует, что UBr) а 2".

б) Покажем,что ЛЦ[&') й 5(л +1). Пусть А и В — две

данные отмеченные точки. Проведение пяти линий поз-

позволяет построить угол ВАС, где ВА - 1, АС ¦ 2 (рис.
1): окружности радиуса 1 с центрами в точках Л, В и Т,

прямые AT и АВ.

Далее, проведение пяти линий позволяет построить от-

отрезок длиной т\ если уже получен отрезок длиной m

(рис. 2). окружности to,, и)*, d);il AL радиусамит
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центрами в точках А, В, К ( К = <

1.A. = (йщг\АВ), ннаконец, прямаяЕМ где

Е =

@} (*\ АВ, Л/ =

co.j ^ 0J4.

Пусть Г •« ЕМг\АС. D • to, n ЛС Тогда DF - тэ.

Действительно, треугольники ADK и /СЛ//. равносто-

равносторонние со сторонами АГ) = КМ = m, ?DA& = Z\1KE =

= 60'. АВ = КЕ - 1. поэтому ZD^fl = ZMEK. следова-

следовательно. ЕМ || BD. По теореме Фалеса Л# : AD = BE :

: OF. откуда следует, что DF= т*. Таким образом,

ЛЦ{2) S 5, ЛЦ(АM 2-5, .... МЦBГ) S 5(я +1). Утверж-
2я

дснне задачи теперь следует из того, что .
-*«

при я—>«>.

Л. Целое

М1520. Даны многочлены Р(х) и Q(x), у которых

старшие коэффициенты равны 1. Докажите, что сум-
сумма квадратов коэффициентовмногочлена Pix) Qix) не

меньше суммы квадратов свободных членов Pix) и

Qix).

Сумма квадратов коэффнинентов многочлена

т.е. сумма по всем А ? m+k чисел

равна сумме чисел a,Bfb,b по всем i, / г, .«таким, что

i — j = r — s (мы считаем равными 0 числа л, с индекса-

индексами, не лежащими на отрезке 0 < ? ? k и числа fcv с ин-

индексами, не лежащими на отрезке 0 ? г ? то) Но точно

такой же будет и сумма квадратов коэффициентов мно-

многочлена

(flftjc*+.._+<!,* + ас) [Ььх- + 6,jc*-1+.. .+*u-,jc + bm). B)

Пусть теперь ак - Ь„я \. Сумма квалратов B) мри этом

равна

(слева выписаны квадраты первого н последнего коэф-
коэффициентов)
Из этого решения нетрудно увидеть, в каких случаях не-

неравенство задачи превращается в равенство: для зтого

необходимо и достаточно, чтобы многочлен B) —

произ-

произведение Р(х) на многочлен xmQMx). полученный «об-

«обращением» 0(-*) (т ~~ степень О), — имел видел"** -d.

Например, это так для Р[х) = х2 — 2х + А н Q(*) = * +

+ 1/2. (Уже отсюда видно, что совсем «грубого» доказа-

доказательства у этой задачи быть не может.)

Н.Васильев

3 Кили ,42

Ф1528- На рисунке приведена траектория точки А на

плоскости (масштаб ухазан иприсунке) Скорость
точки все время составляет v = 2м/с. Найдитемахеи

мальное ускорение точки.

При неизменной по величине скорости ускорение точки

имеет только нормальную (центростремительную) со-

составляющую. Для того чтобы ее найти, нужно опреде-
определить радиус кривизны траектории в интересующей нас

точке. А интересует нас точка, которая находится на са-

самом «кривом» участке траектории
— в нашем случае это

левый нижний из! нб траектории, именно там ускорение
максимально Найдем на глаз положение этой точки и

сделаем необходимые построения: рассмотрим на кривой
две вспомогательные точки но обе стороны от выбран-
выбранной, проиедем в каждой касательную к траектории и

построим к этим касательным перпендикуляры в точках

касания. Пересечение этих перпендикуляров и даст оче-

очевидный результат, а для произвольной кривой нужно
ешс добавить, что выбранные точки должны находиться

очень близко к точке, л которой мы определяем радиус

кривизны. — в пределе ни бесконечно малом расстоянии.
Но это — только в теории. Если мы на деле возьмем точ-

точки очеиьблнзкодругк другу, наши перпендикуляры
просто сольются и точность нахождения их пересечения

окажется очень плохой. Вывод ясен -

нужно братыоч-
кн близко, но не слишком близко. Конкретное значение

радиуса кривизны, определенное в месте левого нижнего

изгиба графика в условии задачи, составляет R « 0,5 м.

Тогда максимальное ускорение точки будет равно

а=иг/Я~Ъ м/с'.
З.Рафаилоо

Ф1529. Жук-ляавунецможет находиться в воде без
движения. Попав в ручей, жук может двигаться про
тин течения с максимальной скоростью щ, а по тече-

течению — смаксимальной скоростью г^. Скакоймакси-
малъной скоростью жукможет двигаться перпендику-
перпендикулярно течению ручья?

Из условия ясно» что у жука « нулевая плавучесть»
—

сила Архимеда в точности компенсирует силу тяжести, и

мы можем эти силы не учитывать. Если считать, что ме-

механическая мощность N. развиваемая жуком, одинакова
во всех случаях, го максимальная «сила тяги» определя-

определяется скоростью жука относительно воды:

При движении против течения со скоростью г^ скорость
жука относительно воды составит и, + и. где и — ско-

скорость волы Если считать, что сила сопротивления воды

пропорциональна относительной скорости Ft =ацянщта
в этом случае

F.-F,., или N/[vt + u) = a(t,<, + и).

При движении но течению со скоростью ^ аналогично
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получаем

КВАНТ

Если скорость жука iv) перпендикулярна течению (все

равно — вбок или вниз), то v*n =v2 + и2, и тогда

Исключая а и N найдем искомую скорость:

Н. Михайлов

Ф1530. На гладкой плоскости находится теломассой

1 кг, к которому привязана легкая пружинка жесткое

тью 10 И/м. Начинаем тянуть вдоль пружинки с пос-

постоянной скоростью 1 м/с. Какуюработу мы соверша-
совершаем за первую секунду с момента начала движения?

Работа силы равна сумме кинетической энергии груза
(тела) и потенциальной энергии деформированной пру-
пружинки. Для нахождения скорости груза и величины де-

деформации пружинки проще всего пересесть в систему

отсчета, в которой свободный конец пружинки
— за него

мы тянем со скоростью Vq -1 м/с
— оказывается непод-

неподвижным. Мы получаем обычную колебательную систему
из груза и пружинкн» которую вывели из равновесия,

придав грузу скорость щ. Тогда

Ik
. где a> = Л—.

Для нахождения полной энергии в конце первой секун-
секунды движения иужио перейти обратно в неподвижную

систему отсчета:

1-cosJ—< 1*2 Дж.

Заметим, что выбранный в условии отрезок времени со-

составляет почти точно половину периода колебаний.

А.Зильбермаи

Ф1531. С Cet/ерного полюса Земли в исследовательских

цегях производят запуск баллистической ракеты. Тре-
Требуется попасть в точку на экваторе Земли, сообщив

при этом ракетеминимально возможную скорость.
Найдите величину этой скорости и угол, под которым

нужно произвести запуск.

Для решения этой задачи нужно знагь некоторые свой

ства эллиптических орбит:

— суммарасстояний от любой точки эллипса до его фо-
фокусов постоянна и равна 1а {а — длина половины боль-

большой оси эллипса);
— касательнаяк окружности перпендикулярна радиусу,

адля эллипса — биссектрисе угла, образованного отрез-

отрезками, соединяющими точку эллипса с фокусами;
— полнаяэнергия спутника на круговой орбите рддиу
сом R составляет ? - Ек + Ер - -СМгл/BЯ) , для эл-

эллиптической орбиты вместо/? подставляется а — боль-

большая полуось (см., например, статью А. Черноуцана «О
законах Кеплера* в этом номере журнала

— Прим. ред.).

При фиксированных точках старта и финиша мини-

минимальная скорость ракеты соответствуетминимальному
значению полной энергии, т.е. минимальному значению
а (вспомним «минус» в выражении для полной энер-
энергии). Минимальное значениебольшой полуоси соответ-

соответствует траектории, у которой второй фокус Сг (см. рису-
рисунок) лежит иа прямой, соединяющей точки старта А и

финиша/) —

сумма расстояний отточки/1 до фокусов С,
и С2 минимальна именно при таком положении второго

фокуса.

Сначала определим стартовый угол: ZC^AC^ = 45", бис-

биссектриса этого угла составляет угол 22.5" с радиусом
CiA , значит, и стрелять нужно под углом 22,5* к гори-

горизонту. Скорость v найдем из закона сохранения энергии
— сравним энергию в точке старта с полной энергией:

2
GMm
R

GMm
2а

но 2а = АС, + АСА = R + R/sf2 , подставляя это значение,

получим

С. Башинскип

Ф1532. Тонкостенный сосуд кубической формы поме-

помещен в разреженный газ с концентрацией молекул п$.
В сосуде сделали маленькуюдырку — срезали вершину

угла так, что дырка имеет форму правильного треу-
треугольника. Какая концентрация молекул установится в

сосуде? Рассмотрите случаи очень хорошей и очень

плохой теплопроводности стенок.

Равновесие соответствует компенсации потоков частиц,

влетающих в сосуд н вылетающих из него, а также ра-

равенству потоковэиер| ии внутрь и наружу. Ясно, что

при этом средние энергии молекул внутри и снаружи
должны быть равны — значит, и в случае высокой теп-

теплопроводности стенок, и в случае низкой ответы будут
одинаковы, просто во втором случае придется дольше

ждать установления равновесия. При сравнении поводе

ния влетающих в сосуд через отверстия, расположенные
в разных местах, молекул сразу ясно

—

расположение

отверстия роли не играет. Сложнее с вылетающими мо-

молекулами
— кажется, что к углу подлетает в 4 раза мень-

меньше молекул (числа тоже можно придумать разные), чем

к середине грани. Аккуратный анализ, в котором учтены

отражения молекул от стенок сосуда, показывает, что

местоположение дырки также роли ие играет. Итак,

, и «|
= по ¦

В.Михайлов, АЗильберман



3 Л Л Л Ч 11 И К « К В Л Н
"

Л *

Ф1533. Вертикальный сосуд высотой Н = 0,1 ми пло-

площадью сечения S = t см7 при температуре Тх
= 273 К

содержит воздух при атмосферном давлении и неболь-
небольшое количество воды. Сосуд закрывают сверху под-

подвижным поршнем массой М =» 15 кг и дают поршню
двигаться. После того как поршень остановился, сосуд
начинают медленно нагревать и доводят температуру
до 7"а= 373 К. Какое количество теплоты сообщили при
этом системе? Теплоемкостью сосуда и поршня прене

бречъ.

Будем считать, для определенности, что к концу нагре-

нагревания испарилась не вся вода. Тогда пар будет насы-

насыщенным, а его давление при Т2 = 373 К составит рг
¦

=

Р*
= tO5 Па. При медленном нагреве можно считать,

что поршень в любой момент находится в равновесии.

Обозначим высоту, на которой поршеньостановится к

концу нагрева, через h и запишем условие равновесия:

илн л| +

Р.=Р-+у.
откуда

Л "

Мд 3
" "

Масса образовавшегося пара в сосуде равна

m = •

RT, RT

На испарение такой массы воды нужно количество теп

лоты

9 Дж.

Воздух в сосуде нагревается при постоянном давлении,
т.е. сю молярная теплоемкость равна Ср ¦ Су + R =

¦ 3,5/?. На его нагрев нужно количество теплоты

Еще немного тепла нужно для нагрева воды от 273 до

373 К, но это совсем мало. В общем можно необходимое

количество теплоты оценить как

Q-Q.+ft-W Дж.

А. Ольховец

Ф1534. Три резистора соединили последовательно и

подключили к батарейке. Дваамперметра включили в

цепь, как показано на рисунке 1. Токи че[м>э ампермет-

амперметры составили 1 АиЗА. Может ли в этой схеме через
средний резистор течь ток силой 2 А/ В каких преде-
пределах могут находиться силы токов, текущие через ле-

левый и правыйрезисторы? Сопротивления амперМ'-т
ров считать пренебрежимомалыми.

Рис

Это совсем простая задача. Если сопротивления ампер-

амперметров пренебрежимо малы, то резисторы оказываются

-CZH-CD

Рис.2

подключенными к батарейке параллельно и можно алии

сагь(см. рис.2)

«J = /, = 1 A, i[ + ^ = Ij = 3 А.

1 Саправнения токов определены тут однозначно, поэтому

отрицательных значений быть не может. Тогда ясно, что

0<t,<1A,0<t?<tA. 1А<13<ЗЛ,

Ток через средний резистор не может быть равным 2 А.

Р.Александров

Ф1535. Очень далеко друг от друга находятся два про
водника. Заряд одного иэ них Q,. его потенциал <р,. За

ряд второго проводника Q2, его потенциал <ра. Перво-
Первоначально незаряженный конденсатор емкостью С под

ключают очень тонкими проводами к этим проводни-
проводникам. До какого напряжения зарядится конденсатор?

Пусть заряды обкладок конденсатора +а и -

q (см. рису-

рисунок). Тогда заряд первого проводника Q, - q. а второго

Q2 +q. Условие для потенциалов запишем в виде

Отсюда получаем заряд конденсатора:

VqiVQ + Vc
и напряжение конденсатора:

,
+ ф2/& + 1/с

Ф1536. Маятник состоит из длинной, топкой и лег-

легкой нити длиной L и маленького тяжелого шарика. Два
таких маятника прикрепили к общей точке подвеса и

зарядили одноименно, так что они разорились на не

большое (по сравнению с длиной нити) расстояние.
Найдите периодмалых колебаний маятников относи-

относительно новых положений равновесия.

Обозначим малое смещение шарика от вертикали под

действием электрических сил через х. Тогда для равно-

равновесия получим (с учетом малости х и соответствующего

угла а)

^ =0. или

Сместим теперь шарик еще на Ах<х.х, тогда возвращаю
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шля сила булет равна

КВАНТ

.„,,,?-
I

4*' L
'

Упрощая это выражение г учетом &х/х<? I, получим

Ллг
7—.
L

Это обычное уравнение гармонических колебаний (не-

(немного необычное обозначение: Ьл вместо хУ. Период та-

таких колебаний равен

М. Ермилов

Ф1537. *Чернып ящик* с двумя выводами имеет сопро-
сопротивление R. но если приложенное напряжение увели-
увеличить до 1/0, то сопротивление возрастет до 2R и ос-

останется таким при дальнейшем возрастании напряже-
напряжения. Если же после этого начать снижать напряжение,
то к прежнему значению сопротивление вернется
только при напряжении 0,5Uo. У вас а распоряжении
есть еще регулируемый источник питания (ею напря-
напряжение можно установить каким угодно), конденсатор,
реостат и провода. Придумайте схему генератора ко
лебаний, рассчитайте необходимые параметры входя-
входящих в схему элементов и оцените период колебаний
при выбранных значениях.

Вы попробовали придумать схему генератора из описан-
описанных элементов и у вас не получилось? Все правильно

—

н не получится. Для того чтобы генератор с конденсато-

конденсатором мог работать, нужно взять «черный ящик» другого
типа — сопротивление должно но увеличиваться i ри до

тиженин определенного напряжения, а уменьшаться.
А ваг с катушкой вместо конденсатора такой генератор
сделать можно — достаточно соединить последовательно

батарейку, «черный ящик» н катушку, токв цепи будет
периодически изменяться, если правильно выбрать на-

напряжение батарейки Однако такой «черный ящик» до-

должен иметь заданными не напряжения переключения, а

токи. I Io это уже совсем другая задача.

Л.Зилъберман

Про угол у
и л/7

Эта заметка посвящена задаче M1S13 — доказательству
равенства

Собственно говоря. такихдоказательств существуеточеиь
много — они используют различные приемы тригономет-

тригонометрии, алгебры и даже геометрии. Но необходимые выкладки

приятнее* проделать самостоятельно, чем разбираться в их

подробном изложении. Поэтомумы приведем лишьодно из

решений (именно оно, с некоторыми нюансами, чаще

других встречалось в работах участников прошлогодней

Соросовской олнмпиалы, где предлагалась эта задача); а

затем «{юрмулируем в виде задач некоторыефакты, откры
вающие подходы кдругим доказательствам этого равенст-

равенства, его интересные вариации, обобщения и следствия.

Основные тождества, которые мы будем использовать:

2cosacusp = cos(a - р) + cos(a + p),

2smctsin(S =* cos(a - р) -cos(a +Р), A)
2sin a cosp- sm(a + p) + sm(a-p),

и их частные случаи (при a =* р).
Обозначим, для экономии места, я/7 через Т) («эта*

—

седьмая буква г{>еческого алфавита). Удобнопользоваться
тем. что sin3rj *= sin^ri, sinт) * sin6ri. сок2т)и-cos5r).
ros6r| = ros8r) = -cosri и т.п. — мы не будем отдельно

отмечать эти переходы. А главное свойство этих углов:

= -I, B)

B')

Вотпч>метрическоелоказательство равенства B). Рас-
Рассмотрим векторы, идущие нзточкн@;0) —

центра править
ного семиугольника

— в его вершины, одна из которых

лежит в точке ( ГО) (рис. 1). Поскольку сумма этих семи

векторов равна 0 (ведь при повороте па угол 2г) вокруг

центра она не может измениться!)» то равна 0 и сумма их

проекций на ось Ох

или,что эквивалентно,

Рис.1

(Другое доказательство B) или B') можно получить,

умножив обе части на мпт] и применив преобразование (t)
произведений в сумму.)
Итак, мы должны доказать равенство

tg3i)-4sinri"^7. C)

Умиоживобечасти на созЗть преобразуемлевуючастьтак"

L = sin3r| - 2(sin4ii - s\u2t\) = 2sin 2r| - sin4ii. D)

Нужно доказать, что квадрат этого (положительного!)
числа равен Тсаз'Зт). И действительно,

- Ll = 7{ 1 + cos 6n)/2 - B- 2cos 4n) +

ri)-{i - cos6ti)/2 =

= 0.

А теперь
— несколько задач с комментариями. Прежде

всего заметим, что преобразование D) можно продолжить:

L = 2 ш 2цA - cos 2т|) = 4 sin2 ri
¦ sin 2r| =
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E)

поэтому C) можно записать так:

8sinrisin2r)-sln3r)= -Jl

(что. конечно, гораздо красивее, чем (ЗУ1.).
С этим равенством и связаны первые задачи.

1. Докажите равенства

а) co$2Tvcos4ri+ cos2n-co$6r| + cois4ii-cos6ii = -1/2,
б) cos2ivcos4ii-co56tj= -cosii-cos2ti*cos4ii « \j&.
в) Выведитеотсюда, что cos2ii, cos4ti, cos€t) — корни

уравнения

^"-1 =0 F)

(a cost), cos3t), cos Sit — корни уравнения /^(-*) =0).
г)* Существуетли многочлен меньшей степени с целыми

коэффициентами, имеющий корнем хотя бы один из шести

косинусов пункта в)?
2. Докажите E), возведя обе части в квадрат

Дадим геометрическую интерпретацию равенства E):

произведение расстояний от вершины A ;0) правильного

семиугольника (см. рнс.1) до шести остальных вершин

равно 7. Объясним это с помощью комплексных чисел,

заменив сразу 7 на п. Пусть 1, а,, aJt...t айж| — корни
уравнения гп = 1; онн изображаются векторами, идущими
к вершинам правильного л-угольника, причем

3. Докажитетождество

4. Докажите равенства

п п п

ивыведите отсюда E).
5. Найдитепроизведение дли» всех сторон и диагоналей

правильного л-угольника вписанного в окружность с

радиусом 1.

Вернемся к тригонометрии. Левую часть C) можно

преобразовать еще одним способом.

6. а)Докажите равенства

2sii\j3ti = l + co&Ti, 2cos23rj = 1-cosrj,

t^3i) = A + cos rj)/sinTi.
б) Выведите отсюда, что C) эквивалентно равенству

Pi(-cosrj) =0.

Тем самым, из результата задачи 1 можно получит ь сия.

однодоказательство C). По существу, тот же многочлен /^
встретится и и следующих геометрических задачах.

7. UyctbABC— равнобедренный фсугольмик (рис. 2)
основанием АС ¦ 1 и углом ZB ¦ 11 * я/7 при вершине; D

н?~ такие точки на ВС, что ZBAD = ZDAE = ZEAC -

шг\. Положим 2cost) * и. Докажите, что

и и и*-\

6)u3-u3-2u-H = 0.G)
Это — геометрический способ вывести уравнение задачи

1 .в) для cost) ; а в следующей задаче появится даже -JE
(рис.3).
8.ПустъД|#С — равнобедренный треугольник с основа-

основанием А$С = 2 и углом ^В и
т) при вершине; Aq, Alt

Лл ...

—

вершины правильного 14-угольника с центром С

fi Кынт V2

гг

в' i_в

Рнс2 Рис.3

(см. рис.3); А} — точка, симметричная Aj относительно

прямой AqB .

а) Докажите,что равенство C) эквивалентно тому, что

расстояние А'гВ равно VS.
б) Докажитеравенство AjB = <JE, используя равенство

G) или B).
9. а) Докажите, что площадь треугольника с углами х\,

2г). 4т| вписанного в круг с радиусом 2, равна -Jl
6) Выведитеотсюда равенство

в) Выведите E) и C) нз равенства предыдущего пункта.
Кстати, треугольник, о котором говорится взадаче9,а),

— единственныйи.}треугольниковсуглами. кратными г|.
площадь которого выражается в квадратных радикалах

через радиус описанного круга! А тот факт, что и стороны

таких треугольников
-

расстояния между вершинами пра-
правильного 7 угольника

— не выражаются в квадратных

радикалах через радиус, следует из одной обшей алгебра-
алгебраической теоремы (о том, что неприводимый многочлен с

соответствующими корнями должен иметь степень 2*) и

результата следующей задачи. Эта последняя, самая труд-

трудная задача про угод ц
= п/7 и -J7 отвечает на вопрос:

почему мы оперировали с многочленом, корнями которого
были косинусы, а не синусы углов, кратных т\.

10. а) Докажите, что v — 2sini) —

корень многочлена

? 4?j
б) Найдитемногочлен 6 и степени с целыми коэффици-

коэффициентами, один из корней которО!о равен sinri.
в) Найдитевсе корни многочленов пунктов а) и 6).
г)* Существуетли многочлен меньшей степени с целыми

коэффициентами, имеющий корнем одно из этих чисел?

д) Выведите из а) или б) равенство C) или E).
Пожалуй, этих задач достаточно, чтобы убедиться, что

правильный 7-угольник (и 14-угольннк). углы kn/7 н их

связъс-JJ — сюжет не менее увлекательный, чем правиль-
правильный 9-угольннк и 18-угольник» о котором рассказывалось

недавно (см. «Квант», 1995, >?5.с. 40). Конечно, можно
двигаться и дальше - вотеще задача изодной старой книги

(ГальперинГ.А.9 ТолпыгоА.К. Московскиематематичес-

кнеолимпналы — М.: Просвещение, 1986. — Приложение
2. задача 25).

11. Докажите равенство

//. Васильев В. Секдеров
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Космология XX века в лицах
Г.ГОРЕЛИК

Альберт Эйнштейн
A879—1955)
Космологию можно было бы назвать

древнейшей частью естествознания,

поскольку уже первые наблюдения

астрономического характера подра-

подразумевали некий космологический фон.
Однако фо» этот 6мл еще слишком

гуманитарным, не отделимым отмифа,
от религии. И лаже мощное развитие

физики в XIX веке не сделало космо-

космологию естественной наукой. Попытки
распространи! ь надежно установлен
ные законы физики на Вселенную как

целое натыкались на неразрешимые

парадоксы

Физической теорией космология ста-

стала лишь в 1917 году. Это грандиозное
по смыслу событие приняло форму
десятистраничной статьи в журнале

Берлинской академии наук. Автору
статьи предстояло еще несколько лет

пребывать хотя и видным физнком-
теоретнком, но все же лишь «одним

из*. И мировая слава, и жгучий инте-

интерес, н признание гениальности обру-
обрушатся на него не за его работу по

космологии, а за теорию, одним из

приложений (!) которой эта работа
стала. Теория пространства-времспн-
гравитацин. построенная Эйнштейном
в 1915 голу н названная им обшей

теорией относительности, впервые
позволила охватить Вселенную как

целое последовательной физико-ма-
физико-математической картиной.
Эйнштейновская теория гравита-

гравитации связала всемирное ньютоновское

тяготение со свойствами простран-

пространства-времени, геометрия которого

оказалась евклидовской (а хрономет-
хронометрия — галнлеевскон) лишь прибли-
приближенно, когда силы тяготения доста-

достаточно малы. И охватить безгранич-
безграничные просторы Вселенной мысленным

взором Эйнштейну удалось, только

выйдя за пределы этого приближе-
приближения. В результате появилась геомет-

геометрическая картина
— конечная, но без

граничная, как поверхность сферы, —

существующей вечно и неизменно, с

одним и тем же радиусом, Вселенной.

Эту картину се создатель вовсе не

считал венцом творения, и фактичес
ки она была связана со всей его физи-

физикой, которая только условно, или в

педагогических целях, разделяется на

разные области. То, что впоследствии

попало в совсем разные учебники,
жило когда-то в одной голове: и кван-

квантовая физика, за достижения в кото-

которой Эйнштейн получил Нобелевскую
премию, н теория относительности,

автором которой он вошел в общег
твенное сознание XX века.

Эйнштейн принадлежал к поколе-

поколению, на глазах которого теоретичес-

теоретическая физика стала самостоятельной

профессией. Но самостоятельность не

означает независимости, в данном

случае от физики экспериментальной
— от наблюдений над Природой. И
Эйнштейн оставался естествоиспыта-

естествоиспытателем даже в своих космологических

размышлениях- Статичность Вселен-

Вселенной была для Эйнштейна экспери-
экспериментальным, наблюдательным фак-
фактом, а не просто доставшейся в на

следство атеистической доктриной.
«Самое важное и? всего, что нам из

вестно нз опыта о распределении ма-

материи, заключается в том, что отно-

относительные скорости звезд очень малы

по сравнению со скоростью света* „
—

Эйнштейн не указал, какой конкрет-

конкретно экспериментальный материал он

имел в виду но роль этого факта
видна уже нз того, что на десяти стра-

страницах статьи он упоминается сель

раз.

Космологии, скорее, повезло, что

ее создатель ие очень следил за но-

новейшими достижениями астрономии.

Ему, по-видимому, не было известно

ни о галактической структуре Все-

Вселенной (тогда тишь гипотетической),
ни об обнаружении огромных ско-

скоростей некоторых галактик (тогда —

«спиральных туманностей») — раз-
развитие этих исследований приведет в

конце 2С-х годов к закону Хаббла.
Но осилить, освоить теоретически сра-

сразу н без1раничностъ Вселенной и ее

динамичность было бы гораздо труд
ней. чем сделать это по очереди.

Почувствовать, насколько условно
для великого физика разделение фи
jhkii на теоретическую и эксперимен-

экспериментальную, чистую и прикладную, мож-

можно па примере, касающимся сразу и

релятивистской космологии и кванто-

квантовой физики.
Общая теория относительности, j>e-

шив важнейшуютеоретическую зада-

задачу
— объединить теорию относитель-

относительности н теорию тяготения, уже при
своем рождении была нацелена на

астрономическое приложение
— объ-

объяснить загадку в движении планет.

Загадку, малую количественно, но

вызывающе не поддающуюся ньюто-

ньютоновской теории. И эта загадка — сме-

смешение перигелия Меркурия — была

успешно решена.

Следующее приложение новой тео-

теории пространства времени увиденное
Эйнштейном в 1916 году, касалось не

старых загадок в астрономических

пространствах, а неизвестного нового

явления. Эйнштейн обнаружил, что

всемирное тяготение способно не толь-

только искривлять лучи света, но и само

излучаться. В частности, любая пла-

планетная система должна рождать гра-
гравитационное излучение. Получив из

своих общих уравнений соответствую-
соответствующую формулу

— закон гравитацион-

гравитационных волн, он сразу же подумал о

самых многочисленных планетных

системах — обатомах, где вокруг звез-

звезды-ядра движутся планеты-элект-

планеты-электроны.
В 1913 году над этими планетными

системами ломал голову Нильс Бор,
спасая нх or гибели, грозившей нм в

силу классической электродинамики.
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вращающийся электрический заряд
должен излучать электромагнитные

волны н терять свою энергию, т.е.

электрон должен был бы врезаться в

ядро, и притом всего за миллиард

ню полю секунды- Бор спас атомы,

открыв, что наряду с законами элек

тродинамнки действуют ешс и новые

— квантовые — законы. Теперь же.

спустя три года, атомам стала гро-

грозить новая опасность — гравитацион-
гравитационное высвечивание их энергии. «Пос-

«Поскольку в природе в действительности
ничего подобного не должно быть. —

писал Эйнштейн, — то, по-видимому,

квантовая теория должна модифици-
модифицировать ие только максвелловскую

электродинамику, но также и новую

теорию плантации».
Количественных оценок Эйнштейн

при этом не привел. И правильно
сделал. Потому что если в его общую
формулу подставить параметры

атомной планетнойсистемы, то время
жизни атома окажется равным уже
не миллиарднойдолесекунды амнл-

днардам миллиардов лет! Так что

с эмиирнческойточкизренияннкакой
реальной опасности атомам не угро-
угрожало. Но в деятельности теоретика

участвуют ие только эмпирические и

теоретическнефакторы, нонметатео
ретнческиеили. говоряофизнке мета

фнзическиефакторы. т.е. предубежде-
предубеждения. Взависимостиот(ипосле) резуль-
результатов, полученных данным теорети-

теоретиком, его предубеждения называют

научным идеалом, исследовательской

программой или предрассудком, хотя

природаэтих понятий едина. Обэтом

стоит помнить, читая у Эйнштейна
чтогравитационного излучения внут-

внутриатомных электронов, даже в ни-

ничтожном количестве, бытьиедолжно.

Во время. к которому относятся эти

слова Эйнштейна, он размышлял над

космологической проблемой. Идея
космологической эволюции была тог-

тогда для негосовершенночуждой, и его

первая космоюгнческая теория была

статической. А в статической, неизме-

неизменяющейся, существующей вечно Все-

Вселенной эффект гравитационного вы-

высвечивания внутриатомной энергии
недопустим независимо от величины

эффекта. Сам Эйнштейн отакой связи

физики атома и физики Вселенной ие

писал, но. как свидетельствует исто-

история науки, в уме физика-мыслителя
идеи не могут жить, не замечая одна

другую.

Так впервые соприкоснулись кван-

квантовая физика и релятивистская кос

мология, и этосопрнкосмовеннетоль
ко еще предвещало грядущее взаимо-

взаимодействие этих двух фундаментальных
физических концепций.

АлександрАлександрович
Фридман A888— 1925)
Воспой 1922 года в главном физи-
физическом журналетого времени

— «Zeit-

schrift ftir Physik» появилось обра-
обращение «К немецким физикам1» Прав-
Правление Германского физического об-

общества извещало о трудном положе-

положении коллег в России, которые с на-

начала войны не получали немецких

журналов Поскольку лидирующее
положение в тогдашней физике зани-

занимали немецкоязычные ученые, речь

шла о многолетнем и жестоком ин-

информационном голоде. Немецких

физиков просили направлять по ука-

указанному адресу публикации послед-

последних лет, с тем чтобы потом переслать
нх в Петроград.
Однако в том же самом журнале,

всего двадцатью пятью страницами

ниже, была помешена статья» получен-

полученная нз Петрограда и, на первый взгляд,

противоречащая призыву о помощи.

Имя автора
— А.Фридман — физикам

было неизвестно. Его статья с назва-

названием «О кривизне пространства» ка-

касалась общей теории относительности

(ОТО). Точнее — еесамого грандиоз-

грандиозного приложения: космологии.

Именно в этой статье родилось «рас-

«расширение Вселенной». До 1922 гола
такое словосочетание выглядело бы

полной нелепостью. О том, что рас-

расширение Вселенной началось милли-

миллиарды лет назад, астрофизике еще толь-

только предстояло узиать; еще предстояло

измерять и вычислять, сколько имен-

именно миллиардов
— 2, 2 или гораздо

больше; еще предстояло размышлять
нал проблемой горизонта Вселенной.
Но интеллектуальный горизонт раз-
раздвинулся именно в 1922 году. И раз-

раздвинул его трндцатнчетырехлетннй
Александр Фридман.
Что открыл Фридман? Перенесем-

Перенесемся в 1922 год. Общая теория относи-

относительности, или релятивистская тео-

теория гравитации, имеет всего 7 лет от

ролу. Лишь 5 лет назад Эйнштейн

обнаружил возможность датъ физн-
ко математическое описание свойств

Вселенной как целого. И вот неизвес-

неизвестный автор из Советской России —

страны казалось бы, изолированной
от мировой науки, — смело утвержда-

утверждает, что эйнштейновский результат со-

всем не обязателен, а представляет

собой весьма частный случай.
Первоначальное эйнштейновское ре-

решение космологическом проблемы
уподобляло Вселенную маятнику, на-

находящемуся в покое. Эйнштейн с по-

помощью ОТО рассчитал напряжение в

«стержне полвеса»- А Фридман,
можно сказать, обнаружил, что гру

подвешенный на стержне, вовсе ие

обязан пребывать в покое. И - с по-

мощьютех же уравнений ОТО —

рас-
рассчитал, каким именно лолжно быть

движение.

Пропорция
маятник в никое

КОСМПЛО1МЯ Эйнштейна

маятник в движении

коанология Фрилнана

может пояснить только математичес-

математический характер работы Фридмана, но

не физический. И уж тем более — не

историко-физкческий Поэтому возь-

возьмем аналогию чуть посложнее, хотя

тоже довольнолегковесную,
—

уподо-
уподобим Сселенную резиновому надувно-

надувному шарику. Такая аналогия лучше

передает смысл ОТО
— связь кривиз-

кривизны пространства времени и состоя-

состояния вещества (об этом напоминает и

название статьи Фридмана). Ведь ге-

геометрические свойства шарика (поп-

(попросту говоря, его радиус) должны быть
связаны со свойствами резины ее

плотностью и упругостью.

Эйнштейн обнаружил, что ОТО ус-
устанавливает подобную связь не толь-

только для каждого отдельного участка

«шарика», но и для шарика в целом.

Начал он, разумеется, с шарика про-

простейшей — идеально круглой — фор-
формы. И — тоже разумеется

—

предпо-



ложил, что шарик ие меняется со вре-

временем, т.е. радиус его постоянен.

Первое «разумеется» вполне обыч-

обычно для профессии теоретика, хотя и

может показаться странным неиску-
неискушенному человеку. Теоретику часто

приходится искать ночью ключ пол

фонарным столбом не от увереннос-

уверенности, что ключ лежит именно там, а

потому что в других местах искать

просто невозможно (как ни странно,
подобные поиски часто оказываются

успешными). Решать сложные урав-
уравнения ОТО для произвольно слож-

сложной геометрии не пол силу даже вели-

великому физику. Поэтому Эйнштейн на-

начинал с наиболее простого случая —

максимально однородной геометрии,
хотя из наблюдений астрономов в 1917

году очень трудно было извлечь сви-

свидетельство однородного распределе-

распределения вещества но Вселенной.
Со вторым предположением

— о не-

неподвижности шарика
— все обстояло

прямо наоборот. Люди издревле убеж-
убеждались в постоянстве, незыблемости

звездной картины. Только на фоне
неподвижных звезд астрономам уда-

удалось понять движение планет, а фи-
физикам — закон всемирного тяготения,

развилкам которого стала ОТО- И,
наконец, незыблемость мироздания —

вечность Вселенной —

привычно от

имени науки противостояли религи-
религиозным домыслам о сотворении мира.

Гораздо легче было посягнуть на дру-
другой привычный атрибут картины мира
— бесконечность Вселенной (что и сде-

сделал Эйнштейн в 1917 голу)- Конеч-

Конечную, но безграничную — риманову —

геометрию тогда уже обсуждали не

только математики; даже астрономы

примеряли ее к реальному простран-

пространству, ио, разумеется, на основе ньюто-

ньютоновской физики.
В обоснование неподвижности Все-

Вселенной Эйнштейн положил факт ма-

малых скоростей звезд. Ио говорить об

этом како наблюдаемом факте можно
было только с очень большой натяж-

натяжкой. Систематических исследований
движения звезд еще ие было- А в от-

отдельных случаях наблюдались ско«

рости довольнобольшие Можно поду-

подумать, что Эйнштейну в очередной раз
номогла его гениальная интуиция, но

вернее будет сказать, что всякое иное

предположение, кроме статичности,

было тогда просто немыслимо. Поэ-

Поэтому даже само слово * предполо-
предположение* здесь ие очень уместно, скорее,

надо сказать —«аксиома».И вотнаэту

аксиому поднял руку А.Л.Фридман.

квант -

Но вернемся к резиновому, точнее к

риманову шарику Вселенной, кото-

который Эйнштейн взял в руки в 1917

году. Сделав свои упрощающие пред-
предположения, Эйнштейн с огорчением

обнаружил, что никакого шарика в

его руках на самом-то деле нет, есть

только бесплотные аксиомы. Он обна-

обнаружил, что уравнения ОТО, выстра-
выстраданные им два года назад, не имеют

надлежащего решения1. Помочь ему
мог бы любой трехгодовалый естес-

естествоиспытатель, которому прекрасно

известно, что настоящая жизнь рези-

резинового шарика начинается, только

если его надуть. Но Эйнштейн — неда-

недаром великий физик — и гам додумался
до этого. Он добавил в уравнение
ОТО всего одну величину, назвав ее

космологической постоянной. Она и

стала тем воздухом, упругость кото-

которого уравновесила упругость вселен-

вселенского шарика.

Когда Фридман познакомился с кос-

космологией Эйнштейна, то, естествен-

естественно, оценил грандиозность поставлен-

поставленной физической задачи. Однако мате

матическое ее решение вызвало у него

сомнения. Конечно, воздушный шар
вполне может пребывать в покое, так

же, как и маятник. Но шар может и

менять свой размер, оставаясь иде-

идеально круглым, может расширяться и

сжиматься даже сам но себе, если

только достаточно упруг. Так качает-

качается маятник, если его толкнуть и затем

предоставить самому себе.

В статье Фридмана 1922 года рас-

рассказывалось, как именно должна из-

изменяться со временем сфера простран-
пространства-времени. При этом эйнштейновс-

эйнштейновское — покоящееся
-- состояние Вселен-

Вселенной оказалось лишь частным, очень

частным случаем. Здшсь аналогия,
которая до сих пор столь усердно ис-

использовалась, помогать отказывает-

отказывается. Резиновый шарнк гораздо легче

представить себе в неизменном, неже-

нежели в меняющемся состоянии. Л рад»

вселенской сферы, согласно Фридма-
Фридману, меняется в соответствии с упруги-
упругими свойствами пространства-времени,
заложенными в уравнении ОТО

Нестатическая картина Вселенной
оказалась очень странной. Во-первых,
она могла существовать даже н без

космологической постоянной. Радиус
Вселенной вначале возрастал до не-

некоторой максимальной величины, за-

затем, уменьшаясь, доходилдо нуля. И

опять начиналось расширение, соглас-

согласно тем же уравнениям, тоже с нулево-
нулевого значения радиуса. А что такое сфе-

сфера нулевого радиуса? Ничто! В луч-
лучшем случае

— точка. Очень трудно

было принять:*! и две точки
— внача-

вначале и в конце. Даже Эйнштейн не пове-

поверил результатам Фридмана. Сочтя
его космологическую картину неправ-

неправдоподобной, он без труда, но, увы, и

безо всякого основания нашел мни-

мнимую ошибку в вычислениях петрог-

петроградского космолога. Только получин
письмо от Фридмана, отстаивающего

свою правоту, и проделав еще раз
вычисления. Эйнштейн признал ре-

результаты русского коллеги и в специ-

специальной заметке назвал их «пролива-
«проливающими новый свет» на космологичес-

космологическую проблему- Л для потомков сама

ошибка Эйнштейна проливаетсвет ica

смысл и масштаб работы Фридмана

Л Эйнштейн

Задечаже к работе А Фридман*

«О крмлнзие пространстпа»

Результаты относительно нестационарного

чнрл, содержащиеся в упомянутой работе.

представляются мне подозрительными В дей-

действительности оказывается, что указанное и

ней решение не удовлетворяет уравнениям поля

<...> значение той работы в этом н состоит,

что она доказывает это постоянство |радиуса

нкрл во времени |.

18 сентября 1922 г.

К работе А Фридмана
«О кривизне пространства»
В предыдущей зачетке я подверг критике на-

названную выше работу. Однако кол критика,
как я убедился из писька Фридмана, сообщен-

сообщенного мне г-ном Крутковыч. основывалась на

ошибке в вычислениях Я считаю результаты

Фрилмама правильными и проливающими но-

новый свет. Оказывается, что уравнения ноля

допускают наряду со статическими также и

динамические <т.е. переменные относительно

времени) решения для структуры простран-

пространства.

31 мая 1923 г

С высоты нынешних знаний работу
Фридмана легко недооценить. Сегод-
Сегодняшний студент может проделать его

выкладки на двух страницах и скеп-

скептически подумать: Ну что он, в сущ-

сущности, сделал?! Решил уравнение в

квадратурах, только и всего! Так ведь

и школьники решают уравнения еже-

ежедневно. Правда, эйнштейновские урав-
уравнения помудреней квадратных, ио

ведь и Фридман — не школьник. Эйн-
Эйнштейн нашел один «корень»- своих

уравнений, Фридман — остальные.

Так, может быть, возвеличивание

работы Фридмана — это пережиток

минувших лет, когда радетели славы

российской изо всех сил разыскивали

отечественных Невтонов? Нет, не пе-

пережиток. Хотя бы потому, что те са-

самые радетели, наоборот, изо всех сил
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старались забыть об отечественном

вкладе в космологию, оказавшуюся

прислужницей-., мракобесия.
Дело в том? чтоформулы в физичес-

физических работах жиоутсвоей, отдельной
жизнью. Это и хорошо, и не очень.

Хорошо, потому что облегчает жизнь

физика: отформул легче отделяются

научные предрассудки и нсобя.ы
тельные интерпретации, выразимые
только в словах. Но с другой, истори-
исторической, стороны, когда на формулы,
написанные многолет назад смотрит

человек, вооруженный только учеб-
учебниками, то он не склонен замечать

находищи ся рядом слова и вникать в

смысл, который в них вкладывали

тогда.

Работу Фридмана нельзя называть

просто еше одним решением уравне-

уравнений ОТО, которое поставили иа полку

рядом с первым эйнштейновгким ре-
решением. Потому что именно Фридман
открыл космологическую проблему во
всей се глубине. Во-первых, обнару-
обнаружилось, что изменение это родовое

свойство Вселенной. Тем самым поня-

понятие эволюции распространилось на

самыйвсеобъемлющий субъект. Во-вто-

Во-вторых, возник вопрос, до сих пор не

имеющий убедительного ответа: ка-

каким образом множественность космо
логических описаний, даваемых ОТО,
можно совместить с принципиальной
единственностью самой Вселенной?

Ведьслово «Вселенная» пишутс боль-

большой буквы не столько изуважения к ее

масштабам, сколько из уважения к

правилам русского языка, как «назна

ине единичного в своем роде предме-
предмета» . Аединичную ВселеннуюЭйнштей
иасменила бесконечная совокупность
возможных устройств Вселенной, об-

обнаруженная Фридманом.
Работа» которая столь широко раз-

раздвинула горизонт науки,
— это, несо-

несомненно, работа огромной важности.

Кто открыл расширение Вселен-
Вселенной? Кем был автор этой работы —

физиком или математиком? Был ли

великий результат случайной наход-
находкой или заслуженным вознагражде-
вознаграждением? Эти вопросы неизбежно встают

перед всяким, кто пытается понять

смысл происшедшего в 1922 году.

Первую научную работу Фридман
сделал (еще будучи гимназистом) в

теории чисел. Окончил Фридман ма-

математическое отделение Петербургско-
Петербургского университета. Его учителем был

крупный математик В.А.Стеклов, имя

которого носит сейчас Математичес-

Математический институт Российской академии

наук. Основной объем научной рабо-
работы Фридмана относился к аэрогидро-

аэрогидродинамике. Он занимался динамичес-

динамической метеорологией и по призванию, и

по долгу службы в Главной геофизи-
геофизической обе ернаторин. Очень много сил

он отдал поиску закономерностей са-

самых, быть может хаотических в под-

подлунном мире процессов
—

процессов в

земной атмосфере, которые делают

погоду. Несмотря на физически зву-

звучащие слова, занимался он ь сущнос-
сущности математикой — уравнениями в час-

частных производных.
На таком же. родном для Фридма-

Фридмана, математическом языке говорит о

надлунном мире общая теория отно-

относительности. Эю облегчило путь к

релятивистской космологии. Профес-
Профессия помогла Фридману н в другом.

Математику легче противостоять ми-

мировому авторитет)' великого физика и

усомниться в его результатах.
Наконец, только математик, полу-

получив решение, в котором плотность ве-

вещества обращается в бесконечность, а

радиус Вселенной — в ноль, мог наз-

назвать это состояние просто точкой. а не

знаком вопроса, скажем. Физик дол-

должен был бы усомниться в примени
мостя самой физической теории к та-

таким экзотическим состояниям (спра-
(справедливости ради надо сказать, что

подобные сомнения были высказаны

влеррые лишь спустя многие годы).
Но математик, имея передсобой урав-

уравнение без каких-либо ограничений на

его применимость, доверяет этому

уравнению всецело. Конечно, сейчас,
многоуже чего зная о начальной «точ-

«точке», легко советовать Фридману по-

побольше бдительности. Хотя бы пото-

потому, что точка эта несплошная — какой

бы маленькой сфера ни была, внутри
то ее пусто! Впрочем, «точка» в нача-

начале расширения, как сейчас известно,

чревата вовсе не пустой, а квантово-

гравитациониой физикой.
Так что же выходит, Фридман —

настоящий чистый математик? «Нас-

«Настоящий» — да, но «чистый» — это не

про него. Несмотря на теоретико-чис-

теоретико-числовое начало его научной биографии,
в студенческие годы он интересовался
и физикой —

участвовал в «Кружке
новой физики», которым руководил
физнк П.Эрснфест. Эренфеста отли-

отличал критический взгляд и прямо-таки

жажда ясности, что делало его пре-

прекрасным учителем, в особенности для

ученика с математическим складом

ума. Иметь среди своих наставников

фи шка Эренфеста — это отличный

задел для освоения такой физико-ма-
физико-математической теории, как ОТО.
Но это не все. История науки, имея,

видимо, особые виды на Фрнлмана в

содружестве с социальной историей
позаботилась и о других благоприят-
благоприятных обстоятельствах.

Во-первых, когда вихрь событий

революции и гражданской войны по-

помог Фридману оказаться в Пермском
университете, ему пришлось из-за не-

нехватки преподавателей взять на себя

дополнительно курсы дифференци-
дифференциальной геометрии (а это — языкОТО)
и физики (а это — область действия
ОТО). Такое расширение кругозора,
отчасти вынужденное, несомненно,

пригодилось ему при освоении ОТО.

Во-вторых, когда Фридман в 1920

году вернулся в Петроград, судьба
свела его с В.К Фредериксом. Этого
русского физика мировая война за-

застала в Германии. Его ожидала бы

грустная участь подданного вражес-
вражеской державы, если бы ие заступниче-

заступничество Д.Гильберта, «математика но-

номер один» в тогдашней Германии. В
результате Фредерике на несколько

лет стал ассистентом Гильберта — как

раз тогда, когда завершалось созда-

создание ОТО- В 1915 году к Гильберту
приезжал Эйнштейн для обсуждения
теории, которую вынашивал уже во-

восемь лет. Эти обсуждения сыграли

важную роль, и Гильберт одним из

первых очень высоко оценил новую

теорию гравитации. Свидетелем все-

всего этого был Фредерике.
Немецкие физики и до 1922 года

старались помочь своим коллегам в

России. Особенно заботился об этом

Эрснфест. Летом 1920 года в Петро-
Петроград пришло его письмо» первое пос-

после многолетнего перерыва. Этот мо-

момент можно считать прорывом ин-

информационной блокады. В августе
1920 года Фридман пишет Эрснфсс-
ту, кроме прочего: «занимался аксио

мой малого [специального] принципа
относительности... Очень хочу изу-
изучить большой [общий | принцип отно-

относительности, но ист времени», /[ля

изучения емуоставалось полтора года,

Впрочем, не полтора, а гораздо мень-

меньше, поскольку в основном его время

было занято работой в Геофизической
обсерватории н преподаванием.

Изучать общую теорию относитель-
относительности в России 1920 года было труд-
трудно: нн иностранных публикаций» ни

обзоров в отечественных журналах. А

в мире уже бушевал настоящий бум

вокруг новой теории. Начался он в
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1919 году, сразу после подтверждения

английскими астрономами предска-

предсказанного Эйнштейном отклонения лу-

лучей света отдалеких звезд. И триумф
теории относительности все-таки дос-

достиг России.

Начали появляться популярные бро-

брошюры о новой теории. Одной из пер-
первых была книжка самого Эйнштейна.

В предисловии автора к русскому пе-

переволу, изданному в Берлине и дати-

датированном) ноябрем 1920 года, гово-

говорилось: «Более, чем когда либо, в

настоящее тревожное время следует
заботиться обо всем, что способно сбли-

сблизить людей различных языков и на-

наций- С этой точки зрения особенно

важно способствовать живому обмену
художественных и научных произве-
произведений и при нынешних сто чъ трудных
обстоятедьствах. Мне поэтому особен-

особенно приятно, что моя книжечка появ-

появляется на русском языке».

Но невозможноовладетьтеорией по

ее популярному изложению, дажепри-

принадлежащему автору теории. И вряд
ли в 1922 году появилась бы фрид-
мановская космология, если бы не

физик Фредерике. Именно ему при-

принадлежит первое в России изложение

ОТО. Егообзор 1921 года в «Успехах

физических наук», как и еще несколь-

несколько статей, посвященных ОТО могли

помочь Фридмануосвоить эту теорию.
Обстоятельства, о которых говори-

говорилось до сих пор, лишь извне свиде-

свидетельствуют о физическом компоненте

в открытии Фридмана Но есть и пря-
прямое свидетельство, содержится оно в

его статье.

Если говорить очень кратко, ма-

математика стремится установить все

логически возможные истины, а фи-
физика — только одну: как в действи-

тельиости устрое-

устроено мироздание,

одно-едииствеи-

ное здание мира.

Поэтому работа
фмзнка приобре-
приобретает закончешгый

смысл, только

когда получена

какая-то конкрет-

конкретная величина в

граммах-секун-

дах-сантимстрах,
чтобы ее можно

было сопоставить

с (единственной)
реальностью. Ма-
Математику всякие

граммы-секунды

совершенно ни к чему.

Так вот в конце статьи Фридмана
появилась конкретная физическая ве-

величина — 10 миллиардов лет, «период

мира», по выражению Фридмана, или

время жизни Вселенной между ее то-

точечными состояниями. Эта величина

удивительно близка к возрасту Все-

Вселенной, фигурирующему в современ-
современной космологии. Почему? Как Фрид-
Фридман догадался? Не догадался а вы-

вычислил (оговорившись, чтодля расче-

расчета данных совершенно недостаточно).
Из своих уравнений он получи л связь

между «периодом мира» и массой Все-

Вселенной. А величину этой массы взял

ид работы деСиттера 1917 года кото

рый исходил из реальных, хотя и не

очень определенных, астрономичес-

астрономических наблюдений. Голландский астро-

астроном, правда, в своих оценках пред-
предполагал зйнштенновскуюстатическую
модель Вселенной, но, видимо, жела-

желание Фридмана получить какую-то кон-

конкретную физическую величину было
слишком велико. А раз в основе его

выкладок лежали реальные наблюде-

наблюдения, то и близость его «периода мира»
к нынешнему возрасту Вселенной не

так уж удивительна.
Так кем же все-таки был основопо-

основоположник нестационарной космологии

— математикомили физиком?И каким

— великим,выдающимся или просто
кр^ным? Не будем уклальюатъФрид-
Фридмана в прокрустово ложе подобных

классификаций. Ясноодно: Александр

Александрович Фридман сделал ве

лнкое открытие. А какой титул ему за

это присвоить, так ли важно? Лучше
других сказал о Фридмане хороню
навший его человек: «Математик по

образованию и таланту, он и в юности

и в зрелых годах горел желанием

применять математический аппарат к

изучению природы».
Конечно, чтобы применять матема-

математический аппарат к такому поистине

уникальному объему природы, как

Вселенная, необходима была большая

смелость. Этому качеству не учат ни

на математическом, ни на физичес-
физическом факультетах. Оно или есть, или

его нет. Смелость Фридмана видна

невооруженным глазом: доброво-шю
пошел на русско-германский фронт —
в авиацию, а будучи уже профессо-
профессором (и автором новой космологии),

участвовал в рекордном полете на

аэростате.

Итак, одаренность, знания и сме-

смелость. Такое сочетание вполне достой-

достойно награды, которую иногда называ-

называют везением, иногда — благоприят-
благоприятными историческими обстоятельст-

обстоятельствами. Но Фридману не суждено бы то

дожить ло времени, когла стал ясен

подлинный масштаб его открытия.

Этот талантливый, образованный и

смелый человекумер в 37 лет от брюш-
брюшного тифа.
При этом не забудем, в какой стране

и в какое время угораздило родиться

«расширяющейся Вселенной». Спус-
Спустя 7 лет после смерги А.А.Фридмана
в дневнике В.И.Вернадского появи-

появилась запись: «Разговор с Бернго об

А.А.Фридмане. Рано погибший м.б.
гениальный ученый, что мне чрезвы-

чрезвычайно высоко характеризовал Б.Б.Го-

Б.Б.Голицын в 1915, и тогда я обратил на

не1Ч> внимание. А сейчас — в свяли с

моейтеперешней работой и идеей (его)
о раздвигакмцейся пульсирующей Все-

Вселенной — я прочелто, чтмнедоступ-

но. Ясная, глубокая мысль широко

образованного Божьим даром охва-

охваченного человека. Послойам B[cpi го]
— его товарища и друга

— это была

обаятельная личность, прекрасный
товарищ. Он с ним сошелся на фронте
(Вериго & Киеве, Фридман

—

авиатор
в Гатчине). В начале большевистской

власти Фридман и Тамаркин, его при-
приятель, но гораздо легковеснее его,
были прогнаны из Университета. Одно
время Фридман хотел бежать вместе с

Т[амаркиным]: м.б. остался бы жив?

Но ему дали возможность большой

работы: Директор Главной Физичес-
Физической Обсерватории »Добавим, что

Я.Д.Тамаркнн, товарищ и соавтор

Фридмана в нескольких работах, осу-
осуществил свое намерение, нелегально

покинул Советскую Россию, плодо-

плодотворно работал в математике и прело
давал в Кембридже.
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Имени Лобачевского
С.ДЕМИДОВ, М.МОНАСТЫРСКИЙ,

В.ТИХОМИРОВ, М.ЧИРИКОВ

В пятом номере нашего журнала за прошлый год статьей А. Сосинского

«Какучатся математике во Франции» мы открыли новую рубрику: *Матема

тический мир».

Математический мир — как он устроен? Как учат математике в разных

странах; какзарождались иразвивались университеты, академии, матема-

математические институты; когда и какпоявились первые печатныепериодические

математические издания и что с ними стало потом; когда возникли матема-

математические конгрессы и как они проходили; как и когда родились математи-

математические общества и ассоциации; что такое Международный математический
союз — эти и многиедругие вопросы будут освещаться в новом разделе.

Сегодня нашей темой будутпремии имени И. И.Лобачевского.

ТТ ЕОДНОКРАТНО высказывалась

Л. мысль, что научное открытие само

по себе является величайшим счастьем,

и общественное признание мало что мо-

может добавить к этому. Открыв законы

движения планет. Келлер писал: «Я пре-
предаюсь радости и нестесняюсь похвалить-

похвалиться перед смертными: я похитил золотые

сосуды египтян, чтобы создать из них

храм моемубожеству вдали от пределов
Египта. [...]. Прочтется ли эта книга

нежми современниками или потомством

— не столь уж важно она найдет своего

читателя. Разве господь Бог не ждал

шестьтысяч «гт созерцателя своего тво

рения?»
Так-то оно так, но опыты жнянн сви-

свидетельствуют о том. что человек, ищу-
ищущий истину, нуждается в моральной (а

довольно часто и в материальной) под-

поддержке. Похвала и признание окрыля-

окрыляют, вливают новые силы для развития

науки и культуры, и потому как государ-

государственные структуры, так и отдельные

личности оказывают содействие твор-
творческим людям. Одной нз форм такой
поддержки являются медали н премии за

выдающиеся научные результаты.
ОлноЙ из самых больших почестей,

которыхудостаивались русские матема-
математики в прошлом веке, была премия Па-

Парижской Академик наук, которую вру-
вручили Софье Васильевне Ковалевской.

Вот как она сама описывает этособытие:

«Всех работ было представлено около

15. нодостойною премиибыла признана
моя. Но этого мало. Ввиду того, что та

же тема [«О движении твердого тела» ]
задавалась уже три раза подряд и каж-

каждый раз оставалась без ответа, а также

вследствие важности достигнутых мною

результатов. Академия постановила на-

назначенную первоначальнопремию в раз-

размере 3000 франков увеличить до 5000

франков. После этого был вскрыт кон-

конверт [работа Ковалевской шла поддеви-

девизом: «Говори, что знаешь; делай что

обязан, будь, чему быть» 1. и все уэна ли,
что я автор этого труда. Меня сейчас же

уведоми н, и я поехала в Париж, чтобы

присутствовать на назначенном пи этому
поводу заседании Академии наук. Меня

приняли чрезвычайно торжественно,
посадили рядом с президентом, который
сказал лестную речь, и вообще, я была

осыпана почестями».

В настоящее время Российская акаде-
академия наук присуждает три медали и де-

девять премий Академии. Медали были

учреждены в честь Леонарда Эйлера,
Пафнутия Львовича Чсбышсва н Мстис-
Мстислава Всеволодовича Кг-ддыша. Нынепри-

присуждаются премии имени И М.Пнногра
дова СВ.Ковалевской, А.Н.Колмого-

А.Н.Колмогорова. М А Лаврентьева И.И.Лобачевс-

И.И.Лобачевского, А.М.Ляпунова, А.И.Мальцева,
А. А. Маркова (старшего) и И.Г. Петров-
Петровского.

Исключительно интересна история

премии Лобачевского. Вот как пишетоб
этом А.В.Васильев в своей замечатель-

замечательной книге «Николай Иванович Лобачев

скин*, лишь недавно изданной через
65 лет (!) после написания СМ.: Наука
1092): «Убежденное, что лучшим сред-
средством чтить памятьлюдей науки являет-

является создание учреждений, способствую-
способствующих развитию науки в направлении ими

данном. Физико-математическое общес-
общество поставило себе целью создать капи-

капитал для выдачи международных премий
имени Лобачевского. Премии и медали,

выдаваемые за научные труды, важны.

конечно, не по их материальной стоимос-
стоимости, но как почетное признание научных

заслуг. [...] Разрешение иа получение

международной подпискидля образова-
образования международного капнгалабыло по-

лученострудом: министерство наролно-
го просвещения потребовало разъясие-

иня в чем состоят исключительные на-

научные заслуги Лобачевского. Тгн болеУ

явилось необходимым поставить дело

увековечения памяти Лобачевского под

покровнгельствовыдаюшихся деятелей

русской и иностранной науки».
На приглашение Общества войти по-

почетными членами организационного ко-

комитета по организации столетнего юби-

юбилея со дня рождения великого русского

геометра откликнулись Гельмгольц. Эр-
мнт. Чебышев Сильвестр, Кэли. Пуан-
Пуанкаре. Ьельтрами, Клейн. Дарбу. Софуг
Ли... Величайшиеученые того времени!
В пожертвованиях н сборе денег приня-
приняли участие м Лондонское Королевское
общество, и многие научные сообщества

Европы, и средние учебные заведения

уездных городов России от Илома до

Ахтыркн. и персональные жертвователи
(813 — в России и 183 за рубежом, нх

список был обнародован). Было гобра
но 9071 р. 86 к. На эти средства были

устроены юбилейные торжества, пос-

поставлен памятник Лобачевскому в Каза-

Казани, а 6000 рублей были сочтены нспри
косновенным капиталом международной
премии им. Н.И.Лобачевского. Невоз-

Невозможно удержаться и не привестиследую-

следующие строки из «Положения о премии»
«Основной капитал премии остается не-

неприкосновенным надечныевремена ..»

Именнотак — невечные времена!
Первое присуждение состоялось в 1897

году. Премию(по представлению Клей

на) получил Софус Ли. Клейн получил

золотую медаль. Следующая премия
A900) была присуждена Кнллиигу (на

премнюбмлн представлены две работы:
Кнллинга н Уайтхеда и обе они были

признаныдостойными премии; на осно-

основании §7 Устава вопрос о присуждении
премии был решен жребием')
Затем премию получил Гильберт

A903). Отзыв на его работу писал Пу-
Пуанкаре. За этот отзыв нон был удостоен
золотой медали!

В 1912 голу премию получил И.Шур
и «вечные времена» закончились.

11о самое удивительное, чтоони возоб-

возобновились! Премия была восстановлена в

1917 году, и ее получил Г.Всйль, а в

1937 году
— Э.Картан и советский гео-

геометр В.В.Вашер. И снова все прерна
лось. Но в 1950 году премия имени

Лобачевского была учреждена Ака

демией наук СССР. В разные годы ее

были удостоены А.Д.Александров.

Н.В.Ефимов. А.В.Погорелов.Л.С.Понт-
рягии Х.Хопф, П С Александров.
А.Н.Колмогоровн В.И.Арнольд.
Как хочется верить, что этот список

не иссякнет и будет продолжен столь

же славными именами на вечные вре-
времена!
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Задачи
1. Продолжитепослеловвтельность:

2.9.10.12. 19.20.21....

А. Савин

2. Втреугольнике ЛВС проведены медиана ВМ и от-

отрезок ЯК, параллельный стороне АВ. Отрезки ВМ и

С

РК пересекаются в точке А", которая долит отрезок РК
пл части РХ длиной 2 и ХК длиной 3. Найдите длину

сторонеАВ.

В.Кууск

3. Докажите,что в произведении 11213I-...-99H00!

можно вычеркнуть один из ста сомножителей так, чтобы

произведение стало точным квдлратом (Запись k\ озна-

означает произведение всех натуральных чисел от 1 до Л,
т.е. 1-2-3-...4.)

С. Токарев

4. Можноли какими-нибудь тремя треугольниками ок-

оклеить куб в один слон? А четырьмя?
И.Акулин

5. Назовем коневым расстоянием междудвумя полями

шахматной доски наименьшее количество ходов коня.

необходимое, чтобы попасть с одного на этих нолей ш

другое, в королевским расстоянием
— наименьшее ко-

количество ходов короля для перехода с одного поля на

другое.

Среди пар нолей шахматной доски. коневое расстоя-
расстояние между которыми равно 4Р найдите те, королевское

расстояние между которыми наименьшее. Чему равно
это расстояние9

В. Ироизволое

Конкурс «Математика 6—8»
вэтом номережурнала мы публикуем последние 5 задачконкурса "Математика б—8»

1995—1996 учебного года. Победители будутнагражденыпремиямижурнала ~Квант»: победители

конкурса илучшие математические кружки иэ принявшихучастие в этомконкурсе будутприглашены
влетнююматематическуюшколу.

Следующий конкурс мы начнем в пятом номере нашего журнала за 1996 год.
Решение задач из этого номера высылайте не позже 15 июня 1996 года по адресу: 117296 Москва,

Ленинский пр.. 64аг «Квант» (с пометкой «Конкурс «Математика 6 — 8»).
Не забудьте указать фамилию, имя и класс.

16. Отеци сын катаются по кругу на катке. Время от

времени отец обгоняет сына. Когда сын стал двигаться

по кругу в противоположном направлении, они стали

встречаться в 5 раз чаще. Во сколько раз отец бегает на

коньках быстрее своего сына?
С.Деоряниноб

17. Квадрат,вписанный в круг с радиусам 5, разделен
на несколько одинаковых квадратиков. После того как

нз квалрата удалили два маленьких квадратика, остав-

оставшуюся часть удалось поместить в круг радиусом А. Мож-

Можно ли убрать еще один квадратик так, чтобы остаток по-

мещдлся в круге радиусом 3?

И.Акулич

18. Водворце императора по кругу было установлено
10 золотых скульптур. Император, страстный любитель

искусства и математики, повелел между каждыми двумя
соседними скульптурами установить шар. масса которо-

которого равняется разности масс этих скульптур- Придвор-
Придворный математик заметил, что в таком случае можно часть

этих шаров положить на одну чашку весов, а остальные

на другую чашку так, что весы окажутся в равновесии.

Прав ли он?

В. Произеомов

19. Вшахматном матче между городами Васкжи и Ар-
Арбатов с каждой стороны участвовало по 1996 шахмалес-

тов. Организаторы маг«а решили, что система, при ко-
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20. Найдите все пары натуральных чисел хи у. для

которых справедливы следующие три условия:

t. Зх при делении на у дает » остатке \,

2. Зупри делении i а д: дает в остатке 1,

3. хупри делении на 3 дает в остатке 1.

Л.Курляндчик
ВНИМАНИЕ! В задаче 9 конкурса «Математика 6 — 8» («Квант» >fr6 за 1995 г.) допущена опечатка. Вопрос зада-

задачи следует читать так: «Какое максимальное значение может принять выражение + . ?» Срок присылки решения

продлевается до IS июня 1996 г.

торой первый играет с первым, иторой со вторым и

т.д., слишком скучна н решили разбить игроков на

пары так, чтобы сумма номеров игроков в каждой паре
была квадратом целого числа. Возможно ли такое

разбиение?

Дом с привидениями
А.САВИН

{по мотивам задачи У.Росс Эшби из его книги «Введение в кибернетику»)

У
О АМОГИЛЬЕ — гоииазваиие'.Кому

\<О такое пришло в голову?» — раз-
размышлял оксфордский студент Джон

Херси сидя в почтовом дилижансе,

который катил из Бристоля в дальний

угод графства Эссекс. Джон направ
¦млея в недавно унаследованный от

тетушкиДорнндызамок расположен-
расположенный близдеревушки Замогилье.

Джон никогда не бывал в этом зам-

замке. Тетушку Доринду он видел всего

несколько раз в детстве. Невысокого

роста, темноволосая, немного старо-

старомодно одетая, с чуть печальным взгля-

взглядом Доринда производила впечатле-

впечатление человека издругой эпохи. СДжо-
Джоном она всегда была приветлива н

ласкова, рассказывала ему старые

водшебныескззкн о бесстрашных ры-
рыцарях, прекрасныхдамах и таинствен

пых привидениях.
Эти детские воспоминания навеяли

было грусть, но среди прекрасных

зеленых полей, освещенные ярким

июньским солнцем, невозможно пре

даваться меланхолии, н Джон снова

повеселел

Постепенно картина за окном меня-

менялась Поля начали чередоваться с не-

небольшими рошами, н вот дилнжан

въехал под сеньтемного елового леса.

Солнце еле пробивалось сквозь гус-

густые мохнатые лапы. Запахи луговых
цветов сменились запахами хвои, ело-

еловой смолы, напоминающим запах ла-

ладана, потянуло сырым духом болот.

Джона охватило смутное предчувст-
предчувствие чего-то необычного

Наконец дилижанс выехал иа от-

открытое место. На опушке леса стоял

небольшой старинный замок, увитый
плющом, а поодаль расположилась
небольшая деревушка, состоявшая из

десятка деревянных ломов, крытых
соломой. ЗЙх) и было Замогилье Как

позже узнал Джон, свое название де-

деревня получи ia от кургана, воздвиг-

воздвигнуто! о некогда на местебольшой 6кг

вы. бывшей в тех местах полторы

тысячи лет назад.

Дилижансостановился. Взявсакво-
саквояж н поклонившись оставшимся пас-

пассажирам. Джон направился к замку
Около тяжелых дверей замка стоял
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мистер Слллнван, управляющий по-

поместьем . заранее извещенныйоприез-
приезде нового хозяина.

Замок был построен как крепость
способная укрыть н защитить от вра-
врагов жителей деревин. Немногочислен-

Немногочисленные узкие окна были затянуты плю-

плющом и почти не пропускали лневного

света. Шаги Херен и СалЛивана гул-
гулким эхом отдавались в сводчатых ко

рилорах н мрачных залах

Вдруг Джонощутил тревожный за-

запах , преследовавший его в лесу. В этот

момент они с Саллнваном вошли в

главный зал. Джон окинул взглядом

старинное оружие, развешенное на

стенах, н заметил возле камина не-

небольшой орган. В одном из углов зала

'мерцал огонек. Подойдя к нему побли-

поближе, Джон разглядел сосуд, из которо-
которогоструилсядымоксторающего ладана

— причиназапаха.
«Должен вам сказать. — прогово-

проговорил, подходя к исму, Саллнван —

госкожа Дорннда очень заботилась,
чтобы здесь постоянно курился ла-

ладан». «Ачастоона играла на органе?»
— спросилДжон, вспомнив чудесные
мелодии, которые некогда извлекала

из клавесина его тетушка. «Я не пом-

помню, чтобы она играла на органе, хотя

живуздесь ужебольшедиадцатилет»,
—

ответил Салливан

Салливаи провел Джона в приго-

приготовленную для него комнату.
Из окна открывался вил на дере-

деревушку, не слишком живописный. В

алькове стояла старинная широкая

кровать, у окна был установлен не-

квант 1996

большой письмен-

письменный стол, вдоль

стен стояли книж-

книжные шкафы. Кни-
Книги выглядели

очень древними,
н Джону не тер-

терпелось полистать

их. Пришлось, од-

однако повременить
— позвонили к

обеду.
Не буду описы-

описывать этот обед н

разговоры за сто-

столом, посколькуони

не имеют прямого

отношения к пос-

последующим событи-

событиям. После обеда

Джон поднялся в

свою комнату, до-
достал с полки тяже-

тяжелый том и принял-

ся перелистывать ломкие пожелтев-

пожелтевшие страницы.

Он узнавал сказки, которые в дет-

детстве рассказывала ему тетушка До-

ринда Вновь его окружали бесстраш-
бесстрашные рыцари, прекрасные ламы н та-

таинственные привидения. Когда ок ото-

оторвался от книги, уже наступали су-
сумерки. Джои решил пройтись по за-

замку. Он направился в уже знакомый

ему большой зал. Там было почти

совсем темно, лишь в углу теплился

огоиек Этот мерцающий свет чуть
высвечивал каминные часы. В конце

каждой минуты бронзовый шут, за-

мерипш слева от ци-

циферблата, оживал н

ударял молоточком

по маленькому ко-

колокольчику, н тог-

тогда по залу разносил-
разносился легкий звон.

Джонобошелзал.

разглядывая мечи,

пики н алебарды.
развешенные по сте-

стенам, н остановился

околооргана. В чис-

числе друзей его отца

был органист мест-

ной церкви. Ониног-

иногда разрешал Джону
поиграть иа органе.

Теперь, когдаДжон
стал владельцем

собственного орга-
органа, ему ие терпелось

опробовать инстру-
инструмент.

Он сел на стул, открыл клавиатуру
и включил механизм, управляющий
мехами. Ноглышалосьтихоежужжа
нне механизма —

орган ожил. Шут
ударил молоточком по колокольчику,
как бы приглашая Джона к музициро-
музицированию. Джон коснулся клавиш и зам

рал хорха Баха. «Дзннь» — зиякнул
колокольчик, н вдруг из угла послы-

послышалось хриплое пение одной из не-

непристойных песен, которые можно

услышать разве чтоот пьяных матро-
матросов в портовом кабачке.

Джон прекратил игру н бросился на

звук
— песня грянула из противопо-

противоположного угла. Он туда
— песня зазву-

зазвучала из камина. Несколько минутДжон
метался из угла в угол, пока ие понял,
что имеетдело собыкновенным приви-

привидением. Джон вновь сел за орган н

заиграл, сделав вид. что не замечает

Пения, но Пенис не смолкло, напро-

напротив, к нему присоединился резкий сар-
сардонический Смех. Джон перестал иг-

играть, надеясь, что Смех нлн Пение

прекратится, но они оба продолжали
н продолжали звучать.

Нервы у Джона не выдержали, н он

вновь начал метаться по залу. Случай-
Случайно он загасил огонек в сосуне, и через

минуту Смех прекратился.

Эготуспехокрыли,! Джона, он вновь
почувствовалсебя экспер»иентатором,
как это бывало в университетской ла-

лаборатории. Он начал проводить нор-
нормальное исследование, как н подобает

квалифицированному физику. Джои
зажигал н тушил ладан, играл на

органе при зажженом и потушенном
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лалане, пытался гам петь и хохотать.

Наконец,ему всесталоясно. Ои зажег

лалак и пошел всвою комнатуобдумы-
обдумывать результаты своих эксперимен-
экспериментов. В зале продолжали бесноваться

Смех и Пенис.

Зайдя в свою комнату, Джон сел за

стол, достал из саквояжа карандаш и

бумагу и начал писать. У него получи-
получилось следующее. «В течение каждой

минуты каждый из этих звуков либо

звучит либо молчит; никаких перехо-
переходов они ие обнаруживают. Поведение
их в последующую минуту зависит

толькоотсобытий предыдущей мину-
минуты, и эога зависимость такова:

Пение в последующую минуту ведет

себя так же, как и в предыдущую

(звучит или молчит), если только в эту

минуту не было игры на opi ане при
молчащем Смехе. В последнем случае
оно меняет свое поведение на противо-
противоположное (звучание на молчание и

наоборот).
Что касается Смеха, то если в пре-

предыдущую минуту горел ладаи. Смех

будет звучать или молчать в зависи-

зависимости от того, звучало или молчало

Пение (так что Смех копирует Пение

минутой позже). Если же, однако,
ладан не горел, то Смех будет делать

противоположноетому. что передэтим

делало Пение.»

Закончив писать, Джон задумался,
затем снова езял карандаш, и на бума-
бумаге появилось несколько кружков и

стрелок. Снова раздумье. Наконец, в

его глазах появился радостный блеск

сдача решена! Джон встал и пошел

в зал, где по-прежнему бесновались

Смех и Пение. И через несколько

минут в замке наконец воцарилась

тишина.

Уважаемые читатели!

Попробуйте ответить, какие дейст-

действия с ладаном н органом провел Джон

Херен, чтобы установить и поддер-

поддерживать тишину в замке.
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КРОССВОРД

ТОЛЬКО ПРО МЕХАНИКУ

По горизонтали 1. Швейцарский физик, почетный член

Петербургской АН. сформулировал уравнение стационарного
движения идеальной жидкости. 3. Летательный аппарат, легче

воздуха. 8. Английский физик, вывел формулу для силы

сопротивления, действующей на твердый шар при его движе-

движении в вязкой жидкости. 10. Изогнутая трубка с коленами

разной длины для лсреливання жидкости из одного сосуда в

другой. 12. Простейший механизм для подъема тяжестей.

13. Мера механического взаимодействия двух тел. 16. Маши-

Машина неударногодействия дляобработки материаловдавлением.
17. Елинииа массы, применяемая в ювелирном деле. 18. Доль
пая единица массы в С И 22. Простейший гироскоп. 24. Ме-

Механическая величина, служащая мерой действиясилы 25. Анг-

Английский физик, открыл закон упругости для твердых тел.

26. Промежуток времени черед который движение тела

повторяется. 27. Глубина погружения судна в воду. 28. Ста-

Старинная русская мер адлины. 30. Неподвижное тело, которое
под действием другого тела испытываетдеформацию сжатия
33. Деталь подшипника качения. 37. Русский физик, ввел

понятие потока энергии 38. Устройство, способное создавать
значительные давления при малой силе. 39. Замечательный
математик механик и физик, установил закон сохранения
момента импульса, один из создателей механики идеальной
жидкости 40. Единица времени. 42. Прибор для измерения
плотности жидкости. 43. Французский физик» его именем

названа одна и:» сил ннерннн.

Ловертикали: 1. Самый низкий мужской голос. 2. Фраииуз
с кий астроном н фнзнк основные работы в области небесной

механики. 4. Гидроакустический прибор для определения

глубины водоема. 5. Физическая характеристика звука. 6. Ле-

Летательный аппарат, движущийся под действием реактивной
силы. 7. Величина, входящая в формулу потенциальной
энергии тяготения. 9. Характерная окраска звука. 11 Одна
из величин, входящих в формулу архимедовой силы. 14. Ве-

Величина, характеризующая быстроту изменения скорости.
15. Толстый слой резины на наружном части тины для

увеличения сцепления с поверхностью дороги 16. Механизм,
способный накапливать и отлзвать механическую энергию.

19. Инерционный аккумулятор механической энергии.

20. Состояние, в котором тело не обладает кинетической

энергшй. 21. Мера инертных н гравитационных свойств те ia

23. Русская мера массы и веса. 29. Английский физик, один из
основоположников теории колебании 31. Тело которое под
действием другого тела испытываетдеформацию растяжения
32. Величина, входящая в формулу для расчета ускорения

силы тяжести на поверхности планеты. 34. Ьуква латинского
алфавита, которую используютдля обозначения одной из осей

координат. 35. Первое слово в названиях ряда ее ичнп, ха-

характеризующих вращательное движение. 36. Выдающееся

изобретение древности, позволившее заменить скольжение

каченпем. 39. Буква греческого алфавита, применяемая для
обозначения коэффициента полезного действия механизма.

41. Буква латинского алфавита, наиболее часто использую-
использующаяся для обозначения координаты тела при движении.

М. Красин
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КАЛ ЕЙДОСКОП « К ВАНТА »

Геометрические неожиданности

Приизучении геометрии в школе частоприходитсядоказывать утвержде-
утверждения, которыенамсовершенноочевидны. Например, что припересечении

двухпараллельныхпрямых третьей прямойнакрестлежащиеуглыравны.
В тоже еремяутверждение, чтовысоты треугольника пересекаютсяводной
точке, уже нестоль очевидно Более того, древние греки >~ великолепные

геометры — не знали этого факта, хотя знали и умелидоказывать, что

биссектрисы, какимедианы. пересекаютсяводной точке.

Неожиданность математического факта придаетемунекое очарование,

создавая то, что называется красотой математики нарядус неожиданными и

притомкороткими путямидоказательств теорем.

Мыхотимваспознакомитьснесколькимигеометрическимирезультатами,

которыеносятоттенокнеожиданностиприпервомзнакомствесними.

-л...лг.г.л,,...--

ф. Ljwначала нарисуем две ок-

окружности н проведем из центра

каждой ил iiiiVc касательные к дру

всем известный Архимед. Иссле-

Исследуя луночки, образованные ок-

окружностями, он заметил, что две

окружности, вписанные в криво

линейныетреугольники на рисун-

рисунке 2. равны. Фигура, которая по-

получается из полукруга удалением
еше двух полукругов, напоминает

Например, е 1800 году на стенах

одного из храмов появилась до-

дощечка, сообщавшая о следующем
наблюдении

Рис 1

гойокружности (рис. 1). Соединим
теперьточки пересечения касатель-

касательных сокружиостями. Полученный
чстырехугольннкокаэыв»-1ся пря-

прямоугольником! Факт действитель-
действительно неожиданный. Неизвестно, кто

первым егообнаружмя. Вы можете

Рис. 2

попробовать доказать ttco — это не

слишком трудно.
А вот автором второй геометрн-

ческ й неожиданности является

Рис 3

мне средневековую секиру, а Ар-
Архимед, живший гораздо раньше,

считал, что этафигура напоминает
нож. которым пользовались скор-

скорняки для выделки кож. Этот нож

назывался «арбслос». поэтому эта

теорема вошла в историю, как

«т€О|м*ма об арбглосе».
Любопытно, что на стенах япон-

японски х пагод изображено множество
подобных неожиданных фактов,
открытых японскими математика-

математиками несколько веков назад.

Рис 4

Разобьем многоугольник, впи-

вписанный вокружность на треуголь-

треугольники, проводя из какой-нибудь
одной его вершины все диагонали

(рнс.З). Впишем в каждый из по-

получившихся треугольников ок-

окружность. Сумма радиусов этих

окружностей
— величина постоян-

постоянная, не зависящая от выбора itq>
шнны многоугольника
В дальнейшем удалось доказать

и более сильное утверждение: та

жесумма получается и для любого

другого способа раибигкия впи-

вписанного многоугольника на тре-

треугольники (рис.4).
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Вам. без сомнения. ч*1сто при

одилось иметь дело на уроках

геометрии с четырехугольниками.

влисаниымн в окружность и они-

с5

иными вокруг нее. Однако мало

о знает об иктс|мхных свойствах

к четырехугольников. Откры
1
олного из них принадлежит
дню Птолемею, жившему во

II веке. Он известен как выдаю-

шйсяастроном, но был не чужд н

математике. Птолемей обндружил,
чтосумма произведений длин нрс~

ткЕюположныхсторои вписанного

четырехугольника (рнс.5) равна

произведению длин его диагона-

диагоналей. Частиыеслучаи этой теоремы,

которая теперь иазывагтея «теоре-
«теоремой Птолемея*, оказались очень

полезными самому Птолемею при

астрономических расчетах.

Интересный результат об опи-

описанном четырехугольнике принад-
принадлежит Исааку Ньютону. Он обра-
обрати/] внимдннг на то. что ценгр

окружности, вписанной в четырех-

четырехугольник, лежит на прямой, сое-

соединяющей середины диагоналей

(рис.6).
Если продолжить ряд знамени-

знаменитых людей, открывших неожидан-

неожиданные свойства геометрических фи-
фигур, тоследует назвать Нйлодеона
Бонапарта, который всерьез зани-

занимался геометрией и даже сделал

В

трех треугольников, имеет те же

стороны, что н треугольник OiQ>O) ,

а его углы, как нетрудно подсчи-
подсчитать, равны по 60*. Значит, верх-

Рис. 7

доклад в Па]«1жской Академии
наук. Теорема, которую приписы-
приписывают Наполеону, состоит вследую-

щем. Построим насторонах пронэ
вольного треугольника ABC pan
посторонние т(>еугольникн (pitc.7)

О3

Рис.9

или треугольник на рисунке 9 —

равносторонний, а следовательно,

н треугольник OiOiQ»
—

равносто-

равносторонний.

Закончу эту коллекцию геомет-

рнческих неожиданностей изящ-

изящной миниатюрой, принадлежащей
московскому математику В.В.Про-
н.1волову. Рассмотрим полоску, об-

образованнуюдвумя параллельными
прямыми. Положим на эту полос

Рис 8

и отметим нч центры d. Qj н О).
Оказывается, что треугольник
О&^Оъ всегда равносторонний.
Локазатрльство этогофакта так-

также отличается простотой и изяще-

изяществом. Соединим точки (Л, Q и О3
с ближайшими к ним вершинами

т|>сугольника ЛВС. Затем повер-
повернем два из трех получившихся
треугольников вокруг точек Ол и

О}, как показано на рис)-нке 8.

Тре>'гольник,соста&лен11ыЙ11э этих

Рис. Ю

ку квадрат со стороной,
ширине полоски. Если соединить

«накрест» (рис 10) точки пересе-

пересечения границы квадрата с первона-

первоначальными прямыми, то образован-
образованный угол равен 45*. Непранча ли.

удившсльно?
А.Савин

¦¦г
4

¦! ? 'ч' -. - - -
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ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТАТИВ

О законах Кеплера
А.ЧЕРНОУЦАН

О АКОНЫ Кеплера ие входят в про-

О фамму курса школьной физики их

проходят в курсе астрономии. Тем ие

менее законы Кеплера часто использу-
используются при решении физических задач

особенно олнмпналных, и поэтому нх

содержание нередко знакомо школьни-

школьникам «с физическим уклоном» задолго

до научения астрономии. Точнее — они

обычно знают их формулировку, а вот

откудаони берутся, остается покрытым
мраком. А ведь известно: если сам мо-

можешь вывести формулу или закон. то ои

«и сердцу дороже и рукам удобнее»
т.е. и применять его будешь увереннее.
В этой заметке мы постараемся частично

исправить положение. Частично
— пото-

потому что поясним «происхождение» второ

го и третьего законов Кеплера, а вот

первый примем без доказательства, ои

нам пока не по зубам.
Начнем с того, что повторимформули-

формулировку законов Кеплера, причем в более

современном виде:

ОЛюбоетело (у Кеплера — планета)
в центральном поле тяготения движется

по замкнутой орбите, представляющей
собой эллипс, в одном изфокусов кото-

которого находится центр поля (у Кеплера
Солнце). Заметим: речь идет только о

телах, совершающих финитное движе-

движение, т.е. не уходящих на бесконечность

2) Радиус-вектор, соединяющий центр
поля с движущимся телом, за одинако-

одинаковые промежутки времени заметает оди-

одинаковые площади. Для количественной

формулировки вводят так называемую

секторную скорость тела, равную пло-

площади, заметаемой за единицу времени

(рис.»:
¦ - А

A)

Другимисловами, второй закон Ксплгра
утверждает, что секторная скорость при

движении не меняется.

3) Отношение квадратов периодов

обращения двух тел вокруг центра поля

равно отношению кубов больших полу-
полуосей нх орбит:

Этот закон легко вывести для круговых

орбит, где большая полуось эллипса

вырождаетгя в радиус окружности.

Теперь перечислимтефакты изаконы,

которые нужны нам для обсуждения
законов Кеплера. Сначала — немного

математики. Поопределениюэллнпсесть
геометрическое место точек на плоскос-

плоскости, сумма расстояний от которыхдодвух
данныхточек (фокусов эллипса) посто-

постоянна. ->та сумма равна большой оси

эллипса ЛВ = 2й, где точка Л — самая

близкая к фокусу Ot, точка В — самая от

него удаленная (рис.2.). Площадь э

лнпса равная3 nab. гдеднб — большая

н малая полуоси эллипса.

ftfc.2

Теперь — фшнка. Потенциальная энер-
энергия материа льиой точки массой т в цен-

центральном поле тяготения равна

Рис I

— гравитационная постоянная М
— масса те.па, создающего поле, г —

расстояние до центра поля.(Сравннте
эту формулу с потенциальной энергией
взаимодействия двух разноименных за-

зарядов. Аналогия
— очевидна.) Полная

механическая энергия Е (кинетическая
плюс потенциальная) материальной точ-
точки сохраняется Условие финнтности
движения имеет простой вид: Е< О (ес.пи

точка уйдет на бесконечность, ее кине-
кинетическая энергия будетбольше нуля или

равнану ю)
Нам понадобится ещеодин фундамен

тальный закон сохранения — закон со-

сохранения момента импульса. О моменте

импульсаможнопрочитать, например, в

статье В.Сурдина «Тайна «утренней звез-
звезды» (Квант N? 6 за 1995 год), но мы

напомним егоопределеиие Момент им-

импульса равен векторномупроизведению

радиуса вектора движущейся точки,

проведенного из центра поля, на ее им-

импульс:

Lmff-'p]. L~rmus\nat B)

а направление вектора L определяется
по правилу буравчика. В центральном
полемомент импульсасохраняется:

(первый член равен иулювсегда, так как
—>

-уг
¦ и||р. а второй —

потому что в
at _»

центральном поле —&¦ ш F\] r ).

Незаметно мы подошли к объяснению

второго закона Кеплера. Оказывается,
этот закон — просто закон сохранения
момента импульса, и выполняетсяон (в

отличие от первого и третьего) для лю
бою центрального поля, не только для

поля тяготения. Секторная скорость A)
выражается через момент импульса та-

таким образом: s' ¦• ^.
Перейдем к третьему закону Кеплера.

Период движения по эллипсу равен от-

отношению плошади эллипса к секторной

скорости:

*г _ лит/
Т~

Р~ IJm'
Чтобы выразитьа н Ь, напишем выраже-
выражения для энергии н момента импульсадля

точек А и В (см. рнс.2):

(mv2
q
mM

_ g

ты = /..

Почему эти уравнения написаны именно

для точек А и В? Да потому, что ско-

скорость и радиус-вектор перпендикулярны

другдругу (т.е. sina ж 1) только в самой

близкой и самой далекой точках. Исклю-
Исключая скорость, получим квадратное урав-

уравнение

Запишем для этого уравнения теорему

Внета:

CM (W
г.+г, = -

Е/т
'

2Efm
'

Получаем, что большая полуось а —

Гш+Г,
=

, выражается только через энер-

энергию тела, точнее через уде-чьиую энер-

энергию Е/т:

GM

а--Щт~-
Напомним, что Е < 0. Обратите виима



нне: если ?-+0. то я-*со, т.е. дви-

женке становится иифнннтным Теперь
найдем малую полуось Ь изтреугольника
ОХСО% где гипотенузу определим из

условия OjO СО?*1 гх + г2:

ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА»

Для периода движения получаем

Итак, мы вывели третий закон Кеп-

Кеплера. Но попутно мы получили еще

одно полезное утверждение. Оказыва-

Оказывается, н период движения, и большая

полуось эллипса однозначно связаны с

удельной энергией тела Е/т. Как это

35

можно понять? Fly например продставь
те себе, что из некоторой точки однов-

одновременно, но в разные стороны запущу
ны несколько спутников с одной и той

же начальной скоростью. Теперь мы

знаем, что оин вернутся в исходную

точку одновременно.

Красиво, не правда лн?

ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА»

Точка Кюри
Н.ПАРАВЯН

ТТ

/-Ц вует некоторая вполне определен
лая температура, выше которой исчеза-

исчезают его ферромагнитные свойства и он

превращается в парамагнетик. Одновре-
Одновременно скачкообразно изменяются и дру-
другие характеристики ферромагнитного

материала, напримерудельная электро-

электропроводность и теплоемкость. Это явле-

явление открыл и исследовал (для железа) в

1895 году выдающийся французский

физик Пьер Кюри, в честь которого

«переходную» температуру назвали точ-

точкой (температурой) Кюрн.
Значения точки Кюри для разных

ферромагнетиков различны: для железа
это примерно 770 *С. никеля « 360 "С,
кобальта и ИЗО "С. Вес это, конечно,
величины большие и, главное, очень

труднодостижимые в школьном экспе-

эксперименте. Однако есть некоторые спла-

сплавы, для которых температура Кюрн зна-

значительно ниже. Так, у сплава, состояще-
состоящего из 30% никеля и 70% железа (по
массе), она около 80 — 85 *С. т.е.

немного ннжгтемпературы кипения воды.
Л у платинита

— сплава, состоящего из

44 —45% никеля и 56 — 5S2» железа, она

немного выше — порядка 110 — 120 "С.

Но где взять этот самый платинит?

Оказывается, можно воспользоваться

перегоревшей лампочкой накаливания:

два блестящих стерженька внутри лам-

лампочки, на которых держится вольфра-
вольфрамовая спираль как раз и сделаны из

платинита. (Этот сплав имеет такой же

температурный коэффициент расшире-
расширения, какуплатины истекла, и влампочке

заменяет платину в качестве материала

для токовволов впаиваемых в стекло.)

Извлечь стерженьки из перегоревшей
лампочки можно так. Осторожно нане-

нанесите нал ильником или стеклорезом (ал-

(алмазным надфилем) в нижней части лам-

лампочки, возле цоколя, небольшую цара-

царапину (только царапину, не надо пилить

лампочку напильником!). Затем косни-

коснитесь царапины жалом сильно накален-

накаленного паяльника ндержите его дотех пор,
пока царапина не превратится в тре-

трещину. Теперь ведите паяльником по ок-
ружностнвеледзатрещннойтак, чтобы
она опоясала лампочку,

— верхняя часть

лампочки бесшумно отвалится гама со-

собой. Отломитсодни платннктопый стер-
стерженек — он-то нам и нужен

— н готовьтесь

ставить сам опыт.

С помощью прочной веревки подвесь-

подвесьте подковообразный постоянный магнит
к лапке лабораторного металлического

штатива и снизу замкните его полюса

гматинитовым стерженьком (рис.1).

охладится до комнатной температуры,
егоферромагнетизм восстановится и он

скова может притягиваться к тому же

магниту. Убедитесь в этом сами

Недостаток этого опыта заключается

в том. чтомы не можемздесь определить

(лаже приблизительно) величину темпе-

температуры Кюрн (впрочем, в принцнпезто,

наверное, можно было бы сделать). Но

если у вас есть хотя быочень небольшой

стерженек из железоникслевогосплава

содержащего 30% никеля, вы сможете

определить порядок этой самой точки

Кюрн для данного сплава. И вот как.

С помошью всетой же прочной верев
ки подвесьте подковообразный постоян-

постоянный магнит к лапке металлического ла-

лабораторного штатива предварительно

замкнув полюса магнита железоникеле-

вым стерженьком (рис.2). Опустите эту
систему в сосуд с кипящей водой, стоя-

стоящий, например, на электроплитке. Очень

скоро стерженек отпадет от полюсов

магнита и упадет на дно сосуда. Уберите
магнит из сосуда н убедитесь (как и в

Поднесите к стерженьку горящую зучи

ну
—

через несколько секунд, когда ои

прогреется до соответствующей темпе-

температуры, стерженек отпадет от магнита

При этом магнитные свойства самого

магнита иг изменились, так как точка

Кюри для его материала значительно

выше. Посмотрите - магнит как нн в чем

небывало притягиваетлюбыеферромаг-
ферромагнитные предметы. Когда наш стерженек

первом опыте), что его магнитные свой-

свойства иг изменились. Когда же сосуд с

водой остынет н железокнкелевый сплав

примет комнатную температуру, его

ферромагнетизм восстановится и стер-

стерженек снопа можетпритягиваться к маг-

магниту. Этот опыт можно повторить иг-

сколько раз.

Желаем успехов



ШКОЛА В < КВАНТЕ»

Метод вспомогательных точек
И. КУШНИР

1"Т РИ дополнительных построениях

X1 мы часто пользуемся точками .о ко-

которых в условии задачи ничего не ска

эано Назовем их вспомогательными.

Изучение свойств таких точек и возмож-

возможность нх применения обогащает опыт

решения задач, помогает правильно и

рационально наметнтьсхему поиска ре-
решения, сделать некоторыедополннтель-
ныр построения осознанными и законо-

закономерными.

Центрокружности
Рассмотрим вначале применение наибо

леечастовстречаютейся точки — центра
О окружности. Его введение в рисунок
может стать «входом» в задачу. Соеди-

Соединяя центр с заданными точками, мы

находим равные отрезки, углы, треу-

треугольники, тем самым увеличивая воз-

возможность применения различных тео-

теорем н формул.
Начнем С задач, где построение центра

О как вспомогательной точки целесооб-

целесообразно из-за наличия в условии окруж-

окружности (или се элементов).

Задача 1. Докажите чтов треуголь-

треугольнике ABC

2)

3)

4)

Г« JSfe

= r,(p-a).
zdeS— площадьтреугохъникаABC ar

b. с -

стороны ВС, AC. Ali; ft. г -

радиусыописанной и вписанной окруж-
окружностей, р — полупериметр, рн

— полупе-

риметр треугольника вершины кото'

рого совпадают с основаниями высот

остроуголъноготреуга.ыпосаАВС го —

радиус внеапис-аннои окружности ка-

касающейся стороны ВС.
Доказательство. Равенство 1) обще-

общеизвестно. Докажем равенство 2).

Опустим перпендикуляры из точек А

и О иа стороны ВС и АС: АИО (рис.1)
и О?>. Треугольники АВИа nAOD подо-

подобны: — "

nJT (Ао — высотатреугольника

ЛВС). Значит, А„ • ||. откуда* - ^
3) Докажем вначале что отрезок ОА

перпендикулярен отрезку H^Ht (рис.2).
Действительно, ZADH€ =- ZAHbHc +

+ ^ИЬАО. Но ZAHbH<- ZABC (докл-
жите1), ZHbAO~SQe - .?4?C,значит,

t- 90'.

Обозначим плошадн четырехуголь-

четырехугольников АИЬОИЛ, ВНаОН<, СИ9ОИЬ как

j. Тогда S + S2 + S3, или

4) Обозначим через 1Ш иентр вневпн-

сашюй окружности, К и L — точки

касания еес продолжениями сторонЛС

и АВ (рис.3).
Учитывая, что АК ш AL. имеем, что

SAKtAL Ш

Га
•

Р и SfiMjL »S + TQ(p -fc> ¦#

+ гл{р — с), откуда гар = 5 + та(р —Ь +

+
р
— с), значит, S ш гшр — гв-а

я

-г/р -а).

Задача 2. Двеокружности срадиуса-
радиусами /?, и /?3 пересекаются в точке К.

Прямая касается этихокружностей в
точкахМ и N. Найдитерадиусокруж-
окружности, описанной около треугольника

Решение. Пусть Оь и Oj —

центры
данных окружностей с радиусами R н

/?3 сосяветственио, О центрокружнос-
окружности MNK(pHc.A). R — се радиус.

Рис. л

Докажем, что треугольники МОК и

NOjK подобны. Они равнобедренные.

Обозначим ^KNOz * а. ZKMO - р .

Но а -90е - ZMAHC -90" - IZMOIC»

-90- - ^A8О°-2р) =90" - 90'+ Р= р .

Итак, а * р , т.е. треугольники МОК и

подобны. Тогда

JL

Треугольники KON и KOtM подоб-
подобны:

R mKN_.
Rt KM'

перемножив последние равенства, полу-
получаем:

Задача 3. Четырехугольник вписан в

окружность и описан около окружнос-
окружности. Докажите, что прямые, соединяю-

соединяющие точки касания противоположных

сторон, перпендикулярны.
Доказательство. Обозначим через /

центр вписанной окружности (рнс.5)

Рис Г Рис.3 Рис. 5



?LMK = ~ Z/.//C = «KP-
у.

ZMI.V *= -I- ZM/Л' - 90е- ^
0 - угяыАВСнАОСУ.

значит, ZA//;/. = 90' н AfJCX/.Ar.

Задача 4. Полуокружность, диаметр

которой принадлежит стороне ВС

треугольника ABC, касается сторон
АС и АВ в точках Fx и F2. Докажите,
что биссектриса угла F\HaF2 принадле-
принадлежит высоте АНЛ треугольника ABC.
Доказательство. Обозначим через О

цштрполуокружности (рис.6). Так как

ZOFbA «Z.OF2A
- 90', то точки Of F,.

С

Рис 6

НЛ О

A, F2 прнн;^1е-жатокр}™гюстн с диамет-

диаметром ОА. Поскольку ?АНаО = 90", то

этой же окружности принадлежит и

точка На, а треугольник FyHaF2 будет
вписанным в нес. \loAO - биссектриса
угла FpF2. а углы AOF2 и AH0F2.
AOF% и АИ^\ раины как вписанные,

опирающиеся на равные дуги. Cjqao-

вате ьно. биссектриса треугольника
FXHJ\, проведенная из точки На, при-

принадлежит высоте АНв.

Если окружность

незадана
Чтобы воспользоваться свойствами цен-

центр* окружности, часто приходится сна

чала выбрать и построить удобную

окружность.
Задача 5 Докажите, чтосерединный

перпендикуляр к отрезку с конца ни в

ШКОЛА В «КВАНТЕ»

основаниях высот треугольникаделит

противоположнуюсторону пополам.

Доказательство. Опишем вокруг че-

четырехугольника НЬНСВС окружность,
inаметр которой совпадает с отрелком

ВС, а се центр с серединой этого отрез-

отрезке — точкой Л/ (рис.7). Тогда (как
радиусы) ИЬМ - HtM, т.е. треуголь-

треугольник HfJitM — равнобедренный Пос-

Поскольку точка D —

серелина отрезка

ИЬН(, то отрезки ЫЬНА н DM перпен-

перпендикулярны.
Задача 6. На стороне квадрата пос

троен прямоугольный треугольник, ги

потенузакоторогосовпадает со сторо-

ной квадрата. Докажите, что биссек-

биссектриса пряногоугладелит площадь квад-

квадрата пополам.

Доказательство. Вокруг прямоуголь-
прямоугольного треугольника АИС ( ZC = 90*) опн-

шем окружноетъе центром в точке О —

середине стороны АВ (рис.8). Биссек-

Биссектриса yr.ia АСВ пересечет окружность
в точке К. а поскольку АО -> ОК. то

точка К совпадает с центром квадрата.

Значит, утверждение задачи доказано

(К — иситрсимметрии квадрата).

Рис. 8

Задача 7. На стороне ВС треуголь
ниха ABC найдите такую точку Л',

чтобы АХ ¦ -JBX • ХС. Для каких тре-

треугольников задача имеетрешение?
Решение. Вокруг треугольника АИС

опишем окружность с центром О

(рис.9). Соединим точку О с точкой А

к как па диаметре построим на ОА ок-

окружность, которая пересечет отрезок

37

ВС в точке X. Действительно, посколь-

поскольку гАХО= 90% то АХ = ХЕ и АХ ХЕ =

= ВХ-ХС, откуда следует утвержде-
утверждение задачи. Докажите самостоятельно,
что треугольник ABC

— неостроуголь
ный.

Единственное ли решение имеет эта

задача?

Задача 8. Н равнобедренном тре-

треугольнике АВС(АВ
- ВС) ZAHCж S0m.

ТочкаХ лежит внутри треугольника,

причем ZXAC - /<?\ гХСА =- КГ.
Найдите ?ВХС,

Рис. Ю

Решение. Около ДЛХС опишем ок-

окружность с центром О и соединим его с

точками X А С (рис. 10).

ZBXC и 360*-

Рнс 7 Рис. 9

ZBXA).

) = мо*.

Р1амдем Z.BXA. Для этого докажем,
ч го треугольник ВХА равнобс*л]>снныГ1.
Вначале заметим, что треугольник АХО

равносторонний АО - ОХ и /ЛОХ =

= 2?ХСО - 60'. Значит, АХ * АО.

Теперь докажем, что АО - АВ. Пос-

Поскольку ОВ
— серединный пгрпендику

ляр к отрезку AC (AD = DC), то

jLABD - ±ZABC - 40' и ZAOD -

= |^ЛОС = 40". Значит, АО = АИ п

треугольник АВХ равнобедренный. В

нем ZBAX = ZBAD - Z.XAD = 50" -

-10" = 40". Значит, гВХЛ = A80" -

-40") : 2 ' 70' и ZBXC » 360* -

-A404 70") = 150".

Другие замечательные
точки треугольника
Задача 9. В прямоугольном треуголь-
треугольнике АВС(ZC - 90*) проведена высота
СИ. В образовавшиеся треугольники
вписаны окружности с центрами /t u

12. Докажите, что биссектриса угла
АСВ перпендикулярна отрезку !Х12.
Доказательство. Докажем, что бис-

секгриса угла СВА перпендикулярна

отрезку /2С (рис.11). Обозначим

а, ZC/,D • р {D - точка



квант ¦ i <> 9 6 / ** 2

Рис. п

пересечения биссектрисы угла СВА с

отрезком С/»).

45°,*| Z&4C+ |

Таки*образом,

Значит, ?1XDC *= 180* - 90" - 90".

Аналогично доказываем, что биссек-

биссектриса угла CAB пересекает отрезок С/,
под углом 90". Значит, точка пересе-

пересечения биссектрис Af2 и В1Х -

центр
тяжести треугольника C/,/j. а значит,

биссектриса угла АСВ перпендикуляр-
перпендикулярна отрезку /|/j-
Задача 10. Окружность касается двух

сторон треугольника и двух его меди-

медиан. Докажите, что этот треугольник

равнобедренный
Доказательство. Обозначим черезМ

точку пересечения медиан треугольника

ABC, Мш, Мь — середины сторон ВС и

ЛС (рис. 12).
Л

Рис. 12

Обозначим: АМа =

та, ВМЬ
в

гяь,
ВС = я, ЛС = 6. Поскольку четырех-

четырехугольник MMjCMb описан окою ок-

окружности, то

или

A)

ность, вписанная в каждый нз mix одна

и та же. Значит,, равны их периметры

2"
Вычитая равенства (I) и B), получим

а = Ь.

Задача 11. Докажите, чтоentpeyголь-
пике ABC

где А, В, С — умы треугольника.
Доказательство. Пусть/

—

центр впн-

саииой втреугольникABCокружности,

/С,, /Сэ, /С3 — точки касания ее со

сторонами ВС, АС, АВ. Ясно, что

1//с|+/л:2+/*:3] го. C)

/К|./Ха= -cosCp /К, /С,= -сочи.

//С2- //С3 e -cos Л, то поелг после рас-

раскрытия скобок и левой части неравекст

1мя C) получим утверждение задачи

Серединаотрезка
Задача 12. Одна из диагоналей вписан-

вписанного в окружность четырехугольника

является диаметром окружности. До-
Докажите, что проекции противополож-

противоположных сторон четырехугольника на вто

рую диагональ равны между собой.
Доказательство. Обозначим черезМ

н L проекции точек И и С на диагональ

BD чстырехуно'шмкаABCD (рис. 13).

Рассмотрим треугольники АМаС и

ЧЬС Они равновелики, и окруж

Рис. 13

ИзсереднныотрезкаЛС.точкиО. про-
проведем прямую, параллельную отрезку
LC. Эта прямая по теореме Фалега не

ресечет отрезок AL в его середине
—

точке К. А поскольку КО параллелен

отрезку AM, то этот же отрезок пересе-
пересечет сторону LM треугольника ALM то-

тоже в его середине, точке ?. Значит,

LE • ЕМ. следовательно DL ¦ ВМ.

Задача 13. Вычислитеуглыраннобед
репного треугольника, высота которого
вдвое меньше биссектрисы угла при
основании.

Рис. U

Решение. В треугольнике ABC: АВ *

= ЛС. АО — высота, CL - биссектриса
(рис. 14). Пусть ? —

середина отрезка

LB. Тогла DE - },CL - ADm значит,

?DAE = ?AED. Обозначим ZACB^x.

Следовательно. ?EDB *~x. ZEBC =

х. ZAED-Щ, ZBAC • 3jc. Составим

уравнение:

Симметричные точки

Задача t А. Высота имедиана треуголь-
треугольника, выходящие из одной вершины, де-
делят угол при этой вершине на три

равные части. Докажите, что данный

треугольник прямоугольный.
Доказательство. Пусть 4ACD =

= ?ПСМ = ZMCB (рнс.15). Отразим
вершину С относительно АВ в точку

С,. Докажем, что треугольник ВССХ —

равносторонний. Учитывая построение
точки Cj, утверждаем, чго ВС « BCt.
Вместе с тем. 2DM * ВМ, т.е. точка М

является в треугольнике ВСС^ точкой

Рис. /5

пересечения медиан н биссектрис. Зна-

Значит, этот треугольник равносторонний

Задача 15. В прямоугольном тре-

треугольникеABC(/ЛСВ
= 90') проекции

точки М пересечения медиан иа сто-

стороны ВС, АС. АВ обозначим Мл. М6.
Ме. Докажите, что

где St, Sj, S3 соответственно площади
треугольников ММаМь. ММьМе,
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Доказательство. Отразим точки Ма
н Мь относительно точки Л/. Получим
точки Е и D (рис. 16). Поскольку М —

центр тяжести треугольника ABC. то

эти точки принадлежат гипотенузе

АВ, а точке Мс будет соответствовать

точка К и ММа - МК. Значит. МаМ

— медиана в треугольнике MaKMtt
а МЬМ • медиана в треугольнике

MbKMs. MtM — медиана в треуголь-

треугольнике МШКМСГ следовательно. S4 Wjf
=

= S.4.4t.4t • ^МШК.Ч
Ж -*М4М.М, » а ЭТО Л°~

казывдет утверждение задачи.

Точка W

Так мы обозначим точку пересечения

биссектрисы внутреннего угла треуголь-
треугольника с осью симметрии соответствен-

соответственной стороны. Использование этой точ-

точки как вспомогательной эффективно,
потому что она обладает двумя заме-

замечательными свойствами.

1)точка И'прнкаллсжитохружнОстн,
описанной околотреугольника ABC;

2) расстояния от точки W до двух
ближайших вершин треугольника равно

расстояниюдо центра вписанной окруж-

Рис. 17

кости Например(рис.17).

Докажите это самостоятельно.

Задача 16. В неравнобеЪренном тре-
треугольнике ABC точки .V, К. М —

сере-
середины сторон ВС, АС и АВ соответ-

соответственно. Найдите величину угла С,
если известно, что центрокружности,
описанной около треугольника МЛ'/С,
лежит на биссектрисе угла С.

Решение. Пусть Q
—

центр окруж-
окружности, описанной около треугольника
КМЫ (рис. 18). Посколькуточка Q как

центр окружности принадлежит сере-
серели иному перпендикуляру, проведенно-

проведенному к отрезку XjV и по условию биссект-

биссектрисе утлАСВ, то точка Q. как точка W,
принадлежит окружности, описанной
около треугольника СКЛГ, значит, четы-

четырехугольник CKQN вписан в окруж-

окружность. Обозначив ?KCN » x, имеем:

2X + JC-180', лг-6О\

Задача 17. ВтреугольникеАОС- М —

точка пересечения медиан, I — центр
вписаннойокружности. Докажите, что

если отрезоъМ! перпендикулярен ВС,

тоа = ——^ (а. Ь.с — длинысторонВС,

АС. АВ).

НАМ ПИШУТ

Рис 18

Доказательство. Околотреугольника
ABC опишем окружность и построим

А

с. 19

точку Н-Чрис-19). Треугольники ABW
и ALС подобны:

B\V CLL
АС

"awT D)

Поскольку М — центр тяжести н

MI\\MO\V (Мв - серединаотрезкаJ9O,

/IV
_ МаМ _

1
то
AW

имеем, что СХ » —. Аналогично, из

подобия треугольников BLA н AWC,

имеем: BL ш ^, значит, а :

Квадратные уравнения
с «квадратным» дискриминантом

Если при решении задачи приходится

находить корни квадратного уравнения

с целыми коэффициентами, очень хо-

хочется, чтобы егодискриминантбыл квад-

квадратом целого числа. Насколько легче

стали бы вычисления! Покажем, как

«изготавливать» уравнения с «квалрлт-

иым> дискриминантом

Очевидно, чтодля того чтобы дискрн-
мкнантуравнеынн

х* +px+q~0 A)

с рациональными коэффициентами был
квадратом рааномального числа, необ-

необходимо к достаточно, чтобы его корни

были рациональными (докажите это са-

самостоятельно).

По теореме Виста имеем: р

> —1—а— *—L
^{q

гдет1/п1 wni^jr^ — рациональныекорни

уравнения A), ( mj, «j, т2, п2
— лвобые

иелыечисла,причем л,лг * 0). Следова-
Следовательно, дискриминантуравнения

-х*

пм2
0

есть квадрат рациона.пьногочкела.

Соответстиенно. лискрнмннант равно-
равносильного ему уравнения

с целыми коэффициентами есть квадрат

целого числа.

Таким образом, аля того чтобы дис-

дискриминант уравнения ах2*- Ьх + с = 0с

целыми коэффициентами был квадратом

целогочисла. необходимо и достаточно,

чтобы
а ¦ п,лг,

Ь = -(nvb + m?nt), B)

При этомдискриминант

О = Ь* - Ьас = (|П|ПЛ
Формулы B) исчерпывают все мно-

множествокоэффициентов квадратных урав
ненин с «квадратным*- дискриминанте*
так как различные перестановки чисел

wij, П|. гп2. п2 несущественны

Пусть, например, ш,в
— 1. п,ьЗ, т2^

= 2, п2 = Ъ- Тогда имеем уравнение
15.x2 — д:— 2 = Ос дискриминантом D*

-121 и корнями jc,
= -1/3 к jc2=« 2/5.

B.flpojdoft



МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

Попробуем решить
проблему...
Л.КУРЛЯНДЧИК

КТО
нз нас не хотел бы внести свой

вкчад, пусть небольшой, с решение

каким-нибудь математической пробле-
проблемы? Абсолютное большинство, конеч-

конечно, считает, что это практически невоз-

невозможно. Ведь современные проблемы
очень сложны, н для их решения надо

очень много знать.

В этой заметке мы расскажем о

проблеме, чуть-чуть продвинуть кото-

которую смогут многие ил вас.

Формулировка задачи
В 1992 юду нзисстный апстриискин мл
тематик ВальтерЯноус (WalthcrJaiious)
на страницах канадского математическо-

математического журнала «Crux Matliernatlcorum»

предложил следующую задачу.

Натуральные числа п. k таковы, что

2 ? А < п. Пусть сумма неотрицателъ
них чисел -г,. х7,..., хт ранна /. Требу
ется доказать, что

Идем дальше. Следующее значение

Задача 2Г Сумма пеотрицатг льпых

чисел xv x7, дг3. хЛравнп 1. Докажите,
что

xtx2 + х2х2 + х3х, + хЛх{ S |,
Это также легко доказать:

.(аар^).1.

Сейчас мысделаем несколько первых
шагов на лупи решения этом задачи, а

затем вы сможете самостоятельно по-

попробовать продвинуться несколько впе-

вперед но этому пути.
Нлчксм с наиболее простого случал

= 2

Равенство достигается при х, =

х2
¦=

- дгз-х,-1/4.
Пока, по-видимому, рано переходить к

общему случаю. 1>удем ндкаллкватюпыт

Итак, п = 5.

Задача 3. Сумма неотрицательных
чисгл хи х7. лсд, д:,. х^ равна /. Дока

жите, что

-
.

Сейчас мы сделаем некоторый прии
цшшальный шаг. Следите внимательно
be ограничения общности мы можем

считать, что д,
— наименьшее из чисел

лг,> л:,, гл, jc4, jcs. Тогда

(глг|
4В атом случае неравенство выглядиттак: ^ 2
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1Л Равенстводостигается при х. = х-. =

4--J- -jr, =0. х,
=

*5- 1/2.

Пусть и *3 Атеперь мы сделаем шаг чуть пишнре.-

Задача 1. Сумма неотрицательных
п ~ vmd.vi.

чисел jc,. х2, х^равна t. Докажите, что
Задача 4- С^ЛЛ ««>т^ЧдтМЬНыдг

чисел лг,г хг х2я1(т^З)ранна 1.

Докажите, что

Имеем

Это совсем просто:

¦ (*, + дг2 + д:3) ад? + jrj + jrjf

Раоенгпювлом как ни любомдругом

случае k •» 2. п 2 4 достигается при jc, «

3 ,

Итак, при k -1 остается рассмотреть

последний случай л = 1т + 1 ( m й 3 ). Я

думаю, что это вы теперь успешно смо-

сможете сделать самостоятельно.

Усфажнекме I. Сумм» щгтрн итслын^к чи-

чисел jt, . X] х7тя,( т i 3 > рита 1.
1С. чтп

Начнем с самого простого случал п «4.

Задача 5. Сумма неотрицательных
чисел xv д:,,. д^, х4 ра^кс /. Докажите,
что

16 16"

Равенство достигается прн д:,
- х2 *

*
jt:,

- дг4 - 1/4.

Следующий случай п = 5.

Задача 6. Сумма неотрицательных
чисел дг,„ х/# д:^» д:4, дгя равна /.

жите, что

] Мыможем считать, что *,
* мнким&ль-

^[' нос из чисел xv хЛ. х2. хА, Xj.
Тогда

Равенство достигается в случае xt
/3
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Равенство достигается при JC,
в

-гг
™ Имеем Докажите,что

» . Зг» (ш2 2).

мготричвлмиыгых +дгч^,х2 + адвд - лг,вд,(лг4 + *д) + Ьудем считать, что х, иаимсиышжш

Докажите,что +*«*<*№+ **+*'*>>* 4"C*
TOr/UI

Задача 7.

Выуже.ио.ВВДИмому. догадались, как

можнопростодоказать это неравенство.

Дсйствителько,

.1) (jc3 + х6+...

1  7-

Равенство (в случаен ^ 6) достигает-

сянри дг, * дгг=» хэ
= 1/3, х< *

...

= лг„ -
где х *

^ + х^
+ ^ jjcho чтоО?х?1

Х2(]. - дгМ9 - 5jc^
^А 1Ж

Задача 8. Сумма неотрицательных
«ые«л дг„ дг, jrv^^jCmi2)ранка 1.

Докажите, что

Теп<.*рь н здесь найти нужный ход не

сх.сгавит лля нас труда.

=

125-108
* °"

Равенство в неравенстве достигается

при

Следующий«учайя-биы предлаг,-

УпрАжнеыме 3. Сумна миотряцатсльных чн-

с«л х,. л,. х.. jc-. jc, .
х- pariiii 1. Локажитс,

х(*я + *б+—+*i«)s V2?- А теперь
- внимание - следующий

Остаетсяпоследннйслучайп-3т*2 «Учай п - 7 - это периая проблема.

(г»*2> Я думаю, что вы справитесь с
КСГО»)ая предлагается вашему в.шма-

ним безтруда. НМ1!?"г _
Проблема 1. Сумма неотрицатечъ

JT,, лг2г .... Jtj равна /.

Тс. чти

Ну н прежде чем отправлять вас в

самостоятельное дальнейшее плавание,

раэбс|>ем случай k * 4.

Как обычно начинаем с простейшего
случая л ¦ 5.

Задача 9. Сумма неотрицательных
vucp^ х|# х2, х$ш хл. д:5 ранни 1. Дока
жите что

В уже упоминавшемся нами журнале
<Crtx Mathematicorum» было прнвсдс
но решение этой задачи предложенное
пол1>скнм математиком Вольдемаром
Помпа но оно содержит ошибку

n*4m(m22),

Шх*-*

Следующийслучай n =

потруднее, и мы его раэберем.
Задача 10.

Более труден случай я ¦ Am + 2

5. Сумка неотрицательных чи-

* *'XjX*Xi*' *ЛГ«

Последний случай л-4

Задача 11. Сумма неотрицательных
vt/сел xlr хг..... х^.а (тЪ2)равна 1.

Локажите-w

Мы будем считать, что хЛ
- паи-

большее нэ чисел хх. х7
Имеем

.Лад S

х(г4+дг||+

Здесьмыразберемединственныйсл^ай

Задача 12. Сумма неотрицательных
чис*?л ж„ х^ х^, ^Ai5^/wJtfKfl /.

Докажите* что

x%x2...xk + хъХх...
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Если одно ил чисел, скажем х,. рав-

равно 0. то неравенство очевидно:

« (Jt f 1)
Итак, пусть вг«* числа хи х2. ..., хм

положительны.

Обозначим через Р произведение

XiX-2...xM. Если все числа равны то

неравенство обращается в равенство.

Пусть не все числа равны. Тогда на

именыыгс из них меньше чем \J(k + \) а

наибольшее — больше чем У(я+1). Без

ограничения общности можно считать.

что Л| < )/[к +1) < х.. Перепишем
выражение, стоящее ь левой части пера-

пенстиа. в виде

Если теперь мы пару чисел xt, za

зяменнм па

|fl*+1). *,+*,-#*+!).

10 сумма этих чисел ке изменится, а

произредение>'»ел1Н1ггся. и поэтомулевая

часть неравенства увеличится Если при

этом не все числа окажутся равными, то

повторим эту операцию. Через конечное
число ходов вес числа станут равными.

и при атом левая часть неравенства срив
пястей с правой- Так как каждый раз
левая часть увеличивалась то исходно

левая часть была меньше правой.
В заключение предлагаем еще одно

упражнение.

Упражнение 6. Пусть натуральные числд

Ли 5. ИЛИ 2. СуНМа 1г<Ч/ГрИЦЛТС-1|.1ГЫХ ЧМС4*Л

*t. Жг. .-, хя равна I. Докажите, чти

-Jr.

если а) п ¦ km, 6) я m km

Все остальные случаи — это проблемы
Дерзайте!

НАМ ПИШУТ

МАЛ, ДА СИЛЕН

Как то, разбираясь в лаборантском
школьного физического кабинета, я

обнаружил паспорт кольцеобразного
электромагнита, питаемого постоян-

постоянным током напряжением 4—6 В. В

нем указывалось чго при напряже-

напряжении Л В подъемная сила электромаг-

электромагнита такова, что он может удержи-

удерживать груз массой 50 кг. Самого элек-

тр()нагннта. выпущенного более трид-
тридцати лет наэдл. к сожалению, уже не

было.

Давайте проведем несложный тео-

теоретический расчет и покажем, что

небольшой электромагнит денгтви
тельно может удержать груз массой.

равной массе учащегося. Мысленно

сконструируем простейший электро-
электромагнита Представим себе, что цилин-

цилиндрический сердечник электромагнита
изготовлен нэ трансформаторной ста-

стали с магнитной проницаемостью ц
=

= 8000. Пусть его длина J = 20 см, а

диаметр d ш 2 см. Навьем на сердеч-
сердечник однослойную обмотку из медного

провода, покрытого досьма топким

слоем изоляции (удельное электри-
электрическое сопротивление меди р *=

¦ 1.7-10"* Ом-м). При диаметре про-
провода </, = 1 мм число виткои равно
N = 200.

Сначала естественно вычислить

энергию Немагнитного поля электро-
электромагнита. Для этого воспользуемся

илиесткоПформулой IV- L/2/2, где/
- ток в обмотке, /. — индуктивность

катушки. Из физических соображе-

соображений ясно, что индуктивность катушки
мвнгит от ое геометрии и ма! нитоых

гвойсты сердечника. Строгий расчет
дает L = yi^S^Sfl. где цс

=

= 4к I0'7 Тп/м
^ мгтнтная постояи-

ная.-^^ж^2/^ ™ площадыюнеречнога
г чепня сердечника Выиодэтой фор-

формулы можно нантн например, в учеб-
учебном пособии для 10 класса школ н

классов с углубленным изучением
физики под редакцией А.А. Пинскою

(М-: Просвещение, 1993, с. 305.). Итак.

энергия поля равна

2/

аплотноетъэнергии
—

Плотность энергии любого вида из-

измеряется в джоулях, деленных на ку-
кубический метр. Заметим, что Дм^к1 =

= Ц/м2 = Па — единица давления. Ин-

Интуиция подсказывает: именно вели-

величина w и есть давление торца сердеч-

сердечника и якоря, изготовлен iiont) из тою

же материала к платно прижатого к

сердечнику (считаем соприкасающие-
соприкасающиеся плоские поверхности достаточно

хо|юшоо6рабоган]1ымн). Значит, под-

подъемную силу электромагнита можно

определить так

провода, /| "jw/.V — tix>длина. Учиты-

Учитывая очевидное равенство N
= //rf,,

найдем / = Udff[4pdt). Тогда формула
для подъемной силы преобразуется к

•U2.

Величины, входящие в формулу, для

удобства анализа раэбнты на четыре

сомножителя. Первый — константа,

второй характеризует вещества сер-

сердечника н пронода, третий опреде-
определяется их размерами, четвертый -

внешнее напряжение (оно не должно

быть чрезмерным, а то обмотка ка-

катушки нагреется, задымится и пере-

перегорит).
Положив в формуле V - 4 В, по-

получим F
а 341 Н. что соответс.тиуст

поднимаемой массе m « 35 кг. При
этом по обмотке течет ток / = 14,7 А.
?сли(/»60.то^ = 767 Н. ГЯ-78КГ.
/ = 22 А. Оба тока вполнедопустимы,
так как медный провод диаметром
\ мм иланите я при токе 80 А. А чтобы

катушка слишком не нагрелась, ее ке

надо чрезмернодолго держать вклю-

включенной.

Видим, чтодаже малый электромаг
пит, питаемый от низковольтного

напряжения, может поднять весьма

немалый груз.

П.Дроздое

Осталось связать силу тока / с на-

напряжением (/. ПозаконуОма/^f//?,
где/? = р/,/5, — сопротивление обмот-

обмотки, S\ - w/,'/4 - пл<|щадь сечения



ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Задачи на центр масс

А.ЧЕРНОУЦАН

ТТки решении механических задач не-

1 хоценимую помощьможет оказать ис-

использование понятия центра масс снеге

мы материальных точек Один задачи

просто невозможно решить, ке прибегая
к этому понятию, решение других с его

ломощью может стать гораздо проще и

нагляднее. Перед тем как обсуждать
конкретные задачи, напомнимосновные
свойства центра масс к проиллюстриру-

проиллюстрируем их примерами.

Центром масс (центром ниерпии) сис-

системы материальных точек назовем точ-

точку, характеризующую распределение

масс в системе, координаты которой
определяются формулами

УМ. +. .+J71

у
=

Здесь m,
— массы материальных точек

образующих систему. д:;, yt, zt — коор-
координаты этих точек. Читатели, знакомые

с понятием радиуса-вектора, предпочтут

векторную зались:

(I)

Пример \. Найдем положение центра

маге простейшей системы, состоящей из

двух точек, массы которых mt и тг и

раегтояшеемежду ннмн / ( рнг. ОНаира

вив ось X от первой точки ко второй,
получим, что расстояние от иерьон точ-

точки до центра масс (т.е. координата цен

трлмасс) равно mIi/[ml + п^). а рассто-
расстояние от центра масс до второй точки

равно т,//(т, + т7), т.е. отношение рас-

расстояний обратно отношению масс. Зна-

Значит, в этом случае положение центра

масс совпадает с центром тяжести.

Рис. 1

Обсудим некоторые свойства центра

масс, что. как нам кажется, наполнит

физическим содержанием приведенное
выше несколько формальное определе-
определение этого понятия.

1) Положение центра масс не изменит-

изменится, если какую-то часть системы заме-

заменить одной точкой г массой, равной
массе этой подсистемы, и находящейся

в ее центре масс.

Пример 2. Рассмотрим плоский одно-

однородный треугольник и найдем положе-

положение его центра масс. Разделим треуголь-

треугольник на тонкие полоски, параллельные

одной из сторон, и заменим каждую

полоску точкой, расположенной в ее

о редипс Так как вес такиеточки лежат

на медиане треугольника, центр масс

тоже должен лежать на медиане. Повто-

Повторяя рлесужлрнкя для каждой из сторон,

получав, что иентр масс находится на

гвдкхтчении меднан.

2 ) Скорость центра масс можнонайти,

взяв производную по н|>смсни от обеих

частей равенства A):

m
' B)

гдер — импульс системы, am
— полная

масса системы. Видно, что скорость цен

тра масс замкнутой системы постоянна.

Значит, если связать с центром масс

поступательно движущуюся систему
отсчета, то она будет инициальной.
ПримсрЗ Поставим однородный стгр-

жеиьд пиной / вертикально на гладкую

плоскость (риг.2) и отпустим. Впроцсс-

гс падения как ["оризоктальнаясоставля

ющая его импульса так и горизонталь

пая составляющая скорости центра масс

будут оставаться равными нулю. Поэто-

Поэтому в момент падения центр стержня

окажется в том месте, где первоначально

стоял стержень, а концы стержня смес-

сместятся но горизонтали на 1/2.

3} Ускорение центра масс равно произ-
производной от его скорости по времени:

C)

гле в правой части равенства стоят толь-

только внешние силы, так как все внутренние

силы сокращаются по третьему закону
Ньютона. Получаем, что центр масс дьн-

жется так, как двигалась бы воображае-
воображаемая точка с массой, равной массе систе-

системы, пол действием результирующей
внешней силы. Наверное, это самое

физическое свойство центра масс.

Призер-* Если бросить палку, приве-

приведя ее при этом во вращение, то центр масс

палки (се середина) будет двигаться с

постоянным ускорением д по параболе

(рис.3).

Рис.3

4) Пустьсистема точек находится в

однородном поле тяжести. Тогда сум
маркый моментсил тяжести относитель-

относительно любой оси, проходящей через центр
масс, равен нулю. Это значит, что равно-

равнодействующая сил тяжести проходит че-

через центр масс, т.е. центр масс является

также центром тяжести.

5) Потенциальнаяэнергия системы

точек в однородном поле тяжести вычис-

вычисляется по формуле

Е =

i m,/i,+...+mv/iv
w )g—— 2—2-= mghu,

где htl — высота центра масс системы.

Пример S. При выкапывании в одно-

однородном грунтеямы глубиной h и разбра-
разбрасывании грунта по поверхности его по-

потенциальнаяэнергия возрастает на тд—,

гдет — масса извл<чсенно1 о грунта.

6) И еще одно полезное свойство

центра масс. Кинетическая энергия сис-

системы точек может быть представлена в

пидггуммыдвух слагаемых: кинетичес-

кинетической энергии общего поступательного

движениясистемы, равной mt?/2. и ки-

нетнчн:кон:шсргин?,|1Мдвнженняотно-
ентельно системы отсчета, связанной с

центром масс:

Рис 2
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Пример 6. Кинетическая энергия об-

обруча, катящеюся без проскальзываяия

по горизонтальной поверхности со гко-

рогтъю vw равна mv2f2 *¦ mv?f2 ~ mil
тлх как о nocineibHoc движение ь jtum

случат представляет собой чистое вра-

вращение, для которого линейная скорость

точек обруча равна v (полная скорость
нижней точкидолжнабыть равна нулю).
Теперь приступим к разбору залам на

использование центра масг

Задача 1- Однородный стержень ле

жит на гладкой горизонтальной повер-
поверхности. Кстержню прикладывают д#
одинаковы? по величин?, но противопо-
противоположные по направлению горизонталь
мы? енлы. одна сила приложена к сере-

середине стержня, другая — к е?о концу

(рис.4). Относительно какой точки

начнет поворачиватьсяст

Рис. 4

(la периый взгляд может показаться,

что осью вращения будет точка, чежа-

шая посередине между точками прило-

приложения снл. Однако ураииенне(З) «ока
зывает, что поскольку сумма внешних

ил равна нулю, то равно нулю иуско|н

ние uefiTpa масс. Значит, центр стержня

будет оставаться и покое, т.е служить

ью вращения.

Задача 2. Тонкий однородный стер
жень длиной I и массой т примели а

движение вдоль гладкой горизонталь
нойповерхности так, что ондвижется

поступательно и одновременно араща
гтея с узловой скоростью ы Найдите

натяжениестержня «г зависимости от

расстояния х до его центра.

Перейдем в инерциальную систему

отсчета, связанную с центром стержня.

Рассмотрим движение куска стержня.
заключенного между рассматрииаемой-
точкой стержня (расположенной на рас-
расстоянии д: отцентра) него концом (рис.5У

кнлиг ¦ 199& / *ъ *

Единственной внешней силой для этот

куска является искомая сила натяжения

FM, магса равна Дш
¦ т(//2 - x)/t, а его

центр масс движется поокружности ра-

радиусом л- + {1/2-х)/2 - {1 + 2х)/4 с

ускорением ащ
= ы2{1-*2х)/Л. Записы-

Записывая уравнение движения центра масс

выделенного куска, получим

Задача 3. Двойная звездасостоит из

двух звезд-компонентов массами т% и

fflj, расстояние между которыми не

меняется и остаетсяравным L. Найди-

Найдите период прощения двойной звезды.

Рассмотрим движение звелд-кимлонен-
тов в ни ринэтыюн системе отсчет»,

сьязйнноЙ с центром масг двойной ^ьеа-

ды И этой системе отсчета зиезды дви-

движутся с одной н той же угловой ско-

скоростью по окружностям разных раану
сов (рнс.6) Рядиус вращения звезды

Рис.6

массой m равен mtLf[mt + то?) (см

Пример О, а ее центростремительное

ускорение создается силой притяжения

к другой звезде:

Вилнм, что период вращения двойной

звезды равен

и опреде 1ястся полной массой двойной
«шездм, nejaBHcHMo от того, как она

1>асп[»елелеиа междузвездамн-комцонен-

Рис-5

Задача 4. Дое точечные массы т и hn

связаны невесомой нитью длиной I и

движутся «о гладкой горизонтальной
ПгЪоскости. В некоторыймоментвреме-

времени скорость массы 7т равна нулю, а

гко/юстьмассы травна v инащюплена

перпендикулярно mtmu (рис. 7). Найди-
Найдите натяжениенити и периодвращения
системы.

Центр масс гигтемы находятся на рас-

расстоянии //3 от массы 2т и движется го

Рук. 7

скоростью v/З. В системе отсчета, свя-

связанной с центром масс, точка массой 2т

движется по окружности радиусом l/'S
го скоростью и/3 Значитг период вра-
вращения равен Г=» 2nl/v (проверьте, что

такой же ответ полу^саетсл, если рас-

рассмотреть точку массой т). Натяжение
нити найдем нл уравнении движения

любой из двух точек:

//3 3 /

Задача S. //а гладкой горизонтальной

плоскостилежат днаодинаковых брус
камассой т каждый, связанных легкой

пружиной жесткостьюk(рис.8). Пер
ьому бруску сообщают скорость с^ *

направлении от второго бруска. Опи-

Опишите движение системы. Через какое,

время деформация пружины епе^ые
достигнетмаксимального значения?

m

Рис. 8

Центр масс системы будет переме-
перемещаться с постоянной скоростью i'u/2. Ь
системе отгчета центра масс начальная

скорость каждого бруска равна i^/2
а жесткость половинной пружины, ко-

которая соединяет его г неподвижным

центром масс, составляет 2k (жес-

(жесткость пружины обратно пропорцио-
пропорциональна се длине) Периодтаких колеба-

колебаний равен Т =2n^Jm/[2k) , а амплитуда

колебаний каждого бруска, которую
можнонайтн из закона сохранения энер-

энергии, составляет xH
= ty^m/(8ft) В

первый раз деформация станет макси-

максимальной через четверть периода, т.е.

через время т=^т/(8А).
Задача 6. Шар массой т налетает со

скоростью vнапокоящийся шармассой
2т Найдитескорости обоих шарон пос
ле упругого центрального удара.
В системе отсчета, связанной с цент

ро.ч масс, полный импульс двух шароо

раы:н нулю как до, так и после соударе-
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иия Легко догадаться какой ответ для

конечных скоростей удовлетворяет од-

одновременно и этому условию, и закону

сохранения энергии: скорости останутся

такими же. как доудара, но величине, но

изменятсвои направления на противопо-

противоположные. Скорость центра масс системы

равна v/'$. В системе центра масс первый
шар движегся со скоростью 2v 3, а

порой шардвижется навстречу первому

со скоростью ь/Ъ- После улара шары
будут разлетаться с такими же скорос-
скоростями. Осталось вернуться и первона-

первоначальную систему отсчета. Применяя за-

закон сложения скоростей, находим, что

конечная скорость шара массой m равна
v 3 и направлена назад, а скорость

покоившегося раньше шара массой 2т

равна 2и/3 п направлена вперед.

Отчетнм, что в системе центра масс

очевидным является утверждение, что

при ударе относительная скорость ша-

шаров не меняется по величине, но меняет-

меняется но направлению А так как рпзниетъ

скоростей при переходе в другую инер-
циальн ю систему отсчета не изменяет-

изменяется, можно считать, что мы вывели это

важное соотношение и для перпоначаль

ной системы отсчета

где буква и используется для обозначе-

обозначения начальных скоростей, а и — для

конечных. Этоуравнение можнорешать

совместное законом сохранения импуль-

импульса вместо закона сохранения энергии

(куда скорости входят во второй степе-

степени).

Задача 7 Известно, что при упруюм

нецентральном ударедвух одинаковых
шаров, один из которых до удара по-

покоился, угол разлета равен 90*. Дока-

Докажите зто утверждение.
В системе ucirrpa масс нецентральный

улар можно описать следующим обра-
образом. До улара шары сближаются с оди-

одинаковыми импульсами, после удара они

разлетаются с такими женовеличине, но

пргооюположнонаправленными импуль-

импульсами, а прямая разлета поворачивается
на некоторый угол относительно прямой
сближения. Чтобы перейти обратно в

начальную систему отсчета, надо каж-

каждую конечную скорость сложить (век-

торно!) со скоростью центра масс. В

случае одинаковых шаров скорость цен-

центра масс равна v/2, где v — скорость

налетающего шара и в системе отсчета

центра масс шары сближаются и разле-

разлетаются с одинаковыми скоростями v/2.

В том, что после сложения каждой ко-

конечной скорости со скоростью центра

масс получаются взаимно перпендику-

перпендикулярные векторы, можно убедиться из

рисунка 9. Л можно и просто проверить.
что скалярное произведение векторов

- u+ vtl обращается в ноль

Рхс. 9

в силу того, что модули векторов и и vn
равны друг другу.
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ИНФОРМАЦИЯ

ЗИФМШ объявляет прием

Заочная инженерная физико-математи-
физико-математическая школа (ЗИФМШ) объявляет

прием учащихся в 9, 10 и 11 классы на

1996/97 учебный год. Главная цель

школы — помочь учащи>«ся глубже нзу-
читъ математику н физику, развить ни

женерный склад мышления и лучше

подготовиться к послуплепию и группы

по подготовке инженеров нггледоиа-

left высших учебных заведений, преж-
прежде вегго Петербургского государствен-
государственного университета путей сообщения
(ПГУНС).

Прием р ЗИФМШ проводится по ре-

результатам решения вступительного за-

задания, публикуемого кнже. Заданиедля
каждого класса состоит из шести задач.

После номера каждой задачи в скобках

укапано, лтя какого клаггаона п|>една

значена (danpHMip, 4(9,10кл.)означа-
4(9,10кл.)означает, что задача 4 входит в конкурсное

задание для 9 и 10 классов.)

Решение вступительного задания не-

необходимо прислать по адресу: 190031

Санкт-Пепш;)бург, Московский про-
проспект, д. 9. ПГУПС, ЗИФМШ. на

конкурс.

13 письмо вложитедва экземпляра ан-

анкеты, написанной на листах плотной

бумаги размером 9 X12 см и заполнен-

заполненной по прилагаемому образцу

1. Фамилия,имя,

ОТЧЕСТВО

2. Класс,(номер
классауказывает-
указывается на 1 сентября
1996 г.)

3. Подробныйдо-

домашний адрес

(с ухаэанивм ин-

индекса и телефона)

4. Номери адрес

иколы

Сидоров Инан
Петрович

десятый

524806 г. Тверь, ул.
Садовая, д. 55.

кв.77

школа А* 5,

/. Тверь, ул. Зеле

пая, д. 7

Зачисленным в ЗИФМШ в течение

года высылаются учебные пособия и

контрольные задания. Решенные зада-

задания оцениваются и рецензируются Ус

пешпо закончившие ЗИФМШ получа-
получают удостоверение и имеют преимущест-
преимущество при поступлении в ПГУПС. который
готовит инженером электриков инже

иерок-сфонтслей специалистов по элек-

электронно-вычислительной технике*, про-

программному обеспечению вычислитель'

кой техники, экономистов сиециллн

тов по бухгалтерскому учету, а также

инженеров-исследователей для проекти-

проектирования и строительства высокоскорос-
высокоскоростных железнодорожных магистралей (со

скоростью движения до 500 км/ ч).

Обучение в школе бесплатное.

Вступительное задание

1(9 кл.). Два пассажира, имея секун-

секундомеры, решили определить скорость

поезда: одни постуку колес на стыках

реи>сов (известно, что длина рельса



квант

10 м), а другой по числу телетрафпых
столбов, мелькавших в окне, зная, что

расстояние между столбами равно 50 м

Первый пассажир при первом стуке ко-

колес пустил и ход секундомер и на 156-м

стуке его остановил. Оказалось» что

прошло 3 мин. Второй пассажир пустил
в ход свой секундомер при появлении и

окне первого столба и остановил секун-

секундомер при пояпленнн 32-го столба Его

опыт тожгдлился 3 мин. Первый пасса-

пассажир рассчитал, что скорость поезда рав-

ка31,2км/ч, второй
— 32 км/ч. Ктоиз

них ошибся и почему? Какова скорость
поезда в дснствнтсльности?
2(9 кл.) Разложите на множители

многочлен

3(9,10 кл.). Как определить знаки

полюсов автомобильной аккумулятор-

нон батареи, пользуясь переносной лам-

лампой из шоферского набора, куском про-
проволоки н компасом 

4(9, 10 кл.). Выработка продукции за

первый год работы предприятия возро-
возросла на р% а ал следующий год по срав

пению с первоначальной она возросла на

10% больше, чем за первый год. Опреде-
Определите, на сколько процентов увеличилась

ныработка за первый год, если известно

что за два года она увеличилась ъобщей

сложности на 48,59%
5(9,10,11 кл.). Вода на водяной ру-

рубашки охлаждения льи1 ателя выходит

нагретой до 85 *С, зятем поступает в

радиатор, где охлаждается до 60* С,

и вновь следует в водяную рубашку.
Какое количество теплоты уносится

водой от двигателя ежесекундно, если

производительность насоса, перекачи-

перекачивающего вод>', составляет 0.0001 мэ/с?
6(9,10,11 кл.). При каких значениях

параметра адва корня квадратного урав-

уравнения 4х* — 2х + а ж 0 принадлежат

промежутку ( — 1; 1)?

7< 10. 11 кл). Диа велосипедиста вы-

выезжают одновременно навстречу друг

другу из пунктов А и Ь расстояние

между которыми 54 км. н чгрез 2 ч

встречахпея Не останавливаясь, они

продолжают движение с той же ско-

скоростью, и второй прибывает в А на

54 мин раньше, чем первый в В. Опре-

Определите скорости велосипедистов.

8A0, 11 кл.). Встречаются две коман-

команды шашистов А и В По условиям со-

соревнований каждый участник одной

команды играет по одной партии с каж-

каждым участником другой команды. Об-

Общее число предстоящих партий в Л раза
больше числа всех игроков ь обеих ко-

командах Однако нз-за болезни два иг-

игрока не смогли явиться на матч, в связи

с чем число всех сыгранных партий
оказалось на 17 меньше предполагав-
предполагавшегося. Сколько игроков выступило в

матче за коыалду А. если известно, что

в ней было меньше игроков, чем в коман-

команде В?

9A1 кл.) Аккумулятор, разряжен-
разряженный до 12 В, подключен для зарядки к

сета с напряжением 1.5 6. Какое допол-

дополнительное сопротивление нужно вклю-

включить в цепь, чтобы сила зарядного тока

не превышала 1 А? Внутреннее сопро

тивленне аккумулятора 0,01 Ом.

10A1 кл.). Решите уравнение

= 4-2x-xl.

Новый прием на заочное

отделение Малого мехмата

Малый механико математический фа-

факультет (МММФ) — математическая

школа при механико-математическом

факультете МГУ — объявляет прием

учащихся оканчивающих восьмые клас-

классы одиннадцати летних общеобразова-
общеобразовательных школ, на заочное отделение

Зачисление на МММФ производится но

р^ультатам решения задач вступитель-

вступительной работы, опубликованных ниже.

Основныезадачи МММФ приобще-
приобщение к математике, углубление знаний в

рамках школьной программы, расшире-
расширение математического кругозораучащих
гя срелннх школ, а также знакомство с

механико математическим факультетом
МГУ.
Зачисление па заочное отделение

МММФнроисходнтвохтлбре. Занятия
начинаются в ноябре. Обучение плат-

платное. Срокобучения — три года. Учащи-

Учащиеся, особо успешно выполнившие псе

задания, получают удостоверение об

окончании МММФ.

Преподавателями на заочном отделе

мин МММФ работают аспиранты и со-

сотрудники механнко-матрматнческогофа-

факультета МГУ.

Желающие поступить на МММФдо-

должны не поздиее 1 октября f99€ года
выслать в наш адрес решения эалач|

вступительной работы (при этом не обя

зательнодолжны быть решены вес зада-

задачи) Возможнообучение коллективных

учеников а также поступление на

МММФучащихся, ¦аканчивающих9( 10)
класс, на основании заявления с прило-

приложением итоговых оиенок за 8(9) к пасс.

Вступительную работу необходимо вы-
выполнить в школьной тетради в клетку.

На обложку тетради наклейте лист бу-
бумаги го следующими данными:

1) Республика,кран, область.

2) Фамилия,имя учащегося (для кол-

коллективных учеников
— Ф.И.О. руково-

руководителя н полный список учащихся)
3) Школа,класс.
Л) Полный домашний адрес с указа-

указанием индекса почтового отделения.

5) Фамилия, нмл. отчесгво родителей,
место их работы н должность.

В работу вложите листок бума! н раз-

размером 10 X12 см, на котором напишите

полный домашний адрес и индекс Наш

адрес 119899 Москва, Воробьевы Гори.
Ml У, Малый мехмат

Лляшкольниковб— 11 классов Моск-

Москвы и ближнего Подмосковья риСютает

вечернее отделение МММФ. Справки

по тмгфону 939-39-43.

Вступителычая работа

1. Докажите,что число 16111 + 230
делится на 25.

2. Втреугольнике АНС медиана AM

яьляется одновременно и биссектрисой.
Докажите, что этот треугольник равно

бедренный
3. Сколькосуществует троек н*ту-

ральиых чисел, для которых сумма об-

обратных им чисел равна I ?

4. Докажите,что если (а ¦*¦ b +с)(<а -

- Ь + с) < 0, то Ь2 > Аас.

5. Откаких четырехугольников мож-

можно отрезать два треугольника, чтобы

оста лея параллелограмм?
6. Ипримере {аа) = пЬЬа одинаковые

цифры зашифрованы одилаковымн бук-
буквами. Расшифруйте пример.
7. Яйшварится 7 минут. Каким обре-

обрезом, используя песочные часы на 3 мин

и 5 мнн, можносварить яниоэа наимень-

наименьшее время?
8. Зачеркните16 цифр в 23 эначном

числе 123. .141516 так, чтобы получи-
получилось наибольшее 7-значное число.

9. Найдитенаименьшее натуральное

число, кратное 19% н дающееостаток 1

при делении на 1997.

10. Изчисел х и у хотя бы одно

иррационально. Докажите, что хотя бы

одно из чисел д:2 —

у, у1 — х, х + у

иррационально
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Варианты вступительных
экзаменов 1995 года

Московский государственный
университет им.М.В.Ломоносова
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1
(механико-математический факультет, март*)
\. Найлнтс первый член геометрической прогрессии, если

известно, что ее третий член равен ( — 10), а его квалрат в

сумме г седьмым членом лает утроенный пятый член.

И-М
2. Решите уравнение ' —= 0.

3. Найдите вес значения а, при каждом из которых любое

решение системы

f

удовлетворяет неравенству у > I — х.

4. Найдитевсе значения д: € [Оя] при которых выраже-

выражения tgx и co^2j.-2cos2jr имеют разные знаки.

5. Насторонах АВ ВС н АС треугольника ABC >ияты

точки D, Е и F соответственно. Отрезки АЕ н DF прохо-
проходят через центр вписанной в треугольник окружности, а

прямые DF и ВС параллельны. Найлнтс длину отрезка
BE и периметр треугольника ЛВС, если

ВС - 15, ВО = 6, CF - 4.

6. Впирамиде SABC двугранные углы при ребрах АВ. ВС
и АС равны 90*, 30* и 90* соответственно. Плоскость пере-
пересекает ребра SB. SC. АС н АВ в точках К. L, М и N со-

соответственно, причем четырехугольник KLMM
—

трапе-
трапеция, основание KL которой втрое меньше основания MN.

Найдите площаль этой трапеции, если ее высота рлвна 13
HAS "ВС* 13.

Вариант 2
(механико-математический факультет, май)

1. Решите неравенство V4 15 х?0
1S + 2.г

2. Сколько корней имеет ураинснис

3. Найдитевсе числа kt для которых функция

у(х) = ABsm д: + cosJ д: +1)
не принимает значений, больших 3.
4. Пабоковой стороне АВ трапеции ABCD плята такая

точка М. что AM : ВМ «2:3. На противоположной сто-

стороне CD взята такая точка N. что от!>еэок МЫ лепит тра-

трапецию на части, одна из которых но илощалн втрое бо ь

ше другой. Найлнте отношение CN : DN, если ВС : А1У =

= 1 : 2.

*Длм d/KjMivtibtx вступительных .#к гдомдо цхтан месяц
MMto, л K<tmttjf(>M они щюхмЪили, Оонтиые .<х шманн на нее

факультеты пржм)глли « июле, б

5- Высота пирамиды равна 5, а основанием служит треу-
треугольник со сторонами 7, 8 и 9. Некоторая сфера касается

плоскостей всех боковых граней пирамиды в точках, ле-

лежащих на сторонах основания. Найдите радиус сферы.
6 Пусть х, — наибольший отрицательный корень уравне-
уравнения

•Д sin д: - Зсч>5* = 2а -1.

а хЛ наименьший положительный корень уравнения

= a.

Найдите псе значения а. при каждом hj которых

Вариант 3
(ме.ханико-матемт тчеасии факультет)
I. Найдите наибольшее целое число &, удовлетворяющее
неравенству

А Зм+|+3*<1

2. Решите неравенство

3. Решитеурлвнекнв -Jsin Зх - tgf 2д: - 4 j = 0.

4. Вокружность вписан четырехугольник АВСО. Р -

точки пересечения его диагоналей. АВ - CD * 5, AD >

> ВС. Высота» опущенная нэ точки В на сторону AD рав-

равна 3, а площадь треугольника ADP равна 4р. Найдите

длины сторон AD. ВС и радиус окружности.

5- Три параллельные прямые касаются в точках А В н

сферы радиусом 4 с центром в точке О. Найдите угод
ВАС, если известно, что площадь треугольника QBC рав-
равна 4, а площадь треугольника ABC больше 16

6. Найдите все значения параметра а из отрезка [0;2я].
при которых система

имеет хотя бы одно решение

Вариант 4

{факультет вычислительной математики и кибернлти
ки. апрель)
1. Варифметической прогрессии с отличной от нуля раз-
костью сумма члчгио!» с нечетными номерами, не иревосхо

лящими 26, равна 169. Найдите номер того члена прогрес-

прогрессии, который равен 13.

2. Рьчиитеуравнение

3. Найдите we корни уравнения 9-3**"* +2-3""пх =

удовлетворяющие неравенствам -¦^^¦< х < -4г
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4. Для каждого значения параметра а решите неравенство

5. Наотрезке АВ длиной 2R как на диаметре построена

окружность с центром в точке О. Вторая окружность ра-
радиусом г касается первой внутренним образом в точке В

В точке М второй окружности нровгдена касательная, пе-

пересекающая первую в точках .V н К. Известно, чго каса-

касательная пересекает либо радиус АО, либо его продолже-
продолжение эа точку А и MS : МК ж

р. Определите:
I > при каких условиях на г. Лир возможна такая гео-

геометрическая конфигурация;
2) длину отрезка M.V.

6. Вкубе ABCDA'B'C'U длима ребра равна 9- Через точ-

точки Л/, Л1 м К. расположенные на ребрах ВС, СО и СО

соответственно, проведена плоскость. Известно, что ради-

радиус окружности, вписанной в треугольник МСК, равен 1,
21

площадь треугольника MNC равна V. разность длин от-

отрезков C.V и СК раина 3 и объем пирамиды MSКС мень-

меньше 15. Найдите радиус сферы касающейся плоскости тре-

треугольника MNK и трех гранен куба с общей точкой А'.

Вариант 5

(факультет вычислительной математики

и кибернетики)
1- Найдите вег целые числа л н т Д1Я которых

2пт -4- л = 14 н пт 2 9 ¦

2. Решите систему уравнений

3. Втреугольнике ABC медианы AM н CL перпендикуляр-
перпендикулярны, ВС т а. АС « Ь. Найдите площадь треугольника
АВМ.
4. Решитеhlравенство

*
х ^ ' - — 1

5. Строительнойорганизации необходимо построить неко-

некоторое количество одинаковых домов общей площадью
2500 квадратных мегров. Стоимость одного дома пло-

иыдью а квадратных метров складьшается из стоимости

материалов р^1 тыс. р., стокмостн строительных работ
PiQ тыс. р. н стоимости отделочных работ рла^ тыс. у.

Числа plt fa, Ръ являются последовательными членами

геометрической прогрессии, их сумм» равна 21, а их про-

кзведгниг равно 64. Если построить 63 дома, то затраты
на материалы будуг меньше, чем затраты на строительные
и отдглочные работы. Сколько елгдует построить домов.

чтобы общие затраты были минимальными?

6. Вкубе ABCDA^fitD, длина ребра равна 1. Точки К и

jV являются серединами ребер DC и ВС соотьетствешю.

Точка М лежит на ребре ССУ и МС + 3/4. Найдите мак-

максимальное значение радиусов сфер, проходящих через

точки М. Л\ К н касающихся плоскости HBXDXD.

Вариант €
i(f<u3U4ccKuu факультет, март)
1. Решитеуравнение tg^-" 1-сохдг.

2. Решитеуравнение f -= lo^, д: - 61 logv x = 4B - 1од х).

3 Решите уравнение [^] -З^*5 = 27 .

4. В прямоугольном треугольнике гипотенуза раина с, а

острый угол равен а. Найдите биссектрису прямого угла.

B)
5. Решитенеравенство 5 '¦

6. В раонльной треугольной пирамиле угол при вершине
между дьумя боковыми рсбрями ранен р . Найдите двуг-
двугранный угол при основании пирамиды

7. Найдитеминимальное значение произведения jcy. где д:

и у удовлетворяют системе уравнений

8. Трапеция ABCD (ВС IАОУ впнсана в окружность. Из-

Известно, что НС « а. АО - 6. ZCAD =¦ а. Найдите рали>с
окружности.

Вариант 7

{физический факультет, май)

1. Решитеуравнение 2г-|-3* = <Х5-6V"X-

2. Решитеуравнение 2 + 61о&(Л:« logyFjr + 18).

3. Решитенеравенство —^—~ S х~-~.

4. Востроугольном Треугольнике ABC:ВС * \9АСшЬи
ZACB - а Найдите высоту CD и угол Z,-1/?C.

5. Решитенеравенство (logT(x + 2)| > 1.

6. Втрапеинн ABCD {ВС | Л?>) днагоналн пересекаются

и точке М, ВС ¦* b, AD *
о. Найдите отношение площади

треугольника АВМ к площади трапеции ABCD.

7. Прикаких значениях х числа д,
=
smx, а^

= — sinZr,

д, = sin3jc образуют арифмгтнческую прогрессию, раз-
разность которой больше нуля?
8. Вправильной треугольной пирамиде SABC (S — вер-
вершина) лрождено течение плоскостью, проходящей через
точки В и С и делящей ребро SA в отношении т : л, счи-

считая от вершины S. Мзвегтко. что объем пирамиды SABC

равен V, а ^>зсстояни от центра основания ABC до плос-

плоскости сечения равно d. Найдите площадь сечения.

Вариант 8

{физический факультет)
1. Решитеуравнение sin7jc-sin.r« cosAx.

2. Решитеуравнение 9*+| +Зл*2 - 18*=0.

3. Решитеуравнение 2|лг+1|эт 2-лг.

4. Втреугольнике даны два угла а и р и радиус R опи-

описанной окружности. Найдите высоту, опущенную ил вер-
вершины третьего угла треугольника

5. Решитенеравенство 4||*/Х *х2 < 8.

6. Вправильной четырехугольной пирамиде высота раина
//. а льу ранный угол при боковом ребре равен а. Пай

лиге объем пирамиды.

7. Длявсех значений а решите неравенство 3^ > 2*~\

8. Вокружности приведены диаметр MN и хорда АВ па-

параллельная диаметру МV Касательная к окружности в

точке М нс(>ссгкает прямые NA и А/В соответственно в

точках Р к Q. Известно, что МР-р, MQ-q. Найдите MS'.

Вариант 9

{химический факультет)
I. Решите неравенство ,

^ '•
х*+2
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2. Решитеуравнение log3 х + Iog2{jftl)»l.
3. Решитеуравнение cos2jc*2{cosjc + sinjc).
4. Диагоналиравнобедренной трапеции перпендикулярны.
Найдите площадь трапеции, если се средняя линия рав-
равна S.

5. Найдитемножество пар дейстиктелышх чисел (х,у),

)Д0ВЛСТВО])ЯВДЩНХ СИГТСМС*

Вариант 10
(факультеты биологический и фундаментальной меди-
медицины)

1. Решитеуравнение 4{log« х)* = !о&^-.
2. Решитеуравнение |jc — l] + |2дг—3| = 2.

3. Найдитевсе корни уравнения sinZr sinl -j- jcJ,

удовлетворяющие условию 0 5 х s ~-.

4. Сашаи Сережа дважды обменивались марками, при-

причем каждый раз 1/7 количества марок, имевшихся (на мо-

момент обмена) у Слши, обменивалась на половину количес-

количества марок, имевшихся у Сережи. Сколько марок было у
Саши и сколько у Сережи до первого обмена, если после

первого обмена у Саши стало 945 марок, а после второго

обмена у Сережи - 220?

5. ВершиныВ, С, D четырехугольника ABCD расположе-
расположены in окружности с центром О. которая пересекает сторо-
сторону АВ в точке F, а сторону AD — ъ точке Е. Известно,
что угод BAD прямой. ЕF » FB и ВС - CD = ED. Hart-

днтс угол АВО.

6. Найдитевсе значения параметра л при которых уравне-
уравнение

[х* -flf*j- af + 12(jr' -6jx|- a)+ 37 - ros-^
имеет ровно два корня.

вариант 1 1

{факультет почвоведения)
1. Первыйчлен арифметической прогрессии в диа раза

больше первого члена геометрической профессии и в пять

раз больше ьторого члена геометрической прогрессии

Четвертый плен арифметической прогрессии составляет

50% от иторого члена арифметической прог|>ессни Панди

тс первый член арифметической прог|>ессни. если невест

но, что второй ее член больше третьего члена геометричес-

геометрической прогрессии на 36.

2. Решитеуравнение 5** = 115-5х'1 +50.
3. Решитенеравенство 4jc + 7 5  /х.
4. Двеокружности, отношение раднусои которых раино
9 — 4>/3 , касаются Друг друга внутренним образом. Про-
Проведены лве хорды большей окружности, равные по длине
и касающиеся меньшей окружности. Одна из этих хорд

перпендикулярна отремку. соединяющему центры окруж-
немггей, а лругая нет. Найдкте угол мгжлу этими хорламн
5. Найдитевсе значения параметра Ь, при которых систе-

система уравнении

Вариант 12
(геологический факультет)
1. Решитеуравнение •J&x-B + х • 5

2. Решитенеравенство д:2-

3. Решите систему уравнений

4. Решитенеравенство

5. Решитеуравнение

=^—-
2
- 5-е + 4

5 0.

имеет два действитечьных решения.

6. Имеетсядна сосуда с растворами соли, причем во вто-

втором сосуде раствора на 2 литра больше, чем в первом со-

сосуде. Процентное содержание соли в растворе в пердом

сосуде
— 20%. во втором

— 50%. При сливании раство

ров и. обоих сосудов вместе получился раствор, процент-
процентное содержание соли в котором равно 40%. Определите
количество раствора, которое было во втором сосуде.
7. Околотреугольника ABC описана окружность. Про-

Продолжение биссектрисы AD треугольника ABC пересекает

эту окружность в точке Я, причем АЕ —

диаметр ланкой

окружности. Найдите отношение длин отрезков ЕС и АИ

если косинус угла ABC равен 1/3.

8. Найдитенее значения параметра а. при которых нера-
неравенство

16* <30-4*-о

не имеет ни одного целочнеленного решения.

Вариант 13
(геенрафический факультет)

1. Решитеуравнение 2со5(п(д -1}} ¦ 7э.
2. Теплоходзатратил 5 часов на путь вниз по течению

реки от пункта А ло пункта В. Fla обратный путь прогни
течения он затратил 8 часов 20 минут Найдите скорость
теплохода, если путь от А до В равен 100 км.

3. Решитеуравнение V2- х2 ¦ |х|- I-

4. Вокругчетырехугольника ABCD с взаимно перненди

куляриымн диагоналями ^Си BD описана окружность

радиусом 2. Найдите длину стороны CD. если АВ = 3.

5. Сколькокорней на отрезке [—n;nj имеет уравнение

х2 +а = 'ihcosx,

где число Ь егть наименьшее возможное значение суммы

квадратов корней квадратного трехчлена

Вариант 14
{экономический факультет)

1. Решите неравенство 2х - 5 < 2<Jx* - х - С .

?-—- =

3. Втрапеции KLMS' известны боковые сто(юны KL =

иЗб. MN ш 34, верхнее основание LM ш 10 и

cos(ZKLM)~ —\/'3. Найдите диагональ/.Лг.
4. Вбанк помещен вклад в размере 3900 тыс. р. под 50%

годовых- В коние каждого из первых четырех лет хране-

2. Решите уряншмже J - = 0.



JO КВ А И Т ¦

пня после начисления процентов вкладчик дополнительно

вносил на смет одну и ту же фиксированную сумму. К

концу пятого гола после начисления п]юцентон оказалось.

что размер вклада увеличился по сравнению с первона-
первоначальным на 7257*. Какую сумму вкладчик ежегодно до-

добавлял ко вкладу?
5. Найдите ьсс jcc[-3;l], для которых неравенство

(n(i 4 l2ni4ll))>0
выполняется при любых целых от.

6. Найдите наименьшее значение выражения а1 + [Ь- 1)
на множестве таких чисел а и Ь, для которых уравнение

имеет роимо три различных корня При каких а и Ь до-

достигается это наименьшее значение?

Вариант 15
(факулът&п психологии)

1. Решите уравнение |2дг-15)»22-|2дг + 7|.

2. Решит ¦

неравенство

3. Решитеуравнение -Лsinjc--JT+cosx =0.

4. Втреугольнике ABC проведены биссектрисы BL и АЕ

углов ABC и ВАС соответственно, которые пересекаются
п точке О. Известно, что АВ я BL, периметр треугольни-
треугольника равен 28. ВО - 2 OL. Найдите АВ.

5. Найдитевсе значения периметра а, при которых нера-

неравенство

— а
д + cosr

имеет единственное решение

Вариант 16
(институт стран Азии и Африки)
1. Найдите х. если известно, что числа

-!. х • 2. sin(arcsinx).
взятые в указанном порядке, образую! геометрическую
прогрессию.
2- Решите уравнение

3- На счет, который вкладчик имел в начале первого

квартала» начисляется в конце этого квартала г, процен-
процентов, а на тот счет, который вкладчик имел в начале второ-
второго квартала, начисляется в конце этого квартала гг про-

процентов причем г,
+

»j
= 150. Вкладчик положил на счет

в начале первого квартала некоторую сумму н снял в кон-

конце того же квартала половину этой суммы. При каком

значении г, гчет вкладчика в конце второго квартала ока-

окажется максимально возможным?

4. Сторона АВ треугольника ABC равна 3, ВС *» 2-АС,
?" - точка пересечения продолжения биссектрисы CD
данного треугольника с описанной около него окруж-

окружностью. DE •* 1. Найдите АС.

5- Решите неравенство

6. Найдите осе значения параметра а, при которых иера

1 <> Q 6 / >» 2

ФИЗИКА

Задачи устного зхэамрна

Физический факультет
1. Движущийсяпоступательно по гладкой горизонтальной
плоскости кубик массой М абсолютно иеупруго ударяется
гранью о грань другого кубика тех же размеров, но мас-

массой т лежавшего на той же плоскости Кубик массой т

прикреплен к вертикальной стене лентой пружиной
жесткостью А так, что ось пружнны совпадает с прямой,
проходящей через i рнтры масс кубиков. Научите перво-
первоначальную скорость кубика массой Mt если максимальное

сжатие пружины равно Д?,.

2. Нагладкой горизонтальной плоскости лежат две оди-

одинаковые шайбы, скрепленные невесомой пружиной, ось

которой совпадает с прямой, проходящей через центры
масс шайб. Удерживая первую шайбу, вторую немного

смещают вдоль оси пружины и отпускают. При этом мак-

максимальная скорость второй шайбы в возникшем колеба-

колебательном процессе равна ». Какую максимальную скорость
будет иметь вгсрая шайба, если в момент, когда ее ско-

скорость равна нулю, отпустить первую шайбу?
3. Одинкопей жесткой невесомой штанги длиной L шар-

нирно закреплен в точкг С, а к ее другому kuhuv при-

прикреплена пружина жесткостью k (рнс !) На расстоянии Ь

от точки О па штанге закреплен небольшой но размерим

гру \ массой т. В положении равновесия штанга горизон-
горизонтальна, а ось пружины вертикальна. Найдите период ма-

малых колебаний груза в вертикальной плоскости

Т
8

РИС. I Рис. 2

имеет не Оолое одного решения

4. Давлениеидеального одноатомного газа меняют от ве-

величины р\ до величины рл ь соответствии с pV диаграм-
диаграммой имеющей вил треугольника, показанного на рисунке
2. Найдите КПД никла, если температура газа в состоя-

состоянии 3 больше его температуры в состоянии t.

5. Сосуд,содержащий воздух при температуре 71,, закры-
закрывают н начинают медленно охлаждать При температуре
Т, на стенках сосуда появляется роса. Найдите относи-

относительную влажность атмосферного воздуха, если давления

насыщенных паров при температурах Т\ к Т2 равны р„, и

рм соответственно

6. Кисточнику с ЭДС С подключен плоский конденсатор
емкостью С. Какую минимальную работу нужно север
шить, чтобы увеличить расстояние между обкладками в 2

раза?

7. Напряжениемежду точками А и В в схеме, показанной

на рисунке X равно {/=10 I). Если к этим точкам под-

подключить амперметр с малым ги утренним сопротивлением

то он покажет ток / ¦ 0 I А Найдите напряжение между
этими точками при подключении к ним резистора сопро-
сопротивлением Rt = 100 Ом.

в. Тонкий гцхшодящнй стержень длиной L и массой m

подвесили в одно|х>дном магнитном поле с индукцией В

горизонтально за концы иа одинаковых легких пружинах
жесткостью А каждая. Линии магнитной индукции иа-

Праь.']гны горизонтально и перпендикулярно оси стержня.
Затем 4ej>e:j стержень пропустили прямоугольный им-



ВАРИАНТЫ

пульс тока с амплитудой / столь малой длительности т ,

что за время его действия стержень не успел заметно

сместиться от положения равновесия. Найдите амплитуду
возникших колебаний стержня, пренебрегал влиянием

юздуха.

Рис.3

9. Парал -дельный пучок спета с длиной волны X нормаль-

нормально падает на основание бипризмы с малыми преломляю-
преломляющими углами а (рис.4). Показатель преломления стекла

1физмы равен л. За призмой параллельно ее основанию

расположен экран, на котором видна интерференционная

картина. Пайлнте ширину интерференционных полос.

С 4

10. На экран с двумя узкими щелями, находящимися на

расстоянии d друг от друга (рис 5). нормально падает па-

параллельный пучок света с длиной волны X
, причем

Х-« И. За экраном со щелями находится собирающая

линза, а за ней в ее фокальной плоскости — сплошной

экран, на котором вмлны свеглые и темные полосы. Плос-

Плоскости обоих экранов параллельны, фокусное расстояние
линзы равно F. Найдите расстояние между соседними

светлыми полосами.

Факультет вычислительной математики

и кибернетики
I. На гладком горизонтальном столе находится подвиж-

подвижный клип массойМ кг с углом а * 30* при основа-

основании (рис.6). На клин кладут брусок массой т * 2 кг. пос-

после чего оба тела начинают движение ил состояния покоя.

Найдите угол, который будет составлять с горизонтом
скорость бруска до тех пор» пока он не покинет поверх-
поверхности клина. Трение не учитывать.
2 На падком столе iiomciul-h брусок массой Л/ » 1 кг. на

котором лежит коробок массой т = 50 г (рис.?). Нрусок
прикреплен к одному из кошюп иевткчон пружины, дру-
другой конец которой заделан в неподвижную стенку. Брусок
отводят от положения равновесия перпендикулярно стен-

стенке на расстояние Д/ и отпускают без начальной скорости.

При каком значении Д/ коробок начнет скользить но

бруску? Коэффициент трения коробка о брусок \х
= 0,2,

жесткость пружины к - 500 П/м. Ускорение свободного

падения д — 10 м/с2 - Трением бруска о стол пренебречь.
3- Под каким углом к горизонту нужно бросить камень,

чтобы ь верхней точке траектории кинетическая энергия

камня была ь п - 3 раза больше его потенция чьной энер-
энергии? Сопротивление ншдуха иг уч1ггывать.

М

Рис 6 Рис. 7

4. Ввертикально расположенном цилиндрическом сосуд

под поршнем находится идеальный газ. Сосуд помещают

в лифт. Когда лифт неподвижен расстояние межлу пор-

поршнем и дном сосуда h = 12 см. При движении лифта с

постоянным ускорением расстояние межлу поршнем к

дном цилиндра составляет х я 10 см. Найлнге ускорение

лифта. Температуру считать постоянной, атмосферное
давление не учитывать. Ускорение свободного падения

д
- 10 м/с* .

5. Содним молем идеального одноатомного газа иршюдят
цикл, нокаианный на рисунке 8. 11а участке /-> объем

газл увеличивается в т - 2 раза. Процесс 2 — 3 — адиаба-
адиабатическое расширение, процесс 3—1 —

изотермическое
гжатис при температуре 7^

" 300 К. Найдите работу, со-

совершаемую rajoM на участке 2--3, Универсальная газовая

постоянная R ¦ 8,3 ЛжДмоль-К).
6 В вертикально расположенном цилиндрическом сосуде
пол поршнем весом Р - 20 Н содержится идеальный од-

ноатомпый га» (рис.9). Между поршнем и неподвижной

опорой располагается пружина, жесткость которой
к =¦ 200 Н/м Расстояние между поршнем и дном сосуда
И я 30 см, при этом пружина не деформирована. Какое

количество теплоты нужно сообщить 1аэу. чтобы поршень

переместился на расстояние ДЛ = 10 см? Атмосферное
давление не учитывать

Рис. 8 Рнс. 9

7. Пагреиательиые элементы, сопротивления которых от-

отличаются в а раз. соединены, как показано на рисунке
10. Найдите а, если известно, что при замыкании ключа

общая мощность, выделяющаяся и цени, увеличивается в

к 2 рала Изменением сопротивлений элементов при иа

гревапни пренебречь.
в 13доль наклонной плоскости, образующей с горизонтом

угдо ot " 30*. наложены }>сльсы. по которым может

скользить прояодящий стержень массой m =¦ I кг. Какой
МНМИМ41.ТМГОЙ не шчнны ток нужно пропустить по стерж

ню. чтобы он оставался в поког, если яся енгтема нахо-

находится в однородном магнитном поле с индукцией, равной
В * 0.2 Тл и направленной вертикально? Коэффициент
тргння стержня о рельсы и*- 0.2, расстояние между рель-
рельсами I - 0.5 м.

9. Па собирающую линзу с фокусным расстоянием

f, ¦ 40 гм падает пу'юк параллельных лучей света радиу-
радиусом R - 2 см. За этой линзой расположена рассеивающая
ликна с фокусным расстоянием Fj = \Ъ гм, причем глав-
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ные оптические оси ihhj и ось симметрии пучка совпал

ют. Чему равен радиус пучка, вышедшего из второй лин-

линзы, если известно, что лучи в нем параллельны?

Рис. Ю Рис. U

10. Луч света падагт нормально на переднюю грань
мы. как покапано на рис>нке 11 Преломляющий угол

призмы а = 30*. Каким должен быть показатель про том

лепия материала призмы, для того чтобы угол отклонения

ума призмой был равен а ?
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университет
МАТЕМАТИКА
Письменный экзамен

Вариант 1

{факультеты чеханико математическипижиномическип)
1. Решите уравнение

J) {7 )* Л

2. Решитеуравнение 2cos3x + co*9 -—-'х ]• -j3cosx.

3. Плйднтевсе значения параметра t, при которых интер-
интервал G/, 3t — 4) содержит хотя бы одно шмое число.

4. Впирамиде АБСО ребра АС, ВС. ОС попарно перпен-

перпендикулярны и АС * НС = ОС - 4. Точка N -

середина

ребра АВ. а точка М расположена на ребре АО так. что

AM Ml) = 3. Шар г центром на прямой C.V касается

ребра АО ь точке М. Найдите радиус шара

Вариант 2

(факультеты геоло?о геофизический, естественных

наук, экономический (социология))

1. Решитеуравнение tylO-x-V.3-.jr « 1.

2. Врезервуар, содержащий 100 кг водного раствора

соли, п котором соль составляет 15%, по одной трубе со

скоростью 20 кг/мин поступает раствор, содержащий 5%

соли, а по другой трубе со скоростью 10 кг/мни поступа-
поступает раствор, содержащий 15% соли. Через какое время в

pt.iepByape окажется раствор, содержащий 10% соли?

3. Решитеуравнение —¦—¦¦Ли*» cosjc-siiiA*.
COSJC

4. Востроугольном равнобедренном треугольнике ABC с

основанием АС высоты АН и ВК пересекаптся и точке.

О Найдите площадь треугольника ARC, если АО - 3,
ОН « I.

Вариант 3
(физический факультет)

1. Решите неравенство

2. Найдитекоординаты точки, симметричной вершине па-

параболы у
- х2 + 2х * 2 относихельно касательной к этой

параболе, которая параллельна прямой 2у
- 2х = 1

3. Решитеуравнение 2со&2х + t^a x = 2.

4. Иосновании правильной треугольной пирамиды ABCD

лежит правильный т^угольник ABC со стороной 1. Точка
М лежит на ребре АВ, ггрнчем ОМ = \/ААВ. Точка N ле-

лежит на луче СО, причем СЛ" = 3CD. Найдите длину боко-

бокового ребра пирамиды, если н^ьестно, что MS * 5.

ФИЗИКА

Письменный экзамен

Физический факультет

Каждый вариант состоял из задач трех типов.

Нерпы? три задачи —

расчетные, различной трудности: от

почти стандартных до сравнительно сложных, требующих
смекачки, глубоких знаний, умения разобраться в непри-

непривычной или усложненной ситуации

Четвертая задача — это залачл-окенка Для ее решения

надо пшыть рассмотрииаемое физическое явление. сс|х>р*
мул11|К>вать нростч'ю (так как нужна только оценка по по-

порядку величины) физическую модель этого явления, вы-

выбрать разумные чнелоьые значения физических величии

н, Никон и получить численный результат, более или ме-

менее соответствующий реальности. В тексте задачи подчер-

подчеркивалось, что абитуриент может сам выбрать необходи-
необходимые для решения задачи величины и их числовые значе-

значения.

Пятая лалача - это залача-леминстраиия, в которой необ-
необходимо объяснить физическое явление, демонстрируемое

в аудитории. Злесь надо понять сущность явления и ере

ди различных факторов иыдглнть главным

Вариант 1

1. Вертолетмассой М вместе с грузом массой т. висящим

на тросе, взлетает вертикально пверх с ускорением а. В

процессе взлега трос обрыьается. Опредсл1гге ускорение

вертолета сразу после обрыва троса. Ускорение свободно-
свободного падения равно с

2. 6прямоугольной блике с дном в пиле квадрата со сто-

стороной о находится газ при температуре 7^ и давлении ft,

Крышка, шарнирно соединенная с боковой стороной бан-
банки, герметично прижимается к ней под действием соб

стиенноЕО веса тд. До клкой температуры надо нагреть

газ в банке, чтобы он начал выходить, приоткрыл крыш

ку'; Атмосферное давление также равно /\>.

3. Натонкой сгжие находится бусинка массой т и заря-
зарядим Q (рис.1). Нмйлнте минимальный коэффициент тре-
трения между бусинкой и спниен, при котором бусинка не

сдвинется, если заряд —ц передвигать по полуокружнос-
полуокружности радиусом R и» точки А в точку В. Размерами заряжен-
заряженных тел пренебречь.
4. Оцените,во сколько раз масса океана превосходит мас-

массу воздушной оболочки Земли.

5. Пристрельбе из рогатки вертикально вперх для растя-

растягивания ре.пшы используется подвешивание одного и того

Рис.
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же груза. Если толщину резины уменьшить вдвое, то вы-

высота взлета тела, запускаемого из рогатки, существенно

увеличивается. Объясните явление.

Вариант 2
1. Послевыпуска части газа из баллона давление и нем

уменьшилось в си раз. л температура понизилась в р рал.

Найдите оставшуюся в баллоне долю массы гада. Гая счи-

считайте идеальным.

2. Протонмассой тр налетает со скоростью t* по прямой с

большого расстояния на покоящееся ялро некоторого хи

минскогоэлемгита и упругорассеивается иа нем Оказалось,
что после такого взаимодействия разлетевшиеся частицы

имеют равные по величине и противоположные но направ

лениюскоростн. Найдите эти скорости и массу ялра. Какому

химическому элементу принадлежит это ядро?
3. Маятник,имеющий на конце нити шарик массой т и

зарядом q, находится в поле тяжести и однородном элек-

электрическом поле, напряженность Е которого перпендику-
перпендикулярна ускорению свободного паления q Маятник откло-

отклоняют до горизонтального положения в плоскости векторов

? н q (рис.2) к отпускают. Найдите натяжение нити.

когда маятник будет проходить положение равновесия в

данных полях.

4. Оцените,во сколько раз освещенность на дне пустого

колодца в пасмурный лень меньше, чем на поверхности

Земли.

5. Кодному из концов длинной тонкой нити прикреплен

грузнк, а другой конец присоединен к жесткой опоре че-

через небольшой отрезок упругой резинки. В свободном го-

стоянии грузик висит на нити в поле тяжести на достаточ-

достаточно большой высоте от пила. Если грузик поднять верти-

вертикально вверх на полную длину нити и затем отпустить, то

лрн падении он растягивает резинку (не касаясь пола), но

кнгка остается целой. Если же конек нити привязать не-

непосредственно к опоре, убрав резинку то при падении

грузика с прежней высоты нить обрывается. Объясните

причину различия в результатах.

вариант 3
1. Кисточнику ЭЛС ? присоединены цепочка сопротивле-

сопротивлений и конденсатор емкостью С согласии схеме, предгав

лсниой на рисунке 3. Найдите энергию, которая омлелнт

ся на сопротивлении 27?. присоединенном к точке В пос-

после отключения источника размыканием ключа К.

2. Избаллона через вентмль вытекает газ так, что давле-

давление медленно убывает с поименной скоростью Д/?/Д/ ¦

ША. Температура газа при этом поддерживается постоян-

постоянной. Объем бапежа V, плошапь отверстия в вентиле S.
Найдите скорость истечения газа в момент времени, когда

давление газа приняло значение р.

3. Двепружины с одинаковой жесткостью к закреплены в

вершине О угла, образованного горизонтальным полом и

вертикальной стенкой (рис.4). Противоположные концы

R A 2R

m

пружин прикреплены к центрам двух малых тел, массой

f7i каждое, соединенных невесомым стержнем. Вначале

пружины не деформированы н имеют длину /. С какой

горизонтальной силой необходимо удерживать нижнее

тело, чтобы расстояние от него до точки О было в два

раза меньше, чем у верхнего? Стрежень с массами может

двигаться только в вертикальной плоскости. Трения нет.

4. Детистреляют горошинами, выдувая их ртом через

трубочку. Оцените максимальное расстояние, на которое

могут улететь эти горошины.

5. См.задачу 5 варианта 1.

Публикацию подготовили Г.Меледик.

С.Сорокин, Г.Шусто*

Московский государственный институт
электронной техники

(технический университет)
МАТЕМАТИКА
Писъчснмый экзамен

Вариант7
1. Решитеуравнение (х* - Зх + 2)V2x-3 = 0.

2. Решитеуравнение cos2 jc - si» jc -1 = 0.

3. Найдитегумму первых десяти членов арифметической
прогрессии {л„} „ если известно, что ej

= 5 н аА =9.

4. Вычислитеlog^lo&fi.
5. Площадьпрямоугольного треугольника равна 24, а дли-

длина одного нв катетов равна 8. Найдите радиус окружнос-

окружности, описанной около этого треугольника.

6- О положительных числах А, В и Сизвестно, что А боль-

больше В на 10%. а В меньше С на 20%. Найдите Л. если O25

7. Определитезнак выражения 5in3 + cos2.

x* + xy + xi+yz*\2,

8. Решитесистему уравнений у3 + ху + jc* + уг ж 15,

Рис. 3 Рис. 4

9. Решитенеравенство х
ЛХ

2 IOjc .

10. Изгорода М в город N выехал велосипедист со ско-

скоростью 14 км/ч. Одновременно с ним из поселка К, на-

находящегося между городами А/ и А/, в город // вышел пе-

пешеход. Спустя час им города М в том же направлении вы-

выехал мотоциклист со скоростью 52 км/ч. Пешеход заме-

замети1!, что мотоциклист обогнал его на 30 мин раньше, чем

велосипедист. Найдите скорость пешехода, если расстоя-
расстояние между городом М и поселком К равно 20 км.

11. Постройтеграфик функции у в Iog2||^-2J.
12. Найдитевсе значения параметра а, при каждом из ко-

которых наименьшее значение функпнн у
» хл - ах2 * 2 иа

отрезке [021 достигается на правом конце этого отрезка.

Вариант 2

1. Решитенеравенство 3/(х-2)<4/(х+\).
2. Решитеуравнение -J2tgx = 2/j6 .

3. Найдитеобласть определения функции

fix) ¦ l/log^(jc + 3).
4. Высотапрямоугольного треугольника, опущенная на ги-

гипотенузу, равна а. а острый угол 60" Найдите гипотенузу.
5. Первуючетверть пути поезд двигался со скоростью

80 км/ч, а оставнгуккя часть — со скоростью 60 км/ч.
С какой пюднем скоростью двшался поезд?

6. Прикаких значениях а числа 2cas-^. 4sina,

6sin{rc-a) являются последовательными членами ариф-
арифметической прогрессии?
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7. Решите систему уравнений

в. Решите уравнение W*2 + дг — 2 + 51о&*(х2 - х - 5) • 0.

9. Загол работы предприятия объем дневной выработки

продукции вырос на р%, а за следующий год еще на (р +

+ 50)%. Определите, на сколько процентов увеличилась

выработка за первый год. если известно, что за два года

она возросла в общей сложности втрое.

10. Прикаких значениях параметра а сумма корней квад-

квадратного уравнения Лх* - 4(д- 1)jc+! =0 отрицательна?
11. Найдитеfix), если для всех х Ф 0 имеет место соотно-

соотношение

-{f(x))*2fi\fx)'X*3.
12. Постройте график функции

Вариант 3
1. ВычислитеsinZx, если tgr 1/2.
2. Решитенеравенство A/2)*"* * 4х.

3. Решитенеравенство jc ? ^(х -1).
4. Последовательность{дя} определена формулой

am = cos(nrt). Найдите 431И5
-

43I9W.
Ъ- Около куба описан шар, площадь поверхности которо
го равна 12я Найдите объем куба.

7. Решите уравнение |cos2x/2-^5| = 5cosx + l-

8- Постройте график функции у = sin(-nx)-sin(njx]).
9. Насторонах АВ, ВС треугольника ABC соответственно

взяты точки М, JV так. что ВМ ¦ 2/3 ABt BN ¦= 3/5ВС.
Найдите отношение площадей треугольников BMN и ABC.

10. Решитеуравнение (х1*1** - \00x2)J\&x - 0.

11. Вклад,находящийся в банке в течение года, возраста-
возрастает на определенный процент, свой для каждого банка. В

начале первого года 3/5 некоторой суммы положили в

первый баик. а 2/5 — во второй банк. К кониу первого

года сумма вкладов составила 1140 единиц, а к концу вто-

второго года
— 1302 единицы. Если бы в начале первого

года в первый баик положили 2/5, а во второй банк —

3/5 неходкой суммы, то в конце первого гола сумма
вкладов составила бы 1160 единиц Какой стала бы в этом

случае сумма вкладов к кониу второго года?

12. НаЙднтевсе значения а. при каждом из которых

уравнение (х* - 2] - 3Jx2 - 2J + а • 0 имеет ровно 7 вещес-

вещественных корней. Найдите эти корни.

ФИЗИКА

Письменный экзамен

Вариант 1
1. Напоследнем километре пути скорость поезда умень-
уменьшилась на Дг>, • 10 м/с. Определите изменение скорости
на предпоследнем киломгтрр пути. Движение пи прямой
равмозамелленное
2. Груз,висящий на легкой пружине жесткостью k *

= 400Н/м, растягивает ее на некоторую величину ДЛ. При-
Прикладывая к грузу вертикальную силу, медленно увеличи-

увеличивают удлинение пружины в л«3 раза. При этом внешняя

сила совершает работу А • 0,32 Дж. Найдите начальное уд-

удлинение пружины.

3. Приизготовлении льда в холодильнике потребовалось
время 1, • 300 с, чтобы охладить воду от t, «4 "С до

t7
- 0 "С, и еще т2

« 6- 10* с, чтобы превратить ее о лед.

Вычислите но этим данным удельную теплоту плавления

льда. Удельная теплоемкость воды с = 4190Дж/(кг К).
4. Дваодинаковых шарика, имеющих одинаковые заряды

q
ж 1.6- Ю Кд, подвешены на одной высоте на нитях од-

одной и той же длины. Расстояние между точками полвеса
г = 0,2 м. Какой по величине и знаку заряд следует по-

поместить на расстоянии d в 0,5 м от каждого из шариков,

чтобы нити были параллельны?
5. Вольтметр,подключенный к клеммам источника с ЭДС
Л = 12 В, покачивает t/»9B. К клеммам источника под-

подключают еше олнн такой же вольтметр. Определите пока-

показания вольтметров.

6. Предмети его прямое изображение, создаваемое тон-

тонкой собирающей линзой, расположены симметрично отно-

относительно фокуса линзы. Расстояние от предмета до фоку-
фокуса линзы Ь m А см. Постройте ход лучей и вычислите фо-
фокусное расстояние линяы.

Вариант 2

1. Определитевремя равноускоренного движения снаряда
в стволе вертикально установленного орудия, если после

выстрела снаряд достигает высоты И ¦ 4,5- 10л м. Длина
ствола L - 3 м. Ускорение свободного падения д

я

¦10 м/с'. Сопротивление воздуха пренебречь.
2. Санкимассой от = 18.3 кг расположены иа горизон-

горизонтальной плоскости. К санкам приложили силу, составлю

ющую г горизонтом угол а • 30". Вычислите минималь-

минимальную величину этой силы, достаточную для начала движе-

движения санок. Коэффициент трения р. х0,1. Ускорение сво-

свободного падения д
= Ю м/с2.

3. Сосудс идеальным газом при температуре ?, ¦ 27 #С

снабжен клапаном, открывающимся при перспалс давле-
давлений Др~4 10 Па. Газ нагревают до tt~ 127 *С при этом

часть газа выходит ня сосуда чгрез клапан. Какое лавленне

установится в сосуде после охлажлення гаэл ло начальной

температуры I,? Атмосферное давление д, ¦ 10s Па.
4. Всерединах сторон равностороннего треугольника рас-
расположены одинаковые точечные заряды ?,

ш 10"^ Кл. В
двух оеришнах этого треугольника помещены точечные

заряды q?
= -4-Ю"9 каждый. Длина стороны треуголь-

треугольника /, = 2 м. Вычислите величину вектора напряженнос-
напряженности электрического поля в третьей вершине треугольника.
Постоянная в законе Кулона k » 9-10* Н- м /Кл^.
5. Жесткийзамкнутый квадратный контур, изготовлен-

изготовленный из проволоки площадью поперечного сечения 5 и

удельным сопротивлением р, помещен в однородное маг-

магнитное поле так, что вектор магнитной нцдукцнн В пер

пгнднкулярен плоскости контура. Двумя вершинами, рас-
расположенными на одной из сторон квадрата, контур под-
подключен к источнику постоянного напряжения величиной

V. I) Найдите величины токов, текущих по каждой сто-

стороне квадрата, если длина стороны L. 2) Найдите величи-

величину и направление: силы, действующей со стороны магнит-

магнитного поля ид контур с током.

6. Предметрасположен на расстоянии {А + IF) от соби-

собирающей линзы, а его изображение — на расстоянии BF-
- В) от нее. Постройте ход лучей, формирующих изобра-
изображение, и. опираясь на рисунок, докажите, что фокусное
расстояние F линзы связано г величинами А и В форму-
формулой F = AB/{A - В).

Публикацию подготовили А.Берестов, С.Куклин,
В.Лесин. А.Овчинников, В.Плис, А.Ревякин
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V Международная олимпиада

«Интеллектуальный марафон»
/"* 9 по 16 октября Варна (Болгария)
\_/ принимала очередную тест-рейтнн
говую олимпиаду «Интеллектуальный
марафон 95>. Организатором и учреди-
учредителем олимпиады является Московский

Интеллект-клуб «Глюон», основная за-

задача которого
— поиск, поддержка к

социальная защита интеллектуально и

творчески одаренных детей

22 команды школьников участвовали
в трех турах олимпналы

Первый тур олимпиады — устное ко-

мацднос соревнование < История науч
ныхндей и открытий» -

гуманитарная
часть о,тнмпналы Победа в этом туре
досталасьдружной команде Классичес-

Классического лниеяЛ© 1 при Ростовском государ-
государственномунниерентете.

Второй тур включал в себя индиви-

индивидуальные и командныесоревнования пи

математике, а третий тур — аналогичные

соревнования по физике.
11 октября ребята с утра писали инди-

индивидуальную работу по физике, им пред-

предлагалось 7 задач на 4 астрономических
часа, а вечером был устный командный
математический бой. который выиграла
команда ФМЛ №3! из Челябинска

Следующий день целиком был иосвя

шен культурной программе. Все участ-
участники поехали в Нессбр. город Сорока
Церквей — памятник древней культуры
человечества

В последний день марафона в первой
половинедня участники писали письмен-

письменную работу по математике, а во второй
половине дня проходило командное со-

соревнование по физике, в котором побг

лил ФМЛ из Кирова.
Затем был лень отдыха и полвеления

итогов олимпиады. Л 15 октября -

закрытнео импиадыинаграждениевегх
его участников.
Главный приз олимпиады был вручен

Александру Гореву ученику 11 класса
ФМЛ из Кирова, показавшему лучшим
результат в общем индивидуальном за-

зачете. Второе место занял Михаил Леп-

чнискни ученик 10 классаФМЛ >*>31 из

Челябинска. Третье место — за Дмитри-
Дмитрием Сч1ньковым учеником 11 класса из
Аничкова Лицея. Санкт-Петербург.
Победителем по физике в индивиду

алмюмзачете стал Александр Горев» а по

математике — МихаилЛепчннскнй.

Командные соревнования в общем за-

зачете выиграла делегация из Аинчкова

лицея Санкт-Петербург. Второе место

- за ФМЛ из Кирова, а третье
— за

ФМЛ .№31 из Челябинска.

Традиционно наолнмпкадебыли вру-
вручены специальные призы участникам

олимпиады Мисс «Олнмшгала-95» ста-

стала ученица 11 класса из г.Кириши Ле-

Ленинградской области Юлия Лхчетьсва
Приз самому юному участнику олимпи-
олимпиады достался Алексакдру Горбульскому
из Аничкова лииея (Санкт-Петербург).
Шестая традиционная олимпиада

4 Интеллектуальный марафон» состоит

ся в октябре 1996 года. Московский

Интеллект-клуб « Глюон» приглашает все

школы, лицеи, гимназии, занимающиеся

с одаренными детьми принять с ней

участие
Заявки присылайте не позднее 15 мая

1996 года по адресу: Россия, Москва.

11S580. а/я J*62. МИК «Глюон».

Факс: @95K25-49-11
E-mail: olga@nurs.msii.su.

Задачи индивидуаль ь х

соревнований
Математика

1. Найдитесумму инфр числа 99.. .93 .

2. Найдитеу ты треугольника подо-

подобного треугольнику, образованному ос*

новациями его высот. Рассмотрите все

возможные случаи.
3. Числа1, 2. 3, ... 50 каким-то обра-

образом разбили на 10 пятерок и в каждой

пятерке взяли среднее по величине чис-

число. Каковы а) наибольшая. 6) наимень-

наименьшая суммы этих чисел?

4. Решитен тгму уравнений

5. Сколькосуществует квадратных
уравнений х1 — рх —

q
= 0 (р к q

натуральные), имеющих положительный
корень, который не превышает а) 5, б)

любого натурального л?

6. Вершиныпараллелограмма К. L. М.

N площадью 30 лежатсоответственно на

сторонах АВ, ВС. CD, DA четырех-

четырехугольника ABCD и делят его стороны в

одном и том же отношении 1 /3, считая

iro часовой стрелке. Известно, что около

четырехугольника ABCD можно опи-

описать окружность. Найдите ее радиус,
если АВ » 6.

7. Прикаких тип прямоугольный
лист ктетчатой бумаги из тхп клеток

можно разрезать на фнгурки, состоящие
ил Л клеток и имеющие форму буквы Г?

1. Объем пузырька воздуха по мере его
всплытия со дна озера на поверхность

увеличивается в л раз Какова глубина

озера? Идог11ышемтем11сратурь< и плот-

плотности с глубиной пренебречь.
2. Небольшойшар находится на вер-

шинг полусферы радиусом Й, лежащей

на горизонтальной поверхности. Опре-
Определите точку, в которой произойдет от-

отрыв шара от полусферы, еслидвижение

из верхней точки началось с нулевой
начазьиой скоростью. Коэффициент
треиия скольжения шара о поверхность

полусферы и»-1
3. Вокругсферической планеты ради-

радиусом /?, обладающей разреженной ат-

атмосферой, летает спутник массой от по

круговой орбите на высоте // от повер-

поверхности планеты Оцените число оборо-
оборотов, которое совершит спутник до наде

пня на поверхность планеты в результате

торможения в атмосфере. Считать, что

сила сопротивления пропорциональна

квадрату скорости и не зависит от высо-

высоты нал поверхностью планеты.

4. Разреженныйгаз находится & сосу

ле размером Lx.Lx.Lc квадратным от-

отверстием размером ах а (длинасвобод-
(длинасвободного пробега молекул много меньше раз-

меровсогуда) Оцените, какминлется по

временисредняя энергия молекул в сосу-

сосуде. В начальный момент молекулы с

раиной вероятностьюимеютодинаковые
значения энергии нз интервала 0

—

е,^
и распределены по всем направлениям
нзотропно-

5. Брусокмассой 7п лежит на наклон-

наклонной плоскости, составляющей угол а с

горизонтом. Как (с какой по величине и

направлению силой) надо тянуть бру-
брусок . чтобы он перемещался параллельно
основанию наклонной плоскости с пос-

постоянной скоростью? Коэффициент тре-
трения скольжения бруска о плоскость р..
6. Воднородно заряженном диэлек-

диэлектрическом шаре радиусом R имеется

сферическая полость радиусом г = Н/1
с центром, удаленным на А/2 от центра

шара. Полный заряд шара Q Вдоль
прямой, соединяющей центры шара н

полости, проделано узкое отверстие, в

которое помещен точечный заряд q с

массой т. Определите периодего малых
колебаний вблизи положения равно-

равновесия.

7. Электромагнитноеичлучгнне мо-

может быть рассмотрено как поток частиц

(фотоноп) массой т ж Av/c2 и потому
взаимодействует с гравитационным по-

полем. Оцените размер фокусного рассто-
расстояния гравитационной лннзы, образо-
образованной массивным сферическим телом

радиусом R к массой М, для узкого

пучка электромагнитного излучения ви-

видимогодиапазона частот, распространя-

распространяющегося вдоль прямой, проходящей
4LDCJ центр гравнтнрующего тела. Про-
Проведите численнуюоценкудля Мв 10м г.
R - 10 км. Гравитационная постоянная

G* W-IO 1Н-м2/кг*.
В.Алъминдеров. А.Егоров, А. Попов
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Про угол ? и V7

1. а) Можно воспользоваться тождеством х#
+
уг

* г* ж

• 4((.х + у+*) - (ж* + у1 + **)) и равенством B> статьи.

•) Воспользуйтесь формулами Виета.

г> Докажите что P)(t) нельзя предсталхть ь виде произведения

многочленов степени больше 0 с рациональными коэффициен-
коэффициентами. Выъеднтг отсюда, что для любого многочлена Qit) степе-

степени меньше 3 г рациональными коэффициентами существуют
многочлены ДО и р(О такие, что /(ОД(с)+ g(t)Q(t) ж * -

3. Прн л» 1 обе части тождества равны
г ~

. 5. л**3.

7. а)Воспользуйтесь теоремой синусов.
6> 8C-BD + DE * ЕС

8. а)Заметив что ZA^AJO =*
-к-. спроектируйте i? на ^Д,-

Пользуясь равенствами Л»В' = tgrfy, A^Al в 4sinЛ. запишите

теорему Пифагора для Л^В'й. 6> Найдите ЛгВ потео|>емг ко-

сниусов нз Л2ВС.
9. 6) Соедините вершины треугольника с центром круга н вос-

воспользуйтесь аддитивностью плошали.

)( )( )g
10. а)См. 6. а). Другой способ: решить вначале 10.6)

б) Один способ: преобразовать F). Другой способ: домиожить
многочлен 10 я) на «сопряженный» Третий способ: вспомнить,
что т| является корнем уравнения sin'fr-siii^jr Еще один спо-

способ: вспомнить о треугольнике задачи 7. (Выпишите дли начала

соотношение между сторонами треугольника, не обязательно

равнобедренного, в котором один угол ьтрое больше другого.)
Наконец, самый мудрый способ: раскрыть скобки в левой части

равенства (cosx + tslnx) • cos7jr*tsln7r и приравнять ч1п7*

к коэффициенту при i слева. Этот коэффициент — многочлен

Седьмой степени от t - siiix с одиин нулевым корнем. ») Поло-

Положительный корень а> - единственный; ( - и) - не корень. г> Не

существует. Многочлен P6[t) - 64fe - \\2t* *S6t7 — 7нельзя

представить в инде произведения лвух мнО1Ч>членор ненулевой
степени с целыми коэффициентами. Это следует из известного

критерии Эйзенштейна» его формулировка
—

равно как н дока-

доказательство более общего критерия
—

приведена и решении зада-

задачи М1419 («Квант» №4 за 1994 г.. с.23). Значит, многочлен не

разлагается и в произведение многомлснои с раинонлльными

коэффициентами
- докажите эту лемму Гаусса. Завершить до-

доказательство можно по схеме 1 г).

11. Постройтемногочлен С целыми коэффициентами Plu[t} с

корнем йптт - Дли этого посмотрите на последнее указание к

Ю б): 11 тоже нечетное число, поэтому все получится так же

А теперь преобразуйте равенство задачи к виду P1D(sin л/11)- 0

Можно ли решить проще?

«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

Задачи

(ел. *Квант>№1)

1. Пустькоза за месяц съедает х чветь стога, корова
—

у часть

и кобыла — г часть Тогда нз вычислений сына следует, что

х + г * 1. 4<х+у) ¦ I и 4?(у + /)• 1. или j M=i,ityi
¦ 4/3. у + г * 3. Сложив эти уравнения и разделив обе части

полученного равенства на 2, получаем, что х * у + z * 6/3.
Вычитая отсюда последнее уравнение, получим, что х ш — 1 /3,

т.е. коза съедает в месяц отрицательное количество сол

2. Радиусравен а. 3. Заметим, что по условию задачи было от

правлено четное число писем, а если каждый нз 19 студентов по-

лучкл бы по 3 письма, то былобы получено нечетное число пи

сем. Противоречие Следовательно, такое не может случиться

4. Требуемая расстановка точек изображена на рисунке 1. Че-

Четыре точки лежат в вершинах квадрата со стороной I. еще одна

- пятая — чуть правее его центра и шестая -

чуть ниже цент-
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Рис. 1 Рис 2

ра. 5. Разобьем прямоугольник 10 х 10 нз 25 квадратов 2x2.

Очевидно, что и каждом тэком квадрате может быть не более

двух чиновников, считающих себя высокооплачиваемыми, поэ-

поэтому общее число таких чиновников не более 50. На рисуйкс 2

указаны зарплаты чиноьннкон н нх расположение, прн кото-

котором 50 чиновников могут считать себя высокооплачиваемыми.

Конкурс «Математика 6—8»
(ел. *К*ант* ,45 лз 1995 г.)

1 Дтя решения этой задачи следует заметить, что для любой

пары положительных чисел с и Ь нх среднее арифметическое
—=— и среднее геометрическое vS> не меньше меньшего иэ

этих чисел а и Ь В тройке чисел 2 — ч/5, I. 2-^2 ¦ 3 наимень-

наименьшее число есть 2 — v2 . но оно больше числа V2 — I. следова

телыю, тройку чисел V2 — 1.2.3^2 — 1 нельзя получить

указанными операциями нз первоначальной тройки чисел.

2. Отразим симметрично треугольники ВСМ н ВКА относи-

относительно сторон ВМ и ВК соотмтствеино (рис.3) Так как

ВС ¦ ВЛ. а сумма углов КВА и МВС равна 45*. точки А и С

отразятся в одну м ту же точку X. В треугольнике МКХ угол
МХК - 45" + 45" - 90". поэтому МЛ2 + КХ7 -= МК* Оста-
Осталось заметить, что MX = МС, а КХ ж КА.

РйС.5

3. Найтиодно нз таких чисел нетрудно. Достаточно взять число

на единицу меньше произведения всех чисел от 2 до 10, т.е.

10! — 1. Найти наименьшее такое число — дело более кропот-

кропотливое. Нетрудно показать, что прн делении на 2 остаток равен

1, прн делении па 3 остаток равен 2, при делении на 4 остаток

ранен 3. при делении на 8 остаток равен 7, при делении на 6

остаток равен S. при делении ни 10 остаток равен 9. нз послед-

последнего утверждения следует, что при делении на S остатох равен

4. Отсюдаследует, что всякое число, удовлетворяющее условию,

при делении на 120 дает в остатке 119, т.е. оно имеет вид

120ft — 1.гдс& — некоторое натуральное число.

Можно получитьеше некоторые результаты, связаииыес

остатками при делении на 9. а можно посмотреть остатки от

деления на 9 чисел вида I20A - 1 при А т 1, 2. 3 и т.д. до тех

пор. пока этот остаток не станет ие меньше 5. Это произойдет
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X

$

X
X

Xj

X

х'х

Рмс.4 Рис 5

при к ш 5. полому наименьшее из указанных чисел есть число

599. 4. Да. можно. Одно из возможных замощений изображено
на рнсунке 4. 5. Рассмотрим 12 нолей шахматной доски,
отмеченные на рисунке 5. Каждый нз 11 коней стоящих на

доске, может либо стоять на одном нз этих полей, либо бить

одно нз этих полей, ко не может делать то и другое одновре-

одновременно, а также бить более одного поля. Поэтому среди этих 12

полей найдется иоле, на котором нет коня и которое не бьется

ни одним из поставленных 11 коней

Попробуем решить проблему..
I. Будем считать, что х, минимально.

5 Х,Ха + *,*,

? (х
2. Будем считать, что jr3 макснмально-

) 51/27

3. Если х, =0.то

х, + x0)

LJ *256
, что все переменные положительны

функцию

Нанболыиее значение функции ^достигается в точке, где /Л| Е О

(х" 1.2,...,6). Записав соответствующуюгнетсму уравнении и

обозначив

X,X,=fl. X-X<«fc. Х|Х4=Г. XjXj=rf, ХГХ5=^.

xsx4=f. XiX*-g. x4x>=ht

b + сш d + ?.

Отсюда получаем

rf + ^f

о - Л. с - /, d - A.

Далее находим, что

х, = х, = х,. х,, = хА = хл
1 Тогда

=6
jr

=

2lo

4 J256"

5. Будем считать, что х»
— наименьшее нз чисел. Разберем два

случая.

1) Xj ?xJw.7. Тогда

2) x2 > xAm.y. Тогда

6. a) n« Am. A&5. то>2. Тогда

Равенство достигается при

xt
= х^ =...- х . хм =...- х».

- О

Вуден считать, что х,
- минимальное нз чисел.

Задачи на центр масс

V Международная олимпиада
Интеллектуальный марафон»

МАТЕГААТИКА

1. 1Нп. 2. | —:—:— н I — ;-=-:-у I. Уклэоьы*. Г'ассмотрнтеот-
лелыго случаи остроугольного и тупоугольного треугольников.

3- а) 345; 6) 165 Ухазвнис. Пусть с < ал
<

. .
<

й|0
—

средние

чнс-ia ь пятерках, упорядоченные по воэрасталню Тогда
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<J, S 18 +ЗА при А - 1, 2. 10 Докажите, что существуют

разбиения, при которых достигаются как верхняя, так и ниж-

нижняя OUCHKH.

4. <2;I), (t;— I). Первое решение. Умножьте первое уравнение
на у, а второе на х и сложите полученные уравнения.

Второе решены* (лая тех, кто знаком с комплектными числа-

числами) Умножив второе уравнение на i н сложно с первым, прн

деи после преобразований к уравнению относительно г ш х +

* iy: г2 — 3/ ¦ 3 — i л 0, корпи которого /, ¦ 2 ¦ i. /, ¦= 1 — i.

5. а)80; 6) r{n*\f. Указание. Уравнение х* —

рх
— ?«0

имеет положительный корень, не больший п тогда и только

тогда, когда п2 — рп
—

</ Й 0. Осталось подсчитать количестве

точек с натуральными координатами (р д) ъ треугольнике

рЫ. 4 21, /m + qun7 . Это удобно сделать, дополнив треу-
треугольник до прямоугольника
б- 5. Указание. Докажите. чюАВСО —

прямоугольник.
7. тхп делится на 8.

ФИЗИКА

1. Л ¦= (я - 1}яь/(р?). где р»
- атмосферное лапленис, р

- плот-

плот2 А 0/7Я
}/)

ность волы. 2. А = 10/17Я.

циональностн в силе сопротивления

4. с(г)»12е /у4 при

где Y^tr-Tif—ей- (я - масса молекулы).
6L V w

aZ*h 02 ' Гле & ~ коэффициент пропор-

-|y] при у<к1.

6L

5. Сила pawia Fm со**<х + sin1 а и г направлением дви-

движения бруски составляет угол р - arctg— iga.

6. Г = 2?,

О» - 0,2 - корень уравнения A + 2nt) ¦ Ъх = I

Московский государственный университет
им.М.В.Ломоносова
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

I. — 2. 2. -^5. Указание Из услоиня сразу следует, что

\4{х'* - 5)= 0. откуда либо х ° 0. либо дг * ±^/5 . Однако х ж О

не нходнт ь область определения функции v2x — 4jc — 1. а при

х <= -J$ обращаете» и 0 знаменатель

3 й/-3 Указаны*. Система эквивалентна такой:

(й1 + Зй) log» у щ0; х я a7 log, у + 1. При а2 + За * 0 единствен

нее ее решение у
= 1. х — I удовлетворяет условию. Прн в ж О

системе удовлетворяют только пары (I ;у), где у > 0. т .е. усло-
условие у > 1 - х выполнено. При а ¦ — 3 система * ¦ 91о^у + 1.

у > 0 имеет, например, решение у
ж 1/3. х ж -И, не удовлет

яоряющее неравенству

4. -^р<: jc < 5 + -т". п * 0. 1. 2, 3. Указание. Условие задачи

приводит к неравенству tgxl —2cos2x]< 0. равносильно-

равносильному неравенству S$inxcosxcos.2xcos4x > 0. что. в свою оче-

очередь, ласт неравенство sin&ic > 0.

5. fijf:• 9; P*AS. Указание Пусть О — точка пересечения биг-

(

— равнобедренные,так что DO *~ 6. OF -А. Из подобия треу-

треугольников ADO и АВ?. AFO н АСЕ следует, что ~ - -—• -

- ^- 4- откуда BE
= *

№. аналогичного e 3FC - 12.

9. Далее. ^77= i откуда

Рис. 6 Рис. 7

6.52 Спроектируем пнрамнлу SABC <рнс.7> на плоскость

пернекд.ккуляриую ребру ВС. Полумим треугольник S'A'B'. в

котором ZBJ = 30\ S'A'~ SA = 13, tX - 90е, поскольку
SAXBC.

S'

к'

Рис в

Трапеция AT^A/jV спроектируется в отрезок

ный ее высоте, поскольку

Наконец, отрезок DE. служащий проекцией отрезка X/. на

плоскость ABC, проектируется в точку D . Обозначив

ИЛ в д:, и силу подобия Т|>суголькнко1» Ai)E и *4NM

AD AD ПЕ

и и» прямоугольных треугольников S'A'B' ш К'О'В' и K'D'

получлем

f13--^' =f13

Таким образом.

=^F
Вариант2

2) 13 = 52.

[2]
2. 3корня: jc, = logj 5. Хц,

= t V8 . Указание. Решив уравне-

уравнение, необходимо доказать что lofoS* V8

3. *€[-3;l] Указание. Пусть f{x) - 2sinx + cosJJt + 1 ¦

=3 — (sinjc - 1)J. Ясно, что 1?/(дг) S3 н нам надлежит найти

такие А что неравенство kf(x)?3 выполняется при всех х.

Прн Ли0 ото значит, что Afil. а при А < 0 равносильно тому,
что -ftS3. т.е. А2-3.

4. 3/29.Конфигурация задачи изображена на рисунке 9. Пусть
SAtn_ft= s. Сравнивая площади треугольников AMD н ABD

ВМС и ABC ABD и BCD, имеющих равные высоты, но



ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ. РЕШЕНИЯ

S

А

Рис. 9

разные основания, имеем

Рис. Ю

,1.

.3 1 =л*

Учитывая неравенство ^ s > ~s получаем единственно воз-

возможный случлн

Интересующее нас отношение равно

CN
_

J.4C\
_

3
,

15s
3 1,
4s 15*

3

29

5. V6 Ссчениесферы плоскостью основания —

окружности,
вписанная в треугольник ABC. радиус которой г в л/р = ^5
(р - подупериметр треугольникаABC)

Центр О сферы, равноудаленной от точек касания К. L. М ок-

окружности со сторонами треугольника, проектируется в центр Н

этой окружности (рнс 10) Вершина S пирамиды, также равно-

равноудаленная от точек К, L. M (SK, SLt SM — касательные к

сфере, проведенные из одной точки), проектируется ь ту же

точку И. Поэтому в прямоугольном треугольнике SKO с пря-
пряным углом SKO и высотой КН имеем

н. следовательно. КО' * Х//э + О//1 *5+1 н 6.

6 1 — — J3,-1 U{2}. Указание. Функция лг,[я). значение кото-

которой равно наибольшем^' отрицательному корню уравнения

определена при

и имеет промежутки возрастания н убывания н

схематически на рисунке 11 в нижней полуплоскости

fttc J1

Функция xt{a), значение которой равно xt — наименьшему

положительному корню уравнения

2COS1 х - 2sin' jr= ^
— определен* при -25 д?2. ее график схематически изобра-
изображен на рисунке 11 в верхней полуплоскости Сравнивая схемы

дня *i(tf) и х2(а) получаем

[
Вариант3

1. А« -2. 2. (O:1)U(M)UF4;+H-

2.

А+ 2кЛ: -!^ + 2к/. ягя. Ц-
Указание Наилите сначала решения уравнения, принадлежа-

принадлежащие промежутку [0;2л]
4. АО & 10, ВС - 2, R - 5^5/2 Указание. Сначала докажите,
что ABCD — равнобочная трэлецня. Затем из теоремы Пифаго-
Пифагора найдите расстояния АЕ н F/) от вершин ло оснований иысот

трапеции, опушенных из вершин В и С (рнс.12). после чего из

подобия треугольников APD н 8РС найлнтс ВС н ИО. Для
отыскания радиуса Л1 окружности воспользуйтесь формулой

Рис. 12 Рис.33

5. ~. Рассмотрим сечение сферы плоскостью, проходящей че-

через центр О перпендикулярноданным прямым. Радиусы ОА.
ОВ. ОС, перпендикулярные угим прямым, а с ними и томки А.

В. С лежат в этой плоскости (рис.13). Из равенства

5пги =^-4 4sm^BOC = 4

имеем sin ?ВОС= —. Заметим, что вариант ZBOCX~ невоз-

невозможен, так как иначе ?ВАС= -^ нли ?ВАС * "t?i откуда

Поэтому ZBOC • Щ- н гВАС - 55. (у4«,Л') или

•
-ту ( А ш л" ). Однако последнее равенство невозможно, пос-

поскольку иначе

Smr<~BC-OA<^-B-A = \e.

Итак, для величины угла ?ВАС остается единственное эначс-

мне:

6. 0; л, 2к П силу неравенств ХйО.
Y, yJ,

о'-УГ^О н Oisinyii нрн 0?а?2я чеиал часть второго не-

неравенства оценивается следующим образом:

у
¦ ^-У^ + a1-Jz + sin^-j + sin ^

Следовательно, второе равенство поаможно лишь если яш-у* 1

или siuy
• 0. т.е. а€ {0:я;2ж} причем для этих значений а

оба уравнения системы выполняются, например, при
х я

у
л

г
= о.
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- < 1, получаем I + k > -. т.е-

Рис

Вариант4

1. л - 13. 2. (O;V3}U[J:2)UD:fi]. 3.x, *-*-

х7
= -2п -arcsmlogJ

4. {-*»;<

i I;

при л<-1; (-°°:OJU(O;fl + Vi2' + lJ при

Указаны. Все х < О являются, очевидно, решениями данного

неравенства Прн х > 0 неравенство равносильно совокупности

неравенств

[У-2ах-1<:0.
'
+ 2ах + 1 < 0.

Второе из неракенстп совокупиост» не имеет положительных

решений при dfe-1. а первое имеет решения 0 < Jf < fl H

При а< -1 положительные решения первого неравенства обра*
дуют промежуток 0 < х < а + Vfl7 +1, а решения второго —

промежуток
— а — -Jq1 -\ <х< —я+ Va* - I ¦ Осталось убе-

убедиться в том, что

-о - -Ja* -1 > й + Vd* + 1 при с<-1.

Указание Пусть О, центр второй окружности, С точка пе-

пересечения МК г прямой OOt. пусть тлкже СО- а/? (рис. 14).
Для того чтобы точка С лежала на луче [ОА) необходимо н

достаточно, чтобы выполнялось равенство

Пусть Q основание перпендикуляра, опущенного ил точки О
.,„ .,„ QO X Л, «

на Лл, Мл в х, -д— ¦
у,
— ¦ z. —¦ * Тогда

г г г

О*

*<a+1)ft-f

Из второго и третьего уравнения получаем k +

учетом мерного урапн«ния юлучасм ранеиство

•

Прн к > I функиия от а, стоящая в левой части раденстю

(* ), монотонно возрастает (при а ж 0 она постоянна). Под-
ставлял а =0 в (¦). получаем

г 2р
Осталось вычислить AfN. поичьзуясьвторькмуравнениемгнетемы

6. 465/98- Указание. Пусть К'. М*. Лг* — точки пересечения

плоскости MNK с прямыми АЛ'. A'D', А'В' (рис. IS). Сфера,
о которой говорится в условии, вписана в пирамиду K'M'N'A*.

Для отыскания ее радиусл воспользуемся формулой V - j*rS.
где V — объем треугольной пирамиды, г — радиус вписанной в

нес сферы, 5 — площадь поверхности пирамиды Мы должны

найти orpeiKit А'К', А'М' и А'Ы*.
Сначала найдем отрезки СМ = х. CN =

у, СК
=

г. Иа условия

получаем систему

хг = д: + г + <

P«uihd которую, найдем два решения jw3, y-7,z-'4n
х = 14/5, у ¦ 15/2. 2 = 9/2. Поскольку о6ъ«м пирамиды
CMNK меньше 15. условию удовлетворяет только первое реше-

решение Дальше можно дейгтиоють так: пользуясь подобиями тре-

треугольников, найти, что А'К' - 155/7. А'М' = 465/26. A'N' =
ж 155/4 К этому рчглультату можно прийти н так* внести систе-

систему координат Охцг. принян за начало точку А', за ось Ох —

прямую A'S', за ось Оу
—

прямую А'М', а за ось Ог —

пря-

прямую А'К'. Заггем лаписать уравнение плоскости, проходящей

через точки A/(9.6;9).NB.9;9).*:(9,9;5): 12<лг - 2)+28(у - 9)+
+ 2\{г — 9) 0 и найти координаты точки пересечения этой

плоскости с осями координат. После этого без труда вычисляет-

вычисляется объем пирамиды M'N'K'A. Для вычисления площади треу-
треугольника AC'M'jV удобнее всего воспользоваться «теоремой

Пифагора» для тетраэдра с прямым трехгранным углом:
S1 ш S? * Sf * Sj, 1ДеЛ — площадь его непрямоугольной
грани, а Л",, St, St — площади ipaiteS, имеющих прямой угол

Вариант5

1. т» - 1;м- — И. 2. {3;-/Р}. (-^2;3). Указание Выполните

замену и =
х +

у. у *=¦

ху

3- т-да1 - fl=f Xtfl ~ ^') ^'к'/- «ьсПусть АС — точка пересече-

пересечения медиан. СК • д:. >4/С я
у. тогда xJ + v1 ж Ь'. ^* + ^т- =

.°L..^,.fll = .v(=3^

3
-—<х^-1 Указание Исходное неравенство аккнвалентно

системе

[1

5. 156 домов УкаJtitmr Стоимость п домов равна

При этом имеются 2 возможности: р, I, р,
» 4, р,

= 16 и

А
ж 16. р,

* 4. ft
" 1. и* которых только первал удовлетворя-

удовлетворяет всем условиям задачи.

(
Функция ?(п) убывает прн п < 156-т н возрастает при

л > IS6—. Следовательно, для натуральных л получаем, что
4

5(п) минимально лиЛо прн я • 156. либо при п • 157. Целое

редственно проверяем что Л"?15О <ЛЧA57)



Б. C6 + 31^2)^16. Указание. Сфера, радиус которой нужно

«гйти. проходит через описанную окружность треугольника
MSK. (рнсЛБ). центр сферы лежит в плоскости АЛ,С%С и,

кроне тиго, она кзелется плоскости B^BDDt ь точке Q. лежа-

лежащей на прямой WV. Радиус сферы равен радиусу окружности,
проходящей через точки М. L (.С — точка пересечения прямой

ОТВЕТЫ. У К Л. ЛИ ИИ. РЕШЕНИЯ

Вариант 8

1

РИС »6

MR со сферой, так что ML —

диаметр окружности, описанной
около треугольника »МЛГ/С) и касающейся прямой VIV в неко

рой точке Q. Сразу заметим, что существуют две такие окруж-

окружности — они касаются прямой VW ь точках Q и Q, таких, что

QP = QtP = Jmi, где PL = I. РМ «m. Пусть г - радиус любой

кдэтнх окружностей. ZQPM
« Ф, ZMQ.P - а (рис. 17). Тог-

Тогда QM ¦= 2rsina. QM* = m* + ml — 2mjmico$tv (теорема ко-

косинусов в треугольнике QMP) и, наконец. QM/slnq>
=

¦ЯЛ//зш а, откуда

Все числа, входяшке в выражение для г, легко вычмелямггя

Наибольший радиус соотгетешуст при этом тупому углу ф -

Вертит 6

\.2t0i. -| . k€Z.2. 94; 3. -2;

2sinla*jj
5. (-3.- 2)U@:l]. 6. arccoJ -

*

lg? . 7. —-*¦. Указание. 11р*:ж-

яс всего, из тождества 2ху ж (х + у) -(¦*' +У*) находим, что

КOilратный трехчлен в скобках минимален при а ж — При
9

этом ху
= -

—•. з система имеет решение.

6. . Указаны*. По теореме синусов

CD = 2Ksina С яругой стороны. СП можни вычислить, поль-

пользуясь тем. что трапеция ABCD равиобокая: для >того нахолнм

рысоту СЕ (Е лежит нч AD). а затем применяем теорему Пи

4>ajx>pa к треугольнику (SED.

Вариант 7

11 2. 3. 3. х <0; |<jc<l 4. CD =

?АВС = аггзш-

absiia.

¦ja* * b* - 2abca<iCf.

5. *2<jr<-^.i:>5. 6.
ab'

7. -^• 1/14,fA

2.0.3. -4; 0.

5.C0;2).6.

-1 при д<1; х>((а-1Iо?,2) -I "P« flil- 8.

Вариант 9

1-11.21.2.1 3. -4
4

— равнобокая трапеция у которой AD
— большее основание, а

диагонали BD н С? перпендикулярны, то треугольники BHD

(Н — огкоиание высоты, опушенной из иершины В на AD) и

CDK (К — основание перпендикуляра, опущенного из вершн

ны D на прямук> НС) раним, а четмрехуголъинк BHDK
—

квадрат, сторона которого равна средней линии трапеции.

5 @1) @: - 1) Указание. Система эквивалентна следующей:

откуда

Вариант 10

1. 2; 16 2. 2/3; 2. 3. ^6; к/2: 5^6: Зл/2
4. 1085и 30

5. Зл/7.Указание Пусть угловые меры ду1 ВС и Ff рапны р
н а соответственно. Угол Ду4О равен полура^ностн дуг BCD и

VE. Это значит, что -| = -^—. С другой стороны. 2а + Зр1 =

= 2п. PftuaH полученную систему, находим, что а « л/7, а нн-

тгрегуилний плс vrx>.Q paiu'ii —-J к -

^- j
*• -—

6- а я —3 и tf = 9. Указание. Уравнение лхииналснтиотакому:

Лоэто лючнт, что д:1 — 6Ы - о * 6- 0, acov^-- 1. Уравне-

Уравнение х1 — OUr] + 6 -

а имеет в точности 2 корня при а - — 3 нлн

при <7 > С. Из ьторого уравнения следует, что а - —

, >де

rj g Z. после чего мы без труда получаем ответ.

бариангf f

1. 50. 2. 2 3. (—:-2)U@:V4]. 4. к/6. Указаны». Пусть О, н

О —

центры большей и меньшей окружностей соотиетствекио

(рис.18), АВ нЕР -

рассматриваемые хорлы. ABS.Ot07. точ-

точки //, и Н} — основания перпендикуляров, опущенных из О, у

Oj на прямую t'F. r -

радиус меньшей окружности \\л равен-
равенства треугольников ЕО,1~ и AOtB следует О,//, • О»С. Поэто-

Поэтому О,Я, м 1(9 - 4^5)г - 2rl - G - 4^3)г. причс« точка D пересе-

пересечения прямых OtQi h Eh расположена на луче OtO, за

точкой О|.

Рис. Jfl



Ь2 КВАНТ

Точки D. О,. О, расположены на пряхой О?>г так. как пока- 6удут *е[_з:_2). При jt > 0 имеем х > /(т> Но t

эано на рисунке 16. н угол DQjHj равен искомому, так как

оба угла дополняют гО.ПН, до 90' Из подобия треугольников ПРИ т7*?**- "^"У
х * J ¦

DOXH., и

Дальнейшее ясно.

5. 2 < fc < 0 Указаны** Исходную систему нрииелсм к юияу

Заметим, что у1 ? 1 для любого решения системы { * ).

Первое уравнение системы имеет корень, расположенный на

интервале ( — 1:1) тогда и толькотО1да, когда —2<Ь<И.

Вариант 12

1 3 2. (-«•;-4]U[4; + «). 3. (-7/3:0). A4;К)
4. (-~;1о&5]иA:4) 5. ±1/3. ±#3: ±*Д. 6. 4п.

7.^2/4 Укалзии*1 ТреугольникЛЯС — раинобедр<:г1ньш, так

кик ZBAE - Z.F.AC ш Ц — Р . где р1 ж ZABC. по это значит.

•по /Ш -

перпендикуляр к ВС Поэтому ЕС/ВС = АС/ЕС =

ct^p.
В. ?/?224 Укдодеде Пусть * = «1*. тогда неравенство (t -15) <

< 225 — q, во всяком случае, не должно иметь своим решением

?- 16. i.e. должно выполняться неравенство A6-15) 2 225-

— д, т.е. а 2 224 . Нетрудно проверить, что это условие является

и достаточным

Вариант /3

1. 1±^ + 2Л. fteZ.2. 16 км/ч. 3. ±(i*i/5)/2. Указание. Вы-

Выполните едмсну { = И-
4. -J7. Указание. Пусть О -

центр окружности. Тогда

соз^ОЯ = -1/8, ZDOC =
л
- ZilOB н cosZDOC = 1/В

5 При ae(-~;-l-Tl1)U(U+**) корней ист.

при ас[-1- я*;1) - доз корня, при а ж 1 — один корень

Укгмвнь* Квадратный трехчлен нэ условия имеет корми тогда

и только тогда коглн I й с] S ^3. При этом xf + х$ ш

*{Ti * xi) ~ I**** = 2 - с*. Нинменьшей сумма квалрлтонбу-
квалрлтонбудет при с' = 5/3. Итак, Ь ¦ 1 /3 и речь должна идти о коли*

честве корней уравнения х2 ¦ а
л

cosx на отрезке (-к:к).
На отрезке |-к:0) функция/(д-) * создг

- л'является возрас-
возрастающей н поэтому принимает все знамения между /(-к) и /"@)
т.е. между

— 1 — к7 и I. Примите во внимание также четность

функции /

Вариант 14

2. ~- + 2яп п е Z Уклденкг Найдите корни, црниодлсжатие
о

итервалу @;2я).
3.36. 6Vt9 . yjffljtfKwe. Сущестиуют лw; трансни» улоилетворя-
ющис условию: одна с острым, другая

— с тупым углом при

вершине N

4 210 000 р Укомми? Пусть S
-

первоначальная гумма hkjia-

да, д: искомая сумма ежегодных ло1юлнит«льных вклалов, п

- колич€стио лет хранения, К
- процентный прирост за пес л

лет. Тогда прирост да п лет составит (А • I + --^ )

Осталось подставить заданные значения с. А, п. Л и найти х.

5. -35 х< -2. jc ж 1. Указами». При х < 0 получаем

р у

б. шЦа* + (Ь-1)') = (±V5)' + (V5- I)' = V5 -

Ухаздниг.Пусть уравнение

имеет столько же корной. сколько исходное.

-1

Рис.20

На рисунке 19 изображен график левой части уравнения, пред-
представляющий собой W-образную ломаную Графиками правой
Ч1СТИ уравнения будут всевозможные невертнкальные прямые.

Анализируя взаимное расположение *W ломаной» н этих пря-
пряных, приходим к вынолу, что ронно трн различные общие точ-

точки они будут имел» в следующих случаях:

На рисунке 20 пргястанлено изображение этого множества на

координатной плоскости (в,Ь) Это контур равнобедренного
треугольника KOL с удаленными вершинами Выражение а3 *

+ F-1) — это квадрат расстояния от точки M@; О. лежащей

внутри треугольника KOL. до его сторон. Миннмум достигается

в двух симметричных точках ?1—>;— L /П-—.—1 лежашнх па

боконых сторонах КО и /.О, л наименьшее значение ралко i

Вариант 15

I. [-7/2:15/2]. 2. |5}иD + -Л; + «>). 3. -| + 2яи; ¦^¦
4. Ь.yxasanur Пусть Л?

-
х. LCm у. Тогда ЛИ - 2х, ВС - 2у.

По условию. 3* * Зу =¦ 28. Кроме того, ВО - АЦ-ВС —

- AL LC (докажите!), что дает возможность найти х.

5. a¦= 2. Указание Если равносильное данному неравенство

?0 имеет единственное решение, то это
а + cos х

только х s 0. (Если jc * 0 удовлетворяет неравенству, то —л

тоже удоилстворяет.) При х
- 0 получаем

-50.
а + 1

Откуда либо о ~ 2. либо й < — I. При а < - 1 неравенство вы-

выполняется при всех х , а значение а - 2 удовлетворяет условию.

Поскольку пип/(т) = /(-2) = -2, решениями воблаггн [-3;0) Рис.21



ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

Вариант 16

I. - I. Указание, sinагсзтлг-*. причем -ISjcSI.2.5.

3. г, < 100. 4. -У5 Угадооде По свойству биссектрисы 8D/AD=
* ВС/АС = 2 {рис.2\). Это значит, что ЛО » l.tfD«2. Мзра-
•екства отрезков Л/Э и OjC следует, что y^ot = ^fp, CD = #Z? ¦

«2. а СЕ = 3. Но ЛС/СЕ = CD/ВС, откуда 2ЛС* - 6. ЛС »

-•J3.5. ISjcS^/2; х » 3. 6. о г #3. Указание. После замены

(«\х ¦* 2| неравенство приводится к виду [t + ЗаI ? 4, откуда

-2- Зд5?52 - За.Последнссперавснствонмеетнебольше
одного решения лишь при 2 За 50

ФИЗИКА

ФизичсскшЪфаку

9. Дх= X/B(n - l)ct). 10. Ax=FX/d

Факультетвычислительнойматематики и кибернетики

1. 0 = arcig((i + w/A/)tga) = 60е. 2. A/>ji(A/-*-w)^/A = 4,2 мм.

3. а * arctgVn = 30°. 4. Ускорение равно а = - 0A "* А/дг) ¦

- 2 м/с' н направлено вверх. 5. И - Э/2(">' -1)/77^ -11,2 кДж.

6. Q= EP+3A// + 4AM)AA/2 - 18 Дж.

7. аа2А«1±2>/А»-А»3±2^2.ft,-0.17. а2-5,«3.

--33.2А. 9. г*RF./F,*0,75 см

10. п= 2cO5tt -1.73 (ответ имеет смысл при а <¦ Л$с )

овосибирский государственный университет

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1К2 2  4+T*"l2
Вариант2

1.11.2. 2. 10 нин 3 л/г, Ае2 4 64/2

Вариант 3,

ФИЗИКА

Вариант 1

I. Внач1ыс на вертолет действуют сила тяжести, подъемная

сила и сила натяжения тросл. По второму закону Ньютонл

Ma ш F — Мд — Т. Аналогично для груза ma -Т —

тд. После

обрыва троса сила натлження исчезает, поэтому Ma* ш F —

— .Мр Отсюда намучаем

2. В критический момент из условия равенства моментов сил

получаем {pa* * тд) а/2 = ра* а/2. По газовому закону

Рь/То=р/Г. Отсюда

3. Заряды противоположны по знаку, т.е. притягиваются Гот

да в произвольный момент бусинка не сдвинется при условии

где a —

угол между сниией и радиусом, соединяющим заряды
Не прибегая к дифференцированию, минимальное значение ц
можно найти, используя известный искусстиеннын прием. Вве-

Введем обозначения: ц = ctgp, ^^z0R3mff/[gQ)= 2X. Тогда с уче-

учетом того, что sinp = ^/i + p7 и cosp - ц/^/1 + р* , получаем

2X|i 2 ~J) + \i sin(p- a). Коэффициент трения будет минималь-

минимальным прн р-a = я/2. т.е.

4. Исходя из определения давления, в том числе н атмосферно-
атмосферного рл

— 10s Па, сразу же получаем оценку массы атмосферы
Земли: me|e- (pmS)/g. где 5 — площадь поверхности Зе-мли

Для оценки массы океана примем его среднюю глубину равной
//-» А км и учтем, что океан занимает примерно 2/3 плошали

Земли ги^- #3р//5.гле р = 103 кг/м3 — плотность волы. Та-

Таким образом.

Этот результат можно было получить, вспомнив, что атмосфер-
атмосферное данлекне соответствует лавлению столба »оды иысотой

h— 10 м. Тогда »Ч«/т-1- "*¦ W/A— 400 (это без учета полуторной

разницы площадей что при оценке по порядку величины несу-

щестьенно).

5. Потенциальна» анергия растянутой резины переходит в по-

потенциальную энергию подъема тела в поле тяжести. В первом

случае k,xi/2^ mgh,. По закону Гука k,xt - F ж Мд, где М —

масса растягивающего резину груза. Таким образом,

Д|Я,2/2 - My/A, - mgh% При вдвое более тонкой рсэинг ее жес-

жесткость ft, = fc,/2 Отсюда получаем

. или ^-А

т с. при более тонкой резине и постоянной силе растяжения вы

сотд взлета тела практически усиливается

Вариант2

I. В соответствии с уравнением Клапейрона
- Менделеева,

2. На основании законов сохранения импульса и энергии име-

имеем mtVa
* {M-*mr)v, mvt?j2 = (М ¦ m^v'/2. Отсюда

С протоном столкнулось ядро трития или ядро гелия-3.
3. D равновесии mycoso: = ^5siiia, т.«. t^o:

¦ mgf(qE). где

а —

угол отклонения нити от горизонтали. \\л второго закона

Мыотона mi?jl «7- m^sina - </?cosa. Mj закона сохранения

энергии (с учетом летенциаль»ости электрического и грлнитз-

цнонного полей) mt?{2 - rngtunci-qElfo-casa). Отсюда
находим

- cosa.

4. Считая,что гтонки колодиа поглошают свет, для отношения

освешениостей получаем ///0 - 5/г1 - rf'/A1, где ширина ко-

лолиа rf- 1м. а глубина А- Юм. Тогда ///„^ V100-
5. Силанатяжения 7", в соответствии со вторым законом

Ньютона раина нзмененню импульса &р, отнесенному к интер-

интервалу времени Д?, за которое зто изменение произошло:
Т m &pf&t Интервал At при подсоединении резинки заметно

увсличноастся поэтому натяжение Т уменьшается и нить с ре-

инхой ке рвется
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Вариант 3
I. Полная энергия электрического поля заряженного конденса-

конденсатора W
* Cillf2 . где разность потри (налов hi обкаадках ЯД

конденсатора I/ = 2f/3- *УЗ = 1/3. В каждой ветви B/?. Ю
хостнковой схемы нрн разрядке конленсатора через сопретив-

ленкя выделится половина этой нергии U'/2 ш CU*f& =

= С/1/36. D пределах одной вствн выделяющаяся в виде тепла

энергия распределяется фоноринональносопротивлениям, т.с

на сопротивлении 2R выделится

КВАНТ - 199* '-4**

Вариант 3

2. С учетом уравнения Клапейрона — Менделеева млеса газа,

вытекающая в единицу времени со скоростью v, раънл

При этом плотность газа р
¦*

-тяс- Отсюда имеем

I. -4/5. 2. (-лс2]. 3. {-«;-l]UA:2]. 4.-2. 5. В.

6.A:4). 7.

8 ¦t
-2sin*.t при х ? О,

О при х < 0.

9-2/5. 10. 1;10О. 11.1348. 12-о - 2; д: - 0. i 1. ± Л. ±2.

ФИЗИКА

Вариант 1

3. Хя^с

5. U1 =

ч/с 2. ДА ¦ \— - аО.О2 м.

. 4. Q ш -2q(dfrf = -50 икКл.

At p.S pS

3. Запнсыная моменты сил относительно точки О:

(raj? • kfji - J

получаем

Вариант2

Л. Пол действием перепала давлении А/? во рту горогаина мае

сой JM. пройдя объем I' в трубке, приобретает кинетическую
энергию за счет работы газа: A— &pV~- mv7f2. Oucmhu отсюла

скорость горошины, получаем возможность на кинематики наГ(-

тн максимальную длину пезета:

\ 9 тд

Положив Д/?*- 0.1р.- 104 Па. V- 5x5 мм1 х20 см
-

= 5-10"* м1. высоту ребенка Н-~ 1м и m^-iO^ кг. получаем
ЫОм

5. См. решение задачи S варианта 1

Московский государственный институт
электроннойтехники

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1.3/2:2. 2. ъп. -г./2+2пп. neZ. 3.120. 4.-1. 5. S.

6.22 7. Минус. 8-(-Г.-2:-3).A;2;3)

9. (Dt^VlO)U[lO:+e). 10. Л км/ч.

11. Искомый грдфнк получается н результате такой последова-

Tfльиогтн преобразований графиков I) у0 = ogj x;

2> yt = loRJjfj (симметричное отражение относительно оси ОуУг

3) ^} = lo?j|* - 2j (сдикг вдоль оси Ох вправо на 2 единицы);
и. наконец. 4) у7

ш IorJ^J- 2{ (симметричное отражение отно-

ентельно оск Оу части графика, соответствующей X & 0, на об-

область д: < 0) 12.

Вариант2

I. (-t2)U[H:+e). 2. п/6 + iw. neZ. 3. (-3t-2)U(-2
4. 4Aj3. 5. W км/ч. 6- (-0*я/3+ет. neZ. 7.(i:l;l).

8. -2. 9.50%. 10. a?0. 11./(jt)= 1 при всех х*0.

I, если x > -1. x*1 и j* 2.

12. y(x) = - -1, если x < -2. x * -3

не определена при х = -3l - 2,1.2.

2. f» H.

= 3,75- 10s Па. 4. f = AkqJ[3L2) = 3 В/м.

5. I) /,=(/5/C1.p), !, = US/(JLp):2) /-" = 4BCr5/Cf>). мктор

силы лежит в плоскости контурл и ш рп^нлнкулярен сторо-
стороне кпалрата которал кепоср«лл»енно подключена к источ

нику.
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

Противостояние фигур

В истории известно немало случаев,
когда исход сражения определялся

поединком лучших воинов противо-

противостоящих сторон. В наше время по-

подобное происходит в матчах КВН. судь-

судьбу которых часто решает соперниче-
соперничество капитанов... Нередко и в шахмат-

шахматной партии, а чаще в композиции,

встречаются противостояния, состав

ляющис суть полиции. Вот несколько

таких дуэтов бело-черных «визави»...

Е

¦ ¦

Й

¦
ft

¦а

Я.Гартонг. 1958
Матч в 3 хода

Здесь героями являются короли. Пос-

После 1. ЛЬб! черные в цугцванге, и после

хода их короля в игру вступает пред-

предводитель белой армады, который вся

ккн раз ока:и 1ВПСТСН хитрее своего он

понента. 1...Кре2 2. КрЬ21 Kpdi
3. Od3x l...Kpc4 2. КрЬ4! KpdS
3. Od3x, l...Kp:g2 2. Kpd2! Kpfi
3. <Df3x. l...Kp:g4 2. Kpd4I Kpf5
З.КсЗх

К. Гольдшмединг, 1974
Мат в 2 хода

А это пример ферзевого противосто-
противостояния. Первым ход l.de с угрозой 2.

d5x. У черных вся надежда на своего

ферзя, однако если ом развялывает

оппонента с5, тодолжен иметь в виду,

что появляются еще несколько матов —

ферзем с с5, f5, g5 илисГ 1...Ф:еб2.
, 1...Ф:Г6 2. Фс1Х, l-..<Dg7 2.

1—
1

4

й

л

ft
ь

1

—

в

—

а

1
к

-

г.

# 1

d

Г.Рэм, 1982
Мат в 12 ходоо

В этой задаче разгораются самые

настоящие ладейныестрасти, причем о

игру вступают сразу обе пары ладей.
Попыткабелых сдвоить .пнлън путем \.

/IggG? опровергается посредством
1 ...СеЗ! Однако после оригинального

танца лапей этот план становится осу-

цс гтвимым 1. Лс7! ЛЬб 2. Л^б ЛЬ83.

Лc8Лb74.Лf!бЛdS!S.ЛdбЛc5б.Лc7!

ЛЬ87.ЛЛ81 — функции ладей меняют
с я. 7...ЛЬб 8. Лоб ЛЬ7 9. Ле61 Лс5 10.

Лс1с1б и П[кт;1.'т :ищига 1О...СсЗ. мат

и дна хода неизбежен.

Г.Брейер.1892
Обратный мат е 9 ходов

Л это задача на обратный мат — бслыг

начинают и заставляют черных ибъ

явить мат их ко]>олю в ладанное число

ходов. Перед нами классический при-

пример противостояния слонов. Исслцло

Екание позиции носит математический

характер. Анализ покизыпает, что при

всяком противостоянии слоно g2 и Ь7

у белой ллльн для достижения цели

имеется ровно одно подходящее поле.

Если расстояние между слонами состав

ляет одно поле, то лалья должна елчжть

на с8, есл и два, то на <18, если три, то на

е8, если четыре, то нд f8, наконец, если

слоны стоит шиютнуюдруг к другу, Tti

ладья и этотмоментдолжка находиться

в углу лотки. Теперьуже можнопривес-

привести решение. Итак. 1. ЛШ Ссб 2. Ле81
CdS 3- Лd8! Се4 4. Лс81 Cf3 5. Лh8I СеЛ

6. Cf3 Cd5 7. Се4 Ссб 8. Cd5 СЬ7 9. Ссб

С:сбх.

С.Левман.1934
Мат в 2 хода

11астала очередь соперничества ко

ней. После 1.Ф^-11 грозит2. Ф:е6х.;|
если конь еЧ> отступл^т, скажем, на с7

или ц7. то — 2. Ф:с4 X. У черных конеГ

есть многодругих отскоков, но всякий

раз у их белых оппонентов находится

один-сдинстоенный решаю шн скачок

Л матыдифференцируются участием i

борьбе ферзя g4 и ллдьн «8. 1...К6с5

(или 1...Kd4J. КЬбх (|юис2. КЫ+?>.

1...К4с52.КЫх(ноне2.КЬ6+?).1...

K6r5 (или 1...КМ) 2. К4:еЗх (но не

2К2:еЗ+?>, 1...K4rS2.K2:c3x (иОне2.
К4:сЗ?).

Е.Гю:
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КВАНТ

Уважаемые читатели журнала «КВАНТ».

Мы надеемся, ито вы не забыли о нашем журнале
и своевременно оформили псдписку на 1996 год.

Если же по каким-то причинам этого не произошло, не расстраивайтесь —

вы сможете подписаться на журнал и в помещении редакции.
Это избавит вас от возможных недоразумений, связанных с доставкой через почту.

В редакции можно также приобрести журналы «КВАНТ»

и Приложения к ним за прошлые годы.

Наш адрес: 117296 Москва, Ленинский проспект, 64а, «КВАНТ»

тел. 930-56-48

Мы ждем вас ежедневно с понедельника по пятницу с 11 до 17 часов.

Звоните и приходите!

КВАНТ КВАНТ КВАНТ
N«KOIMMCM lit


