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Эта головоломка взята из книги

М Гарднера «Математические досуги».

В некоем городе начальник местного

ГАИ, большой шутник, развесил до-

дорожные знаки так, что ни одному авто-

автомобилисту не удавалось проехать через
весь город, ни разу не нарушив правила (а это весьма

благотворно сказалосьнасостоянии городской казны).
План города перед вами. Двигаться можно только в н~

правлении стрелок, поворачивать
— только там. где ест

закр\тления, разворачиваться на 180° или давать задний ход

5. Попробуйте объехать весь город и избежать штрафа
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Магнитная монополия

(Маленькая монография об объекте,
который, возможно, и не существует)

Дж.ВАЙЛИ

I

I
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ЗТА
СТАТЬЯ представляет собой

некоторыерезультаты моих «рас-
«раскопок» в пблагти магнитных мо-

нополев Как физик, я не чувствую,
чгтойьз минмппвдбыли v>k совсем три-

ьяальиым предметом Нп моя жена

Xojuot. очень галантливая художни-
иа. удиачястгя, почемуятрачустоль

ко времени на исслсдсжэния и наци

сание стагпш о невидимых малюсень

ких штучках, кнторьте могут и не

существовать. Я не могу eiaiaa'ib, по-

почему они скорее всего несуществуют,
но, возможно, я смогу немного par
сказгаъ о том, как бы оми вели себя

если бы существовали Это один из

моментов, которые делают жизнь

физика такой занимательной, — воз-

возможность виображата неши, которые

могли бы существовать

Северный полюс, южный
полюс

чем углубиться в проблему
магнитного монополя, имеет смысл

заметить, что вы знаетеужедовольно

много о пилюгах вообще Первыми
полюсами, о которых вы узнали,

были, вероятно, географические по-

полюса Земли tмерный и южный.

Следующими были магнитные по-

полюса — северный и южный Еще в

1269 году Иетрус Нерегринус ле

Марикур, французский военный ин

женер, вперлые заметил, что «сило-

«силовые» (магнитные) линии вокругкус
ка магнетика кажутся выходящими

изДвухопределенныхучастков. Про-
стгашин отражением этого факта в

наше времи являются окрашенные

концы намагниченной стрелки ком-

компаса Обычно конец стрелки, указы-

указывающий на Север, окрашивается в

красный цвети называется северным

Эта статья перепечатана к j чр

*Qtuinlmnv (май — мхч<ь 1995 к) С ине

магнитным полюсом Другой конец

стрелки, который часто окрашивают

в голубой цвет, называют южным

магнитным полюсом

Безз'словно, вы знаете, что север-
северные магнитные полюса притягивают-
притягиваются к южным, так что мы можем

заключить, что около северного гсог-

рафическот полюса Зеыяц лежит

южный магнитный полюс, & около

южноготрографическогогюлюгаЗем-
Земли — северный магнитный полюс На
самом деле л%к дв» различных вида

полюсов не совпадают Южный маг-

нитный полюс расаояожея немного

тжнес северного географического
полюса, так что у меня дома в Торон-
Торонто {Канада) компас показывает на-

направление на 10'к западу отистинно-

истинного Сснера
Тот факт, что географический и

магнитный полюса Земли несовпада-

совпадают, представляет собой интерсснин

предмет исслеловання сам по себе.

Оказывается, магнитныеполюсаЗем-

Земли непрерывно блуждали и блужда-
блуждают, и хорошая топографическая кар-
карга пвдгкзэмт вам. насколько гпльцо-

го изменении положения северного
магнитишь тр1люга можноожидаегь в

ближайшие годы Более того, имеют-

са геоло1-цчегкиедоказйтсльстватого,

что магнитные полюса Земли в про-

прошлом менялись местами, и эта пере-
перемена мегт происходила почти мгно-

мгновенно (разу^гтея, в геологическом

касшггабс времени)
Для любых магнитных полюсов.

будь тополюса .'fc-мли. полюса стрел-
стрелки комната или полюса любого маг-

магнита, спраиндливо то. что они всегда

встречаются в виде лары (северный
— южный) Эти пары иалыиают маг-

магнитными диполями. А вотмагнитный

монополь - это изолированный се-

северный или южный полюс, без пары
Имеютсядостаточно веские причины
думать что такое чупо-юяо должно

существовать, и больший?гга> дово-

доводов в пользу эгого как-то связаны с

С1гм,чстрисй природы Вы пожег* ус-

услышать утверждения физикпв. что

уравнения Максвелла, которые они
стыкают адг*тромзгнетизм, становят-

становятся совершение} симметричными, если

машитныемощнцлли сущестиукп. Это

само ло себе неилихая причина ве-

верить п минополи, но мы также уая

дим, что Дирак в работе 1931 г«аа

нашел способ объяснения одной из

величайших тана физики, который

опирается ва суще«.т*оваине хотя бы

ОДН11ГО монополя где-то во Вселен-

Вселенной Мк познакомимся с этим объяс

нением и поемшрим. как физики
ищут мо1Ю1н>ли f[о лля начала нам

стоит повторит!» кое-какие «хновы

Электрический и

магнитный монополи

Вспомним, что сила, действующая на
одиночный заряд q в -члактрическом

поле, равна F = qE (где ? —

иелмчи

на напряженности электрического
поля) Электрический ди1юль с^стп-

ит из двух tipucrpaircTBCHHO разде-

разделенных зарядов +q и —q. Мм можем

действовать строго формально и на-

назвать каждый заряд этого диполя

электряческим полюсом — положи-

положительным и отрицательным. «Сива*

^ле«.тр11чегкого полюса может быть

определена как q - F.'E. Такой уеди-
уединенный »голюс будсн называть элек-

электрическим ^4oнoпaпeм.
Если бы мы проделали то же самое

в магнетизме, го сказали бы, что два

равных по величине, но нротивопо
ложных по знаку полюса с «силой»

полюсов q' = F/B образуют магнит-

магнитный диполь (здесь В —

индукция
здгнитиого поля) Мапоггнын моно-

монополь — это существующий изолиро-
изолированный магнитный полюс, северный
или южный, с «силой» нилдоа tf.
Поскольку мы знаем, как Исследо-

Исследовать проблемы, включакиинг :-ик-к-



тричеокисмонополи (no-ииомуназы-
называемые зарядами), легко понять, как

проводить соответствующие вычис-

вычислениядля иагинтимхноюшалей Мы

можем, например, выписать выраже-
выражение для магнитного поля, которое
доджен был бы создавать единичный

монополь Действительно, электри-
электрическое mute, создаваемое отдельным

зарядом q, — это радиальное поле,

подчиняющееся закону обратных
квадратов. Напряженность поля ка

расстоянии г от заряда равна

1Г_ I Ч.

где cD= 8.85-10"" Кл2/(н *г) -

электрическаяпостоянная. Аналогит

но, индукция магнитного поля,

создаваемого магнитным кпнополем.

должна быть равна

где ц0 - 4тг tCP Н/А- — магнитная

постоянная

Вы. возможно, недоумеваете, отку-

дв мы узнали, какова должна быть

магнитная пигтояиная Я выскажу

без доказателмггаа ил» объяснения

(вы снижете узнатьоб этом больше в

ходе вашегосйльнейидегофизичесКсУ
го сбразлннаия) утверждинме о том,

что существует любопытное соотно-

соотношение

связывающее электричество, матае-

тизм и оптику как части единой фи-
физики. На самом деле магнитная пос-

постоянная вединицахСИ определяется

нашим выбором электрической пос-

постоянной и скоростью света, т.е. маг-

магнитная постоянная сама по себе не

является экспериментально опреде-
определяемой величиной. Вы уже знаете,

например, что свет (или, в более

общем случае, электромагнитное из-

лученде) состоит из кочеблющихся

электрического к магнитно колей.

Для нашихпроблек это означает, что
у нас есть хорошая рабочая формуль
для магнитного поля, которое созда-

создавал бы магнитный монополь Одна-

Однако, как это им печально и, может

быть, удивительно, одинокий маг-

магнитный ИОКОВОЛ& никогда не был

обнаружен Но это ие мешает нам

поинтересоваться, каковы могян бы

быть его пюнетва.

КВАНТ I 9 9 8 / Jh г

Свойства магнитного

МОНОПОЛЯ
Б 1904 гиду Дж Дж Томсчж Ti-opent
чески изучал движение аяектрона в

окрестности магнитного моиополя

Несомненно, он хотел понять, как он

мог бы «узнать» магнитный моно-

поль» если бы натолкнулся на него

Мы имеем большой опыт определе-

определения наличия электрических монопо

лей (зарядов), ия папомшовам, как

этоделается Мы простовыстрелива-
выстреливаем недатпръш заряд в сторон; иссле-

исследует irn и наблюдаем характерное
отклинише первого.1 Чтобысааметить
присутствие магнитного монополя,

мы также вообразим, что пробный
магнитный заряд

— движущийся
электрический заряд — выстрелива-
выстреливается в его сторону, но мы лдежлы

понимать, какого рада отклонения

следует ожидать. Сила, нснытывае

мая одним электрическим зарядом со

стороныдругого, направлена по пря-

мои, соеяит!ятоя{ей заряды? съта, кс-

пытываемаядвижуигичеяэлектричес
KiiM зарядом со стороны магнитного

монополя, более сложна и потребует
детального объяснения

На рисунке 1 приведена схема во-

воображаемого эксперимента. Пусть

а) Ш<Г б)

Рас. 1

пробный зарядQ обладает начальной

скоростью, равной V, и движется по

направлению к неподвижному (ва-

крепленному) монополю с «силой»
полюса q*. Мы можем проводить

эксперименты с меняющемся при-

прицельным расстоянием Ь, т.е. расстоя-
кием между двумя прямым», парал-

параллельным» скорости заряда, причем

* Хотя я *ыр iw упннинал «ft ми, мы

можем также пред&яавзмпь еравигпаир.-
nhmte wnw (поле пшотгния) как резуль-
результат dtut пвия грввитщиохню менеття
(vfh&bf* налыкаемоАг Masxtju). Ми ламе-
¦Wkm Прш i/пгепише пакот граеияшццок-
ячги полюса путем Ггобтюдегщя движу-
VJffiicn rtfuttnanL пасы. В гтлихие cm ко- •

лккив е элккмр0маг»епц*ме. ъпршгр-
тельных nifUQLr/з « гравитации не суще-

существует (не существует огта-живтеи&й
й )

|>дна проходит через моншюль, а

другая — через заряд. Все, что мы

должны знать,
— это выражение для

силы, действующей на движущийся
заряд в магнитном поле, а эта сила,

разумеется, является хорошо извест-

известной силой Лоренца

Одно очевидное заключена*?, кото-

котороемыможем вывести, систигвтом,

что при придельном расстоянии b
~ С

Скорость будет каряллсльна одной из
линий поля и сила, действующая ка

заряд, ие возникнет. Заряд в конце

концов столкнется с монопатам. Это
— крайне маловероятный аданариб,
поэтому мы изобразили схематичес-

схематически движение нашегопробногозаряда
для ненулевых прицельных расстоя-
расстояний. При этом оказывается, что наш

заряд движется «од ненулевым уг-

углом к магнитным линиям поля В

специальном случае, когда скорость

заряда составляет прямой уголс маг-

магнитными линиями поля, заряд дол-

должен двигаться по круговой траекто-
траектории. Большинство старшеклассников
изучают подобные проблемы и даже
учатся вычислятьрадиусы кругового
и спирального движении.

Наша задача отличается отвышеу-
вышеупомянутых по двум очень важным

причинам Лиде моцокюля не одно-

однородно — его линии расходятся Поэ-

Поэтому заряд постепенно входит в об-

области все более и боле* сильного

поля. Мм сможем лучщр понять тра-

траекторию заряда, если разобьем его

движенце на два этапа Рисунок 1

выявляетдве существемше характе-

характеристики движения заряда. Б любой

момент мржйр представить скорость
в виде векторной суммыдвух состав-

составляющих
— радиальной составляю-

составляющей, нараллельной линиям магнит-

магнитного поля, и тангенциальной состав-

составляющей, перпендикулярной линиям

поля- Первоначально движение бу-
будет ь основном (хотя и не совсек)
радиальным, поскольку заряд дви-

движется к мовонолю издалека с л^бипь-
11ШМ прицельным расстоянием. На

рисунке 1 ,а качальная1гебольшаятан-

тангенциальная составляющая скорости
заряда показана стрелкой, направ-
направленной за рисунок Радиальная со-

составляющая скорости ие приводит к

появлению силы. Сила же, действу-
действующая на заряд вследствие тангенци-

тангенциальной составлккццей скорости, так-

также тангенциальная
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I |ерьая общая характеристикадви-
движения нашет пробного заряда те-

теперь ясна. По мере приближения к

монополюдвижение превращается из

гнктупательного (близких» к прямо-

прямолинейному) новращательное (иокруг
узкого пучка линий поля). При этом

должен иметь место переход кинети-

кинетической энергии поступательногодви-

движения в кинетическую пнергию вра-

шатсльного движения, пискольку

магнитное полене совершаетработы.
Дейстпитс-льно, сила Лоренца, дей-
действующая кадвижущийся заряд, всег-

дв перпендикулярна скорости заря-

да, поэтому она we может изменить

величину скорости (а только направ-
направление) Заряд, который первоначаль-
первоначально двигался по направлению к моно

полю, ламедяястприбдижеши?кнему,
приобретаяодгюгуктчшовращатель-
вращательное движение. Так как поле растет но

мере приближения заряда к монопо-

лю, этотэффелтпроявляетеявсеболь-
ше и больше, пока заряд не приобре-
приобретает чисто вращательное движение и

неперестаетпрн&микатьсякмоноло-

лю. Хотя у заряда вначале была в

основном радиальная скорость, в ко-

конечном итоге он будет иметь чисто

тангенциальную скорость

На рисунке 1 ,бмыизобразили гилу,
изменяющуютангещдаалънуюсостав-

составляющую скорости в магнитном поле.

В данном случае сила направлена на

рисунка. Такни образом, здесь про-

проиллюстрирована вторая общая ха-

характеристикадвижениянашегоэаря-

да. по мере тогокак зарядприобрета-
приобретает вращательние движение вокруг
гичкой из линий иоля, отталкивание

гчмкду зарядом и монондоем растет,
что днлжн» привести к обратному
превращению вращательного движе-
движении в п»*тупательнос, но теперь с

направлении, ггрехппххюложнимтому,

откудв он прилетел.

Объединяя w это, можно ска-

сказать, что наш заряд будет прибли-
приближаться к монополю, закручиваясь
все больше и больше вокругодной из

линий поля и испытывая отталки-

отталкивание при этом закручивании В

некоторой точке заряд будет совер-

совершать только вращательное движе-

движение и. под действием все еш« при-

присутствующего отталкивания, нач-

начнет удаляться, двигаясь по спирали

вокруг той we линии поля В конеч-

конечном итоге мы ожидаем, что заряд

вирнется обратно, двигаясь к нам с

той же скоростью, которую мы ему

первоначально придали. Это движе-

-0.S 0 0,5 1 15 -0.5 0 A5 I 1.5

А X

Рис.2 Компьютерные расчеты траектория электрического заряда около магнитно-
магнитного МОНОПОЛЯ

ние не ограничивается случаем чис-

чисто радиального поля, как толькп

что рассмотренное иоле монополя

Любое сильно расходящееся магнит-

магнитное поле будет отражать движу
щпйся заряд такт» же образом
Пространсть-етюе двлхтане заря-

заряда изображено на рисунке 2 в виде

проекции еготраекториинадвеплос-

плоскости Начальная скорость заряда
направленаносси Z, начальноеполо-
положение заряда в точке х

= 1, у = - 5,
а «онополь помешен в начало коор-
координат. Переменные по осям —

это

безразмерные величины, используе-
используемые для описания движения заряда.

Рисунок 2,а представляетвилдвиже-
движения заряда «сверху^ в плоскости X,

Z. Заметьте, как заряд мзменяет свое

поступательног движение на враща-

вращательное, сначала медленно и затем

быстрее и быстрее по мере увеличе-

нна интенсивности поля Рисунок 2,6
лкчаэиваегьилдввжениязаряда, если

смотреть OTH^iaja «синовой» липни

ЗарядпервоначальноПриходиткнам
из рисунка и достигает точки, где его

движение становится чисто круго-
круговым Силы отталкивания затем посы-

посылают его назад в направлении —Z.
опять заменяя его вращательноедви-

движение на поступательное. Спира.эь-
ноедвиженце заряда вокруградиаль-
радиальной яинвд поля ясно видио на двух

полизанных нриекциях
2

ПроблемаТомспнэ 1904 годасосто
ит в том. что в простейшем варианте

предгюяагается возможность обгтре-
ливать алектронами неподвиж«ьш

монополь. Решение такой задачи не-

несомненно дало бы иам некоторое по

нимаиие свойств монополя. но мы

инеем значительно больше шансов

встретить момополъ, двигающийся

зигза1-ообразно мим» «ас, чем натол-

натолкнуться иа монополь, стоящий на

месте Нам придется стать немного

Долге изобретательными в наших

идеях, чтобы обнаружить мпыополи,
но сначала едлеэно осознать, что мы

можем пошггь многохг в природе, ис-

используя наши понятия физики жвдо-
полей

Магнитные монололи в

природе
Заголовок этого раздела несколько

обманч0в, постольку магнитные мо-

нополи не с>тцестауют (или, по край-
крайней мере, ни один кэ них не был

обнаружен). Тем не менее, наше изу-
изучение физики монополек позволит

нам пониматьприроду лучше Чтобы

убедиться в этом, двваите сначала

исследуем поле, Розданное магнит-

магнитным двполем На рисунке 3 изобра-
изображен магнитный диполь, и мы хтям

вычислить величину гюля на рассто-

^
Я tie Mi,g счцтаггя,

идею цраъроечия этих Kov»»*Wp*«i
риерхкав. ti J9SH mdg я vu&aa лекцию о

Monoftoutx KtinoUfKoi ксчандг ifw Меж
itynafjodncju Олимпиады по физике Один
из членов Кабинды. Дзвид Xout
mie ftecxo.-ffen амд&мтнш.

пых pucyuKfitt. когцорие ои соеча? «i

ческой ко.чпъюыернпи лаборатории Мас-

сачщюискпю mexfuKwuvгкею
ii'KmumuntfU Mtte *i»/Ai приятно,
Miiii бывший c&gA&on

Рис.3 Магнитное поле (сппоилые/м-

нифдиполя, которое является суперпо-
суперпозицией двух радиальных полей (пунк-
(пунктирные пинии), окружающихкаждый от-
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от средией тучки диполя на

его «си Клалхитсллкиг линии поля

диполя (вспомните Землю или про-

простой стдэжневои магнит) изебрллс

иыдлрсытс^5*атнчм:кп ВоткчЩйполя

определяется цуиернызидоги u
индивидуальны}; монополий

где г^х-1/2 и r2-x + lf2 (Г -

ллннадиполя) Вдали отдвпояя для

jc л- /, выражгяне упрощается и дает

47W

где m = <у7 — магнитный момент

диполя Вы можете чуть развлечься,
записывая выражение магнитного

поуш вдали от дииоля. но на линии

перпендикулярной оси диполя Это

полг тоже сбратво пропорционально
кубурасстояния Такимобразом мож
но >6ед»пься, что магнитное йоте

вдали от диполя всегда меняется как

Самое важное согт*>ит в том. что

поле магнитного диполя является

суперпозицией двух радиальных по

лей монополек Вычисление, продс

лакное выше, как раз использует этот

факт Напомним, чторасстояниемеж

ду полюезли диполя равно / и мы

считали, что г~л> I 1||*ело«Л1>/к»'-м
теперь, что мы ниеяедуем поле дипо

ля на расстоянии г<:1 от одного из

поносив Висноыюхмыувидимтоль-

только радиальное поле мононоля, ткк

чтп\ хотя НОнополи не существуют в

приреще. поведение заряженной час-

частицы вблизи одяого из голюгов поля

диполя (ини, в биле** общем случае.
любого мультиполыюго поля) в ос-

основном тякови, как было описано и

предыдущем разделе Чтобы найти

весьма впечатляющий пример этого,

обратимся к так называемым радна
циоиным поясам Ван Аллсна

В мае 1958 года американский фи-
физик Ван Аллен объявил, что сущее

твует пояс окружающий Землю,
включающий интенгнаные потоки

частиц высоких энергий Его vretp-
задскне основывалось на показаниях

счетчика Гейгера, который Ван Ал-

Аллен поместил на |икете, талустившей
первый американский спутник Зем-
Земли Оксплорер-1) Последующие ис

следования обнаружили два пояса

внутренний пояс в пределах двух
земных ралиусок от центра Зем.ш и

внешний пояс между двуми и во-

восемью земными р^янугами 11а»'пщь1
—

это в основном «ротоны, Busmtt-ta

ющие пол дейсгиием высокоэнергс-
тических кш-миьсскил лучей, прони-
проникающих в земную атмосферу Плот-

Плотность атмосферы на высотах нижних

границ ппясов (между 400 и 1000 км

над уровнем меря) так иязка, что

ГфОТОНЫМОГЛЯбы нуТЕШРГГРОВЗТЪСОТНИ

с молекулами атдосферемх газов

Протоны внижнем 1юяс«.мо1ут иметь

энергию вплоть до 3 10' эВ, а их

плотность такова, что до 2О000 час-

тип могут пересекать площадку в 1

см2 каждую секунду Оценки пока-

показывают, что для достижения этих

величин протон в ереднеи должен

Рис 4

был бы оставаться пойманным в поя-

поясе- в течение 1С лет1 Что может обес-

обеспечить таког удержание высокоэнер-
высокоэнергетических частим?

На рисунке 4 магнитное поле Зем-

Земли показано со схематически изнбра-
женным ацутренним поясом Ван Ал-

лена Показана траектория притока с

начальной скО|ик-гмо. направленной

подуглом к оси цояса Как и внаших

предыдущих рассулкденилх. протон

будет двигаться по спирали воируг
линии поля по направлению к маг-

магнитному полюсу, но в конечном ишге

будет отражен назад по начальной

линии его движении Огрлзиишиг-h
от другого полюса подобным же об-

образом, протон может быть захвачен

на годы

Сейчас наступает время вернуться
к основной теме данном статьи —

исследованию физики межопешей Я
обещал, что мы йсследугм веляк>10

тайну физики, - и нот мы начинаем

Монополи Дирака
В 1931 году Поль Дирак использовал'
квантовую механику для иэ>'чения
свойств моиолилей и нашел возмож-

возможный ответ на вопрос о квантованш!

электрического заряда. До гего дня
остается ^^гадкей, почему электри-
электрический заряд существует только в

кодачесгвах, кратныхфундаммггаль-
иому заряду е = IJ6 10 Кл Дирак
nauteji ныр?л.енис для «силы» маг-

магнитного полюса, которое, казалось,

указывало цатот факт, что, если хотя

бы один магнитный моиодоль сущес-

существует в природе, ллекгрический за-

заряд обязан быть квантованным Дн-

рак использовал для доказательства

этого факта достаточно сложные ме

толы квантойой механики, но мы

можем набежать ърлмеяеиия слож-

сложной математики и добраться до сути

дела с помощью современного пони

мания сверхпроводимости.

Сверхпроводник позволяет току

течь без всякой! сопротивлении

Многиеметаллы становятсясверхпро-

сверхпроводниками ниже некоторой очень

ннэкой темпе|1атуры (часто сравни
мой с температурой жидкого гслин).
В последнее время специалисты 1Г|И»-
являют большой интерес к области

высокотемиерагурной глерхпроводи-
мости. В этом случае удается превра-
превратить некоторые специальные соедя

ненка в сверхпроводники при высо-

высокой критической температуре
— по

рядка 100 К. Вообрьзим. например
петлю, сделаякую из сверзшроводя
щей проволоки ЭДС, индуинровак-
иая в прпьолгже за сколь yj'cyiHO

короткий промежуток времевь, вы-

вызовет стацноиарный ток, поскольку

сопротивление. кито|5ое могло бы

«подавить»- индуцированный ток.

птсутствует. Мы можем ицдунир!»-
вать этот ток, пропуская магнитный

потокчерез иетлю Магнитныйпоток
—

этоприщведсове магнитногополя,

проходящего через петлю с. током, и

площади, охватываемой петлей За

кон Фарадея двет

адс-f.
где Ф - мягнигный поток. Если в

какой-то момент поток через петлю

изменится, в петле будет ивдуциро
вана ЭДС, а значит, и ток Отрица-
Отрицательный знак в законе Фарадея -

это напоминание о правиле Ленца,

которое утверждает, что ивдутщро

ванная ЭДС будет припшодейство
вать изменению магнитного потока,

которое ее вызвало

Вообразим также, что монополь с

«сплои» полюса q" движетгя по на

правлению к нашей сеерхпроводн-
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Рис. 5

щей петле (рнс.5) Тогдв в петле

будетмидуцироваться начальный ток
/, создающий поле В, проходящее
через петлю, которое будет, в свою

очередь, противоположно полю мо-

яополл, которое вызвало индукцию.

После того как монополь прошел

аярез петлю, «цдуцированный ток

все еще течет в том же направлении,
чтобы создавать поле, которое заме-

заменит уменьшающееся поле монополя.

Таким образом, когдамонополь прой-
пройдет через петлю, токбудет течь толь-
только в одном направлении. Этот ток

Рис. е

весьмаотличаетсяоттока, индуциро-

индуцированного в петле, когда через «ее про-
проходит магнитный диполь (рнс.6). В
этом случае ток, индуцированный
при приближении магнитного дипо-

нн к петле, будет того же направле-

направления, что для приближающегося мо-

монополя, но индуцированный ток для

удаляющегося диполя Судет проти-
противоположен току для приближающе-
приближающегося

Ток, индуцированный в сверхпро-

сверхпроводящей петне проходящим монопо-

лсм, сохранялся бы очень долго
после того, как монополь улетел.
Это характерное событие позволило

бы зарегистрировать прохождение
магнитного мопополя. С использо-

использованием этого эффекта были скон-

сконструированы многие эксперимен-
экспериментальные установки Одной из воз-

возникающих при этом проблем оказа-

оказалось изготовление достато шо боль-
больших сверхпроводящих детекторов,

которые можно заэкранировать от

влияния внешних изменений маг-

магнитного поля.

14 февраля 1982 года (в день Свя-

Святого Валентина) физик Блас Кабре-
ра, работавший на эксперименталь-
экспериментальной установке в Станфордском уни-

университете, зарегистрировал сигнал от

одиночного большого события-кан-

события-кандидата, которое дало совершенно

правильную форму индуцированно-
индуцированного тока. Каорера использовал четы-

рехвитковую свехпроводящую ка-

катушку с площадью 20 см2 Было
объявлено, что обнаруженное собы-
событие имеет неопределенность всего

± 5% Но даже несмотря на то, что

Каорера не мог приписать событие
какой-либо другой причине, кроме
прохождения монополя, оно не по-

получило общего лриакяния в качест-

качестве доказательства существования мо-

нополей, поскольку в таком экспе-

эксперименте не было зарегистрировано
других значительных событий.
В 1983 году группа ученых в Бер-

Беркли собрала установку, которая дол-
должна была скомбинировать сигналы

от нескольких сверхпроводящих пе-

петель, каждая площадью порядка

1 мг. Явлений, сходных с прохожде-
прохождением моиополя, при этом не наблю-

наблюдалось. Этот метод, однако, остается

многообещающим,посколькуовочень
чувствителен и не зависитотмассы и

скорости пролетающего монополя.
Закон Фарадея требует, чтобы воз-

возникал ток, который вызывает маг-

магнитный поток, равный и противопо-

противоположны» полному потоку от монопо-

монополя, проходящего через петлю. Пос-

Поскольку весь монополь проходит че-

через петлю, полный магнитный поток

от монополядолженуравневеидавать-
ся полем петян. Вычислить этот пол-

полный поток легко, если мы вообразим
сферическую поверхность радиусом
г вокруг монополя. Поток будет тог-

тогдв равен

Придирчивыйстудент-фнзикдолжен
возразить против такого вывода. По-

Почему я вычисляю здесь полный поток

моиополя, когдв в большинствеситу-

ситуаций только поток магнитного поля,

перпендйкулярпого плоскости петян

с током, даст вклад в эффект индук-

индукции? Рвйница со стандартной ситуа-
ситуацией алесь в том, что мы не просто
наменяем величину или направление

поля относительно петли с током —

мы на самом деле пропускаем изоли-

изолированный источник линии полячерез
петлю.

Чтобы увидеть, в чем причина, во-

вообразим разделение каждой линии

поля на составляющие, перпендику-
перпендикулярные и параллельные плоскости
петли с током Когдв моиополь при-

приближается к петле, величина перпен-
перпендикулярной составляющей поля уве-
увеличивается, и в петле по закону Фа-

Фарадея возникает индуцированная
ЭДС. Однако радиальные линии

поля, параллельные поверхности,
также аносят вклад в индуцирован-

индуцированную ЭДС Дейстнительно, вообра
зимдщгкентсепетлистоком всистеме

отсчетамонополя. Когда металличес-
металлическая проволока проходит через ради

альные линии поля, свободные носи-

носители наряда в проволоке будутиспы-
испытывать действие силы Лоренца, и это

вызовет протекание тока в том же

направлении, в котором течет инду-

цнрованныи ток. вызываемый пер-

перпендикулярными составляющими
поля. И, таким образом, действи-
действительно сверхпроводящан петли дол-

должна скомпенсировать полный поток

монополя.

Теперь приступам к самому любо-

пытному. В 1961 году было экспе-

экспериментально обнаружено, что поток

через сверхпроводящую петлю с то-

током квантован и может принимать
только значения, кратные некоторо-

некоторому конечному минимальному пото-

потоку. Вспомним, что в нашей экспери-

экспериментальной установке прохождение
монополя оставит постоянный ток.

текущий в сверхпроводящей петле-

Поскольку поток через петлю зави-

зависит от этого тока, который, в свою

очередь, вызывается движением но-

носителей заряда, это означает, что

носители могут находиться только

в дискретных анергетических со-

состояниях Это должно эаучатъ зна-

знакомо заряд, движущийся по кру-
"

говой орбите и находящийся только

в дискретных энергетических состо-

состояниях. Боровская модель атома во-

водорода дает как раз такую картину.
Бор утверждал, что электрон, дви-

движущийся по круговой орбите ради-

радиусом R. должен подчиняться ус-



КВАНТ - Г998

лопаю

V

где к — I)jp — длина волны де

ля алсьтрока (здесь р = tnv — им-

ityjtu. электрона, А — гшггоянкая

Шапна) В иншем случае мы можем

считать, 410 носитель заряда
— эдек

трон
— движется ро другоиои орбите

воднородиоммагнитном fruit;В Сила

Лоренца будет вызывать центростре-
центростремительное ускорение:

Комбинация этих двух результатов
даст

конечном счете приходим к ранен-
стпу

7l

Таким образом, поток через петлю с

ТОКОМ KBjHTOEJH"

Кнантнотока (или фдюксон) очень

мал — порядка 2 10 Тл м В ти-

типичной макроскопическойсистемеэто

кваиуоианпе не заметно, т с не каж

пыйллекгрон. движущийсяпо круго-
круговой прбитр, нало рассматривать кван-

тово-механмчес.ки Однакогвгрхпро
подннки — лто редкий класс матерн-

ллов, у которых квантово-механичес

к*.** ишяуение. станощпгя задотым

на макроскопическом уриине (Fhtr

двджно быть темой другой статьи, а

сейчас: достаточно отметдаъ, что в

процессах твпа сверхлроксшимости и

сверхтекучести
— когда жидкость

течет, не обнаруживая вязкиеги,

квантовые корреляции макроскопи-

макроскопического масштаба между одинотаы-

ми.тлосгроиамиоченьреальныиочень

заметны ) В результате прохожде-
прохождения М0НО1ЮЛЯ через сверхпроводя-

сверхпроводящую петлю иозникает магнитами

Autoic врличиинм вс'Сто в пару флюк-
соиов Замечательно, что современ-

современная технология иожст аккуратно иэ-

Mt-ригь столь малий поток (и это

толкко бяагодара разви-

с.верхпроподящих полупровид-
«икопых устройств).
Скомбинируем наши результаты

для полного потока, которыидолжен

быть урапповешен потоком петли с

гоком из-аа прсаолдения монополя,

и условий квантования потока. Мы в

Эхо -

зиа^к-интоедщяконскосусло-

анедлямйгнитного зарядамоиополя

Здесь оно вьц>ажено в единицах СИ,
которая обычно ие используется для

ьвантоно-мехаиическлх расчетов (вот

почему оно может ипкаэаться с пер-
первого вэгледа незнакомым miny, кто

видел его ранс'е выраженным в ели-

ницак других систем). Дирак впер-
впервые вывел это ycnoBMf в 1931 году, и

моиополи, которые оло описывает,

до сих пор называюг^.ч мотиюлями

Дирака. То, что оно утверждает, за

мечательно Ест» хотя бы один моно-

ноль скаким утодно магнитным заря-

зарядомсуществует ко Вселенной, тоэлек-

электрический заряд обязательнодолжен
бытьквантованным.То, почг-му элек-
трическйб зарядквантован, насамом
деле великая тайна физики. Нет пра-
чиц, почему это должно быть именно

так Просто так оно есть. Существо-
ванне монополя Дирака объяснило
бы причину квантования заряда (а

физики любят знать причины ее

шей)
Мы можем оценить массу кннюло-

ля Дирака по результатам кванто-

квантования. Энергии алектрич«*ского и

магццтлого полей даются выраже
ниями

—

1 '

где с — еко|10сть света, a ? и В
—

электрическое и магнитное поля.

Пггкольку поля злектроиа н мс«1опо-

Ля п^кщпршюнальны электрическо-
электрическому и магнитному зарядам соотиет-

ственно, мы можем оценить массу
мо1юполя Дирака так.

«и--1
-2

Используя наше условие

нин, мы находим, что минимальная

масса моиопиля

h'l
""in - 2«

Таким образом, у ионоцоля Дирака
должна быть масса лишь немного

больше двух протонных масс. Не

исключено, что монололь Дирака
мог бы возникнуть в современном

ускорнтилё, но оказалось, что это не

самый эффективный путь его шу

иска.

Большой магнитный эаряд и отно-

ситслыш маленькая масса монопо-

лей Дирака означают, что идин из

них может быть ускорен до очень

больших скоростей галактическими

магнитными поллмн и затем сильно

взаимодействовать с веществом (Мо-
нополь, алегая в вещество с боль-

большой Скоростью, действует как шар

для боулинга в магалше фарфора )
Тосда почему ученые не видят моио-

полей? Гложет б|*пъ, их вокруг очень

мало (если они вообще существу
ют)?
Модель расширяющейся Вселен-

Вселенной может предложить объяснение

Предполагается, что если «первобыт-
«первобытные» МОНОПОЛИ К ВОЗНИКЛИ бы В

достаточно больших келтесгвлх при

Большом Взрыве, то быстрое разду
ванне Вселенной ограничили бы

плитнощ. монополей до значений,

которые находятся в согласии с тем

верхним пределом их плотности, ко-

который можно определить, опираясь
на факт некаблюлаемогти монопо-

монополей

Наконец, днржовекая теория мо-

нополя не яаляется едеткггосинмм

нрмгндентом на истину Так, на

иболее изентная грели других тео-

теорий — Теории великого обкдине-

ния (ТВО для краткости) также

предсказынает гущгствованир моно-

лолгй. Эта ТВО-монополи должны
иметь свойства, ыхгьма отличные от

моиополей Дирака. Наиболее гущес-

гвенно, что их массы могут быть

лджс в 1016 раз больше массы моно

полей Дирака. Эта ицхткая масса

означала бы, что ТВО-монополъ мог

быть порожден только во

Большого Взрыва Если бы

гак. бь[ло бы вполне вероятно, что

имеется некоторый высший смысл в

квантовании как электрического, так

и мапштного зарядов В физике тай-

ны порождают тайны



Самоподобные мозаики

Н.ДОЛБИЛИН

ПЬРЬД
чтением згой

лсзко ознакомиться со спаьсй «Иг-

pa«Xa«ic» ¦¦ фрактали» («Квант*
V 6 ла 1997 г ) В гой пгггп* уночнна-

Преобразования подобия

Однако прежде чем расосатрнпать само-

ниаибиые фракталы, рэтуяно обратиться
к Лидсе простымпримерамсшоттодобкых

|/п,екгог1 — мозаикам. Слон на первых м

прнмереш глыоподебньзх мо

был иогтроен. amлиш1м фшзнком

Роджсрим FIcupovsoM Потv открытия в

1984 году фи-дмеских кваздкртепшиш

\1эоры Педроуза стали общенршгятой мо-

моделью для изучение их геометрический

leojictb Новые исчмкклашш* связи этих

разбиений с iKSoTopus-iii другими раз

/цядми математики были обмарувд'км

.iMt-рвкажкими математиками Джоном

и Билом Ttp>Tuu«k. Яи.тсние

иидобии играет важкую роль n сдаре
машых областях математики, таких как

чинлми1!е« кие CiW-ifMbi фракталы ква

Самоподобные фигуры

Хороню изнсстно. что треуголъаик

разбивается ерклнммн линиями на

четыре равных мгжлу собой ^су-

(рис.1). Каждый из

н«1до<$си исходному. В этом смысле

TjjcvrojibHHK является гамошиобной

фиг>'роя.
Фигур\ Г называют сахоиодсС

unit, «-ли ее можно разрезать на

неск«ыы<пфигур F%, F-lt ., /-„.каж-
лая из которые подобна исходной

Так к,ок каждое слагаемое /•- подо

бно фиг>гре F, rii И.ЧГЛТЯ лреобраво
lunnc подобия А,. которое переводих

фщуру F ъ фигуру Ft АД/) = /^.
Коэффициенты ^,1=1. . »и.этих

преобразований по^юбия не обяза

гелыю равны мгдицг собоц, но вес

меньше

что преобразование v тю

добил называетсятакоепреобразова-
преобразование It плоскости (или пространства).
при кошром расст«1янис d{x. у) меж-
между нобыми двумя точкаян х и у

изменяетсяи nei:inro|X)e, одно и тоже,
число k раз

= k-d(fi[x А > С

В частике* случае, когда А = I,

преобразование пидобин является

движением Некоторые издвижений,
например параллельный пе.ргиог пи

ненулевий иектир, перемешают каж-

каждую точку в некглоруш другую точ-

ку. Другие, например попорот g
плоскости вокруг точки С) на некото-

некоторый угол, оставляют точку С) па

месте Про такую точку О. что^(О) =

- С), говорят, чтоонаявляется испод
важной точкой преобразования д„
Таким об|1и.э»>м, поворот вокруг точ~

ки имсс-i единственную неподвиж-
неподвижную точку Третий тип даиженый —

отражение (симметрия) игнеситель-

но искторий прямой I имеет бес-
бесконечно мно/о неяидиижных 7?гоч«№.,
которые составляют прямую /. Итак.

однидш1ж«-ниямог>гт не иметь непод-

неподвижных точек, другие .могут им<ть

одну или бесконечно много непод-

неподвижных точек

Положение меняется, КО1ЛН мы

имеем дняи г подобием Л, ис являю-

являющимся двилен11е.м, а именно когда

коэффициент А(> 0) rn>jo6iL4 А не

равен 1. Тогда преобразование Ь име-
имеет иегкщигжную точку и гцлггом едгас-

ственнлто '

Благодаря замечательной теореме
о неполвижвои n^JKcвсякое преобра-
преобразование ПОДобия ПЛОСКОСТИ С Kt»3l]l-
фи11нечт«м к * 1 имеетединственную

неподвижную точку, скажем ппчку

О Поэтому преобразппапмс чпдг/нш
можно представить как г^мт'етлю с

центром в точке О и коэффициентом

Эта щякрт'шх ттре.ча нерпа и
¦подох» дяя нрепьргШгпги'и чгюпбия.

ma tie

по ир

б т е Л-гя таких ч

4

А *. последующим поворотом нешруг

С) на некоторый угол иш О11>ал.ени
ем отпоситглмю иеситорон прямой,
[[роходящгй через СХ В частотга,

такие преобразование может быть

«чисюй» гомотетией, те .может ис

содержать никакой поворотной со

ставляклцен

Гримеры самоподобных
фигур

Треугольник
Итак произвольный треугольник
разбивается средними линнямн на

четыре 1111Д|У»ных см)' треугольника
Каковы те преобразования подс^бин,
которые переьодят исходный треу-
пыышк ЛВС в ему подобные час

ти? Гкршяе три
— это гойнтетии с

центрами и вершинах Д. Л., Л3 и

коэффициентом ^,
и четвертое

—

ли юмотетля с центром ь точке пе-

леднан треугольпика

АЛ и кск|ффнциентом -~ П|«:-

лелнее ирггЛразованне можно пред-

представить иначе как гомотетию и точ-

точке пересечении мгдяан с положи-

положительным СвдффиЦНСНТОМ „ С IKiC/ie-

Лующим пС|ВГфотг>м BOKpyi той же

точки на ISO*

Прямоугольный треугольник

Если трг\тол1>ник прямоугольный,
то он лопускает, как известно, и

другое разбиение на лва

треугольника (рис.2}

Рис 2

Рассмотрим npeoA|Ki3»ueiiiie подо-

подобия д. которое есть произведение

гомотетии А, с неподвижным цент-

центром в вершине Лис коэффициентом
, АВ
Ъ

=
и отраже1шя отйосительно

f<Tth
биссектрисы угла ZtAC Ясно, что

i К1ИЧЧ





САМОГОЛОБНЫЕ МОЗАИКИ

Преобразование <72» которое пере-

переводит треугольник ААВС в &BDC,
есть, как легко видеть, произведение

гомотетии с центромв Си кшффипп
ентом А^ = -^^ и отражения относи-

относили

тельно биссектрисы угла ZACB

Обратим вниманиена одно отличие
этого примера от предыдущего. В

случве прямоугольных треугольни-
треугольников коэффициенты преобразований
различны по абсолютной величине.

Домино

Фигура «ломино* coctoitt из двух

равныхквадратов и можетбытъопять

Рис.3

разрезана на 4 подобные копии (рис
3)

Задача. 1, Определите неподвижную
точку для каэвдого из преобразований
подобна Л,.

«Стул»»

Фигура «стул» (триомино) состав-

составляется из трех равных квадрагов и

можетбыть разрезана на 4 подобных
копни Ft, F2t F3 и г^ (рис. 4). Пусть

Рис А

Ц.. 'fe»Ai т Ai "~ преобразования подо
бия. которые переводят «большой»

стул в соответствующие части Ясно.

что все они имеют коэффициент ¦=-.

Приэтом Л, и А^ являются, очевидно,
гомотетиями с центрами в точкакЛ и

D соответственно.

Задача 2. Определите неподвижную
точку для преобразования подобия 1%
(соотаетсгвенно 10

Сфинкс

«Сфинкс»- (гексамино) составияется

из6 праннльных треугольников (рис.
5)иможетбытьразбит на4 подобные
копни (рис. 6).

Задача 3. Олредетгге неподвижную

точку для каждого нз преобразован-т

Рис. 5

Рис. 6

1

D

Самоподобные фигуры и

мозаики
Рассмотрим иа плоскости какую-ни-
какую-нибудь «хорошую» самоподобную фи-

фигуру Fбездыр, такуюкак. например.

треугольникили параллелограмм к.ти

ещекакой-нибульсамоподобный мно-

гоуготьник. который допускает раз-
биевие на подобные ему и в то же

время попарно равные меиугу собой

фигуры Тотда копиями фигуры F
можно замостить вею плоскость без

пропусков и перекрытии. Замощение
есей плоскоегги плитками без пере-

крытнйназываютмозаикой. Если все

плитки в мозаике попарно равны, то

мозалка называется моноэдра гъной

Как получить ноноэдралькую мо-

заику, исходя изсамоподобной фигу-
фигуры F"> И1«еется шгсколькопутей. Один
из них, на первый взгляд, кажется

наиболее простым, хотя в действи-
действительности содержит каоерзкый мо-

момент. Возьмем, например, «сгуд» F

определенного размера (рис. 7. в) и

е

в

Рис 7

разобьем его на четыре «стульчика*,
каждый вдвое меньшего размера

(рис.7, 6) Увеличим эту картинку
вдвое так. чтобы каждый «стульчик»

выросдо размеров оригинала (рис.7,
в). Затем разрежем каждый из четы-

четырех «стульев» опятьна четыре «стуль-
«стульчика» (рис 7, г) и опять получивше-
получившееся увеличим вдвое. Повторяя эту

процедуру опять и опять,,мы получа-
получаем неограниченно расширяющуюся

Г-образиую область, состоящую из

равных «стульев*.
Эта процедура имеет странное на

звание: «дефляция инфляция»
Знакомое всем нам слова -*инфля
ция» соответствует этапу укрупне-

укрупнения плиток, а менее привычное

«дефляция» — подразбиению укруп-
укрупненных на предыдущем этаое плиток

ва более мелкие плитки «В преде-

пределе», как часто говорят, этот процесс

(будем обозначать его как «ди-про-
цесс») приводит к моноздралыюй
мозаике Нокакрээ«псреходкпреде-
лу» м содержит упомянутый выше

каверзный момент. Собственно, с

каком «пределе* здесь идет речь?
Очевидно, что в результате ди-про-

цесса мы получаем еозрастяающгро

пор*ззнсра ч последовательность кус-
кусков пгосксстн, уложенных плитка

ми. Однако эта последовательность

ие есть последовательность фрагмен-
фрагментов, вырастающих следующий из

предыдущего по мере того, как мы

добавляем к уже уложенной мозаике

новые и новые плитки. Тем вс менее

можно доказать, что самоподобиым

многоугольником всегда можно за-

замостить плоскость.

Мозаика, полученнал посредством

самоподобиой фигуры i7. называется
самоподобной, если

• плиткиэтой мозаики (будем го-

говорить, что это - плитки 1-го уров
ия) могут быть объединены в более

крупные плитки (плитки 2-го уров-
уровни), которые подобны плиткам 1-го

уровня, причем так что плитки 2-го

уровня опять составляют мозанку

(рис. В, д);
• такоепоследовательное укрупне-

укрупнение возможно для любого k-ro уров-

уровня (рис. 8, б).
В силу этого самоподобные мозаи-

мозаики называют также исрархи\еалши,
понимаяподэтим иерархию, которая

существует менугу плитками пре-

предыдущего и последующего уровней
Однако иерархия «ожег быть как

¦строгой», таки «слабой». Присшро
гой иерархии мозаика каждого еле

з*
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Рис. в

дующего уровня компонуется из пли-

гок мозаики предыдущего уровня

tdmtcmvemtbiH способом. При слабой

иерархии плитки мозаики могут рбъ-

единяться в плитки мозаики следую-

следующего уровня негколъкичи разными
способами

Строгий иди слабый характер

иерархии во многом опредепяется

самой фигурой F Так, квадрат опре-
определяет слабую иерархию Дейстаи-

Рис 9

КВАНТ I 9 9 8 *¦" 2

тельно, мозаика из квадратов (рис.9,
с) может быть укрупнена в мозаику

2-го уровня разными способами, так

что данный квадрат А 1-го уровня
может входитьвплиткимозаики 2-го

уровняразличнымиспособами (рис-9|
6,е>
А вот «стул», «сфинкс», «домино»

определяютстрогуюиерархию Возь-

Возьмем какую-нибуль плитку «стул» в

соответствз'ющей мозаике Онвместе

с тремя другими «стульями* объеди-

объединяется в «стул»- 2-го уровня, причем
каждая плитка 1-го уровняопределя-
определяет тройку дополнительных плиток

однозначно

Тем самым укрупненная мозаика

2-го уровня определяется однознач-

однозначно Так как мозаика 2-го уровня
обладает тем же свойствосч, то само-

подобнос разбиение плоскости на

«стулья»
— строго иерархическое.

Свойства строго
иерархических мозаик

Строгоиерархическиеч&эаики обла-

обладают рядом удивительных свойств,
отличающих вх otcj ибо иерархичес-
иерархических.

Непернодичность

Мозаика,для которойможно указать
хотябы один параллельный перенос,
перрмешакяцмй ее в себя, называется

периодической
Слабо иерархическиемозаики, как

это водно на примере квадратной
мозаики, могут быть периодически
ми. Так, любая плитка квадратной
мозаики может быть параллельно
перенесена в любую другую плитку
вместе со всей мозаикой

Важнейшее отлачие строго иерар-
хическвх мозаик — втом, что все они

нелеринтчны Причинанепернодич-
ности строго иерархически» мозаик

проста Дехстаительно.1гредпалсл-ин,
что существует параллельный пере-
перенос t, который передвигает всю стро-
строго иерархическую мозанку в себя.

Ясно, что перенос t перемещаеткаж-

каждую плитку Ft мозаики в какукг-то

другую плитку F2_ В силу однознач-

однозначной определенности следующей мо-

мозаики из плиток 2-го уровня парал-
параллельный перенос t перемешает в себя

гакже мазчику 2-го уровня и. вооб-

вообще, мозаику любого ft-ro уровня

Опять, в силу того, что плитки моза-.

ики второго уровня однозначно со-

составляются в плитки мозаики 3-го

уровня, парачяечьный перенос t.

перемещающий в себя мозаику 2-го

уровня, перемещает в себя мозаику
3-го уровня, и, вообще, мозаику лю-

любого уровня k
Плитка А-го уровня в 2*""' раз боль-

больше плитки мозаики 1-го уровня По-

Поэтому, если в плитку 1-го уровня

можно поместить круг диаметром,

скажем, й (рис.10, а), то в плитку
k-то уровня можно поместить круг

диаметром 2* d При достаточно

большом значении k диаметр 2*~1 d

превзойдет длину вектора пергноса

Рис. 1С

t (рис 10, б). Это означает, что пе-

перенос на вектор t переводит круг

радиуса 2* d в круг такого же ра-

радиуса, перекрывающийся с первым
С другой стороны, эти круги долж-

должны принадлежать разным плиткам

fc-уропня и потому круги не могут

пересекаться Почему разным? Дело
в том, что никакая ограниченная

фигура, как нетрудпо видеть, при

параллельном переносе не может пе-

переходить в себя А так как различ-
различные плитки мозаики ft-ro уровня не

перекрываются друг с другом, то

тем более ие перекрываются и со-

содержащиеся е них круги Пришли к

противоречию.
Итак, все строго нерар»гческнемо-

мозаики неперцодячны. В то время как

периодические мозаики валяются

удобной моделью для кристаллов,

строго иерархические мозаики игра-

играют важную роль в изучении квазик-

ристаллическт структур, которые

были обнаружены в природе чуть
более 10лет тому назад В отличие от

крисгалтагческих, этиструктурыуже

непериодичны В частности, знаме

нитые узоры Пенроуза (рис 11), яв-

являющиеся наиболее известной гео-

геометрической моделью квазикристал-

квазикристалла, представляют собой прямое об-

обобщение строго иерархической мо-

мозаики

«Все — на одно лицо»

Теперь сше об одной особенности

мозаик со строгом иерархией Так
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Рис. ?*

как в этом случае восстановление

мозаики каждогоследующего уровня

по предыдущему приисхндит вполне

пднозндчко, то прого мерархичегкая

яозанко, палример такая, как «стул»,

на перыяй взгляд, должна опреде-
определяться однозначно Однако, как раз

наоборот, разных саманидлйкых мо-

ЧЗИК, CUCtSWUK-1ШЫХ КЗ ПЛИГОК «СТУЛ»,

бесконечно много Более того, их

даже несчетно много. Уточним, что

две (бесконечные) допаикм на плпг-

EiK-ru считагоия одинаковыми, если

одну из ник можно совместить с дру-

другой некоторым двнжгшн-м плоское*

ти В иротдокпм случае мозлики счи-

считаются разными

Объясним, »«амрим1-р, почему из

«ггулыгь» iiojry4dt*TCH несчетное мно-

множестве? самоподобных мозаик Разо-

Разобьем «стул» на 4 «стульч|1ка»- и каж-

каждому из них лритяш-м олкн из четы-

четырех чисел 1, 2. 3 или 4, как показано

па ристаке 7, 6 Пусть «стул* из

первом этапе дк-процесса входит в

больший «стул» под номером «jj В

пююочередь, из2-мэтапеди-процес-
саэтот «стул» входитиод игколорым

номером ej в «стул» следующего

уровня и т д. Таким образом, мозаи-

мозаика, вырастающая из данного «сту-
«стула», определиет некоторую погяедо-

вателъиость d,, «%, ,«г„, .
,
coovn-

гцуюизчисел 1,2,3,4.Тажемозаика
пожег вырасти из люйпй другой ее

плцтки. При этом поручится другая

последовательность Так как число

плиток в данной мозаике счетно, а

различных последовательностей не-

несчетно много, то и различных само-

лодобных мозаик из «стульев» не-

несчетно миото.

4 Kwir Nv 2

Так как строго иерархичес
кик мозакк. которые можно

ссктавить из дашшй csumoiio-

дг/шои плитки, несчетно мно-

много, то все такие мизйики нель

»я занумер»*ьа'гь одними лишь

пагуралъными числами, как

элементы пенлвдовательности

но можно «занумеровать» при

помощи денствютльных чя

сен

Допустим, что все мозаики

из несчетной семьи «Стул»
уже получили свои инена в

виде де|*ктвительных чисел, и

теперь мы хотели бы соста-

составитьвх егмеиный ал}/хм Каж-

Каждая модаика - бесконечна, и

уместить ее на «фотографии»

ограниченного размера кеиоз-

можно «Портрет» мозаики — это.

разумеется, некоторыйогрздаиченньгй
ее фрагмент Поэтому пиутротов у

данной жиаики илж«т быть мшит),

дажг rtrc-конечно ми«п» Допустим
чеоерь. *фотграф» уже отойрал
этот альбом по портрету для Каукд

из мозаик, ни. забмв вовремя подпи-

подписать фотографии, иапмгал имена к

альбомк наобум Как jro ни удиви

тельнс. но г;о елчцеству никакой 1фа

молы он при игом ие совершил. Лело

в го>ь что .оомй конечный фраг
мент, который можно ьстрегпитъ в

какой-нибудь ж&оике из семейства

«Стул*, *iO#.no ес&рпяитъ эыкже е

любой другой мыаике из зыого с<~

.«eucftivo, причем пстрети1ь ei и в каж-

каждой мозаике йесмтечно много раз.
Таким образои, все сгрпго иерар-

иерархические мозацк|1 из одной семьи,
хотя в целом, т е глобэ-тьно, отличи

ются друг отдруга, локально выгля

дят как

Мозаики Конвея

Напомнми, что

ка может быть периодической Ьсля

же опа имеет строгую иерархию, то

онанепериодическая Однакошеемог-

ря «а НЕпериод№|1юсть рассматри-
рассматривавшихся нами строг» иерархичес-
иерархических >юзаик плитки в нвх имелилишь

конечное число положений с точ-

точностью до параллельного переноса
Так, в сл>"чае «домино» все («рямну
гольные) плитки «рассыпались» на"

два класса параллельных другдругу

плиток, в елл-чае «стула»
— ва че-

четыре

Задача Л. Ска-гькп классов параллель-

параллельных ме^дусобоЯплиток» и«ф*фхической
мозаике «сфинкса»?

Вопрос оутестауп ли

составленная по-П|1ей(н€му из иден-

идентичных ичиток, однако такая, что

плитки лн уже ориентированы в

мозаике бесконечны** числим еищго-

бов? В 1992 году Конвеи предложил

самоподобную моэаик>г со строгой

иерархией, в которой все плитки суть

равные треугольники, допускающие
однако бесконечное числаразличных

ориентации. Идеяочень проста: возь-
возьмем прямоугольный треугодоник с

Катетами 1 и 2 и гипотенузой ¦* 5 Он

допускает самоподобное разбиение
на 5 равных треугольников (рис 12й,
6} Острый утл о: треугольника

равен а. — arctg|/2 Указанием- рпз-

биениет])еугольника KwiBe» индуци-
индуцируетсамоподобныемозаики — мозан-

"

б

Рис 12

ки Конвея Легко видеть, что в шш-

икс Конвея для любой ее треуголь-

треугольной пдигки и ЛЮЙ.1Ш цел>г<> гп яг»тда

найдется ,1у1\1гал гь1|{тка, аоюерну-
тйя о н«иге.1ьно пер»* на ушл
т хх Однако, как можно иокгиааъ,

ynjji а несоизмерим с 2п (см задачу
ниже) Тогда дк^бые два треуголыш
ка, пежернувде итиылггельио друг

друга на те о., т Ф 0, не параллель

•иы друг яр\1у Нлтгому в нозацке

}\|щ|«-я трсушдыюе шиита! ncrjtr-

чякт-я вЛесконечио мнагах ориюнта-

В деиствцтсльности. все мозаики

Конвся самоподобные мозаики со

строгой иерархией, поэтому вх бес-

конечко, даже несчетно, много, и во

всех нихтреугольники присутствуют
с бесконечно мжигими ор«ен гаиняин

Задача 5. Докажите, что угол

ксгоизмерим с 7t, т е что уравнение

я arctjtV2 = м и не имеет решении в на-

натуральных числах Ом. и)

Отметим еще раз «сновное свийст-

во мозаики Конвен. для любого воз-

йожното положения треугольника
Конвея А на плоскости к любиги

маленького положктеяьнпгн впаче-
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ния е в моэанкс Конвся найдется

плитка Де, которая «параллельна»

треугольнику А с точное™ до е.те

углы между соответствующими сто-

сторонами треугольников Д и Л^. мень-

меньше е. Другими словами, ориентации
шщтик в мозаике Конвся распределе-

распределены всюду плотно во множестве всех

возможных ориентации iwofinie
Нсгколькг! позже Конвей ( еовмест-

по с другим математиком Чарльзом
Радиком) предложил вариант про-
пространственной мозаики, состоящей

мз равных призм, чьи ориентации рас-

распределены •«всюду плотно»средивсех

возможных ориентации в пространст-

пространстве Ориентацию многогранникав про-

странстие можно сицк-де^ить при по-

помощи тройки, скажем взаимно иер-

пецдвхуляриых, векторов, жнггко

связанных с перемещаемым много-

многогранником *Лгюду пягггьогть* ори-

нтации ячеек означает, чтодля любо-

любого положения мигаогранниьа Р в про-

пространстве и любого заданного наперед
сколь угодно маленького е > О

найдетсятакая ячейка Рс моденки. что

векторы ее тройки составляютс соот-

ветстаующими векторами из тройки
многогранника Р углы меньше ?.

В качестве исходного объекта бе-

берется прямая призма (рис.13, я) вы-
шгии 2, в оснонатш которой лежит
прямоугольный треугольпик с кате-

катетами 2 и 2-^3 и гипотенузой 4. Этот

треугольник разбивается на чечыре

ему подобных, как указано иа рисуи-
кс 13, б. Поэтому исходная призма

(рис 13, о) может быть разбита на

восемь ей подобных призм (рис 13.
в). Теперь дне призмы А и В на

еерхнем этаже, взятые вместе, со-

составляют правитьиую треугольную

призму Поэтому эту пару какединое

целое можно повернуть на 120° и

затем водворить ее на прежнее место

(рис 13, г). Далее, призмы С и D

(рис 13, в) iia нижнем этаже гостав-

нают прямоуготьньш параллелепи-
параллелепипед с квадратной гранью 1x1. Поэто-

Поэтому повернем эту пару ва 90" и размес-
разместим ее па том же месте (риг 13, г)
В итоге мы получили конструкцию

Конвся — Радина. Заметим, что в

лой конструкции идентичны при-

призмы, повернутые друг отмоемте (ьио

друга на 12(Г и на 90* вокруг взаимно

перпендикулярных осен Самиподоб-

ная мозаика из призм Конвоя —

Радина. киторая еггклпгся ори помо-

помощи процесса инфляцнн-дефляцнн,
наряду с каждой призмой Р. будет
содержать призмы, повернутые отно-
относительно Р при помощи всевозмож-

всевозможных комбинаций вида

?9

где у, и f2
-

повороты на 120" и 90"

вокру! ьзанмно перпендикулярных
осей

За ориентирующую тройку векто-

векторов можно взять тривзаимноперпен-

перпендикулярно направленных ребраяри
змы, исходящвх из еершнны прямо-

прямого угла основания лризмы- Сравни
тельно нетрудно показать, что в силу

перпендикулярности осей поворотов

дх и д2 множестно различных ориен-
ориентации должно быть бесконечным

Установить всюду плотность всевоз-

всевозможных ориентации призм в мозаике

Конвея — Радина — задача потру/г-

иее Ее решение требует знания тео-

теории групп

Игра «Хаос» и

самоподобные мозаики

Неожиданный и простой ctujcoo" по-

получения еамоподобных моданк иа

компьютере/шеттак называемая игра
«Хаог^ Она имеет много вариантов,

один из мих был подробно исследо-
исследован в статьр *Игра «Xaocs- и фракта-
фракталы»

Мы напомним правила игры С

качестве исходного набора преобра-
преобразований подобия возьмем те, которые

переьодяттреуголаивх Конвея в пять

состапляющих его тре^тольинчков
Обозначим их через ti,, h^, h^. hA и /^
(см. рис. 12, 6) Пусть датчик слу-

случайных чисел выдает чиелл 1, 2, 3, А

или 5. Отмстим на плоскости произ-

произвольную начальную точку хс
Шаг 1-й Предположим, датчик

выдал число 2 Пусть х, = Л((я0).
Шаг 2-й Предположим, что на

датчике выпало число 1. Обозначим

через х\ точку х2
= h^x^

Шаг п й. Пусть уже имеется точна

*„_, и на л-й рал выпадает число е„,

где ая
= 1, 2, 3, 4 или 5 Тотда, по

определению нашей последователь-

последовательности, х„
= ha (х„Л

Действуя таким образом, мы полу-

получаем последовательность точек

Не алаваясь здесьзв причины (чита-
(читатель может на1гги их в упомянутой
ранее статье), заметим, что результа-

результатом выведения на диеппей, скажем,

первых двух-трех тысяч точек

Рис 14



САМОЛОДОЬПЫЬ МОЧАИКИ

изображение на экранетреугольника
Конвея

И вообще, nvcTbF
— самготодобная

фигура, F = I] U—\JFm и At hm
преобразования подобия, переводя-
переводящие фигуру F в подобные составля-

составляющие Fl% ., Fm Игра «Хаос» замеча-

замечательна тем. что, используя в ней

преобразовании Л(-, можно получить

на экране фигуру F

Для того чщбвд получить мозаику,

будем раскрашивать точку хг
=

= А„ 0е„_,) в зависимости от значе-

значения выпавшего числа ал Давайте
сопоставим числу 1 зеленый цвет,

числу 2 красный, 3 — синий. А -

оранжевый л. наконец. 5 серый
Будем теперь окрашивать точку хл

=

haA**-*) в чвет> гоо-то-тствукиций
числу &„ Тогда надисплеемы полу-
получим щеетную картинку (рис.14, а)
Это — иераый фрагмент самоподоб-
самоподобной мозаики Конвея. Если же точку

х^ окрашивать в цвет, соигветсгвую-

щий номеру CVi, то мы получим
более детальный портрет той же мо-

мозаики в цвете (рис 14.6) Еще более

дробный фрагмент получается, если

каждую точку хк окрвшивать в цвет,

соответствующий номеру а„_2 (рис.
14Г еУ к т.д

Задача Конвея

Подведем нектпрые итоги Итак,
если многоугольник самоподобе», то

его копиями можно заполнить всю

|1лЛко1"гь Причем если мозаика из

этих многоугольников строго иерар-
хична. то она непериодична Таковы,

например, сшипвдобные мозаики,
поставленные из «стульев*. Однако
было бы ошибочно думать, что из

«стульеп» можно составить лишь не-

непериодические мозаики. На рисунке
15 представлена простенькая мозаи-

мозаика из «стульев», которая является

периодической. Таким образом, са-

самоподобные многоугольники наряду
Со строю иерархическими мозаика-

мозаиками, которые иепериоличны. могут

допускать также и периодические
мозаики

I L

h

L

h
Рис. 15

Джон Конвей иогтапил вопрос, су-

щестаует ли на плоскости такая мно-

многоугольная или даже криволииейнкл

фигура, из которой можно составить

лишь НЕлерисдагческие мозаики?
Любопытно, что в пространстве на

подобный вопрос недавно был полу-

получен положительный ответ" да, сущест-

существует. Это
— так называемая биприз-

бипризма Шмитта Конвея - Даицера
(рис 16, о) Склеить ее можно из

выкройки, представленной нарисун-
рисунке 16. б (заметим, что это — не

развертка многогранника и обычном
ее понимании, так как в выкройку
входит ромб, который является не

гранью призмы, а вспвмогатг-лышы

элементом конструкции).
Бипризмаопределяется следующим

образом Возьмем сначала треуголь-

треугольную* призму yl?TCAjB,Cj, у которой
боковая грань ЛВВ,Д есть ромб (с
острым углом ее) Теперь приставим
к ромбовидной боковой грани такую
же призму! повернув исходную при-

призму ка угол 180" вокруг диагонали

ромбической грани. Заметим, что.

боковые ребра второй призмы со-

ставляютугол асбоковьемиребрами
первой призмы Пара так пристав-
приставленных другкдругу призм сисгавля-

ет искомую бипризму.
Нетрудно убедиться в том, что би

призма разбивает пространство, т е

заполняет его без пропусков и пере-

перекрытий И устройство всех таких

мозаик во многом прежшртоглсно.

Дейгтнит«*льног если мы хотим за-

заполнить пространство такими бип-

бипризмами, мы должны прежде вгото

составить кя них слой (рис.17, с)
Все бипризмы в данном слое парал-
параллельны друг другу Более того, слой

предгтавляетсобойперищическое се-

семействобипризм. Далеевсепростран-
ство заполняется такими слоями

(рис 17, tf). Очевидно, что каждый

следукпций слой получается из пред-

предыдущего поворотом вокруг лерпеи-

дикуляряои (к плоскости слоя) 1юи

на угол, равный острому углу ромба,
г последующим параллельным пере-
переносом Поэтому если угол ромба не-

несоизмерим с л.те если «#— л,то

никакие две бипризмы из разных

слоев ие параллельны друг другу С

другой стороны, пюбои параллель-

?
I IJУ s s s я

I I I I /

Рис. 17

ный перенос, который совмещает

один c.ivh Ссамим собой, несовмеща

ет, как нетрудно видеть, ннк^ко*1

друп»й слой с собой Таким образо»1,

при к #— 7i ие существует ни одно-

одного (I) параллельного переноса, кото-

который бы совмещал это разбиение с

собой.

Однако неизвестно существует нн

аналогичная фигура на плоскости

Однако ие исключено, что таких так

называемых *слериодгтескит» пли-

плиток на евклидовой плоскости нет, т е

если фигура допускает какие-то мо-

мозаики, то среди них будет непре-
меннпо и периодическая.

Заметим, что аналог «апериодичес-
«апериодической» плитки на плоскости Лобачев-

Лобачевского уже найден. И будет замеча-

замечательно, есликто-нибудьиз читателей
* Кванта» откроет «апериодическую»
плитку на евклидовой плоскости





Физика рулетки

Э.РУМАНОВ

1

РУЛЕТКА
манит возможностью

быстро разбогатеть без особого

труда
—

достаточно лишь «пой-

«поймать удачу». Погоня за удачей со-

создает драматические ситуации, изо-

изображение которых так обжигающе

правдиво у Ф.М.Достоевского (в

«Игроке»). Мы же обратимся не к

человеческим страстям и порокам, а к

их объекту — самой рулетке.

Почему нельзя заранее определить,

куда попадет шарик? Если известны

начальные условия
— положение и

скорость шарика в тот момент, когда

его запускает крупье,
—

то, казалось

бы, интегрируя уравнения Ньютона,
можно узнать всю траекторию и, в

частности, ту точку, где шарик оста-

остановится. П.Лаплас A749 - 1827)
думал, что предсказывать будущее
мешают чисто технические трудности:
нет такого демона, который смог бы

проинтегрировать множество уравне-
уравнений для всех частиц Вселенной.

Демона действительно нет, зато поя-

появились компьютеры, способные спра-
справиться с объемом вычислений, какой

во времена Лапласа едва ли можно

было представить. Тем не менее, наша

способность делать точные (а не ве-

вероятностные
— типа «ожидается пе-

переменная облачность, местами возмо-

возможен кратковременный дождь») пред-
предсказания с тех пор практически не

возросла. Что же мешает изгнать

случайность из нашей жизни? Поп-

Попробуем разобраться.
С этой целью вместо настоящей

рулетки рассмотрим весьма упрощен-

упрощенную, но вполне работоспособную ее

модель. Пусть шарик движется по

желобу, изогнутому, как показано на

рисунке 1. Ускорение в каждой точке

определяется действием силы тяжести

и силы трения. Но часть силы тя-

CD

е-

1

жести компенсируется реакцией дна

желоба, ускорение создает только

проекция на направление движения

(вспомните наклонную плоскость).

На рисунке 2 изображен малый учас-

тд

Рис. 2

ток дна желоба, который прибли-
приближенно можно считать кусочком на-

наклонной плоскости. Пусть размер
этого кусочка dx. Проекция силы

тяжести на направление движения

равна Ef =

mg cos а, где т
— масса

шарика. Перемещаясь по желобу на

расстояние dx, шарик опускается на

dy = dxcosa. Поэтому

* = -««#-.dx

Силу трения запишем в виде

F, = —ко,

A)

B)

Рис. 1

5 Квант № 2

где о = dx/dt —

скорость шарика, а

величину k называют коэффициен-
коэффициентом трения. Направления скорости и

силы трения всегда противоположны,

отсюда знак «минус» в формуле.
Согласно рисунку 1, имеются три

точки .Г), х2, х3, в которых производ-
производная dy, dx, а значит и сила Fit
обращается в ноль. В окрестности
точки равновесия хх сила тяжести

стремится приблизить шарик к этой

точке (при х < .г, величина Ft пол-

положительна, а при х > .г,
—

отрица-

отрицательна). Такое равновесие называют

устойчивым. Равновесие в точке х3
тоже устойчивое, а в точке х2

—

неустойчивое: малейшее отклонение

от этой точки под действием силы

тяжести будет увеличиваться. Оче-

Очевидно, движение шарика может окон-

окончиться только в точке устойчивого
равновесия. Поэтому для системы с

одной точкой равновесия конечный

результат вообще не зависит от на-

начальных условий. Но поскольку в

желобе таких точек две, множество

возможных начальных условий раз-
разбивается на две части. Условия, при-
принадлежащие одной из них, приводят

шарик в точку хг, другие
— в х3. Эти

части называют областями притяже-
притяжения точек .Г) и х3 соответственно.

Теперь мы можем четче сформулиро-
сформулировать задачу: нужно найти области

притяжения, точнее говоря,
—

гра-

границу между ними. Ставки сделаны,

господа!

Плоскость, на которой располо-
расположена эта граница, называется фазо-
фазовой плоскостью. Сейчас мы с ней

познакомимся. В каждый момент

времени шарик находится в какой-

либо точке х и имеет скорость v.

Начертив на листе оси х и v, скажем,

что каждому состоянию шарика, т.е.

каждой паре (дг, о), отвечает точка на

плоскости. Это и есть фазовая плос-

плоскость. Она как бы состоит из мно-

множества точек — «представителей*
разных состояний шарика («фаза» и

«состояние» имеют практически оди-

одинаковый смысл). Про фазовую плос-

плоскость можно сказать и иначе. Пусть
х0, v0 координатаи скорость

шарика в начальный момент, так что

состояние изображается точкой

(.г0, v0). По мере движения х и v

меняются, точка будет рисовать ли-

линию -- фазовую траекторию. Если

выбрать другую начальную точку,

получится другая траектория. Про-
Продолжая выбор начальных точек, по-

покроем тракториями весь лист. Поэ-

Поэтому фазовую плоскость можно пред-
представить составленной из множества

траекторий, отвечающих разным на-

начальным условиям.

Математики доказали теорему о

том, что через каждую точку фазо-
фазовой плоскости проходит лишь одна

траектория, так что выбора у ша-

шарика, как будто, нет. Однако эта
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теорема допускает исключения: есть

особые точки, и мы увидим, что они

играют самую главную роль. При
первом знакомстве с фазовыми тра-

траекториями положим (временно), что

трения нет, т.е. k = 0. Тогда сохра-
сохраняется полная энергия шарика Е —

сумма кинетической и потенциаль-

потенциальной энергий:

Е =

пю

+ туу(.х). C)

Согласно этому равенству, каждому
значению Е отвечает линия на плос-

плоскости (х, v). Действительно, равен-
равенство C) можно переписать, напри-

например, в виде

D)

и строить графики v(x) для разных

Е. Эти графики — фазовые траек-

траектории
— изображены на рисунке 3.

Рис. 3

Они напоминают горизонтали на

топографической карте с двумя кот-

котловинами, разделенными перевалом.

Пусть энергия шарика немного

больше, чем тдух, где ух
-

орди-
ордината точки х, на рисунке 1. Тогда

его фазовой траекторией будет за-

замкнутая кривая, охватывающая

точку х,, как это показано на ри-

рисунке 3. В самой левой точке этой

траектории скорость равна нулю, а

потенциальная энергия равна Е. За-

Затем шарик приближается к точке

равновесия х,, скорость его растет и

достигает максимума в точке равно-
равновесия. Далее, по мере того как ша-

шарик отклоняется от равновесия

вправо, скорость падает и обраща-
обращается в ноль при максимальном от-

отклонении, когда потенциальная энер-
энергия вновь равна Е. Теперь шарик

движется справа налево (v < 0) до

тех пор, пока не вернется в исход-

исходную точку (в которой был, когда

мы начали следить за ним). Потом
все повторяется

—

движение коле-

колебательное. Таким образом, замкну-
замкнутые траектории на фазовой плос-

плоскости отвечают колебательному дви-

движению.

На рисунке 3 есть траектории, ох-

охватывающие точку х,, точку х3 и обе

эти точки. Пока Е <
тду2, где у2

-

высота точки неустойчивого равнове-
равновесия (у2 =У^хгУ), , шарик колеблется

в пределах одной из ям — той, в

которую его поместили в начальный

момент. Если энергию увеличивать,
то размах колебашш скачком возрастет

при Е
= Е2 =

тду?, когда появляется

возможность перекатиться через горб
(см. рис.1). Траектории малого и

большого размахов на рисунке 3 раз-

разделяет линия (отвечающая Е = Е2) в

форме восьмерки, лежащей на боку.
Это —

сепаратриса (от separate
—

разделять). Ее значение в жизни

нашей рулетки так велико, что давайте
сделаем небольшое математическое

усилие и найдем форму этой кривой
вблизи точки х2.
В окрестности х2 ординату пред-

представим в виде

E)

где Ь > 0, а 6 - - малая разность

х
—

х2. Действительно, величины 6' ,

б4 и т.д. слишком малы и ими можно

пренебречь. Почему, однако, нет сла-

слагаемого аб? Если такой член вклю-

включить, то функция у(х) в одну сторону
от точки х2 будет убывать, а в другую
—

возрастать. Но она убывает в обе

стороны от х2. Поэтому должно быть

а = 0 и Ь > 0. Подставляя выражение
E) в формулу D), получаем

F)

Конечно, это равенство пригодно лишь

при малых 6 . Важно, что через точку

(х2, 0) фазовой плоскости проходят

две траектории, а не одна. Потом эти

линии соединяются, образуя петли

сепаратрисы, но для свойств точки

(х2, 0) это не имеет значения. Особая

точка, через которую проходят две

траектории, называется седловой, так

что сепаратриса
— это траектория,

проходящая через седловую точку.

Другие особые точки на рисунке 3 —

точки (х,, 0) и (х3, 0) —

характеризуются тем, что через них

не проходит ни одна траектория.
Заметим еще, что если взять две

близкие точки на фазовой плоскости,

то проходящие через них траектории

тоже близки, но за одним исключени-

исключением. Когда такие точки разделены

сепаратрисой, близкие первоначаль-
первоначально траектории подходят вместе с ней

к седловой точке, а там «разбегают-
«разбегаются».

Идеальный мир сохраняющейся
механической энергии не подходит,

конечно, в качестве модели рулетки.

Запущенный в желоб шарик будет
вечно там колебаться, не желая выби-

выбирать между двумя ямками. Покидая
этот воображаемый мир, обратим
внимание на то, что в нем нельзя

различить прошлое и будущее. По

фазовой траектории можно вращать-
вращаться по (или против) часовой стрелке,
проходя одни и те же состояния.

Имеет место симметрия траекторий
относительно оси х. Это свойство

обусловлено тем, что сила Ft, в отли-

отличие от силы трения F2, не зависит от

скорости. Выражающее второй закон

Ньютона равенство

та = Ft, G)

где а = d2x/dt2 —

ускорение шари-

шарика, оказывается симметричным отно-

относительно преобразования t —> —t.

В реальном мире (с трением) у

шарика есть будущее. Его энергия

убывает со временем, колебания за-

затухают, достигается равновесие. Фа-

Фазовые траектории больше не являют-

являются замкнутыми линиями, они превра-

превращаются в спирали, скручивающиеся
к точкам х, и х3, так что через

каждую из точек проходит бесконеч-

бесконечное множество траекторий. Говорят,
что точки равновесия «притягивают»

траектории. Что касается седловой

точки, то ее природа не меняется: по-

прежнему через эту точку проходят

две траектории.

Теперь у читателя, которому еще не

надоела рулетка, имеются две воз-

возможности. Либо поверить утвержде-
утверждению о двух траекториях и пропустить

следующий абзац. Либо познакомить-

познакомиться с доказательством. (Тому, кого

привлекает исследовательская рабо-
работа, стоит быть недоверчивым.)
В законе Ньютона учтем силу тре-

трения и запишем

dy ,

та = —та -^- — ко.
* dx

(8)

Вблизи точки х2 используем для

функции у(х) приближенное выра-
выражение E), так что dy, dx = dy/de =

= - 2Ь6. Из определений v = dx/dy,
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а = dv/dt следует а = v(dv ~'dx), или
а = vidv'db). Учитывая все эти

соотношения, можем переписать ра-
равенство (8) в виде

dv
_

2bgb k_
db т

(9)

Вблизи точки (.т2, 0) малы и 5 ,
и v.

Положим в окрестности этой точки

v = АЬ. Тогда получим уравнение

А =
_2bg

т

откуда

2m-Um2
А = - 2bg. A0)

Как видим, для А получаются два

вещественных значения (одно из

них положительное, другое отрица-

отрицательное). Значит, через рассматри-

рассматриваемую точку фазовой плоскости

по-прежнему проходят две траекто-

траектории.
Но теперь на фазовых траекториях

надо ставить стрелки, показывающие

направление движения (направление
убыли энергии). Из четырех «вет-

«ветвей» сепаратрисы, соединяющихся в

седловой точке, две
—

входящие, две

другие
—

выходящие. Ветвь, выхо-

выходящая в сторону х < х2, переходит в

спираль, скручивающуюся к точке

(xt, 0), другая выходящая ветвь

скручивается к точке (х3, 0). Если

же двигаться от седловой точки по

входящей ветви, то это будетдвижение
«назад по времени». Энергия шари-
шарика по мере такого движения будет
увеличиваться, поэтому получится

раскручивающаяся спираль. Но так

как есть две входящие ветви, должны

быть две такие спирали, вложенные

одна в другую. Эта сепаратриса пост-

построена на рисунке 4.

Прежде всего заметим, что сим-

симметрия относительно оси .г, которая
была на рисунке 3, пропала. Это —

следствие необратимости движения,

направленности фазовых траекто-

траекторий. Спирали входящих ветвей се-

сепаратрисы делят фазовую плос-

плоскость на две области — на рисунке
4 они окрашены красным и синим.

Это те самые области притяжения,
найти которые было нашей целью.

'
Если вы захотите в будущем изучать

физику всерьез и столкнетесь с

диаграммами Фейнмана, то, может быть,
вспомните «движение назад по времени».

Рис. 4

Действительно, согласно известной

нам теореме, траектории не могут

пересекаться (нигде, кроме особых

точек); в частности, не могут пересе-
пересекать входящие ветви сепаратрисы
—

границы синей и красной облас-
областей. Учитывая это и глядя на рису-
рисунок 4, нетрудно убедиться, что если

траектория начинается где-либо в

красной области, она придет в точ-

точку (.т1; 0), если в синей — в точку

<*з, 0).
Итак, чтобы узнать, в какую ямку

попадет шарик, нужно нанести на

рисунке 4 точку, изображающую его

начальное состояние (положение и

скорость), и посмотреть, каков цвет

области, где окажется эта точка. Зна-

Значит, крупье все известно заранее и

всякая рулетка
— сплошное жульни-

жульничество? Жульничество, вероятно,
бывает. Но утверждать, что все зара-
заранее известно, пожалуй, нельзя, и вот

почему.

Структура областей притяжения
вблизи точек (xt, 0), (.т3, 0) ком-

компактна, но дальше (иначе говоря,
при больших энергиях) начинается

«чересполосица». Плавно меняя на-

начальные условия, вы обнаруживае-
обнаруживаете, что результат «прыгает»: шарик

оказывается то в левой ямке, то в

правой, потом вновь в левой и т.д.

Особенно часты прыжки при малом

трении, когда полосы областей при-
притяжения достаточно узкие. Если на-

начальные условия известны с некото-

некоторой погрешностью (что всегда имеет

место в реальном мире) и величина

погрешности Д.г, Av сравнима или

превышает ширину полосы, ника-

никаких достоверных предсказаний сде-

сделать нельзя. В настоящей рулетке

движение шарика не стеснено жело-

желобом, вместо фазовой плоскости при-

приходится гулять по четырехмерному

фазовому пространству, где полным-

полно седловых точек и сепаратрис.

Там дело предсказателя вовсе без-

безнадежно.

То что именно неточность знания

начальных условии мешает пред-

предсказывать будущее, впервые понял

ленинградский физик Н.С.Крылов
A917 — 1947). Позднее к этим про-
проблемам обратился один из основате-

основателей квантовой теории Макс Борн
A882 — 1970) и пришел к похожим

выводам. Когда трением можно пре-

пренебречь, все сводится к разбеганию
траекторий вблизи седловой

точки, о котором мы уже знаем.

Благодаря разбеганию, небольшие
изменения начальных условий со

временем сильно сказываются на

движении, если фазовое пространст-
пространство достаточно богато седловыми

точками. Соответственно, малая

погрешность исходных данных ли-

лишает определенности долгосрочный
прогноз. Однако трение приводит в

конце концов к равновесию, и неоп-

неопределенность остается лишь там, где

— как у рулетки
— несколько

точек равновесия.
Почти все окружающие нас систе-

системы подвержены внешнему воздейст-

воздействию, так что равновесие в них не

устанавливается. (Световой поток от

Солнца мешает Земле прийти в рав-
равновесие с межпланетной средой.)
Такие системы называют активными.

Из-за трения и других необратимых
(подобно трению) процессов состоя-

состояния активной системы постепенно

перестают зависеть от начальных ус-
условий — они одинаковы для разных

условий. Это означает, что в фазовом
пространстве точки, отвечающие этим

состояниям, окружены областью при-
притяжения. Но теперь траектории, пок-

покрывающие область притяжения, не

обязательно сходятся к точке, как в

случае равновесия. Они могут «при-
«притягиваться» к линии, поверхности и

т.д. При этом разные притягивающие
объекты соответствуют разным ти-

типам поведения системы.
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Первый лауреат Нобелевской

премии по физике
А.ВАСИЛЬЕВ

ВРЯД
ЛИ найдется хотя бы один

человек, который ни разу в жизни

не соприкоснулся с открытием не-

немецкого физика Вильгельма Конрада
Рентгена. Большинству оно известно

по рентгеновским кабинетам в лечеб-

лечебных учреждениях, а специалистам в

точных науках как один из наиболее

мощных инструментов эксперименталь-
экспериментального исследования. Рентгеновские лучи

настолько быстро и уверенно вошли в

науку и медицину, что кажется, будто
они существовали всегда. Однако день

рождения этого изобретения точно из-

известен 8 ноября 1895 года.

В этот день Рентген проводил иссле-

исследования электрического разряда в ва-

вакуумных трубках. В своих эксперимен-

экспериментах он использовал трубку Крукса с

наклонным платиновым анодом и во-

вогнутым алюминиевым катодом. Для
того чтобы облегчить наблюдения, Рен-

Рентген затемнил комнату и обернул труб-
трубку плотной непрозрачной бумагой. Не-

Неожиданно он увидел на стоявшем не-

неподалеку флуоресцентном экране све-

светящуюся полосу. Трубки с катодными

лучами существовали уже сорок лет,

но никто до тех пор не замечал испус-
испускаемых ими лучей.
Следующие семь недель Рентген про-

провел, изучая то, что он назвал Х-лучами.
и обнаружил, что эти лучи способны

проникать во все предметы на различ-

различную глубину — в зависимости от их

толщины и плотности. В одной из

своих работ он писал: «Я наблюдал, а

частью и фотографировал большое ко-

количество таких теневых картин, полу-
получение которых доставляет иногда со-

совсем особого рода удовольствие. У меня

есть, например, фотография тени про-

профиля двери, разделяющей две комнаты

(по одну сторону двери находилась

разрядная трубка, а по другую пластин-

пластинка), фотографии тени проволоки,

намотанной на деревянную катушку,

запертого в ящике набора разновесов,

куска металла, неоднородность которо-
которого делается заметной с помощью X-

лучей, и т.д.». Широкую известность

приобрела выполненная Рентгеном в

Х-лучах фотография (рентгенограмма)

О Рентгене и его открытии см. также

4-ю страницу обложки. (Прим. ред.)

Вильгельм Конрад РЕНТГЕН

A845- 1923)

кисти жены. На ней, как на негативе,

были отчетливо видны белые кости

(так как более плотная костная ткань

задерживает рентгеновские лучи, не

давая им попасть на фотопластинку) на

фоне более темного изображения мяг-

мягких тканей (задерживающих Х-лучи в

меньшей степени) и белые полоски от

колец на пальцах.

Что же представляют собой рентге-
рентгеновские лучи? Сейчас ответ на этот

вопрос можно найти в любом школь-

школьном учебнике. Это электромагнит-
электромагнитное излучение, занимающее спектраль-

спектральную область между ультрафиолетовы-
ультрафиолетовыми лучами и гамма-излучением в пре-

пределах длин волн от 102 до 1СГ3 нм. До
сих пор наиболее распространенным
способом получения этих лучей служит
рентгеновская трубка, в которой элек-

электроны, вырывающиеся из катода в ре-

результате термоэлектронной или авто-

автоэлектронной эмиссии, ускоряются элек-

электрическим полем и бомбардируют ме-

металлический анод. Атомы анода, воз-

возбуждаемые электронным ударом, и

электроны, теряющие свою кинетичес-

кинетическую энергию при соприкосновении с

веществом, испускают рентгеновское

излучение (Х-лучи). Кроме трубки,
источниками этого излучения могут
быть естественные и искусственные

радиоактивные изотопы, Солнце и дру-
другие космические объекты.

Огромные возможности рентгенов-

рентгеновского излучения в диагностике, а затем

и в терапии некоторых заболеваний

были сразу же оценены медиками. Для
физиков колоссальное значение имела

высказанная в 1912 году немецким

физиком М. фон Лауэ гипотеза о том,

что для Х-лучей кристаллы являются

трехмерными дифракционными решет-
решетками. Лауэграмма монокристалла

NaV2O5, представляющая собой его

дифракционное изображение (в двух

проекциях), показана на приведенном

здесь рисунке. Она получена при паде-

падении тонкого пучка Х-лучей непрерыв-
непрерывного спектра на неподвижный крис-
кристалл. Излучение, рассеянное кристал-
кристаллом в некоторых четко определенных

направлениях, регистрируется на фо-
фотопленке, помещенной перпендикуляр-
перпендикулярно падающему пучку лучей. Открытие
дифракции рентгеновских лучей на

кристаллах А Эйнштейн назвал одним

из наиболее красивых в физике.
В настоящее время с именем Рентге-

Рентгена и открытыми им лучами связан

целый ряд понятий и методов, образу-
образующих обширный раздел современной
физики. Среди них:

• рентгеновскаятомография — ме-

метод послойного исследования структу-

структуры неоднородных объектов в рентге-

рентгеновском излучении, основанный на

зависимости линейного коэффициента
поглощения рентгеновских лучей от

состава и плотности вещества;

• рентгеновскаятопография — сово-

совокупность методов получения изобра-
изображений дефектов в кристаллах при по-

помощи дифракции рентгеновских лучей;

• рентгеновскаялитография ме-
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Лауэграмма ваназата натрия

тод микроэлектронной технологии, за-

заключающийся в формировании за счет

рентгеновских лучей защитной маски

заданного профиля на поверхности

подложки;

• рентгеновскаямикроскопия
— со-

совокупность методов, позволяющих изу-
изучать не только распределение общей
плотности вещества, но и распределе-
распределение плотностей отдельных химических

элементов по их рентгеновскому излу-

излучению;

• рентгеновскаяастрономия
—

раз-

раздел наблюдательной астрономии, ис-

исследующий источники космического

рентгеновского излучения.

Первое сообщение Рентгена, озаг-

озаглавленное им «О новом роде лучей»,
было опубликовано 28 декабря 1895

года, а свой первый публичный доклад

о б

Х-лучах он сделал в Вюрцбургском
научном обществе 23 января 1896 года.

Второе сообщение «Новый род лучей»

публикуется уже 9 марта 1896 года, а

третье «Дальнейшие наблюдения над

свойствами Х-лучей» в мае 1897

года. В целом работа Рентгена над

открытым им новым родом лучей про-

продолжалась менее двух лет. Затем его

интересы переместились в другие об-

области, однако его следующая крупная

работа об электропроводности крис-
кристаллов вышла лишь через двадцать

с лишним лет.

В 1901 году Рентген узнал, что стал

первым физиком-лауреатом Нобелевс-

Нобелевской премии. Награда была вручена ему

«в знак признания необычайно важ-

важных заслуг перед наукой, выразивших-
выразившихся в открытии замечательных лучей,
названных впоследствии в его честь».

Рентген считался лучшим экспери-

экспериментатором своего времени, он доверял
только фактам, и в его работах можно

найти лишь то, что не вызывало у него

даже тени сомнения. По своим взгля-

взглядам и методам Рентген принадлежал к

представителям классической физики
второй половины XIX века; вместе с

тем, он был одним из тех блестящих

ученых, которые открыли дорогу со-

современной физике.

НОВОСТИ НАУКИ

ЭЛЕМЕНТ 112 — САМЫЙ
ТЯЖЕЛЫЙ НА СЕГОДНЯ!?

9 февраля 1996 года в Лаборатории
тяжелых ионов в немецком городе

Дармштадте было объявлено об от-

открытии самого тяжелого из извест-

известных на сегодня
— 112-го элемента.

Открыла его международная группа

физиков из Германии, России, Сло-
Словакии и Финляндии под руководст-

руководством Петера Армбрустера. Это со-

сотрудничество работает на редкость

продуктивно: его членам удалось об-

обнаружить шесть новых элементов —

со 107-го до 112-го — за последние

несколько лет.

Новый элемент имеет атомную мас-

массу 277 и по своим химически свойст-

свойствам должен быть похож на цинк и

кадмий. Однако, в отличие от своих

более легких собратьев, он очень

нестабилен и уже через тысячную

долю секунды распадается на ядро
110-го элемента и альфа-частицу. Ро-
Родившийся 110-й элемент также неста-

нестабилен и тоже распадается с испуска-
испусканием альфа-частицы. Этаискрометная
вереница распадов останавливается

лишь на более или менее стабильном

изотопе фермия с атомным номером
100 и атомной массой 253. И все

ступени этой цепочки распадов физи-
физикам удалось зарегистрировать, изме-

измеряя энергию вылетевших частиц
—

именно это и служит доказательством

рождения нового элемента.

А родить его тоже было очень и

очень непросто. Три недели физики
обстреливали ядрами цинка, разо-
разогнанными до большой энергии на

ускорителетяжелых ионов, ядра свин-

свинца. При некоторой определенной ско-

скорости столкновения ядер они могут
слиться и образовать ядро 112-го
элемента. Так вот, за три недели

экспериментаторам удалось зафик-
зафиксировать одно-единственное рожде-

рождение!

Новорожденный 112-й элемент под-

подтверждает давно существующие в

ядерной физике гипотезы о стабиль-

стабильности (естественно, в ядерном смыс-

смысле, где тысячная доля секунды
—

стабильная жизнь) некоторых ядер с

определенным числом протонов и

нейтронов.
Группа Армбрустера планирует

продолжать исследования и надеется

найти еще более тяжелые элементы.

А. Семенов

6 Квант № 2



«КВАНТ» УЛЫБАЕТСЯ

Что может ЭВМ

Б.БОЛОТОВСКИИ

ЭЛЕКТРОННО-ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕмашины неумолимо входят в нашу
жизнь. Они берут на себя планирова-

планирование, управление производством, сбор
и обработку информации, они анали-

анализируют обстановку и принимают на-

наиболее целесообразные решения. Я уже
не говорю о том, что электронно-вы-
электронно-вычислительные машины неизмеримо об-

облегчают решение чисто математических

задач. Никто не может сравниться с

ними в скорости вычислений - - за

считанные минуты они совершают

такую работу, на которую опытный

вычислитель потратил бы годы.

Не отрицаю. Но и не обольщаюсь. Не

надо слепо надеяться, что вычисли-

вычислительная машина решит все наши за-

затруднения. Не надо думать, что она

такая умная. Машина не умная, она

исполнительная что ей задано, то

она и делает. Причем делает очень

быстро, неизмеримо быстрее человека.

Почему машина быстро и хорошо

считает, это понятно. Дело в том, что

вычисления или, более научно гово-

говоря, логические операции это един-

единственное, для чего и существует элек-

электронно-вычислительная машина. Она

именно для этого сделана и избавлена

от всех других забот. Ей не надо оде-

одеваться, обуваться, умываться. Ей не

надо заботиться о пропитании люди

ее снабжают всем необходимым: запас-

запасными деталями и питанием. Ей не надо

утром ехать на работу в общественном

транспорте, а вечером
— домой и тоже

общественным транспортом, не надо

стоять в очередях, воспитывать детей,
лечить зубы, вести общественную ра-
работу. Ее задача только вычисления.

Но если нас с вами поставить в такие

условия, избавить от всех забот, то

любой из нас, наверное, сумел бы вы-

вычислять с огромным быстродействием,
не хуже, чем ЭВМ. И более того: ЭВМ

делает только то, что ей задано, правда

быстро и точно, но только то, что

задано. Она идеальный исполни-

исполнитель. А люди, если бы их ничто не

отвлекало от работы, могли бы сделать

нечто большее и гораздо более важное:

они бы, выполняя работу, могли внести

в нее что-то свое, не предусмотренное

заданием, свои улучшения. ЭВМ -

слепой исполнитель, человек

инициативный исполнитель. Человек,

ничем не отвлекаемый от своего дела,

даст сто очков вперед любой ЭВМ. Но

для этого о человеке тоже надо

заботиться не меньше, чем об ЭВМ. В

частности, следует улучшать службу
быта, торговлю, транспорт и всю

обслугу.
Но это пока присказка. Сказка

впереди. Это так говорится: «сказка

впереди», а на самом деле я вам расска-

расскажу достоверную быль.

В нашем Научно-исследовательском
институте бесполезных ископаемых

есть большая электронно-
вычислительная машина. Когда ее

устанавливали, предполагалось, что она

в корне изменит к лучшему положение

с разведкой и эксплуатацией
бесполезных ископаемых, а это, как

всем известно, важнейшая
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народнохозяйственная проблема. Бес-

Бесполезных ископаемых надо добывать

как можно больше, сокращая при зтом

расход денежных средств, материалов
и энергии. И в этом деле ЭВМ должна
была оказать решающую помощь. Нодо

этого не дошло. Первой машину освоила

бухгалтерия. Теперь вся зарплата, весь

учет материальных фондов института,

разные там балансы, дебеты, кредиты
— все считает вычислительная машина.

Быстро считает и выдает результаты

счета, печатая столбики цифр на

больших бумажных простынях. При
этом численность сотрудников

бухгалтерии вовсе не сократилась, а

еще выросла. Прибавилось несколько

программистов, оператор на ЭВМ,
радиоинженер и три лаборанта. Насчет

ископаемых машина пока не

высказывается — программа не готова,

не хватает опытных программистов. А

сама машина пока не знает, что ей

делать. Но это дело времени.

Есть у нас сотрудник, назовем его

сокращенно Сеней. Давно работает. И
вот он взялся за решение важнейшей

задачи научить электронно-вычис-

электронно-вычислительную машину думать, т.е. не про-

просто выполнять то, что ей задано в

программе, а раз от разу все лучше и

лучше. Как вам объяснить, чего Сеня

добивался? Представьте себе исполни-

исполнительного дурака (это, чисто условно,
ЭВМ). И вот этот дурак, выполняя

данные ему поручения, начинает вдруг

присматриваться к тому, что и как он

делает и нельзя ли все это сделать

лучше. Словом, дурак умнеет и раз от

разу все лучше выполняет поставлен-

поставленную задачу. Дурак с рефлексией — это

уже почти умный. В принципе можно

составить такие программы, которые

предусматривают самообучение маши-

машины в процессе работы. Вот Сеня и

занялся таким делом.

Для обучения машины Сеня выбрал

игру в крестики и нолики. Игра эта

очень простая, но Сеня рассудил, что

если удастся научить машину прилич-
прилично играть хотя бы в крестики и нолики,

то откроется путь и к обучению более

сложным делам.

Сеня составил такую программу.

Первоначально машина не умеет играть
в крестики и нолики, она знает только

правила игры. В частности, она знает,

что может поставить свой крестик на

любое свободное поле. На какое именно

поле следует ставить крестик, чтобы

выиграть, машина сначала не знает и

поэтому, конечно, проигрывает. Но

Сеня построил такую программу, что

машина от партии к партии улучшает

свою игру. Как это достигается, я вам не

могу точно сказать, потому что сам

толком не знаю. Но если объяснить

грубо и приблизительно, то дело обстоит

следующим образом. В соответствии с

программой, машина запоминает

сыгранную (и проигранную) партию, а

затем повторяет эту партию в своей

памяти. При этом машина имеет

задание: надо найти в той уже сыгран-
сыгранной партии такой последний ход (или

два последних хода), чтобы помешать

противнику сделать выигрывающий ход.

Грубо говоря, играл дурак с умным в

крестики и нолики. Играл и первую

партию проиграл. А потом ему говорят:
«Вспомни еще раз проигранную партию
и подумай, как надо было ходить, чтобы

помешать противнику сделать

выигрывающий ход. И в следующий
раз не забудь, как надо ходить». Я об

этом рассказываю очень неточно, потому
что я и сам не очень хорошо понимаю,

как все это делается. А если бы я все

хорошо понимал, то было бы для вас

еще хуже: тогда бы вы меня не поняли.

Так или иначе, в памяти ЭВМ оста-

остается какой-то положительный опыт пос-

после каждой партии. И этот опыт накап-

накапливается. Дурак играет с умным и сам

постепенно умнеет. Через шесть-восемь

партий машина начинает играть с чело-

человеком беспроигрышно. Выиграть она у

человека не может, потому что крести-
крестики и нолики — такая игра, в которой
при правильных действиях партнера
выигрыш невозможен. Но и человек

уже не может выиграть у мащины.

Дурак научился играть
— он уже не

дурак. Вот такую программу составил

Сеня программу с самообучением.
Но это не все, как говорил Анри

Пуанкаре. Составив программу и испы-

испытав ее, Сеня проделал следующий опыт.

Он взял две электронно-вычислитель-

электронно-вычислительные машины, заложил в каждую из них

одну и ту же программу и посадил эти

две машины играть друг с другом в

крестики и нолики. Как вы понимаете,

это уже совсем другая задача.

Действительно, в предыдущем случае

дурак играл с умным и от умного

набирался ума. А здесь дурак играет с

таким же, как он сам, дураком. Спра-
Спрашивается, чему они могут научить друг

друга? Чему один дурак может научить

другого? На первый взгляд —

ничему.
Но есть одна тонкость. Дело в том, что

электронно-вычислительные мащины

обладают большим быстродействием.
Пока человек сыграет с машиной одну

партию, машина с машиной успеют

сыграть миллионы партий. И, может

быть, огромное количество сыгранных

партий, несмотря на низкую квалифи-
квалификацию обоих партнеров, поможет им

чему-то обучиться. Повторяю, програм-
программы самообучения у обеих машин были

совершенно одинаковые. В каждую

машину была введена программа для

игры машины с человеком. Сеня запус-
запустил обе машины и дал им поиграть друг
с другом в течение нескольких часов (за
это время они сыграли миллионы и

миллионы партий). А потом Сеня стал

проверять, научились ли машины иг-

играть в крестики и нолики. Он сыграл

партию с одной из двух машин, и

оказалось, что ЭВМ как не умела иг-

играть сначала, так и не научилась. Как

была дурой, так и осталась. Сеня не

поленился, сыграл и со второй ЭВМ.
Тот же результат.
Эти глубокие исследования позво-

позволили Сене сформулировать один из

основных законов обучения:
При игре дурака с дураком самообу-

самообучения не происходит.
Когда я узнал про этот закон и про то,

как он был открыт, я долго смеялся.

Действительно, закон обучения кажет-

кажется хорошей шуткой. Но отсмеявшись

вволю, я пришел к выводу, что закон

обучения, открытый Сеней, гораздо

важнее, чем это может показаться на

первый взгляд. Он применим не только

к обучению вычислительных машин,

но и к обучению людей. Мы все знаем,
что плохой учитель не может ничему

научить. Он не может передать учени-

ученику знания, если они есть. Он тем более

не может ничему научить, если сам

ничего не знает. Не случайно человек,

если хочет чему-нибудь научиться, ищет
хорошего учителя, человека умнее себя.

Не случайно тренер должен быть мас-

мастером. Хороший учитель всегда зна-

знаток. Он знает, чему учить и как учить.

Плохой учитель это беда. Не надо

надеяться, что у него будут хорошие,
знающие ученики. Когда дурак учит,

обучения не происходит. И самообуче-
самообучения тоже. Надо готовить хороших учи-

учителей во всех областях обучения. И не

жалеть на это сил и средств.
Захваченный открытым законом обу-

обучения, я разыскал Сеню и расспросил

его обо всем подробнее. И изложил ему
большое количество важных следст-

следствий, которые вытекают из его откры-
открытия. Сеня выслушал меня и сказал, что

не думает, что открыл закон обучения,
что, по-видимому, программы не очень

хороши и если составить хорошую про-

программу, то возможно, машина, играя с

машиной, сможет все-таки обучиться.
Таким образом, полной ясности в

проблеме обучения пока нет. Но надо

хотя бы пытаться ее решить. Даже если

нет твердой надежды на успех. Как

говорится, можешь — дерзай, не мо-

можешь — слезай. Но в любом случае мы

должны знать, чего ждать от ЭВМ.
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Задачи по математике и физике
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Публикуемые в нем задачи нестандартны, но для их решения не требуется знаний, выхо-
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номеров журнала или по разным предметам (математике и физике) присылайте в разных
конвертах. На конверте в графе «Кому» напишите: «Задачник «Кванта» №2 — 98» и номе-
номера задач, решения которых Вы посылаете, например «М1631» или «Ф1638». В графе
«... едрес отправителя^ фамилию и имя просим писать разборчиво. В письмо вложите

конверт с написанным не нем Вашим адресом и необходимый набор марок (в этом кон-

конверте Вы получите результаты проверки решений).
Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемойдля публикации, присылайте в

отдельном конверте в двух зкземл/щзах вместе с Вашим решением этой задачи (на кон-

конверте пометьте' «Задачник «Кванта», новая задача по физике» или «Задачник "Кванта»,
новая задача по математике»)

В нечале каждого письма просим указывать номер школы и класс, в котором Вы учи-
учитесь.

Задачи М1631 — М1635 предлагались на осеннем туре Турнира городов.

Задачи М1631 — М1635, Ф1638 — Ф1642 *> вр - со.

М1631. Ксраы да теоремы
а) Еслимногоугольник можно разбить ломаной
равных мшдоуголшика. то его можно разбить отрез-
отрезком на два равных мш«"«уголыгака.
б) Есливыпуклый мнпгоугалмше можно разбить ло-

маноч на два равных многоугольника, то по моллю

разбпгь огрс-шм на два равных мясгоутлкнкка
в) Efливыпуклый многоугольник можно разбить ло-

мвиой на дпа ююгиуголтоодка, один из кдопрюх пере-
переводится в другой с по-*ixubfc» движений, сохраняющих
ерж-кладию (тес помадимо поворота и параллельного

пгргиога), ТО его мояжо разбить отрезком на два мио-

гиугольиика, один из которых пгреводнтся в другой с

«омтцью движений, сохраняющих ориентацию.

М1632. Раскрашенный в черный и бгльш цвета кубик
с гра»шю в одну кяетку кк^гавиди на одну из клоп*

нихиагцой достой и лрокхтмх но ней так, что кл'блк

побывал на каждой кяетке ровно по разу Mi>жн» ли

гак 1>исьуас1гп> кубик и так «рокатвть его по догм,
чюбы каядаяй раз цветг клепш и соприкоснувшейся с

ней грани совпадали?

М1633 В тргутльмим* ABC сгфезки СМ и BjV — ме-

диэды, Р и Q — точки соотеегсгегмно на АВ и АС та-

такие, что бигоилриса угла С треугсиямшка одновоемеи-
но явля»тся oucireftTpiiCob угла МСР, а биссектриса
угла В бнесектрпгой угла NBQ Можно ли угвер-

жлать fro треугольник ABC ра^даобезренный.

в) PQ II ВС?

В Cewk-pi*i

М1634 а) На стол положили (с перекрытиями) не-

екплъко одинаковых салфеток, имеющих форм>' ира-
вичыюго 6-угольиика, 1фич^м у всех салфеток одна

стоуюиа параллельна одной и той же прямий Fk-егда
ли можно trfferrb в стоя несколько гвпэаей isik, что вгг

салфетки будут щщбтгы, причем калдая — только ол-

U1IN ГЯОЗДСМ?

6} Т«и же вопрос про правильные 5-уго«ъшпчи.
А.Каш 1ь

Ml635* Каждая сгорона ь}1звил1>ного тр^тольника

разбита на « равных отрезкеш, и через все ючкн деле

ния проведшм прямые, пщюляетмые сторонам Дан-
Данный треугольник разбился на и2 маленьких трелтоль-

ним>в-кле1*ж Tpi-уголыщки, раа((|ьаол,снные мгжду

двумя сиегднш-п! лараллельш^м?! лря>п*мнж обрдауот
полоску

а) KdKf) н̂аибольшее число к/ипок можно оп«ггить,
чтобы никакие две отмечтаиые кчетюг не лриназлежз
ли олной полечке ни по одниот из трех налравлсшш.
если, я = 10?

б) Тотже вопрос для п = 9

А

Ф1638. Маленький упругий шарик подпрыгивает,
ряясь о пч»*Л)нтальную иодставку, при этом внгта

подгкоков равна Й Подставку сидень медленно сдвига-

сдвигают параллельно самой cv6e на h вниз к останавдпвоют

Нанд1гге новую вмесгу. «а которую шарик будет
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подпрыгивать относительно подставки лосле ее оста-

остановки.

А.3иль6ерман

Ф1639. Горизонтально расположенный цилиндричес-
цилиндрический сосуд с массивным поршнем находится в вакууме

(рис.1). Пружина жесткостью k закрепленная с одной

Рис. I

стороны, упирается в поршень. В начальном положе-

положении газа лод поршнем иет пружина не деформирова-
деформирована. Через дырку в дне сосуда в него впускают некото-

некоторое количество гелия и закрывают дырку. Лосле уста-
установления равновесия пружина
оказалась деформированной на

L. Затем газ очень медленно

нагревают, пока поршень не

сдвигается еще на L. Какое ко-

количество теплоты получил газ

при этом? Теплоемкостью сте-

стенок н поршня пренебречь.
М.Учителев

Ф1640. Четыре одинаковые
тонкие проводящие пластинки

площадью S каждая располо-

расположены параллельно и очень

близко друг к друту; расстоя- Рис. 2

ние между соседними пластин-

пластинками равно d (рнс.2). Первую н третью пластинки со-

соединили проводником, а между второй и четвертом
включили батарейку напряжением U. Какие силы дей-

ствуюуна каждую из пластинок

А.Псеторов

Ф1641. Три длинных куска провода сложили кисете и

получившимся «тройным» проводом намотали на ци

I )

Рис.3 ёт

лнндрнчгекмн немагнитный сердечник катушку, состо-

состоящую из большого количества витков <рис 3). Две из

получившихся ipex катушек соединили последователь-
последовательно н к концам образовавшейся двойной катушки па-

параллельно подключили выводы третьей иатушки. Сис-

Систему охладили но температуры, при которой катушки
стали сверхпроводящими, и к выводам енггомы под-

подключили батарейку с ЭДС & и внутренним сопротив-
сопротивлением г. Какие токи будут течь через катушки после

того, как эти токи практически перестанут изменяться?

З.Рафаилов

Ф1642. В сеть переменного напряжения B20 Б,
SO Ги) включили последовательно конденсатор некото-

некоторой емкости и катушку индуктивностью 1 Гн. Парал-
Параллельно конденсатору подключили вольтметр с очень

большим сопротивлением. При какой емкости конден-

конденсатора вольтметр покажет напряжение 220 В? Какую
емкость конденсатора ни в коем случае использовать

нельзя?

Р.Аяександров

Решения задач М1606— М1615,
Ф1623 — Ф1627

М1606. Дан треугольник ABC Постройте отрезок
Д/iV с концами на сторонах АВ и ВС. параллельный
стороне АС и видимый из середины стороны АС под

прямым углом.

Задача легко решается методом подобия. Пусть Р
—

точка, в которой продолжение медианы ВК пересекает

полуокружность с центром К м диаметромАС (см. ри-
рисунок). При гомотетии с центром В. переводящей точ-

точку Р в точку К, отрезок АС перейдет б искомый отре-
отрезок Д/iV: этот отрезок нараллелен АС и
= ZAPC - 90".

,

Заметим, что треугольник АКР (а также СКР) -

рав-

равнобедренный, поэтому углы ?МКА = ZKAI* и

ZMKB ¦= ?АРК равны <иг аналогично, ZBKN =

" ZNKC). Таким образом, для построения нужного

отрезка MNдостаточно пронести биссектрисы КМ и

KN углов АКВ и ВКС. То, что полученный отрезок
МП обладает нужными свойствами, легко доказать не-

непосредственно: ZMKN
¦» 90е, поскольку он состоит из

половинок углов, дающих в сумме развернутый угол» а

израллельность МЛ' и АС вытекает из равенств, ис-

использующих свойства биссектрис:

К АК _СК
^

MB KB~ KB NB'

Задача имеет к другие решения, связанные с подсче-

подсчетом углов
-

Р.Травкин, Н.Васильев, В.Сендеров

М1607. Корень трёхчлена ах* +Ьх + Ь умножили т

корень трехчлена ах* + ax + bv получили в произве-
произведении 1. Найдите эти корни.
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По условию а ч b отличцы от пуля. Если д, и

корни уравнения a.rJ + ах + 6 = 0, то У*, и V2
кцши уравнения Ьх* + ах + а — О. Таким образом,
ур-шиенмя

дя2+ *«¦•-6 = О и Ь.

имеют общий корень Тот же корень имеет и их сумма

{е+Щх2 + х +1) = О Поскольку х2 + х + 1 * о (речь
идет о вещественных корнях), то 6 = —а и трехчлены в

усчовии задачи имеют вид ах1 — сх ~сн ахг ¦*¦ ох
—

—

с, а искомые корни равны (л^5 +i)/2 и ы5 — lj/2
либо (-Л +1)/2 и (-Л -1)/2
Вчесто суммы двух раьенгш можно раогмотрсть про-

произведение равенств

dx* = -{Ьх + Ь) и Ьх* =

которое после сокращения на аЬ * 0 приводится к виду
х* = (х +t)*, откуда х2 -

л¦
- 1 = О

С Берлин, В Сепдерое

^ //сфестнвачъ военно-морской песни тгригца

шени хоры V3 100 стран. Каждый, хор должен испол-

нитъ три песни и сразу уехать (k>MW. Ознакомив

ишеь с текстами песен, организаторы обнаружит,
что каждая песня оскорбите гьна для одной из участ-

участвующих стран. Докалите, чгпс они могут назначить

порядок выступлений таким образом, чтобы никому
не прюи 1ось выслушивать бюяыаг трех оскорбитель
ных для его страны песен.

Нетрудно доказать по индукции, что если п хоров ис-

исполняют по три песни, каждая из которых Мскмт быть

оскорбитрлыюй для одного из остальных хоров, то вы

сгупления хоров можно организовать в таком порядке,

что каждым хор до своего выступления услышит не бо-

более трех оскорбительных песен.

Для и»1ип='2 это очевидно Если хоров пТ то всего

оскорбитетьных несен пе более Зл, н значит, нандетс

хор, на долю которого приходится не более трех ос-

корвлепий Пусть этот хор выступает последним Для

ucj-альных я
—

1 хоров пыполнепо то же условие и, по

предположению индукции, их выступления можно ор-

организовать требуемым образом.
Конечно, число 3 в условии можно заменить на любое

натуральное 5.

Ф.Назаров

Ml609- Пусть Р(х) — а) квадратный трехчяеп с

неотрицательными коэффициентами, 6) произволь
пый многочлен с неотрицательными коэффициента
ми. Докажите, что для любых действительных кисел

х и у справедливо неравенство

Пусть коэффициенты <%, а,. <%. ..., <^ многочдеиа

P[t) = {^ + 0I+ aj? + ... + cetn нелтрицатетаьны По-

Положим b* = ¦j^x"'. cA
= J^t/1, k = 0. 1, ...,

n Нера-
Неравенство, которое требуется доказать, имеет вид

ний переменных (и обращается в равенство только

если «векторы» ib0, 6, ..
, ?>„) и (с^, с,,. , си) про-

поршюнальны
— один из них получается умножением

вгеч координат другого на одно ню же число) Одно
из самых простых доказатетьств неравенства ( * ) рас-
рассмотреть ьъэдратный трехчлен

Последнее неравенство (оно называется неравенством
Ксши — Буняковского) справедливо для любых значе-

значеочеиидно неотрицательный при всех I, ч записать усло-
условие, что дискриминант этого трехч^нл Q[t) = At2 +

+ Bt + С нениложитрлсн, т.е. В2 < 6АС

Е.Малинникоаа, И.Васильев

Ml610. Псрраттеслтищия Сонета Мудрецов происхо-
происходит так- король выстраивает их в колонну по одно

му и недечает па голову кажАоыу килпвк а) белого
или черного; б) бечто, синего или красного цвете
Каждый мудрец видит цвета колпаков всех впереди
стояи{их мудрецов, по не. tnvUun цвет своего колпака

и цвета колпаков мудреца, стоящих позади него За
тем мудрецы по одному называют кокой нибудь цвет

(каждочу разрешается говорить точько один раз)
После "тюго король казнит всех мудрецов, ис у?абав-
тих цвет своего колпака Накануне переаттестации
все члены Совета дог/мюризнсь между собой и приду
мали, как минимизировать число полненных. Сколь

ким ьз них гарантированно удастся избежать казни?

Ответ на оба вопроса а) и 6) одинаков: для любого ко-

количества и мудрецов все, кроме одного -

последнего,

шлут избелдть казни. (Разумеется, последний не мо-

может иметь гарантии спасения, поскольку его колпак не

видит никто.) В случае а) достаточно соображения чет-

четности — сложения по модулю 2, в случае б) помогает
счожские по модулю 3.

Покажем, как могут действовать мудрены, сначала —

на йилее простом примере
а) Пустьбелый и черный цвета обозначаются чиогсмн

0 и 1, a xt
—¦ число, означающее цвет колпака fc-ro

мудреда. Каждый из мудрецов может посчитать чет-

четность количества черных килтеаков у стоящих перед

ниеч, другими словами
— остаток ори делении на 2

суммы соответствующих чисел, обозначим это число

для ft-ro мудреца через -v, (ft = 2. 3, .., п)- sk_t = xt *

+
х2

+ + л:м по чдедолю 2. Пусть сначала п-й муд-

мудрец называет $„_, Затем, виая sr_, и хи^2, стоящий пе-

перед ним (л ~1)-й называет свое число *„_, (оно равно
разности зя_,

—

s^j по модулю 2) Затем, зная $„_,,

хи-л. и 5и-3г (и ~ 2)-й называет сьпе число xtJ_2 (оно

равно Vi
-

x*-i
~

хл-з "о модулю 2), затем (к - 3)-й
называет свое число хп_г

-

5„.,-х„_л -хя_2 -sn_t{mou2)
и так далее вплоть до х,

= s,_,
-

jce_,
—

...

—

хг

б) Рассуждениясовершенно аналогичны- достаточно

трем цветам сопоставить числа 0, 1, 2 и считать суммы
и разности по модулю 3. т е. остатки соответствующих
чисел при делении на 3.

Н.Васильев

Ml611. Две окружности пересекаются ь точках А и

В Через точкуА проведена прямая, вторично пересе
кающая первую окружность в точке С, в вторую

—

в точке D. Пусть WkN- середины дуг ВС v BD,
не codepxauiux точку А, а К — середина отрезка
CD. Докажите, что угол NKN прямой. (Можно счи-
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что тачки С и D лежат по разные стороны

о?п ?почки А.)

Пусть jVj
— точка, симметричная точке N относитель-

относительно К (см рисунок) Tonaa AKCNt - &KDN. поэтому

D

V, « ND к ZNtCK = ZAtf)*: = « - ^ЛЯ,\\ Заметим

еще, что ZMCK = л - ZABM Складывая получен-
полученные ffeoertcrwa, находим, что ZNtCM = ZMBN. Кроме
того, из условия следует, что СМ = MB и BN = jVD
(т е Jftv"= GV() Значит, &MCNt

=¦ bMBN, откуда
WjV, = MiV. Отрезок А/К* — медиана в равнобедрен-
равнобедренном треугольнике AWj\i , поэтому ZMKN

= 90°.

Замечание. Задача имеет много других решений На-

мример, можно воспользоваться подобием треугольни-
треугольников МЕК и KFK, где ? и F — середины отрезков ВС

и ВЮ соотвегегьешю. Эти треугольники имеют две

пары взаимно перпендикулярных сторон" ЕК и FN,

Д/? и /CF; следоеательнд, пер«енд«кулярны и их

третьи стороны

Кроме того, соображения, использующие композицию

поворотов, позволяют отказаться от дополнительного

условия в задаче (о том, что точки С и D лежат по

разные стороны от Л), которое было задано лишь за-

затем, чтобы избежать разбора различных случаев. Ден-

ствитсльно, рассмотрим композицию поворотов

R% ° ^ - «а У Ыа
= ZDHB и р = гВМС вокруг

точек jV и М соответствеяло (углы предполагается

|»риенхированными). Заметим, что а + р = 180*, поэ-

поэтому /$, о Лд. —Zx— «ешральная симметрия относи-

относительно некоторой точки X. Но

ZX{D) - С,

поэтому — середина еярезка CD, т е. точка К. Если

,
то N, - (/$f •I^)(W) - /$f(N), т.е.

, раадобедренкый и ^MJW = 90°.

М1612*. В клетках таблицы 10х 10 расяжелены чис

ла 1, 2, 3, ..-> 700 так, что сумма любых двух соседних
чисел не превесходигп S. Найдите наименьшее возмож-

возможное значение S. (Числа называются соседними, еелн

они стоящ в клетках, имеющих общую сторону.)

Ответ. 106 Пример расстановки, для которой S— 106.

прйьедек из рисунке (этот пример, где наибольшие

числа в «черных» клетках соседствуют с наименьшими

в «бадых*). Докажем теперь, что S > $06 для любой

расстановки чисел в таблице. Нам понадобится следу-

следуЛемма. Если е прямоугольнике 2x10 отмечена

1 <п<9 попарно песоседних кчетнок, то vucio veonuw

чеиных клеток яря.чоуггхтънгжа, соседних с икнечен-

нымн. больше п.

Доказательство. Б каждом на 10 прямоугольничков

1 у.2, длинные стороны которых параллельны корот-

коротким сторонам прямоугольника 2 х 10, отяечеио не бо-

более одной клетки. Если идеи клетка е таким прямо-

уголышчке отмечена, то другая
—

неотмеченная, со-

соседняя с отмечениой Тем самых мы уже имеем и та-
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ких клетик, а поскольку « < 9, то Отри п > 1) найдет-

найдется, очевидно, и клетка, принадлежащая прямоуголь-

прямоугольничку 1 х2 без отмеченных клеток, граничащая с отме-

отмеченной клеткой соседнего прямоугольничка 1 х2 Сле-

Следовательно, общее число неотмеченных клеток, сосед-
соседних с <ямеченнымн, больше п, что и требовалось дока

зать

Допустим, что 5 < 105 для некоторой расстановки чи-

чисел. Стерев все числа в таблице, будем вписывать их

на прежние места, начиная с числа 100, в порядке

убывания
Выделим в таблице пять неперекрывающихся горизон-
горизонтальных полос размерами 10x2 клеток к пять непере-

неперекрывающихся вертикальных полос 2x10 клеток. За-

Зафиксируем число щ, после вписывания которого впер-

впервые либо в каждом горизонтальной, либо в каждом

вертикальном полосе окажется не меньше одного впи-

«дажло числа; аччшегсгвукяодий м«меит назовем кри-

критическим. Пусть уже вписаны 33 числа ©г 100 до 68.
но есгь пустые горизонтальная и вертикальная полосы.

Те 64 клетки таблицы, которые ис входят в эти поло-

полосы, можно разбить из 32 прямоугольничка 1 х2, хотя

бы в одном из них окажутся дна вписанных числа с

суммой ис меньше чем 68 + 69 > 105. Отсюда следует,
что г% > 68.

Заметим, что в критический момент в каждую из полос

вписано меньше 10 чисел {если бы нашлась, например,
горизонтальная полоса, в которую вписано не меньше

10 чисел, то перед вписыванием числа щ ь неб было

бы не неяьше 9 чисел, в силу чего в каждой из верти-
вертикальных полос было бы минимум по одному числу, что

протиЕоречиг определению числа щХ Поэтому к поло-

полосам того направления, в которых в критический мо-

момент оказалось хотя?бы по одному числу, исакно при-

применить лемму.

Поскольку в критический момент в таблицу вписано

101 — tifj чисел, из леммы следует, что у клеток, куда
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они вписаны, есть не менее A01 — fy) + 5 = 106 — щ
пустых соседних. Нам предстоит, таким образом, впи-

вписать в таблицу число, которое не меньше чем

106 - щ, причем радом с числом, которое не меньше

чем щ Сумма этих двух чисел будет не меньше чем

106 - fy+ щ
- 106. что противоречит нашему предпо-

предположению о том, что S й 105-

Д.Храмцов, Д.Фон-дер-Флаас

М1613*. На.бесконечной в обе стороны полосе ад кле-

клеток, пронумерованных целыми числами, лежит не-

несколько камней (возможно, по нескольку в одной

клетке). Разрешается выполнять следующие дейст-

действия:

1° снять по одному камню с клеток п- 1 unit поло-

положить один камень в клетку п
+ 1;

2' снять два камня с клетки п и положить по одному
камню в клетки п + i, n- 2.

Докажите, что при любой последовательности дей-

действий мы достигнем ситуации, когда указанные дей-
действия больше выполнять нельзя, и эта конечная си-

ситуация не зависит от последовательности действий

(а зависит только от начальной расктадки камней по

клеткам).

Обозначим через в, количество камней в клетке с но-

номером i. Тогда последовательность А = (q) задает кок-

фигурацию — расположение камней по клеткам. Назо-

Назовем весом конфигурации А число н?А) = ^\й$, где

число X > 0 выбрано так, что разрешенные действия

не меняют веса конфигурации. Для этого достаточно

взять X равным большему корню уравнения х2 —

х
—

- 1 = 0. т.е. X = {Л+ 1)/2. Действительно, ХгЧ - Xя -

- яг-1 - аг-Ча? - х - о - о. X"*1 - 2Л" -г гг2 =

= т?Ч\ - 0<х2 - х -г)=0.

Докажем индукцией по к — числу камней, что любая

последовательность действий завершается. При k ~ 1

это верно. flycTb k — наименьшее, при котором для

какой-то конфигурации А
= («%) с ^А " ? есть беско-

бесконечная последовательность действий. Наибольший но-

номер непустой клетки при разрешенных действиях не

уменьшается но и расти бесконечно он не может — он

не может превысить числа я, при котором X" > и{А).
Значит, с какого-то момента наибольший номер непус-
непустой клетки перестает изменяться, и с камнями, попав-

попавшими в эту клетку, уясе ничего не происходит. Выбро-
Выбросим эти камни и применим предположение индукции к

оставшимся.

В конечной конфигурации в каждой клетке не более

одного камня, и нет даух непустых клеток подряд. До-

Докажем, что любые две конфигурацииА ¦= (<fc) и В —

= (Ц с такими свойствами имеют разные веса. Пусть
п — наибольший номер, при котором Ц^Ь/, пусть

д^
= 1, Ь„

= 0. Выбросим из А к В все камки с номера-

номерами, большими л Сони ъАпВ совпадают). Для остав-

оставшихся конфигураций Л* и В1 имеем

Xя;

j
= X".

1-Х

Д*Фон-дер-Флаас

Ml 614. Яс плоскости расположены 2п + 1 прямых.
Докажите, что существует не более п(п + 1Х2п +
+ 1)/6 различных остроугольных треугольников, сто-

стороны ¦которых лежат на этих прямых.

Можно считать, что среди прямых нет ни параллель
ных, ни перпендикулярных и никакие три прямые не

пересекаются в одной точке (другими словами, любые

три прямые образуют треугольник, причем либо остро-

остроугольный, либо тупоугольный). Действителыно, выпол-

выполнения этого условия можно добиться, поворачивая
прямые на скол» угодно маленькие углы, а при доста-
достаточно малых углах поворота существующие остроу-
остроугольные треугольники ис перестанут быть остроуголь-
остроугольными, так что число остроугольных треугоямжков ис

уменьшится.

Пусть А и В — количества соответственно остроуголь-
остроугольных и тупоугольных треугольников на картинке. Бу-
Будем называть треугольник, образованный прямыми а,

Ь, с, частично остроугольным относительно а, если

его углы при стороне, лежащей на с, оба острые. Вы-

Выберем произвольную прямую / из изшего набора и по-

повернем картинку так, чтобы / стала горизонтальной
осью. Остальные In прямых разбнааются на два клас-

класса: прямые с положительным коэффициентом наклона

и прямые с отрицательным коэффициентом наклона.

Нетрудно видеть, что две прямые образуют вместе с /
частично остроугольный относительно I треугольник

тогда и только тогда, когда они принадлежат разным

классам. Поэтому количество таких треугольников рав-

равно произведению количеств прямых в двух классах,

что по неравенству о средних не превосходит п2.
Сложив такие оценки для всех прямых, получаем, что

количество нар «прямая и частично остроугольный от-

относительно нее треугольник» не превосходит л*Bп +
+ 1). В этом количестве каждый остроугольный треу-
треугольник учитывается три раза, а тупоугольный — один

раз, значит,

Общее число треугольников равно количеству троек
прямых, т.е.

Вычтем это тождество из предыдущего неравенства:

Зп2Bя +1) иBя+1Х2я -1) яBя+IXй+О

Таким образом. А ? w(n+l){2n+iy6, что и требова-
требовалось.

Замечание 1. Оценка «(«-i-l)Bn+l)/6 — точная: су-

существуют расположения прямых, в которых ровно та-

такое количество остроугольных треугольников. Приме-
Примером служит набор из 2я + прямых, содержащих сто-

стороны правильного Bп + О-угольника. Предлагаем чи-

читателям ответить не вопрос: какова точная оценка для
2п прямых?
Замечание 2. Задача имеет следующую.эквивалентную
переформулярову: для набора из In + 1 точек на ок-

окружности не более п(п+1)Bя -И)/6 треугольников с

вершинами в этих точках содержат центр окружности
в качестве внутренней точки. Для доказательства экви-



ЗАДАЧНИК «КВАНТА>

валентности установим соответствие между расположе-
расположениями прямых и наборами точек на окружности, при

котором остроугольным треугольникам соответствуют

треугольники (с вершинами на окружности), содержа-
содержащие внутри себя центр окружности. Для этого доста-

достаточно прямым, составляющим угол ф с фиксирован-
фиксированной прямой (скажем, осью Ох), сопоставить точку на

фиксированной окружности Ь с координатой 2ф, где

О < <р < я. Нетрудно проверить, что при таком соответ-

соответствии тройка прямых разных направлении (не прохо-
проходящих через одну точку) ограничивает прямоугольный
треугольник, если две на соответствующих им точек на

окружности Ь диаметрально противоположны, тупоу-
тупоугольный (остроугольный) треугольник — если точки

лежат (соответственно, не лежат) по одну сторону от

некоторого диаметра 6.

С.Иеанов

М1615. В прямоугольную коробку mxn , где тип —

нечетны, уложены кости домино размерами 2*1 так,

что остался не покрыт только квадрат х / (дырка)
в угл^коробки. Если доминошка прилегаем к дырке
короткой стороной, ее разрешается сдвинуть вдоль
себя па одну клетку, закрыв дырку (при этом откры-
открывается иоеая дырка). Докажите, что с помощью та-

таких передвижений мо-жно перегнать дырку в любой

другой угол.

Назовем полями клетки доски, стоящие на пересечения

горизонталей и вертикалей с нечетными номерами (см,

рисунок t, где поля закрашены голубым цветом). За-

Рис-1

метим, что дырка будет перемещаться только по этим

полям. Докажем, что на доске тх.п дырка, первона-

первоначально расположенная в углу, может быть перемещена
в любое другое поле, как бы ни были расположены до-
доминошки

Из центра каждого ноля А, закрытого доминошкой,

проведем стрелку в соседнее поле, граничащее с корот-

короткой стороной этой доминошки; если дырка находилась

бы в ?, то после передвижения этой доминошки она

попала бы н А. Таким образом, на каждого ноля выхо-

выходит ровно одна стрелка (именно здесь используется не-

нечетность тип)
Докажем, что из каждого поля путь по стрелкам неиз-

неизбежно приведет к полю, где расположена дырка, для

этого убедимся, что такой путь не может зациклиться

Другими словами, пе существует замкнутого пути на

стрелок, ограничивающего многоугольник.

Для этого докажем, что (строго) внутри замкнутого

контура из стрелок, соединяющих центры клеток -

этот контур, очевидно, расположен из решетке квадра-

квадратов со сторонами 2 — лежит нечетное число k клеток

(исходной решетки со стороной 1) Тем самым, внут-

внутренность этого контура не может быть заполнена доми-

доминошками! (Здесь используется тот факт, что дырка ле-

лежит на границе прямоугольника.)
Приведем два доказательства этой леммы о нечетности.

Первое использует подсчет площадей и углов. Вся пло-

площадь, «раниченная контуром на стрелок, очевидно,

кратна 4, поскольку она состоит из нескольких квадра

тов 2 х2. Отметим с внутренней стороны каждой

стрелки контура полоску шириной 1/2 —

примыкаю-
примыкающий к ней прямоугольник 2x1/2 (рис.2). Сумма пло-

Рис.2

щадей s таких полосок равна числу звеньев замкнутой
ломаной и потому четна (вверх направлено столько же

звеньев, сколько вниз, апрано — столько же, сколько

влево). Но при каждом повороте на угол 90° или -90"

образуется пересечение полосок площадью 1 /4 или

возникает зазор между полосками и внутренними клет-

клетками с такой же площадью 1 /4. В замкнутой ломаной

поворотов одного знака вн 4 больше, чем другого. Та-

Таким образом, площадь зазора (шириной 1/2) между
контуром из стрелок и внутренностью из к клеток от-

отличается на 1 от 5, т.е. нечетна Итак, к получается
вычитанием из числа, кратного 4. нечетного числа *

-

1 и, значит, нечетно.

Второе доказательство нетрудно провести индукцией
гго числу квадратов 2x2, заключенных внутри конту-

контура. Нужно лишь доказать, что в любом многоугольни-
многоугольнике М, состоящем из нескольких квадратов клетчатой

бумаги, можно выбрать одни «крайний» квадрат, пос-

после удаления которого остается (нераспадающийся
многоугольник. Это можно сделать (примерно так же,

как выше «с помощью стрелок» мы искали путь для

перемещения доминошек)
Выберем из нашего многоу-

многоугольника М любой квадрат
— присвоим ему номер 0, со-

соседним с ним (по стороне)

Рис.3

квадратам из М присвоим

номер 1, их соседям (кото-

(которые еще не имеют номера)
присвоим номер 2, и т.д.

(рис.3) Квадрат К с на-

наибольшим номером и будет «крайним» Он граничит
либо с одним квадратом из М, либо с двумя (причем н

последнем случае весь угол из четырех квадратов,

включающий К. принадлежит М); как легко видеть,

анутренность М при удалении такого квадрата К



квант

К

Рис.4

К

уменьшается на 2 или 4 клетки 1рис.4). Поскольку для
М, состоящего иа одного квадрата, внутренность

—

одна клетка, по индукции мы докажем, что для любого

М она состоит на нечетного числа клеток.

А.Шаповалов. Н.Василъев

Ф1623- Иа гладком горизонтальном столе находится
клик массой М с углом 45° при основании, на нем —

клин покой же массы М с таким же углом, так что

верхняя плоскость второго клипа горизонтальна, а на

ней лежит кубик массой т (рис. 1). Всю конструкцию

удерживают неподвижной. Какую скорость приобре-
приобретет кубик через время т после растормажиеония
системы? Трением пренебречь. Счшинпъ, что за ука-

указанный интервал времени характер движения ве ме-

меняется

Ь sin 45"

Рис.1 Рис.2

Обозначим буквой а ускорение нижнего клина — оно

горизонтальное (рис.2). Ускорение верхнего клина от-

относительно нижнего направлено вдоль плоскости их

соприкосновения
— вниз под углом 45" к горизонту.

Удобно представил» полное ускорение верхнего клина

б виде суммы днух векторов
—

горизонтально направ-
направленного вектора, по величине равного а, к направлен-
направленного вниз под углом 45' вектора, равного по величине

Ъ. Тогда горизонтальная составляющая ускорении

верхнего клина направлена противоположно ускоре-
ускорению нижнего и равна bcos45° -

с, нертикальная со-

составляющая равна bsin45°. Ускорение кубика, очевид

по, направлено вниз и равно вертикальной составляю-

составляющей ускорения верхнего клина, т.е. bsin45°.

Найдем соотношение между величинами а н Ь. Для
этого вспомним, что в отсутствие внешних горизон-
горизонтальных сил ускорение центра масс по горизонтали
должно быть нулевым Кубик движется строго верти-

вертикально, поэтому

Mlbcos450-c} = Ма,Ь = 2ajcosi5° =

Тогда горизонтальная составляющая полного ускоре-

ускорения верхнего клина относительно земли равна а. вер-

вертикальная составляющая ускорения этого клина (и ку-

кубика) равна 2а. Модуль полного ускорения клина при
этом равен -JSa.
Для нахождения ускорений тел воспользуемся законом

сохранения энергии. Для этого подождем время т пос-

после начала движения тел и приравняем полную кинети-

кинетическую энергию системы уменьшению ее потенциаль-

потенциальной энергии. Скорости н смешения за время т найдем
по соответствующим формулам для равноускоренного
движения. Уменьшение потенциальной анергии систе-

системы связано с вертикальным смешением верхнего клина

и кубика

Суммарная кинетическая энергия тел равна

*-**?¦
Приравнивая &Ер и Et, получим величин)' ускоре-
ускорения в:

у

а значит, и скорость кубика через время т после нача-

начала движения:

¦ Ъп

З.Рофашюв

Ф1624. Два маленьких шарика массой М каждый ид

ъсдятяся на расстоянии L друг от друга и имеют оди-

некиеые по величгме и противоположно направленные

скорости ьй, перпендикулярные отрезку, соединяюще-

соединяющему шарики. Никаких внешних сия нет. Учитывая

гравитационное взаимодействие шариков, найдите

максимальное расстояние между ними в процессе дви-

движения и минимальные скорости шариков.

При достаточно большой начальной скорости шариков

расстояние между ними будет увеличиваться» а их ско-

скорости будут уменьшаться
—

шарики притягиваются

друг к другу. В этом случае максимальное расстояние

между шариками соответствует квнималыюй скорости
(в силу симметрии, скорости шариков в любой момент

рааны друг другу). Если шарвни не разлетятся на бес-

бесконечное расстояние (а при достаточно большой ско-

скорости так и было бы), максимальное расстояние между

ними будет в тот момент, когда проекции скоростей на
прямую, соединяюпгую шарики, окажутся равными
нулю. Обозначим скорости шариков в этот момент с, а

расстояние между ними *. Тогда из закона сохранения

энергии пблучим (шариков — два!)

В соответствии с законом сохранения момента импуль-
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са {или второго закона Кеплера), можно записать

Решая эти уравнения совместно, найдем

* = ¦

Проанализируем полученный ответ Отрицательное
значение внаменателя в первой формуле соответствует
разлету шариков на бесконечное расстояние, это про-

произойдет при выполнении условия г? * GM 'L. Если

знаменатель меньше единицы, то все в порядке, а есян

он больше единицы
— то мы нашля мклвмальное рас-

расстояние между шариками (наши уравнения годятся и

для минимума и для максимума). В этом случае ответ

простой, максимальное расстояние между шариками L,
а миннъильная скорость ?д. Это соответствует выпол-

выполнению угчюния

И юьонеи, если скорости шариков не слишком малы и

не очень велики, т.е. лежат в найденных границах, то

максимальное расстояние
— это s. а минимальная ско-

скорость
— v.

Р.Шарихов

Ф1625. В кубическом сосуде объемом V = / л3 нахо-

находится гелий при температуре Т
= 300 К и давлении

р= 10* Па. В стенке сосуде открывают отверстие
площадью S = t смг и через время х •* 0,01 с закры-

евют Снаружи — вакуум. Оцеьитв изменение тем-

температуры газа в сосуде после установления в нем.

равновесия. Считайте, что открывание и закрывание

отверстие производят очень аккуратно
— не созда-

создавая лишних потрков газа.

Газ в сосудедовольно плотный, молекулы вылетают из

сосуда как бы «сплошной средой». Оценим число вы-

леггеиших молекул
— его мы иййяем так же, как обья-

по вылучлит число ударов молекул о стенку сосуда

(тут несущественны удары кодекул друг о друга). За

время 1 вылетает половила молекул на объема Szn

Скорость молекул v оценим из средней кинетической

энергии (мы лотом непременно проверим, не слишком

ли сильно изменится температура и можно ли для ее

оценки использовать начальное значение 300 К):

и=,/ЗЛ7уМ« 1500 ц/с, me M -4 г/моль — моляр-

молярная масса гелия. Тогда объем, в котором вначале со*

держались вылетевшие млленулы составит

Видно, что v сосуде практически ничего ие измени

лось.

Оставшийся в сосуде газ совершит некоторую работу,
«ввдавливая»- вылетающую порцию наружу. Тепла к

сосуду не педводилесь, значит, работа совершается за

счет уменьшения внутренней энергии гаэа. Запишем

уравнение первого начала термодинамика:

Отсюда, учитывая уравнение состояния pV = \RT.

найдем

АМовторов

Ф1627 *. Конденсатор емкостью С подключают к па

раллельно соединенным катушкам, индуктивности
которых Цч 1-2 (см- рисунок 2). В начальный момент

конденсатор не заряжен, через первую катушку те-

течет ток 19, ток еторой ка-

катушки равен пулю. Найдите
максимальный заряд конденса-
конденсатора и максимальную величину
тока в точке А.

Катушки подключены парал-

параллельно, значит, их ЭДС индук-
индукции в любой момент одинако-

одинаковы, а изменения магнитных потоков через них равны

между собой (Тот же вывод можно сделать, рассмат-

рассматривая магнитный поток через сверхпроводящий кон-

контур, образованный катушками.) Обозначая токи кату-
катушек в некоторый момент времени I и / запишем

1

Л

Максимальный заряд конденсатора соответствует мо-

моменту, когда ток, «втекающий в обкладку конденсато-

конденсатора, обращается в ноль, т.е. /t ™ Г3- Тогда заряд можно

найти, используя закон сохранения энергии. После не-

несложных преобразований получим

Максимальный ток через вторую кпуткг получится в

тот момент, когда ЭДС индукции обратится в ноль.

Это означает, что и заряд конденсатора в этот момент

обрйщастся в ноль. Тогда закон сохранения энергии

можно записать без учета энергии конденсатора.

V?+**/? = VI

Объединяя это уравнение с уравнением для токов

магнитных потоков), получим

+L&

У этого урааяеиня для /2 имеются два порня. Один из

них равен нулю
— он соответствует минимальному

значению этого тока (условия минимума очень похожи

на условие максимума
— ЭДС индукции и в втом слу-

случае равна нулю), а второй корень искомый:

' Решение задачи Ot€26 будет опубликовано позже.

2
К сожалению, на рисунке в условии задача (см, *Квант»

№6 за 1997 я.) допущена неточность.
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Названия числовых великанов

Н..азвания чисел в пределах пер-

первойтысячиуразныхнародов звучатпо-

разному Но число 1000000 представи-

представители разных стран называютодинаково
— миллион.

Любопытна история числительного

миллион В 1271— 1275 годах венеци-

венецианский купец Марко Поло (ок 1254—

1324) первым из европейцев посетил

далекий и загадочный Китай Путь в

Китай лежалчерезмногиестраны Вер-

Вернувшись домой, он не переставал вос-

восторгаться увиденными чудесами. В его

речи то и дело проскальзывало слово

«миллионе... миллионе...» Слово milk

(¦ысяча) было ижестно еще в Древнем
Риме. Словечко «миллионе», которым

отважный путешестэанник назвал ти-

сячу тысяч, так прочно пристало к

МаркоПоло, чтосовременники прозва-
ая его «Марко Миллионе»
Слово миллиард для иазвавия числа

) 000000ОООимеетфранцуэекиекорни
Его синоним слово биллион. При-
Приставка би- по-латыни означает «вто-

«второй» — к предыдущему числу как бы

присоединяется второй «вагончик» из

грех нулей.

Далее названия чисел образуются из

латинских названий количества таких

«вагончиков», прицепляемых справа:

1 000 000 000 000 — триллион. 1 000

000 000 000 000 - квадриллион, 1000

000 000 ООР-000 000 - кеинтилтюн.

Названия чисел до числа 1063 с двад-

двадцатью одним «вагончиком» помещены

в таблице. Заметьте, что количество

«вагончиков» на единицу больше ла-

латинского числа, звучащею в названии.

Ведь состав из «вагончиков» начал

формироваться не с «тепловоза» —

единички, а от сцепки «тепловоза» с

одним «вагоном» —тысячи. Такая сис-

система названий больших чисел принята

в болыпнвстве европейских стран и в

Соединенных Штатах Америки А вот

во Франция XV века, посчитали, что

«вагончик» из трех нулей слишком

мал, и поместили в один -«вагончик» 6

нулей. В рукописном сотвненни по

арифметике лионского врача Никола

Шюке мы находим слова биллион,
триллион и т.д., которыми он обозна-
обозначал вторую, трааю и т.д. степени

миллиона, г.е числа (W00000J = 1

©00000 €00000. A000000K ¦= 1 €00000

€00000 €00000 и т.д. Эта традиция до
сих пор сохраничась в Германии и

Англии, сами же французы с середины

XVn в. стали разделять числа ка пери-
периоды по три цифры в каждом вместо

шести, и слово билтиоп получило уних
значение Ю9.
В III в. до и э величайший ученый

древности Архимед (ок. 287-212 до

н.э.), оптравдоясь от модели Вселен-

пой своего старшего совремеюжкг, ас-

астронома Аристарха Самосского <IV -

Шв. дон.э.), нашелчисло мельчайших
песчинок какоепотребовалось бы, что-
чтобы заполнять все пространство Вселен-

Вселенной, весь мир, представляемыйдревни-
древними греками. Это число оказалось не

столь уж запредельным для человечес-

человеческого поникания — наш современник

оценил быего какединицу с 63 нулями.
Свою снстечу чисел Архимед изложил

в сочинении «Псаммит» {«исчисление
песчинок»). Основополагающим чис-

числом в его системе служит мириада —
число Ю4. Так, 1 у Архимеда — едини

ца чисел первых, иириада
— 10* еди-

единиц чисел первых, Ю8 — едининэ

чисел вторых, Ю16 — единица чисел

гретьих. 10fr№ — единица чисел мири-

адо-инриадных

Затем Архимед, назвав эти числа

числами первого периода, переходит к

другим пернодач" второму, третьему,

.... инриадо-мириаднсму. Таким обра-
образом, у Архимеда названия получили
числа в огромном диапазоне

— от 1 до
.иг .,

.Если записать ве-

вереницу нулей последнего числа из бу-
бумажнойленте, отводянакаждуюцифру
до 5 мм, то в итоге потребуется лента,
длина которой превысит в несколько

раз размерынашейпланетнойсистемы

(Для желающих проверить расчеты

сообщаем, что самая отдаленная от

Солнца планета Плутон имеет средний
радиус орбиты около € млрд км )
И внаши дни ученыепредлагаютдля

больших чисел новые названия. Так,
например, профессор Станфордското
университета. (США) Дональ Э Кнут
полагает, чтовтраяицнонныхсистемах

названия для чисак ^расходуются»
слишком расточительно. Представим



ил минутку, что мы умеем называть

толькочисзавпреде.лахот1до100 Уже

этого небольшого багажа палий доста-

достаточно, чтобы поименовать все чиста от

1 до 99У9 — последнее число можво

наЭБЯтьлскяностодевятьсотендсвянос

то девять Точно так же, если вечед за

древними грекамм число 10 ОООиззвать

.чиршдой. то далее мы сможем поиме-

вовать вес чнеэаот! до 10 например.
называя чисто 9999 9999 девяносто

девятьсотендеетостодееятъмириад
dtвяносто девятьсотен девяносто де-
девять. Следующее го необходимости
названное чисто должно быгь 10е

Л- Э Кнутпредтагаетдля него название

нилъюн («однокорневые слова, напрн-

мермилъюнер
— обладателъмильюнно-

го состояния, также были бы удобны в

обращении».—отмечаетКнут) Дейст-
вуяючнотэкжеидалее, иовоенаэванис

мы каждый раз будем давать чисту,

представляюшему собой квадрат пред-

предыдущего именованного числа.

Люболытво. что близкая идея — при

ебраэованин нового именованного чис-

числа «брахьстолько лостояько» встреча-

встречается не только у Кпута н Архимеда, ко

н и старинной ьумерании славян В

одной нз рукописей XVII века строится

чистовая система, в которой число Ю6
именуется тьмой затем тьма тьму

щая, число 10й, получает название

легиона; легион jetvoaoe тл число

102л. наэываОтсялеодроч. злеодрлеод-
рт. тл. Ю4*. именуется ворохом Сле-

Следующий рубеж. 10 , объявтятся коло-

колодой. На ней спотыкались, и счетпреры-

прерывался- « к бол.ее сего несть четивечес-

кому ^-му разумеватв»-

Для чего ученые интересуются систе-

системами названий чисел? Ведь еслиобозна-

обозначить какое-нибудь большое число сте-

степенью 10. товсепсичут.очем идетречь.

Трудно на согласиться с этим аргумен-
аргументом И все же ла следует думать, что

рассматриваемые числовые конструк-
лии интересны тишь с точки зрения

иаукн о языке — лангвистпни. Рассуж-

Ллтинсккс чнетигельные
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Большие ччечз. ч их нам амия

10* миллион

10' ммлдцрп. бк.пион

10' трН1ткО>1

Ю" мадри1лхо>1

1С» гнинти/пнли

10" СГК<Т11ЯЛ1ЮИ

10м ЦЧПИЛЛН<11|

Ю-'1 иклтнои

10» нсииллиои

IV лекилльоы

10х \-|(Л1ЦИЛи»гМ

10м ^yotciiaiixo»

10" ТрОДСЦКЯЛИОП

ID" ккегггортелнлтоа

10" mmjjc-iih.iiiiOH

10" ССЛМ1НЯ1ИО11

IOV септлсиидяион

ю" г>'олсингнитн1лкйI

1С viii вижмил.тпл

10" пигипгиикон

'«•#*«»

денкя о схечях построения названий

больших чисел поэволпис профессору
Клуту построить в 1977 году систему

математических гимиолов, с помощью

когорой впосчедегсиибыла предстасле
ла симая большая на когда-либо встре-
встречавшихся в математических доказатель-

доказательствах констант — так называемое число

Грэхеча. Это число связано с бихроыа-
тнческимнгилрркубачи и иеможетбыть

млражено без особой 64-уровневаЙ сие*

темысимволов Кнута. Естественно, что

число Грэхема вошло ю книгу рекордов

Гннвессй как самое большое число,

когда-либо применявшееся в*1атемати-

сском доказательстве.

В эаключеинэ нельзя «е упомянутьо

тякнх внесистемных» кялвацнях чи-

чисел, как гугол
— пля числа 10:к> и

гуго vwexctD?- для числа 10 в степени

гугол: (?° Однажды американский
математик Эдвар Каснерстал подыски-
подыскивать простое и ясное слово для назва-

названия числа 1010°. На умничего непркхо-
яило и он решил обратиться за по-

помощью к своему девятилетнему пле-

племяннику. Тот. иедолгодумая, ответил

«тугол».
В толковых счозарях можно найти

и еще одно большое число, имеющее

свое собствеииое название, это цен

миллион — митяион в сотой степени.

Л.Жуков
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Задачи

Задачи 1—4 собраны из старых номеров «Кван

та». Их решали младшие школьники, которые уже
сталимладшими и старшими научными сотрудника
ми.

1. Восьмиклассники построены в шеренгу. Перед
каждым из них стоит семиклассник, который ниже

его ростом. Докажите, что если шеренги семиклас-

семиклассников и восьмиклассников построить по росту, то

по-прежнему каждый восьмиклассник будет выше

стоящего перед ним семиклассника.

(«Квант» №8 за 1974 г.)

3. Десятьчеловек пришли в гости в галошах.

Уходили они по одному, и каждый надевал произ-

произвольную пару галош, в которую он мог влезть (т.е.
не меньшего размера, чем его собственная). Какое
наибольшее число людей не смогло надеть галоши?

(«Квант» №5 за 1978 г.)

4. Изспичек сложено слово «ТОЛЯ»:

2. Мастер спорта Седов, кандидат в мастера Чернов
и перворазрядник Рыжов встретились в клубе перед
началом турнира.

- Обратитевнимание, — заметил черноволосый,
один из нас седой, другой рыжий, а третий

черноволосый. Но ни у кого цвет волос не соответ-

соответствует фамилии. Забавно, не правда ли?

- Тыправ,
—

подтвердил мастер.
Какого цвета волосы у кандидата в мастера?

(«Квант» №10 за 1976 г.)

Переложите ровно одну спичку так, чтобы получи-
получилось женское имя.

(«Квант» №2 за 1976 г.)

^Iks?

5. На каждой горизонтали и каждой вертикали
шахматной доски стоит нечетное число фигур.
Докажите, что на черных клетках шахматной доски

стоит четное число фигур.
В.Произволов

1

I

1
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Почему у сыра круглые дыры

35

С. КРОТОВ

...На полянке рос высокий-превысокий дуб, а на самой верхушке этого дуба

кто-то громко жужжал: жжж! Винни-Пух сел на траву под деревом, обхватил

голову лапами и стал думать. Сначала он подумал так: «Это — жжжжж — не-

неспроста! Зря никто жужжать не станет. Само дерево жужжать не может.

Значит, тут кто-то жужжит. А зачем жужжать, если ты — не пчела? По-моему,
так!». Потом он еще подумал-подумал и сказал про себя: «А зачем на свете

пчелы?Для того, чтобы делать мед! По-моему, так!». Тут он поднялся и

сказал: « А зачем на свете мед? Для того, чтобы я его ел! По-моему, так, а не

иначе!».

А.Милн. Винни-Пух и все-все-все

ПОЧЕМУ
многие любят симпа-

симпатичного героя медвежонка

Винни-Пуха? Наверное, потому,
что он нам напоминает нас самих,

когда мы были маленькими,

задавали всякие глупые (по мне-

мнению взрослых) вопросы и тут же

хотели получить на них ответы.

Но задавать вопросы очень полезно

в любом возрасте. И конечно -

при знакомстве с физикой. Давайте
попробуем может быть мне

удастся вас в этом убедить.
Не приходилось ли вам в детстве

читать сказку «Два жадных медве-
медвежонка»? Не знаю как вам, но мне

больше всего запомнилась сама

книжка, причем незабываемое впе-

впечатление произвели красочные ил-

иллюстрации с исчезающей на глазах

головкой сыра в ярко-красном

«мундире» и ужасно «дырявой»

внутри. Дырки были абсолютно

круглые и все почти одинаковые.

С тех пор прошло много времени,
и лишь недавно я понял, что за

устройство дырок в сыре отвечает

один из фундаментальных законов

природы закон Паскаля. Не

забыли, как он звучит? «Давление,
производимое на жидкость или

газ, передается без изменения в

каждую точку жидкости или газа.»

Как видите, главным действую-
действующим лицом здесь выступает

давление. Вот и давайте прежде

всего обсудим эту физическую
величину. Помните, как в печаль-

печальной сказке «Серая шейка» хитрая
лиса подползала к полынье, в ко-

которой плавала Серая шейка?

Понимая опасность передвижения
по тонкому льду, лиса распласты-
валась по нему как только могла.

Эта статья была опубликована в

«Кванте» №1 за 1985 год.

Но сила, с которой она давит на

лед, не зависит от ее положения

лиса ведь не становится легче

от того, что она стоит, а не лежит.

Нет ли здесь противоречия?
Оказывается, нет. Все дело в

том, на какую площадь

поверхности приходится эта сила

давления. Чем больше поверхность

соприкосновения лисы и льда, тем

меньше сила, прогибающая лед в

различных его участках, тем

безопаснее по нему передвигаться.

(Лиса была хитрая и знала об

этом.) Точно так же и для описания

многих других явлений мало знать

общую силу давления силу, с

которой давят друг на друга

соприкасающиеся тела, а важно

знать, какая сила приходится на

единицу площади поверхности их

соприкосновения. Но сила давле-

давления, приходящаяся на единицу

площади поверхности, это и есть

давление. Не припомните еще

какую-нибудь историю, в которой
все (с точки зрения физики) опре-

определялось бы именно давлением?

Ну конечно, это сказка Андерсе-
Андерсена «Принцесса на горошине». По-

Почему горошина, попавшая в

постель принцессы, могла вызвать

у нее столь неприятные ощущения?
Опять все дело в давлении.

Очевидно, что как с горошиной,
так и без нее общая сила, «удер-
«удерживающая» принцессу на кровати,

остается неизменной. Но если на

кровати появится выступающая

часть в виде горошины, то давление

в этом месте резко возрастет, что

тотчас испортит настроение

принцессе, и она может потерять

сон. Вы не станете возражать, что

вовсе не нужно быть изнеженной

принцессой, чтобы обнаружить в

своей постели небольшую горо-

горошину? Я думаю, с этим справился
бы и свинопас. А вот обнаружить
горошину через толщу несколь-

нескольких пуховых перин (в сказке их

было двенадцать) это требует
изысканной утонченности чувств.

Чуть дальше мы обсудим, почему

пуховая перина, положенная

поверх горошины, способна все

запутать (а может быть, и нет,

если, конечно, принцесса

настоящая).
Итак, давление это величина,

равная отношению силы, действу-
действующей перпендикулярно к повер-

поверхности, к площади этой

поверхности. Но в законе Паскаля

неявно присутствует вроде бы еще

одно давление внутри жидкости
или газа. Получается так, что

жидкость внутри как-то «узнает»
о том, что извне на нее что-то

давит. То есть действующее на

внешнюю поверхность жидкости

давление передается самой жид-
жидкостью от точки к точке, причем

одинаково во всех направлениях.
И это является неотъемлемым

свойством именно жидкости. Так

она «устроена». Разберемся в этом

поподробнее.
Нам понадобится мягкая пружи-

пружина. Например, такая, как в пневма-

пневматическом пистолете. Если ее поло-

положить на стол, то расстояние между

соседними витками будет одним и

тем же по всей длине пружины. А

вот если ту же пружину поставить

вертикально, то под действием силы

тяжести витки начнут «падать»

вниз, приближаясь друг к другу. В

конце концов в разных сечениях

пружина будет сжата по-разному
чем ниже витки, гем меньше

будет расстояние между ними. В

чем здесь дело? В результате вза-

взаимных перемещений витков в пру-
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жине возникают упругие силы,

причем чем ниже витки, тем

большую часть пружины они несут
на себе и тем сильнее они сжаты.

Итак, в различных сечениях

давления в пружине разные. Чтобы

увидеть картину давлений внутри
тела, сожмите в руке поролоновую

губку. Одни участки поролона со-

сожмутся, другие, наоборот, растя-

растянутся. Чем сильнее сжато какое-то

место, тем меньше и размеры соот-

соответствующих «пор».
Как видите, о внутренних дав-

давлениях мы могли судить так: для

пружины по изменению рассто-
расстояний между соседними витками,

для поролона по изменению

размеров «пор».

Жидкости или газы, в отличие

от твердых тел, как правило, могут
быть только сжаты. Причем если в

непроницаемую оболочку налить

жидкость и сильно сжать ее, то

(если не учитывать силу тяжести)
она будет сжата одинаково по всему

объему изнутри нельзя отличить

одну точку от другой. Важно, что

независимо от формы внешней по-

поверхности давление из любой

точки жидкости передается во все

соседние точки одинаково. Чтобы

сделать свои слова более

наглядными, я вынужден буду
попросить у вас прощения и на-

напомнить не самые лучшие минуты
жизни. Всем нам когда-то делали

уколы. Помните, как, прежде чем

сделать укол, врач надавливает на

шприц и из тоненькой иголки

выпускает струйку целебной

жидкости? Представим теперь, что

нам удалось по всей поверхности

шприца сделать небольшие

отверстия и вставить в них иголки

-

у нас получилось что-то вроде
ежика. Если теперь надавить на

поршень шприца-ежика, то из всех

иголок, находящихся на одной

высоте, будут бить абсолютно оди-
одинаковые струйки. Это происходит

потому, что жидкость подчиняется

закону Паскаля и выдавливается

из отверстий, находящихся на

одной высоте, с одной и той же

силой. Для отверстий,
находящихся на разных высотах,

необходимо учитывать силу гид-

гидростатического давления.

Для сравнения упругих свойств
жидкости и твердого тела приведем

еще один пример. Представим
себе, что в одну узкую мензурку
мы опустили пружину (такую, что

диаметр ее витков совпадает с внут-

внутренним диаметром мензурки), а в

другую налили воду. Вообразим
теперь, что стенки сосудов внезап-

внезапно исчезли. Как будут вести себя

пружина и вода? Разумеется,
пружина останется на месте, как

ни в чем не бывало. Вода же

разлетится во все стороны, как

лопнувший пузырь. Как вы дума-
думаете, почему? Оказывается, причина

различного поведения в раз-
различных способах передачи давле-
давления твердым телом и жидкостью.

Пружина передает давление прак-
практически только по своей длине. В

воде же давление передается оди-
одинаково во все стороны и вверх,

и вниз, и в бок — в соответствии

с законом Паскаля. Кстати сказать,

аналогичную картину наблюдал и

сам Паскаль. Если вы вспомните

его классический опыт, то согла-

согласитесь, что по своей идее он напо-

напоминает только что описанный мыс-

мысленный эксперимент (именно мыс-

мысленный — мы ведь его себе только

представили). Правда у Паскаля

стенки сосуда бочки не исче-

исчезали, а трескались, и по форме
возникающего «фонтана» можно

было судить о давлениях в разных
частях жидкости.

Теперь легко понять и «действие»

пуховой перины. Взбитая перина
представляет собой как бы гору
маленьких пружинок, случайным

образом расположенных друг от-

относительно друга. Каждая такая

пружинка передает давление по

своей длине, но из-за хаотичности

расположения пружинок сила

давления со стороны горошины

передается... Но не будем лишать

вас радости самостоятельного

поиска правильного решения.

Скажем лишь, что интуиция

принцессы позволяла безошибоч-

безошибочно установить любой подвох

пусть он даже исходил от величес-

величественных особ, разбиравшихся в

физике.
Теперь пришло время ответить

на основной вопрос статьи. (Вы
его еще не забыли?) В нескольких

словах расскажем о том, как делают

сыр, точнее — как делают дырки в

сыре.
Сначала готовят «тесто» для

сыра. Потом полученную массу

уплотняют под большим давлением

и заполняют ею специальные

формы. Образовавшиеся в формах
головки сыра вынимают и

помещают в теплые камеры для

созревания. В этот период сыр

«бродит». Внутри спрессованно-
спрессованного «теста» образуется углекислый
газ, который накапливается в виде

пузырьков. Чем больше углекис-
углекислого газа, тем сильнее раздувают-
раздуваются пузырьки. (Не забудьте, что на

этой стадии внутренняя часть бу-
будущего сыра представляет собой

сплошную мягкую массу.)
Потом сыр затвердевает, и внут-

внутри него как бы запечатлевается

картина внутреннего «дыхания»

бродящего сыра в виде вкраплений
пузырьков углекислого газа. Что

же можно сказать о форме образу-
образуемых полостей? Вследствие закона

Паскаля, давление в пузырьках
одинаково передается во все сто-

стороны этово-первых, а во-

вторых, «тесто» в этот момент

подобно жидкости по своим

упругим свойствам. Поэтому
пузырьки раздуваются строго сфе-
сферической формы. Отступление от

этого правила будет означать, что

в каком-то месте внутри «теста»

имеются уплотнения или,

наоборот, пустоты. Чем тверже

сыр, тем меньше раздувается внут-

внутренний пузырек, тем меньше размер

дырки. Некоторые сорта сыра пе-

перед созреванием не подвергаются

обработке высоким давлением, и в

них выделение углекислого газа

при брожении происходит в уже
имеющиеся в «тесте» пустоты,

которые, как правило, имеют

неправильную форму, это про-

промежутки, оставшиеся между

зернами полуфабриката после

спекания «теста» в печи. Такие

сыры в разрезе представляют не

правильную картину застывших

пузырей, а довольно затейливый

узор, гармония которого откроет-
откроется только опытному сыроделу.
Вот видите, сколько нам при-

пришлось задать разных маленьких

вопросов, чтобы ответить на один

большой почему у сыра круглые

дыры.

Здорово, Пух, — сказал Кро-
Кролик.

- Здравствуй, Кролик, ска-

сказал Пух сонно.

Это ты сам додумался?
Да, вроде как сам,

— отвечал

Пух. Не то чтобы я умел

думать, — продолжал он скромно,
- ты ведь сам знаешь, но иногда

на меня это находит.
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О кубических
уравнениях

и окончательно

А.РУБИНШТЕЙН

ФЕВРАЛЯ 1535 года в итальянс-

итальянском городе Болонья состоялся

публичный дисиут-посдннок между

профессором НикколоФоитаиэпо п|ю-

эьишу Тартллья, занимавшим зафедру
математики в Вероне, и неким Фнорс.
Втовремятакнесостяэаниябылн явле-
явлением нередким Противники нредлага-

.чи^друг другу заранее опозоренное чис-
числозадач, нтот. кто \гспешнеесправлял-

ся с ними за отведенные несхолько

часов, объявлился победитетем Онна-

награждался обусиждаеным денежным

призом и получал возможность занять

университетскую кафедру, частоэасчет
побежденного Подобный порядок вел

к тому, что порученные математичес-

математические ]>едультаты храните авторами в

тайне.
Важнейшим математическим дости-

достижением XVI века явилось решение ал-

алгебраических уравнений третьей и чет-

четвертом степени (квадратныеуравие им
мели решать уже древние) В начале

XVI веха профессор математики Бо-

лонского университета Сшюнон дель-

Ферро нашел метод решении уравне-
уравнений/вида

jt^+p.T +^eO (I)

ср > 0. Легко сообразить, что при этом

ус товии уравнениеA) имеетелииствен
кое действительное решение, посполь-

ку если его записать в эквивалентном

виде

то становится очевидным строгое воз-

возрастание от -«> до +« функции ю

тсвой части и строгое убываниеот + •«

до
-

•• функции в правой части Быть

райяымн они могут, счедователько,

лишь при одном значении аргучеита,

причем это обязательно происходит.

Свое открытие дель-Ферро аержал.
разумеется, в строгом секрете и лишь

незадолго до смерти в 1526 году сооб-

щнл его двум своим ученикам, одним
из которых и был Флоре. К 1535 году

Тарталья был достаточно известным

математиком Прозвище свое «за-

«заика» — он получил из-за иевпятне

речи (вястстве, когда егородной город

Брешия в 1512 году заняли французс-
французские войска, он был ранен в лицо)
Получил вызов, Тарталья понял, что

Флоре знает метод решения уравнении
A). Упорно работая день и ночь, Тар-
Тарталья за 8 лисп до диспута иашел этот

метод В ]>езультате за два часа 20

февраля 1526 года он решил sec 30

задач, предложенных ему Фиоре и ока-

оказавшихся, как и предполагалось, урав-
уравнениями вида A). А Фиоре не смог

решить ни одной из 30 задач, иыбран-
иых ТартальеН из различных разделов

математики

Попытаемся реконструировать ход

рассуждений Тартальк. Запишем оче-

очевидное тождество

(и + vf - Знг(и + с) - [и3 + v") - С. B)

Из сравнения A) и B) легко заметить,

что х = и + v является решением A).
если

р=-Зкг.

1р= C)

или

D)

Если исключить из <4) v3 или и3, то

видно, что 1? II е? являются корнями

квадратного уравнения

= С IS)

с положительным при р > О дискрими-
дискриминантом

Следовательно,

ffll
Этоисстьформула. иот>-111еш«ая Тар-

тлльен, установленная ранеедель-Фер-
дель-Ферро, ио называемая формулой Кардано
— ноимени еще одкого итальянца,

ипервыс опубликовавшего се в 1545

году ? сочинении «О целиком иосусст-

ие, мхи об алгебраических вещах, л

одной книге»

1'еперь о задачах Фиоре Сомнитель-
Сомнительна, что он мог предложить Тартальс
уравнения, рсикнием которых являет-

является ислое число, например лгэ+ Сх ¦- 7 =•

= О Разумеется, ках это п то время
бы1о принято, коэффиадогпы урав-
нениП высмрглнсь целыми. Целые ре-
решения можно подобрать, так ках для

уравнения <i) полые решении являют-

являются делителями с»ободиого члена Q

Процедура подбора, конечно, затруд-

затрудняется, если в C) взять значение ч

большим положнтпьным, а в - ма-

малым отрицательным нелыми чнечамн,

причем так, чтобы и + г> ичето много

делителей Например, если и = 25, в
~

= -1. то ио C) число 24 = 25 ¦ <-1)
является корнем уравнении дд + 75х -

- 15624= О. Однако сомнительно, что-

чтобы Фиоре рискнул оставить соперни-

сопернику «гене найти решение путем подбо-

подбора. Скорее всего, он подобрал приме-

ры. в которых ~z м ^- + = — иелые

н последнее является полным квадра-

том однако числа —s-±J-V +^

являются кубами мслых чисел. Ис-

Используя тройки иыфаюроьых чисел,

т.с таких целых, что t? + Ь1 = с1, я

выбирал те из них, в которых одни из

двух меньших чисел «шлется кубом,
подобные примеры можно строить
Возможно и комбинирование таблиц

квадратов и кубов натуральных чисеч.

Например, при g = -2. р = 6 патучаем

ураиыедне

G)

По F) единственным д-Лствктель-
ным решением уравнения G) яаяястся

число Ул-$2 Нелредставояеттруда
непосредственным подсчетом это П|ю-

верить, причем секрет формулы F) ие



раскрывается

ШКОЛА В «КВАНТЕ-

Беэу имеем

= -3

+ 3

*3

- 62/2 =

приJtjjtO Еслижел,=0,то«7=0иA)
иникает вид ж3 +

рх
= 0. откуда

*

) = О и решение не представля

= О.
имеет два. возможно н совпадающих

Приведем еще несколько примеров с действительных корня или вообще не

имеет действительных корней. Доиус-
тим. имеется три действительных кор-

подобным* свойствами

х3 + 9х -6 = О. дг = Ш -Ш

С большой степенью уверенности
можноутверждать, что уравнения G),
(8) были среди тридцати, которые до-
долженбыл надиспутерешитьТарталья

Обсудим теиерь вопрос о том, на-

насколько частным является разобран-
разобранный выше случай кубического уравне-
уравнения, и попытаемся найти псе целые

значенияр и «утакие, чтодискриминант
о2 рэ
-^- * ^yj есть точный квадрат

Произвольноеуравнениетретьей сте-

0 <%)*0 (9)

проводится к виду

+ bix+bi = D.

делением на

Если в этом уравтении положить *• =

= у-К-. то получим

- -Sl
+

3

-3f 3

Пштоцу изучение уравнения A) поз-

воляет исследовать и уравнения (9).

ДЛЯ Х * °

±

ипридостаточкобольшихзначениях^г)
выражение в скобках подожнтельно. а

знак^+рх+ ^совпалаетсознаком*.
ВснлуэтогоуравнениеA)лрилюбь:х
р и «7 имеет по крайней мере один

действительный корень Jtj. По теореме

ня. По теореме Безу тогда

* (Л"Х2 +Л1*з + *?

°ТКула

^ _i_ -• *.*, - п
X, + Х2 *X3-V,

г,хг + х,яа + x4Xj = р. A0)

Считаем ? * 0, так как в противном

случае один из корней равен нулю и

исследоваиистрнвиально. Исключение

из {ю) с помощью первого уравнения
величины х3 приподит к системе

В силу первого из уравнений A0) два

корня уравнения (О. скажем х, и дг,.
ИМеют совпадающие знаки, а х3

-

противоположный им зкак Тогда
> 0. Очевидно, что

+xix2 * X2f
-

^.xi\ 3^

Итак, если уравнение A> имеет три

действительных ненулевых корня, то

р < 0. Из второго уравнения A1)

и. используя неравенство меж^' сред-
ними арифметическим и геомегркчес

A2)

Преобразуем дискриминант, учитывая

<Ц)иA2)

^
4 27

+

27

\2q\xlX2)s-4<tj

i<0.

27(х,лг}6
Сяедователыю. если уравнение II)
имеет три действительных корня, то

дискриминант D = ^- -г ^ S 0. Если

D = 0, то по F) ипеен дг3
= -

р = __Lз|^ Сяеаовагелыю.

щнх на трех действите-тьныл корней
Если ^*0. D < О, то (О имеет три

действительных попарно различных
корня наконец, при q*0. D > 0

уравнение < 1) имеет один действитель-
ный корень, вычисляемый по формуле
F).
При D < 0 формула FJ позволяет

иайти все три дейстентельиых корня

уравнения A), одиакодляэтогоприхо-
литс« *«™™о**п> комплексные

"а. Можно показать, что

V 3 с0\з *tJ"
i—

ж =2 f-?cosf— -Д?03 V 3 \3 3 у



гле

Формулы <14) ие были известны в
XVI веке. Однако н в XX векеони не

производят приятного впечатления,

поскольку, например, для уравнения
х3 - 7х+ 6 =0. корнями которого, как

легкопроверить, являются числа 1.2 и

'3, формулы A4) приходится исполь-

использовать при D = ~Щг • V
""

Теперь « целых значшиях р и g

таких, что X) = ~- * ?=• «ть квадрат

целого числа. Очевидно, что в этом

случаедлепится на2, гр — ваЗ- Введя

обозначения г = -|. * =« ? » = ^JD.

приходим к задаче решения в целых

КВАНТ - 1998/1*1

числах уравнения (диофантова)

i* ¦*» =**. (IS)

Легко видеть что если (г.- s; n) —

решение (IS), id (±r- 5,- m) н (±п/
-s; ±r) - такжерешенияэтогоуравке-
ння. Следовательно, достаточноискать

натуральные решения A5).
Непосредственно проверяется, что

«ть решение A5). Если s3 = pfpf. ..pi,
где 1<р, Зрг S.-f>v — простые числа.
то записывая ?Э в виде произведения
двух сомножителей одной четности,
т.е. в виде

js3=-O, c2. o,-c, =2f A6)

(причем для нечетных s используется

и представление s3 ~ \ л3), непосред-
непосредственно убеждаемся в том. что

f Л
аем в том. что

II _ решение Aо).

Действительно,

Таким образом, все натуральныереше-

решения уравнения A5) даются формулой

(
«Ь-С, «Jj + Ol) A7)

где

Формула A7) позволяет получать

для уравнений вида A) решения тапа

\а * 3&,атакже находиться^!! такие

уравнения-

Решения A5) можно получить и кз

тождества

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТАТИВ

Математический маятник

на наклонных

поверхностях

/ П.ХАДЖИ, А МИХАЙЛЕНКО

| I ГЕДЛАГАЕМ вам рассмотреть не-

JL1сколько чйстдых случа ? из жизни

масгемашчес ого маятника с длиной

нити L и массой подвешенного к ней

грузика то

Наклонная плоскость. Пусть мате-

математический маятник расположен на

абсолютно гладкой поверхности, на*

клоненной под углом а к вертикали

(рис-1.<г). В положении равновесия на

тело маятника действуют три силы:

сила тяжести trig направленная вер-

вертикально вниз, натяжение нити W,

направленное но лиги, и реакция опо-

опоры О перпендикулярная плоскости.

Проектируя всесилы вдоль наклонной

плоскости и перпендикулярно к ней,

получаем

ник начнет двигаться но дуге окруж-
окружности на наклонной плоскости. При
этом нормальная составляющая силы

тажести сохраняет свое значение, а

сила натяжения нити меняется повели-

величине Ответственной за создание воз-

возвращающей силы Fяаляется проекин

силытяжестаиииахдоннуюплоскосгь.
Из рисунка 1.6. на котором иэображе-

При отклонении нити от равновесного

положения на небольшойугол ф маят-

маятtnpeoset

ньт действующие на маятник силы в

проекинн на наклонную плоскости

ВИДНО. ЧТО

F

Считая колебания малыми

получаем

F = tngcosa.
¦

<j

Рис. г

гдедг — длинадут окружности, вдоль

которой движется грузик маятника.

Таким образом возвращающая сила F

пропорциональна смешению х из поло-

положения равновесия н направлена в сто-

сторону, противоположную смещению.

Сравнивая полученный результат с

известными соотношениями для обыч-
обычного маятника, легко прийти к выводу.
что частота колебатй математическо-
математического маятника ва наклонной плоскости

выражается формулой

При а = О для частоты колебаний

снова получке» известное выражение
ш = -Jg/L С ростом угла наклона

плоскости а частота колебаний

монотонно убывает, обращаясь в ноль

при etc90* (это связано с тем, что

проекция силы тяжести ва ваплоняую
плоскость убывает с ростом угла а)

Внутрекняяповерхкостьполусферы.
Представим себе, что математический

маятникпржрелл н внекоторой точке



ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТАТИВ

Лс внутренней с гиролы абсолютноглад-

кии полусферы радиуюм R (рис.2).
Точка А расположена на окружности
большого круга, ось симметрии полу-

полусферы и-||?нкальиа. Предполагается,

что L < -J2R Найдем частоту малых

колебаний маятника

Гр>:<ик маятника при колебаниях

перемещается вдоль дуга окружности,

А

— ГО"—

Рис. 2

плоскость которой перпендикулярна
большому кругу полус«ргры Из прос-
простых геометрических соображений сле-

следует, чте радиус этой окружности

на лплусф^рс
обычному математическомумаятнику с
длиной имги, рашмй г. Поэтому часто-

частота милых колебании маятника на полу-

полусфере равна

€0 =

Отсюдаследует, что частота колебаний
определяется длиной нити L и радиу-

радиусом полусферы R При Z. = JlR полу-
чаем известную формулу для частоты

малых колебаний свободного тела в

полусфере to = Jg/R При L«R

(чи/юприД, -» 0))юяучасм выражение
дчя частоты кагк^пнвй чодицнопкого
математического маятника Это обус-
обусловлено т»-м, что участок поверхности

полусферм, гле происходят колебаний,
при L<szR вырождается в вертикаль-

вертикальную плоскость. С увеличением лливы

|1ити L чагтотэ колебаний монотонно

убывает и при L = л/2/? достигает

прнюгдганого выше минимального эна-

Внутренний поверхность прямого

кругового конуса. Рассмотрим яатг-ма-

тнческий наягник которым наличие»

некоторой точке А с виут|к-шкм сторо-
стороны абсолютно гладкого прямого круго-
кругового колуса, где* радиус окружности в

сечении конуса равен R <рис 3) Ось

конуса ОСУ расположена вертикально,

угол между обрьцукццей конуса и осью

равен а Определим частоту малых

ко чтйлАмл нашего маятника Дли jtoi О

нгпплг.эусм змергетлческий подход

В положении ||авнг№(.с11я нить маят-

маятника ориентирована вдольобралукицей
конуса Овадсм прямоугольную снете-

разовании получаем

m

му координат с началом в точке О, где

ось X направляю вдоль прямой ОЛ,
ось Z совпадает с осью конуса, а ось У

перпмшикулярка к ним Координаты
точки подвеса маятника в проиегге ко-

колебаний не меняются и реаны хл = R,

уА=О,гл=О. Коорднкаты точки В. в

которой находится грузяя маятника в

шлпжешшрашюкесия, равны соответ-

соответственно

х^- R-L&aia., jfe =0, г^ -icosa
Из этих выражений следует очевидное

равенство

Выведем маятник из пооижгиия рав
иовесия, отк.юннк нить на некоторый

угол Будем характоричопать положе-

положение грузика маятника углом ^>, кото-

который образует радиус О'В при отклоне-

отклонении ияти Крлкрвем маясктп колеба-

колебаний здесь будет, как обычно, неравен-
неравенство ф«1. При отклонении нити от

положения равновггия грузик слеша

¦понимается иикрх. приобретая таким

О(|раяом потенциальную энергию отно-
относительно положения равновесия. Обоз-
Обозначим высоту иатьпма грузика через Л

Координаты грузика при этом изменя-

изменяются и оказываются равными

хв = (R - Lsina) cosv -

Ун = (R -

zB =Lcosa
— h.

Отметим, что в силу малости угла v

малой будет и высота подъема грузика,

причем критерий малости Л можно по-

получить из условия малого изменения

мюрдвнаты Zfi го сравнению t г^
Вы|ХаАим длину вити L чГ|1сл с>*мму

квадрятов разнсктеи со<»твстств>'кицих
координат верхнего и нижнего концов

нити (т е точек Л и В) при смешении

грузика из положения равновесия:

I2 = (*И - xAf + (ye - yAf + {гв - zAf
Отсюда после соответствуютлия преоб-

преобLcosk

Lcosa

Тогда сообпепиая маятнику потении-

а. ьиая энергия равна

Определимтглгрькинетическуюэнер-
энергию данжения грузика ири срохпжде-
ии им положения равновесия В этот

момент грузик двигается со скоростью
v = tip, me 11 —

угловая скорость

вращения, а ? радиус окружности

ВР, перпендикулярной к нити. Из ре-

сункаЭ видно, что р t inо = Л - Lstna

Учитывая сше. что ?1 = txp, me со —

частота колебаний, для кинетической

энер!тя движения грузика получаем

г 1 г 1
?t = 4 таи* =^ IP -— 5

cos a

В сплу закона сохранения энергии.

Ер = Еу, откуда для чагготы ма,1ых
колебаний матеилтическогп маятника

на BHyTpeiincH поверхности

кругового конуса находим

со =
COSО!

Очевидно, что частота колебаний с>-
щестьенио определяется геометрией
к<>нуса и K'iHiuiii нити маятника Если

выра кгние для ю надставить в вид

Rcosci.

sina
^4sin2 a

_

2sina

то легко видеть, что с ростом L частота

сначала убывает достигая минималь-

минимального значения

при L = Ii/Bsma)m г затем снова рас-
растет При L^Oh при L. приближаю-
приближающемся снизу к /^sinCt, частота колеба-
колебании неограниченно растет В первом

случае (/.-» 0) геометрия конуса ие

играет никакой рощ и «поведение»

частоты колебаний такое же, как и для

традиционного математического маят-

маятника

Заметим, что иилучсимое выражение
для частоты им**т физический смысл

при условии /, < Л/sina В случае R
=

=¦ L sin ос грузик маятника находится в

вершине конуса, где колебания невоз-

невозможны.



МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

О вписанно-описанных

многоугольниках
А.ЗАСЛАВСКИЙ

В КНИГАХ по элементарной геомет-

геометрии достаточно часто встречаются

задачи о вписанных или описанных

четырехугольниках. Существенно бо-

болеередкимиявляютсязадачиочетырех-

четырехугольниках, являющихся вписанными

и описанными одновременно Сведе-
Сведения же о коисвино-спасачных многоу-
многоугольниках, с большим числом сторон

юпраничиваются, пожалуй, теоречой
Понселе. Приведем ее формулировку:
Пусть окружность р лежит енут

ри окружности а. ИзточкиАокруж
пости а проведем касательную к ок

ружности Р и найдем вторую точку
А\ ее пересечения с а Из точки А1
ировейеч каатечьнук к Р и найдем

вторую точку А2 ее пересечениясан

т.д. ЕслидлянехотройточкиАточка

А,, совпадает с А, то это будет вы
полнено и для любой другой точки

окружности с.

Теорема Понселе, безусловно, явля-

является одной кз самыхсложных и краси-
красивых теорем элементарной геометрии.
Ее доказательство можно найти, на-

например в «Задачникеноплалинетрии

И.Ф Шарыгина (задача 615). Оказы-

вае^хя, однако, чтоеслнчислои четно,

то теорему можно усилить:

Пусть О —

центр а.,1 — центр р,
А ~

произвольная точки а.. В
—

точка, полученная изА через п/2 спи
санныхеформулировке теоремыПен
селе шагов. Тогда точка М пересече-
пересечения прямых АВ и О/ не зависит от

выбора точки А.

Прежде чем доказывать усиленную

теорему, сформулируем две леммы,

верные для любых двух окружностей,
одна из которых лежит внутри другой.
Лемма 1. Пусть АВ ы CD — каса-

касательные к р, перпендикулярные пря-
прямой О1(А. В, С, Влежатпа а). М —

точки пересечения диагоналей трапе-

трапеции ABCD (очевидно, М лежит v(t

ОГ). Р — произеопышя точка a. PQ
— касательная к р. Тогдаотношение

PQ/PM ие зависит от Р Срно i).
Доказательство. Введем систему ко-

координат с началом в точке О и осью

абсцисс, совпадающей с О/. Пусть
О/ — d. Нетрудно убедиться, что коор-

координата / точкиМудовлетворяет равен-

равенству

(J?+1?-»*]/(!?+ 1*) = «01.

где J? и г — радиусы et и р соответ-

соответственно. Пусть теперь Р
— точна с

Рис.

координатами (jRcos<p, Rslaip). Тогда
РМ* = R2 * I2 - Hticosy. PC? =

= PI2 - г* = R1* d1- т* - 2Rdcosq>,
и отношениеPQ/PMие зависит от ф.
Лемма.2. ПустьА,В — точки а,АВ

касается р. А'. В" вторые точки

пересечения прямых AM и ВМ с а.

Тогда А'В" касается Р (рис.2).

Рис. 2

Доканателкство. Пусть С —¦ точка

касания АВ и р. Из леммы 1 следует.

что МС — биссектриса угла АМВ.
Продолжим МС за точкуМдо пересе-

пересечения с А'В" в точке С. Так как

треугольникпАМБ и В"МА' подобны,

А'С/АМ = В'С'/ВМ = AC]AM. По

лемме 1 это означает, что отрезки А'С
и В'С равны касательным, проведен-
проведенным из А' н & к Р, а это возможно

только если прямая А'В* касается р в

точке С.

Теперь усиленная теорема Поиселе.

докалывается совсем просто. Действи-

Действительно, пусть ДД
— сторона вписаи-

А, В, —

вторыеточкн пересеченияпрямых А^М,
AfM с а. Покажем, что Во совпадает

с Afi. Предположим, например, что А^
находитсяближек Д. чем Вс- Тогла по
лемме 2 Bt находится ближе к Д. чем

Аь, и следовательно. 4ц+, ближе к А^,
чем В,. Таким образом, Д,Д^1 ви мо~

жег касаться Р Аналогично разбира-
разбирается случай, когда А^ ивходится даль-

дальше от Д. чем Во.
Из усиленной теоремы Понселе лег-

легко выводятся следующиеспсиста впи-

санно-описанных мжжоугольннков с

четным числом стороя-
1) Главныедиагонали нногоугопло*-

ка пересекаются в одной точке М.

2) Точкамлежит капрямой, соеди
ияющей центры окружностей
3) Прямые,соединяющие точки каса-

касания ?фопшбополажюях сторон многоу-

голъникаевтшеаннойохружностью,тоже

проходят через М и я&ляются биссек

тросами угловмежду диагоналями.

Для читателей, знакомыхс понятием

инверсии, отметимтакже, чтоииверсия
с центром в М переводит вписанную и

описанную окружности в концентри-

концентрические.

На рисунках 3, 4 приведены приме-

рй ягтсалвойгшсаиных шести- и вось-

восьмиугольника

Рис.3

Рис. 4

Теперьнам придется сделать неболь-

небольшое отступление. Прежде всего напом-

напомним одну простую задачу:
Степенью точки относительно ок-

окружности называется величина d1 —

— г2, где rvd, свответтхтвенко, ради-
радиус окружности и расстояние от точ-

точки до ее центра. Требуется пойти

кножество точек, степени которых
оотоситеяьпо двух данных неконцен-

неконцентрических окружностей равны.



Выбрав систему координат так, что-

чтобы центры окружностейлежали наоси

абсцисс, нетрудноубедиться, что иско-

искомым множеством будет прямая, пер-

перпендикулярная линии центров. Эта

прямая называется радикальной осью

окружностей.

Пусть теперь даны три окружности.

Если их центры ие лежат на одной

прямой, тотри радикальные оси пере-

пересекаютсяводнойточке. Еслиисецентры
лежат на одной прямой, то радикаль-

радикальные оси параллельны либо совпадают

В последнем случае окружности назы-

называютсясооснъми.Любыедвенеконцеи

трическиеокружностиопределяютмно-

множество соосных с ними окрудшостеВ,
которое называется пучком. Если две

окружности пересекаются, определяе-
определяемый ими пучоксостоит кз всех окруж-

окружностей, проходящих через точки их

пересече/лш. если касаются — из ок-

окружностей, касающихся ия в той же

точке. Нас будет интересовать 1ретий

случай, когдаокружностине пересека-

пересекаются. В этом случае пучок состоит из

двухсимметричныхдругдругуотноси-

относительно радикальнойосисовокупностей
вложемныхокружностей.стятивающнх-
ся к двум предельным точкам В даль-

дальнейшем, говоря о пучке, мы будем
подразумеватьлишь одну из этих сово-

совокупностей. Отметим, что точка М, оп-

определенная в лемме 1, является пре-

предельной для пучка окружностей, соос-

иых с ct и Р. Отсюда сразу получается
следующее обобщение леммы 1

Пусть к, р. у — три соосных

окружности ( р, у лежатвнутри а),
А — произвольная точка а,АВ, АС —

касатеяфыек Р, у. Тогдаотношение

АВ/АС не зависит от А.

Теперь нам понадобится следующее
утверждение.
ЛеммьЗ. Пусть Д. А2, Л3 — точки

окружности к. ДД> касается р* „ Д/ij
касается у (а, Р, у отредеъехы
выше). Тогдаприлюбой точке Д пря-
прямая А2А3 касается одной и той же

окружности, ссосной с данными.

Лемма 3 фактически является обоб-

обобщениемтеоремыПонселе. Действитель-

Действительно, ее утверждение можно сформуля-
ровать так.

Даны я + / соосныхокрулмостей. о.

v лежащие еиутри нее р,,.., Р„. Из
точки А окружности а. проведена
касательная* р,. вторично пересека-
пересекающая ее в точке ?,, из Д проведена
касательная к Pj, пересекающая ее в

точке А^итд. Если А„ совпадает с

А, *по это будет выполняться для

любой точки окружности ct.

Очевидно, что теорема Понселе яв-

является частным случаем этого утвер-

утверждения, получающимся при совпаде-

МАТБМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

нии окружностей Р,,. , р„ При этом

приведенное »ышеобобщение леммы 1

позволяет без каких-либо изменений

распространить доказательство теоре-
теоремы Покселе на общий случай Следует
также отметить, что если влемме 3 В|,
В,, J5} точки касанка прямых А2А3

A3Ai% AiA2 С еоотвтетвуищини ок-

окружностями, то прямые Д?|. AJ&i,

А3Вз пересенаютея в одиой гочке

Вернемся к ииисанио описанным

многоугольникам Введем такое опре-
делоше:

ПустьДД; .Д,
— произвальныймио-

гоугольннк Диагонали Д43, АгА4....

типа,диагонали ДД^, А^А^,..., Д,_2Д
— диагоналями старого типа н т.д.

Оказывается, верна следующая тео-

теорема:
Во етшеанно-описанном многоуголь-

многоугольнике есе диагонали одного типа каса-

касаются окружности, соосной с описан

кой иьписаикой окружностями много-

угатжяш (рис.5).

Рис.5

Доказательство. Для диагоналей

первогоптаутверждениетеоремысразу

получается из леммы3. если положить

Y
= Р- Индуктивныйпереход от ft-ro к

(k + ] )-му типу также осуществляется
с помощью леммы 3.

И в заключение — серия задач. Из

теоремы Понселе следует, что радиусы
вписанной и описанной окружностей и

расстояние между их центрами свяэа-

вы между собой, причемсоответствую-
соответствующее соотиошекие зависит от числа сто-

сторон л. Нетрудно вывеститакие соотно-
соотношения для и

- 3 н и - 4 Несколько

сложнее получить соотношения для

п = 6 и я = 8. Для других значений 71

соотношениямне негевестиы. Подумай-
Подумайте, как вывести их. Нельзя ля полу-
получить единое соотношение, связываю-

связывающее R, г, А и п (скорее всего, нет, но

вдруг...)?

Дополнение.
Доказательство теоремь!

Понселе
Для читателей, не имеющих нозможнх™

посмотреть Киму И.Ф.Шарыгина, приве-
приведем содержащееся с ней доказательство

43

теоремы Понселе Прежде всего докажем

следующее утверждение (задача 614)

Внутри снрула&стли се находится ок-

pj/jhMOCTM) р. На СХ заданы две шосъедоеа-

тпелъхости точек Д, Д,... Д и В,. Вг,..
.., В., идущие в с/дном направлении ч

такие что пряные ДЛг, Л2Л3. , b^??2j
BJii. .. касаются §. Докажите что

прямые AiBf. ДВ). - касаются одной

окружности, центр которой лежит на

линии центров окружностей «up4. <Ут-

верчсоеяие задзчи можно усилить- эти нря

мые касаются скружнехпи, опсхзчЦ с дан

ними )

Доказательство. Пусть для определен-

определенности Bt лежит на дуге Д/1г, О1раличиваю-
шейсе^'мент.негасерэкаший р Обозначим
точкикасания Р спрямыми ДД, А^АЗЖ...,
.., Bfe. B,ej, .. через С„ С2. . ?>,.
Dj, .. соответственно (рис6), К, L. Р —

снответствеино точки иересечення D/C, к

Aft.D&KAA, Д^ и ДЛ,
В треугольниках ДКС, н Д/.?, равны

следующие углы- ZKC,A, = ZLD,B}.

— Z.DJLB}. гл треугольник KLP
—

равно-

равнобедренный. KP
— PL. И Существует икруж-

НОСТЬ J. касающаяся КР и PL в точках К

Hi

Аналогично существует ыкружность, ка-

касающаяся ДЛ2 и >IjBj в точках If, M

Рис. 6

пересечения этих прямых с С,?>2 Для со-

впадеииа этой окружности с у достаточно

езовщденки точек luf Но

= (ДС, C,D,

Пря этом отношение касательных, прове-

проведенных из любой точки И к р и у, будет

одним и тем мсе. и значит, у соосна с d

и R

В обаэ&чениях предыдущего утвержде-
утверждения теорема Понселе означает следующее:
если Д», совпадаете Д. то ВИ4| совпадает

с В; Предположим, что это ие так. Тогда

А,В, к А,В„, касаются f, Д^ пересекает

у, точки в,. В„, лежат «а дуге Д^.
Получается, что из Л, к у проведены две

каеэтельнне. причем нх точки касания ле-

лежатнооднусторону отсекущей Дд .Этого
Сыть не может



НАШИ НАБЛЮДЕНИЯ

Секрет змеи.

Ползет или катится?

А.ЧЕРКУН

той проволоки на бутылку, снимите ее

и растяните за концы, чтобы получи-
получилась спираль. Положите ее на светлую

поверхность и, осветив настольной лам-

лампой, толкните в сторону от лампы.

Тень от катящейся спирали идеально

напоминает движение эфы. Для
большего эффекта к внутренней стороне

3
ЗАДУМЫВАЛИСЬ ли вы о том, как

перемещаются змеи? Понятно, что

они извиваются и что используют силу

трения. Сила трения действительно

необходима —

иначе, проскальзывая,

не сдвинешься с места. Но, в порядке
мысленного эксперимента, попробуй-
попробуйте со связанными попарно руками и

ногами проползти хотя бы метров де-

десять по лугу та же сила трения

окажется серьезным препятствием.

Змея, однако, столь изящна и легка в

движениях, что без труда охотится на

мелких млекопитающих. Ее движение

завораживает, а механизм движения

таит в себе красивую загадку. Малове-

Маловероятно, чтобы никто ее не решил, но

решение это широко не известно, а

любопытно чрезвычайно.

Оказывается, решение можно найти

чисто умозрительно. Дело в том, что

высокоорганизованное существо на-

напрасно энергию тратить не будет -

энергия расходуется на работу против
силы трения. Сделаем некоторые оцен-

оценки.

Разобьем тело змеи по длине на 39

маленьких участков (это довольно мно-

много). Пусть каждый участок имеет мгно-

мгновенную скорость vn, где п -

номер

участка, и давит на землю с силой Qn.
Если Р вес змеи, то

P = Qi+Q2+...+Q3S.

Для силы трения на каждом участке

воспользуемся известной формулой

где и коэффициент трения, и будем
помнить, что эта сила противоположна

скорости по направлению. В этом слу-

случае для расходуемой против силы тре-

трения мощности верно следующее выра-
выражение:

Тогда для всей змеи получим

N = ц{О,ц +Q2v2 +...

Здесь с —

некоторая положительная

константа, назовем ее фактором спеш-

спешки. А сколь малой может быть трата

энергии змеей при известных весе змеи

Р и факторе спешки с?

Обозначим минимальную из всех сил

давления через Qm и минимальную из

всех скоростей через vm. Тогда,
очевидно,

Предположим, что змея куда-нибудь
спешит, и выразим этот факт неравен-
неравенством

С] + V2+...+V?B > С .

Желательно, чтобы Qm =0ивш=0,т.е.
чтобы змея на некоторых участках име-

имела нулевую скорость, а на некоторых

участках давила на землю с нулевой
силой. Разумеется, за это придется
заплатить повышенной скоростью и

повышенным давлением надругих учас-
участках. Но здесь есть выход

—

там, где

повышена скорость, надо давить мень-

меньше, а где повышено давление, надо

двигаться потише. Что если змея при-

приподнимает все тело над землей и почти

все силы давления равны нулю, кроме

нескольких точек, в которых сосредо-

сосредоточен весь вес, а мгновенная скорость

тоже равна нулю? Тогда N = 0! Правда

при этом придется совершать работу
против силы тяжести, но эта работа
невелика, так как приподниматься надо

всего на несколько миллиметров.

Интересно, что идущий человек без-

безотчетно следует описанному принци-

принципу. Нога, которая в данный момент

касается земли, держит весь вес тела, а

другая разгружена и без сопротивле-
сопротивления перемещается по воздуху, опере-
опережая по скорости корпус человека. Че-

Человек при этом еще поднимается на

несколько сантиметров. Однако его пе-

передвижение разбито на такты — левой,

правой. Змеиное движение поражает
видимой непрерывностью и отсутствием
тактов. Как представить себе движение

с постоянной средней скоростью, при
котором есть участки с нулевой
мгновенной скоростью и отсутствуют
такты?

Как известно, уж ползет в направле-

направлении от хвоста к голове, а пустынная эфа

перпендикулярно этому направле-

направлению, т.е. боком (рис.1). Давайте
попробуем смоделировать ее движе-

движение.

Намотайте четыре-пять витков толе-

Рис. 1

спирали (чтобы не мешать движению)
прикрепите несколько пластилиновых

шариков, имитирующих голову и спин-

спинной узор змеи. Вы увидите, что тень от

шариков то вдвое опережает по скорос-
скорости ось спирали, то останавливается в

момент прохождения шариком нижней

точки. Будем считать, что точки А, В,
С (см. рис.1) точки сиюминутного
касания «эфы» с землей, а точки D чЕ

находятся в нескольких миллиметрах

от земли. Прижмем «эфу» в точках А,
В, С. Сможет она еще сместить свою

среднюю линию в прежнем направле-
направлении? Да, на рисунке 2 сплошной ли-

линией показано ее новое положение, а

стрелки иллюстрируют смещения не-

некоторых точек.

Аналогия с тенью спирали хороша,

но обладает недостатком
- змея не

дождевой червяк и не растягивается, в

то время как расстояние между тенями

соседних шариков постоянно меняется

(убедитесь в этом). Для получения
более точной модели обратимся к ри-

Рис. 3
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сунку 3. Возьмем плоский волнообраз-
волнообразный проволочный каркас, бесконечно

простирающийся влево и вправо. При-
Прикрепим к нему петельками толстую

веревочку суть эфу. Начнем сдви-

сдвигать весь каркас поступательно вверх и

чуть влево (по касательной к каркасу в

точке А) с постоянной скоростью, а

веревочку потянем слева направо с той

же по величине скоростью так, чтобы

она огибала каркас. Сложное движе-

движение веревочки относительно плоскости

рисунка обладает всеми нужными свой-

свойствами: постоянная средняя скорость,

локальная нерастяжимость, отсутствие
тактов и наличие точек с нулевой мгно-

мгновенной скоростью. Действительно, в

точках типа А, В, С скорости относи-

относительного движения веревочки и посту-
поступательного движения каркаса в сумме

дают ноль. Для других точек векторное

сложение скоростей дает ненулевой
результат с максимумом в точках DuE.

Для еще большего уточнения модели

каркас надо подогнуть: прижать к по-

поверхности все точки типа А, В, С, а за

точки типа D, Е потянуть от поверхнос-

поверхности, чтобы они застыли над ней в не-

нескольких миллиметрах. Если бы вере-
веревочка без каркаса погнала волну изгиба

вдоль своего «тела», выгибая еще и

чуть-чуть «спину», то она поползла

бы, подобно эфе, с минимальными за-

затратами энергии. Точки касания при

этом, начинаясь от головы А, пробега-
пробегали бы равномерно все тело и отрыва-
отрывались на хвосте С.

Приспособим теперь модель каркаса
и веревочки для ужа. Каркас, изобра-
изображенный на рисунке 3, будем двигать

слева направо, а веревочку в обрат-
обратном направлении. Скорости при сло-

сложении дадут ноль в точках F, Н, К, L
-

значит, в них уж касается земли, а

точки А, В, С, D. Е парят над землей.

Точки касания теперь бегут по телу от

хвоста к голове.

Интересно, что след эфы на песке

представляет собой отдельные полосы,

длина которых равна длине змеи

(рис.4). А след ужа выглядит как след

саней — в виде двух полос (так что по

нему уже легко не определишь размер
змеи).

Оценим средние скорости vcp ужа и

эфы в случае их одинаковых размеров
и одной и той же частоты телодвиже-

телодвижений. Скорости веревочек v относитель-

относительно каркасов будут одинаковыми, оди-

одинаковыми и равными v будут и скорос-
скорости каркасов. Веревочка огибает все

извилины каркаса со скоростью v, по-

поэтому ее прямолинейная средняя ско-

скорость и вдоль каркаса меньше v во

столько раз, во сколько длина каркаса

между точками А и D больше длины

отрезкаAD. Если считать каркас состо-

состоящим из полуокружностей, то это от-

отношение равно л/2, т.е.

v
и -

к/2'

V
ср эфы

Рис. 5

Сложим векторно скорость веревочки
относительно каркаса и поступатель-

поступательную скорость каркаса (рис.5) и полу-
получим

Рис. 4

V ¦
ср жры

Таким образом, эфа движется втрое

быстрее ужа.
Оказывается, свойства колеса — гор-

гордости человечества удивительным

образом похожи на описанные выше.

Действительно, колесо касается земли

в одной точке, что приводит к большо-

большому давлению и накладывает требова-
требования на твердость дорожного покрытия.

Отсутствие проскальзывания (нулевая
мгновенная скорость) не дает силе тре-

трения в точке касания совершить работу.
Точка касания равномерно бежит по

ободу колеса, отсутствуют такты.

Представим себе, что на рисунке 6

изображено сплошное колесо с отвер-

отверстием, в которое вставлена ось О, жес-

жестко связанная с тележкой. В оси колеса

Рис. 6

действует сила трения. Ее величина

грубо равняется произведению нагруз-
нагрузки на ось и коэффициента трения, т.е.

такая, какая была бы и без колеса. Но

работа этой силы мала, так как при
полном обороте колеса тележка пере-

переместится на длину обода колеса, а тре-

трение в оси совершит работу на длине

окружности оси. Колесо дает выигрыш
в отношение диаметров обода и оси. У

змеи «точка касания» представляет
собой вытянутое пятно, которое на

периферии все-таки проскальзывает, и

энергия расходуется. Более того, надо

помнить, что мышцы устроены так, что

при напряжении они расходуют энер-

энергию даже в отсутствие видимых пере-

перемещений. Выходит, поверье о том, что

змея догоняет жертву, свернувшись ко-

колесом, абсурдно не полностью. Заме-

Заметим, что описанный принцип движе-

движения уменьшает также износ шкурки

змеи и минимизирует тепловой контакт

с горячим песком или холодной землей.

Для проверки теории в летний сол-

солнечный день на реке Оке был пойман

уж и отвлечен от своих занятий на 15

минут. Сначала хотелось увидеть его

след на песке, но по сухому песку он

двигался плохо, перечеркивая преды-

предыдущий отпечаток (можно предполо-

предположить, что он не может оторваться от

сыпучего песка), а на сыром песке след

был почти не виден. Оказалось, что уж

умеет ползать боком, как эфа, и давать

задний ход, но это к теории не относит-

относится. Затем, прижавшись щекой к песку,
я увидел четкие (миллиметров пять)
зазоры между брюшком и песком. Это

уже факт серьезный. Десятки раз я

встречал раньше ужа, но о том, что

бульшая часть его тела приподнята над

землей, не подозревал. Общая картина
динамики зазоров и точек касания не

выяснилась, так как пора было отпус-

отпускать ужа домой, но то, что он не ленил-

ленился отрывать тело от земли, вполне

удовлетворительный результат.
Итак, можно сказать, что змея, хоть

и не летает, но и не ползает. Видимо,
колесный бронетранспортер один из

лучших образов, пригодных к описа-

описанию движения змеи.
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Задачи с распределенной
массой

А.ЧЕРНОУЦАН

ДВЕ
ОСНОВНЫЕ модели механики

— это млгер кшьтая точка и твер-

твердое тело В отличие от точек, твердые

тела могут двигаться не только посту-

поступательно, но и вращэтельно. Посколь-

Поскольку динамику вращательного движения

твердого тела в школе ие изучают,

большинство задач динамики посвяще-

посвящено движению точки. И тем не менее,

некотороешкольннезадачиСкак олим
пнадные, так и иступительные) имеют

дело с протяженными телами, массу

которых нельзя считать сосредаточеи-
ной в одной точке.

Вэтой статьебудутрассмотрены раз-
разнообразные линейные объекты — ве-

веревки (массивные нити), цепочки,

струи, масса которых распределена

вдоль одной линии. Подходк обсужде-
обсуждению движения таких тел, в сущности,
обычный — в основе лежат урзаненвя
динамики точ^и для небольшого эле-

элемента протяженного тела. При этом в

одних случаях достаточно записать

уравнения динамики для одного-едв -

ственного элементалинейногообъекта
Главное —^правильноэтот элементвы-

выбрать. В другихслучаях возникает не-

необходимость просуммировать уравне-
уравнения движения, записанныедля отдель-

отдельных элементов, но всей двнне. При
удачной записи уравнений (при проек-
проектировании на удачно выбранные ежи)
суммирование может оказаться совсем

несложным.

Теперь конкретные задачи.

Задача 1. Струя воды сечением S

ударяется о стенку, расположенную

перпендикулярно струе. Скорость
воды в струе », после удара вода
теряет скорость и стекает ко стен-

стенке. Каковасиладавленияводынастен-

ку? Плотность воды р

Рис. 1

Изменение импульса воды за время
At равно импульсу силы реакции, дей-

действующей наводусо стороны стенки, а
по третьему закону Ньютона эта сила

равна но величинеискомой силедавле-
давления струи на стенку Изменение им-

импульса воды сводится к изменению

импульса элемента струи длиной AI =
= v&t, который за время At пришел в

еопрнкотновение со стенкой (рис.1):

Подставляя Am = p{&AlM я сокращая

из At. получаем

Характерно, что интервал времени
Lt и длина элемента струи А? выбира-
выбираются произвольно, ко я ответ они,

конечно же, ие входят.

Задача 2. Космический корабль мас-
массой М движется в глубоком космосе

Дляуправления кораблемиспользует
ся реактивный деигаяеп. который
выбрасывает реактивную струю со

скоростью и относительно корабля,
причем расход тошва е струе равен

|i (расход топлива — это масса, топ-

топлива, выбрасываемая за единицу вре-
времени) Найдите ускорение коробяя.
Изменение импульса замкнутой сис-

системы корабль — топливо за время At

равно пулю. Запишем закон сохране-

сохранения импульсаесистемеотсчета, в кото-

которой скорость корабля в начале этого

интервала времени равна нулю

-»

где At*— изменение скорости кораб-
корабля. Перепишем это уравнение в виде

Стоящее в правой части выражение
называетсяреактивной силой. Если на

корабль действует еще и внешняя сила

F (например, состороны поля тяготе-

тяготения), то ускорение корабля а = А*.

вычясаяется по формуле

Ма.

Это уравнение называется уравнением

Мещерского. При его решении, вообще
говоря, надо учитывать, что масса ко-

корабля М уменьшается со временем

Задача 3. Тонкая цепочкадлиной I и

массой т удерживается за верхний
конец так vmo шжжнчм концом она

касается земли. Цепочку отпускают,
иона неиинаетпадать. Найдитесилу
давления цепочки на землю через вре-
время t. Цепочка кеупругая и мягкая.

Посколькуцепочкамягкая, силавзаи-
моденствия нижних звеньев с поверх-

поверхностью ие передается верхним, кото-

рыесвободнопадаютсускорениемд. К
моменту времени t часть цепочки дли-

длиной gir/2 и массой {p^t)gt}f2 лежитна
земле, а верхняя часть цепочки падает

со скоростью v
—

gt. Сила реакции
земли, равная по величине силедавле-
давления цепочки, складывается из двух

частей Одна уравновешиваетсилу тя-

тяжести неподвижной части цепочки и

равна

Вторая связанас изменением импульса
элемента цепочки двиноЙ vht и массой
Am = {jn]()vbt при его соприкоснове-
соприкосновения с поверхностью н находится на

уравненна ^Д/ = bmv, откуда

Видно, что F2
—

2Flw а полная сила

давления

в три раза больше веса неподвижной
части цепочви Перед самым концом

падения эта сила достигаетмаксималь-

максимального значения Зта

Задача 4. Длинная тонкая г&почка

перекинута через блок так, \то ее

правая частьсвисает до пола, а левая

лежит, свернувшись клубком, на ус-

уступе высотой И (рис.2) Цепочку
отпускают, и она приходит е движе-

движение. Найдите установившуюся ско-

ростьдвижею1яцепочки. Блокидеалъ-
ний, цепочка неупругая.

Рассмотрим сначала правую часть

цепочки. Поскольку цепочка неупру-

неупругая и мягкая, взавмодеистеие с полом

нижнего звена ие передается верхним

Значит, натяжение цепочки возле пола

равно нулю. Так как цепочка при уста-
установившемся режиме движется равно-

равномерно, натяжение нанекоторой высоте
h равно весу нзжней части цепочки:



Рис. 2

где >. — масса единицы длины цепоч-

цепочки. Перейдем теперь к левой части

цепочки Натяжение в нижней части,

над самым уступом, можно найти, за-

записав изменение импульса элемента

цепочки длиной wii и массой АаДг.,

который завремя &г приходит вдвиже-

движение

y.vbtv = T,{bt. turn. Ти=Хи*

При равномерном движении натяже-

натяжения снр'лъъ и слева на одном уровне

должны быть равньг

откуда получаем

Kgfi - An*, или v

Попробуемрешитьэтузадачу изэнер-
гетических соображений Если быть ие

оченьвнимателъным,можнолегкоприй-
прийти « противоречию с полученным выше

результатом Казалось бы, при устано-
установившемся движении цепочки работ
гллм тяжести за Бремя At должнабыть

равна выделившемуся за то же время

количестиу -теплоты. Работа равна

bgflv&t. а копичествс теплоты, вьоде-

ляющееся при неупругом ударе о пол

элемента длиной v&t. равно 'kvLtiffe
Однако, если приравнять эти выраже-

выражение, получим ответ, в -J2 раз больший

предыдущего. В чем же здесь дело?

Оказывается, тепло выделяется ие

только при «упругом ударе элемента

цепочки о пол. но и (хотя ато ие столь

очевидно) при разгоне такого же эле-

элемента на уступе до скорости v. Более

того, эти количеств теплоты оказыва-

оказываются одинаковыми. Это приводит к

тому, что общее количество теплоты

увеличивается вдвое и лишний V2 из

ответа исчезает. Действительно, срав-
сравню* работу силы натяжения при подъ-

подъеме элемента длиной х>М с уступа

ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Видно, что работа в два раза больше,
а разность между работой и энергией
как раз равна количеству теплоты, ко-

которое выделилось при. разгоне этого

элемента.

Чтобы лучшепонятьмеханизм выде-

выделения тепла, представим себе, что мы

хотим разогнать тело массой tn до ско-

скорости v при помощи пруживы,длячего

начнем перемещать конец пружины с

постоянной скоростью v. Если пружи-
пружина идеальная, тоскорость тела никогда

ие установится, так как колебательный

процесс никогда ие прекратится. Если

же пружина ие идеальная, то колеба-

колебания в конце концов затухнут и тело

приобретет скорость ь. Чтобы узнать,

сколько за это время выделилось теп-

тепла, надо перейти в систему отсчета, в

которой конец пружины покоится В

этой системе начальная кинетический

энергия тела mi?f2 полностьюперейдет
в тепло Значит, приобретенная телом

кинетическая энергии при разгоне рав-
равна количеству теплоты, которое при
этом выделяется

Задача 5. Тонкое веревочное кольцо
массой tn v радиусом R положили ка

гладкуюгоризонтальнуюповерхность
и раскрутили до угловой скорости со

Нвйдише силу тиошяжения веревки.

Запишем второй закон Ньютона для

элемента перевки длиной А1 и массой

Am = г»Д7Д2п/?) который виден из

центра окружности под малым углом

Д<р = Л///? (рисЗ). Действующая на

элемент, сила раана векторной сумме

Рис. 3

даух сил натяжениз: AF = TAip Из

второго закона Ньютона AF =
A

находим

j с кинетической энергией, при-

обретеннойэтималемеигсм (АьДг)аг/2

"

2л

Полученный результат имеет неожи-

неожиданное применение
- с его помощью

можно найти положение центра масс

(центра тяжести) тонкой однородной
полуокружности Действительно, сила,

действующая на вращающуюся полу-

полуокружность, равна 17, а в уравиемне
движения входит ускорение нентра

4

масс 27" = (rtt/2)iAr, гле х — расстоя-
расстояние от центра окрулоюсти до центра
масс полуокружности Подставляя Т.

получаем х
— 2RJT.

Задача 6. Верееку длиной I и кассой

пг кладут на гладкое гюризонтапъное

бревна радиусон R ipuc.4). причем
вначале еерееку удерживают за верх-

верхний конец, прикладывая горизонталь-
горизонтальную силу F, а затем отпускают. Оп-

Определите: о)значениесилыF; б) уско-
ускорение веревки в первый монета.

Обозначим через Н расстояние по

вертикали(разностьвь[сот)между верх-
верхней и нижней точками керевкн. Если

И

Рис. С

веревк1 свешивается с бревна И >

> 1гЯ/2У,тоН = I- KRJ2 + R, если же

нет, тоИ = Rcas(ljR) Какмы увидим,
ь ответ будет входить только И

Запишем второй закон Ньютона для

элемента веревки длиной А1 и мтгеои

Am = (jnjf)Al = АД/ ( У — масса едини-

единимы дливыверевки) в проекциях на ось.

Рис. 5

направленную адоль этого элемента

(рис 5).

ЛТ+Amycos о. = Ama.

ЗдесьАГ — разностьмеждунатяжеви-

ямина концах элемента, a — ускорение

веревки (в первом сиучае, пока веревку
удерживают, надо пололшть a = О).
Перед тем как просуммировать эти

уравнения, заметим, что Amcoscc =

= Хд/cosct = АДА, гле АЛ — расстояние
повертикалимежду кониами элемента

Теперь просуммируем уравнения

вдоль всей дливы веревки Сумма всех

ЛГ равна разности сил натя тения на

концах веревки, т е для неподвижной

веревки это -F, адля свободной верев-
веревки это ноль. В случае а) получаем

уравнение

-F + \дН = 0. откуда F = (mJ()gH.
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В случае 6) —

"кдН = та. откуса а =

Эту задачу можно решить и из энер-

энергетическихсоображений причемв этом
случае удается обовтась без суммиро-
суммирования Начнемс неподвижной веревки.
Сместив коней веревки на малое рас-

расстояние &х, мыслвершим работу F&x,

которая должна равняться изменению

потенциальной энергии веревки А?

Заметим, что для расчета потенциаль-

потенциальной энергии можно считать, что вся

веревка осталась на месте, а элемент

длиной Дг был перевесек с олного

концаверевки на другой Значит, Д? =

= Т&хдН. Приравнивая изменение

энергии к работе, получаем F =

= (т/ОдН Длясвободнойверевки надо
А? приравнять к кинетической энер-
энергии, а для определения ускорения

—

использовать кинематическое выраже-

выражение ьг= 2ах Сделайте это сами и,

кроме того, подумайте, почему получа-
получается а = Ft vi Если поймете, то вгорав
часть задачи станет просто прололле-
нием первой

КВАНТ -

Задача 7. Цепочку массой т и дли-
длиной I подвесм.чи за концы к погполку

(рис.6). При этом сказалось, что в

местахзакрепления цепочкаобразует
углы к с еертыгсалъю. Найдите рас-
расстояние А от нижней точки цепочки
до потолка

Используяметодсуммирования, опи-
описанный в предыдущей задаче, найдем

Рис. €

соотношение между натяжениями к

нижней точке Лив верхней точке В'

Кроме того, запишем условна равнове-
равновесия половины непочки в проекциях на

горизонтальную и вертикальную оси.

Тв sine: = ТА. Тъ cosct =^
Выраэви отсюда ТА и Тв, подставим их

в первое уравнение и получим

il-sinct
f)=l

2cosa

Упражнения

1. Потрубессчеиикм 5 движется вода со

скоростью v Найдите силу, с ¦ч'лтеоц вода

действует на трубу к том месте, где труба
лечает юьирог на 90* Плитшмсть воды р

2. Готовяськ прыжку Кобра поднимает

голову сосклростыи v Найдите силуламе

еии кобры на землю Массу кобры tn счи

-гать равномерно распределенной вдоль ту

лошкца xwHHOii I

3. Черезадгпмюрешиын блок (Konjpbiti
не может вращаться) перекинули веревку

длиной / так. что один ее конец находится

ца &h выше другого Считая поверхность
блока идеально сладкой найдмте. с каким

уекгуя-нлем начнет соскальзывать веревка.

4. Веревкудлиной I закрепили за клипы

парадных уривиях. Оказалось, чтоу одного

конца вереька с йразуег с всрижалмо угол

«. а у другого
—

угол Р На сколько

первый коней верейки выше второго?

ВАРИАНТЫ

Материалы вступительных
экзаменов 1997 года

Новосибирский
государственный
университет
ФИЗИКА

Письменный жзачен

Физический факультет

Каждый нарнантсостоял из задач -грех

типов

Первые три задачи расчетные,

различной трудности, от почти стан-

стандартных до сравнительно сложных,

требующих смекалки, глубоккх зна-

знаний, умения разобраться в непривыч-

непривычной или усложненной ситуаиии
Четвертак задача — это задача-оцен-

задача-оценка Для ее решения надо понять рас-

рассматриваемое физическое яияение,

сформуляроватьпростую(таккаккуж-
на только оценка) физическую модель

этого явления, выбрать разумные чис-

числовые значенияфизических величин к,

наконец, полунить чнеленвын резуль-

тьт, более или менее соответствующий

реальности. В тексте задачи подчерки-

подчеркивалось, что абитуриент может сам вы-

выбрать необходимые для решения зада-

задачи величины и их числовые значения.

Пятая задача это задача демон

страцня, в которой надо объяснить

физическое явление, демонстрируемое

вадаиторин- Здесь необходимо понять

сущность явленля и среди различных

факторов выделить главный-

Вариант 1
1. На невесомом стержне длиной /

висит маленький шарик массой гп с

зарядом О (рис 1).
На короткое время
т включаетсяпосто-

янное гориэоита-iiti-
ное аяектрнческое
псм напряжен-

иостью?^ Найдите
наксимальный угол
ожпоненияегержия
от вертикали

2. Плосколарал-
Рис. 1 лельнаяпластинка

из стекла с показателем преломления
л и толщиной А вставлена в перпенди-

перпендикулярный ей экран (рис 2) В плос-

плоскости, перпендикулярной экрану, на

Рис 2

пластинку под углом а к нормали

падает тонкий луч света в точку, на-

находящуюся на расстоянии I от экрана
На нем по обе стороны от пластинки

видна система светящихся точек Най-

Найдите расстояние между соседними точ-

точками, а также между самыми дальни-

дальними из ния.



3. На горизонтальной плоскости на-

находится невесомый кубический сосул.
разделенный тонким подвижным пор-

поршнем массой п. Вкаждой части сосуда

заключенопоодному молю идеально

газа при постоянной температуре Т. С

какой вертикальнойси той /-"иалоудер-
жнвать нижнее ребро сосуда, чтобы ом

сохрани i положение, в котором егоало

составляете ияоекостыоугол а<рис.З)?
Сторона куб» равна а. Трением а пк-

F-?

Рис.3

же массой газа в сосуде пренебречь.
Универсальная газовая постоянная рав-
равна Л.

4. Человекстоит на непроводящем

резиновом коврике, лежащем на земле,

мдержится рухоП заоголенный провод
бытовой электрической сети. Оцените

величинутока, проходящегочерезруку.
5. Насголележатодин налругомд&а

журнала, придавленные небольшим

грузом Нижний журналзакреплен,ак

верхпемупривязана нить, свисающаяс

крал поли, г цодьсокнмым к ней дру-

другим грузом. Если этот груз отпустить,

томсурнал соскальзывает. Есмшевста-

витъ некоторое количество страниц

одного 1курцала между страшшэми

другого, то пря прежних усювиях

журнал остангтгя неподвижным. Объ-

Объясните явление.

Вермонт 2

I. Дымовая шашка налает вертикально
с высоты Но с нулевой начальной ско-

скоростью. Дым скосится ветром, кото-

который дует горизонтально на всех высо-

высотах с постоянния скоростью v0. На

сколько он будет снесен относительно

вертикальной траектории шашки на

высоте h над поверхностью земли в

момент паления шашки на землю? Ус-

Ускорение евободвого падения §.
2. В вертикальномтеплоизолирован-

теплоизолированном сосуде под лоршпем массой .V

находится жидкость со своим насы-

насыщенным паром. Какую мои»ость необ-

необходимо подводить к нагревателю в

жидкости чтобы поршень поднимался
с посюяниой скоростью v7 Температу-
Температура внутри сосуда Г. чошрнад масса

вещества М. удельная теплота парооб-
парообразования X. Внешнеедавление отсут-

II А 1» И Л 11Т Ы

ствуст Универсальная газовая посто-

постоянная равна R.

3. На горизонтальной поверхности

лежат касающиеся друг друга куб и

инлмир массой М каждый (ркс.4). С
какой минимальной горизонтальной

F-?
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3. Невесомый стержень длиной f с

тс1эмнмассамиmи М. закрепленными

Рис.4

той F направленноя вдоль прямой
ОС проходящей через центры тех

палотолкать куб. чтобы при движении
системы цнлннлр не вращался? Коэф-
Коэффициенты тренця обоих тел о поверх-

поверхность и между собой одинаковы и рав-
равны р.

&. Окените соиротнвтеиви и мощ-

мощность бытовой электрической тампоч-

ка накаливания с]»зу nocic се включе-

включения.

S. Параллпьныи пучок света осве-

освещает предмет. На экране видно изо-

изображение его тени, полученное с по-

помощью линзы. Если поместить дожду

предметом и линзой натовос стекло

непосредственно вблизи предмета, то

изображение на экране сохраняется.

Erin же матовое стекло приближать к
линзе, то изображение постепенно рас*

шывастся и затем исчезает. Объясни-

Объясните явление.

Вариант 3

I Однородный равномерно заряжен-
заряженный прут АВ. согнутый вод прямым

углом ЛОВ. расположен в горизон-

горизонтальной плоскости и может свободно

вращаться в ней без трения вокруг

вертикальной закрепленной оси. про-

проходящей через вершину упа О. Часть

прута ЛО в п раз короче части ОВ.

Прут находится в горизонтально на-

правленномодноротюмэлектрическом

поле ?. Найдите угол между АО и

наяравленнем электрического ноля

2. Два вертикальных цилиндра с ге-

чениями S, к Si > St сообщаются

между собой снизу через узкий корот-
короткий канал. Цилиндры наполнены га-

газом и плотно элкрыты сверху поршия-
мн одинаковой массы М Поршни мо-

могут перемешаться без трения. Оки на-

находятся в равновесии на одной высоте

fy и при этом на поршень с большим

сеченнемпомешендополнктедьныПгруз
массой те. Накакой высоте установится
этот поршень, ее 1и грузубрать? Темпе-
Температура газа постоянна, ускорение сво-

бодкого падения д.

Рис.5

насгококичх. двклсстсялослл'латетыю
со скоростью «ф, рсррсн1Нку-1Я|1ний
его осп (рис.5). Найдите натяжение

стержня попе того, как к этим тс там

одковрсчеяио прнлнпнлт л»а первона-

первоначально покоившихся Teia с такими же

массвин №кмсоответственно.

4. Детистреляюткосточкамиore iiib.

сжимая их между пальцами. Оцените

максимальное расстояние, на которое

иожет улететь такая косточка.

5. Кзаряженному конденсатору пол-

кяючаютпервоначально незаряженный
Koigeitcarop меньшей емкости, соеди-

соединяя их выводыА. Вна, bсоответствен-

соответственно В момент подсоелннскня межд.

выводами конденсаторов проскакивает

искра, сопровождающаяся характер-

характерным щетчком. Затем второй конлчеа-

тор «перевордчивию » и снова нолклю-

чают соединяя иа тот раз выводыAM

и 6,л соответственно. Процедура «ве-

реворачпвания» н оожоллннскив пов-

повторяется многократно, каждый раз со-

сопровождаясь проскакнваиксм искры
Есщ же второй кондеислтортахоП же.

как н ггервоначальво заряженный то

искры будут только при первых двух

одсоедниспиях. после чего полностью

исчезают. Объясните явление.

Публикацию подготовь*
Г-Меледин

Государственная
академия нефти и газа

им.И.М.Губкина
МАТЕМАТИКА

Письч чкьш экзамен

Вариант 1

.1. Упросхите до числового значения

2. Решите уравнение

3. Сумна первых пяти членов геомет-

геометрической прогрессии равна363. Знаме-



КВАНТ

иатель прогрессии равен 3. Наедите

первый член прогрессии.

4. Найдитенаибольшее целое реше-

решение неравенства |д: - 20](л" -14) < 0.

5. Найдитенаибольшее целое реше-
решение неравенства 0,^х - 5**** < 0,04

8WT €Й
р ,

6. Вычислил?1O8WT - lg€Й
7. Найдитенаибольшее стришпель-

ное число х. при котором функция
у= со^(лг - 0,2)л] принимает свое наи-

наименьшее значение

8. Найдите(вградусах) наибольший
отрицательный корень уравнения

8cosZr — 3sin4jc= 0.

9. Найдите значение параметра а,

прикотором наименыпееаваченнефун-
кции

у = хг + B2в+ 12)аг +11баг + 135й+ 27

максимально.

H.Q. Сколько целых чисел входит б

область решений неравенства

11. Прямая,гроходящав через вер-
вершинуЛ равнс&дрениоготреугольника
ЛВС{АВ=ВО и центрОвписаннойв

этот треугольник окружности, пересе-
пересекает сторону ВС в точке К. Известно.
чтоЛО: О/С = 1,4. Найдитеcos Z.BAC.
12. Вправильной треугольной пира-

нидеSABCбоковое ребро составляет с
плоскостью основания угол «, sincx

-

= v7/3. Через сторону основания ВС

перпендикулярно ребру SA проведена
плоскость, пересекающая это ребро в

точке М Объем пирачвды МАВС ра-
равен 0.5. Найдите объем пирамиды

Вариант 2

I. Упростите и вычислите приa
= 3/7,

3/

1

2. Решите уравнение

3. Произведение12-го и 16-гочленов

геометрической прогрессии равно 6,2.
Найдите произведение 4-го и 24-го чле-

членов этой прпгресснп.
4. Найдитенаименьшее целое регое-

"=1.ние уравнения ^+9
S- Найдите наименьшее целое реше-

решение неравенства С2*~35 < 2 3

Б. Вычислите

7. Вычисчите

8. Найдите(вградусах) нвимекыштй
положительный корень уравнения

|- cos2Sx.

-sin 70a

coslOO0

9. Найдитекратчайшеерасстояннсфт
точки М{6. 0) до точек, лежащих на

графиве функции у = -Jx* + 32.

10. Сколькоцелых чисел входит б

область решений н равенства

11. Вравнобедренном треугольнике
ABC IAB *¦ ВС) проведены высоты

AM. BN и СР. Найдите отношение

площади треугольникаMNP к площа-

дитреугольникаАВС, если cosZABC=
= 0,2.
12. Вправильно» четырехугольной

пирамиде SABCD через диагональ ос-

основания JSD перпендикулярно к ребру
SC проведено сечение. Найдите объем

пирамиды, если плоскость сечения об-

образуете шроскоетъюоенованияугол ф.

sinq> = V7/4. аплощадьсечения равна

189.

ФИЗИКА

Письменный экзамен

Внимание Если единицы не указаны.

выразитпестветпеединицахСИ. Уско-

Ускорение свободного падения считайте

равным 10 м/сг-
Вариант 1

1. От движущегося поезда отцепляют

последний вагон. При этом поезд про-
продолжает движение с той же скоростью.

Считая, что вагон движется равноза
медленно, найдите, зо сколькораэ путь.

пройденный вагоном до егоостановки,

меньше л)тнг пройденного поездом к

тому моменту

2. Мячмассой ISO г. летящий со

скоростью 2 м/с, пойман на лету. Ка-

Какова средняя сила удара мяча о руку,

если он остановился за 0,01 с?

3. Аквариум,имеющий форму пря-
прямоугольного оараллелепипеда, довер-
доверху запоннек водой. С какой солон

дейстиует вода на стенку аквариума,

если ее длина 1,2 м. а высота 0,5 м?

Атмосферное давление не читывайте.
Плотность воды 1000 кг/»г
4. Припосточннамдавлении 0.3МПа

газ получил 800 Дж тепла. При этом

объем газа увеличился от 5 л до 7 л, а

внутренняя энергия газа стала 950 Дж

Чему была равна внутренняя энергия
газа до нагревания?
5- Плоский конденсатор емкостью

40 пФ соединяют последовательно с

гаким же конденсатором, ко заполнен-*

ным диэлектриком с диэлектрической
проницаемостью, равной 3. Найдите

емкость {в пФ) такой батареи.

6. Плоскийбиток, площадь которого

10 см2, расположен перпендикулярно
линияминдукции однородного магнит-

магнитного поля. Найдите абсолютную вели-

величину ЭДС возникающей в витке, если

индукция поля рянномерко убывает от

0,7 Тл до 0,2 Тл за «Г с

7. Двематериальные точки соверша-
совершают гармонические колебания первая
— с циклической частотой 27 с ,вто-
вторая

— с циклической частотой9 с .Во
сколько раз максимальное ускорение

первой точки больше максимальною

ускорения второй, если амплитуды

колебаний точек одинаковы?
8. Человекстоит перед плоским зер-

зеркалом, укрепленным на вертикальной
стене. Какова должна быть минималь-

минимальная высота зеркала {в см), чтобы чело-

человек мог видеть себя в полный рост?
Рост человека 170 см.

9. Брусокмассой 2,8 кг перемешают
вверх вдоль вертикальной стены с по-

помощью силы, равной70Нннаправлен-
направленной подуглом о квертикали. Найдите

ускорение бруска, если известно, что

sinа = 0.6. а коэффициент трения

между стеной к бруском 0.4
10. Грузик,подвепккный на легкой

нерастяжимой нити длиной 30 см, сво-

свободно вращается в нертикадькой'плос-
'плоскости. В верхней точке окружности

скоростьгрузика равна2м/с. Восколь-
сколько раз сила натяжения нити в ияжней

точке больше, чем в верхней?
11. Открытуюсобеихсторон цилинд-

цилиндрическую трубкудлиной 1 м наполови-

наполовину погружают в ртуть. Затем верхнее

отверстие трубки плотно закрывают к

нынимают трубку из ртути. В трубке
остается столбик ртути длиной 25 см.

Определите ноэтим данныматмосфер
ноедавление(в кПа). Плотность ртути
13600 кг/мэ. Температура постоянна.

12. Конденсаторподключен к зажи-

зажимам батареи. Когда параллельно кон-

конденсатору подключали резисторсопро-
тналенисм 20 Ом. аврядна конденсато-

конденсаторе уменьшился в 1.2 раза. Определите
внутреннее сопротивление батареи.

Вариант 2

1. В лифте, спускающемся с ускоре-
ускорением 2 м/с2, на пружине жесткостью

560 Н/м висит груз. Найдите массу

груза (в г), если удлинение пружины

равно 1 см.

2. Тонкий лом длиной 1,5 м и массой

16 кглежит на горизонтальной поверх-
поверхности. На сколько изменится потенци-

потенциальная энергия лома, если его поста-

поставить на землю в вертикальное положе-

положение?

S. Однородный шарик массой 50 г

лежит на ниепустогостакана. 6 стакан

наливаютжидкость так, что объем пог-
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руженной части шарика оказывается в

5 раз меньше его общего объема. Плот-
ность жидкостий 1,5 разабольшеплот-
плотности материала шарика Найдите (в

мН) гклу давления шарика на дно

стакана

4. Газнаходится в цилиндре с под-

подвижным поршнем и при температуре
300 К занимает объем 300 см3. Какой
объем(в см3) займет газ, еслитемпера-
температура иовнзнтся до 270 К? Давление
постоянно.

5. Найдитеускорение, с которым
падает шарик массой 0.03 кг с зарядом
3 мкКл в однородном алекгрическим
поле с напряженностью 20 кВ/м. Век-

Вектор напряженности направлен верти-
вертикально вверх Трение не учитывать.
6. Определитесопротивлениемихро-

мовой проволоки длиной Зин массой

4,98 г- Удельноесопротивление нихро-
на 10J6 Ом м, плотность 8300 кг/мэ.
7. Электрондвижется в однородном

магнитном поле с индукцией 3 мТл со

скоростью, равной 3,2 10* м/с к на-

направленной перпендикулярно линиям

индукции Определите радиус (в мм)

окружности, нокоторойдвиисетсяэлек-

трон. Зарядалектрона 1,6 10м9 Кл. его

масса 9 «Г31 кг.

8. Фокусноерасстояниесобирающей
линзы равно 20 см. Найдите расстоя-
расстояние (в см) от предмета до переднего

фокуса линзы, если экран, на котором

получается четкое изображение пред-
предмета, расположен на расстоянии 10 см

от заднего фокуса линзы
9. Шарикпадает на наклоннуюплос-

плоскость из точки А без начальной скорос-

скорости к испытываете плоскостьюабсолют-

абсолютно упр гое соударение. На каком рас-

расстоянии от места падения ом ударится

0 плоскостьвторой раз? Угол наклона
плоскости к горизонту 45*. а расстоя-

расстояние от точки А до плоскости 25 см

ДО. Тяжелый шарик, лодавшенкый

на легкой нерастяжимой нити длиной

1 м,совершает колебания в вертикаль-

вертикальной плоскости. Крайнее положение

шарика на 40 см выше нижнего. Во

сколько раз максимальная сила натя-

натяжения нити в процесседвиженияболь-

больше чем минимальная?

11. Приработе тепловой машины

расходуется f80 кг угля за 1 час. Ох-

Охлаждение машины осуществляется

водой, расход которой составляет

15 л/с. температура на входе 10 'С. на

выходе 20 *С. Какая часть тепла <в

процентах) расходуется на нагревание

воды? Удельная теплоемкость воды

4200 Дж/(кг К), плотность воды

1000 кг/м , удельная теплота сгорания

угля 30 Мдж/кг.

12. Небольшойгруз подвешен на лег-

легкой пружине. Насколькомклл«метров

укоротится пружина после снятия гру-

груза, если собственная циклическая час-

частота колебаний груза на этой пружине

равна 20 с ?

Прбликацшо подготовили

БНисаренский, А Черноуцан

Московский

государственный
автомобильно-дорожный
институт(технический
университет)
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант 1

1. Решите уравнение

з? - х*
_.

- 20Qjc+100
100*+ 1000

2. ТочкиМиNявляютсясерединами

сторон AS и CD правильного шестиу-
гольника-ABCDEi7. ДлинаотрезкаМП

равна 3 Найдите длину стороны шес-

шестиугольника.

3. Найдитезначение параметра а,

при котором система уравнений

= О

имеет бесконечно много решений.
4. Решитеурвинение

2j2x+ l+?8x+5 =1.

5. Найдитенаибольшее целое отри-
иятельное значение х, для которого
выполняется неравенство

6. Пусть а. р, 7 -

внутренние

углы треугольника. Найдите

since cosp cosy + cosasinfcosY +

7. Производныев точке х = 2 произ-
произведения и частного функции f[x) п

р(х) равны, соответственно, 18 и 1. а

f'B)= -4,5. Найдите д[2).
8. Числоумиых люден на 40% боль-

больше числа красивых, а 25%умныхобла

даюткрасивойвнешностью. Каковпро-
процент умных среди красивых?
9. Найдитеплощадь фигуры, описы-

описываемой на координатной плоскостисис-

системой неравенств

10. Найдите число целочисленных

решений (л, у) неравенства

Вариант 2

1. Решите уравнение

= г+Вх1

2. Длннабоковой стороны равнобоч-
равнобочной трапеции равна v8. а длины ее

оснований разны 2 и 6. Найдите пло-

площадь трапеции.

3. Найдитесередину промежутка, на

котором выполняется неравенство

gJz^i^g 4^*+12-2'^ ?8

4. Решитесистему уравнений

5. Найдитенаименьшее целое значе-

значение.*, для которого выполняется нера-

неравенство^ - х\ < Эх +15.
6. Вычислите

7. Вточке х = 2 найдите значение

производной функции F{x\ =

= х2 f[2/x), если f® - 3. ПО = s-

8. Площадипараллелограмма н тре-

утлыш*а составляют, соответственно.

67% к 44% площади их объединения.

Сколько процентов площади треуголь-
треугольника нахо/иггея вне параллелограм-
параллелограмма?

9. На рисунке дан график функцви
У~ fi.x) Сьочько решений имеютурав-
уравнения

а) 5ю

()
10. Сколькосушесгвуеттрехэначных

чисел, которые в 80 раз больше суммы
своих цифр?

Вйрйвнг 3 (твет)

К каждой задаче предлагается пять

нариантов ответов. Выберите из них

единственный верный.
1. Вычислитесумму 2+ 6+10+14 *

...

...
+ 402.

2. Найдитеотношение пятнадцатого

члена геометричеекой прогрессии со

знаменателем 2 к ее пятому члену.

3. Найдитедискриминантквадратно-
го трехчлена Ъ? + рх + q. корнями

которого являются числа 1 и 2.
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4. Найдитемножество всех значений

параметра а, при которых квадратный

трехчлен х2 ~2ах ~ За2 + 4 не имеет

корней
5. Найдитерадиус окружности, опи-

описываемой уравнением я * г? ¦*¦ Ьх —

-12у + 36 = 0.

6. Сколькорешений (х, 0 имеет

система уравнений

-1)=о?
7. Сколькосуществует точек в плос-

плоскости ху. лежащих одновременно ви

расстоянии 7 от точки A; 2) и ви

расстоянии 8 от точки A0,14)?
8. Двацелых числа удовлетворяют

неравенству |0,5 — х] S 14,3. Найдите
максимальное значение их разности.

9. Вычислитебез калькулятора-
15

|0. Найдитенаименьшееположитель-
ное значение параметра а. при котором
х = п/18 является корнем уравнения

cos{«w) = 1

11. Вычислитебез калькулятора:

sml7e * cos253" * ctg3iSc
12. Найдитесумку наибольшего н

наименьшего значении функции

13. Среди указанных в бланке отве-

ответов выберитечисло, непринадлежащее

области авачений функции

л_\_ 23-7ж

14. Дана'функция f[x) = 3x—~.

Решите уравнение f'(x) = 5

15. Ценатовара уменьшилась на30%,
а затем еще на 1<К?. На сколько всего

процентов уменьшалась вервоиачаль
ная цена?

16. Первуютреть пути автомобиль

проехал со скоростью 40 км/ч, а ос-

оставшуюся часть пути — со скоростыо

70 км/ч. Найдите среднюю скорость
автомобиля за все время движения

17. ВпараллелограммеABCD извес-

известныАВ= ^7. AD= 2Л и ZDAB =60*

Найдите диагональАС.

18. Двеплоскости перпендикуляр-
перпендикулярны Прямая образует с этими плоскос-

плоскостями равные углы а. Чему равно а?

19. Найдитеобъем прямоугольного

параллелепипеда, площади граней ко-

которого равны 6, 20 и 30.

20. Плоскости« и Р образуют угол
60°. Вплоскосш « лежиттреугольник

площадью6 Чемуравнаплошадьорто-
гояальной проекции этого треугольни-
треугольника на плоскость Б ?

Ответы

1. 20010

2.3

4. @.1)
5. 6

Б. 2

7.0

8.14

9.3

10. 18

11.0

12.7

IS. 3

14. 1

15.40

16.60

17. 14

18.30

19. 16

20.3

20402

8

4

1

4

I

15

36

I

23/7
2

20

56

3^7/2
90

60

6

22042

10

1

(-1.1)
3

6

2

27

25

9

-1

б

23/3

3

35

50

3^7
60

36

12

24402

16

6

(О. оо]

4

в

3

29

5

54

0.S

С

7

4

37

48

7

4S

54

4

Ответы 1 — 4 неверны

1024

Ответы

Ответы

Ответы

Ответы

Бесконечно много

— 4неверны
— 4неверны

— 4неверны

4 неверны

—4 неверны

—4 неверны

— 4неверны
—4 неверны

— 4неверны
—4 неверны

— 4неверны

Ответы

Ответы

Ответы

Ответы

Ответы

Ответы

Ответы

39

48

Ответы 1 — 4 неверны

Данных недостаточно

Ответы 1—4 неверны

Данных недостаточно

АБ АЯПубликацию подготовили А.Бусюев. А-Ярский

Московский
государственный
институт электронной
техники (технический
университет)
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант f

|. Вычислите cosct, если

COS20C = -1-
О

2. Решите уравнение

3. Решите неравенство

6. Найдите площадь круга, описан-

описанного около правильного греулэяышвн

площадь которого равна 9v3

5. Решите уравнение

6. Решите систему уравнений

7- Найдите наименьшее значение

выражения 6cos* + cosZr.

8. Две бригады с одинаковым коли-

количеством косцов получили задание ско-

скосить траву на двух полях разной пло-

плошали. На первомполе все коекм брига-,

1 Вариант пред-иоаяся па эконоюдо-

ф

дм начали работу одновременно, а на

другом члены второй бригады присту-
приступали к работе един за другим через

равные промежутки времени, и далее

каждый работал до окончания работы
Какая бригада выполнила работу быс-
быстрее и зо сколько раз, если произво-

производительность косцов второй бригады в

4/3 раза выше я первый член второй
бригады работал в 5 раз дольше, чем

последний?

9. Площадь боковой псифхности ци-

цилиндра равна Юл. площадь основания

равна 2я В цилиндр впиелна правиль-
правильная шестаугольнад призма. Найдите

расстояние от центра одного основания

цилиндра до стороны шестиугольника,
вписанного в другое основание.

1С. Сформулированыслелуквдяедва

утверждения:
А) уравнение ax —Jx+l=0 имеет

ровно одно решение;
Б) «еравенстио хг - 8>ax+1S О име-

имеет хотя бы одно решение.

Определите все значения параметра

с, при каждом на которых оба утвер-
«дения спракедчикы
11. Вычислитеплощадь построенной

ви координатной плоскости Оху фигу-
фигуры, если координаты точек этой фигу-
фигуры удовлетворяют соотношениям

Вариант 2

1. Решите уравнение Xе = 27 - 26дг3.

2. Вычислите D/9Iод°'252.
8. Найдите первый член арифмети-

арифметической прогрессии, если сумма первых
шести ее членов равна 26. а се разность
составляет 25% от значения первого
члена.



i. Решите неравенство -= щ
< —

5. Решите уравнение

10^,A5-Зх) = 2.

6- Решите уравнение

2cosfЗх - ^] =ч/з sin 3jt.

7. Чему равно f'[2). если

6- Найдите наибольшее и наимень-

наименьшее значения выражения ji3. если

-1.5 и -

9. ОснованиеAD трапеции ABCD

является диаметром окружности ра-

диусоч 2 Прямая, еодер^кащва сред-
среднюю линию трапеции, пересекает ок-

окружность в точках М н N Известно,
чтоАВ = ВС - CD = 2 Найдитедлину

отрезка. МN

10. Черезсередины ребер АЛ, и СС{
прямоугольного параллелепипеда

ABCDAtBfaDf. в основании которого
лежит квадрат состороной с, иточкуК

на ребре ВВ, проведена секущая плос-

плоскость. Найдите расстояние от точки К

досередины ребра Вв,. если известно,
что площадьсечения параллелепипеда
этой тонкостью равна 2ст2и длина бо-

бокового ребра составляет 4а
if. Прикакихаваченняхпараметрам

уравнение

имеет я»а решения?

ФИЗИКА

Лип>У1*ипый экзамен

Вариант 1

1. Грузик на пружинке совершает вер
тикальные гармонические колебания

Спомошьюсобирающен линзы получе-
получено четкое изображение грузика на эк-

экране, находящемся на расстоянии L
=

= 0.5 м от линзы. Амплитуда колеба-
колебании изображения^=0,1 м, максималь-

максимальная скорость изображения Vm = 1 м/с.

Определитепериодколебаний и макси-

максимальную скорость движения самого

грузика. Оптическая сила линзы D =

= 5 дптр
2. Шайба,брошенная ло горизон-

горизонтальному льду со скоростью ц
=

= 2 м/с, скользит до остановки s,
=

= 5м Определите путь, пройденный
доостановке шайбой, брошеннойвверх
вдоль ледяной наклонной плоскости с

начальной скоростью г^
= 15 м/с

Угол наклона плоскости к горизонту

се = 30*.

3. Одинмоль идеального одноатом-

одноатомного газа совершает одинаковые рабо-
работы в изобарном и изотермическом про-

ВАРИАНТЫ

цессах Определите отношение коли-

количеств теплоты, сообщаемых газу в этих

процессах

4. Четыреодинаково заряженных

шарика массой тп = 1,9 1(Г2 кг каждый

подвесили в одной точке на изолирую-
изолирующих нитях одинаковой длины. Заряд
каждого шарика q

= \{Г* Кл При этом

шарикн расположились в вершинах

квадрата со стороной с = 0.3 м Опре-
Определите угол отклонения каждой нити

от вертикали Постоянная в законе

Кулона ft = 9 109 Н м2/Кл2. ускоре-
ускорение свободного падения g =10 м/с2.
5. Бсигнальном фонаре имеются две

одинаковые лампочки, позволяющие

включать или белый свет, или крас-

красный, или тот к другой одновременно.
При поочередном включения каждой
из лямпочек вольтметр с очень боль-

шки внутренним сопротивлением по-

показывает напряжение LJt — 5 В, а при

одновременном параллельном включе-

нан обеих лампочек — 1/2 = 4 В

Определите ЭДС батареи фонаря.
6. Неподвижныйатом водорода ис-

испустил фотон с длиной волны Х=

= 121.5 км. Какую скорость приобрел
при этом атом водорода7 Масса атома

водорода m = 1,67 10 7кг. постоянная
Планка h = 6,6 1С34 Дж с

Вариант 2

I. С какой наименьшей скоростью дол-
должен бросить камень Нальчик с берега
рекиширинойL= 12 м, чтобы перебро-
перебросить егонадругой берег, если он броса-
бросает этот камень с высоты h = 1 м от

поверхности воды под угном ct = 30* к

горизонту? Ускорение свободного па-

деная g = 10 м/с2- Сопротивлением
воздуха пренебречь
2. Понаклонкой плоскости, образу-

образующей угол ct = 30° с гиркэонточ. с

гимоадыопружизы. параллелыюйплос-

кбсти. брусок сначала равномерно вта-

втащили вверх. & затем, удерживая за

пружину, равномерно спустили внва.

Отношение удлинений пружины при
данженни вверх и вниз составляет

Д1а/Д1}=и=4. Определитекоэффици-
коэффициент трения между бруском и плос-

плоскостью

3. Всосуденаходится кусокльда при
температуре tt

= 0 *С. После того какв

сосуд ввели тп^
= 30 г пара при темпе-

ретуре t2 = 100 "С, в сосуде устано-
установилась температура f3 = 15 "С. Опре-
Определите массу льда. Тешопемкостью со-

судв пренебречь. Удельная теплоем-

теплоемкость воды с - 4,2 109 ДжДкг К),
удельная теплота плавления льда А. =

=3,3 10s Дж/кг. удельная теплота па-

парообразования воды г= 2,3 10s Дж/кг
А. Точечный заряд q = 2 10 Кл

переместили в однородном электрн-
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ческом поле с напряженностью Е —

= 500 D /'м из точки с координатами

*i
= 0. у, = 0 сначала в точку с

координатами х2 =-\ м. у2 =0> а затем

в точкус координатами х3
= -I м. у3 =

= -1 м. Какая работа была при этом

совершена внеишимн силами? Вектор

напряженности ноля JE находится в

плоскостиXOYи направлен подуглом
<х = 45" к оси ОХ

5. Неподвижныйпроводящий квад-

квадратный контур со стороной a = 20 см

помешен воднородноемагнитнее поле,

индукция которого составляет с плос-

плоскостью контура угол ct = 30". а ее

велнчика возрастает по линейному за-

закону от нуля доВ
= 0,5Тл ав некоторое

время. Определите заряд, прошедший

через контурза это время Сопротивле-
Сопротивление контура R

- 1 Ом

6. Мухалетит паралоечьно главной

оптической оси тонкой собирающей
лкизы с фокусным расстоянием F -

-

0.2 м со скоростью v = 0.6 м/с по

направлению к линзе. В момент tc - 0

расстояние от мухи до плоскости нан-

3i>] d = 2,5 м. Постройте ход лучей,
формирующих изображение мухи, и

определите расстояние от плоскости

линзы до изображения мухи через вре-

мк t = 4 с

Публикацию nodttmwtnnu
А Берестов, И Кожухов, СКркуш,

Д Ницугснский. Т Олейиик
А.Поспелов, А.Прскофы>а,

Г.Ссфоиоеа

Московский
энергетический институт
(технический
университет)
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вермонт 1

I. Упростите выражение дли fix} и

найдите /1g], А"F)« если

2. Решите систему уравнений

"

3. Двоерабочих, работая ьнесте. вы-

выполнили всю работу за 5 дней. Если бы

первый рабочий работал вдвое быст-

быстрее, а второй работал вдвое медленнее,



и

го всю работу они еыполниан бы за 4

дня. Засколько днейможетвыполнить

всю работу первый рабочий, работая
сачоеточтепьно?
4. Найдитевсезначения нараметрав

при которых уравнение

х - ccosx -

имеет на отрезке 0.-^ I ровно д»а раз-

различных корня
S. Шощадьосгроугальнсготреуголь-

треугольника ABC разна 30 см2, высота треу-
треугольника, лроведеннав на некоторой
его вершины, равна 6 см. Найдите

периметр треугольника ABC, если его

углы А и В связаны соотношением

f -Щ = & ?B

Вариант г

I. Упростите выражение

-з* -в&х* -27хг

2. Найдитевсезначения параметра
при которых уравнение

х(iQglх + 5(в- 3}lqg2х+4) = 0

имееттриразличнылкорня каждый из

которых удовлетворяет неравенству
х<1

3. Суммаквадратов цифрнекоторого

двузначного положительного числа

равна 73, среднее геометричеекее его

цифр разно 2-Je - Наедите это число

4. Найдитевсе корни уравнения

J8(t-cos.ar)cos-|
3

"

принадлежащие области определения

функции у = fa**1™2-4**.
5. В конус вписан tuap радиусом —

Найдите объем данного конуса, если

объем конуса с тем же основанием н с

вершиной в центре вписанного шара
равен 3

ФИЗИКА

Письменный экзамен

Вариант 1

1. Электромагните^волны. Скорость
их распространения. Свойства элек-

тромагнитных полн. Излучение и при-

прием электромагнитных волн

2. Какизменятся период колебаний

математического маятника, если его

поместить в воду? Маятнику придана
идеально обтекаемая форма, так что

силой трения можно пренебречь.
3. Подкаким давлением ft нужно

наполнить воздухом баллон объемом

Ц - 10 л, чтобы при соединении его с

баллоном объемом V2
- 30 л. содержа-

¦цкм воздух при Р2
= 1 10s Па. устано-

установилось двиленне р
— 2- 1С5 Па?

4. Воднородном алектрическом поле

с напряженностью ?. силовые линии

которого составляют угол а с верти-

вертикалью и напрвилекы вверх, висит на

непроводящей невесомой нитн заря-
заряженный шарик массой/п (рнс.1). Сила
натяжения нити Т. Определите заряд

шарика.

Рис. 1

Рис. 2

S. Аккумулятор с ЭДС ?, конденса-

конденсаторы емкостями Ct н С2 и резистор

сопротивлением R соединены, как по-

показано нарисунви 2. Определите коли-

количество теплоты, вылечившееся в резис-

горе после переключения ключа К

Вариант 2

1. Проводники в алектрическом поле.

Диэлектрики в алектрическом поле

2. Какаясила, действующая на тело.

не производит работы при перемеще-
перемещении тела?
3. Всосуд, на дне которого лежит

твердый шар. нагнетают воздух при

температуре t = 27 "С. Когда давление
стало р

- 20 10s Па, шар поднялся

вверх. Определите массу шара, если

его радиус г — 5 см. Молярная касса

воздуха М
= 29 10 кг/моль, газовая,

постоянная R = 8,31 ДжДмолъ К),
А. При нагревании серебряного про-

проводника сечением S1 = 5 1СГ2 мм* его

сопротивление возросло на AR =

=^5-КГ* Ом, а внутренняя энергия
уавличилась на tXJ —1.6 Дж. Найдите

температурный коэффициентсопротив-
сопротивления серебра Плотностьсеребра р =

= 10,5-1О3 кг/и3, удельная теплоем-

теплоемкость с - 235 ДжДкг К), удельное
сслротпйленне р(

= 147 КГ8 Ом м

5. Аккумуляторе внутренним сопро-
сопротивлением г - 0.08 Ом при силе тока

/| = А А отлает зо внешнюю цепь

мощность Pt =8 Вт. Какую мощность

он отдаст во внешнюю цепь при силе

тока /2 = 6 А?

Пдблигшцию подготовили

В Прохоренко. А. Седов

Российский
государственный
педагогический
университет
им. А.И.Герцена
МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант 1

1. Дава функция

я) Найдитеобластьонределения этой

функвии
6i Нарисуйте график фукяцин

в) Найдите точки пересечени

фиков функции f[x) и Л{х) =

2. Найдите все решения уравнения

cos*—cos3x = sinZr.

удовлетворяющие
\п/2-х]<п.

3. Решите уравнение

неравенству

4. Каждаяиз трехравных окружнос-
окружностей с радиусом г касается двухдругих.
Найдите площадь треугольника, обра-
образованногообщимивнешнимикасатель-

касательными к этим окружностям

5. Найдитеобъем правильной треу-
треугольной призмы, если сторона се осно-
основания равна о и боковая лсеерхкость

равновелика сумме площадей основа-

оснований.

Ввривнт2

I. Дана функция f[x) = 3 * Т - 4х

а) Вычислитеf(log, 9}.
б) Найдитеобластьопрсделенияфун-



ВАРИАНТЫ

в) Определите, сколько решений в

зависимости от а имеет уравнение

2. Определите, чтобольше: cos 2 няи

cos8.

8. Рудв содержит 40>ь примесей, а

выплавляемый из нее металлсодержит
4% примесей. Сколько металла полу-

получится не 24 тонн руды?
й. Из вершины острого угля ромба

проведены перпендикулярыкпрямым,
содержащим стороны ромба, которым
не принадлежит эта вершина. Длина

каждого перпендикуляра равна 3. а

рясстояннемеждуих основаниями 3V3

Вычислите длины диагоналей ромба.
S. Цен-ф верхнего основания пра-

правильной четырехугольной призмы я

середины сторон нижнего основания

служатвершинами вписаннойвпризму

внрачиды. объем которой равен V

Найдите объем призмы.

Публикацию подготовили
ВЛопанев. О Корсакова

Санкт-Петербургский
государственный
технический университет

МАТЕМАТИКА

Письменный экзамен

Вариант 1

(фнзгжо-мехюшчеекггп факультет)
1. Упростите выражение

2. Найдите150% от числа 12.

3. Вычислитебез калькулятора

log9 2

4. Вычисютепроизводную функции

в точке х — 1.

5. Решите неравенство cos2* -1 2 0

б- Упростите выражение

7. Найдите больший корень уравне-

^иаи 2^-^ =

8. Решите уравнение

9. Решитеуравнение sinje = cos3jr.

10. Вьгаяслитет?2«,еслнсо82а= 1/3.
11. Решитеуравнение

12. Решитеиервиенстао 231 < 31"
13. Решитенеравенство

14. Решитенеравенство \о&(х~l)<f.
15. Первыйчлен убывающей геомет-

геометрической прогрессии 1\
-

1. a сумма

1\ +1% вдваразаоольшесуммы tfc + l>j-
Найдите знаменатель прогрессия.

16. Вычислите

17. Решитенеравенство хг + х < 2]х]
f8. Найдите длину стороны квадра-

квадрата. д»а вершинъ] которого лежат на

окружности радиусом R
— -Js . а две

другие— накасательнойкэтойокруж-
костн.

19. Вусеченный конус вписан шар

радиусом г = 2. Образующая конуса
наклонена к плоскости основания под

углом а
= тч/3. Найдитеобъем усечен-

усеченного конуса
20. Прикакихзначенияхсуравнение

ахг - (За + 2)х + 2(я +1) = С

имеет решение, большее 1?

Вариант 2

(физико-технический фокувяеетя)
1. Упростите выражение

2. Вычислитебезтаблиц и калькуля-

калькулятора logtctg225°
3. Найдитенаибольший общийдели-

делитель чисел т = 36 и к = 120.

4. Установитебез калькулятора, ка-

какое число больше а •= cosl25e или Ь -

= ctg225e.
5. Решитеуравнение

¦Jx + 2-Jx+B = 4.

Б. Вычислите безтаблици калькуля-

калькулятора BC0S1S0- СО545") . Покажите, что

это число — рациональное
7. Решитеуравнение

¦х

8. Вычислитебез таблиц и калькуля-

калькулятора «;3+arccos(-V2).

9. Решитеуранненяеctgх + -г^— = 1.

10. Число2 является корнем многоч-

многочлена р(х) = х3 - Лх1 + 3* + 2. Найдите

сумму квадратов двух других его кор-
корней.

11. Решитенеравенство J;t| < 2х +1 -

12. Найдитеобласть определения.
функции

19. Решите неравенство lcg^Jt2) s 2.

14. На прямой линии р
= 2х - 5

найдите точку, расстояние от которой
до начала координат наименьшее

55

15. Найдитеплощадь прямоугольно-
прямоугольного треугольника, одна на сторон кото-

которого лежит на касательной к графику
функции у = х'2 в точке АН.; 1), а две

другие
— на осях координат

16. Сколькоцелыхчиселсодержатся
в арифметической прогрессии длиной
и = 100. если известно, что се первый
член с, = 1/7, а се разность d - 2/7?

G. При каких целых значениях п

неравенство л*2 -1пх
- 2 <Овыполня-

выполняется для всех действительных х

18. Найдитеобъем конуса, если из-

известен угол при вершине «
= ft/З в его

осевом сеченвн и радиус вписанного

шара г = 1

19. Насколькосантиметров длиннее
большая диагональ ромба его меньшей

диагонали, если стороны ромба имеют

длину a = S см. а его площадь равна

5 = 16 см3?

20. Прикаких ауравнение 2Л-влг=
=
х + 2 имеет ровно д»а решения?

Вариант 3

(факултетпжономики и менеджмента)
I. Упростите выражение

2. За2 кг одного продукта и 4 кг

другогозаплатили 40 тыср. Стоимость
того же количества продуктов не изме-

изменилась после того, как первый продукт
подорожал на 5%, а второй подешевел

на 15%. Сколько стоил первоначально

1 кг второго продукта?
3. Наедитедевятый член геометри-

геометрической орогрессив Ь>
= 3. Ь% = -6, ...

4. Вычисоите

Докажите, что это число — целое

5. Является ли

у
х+2

четной, нечеткой или общего вида?
€. Прн каком х функция у =

~

2sinx — cos2r прнвнмает свое иа-

нбольшеезначеиие наотрезке [0;37^4]?
7. Решите уравнение

6. Найдите область допустимы?: зна-

значений аргумента х функции

9. Найдитеобласть значений "функ-
"функции р = arctg\tgx\.
10. Найдитесуммучисел х. удовлет-

удовлетворяющих урвинению
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11. Найдитеменьший корень уравне-
уравнения \х + 2] = 2- яг/2
12. Надаетепроизведение целых чи-

чисел, являющихся решением неравенств

13. Сумма3-го и 15-го членов ариф-
арифметической прогрессии равна 14. Най-

Найдите ее 9-й член

14. Найдитеабсциссуточкипересече-
нви касательной в точке B; 9) к графи-
графику функции у - хъ — Зх +7 с осью Ох.

15. Решитенеравенство

Icg3Bx+])<1
16. Решитемераненство 9^ < 3я**.
17. Пустьвысота параллелограмма

ABCD, опущенная из вершины D на

сторонуАВ. имеетдлину 5 и разбивает
АВ на части двинами 3 и 6. Найдите
двину большей диагонали вираллелог-
рамма.
48. Решите уравнение

В ответе укажите те х, которые удов-

удовлетворяют двойному неравенству

19. При каких а уравнение

=3

имеет хотя бы одно решение?
20. Решите неравенство

Вариант 4

(факультет гяеэпамесмзй

1. Упростите выражение
д~* -1.

2. Упростите выражение
sinct-coso:

3. Найдитенаименьшее целое поло-

положительное число, при делении на 5

дающее в остатке 3. а при делении ви 7

дающее в остатке 4

4. Варифметической прогрессви 5-й

член % больше 3-го % в 3 раза, а их

разность %
-

Qj
= 8. Найдите о,.

5. Представьтечисло 12/11 в виде

периодической десятичной дроби.
6. Определят*;знак выражения

7. Найдите меньший корень уравне-
уравнения Ыж]-^ = 3.

6- Найдите расстояние между точка-

мк/(-1.2)иВB; ).
9. Решите уравнение lcgx 3 = -2

|0. Прикакомхфункцияу=х*(х ¦§• 3)
имеет локальный максимум?
11. Вычислите2cos{n/2i-2a), если

sioct—cosct = —}=•-

12. Решитеуравнение

arcsinf—л:) t- arccosx = -=.

13. Найдитенаибольшеецелочислен-

нее рсшеане неравенстаа х < —т-т

П. Решите неравенство

15. Решите уравнение

|6. Решите неравенство

17. Решитеуравнение c^g3jr= tgx.
18. Найдитетюжество значений,

принимаемых функцией

У-

19. 6треугольнике длины двух сто-

сторон равны 6 и 8, а радиус списанной

окружности равен 5. Найдите двину

третьей стороны треугольника.
20. Вшар вписан конус, объем кото-

которого в 4 раза меньше объема шаре

Чему равно отношение высоты конуса
к радиусу шара?

Публикацию подготовили
Е.Псдсыпанин, СПресбражепалш,

Ю.Хеатоь

КОНКУРС В СЕТИ

ИНТЕРНЕТ

В1997 году журнал ¦«Квант»- совместно

с Московским дегсккм клубом -«Компь-
-«Компьютер» провели заочный конкурс нома-

тематике в электронной сети Интернет
MATNET-97. Условия задач были раз-

размещены на одной из WEB-страничек
сетевого сервера МГУ. Участниян

конкурса присылали свои решения

по электронному адресу

VZMSh Econ@econ.msu.su

ввкдеТХТилиООСфайлов.Вконкур-
се приняли участие 38 шксчьников из

России,Украины, Белоруссиии Казах-
Казахстана Победителем конкурса сталуча-
щийся 10 класса Техияческого лицея

г.Пскова Виктор Андреев. Жюри кон-

конкурса отмечает также хорошие работы
АнтонаМордасова (школаМ^Зг.Зареч-
ного). и Наталки Шелеповой элект-

электронный адрес" natali@sch101 alien ru)
Эти школьники награждаются намят

ешми дипломами

Задачи конкурса MATNET-97

1. Генератор чисел, сконструирован-
сконструированный профессором Синусом-Минусом,
обладает следующим свойством, если

на его вход подать число С, то на

выходе получается л»а числа х, и х2.

которые являются нориями уравнения

*2 - Ах + 4 - С= О. Профессор Синус-
Минус утверждает, что. имея вначале

число 1 н пользуясь своим генерато-

генератором, ои может попучнгь 1997 попарно
различных чисел, произведение кото-

которых равно 1. Верно ли это?

А.Жуков

2. Докажите,что число |997199бО0Ю -
- 1 кратно числу A9972WW

- l) - 199&

А.Жуков

3. КузнечикиПетяи Васясоревнуют-
соревнуются на беговой дорожке в виде ленты

Мебиуса» обустроенной следующим
образом, длинная гибкая полоска рас-

расчерчивается с двух сторон на сантимет-

сантиметровые деления так. как показано на_

рисунке, после чего лента перекручи-

перекручивается, участке 0 и 1997 накладывают-

накладываются другнадруга исклеиваются Кузне-

1-я сторона

1997 19% 1995 С

2-я сторона

чикистартуютодновременно с пункта 1

в сторону увеличения нумерации, при-
причем кузнечик Петя прыгает на 100 см

вперед, а кузнечик Вася -

на 150 см.

Кто на них первым окажется в пункте

с номером 1?

АЖуков
4. Как уложить 16 квадратов со сто-

сторонами 1, 2 16 без пересечений
внутри квадрата со стороной 39?

5. В равностороннем треугольнике

расположены 9 попарно непересекаю-

непересекающихся кругов радиуса 1. Докажите, что

в этом треугольнике можно располо-
расположить 10 кругов радиуса 1 так, чтобы

они попарно не пересекались.

Б-Произволое



ИНФОРМАЦИЯ

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КОЛЛЕДЖ
ПРИ «КУРЧАТОВСКОМ ИНСТИТУТЕ*

В1995гаду началсвоюработу Физмко-
натематический колледж <Малый ис-

исследовательский университет), входя-

входящий в состав Института естественных

наук и экологии (ИНЕСНЭК) при

Российском научном центре (РНЦ)
«Курчатовский институт».
Колледж готовит нысококвалнфшн-

роюагашх специалвсто» в области фи
кики и орикладной математики и ин-

информатики. Занятия проводятся на

базе РНЦ За основу обучения взята

схема, успешно опробованнав ранее в

Московском фязшкнгехничёскон ин

статуте и Новосибирсксм государсгвен-
ипм vHHRepcHTere Эта схема подразу-
подразумевает Лленснайое научение базовых

ъкиверштегсках курсов физики и ма-

математики ь течение первых лет обуче-
обучения, чтобы уже со второго-третьего

курса студенты могли принимать ак-

активное участие в научных доследова-

доследованиях, лооводимых в РНЦ. Количест-

зо стувентов на курсе сравнительно

небольшое (не более 20 человек), что

позволяет одевать обучение практичес-
практически индивидуальным Как общие, так

и специальные курсы читаются веду-

ведущими учеными — сотрудниками РНЦ
w чотчно-иесчедовательски* инсптгу
тов Российской академен наук, непос-

непосредственно работающими в данных

областях физики и математики. Спектр
исследований, проводимых в РНЦ,

достаточно обширен. Это — фунда-
фундаментальное исследования в области

термодиерного синтеза, физики эле-

элементарных частиц, слабого взаимедей-

ствня, кварк-глюонной плазмы, высо-

когемяературной сверхпроводимости
физики твердого тела, математическо-

математического мод?чарования в экология, работы
по созданию нового поколения без-

лпченых ядерных реакторов и многое

другое. По всем этим направлениям
PHU имеет прочные контакты к ведет

совместные работы с ведущими миро-
мировыми научными центрами

Обучение в коиждоке
— 4 года-

Окончившие колледж получают дип-
диплом бакалавра к продолжают учиться
в ИНЕСНЭК еще 1 год и Ю месяцев

до получения диплома магистра. На-

Набор на первый курс осуществляется
по результатам письменных экзаменов
— но физике, математике и русскому

яаык-v — и собеседования. Вступитель-
Вступительные экзамены проводятся в июле. Уро-
Уровень требовании на экзаменах доста-

достаточно высок — аналогичен требовани-

требованиям вступительных экзаменов в МФТИ,
на механико-математический и физи-
физический факультеты МГУ и в другие
ведущие вузы.

Справкиопоступленииможнополу-
получить нотелефону 196-53-11 с 10 до 17

часов поработим дням

Адрес колледжа- 123182 Москва,

ул Максимова, д.4.

Ниже приводятся образцы задач
письменных вступитечьных экзаменов

1997 года по математике и физике

МАТЕМАТИКА

1. Решите систему уравнении

У+Slog, x -4г = 4.

у - Icfg, *+4г = 6.

2. Решите неравенство

3cos2j:

на отрезке [0;л]
3. Източки М с абсциссой хс. рас-

расположенной ия оси Ох, проводится
прямая так, что она пересекает в точ-

точке А параболу у
- -2 - ах2 (с >0),

являясь в го же еремя перпендику-

перпендикулярной к касательной к данной пара-
параболе в точке А. Эта прямая пересекает

параболу во второй точке В н отсекает

от данной параболы сегмент Опреде-
Определите наименьшее возможное значение

длины отрезка АВ и соответствующие

этому отрезку значения мвнимальной

площади отсекаемого сегмента и аб-

абсциссы д.^ точки М. Какое числовое

утожестно значений при данном уело

наи минимальности длины отрезкеАВ

может принимать абсцисса х6 точки

М при допустимых значениях пара-

параметра а?

4. Втреуголышке.А?Ссо сторонами
АВ = 12. ВС = 15. АС = 9 проведена

биссектриса ВВ,. Пусть С, — точка

касанияАВ с вписанной втреугольник

окружностью, отрезки ВВ, и СС, пере-
пересекаются в точке Р. прямаяАР пересе-
пересекаетВСъточке А1. Найдитеотношенне
APJPA,
5. Впрвинльной треугольной пира-

пирамиде SABC сторона основания АВв р

раз превосходитдлину бокового ребра
AS. Сфера с центром в точке Ох каса-

касается плоскостей SAB иSACв точках В

к С, сфера с центризм в точке С^ каса-

касается плоскостей SAC к SBCв точкахА

н В. Найдите отношениеобъемов пира-
пирамид SBOfo и SABC

6. Докажите что при любых х е R

выполняется неравеистао

7. Найдите целую часть выражения

где я —

катуральное число.

Физика

1. На горизонта, ьнон плоскости нахо-

находится клин массой «V с углом наклона

т

Рис. 1

а (рис.1) На гладкую поверхность
Клика помещаютбрусок массой т Вся

система разгоняется приложенное к

клину постоянной горизонтальной си-

силой F Коэффициент трения между
клином и плоскостью |i, трения меж-

между клином и бруском нет Какова до-

должна быть сила F. чтобы брусок в

процессе разгона был нелодаккен от-

относительно клина?

2. В цилиндрвческпй трубке с теп-

теплонепроницаемыми стенками имеются

две жестко укрепленные перегородки

1 и 2 и свободно движущийся тепло-

теплонепроницаемый поршень 3 (рис.2) В

начальный момент Времени объем V,
между перегородками / и 2 к объем

V2 между перегородкой 2 и поршнем
3заполнены одноатомным газом с да»-

ленцем ро = 1 атм и температурой IJ,.
При этом поршень 3 неподвижен, так

как ася система находится в атмосфе-
атмосфере с тем же давлением рц = 1 атм.
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как вся система находится в атмосфе-
атмосфере с тем же давлением р0

= 1 атм.

Через перегородку / в объем \\ мед-

медленно передается количество теплоты

Qx. В результате система переходит в

новое равновесное состояние. Какая

температура установится в простран-
пространстве между перегородкой / и поршнем

37 Какое количество теплоты пройдет

через перегородку 27 Газ считайте иде-

идеальным. Трением поршня о стенки ци-

цилиндра пренебрегите. Рассмотрите ва-

варианты:

а) Vj= V2 = V0;
б) \\и V2 —

произвольные.
3. Плоский полый конденсатор ем-

емкостью С, на котором поддерживается

U К

Рис. 3

постоянная разность потенциалов U,

разделили тонкой жесткой перегород-
перегородкой на две равные части и заполнили

жидкостями с диэлектрическими про-

ницаемостями е, и е2 (рис.3). После

размыкания ключа К диэлектрик г

проницаемостью е2 вытек. Найдите:

а) зарядна обкладках конденсатора;
б) силы,действующие на обкладки

/ и 2, и давление на перегородку.

Площадь каждой обкладки S.

4. В схеме, изображенной на рисунке

Рис. 4

4, конденсатор емкостью С заряжают до

напряжения U. Затем ключ К замыка-

замыкают. Найдите:

а) времяперезарядки конденсатора;

б) максимальныетоки в катушках.

Индуктивности катушек Ц и 1^.
5. В плечи интерферометра Юнга

поместили два одинаковых открытых

прозрачных сосуда длиной L (рис.5).
При наблюдении интерференционной
картины с монохроматическим источ-

источником света (длина волны X ) рассто-
расстояние между двумя соседними темны-

темными полосами на экране было равно
Ah. Как изменится интерференцион-

Л2 Э

с

Рис. 5

ная картина, если в одном из сосудов

равномерно повышать давление воз-

воздуха по закону р
=

р0 + ktl

Найдите скорость движения главно-

главного максимума, если показатель пре-

преломления воздуха п линейно зависит

от давления: и = 1 + ар.

МОСКОВСКАЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ

ШКОЛА №1189

Несколько лет назад на базе экспери-
экспериментальной школы №1189 города Мос-

Москвы начали работать классы с углуб-
углубленным изучением физики и матема-

математики. Инициаторами их открытия
были Департамент образования Севе-

Северо-Западного округа Москвы, Россий-

Российский научный центр (РНЦ) «Курча-
«Курчатовский институт» и Московский фи-
физико-технических институт. Учащиеся
10 и 11 классов проходят обучение в

дневных классах, а 8 и 9 — в вечер-
вечерних. Программы по физике и матема-

математике разработаны таким образом, что-

чтобы заложить основы общей физико-
математической культуры и детально

изучить эти предметы на уровне тре-

требований, необходимых для поступле-
поступления в МФТИ и другие ведущие вузы

страны. В частности, учащиеся вы-

выполняют задания Заочной физико-тех-
физико-технической школы при МФТИ.

Уже состоялись три выпуска физи-
физико-математических классов. Все окон-

окончившие успешно поступили в такие

вузы как МФТИ, МИФИ, на механи-

механико-математический и физический фа-
факультеты МГУ.

Занятия по физике и математике в

дневных классах проводятся по груп-
группам численностью не более 10 чело-

человек. Программа по математике вклю-

включает три часа алгебры, три часа гео-

геометрии и два часа математического ана-

анализа в неделю, по физике шесть

часов семинарских занятий и два часа

лабораторных работ. Занятия ведет

коллектив докторов и кандидатов фи-
физико-математических наук, активно

работающих в РНЦ и МФТИ. Курс
«Компьютерное моделирование физи-
физических процессов» подразумевает в те-

течение первого полугодия освоение тех-

техники программирования на языке СИ,

а в дальнейшем --

самостоятельную

разработку программ, которые позво-

позволяют изучать отдельные темы из кур-
курсов механики, теории колебаний и фи-
физики фракталов. Занятия по этому

предмету проводятся по три часа в

неделю на базе РНЦ. Большое внима-

внимание уделяется также углубленному
изучению английского языка, которое

происходит во внеурочное время (фа-
(факультативно) по четыре часа в неделю.

В вечерних классах занятия по физи-
физике и математике проводятся два раза в

неделю по четыре часа.

Большой объем занятий и их высо-

высокая интенсивность в свою очередь предъ-
предъявляют достаточно серьезные требова-
требования к учащимся физико-математичес-
физико-математических классов. Прием в дневные классы

школы проводится по результатам со-

собеседования, а в вечерние классы при-

прием свободный.

Справки о поступлении можно полу
читъ по телефону 193-60-23.

Адрес школы: 123182 Москва,

ул.Василевского, д. 9, кор.1.
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«КВАНТ* ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

ЗАДАЧИ

(см- «Квант* М1)

й. За 6 мин мотоциклист проезжает расстояние 6ин метров,

так как он догнал велосипедиста, который за это время про-

проехал расстояние 6vm метров, получим. 6vK= lOO + f>vt. За
2 мин мотоциклист проехал 12г„метров. так как он догнал

пешехода, прошедшего эа это время 12&„ метров, получим:
12и„ ~ 400 + 12ьл. Отсюда 1О0 + 6с, = 200 + 6вл. »„

=

= 100/6 + ^..

Если велосипедист догонит пешехода через t мин, они эа это

время проищут tvm и tvm метров соответственно, s начальное

расстояние мещцу ними было 400 — 100 = 300 метров, поэто-

поэтому tvm = 300 + tva. <100/6)t + tva = 300 + «»л. откуда 1 =

-16 (мин)
2. Опустим из точки С перпендикуляр CQ на диагональ BD

и продолжим его до пересечения с основанием AD в точке Р

Рис. 1

Имеем: ZADB—ZCBD как внутренние накрест лежащие

при пересечеияи двух израллельких прямых третьей, по

ZCDB=ZADB по условию, значит. ЬВСО рзанобедрен-
яый, поэтому ВС = CD и ВО = ОС; тогда BCDP — ромб
Следовательно. БР = АВ и ^ABH=ZHBP, ZPBD= ZDBC

и ZHBD= ZHBP+ZPBD= ZABH+ZCBD.

3. Пусть для определенности король стоит сначала на черном

поле Диагональный ход означает, что король перешел с бе-

белого поля на белое (или с черного на черное). Допустим, что

был сделан один диагональный ход. для определенности
— с

белого поля на белое, а остальные ходы — без смены цвета;

тогда к предпоследнему коду будут пройдены все 32 белые

клетки.и 31 черная, король стоит на черном поле, и конечная

клетка (она же начальная) — тоже черная Следовательно,
неминуем диагонельиый ход с черной клетки на черную. Та-

Таким образом, каждый диггсдаатькый ход-с белой клетки на

белую влечет диагональный ход с черной клетки на черную,

следовательно, число диагональных ходов четно (возможно,
равно нулю).
4- Допустим, что удалось отобрать по раэянчяому количеству
учеников из каждой школы (из первой — эк одного, из вто-

второй
— одного,.... из пятнадцатой — 14). Тогда общее число

школьников будет 0+1+2 +
..

+ 14 = 105, что противоре-

противоречит условию-

S-Пустьу фирмы имеется f филиалов и к предстзаительств

Общее количество к*ии*тгеров превосходит общее количест-
количество сотовых телефонов из величину 5/ + 2k — 7k - 5A - А).
что по условию задачи равно 00{/ — k)/k. Из составпенного

уравнении находим искомое число представительств
ft-20.

КОНКУРС «МАТЕМАТИКА 6-8»

(см. «Квант* М5 за 1997 я.)

6. Пусть сотрудники фирмы собрали 5k+ т пятндолларовых

купюр, гда к. т — целые. О ? т < 5, что позволило им при-

приобрести €ft + т колец. Если бы сотрудники фирмы приобре-
ав по два кольца

— в общей сложности Ylk + 2го колец^ —

то в ваЪнсимости от величины т стоимость одного кольца

была бы такой, как показано в таблице:

гп 2т количество количество стоимость

колеи пятидолларовыходного

купюр кольца

0 О 12А-6 2k 10A Ц
1 2 Ш+2= 6-2*+2 10А+2

2 4 Ш+4 = 6-2& + 4 10А+4

12А+2

S (lOfe+4)
12А+4

= 6B^+1I0^+53 б

8

Сравнивая стоимость одного кольца с соответствующей ценой
5 (Sk + m)

одного кольца —g-r 'при различных значениях гп =

= 0,1. 2,3. 4 д случае прлюбретения сотрудниками фирмы
по одному кольцу, находвн, что ляшь при т

= 4 получается

экономия в 1 цент @,01 доллара), при этом к
— 41. Итак, в

фирме 41 С + 4 - 250 сотрудников. Если бы каждый со-

сотрудник купил по 4 кольца, то для общего количества 1000 =
= 6 -166 + 4 колец нужно было бы собрать 5

- <5 166 + 4) =
= 4170 долларов. Стоимость одного кольца при этом состави-

составила бы 4.17 долтара, что также на 1 цент экономичнее перво-

первоначальной стоимости.

7. Времяпребывания на катке каящого школьника предста-

представим в виде отрезка [<, tj на временной осл. Справедливо сле-

следующее свойство: если каждые два из семейства отрезков на

прямой имеют общую точку, то все отрезки этого семейства

имеют общую точку Пусть [й,Д|, [•%»%]. -- ¦]ли-*1.] —
удовлетворяющая данному условию совокупность отрезков, а

— навбольшее из чисел а,, а,, , аж. Ь
— наименьшее из

чисел Ь,. 1%, . Ьл Нетрудно проверить, что отрезок [а> fc]
является общим для всех отрезков совокупности

Если времена пребывания на катке [^,fj. [Т,.Тг] каких-то

двух мальчиков не перекрываются, скажем Т\ > t2. то пос-

поскольку каждый на них встретил всех девочек, в интервале

времени J^.Tj] на катке должны присутствовать все девочки.

Если же каждые два мальчика встретились на катке, то по

отмеченному выше свойству существует момент времени, ког-

когда все мальчики присутствовали на катке

8. Укажемодин ка возможных способов.

Назовем операцией ОП1 замену чисел в двух соседних клет-

клетках их полусуммами, операцией ОШ
—

замену местами чи-

чисел в двух соседних клетках. Результат операции ОП1 дела-
делает равными числа в двух соседних клетках. На рисунке 2 по-
показан способ «вырнэкизания» чисел в полоске из 4 клеток, в

двух ларах клеток которой числа равны На рисунке 3 пока-

показан способ «выравнивая*- чисел в полоске на 8 клеток,

состоящей из двух чет-

четверок с равными числа-

числами. Применение утих

операций к горизонта-
горизонталям niaYMaTHofi доски
позволяет «выравнятъ»
число в каждой гориаон-
талы. После этого следу-

Ы. ii
ОП2

а \Ь а \Ь | Ь | Ь

ОП2 v ОП2

1

ОП2

]_а_

а

¦-ч

ь

г-

i|.

ь

с

tf+b

\а\ а |Ь уа \b a \ Ь]
ОП2 V ОП2 v ОП2

опи

[о Ь J с | Ь а\ Ь\

а+Ъ\а+Ъ a+b

Рис 2 Рис. 3



бо квлнт

ет понизить точпо такую же процедуру с каждом верти-

каллью шахматной доски

9. Назовем треугольник палуее-гиким параллелограмму, если

у него имеется одна общая с параллелограмме»! сторона и,

кроме этого, одна нз вершин треугольника лежит нз прямой,
содержащей противоположную сторону параллелограмма (на
рисунке 4 треугольник AMD полувелик параллелограмму
АВСОУ Два полувеоиких данному параллелограмму треу-
треугольника имеют одинаковые площади, равные половине пло-

площади параллелограмма.

Треугольники v^EjCj и /jBjCj (рис.5) состоят нз грех частей,
попарно полувеликих одним и тем же параллелограммам

АВ,С,Р и ABjCjP галувелякн

изралчелирамму

2. Из рнсткка Б полз'чаем. что расстояние между соседними
точками равно

и ДС2/ЦР полувелики параллелограмму f?
AAjQP и AAjBjP полувелики параллелограмму PAjCB,. Сле-

Следовательно, площади треугольников AjBjC, в AjBfij равны.
10. Обозначим настоящие монеты «,. и^ и,.& фальши-
фальшивые — fj, /j, ..

, ft. За три взвешивания кожно убедить

суд, что монеты г^, л,, .. п, вастояшие. a /j. ft ft—

фалывнвые. Бот как ЭТО делается.

При первом Бзвсшизаиин на левую чашку весов кладем моне-

монеты я,, nj, ft ft. ft. ft, и,. »fe. и,, иа правую — все осталь-

остальные При втором взвешивании на левой чашке оставим все

прежние кокеты, кроме я,, п2. а на правой — все прежние

монеты, кроме /j. ft. Если при первом взвешивании переве-
перевесила левая чашка весов., а при этором взвешивании — правая
чашка, то это могло произойти в едном-единствеином случае
— когда обе изъятые с левой чашки весов монеты настоящие,
а обе монеты, изъятые с правой чашки, — фальшивые
При третьем взвешивании на левую чашку весов положим

монеты я,, ifc. ъ, ft. ft., а на правую
— ft. ft. ft. Ц, «,-

Левая чашка перетянет правую, причем суду известно, что

слева лежат две фальшивые монеты, а справа
— две настоя-

настоящие. Но это может произойти лишь тогда, когда монеты я,,

r^/ii, настоящие, а монеты ft, /g. ft — фальшивые. Воз-

Возвращаясь вновь к результату второго взвешивания, заключа-

заключаем, что правая чашка с заведомо фальшивыми монетами ft,
ft, ft может перетянуть левую чашку с тремя заведомо на-

настоящими монетами п,, л, л, лишь тогда, когда нонеты ft.
ft , ft. ft фалмвйвые, а монеты и,. пА, п$, fig — настоящие.

ЗАДАЧИ С РАСПРЕДЕЛЕННОЙ МАССОЙ

1. F = -j2pST?. 2.F = mg+ mv*/L 3. а =

ж *т. ,sinP-sino
А. Ля = <—^-j jjr-.

НОВОСИБИРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
УНИВЕРСИТЕТ

ФИЗИКА

Вариант 1

1. Пренебрежем смешением шарика за короткое время т

Шарик получает импульс р
= mv = QEU% и приобретает кине-

кинетическую энергиюр'/[2т) = Q^E^IуBт). При максималь-

максимальном угле «„ откловення маятника от вертикали эта энергия

полностью переходит в потенциальную ml<f[i— cosaj. Из за-

закона сохранения энергии получаем

Vfi -siira

а"между самыми дальними точками
—

¦Jtr — ssrftx

3. Пусть поршень сместился от центральною положения вниз

так. что отстоит от левой стенки куба нз расстояние х

(рис.7). Если слева от поршня давление plt а справа рг. то.

\;/

Рис.6 >

г

* Рис. 7

записывая условие равновесия поршня (р, — Pjja2 = rq^sinct н

уравнение состояния одного моля идеального газа

р^хс? = JRT = р,{с-л)«г\ поаучаем квадрагное уравнение

1 |
_

roosinct

х a-x~ RT
'

Из него однозначно имеем

(второй корень х2 дает значение х > а поэтому

отброшен).Теперь запишем уравнение моментов сил относи-

относительно оси, проходящей через ребро куба, соприкасающееся
с плоскостью'

Facosa =mAmA x, cosa—-^
Отсюда находим

_. тдBх. 2xt

4. Пусть С — емкость человека. V
—

напряжение сета. Тог-

Тогда переменный ток через емкость равен I ~ AQ/At -

= CAUfAt. Полагая AUfAt~ taU. где с» — циклнческав час-

частота (со = 2rcv~2rc-50 с — для бытовой сети), получаем

При (Q^T/m) > igl маятник еделает полный оборот.

Емкость человека можно оценить различными способами, на-

например как емкость шара радиусом ft той же массы т н

плотности р. что и у человека, или как емкость плоского

конденсатора, образованного стопами и землей, разделенны-
разделенными резиной коврика толщиной d с диэлектрической проница-
проницаемостью е . Для шара С = 4he.R . где R = [trfpy ~ D.3 м для

пи 60 кг. р~ р«^~ Юэ кг/м* . Тогда С--3 10й' Ф. Ем-
Емкость плоского конденсатора С

= ez^S/d. Площадь двух стоп

S'- 4 -tO м*. для резины е~ 5 и d~ 0.5.см, Отсюда полу-
получаем тог же порядок емкости. Таким образом, искомый ток

/~ ©Ш~ 2к 50 3-10-n-2,2 102 А~ 2 10* А =2 мкА.

5. Бо втором случае на каждую вставленную страницу сверху
и снизу будет действовать практически одна н та же сила

нормального давления (страница имеет малый вес) и^ соот-

соответственно, каждая страница будет давать вклад в горизон-

горизонтальную силу, равный удвоенной силе трения Против перво-
первоначальной силы тяги теперь будет действовать резко возрос-
возросшая сила трения, и журнал на сдвинется
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Вариант2

2. Давление наров р
= мд/ S, где S — сечение сосуда, посто-

постоянно, следовательно, постоянна и температура Г. При подве-

подведении к нагревателю мощности Р за время &t испарятся мас-

масса жидкости Дот = ptSAt. тогда РМ = ЪАт - Хр^-УДг, где р
- плотность пара, которую найлем из уравненав Клапейро-
Клапейрона—Менделеева, р =рМДЛТ) Таким образом, для мощности

получаем

сила натяжения

{М~тп)

3, Введемобозначения: 1% — сила трення мезаду кубом и

плоскостью, Ft — между цилиндром м плоскостью. /^ —

мезеду кубом и цнлщдрсет к Л/А, Nc и Лг — соответствующие
силы реакции. Тогда i^ = pNt, Fc = цЛ? и f^ = ji>/. Если а

— ускорениесистемы. то уравнения второго закона Ньютона

для каждого из тел имеют сэедукздий вид: Aftf = jF - jiN* -

- Лгдля куба по горизонтальной оси X. Ma — N —

itNe для

ывлтдра по X, N* = Afj?
- fiN для куба по вертикальной

оси У и Nc — Мд * &N для цилиндра по V. Цилиндр дви-
движется, не врашаясь, если момент сил, .аейстеукхцнх па него,

равен нулю. Этими силами являются F< к Ftt. Их равенство,
поскольку плечи этих сил одинаковы (они равны радиусу ци-

цилиндра), дает равенство сил .V, и N. Таким образом. Ma
=

-Л/{1-у) кМд= />7A-ц). откуда в - ^ и N = Лф/A-ц)
Следовательно, на уравнений, ошюывакщкх движение куба,
получаем

Г = Ma+vNt +M = 2Mf/[t+v)
4. Светящаяразогретая лампочка при температуре спирали
3^~ 3 102 К, напряжении сети V = 220 В и сопротивления
Д, потребляет мощность Pt ¦= t/3/f^> - Если, например. /$, -
= 100 Вт. то Д, = 48,4 Ом. Б холодном состоянии; при ком-

ксткой температуре 7"«s 300 К мощность Р — V^fli. Для ме-

металлов в диапазоне температур 300 К
— 3000 К зависимость

сопротивления от температур** приближенно можно считать

линейной: R/T = Ъ/Ъ. Тогда Р/Р9
=3 Ю3/3 10* = 10. Таким образом. Л

=

S. Линза создает на экране изображение тени, возиинающей

наматовом стекле. По мере приближения к нему резкость

(сфокусированность) падает вплоть до исчезновения в соот-

ветстБип ^формулой линз*! j—j
+ -~ =

-~, где I — расстоя-

расстояние модцу матовым стеклом и экраном, a f между линзой

и ©краном.

Вариант3

1. о= arctgn*.
2. Послеудаления груза равновесие нарушится, поршень с

меньшим сечением провалится до дка. а поршень с большим

сечением поднимется на искомую высоту

3. Из закона сохранения имнульса находвм скор^кзь нентра
масс систеиь} после неупругого удара'

[М v = vc}2

Перейдя в систему отсчета, где центр масс покоится, из этого

же закона находим скорость слипшихся тав в отделыдасти. В

этой системе большая и малая массы М v.m движутся на-

навстречу друг другу до удара со скоростью ve/2 каждая, а

после удара они имеют скорость v,:

Скорость vt — это линейная скорость вращения двух слип-

слипшихся тел, массой М * m каждое, вокруг общего нентра. на-

находящегося посередине модцу ними. т.е. из расстоянии 1/2
от каждого. Таким образом, в невесомом стержне воэпикает

1/2
~

M+vi 2

4. При сжатие гладкой косточки с сило* jF совершается рабо-
работа A~f.h, где h — толщина косточке. Эта работа идет иа

разгон косточки, которая приобретает кинетическую энергию
mvif2~Ffi, где »г — масса косточки. Для максимального

расстояния при выпуске под утлом <S5* получаем
/~ о*/?~ 2Fh](mg) . Положим »г~5 г. g

= 10 м/с2. F-10 Н.
/;~ 5 мм, тогда

f»^ 2Fh

mg
-2 м.

S. При соединении конденсаторов различных емкостей пер-
первый раз незаряженный конденсатор получает меньший заряд,
чем остался на заряженном Поэтому при втором подключе-

подключении, когда соединяются обкладки с зарядами противополож-
противоположных знаков, на происходят компенсации зарядов 1-1 при
третьем, и при всех последующих соединениях наблюдается

перетекание зарядов, сюпровождаювдеся искрой и характер-
характерным щелчком. При гоединеиив же одинаковых кевденелго-

ров. одни из которых заряжен, заряды на них выравнивают-
выравниваются. При втором соединении после ••яереворачиъаиия* проис-

происходит полная компенсаикя зарнгюв, и далее никаких элек-

электрических эффектов набякщаться ав должно.

ГОСУДАРСТВЕННАЯ АКАДЕМИЯ НЕФТИ И
ГАЗА ИМ.И.М.ГУБКИНА

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. -2.2. -13. 3. 3 4. t3. S. -4 6. 49. 7. -0,8 3. --45. S. 0,3
10. 11 11.0,2.12.1.

Вариант2

1. -2.7 2. 3. 3. 6.2 4. -4. S. 4 €-1.7. -3. 8. 10. 9. 6.

10.34.11.0,16 12.3024.

ФИЗИКА

Вариант 1

1. 2 2. 30 Н. 3. 1500 К. i. 750 Дж. S. 30 иФ С. 5 В 7. 8
8.85 см. 9. 4 м/с2 18. 19. И. 102 кПа. 12. 4 Ох.

Вариант 2

1. 700 г. 3. J20 Дж. 3. 350 мН. 4. 270 см3 S. 8 н/с2
8. 15 Ом. 7. 6 мм. 8.40 см. 9.2 м 10.3.11. 42%. 12. 25 мм

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
АВТОМОБИЛЬНО-ДОРОЖНЫЙ ИНСТИТУТ

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. 10 2. 2. 3. Ч>.5. 4. -0,5. S. -I. 6. 0. 7. -3. -6. 8. 35. S. €.
№. IS

Вариант 2

1. -2.3.8.3. -0,75.4.0.5,1. S. -1 6.1. 7.2.8.75.8. а) 4; б) 2.
Решение. Построим схематически эскиз графика {рис.8) ука-
указанной в условии функции ip(x) — sin/¦(*:).
Для псйггиерждения того, что на графика верно изображено
взаимное расположение значений функния <?(х). требуется

Рис. в
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обоснование.

= Jlfl > 0,7: slnl < sln*/3 = Jbfl < 0,9;

sm3 = в1п{к-3) < sinO,15 < 0J5< 0,7.

Следователыио, первое уравнение имеет 4 решения, второе
уравнение имеет 2 решения.

10.1.

ВариангЗ

Номера верных ответов: 2: 5; 2; 3; 4; 4; 2; 3; 3; 2; 3: 2; 4.1;
4,2; 4; S; 2;1.

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
ИНСТИТУТ ЭЛЕКТРОННОЙ ТЕХНИКИ
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. -|. 2. 3.3. (-~;0). 4. 12п. 5. ±§+ нн. neZ. 6. D; 1).

7. -5. 3. Вторая б 5/4 раза быстрее, ft ^4". 1©. a = 0,25.

oS-0,25.11. 4jt-8.

, Вариант2

1. I; -3.2. 1.5.3.1 4. fo;f|. S. 2. 6. ?+^F n«=Z. 7. 28.

8- /«* =-1: /.„«. --6- э. ^з. ю. з?-. и.
ФИЗИКА

Вариант 1

1. Г = 2п4/У„ «0.63 с. »„ = V_/(LO -l)*s 0.67 м/с.

tj
B (?)/())

3. G/ft = 5/2. 4. a =

S. € = l^/fa/, -L?,)~6,7 B. 6. »

Вариант2

3,3 и/с.

2. И = ((« -

з

5. с= (©й2sma)/R=
6. L= (d -

Кч.

= 0,2 и.

МОСКОВСКИЙ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ
ИНСТИТУТ

МАТЕМАТИКА

Вариант 1

1. f[x)= Зд:2 при х > О, х * |: /^= 1. f'F) = 36.

2. {@;2;0);0;3;1)).3. За 10дней. 4.

S. B^61+10) см или B0+ 2М) см-

Вариант2

1. 2д при о > 0. ж» +зЛз*= 2й. 2. авШ.ЩлШ.V5 6j ^6
3.83 или 38.4.

ФИЗИКА

Вариант 1

2. Увеличится

5 tO2 Па.

2. Перпендикулярнаяперемещению.
3. те= 4лг8Цр/(ЗЛГ) = 0,0121кг.
4. о= &RS7c{>f(ptulf) = 0,0375 град .
5. Р2= /2(^/7, +1+- /J-) = 1U6 Вт.

РОССИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
ПЕДАГОГИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ
ИМ.А.И.ГЕРЦЕНА
МАТЕМАТИКА

Вариант 1

{){}[)
графики фушащй пересекаются в
гочке A.0).
2. х,= О. *а >= it/6, лл = 1^2.
ж4 = 5л/6, х3 = я

3. л,= IJ3, хг = 2. X; = 4.

5.

(Рис9>.

-2 -1

. S

Вариант2 \ \1

1. a)-3; «) x eAc&3/2;1]. в) если

о 5 3. to уравнение решений не

имеет; если д > 3, то уравнение

икеет одпо решение.

2. cos8> cos2.3.51. 4. Б; 2т/з.
5.6V.

САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ
УНИВЕРСИТЕТ

МАТЕМАТИКА
Вариант 1

I. -а.2. 18. 3. 3/4.4. 5/2. 5. «л ne Z 6. -(got 7. 1.

3. 1.9. яDп+1)/8, пDА+3}/4. «,*«=Z 10. 1/2

II. {2.E-&Щ.12. @,+~). 13. [-2,-l]U(t} 14. C/2,3).
15. 1/2.16. -itf4.17. (-3,tf)U@.1). 1Я. 8/^. 19. B08/9)х
20. f—,-2)U@.+~)
Вариант2

1. tfJcb. 2. 0. 3. 12 4. b > e. S. 0 8.3/2. 7.1. 3. л

9. n/2 + 2w>. reZ. ID.6 11. (-V3.+-)
12. (—,0)и@.1о512].13. [-2,0I1@,2]. 14. B,-1). IS. 9/4.

18. 14. 17. @.-1).
13. Эк.19. € 20.

Вариант 3

1. -a 2. 2,5 тыс p 3. 768. 4. -2. 5. Общего вида 6. x = и/2.
7. 2w>±3n/4. ю^ Z 8. [0,4) 9. [0.itf2) 10. -1.11. -«.

12.2.13. 7. 14-1.15. [-V4.V2]- lfi- [0,1/3). 17. 13, 5,/tO
18. C. -n]2. IS. [-2,1] 20. (-s- l)ufa(,/5-]



ОТВЕТЫ. УКАЗАНИЯ

Вариант 4

1. -1 2. та. 3. 18 4. -4. S. 1,<09) 6. Л <0. 7. -2 8. 5.

РЕШЕНИЯ

9. t/S. tO. -2 11. -1 12. {0.-1). 13. 0 14.

IS. ({2л + 1)/4)\ иго. 16. [-5/2,2). 17.

18. @.2). 1». tO, 14/5 20. 1, (l^)/
. meZ.

ФИЗИКО МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КОЛЛЕДЖ
ПРИ «КУРЧАТОВСКОМ ИНСТИТУТЕ»

МАТЕМАТИКА

*-«¦*¦«¦

7. 2и + 1.

ФИЗИКА

S. Интерференционная нартнна будет двигаться равномерно
вниз со скоростью г

МНОГОЧЛЕНЫ ДЕЛЕНИЯ КРУГА

(см. +Кеаюп*- №t}

1. Если хг + х * t - (шг * Ъ)(сх +¦ rf). то ее = J. fed = 1. от-

откуда числа о. Ь, с. J WC17T быть ражымн только ±1. Без ог-

ограничения ofiuwocm можно считать с-1, с-1 Дальнейшее
очевидно
Впрочем, можно рассуждать н лр»те квадратный трехчлен
ж* + х + 1 не имеет корней

S. *„(*)
хг - зР - - х* *х* \.

хп * я" - х»0 - *« - + я» + 1.

7. б) ж*" -1 = (л" - l)(x" +1). Первый «шожитель есть произ-

произведение Фд. гда п: *. Значит, х" + 1 = ТТф^дг) Заменив в

последней формуле х па -я, получим- (—.а:)" + 1 —

М"*) Поскольку Ф2(-х) = -х + 1 - - Ф,(л) к пос-

поскольку для всех делителей * числа и, отличных от 1 и и,

монпо считать уже лпкаюшюй формулу Фц(х) = С>,[-х\. по-

получаем по индукция, что Фг,
-

ФД-х)
8. Го формуле B), х*у - 1 есть произведение множитезей

Ф,, Фр, Ф,, Ф^,, Ф4 Ф^. а многочлен xv — 1 раз читается

на множите чи Ф,. Ф^. Ф2. Ф Воспользовавшись формулой

ж^ - 1 = (х" -1)(*7р +1). получаем равенство х** + 1 =

=фД^)Ф4»{х) Поскольку Ф*(я) = х* + 1. окончательно

9. 6) При р " 2 по.таном ^(лх) х* * 1 неприводим. При
р > 2 имеем

7
-1)

Многочлены в скобках делятся иа х3 - 1 —
- 1).

те оба сомножителя неприииднмы.

10. а) 1 - а. 2 - Ь. 3 с. 4 - й, 6 - е. 8 - /. 12 - д.
24 - А.

в) п. НОД(*, я).

12. а) Если х' ~\. то л* •*• дг + 1 ^ х3 +я:-»-1 Значит, кор-
корни многочлена Xя + х + 1 являются и корнями многочлена Xя

+ х + 1. Поделив, получим раяложевие х* + х + 1 = (яг* + ж
+ Otx3 — х* +1) на неприводимые мкожнтепл (Если бы
многочлен третьей nreneim л* — х* * 1 был раэчожим, то он

имел бы рациоигльныБ корень Кгх показано в Приложении
этот корень был бы равен 1 или -1.)
в) Без ограничения общности можно считать т ^ 2{niod3).
п^ЦякюЗ) Имеем

-1)+х3 *¦х * 1.

* ¦*• ас + 1I* -

16. а)и = 3fc± 1 Мкигочлен jtIa + V + 1 дел!пч;я «а л" * дс+
* 1 и том и только том случае, когда решения уравнения
хг + х + t = 0 удовлетворяют уравнению х3' + х" + 1 = 0.

Первое из этих уравнений равносильно тому, что х + — —

= -1. или х + — = 2cosl2Qp

В силу улра^нения 15, Xм + -^- - 2cosna Остаюсь выяс-

иить. при каких и величина (cosl20D-«) = ^/2.

Лнаяигьчно. можно использовать результат упра»:интя 15 в

решении любото из пунктов задач 16 н 17

б> п = Ск±2 в) л = 12*±4 Если х2* + х" + 1 делится на

х* - дг* + 1, то. заменив х на ~х, видим, что х7 + (-х)" + 1

деоится на ж" - х* * 1 (последний многочлен не изменил-

изменился!) При нечетном и сразу посучаеы противоречие: если

х" + х" + 1 н х" - х* + 1 делятся на хА - х1 + 1, то 2х*
делится на ** - хг + 1. что невсрио.

При четном л ~ 2т заменой у = дг1 сводим дело к пункту б).
г) л = 6А±2. Воспояьзуйгесъ разложением ** + х1 + 1 ="

= ^ + 2л1 + 1
- х1 = (x^ + l) - х3 - (j^+x+I^-x+i).

17. а)Таких к не существует Если х*+х+1 0. то Xs = 1.

При п = 3* имеем. V" - Xя +1 = (г3I* - (х3I + 1=1-1 +

1 = 1 * О. При я - 3* + 1, аналогично, **-**+!¦= ж***1 -

ж**1 + 1 "Xя -JC+ 1 # х3 +х+1 - 0. Так же разбирается
случай „ 3* + 2.
)

в) »2 = 126 ±2. Авалогнчво решению упражиения 16^), вое-



'ч К Ei Л HI

„.-. _. tX Ч'А -~Х Докажем1, 'im П 4rfllt> Да-
Дате^ itiinm.iHKn замену у

= x* м* 1и- n»avisi« ъ ргзультатод
'H5.1.I 6)

i-> Таких п не cyauvn-vcr

24. О<н*-ащчцм л -- b., V -- »l ,, с
=•= b. , <i — С- Гак к«и>

/! -- b -¦¦ с — </. ab — fit — <), то (tf — ?>} * -left = (c — rfj + i; J

Зпгчит. {a-i-Vf ™ (c*ut, at b ¦"¦ г.* A y^inuiaa

Ht> Mb! U'frlHKW- n»«t Хс«ГЯ ЙЫ «Ы«С BJ un> Af.tiCHX /WVX Ddl

не выполнено

28. Tui$l?n. р.1Г1и>.Тгъ^»1ЙМ(: V tiJMBOrO Ы4НВ l^rCfiaipHKiCMOrO
Kojit>TCiirc crrpejL«(cat не мг.гут fiwn. 1тиер[<Т[Д ни гзнигзнп са-

M;iro г-п\\та Сщранчъа. (aftft ьелвч>и!ы слек^ав не иогут fan,
меньнк" А), ни L.if^ira.MH ноьл^ог>> friACc леьвдч» ог|и *>чк^

(nocKmii.tiv 1Ж «(й/11-.ьячг и Ли на /;-глаи1 kojiijiKi«o охрелис-
лиска)
33. Е«~1И /1ж) = ('iil ¦*¦ Ь. ,i"

'

+ ь bi v 6, К/^х** ~

+г^ .а"™ '-=¦ -г- гГ.г+ tc). то й, <:<, = С(, Значит, пдно из чисел

«V . с» долкно/ic-ofciiini»p глрултне дилаяо Пусть Л„
: и» р, сп

— «С .тмктся Р.ь'-матрдыя ко гяереди вы-

f7j . (I* СдДОКЙЭ5\1пТг ЧТО WI&

л»п."я на />, то и ?¦*,<:. должно лчитм я на р

35- При fix"F3t<tnjx в нр»!Рл.;им t'^cr ^(х^ Рясгмпциеи /J,{^-').
где Ь д»м«Т1 и на прсц-пу чш .и»q q*p Гак как ffil =

(У)
щ/ufihc.А ргг мнсглчлс-шд вида

а « > О. «снрииодимы по

3S. Ф,>B) - 151 —

жен на миожиггли. то, ю г нду пр^лылигдт-П' у>1}ЫА1тения

ЗД^ЧРЯВЯ WIIimKHH-THTJ В J№lbP Jf = 2 ЙМ-ЧИ 6w АПЛЫЧС 1
40 Если Р(хг) — одни из нсприволиных ^еяктечей

на /{эс11. то /(j •) дстптга и иа /•*—эс> Цели Plx) = Р(-х
то нечехамх i it-пеней v в мяогочАше /"tx) нет. гак
= ofj:3*) откуда /^Сх) деаптсч яа ^<д) Всяомикв. что f иеп|>и-

кодем. li'-MA'HjeM Дх) = ±rftx), или /[i') = ±Pix)
-х). то У@) = 0, т е Р(х) дмциэ на х. <тг-

у f нах, т е /1дг) = ?.*
От галось разобрать cinsi, когда Pi—ж) at ±W t) Тогда

Р(дг) и W-л) мсприводкхые делите^п многоадс-ка /{**).
при этом /(*¦'') лелрГ-1* на /Ч х> PC—л) Ясн«. чтл

W ) F() I| 2Wt) c.wavex, -ao

те

() )
Б'.т tlWIeiK. МНоП'ЧЛРЫ / HfVflHil TO 11ЫК

f[x2't = ±J»,x) /4-х) iij4,xaw>iitw»»en чьей" t"nipinero

фп»МС[1Г<1 МДОГОЧЛСНЗ /
<tl a) Uffievu fafxnA Из уирл^некпя 40 глгдует чтл Ф^
j>.i%.i.ifaen:i не Лп.чее чем на да»1 нс^фшпхдимьгх мцол-чггслв

Ф20{ж) = P{xJ(,ilx), где старшие коггффппкгнты мно5ичлснов

Р и О MtMjwv сч:яать раеиыми 1 Далге ФдаB) = 5 4) и

Ф20{3) =5 Ив| — прошведгеп/i ирдстья: ^jKriri Но nfin яно-

гочлсиа J* и Q Xcupitrr.trn прн з:> 1

Bvlf>i"iU fliWUi I'wrfift. Ы€ ЧЛШИ МНОЖНТГЛе»! Pit О JSiJKK-

ni)i бит» р^5Н]л ± I Ei\-ai ^гиЛидпый член Шь-сгагоча Р(я) ра
№н —I. тоn<i^nB<t4 амсет в^юеехсенный иорекь, чтг» ксыфко

Значит, 1ъп/*1ян?да ч.-|Т«|Л р.шнм I. стгкуяа PC)^l(nvid 3) к

ОC) ^ 1 (тек! 3) Ут» прог5|Еоречит {сг.ложеяпк! Ф2о{3) -

= 5 И81 nocKo.'ibC\-5*l(mwd3>

T(*vmu tipmuw Щ'1 п, Ф2г:(л) - Р{х) Я{-л) В ВчМ «"ift'sac

должно был Ф^/г/г' = Л3 + 2К. где Л а В — «елыс числа

Но чистоФЦ1\!2| = 31 «t ¦%»¦ •«•«¦ нть в » с суник

Л1 + .:«'

6) He;x>ufi cvsoC Ф<в<3) = 47 7ij4 4f,1

ITn.tri.imui x « к'2 Тогда

к визе

= lSl будет птелстгален

где Л, f? --• целые числа Но J5I ве ifj^V
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ШАХМАТНАЯ СТРАНИЧКА

ФОКУСЫ О.БЕНДЕРА

В конце прошлого года исполнилось,
как вы помните, 100 лет со дня рожде-
рождения замечательного писателя Ильи

Ильфа, одного из авторов любимого

всеми романа «Двенадцать стульев».
Этот роман, написанный Ильфом со-

совместно с Евгением Петровым, посвя-

посвящен похождениям знаменитого грос-

гроссмейстера О.Бендера. Кстати, в «За-

«Записных книжках» Ильфа есть одно

замечательное изречение, с которым
согласится любой из читателей нашей

странички:
Тот не шахматист, кто, проиграв

партию, не заявляет, что у него было

выигрышное положение.

Не правда ли, Илья Ильф тонко

чувствовал психологию шахматного

игрока?!
Кстати, в 1997 году состоялся еще

один юбилей — исполнилось семьде-

семьдесят лет со дня проведения легендарно-
легендарного сеанса одновременной игры вели-

великим комбинатором Остапом Ибраги-
Ибрагимовичем Бендером. Цитируем:

22 июня 1927 г.

В помещении клуба «Картонаж
пик»

состоится лекция на тему:

«Плодотворная дебютная идея»

и сеанс одновременной игры в

шахматы

на 160 досках гроссмейстера

(старший мастер) О.Бендера.
Все приходят со своими доска-

досками.

Плата за игру
— 50 коп.

Плата за вход — 20 коп.

Начало ровно в 6 час. вечера.

Администрация К.Михельсон •
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На вечер, посвященный юбилею, из
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Рио-де-Жанейро в Москву собствен-
собственной персоной прибыл неувядаемый
Остап Бендер. Попутно он наведался

и в шахматный клуб, чтобы провести

второй в своей жизни сеанс одновре-

менной игры. Принять участие в нем

посчастливилось и ведущему «Шах-

«Шахматной странички».
Хотя я, очевидно, был целиком пог-

погружен в собственную партию, все же

краем глаза замечал и то, что происхо-

происходит по соседству. Гроссмейстер, как и

положено, всюду руководил белыми

фигурами, и тут я обратил внимание,
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что его положение на двух досках

слева от меня оставляет желать лучше-
лучшего...

И тем не менее, Бендеру удалось
взять верх, причем даже не прикос-

прикоснувшись к фигурам. Бесспорно, это

была лучшая комбинация в его шах-

шахматной карьере. Остап Ибрагимович
подошел к столикам, едва взглянул на

доски и легко, не уронив ни единой

фигуры, сдвинул их вместе.

Картина была впечатляющая. Оба

черных короля, только что пребывав-
пребывавшие в полной безопасности, неожидан-

неожиданно очутились в матовой сети. Да, это

была победа в стиле О.Бендера!
Покачав головой от изумления, я

взглянул на две доски справа от меня.

Там тоже происходили загадочные

события. Похоже, впервые в жизни,

не выходя за рамки уголовного, пар-

пардон, шахматного кодекса, О.Бендер
сумел свести дело к ничьей, причем
сразу в двух партиях.

Однако великий комбинатор не удов-
удовлетворился достигнутым. Он приме-
применил отработанный прием манипулиро-
манипулирования досками, и оба черных короля
к немалому удивлению окружающих

мгновенно оказались в плену.
Я был совершенно потрясен, однако

главные события, как ни странно,

ждали впереди.
Сеанс шел к завершению, остава-

оставалось всего четыре партии, причем в

каждой из них на доске стояла, как

говорят в таких случаях, мертвая ни-

ничья. Но Остап Бендер одним махом

сложил все четыре доски вместе и

добился убедительных побед, замато-

заматовав неприятельских королей во всех

четырех безнадежно ничейных пози-

позициях. Вот окончательное положение в
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этих четырех встречах.
Под гром рукоплесканий великий

комбинатор покинул помещение

Е.Гик


