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Òîïîëîãèÿ ãðàôîâ
Â.ÁÎËÒßÍÑÊÈÉ

×àñòü I. Òîïîëîãèÿ ãðàôîâ

Èçâåñòíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Àíäðå Âåéëü
ñêàçàë êàê-òî, ÷òî çà äóøó êàæäîãî ìàòåìàòèêà áîðþò-
ñÿ «äüÿâîë àáñòðàêòíîé àëãåáðû è àíãåë òîïîëîãèè». Â
ýòîé ñòàòüå, ïîñâÿùåííîé ãðàôàì, ìû áóäåì ïðèñëó-
øèâàòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ê ãîëîñó àíãåëà òîïîëîãèè,
õîòÿ ëåãêèé íà ïîìèíå äüÿâîë òîæå ñêàæåò ñâîå âåñêîå
ñëîâî.

Ãðàô (êîíå÷íûé) – ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (âåðøèí
ãðàôà), ñîåäèíåííûõ – íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-

ñòâå – êîíå÷íûì ÷èñëîì äóã
(ðåáåð ãðàôà), ïðè÷åì äóãè
ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â âåð-
øèíàõ (ðèñ.1). Â áîëüøåé
÷àñòè ñòàòüè äëÿ íàñ áóäåò
âàæíî, ÷òî ãðàô – ýòî íåêî-
òîðàÿ ôèãóðà (ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê äóã); âûäåëåí-

íûå òî÷êè ýòîé ôèãóðû – âåðøèíû – ìû áóäåì ÷àñòî
èãíîðèðîâàòü.

Êàêèå ãðàôû îäèíàêîâû?

Àíãåë òîïîëîãèè ñ÷èòàåò îäèíàêîâûìè ãîìåîìîðô-
íûå ãðàôû – òàêèå ãðàôû 1G  è 2G , äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå (áåç ðàçðûâîâ) è îáðàòèìîå
(áåç ñêëåèâàíèé) îòîáðàæåíèå h: 1 2G GÆ  ìíîæåñòâà

1G  íà âñå ìíîæåñòâî 2G  (òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâà-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì 1). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî äâà ãðàôà ãîìåîìîðôíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè, êàê
óãîäíî èçãèáàÿ è ðàñòÿãèâàÿ ðåáðà, íî íå äîïóñêàÿ

ðàçðûâîâ è ñêëåèâàíèé, ìîæíî îäèí èç íèõ íàëîæèòü
íà äðóãîé.

Íà ðèñóíêå 2,à ïîêàçàíî, êàê ìîæíî îêðóæíîñòü
ïðåâðàòèòü â âîñüìåðêó; îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî

îêðóæíîñòü è âîñüìåðêà ãîìåîìîðôíû (âåäü ïðè ýòîì
ïðåâðàùåíèè ïðîèçîøëî ñêëåèâàíèå äâóõ òî÷åê). Îê-
ðóæíîñòü ìîæíî ïðåâðàòèòü è â ïîëóèíòåðâàë, íî äëÿ
ýòîãî åå íóæíî ðàçîðâàòü è ëèøü ïîòîì ðàñïðÿìèòü.
Ïîñêîëüêó ðàçðûâû íå ðàçðåøåíû, òàêîå ïðåâðàùåíèå
íå áóäåò ãîìåîìîðôèçìîì; ê òîìó æå, ïîëóèíòåðâàë íå
ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì. À âîò êîíòóð òðåóãîëüíèêà è êîíòóð
êâàäðàòà ãîìåîìîðôíû, è îáà îíè ãîìåîìîðôíû îê-
ðóæíîñòè, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2,á.

Çàìåòèì, ÷òî íå âñåãäà óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ãîìåî-
ìîðôíîå îòîáðàæåíèå h: 1 2G GÆ  èçãèáàíèåì, ðàñòÿ-
æåíèåì è ñæàòèåì ãðàôîâ â
ñàìîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, ïàðà
çàöåïëåííûõ îêðóæíîñòåé
(ðèñ.3) ãîìåîìîðôíà ïàðå íå-
çàöåïëåííûõ, õîòÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ðàñöåïèòü èõ, íå ðàçðû-
âàÿ, íåâîçìîæíî.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ñ
òðåóãîëüíèêîì è êâàäðàòîì,
ïðè ãîìåîìîðôèçìå âåðøèíà
íå îáÿçàíà ïåðåéòè â âåðøèíó. Ê ýòîìó ìû åùå
âåðíåìñÿ.

Ïðèìåð 1. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü áóêâû ðóññêîãî àë-
ôàâèòà â âèäå ëèíèé. Áóêâû  Ã, Ë, Ì, Ï, Ñ ãîìåîìîð-
ôíû ìåæäó ñîáîé. Áóêâû Å, Ó, Ò, ×, Ø, Ö, Ý òàêæå
ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, íî íå ãîìåîìîðôíû óêà-
çàííûì ðàíåå áóêâàì. Áóêâà Î íå ãîìåîìîðôíà íèêà-
êîé äðóãîé áóêâå ðóññêîãî àëôàâèòà.

Ïîó÷èòåëüíî ñðàâíèòü ïîíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà è
ïîíÿòèå êîíãðóýíòíîñòè ôèãóð. Â ãåîìåòðèè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, ò.å. îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþ-
ùèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Äâå ôèãóðû, êîòîðûå
ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â äðóãóþ («ñîâìåùàþòñÿ») ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåìåùåíèÿ, íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè è ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê îäèíàêîâûå (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ). Â òîïîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

25 àïðåëÿ 2005 ãîäà èñïîëíèëîñü 80 ëåò çàìå÷à-
òåëüíîìó ìàòåìàòèêó, èçâåñòíîìó ïåäàãîãó è ïîïóëÿ-
ðèçàòîðó íàóêè, ÷ëåíó Ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè è
Ðåäàêöèîííîãî ñîâåòà æóðíàëà «Êâàíò» Âëàäèìèðó
Ãðèãîðüåâè÷ó Áîëòÿíñêîìó. Çà òðèäöàòü ïÿòü ëåò ñóùå-
ñòâîâàíèÿ «Êâàíòà» îí íàïèñàë ìíîæåñòâî ïðåâîñ-
õîäíûõ ñòàòåé ïî ñàìûì ðàçíûì âîïðîñàì ìàòåìàòè-
êè, âõîäÿùèõ, áåçóñëîâíî, â çîëîòîé ôîíä ïîïóëÿðíîé
ëèòåðàòóðû. Ìû ðàäû ïîçäðàâèòü Âëàäèìèðà Ãðèãîðü-
åâè÷à ñ þáèëååì è ïîæåëàòü åìó âñåâîçìîæíûõ
óñïåõîâ íà íèâå ïðîñâåùåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìàÿ âàøåìó âíèìàíèþ ñòàòüÿ áûëà îïóá-
ëèêîâàíà â «Êâàíòå» ¹6 è 7 çà 1981 ãîä.

1 Ïðè îïðåäåëåíèè ãîìåîìîðôèçìà ïðîèçâîëüíûõ ôèãóð

òðåáóåòñÿ åùå íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ 1
h

-

(äëÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ îíà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî
íàì øåïíóë íà óõî áåç äîêàçàòåëüñòâà àíãåë òîïîëîãèè).
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áîëåå îáùèå, ÷åì ïåðåìåùåíèÿ, à èìåííî ãîìåîìîðô-
íûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ðàññòî-
ÿíèé, à ñîõðàíÿþò ëèøü íåïðåðûâíîñòü ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê â ôèãóðàõ (íå äîïóñêàþò ðàçðûâîâ è ñêëåèâà-
íèé). Ïîýòîìó äâå ãîìåîìîðôíûå ìåæäó ñîáîé ôèãóðû
ðàññìàòðèâàþòñÿ (ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) êàê
îäèíàêîâûå.

Ïðîñòåéøèå èíâàðèàíòû

Ñâîéñòâà ôèãóð, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå
îò ôèãóðû ê ãîìåîìîðôíîé åé ôèãóðå, íàçûâàþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôèãóð, èëè òîïîëîãè-
÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà invariant
– íåèçìåííûé). Èçó÷åíèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ôèãóð è çàíèìàåòñÿ òîïîëîãèÿ.

×àùå âñåãî ïðèìåíÿþò òàêèå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðè-
àíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè (èëè äðóãèìè àëãåá-
ðàè÷åñêèìè îáúåêòàìè), òàê êàê ñ òàêèìè èíâàðèàíòà-
ìè óäîáíî îáðàùàòüñÿ. Èñïîëüçóþòñÿ îíè â îñíîâíîì
äëÿ ðåøåíèÿ íà ïåðâûé âçãëÿä áåçíàäåæíîé çàäà÷è:
äîêàçàòü, ÷òî äâå ôèãóðû À è Â íå ãîìåîìîðôíû.

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçûâàÿ, ÷òî íå÷òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü (ó íàñ – ãîìåîìîðôèçì h: A BÆ ), äîñòàòî÷íî
ïðèäóìàòü îäèí âàðèàíò ýòîãî ïîñòðîåíèÿ. À êàê
äîêàçàòü, ÷òî íå÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü? Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïåðåáðàòü âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû ïîñòðîåíèé (ó
íàñ – îòîáðàæåíèé h: A BÆ ) è ïðîâåðèòü, ÷òî íè
îäèí âàðèàíò íå ãîäèòñÿ (íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì). Íî îáû÷íî îòîáðàæåíèé h: A BÆ  áåñêîíå÷íî
ìíîãî, âñåõ íå ïðîâåðèøü. Êàê áûòü?

Çäåñü è ïîìîãàþò ÷èñëîâûå èíâàðèàíòû. Ïóñòü êàæ-
äîé ôèãóðå À ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðèïèñûâàåòñÿ
÷èñëî ( )q A , ïðè÷åì ãîìåîìîðôíûì ôèãóðàì ïðèïè-
ñûâàåòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî. Ïóñòü ôèãóðû À è Â
òàêîâû, ÷òî ( ) ( )q A q Bπ . Òîãäà îíè íå ìîãóò áûòü
ãîìåîìîðôíûìè – íåëüçÿ ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì h:
A BÆ !
Óäèâèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñêðûâàåò

åãî ãëóáèíó è âàæíîñòü. Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî
íàñ îáìàíóëè, ñïðÿòàâ íåèçâåñòíî êóäà òðóäíîñòü
çàäà÷è. Ýòî íå óäèâèòåëüíî: ïîÿâèëèñü èíâàðèàíòû –
÷èñëà, çà êîòîðûìè ñêðûâàåòñÿ äüÿâîë àáñòðàêòíîé
àëãåáðû, áîëüøîé õèòðåö è ìèñòèôèêàòîð.

Ïðèìåð 2. Áóêâà Û ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèãóðó,
ñîñòîÿùóþ èç äâóõ íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòåé.
Áîëüøèíñòâî îñòàëüíûõ áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà ñî-
ñòîèò èç îäíîãî ñâÿçíîãî êóñêà (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿ-
þò áóêâû É, ̈ ). ×èñëî ñâÿçíûõ «êóñêîâ», èç êîòîðûõ
ñîñòîèò ôèãóðà (ãîâîðÿò òàêæå: ÷èñëî êîìïîíåíò ôè-
ãóðû), ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ïîýòî-
ìó áóêâà Û íå ãîìåîìîðôíà, íàïðèìåð, áóêâå Î, áóêâå
Ï, áóêâå Ö è ò.ä.

Ïðèìåð 3. Íà âîñüìåðêå (ðèñ.4,à) èìååòñÿ òàêàÿ
òî÷êà õ, ÷òî ïîñëå åå óäàëåíèÿ (ðèñ.4,á) ìû ïîëó÷àåì
íåñâÿçíóþ ôèãóðó (ñîäåðæàùóþ áîëüøå îäíîé êîìïî-

íåíòû). Òî÷êó, îáëàäàþùóþ ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâà-
þò ðàçáèâàþùåé òî÷êîé ôèãóðû. Íèêàêàÿ îòëè÷íàÿ îò
õ òî÷êà âîñüìåðêè íå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèâàþùåé (ðèñ.4,â).

Åñëè òî÷êà õ ôèãóðû À ÿâëÿåòñÿ ðàçáèâàþùåé, îíà
îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè ëþáîì ãîìåîìîðôèçìå ôèãóðû À;
àíàëîãè÷íî – äëÿ íåðàçáèâàþùåé òî÷êè. Ïîýòîìó
÷èñëî ðàçáèâàþùèõ òî÷åê äàííîé ôèãóðû åñòü åå
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, ÷èñëî íåðàçáèâàþùèõ òî-
÷åê – òàêæå òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò.

Çàäà÷è

1. Äëÿ êàæäîé èç áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà óêàæèòå,
ñêîëüêî ðàçáèâàþùèõ è íåðàçáèâàþùèõ òî÷åê îíà ñîäåðæèò.
Äîêàæèòå, ÷òî áóêâû Î, Ã, Ò, Ü ïîïàðíî íå ãîìåîìîðôíû.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò
ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî n ðàçáèâàþùèõ òî÷åê, à òàêæå
ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî n íåðàçáèâàþùèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü À – ãðàô è õ – åãî âåðøèíà. ×èñëî
ðåáåð ãðàôà À, ñõîäÿùèõñÿ â õ, íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì
âåðøèíû õ â ãðàôå À (ïðè
ýòîì ïåòëÿ – ðåáðî ñ íà÷à-
ëîì è êîíöîì â îäíîé è òîé
æå âåðøèíå õ – ñ÷èòàåòñÿ çà
äâà ðåáðà, èáî îíà âõîäèò â
õ äâóìÿ ñâîèìè êîíöàìè).
Íà ðèñóíêå 5 âåðøèíû à, b,
ñ, d èìåþò èíäåêñû 1, 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî
âåðøèí èíäåêñà 2n π , ñîäåðæàùèõñÿ â ãðàôå, –
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò. Ïî÷åìó ïðèõîäèòñÿ èñ-
êëþ÷àòü âåðøèíû èíäåêñà 2?

Çàäà÷è

3. Äîêàæèòå, ÷òî áóêâû Þ è Ô íå ãîìåîìîðôíû. Óêàçà-
íèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ÷èñëî âåðøèí èíäåêñà k
( 2k π ) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

4. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ôèãóðà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà äóã, ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè.

5. Ïóñòü G – ãðàô. ×åðåç ( )ka G  îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí
ýòîãî ãðàôà, èìåþùèõ èíäåêñ k. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðåáåð
ãðàôà G ðàâíî

( ) ( ) ( )( )1 2 3

1
2 3

2
a G a G a G+ + +… .

6. Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí, èìåþùèõ
íå÷åòíûé èíäåêñ, ÷åòíî.

Ê¸íèãñáåðãñêèå ìîñòû

Ãðàô íàçûâàåòñÿ óíèêóðñàëüíûì (èëè ýéëåðîâûì),
åñëè åãî ìîæíî «íàðèñîâàòü îäíèì ðîñ÷åðêîì», ò.å.
îáîéòè åãî âåñü íåïðåðûâíûì äâèæåíèåì, íå ïðîõîäÿ
îäíî è òî æå ðåáðî äâàæäû. Ñâîéñòâî ãðàôà áûòü
óíèêóðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, òîïîëîãè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì. Îäíàêî ýòîò òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò
íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì, à âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîíÿòèå èíäåê-
ñà âåðøèíû (ñì. äàëåå çàäà÷ó 9).

Çàäà÷è

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èìååò
èíäåêñ, íå ìåíüøèé äâóõ, òî èç ðåáåð ýòîãî ãðàôà ìîæíî
ñîñòàâèòü ëèíèþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà èìåþò
÷åòíûé èíäåêñ, òî ýòîò ãðàô ìîæíî «íàðèñîâàòü îäíèìÐèñ. 4
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ðîñ÷åðêîì», íà÷àâ äâèæåíèå èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû è
âîçâðàòÿñü â òó æå âåðøèíó.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô òîãäà è òîëüêî òîãäà
óíèêóðñàëåí, êîãäà îí ñîäåðæèò íå áîëüøå äâóõ âåðøèí
íå÷åòíîãî èíäåêñà.

Ñ óíèêóðñàëüíûìè ãðàôàìè ñâÿçàíà çàäà÷à î ê¸íèã-
ñáåðãñêèõ ìîñòàõ, ðàññìîòðåííàÿ åùå Ýéëåðîì. Â òî
âðåìÿ â Ê¸íèãñáåðãå áûëî ñåìü ìîñòîâ ÷åðåç ðåêó
Ïðåãåëü (ðèñ.6,à). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñ-
íèòü, ìîæíî ëè, ïðîãóëèâàÿñü ïî ãîðîäó, ïðîéòè ÷åðåç

êàæäûé ìîñò òî÷íî ïî îäíîìó ðàçó. Ñîïîñòàâèì ñ
ïëàíîì ãîðîäà íåêîòîðûé ãðàô: âåðøèíà Ë îáîçíà÷àåò
ëåâûé áåðåã, Ï – ïðàâûé áåðåã, À è Á – îñòðîâà, à ðåáðà
ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò ìîñòàì (ðèñ.6,á). Â ýòîì ãðàôå
âñå ÷åòûðå âåðøèíû èìåþò íå÷åòíûé èíäåêñ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðàô íå óíèêóðñàëåí, è ïîòîìó òðåáóåìîãî
ìàðøðóòà íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷è

10. Äîêàæèòå, ÷òî, äîáàâèâ åùå îäèí ìîñò (ãäå óãîäíî íà
ïëàíå ðèñóíêà 6,à), ìû ïîëó÷èì ñõåìó ãîðîäà, ïî êîòîðîìó
ìîæíî ïðîéòè ÷åðåç êàæäûé ìîñò ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

11. Ïîëíûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô áåç ïåòåëü, ó êîòîðî-
ãî ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ðåáðîì. Â
êàêîì ñëó÷àå ïîëíûé ãðàô óíèêóðñàëåí?

Êàê ïîñòðîèòü ñâÿçíûé ãðàô

Âñÿêèé ãðàô ìîæíî «ïîñòðîèòü», äîáàâëÿÿ îäíî
ðåáðî çà äðóãèì (ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì íóæíî áóäåò
îòìå÷àòü è âåðøèíû ãðàôà). Íóìåðàöèÿ ðåáåð ãðàôà

íà ðèñóíêå 7 âûáðàíà òàê, ÷òî
ïðè âû÷åð÷èâàíèè ãðàôà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íóìåðàöè-
åé âñå âðåìÿ ïîëó÷àþòñÿ ñâÿç-
íûå ãðàôû. Åñëè áû, îäíàêî,
ìû çàíóìåðîâàëè ðåáðà â îá-
ðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïðè âû-
÷åð÷èâàíèè ó íàñ ñíà÷àëà ïî-
ëó÷àëñÿ áû íåñâÿçíûé ãðàô.
Îêàçûâàåòñÿ, âî âñÿêîì ñâÿç-
íîì ãðàôå ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ íóìåðàöèÿ ðåáåð, ÷òî ïðè

âû÷åð÷èâàíèè ãðàôà â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íóìåðà-
öèåé âñå âðåìÿ ïîëó÷àþòñÿ ñâÿçíûå ãðàôû. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ìîæíî íàçâàòü «òåîðåìîé î âû÷åð÷èâàíèè
ñâÿçíûõ ãðàôîâ».

Çàäà÷è

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ìîæíî «íàðèñî-
âàòü îäíèì ðîñ÷åðêîì», åñëè ðàçðåøèòü ïðîõîäèòü êàæäîå
ðåáðî ðîâíî äâà ðàçà.

13. Âûâåäèòå èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è òåîðåìó
î âû÷åð÷èâàíèè ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà G
ìîæíî ñîåäèíèòü â G ïðîñòîé öåïî÷êîé ðåáåð – òàêîé
öåïî÷êîé, ÷òî îáúåäèíåíèå ðåáåð ýòîé öåïî÷êè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíèþ, ãîìåîìîðôíóþ îòðåçêó.

Ñêîëüêî äåðåâüåâ â ëåñó?

Êîíòóðîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïî÷êà
ðåáåð, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëè-
íèþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè (ðèñ.8). Ñâÿçíûé
ãðàô, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîãî êîíòóðà, íàçûâàåòñÿ

äåðåâîì (ðèñ.9). Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì äåðåâå ÷èñëî
âåðøèí B è ÷èñëî ðåáåð Ð ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Â – Ð = 1.                         (1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
ðåáåð Ð. Ïðè Ð = 1 (äåðåâî ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî
ðåáðà è èìååò äâå âåðøèíû) ñîîòíîøåíèå (1) ñïðàâåä-
ëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåðåâà, èìåþùåãî
n ðåáåð, ñîîòíîøåíèå (1) óæå äîêàçàíî, è ïóñòü G –
äåðåâî, èìåþùåå n + 1 ðåáðî. Òàê êàê ãðàô G –
ñâÿçíûé, åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî
ãðàôà G¢  äîáàâëåíèåì îäíîãî ðåáðà r. Ãðàô G¢

ñîäåðæèò n ðåáåð è òîæå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (ïî÷åìó?).
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ
ãðàôà G¢  ñïðàâåäëèâî, è ïîòîìó â íåì èìååòñÿ n + 1
âåðøèíà. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òîëüêî îäèí êîíåö
äîáàâëÿåìîãî ðåáðà r ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé ãðàôà G¢  (èíà÷å, â
ñèëó çàäà÷è 14, ïðè äîáàâëåíèè
ðåáðà r â ãðàôå G ïîÿâèëñÿ áû
êîíòóð – ñì. ðèñ. 10). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà r
â ãðàôå G ïîÿâëÿåòñÿ îäíî íî-
âîå ðåáðî è îäíà íîâàÿ âåðøè-
íà. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ãðàôå G
èìååòñÿ n + 2 âåðøèíû è n + 1
ðåáðî, è ïîòîìó ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî.
Ïðîâåäåííàÿ èíäóêöèÿ äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (1) äëÿ
ëþáîãî äåðåâà.

Ðàçíîñòü Â – Ð íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé ãðàôà G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ( )Gχ . Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàê-
òåðèñòèêà ëþáîãî äåðåâà ðàâíà 1.

Çàäà÷è

15. Ãðàô, íå ñîäåðæàùèé êîíòóðîâ, íàçûâàåòñÿ ëåñîì.
ßñíî, ÷òî åñëè ãðàô G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåñ, òî êàæäàÿ åãî
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êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G – ëåñ,
òî ÷èñëî äåðåâüåâ, êîòîðûå «ðàñòóò» â ëåñó (ò.å. ÷èñëî
êîìïîíåíò ãðàôà G), ðàâíî ( )Gχ .

16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî
êàæäûå äâå åãî âåðøèíû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû òîëüêî îäíîé
ïðîñòîé öåïî÷êîé. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Ìàêñèìàëüíîå äåðåâî è ñèñòåìû òîêîâ

Ïóñòü òåïåðü G – ñâÿçíûé ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ
äåðåâîì. Òîãäà â G èìååòñÿ êîíòóð; ïóñòü 1r  – êàêîå-
ëèáî ðåáðî, âõîäÿùåå â ýòîò êîíòóð (ðèñ.11,à). Óäàëèâ
èç G ðåáðî 1r , ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô G ¢  (ïîñêîëü-
êó êîíöû âûáðîøåííîãî ðåáðà ñîåäèíåíû â G ¢  ïðî-
ñòîé öåïî÷êîé – îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ êîíòóðà), ïðè÷åì
âåðøèíû ó ãðàôà G ¢  – òå æå, ÷òî è ó G. Åñëè G ¢  åùå

íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ò.å. â G ¢  òàêæå èìååòñÿ êîíòóð
(ðèñ.11,á), òî ìû ìîæåì âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî 2r
ýòîãî êîíòóðà è, âûáðîñèâ åãî, ïîëó÷èòü ñâÿçíûé ãðàô
G ¢¢  ñ òåìè æå âåðøèíàìè, ÷òî è ó G, è ò.ä. Òàê êàê
÷èñëî ðåáåð êîíå÷íî, ýòîò ïðîöåññ äîëæåí íà êàêîì-òî
øàãå îñòàíîâèòüñÿ; èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ
êàêîãî-òî ðåáðà kr  ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô G

* ,
ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðàôà G è óæå íå èìåþùèé
êîíòóðîâ, ò.å. ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì. Ãðàô G*  íàçûâà-
åòñÿ ìàêñèìàëüíûì äåðåâîì ãðàôà G, à ðåáðà 1 2, , , kr r r… ,
êîòîðûå ïðèøëîñü âûáðîñèòü èç G, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ìàêñèìàëüíîå äåðåâî G* , íàçûâàþòñÿ ïåðåìû÷êàìè.

Åñëè Â – ÷èñëî âåðøèí ãðàôà G, òî ìàêñèìàëüíîå
äåðåâî G*  òîæå èìååò Â âåðøèí. Ñîãëàñíî (1), ãðàô
G*  èìååò Â – 1 ðåáðî, è ïîòîìó ÷èñëî ðåáåð ãðàôà G
ðàâíî Â – 1 + k (÷òîáû èç G*  ïîëó÷èòü G, íàäî
«âîçâðàòèòü» k âûáðîøåííûõ ðåáåð-ïåðåìû÷åê). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

( ) ( )B B 1 1G k kχ = - - + = - .           (2)

Òàê êàê 1k ≥ , ïîëó÷àåì ( ) 0Gχ £ . Òàêèì îáðàçîì,
ó÷èòûâàÿ (1), ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî
ãðàôà G ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

( ) 1Gχ £ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà G – äåðåâî.

Äàëåå, ñîãëàñíî (2), ÷èñëî ïåðåìû÷åê ðàâíî

( )1k Gχ= - .

Çàäà÷è

17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G ñîäåðæèò l êîìïîíåíò, òî
( )G lχ £ . Â êàêîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
18*. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ãðàôå G çàäàíà ñèñòåìà òîêîâ,

åñëè êàæäîìó ðåáðó ïðèïèñàíî íàïðàâëåíèå (óêàçûâàåìîå
ñòðåëêîé) è íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (òîê), ïðè÷åì
âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî Êèðõãîôà: äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñóì-
ìà âõîäÿùèõ â íåå òîêîâ ðàâíà ñóììå èñõîäÿùèõ. Äîêàæèòå,

÷òî åñëè ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî â íåì ñóùåñòâóåò òîëüêî
òðèâèàëüíàÿ ñèñòåìà òîêîâ (âñå òîêè ðàâíû íóëþ).

19. Ïóñòü G – ñâÿçíûé ãðàô, G
*  – åãî ìàêñèìàëüíîå

äåðåâî, a 1 2, , , kr r r…  – ïåðåìû÷êè (ò.å. ðåáðà ãðàôà G, íå
ñîäåðæàùèåñÿ â G

* ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâîëüíî
çàäàòü òîêè íà ðåáðàõ 1 2, , , kr r r… , òî èõ ìîæíî îäíîçíà÷íî
äîïîëíèòü òîêàìè íà îñòàëüíûõ ðåáðàõ òàê, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëàñü ñèñòåìà òîêîâ â G.

Óêàçàíèå. Äëÿ êàæäîé ïåðåìû÷êè ir  ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé êîíòóð, ñîäåðæàùèé åå è íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ
ïåðåìû÷åê. Åñëè ïóñòèòü ïî ýòîìó êîíòóðó òîê òàêîé âåëè-
÷èíû è íàïðàâëåíèÿ, êàê óêàçàíî íà ïåðåìû÷êå ir , à çàòåì
âçÿòü ñóììó âñåõ ýòèõ «êîíòóðíûõ òîêîâ», òî ìû è ïîëó÷èì
òðåáóåìóþ ñèñòåìó òîêîâ íà ãðàôå G. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè
äâå ðàçëè÷íûå ñèñòåìû òîêîâ, ñîâïàäàþùèå íà ïåðåìû÷êàõ,
òî èõ ðàçíîñòü áûëà áû íåòðèâèàëüíîé ñèñòåìîé òîêîâ íà
äåðåâå G* .

Ðèñ. 11

×àñòü II. Ïëîñêèå ãðàôû

Â ýòîé ÷àñòè ñòàòüè ðå÷ü ïîéäåò î íåêîòîðûõ ãëóáî-
êèõ ñâîéñòâàõ ïëîñêèõ ãðàôîâ. Èõ èçó÷åíèå ïîòðåáóåò
âìåøàòåëüñòâà «äüÿâîëà àáñòðàêòíîé àëãåáðû» è îäíî-
ãî èç åãî ïðèñëóæíèêîâ – èíâàðèàíòà ïî èìåíè èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ.

Òðè äîìèêà è òðè êîëîäöà

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, åñëè
ñóùåñòâóåò íà ïëîñêîñòè ãðàô G ¢ , ãîìåîìîðôíûé G.
Òàê, ãðàô, ñîñòàâëåííûé èç ðåáåð òåòðàýäðà, è ãðàô,
ñîñòàâëåííûé èç ðåáåð êóáà, âëîæèìû â ïëîñêîñòü
(ðèñ.12). Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ãðàôîâ, íå âëîæèìûõ
â ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 5 («äîìèêè è êîëîäöû»). Íà ïëîñêîñòè äàíû
øåñòü òî÷åê: Ä

1
, Ä

2
, Ä

3
 (äîìèêè) è Ê

1
, Ê

2
, Ê

3
 (êîëîä-

öû). Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè ïðîâåñòè òðîïèíêè îò
êàæäîãî äîìèêà ê êàæäîìó êîëîäöó òàê, ÷òîáû íèêà-
êèå äâå òðîïèíêè íå ïåðåñåêàëèñü?

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13



Åñëè ìû ïðîâåäåì âñå òðîïèíêè, êðîìå îäíîé, òî äëÿ
ïîñëåäíåé òðîïèíêè óæå «íå áóäåò ìåñòà» íà ïëîñêî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî ãðàô 1P , èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñóíêå 13, íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Ïðèìåð 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2P  ïîëíûé ãðàô ñ ïÿòüþ
âåðøèíàìè 1 2 3 4 5, , , ,M M M M M , ò.å. ãðàô áåç ïåòåëü,
ëþáàÿ ïàðà âåðøèí êîòîðîãî ñîåäèíåíà ðåáðîì. Íà

ðèñóíêå 14 ïðîâåäåíû
äåâÿòü ðåáåð ýòîãî ãðà-
ôà, à äåñÿòîå ïðåðâàíî:
äëÿ íåãî «íåò ìåñòà» íà
ïëîñêîñòè. Ñíîâà âèäíî,
÷òî ãðàô 2P  íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

Îêàçûâàåòñÿ, ãðàôû

1 2,P P  äåéñòâèòåëüíî íå
âëîæèìû â ïëîñêîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðèìåðàõ 5 è
6 («íåò ìåñòà» íà ïëîñêîñòè), íå ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâàìè. Ê äîêàçàòåëüñòâó ìû åùå
âåðíåìñÿ, à ïîêà, ñ÷èòàÿ íåâëîæè-
ìîñòü ãðàôîâ 1P  è 2P  â ïëîñêîñòü
èçâåñòíîé, ïîñìîòðèì íà ðèñóíîê
15. Íà íåì ïîêàçàí ãðàô À ñ âûäå-
ëåííûì «ñèíèì» ïîäãðàôîì. Ýòîò
ïîäãðàô ãîìåîìîðôåí 1P , çíà÷èò,
ãðàô À íå âëîæèì â ïëîñêîñòü (ïî-
ÿñíèòå!). Âîîáùå, åñëè íåêîòîðûé
ãðàô G ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãîìåî-
ìîðôíûé 1P  èëè 2P , òî ãðàô G íå
âëîæèì â ïëîñêîñòü. Ïîëüñêèé ìà-
òåìàòèê Êóðàòîâñêèé äîêàçàë îá-

ðàòíóþ òåîðåìó: åñëè ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü, òî
îí ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé 1P  èëè 2P .

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó Êóðàòîâñêîãî, à
îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íåâëîæèìîñòè â ïëîñ-
êîñòü ãðàôîâ 1P  è 2P .

Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ

Ïóñòü à, b – äâà îòðåçêà íà ïëîñêîñòè, íè îäèí èç
êîòîðûõ íå ñîäåðæèò êîíöîâ äðóãîãî îòðåçêà. Åñëè ýòè
îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ, òî áóäåì ïèñàòü ( ), 1I a b = , a
åñëè íåò, òî ( ), 0I a b = . ×èñëî ( ),I a b  íàçîâåì èíäåê-
ñîì ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ à è b. Åñëè îäèí èç îòðåçêîâ
à, b ñîäåðæèò êîíåö äðóãîãî îòðåçêà, òî ÷èñëî ( ),I a b
íå îïðåäåëåíî.

Ïóñòü { }1 2, , , mx a a a= …  è { }1 2, , , my b b b= …  – äâà
ìíîæåñòâà îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ

i, j îïðåäåëåí èíäåêñ ( ),i jI a b .

Åñëè ñóììà ( )
,

,i j
i j

I a bÂ  (ò.å. ñóììà èíäåêñîâ ïåðåñå-

÷åíèÿ êàæäîãî èç îòðåçêîâ 1, , ma a…  ñ êàæäûì èç

îòðåçêîâ 1, , nb b… ) ÷åòíà, ïîëîæèì ( ), 0I x y = , à åñëè

ýòà ñóììà íå÷åòíà, ïîëîæèì ( ), 1I x y = . ×èñëî ( ),I x y
íàçîâåì èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ õ è ó. Ýòî
÷èñëî áóäåò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü â ýòîé ÷àñòè ñòàòüè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàôû, ðåáðà êîòîðûõ ÿâëÿþò-
ñÿ îòðåçêàìè. Åñëè â êàæäîé âåðøèíå òàêîãî ãðàôà
ñõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, ìû áóäåì íàçûâàòü åãî

öèêëîì. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ öèêëîâ õ, ó íà
ïëîñêîñòè, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëåí,
èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí íóëþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, â êàæäîé âåðøèíå öèêëà ñõîäèòñÿ
íå ìåíüøå äâóõ ðåáåð. Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 7 ñëåäóåò,
÷òî öèêë ñîäåðæèò ëîìàíóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíî-
ñòè. Åñëè èç öèêëà âûáðîñèòü ýòó ëîìàíóþ è õîòü îäèí
îòðåçîê îñòàíåòñÿ, îñòàâøèéñÿ ãðàô ïî-ïðåæíåìó áó-
äåò öèêëîì. Â îñòàâøåìñÿ öèêëå ìîæíî ñíîâà âûäå-
ëèòü ëîìàíóþ, ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíîñòè, è ò.ä. Ýòî
ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäûé öèêë ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ëîìàíûõ, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îêðóæíîñòè (ïðè÷åì ýòè ëîìà-
íûå ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ çâåíüåâ).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü äî-
êàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé èç
öèêëîâ õ, ó ñîñòîèò èç îäíîé ëîìàíîé, ãîìåîìîðôíîé
îêðóæíîñòè. Ñäâèíóâ ÷óòü-÷óòü âåðøèíû öèêëîâ õ è ó,
ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû èíäåêñ ( ),I x y  íå
èçìåíèëñÿ è íèêàêîé îòðåçîê, âõîäÿùèé â öèêë õ, íå
áûë ïàðàëëåëåí íèêàêîìó îòðåçêó, âõîäÿùåìó â ó.
Âûáåðåì òåïåðü ïðÿìóþ l, íå ïàðàëëåëüíóþ íè îäíîé
ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé êàêóþ-ëèáî âåðøèíó öèêëà õ ñ
êàêîé-ëèáî âåðøèíîé öèêëà ó, è áóäåì íåïðåðûâíî
ïåðåìåùàòü öèêë õ (êàê òâåðäîå öåëîå) ïàðàëëåëüíî
ïðÿìîé l (ðèñ.16). Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ( ),I x y  ìîã áû
èçìåíÿòüñÿ ëèøü â òå ìîìåíòû, êîãäà âåðøèíû äâèæó-

ùåãîñÿ öèêëà õ ïðîõîäÿò ÷åðåç ðåáðà íåïîäâèæíîãî
öèêëà ó èëè êîãäà ðåáðà öèêëà õ ïðîõîäÿò ÷åðåç
âåðøèíû öèêëà ó (âåðøèíû öèêëà õ íå ìîãóò ïîïàñòü
â âåðøèíû öèêëà ó â ñèëó âûáîðà ïðÿìîé l). Îäíàêî,
êàê ïîêàçûâàåò ðèñóíîê 17, â ìîìåíò, êîãäà íåêîòîðîå
ðåáðî à öèêëà õ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó q öèêëà ó,
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå ìåíÿåò ñâîåé ÷åòíîñòè, à

ïîòîìó èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ( ),I x y  íå ìåíÿåòñÿ. Òî æå
ïðîèñõîäèò è ïðè ïðîõîæäåíèè âåðøèí öèêëà õ ÷åðåç
ðåáðà öèêëà ó.

Èòàê, â òå÷åíèå âñåãî äâèæåíèÿ èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
íå ìåíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Íî â êîíöå êîíöîâ
öèêë õ ïîïàäàåò â ïîëîæåíèå, â êîòîðîì îí ñîâñåì íå
èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ó (ñì. ðèñ.16), òàê ÷òî èíäåêñ

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17
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ïåðåñå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
è ïåðâîíà÷àëüíî áûëî ( ), 0I x y = .

Íåâëîæèìîñòü ïîëíîãî ïÿòèâåðøèííîãî ãðàôà

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü, ÷òî ãðàô 2P ,
ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 6, íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.
Ñîåäèíèì ëîìàíûìè ïîïàðíî 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå
îáðàùàÿ ïîêà âíèìàíèÿ íà ïåðåñå÷åíèÿ. Ðåáðà-ëîìà-
íûå, íå èìåþùèå îáùèõ êîíöîâ, óñëîâèìñÿ íàçûâàòü
íåñìåæíûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ñóììó èíäåêñîâ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïî âñåì ïàðàì íåñìåæíûõ ðåáåð. Êîíå÷íî,
÷èñëî J çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì íàðèñîâàíû íà
ïëîñêîñòè ðåáðà. Åñëè áû èõ óäàëîñü íàðèñîâàòü áåç
ïåðåñå÷åíèé, ÷èñëî J îêàçàëîñü áû ðàâíûì íóëþ.
Îäíàêî ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáå ïðîâåäå-
íèÿ ðåáåð ÷èñëî J îêàçûâàåòñÿ íå÷åòíûì. Òåì ñàìûì
áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ãðàô 2P  íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìåíÿåì ïîëîæåíèå îäíîãî
ðåáðà, ñêàæåì 1 2M M . Ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
ýòîãî ðåáðà îáîçíà÷èì ÷åðåç õ, à åãî íîâîå ïîëîæåíèå
–  ÷åðåç x¢ . Íåñìåæíûìè ñ ðåáðîì 1 2M M  ÿâëÿþòñÿ
òðè ðåáðà 3 4M M , 4 5M M , 5 3M M . Çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ

3 4 5M M M  (âîçìîæíî, ïåðåñåêàþùàÿ ñåáÿ) ÿâëÿåòñÿ
öèêëîì; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ó (ðèñ.18). Ëîìàíûå õ è

x ¢ , âìåñòå âçÿòûå,
òàêæå îáðàçóþò öèêë.
Ïîñêîëüêó èíäåêñ ïå-
ðåñå÷åíèÿ ëþáûõ
äâóõ öèêëîâ ðàâåí
íóëþ:

( ), 0I x x y =¢∪ ,

÷èñëî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáðà õ ñ öèê-
ëîì ó (ò.å. ñî âñåìè

íåñìåæíûìè åìó ðåáðàìè) èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è
÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðåáðà x¢  ñ öèêëîì ó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå ðåáðà õ ðåáðîì x¢  ÷èñëî
J íå ìåíÿåò ñâîåé ÷åòíîñòè.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ðàñïîëîæå-
íèÿõ ðåáåð íà ïëîñêîñòè ÷èñëî J âñåãäà èìååò îäíó è
òó æå ÷åòíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàäàíû äâà
ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèÿ ðåáåð, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî
çàìåíÿÿ ñíà÷àëà îäíî ðåáðî ïåðâîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðîì âòîðîãî ðàñïîëîæåíèÿ, çàòåì
åùå îäíî, åùå îäíî è ò.ä., ìû ïîñòåïåííî çàìåíèì
ïåðâîå ðàñïîëîæåíèå âòîðûì, à ÷åòíîñòü ÷èñëà J, â
ñèëó äîêàçàííîãî, ìåíÿòüñÿ íå áóäåò.

Èòàê, ëèáî äëÿ âñåõ ðàñïîëîæåíèé ðåáåð ÷èñëî J
÷åòíî, ëèáî îíî äëÿ âñåõ ðàñïîëîæåíèé íå÷åòíî. Íà
ðèñóíêå 14 èìååòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
(ðàçóìååòñÿ, êðèâûå ðåáðà íà ýòîì ðèñóíêå ìîæíî
çàìåíèòü ëîìàíûìè). Òàêèì îáðàçîì, íà ðèñóíêå 14
÷èñëî J ðàâíî åäèíèöå, à ïîòîìó äëÿ ëþáîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ðåáåð îíî íå÷åòíî, è, çíà÷èò, 2P  íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

Çàäà÷è

20. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô 1P  èç ïðèìåðà 5 íå âëîæèì â
ïëîñêîñòü.

21. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèìåíüøèå äèàãîíà-

ëè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (n > 3). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
÷åòíîì n ýòîò ãðàô ìîæåò áûòü âëîæåí â ïëîñêîñòü, à ïðè
íå÷åòíîì – íåò.

22. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèáîëüøèå äèàãîíà-
ëè ïðàâèëüíîãî 2n-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 3n ≥  ýòîò
ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

23. Ðåáðàìè ãðàôà ñëóæàò ñòîðîíû è íàèáîëüøèå äèàãîíà-
ëè (èõ 2n + 1) ïðàâèëüíîãî (2n  + 1)-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå,
÷òî ýòîò ãðàô íå âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Íåëüçÿ ëè ïðîùå?

Âûøå (ñì. ðèñóíêè 16, 17) ìû äîêàçàëè, ÷òî èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ öèêëîâ íà ïëîñêîñòè ðàâåí
íóëþ. Âîçìîæíî, ÷èòàòåëü ïðåäëîæèò ñëåäóþùåå áî-
ëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî: áóäåì äâèãàòüñÿ ïî çàìê-
íóòîé ëîìàíîé õ; â êàæäîé òî÷êå åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ
çàìêíóòîé ëîìàíîé ó ìû áóäåì ëèáî âõîäèòü âî
âíóòðåííþþ îáëàñòü ëîìàíîé ó, ëèáî âûõîäèòü èç íåå
âî âíåøíþþ îáëàñòü; òàê êàê òî÷êè âõîäà è òî÷êè
âûõîäà ÷åðåäóþòñÿ, ê ìîìåíòó ïðèõîäà â èñõîäíóþ
òî÷êó ÷èñëî òî÷åê âõîäà áóäåò ðàâíî ÷èñëó òî÷åê
âûõîäà; çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëîìà-
íûõ õ è ó ÷åòíî. Îäíàêî ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
ïðèçíàòü êîððåêòíûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè óæå
âûÿñíåí ñìûñë ïîíÿòèÿ «âíóòðåííÿÿ îáëàñòü», à ýòî
ïîíÿòèå âîâñå íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðîñòûì, êàê êàæåòñÿ
íà ïåðâûé âçãëÿä. Âûÿñíèì ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Òåîðåìà Æîðäàíà

Çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè, íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëèíèåé. Òåîðåìà Æîðäàíà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ,
ðàñïîëîæåííàÿ íà ïëîñêîñòè, ðàçáèâàåò ýòó ïëîñ-
êîñòü íà äâå îáëàñòè (âíóòðåííþþ è âíåøíþþ).
Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîé òåîðåìû. Ïóñòü l – ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè. Âîçüìåì òî÷êè ð, q, íå
ëåæàùèå íà ëèíèè l. Åñëè ð è q ìîæíî ñîåäèíèòü
ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ l, òî ñ÷èòàþò, ÷òî òî÷êè
ð è q ëåæàò â îäíîé è òîé æå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî
ëèíèè l. Åñëè æå ëþáàÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè
ð è q, îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàåò l, òî ñ÷èòàþò, ÷òî ð è q
ëåæàò â ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Òåîðåìà Æîðäàíà óòâåðæäà-
åò, ÷òî ëèíèÿ l îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè ðîâíî äâå
îáëàñòè.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî òåîðåìà Æîðäàíà óòâåðæäàåò
íå÷òî ñîâåðøåííî î÷åâèäíîå. Êàæóùàÿñÿ åå «î÷åâèä-
íîñòü» îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü òåì, ÷òî íà óì îáû÷íî ïðèõî-
äÿò î÷åíü ïðîñòûå ëèíèè (îêðóæíîñòü, êîíòóð âûïóê-
ëîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò.ï.). Â îáùåì æå ñëó÷àå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû Æîðäàíà íå òàê óæ î÷åâèäíî. Íà
ðèñóíêå 19 èçîáðàæå-
íà ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ
ëîìàíàÿ (ýòî ìîæíî
ïðîâåðèòü, îáâåäÿ
ëèíèþ êàðàíäàøîì).
Îäíàêî âîâñå íå î÷å-
âèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü
ðàçðåçàíà ýòîé ëèíè-
åé íà äâå îáëàñòè;
íàïðèìåð, äàëåêî íå
ñðàçó ìîæíî ïîíÿòü,
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â êàêîé îáëàñòè (âíóòðåííåé èëè âíåøíåé) ëåæàò
òî÷êè à, b, ñ, d.

Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà,
îñíîâàííîå íà ïðèìåíåíèè èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà l – íå ïðîèçâîëüíàÿ
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè, à ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ.

Ïóñòü 1 2, , , nb b b…  – ïîñëåäîâàòåëüíûå çâåíüÿ ëîìà-
íîé l. Ïðîâåäåì îòðåçîê, ïåðåñåêàþùèé çâåíî 1b  â
òî÷êå à, è âîçüìåì íà ýòîì îòðåçêå äâå òî÷êè ð, p¢ ,
ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû çâåíà 1b  íà îäíîì
è òîì æå ðàññòîÿíèè îò íåãî. ×åðåç òî÷êó ð ïðîâåäåì
îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé çâåíó 1b , äî òî÷êè åãî ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó çâåíüÿìè 1b , è 2b
(ðèñ.20). Èç ýòîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåì îòðåçîê,
ïàðàëëåëüíûé 2b , äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ áèññåêòðèñîé óãëà
ìåæäó çâåíüÿìè 2b  è 3b  è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ëîìàíóþ õ, çâåíüÿ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ íà
îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çâåíü-
åâ ëîìàíîé l. Åñëè ïðè ýòîì òî÷êà ð áûëà âçÿòà
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê à, òî ïîñòðîåííàÿ ëèíèÿ õ íå
ïåðåñåêàåò l è, ïðîéäÿ âäîëü ëèíèè l, äîëæíà âåðíóòüñÿ
ëèáî â òî÷êó ð, ëèáî â p¢ . Ëåãêî ïîíÿòü, îäíàêî, ÷òî
â òî÷êó p¢  ëîìàíàÿ õ ïðèéòè íå ìîæåò: åñëè áû
ëîìàíàÿ õ ñîåäèíÿëà òî÷êè ð è p¢ , òî, ïðèñîåäèíèâ ê
õ îòðåçîê pp¢ , ìû ïîëó÷èëè áû öèêë, êîòîðûé ñ
öèêëîì l ïåðåñåêàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå à, ò.å.
èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ öèêëîâ áûë áû ðàâåí 1,
÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó-
òóþ ëîìàíóþ, âûõîäÿùóþ èç òî÷êè ð, îäèí ðàç ïðîõî-
äÿùóþ âäîëü ëîìàíîé l è âîçâðàùàþùóþñÿ â òî÷êó ð.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ x¢ , âûõî-
äÿùàÿ èç p¢ , îäèí ðàç ïðîõîäÿùàÿ âäîëü ëîìàíîé l è
âîçâðàùàþùàÿñÿ â òî÷êó p¢ .

Ïóñòü òåïåðü ñ – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà
ëèíèè l. Òîãäà åå ìîæíî ñîåäèíèòü, íå ïåðåñåêàÿ l, ëèáî
ñ òî÷êîé ð, ëèáî ñ òî÷êîé p¢ : äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èç
òî÷êè ñ ëó÷, ïåðåñåêàþùèé ëèíèè õ, x¢ , è îò òî÷êè ñ
ïðîéòè äî ïåðâîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à ñ êàêîé-
ëèáî èç ëèíèé õ, x ¢ , à çàòåì ïî ýòîé ëèíèè äîéòè äî
òî÷êè ð èëè p¢ .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè èç òî÷êè ñ ïðîâåäåíû äâå
ðàçëè÷íûå ëîìàíûå ó, z, íå ïåðåñåêàþùèå l è îêàí÷è-
âàþùèåñÿ â îäíîé èç òî÷åê ð, p¢ , òî îáå îíè îêàí÷èâà-
þòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû
ëîìàíàÿ ó ñîåäèíÿëà òî÷êè c è ð, à ëîìàíàÿ z ñîåäèíÿ-
ëà òî÷êè c è p¢  (ðèñ.21), òî ëîìàíàÿ y z∪  âìåñòå ñ
îòðåçêîì pp¢  ñîñòàâëÿëà áû öèêë, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
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êîòîðîãî ñ öèêëîì l
ðàâíÿëñÿ 1, ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Òåïåðü óæå íåòðóäíî
äîêàçàòü òåîðåìó Æîð-
äàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U ìíîæåñòâî âñåõ òî-
÷åê ïëîñêîñòè, êîòîðûå
ìîæíî, íå ïåðåñåêàÿ l, ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé ð, à ÷åðåç V
– ìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî, íå ïåðåñåêàÿ l,
ñîåäèíèòü ñ òî÷êîé p¢ . Òîãäà U è V è áóäóò òåìè äâóìÿ
îáëàñòÿìè, íà êîòîðûå ëèíèÿ l ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü. Â
ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êè 1 2,c c  ïðèíàäëåæàò îäíîé
îáëàñòè (ñêàæåì, U), òî ñóùåñòâóþò ëîìàíûå 1 2,y y , íå
ïåðåñåêàþùèå l, êîòîðûå ñîåäèíÿþò 1c  è 2c  ñ òî÷êîé
ð. Îáúåäèíåíèå èõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ, ñî-
åäèíÿþùóþ 1c  è 2c  è íå ïåðåñåêàþùóþ l. Èòàê, äâå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé îáëàñòè, ìîæíî ñîåäè-
íèòü ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé l. Åñëè æå òî÷êè 1c , 2c
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì ( 1c UŒ , 2c VŒ ),
òî èõ íåëüçÿ ñîåäèíèòü ëîìàíîé, íå ïåðåñåêàþùåé l
(èíà÷å, êàê è âûøå, ìû ïîëó÷èëè áû öèêë, èìåþùèé
ñ l èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ 1). Òåì ñàìûì, òåîðåìà Æîðäà-
íà (äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ëîìàíîé) äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Âñå «äàëåêèå» òî÷êè ïëîñêîñòè ðàñïîëî-
æåíû â îäíîé è òîé æå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî ëèíèè l
(ðèñ.22). Ïîýòîìó îäíà èç äâóõ îáëàñòåé, îïðåäåëÿå-
ìûõ ëèíèåé l, – íåîãðàíè÷åííàÿ, à äðóãàÿ – îãðàíè÷åí-
íàÿ. Íåîãðàíè÷åí-
íóþ îáëàñòü íàçûâà-
þò âíåøíåé, à îãðà-
íè÷åííóþ – âíóò-
ðåííåé. Òî÷êè âíåø-
íåé îáëàñòè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èç
ýòèõ òî÷åê ìîæíî
ïðîâåñòè ëîìàíûå, íå
ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ l
è óõîäÿùèå êàê óãîä-
íî äàëåêî îò l; òî÷êè âíóòðåííåé îáëàñòè ýòèì ñâîé-
ñòâîì íå îáëàäàþò.

Çàäà÷è

24. Åñëè ëîìàíàÿ l – î÷åíü ñëîæíàÿ, òî îïðåäåëèòü «íà
ãëàç», â êàêîé îáëàñòè (âíóòðåííåé èëè âíåøíåé) ëåæèò
òî÷êà à, òðóäíî: äëÿ ýòîãî íóæíî âûÿñíèòü, ìîæíî ëè,
îòïðàâëÿÿñü èç òî÷êè à, âûéòè èç «ëàáèðèíòà», îáðàçîâàí-
íîãî ëèíèåé l (ñì. ðèñ.19). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëó÷, èñõîäÿ-
ùèé èç òî÷êè à è íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû ëîìàíîé l,
ïåðåñåêàåò l â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê, òî òî÷êà à ëåæèò âî
âíåøíåé îáëàñòè (ò.å. âûáðàòüñÿ èç «ëàáèðèíòà» ìîæíî), à
åñëè â íå÷åòíîì, òî òî÷êà à ëåæèò âî âíóòðåííåé îáëàñòè.

25. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû k ëîìàíûõ ëèíèé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîåäèíÿåò äâå çàäàííûå òî÷êè ð è q. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè äðóãèõ îáùèõ òî÷åê ëîìàíûå ïîïàðíî íå èìåþò, òî
ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà k îáëàñòåé.
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Ïðîùàé, òîðíàäî!
Ã.ÓÑÒÞÃÈÍÀ, Þ.ÓÑÒÞÃÈÍ

×
ÒÎ ÒÀÊÎÅ ÒÎÐÍÀÄÎ? Ñ ÊÀÊÎÉ ÑÒÀÒÈ ËÞÄÈ
äîëæíû  òåðïåòü  òàêóþ  íàïàñòü?  Ìåæäó  òåì,
ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè íåñóò òðåâîæíûå

âåñòè ñî âñåõ ñòîðîí. Çíà÷èò, åñòü àêòóàëüíàÿ çàäà÷à.
È ìû ïðåäëàãàåì îäèí èç ïóòåé åå âîçìîæíîãî ðåøå-
íèÿ.

Îáû÷íî òîðíàäî – òàê íàçûâàþò ñìåð÷ íàä ñóøåé â
Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè – âîçíèêàåò â ãðîçîâîì
îáëàêå è ñòðåìèòåëüíî äâèæåòñÿ âíèç, ê çåìëå. Ïðè
ýòîì ÷åðíûå îáëàêà íàõîäÿòñÿ òàê íèçêî, ÷òî, êàæåòñÿ,
óæå êàñàþòñÿ íàñ, à èõ âèäèìîå äâèæåíèå ñîïðîâîæäà-
åòñÿ ñèëüíûì âåòðîì ó çåìíîé ïîâåðõíîñòè, äîæäåì,
ãðàäîì è õîëîäîì. Ýòîò àòìîñôåðíûé âèõðü ñóùåñòâó-
åò íåäîëãî, íî ïîðîé âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå ðàçðóøå-
íèÿ. Â îêåàíå òîðíàäî íàáèðàåò ñèëû è âûõîäèò, êàê
ðàçáîéíèê, íà áîëüøóþ äîðîãó. È íàäî æå, äîøëî äàæå
äî òîãî, ÷òî ó íåãî åñòü ñîáñòâåííàÿ äîðîãà – èçâåñòíàÿ
â ÑØÀ «äîðîãà òîðíàäî».

Ìåæäó òåì, ëþäè ñòðîèëè ñâîè ïîñåëåíèÿ, íå ðàññ÷è-
òûâàÿ íà âñòðå÷ó ñ òîðíàäî. È, êàê âûÿñíèëîñü,
íàïðàñíî. Ãëîáàëüíûå èçìåíåíèÿ êëèìàòà, åãî ïîòåï-
ëåíèå èç-çà ïàðíèêîâîãî ýôôåêòà, âûçâàííîãî íàðàñòà-
íèåì êîëè÷åñòâà óãëåðîäà â àòìîñôåðå, ïðåäñêàçûâàþò
óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ âîçíèêíîâåíèÿ òîðíàäî, à
òàêæå åãî ìîùíîñòè è ïðîäîëæèòåëüíîñòè. Ëåãêî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå òîðíàäî, êîòîðûé áóäåò óíè÷òîæàòü âñå,
÷òî ïðîñòðîåíî ÷åëîâåêîì.

Êàê æå áîðîòüñÿ ñ íèì? Îêàçûâàåòñÿ, áîðüáà ñ
óðàãàíàìè, òàéôóíàìè, ñìåð÷àìè, òîðíàäî íàõîäèòñÿ â
íà÷àëüíîé ñòàäèè – íàáëþäåíèé çà íèìè, íàêîïëåíèÿ
èçìåðèòåëüíîé è âèçóàëüíîé èíôîðìàöèè, îáñóæäå-
íèÿ âîçìîæíûõ ïðîåêòîâ è èäåé.

×òîáû íà÷àòü ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñôîðìóëèðóåì
åå. Íà÷íåì ñ óñëîâèé çàäà÷è.

Ó íàñ åñòü àòìîñôåðà, ò.å. âîçäóøíàÿ ñðåäà, â êîòî-
ðîé îáèòàåò âåñü ðàñòèòåëüíûé è æèâîòíûé ìèð è ñàì
÷åëîâåê. Âîçäóøíàÿ àòìîñôåðà íåñåò ñ ñîáîé îáëàêà.
Ðå÷ü èäåò î ïëîòíûõ, ìîùíûõ, à ïîòîìó ïî öâåòó
÷åðíûõ, èç-çà íåïðîíèöàåìîñòè äëÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà,
îáëàêàõ, èç êîòîðûõ ðîæäàåòñÿ òîðíàäî.

Èçâåñòíî, ÷òî îáëàêà ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ ñ âîäíîé ïîâåðõíîñòüþ
îêåàíà. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïðîöåññàì
èñïàðåíèÿ âîäû îêåàíîâ è êîíäåíñàöèè ïàðà â êàïëè â
âåðõíèõ õîëîäíûõ ñëîÿõ àòìîñôåðû. Ñîëíå÷íàÿ ýíåð-
ãèÿ, ñïîñîáñòâîâàâøàÿ ïðîöåññó ïàðîîáðàçîâàíèÿ, êàê
áû ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå ñ ïàðîì â âåðõíèå ñëîè
àòìîñôåðû, ãäå íåêîòîðîå âðåìÿ ñîõðàíÿåòñÿ äî òîãî
ìîìåíòà, ïîêà íå íà÷íåòñÿ èíòåíñèâíûé ïðîöåññ êîí-
äåíñàöèè ñ ïîñëåäóþùèì âûïàäåíèåì îñàäêîâ íà ïîâåðõ-
íîñòü çåìëè. Îñàäêè ïðåâðàùàþòñÿ â ðåêè, ðåêè âïà-

äàþò â îêåàíû è ò.ä. Òàê îñóùåñòâëÿåòñÿ êðóãîîáîðîò
âîäû â ïðèðîäå ïîä äåéñòâèåì ýíåðãèè ñîëíöà. Ïîêà ïàð
â îáëàêàõ íå ñêîíäåíñèðîâàëñÿ äî ñîñòîÿíèÿ âûïàäåíèÿ
â âèäå îñàäêîâ, îáëàêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âèçóàëüíî
íàáëþäàåìûé âàðèàíò ïàðîãàçîâîé ñðåäû – òóìàí.

Åñòü ðàçëè÷íûå òåîðèè è ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùè-
åñÿ ìåõàíèçìà âîçíèêíîâåíèÿ òîðíàäî. Íî ìû çäåñü íå
áóäåì îáñóæäàòü ýòîò ìåõàíèçì è âîîáùå ìåõàíèçì
îáðàçîâàíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âåðõíèõ ñëîåâ
àòìîñôåðû. Òîãäà, íå ðàññóæäàÿ î ïðè÷èíàõ ïîÿâëå-
íèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî àòìîñôåðíîãî âèõðåâîãî äâè-
æåíèÿ, äîïóñòèì, ÷òî â àòìîñôåðå, çàïîëíåííîé îáëà÷-
íîé ìàññîé, âîçíèêàåò íåêèé ïðîöåññ, ïîðîæäàþùèé åå
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Íàçîâåì åãî «àêòèâàòîð-ïðî-
öåññ». Â ýòîì ïîíÿòèè îáúåäèíåíî âñå, ÷òî îáúåêòèâíî
îáóñëàâëèâàåò ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ òîðíàäî, ïðåäøå-
ñòâóåò åãî âîçíèêíîâåíèþ è ñîïðîâîæäàåò åãî. Ýòî –
ñîëíå÷íàÿ ýíåðãèÿ, âîäíàÿ ïîâåðõíîñòü îêåàíà, ñóòî÷-
íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëíå÷-
íîé ýíåðãèè ñ îêåàíîì è àòìîñôåðîé, âðàùåíèå Çåìëè,
ïîðîæäåííîå ýòèì âðàùåíèåì äåéñòâèå êîðèîëèñîâûõ
ñèë íà ïîòîêè âëàæíîé è ñóõîé àòìîñôåðû, ñîõðàíåíèå
ìîìåíòà èìïóëüñà, ïðîöåññû èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè
âëàãè äî ñîñòîÿíèÿ îáëàêîâ, âûïàäåíèå îñàäêîâ è ò.ä.
(Ïðè ýòîì, ïðàâäà, ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî èç-çà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñ ñîëíå÷íûì èçëó÷åíèåì çåìíàÿ àòìîñôåðà íå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðà-
íåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ïî îòíîøåíèþ ê àòìîñôåðå
Çåìëè âîîáùå è ê îòäåëüíîìó àòìîñôåðíîìó âèõðþ â
÷àñòíîñòè ïðèìåíèìî ñ âåñüìà ñóùåñòâåííûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè.)

Ðåçóëüòàò âñåãî ýòîãî – íåïðåðûâíûå ïîòîêè âèõðåé
â àòìîñôåðå. Êàæäûé èç âèõðåé äîëãî ñîõðàíÿåò ñâîþ
èíäèâèäóàëüíîñòü, ñîâåðøàÿ ïåðåìåùåíèå íà çíà÷è-
òåëüíûå ðàññòîÿíèÿ íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ âìåñòå ñ
âåðõíèìè ñëîÿìè àòìîñôåðû. Íî íåêîòîðûå êðóïíî-
ìàñøòàáíûå àòìîñôåðíûå âèõðè ïîðîæäàþò áîëåå
ìåëêèå âèõðè – òîðíàäî, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ âûñî÷àé-
øåé êîíöåíòðàöèåé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ àòìîñôå-
ðû, îêàçûâàþùèå ðàçðóøèòåëüíîå âîçäåéñòâèå íà ñòðî-
åíèÿ è ñîîðóæåíèÿ, âîçâåäåííûå ëþäüìè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ âûäåëèì îäèí êðóï-
íîìàñøòàáíûé àòìîñôåðíûé âèõðü. Â ðàéîíå íàáëþ-
äåíèÿ çà íèì îáëàêà äâèæóòñÿ íèçêî. Â íèõ âèäíû
äîâîëüíî áûñòðûå õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ, êîòîðûå â
îòäåëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäÿò âî âðàùàòåëüíîå äâèæå-
íèå âîêðóã íåêîòîðîé îáëàñòè â íèæíåé, âèäèìîé äëÿ
íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ, ÷àñòè ñïëîøíîé îáëà÷íîñòè.
Ïðîèñõîäèò âñå òàê, ñëîâíî íåêèé àêòèâàòîð ñâîèì
âîçäåéñòâèåì ïðèâîäèò õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ àòìîñ-
ôåðû â îðãàíèçîâàííîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Ïðè-



÷åì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷åì äîëüøå äåéñòâóåò àêòèâàòîð,
òåì áîëüøèå ìàññû âîçäóõà íà÷èíàþò ïðèíèìàòü ó÷à-
ñòèå â òàêîì äâèæåíèè. Ýòî – ïðîöåññ àêêóìóëèðîâà-
íèÿ ýíåðãèè â âèäå âðàùåíèÿ áîëüøèõ ìàññ âîçäóõà.

Ïî ìåðå ïðîòåêàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà âñå áîëåå ãëóáî-
êèå ñëîè àòìîñôåðû íà÷èíàþò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â
äâèæåíèè, âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ê
çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Òåì âðåìåíåì, èç îáëàêà, òî÷íåå
èç åãî íèæíåé ÷àñòè, âèäèìîé íàçåìíûì íàáëþäàòå-
ëåì, ôîðìèðóåòñÿ âîðîíêà â ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè
çåìëè èëè âîäû. È, íàêîíåö, âûäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûé õîáîò – òîò ñàìûé òîðíàäî, áûñòðî ñîåäèíÿþùèé
íèæíþþ ÷àñòü âîðîíêè ñ çåìëåé èëè âîäîé. Îí ñòàíî-
âèòñÿ âèäèìûì èç-çà îêðàøèâàíèÿ (îñîáåííî â ïåðâûå
ìãíîâåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ) âîâëå÷åííîé â íåãî ÷àñòüþ
ïàðîîáðàçíîé âëàãè îáëàêîâ, à çàòåì ïûëüþ èëè ïðåä-
ìåòàìè, ñïèðàëüíî âîçíîñèìûìè ââåðõ ê îáëàêó.

Íî è ýòî åùå íå âñå. Äàëüíåéøåå àêêóìóëèðîâàíèå
ýíåðãèè âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê íàðàñòàíèþ ãëóáèíû è
ðàçìåðîâ âîðîíêè. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ñî-
çäàòü ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü, â êîòîðîé âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå ñðåäû, çàäàâàåìîå àêòèâàòîðîì, ïðèâîäèëî
áû ê îáðàçîâàíèþ âîðîíêè è õîáîòà.

×òî òàêîå òîðíàäî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè? Îêàçûâà-
åòñÿ, ýòî âèõðåâàÿ òðóáêà â ïàðîãàçîâîé ñðåäå, åñëè
èìåòü â âèäó àòìîñôåðíûå âîçäóõ, â êîòîðîì îíà îá-
ðàçóåòñÿ è ñóùåñòâóåò, è âðàùàþùóþñÿ ÷àñòü âåðõíèõ
ñëîåâ àòìîñôåðû, ñîäåðæàùóþ âëàãó â âèäå îáëàêîâ è,
êàê ãåíåðàòîð, çàäàþùóþ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå íèæ-
íèì ñëîÿì àòìîñôåðû. À âîðîíêà – ýòî îáùåèçâåñòíîå
ÿâëåíèå. Òîëüêî ìû ïðèâûêëè âèäåòü âîðîíêó â âîäå.
×àùå è ëåã÷å âñåãî åå ìîæíî íàáëþäàòü, êîãäà âîäà
âûòåêàåò èç âàííû èëè ðàêîâèíû ÷åðåç ñòîê (ðèñ.1).

Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ðóêîé ïîáåñïîêîèòü âîðîíêó, íî
îíà äîâîëüíî áûñòðî âîññòàíàâëèâàåòñÿ, íó ðàçâå ÷òî
ìîæåò èçìåíèòü íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ. Âîò è âñå.

Ïðîäîëæèì íàøè ðàññóæäåíèÿ.
Èòàê, â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ñðåäû âîñïîëü-

çóåìñÿ âîäîé. Ýòî æèäêàÿ ñðåäà, çà ñîñòîÿíèåì è
äâèæåíèåì êîòîðîé ìîæíî è î÷åíü óäîáíî ñëåäèòü â
ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ. Òåïåðü íàøà çàäà÷à – âîñïðî-
èçâåñòè òîðíàäî â ìàëîì îáúåìå âîäû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì àêòèâàòîðà âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ äîëæíà îáðàçîâàòüñÿ âîðîíêà. Ýòà
âîðîíêà äîëæíà èìåòü âîçìîæíîñòü ðàçâèâàòüñÿ ïî
ìåðå íàêîïëåíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòüþ

– ò.å. óâåëè÷èâàòü ñî âðåìåíåì ñâîþ ãëóáèíó. Íàêîíåö,
äîëæåí ïîÿâèòüñÿ õîáîò.

Âîñïîëüçóåìñÿ ãîòîâûì óñòðîéñòâîì äëÿ âîñïðîèç-
âåäåíèÿ âèõðåâîãî äâèæåíèÿ â âîäå. Íàïðèìåð –
ìàëûì øëèôîâàëüíî-ïîëèðîâàëüíûì óñòðîéñòâîì, íà
ðèñóíêå 2 îíî îáîçíà÷åíî áóêâîé à. Ýòî óñòðîéñòâî íå
èìååò îïàñíûõ íàïðÿæåíèé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, âñå-
ãäà ãîòîâî ê ïðèìåíåíèþ. Â êîìïëåêòå óñòðîéñòâà
èìååòñÿ íåñêîëüêî ñìåííûõ íàñàäîê, îäíà èç êîòîðûõ,
èñïîëüçîâàííàÿ íàìè ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ðàáîò, òîæå èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2 è îáîçíà÷åíà
áóêâîé á. Íàñàäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêîå
òåëî ñ «çàîâàëåííûìè» êðàÿìè, ââèí÷èâàþùååñÿ â
òîðöîâóþ ÷àñòü ðîòîðà óñòðîéñòâà.

Íàëèâàåì îáû÷íóþ
âîäó â ïðîçðà÷íûé öè-
ëèíäðè÷åñêèé ñîñóä
îáúåìîì îäèí ëèòð äî
óðîâíÿ òðåõ ÷åòâåðòåé
îáúåìà. Îäíà ÷åòâåðòü
äîëæíà áûòü ñâîáîäíîé
äëÿ òîãî, ÷òîáû íåèç-
áåæíîå ðàçáðàñûâàíèå
âîäû ïî ñòîðîíàì ïîä
äåéñòâèåì âðàùàþùåãî-
ñÿ àêòèâàòîðà – íàñàäêè
óñòðîéñòâà – íå ïðèâî-
äèëî ê ïîïàäàíèþ âîäû
íà âíåøíèå ïðåäìåòû.
×òîáû óâèäåòü ïîòîêè
äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè,
ìîæíî, êàê ãîâîðèòñÿ,
èõ âèçóàëèçèðîâàòü, äî-
áàâèâ ìàêîâûõ çåðåí.
Ïðè÷åì òàê, ÷òîáû âíà-
÷àëå îíè óòîíóëè è ðàñ-
ïîëîæèëèñü íà äíå ñî-
ñóäà.

Òåïåðü ïîäâîäèì âðà-
ùàþùóþñÿ íàñàäêó ê
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
âîäû è íàáëþäàåì çà
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òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò. À ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå. Ñîâåð-
øåííî óäèâèòåëüíûì îáðàçîì âñÿ ìàññà ìàêîâûõ çåðåí
âäðóã ïðèïîäíèìàåòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ â ñâîåì ñïè-
ðàëüíîì äâèæåíèè. Íåêîòîðîå âðåìÿ ìîæíî íàáëþ-
äàòü ýòî ïîðàçèòåëüíîå ÿâëåíèå, îíî çàïå÷àòëåíî íà
ðèñóíêå 3. Çàòåì ìîæíî óâèäåòü, êàê çåðíà ìàêà âìåñòå
ñ ïîòîêàìè âîäû èç öåíòðàëüíîãî ñòîëáà îòáðàñûâàþò-
ñÿ ê ñòåíêàì ñîñóäà, è òàì îíè ïðîäîëæàþò ñâîå óæå
íèñïàäàþùåå ñïèðàëüíîå äâèæåíèå êî äíó ñîñóäà,
÷òîáû ñíîâà âåðíóòüñÿ â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü æèäêîñòè.
Íà÷èíàåòñÿ öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ äâèæåíèÿ æèäêîñòè.
Ïðîäîëæåíèå ïðîöåññà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ è
ðàçâèòèþ âîðîíêè. Âîðîíêà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ãëó-
áîêîé, è â êàêîé-òî ìîìåíò åå ðàçâèòèÿ ïîÿâëÿåòñÿ
õîáîò (ðèñ.4).

À âîò åùå îäíî íàáëþäåíèå (ðèñ.5). Ýíåðãèÿ âîñõî-
äÿùèõ ïîòîêîâ òàêîâà, ÷òî ìàññèâíîå ñòàëüíîå òåëî,
ïîìåùåííîå â ïóñòîòåëóþ àëþìèíèåâóþ ÷àøå÷êó, îò-
ðûâàåòñÿ îò äíà è íà÷èíàåò âñïëûâàòü, ñîâåðøàÿ
«ïîëåò». È ëèøü ïðèäàâëèâàþùèå åå ïåðèôåðè÷åñêèå
ïîòîêè íå ïîçâîëÿþò òàêîìó òåëó ïîëíîñòüþ îòîðâàòü-
ñÿ îò äíà è âñïëûòü ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêî-
ñòè. Òåïåðü-òî óæ òî÷íî ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, êàê
òîðíàäî ïîäíèìàåò â âîçäóõ àâòîìîáèëè è îáúåìíûå
ìàññèâíûå òåëà è ðàçáðàñûâàåò èõ íà áîëüøèå ðàññòî-
ÿíèÿ, êîòîðûå çàäàþò ðàçìåðû òîðíàäî.

Èäåì äàëüøå.
Â ëàáîðàòîðíûõ, äàæå äîìàøíèõ, óñëîâèÿõ ìû âîñ-

ïðîèçâåëè òîðíàäî. Ïðè÷åì óáåäèëèñü, ÷òî îí âåäåò
ñåáÿ òàê æå, êàê ïðèðîäíûé òîðíàäî â àòìîñôåðå, –
îáðàçóþòñÿ âîðîíêà è õîáîò. Íî, îêàçûâàåòñÿ, ñàìûé
ñòðàøíûé, ñàìûé ýíåðãè÷íûé, ñàìûé ðàçðóøèòåëüíûé
òîðíàäî òîò, â êîòîðîì óæå íåò õîáîòà, à âîðîíêà â ñâîåì
ðàçâèòèè íèæíåé ÷àñòüþ äîñòèãëà çåìíîé ïîâåðõíîñòè.
Îò òàêîãî òîðíàäî íóæíî ïðÿòàòüñÿ êàê ìîæíî ãëóáæå
â ïîäâàëû èëè äðóãèå ïîäçåìíûå óáåæèùà.

Âñå ýòî ìû âèäèì â ñâîåì äîìàøíåì ýêñïåðèìåíòå,
ïðåäñòàâëÿÿ, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â áîëüøèõ ìàñøòà-
áàõ. Çíà÷èò, íåëüçÿ äîïóñêàòü, ÷òîáû òîðíàäî ðàçâèë-
ñÿ äî òàêîãî ñîñòîÿíèÿ. Íåîáõîäèìî òîðìîçèòü åãî
ðàçâèòèå, îòíèìàòü åãî ýíåðãèþ, ÷òîáû íå ïðîèñõîäèë
ïðîöåññ àêêóìóëèðîâàíèÿ ýíåðãèè. Íóæíî ïîäàâëÿòü
òå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ òîðíàäî. À
åùå ëó÷øå – çàñòàâèòü åãî áîðîòüñÿ ñ ñàìèì ñîáîé. Äëÿ
ýòîãî íóæíî îòíèìàòü ó íåãî ýíåðãèþ äâèæåíèÿ âîç-

äóøíûõ ïîòîêîâ, ïðåîáðàçîâûâàòü ýòè ïîòîêè è âíîâü
âîçâðàùàòü èõ îñíîâíîìó âèõðþ. Íî âîçâðàùåííûå
ïîòîêè äîëæíû âñòóïàòü âî âçàèìîäåéñòâèå ñ îñíîâ-
íûì âèõðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå îí
ðàçðóøàëñÿ, ïðåâðàùàÿñü â íåîðãàíèçîâàííóþ òóðáó-
ëåíòíóþ âîçäóøíóþ ñðåäó. (Âûðàæåíèå «òóðáóëåíò-
íàÿ âîçäóøíàÿ ñðåäà» îçíà÷àåò, ÷òî âåòåð â ðàéîíå
òîðíàäî áóäåò äóòü â ñàìûå ðàçíûå ñòîðîíû, òîëüêî íå
ê öåíòðó òîðíàäî.) Âîò â ýòîì è ñîñòîèò íàøà çàäà÷à.

Íî âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ñ÷èòàòü íàøó ôèçè-
÷åñêóþ ìîäåëü áëèçêîé ê ïðèðîäíîìó àòìîñôåðíîìó
âèõðþ, åñëè ó ïðèðîäíîãî âèõðÿ íåò ñâîáîäíîé ïîâåðõ-
íîñòè, êàê ó âîäû â íàøåé ìîäåëè, à òàêæå îòñóòñòâóþò
òâåðäûå ñòåêëÿííûå ñòåíêè?

Òå, êòî çàíèìàþòñÿ âîïðîñàìè âèõðåîáðàçîâàíèÿ,
çíàþò, ÷òî âèõðü îáÿçàòåëüíî äîëæåí íà÷èíàòüñÿ è
çàêàí÷èâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Îí
êàê áû «ïðèñàñûâàåòñÿ» ê íèì ñâîèìè îêîí÷àíèÿìè,
ò.å. îêîí÷àíèÿ âèõðÿ íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñâîáîäíî
â ñïëîøíûõ ñðåäàõ. Åñëè æå âèõðåâàÿ íèòü èëè
âèõðåâàÿ òðóáêà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà âèõðåâûõ
íèòåé, îáðàçóåòñÿ âíóòðè ñïëîøíîé ñðåäû, âäàëè îò
ñâîáîäíîé èëè êîíòàêòíîé ñ âíåøíåé ñðåäîé ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè, òî îíà íå äîëæíà èìåòü íè íà÷àëà, íè
êîíöà. Ýòî òîò âàðèàíò, êîãäà âèõðü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàìêíóòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó, íàçûâàåìóþ
òîðîì. Òàêîå îáúåìíîå òåëî ëåãêî ñåáå ïðåäñòàâèòü êàê
äûìîâîå êîëüöî, îáðàçóþùååñÿ ïðè âûõëîïå ãàçîâ
(ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ æèäêîãî òîïëèâà) äâèãàòåëÿìè â
ìîìåíò èõ çàïóñêà. Î÷åíü ÷àñòî åãî ìîæíî âèäåòü
âûëåòàþùèì ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ èç âûõëîïíîé òðó-
áû ïðè çàïóñêå äèçåëüíîãî äâèãàòåëÿ òðàêòîðà. Ïðè
îïðåäåëåííîì íàâûêå êóðèëüùèê ìîæåò ðàçâëåêàòüñÿ
êîëå÷êàìè, îáðàçîâàííûìè âûäûõàåìûì èì äûìîì.
Åñòü è öåëûé ðÿä äåìîíñòðàöèîííûõ óñòðîéñòâ, âîñ-
ïðîèçâîäÿùèõ âèõðåâûå êîëüöà êàê â ãàçîîáðàçíûõ,
òàê è â æèäêèõ ñðåäàõ. Çíà÷èò, ñóùåñòâîâàíèå îòäåëü-
íîãî àòìîñôåðíîãî âèõðÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ôèçè÷åñ-
êîå ñîñòîÿíèå àòìîñôåðû âåðõíèõ ñëîåâ ïðèíöèïèàëü-
íî îòëè÷àåòñÿ îò ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íèæíèõ îêî-
ëîçåìíûõ ñëîåâ àòìîñôåðû, ïðè÷åì íàñòîëüêî, ÷òî
äàæå âèõðü «ïðèñàñûâàåòñÿ» ê íåâèäèìîé ãðàíèöå
ðàçäåëà.

Ýòî îáùåå çàêëþ÷åíèå èç íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ
ïîäòâåðæäàåòñÿ èññëåäîâàíèÿìè ñïåöèàëèñòîâ â âîï-
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ðîñàõ ôèçèêè àòìîñôåðû, êîòîðûå óæå ìíîãî äåñÿòè-
ëåòèé çíàþò î ñëîèñòîì ñòðîåíèè àòìîñôåðû è âåñüìà
ñëîæíîì äâèæåíèè ýòèõ ñëîåâ. Ñëîè ðàçëè÷àþòñÿ,
íàïðèìåð, òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè, êàê ïëîòíîñòü, äàâëå-
íèå, òåìïåðàòóðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü,
èñïîëüçóþùàÿ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü æèäêîé ñðåäû,
íå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ àòìîñôåð-
íûõ âèõðåé.

Äàëåå.
Åñëè âñïîìíèòü êàðòó ïîãîäû, ïîêàçûâàåìóþ, íà-

ïðèìåð, åæåäíåâíî ïî ðàçëè÷íûì òåëåâèçèîííûì êà-
íàëàì, òî ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî
àòìîñôåðíûå âèõðè äâèæóòñÿ îäèí çà äðóãèì ñ çàïàäà
íà âîñòîê, î÷åíü äîëãî ñîõðàíÿÿ êàæäûé ñâîþ èíäèâè-
äóàëüíîñòü.

Èç ãèäðîàýðîäèíàìèêè è ìåòåîðîëîãèè õîðîøî èçâå-
ñòíî, ÷òî äâà ñîñåäíèõ âèõðÿ ìîãóò èìåòü êàê îäèíàêî-
âûå íàïðàâëåííîñòè âðàùåíèÿ, òàê è ïðîòèâîïîëîæ-
íûå. Ïðè ýòîì îäèíàêîâûå âèõðè ðàâíîé èíòåíñèâíî-
ñòè, íî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé âðàùåíèÿ äâè-
æóòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó âäîëü ðàçäåëÿþùåé èõ
ïîâåðõíîñòè. Âèõðè æå, îäèíàêîâûå è ïî íàïðàâëåíèþ
âðàùåíèÿ, ñîâåðøàþò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã
èõ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà.

Â íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé è ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ÷è-
òàòåëü ìîæåò íàéòè ìàññó ôîòîãðàôèé, èëëþñòðèðóþ-
ùèõ âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé. Äëÿ íàñ æå âàæíî, ÷òî
âèõðè, â òîì ÷èñëå è àòìîñôåðíûå, ñîõðàíÿþò ñâîþ
èíäèâèäóàëüíîñòü â îáùåé äèíàìèêå äâèæåíèÿ áåñêî-
íå÷íîãî ïîòîêà âèõðåé. Ïðè ýòîì êàæäûé èç íèõ
îãðàíè÷åí è îòäåëåí «ñâîèì» ïðîñòðàíñòâîì, êàê ñòåê-
ëÿííîé ñòåíîé. È â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îñóùåñòâëÿåòñÿ
âñÿ ñîáñòâåííàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ ñðåäû. Ãîâîðÿò, ÷òî
âèõðü îòäåëåí ñâîèìè ëèíèÿìè òîêà îò îñòàëüíîé ÷àñòè
ñïëîøíîé ñðåäû. Ýòè ëèíèè òîêà â ñîâîêóïíîñòè
ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, àíàëîãè÷íóþ âíåø-
íåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêè, âíóòðè êîòî-
ðîé ðàñïîëàãàåòñÿ âåñü âèõðü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåê-
ëÿííûå ñòåíêè ôèçè÷åñêîé ìîäåëè âîñïðîèçâîäÿò êàð-
òèíó îãðàíè÷åíèÿ àòìîñôåðíîãî âèõðÿ â ïðîñòðàíñòâå
ñîáñòâåííûìè ëèíèÿìè òîêà.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âîñïðîèçâåäåíèÿ âèõðåâîãî
äâèæåíèÿ â ñïëîøíîé ñðåäå ïîñòàâëåíà, óñëîâèÿ èçâå-
ñòíû. Êðèòåðèåì ðàçâèòèÿ òîðíàäî áóäåò îáðàçîâàíèå
âîðîíêè è âîçíèêíîâåíèå õîáîòà. Åñëè â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ íàøåãî óñòðîéñòâà â ñðåäå  íå ðàçâèâàåòñÿ
âîðîíêà è íå âîçíèêàåò õîáîò, òî ìû íàøëè ñïîñîá è
ñðåäñòâî äëÿ òîðìîæåíèÿ ðàçâèòèÿ òîðíàäî. È â ýòîì
áóäåò ñîñòîÿòü íàø ñàìûé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå íåêèå ãèïîòåòè÷åñêèå óñòà-
íîâêè, êîòîðûå, îáëàäàÿ çàïàñîì ýíåðãèè, íå èìåþùèì
îòíîøåíèÿ ê òîðíàäî, âîçäåéñòâóþò íà òîðíàäî òàê, ÷òî
ðàçðóøàþò êàê ñàì òîðíàäî, òàê è óñëîâèÿ åãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ. Íî ïðè ýòîì, êàê îêàçûâàåòñÿ,
íåîáõîäèìà ýíåðãèÿ â òàêîì êîëè÷åñòâå, ÷òî îíà ñðàâ-
íèìà ñ ýíåðãèåé íåñêîëüêèõ ñàìûõ áîëüøèõ ýëåêòðî-
ñòàíöèé èç ñóùåñòâóþùèõ íà çåìëå. Òàêîé ïóòü êðàéíå
ðàñòî÷èòåëåí äëÿ ÷åëîâå÷åñòâà.

×òîáû íå òðàòèòü äîïîëíèòåëüíóþ ýíåðãèþ, íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèåé òîðíàäî. Òàêîé

ïðîöåññ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñàìîïîäàâëåíèåì òîðíàäî.
×åì áîëüøóþ ýíåðãèþ òîðíàäî ïûòàåòñÿ ïåðåäàòü
îêðóæàþùåé ñðåäå, òåì áîëüøå ýòà ñðåäà áóäåò åìó
ïðîòèâîäåéñòâîâàòü, ïðåâðàùàÿ ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ
òîðíàäî â ýíåðãèþ áîðüáû ñ íèì.

Íó, äîïóñòèì, ýòà ìûñëü íàì ïîíÿòíà. À êàê åå
îñóùåñòâèòü?

Âñïîìíèì, ÷òî åñòü ýíåðãèÿ âîçäóøíûõ ïîòîêîâ,
äâèæóùèõñÿ ê öåíòðó òîðíàäî. À âåäü èìåííî îíà,
âîçâðàùàÿñü â òîðíàäî, ïðèíîñèò, èëè, ìîæíî ñêàçàòü,
âîçâðàùàåò åìó ýíåðãèþ ðàçâèòèÿ. Ïðè ýòîì ñàìîîðãà-
íèçàöèÿ òîðíàäî òàêîâà, ÷òî âîçâðàùåííàÿ ýíåðãèÿ
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íå ðàññåèâàåòñÿ, à ñêëàäûâà-
åòñÿ ñ óæå èìåþùåéñÿ ýíåðãèåé âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ òîðíàäî. Èíûìè ñëîâàìè, òîðíàäî, ðàçáðàñûâàÿ
ñâîþ ýíåðãèþ â âåðõíåé ÷àñòè, âîçâðàùàåò åå â ñâîåé
öåíòðàëüíîé íèæíåé ÷àñòè.

Òî æå ñàìîå ìû âèäèì â íàøåé óñòàíîâêå. Ìàêîâûå
çåðíà ïîêàçûâàþò, êàê â íèæíåé ÷àñòè îíè «ñáåãàþòñÿ»
ê öåíòðó è òàì âîçíîñÿòñÿ ââåðõ. Çíà÷èò, íóæíî
èñïîëüçîâàòü ýòè íèæíèå ïðèäîííûå ïîòîêè äëÿ ïîäàâ-
ëåíèÿ ðàçâèòèÿ âîðîíêè.

Ãèãàíòñêèé âèõðü òîðíàäî íåîáõîäèìî çàñòàâèòü âçà-
èìîäåéñòâîâàòü ñ áîëåå ìåëêèì âèõðåì (íî íå ìåëü÷àé-
øèì). Íóæíî, ÷òîáû ãëàâíûé âèõðü «çàìå÷àë» áîëåå
ìåëêèé âèõðü è àêòèâíî âñòóïàë ñ íèì âî âçàèìîäåé-
ñòâèå, è ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
îáðàçîâûâàëèñü ïóñòü â áîëüøîì êîëè÷åñòâå, íî áîëåå
ìåëêèå âèõðè, êîòîðûå ïîãëîùàëè áû ýíåðãèþ îñíîâ-
íîãî âèõðÿ è ðàññåèâàëè åå â ñðåäå. Ïðè ýòîì ïðîöåññ
àêêóìóëèðîâàíèÿ ñðåäîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ äîëæåí
áûòü õàîòè÷åñêèì, à íå íàïðàâëåííûì íà êîíöåíòðèðî-
âàíèå åå â îäíîì öåíòðàëüíîì âèõðå – òîðíàäî.

Òåïåðü óìåñòíî âñïîìíèòü, êàê èñòåêàåò æèäêîñòü
÷åðåç ñòîê â ðàêîâèíå. Åñëè íà äíå ñîñóäà ðàñïîëîæèòü
ðåøåòêó ñ îòâåðñòèÿìè (ðèñ.6), ïðè÷åì òàê, ÷òî îíà

áóäåò íàõîäèòüñÿ íà íåêîòîðîé âûñîòå íàä äîííîé
ïîâåðõíîñòüþ, òî ìû ïîëó÷èì öåëóþ ñåðèþ ñòîêîâ äëÿ
ïðèäîííûõ ïîòîêîâ æèäêîñòè. Òîëüêî â ýòîì âàðèàíòå
÷åðåç ñòîê æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, à íå ñëèâàåòñÿ
âíèç. È ïðè ýòîì îíà òàêæå çàêðó÷èâàåòñÿ â âèõðü. Â
ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò öåëûé ðÿä âèõðåé, èõ óäîáíåå
íàçûâàòü âèõðåâûìè íèòÿìè, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâó-
þò äðóã ñ äðóãîì è ðàçäåëÿþò ñîáîé îñíîâíîé âèõðü íà
ãðóïïû âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèõðåé.

Íà ðèñóíêå 7,à ïîêàçàíû òðàåêòîðèè ïðèäîííîãî

Ðèñ. 6
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Ðèñ. 10

Ðèñ. 12

äâèæåíèÿ ìàêîâûõ çåðåí,
äåìîíñòðèðóþùèõ ñïè-
ðàëüíûå ëèíèè òîêà æèä-
êîñòè îò ñòåíîê ñîñóäà ê
öåíòðó. Çäåñü îíè ïîä-

õâàòûâàþòñÿ âîñõîäÿùèìè ïîòîêàìè æèäêîñòè è ïîä-
íèìàþòñÿ ê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ñîñòàâ-
ëÿÿ îäèí ìîùíûé âèõðåâîé ïîòîê. Íà ðèñóíêå 7,á
ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà ðåøåòêà ñ ãåêñàãîíàëüíûì ðàñ-
ïîëîæåíèåì êàíàëîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðèäîííûå ïîòîêè
æèäêîñòè ìîãóò ïðîõîäèòü â îáëàñòü ãëàâíîãî âèõðÿ,
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñîñòàâëÿÿ òåëî îñíîâíîãî âèõ-
ðÿ. Ðèñóíîê 8 (âèä ñâåðõó) èëëþñòðèðóåò ðàñïîëîæå-
íèå ðåøåòêè â öåíòðàëüíîé ïðèäîííîé îáëàñòè ñîñóäà.
Ñïèðàëüíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû íàáëþäàåìûå â ýêñ-
ïåðèìåíòå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ìàêîâûõ çåðåí ïîä
âîçäåéñòâèåì îñíîâíîãî öèðêóëèðóþùåãî äâèæåíèÿ,
êîòîðîå âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ àêòèâàòîðà,
âðàùàþùåãîñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

À ïîêà èäåì äàëüøå.
Âèäèì (ðèñ.9), ÷òî ìàêîâûå çåðíà, ïðîéäÿ ÷åðåç

êàíàëû ðåøåòêè ñíèçó ââåðõ, âîâëåêàþòñÿ â ïðîöåññ
îáùåãî âèõðåâîãî äâèæåíèÿ, ïîäíèìàÿñü ïî ñïèðàëè.
Çàòåì àêòèâàòîð èõ ðàññåèâàåò ê ïåðèôåðèè, ãäå îíè
ó÷àñòâóþò âî âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè ñðåäû, íèñïà-
äàÿ ïî ñïèðàëè êî äíó. Â öåíòðàëüíîé æå ïðèäîííîé
÷àñòè ïîòîêè ìàêîâûõ çåðåí âíîâü ïðîõîäÿò ÷åðåç
ðåøåòêó ââåðõ è îïÿòü âîâëåêàþòñÿ â îñíîâíîå öåíò-
ðàëüíîå äâèæåíèå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êàðòèíîé íà ðèñóí-
êå 3 çäåñü äâèæåíèå ìàêîâûõ çåðåí õàîòè÷íîå è çàìåò-

íî áîëåå ìåäëåííîå.
È òåïåðü òîæå ìîæíî
âèäåòü âðàùàòåëüíîå
è öèðêóëÿöèîííîå
äâèæåíèå æèäêîñòè.
Íî ñêîëüêî áû âû íè
ïîääåðæèâàëè âðàùà-
òåëüíîå äâèæåíèå
æèäêîñòè ñâîèì àêòè-
âàòîðîì, äîáèòüñÿ îá-
ðàçîâàíèÿ âîðîíêè è
õîáîòà íå óäàåòñÿ. Èç-
ìåíåíèå ðàçìåðîâ ðå-
øåòêè, äèàìåòðà êà-
íàëîâ ðåøåòêè, âûñî-
òû ðàñïîëîæåíèÿ ðå-

øåòêè íàä äíîì ñîñóäà
íå èçìåíÿåò ðåçóëüòàò
– âîðîíêà è õîáîò íå
îáðàçóþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 10 ïðè-
âåäåíà ôîòîãðàôèÿ
îáúåìà æèäêîñòè, íà-
õîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì àêòèâàòîðà â
ïðèñóòñòâèè ðåøåòêè.
Ìàêîâûå çåðíà íå äî-
áàâëÿëèñü. Ôîòîãðà-
ôèðîâàíèå ïðîâîäè-
ëîñü ñ áîêîâîé ïîäñâåò-
êîé, äëÿ òîãî ÷òîáû çà-
ôèêñèðîâàòü äâèæåíèå
êàâèòàöèîííûõ ïó-
çûðüêîâ, êîòîðûå òàê-
æå äåëàþò âèäèìûìè âîçíèêøèå ïîòîêè æèäêîñòè.
Âèõðü íå îáðàçóåòñÿ.

Îäíàêî, ìîæåò áûòü, ñàìî òåëî, ïîãðóæåííîå íà äíî
ñîñóäà, ìåøàåò ðàçâèòèþ õîáîòà? Äëÿ ïðîâåðêè çàêðû-
âàåì êàíàëû ñâåðõó
òîíêîé ïëåíêîé, ÷òî-
áû èñêëþ÷èòü ïîòîêè
æèäêîñòè ÷åðåç êàíà-
ëû. Çàïóñêàåì óñòðîé-
ñòâî è âèäèì ñëåäóþ-
ùåå. Ìàêîâûå çåðíà,
ðàñïîëàãàâøèåñÿ íà
ïëåíêå, ïîêðûâàþùåé
äèñê, òðàäèöèîííî
ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ.
Æèäêîñòü ïðèîáðåòà-
åò öèðêóëÿöèîííîå
äâèæåíèå. Îáðàçóåò-
ñÿ âîðîíêà, à çàòåì è
õîáîò (ðèñ.11).

Âîçìîæíî çàìå÷à-
íèå. Â ýêñïåðèìåíòå
âîðîíêà ïûòàåòñÿ ðàçâèòüñÿ ïðÿìî íàä ðåøåòêîé, à îíà
ýòîãî «íå ïîçâîëÿåò». À ÷òî åñëè, êàê â ïðèðîäå, âèõðü
áóäåò ðàçâèâàòüñÿ ãäå-òî â ñòîðîíå îò ðåøåòêè? Òîãäà
îíè äðóã äðóãà ìîãóò íå çàìåòèòü. È ÷òî äàëüøå?

Áåðåì áîëåå êðóïíûé ñîñóä, ÷òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü èçìåíÿòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå àêòèâàòîðà è
ñâÿçàííîé ñ íèì âîðîíêè ïî îòíîøåíèþ ê ìåñòó ðàñïî-
ëîæåíèÿ ðåøåòêè. Ñíà÷àëà óáåæäàåìñÿ, ÷òî âîðîíêà
ðàçâèâàåòñÿ. Íî òåïåðü
íà åå ðàçâèòèå òðåáóåòñÿ
áîëüøåå âðåìÿ, ïîñêîëü-
êó ïðèíÿòü ó÷àñòèå â âèõ-
ðåâîì äâèæåíèè äîëæíà
áóëüøàÿ ìàññà âîäû. È
âñå æå âîðîíêà ðàçâèâà-
åòñÿ, êàê ýòî âèäíî íà
ôîòîãðàôèè íà ðèñóíêå
12. Çàòåì íà äíå ñîñóäà
ðàçìåùàåì ðåøåòêó, ïî
ãîðèçîíòàëè ñìåùåííóþ

Ðèñ. 9

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8

Ðèñ. 11



Ðèñ. 14

Ðèñ. 13

îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ
àêòèâàòîðà. Òåïåðü õî-
ðîøî âèäíî (ðèñ.13), ÷òî
íè ðàñïîëîæåíèå àêòèâà-
òîðà, íè ïðîäîëæèòåëü-
íîå âî âðåìåíè ïîääåð-
æàíèå âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ âåðõíåãî ñëîÿ
æèäêîñòè íå ïðèâîäÿò ê
òîìó ñëó÷àþ, êîãäà âî-
ðîíêà â ñâîåé íèæíåé

÷àñòè îòäåëÿåòñÿ îò àêòèâàòîðà è âñå áîëåå è áîëåå
óãëóáëÿåòñÿ. Ìàêîâûå çåðíà äåìîíñòðèðóþò õàîòè÷åñ-
êîå äâèæåíèå æèäêîñòè è òîò ôàêò, ÷òî âèõðåâûå
ïîòîêè, ïðîøåäøèå ÷åðåç ðåøåòêó, õîòÿ è «ïîä÷èíÿþò-
ñÿ âîëå» îñíîâíîãî öåíòðàëüíîãî âèõðÿ, íî âñòóïàþò ñ
íèì â àêòèâíîå ïðîòèâîäåéñòâèå. Â ðåçóëüòàòå â æèä-
êîé ñðåäå îáðàçóåòñÿ, êàê ãîâîðÿò, òóðáóëåíòíûé õàîñ.
Íî çàòî îñíîâíîé âèõðü íå ðàçâèâàåòñÿ. À èìåííî ýòî
íàì è íóæíî.

À òåïåðü – ñàìîå ãëàâíîå. ×òî ìû ïðåäëîæèì ëþäÿì?
Ïî íàøåìó ðàçóìåíèþ, åñòåñòâåííî ïðåäëîæèòü ïîñò-
ðîèòü íà ïóòè òîðíàäî ðÿäîì ñ ïîñåëåíèÿìè ñîîðóæå-
íèÿ òèïà ðåøåòêè íà îïîðå (ðèñ.14). Ðåøåòêà (4) â
âèäå ïåðôîðèðîâàííîãî öèëèíäðè÷åñêèìè êàíàëàìè
îñíîâíîãî öèëèíäðà – ýòî ëèøü âàðèàíò òîãî òåëà,
êîòîðîå áóäåò èçìåíÿòü íàïðàâëåíèå âîçäóøíûõ ïîòî-
êîâ (5), çàâèõðÿòü èõ è óæå ïîòîì âîçâðàùàòü èõ

îñíîâíîìó âèõðåâîìó ïîòîêó. Äàëåå, ïîíÿòíî, ñàì
òîðíàäî (1, 2, 3) ëèáî áîðåòñÿ ñ ñîáîé äî òîé ïîðû, ïîêà
íå èññÿêíåò åãî ýíåðãèÿ, ëèáî îí ïåðåìåñòèòñÿ ïîäàëü-
øå îò ëþäñêèõ ïîñåëåíèé è óãîäèé.

Íà íàø âçãëÿä, òàêîé ñïîñîá áîðüáû ñàìûé îïòè-
ìàëüíûé.

È – ïðîùàé, òîðíàäî!

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò
È Ç  È Ñ Ò Î Ð È È  Í À Ó Ê È

Â
 ÒÀÒÜßÍÈÍ ÄÅÍÜ 25 ßÍÂÀÐß 2005 ÃÎÄÀ ÌÎÑÊÎÂ-
ñêîìó ãîñóäàðñòâåííîìó óíèâåðñèòåòó èì. Ì.Â.Ëî-

ìîíîñîâà èñïîëíèëîñü 250 ëåò. Íà ïðàçäíèê ñúåõà-
ëèñü ãîñòè èç ìíîãèõ óíèâåðñèòåòîâ ìèðà, â òîðæå-
ñòâåííûõ öåðåìîíèÿõ ïðèíèìàëè ó÷àñòèå âûñîêèå ðó-
êîâîäèòåëè ãîñóäàðñòâà. Ïî ñóòè, ýòîò äåíü îòìå÷àëñÿ
âñåé Ðîññèåé.

Óêàç îá îáðàçîâàíèè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà áûë
ïîäïèñàí èìïåðàòðèöåé Åëèçàâåòîé Ïåòðîâíîé 12 ÿí-
âàðÿ (25 ïî íîâîìó ñòèëþ) 1755 ãîäà ïî ïðåäñòàâëåíèþ
ãðàôà Èâàíà Èâàíîâè÷à Øóâàëîâà. Ïðîåêò ñîçäàíèÿ
óíèâåðñèòåòà ïðèíàäëåæàë âûäàþùåìóñÿ ó÷åíîìó-ýí-
öèêëîïåäèñòó Ìèõàèëó Âàñèëüåâè÷ó Ëîìîíîñîâó, ñî-
ãëàñíî ïëàíàì êîòîðîãî â íîâîì âûñøåì ó÷åáíîì
çàâåäåíèè Ðîññèè áûëè îòêðûòû òðè ôàêóëüòåòà: ôè-
ëîñîôñêèé, þðèäè÷åñêèé è ìåäèöèíñêèé. Ñâîå îáó÷å-
íèå ñòóäåíòû íà÷èíàëè íà ôèëîñîôñêîì ôàêóëüòåòå,

ãäå ïîëó÷àëè áàçîâûå çíàíèÿ êàê ïî åñòåñòâåííûì, òàê
è ïî ãóìàíèòàðíûì íàóêàì. Ïðîäîëæèòü îáðàçîâàíèå
ìîæíî áûëî íà ëþáîì èç óêàçàííûõ ôàêóëüòåòîâ â
ñîîòâåòñòâèè ñ èçáðàííîé ñïåöèàëüíîñòüþ. Ïðåïîäàâà-
íèå â óíèâåðñèòåòå âåëîñü íà ëàòûíè è íà ðóññêîì
ÿçûêå, à îòñóòñòâèå â ñòðóêòóðå óíèâåðñèòåòà áîãîñëîâ-
ñêîãî ôàêóëüòåòà áûëî îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì â Ðîññèè
ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ïîäãîòîâêè ñëóæèòåëåé öåðêâè.

Âñêîðå ïîñëå ó÷ðåæäåíèÿ Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà
ïðè íåì áûëè îòêðûòû òèïîãðàôèÿ è êíèæíàÿ ëàâêà,
íà÷àëè èçäàâàòüñÿ ãàçåòà «Ìîñêîâñêèå âåäîìîñòè» è
æóðíàë «Ïîëåçíîå óâåñåëåíèå». Òîãäà æå ïåðâûõ
÷èòàòåëåé ïðèíÿëà óíèâåðñèòåòñêàÿ áèáëèîòåêà, êîòî-
ðàÿ áîëåå 100 ëåò îñòàâàëàñü åäèíñòâåííîé îáùåäîñ-
òóïíîé áèáëèîòåêîé â Ìîñêâå. Ïîä ýãèäîé Ìîñêîâñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà âîçíèêëè è ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ìíîãèå
öåíòðû îòå÷åñòâåííîé êóëüòóðû, íàóêè è ïðîñâåùå-
íèÿ. Ñðåäè íèõ – Ìàëûé òåàòð, Ïåòåðáóðãñêàÿ àêàäå-
ìèÿ õóäîæåñòâ, Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò.

Â XIX âåêå íà áàçå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà áûëè
îáðàçîâàíû ðàçëè÷íûå îáùåñòâà: èñïûòàòåëåé ïðèðî-

À.Âàñèëüåâ, ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êà-
ôåäðîé ôèçèêè íèçêèõ òåìïåðàòóð è ñâåðõ-
ïðîâîäèìîñòè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ
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äû, èñòîðèè è äðåâíîñòåé ðîññèéñêèõ, ëþáèòåëåé ðîñ-
ñèéñêîé ñëîâåñíîñòè. Â 1804 ãîäó áûë ïðèíÿò óíèâåð-
ñèòåòñêèé óñòàâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó óíèâåðñèòåò ïîëó-
÷èë øèðîêóþ àâòîíîìèþ. Ðàçâèòèå äåìîêðàòè÷åñêèõ
íà÷àë â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå íåìàëî ñïîñîáñòâî-
âàëî àêòèâèçàöèè îáùåñòâåííî-ïîëèòè÷åñêîé æèçíè â
ñòðàíå. Èìåííî â åãî àóäèòîðèÿõ êèïåëè áóðíûå ñïîðû
çàïàäíèêîâ è ñëàâÿíîôèëîâ î ïóòÿõ ðàçâèòèÿ Ðîññèè.

Â êîíöå XIX – íà÷àëå XX âåêà ïî èíèöèàòèâå è ïðè
ñîäåéñòâèè óíèâåðñèòåòà âîçíèêëè çíàìåíèòûå ìîñ-
êîâñêèå ìóçåè: Ïîëèòåõíè÷åñêèé, Èñòîðè÷åñêèé, Çîî-
ëîãè÷åñêèé, Àíòðîïîëîãèè, Èçÿùíûõ èñêóññòâ; îò-
êðûëèñü Áîòàíè÷åñêèé ñàä è Ìîñêîâñêèé çîîïàðê.
Ïîñëå ðåâîëþöèè 1917 ãîäà â îðãàíèçàöèè Ìîñêîâñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà ïðîèçîøëè êàðäèíàëüíûå ïåðåìåíû.
Áûëà íå òîëüêî îòìåíåíà ïëàòà çà îáó÷åíèå, íî è
âíåäðåíà ñèñòåìà ñòóäåí÷åñêèõ ñòèïåíäèé. Óíèâåðñè-
òåò ïåðåøåë íà ãîñóäàðñòâåííîå îáåñïå÷åíèå. Ïðî-
èçîøëî ðåçêîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà ãîòîâÿùèõñÿ ñïåöèà-
ëèñòîâ. Íà áàçå íåêîòîðûõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòà
áûëè îáðàçîâàíû íîâûå âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ.

Ê íà÷àëó Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû óíèâåðñèòåò íàñ÷è-
òûâàë îêîëî 5000 ñòóäåíòîâ, îáó÷àâøèõñÿ ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì ãóìàíèòàðíûõ è åñòåñòâåííûõ íàóê òîãî
âðåìåíè. Â 1940 ãîäó, ê ïðàçäíîâàíèþ 185-ëåòèÿ
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, åìó áûëî ïðèñâîåíî èìÿ
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Ñ îñåíè 1941 ãîäà óíèâåðñèòåò íàõî-
äèëñÿ â ýâàêóàöèè – ñíà÷àëà â Àøõàáàäå, çàòåì â
Ñâåðäëîâñêå, à â Ìîñêâó óíèâåðñèòåò âåðíóëñÿ âåñíîé
1943 ãîäà. Ó÷åíûå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà âíåñëè
âàæíûé âêëàä â äåëî ïîâûøåíèÿ îáîðîíîñïîñîáíîñòè
ñòðàíû. Çà ãîäû âîéíû áûëè ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåí-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïî àýðîäèíàìèêå è ãèäðîäèíàìèêå,
ðàäèîñâÿçè, àâòîìàòèêå è ñèñòåìàì óïðàâëåíèÿ, ðàçðà-
áîòêå âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâ. Áûëè îòêðûòû íîâûå ìåñ-
òîðîæäåíèÿ ñòðàòåãè÷åñêè âàæíûõ ïîëåçíûõ èñêîïàå-
ìûõ, â ìåäèöèíñêóþ ïðàêòèêó áûëè ââåäåíû íîâûå
ëåêàðñòâåííûå ïðåïàðàòû.

Â ïîñëåâîåííûå ãîäû Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò ñòàë
ñèìâîëîì âîññòàíîâëåíèÿ ðàçðóøåííîãî õîçÿéñòâà ñòðà-
íû. Íà Ëåíèíñêèõ ãîðàõ áûë âîçâåäåí âåëè÷åñòâåííûé
êîìïëåêñ çäàíèé Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò ÿâëÿåò-
ñÿ êðóïíåéøèì êëàññè÷åñêèì óíèâåðñèòåòîì Ðîññèè.
Íà 29 åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ ôàêóëüòåòàõ ÌÃÓ
îáó÷àåòñÿ áîëåå ñîðîêà òûñÿ÷ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è
äîêòîðàíòîâ, à òàêæå ñïåöèàëèñòîâ â ñèñòåìå ïîâûøå-
íèÿ êâàëèôèêàöèè. Îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ âåäåòñÿ ïî 27
íàïðàâëåíèÿì è 57 ñïåöèàëüíîñòÿì. Òåìàòèêà àñïè-
ðàíòîâ è äîêòîðàíòîâ îõâàòûâàåò ïðàêòè÷åñêè âåñü
ñïåêòð ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Ó÷åáíûé
ïðîöåññ â ÌÃÓ îáåñïå÷èâàåò óíèêàëüíûé êîëëåêòèâ
ïðåïîäàâàòåëåé è ó÷åíûõ, ñðåäè êîòîðûõ äâå ñ ïîëîâè-
íîé òûñÿ÷è äîêòîðîâ è øåñòü òûñÿ÷ êàíäèäàòîâ íàóê,
îêîëî òûñÿ÷è ïðîôåññîðîâ è äâóõ òûñÿ÷ äîöåíòîâ è
ñòàðøèõ ïðåïîäàâàòåëåé.

Â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå ðåàëèçîâàíà, ïî ñóòè,
îïòèìàëüíàÿ êîíöåïöèÿ ñî÷åòàíèÿ íàóêè è îáðàçîâà-
íèÿ. Â ñòðóêòóðå óíèâåðñèòåòà èìååòñÿ ðÿä öåíòðîâ è
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ èíñòèòóòîâ, îäíàêî íàó÷íàÿ
ðàáîòà îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå ïðîôåññîðàìè è ïðåïîäà-
âàòåëÿìè, êîòîðûå èìåþò âîçìîæíîñòü ïðèâëåêàòü ê
íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì òàëàíòëèâóþ ìîëîäåæü óæå ñ
ìëàäøèõ êóðñîâ. Ñðåäè âûïóñêíèêîâ è ïðåïîäàâàòå-
ëåé Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà ëàóðåàòû ïðåñòèæíûõ
íàöèîíàëüíûõ è ìåæäóíàðîäíûõ ïðåìèé. Èç 18 Íîáå-
ëåâñêèõ ïðåìèé, ïðèñóæäåííûõ íàøèì ñîîòå÷åñòâåí-
íèêàì, 11 ïðèíàäëåæàò âûïóñêíèêàì è ïðîôåññîðàì
ÌÃÓ.

Ïðàçäíîâàíèå 250-ëåòèÿ Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà
äàëî íîâûé èìïóëüñ åãî ðàçâèòèþ. Ê þáèëåþ áûëà
îòêðûòà Ôóíäàìåíòàëüíàÿ áèáëèîòåêà ÌÃÓ, íà÷àëîñü
îñâîåíèå íîâîé òåððèòîðèè. Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò
êîìïëåêòóåòñÿ ñàìûì ñîâðåìåííûì îáîðóäîâàíèåì,
ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå òåìàòèêè íàó÷íûõ èññëåäîâà-
íèé è ôîðìèðîâàíèå íîâûõ ôàêóëüòåòîâ. Íàðÿäó ñ
êëàññè÷åñêèìè ôàêóëüòåòàìè – ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèì, ôèçè÷åñêèì, õèìè÷åñêèì è äð. ïîÿâèëèñü
íîâûå ôàêóëüòåòû – ôàêóëüòåò íàóê î ìàòåðèàëàõ,
áèîèíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòèêè, ôóíäàìåíòàëüíîé
ìåäèöèíû è äð. Âñå îíè îáåñïå÷èâàþò ìèðîâîé óðîâåíü
ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ è ñïîñîáñòâóþò óêðåïëåíèþ
ïîçèöèé Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà êàê îäíîãî èç
âåäóùèõ öåíòðîâ íàóêè è îáðàçîâàíèÿ â ìèðå.

Ïîçäðàâëÿåì ÷ëåíîâ Ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè
æóðíàëà «Êâàíò»  è åãî àêòèâíûõ àâòîðîâ,

íàãðàæäåííûõ Ïî÷åòíûì çíàêîì «250 ëåò ÌÃÓ» —
çà ñàìîîòâåðæåííîå ñëóæåíèå Ðîññèéñêîé íàóêå

è îáðàçîâàíèþ:
Âàñèëüåâà À.Í., Ãðèãîðüåâà Å.À.,

Äóáðîâñêîãî Â.Í., Êîçëîâà Â.Â., Êðîòîâà Ñ.Ñ.,
Ìåäâåäåâà Ã.Í., Ïàíôåðîâà Â.Ñ., Ïîãîæåâà Â.À.,

Ðîçîâà Í.Õ., Ñåìåíîâà Ì.Â., Ñåðãååâà È.Í.,
Ñêëÿíêèíà À.À., Ñóðäèíà Â.Ã., Òèõîìèðîâà Â.Ì.,

×åñíîêîâà Ñ.Ñ.



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 àâãóñòà 2005 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹3–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1951» èëè «Ô1958». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1951–Ì1960, Ô1958–Ô1967

Ì1951. Èìåþòñÿ äâà ðàçíûõ ðàñïîëîæåíèÿ îäíèõ è òåõ
æå ëàäåé íà øàõìàòíîé äîñêå, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî
îäíî ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ïîñëå äâóõ õîäîâ êàæäîé
ëàäüè. Âñåãäà ëè ìîæíî óêàçàòü òðåòüå ðàñïîëîæåíèå
ýòèõ æå ëàäåé íà ýòîé äîñêå, èç êîòîðîãî êàæäîå èç
äâóõ äàííûõ ðàñïîëîæåíèé äîñòèãàåòñÿ îäíèì õîäîì
êàæäîé ëàäüè?

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

Ì1952. Ïóñòü ÀÍ – âûñîòà, BL – áèññåêòðèñà, ÑÌ –
ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ÀÍ, BL è ÑÌ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå â òî÷íîñòè åñëè LH AB� .
á) Äîêàæèòå, ÷òî LH AB�  â òî÷íîñòè åñëè

sin
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–
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–
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À.Ïîëÿíñêèé (ó÷åíèê 10 êë.)

Ì1953. Èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè âûðåçàëè ïî ëèíè-
ÿì ñåòêè ìíîãîóãîëüíèê áåç äûð. Èçâåñòíî, ÷òî åãî
ìîæíî ðàçðåçàòü ïî ëèíèÿì ñåòêè íà ïðÿìîóãîëüíèêè
2 1¥ . Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî åñòü õîòÿ áû îäíà ñòîðîíà
÷åòíîé äëèíû.

Â.Ãóðîâèö

Ì1954. Íàéäèòå âñå òî÷íûå êâàäðàòû âèäà 0 0a b… ,
ãäå à è b – îòëè÷íûå îò íóëÿ öèôðû.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1955. Îäíà èç ïðîåêöèé òî÷êè D íà ñòîðîíû òðåó-
ãîëüíèêà ÀÂÑ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ìåæäó äâó-
ìÿ äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç ïðîåêöèé òî÷êè Ñ
íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABD òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäè-
íîé îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1956. Ñóùåñòâóåò ëè âîçðàñòàþùàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ èç 2005 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ èç íèõ äåëèòñÿ íà êóá èõ
ñóììû? À áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ
òàêèìè æå ñâîéñòâàìè?

È.Àêóëè÷

Ì1957. Èç ïîëíîãî íàáîðà äîìèíî âûáðàëè íåñêîëüêî
êîñòÿøåê è âûëîæèëè ïî ïðàâèëàì â îäèí ðÿä. Äîêà-
æèòå, ÷òî êîñòÿøêè âñåãî íàáîðà ìîæíî âûëîæèòü â
îäèí ðÿä, â êîòîðîì âûáðàííûå êîñòÿøêè èäóò â òîì
æå ïîðÿäêå (ìîæåò áûòü, íå ïîäðÿä).

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

Ì1958*. Ìîæíî íàéòè ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ è ó,
äëÿ êîòîðûõ 2 2x xy y+ +  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öåëîãî
÷èñëà, à òàêæå ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ è ó, äëÿ
êîòîðûõ 2 2x xy y- +  ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ íàéòè ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë õ
è ó, äëÿ êîòîðûõ îáà ÷èñëà 2 2x xy y+ +  è 2 2x xy y- +

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè.
Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1959. Èìåþòñÿ n êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ áóêâåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðîçðà÷íîé ìåøîê, ñîäåðæà-
ùèé 3n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äâîå õîäÿò ïîî÷åðåäíî:
êàæäûé ñâîèì õîäîì áåðåò èç ìåøêà ÷èñëî è çàìåíÿåò
èì êàêîé-ëèáî èç åùå íå çàìåíåííûõ áóêâåííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ïåðâûé èãðîê õî÷åò, ÷òîáû êàæäûé èç n
òðåõ÷ëåíîâ èìåë õîòÿ áû îäèí öåëûé êîðåíü. Ìîæåò ëè
âòîðîé èãðîê âñåãäà (ïðè ëþáîì ñîäåðæèìîì ìåøêà è
ëþáîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî) ýòîìó ïîìåøàòü, åñëè à) n =
= 1; á) n = 2; â) n > 2?

Í.Àãàõàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1960. Ïðîåêöèè âíóòðåííåé òî÷êè ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà íà ãðàíè ñîåäèíåíû îòðåçêàìè ñ âåðøèíàìè
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ñâîèõ ãðàíåé. Â ðå-
çóëüòàòå ïîâåðõ-
íîñòü òåòðàýäðà îêà-
çàëàñü ðàçäåëåííîé
íà øåñòü îáëàñòåé.
Êàæäàÿ ïàðà îáëàñ-
òåé, ñîäåðæàùèõ
ïàðó ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ðåáåð òåòðàýä-
ðà, îêðàøèâàåòñÿ â
ñâîé öâåò: æåëòûé,

ñèíèé èëè êðàñíûé (ðèñ.1). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü,
çàíÿòàÿ êàæäûì öâåòîì, îäíà è òà æå.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ô1958. Íà òîíêèé ïðÿìîé ñòåðæåíü äëèíîé L = 10 ì
íàñàæåíû N = 20 îäèíàêîâûõ ìàëåíüêèõ áóñèíîê,
êîòîðûå ìîãóò ñêîëüçèòü ïî íåìó áåç òðåíèÿ. Ñêîðîñòè
áóñèíîê îäèíàêîâû è ñîñòàâëÿþò v = 2 ì/ñ, à ïðè
ñòîëêíîâåíèÿõ äðóã ñ äðóãîì è ñ óïîðàìè ñòåðæíÿ
ñêîðîñòè áóñèíîê ìåíÿþò íàïðàâëåíèå, îñòàâàÿñü ïðå-
æíèìè ïî âåëè÷èíå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîëîâèíà
áóñèíîê åäåò âïðàâî, ïîëîâèíà – âëåâî. Ñêîëüêî óäà-
ðîâ áóñèíîê îá óïîðû ñòåðæíÿ ïðîèçîéäåò çà âðåìÿ
Ò = 1 ÷? À ñêîëüêî âñåãî óäàðîâ ïðîèçîéäåò çà ýòî âðåìÿ
ìåæäó áóñèíêàìè?

À.Áóñèí

Ô1959. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü îòðåçêà
ïðÿìîé, äëèíà êîòîðîãî L = 2 ì. Ñêîðîñòü òî÷êè â
íà÷àëå îòðåçêà 1 0,2 ì “v = , â êîíöå îòðåçêà 2v =

0,4 ì “= . Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü âñå âðåìÿ óâåëè÷è-

âàëàñü, íî óñêîðåíèå íå ïðåâîñõîäèëî 2
0 0,1 ì ca = .

Êàêèì ìîãëî áûòü ñðåäíåå óñêîðåíèå òî÷êè íà ýòîì
îòðåçêå?

À.Ïðîñòîâ

Ô1960. Òóìàí ñîñòîèò èç îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ìåëü-
÷àéøèõ êàïåëåê âîäû, íåïîäâèæíî âèñÿùèõ â âîçäóõå.
Ìàññà êàïåëåê â 1 ë âîçäóõà ñîñòàâëÿåò 1 ã (ñðåäíÿÿ
ïëîòíîñòü òóìàíà ïîëó÷àåòñÿ â 1000 ðàç ìåíüøå ïëîò-
íîñòè âîäû). Ìàëåíüêàÿ êàïëÿ âîäû íà÷èíàåò ïàäàòü
íà çåìëþ ñ âûñîòû 5 ì, «âïèòûâàÿ» âñòðå÷åííûå
êàïåëüêè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàïëÿ ñîõðàíÿåò ôîðìó øàðèêà,
íàéäèòå åå äèàìåòð ïåðåä ïàäåíèåì íà çåìëþ.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1961. Íà ãëàäêîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæèò òâåð-
äûé êóáèê. Íà íåãî íàëåòàåò ìÿãêèé, äîâîëüíî óïðóãèé

êóáèê òàêîé æå ìàññû, è ìåæäó íèìè
ïðîèñõîäèò ëîáîâîé óäàð. Ñêîðîñòü ìÿã-
êîãî êóáèêà ïîñëå óäàðà óìåíüøèëàñü â 10
ðàç. Êàêàÿ ÷àñòü ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè
äåôîðìàöèè ïåðåøëà â òåïëî ïðè ýòîì
óäàðå? Ñ÷èòàéòå, ÷òî âñå òåïëî âûäåëÿåòñÿ
â ìÿãêîì êóáèêå ïðè åãî äåôîðìèðîâàíèè.

À.Ïîâòîðîâ

Ô1962. Íà ñëîæåííûõ âìåñòå äâóõ íèòÿõ
äëèíîé L êàæäàÿ ïîäâåøåíî òåëî ìàññîé
Ì (ðèñ.2). Íà ðàññòîÿíèè L/3 îò âåðõíåãî
êîíöà ìåæäó íèòÿìè âñòàâèëè î÷åíü ëåã-

êóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ðàñïîðêó îáùåé äëèíîé d, ñîñòî-
ÿùóþ èç äâóõ ñîåäèíåííûõ òîðöàìè ïîëîâèíîê. Íàé-
äèòå ñèëó, ñ êîòîðîé îäíà ïîëîâèíêà ðàñïîðêè äåéñòâó-
åò íà äðóãóþ.

À.Çèëüáåðìàí

Ô1963. Íà ðV-äèàãðàììå èçîáðàæåí çàìêíóòûé ïðî-
öåññ (ðèñ.3). Êðèâàÿ – ýòî äóãà îêðóæíîñòè, ïðÿìàÿ –
âåðòèêàëüíà è ñîîòâåòñòâóåò îõ-
ëàæäåíèþ ãàçà ïðè ïîñòîÿííîì
îáúåìå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòîò ïðîöåññ
ïðîâîäÿò ñ ïîðöèåé ãåëèÿ, íàé-
äèòå ÊÏÄ ïîëó÷èâøåéñÿ òåïëî-
âîé ìàøèíû. Îòíîøåíèå ìàêñè-
ìàëüíîãî äàâëåíèÿ ê ìèíèìàëü-
íîìó â ýòîì öèêëå ðàâíî 5, à
ìèíèìàëüíûé îáúåì ñîñòàâëÿåò
0,9 îò ìàêñèìàëüíîãî.

Ç.Öèêëîâ

Ô1964. Òðè áîëüøèå ïðîâîäÿùèå ïëàñòèíû ïëîùàäüþ
2

2 ìS =  êàæäàÿ ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî äðóã äðó-
ãó, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïëàñòèíàìè d = 1 ñì.
Íà îäíó èç êðàéíèõ ïëàñòèí ïîìåùåí çàðÿä Q =
= 1 ìêÊë, íà âòîðóþ, ñðåäíþþ, ïëàñòèíó – çàðÿä 2Q,
íà òðåòüþ ïëàñòèíó – çàðÿä –3Q. Ìåæäó ïåðâîé è
âòîðîé ïëàñòèíàìè âêëþ÷àþò ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíè-
åì r  = 100 Îì. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ðåçèñòîð ñîïðî-
òèâëåíèåì R = 100 êÎì âêëþ÷àþò ìåæäó ïåðâîé è
òðåòüåé ïëàñòèíàìè. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òåïëîòû,
êîòîðîå âûäåëèòñÿ â êàæäîì èç ðåçèñòîðîâ.

À.Ïîâòîðîâ

Ô1965. Ê áàòàðåéêå ïîäêëþ÷åíû òðè âîëüòìåòðà,
ñîåäèíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïîêàçàíèÿ âîëüòìåò-
ðîâ ñîñòàâëÿþò ïðè ýòîì 0,5 Â, 1 Â è 2 Â (äîëæíî
áûòü, ðàçíûå ïîïàëèñü âîëüòìåòðû). Èçìåíèì ñîåäè-
íåíèå – âêëþ÷èì òåïåðü äâà âîëüòìåòðà ïàðàëëåëüíî,
ê íèì ïðèñîåäèíèì ïîñëåäîâàòåëüíî òðåòèé âîëüòìåòð,
à ê âûâîäàì âñåé öåïè ïîäêëþ÷èì áàòàðåéêó. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî îäèí èç âîëüòìåòðîâ ïðè òàêîì ïåðåêëþ÷åíèè
ñâîè ïîêàçàíèÿ íå èçìåíèë. À ÷òî ïîêàçûâàþò îñòàëü-
íûå äâà âîëüòìåòðà? Íàïðÿæåíèå áàòàðåéêè ñ÷èòàòü
íåèçìåííûì.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1966. Â ýêîíîìè÷íîì ñîâðåìåííîì ôîíàðèêå (âìå-
ñòî ëàìïî÷êè òàì èñïîëüçóåòñÿ î÷åíü ÿðêèé ñâåòîäè-
îä) ïðèìåíÿþò íàêîïèòåëü ýíåðãèè – êîíäåíñàòîð
áîëüøîé åìêîñòè 0,1 Ô (ýòî íå øóòêà, òàêèå êîíäåí-
ñàòîðû âûïóñêàþò óæå áîëüøå 30 ëåò, â ïîñëåäíèå
ãîäû îíè ñèëüíî ïîäåøåâåëè). À «íàêà÷èâàþò» åãî
ýíåðãèåé, âñòðÿõèâàÿ ôîíàðèê – ïðè ýòîì öèëèíäðè-
÷åñêèé ìàãíèò äëèíîé 2 ñì è äèàìåòðîì 1 ñì ïðîñêà-
êèâàåò òî â îäíó, òî â äðóãóþ ñòîðîíó ÷åðåç êàòóøêó,
ñîäåðæàùóþ 1000 âèòêîâ è íàìîòàííóþ â 10 ñëîåâ íà
äëèíå 2 ñì. Äëèíà òðóáêè, â êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàã-
íèò, ðàâíà 7 ñì, íà êîíöàõ òðóáêè ñäåëàíû ýëàñòè÷-
íûå óïîðû – ìàãíèò ïðè óäàðå î òàêîé óïîð îñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Ñ÷èòàÿ ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ ïîëÿ ó òîðöà
ìàãíèòà ðàâíîé 0,2 Òë, îöåíèòå âðåìÿ, çà êîòîðîå
ìîæíî çàðÿäèòü êîíäåíñàòîð äî íàïðÿæåíèÿ 3 Â.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 1



×òîáû êîíäåíñàòîð íå ðàçðÿæàëñÿ ÷åðåç êàòóøêó,
åãî ïîäêëþ÷àþò ÷åðåç äèîä.

Ñ.Ôîíàðåâ

Ô1967. Ê çâóêîâîìó ãåíåðàòîðó ïîäêëþ÷àþò ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ =
= 1 ìêÔ è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ L = 1 Ãí. ×àñòîòó
ãåíåðàòîðà ìåíÿþò, èçìåðÿÿ ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå íà
êàòóøêå âîëüòìåòðîì, èìåþùèì ñîïðîòèâëåíèå R =
= 20 êÎì. Íà êàêîé ÷àñòîòå ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðà
áóäóò íàèáîëüøèìè? Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæå-
íèå, êîòîðîå ïîêàæåò âîëüòìåòð. Íàïðÿæåíèå ãåíåðà-
òîðà âñå âðåìÿ ðàâíî U = 1 Â (ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå).
À ÷òî áóäåò, åñëè âîëüòìåòð ïåðåêëþ÷èòü è èçìåðÿòü
íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå? Êàòóøêó è êîíäåíñàòîð
ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè, ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäîâ è âíóò-
ðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì ãåíåðàòîðà ïðåíåáðå÷ü.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1931–Ì1935,
Ô1943–Ô1952

Ì1931. Êàæäàÿ öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêðà-
øåíà â îäèí èç òðåõ öâåòîâ, ïðè÷åì âñå òðè öâåòà
ïðèñóòñòâóþò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìîó-
ãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè òðåõ ðàçíûõ öâå-
òîâ.

Íàçîâåì öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó óçëîì. Åñëè íà êàæäîé
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé âñå óçëû îäíîãî öâåòà, òî âûáå-
ðåì ëþáîé óçåë – ïóñòü îí öâåòà 1. Ïðîâåäåì ÷åðåç íåãî
äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå, èäóùèå ïîä óãëîì 45°
ê âåðòèêàëè, è âûáåðåì íà ýòèõ ïðÿìûõ òî÷êè öâåòîâ
2 è 3 (ýòî âîçìîæíî, ïîñòîëüêó ñóùåñòâóþò âåðòèêàëè
ýòèõ öâåòîâ). Ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê áóäåò èñêî-
ìûì.
Àíàëîãè÷íî, åñëè âñå ãîðèçîíòàëè îäíîãî öâåòà.
Ïóñòü åñòü âåðòèêàëü v, íà êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò
ðîâíî äâà öâåòà, ñêàæåì 1 è 2. Òîãäà âûáåðåì ëþáîé
óçåë Ñ öâåòà 3, óçåë À íà v, íàõîäÿùèéñÿ ñ Ñ íà îäíîé
ãîðèçîíòàëè, ïóñòü óçåë À öâåòà 1, è óçåë Â öâåòà 2
íà v.
Åñëè æå åñòü âåðòèêàëü v, íà êîòîðîé âñòðå÷àþòñÿ âñå
òðè öâåòà, òî âûáåðåì ãîðèçîíòàëü h, íà êîòîðîé íå âñå
òî÷êè îäíîãî öâåòà. Ïóñòü òî÷êà À èõ ïåðåñå÷åíèÿ
èìååò öâåò 1, òîãäà âûáåðåì íà h òî÷êó Â öâåòà,
îòëè÷íîãî îò 1, ñêàæåì âòîðîãî, à íà v – òî÷êó Ñ
òðåòüåãî öâåòà.

Ñ.Áåðëîâ

Ì1932. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë 1 2 3, , ,a a a …  óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ m n mna a a+ =  ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ò, ï.
Äîêàæèòå, ÷òî íå âñå åå ÷ëåíû ðàçëè÷íû.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîëàãàÿ m = n = 1, ïîëó÷àåì

1 1 1a a a+ = , ò.å. 1 0a = . Ïîýòîìó âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû
íåíóëåâûå. Ïóñòü 2a p q= , 3a r s= . Çàìåòèì, ÷òî èç
óñëîâèÿ k mm

a ka= ; ïîýòîìó 
2

qra qr p q pr= ◊ = =

3
psps r s a= ◊ = , íî 2 3

qr ps
π . Ïðîòèâîðå÷èå.

À.Ïðîòîïîïîâ

M1933. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû
ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè áåñïîñàäî÷íûìè

àâèàëèíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè k àâèàêîìïàíèÿì.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå ëèíèè îäíîé àâèàêîìïàíèè
èìåþò îáùèé êîíåö. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãîðîäà ìîæíî
ðàçáèòü íà k + 2 ãðóïïû òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ãîðîäà
èç îäíîé ãðóïïû íå ñîåäèíåíû àâèàëèíèåé.

Èíäóêöèÿ ïî k. Åñëè k = 0, óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî:
àâèàëèíèé íåò.
Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ãîðîäàì, à ðåáðà – àâèàëèíèÿì. Ïóñòü 1 2, , , kE E E…  –
ãðóïïû ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèå àâèàëèíèÿì ïåðâîé,
âòîðîé, …, k-é àâèàêîìïàíèé. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî { }1, ,i kŒ …  ãðóïïà iE  – ëèáî òðåóãîëüíèê,
ëèáî «åæ» – íåñêîëüêî ðåáåð ñ îäíèì êîíöîì. Åñëè
êàêàÿ-òî ãðóïïà iE  – åæ ñ öåíòðîì â âåðøèíå À, òî
óäàëèì À è âñå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà. Â îñòàâøåìñÿ
ãðàôå ðåáðà ïðèíàäëåæàò k – 1 àâèàêîìïàíèè, åãî
âåðøèíû ìû ðàçîáüåì íà k + 1 ãðóïïó òàê, ÷òîáû
âåðøèíû èç îäíîé ãðóïïû íå áûëè ñîåäèíåíû ðåáðîì,
à âåðøèíà À ñîñòàâèò (k + 2)-þ ãðóïïó.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âñå ãðóïïû 1, , kE E…

– òðåóãîëüíèêè. Òîãäà âñåãî â ãðàôå 3k ðåáåð. Ðàçîáüåì
âåðøèíû ãðàôà íà ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
ãðóïï òàê, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû îäíîé ãðóïïû íå
ñìåæíû (ò.å. íå ñîåäèíåíû ðåáðîì). Ïóñòü ýòî ãðóïïû

1, , nB B… , ïðè÷åì 3n k≥ + . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ ãðóïï iB  è jB  ñóùåñòâóåò ðåáðî ìåæäó âåðøèíîé
èç iB  è âåðøèíîé èç jB , èíà÷å ìîæíî îáúåäèíèòü ýòè
äâå ãðóïïû â îäíó. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî â ãðàôå õîòÿ

áû 
( )1

2

n n -
 ðåáåð. Îòìåòèì, ÷òî 

( )1

2

n n -
≥

( ) ( )3 2
3

2

k k
k

+ +
≥ >  – ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàþùåå

ðåøåíèå çàäà÷è.
Â.Äîëüíèêîâ

Ì1934. Äàíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íåíóëåâîé
ðàçíîñòüþ. Ýòè ÷åòûðå ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû â
ñîâîêóïíîñòè. Íå âñå îíè êâàäðàòû, îäíàêî ïðîèçâå-
äåíèå èõ – êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå
äåëèòñÿ íà 22520 .

Ïóñòü à, a + d, a + 2d, a + 3d – ïðîãðåññèÿ çàäà÷è. Èç
óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ( ), 1a d = . Çíà÷èò, åñëè  (b a= +

), 1kd a ld+ + > , ãäå 0 3k l£ < £ , òî ëèáî k = 0, b = l =
= 3, ëèáî k = 0, b = l = 2, ëèáî k = 1, l = 3, b =
= l – k = 2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîãðåññèè
ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ.
1) 2 2 2 2

3 , , ,3x y z t , ãäå, ïîñêîëüêó ( ), 1a d = , ó è z íå

äåëÿòñÿ íà 3. Èìååì 2 2 2
3 2x z y+ = , îòêóäà 1 ∫

( )2 mod 3∫ .

2) 2 2 2 2
2 , ,2 ,x y z t , ãäå ó è t íå÷åòíû. Èìååì 2 2 2

4y t z+ = ,

îòêóäà ( )2 0 mod 4∫ .

3) 2 2 2 2
6 , ,2 ,3x y z t . Èìååì 2 2 2

3x z y+ = , 2 2
3y t+ =

2
4z= , îòêóäà

2 2 2x t z+ = .

Ïóñòü ( ), ,x t z  – òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó. Äîêàæåì, ÷òî 60xtz� .
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
( ), , 1x t z = , õ ÷åòíî, t è z íå÷åòíû. Òàê êàê ( )2

1 mod8t ∫ ,

( )2
1 mod8z ∫ , òî 2

8x � , îòêóäà 4x� . Äàëåå, åñëè xt íå
äåëèòñÿ íà 3, òî ( )2

1 mod 3x ∫ , ( )2
1 mod 3t ∫ . Îòñþäà

( )2
2 mod3z ∫ , ÷òî íåâîçìîæíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî 5xtz� . Åñëè xt íå äåëèòñÿ íà 5, òî èìåþòñÿ 4
âîçìîæíîñòè: ( )2

1 mod5x ∫ ± , ( )2
1 mod5t ∫ ± . Îòñþ-

äà, òàê êàê ( )2
2 mod5z ∫ ±/ , ïîëó÷àåì 2

5z � .
Òåïåðü äîêàæåì äåëèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íà 49. Èç
ðàâåíñòâà 2 2 2

3 4y t z+ =  ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà
yzt íå äåëèòñÿ íà 7, îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 ðàñïðåäå-
ëÿþòñÿ òàê:

2 2 2
3 2

1 3 2

2 6 4

4 5 1

y t z

Îòñþäà 2 2 2
6 2 2x y z= -  äåëèòñÿ íà 7, à çíà÷èò, è íà 49.

Çàìå÷àíèå. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü a, b, c, d, e ŒN , 2abcd e= , , , ,a b c d
– àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Òîãäà a = b = c = d.
Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé íå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ñîñòàâëÿþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî íàøåé òåîðåìû äîâîëüíî ñëîæíî. Îíî
îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè êàæäîé àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, óäîâëåòâîðÿþùåé åå óñëîâèÿì, ÷ëåíû êî-
òîðîé âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, â îäíîì èç
ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

2 2 2 2
, , ,x y z t ,

2 2 2 2
6 , ,2 ,3x y z t ,

2 2 2 2
3 ,2 , ,6x y z t ,

ãäå , , ,x y z t ŒN .
Èç ñóùåñòâîâàíèÿ êàæäîé èç òàêèõ ïðîãðåññèé ñ
ðàçëè÷íûìè ÷ëåíàìè ìîæíî âûâåñòè ñóùåñòâîâàíèå
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë u, v, w òàêèõ, ÷òî u vπ ,

4 2 2 4 2u u v v w- + =

(ïîäóìàéòå, êàê â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ ïîëó÷èòü ýòè
÷èñëà). Îäíàêî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðè , ,u v w ŒN ,
u vπ  âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ «ìåòîäîì ñïóñêà»; ïðî÷òè-
òå î íåì â ñòàòüå Â.Ñåíäåðîâà è À.Ñïèâàêà «Óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ» â «Êâàíòå» ¹3 çà 2002 ãîä èëè â ðåøåíèè

çàäà÷è Ì1883 â «Êâàíòå»
¹2 çà 2004 ãîä è ïîäó-
ìàéòå, êàê ïðèìåíèòü åãî
ê íàøåé çàäà÷å.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1935. Âñå ãðàíè òåòðà-
ýäðà – ïîäîáíûå òðåó-
ãîëüíèêè. Âåðíî ëè, ÷òî
îíè ðàâíû?

Íåâåðíî, ÷òî âèäíî èç
ñëåäóþùåãî êîíòðïðèìå-

ðà. Òåòðàýäð ABCD èìååò òàêèå ðàçìåðû: 3AB a= ,
2AD BC a= = , AC = BD = a, CD = 1 è ïðè ýòîì à =

= 1,1 (ñì. ðèñóíîê). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ÷åòûðå
åãî ãðàíè – ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè. Îäíàêî ãðàíü
ÀÂÑ, î÷åâèäíî, íå ðàâíà ãðàíè BCD.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ô1943. Ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó ñêîëüçèò ïëîñêèé
ëèñò ôàíåðû, íà êîòîðîì íàðèñîâàíà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò õó. Â äàííûé ìîìåíò ñêîðîñòü òî÷êè À ñ
êîîðäèíàòàìè (1; 3) íàïðàâëåíà âäîëü îñè õ è ðàâíà
1 ì/ñ. Ñêîðîñòü òî÷êè Á ñ êîîðäèíàòàìè (2; 1)
ñîñòàâëÿåò â òîò æå ìîìåíò óãîë 45° ñ îñüþ õ. Ãäå
íàõîäÿòñÿ òî÷êè ëèñòà, ñêîðîñòè êîòîðûõ ïî âåëè-
÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò 1 ñì/ñ?

Áóäåì ñ÷èòàòü ëèñò ôàíåðû æåñòêèì. Â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè Á äîëæåí áûòü íàïðàâëåí,
íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñóíêå 1. Íàéäåì
ïîëîæåíèå òî÷êè, ñêîðîñòü
êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò
îêàçàëàñü íóëåâîé, ò.å.
ìãíîâåííûé öåíòð âðàùå-
íèÿ – ÌÖÂ. ßñíî, ÷òî ýòà
òî÷êà ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê âåêòî-
ðàì ñêîðîñòåé Av

�
 è Bv

�
 –

ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà ÌÖÂ-1
(1;0). Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëèñòà â äàííûé
ìîìåíò ðàâíà

1
1

1

1 ì “ 1
 c

3 ì 3

Av

h
ω -

= = = .

ßñíî, ÷òî ìãíîâåííûå ñêîðîñòè ìàëû ó òî÷åê âáëèçè
ÌÖÂ-1: îíè ëåæàò âíóòðè êðóãà ñ öåíòðîì (1;0) è
ðàäèóñîì

1
11

1 “ì “

3 “ì
1

 “
3

v
r

ω -

= = = .

«Ñàìûå äàëüíèå» òî÷êè, ñêîðîñòè êîòîðûõ íå ïðåâîñ-
õîäÿò 1 ñì/ñ, ëåæàò íà ñàìîé îêðóæíîñòè.
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé (ðèñ.2; ñòðîãî
ãîâîðÿ, åãî ìîæíî è íå îáñóæäàòü, ïîñêîëüêó çäåñü
óãîë âåêòîðà 

a
v
�

 ñ îñüþ õ ñîñòàâëÿåò íå 45°, à 135° – íó,
äà ëàäíî!). Â ýòîì ñëó÷àå ÌÖÂ-2 íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ
êîîðäèíàòàìè (1;2), è óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðàâíà

2ω  = 1

2

1 ì “
1 “

1 ì

Av

h
-

= = .

Òîãäà ðàäèóñ íóæíîãî íàì êðó-
ãà ñ öåíòðîì â òî÷êå ÌÖÂ-2
áóäåò

2 1
2

1 “ì “
1 “ì

1 “

v
r

ω -

= = = .

À.Öåíòðîâ

Ô1944. Â ñèñòåìå íà ðèñóíêå 1 âñå áëîêè îäèíàêîâû,
èõ ìàññû ïðàêòè÷åñêè ñîñðåäîòî÷åíû â òîíêèõ îñÿõ.
Íàéäèòå óñêîðåíèÿ áëîêîâ ïîñëå òîãî, êàê ìû ïåðå-
ðåæåì íèòü â òî÷êå À. Íèòè ñ÷èòàòü íåðàñòÿæèìû-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



ìè è î÷åíü ëåãêèìè.
Ñâîáîäíûå êóñêè
íèòåé âåðòèêàëü-
íû.

Ïåðåðèñóåì ÷åð-
òåæ, âûäåëèâ ìàñ-
ñû îñåé è çàìåíèâ
èõ îáû÷íûìè ãðó-
çàìè (ðèñ.2; åñëè áû
ìàññû íå áûëè ñî-
ñðåäîòî÷åíû â îñÿõ
áëîêîâ, çàäà÷à áûëà
áû íàìíîãî ñëîæ-
íåå!). Äàííûå â óñ-
ëîâèè ïîäîáðàíû

òàê, ÷òî óñêîðåíèÿ íèæíèõ ãðóçîâ ïîëó÷àþòñÿ îäèíà-
êîâûìè: ëåãêèé ãðóç ìàññîé Ì äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ñèë Ò è Mg, òÿæåëûé – ïîä äåéñòâèåì ñèë 2Ò è 2Mg,
à åãî ìàññà 2Ì. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíåãî ãðóçà
– åãî óñêîðåíèå ðàâíî 1,5à – è ëåãêîãî íèæíåãî:

Mg + 2 1,5T M a= ◊ ,

Mg T Ma- = .

Îòñþäà íàõîäèì
6

7
a g= .

Óñêîðåíèå âåðõíåãî ãðóçà ðàâíî
9

1,5
7

a g g= > ,

çíà÷èò, íèòè äåéñòâèòåëüíî íàòÿíóòû (èíà÷å âñå ãðóçû
èìåëè áû óñêîðåíèå g).

À.Çèëüáåðìàí

Ô1945. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ãëàäêîì ñòîëå ïîêîèòñÿ
êëèí ìàññîé Ì ñ óãëîì α  ïðè îñíîâàíèè. Íà íåãî
íàåçæàåò ñî ñêîðîñòüþ 0v  ìàëåíüêîå òåëî ìàññîé m
è íà÷èíàåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ ïî êëèíó (óäàðà ïðè
ýòîì íå ïðîèñõîäèò – ó îñíîâàíèÿ êëèíà ñäåëàí
ïëàâíûé «âúåçä»). Ïðè êàêîé âûñîòå êëèíà Í ìàëåíü-
êîå òåëî ïîäíèìåòñÿ ïî íåìó íà ñàìûé âåðõ? Ñ êàêîé
ñêîðîñòüþ áóäåò äâèãàòüñÿ êëèí ïîñëå òîãî, êàê
ìàëåíüêîå òåëî åãî ïîêèíåò?

Ýòî äîâîëüíî ïðîñòàÿ çàäà÷à – òåëî è êëèí åäóò âìåñòå
â òîò ìîìåíò, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äîñòèãíóòà.
Ñêîðîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè ðàâíà

0mv
u

M m
=

+
.

Òåïåðü çàïèøåì áàëàíñ ýíåðãèé:

( ) 22
0

2 2

M m umv
mgH

+
= + .

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì íåîáõîäèìóþ âûñîòó êëèíà:

( ) 22
0 0

2 2

M mv mv
H

g mg M m

+ Ê ˆ
= - =Á ˜

Ë ¯+

2
0 1

2 1

v

g m M+
.

Òóò åñòü òîëüêî îäíà ìàëåíüêàÿ òîíêîñòü – íà êîðîòêîì
ïëàâíîì «âúåçäå» íà êëèí (è íà îáðàòíîì ïóòè!)

ñêîðîñòü òåëà (è êëèíà) çàìåòíî ìåíÿåòñÿ; òàì ìåæäó
òåëîì è êëèíîì äåéñòâóþò áîëüøèå ñèëû, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ áûñòðîãî «ðàçâîðîòà» âåêòîðà ñêîðîñòè òåëà.
Ñêîðîñòü êëèíà ëåãêî
íàéòè, åñëè òåëî íå
ïåðåñêî÷èò ÷åðåç íåãî,
à ñúåäåò íàçàä. Îáî-
çíà÷èì ñêîðîñòè ïîñ-
ëå ýòîãî 1u  è 2u
(ðèñ.1) è çàïèøåì çà-
êîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè:

0 1 2mv mu Mu= + ,

2 2 2
0 1 2

2 2 2

mv mu Mu
= + .

Ïîëó÷èëèñü îáû÷íûå óðàâíåíèÿ – òàêèå æå, êàê ïðè
ðàñ÷åòå àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà äâóõ òåë. Îòñþäà
íàõîäèì

0
2

2

1

v
u

M m
=

+
.

À âîò êîãäà âûñîòà êëèíà íåäîñòàòî÷íà èëè òåëî
ñëèøêîì áûñòðî íàåçæàåò – ïðèäåòñÿ ïîòðóäíåå. Â
ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ïðåäñòàâèòü äâèæåíèå òåëà â âèäå

ñóììû äâóõ äâèæåíèé – âìåñòå ñ êëèíîì ïëþñ îòíîñè-
òåëüíî êëèíà (ðèñ.2):

( )0 cosmv Mu m u v α= + + ,

2 2
0

2 2

mv Mu
= +

( ) ( )( )2 2
cos sin

2

m u v v
mgH

α α+ +

+ .

Èç ýòèõ óðàâíåíèé è íàéäåòñÿ ñêîðîñòü êëèíà u.
À.Ïîâòîðîâ

Ô1946. Â ñîñóäå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ ìîëü ãåëèÿ.
Ìåäëåííî íàãðåâàåì ãàç, ïðè ýòîì åãî îáúåì óâåëè-
÷èâàåòñÿ, îäíàêî ÷àñòîòà óäàðîâ ÷àñòèö î íåïîäâèæ-
íîå äíî ñîñóäà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Íàéäèòå òåïëî-
åìêîñòü ãàçà â òàêîì ïðîöåññå.

Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû Ò ãàçà åãî ÷àñòèöû
äâèãàþòñÿ áûñòðåå, è ïðè òîé æå êîíöåíòðàöèè ãàçà n

÷àñòîòà óäàðîâ 3ä 2�Cëv Tν ∼ ∼ . Íî 3ä nν ∼ . Çíà÷èò,

constn T = , èëè const
N

T
V

= .

Îòñþäà ïîëó÷àåì 2T V∼ . Íî äëÿ 1 ìîëÿ ãàçà pV = RT.
Ñëåäîâàòåëüíî, p V∼ .
Íà ìàëîì ó÷àñòêå ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåìîå ãàçîì
êîëè÷åñòâî òåïëîòû ðàâíî

3 3

2 2

RT
Q R T p T R T V

V
Δ Δ Δ Δ= + = + .

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 2
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Äëÿ çàâèñèìîñòè 2T V∼  ïîëó÷èì 2
T V

T V

Δ Δ
= . Òîãäà

3

2

V T
Q R T R T

V T

Δ
Δ Δ

Δ
= + =

3
2

2 2

R
R T R TΔ ΔÊ ˆ

+ =Á ˜
Ë ¯

.

Îòñþäà òåïëîåìêîñòü ãàçà ðàâíà

( )2 16,6 d› ì%ëü j
Q

C R
TΔ

= = ª ◊ .

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1947. Â ëåãêîì òîíêîñòåííîì ñîñóäå ìû íàãðåâàåì
ïðè ïîìîùè êèïÿòèëüíèêà 1 ëèòð âîäû. Òåìïåðàòóðà
äîñòèãàåò 60 °Ñ è íèêàê äàëüøå íå ðàñòåò. Íàì
íàäîåëî, è ìû âûêëþ÷àåì íàãðåâàòåëü. Çà ïåðâûå 20
ñåêóíä âîäà îñòûâàåò íà 2 ãðàäóñà. Íà óïàêîâêå
êèïÿòèëüíèêà áûëî íàïèñàíî: «500 âàòò, ñäåëàíî â
Êèòàå». Ñêîëüêî âàòò ñîäåðæèò «êèòàéñêèé âàòò»?

Ïðè ïðåäåëüíîé òåìïåðàòóðå ìîùíîñòü ïîòåðü ðàâíà
ìîùíîñòè êèïÿòèëüíèêà. Åñëè ñ÷èòàòü èçìåíåíèå òåì-
ïåðàòóðû 2TΔ =  ãðàäóñà íåáîëüøèì (÷òîáû íå èçìå-
íèëàñü çàìåòíî ìîùíîñòü ïîòåðü), òî ýòó ìîùíîñòü
ìîæíî ïîñ÷èòàòü:

cm T
P

Δ
τ

= =
( )4200 d› *ã j 1 *ã 2 j

420 b2
20 “

◊ ◊ ◊
= .

Èòàê, îäèí «êèòàéñêèé âàòò» ñîäåðæèò 
420

500
 = 0,84

âàòòà.

Î.Ïðîñòîâ

Ô1948. Òðè òîíêèå ïëàñòèíû â âèäå êðóãîâ äèàìåò-
ðîì D ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó, ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïëàñòèíàìè d (d D� ). Ñðåä-
íÿÿ ïëàñòèíà ðàâíîìåðíî çàðÿæåíà ïî ïîâåðõíîñòè
çàðÿäîì 2Q, êðàéíèå – òàêæå ðàâíîìåðíî, íî çàðÿäà-
ìè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ïî –Q êàæäàÿ. Íàéäèòå
ïîòåíöèàëû öåíòðîâ ïëàñòèí. Äðóãèõ òåë ðÿäîì
íåò.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîñòóþ ñèñòåìó èç äâóõ òàêèõ
ïëàñòèí, çàðÿæåííûõ ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè çà-
ðÿäàìè Q è –Q (ðèñ.1). Âîçüìåì òî÷êó À – îíà
íàõîäèòñÿ â ñàìîì öåíòðå ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî åå
ïîòåíöèàë 0Aϕ =  (ïîòåíöèàëû îò âñåõ çàðÿäîâ ñèñòå-
ìû êîìïåíñèðóþòñÿ òî÷íî èìåííî äëÿ ýòîé òî÷êè).
Ïîëå íà îñè ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì (ïðè

d D� ), åãî íàïðÿæåííîñòü ðàâíà 
0

Q
E

Sε
= , è ïîòåí-

öèàë ïëàñòèíû ñ çàðÿäîì Q ðàâåí òåïåðü

0

0
2 2

A

d Qd
E

S
ϕ

ε
+ = + .

Ñèñòåìà ïëàñòèí,
îïèñàííàÿ â óñëîâèè
çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿ-
åò «ñóììó» äâóõ ðàñ-
ñìîòðåííûõ íàìè
ñèñòåì èç äâóõ ïëà-
ñòèí êàæäàÿ – ïî-
òåíöèàë öåíòðà ñðåä-
íåé ïëàñòèíû ðàâåí
ñóììå ïîòåíöèàëîâ

êàæäîãî èç äâóõ ïîëåé. Òîãäà (ðèñ.2)

0 0

2
2

a

Qd Qd

S S
ϕ

ε ε
= = .

Ïîëÿ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ïëàñòèíàìè òàêèå æå, êàê
â îïèñàííîì âûøå ñëó÷àå. Ïîýòîìó

0
b c a

Edϕ ϕ ϕ= = - = .

Èòàê, ïîòåíöèàëû öåíòðîâ êðàéíèõ ïëàñòèí ðàâíû
íóëþ, ïîòåíöèàë öåíòðà ñðåäíåé ïëàñòèíû ðàâåí

2
0 0

4
a

Qd Qd

S D
ϕ

ε ε π
= = .

Âèäíî, ÷òî â îïèñàííîé ñèñòåìå ïîëÿ íà åå îñè ñíàðóæè
ïîëó÷àþòñÿ ñîâñåì ìàëûìè – ïîëÿ ïëàñòèí î÷åíü
õîðîøî äðóã äðóãà êîìïåíñèðóþò.

À.Ïîâòîðîâ

Ô1949. Ìîñòèê èç ÷åòûðåõ ðåçèñòîðîâ ïîäêëþ÷åí ê
áàòàðåéêå. Ê äèàãîíàëè ìîñòèêà ïîäêëþ÷èëè ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå äðóãóþ áàòàðåéêó – åå íà-
ïðÿæåíèå èçâåñòíî è ñîñòàâëÿåò 12 Â – è àìïåð-
ìåòð. Ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà ïðè ýòîì ñîñòàâèëè 5 ìÀ.
Ïîñëå òîãî, êàê ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè âûâîäû áàòà-
ðåéêè íà 12 Â, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð ïîìåíÿë íàïðàâ-
ëåíèå è ñòàë ðàâåí 35 ìÀ. Ïîòîì ïîìåíÿëè ìåñòàìè
áàòàðåéêè – òîê àì-
ïåðìåòðà óïàë äî íóëÿ.
×òî ïîêàæåò ïðèáîð,
åñëè îäíó èç áàòàðååê
òåïåðü âêëþ÷èòü «íà-
îáîðîò» (ïîìåíÿòü ìå-
ñòàìè âûâîäû)?

Ïðåäñòàâèì öåïü èç áà-
òàðåéêè íàïðÿæåíèåì

xU  è ðåçèñòîðîâ ìîñ-
òèêà (ðèñ.1) â âèäå «ýê-
âèâàëåíòíîãî èñòî÷íè-
êà» ñ íàïðÿæåíèåì .U
è âíóòðåííèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì .r  (ðèñ.2).
ßñíî, ÷òî . xU kU= .
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè èçìå-
íåíèè ÝÄÑ áàòàðååê
(íàïðèìåð – èçìåíåíèå
ïîëÿðíîñòè, çàìåíà îäíîé áàòàðåéêè íà äðóãóþ) âíóò-
ðåííåå ñîïðîòèâëåíèå .r  íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà

.
1

.

U U
I

r

+
= , 

.
2

.

U U
I

r

-
= ,

ãäå U = 12 Â è . 12 BU <  (òîê ìåíÿë íàïðàâëåíèå).
Ïîëó÷àåì

.

.

35 ì`
7

5 ì`

U U

U U

+
= =

-
, . 9 BU = , 9 BxkU = .

Ïîñëå ñìåíû áàòàðååê ìåñòàìè òîê ñòàë íåíóëåâûì,
ïîýòîìó xkU U= , è ìîæíî íàéòè k è xU :

12 xk U◊ = , 9xkU = ,

2 3

4
k = , 

3

2
k = , 6 3 BxU kU= = .

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



Òåïåðü íàéäåì òîê ïîñëå «ïåðåïîëþñîâêè»:

.
2

.

x

x

kU U kU U
I I

r U kU

+ +
= = =

-
20 3 ì` 34,6 ì`ª .

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1950. Èç êóñêà òîíêîãî ïðîâîäà, èìåþùåãî ñîïðî-
òèâëåíèå r = 100 Îì, ñäåëàëè êâàäðàòíûé êîíòóð è
îõâàòèëè èì äëèííûé ñîëåíîèä, ïî êîòîðîìó ïðîïóñ-
êàþò èçìåíÿþùèéñÿ ñî âðåìåíåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó
òîê. Òîê â êîíòóðå ñîñòàâèë ïðè ýòîì I = 5 ìÀ. Êàêîå
íàïðÿæåíèå ïîêàæåò âîëüòìåòð, âêëþ÷åííûé âìåñ-
òî îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà? ×òî áóäåò ïîêàçû-
âàòü ýòîò âîëüòìåòð â äðóãîì ñëó÷àå – åñëè ñòîðîíó
êâàäðàòíîãî êîíòóðà íå óáèðàòü, à ïðîñòî ïîäêëþ-
÷èòü âîëüòìåòð êîðîòêèìè ïðîâîäàìè ê êîíöàì ýòîé
ñòîðîíû? Ñîïðîòèâëåíèå âîëüòìåòðà R = 1000 Îì.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîêè, òåêóùèå ïî ïðîâîäíèêàì,
ñàìè íå ñîçäàþò çàìåòíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé (áîëüøîå
ñîïðîòèâëåíèå êîíòóðà), è ïðåíåáðåæåì äîïîëíèòåëü-
íûì ìàãíèòíûì ïîòîêîì îò ýòèõ òîêîâ – ìû ïðåíåáðå-
ãàåì ïðè ýòîì ñàìîèíäóêöèåé. Íàéäåì ÝÄÑ èíäóêöèè:

I
r
=

E
, 0,5 BrI= =E .

Êîãäà ìû âêëþ÷èëè âìåñòî «÷åòâåðòóøêè» êîíòóðà
âîëüòìåòð, òîê â öåïè ñòàë ðàâíûì

1 0,465 ì`
3 3

4 4

r
I I

r R r R

= = =

+ +

E
.

Âîëüòìåòð ïðè ýòîì ïîêàæåò

1 1 0,465 BU I R= = .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé (ñì. ðèñóíîê): ÷åðåç
âîëüòìåòð òå÷åò òîê 2I , òîê
âî âíåøíåé öåïè 1I . Òîãäà

( )1 1 2

3

4 4

r
rI I I= + -E ,

1 2

3

4
rI RI= +E .

Ñîáñòâåííî, íàì íóæíî íàé-
òè 2RI . Ïåðåïèøåì  óðàâíå-

íèÿ â âèäå

1 2
4

r
rI I= -E ,  1 2

3

4
rI RI= +E

è èñêëþ÷èì èç íèõ 1I :

2 2 2

3 3
4 4

4 4

r
RI rI RI

R

Ê ˆ
= + = +Á ˜

Ë ¯
E ,

îòêóäà

2 2 0,1227 BU RI= = .

Ìîæíî ïîñ÷èòàòü îòâåò è ïðîùå – çàìåíèòü ïàðàëëåëü-

íî ñîåäèíåííûå ñîïðîòèâëåíèÿ 
4

r
 è R  îäíèì ðåçèñòî-

ðîì è íàéòè òîêè. Îòâåò ïîëó÷èòñÿ òîò æå.
À.Ñòàðîâ

Ô1951. Îäèíàêîâûå êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ Ñ êàæ-
äûé ñîåäèíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî, à êðàéíèå âûâîäû
ïîëó÷èâøåéñÿ öåïî÷êè ïîäêëþ÷àþò ê çàæèìàì ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
áàòàðååê íàïðÿæåíèåì U
ñëåâà è 2U ñïðàâà (ðèñ.1).
Íåìíîãî ïîäîæäàâ, ìåæäó
òî÷êàìè À è Á âêëþ÷àþò
êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ
L. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ñèëû òîêà ÷åðåç
êàòóøêó. Íàéäèòå òàêæå
ìàêñèìàëüíûå çàðÿäû êîí-
äåíñàòîðîâ. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäîâ ñ÷èòàòü ìà-
ëûì (íî íå íóëåâûì!). Áàòàðåéêè, êîíäåíñàòîðû è
êàòóøêó ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè.

Ïðè ïîäêëþ÷åíèè êîíäåíñàòîðîâ ê áàòàðåéêàì ïðî-
èçîéäåò áûñòðûé ïðîöåññ – â ðåçóëüòàòå çàðÿäû êîí-
äåíñàòîðîâ óñòàíîâÿòñÿ äî 0 0,5q CU= , â öåïè âûäå-
ëèòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû (â ñîïðîòèâëåíèè
ïðîâîäîâ, åãî ìîæíî ïî-
ñ÷èòàòü, íî äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è ýòî íå
íóæíî). Ïîñëå ïîäêëþ-
÷åíèÿ êàòóøêè çàðÿäû
êîíäåíñàòîðîâ áóäóò ìå-
íÿòüñÿ, íî ñóììà èõ íà-
ïðÿæåíèé îñòàíåòñÿ íå-
èçìåííîé – çíà÷èò, äî-
ïîëíèòåëüíûå çàðÿäû
áóäóò îäèíàêîâû, ìû èõ
îáîçíà÷èì Q (ðèñ.2). Òîêè â öåïè òåïåðü îãðàíè÷åííûå
(íå òàêèå áîëüøèå, êàê ïðè íà÷àëüíîì ýòàïå), è ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü òåïëîâûìè ïîòåðÿìè çà ïåðâûé ïåðèîä
êîëåáàíèé (âñå èíòåðåñíîå ïðîèçîéäåò çà ýòîò ïåðè-
îä!). Ðàáîòà áàòàðååê ðàâíà

1 2 2 3A A QU Q U QU+ = + ◊ = .

Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ áûëà
2
0

… 2
2

q
W

C
= .

Îáîçíà÷èì òîê êàòóøêè I, òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ìîæíî çàïèñàòü

( )
2

… 1 2

0,5

2

CU Q
W A A

C

- +
+ + = +

( )
2 20,5

2 2

CU Q LI

C

+
+ .

Òåïåðü íàéäåì ìàêñèìàëüíûé òîê êàòóøêè. Ïðè ìàê-
ñèìàëüíîì òîêå mI  ÝÄÑ èíäóêöèè îáðàòèòñÿ â íîëü,
íàïðÿæåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ ñîñòàâÿò U è 2U, òîãäà

1 1,5Q CU= , è ýíåðãåòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ
òàê:

2 2 2
0,25 1,5 3CU CU CU+ + =

22
2

2
2 2

mLICU
CU+ + .

Îòñþäà
2 29

2
m

C
I U

L
= , è 3

2
m

C
I U

L
= .

Ìàêñèìàëüíûå çàðÿäû (è ìèíèìàëüíûå òîæå) ïîëó÷à-
þòñÿ ïðè I = 0. Òîãäà çàïèøåì

2
2 20,25 2CU Q U Q U+ + ◊ =

= 
( ) ( )

2 2

2 20,5 0,5

2 2

CU Q CU Q

C C

- + +
+ .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

2
2 23Q CUQ= , îòêóäà 2 0Q =  èëè 2 3Q CU= .

Ïåðâûé êîðåíü äàåò minQ , âòîðîé – maxQ . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàêñèìàëüíûå çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ áóäóò
ðàâíû 2,5CU  è 3,5CU .
Ïðèìå÷àíèå. Îòâåò 2 3Q CU=  ìîæíî áûëî óãàäàòü:
ÿñíî, ÷òî â öåïè ïðîèñõîäÿò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,
ìàêñèìàëüíûé òîê ñîîòâåòñòâóåò çàðÿäó 1,5CU – äî
«ìàêñèìóìà» äîëæåí ïðîéòè åùå òàêîé æå çàðÿä.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1952. Â ôîêóñå áîëüøîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îòðàæà-
òåëÿ íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ðàäèîâîëí ÷àñ-
òîòîé f = 1000 ÌÃö, äèàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîãî îòðà-
æàòåëÿ D = 6 ì. Èç-çà äèôðàêöèè ñèñòåìà èçëó÷àåò

ðàñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê âîëí.
Íà ñêîëüêî íóæíî îòîäâè-
íóòü èñòî÷íèê âäîëü îñè
ïàðàáîëîèäà, ÷òîáû ðàñ-
õîäèìîñòü ïó÷êà óâåëè÷è-
ëàñü ïðèìåðíî â òðè ðàçà?

Ïóñòü ïàðàáîëà (ïàðàáî-
ëîèä â ðàçðåçå) îïèñûâà-
åòñÿ âûðàæåíèåì 2y Ax=

(ñì. ðèñóíîê). Ðàññìîòðèì
ëó÷, ïàäàþùèé â òî÷êó 1x .

Íàêëîí ïàðàáîëû â ýòîé òî÷êå (îí íàì íóæåí äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óãëà ïàäåíèÿ ëó÷à) îïðåäåëèòñÿ ïðîèç-
âîäíîé:

12 tg
y

Ax
x

Δ
α

Δ
= = .

Íàéäåì òåïåðü ïîëîæåíèå òî÷êè 0y :

( )0 1 1 tg 2 90y y x α= - - ∞ =
2
1 1 ctg 2Ax x α- =

= 
2

2
1 1

1 tg

2tg
Ax x

α
α

-
- =

( )
2

12
1 1

1

1 2 1

4 4

Ax
Ax x F

Ax A

-
- = = .

Âèäíî, ÷òî âñå ëó÷è, èäóùèå ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé îñè
ïàðàáîëîèäà, ñõîäÿòñÿ â òî÷êó F (ôîêóñ), è ÿñíî, – ãäå
îí íàõîäèòñÿ. Âîîáùå-òî, íàì íóæíî èçëó÷àòü ðàäèî-
âîëíû, à íå ïðèíèìàòü, íî îáðàòèìîñòü ëó÷åé ïîçâîëÿ-
åò íàì âûáðàòü ëþáîé èç ýòèõ ñëó÷àåâ.
Èòàê, ïóñòü ëó÷ ïàäàåò â òó æå òî÷êó ïàðàáîëîèäà, íî

ïîä ìàëûì óãëîì δ  ê åãî îñè. Íàéäåì ïîëîæåíèå òî÷êè

2y , òî÷íåå – äëèíó îòðåçêà 0 2y y :

0 2y yΔ = - = ( ) ( )1 1tg 2 90 tg 2 90x xα α δ- ∞ - - ∞ + =

 = ( )( ) 1
1 2

ctg2 ctg 2
sin 2

x
x

δ
α α δ

α
- + ª

(äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ìû
èñïîëüçîâàëè ïðîèçâîäíóþ). Âèäíî, ÷òî ïðè ïàäåíèè
ëó÷à ïîä äàííûì óãëîì δ  â ðàçíûå òî÷êè ïàðàáîëîèäà
ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ñìåùåíèÿ Δ . Íàì
íóæíî íàéòè òàêîå ìåñòî ïàäåíèÿ ëó÷à, ÷òîáû ñäåëàòü
Δ  íàèìåíüøèì äëÿ äàííîãî óãëà δ . Ýòî è áóäåò
ñìåùåíèå èñòî÷íèêà ðàäèîâîëí îòíîñèòåëüíî ôîêóñà
ïàðàáîëîèäà, îáåñïå÷èâàþùåãî äàííûé óãîë ðàñõîæ-
äåíèÿ ïó÷êà. Âûðàçèì âåëè÷èíó Δ  ÷åðåç óãîë α :

12 tgAx α= , 1
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2
x

A

α
= ,

2 2

tg 1

2 4sin cosA

α
Δ δ

α α
= =

3
8 sin cosA

δ
α α

.

Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ:

( )3
sin cos αα α ¢

=
4 2 2

cos 3cos sinα α α- =

= ( )2 2 2
cos cos 3sin 0α α α- = ,

îòêóäà, ÿñíî, ÷òî tgα
1

3
ª . Òàêèì îáðàçîì, ñàìîå

áîëüøîå ðàñõîæäåíèå ïó÷êà ïîëó÷èòñÿ ïðè îòðàæåíèè
îò òî÷êè, ãäå 30α = ∞ :

( )
3

8 0,5 3 2A

δ
Δ = =

◊ ◊

1 8 8

4 3 3 3 3
F

A
δ δ= .

Îïðåäåëèì òåïåðü óãîë δ : äèôðàêöèîííîå ðàñõîæäå-
íèå ïó÷êà, èñõîäÿùåãî èç ôîêóñà ïàðàáîëîèäà, ñîñòàâ-

ëÿåò 
0

0,3 1

6 20D

λ
δ ª = =  ðàäèàíà (äëÿ êðóãëîãî îòâåð-

ñòèÿ â ýêðàíå óãîë íåìíîãî äðóãîé: 
1,22

D

λ
δ*

ª , íî íàì

äîñòàòî÷íî è ãðóáîé îöåíêè). Òîãäà 02 0,1δ δ= ª , è

ñìåùåíèå 
8

0,1 0,15
3 3

F FΔ = ª .

Èòàê, îñîáåííî òî÷íîé óñòàíîâêè èçëó÷àòåëÿ â ôîêóñ
àíòåííû íå ïîòðåáóåòñÿ.

Ç.Âîëíîâ

ÍÀÌ ÏÈØÓÒ

Â «Êâàíòå» ¹4 çà 1999 ãîä áûëà îïóáëèêîâàíà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à.

Ì1692. ×èñëà à, b è ñ – äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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2 2 2 2

2 2a bc b ac
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+ +

+ +
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2 2
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+
.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âåðõíåé ãðàíèöå. Èñ-
ïîëüçîâàâ òåîðåìó êîñèíóñîâ è òîæäåñòâî

cos cos cosα β γ+ + = 1 4 sin sin sin
2 2 2

α β γ
+

ïðè α β γ π+ + = , ïîëó÷àåì, ÷òî
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2a bc b ac c ab

b c c a a b

+ + +
+ + =

+ + +

= ( ) ( )
2 2 2 2

2 2
1 cos 1 cos

bc ac

b c c a
α β- + - +

+ +

+ ( )
2 2

2
1 cos 3

ab

a b
γ- + £

+
5 4 sin sin sin 5

2 2 2

α β γ
- < .

Îòìåòèì, ÷òî îáå îöåíêè – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ – òî÷íû: äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî òðåóãîëü-
íèêîâ ñ äëèíàìè ñòîðîí 1, 1, õ.

Ã.Êàðíàóõ



Ïîáåäèòåëè êîíêóðñà

«Çàäà÷íèê «Êâàíòà»

2004 ãîäà

Ïåðâîå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ëèâèíñêèé Èâàí – Óêðàèíà, ã.Êèåâ,
ëèöåé «Íàó÷íàÿ ñìåíà»,

Êóçíåöîâ Âàñèëèé – Óêðàèíà, ã.Êèåâ,
ëèöåé 171 «Ëèäåð»;

ïî ôèçèêå

Çåëåíñêèé Ïàâåë – Óêðàèíà, ã.Äíåïðîäçåðæèíñê, ëèöåé ÍÈÒ 2,
Àðçàìàñîâ Âàäèì – ã.×åáîêñàðû, ëèöåé 3,

Àñêàðÿí Âëàäèìèð – ã.Âîëãîäîíñê, øêîëà 24.

Âòîðîå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ãóòíèê Ìèõàèë – Óêðàèíà, ã.Äîíåöê, ëèöåé «Ýðóäèò»,
Êðàñèëüíèêîâ Àëåêñàíäð – ã.Óëüÿíîâñê, ãèìíàçèÿ 79;

ïî ôèçèêå

Ãîðáåíêî ßðîñëàâ – ã.×åáîêñàðû, ëèöåé 3,
Áàðàíîâ Àðòåì – ã.Êàìåíêà Ïåíçåíñêîé îáë., øêîëà 4.

Òðåòüå ìåñòî çàíÿëè

ïî ìàòåìàòèêå

Ëÿøêî Àíäðåé – ã.Áàëàøîâ Ñàðàòîâñêîé îáë., ÃÏË;

ïî ôèçèêå

Ðåïðèíöåâà Ëþäìèëà – ã.Âîëæñêèé, øêîëà 30 èì. Ñ.Ð.Ìåäâåäåâà,
Ïàðàìîíîâ Åâãåíèé – ã.×åáîêñàðû, ëèöåé 3.

Êðîìå òîãî, â ÷èñëî ïîáåäèòåëåé âîøëè

ïî ìàòåìàòèêå

Áóäàðàãèí Äìèòðèé – ã.Íèæíèé Íîâãîðîä, ëèöåé 40,
Åñèí Àëåêñåé – ñò. Ñòàðîíèæåñòåáëèåâñêàÿ Êðàñíîäàðñêîãî êð., øêîëà 55,

Íîâîæåíèí Åãîð – ã.Íîâîñèáèðñê, ãèìíàçèÿ 3,
Åðåìèí Àëåêñåé – ã.Êðàñíîäàð, øêîëà 47,

Àìïèëîãîâ Àíòîí – ã.Êðàñíîäàð, ëèöåé ÈÑÒÝÊ,
Ìàìáåòîâ Áåêòóð – Êèðãèçèÿ, ã.Áèøêåê, ÔÌË 61,

Ïóòèí Íèêèòà – ã.Ïåðìü, ÏÃÓ,
×óêëèí Àëåêñàíäð – Óêðàèíà, ã.Ñåâàñòîïîëü, ãèìíàçèÿ 1,

Óëàíîâ Ìàêñèì – ã.Ïðîòâèíî Ìîñêîâñêîé îáë., ÑÓÍÖ ÌÃÓ,
Ñòðîãàëüùèêîâ Äìèòðèé – ã.Ìèàññ, øêîëà 9;

ïî ôèçèêå

Ñâåòëè÷íûé Ïàâåë – ã.Âîëæñêèé, øêîëà 30,
Ëèâèíñêèé Èâàí – Óêðàèíà, ã.Êèåâ, ëèöåé «Íàó÷íàÿ ñìåíà»,

Àôàíàñüåâ Àëåêñàíäð – ã.Âëàäèâîñòîê, ãèìíàçèÿ 1,
Äüÿêîâ Àíòîí – ã.Àðìàâèð, øêîëà 9,

Âàñèëåíêî Äåíèñ – ã.Àðìàâèð, øêîëà 9.

Ïîáåäèòåëè, çàíÿâøèå ïåðâûå ìåñòà ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå, íàãðàæäàþòñÿ êîìïëåêòàìè æóðíàëà
«Êâàíò» çà âòîðîå ïîëóãîäèå 2005 ãîäà.
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Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8

êëàññîâ.

1. Èç ðåïîðòàæà êîððåñïîíäåíòà æóðíàëà «True-
False»:

«ß âìåñòå ñ ðûöàðÿìè è ëæåöàìè ëå÷ó íà áîðòó
âîçäóøíîãî ëàéíåðà. Âû, êîíå÷íî, çíàåòå, ÷òî ðûöàðè
âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû – áåçáîæíî ëãóò... Íà

ìîé âîïðîñ: «Ñêîëüêî æå çäåñü ëæåöîâ?» êàæäûé èç
ìîèõ ïîïóò÷èêîâ îòâå÷àë: «Ëæåöîâ â ñàëîíå íå÷åòíîå
êîëè÷åñòâî». Ïîñëå ÷åãî ìàõàë ìíå ðó÷êîé è âûïðûãè-
âàë ñ ïàðàøþòîì. È âîò ÿ îñòàëñÿ îäèí...»

Ìîæíî ëè äîâåðÿòü êîððåñïîíäåíòó æóðíàëà «True-
False»?

A.Æóêîâ

2. Êîãäà Òîðîïûæêà õî÷åò çàïèñàòü êàêóþ-íèáóäü
äàòó, îí ïèøåò ÷èñëî è íîìåð ìåñÿöà (èìåííî â òàêîì
ïîðÿäêå) àðàáñêèìè öèôðàìè, íå îñòàâëÿÿ ìåæäó
íèìè ïðîáåëà, íå ïîìåùàÿ íèêàêîãî ðàçäåëèòåëüíîãî

çíàêà è íå ñòàâÿ íóëåé â íà÷àëå ÷èñëà.
Ñêîëüêî äàò â ãîäó íåëüçÿ ðàçëè÷èòü ïðè òàêîé ôîðìå
çàïèñè?

Ì.Àõìåäæàíîâà

3. Íà Ïîëå ×óäåñ ìûøèíûå íîðêè ðàñïîëîæåíû íà
ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà, ïðè÷åì îò êàæ-
äîé íîðêè ê áëèæàéøåé ê íåé ïî ïðÿìîé ëèíèè
ïðîòîïòàíà òðîïèíêà.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òðîïèíîê ìîæåò ïîäõîäèòü ê
êàêîé-ëèáî íîðêå?

À.Ðÿõîâñêèé

4. ×è÷èêîâ ïîêóïàë ó Ïëþøêèíà áåãëûå äóøè. Åñëè
áû îí êóïèë ñòîëüêî äóø, ñêîëüêî êîïååê çàïëàòèë çà
êàæäóþ, òî Ïëþøêèíó äîñòàëîñü áû áîëüøå äåñÿòè
ðóáëåé. À åñëè áû îí çà êàæäóþ äóøó çàïëàòèë ñòîëüêî
êîïååê, ñêîëüêî êóïèë äóø, òî Ïëþøêèí ïîëó÷èë áû

áîëüøå øåñòèäåñÿòè ðóáëåé.
Ñêîëüêî äóø è ïî êàêîé öåíå êóïèë ×è÷èêîâ, åñëè îí
èçðàñõîäîâàë íà ýòî íå áîëåå 25 ðóáëåé?

È.Àêóëè÷

5. 50 ñèíèõ è 50 êðàñíûõ òî÷åê ðàçäåëèëè îêðóæ-
íîñòü íà 100 ðàâíûõ äóã. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ êðàñíûå, ñóùå-
ñòâóåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ñèíèå.

B.Ïðîèçâîëîâ



Ê
ÀÆÄÎÌÓ ÈÇÂÅÑÒÍÎ: ØÀÕÌÀÒÍÀß ÄÎÑÊÀ – ÊÂÀÄÐÀÒ-

íàÿ è âñå ïîëÿ íà íåé êâàäðàòíûå, òàê î êàêèõ
òðåóãîëüíèêàõ âîîáùå ìîæíî òîëêîâàòü? À ìåæäó
òåì... ïî÷åìó áû è íåò? Âîçüìåì öåíòðû òðåõ ëþáûõ
ïîëåé, ñîåäèíèì èõ – âîò è òðåóãîëüíèê. Èìåííî î íèõ
è ïîãîâîðèì.

Ëåòîì 2003 ãîäà íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå Êîíêóðñà
èìåíè À.Ï.Ñàâèíà «Ìàòåìàòèêà 6–8» áûëà ïðåäëîæå-
íà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè
ìîæíî îòìåòèòü, ÷òîáû íå íàøëîñü íè îäíîãî ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ îòìå-
÷åííûõ êëåòîê?

Ðåøåíèå åå òàêîâî.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âñå ãîðèçîíòàëè äîñêè, â êàæ-

äîé èç êîòîðûõ îòìå÷åíî íå ìåíåå äâóõ êëåòîê. Ïóñòü
òàêèõ ãîðèçîíòàëåé m (ÿñíî, ÷òî £ £0 8m ), è âñåãî â
íèõ îòìå÷åíî Ì êëåòîê. Çàêðàñèì âñå ýòè Ì êëåòîê â
êðàñíûé öâåò. Çàìåòèì, ÷òî íà îäíîé âåðòèêàëè ñ
ëþáîé êðàñíîé êëåòêîé Q íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íè
îäíîé îòìå÷åííîé êëåòêè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîÿâèò-
ñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè ñòîðîíàì äîñêè; âåðøèíû åãî – êðàñíàÿ
êëåòêà Q è îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ëåæàùèå íà îäíîé
âåðòèêàëè, à òàêæå ëþáàÿ äðóãàÿ êðàñíàÿ êëåòêà íà
îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ êëåòêîé Q).

Ðàññìîòðèì òàêæå âñå âåðòèêàëè äîñêè, â êàæäîé èç
êîòîðûõ îòìå÷åíî íå ìåíåå äâóõ êëåòîê. Ïóñòü òàêèõ

âåðòèêàëåé n ( £ £0 8n ), è âñåãî â íèõ îòìå÷åíî N
êëåòîê. Çàêðàñèì âñå ýòè N êëåòîê â ñèíèé öâåò.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî íà îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ ëþáîé ñèíåé êëåòêîé íå
ìîæåò íàõîäèòüñÿ íè îäíîé îòìå÷åííîé êëåòêè.

Êðîìå êðàñíûõ è ñèíèõ, íà äîñêå ìîãóò îêàçàòüñÿ
åùå êàêèå-òî îòìå÷åííûå êëåòêè – çàêðàñèì èõ â
æåëòûé öâåò. Çàìåòèì, ÷òî â ñòðîêå èëè ñòîëáöå ñ
æåëòîé êëåòêîé íå ìîæåò áûòü íèêàêîé äðóãîé îòìå-
÷åííîé êëåòêè – èíà÷å ýòà ïàðà êëåòîê áûëà áû
îêðàøåíà â êðàñíûé èëè ñèíèé öâåò. Ïóñòü æåëòûõ
êëåòîê èìååòñÿ Ê.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê

 x = M + N + K.

Ðàññìîòðèì âñå âåðòèêàëè äîñêè. Ì èç íèõ «çàíÿòû»
êðàñíûìè êëåòêàìè (èáî, êàê ïîêàçàíî âûøå, íà îäíîé
âåðòèêàëè ñ êðàñíîé êëåòêîé íå ìîæåò áûòü íèêàêèõ
äðóãèõ îòìå÷åííûõ êëåòîê). Êðîìå òîãî, â n âåðòèêàëÿõ
íàõîäÿòñÿ ñèíèå êëåòêè. À òàê êàê âñåãî íà äîñêå 8
âåðòèêàëåé, òî æåëòûå êëåòêè ìîãóò áûòü òîëüêî íà
îñòàâøèõñÿ (8 – Ì – n) âåðòèêàëÿõ, ïðè÷åì íå áîëåå
÷åì ïî îäíîé êëåòêå íà êàæäîé âåðòèêàëè. Ïîýòîìó

£ -8K Ì – n.

Åñëè ðàññìîòðåòü âñå ãîðèçîíòàëè äîñêè, àíàëîãè÷íû-
ìè ðàññóæäåíèÿìè ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

£ - -8K N m .

Òðåóãîëüíèêè
íà øàõìàòíîé äîñêå

È.ÀÊÓËÈ×

Ê  Ì  Ø 27
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì äâà íåðàâåíñòâà äëÿ ñóì-
ìàðíîãî ÷èñëà êëåòîê õ :

( )= + + £ + + - - =8x M N K M N M n + -8 N n ,

( )= + + £ + + - - =8x M N K M N N m + -8 M m .

Åñëè n = 0, ò.å. âåðòèêàëåé ñ ñèíèìè êëåòêàìè íå
èìååòñÿ, òî è ñèíèõ êëåòîê íåò, ò.å. N = 0. Íî òîãäà èç
ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì £ + - =8 0 0 8x . Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè ñèíèõ êëåòîê îáùåå
÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê íå ïðåâûñèò 8. Àíàëîãè÷íî,
èñïîëüçóÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè îòñóòñòâèè êðàñíûõ êëåòîê (m = 0) îáùåå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ êëåòîê òàêæå íå ïðåâûñèò 8. Íó, à åñëè
èìåþòñÿ è ñèíèå, è êðàñíûå êëåòêè – ÷òî òîãäà?

Îáñóäèì ýòîò âàðèàíò. Ïóñòü ≥ 1n  è ≥ 1m . Òàê êàê â
êàæäîé ãîðèçîíòàëè íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé
ñèíåé êëåòêè, òî îáùåå ÷èñëî ñèíèõ êëåòîê íå ïðåâû-
øàåò îáùåãî ÷èñëà ãîðèçîíòàëåé, ò.å. £ 8N , ïîýòîìó
ïîëó÷àåì £ + - £ + - =8 8 8 1 15x N n . Çàìåòèì, ÷òî
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå 15 äîñòèãàåòñÿ, î÷åâèäíî, ïðè
n = 1 è N  = 8. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåí-
íàÿ âåðòèêàëü ñ ñèíèìè êëåòêàìè, ïðè÷åì ñèíèìè
ÿâëÿþòñÿ âñå 8 êëåòîê ýòîé âåðòèêàëè! À òàê êàê íà
îäíîé ãîðèçîíòàëè ñ ëþáîé ñèíåé êëåòêîé íå ìîæåò
áûòü äðóãèõ îòìå÷åííûõ êëåòîê, òî êðàñíûõ êëåòîê
âîâñå íåò, è m = 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàññìàòðèâà-
åìîìó íàìè ñëó÷àþ, äëÿ êîòîðîãî äîëæíî áûòü ≥ 1m .
Ïîýòîìó çíà÷åíèå 15 íåäîñòèæèìî.

Èòàê, âñåãî îòìå÷åííûõ êëåòîê ìåíüøå 15, ò.å. íå
áîëüøå 14. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâè-

åì çàäà÷è ìîæíî ðàññòàâèòü
ðîâíî 14 êëåòîê. Êàê ýòî ñäå-
ëàòü – ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1
(äëÿ íàãëÿäíîñòè êëåòêè çäåñü
ðàñêðàøåíû â êðàñíûé è ñè-
íèé öâåòà – â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèâåäåííûìè ðàññóæäåíèÿ-
ìè, à æåëòûõ íå îêàçàëîñü
âîâñå). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, äåé-
ñòâèòåëüíî íåò íè îäíîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ

âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ êëåòêàõ (äàæå òàêèõ, ó
êîòîðûõ êàòåòû íå ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì äîñêè, õîòÿ
ïðè ðåøåíèè ìû îá ýòîì  è íå óïîìèíàëè). Â ñàìîì
äåëå, åñëè âçÿòü ëþáûå òðè êëåòêè îäíîãî öâåòà, òî
òðåóãîëüíèê ïîëó÷èòñÿ âûðîæäåííûé (òðè âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé), à åñëè âûáðàòü äâå êëåòêè
îäíîãî öâåòà è îäíó – äðóãîãî, òî îí áóäåò òóïîóãîëü-
íûé.

ßñíî, ÷òî çàäà÷à åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ
è íà ñëó÷àé äîñêè ñî ñòîðîíîé íå 8, à ð êëåòîê, è
îòâåò òàêîâ: íàèáîëüøåå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê
ðàâíî 2ð – 2.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: à âåäü áûâàþò è
äðóãèå òðåóãîëüíèêè – îñòðîóãîëüíûå, òóïîóãîëüíûå,
âûðîæäåííûå, è èíòåðåñíî, êàêîâ áóäåò îòâåò â àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷å äëÿ íèõ? Òàêèì îáðàçîì, îäíà çàäà÷à
ïîðîäèëà åùå òðè, èç êîòîðûõ â îáùåì âèäå (ò.å. äëÿ
äîñîê ðàçìåðîì ¥p p ) óäàëîñü îäîëåòü... òîëüêî îäíó.
Íåãóñòî? Âåðíî. Çàòî êàêîé ïðîñòîð äëÿ òâîð÷åñòâà!

Íàèáîëåå ëåãêîé îêàçàëàñü çàäà÷à äëÿ òóïîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ (è, êñòàòè, áûëà ïðåäëîæåíà íà
çàî÷íîì òóðå Êîíêóðñà «Ìàòåìàòèêà 6–8» – ñì.
«Êâàíò» ¹1). Êàê íè ñòðàííî, îñîáåííîñòè øàõìàò-
íîé äîñêè â ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ,
à íà ïåðâîå ìåñòî âûñòóïàþò îáû÷íûå ãåîìåòðè÷åñ-
êèå ñîîáðàæåíèÿ.

Äëÿ øàõìàòíîé äîñêè îòâåò òàêîâ: 8 êëåòîê. Çà
ïðèìåðîì äàëåêî õîäèòü íå íàäî: äîñòàòî÷íî îòìåòèòü
âñå êëåòêè ëþáîé âåðòèêàëè èëè ëþáîé ãîðèçîíòàëè,
ëèáî æå îäíîé èç äâóõ áîëüøèõ äèàãîíàëåé. Òîãäà
öåíòðû ëþáûõ òðåõ êëåòîê áóäóò ëåæàòü íà îäíîé
ïðÿìîé, è âñå òðåóãîëüíèêè áóäóò âûðîæäåííûå.

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøå 8 êëåòîê îòìåòèòü íåëüçÿ.
Èñïîëüçóåì ìåòîä «îò ïðîòèâíîãî». Äîïóñòèì, ÷òî
óäàëîñü âñå-òàêè îòìåòèòü íå ìåíåå 9 êëåòîê ñ ñîáëþ-
äåíèåì òðåáîâàíèé óñëîâèÿ. Î÷åâèäíî, öåíòðû âñåõ
ýòèõ äåâÿòè êëåòîê íå ìîãóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé
– ðàçìåðû äîñêè íå ïîçâîëÿþò. Âûáåðåì èç îòìå÷åí-
íûõ êëåòîê òîëüêî 6, íî òàêèõ, ÷òî íå âñå öåíòðû ýòèõ
êëåòîê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (òî, ÷òî òàêèå 6 êëåòîê
ìîæíî âûáðàòü, òàêæå ëåãêî äîêàçàòü «îò ïðîòèâíîãî»:
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öåíòðû ëþáûõ øåñòè êëåòîê
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îòñþäà áûñòðî ñëåäóåò,
÷òî öåíòðû âñåõ èìåþùèõñÿ êëåòîê ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé – ïðîòèâîðå÷èå!). À äàëåå àáñòðàãèðóåìñÿ îò
øàõìàòíîé äîñêè, ò.å. äîêàæåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ëåæàò 6 ïîïàðíî
íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê, ïðè÷åì íå âñå îíè ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà íàéäåòñÿ òóïîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ñ âåðøèíàìè â êàêèõ-òî òðåõ èç ýòèõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1) Ñðåäè äàííûõ øåñòè òî÷åê íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå ÷åòûðå, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé (îáîçíà÷èì
ýòó ïðÿìóþ l, à òî÷êè íàçîâåì ñèäÿùèìè). Âîçüìåì
ëþáóþ òî÷êó À, íå ëåæàùóþ íà l (òàêàÿ òî÷êà íåïðåìåí-
íî åñòü, òàê êàê íå âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé).
Îïóñòèì èç íåå ïåðïåíäèêóëÿð ÀÂ íà ïðÿìóþ l. Òî÷êà
Â ìîæåò ñîâïàñòü ñ îäíîé èç ñèäÿùèõ òî÷åê, íî ìîæåò
è íå ñîâïàñòü. Â ëþáîì ñëó÷àå õîòÿ áû 3 èç ñèäÿùèõ
òî÷åê íå ñîâïàäóò ñ òî÷êîé Â, è ïî êðàéíåé ìåðå 2 èç
ýòèõ òðåõ òî÷åê îêàæóòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè Â.
Ïóñòü ýòî òî÷êè Ñ è D, ïðè÷åì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
òî÷êà Ñ íàõîäèòñÿ áëèæå ê òî÷êå Â, ÷åì òî÷êà D. Òîãäà
òðåóãîëüíèê ACD òóïîóãîëüíûé. Óáåäèòüñÿ â ýòîì
ëåãêî. Â ñàìîì äåëå, òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé,
ïîýòîìó ïðèëåãàþùèé ê ãèïîòåíóçå ÀÑ óãîë ÀÑÅ
îñòðûé. Íî òîãäà ñìåæíûé ñ íèì óãîë ACD òóïîé, è
òðåóãîëüíèê ACD òóïîóãîëüíûé.

2) Íèêàêèå 4 òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, íî åñòü
3 òî÷êè, ñèäÿùèå íà îäíîé ïðÿìîé l. Îáîçíà÷èì èõ À,
Â, Ñ (òî÷êà Â ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè À è Ñ ). Âîçüìåì
ëþáóþ èç îñòàëüíûõ òðåõ òî÷åê (îáîçíà÷èì åå D) è
îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð DE íà ïðÿìóþ l. Åñëè òî÷êà Å íå
ñîâïàëà íè ñ îäíîé èç òî÷åê À, Â, Ñ, òî êàêèå-òî äâå èç
íèõ ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè Å. Íî òîãäà,
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîÿâèòñÿ òóïîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê! Çàìåòèì, ÷òî òóïîóãîëüíûé òðåó-
ãîëüíèê îáíàðóæèòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà Å ñîâïà-
äåò ñ òî÷êîé À èëè Ñ (èáî îïÿòü íàéäóòñÿ äâå òî÷êè íà
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ïðÿìîé l ïî îäíó ñòîðîíó îò Å ). Ïîýòîìó åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü – ÷òîáû òî÷êà Å ñîâïàëà ñ Â, ò.å. ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà l, äîëæíà ñïðîåêòèðî-
âàòüñÿ â òî÷êó Â. Ðàçóìååòñÿ, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé èç
òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà l. Íî òîãäà ýòè 3 òî÷êè âìåñòå
ñ òî÷êîé Â îáðàçóþò ÷åòâåðêó òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé
ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé l. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàññìàò-
ðèâàåìûì ñëó÷àåì.

3) Íèêàêèå 3 òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïðîâåäåì âñåâîçìîæíûå îòðåçêè, ïîïàðíî ñîåäèíÿþ-
ùèå íàøè 6 òî÷åê. Ýòè îòðåçêè îãðàíè÷èâàþò íåêîòî-
ðûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, ïðè÷åì ÷àñòü òî÷åê
ìîæåò ëåæàòü âíóòðè íåãî (èíîãäà ãîâîðÿò: íàòÿíåì
âûïóêëóþ îáîëî÷êó íà äàííûå 6 òî÷åê – ïî ñìûñëó òî
æå ñàìîå). Çäåñü îïÿòü æå âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ.

à) 3 òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà, à
îñòàëüíûå 3 ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì
ëþáóþ èç âíóòðåííèõ òî÷åê è ñîåäèíèì åå îòðåçêàìè
ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà. Ñóììà òðåõ îáðàçîâàâ-
øèõñÿ óãëîâ ðàâíà 360°, ïîýòîìó ñðåäè íèõ íåïðåìåí-
íî åñòü òóïîé óãîë, ÷òî ïîðîæäàåò íàëè÷èå òóïîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îäèí èç
óãëîâ ðàçâåðíóòûé, òî òîãäà, î÷åâèäíî, èìåþòñÿ òðè
òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òî íåäîïóñòèìî.

á) 4 òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà, à îñòàëüíûå 2 ëåæàò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà. Âûáåðåì ëþáóþ èç âíóòðåííèõ òî÷åê è ñîåäèíèì
åå îòðåçêàìè ñ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ñóììà
÷åòûðåõ îáðàçîâàâøèõñÿ óãëîâ ðàâíà 360°. Åñëè âñå
îíè ïðÿìûå, òî òîãäà, î÷åâèäíî, îáúÿâÿòñÿ òðè òî÷êè,
ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òî íåäîïóñòèìî, ïîýòîìó
ñðåäè íèõ íåïðåìåííî åñòü òóïîé óãîë, ÷òî ïîðîæäàåò
íàëè÷èå òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

â) 5 òî÷åê ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî ïÿòè-
óãîëüíèêà, à øåñòàÿ ëåæèò âíóòðè. Çäåñü ñèòóàöèÿ åùå
ïðîùå. Ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ ïÿòè-
óãîëüíèêà ðàâíà, êàê èçâåñòíî, 540°. Ïîýòîìó ñðåäè
íèõ íåïðåìåííî íàéäåòñÿ òóïîé óãîë (èíà÷å ñóììà
óãëîâ íå ïðåâûøàëà áû ∞ ¥ = ∞90 5 450 ). Ñëåäîâàòåëü-
íî, âåðøèíà ñ òóïûì óãëîì ïðè íåé âìåñòå ñ äâóìÿ
ñîñåäíèìè âåðøèíàìè êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

ã) Âñå 6 òî÷åê ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî øåñ-
òèóãîëüíèêà. Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ñóììà
âíóòðåííèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ øåñòèóãîëüíèêà ðàâ-
íà 720°. Ïîýòîìó ñðåäè íèõ íåïðåìåííî íàéäåòñÿ òóïîé
óãîë (èíà÷å ñóììà óãëîâ íå ïðåâûøàëà áû ∞ ¥ =90 6

= ∞540 ). Çíà÷èò, âåðøèíà ñ òóïûì óãëîì ïðè íåé
âìåñòå ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè êàê ðàç è
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Åñëè æå îáîáùèòü çàäà÷ó íà ñëó÷àé êâàäðàòà ¥p p ,
òî îòâåò, åñòåñòâåííî, áó-
äåò òàêîâ: ïðè ð = 2 ìîæ-
íî îòìåòèòü âñå 4 êëåòêè;
ïðè ð = 3 è 4 ÷èñëî
îòìå÷åííûõ êëåòîê âîç-
ðàñòàåò äî 5 – ïðèìåð
ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.
Åñëè æå ≥ 5p , òî îòìå-

òèòü ìîæíî ð êëåòîê – âñå êëåòêè ëþáîé âåðòèêàëè,
ãîðèçîíòàëè èëè áîëüøîé äèàãîíàëè.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåïîääàâøèìñÿ çàäà÷àì. Íà÷íåì
ñ áîëåå ïðîñòîé (âî âñÿêîì ñëó÷àå, íà ïåðâûé âçãëÿä)
– ñ âûðîæäåííûìè òðåóãîëüíèêàìè. Ëåãêî íàéòè îãðà-
íè÷åíèå ñâåðõó. Òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ìîæåò áûòü
îòìå÷åíî íå áîëüøå äâóõ êëåòîê (èíà÷å òðè îòìå÷åí-
íûå êëåòêè â ñòðîêå ìãíîâåííî ïîðîæäàþò âûðîæäåí-
íûé òðåóãîëüíèê), òî ñóììàð-
íîå ÷èñëî îòìå÷åííûõ êëåòîê
äëÿ øàõìàòíîé äîñêè íå ïðå-
âûøàåò ¥ =2 8 16  (à äëÿ äîñ-
êè ¥p p  – î÷åâèäíî, 2ð êëå-
òîê). Äëÿ øàõìàòíîé äîñêè ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ – ïðè-
ìåð ñì. íà ðèñóíêå 3.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ñïîñîáû
îòìåòèòü 16 êëåòîê, íî ãîðàçäî
ìåíåå ñèìïàòè÷íûå. Òàê ÷òî
äëÿ øàõìàòíîé äîñêè çàäà÷à ðåøåíà ïîëíîñòüþ. ×òî
êàñàåòñÿ äîñêè ¥p p , òî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà áûë
ïðîèçâåäåí ïîèñê ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè 2ð êëåòîê äëÿ ð
îò 2 äî 13. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêîé ñïîñîá ñóùåñòâóåò äëÿ
âñåõ ýòèõ ð. ×òî êàñàåòñÿ ð > 13, òî ïîêà îñòàåòñÿ òîëüêî
ðàçâåñòè ðóêàìè. È äàæå íå ÿñíî, êóäà ñëåäóåò íàïðà-
âèòü óñèëèÿ: íà ïîèñê íåêèõ îáùèõ ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
2ð êëåòîê, ëèáî íà ïîèñê êàêèõ-òî äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé äëÿ áîëüøèõ ð.

Íàêîíåö, ñàìûé êðåïêèé îðåøåê – îñòðîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè. Íà÷íåì îïÿòü æå ñ øàõìàòíîé äîñêè
(ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà â ÊÌØ – ñì. «Êâàíò»
¹ 2 çà 2004 ã.). Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà îòìåòèòü 16
êëåòîê – âñå êëåòêè ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðòèêàëåé
èëè ãîðèçîíòàëåé. Ïîñëå ýòîãî âîçìîæíîñòü îòìåòèòü
áîëüøåå ÷èñëî êëåòîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñëè è íå áåç-
íàäåæíîé, òî âåñüìà ìàëîâåðîÿòíîé. È òåì íå ìåíåå,
òàêàÿ âîçìîæíîñòü åñòü! Êàê ìîæíî îòìåòèòü 17 êëå-
òîê – ñì. ðèñóíîê 4.

Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà
áûëî ïðîâåðåíî (îõ, è äîëãî
æå îí ìó÷èëñÿ!), ÷òî 18 êëåòîê
îòìåòèòü íåâîçìîæíî, íî ýòî,
ê ñîæàëåíèþ, íèêàê íåëüçÿ ñ÷è-
òàòü äîêàçàòåëüñòâîì.

Åñëè æå ãîâîðèòü îá îáîá-
ùåíèè íàøåé çàäà÷è äëÿ êâàä-
ðàòà ¥p p , òî òàêîé «Z-îáðàç-
íûé» ïðèíöèï ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ âñåõ ≥ 5p . Äëÿ ð = 3 è 4 îí íå ãîäèòñÿ (äëÿ
íèõ, ïî-âèäèìîìó, ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì áóäåò 6
è 8 êëåòîê ñîîòâåòñòâåííî – ò.å. 2 ñîñåäíèå ñòðîêè èëè
2 ñòîëáöà), à äëÿ ð = 2 îòâåò î÷åâèäåí: ìîæíî îòìåòèòü
âñå 4 êëåòêè äîñêè.

Êàê âèäèì, äåëà ñ âûðîæäåííûìè è îñòðîóãîëüíûìè
òðåóãîëüíèêàìè íå áëåñòÿùè. Íî, ó÷èòûâàÿ íåçàóðÿä-
íûé óðîâåíü èíòåëëåêòà è âåëèêóþ èçîáðåòàòåëüíîñòü
íàøèõ ÷èòàòåëåé, ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî îíè ñóìåþò
ðàçîáðàòü ýòè çàäà÷è ïî êîñòî÷êàì. È çàîäíî îáîá-
ùèòü èõ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ äî-
ñîê (à íå òîëüêî êâàäðàòíûõ). Æäåì ðåçóëüòàòîâ!

Ðèñ. 4

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Õåðóâèìû,
ñåðàôèìû,
ñàìîëåòû...

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ó
ÆÅ Â ÄÐÅÂÍÎÑÒÈ ÊÐÛËÜß È ÎÃÎÍÜ Ñ×ÈÒÀËÈÑÜ  ÍÅ-
îáõîäèìûìè àòðèáóòàìè âñåãî, ÷òî ëåòàåò. Íàïðèìåð:

«…âäðóã ÿâèëàñü êîëåñíèöà îãíåííàÿ è êîíè îãíåííûå …è
ïîíåññÿ Èëüÿ â âèõðå íà íåáî». Ïîäîáíûõ ñâèäåòåëüñòâ
ìíîãî â Ñâÿùåííûõ Ïèñàíèÿõ, íî íàèáîëåå äåòàëüíîå (ïðî-
ñòî – ïîðàçèòåëüíî ïîäðîáíîå) îïèñàíèå êðûëàòîãî ëåòà-
òåëüíîãî àïïàðàòà äàíî â êíèãå Ïðîðîêà Èåçåêèèëÿ. Ïðèâå-
äåì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå öèòàòû èç ýòîé êíèãè:

«È âèäåë ÿ …îáëàêî íàïîëíèëî âíóòðåííèé äâîð.
…è Äîì íàïîëíèëñÿ îáëàêîì, è äâîð íàïîëíèëñÿ ñèÿíèåì ñëàâû

Ãîñïîäà. È øóì îò êðûëüåâ õåðóâèìîâ ñëûøåí áûë äàæå íà
âíåøíåì äâîðå, êàê áû ãëàñ Áîãà Âñåìîãóùåãî, êîãäà îí ãîâîðèò.

È âèäåë ÿ: è âîò ÷åòûðå êîëåñà ïîäëå õåðóâèìîâ, ïî îäíîìó
êîëåñó ïîäëå êàæäîãî õåðóâèìà… È ïî âèäó âñå ÷åòûðå ñõîäíû…

Êîãäà øëè õåðóâèìû, òîãäà øëè ïîäëå íèõ è êîëåñà; è êîãäà
õåðóâèìû ïîäíèìàëè êðûëüÿ ñâîè, ÷òîáû ïîäíÿòüñÿ îò çåìëè, è

êîëåñà íå îòäåëÿëèñü, íî áûëè ïðè íèõ.
Ó êàæäîãî – ïî ÷åòûðå ëèöà, è ó êàæäîãî – ïî ÷åòûðå êðûëà…
È âèäåë ÿ, è âîò íà ñâîäå, êîòîðûé íàä ãëàâàìè õåðóâèìîâ, êàê

áû êàìåíü ñàïôèð, êàê áû íå÷òî ïîõîæåå íà ïðåñòîë, âèäíî áûëî
íàä íèìè. È ãîâîðèë Îí…: âîéäè ìåæäó êîëåñàìè ïîä õåðóâèìîâ

è âîçüìè ïîëíóþ ïðèãîðøíþ ãîðÿùèõ óãîëüåâ…
È ïîäíÿëè õåðóâèìû êðûëüÿ ñâîè è ïîäíÿëèñü â ãëàçàõ ìîèõ îò

çåìëè; êîãäà îíè óõîäèëè, òî è êîëåñà ïîäëå íèõ…
…È îòîøëî îò ìåíÿ âèäåíèå, êîòîðîå ÿ âèäåë».

Â ñâåòå ýòîãî ñâèäåòåëüñòâà äðåâíåãî ïðîðîêà ðàññìîòðèì
èçîáðàæåíèÿ ñàìîëåòîâ òîëüêî ÷òî óøåäøåãî âåêà (êîòîðûé
âïîëíå ìîæíî íàçâàòü âåêîì àâèàöèè).

Íà ðèñóíêàõ 1–3 ïðåäñòàâëåíû ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû
ðàçëè÷íûõ ïîêîëåíèé. Ïîëþáóéòåñü äåòàëÿìè ýòèõ ìàøèí.
Òóò âèäíû è «ïàðû êðûëüåâ», è ïî «÷åòûðå ëèöà» (âîçäóõî-
çàáîðíèêè äâèãàòåëåé), è êîëåñà, è «ñàïôèð» íàâåðõó (îñ-
òåêëåíèå êàáèíû). Èç âñåõ ýòèõ ýëåìåíòîâ âïîëíå ìîæíî
«ñîáðàòü» òî, ÷òî âèäåë Èåçåêèèëü (ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî
– è âû ïîëó÷èòå óäîâîëüñòâèå).

Êîíå÷íî, äëÿ âçëåòà ýòèõ àïïàðàòîâ òðåáóþòñÿ âåñüìà
ïðîòÿæåííûå àýðîäðîìû. Ïðè ðàçáåãå ïî äîñòèæåíèè îïðå-
äåëåííîé ñêîðîñòè ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðåâîñõîäèò âåñ (òî÷íåå
– ñèëó òÿæåñòè), è ñàìî-
ëåò îòðûâàåòñÿ îò çåì-
ëè. Â êà÷åñòâå ïëàòû çà
ïîäúåìíóþ ñèëó êðûëà
âûñòóïàåò ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ. Îáå ýòè ñî-
ñòàâëÿþùèå àýðîäèíà-
ìè÷åñêîé ñèëû Fa

(ðèñ.4) ïðîïîðöèîíàëü-
íû ïðîèçâåäåíèþ vρ 2 ,
ãäå ρ  – ïëîòíîñòü âîç-
äóõà, v – ñêîðîñòü ñàìî-
ëåòà, íà íåêóþ ïëîùàäü.
Äëÿ ïîäúåìíîé ñèëû åñòåñòâåííî âçÿòü ïëîùàäü êðûëà S, à
äëÿ ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ – ïëîùàäü âåðòèêàëüíîãî
ñèëóýòà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà S

^
. Òîãäà

yF v Sρ∼

2 , xF v Sρ
^

∼

2 .

Îòíîøåíèå ýòèõ ñèë íàçûâàåòñÿ àýðîäèíàìè÷åñêèì êà÷å-
ñòâîì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà:

y

x

F
K

F
α= = tg .

Ïðåëåñòü êðûëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî êà÷åñòâî (ó ñîâðåìåí-
íûõ ìàøèí) ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 10–15. Çíà÷èò, â
ãîðèçîíòàëüíîì ïîëåòå äâèãàòåëè äîëæíû ñîçäàâàòü ñèëó
òÿãè xT F= , íà ïîðÿäîê ìåíüøóþ âåñà ëåòàòåëüíîãî àïïàðà-
òà 

yG F= , òàê ÷òî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

G
K

T
= .

Íî â ðÿäå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ ïîñàäêà íà íåáîëüøèå ïëî-
ùàäêè (â ãîðàõ, íà ïàëóáû êà÷àþùèõñÿ êîðàáëåé…). È
îïèñàííûé Èåçåêèèëåì ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ìîã ñåñòü âî
äâîð õðàìà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åìó áûëè äîñòóïíû
âåðòèêàëüíûå ïîñàäêà è âçëåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ìîã áûòü
òîëüêî àïïàðàò ñ îòêëîíÿåìûìè ñîïëàìè (ñ óïðàâëÿåìûìÐèñ. 1. Îäèí èç ïåðâûõ îäíîìåñòíûõ áèïëàíîâ

Ðèñ. 3. Ñâåðõòÿæåëûé òðàíñïîðòíûé ñàìîëåò «Ìðèÿ», òðàíñïîðòè-

ðóþùèé «Áóðàí»

Ðèñ. 4

Ðèñ. 2. Øòóðìîâèê Ñóõîãî
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âåêòîðîì òÿãè), êàê ó
ñîâðåìåííûõ íàì ñà-
ìîëåòîâ ßê-49 (Ðîñ-
ñèÿ) èëè Õàððèåð (Àí-
ãëèÿ). Ïîñëå âåðòè-
êàëüíîãî âçëåòà «íà
ñòðóÿõ» ýòè ñàìîëåòû
ïåðåõîäÿò â ãîðèçîí-
òàëüíûé ïîëåò, ñòàíî-
âÿñü «íà êðûëî». Êà-
÷åñòâåííî èçìåíåíèå
ñèëû òÿãè äâèãàòåëåé
èçîáðàæåíî íà ðèñóí-
êå 5. Âèäíî, ÷òî â ðå-
æèìå «âèñåíèÿ» ñòðóè
äâèãàòåëåé äîëæíû
ñîçäàâàòü ïîòîê èì-

ïóëüñà, íå ìåíüøèé âåñà ñàìîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà.
Çíà÷èò, äàâëåíèå íà ñòàðòîâóþ ïëîùàäêó, ñîçäàâàåìîå ñòðó-
ÿìè, äîëæíî áûòü áîëüøå, ÷åì íàãðóçêà íà êðûëî:

G G
p

SN rπØ
>∼

2

c c

,

ãäå Nc  – ÷èñëî ñòðóé. Ìàëî òîãî, òóò ðå÷ü èäåò íå òîëüêî î
äàâëåíèè – ñòðóè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûñîêîñêîðîñòíîé
ïîòîê ðàñêàëåííûõ ãàçîâ, ñïîñîáíûõ ïðîæèãàòü ïàëóáó
àâèàíîñöåâ. Íå ñëó÷àéíî Èåçåêèèëü óïîìèíàåò îá óãëÿõ ïîä
õåðóâèìàìè.

Íî ÷òî òàêîå ìíîãî÷èñëåííûå «î÷è», ïîêðûâàþùèå âñþ

ïîâåðõíîñòü õåðóâèìîâ? Íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ
àâèàöèè îáøèâêà ñàìîëåòîâ äåëàëàñü èç ãîôðèðîâàííîãî
äþðàëþìèíèÿ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàë æåñòêîñòü êîíñòðóê-
öèè. (Â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñîáðàâ ëèñò áóìàãè ãàðìîøêîé
– ïîñëå ýòîãî åãî òðóäíåå ñîãíóòü.) Òàêîé ñàìîëåò âûãëÿäåë
«ïîëîñàòûì». Ñ ðîñòîì ñêîðîñòè ïîëåòà âîçíèêëà ïðîáëåìà
àýðîäèíàìè÷åñêîãî íàãðåâà. È îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî óâåëè-
÷èòü òåïëîîòâîä ïðè ïîìîùè ðåëüåôíîãî òåïëîçàùèòíîãî
ïîêðûòèÿ â âèäå êîëüöåîáðàçíûõ óñòóïîâ, ÷åðåäóþùèõñÿ ïî
âñåé äëèíå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. (Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ èíæåíåðû è ó÷åíûå èíòåíñèâíî èññëåäóþò
òàêèå ïîêðûòèÿ.)

Èòàê, ÷òî æå âèäåë Èåçåêèèëü? Ïîõîæå, ýòî áûë êðûëà-
òûé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò âåðòèêàëüíîãî âçëåòà/ïîñàäêè,
êîòîðûé ïðîèçâîäèë âïå÷àòëÿþùèé øóì è îñòàâëÿë ïîä
ñîáîþ «ãîðÿùèå óãëè». Îí îáëàäàë ÷åòûðüìÿ ðåàêòèâíûìè
äâèãàòåëÿìè è, êîíå÷íî, êîëåñàìè, êîòîðûå áîëüøå âñåãî
ïîòðÿñëè Èåçåêèèëÿ. Ãàáàðèòû àïïàðàòà ìîæíî îöåíèòü
ñâåðõó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç ïëîùàäè óïîìÿíóòîãî äâîðà
( ¥50 100  ëîêòåé, èëè ¥22 44  ìåòðà) íóæíî âû÷åñòü ïëî-
ùàäü õðàìà («Äîìà», ¥20 60  ëîêòåé). Òàêèì îáðàçîì, ýòîò
ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ìîã èìåòü õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ïîðÿä-
êà äåñÿòêà ìåòðîâ.

Íî êîìó îí ìîã ïðèíàäëåæàòü? Èíûì ïëàíåòàì? Èëè
îñòàòêàì ïðåæíåé çåìíîé öèâèëèçàöèè, êîòîðàÿ, óãàñàÿ,
ïûòàëàñü âíóøèòü îñòàâøèìñÿ «íåðàçâèòûì ñòðàíàì» áëà-
ãèå ìûñëè? È íå ïðèäåòñÿ ëè çåìëÿíàì ïîñëå ãðÿäóùèõ
ãëîáàëüíûõ êàòàñòðîô (ýêîëîãè÷åñêèõ, âîåííûõ, ñîöè-
àëüíûõ…) âíîâü èçîáðåòàòü «õåðóâèìîâ» ÷åðåç òûñÿ÷è ëåò?

Êàê
èññëåäîâàòü
ìàãíèòíóþ
êàòóøêó

Ñ.ÌßÃÌÀÐÑÓÐÝÍ

Î
ÁÑÓÄÈÌ ÎÄÈÍ ÈÇ ÂÎÇÌÎÆÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ  ÈÇÌÅÐÅ-
íèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

êàòóøêè.
Ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè ìîæíî

îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ âçàèìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè:
ýëåêòðè÷åñêîé—ìàãíèòíîé—òåïëîâîé—ýëåêòðè÷åñêîé. Ñî-
áåðåì óñòàíîâêó, ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà êîòîðîé ïîêàçàíà íà
ðèñóíêå 1. Â êà÷åñòâå èíäóêöèîííîé êàòóøêè ìû èñïîëüçî-
âàëè ýëåêòðîìàãíèò, ñîñòîÿùèé èç äðîññåëüíîé êàòóøêè è
ñåðäå÷íèêà ñ äâóìÿ ïîëþñíûìè íàêîíå÷íèêàìè, ïîâåðíóòû-
ìè ïëîñêèìè ñòîðîíàìè äðóã ê äðóãó. Ïðè çàìûêàíèè êëþ÷à
K â ïîëîæåíèå 1 òîê I ïðîõîäèò ïî êàòóøêå èíäóêòèâíîñòüþ
L, çà ñ÷åò ÷åãî â êàòóøêå îáðàçóåòñÿ ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè

i

dI
L

dt
= -E . Ñîãëàñíî ïðàâèëó Êèðõãîôà,

i
I

R
=

E + E
, èëè i

dI
IR IR L

dt
= - = +E E .

Çäåñü R – ñóììà ñîïðîòèâëåíèÿ ðåîñòàòà è îìè÷åñêîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ êàòóøêè. Çà âðåìÿ dt èñòî÷íèê ýëåêòðè÷åñ-
êîé ýíåðãèè ñîâåðøàåò ðàáîòó, ðàâíóþ

2
Idt I Rdt LIdI= +E .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå âûðàæàåò òåïëî Äæîóëÿ—
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äîïîëíèòåëüíóþ ðàáîòó, îáóñëîâëåííóþ ÿâëåíèåì ñàìîèí-
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ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ W:

2

0
2

I
LI

W LIdI= =Ú .

À òåïåðü çàìêíåì êëþ÷ â ïîëîæåíèå 2 – â ïðàâîé öåïè òîê
ñàìîèíäóêöèè iI  ïðîõîäèò ÷åðåç îìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå

Ðèñ. 1

31Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)

Ðèñ. 5



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 332

Âûäóéòå ìûëüíûé ïóçûðü è ñìîòðèòå íà íåãî: âû
ìîæåòå çàíèìàòüñÿ âñþ æèçíü åãî èçó÷åíèåì, íå ïåðåñòà-
âàÿ èçâëåêàòü èç íåãî óðîêè ôèçèêè.

Óèëüÿì Òîìñîí (ëîðä Êåëüâèí)

...æèäêîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñöåïëåíèåì ÷àñ-
òèö, îòñóòñòâóþùèì â ãàçàõ è ïàðàõ. Ñöåïëåíèå æèäêîñòåé
âûðàæàåòñÿ â êàïèëëÿðíûõ ÿâëåíèÿõ…

Äìèòðèé Ìåíäåëååâ

Ýòè ñôåðè÷åñêèå âîçäóøíûå ïëåíêè ëåãêî îáðàçóþòñÿ â
ìûëüíîé âîäå. Îíè îòëè÷èìû îò îáû÷íûõ âîçäóøíûõ ïóçû-
ðåé...

Äæîçàéÿ Ãèááñ

...îíà <ôîðìóëà – À.Ë.> äåéñòâèòåëüíà íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêèìè ïðè÷èíàìè îáóñëîâëåíî âîçíèêíîâåíèå êðèâèçíû
ïîâåðõíîñòè.

Àëüáåðò Ýéíøòåéí

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìî âàì
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå?

Èìåííî ýòî ïîíÿòèå – ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå –
îáúåäèíÿåò ïðèâåäåííûå ôðàãìåíòû èç òðóäîâ âåëè-
êèõ ó÷åíûõ. Ê ïðåäñòàâèòåëüíîìó ñïèñêó èìåí ìîæíî
ñìåëî äîáàâèòü åùå íåñêîëüêî – íàïðèìåð, Ãàëèëåÿ,
çàäóìàâøåãîñÿ íàä âîïðîñîì, ïî÷åìó ðîñèíêè ïðèíè-
ìàþò øàðîîáðàçíóþ ôîðìó.

Îò÷åãî ñòîëü ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ïðèâëåêëè òîí-
êèå ïëåíêè è ìûëüíûå ïóçûðè, óçåíüêèå òðóáî÷êè-
êàïèëëÿðû è ñàìàÿ îáû÷íàÿ ïåíà?

Äåëî â òîì, ÷òî ðàçãàäêà îáùåãî ìåõàíèçìà äåé-
ñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë ïðèâåëà ê îáúÿñíåíèþ óäè-
âèòåëüíî ðàçíîîáðàçíûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé – îò
ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ êàïåëü äî ïîâåäåíèÿ æèäêîñòåé
â æèâûõ îðãàíèçìàõ. Áîëåå òîãî, ïîíèìàíèå ñâîéñòâ
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïîçâîëèëî àêòèâíî èñïîëü-
çîâàòü åãî â øèðîêîì ïðàêòè÷åñêîì äèàïàçîíå – îò
ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà äî êîñìè÷åñêîé òåõíèêè. Îñîáåí-
íî õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè
ïîðîäèëè êðàñèâûå è ïëîäîòâîðíûå àíàëîãèè. Òàê,
ïðè ñîîðóæåíèè ëåãêèõ ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé
ñëîæíûõ ôîðì íàéòè ëó÷øèå ðåøåíèÿ ïîìîãàþò...
ìûëüíûå ïëåíêè, à ïîñòðîèòü ïåðâóþ òåîðèþ äåëåíèÿ
àòîìíûõ ÿäåð óäàëîñü, óïîäîáèâ ÿäðî... êàïëå çàðÿ-
æåííîé æèäêîñòè.

Æàëü, ÷òî øêîëüíàÿ ïðîãðàììà ïî ôèçèêå ñëèøêîì
«ïîâåðõíîñòíî» îòíåñëàñü ê ïîâåðõíîñòíîìó íàòÿæå-
íèþ, ïðè÷èñëèâ åãî ê îòíþäü íå ãëàâíûì âîïðîñàì
êóðñà. Ïîïðîáóåì õîòÿ áû â ìàëîé ñòåïåíè âîñïîëíèòü
ýòîò ïðîáåë.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Åñëè íàëèòü â ñòàêàí âîäó è áðîñèòü òóäà íåáîëü-
øîé êóñî÷åê ïðîáêè, òî, ïîêà÷àâøèñü, ïðîáêà «ïðè÷à-
ëèò» ê ñòåíêå. Êàê çàñòàâèòü ïðîáêó ïëàâàòü â öåíòðå
ñòàêàíà?

2. Ìîæíî ëè ïîêàçàòü, íå ïîëüçóÿñü íèêàêèìè ïðè-
áîðàìè, ÷òî êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ó
ìûëüíîãî ðàñòâîðà ìåíüøå, ÷åì ó ÷èñòîé âîäû?

3. Èçâåñòíî, ÷òî áðåçåíòîâàÿ ïàëàòêà õîðîøî çàùè-
ùàåò îò ïðîíèêíîâåíèÿ âîäû, íî åñëè âî âðåìÿ äîæäÿ
äîòðîíóòüñÿ äî ïîòîëêà ðóêîé, îí  íà÷èíàåò ïðîòåêàòü.
Ïî÷åìó?

4. Â êàêîì ñëó÷àå èç êðàíà ñàìîâàðà ïàäàþò áîëåå
òÿæåëûå êàïëè: êîãäà âîäà åùå ãîðÿ÷àÿ èëè êîãäà îíà
óæå îñòûëà?

5. Ïî÷åìó íà ïîâåðõíîñòè êåðîñèíà (è ìíîãèõ äðóãèõ
ãîðþ÷èõ æèäêîñòåé) íèêîãäà íå áûâàåò ïûëè?

6. Äåðåâÿííàÿ äîùå÷êà, ïîëîæåííàÿ íà äíî ñîñóäà è
çàëèòàÿ çàòåì âîäîé, âñïëûâàåò. Ñòåêëÿííàÿ ïëàñòèí-
êà, ïîëîæåííàÿ íà äíî ñîñóäà è çàëèòàÿ çàòåì ðòóòüþ,
íå âñïëûâàåò, õîòÿ ïëàâó÷åñòü ñòåêëà â ðòóòè ãîðàçäî
áîëüøå, ÷åì ïëàâó÷åñòü äåðåâà â âîäå. Ïî÷åìó?

7. Äâå ñìî÷åííûå âîäîé ñòåêëÿííûå ïëàñòèíêè òðóä-
íî îòäåëèòü äðóã îò äðóãà, ïîêà îíè íàõîäÿòñÿ â
âîçäóõå. Îäíàêî îíè ðàçäåëÿþòñÿ áåç âñÿêèõ óñèëèé,
åñëè èõ îïóñòèòü â âîäó. ×åì ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü?

8.  Êóäà äåâàåòñÿ ìûëüíàÿ ïëåíêà, êîãäà îíà ëîïà-
åòñÿ?

9. Ìûëüíûé ïóçûðü âûäóëè ÷åðåç ñîëîìèíêó òàê,
÷òî îí ïîâèñ íà îäíîì åå êîíöå. ×òî ïðîèçîéäåò ñ
ïëàìåíåì ñâå÷è, åñëè ê íåìó ïîäíåñòè äðóãîé, îòêðû-
òûé êîíåö ñîëîìèíêè? Êàê áóäåò çàâèñåòü ïîâåäåíèå
ïëàìåíè îò äèàìåòðà ïóçûðÿ?

10. Åñòü ëè íà ïîâåðõíîñòè ìûëüíîãî ïóçûðÿ îá-
ëàñòü, ãäå ðàçðûâ åãî íàèáîëåå âåðîÿòåí?

11. Åñëè êóñî÷åê ìåëà ïîëîæèòü â âîäó, òî èç íåãî ïî
âñåì íàïðàâëåíèÿì íà÷íóò âûõîäèòü ïóçûðüêè. Ïî÷å-
ìó ýòî ïðîèñõîäèò?

12. Äëÿ óäàëåíèÿ æèðíûõ ïÿòåí ìàòåðèþ ïðîãëàæè-
âàþò ãîðÿ÷èì óòþãîì, ïîäëîæèâ ïîä íåå ëèñò áóìàãè.
Îò÷åãî ðàñïëàâëåííûé æèð âïèòûâàåòñÿ â áóìàãó, à íå
ðàñõîäèòñÿ ïî ìàòåðèè?

13. Ïî÷åìó äâå ñïè÷êè, ïëàâàþùèå íà ïîâåðõíîñòè
âîäû âáëèçè äðóã îò äðóãà, ïðèòÿãèâàþòñÿ?

14. Âåðòèêàëüíàÿ êàïèëëÿðíàÿ ñòåêëÿííàÿ òðóáêà
ïîäâåøåíà ê êîðîìûñëó âåñîâ è óðàâíîâåøåíà ãèðÿìè.
×òî ïðîèçîéäåò ñ âåñàìè, åñëè ïîä òðóáêó îñòîðîæíî
ïîäâåñòè ñîñóä ñ âîäîé òàê, ÷òîáû êîí÷èê êàïèëëÿðà
êîñíóëñÿ åå ïîâåðõíîñòè?

15. Â êàïèëëÿðíîé òðóáêå, îïóùåííîé âåðòèêàëüíî
â âîäó íà ãëóáèíó l, âîäà ïîäíÿëàñü íà âûñîòó h.
Íèæíèé êîíåö òðóáêè çàêðûâàþò, âûíèìàþò åå èç
âîäû è âíîâü îòêðûâàþò. Êàêîé áóäåò âûñîòà ñòîëáèêà
âîäû, îñòàâøåéñÿ â òðóáêå?



16. Â ãîðèçîíòàëüíûé ñòåêëÿííûé êàïèëëÿð ñ ïåðå-
ìåííûì ñå÷åíèåì ââîäÿò ñíà÷àëà êàïåëüêó âîäû, à
çàòåì êàïåëüêó ðòóòè. Êóäà áóäåò äâèãàòüñÿ êàæäàÿ
êàïåëüêà?

17. Íà êàêóþ âûñîòó ïîäíèìàåòñÿ ñìà÷èâàþùàÿ
æèäêîñòü â êàïèëëÿðå, åñëè ñîñóä ñ æèäêîñòüþ, êóäà
îïóùåí êàïèëëÿð, íàõîäèòñÿ â íåâåñîìîñòè?

Ìèêðîîïûò

Ïîäñòàâüòå ïàëåö ïîä òîíêóþ âîäîïðîâîäíóþ ñòðóþ
íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ îò êðàíà – òàì,
ãäå ñòðóÿ åùå íå ðàñïàëàñü íà êàïëè. Íà ÷òî ñòàíåò
ïîõîæà ÷àñòü ñòðóè íàä ïàëüöåì? Ïî÷åìó?

Ëþáîïûòíî, ÷òî...

...ñ äàâíèõ âðåìåí äëÿ óñïåøíîé ëîâëè ðûáû ñ
ïîìîùüþ îñòðîãè ïîâåðõíîñòü âîäû ñáðûçãèâàëè ìàñ-
ëîì. Äàæå ëåãêîå âîëíåíèå âîäû ñèëüíî èñêàæàåò
âèäèìîå èçîáðàæåíèå ðûáû è ìåøàåò ïðèöåëèòüñÿ,
òîíêàÿ æå ïëåíêà ìàñëà, áëàãîäàðÿ ñèëàì ïîâåðõíîñ-
òíîãî íàòÿæåíèÿ, ñïîñîáñòâóåò çàòóõàíèþ âîëí è óñïî-
êîåíèþ âîäû.

...âîøåäøèé â èñòîðèþ íàóêè îïûò ïî ñîçäàíèþ
èñêóññòâåííîé íåâåñîìîñòè ïðè çàâèñàíèè æèäêîãî
ìàñëÿíîãî øàðà â ñìåñè âîäû è ñïèðòà, èëëþñòðèðóþ-
ùèé äåéñòâèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòåé,
áûë âïåðâûå îñóùåñòâëåí â 1843 ãîäó áåëüãèéñêèì
ïðîôåññîðîì Æîçåôîì Ïëàòî. Ê ñîæàëåíèþ, âñêîðå
îí îñëåï è áîëüøå íå ìîã ëþáîâàòüñÿ ñòîëü ýôôåêòíûì
ÿâëåíèåì.

...àìåðèêàíñêèé ôèçèê, îäèí èç îñíîâàòåëåé ñòàòèñ-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè Äæ.Ãèááñ, âïåðâûå ïîñòðîèâøèé
îáùóþ òåîðèþ ïîâåðõíîñòíûõ ÿâëåíèé è êàïèëëÿðíî-
ñòè, ñ÷èòàëñÿ êàáèíåòíûì, äàëåêèì îò ýêñïåðèìåíòà
ó÷åíûì. Îäíàêî âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî îí
âíèìàòåëüíåéøèì îáðàçîì èçó÷àë òðóäû Ïëàòî ñ îïè-
ñàíèåì ìíîãî÷èñëåííûõ îïûòîâ ñ æèäêèìè ïëåíêàìè.

...ïîìåùàÿ êîíåö óçêîé òðóáêè ñ âûòåêàþùåé èç íåå
êàïëåé â æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ ÷óòü ìåíüøåé, ÷åì
ïëîòíîñòü êàïëè, Ïëàòî ñóìåë «çàìåäëèòü» ïðîöåññ åå
îòðûâà. Ïðè ýòîì îí çàìåòèë îáû÷íî íå íàáëþäàåìóþ
âòîðè÷íóþ ìàëåíüêóþ êàïåëüêó, îòäåëÿþùóþñÿ âñëåä
çà áîëüøîé ïåðâîé, – òàê íàçûâàåìûé øàðèê Ïëàòî.

...èäåÿ ôëîòàöèè – îòäåëåíèÿ öåííûõ ôðàãìåíòîâ
ðóäû îò ïóñòîé ïîðîäû ñ ïîìîùüþ âñïëûâàþùèõ
âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ – âîçíèêëà ñëó÷àéíî. Â êîíöå
ïîçàïðîøëîãî âåêà àìåðèêàíñêàÿ ó÷èòåëüíèöà Êàððè
Ýâåðòîí îáðàòèëà âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ñòèðêå
çàãðÿçíåííûõ ìàñëîì ìåøêîâ, â êîòîðûõ ðàíåå õðà-
íèëñÿ ìåäíûé êîë÷åäàí, çàìàñëåííûå êðóïèíêè ìèíå-
ðàëà âñïëûâàëè âìåñòå ñ ìûëüíîé ïåíîé, ñëîâíî íà
âîçäóøíîì øàðå.

...çàìåòíûé øàã â èñòîðèè àòîìèñòèêè áûë ñîâåðøåí
îäíèì èç ñîçäàòåëåé òåðìîäèíàìèêè, çíàìåíèòûì
Ó.Òîìñîíîì, ïðîâåäøèì ïîäñ÷åòû ðàçìåðîâ ìîëåêóë,
îñíîâàííûå íà èçìåíåíèè ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ïëåíêè
ïðè åå ðàñòåêàíèè. Çíà÷èòåëüíî ïîçæå, óæå â íà÷àëå
ÕÕ âåêà, íå ìåíåå çíàìåíèòîìó ôèçèêó Äæ.Ðýëåþ
óäàëîñü â áëåñòÿùåì ýêñïåðèìåíòå íåïîñðåäñòâåííî

îïðåäåëèòü ðàçìåðû ìîëåêóë ðàñòåêøåãîñÿ ïî âîäå
ìàñëà.

...â ìåìîðèàëüíîé ñòàòüå 1924 ãîäà, ïîñâÿùåííîé
ëîðäó Êåëüâèíó, À.Ýéíøòåéí âûáðàë èç ìíîæåñòâà
ðàáîò ó÷åíîãî îñîáåííî âîñõèòèâøèå åãî ïðèìåðû. Ýòî
áûëè òðè èññëåäîâàíèÿ Êåëüâèíà, â äâóõ èç êîòîðûõ
èçó÷àëèñü... êàïëè.

...àíãëèéñêèé ó÷åíûé Äæåéìñ Äüþàð, èçîáðåòøèé
ñîñóä äëÿ õðàíåíèÿ ñæèæåííûõ ãàçîâ, ñóìåë â îñîáûõ
áóòûëêàõ ïðîäåðæàòü ìûëüíûå ïóçûðè áîëåå ìåñÿöà.
À ðåêîðäíûé ïî ðàçìåðàì ïóçûðü, ïðàâäà óäëèíåííîé
ôîðìû, äîñòèãàë â íàèáîëüøåì ïîïåðå÷íèêå ÷åòûðåõ
ìåòðîâ!

...â óñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè êàïëè íå òîëüêî âîäû, íî
è æèäêèõ ìåòàëëîâ, êàê óáåäèòåëüíî ïðîäåìîíñòðèðî-
âàëè ýòî êîñìîíàâòû, ìîãóò äîñòèãàòü âíóøèòåëüíûõ
ðàçìåðîâ.

...ñïåöèàëüíûå âåùåñòâà ñ ìåíüøèì ïîâåðõíîñòíûì
íàòÿæåíèåì, ÷åì ó âîäû, ìîãóò ïðè ìàëîì ðàñõîäå
ïîêðûòü òîíêîé çàùèòíîé ïëåíêîé áîëüøóþ ïëîùàäü
îòêðûòûõ âîäîåìîâ, óìåíüøàÿ èñïàðåíèå. Ýòî îñîáåí-
íî âàæíî â çàñóøëèâûõ ðàéîíàõ, ãäå òàêèì ñïîñîáîì
ìîæíî ïðåäîòâðàòèòü åæåãîäíóþ ïîòåðþ äåñÿòêîâ ìèë-
ëèîíîâ ëèòðîâ äðàãîöåííîé âëàãè ñ êàæäîãî ãåêòàðà.

...ðàçìûøëåíèÿ íàä âîïðîñîì î òîì, çà êàêîå âðåìÿ
ñëèâàþòñÿ êàïëè, ïðèâåëè â 1944 ãîäó ðîññèéñêîãî
ôèçèêà ß.È.Ôðåíêåëÿ ê ñîçäàíèþ ìîäåëè, ïîçâîëèâ-
øåé çàëîæèòü ôèçè÷åñêèå îñíîâû ïîðîøêîâîé ìåòàë-
ëóðãèè, â êîòîðîé ñïðåññîâàííûå ìåòàëëè÷åñêèå çåðíà
íåîáõîäèìî «ñïåêàòü» äðóã ñ äðóãîì ïðè òåðìè÷åñêîé
îáðàáîòêå.

...ãëàâíûì âðàãîì òîíêèõ æèäêèõ íèòåé ÿâëÿþòñÿ
êàïèëëÿðíûå ñèëû, ïðèâîäÿùèå ê íåóñòîé÷èâîñòè íè-
òåé. Ýòî ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ïðè ôîðìîâàíèè èçäå-
ëèé èç ñòåêëà, â òîì ÷èñëå òîí÷àéøèõ îïòè÷åñêèõ
âîëîêîí – îñíîâû ñîâðåìåííîé òåõíèêè ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå»
î ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Çàðÿæåííàÿ êàïëÿ» – 1999, ¹1, ñ. 45;
2. «Ìîæíî ëè íîñèòü âîäó â ðåøåòå» – 1999, Ïðèëîæåíèå

¹6, ñ. 47;
3. «×òî ïðîèñõîäèò íà ãðàíèöå» è «Êàïèëëÿðû è ñìà÷èâà-

íèå» – 2000, Ïðèëîæåíèå ¹3, ñ. 28 è 99;
4. «Êàê ìû äûøèì?» – 2001, Ïðèëîæåíèå ¹4, ñ. 18;
5. «Ôèçèêà ïðèãîòîâëåíèÿ êîôå» – 2001, ¹4, ñ. 2;
6. «À àòîìíûå ÿäðà òîæå êîëåáëþòñÿ» – 2001, Ïðèëîæåíèå

¹5, ñ. 101;
7. «Óòðî òóìàííîå...» – 2002, ¹4, ñ. 37;
8. «Ìîëåêóëû, ñîñèñêè è àëìàçû» 2003, ¹1, ñ. 35;
9. «Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå è êàïèëëÿðíûå ÿâëåíèÿ» –

2003, Ïðèëîæåíèå ¹4, ñ. 64;
10. «Ðåøåíèå çàäà÷ ñ ðàñïðåäåëåííîé ñèëîé» – 2004, ¹6,

ñ. 36.
Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Ëåîíîâè÷
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Ðèñ.3. Ãðàäóèðîâî÷íûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè K îò d

êàòóøêè *R  è ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà !
R , íà êîòîðûõ è

âûäåëÿþòñÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû *Q  è !
Q  ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå êà-
òóøêè, ïåðåõîäèò â ýëåêòðè÷åñêóþ, à çàòåì â òåïëîâóþ.

Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

* !

! !

R RW

Q R

+
= .

Â ýòîì âûðàæåíèè ñîïðîòèâëåíèÿ *R  è !
R  åñòü èçâåñòíûå

è òî÷íî èçìåðÿåìûå ïàðàìåòðû. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
W íàì ïðèäåòñÿ óçíàòü âåëè÷èíó 

!
Q .

Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà:

!
Q mc TΔ= ,

ãäå m – ìàññà ìàòåðèàëà, èìåþùåãî ñîïðîòèâëåíèå !
R , ñ –

óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü òîãî æå ìàòåðèàëà, TΔ  – èçìåíåíèå
åãî òåìïåðàòóðû. Âåëè÷èíó TΔ  èçìåðÿþò òåðìîïàðîé ÒÏ –
äëÿ ýòîãî èçìåðèòåëüíûé êîíòàêò ïðèáîðà ïðèêðåïëÿåòñÿ
âíóòðè âèòêîâ ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì 

!
R , à äðóãîé,

ñðàâíèâàþùèé, êîíòàêò ïîääåðæèâàþò ïðè êîìíàòíîé òåì-
ïåðàòóðå 0T  (ñì. ðèñ.1). Òåìïåðàòóðíàÿ ðàçíîñòü êîíòàêòîâ
òåðìîïàðû TΔ  ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ìåæêîíòàêòíîé
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, ò.å. òåðìî-ÝÄÑ TE . Ñ ó÷åòîì ýòîãî
ôàêòà ïîëó÷èì

!

T
Q mc

δ
=

E
,

ãäå δ  – ÷óâñòâèòåëüíîñòü òåðìîïàðû, èçìåðÿåìàÿ â ìèëëè-
âîëüòàõ íà êåëüâèí.

Åñëè âûáðàòü ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðà 
!

R  çíà÷èòåëüíî
áîëüøå, ÷åì ñîïðîòèâëåíèå êàòóøêè *R , òî ýôôåêò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìàãíèòíîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ õîðîøî ïðîñëåæè-
âàåòñÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåçèñòîðà èñïîëüçóþò ïðîâîëî÷-
íóþ ñïèðàëü, ñäåëàííóþ èç ñïëàâà ñ áîëüøèì óäåëüíûì
ñîïðîòèâëåíèåì. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ
òàêîãî ìåòàëëè÷åñêîãî ñïëàâà óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü íåèç-
âåñòíà, òàê ÷òî íàì ïðèäåòñÿ îïðåäåëèòü ýòó âåëè÷èíó. Äëÿ
ýòîãî ìû ïðèäóìàëè ìàëåíüêóþ õèòðîñòü.

Ñîáåðåì ýëåêòðè÷åñêóþ ñõåìó – òàêóþ æå, êàê íà ðèñóíêå
1, òîëüêî áåç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè. Ðåçèñòîð, ïî êîòîðîìó
òå÷åò òîê I¢  â òå÷åíèå âðåìåíè t, íàãðåâàåòñÿ, è â íåì
âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû. Åñëè ïðè ýòîì íå
âîçíèêàåò íèêàêèõ äðóãèõ ôîðì ýíåðãèè, òî, ïî çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

2

!
I R t mc TΔ=¢ ¢ .

Èñïîëüçóÿ òó æå òåðìîïàðó, îïðåäåëèì íîâîå èçìåíåíèå

òåìïåðàòóðû: T
TΔ

δ
¢

=¢
E

.  Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

2

!

const
T

mc t
I

R δ
= =¢

¢E
.

Â ýòîì âûðàæåíèè T¢E  ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè t (ñ ìîìåí-
òà âêëþ÷åíèÿ êëþ÷à K äî îêîí÷àíèÿ èçìåðåíèÿ). Âåëè÷èíû
I¢ , T¢E , t ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âî
âòîðîé ÷àñòè îïûòà ìîæíî îïðåäåëèòü óäåëüíóþ òåïëîåì-
êîñòü ñ äëÿ ëþáûõ ýëåêòðîïðîâîäÿùèõ ìàòåðèàëîâ.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû 
!

Q  è
óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñ, äëÿ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïîëó÷èì

2

!
2

T

LI
W Q A= = = E ,

ãäå À – ïîñòîÿííàÿ ïðèáîðà, êîòîðàÿ ðàâíà

( ) ( ) 2

* ! * !

! T

mc t
A R R R R I

R δ
= + = + ¢

¢E
.

Íà ñàìîì äåëå, ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé äâóõ ïåðåìåííûõ – ñèëû òîêà I è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ïîëþñàìè ýëåêòðîìàãíèòà d. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â çàçîðå ýëåêòðîìàãíèòà íàìè ýêñïåðèìåíòàëü-
íî ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè òåðìî-ÝÄÑ îò ñèëû òîêà
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ d (ðèñ.2). Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî

çàâèñèìîñòü ( )T IE  – êâàäðàòè÷íàÿ. Çíà÷èò, çàâèñèìîñòü
òåðìî-ÝÄÑ îò êâàäðàòà òîêà áóäåò ëèíåéíîé. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ íàøåãî ïðèáîðà ïîëó÷àþòñÿ âîëüò-àìïåðíûå õàðàê-
òåðèñòèêè âèäà ( ) ( ) 2

,T I d K d I=E , à èõ êîýôôèöèåíòû ( )K d

ÿâëÿþòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèåé d. Ýòî ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ W:

( ) ( ) ( ) 2
, ,TW I d A I d AK d I= =E ,

ãäå êîýôôèöèåíò ( )AK d , ñîãëàñíî ôîðìóëå 
2

2

LI
W = ,

áóäåò âûðàæàòü èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè L, òî÷íåå L/2.
Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ âîëüò-àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè, ïî-

ñòðîèì ãðàäóèðîâî÷íûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè ( )K d  (ðèñ.3).
Òàêàÿ ãðàäóèðîâêà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçìåðèòåëü ýíåðãèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàþùåãîñÿ â äàííîì ýëåêòðîìàãíèòå
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû òîêà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åãî

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü òåðìî-ÝÄÑ îò ñèëû òîêà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ

ìåæïîëþñíîãî ðàññòîÿíèÿ d (6, 9, 13, 20, 27 è 35 ìì, åñëè äâèãàòüñÿ

ñâåðõó âíèç)

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)



ïîëþñàìè. À ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ ( ),W I d  ÿâëÿåòñÿ
ýìïèðè÷åñêè ïîëó÷åííîé íàìè ôîðìóëîé (îñíîâàííîé íà
îïûòå) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîé ýíåðãèè äàííîãî ýëåêòðî-
ìàãíèòà.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ìàãíèòíîé èíäóêöèè
ïîëÿ. Ðàçäåëèâ âûðàæåíèå äëÿ ( ),W I d  íà îáúåì âîçäóøíî-
ãî çàçîðà ìåæäó ïîëþñàìè ýëåêòðîìàãíèòà, ïîëó÷èì îáúåì-
íóþ ïëîòíîñòü ìàãíèòíîé ýíåðãèè (âñåìè íåæåëàòåëüíûìè
êðàåâûìè ýôôåêòàìè ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü):

( )
( ) 2

,
AK d

w I d I
Sd

= ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîëþñà ýëåêòðîìàãíè-
òà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàãíèòíîé èíäóêöèè Â â
äàííîì ìåñòå ïðîñòðàíñòâà:

( )
2

0

,
2

B
w I d

μμ
= ,

ãäå μ  – îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà,
0μ  – ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ äâóõ ïîñëå-

äíèõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ è ñèëà
òîêà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

( )
( )0

2
,

AK d
B I d I

Sd

μμ
= .

Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîãî ýëåêòðîìàãíèòà ãðàäóèðîâêà ( )K d

Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé èíäóêöèè îò ñèëû òîêà ïðè ðàçíûõ

çíà÷åíèÿõ ìåæïîëþñíîãî ðàññòîÿíèÿ d

35Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

óæå óñòàíîâëåíà, ìîæíî ãðàôè÷åñêè ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî
çàâèñèìîñòè ( ),B I d  (ðèñ.4). Èç ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ
ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ áåç èç-
ìåðåíèÿ è áåç âû÷èñëåíèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ëèáî d,
ëèáî I. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ýìïèðè÷åñêóþ ôîðìó-
ëó è ñîçäàëè ãðàäóèðîâî÷íûå êðèâûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðèíöèï
Òîððè÷åëëè è
öåíòðîáåæíàÿ
ñèëà èíåðöèè

À.ÁÓÐÎÂ

Â
 ÑÐÅÄÍÅÉ  ØÊÎËÅ  ÏÎ×ÅÌÓ-ÒÎ  Î×ÅÍÜ «ÁÎßÒÑß» ÑÈ-
ëû èíåðöèè. Êàê òàê – ÷òî ýòî çà ñèëà, êîòîðàÿ íå õî÷åò

ïîä÷èíÿòüñÿ òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà? Òåì íå ìåíåå, êàæ-
äîìó ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ýòîé ñèëîé ïî ìíîãó ðàç íà
äíþ, è, âåðîÿòíî, ïðèøëî âðåìÿ ïîãîâîðèòü î íåêîòîðûõ  åå
«êàæóùèõñÿ» ñòðàííîñòÿõ.

Íà÷íåì ñ çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà ïðóæèíêå

êðóòÿò êàìåíü ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω . Íàé-
äèòå óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû è èññëåäóéòå
óñòîé÷èâîñòü ýòîãî äâèæåíèÿ, åñëè äëèíà ïðóæèíêè â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè l, æåñòêîñòü ïðóæèíêè k, à
ìàññà êàìíÿ m.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Â øêîëå, âåðîÿòíî, ýòó çàäà÷ó ñòàëè áû
ðåøàòü òàê. Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå êàìíÿ ðàâíî
a rω= -

2 , ãäå r – äëèíà ïðóæèíêè â ðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè.

Çíàê «ìèíóñ» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî r îòñ÷èòûâàåòñÿ îò
íåïîäâèæíîé òî÷êè, à öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå íà-
ïðàâëåíî ê ýòîé òî÷êå. Äàëåå, ñî ñòîðîíû ïðóæèíêè íà
êàìåíü äåéñòâóåò ñèëà óïðóãîñòè ( )F k r l= - - , è ðàäèóñ R
óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ (à èì îêàæåòñÿ ðàâíîâåñèå îò-
íîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω  ñèñòåìû îòñ÷åòà) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ

( )m r k r lω- = - -
2 .

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì çíà÷åíèå ðàäèóñà:

2

kl
R

k mω
=

-
.

Âèäíî, ÷òî ïðè ω = 0  ñèñòåìà íå âðàùàåòñÿ, è äëèíà
ïðóæèíêè ðàâíà l. Ïðè âîçðàñòàíèè ω , äî ðàçóìíûõ ïðåäå-
ëîâ, çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè äëÿ R íà÷èíàåò óìåíüøàòüñÿ,
à ñàìî R – óâåëè÷èâàòüñÿ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó
ïîâñåäíåâíîìó îïûòó. Ïðè íåðàçóìíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ω
çàêîí Ãóêà äëÿ ñèëû óïðóãîñòè ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ,
ïðóæèíêà îáðûâàåòñÿ, à êàìåíü óëåòàåò – êàê ïðàâèëî, ïî
êàñàòåëüíîé.

Îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè íàéäåííîãî äâèæåíèÿ òðóäíî
ñäåëàòü êàêèå-ëèáî îïðåäåëåííûå âûâîäû.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îòâàæíûé, ïî êðàéíåé ìåðå ïî îòíîøå-
íèþ ê öåíòðîáåæíûì ñèëàì èíåðöèè, ÷åëîâåê ñòàë áû
ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, âîçìîæíî, òàê. Íàáëþäàòåëü, ðàâíîìåð-
íî âðàùàþùèéñÿ âìåñòå ñ ïðóæèíêîé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω , âèäèò, ÷òî íà êàìåíü äåéñòâóþò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà
èíåðöèè 2

,
F m rω=  è óïðóãàÿ ñèëà ( )F k r l= - -

y , ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â âèäå

( )F F m r k r lω+ = - - =
2

, y
0 ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òî æå ñàìîå çíà÷åíèå ðàäèóñà R.
Áîëåå òîãî, ýòîò íàáëþäàòåëü çàìåòèò, ÷òî êàê óïðóãàÿ

ñèëà, òàê è öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè – ïîòåíöèàëüíû, ò.å.
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×òî æ, íåïëîõî. Ïî êðàéíåé ìåðå, ðàäèóñ îðáèòû óæå
íàéäåí, è íàéäåí ïðàâèëüíî.

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Òîððè÷åëëè ðàçáåðåìñÿ ñ
óñòîé÷èâîñòüþ. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàë èìååò âèä

d U m
m

dr r

γ
ω= - -

2

2

2 3

2
,

è ìû ñ óäèâëåíèåì îáíàðóæèâàåì, ÷òî îíà âñåãäà îòðèöà-
òåëüíà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëèáî íå ðàáîòàåò ïðèíöèï Òîððè÷åë-
ëè, ÷åãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê îí ïðîâåðåí íà ìíîãî÷èñëåí-
íûõ ïðèìåðàõ, ëèáî îðáèòû ïëàíåò ñòàëè íåóñòîé÷èâû, î ÷åì
ñòðàøíî äàæå ïîäóìàòü.

Â ÷åì æå ïðîáëåìà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå íå
ñîâñåì âåðíîå, è èìåííî ïîýòîìó ìû ïîñòàâèëè â ïîäçàãîëîâ-
êå ñëîâî ðåøåíèå â êàâû÷êàõ. Íó, à êàêîå æå ðåøåíèå
ïðàâèëüíîå?

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî ìû íå î÷åíü
âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàëè óñëîâèå çàäà÷è è íå ïî÷óâñòâîâàëè
åãî îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî. Â ïåðâîé çàäà÷å ïðóæèíêó ñ
êàìíåì ïðèíóäèòåëüíî âðàùàëè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîé çàäà÷å êàìåíü ñîâåðøåííî
ñâîáîäåí è â ïðèíöèïå ìîæåò ñîâåðøàòü äâèæåíèå ñ ëþáîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Òàêàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ñâîáîäà èìååò
äàëåêî èäóùèå ïîñëåäñòâèÿ.

Òàê êàê ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû íå ìåíÿþòñÿ ïðè
ïîâîðîòå íà ïðîèçâîëüíûé óãîë âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî
öåíòðà, òî ãîâîðÿò, ÷òî èìååò ìåñòî ñèììåòðèÿ, èëè ÷òî
ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ. À ýòî çíà÷èò,
÷òî ïîìèìî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååòñÿ åùå îäèí
çàêîí ñîõðàíåíèÿ – êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, êîòîðûé â
íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä

mr pω =
2 ,

ãäå ð – ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êàìíÿ íå òàêîå
óæ è ñâîáîäíîå – ïîñòîÿííàÿ ð çàâèñèò îò òîãî, êàê êàìåíü
áûë çàïóùåí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, è óæ ýòà âåëè÷è-
íà áóäåò ñîõðàíÿòüñÿâ òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ.

Òàê âîò, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîé «ñâîáîäíîé» ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè íàäî
ïèñàòü â âèäå

( )
p

U r
mr

=

2

, 2

1

2
.

Òîãäà äëÿ ñàìîé ñèëû ïîëó÷àåì

( )
( ) 2

,

, 3

dU r p
F r

dr mr
= - = ,

à ïîäñòàíîâêà â ýòî âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ ð èç çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé äàåò óæå ïðèâû÷íîå âûðàæåíèå äëÿ öåíòðîáåæíîé ñèëû
êàê ôóíêöèè îò óãëîâîé ñêîðîñòè ω .

Èòàê, íàìè ïîëó÷åíî ïåðâîå óòåøåíèå – âûðàæåíèå äëÿ
öåíòðîáåæíîé ñèëû èíåðöèè íàéäåíî ïðàâèëüíî, ò.å. ïåðâàÿ
÷àñòü ïðåäûäóùåãî «ðåøåíèÿ» âñå æå âåðíà, çàêîí Êåïëåðà
îñòàåòñÿ â ñèëå, è âñå íå òàê óæ ïëîõî. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ
ñ óñòîé÷èâîñòüþ.

Äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òåïåðü, ïîñëå òîãî êàê íàéäåíî
åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà öåíòðîáåæíîé ñèëû, íå
òàê óæ òðóäíî. Çàïèøåì ñ ïîìîùüþ ýòîãî âûðàæåíèÿ
ñóììàðíûé ïîòåíöèàë, ïðè÷åì, ÷òîáû îòëè÷àòü åãî îò èçìå-
íåííîãî ïîòåíöèàëà, ìû íå òîëüêî îáîçíà÷èì åãî äðóãîé
áóêâîé – W, íî è íàçîâåì ïðèâåäåííûì ïîòåíöèàëîì:

( ) ( )N

p m
W U r U r

rmr

γ
= + = -

2

, 2

1

2
.

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ( )U U r=
, ,

 è ( )U U r=
y y

 òàêèå, ÷òî

,

,

dU
F

dr
= -  è y

y

dU
F

dr
= - .

Ôóíêöèè, ïîäîáíûå U,  è Uy , ôèçèêè íàçûâàþò ïîòåíöèà-
ëàìè. Â äàííîì ñëó÷àå íàçîâåì èõ èçìåíåííûìè ïîòåíöèà-
ëàìè – äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷èòü îò îáû÷íûõ ïîòåíöèàëîâ,
îñòàþùèõñÿ äàæå òîãäà, êîãäà èñ÷åçàåò âðàùåíèå.

Â ñèëó òîãî ÷òî ïîòåíöèàëû àääèòèâíû, èõ ìîæíî è íóæíî
ñêëàäûâàòü. Ó íàñ ïîÿâèëñÿ çàìå÷àòåëüíûé øàíñ âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèíöèïîì Òîððè÷åëëè, êîòîðûé â äàííîé ñèòóàöèè
çâó÷èò òàê:

Ïðè óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè èçìåíåííûé ïîòåíöèàë
( ) ( )U U r U r= +

, y
 äîñòèãàåò ñâîåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Â íàøåì ñëó÷àå

( )U r m rω= -
2 2

,

1

2
, ( )U r =

y ( )k r l- -
21

2
.

Òîãäà óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

( )
dU

m r k r l
dr

ω= - + - =
2

0 .

Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî óðàâíå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ëèøü çíàêàìè.

Íó, à äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìû âû÷èñëèì
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ èçìåíåííîãî ïîòåíöèàëà:

d U
m k

dr
ω= - +

2

2

2
,

êîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ òåõ æå «ðàçóìíî-óìåðåí-
íûõ» çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü
ðàíüøå.

Èòàê, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Òîððè÷åëëè, íàéäåííîå îòíîñè-
òåëüíîå ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî. Èíûìè ñëîâàìè, âòîðîé
ìåòîä ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò óçíàòü î äâèæåíèè áîëüøå, ÷åì
ïåðâûé «øêîëüíûé» ìåòîä.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ äðóãîé çàäà÷è – ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ èçâåñòíîé çàäà÷è Êåïëåðà.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü N – ñâåòèëî, ïðèòÿãèâàþùåå íåêîòî-
ðûé êàìåíü ñ ñèëîé NF m rγ= -

2 , ãäå m – ìàññà êàìíÿ, r –
åãî ðàññòîÿíèå äî ñâåòèëà, γ  – ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ìàññû ñâåòèëà íà ïîñòîÿííóþ
íüþòîíîâñêîãî òÿãîòåíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî
ïîä äåéñòâèåì íüþòîíîâñêîãî òÿãîòåíèÿ êàìåíü ñîâåðøà-
åò ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå âîêðóã ñâåòèëà ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòî
ñâåòèëî, íàéäèòå ðàäèóñ îðáèòû êàìíÿ è èññëåäóéòå
óñòîé÷èâîñòü åãî äâèæåíèÿ.

Ïåðâîå «ðåøåíèå». Ó íàñ óæå èìååòñÿ îïûò íàïèñàíèÿ
èçìåíåííûõ ïîòåíöèàëîâ. Ïîòåíöèàë öåíòðîáåæíîé ñèëû

èíåðöèè ñíîâà ðàâåí ( ) 2 2

,

1

2
U r m rω= - , à ïîòåíöèàë ñèëû

ïðèòÿæåíèÿ èìååò âèä ( )N

m
U r

r

γ
= - . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ çàïèøåì èçìåíåííûé ïîòåíöèàë
( ) ( )NU U r U r= +

,
, íàéäåì åãî ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ è ïðè-

ðàâíÿåì åå ê íóëþ:
dU m

m r
dr r

γ
ω= - + =

2

2
0 .

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì òðåòèé çàêîí Êåïëåðà:

rω γ=
2 3 ,

à èç íåãî – âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà îðáèòû:

R
γ
ω

Ê ˆ
= Á ˜
Ë ¯

1 3

2
.
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Èç ðàâåíñòâà íóëþ åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:

dW p m

dr mr r

γ
= - + =

2

3 2
0

ìû íåìåäëåííî íàéäåì çíà÷åíèå ðàäèóñà óñòàíîâèâøåãîñÿ, â
äàííîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî, äâèæåíèÿ:

p
R

mγ
=

2

2
,

êîòîðîå, ðàçóìååòñÿ, òîæäåñòâåííî íàéäåííîìó ðàíåå çíà÷å-
íèþ.

Òåïåðü äëÿ èçó÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèì âòîðóþ ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèè W:

d W p m

dr mr r

γ
= -

2 2

2 4 3

3 2
.

Íî âû÷èñëèòü ýòó ïðîèçâîäíóþ ìàëî – íàäî â íåå åùå
ïîäñòàâèòü òîëüêî ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå:

d W

dr
=

2

2

p m m

pp p
m

m m

γ γ

γ γ

- = >

Ê ˆ Ê ˆ

Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

2 4 7

4 3 6
2 2

2 2

3 2
0 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êåïëåðîâñêàÿ êðóãîâàÿ îðáèòà óñòîé÷èâà
ïî ðàäèóñó, è Âñåëåííîé íå ãðîçèò óíè÷òîæåíèå (â ðàìêàõ
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé) â ñìûñëå ñóùåñòâåííûõ èçìåíå-
íèé ðàäèóñîâ îðáèò.

Âìåñòå ñ òåì, â çàäà÷å Êåïëåðà íåò óñòîé÷èâîñòè «ïî óãëó».
Èíûìè ñëîâàìè, äâà ñïóòíèêà, çàïóùåííûå èç áëèçêèõ
òî÷åê è ñ áëèçêèìè ñêîðîñòÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçáåãóòñÿ,

ò.å. óäàëÿòñÿ äðóã îò äðóãà, õîòÿ ðàäèóñû èõ îðáèò áóäóò
îñòàâàòüñÿ áëèçêèìè äðóã äðóãó âñå âðåìÿ.

Çàäà÷à Êåïëåðà èäåàëüíî «ïðèñïîñîáëåíà» äëÿ îòâåòà íà
ýòîò âîïðîñ ñ ïîìîùüþ òîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñðåäñòâ. Â
ñàìîì äåëå, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å òðàåêòîðèÿ-
ìè ìîãóò áûòü ëèøü êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, ò.å. ýëëèïñ, ïàðà-
áîëà èëè ãèïåðáîëà. Ðàññìîòðèì, íàðÿäó ñ íàéäåííîé êðóãî-
âîé îðáèòîé, äðóãóþ áëèçêóþ îðáèòó. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü,
÷òî ýòà îðáèòà îêàæåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé. Íî äëÿ ýëëèïòè÷åñ-
êîé îðáèòû, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå aω γ=

2 3 , ãäå à –
áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà (à â ñëó÷àå êðóãîâîé îðáèòû – åå
ðàäèóñ). ßñíî, ÷òî äëÿ íàóãàä âçÿòîé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû,
áëèçêîé ê ðàññìàòðèâàåìîé êðóãîâîé, âåëè÷èíà ïîëóîñè à íå
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðàäèóñîì êðóãîâîé îðáèòû, äà è îðáèòàëü-
íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω  â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ñëåãêà
îòëè÷àòüñÿ îò óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè êðóãîâîì äâèæåíèè. Âîò
ýòà ðàçíèöà â îðáèòàëüíûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ è îïðåäåëÿåò
ðàçáåãàíèå ñïóòíèêîâ ïî óãëó.

* * *
Êàêîâà æå ìîðàëü èç âñåãî ñêàçàííîãî? Âî-ïåðâûõ, ñèëû

èíåðöèè, â äàííîì ñëó÷àå öåíòðîáåæíûå ñèëû èíåðöèè, íå
òàê óæ ñòðàøíû, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Èõ
ïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð ïîçâîëÿåò íå òîëüêî íàõîäèòü óñòà-
íîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ, íî è èññëåäîâàòü èõ óñòîé÷èâîñòü.
Ýòî, êàê ìû âèäåëè, ïîñèëüíî øêîëüíèêó. Åäèíñòâåííîå,
÷òî íàäî óìåòü, òàê ýòî îòëè÷àòü òå ñëó÷àè, êîãäà ñèñòåìó
ïðèíóäèòåëüíî âðàùàþò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, îò
ñëó÷àåâ, êîãäà îíà âðàùàåòñÿ ñîâåðøåííî ñâîáîäíî.

Ïîëÿðèçîâàííûé
øàð – ýòî
ïðîñòî

Å.ÐÎÌÈØÅÂÑÊÈÉ, À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ
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 ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÉ ÔÈÇÈÊÅ ÅÑÒÜ ÃËÀÃÎËÛ «ÍÀÌÀÃÍÈ-
òèòü» è «íàýëåêòðèçîâàòü» íåêîå òåëî, ò.å. ñäåëàòü åãî

èñòî÷íèêîì äëèòåëüíî ñóùåñòâóþùèõ ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëåé. Âåùåñòâà, ó êîòîðûõ ýòè ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþò-
ñÿ íàèáîëåå ÿðêî, íàçûâàþò ôåððîìàãíåòèêàìè è ñåãíåòîý-
ëåêòðèêàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî òåëà, èìåþùåãî íàèáîëåå ñîâåðøåí-
íóþ ôîðìó – ôîðìó øàðà. Íî ïðåæäå âñïîìíèì ñàìûå
ïðîñòûå ôàêòû.

Âîçüìåì äâå áåñêîíå÷íûå ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû, èìåþ-
ùèå îäèíàêîâûå ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó
çàðÿäû (ðèñ.1,à). Ïóñòü íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ýòèõ ïëà-
ñòèí ïðèõîäÿòñÿ çàðÿäû 0σ±  (ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü
çàðÿäîâ). Êàê èçâåñòíî, â òàêîì óñòðîéñòâå – êîíäåíñàòîðå

– íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà 0

0

0

E
σ
ε

=  (çäåñü

0
ε  – ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ), à âíå ïëàñòèí ïîëå îòñóò-
ñòâóåò, ò.å. íàïðÿæåííîñòü ðàâíà íóëþ. Ýòîò ôàêò ìîæíî
òðàêòîâàòü è òàê: ïðè ïåðåñå÷åíèè ëåâîé ïëàñòèíû íîðìàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ îò

íóëÿ äî çíà÷åíèÿ 0

0

σ
ε

+ , à ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïðàâóþ

ïëàñòèíó åå ñêà÷îê âíèç ðàâåí

0

0

σ
ε

- . Èíà÷å,

0

0

nE
σ

Δ
ε

= .

Ðàñïîëîæèì òåïåðü ìåæäó
ýòèìè ïëàñòèíàìè ñëîé âåùå-
ñòâà, ñïîñîáíîãî ïîëÿðèçîâàòü-
ñÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîä äåéñòâè-
åì ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëÿ ìîëå-
êóëû ýòîãî âåùåñòâà ëèáî ïî-
âåðíóòñÿ â îäíîì íàïðàâëå-
íèè (êîíå÷íî, âäîëü âåêòîðà

0E
��

), åñëè îíè çàðàíåå ïðåä-
ñòàâëÿëè ñîáîé ýëåêòðè÷åñêèå
äèïîëè, ëèáî «öåíòðû òÿæåñ-
òè» èõ îòðèöàòåëüíûõ è ïîëî-
æèòåëüíûõ çàðÿäîâ ðàçäâèíóò-
ñÿ ïîä äåéñòâèåì ýòîãî ïîëÿ,
ëèáî ïðîèçîéäåò è òî è äðóãîå.
Êàê áû òî íè áûëî, â ðåçóëüòàòå
íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ âåùåñòâà Ðèñ. 1
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Ðèñ. 2

ïîÿâÿòñÿ çàðÿäû ïëîòíîñòüþ σ¢∓ , êîòîðûå ñîçäàäóò ïîëå
E¢
���

, ïðîòèâîïîëîæíîå ïî íàïðàâëåíèþ ïîëþ 0E
��

 (ðèñ.1,á).
Òàêèì îáðàçîì, âíóòðü ïåðâîãî êîíäåíñàòîðà êàê áû âñòàâè-

ëè âòîðîé, è åãî ïîëå ðàâíî 
0

E
σ
ε
¢

= -¢ . Â ðåçóëüòàòå ñóììàð-

íîå ïîëå âíóòðè ñëîÿ ðàâíî

0

c 0

0

E E E
σ
ε

= - =¢

0

σ
ε
¢

- 0
E

ε
= ,

ãäå ε  – äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà. ßñíî, ÷òî
îíî áóäåò ñëàáåå, ÷åì 0E .

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî âîçíèêøåå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ
«çàìîðîæåíî», ò.å. ìîæåò ñóùåñòâîâàòü (äàæå ïîñëå òîãî,
êàê èñ÷åçíåò çàðÿä êîíäåíñàòîðà) äîñòàòî÷íî äîëãî – ïî
êðàéíåé ìåðå, ïîêà âû ÷èòàåòå ýòó ñòàòüþ. Âûíåì íàýëåêòðè-
çîâàííûé ñëîé èç êîíäåíñàòîðà – âíóòðè ñëîÿ îñòàíåòñÿ
îäíîðîäíîå ïîëå E¢

���

. À íàëè÷èå ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ ïëîòíî-
ñòüþ σ± ¢  íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ ìîæíî òðàêòîâàòü åùå è òàê.
Âåñü ñëîé çàïîëíåí ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè äèïîëÿ-
ìè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äèïîëüíûé ìîìåíò 1p

�

. (Íà-
ïîìíèì, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò äèïîëÿ, ò.å. ñèñòåìû äâóõ
îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ê
ïîëîæèòåëüíîìó è ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âåëè÷èíû çàðÿäà íà
ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè.) Åñëè êîíöåíòðàöèÿ äèïîëåé n,
òî â åäèíèöå îáúåìà ñëîÿ ñîäåðæèòñÿ ñóììàðíûé äèïîëüíûé

ìîìåíò 
1

P np=
��

�

. Åãî ðàçìåðíîñòü 3 2

jë ì jë

ì ì

◊
=  ñîâïàäàåò ñ

ðàçìåðíîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà, è ýòî íåñëó-
÷àéíî. Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíó ñóììàðíîãî äèïîëüíîãî
ìîìåíòà ñëîÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê PSd, ãäå Sd – îáúåì ñëîÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèïîëüíûé ìîìåíò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
çàðÿäà «ïëàñòèíû» Sσ¢  íà òîëùèíó ñëîÿ d. Ïðèðàâíèâàÿ
ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

PSd Sdσ= ¢ , îòêóäà P σ= ¢ .

Ó÷òåì åùå, ÷òî âåêòîð P
��

 íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíî çàðÿ-
æåííîé ïëàñòèíû ê ïîëîæèòåëüíîé (ò.å. ïðîòèâ âåêòîðà
E¢
���

). Òîãäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå, íàïðèìåð, ÷åðåç
ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííóþ ãðàíèöó ñëîÿ åãî çíà÷åíèå óìåíü-
øàåòñÿ îò Ð äî íóëÿ, òàê êàê âíå ïëàñòèíû íèêàêèõ äèïîëåé
íåò. Çíà÷èò, ñìûñë ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ P σ= ¢  ìîæíî
óòî÷íèòü: ðå÷ü èäåò î ñêà÷êå íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
âåêòîðà P

��

:

nP P P aΔ+ -

- =  = –σ¢ .

Íî ãäå æå îáåùàííûé øàð? À âîò òåïåðü èç îáñóæäàåìîãî
ñëîÿ âûðåæåì øàð ðàäèóñîì a (ðèñ.2). Ïîëîæèòåëüíûå è
îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû «õâîñòîâ» ìîëåêóë-äèïîëåé âíóòðè
øàðà ïî-ïðåæíåìó âçàèìíî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, à
ïðèïîâåðõíîñòíûå, êîòîðûå «òîð÷àò íàðóæó», ñîçäàþò ïî-
âåðõíîñòíûé çàðÿä ïëîòíîñòüþ cosσ σ θ= ∞  , ãäå θ  – ïî-
ëÿðíûé óãîë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû âîçüìåì íåñêîëüêî
ýëåìåíòàðíûõ ñëîåâ ìîëåêóë îáùåé òîëùèíîé 1y N yΔ Δ∼ ,
òî èõ «õâîñòû» îêàæóòñÿ íà ïîâåðõíîñòíîì êîëüöå øèðè-
íîé a cosyΔθ Δ θ=  (ñì. òðåóãîëüíèê ÀÂÑ íà ðèñóíêå 2),
îòêóäà

1cos
y N y

a a

Δ Δ
θ

Δθ Δθ
= ∼ .

Ýòî æå êîñèíóñîèäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü
è ïîëó÷åííûì âûøå ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ñêà÷êîì íîðìàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà P

��

 è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ
ñâÿçàííûõ (òåïåðü íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû) çàðÿäîâ:

( )0 cosn n nP P P P θ σ θ+ -
- = - = - = - , è ( ) cosσ θ σ θ= ∞ .

Èíòåðåñíî îòìåòèòü,
÷òî êîñèíóñîèäàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà
ñôåðå âñåãäà ñîçäàåò âíóò-
ðè ñôåðû îäíîðîäíîå
ïîëå. Âñïîìíèì õîòÿ áû
ïðîâîäÿùèé øàð, ïîìå-
ùåííûé â îäíîðîäíîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå 

0E
��

.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëå
âíóòðè øàðà ðàâíî íóëþ.
Çíà÷èò, íà ïîâåðõíîñòè
âîçíèêàåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ, êîòîðîå ñîçäàåò ñâîå
ïîëå 0E-

��

, êîìïåíñèðóþùåå âíåøíåå (ðèñ.3). Ìîæíî íàéòè
íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ 

nE
+  ïîëÿ ñíàðóæè ñôåðû (ó åå

âíåøíåé ïîâåðõíîñòè):
( )

0

nE
σ θ
ε

+

= .

(À òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, åñòåñòâåííî, ðàâíà íóëþ
– èíà÷å ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñôåðû ïîòåê áû ýëåêò-
ðè÷åñêèé òîê.)

Êñòàòè, â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü ñèëó, äåéñòâóþ-
ùóþ íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ïîëÿðèçîâàííîé ñôåðû. Çà-
ðÿä σ , ðàñïîëîæåííûé â ýòîì ìåñòå, ñîçäàåò ñîáñòâåííîå

ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ  
0

2

σ
ε

± ,  íàïðàâëåííîå êàê ïî ðàäèó-

ñó, òàê è ïðîòèâ ðàäèóñà (ïîëå ïëîñêîñòè), çíà÷èò, åãî

ñîñòàâëÿþùèå ðàâíû 
1

2
nE
+

± .  Ñàì æå çàðÿä íàõîäèòñÿ â

ïîëå, ðàâíîì 
1

2
nE
+

+ , ïîýòîìó äåéñòâóþùàÿ íà íåãî ñèëà

ðàâíà 
2

0

1

2 2
nE

σ
σ

ε
+

◊ = .

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü è òàê – äàâëåíèå
íà ïîâåðõíîñòü ñôåðû (èçíóòðè) ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïîâåðõ-
íîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿ-
äà íà ïîëóñóììó íîð-
ìàëüíûõ âíóòðåííåé è
âíåøíåé ñîñòàâëÿþùèõ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

0

2

nE
σ

+

+
, èëè â îáùåì

ñëó÷àå (åñëè ïîëå nE
-

âíóòðè íå ðàâíî íóëþ):

2

n nE E
σ

+ -

+
. Ýòîò ôàêò

íàì ñêîðî ïðèãîäèòñÿ.
Íî âåðíåìñÿ ê íàøåìó

ïîëÿðèçîâàííîìó äèý-
ëåêòðè÷åñêîìó øàðó.
Ìû óæå çíàåì, ÷òî ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå iE  âíóò-

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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ðè íåãî îäíîðîäíî. Çíà÷èò, åãî íàïðÿæåííîñòü â ëþáîé
òî÷êå òàêàÿ æå, êàê, íàïðèìåð, â öåíòðå. À åå ëåãêî íàéòè.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå êîëüöî íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ïëî-
ùàäüþ 2 sina adπ θ θ◊  (ðèñ.4) èìååò çàðÿä ( ) 2 sinaσ θ π θ◊ ◊

adθ◊ , êîòîðûé â öåíòðå (íà ðàññòîÿíèè à) ñîçäàåò (ïî
çàêîíó Êóëîíà) ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ

cosxdE dEθ θ= =

( )
2

0

2 sin
cos

4

a ad

a

σ θ π θ θ
θ

πε
◊ ◊

- .

(Òóò ìû íå çàáûëè ñïðîåêòèðîâàòü âñå ýëåìåíòàðíûå ïîëÿ íà
îñü õ, ïîýòîìó è ïîÿâèëñÿ cos θ  â êîíöå âûðàæåíèÿ.)
Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè áóäåò ñóììîé âêëàäîâ îò âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ êîëåö:

2

00

cos 2 sin
cos

4
i

P a ad
E

a

π

θ

θ π θ θ
θ

πε
=

◊ ◊
= - =Ú

= 2

0 0

cos cos
2

P
d

π

θ

θ θ
ε

=

◊ =Ú
3

0 00

cos

2 3 3

P P
π

θ

θ
ε ε

=

= - .

À ÷òîáû íàéòè âíåøíåå ïîëå, âñïîìíèì èçâåñòíûé ìûñëåí-
íûé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü èìååòñÿ äâà øàðà, âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà è îáëàäàþùèõ ðàâíûìè çàðÿäàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ
çíàêîâ, ò.å. q± . Åñòåñòâåííî, ñóììàðíûé çàðÿä ýòèõ øàðîâ
ðàâåí íóëþ, è íèêàêîãî ïîëÿ ïîêà ÷òî íåò. Íî òåïåðü äàâàéòå
ðàçäâèíåì øàðû â íàïðàâëåíèè îñè õ òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó èõ öåíòðàìè ñòàíåò ïîðÿäêà ðàçìåðà ìîëåêóëû l. Â
öåíòðå âîçíèêíåò äèïîëü ñ ìîìåíòîì ep ql= , à íà ïîâåðõíî-
ñòè «âûëåçóò» çàðÿäû ïëîòíîñòüþ σ±  (ðèñ.5,à). Ïðè ýòîì
òàêîå óñòðîéñòâî îñòàíåòñÿ ïî÷òè øàðîì. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðàäèóñ øàðà âçÿòü, íàïðèìåð, ðàâíûì 2

1 “ì = 10  ì- ,
òî ðàçìåð ìîëåêóë, èçìåðÿåìûé àíãñòðåìàìè ( 10

1 A 10  ì-

=
�

),
â ìèëëèîí ðàç ìåíüøå, è íè îäèí ôàéí-ìåõàíèê íå çàìåòèò,

÷òî øàð äåôîðìèðîâàí. Êîíå÷íî, ïîëå îáðàçîâàâøåãîñÿ
«äèïîëÿ» âíóòðè øàðà ïî-ïðåæíåìó ðàâíî íóëþ, òàê ÷òî ýòîò
äèïîëü – ôèêöèÿ, íî îí ïîìîæåò íàéòè ïîëå ïîâåðõíîñòíûõ
çàðÿäîâ âíå øàðà.

Ðàññìîòðèì ðèñóíîê 5,á. Ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ íà ïîâåðõ-

íîñòè øàðà îò ôèêòèâíûõ çàðÿäîâ q±  ðàâíû 
2

0
4

q
E

aπε
+

=

(ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä ðàñïîëîæåí ñòðîãî â

öåíòðå êîîðäèíàò) è 
( )

2

04 cos

q
E

a lπε θ
-

= -
+

. Òàê êàê ýòè

äâà âåêòîðà ëåæàò ïî÷òè íà îäíîé ïðÿìîé (âñëåäñòâèå òîãî,
÷òî l a� ), ñîñòàâëÿþùóþ âíåøíåãî äèïîëüíîãî ïîëÿ íàé-
äåì ïðîñòî:

nE
+

( )
2 2

0

1 1

4 cos

q

a a lπε θ

Ê ˆ
ª - =Á ˜

+Ë ¯
2 2

0

1 1
1

4
1 cos

a l

a

πε
θ

Ê ˆ

Á ˜
Á ˜- =
Á ˜Ê ˆ

+Á ˜Á ˜
Ë ¯Ë ¯

= 

2

2 2

0

1 2 cos cos

4
1 cos

l l

q a a

a l

a

θ θ

πε
θ

Ê ˆ
+ + Á ˜

Ë ¯
ª

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯

3

0

2 cos

4

ql

a

θ
πε

, ãäå eql p= .

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òó ïðîèçîéäåò ñ
ïîëÿðèçîâàííûì äèýëåêòðè÷åñêèì øàðîì. Íîðìàëüíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ âíåøíåãî ïîëÿ ðàâíà (ñì. ðèñ.4)

3

00

2 cos 2
cos

34

e
n

p P
E

a

θ
θ

επε
+

= = ,

à âíóòðåííåãî –

0

cosn

P
E θ

ε
-

= - .

Òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ïî-
ëåé îäèíàêîâû (ñâîéñòâî ïîòåíöèàëüíîñòè â ýëåêòðîñòàòè-
êå):

0

sin sin
3

i

P
E E Eτ τ θ θ

ε
+ -

= = = .

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû, äåéñòâóþ-
ùåé íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè øàðà, ðàâíà

( )
2 2

0

cos

2 2 3

n n
n

E E P
f

θ
σ θ

ε

+ -

+
= = ,

à òàíãåíöèàëüíàÿ –

( )
2

0

sin cos
3

P
f Eτ τσ θ θ θ

ε
= = .

Ñîîòâåòñòâåííî, õ-êîìïîíåíòà ñèëû (íà åäèíèöó ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè øàðà) áóäåò ðàâíà

cos sinx nf f fτθ θ= - =

2 2

2

0

cos
cos sin

3 2

P θ
θ θ

ε
Ê ˆ

-Á ˜
Ë ¯

.

×òî æå ïîëó÷èëîñü? Âûõîäèò, ÷òî â ïðèïîëÿðíîé îáëàñòè
(ïðè ìàëûõ θ ) ýòà ñèëà ïîëîæèòåëüíà, à â ýêâàòîðèàëüíîé
– îòðèöàòåëüíà! Âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå θ

*

ïîëÿðíîãî óãëà, ïðè êîòîðîì ýòà ñèëà îáðàùàåòñÿ â íîëü:
2

2 cos
sin

2

θ
θ *

*
= , 

1
tg

2
θ

*
= , 35θ

*
ª ∞ .

Â íàïðàâëåíèè ïîëÿðíîé îñè ( 0θ = ) ñèëû ñòðåìÿòñÿ ðàñòÿ-
íóòü øàð, à â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè – ñæàòü (ðèñ.6).
Ðàçóìååòñÿ, åñëè ìû ïðî-
ñóììèðóåì âñå ñèëû (ïðî-
èíòåãðèðóåì ïî ïîâåðõ-
íîñòè), ïîëó÷èì ñèëó
ïðèòÿæåíèÿ – ýòî íå óäè-
âèòåëüíî, åñëè âñïîìíèòü
îá ýêâèâàëåíòíîì äèïî-
ëå ep , çàðÿäû êîòîðîãî,
êîíå÷íî æå, ïðèòÿãèâà-
þò äðóã äðóãà.

Íî ÷òîáû ðåøèòü çàäà-
÷ó î äåôîðìàöèè íàøåãî
ïîëÿðèçîâàííîãî øàðà,
íóæíî èçó÷èòü òåîðèþ
óïðóãîñòè. À ìîæíî ëè ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ
øàðà, âûðåçàííîãî èç êóñêà ìàãíèòà?

Âñå ýòî âïîëíå âîçìîæíî, åñëè âû ïîñòóïèòå â ÌÔÒÈ èëè
ÌÃÓ. ×åãî âàì è æåëàåì.

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Äåêàðòà

Ì.ÃÎÐÅËÎÂ
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Ç
ÀÄÀ×È ÍÀ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ ×ÀÑÒÎ ÂÑÒÐÅ-

÷àþòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ. Îò÷àñòè ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîôåññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêàì òîæå
âðåìÿ îò âðåìåíè ïðèõîäèòñÿ äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâà â èõ
íàó÷íûõ ðàáîòàõ. Òàêèì îáðàçîì, «îëèìïèàäíàÿ» ìàòåìàòè-
êà òåñíî ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïðîôåññèîíàëüíîé.

Â ýòîé ñòàòüå áóäåò ðàññêàçàíî îá îäíîé ñòàðîé òåîðåìå,
ïîìîãàþùåé ðåøàòü ïîäîáíûå çàäà÷è. Âïðî÷åì, ñíà÷àëà
ðå÷ü ïîéäåò îá îäíîì çàìå÷àòåëüíîì ïðàâèëå, ïîçâîëÿþùåì
îöåíèâàòü êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

Ïåðåìåíû çíàêà â êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

0 1, , , na a a… . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íà ìåñòå ñ íîìåðîì l ïðîèñõîäèò ïåðåìåíà çíàêà, åñëè

0la π , ïðè÷åì ïåðâîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî ka , íîìåð
êîòîðîãî ìåíüøå l, èìååò çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó la .
Íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1, –1, 2, 0, 0, 0, 1, 0, –1, 1

ìåñòàìè ïåðåìåíû çíàêà áóäóò l = 2, 3, 9, 10.
Íàñ â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäóò èíòåðåñîâàòü êîëè÷åñòâà

ïåðåìåí çíàêîâ â êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Äëÿ òàêî-
ãî ïîäñ÷åòà ìîæíî âûïèñàòü ñòðîêó èç ïëþñîâ è ìèíóñîâ:
âìåñòî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïèøåì ïëþñ, âìåñòî îòðèöà-
òåëüíûõ – ìèíóñ, âìåñòî íóëÿ íå ïèøåì íè÷åãî. Äëÿ íàøåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàïðèìåð, ïîëó÷èì òàêîé íàáîð ïëþ-
ñîâ è ìèíóñîâ:

+ – + + – +.

Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0 1, , , na a a…  è
0 1, , , na a a- - -…  êîëè÷åñòâà ïåðåìåí çíàêà îäèíàêîâû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè 0 1, , , na a a…  ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé óðàâíåíèÿ

1

1 0 0
n n

n na x a x a
-

-
+ + + =… .

Óïðàæíåíèÿ

1. Îïèøèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå à) ðîâíî îäíó; á)
ðîâíî äâå ïåðåìåíû çíàêîâ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à, b, ñ â òî÷íîñòè

îäíà ïåðåìåíà çíàêà, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2
0ax bx c+ + =

èìååò ðîâíî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.
3. Ñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìîæåò èìåòü êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå 2 0ax bx c+ + = , åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à, b, ñ äâå
ïåðåìåíû çíàêà?

4. Íàéäèòå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ 5 32x x+ +
2

3 1 0x x+ - - = . Ñðàâíèòå ýòî ÷èñëî ñ êîëè÷åñòâîì ïåðåìåí
çíàêà â ðÿäó åãî êîýôôèöèåíòîâ.

5. Ñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé èìååò óðàâíåíèå n
na x +

1

1 0 0
n

na x a-

-
+ + + =… , åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöè-
åíòîâ èìååò â òî÷íîñòè îäíó ïåðåìåíó çíàêà?

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåì ôóíêöèþ sgny x=  (÷èòàåòñÿ
«ñèãíóì» èëè «çíàê» õ), îïðåäåëåííóþ òàê:

1 C!, 0,

sgn 0 C!, 0,

1 C!, 0.

x

x x

x

>Ï
Ô

= =Ì
Ô- <Ó

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 0x π

sgn
x

x
x

= .

Ïðàâèëî Äåêàðòà

Â 1637 ãîäó çíàìåíèòûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ôèëî-
ñîô Ðåíå Äåêàðò (1596–1650) ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1 (ïðàâèëî Äåêàðòà). ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ

êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ( ) 1

1 0

n n

n nf x a x a x a
-

-
= + + +…  íå ïðå-

âîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

( )0 1
, , , nA a a a= …  åãî êîýôôèöèåíòîâ è îòëè÷àåòñÿ îò íåãî

íà ÷åòíîå ÷èñëî.
Åñëè âû ðåøèëè óïðàæíåíèÿ 1–5, ñðàâíèòå âàøè ðåçóëü-

òàòû ñî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìîé. À òåïåðü ïðèñòóïèì ê
åå äîêàçàòåëüñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷è-
òàòü, ÷òî 0na >  è 0 0a π . Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
ïåðåìåí çíàêà. Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè À ïåðåìåí çíàêà
íåò, òî âñå íåíóëåâûå ÷èñëà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëî-
æèòåëüíû, òàê ÷òî 1

1 0 0
n n

n na x a x a
-

-
+ + + >…  ïðè ëþáîì

x > 0 è ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà ( )f x  íåò. Ýòî
äàåò áàçó èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà óæå äîêàçàíà äëÿ âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ìåíüøå q. Ïóñòü ( ) n

nf x a x= +
1

1 0

n

na x a
-

-
+ + +…  – ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðîâíî q ïåðåìåí çíàêà, è ñ –
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà

( ) ( ) ( )f x x c g x= - ,

ãäå

( ) 1 2

1 2 0

n n
n ng x b x b x b

- -

- -
= + + +… ,

ò.å.
1

1 0

n n

n na x a x a
-

-
+ + + =… ( ) ( )1

1 0

n
nx c b x b

-

-
- + +… .

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

1n na b
-

= ,

1 2 1n n na b cb
- - -

= - ,

. . . . . . . . . . . .

1k k ka b cb
-

= - ,

. . . . . . . . . . . .

0 0a b c= - .

Äîêàæåì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )0 1 1, , , nB b b b
-

= …  ìåíü-
øå ïåðåìåí çíàêà, ÷åì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè À. Ïóñòü ð –
÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Â. Çàìåòèì
ñðàçó, ÷òî 1sgn sgnn na b

-
= , à 0 0sgn sgna b= - .

Åñëè l – ñàìîå ïåðâîå ìåñòî ïåðåìåíû çíàêà â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ( )0 1 1

, , , nB b b b
-

= … , òî ÷èñëà 0b  è lb  èìåþò ðàçíûå
çíàêè. Íî òîãäà 0 0sgn sgna b= - , ( )1

sgn sgnl l la b cb
-

= - =

sgn lb= - , ò.å. çíàêè ÷èñåë 0a  è la  – ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, , la a…  ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
ïåðåìåíó çíàêà.

Ïóñòü l è k – äâà ñîñåäíèõ ìåñòà ïåðåìåíû çíàêà â



ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Â. Òîãäà ÷èñëà 
1l l la b cb

-
= -  è ka =

1k kb cb
-

= -  òîæå èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òàê ÷òî ñðåäè ÷èñåë
, ,l ka a…  åñòü ïåðåìåíà çíàêà.

Óïðàæíåíèå 6. Óáåäèòåñü â ýòîì.

Íàêîíåö, ïóñòü k – ïîñëåäíåå ìåñòî ïåðåìåíû çíàêà â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Â. Òîãäà 0kb >  è ÷èñëà 1k k ka b cb

-
= -

è na  èìåþò ðàçíûå çíàêè, ïîñêîëüêó

sgn sgnk ka b= - , 1sgn 1 sgnn na b
-

= = .

Ïîýòîìó â íàáîðå ÷èñåë , ,k na a…  òîæå åñòü ïåðåìåíà çíàêà.
Èòàê, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Â ñîäåðæèò ð ïåðåìåí

çíàêà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü À ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå
ð + 1 ïåðåìåíó çíàêà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ À è Â èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Ýòî ñëåäóåò èç óæå
ñäåëàííîãî ðàíåå çàìå÷àíèÿ î çíàêàõ 0a  è 0b  è ñëåäóþùåãî
óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A =
( )0 1, , , na a a= …  ñîäåðæèò ÷åòíîå (íå÷åòíîå) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0sgn sgn na a=  ( 0sgn sgn na a= - ).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà ( )g x  îòëè÷àåòñÿ îò ð íà ÷åòíîå ÷èñëî. ×èñëî æå
êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f íà åäèíèöó áîëüøå, à ÷èñëî q ïåðåìåí
çíàêà â ðÿäó åãî êîýôôèöèåíòîâ áîëüøå ð è èìååò äðóãóþ
÷åòíîñòü. Ïîýòîìó ðàçíîñòü ìåæäó q è ÷èñëîì ïîëîæèòåëü-
íûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ÷åòíà.

Óïðàæíåíèÿ

8. Ñêîëüêî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

à) 3
3 1 0x x- + = ; á) 5

4 2 0x x- + = ?
9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

( ) 1

1 0

n n
n nf x a x a x a+

-
= + + +…  íå áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( ) ( )
1

1 01 , 1 , ,
n n

n na a a
-

-
- - …  è îòëè÷àåòñÿ îò

íåãî íà ÷åòíîå ÷èñëî.

Êâàçèìíîãî÷ëåíû

Êâàçèìíîãî÷ëåíàìè íàçûâàþò ôóíêöèè âèäà

( ) 0 0 1 1 1 1

x x x x

k k k kf x a b a b a b a b
- -

= + + + +… .        (1)

Ïðèñòàâêà «êâàçè», îçíà÷àþùàÿ «êàê áóäòî», ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î òîì, ÷òî ôóíêöèè òàêîãî âèäà âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ
âåäóò ñåáÿ òàê, êàê áóäòî îíè – îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû.

Äîãîâîðèìñÿ çàïèñûâàòü êâàçèìíîãî÷ëåíû òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî 0 1 10 k kb b b b

-
< < < < <… . Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )0 1
, , , kA a a a= …  íåò íóëåé. Òàêóþ

ôîðìó çàïèñè áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé.
Òåîðåìà 2. ×èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé êâàçèìíîãî÷-

ëåíà, çàïèñàííîãî â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, íå ïðåâîñõîäèò
÷èñëà ïåðåìåí çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî êîýôôèöèåí-
òîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
ïåðåìåí çíàêà. Åñëè ýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, òî âñå êîýôôè-
öèåíòû êâàçèìíîãî÷ëåíà èìåþò îäèí çíàê, è òîò æå çíàê
áóäåò èìåòü çíà÷åíèå êâàçèìíîãî÷ëåíà â ëþáîé òî÷êå, ò.å.
÷èñëî åãî êîðíåé áóäåò ðàâíî íóëþ. Ýòî äàåò íàì áàçó
èíäóêöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå äîêàçàëè ñïðàâåäëè-
âîñòü òåîðåìû äëÿ âñåõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ ñîäåðæèò ìåíüøå ð ïåðåìåí
çíàêà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ êâàçèìíî-
ãî÷ëåíà (1) ñîäåðæèò ð ïåðåìåí çíàêà. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè åãî êîýôôèöèåíòîâ íåò
íóëåé.

Âîçüìåì ëþáîå l, äëÿ êîòîðîãî 1 0l la a
-

< , è çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì

1l lb b b
-

< < . Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) ( )x
g x b f x

-

= =
0 0 1 1 1 1

x x x x

k k k ka c a c a c a c
- -

+ + + +… ,

ãäå i
i

b
c

b
= , i = 0, 1, …, k. Î÷åâèäíî, îí èìååò ñòîëüêî æå

êîðíåé, ñêîëüêî ( )f x , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöè-
åíòîâ ñîäåðæèò ðîâíî ð ïåðåìåí çíàêà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )g x :

( ) 0 0 0 1 1 1ln ln
x x

l l lg x a c c a c c
- - -

= + + +¢ …

+ ln ln
x x

l l l k k ka c c a c c+ +… .

Èíäåêñ l ÿâëÿåòñÿ ìåñòîì ïåðåìåíû çíàêà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )g x , íî íå ÿâëÿåò-
ñÿ ìåñòîì ïåðåìåíû çíàêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöè-
åíòîâ êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )g x¢ , òàê êàê 1ln 0lc -

< , à ln 0lc > .
Âñå îñòàëüíûå ïåðåìåíû çíàêà ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ, òàê êàê ñîñåäíèå êîýôôèöèåíòû
óìíîæàþòñÿ ïðè ýòîì íà ÷èñëà îäíîãî çíàêà. Çíà÷èò, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )g x¢  èìå-
åò ð – 1 ïåðåìåíó çíàêà, è ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.

Ñîãëàñíî åìó, êâàçèìíîãî÷ëåí ( )g x¢  èìååò íå áîëåå
ð – 1 êîðíÿ. Îáîçíà÷èì èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

1 2
, , , qx x x… . Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ( ) ( )1 1 2; , ; ,x x x-• …

( ) ( )1, ; , ;q q qx x x
-

+ •…  ïðîèçâîäíàÿ ( )g x¢  êâàçèìíîãî÷-
ëåíà ( )g x  ñîõðàíÿåò çíàê. Ïîýòîìó íà êàæäîì èç

çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ ( ] [ ]1 1 2 1; , ; , , ; ,q qx x x x x
-

È ˘ È-•
Î ˚ Î

…

);qxÈ + •
Î

 ôóíêöèÿ ( )g x  ñòðîãî ìîíîòîííà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. ×èñëî ýòèõ
èíòåðâàëîâ ðàâíî q + l, çíà÷èò, ( )g x  èìååò íå áîëåå

1q p+ £  êîðíåé. Øàã èíäóêöèè çàâåðøåí.
Òåîðåìà äîêàçàíà. Èäåÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëå-

æèò ôðàíöóçñêîìó ìàòåìàòèêó Ýäìîíó Íèêîëà Ëàãåððó
(1834–1886). Ïî àíàëîãèè, òåîðåìó 2 òîæå íàçûâàþò ïðàâè-
ëîì Äåêàðòà.

Ýòà òåîðåìà ìîæåò áûòü óñèëåíà çà ñ÷åò ïðàâèëüíîãî ó÷åòà
êðàòíûõ êîðíåé. Íàì íå ïîíàäîáèòñÿ ñàìûé ñèëüíûé ðå-
çóëüòàò, ïîýòîìó ìû åãî ôîðìóëèðîâàòü íå ñòàíåì. Îãðàíè-
÷èìñÿ ëèøü îäíèì óòî÷íåíèåì, êîòîðîå ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ
èç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî êîðåíü êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )g x  ÿâëÿ-
åòñÿ êîðíåì åãî ïðîèçâîäíîé ( )g x¢ . Ïðàâèëî Äåêàðòà îñòà-
íåòñÿ âåðíûì, åñëè ïðè ïîäñ÷åòå êîðíåé ìû òàêîé êîðåíü
ïîñ÷èòàåì çà äâà. Â ñàìîì äåëå, åñëè ( ) ( ) 0i ig x g x= =¢ , òî
íà îòðåçêàõ [ ]1

;i ix x
-

 è [ ]1
;i ix x

+
 äðóãèõ êîðíåé íåò.

Íåðàâåíñòâà äëÿ ñòåïåííûõ ñðåäíèõ

Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) 1 2 1 2

xx x x

k kb b b b b b
f x

k k

+ + + + + +Ê ˆ
= - Á ˜

Ë ¯

… …

.   (2)

Îí èìååò âñåãî îäèí îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò. Ïîýòîìó,
åñëè ìû çàïèøåì åãî â ñòàíäàðòíîé ôîðìå1 , ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëüøå äâóõ
ïåðåìåí çíàêà. À çíà÷èò, îí èìååò íå áîëüøå äâóõ êîðíåé. Íî
äâà êîðíÿ õ = 1 è õ = 0 î÷åâèäíû. Ïîýòîìó ïåðåìåí çíàêà
ðîâíî äâå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì
ïðè ñòàíäàðòíîé çàïèñè îêàæåòñÿ â ñåðåäèíå. À çíàê íàøåãî

1 Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèâåñòè, åñëè ìîæíî, ïîäîáíûå è ïåðåñòà-
âèòü ÷ëåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ îñíîâàíèé ýêñïîíåíò.
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êâàçèìíîãî÷ëåíà ïðè áîëüøèõ õ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êîýô-
ôèöèåíòà ïðè ýêñïîíåíòå ñ ñàìûì áîëüøèì îñíîâàíèåì; ýòîò
êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëåí. Â ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå óòî÷-
íåíèÿ, ïðîèçâîäíàÿ íàøåãî êâàçèìíîãî÷ëåíà íå ìîæåò îáðà-
ùàòüñÿ â íîëü â òî÷êàõ õ = 1 è õ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ
òî÷êàõ êâàçèìíîãî÷ëåí ìåíÿåò çíàê. Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî

1 2 1 2

xx x x

k kb b b b b b

k k

+ + + + + +Ê ˆ
≥ Á ˜
Ë ¯

… …

ïðè 1x ≥  èëè 0x £ , è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî çíàêà, åñëè 0 < õ < 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìîíîòîííîñòüþ ñòåïåííîé ôóíêöèè, êîòî-
ðàÿ âîçðàñòàåò, êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïîëîæèòåëåí, è
óáûâàåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî

1

1 2 1 2

x x x x
k kb b b b b b

k k

Ê ˆ+ + + + + +
≥Á ˜

Ë ¯

… …

, åñëè 1x ≥ ,

è
1

1 2 1 2

x x x x
k kb b b b b b

k k

Ê ˆ+ + + + + +
£Á ˜

Ë ¯

… …

, åñëè x < 1.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðî-
õîäèò, êîãäà âñå ÷èñëà 

1 2, , , kb b b…  ñîâïàäàþò, íî ýòîò ñëó÷àé
òðèâèàëåí.

Ôèêñèðóÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ õ, îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü
ìíîãî èíòåðåñíîãî. Òàê, ïðè õ = 2 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

2 2 2

1 2 1 2k kb b b b b b

k k

+ + + + + +
≥

… …

ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì,
à ïðè õ = –1 – íåðàâåíñòâî

1 2

1 2

1 1 1
k

k

b b b k

k

b b b

+ + +
≥

+ + +

…

…

ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì.
Äà è äîêàçàííîå ïîïóòíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå íåñêîëüêèõ ÷èñåë ëåæèò ìåæäó ñàìûì áîëü-
øèì è ñàìûì ìàëåíüêèì èç óñðåäíÿåìûõ ÷èñåë, õîòÿ è
ñîâñåì ïðîñòîå, íî òîæå çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ. Íî è ýòèì
÷èñëî «áåñïëàòíûõ» ñëåäñòâèé íå îãðàíè÷èâàåòñÿ.

Ìû âûÿñíèëè, ÷òî êâàçèìíîãî÷ëåí (2) ïðèíèìàåò ïîëî-
æèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè õ < 0 è îòðèöàòåëüíûå ïðè 0 < õ <
< 1. Çíà÷èò, îí óáûâàåò âáëèçè òî÷êè x = 0. Íî òîãäà åãî
ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå, ò.å.

1 2
ln ln ln kb b b

k

+ + +
-

… 1 2ln kb b b

k

+ + +…

,

îòðèöàòåëüíà. Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 2

1 2

k k
k

b b b
b b b

k

+ + +
≥

…

… .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïî÷òè áåç òðóäà ïîëó÷èëè çíàìåíèòîå
íåðàâåíñòâî Êîøè ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì. Ãîâîðÿ îá ýòîì íåðàâåíñòâå, îáû÷íî
ññûëàþòñÿ íà «Êóðñ àíàëèçà» Êîøè, ïåðâîå èçäàíèå êîòîðî-
ãî âûøëî â 1821 ãîäó. Âïðî÷åì, ìíå íå ïðèõîäèëîñü âèäåòü
óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî èìåííî òàì ýòî íåðàâåíñòâî ïîÿâè-
ëîñü âïåðâûå. Åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè çàâåäîìî áûëè èçâåñòíû
è ðàíüøå. Òàê, íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ äâóõ ÷èñåë ñîäåðæèòñÿ
óæå â «Íà÷àëàõ» Åâêëèäà.

Íî è ýòî íå âñå. Êàê è âûøå, ìû çàìå÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè (2) ïðè õ = 1 ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

1 1 2 2
ln ln lnk kb b b b b b

k

+ + +
>

…

> 
1 2 1 2lnk kb b b b b b

k k

+ + + + + +… …

.

Ýòî íåðàâåíñòâî íå èìååò «èìåíè ñîáñòâåííîãî». Íî îíî
èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè èíôîðìàöèè è
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå (îíî èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå êî
âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè). Ïîýòîìó íà íåãî ñòîèò
îáðàòèòü âíèìàíèå.

Íåðàâåíñòâî Ã¸ëüäåðà

Ïóñòü 1 2, , , ka a a…  è 
1 2, , , kb b b…  – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) 1 1 1

1 1 2 2

x x x x x x

k kf x a b a b a b
- - -

= + + + -…

– ( ) ( )
1

1 2 1 2

x x

k ka a a b b b
-

+ + + + + +… … .

Â ñèëó ïðàâèëà Äåêàðòà, îí èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé, à äâà

åãî êîðíÿ õ = 0 è õ = 1 î÷åâèäíû. Ïîëàãàÿ 
1

p
x

= , 
1

1
q

x
=

-
,

p

i i
A a= , q

i i
B b= , i = 1,2, ..., k, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âàæíûé

ðåçóëüòàò.
Ïóñòü 

1 2, , , kA A A…  è 
1 2, , , kB B B…  – íåîòðèöàòåëüíûå

÷èñëà è 
1 1

1
p q
+ = . Òîãäà åñëè ÷èñëà ð è q ïîëîæèòåëüíû, òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ã¸ëüäåðà

1 1 2 2 k kA B A B A B+ + + £…

≤ ( ) ( )
1 1

1 12 2

p p p q q qp q
k k

A A A B B B+ + + + + +… …
,

à åñëè îäíî èç ÷èñåë p èëè q îòðèöàòåëüíî, òî âûïîëíÿåòñÿ
îáðàòíîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî Ã¸ëüäåðà îáîáùàåò èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò
ïðîèçâåäåíèÿ èõ ìîäóëåé. Ýòèì è îïðåäåëÿåòñÿ åãî âàæ-
íîñòü.

Íåðàâåíñòâî Øâåéöåðà

Ïóñòü m è Ì – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è ïðè ëþáîì i =
= 1, ..., k âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà im b M£ £ . Äîêàæåì,
÷òî òîãäà

( )1 2

1 2

1 1 1
k

k

b b b mM
b b b

Ê ˆ
+ + + + + + + £Á ˜

Ë ¯
… … ( )k m M+ .

Â ýòîì íåðàâåíñòâå íåòðóäíî óâèäåòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñ-
êîå è ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë âñïîì-
íèòü ôóíêöèþ

( ) 1 2 1 2

xx x x

k kb b b b b b
f x

k k

+ + + + + +Ê ˆ
= - Á ˜

Ë ¯

… …

,

êîòîðàÿ ïîìîãëà íàì äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ ñðåäíèìè. Ñ ïîìîùüþ ÷èñåë m è Ì ñêîíñòðóèðóåì åùå

êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) ( )
xx x

g x m M m Mα β α β= + - + .

Ïàðàìåòðû α  è β  ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåí-
ñòâà

1α β+ =  è 1 2 kb b b
m M A

k
α β

+ + +
+ = =

…

.



Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü

M A

M m
α

-
=

-
 è 

A m

M m
β

-
=

-
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëà α  è β  íåîòðèöàòåëüíû.
Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí ( ) ( ) ( )h x f x g x= - . Ïàðà-

ìåòðû α  è β  âûáðàíû òàê, ÷òî îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû
êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ( )f x  è ( )g x  ñîêðàòÿòñÿ è â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèìíîãî÷ëåíà ( )h x  áóäåò äâå
ïåðåìåíû çíàêîâ: íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì ìåñòàõ. Íî ïî
ïîñòðîåíèþ ( ) ( )0 1 0f f= =  è ( ) ( )0 1 0g g= = . Ïîýòîìó êâà-
çèìíîãî÷ëåí ( )h x  èìååò äâà êîðíÿ 0 è 1. À çíà÷èò, ( ) 0h x >

ïðè 0 < õ < 1 è ( ) 0h x <  ïðè x < 0 è ïðè x > 1. Â ÷àñòíîñòè,
( )1 0h - £ , ÷òî è äàåò íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.
Ïóñòü m è Ì – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è ïðè ëþáîì i =

= 1, ..., k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà im b M£ £ . Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Øâåéöåðà

( )1 2

1 2

1 1 1
k

k

b b b
b b b

Ê ˆ
+ + + + + + £Á ˜

Ë ¯
… …

( )
2

2

4

m M
k

mM

+
.

Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî. Â ñèëó ïîëó÷åííîãî âûøå
ðåçóëüòàòà,

( )1 2

1 2

1 1 1
k

k

b b b
b b b

Ê ˆ
+ + + + + + £Á ˜

Ë ¯
… … ( )21

k A m M A
mM

+ - ,

ãäå 1 2 kb b b
A

k

+ + +
=

…

.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà íåðàâåíñòâà
ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì
ñëåäóåò

( )
( )( ) ( )

2 2

4 4

A m M A m M
A m M A

+ + - +
+ - £ = .

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé çàäà÷è
îòíîøåíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ê ñðåäíåìó ãàðìîíè-

÷åñêîìó íåñêîëüêèõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 
( )

2

2

4

m M
k

mM

+
. Â

ýòîì ñìûñëå îíî îáðàùàåò «êëàññè÷åñêîå» íåðàâåíñòâî,
ñîãëàñíî êîòîðîìó ýòî îòíîøåíèå áîëüøå åäèíèöû.

Ïîïðîáóéòå òåïåðü ðåøèòü ñëåäóþùèå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèÿ

10 (îëèìïèàäà Ìîñêîâñêîé îáëàñòè, 1995 ã.). Ðåøèòå óðàâíå-

íèå

19 95 19 952x x x ++ = .

11. Ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé èìååò óðàâíåíèå

5 3 2
2 1 0x x x x+ - + - = ?

12 (Ëåíèíãðàäñêàÿ îëèìïèàäà, 1988 ã.). Âåùåñòâåííûå ÷èñëà
à è b òàêîâû, ÷òî 0 a£ , 1b £ . Äîêàæèòå, ÷òî

1
1 1

a b

b a
+ £

+ +
.

13 (Ëåíèíãðàäñêàÿ îëèìïèàäà, 1980 ã.). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ëþáûõ à, b, ñ èç îòðåçêà [0; 1] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2 2 2 2 2
3 2 3a b a c b c abc a b c+ + - + + £ .

14 (Ìîñêîâñêàÿ îëèìïèàäà, 1952 ã.). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè

öåëîì 2n ≥  è |à| < 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( ) ( )1 1 2
n n na a- + + < .

15 (èç ìàòåðèàëîâ æþðè Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû, 1982 ã.).
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë 1a π , õ < 1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( )
11

1
1

x
xa

a
a

--
< +

-
.

16. Ïóñòü 1 2 kb b b< < <…  – ïîëîæèòåëüíûå, à ð è q –
ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ð è q
îäíîãî çíàêà, òî

1 2

p q p q p q
kb b b

k

+ + ++ + +
≥

…

1 12 2

p p p q q q
k kb b b b b b

k k

+ + + + + +… …

,

à åñëè ð è q èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå
íåðàâåíñòâî.

17 («Çàäà÷íèê «Êâàíòà», Ì620). Ïóñòü 1 2, , , nx x x…  – äåé-

ñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 2 2 2

1 2 1nx x x+ + + =… . Äîêàæèòå,

÷òî ñóììà ìîäóëåé 2
n  ÷èñåë 1 2 nx x x± ± ± ±…  (ïî âñåâîçìîæ-

íûì êîìáèíàöèÿì çíàêîâ «+» è «–») íå ïðåâîñõîäèò 2
n .

18. Ïóñòü 1 2, , , kb b b…  è 1 2, , , kp p p…  – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî

1 2

1 2 1 1 2 2

1 2

1 2

k

k

p p p
pp p k k
k

k

p b p b p b
b b b

p p p

+ + +

Ê ˆ+ + +
£ Á ˜+ + +Ë ¯

…

…

…

…

.

19. Ïóñòü 1 2, , , kb b b…  – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

2 2 2 3 3 3

1 2 1 23k kb b b b b b

k k

+ + + + + +
£

… …

.

20 (èç ìàòåðèàëîâ æþðè Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû). Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a b c d£ £ £  ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî b c d a a b c da b c d b c d a≥ .

21 (Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ îëèìïèàäà, 1996 ã.). Äîêàæèòå äëÿ
ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë à è b íåðàâåíñòâî

2

a b
b a a b

a b
++Ê ˆ£ Á ˜Ë ¯ .

22. Ïóñòü 1 2, , , ka a a…  è 1 2, , , kb b b…  – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî

1 2

1 2

1 2

ln ln ln k
k

k

aa a
a a a

b b b
+ + + ≥…

( ) 1 2

1 2

1 2

ln k
k

k

a a a
a a a

b b b

+ + +
≥ + + +

+ + +
…

…

…

.

23. Ïóñòü 0 1, , , ka a a…  è 0 1, , , kb b b…  – òàêèå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ

2 2 2

0 1 ka a a> + +…  è 2 2 2

0 1 kb b b> + +… . Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 0 1 2k ka a a a b b b b- - - - - - - - £… …

( )
2

0 0 1 1 2 2 k ka b a b a b a b£ - - - -… .

24. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë à, b, ñ è d ðàâíà 1. Äîêàæèòå,
÷òî

3 5 4 1 4 1 4 1 4 1 4 2a b c d+ £ + + + + + + + £ .

25. Ïóñòü m è Ì – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è ïðè ëþáîì i = 1,...,k
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà im b M£ £ , à 1 2, , , ka a a…  – ïðîèç-
âîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

( )
22 2

2 2 2 1 2
1 1 2 2

1 2

k
k k

k

aa a
a b a b a b

b b b

Ê ˆ
+ + + + + + £Á ˜Ë ¯

… …

( )
( )

2
2

2 2 2

1 2
4

k

m M
a a a

mM

+
£ + + +… .

26 (èç ìàòåðèàëîâ æþðè Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû,
1979 ã.). Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà 2n ≥  íàéäèòå íàèáîëüøåå è

íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ 1 2 na a a…  ïðè óñëîâèè, ÷òî

1ia n≥  (i = 1, 2, ..., n) è 2 2 2

1 2 1na a a+ + =… .
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Òåïëîåìêîñòü
ðàâíîâåñíûõ

òåïëîâûõ
ïðîöåññîâ

Â.ÌÎÆÀÅÂ

Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À

Ò
ÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÜÞ Ñ ÒÅËÀ (Â ÃÀÇÎÎÁÐÀÇÍÎÌ, ÆÈÄÊÎÌ
èëè òâåðäîì ñîñòîÿíèè) íàçûâàþò îòíîøåíèå áåñêîíå÷íî

ìàëîãî êîëè÷åñòâà òåïëîòû QΔ , ïîëó÷åííîãî ýòèì òåëîì, ê
ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðèðàùåíèþ òåìïåðàòóðû TΔ :

Q
C

T

Δ
Δ

= .

Â ñëó÷àå åäèíè÷íîé ìàññû òåëà òåïëîåìêîñòü íàçûâàþò
óäåëüíîé, à åñëè ìàññà òåëà ðàâíà ìàññå îäíîãî ìîëÿ, òî
ãîâîðÿò î ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòè.

Â ýòîé ñòàòüå ðå÷ü ïîéäåò î òåïëîåìêîñòè èäåàëüíîãî ãàçà.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåïëîåìêîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ôóí-

êöèåé ñîñòîÿíèÿ òåëà, à õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ, ïî êîòîðîìó
òåëî èç ñîñòîÿíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé Ò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ñ
òåìïåðàòóðîé T TΔ+ . Íàïðèìåð, åñëè òàêîé ïåðåõîä ïðîèñ-
õîäèò ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, òî ýòî áóäåò òåïëîåìêîñòü ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå:

V

V

Q
C

T

Δ
Δ

Ê ˆ
= Á ˜
Ë ¯

.

Â ñëó÷àå èçîáàðè÷åñêîãî ïðîöåññà ìû èìååì äåëî ñ òåïëîåì-
êîñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè:

p

p

Q
C

T

Δ
Δ

Ê ˆ
= Á ˜
Ë ¯

.

Â îäíèõ ïðîöåññàõ òåïëîåìêîñòü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è íå
çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå òåëà
(òàêèå ïðîöåññû íàçûâàþò ïîëèòðîïè÷åñêèìè), à â äðóãèõ
ïðîöåññàõ òåïëîåìêîñòü ìîæåò íåïðåðûâíî èçìåíÿòüñÿ è
äàæå èñïûòûâàòü ñêà÷êè.

Ðàññìîòðèì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîâåäåíèå òåïëîåì-
êîñòè èäåàëüíîãî ãàçà â ðàçëè÷íûõ òåïëîâûõ ïðîöåññàõ.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ìîëÿðíóþ òåïëîåìêîñòü îäíîàòîì-
íîãî èäåàëüíîãî ãàçà äëÿ ïðîöåññà, â êîòîðîì äàâëåíèå ð
ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó V.

Çàïèøåì óðàâíåíèå òàêî-
ãî ïðîöåññà:

p Vα= ,

ãäå α  – íåêîòîðàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ýòîò ïðî-
öåññ èçîáðàæåí ïðÿìîé ëè-
íèåé íà ðèñóíêå 1.

Ïóñòü îäèí ìîëü îäíî-
àòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè 1, êîòîðîå ïðè-

íàäëåæèò äàííîé ïðÿìîé. Ïàðàìåòðû ãàçà â ýòîì ñîñòîÿíèè:
îáúåì 1V  è äàâëåíèå 1p . Ïîäâåäåì ê ãàçó íåáîëüøîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû QΔ , è ãàç ïåðåéäåò â íîâîå ñîñòîÿíèå 2
ñ ïàðàìåòðàìè 2V  è 2p . Ïðè ýòîì âñå ïðîìåæóòî÷íûå
ñîñòîÿíèÿ, òàê æå, êàê è ñîñòîÿíèå 2, ëåæàò íà äàííîé
ïðÿìîé. Ïî ïåðâîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè, ïîäâåäåííîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû ÷àñòè÷íî ïîøëî íà èçìåíåíèå âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè ãàçà, à ÷àñòè÷íî – íà ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøèë
ãàç ïðîòèâ âíåøíèõ ñèë:

( )2 1VQ U A C T T AΔ Δ= + = - + .

Çäåñü 1T  è 2T  – òåìïåðàòóðû ãàçà â ñîñòîÿíèÿõ 1 è 2. Ðàáîòà,
ñîâåðøåííàÿ ãàçîì, ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè òðàïåöèè,
âûäåëåííîé íà ðèñóíêå 1:

( ) ( )1 2 2 1

2

p p V V
A

+ -
= =

( )2 12 2 1 1

2 2

R T Tp V pV --
= .

Ïðè çàïèñè ýòîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ áûë èñïîëüçîâàí òîò
ôàêò, ÷òî 1 2 2 1pV p V=  (èç ïîäîáèÿ ñîîòâåòñòâþùèõ òðåóãîëü-
íèêîâ), à òàêæå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ pV = RT, ãäå R –
óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âû-
ðàæåíèÿ äëÿ À â óðàâíåíèå ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè
ïîëó÷èì

( )2 1
2

V

R
Q C T TΔ Ê ˆ

= + -Á ˜
Ë ¯

.

Ïî îïðåäåëåíèþ òåïëîåìêîñòè,

2 1
2

V

Q Q R
C C

T T T

Δ Δ
Δ

= = = +
-

.

Äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà 
3

2
VC R= , ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî

C = 2R.

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ.
1. Íàäî ïðåêðàñíî ïîíèìàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ ð è V, ïðè
êîòîðûõ ãàç ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûì.

2. Åñëè âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
2VC C R= +  è âñïîìíèòü, ÷òî 

p VC C R= + , òî ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî íàøà òåïëîåìêîñòü Ñ ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ

ìåæäó 
pC  è 

VC : 
2

p VC C
C

+
= .

3. Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì, èçìåíÿþùèì õàðàêòåð òåï-
ëîâîãî ïðîöåññà, â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òàíãåíñ óãëà
íàêëîíà ïðÿìîé α . Íî íàøà òåïëîåìêîñòü íå çàâèñèò îò α ,
è ìû îêàçûâàåìñÿ íà «íåîáèòàåìîì îñòðîâå» è íèêàê íå
ìîæåì äîñòèãíóòü íè 

pC  íè 
VC . Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ, òàê îíî è åñòü: èçìåíÿÿ òîëüêî îäèí ïàðàìåòð α , ìû
íå ñìîæåì ïåðåéòè ê ïðîöåññàì V = const èëè p = const.
Ïðîìåæóòî÷íûì ïðîöåññîì, ïîçâîëÿþùèì ïåðåéòè îò íàøå-
ãî ïðîöåññà ê èçîõîðíîìó èëè èçîáàðíîìó ïðîöåññàì, ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîöåññ p Vα β= +  (ñì. â Óïðàæíåíèÿõ çàäà÷ó 1).

Çàäà÷à 2. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè, óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèÿ è âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè
èäåàëüíîãî ãàçà, ïîëó÷èòå óðàâíåíèå ( íàïðèìåð, â êîîðäè-
íàòàõ ð è V) òàêîãî ïðîöåññà, â êîòîðîì ìîëÿðíàÿ òåïëî-
åìêîñòü ãàçà ïîñòîÿííà è ðàâíà Ñ.

Ðàññìîòðèì îäèí ìîëü èäåàëüíîãî ãàçà, ìîëÿðíàÿ òåïëî-
åìêîñòü êîòîðîãî ïîñòîÿííà è ðàâíà Ñ. Ïóñòü ýòîò ãàç
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñ ïàðàìåòðàìè ð, V è Ò,
êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

pV = RT.

Ïîäâåäåì ê ãàçó íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû QΔ . Ýòî
òåïëî ïîéäåò íà èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà è íàÐèñ. 1



ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøèò ãàç ïðè ñâîåì ðàñøèðåíèè:

VQ C T p VΔ Δ Δ= + .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Q C TΔ Δ= .

Îòñþäà ïîëó÷èì

( )VC C T p VΔ Δ- = ,

èëè

( )V

RT
C C T V

V
Δ Δ- = .

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå Ò èV:

V

T R V

T C C V

Δ Δ
=

-
.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷èì

ln ln const
V

R
T V

C C
= +

-
,

èëè, ïðîâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ,

constV

R

C C
TV

-

= .

Êîíñòàíòà â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè íå ðàâíà êîíñòàíòå â
ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè, íî ýòî íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ.

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðîöåññà ñ ïîñòîÿííîé ìîëÿðíîé
òåïëîåìêîñòüþ Ñ â ïåðåìåííûõ Ò è V. Íàéäåì ýêâèâàëåíò-
íîå âûðàæåíèå äàííîãî ïðîöåññà â ïåðåìåííûõ ð è V. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ òåìïåðàòóðû èç óðàâ-

íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: 
pV

T
R

=  è ïîëó÷èì

const

V

V

C C R

C C
pV

- -

-

= .

Ïðîöåññû ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ íàçûâàþò ïîëèòðî-
ïè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, à ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ – óðàâíå-
íèÿìè ïîëèòðîïû. Ðàññìîòðèì èçâåñòíûå ïðîöåññû ñ ïîñòî-
ÿííîé òåïëîåìêîñòüþ:

1) åñëè VC C= , òî èç óðàâíåíèÿ ïîëèòðîïû ïîëó÷èì, ÷òî
V = const, ò.å. ïðîöåññ èäåò ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå (èçîõîð-
íûé ïðîöåññ);

2) åñëè 
p VC C C R= = + , òî ð = const (èçîáàðíûé ïðî-

öåññ);
3) åñëè C = • , òî Ò = const (èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ);

4) åñëè Ñ = 0, òî const

V

V

C R

C
pV

+

=  – ýòî óðàâíåíèå

àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà.
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé

èç çàêðûòîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñîñóäà, â êîòîðîì ðàñïîëî-
æåí ïîäâèæíûé ïîðøåíü (ðèñ.2). Ñïðàâà îò ïîðøíÿ ñîñóä
çàïîëíåí îäíîàòîìíûì èäåàëüíûì ãàçîì ñ ïàðàìåòðàìè

0 0 0, ,T p V , à ñëåâà îò
ïîðøíÿ – âàêóóì. Ïîð-
øåíü óäåðæèâàåòñÿ óï-
ðóãîé ïðóæèíîé. Åñëè
ãàç ñïðàâà îòêà÷àòü, òî
ïîðøåíü áóäåò ñîïðè-
êàñàòüñÿ ñ ïðàâîé ñòåí-

êîé ñîñóäà, à ïðóæèíà íå áóäåò äåôîðìèðîâàíà. Òåïëîåì-
êîñòÿìè ñîñóäà, ïîðøíÿ è ïðóæèíû ïðåíåáðå÷ü.

Èç çàäàííîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ íàéäåì æåñòêîñòü
ïðóæèíû k. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óñëîâèå íåïîäâèæíîñòè
ïîðøíÿ:

0

0

V
k p S

S
= ,

ãäå S – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà. Îòñþäà
2

0

0

p S
k

V
= .

Åñëè îò ãàçà îòâåñòè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, òî
ïîðøåíü ñìåñòèòñÿ âïðàâî è çàéìåò íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ ñ îáúåìîì V è äàâëåíèåì ð. Íîâîå óñëîâèå íåïîäâèæ-
íîñòè ïîðøíÿ áóäåò èìåòü âèä

V
k pS

S
= .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ æåñòêî-
ñòè k ïîëó÷èì

1 0

0

const
p

pV
V

-

= = .

Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ïîëèòðîïè÷åñêèì ïðîöåññîì. Ïðèðàâíèâàÿ ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè îáúåìà â óðàâíåíèè ïîëèòðîïû ê ìèíóñ åäèíèöå,
íàéäåì ìîëÿðíóþ òåïëîåìêîñòü äàííîãî ïðîöåññà:

1V

V

C C R

C C

- -
= -

-
, îòêóäà 

2
V

R
q q= + .

Äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà 
3

2
VC R= , ïîýòîìó C = 2R. Íî ýòî

ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü, à ÷èñëî ìîëåé íàøåãî ãàçà ðàâíî

0 0

0

p V

RT
ν = .

Èòàê, òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû, ò.å. âñåãî ãàçà, ðàâíà

0 0

“,“2

0

2p V
C C

T
ν= = .

Çàäà÷à 4. Áîêîâûå ñòåíêè öèëèíäðà ÀÑ è BD, åãî êðûøêà
CD è íåâåñîìûé ïîðøåíü MN âûïîëíåíû èç ìàòåðèàëà, íå
ïðîâîäÿùåãî òåïëî (ðèñ.3). Äíî ÀÂ ïðîâîäèò òåïëî. Ïîð-
øåíü ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ â öèëèí-
äðå áåç òðåíèÿ. Ñâåðõó è ñíèçó îò
ïîðøíÿ íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ìîëþ
îäíîàòîìíîãî èäåàëüíîãî ãàçà. Òåïëî
ìîæåò ïîäâîäèòüñÿ ê ãàçó (èëè îò-
âîäèòüñÿ îò ãàçà) â íèæíåé ÷àñòè
öèëèíäðà ÷åðåç äíî ÀÂ. Âûðàçèòå
òåïëîåìêîñòü 1C  íèæíåãî ãàçà ÷åðåç
îáúåìû ãàçîâ 1V  è 2V . ×åìó ðàâíà
ïðè ýòîì òåïëîåìêîñòü 2C  âåðõíåãî
ãàçà?

Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè íèæíèé ãàç
çàíèìàåò îáúåì 1V , èìååò íåêîòîðîå
äàâëåíèå ð è íåêîòîðóþ òåìïåðàòóðó

1T , à âåðõíèé ãàç çàíèìàåò îáúåì 2V ,
åãî äàâëåíèå òàêæå ð, à òåìïåðàòóðà 2T .

Ïóñòü ÷åðåç äíî ÀÂ â ñîñóä ïîäâåëè íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû QΔ . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òåïëî ïîñòóïèò òîëüêî ê
íèæíåìó ãàçó, ïîñêîëüêó ïîðøåíü MN íå ïðîâîäèò òåïëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü

1 1Q C TΔ Δ= ,

ãäå 1C  – òåïëîåìêîñòü, à 1TΔ  – èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû
íèæíåãî ãàçà. Ïî ïåðâîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè,

1 1 1 1VC T C T p VΔ Δ Δ= + .

Èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàéäåì ñâÿçü áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïðèðàùåíèé ïàðàìåòðîâ íèæíåãî ãàçà 1TΔ , 1VΔ , è pΔ :

( )1 1
pV R TΔ Δ= , èëè 1 1 1pV p V R TΔ Δ Δ+ = .
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Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âåðõíåìó ãàçó. Íàä ýòèì ãàçîì ñîâåð-
øàåòñÿ àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ. Â çàäà÷å 2 áûëî ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå òàêîãî ïðîöåññà (êîãäà òåïëîåìêîñòü ðàâíà íóëþ):

2
const

V

V

C R

CpV
+

= .

Îáîçíà÷èì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè 2V  ÷åðåç γ :

V

V

C R

C
γ

+
=

è âîçüìåì áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå îò îáåèõ ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ àäèàáàòû:

( )2
0pV

γΔ = .

Ïðîâåäÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé,
ïîëó÷èì

1

22 2
0pV pV V

γ γΔ γ Δ-

+ = ,

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 1

2
V

γ Δ- ,

2 2 0pV p VΔ γ Δ+ = .

Îòñþäà, ïîñêîëüêó 2 1V VΔ Δ= - , íàéäåì

1

2

V
p p

V

Δ
Δ γ= .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ íèæíå-
ãî è âåðõíåãî ãàçîâ îäèíàêîâû, è ïîëó÷èì

1

1 1 1

2

V
p V p V R T

V
γ Δ Δ Δ+ = ,

îòêóäà
1

1

1

2

1

R T
V

V
p

V

Δ
Δ

γ
=

Ê ˆ
+

Á ˜
Ë ¯

.

Çàòåì èç ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè íàéäåì òåïëîåì-
êîñòü íèæíåãî ãàçà:

1

1

2

1

V

R
C C

V

V
γ

= +
Ê ˆ

+
Á ˜
Ë ¯

.

Ïîñêîëüêó äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà 
3

2
VC R= , à 

5

3
γ = , òî

( )

( )
1 2

1

1 21

2

3 1 15

2 2 5 35
1

3

V V
C R R

V VV

V

Ê ˆ

Á ˜
+

Á ˜= + =
Á ˜ +Ê ˆ

+Á ˜Á ˜
Ë ¯Ë ¯

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì òåïëîåìêîñòü âåðõíåãî ãàçà 2 0C =

(àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ).
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå îáúåì è òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðûõ

òåïëîåìêîñòü îäíîãî ìîëÿ èäåàëüíîãî ãàçà â ïðîöåññå
0

0

0

p
p p V

V
= -  ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.

Óðàâíåíèå çàäàííîãî ïðîöåññà â êîîðäèíàòàõ ð è V
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóí-
êå 4. Åñëè ðåøàòü çàäà÷ó â îáùåì âèäå, òî íóæíî íàéòè
çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè äàííîãî ïðîöåññà îò îáúåìà, à
çàòåì ïîñìîòðåòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè îáúåìà îíà ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðåäëîæèì ÷èòàòå-
ëþ â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî óïðàæíåíèÿ, à ñàìè ïîéäåì
ïî äðóãîìó ïóòè.

Èçâåñòåí òàêîé ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì òåïëîåìêîñòü ðàâíà
áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî – èçîòåðìè÷åñêèé ïðîöåññ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè íà íàøåé ïðÿìîé åñòü òàêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé îäíà
èç èçîòåðì êàñàåòñÿ ïðÿìîé, òî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè

èçîòåðìà àïðîêñèìèðóåòñÿ ïðÿ-
ìîé, à òåïëîåìêîñòü â ýòîé òî÷-
êå ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè.

Çàïèøåì ñèñòåìó äâóõ óðàâ-
íåíèé:

0

0

0

,

.

pV RT

p
p p V

V

=Ï
Ô
Ì

= -
Ô
Ó

Áóäåì èñêàòü ñîâìåñòíûå ðå-
øåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îòíîñè-
òåëüíî îáúåìà V. Èñêëþ÷èâ ð,
ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2 0

0

0

0
V RT

V VV
p

- + = .

Â îáùåì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ:

2

0 0 0

1,2

0
2 4

V V V RT
V

p
= ± - .

Íàñ èíòåðåñóåò ñèòóàöèÿ, êîãäà èçîòåðìà êàñàåòñÿ ïðÿìîé,
à â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé äîëæíà èìåòü îäèí
êîðåíü, ò.å. ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ðàâíî
íóëþ:

2

0 0

0

0
4

V V RT

p
- = .

Îòñþäà ìû íàõîäèì òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé òåïëîåìêîñòü
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè:

0 0

4

p V
T

R
•
= ,

è çíà÷åíèå îáúåìà äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ:

0

2

V
V

•
= .

Èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ è èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 4.

Óïðàæíåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå çàâèñèìîñòü ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòè îäíîàòîì-
íîãî èäåàëüíîãî ãàçà îò åãî îáúåìà äëÿ ïðîöåññà, â êîòîðîì
äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà: p Vα β= + , ãäå α  è β  –
êîíñòàíòû, 0α > .

2. Íàãðåâàåòñÿ èëè îõëàæäàåòñÿ èäåàëüíûé ãàç, åñëè îí
ðàñøèðÿåòñÿ ïî çàêîíó 2 constpV = ? Êàêîâà ìîëÿðíàÿ òåïëîåì-
êîñòü ãàçà â ýòîì ïðîöåññå?

3. Ïðè íåêîòîðîì ïîëèòðîïè÷åñêîì ïðîöåññå ãåëèé áûë ñæàò
îò íà÷àëüíîãî îáúåìà 4 ë äî êîíå÷íîãî îáúåìà 1 ë. Äàâëåíèå
ïðè ýòîì âîçðîñëî îò 1 àòì äî 8 àòì. Íàéäèòå òåïëîåìêîñòü
ãåëèÿ, åñëè åãî íà÷àëüíàÿ òåì-
ïåðàòóðà áûëà 300 Ê.

4. Ìîëü ãåëèÿ ðàñøèðÿåòñÿ
èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 1 â
êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå 3 â äâóõ
ïðîöåññàõ (ðèñ.5). Ñíà÷àëà
ðàñøèðåíèå èäåò â ïðîöåññå 1–
2 ñ ïîñòîÿííîé òåïëîåìêîñòüþ

3

4
C R= . Çàòåì ãàç ðàñøèðÿåò-

ñÿ â ïðîöåññå 2–3, êîãäà åãî
äàâëåíèå ð ïðÿìî ïðîïîðöèî-
íàëüíî îáúåìó V. Íàéäèòå ðà-
áîòó, ñîâåðøåííóþ ãàçîì â ïðîöåññå 1–2, åñëè â ïðîöåññå 2–3 îí
ñîâåðøèë ðàáîòó À. Òåìïåðàòóðû íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòî-
ÿíèé ðàâíû.

Ðèñ. 4
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Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá (ÌÈÊ) «Ãëþîí» â ðàì-

êàõ ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû «Äåòè. Èíòåëëåêò. Òâîð÷å-

ñòâî» ïðè ó÷àñòèè Ôîíäà îäàðåííûõ äåòåé ×åõèè ( Menza

Czech Republic), ÌÃÓ èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ôîíäà íåêîììåð-

÷åñêèõ ïðîãðàìì «Äèíàñòèÿ» è ïðè ïîääåðæêå êîìïàíèé

«Êèðèëë è Ìåôîäèé», «Ôèçèêîí», èçäàòåëüñêîãî äîìà

«Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ» è æóðíàëà «Êâàíò» ïðîâåë î÷åðåäíóþ

òåñò-ðåéòèíãîâóþ îëèìïèàäó «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí».

Îëèìïèàäà ïðîõîäèëà ñ 17 ïî 24 îêòÿáðÿ 2004 ãîäà íà áàçå

ìåæäóíàðîäíîãî «Þíèîðöåíòðà», êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà

áåðåãó îäíîãî èç êðàñèâåéøèõ îçåð Åâðîïû â ãîðîäå Ñå÷ü

(×åõèÿ).

Íà îëèìïèàäó ïðèåõàëè ó÷àñòíèêè èç ðàçíûõ ðåãèîíîâ

Ðîññèè, èç Êàçàõñòàíà è Íîðâåãèè. Îäàðåííûå øêîëüíèêè,

ïðîÿâèâøèå èíòåðåñ ê ôóíäàìåíòàëüíûì íàóêàì, ñîðåâíî-

âàëèñü â êîìàíäíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ òóðàõ ïî ìàòåìàòè-

êå, ôèçèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé. Âî âòîðîé ðàç

ó÷àñòâîâàëè â îëèìïèàäå øêîëüíèêè, èíòåðåñóþùèåñÿ ýêî-

ëîãèåé è áèîëîãèåé, ñîðåâíóÿñü â êîìàíäíîì òóðå ïî

èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé è â èíäèâèäóàëüíûõ

òóðàõ ïî áèîëîãèè è ýêîëîãèè.

Öåðåìîíèÿ îòêðûòèÿ îëèìïèàäû ïðîõîäèëà â çàìêå XIII

âåêà. Ó ñòåí çàìêà ó÷àñòíèêîâ âñòðåòèëè ðûöàðè òîé ýïîõè,

êîòîðûå ïîä áàðàáàííûé áîé ïðîâîäèëè âñåõ âî âíóòðåí-

íèé äâîðèê çàìêà. Ïî êàíîíàì âðåìåí ñðåäíåâåêîâüÿ ñîñòî-

ÿëîñü îòêðûòèå îëèìïèàäû. Íà îòêðûòèè âûñòóïèëè îðãàíè-

çàòîðû îëèìïèàäû, ïðåäñòàâèòåëè ìýðèè Ïàðäóáèöêîãî

êðàÿ, äèðåêòîð ìåæäóíàðîäíîãî «Þíèîðöåíòðà» è ó÷àñòíè-

êè îëèìïèàäû. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðèâåòñòâåííûõ ðå÷åé è

ïðåäñòàâëåíèÿ êîìàíä-ó÷àñòíèö ñîñòîÿëñÿ ðûöàðñêèé òóð-

íèð. Ðûöàðü-ïîáåäèòåëü ïîâåë ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû îñ-

ìàòðèâàòü äîñòîïðèìå÷àòåëüíîñòè çàìêà.

Äåíü çàâåðøèëñÿ óñòíûìè êîìàíäíûìè ñîðåâíîâàíèÿìè

ïî èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé â îáëàñòè ôèçèêè è

ìàòåìàòèêè, ýêîëîãèè è áèîëîãèè. Çàòåì ïîñëåäîâàëè íà-

ïðÿæåííûå ðàáî÷èå äíè îëèìïèàäû, â êîòîðûõ êàæäûé

øêîëüíèê ó÷àñòâîâàë â êîìàíäíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ ñî-

ðåâíîâàíèÿõ.

Â îäèí èç ýêñêóðñèîííûõ äíåé ó÷àñòíèêè ñúåçäèëè â

èçâåñòíûé ñðåäíåâåêîâûé ãîðîä – Êóòíà Ãîðà. Ýòîò ãîðîä

ïðîñëàâèëñÿ ñâîèìè ñåðåáðÿíûìè ðóäíèêàìè è ìîíåòíûì

äâîðîì, â êîòîðîì ÷åêàíèëèñü ìîíåòû äëÿ âñåé Åâðîïû.

Çàêðûòèå îëèìïèàäû ïðîâîäèëîñü â Ðóññêîì êóëüòóðíîì

öåíòðå ïðè ïîñîëüñòâå ÐÔ â Ïðàãå. Îðãàíèçàòîðû è ÷ëåíû

æþðè ïîáëàãîäàðèëè ó÷àñòíèêîâ çà èíòåðåñíóþ ñîâìåñòíóþ

ðàáîòó, ñêàçàëè òåïëûå ñëîâà âñåì, êòî ïîìîãàë â îðãàíèçà-

öèè è ïðîâåäåíèè ýòîãî ìåðîïðèÿòèÿ (îñîáî áûëî îòìå÷åíî

ó÷àñòèå Ôîíäà «Äèíàñòèÿ» è êîìïàíèè «Êèðèëë è Ìåôî-

äèé»). Âïåðâûå ÌÈÊ «Ãëþîí» ñîâìåñòíî ñ èçäàòåëüñêèì

äîìîì «Ïåðâîå ñåíòÿáðÿ» ó÷ðåäèë ñïåöèàëüíûé ïðèç èìå-

íè È.Ë.Ñîëîâåé÷èê, êîòîðûé áûë âðó÷åí ëó÷øåìó ó÷åíèêó ïî

ìàòåìàòèêå è ëó÷øåìó ó÷èòåëþ-ìàòåìàòèêó, âîñïèòàâøåìó

ó÷åíèêà-ïîáåäèòåëÿ. Öåðåìîíèÿ íàãðàæäåíèÿ ïðîøëà â

ïðàçäíè÷íîé îáñòàíîâêå. Âñåì ó÷àñòíèêàì âðó÷èëè ñåðòè-

ôèêàòû è ïàìÿòíûå ïîäàðêè îëèìïèàäû, à ëó÷øèå â èíäè-

âèäóàëüíûõ è êîìàíäíûõ çà÷åòàõ ïî âñåì íîìèíàöèÿì áûëè

íàãðàæäåíû äèïëîìàìè, ìåäàëÿìè, êóáêàìè è ïàìÿòíûìè

ñóâåíèðàìè.

Àáñîëþòíûì ïîáåäèòåëåì îëèìïèàäû «Èíòåëëåêòóàëü-

íûé ìàðàôîí-2004» â êîìàíäíîì çà÷åòå ñòàëà êîìàíäà

Êëàññè÷åñêîãî ëèöåÿ 1 ïðè ÐÃÓ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó). Åé áûë

âðó÷åí ãëàâíûé ïðèç ñîðåâíîâàíèé – ñóïåðêóáîê è ïðèçû îò

ñïîíñîðîâ. Êîìàíäà áûëà òàêæå ëó÷øåé â òóðàõ ïî ôèçèêå,

ìàòåìàòèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé; åé áûëè

âðó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìàëûå êóáêè ñîðåâíîâàíèé. Âòî-

ðîå ìåñòî â îáùåì çà÷åòå çàíÿëà êîìàíäà ëèöåÿ 1511 ïðè

ÌÈÔÈ (Ìîñêâà). Îíà òàêæå çàíÿëà âòîðîå ìåñòî â òóðàõ ïî

ôèçèêå, èñòîðèè íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé è òðåòüå ìåñòî ïî

ìàòåìàòèêå. Êîìàíäå áûë âðó÷åí áîëüøîé êóáîê çà âòîðîå

ìåñòî â îáùåì çà÷åòå è ñîîòâåòñòâóþùèå äèïëîìû çà óñïåõè

â êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ. Íà òðåòüå ìåñòî âûøëà ñáîðíàÿ

êîìàíäà Òîëüÿòòè (Ðåãèîíàëüíûé öåíòð ÌÈÊ «Ãëþîí»),

êîòîðàÿ òàêæå ñòàëà âòîðîé ïî ìàòåìàòèêå è òðåòüåé ïî

èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé. Åé òàêæå áûë âðó÷åí

êóáîê è äèïëîì çà óñïåõè â êîìàíäíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ.

Â áèîëîãî-ýêîëîãè÷åñêîì íàïðàâëåíèè îëèìïèàäû ïîáå-

äó îäåðæàëà ñáîðíàÿ Ðîññèè (ïðåäñòàâèòåëè Ýëåêòðîñòàëè,

Òîëüÿòòè, Ðîñòîâà-íà-Äîíó), íà âòîðîì ìåñòå îêàçàëèñü

îòäåëüíûå êîìàíäû Ðîññèè è Íîðâåãèè, íà òðåòüåì –

Êàçàõñòàíà. Âñåì èì áûëè âðó÷åíû êóáêè, äèïëîìû è ïðèçû

îëèìïèàäû.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ àáñîëþòíûì ïîáåäèòå-

ëåì îëèìïèàäû ñòàë Èëüÿ Îæîãèí, ó÷åíèê 11 êëàññà Êëàññè-

÷åñêîãî ëèöåÿ 1 ïðè ÐÃÓ. Åìó áûëè âðó÷åíû áîëüøàÿ çîëîòàÿ

ìåäàëü, ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü çà ïåðâîå ìåñòî ïî ìàòåìà-

òèêå, à òàêæå áðîíçîâàÿ ìåäàëü çà òðåòüå ìåñòî ïî ôèçèêå.

Âòîðûì ïðèçåðîì â îáùåì çà÷åòå ñòàë ó÷åíèê òîãî æå ëèöåÿ

Àëåêñåé Êó÷ìèåâ, åìó áûëè âðó÷åíû áîëüøàÿ ñåðåáðÿíàÿ

ìåäàëü è ìàëàÿ ñåðåáðÿíàÿ ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî ïî

ôèçèêå. Áîëüøóþ áðîíçîâóþ ìåäàëü â îáùåì çà÷åòå çàâî-

åâàë Èëüÿ Êèòàíèí, òîãî æå ëèöåÿ.

Â èíäèâèäóàëüíîì çà÷åòå ïî ôèçèêå ëó÷øèì ñòàë Êèðèëë

Ïåòðîâ (Êëàññè÷åñêèé ëèöåé 1 ïðè ÐÃÓ, 11 êë.), åìó áûëà

âðó÷åíà ìàëàÿ çîëîòàÿ ìåäàëü. Ñòàí Êðàò (ëèöåé 1511 ïðè

ÌÈÔÈ, 10 êë.) ïîëó÷èë ñåðåáðÿíóþ ìåäàëü çà âòîðîå ìåñòî

ïî ìàòåìàòèêå, à Àíäðåé Êðàõìàëåâ (ëèöåé 1511 ïðè ÌÈÔÈ,

11 êë.) áûë íàãðàæäåí ìàëîé áðîíçîâîé ìåäàëüþ çà òðåòüå

ìåñòî ïî ìàòåìàòèêå.

Â èíäèâèäóàëüíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ ïî áèîëîãèè è ýêîëî-

ãèè ïîáåäó îäåðæàëà Ñâåòëàíà Óñà÷åâà (Êëàññè÷åñêèé ëè-

öåé 1 ïðè ÐÃÓ, 11 êë.), åé áûë âðó÷åíà çîëîòàÿ ìåäàëü. Âòîðîå

ìåñòî çàíÿë Þðèé Áîáûëåâ (øêîëà 48, Òîëüÿòòè, 11 êë.), à

òðåòüåé îêàçàëàñü Íàòàëüÿ Ïàðàìîíîâà (ëèöåé 7, Ýëåêòðî-

ñòàëü, 11 êë.). Èì áûëè âðó÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñåðåáðÿíàÿ

è áðîíçîâàÿ ìåäàëè.

Ìåæäóíàðîäíûé èíòåëëåêò-êëóá «Ãëþîí» ïðèãëàøàåò ðå-

ãèîíàëüíûå öåíòðû, øêîëû, ëèöåè è ãèìíàçèè, ðàáîòàþùèå

ñ îäàðåííûìè äåòüìè, ïðèíÿòü ó÷àñòèå â XIV Ìåæäóíàðîä-

íîé îëèìïèàäå «Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí», êîòîðûé

ïðîéäåò â îêòÿáðå 2005 ãîäà.

Çàÿâêè íà ó÷àñòèå ïðèñûëàéòå ïî àäðåñó: 115522 Ìîñêâà,

Ïðîëåòàðñêèé  ïðîñïåêò, ä.15/6, êîðï.2, ÌÈÊ «Ãëþîí»

Òåëåôîí: (095)517-80-14, ôàêñ: (095)396-82-27,

e-mail: gluon@yandex.ru

(äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè ñì. òàêæå ñàéò:

www.informika.ru\text\goscom\gluon)
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ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïèñüìåííûé èíäèâèäóàëüíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Ìîæåò ëè ÷èñëî, îêàí÷èâàþùååñÿ öèôðàìè à) 987654321;
á) 123456789, áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

2. Áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ ïðè âåðøèíàõ Â è Ñ
òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, ïðè÷åì ÎÂ =
= ÎÑ. Íàéäèòå ÀÂ, åñëè AOB– = α, à ðàäèóñ îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè ðàâåí R.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2 2 2

1 2 3 3x y y z z x- + - + - = .

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }nf  (÷èñëà Ôèáîíà÷÷è) óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèÿì 1 2 1f f= = , 1 2n n nf f f
- -

= +  ïðè n > 2. Êàêèå

÷èñëà âèäà à) 3k ; á) 2k  ñîäåðæàòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè?

5. Èç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïðîâåäåí îòðåçîê â òî÷êó íà
ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå, äåëÿùèéñÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè
òî÷êàìè åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Ìîæåò
ëè ýòîò îòðåçîê áûòü à) âûñîòîé; á) ìåäèàíîé; â) áèññåêòðè-
ñîé òðåóãîëüíèêà?

6. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà
âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé n ÷èñåë, êàæäîå èç
êîòîðûõ ïî ìîäóëþ íå áîëüøå 1?

7. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàòíûé ëèñò êëåò÷àòîé áóìàãè

( ) ( )2 1 2 1n n- ¥ -   íà  ÷àñòè  âèäà              è              , åñëè

à) n =2; á) n = 3; â) ï = 4; ã) 5n ≥  – ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî?

Ôèçèêà

1. Ìîòîöèêëèñò íà÷èíàåò ðàçãîíÿòüñÿ ïî êðóãîâîé òðàññå,
ñòàðàÿñü íàáðàòü ñêîðîñòü çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Êàêóþ
÷àñòü êðóãà îí ïðîéäåò ê ìîìåíòó äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè?

2. Äâà ñâèíöîâûõ øàðèêà, îòïóùåííûõ ñ áîëüøîé âûñîòû,
äîñòèãàþò ïðè ïàäåíèè â âîçäóõå óñòàíîâèâøèõñÿ ñêîðîñòåé
100 ì/ñ è 150 ì/ñ. ×åìó áóäåò ðàâíà óñòàíîâèâøàÿñÿ
ñêîðîñòü ïàäåíèÿ, åñëè øàðèêè ñîåäèíèòü äëèííîé íåâåñî-
ìîé íèòüþ? Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è êâàäðàòó ñêîðîñòè.

3. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ñèëîâîì ïîëå F kr= -
��

�

ïî êðóãîâîé òðàåêòîðèè ðàäèóñîì 0R . Âíåçàïíî â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå êîýôôèöèåíòà k â
äâà ðàçà. Êàêèì áóäåò ìàêñèìàëüíîå óäàëåíèå ÷àñòèöû îò
ñèëîâîãî öåíòðà? Ïî êàêîé òðàåêòîðèè áóäåò äâèãàòüñÿ
÷àñòèöà?

4. Â ìîðîçíóþ íî÷ü íà ïîâåðõíîñòè îçåðà íà÷èíàåò íàðà-
ñòàòü ëåä è çà ïåðâûå 5 íî÷íûõ ÷àñîâ äîñòèãàåò òîëùèíû
5 ñì. Êàêîé ñòàíåò òîëùèíà ëüäà åùå ÷åðåç 5 ÷àñîâ, åñëè
òåìïåðàòóðà âîçäóõà íå ìåíÿåòñÿ? Òåïëîïðîâîäíîñòü ëüäà âî
ìíîãî ðàç áîëüøå òåïëîïðîâîäíîñòè âîäû.

5. Â âåðòèêàëüíûì öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ
èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç ïðè òåìïåðàòóðå 280 Ê. Ñ
ïîìîùüþ íàãðåâàòåëÿ ãàç î÷åíü áûñòðî (òàê, ÷òî ïîðøåíü
íå óñïåâàåò ñäâèíóòüñÿ ñ ìåñòà) íàãðåâàþò äî òåìïåðàòóðû
350 Ê. ×åìó áóäåò ðàâíà òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñëå óñòàíîâëå-
íèÿ ïîëíîãî ðàâíîâåñèÿ? Ñíàðóæè — âàêóóì.

6. Òîíêèé ïðîâîäÿùèé äèñê òîëùèíîé d è ïëîùàäüþ S
ïàäàåò â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè â ãîðèçîíòàëüíîì ìàãíèò-
íîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â, ëèíèè êîòîðîé ïàðàëëåëüíû
ïëîñêîñòè ïðîâîäíèêà. Íàéäèòå óñêîðåíèå ïàäåíèÿ äèñêà,
åñëè åãî ìàññà ò.

7. Îïðåäåëèòå ñæàòèå Þïèòåðà ó ïîëþñîâ 0R RΔ  ( RΔ  –
ðàçíîñòü ìåæäó ðàäèóñàìè íà ýêâàòîðå è íà ïîëþñå, 0R  –
ñðåäíèé ðàäèóñ ïëàíåòû), åñëè èçâåñòíî, ÷òî 0R  = 70000 êì,

2
20 ì “g =  ó ïîâåðõíîñòè, à ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñîñòàâëÿåò

10 ÷àñîâ. Ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà ïëàíåòû ñîñðåäîòî÷å-
íà â ïëîòíîì êîìïàêòíîì ñôåðè÷åñêîì ÿäðå.

Ýêîëîãèÿ

1. Ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî èñêëþ÷åíèÿ Ãàóçå ãëàñèò: «Äâà
âèäà ñ îäèíàêîâûìè ïîòðåáíîñòÿìè íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
âìåñòå: îäèí èç íèõ ÷åðåç êàêîå-òî âðåìÿ îáÿçàòåëüíî âûòåñ-
íèò äðóãîé». Îáúÿñíèòå, â ÷åì ñóòü ïðèíöèïà è êàê ýòîò
ïðèíöèï âûïîëíÿåòñÿ â ïðèðîäå.

2. Â 60-å ãîäû â ïåðèîä ðàñïàøêè öåëèííûõ çåìåëü â
ñòåïíûõ ðàéîíàõ ïîä çåðíîâûå êóëüòóðû äëÿ çàùèòû ïîñå-
âîâ îò ñòåïíûõ âåòðîâ íåîáõîäèìî áûëî ñîçäàòü ëåñîçàùèò-
íûå ïîëîñû. Ëåñîâîäû ïðèíÿëèñü âûñàæèâàòü ìîëîäûå
äåðåâöà äóáîâ, íî ñàæåíöû íå ïðèæèâàëèñü, õîòÿ êëèìàòè-
÷åñêèå óñëîâèÿ è ïëîäîðîäèå ïî÷â ñîîòâåòñòâîâàëè ïîòðåá-
íîñòÿì ðàñòåíèé. Êàê âû äóìàåòå, â ÷åì áûëà ïðè÷èíà ãèáåëè
ðàñòåíèé? Î ÷åì íåîáõîäèìî áûëî çíàòü è ÷òî íåîáõîäèìî
áûëî ïðåäóñìîòðåòü ëåñîâîäàì äëÿ ñîõðàíåíèÿ æèçíåñïî-
ñîáíîñòè äåðåâüåâ?

3. Ñòîðîííèêè è ïðîòèâíèêè ïîäïèñàíèÿ Êèîòñêîãî ïðî-
òîêîëà (1998) âûäâèãàþò îïðåäåëåííûå äîâîäû â ïîëüçó òîé
èëè èíîé ïîçèöèè. Ïîÿñíèòå, â ÷åì ñóòü ïðîáëåìû è êàê åå
ìîæíî ðàçðåøèòü.

4. Çàùèòíèêè ÷èñòîòû ãîðîäñêèõ óëèö, ñêâåðîâ è ïàðêîâ
ñåòóþò íå òîëüêî íà çàñîðåíèå òåððèòîðèé áûòîâûì ìóñîðîì
ñî ñòîðîíû áåçîòâåòñòâåííûõ ïðîõîæèõ, íî è íà íåäèñöèï-
ëèíèðîâàííîñòü âëàäåëüöåâ äîìàøíèõ æèâîòíûõ, ÷üè ïè-
òîìöû îñòàâëÿþò, ïî ìíåíèþ ýòèõ çàùèòíèêîâ, òîííû ýêñê-
ðåìåíòîâ â ñàìûõ íåïîäõîäÿùèõ ìåñòàõ. Êàê âû äóìàåòå,
ïî÷åìó ìû íå âèäèì òàêîãî êîëè÷åñòâà íàâîçíûõ êó÷ â
ðåêðåàöèîííûõ çîíàõ ãîðîäà, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ âûãóë
ñîáàê, à âëàäåëüöû íå îçàáî÷åíû óáîðêîé ýêñêðåìåíòîâ çà
ñâîèìè ëþáèìöàìè?

5. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî æèâûå îðãàíèçìû îáëàäàþò
ñïîñîáíîñòüþ ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó ñâîåé ÷èñëåííîñòè
Íàïðèìåð, ïîòîìñòâî îäíîé èíôóçîðèè òóôåëüêè çà ãîä
ìîæåò äîñòèãíóòü öèôðû â 108

75 10◊  îñîáåé. Ïî îáúåìó òàêîå
êîëè÷åñòâî çàíÿëî áû ïîëûé øàð, äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí
ðàññòîÿíèþ îò Çåìëè äî Ñîëíöà. Ïî÷åìó â ïðèðîäå ýòîãî íå
ïðîèñõîäèò? Èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè äèíàìèêó ïîòåíöèàëü-
íîãî è ðåàëüíîãî ðîñòà ïîïóëÿöèè èíôóçîðèè òóôåëüêè â
ïðèðîäå è óêàæèòå â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà óâåëè÷åíèå èëè ñíèæåíèå ÷èñëåííî-
ñòè ïîïóëÿöèè.

6. Íè äëÿ êîãî íå ñåêðåò, ÷òî êîíöåïöèÿ óñòîé÷èâîãî
ðàçâèòèÿ âûäâèãàåò îñòðóþ íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà íîâîé
ìîäåëè öèâèëèçàöèè, â ðàìêàõ êîòîðîé ãîñóäàðñòâà áûëè áû
ïðèçâàíû îáåñïå÷èòü íàó÷íî-îáîñíîâàííîå ñîîòíîøåíèå ýêî-
ëîãè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ èíòåðåñîâ îáùåñòâà. Êàê âû
ñ÷èòàåòå, êàêèå îñíîâîïîëàãàþùèå ïðèíöèïû ñëåäîâàëî áû
ó÷åñòü ïðè ñîñòàâëåíèè ñâîäà çàêîíîâ è ïðàâèë äëÿ îñóùå-
ñòâëåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî ðåãóëèðîâàíèÿ «ýêîðàçâèòèÿ»?

Áèîëîãèÿ

1. Ó öåëîãî ðÿäà îðãàíèçìîâ âåãåòàòèâíîå òåëî, íå èìåþ-
ùåå íàñòîÿùèõ òêàíåé, íàçûâàþò òàëëîìîì (îò ãðå÷åñêîãî
thallós – ìîëîäàÿ âåòêà, ðîñòîê, ïîáåã), èëè ñëîåâèùåì.
Ðàññêàæèòå, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò òàëëîì, ó êàêèõ îðãà-
íèçìîâ îí âñòðå÷àåòñÿ, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ôóíêöèîíèðîâà-
íèå îðãàíèçìà ñ òàêèì òèïîì ñòðîåíèÿ.

2. Ïîâåðõíîñòü êëåòîê ýïèòåëèàëüíîé òêàíè áîëüøèíñòâà
îðãàíèçìîâ ïîêðûòà êóòèêóëîé (îò ëàòèíñêîãî cuticula –



êîæèöà). ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóòèêóëà? Äëÿ êàêèõ
öåëåé îíà ñëóæèò, êàê è ó êîãî ïîÿâëÿåòñÿ? Êàêèå ôóíêöèè
âûïîëíÿåò êóòèêóëà è êàêîâî åå çíà÷åíèå â ïðîöåññàõ
æèçíåäåÿòåëüíîñòè ó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé öàðñòâ æèâîé
ïðèðîäû?

3. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ó ìíîãèõ ïðåäñòàâèòåëåé öàðñòâà
æèâîòíûõ ìíîãèå îðãàíû èìåþò ÷åðòû âíåøíåãî ñõîäñòâà è
ðàçëè÷èÿ, íàïðèìåð: êðûëî ïòèöû, áàáî÷êè, ñòðåêîçû, æóêà,
ëåòó÷åé ìûøè; ëàïêà òàðàêàíà, ëàïêà ñîðîêîíîæêè, íîãà
óëèòêè, íîæêà ðàêà, íîãà ëîøàäè, ëàïêà ëÿãóøêè è òàê
äàëåå. ×åì îáóñëîâëåíû ÷åðòû ñõîäñòâà è ðàçëè÷èÿ â ñòðî-
åíèè îðãàíîâ ó ìíîãèõ îðãàíèçìîâ? ×òî îçíà÷àþò òåðìèíû:
ãîìîëîãè÷íûå è àíàëîãè÷íûå îðãàíû? Êàêèå èç ïåðå÷èñëåí-
íûõ îðãàíîâ îòíîñÿòñÿ ê êàòåãîðèè ãîìîëîãè÷íûõ, à êàêèå –
ê êàòåãîðèè àíàëîãè÷íûõ?

4. Áîëüøèíñòâî ðàêîîáðàçíûõ ÿâëÿþòñÿ îáèòàòåëÿìè ìî-
ðåé è ïðåñíîâîäíûõ âîäîåìîâ ðàçëè÷íîãî òèïà è ñîñòàâëÿþò
ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü âîäíîé ôàóíû. Êàêèì æå îáðàçîì
æàáðîäûøàùèå ðàêîîáðàçíûå ïðèñïîñîáèëèñü ê ïåðåæèâà-
íèþ íåáëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèé íàçåìíî-âîçäóøíîé ñðåäû
ïðè îáèòàíèè â çîíå ïðèëèâîâ è îòëèâîâ èëè ïðè ñëó÷àéíîì
ïðåáûâàíèè íà ñóøå?

5. Ïèòàíèå ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àþ-
ùèõ ïîñòóïëåíèå â îðãàíèçì, ïåðåâàðèâàíèå, âñàñûâàíèå è
óñâîåíèå èì ïèùåâûõ âåùåñòâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ðîñò è
æèçíåäåÿòåëüíîñòü îðãàíèçìà. Äëÿ áîëüøèíñòâà ñîâðåìåí-
íûõ ëþäåé òåìà ïèòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ìîäíîé.
×åëîâåê âñå áîëüøå çàäóìûâàåòñÿ î ñâîåì çäîðîâüå. Äðåâíÿÿ
âîñòî÷íàÿ ìóäðîñòü ãëàñèò: «Òû – ýòî òî, ÷òî òû åøü!» Êàêèì
æå äîëæåí áûòü ðàöèîí ñîâðåìåííîãî ãîðîäñêîãî æèòåëÿ è
êàêèì êðèòåðèÿì ðàöèîíàëüíîãî ïèòàíèÿ îí äîëæåí óäîâ-
ëåòâîðÿòü?

6. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñòðàíàõ ñóùåñòâóåò
ïåðåõîä íà òàê íàçûâàåìîå «ëåòíåå» èëè «çèìíåå» âðåìÿ,
êîòîðûé îïðàâäûâàþò ýêîíîìèåé òîïëèâíûõ ðåñóðñîâ è
âûðàáàòûâàåìîé ýíåðãèåé, íåîáõîäèìîé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà. Íî çà÷àñòóþ âðà-
÷è «áüþò òðåâîãó», çàÿâëÿÿ, ÷òî íèêàêîé ýêîíîìèè íå
ïðîèñõîäèò, òàê êàê ýêîíîìèñòû íå ó÷ëè âîçìîæíûå èçäåð-
æêè. Êàê âû äóìàåòå, ïðàâû ëè âðà÷è?

Óñòíûé êîìàíäíûé òóð

Ìàòåìàòèêà

1. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â âûøåë ïåøåõîä. Îäíîâðåìåííî
ñ íèì èç Â â À âûåõàë âåëîñèïåäèñò. ×åðåç ÷àñ ïåøåõîä
îêàçàëñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå ìåæäó À è âåëîñèïåäèñòîì. Åùå
÷åðåç 15 ìèíóò îíè âñòðåòèëèñü è ïðîäîëæèëè ñâîé ïóòü.
Ñêîëüêî âðåìåíè ïåøåõîä øåë äî Â? (Ñêîðîñòè ïåøåõîäà è
âåëîñèïåäèñòà ïîñòîÿííû.)

2. Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà ÀÂ ðàâíà à, à
ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû äðóãîé áîêîâîé ñòîðîíû äî ÀÂ ðàâíî
b. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD.

3. Ìîæåò ëè äåëèòüñÿ íà 30030 ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 30030?

4. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî «óãîëêîâ» èç òðåõ êëåòîê
ñëåäóåò âûðåçàòü èç øàõìàòíîé äîñêè 8 8¥   êëåòîê, ÷òîáû
èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè íåëüçÿ áûëî âûðåçàòü íè îäíîãî
óãîëêà?

5. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè åãî îðòîöåíòð
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òðèñåêòðèñ óãëîâ Â è Ñ
(òðèñåêòðèñû – îòðåçêè, äåëÿùèå óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòè).

6. ×òî áîëüøå: 100 100
5 6+  èëè 100

7 ?
7. Ìîæíî ëè çàïèñàòü â ñòðîêó 17 ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà

ëþáûõ ïÿòè ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë áûëà îòðèöàòåëüíà, à
ñóììà âñåõ 17 ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà?

8. Äåëèòñÿ ëè ÷èñëî 202
2 1+  íà 101 51

2 2 1+ + ?
9. Íà êàòåòå ÀÑ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âçÿòà

òî÷êà Ì òàê, ÷òî ÀÌ = ÂÑ, à íà êàòåòå ÂÑ – òî÷êà N òàê, ÷òî
BN = MC. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AN è BM.

10. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû n òî÷åê, çàíóìåðîâàííûõ
ïîäðÿä ÷èñëàìè 1, 2, 3, ..., n. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ
èãðó. Êàæäûé ïî î÷åðåäè ïðîâîäèò õîðäó, ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè ñ íîìåðàìè îäíîé ÷åòíîñòè. Êàæäàÿ ïðîâåäåííàÿ
õîðäà íå äîëæíà èìåòü îáùèõ òî÷åê (äàæå êîíöîâ) ñ
ïðîâåäåííûìè ðàíåå. Ïîáåæäàåò òîò, êòî ñäåëàë ïîñëåäíèé
õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå – íà÷èíàþùèé
èëè åãî ïàðòíåð, åñëè à) n = 2004; á) n = 2005?

Ôèçèêà

1. Ìîæíî ëè íà ñàìîëåòå äîãíàòü ëóííóþ òåíü, äâèæó-
ùóþñÿ ïî ïîâåðõíîñòè Çåìëè íà øèðîòå ãîðîäà Ïàðäóáè-
öå?

2. Ïóñòàÿ áóòûëêà åìêîñòüþ 0,5 ë èìååò ìàññó 250 ã.
Íàéäèòå ïëîòíîñòü ñòåêëà, èç êîòîðîãî ñäåëàíà áóòûëêà,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïëàâàþùàÿ â âîäå áóòûëêà òîíåò, êîãäà åå
çàïîëíÿþò âîäîé íà 70%.

3. Íåâåñîìûé ñòåðæåíü äëèíîé 2l, íà êîòîðîì çàêðåïëåíû
äâà îäèíàêîâûõ ãðóçà íà ðàññòîÿíèÿõ 0,2l îò åãî êîíöîâ,
ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî ñåðåäèíó. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ãðóçû
îñâîáîæäàþòñÿ è íà÷èíàþò ñêîëüçèòü ïî ñòåðæíþ áåç òðå-
íèÿ. Çà êàêîå âðåìÿ ãðóçû äîñòèãíóò êîíöîâ ñòåðæíÿ?

4. Ïðè èñïûòàíèè íîâîé ìîäåëè ýëåêòðè÷åñêîãî ÷àéíèêà,
ðàññ÷èòàííîãî íà ìîùíîñòü Ð = 300 Âò è íàïðÿæåíèå ñåòè
U = 110 Â, îêàçàëîñü, ÷òî âîäà íàãðåâàåòñÿ ïî÷òè äî 100 °Ñ,
íî íå çàêèïàåò. Çà êàêîå âðåìÿ ÷àéíèê âûêèïèò íàïîëîâè-
íó, åñëè åãî ïîäêëþ÷èòü ê ñåòè íàïðÿæåíèåì 220 Â? Ìàññà
âîäû ò = 1 êã, óäåëüíàÿ òåïëîòà ïàðîîáðàçîâàíèÿ r =
= 2,3 ÌÄæ/êã.

5. Íà ðàññòîÿíèè r îò çàçåìëåííîãî ìåòàëëè÷åñêîãî øàðè-
êà ðàäèóñîì R ( R r� ) íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä q. Âî
ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà øàðèê, åñëè
ê íåìó ïîäíåñòè âòîðîé òàêîé æå çàðÿä è ðàñïîëîæèòü åãî íà
ðàññòîÿíèè r/2 îò øàðèêà òàê, ÷òî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå
øàðèê ñ çàðÿäàìè, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû?

6. Äëèííàÿ òðóáêà, çàêðûòàÿ ñ âåðõíåãî êîíöà, âûñòóïàåò
èç âîäû íà 10 ñì. Òðóáêà öåëèêîì çàïîëíåíà âîäîé, íî
ñîäåðæèò ìàëåíüêèé ïóçûðåê âîçäóõà. Ãäå áóäåò íàõîäèòüñÿ
óðîâåíü âîäû â òðóáêå, åñëè åå íàãðåòü äî 100 °Ñ?

7. Â ëîäêó íàëèëè ñòîëüêî âîäû, ÷òî åå óðîâåíü ñðàâíÿëñÿ
ñ óðîâíåì âîäû â âîäîåìå. Èçìåíèòñÿ ëè ãëóáèíà ïîãðóæå-
íèÿ ëîäêè, åñëè â íåå ïîëîæèòü áðåâíî, ïëàâàþùåå íà
ïîâåðõíîñòè âîäû? Òå÷ü â ëîäêå îòñóòñòâóåò.

8. Áðóñêó, ñå÷åíèå êîòîðîãî èìååò âèä ïðàâèëüíîãî øåñòè-
óãîëüíèêà (áîëüøîé êàðàíäàø), ñîîáùèëè íà÷àëüíóþ ñêî-
ðîñòü â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îí áóäåò ñêîëüçèòü íå ïåðåêàòûâàÿñü?

9 (ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ). Äåìîíñòðèðóåòñÿ îïóùåííàÿ â
âîäó òàáëåòêà àñïèðèíà Óïñà, êîòîðàÿ íåêîòîðîå âðåìÿ
ëåæèò íà äíå, à çàòåì âñïëûâàåò. Òðåáóåòñÿ îáúÿñíèòü
íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå.

10. Â ðåêëàìå èçâåñòíîé ìàðêè ÷åøñêîãî ïèâà «Âåëèêîïî-
ïîâèöêèé êîçåë» åñòü òàêàÿ ñöåíà: äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà
ñâàðåííîãî ïèâà ïèâîâàð ñàäèòñÿ êîæàíûìè øòàíàìè íà
îáëèòóþ ñâåæèì ïèâîì äåðåâÿííóþ ñêàìüþ è òàùèò åå íà
ñåáå. Ìîæåò ëè òàêîå áûòü íà ñàìîì äåëå, è êàêîâ ôèçè÷åñ-
êèé ìåõàíèçì ýòîãî ÿâëåíèÿ? Âûäåëèòå ãëàâíûé èç âîçìîæ-
íûõ ìåõàíèçìîâ è ñäåëàéòå îöåíêè äåéñòâóþùåé ñèëû, ââåäÿ
âñå íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû.
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Èñòîðèÿ íàó÷íûõ èäåé è îòêðûòèé

Ìàòåìàòèêà

1. Àðõèìåä, ïûòàÿñü ðåøèòü çàäà÷ó î êâàäðàòóðå êðóãà,
ðàññìîòðåë àðáåëîñ – ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ òðåìÿ ïîëóîê-

ðóæíîñòÿìè (ñì. ðèñó-
íîê). Íàéäèòå ïëîùàäü
àðáåëîñà, åñëè CD = à.

2. Âåëèêèé íåìåöêèé
ìàòåìàòèê Êàðë Ôðèä-
ðèõ Ãàóññ èçìåðÿë óãëû
òðåóãîëüíèêà, îáðàçî-
âàííîãî âåðøèíàìè òðåõ
óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà
ãîð. Çà÷åì îí ýòî äåëàë?

3. Âåëèêèé àñòðîíîì äðåâíîñòè, ñîçäàòåëü ãåîöåíòðè÷åñ-
êîé ñèñòåìû ìèðà Êëàâäèé Ïòîëåìåé áûë è âûäàþùèìñÿ
ìàòåìàòèêîì. Â ÷àñòíîñòè, îí äîêàçàë, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäå-
íèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî äèàãîíàëåé. Êàêàÿ ôîðìóëà
òðèãîíîìåòðèè ñòîèò çà ýòîé òåîðåìîé?

4. Ïüåð Ôåðìà âïåðâûå ïîñòàâèë âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè
ïðîñòûõ ÷èñåë êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ò.å. î âîçìîæíîñòè
çàïèñàòü äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî ð â âèäå 2 2

2p ax bxy cy= + + ,
ãäå à, b, ñ, õ, ó – öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

2 2
p x xy y= + + , òî ð = 6k + 1 ïðè íåêîòîðîì k.
5. Ôðàíöóçñêèé èñòîðèê À.Âàíäàëü ïèñàë: «... îí ñëèø-

êîì áîëüøîé ìàòåìàòèê äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóäèòü î ïîëèòè÷åñ-
êèõ äåëàõ. Îí íè îäíîãî âîïðîñà íå ðàññìàòðèâàë ïîä
íàñòîÿùèì óãëîì çðåíèÿ, îí âñþäó èñêàë õèòðîóìíûõ êîì-
áèíàöèé, âûñêàçûâàë ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè è âíîñèë â
àäìèíèñòðàöèþ äóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ...». Î êàêîì âåëèêîì
ìàòåìàòèêå è àñòðîíîìå èäåò ðå÷ü? Íàçîâèòå òàêæå åùå
íåñêîëüêèõ êðóïíûõ ìàòåìàòèêîâ – ãîñóäàðñòâåííûõ äåÿòå-
ëåé.

Ôèçèêà

1. Îïèñûâàÿ èñòîðèþ ñâîèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îòêðûòèé,
ýòîò çàìå÷àòåëüíûé ó÷åíûé íàïèñàë: «...Íàêîíåö, íå ùàäÿ
íè òðóäà, íè èçäåðæåê, ÿ äîøåë äî òîãî, ÷òî ïîñòðîèë ñåáå
ïðèáîð, äî òàêîé ñòåïåíè ïðåâîñõîäíûé, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ
ïðåäìåòû êàçàëèñü ïî÷òè â òûñÿ÷ó ðàç áîëüøå è áîëåå ÷åì â
òðèäöàòü ðàç áëèæå, ÷åì ïðè íàáëþäåíèè ïðîñòûì ãëàçîì».
Â ýòî æå âðåìÿ ïîõîæèé òåëåñêîï ïîñòðîèë è äðóãîé
èçâåñòíûé ó÷åíûé.

l) Â êàêîì ãîäó ýòî ïðîèñõîäèëî? (Óêàæèòå õîòÿ áû
ïðèìåðíóþ äàòó.)

2) Íàçîâèòå ýòèõ äâóõ ó÷åíûõ.
3) Â êàêèõ ãîðîäàõ îíè æèëè (êîãäà èçîáðåòàëè ýòè

ïðèáîðû)?
4) Â ïðîöèòèðîâàííîì âûøå îòðûâêå ãîâîðèòñÿ î òðóäå è

èçäåðæêàõ. Â ÷åì çàêëþ÷àëñÿ îñíîâíîé òðóä, è ïî÷åìó
íåîáõîäèìû áûëè çíà÷èòåëüíûå äåíåæíûå çàòðàòû?

5) Â ÷åì ñîñòîÿëî ðàçëè÷èå ìåæäó êîíñòðóêöèÿìè òåëåñêî-
ïîâ ýòèõ äâóõ ó÷åíûõ?

6) Êàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíÿëàñü â àñòðîíîìèè ãîðàçäî
÷àùå?

7) Ïåðå÷èñëèòå íåñêîëüêî àñòðîíîìè÷åñêèõ îòêðûòèé,
ñäåëàííûõ ïåðâûì èç ýòèõ äâóõ ó÷åíûõ ñ ïîìîùüþ òåëåñêî-
ïà.

2. Â 1600 ãîäó áûë îïóáëèêîâàí íàó÷íûé òðóä, îçàãëàâëåí-
íûé «Î ìàãíèòå, ìàãíèòíûõ òåëàõ è áîëüøîì ìàãíèòå –
3åìëå».

l) Êòî àâòîð ýòîãî òðóäà?
2) Êàêàÿ èç èäåé, âûñêàçàííûõ â ýòîì òðóäå, îáëåã÷èëà

Íüþòîíó ñîçäàíèå çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ?

3) Êàêîé ó÷åíûé ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ Íüþòîíîì
ñôîðìóëèðîâàë çàêîí òÿãîòåíèÿ? ×åì åùå èçâåñòåí ýòîò
ó÷åíûé?

3. Íà êóïþðàõ àìåðèêàíñêîé âàëþòû èçîáðàæåíû îñíîâà-
òåëè Ñîåäèíåííûõ Øòàòîâ Àìåðèêè è íåêîòîðûå âûäàþùè-
åñÿ ïîëèòè÷åñêèå äåÿòåëè.

1) Íà êóïþðå êàêîãî äîñòîèíñòâà èçîáðàæåí èçâåñòíûé
ó÷åíûé-åñòåñòâîèñïûòàòåëü (â ÷àñòíîñòè, îí èçîáðåë êðåñëî-
êà÷àëêó)?

2) Êàêîâ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä ýòîãî ó÷åíîãî â
íàóêó?

3) Â ÷åì çàêëþ÷àëàñü åãî îáùåñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü íà
áëàãî ñâîåé ðîäèíû?

4) Êàêîé ïèñàòåëü íàïèñàë ðîìàí îá îäíîì èç ýïèçîäîâ
æèçíè ýòîãî ó÷åíîãî? Êàê îí íàçûâàåòñÿ?

5) Êàêèå ðîññèéñêèå ó÷åíûå ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ
çàíèìàëèñü òîé æå ñàìîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé? Ïî÷åìó îá
îäíîì èç íèõ àíãëèéñêèé ðåëèãèîçíûé ôèëîñîô Äæîçåô
Ïðèñòëè ñêàçàë, ÷òî îí «íàøåë ñâîþ çàâèäíóþ ñìåðòü»?

4. Â èñòîðèè íàóêè ïåðâîé ïîëîâèíû XX âåêà  áîëüøóþ
ðîëü ñûãðàëî ðàçâèòèå ðàáîò Äæ.Äæ.Òîìñîíà î ïðèìåíåíèè
ñèëû Ëîðåíöà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óäåëüíîãî çàðÿäà è ìàññû
ýëåêòðîíà. Ó÷åíèê Òîìñîíà ñêîíñòðóèðîâàë ïðèáîð, êîòî-
ðûé îí íàçûâàë ìàññ-ñïåêòðîãðàôîì, è çà ïåðèîä ñ 1919 ïî
1937 ãîä çíà÷èòåëüíî óëó÷øèë åãî êîíñòðóêöèþ, äîáèâøèñü
òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ìàññ àòîìîâ äî 0,001%.

1) Íàçîâèòå èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî.
2) Â ÷åì ñîñòîÿëè ïåðâûå âàæíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ

ìàññ-ñïåêòðîãðàôîâ, çà êîòîðûå ýòîò ó÷åíûé ïîëó÷èë Íîáå-
ëåâñêóþ ïðåìèþ ïî õèìèè?

3) Â ÷åì çàêëþ÷àëîñü ãëàâíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ðåçóëüòàòîâ òî÷íûõ èçìåðåíèé ìàññ àòîìîâ äëÿ ÷åëîâå÷å-
ñòâà?

5. Â 1880 ãîäó îêîí÷èë Ïðàæñêèé óíèâåðñèòåò (ïîëó÷èâ
âòîðîå âûñøåå òåõíè÷åñêîå îáðàçîâàíèå) îäèí èç ñàìûõ
âûäàþùèõñÿ èçîáðåòàòåëåé è êîíñòðóêòîðîâ â îáëàñòè ýëåê-
òðîòåõíèêè è ðàäèîòåõíèêè. Îí ðàáîòàë â ðàçíûõ ôèðìàõ è
ïîëó÷àë çà ñâîþ ðàáîòó êðóïíûå âîçíàãðàæäåíèÿ – íàïðè-
ìåð, ïî îäíîìó äîëëàðó çà êàæäûé êèëîâàòò ìîùíîñòè
ñîçäàâàåìûõ èì äâèãàòåëåé. Ýòî ïîçâîëÿëî åìó äóìàòü
òîëüêî î ðàáîòå. Îäíî èç åãî äåë – ïîñòðîéêà Íèàãàðñêîé
ãèäðîýëåêòðîñòàíöèè.

1) Êàêîâî èìÿ ýòîãî ó÷åíîãî è èçîáðåòàòåëÿ?
2) Â êàêîé ñòðàíå îí æèë è ðàáîòàë ñ 1884 ãîäà äî ñâîåé

ñìåðòè â âîçðàñòå 87 ëåò?
3) Êàêèå åãî èçîáðåòåíèÿ âàì èçâåñòíû?
4) Êàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ åäèíèöà íàçâàíà åãî èìåíåì? Âûðà-

çèòå ðàçìåðíîñòü ýòîé âåëè÷èíû ÷åðåç îñíîâíûå åäèíèöû
Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìû åäèíèö.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Àëüìèíäåðîâ,
À.Àëüìèíäåðîâà, Á.Àëèåâ, À.Åãîðîâ, Æ.Ðàááîò,

 À.×åðíîóöàí



Çàî÷íàÿ ôèçè÷åñêàÿ øêîëà ïðè
ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ îáúÿâëÿåò ïðèåì ó÷àùèõñÿ â
10 è 11 êëàññû Çàî÷íîé ôèçè÷åñêîé øêîëû (ÇÔØ) ïðè
ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå íà î÷åðåäíîé ó÷åáíûé ãîä.

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ ãîòîâèò ôèçèêîâ – òåîðåòè-
êîâ è ýêñïåðèìåíòàòîðîâ ïî âñåì ðàçäåëàì ñîâðåìåííîé
ôèçèêè è àñòðîíîìèè. Ôóíäàìåíòàëüíîå óíèâåðñèòåòñêîå
îáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò âûïóñêíèêàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà áûñòðî îñâàèâàòü ñïåöèôèêó ëþáîãî íàó÷íîãî èëè

Âñåðîññèéñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ
îëèìïèàäà ïî ôèçèêå

òåõíè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, óñïåøíî ðàáîòàòü íà ñòûêå íà-
ó÷íûõ íàïðàâëåíèé – òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ãåîôèçèêà è
áèîôèçèêà, àñòðîôèçèêà è õèìè÷åñêàÿ ôèçèêà, êîìïüþ-
òåðíàÿ ôèçèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Âûïóñê-
íèêàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïðèñâàèâàåòñÿ ñòåïåíü ìà-
ãèñòðà.

Îñíîâíàÿ öåëü ÇÔØ – ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ ñðåäíåé øêîëû
ãëóáæå èçó÷èòü ôèçèêó, ëó÷øå ïîäãîòîâèòüñÿ ê âñòóïèòåëü-
íûì ýêçàìåíàì â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, ïðåæäå âñåãî –
íà ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ.

Ïðèåì â ÇÔØ ïðîâîäèòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ âñòó-
ïèòåëüíîãî çàäàíèÿ. Ðåøåíèå âñòóïèòåëüíîãî çàäàíèÿ íåîá-
õîäèìî îòîñëàòü äî 1 îêòÿáðÿ ïî àäðåñó:
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2 íîÿáðÿ 2004 ãîäà â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè-

÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý Áàóìàíà ïðîøëà Âñåðîñ-

ñèéñêàÿ îëèìïèàäà ïî ôèçèêå ñðåäè ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ

âóçîâ. Ê ó÷àñòèþ â îëèìïèàäå áûëè ïðèãëàøåíû âñå âåäóùèå

òåõíè÷åñêèå âóçû åâðîïåéñêîé ÷àñòè ñòðàíû. Ñîñòàâ êàæäîé

êîìàíäû – 3 ñòóäåíòà äî òðåòüåãî êóðñà âêëþ÷èòåëüíî.

Ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò èç 8 çàäà÷

(â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè çàäà÷è îöåíèâàëèñü îò 5 äî 10

áàëëîâ) è ðàçðåøàëîñü ïîëüçîâàòüñÿ ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòó-

ðîé.

Ïî ðåçóëüòàòàì îëèìïèàäû â êîìàíäíîì çà÷åòå ïåðâîå

ìåñòî çàíÿëà êîìàíäà Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâèàöè-

îííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÓÃÀÒÓ) (49 áàëëîâ), âòî-

ðîå ìåñòî – êîìàíäà ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà (29 á.), òðåòüå

ìåñòî – êîìàíäà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî èíñòèòóòà

còàëè è cïëàâîâ (29 á.).

Â ëè÷íîì çà÷åòå ïåðâîå ìåñòî çàâîåâàë À.Êàñàòêèí (ÓÃÀÒÓ,

18 áàëëîâ), âòîðîå ìåñòî – À.Èñêàíäàðîâ (ÓÃÀÒÓ, 17 á.),

òðåòüå ìåñòî – È.Ìàãíèòñêèé (ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 16 á.).

Çàäà÷è îëèìïèàäû

1. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v. Äðóãàÿ òî÷êà, ñêîðîñòü êîòîðîé ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è
ðàâíà u > v, äîãîíÿåò ïåðâóþ òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè âòîðîé òî÷êè
è ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé îáå òî÷êè, ðàâåí ϕ  è íàïðàâëåí íà
îïåðåæåíèå äâèæåíèÿ ïåðâîé òî÷êè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè âòîðàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê òðàåê-
òîðèè ïåðâîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèè L îò íåå. Îïðåäåëèòå óãîë
ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ òî÷åê. Ðàññìîò-
ðèòå äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

2. Êîñìè÷åñêèé çîíä äâèæåòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå
ñî ñêîðîñòüþ 0v  è äîëæåí ðàçâåðíóòüñÿ íà îáðàòíûé êóðñ,
íî çàïàñîâ òîïëèâà ïî÷òè íå îñòàëîñü. Îäíàêî íà ïóòè çîíäà
íàõîäèòñÿ ìàññèâíàÿ ïëàíåòà, äâèæóùàÿñÿ òàêæå ñî ñêîðî-
ñòüþ 0v  òàê, ÷òî åå âåêòîð ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïîä óãëîì
120∞  ê âåêòîðó ñêîðîñòè çîíäà. Îïðåäåëèòå, êàêóþ ìàêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ìîæåò ïðèîáðå-
ñòè çîíä, èñïîëüçóÿ ñèëó ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû.

3. Ïîëûé öèëèíäð ðàäèóñîì R è ìàññîé m ñòîèò íà òàêîì
æå ïîëîì öèëèíäðå, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòîèò íà
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Îñè öèëèíäðîâ ïàðàëëåëüíû.
Îïðåäåëèòå óãîë ïîâîðîòà âåðõíåãî öèëèíäðà â ñëó÷àå
ïîòåðè èì ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì ïðîèçîéäåò îòðûâ âåðõ-
íåãî öèëèíäðà îò íèæíåãî. Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó öèëèí-
äðàìè îòñóòñòâóåò.

4. Êîñìè÷åñêàÿ ýíåðãîóñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåï-
ëîâóþ ìàøèíó. Â íåé â êà÷åñòâå íàãðåâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ
ÿäåðíûé ðåàêòîð ñ òåìïåðàòóðîé 1T , à â êà÷åñòâå õîëîäèëü-
íèêà — òåïëîâîé èçëó÷àòåëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé àáñî-
ëþòíî ÷åðíîå òåëî ñ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè S. Îïðåäåëèòå
ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü, êîòîðóþ ñïîñîáíà âûðàáîòàòü äàí-
íàÿ òåïëîâàÿ ìàøèíà, ñ÷èòàÿ åå èäåàëüíîé.

5. Ïîëóñôåðà ðàäèóñîì R, îñíîâàíèå êîòîðîé çàêðûòî
êðóãëîé ïëàñòèíîé ðàäèóñîì R, çàðÿæåíà âìåñòå ñ ïëàñòè-
íîé ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè çàðÿäîì ïëîòíîñòüþ σ .
Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðèîáðåòàåò
ïëàñòèíà ïðè óäàëåíèè?

6. Äâà îäèíàêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ øàðà íàõîäÿòñÿ áëèçêî
äðóã îò äðóãà. Åñëè îäèí øàð çàðÿäèòü çàðÿäîì q, òî åãî
ïîòåíöèàë ñòàíåò 1ϕ , à ïîòåíöèàë âòîðîãî øàðà áóäåò 2ϕ .
Êàêàÿ ýíåðãèÿ âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå, åñëè èì çàìêíóòü
âòîðîé øàð íà çåìëþ?

7. Òðè êîíöåíòðè÷åñêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ öèëèíäðà, ðàäè-
óñû êîòîðûõ 1R R= , 2 2R R= , 3 3R R= , à äëèíà l, âñòàâ-
ëåíû äðóã â äðóãà è íà îäíîì êîíöå çàêîðî÷åíû. Íà
äðóãîì êîíöå ïåðâûé è òðåòèé öèëèíäðû çàìêíóòû ìåæäó
ñîáîé è ïîäêëþ÷åíû ê âûâîäó À, à âòîðîé öèëèíäð ïîä-
êëþ÷åí ê âûâîäó Â. Îïðåäåëèòå èíäóêòèâíîñòü ìåæäó
âûâîäàìè À è Â.

8. Äâå çîííûå ïëàñòèíêè çàêðûâàþò ÷åòíûå çîíû Ôðåíå-
ëÿ: îäíà äëÿ äëèíû âîëíû λ , à äðóãàÿ — äëÿ 2λ . Ïðè ýòîì
èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ðàâíà mI . Êàêîâà áóäåò èíòåíñèâíîñòü ñâåòà, åñëè ïëàñòèí-
êè ïîìåíÿòü ìåñòàìè? Âñå îñòàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìå-
ðû ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ì.ßêîâëåâ, Â.Ãîëóáåâ
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ïîä óãëîì 45∞  ê ãîðèçîíòó, â ìî-
ìåíò áðîñêà ìÿ÷ íàõîäèëñÿ íà íà-
÷àëüíîé âûñîòå h?

7. Îñü âðàùàþùåãîñÿ äèñêà äâè-
æåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñî ñêîðîñòüþ

0v . Îïðåäåëèòå ìãíîâåííóþ ñêî-
ðîñòü âåðõíåé òî÷êè äèñêà, åñëè
èçâåñòíà ñêîðîñòü 1v  íèæíåé òî÷-
êè. Îòâåò äàéòå â âåêòîðíîé ôîðìå.

8. Êîëåñî ðàäèóñîì R êàòèòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 0v  ïî ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ.3). Íàéäèòå ìãíî-
âåííóþ ñêîðîñòü òî÷êè Ì. Óãîë ϕ  è ðàññòîÿíèå r îò òî÷êè
Ì äî öåíòðà êîëåñà ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.

11 êëàññ

1. Ìåòàëëè÷åñêîå êîëüöî ðàäèóñîì R èìååò çàðÿä +Q.
Îïðåäåëèòå çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîñòè è ïîòåíöèàëà ïîëÿ
îò ðàññòîÿíèÿ d äî öåíòðà êîëüöà
âäîëü îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïëîñêîñòè êîëüöà.

2. Äâà îäèíàêîâûõ ìåòàëëè-
÷åñêèõ êîëüöà çàêðåïëåíû ñîîñ-
íî íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà
è çàðÿæåíû ïðîòèâîïîëîæíûìè
ïî çíàêó çàðÿäàìè +Q è –Q
(ðèñ.4). Äëÿ ïðîëåòà âäîëü îñè
ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííàÿ ÷àñ-
òèöà äîëæíà îáëàäàòü ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ 0v . Íàéäèòå
îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ê ìèíèìàëüíîé
âî âðåìÿ ïðîëåòà âäîëü îñè, åñëè åå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íà
áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò êîëåö áóäåò ðàâíà 0nv .

3. Âíóòðè òîëñòîñòåííîé ìåòàëëè÷åñêîé ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ñ ðàäèóñàìè 1R  è 2R  ( 1 2R R< ) íà ðàññòîÿíèè 1d R<

îò öåíòðà ïîìåùåí òî÷å÷íûé çàðÿä Q. Îïðåäåëèòå ïîòåíöèàë
öåíòðà îáîëî÷êè.

4. Â ñèñòåìå èç òðåõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ìåòàëëè÷åñêèõ ñôåð
ñ ðàäèóñàìè 1R , 2R  è 3R  êðàéíèå ñôåðû çàçåìëåíû, à
ñðåäíåé ñîîáùåí çàðÿä Q. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå ñôåð.

5. Êîíäåíñàòîðû ñ åìêîñòÿìè 1C  è 2C  ñîåäèíåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ E . Çàòåì áàòàðåþ
îòêëþ÷èëè, à êîíäåíñàòîðû ðàçúåäèíèëè. Íàéäèòå çàðÿäû
êàæäîãî êîíäåíñàòîðà ïîñëå èõ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
îäíîèìåííî çàðÿæåííûìè ïëàñ-
òèíàìè.

6. ×åòûðå êîíäåíñàòîðà ïîä-
êëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 5. Êàêîé çàðÿä
ïðîòå÷åò ïî ðåçèñòîðó 1R , åñëè
êëþ÷ K çàìêíóòü? Åìêîñòè êîí-
äåíñàòîðîâ ðàâíû 1C  = 2 ìêô,

2C = 3C = 4C  = 1 ìêô, ÝÄÑ èñ-
òî÷íèêà 10 B=E .

7. Íà îäíó èç ïëàñòèí ïëîñêîãî
êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ ïîìåñòèëè çàðÿä –q , íà äðóãóþ
ïëàñòèíó ïîìåñòèëè çàðÿä +mq. Îïðåäåëèòå ðàçíîñòü ïîòåí-
öèàëîâ ìåæäó ïëàñòèíàìè.

8. Ìåòàëëè÷åñêóþ ñôåðó ðàäèóñîì 0R , çàðÿæåííóþ äî
ïîòåíöèàëà 0

ϕ , îêðóæàþò ïðîâîäÿùåé êîíöåíòðè÷åñêîé
ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êîé ðàäèóñîì 0r . Íàéäèòå ïîòåíöèàë
øàðà ïîñëå çàçåìëåíèÿ îáîëî÷êè.

119899 Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, ÌÃÓ, ôèçè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, ÇÔØ.

Â ïèñüìî âëîæèòå àíêåòó (çàïîëíåííóþ ïî ïðèâåäåííîìó
îáðàçöó) è êîíâåðò ñ Âàøèì àäðåñîì.

Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî Êîâàëåâñêèé
Âëàäèìèð Ëåîíèäîâè÷

Êëàññ ÇÔØ 10
Ïðîôåññèÿ ðîäèòåëåé ìàòü – âðà÷,

îòåö – èíæåíåð
Ïîäðîáíûé äîìàøíèé 120713 Ìîñêâà,
àäðåñ óë.Ñòîëåòîâà, ä.3, êâ.13
Íîìåð øêîëû øêîëà 564

 Ðåøåíèå î çà÷èñëåíèè â ÇÔØ áóäåò ñîîáùåíî äî 20
îêòÿáðÿ.

Ïðèíÿòûì â ÇÔØ â òå÷åíèå ãîäà âûñûëàþòñÿ êîíò-
ðîëüíûå çàäàíèÿ ïî ðàçäåëàì ôèçèêè, èçó÷àåìûì â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êëàññàõ ñðåäíåé øêîëû. Ðåøåííûå çàäàíèÿ îöå-
íèâàþòñÿ, ðåöåíçèðóþòñÿ è îòñûëàþòñÿ îáðàòíî. Ó÷àùèåñÿ
10 êëàññà ÇÔØ ïî îêîí÷àíèè ãîäà ïåðåâîäÿòñÿ â 11 êëàññ.
Óñïåøíî ïðîøåäøèå îáó÷åíèå ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåíèå îá
îêîí÷àíèè ÇÔØ (ïðè ïîñòóïëåíèè íà ôèçè÷åñêèé ôàêóëü-
òåò ýòè óäîñòîâåðåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ïðèåìíîé êîìèññèåé).

Ñïðàâêè ïî òåëåôîíó (095) 939-54-95.
Äëÿ ïðîæèâàþùèõ â Ìîñêâå è Ìîñêîâñêîé îáëàñòè èìå-

åòñÿ Âå÷åðíÿÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà. Òåëåôîí äëÿ
ñïðàâîê 939-38-78 (ñ 14 äî 16 ÷àñîâ ïî ðàáî÷èì äíÿì).

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå

10 êëàññ

1. Ha ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïðÿìîëèíåéíî, îò âðåìå-

íè. Ïîñòðîéòå ãðàôèê èçìåíå-
íèÿ ñî âðåìåíåì ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè è âû÷èñëèòå åå çíà÷åíèå â
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè τ .
Óñêîðåíèÿ à è b è âðåìÿ Ò ñ÷è-
òàòü èçâåñòíûìè.

2. Øàðèê, ëåòÿùèé ïðÿìîëè-
íåéíî ñî ñêîðîñòüþ v, íàëåòàåò

íà ñòåíêó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó øàðèêó ñî ñêîðîñòüþ
u (ðèñ. 2). Ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð. Îïðåäåëèòå

ñêîðîñòü øàðèêà ïîñëå óäàðà. Îòâåò
äàéòå â âåêòîðíîé ôîðìå.

3. ×åëîâåê ñïóñêàåòñÿ ïî õîäó äâèæó-
ùåãîñÿ ýñêàëàòîðà. Â ïåðâûé ðàç îí
íàñ÷èòàë n = 100 ñòóïåíåê, à âî âòîðîé
ðàç, êîãäà îí øåë âòðîå áûñòðåå, – m =
= 150 ñòóïåíåê. Ñêîëüêî ñòóïåíåê ÷åëî-
âåê íàñ÷èòàë áû íà íåïîäâèæíîì ýñêà-
ëàòîðå?

4. Àâòîáóñ äâèæåòñÿ ïî øîññå ñî ñêî-
ðîñòüþ 1v . Â ïîëå íà ðàññòîÿíèè H îò

øîññå è íà ðàññòîÿíèè L îò àâòîáóñà íàõîäèòñÿ ÷åëîâåê,
êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ïîëþ ñî ñêîðîñòüþ 2v . Â êàêîì
íàïðàâëåíèè äîëæåí äâèãàòüñÿ ÷åëîâåê, ÷òîáû óñïåòü ê
àâòîáóñó â êàêîé-ëèáî òî÷êå øîññå?

5. Ñ êðûøè äîìà âåðòèêàëüíî âíèç áðîñàþò êàìåíü ñ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 0v . ×åðåç âðåìÿ τ  ñ òàêîé æå íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòüþ áðîñàþò âåðòèêàëüíî ââåðõ âòîðîé êàìåíü.
Íàéäèòå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t ñêîðîñòè âòîðîãî êàìíÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî è ðàññòîÿíèÿ l ìåæäó íèìè ( t τ> ).

6. Ìàëü÷èê áðîñàåò òåííèñíûé ìÿ÷, êîòîðûé, óäàðèâøèñü
â ñòåíó, ïàäàåò òî÷íî ê åãî íîãàì. Êàêîâà áûëà íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ìÿ÷à, åñëè ðàññòîÿíèå äî ñòåíû L, áðîñîê ñäåëàí

Ðèñ. 1

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 2



È Í Ô Î Ð Ì À Ö È ß
53

Çàî÷íàÿ øêîëà ïðè ÍÃÓ
Ïðè Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå â ñî-

ñòàâå Ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ó÷åáíî-íàó÷íîãî öåíòðà (ÑÓÍÖ
ÍÃÓ) ðàáîòàåò ñîçäàííàÿ áîëåå 30 ëåò íàçàä Çàî÷íàÿ ôèçè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà (ÇØ). Îñíîâíûìè çàäà÷àìè Çà-
î÷íîé øêîëû ÿâëÿþòñÿ: ôîðìèðîâàíèå ó øêîëüíèêîâ 9 – 11
êëàññîâ èíòåðåñà ê åñòåñòâåííûì è òî÷íûì íàóêàì; ïðåäîñ-
òàâëåíèå âîçìîæíîñòè ó÷àùèìñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîë,
ðàñïîëîæåííûõ â óäàëåííûõ îò íàó÷íûõ öåíòðîâ ïóíêòàõ è
òåððèòîðèÿõ, óãëóáëåííî çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé, ôèçè-
êîé, õèìèåé, áèîëîãèåé; ïîâûøåíèå óðîâíÿ ïðåïîäàâàíèÿ
åñòåñòâåííîíàó÷íûõ ïðåäìåòîâ â øêîëå; ìåòîäè÷åñêàÿ ïî-
ìîùü ó÷èòåëÿì â ïðåïîäàâàíèè óçëîâûõ ïóíêòîâ øêîëüíîé
ïðîãðàììû è ôàêóëüòàòèâíûõ êóðñîâ; ïðèâëå÷åíèå íàèáî-
ëåå ñïîñîáíûõ øêîëüíèêîâ â ÑÓÍÖ ÍÃÓ è ÍÃÓ. Áîëåå 50%
âûïóñêíèêîâ Çàî÷íîé øêîëû åæåãîäíî ñòàíîâÿòñÿ ñòóäåíòà-
ìè ÍÃÓ.

Íàáîð â 9,10,11 êëàññû ÇØ íà 2005/06 ó÷åáíûé ãîä
ïðîâîäèòñÿ íà îòäåëåíèÿ: ìàòåìàòè÷åñêîå, ôèçè÷åñêîå, õè-
ìè÷åñêîå, áèîëîãè÷åñêîå (ñ 10 êë.), èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ
(àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé), ïñèõîëîãèè. Â òå÷åíèå ó÷åá-
íîãî ãîäà ó÷àùèéñÿ ÇØ äîëæåí âûïîëíèòü 5 âûñûëàåìûõ
ïî ïî÷òå çàäàíèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ïðåïîäàâàòåëè ÍÃÓ
è ÑÓÍÖ ÍÃÓ. Òåìû áîëüøèíñòâà çàäàíèé ñîâïàäàþò ñ
íåäàâíî ïðîéäåííûì èëè èçó÷àåìûì â äàííûé ìîìåíò ìà-
òåðèàëîì øêîëüíîé ïðîãðàììû. Êàæäîå çàäàíèå ñîäåðæèò
òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü è çàäà÷è íåñêîëüêèõ óðîâíåé ñëîæ-
íîñòè.

Êðîìå îòäåëüíûõ ó÷àùèõñÿ, â Çàî÷íóþ øêîëó ïðèíèìà-
þòñÿ ôàêóëüòàòèâû: ìàòåìàòè÷åñêèå, ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñ-
êèå, áèîëîãè÷åñêèå, àíãëèéñêîãî è ôðàíöóçñêîãî ÿçûêîâ.
Ôàêóëüòàòèâíûå ãðóïïû ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â ëþáîì
îáùåîáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè ïðåïîäàâàòåëÿìè ìàòåìà-
òèêè, ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè è èíîñòðàííîãî ÿçûêà. Â
òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà ðóêîâîäèòåëè ôàêóëüòàòèâîâ ïîëó÷à-
þò ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû ÇØ, çàäàíèÿ ïî òåìàì ïðîãðàì-
ìû, ðåøåíèÿ çàäàíèé, èíôîðìàöèîííî-ðåêëàìíûå ìàòåðèà-
ëû ÍÃÓ è åãî ôàêóëüòåòîâ ñ ïðàâèëàìè ïðèåìà, ïðèãëàøà-
þòñÿ íà êóðñû ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé, ïðîâî-
äèìûõ íà áàçå ÑÓÍÖ ÍÃÓ. Ðàáîòà ðóêîâîäèòåëåé ôàêóëü-
òàòèâîâ ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûì ó÷ðåæ-
äåíèåì êàê ôàêóëüòàòèâíûå çàíÿòèÿ.

Ëó÷øèå ó÷àùèåñÿ ÇØ åæåãîäíî ïðèãëàøàþòñÿ â Ëåòíþþ
øêîëó äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóðñå ïî ïðèåìó â ÑÓÍÖ ÍÃÓ.

Ó÷àùèåñÿ ÇØ, óñïåøíî âûïîëíèâøèå âñå çàäàíèÿ, ïî
îêîí÷àíèè 11 êëàññà ïîëó÷àþò óäîñòîâåðåíèå Çàî÷íîé øêî-
ëû è ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èìåþò ïðèîðèòåò ïðè
çà÷èñëåíèè â ÍÃÓ.

×òîáû ïîñòóïèòü â Çàî÷íóþ øêîëó ÑÓÍÖ ÍÃÓ, íåîáõîäè-
ìî â ïåðèîä ñ 1 ñåíòÿáðÿ ïî 1 íîÿáðÿ ïðèñëàòü â àäðåñ ÇØ
âûïîëíåííîå âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå è çàÿâëåíèå. Â çàÿâëå-
íèè íóæíî óêàçàòü ôàìèëèþ, èìÿ îò÷åñòâî (ïîëíîñòüþ,
ïå÷àòíûìè áóêâàìè); êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü â øêîëå;
îòäåëåíèå ÇØ, íà êîòîðîì Âû æåëàåòå ó÷èòüñÿ; ïîäðîáíûé
äîìàøíèé àäðåñ (ñ óêàçàíèåì èíäåêñà), òåëåôîí (ñ êîäîì),
e-mail. Ðóêîâîäèòåëü ôàêóëüòàòèâà êðîìå âûøåïåðå÷èñ-
ëåííîãî äîëæåí ïðèñëàòü àëôàâèòíûé ñïèñîê ó÷åíèêîâ ñ
ïîäïèñüþ äèðåêòîðà è ïå÷àòüþ îáùåîáðàçîâàòåëüíîãî ó÷-
ðåæäåíèÿ.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ âñòóïèòåëüíîãî çàäàíèÿ çàïèøèòå â ïðî-
ñòóþ ó÷åíè÷åñêóþ (òîíêóþ) òåòðàäü â êëåòêó, îñòàâëÿÿ ïîëÿ
äëÿ çàìå÷àíèé ïðåïîäàâàòåëÿ. Íà îáëîæêå òåòðàäè óêàæèòå
òå æå ñâåäåíèÿ î ñåáå, ÷òî è â çàÿâëåíèè. Ðàáîòó îòîøëèòå
âìåñòå ñ çàÿâëåíèåì, ïðè÷åì òîëüêî ïðîñòîé áàíäåðîëüþ
(òåòðàäü íå ïåðåãèáàéòå, íå ñâîðà÷èâàéòå â òðóáî÷êó). Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îòâåòà âëîæèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé ñ íàïèñàííûì íà
íåì Âàøèì äîìàøíèì àäðåñîì.

Îáó÷åíèå â øêîëå – ïëàòíîå. Êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ ìîæåò
áûòü ëþáûì. Ó÷àùèåñÿ ÷àñòè÷íî âîçìåùàþò ðàñõîäû íà
ñâîå îáó÷åíèå: ïî÷òîâûå óñëóãè, ïå÷àòü ïîñîáèé, ïðîâåðêó è
ðåöåíçèðîâàíèå ðàáîò. Áåñïëàòíîå îáó÷åíèå â ÇØ ñîõðàíÿ-
åòñÿ äëÿ äåòåé-ñèðîò, îáó÷àþùèõñÿ â øêîëàõ-èíòåðíàòàõ è
äåòåé èç ìíîãîäåòíûõ ñåìåé. Ó÷åíèêàì ñåëüñêèõ øêîë
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ëüãîòà ïî îïëàòå.

Æäåì âàøèõ çàÿâëåíèé î ïðèåìå ïî àäðåñó:
630090 Íîâîñèáèðñê-90, óë.Ïèðîãîâà, 11, Çàî÷íàÿ øêîëà
Òåëåôîí: (3833) 39-78-89
E-mail: distant@sscadm.nsu.ru
(Âñòóïèòåëüíûå çàäàíèÿ çà ïðîøëûå ãîäû âû ìîæåòå íàé-

òè íà ñàéòàõ http://profile.edu.ru è http://sscadm.nsu.ru)

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå

Ìàòåìàòèêà

9 êëàññ

1. Ó ñïîðòñìåíà èìåëîñü íå áîëåå 400 ïàòðîíîâ, èç
êîòîðûõ 68,4% îí âûïóñòèë ïî ìèøåíè âî âðåìÿ ñîðåâíîâà-
íèé. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ïàòðîíîâ ó íåãî îñòàëîñü.

2. Òðè îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M, ïîïàðíî
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À, Â, Ñ. ×åðåç òî÷êó À ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ äâå èç ýòèõ îêðóæíîñòåé â òî÷êàõ D
è Å. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BD è ÑÅ
ëåæèò íà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

3. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà Î òàêàÿ, ÷òî
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ÀÎÂ, ÂÎÑ, ÑÎÀ ðàâíû. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êà Î ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì ï  > 1 ïðîèçâåäåíèå

( )
1 1 1

1 2 3 1
2 3 1

n
n

Ê ˆ
+ + + + ¥ ¥ ¥ ¥ -Á ˜

Ë ¯-
… …

äåëèòñÿ íà n.
5. Âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ïðîèçâîëüíî âûáðàíû 5

òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ òàêèå äâå èç ýòèõ

òî÷åê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå 
1

2
.

6. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

1 1 1 1 1 1
, , .

2 2 2
x y y z z x

y z x

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
= + = + = +Á ˜ Á ˜Á ˜ Ë ¯ Ë ¯Ë ¯

10 êëàññ

1. Èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé âíèç ïî ðåêå êîðàáëü ïëûâåò
ñóòêè, à îáðàòíî –  äâîå. Çà êàêîå âðåìÿ ìîæíî äîáðàòüñÿ èç
âåðõíåãî ãîðîäà â íèæíèé íà ïëîòó?

2. Â òðåóãîëüíèêå AÂÑ, âïèñàííîì â îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì Î, ïðîâåäåíû âûñîòû AF è BG. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè
ÎÑ è FG ïåðïåíäèêóëÿðíû.

3. Ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà èç ñòîðîí â äâà ðàçà
äëèííåå äðóãîé, ðàçäåëèëè íà ïðÿìîóãîëüíèêè íåñêîëüêèìè
ñêâîçíûìè ðàçðåçàìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî ñóììà ïåðèìåòðîâ ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â 101 ðàç
áîëüøå ïåðèìåòðà èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàêîå íàè-
áîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãëî ïðè ýòîì ïîëó÷èòü-
ñÿ? Ïðèâåäèòå îáîñíîâàíèå îòâåòà.

4. Â 450 êîðîáêàõ ëåæàò 2005 øàðèêîâ. Èç ëþáîé êîðîáêè
ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ðîâíî 5 èëè 13 øàðèêîâ è ïåðåëîæèòü èõ
â ëþáóþ äðóãóþ êîðîáêó. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ
îïåðàöèé ìîæíî ñîáðàòü âñå øàðèêè â îäíîé êîðîáêå.

5. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ, ÂÑ, ÑÀ òðåóãîëüíèêà ABC òî÷êè
1 1 1, ,A B C  ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî 1 12AC C B= , 1 12BA AC= ,
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1 12CB B A= . Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçî-
âàííîãî ïðè ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ 1AA , 1BB , 1CC , ñîñòàâ-

ëÿåò 
1

7
 îò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC.

6. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1
1

n nx x x x x x x x
+ + + + + =…

…

âñåãäà èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ.

11 êëàññ

1. Òðàâà íà ëóãó ðàñòåò îäèíàêîâî ãóñòî è áûñòðî. Èçâåñ-
òíî, ÷òî åñëè âûïóñòèòü íà ëóã 20 êîðîâ, òî îíè ñúåäÿò âñþ
òðàâó ïîëíîñòüþ çà 8 äíåé, à åñëè âûïóñòèòü íà òîò æå ëóã
26 êîðîâ – òî çà 6 äíåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êîðîâ ìîæåò
êîðìèòüñÿ íà ýòîì ëóãó âñå ëåòî? Àïïåòèò ó âñåõ êîðîâ
îäèíàêîâ è íåèçìåíåí. Ñêîðîñòü ðîñòà òðàâû ïîñòîÿííà.

2. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îïðåäåëèòå êîîðäèíàòû
òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (7; 3) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
çàäàííîé óðàâíåíèåì 5õ + 13ó = 1.

3. Ïóñòü õ è ó – äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàâåíñòâî

( ) ( )2 2
1 1 1x x y y+ + + + =

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x + ó = 0.
4. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà è

ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà, ðåáðà êîòîðûõ ðàâíû 1.
5. Èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ òàáëèöà 8 8¥ . Äîêàæèòå, ÷òî

íåâîçìîæíî ðàññòàâèòü â åå êëåòêàõ 64 ÷èñëà 1, 2, 3, 4, ...
..., 63, 64 òàê, ÷òîáû ÷èñëà â ñîñåäíèõ êëåòêàõ îòëè÷àëèñü íå
áîëüøå ÷åì íà 4.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 1

cos cos 2 cos 2 cos 3x x x x
+ + +…

1
0

cos100 cos101x x
= .

Ôèçèêà

9 êëàññ

1. Ìîòîöèêëèñò äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ u íàâñòðå÷ó êîëîí-
íå àâòîìîáèëåé. Ïîñëå òîãî êàê ìîòîöèêëèñò óâåëè÷èë

ñêîðîñòü â äâà ðàçà, îí ñòàë âñòðå-
÷àòü àâòîìîáèëè èç êîëîííû â
ïîëòîðà ðàçà ÷àùå. Êàêîâà ñêî-
ðîñòü v àâòîìîáèëåé â êîëîííå?

2. Ìàëåíüêèé øàðèê ñêîëüçèò
ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà α  ê ãîðèçîíòó, êîòîðàÿ
âïëîòíóþ ïðèìûêàåò ê äðóãîé

íàêëîííîé ïëîñêîñòè (ðèñ.1). ×åìó ðàâåí óãîë β  ìåæäó
âòîðîé ïëîñêîñòüþ è ãîðèçîíòîì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïîñëå

óïðóãîãî óäàðà î íåå øàðèê ïîëå-
òåë âåðòèêàëüíî?

3. Øàðèê, èçãîòîâëåííûé èç
íåèçâåñòíîãî ìàòåðèàëà, ëåæèò
íà äíå ñîñóäà è íàïîëîâèíó óã-
ëóáëåí â âîäó. Ïîñëå òîãî êàê
äîëèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
âîäû òàê, ÷òî øàðèê ñêðûëñÿ
ïîëíîñòüþ, ñèëà, ñ êîòîðîé îí
äàâèò íà äíî ñîñóäà, óìåíüøè-
ëàñü â 3 ðàçà. ×åìó ðàâíà ïëîò-
íîñòü ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî èç-
ãîòîâëåí øàðèê?

4. Ãèðëÿíäó èç N îäèíàêîâûõ ëàìïî÷åê ïîäñîåäèíèëè ê
èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå äâóìÿ

ñïîñîáàìè (ðèñ.2): à) ëàìïî÷êè ìåæäó ñîáîé ñîåäèíåíû
ïàðàëëåëüíî; á) ëàìïî÷êè ìåæäó ñîáîé ñîåäèíåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàêàë ëàìïî÷åê îäèíàêîâ. ×åìó
ðàâíî âõîäíîå ñîïðîòèâëåíèå, åñëè ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé
ëàìïî÷êè R?

10 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 3 äëÿ 9 êëàññà.
2. Ðåøèòå çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
3. Áðóñêó, ëåæàùåìó íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè, ùåë÷êîì

ñîîáùàþò ãîðèçîíòàëüíóþ ñêîðîñòü v, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 3. Îïðåäåëèòå óñêîðå-
íèå áðóñêà ñðàçó ïîñëå ùåë÷êà.
Óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðè-
çîíòó α , êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó áðóñêîì è ïëîñêîñòüþ μ .

4. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäó-
õà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè òåëà îòíîñèòåëüíî âîçäó-
õà: 2

“%C!
F Av=  (ïîñòîÿííàÿ A èçâåñòíà). Òåëî âíà÷àëå

äâèæåòñÿ â âîçäóõå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ïîñòîÿííîé ñèëû
ñ óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòüþ 0v . Ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà
âðåìåíè (t = 0) âíåøíÿÿ ñèëà ñòàëà èçìåíÿòüñÿ òàê, ÷òî òåëî
òîðìîçèòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðå-
íèåì a âïëîòü äî îñòàíîâêè. Êàê
çàâèñèò îò âðåìåíè âíåøíÿÿ ñèëà?
Ìàññà òåëà m.

5. Ðàêåòà ìàññîé m ñòàðòóåò ïîä
óãëîì 30∞  ê ãîðèçîíòó (ðèñ.4).
Íàéäèòå óñêîðåíèå ðàêåòû è ñèëó
òÿãè ðåàêòèâíîé ñòðóè, êîòîðàÿ
îáðàçóåò óãîë 60∞  ñ ãîðèçîíòîì. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ g. Äâèãàòåëü óñòàíîâëåí òàê, ÷òî ðàêåòà íå âðàùà-
åòñÿ.

11 êëàññ

1. Ðåøèòå çàäà÷ó 4 äëÿ 9 êëàññà.
2. Ðåøèòå çàäà÷ó 5 äëÿ 10 êëàññà.
3. Äâà ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà ñå÷åíèÿìè 1S  è 2S  ( 1 2S S> )

è âûñîòîé h çàïîëíåíû æèäêîñòüþ äî óðîâíÿ h/2. Íà
ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â ñîñóäå ñå÷åíèåì 1S  ëåæèò íåâåñî-
ìûé ïîðøåíü. Íà ïîðøåíü íà÷èíàþò îñòîðîæíî ñûïàòü
ïåñîê. Îïðåäåëèòå ìàññó íàñûïàííîãî ïåñêà, ïðè êîòîðîé
æèäêîñòü íà÷íåò âûëèâàòüñÿ èç ñîñóäà ñå÷åíèåì 2S . Ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè ρ , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

4. Âåðòèêàëüíî ñòîÿùèé ãåðìåòè÷íûé ñîñóä ñ ãàçîì ðàçäå-
ëåí òîíêèì ïîäâèæíûì ìàññèâíûì ïîðøíåì íà äâå îäèíàêî-
âûå ÷àñòè. Âíà÷àëå â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà òåìïåðàòóðà 1T  è
äàâëåíèå ð, à â íèæíåé 2T  è 2ð ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå òîãî
êàê òåìïåðàòóðà â îáåèõ ÷àñòÿõ ñðàâíÿëàñü ñ òåìïåðàòóðîé
îêðóæàþùåé àòìîñôåðû xT , ïîð-
øåíü îñòàëñÿ íà ìåñòå. Îïðåäåëè-
òå xT .

5. Ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü äå-
ëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè:
îáëàñòü ñ îäíîðîäíûì ýëåêòðè-

÷åñêèì ïîëåì E
��

 è îáëàñòü, â
êîòîðîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåò
(ðèñ.5). Íà êàêîì ðàññòîÿíèè h îò
ïëîñêîñòè áûë îòïóùåí øàðèê ìàññîé m è çàðÿäîì q , åñëè
îí, ïðîëåòåâ ñêâîçü íåáîëüøîå îòâåðñòèå â ïëîñêîñòè, âîç-
âðàòèëñÿ íà ïðåæíåå ìåñòî ÷åðåç âðåìÿ τ ? Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ñ÷èòàòü, ÷òî qE > mg.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5



Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» №6 за 2004 г.)

11. Ïåðåìíîæèâ íåðàâåíñòâà

1 – x > y,  1 – y > z,  1 – z > x,

ïîëó÷èì ( ) ( ) ( )1 1 1x y z xyz- - - > . ×èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ çàäà÷è, íå ñóùåñòâóåò.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß

ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №2)

1. Ñì. ðèñ.1.

2. Çäåñü íàäî óÿñíèòü ñëåäóþùèé ìîìåíò: êàæäûé âëàäåëåö
ñîòîâîãî òåëåôîíà ïëàòèò çà âñå çâîíêè, ÷òî ñäåëàë ñàì, è
ïëþñ åùå çà âñå çâîíêè, ÷òî ïîñòóïèëè åìó ñ îáû÷íûõ òåëå-
ôîíîâ. Òàê êàê êàæäûé âëàäåëåö ñîòîâîãî òåëåôîíà ñäåëàë
îäèíàêîâîå ÷èñëî çâîíêîâ, à èìåííî 3, òî, ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîìó ïîñòóïèëî ðàçíîå ÷èñëî çâîíêîâ ñ îáû÷íûõ òåëåôî-
íîâ (èáî çàïëàòèëè îíè çà ðàçíîå ÷èñëî ðàçãîâîðîâ). Ïóñòü
âëàäåëüöåâ ñîòîâûõ òåëåôîíîâ áûëî n. Ïðîíóìåðóåì èõ â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ïîñòóïèâøèõ çâîíêîâ ñ îáû÷íûõ òå-
ëåôîíîâ. Òîãäà ïåðâîìó ìîãëî âîîáùå íå ïîñòóïèòü òàêèõ
çâîíêîâ, çàòî âòîðîìó – íå ìåíüøå îäíîãî, òðåòüåìó – íå
ìåíüøå äâóõ, …, n-ìó – íå ìåíüøå (n – 1), à âñåãî, òàêèì îá-
ðàçîì, íå ìåíüøå 1 + 2 + … + (n – 1)n/2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòà ñóììà íàâåðíÿêà íå áîëüøå ñóììàðíîãî ÷èñëà çâîíêîâ,
ñäåëàííîãî âëàäåëüöàìè îáû÷íûõ òåëåôîíîâ, ò.å. 3 ( )8 n- ,
ïîñêîëüêó âñå ñäåëàëè ïî 3 çâîíêà. Ïîýòîìó

( )1 2n n- £ 3 ( )8 n- ,

îòêóäà ( )5 48n n + £ . Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n, è ïðè n = 5 îíî óæå íå
âûïîëíÿåòñÿ (èáî 5 ( )5 5 50 48+ = > ). Ïîýòîìó 4n £ .
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîòîâûõ òåëåôîíîâ íå áîëüøå 4. Íî â óñëî-
âèè óæå óêàçàíû ôàìèëèè ÷åòûðåõ âëàäåëüöåâ ñîòîâûõ òåëå-
ôîíîâ. Çíà÷èò, âñå îñòàëüíûå, â òîì ÷èñëå è óïîìÿíóòûé
Äæàïàðèäçå, èìåþò îáû÷íûå òåëåôîíû. Òàêîâ îòâåò.
3. Ìîæíî:

Íî íàéòè òàêîå ðàñïîëîæåíèå íåïðîñòî.
4. Íå óäàñòñÿ. Ïîñêîëüêó ðîâíî 5 ÷èñåë
äåëÿòñÿ íà 2, òî ñðåäè 6 ÷èñåë íå áîëåå
îäíîãî íå÷åòíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè 4
÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 3, íå ìåíåå 3 ÷èñåë
÷åòíûõ. Çíà÷èò, íå ìåíåå 3 ÷èñåë äîëæíû
äåëèòüñÿ íà 6. Ïðîòèâîðå÷èå.

5. Òðåóãîëüíèêè 1 1AC B ,

1 1C BA , 1 1ACB  èìåþò ïî
òðè ðàâíûõ óãëà, ïðè
ýòîì B C A– = – = –

(ðèñ.2). Ñëåäîâàòåëüíî,
òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíî-
ñòîðîííèé.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

12. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k
ñóùåñòâóåò ñòåïåíü äâîéêè, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
k äåñÿòè÷íûõ öèôð. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ íå-
áîëüøèõ çíà÷åíèé k = 1, 2, … Ïóñòü à – íàèáîëüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî äëÿ çàïèñè ñòåïåíè 2a  èñïîëüçóåòñÿ
ðîâíî k öèôð, 1k ≥ :

110 2 10k a k-
< < .

Òîãäà ñëåäóþùàÿ ñòåïåíü äâîéêè 12a+  çàïèñûâàåòñÿ ðîâíî
k + 1 öèôðàìè.
(Íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ñòå-
ïåíè äâîéêè, çàïèñûâàþùèõñÿ ñ ïîìîùüþ k äåñÿòè÷íûõ
öèôð).
À òåïåðü ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñòåïåíü
äâîéêè 2n , äëÿ çàïèñè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ðîâíî k = 6m +
+ 1 öèôð, ãäå 0m ≥  – öåëîå. Òîãäà

1 12 2 10 2 2n n k n n+ += ◊ + = ( )( )2 2 7 3 1
kn + + = ( )2 7 2 3 1n kA + ◊ + ,

ãäå À – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äàëåå,

( )6 1 62 3 1 2 3 1 6 3 1
mk m+◊ + = ◊ + = + =

= ( )6 7 104 1 1 7 6 1
m

B◊ + + = + + ,

ãäå Â – íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
12 2n n+

 äåëèòñÿ íà 7.

Ïîñêîëüêó 0m ≥  – ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò
ñêîëü óãîäíî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ çàäà÷è.
13. Ñîâìåñòèì ïðÿìûå óãëû è êàòåòû ñàìîãî áîëüøîãî òðåó-
ãîëüíèêà è îäíîãî èç äâóõ äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ.3).
Îðèåíòèðóÿ êàòåòû îñòàâøå-
ãîñÿ òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëü-
íî êàòåòàì ýòèõ òðåóãîëüíè-
êîâ, ðàçìåñòèì åãî âåðøèíó â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Ì ãèïî-
òåíóçû RS.
Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèêè
PFMR è MGQS – ïàðàëëå-
ëîãðàììû, òî èç óñëîâèÿ çà-
äà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ëî-
ìàíîé PFGQ ðàâíà äëèíå ãè-
ïîòåíóçû PQ. Çíà÷èò, òî÷êè
F è G ëåæàò íà PQ, è âñå
òðè òðåóãîëüíèêà ORS, MFG
è OPQ ïîäîáíû äðóã äðóãó.
14. à) Îäíèì êóáèêîì îáîé-
òèñü íåâîçìîæíî. Èñïîëüçó-
åì ìåòîä «îò ïðîòèâíîãî».
Äîïóñòèì, ÷òî, ïîñòàâèâ îäèí
êóáèê íà êàêóþ-òî êëåòêó, ìîæíî ïðîêàòèòü åãî ïî âñåì êëåò-
êàì äîñêè (ïîñåòèâ, âîçìîæíî, íåêîòîðûå èç íèõ äâàæäû)
òàê, ÷òî êàæäûé ðàç öâåò êëåòêè è ñîïðèêàñàþùåéñÿ ñ íåé
ãðàíè ñîâïàäàëè. Îáîçíà÷èì ïî-
ëîâèíó áåëûõ êëåòîê áóêâîé À,
äðóãóþ ïîëîâèíó – áóêâîé Â, êàê
íà ðèñóíêå 4.
Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà èñõîäíî-
ãî ïîëîæåíèÿ êóáèêà ïåðåä íà÷à-
ëîì åãî ïåðåêàòûâàíèé: íà êàêîé-
ëèáî êëåòêå À, íà êàêîé-ëèáî
êëåòêå Â, íà êàêîé-ëèáî ÷åðíîé
êëåòêå (ýòè êëåòêè ìû íèêàê íå
ïîäðàçäåëÿåì è íå îáîçíà÷àåì).
Ïóñòü ïåðâîíà÷àëüíî êóáèê íàõî-
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàì îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî çàñåÿòü ðî-
æüþ 90% ïëîùàäè ïîëÿ ñ ñîáëþ-
äåíèåì óñëîâèÿ çàñåâà ó÷àñòêîâ.
Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì âñå ïîëå íà
81 êëåòêó ñî ñòîðîíîé 20, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå 7. Áåëûì öâå-
òîì ïîêàçàíû òå ìåñòà íà ïîëå,
êîòîðûå çàñåÿíû ðîæüþ. Ñåðûé
öâåò îáîçíà÷àåò ïóñòóþ çåìëþ.
Âñå 9 ñåðûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàâíû ìåæäó ñîáîé è îäèíàêîâî
ðàñïîëîæåíû â êëåòêàõ. Ïëîùàäü êàæäîãî èç íèõ ñîñòàâëÿåò
90% ïëîùàäè êëåòêè. Ïîýòîìó èõ îáùàÿ ïëîùàäü ñîñòàâëÿåò
10% ïëîùàäè ïîëÿ, ò.å. ðîæüþ çàñåÿíî ðîâíî 90% ïëîùàäè
ïîëÿ.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå ðàçìåðîì
2 5¥  ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì ïîëÿ (ò.å. â
ëþáîì ó÷àñòêå), ïëîùàäü, ïîêðàøåííàÿ â ñåðûé öâåò, â ñîâî-
êóïíîñòè íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè îäíîãî ñåðîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ëþáîì ó÷àñòêå íå ìåíüøå 91% åãî
ïëîùàäè çàñåÿíî ðîæüþ.
Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ñåðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ìû ìîãëè áû èñ-
ïîëüçîâàòü ëþáóþ äðóãóþ ôèãóðó òîé æå ïëîùàäè, êîòîðàÿ
öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ â êëåòêå.

Ðèñ. 6

Ðèñ. 5

Ðèñ. 7

ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÒÀÏ ÊÎÍÊÓÐÑÀ
ÈÌÅÍÈ À.Ï.ÑÀÂÈÍÀ

(см. «Квант» №2)

Êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà

1. Íåò, ðÿäîì ñ ÷èñëîì 18 ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëî 7.
2. Îáîçíà÷èì ãðàäóñíûå ìåðû äóã îêðóæíîñòåé, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 8. Óãîë
BAD ðàâåí, ñ îäíîé
ñòîðîíû, õ/2, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ( ) 2c a- .
Çíà÷èò, õ = ñ – à. Òàê
êàê îêðóæíîñòè êàñà-
þòñÿ, òî õ = b. Ïîëó÷à-
åì, ÷òî b = ñ – à, èëè
ñ = a + b, îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî BD – äèàìåòð.
Çíà÷èò, óãîë ABD –
ïðÿìîé.
3. Ïóñòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû õ è ó. Òîãäà 2(õ +
ó) = = 2004, îòêóäà (õ – 2)(ó – 2) = 2008. Íàéäåì âñåâîç-
ìîæíûå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äàþùèå â ïðîèçâåäåíèè
2008. Ðàçëîæèì 2008 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 2008 = 32 251◊ .
Çíà÷èò, îäíî èç ÷èñåë â ïàðå åñòü äâîéêà â ñòåïåíè îò 0 äî 3.
Èñêîìûõ ïàð ÷åòûðå, èì ñîîòâåòñòâóþò 4 ðàçëè÷íûõ ïðÿìîó-
ãîëüíèêà (ñî ñòîðîíàìè 1 è 2008, 2 è 1004, 4 è 502, 8 è 251).
4. (0, 0), (2, 1), (2, –1).
Ïðè õ < 0 êîðíåé íåò, òàê êàê 2 1x

< , 23 1 1y + ≥ .
Ïðè õ = 0 ïîëó÷àåì y = 0.
Ïðè õ = 1 ïîëó÷àåì 23 1y =  – íåò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ïðè õ = 2 èìååì 2 1y = , îòêóäà 1y = ± .
Ïóñòü 3x ≥ . Òîãäà 2x  äåëèòñÿ íà 8. Êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà
ïðè äåëåíèè íà 8 äàåò â îñòàòêå 0, 1 èëè 4, îòêóäà ñóììà

23 1y +  äàåò îñòàòêè 1, 4 èëè 5, ò.å. íå êðàòíà 8. Çíà÷èò, â
ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.
5. Ðàññìîòðèì äóãó îêðóæíîñòè, èç êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò-
ðåçîê ÂÑ âèäåí ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì BAC ϕ– = . Òî÷êà
Ì ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ÂÀÑ ëåæèò íà äóãå γ ,

ãîìîòåòè÷íîé ýòîé äóãå ñ êîýôôèöèåíòîì ãîìîòåòèè 
1

3
 è ñ

Ðèñ. 8

äèëñÿ íà îäíîé èç êëåòîê À. Çàìåòèì, ÷òî, ïåðåêàòûâàÿñü ïî
äîñêå, îí ìîæåò, ñîáëþäàÿ óñòàíîâëåííûå ïðàâèëà, ïîáûâàòü
íà âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ À. Â ñàìîì äåëå, ïåðåêàòèâøèñü
íà ñîñåäíþþ ñ èñõîäíîé êëåòêîé À ÷åðíóþ êëåòêó, îí ìîæåò
ïîòîì ïîïàñòü íà ñîñåäíþþ ñ íåé äðóãóþ êëåòêó À, à îò íåå –
íà äðóãóþ áëèæàéøóþ êëåòêó À, è òàê äàëåå. Êðîìå òîãî, îí
ìîæåò ïîñåòèòü âñå ÷åðíûå êëåòêè, ñîñåäíèå ñ ëþáîé À (ïåðå-
êàòèâøèñü íà íèõ, à ïîòîì îáðàòíî). Îäíàêî, ñîáëþäàÿ ïðà-
âèëà, êóáèê íå ñìîæåò ïîïàñòü íè íà êàêóþ êëåòêó Â. Äîêà-
æåì ýòî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì ïåðâóþ êëåò-
êó Â, íà êîòîðóþ ïîïàë êóáèê â ïðîöåññå ïåðåêàòûâàíèé. Îò-
êóäà îí ìîã ïîïàñòü íà ýòó êëåòêó? Òîëüêî èç ñîñåäíåé ñ íåé
÷åðíîé êëåòêè. À êàê îí ìîã ïåðåêàòèòüñÿ íà ýòó ÷åðíóþ
êëåòêó? Òîëüêî èç ñîñåäíåé ñ íåé áåëîé êëåòêè À (íî íå èç
äðóãîé êëåòêè Â, ïîòîìó ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êëåòêà Â –
ïåðâàÿ íà ìàðøðóòå êóáèêà). Îäíàêî, êîãäà êóáèê ïåðåêà-
òèëñÿ ñ êëåòêè À íà ñîñåäíþþ ÷åðíóþ êëåòêó, òî íèæíÿÿ åãî
ãðàíü ïðè ýòîì, êàê ïîëàãàåòñÿ, ÷åðíàÿ, à ñðåäè ÷åòûðåõ áî-
êîâûõ ãðàíåé äâå – áåëûå, íî îíè «ñìîòðÿò» íà äâå ñîñåäíèå
êëåòêè À (îäíà èç íèõ – òà, ñ êîòîðîé êóáèê òîëüêî ÷òî ïåðå-
êàòèëñÿ íà ÷åðíóþ êëåòêó). À âîò íà ñîñåäíèå ñ íåé êëåòêè Â
«ñìîòðÿò» äâå ÷åðíûå ãðàíè êóáèêà, è ïåðåêàòèòüñÿ, ñîáëþ-
äàÿ ïðàâèëà, íà êëåòêó Â íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó, ñòàðòîâàâ ñ
êëåòêè À, êóáèê íå ñìîæåò ïîáûâàòü íà âñåõ êëåòêàõ äîñêè,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Åñëè ïåðâîíà÷àëüíî êóáèê íàõîäèëñÿ íà êàêîé-ëèáî êëåòêå
Â, òî ðàññóæäåíèÿ òî÷íî òàêèå æå (íàäî ëèøü À è Â ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè). Òàê ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ïîñåòèòü âñå êëåòêè
äîñêè íåâîçìîæíî.
Íó, à åñëè êóáèê ïåðâîíà÷àëüíî ëåæàë íà êàêîé-òî ÷åðíîé
êëåòêå? Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî æå ïåðåêàòûâàíèÿ îí îêàæåòñÿ

ëèáî íà êëåòêå À, ëèáî íà êëåòêå
Â. À äàëüøå ïîâòîðÿåì âñå íàøè
ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ (îòíî-
ñÿùèåñÿ ê ïåðâîìó èëè âòîðîìó
ñëó÷àþ). Ïîñåìó è çäåñü îáõîä
âñåõ êëåòîê íåâîçìîæåí.
á) Äâóõ êóáèêîâ âïîëíå õâàòèò –
ñì. ðèñóíîê 5. Äëÿ óäîáñòâà âîñ-
ïðèÿòèÿ ÷åðíûå êëåòêè çäåñü íå
îêðàøåíû – è òàê âñå ÿñíî. Çäåñü
èñõîäíûìè äëÿ êóáèêîâ ÿâëÿþòñÿ
áåëûå êëåòêè d5 è å4, à ìàðøðóòû

êóáèêîâ îáîçíà÷åíû êðàñíîé è ñèíåé ëèíèÿìè. Ïðè ýòîì
(ñâåðõ ïðîãðàììû) êàæäàÿ êëåòêà ïîñåùàåòñÿ îäíèì êóáèêîì
ðîâíî îäèí ðàç.
15. Ïðÿìîóãîëüíèê 40 100 ¥ , ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû
ñòîðîíàì ïîëÿ, áóäåì íàçûâàòü ó÷àñòêîì. Äîêàæåì, ÷òî çàñå-

ÿíî íå ìåíüøå 90% ïëîùàäè ïîëÿ.
Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì ïîëå íà âî-
ñåìü ó÷àñòêîâ è îäèí êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 20, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 6. Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî-
ñòàâëÿåò 10% ïëîùàäè ó÷àñòêà.
Åñëè åãî íàêðûòü êàêèì-íèáóäü
ó÷àñòêîì, òî èç óñëîâèÿ çàäà÷è
âûòåêàåò, ÷òî â íåì çàñåÿíî íå
ìåíüøå 1% ïëîùàäè ó÷àñòêà. Íà
êàæäîì ó÷àñòêå çàñåÿíî íå ìåíü-
øå 91% ïëîùàäè. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñåãî çàñåÿíî íå ìåíüøå ÷åì

8 40 100 0,91 40 100 0,01 40 729¥ ¥ ¥ + ¥ ¥ = ¥ .

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðîöåíòàõ îò ïëîùàäè ïîëÿ ðîæüþ
çàñåÿëè íå ìåíüøå ÷åì

( ) ( )100% 40 729 180 180 90%¥ ¥ ¥ = .
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64 3 13 25- ◊ =  êðàñíûõ êëåòîê. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî åñëè Ïåòÿ îêðàñèò 25 êëåòîê,
ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 10, òî Âàñÿ
ñìîæåò îêðàñèòü âñþ äîñêó.
6. Ðàñêðàñèì øàõìàòíóþ äîñêó, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 11 ñëåâà. Åñëè
øàøêà èçíà÷àëüíî ñòîèò íà ÷åðíîé
êëåòêå, òî îíà ìîæåò áèòü òîëüêî
øàøêè, ñòîÿùèå íà çàøòðèõîâàí-
íûõ êëåòêàõ, ïðè÷åì òîëüêî íà òåõ,
êîòîðûå íå ïðèìûêàþò ê êðàþ äîñêè. Òàêèõ êëåòîê 9, ïîýòî-
ìó øàøêà íå ñìîæåò ñúåñòü îäíèì õîäîì áîëåå 9 øàøåê. Íà
ðèñóíêå ñïðàâà ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ñúåñòü îäíèì õîäîì 9
øàøåê.

7. Ïîñêîëüêó à > õ, b > z, òî a b ab x z xz c+ + > + + = .
8. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðîñòûå ÷èñëà N è
òîëüêî îíè. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî N. Ñëó÷àè N = 1, 2 î÷å-
âèäíû. Ïóñòü N > 2 è âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
Òîãäà d(N) < N, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ d(N) íå ñîäåðæèò
òî÷íûõ êâàäðàòîâ, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè d(N) –
ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè d(N) = 2, òî N – ïðîñòîå ÷èñëî. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå d(N) íå÷åòíî. Íî åñëè ÷èñëî N èìååò íå÷åòíîå
÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, òî îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàä-
ðàòîì (äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè N äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå
÷èñëî õ, òî N äåëèòñÿ è íà N/x).
9. Íåò. Åñëè 2 2n a ab b= + + , òî ïîëîæèì ñ = à + b, d = b.

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ

1. Íåò, íå ìîãëî.
Êàæäûé óäàð Âàíè èëè Âîâû èñòðåáëÿåò èëè äîáàâëÿåò êîëè-
÷åñòâî êîìàðîâ â êîìíàòå, êðàòíîå 17. ×èñëî æå 2004 íà 17
íå äåëèòñÿ.
5. Ââåäåì ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîé ðàçíîñòè – òàê íàçîâåì
ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì îðåõîâ â ìåøêå, ãäå èõ áîëüøå
âñåãî, è â ìåøêå, ãäå èõ ìåíüøå âñåãî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ìåíüøå 10, òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå
íàéäóòñÿ äâà ìåøêà ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì îðåõîâ. Ìàê-
ñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ â òî÷íîñòè 10. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî îðåõîâ â ìåøêàõ çàäà-
åòñÿ ðÿäîì: n, n + 1,n + 2, ..., n + 9, ñóììà ÷èñåë êîòîðîãî
ðàâíà 10n + 45, ÷òî íè ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íå ìîæåò
áûòü ðàâíî îáùåìó êîëè÷åñòâó îðåõîâ 1000.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîáèòüñÿ óðàâíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà îðåõîâ â
êàêèõ-òî äâóõ ìåøêàõ íåâîçìîæíî, ò.å. ìàêñèìàëüíàÿ ðàç-
íîñòü ïðè âñåõ ïåðåêëàäûâàíèÿõ áóäåò áîëüøå 10. Äîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè êàêîì-òî ïåðåêëàäûâàíèè ìàêñèìàëü-
íàÿ ðàçíîñòü ñòàíåò ìåíüøå 10. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî îðåõîâ â êàêîì-òî ìåøêå ðàâíî Ì, à ìèíè-
ìàëüíîå (â êàêîì-òî äðóãîì ìåøêå) – m. Òàê êàê âî âñåõ
ìåøêàõ ÷èñëî îðåõîâ âñåãäà ðàçëè÷íî, òî â êàæäîì èç îñ-
òàëüíûõ âîñüìè ìåøêîâ ÷èñëî îðåõîâ çàêëþ÷åíî ìåæäó Ì –
– 1 è m + 1. Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü ðàâíà Ì – m, è åñëè îíà
íå ìåíüøå 10, òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè ïåðåêëàäûâàíèÿ
â ìåøêå, ãäå áûëî Ì îðåõîâ, èõ ñòàíåò Ì – 9, ÷òî, î÷åâèäíî,

öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà ÂÑ. Ïóñòü γ¢  – ñèììåòðè÷íûé
îáðàç äóãè γ  îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÂÑ. Çàìå÷àåì, ÷òî â ñëó-
÷àå 60ϕ > ∞  äóãà γ¢  íå èìååò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòüþ ABCΔ ; â ñëó÷àå 60ϕ = ∞  äóãà γ¢  èìååò îäíó
òî÷êó êàñàíèÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ABCΔ , ïðè ýòîì
êàñàíèå ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ABCΔ ðàâíîñòîðîííèé; â ñëó-
÷àå 60ϕ < ∞  äóãà γ¢  èìååò äâå òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòüþ

ABCΔ  (ðèñ.9).

6. Âîçüìåì äâà èç ÷åòûðåõ ÷èñåë, çàìåíèì êàæäîå èç íèõ èõ
ïîëóñóììîé. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà íå
óìåíüøèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñ – ïîëóñóììà õ è ó,

( ) ( )1 1a z t= - - , b = zt. Ïîñêîëüêó a b≥ , òî

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2x y a xyb a ac a b x c x- - - = - + - - £

≤ ( ) ( ) ( )2 22 1 1a ac a b c c c a c b- + - = - - - .

Óðàâíÿåì òåïåðü z è t, çàìåíèâ êàæäîå èõ ïîëóñóììîé, è
àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íå óìåíüøèòñÿ. Òåì ñà-
ìûì ñâåäåì íåðàâåíñòâî ê ñëó÷àþ äâóõ ïàð ðàâíûõ ÷èñåë.
Óðàâíÿåì ÷èñëà èç ðàçíûõ ïàð, çàìåíèâ êàæäîå èõ ïîëóñóì-
ìîé. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè íåðàâåí-
ñòâî, êîãäà ÷èñëà õ, ó, z, t ðàâíû. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî.
7. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ N = 1 è N = 2 óò-
âåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü ìû óìååì ðàñïîëàãàòü êîëüöà â
ëþáîì ïîðÿäêå äëÿ 2N k= ≥ . Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà
èìåþòñÿ k + 1 êîëüöî. Ðàñïîëîæèì âñå êîëüöà, êðîìå ñàìîãî
áîëüøîãî, â íóæíîì ïîðÿäêå, íå äâèãàÿ êîëüöî, âòîðîå ïî âå-
ëè÷èíå. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê âñå êîëüöà, êðîìå âòîðîãî ïî
âåëè÷èíå, ïðîäåâàþòñÿ ñêâîçü ñàìîå áîëüøîå. Ïîñëå ýòîãî,
ïî òîé æå ñàìîé ïðè÷èíå, ìîæíî ïîñòàâèòü íà íóæíîå ìåñòî
ñàìîå áîëüøîå êîëüöî.

Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà

4. Ïóñòü ãðóïïà èìååò âèä n, n + 1, n + 2, ..., n + 9. Ðàññìîò-
ðèì ÷èñëî n + 10.
Îíî äåëèòñÿ íà 10, òàê êàê n äåëèòñÿ íà 10.
Îíî äåëèòñÿ íà 9, òàê êàê n + 10 = (n + 1) + 9, à ÷èñëî n + 1
äåëèòñÿ 9.
Îíî äåëèòñÿ íà 8, òàê êàê n + 10 = (n + 2) + 8, à ÷èñëî n + 2
äåëèòñÿ 8.
. . .
Îíî äåëèòñÿ íà 2, òàê êàê n + 10 = (n + 8) + 2, à ÷èñëî n + 8
äåëèòñÿ 2.
Çíà÷èò, n + 10 êðàòíî âñåì ÷èñëàì îò 2 äî 10. Ñëåäîâàòåëü-
íî, n + 10 êðàòíî ÍÎÊ(2, 3, ..., 10) = 2520, ò.å. n + 10 =
= 2520k.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷èñëà ãðóïïû ÷åòûðåõçíà÷íûå. Ïîýòîìó
1009 < n + 10< 10001, èëè 1009 < 2520k < 10001, îòêóäà ïî-
ëó÷àåì k = 1,2,3. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ òîëüêî 3 ãðóïïû.
5. Ðàññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà ó Âàñè íàáåðåòñÿ 5 çàêðàøåí-
íûõ ñòîëáöîâ, òîãäà äîñòàòî÷íî îêðàñèòü âñå âîñåìü ñòðîê
(÷àñòü ñòðîê ìîãëà áûòü îêðàøåíà ðàíåå). Òàêèì îáðàçîì,
Âàñÿ ìîæåò ñäåëàòü íå áîëåå 13 îïåðàöèé. Êàæäàÿ îïåðàöèÿ
Âàñè äîáàâëÿåò íà äîñêå íå áîëåå òðåõ íîâûõ êðàñíûõ êëå-
òîê. Çíà÷èò, âíà÷àëå Ïåòÿ äîëæåí ñäåëàòü íå ìåíåå

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ëåæèò â ïðåäåëàõ îò Ì
äî m + 1. Â ìåøêå, ãäå
áûëî m îðåõîâ, èõ ñòàíåò
m + 1, ÷òî òàêæå ïîïàäà-
åò â òå æå ïðåäåëû. ×èñ-
ëî îðåõîâ â îñòàëüíûõ
âîñüìè ìåøêàõ âîçðàñòåò
íà 1, ïîýòîìó îíî òàêæå
îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ îò
Ì äî m + 1. Êàê âèäíî,
ïîñëå êàæäîé îïåðàöèè
ïåðåêëàäûâàíèÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ ðàçíîñòü ñíèæà-
åòñÿ êàê ìèíèìóì íà 1.

7. Ðàññìîòðèì òî÷êó Î – öåíòð îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíè-
êà AMN îêðóæíîñòè (ðèñ.12). Ïîñêîëüêó óãîë MON ðàâåí
90°, òî âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà OMCN ìîæíî îïèñàòü îê-
ðóæíîñòü, ïðè÷åì MN ÿâëÿåòñÿ åå äèàìåòðîì. Ïóñòü òî÷êà K
– ñåðåäèíà äèàìåòðà MN. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê OMN ðàâ-
íîáåäðåííûé, òî OK MN^ . Â òðåóãîëüíèêå MCN îòðåçîê
ÑK ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé è ìåäèàíîé, ïîýòîìó MCK NCK– = – ,
è òî÷êà K, òàê æå, êàê è òî÷êà Î, ëåæèò íà äèàãîíàëè êâàä-
ðàòà ABCD.
8. Ïðè ëþáîì n > 3.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 3 ñðåäíÿÿ òåòðàäü íèêîãäà íå ïîêèíåò
ñâîåãî ìåñòà. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî 4 òåòðàäè ìîæíî
ðàñïîëîæèòü â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ïðîíóìåðóåì òåòðàäè
ñâåðõó âíèç ÷èñëàìè îò 1 äî 4. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñðåäíåé ÷àñ-
òè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêîáêè. Íàïðèìåð, çàïèñü 1, 2, (3),
4 4Æ , 3, 1, 2 îçíà÷àåò, ÷òî âåðõíþþ ÷àñòü, ñîñòîÿùóþ èç
òåòðàäåé 1 è 2, ïîìåíÿëè ñ íèæíåé ÷àñòüþ, ñîñòîÿùåé èç òåò-
ðàäè 4. Âîò âîçìîæíûå âàðèàíòû ïåðåêëàäûâàíèé ñòîïêè èç
÷åòûðåõ òåòðàäåé:

1, 2, (3), 4 4Æ , 3, (1), 2 2Æ , 1, (4), 3 3Æ , (4,2), 1 Æ
1Æ , 4, (2), 3 3Æ , 2, (1), 4 4Æ , 1, (3), 2 2Æ , (3,4),1 Æ
1Æ , 3, (4), 2 2Æ , 4, (1), 3 3Æ , 1, (2), 4 4Æ , 2, 3, 1;

4, (3, 1), 2 2Æ , 3, (1), 4 4Æ , 1, (2), 3 3Æ , 2, (4), 1 Æ
1Æ , (4,3), 2 2Æ , 4, (3), 1 1Æ , 3, (2), 4 4Æ , 2, (1), 3 Æ
3Æ , 1, 4, 2;

3, (2,4), 1 1Æ , (2), 4, 3 4Æ , (3), 2, 1 2Æ , (1), 3, 4 Æ
3Æ , 4, 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàñïîëî-
æåíèÿ ÷åòûðåõ òåòðàäåé â ñòîïêå.
Ïóñòü 4n ≥ . Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå ñîñåäíèå òåòðàäè â
ñòîïêå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, íå íàðóøàÿ ïîðÿäêà îñòàëü-
íûõ òåòðàäåé. Åñëè ýòè äâå òåòðàäè ëåæàò â ñåðåäèíå ñòîïêè,
òî ìûñëåííî ñêëåèì âñå ïðåäøåñòâóþùèå èì òåòðàäè â îäèí
áëîê è âñå ïîñëåäóþùèå çà íèìè òåòðàäè – â äðóãîé áëîê.
Îïåðèðóÿ ñ ýòèìè áëîêàìè è äâóìÿ òåòðàäÿìè êàê ñî ñòîï-
êîé, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ òåòðàäåé, äîáèâàåìñÿ íóæíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ. Åñëè æå äâå ïåðåêëàäûâàåìûå òåòðàäè ëåæàò
ñâåðõó èëè ñíèçó ñòîïêè, òî îñòàâøèåñÿ òåòðàäè â ñòîïêå ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáèâàåì íà äâà áëîêà, è òàêæå ïðèìå-
íÿåì àëãîðèòì, èñïîëüçîâàííûé ðàíåå äëÿ ÷åòûðåõ òåòðàäåé.
Ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ïåðåêëàäêó ñîñåäíèõ òåòðàäåé, ìîæíî
ëþáóþ òåòðàäü ïåðåìåñòèòü íà òðåáóåìîå ìåñòî.
9. Äà. Âïèøåì â îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÀÂ ïðÿìîóãîëüíûé
íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ÀÑÂ. Îò òî÷êè Ñ îòëîæèì
õîðäó CD = = ÑÂ ( D Bπ ). Òðåóãîëüíèê ACD – èñêîìûé.
10. Ïåðåáðàâ çíà÷åíèÿ m < 11 (ýòîò ïåðåáîð ìîæíî óìåíü-
øèòü, çàìåòèâ, ÷òî ÷èñëî m = 1 äåëèòñÿ íà 3), íàõîäèì m =
= 4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè m > 10 ðåøåíèé íåò. Åñëè

110 1 10k km +
£ - < , ãäå íàòóðàëüíîå k > 0 (ò.å. ÷èñëî m – 1

(k + 1)-çíà÷íîå), òî ÷èñëî (m – 1)m + 1 èìååò íå ìåíåå

( ) ( )
1 10

1 1
km

k k
++ ≥ +  äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Îäíàêî ÷èñëî

( ) ( )2 1m m m- -  íå áîëåå ÷åì 3(k + 1)-çíà÷íîå.

11. 24. Ïðèìåð äëÿ 24 ëàäåé ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 13. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 24 – íàè-
áîëüøåå.

12. 24. Èçîáðàçèì ðàçâåðòêó îäíîé èç ãðàíåé êóáà âìåñòå ñ
÷åòûðüìÿ ãðàíè÷àùèìè ñ íåé ãðàíÿìè (ðèñ.14).
Ðàññìîòðèì äâå ñóììû: ñóììó ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êâàäðàòå Ï è
âñåõ åãî ñîñåäÿõ, à òàêæå ñóììó ÷èñåë, ñòîÿùèõ â êâàäðàòå Ð
è âñåõ åãî ñîñåäÿõ. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ êâàäðàòîâ, îáðà-
çóþùèõ ýòè ñóììû, øåñòü êâàäðàòîâ îäíè è òå æå. Ðàçëè÷èå
ëèøü â òîì, ÷òî ïîìèìî ýòèõ øåñòè êâàäðàòîâ â óêàçàííûå
ñóììû âõîäÿò êâàäðàòû À è Á (ïåðâàÿ ñóììà) ëèáî êâàäðàòû
Â, Ã è Ê (âòîðàÿ ñóììà). Òàê êàê ñóììû, ïî óñëîâèþ, ðàâíû,
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Â + Ã + Ê = À + Á.

Àíàëîãè÷íî, «ïîâîðà÷èâàÿ» êàðòèíó òðè ðàçà íà 90°, ìîæåì
ïîëó÷èòü åùå òðè ðàâåíñòâà:

Å + Ä + Ë = Â + Ã, Æ + È + Ì = Å + Ä, À + Á + Í = Æ + È.

Ñëîæèâ âñå 4 ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

Ê + Ë + Ì + Í = 0,

à ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíûå, òî Ê = Ë = Ì = Í =
= 0. Èòàê, ÷èñëà, ñòîÿùèå â óãëîâûõ êâàäðàòàõ ðàññìîòðåí-
íîé ãðàíè, ðàâíû íóëþ. Íî, î÷åâèäíî, òî æå ìîæíî óòâåðæ-
äàòü è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíåé. Òàêèì îáðàçîì, â ÷åòûðåõ
êâàäðàòàõ êàæäîé ãðàíè íàõîäÿòñÿ îäíè è òå æå ÷èñëà –
íóëè, òàê ÷òî íåïðåìåííî íàéäåòñÿ
4 6 24¥ =  êâàäðàòà ñ îäèíàêîâûìè ÷èñ-
ëàìè.
Îäíàêî ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íàéäåòñÿ
áîëüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ êâàäðàòîâ,
íåò. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì
òàêóþ ðàññòàíîâêó ÷èñåë â êâàäðàòàõ
êàæäîé ãðàíè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
15.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ: âñå ñóììû îäèíàêîâû è ðàâíû 6. Íî ïðè ýòîì
â 24 êâàäðàòàõ ñòîÿò íóëè, â 24 – åäèíèöû è â 6 – äâîéêè.

13. 
2

π
. Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäè âïèñàííîãî êðóãà ê

ïëîùàäè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà

ðàâíî 

2

3

6 3
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4

π
π
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9
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2 2

π
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14. Âîñïîëüçóåìñÿ ñíà÷àëà íåðàâåíñòâîì 
2 2

2

x y
xy

+
£ , à çà-
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Ðèñ. 12

Ðèñ. 15



òåì íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì
ãàðìîíè÷åñêèì:

1 1 1
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+ + ≥
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15. m > 1, n – ëþáîå.

Òàê êàê ( )8 1 mod7∫ , òî ( )
8

88 1 mod7∫
…

 ïðè ëþáîì êîëè÷å-

ñòâå âîñüìåðîê. Ïîñêîëüêó ( )9 2 mod7∫  è äåâÿòêà âîçâîäèò-

ñÿ â ñòåïåíü, êðàòíóþ 3, òî ( )
9 99 9 39 2 2 8 1 mod7k k= = = ∫

… …

,

åñëè òîëüêî êîëè÷åñòâî äåâÿòîê áîëüøå 1. Åñëè æå äåâÿòêà
îäíà, òî ðàçíîñòü ñðàâíèìà ñ 1 ïî ìîäóëþ 7.
16. Ïîáåäèò Ñâåòà. Èñõîäíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê êðàòíî 3,
êàæäàÿ æå äåâî÷êà ñâîèì õîäîì çàêðàøèâàåò ÷èñëî êëåòîê,
äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 1.
17. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå Â, ïåðåâîäÿùóþ
òî÷êó 1B  â òî÷êó D òàêóþ, ÷òî DA BA^ , DC CB^ . Öåíòð
îïèñàííîé âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD îêðóæíîñòè ëå-
æèò íà äèàìåòðå BD. Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòð îïèñàííîé âîêðóã
òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé 1BB . Ðàñ-
ñóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî îí äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿ-

ìûõ 1AA  è 1CC . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðÿìûå 1BB , 1AA  è 1CC

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
18. Ñëåäóåò.    19. 32.
22. 4009.   23. õ = 1 èëè õ = 2.
26. Äà, íàïðèìåð: 8, 1, 15,
10, 6, 3, 13, 12, 4, 5, 11, 14,
2, 7, 9.    27. 13.
29. 18. Íà ëþáîé ãîðèçîíòàëè
èëè âåðòèêàëè øàõìàòíîé äîñ-
êè íå ìîãóò ñòîÿòü ëàäüè ðàç-
íîãî öâåòà. Ïîñêîëüêó âñåãî ãî-
ðèçîíòàëåé è âåðòèêàëåé íà

äîñêå 16, òî íà êàæäûé èç 3 öâåòîâ ìîæåò ïðèõîäèòüñÿ ñàìîå
áîëüøåå 5 ïîëîñ. Ýòà ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ (ñì. ðèñ.16, íà
êîòîðîì áóêâàìè Ê, Ñ, Æ îòìå÷åíû êðàñíûå, ñèíèå è æåëòûå
ëàäüè).
30. Äà, ñëåäóåò. Åñëè óãëû , , ,β γ β γ¢ ¢  îñòðûå, òî âîñïîëüçóé-
òåñü ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè

, , , , ,
2 2 2 2

π π π π
β γ β γ β γ β γ- - + - - +¢ ¢ ¢ ¢ ,

à åñëè β  è β¢  (èëè γ  è γ¢ ) òóïûå – ïîäîáèåì òðåóãîëüíè-

êîâ ñ óãëàìè 
2

π
β - , 

2

π
γ + , α  è 

2

π
β -¢ , ,

2

π
γ α+¢ ¢  (èëè òðåó-

ãîëüíèêîâ ñ óãëàìè , ,
2 2

π πγ β α- +  è , ,
2 2

π πγ β α- +¢ ¢ ¢ ).

31. Îòìåòèì íà ñòîðîíàõ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà îòðåçêè äëèíû
õ, ó, z, t (ðèñ.17). À òåïåðü âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ñóììà

êàòåòîâ âñåãäà áîëüøå ãèïîòå-
íóçû.
32. Ïîäõîäÿò ïåðâûå 402  ñòðîê.
Çàìåíèì â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ
âñå íå÷åòíûå ÷èñëà åäèíèöåé, à
÷åòíûå – íóëÿìè. Ïî èíäóêöèè
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñòðîêå ñ
íîìåðîì ( )2 0k k ≥  â òàêîì òðåó-
ãîëüíèêå ñòîÿò îäíè åäèíèöû.
Êðîìå òîãî, òðåóãîëüíèê, îáúåäè-
íÿþùèé âñå ñòðîêè ñ 1-é ïî

Ðèñ. 16

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 59

12k+ -þ, ìîæíî ðàçáèòü íà 4 òðåóãîëüíèêà À, Â, Ñ, D òàêèå,
÷òî òðåóãîëüíèê À îáúåäèíÿåò âñå ñòðîêè ñ 1-é ïî 2k -þ, òðåó-
ãîëüíèêè À, Ñ, D ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû (çàïîëíåíû îäíèìè è
òåìè æå ÷èñëàìè â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå), à òðåóãîëüíèê Â
çàïîëíåí îäíèìè íóëÿìè (ðèñ.18). Ïî èíäóêöèè òàêæå äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà ÷èñåë â òðåóãîëüíèêå À ðàâíà 3k . Ýòà

ñóììà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íå÷åòíûõ ÷èñåë â ñîîòâåòñòâó-
þùåì òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ. Ïîñêîëüêó âñåãî ÷èñåë â òðå-

óãîëüíèêå À ðîâíî 12k- ( )2 1k + , òî äîëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë ñðåäè

íèõ ñîñòàâëÿåò 
( )1

3

2 2 1

k

k k- +
. Ïðè k = 40 äîëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë

( )

840 40

8039 40

3 3 2 243
2

102422 2 1
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Ê ˆ Ê ˆ◊ £ <Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
.

Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà»

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Îñòîðîæíî íàïîëíèòå ñòàêàí âîäîé ÷óòü âûøå êðàåâ. Ïî-
âåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âîäû ïðèäàñò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
íà êðàÿõ íåáîëüøóþ âûïóêëîñòü, è ïðîáêà ñäâèíåòñÿ ê öåíò-
ðó.
2. Áðîñüòå íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ìûëüíîé ïåíû íà ÷èñòóþ
âîäó – êîìî÷êè ïåíû ðàçáåãóòñÿ â ñòîðîíû.
3. Åñëè ïðèêîñíóòüñÿ ê ìîêðîé òêàíè ðóêîé, òî íåñêîëüêî
ìàëåíüêèõ êàïåëü, óäåðæèâàåìûõ, êàê â ðåøåòå, ñèëàìè ïî-
âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ñëèâàþòñÿ â îäíó áîëüøóþ êàïëþ,
êîòîðóþ ýòè ñèëû óæå íå ñïîñîáíû óäåðæàòü.
4. Âî âòîðîì. Êàïëÿ óäåðæèâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíè-
åì âîäû, à îíî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû çàìåòíî óìåíüøàåòñÿ.
5. Êåðîñèí î÷åíü õîðîøî ñìà÷èâàåò ïðàêòè÷åñêè âñå òåëà, ïî-
ýòîìó ïûëèíêè, ïîïàâ íà åãî ïîâåðõíîñòü, ñðàçó òîíóò.
6. Âîäà ñìà÷èâàåò äåðåâî è ïîäòåêàåò ïîä äîùå÷êó. Ðòóòü íå
ñìà÷èâàåò ñòåêëî è íå ïîäòåêàåò ïîä ïëàñòèíêó, à äàâëåíèå
íà ïëàñòèíêó ñâåðõó óäåðæèâàåò åå îò âñïëûòèÿ.
7. Ïðè÷èíà ñöåïëåíèÿ ïëàñòèíîê â âîçäóõå – îáðàçîâàíèå
ìåæäó íèìè âîäÿíîé «ëåïåøêè» ñ âîãíóòîé áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ (ðèñ.19). Ïîãðóæåíèå
ïëàñòèíîê â âîäó ïðèâåäåò ê
èñ÷åçíîâåíèþ ýòîé ïîâåðõíîñ-
òè, à âìåñòå ñ íåé – è ñòÿãèâà-
þùåãî óñèëèÿ.
8. Ïëåíêà ñîáèðàåòñÿ â êà-
ïåëüêó, êîòîðàÿ èç-çà ìàëîé òîëùèíû ïëåíêè èìååò î÷åíü ìà-
ëûé äèàìåòð.
9. Ïëàìÿ îòêëîíèòñÿ â ñòîðîíó ïîä äåéñòâèåì ñòðóéêè âîçäó-
õà, âûòåêàþùåãî ÷åðåç ñîëîìèíêó èç ñòÿãèâàåìîãî ïîâåðõíîñ-
òíûìè ñèëàìè ïóçûðÿ. Îòêëîíåíèå ïëàìåíè áóäåò òåì ñèëü-
íåå, ÷åì ìåíüøå äèàìåòð ïóçûðÿ.
10. Åñòü. Æèäêîñòü ñòåêàåò ê îñíîâàíèþ ïóçûðÿ, åãî âåðõóø-
êà áûñòðî óòîíüøàåòñÿ è ðâåòñÿ âåðîÿòíåå âñåãî.

Ðèñ. 19
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11. Âîäà ñìà÷èâàåò ìåë, âõîäèò â åãî ïîðû è âûòåñíÿåò èç
íèõ âîçäóõ.
12. Æèð ñìà÷èâàåò è ìàòåðèþ, è áóìàãó. Íî â áóìàãå êàïèë-
ëÿðû òîíüøå, ÷åì â ìàòåðèè, è ðàñïëàâëåííûé æèð àêòèâíåå
âòÿãèâàåòñÿ èìåííî â áóìàãó.
13. Èç-çà êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ âîäà ìåæäó äâóìÿ áëèçêî
ðàñïîëîæåííûìè ñïè÷êàìè ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ. Äàâëåíèå â
âîäå ìåæäó ñïè÷êàìè îêàçûâàåòñÿ íèæå àòìîñôåðíîãî. Ýòî è
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñïè÷êè ñáëèæàþòñÿ.
14. Êîðîìûñëî âåñîâ, íà êîòîðîì ïîäâåøåíà òðóáêà, îïóñòèò-
ñÿ ïîä äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë.
15. Ïîñëå îòêðûâàíèÿ òðóáêè íà íèæíåì åå êîíöå îáðàçóåòñÿ
ìåíèñê òàêîé æå ôîðìû, êàê è íà âåðõíåì. Ïîýòîìó âûñîòà
ñòîëáèêà âîäû, îñòàâøåéñÿ â òðóáêå, áóäåò ðàâíà 2h, åñëè
l h≥ , è l + h, åñëè l h£ .
16. Ïîâåðõíîñòè êàïåëåê, îáðàùåííûå ê óçêîìó êîíöó êàïèë-
ëÿðà, èìåþò ìåíüøèé ðàäèóñ êðèâèçíû, ÷åì îáðàùåííûå ê

øèðîêîìó êîíöó (ðèñ.20). «Îòðèöàòåëüíîå» äàâëåíèå ñëåâà
ïîä ïîâåðõíîñòüþ ñìà÷èâàþùåé êàïèëëÿð âîäû áóäåò ìåíü-
øå, ÷åì ñïðàâà, è ñòîëáèê âîäû ïåðåìåñòèòñÿ ê óçêîìó êîíöó
òðóáêè. Äàâëåíèå ñëåâà ïîä ïîâåðõíîñòüþ íåñìà÷èâàþùåé êà-
ïèëëÿð ðòóòè áóäåò áîëüøå, ÷åì ñïðàâà, ÷òî ïðèâåäåò ê âû-
òàëêèâàíèþ ñòîëáèêà ðòóòè ê øèðîêîìó êîíöó.
17. Æèäêîñòü çàïîëíÿåò âåñü êàïèëëÿð, òàê êàê ñèëà ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íå óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé òÿæåñòè æèä-
êîñòè â êàïèëëÿðå.

Ìèêðîîïûò

Âîäÿíàÿ ñòðóÿ êàê áû ñòÿíóòà ïëåíêîé. Ïîä âëèÿíèåì âíåø-
íèõ âîçäåéñòâèé, íàïðèìåð ïàëüöà, ýòà ïëåíêà äåôîðìèðóåò-
ñÿ, è â íåé íà÷èíàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå (êàïèëëÿðíûå) êîëå-
áàíèÿ, ïðèäàþùèå ñòðóå ôîðìó ãàðìîøêè.

Ðèñ. 20

ÔÈÁÎÍÀ××ÈÅÂÛ ÊÐÎËÈÊÈ

(см. «Квант» №2)

1. Ïóñòü pϕ  – ïðîñòîå ÷èñëî; åñëè p mk=  (ò, k >1), òî

mkϕ  äåëèòñÿ íà mϕ ; ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Íî ïðè
p = 19 èìååì 19 4181 37 113ϕ = = ◊ .
2. Ïðè 1m n+ ≥  ïîëó÷èì ( )0 n mN Nϕ ϕ£ - + £ -
– ( )1 1n n nNϕ ϕ ϕ

- +
+ = - , ÷òî íåâîçìîæíî.

3. Èç îáùåãî ðåøåíèÿ �

1
1

1 2t t
nn

nL c c
-

-= + , ó÷èòûâàÿ íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ 1 1L = , 2 3L = , ïîëó÷àåì 1 tc = , �

2 tc = ,

îòêóäà �t t
nn

nL = + . Òàê êàê 2
t 1 t 5+ = ,

� �
2

t 1 t 5+ = ,òî
� �( )1 11 1

1 1 t t t t 5
n nn n

n n nLϕ ϕ + -+ -

+ -
+ = - + - = .

4. Ïðè n = 0 è n = –1 ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ; ïðåäïîëîæèì,
÷òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ k m£ , òîãäà

( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1
1 1

m m
m m mm mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ-

- -- + - -
= - = - - - = ( ) 11

m
mϕ +

- .

5. Óêàçàíèÿ. à) Ñëîæèòå ðàâåíñòâà 1 3 2ϕ ϕ ϕ= - ,

2 4 3ϕ ϕ ϕ= - , 3 5 4ϕ ϕ ϕ= - , …, 2 1n n nϕ ϕ ϕ
+ +

= - .
á) Ñëîæèòå ðàâåíñòâà 1 2ϕ ϕ= , 3 4 2ϕ ϕ ϕ= - ,...
..., 2 1 2 2 2n n nϕ ϕ ϕ

- -
= - .

B) Âû÷òèòå èç ðàâåíñòâà ïóíêòà à) ðàâåíñòâî ïóíêòà á).

ã) Òàê êàê ( ) 2
1 1 1 1k k k k k k k kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ - + -
- = - = , òî îñòàåòñÿ

ñëîæèòü ýòè ðàâåíñòâà ïðè âñåõ k îò 1 äî n.

ä) ( ) ( )2 2

1 1 1 2 1n n n n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
+ + + + -

- = + - = .

å) ( )2 2

1 1 1 1n n n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- + - -

- = + - =

( ) ( )2 2

1 1 2 1n n n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- - - -

= - - = - - = …

( ) ( ) ( )
1 2

0 2 11 1
n nϕ ϕ ϕ-= - - = -… .

æ) 2 2 2

1 1 2 1n n n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- - - -

- - = - =

= ( ) 2

1 2 2 1n n n nϕ ϕ ϕ ϕ
- - - -

+ - = ( )2 2

1 1 2 2n n n nϕ ϕ ϕ ϕ
- - - -

- - - = …

( ) ( ) ( )
1 12 2

2 2 1 11 1
n nϕ ϕ ϕ ϕ- -= - - - = -… .

ç) Ïîñêîëüêó 3 1 2Φ Φ- = , 21Φ Φ+ = , � �
3

1 2Φ Φ- = ,

� �
2

1Φ Φ+ = , òî ïîëó÷èì 3 3 3

1 2 nϕ ϕ ϕ+ + + =…

( 3 6 3nΦ Φ Φ= + + + +…  ( )( )123 1
n nΦ Φ Φ++ - + + - +…

+ � � �( )2
3 ( )nΦ Φ Φ- - + + - -…

� � � )3 6 3
5 5

nΦ Φ Φ- - - =…

� � ( ) �( )
1123 2 23 2 6 6

nnn nΦ Φ Φ Φ Φ Φ
--+ +Ê= - - + + - - - +ÁË

� )116 6 10 5Φ Φ--+ - = ( )( )1

3 2 11 6 5 10
n

n nϕ ϕ-

+ -
+ - ◊ + .

6. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ò. Ïðè ò = 1 ðà-
âåíñòâî ñïðàâåäëèâî, âåðíî îíî è ïðè ò = 2: 2 1n nϕ ϕ

+ +
= +

+ 1n n n nϕ ϕ ϕ ϕ
-

= + + =  2 1 3n nϕ ϕ ϕ ϕ
-

+ . Ïóñòü îíî âûïîëíÿåòñÿ
ïðè m k£ , â ÷àñòíîñòè ïðè m = k èìååì 1n k k nϕ ϕ ϕ

+ -
= +

1k nϕ ϕ
+

+ . Ïîëîæèì m = k + 1, òîãäà 1 1n k n k n kϕ ϕ ϕ
+ + + + -

= + =

= 1 1 1 1k n k n k n k nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- + - -

+ + + = 1 1 2k n k nϕ ϕ ϕ ϕ
+ - +

+ . à) Ïðè

ò = ï ôîðìóëà äàåò ( )2 1 1n n n nϕ ϕ ϕ ϕ
- +

= + =

= ( ) ( )1 1 1 1n n n nϕ ϕ ϕ ϕ
+ - + -

- + . á) Ïîëîæèòå â ôîðìóëå ï = ò + 1.

â) Ïóñòü ò = 2ï, òîãäà 3 1 2 2 1n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- +

= + =

= ( ) ( )2 2 2 2

1 1 1 1n n n n n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- + - +

- + + = 3 3 3

1 1n n nϕ ϕ ϕ
+ -

+ - .

ã) Ïóñòü ò > ï, çàìåíèì â èñõîäíîé ôîðìóëå ï + ò íà ò:

1 1m m n n m n nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
- - - +

= + , òîãäà ( )mnd ,m nd ϕ ϕ= =

( )mnd ,m n nϕ ϕ
-

= , òàê êàê ( )1mnd , 1n nϕ ϕ
-

= . Ïðîäîëæèì äà-

ëåå âû÷èòàòü èç áîëüøåãî èíäåêñà ìåíüøèé (òàêîé ïðîöåññ
âïåðâûå îïèñàë Åâêëèä è ïîêàçàë, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïàðà ÷è-
ñåë (ò, ï) ïðèâîäèòñÿ ê ïàðå (ks, k), ãäå k = ( )mnd ,m n ).
Îòêóäà ( )mnd ,ks k kd ϕ ϕ ϕ= = .
7. Ïóñòü äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíû , ,n m kϕ ϕ ϕ , n >
> m > k. Òîãäà 1 1k m m m m nϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

- +
+ £ + = £ , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌ È
ÌÈÍÈÌÓÌ

(см. «Квант» №2)

1. Êóá. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì
2 2 2x y z xy yz zx+ + ≥ + + .

2. Ïàðàëëåëåïèïåä, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ñëóæèò êâàäðàò, à
áîêîâîå ðåáðî ðàâíî äèàãîíàëè îñíîâàíèÿ.

3. Âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà 
1

3
 âûñîòû ïèðàìèäû.

4. Âûñîòà öèëèíäðà íàèáîëüøåãî îáúåìà ðàâíà 
1

3
 âûñîòû

êîíóñà.

5. 
4

3
R . 6. 4R.     7. 

2

max

2

9 3

b
V

π
=  ïðè arcctg 2α = .

8. 2 21
4 2

12
V x x= - , 0 2x< < ; 

max

2 3

27
V =  ïðè 

2

3
x = .

9. 21
3

6
V x x= - , 0 3x< < ; max

1

4
V =  ïðè 

3

2
x = .

10. Ïóñòü BAC ϕ– = , ÀÎ = õ. Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïèôàãîðà
ê òðåóãîëüíèêàì ÀÎÂ ì AOÑ è òåîðåìó êîñèíóñîâ ê òðåó-
ãîëüíèêàì ÂÎÑ è ABÑ, âûðàçèì cosϕ :

2

2

2
cos

9 8

x

x x
ϕ

+
=

+ +
.

Ïóñòü 45ϕ = ∞ , òîãäà õ = 1.
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×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ϕ , çàìåòèì, ÷òî

( ) ( )
( ) ( )

2 22

2 22

6 1 82 2 6 2 6
cos

7 72 6 1 89 8

x xx

x xx x
ϕ

+ + ++
= = ≥

+ ++ +

â ñèëó íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåî-

ìåòðè÷åñêîì, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè ( )26 1x + =
2 8x= + , ò.å. ïðè 0,4x = . Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ϕ  ðàâíî

2 6
arccos 45 30

7
ª ¢�

.

ÏÐÀÂÈËÎ ÄÅÊÀÐÒÀ

1. Ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïû
ïëþñîâ è ìèíóñîâ âèäà à) + + + - - - -… …  èëè
- - - - + + +… … ;
á) + + + - - - + + +… … …  èëè - - - + + + - - -… … … .
2. Ïîñêîëüêó ÷èñëà à è 0c π  èìåþò ðàçíûå çíàêè, ïî òåîðå-
ìå Âèåòà óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.
Åñëè æå ñ = 0, òî óðàâíåíèå 2 0ax bx+ =  òîæå èìååò ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü.
3. Íè îäíîãî èëè äâà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).
4. Îäèí êîðåíü. Îäíà ïåðåìåíà çíàêà. Ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ

( ) 4 2 1
2 3 1f x x x x

x
= + + - - .

Îíà âîçðàñòàåò, çàâåäîìî îòðèöàòåëüíà ïðè ìàëûõ õ è ïîëî-
æèòåëüíà ïðè x > 1.
5. Îäèí.
6. sgn sgnl la b= - , sgn sgnk ka b= - .
7. Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
8. à) Îäèí; á) äâà. Óêàçàíèå. ×èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà ( )f x  ðàâíî ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà ( )f x- .
9. Ñì. óêàçàíèå ê ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ.
10. {0, 1}. Óêàçàíèå. Ïðè õ < 0 ñëåâà ñòîèò îòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, à ñïðàâà – ïîëîæèòåëüíîå, ïîýòîìó ðàâåíñòâà áûòü íå
ìîæåò. Â ñèëó ïðàâèëà Äåêàðòà, áîëüøå îäíîãî ïîëîæèòåëü-
íîãî êîðíÿ áûòü íå ìîæåò. Íî îäèí êîðåíü î÷åâèäåí: õ = 1.
11. Ïðè 0x £  ñëåâà, î÷åâèäíî, ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîðíè óðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíû. Íî ÷èñëî
ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ÷èñ-

ëó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ ( ) ( 5 3 21 2x x x x+ + - +

)1 0x+ - = . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì 6 5 42x x x+ +  +
3 1 0x+ - = . Â ñèëó ïðàâèëà Äåêàðòà, ÷èñëî êîðíåé ýòîãî

óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 1. Íî îäèí êîðåíü çàâåäîìî åñòü,
òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà ïðè õ = 0 è ïîëîæèòåëüíà
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ õ.
12. Î÷åâèäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íåðàâåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó 2 2 1 0a ab b- + - £ . Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

( )f x = 2 2 1x bx b- + - . Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

( )0 0f £  è ( )1 0f £ . Èç óñëîâèÿ ( )0 0f £  è ïðàâèëà Äåêàðòà

ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïî-
ëîæèòåëüíîãî êîðíÿ. À åñëè áû äëÿ êàêîãî-òî [ ]0 0; 1x Œ  âû-
ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ( )0 0f x > , òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìåë áû
êàê ìèíèìóì äâà êîðíÿ: îäèí íà èíòåðâàëå ( )00; x  äðóãîé –
íà èíòåðâàëå ( )0; 1x .

13. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ( ) ( )( )2 2 23 2f x a b ab x= + - -

– ( ) ( )2 22 3 1ab a b x a b+ - - . Ïî óñëîâèþ, 2 21 0a b- ≥ , òàê ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ ñîäåðæèò îäíó ïåðå-
ìåíó çíàêîâ è, êðîìå òîãî, ( )0 0f < . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî ( )1 0f £ , ò.å.

( ) ( ) ( )2 2 2 23 2 2 3 1 0a b ab ab a b a b+ - - + - - £ .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ) ( ) ( )2 2 23 2 3 2 2g x a a x a a x= - - - + –

( )23 1 a- - . Ïî óñëîâèþ, 21 0a- ≥ , ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíå-
íèå ( ) 0g x =  èìååò íå áîëåå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ, è

( )0 0g £ . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ( )1 0g £ , ò.å.
24 4 0a a- £ . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî.

14. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ) ( ) ( )1 1 2
x x xf x a a= - + + - . Î÷å-

âèäíî, ( )1 0f = , à ñîãëàñíî ïðàâèëó Äåêàðòà ýòà ôóíêöèÿ
èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè
î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ õ îíà îòðèöàòåëüíà. Âïðî÷åì, ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî ( )2 0f < .

15. Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí ( ) ( )
1

1
1

x
f x a

a
= +

+
+

1 1

1 1
xa

a a
+ -

- -
. Îí èìååò òðè ÷ëåíà, çíà÷èò, íå ìîæåò

èìåòü áîëüøå äâóõ êîðíåé. Íî ( ) ( )1 2 0f f= = . À ïîñêîëüêó

( )f x Æ +•  ïðè x Æ +• , íåðàâåíñòâî ( ) 0f x >  âûïîëíÿåòñÿ

ïðè õ > 2 è õ < 1.
16. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

( ) 1 21 2
q q qx x x

kkb b b b b b
f x

k

+ + +
= -

…

1 2 1 2

q q q x x x
k kb b b b b b

k k

+ + + + + +
-

…
…

.

Îíà èìååò îäíó ïåðåìåíó çíàêà (ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó!) è î÷å-
âèäíûé êîðåíü õ = 0. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñî çíàêîì ýòîé
ôóíêöèè ïðè î÷åíü áîëüøèõ õ, ÷òî óæå íåñëîæíî.

17. Êâàçèìíîãî÷ëåí ( ) 1 2

t

nf t x x x= ± ± ± ± -Â …

– ( )
/2

2 2 2
1 22

tn
nx x x+ + +…  ñîãëàñíî ïðàâèëó Äåêàðòà èìååò íå

áîëüøå äâóõ êîðíåé. Î÷åâèäíî, ÷òî t = 0 – êîðåíü. Óáåäèòü-
ñÿ,  ÷òî  t = 2 – òîæå  êîðåíü, ìîæíî, ïðîñòî ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè.
18. Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) 1 1 2 2

1 2

x x x
k k

k

p b p b p b
f x

p p p
+ + +

= -+ + +
…

…

 
1 1 2 2

1 2

x

k k

k

p b p b p b
p p p

Ê ˆ+ + +
Á ˜+ + +Ë ¯

…

…

,

à äàëüøå äîñëîâíî ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå
ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Êîøè.
19. Ðàññìîòðèòå êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) 1 2

x x x
kb b b

f x
k

+ + +
= -

…

2 2 2

1 2

x

kb b b

k

Ê ˆ+ + +
Á ˜Á ˜Ë ¯

…

.

20. Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí ( ) x x x xf x ba cb dc ad= + + + -

– ( )x x x xab bc cd da+ + + . Ñîãëàñíî ïðàâèëó Äåêàðòà îí èìå-

åò äâà êîðíÿ (0 è 1) è îòðèöàòåëåí ïðè õ < 0. Çíà÷èò, åãî
ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ïîëîæèòåëüíà, ÷òî è äàåò íóæíîå íåðà-
âåíñòâî.
21. Ðàññìîòðèì êâàçèìíîãî÷ëåí ( ) x xf x ab ba= + -

( )
2

x
a b

a b
+Ê ˆ- + Á ˜Ë ¯ . ×èñëî 

2

a b+
 ëåæèò ìåæäó ÷èñëàìè à è b,

ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí èìååò 0 èëè 2 êîðíÿ. Íî ( )0 0f = , ñëåäî-
âàòåëüíî, êîðíåé ðîâíî äâà. Ïðè î÷åíü áîëüøèõ õ çíà÷åíèÿ
ýòîãî êâàçèìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíû, a ( )1 0f < . Çíà÷èò,
âòîðîé êîðåíü áîëüøå 1. À òîãäà ( )0 0f <¢ , îòêóäà è ïîëó÷à-
åòñÿ íóæíîå íåðàâåíñòâî.
22. Â ñèëó ïðàâèëà Äåêàðòà, êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) 1 1 1
1 1 2 2
x x x x x x

k kf x a b a b a b- - -= + + + -…

– ( ) ( )
1

1 2 1 2

x x
k ka a a b b b

-+ + + + + +… …

èìååò íå áîëåå äâóõ êîðíåé, à äâà åãî êîðíÿ õ = 0 è õ = 1
î÷åâèäíû. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü çíàê ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíê-
öèè â òî÷êå 1.
23. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäíî èç äàííûõ ïî óñëîâèþ íå-
ðàâåíñòâ, òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî: åãî ëåâàÿ
÷àñòü íåïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ íåîòðèöàòåëüíà. Çíà÷èò,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ îáà äàííûõ íåðàâåíñòâà.
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XIII ÌÅÆÄÓÍÀÐÎÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
«ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÛÉ ÌÀÐÀÔÎÍ»

Письменный индивидуальный тур

Ìàòåìàòèêà

1. à) Ìîæåò. Íàïðèìåð, 2111111111 12345678987654321= .
á) Íåò. Åñëè ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 789, òî ïðè äåëåíèè íà 8
îíî äàåò â îñòàòêå 5, à êâàäðàòû íå÷åòíûõ ÷èñåë äàþò îñòà-
òîê 1 ïðè äåëåíèè íà 8.

2. 2 cos
2

R
α

.

Ðèñ. 21

Ðèñ. 22 Ðèñ. 23

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà 1, , ka a…  è 1, , kb b…  ïîëîæèòåëü-
íû. Òîãäà ìû âïðàâå ðàññìîòðåòü êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0 1 1

x x x x x x

k kf x a b a b a b
- - -

= - - - -…

– ( ) ( )
1

2 2 2 2 2 2

0 1 0 1

x x

k ka a a b b b
-

- - - - - -… … .

Îí èìååò äâà êîðíÿ õ = 1 è õ = 0 è, çíà÷èò, ïîëîæèòåëåí ïðè
õ = 1/2. Ñëó÷àé, êîãäà íå âñå ÷èñëà 1, , ka a…  è 1, , kb b…  ïî-
ëîæèòåëüíû, ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó.
24. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîãî íåðàâåíñòâà íóæíî ðàññìîò-
ðåòü êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) ( ) ( )4 1 4 1
x x

f x a b= + + + + ( ) ( )4 1 4 1 4 2
x x xc d+ + + - ◊ ,

à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåâîãî – êâàçèìíîãî÷ëåí

( ) ( ) ( )3 4 1 4 1
x x

g x a b= - + - + - ( ) ( )4 1 4 1 5
x x xc d+ - + + .

25. Åñëè ìû ïîëîæèì 
2

2 2 2
1 2

i
i

k

a
p

a a a
=

+ + +…

, òî óâèäèì, ÷òî

äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî îáîáùàåò íåðàâåíñòâî Øâåéöåðà.

26. Èõ óñëîâèÿ çàäà÷è ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i =

= 1,2,...,n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 
2 1

i

n n
a

n

- +
£ . Ïîýòî-

ìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ êâàçèìíîãî÷ëåíà

( ) ( )
2

1 2

1 1
1

x
x

x x x
n

n n
f x n a a a

n n

Ê ˆ- +Ê ˆ= - - - - - + Á ˜Á ˜Ë ¯ Á ˜Ë ¯
…

ñîäåðæèò äâå ïåðåìåíû çíàêà. Êîýôôèöèåíòû ïîäîáðàíû
òàê, ÷òî çíà÷åíèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíà ðàâíû íóëþ â òî÷êàõ 0 è
2. Çíà÷èò, åãî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå íîëü íåïîëîæèòåëüíà. Ýòî
äàåò íèæíþþ îöåíêó ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ, êîã-
äà êâàçèìíîãî÷ëåí îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííûé íîëü, ò.å.,
êîãäà âñå ÷èñëà ia , êðîìå îäíîãî, ðàâíû 1/n, à ýòî ïîñëå-

äíåå ðàâíî 
2 1n n

n

- +
. Òàêèì îáðàçîì íàõîäèòñÿ íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå. Íàèáîëüøåå íàõîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà Êîøè.

ÒÅÏËÎÅÌÊÎÑÒÜ ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÒÅÏËÎÂÛÕ
ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

1. 
2

p

RV
C C

V

α
β α

= -
+

, ãäå pC  – ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè

ïîñòîÿííîì äàâëåíèè.
2. Ãàç îõëàæäàåòñÿ; VC C R= - , ãäå VC  – ìîëÿðíàÿ òåïëî-
åìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå.

3. ( )3 2 0,677 d› jV pC C Cν= - = - , ãäå 1 1

1

pV

RT
ν = =

0,163 ì%ëü=  – êîëè÷åñòâî ìîëåé ãåëèÿ, 
3

2
VC R=  è

5

2
pC R= .

4. 12

3

2
A A= .

3. ( )1; 0; 2 . Óêàçàíèå. Èç íåðàâåíñòâà 
2 2

2

a b
ab

+
£ , ñïðà-

âåäëèâîãî ïðè ëþáûõ à è b, ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ íå áîëüøå ÷åì 3, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè

21x y= - , 22y z= - , 23z x= - .

4. à) 3; á) 2 è 8. Óêàçàíèÿ. à) Ïåðâîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, äå-
ëÿùååñÿ íà 9, ýòî
f
12

144= , ïðè÷åì íà 9
äåëÿòñÿ âñå ÷èñëà âèäà
f
12n

, íî îíè æå (è òîëüêî
îíè) äåëÿòñÿ íà 16.
á) Íà 16 äåëÿòñÿ ÷èñëà
âèäà f

12n
, íî îíè æå äå-

ëÿòñÿ íà 9.
5. à) Íåò; á) ìîæåò;
â) íåò. Óêàçàíèå (ðèñ.
21). à) Åñëè ÑÌ – âûñî-
òà, òî 2 22CK x= , 22ML x= , îòêóäà CK = ML, íî òîãäà
ÂÑ = ÌÂ, ÷òî íåâîçìîæíî.
á) Åñëè ÑÌ – ìåäèàíà, òî ïî ôîðìóëå äëÿ ìåäèàíû

 ( ) ( ) ( )( )2 2 22 1
9 2 3 2 4

4
x y z y z y z= + + + - + .

À òàê êàê 2 22y x= , èìååì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ó = 4z.
Ïóñòü z = 1, òîãäà ó = 4. Îòñþäà ÀÂ = 10, ÀÑ = 13, ÂÑ = 5.
Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìåäèàíà ÑÌ äåëèòñÿ âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòüþ íà ðàâíûå ÷àñòè.
â) Åñëè ÑÌ – áèññåêòðèñà, òî CMB ACM– = – , ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

6. 
2

nÈ ˘- Í ˙Î ˚
. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

2
2

2

1 1

1
2 2

n

i i
i i

i j
n i j

x x

x x = =

≥ > ≥

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

= - ≥
Â Â

Â
2

1

1

2 2

n

i
i

n
x

=

- ≥ -Â .

Ïðè ÷åòíîì n = 2k ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè

2 1 1ix
-

= , 2 0ix = . Ïðè íå÷åòíîì – ïðè 1 0x = , 2 1x = ,

3 0x = , …, 0nx = .
7. à) Íåò; á) íåò; â) è ã) äà. Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ëèñò áóìàãè óäàëîñü ðàçðåçàòü íà ôèãóðêè íóæíîãî âèäà. Ïî-
êðàñèì ÷åðíûì öâåòîì êëåòêè ëèñòà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
22. Êàæäàÿ èç ôèãóðîê ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ïîêðàøåí-
íîé êëåòêè. Ïóñòü õ – ÷èñëî «óãîëêîâ», à ó – ÷èñëî «çèãçà-

ãîâ». Òîãäà 2x y n+ ≥ , ( )
2

3 4 2 1x y n+ = - , îòêóäà 4 1x n≥ - .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìûõ ðàçðåçàíèé íå ñóùåñòâóåò
ïðè  n = 2 è n = 3. Íàïðèìåð, ïðè n = 3 ïîòðåáîâàëîñü áû íå
ìåíüøå 11 «óãîëêîâ». Îäíàêî â êâàäðàòå 5 5¥  âñåãî 25 êëå-

òîê. Åñëè n = 4, òî 15x ≥ . Çíà÷èò, äëÿ êâàäðàòà 7 7¥  ïîíà-
äîáèòñÿ â òî÷íîñòè 15 óãîëêîâ è 1 «çèãçàã». Òàêîå ðàçðåçàíèå
âîçìîæíî (ðèñ.23). Êàê «ïðîäîëæèòü» ðàçðåçàíèÿ íà áîëü-
øèå n, ïîêàçàíî íà òîì æå ðèñóíêå.
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Ôèçèêà

1. Óñêîðåíèå ìîòîöèêëèñòà îïðåäåëÿåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ. ×òî-
áû íàáèðàòü ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíî áûñòðî, îí äîëæåí â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè èìåòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå òàíãåíöè-
àëüíîå óñêîðåíèå. Äëÿ ýòîãî ïîëíîå óñêîðåíèå òàêæå äîëæíî
áûòü ìàêñèìàëüíî áîëüøèì, ò.å. ðàâíûì 

2!
a F m gμ= = , ãäå

μ  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ. Îáîçíà÷èâ α  óãîë ìåæäó âåêòî-
ðîì óñêîðåíèÿ è âåêòîðîì ñêîðîñòè, âûðàçèì òàíãåíöèàëüíîå
è íîðìàëüíîå óñêîðåíèÿ:

( ) cosa v t aτ α= =¢ , 
2

sinn

v
a a

R
α= = .

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ âòîðîå óðàâíåíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

2
cos

vv
a

R
α α

¢
= ◊ ¢ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosv a α=¢ , à v R ω ϕ= = ¢ , ãäå ϕ  – óãîë ïî-
âîðîòà ðàäèóñà-âåêòîðà ìîòîöèêëèñòà, ïîëó÷èì 2ϕ α=¢ ¢ .
Çíà÷èò, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 2ϕ α= . Â ìîìåíò äîñòè-
æåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè 2α π= . Ñëåäîâàòåëüíî, â
ýòîò ìîìåíò 4ϕ π= , ò.å. ìîòîöèêëèñò ïðîøåë âîñüìóþ ÷àñòü
îêðóæíîñòè.

2. 

1 26 6
1 2

4 4
1 2

143 ì “
v v

v
v v

Ê ˆ+
= =Á ˜+Ë ¯

.

3. Â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàòíûå îñè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû èìååò âèä xma kx= - , yma ky= - , ò.å. äâèæåíèå ïî
êàæäîé îñè ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ

÷àñòîòîé 1 k mω = , àìïëèòóäîé 0R  è ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñ-

òüþ 
0 1 0v Rω= , ðàâíîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

ïî îêðóæíîñòè. Âûáåðåì îñè êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû â òîò ìî-
ìåíò, êîãäà k ñêà÷êîì óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà, ÷àñòèöà íàõî-
äèëàñü íà îñè ó, òîãäà õ = 0, 0y R= . Ïîñëå ýòîãî äâèæåíèå â
ïðîåêöèÿõ íà îñè áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî çàêîíó ãàðìîíè÷åñ-
êèõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé 2 1 2ω ω= , ïðè÷åì âäîëü îñè ó
àìïëèòóäà êîëåáàíèé îñòàíåòñÿ ðàâíîé 0R , à âäîëü îñè õ àì-
ïëèòóäà ñòàíåò ðàâíîé 0 2 0 1 02 2xA v v Rω ω= = = . Äâèæå-
íèå ÷àñòèöû áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ýëëèïñó ñ ìèíèìàëüíûì è
ìàêñèìàëüíûì óäàëåíèÿìè îò öåíòðà 0R  è 02R  ñîîòâåò-
ñòâåííî.
4. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåïëî, âûäåëÿþùåå ïðè êðèñòàëëèçà-
öèè íà ãðàíèöå âîäû è ëüäà, óõîäèò ÷åðåç ëåä íàðóæó çà ñ÷åò
ðàçíîñòè òåìïåðàòóð TΔ  ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé êðîìêàìè
ëüäà (ò.å. ïðåíåáðåæåì ïîòîêîì òåïëà îò âîäû). Òîãäà çàïè-
øåì

ë

T
dh dt

h

Δ
λρ γ= ,

ãäå λ  – óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà, γ  – òåïëîïðîâîä-
íîñòü ëüäà, h – òîëùèíà ñëîÿ ëüäà. Îòñþäà

2

ë

2 T
h t C

γΔ
λρ

= + .

Ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé ìîìåíò òîëùèíà ëüäà áûëà ðàâíà
íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî h t∼ . ×åðåç 10 ÷àñîâ òîëùèíà ëüäà
áóäåò â 2  ðàç áîëüøå, ÷åì ÷åðåç 5 ÷àñîâ, ò.å. ñîñòàâèò ïðè-
ìåðíî 7 ñì.

5. 1 22 3
322 K

5

T T
T

+
= =¢ . 6. 

2
0

mg
a

m SdBε
=

+
.

7. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ïðåäïîëîæåíèè íåáîëüøîãî îòêëî-
íåíèÿ ôîðìû ïëàíåòû îò ñôåðè÷åñêîé. Âî âðàùàþùåéñÿ ñèñ-
òåìå îòñ÷åòà íà ëþáîé ýëåìåíò ïëàíåòû ïîìèìî ñèëû òÿãîòå-
íèÿ mg äåéñòâóåò åùå öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè, ðàâíàÿ

2m rω  è íàïðàâëåííàÿ îò îñè âðàùåíèÿ (r – ðàññòîÿíèå äî
îñè). Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè äîëæíû èìåòü îäèíà-
êîâûé ïîòåíöèàë, ðàáîòà ïî ïåðåíîñó ïðîáíîé ìàññû m èç
öåíòðà ïëàíåòû íà ïîâåðõíîñòü äîëæíà áûòü îäèíàêîâîé äëÿ

ýêâàòîðà è ïîëþñà. Îòñþäà ïîëó÷èì
0

2

0

0

R

m rdr mg Rω Δ- =Ú , èëè 
2

0

2
0

4
0,05

2

R R

R gT

Δ π
= = .

Устный командный тур

Ìàòåìàòèêà

1. 5 ÷àñîâ. 2. ab. 3. Íåò.
4. 11. Óêàçàíèå. Ðàçðåæåì äîñêó íà êâàäðàòèêè 2 2¥ .
Â êàæäîì èç íèõ äîëæíû áûòü çà-
íÿòû ïî ìåíüøåé ìåðå 2 êëåòêè
(èíà÷å èç êâàäðàòèêà ìîæíî âûðå-
çàòü «óãîëîê»). Ïîýòîìó äîëæíû
áûòü çàíÿòû 32 êëåòêè, ò.å. ÷èñëî
«óãîëêîâ» íå ìåíüøå 11. À 11
óãîëêîâ âûðåçàòü ìîæíî (ðèñ.24).

5. 
3 3

; ;
8 8 4

π π πÊ ˆ
Á ˜Ë ¯

, 
3 3 2

; ;
10 10 5

π π πÊ ˆ
Á ˜Ë ¯ ,

 
3 3 5

; ;
7 14 14

π π πÊ ˆ
Á ˜Ë ¯ .

6. Âòîðîå ÷èñëî áîëüøå. Óêàçàíèå.
100 100 3 3

5 6 5 6
1

7 7 7 7

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ < + <Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
.

7. Ìîæíî. Íàïðèìåð: 2, 2, 2, 2, –9, 2, 2, 2, 2, –9, 2, 2, 2, 2,
–9, 2, 2.
8. Äåëèòñÿ. Óêàçàíèå. Ïóñòü 502x = . Òîãäà

4 4 2 24 1 4 4 1 4x x x x+ = + + - = ( ) ( )2 22 2 1 2 2 1x x x x+ + - + .

9. 45°. Óêàçàíèå. Íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê ÀÑ â òî÷êå Ì
(ðèñ.25) îòëîæèì îòðåçîê MK = MC. Òðåóãîëüíèê AMK ðà-
âåí òðåóãîëüíèêó ÌÑÂ è òðåóãîëü-
íèêó KNL. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ÀK = KN, à 90AKN– = ∞ .
10. à) Ïåðâûé èãðîê; á) òîæå ïåð-
âûé èãðîê. Óêàçàíèå. à) Ïåðâûé
èãðîê ñîåäèíÿåò äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè, à çàòåì
ïðèìåíÿåò «ñèììåòðè÷íóþ» ñòðà-
òåãèþ: íà êàæäûé õîä âòîðîãî îò-
âå÷àåò ïðîâåäåíèåì õîðäû, ñèì-
ìåòðè÷íîé òîëüêî ÷òî ïðîâåäåííîé
õîðäå âòîðîãî èãðîêà îòíîñèòåëüíî
äèàìåòðà èç ïåðâîãî õîäà. á) Ïåð-
âûé ñîåäèíÿåò òî÷êè ñ íîìåðàìè 1
è 3. Îñòàâøèåñÿ òî÷êè äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàñïîëîæèòå â âåð-
øèíàõ ïðàâèëüíîãî 2002-óãîëüíèêà (íîìåðà äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê áóäóò ïðè ýòîì èìåòü ðàçíóþ ÷åò-
íîñòü). Íà êàæäûé õîä âòîðîãî èãðîêà ïåðâûé îòâå÷àåò õî-
äîì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè.

Ôèçèêà

1. Ñêîðîñòü òåíè ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè çà ñ÷åò ñóòî÷íîãî âðàùåíèÿ, ò.å. ïðèìåðíî 1100 êì/÷.
2. 2500 êã/ì3.
3. Ïîñêîëüêó ñòåðæåíü íåâåñîìûé, ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà íåãî ñî ñòîðîíû ãðóçîâ, äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ãðóçû íå âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñòåðæíåì è äâèæóòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî ïðÿìîé ñî ñêîðîñòüþ 0,8v lω= ◊ . Ïðîéäÿ ðàñ-

ñòîÿíèå ( )
22 0,8 0,6s l l l= - = , îíè äîñòèãíóò êîíöîâ ñòåðæ-

íÿ çà âðåìÿ t s v= = 0,75 15ω- .
4. Ìîùíîñòü òåïëîîòäà÷è ïðè 100 °Ñ ðàâíà Ð. Ïðè óâåëè÷å-
íèè íàïðÿæåíèÿ â äâà ðàçà ìîùíîñòü íàãðåâàòåëÿ âîçðàñòàåò
äî 4Ð, ïðè÷åì Ð òðàòèòñÿ íà òåïëîîòäà÷ó, à 3Ð – íà èñïàðå-

Ðèñ. 24

Ðèñ. 25
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Îòïå÷àòàíî íà ÃÓ ÐÏÏ, ã. Ðæåâ, óë. Óðèöêîãî, 91

Ïðè ó÷àñòèè ÇÀÎ «ÐÈÖ «Òåõíîñôåðà»,
òåë.: (095) 234-01-10

Æóðíàë «Êâàíò» çàðåãèñòðèðîâàí â Êîìèòåòå ÐÔ
ïî ïå÷àòè.  Ðåã. ñâ-âî ¹0110473

Àäðåñ ðåäàêöèè:

119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò»;
òåë.: 930-56-48;

e-mail:  admin@kvant.info, math@kvant.info,
phys@kvant.info

Í Î Ì Å Ð  Ï Î Ä Ã Î Ò Î Â È Ë È

À.À.Åãîðîâ,  Ñ.Ï.Êîíîâàëîâ,

À.Þ.Êîòîâà, Â.À.Òèõîìèðîâà, À.È.×åðíîóöàí

Í Î Ì Å Ð  Î Ô Î Ð Ì È Ë È

Â.À.Àêàòüåâà, Ä.Í.Ãðèøóêîâà, À.Å.Ïàöõâåðèÿ,
Å.ß.Ñèëèíà

Õ Ó Ä Î Æ Å Ñ Ò Â Å Í Í Û É  Ð Å Ä À Ê Ò Î Ð

Å.Â.Ìîðîçîâà

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í À ß  Ã Ð Ó Ï Ï À

Å.À.Ìèò÷åíêî, Ë.Â.Êàëèíè÷åâà

íèå âîäû. Èç óðàâíåíèÿ 3
2

m
Pt r=  íàéäåì 21 ì,…t ª .

5. Íàâåäåííûé íà øàðèêå çàðÿä Q íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ðà-
âåíñòâà íóëþ ïîòåíöèàëà åãî öåíòðà:

0
q Q

k k
r R
+ = .

Ïðè ïîäíåñåíèè âòîðîãî çàðÿäà íàâåäåííûé çàðÿä óâåëè÷èòñÿ
â 3 ðàçà. Åñëè âíà÷àëå íà øàðèê äåéñòâîâàëà ñèëà F ïðèòÿ-
æåíèÿ ê çàðÿäó q, òî òåïåðü íà íåãî äåéñòâóþò äâå âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñèëû: 3F ñî ñòîðîíû ïåðâîãî çàðÿäà è 12F
ñî ñòîðîíû âòîðîãî. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë ðàâíà
3 17F . Çíà÷èò, ñèëà óâåëè÷èòñÿ â 3 17  ðàçà.
6. Íà óðîâíå âîäû â ñîñóäå.
7. Ãëóáèíà ïîãðóæåíèÿ óâåëè÷èòñÿ.

8. 
3

3
μ < .

9. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òàáëåòêè óìåíüøàåòñÿ ãîðàçäî ìåä-
ëåííåå, ÷åì åå îáúåì.

История научных идей и открытий

Ìàòåìàòèêà

1. 
2

2

aπ
. Óêàçàíèå. CD – âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-

êà ADB.

2. Ãàóññ ïûòàëñÿ âûÿñíèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ñóììà óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180°, ò.å. ïðèìåíèìà ëè â ðåàëüíîé ïðàê-
òèêå ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà.

3. ( )sin sin cos cos sinα β α β α β+ = + .

4. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 6.
5. Ðå÷ü èäåò î Ïüåðå Ñèìîíå Ëàïëàñå, êîòîðîãî Íàïîëåîí
Áîíàïàðò íàçíà÷èë ìèíèñòðîì âíóòðåííèõ äåë, à ïîòîì íå
çíàë, ÷òî ñ íèì äåëàòü.

Ôèçèêà

1. 1) Â 1609 ãîäó. 2) Ãàëèëåî Ãàëèëåé è Èîãàíí Êåïëåð.
3) Ãàëèëåé – â Ïàäóå, Êåïëåð – â Ïðàãå. 4) Òðóä – â øëèôî-
âàíèè ëèíç, äîâåäåíèè èõ ïîâåðõíîñòåé äî ñôåðè÷åñêèõ; èç-
äåðæêè – â áîëüøîé ñòîèìîñòè ñòåêëà äëÿ ëèíç, êîòîðîå äîë-
æíî áûòü îñîáî îäíîðîäíûì. 5)Ãàëèëåé èñïîëüçîâàë ïëîñêî-
âûïóêëóþ è ïëîñêîâîãíóòóþ ëèíçû ñ ïðèìåðíî îäèíàêîâûìè
ôîêóñíûìè ðàññòîÿíèÿìè, à Êåïëåð – äâå ïëîñêîâûïóêëûå
ëèíçû, ïðè÷åì äëèííîôîêóñíóþ äëÿ îêóëÿðà è êîðîòêîôî-
êóñíóþ äëÿ îáúåêòèâà. 6) Òåëåñêîï Êåïëåðà – îí äàâàë áóëü-
øóþ ÿðêîñòü èçîáðàæåíèÿ. 7) Îáíàðóæåíèå ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà è ñïóòíèêà Ñàòóðíà, îòêðûòèå ïÿòåí íà Ñîëíöå, ãîð íà
Ëóíå, ôàç Âåíåðû.
2. 1) Óèëüÿì Ãèëüáåð. 2) Èäåÿ î ïåðåäà÷å ñèëîâîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâî, à íå òîëüêî ïðè íåïîñðåäñòâåí-
íîì ñîïðèêîñíîâåíèè òåë. 3)  Ðîáåðò Ãóê. Îòêðûë çàêîí óï-
ðóãîñòè, ñêîíñòðóèðîâàë êðóãîâîé ïðóæèííûé ìàÿòíèê äëÿ
ðó÷íûõ ÷àñîâ; óñîâåðøåíñòâîâàë âîçäóøíûé íàñîñ; ïðîâåë
ñèñòåìàòèçèðîâàííûå èññëåäîâàíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîãî ìèðà,
êîòîðûå ïðèâåëè, â ÷àñòíîñòè, ê îòêðûòèþ êëåòêè.
3. 1) Áåíäæàìèí Ôðàíêëèí; ñòîäîëëàðîâàÿ êóïþðà. 2) Ñî-
çäàë ïåðâóþ òåîðèþ ýëåêòðè÷åñòâà, èññëåäîâàë àòìîñôåðíîå
ýëåêòðè÷åñòâî è èçîáðåë ãðîìîîòâîä. 3) Ó÷àñòâîâàë â ðàáîòå
íàä Äåêëàðàöèåé íåçàâèñèìîñòè è Êîíñòèòóöèåé ÑØÀ.
4) Ëèîí Ôåéõòâàíãåð; «Ëèñû â âèíîãðàäíèêå». 5) Ì.Â.Ëîìî-
íîñîâ; Ãåîðã Ðèõìàí, êîòîðûé ïîãèá ïðè ïðîâåäåíèè îïûòîâ
ñ «ïðèòÿãèâàíèåì» ìîëíèè ê ãðîìîîòâîäó.
4. Ôðýíñèñ Àñòîí. 2) Îòêðûòèå áîëüøîãî ÷èñëà èçîòîïîâ õè-
ìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ. 3) Òî÷íûå èçìå-
ðåíèÿ ìàññ àòîìîâ ïîçâîëèëè èçìåðèòü äåôåêòû ìàññ àòîì-
íûõ ÿäåð, çíàíèå êîòîðûõ áûëî íåîáõîäèìî äëÿ ïðàêòè÷åñêî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ ÿäåðíîé ýíåðãèè.

5. 1) Íèêîëà Òåñëà. 2) Â ÑØÀ. 3) Ðàçðàáîòàë ðÿä êîíñòðóê-
öèé ýëåêòðîäâèãàòåëåé, ýëåêòðîãåíåðàòîðîâ, âûñîêî÷àñòîòíûõ
òðàíñôîðìàòîðîâ; ïîñòðîèë ðàäèîàíòåííó. 4) Òåñëà – åäèíè-

öà ìàãíèòíîé èíäóêöèè; ( )21 Šë 1 *ã ` “= ◊ .

ÂÑÅÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

1. 
sin

arcsin
u

v

ϕα π ϕ= - -  èëè α π ϕ= - .

2. 02mv v= . 3. 56α = ∞ .

4. 4
1

27

256
N T Sσ= , ãäå σ  – ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà–Áîëüöìàíà.

5. 
3 2

02
k

R
E

π σ
ε

= . 6. 
2

2

1

1

2
Q q

ϕ
ϕ

= . 7. 00,52
4

l
L

μ
π
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8. 1 0I = , 2
4
mII = .
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kvant. mccme.ru

Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»
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