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Ì
ÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÑÒÀËÈ ÄÎÊÀÇÛÂÀÒÜ ÒÅÎÐÅ-
ìû  ñóùåñòâîâàíèÿ  ñðàâíèòåëüíî   íåäàâíî.
Áûòü ìîæåò, èñòîðèêè ìàòåìàòèêè íàçîâóò

÷òî-òî èíîå, íî ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ïåðâîé «íàñòîÿùåé»
òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ áûëà òàê íàçûâàåìàÿ îñíîâ-
íàÿ òåîðåìà àëãåáðû – òåîðåìà Äàëàìáåðà – Ãàóññà (âî
Ôðàíöèè – Äàëàìáåðà, â Ãåðìàíèè è ó íàñ – Ãàóññà).
Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, êàæäûé ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè
áîëüøåé èëè ðàâíîé åäèíèöå) ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü. Ïîÿñíèì, ÷òî
ýòî çíà÷èò.

Óðàâíåíèå 2
0x px q+ + =  èìååò äâà êîðíÿ, è èõ

ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

2

1,2
2 4

p p
x q= - ± - .

Åñëè äèñêðèìèíàíò 
2

4

p
D q= -  íåîòðèöàòåëåí, òî êîð-

íè âåùåñòâåííûå, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíè êîìïëåêñ-
íûå. Ìîæíî íàïèñàòü ñõîäíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèíî-
ìîâ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, à äëÿ ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè âûøå ÷åòâåðòîé òàêèõ ôîðìóë íåò – â ýòîì
ñîñòîèò çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Àáåëÿ. Â «Êâàíòå» ¹1 çà
2003 ãîä ïîìåùåíà ìîÿ ñòàòüÿ «Àáåëü è åãî âåëèêàÿ
òåîðåìà», ãäå äîêàçàíî, íàïðèìåð, ÷òî óðàâíåíèå

2
4 2 0x x- - =  íå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ (ò.å. ôîðìó-

ëû, ïîäîáíîé ïðèâåäåííîé, äëÿ êîðíåé ýòîãî óðàâíå-
íèÿ íå ñóùåñòâóåò). È âìåñòå ñ òåì, ìû äîêàæåì çäåñü,
÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí âåùå-
ñòâåííûé êîðåíü (ýòî è åñòü òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
êîðíÿ áåç êîíêðåòíîé ôîðìóëû äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ).
À ïîòîì áóäåò äîêàçàíà è òåîðåìà Äàëàìáåðà – Ãàóññà.

Íà÷íåì æå ìû ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ãåîðãà
Êàíòîðà – çàìå÷àòåëüíîãî ìàòåìàòèêà XIX ñòîëåòèÿ,
îñíîâàòåëÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿò-
ñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìíîæåñòâàõ ðàöèîíàëüíûõ è
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî – ýòî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî ìîæíî çàíóìåðîâàòü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ò.å. óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà è ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Íàïðèìåð, ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë:

ßñíî, ÷òî ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë:

Ïîêàæåì, êàê «ïåðåñ÷èòàòü» âñå (ïîëîæèòåëüíûå)
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè ñ öåëûì ÷èñëè-
òåëåì è íàòóðàëüíûì çíàìåíàòåëåì. Ñîñòàâèì òàáëè-
öó, â êîòîðóþ ïîïàäóò âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà:

Íåêîòîðûå ÷èñëà â ýòîé òàáëèöå ñîâïàäàþò, íî ýòî íå
ñòðàøíî.

À òåïåðü áóäåì íóìåðîâàòü ÷èñëà â òàáëèöå, äâèãàÿñü
ïî êðàñíûì ñòðåëêàì (ñì. ñëåäóþùóþ ñòðàíèöó). Åñëè
íà íàøåì ïóòè âñòðåòèòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå óæå çàíóìå-

ðîâàíî (íàïðèìåð, 
2 1

1
2 1
= = ), ìû åãî ïðîñòî ïðîïóñ-

òèì. Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè âñåõ ðàöèîíàëüíûõ è
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷åòíî:

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è îñíîâíàÿ òåîðåìà

àëãåáðû
Â.ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



Íåñ÷åòíîñòü îòðåçêà

Äîêàæåì çíàìåíèòóþ òåîðåìó Êàíòîðà: ÷èñëà îò-
ðåçêà íåëüçÿ ïåðåñ÷èòàòü.

Áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó äëÿ îòðåçêà I = [0; 1].
Ìû ñäåëàåì ýòî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Íî ñíà÷àëà íàì íàäî
óÿñíèòü, à ÷òî æå òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (õîòÿ ìû
óæå ïîëüçîâàëèñü ýòèì òåðìèíîì).

Îïðåäåëèì ýòî ïîíÿòèå íå ñîâñåì ñòðîãî: âåùåñòâåí-
íîå ÷èñëî – ýòî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. ×òîáû
îïðåäåëåíèå áûëî ñîâñåì ñòðîãèì, íóæíû íåêîòîðûå
óòî÷íåíèÿ. Ìû íå áóäåì çäåñü èçëàãàòü òåîðèþ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë ñî âñåé ïîäðîáíîñòüþ, îãðàíè÷èâøèñü
ëèøü îäíèì ñâîéñòâîì ýòèõ ÷èñåë.1 Ñîâîêóïíîñòü âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë õ òàêèõ, ÷òî a x b£ £ , ãäå a < b,
íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì, îáîçíà÷àåìûì [a;  b]. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ÷èñëîâûõ îòðåçêîâ,
äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî ÷èñëî, ñîäåðæàùååñÿ âî âñåõ ýòèõ îòðåç-
êàõ. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàþò ëèáî àêñèîìîé ïîëíî-
òû, ëèáî àêñèîìîé Êàíòîðà, ëèáî ëåììîé î âëîæåííûõ
îòðåçêàõ.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êàíòîðà.
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. ×òî çíà÷èò: íåëüçÿ ïåðåñ÷è-

òàòü ÷èñëà îòðåçêà I? Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû âûáåðåì
ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1 2, ,x x …  èç I, òî
âñåãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî èç ýòîãî îòðåçêà, êîòîðîå íå
ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõ ÷èñåë. Ïîñòðîèì òàêîå

÷èñëî. Äëÿ ýòîãî
ðàçäåëèì I íà òðè
(äëÿ îïðåäåëåííîñ-
òè ðàâíûå) ÷àñòè
(ðèñ.1). Òî÷êà 1x  íå
ìîæåò ïðèíàäëå-
æàòü âñåì òðåì.

Ïóñòü 1I  – òîò îòðåçîê, êîòîðîìó 1x  íå ïðèíàäëåæèò.
Ðàçäåëèì åãî îïÿòü íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Òî÷êà 2x  íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü âñåì ýòèì òðåì. Ïóñòü 2I  –
îòðåçîê, âëîæåííûé â 1I , íå ñîäåðæàùèé 2x . Äàëåå
áóäåì ïîñòóïàòü ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî è ïîñòðîèì

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n îòðåçîê nI , êîòîðîìó íå
ïðèíàäëåæèò ÷èñëî nx . Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îòðåçêîâ, âëîæåííûõ äðóã â äðóãà, äëèíû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ èì
âñåì ïðèíàäëåæèò ÷èñëî ξ , êîòîðîå ïî ïîñòðîåíèþ íå
ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ÷èñåë nx . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäà-
ëîñü çàíóìåðîâàòü âñå ÷èñëà îòðåçêà – áåñêîíå÷íûå
äåñÿòè÷íûå äðîáè. Çàïèøåì èõ â ñòîëáèê îäíî ïîä
äðóãèì:

1 11 12 13 14 15

2 21 22 23 24 25

3 31 32 33 34 35

4 41 42 43 44 45

5 51 52 53 54 55

0,

0,

0,

0,

0,

a

a

a

a

a

α α α α α
α α α α α
α α α α α
α α α α α
α α α α α

=

=

=

=

=

…

…

…

…

…

...

Çäåñü ijα  – j-ÿ öèôðà ÷èñëà ia . À òåïåðü ðàññìîòðèì
÷èñëî 1 2 3 40,b β β β β= … , ó êîòîðîãî 1 11β απ , 2 22β απ ,

3 33β απ , 4 44β απ  è ò.ä. Ýòî – âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íî
ýòî íå 1a , ïîòîìó ÷òî åãî ïåðâàÿ öèôðà íå ñîâïàäàåò ñ
ïåðâîé öèôðîé 1a ; ýòî íå 2a , ïîòîìó ÷òî åãî âòîðàÿ
öèôðà íå ñîâïàäàåò ñî âòîðîé öèôðîé 2a ; ýòî íå na , òàê
êàê åãî n-ÿ öèôðà íå ñîâïàäàåò ñ n-é öèôðîé ÷èñëà na .
Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ìû íå çàíóìåðîâàëè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñäåëàåì êîðîòêîå îòñòóïëåíèå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
èç äîêàçàííîé òåîðåìû îáíàðóæèëîñü ñóùåñòâîâàíèå
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, ðàöèîíàëüíûå
äðîáè ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü, è, çíà÷èò, ïî äîêàçàííîé
òåîðåìå ñóùåñòâóåò ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàöèîíàëü-
íûì, ò.å. èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò!

Âñïîìíèì, ÷òî âïåðâûå ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ èððàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë áûë îñîçíàí â Äðåâíåé Ãðåöèè (ýòî
ïðèïèñûâàþò Ïèôàãîðó). À èìåííî, òîãäà áûëî äîêà-
çàíî, ÷òî 2  – èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ÷òî íåò íèêàêîé
äðîáè, êâàäðàò êîòîðîé ðàâåí äâóì. À ìû äîêàçàëè
ñóùåñòâîâàíèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà áåç ÿâíîãî åãî
óêàçàíèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë

Òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî – ýòî ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì. À ÷òî òàêîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî?
Àëãåáðàè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàïðè-

ìåð, 2  – êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 2
2x -  – àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî; àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ è âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 5

4 2 0x x- - = , î êîòîðîì ðå÷ü
øëà âûøå. Âñòàåò âîïðîñ: à íå âñå ëè ÷èñëà âîîáùå
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè?

Âïåðâûå ÿâíî ïîñòðîèë íåàëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî Ëè-

óâèëëü â 1844 ãîäó. Îí äîêàçàë, ÷òî ÷èñëî 
!

1

1

10
n

n

•

=

Â  íå

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî áàçè-

ðóåòñÿ íà òåîðèè ïðèáëèæåíèé ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè, è îíî âåñüìà íåïðîñòî. À ìû äîêàæåì, ÷òî
òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà ñóùåñòâóþò (è ðÿä ñîïóòñòâó-
þùèõ ðåçóëüòàòîâ) ïî-äðóãîìó, ñîâñåì íåñëîæíî.

Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë (òàê æå, êàê
è ñóùåñòâîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë) ñëåäóåò èç

1 Âåùåñòâåííûå ÷èñëà èìåþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü –
ïðÿìóþ, è ïîòîìó ìû çà÷àñòóþ ÷èñëà áóäåì íàçûâàòü òî÷-
êàìè.
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äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû Êàíòîðà. Äëÿ ýòîãî ïåðåñ÷è-
òàåì, ò.å. âûïèøåì â ñòðî÷êó 1 2, ,a a …  âñå àëãåáðàè÷åñ-
êèå ÷èñëà. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî òàê æå, êàê ìû ïåðåñ÷è-
òûâàëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, òîëüêî â íåñêîëüêî «õî-
äîâ».

Çàíóìåðóåì ñíà÷àëà âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè,
îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå 1 0a x a+ . Äëÿ ýòîãî ñîñòà-
âèì òàêóþ òàáëèöó:

Áóäåì íóìåðîâàòü íàøè ìíîãî÷ëåíû, äâèãàÿñü ïî ñòðåë-
êàì:

Ó êàæäîãî èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü îäèí êîðåíü; âñå
ýòè êîðíè, òåì ñàìûì, ïîëó÷èëè ñâîè íîìåðà.

Ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

2 2
2 1 0 2a x a x a a x+ + = + P ( )x ,

ãäå P ( ) 1 0x a x a= +  – ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, óæå
ïîëó÷èâøèé êàêîé-òî íîìåð. Ïîñòóïèì ñ ìíîãî÷ëåíà-
ìè âòîðîé ñòåïåíè òàê æå, êàê ñ ìíîãî÷ëåíàìè ïåðâîé
ñòåïåíè:

Òåì ñàìûì, âñå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè çàíóìåðî-
âàíû, à çíà÷èò, çàíóìåðîâàíû è èõ êîðíè.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû çàíóìåðóåì âñå ìíîãî-
÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè, ÷åòâåðòîé, …, n-é – è â êîíöå
êîíöîâ ïðèäåì ê íóìåðàöèè âñåõ âîîáùå ìíîãî÷ëåíîâ
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Èòàê, àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ïåðåñ÷èòàíû, è èç äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû Êàíòîðà î íåñ÷åòíîñòè îòðåçêà
ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òðàíñöåíäåíò-
íûõ ÷èñåë.

Íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé (äà è ïîíûíå ýòî ñëó÷à-
åòñÿ) âî ìíîãèõ ñòàòüÿõ è êíèãàõ ïðîòèâîïîñòàâëÿþò
êîíñòðóêòèâíîå ïðåäúÿâëåíèå Ëèóâèëëåì òðàíñöåí-
äåíòíîãî ÷èñëà «íåêîíñòðóêòèâíîìó» äîêàçàòåëüñòâó
Êàíòîðà. Íî ýòî – çàáëóæäåíèå. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî
ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñîâåðøåííî êîíñòðóêòèâíûì.
Íåòðóäíî ñîñòàâèòü êîìïüþòåðíóþ ïðîãðàììó, êîòî-
ðàÿ ðåàëèçóåò êàíòîðîâñêóþ ïðîöåäóðó è êîòîðàÿ øàã
çà øàãîì âûïèñûâàåò äåñÿòè÷íûå çíàêè íåàëãåáðàè÷åñ-
êîãî ÷èñëà.

Òåïåðü îò ÷èñåë ïåðåéäåì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó àíà-
ëèçó.

Òåîðåìà Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè
è ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîãî êîðíÿ

ó âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíîé ñòåïåíè

Òåîðåìà Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè ãëàñèò:
íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå ïðîìå-
æóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ, òî îíà
ïðèíèìàåò è ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå.

Ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (ãîâîðÿ ñíîâà íå
î÷åíü ñòðîãî) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îí ìîæåò
áûòü íàðèñîâàí, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè. À
òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêîâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà â òî÷êå x , åñëè äëÿ ëþáîãî 0ε >  ìîæíî

íàéòè ÷èñëî 0δ >  òàêîå, ÷òî åñëè x x δ- < , òî

( ) ( )f x f x ε- < . Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ â êàêîé-òî òî÷êå íå ðàâíà íóëþ, òî îíà
ñîõðàíÿåò çíàê íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (èëè ïîëóèí-
òåðâàëå, åñëè òî÷êà êîíöåâàÿ), ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ýòî ñâîéñòâî.

Òåîðåìà Êîøè òðèâèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó
óòâåðæäåíèþ: íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ, ïðè-
íèìàþùàÿ íà êîíöàõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ïðèíè-
ìàåò íà ýòîì îòðåçêå
íóëåâîå çíà÷åíèå
(ðèñ.2).

Äîêàæåì òåîðåìó
Êîøè â ýòîé ôîðìå,
«ëîâÿ» êîðåíü ôóíê-
öèè ìåòîäîì «äåëåíèÿ
ïîïîëàì». Ïîäåëèì îò-
ðåçîê ïîïîëàì. Åñëè
íîëü â ñåðåäèíå îòðåç-
êà, âñå äîêàçàíî. Åñëè æå â ñåðåäèíå íå íîëü, òî íà
êîíöàõ îäíîãî èç îòðåçêîâ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Äåëèì åãî ïîïîëàì è òàê äàëåå. Â
òî÷êå ξ , ïðèíàäëåæàùåé ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåç-
êàõ âñåì îòðåçêàì (åñëè ìû íå íàòêíåìñÿ ïî õîäó äåëà
íà íîëü), ôóíêöèÿ (èç-çà ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ çíàêà)
ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Òåîðåìà Êîøè, òåì ñà-
ìûì, äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû Êîøè ïî÷òè ñðàçó ñëåäóåò ðåçóëüòàò î
ìíîãî÷ëåíàõ íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå

Ðèñ. 2



ìíîãî÷ëåíû – íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà âñåé âåùå-
ñòâåííîé ïðÿìîé. Ïóñòü ( ) 2 1 2

1
n nf x x a x+= + +…

2 2 1n na x a
+

+ +…  – ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òîãäà

ïðè ïîëîæèòåëüíûõ õ ïîëó÷àåì

( ) 2 1 2 11

2 1
1

n n
n

aa
f x x

x x

+ +

+
= + + +… ,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ õ áîëüøå 
2 1

2

nx +

, ò.å. ( )f x

– ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ õ  ( )f x  – îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè f
èìååò íîëü. Âîò è âñå.

Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êîøè: íåï-
ðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà â ñåáÿ èìååò íåïîä-
âèæíóþ òî÷êó (èëè: åñëè f – âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ,

çàäàííàÿ íà [à; b], à < b, è ïðè ýòîì ( )a f x b£ £  äëÿ

âñåõ õ, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà �
ˆ
x  èç ýòîãî îòðåçêà òàêàÿ,

÷òî �( ) �f x x= ). Äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå

Î÷åíü øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòèêå èìåþò
ðàçíîîáðàçíûå îáîáùåíèÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î
òîì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
íà íåì ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ.

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà íåêî-
òîðîì îòðåçêå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà òîì æå îòðåçêå
I = [0; 1]. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî f îãðàíè÷åíà íà
I. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê è f ïðèíèìàåò íà I ñêîëü
óãîäíî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ íà I òî÷êà nx  òàêàÿ,
÷òî ( )nf x n> . Íà I ìû ïîñòðîèëè áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê. Ðàçäåëèì îòðåçîê ïîïîëàì. Íà îäíîì èç
äâóõ îòðåçêîâ îñòàíåòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê.
Åãî ðàçäåëèì ïîïîëàì è òàê äàëåå. È ñíîâà ïî ëåììå
î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ âñåì îòðåçêàì. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
ñëåäóåò, ÷òî íà ìàëîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó
òî÷êó, ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñò-
ðîåíèþ ýòîé òî÷êè.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî f îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïóñòü f íå
äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî Ì òàêîå, ÷òî ( )f x M>  äëÿ âñåõ õ èç I, è
âìåñòå ñ òåì îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ êàê óãîäíî
áëèçêèå ê Ì. Íàéäåì òåïåðü ïî íàòóðàëüíîìó m òî÷êó

my  òàêóþ, ÷òî ( )
1

mf y M
m

> - . Ñíîâà ïîñòðîåíî áåñ-

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. È ñíîâà äåëèì îòðåçîê
ïîïîëàì è ïîñòóïàåì êàê òîëüêî ÷òî, êîãäà äîêàçûâàëè
îãðàíè÷åííîñòü. Íàéäåì, êàê è òàì, òî÷êó η , ïðèíàä-
ëåæàùóþ âñåì îòðåçêàì. Ïî ïîñòðîåíèþ è èç îïðåäå-
ëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ( )f η  íå ìîæåò áûòü
íè÷åì èíûì êàê Ì. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò è î äîñòèæåíèè ìèíèìóìà. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà
äîêàçàíà.

Îáîáùåíèÿ ýòîé òåîðåìû íà ñëó÷àé ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ ( )1 2,f f x x= ,
ãäå 1x  è 2x  – âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïðèìåðîì ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 2 2
1 2x x+  – ðàñ-

ñòîÿíèå îò òî÷êè ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè ( )1 2,x x  äî

íà÷àëà êîîðäèíàò. Ðàññòîÿíèå ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,d x x x x¢ ¢  ìåæ-

äó äâóìÿ òî÷êàìè ( )1 2,x x  è ( )1 2,x x¢ ¢  íà ïëîñêîñòè

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ( ) ( )
2 2

1 1 2 2x x x x- + -¢ ¢ . Ôóíêöèÿ f

äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå

( )1 2,x x , åñëè äëÿ ëþáîãî 0ε >  ìîæíî íàéòè ÷èñëî

0δ >  òàêîå, ÷òî åñëè ( ) ( )( )1 2 1 2, , ,d x x x x δ< , òî

( ) ( )1 2 1 2, ,f x x f x x ε- < . Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé íà êâàäðàòå ( )1 2max ,x x a£ , åñëè îíà íåïðå-

ðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî êâàäðàòà.
Íóæíîå íàì îáîáùåíèå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ãëà-

ñèò: íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà
íåì ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ôàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ,
òîëüêî êâàäðàò ïðèäåòñÿ äåëèòü íà ÷åòûðå ÷àñòè.

È òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû
ñëîæèòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé, êàê è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
î ìíîãî÷ëåíàõ íå÷åòíîé ñòåïåíè. Â ïåðâîé ÷àñòè ìû
ôàêòè÷åñêè ïîâòîðèì ïðîâåäåííîå òàì ðàññóæäåíèå,
äîêàçàâ, ÷òî ìîäóëü ìíîãî÷ëåíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-
ìóìà. À äàëåå âìåñòî òåîðåìû Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì
çíà÷åíèè âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Äàëàìáåðà. Íî ìû
íåñêîëüêî çàáåæàëè âïåðåä.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ïðåæäå âñåãî íàäî ïîñòðîèòü êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü. Ôîðìàëüíî ââåäåì «÷èñëî» i, êâàäðàò êîòîðîãî
ðàâåí –1. Ýòîìó ÷èñëó íåò ìåñòà íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé, åãî ðàñïîëàãàþò íà ïëîñêîñòè. Ïðîâåäåì íà
ïëîñêîñòè äâå ïðÿìûå: îäíó – ãîðèçîíòàëüíóþ (åå
îáúÿâëÿþò âåùåñòâåííîé), äðóãóþ – ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ åé, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò âåðòè-
êàëüíóþ ïðÿìóþ (åå îáúÿâëÿþò ìíèìîé ïðÿìîé).
×èñëî i, íàõîäÿùååñÿ íà ìíèìîé ïðÿìîé â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè 1, íàçûâàþò ìíèìîé
åäèíèöåé.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëó 1 ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð (1, 0),
à ÷èñëó i – âåêòîð (0, 1). Òî÷êå (à, b) ïëîñêîñòè
ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = à + bi. Êîìïëåê-
ñíûå ÷èñëà ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ïî åñòå-
ñòâåííûì ïðàâèëàì, êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå: åñëè

z=à+bi, z a b i= +¢ ¢ ¢ , òî ( ) ( )z z a a b b i+ = + + +¢ ¢ ¢ , zz =¢
( ) ( )a bi a b i= + + =¢ ¢ ( )aa bb ab a b i- + +¢ ¢ ¢ ¢ . Ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè z = à + bi äî íóëÿ (ò.å. ÷èñëî 2 2a b+ )

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ |z|. Ïîëè-

íîì ñòåïåíè n – ýòî âûðàæåíèå âèäà ( ) 0
np z a z= +
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1
1

n
na z a-+ + +… . Êîýôôèöèåíòû ka  ïðåäïîëàãàþòñÿ

êîìïëåêñíûìè (â ÷àñòíîñòè, âåùåñòâåííûìè) ÷èñëà-

ìè. Ïîëèíîì 2
2z -  èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ

2± , ïîëèíîì 2
1z +  – äâà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíÿ i± ,  à

ïîëèíîì iz + 1 èìååò îäèí êîðåíü i.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû: ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n 1≥

èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.
Íà÷íåì ñ êîðîòêîãî êîììåíòàðèÿ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

àëãåáðû ïðèíàäëåæèò ê ÷èñëó èçâåñòíåéøèõ è áåçóñ-
ëîâíî ñàìûõ çíà÷èòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ìàòåìàòèêå.
Åé ïîñâÿùåí, â ÷àñòíîñòè, öèêë ñòàòåé  ïåðâîãî íîìåðà
òðåòüåé ñåðèè àëüìàíàõà «Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîñâåùå-
íèå» (1997 ã.). Ïðîöèòèðóþ ïåðâûé àáçàö âñòóïèòåëü-
íîé ñòàòüè â ïåðâîì íîìåðå: «Âïåðâûå îñíîâíàÿ òåîðå-
ìà àëãåáðû áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â XVII âåêå Æèðà-
ðîì (1629), à çàòåì Äåêàðòîì â åãî çíàìåíèòîé
«Ãåoìåòðèè», èçäàííîé â 1637 ã. ... Âîò êàê ôîðìóëè-
ðóåò Äåêàðò ýòó òåîðåìó: «Çíàéòå, ÷òî â êàæäîì
óðàâíåíèè ìîæåò áûòü ñòîëüêî êîðíåé, êàêîâà åãî
ñòåïåíü. ... Íî èíîãäà ñëó÷àåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ
êîðíåé ëîæíû [òàê Äåêàðò íàçûâàåò îòðèöàòåëüíûå
÷èñëà], èëè äàæå ìåíüøå, ÷åì íè÷òî [çäåñü ðå÷ü èäåò î
êîìïëåêñíûõ êîðíÿõ]».

Ïîïûòêó äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû ïðåä-
ïðèíèìàëè Ýéëåð è Äàëàìáåð. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññóæ-
äåíèÿ Äàëàìáåðà áóäåò ïðèâåäåíà äàëåå, îäíàêî åãî
äîêàçàòåëüñòâî áûëî íåïîëíûì. Ãàóññ ïðåäëîæèë ÷å-
òûðå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû. Íè îäíî èç íèõ
íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì ñ íûíåøíåé
òî÷êè çðåíèÿ, èáî âî âñåõ åãî äîêàçàòåëüñòâàõ ïðèñóò-
ñòâóþò (áåç íàäëåæàùåé àðãóìåíòàöèè) óòâåðæäåíèÿ
òèïà òåîðåìû Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Â
îäíîì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ Ãàóññ
ñâîäèò îñíîâíóþ òåîðåìó ê äîêàçàííîìó íàìè ôàêòó
ñóùåñòâîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ó âåùåñòâåííîãî
íå÷åòíîãî ïîëèíîìà, (ñì. ýòî äîêàçàòåëüñòâî â ó÷åáíè-
êå À.Ã.Êóðîøà «Êóðñ âûñøåé àëãåáðû», § 55). Ýòîò
ôàêò Ãàóññ ñ÷èòàë î÷åâèäíûì, è íà ñàìîì äåëå îí
òàêîâ, íî äëÿ åãî ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî
áûëî ïîñòðîèòü òåîðèþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

À òåïåðü ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåî-
ðåìû.

Ïóñòü ( ) 0 1
n

np z a a z a z= + + +…  – ïîëèíîì ñòåïåíè n
ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè ( 1n ≥ ), ó êîòîðîãî

0na π . Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ äâóõ ïå-

ðåìåííûõ ( ) ( )f z p z= . Îíà íåïðåðûâíà (äîêàæèòå!).
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ «ðàñòåò íà áåñêîíå÷íîñòè»
(ýòî ïîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ðàíåå äëÿ íå÷åò-
íîãî ïîëèíîìà). Äåéñòâèòåëüíî,

( ) 1 0

1
1

n n
n n

a a
f z a z

z z

-

-
= + + +… .

Åñëè âåëè÷èíà |z| äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî ìîäóëü âåëè÷è-

íû 
1 0

1

n

n

a a

z z

-

-

+ +…  ìåíüøå 
1

2
, è, çíà÷èò, ( )

2

n
na z

f z ≥ ,

òàê ÷òî (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |z| = R) ( )f z  ñòàíåò
áîëüøå ( )0f . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè
f íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âíå êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â íóëå è, òåì áîëåå, âíå ëþáîãî êâàäðàòà ñ öåíòðîì â
íóëå, ñîäåðæàùåãî ýòîò êðóã.

Íî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (äëÿ êâàäðàòà) íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f äîëæíà äîñòèãàòü ìèíèìóìà â òàêîì
êâàäðàòå. Ïóñòü ýòî áóäåò ÷èñëî z� . Íå îãðàíè÷èâàÿ
ñåáÿ â îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0z =�  (èíà÷å
ñäåëàåì çàìåíó îò z ê z z- � ). Èòàê, ïóñòü f äîñòèãàåò
ìèíèìóìà â íóëå.

Åñëè ( )0 0f = , òî âñå äîêàçàíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ñëó÷àé ( )0 0f >  íåâîçìîæåí.
Ëåììà Äàëàìáåðà: ìèíèìóì ìîäóëÿ àëãåáðàè÷åñêî-

ãî ïîëèíîìà ñòåïåíè n 1≥ , äîñòèãàþùèéñÿ â íóëå, íå
ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ka  – ïåðâûé ïîñëå íóëåâîãî

îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà ( ) 0p z a= +

1
n

na z a z+ + +… (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ( ) 00 0f a= > ,

ò.å. 0 0a π ). Âîçüìåì îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

0 0
k

ka a z+ =  (ýòî îäèí èç êîðíåé k-é ñòåïåíè èç ÷èñëà
1

0 ka a-- ). Îáîçíà÷èâ ýòî ÷èñëî ÷åðåç ζ , a 1
1

k
kta ζ +

+
+…

n k n
nt a ζ-+…  – ÷åðåç ( )g t , ïîëó÷èì òîãäà

( ) 1 1
0 1

k k k k n n
k k np t a a t a t a tζ ζ ζ ζ+ +

+
= + + + + =…

= ( )( ) ( )0 0 0 0
ka t a g t a p- + < = ,

èáî ïðè ìàëûõ t > 0  ( ) 0

2

a
g t <  (pèñ.3). Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

È â çàêëþ÷åíèå îäíî
çàìå÷àíèå. ß íàçâàë îñ-
íîâíóþ òåîðåìó àëãåá-
ðû òåîðåìîé Äàëàìáå-
ðà – Ãàóññà, âîçäàâàÿ
äàíü äâîèì âåëèêèì ìà-
òåìàòèêàì. Îáîèì íå
õâàòèëî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ìû ñ âàìè ïðèçíà-
ëè èõ äîêàçàòåëüñòâà
áåçóïðå÷íûìè, ñàìîé
ìàëîñòè: îäèí ñ÷èòàë
î÷åâèäíûì, ÷òî ìîäóëü
êâàäðàòà ïîëèíîìà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà, äðó-
ãîé – ÷òî âåùåñòâåííûé ïîëèíîì íå÷åòíîé ñòåïåíè
èìååò âåùåñòâåííûé íîëü. Íî ýòî è íà ñàìîì äåëå
î÷åâèäíî, íå òàê ëè?

Ðèñ. 3
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 ÀÏÐÅËß 2005 ÃÎÄÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÁ-

       îáùåñòâåííîñòü  íàøåé  ñòðàíû  îòìåòèëà
       âåêîâîé þáèëåé âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà

è çàìå÷àòåëüíîãî ÷åëîâåêà – Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à
Íèêîëüñêîãî. Ñâîþ ñòîëåòíþþ ãîäîâùèíó þáèëÿð
âñòðåòèë ïðåèñïîëíåííûì
òâîð÷åñêîé è îáùåñòâåííîé
àêòèâíîñòè, ÷òî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ÿâëåíèå áåñïðåöå-
äåíòíîå.

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷, ðàñ-
ñêàçûâàÿ î ñâîåé æèçíè, íà-
çûâàë èìåíà òðåõ ëþäåé, îêà-
çàâøèõ íà íåãî íàèáîëüøåå
âëèÿíèå. Ýòî åãî îòåö Ìèõà-
èë Äìèòðèåâè÷ Íèêîëüñêèé,
åãî ó÷èòåëü Àíäðåé Íèêîëà-
åâè÷ Êîëìîãîðîâ è åãî áëèç-
êèé äðóã Àíàòîëèé Èâàíî-
âè÷ Ìàëüöåâ.

Ìèõàèë Äìèòðèåâè÷ Íè-
êîëüñêèé èìåë áëàãîðîäíóþ
ïðîôåññèþ – îí áûë ëåñíè-
÷èì, è äåòñòâî Ñåðãåÿ Ìè-
õàéëîâè÷à ïðîøëî íà ïðè-
ðîäå ñðåäè ïîëåé è ïðåêðàñ-
íûõ ëåñîâ. Íà âñþ æèçíü
ñîõðàíèëèñü â åãî ïàìÿòè
îãðîìíûå, íåîõâàòíûå è ïðÿ-
ìûå, êàê ìà÷òû, äóáû çíà-
ìåíèòîãî Øèïîâà ëåñà â ïî-
ñåëêå Êðàñíûé Êîðäîí Âî-
ðîíåæñêîé ãóáåðíèè.

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Íè-
êîëüñêèé çàêîí÷èë Äíåïðî-
ïåòðîâñêèé óíèâåðñèòåò. Â
òðèäöàòûå ãîäû â Äíåïðî-
ïåòðîâñê êàê-òî ïðèåõàëè
Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ è Ïàâåë Ñåðãååâè÷
Àëåêñàíäðîâ. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ ÷èòàë ëåêöèè ïî
òåîðèè àïïðîêñèìàöèé, è Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé áûë îäíèì
èç íàèáîëåå àêòèâíûõ ñëóøàòåëåé. Â 1934 ãîäó Äíåï-
ðîïåòðîâñêèé óíèâåðñèòåò êîìàíäèðîâàë åãî â àñïè-
ðàíòóðó â Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò. Ýòî áûëè çàìå÷à-
òåëüíûå ãîäû â èñòîðèè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
ãîäû ðàñöâåòà ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû.
Ðîæäàëèñü ìíîãèå íîâûå íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Â 1933 ãîäó âûøåë ïåðåâîä íà ôðàíöóçñêèé ÿçûê
êíèãè âûäàþùåãîñÿ ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ñòåôàíà
Áàíàõà «Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàöèé» – îñíîâîïîëàãà-
þùåãî òðóäà ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Îäíó

êíèãó ïðèñëàëè À.Í.Êîëìîãîðîâó äëÿ ðåöåíçèðîâà-
íèÿ, åøå îäíó ïåðåäàëè â áèáëèîòåêó Ìîñêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà. Â 1934 ãîäó óâèäåëè ñâåò äâå êëàññè÷åñ-
êèå ðàáîòû: À.Í.Êîëìîãîðîâà, ãäå âïåðâûå áûëè îïðå-
äåëåíû òîïîëîãè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ñûã-

ðàâøèå îãðîìíóþ ðîëü â èñ-
ñëåäîâàíèè îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, è Ë.À.Ëþñòåðíè-
êà, ïåðåíåñøåãî íà áåñêî-
íå÷íîìåðíûé ñëó÷àé îäíó
èç ñàìûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
òåîðåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ – òåîðåìó î íå-
ÿâíûõ ôóíêöèÿõ. Â òå æå
ãîäû ó Êîëìîãîðîâà ïîÿâè-
ëèñü äâà ó÷åíèêà, êîòîðûå
ñòàëè àêòèâíî ðàáîòàòü â
íîâîì íàó÷íîì íàïðàâëå-
íèè, – Èçðàèëü Ìîèñååâè÷
Ãåëüôàíä è Ñåðãåé Ìèõàé-
ëîâè÷ Íèêîëüñêèé. Ñåðãåé
Ìèõàéëîâè÷ ïî÷òè âñå âðå-
ìÿ ïðîâîäèë â áèáëèîòåêå
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
øòóäèðóÿ êíèãó Áàíàõà è
äðóãèå ðàáîòû, àêòèâíî ó÷à-
ñòâîâàë â ñåìèíàðàõ. È Ãåëü-
ôàíä, è Íèêîëüñêèé â 1935
ãîäó çàùèòèëè ñâîè êàíäè-
äàòñêèå äèññåðòàöèè – ïåð-
âûå ïî ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó. Îáå áûëè âûäàþ-
ùèìèñÿ. Îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò äèññåðòàöèè Íèêîëüñ-
êîãî îêàçàëñÿ êëàññè÷åñêèì,
îí âîøåë â ó÷åáíèêè è óïî-
ìèíàåòñÿ â ëþáîì îáçîðå ïî
òåîðèè îïåðàòîðîâ. Ìîæíî

òîëüêî ïîðàæàòüñÿ òàêîìó ñòðåìèòåëüíîìó ðàçâèòèþ
íàóêè â òå ãîäû!

Çàùèòèâ äèññåðòàöèþ, Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ âîçâðà-
ùàåòñÿ â Äíåïðîïåòðîâñê, íî åãî ñâÿçè ñ íàó÷íûì
ðóêîâîäèòåëåì íå îáðûâàþòñÿ. Îí íà÷èíàåò íîâûé
öèêë èññëåäîâàíèé, èíèöèèðîâàííûé Êîëìîãîðîâûì:
åãî èíòåðåñû ñêëîíÿþòñÿ ê òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóí-
êöèé ïîëèíîìàìè. Â 1940 ãîäó Íèêîëüñêèé âíîâü
ïðèåçæàåò â Ìîñêâó è ïîñòóïàåò â äîêòîðàíòóðó Ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà. Ïåðåä íà÷à-
ëîì Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû Ñåðãåé Ìèõàéëî-
âè÷ ïðåäñòàâëÿåò ñâîåìó ó÷èòåëþ èòîãè ñâîåé äåÿòåëü-
íîñòè â äîêòîðàíòóðå – îòïå÷àòàííóþ íà ìàøèíêå â

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷
Íèêîëüñêèé
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Ìåòàñòàáèëüíûå êàïëè
è îáëåäåíåíèå ñàìîëåòà

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

Ø
ÅË 1721 ÃÎÄ. ÄÀÍÈÝËÜ ÃÀÁÐÈÝËÜ ÔÀÐÅÍ-
ãåéò íàïîëíèë âîäîé ñòåêëÿííûé øàð (îêî-
ëî äþéìà â äèàìåòðå) ñ âûâîäíîé òðóáêîé

(â 2–3 äþéìà äëèíîé), çàòåì âñêèïÿòèë âîäó, áûñòðî
çàïàÿë âûâîäíóþ òðóáêó è âûñòàâèë øàð íà íî÷ü íà
ïÿòíàäöàòèãðàäóñíûé ìîðîç. Óòðîì ñëåäóþùåãî äíÿ
îí îáíàðóæèë âîäó â øàðå… â æèäêîì ñîñòîÿíèè! Íî
êàê òîëüêî îí îòëîìèë çàïàÿííûé êîíåö âûâîäíîé
òðóáêè, ÷òîáû âûëèòü âîäó, âîäà î÷åíü áûñòðî çàìåð-
çëà. Ñíà÷àëà ýêñïåðèìåíòàòîð ïðèïèñàë ýòî ÿâëåíèå
äåéñòâèþ ïðîíèêøåãî âîçäóõà, íî ïîçäíåå çàìåòèë, ÷òî
çàìåðçàíèå âîäû ïðîèñõîäèò îò ñîòðÿñåíèÿ, íàïðèìåð
ïðè âñòðÿõèâàíèè çàïàÿííîãî øàðà.

îäíîì ýêçåìïëÿðå äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. 22 èþíÿ
1941 ãîäà íà÷àëàñü âîéíà. Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ âìåñòå
ñ èíñòèòóòîì ýâàêóèðîâàëñÿ â Êàçàíü, Êîëìîãîðîâ åùå
îñòàâàëñÿ â Ìîñêâå. 16 îêòÿáðÿ 1941 ãîäà – â îäèí èç
ñàìûõ òðàãè÷åñêèõ äíåé â èñòîðèè íàøåé ñòîëèöû
(íåìöû ðâàëèñü ê Ìîñêâå) – Êîëìîãîðîâ â î÷åíü
äðàìàòè÷åñêîé è íåðâíîé îáñòàíîâêå, èìåÿ âîçìîæ-
íîñòü âçÿòü ñ ñîáîé òîëüêî ñàìîå íåîáõîäèìîå, ñàäèòñÿ
â ïîåçä, îòïðàâëÿþùèéñÿ âãëóáü Ðîññèè. Ñðåäè ýòîãî
ñàìîãî íåîáõîäèìîãî â ÷åìîäàíå Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à
ëåæàëà äèññåðòàöèÿ Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à. Ïðèáûâ â
Êàçàíü è âîçâðàùàÿ àâòîðó åãî äèññåðòàöèþ, Êîëìîãî-
ðîâ äàë âûñîêóþ îöåíêó ýòîé ðàáîòå è ðåêîìåíäîâàë åå
ê çàùèòå. Â 1942 ãîäó â Êàçàíè Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷
çàùèùàåò äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ, à ÷åðåç äâà ãîäà
ïîëó÷àåò ïðîôåññîðñêîå çâàíèå. Â ïðåäâîåííûå ãîäû è
â êàçàíñêèé ïåðèîä ñëîæèëèñü òåñíûå äðóæåñêèå ñâÿçè
äâóõ ó÷åíèêîâ À. Í. Êîëìîãîðîâà, äâóõ åãî äîêòîðàí-
òîâ – Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî è À.È.Ìàëüöåâà.

Â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû Ñ.Ì.Íèêîëüñêèé íà÷èíàåò åùå
îäèí öèêë ñâîåé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Îí ðàçðàáà-
òûâàåò íîâûé ïîäõîä ê òåîðèè âëîæåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ
ýòîé òåîðèè ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. È â
òåîðèè ïðèáëèæåíèé, è â òåîðèè âëîæåíèÿ Ñåðãåé
Ìèõàéëîâè÷ Íèêîëüñêèé çàíèìàåò ëèäèðóþùåå ïîëî-
æåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå.

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Íèêîëüñêèé ñëóæèë è ïîíûíå
ñëóæèò ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîñâåùåíèþ

íà ìíîãèõ ïîïðèùàõ. Äî âîéíû îí ïðåïîäàâàë â
Äíåïðîïåòðîâñêîì óíèâåðñèòåòå. Ñ 1941 ãîäà Ñåðãåé
Ìèõàéëîâè÷ ðàáîòàåò â «Ñòåêëîâêå», ãäå ñ 1953 ïî
1961 ãîä îí áûë çàìåñòèòåëåì äèðåêòîðà, à ñ 1961 ïî
1989 ãîä – çàâåäóþùèì îòäåëîì òåîðèè ôóíêöèé.

Ìíîãî ëåò Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ âîçãëàâëÿë  ðåäàê-
öèþ æóðíàëà «Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì.Â.À.Ñòåêëîâà», áûë ãëàâíûì ðåäàêòîðîì ðåôåðà-
òèâíîãî æóðíàëà «Ìàòåìàòèêà». Îí ìíîãî ïðåïîäà-
âàë â Ìîñêâå – â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå, â Ìîñêîâ-
ñêîì àâòîäîðîæíîì èíñòèòóòå, íî áîëüøå âñåãî – â
Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå. Ñâîþ ñâÿçü
ñ ÌÔÒÈ è ÌÃÓ îí ñîõðàíÿåò è ñåãîäíÿ. Ïåðó Ñ.Ì.Íè-
êîëüñêîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ìî-
íîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ. Åãî ó÷åáíèê ïî ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó àíàëèçó, íàïèñàííûé ñîâìåñòíî ñ åãî ó÷åíèêîì
ß.Ñ.Áóãðîâûì, áûë óäîñòîåí Ãîñóäàðñòâåííîé ïðå-
ìèè. Õîðîøî èçâåñòíû ó÷åáíèêè «Àðèôìåòèêà 5»,
«Àðèôìåòèêà 6», «Àëãåáðà 7–9», ñîçäàííûå Ñ.Ì.Íè-
êîëüñêèì ñîâìåñòíî ñ Ì.Ê.Ïîòàïîâûì, Í.Í.Ðåøåòíè-
êîâûì è À.Â.Øåâêèíûì. Î÷åíü áîëüøîå âíèìàíèå
Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ óäåëÿåò ñåãîäíÿ ïðîáëåìàì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Àêòèâíåéøàÿ òâîð÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü Ñåðãåÿ Ìè-
õàéëîâè÷à Íèêîëüñêîãî ïðîäîëæàåòñÿ.

Çäîðîâüÿ, ðàäîñòåé, æèçíåííûõ è òâîð÷åñêèõ óäà÷
Âàì, Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷!

Îïèñàííîå ñîñòîÿíèå ïåðåîõëàæäåííîé æèäêîñòè
áûëî íàçâàíî ìåòàñòàáèëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé îíî îòíîñèòåëüíî
óñòîé÷èâî (ñòàáèëüíî). Åñëè æå ýòè óñëîâèÿ íàðóøå-
íû, ïåðåîõëàæäåííàÿ æèäêîñòü îòâåðäåâàåò, ò.å. ïåðå-
õîäèò â áîëåå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå (àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê êîíäåíñèðóåòñÿ ïåðåñûùåííûé ïàð) – êîíå÷íî, ñ
âûäåëåíèåì òåïëîòû ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.

Â îáëàêàõ êàïëè âîäû îñòàþòñÿ â æèäêîì ñîñòîÿíèè
ïðè òåìïåðàòóðå –40 °Ñ â òå÷åíèå ÷àñîâ è äàæå ñóòîê.
(À â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü æèäêóþ
âîäó, îõëàæäåííóþ íèæå –70 °Ñ.) È êîãäà ñàìîëåòû
ñòàëè ëåòàòü âñå âûøå è âûøå è ïîïàäàòü â ïåðåîõëàæ-



äåííûå îáëàêà, ïèëîòû ñòîëêíóëèñü ñ íîâûì ãðîçíûì
ÿâëåíèåì – îáëåäåíåíèåì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Âîò,
íàïðèìåð, ÷òî ïðîèñõîäèëî âî âðåìÿ èñòîðè÷åñêîãî
ïåðåëåòà Â.×êàëîâà, Ã.Áàéäóêîâà è À.Áåëÿêîâà ÷åðåç
Ñåâåðíûé ïîëþñ â ÑØÀ (èþíü 1937 ã.):

«Ïåðâûé êîíòàêò ñî ñòèõèåé íà÷èíàåòñÿ íàä Êîëüñ-
êèì ïîëóîñòðîâîì… Ïîÿâëÿþòñÿ ïåðâûå ïðèçíàêè îá-
ëåäåíåíèÿ: ñòåêëà ïèëîòñêîé êàáèíû ñòàíîâÿòñÿ ìàòî-
âûìè. Íà÷èíàåòñÿ òðÿñêà. Áåëàÿ îáëà÷íàÿ ìóòü… Íå
âèäíû êîíöû êðûëüåâ. Îáëåäåíåíèå óñèëèâàåòñÿ. Îíî
îõâàòûâàåò âèíò… Âòîðîé öèêëîí âñòðå÷àåò ýêèïàæ
÷åðåç íåñêîëüêî ÷àñîâ â Áàðåíöåâîì ìîðå. Îáëàêà
âñòàþò ïåðåä ñàìîëåòîì ñòåíîé… Âñå åùå òÿæåëî çà-
ãðóæåííûé ãîðþ÷èì «ÑÑÑÐ NO-25» áóêâàëüíî çàïîë-
çàë íà íîâûå ìåòðû âûñîòû, îáðàñòàÿ ëåäÿíîé êîðêîé
è ãîòîâûé â ëþáóþ ìèíóòó ñâàëèòüñÿ â ïðîïàñòü».

Ê ñ÷àñòüþ, ýòîò ïåðåëåò êîí÷èëñÿ òðèóìôîì. Ìíî-
ãèì äðóãèì ýêèïàæàì ïîâåçëî ìåíüøå.

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ â îïèñàííîì ÿâëåíèè ñ ôèçè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, âûÿñíèì, ïî÷åìó
êàïëè âîäû â îáëàêàõ îñòàþòñÿ æèäêèìè, íåñìîòðÿ íà
îõëàæäåíèå íèæå òî÷êè çàìåðçàíèÿ. Âåäü âñå çíàþò,
÷òî âîäà â áóòûëêå èëè âåäðå, âûñòàâëåííàÿ íà ìîðîç,
ïðåâðàùàåòñÿ â ëåä. Îêàçûâàåòñÿ, äåëî â òîì, ÷òî äëÿ
çàìåðçàíèÿ íåäîñòàòî÷íî ïåðåîõëàæäåíèÿ. Íóæíû åùå
ÿäðà êðèñòàëëèçàöèè (òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ êîíäåíñà-
öèè ïåðåñûùåííîãî ïàðà íóæíû ÿäðà êîíäåíñàöèè).
Ýòèìè ÿäðàìè ìîãóò áûòü è ìîëåêóëû ñàìîé âîäû,
êîòîðûå âûñòðîèëèñü â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, – íî
ýòî ïðîöåññ ñëó÷àéíûé è òåì ìåíåå âåðîÿòíûé, ÷åì
ìåíüøå ïåðåîõëàæäåíèå. À âîò åñëè åñòü ìåëü÷àéøèå
÷àñòèöû êàêîé-ëèáî ïðèìåñè (íàíîïûëèíêè, íàíîêðè-
ñòàëëèêè ñîëåé è ò.ï.), òî íà íèõ íà÷èíàåòñÿ ðîñò
êðèñòàëëà âîäû è ïðè ìàëîì ïåðåîõëàæäåíèè. Íî
ïîÿâëåíèå ïûëèíêè â êàïëå òîæå òåì ìåíåå âåðîÿòíî,
÷åì ìåëü÷å êàïëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, â
ïèðîãå ñîäåðæèòñÿ k èçþìèíîê è âû ðàçðåçàëè ïèðîã
íà k ÷àñòåé, òî ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü èçþìèí-
êó â íàóãàä âûáðàííîì êóñêå ðàâíà åäèíèöå. À åñëè
ðàçðåçàòü ïèðîã íà 1000k êóñêîâ, òî âîçìîæíîñòü
èçþìèíêå ïîïàñòü â äàííûé êóñîê – óæå îäíà òûñÿ÷-
íàÿ. À åñëè íà ìèëëèîí, íà ìèëëèàðä..?

Ïîñêîëüêó êàïëè âîäû â îáëàêàõ èìåþò ðàçìåðû
ïîðÿäêà îäíîãî – äåñÿòè ìèêðîìåòðîâ, òî íà âñåõ
ïðîñòî íå õâàòàåò ïîñòîðîííèõ (ãåòåðîãåííûõ) ÿäåð
êîíäåíñàöèè. Âîò êàïëè è âèñÿò â îáëàêàõ, áóäó÷è
ïåðåîõëàæäåííûìè ãîðàçäî íèæå 0 °Ñ. Íî åñëè óäàðèò
ãðîì (çâóêîâàÿ âîëíà) èëè ïðîëåòèò ñàìîëåò, ñ ïîâåðõ-
íîñòüþ êîòîðîãî îíè ñòîëêíóòñÿ, òóò âñòðÿñêà çàñòàâèò
èõ âñïîìíèòü, ÷òî óæå äàâíî ïîðà êðèñòàëëèçîâàòüñÿ.
Íåò, íå íàïðàñíî Ôàðåíãåéò êèïÿòèë âîäó ïåðåä çàìî-
ðàæèâàíèåì – îí óäàëÿë ãåòåðîãåííûå ÿäðà êîíäåíñà-
öèè. (Êñòàòè, ýòî òîò ñàìûé Ôàðåíãåéò, êîòîðûé
ïðåäëîæèë èçâåñòíóþ òåìïåðàòóðíóþ øêàëó. Åþ äî
ñèõ ïîð ïîëüçóþòñÿ â àíãëîÿçû÷íûõ ñòðàíàõ.)

È òóò ìû ïîäîøëè âïëîòíóþ ê îïèñàíèþ îáëåäåíå-
íèÿ êðûëà ñàìîëåòà. Ýêñïåðèìåíòû è ðàñ÷åòû ïîêàçû-
âàþò, ÷òî íàëåäü èìååò äâå õàðàêòåðíûå ôîðìû (ðèñ.1).
Äåëî íå òîëüêî â òîì, ÷òî ïðè ýòîì ëåòàòåëüíûé
àïïàðàò ïðîñòî òÿæåëååò, – ãëàâíîå â òîì, ÷òî ïîðòèòñÿ

Ðèñ. 1

ïðîôèëü êðûëà, ýòî-
ãî âàæíåéøåãî ýëåìåí-
òà ëåòàòåëüíîãî àïïà-
ðàòà, çàáîòëèâî ðàñ-
ñ÷èòàííîãî òåîðåòèêà-
ìè è èñïûòàííîãî ýê-
ñïåðèìåíòàòîðàìè â
àýðîäèíàìè÷åñêèõ
òðóáàõ. Íàëè÷èå ïî-
ñòîðîííèõ «íàøëåïîê» ìîæåò ïðèâåñòè ê ñðûâó ïîòîêà
âîçäóõà óæå âáëèçè ïåðåäíåé êðîìêè êðûëà è ðåçêîìó
óìåíüøåíèþ åãî ïîäúåìíîé ñèëû. Âîò ïî÷åìó íàø
äîáëåñòíûé ýêèïàæ áîÿëñÿ «ñâàëèòüñÿ â ïðîïàñòü».

Ïðåäñòàâèì ñåáå ïåðåäíþþ êðîìêó êðûëà â âèäå
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðóþ óæå íàìåðç
ñëîé òîëùèíîé h
(ðèñ.2). Âîîáùå ãîâî-
ðÿ, òîëùèíà ñëîÿ çà-
âèñèò îò êîîðäèíàòû
θ  òî÷êè íà ïîâåðõíî-
ñòè öèëèíäðà. Áîëåå
òîãî, è óãîë íàêëîíà
α  âíåøíåé ïîâåðõíî-
ñòè ëåäÿíîãî ñëîÿ ïî
îòíîøåíèþ ê ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà òîæå
ìîæåò áûòü ðàçíûì.

Ïîýòîìó âåêòîðû íîðìàëè N
���

 è êàñàòåëüíîé τ�  ê ýòîé
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè íå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè âåêòîðàìè 0N

���

 è 0τ
�

 ïðè îòñóòñòâèè îáëåäåíåíèÿ, à
ïîâåðíóòû íà óãîë α .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî êàïëè
äîñòàòî÷íî êðóïíûå, òàê ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èñ-
êðèâëåíèåì èõ òðàåêòîðèé ïðè ïîäëåòå ê íàøåìó
öèëèíäðó. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë èõ ïàäåíèÿ íà âíå-
øíþþ ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ëüäà ðàâåí θ α+ , à íîðìàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè óäàðà ðàâíà ( )cosv θ α+ .
Äàëåå, åñëè â íåâîçìóùåííîé àòìîñôåðå êîíöåíòðàöèÿ
ìèêðîêàïåëü ðàâíà n, à ìàññà êàæäîé êàïëè m, òî ïîòîê
ìàññû êàïåëü íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ñëîÿ ëüäà ðàâåí

( )cosnmv θ α+ . Îáîçíà÷èì nm ρ
•

= , ãäå ρ
•
 – ýòî

îáúåìíàÿ ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ìèêðîêàïåëü, èëè, êàê
ãîâîðÿò ìåòåîðîëîãè, âîäíîñòü àòìîñôåðû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áóäåì ñ÷èòàòü êàïëè äîñòàòî÷íî
ìàëûìè, òàê ÷òî ïðè óäàðå î òâåðäóþ ïîâåðõíîñòü îíè
íå äðîáÿòñÿ, à ìãíîâåííî ïðèìåðçàþò ê íåé.

Èòàê, çà âðåìÿ tΔ  íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè âûïàäåò
ìàññà ( )cosv tρ θ α Δ

•
+ ◊ , êîòîðàÿ ïðåâðàòèòñÿ â ñëîé

ëüäà òîëùèíîé hΔ  ñ ïëîòíîñòüþ ë
ρ . Îòñþäà ïîëó÷èì,

÷òî ñêîðîñòü ðîñòà òîëùèíû ñëîÿ áóäåò ðàâíà

( )

ë

cosvh

t

ρ θ αΔ
Δ ρ

•
+

= .                 (1)

Äëÿ îöåíêè ïðèìåì çíà÷åíèå âîäíîñòè 3
1 ã ìρ

•
= ,

ïëîòíîñòè ëüäà – 3
ë

900 *ã ìρ = , à ñêîðîñòè – v =
100 ì “= . Òîãäà ïîëó÷èì

( )
3 3

4

3

10 *ã ì
100 ì “ cos 10 ì “ 0,1ìì “

900 *ã ì

h

t

Δ θ α
Δ

-

-= ◊ + £ = .

Çíà÷èò, çà äåñÿòü ñåêóíä ïîëåòà â îáëàêå íà öèëèíäðå

Ì Å Ò À Ñ Ò À Á È Ë Ü Í Û Å  Ê À Ï Ë È  È  Î Á Ë Å Ä Å Í Å Í È Å  Ñ À Ì Î Ë Å Ò À 9

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 3

íàðàñòåò ñëîé ëüäà òîëùèíîé 1 ìì, çà ñòî ñåêóíä – 1 ñì,
çà òûñÿ÷ó ñåêóíä…

È ÷òî æå, ýòîò ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ, ïîêà íàø
öèëèíäð äâèæåòñÿ â îáëàêå èëè ïîêà íå óïàäåò ñàìî-
ëåò, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ ýòèì öèëèíäðîì? ×òîáû
îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ó÷òåì åùå îäèí ôàêò. À
èìåííî – ïðè îòâåðäåâàíèè êàæäîé êàïëè, ïðèìåðç-
øåé ê êðûëó, âûäåëÿåòñÿ òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè
(èëè òåïëîòà ïëàâëåíèÿ). Êðîìå òîãî, êàæäàÿ åäèíèöà
ìàññû êàïåëü íåñåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ 2

2v . À åùå
ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî òåìïåðàòóðà êàïåëü èçìåíÿåòñÿ îò
òåìïåðàòóðû â îáëàêå T

•
 äî òåìïåðàòóðû âíåøíåé

ïîâåðõíîñòè ñëîÿ 
C

T , êîòîðàÿ ïîêà ÷òî íåèçâåñòíà.
Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì êâàäðàòíîì ìåòðå âíåø-

íåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ âûäåëÿåòñÿ â ñåêóíäó ýíåðãèÿ,
ðàâíàÿ

( ) ( )
2

ë C
cos

2

v
v c T Tρ θ α λ

• •

Ê ˆ
+ ◊ + + -Á ˜Ë ¯ ,

ãäå λ  è 
ë

c  – óäåëüíàÿ òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè âîäû
(ïëàâëåíèÿ ëüäà) è óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ëüäà ñîîò-
âåòñòâåííî.

À êóäà äåâàåòñÿ ýòà òåïëîòà? Êîíå÷íî, ÷àñòü åå èäåò
íà ïîäîãðåâàíèå ñëîÿ ëüäà, ÷àñòü óíîñèòñÿ ïîòîêîì
âîçäóõà (â ïîãðàíè÷íîì ñëîå), ÷àñòü ïðîíèêàåò âíóòðü
ñëîÿ – â ñòîðîíó êðûëà (ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà),
èìåþùåãî òåìïåðàòóðó 

*!
T . Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè

ïëîòíîñòü ïîòîêà òåïëà q âíóòðü ñëîÿ ëüäà, èñïîëüçóåì
îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè χ :

C *!
T T

q
h

χ
-

= .

Ñìûñë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðîñò: ïëîòíîñòü ïîòîêà òåï-
ëîâîé ýíåðãèè â íåïîäâèæíîì ñëîå òîëùèíîé h ïðîïîð-
öèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòÿõ ýòîãî
ñëîÿ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà òîëùèíå ñëîÿ. À
êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è åñòü êîýôôèöè-
åíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Åãî çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè â
ôèçè÷åñêîì ñïðàâî÷íèêå.

Äàëåå, ïðèìåì åùå òàêèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæå-
íèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà èìååò
òó æå òåìïåðàòóðó, ÷òî è îáëàêî, – âåäü ïîâåðõíîñòü
êðûëà, íå ïîêðûòàÿ ñëîåì ëüäà, ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì
îáëåäåíåâøàÿ, à òåïëîïðîâîäíîñòü ìåòàëëà âåëèêà.
Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü 

*!
T T

•
= . Êðîìå òîãî, ïðåíåá-

ðåæåì îòâîäîì òåïëà â ïîãðàíè÷íûé ñëîé âîçäóõà. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåð-
ãèè:

( ) ( )
2

ë C
cos

2

v
v c T Tρ θ α λ

• •

Ê ˆ
+ ◊ + + - =Á ˜Ë ¯

C
T T

h
χ •

-
.

Ñëîé ëüäà â äàííîé òî÷êå öèëèíäðà, õàðàêòåðèçóåìîé
óãëîì θ , áóäåò ðàñòè äî òåõ ïîð, ïîêà òåìïåðàòóðà
ïîâåðõíîñòè ëüäà íå äîñòèãíåò òåìïåðàòóðû åãî ïëàâ-
ëåíèÿ (èëè îòâåðäåâàíèÿ âîäû) 

Cë
T . Ïîëàãàÿ 

C Cë
T T= ,

èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàéäåì ïðåäåëüíóþ òîëùèíó
ñëîÿ ëüäà:

( )

( ) ( )

Cë

2

ë Cë
cos

2

T T
h

v
v c T T

χ

ρ θ α λ

•

*

• •

-
=

Ê ˆ
+ ◊ + + -Á ˜Ë ¯

.    (2)

Â ýòîé ôîðìóëå íàì íå èçâåñòíà çàâèñèìîñòü îò
âðåìåíè óãëà α  íàêëîíà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ
ëüäà ïî îòíîøåíèþ ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå θ .
Íî ïî êðàéíåé ìåðå ìû çíàåì åå ïðè 0θ =  (â òî÷êå
òîðìîæåíèÿ ïîòîêà). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñèììåò-
ðèè ìû ìîæåì îæèäàòü ( )0 0α = . Òîãäà èç âûðàæåíèÿ
(1) ìîæíî íàéòè òî âðåìÿ, çà êîòîðîå ñëîé ëüäà â òî÷êå
òîðìîæåíèÿ âûðàñòåò äî çíà÷åíèÿ h

*
:

( )

( )

ë Cëë

2
2 2

ë Cë
2

T Th
t

v v
v c T T

ρ χρ
ρ

ρ λ

•*

*

•

• •

-
= =

Ê ˆ
+ + -Á ˜Ë ¯

.     (3)

Âûïèøåì íåîáõîäèìûå òàáëè÷íûå äàííûå:

5
3,35 10  d› *ãλ = ◊ , ( )ë

2,1 *d› *ã jc = ◊ ,

 ( )2,2 b2 ì jχ = ◊ .

Ïðèíèìàÿ 
Cë

10 jT T
•

- =  (òåìïåðàòóðà îáëàêà êà-
ïåëü íà äåñÿòü ãðàäóñîâ íèæå òî÷êè ïëàâëåíèÿ ëüäà),
ïîëó÷èì

t
*
=

6 4 5 4 4

900 2,2 10
 c 10 c

1
10 10 3,35 10 10 2,1 10

2

-

◊ ◊
Ê ˆ◊ ◊ + - ◊Á ˜Ë ¯

∼ .

(Ñðàâíåíèå ÷èñåë â ñêîáêàõ ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíóþ
ðîëü èãðàåò òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè.)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, òîëùèíà ñëîÿ ëüäà â òî÷êå
òîðìîæåíèÿ ïåðåñòàíåò ðàñòè, à ïðèáûâàþùèå ìàññû
ïåðåîõëàæäåííûõ êàïåëü áóäóò ðàñòåêàòüñÿ ñèììåò-
ðè÷íî ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, îòâåðäåâàÿ ïðè áóëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé êîîðäèíàòû θ . ßñíî, ÷òî äî
ìîìåíòà âðåìåíè t

*
 òîëùèíà ðàñòóùåãî ñëîÿ ëüäà

áóäåò èìåòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â òî÷êå òîðìîæå-
íèÿ (ñì. ðèñ.1,à), à ïðè t t

*
>  îáðàçóþòñÿ ñèììåòðè÷-

íûå «ðîãà» (ñì. ðèñ.1,á). Ýòó çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè
èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê
3. Êîíå÷íî, âñå íàøè
âû÷èñëåíèÿ áóäóò âåð-
íû äî òåõ ïîð, ïîêà ñëîé
ëüäà îñòàåòñÿ äîñòàòî÷-
íî òîíêèì (h R� ).

Äîáàâèì, ÷òî ðàññìîò-
ðåííûé ïðîöåññ îáëåäå-
íåíèÿ îïàñåí íå òîëüêî
äëÿ ëåòàòåëüíûõ àïïà-
ðàòîâ, à åùå, íàïðèìåð,
äëÿ ïðîâîäîâ âûñîêî-
âîëüòíûõ ëèíèé. Ïðåæ-
äå âñåãî, ïðîâîä «òÿæåëååò». Âäîáàâîê, ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå ñëîÿ ëüäà íà ïðîâîäå èìååò ôîðìó, ïîäîáíóþ
ïðîôèëþ êðûëà, è ïðè îáäóâå âåòðîì ïðîâîä ïîäïðû-
ãèâàåò ââåðõ, à çàòåì ïîä äåéñòâèåì ñèë óïðóãîñòè è
òÿæåñòè ïàäàåò âíèç. Âñå ýòî íåðåäêî ïðèâîäèò ê îáðûâó
ïðîâîäîâ.

À òåïåðü âäóì÷èâûé ×èòàòåëü ìîæåò ïåðå÷èñëèòü âñå
óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå âûøå, è ïî-
ïûòàòüñÿ ñíÿòü õîòÿ áû îäíî èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå Îí
ïîëó÷èò íîâóþ, áîëåå ñîâåðøåííóþ ôèçè÷åñêóþ ìî-
äåëü ðàññìîòðåííîãî ïðîöåññà.
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Íàíîòåõíîëîãèÿ
íà ñëóæáå ÷åëîâåêà

Þ.ÃÎËÎÂÈÍ

Â
  ÁËÈÆÀÉØÅÅ  ÂÐÅÌß  ÍÀÍÎÒÅÕÍÎËÎÃÈß –
÷ðåçâû÷àéíî  ïåðñïåêòèâíîå  íàïðàâëåíèå  ðàç-
âèòèÿ íàóêè è òåõíèêè – îáåùàåò ïðîíèêíóòü âî

âñå ñôåðû äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà, êàðäèíàëüíî èçìå-
íèòü ïðîèçâîäñòâî, ýêîíîìèêó äà è æèçíü â öåëîì,
ïîäîáíî òîìó êàê íà íàøèõ ãëàçàõ ýòî ñëó÷èëîñü â
ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíîé ðåâîëþöèè â êîíöå XX âåêà.
Îäíàêî ïî âñåì ïðèçíàêàì è ïðîãíîçàì ïîñëåäñòâèÿ
íàíîòåõíîëîãè÷åñêîé ðåâîëþöèè áóäóò åùå îáøèðíåå

è ãëóáæå. Âàæíî âîâðåìÿ ñîðèåíòèðîâàòüñÿ è âûáðàòü
ñâîé ïóòü â æèçíè ñ ó÷åòîì ýòîãî âàæíîãî îáñòîÿòåëü-
ñòâà.

Ñ ïðèñòàâêîé «íàíî» âû, êîíå÷íî, óæå çíàêîìû. Îíà
ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêîãî nános – êàðëèê è îçíà÷àåò
îäíó ìèëëèàðäíóþ äîëþ êàêîé-ëèáî åäèíèöû: 1 íÔ,
1 íñ, 1 íÀ, 1 íì. ×àùå âñåãî ïîä íàíîìèðîì ïîäðàçó-
ìåâàþò ìèð îòäåëüíûõ îáúåêòîâ èëè ñâÿçàííûõ ñòðóê-
òóð, èìåþùèõ õàðàêòåðíûå ðàçìåðû îò äîëåé íàíîìåò-
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ðà äî ñîòåí íàíîìåòðîâ. Íèæíÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì àòîìà ïîðÿäêà 0,1  íàíîìåòðà,
âåðõíÿÿ – ðàçìåðàìè îêîëî 0,1 ìèêðîìåòðà, ïðè
êîòîðûõ óòðà÷èâàåòñÿ ñïåöèôèêà ïîâåäåíèÿ è ñâîéñòâ
íàíî÷àñòèö.

Íàíîòåõíîëîãèÿ çà ïîñëåäíèå 5–7 ëåò èç íåáîëüøîãî
÷èñëà ðàçðîçíåííûõ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ïðåâðàòè-
ëàñü â îáøèðíóþ âçàèìîñâÿçàííóþ îòðàñëü äåÿòåëüíî-
ñòè, â êîòîðóþ ðàçâèòûå ñòðàíû âêëàäûâàþò ãðîìàä-
íûå ñðåäñòâà, ñîçäàâàÿ íàíîöåíòðû, îòêðûâàÿ íîâûå
ñïåöèàëüíîñòè â óíèâåðñèòåòàõ, ïðîâîäÿ äåñÿòêè íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèé â ãîä. Ñåé÷àñ ïîä íàíîòåõíîëîãèåé
ïîíèìàþò ñïîñîáíîñòü èñêóññòâåííî ñîçäàâàòü èëè
íàõîäèòü â ïðèðîäå, êîíòðîëèðîâàòü è èñïîëüçîâàòü
íàíîîáúåêòû â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ æèçíè íà îñíîâå
ôóíäàìåíòàëüíûõ çíàíèé â îáëàñòè ôèçèêè, õèìèè è
áèîëîãèè.

Íà îáèëüíî ïëîäîíîñÿùåì äåðåâå íàíîòåõíîëîãèè
óæå âûðîñëî ìíîãî âåòâåé(ðèñ.1): ýòî íàíîìàòåðèàëû,
íàíîýëåêòðîíèêà è êîìïüþòåðû ñëåäóþùåãî ïîêîëå-
íèÿ, óäèâèòåëüíûå ñòðóêòóðû íà îñíîâå óãëåðîäà –
ôóëëåðåíû è íàíîòðóáêè, íàíîëåêàðñòâà è íàíîðîáîòû
äëÿ ìåäèöèíû, îáîðîíû, îñâîåíèÿ êîñìîñà è ìíîãîå
äðóãîå. Äàæå ïðåäñòàâèòü ñåáå íàíîîáúåêòû íå òàê
ïðîñòî, íå ãîâîðÿ óæå î òîì, ÷òîáû èõ ñîçäàâàòü è
ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå. Îäíàêî ìíîãèå îêðóæàþùèå
íàñ ïðåäìåòû áûòà äà è ìû ñàìè, êàê ñëîæíî óñòðîåí-
íûå áèîëîãè÷åñêèå ñóùåñòâà, ñîäåðæèì èõ â áîëüøèõ
êîëè÷åñòâàõ. ÄÍÊ, áåëêè, æèðû, óãëåâîäû, èãðàþùèå
âàæíåéøóþ ðîëü â ëþáîì îðãàíèçìå, èìåþò íàíîìåò-
ðîâûå ðàçìåðû.

Îêîëî ïÿòè òûñÿ÷ ëåò íàçàä ÷åëîâåê âïåðâûå öåëå-
íàïðàâëåííî èñïîëüçîâàë íàíîîáúåêòû – äðîææè, êî-
òîðûå íà÷àë äîáàâëÿòü â òåñòî, ñûðû, âèíîãðàäíûé ñîê

ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ áîëåå äåëèêàòåñíûõ ïðîäóêòîâ
ïèòàíèÿ èç ïèùåâîãî ñûðüÿ. Ñîâñåì íåäàâíî (ïî èñòî-
ðè÷åñêèì ìåðêàì) ÷åëîâåê íàó÷èëñÿ ñîçäàâàòü âûñîêî-
ïðî÷íûå íàíîñòðóêòóðèðîâàííûå ìàòåðèàëû, òîíêèå
ïëåíêè è ïîêðûòèÿ, ôóëëåðåíû è íàíîòðóáêè, áîëü-
øèå èíòåãðàëüíûå ñõåìû è ìíîãîå äðóãîå ñ ðàçìåðàìè
ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ, ëåæàùèìè â íàíîøêàëå. Òàê,
íàïðèìåð, â ïðîöåññîðå Pentium-4 îíè ñîñòàâëÿþò
îêîëî 100 íì. (Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñðåçå ÷åëîâå÷åñêîãî
âîëîñà äèàìåòðîì ïîðÿäêà 50 ìêì ìîæíî ðàçìåñòèòü
îêîëî 200 òûñÿ÷ òàêèõ ýëåìåíòîâ.) Ðåàëüíûå ðàçìåðû
ïëàñòèíêè èç ñóïåð÷èñòîãî êðåìíèÿ, íà êîòîðîé ìåòî-
äàìè ïëàíàðíîé òåõíîëîãèè ñîçäàþò ìèêðîïðîöåññîð
èëè äèíàìè÷åñêóþ ïàìÿòü äëÿ ñîâðåìåííîãî êîìïüþòå-
ðà, ñîñòàâëÿþò îêîëî 2

1 “ì , ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçìåñòèòü
íà ýòîé ïîäëîæêå, èëè, êàê ãîâîðÿò, ÷èïå (îò àíãëèé-
ñêîãî chip – îñêîëîê, êóñî÷åê), íåñêîëüêî ìèëëèàðäîâ
ýëåìåíòîâ (ýòî ÷èñëî ñîïîñòàâèìî ñ ÷èñëîì æèòåëåé
Çåìëè).

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è ýòîãî îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî, è íà ïîâåñòêå äíÿ ñòîèò çàäà÷à íåóêëîí-
íîãî óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ è
îäíîâðåìåííîãî óâåëè÷åíèÿ èõ êîëè÷åñòâà íà ÷èïå.
Êàêîâû æå ôèçè÷åñêèå (íå òåõíè÷åñêèå) ïðåäåëû
ìèíèàòþðèçàöèè? Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðàìè îò-
äåëüíûõ àòîìîâ (ìîëåêóë) è ýëåêòðîííûìè ïðîöåññà-
ìè â íèõ. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü âñå
êîìïîíåíòû, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ñîçäàíèÿ êîì-
ïüþòåðà, âûïîëíåííûå
íà îòäåëüíûõ ìîëåêó-
ëàõ. È òàêèå ýëåìåíòû
óæå ñîçäàíû â ëàáîðàòî-
ðèÿõ. Ñòðîèòåëüíûìè
áëîêàìè â íèõ ÿâëÿþòñÿ
îòäåëüíûå àòîìû, à öå-
ìåíòîì, êîòîðûé èõ
ñêðåïëÿåò, – ìåæàòîì-
íûå ñèëû. Íåçàâèñèìî
îò òèïà, ýòè ñèëû ìåíÿ-
þòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì î÷åíü
ïîõîæå (ðèñ.2). Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü ðåàëèçî-
âàòü ñîâåðøåííî íîâûé ïîäõîä ê ëþáîé òåõíîëîãèè
(ðèñ.3): íå «ñâåðõó–âíèç», ò.å. îò áîëüøîé çàãîòîâêè
ê ìåíüøåìó èçäåëèþ ïóòåì îòñå÷åíèÿ íåíóæíîãî ìàòå-
ðèàëà è ïðåâðàùåíèÿ åãî â îòõîäû, à «ñíèçó–ââåðõ»,
ò.å. ïóòåì áåçîòõîäíîé ñáîðêè íåîáõîäèìîãî èçäåëèÿ
èç îòäåëüíûõ àòîìîâ è ìîëåêóë. Òàêîé ïîäõîä îáåùàåò
â êîðíå èçìåíèòü íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î òåõíîëîãèè,
âíåøíåì âèäå è íàçíà÷åíèè èñêóññòâåííî ñîçäàâàåìûõ
ïðîäóêòîâ.

×åì æå òàê ïðèâëåêàòåëüíû ñàìè ïî ñåáå íàíîîáúåê-
òû è íàíîñòðóêòóðû? Ìîæíî íàçâàòü ìíîæåñòâî ïðè-
÷èí: íè÷òîæíîå êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìîé äëÿ èõ ïðîèç-
âîäñòâà ýíåðãèè è ñûðüÿ, ïðàêòè÷åñêàÿ áåçîòõîäíîñòü
è ýêîëîãè÷åñêàÿ áåçâðåäíîñòü, âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü
î÷åíü ñëîæíûå è âìåñòå ñ òåì î÷åíü êîìïàêòíûå
èçäåëèÿ äëÿ ýëåêòðîíèêè, êîñìîíàâòèêè, ìåäèöèíû.
Îñîáî ïðèâëåêàòåëüíî òî, ÷òî ñâîéñòâàìè òàêèõ îáúåê-Ðèñ.1. Äåðåâî íàíîòåõíîëîãèè

Ðèñ.2. Ýíåðãèÿ è ñèëà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè



òîâ ìîæíî óïðàâëÿòü ïðîñòûì èçìåíåíèåì ðàçìåðîâ,
ïîñêîëüêó â îáëàñòè 100 …ìcR £  íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòü-
ñÿ òàê íàçûâàåìûå ìàñøòàáíûå ýôôåêòû. Äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ñâîéñòâ (ìåõàíè÷åñêèõ, ýëåêòðè÷åñêèõ, ìàãíèò-
íûõ, õèìè÷åñêèõ è äð.) ýòîò êðèòè÷åñêèé ðàçìåð cR
ìîæåò áûòü ðàçíûì äàæå äëÿ îäíîãî è òîãî æå âåùå-
ñòâà, âïðî÷åì êàê è õàðàêòåð èçìåíåíèé ýòèõ ñâîéñòâ
ïðè cR R£ .

Îñíîâíûå ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ
â íàíîìàñøòàáíûõ îáúåêòàõ ñâÿçàíû, íàïðèìåð, ñ òåì,
÷òî äîëÿ α  àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â òîíêîì ïðèïîâåðõ-
íîñòíîì ñëîå ( 1 …ì∼ ), ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðà

÷àñòè÷êè âåùåñòâà R, ïîñêîëüêó 2 3S V R Rα ∼ ∼ ∼

1 R∼  (çäåñü S – ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷àñòè÷êè, V –
åå îáúåì).

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî àòîìû, íàõîäÿùèåñÿ íà
ïîâåðõíîñòè, îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, îòëè÷àþùèìè èõ
îò îáúåìíûõ, òàê êàê îíè ñâÿçàíû ñ îêðóæàþùèìè èõ
àòîìàìè ïî-èíîìó, íåæåëè â îáúåìå. Â ðåçóëüòàòå íà
ïîâåðõíîñòè ìîæåò ïðîèçîéòè àòîìíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ
è ïîÿâèòñÿ äðóãîé ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ (÷òî
ðåàëüíî è ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â ïðèïîâåðõíîñòíûõ
ñëîÿõ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî êðåìíèÿ – îñíîâû ñîâðå-
ìåííîé ïîëóïðîâîäíèêîâîé òåõíèêè). Äëÿ àòîìîâ,
íàõîäÿùèõñÿ íà êðàõ ìîíîàòîìíûõ òåððàñ, óñòóïîâ è
âïàäèí íà íèõ, âîçíèêàþò ñîâåðøåííî îñîáûå óñëîâèÿ.

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñ-
òüþ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ ïðèïîâåðõ-
íîñòíûõ ñîñòîÿíèé. Âñå ýòî âìåñòå âçÿòîå äàåò îñíîâà-
íèå ðàññìàòðèâàòü ïðèïîâåðõíîñòíûé ñëîé êàê íåêîå
íîâîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ (îñîáåííî â õèìèè) íàíî÷àñòèöàìè ñ÷èòàþò
òàêèå, ó êîòîðûõ äîëÿ ïîâåðõíîñòíûõ àòîìîâ ïðåâû-
øàåò 0,1. Òîãäà äëÿ ÷àñòèö ðàçíûõ ôîðì ñîîòâåòñòâó-
þùèé õàðàêòåðíûé ðàçìåð cR  áóäåò ñîñòàâëÿòü äåñÿò-
êè íàíîìåòðîâ.

È åùå. Ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ «ñòîêîì» ïî÷òè áåñêî-
íå÷íîé åìêîñòè äëÿ áîëüøèíñòâà äåôåêòîâ êðèñòàëëè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ òàê íàçûâàåìûõ
ñèë èçîáðàæåíèÿ è äðóãèõ ïðè÷èí. (Ñèëû èçîáðàæå-
íèÿ ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå ïî ìåòîäó ðàñ÷åòà, êîòî-
ðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîìåùåíèè ñèììåòðè÷íîãî çà ãðà-
íèöåé ðàçäåëà ìûñëåííîãî òî÷íî òàêîãî æå îáúåêòà, íî
ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà.) Ñèëû èçîáðàæåíèÿ óáûâà-
þò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè, íî åñëè ðàçìåð
÷àñòè÷êè äîñòàòî÷íî ìàë, òî îíè ìîãóò «âûñîñàòü» èç
îáúåìà íà ïîâåðõíîñòü áîëüøèíñòâî äåôåêòîâ è ñäå-
ëàòü åãî áîëåå ñîâåðøåííûì â ñòðóêòóðíîì è õèìè÷åñ-
êîì îòíîøåíèè.

Äðóãàÿ ãðóïïà ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí ðàçìåðíûõ ýô-
ôåêòîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ëþáîì ÿâëåíèè ïåðå-
íîñà (ýëåêòðè÷åñêèé òîê, òåïëîïðîâîäíîñòü, ïëàñòè-
÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ è ò.ï.) íîñèòåëÿì ìîæíî ïðèïèñàòü
íåêîòîðóþ ýôôåêòèâíóþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà

fR . Ïðè 
fR R�  ðàññåÿíèå (èëè çàõâàò è ãèáåëü)

íîñèòåëåé ïðîèñõîäèò â îáúåìå è ñëàáî çàâèñèò îò
ãåîìåòðèè îáúåêòà, à âîò ïðè fR R<  ñèòóàöèÿ ðàäè-
êàëüíî ìåíÿåòñÿ è âñå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåíîñà íà÷è-
íàþò ñèëüíî çàâèñåòü îò ðàçìåðîâ îáðàçöà. Â ñëó÷àÿõ,
êîãäà äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ òðåáóåòñÿ
îáðàçîâàíèå çàðîäûøà êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà nR  (êðè-
ñòàëëèçàöèÿ, ïîëèìîðôíûå ïåðåõîäû, çàðîæäåíèå
ìàãíèòíîãî äîìåíà èëè äèñëîêàöèîííîé ïåòëè è ò.ï.),
â ÷àñòèöàõ ñ ðàçìåðàìè nR R<  ýòîò ïðîöåññ áëîêèðó-
åòñÿ, ÷òî ìåíÿåò âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû
òàêèõ ïåðåõîäîâ.

Áîëüøóþ ïåðñïåêòèâó ïðèìåíåíèÿ â íàíîýëåêòðîíè-
êå, íàíîñåíñîðíîé òåõíèêå è ò.ï. èìåþò íèçêîðàçìåð-
íûå êâàíòîâûå ñòðóêòóðû, èíòåíñèâíî èçó÷àåìûå ôè-
çèêàìè â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé. Îáû÷íî
ýòî ïîëóïðîâîäíèêîâûå èëè ñâåðõïðîâîäÿùèå îáúåê-
òû, èìåþùèå àòîìàðíûé ìàñøòàá â îäíîì, äâóõ èëè
òðåõ íàïðàâëåíèÿõ. Èõ ñâîéñòâà ìîãóò ðåçêî îòëè÷àòü-
ñÿ îò îáúåìíûõ äëÿ òîãî æå ìàòåðèàëà – âñëåäñòâèå
ÿðêîãî ïðîÿâëåíèÿ êâàíòîâûõ çàêîíîìåðíîñòåé ïîâå-
äåíèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàåò è ðÿä ñëîæíûõ âîïðîñîâ. Êàê
ïðåâðàòèòü óæå èìåþùèåñÿ çíàíèÿ â íàíîòåõíîëîãèè è
ðåàëèçîâàòü èõ â ïðîìûøëåííûõ ìàñøòàáàõ? Ìîæíî
ëè ïîëíîñòüþ ïðåäñêàçàòü ñâîéñòâà òàêèõ îáúåêòîâ?
Êàê èõ êîíòðîëèðîâàòü? Íå ìîãóò ëè îíè ïðåäñòàâëÿòü
óãðîçó çäîðîâüþ, áåçîïàñíîñòè, îáîðîíîñïîñîáíîñòè
ñòðàíû? Âñå ýòî äàëåêî íå ïðàçäíûå âîïðîñû. Íà
çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü âîïðîñîâ îòâåòû óæå åñòü, íà
íåêîòîðûå –  åùå íåò.

Íàíîòåõíîëîãèÿ óæå ðàçðàáîòàëà äåñÿòêè, åñëè íå

Ðèñ.3. Äâå òåõíîëîãè÷åñêèå ïàðàäèãìû: «ñâåðõó–âíèç», ò.å. îáêàëû-
âàíèå, îòïèëèâàíèå, îáòà÷èâàíèå, è «ñíèçó–ââåðõ», ò.å. ìîëåêóëÿð-
íî-ëó÷åâàÿ ýïèòàêñèÿ, ñàìîñáîðêà íàíîñòðóêòóð íà ïîâåðõíîñòè
ïîäëîæêè, àòîìíûå ìàíèïóëÿöèè è ñáîðêà ñ ïîìîùüþ èãëû
òóííåëüíîãî çîíäîâîãî ìèêðîñêîïà (1 – èñòî÷íèê èîíîâ èëè
àòîìîâ, 2 – ìàñêà-òðàôàðåò, 3 – ïîäëîæêà, 4 – èãëà òóííåëüíîãî
çîíäîâîãî ìèêðîñêîïà)
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ñîòíè, ìåòîäîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ íàíîñòðóêòóð, íàõîæ-
äåíèÿ è îòáîðà èõ èç ïðèðîäíûõ áèîëîãè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ. Â êîðîòêîì ðàññêàçå íåâîçìîæíî äàæå ïðîñòî
óïîìÿíóòü èõ âñå. Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì, âåñüìà
óíèâåðñàëüíîì è ìíîãîîáåùàþùåì – íà ñåìåéñòâå
çîíäîâûõ ñêàíèðóþùèõ íàíîòåõíîëîãèé.  Ïåðâûé èç
íèõ – ñêàíèðóþùèé òóííåëüíûé ìèêðîñêîï – áûë
ïðåäëîæåí Íîáåëåâñêèìè ëàóðåàòàìè (1986 ã.) Ã.Áèí-
íèãîì è Ã.Ðîðåðîì â 1981 ãîäó, íî êàê ñðåäñòâî
íàíîòåõíîëîãèè îíè ðàçâèëèñü â 90-å ãîäû è ñåé÷àñ
âêëþ÷àþò äåñÿòêè êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ íàáëþäåíèÿ,
êîíñòðóèðîâàíèÿ è êîíòðîëÿ íàíîñòðóêòóð àòîìàðíîãî
ìàñøòàáà. Îáùèì äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå àòîìíî
îñòðîãî èíñòðóìåíòà – çîíäà, êîòîðûé ñïîñîáåí âûïîë-
íÿòü íåñêîëüêî ôóíêöèé. Òàêîé çîíä ñ ïîìîùüþ òðåõ-
êîîðäèíàòíîãî ïüåçîìàíèïóëÿòîðà ìîæíî ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ ïåðåìåùàòü â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò
èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ýòà òî÷íîñòü â íåêîòîðûõ
ïðèáîðàõ äîñòèãàåò òûñÿ÷íûõ äîëåé íàíîìåòðà. (Ñðå-
äè ïðîèçâîäñòâåííèêîâ ñòàðîé çàêàëêè áûòóåò âûðàæå-
íèå «ëîâèòü ìèêðîíû», ò.å. îáðàáàòûâàòü äåòàëè ñ
òî÷íîñòüþ äî åäèíèö ìèêðîìåòðà. Òåïåðü ïðèøëî
âðåìÿ «ëîâèòü» íàíîìåòðû è äàæå èõ ìàëûå äîëè, ò.å.
ðàáîòàòü â òûñÿ÷è ðàç òî÷íåå.) Îñòðèå, ïîäâåäåííîå ê
ïîâåðõíîñòè íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà ðàçìåðà àòîìà,
íà÷èíàåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ îòäåëüíûìè àòîìàìè. È
ýòî âçàèìîäåéñòâèå, êîíå÷íî, çàâèñèò îò ìèêðîãåîìåò-
ðèè ïîâåðõíîñòè íà àòîìíîì óðîâíå, îò òèïà ñàìèõ
àòîìîâ, èõ õèìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïîãîâîðèì íåìíîãî îá îñíîâíûõ ðàçíîâèäíîñòÿõ
çîíäîâîé íàíîòåõíîëîãèè è åå âîçìîæíîñòÿõ.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûë òóííåëüíûé ìèêðîñêîï.
Åãî ñîçäàíèå áûëî ñòèìóëèðîâàíî æåëàíèåì èìåòü
àòîìíîå ðàçðåøåíèå ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåðõíîñòè.
Îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ íå ïîçâîëÿåò ýòîãî ñäåëàòü â
ïðèíöèïå. Èç-çà äèôðàêöèè ñâåòîâîé âîëíû ïðåäåëü-
íîå ðàçðåøåíèå îãðàíè÷åíî ïðèìåðíî ïîëîâèíîé äëè-
íû âîëíû ñâåòà, íà êîòîðîì ðàáîòàåò ìèêðîñêîï. Äëÿ
âèäèìîãî ñâåòà ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîìó ïðå-
äåëó ðàçðåøåíèÿ ïîðÿäêà 200 íì (ðåàëüíî îí, êîíå÷-
íî, åùå íèæå), ÷òî ïðèìåðíî â 1000 ðàç áîëüøå
ðàçìåðîâ àòîìîâ. Ñîâðåìåííûå ýëåêòðîííûå ìèêðî-
ñêîïû, èñïîëüçóþùèå âìåñòî ñâåòîâîãî ýëåêòðîííûé
ïó÷îê, ìîãóò â íåêîòîðûõ âåñüìà ðåäêèõ ñëó÷àÿõ
îáåñïå÷èâàòü àòîìíîå ðàçðåøåíèå. Íî îíè î÷åíü äîðîãè
è ñëîæíû â ýêñïëóàòàöèè, è íèêòî íå ðàññìàòðèâàåò èõ
êàê òåõíîëîãè÷åñêîå ñðåäñòâî.

Â òóííåëüíîì ñêàíèðóþùåì ìèêðîñêîïå, àêêóðàòíî
ïðèáëèæàÿ çîíä ê èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè è ïîäàâ íà
íåãî íåáîëüøîå íàïðÿæåíèå (îáû÷íî åäèíèöû âîëüò),
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ÷åðåç çàçîð ìåæäó îñòðèåì è
ïîâåðõíîñòüþ ïîòåê ñëàáûé ( 1 …`∼ ) òóííåëüíûé òîê.
Îí ôèêñèðóåòñÿ ýëåêòðîíèêîé è çàïîìèíàåòñÿ êîì-
ïüþòåðîì. Ñêàíèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ïðåöèçèîííîãî
ïüåçîìàíèïóëÿòîðà ïî ïîâåðõíîñòè îáðàçöà äàåò âîç-
ìîæíîñòü ñîáðàòü èíôîðìàöèþ î íåé îò òî÷êè ê òî÷êå.
Çàòåì ïî îïðåäåëåííîé ïðîãðàììå êîìïüþòåð ñòðîèò èç
ýòèõ òî÷åê èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè. Ñëîâî «èçîáðà-
æåíèå» çäåñü íàäî ïîíèìàòü êàê óñëîâíûé âèçóàëüíûé
îáðàç, îáîáùàþùèé áîëüøîé îáúåì èíôîðìàöèè î

ñâîéñòâàõ ïîâåðõíîñòè (ãåîìåòðè÷åñêèõ, ýëåêòðè÷åñ-
êèõ, õèìè÷åñêèõ, ýìèññèîííûõ è äð.) â óäîáíîé è
ïðèâû÷íîé äëÿ ÷åëîâåêà ôîðìå.

Äðóãîé ñïîñîá èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè îñíîâàí íà
ðåãèñòðàöèè ñèëû ïðèòÿæåíèÿ (ýòî ÷àùå âñåãî ñèëû
Âàí-äåð-Âààëüñà, ìàãíèòíûå èëè ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå
ñèëû) ìåæäó êîí÷èêîì îñòðèÿ è íåáîëüøîé îáëàñòüþ
ïîâåðõíîñòè. Çîíä ïðè ýòîì ðàñïîëîæåí íà ìèêðîñêî-
ïè÷åñêîé áàëêå, èçãèá êîòîðîé ðåãèñòðèðóåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ëàçåðíîãî ïó÷êà ñâåòà. Òàêîé âèä ìèêðîñêîïèè
íàçûâàþò àòîìíî-ñèëîâûì.

Ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ çîí-
äîâîé ìèêðîñêîïèè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 4. Çîí-
äîâûå ìèêðîñêîïû ìîãóò ðàáîòàòü íå òîëüêî â âûñîêîì
âàêóóìå, êàêîãî òðåáóåò ýëåêòðîííàÿ ìèêðîñêîïèÿ, íî
è íà âîçäóõå, è â æèäêîñòÿõ, è â ýëåêòðîëèòàõ. Ñ
áîëüøèì óñïåõîì çîíäîâûå ìåòîäû ïðèìåíÿþò äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñóõîãî òðåíèÿ, ñòåïåíè èçíîñà è ò.ï. íà
àòîìàðíîì óðîâíå. Íî è ýòî åùå íå âñå èõ äîñòîèíñòâà.
Äîâîëüíî áûñòðî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî èõ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå «àòîìíûõ ïèíöåòîâ», ò.å.
àêòèâíîãî èíñòðóìåíòà ìàíèïóëèðîâàíèÿ è ïåðåìåùå-
íèÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ è ìîëåêóë. Äëÿ ýòîãî çîíä
ïîäâîäÿò ê íóæíîìó àòîìó è çàòåì «ïåðåêàòûâàþò»
åãî â çàðàíåå çàäàííîå ìåñòî èëè ïåðåíîñÿò, îòîðâàâ îò
ïîâåðõíîñòè ïóòåì ïîäà÷è íà èãëó ïîâûøåííîãî íà-
ïðÿæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû âû ìîæåòå âèäåòü íà ðèñóíêå 5.
Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîàòîìíî ïîñòðîèòü äèîä, òðàí-
çèñòîð èëè äàæå öåëóþ ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü è ðåàëèçî-
âàòü çàâåòíóþ ìå÷òó ôèçèêîâ è ýëåêòðîíùèêîâ: ïåðåé-
òè îò ìíîãîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ ê îäíîýëåêòðîíèêå.

Äåëî â òîì, ÷òî ñåé÷àñ ëþáîé ñàìûé ñîâðåìåííûé
ïðèáîð, íàïðèìåð ïîëåâîé òðàíçèñòîð â ìèêðîñõåìå,
íåýêîíîìíî «òðàòèò» ïðè ïåðåêëþ÷åíèè òûñÿ÷è ýëåê-
òðîíîâ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïåðåõîäà ñòðóêòóðû èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå äîñòàòî÷íî áûëî áû ïåðå-
áðîñèòü ñ îäíîãî àòîìà íà äðóãîé âñåãî ëèøü îäèí
ýëåêòðîí (ðèñ.6,à). Îòíîñèòåëüíî áîëüøèå òîêè, êðî-
ìå íåýôôåêòèâíîãî ðàñõîäîâàíèÿ ýíåðãèè, ïðèâîäÿò ê
èíòåíñèâíîìó òåïëîâûäåëåíèþ, ÷òî îãðàíè÷èâàåò áû-
ñòðîäåéñòâèå è òðåáóåò ýôôåêòèâíîãî òåïëîîòâîäà.
Òàê ÷òî ïåðåõîä ê îäíîýëåêòðîíèêå ñ ïîìîùüþ íàíî-
òåõíîëîãèè ñóëèò ìíîãî âûãîä: óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè
ìîíòàæà, áûñòðîäåéñòâèÿ è íàäåæíîñòè ðàáîòû.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü – íå ïåðåáðàñûâàòü ýëåêòðîí ñ
îäíîãî àòîìà íà äðóãîé, à, îñòàâëÿÿ åãî â îäíîì è òîì
æå àòîìå, èçìåíÿòü åãî ñïèí, ò.å. ñîáñòâåííûé ìåõàíè-
÷åñêèé è ìàãíèòíûé ìîìåíò (ðèñ.6,á). Ýòî åùå áîëåå
ýêîíîìè÷íûé ïóòü, êîòîðûé ñåé÷àñ èíòåíñèâíî ðàçðà-
áàòûâàåòñÿ â ýëåêòðîíèêå, ìàãíèòíîé çàïèñè èíôîðìà-
öèè, ôèçè÷åñêîé õèìèè è êèíåòèêå. Îí ïîëó÷èë íàçâà-
íèå ñïèíòðîíèêè.

Ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ýëåêòðîíèêå ñëåäó-
þùåãî ïîêîëåíèÿ äàåò èñïîëüçîâàíèå ñëàáîé ñâåðõïðî-
âîäèìîñòè. Îñíîâíîé ýëåìåíò òàêîé ýëåêòðîíèêè –
êîíòàêò Äæîçåôñîíà (ðèñ.7). Â íåì äâà ñâåðõïðîâîä-
íèêà ðàçäåëåíû òîíêîé (âñåãî â íåñêîëüêî àòîìíûõ
ñëîåâ) ïëåíêîé äèýëåêòðèêà (èçîëÿòîðà). Äâà òàêèõ
êîíòàêòà, âêëþ÷åííûõ ïàðàëëåëüíî, îáðàçóþò êâàíòî-
âûé èíòåðôåðîìåòð, â êîòîðîì òîê, ìàãíèòíîå ïîëå è



äðóãèå âåëè÷èíû ìîãóò ìåíÿòüñÿ
òîëüêî äèñêðåòíî. Ýòî î÷åíü óäîá-
íî äëÿ öèôðîâîé ýëåêòðîíèêè,
êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè âûòåñíèëà
ñåé÷àñ àíàëîãîâóþ ïî÷òè èç âñåõ
ïðèëîæåíèé. Âðåìÿ ïåðåêëþ÷å-
íèÿ â òàêèõ ñòðóêòóðàõ ìîæåò
áûòü íà äâà-òðè ïîðÿäêà âåëè÷è-
íû ìåíüøå, ÷åì â ñóùåñòâóþùèõ
òðàíçèñòîðàõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà èõ îñíîâå ìîãóò áûòü ñîçäàíû
ñâåðõñêîðîñòíûå ïðîöåññîðû ñ òàê-
òîâîé ÷àñòîòîé ïîðÿäêà

( )12
1 Šcö 10  cö  äëÿ ñóïåð-ÝÂÌ
íîâîãî ïîêîëåíèÿ.

Åùå áîëüøå ïåðñïåêòèâ ó ïîë-
íîñòüþ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íà
ñîâåðøåííî íîâûõ ïðèíöèïàõ. Â
îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ýëåêò-
ðîííûõ ñõåì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè
ïàðàìåòðàìè, îíè áóäóò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé óñòðîéñòâà ñ ðàñïðåäå-
ëåííûìè ïàðàìåòðàìè, â êîòîðûõ
ðàñïàðàëëåëèâàíèå (à çíà÷èò, è
óñêîðåíèå îáðàáîòêè èíôîðìà-
öèè) áóäåò äîñòèãàòü òåîðåòè÷åñ-
êîãî ïðåäåëà, ïîëîæåííîãî Ïðè-
ðîäîé, îò êîòîðîãî ñîâðåìåííûå
êîìïüþòåðû åùå î÷åíü äàëåêè.
Òàêèå êîìïüþòåðû íà îñíîâå òàê
íàçûâàåìîé áûñòðîé îäíîêâàíòî-
âîé ëîãèêè ñìîãóò îáåñïå÷èòü ðå-
øåíèå çàäà÷, àáñîëþòíî íåäîñòóï-
íûõ íûíåøíèì êîìïüþòåðàì,
íàïðèìåð – óïðàâëåíèå ýêîíîìè-
êîé, êîñìè÷åñêèìè àïïàðàòàìè,
ÿäåðíûìè ðåàêòîðàìè, âîåííûìè
äåéñòâèÿìè è äðóãèìè ñëîæíåé-
øèìè ïðîöåññàìè â ðåàëüíîì
ìàñøòàáå âðåìåíè.

Èç âñåõ ðàçíîâèäíîñòåé íàíî-
òåõíîëîãèè íàèáîëåå áûñòðûìè
òåìïàìè ñåé÷àñ ðàçâèâàåòñÿ íà-
íîáèîòåõíîëîãèÿ, ÷òî ïîäðàçó-
ìåâàåò ïîëåçíîå èñïîëüçîâàíèå
íàíîîáúåêòîâ è íàíîñòðóêòóð áèî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Èìè
ìîãóò áûòü îòäåëüíûå îðãàíè÷åñ-
êèå ìîëåêóëû èëè äàæå êëåòêè,
èç êîòîðûõ ñîñòîèò âñå æèâîå.
Íàèáîëåå ðàçâèòûå ðàçäåëû íà-
íîáèîòåõíîëîãèè – ýòî ðàñøèô-
ðîâêà ãåíîìîâ ðàçëè÷íûõ îðãà-
íèçìîâ, â òîì ÷èñëå è ÷åëîâåêà;
òðàíñãåííàÿ èíæåíåðèÿ, ò.å. èç-
ìåíåíèå ãåíåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïó-
òåì çàìåíû îòäåëüíûõ ãåíîâ â
ìîëåêóëå ÄÍÊ; èñïîëüçîâàíèå
îðãàíè÷åñêèõ ìîëåêóë â ÷èïàõ
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Ðèñ.4. Ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû â ñêàíèðóþùåì çîíäîâîì ìèêðîñêîïå: à) äîðîæêà CD-äèñêà; á)
ïëîñêîñòü ãðàôèòà; â) íàíîêðèñòàëëè÷åñêèé ìåòàëë; ã) ãåðìàíèåâàÿ ïèðàìèäà èç íåñêîëüêèõ
äåñÿòêîâ àòîìîâ, âûðàùåííàÿ ìåòîäîì ñàìîñáîðêè

Ðèñ.5. Ðåçóëüòàòû àòîìíîãî äèçàéíà: à) ïëÿøóùèé ÷åëîâå÷åê, èçîáðàæåííûé íåñêîëüêèìè
àòîìàìè; á) ÿïîíñêèå èåðîãëèôû; â) è ã) ñáîðêà êâàíòîâîãî «çàãîíà» äëÿ ýëåêòðîíà èç
íåñêîëüêèõ àòîìîâ íà ïîâåðõíîñòè
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Ðèñ.6. Ïðèíöèïû îäíîýëåêòðîíèêè (à) è ñïèíòðîíèêè (á)

Ðèñ.7. Ñëàáàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü è ñâåðõáûñòðàÿ äèñêðåòíàÿ ýëåê-
òðîíèêà

äëÿ ýëåêòðîíèêè; âíóòðèêëåòî÷íûå ìàíèïóëÿöèè è
ìíîãîå äðóãîå. Íàíîáèîòåõíîëîãèè íàöåëåíû íà ðàçðà-
áîòêó ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ëåêàðñòâ è ñïîñîáîâ èõ
äîñòàâêè â íåîáõîäèìóþ òî÷êó, ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè è
ëå÷åíèÿ, íà ñîçäàíèå âûñîêîýôôåêòèâíûõ ïîðîä ñåëü-
ñêîõîçÿéñòâåííûõ æèâîòíûõ è ñîðòîâ ðàñòåíèé, ãèá-

ðèäíûõ áèîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, ñåíñîðîâ, àíàëèçà-
òîðîâ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà âîçäóõà è âîäû, íà íåéòðà-
ëèçàöèþ îòõîäîâ è îõðàíó îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ãîâîðÿ î íàíîòåõíîëîãèè, íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü î
òåìå, ÷àùå âñåãî ýêñïëóàòèðóåìîé â íàó÷íî-ôàíòàñòè-
÷åñêîé è ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå: ñàìîîáó÷àþùèåñÿ è
ñàìîðàçâèâàþùèåñÿ ðîáîòû ñ èñêóññòâåííûì èíòåë-
ëåêòîì. Ïðîîáðàçû òàêèõ ðîáîòîâ óæå ñîçäàíû, è îíè
ìîãóò äîâîëüíî ìíîãîå: óáèðàòü ïîìåùåíèÿ, óïðàâëÿòü
ïðîèçâîäñòâåííûìè ïðîöåññàìè, îáñëåäîâàòü ïîâåðõ-
íîñòü äðóãèõ ïëàíåò (Ìàðñà) è ò.ï. Äëÿ ýòîãî îíè
èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ñåíñîðû (àíàëîãè ãëàç, óøåé,
ïàëüöåâ ÷åëîâåêà) äëÿ âîñïðèÿòèÿ îáñòàíîâêè è ñîáû-
òèé â îêðóæàþùåé ñðåäå, ïðîöåññîðû äëÿ áûñòðîé
îáðàáîòêè ïîñòóïàþùåé èíôîðìàöèè, ãèáêèå àäàïòè-
ðóåìûå ïðîãðàììû äëÿ âûðàáîòêè è ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé, äâèæèòåëè, èñïîëíèòåëüíûå îðãàíû (çàõâàòû,
«ðóêè», ñêàëüïåëè...).

Ïðîìûøëåííî âûïóñêàåìûå ðîáîòû ïîêà âåñüìà ãðî-
ìîçäêè, íåóêëþæè, ìåäëèòåëüíû, òóïîâàòû, åñëè òàê
ìîæíî ñêàçàòü î ìàøèíå. Ïåðå÷åíü çàäà÷, êîòîðûå èì
ìîæíî ïîðó÷àòü, ïîêà íåâåëèê. À õîòåëîñü áû, ÷òîáû
îíè ìîãëè çàìåíèòü ÷åëîâåêà âî âñåõ îïàñíûõ, âðåäíûõ
èëè ïðîñòî ðóòèííûõ äåëàõ. Çà÷åì, íàïðèìåð, ÷åëîâå-
êó íàõîäèòüñÿ âîçëå äîìåííîé ïå÷è, ÿäåðíîãî èëè
õèìè÷åñêîãî ðåàêòîðà, ðèñêîâàòü æèçíüþ â îòêðûòîì

êîñìîñå, åñëè åãî ìîæíî áóäåò ñ óñïåõîì çàìåíèòü
ðîáîòîì? À êàê èññëåäîâàòü èçíóòðè îðãàíû ÷åëîâåêà,
ìåëêèå ñîñóäû, íå ïðèáåãàÿ ê õèðóðãè÷åñêîé îïåðà-
öèè, êàê ïðèöåëüíî äîñòàâèòü ìèêðîäîçó ëåêàðñòâà â
íóæíîå ìåñòî, ïðîâåñòè ïðè íåîáõîäèìîñòè õèðóðãè-
÷åñêîå âìåøàòåëüñòâî? Âñå ýòî â ïðèíöèïå ìîæíî
ïîðó÷èòü íàíîðîáîòàì, ñî÷åòàþùèì âîçìîæíîñòè ïå-
ðåìåùåíèÿ âíóòðè îðãàíèçìà (íàïðèìåð, ïî êðîâåíîñ-
íûì ñîñóäàì) ñî ñïîñîáíîñòÿìè èññëåäîâàòåëÿ, äèàã-
íîñòà, òåðàïåâòà, ìèêðîõèðóðãà. Ïî ÷àñòÿì òàêèå ôóí-
êöèè óæå ðåàëèçîâàíû â óñòðîéñòâàõ ñ ãàáàðèòàìè
ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ, íî îíè ïîêà íå
óíèâåðñàëüíû è íå ìîãóò ïðîõîäèòü â ìåëêèå ñîñóäû,
óçêèå ïðîõîäû è ò.ï. Îäíàêî íåò íèêàêèõ ñîìíåíèé,
÷òî â ñêîðîì âðåìåíè íàíîòåõíîëîãèÿ ïîìîæåò ñîçäàòü
òàêèõ êèáåð-äîêòîðîâ, êîòîðûå ñòàíóò áåñöåííûìè
àññèñòåíòàìè âðà÷åé-ëþäåé.

Èòàê, íàóêà è âûñîêèå òåõíîëîãèè îòêðûëè øèðîêèå
âîðîòà â íàíîìèð. ×òî ñóëèò íàì îñâîåíèå íîâîé
ãëîáàëüíîé òåõíîëîãè÷åñêîé èäåîëîãèè? Íåêîòîðûå
ïîñëåäñòâèÿ ëåãêî ïðåäñêàçóåìû, äðóãèå – ìåíåå î÷å-
âèäíû è òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Âîò
íåêîòîðûå èç íèõ.

1) ßñíî, ÷òî ýêîíîìèêè ðàçâèòûõ ñòðàí, îñâîèâøèå
íàíîòåõíîëîãèè, ñäåëàþò êðóïíûé øàã âïåðåä. Èçìå-
íÿòñÿ ïðèîðèòåòû è ñòðóêòóðà ïðîèçâîäñòâà, ïîòðåáó-
þòñÿ ðàáî÷èå, èíæåíåðû, ìåíåäæåðû íîâîé ôîðìàöèè.
Îáíîâëåíèå ïðîäóêöèè áóäåò ïðîèñõîäèòü î÷åíü áûñ-
òðî, òàê ÷òî âñåì ïðèäåòñÿ íåïðåðûâíî ó÷èòüñÿ. Â ðÿäå
ñòðàí óæå âîçíèêëà ýêîíîìèêà, ñàìûì öåííûì è ïðè-
áûëüíûì ðåñóðñîì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ çíàíèÿ, âûñîêèå
òåõíîëîãèè, à íå ãàç, íåôòü, ëåñ, çàïàñû êîòîðûõ íå
áåñêîíå÷íû.

2) Îáúåì ðûíêà íàíîòåõíîëîãèè ÷åðåç 10–12 ëåò
ñðàâíÿåòñÿ ñ ðûíêîì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, à
ïîòîì è îáãîíèò åãî.

3) Âñå îêðóæàþùèå íàñ âåùè ñòàíóò èíòåëëåêòóàëü-
íûìè çà ñ÷åò âñòðàèâàíèÿ â íèõ ìèêðî÷èïîâ. Îíè  ñàìè
ñòàíóò àäàïòèðîâàòüñÿ è îïòèìèçèðîâàòü ðåæèì ðàáî-
òû ïðèìåíèòåëüíî ê ñîçäàâøèìñÿ óñëîâèÿì. Èíûìè
ñëîâàìè, îäåæäà áóäåò ëó÷øå ãðåòü èëè ïðîâåòðèâàòü-
ñÿ, òåìïåðàòóðà è îñâåùåíèå æèëèùà áóäóò ïîäñòðàè-
âàòüñÿ ïîä ÷åëîâåêà, àâòîìîáèëè ñòàíóò íàõîäèòü îïòè-
ìàëüíûå ìàðøðóòû ïåðåìåùåíèÿ è àâòîìàòè÷åñêè èç-
áåãàòü ñòîëêíîâåíèé è àâàðèé è ò.ä.

4) Ëåêàðñòâà, äèàãíîñòèêà, ëå÷åíèå áóäóò áîëåå äå-
øåâûìè è ýôôåêòèâíûìè. Ýòî ñäåëàåò æèçíü ÷åëîâåêà
áîëåå çäîðîâîé è ïðîäîëæèòåëüíîé.

5) Ñðåäñòâà áîðüáû ñ òåððîðèçìîì, âîåííîé óãðîçîé
ñòàíóò áîëåå äåéñòâåííûìè, à æèçíü – áîëåå áåçîïàñ-
íîé.

6) Ñòàíåò âîçìîæíûì ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ ïî
îñâîåíèþ êîñìîñà ìèêðîðîáîòàìè ñ èñêóññòâåííûì
èíòåëëåêòîì.

7) Â ñâÿçè ñ ðîñòîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà óâåëè-
÷èòñÿ äîëÿ ñâîáîäíîãî âðåìåíè, êîòîðîå ìîæíî áóäåò
ïîòðàòèòü íà äóõîâíîå ðàçâèòèå, îáðàçîâàíèå, ñïîðò,
ðàçâëå÷åíèÿ.



Óíèâåðñèòåòû Ïîëüøè
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Â
1364 ÃÎÄÓ ÊÎÐÎËÜ ÏÎËÜØÈ ÊÀÇÈÌÈÐ ÂÅËÈ-
êèé  ïîëó÷èë  îò  ïàïû ðèìñêîãî  ðàçðåøåíèå  îñíî-
âàòü óíèâåðñèòåò â Êðàêîâå, â òî âðåìÿ ïîëüñêîé

ñòîëèöå. Ðàíüøå Êðàêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â öåíòðàëü-
íîé Åâðîïå áûë îòêðûò ëèøü Ïðàæñêèé óíèâåðñèòåò
(1348 ã.), à âñêîðå ïîñëå íåãî ïîÿâèëèñü óíèâåðñèòåòû â
Âåíå (1365 ã.) è Ïå÷å (1367 ã.). Ïàïà Óðáàí V, îäíàêî,
íå ïîçâîëèë ïðåïîäàâàíèå òåîëîãèè â Êðàêîâå, îãðàíè÷èâ
óíèâåðñèòåò ôàêóëüòåòàìè ñâîáîäíûõ èñêóññòâ, ìåäèöè-
íû è ïðàâà. Ñëåäóÿ ïîðÿäêàì, çàâåäåííûì â Áîëîíüå è
Ïàäóå, ñòóäåíòû ñàìè èçáèðàëè ðåêòîðà óíèâåðñèòåòà,
ïðè÷åì åãî ðåçèäåíöèÿ íàõîäèëàñü â êîðîëåâñêîé êðåïî-
ñòè Âàâåëü.

Ïðåñòîëîíàñëåäíèê áåçâðåìåííî óøåäøåãî èç æèçíè
Êàçèìèðà Âåëèêîãî Ëþäîâèê Àíæóéñêèé íå èíòåðåñîâàë-
ñÿ ðàçâèòèåì Êðàêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðûé áûñòðî
ïðèøåë â óïàäîê. Íîâûé èìïóëüñ åãî ðàçâèòèþ äàëà
êîðîëåâà ßäâèãà. Îíà ëè÷íî çàùèùàëà èíòåðåñû Êðàêîâ-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà ïåðåä ïàïîé ðèìñêèì â Àâèíüîíå è
çàâåùàëà óíèâåðñèòåòó âñþ ñâîþ ñîáñòâåííîñòü. Âàæíåé-
øóþ ðîëü â ñîçäàíèè Êðàêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà ñûãðàë è
åå öàðñòâåííûé ñóïðóã Ëàäèñëàâ II ßãåëëî, èìåíåì
êîòîðîãî âïîñëåäñòâèè íàçâàëè ýòîò óíèâåðñèòåò. Çàíîâî
îí îòêðûëñÿ â 1400 ãîäó, è ñ ýòîãî æå âðåìåíè â íåì
ñòàëè ïðåïîäàâàòü òåîëîãèþ. Ïî îáðàçó Ïàðèæñêîãî óíè-
âåðñèòåòà, ðåêòîðà òåïåðü èçáèðàëè óæå íå ñòóäåíòû, à
ïðîôåññîðà.

Êðàêîâñêèé (ßãåëëîíñêèé) óíèâåðñèòåò áûñòðî çàâîå-
âàë ñëàâó îäíîãî èç âåäóùèõ öåíòðîâ îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
â ñðåäíåâåêîâîé Åâðîïå. Óæå ê ñåðåäèíå XV âåêà â
Êðàêîâå ñôîðìèðîâàëàñü øêîëà ìàòåìàòèêè è àñòðîëî-
ãèè. Â 1491–1495 ãîäàõ â Êðàêîâñêîì óíèâåðñèòåòå
îáó÷àëñÿ Íèêîëàé Êîïåðíèê, êîòîðûé âñåãäà ñ÷èòàë åãî
ñâîåé Alma Mater. Â òå ãîäû äî ïîëîâèíû âñåõ îáó÷àâøèõ-
ñÿ â óíèâåðñèòåòå ñòóäåíòîâ ïðèåçæàëè èç-çà ïðåäåëîâ
Ïîëüøè. Íàðÿäó ñ óíèâåðñèòåòàìè Ñåâèëüè è Òîëåäî,
Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò ñ÷èòàëñÿ öåíòðîì ñðåäíåâåêîâîé
àëõèìèè. Ñîãëàñíî ëåãåíäå, â Êðàêîâå íåêîòîðîå âðåìÿ
ïðîæèâàë çíàìåíèòûé äîêòîð Ôàóñò. Íàêîíåö, ïåðâûå
ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ãåîãðàôèè âîñòî÷íûõ çå-
ìåëü òàêæå áûëè ïðîâåäåíû â Êðàêîâå.

Â ïåðâîé ïîëîâèíå XVI âåêà Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò
îòâåðã èäåè ðåôîðìàöèè, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ñòàëî ðåçêîå
ïàäåíèå åãî ïîïóëÿðíîñòè ó ñòóäåíòîâ Ãåðìàíèè è Âåíã-
ðèè. Êàê îïëîò êàòîëè÷åñêîé òåîëîãèè, óíèâåðñèòåò ïðè-
âëåêàë ëèøü ñòóäåíòîâ èç Ëèòâû è Ïîëüøè. Âìåñòå ñ òåì,
÷èñëî ïîëüñêèõ ñòóäåíòîâ òàêæå óìåíüøèëîñü, ïîñêîëüêó
ìåñòíàÿ çíàòü çàâîåâàëà ïðàâî çàíèìàòü âàæíûå ïîçèöèè
â ãîñóäàðñòâå íåçàâèñèìî îò àêàäåìè÷åñêèõ äîñòèæåíèé.
Äîãìàòèçì è ñõîëàñòèêà â ïðåïîäàâàíèè äàæå ñâåòñêèõ
íàóê â XVII âåêå ïðèâåëè Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò ê
ïîòåðå ìåæäóíàðîäíîãî ñòàòóñà. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè åãî
âîçðîæäåíèÿ ïîÿâèëèñü ëèøü òîãäà, êîãäà â 1748 ãîäó

áûëà ó÷ðåæäåíà êàôåäðà åñòåñòâåííûõ íàóê. Ê êîíöó
XVIII âåêà â Êðàêîâñêîì óíèâåðñèòåòå áûëè îòêðûòû
àñòðîíîìè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ, áîòàíè÷åñêèé ñàä, êëèíè-
êà è ðÿä íàó÷íûõ ëàáîðàòîðèé.

Âìåñòå ñî ñòðàíîé Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò â XVIII âåêå
ïåðåæèë òðóäíûå âðåìåíà. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàçäåëû
Ïîëüøè ìåæäó Àâñòðèåé, Ïðóññèåé è Ðîññèåé ïîñòàâèëè
ïîä óãðîçó ñàìî ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñèòåòà. Ïðàâèòåëü-
ñòâà ýòèõ ñòðàí ðàññìàòðèâàëè åãî êàê êîëûáåëü ðåâîëþ-
öèîííûõ è íàöèîíàëüíî-îñâîáîäèòåëüíûõ èäåé. Ñî âðå-
ìåíåì, îäíàêî, óíèâåðñèòåò âíîâü îáðåë áûëîé ñòàòóñ è
ïðèâëåêàòåëüíîñòü äëÿ ñòóäåíòîâ èç ìíîãèõ ñòðàí öåíò-
ðàëüíîé Åâðîïû.

Â XIX âåêå Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò ïðîñëàâèëñÿ ðàáî-
òàìè ïîëüñêèõ ôèçèêîâ Êàðîëÿ Îëüøåâñêîãî è Çûãìóíòà
Âðîáëåâñêîãî, êîòîðûå â 1883 ãîäó âïåðâûå ïîëó÷èëè
æèäêèé êèñëîðîä â èçìåðèìûõ êîëè÷åñòâàõ. Ïîñëå òðà-
ãè÷åñêîé ãèáåëè Âðîáëåâñêîãî (ïðè âçðûâå ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé óñòàíîâêè) Îëüøåâñêèé â 1895 ãîäó ïîëó÷èë
æèäêèé àðãîí, äîáèëñÿ îæèæåíèÿ âîäîðîäà è â ïîïûòêå
îæèæåíèÿ ãåëèÿ äîñòèã òåìïåðàòóðû, ëèøü íà íåñêîëüêî
ãðàäóñîâ ïðåâûøàþùåé àáñîëþòíûé íîëü.

Â òå æå ãîäû â Êðàêîâå ðàáîòàëè ôèçèîëîã Íàïîëåîí
Öèáóëüñêèé, êîòîðûé îáúÿñíèë äåéñòâèå àäðåíàëèíà;
àíàòîìîïàòîëîã Òàäåóø Áðîâè÷, êîòîðûé âûäåëèë ìèê-
ðîá òèôà; õèìèê Ëåîí Ìàðõëåâñêèé, óñòàíîâèâøèé õè-
ìè÷åñêîå ðîäñòâî ãåìîãëîáèíà è õëîðîôèëëà. Íàðÿäó ñ
âûäàþùèìèñÿ åñòåñòâîèñïûòàòåëÿìè â Êðàêîâñêîì óíè-
âåðñèòåòå ðàáîòàëè òàêæå çíàìåíèòûå èñòîðèêè, ôèëîñî-
ôû è ïðàâîâåäû. Ê íà÷àëó ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû Êðà-
êîâñêèé óíèâåðñèòåò íàñ÷èòûâàë îêîëî ñòà êàôåäð, íà
êîòîðûõ îáó÷àëîñü áîëåå 3000 ñòóäåíòîâ.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íåçàâèñèìîñòè Ïîëüøåé â 1918 ãîäó
÷èñëî ïîëüñêèõ óíèâåðñèòåòîâ óâåëè÷èëîñü îò äâóõ (Êðà-
êîâ, Ëüâîâ) äî ïÿòè (äîáàâèëèñü Âàðøàâà, Âèëüíþñ,
Ïîçíàíü), ïðè÷åì ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñî-
ñòàâ íîâûõ óíèâåðñèòåòîâ ôîðìèðîâàëñÿ â îñíîâíîì èç
âûïóñêíèêîâ Êðàêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îäíàêî âåëèêàÿ
äåïðåññèÿ 1930–1934 ãîäîâ ïðèâåëà ê ðåçêîìó ñîêðàùå-
íèþ ôèíàíñèðîâàíèÿ óíèâåðñèòåòîâ. Â ãîäû âòîðîé ìè-
ðîâîé âîéíû Êðàêîâñêèé óíèâåðñèòåò ïîòåðÿë ìíîãèõ
ïðåïîäàâàòåëåé è ñòóäåíòîâ, à åãî âîçðîæäåíèå ïðîèçîø-
ëî ëèøü â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.

Ñîâðåìåííàÿ îðãàíèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà Êðàêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà ïðåäñòàâëåíà òðèíàäöàòüþ ôàêóëüòåòàìè,
òðè èç êîòîðûõ îáðàçóþò Ìåäèöèíñêèé êîëëåäæ. Â 1999
ãîäó îòêðûëñÿ Áèîëîãè÷åñêèé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð,
âñëåä çà êîòîðûì â 2002 ãîäó áûëè ó÷ðåæäåíû Èíñòèòóò
ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è Èíñòèòóò çàùèòû îêðóæàþùåé
ñðåäû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ 3100 ïðîôåññîðîâ è ïðåïîäà-
âàòåëåé Êðàêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà îáó÷àþò áîëåå 27000
ñòóäåíòîâ, óòâåðæäàÿ òåì ñàìûì Êðàêîâ â ðîëè âåäóùåãî
åâðîïåéñêîãî îáðàçîâàòåëüíîãî è íàó÷íîãî öåíòðà. Îä-
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íèì èç çíàìåíèòåéøèõ åãî âûïóñêíèêîâ áûë Êàðîëü
Âîéòûëà – Ïàïà Ðèìñêèé Èîàíí Ïàâåë II.

Â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè Êðàêîâñêèé óíèâåðñè-
òåò îñòàâàëñÿ åäèíñòâåííûì âûñøèì ó÷åáíûì çàâåäåíèåì
Ïîëüøè. Â 1505 ãîäó ãîðîäñêîé ñîâåò Âðîöëàâà äîáèëñÿ
ïîäïèñàíèÿ êîðîëåì Âåíãðèè è Áîãåìèè Âëàäèñëàâîì II
äåêðåòà îá îñíîâàíèè Âðîöëàâñêîãî óíèâåðñèòåòà, íî
ïðîòèâîäåéñòâèå Êðàêîâà ïîëîæèëî êîíåö ýòîìó íà÷èíà-
íèþ. Ëèøü ÷åðåç äâà ñòîëåòèÿ ìàëåíüêàÿ Èåçóèòñêàÿ
àêàäåìèÿ áûëà îñíîâàíà âî Âðîöëàâå èìïåðàòîðîì Ëåî-
ïîëüäîì I. Ïîñëå âõîæäåíèÿ Ñèëåçèè â ñîñòàâ Ïðóññèè
ýòà àêàäåìèÿ îáúåäèíèëàñü ñ ïðîòåñòàíòñêèì óíèâåðñèòå-
òîì âî Ôðàíêôóðòå-íà-Îäåðå, îáðàçîâàâ â 1811 ãîäó
Âðîöëàâñêèé óíèâåðñèòåò. Óíèâåðñèòåò ñîñòîÿë èç ÷åòû-
ðåõ êëàññè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ãëàâíûé èç êîòîðûõ –
ôàêóëüòåò òåîëîãèè – áûë ïðåäñòàâëåí ïðîòåñòàíòñêèì è
êàòîëè÷åñêèì îòäåëåíèÿìè.

Íàèáîëåå áûñòðûìè òåìïàìè Âðîöëàâñêèé óíèâåðñèòåò
ðàçâèâàëñÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà. Â ýòî âðåìÿ â
íåì ðàáîòàëè çíàìåíèòûå õèìèêè Ýäóàðä Áþõíåð è
Ðîáåðò Âèëüãåëüì Áóíçåí, ìàòåìàòèê Ïåòåð Ãóñòàâ Äè-
ðèõëå, ôèçèê Ðîáåðò Êèðõãîô, àñòðîíîì Èîãàíí Ãîòô-
ðèä Ãàëëå. Çíàìåíèòû áûëè àññîöèàöèè ïîëüñêèõ ñòóäåí-

òîâ âî Âðîöëàâå «Ïîëîíèÿ» è «Âåðõíÿÿ Ñèëåçèÿ», êîòî-
ðûå ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü â ïîëèòè÷åñêîé æèçíè Ïîëüøè
âðåìåí áîðüáû çà íåçàâèñèìîñòü.

Äîëãîå âðåìÿ Âðîöëàâ (â íåìåöêîé òðàíñêðèïöèè –
Áðåñëàó) âõîäèë â ñîñòàâ Ãåðìàíèè. Èñòîðè÷åñêè ãëàâ-
íûé êîðïóñ Âðîöëàâñêîãî óíèâåðñèòåòà ðàñïîëàãàëñÿ â
áûâøåì çàìêå êíÿæåñêîãî ðîäà Ïÿñòîâ. Âî âðåìÿ ïåðâîé
è âòîðîé ìèðîâûõ âîéí ýòî çäàíèå áûëî ïðàêòè÷åñêè
ðàçðóøåíî. Ñîáñòâåííî, ïîëüñêèé ïåðèîä â ðàçâèòèè
Âðîöëàâñêîãî óíèâåðñèòåòà íà÷àëñÿ ëèøü â 1945 ãîäó, ñ
îêîí÷àíèåì âòîðîé ìèðîâîé âîéíû. Â òå ãîäû Âðîöëàâñ-
êèé óíèâåðñèòåò è Âðîöëàâñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòè-
òóò îáðàçîâûâàëè åäèíîå öåëîå. Îíè äàæå äåëèëè ìåæäó
ñîáîé ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è õèìèè. Íàðÿäó ñ
ýòèì, âî Âðîöëàâñêîì óíèâåðñèòåòå èìåëèñü ôàêóëüòåòû
ãóìàíèòàðíîãî, ìåäèöèíñêîãî è ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî
ïðîôèëåé, ðÿä èç êîòîðûõ îáðåë âïîñëåäñòâèè ñòàòóñ
íåçàâèñèìûõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Âðîöëàâñêèé óíèâåðñèòåò îáúåäèíÿ-
åò ôàêóëüòåòû èñòîðèè è ïåäàãîãèêè, ïðèðîäîâåäåíèÿ,
ïðàâà, ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ôèëîëîãèè, ôèçèêè è
àñòðîíîìèè, õèìèè, îáùåñòâîâåäåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ êëàññè-
÷åñêèì åâðîïåéñêèì óíèâåðñèòåòîì.

Ëàóðåàòû  Âñåðîññèéñêîãî
êîíêóðñà øêîëüíûõ
ó÷èòåëåé ôèçèêè

è ìàòåìàòèêè
2005 ãîäà

Â êîíöå àïðåëÿ áûëè ïîäâåäåíû èòî-
ãè âòîðîãî êîíêóðñà øêîëüíûõ ó÷èòå-

ëåé, îðãàíèçîâàííîãî Ôîíäîì Äìèòðèÿ Çèìèíà «Äèíàñòèÿ»
è ïðîâåäåííîãî ïðè ñîäåéñòâèè Ìåæäóíàðîäíîé ïðîãðàììû
îáðàçîâàíèÿ â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê (ISSEP) è POO «Êëóá
ó÷èòåëåé «Äîæèâåì äî ïîíåäåëüíèêà».

Ñòðàòåãè÷åñêèé ïðèîðèòåò äåÿòåëüíîñòè Ôîíäà – ïîääåð-
æêà ôóíäàìåíòàëüíîé ðîññèéñêîé íàóêè è ïðåäîòâðàùåíèå
«óòå÷êè ìîçãîâ».  Öåëüþ ýòîãî êîíêóðñà ñòàëà ïîääåðæêà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â ñðåäíåé øêîëå, ðàñ-
øèðåíèå ïðîôåññèîíàëüíûõ êîíòàêòîâ â ñðåäå ó÷èòåëåé
ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ðàçâèòèå èõ ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ïðåäñòà-
âèòåëÿìè âûñøåé øêîëû è íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì. Ïîáåäè-
òåëè êîíêóðñà íàãðàæäåíû èíäèâèäóàëüíûìè äåíåæíûìè
ãðàíòàìè â ðàçìåðå 30000 ðóáëåé è äèïëîìàìè Ôîíäà.

Â ýòîì ãîäó ó÷èòåëüñêèé êîíêóðñ ïðîâîäèëñÿ ïî òðåì
íîìèíàöèÿì: «Ìîëîäîé ó÷èòåëü», «Ó÷èòåëü, âîñïèòàâøèé
Ó÷åíèêà» è «Íàñòàâíèê áóäóùèõ ó÷åíûõ».

Ëàóðåàòàìè â íîìèíàöèè «Ìîëîäîé ó÷èòåëü» ñòàëè 30
ó÷èòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, êîòîðûå íåäàâíî ïðèñòóïè-
ëè ê ðàáîòå â øêîëå, íî óæå ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü â ïðåïîäàâàíèè ñâîåãî ïðåäìåòà è ìåòîäè÷åñ-
êóþ ãðàìîòíîñòü â ðàáîòå ñî øêîëüíèêàìè. Íà êîíêóðñ
ïîñòóïèëî îêîëî 150 çàÿâîê. Ïðè îòáîðå ïîáåäèòåëåé íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèäàâàëîñü êîíêóðñíîé ðàáîòå, â êîòîðîé
ó÷èòåëÿ ðàññêàçûâàëè î ñâîèõ ìåòîäàõ îðãàíèçàöèè äîïîë-
íèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ; ó÷èòûâàëèñü òàêæå îïóáëèêîâàí-
íûå èìè ñòàòüè ïåäàãîãè÷åñêîé òåìàòèêè, ó÷àñòèå ó÷åíèêîâ
â èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè è îëèìïèàäàõ, êîëè÷å-
ñòâî ïîñòóïèâøèõ â âóçû âûïóñêíèêîâ.

Êîíêóðñ «Ó÷èòåëü, âîñïèòàâøèé Ó÷åíèêà» óæå ñòàë òðà-
äèöèîííûì äëÿ Ôîíäà . Åãî 30 ïîáåäèòåëåé – ýòî ó÷èòåëÿ,
êîòîðûõ íàçâàëè äðóãèå ëàóðåàòû «Äèíàñòèè», ïîëó÷èâøèå
ãðàíò â ýòîì ãîäó, – Ìîëîäûå ó÷åíûå, Àñïèðàíòû, Ñòóäåí-
òû. Îíè ñàìè áûëè îòîáðàíû â ðàìêàõ æåñòêèõ êîíêóðñîâ çà
óñïåõè â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, à êîíêóðñ «Ó÷è-
òåëü, âîñïèòàâøèé Ó÷åíèêà» äàë èì âîçìîæíîñòü íàçâàòü
ñâîèõ ïåðâûõ Ó÷èòåëåé – òåõ, êòî ïîêàçàë èì äîðîãó â íàóêó.

Ñàìîé ìàññîâîé â ó÷èòåëüñêîì êîíêóðñå ñòàëà íîìèíàöèÿ
«Íàñòàâíèê áóäóùèõ ó÷åíûõ» ñ åå 210 ëàóðåàòàìè. Ìåòîä
îòáîðà â ýòîé íîìèíàöèè õîðîøî çíàêîì ïåäàãîãàì ïî
êîíêóðñàì «Ñîðîñîâñêèé ó÷èòåëü» (ïðîâîäèâøèìñÿ ISSEP
ñ 1995 ïî 2001 ã.). Äëÿ ó÷àñòèÿ è ïîáåäû â êîíêóðñå íå íóæíî
çàïîëíÿòü àíêåòû è ïîäàâàòü çàÿâêè, äîñòàòî÷íî ïðîñòî
õîðîøî ïðåïîäàâàòü ñâîé ïðåäìåò – âåäü ëàóðåàòîâ êîíêóðñà
íàçûâàþò èõ áûâøèå ó÷åíèêè, ïîñòóïèâøèå â âóçû. Ïî âñåé
ñòðàíå áûë ïðîâåäåí ìàññîâûé îïðîñ ñòóäåíòîâ íà÷àëüíûõ
êóðñîâ â âóçàõ åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî ïðîôèëÿ. Áîëåå 40000
ñòóäåíòîâ çàïîëíèëè àíêåòû, óêàçàâ ñâîèõ ëó÷øèõ øêîëü-
íûõ ïðåïîäàâàòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Ïîñëå îáîáùåíèÿ
ïîëó÷åííûõ äàííûõ îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûõ ó÷èòåëåé
ïðèçíàëè ëó÷øèìè äåñÿòêè ñòóäåíòîâ – òàêèå ïåäàãîãè è
ñòàëè ëàóðåàòàìè ýòîãî êîíêóðñà. Ïîäîáíûé ìåòîä îòáîðà
ïîçâîëèë âûÿâèòü äåéñòâèòåëüíî óíèêàëüíûõ ó÷èòåëåé. Íà-
ïðèìåð, îêàçàëîñü, ÷òî íà Äàëüíåì Âîñòîêå, â ãîðîäå, ãäå
îïðîñ âîîáùå íå ïðîâîäèëñÿ, ðàáîòàåò ó÷èòåëü, ÷üè âûïóñ-
êíèêè ñòàëè ñòóäåíòàìè ÷åòûðåõ âåäóùèõ âóçîâ Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãà, äâóõ ëó÷øèõ ìîñêîâñêèõ ôèçè÷åñêèõ âóçîâ è
óíèâåðñèòåòà â Ðîñòîâå-íà-Äîíó. Ýòîò êîíêóðñ ïîçâîëèë
âûÿâèòü ó÷èòåëåé òàêîãî êëàññà â 56 ðåãèîíàõ Ðîññèè,
ïðè÷åì áîëåå 40% èç íèõ – æèòåëè ñåë è ìàëûõ ãîðîäîâ.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ñïèñêè ëàóðåàòîâ êîíêóðñà ïî êàæäîé
íîìèíàöèè.

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 56)
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ÀÐÎÂÀß ÌÎËÍÈß – ÑÒÎËÜ ÆÅ ÇÀÃÀÄÎ×ÍÛÉ
îáúåêò, êàê, ñêàæåì, ëåòàþùàÿ òàðåëêà èëè ñíåæíûé

÷åëîâåê. Ìíîãèå åå âèäåëè, íî íèêòî ïîêà íå ñìîã èçó÷èòü.
À íåêîòîðûå ñêåïòèêè è âîâñå ñîìíåâàþòñÿ â ñàìîì ñóùå-
ñòâîâàíèè ÿâëåíèÿ.

Ïîõîæå, ÷òî ôèçèêè èç ðàñïîëîæåííîãî â Ãàò÷èíå Ïåòåð-
áóðãñêîãî èíñòèòóòà ÿäåðíîé ôèçèêè èì. Á.Ï.Êîíñòàíòèíî-
âà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê ñóìåëè âïëîòíóþ ïîäîáðàòüñÿ
ê ýòîìó òàèíñòâåííîìó îáúåêòó. Îíè ñîçäàëè óñòàíîâêó, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé óäàåòñÿ ïîëó÷àòü äîëãîæèâóùèå ïëàçìî-
èäû – èñêóññòâåííûå àíàëîãè ìîëíèè. «Èñêóññòâåííàÿ øà-
ðîâàÿ ìîëíèÿ – îäíî èç êðàñèâåéøèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé,
– ãîâîðèò îäèí èç àâòîðîâ èññëåäîâàíèÿ Ñ.Ñòåïàíîâ. –
Âñïëûâàþùèå â òåìíîì ïîìåùåíèè ñâåòÿùèåñÿ øàðû ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåçàáûâàåìîå çðåëèùå». È ýòè øàðû äåé-
ñòâèòåëüíî ïîõîæè íà íàñòîÿùèå øàðîâûå ìîëíèè.

Äëÿ ñîçäàíèÿ óñòàíîâêè ó÷åíûå âîñïîëüçîâàëèñü ãèïîòå-
çîé èçâåñòíîãî ðîññèéñêîãî ôèçèêà È.Ñòàõàíîâà, êîòîðûé
ðàáîòàë â íàõîäÿùåìñÿ â ïîäìîñêîâíîì Òðîèöêå Èíñòèòóòå

çåìíîãî ìàãíåòèçìà, èîíîñôåðû è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèî-
âîëí Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé,
ãëàâíûå óñëîâèÿ îáðàçîâàíèÿ øàðîâîé ìîëíèè – ýòî ñèëüíîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ìíîãî âîäÿíîãî ïàðà. Íåêîòîðûå
ìîëåêóëû âîäû â òàêèõ óñëîâèÿõ ðàñïàäàþòñÿ íà èîíû
âîäîðîäà è ãèäðîêñèëà. Ýòè èîíû ñîåäèíÿþòñÿ ñ ñîõðàíèâ-
øèìèñÿ â öåëîñòè ìîëåêóëàìè è îáðàçóþò ñãóñòîê õîëîäíîé
ïëàçìû. Ìîëåêóëû âîäû â íåì ìåøàþò ñáëèæåíèþ èîíîâ, è
âðåìÿ èõ ðàçäåëüíîé æèçíè óâåëè÷èâàåòñÿ â ìèëëèàðäû ðàç,
ò.å. äîñòèãàåò äåñÿòêîâ ìèíóò. Ïîëó÷àåòñÿ ïëàçìîèä, êîòî-
ðûé ñïîñîáåí àêêóìóëèðîâàòü îãðîìíóþ ýíåðãèþ.

×òîáû âîñïðîèçâåñòè òàêèå óñëîâèÿ, ìû âçÿëè ïîëèýòèëå-
íîâóþ áàíêó, íàïîëíèëè åå âîäîé è íà äíå ðàçìåñòèëè
ýëåêòðîä â âèäå êîëüöà. Ýòîò ýëåêòðîä ìû ñîåäèíèëè ñ îäíèì
èç ïîëþñîâ ìîùíîé áàòàðåè, êîòîðóþ ìîæíî çàðÿæàòü äî
5,5 êÂ. Êî âòîðîìó ïîëþñó áàòàðåè ìû ïðèñîåäèíèëè
öèëèíäðè÷åñêèé óãîëüíûé ýëåêòðîä. Åãî ñïðÿòàëè â êâàðöå-
âóþ òðóáêó è ïîìåñòèëè â öåíòðå áàíêè òàê, ÷òî òðóáêà íà
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ïîëñàíòèìåòðà âûñòóïàëà íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû. Íà òîðåö
ýòîãî ýëåêòðîäà ìû íàêàïàëè 2–3 êàïëè âîäû è ñòàëè áûñòðî
âêëþ÷àòü è âûêëþ÷àòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ïðè ýòîì èç

ýëåêòðîäà âûëåòàëà ïëàçìåííàÿ ñòðóÿ, à îò íåå îòäåëÿëñÿ
ñâåòÿùèéñÿ ïëàçìîèä äèàìåòðîì 15 ñì, êîòîðûé ÷åðåç ïîë-
ñåêóíäû èñ÷åçàë, ðàñïàäàÿñü íà ÷àñòè.

×òîáû óâåëè÷èòü âðåìÿ æèçíè ïëàçìîèäà, ìîæíî êàïàòü
íà ýëåêòðîä íå ïðîñòî âîäó, à ñìåñü âîäû, àöåòîíà è êàêîãî-
íèáóäü ïîðîøêà – ñàæè, îïèëîê, æåëåçà è ò.ä. Ýòèì ñïîñî-
áîì âðåìÿ æèçíè èñêóññòâåííîé ìîëíèè óâåëè÷èâàåòñÿ ïî-
÷òè äî ñåêóíäû. Óäàëîñü ïîðàáîòàòü è ñ öâåòîì ïëàçìîèäà.
Îáû÷íî ó íåãî ñèðåíåâàÿ öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü, îêðóæåííàÿ
æåëòîâàòîé îáîëî÷êîé. Åñëè äîáàâèòü â âîäó ñîëè êàëüöèÿ,
òî îí ñòàíîâèòñÿ îðàíæåâûì. Íà öâåòå ñêàçûâàëàñü è çàìåíà

ýëåêòðîäà: «æåëåçíûå» ïëàçìîèäû âûãëÿäåëè áåëåñûìè,
«àëþìèíèåâûå» – áåëûìè ñ êðàñíîâàòûì îòëèâîì, à «ìåä-
íûå» – çåëåíîâàòûìè.

Ëàáîðàòîðíûå ðàçðÿäû îêàçàëèñü íå òàêèìè ãðàíäèîçíû-
ìè, êàê ïðèðîäíûå, íî çàòî îíè õîðîøî âîñïðîèçâîäÿòñÿ è
èõ ëåãêî èññëåäîâàòü.

Èñêóññòâåííàÿ
øàðîâàÿ ìîëíèÿ

À.ÀÐÓÒÞÍÎÂ
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 îêòÿáðÿ 2005 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹4–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1961» èëè «Ô1968». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ô1968 – Ô1972 ïðåäëàãàëèñü íà Ìîñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäå ýòîãî ãîäà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå
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Çàäà÷è Ì1961–Ì1965, Ô1968–Ô1972

Ì1961. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íàøëàñü òî÷êà Q
òàêàÿ, ÷òî 180AQB CQD– + – = ∞ . Äîêàæèòå ðàâåí-

ñòâà óãëîâ: QBA– =
QDA= –  è QAD– =

QCD= –  (ðèñ. 1).
Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1962. Êëåò÷àòûé
ïðÿìîóãîëüíèê ïîëíî-
ñòüþ ïîêðûò êîñòÿìè

äîìèíî (êàæäàÿ êîñòü ïîêðûâàåò äâå ñîñåäíèå êëåòêè).
Íàçîâåì ïîêðûòèå îðèãèíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
äðóãîãî ïîêðûòèÿ ïîëîæåíèå õîòÿ áû îäíîé êîñòè
ñîâïàäàåò ñ ïîëîæåíèåì êàêîé-ëèáî êîñòè îðèãèíàëü-
íîãî ïîêðûòèÿ. Äëÿ êàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóùåñòâó-
åò îðèãèíàëüíîå ïîêðûòèå?

È.Àêóëè÷

Ì1963. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà õ, ó, z (x > 2, y > 1)
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó 2

1
yx z+ = . Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî õ èìååò íå ìåíåå 8 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1964. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü íåðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÀÂ â òî÷êå C¢  è
ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÀÑ, ÂÑ â òî÷êàõ ,B A¢ ¢ . Ïðÿìûå
AA¢  è BB¢  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî K
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ÀÂÑ
è A B C¢ ¢ ¢  ðàâíû.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1965. Ñ êðûøè äîìà ñïóùåíà ëåñòíèöà, ñîäåðæàùàÿ
n ñòóïåíåê. Ñ êàæäîé ñòóïåíüêè ìîæíî ïåðåøàãíóòü íà

ñîñåäíþþ; êðîìå òîãî, ñ ñàìîé âåðõíåé ñòóïåíüêè
ìîæíî ïåðåñòóïèòü íà êðûøó, à ñ ñàìîé íèæíåé – íà
çåìëþ. Íà êàæäîé ñòóïåíüêå óêðåïëåí óêàçàòåëü-
ñòðåëêà, íàïðàâëåííûé ââåðõ ëèáî âíèç. Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò íà îäíîé èç ñòóïåíåê ëåñòíèöû ñòîèò ÷åëîâåê.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàòåëåì îí ïåðåäâèãàåòñÿ íà ñîñåä-
íþþ ñòóïåíüêó, è ñðàçó ïîñëå ýòîãî óêàçàòåëü ìåíÿåò
íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ñî ñëåäóþùåé ñòó-
ïåíüêè ÷åëîâåê îïÿòü ïåðåñòóïàåò íà ñîñåäíþþ â
ñîîòâåòñòâèè ñ åå óêàçàòåëåì, è ñðàçó ïîñëå ýòîãî
óêàçàòåëü òàêæå ìåíÿåò ïîëîæåíèå íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå. Äàëåå ÷åëîâåê ñíîâà è ñíîâà ïåðåõîäèò ñî ñòóïåíü-
êè íà ñòóïåíüêó ïî òàêèì æå ïðàâèëàì. Êàêîå íàèáîëü-
øåå ÷èñëî øàãîâ ìîæåò ñäåëàòü ÷åëîâåê, ïîêà íå ñîéäåò
ñ ëåñòíèöû íà çåìëþ èëè íà êðûøó?

È.Àêóëè÷

Ðèñ. 1

Ô1968. Êàïëÿ ðòóòè íà ÷èñòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñòåêëà è êàïëÿ âîäû íà âîðñèñòîé ïîâåðõíîñòè
òðàâèíêè ïîäîáíû äðóã äðóãó ïî ôîðìå. Îöåíèòå
îòíîøåíèå ìàññ ýòèõ êàïåëü. Ïëîòíîñòè ðòóòè è âîäû

ðàâíû 3

p 13,6 ã “ìρ =  è 3
"

1 ã “ìρ = , à èõ êîýôôè-
öèåíòû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿþò

p 0,46 H ìσ =  è 
"

0,07 H ìσ =  ñîîòâåòñòâåííî.
Ñ.Âàðëàìîâ

Ô1969. Ãîðèçîíòàëüíûé çàêðûòûé òåïëîèçîëèðîâàí-
íûé öèëèíäð ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè òîíêèì òåïëîïðî-
âîäÿùèì ïîðøíåì, êîòîðûé ïðèêðåïëåí ïðóæèíîé ê
îäíîé èç òîðöåâûõ ñòåíîê öèëèíäðà. Ñëåâà è ñïðàâà îò
ïîðøíÿ íàõîäÿòñÿ ïî ν  ìîëåé èäåàëüíîãî îäíîàòîìíî-
ãî ãàçà. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñèñòåìû Ò, äëèíà
öèëèíäðà 2l, ñîáñòâåííàÿ äëèíà ïðóæèíû l/2, óäëèíå-
íèå ïðóæèíû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ õ. Â ïîðøíå
ïðîäåëàëè îòâåðñòèå. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðà-



Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1936–Ì1945,
Ô1953–Ô1957

Ì1936. Êàêóþ íàèìåíüøóþ øèðèíó äîëæíà èìåòü
áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà áóìàãè, ÷òîáû èç íåå ìîæíî áûëî
âûðåçàòü ëþáîé òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1?

Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ 1,
êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê, ÷òîáû îäíà ñòîðîíà ëåæàëà
íà êðàþ ëåíòû, à ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíà – íà
äðóãîì êðàþ. Äîêàæåì, ÷òî íàèìåíüøàÿ øèðèíà ëåíòû
ðàâíà âûñîòå ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Âñå äðóãèå òðåóãîëü-

òóðà ñèñòåìû ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ? Òåïëîåìêîñòÿìè öèëèíäðà, ïîðøíÿ è
ïðóæèíû ïðåíåáðå÷ü. Ñ÷èòàòü, ÷òî  òðåíèÿ íåò.

Î.Øâåäîâ

Ô1970. Äâå î÷åíü äëèííûå öèëèíäðè÷åñêèå òðóáû
èìåþò îäíó è òó æå äëèíó, à èõ ðàäèóñû ðàâíû R è
R – r, ïðè÷åì r R� . Òðóáà ìåíüøåãî ðàäèóñà âñòàâ-
ëåíà â áóëüøóþ òàê, ÷òî èõ îñè è òîðöû ñîâïàäàþò.
Òðóáû çàðÿæåíû ðàâíîìåðíî ïî ïëîùàäè ýëåêòðè÷åñ-
êèìè çàðÿäàìè: âíóòðåííÿÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñ-
òüþ çàðÿäà σ+ , à âíåøíÿÿ – ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî-
ñòüþ σ- . Íà îñè ýòîé ñèñòåìû âáëèçè îò îäíîãî èç
òîðöîâ èçìåðÿþò íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ Å. Íàéäèòå, êàê çàâèñèò Å îò ðàññòîÿíèÿ õ äî
ýòîãî òîðöà.

Ñ.Âàðëàìîâ

Ô1971. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåòêà, ñîñòàâëåííàÿ èç
îäèíàêîâûõ ïðîâîëî÷åê (ðèñ.2). Èçâåñòíî, ÷òî ñîïðî-

òèâëåíèå, èçìåðåííîå
ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2
ýòîé ñåòêè, ðàâíî R, à
ìåæäó òî÷êàìè 1 è 3 – r
(íà ñàìîì äåëå, ýòè ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ñâÿçàíû
îïðåäåëåííûì îáðàçîì,
íî íå áóäåì óñëîæíÿòü
ñåáå çàäà÷ó). Íàéäèòå ñî-
ïðîòèâëåíèå ìåæäó òî÷-
êàìè 1 è 4, âûðàçèâ åãî
÷åðåç R è r.

Å.Àíòûøåâ

Ô1972. Íà âûñîòå h îò ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
íàõîäèòñÿ òîíêîå íåïðîâîäÿùåå êîëüöî ìàññîé m è
ðàäèóñîì R, ïî êîòîðîìó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí
çàðÿä q. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîëüöî íà÷èíàåò ïàäàòü
áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ñîõðàíÿÿ â ïîëåòå ãîðèçîí-
òàëüíîå ïîëîæåíèå. Îäíîâðåìåííî ñ íà÷àëîì ïàäåíèÿ
êîëüöà âêëþ÷àåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, îñü ñèììåòðèè
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ êîëüöà. Âáëèçè êîëüöà
ìàãíèòíîå ïîëå îäíîðîäíî, íàïðàâëåíî âåðòèêàëüíî, à
åãî èíäóêöèÿ íàðàñòàåò ïî çàêîíó 2B kt= , ãäå k –
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Óïàâ íà ïëîñêîñòü, êîëüöî áûñ-
òðî îñòàíàâëèâàåòñÿ è ïðèëèïàåò ê íåé. Íàéäèòå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, êîòîðîå ïðè ýòîì âûäåëèòñÿ â äàííîé
ñèñòåìå. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü, óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g.

Ê.Áàøåâîé

íèêè áóäóò èìåòü õîòÿ áû îäíó ñòîðîíó, áîëüøóþ ÷åì
ó ðàâíîñòîðîííåãî. À ñëåäîâàòåëüíî, âûñîòà òðåóãîëü-
íèêà, îïóùåííàÿ íà áóëüøóþ ñòîðîíó, áóäåò ìåíüøå
âûñîòû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó ýòîò
òðåóãîëüíèê íå áóäåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû ëåíòû, åñëè
åãî ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû áóëüøàÿ ñòîðîíà ëåæàëà
íà ãðàíèöå ëåíòû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê íåëüçÿ ðàñïîëîæèòü íèêàêèì äðóãèì ñïî-
ñîáîì, ÷òîáû øèðèíà ëåíòû áûëà íàèìåíüøåé.
Îòñþäà íàõîäèì âûñîòó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-
êà, ïëîùàäü êîòîðîãî 1:

4 3h = .

Èòàê, øèðèíà ëåíòû äîëæíà áûòü 4 3h = .
Ä.Ñåìåíîâ

Ì1937. Îêðóæíîñòè 1 2 3, ,S S S  ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã
äðóãà âíåøíèì îáðàçîì (ðèñ.1). Ïóñòü À, Â, Ñ –
òî÷êè êàñàíèÿ 1S  è

2S , 1S  è 3S , 2S  è 3S
ñ î îòâ åòñòâ å íí î .
Ïðÿìàÿ ÀÂ ïîâòîðíî
ïåðåñåêàåò 2S  è 3S  â
òî÷êàõ D è Å ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ
DC ïîâòîðíî ïåðå-
ñåêàåò 3S  â òî÷êå
F. Äîêàæèòå, ÷òî

DEFΔ  ïðÿìîóãîëü-
íûé.

Ïóñòü 1 2 3, ,O O O  – öåí-
òðû îêðóæíîñòåé 1S ,

2S , 3S  ñîîòâåòñòâåííî
(ðèñ.2). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî 1 1O BA O AB– = – =

2 2DAO ADO= – = – .
Ïîýòîìó 1 3 2O O DO� .

Àíàëîãè÷íî, 3O FC– =

3 2O CF DCO= – = – =

2CDO= –  (ñì. ðèñ.2).

Ïîýòîìó 3 2O F DO� . Ñëåäîâàòåëüíî, 1 3O O F  – ïðÿ-
ìàÿ, BF – äèàìåòð îêðóæíîñòè 3S , è 90E– = ∞ .

È.Ðóäàêîâ

Ì1938. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë 1, , nx x…  äîêàæèòå íåðàâåí-
ñòâî

{ }1 1max , , ,n nx x x x- - - ≥… …
1

2 1

nx x

n

+ +

-

…
.

Êîãäà âñå ÷èñëà 1, , nx x…  íåîòðèöàòåëüíû, íåðàâåíñòâî
î÷åâèäíî, ìîæíî äàæå çàìåíèòü 2n – 1 íà n. Åñëè æå
ñðåäè íèõ åñòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî ÷èñëà 1, , kx x…  íåïîëî-
æèòåëüíû, à 1, ,k nx x

+
…  – íåîòðèöàòåëüíû (1 k n£ £ ).

Îáîçíà÷èì ñóììó ìîäóëåé ÷èñåë 1 2, , , nx x x…  áóêâîé S.
Î÷åâèäíî,

1 1k k nS x x x x
+

= - - - + + +… … .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî íåâåðíî.
Òîãäà ÷èñëî ( )2 1S n -  áîëüøå êàê êàæäîãî èç ÷èñåë

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 21

Ðèñ. 2



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 422

1 2, , ,k k nx x x
+ +

… , òàê è ÷èñëà

1 1k k nx x x x
+

- - - - - - =… … ( )12 k nS x x
+

- + +… .

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )2
2 1

S
S n k

n
> - -

- 2 1

S

n -
.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâî íà 2n – 1 è ïðèâåäÿ
ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå:

( )2 1S k S> - .

Çàäà÷à ðåøåíà. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðè

1 1 1nx x
-

= = =…  è nx n= -  äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ïîýòîìó çíàìåíàòåëü 2n – 1
íåëüçÿ óìåíüøèòü.

Í.Îñèïîâ, À.Ñïèâàê

Ì1939. Âåðøèíû 50 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçäåëèëè îê-
ðóæíîñòü íà 200 ðàâíûõ äóã. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ.

Ñíà÷àëà óäåëèì âíèìàíèå âñïîìîãàòåëüíîìó óòâåðæ-
äåíèþ.
Ïóñòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû 50 îòðåçêîâ,
êîíöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò
1 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
äâóõ:

ñðåäè îòðåçêîâ åñòü äâà ðàâíûõ,                     (1)
ñðåäè îòðåçêîâ åñòü äâà, ñóììà äëèí êîòîðûõ
ðàâíà 100.                                                  (2)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ
èç ñîîáðàæåíèé ÷åòíîñòè. Àïðèîðè ÿñíî, ÷òî ñóììà
äëèí 50 îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ îò
1 äî 100 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Íî, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñóììà äëèí 50 îòðåçêîâ, êîòîðûå íå óäîâëåò-
âîðÿþò íè (1), íè (2), ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé (èáî ó íåå òà
æå ÷åòíîñòü, ÷òî ó ñóììû 1 + 2 + … + 50).
Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ýòî óòâåðæäåíèå ê çàäà÷å. Äëèíó
îêðóæíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé 200. Òî÷êè

1 2 200, , ,A A A…  – ýòî âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî äåëÿùèå îêðóæíîñòü íà 200 åäèíè÷íûõ
äóã. Íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü äóãà A

1
A

100
. Íà ýòîé

äóãå êàæäûé èç 50 ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò ðîâíî äâå
âåðøèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè äóãè (÷àñòè
äóãè). Åñëè äâå èç ýòèõ 50 äóã ðàâíû, òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ïðÿìîóãîëüíèêè ðàâíû. Íî ïðÿìîóãîëüíèêè
áóäóò ðàâíû è òîãäà, êîãäà äëèíû äâóõ äóã ñîñòàâëÿþò
â ñóììå 100.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1940. Ïóñòü à – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

óðàâíåíèå ( ) 2x x a y+ =
à) ïðè à = 1, 2, 4 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ;
á) ïðè ëþáîì äðóãîì íàòóðàëüíîì à èìååò èõ.

á) Çàìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ( ) 2x x a y+ =  ïðè
íåêîòîðîì à ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, òî ýòèì
æå ñâîéñòâîì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì b îáëàäàåò è

óðàâíåíèå ( ) 2x x ab y+ = . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àè 2 1a n= + , ãäå 1n ≥ , è à = 8. Â ïåðâîì

èç íèõ äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ( ) ( )( )2
, , 1x y n n n= + , âî

âòîðîì – ( ) ( ), 1, 3x y = .
à) Ïóñòü 1 4a£ £ . Òîãäà

( ) ( ) ( )
22

4 2x x x a x x x< + £ + < + .

Îòñþäà

( ) ( )
22

1x x a y x+ = = + , ( )2 1a x- = , a – 2 = 1, à = 3.
Â.Ñåíäåðîâ

Ì1941. Íà ïëîñêîñòè æèëè 44 âåñåëûõ ÷èæà, òî÷å÷íûõ
è íåïðîçðà÷íûõ. Ïîñëå ïîñåùåíèÿ ïëîñêîñòè Ìóðçè-
êîì1  ÷èæè ðàçëåòåëèñü è ðàññåëèñü íà ïëîñêîñòè òàê,
÷òî êàæäûé èç íèõ âèäèò ðîâíî 10 äðóãèõ. Äîêàæèòå,
÷òî ïîñåùåíèå Ìóðçèêîì ïëîñêîñòè óìåíüøèëî êîëè÷å-
ñòâî ïðîæèâàþùèõ íà íåé âåñåëûõ ÷èæåé.

Ïóñòü 0Γ  – âûïóêëàÿ îáîëî÷êà2 ìíîæåñòâà Ì ÷èæåé,
îñòàâøèõñÿ íà ïëîñêîñòè ïîñëå ïîñåùåíèÿ Ìóðçèêà, è
Ã – ãðàíèöà 0Γ . Åñëè áû âñå n ÷èæåé èç ìíîæåñòâà Ì
ñèäåëè èñêëþ÷èòåëüíî íà ãðàíèöå Ã, òî, êàê íåòðóäíî
äîêàçàòü, èõ áûëî áû âñåãî 11, è çàäà÷à áûëà áû
ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Áóäåì ïîýòîìó ñ÷èòàòü, ÷òî íåêîòî-
ðûé ÷èæ À ñèäèò ñòðîãî âíóòðè Ã.
Ñîåäèíèâ ÷èæà À ñî âñåìè îñòàëüíûìè ÷èæàìè, ïîëó-
÷èì ëó÷è 1 2 10, , ,I I I… , êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü îòêðû-
òûìè, ò.å. íå ñîäåðæàùèìè íà÷àëà À. Ïîñêîëüêó óãîë
ìåæäó ñîñåäíèìè ëó÷àìè ìåíüøå 180∞ , êàæäûé ÷èæ íà
ëó÷å mI  âèäèò ñîñåäíèå ñ mI  ëó÷è ïîëíîñòüþ
(1 10m£ £ ). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ÷èæåé, ðàñïîëî-
æåííûõ íà îáúåäèíåíèè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ èäóùèõ
÷åðåç îäèí ëó÷åé 1mI -

 è 1mI +
, íå ïðåâîñõîäèò 9:

1 1 9m ms s
- +

+ £ . (Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç is  ÷èñëî ÷èæåé
íà ëó÷å iI  – áåç ÷èæà À! – è ñ÷èòàåì, ÷òî 0 10I I=  è

11 1I I= .) Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî,
âîîáùå, åñëè ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè
ëó÷àìè óãîë íå ðàâåí 180∞  (à òåì ñàìûì ìåíüøå 180∞ ),
òî îáùåå ÷èñëî ÷èæåé íà äâóõ ýòèõ ëó÷àõ (áåç ÷èæà À)
íå ïðåâîñõîäèò 9.
Âîçüìåì êàêèõ-ëèáî äâóõ ñîñåäíèõ ÷èæåé Â è Ñ íà
ãðàíèöå Ã. Òî÷êè Â è Ñ îáÿçàíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà îäíîé
è òîé æå ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìåæäó íèìè ðàñïîëàãàëàñü áû âåðøèíà
ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà è òîãäà ÷èæè Â è Ñ íå áûëè áû
ñîñåäíèìè. Ðàññìîòðèì «âíóòðåííåãî» ÷èæà À, ðàññòî-
ÿíèå îò êîòîðîãî äî ïðÿìîé ÂÑ ìèíèìàëüíî, è ïóñòü

1I AB=  è 2I AC=  – ëó÷è ñ íà÷àëîì â À. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ýòè ëó÷è ñîñåäíèå è ÷òî íà êàæäîì èç íèõ ñèäèò
ðîâíî îäèí ÷èæ: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøåëñÿ áû ÷èæ,
ðàñïîëîæåííûé áëèæå ê ïðÿìîé ÂÑ, ÷åì ðàñïîëîæåí
ê íåé ÷èæ À. Èìååì:

( ) ( )1 2 3 5 7 9s s s s s s+ + + + + +

+ ( ) ( )4 6 8 10 2 4 9 38s s s s+ + + £ + ¥ = ,

îòêóäà îáùåå ÷èñëî îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïîñåùåíèÿ êî-

1 Ìóðçèê – êîò.
2 Ò.å. ñîäåðæàùèé Ì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê (èëè îòðåçîê),

âñå âåðøèíû (ñîîòâåòñòâåííî, êîíöû îòðåçêà) êîòîðîãî ïðèíàä-
ëåæàò Ì. Ñóùåñòâîâàíèå 0

Γ  ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî
÷èñëó òî÷åê Ì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå Ì, ñîäåðæèò 

0
Γ .



òîì ÷èæåé 38 1 39n £ + = . Òàêèì îáðàçîì, Ìóðçèê
ñêóøàë óæå íå ìåíåå 5 ïòè÷åê.
Äîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè n  <  39. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ÷èñåë õîòÿ áû â îäíîé
èç ÷åòûðåõ ñêîáîê ñòðîãî ìåíüøå 9.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóììà ÷èñåë â êàæäîé
ñêîáêå ðàâíà 9. Èç ðàâåíñòâà 3 5 9s s+ =  ïîëó÷àåì, ÷òî

4 1s = : ëþáîé ÷èæ íà ëó÷å 4I  âèäèò ÷èæà À ïëþñ 9
÷èæåé íà îáúåäèíåíèè ëó÷åé 3I  è 5I , òàê ÷òî íà ëó÷å

4I  áîëüøå ÷èæåé áûòü íå ìîæåò. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷à-
åì, ÷òî 8 1s = , 5 1s =  è 9 1s = . Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç
α  óãîë ìåæäó ëó÷àìè 3I  è 6I  è ÷åðåç β  óãîë ìåæäó
ëó÷àìè 7I  è 10I . Òàê êàê 360α β+ < ∞ , èìååì

{ }min , 180α β < ∞ ; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî 180α < ∞ . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âûÿñíèëè
ðàíåå (ñì. êîíåö âòîðîãî àáçàöà), 3 6 9s s+ £ , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâàì 3 6 8s s= = . Ñòàëî áûòü, íàøå
èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è íåðàâåíñòâî n < 39
äîêàçàíî.
Èòàê, çâåðü èç çàäà÷è ñêóøàë ïî êðàéíåé ìåðå 6
ïòè÷åê. Îäíàêî õâîñòàòûé åùå íå íàåëñÿ, è îí ìÿó÷åò
÷èòàòåëþ î äàëüíåéøåì óñèëåíèè ïîëó÷åííîé â íàøåì
ðåøåíèè îöåíêè êîëè÷åñòâà âûæèâøèõ âåñåëûõ ÷è-
æåé.

Ã.Ãàëüïåðèí, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1942. Âíóòðè îñòðîãî óãëà ñ âåðøèíîé Î äàíû
òî÷êè À è Â. Áèëüÿðäíûé øàð ìîæåò ïîïàñòü èç À â
Â, îòðàçèâøèñü ëèáî îò îäíîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå
Ì, ëèáî îò äðóãîé â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ÎÀ = ÎÂ, òî òî÷êè Î, À, Â, Ì, N ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

Ïóñòü 1 2,B B  – òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå Â îòíîñèòåëüíî
ñòîðîí óãëà. Òàê êàê òî÷êè 1 2, ,B B À, Â ëåæàò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î, òî

1 2MAN B AB– = – = ( )1 22 2B OB MONπ π- – = - – .

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà À ëåæèò íà îêðóæíîñòè MON.
Àíàëîãè÷íî, íà ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò è òî÷êà Â.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1944.1 Êâàäðàòíûé ñòîë ïëîùàäè 5 ìîæíî ïîêðûòü
â ÷åòûðå ñëîÿ ïÿòüþ êâàäðàòíûìè ñàëôåòêàìè,

ïëîùàäü êàæäîé èç êî-
òîðûõ ðàâíà 4. Êàê ýòî
ñäåëàòü?
Ñàëôåòêè ðàçðåøàåòñÿ
ïåðåãèáàòü.

Ñíà÷àëà ðàñïîëîæèì 5
íàøèõ ñàëôåòîê íà êâàä-
ðàòå ABCD, êîòîðûé ïî
ïëîùàäè â÷åòâåðî áîëü-
øå íàøåãî ñòîëà, òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñàëôåòêè ñêëååíû

ìåæäó ñîáîé â åäèíóþ êðåñòîîáðàçíóþ ñêàòåðòü, âåðõ
ó êîòîðîé ñèíèé, à èçíàíêà êðàñíàÿ. Óãîëêè ñêàòåðòè,

âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû
ABCD, ïåðåãíåì; îíè ëÿãóò
â ïðåäåëàõ ABCD (ðèñ.2).
Äàëåå ïåðåãíåì ñêàòåðòü ïî
ñðåäíåé ëèíèè PQ êâàäðàòà
ABCD òàê, ÷òî îíà â äâà
ñëîÿ ïîêðîåò ïðÿìîóãîëüíèê
APQD. Çàâåðøàþùåå äåé-
ñòâèå: ïåðåãèáàåì ñêàòåðòü
ïî âåðòèêàëüíîé ñðåäíåé ëè-
íèè ïðÿìîóãîëüíèêà APQD.
Ïðè ýòîì ñêàòåðòü â ÷åòûðå ñëîÿ ïîêðîåò êâàäðàò, ïî
ïëîùàäè ðàâíûé íàøåìó ñòîëó.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1945. Âñÿêèé ëè îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî
ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òî åãî âåðøèíû
îêàæóòñÿ
à) íà ðåáðàõ êàêîãî-íèáóäü êóáà, âûõîäÿùèõ èç îäíîé
åãî âåðøèíû;
á) íà äèàãîíàëÿõ ãðàíåé êàêîãî-íèáóäü êóáà, âûõîäÿ-
ùèõ èç îäíîé åãî âåðøèíû?

à) Äà.
Óñëîâèåì òîãî, ÷òî âåðøèíû íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíàìè à, b, ñ ëåæàò íà ëó÷àõ ÎÕ, OY, OZ,
ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû

2 2 2

2 2 2

2 2 2

,

,

,

x y a

y z b

z x c

Ï + =
ÔÔ + =Ì
Ô + =ÔÓ

ãäå x > 0, y > 0, z > 0.
Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà â òî÷íîñòè åñëè 2 2 2a b c+ > ,

2 2 2b c a+ > , 2 2 2c a b+ > , ò.å. åñëè òðåóãîëüíèê îñòðî-
óãîëåí.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîé âåëè÷èíå α  ïëîñêèõ óãëîâ ïðè
âåðøèíå ïðàâèëüíîãî òðåõãðàííîãî óãëà âåëè÷èíà îä-
íîãî èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà ñå÷åíèÿ ìîæåò áûòü ñäåëà-
íà ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê { }max ,α π α- . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè íà ðåáðàõ
ëþáîãî ïðàâèëüíîãî òðåõãðàííîãî óãëà, óãîë ìåæäó

êîòîðûìè ïî âåëè÷èíå îòëè÷åí îò 
2

π
, ìîæåò îêàçàòüñÿ

êàê ïðÿìîóãîëüíûì, òàê è òóïîóãîëüíûì.
á) Íåò.
Ðàññìîòðèì êóá OEFDO E F D¢ ¢ ¢ ¢ . Ïîñêîëüêó òðå-

óãîëüíèê OE D¢ ¢  ïðàâèëüíûé, 
3

E OD
π

– =¢ ¢ .

Ïóñòü èç òî÷êè Î âûõîäÿò òðè ëó÷à, âåëè÷èíà óãëà

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 
3

π
, è ÀÂÑ, ãäå

ÀÂ = 1, – òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè íà ýòèõ ëó÷àõ.
Èìååì { }max , 1OA OB ≥ ;
ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

1OA ≥ . Òîãäà AC ≥

0

3

2
A H≥ =  (ñì. ðèñó-

íîê). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó-
÷àåì: òðåóãîëüíèê, äëèíû
ñòîðîí êîòîðîãî 1, à, b, ãäå

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 23

1 Ðåøåíèþ çàäà÷è Ì1943 ïîñâÿùåíà çàìåòêà È.Àêóëè÷à, ïóá-
ëèêóåìàÿ íèæå.
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3

2
a < , 

3

2
b < , âåðøèíàìè íà ëó÷àõ ï.á) ðàñïîëî-

æèòü íåëüçÿ.
Èòàê, â ñå÷åíèè êóáà ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé îñòðî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê, à â ñå÷åíèè ïðàâèëüíîãî òåòðà-
ýäðà – íåò. Ìîäèôèêàöèÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííîãî

íàìè â ñëó÷àå 
3

π
α = , ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò îòðèöàòå-

ëåí  è â ñëó÷àå ëþáûõ îñòðûõ óãëîâ âåëè÷èíû α  ìåæäó
ëó÷àìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñå÷åíèè
ïðàâèëüíîãî òðåõãðàííîãî óãëà ñ ïëîñêèìè óãëàìè α ,
2

3 3

π π
α≥ > , ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé òðåóãîëüíèê, âå-

ëè÷èíû âñåõ óãëîâ êîòîðîãî ìåíüøå α . Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ñëó÷àå òóïûõ óãëîâ âåëè÷èíû α  ìåæäó ëó÷àìè
îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è ïîëîæèòåëåí.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ â
òî÷íîñòè òðåóãîëüíèêè, âñå óãëû êàæäîãî èç êîòîðûõ
ìåíüøå α . Åñëè ôèêñèðîâàòü ðåáðà òðåõãðàííîãî
óãëà, íà êîòîðûõ ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, âåðøèíû À,
Â, Ñ äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òî
ñå÷åíèå îïðåäåëèòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñ.Äâîðÿíèíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ô1953. Ïóëÿ âûëåòàåò èç ñòâîëà ñ óðîâíÿ çåìëè ñî
ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ è «âòûêàåòñÿ» â çåìëþ, çàêîí÷èâ
ñâîé ïîëåò. Íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
òî÷êè âûñòðåëà îíà ìîãëà îêàçàòüñÿ ÷åðåç 3 ñ ïîñëå
âûñòðåëà? Çåìëÿ â òåõ ìåñòàõ ïëîñêàÿ, ñîïðîòèâëå-
íèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ýòî ñîâñåì ïðîñòàÿ çàäà÷à. ßñíî, ÷òî ñòðåëÿòü íóæíî
ïîä óãëîì ïîìåíüøå, íî òàê, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü âåñü
îòâåäåííûé èíòåðâàë âðåìåíè (ïóëÿ «âòûêàåòñÿ» â
çåìëþ ïðè ïàäåíèè). Òîãäà

0 0sin
2

g
v

τ
α = ,

0 0cosL v α τ= ◊ =
2

2
0 0 0

0

1 sin 1
2

g
v v

v

ττ α τ
Ê ˆ

- = - Á ˜Ë ¯
=

= 
2

30
50 3 1  ì 143 ì

100

Ê ˆ◊ - ªÁ ˜Ë ¯
.

Âïðî÷åì, ñòîèò ïðîâåðèòü – íå îêàæåòñÿ ëè âûãîäíåå
âçÿòü óãîë íåìíîãî ìåíüøå 0α  è ïîñòàðàòüñÿ âûèãðàòü
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêî-
ðîñòè, íåñìîòðÿ íà óìåíüøåíèå âðåìåíè ïîëåòà. Àíà-
ëèç íåòðóäíî ñäåëàòü è â îáùåì âèäå (ýòî íå òàê
ñëîæíî), íî ìîæíî ïðîâåñòè «÷èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò» ïðè ïîìîùè êàëüêóëÿòîðà (ïîëåçíàÿ âåùü,
ìåæäó ïðî÷èì…).

À.Ïðîñòîâ

Ô1954. Âåðõíèé áëîê ñ çàêðåïëåííîé îñüþ ñêëååí èç
äâóõ äèñêîâ, îäèí èç êîòîðûõ èìååò âäâîå áîëüøèé
äèàìåòð, ÷åì äðóãîé (ðèñ.1). Ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ
íèòü íàìîòàíà íà äèñêè è îõâàòûâàåò òàêæå íèæ-
íèé áëîê, ïðè÷åì íèæíèé áëîê èìååò òàêîé äèàìåòð,
÷òî ñâîáîäíûå êóñêè íèòè âåðòèêàëüíû. Íàéäèòå
óñêîðåíèÿ ãðóçîâ. Áëîêè ñ÷èòàòü ëåãêèìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ñèë íàòÿæåíèÿ
íèòåé è óñêîðåíèé –
îíè ïîêàçàíû íà ðè-
ñóíêå 2. «Ñëîæíûé»
áëîê íàâåðõó èìååò
ïî óñëîâèþ î÷åíü ìà-
ëóþ ìàññó, ïîýòîìó
äåéñòâóþùèé íà ýòîò
áëîê ñóììàðíûé âðà-
ùàþùèé ìîìåíò äîë-
æåí áûòü íóëåâûì.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

1 1 2 2T R T R= ,  è

  2 12T T= .

Íàéäåì îòíîøåíèå
óñêîðåíèé 1a  è 2a .
Ïóñòü âåðõíèé áëîê
ïîâåðíóëñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (íàïðèìåð) íà
íåêîòîðûé óãîë α . Ïðè ýòîì äëèíà ñâîáîäíîãî êîíöà
íèòè ñëåâà óâåëè÷èòñÿ íà 1Rα , à äëèíà ïðàâîãî êîíöà
óìåíüøèòñÿ íà 2Rα . Òîãäà íèæíèé áëîê îïóñòèòñÿ íà

1 2
1

1

2 4

R R
R

α α
α

-
= ,

îòêóäà ïîëó÷àåì

1 24a a= .

Äëÿ ãðóçà ìàññîé m çàïèøåì

2 1 1mg T T ma+ - = .

Äëÿ ãðóçà ìàññîé Ì –

2 22Mg T Ma- = .

Ðåøàÿ ýòó ïðîñòóþ ñèñòåìó, íàõîäèì

1

4

0,25 4

M m
a g

M m

+
=

+
, 2

4

16

M m
a g

M m

+
=

+
.

À.Áëîêîâ

Ô1955. Â âàêóóìå íàõîäÿòñÿ äâà ìàññèâíûõ îäèíàêî-
âûõ òåëà, èõ òåìïåðàòóðû âíà÷àëå ðàâíû Ò è 3Ò.
Åñëè ïðèâåñòè òåëà â ñîïðèêîñíîâåíèå, òî ïðè âûðàâ-
íèâàíèè òåìïåðàòóð îò ãîðÿ÷åãî òåëà ê õîëîäíîìó
ïåðåòå÷åò êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q. Êàêóþ ìàêñè-
ìàëüíóþ ðàáîòó ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ
ýòè òåëà è òåïëîâóþ ìàøèíó? Äðóãèõ òåë â íàøåì
ðàñïîðÿæåíèè íåò.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà òåïëîâàÿ ìàøèíà èäåàëüíàÿ è
ñîâåðøàåò î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî öèêëîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåçóëüòàòà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñò-
íîå âûðàæåíèå äëÿ ÊÏÄ öèêëà

x

…

1
T

T
η = - .

Îäíàêî ïî ìåðå ñîâåðøåíèÿ ðàáîòû â íàøåé ñèñòåìå
òåìïåðàòóðû òåë (íàãðåâàòåëÿ è õîëîäèëüíèêà) ìåíÿ-
þòñÿ, ìåíÿåòñÿ è ÊÏÄ – îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

0

1 2
1

3 3
η = - =  äî íóëÿ. Âçÿòü «ñðåäíèé» ÊÏÄ – ýòî

ïðîñòî, íî íåïðàâèëüíî. Ïîñòóïèì èíà÷å.

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2



Ïóñòü çà î÷åðåäíîé öèêë íàãðåâàòåëü îòäàåò ïîðöèþ
êîëè÷åñòâà òåïëîòû Q, òîãäà õîëîäèëüíèê ïîëó÷èò

êîëè÷åñòâî òåïëîòû ( ) x

…

1
T

Q Q
T

η- = . Òåìïåðàòóðà íà-

ãðåâàòåëÿ èçìåíèòñÿ íà 
…

TΔ , à òåìïåðàòóðà õîëîäèëü-

íèêà – íà x

x …

…

T
T T

T
Δ Δ= -  (òåïëîåìêîñòè òåë ïî óñëîâèþ

çàäà÷è îäèíàêîâû). Òîãäà … x

… x

T T

T T

Δ Δ
= - , îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî

… x
constT T =

(ìîæíî ïîëó÷èòü ýòî «ìàòåìàòè÷åñêè», à ìîæíî è
ïðîñòî ñîîáðàçèòü, ÷òî åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé
óâåëè÷èòü âî ñêîëüêî-òî ðàç, èëè íà íåêîòîðîå ÷èñëî
ïðîöåíòîâ, à âòîðîé óìåíüøèòü âî ñòîëüêî æå ðàç, òî
ïðîèçâåäåíèå îñòàíåòñÿ òåì æå). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
òåìïåðàòóðó ðàâíîâåñèÿ pT  (îêîí÷àòåëüíóþ) ìîæíî
íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ

2 2
p 3 3T T T T= ◊ = , èëè p 3T T= .

Îáîçíà÷èì òåïëîåìêîñòü îäíîãî òåëà Ñ è çàïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû:

( )… x p
3A Q Q C T T= - = - - ( ) ( )p 4 2 3C T T CT- = - .

Íî ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè òåë ãîðÿ÷åå îñòûâàåò îò 3Ò äî
2Ò, ò.å. Q = CT. Îêîí÷àòåëüíî,

( )4 2 3 0,54A Q Q= - ª .

Åñëè, âñå æå, âçÿòü cp

1

3
η η= = , òî ðåçóëüòèðóþùàÿ

òåìïåðàòóðà pT
*  îïðåäåëèòñÿ èç óñëîâèÿ

… x

3

2
T TΔ Δ- = , ( )p p3 1,5T T T T* *- = - , p 1,8T T* = ,

è òîãäà

( ) ( )3 1,8 1,8A C T T C T T= - - - = ( )1,2 0,8 0,4Q Q- = .

Âèäèì, ÷òî îòâåò äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó-
÷åííîãî àêêóðàòíûì ðàñ÷åòîì.

Ð.Ïîâòîðîâ

Ô1956. Òðè áîëüøèå ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû ïëîùà-
äüþ 2S 2 ì=  êàæäàÿ ðàñïîëîæåíû â âàêóóìå íà
îäèíàêîâûõ ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ d = 1 ìì äðóã îò
äðóãà. Çàðÿä ñðåäíåé ïëàñòèíû Q = 1 ìêÊë, çàðÿäû
äâóõ äðóãèõ Q è –2Q. Ìåæäó êðàéíèìè ïëàñòèíàìè

âêëþ÷àþò ðåçèñòîð ñîïðî-
òèâëåíèåì 1R 30 *nì= , îä-
íîâðåìåííî ñ íèì åùå îäèí
ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì

2R 20 *nì=  âêëþ÷àþò ìåæ-
äó ñðåäíåé ïëàñòèíîé è ïëàñ-
òèíîé ñ çàðÿäîì –2Q. Êàêîå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäå-
ëèòñÿ ïðè ýòîì â ïåðâîì ðå-
çèñòîðå?

Íàéäåì íàïðÿæåííîñòè ïîëåé

1E  è 2E  äî ïîäêëþ÷åíèÿ ðåçè-
ñòîðîâ (ñì. ðèñóíîê):

1

0

Q
E

Sε
= , 2 1

0

2
2

Q
E E

Sε
= = .

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ñðåäíåé è ïðàâîé ïëàñòè-
íàìè ðàâíà

2 2

0

2Qd
E d

S
Δϕ

ε
= = ,

à ìåæäó êðàéíèìè ïëàñòèíàìè –

1 1 2E dΔϕ Δϕ= + = 2

0

3
1,5

Qd

S
Δϕ

ε
= .

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ 1R  è 2R
ïîäîáðàíû ñïåöèàëüíî (òî÷íåå, èõ îòíîøåíèå:

1 2 1 2R R Δϕ Δϕ= ), òîêè ÷åðåç íèõ ïîëó÷àþòñÿ îäèíà-
êîâûìè, è âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çàðÿäàìè (è ïîëÿ-
ìè) ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ ðåçèñòîðîâ îñòàþòñÿ ïðåæ-
íèìè.
×åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì 1R  çà áîëüøîå âðåìÿ
ïðîéäåò âåñü çàðÿä Q ïåðâîé ïëàñòèíû. Ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ ìåæäó âûâîäàìè ýòîãî ðåçèñòîðà ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè óáûâàåò, çàâèñèìîñòü Δϕ  îò âðåìåíè
íåëèíåéíàÿ, íî îò âåëè÷èíû ïðîòåêøåãî ïî ðåçèñòîðó
çàðÿäà q – ëèíåéíàÿ:

( )

0

3 Q q d

S
Δϕ

ε
-

= .

Â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ íà
ðåçèñòîðå, ìîæíî íàéòè òàê:

…=÷ 1

1 cp
2 2

W Q Q Q
Δϕ Δϕ

Δϕ= = = =
2 2

0

3
1,5

2

Q d Q

S Cε
= ,

ãäå Ñ – åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, îáðàçîâàííîãî ñîñåäíè-

ìè ïëàñòèíàìè. Ïîñêîëüêó 80 1,77 10  t
S

C
d

ε
-= ª ◊ , òî

1 85 ì*d›W ª .
À.Çèëüáåðìàí

Ô1957. Öåïü èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L è êîí-
äåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ôèëü-
òðà íèçêèõ ÷àñòîò (ðèñ.1). Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû
ãåíåðàòîðà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ÷àñòîòû íàïðÿæå-
íèå íà íàãðóçêå óìåíü-
øàåòñÿ è ïðè äàëü-
íåéøåì óâåëè÷åíèè
÷àñòîòû ñòàíîâèòñÿ
ñîâñåì ìàëûì. Ïðè
êàêîì ñîïðîòèâëåíèè
íàãðóçêè R íàïðÿæå-
íèå ñ óâåëè÷åíèåì ÷à-
ñòîòû ãåíåðàòîðà
áóäåò ìåíÿòüñÿ ìîíîòîííî? (Åñëè âçÿòü R äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì, òî áóäåò ÿâíî âûðàæåí ðåçîíàíñ –
ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå LC-êîíòó-
ðà íàïðÿæåíèå íàãðóçêè áóäåò ðåçêî âîçðàñòàòü, è
òîëüêî ïîòîì – íà åùå áîëüøèõ ÷àñòîòàõ – áóäåò
óìåíüøàòüñÿ.)

Ïóñòü íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

0 cosU tω , à «âûõîäíîå» íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå

ñîïðîòèâëåíèåì R – ïî çàêîíó ( )cosU tω ϕ+ . Íàðèñó-
åì âåêòîðíóþ äèàãðàììó òîêîâ è íàïðÿæåíèé (ðèñ.2),

íà÷èíàÿ ñ U. Òîê ÷åðåç ðåçèñòîð R

U
I

R
=  è òîê ÷åðåç

êîíäåíñàòîð CI U Cω=  ñäâèíóòû ïî ôàçå íà 90°,

Ðèñ. 1

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 25



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 426

Ýòà çàìåòêà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è èç
«Çàäà÷íèêà «Êâàíòà»:
Ì1943. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî êîðçèí (íå

ìåíüøå òðåõ). Ïåðâîíà÷àëüíî â îäíîé èç íèõ ëåæèò îäíî

ÿáëîêî, à îñòàëüíûå êîðçèíû ïóñòû. Äàëåå íåîäíîêðàò-

íî ïðîäåëûâàþò ñëåäóþùåå: èç êàêîé-ëèáî êîðçèíû

âûíèìàþò ÿáëîêî, à âçàìåí êëàäóò ïî îäíîìó ÿáëîêó â

êàæäóþ èç äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé êîðçèí. Ïðè êàêîì

êîëè÷åñòâå êîðçèí ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ

êîðçèíàõ ÿáëîê ñòàëî ïîðîâíó?

Íà÷íåì òðàäèöèîííî: îáîçíà÷èì ÷èñëî êîðçèí ÷åðåç n
è ïðîíóìåðóåì èõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íîìåðàìè îò 1 äî n,
ïðè÷åì íîìåð 1 ïðèñâîèì òîé êîðçèíå, ãäå ïåðâîíà÷àëüíî
ëåæèò åäèíñòâåííîå ÿáëîêî. Ïðîöåññ èçúÿòèÿ ÿáëîêà èç
êîðçèíû íîìåð i è âëîæåíèÿ ïî ÿáëîêó â êàæäóþ èç äâóõ
ñîñåäíèõ êîðçèí íàçîâåì õîäîì èç i-é êîðçèíû.

À ÷òî äàëüøå? Îêàçûâàåòñÿ, ðåøèòü çàäà÷ó íå òàê-òî
ïðîñòî äàæå äëÿ íåáîëüøèõ n. Ïðàâäà, ïðîìó÷èâøèñü
êàêîå-òî âðåìÿ, ìîæíî äîñòè÷ü âíóòðåííåé óáåæäåííîñ-
òè, ÷òî äëÿ n = 3 è 4 óðàâíÿòü ÿáëîêè â êîðçèíàõ
íåâîçìîæíî. Íî äëÿ n = 5 ýòî, íàîáîðîò, âåñüìà ïðîñòî.
À èìåííî: ñíà÷àëà äåëàåì õîä èç 1-é êîðçèíû (áîëüøå
íåîòêóäà). Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ïî ÿáëîêó âî 2-é è
5-é êîðçèíàõ. Ñäåëàåì ïî õîäó èç ýòèõ êîðçèí. Ïîñëå
ýòîãî 2-ÿ è 5-ÿ êîðçèíû îïóñòåþò, çàòî â 3-é è 4-é áóäåò
ïî îäíîìó ÿáëîêó, à â 1-é – äàæå äâà. Ïîñëåäíèé õîä èç
1-é êîðçèíû – è âñå â ïîðÿäêå: â êàæäîé êîðçèíå îäíî
ÿáëîêî!

Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì n ïåðåáîð ñòàíîâèòñÿ óãðîæàþùå
âåëèê, è ëþáûå ëîáîâûå ïîïûòêè îáðå÷åíû. Ïîõîæå, áåç
àëãåáðû íå îáîéòèñü.

Èòàê, ïóñòü ïîñëå íåñêîëüêèõ õîäîâ óäàëîñü óðàâíÿòü
÷èñëî ÿáëîê â êîðçèíàõ, è â êàæäîé êîðçèíå ñòàëî m
ÿáëîê. Îáîçíà÷èì ÷èñëî õîäîâ, ñäåëàííûõ èç i-é êîðçè-
íû, ÷åðåç k

i
 (äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., n). Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî ïîñëå êàæäîãî õîäà, ñäåëàííîãî èç êàêîé-ëèáî êîðçè-

îáùèé òîê (÷åðåç êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòè) ðàâåí

2 2
%K? R CI I I= + =

2 2

2

1
U C

R
ω= + .

Òîãäà íàïðÿæåíèå íà êà-
òóøêå ðàâíî %K?

I Lω , è
ìîæíî ïðèðàâíÿòü ñóììó

íàïðÿæåíèé êàòóøêè è êîíäåíñàòîðà ñ ðåçèñòîðîì
«âõîäíîìó» íàïðÿæåíèþ 0U  – ðàçóìååòñÿ, ñ ó÷åòîì
ñäâèãà ôàç ìåæäó ñóììèðóåìûìè íàïðÿæåíèÿìè:

( )
22 2

0 %K?
U I L Uω= + - %K?

2 cosUI Lω α =

= 
2 2

2 4 2 2 2

2
1 2

L
U L C LC

R

ω ω ω
Ê ˆ

+ + -Á ˜Ë ¯
,

Ðèñ. 2

0

2
2 4 2 2

2
1 2

U
U

L
LC L C

R
ω ω

=
Ê ˆ

+ - +Á ˜Ë ¯

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâèñèìîñòü U îò ÷àñòîòû áûëà ìîíî-
òîííî óáûâàþùåé, íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ïîä êîðíåì
â çíàìåíàòåëå âîçðàñòàëà ìîíîòîííî ñ óâåëè÷åíèåì ω .
Ìîæíî, êîíå÷íî, âçÿòü ïðîèçâîäíóþ è çàíÿòüñÿ âû÷èñ-
ëåíèÿìè. Íî ìîæíî è ñðàçó ïîëó÷èòü îòâåò: ïîä êîðíåì
â çíàìåíàòåëå ñòîèò îáû÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
îòíîñèòåëüíî 2x ω= , ÷òîáû ó íåå íå áûëî ýêñòðåìóìà
ïðè 0x ≥ , íóæíî èìåòü ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò
ïðè 2ω :

2

2
2 0

L
LC

R
- > , èëè 

2

L
R

C
< .

Ç.Ðàôàèëîâ

Êóøàé ÿáëî÷êî, ìîé ñâåò! íû, êîëè÷åñòâî ÿáëîê â íåé óìåíüøàåòñÿ íà 1, à ïîñëå õîäà
èç ëþáîé ñîñåäíåé êîðçèíû êîëè÷åñòâî ÿáëîê â íåé,
íàîáîðîò, âîçðàñòàåò íà 1. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ñëåäó-
þùóþ âïîëíå î÷åâèäíóþ ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé, îòîáðà-
æàþùóþ èòîãîâîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê âî âñåõ n êîðçèíàõ
(çàîäíî ïðîíóìåðóåì èõ ñâåðõó âíèç íîìåðàìè îò 1 äî n):

1 21 nk k k m+ - + = ,                   (1)

1 2 3k k k m- + = ,                   (2)

2 3 4k k k m- + = ,                   (3)

…

2 1n n nk k k m
- -

- + = ,              (n – 1)

1 1n nk k k m
-

- + = .                    (n)

Èç óðàâíåíèé (2), (3),..., (n – 1) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷èòü

3 1 2k m k k= - + ,

4 2 3k m k k= - + = ( )2 1 2 12m k m k k m k- + - + = - ,

5 3 4k m k k= - + = ( ) ( )1 2 1 22 2m m k k m k m k- - + + - = - ,

6 4 5k m k k= - + = ( ) ( )1 2 1 22 2m m k m k m k k- - + - = + - ,

7 5 6k m k k= - + = ( ) ( )2 1 2 12m m k m k k k- - + + - = ,

( )8 6 7 1 2 1 2k m k k m m k k k k= - + = - + - + = ,

…

Îáðàòèì âíèìàíèå: 7k  è 8k  îêàçàëèñü ðàâíû 1k  è 2k
ñîîòâåòñòâåííî. À ïîñêîëüêó â çàïèñàííûõ íàìè ðàâåí-
ñòâàõ êàæäîå ïîñëåäóþùåå çíà÷åíèå ik  çàâèñèò òîëüêî îò
äâóõ ïðåäûäóùèõ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ik  –
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ äëèíîé ïåðèîäà, ðàâíîé 6. Òàêîå îòêðû-
òèå ñàìî óêàçûâàåò íàì åñòåñòâåííûé ïóòü ïðîäîëæåíèÿ
ðàññóæäåíèé: ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ n, äàþùèå ðàçëè÷-
íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 6. Î÷åâèäíî, òàêèõ âîçìîæ-
íîñòåé ðîâíî 6. Ðàçáåðåìñÿ ñ êàæäîé ïî ïîðÿäêó.

1) Ïóñòü n ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 1, ò.å. n = 6ð +

+ 7, ãäå p – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. (Ïî÷åìó 6p +

+ 7, à íå 6p + 1? À ïîòîìó, ÷òî, ñîãëàñíî óñëîâèþ, n íå



ìåíüøå 3, òîãäà êàê 6 0 1 3¥ + < . Ïîýòîìó âìåñòî 1 è
áûëî âçÿòî ÷èñëî 7.)

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 1nk k= , è 1 1nk m k
-

= + -
2k- . À òåïåðü ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -

 â óðàâíåíèÿ
(1) è (n), êîòîðûå íàìè ïîêà ÷òî íå èñïîëüçîâàëèñü.
Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

1 1 21 k k k m+ - + = ,

( )1 2 1 1m k k k k m+ - - + = ,

îòêóäà 1 2 1k k m= = - . Äàëåå:

3 1 2k m k k m= - + = ,

4 12 1k m k m= - = + ,

5 22 1k m k m= - = + ,

6 1 2k m k k m= + - = .

Ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ik  âû÷èñëÿòü íå áóäåì, òàê êàê îíè
óæå èçâåñòíû – â ñèëó èõ ïåðèîäè÷íîñòè ( 7 1k k= è ò.ä.).
Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñíà÷àëà çàäàòüñÿ êàêèì-ëèáî
íàòóðàëüíûì m, à çàòåì ñäåëàòü íåîáõîäèìîå (òîëüêî ÷òî
íàéäåííîå) ÷èñëî õîäîâ èç êàæäîé êîðçèíû – è â êîðçè-
íàõ ñòàíåò ÿáëîê ïîðîâíó. Íî êàêèì çíà÷åíèåì m ñëåäóåò
çàäàòüñÿ? Î÷åâèäíî, òàêèì, ÷òîáû âñå ik  áûëè íåîòðèöà-
òåëüíû (êîëè÷åñòâî õîäîâ îòðèöàòåëüíûì áûòü íå ìî-
æåò). Â äàííîì ñëó÷àå, êàê âèäíî, ìîæíî çàäàòüñÿ
âåëè÷èíîé m = 1 – òîãäà ïîëó÷àåòñÿ 1 2 0k k= = ,

3 6 1k k= = , 4 5 2k k= = . Âðîäå áû âñå â ïîðÿäêå, íî...
êàê ñäåëàòü ïåðâûé õîä? Ñîãëàñíî íàøåé «ðàñêëàäêå»,
èç ïåðâîé êîðçèíû íå äîëæíî áûòü ñäåëàíî íè îäíîãî
õîäà ( 1 0k = ), íî ïåðâîíà÷àëüíî ÿáëîêî èìååòñÿ òîëüêî
â íåé – äðóãèå êîðçèíû ïóñòû! Êàê æå áûòü?

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé â êàæäîé êîðçèíå îêàçûâàåòñÿ ïî m
ÿáëîê. ×òî ïðîèçîéäåò, åñëè, ïåðåä òåì êàê ñäåëàòü
ïåðâûé õîä, ìû â êàæäóþ êîðçèíó äîáàâèì ïî d ÿáëîê?
Î÷åâèäíî, â êîíå÷íîì èòîãå â êàæäîé êîðçèíå ñòàíåò ïî
m + d ÿáëîê, ò.å. îïÿòü-òàêè ïîðîâíó. Åñëè æå ìû âîçüìåì
òàêîå d, ÷òîáû îíî áûëî áîëüøå íåîáõîäèìîãî ÷èñëà
õîäîâ èç ëþáîé êîðçèíû, òî òîãäà ìû çàâåäîìî ñìîæåì
âûïîëíèòü âñå õîäû, ïðè÷åì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå –
èáî â êàæäîé êîðçèíå èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà ÿáëîê íàâåð-
íÿêà õâàòèò äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âñå õîäû.

×òî ñëåäóåò èç ýòèõ êàê áû îòâëå÷åííûõ ðàññóæäåíèé?
Â íàøåì ñëó÷àå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîäîâ – ïî 2 – íàäî
ñäåëàòü èç 4-é è 5-é êîðçèí. Ïîýòîìó åñëè äîáàâèòü
èçíà÷àëüíî ïî 2 ÿáëîêà â êàæäóþ êîðçèíó, òî ìû áû
îòëè÷íî óðàâíÿëè êîëè÷åñòâà ÿáëîê â êîðçèíàõ, ñäåëàâ èç
i-é êîðçèíû ik  õîäîâ (äëÿ âñåõ i îò 1 äî n), ïðè÷åì õîäû
ìîãëè áû äåëàòü â ëþáîì ïîðÿäêå. Íî êàê äîáàâèòü ïî 2
ÿáëîêà â êàæäóþ êîðçèíó, íå íàðóøàÿ óñëîâèé ïåðåêëàä-
êè? È âîîáùå, ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü? Îêàçûâàåòñÿ, äà, è
ïðèòîì âåñüìà ïðîñòî. À èìåííî: ñíà÷àëà ïðîñòî ñäåëàåì
ïî îäíîìó õîäó ïîî÷åðåäíî èç 1-é, 2-é, ..., n-é êîðçèíû.
Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî â èòîãå â êàæäîé êîðçèíå ÷èñëî
ÿáëîê óâåëè÷èòñÿ ðîâíî íà 1. Ïîòîì ïðîäåëàåì ýòî åùå
ðàç – è ÷èñëî ÿáëîê âîçðàñòåò åùå íà 1, ò.å. â öåëîì – íà
2. Íî ìîæíî ëè ïðîäåëàòü òàêóþ «êðóãîâóþ» ñåðèþ õîäîâ
– âñåãäà ëè â î÷åðåäíîé êîðçèíå áóäåò ÿáëîêî (ò.å. íå
îêàæåòñÿ ëè îíà ïóñòà)? Äà, âñåãäà. Â ñàìîì äåëå – ïðè
õîäå èç 1-é êîðçèíû (ãäå ÿáëîêî èçíà÷àëüíî åñòü) áóäåò

âëîæåíî ÿáëîêî âî 2-þ êîðçèíó. Ïîýòîìó õîä èç 2-é
êîðçèíû îêàæåòñÿ âîçìîæåí. Äàëåå, ïðè õîäå èç 2-é
êîðçèíû áóäåò âëîæåíî ÿáëîêî â 3-þ êîðçèíó – è õîä èç
3-é êîðçèíû òîæå îêàæåòñÿ âîçìîæåí. Íó, è òàê äàëåå –
êàæäûé ïðåäûäóùèé õîä îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ñäå-
ëàòü ñëåäóþùèé.

Ðåçþìå: ñíà÷àëà äâàæäû (âîîáùå-òî, ìîæíî è áîëüøå,
íî ñìûñëà íåò) «îáõîäèì» âñå êîðçèíû ïî êðóãó, îò 1-é
äî n-é, äåëàÿ ïîî÷åðåäíî õîäû èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî â 1-é
êîðçèíå ñòàíåò 3 ÿáëîêà, â îñòàëüíûõ – ïî 2. Çàòåì èç
êîðçèí ñ íîìåðàìè 3k  (à òàêæå 9k , 15k  è ò.ä.) è 6k  (à
òàêæå 12k , 18k  è ò.ä.) äåëàåì ïî 1 õîäó, à èç êîðçèí ñ
íîìåðàìè 4k  (à òàêæå 10k , 16k  è ò.ä.) è 5k  (à òàêæå 11k ,

17k  è ò.ä.) – ïî 2 õîäà (âñå ýòè õîäû äåëàåì â ëþáîì
ïîðÿäêå – ÿáëîê â êîðçèíàõ çàâåäîìî õâàòèò). Â ðåçóëü-
òàòå âî âñåõ êîðçèíàõ îêàæåòñÿ ðîâíî ïî 3 ÿáëîêà.

Êàê âèäíî, ìû î÷åíü äîëãî è ïîäðîáíî ðàçáèðàëèñü ñî
ñëó÷àåì n = 6p + 7, íî çàòî äàëåå ìû ñìîæåì îáîéòèñü áåç
ëèøíèõ ïîäðîáíîñòåé, ïîòîìó ÷òî îñíîâíûå ïðèíöèïû
óæå ÿñíû.

2) Ïóñòü n ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 2, ò.å. n =
= 6p + 8, ãäå ð – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 2nk k=  è 1 1nk k
-

= .
Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -

 â óðàâíåíèÿ (1) è (n):

2 1 21 k k k m+ - + = ,

1 2 1k k k m- + = .

Âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî, ïîñëå î÷åâèäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ( )1 23 1k k- = , ÷òî íåâîçìîæíî
(âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 3, à â ïðàâîé – íåò).
Ïîýòîìó ïðè n = 6p + 8 óðàâíÿòü ÿáëîêè â êîðçèíàõ
íåâîçìîæíî.

3) Ïóñòü n ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 3, ò.å. n =
= 6p + 3, ãäå ð – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 1 2nk m k k= - +  è 1nk -
=

2k= . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -
 â óðàâíåíèÿ (1) è (n):

( )1 2 1 21 m k k k k m+ - + - + = ,

( )2 1 2k m k k- - + 1k m+ = .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ( )1 22 1k k- = , ÷òî íåâîç-
ìîæíî (âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 2, à â ïðàâîé
– íåò). Ïîýòîìó ïðè n = 6p + 3 óðàâíÿòü ÿáëîêè â êîðçèíàõ
íåâîçìîæíî.

4) Ïóñòü n ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 4, ò.å. n =
= 6ð + 4, ãäå ð – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 12nk m k= -  è

1 1 2nk m k k
-

= - + . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -
 â óðàâ-

íåíèÿ (1) è (n):

( )1 1 21 2m k k k m+ - - + = ,

( ) ( )1 2 1 12m k k m k k m- + - - + = .

Ïîñëå óïðîùåíèé:

1 22 1k k m- + = - - ,

1 2 2k k m+ = .

Åñëè âòîðîå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà 2 è ñëîæèòü ñ
ïåðâûì, ïîëó÷èòñÿ 23 3 1k m= - , îòêóäà ( )23 1k m- = - ,
÷òî íåâîçìîæíî (âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè äåëèòñÿ íà 3,
à â ïðàâîé – íåò). Ïîýòîìó ïðè n = 6ð + 4 óðàâíÿòü ÿáëîêè
â êîðçèíàõ íåâîçìîæíî.
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5) Ïóñòü n ïðè äåëåíèè íà 6 äàåò îñòàòîê 5, ò.å. n =
= 6p + 5, ãäå p – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 22nk m k= -  è 1nk -
= 2m –

1k- . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -
 â óðàâíåíèÿ (1) è (n):

( )2 1 21 2m k k k m+ - - + = ,

( ) ( )1 2 12 2m k m k k m- - - + = ,

îòêóäà 1 1k m= + , 2k m= . Äàëåå:

3 1 2 1k m k k m= - + = - ,

4 12 1k m k m= - = - ,

5 22k m k m= - = ,

6 1 2 1k m k k m= + - = + .

Ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ik  èçâåñòíû â ñèëó èõ ïåðèîäè÷íî-
ñòè ( 7 1k k=  è ò.ä.). Òåïåðü äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ñàìîìó
ïåðâîìó ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ: ñíà÷àëà çàäàåìñÿ çíà÷å-
íèåì m òàêèì, ÷òîáû âñå ik  áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Â
äàííîì ñëó÷àå ìîæíî çàäàòüñÿ âåëè÷èíîé m = 1 – òîãäà
ïîëó÷àåòñÿ 1 6 2k k= = , 2 5 1k k= = , 3 4 0k k= = . Äàëåå
(«äëÿ íàäåæíîñòè») äâàæäû «îáõîäèì» âñå êîðçèíû ïî
êðóãó, îò 1-é äî n-é, äåëàÿ ïîî÷åðåäíî õîäû èç íèõ. Ïîñëå
ýòîãî â 1-é êîðçèíå ñòàíåò 3 ÿáëîêà, â îñòàëüíûõ – ïî 2.
Çàòåì èç êîðçèí ñ íîìåðàìè 1k  (à òàêæå 7 13,k k  è ò.ä.) è

6k  (à òàêæå 12 18,k k  è ò.ä.) äåëàåì ïî 2 õîäà, à èç êîðçèí
ñ íîìåðàìè 2k  (à òàêæå 8 14,k k  è ò.ä.) è 5k  (à òàêæå 11 17,k k
è ò.ä.) – ïî 1 õîäó (â ëþáîì ïîðÿäêå). Â ðåçóëüòàòå âî
âñåõ êîðçèíàõ ñòàíåò ðîâíî ïî 3 ÿáëîêà.

6) Ïóñòü n äåëèòñÿ íà 6 áåç îñòàòêà, ò.å. n = 6ð + 6, ãäå
ð – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà, â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè, 1 2nk m k k= + -  è

1 22nk m k
-

= - . Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ nk  è 1nk -
 â óðàâíå-

íèÿ (1) è (n):

( )1 2 1 21 m k k k k m+ + - - + = ,

( ) ( )2 1 2 12m k m k k k m- - + - + = .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ 1 = 0, ÷òî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè óðàâíèâàíèÿ ÿáëîê â êîð-
çèíàõ.

Èòàê, âñå âàðèàíòû ðàññìîòðåíû, è îòâåò ïîëó÷åí:
óðàâíÿòü ÿáëîêè â êîðçèíàõ ìîæíî òîëüêî ïðè ÷èñëå
êîðçèí, ðàâíîì 6ð + 5 èëè 6p + 7, ãäå ð – ëþáîå öåëîå
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ëþáèòåëè ýñòåòèêè ìîãóò çàïè-
ñàòü îòâåò èçÿùíåå: 6 1q ± , ãäå q –ëþáîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî.
Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíîé «êîëüöå-

âîé» âàðèàöèåé äðóãîé çàäà÷è, ïðåäëàãàâøåéñÿ â 1998
ãîäó íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå Êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâè-
íà «Ìàòåìàòèêà 6–8». Çâó÷àëà îíà òàê:

ßùèêè ðàññòàâëåíû â áåñêîíå÷íûé â îáå ñòîðîíû ðÿä.

Ïåðâîíà÷àëüíî â îäíîì ÿùèêå ëåæèò øàð, îñòàëüíûå

ÿùèêè ïóñòû. Ðàçðåøàåòñÿ âûíóòü øàð èç ëþáîãî ÿùèêà

è âçàìåí ïîëîæèòü ïî øàðó â äâà ñîñåäíèõ ñ íèì ÿùèêà.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé îêàçàëîñü, ÷òî â N

ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ ÿùèêàõ ëåæèò ïî îäíîìó øàðó, à

îñòàëüíûå ÿùèêè ïóñòû. Ïðè êàêèõ N òàêîå âîçìîæíî?

Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò çäåñü åäèíñòâåííûé: N = 5, è
ïîðÿäîê ïåðåêëàäêè øàðîâ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðàñ-
ñìîòðåííûì âûøå ïîðÿäêîì ïåðåêëàäêè ÿáëîê äëÿ 5
êîðçèí. Äîêàçàòü, ÷òî äðóãèå çíà÷åíèÿ N íåâîçìîæíû,
íåñêîëüêî ñëîæíåå, íî çàòî ìîæíî îáîéòèñü áåç ðàññìîò-

ðåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. À èìåííî: òàê êàê ïîñëå êàæäîãî
õîäà ÷èñëî øàðîâ âîçðàñòàåò íà 1 è èòîãîâîå ÷èñëî øàðîâ,
ðàçóìååòñÿ, ðàâíî N, òî âñåãî áûëî ñäåëàíî (N – 1) õîäîâ.
Íàçîâåì øèðèíîé êîëè÷åñòâî ÿùèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â
ëþáîé ìîìåíò ìåæäó ñàìûì ëåâûì è ñàìûì ïðàâûì
íåïóñòûìè ÿùèêàìè (âêëþ÷èòåëüíî). ßñíî, ÷òî ïîñëå
ïåðâîãî õîäà øèðèíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 3. À äàëåå
îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå: åñëè ëþáîé ïîñëåäóþ-
ùèé õîä ñäåëàí èç êðàéíåãî ÿùèêà (ñàìîãî ïðàâîãî èëè
ñàìîãî ëåâîãî), òî øèðèíà âîçðàñòàåò íà 1, à åñëè õîä
ñäåëàí èç «âíóòðåííåãî» ÿùèêà, òî øèðèíà íå ìåíÿåòñÿ.
Èòîãîâàÿ øèðèíà ðàâíà, î÷åâèäíî, N. Ïîýòîìó ïîñëå
ïåðâîãî õîäà íàäî ñäåëàòü åùå ðîâíî (N – 3) õîäîâ èç
êðàéíèõ ÿùèêîâ, è ñóììàðíîå ÷èñëî õîäîâ èç êðàéíèõ
ÿùèêîâ (âêëþ÷àÿ ïåðâûé) ðàâíî (N – 2). À òàê êàê âñåãî
áûëî ñäåëàíî (N – 1) õîäîâ, òî õîä èç âíóòðåííåãî ÿùèêà
áûë îäèí-åäèíñòâåííûé.

Äàëåå, ïóñòü ýòîò åäèíñòâåííûé «âíóòðåííèé» õîä áûë
íå ïîñëåäíèì. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà åãî ìîæíî ïîìåíÿòü
ìåñòàìè ñî ñëåäóþùèì çà íèì «êðàéíèì» õîäîì áåç
âëèÿíèÿ íà èòîãîâîå ðàñïîëîæåíèå øàðîâ (äîêàæèòå –
ýòî íåñëîæíî). Çàòåì ïîìåíÿåì åãî ñî ñëåäóþùèì «êðàé-
íèì» õîäîì è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî âíóòðåííèé õîä áûë ïîñëåäíèì, à âñå ïðåäûäóùèå
õîäû ñäåëàíû òîëüêî èç êðàéíèõ ÿùèêîâ.

À òåïåðü – ïðèìå÷àòåëüíûé ôàêò: ñïðàâà îò ëåâîãî
êðàéíåãî ÿùèêà âñåãäà ðàñïîëîæåí ïóñòîé ÿùèê, è ñëåâà
îò ïðàâîãî êðàéíåãî ÿùèêà âñåãäà ðàñïîëîæåí ïóñòîé
ÿùèê. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ
íà òîì, ÷òî â êàæäîì êðàéíåì ÿùèêå âñåãäà ðîâíî 1 øàð.
È âïðÿìü: êîãäà îáðàçóåòñÿ íîâûé êðàéíèé ÿùèê, â íåì
ïîÿâëÿåòñÿ 1 øàð, à âòîðîé øàð ìîæåò ïîÿâèòüñÿ â íåì
òîëüêî ïîñëå õîäà èç ñîñåäíåãî âíóòðåííåãî ÿùèêà. Íî
åäèíñòâåííûé âíóòðåííèé õîä ìû îòíåñëè â ñàìûé êîíåö.
Íó, ðàç â êðàéíåì ÿùèêå 1 øàð, òî ïîñëå õîäà èç íåãî
âîçíèêíåò íîâûé êðàéíèé ÿùèê (ðÿäîì ñ íèì, ëåâåå èëè
ïðàâåå), à ÿùèê, èç êîòîðîãî ñäåëàí õîä, ïóñòååò. Òàê ÷òî
ïåðåä ñàìûì ïîñëåäíèì õîäîì èìååòñÿ êàê ìèíèìóì äâà
ïóñòûõ ÿùèêà, ðÿäîì ñ êðàéíèìè, è îáà íóæíî çàïîëíèòü.
Íî òàêîå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ýòè ïóñòûå ÿùèêè
ðàçäåëåíû åäèíñòâåííûì íåïóñòûì, õîä èç êîòîðîãî
ïîçâîëÿåò ïîëîæèòü ïî øàðó â êàæäûé èç íèõ. Ïîñåìó
èòîãîâîå ÷èñëî ÿùèêîâ ñ øàðàìè ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî
5 – è íè÷åìó äðóãîìó.

×èòàòåëü, êîíå÷íî, îáðàòèë âíèìàíèå, ÷òî â «íîâîé»
çàäà÷å ðå÷ü øëà îá îäèíàêîâîì èòîãîâîì êîëè÷åñòâå
ÿáëîê â êîðçèíàõ, à â «ñòàðîé» – îá îäíîì øàðå â êàæäîì
ÿùèêå. ßñíî îùóùàåòñÿ íåêîòîðàÿ íåçàâåðøåííîñòü.
Ïîýòîìó èìååò ñìûñë îáîáùèòü è ñòàðóþ çàäà÷ó, ïåðå-
ôîðìóëèðîâàâ åå òàê:

ßùèêè ðàññòàâëåíû â áåñêîíå÷íûé â îáå ñòîðîíû ðÿä.

Ïåðâîíà÷àëüíî â îäíîì ÿùèêå ëåæèò øàð, îñòàëüíûå

ÿùèêè ïóñòû. Ðàçðåøàåòñÿ âûíóòü øàð èç ëþáîãî ÿùèêà

è âçàìåí ïîëîæèòü ïî øàðó â äâà ñîñåäíèõ ñ íèì ÿùèêà.

Ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé îêàçàëîñü, ÷òî â N

ïîäðÿä ðàñïîëîæåííûõ ÿùèêàõ ëåæèò ïî îäèíàêîâîìó

êîëè÷åñòâó øàðîâ, à îñòàëüíûå ÿùèêè ïóñòû. Ïðè êàêèõ

N òàêîå âîçìîæíî?

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è àâòîðó íåèçâåñòíî.
È.Àêóëè÷



Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.

1. Ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì ïûòàåòñÿ íàéòè òðåó-
ãîëüíèê, ìåäèàíà êîòîðîãî äåëèò åãî íà äâà ïîäîáíûõ
ìåæäó ñîáîé, íî íå ðàâíûõ äðóã äðóãó òðåóãîëüíèêà.
Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü?

È.Àêóëè÷

2. ß çàáûë äîìàøíèé íîìåð òåëåôîíà ìîåãî ïðèÿòåëÿ,
íî òî÷íî ïîìíþ, ÷òî â åãî ñåìèçíà÷íîì íîìåðå âñå
öèôðû ðàçëè÷íû, êâàäðàòû òðåõ èç íèõ ðàâíû ïðîèç-

âåäåíèþ äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèìè öèôð, à ñàìî ñåìèçíà÷-
íîå ÷èñëî áåç îñòàòêà äåëèòñÿ íà 36. Êàêîé íîìåð
òåëåôîíà ó ìîåãî ïðèÿòåëÿ?

À.Ðÿõîâñêèé

3. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè 2ï + 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóììà ïåðâûõ ï + 1 ÷èñåë ðàâíà
ñóììå îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøåå èç ýòèõ
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Â.Áðàãèí (ó÷åíèê 7 êë.)

4. Íà äâóõ ÷àøêàõ âåñîâ ëåæàò ãèðüêè òàê, ÷òî âåñû
ïîêàçûâàþò ðàâíîâåñèå. Âñå ýòè ãèðüêè ðàçëîæèëè  ïî
÷àøêàì èíà÷å, íî òàê, ÷òî âåñû âíîâü ïîêàçàëè ðàâíî-
âåñèå. Â òðåòèé ðàç íà ëåâóþ ÷àøêó ïîìåñòèëè òîëüêî

òå ãèðüêè, êîòîðûå îáà ðàçà óæå áûëè íà íåé. È íà
ïðàâîé ÷àøêå îñòàâèëè òîëüêî òå ãèðüêè, êîòîðûå îáà
ðàçà óæå áûëè íà íåé. Áóäåò ëè âíîâü íà âåñàõ
ðàâíîâåñèå?

Â.Ïðîèçâîëîâ

5. Ïåòå äàëè êâàäðàò ¥8 8 , â êîòîðîì èçíà÷àëüíî
áûëè çàêðàøåíû 7 êëåòîê, è ðàçðåøèëè çàêðàøèâàòü
äðóãèå êëåòêè, ðóêîâîäñòâóÿñü ñëåäóþùèì ïðàâèëîì.
Åñëè íåçàêðàøåííàÿ êëåòêà ãðàíè÷èò ñòîðîíàìè (íå
âåðøèíàìè) ñ äâóìÿ çàêðàøåííûìè ðàíåå êëåòêàìè,
òî åå òàêæå ìîæíî çàêðàñèòü. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê,
÷òî Ïåòÿ çàêðàñèò âåñü êâàäðàò?

Èç çàäà÷ Èçðàèëüñêèõ îëèìïèàä
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1. Öèôðû 1, 2, 3, 4, 5, 6 ðàñïîëîæåíû íà äâóõ
îêðóæíîñòÿõ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Çà îäèí

øàã ìîæíî ñäâèíóòü
ñòîÿùèå íà îäíîé îê-
ðóæíîñòè ÷åòûðå öèô-
ðû ïî êðóãó òàê, ÷òîáû
êàæäàÿ èç íèõ çàíÿëà
ìåñòî ñîñåäíåé ñ íåé
öèôðû. Ìîæíî ëè çà
íåñêîëüêî øàãîâ äî-
áèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
öèôðû 1 è 6 ïîìåíÿ-

ëèñü ìåñòàìè, à âñå îñòàëüíûå öèôðû îêàçàëèñü íà
ïåðâîíà÷àëüíûõ ìåñòàõ?

È.Èãíàòîâè÷

2. Èçâåñòíî, ÷òî + + =2 2 2
1x y z , + + = -3 3 3

1x y z ,

+ + = -5 5 5
1x y z . ×åìó ðàâíî x + y + z?

Ï.Ñàìîâîë, Ì.Àïïåëüáàóì

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ñåìè öåëûõ ÷èñåë
íàéäóòñÿ ÷åòûðå ÷èñëà à, b, õ, ó òàêèå, ÷òî ab – xy
äåëèòñÿ íà 7.

Â.Êàñêåâè÷

4. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ, êîòî-
ðûå, ïåðåñåêàÿñü ìåæäó ñîáîé, îáðàçóþò íåñêîëüêî íå

Ìû íà÷èíàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó: 119296
Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü
èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

ïåðåêðûâàþùèõ äðóã äðóãà
ïÿòèêîíå÷íûõ çâåçä. Íàïðè-
ìåð, íà ðèñóíêå 2 äåâÿòü
ïðÿìûõ îáðàçóþò òðè çâåç-
äû. À ìîæåò ëè÷èñ ëî òàêèõ
çâåçä îêàçàòüñÿ áîëüøå ÷èñ-
ëà ïðÿìûõ?

Í.Àâèëîâ

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà-
çîâåì ÷åòíîëþáèâûì, åñëè
êàæäàÿ åãî öèôðà, ñòîÿùàÿ
íà ÷åòíîì ìåñòå, íå ìåíüøå
ëþáîé ñîñåäíåé ñ íåé öèôðû (íîìåð ìåñòà öèôðû
îòñ÷èòûâàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî). Íàçîâåì òàêæå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî íå÷åòíîëþáèâûì, åñëè êàæäàÿ öèôðà,
ñòîÿùàÿ íà íå÷åòíîì ìåñòå, íå ìåíüøå ëþáîé ñîñåäíåé
ñ íåé öèôðû. Îäíîçíà÷íûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ íåâîç-
ìîæíî ñðàâíèòü ñîñåäíèå öèôðû, áóäåì ñ÷èòàòü îäíî-
âðåìåííî è ÷åòíîëþáèâûìè, è íå÷åòíîëþáèâûìè.

Âåðíî ëè, ÷òî:
à) ëþáîå ÷åòíîëþáèâîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ íå÷åòíîëþáèâûõ ÷è-
ñåë;

á) ëþáîå íå÷åòíîëþáèâîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ÷åòíîëþáèâûõ ÷èñåë?

È.Àêóëè÷

Ðèñ. 1
Ðèñ. 2

Îòêóäà áåðóòñÿ íîâûå çàäà÷è

  Èç íûíåøíèõ ÷èòàòåëåé «Êâàíòà» íåìíîãèì, íà-
âåðíîå, çíàêîìà êíèãà «Ðàññêàçû î ðåøåíèè çàäà÷».
Âûøëà îíà â ñâåò â 1957 ãîäó â Ëåíèíãðàäå â èçäà-

Îá îäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
ñëó÷àå
Ñ . ÄÂÎÐßÍÈÍÎÂ

òåëüñòâå «Äåòñêàÿ ëèòåðàòóðà» (â ñåðèè «Â ïîìîùü
øêîëüíèêó»). Àâòîð êíèãè – Èâàí ßêîâëåâè÷ Äåï-
ìàí . Ñîäåðæàòåëüíàÿ è èíòåðåñíàÿ êíèãà íàïèñàíà
çàìå÷àòåëüíî – åå ñòðàíèöû ñîäåðæàò óìíûé è âíè-
ìàòåëüíûé ðàçãîâîð àâòîðà ñ ÷èòàòåëåì. Çäåñü ìíîãî



ïðèìå÷àòåëüíûõ ôàêòîâ. Òàê, ìû óçíàåì, ÷òî îäíèì
èç ó÷èòåëåé àâòîðà êíèãè áûë ëàáîðàíò Ïåòåðáóðãñ-
êîãî óíèâåðñèòåòà, áëèçêèé ðîäñòâåííèê âåëèêîãî
ðóññêîãî ïîýòà Ì.Þ.Ëåðìîíòîâà. Òàêàÿ âîò íåîæè-
äàííàÿ ñâÿçü ëþäåé è âðåìåí...

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ ñòðîê èç ýòîé
êíèãè:

«Ì.Ãîðüêèé â 1934 ãîäó îáðàòèëñÿ ê ðåáÿòàì ñ
âîïðîñîì: êàêèå êíèãè îíè õîòåëè áû èìåòü?

Èç íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ îòâåòîâ Ãîðüêîìó îñîáåííî
ïîíðàâèëñÿ îòâåò òðèíàäöàòèëåòíåé äåâî÷êè:

“Ìû õîòèì êíèæåê… íå âðîäå îïèñàíèÿ, à â ñëó-
÷àÿõ”.

Äåâî÷êà ýòèì âûðàçèëà ïîæåëàíèå, ÷òîáû êíèãà
ðàññêàçûâàëà íå î âåùàõ âîîáùå, à î òîì, ÷òî äåé-
ñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò; ÷òîáû êíèãà ïîêàçûâàëà ïðàê-
òè÷åñêè, êàê òî èëè èíîå íàäî äåëàòü.

Ìû â íàøåé êíèãå íå èçëàãàëè äîïîëíèòåëüíûõ ê
øêîëüíîìó êóðñó ñâåäåíèé, êîòîðûì íåò êîíöà, à
ñòðåìèëèñü ïîêàçàòü íà ïðèìåðàõ, «íà ñëó÷àÿõ», êàê
âäóì÷èâîå èñïîëüçîâàíèå ñàìûõ íà÷àëüíûõ ñâåäå-
íèé ïî ìàòåìàòèêå ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è, êîòî-
ðûå íà ïåðâûé âçãëÿä êàæóòñÿ âåñüìà òðóäíûìè».

Ðóêîâîäñòâóÿñü òàêèì ïîäõîäîì, ðàññêàæåì íà ÿçûêå
ìàòåìàòèêè îá îäíîì ëþáîïûòíîì ñëó÷àå.

Îá îäíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷å
èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ê âåðòèêàëüíîé ñòåíå ïðè-
ñëîíåíà ëåñòíèöà. Íà ñðåäíåé ñòóïåíüêå ëåñòíèöû
ñèäèò êîòåíîê Ê. Îñíîâàíèå ëåñòíèöû íà÷èíàåò ñêîëü-
çèòü ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Êàêîé ïðè ýòîì
áóäåò òðàåêòîðèÿ êîòåíêà, ò.å. òî÷êè Ê ?

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è î÷åâèäíà
(ðèñ.1):

Îòðåçîê ïðÿìîé ÂÍ ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïëîñêîñòè òàê,
÷òî åãî êîíöû ïîñòîÿííî îñòàþòñÿ íà ñòîðîíàõ ïðÿ-
ìîãî óãëà (Â – âåðõíÿÿ òî÷êà îòðåçêà). Êàêóþ ëèíèþ
îïèñûâàåò ïðè ýòîì ñåðåäèíà K îòðåçêà?

Ìû íå ñîìíåâàåìñÿ, ÷òî ìíîãèå ÷èòàòåëè ñ ýòîé
çàäà÷åé âñòðå÷àëèñü. Åñëè äëÿ êîãî-òî çàäà÷à ÿâëÿåò-

ñÿ íîâîé, òî ðåøèòü åå
íåñëîæíî.

Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü,
÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå ìåäèàíà, ïðî-
âåäåííàÿ ê ãèïîòåíóçå èç
âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà,
ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíó-
çû. Ïîýòîìó ïðè äâèæå-
íèè îòðåçêà âíóòðè ïðÿ-

ìîãî óãëà ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà äî âåðøè-
íû ïðÿìîãî óãëà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ñëåäîâàòåëü-
íî,  ñåðåäèíà äâèæóùåãîñÿ îòðåçêà – òî÷êà Ê –
îïèñûâàåò ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè.

Òðàåêòîðèÿ êîòåíêà îïðåäåëåíà, åñëè, ðàçóìååòñÿ,
îí äåéñòâèòåëüíî îñòàíåòñÿ íà ëåñòíèöå, à íå ïðûã-
íåò  îò èñïóãà êóäà-íèáóäü ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçó-
åìûì îáðàçîì.

Ê  Ì  Ø 31

Ðèñ. 1

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)

Íîâûå çàäà÷è

Íå ñåêðåò, ÷òî îäíèì èç ñïîñîáîâ ñîñòàâëåíèÿ íîâûõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå óæå èçâåñòíûõ. Äàâàéòå
ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæíî ïðèäóìàòü åùå, èñõîäÿ èç
íàøåé ëåñòíèöû.

Èíòåðåñíî, ïîæàëóé, âûÿñíèòü, êàêîé áóäåò òðàåêòî-
ðèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Ê äâèæóùåãîñÿ òàêèì îáðà-
çîì âíóòðè ïðÿìîãî óãëà îòðåçêà ÂÍ.

Ýòî – íîðìàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷êà, ëó÷øå
ñêàçàòü – óïðàæíåíèå. Ðåøàòü ñåé÷àñ ýòó çàäà÷ó íà-
øèì ÷èòàòåëÿì – ìëàäøèì øêîëüíèêàì – ñîâñåì
íåîáÿçàòåëüíî. Ëó÷øå âåðíóòüñÿ ê íåé â 10–11 êëàññàõ,
êîãäà áóäåò îñâîåí ìåòîä êîîðäèíàò ðåøåíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷. Î ïîëó÷àåìîé æå êðèâîé ìû ñêàæåì
ñîâñåì íåìíîãî.

Çàìåòèì, ÷òî íåñëîæíî ïðîâåñòè ìàòåìàòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò è ïîñòðîèòü íåñêîëüêî òî÷åê ýòîé êðèâîé.
Ñëåäóåò ëèøü íàðèñîâàòü ïðÿìîé óãîë è íåñêîëüêî
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Íåðàâåíñòâà â òåòðàýäðàõ
Ê

ÀËÅÉÄÎÑÊÎÏ  «ÊÂÀÍÒÀ»  ÂÎ  ÂÒÎÐÎÌ  ÍÎÌÅÐÅ
æóðíàëà çà ýòîò ãîä áûë ïîñâÿùåí íåðàâåíñòâàì

ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòåéøåãî èç ìíîãîóãîëüíèêîâ –
òðåóãîëüíèêà. Î÷åíü èíòåðåñíûå (ïîðîé âåñüìà òðóäíî
äîêàçûâàåìûå) íåðàâåíñòâà ñâÿçûâàþò ýëåìåíòû ïðî-
ñòåéøåãî ìíîãîãðàííèêà – òåòðàýäðà. Ñ íèìè ìû è
õîòèì âàñ ïîçíàêîìèòü. Âû, êîíå÷íî, çàìåòèòå, ÷òî íå-
êîòîðûå èç íåðàâåíñòâ äëÿ òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ îáîáùå-
íèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ äëÿ òðåóãîëüíèêà.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð ÀÂÑD. Äëèíû åãî
ðåáåð áóäåì îáîçíà÷àòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå

1. Ïóñòü R è r – ðàäèó-
ñû îïèñàííîé è âïèñàí-
íîé ñôåð òåòðàýäðà, V
– åãî îáúåì, S – ïëî-
ùàäü (ïîëíîé) ïîâåðõ-
íîñòè, Ï = 2Ð – ïåðè-
ìåòð, ò.å. ñóììà åãî ðå-
áåð (à P – ïîëóïåðè-
ìåòð), , , ,A B C DS S S S
 – ïëîùàäè ãðàíåé, ïðî-
òèâîëåæàùèõ âåðøèíàì
À, B, C è D ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü òàêæå

1 1 1, , , , ,α β γ α β γ  – ðàäè-
àííûå ìåðû äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ðåáðàõ òåòðàýäðàõ
à, b, ñ, 1 1 1, ,a b c  ñîîòâåòñòâåííî.

Íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè äâóõ çàìå÷àòåëüíûõ òåî-
ðåì.

1. Ïåðèìåòð âñÿêîãî ñå÷åíèÿ òåòðàýäðà íå ïðåâîñõî-
äèò íàèáîëüøåãî èç ïåðèìåòðîâ åãî ãðàíåé.

2. Ïëîùàäü âñÿêîãî ñå÷åíèÿ òåòðàýäðà íå áîëüøå
ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè åãî ãðàíåé.

Êàæäîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïî÷òè î÷åâèäíîãî ôàêòà:
äëèíà îòðåçêà ñ êîíöàìè íà êîíòóðå òðåóãîëüíèêà íå
ïðåâîñõîäèò äëèíû åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû. (Âòîðî-
ìó óòâåðæäåíèþ áûëà ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ â Á.Êàíåâñêî-
ãî è Ý.Ëèíäåíøòðàóñà «Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåòðàýäðà»
â «Êâàíòå» ¹6 çà 2004 ã.)

Âû, êîíå÷íî, çíàåòå, ÷òî åñëè òðåóãîëüíèê 1 1 1A BC
ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ (ðèñ.2), òî ïåðèìåòð
âòîðîãî òðåóãîëüíèêà áîëüøå ïåðèìåòðà ïåðâîãî. Îä-

íàêî äëÿ òåòðàýäðîâ ýòî
íå òàê. À èìåííî, ñóùå-
ñòâóþò òåòðàýäð ABCD

è òåòðàýäð 1 1 1 1A BC D ,
ñîäåðæàùèéñÿ â òåòðà-
ýäðå ABCD, òàêèå, ÷òî

1 1 1 1A B C D ABCDΠ Π> . Ïðè-
ìåð ïîêàçàí íà ðèñóíêå
3. Çäåñü ABCD – ïðà-
âèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ

ïèðàìèäà ñ î÷åíü ìàëåíüêèìè ñòî-
ðîíàìè îñíîâàíèÿ è î÷åíü áîëü-
øîé âûñîòîé, ðàâíîé à. Âîçüìåì
äâå òî÷êè 1C  è 1D , î÷åíü áëèçêèå
ê âåðøèíå D, è òî÷êè 1A  è 1B ,
ëåæàùèå â ãðàíè ÀÂÑ, òàê, ÷òîáû
÷åòûðå òî÷êè 1A , 1B , 1C  è 1D  íå
ëåæàëè â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïåðè-
ìåòð òåòðàýäðà ABCD áëèçîê ê
3à, à ïåðèìåòð òåòðàýäðà 1 1 1 1A BC D
áëèçîê ê 4à è, ñëåäîâàòåëüíî,
áîëüøå ïåðèìåòðà òåòðàýäðà
ABCD.

Òåì áîëåå èíòåðåñíî òàêîå íåðà-
âåíñòâî:

3. Åñëè òåòðàýäð 1 1 1 1A BC D  ñî-
äåðæèòñÿ â òåòðàýäðå ABCD, òî

 
1 1 1 1

4

3
ABCD A BC DΠ Π> .

(Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ñòàòüå Â.Òèõîìèðîâà
«Îá îäíîé îëèìïèàäíîé çàäà÷å» â «Êâàíòå» ¹1 çà
1983 ã.)

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äàåò îöåíêó «ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ» äâóãðàííûõ óãëîâ òåòðàýäðà è ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-
íèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà äëÿ òðåóãîëüíèêà:

4. 
1 1 1 1 1 1

1 1 13 2

a b c a b c

a b c a b c

α β γ α β γπ π+ + + + +
< <

+ + + + +
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî
äàííîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì

êàê ê 
3

π
 (íàïðèìåð, äëÿ òåòðàýäðà ABCD íà ðèñóíêå

3), òàê è ê 
2

π
 (äëÿ òåòðàýäðà 1 1 1 1A BC D  íà ðèñóíêå 3 ïðè

óñëîâèè, ÷òî ðåáðà 1 1A B  è 1 1C D  ïåðïåíäèêóëÿðíû).
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàäèóñû

âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñâÿçàíû íåðàâåí-
ñòâîì 23r R£ . Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî è
äëÿ ëþáîãî òåòðàýäðà:

5. 3r R£ .

Ðàâåíñòâî çäåñü âîçìîæíî ëèøü äëÿ ïðàâèëüíîãî òåò-
ðàýäðà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê íåðàâåíñòâàì ìåæäó îáúåìîì,
ðàäèóñîì îïèñàííîé ñôåðû, ïåðèìåòðîì è ïëîùàäüþ
ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà. Ýòè íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿò íàì
îáíàðóæèòü çàìå÷àòåëüíûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

6. 38 3

27
V R£ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè
òåòðàýäð ïðàâèëüíûé. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî èç âñåõ òåòðàýäðîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ ñôåðó,
íàèáîëüøèé îáúåì èìååò ïðàâèëüíûé è, íàîáîðîò, èçÐèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 1



âñåõ òåòðàýäðîâ äàííîãî îáúåìà íàèìåíüøèé ðàäèóñ
îïèñàííîé ñôåðû èìååò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð.

7. 3 2
6 3S V≥ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî îïÿòü âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ïðà-
âèëüíîãî òåòðàýäðà. Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ èçî-
ïåðèìåòðè÷åñêèì. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî èç âñåõ òåòðà-
ýäðîâ ñ äàííîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè íàèáîëüøèé
îáúåì èìååò ïðàâèëüíûé, à èç âñåõ òåòðàýäðîâ äàííîãî
îáúåìà ïðàâèëüíûé èìååò íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè.

8. 33 2 3P V≥ .

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ðàâåíñòâî âîçìîæíî
òîëüêî åñëè òåòðàýäð ïðàâèëüíûé. Ñîîòâåòñòâóþùåå
ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî ñôîðìóëèðóéòå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

Íåðàâåíñòâà 5–8 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå öåïî÷êè:

9. 
3
9 3 2 3 6 1

6 12 36 3

V S
r P R£ £ £ £ .

À òàê êàê ðàâåíñòâà âîçìîæíû òîëüêî äëÿ ïðàâèëü-
íîãî òåòðàýäðà, èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóþò â îáùåé
ñëîæíîñòè 6 ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ïðàâèëüíîãî
òåòðàýäðà.

Èç öåïî÷êè 9 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

10. 2
3 3P S≥ .

Âîò åùå îäíî íåðàâåíñòâî, óòî÷íÿþùåå ïðåäûäóùåå:

11. ( )( 22
1 1

1
3 3

2
P S a a b b≥ + + - - +

+ ( ) ( ) )2 2

1 1 1 1a a c c b b c c+ - - + + - - +

+ ( ) ( ) ( )( )2 2 2

1 1 1

3

4
a a b b c c- + - + - .

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êàê ìû óæå ïðèâûêëè, ëèøü
äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.

Ïóñòü òåïåðü , , ,A B C DR R R R  (ðèñ.4) – ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷êè Ì âíóòðè òåòðàýäðà ABCD äî âåðøèí A, B,
C è D ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

12. 12A B C DR R R R r+ + + ≥ ,

13. 2 2 2 2 3

2
A B C DR R R R S+ + + ≥ ,

14. 2 2 2 2 21

6
A B C DR R R R P+ + + ≥ .

Ðàâåíñòâî â âûðàæå-
íèÿõ 12–14 âîçìîæíî
òîëüêî òîãäà, êîãäà
òåòðàýäð ïðàâèëüíûé,
à òî÷êà Ì – åãî öåíòð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
, , ,A B C Dd d d d  (ñì.

ðèñ. 4) ðàññòîÿíèÿ îò
òî÷êè Ì âíóòðè òåò-
ðàýäðà ABCD äî ãðà-
íåé, ïðîòèâîëåæàùèõ
âåðøèíàì À, Â, Ñ è

D, à ÷åðåç , , ,A B C Dh h h h  – âûñîòû, îïóùåííûå èç ýòèõ
âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè. Òîãäà

15. ( )min , , ,A B C Dh h h h £
£ A B C Dd d d d+ + + £ ( )max , , ,A B C Dh h h h .

Ðàâåíñòâî

( )min , , ,A B C Dh h h h = A B C Dd d d d+ + +
âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ âåðøèíû À òåòðàýäðà, åñëè

A B C DS S S S> ≥ ≥ ; äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì ðåáðà ÀÂ, åñëè

A B C DS S S S= > ≥ ; äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì ãðàíè ÀÂÑ,
åñëè A B C DS S S S= = > ; äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì âíóòðè

èëè íà ãðàíèöå òåòðàýäðà, åñëè A B C DS S S S= = = ,
ò.å. åñëè òåòðàýäð ðàâíîãðàííûé (ó íåãî 1a a= , 1b b= ,

1c c= ).
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà

A B C Bd d d d+ + + = ( )max , , ,A B C Dh h h h .

Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ýòè óñëîâèÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî.

Èíòåðåñíî è òàêîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîé òî÷êè Ì
âíóòðè òåòðàýäðà ABCD:

16. 81A B C D A B C DR R R R d d d d≥ .

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýä-
ðà è åãî öåíòðà Ì.

Èçâåñòíîå äëÿ òðåóãîëüíèêà íåðàâåíñòâî Ýðäåøà–
Ìîðäåëëà ( )2A B C A B CR R R d d d+ + ≥ + +  íåòðèâèàëü-
íî îáîáùàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî. Àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-
òèê Ä.Êàçàðèíîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåòðàýäðà è
ëþáîé òî÷êè Ì âíóòðè íåãî

17. A B C DR R R R+ + + > ( )2 2 A B C Dd d d d+ + + .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå óëó÷øàåìî! Ýòî – çàìå÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò, òàê êàê ïîíà÷àëó ìàòåìàòèêè îæè-
äàëè, ÷òî, ïî àíàëîãèè ñ òðåóãîëüíèêîì,

A B C DR R R R+ + + ≥ ( )3 A B C Dd d d d+ + + .

È, íàêîíåö, åùå äâà ïðèÿòíûõ íåðàâåíñòâà:

18. ( )A B C DR R R R+ + +
1 1 1 1

48
A B C dd d d d

Ê ˆ
+ + + ≥Á ˜Ë ¯

,

19.  ( )2 2 2 2
A B C DR R R R+ + + ×

× 
2 2 2 2

1 1 1 1
144

A B C Dd d d d

Ê ˆ
+ + + ≥Á ˜Ë ¯

.

Ýòè íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà ëèøü äëÿ
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà è åãî öåíòðà.

Ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà íåðàâåíñòâ
ìåæäó ýëåìåíòàìè òåòðàýäðà ñîäåðæàòñÿ â êíèãå
Ä.Î.Øêëÿðñêîãî, Í.Í.×åíöîâà, È.Ì.ßãëîìà «Ãåî-
ìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà è çàäà÷è íà ìàêñèìóì è
ìèíèìóì» (Ì.: Íàóêà, Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1970). Â ýòîé êíèãå, êðî-
ìå áîëüøîãî ÷èñëà íåðàâåíñòâ, åñòü ìíîãî çàìå÷à-
òåëüíûõ çàäà÷, è ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì ÷èòà-
òåëþ ñ íåé ïîçíàêîìèòüñÿ.

À.ÅãîðîâÐèñ. 4
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îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ ýòîãî
ïðÿìîãî óãëà. Çàòåì íóæíî îòìåòèòü ñåðåäèíû âñåõ
ýòèõ îòðåçêîâ è ïëàâíî ñîåäèíèòü èõ ãëàäêîé êðèâîé.
Ïîëó÷èòñÿ äóãà. Åñëè òàêèå äóãè íàðèñîâàòü äëÿ ÷åòû-
ðåõ ïðÿìûõ óãëîâ, îáðàçóåìûõ äâóìÿ ïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ ïðÿìûìè, òî îáðàçóåòñÿ ëèíèÿ, êîòîðóþ íàçûâà-
þò ýëëèïñîì. Ëþáîé ýëëèïñ (ðèñ.2) ïîëó÷àåòñÿ èç
ïîäõîäÿùåé îêðóæíîñòè ñæàòèåì âäîëü åå äèàìåòðà
èëè ðàñòÿæåíèåì.

×åì äàëüøå òî÷êà äâèæóùåãîñÿ ïî ñòîðîíàì ïðÿìî-
ãî óãëà îòðåçêà îòñòîèò îò ñåðåäèíû ýòîãî îòðåçêà, òåì
áîëåå âûòÿíóò (èëè ñæàò) áóäåò ýëëèïñ. Ñòåïåíü ñæàòèÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé èìååò
êðàñèâîå çâó÷íîå íàçâàíèå – ýêñöåíòðèñèòåò. Ó îêðóæ-
íîñòè, íàïðèìåð, ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí 1.

Ïðîÿâèì íàñòîé÷èâîñòü è ïðèäóìàåì åùå îäíó
çàäà÷ó ïðî ëåñòíèöó.

Ïóñòü ëåñòíèöà ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è
ïðèñëîíåíà ê ñòåíå. ßñíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè ëåñòíèöà íà÷íåò ñêîëüçèòü è â êîíöå êîíöîâ
óïàäåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ê ýòîé ëåñò-
íèöû ìîæíî ñîåäèíèòü íàòÿíóòîé âåðåâêîé ñ âåðøè-
íîé ïðÿìîãî óãëà – òî÷êîé Ì. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî
åñëè â êà÷åñòâå òî÷êè Ê âçÿòü ñàìóþ íèæíþþ òî÷êó
ëåñòíèöû, òî âåðåâêà áóäåò óäåðæèâàòü ëåñòíèöó îò
ïàäåíèÿ, è ëåñòíèöà îñòàíåòñÿ íåïîäâèæíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè ïàäåíèè (òàê ìû áóäåì íàçûâàòü
ñêîëüæåíèå ëåñòíèöû) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ê äî òî÷-
êè Ì äîëæíî óâåëè÷èâàòüñÿ, à âåðåâêà ýòîìó ïðåïÿò-
ñòâóåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàêðåïëåíèè âåðåâêè â íåêîòî-
ðîé òî÷êå Ê ïàäåíèå ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà äëèíà
îòðåçêà ÌÊ ïðè ýòîì ïàäåíèè óìåíüøàåòñÿ, ò.å. òî÷êà
Ê ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå Ì. Òàê, åñëè â êà÷åñòâå òî÷êè
Ê âçÿòü ñàìóþ âåðõíþþ òî÷êó ëåñòíèöû è åå ñîåäè-
íèòü âåðåâêîé ñ òî÷êîé Ì, òî òàêîå ñîåäèíåíèå ïî-
ìåøàòü ïàäåíèþ ëåñòíèöû íèêàê íå ñìîæåò – ïðè
ïàäåíèè ëåñòíèöû ðàññòîÿíèå ÊÌ ìîíîòîííî óìåíü-
øàåòñÿ äî íóëÿ.

Èññëåäóåì, êàê íàäî âûáðàòü òî÷êó Ê íà ëåñòíèöå,
÷òîáû

à) ëåñòíèöà íå ñêîëüçèëà;
á) âåðåâêà ïðè ýòîì èìåëà íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ

äëèíó.
Ñðåäè ìíîãèõ èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ, ñ êîòîðûõ îáû÷-

íî íà÷èíàþò ðåøåíèå çàäà÷, åñòü è òàêîé: ðàññìîòðåòü
êðàéíèå (ïðåäåëüíûå) ñëó÷àè. Â íàøåì âàðèàíòå ëåñò-

íèöû ñ âåðåâêîé êðàéíèõ ñëó÷àåâ äâà: Ê – ñàìàÿ
íèæíÿÿ èëè æå ñàìàÿ âåðõíÿÿ òî÷êè íà ëåñòíèöå, è îáà
èõ ìû óæå ðàññìîòðåëè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëåñòíèöà íå
ñêîëüçèò ïî ïëîñêîñòè (ïðàâäà, âåðåâêà íå ÿâëÿåòñÿ
ïðè ýòîì íàèêðàò÷àéøåé).

Ýòî – îäèí èç îòâåòîâ íà âîïðîñ à).
Äàâàéòå åùå âñïîìíèì êîòåíêà, ñèäÿùåãî íà ñåðåäè-

íå ëåñòíèöû. ßñíî, ÷òî âåðåâêà, èäóùàÿ èç ñåðåäèíû
ëåñòíèöû, ïàäåíèþ ëåñòíèöû íå ìåøàåò (ïðè ïàäåíèè
ëåñòíèöû äëèíà îòðåçêà ÊÌ íå ìåíÿåòñÿ).

Èòàê, âîïðîñ à) çàäà÷è èìååò ñìûñë, èáî ïðè âûáîðå
ðàçíûõ òî÷åê Ê íà ëåñòíèöå ýôôåêò îò âåðåâêè ðàçíûé:
âåðåâêà ëèáî óäåðæèâàåò ëåñòíèöó îò ïàäåíèÿ, ëèáî
íåò.

Òåïåðü ÷èòàòåëè èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå âîç-
ìîæíîñòè. Ìîæíî äîæäàòüñÿ ñëåäóþùåãî íîìåðà
æóðíàëà è óçíàòü òî ðåøåíèå, êîòîðîå ïðåäëàãàåò
àâòîð. À ìîæíî âçÿòü â ðóêè áóìàãó è êàðàíäàø è
ðåøèòü çàäà÷ó ñàìîñòîÿòåëüíî, à ïîòîì ñâåðèòü ñâîå
ðåøåíèå ñ àâòîðñêèì.

Ïî ýòîìó ïîâîäó ïðèâåäåì âûäåðæêó èç óïîìÿíóòîé
âûøå êíèãè È.ß.Äåïìàíà:

«Ñàìûì æå ëó÷øèì áóäåò òîò âûâîä, êîòîðûé âû
ïðèäóìàåòå ñàìè. Ýòà âîçìîæíîñòü îòíþäü íå èñêëþ-
÷åíà. Ïðîôåññîð Âàñèëèé Ïåòðîâè÷ Åðìàêîâ, âåñüìà
èçâåñòíûé â âûñøåé ìàòåìàòèêå è ìíîãî äåëàâøèé
òàêæå äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â
øêîëå, âëàäåë îñîáûì ñïîñîáîì ÷òåíèÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ êíèã. Îí ÷èòàë ïåðâóþ ñòðàíèöó íîâîé êíèãè,
÷òîáû óçíàòü, êàêóþ çàäà÷ó ñòàâèò ñåáå àâòîð, çàòåì
ïîñëåäíþþ ñòðàíèöó, ÷òîáû óçíàòü, ê êàêîìó ðåçóëüòà-
òó àâòîð ïðèõîäèò, è, çàêðûâ êíèãó, ñàìîñòîÿòåëüíî
íàõîäèë ïóòü ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà. Íå ðàç ñïîñîá
ðåøåíèÿ, íàéäåííûé òàêèì îáðàçîì Åðìàêîâûì, îêà-
çûâàëñÿ îòëè÷íûì îò òîãî, êîòîðûì ïîëüçîâàëñÿ àâòîð
êíèãè. Íàóêà â òàêèõ ñëó÷àÿõ îáîãàùàëàñü íîâûìè
ìåòîäàìè.

Æåëàòåëüíî, ÷òîáû øêîëüíèê, ÷èòàÿ ðàññêàçû î ðå-
øåíèè íîâûõ äëÿ íåãî çàäà÷, ïîñòóïàë ïî ñïîñîáó
ïðîôåññîðà Åðìàêîâà, ñòàðàÿñü êàæäûé ðàç ñàìî-
ñòîÿòåëüíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è èëè, ÷òî åùå ëó÷-
øå, äàòü ñâîé îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ñ òà-
êèõ ïîïûòîê ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ íà÷à-
ëàñü òâîð÷åñêàÿ ðàáîòà ïî÷òè âñåõ êðóïíûõ ìàòåìà-
òèêîâ».

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)

Ðèñ. 2

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 30)
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Íåðàâåíñòâà
ñ ìîäóëåì

Â.ÃÎËÓÁÅÂ

Î
ÑÍÎÂÍÎÉ ÌÅÒÎÄ (À ÇÀ×ÀÑÒÓÞ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÛÉ)

ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ, ïðåäëàãàåìûé àâòîðàìè áîëüøèí-
ñòâà ó÷åáíèêîâ è ïîñîáèé äëÿ ïîñòóïàþùèõ, – ìåòîä èíòåð-
âàëîâ. Îäíàêî åñòü íåðàâåíñòâà (î íèõ ïðåêðàñíî çíàþò
àâòîðû çàäà÷ êîíêóðñíûõ ýêçàìåíîâ), êîòîðûå íåâîçìîæíî
ðåøèòü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Íàïðèìåð, ïîïðîáóéòå ðåøèòü
ýòèì ìåòîäîì íåðàâåíñòâî

3 2 3 24 2 2 0x x x x x- + + - - - £ .            (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 3 2 4 0x x- + =  íåäîñòóï-
íî øêîëüíèêó.

Åñòåñòâåííî âûÿñíèòü äâà âîïðîñà:
1) êàê èíà÷å ðåøàòü íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì;
2) êàê ïîðîæäàòü ïîäîáíûå íåðàâåíñòâà?

Ïðåäâàðèòåëüíî óêàæåì âàðèàíò îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ,
÷òîáû óçíàòü óäèâèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, ïðåäîñòàâëÿåìûå
ïîíÿòèåì «àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà» (èëè ìîäóëü ÷èñëà).

Ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà îäíîèìåííûõ íåðàâåíñòâ

( )

( )

( )

1

2

0,

0,

0.n

f x

f x

f x

Ï <
Ô

<Ô
Ì
Ô
Ô <Ó

…………
                            (2)

Åñëè 0x  – ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

( ) ( ) ( )1 0 2 0 0, , , nf x f x f x…  îòðèöàòåëüíû, è íàîáîðîò.

Ñîãëàñèòåñü, ÷òî åñëè íåêîòîðîå çíà÷åíèå ( )0kf x  åñòü

íàèáîëüøåå èç ÷èñåë ( ) ( ) ( )1 0 2 0 0
, , , nf x f x f x…  è îíî îòðèöà-

òåëüíî, òî âñå îñòàëüíûå òàêæå îòðèöàòåëüíû, è íàîáîðîò.
Ïîýòîìó íåïîíÿòíî, ïî÷åìó, êîãäà âìåñòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(2) ïðåäëàãàþò ðåøèòü îäíî íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ){ }1 2
max , , , 0nf x f x f x <… ,              (3)

ìíîãèå ïîïàäàþò âïðîñàê, íå îñîçíàâàÿ âîçìîæíîñòè ïåðå-
õîäà îò íåðàâåíñòâà (3) ê ðàâíîñèëüíîé åìó ñèñòåìå (2). Èëè
äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà: íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ õ, ïðè êîòîðûõ
íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé ôóíêöèé ( ) ( ) ( )1 2

, , , nf x f x f x…  îò-
ðèöàòåëüíî.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïðàâèëà «ìèíèìàêñà»:

1) ( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0,

0,
max , , , 0

........

0

n

n

f

f
f x f x f x

f

<Ï
Ô <Ô

¤ <Ì
Ô
Ô <Ó

… ;

2) ( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0,

0,
max , , , 0

........

0

n

n

f

f
f x f x f x

f

£Ï
Ô £Ô

¤ £Ì
Ô
Ô £Ó

… ;

3) ( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0,

0,
min , , , 0

........

0

n

n

f

f
f x f x f x

f

≥Ï
Ô ≥Ô

¤ ≥Ì
Ô
Ô ≥Ó

… ;

4) ( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0,

0,
min , , , 0

........

0

n

n

f

f
f x f x f x

f

>Ï
Ô >Ô

¤ >Ì
Ô
Ô >Ó

… .

Àíàëîãè÷íî — äëÿ ñîâîêóïíîñòåé îäíîèìåííûõ íåðà-
âåíñòâ.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî

1) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0

0
min , , , 0

0

n

n

f x

f x
f x f x f x

f x

<È
Í

<Í ¤ <Í
Í
Í <Î

…
…………

;

2) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0

0
min , , , 0

0

n

n

f x

f x
f x f x f x

f x

£È
Í

£Í ¤ £Í
Í
Í £Î

…
…………

;

3) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0,

0
max , , , 0

0

n

n

f x

f x
f x f x f x

f x

≥È
Í

≥Í ¤ ≥Í
Í
Í ≥Î

…
…………

;

4) 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ){ }

1

2

1 2

0

0
max , , , 0

0

n

n

f x

f x
f x f x f x

f x

>È
Í

>Í ¤ >Í
Í
Í >Î

…
…………

.

Ïðàâèëà «ìèíèìàêñà» îáúÿâëÿþò ðàâíîñèëüíûå ïåðåõî-
äû îò ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû èëè ñîâîêóïíîñòè îäíîèìåí-
íûõ íåðàâåíñòâ ê îäíîìó íåðàâåíñòâó òîãî æå âèäà. Îñòàëîñü
ñêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (êàê è ñîâîêóïíîñòü) ëþáûõ, íå îáÿçà-
òåëüíî îäíîèìåííûõ, óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñâîäèìà ê
ëþáîé ñèñòåìå (èëè ñîâîêóïíîñòè ñîîòâåòñòâåííî) îäíî-
èìåííûõ íåðàâåíñòâ, òàê êàê èñòèííû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

Ó1: 0 0 1 0
f f

f
f f

< ¤ £ ¤ + = ¤ 0 0
f

f
f

- ≥ ¤ - > ;

Ó2: 0 1 0 0f f f f£ ¤ - - - < ¤ + = ¤

0 1 0f f¤ - ≥ ¤ - + > ;

Ó3: 0 1 0 0f f f= ¤ - - - < ¤ £ ¤

0 1 0f f¤ - ≥ ¤ - + > ;

Ó4: 0 1 0 0f f f≥ ¤ - - < ¤ - £ ¤

0 1 0f f f¤ - = ¤ + > ;

Ó5: 0 0
f

f f
f

> ¤ - < ¤ - £ 0 1 0 0
f f

f f
¤ - = ¤ ≥ .

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ Ó1–Ó5, â êîòîðûõ
ïîêàçàíû âàðèàíòû ïåðåâîäà îäíîãî ñðàâíåíèÿ â ëþáîå (!)
äðóãîå.

Íàïðàøèâàåòñÿ âûâîä: ëþáóþ ñèñòåìó èëè ñîâîêóïíîñòü
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîãî ñðàâíåíèÿ ìàêñèìóìà, èëè,
åñëè õîòèòå, ìèíèìóìà, ñ ëþáîé êîíñòàíòîé ( ( )max f x =

( )( )min f x= - - ).
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À ïðè ÷åì òóò ìîäóëü?

Îòâåò: ëþáîé ìàêñèìóì (ìèíèìóì) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
ìîäóëü.

Ïóñòü à è b – äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíî
èç íèõ åñòü íàèìåíüøåå, à äðóãîå – íàèáîëüøåå (åñëè,
íàïðèìåð, a b£ , òî ( )min ,a b a=  è ( )max ,a b b= ). Èì
ñîîòâåòñòâóþò äâå òî÷êè íà ÷èñëîâîé îñè:

Èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè à è b åñòü |a – b|,

ñåðåäèíà ìåæäó íèìè âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó 
2

a b+
.

Ïîýòîìó

{ } ( )
1 1

min ,
2 2

a b a b a b= + - - ,                (4)

{ } ( )
1 1

max ,
2 2

a b a b a b= + + - .               (5)

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî

{ }max ,a a a= -  è { }min ,a a a= - - .

Ìû óæå ïî÷òè ãîòîâû íåðàâåíñòâî (3) ïåðåïèñàòü â ìîäó-
ëÿõ. Äëÿ ýòîãî îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîèñê ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà) ñðåäè n âåëè÷èí ìîæíî ñâåñòè ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè øàãîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìóì
(ìèíèìóì) ñðåäè äâóõ.

Ïóñòü

{ }1 2
max , , ,k kM f f f= … .

Òîãäà

{ }1 1
max ,k k kM M f

+ +
= .                   (6.1)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìèíèìóìà:

{ }1 1min ,k k km m f
+ +

= ,                    (6.2)

ãäå { }1 2
min , , ,k km f f f= … .

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî
1) { } { }{ }1 2 3 3 1 2

max , , max ,max ,f f f f f f= ;

2) { }1 2 3
max , ,f f f =

= ( )3 1 2 1 2 3 1 2 1 2

1
2 2

4
f f f f f f f f f f+ + + - + - - - - ;

3) 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2
2 2 0f f f f f f f f f f+ + + - + - - - - ⁄ ¤

1 2 3 2 3 1 2 3 2 3
2 2 0f f f f f f f f f f¤ + + + - + - - - - ⁄ ¤

2 3 1 3 1 2 3 1 3 1
2 2 0f f f f f f f f f f¤ + + + - + - - - - ⁄ .

Òåïåðü ëåãêî îáúÿñíèòü, êàê ìû ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî (1).
Âçÿëè äâà îáùåäîñòóïíûõ íåðàâåíñòâà 

1 0f £  è 2 0f £ , ãäå
3 2

1 1f x x x= - - +  è 2 3f x= - - . Òîãäà, ñîãëàñíî (4) è
óïðàæíåíèþ 1,

1

1 2 1 2

2

0,
0

0

f
f f f f

f

£Ï
¤ + + - £ ¤Ì £Ó

3 2 3 24 2 2 0x x x x x¤ - + + - - - £ ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äàëüíåéøåå «íàãðîìîæäåíèå» ìîäóëåé ìîæíî îñóùåñòâ-

ëÿòü ïî òàêîé ñõåìå. Ïóñòü 0f £  è 0g £  åñòü ëþáûå
íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè, êîòîðûå ìû óìååì ðåøàòü. Òîãäà
äëÿ èõ ñèñòåìû èëè ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

0,
0

0

f
f g f g

g

£Ï
¤ + + - £Ì £Ó

,                (7)

0
0

0

f
f g f g

g

£È
¤ + - - £Í £Î

.                (8)

Íåðàâåíñòâà ñïðàâà è åñòü èñêîìûå.
Íàïðèìåð, ïóñòü

3 2 3 24 2 2f x x x x x= - + + - - -  è 2 6g x x= - - .

Òîãäà

3 2 3 2
0,

4 2 4
0

f
x x x x x

g

£Ï
¤ - + + - - + +Ì £Ó

3 2 34 3 8 0x x x x+ - + + - - £ . (9)

Óïðàæíåíèå 6. Íàïèøèòå, ñîãëàñíî (7) è (8), íåðàâåíñòâà,
ðàâíîñèëüíûå ñëåäóþùèì ñèñòåìàì è ñîâîêóïíîñòÿì, èñïîëü-
çóÿ â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ óòâåðæäåíèÿ Ó1–Ó5:

1) 
5 1 3,

3 7 1;

x

x

- <ÏÔ
Ì

- <ÔÓ
 2) 

5 1 3,

3 7 1;

x

x

- >ÏÔ
Ì

- >ÔÓ
 3) 

5 1 3,

3 7 1;

x

x

- <ÏÔ
Ì

- >ÔÓ

4) 
5 1 3,

3 7 1;

x

x

- >ÏÔ
Ì

- <ÔÓ
 5) 

2

2

4 3 3

6 8 4 ;

x x x

x x x

È + + > +
Í
Í - + > -ÍÎ

6) 

2

2

4 3 3

6 8 4 ;

x x x

x x x

È + + < +
Í
Í - + < -ÍÎ

 7) 

2

2

4 3 3

6 8 4 ;

x x x

x x x

È + + < +
Í
Í - + > -ÍÎ

8) 
2

2

4 3 3

6 8 4 .

x x x

x x x

È + + > +
Í
Í - + < -ÍÎ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îòâåòó íà ïåðâûé ðàíåå ñôîðìóëèðî-
âàííûé âîïðîñ.

«Ìåíüøå», «ìåíüøå èëè ðàâíî» – ñèñòåìà,
«áîëüøå», «áîëüøå èëè ðàâíî» – ñîâîêóïíîñòü

×òîáû çàèíòåðåñîâàòü ÷èòàòåëÿ, ðàññìîòðèì áåç êàêèõ-
ëèáî îáîñíîâàíèé òàêîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (9):

3 2 3 24 2 4x x x x x- + + - - + +
3 2 34 3 8 0x x x x+ - + + - - £ ¤

( )

( )

3 2 3 2

3 2 3

3 2 3 2

3 2 3

4 2 4

4 3 8 0,

4 2 4

4 3 8 0

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

Ï - + + - - + +
Ô
Ô + - + + - - £Ô¤ ¤Ì
- - + + - - + +Ô

Ô
Ô + - + + - - £Ó

3 2 3 2

2

4 2 2 0,

6 0

x x x x x

x x

Ï - + + - - - £Ô¤ ¤Ì
Ô - - £Ó

( )

( )

3 2 3 2

3 2 3 2

4 2 2 0,

4 2 2 0,

2 3

x x x x x

x x x x x

x

Ï - + + - - - £
Ô
Ô¤ - - + + - - - £ ¤Ì
Ô
- £ £ÔÓ
3 2 1 0,

3 0,

2 3

x x x

x

x

Ï - - + £
Ô

¤ - - £Ì
Ô- £ £Ó

1 ,ë, 1,

3,

2 3

x x

x

x

£ - =Ï
Ô¤ ≥ - ¤Ì
Ô- £ £Ó

2 1x¤ - £ £ -  èëè õ = 1.

Îòâåò: 2 1x- £ £ - , õ = 1.
Âñåì èçâåñòíî, ÷òî

f g g f g< ¤ - < < ,
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f g g f g£ ¤ - £ £ ,

f g f g≥ ¤ £ -  èëè f g≥ ,

f g f g> ¤ < -  èëè f > g.

Îäíàêî, ïåðåïèñàâ äàííûå óòâåðæäåíèÿ â âèäå

,

,

f g
f g

f g

<Ï
< ¤ Ì- <Ó

,

,

f g
f g

f g

£Ï
£ ¤ Ì- £Ó

,

f g
f g

f g

≥È
≥ ¤ Í- ≥Î

,

f g
f g

f g

>È
> ¤ Í- >Î

ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ëþáîãî îñíîâíîãî íåðà-
âåíñòâà ñ ìîäóëåì ìîæíî ïåðåéòè ê äâóì íåðàâåíñòâàì,
ïðîñòî çàìåíèâ ìîäóëü íà ïëþñ-ìèíóñ ïîäìîäóëüíîå âûðà-
æåíèå, à çàòåì ïåðåéòè â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íåðàâåíñòâà
ëèáî ê ñèñòåìå, ëèáî ê ñîâîêóïíîñòè. Â ýòîì âåñü ôîêóñ!

Äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ñâåäåì ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ â
òàáëèöó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñíîâíûõ íåðàâåíñòâ
ñ ìîäóëåì:

      (1) (2) (3) (4)

,

f g

f g

f g

<

<Ï
Ì
- <Ó

�

,

f g

f g

f g

£

£Ï
Ì
- £Ó

�

f g

f g

f g

≥

≥È
Í- ≥Î

�

f g

f g

f g

>

>È
Í- >Î

�

Äëÿ âñåõ ñðàâíåíèé | f | çàìåíÿåòñÿ íà f èëè –f, â ñðàâíåíèÿõ
òèïà «ìåíüøå», «ìåíüøå èëè ðàâíî» áåðåòñÿ ñèñòåìà, à â
ñðàâíåíèÿõ òèïà «áîëüøå», «áîëüøå èëè ðàâíî» – ñîâîêóï-
íîñòü.

Óïðàæíåíèå 7. Ðåøèòå ìåòîäîì èíòåðâàëîâ è ìåòîäîì ðàâíî-
ñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñîãëàñíî òàáëèöå) ñëåäóþùèå íåðà-
âåíñòâà:

1) 3 2 3
2 3 2 3x x x- + £ - ;

2) 3 2 3
2 3 3 2x x x- + ≥ - ;

3) 4 3 2 4
3 12 17 2 3 3x x x x x- - - £ - ;

4) 4 3 2 4
2 24 18 135 81x x x x x+ - - + > - ;

5) 2
4 3 3 2x x x- + - ≥ + ;

6) 2
6 5 3 2x x x+ + - £ - - .

Òàê êàê 2 2m m= , òî äëÿ ñðàâíåíèé f g⁄  î÷åâèäíî
íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ:

( ) ( )2 2 0f g f g f g f g⁄ ¤ ⁄ ¤ - + ⁄ .

Óïðàæíåíèå 8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà

1) 2
5 6 3 6x x x+ + > + ;

2) 2
7 6 4 4x x x- + £ - ;

3) 2
3 26 2x x x+ + > + ;

4) 3 2 2
5 4 3 2x x x x+ + £ + + ;

5) 3 3 2
3 1 1x x x x- + £ + - .

Òàáëèöà ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ñôîð-
ìóëèðîâàòü äâà î÷åíü ýôôåêòèâíûõ ïðàâèëà.

Ïðàâèëî «ìåíüøå, ìåíüøå èëè ðàâíî – ñèñòåìà»
( , {< £Æ ): åñëè îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìîäóëÿ íåðàâåíñòâî
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì âèäà «ìåíüøå», «ìåíüøå èëè ðàâ-
íî», òî çàìåíèòå ìîäóëü íà ïëþñ-ìèíóñ ïîäìîäóëüíîå
âûðàæåíèå è ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ðàññìàòðèâàéòå
îäíîâðåìåííî, ò.å. â ñèñòåìå.

Ïðàâèëî «áîëüøå, áîëüøå èëè ðàâíî – ñîâîêóïíîñòü»
( , [> ≥Æ ): åñëè îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìîäóëÿ íåðàâåíñòâî
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì âèäà «áîëüøå», «áîëüøå èëè ðàâ-
íî», òî çàìåíèòå ìîäóëü íà ïëþñ-ìèíóñ ïîäìîäóëüíîå
âûðàæåíèå è ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ðàññìàòðèâàéòå â
ñîâîêóïíîñòè.

Ïîñìîòðèòå, êàê ëèõî ðåøàåòñÿ, íàïðèìåð, òàêàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à 1. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ð ðåøèòå íåðà-

âåíñòâî

3 x p 5 x 3p 4x 6p 12 0- + - + + + £ .         ( * )

Ðåøåíèå.

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 5 3 4 6 12 0, (10.1)

3 5 3 4 6 12 0, (10.2)

(10.3)3 5 3 4 6 12 0,

(10.4)3 5 3 4 6 12 0

x p x p x p

x p x p x p

x p x p x p

x p x p x p

Ï - + - + + + £
Ô

- - - + + + £Ô
* ¤ ¤Ì

- - + - + + + £Ô
Ô- - - - + + + £Ó

12 12 12 0, 1,

2 18 12 0, 9 6,

6 6 12 0, 2,

4 24 12 0 6 3

x p x p

x p x p

x p x p

x p p x

- + £ £ -Ï Ï
Ô Ô+ + £ £ - -Ô Ô¤ ¤ ¤Ì Ì- + £ £ -Ô Ô
Ô Ô- + + £ + £Ó Ó

2,

9 6,

6 3

x p

x p

p x

£ -Ï
Ô £ - - ¤Ì
Ô + £Ó

¤
1,

6 3 2

p

p x p

£ -Ï
Ì + £ £ -Ó

 èëè 
1,

.

p

x

> -Ï
Ì Œ∆Ó

ïîñêîëüêó

6 3 2,

6 3 9 6

p p

p

+ £ -Ï
Ì + £ - -Ó

1,
1 2 9 6

0,6

p
p p

p

£ -Ï
¤ ¤ £ - fi - < - -Ì £ -Ó

.

Îòâåò: åñëè 1p £ - , òî 6 3 2p x p+ £ £ - ; åñëè 1p > - , òî
ðåøåíèé íåò.

Íåðàâåíñòâî ( * ) îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç äâóõ ìîäóëåé
èìååò âèä f g£ . Ïîýòîìó ïðè ëþáîì ðàñêðûòèè ìîäóëÿ
(÷åòûðå êîìáèíàöèè çíàêîâ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé:
(+ +), (+ –), (– +) è (– –)) âñå ïîëó÷àåìûå íåðàâåíñòâà
ñîãëàñíî ïåðâîìó ïðàâèëó íàäî ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåí-
íî, òî åñòü â ñèñòåìå. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ ïåðâûé ðàâíîñèëü-
íûé ïåðåõîä, îñòàëüíîå î÷åâèäíî.

Àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ íåðàâåíñòâî ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à 2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3x + 2 + 2x $ 3 < 11 .

Ðåøåíèå. Îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ìîäóëÿ äàííîå íåðàâåí-
ñòâî èìååò âèä f g< . Ïîýòîìó ïåðåáðàâ âñå ÷åòûðå êîìáè-
íàöèè çíàêîâ äâóõ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé, èìååì

3 2 2 3 11x x+ + - < ¤

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 3 11, 2,4,

3 2 2 3 11, 6,

16,3 2 2 3 11,

23 2 2 3 11

x x x

x x x

xx x

xx x

+ + - <Ï <Ï
Ô Ô+ - - < <Ô Ô¤ ¤ ¤Ì Ì > -- + + - <Ô Ô
Ô Ô > -- + - - < ÓÓ

{ }
12

max 16, 2 max 6, 2 2,4
5

x x
Ï ¸¤ - - < < ¤ - < <Ì ˝
Ó ˛

.

Îòâåò: (–2; 2,4).

,
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Åñòåñòâåííî, ÷èòàòåëü çàìåòèò, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî
ðåøèòü è ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, è èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà ìîäóëÿ è ò.ä. Íî íàøà öåëü – óêàçàòü íà ïðîñòîòó
ïåðåõîäîâ ê ñèñòåìàì èëè ñîâîêóïíîñòÿì, èãðàÿ çíàêàìè
ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé. Òåì áîëåå, ÷òî â çàäà÷àõ ñ
ïàðàìåòðàìè ýòà òåõíèêà îáåñïå÷èâàåò ÿâíûå ïðåèìóùåñòâà
(ñì. çàäà÷ó 1).

Åùå îäèí ïðèìåð.
Çàäà÷à 3. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð ðåøèòå

íåðàâåíñòâî

2x + 21p $ 2 2x $ 21p < x $ 21p⋅ . ( * * )

Ðåøåíèå. Îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ìîäóëÿ íåðàâåíñòâî èìå-
åò âèä f g< , à îòíîñèòåëüíî âòîðîãî f g> . Ïîýòîìó,
ðàñêðûâàÿ ïåðâûé ìîäóëü, ïåðåéäåì ê ñèñòåìå, à âòîðîé – ê
ñîâîêóïíîñòè. Íà÷èíàòü ìîæíî ñ ëþáîãî.

Ïåðâûé âàðèàíò îñâîáîæäåíèÿ îò ìîäóëåé:

2 21 2 2 21 21x p x p x p+ - ◊ - < - ¤

( )

( )

2 21 2 2 21 21

2 21 2 2 21 21

x p x p x p

x p x p x p

È + - - < -
¤ ¤Í

+ + - < -ÍÎ

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 21 2 2 21 21 ,

2 21 2 2 21 21

2 21 2 2 21 21 ,

2 21 2 2 21 21

x p x p x p

x p x p x p

x p x p x p

x p x p x p

ÈÏ + - - < -ÔÍÌ
- + - - < -ÍÔÓ¤ ¤Í

Ï + + - < -ÍÔ
ÌÍ
- + + - < -ÔÍÓÎ

28 ,

6

x p

x p

>Ï
¤ Ì >Ó

 èëè 
0,

42 .

x

x p

<Ï
Ì <Ó

Èíûìè ñëîâàìè,

( )
28 ,

6

x p

x p

>Ï
* * ¤ Ì >Ó

 èëè 
0,

42 .

x

x p

<Ï
Ì <Ó

Âòîðîé âàðèàíò îñâîáîæäåíèÿ îò ìîäóëåé:

2 21 2 2 21 21x p x p x p+ - ◊ - < - ¤

( )

( )

2 21 2 2 21 21 ,

2 21 2 2 21 21 ,

x p x p x p

x p x p x p

Ï + - - < -Ô¤ ¤Ì
- + - - < -ÔÓ

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 21 2 2 21 21 28

2 21 2 2 21 21 , 0,

62 21 2 2 21 21

42 .2 21 2 2 21 21 ,

x p x p x p x p

x p x p x p x

x px p x p x p

x px p x p x p

ÏÈ + - - < - >ÏÈÔÍ ÔÍ+ + - < - <ÔÍÔÎ ÔÎ¤ ¤Ì Ì
>È È- + - - < -Ô Ô

Í ÍÔ Ô <Î- + + - < - ÓÍÔÎÓ
Èíûìè ñëîâàìè,

( )
0 ,ë, 28 ,

42  ,ë, 6 .

x x p

x p x p

< >Ï
* * ¤ Ì < >Ó

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ïàðàìåòðà ð,
òàê êàê òîëüêî îò íåãî çàâèñèò ðàñïîëîæåíèå íà ÷èñëîâîé îñè
òî÷åê õ = 0, õ = 6ð, õ = 28ð, õ = 42ð:

åñëè p < 0, òî 42p < 28p < 6p < 0;

åñëè p = 0, òî 0 = 6p = 28p = 42p;

åñëè p > 0, òî 0 < 6p < 28p < 42p.
Ïîýòîìó áûñòðî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

åñëè p < 0, òî ( ) ( ); 42 6 ;x p pŒ -• •∪ ;

åñëè ð = 0, òî ( ) ( ); 0 0;x Œ -• + •∪ ;

åñëè p > 0, òî ( ) ( ); 0 28 ;x pŒ -• + •∪ .
Ýòî è åñòü îòâåò íåðàâåíñòâà (* * ).

Óäîáíî èëè íåò?

Âñå ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ âûçûâàþò åñòåñòâåííûé âîïðîñ,
íàñêîëüêî ãðîìîçäêîé áóäåò ðàáîòà ïðè íàëè÷èè â íåðàâåí-
ñòâå òðåõ è áîëåå ìîäóëåé ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ñïîñîáàì
ðåøåíèé.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å 1 è ðåøèì åå ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì –
ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ õ, ïðè êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íîëü
ïîäìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ íåðàâåíñòâà (* ): 1x p=  è 2 3x p= .
Äàëåå ìû îáÿçàíû ðàçîáðàòüñÿ ñî âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì

1x  è 2x  íà ÷èñëîâîé îñè. Âûíóæäåíû ðàññìàòðèâàòü òðè
ñëó÷àÿ:

1) 1 2 0x x p< ¤ > ,
2) 1 2 0x x p= ¤ = ,
3) 2 1 0x x p< ¤ < .
Äëÿ ñëó÷àÿ 1 ÷èñëîâàÿ îñü ïåðåìåííîé õ ðàçáèâàåòñÿ íà

òðè ïðîìåæóòêà çíàêîïîñòîÿíñòâà ïîäìîäóëüíûõ âûðàæå-
íèé õ – ð è õ – 3ð:

1x x p£ = , 1 2 3x x x p< £ =  è 2x x> .

Ïîýòîìó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ( * ) ïðè p > 0 ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè òðåõ ñèñòåì:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

,

3 5 3 4 6 12 0

3 ,

3 5 3 4 6 12 0

3 ,

3 5 3 4 6 12 0.

x p

x p x p x p

p x p

x p x p x p

x p

x p x p x p

£ÈÏÔ
ÍÌ- - - - + + + £ÔÍÓ
Í < £ÏÔÍÌÍ - - - + + + £ÔÓÍ
Í >ÏÔÍÌ - + - + + + £ÍÔÓÎ

Î÷åâèäíî, âû óçíàëè íåðàâåíñòâà (10.4), (10.2), (10.1),
êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü òåïåðü ïðè p > 0 íà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîìåæóòêàõ.

Ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîñëå óïðîùåíèé ïðèíèìàåò
âèä (p > 0!)

6 3

3 ,

9 6

3 1.

p x p

p x p

x p

p x p

+ £ £È
Í < £ÏÍÌÍ £ - -ÓÍ

< £ -ÍÎ

                       (11)

Óïðàæíåíèå 9. Äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
ð íàéäèòå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâîêóïíîñòè (11).

Äëÿ ñëó÷àÿ 2 ( 1 2 0x x p= = = ) ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
8 4 12 0x x+ + £ , êîòîðîå îáÿçàíû ðåøèòü îòäåëüíî íà
ïðîìåæóòêàõ 0x £  è x > 0 (ïðîäåëàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûå
ñëó÷àè íåðàâåíñòâ (10.4) è (10.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, äëÿ ñëó÷àÿ 3 (p < 0 è 2 1x x< ) ìû
ïîëó÷àåì òàêóþ ñîâîêóïíîñòü òðåõ ñèñòåì:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1

1

3 ,

3 5 3 4 6 12 0

3 ,

3 5 3 4 6 12 0

,

3 5 3 4 6 12 0.

x x p

x p x p x p

p x x p

x p x p x p

x x p

x p x p x p

£ =ÈÏÔ
ÍÌ- - - - + + + £ÔÍÓ
Í < £ =ÏÔÍÌÍ - - + - + + + £ÔÓÍ
Í > =ÏÔÍÌ - + - + + + £ÍÔÓÎ

Ýòà ñîâîêóïíîñòü ïîñëå óïðîùåíèé ïðèíèìàåò âèä

6 3 3

3 ,

2

1.

p x p

p x p

x p

p x p

+ £ £È
Í < £ÏÍÌÍ £ -ÓÍ

< £ -ÍÎ

                       (12)
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Ñîâîêóïíîñòü (12) ìû äîëæíû ðåøàòü äëÿ âñåõ p < 0.
Íàâåðíÿêà áîëüøèíñòâî ÷èòàòåëåé èñïûòàþò ïðè ýòîì ñåðü-
åçíûå òðóäíîñòè.

Óïðàæíåíèå 10. Äëÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
ð íàéäèòå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâîêóïíîñòè (12).

Îáúåäèíÿÿ îòâåòû âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷èì îòâåò çà-
äà÷è.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è 1 ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ïî
ýôôåêòèâíîñòè ñóùåñòâåííî óñòóïàåò ïåðâîíà÷àëüíîìó ðå-
øåíèþ.

Ðèñêíåì óòâåðæäàòü, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ ñ ïàðàìåòðîì
ïåðâîíà÷àëüíîå ðåøåíèå âñåãäà áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì ëþ-
áîå äðóãîå.

Ðàçáåðåì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ïîäìîäóëüíûå âûðàæå-
íèÿ â íåðàâåíñòâàõ íå ñîäåðæàò ïàðàìåòð.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

x + 6 $ 3x + 6 + x + 2 $ x $ 4 0£ .            (13)

Ðåøåíèå. Åñëè íå óâèäåòü, ÷òî 3 6 3 2x x+ = +  è îòíîñè-
òåëüíî 3 6x +  íåðàâåíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì (ò.å. íå
f g⁄ ), òî ôîðìàëüíîå îñâîáîæäåíèå îò ìîäóëåé ïî ïðåä-

ëàãàåìîé òåõíîëîãèè ïðèâåäåò ê ñèñòåìå, â êîòîðóþ âîéäóò
äâå ñîâîêóïíîñòè ïî äâà íåðàâåíñòâà â êàæäîé è åùå ÷åòûðå
íåðàâåíñòâà.

Îäíàêî, ðåàãèðóÿ íà âçàèìîñâÿçü 3 6x +  è 2x + , ìîæíî
áûñòðî ïîëó÷èòü îòâåò:

( )
( )

( )

6 3 2 2 4 0,
13

6 3 2 2 4 0

x x x x

x x x x

Ï + - + + + - - £Ô¤ ¤Ì
- + - + + + - - £ÔÓ

( )

( )

3 ,ë, 1,
2 1,

2 2 5 0,
2 2 5 0

2 2 5 0

x x
x

x x
x x

x x

Ï £ - ≥ -
+ ≥Ï ÔÔ¤ ¤ + - - £ ¤Ì Ì
+ - - ≥Ô ÔÓ - + - - £Ó

3 ,ë, 1
3

1,
1 1.

3

x x
x

x
x

x

£ - ≥ -Ï
= -ÈÔ¤ £ ¤Ì Í- £ £ÎÔ ≥ -Ó

Îòâåò: õ = –3 èëè 1 1x- £ £ .
Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (13) ÿâíî áûñòðåå äàåò

îòâåò, ÷åì ðåøåíèå ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Â ýòîì âû ìîæåòå
óáåäèòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óïðàæíåíèå 11 (íå ïðîñòîå!). Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îøèáî÷-
íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ

1 2 2 3
2 0f f f f+ + + £ ¤

( )

( )

( )

( )

1 2 2 3

1 2 2 3

1 2 2 3

1 2 2 3

2 0,

2 0,

2 0,

2 0

f f f f

f f f f

f f f f

f f f f

Ï + + + £
Ô

- - + £Ô
Ì
- + + + £Ô

Ô- - - + £Ó
(ìû ñîáëàçíèëèñü îáúÿâëÿòü îäèí è òîò æå çíàê 

2f  â îáîèõ
ïðèñóòñòâóþùèõ 2f )?

Óïðàæíåíèå 11 ïðåäóïðåæäàåò ÷èòàòåëÿ, ÷òî «èãðàòü
çíàêàìè» ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé ìîæíî òîëüêî(!) äëÿ
ìîäóëåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåò-
ñÿ îñíîâíûì (ñì. òàáëèöó).

Ïðèìåðû

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåøåíèÿ åùå íåñêîëüêèõ çàäà÷ èç
âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ.

Çàäà÷à 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à íåðàâåíñòâî

2x $ x $ a $ x $1 + 3 0≥                (14)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ õ?

Ðåøåíèå. Îòíîñèòåëüíî îáîèõ ìîäóëåé íåðàâåíñòâî (14)
èìååò âèä f g£ . Ïîýòîìó

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

22

1 3 0, 2 4 0,

1 3 0, 2 0,
14

1 3 0, 4 0,

2 2 0.1 3 0

x x a x x x a

x x a x x a

x x a x x a

x x ax x a x

Ï Ï- - - - + ≥ - + + ≥
Ô Ô

- - + - + ≥Ô + + ≥ÔÔ¤ ¤Ì Ì
+ - - - + ≥ - + ≥Ô Ô

Ô Ô + - + ≥+ - + - + ≥Ô ÓÓ

Âûïîëíåíèå äëÿ âñåõ õ íåðàâåíñòâà (14) ðàâíîñèëüíî âû-
ïîëíåíèþ äëÿ âñåõ õ âñåõ íåðàâåíñòâ ïîñëåäíåé ñèñòåìû. À
ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äèñêðèìèíàíòû âñåõ ÷åòûðåõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ íåïîëîæèòåëüíû:

( )

( )

( )

( )

2

1

2

3

2
4

2 4 4 0,0,

4 2 0,0,
2 1.

0, 4 4 0,

0 2 4 2 0

aD

aD
a

D a

D a

Ï - + ££Ï ÔÔ - + ££ ÔÔ ¤ ¤ - £ £Ì Ì£ - - + £Ô Ô
Ô Ô£Ó - - + £Ó

Îòâåò: 2 1a- £ £ .
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, äëÿ êîòî-

ðûõ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

2y x x a x 1= + - + -

áîëüøå 2.
Ðåøåíèå. Çàäà÷à ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ õ âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2 1 2x x a x+ - + - > .                   (15)

Îòíîñèòåëüíî îáîèõ ìîäóëåé ýòî íåðàâåíñòâî èìååò âèä
f g> . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òàáëèöå, ïðè çàìåíå ìîäóëåé íà

ïëþñ-ìèíóñ ïîäìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ ((+ +), (+  –), (– +),
(– –)) ïîëó÷àåìûå ÷åòûðå íåðàâåíñòâà â ñîâîêóïíîñòè áóäóò
ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâó (15).

Ñ öåëüþ ïîâòîðåíèÿ ïðîäåëàåì ýòî áîëåå ïîäðîáíî. Ðàñ-
êðûâàòü ìîäóëè íà÷èíàåì ñî âòîðîãî:

( )
( )

( )

2

2

1 2
15

1 2

x x a x

x x a x

È + - + - >
Í¤ ¤
Í + - - - >Î

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

1 2

1 2

1 2

1 2

x x a x

x x a x

x x a x

x x a x

ÈÈ + - + - >
ÍÍ
ÍÍ - - + - >ÎÍ¤ ¤
ÍÈ + - - - >
ÍÍ
ÍÍ - - - - >ÎÎ

2

2

2

2

2 3 0

3 0

1 0

2 1 0.

x x a

x a

x a

x x a

È + - - >
Í

+ - >Í
Í

- - >Í
Í - + - >ÍÎ

Íåðàâåíñòâî (15) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ õ. Ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ âñåõ õ âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî
êâàäðàòíîå íåðàâåíñòâî ïîñëåäíåé ñîâîêóïíîñòè, ò.å. õîòÿ
áû îäèí èç ÷åòûðåõ äèñêðèìèíàíòîâ îòðèöàòåëüíûé:

( )

( )

( )

( ) ( )

2

1

2

3

2
4

2 4 3 00,

4 3 00,

0, 4 1 0

0 2 4 1 0

aD

aD

D a

D a

È - - - <<È ÍÍ - - << ÍÍ ¤ ¤ÍÍ < - - - <ÍÍ Í<ÍÎ - - - <ÍÎ

4 0

3 0 1

1 0 2.

2 0

a

a a

a a

a

+ <È
Í - > < -ÈÍ ¤ ÍÍ + < >ÎÍ
- + <ÍÎ

Îòâåò: ( ) ( ); 1 2;a Œ -• - +•∪ .
Çàäà÷à 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè

êàæäîì èç êîòîðûõ ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà

( )24x $ 20 x $1 + 3 4x $ p $ p 0◊ £             (16)

ìàêñèìàëüíî.

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 50)

,
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«
ÏÎ ÍÀÊËÎÍÍÎÉ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÑÊÎËÜÇÈÒ ÒÅËÎ…». ÒÀÊ
íà÷èíàþòñÿ ìíîãèå øêîëüíûå çàäà÷è ïî ìåõàíèêå, â

êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè êîíå÷íóþ ñêîðîñòü (ýíåðãèþ) òåëà
èëè ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå ñèëû, äåéñòâóþùåé íà òåëî. Î÷åíü
÷àñòî â óñëîâèè íå ñîîáùàåòñÿ, î êàêîì èìåííî òåëå èäåò
ðå÷ü, à ãîâîðèòñÿ îòâëå÷åííî – äâèæåòñÿ áðóñîê èëè ãðóç.
Ëèøü èíîãäà â çàäà÷å îáñóæäàåòñÿ êîíêðåòíîå òåëî – íàïðè-
ìåð, ñàíêè ñ ãðóçîì. Âñå ýòî, áåçóñëîâíî, íàâîäèò íà
ðåøàþùåãî çàäà÷ó (îñîáåííî øêîëüíèêà) íåìàëóþ ñêóêó.
Äðóãîå äåëî, êîãäà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå àáñòðàêò-
íûé íàáîð äàííûõ, à æèâóþ êàðòèíó êàêîãî-íèáóäü ÿâëåíèÿ
(èëè ïðîöåññà). Òîãäà èíòåðåñíî íå òîëüêî îòâåòèòü íà
ïîñòàâëåííûé â çàäà÷å âîïðîñ, íî è ðàññìîòðåòü ýòî ÿâëåíèå
ñî âñåõ ñòîðîí, îáúÿñíèòü, ïî÷åìó îíî ïðîèñõîäèò èìåííî
òàê, à íå èíà÷å.

Íî ãäå âçÿòü èíòåðåñíóþ çàäà÷ó? Îêàçûâàåòñÿ, äàëåêî
õîäèòü íå íàäî. Ñàìà ïðèðîäà ïðèäóìûâàåò çà íàñ òàêèå
íåîáû÷íûå ÿâëåíèÿ, ÷òî ïîðîé íå âåðèøü ãëàçàì ñâîèì.
«Íåóæåëè òàêîå âîçìîæíî?» – íåâîëüíî çàäàåøü ñåáå âîï-
ðîñ. À ãäå èñêàòü îòâåò íà íåãî? Êîíå÷íî æå, â ôèçè÷åñêèõ
çàêîíàõ. È íà÷èíàåøü èçìåðÿòü, ïîäñ÷èòûâàòü, îöåíèâàòü…

Âåñíîé ïðîøëîãî ãîäà ìíå ïðèøëîñü íàáëþäàòü ðåçóëüòà-
òû äîâîëüíî ëþáîïûòíîãî ÿâëåíèÿ. Â ãîðîäå Òåìíèêîâå
(ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ) âî âðåìÿ ñèëüíåéøåãî ëèâíÿ ñ
âûñîêîãî îáðûâà â ðåêó Ìîêøà ñïîëçëà áåðåçà, êîòîðàÿ òàê
è îñòàëàñü ñòîÿòü ïîñðåäè âîäû â ñòðîãî âåðòèêàëüíîì
ïîëîæåíèè.

Ïîñìîòðèòå íà ôîòîãðàôèþ íà ðèñóíêå 1 – ñîçäàåòñÿ
âïå÷àòëåíèå, áóäòî äåðåâî ðàñòåò ïðÿìî èç âîäû. Ýòà ôîòî-
ãðàôèÿ áûëà ñäåëàíà íåñêîëüêî ïîçæå, â èþëå. Çà äâà
ìåñÿöà çåëåíûé íàðÿä áåðåçû ñëåãêà ïîæåëòåë, ÷òî ñâèäå-
òåëüñòâóåò î íåïðàâèëüíîì ñíàáæåíèè äåðåâà âîäîé.

Î÷åíü ñòðàííî, ÷òî áåðåçà, òàê çíà÷èòåëüíî óäàëèâøèñü îò
áåðåãà, íå ïîòåðÿëà ðàâíîâåñèÿ ïðè ñâîåì äâèæåíèè. Ýòó-òî
ñòðàííîñòü è çàõîòåëîñü îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ
ìåõàíèêè. Ïîýòîìó ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê çàäà÷å.

Äëÿ íà÷àëà îöåíèì õàðàêòåðíûå ðàçìåðû áåðåçû è áåðåãà.
Ïî ôîòîãðàôèè íà ðèñóíêå 2, ñäåëàííîé ñ ïðîòèâîïîëîæíî-

ãî áåðåãà, ìîæíî îöåíèòü âûñîòó íàäâîäíîé ÷àñòè áåðåçû,
ñðàâíèâ åå,íàïðèìåð, ñ âûñîòîé îêíà äîìà. Òàê êàê âûñîòà
îêíà o 1 ìh ª , òî ïîëó÷àåì, ÷òî âûñîòà íàäâîäíîé ÷àñòè
áåðåçû … 10 ìh ª . Èç ýòîãî æå ðèñóíêà ìîæíî îïðåäåëèòü
âûñîòó áåðåãà: 9 ìH ª , à èç ðèñóíêå 1 – óäàëåííîñòü ìåñòà
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ áåðåçû îò êðîìêè âîäû ïî ãîðèçîíòà-
ëè: 9 ìL ª . Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèé óãîë «íàêëîííîé
ïëîñêîñòè», ïî êîòîðîé ñïîëçàëà áåðåçà, ðàâåí α =

( )arctg 45H L= ª ∞ . Çíàÿ âûñîòó áåðåçû, ìîæíî îöåíèòü è åå
ðàññòîÿíèå îò áåðåãà: 5 ìl ª .

Íåñêîëüêî òðóäíåå áûëî îïðåäåëèòü âûñîòó ïîäâîäíîé
÷àñòè áåðåçû – äëÿ ýòîãî íàäî áûëî äîæäàòüñÿ òåïëîé
ïîãîäû, êîãäà ìîæíî ïëàâàòü áåç áîÿçíè ïðîñòóäèòüñÿ
(òå÷åíèå Ìîêøè áûñòðîå, áåðåãà èçîáèëóþò ðîäíèêàìè, òàê
÷òî âîäà â ðåêå ïðîãðåâàåòñÿ ïëîõî). Ìîé îòåö ïîìîã ìíå
èçìåðèòü âûñîòó ïîäâîäíîé ÷àñòè áåðåçû: 

C 1 ìh ª è äèàìåòð
ñòâîëà ó îñíîâàíèÿ 0,4 ìd ª .

Èòàê, ïîëíàÿ âûñîòà áåðåçû

K … C 10 ì + 1 ì = 11 ìh h h= + ª .

Èíòåðåñíî, ÷òî, ñîãëàñíî èçìåðåíèÿì, ðÿäîì ñ áåðåçîé
ãëóáèíà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 1 ì, õîòÿ ãëóáèíà ðåêè
íà òàêîì óäàëåíèè îò áåðåãà áîëüøå ðîñòà ÷åëîâåêà è ðàâíà
ïðèìåðíî 2 ì. Äåëî â òîì, ÷òî âìåñòå ñ áåðåçîé â ðåêó
ñêàòèëñÿ áîëüøîé êîì çåìëè, óäåðæèâàåìûé êîðíåâîé ñèñ-
òåìîé áåðåçû. Ýòîò êîì â íàðîäå íàçûâàþò âûâîðîòîì.
Âûñîòà âûâîðîòà êàê ðàç è ðàâíà ðàçíîñòè ãëóáèí äî äíà íà
íåêîòîðîì óäàëåíèè îò áåðåçû è âáëèçè íåå: 

" 1 ìh ª .
Ïëîùàäü âûâîðîòà ìîæíî îöåíèòü ïî âûåìêå, îñòàâøåéñÿ íà

Àâòîð ýòîé ñòàòüè Àííà Äóáèíîâà – ó÷åíèöà ëèöåÿ 15 ãîðîäà
Ñàðîâà Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ìåñòå ðîñòà áåðåçû. Ôîðìà
âûâîðîòà èìååò âèä êðóãîâî-
ãî ñåãìåíòà äèàìåòðîì îêîëî
6 ì (ðèñ.3), ïðè÷åì õîðäà
ñåãìåíòà îáðàùåíà â ñòîðîíó
äâèæåíèÿ.

Îöåíèì ìàññó áåðåçû è âû-
âîðîòà. Ïðèìåì äëÿ ïðî-
ñòîòû, ÷òî áåðåçà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðÿìîé êðóãîâîé
öèëèíäð äèàìåòðîì 0,4 ì è
âûñîòîé 11 ì, èìåþùèé ïëîò-
íîñòü 31000 *ã ì . Çäåñü ìû
âçÿëè çàâûøåííûé äèàìåòð
âåðõíåé ÷àñòè ñòâîëà è çàâû-
øåííóþ ïëîòíîñòü äðåâåñè-
íû, íî òàêèì îáðàçîì ó÷ëè
íàëè÷èå ó áåðåçû êðîíû è

ëèñòâû. Ïîëó÷èì, ÷òî ìàññà áåðåçû K 1,3 2m ª . Ìàññó
âûâîðîòà îöåíèì êàê ïðîèçâåäåíèå ïëîùàäè ñåãìåíòà (ñì.
ðèñ.3) íà âûñîòó âûâîðîòà è íà ïëîòíîñòü ãëèíû 32500 *ã ì .
Â òàêîì ñëó÷àå ìàññà âûâîðîòà " 50 2m ª . Çíà÷èò, áåðåçà ñ
âûâîðîòîì ïåðåä íà÷àëîì ñïóñêà îáëàäàëà çàïàñîì ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ïîðÿäêà 5,5 ÌÄæ. Ýòî êîëîññàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ!

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ
áåðåçû ïî ñêëîíó. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âûñîòó öåíòðà
òÿæåñòè ñèñòåìû áåðåçà – âûâîðîò è ïîëîæåíèå ïðîåêöèè
öåíòðà òÿæåñòè ïðè äâèæåíèè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Åñëè
ïðîåêöèÿ áóäåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû ñåãìåíòà, òî áåðåçà
îïðîêèíåòñÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðèìåì, ÷òî ìàññà âûâîðîòà

öåëèêîì ñîñðåäîòî÷åíà â
íåêîòîðîé òî÷êå À íà
âûñîòå 0,5 ì, à ìàññà áå-
ðåçû – â òî÷êå Â íà âûñî-
òå 6,5 ì â öåíòðå áåðåçû
(ðèñ.4).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàñ-
ñà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà â îáúåìå âûâîðîòà,
è îïðåäåëèì ïîëîæåíèå
òî÷êè À â ïëîñêîñòè ñåã-
ìåíòà (ñì. ðèñ.3).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óäà-
ëåíèÿ δ  öåíòðà òÿæåñòè
âûâîðîòà îò îñè áåðåçû
âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé.
Ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è ñëå-

äóþùèé. Ìû çíàåì ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè êðóãà – öåíòð
ñàìîãî êðóãà. Äàëåå íàéäåì ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè
êðóãîâîãî ñåêòîðà ñ óãëîì ðàñòâîðà 2β . Âñïîìíèâ, ÷òî öåíòð
òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ åãî
ìåäèàí è ÷òî ìåäèàíû äåëÿòñÿ â ýòîé òî÷êå â îòíîøåíèè 2:1
(ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, èç êîòîðîãî âûõîäèò
ìåäèàíà), ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè
êðóãîâîãî ñåãìåíòà ñ óãëîì ðàñòâîðà 2β , à çàòåì – è ñ óãëîì
ðàñòâîðà 2 2π β- . Ïðè ýòîì åñëè îò èñõîäíîé ôèãóðû
«îòñåêàåòñÿ» êàêàÿ-ëèáî ÷àñòü, òî åå ìàññà è ïëîùàäü (ìàññà
ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè) ïðè ðàñ÷åòå ïîëîæåíèÿ öåíòðà
òÿæåñòè ñ÷èòàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. (Ìåòîä îòðèöàòåëüíûõ
ìàññ äàâíî ïðèìåíÿåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ ðàñ-
÷åòà ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ñëîæíûõ ôèãóð è òåë ñ ðàçíî-
îáðàçíûìè âûðåçàìè.)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5,
íà êîòîðîì îòñåêàåìûå ôèãóðû çàêðàøåíû.

Èòàê, ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðóãà ðàäèóñîì R äî öåíòðà
òÿæåñòè êðóãîâîãî ñåêòîðà ñ óãëîì ðàñòâîðà 2β  è ïëîùàäüþ

1S  (ñì. ðèñ.5,à) ðàâíî

1

2 sin

3
x R

β
β

= ,

ãäå óãîë β  â çíàìåíàòåëå âûðàæåí â ðàäèàíàõ. Â íàøåì
ñëó÷àå 1,23 !=äβ = , è 1 1,53 ìx = . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
ìåäèàí, ïîëó÷àåì 0,67 ìxΔ = . Íàéäåì òåïåðü ïîëîæåíèå
öåíòðà òÿæåñòè ñåãìåíòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 5,á. Òàê
êàê ïëîùàäü SΔ  òðåóãîëüíèêà îòðèöàòåëüíà, òî

1 1

2

1

1,82 ì
S x S x

x
S S

Δ Δ

Δ

-
= ª

-
.

Ðàññ÷èòàåì äàëåå ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè ñåãìåíòà ñ
óãëîì ðàñòâîðà 2 2π β-  (ñì. ðèñ.5,â). Ïîëó÷àåì

2 2

0 2

0,75 ì
S x

S S
δ = =

-
,

ãäå S
2
 – ïëîùàäü ñåãìåíòà ñ óãëîì ðàñòâîðà 2β, à S

0
 –

ïëîùàäü êðóãà. Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå öåíòðà òÿæåñòè
âûâîðîòà íàõîäèòñÿ ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò öåíòðà êðóãà, ÷åì
öåíòðû òÿæåñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ôèãóð.

Íåñëîæíûé ðàñ÷åò ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû
áåðåçà – âûâîðîò ïîêàçàë, ÷òî âûñîòà öåíòðà òÿæåñòè ñèñòå-
ìû ñîñòàâëÿåò âñåãî 19 ñì íàä óðîâíåì öåíòðà òÿæåñòè
âûâîðîòà è íàõîäèòñÿ ãëóáîêî â åãî îáúåìå, à åãî ïðîåêöèÿ
íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü ñ óãëîì 45α = ∞  íàõîäèòñÿ äàëåêî
îò êðàÿ ñåãìåíòà âíóòðè åãî, ÷òî äîêàçûâàåò åãî óñòîé÷è-
âîñòü. Òàê æå íåòðóäíî îöåíèòü, ÷òî áåðåçà áóäåò óñòîé÷èâî
ñêàòûâàòüñÿ ñ ãîðû áåç îïðîêèäûâàíèÿ äàæå ïðè óêëîíå
ãîðû âåëè÷èíîé ( )arctg 1,75 0,69 68ª ∞ . Ýòî ãîâîðèò î òîì,
÷òî ñêàòûâàíèå áåðåçû óñòîé÷èâî äàæå ïðè ñèëüíî íåðîâíîì
ñêëîíå îáðûâà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè, ÷òî íà óñòîé÷èâîñòü
ñïóñêà áåðåçû ñèëüíîå âëèÿíèå îêàçàëî íàëè÷èå òÿæåëîãî
âûâîðîòà, êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñêðûò âîäîé. Îäíàêî
ñëåä îò íåãî – âûåìêà – îñòàëàñü íà ìåñòå ïðåæíåãî ðîñòà
áåðåçû, ïðàâäà îíà óæå çàðîñëà òðàâîé.

Êàêîâà äàëüíåéøàÿ ñóäüáà áåðåçû-ïóòåøåñòâåííèöû? Óâû,
îíà ïîãèáëà îò èçáûòêà âîäû. Óæå â èþëå åå ëèñòâà
ïîæåëòåëà è áûëà íå òàêîé ãóñòîé, êàê ðàíüøå. Â ñåíòÿáðå
íàøà áåðåçà ñîâñåì ëèøèëàñü ëèñòüåâ, òîãäà êîãäà äðóãèå
áåðåçû íà áåðåãó ðàäîâàëè ãëàç âåñåëûì çîëîòûì íàðÿäîì.
Çèìîé îíà ñòîÿëà ïîñðåäè ëåäÿíîé ðàâíèíû, è åå îêðåñò-
íîñòü îáëþáîâàëè ïîêëîííèêè çèìíåé ðûáàëêè. À âåñíîé
ìîùíûé ëåäîõîä è ïàâîäîê îïðîêèíóëè íàøó áåðåçó è
óíåñëè åå âíèç ïî òå÷åíèþ.

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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öåïè, îáëàäàþùèå îòíîñèòåëüíî áîëüøîé èíäóêòèâíîñ-
òüþ. Êàê ïðàâèëî, êàòóøêà èíäóêòèâíîñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âèòêîâ èçîëèðîâàííî-
ãî ïðîâîäà, íàìîòàííîãî íà öèëèíäðè÷åñêèé èëè òîðîèäàëü-
íûé êàðêàñ, ïðè÷åì äëÿ óâåëè÷åíèÿ èíäóêòèâíîñòè êàðêàñû
çàìåíÿþò ìàãíèòíûìè ñåðäå÷íèêàìè â âèäå öèëèíäðîâ èëè
òîðîâ. Ðàçóìååòñÿ, òàêèå êàòóøêè îáëàäàþò íå òîëüêî èíäóê-
òèâíîñòüþ, íî è åìêîñòüþ (ìåæâèòêîâîé) è îìè÷åñêèì
ñîïðîòèâëåíèåì (îáìîòêè). Â çàäà÷àõ æå îáû÷íî ðàçáèðàþò-
ñÿ èäåàëèçèðîâàííûå ñõåìû, â êîòîðûõ êàòóøêè èíäóêòèâ-
íîñòè îáëàäàþò òîëüêî ÷èñòîé èíäóêòèâíîñòüþ.

Êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì äëÿ
äâóõ öåëåé: äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíûõ (ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé
èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ìàãíèòíûõ ïîëåé (ýëåêòðî-
ìàãíèòû) è äëÿ ñîçäàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé êîëåáàòåëüíîé ñèñ-
òåìû, ò.å. êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà. Åñëè êîíäåíñàòîð ïîçâî-
ëÿåò àêêóìóëèðîâàòü ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî êà-
òóøêà èíäóêòèâíîñòè íàêàïëèâàåò ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ïðè êîëåáàíèÿõ ýíåðãèÿ êîíòóðà ïåðåõîäèò èç ýëåêòðè÷åñ-
êîé â ìàãíèòíóþ è îáðàòíî.

Ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ñõåìå

(ðèñ.1) ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à K? Âñå ïàðàìåòðû ýëåìåí-
òîâ ñõåìû ñ÷èòàòü èçâå-
ñòíûìè.

Ïåðåä ðàçìûêàíèåì
êëþ÷à K â ñõåìå èìååò
ìåñòî óñòàíîâèâøååñÿ ñòà-
öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, â
êîíòóðå abåfà (ðèñ.2) òå-
÷åò ïîñòîÿííûé òîê. Âå-
ëè÷èíó ýòîãî òîêà íàé-
äåì ïî çàêîíó Îìà äëÿ
êîíòóðà:

1 2

I
R R

=
+
E

.

Òîê ÷åðåç êîíäåíñàòîð
ðàâåí íóëþ, à ïîñòîÿí-
íîå íàïðÿæåíèå CU  íà
êîíäåíñàòîðå, ñîãëàñíî
çàêîíó Îìà äëÿ êîíòóðà
bñdeb, ðàâíî

2

2

1 2

C

R
U IR

R R
= =

+
E

.

Ñðàçó ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à â ÷àñòè êîíòóðà bcdeb
ñîõðàíèòñÿ íàéäåííûé ðàíåå òîê I, à íà êîíäåíñàòîðå ïî-
ïðåæíåìó áóäåò íàïðÿæåíèå CU . Çàòåì â ýòîì êîíòóðå
âîçíèêíóò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ òîêà, è ñî âðåìåíåì îíè
ïðåêðàòÿòñÿ. Âåñü èçíà÷àëüíûé çàïàñ ýíåðãèè, ñîñðåäîòî-
÷åííûé â êàòóøêå è â êîíäåíñàòîðå, âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå
ñîïðîòèâëåíèåì 2R  â âèäå òåïëà, ïîýòîìó èñêîìîå êîëè÷å-
ñòâî òåïëîòû áóäåò ðàâíî

( )
( )

2 2
2 2

2

2

1 2
2 2 2

C
L CRLI CU

Q
R R

+
= + =

+

E
.

Çàäà÷à 2. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3, êëþ÷ K íà
íåêîòîðîå âðåìÿ çàìûêàþò, à ïîòîì ñíîâà ðàçìûêàþò.
Îïðåäåëèòå âðåìÿ, íà êîòî-
ðîå áûë çàìêíóò êëþ÷, åñëè
ïîñëå åãî ðàçìûêàíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà êîí-
äåíñàòîðå áûëî ðàâíî 2E .
Ñ÷èòàòü çàäàííûìè L è C.
Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíè-
åì áàòàðåè ïðåíåáðå÷ü.

Ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
Ñ ìîìåíòàëüíî çàðÿäèòñÿ äî
íàïðÿæåíèÿ, ðàâíîãî ÝÄÑ áàòàðåè E , è ýòî íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðå áóäåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûì, ïîêà êëþ÷ K
áóäåò çàìêíóò. Î÷åâèäíî, ÷òî íà÷àëüíûé òîê ÷åðåç êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòè áûë ðàâåí íóëþ. Çàêîí Îìà äëÿ çàìêíóòîãî
êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî áàòàðåþ è êàòóøêó, ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

dI
L

dt
=E ,

ãäå I – òîê ÷åðåç êàòóøêó. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ íà dt è ïðîèíòåãðèðóåì:

0 0

t I

dt L dI=Ú ÚE .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì òàêóþ çàâèñèìîñòü òîêà îò
âðåìåíè:

I t
L

=
E

.

Åñëè ìû ðàçîìêíåì êëþ÷ ÷åðåç âðåìÿ τ , òî òîê ÷åðåç
êàòóøêó ñðàçó ïîñëå ðàçìûêàíèÿ áóäåò ðàâåí

( )I
L

τ τ=
E

,

à íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâíî E .
Ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à â LC-êîíòóðå íà÷íóòñÿ ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîêà ïðè ñîõðàíåíèè ýíåðãèè, çàïàñåííîé
â êîíòóðå â ìîìåíò ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â
êîíòóðå ïîñëå ðàçìûêàíèÿ êëþ÷à ðàâíà

( )2 2

2 2

LI C
W

τ
= +

E
.

Â ìîìåíò, êîãäà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, òîê â êîíòóðå ðàâåí íóëþ, è âñÿ
ýíåðãèÿ êîíòóðà ñîñðåäîòî÷åíà â êîíäåíñàòîðå, íàïðÿæåíèå
íà êîòîðîì óäâîèòñÿ:

( )
2

22
2

2

C
W C= =

E
E .

Ïðèðàâíèâàÿ îáå ýíåðãèè, ïîëó÷èì
2 2 2

22
2 2

C
C

L

τ
+ =

E E
E ,

Êàòóøêè
èíäóêòèâíîñòè â
ýëåêòðè÷åñêèõ

öåïÿõ
Â.ÌÎÆÀÅÂ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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îòêóäà

3LCτ = .

Çàäà÷à 3. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ, çàðÿæåííûé äî ðàçíî-
ñòè ïîòåíöèàëîâ 0U , ÷åðåç êëþ÷ K ïîäêëþ÷åí ê äâóì

êàòóøêàì ñ èíäóêòèâíîñ-
òÿìè 1L  è 2L  (ðèñ.4). Åñëè
çàìêíóòü êëþ÷, òî ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ êîíäåíñà-
òîð ïîëíîñòüþ ïåðåçàðÿäèò-
ñÿ (íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå ïîìåíÿåò çíàê). Êàêèå
çàðÿäû ïðîòåêóò ÷åðåç êà-
òóøêè çà ýòî âðåìÿ?

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå çàìû-
êàíèÿ êëþ÷à â îáðàçîâàâ-

øåìñÿ êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå ïðîèñõîäÿò ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ òîêîâ â êàòóøêàõ è ÷òî, ñàìîå ãëàâíîå, êîëåáàíèÿ
òîêîâ â êàòóøêàõ ïðîèñõîäÿò ñèíôàçíî, íî ñ ðàçíûìè
àìïëèòóäàìè.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå çàìûêà-
íèÿ êëþ÷à. Ïóñòü â ýòîò ìîìåíò â öåïè òåêóò òîêè, èçîáðà-

æåííûå íà ðèñóíêå 5, à
íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå ðàâíî U. Ïî çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà,

1 2CI I I= + .      (1)

Çàïèøåì çàêîí Îìà äëÿ
êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî êîí-
äåíñàòîð è êàòóøêó èíäóê-
òèâíîñòüþ 1L :

1

1

dI
L U

dt
= ,      (2)

è äëÿ êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî êàòóøêè ñ èíäóêòèâíîñòÿìè
1L  è 2L :

1 2

1 2

dI dI
L L

dt dt
= .                         (3)

Ñâÿçü ìåæäó òîêîì CI  è íàïðÿæåíèåì íà êîíäåíñàòîðå U
èìååò âèä

C

dU
I C

dt
= - .                           (4)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (2) ïî âðåìåíè:

1 1 0L I U- =¢¢ ¢ .

Ïîäñòàâèâ ñþäà U ¢  èç óðàâíåíèÿ (4) è CI  èç ðàâåíñòâà (1),
ïîëó÷èì

( )1 1 1 2

1
0L I I I

C
+ + =¢¢ .                     (5)

Òåïåðü ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3) íåñêîëüêî èíà÷å:

( )1 1 2 2
0

d
L I L I

dt
- = .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

1 1 2 2 constL I L I- = .

Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå òîêè â êàòóøêàõ ðàâíû íóëþ, êîí-
ñòàíòà òàêæå ðàâíà íóëþ, è ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó òîêàìè

1I  è 2I :

1 1 2 2L I L I= .                           (6)

Âûðàæàÿ îòñþäà 2I  è ïîäñòàâëÿÿ â (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî 1I :

( )1 2

1 1

1 2

0
L L

I I
CLL

+
+ =¢¢ .

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîêà 1I
ñ ÷àñòîòîé

1 2

1 2

L L

CLL
ω

+
= .

Ïîñêîëüêó òîêè 1I  è 2I  â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (6), îáà òîêà èçìåíÿþòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå
ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íî ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ñóììàðíûé çàðÿä, êîòîðûé ïðîòå÷åò ÷åðåç îáå
êàòóøêè, ðàâåí

1 2 02Q Q Q CU= + = .

Îòíîøåíèå çàðÿäà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâ-
íîñòüþ 1L , ê çàðÿäó, ïðîòåêøåìó ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâ-
íîñòüþ 2L , ðàâíî

1 1 2

2 2 1

Q I L

Q I L
= = .

Ñëåäîâàòåëüíî,

0 2

1

1 2

2CU L
Q

L L
=

+ , 
0 1

2

1 2

2CU L
Q

L L
=

+ .

Çàäà÷à 4. Â ñõåìå (ðèñ.6) êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ
çàðÿæåí äî íåêîòîðîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à
K â öåïè ïðîèñõîäÿò ñâîáîä-
íûå êîëåáàíèÿ òîêà, ïðè êî-
òîðûõ àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå
òîêà â êàòóøêå èíäóêòèâ-
íîñòüþ 2L  ðàâíî 0I . Êîãäà
òîê â êàòóøêå èíäóêòèâíîñ-
òüþ 1L  äîñòèãàåò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, èç íåå áû-
ñòðî (çà ìàëîå âðåìÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé)
âûäâèãàþò ñåðäå÷íèê, ÷òî
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ åå
èíäóêòèâíîñòè â μ  ðàç. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæå-
íèå íà êîíäåíñàòîðå ïîñëå âûäâèæåíèÿ ñåðäå÷íèêà.

Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è 3, â òîò ìîìåíò, êîãäà òîê
÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 2L  äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ 0I , òîê ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 1L  òàêæå
ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå

2 0

max

1

L I
I

L
= .

Ïðè áûñòðîì èçìåíåíèè èíäóêòèâíîñòè ïåðâîé êàòóøêè îò
1L  äî 1L μ  ñîõðàíÿþòñÿ ìàãíèòíûå ïîòîêè, ïðîíèçûâàþ-

ùèå êàæäóþ êàòóøêó. Â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòüþ 2L  òîê
îñòàíåòñÿ ðàâíûì 0I . Îáîçíà÷èì íîâûé òîê â ïåðâîé êàòóø-
êå ÷åðåç 1I . Òîãäà ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà
ìîæíî çàïèñàòü

1

1 max 1

L
L I I

μ
= ,

îòêóäà

2

1 max 0

1

L
I I I

L

μ
μ= = .

Ïðè ìàêñèìàëüíîì íàïðÿæåíèè íà êîíäåíñàòîðå òîêè â
êàòóøêàõ ðàâíû íóëþ. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

2 2 2

1 1 2 0 max

2 2 2

L I L I CU

μ
+ = .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå êîíäåí-
ñàòîðà:

( )2 2 1

max 0

1

L L L
U I

CL

μ +
= .

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Çàäà÷à 5. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 7, äâå
êàòóøêè ñ èíäóêòèâíîñòÿìè 1L  è 2L  ñîåäèíåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì åìêîñòüþ Ñ. Â íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò êëþ÷è 1K  è 2K  ðà-
çîìêíóòû, à êîíäåíñàòîð
çàðÿæåí äî íàïðÿæåíèÿ

0U . Ñíà÷àëà çàìûêàþò
êëþ÷ 1K , à ïîòîì, ïîñëå
òîãî êàê íàïðÿæåíèå íà
êîíäåíñàòîðå ñòàíåò ðàâ-
íûì íóëþ, çàìûêàþò êëþ÷

2K . ×åðåç íåêîòîðîå âðå-
ìÿ ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ-
÷à 2K  êîíäåíñàòîð ïåðå-
çàðÿäèòñÿ äî íåêîòîðîãî

ìàêñèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó ýòîãî
íàïðÿæåíèÿ.

Ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 1K  êîíäåíñàòîð íà÷íåò ðàçðÿ-
æàòüñÿ, è â êîíòóðå ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó áóäåò
íàðàñòàòü òîê. ×åðåç ÷åòâåðòü ïåðèîäà, ò.å. ÷åðåç ïðîìåæó-

òîê âðåìåíè, ðàâíûé ( )1 2
2

L L C
π

+ , íàïðÿæåíèå íà êîíäåí-

ñàòîðå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, à òîê â êîíòóðå äîñòèãíåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ maxI . Âåëè÷èíó ýòîãî òîêà íàéäåì
ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

( ) 22
1 2 max0

2 2

L L ICU +
= ,

îòêóäà

max 0

1 2

C
I U

L L
=

+
.

Â ýòîò ìîìåíò çàìûêàþò êëþ÷ 2K . Çàêîí Îìà äëÿ êîíòó-
ðà, ñîäåðæàùåãî êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 1L  è çàìêíóòûé
êëþ÷ 2K , ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

1

1
0

dI
L

dt
= ,

ãäå 1I  – òîê ÷åðåç êàòóøêó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à. Óðàâíå-
íèå äëÿ òîêà 1I  îçíà÷àåò, ÷òî òîê ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâ-
íîñòüþ 1L  ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à 2K  áóäåò îñòàâàòüñÿ
ïîñòîÿííûì è ðàâíûì maxI , ò.å.

1 max 0

1 2

C
I I U

L L
= =

+
.

Òîê ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 2L  áóäåò óìåíüøàòüñÿ

ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íî óæå ñ ÷àñòîòîé 21 L Cω = .
Íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå áóäåò ðàñòè, è êîãäà îíî
äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ maxU , òîê ÷åðåç êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòüþ 2L  áóäåò ðàâåí íóëþ. Ýòî íàïðÿæåíèå
ìîæíî íàéòè ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

( )

2 2 2 2 2

0 1 1 max 1 0 max

1 2
2 2 2 2 2

CU L I CU CLU CU

L L
= + = +

+
,

îòêóäà

2

max 0

1 2

L
U U

L L
=

+ .

Çàäà÷à 6. Â ñõåìå íà
ðèñóíêå 8 êàòóøêè ñ
èíäóêòèâíîñòÿìè 1L  è

2L  çàêîðî÷åíû ÷åðåç
èäåàëüíûé äèîä D. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò
êëþ÷ K ðàçîìêíóò, à
êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ
Ñ çàðÿæåí äî íàïðÿæå-
íèÿ 0U . Íàéäèòå çàâè-

ñèìîñòè òîêîâ ÷åðåç êàòóøêè îò âðåìåíè ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à K è èçîáðàçèòå ýòè çàâèñèìîñòè íà ãðàôèêå ( )I t .

Ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à äèîä áóäåò íàõîäèòüñÿ â
çàïåðòîì ñîñòîÿíèè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðàÿ
êàòóøêà îòêëþ÷åíà îò öåïè, à
ðàáî÷àÿ ñõåìà èìååò âèä, èçîá-
ðàæåííûé íà ðèñóíêå 9. Ïóñòü
â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìå-
íè ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñ-
òüþ 1L  òå÷åò òîê 1I , à íàïðÿæå-
íèå íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî U.
Çàêîí Îìà äëÿ ýòîé öåïè èìååò
âèä

1

1

dI
L U

dt
= .

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

1

CdQ dU
I C

dt dt
= - = - .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî âðåìå-
íè:

2

1

1 2

d I dU
L

dtdt
= .

Ïîäñòàâèâ ñþäà ïðîèçâîäíóþ 
dU

dt
 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ òîêà 1I :

1 1

1

1
0I I

LC
+ =¢¢ .

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîêà

1I  ñ ÷àñòîòîé 1

1

1

LC
ω = . Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì

èñêàòü â âèäå

1 1 1cos sinI A t B tω ω= + ,

ãäå À è Â – êîíñòàíòû, êîòîðûå íàéäåì èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Ñðàçó ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à (t = 0) 1 0I = ,
îòêóäà ïîëó÷àåì À = 0. Êîíñòàíòó Â ïðîùå âñåãî íàéòè,
èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïðè ìàêñèìàëüíîì
òîêå 1I  ( 1maxI B= ) íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî
íóëþ, ïîýòîìó

2 2

1 0

2 2

LB CU
= ,

îòêóäà

0

1

C
B U

L
= .

Òîãäà çàâèñèìîñòü ( )1
I t  áóäåò èìåòü âèä

1 0 1

1

sin
C

I U t
L

ω= .

Òîê ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 2L , î÷åâèäíî, áóäåò
ðàâåí íóëþ äî òåõ ïîð, ïîêà òîê 1I  íå äîñòèãíåò ìàêñèìóìà,
à íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Ýòî
áóäåò ïðîèñõîäèòü â òå÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà, ò.å. ïðîìå-

æóòêà âðåìåíè 1
0

2
t LC

π
£ £  (çäåñü 

1 1

1

2
2T LC

π
π

ω
= =  –

ïåðèîä êîëåáàíèé). Êàê òîëüêî íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå
íà÷íåò ðàñòè, íî óæå ñ äðóãèì çíàêîì, îòêðîåòñÿ äèîä, è
÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 2L  ïîòå÷åò òîê. Ðàáî÷àÿ
ñõåìà áóäåò èìåòü âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå 10. Íà÷àëî
îòñ÷åòà âðåìåíè ñâÿæåì ñ ìîìåíòîì äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî òîêà ÷åðåç ïåðâóþ êàòóøêó.

Ïóñòü â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òîêè ÷åðåç êàòóøêè
ðàâíû 1I  è 2I , ÷åðåç êîíäåíñàòîð òå÷åò òîê 3I , à íàïðÿæåíèå

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9



Ðèñ. 11

íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî
U. Çàïèøåì çàêîí Îìà
äëÿ êîíòóðà, îõâàòûâà-
þùåãî äâå êàòóøêè:

1 2

1 2
0

dI dI
L L

dt dt
+ = .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ èìååò âèä

1 1 2 2 constL I L I+ = .

Ïîñêîëüêó â âûáðàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò ( )1 0

1

0
C

I U
L

= ,

à ( )2
0 0I = , òî

1 1 2 2 0 1
L I L I U LC+ = .

Òåïåðü çàïèøåì çàêîí Îìà äëÿ êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî
êîíäåíñàòîð è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ 1L :

1

1

dI
L U

dt
- = .

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ìîæíî çàïèñàòü

1 2 3I I I= + ,   3

dU
I C

dt
= .

Èç ñèñòåìû ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé âçàèìîèñêëþ-
÷åíèåì ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî òîêà 1I :

1 2 0

1 1

1 2 2 1

L L U
I I

CLL L LC

+
+ =¢¢ .

Ýòî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå òàêæå îïèñûâàåò ãàðìîíè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîêà 1I , íî óæå ñ íîâîé ÷àñòîòîé

1 2

2

1 2

L L

CLL
ω

+
= . Íàëè÷èå ñïðàâà â óðàâíåíèè íå íóëåâîãî

÷ëåíà, à íåêîòîðîé êîíñòàíòû (íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè)
îçíà÷àåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òîêà áóäóò ïðîèñõî-
äèòü îòíîñèòåëüíî íå íóëåâîãî óðîâíÿ, à íåêîòîðîãî çíà÷å-

íèÿ òîêà 0 1

1

1 2

const=
U LC

I
L L

=
+

. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ èùåì â âèäå

0 1

1 2 2

1 2

cos sin
U LC

I A t B t
L L

ω ω= + +
+

.

Ïîñêîëüêó ïðè t = 0  ( )1 0

1

0
C

I U
L

= , òî

1

0 0

1 1 2

LCC
A U U

L L L
= -

+ .

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 1 0
dI

dt
=  (íà÷àëî îòñ÷åòà âûáðàíî ïðè

ìàêñèìàëüíîì òîêå) ñëåäóåò, ÷òî Â = 0.

Ðèñ. 10

Îêîí÷àòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü ( )1
I t  áóäåò èìååò âèä

2

1 0 2

1 1 2

cos
C L

I U t
L L L

ω= +
+

1

0

1 1 2

C L
U

L L L+ ,

à çàâèñèìîñòü ( )2
I t  –

( )1

2 0 2

1 1 2

1 cos
C L

I U t
L L L

ω= -
+

.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòÿõ ( )1
I t  è ( )2

I t
âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìîìåíòà 1 4t T=  ïîñëå çàìûêàíèÿ
êëþ÷à. Ïîëíàÿ (ñ ìîìåíòà çàìûêàíèÿ êëþ÷à) âðåìåííáÿ
çàâèñèìîñòü òîêîâ 1I  è 2I  èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 11.

Óïðàæíåíèÿ

1. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå ñîïðîòèâ-
ëåíèåì 2R  â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 12, ïîñëå ïåðå-
êëþ÷åíèÿ êëþ÷à èç ïîëîæåíèÿ 1 â ïîëîæåíèå 2?

2. Öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòÿìè 
1C  è

2C  è êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L (ðèñ.13), ïåðâîíà÷àëüíî
ðàçîìêíóòà. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 1C  çàðÿæåí äî ðàçíîñòè
ïîòåíöèàëîâ 

0U . Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ñèëû
òîêà â êîíòóðå ïîñëå çàìûêà-
íèÿ êëþ÷à.

3. Â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå,
ñîñòîÿùåì èç äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ êàòóøåê
èíäóêòèâíîñòÿìè 

1L  è 
2L  è

êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ
(ðèñ.14), ïðîèñõîäÿò ñâîáîä-
íûå êîëåáàíèÿ òîêà, ïðè êîòî-
ðûõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé òîêà
ðàâíà 0I . Êîãäà ñèëà òîêà â êàòóøêå èíäóêòèâíîñòüþ 1L

ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíîé, â íåå áûñòðî (çà ìàëîå âðåìÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êî-
ëåáàíèé òîêà) âñòàâëÿþò
ñåðäå÷íèê, ÷òî ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ èíäóêòèâíîñòè
êàòóøêè â μ  ðàç. Îïðåäå-
ëèòå ìàêñèìàëüíîå íàïðÿ-
æåíèå íà êîíäåíñàòîðå ïîñ-
ëå ââåäåíèÿ ñåðäå÷íèêà.

4. Äâà óäàëåííûõ ïðîâî-
äÿùèõ øàðà ðàäèóñîì R
êàæäûé ñîåäèíåíû ó÷àñòêîì öåïè, ñîäåðæàùèì èñòî÷íèê ïîñòî-
ÿííîãî òîêà ñ ÝÄÑ E , êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ L è êëþ÷ K
(ðèñ.15). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò êëþ÷ ðàçîìêíóò, à çàðÿäû íà
øàðàõ îòñóòñòâóþò. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíûé çàðÿä íà êàæ-
äîì øàðå ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à. Îìè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì
öåïè ïðåíåáðå÷ü.

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15
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Òî÷êà âíóòðè
îêðóæíîñòè

Â.ÀËÅÊÑÅÅÂ, Â.ÃÀËÊÈÍ,

Â.ÏÀÍÔÅÐÎÂ, Â.ÒÀÐÀÑÎÂ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ç
ÀÄÀ×È Î ÒÎ×ÊÀÕ, ÍÀÕÎÄßÙÈÕÑß ÂÍÓÒÐÈ ÍÅÊÎÒÎÐÎÉ
îêðóæíîñòè, äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â âàðèàíòàõ

âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ. Ìû ïîãîâîðèì î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷. Îñîáîå âíèìàíèå ïðè ýòîì áóäåò óäåëÿòüñÿ
âñïîìîãàòåëüíûì óòâåðæäåíèÿì, êîòîðûå ìû áóäåì ôîðìó-
ëèðîâàòü â âèäå òàê íàçûâàåìûõ îïîðíûõ çàäà÷.

Êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 1 (îïîðíàÿ). Ïóñòü ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò äâå êîí-
öåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè â òî÷êàõ Ì, N è 1M , 1N
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.1). Äîêàæèòå ÷òî

à) 1 1MM N N= ; á) 2

1 1
MM M N MP◊ = ,

ãäå ÌÐ – îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê ìåíüøåé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. à) Îòðåçêè,

î ðàâåíñòâå êîòîðûõ èäåò
ðå÷ü, ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî äèàìåòðà,
ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïðÿ-
ìîé MN. À çíà÷èò, îíè
ðàâíû.

á) Ïî òåîðåìå îá îò-
ðåçêàõ êàñàòåëüíîé (ñì.
ðèñ.1):

2

1 1
MP MM MN= ◊ =

1 1MM M N= ◊ .

Çàäà÷à 2 (ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1997 ã.). Äàíû
äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Â áîëüøåé èç íèõ ïðîâå-
äåíû äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû KL è MN, êîòîðûå
ïåðåñåêàþò ìåíüøóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ 1K , 1L  è 1M ,

1N  ñîîòâåòñòâåííî (òî÷êè ñ èíäåêñîì «1» ðàñïîëîæåíû
áëèæå ê îäíîèìåííûì òî÷êàì áåç èíäåêñà). Õîðäû 1 1K N  è

1 1LM  ìåíüøåé îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F. Íàé-
äèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ 

1 1K FL  è 
1 1M FN ,

åñëè KL = 5N 1N , à äëèíà õîðäû 
1 1M N  ðàâíà ñðåäíåìó

ãåîìåòðè÷åñêîìó äëèí îòðåçêîâ KL è 1MM .
Ðåøåíèå. Ïóñòü 

1 1K L c= , 
1 1M N m= , 

1 1N N M M x= = ,

1 1K K LL a= = , L
1
L
2 1 2M M b= =  (ðèñ.2).

Òðåóãîëüíèêè 1 1K FL  è 1 1M FN  ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì
( 1 1 1 1LK F N M F– = –  êàê âïèñàííûå, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è
òó æå äóãó 1 1L N ). Ïîýòîìó èñêîìîå îòíîøåíèå ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî êâàäðàòó èõ êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ:

1

1 1

2 2

1 1

1 1

K FL

M FN

S K L c

S M N m

Δ

Δ

Ê ˆ Ê ˆ= = Á ˜Á ˜ Ë ¯Ë ¯
.

Ïî óñëîâèþ:

1

2 2 2

1 1 1

5 , 2 5 ,

5

KL NN a c x

M N KL MM m x

= + =Ï ÏÔ Ô¤ fiÌ Ì
= ◊ =Ô ÔÓ Ó

2 5,

.
5

a c m

m
x

Ï + =
Ô
Ì

=Ô
Ó

Èìååì:

1

5

2

m c
LL a

-
= = ,

1

5 5

2 2

m c m c
KL a c c

- +
= + = + = .

Òàê êàê, â ñèëó çàäà÷è 1, 1 1 1 1LL KL MM NM◊ = ◊ , òî

5

2

m c- 5

2 5 5

m c m m
m

+ Ê ˆ
= +Á ˜Ë ¯

,

îòêóäà
2

2

1 1

2

1 1

21 4 5

5

K L c

M N m

Ê ˆ -
= =Á ˜Ë ¯

.

Çàäà÷à 3 (õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1998 ã.). Â îêðóæ-
íîñòè ïðîâåäåíû õîðäû KL,  MN, PS. Õîðäû KL è PS
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ñ, õîðäû KL è MN ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå À, à õîðäû MN è PS ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Â, ïðè÷åì
AL = CK, AM = BN, BS = 5, BC = 4. Íàéäèòå ðàäèóñ

îêðóæíîñòè, åñëè âåëè÷èíà óãëà ÂÀÑ ðàâíà 
4

π
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü R – ðàäèóñ èñõîäíîé îêðóæíîñòè, r –
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êè À, Â è Ñ
(ðèñ.3). Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì ÀÑ è KL
ñîâïàäàþò, òàê êàê AL = CK. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû
ê îòðåçêàì ÀÂ è MN òîæå ñîâïàäàþò (AM = BN). Ïîýòîìó
öåíòðû äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ îêðóæíîñòåé ñîâïàäàþò (öåíòð
îêðóæíîñòåé îáîçíà÷èì áóêâîé Î). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ñîâïàäàþò ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì ÂÑ è PS,
ò.å. PC = BS = 5.

Òàê êàê 
4

BAC
π

– = , òî

2
2

BOC BAC
π

– = – =  è 
4

OBC OCB
π

– = – = .

Ïóñòü OH BC^ . Òîãäà OH = BH = CH = 
1

2
2

BC = . Èç

1



Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

òðåóãîëüíèêà OSHΔ  íàéäåòñÿ èñêîìûé ðàäèóñ:
2

2

2

SP
R OH

Ê ˆ= + Á ˜Ë ¯
.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) Òî÷êà Â ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè Ñ è S (ñì. ðèñ.3,à). Òîãäà

2 14SP BS BC= + = , 2 22 7 53R = + = .

2) Òî÷êà Ñ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè S è Â (ñì. ðèñ.3,á). Òîãäà

2 6SP BS BC= - = , 2 22 3 13R = + = .DD

Èòàê, ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 53  èëè 13 .
Çàìå÷àíèå. Çäåñü âàæíî ðàññìîòðåòü îáà ñëó÷àÿ.

Óïðàæíåíèå 1. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 19  ïðîâåäåíû õîðäû
ÀÂ, CD, EF. Õîðäû ÀÂ è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, õîðäû
CD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L, à õîðäû ÀÂ è EF ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå Ì, ïðè÷åì AM = BK, CK = DL, LF = 3, ML = 2. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà CKB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí òóïîé.

Ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè

Çàäà÷à 4 (îïîðíàÿ). Èç ñåðåäèíû N  õîðäû 1MM  îêðóæ-
íîñòè ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì ê ëó÷ó NM ïðîâåäåíû

îòðåçêè CN = a è DN =
= b (ðèñ.4). Äîêàæèòå,
÷òî äëèíà ïîëîâèíû
õîðäû 1MM  åñòü ñðåä-
íåå ãåîìåòðè÷åñêîå äëèí
îòðåçêîâ CN è DN:

MN CN DN ab= ◊ = .

Ðåøåíèå. Ïóñòü
NM= = x. Ïðîäëèì îò-
ðåçêè DN è CN äî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñ-
òüþ â òî÷êàõ 1D  è

1C  ñîîòâåòñòâåííî è
ïðîâåäåì äèàìåòð  ÷å-
ðåç òî÷êó N. Òîãäà

1 2 1N N MM^ , òàê êàê òî÷êà N – ñåðåäèíà Èç ðàâåíñòâà
MND MNC– = – = 1 1 1 1D NM C NM– = –  ïîëó÷èì, ÷òî

1 1 1
2

CNN D NN
π

ϕ– = – = - . Çíà÷èò, ïðÿìàÿ 1 2N N  ÿâëÿåò-

ñÿ îñüþ ñèììåòðèè, 
1CN D N a= =  è ïî ñâîéñòâó îòðåçêîâ

õîðä

1 1MN M N D N DN◊ = ◊ ,  èëè 2x ab= , x ab= .

Çàäà÷à 5 (ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1978 ã.). Äàíà
îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÀÂ. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì â òî÷êå À ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ Ñ
è D, à äèàìåòð ÀÂ — â òî÷êå Å. Íà äóãå ÑÅ, íå ñîäåðæàùåé
òî÷êó D, âçÿòà òî÷êà Ì, îòëè÷íàÿ îò òî÷åê Ñ è Å. Ëó÷
ÂÌ ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå N. Èçâåñòíî,
÷òî CN = a, DN = b. Íàéäèòå MN.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÀÂ äèàìåòð (ðèñ.5), òî AN MN^ ,
MN = 1NM  = x. Ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ
ÀÂ äóãè BmD  è BnC  ðàâíû, çíà÷èò, BND BNC– = – .
Òàêèì îáðàçîì, èç òî÷êè N âíóòðè âòîðîé îêðóæíîñòè ïîä
îäíèì è òåì æå óãëîì ê ëó÷ó NM èñõîäÿò îòðåçêè CN = a è
ND = b. Â ñèëó çàäà÷è 4,

MN x ab= = .

Óïðàæíåíèå 2. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 5 íàéäèòå 
CM

MD
, åñëè

2
CN

DN
= .

Âïèñàííûå è îïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè

Çàäà÷à 6 (îïîðíàÿ). Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD, âïèñàí-
íîì â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, äèàãîíàëè ÀÑ è BD ïåðïåíäè-
êóëÿðíû (ðèñ.6). Äîêàæèòå, ÷òî

2 2 2 2 2AB CD BC AD 4R+ = + = .

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÀÂ = à, CD = c, à ACB α– =  (ñì. ðèñ.6).
Òîãäà 90DBC α– = ∞ -  è ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ ABCΔ  è

DBCΔ  ïîëó÷èì

2 sina R α= , ( )2 sin 90 2 cosc R Rα α= ∞ - = ,

îòêóäà
2 2a c+  ( )2 2 2 24 sin cos 4R Rα α= + = .

Çàìå÷àíèå. Ñðàâíèòå ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì (è
ïðîâåðüòå åãî): â ïðîèç-
âîëüíîì âûïóêëîì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêå ABCD ñ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíà-
ëÿìè ñóììû êâàäðàòîâ
äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé.

Çàäà÷à 7 (îïîðíàÿ).
Äîêàæèòå, ÷òî â îïèñàí-
íîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèà-
ãîíàëÿìè îäíà èç äèàãî-
íàëåé ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè, à çíà÷èò, ðàâíû ìåæäó
ñîáîé ñèììåòðè÷íûå åé ñîñåäíèå ñòîðîíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü
AB = a, BC = x, CD =
= u, AD = b, AK = v,
KC = y, BK = z, KD =
= t (ðèñ.7). Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ïî-
ëîæèì, ÷òî a > x.

Òàê êàê äèàãîíàëè
ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî

2 2 2 2a u x b+ = +  (â
ñèëó çàäà÷è 6). Ïî-
ñêîëüêó â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü (ïî óñëîâèþ), òî a +
+ u = x + b. Ïîýòîìó (ïðè a – x >0) èìååì

2 2 2 2 2 2 2 2, ,a u x b a x b u

a u x b a x b u

Ï Ï+ = + - = -Ô Ô¤ ¤Ì Ì
+ = + - = -Ô ÔÓ Ó
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Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

( ) ( ) ( ) ( ),a x a x b u b u

a x b u

- + = - +ÏÔ¤ ¤Ì
- = -ÔÓ

,

.

a x b u a b

a x b u x u

+ = + =Ï Ï
¤ fiÌ Ì- = - =Ó Ó

Èòàê, ïðè a > x ïðÿìàÿ ÀÑ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè,
AB = AD, BC = DC. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD èìååò ôîðìó
äåëüòîèäà.

Çàäà÷à 8 (ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ, 1979 ã.). Â îêðóæíîñòü
âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè êîòîðîãî âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Å. Ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Å è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ÀÂ,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD â òî÷êå Ì. Äîêàæèòå, ÷òî ÅÌ –
ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà CED, è íàéäèòå åå äëèíó, åñëè

AD = 8, AB = 4 è
CDB α– = .
Ðåøåíèå. Ïóñòü H –

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ ÀÂ è ÅÌ (ðèñ.8).
Òîãäà BAC CDB– = – =
= α. Êðîìå òîãî, BEH– =

MED α= – = . Çíà÷èò,
òðåóãîëüíèê EMD ðàâíî-
áåäðåííûé ñ îñíîâàíèåì
DE, óãëàìè MDE– =

MED α= – =  ïðè îñíî-
âàíèè è ðàâíûìè ñòîðî-
íàìè EM = DM. Òðå-

óãîëüíèê MEC òîæå ðàâíîáåäðåííûé ñ ðàâíûìè óãëàìè

CEM ECM ECD– = – = – = 90 α– ∞ -

è ðàâíûìè ñòîðîíàìè ÅÌ = ÌÑ. Òàêèì îáðàçîì, EM =
= DM = MC è ÅÌ – ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå CED .

Èç òðåóãîëüíèêîâ ÂÀÅ, AED, CED ïîñëåäîâàòåëüíî íàõî-
äèì

AE AB= cos 4 cosCDB α– = ,

2 2ED AD AE= - = ( )
22 28 4 cos 4 4 cosα α- = - ,

1

2 2 cos

ED
EM CD

CDB
= = =

–

2

24 4 cos
2 3 4 tg

2 cos

α
α

α
-

= + .

Çàäà÷à 9 (ìåõìàò ÌÃÓ, 1971 ã.). Â ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD ìîæíî âïèñàòü è âîêðóã íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü. Äèàãîíàëè ýòîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, åñëè ðà-
äèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R, è AB = 2BC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü BC = x, AB = y = 2x (ïî óñëîâèþ), AD =
= z, CD = u (ðèñ.9). Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD
îïèñàííûé, òî

BC AD AB CD x z+ = + ¤ + = 2x u z x u+ ¤ = + .
Ïîcêîëüêó ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD âïèñàí-
íûé è åãî äèàãîíàëè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû, òî, â
ñèëó ðåçóëüòàòà çàäà÷è
6, ñóììà êâàäðàòîâ åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí ðàâíà êâàäðàòó äèà-
ìåòðà, ò.å. 2 2x z+ =

24R= . Íî èç çàäà÷è 7
ñëåäóåò, ÷òî u = x, z =
= y = 2x, ò.å. 2 2

5 4x R= .
À òàê êàê CBA– =

90A CDA= – = ∞ , ïîëó÷à-

åì, ÷òî

2 21 8
2 2 2

2 5
ABCD CBAS S xy x R= = ◊ = = .

Óïðàæíåíèÿ

3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü è âîêðóã íåãî
ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Äèàãîíàëü ÀÑ äåëèò ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîïîëàì. Íàéäèòå äëèíó äèàãîíàëè BD, åñëè
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí r, à ïåðèìåòð ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ðàâåí ð.

4. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R è
îïèñàí îêîëî äðóãîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ñòîðîí
÷åòûðåõóãîëüíèêà â òî÷êàõ K, L, M, N. Íàéäèòå ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà â 3 ðàçà áîëüøå
ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN, à óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè
ÀÑ è BD ðàâåí γ .

5. ×åòûðåõóãîëüíèê KLMN âïèñàí â îêðóæíîñòü. ×åðåç åãî
âåðøèíû ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê ýòîé îêðóæíîñòè, îáðàçóþ-
ùèå ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðûé òàêæå ìîæíî âïèñàòü â îêðóæ-
íîñòü. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN, åñëè åãî
ïåðèìåòð ðàâåí ð, à MN = 2ML = 8LK.

Çàäà÷à 10 (ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ, 1998 ã.). Â ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Ïóñòü K –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî
äèàãîíàëåé. Èçâåñòíî,
÷òî AB > BC > KC,
BK = 4 2+ , à ïåðè-
ìåòð è ïëîùàäü òðåó-
ãîëüíèêà BKC ðàâíû 14
è 7  ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéäèòå DC.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì òà-
êèå îáîçíà÷åíèÿ (ðèñ.
10): AB = a, AD = b,
BK = z, KD = t, BC = x,
KC = y, DC = u, AK = v. Â òðåóãîëüíèêå BKCΔ  èçâåñòíû
ñòîðîíà z , ïåðèìåòð è ïëîùàäü. Äâå äðóãèå ñòîðîíû åãî õ
è ó íàéäåì èç ñèñòåìû (ôîðìóëà Ãåðîíà, èçâåñòíûé ïåðè-
ìåòð). À èìåííî

( ) ( ) ( )

( )

14
7 7 7 4 2 7,

2

14 4 2

x y

x y

Ï
- - - - =Ô

¤Ì
Ô + = - +Ó

( )
7

49 7 3 2,
3 2

10 2

x y xy

x y

Ï - + + = = +Ô -¤ ¤Ì
Ô + = -Ó

24 6 2,

10 2 .

xy

y x

Ï = -Ô¤ Ì
= - -ÔÓ

Îòñþäà

( )2 10 2 24 6 2 0x x- - + - = , 
10 2 6 4 2

2
x

- ± +
= .

Ó÷òåì, ÷òî ( )
2

6 4 2 2 2 2 2+ = + = + . Ïîëó÷èì

1

1

6,

4 2

x

y

=ÏÔ
Ì

= -ÔÓ
 èëè 2

2

4 2,

6.

x

y

Ï = -Ô
Ì

=ÔÓ

Ïî óñëîâèþ, x > y. Ïîýòîìó õ = 6, 4 2y = - .
Ïîêàæåì, ÷òî 90BKC– = ∞ . Äåéñòâèòåëüíî,

2 2BK KC+ = ( ) ( )
2 2

24 2 4 2 6 B+ + - =  = 2BC .

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Ïèôàãîðà, AC BD^ .

,



Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Â ñèëó îïîðíûõ çàäà÷ 6 è 7, ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD –
äåëüòîèä, ò.å. a = b, x = u. Îêîí÷àòåëüíî, DC = 6.

Óïðàæíåíèå 6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü. Ïóñòü K – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé.
Èçâåñòíî, ÷òî BC > AB > BK, 7 1KC = - , êîñèíóñ óãëà KBC

ðàâåí 
7 1

4

+
, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BKC ðàâåí 2 7 4+ .

Íàéäèòå DC.

Çàäà÷à 11 (ãåîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 1998 ã.).
×åòûðåõóãîëüíèê PQRS âïèñàí â îêðóæíîñòü. Äèàãîíàëè

PR è QS ïåðïåíäèêóëÿð-
íû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå Ì. Èçâåñòíî, ÷òî PS =
= 13, QM = 10, QR = 26.
Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà PQRS.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ,
PR QS^  (ðèñ.11),  òîãäà
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàé-
äåì

2 2 24MR QR QM= - = .

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-
íèêè PMS è QMR ïî-
äîáíû ïî äâóì óãëàì

(
1

2
PSQ PRQ PQ– = – = » ). Ïîýòîìó

10

PM MS PS PM

QM MR QR
= = ¤ =

13

24 26

MS
= ¤

5PM¤ = ,  MS = 12.

Òîãäà

PR = PM + MR = 29, QS = QM + MS = 22.

Äëÿ èñêîìîé ïëîùàäè S ÷åòûðåõóãîëüíèêà PQRS èìååì

PQS RQSS S SΔ Δ= + =
1 1

2 2
QS PM QS MR◊ + ◊ =

= ( )
1 1

2 2
QS PM MR QS PR◊ + = ◊ =  319.

Óïðàæíåíèå 7. ×åòûåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü.
Äèàãîíàëè ÀÑ è BD ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿ â  òî÷êå
K. Èçâåñòíî, ÷òî AD = 5, BC = 10, BK = 6. Íàéäèòå ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

Çàäà÷à 12 (Âûñøèé êîëëåäæ íàóê î ìàòåðèàëàõ ÌÃÓ,
1999 ã.). Â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå Î âïèñàí
÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû. Èçâåñòíî, ÷òî
óãîë ÀÎÂ âòðîå áîëüøå
óãëà COD. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü êðóãà, îãðàíè÷èâà-
åìîãî îêðóæíîñòüþ, è
ñðàâíèòå åå ñ ÷èñëîì 510,
åñëè CD = 10.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
(ðèñ.12) òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé âïèñàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD ÷åðåç Ì, óãîë
COD — ÷åðåç α . Òîãäà

3AOB α– = , DC α» = ,
3AB α» = .

Èñïîëüçóåì óòâåðæäå-

íèå (äîêàæèòå åãî!): âíóòðåííèé óãîë (ò.å. óãîë ñ âåðøèíîé
âíóòðè êðóãà) èçìåðÿåòñÿ ïîëóñóììîé äóã, íà êîòîðûå îí
îïèðàåòñÿ.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ 90DMC– = ∞ , òî

2

DC AB
DMC

» + »
– = , 

3
90

2

α α+
∞ = , 45α = ∞ .

Èç ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ODC , â êîòîðîì OD =
= OC = r, ãäå r – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ
èìååì

2 2 2 2 cosDC OD OC OD OC α= + - ◊ ,

2 2 2 2 2
10 2

2
r r r= + - , ( )2 50 2 2r = + .

Èñêîìàÿ ïëîùàäü êðóãà ðàâíà

( )2 50 2 2S rπ π= = + .

Îíà áîëüøå ÷èñëà 510. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 3,1π >  è
2 1,4> , òî

( ) ( )50 2 2 50 3,1 2 1,4 527 510π + > ◊ ◊ + = > .

Óïðàæíåíèå 8. Â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå Î âïèñàí
÷åòûðåõóãîëüíèê KLMN, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿð-
íû. Ïëîùàäü êðóãà, îãðàíè÷è-
âàåìîãî îêðóæíîñòüþ, ðàâíà
1110. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà
MN è ñðàâíèòå åå ñ ÷èñëîì 10,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî óãîë MON â
ïÿòü ðàç ìåíüøå óãëà KOL.

Çàäà÷à 13 (ôàêóëüòåò ïñè-
õîëîãèè ÌÃÓ, 1999 ã.). ×å-
òûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí
â îêðóæíîñòü. Äëèíû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîí ÀÂ è CD
ðàâíû 9 è 4 ñîîòâåòñòâåííî,
ÀÑ = 7, BD = 8. Íàéäèòå
ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ABCD.

Ðåøåíèå. Ïóñòü (ðèñ.13) BAC α– = , ABD β– = . Òîãäà.
ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû î âïèñàííîì óãëå è èç òåîðåìû î
âíåøíåì óãëå, äëÿ òðåóãîëüíèêà CDL  èìååì

BDC BAC α– = – = , ACD ABD β– = – = , BLC α β– = + .

Ïóñòü òàêæå BC = x, AD = y. Èç òåîðåìû êîñèíóñîâ äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è DBC ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ cosα :

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 cos 9 7 2 9 7 cos ,

2 cos 8 4 2 8 4 cos .

x AB AC AB AC

x BD DC BD DC

α α

α α

Ï = + - ◊ = + - ◊ ◊Ô
Ì

= + - ◊ = + - ◊ ◊ÔÓ

Îòñþäà 81 49 126 cos 64 16 64 cosα α+ - = + - , è 
25

cos
31

α = .

Òîãäà 2 4 21
sin 1 cos

31
α α= - = .

Àíàëîãè÷íî, èç òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD èìååì

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 cos 9 8 2 9 8 cos ,

2 cos 7 4 2 7 4 cos .

y AB BD AB BD

y AC CD AC CD

β β

β β

Ï = + - ◊ = + - ◊ ◊Ô
Ì

= + - ◊ = + - ◊ ◊ÔÓ

Îòñþäà
10

cos
11

β =  è 
21

sin
11

β = .

Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ
åãî äèàãîíàëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè (äîêàæèòå).
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Ïîýòîìó

( )
1

sin
2

ABCDS AC BD α β= ◊ + =

= ( )
1

7 8 sin cos cos sin
2

α β α β◊ ◊ + =
1820 21

341
.

Óïðàæíåíèå 9. ×åòûðåõóãîëüíèê KLMN âïèñàí â îêðóæ-
íîñòü. Äëèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí KL è MN ðàâíû 3 è 5
ñîîòâåòñòâåííî, KM = 7, LN = 6. Îòðåçêè KM è LN ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå Ð. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà KLP.

Çàäà÷à 14 (ìåõìàò ÌÃÓ, 1998 ã.). Âî âïèñàííîì ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Å, ïðè-

÷åì 
AC

10
AE

= , 
BD 13

BE 4
= . Ðàäèóñ îêðóæíîñòè R = 10. Îäíà

èç äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà  ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì.
Íàéäèòå äëèíó ÂÑ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü (ðèñ.14) AE = m, EC = 9m, BE = 4k,
ED = 9k, m > 0, k > 0. Ïî ñâîéñòâó îòðåçêîâ õîðä
AE EC BE ED◊ = ◊ , èëè 9m m◊ = 4 9k k◊ . Îòñþäà

2m k= , AC 10 20 13m k k BD= = > = .

Òàê êàê AC > BD, òî ÀÑ – äèàìåòð, è 90ABC– = ∞ . Èìååì
2AC = R, èëè 10 2 10m = ◊ . Òîãäà m = 2, k = 1, BE = 4k = 4,

ED = 9k = 9, AE = m = 2, EC = 9m = 18.

Ðèñ. 14

Ïóñòü BC = x, AB = y, CAB α– = . Èç òðåóãîëüíèêîâ ABC
è ABE  ïîëó÷èì ñèñòåìó

2 2 2

2 2 2

2 2 2

20 ,

2 2 2 cos 4 ,

20 2 20 cos ,

x y

y y

y y x

α

α

Ï + =
ÔÔ + - ◊ =Ì
Ô + - ◊ ◊ =ÔÓ

èç êîòîðîé ñëåäóåò
2 405x = , è 9 5x = .

Ðåøåíèå.

( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2

4 20 1 3 4 0,
16

4 20 1 3 4 0.

x x x p p

x x x p p

Ï - - + - - £Ô¤ Ì
- - - - - £ÔÓ

Ïîñêîëüêó îáà íåðàâåíñòâà â ñèñòåìå ëèíåéíû (!) îòíîñè-
òåëüíî ð, ïîïðîáóåì ýòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ. Ðåøàåì ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî ð:

2 22 5 2 16 10x x p x x- + £ £ - + - .           (17)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðàìåòðà ð ðàâíîñèëüíî òðåáîâà-
íèþ

2 2 22 5 2 16 10 6 5 0x x x x x x- + £ - + - ¤ - + £ ¤

 1 5x¤ £ £ . (18)

Êîììåíòàðèé 1. Ïðè èçó÷åíèè òåìû «Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðà-
ìè» ñóùåñòâåííî îñîçíàâàòü ñìûñë ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëü-
òàòîâ.

Êàê òîëêîâàòü íåðàâåíñòâî (18)? Îíî îáúÿâëÿåò âñå çíà-
÷åíèÿ õ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî íåðàâåí-
ñòâà (16) õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, öåëî÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü
òîëüêî öåëûå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [ ]1; 5 , ò.å.

{ }1, 2, 3, 4, 5x Œ .                      (19)

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî ÷èñëà èç
íàáîðà (19) íàäî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
ð ýòî ÷èñëî áóäåò ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (16). Ïîñêîëüêó
( ) ( )17 16¤ , òî ïîî÷åðåäíî ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëà èç íàáîðà (19)
â íåðàâåíñòâî (17), ìû ñðàçó íàéäåì âñå ñîîòâåòñòâóþùèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà:
1 4 4x p= fi £ £ ,

2 5 14x p= fi £ £ ,

3 8 20x p= fi £ £ ,                     (20)

4 13 22x p= fi £ £ ,

5 20 20x p= fi £ £ .
×òîáû âûÿâèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ èñõîä-

íîå íåðàâåíñòâî èìååò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåíèé, âîñïîëüçóåìñÿ «ðàçâåðòêîé» ïîëó÷åííîé èíôîð-
ìàöèè âäîëü îñè ïàðàìåòðà:

Çäåñü äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ èç (20) öâåòîì âûäåëåíû
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ èñòèííî ýòî óòâåðæäå-
íèå. Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà îáúÿâëÿåò êîëè÷åñòâî ( )xN p  öåëî-
÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà (ðàâíîå
÷èñëó ïåðåñå÷åíèé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó ð íà îñè ïàðàìåòðà, ñ âûäåëåííûìè
òî÷êàìè).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ðàâíî òðåì ( ( )max 3xN p = ), è ýòî äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà 13 14p£ £  èëè ð = 20.

Êîììåíòàðèé 2. Ìû ñïåöèàëüíî ðàññìîòðåëè çàäà÷ó 7 è
ïî ïðè÷èíå äåìîíñòðàöèè î÷åíü ïîëåçíîãî ïðèåìà – «ðàçâåð-
òêè» ïðîìåæóòî÷íîé èíôîðìàöèè âäîëü îñè ïàðàìåòðà. Ýòîò
ïðèåì ÷àñòî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ïðîäâèæåíèå ê îòâåòó â
çàäà÷àõ ñ ïàðàìåòðàìè.

Íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì
(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 35)



LXVIII Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
îëèìïèàäà

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÐÀÇÄÍÈÊ

6 êëàññ

1. Òàðàêàí Âàëåíòèí îáúÿâèë, ÷òî óìååò áåãàòü ñî ñêîðî-
ñòüþ 50 ì/ìèí. Åìó íå ïîâåðèëè, è ïðàâèëüíî: íà ñàìîì
äåëå Âàëåíòèí âñå ïåðåïóòàë è äóìàë, ÷òî â ìåòðå 60
ñàíòèìåòðîâ, à â ìèíóòå 100 ñåêóíä. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ (â
«íîðìàëüíûõ» ì/ìèí) áåãàåò òàðàêàí Âàëåíòèí?

À. Õà÷àòóðÿí

2. Íà àâòîáóñå åçäèë Àíäðåé
Íà êðóæîê è îáðàòíî äîìîé,
Çàïëàòèâ 115 ðóáëåé,
Ïîêóïàë îí ñåáå ïðîåçäíîé.

Â ÿíâàðå îí åãî íå äîñòàë,
È ïîýòîìó íåñêîëüêî äíåé
Ó øîôåðà áèëåò ïîêóïàë
Îí ñåáå çà 15 ðóáëåé.

À â èíîé äåíü êîíäóêòîð ñ íåãî
Áðàë 11 òîëüêî ðóáëåé.
Âîçâðàùàÿñü ñ êðóæêà ñâîåãî,
Âñÿêèé ðàç øåë ïåøêîì íàø Àíäðåé.

Çà ÿíâàðü ñêîëüêî äåíåã óøëî,
Ïîñ÷èòàë áåðåæëèâûé Àíäðåé:
Ñ óäèâëåíèåì îí ïîëó÷èë
Àêêóðàò 115 ðóáëåé!

Ñîñ÷èòàéòå òåïåðü ïîñêîðåé,
Ñêîëüêî ðàç áûë êðóæîê â ÿíâàðå?

À. Áëèíêîâ, Ä. è Ì. Âåëüòèùåâû

3. Ëèñà è äâà ìåäâåæîíêà äåëÿò 100 êîíôåò. Ëèñà ðàñêëà-
äûâàåò êîíôåòû íà òðè êó÷êè; êîìó êàêàÿ äîñòàíåòñÿ –
îïðåäåëÿåò æðåáèé. Ëèñà çíàåò, ÷òî åñëè ìåäâåæàòàì äîñòà-
íåòñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, òî îíè ïîïðîñÿò åå óðàâíÿòü
èõ êó÷êè, è òîãäà îíà çàáåðåò èçëèøåê ñåáå. Ïîñëå ýòîãî âñå
åäÿò äîñòàâøèåñÿ èì êîíôåòû.

à) Ïðèäóìàéòå, êàê ëèñå ðàçëîæèòü êîíôåòû ïî êó÷êàì
òàê, ÷òîáû ñúåñòü ðîâíî 80 êîíôåò (íå áîëüøå è íå ìåíüøå).

á) Ìîæåò ëè ëèñà ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â èòîãå ñúåñòü ðîâíî
65 êîíôåò?

È. Ðàñêèíà

4. Íåçíàéêà ðàçìåñòèë áåç íàëîæå-
íèé â êâàäðàòå 10 10¥  òîëüêî 13
ôèãóð («ñêîáîê»), èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêå 1. Ïîïðîáóéòå ðàçìåñòèòü
áîëüøå.

À. Õà÷àòóðÿí

5. Â ÷èñëàõ ÌÈÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ êàæäàÿ áóêâà
îáîçíà÷àåò öèôðó (ðàçíûì áóêâàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå
öèôðû). Èçâåñòíî, ÷òî ó ýòèõ ÷èñåë ïðîèçâåäåíèÿ öèôð
ðàâíû. Ìîãóò ëè îáà ÷èñëà áûòü íå÷åòíûìè?

À. Õà÷àòóðÿí

6. Â Ïóñòîçåìüå æèâóò òðè ïëåìåíè: ýëüôû, ãîáëèíû è
õîááèòû. Ýëüô âñåãäà ãîâîðèò òîëüêî ïðàâäó, ãîáëèí âñåãäà

ëæåò, à õîááèò ÷åðåç ðàç ãîâîðèò òî ïðàâäó, òî ëîæü.
Îäíàæäû çà êðóãëûì ñòîëîì ïèðîâàëè íåñêîëüêî ïóñòîçåì-
öåâ, è îäèí èç íèõ ñêàçàë, óêàçàâ íà ñâîåãî ëåâîãî ñîñåäà:
«Îí – õîááèò». Ñîñåä ñêàçàë: «Ìîé ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë».
Â òî÷íîñòè òó æå ôðàçó çàòåì ïîâòîðèë åãî ëåâûé ñîñåä,
ïîòîì åå æå ïðîèçíåñ ñëåäóþùèé ïî êðóãó, è òàê îíè
ãîâîðèëè «ìîé ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë» ìíîãî-ìíîãî êðóãîâ, äà
è ñåé÷àñ åùå, âîçìîæíî, ãîâîðÿò. Îïðåäåëèòå, èç êàêèõ
ïëåìåí áûëè ïèðóþùèå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî çà ñòîëîì ñèäåëè
à) äåâÿòü; á) äåñÿòü æèòåëåé Ïóñòîçåìüÿ.

À. Çàñëàâñêèé, À. Õà÷àòóðÿí

7 êëàññ

1. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíî, êàê èçìåíÿëñÿ êóðñ òóãðèêà
â òå÷åíèå íåäåëè. Ó Ïåòè áûëî 30 ðóáëåé. Â îäèí èç äíåé
íåäåëè îí îáìåíÿë âñå ñâîè
ðóáëè íà òóãðèêè. Ïîòîì îí
îáìåíÿë âñå òóãðèêè íà ðóá-
ëè. Çàòåì îí åùå ðàç îáìå-
íÿë âñå âûðó÷åííûå ðóáëè
íà òóãðèêè è â êîíöå êîíöîâ
îáìåíÿë âñå òóãðèêè îáðàò-
íî íà ðóáëè.

Íàïèøèòå, â êàêèå äíè îí
ñîâåðøàë ýòè îïåðàöèè, åñëè
â âîñêðåñåíüå ó íåãî îêàçà-
ëîñü 54 ðóáëÿ. (Äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè ïðèìåð.)

È. ßùåíêî

2. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü
÷èñëà à) îò 1 äî 7; á) îò 1 äî 9 ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ëþáîå èç
íèõ äåëèëîñü íà ðàçíîñòü ñâîèõ ñîñåäåé?

Ñ.Òîêàðåâ, À.Ñïèâàê

3. Çà÷åðêíèòå âñå øåñòíàäöàòü òî÷åê, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêå 3, øåñòüþ îòðåçêàìè, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò
áóìàãè è íå ïðîâîäÿ îòðåçêîâ ïî
ëèíèÿì ñåòêè.

À.Ñïèâàê

4. Áóìàãà ðàñ÷åð÷åíà íà êëå-
òî÷êè ñî ñòîðîíîé 1. Âàíÿ âûðå-
çàë èç íåå ïî êëåòî÷êàì ïðÿìîó-
ãîëüíèê è íàøåë åãî ïëîùàäü è
ïåðèìåòð. Òàíÿ îòîáðàëà ó íåãî
íîæíèöû è ñî ñëîâàìè «Ñìîòðè,
ôîêóñ!» âûðåçàëà ñ êðàþ ïðÿìî-
óãîëüíèêà ïî êëåòî÷êàì êâàäðà-
òèê, âûêèíóëà êâàäðàòèê è îáúÿ-
âèëà: «Òåïåðü ó îñòàâøåéñÿ ôèãóðû ïåðèìåòð òàêîé æå,
êàêàÿ áûëà ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, à ïëîùàäü – êàê áûë
ïåðèìåòð!» Âàíÿ óáåäèëñÿ, ÷òî Òàíÿ ïðàâà.

à) Êâàäðàòèê êàêîãî ðàçìåðà âûðåçàëà è âûêèíóëà Òàíÿ?
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è òàêîãî

êâàäðàòà.
â) Ïðÿìîóãîëüíèê êàêèõ ðàçìåðîâ ìîã âûðåçàòü Âàíÿ?

À. Õà÷àòóðÿí

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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5. Ðåøèòå ðåáóñ

250 keŠ + lcr = 2005 cnd¥ ¥

(ðàçíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû ðàçíûå öèôðû, à îäèíàêîâû-
ìè – îäèíàêîâûå; ïðè ýòîì íåêîòîðûìè áóêâàìè ìîãóò áûòü
îáîçíà÷åíû óæå èìåþùèåñÿ öèôðû 2, 5 è 0.)

à) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Ä. è Ì.Âåëüòèùåâû

6. Íà îñòðîâå Íåâåçåíèÿ ñ íàñåëåíèåì 96 ÷åëîâåê ïðàâè-
òåëüñòâî ðåøèëî ïðîâåñòè ïÿòü ðåôîðì. Êàæäîé ðåôîðìîé
íåäîâîëüíà ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ ãðàæäàí. Ãðàæäàíèí âûõî-
äèò íà ìèòèíã, åñëè îí íåäîâîëåí áîëåå ÷åì ïîëîâèíîé âñåõ
ðåôîðì. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëþäåé ïðàâèòåëüñòâî
ìîæåò îæèäàòü íà ìèòèíãå? (Ïðèâåäèòå ïðèìåð è äîêàæèòå,
÷òî áîëüøå íåëüçÿ.)

Å.Êîðèöêàÿ

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÒÀÐØÈÕ ÊËÀÑÑÎÂ

1. Êëåò÷àòûé áóìàæíûé êâàäðàò 8 8¥  ñîãíóëè íåñêîëüêî
ðàç ïî ëèíèÿì êëåòîê òàê, ÷òî ïîëó÷èëñÿ êâàäðàòèê 1 1¥ .
Åãî ðàçðåçàëè ïî îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó ñåðåäèíû äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êâàäðàòèêà. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé
ìîã ïðè ýòîì ðàñïàñòüñÿ êâàäðàò? (8)1

Ñ.Çàéöåâ

2. Âûñîòû AA¢  è BB¢  òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå H. Òî÷êè X è Y – ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CH
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå XY è A B¢ ¢  ïåðïåí-
äèêóëÿðíû. (8)

À.Çàñëàâñêèé

3. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 2005 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêà-
æèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà òàêèõ, ÷òî ïîñëå èõ
âûêèäûâàíèÿ îñòàâøèåñÿ ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóï-
ïû ñ ðàâíîé ñóììîé. (8)

Å.Êóëèêîâ, Ñ.Òîêàðåâ

4. Ðàçðåæüòå êðóã íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé òàê, ÷òîáû
öåíòð êðóãà íå ëåæàë íà ãðàíèöå õîòÿ áû îäíîé èç íèõ. (8)

Ñ.Ìàðêåëîâ

5. Ñóùåñòâóþò ëè 2005 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèõ, ÷òî ñóììà ëþáûõ 2004 èç íèõ äåëèòñÿ íà îñòàâøååñÿ
÷èñëî? (9)

Ôîëüêëîð

6. Îêðóæíîñòü 1
ω  ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè 2

ω .
Èç òî÷êè C, ëåæàùåé íà 1

ω , ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê 2
ω ,

âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùèå 1
ω  â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå, ÷òî

îòðåçîê AB ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòðû îêðóæíîñòåé. (9)

À. Çàñëàâñêèé

7. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà
1000 ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò? (9)

Ñ. Ìàðêåëîâ

8. Íà îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíî n öèôð, íè îäíà èç êîòîðûõ
íå 0. Ñåíÿ è Æåíÿ ïåðåïèñûâàþò ñåáå â òåòðàäêè n – 1 öèôðó,
÷èòàÿ èõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Îêàçàëîñü, ÷òî õîòÿ îíè íà÷àëè
ñ ðàçíûõ ìåñò, çàïèñàííûå èìè (n – 1)-çíà÷íûå ÷èñëà ñîâïà-
ëè. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëü-
êî äóã òàê, ÷òîáû çàïèñàííûå íà äóãàõ öèôðû îáðàçîâûâàëè
îäèíàêîâûå ÷èñëà. (9)

À.Êàíåëü-Áåëîâ

9. Ñóùåñòâóåò ëè ïëîñêèé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî
òàíãåíñû âñåõ âíóòðåííèõ óãëîâ ðàâíû? (10)

À.Çàñëàâñêèé

10. Íà ãðàôèêå ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
îòìå÷åíû äâå òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè – öåëîå ÷èñëî, òî ñîåäèíÿ-
þùèé èõ îòðåçîê ïàðàëëåëåí îñè àáñöèññ. (10)

Å. Ãîðñêèé

11. Êîíñòðóêòîð ñîñòîèò èç íàáîðà ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ. Âñå èõ ìîæíî ïîìåñòèòü â îäíó êîðîáêó, òàêæå
èìåþùóþ ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Â áðà-
êîâàííîì íàáîðå îäíî èç èçìåðåíèé êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïå-
äà îêàçàëîñü ìåíüøå ñòàíäàðòíîãî. Âñåãäà ëè ó êîðîáêè, â
êîòîðóþ óêëàäûâàåòñÿ íàáîð, òîæå ìîæíî óìåíüøèòü îäíî
èç èçìåðåíèé (ïàðàëëåëåïèïåäû óêëàäûâàþòñÿ â êîðîáêó
òàê, ÷òî èõ ðåáðà ïàðàëëåëüíû ðåáðàì êîðîáêè)? (10)

À.Øàïîâàëîâ

12. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû 200 òî÷åê. Êàæäûå äâå èç íèõ
ñîåäèíåíû îòðåçêîì, ïðè÷åì îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ
äðóãîì. Ïåðâûé èãðîê êðàñèò êàæäûé îòðåçîê â îäèí èç k
öâåòîâ, çàòåì âòîðîé èãðîê êðàñèò â îäèí èç òåõ æå öâåòîâ
êàæäóþ òî÷êó. Åñëè íàéäóòñÿ äâå òî÷êè è îòðåçîê ìåæäó
íèìè, îêðàøåííûå â îäèí öâåò, âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå – âòîðîé. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûé ìîæåò
ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø, åñëè à) k = 7; á) k = 10.  (10)

Ñ.Êîíÿãèí

13. Äîñêà ðàçìåðîì 2005 2005¥ ðàçäåëåíà íà êâàäðàòíûå
êëåòêè ñî ñòîðîíîé åäèíèöà. Íåêîòîðûå êëåòêè äîñêè â
êàêîì-òî ïîðÿäêå çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, ... òàê, ÷òî íà
ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì 10, îò ëþáîé íåçàíóìåðîâàííîé êëåòêè
íàéäåòñÿ çàíóìåðîâàííàÿ êëåòêà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ
äâå êëåòêè íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì 150, êîòîðûå çàíóìåðî-
âàíû ÷èñëàìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ áîëåå ÷åì íà 23. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó êëåòêàìè – ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè. (11)

À.Ñêîïåíêîâ, Ä.Ïåðìÿêîâ

14. Ñ âûïóêëûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì ABCD ïðîäåëûâàþò
ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: îäíó èç äàííûõ âåðøèí ìåíÿþò íà
òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ ýòîé âåðøèíå îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííî-
ãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äèàãîíàëè (êîíöîì êîòîðîé îíà íå
ÿâëÿåòñÿ), îáîçíà÷èâ íîâóþ òî÷êó ïðåæíåé áóêâîé. Ýòó
îïåðàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþò ê âåðøèíàì A, B, C,
D, A, B,... – âñåãî n ðàç. Íàçîâåì ÷åòûðåõóãîëüíèê äîïóñòè-
ìûì, åñëè åãî ñòîðîíû ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ ëþáîãî ÷èñëà îïåðàöèé îí îñòàåòñÿ âûïóêëûì. Ñóùå-
ñòâóåò ëè

à) äîïóñòèìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðûé ïîñëå n < 5
îïåðàöèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì èñõîäíîìó;

á) òàêîå 
0n , ÷òî ëþáîé äîïóñòèìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

ïîñëå 0n n=  îïåðàöèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì èñõîäíîìó? (11)
À.Óñòèíîâ

15. Íà ïðÿìîóãîëüíîì ëèñòå áóìàãè íàðèñîâàí êðóã,
âíóòðè êîòîðîãî Ìèøà ìûñëåííî âûáèðàåò n òî÷åê, à Êîëÿ
ïûòàåòñÿ èõ ðàçãàäàòü. Çà îäíó ïîïûòêó Êîëÿ óêàçûâàåò íà
ëèñòå (âíóòðè èëè âíå êðóãà) îäíó òî÷êó, à Ìèøà ñîîáùàåò
Êîëå ðàññòîÿíèå îò íåå äî áëèæàéøåé íåðàçãàäàííîé òî÷êè.
Åñëè îíî îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì, òî ïîñëå ýòîãî óêàçàííàÿ
òî÷êà ñ÷èòàåòñÿ ðàçãàäàííîé. Êîëÿ óìååò îòìå÷àòü íà ëèñòå
òî÷êè, îòêëàäûâàòü ðàññòîÿíèÿ è ïðîèçâîäèòü ïîñòðîåíèÿ
öèðêóëåì è ëèíåéêîé. Ìîæåò ëè Êîëÿ íàâåðíÿêà ðàçãàäàòü

âñå âûáðàííûå òî÷êè ìåíåå ÷åì çà ( )
2

1n +  ïîïûòîê? (11)

Î.Êîñóõèí

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë Á.Ôðåíêèí
1 Ïîñëå óñëîâèÿ êàæäîé çàäà÷è â ñêîáêàõ óêàçàí êëàññ, â

êîòîðîì îíà ïðåäëàãàëàñü.



Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé
ôèçè÷åñêîé îëèìïèàäû

ÏÅÐÂÛÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

8 êëàññ

1. Öèëèíäðè÷åñêèé ïëàñòìàññîâûé ñòàêàí èìååò äíî òîë-
ùèíîé 1 ñì. Åñëè îïóñòèòü ñòàêàí â áîëüøîé ñîñóä ñ âîäîé,
òî îí áóäåò ïëàâàòü â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè, ïîãðóçèâ-
øèñü íà 3 ñì. Åñëè çàòåì íàëèòü â íåãî ñëîé íåèçâåñòíîé
æèäêîñòè âûñîòîé 3 ñì, òî ñòàêàí îêàæåòñÿ ïîãðóæåííûì íà
5 ñì. Ñêîëüêî åùå íóæíî äîëèòü â íåãî òîé æå æèäêîñòè,
÷òîáû åå óðîâåíü ñîâïàë ñ óðîâíåì «çàáîðòíîé» âîäû?

À.Çèëüáåðìàí

2. Ñòåêëÿííàÿ îòêðûòàÿ ñâåðõó òðóáêà ïîñòîÿííîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ èìååò ôîðìó ëàòèíñêîé áóêâû L. Îäíî åå
êîëåíî – ãîðèçîíòàëüíîå, îíî èìååò äëèíó 1l  = 10 êì è
çàïàÿíî íà êîíöå. Äðóãîå êîëåíî äëèíîé 2l  = 1,2 ì –
âåðòèêàëüíîå, êîíåö åãî îòêðûò. Òðóáêà ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåíà âîäîé ïðè òåìïåðàòóðå 0 °C. Íàéäèòå, êàê ìåíÿåòñÿ
äàâëåíèå âáëèçè çàêðûòîãî êîíöà òðóáêè ïðè èçìåíåíèè
òåìïåðàòóðû âîäû îò 0 °C äî +8 °C. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè
âîäû ρ  îò òåìïåðàòóðû t ïðèâåäåíà â òàáëèöå:

Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p  = 105 Ïà, ãåîìåòðè÷åñêèå ðàç-
ìåðû òðóáêè ñ÷èòàòü íåèçìåííûìè.

Ñ.Âàðëàìîâ

3. Ëþáèòåëè ÷àÿ ñ÷èòàþò, ÷òî êèïÿòîê, íàëèòûé â ÷àøêó,
ìîæåò çàìåòíî îñòûòü äàæå çà íåñêîëüêî ñåêóíä, ÷òî èñïîð-
òèò êà÷åñòâî ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷àÿ. Ïðîâåðèì, ïðàâû ëè îíè.

Íàä ÷àøêîé î÷åíü ãîðÿ÷åé âîäû ïîäíèìàåòñÿ ïàð. Ñêî-
ðîñòü ïîäúåìà ïàðà, îöåíèâàåìàÿ íà ãëàç, ðàâíà v = 0,1 ì/ñ.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåñü ïîäíèìàþùèéñÿ íàä ÷àøêîé ïàð èìååò
òåìïåðàòóðó 100 °C, îöåíèòå ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ÷àøêè ñ
î÷åíü ãîðÿ÷åé âîäîé çà ñ÷åò èñïàðåíèÿ âîäû (ýòà ñêîðîñòü
èçìåðÿåòñÿ â ãðàäóñàõ çà ñåêóíäó.) Ìàññà âîäû â ÷àøêå

m = 200 ã, ïëîùàäü  ïîâåðõíîñòè  âîäû S = 30 ñì2, óäåëü-

íàÿ òåïëîòà èñïàðåíèÿ âîäû 62,3 10  d› *ãr = ◊ , óäåëüíàÿ

òåïëîåìêîñòü âîäû ( )34,2 10  d› *ã 0q“ = ◊ ◊ , ïëîòíîñòü âî-

äÿíîãî ïàðà ïðè 100 °C ðàâíà 30,58 *ã ìρ = .
À.Àíäðèàíîâ

9 êëàññ

1. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè ëåæàò òðè òîí-
êèå äîñêè, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 1. Èõ íà÷èíàþò ìåäëåí-
íî (áåç óñêîðåíèÿ) ðàñòàñêè-
âàòü, ïðèêëàäûâàÿ ê äîñêàì
ãîðèçîíòàëüíûå ñèëû. Â íåêî-
òîðûé ìîìåíò äâå èç ýòèõ ñèë
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à èõ

âåëè÷èíû ðàâíû 1F  =  3 Í è 
2F  =  4 Í. Îïðåäåëèòå âåëè-

÷èíó 
3F  òðåòüåé ñèëû.

È.Ãîðáàòûé

2. Íà äëèííóþ òåëåæêó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v áåç
òðåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ðåëüñàì, ñûïëåòñÿ ñâåðõó ïåñîê
òàê, ÷òî çà êàæäóþ ñåêóíäó íà íåå ïîïàäàåò μ  êèëîãðàììîâ
ïåñêà. Òî÷íî òàêîå æå êîëè÷åñòâî ïåñêà ñáðàñûâàåòñÿ ñ
òåëåæêè ñ ïîñòîÿííîé îòíîñèòåëüíî íåå ñêîðîñòüþ u â
íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì åå äâèæåíèþ. Êàêóþ ãîðè-
çîíòàëüíóþ ñèëó íóæíî ïðèêëàäûâàòü ê òåëåæêå, ÷òîáû
ïîääåðæèâàòü åå ñêîðîñòü ïîñòîÿííîé?

Î.Øâåäîâ

3. Ïðè äîñòèæåíèè òåìïåðàòóðû +910 °C â æåëåçå ïðîèñ-
õîäèò ïîëèìîðôíîå ïðåâðàùåíèå: ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà åãî
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè èç êóáè÷åñêîé îáúåìíîöåíòðèðî-
âàííîé ïðåâðàùàåòñÿ â êóáè÷åñêóþ ãðàíåöåíòðèðîâàííóþ –
æåëåçî èç α -ôàçû ïåðåõîäèò â γ -ôàçó. Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü
æåëåçà óìåíüøàåòñÿ íà 2%ε ª . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïîñòî-
ÿííûõ ðåøåòîê æåëåçà â α - è γ -ôàçàõ.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîñòîÿííîé a êóáè÷åñêîé ðåøåòêè íàçûâàþò
äëèíó ðåáðà êóáà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Â îáúåìíîöåíòðèðî-
âàííîé ðåøåòêå èîíû æåëåçà íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ è â
öåíòðå êóáà, à â ãðàíåöåíòðèðîâàííîé – â âåðøèíàõ êóáà è
â öåíòðàõ êàæäîé èç åãî ãðàíåé.

Â.Ïîãîæåâ

4. Ðåàëüíûé àìïåðìåòð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èäåàëüíûé
àìïåðìåòð ñ íóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì, ñîåäèíåííûé ïîñëå-
äîâàòåëüíî ñ íåêîòîðûì ðåçèñòî-
ðîì. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ðåàëüíî-
ãî àìïåðìåòðà ïîî÷åðåäíî èçìåðÿ-
þò ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, òåêóùèå
÷åðåç ðåçèñòîðû è èñòî÷íèê ïèòà-
íèÿ â öåïè, ñõåìà êîòîðîé èçîáðà-
æåíà íà ðèñóíêå 2. Àìïåðìåòð ïî-
êàçûâàåò, ÷òî òîêè ÷åðåç êàæäûé
ðåçèñòîð îäèíàêîâû è ðàâíû 6 ìÀ,
à òîê ÷åðåç èñòî÷íèê ðàâåí 11 ìÀ.
×òî ïîêàçàë áû èäåàëüíûé àìïåðìåòð ïðè èçìåðåíèè ýòèõ
æå òîêîâ? Èñòî÷íèê ñ÷èòàòü èäåàëüíûì.

Î.Øâåäîâ

10 êëàññ

1. Àâòîìîáèëü ñ ïåðåäíèìè âåäóùèìè êîëåñàìè äîëæåí
ïðîåõàòü ïî äîñòàòî÷íî äëèííîìó ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó
øîññå, ïîäíèìàþùåìóñÿ ââåðõ ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó.
Öåíòð ìàññ àâòîìîáèëÿ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè h îò ïîëîò-
íà äîðîãè è ïîñåðåäèíå ìåæäó îñÿìè ïåðåäíèõ è çàäíèõ
êîëåñ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèè 2L äðóã îò
äðóãà. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ êîëåñ î äîðîãó μ , ðàäèóñ êîëåñ
R. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó óãëà α . Óêàæèòå
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìîáèëü ìàññîé m ñìîæåò ïðåîäî-
ëåòü ýòîò ó÷àñòîê øîññå.

Â.Ïîãîæåâ

2. Íàéäèòå îáùóþ æåñòêîñòü ñèñòåìû ïðóæèí, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñóíêå 3, åñëè âíåøíÿÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿ ê
âåðõíåé ïëàòôîðìå â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ëåñòíèöà,Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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íà êîòîðóþ îïèðàþòñÿ ïðó-
æèíû, áåñêîíå÷íà. Âñå
ïëàòôîðìû ïðè ñæàòèè
ïðóæèí ñîõðàíÿþò ãîðè-
çîíòàëüíîå ïîëîæåíèå è íå
êàñàþòñÿ ñòóïåíåê ëåñòíè-
öû. Êàæäàÿ èç ïëàòôîðì,
êðîìå ñàìîé âåðõíåé, îïè-
ðàåòñÿ íà äâå ïðóæèíû.
Æåñòêîñòè âñåõ ïðóæèí

îäèíàêîâû è ðàâíû k, îñè âñåõ ïðóæèí âåðòèêàëüíû. Ìàññîé
ïðóæèí è ïëàòôîðì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Í.Ïåêàëèí

3. Â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 4, âîëüòìåòð è áàòàðåéêà èäåàëüíûå. Äèîä ïðè
âêëþ÷åíèè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè íå ïðîïóñêàåò òîê, à ïðè

âêëþ÷åíèè â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè îòêðûâàåòñÿ ïðè íàïðÿ-
æåíèè 0U  (âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèîäà ïðèâåäåíà
íà ãðàôèêå). ×òî ïîêàçûâàåò âîëüòìåòð â ýòîé öåïè? ×òî îí
áóäåò ïîêàçûâàòü, åñëè èçìåíèòü ïîëÿðíîñòü âêëþ÷åíèÿ
äèîäà?

Î.Øâåäîâ

4. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ñòîèò ïðîçðà÷íûé öèëèíäð ñ
ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé 1H , èçãîòîâëåííûé èç
ñòåêëà ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,5. Íà âûñîòå 2H  íàä
âåðõíèì îñíîâàíèåì öèëèíäðà íà åãî îñè ðàñïîëîæåí òî÷å÷-
íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Íàéäèòå ïëîùàäü òåíè, îòáðàñûâàåìîé
öèëèíäðîì íà ïîâåðõíîñòü ñòîëà.

Ä.Õàðàáàäçå

11 êëàññ

1. Èìåþòñÿ äâà îäèíàêîâûõ äëèííûõ îäíîðîäíûõ ëåãêèõ
áðóñêà, êîòîðûå èñïîëüçóþò äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî èçó÷åíèþ ïðî÷íîñòè äðåâåñèíû. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå
äåðåâÿííûé áðóñîê ïîëîæèëè êîíöàìè íà ñïèíêè äâóõ
ñòîÿùèõ ñòóëüåâ, à ê åãî ñåðåäèíå ïîäâåñèëè ñîñóä, êîòîðûé
íà÷àëè ìåäëåííî çàïîëíÿòü âîäîé. Êîãäà ìàññà ñîñóäà ñ
âîäîé äîñòèãëà âåëè÷èíû m = 4,8 êã, áðóñîê ñëîìàëñÿ. Âî
âòîðîì ýêñïåðèìåíòå áðóñîê ïîëîæèëè íà ãëàäêèé ãîðèçîí-
òàëüíûé ñòîë, ê åãî êîíöàì ïðèêðåïèëè äâà ãðóçà ìàëûõ
ðàçìåðîâ ñ ìàññàìè 1m = 6 êã êàæäûé, à ê ñåðåäèíå – ãðóç
ìàññîé 2m = 10 êã è âåðåâêó, çà êîòîðóþ ñòàëè òÿíóòü ñ
ïëàâíî âîçðàñòàþùåé ñèëîé F, ïåðïåíäèêóëÿðíîé áðóñêó è
íàïðàâëåííîé ãîðèçîíòàëüíî. Ïðè êàêîé âåëè÷èíå ñèëû F

áðóñîê ñëîìàåòñÿ? Ñ÷èòàòü 210 ì “g = .
Ñ.Âàðëàìîâ

2. Ìàëåíüêàÿ øàéáà, ñêîëüçèâøàÿ ñî ñêîðîñòüþ 0v  ïî
ãëàäêîìó ëüäó ïîïåðåê ðåêè, ïîïàëà íà ãîðèçîíòàëüíûé
ó÷àñòîê áåðåãà, íà êîòîðîì ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êðîìêè
ëüäà íà ðàññòîÿíèå x êîýôôèöèåíò òðåíèÿ âîçðàñòàåò ïî
çàêîíó 0 kxμ μ= + , ãäå 0

μ  è k – ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
Íàéäèòå, ñïóñòÿ êàêîå âðåìÿ ïîñëå âûõîäà íà áåðåã øàéáà
îñòàíîâèòñÿ.

Ì.Ñåìåíîâ

3. Òåïëîèçîëèðîâàííûé çàêðûòûé âåðòèêàëüíûé öèëèíäð
ðàçäåëåí íà äâå ðàâíûå ÷àñòè òîíêèì ìàññèâíûì òåïëîïðî-
âîäÿùèì ïîðøíåì. Ñâåðõó è ñíèçó îò ïîðøíÿ, çàêðåïëåííî-
ãî âíà÷àëå ïîñåðåäèíå öèëèíäðà, íàõîäÿòñÿ îäèíàêîâûå
êîëè÷åñòâà èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà ïðè òåìïåðàòóðå T
è äàâëåíèè p. Ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ ïîðøíÿ îí ñìåñòèëñÿ
âíèç íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå è îñòàíîâèëñÿ â íîâîì ïîëîæå-
íèè ðàâíîâåñèÿ, ïðè êîòîðîì ðàçíîñòü äàâëåíèé â íèæíåé è
âåðõíåé ÷àñòÿõ öèëèíäðà ðàâíà pΔ . Íàéäèòå, íà êàêóþ
âåëè÷èíó TΔ  èçìåíèëàñü ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà ãàçà. Òåïëî-
åìêîñòüþ ïîðøíÿ è ñòåíîê öèëèíäðà ïðåíåáðå÷ü.

Î.Øâåäîâ

4. Íåçàðÿæåííûå êîíäåíñàòîðû ñ åìêîñòÿìè 1C  = 1 ìêÔ
è 2C  = 2 ìêÔ ñîåäèíèëè ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷èëè ê
èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ U = 4,5 Â. Ïîñëå òîãî êàê êîíäåí-
ñàòîðû çàðÿäèëèñü, ìåòàëëè÷åñêèì ïèíöåòîì íà äîñòàòî÷íî
áîëüøîå âðåìÿ çàìêíóëè âûâîäû êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ

2C , à çàòåì ïèíöåò óáðàëè. Êàêèì ñòàíåò ïîñëå ýòîãî çàðÿä
êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ 1C ?

È.Ãîðáàòûé

5. Áåñêîíå÷íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ñõåìà êîòîðîé èçîáðà-
æåíà íà ðèñóíêå 5, ñî-
ñòîèò èç îäèíàêîâûõ áà-
òàðååê è îäèíàêîâûõ
âîëüòìåòðîâ. Ïîêàçà-
íèå ñàìîãî ëåâîãî âîëüò-
ìåòðà ðàâíî U, à ïîêà-
çàíèå êàæäîãî èç ñëå-
äóþùèõ âîëüòìåòðîâ â n ðàç ìåíüøå, ÷åì ó ñîñåäíåãî ñ íèì
ñëåâà (n > 1). Íàéäèòå ÝÄÑ áàòàðåéêè.

Î.Øâåäîâ

ÂÒÎÐÎÉ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

8 êëàññ

1. Íà äëèííîì ïðÿìîì øîññå àâòîìîáèëè äâèæóòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1v  âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ìîñòà, íà
êîòîðîì àâòîìîáèëè
äâèæóòñÿ ñ äðóãîé ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

2v . Íà ðèñóíêå 6 èçîá-
ðàæåí ãðàôèê çàâèñè-
ìîñòè ðàññòîÿíèÿ l ìåæ-
äó äâóìÿ åäóùèìè äðóã
çà äðóãîì àâòîìîáèëÿ-
ìè îò âðåìåíè t. Íàé-
äèòå ñêîðîñòè 1v  è 2v ,
à òàêæå äëèíó ìîñòà.

Î.Øâåäîâ

2. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 7, ãðóç, ïîäâåøåí-
íûé ê ëåãêîìó ïîäâèæíîìó áëîêó,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëüäèíêó ìàññîé
400 ã, ïëàâàþùóþ â âîäå ïðè òåìïå-
ðàòóðå 0 °C. Âòîðîé ãðóç èçãîòîâëåí
èç àëþìèíèÿ, èìååò ìàññó 160 ã è
êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè âîäû. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè.
Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû íàäî ñî-
îáùèòü ñèñòåìå, ÷òîáû àëþìèíèå-
âûé ãðóç îêàçàëñÿ íà äíå ñîñóäà?
Âåðòèêàëüíûå ðàçìåðû ãðóçîâ ìåíü-
øå ãëóáèíû ñîñóäà, ïëîòíîñòè ëüäà è
àëþìèíèÿ ðàâíû 0,9 3ã “ì  è
2,7 3ã “ì  ñîîòâåòñòâåííî, íèòè äîñ-
òàòî÷íî äëèííûå, íåâåñîìûå è íåðà-

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 3



ñòÿæèìûå, òðåíèÿ íåò. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà
ðàâíà 335 Äæ/ã. Ñèëàìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðå-
íåáðå÷ü.

Î.Øâåäîâ

3. Â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ ÷àñòî èñïîëüçóþò äâóõïîçèöèîí-
íûå ïåðåêëþ÷àòåëè, êîòîðûå ìîãóò, â çàâèñèìîñòè îò ïîëî-

æåíèÿ ïåðåìû÷êè Ï, ñî-
åäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì ëèáî
êîíòàêòû 0 è 1, ëèáî êîí-
òàêòû 0 è 2 (ðèñ.8). Íàðè-
ñóéòå ñõåìó, ñîñòîÿùóþ èç
äâóõ òàêèõ ïåðåêëþ÷àòåëåé,
äâóõ îäèíàêîâûõ ëàìïî÷åê
è îäíîé áàòàðåéêè, ÷òîáû

ïðè ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ ïåðåìû÷åê ïåðåêëþ÷à-
òåëåé îíà ðàáîòàëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1) îáå ëàìïî÷êè íå
ãîðÿò; 2) îäíà ëàìïî÷êà íå ãîðèò, à äðóãàÿ ãîðèò â ïîëíûé
íàêàë; 3) îáå ëàìïî÷êè ãîðÿò â ïîëíûé íàêàë; 4) îáå
ëàìïî÷êè ãîðÿò â ïîëíàêàëà. Èçâåñòíî, ÷òî ëàìïî÷êà ãîðèò
â ïîëíûé íàêàë, åñëè åå ïîäêëþ÷èòü íåïîñðåäñòâåííî ê
áàòàðåéêå, à â ïîëíàêàëà ëàìïî÷êè ãîðÿò â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè ñîåäèíåíû ñ áàòàðåéêîé ïîñëåäîâàòåëüíî. Ó÷òèòå, ÷òî â
ñêîíñòðóèðîâàííîé âàìè öåïè íè ïðè êàêèõ ïîëîæåíèÿõ
ïåðåìû÷åê ïåðåêëþ÷àòåëåé íå äîëæíî ïðîèñõîäèòü êîðîò-
êîå çàìûêàíèå áàòàðåéêè.

Ä.Õàðàáàäçå

9 êëàññ

1. Âåëîñèïåä èìååò äâà îäèíàêîâûõ êîëåñà, ðàññòîÿíèå
ìåæäó îñÿìè êîòîðûõ L. Ïðè ïîâîðîòå âåëîñèïåäà åãî
ïåðåäíåå êîëåñî, ïîâåðíóòîå íà íåêîòîðûé óãîë îòíîñèòåëü-
íî ðàìû, âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè â n ðàç áûñòðåå çàäíåãî.
Íàéäèòå ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, ïî êîòîðûì êàòÿòñÿ ïî çåìëå
ïåðåäíåå è çàäíåå êîëåñà. Íàêëîí âåëîñèïåäà è ïðîñêàëüçû-
âàíèå åãî êîëåñ íå ó÷èòûâàòü.

Ä.Õàðàáàäçå

2. Áàðîí Ìþíõãàóçåí ïîäíÿëñÿ íà ïðèâÿçàííîì âîçäóø-
íîì øàðå íàä ïîëåì áîÿ íà âûñîòó H. Ìèìî íåãî ïàðàëëåëü-
íî çåìëå ïðîëåòàåò òÿæåëîå ÿäðî, ïóùåííîå èç ëàãåðÿ
íåïðèÿòåëÿ. Áàðîí ñàäèòñÿ íà ÿäðî è ëåòèò íà íåì äî ñàìîé
çåìëè. Íàéäèòå, ïîä êàêèì óãëîì α  ê ãîðèçîíòó áûëî
çàïóùåíî ÿäðî, åñëè Ìþíõãàóçåí ïðèçåìëèëñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè H ïî ãîðèçîíòàëè îò âîçäóøíîãî øàðà. Ìàññû ÿäðà è
áàðîíà îäèíàêîâû. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Â.Ïàëþëèí

3. Èç íåèññÿêàåìîãî èñòî÷íèêà ÷åðåç êðóãëóþ òðóáó ñ
âíóòðåííèì äèàìåòðîì D = 5 ñì âåðòèêàëüíî âíèç âûòåêà-
åò ñòðóÿ âîäû. Âåäðà åìêîñòüþ V = 10 ë ïîäñòàâëÿþò ïîä
ñòðóþ òàê, ÷òî âåðõ âåäðà íàõîäèòñÿ íà H = 1,5 ì íèæå
êîíöà òðóáû. Íà óðîâíå âåðõà âåäðà äèàìåòð ñòðóè ðàâåí
d = 4 ñì. Êàêîâ ðàñõîä âîäû ó èñòî÷íèêà? Îòâåò âûðàçèòå
â «âåäðàõ â ÷àñ».

Ñ.Âàðëàìîâ

4. Âíóòðè ïðîçðà÷íîãî êëèíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
ðèñóíêà 9 òå÷åò æèäêîñòü
ñ èçìåíÿþùèìñÿ ñîñòàâîì,
òàê ÷òî åå ïîêàçàòåëü ïðå-
ëîìëåíèÿ n èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì t ïî çàêîíó

( ) 0
1n t n t τ= + , ãäå 0n  è

τ  – ïîñòîÿííûå âåëè÷è-
íû. Íà ýòîò êëèí ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïàäàåò óçêèé
ëó÷ ñâåòà è, ïðîéäÿ ÷åðåç

êëèí, ïîïàäàåò íà ýêðàí. Óãîë α  ïðè âåðøèíå êëèíà ìàë,
òîëùèíà êëèíà â ìåñòå ïàäåíèÿ ëó÷à ðàâíà a, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ýêðàíîì è êëèíîì d a� . Íàéäèòå ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ ñâåòëîãî ïÿòíà ïî ýêðàíó.

Óêàçàíèå: ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà α  ìîæíî ïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè sin tgα α αª ª .

Â.Ïàëþëèí

10 êëàññ

1. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóí-
êå 10, ìàññà ïîäâèæíîãî áëîêà ðàâíà M
è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî îáîäó.
Íèòü íåâåñîìà, íåðàñòÿæèìà è íå ïðî-
ñêàëüçûâàåò ïî áëîêó. Çà ñâîáîäíûé
êîíåö íèòè òÿíóò ñ ñèëîé F âåðòèêàëüíî
ââåðõ. Íàéäèòå óñêîðåíèå ãðóçà ìàññîé
m. Òðåíèåì â îñè áëîêà è î âîçäóõ
ïðåíåáðå÷ü.

Î.Øâåäîâ

11 êëàññ

1. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò îäíîðîäíûé
ñòåðæåíü. Åãî ìåäëåííî ïîäíèìàþò, ïðèêëàäûâàÿ ê îäíîìó
èç êîíöîâ ñèëó, âñå âðåìÿ íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî
ñòåðæíþ. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ
ìåæäó ñòåðæíåì è ïîâåðõíîñòüþ ìîæíî òàêèì îáðàçîì
ïîñòàâèòü ñòåðæåíü â âåðòèêàëüíîå ïîëîæåíèå áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ åãî íèæíåãî êîíöà?

È.Ãîðáàòûé

2. Íàä èäåàëüíûì îäíîàòîìíûì ãàçîì ñîâåðøàåòñÿ ðàâíî-
âåñíûé ïðîöåññ 1 2 3 4 5 6 7- - - - - - . Íà ðèñóíêå 11 èçîá-
ðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà òåïëîòû Q, ñîîáùåí-
íîãî ãàçó â äàííîì ïðî-
öåññå (îòñ÷èòûâàÿ îò
åãî íà÷àëà), îò àáñî-
ëþòíîé òåìïåðàòóðû
ãàçà T. Âñå ïàðàìåòðû,
çàäàííûå íà îñÿõ ãðà-
ôèêà, èçâåñòíû. Íàé-
äèòå, ïðè êàêèõ ñîîò-
íîøåíèÿõ ìåæäó ýòè-
ìè ïàðàìåòðàìè îáúåì
ãàçà â ðåçóëüòàòå äàí-
íîãî ïðîöåññà: à) óâå-
ëè÷èâàåòñÿ; á) óìåíüøàåòñÿ; â) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Î.Øâåäîâ

3. Ê øòàòèâó, óñòàíîâ-
ëåííîìó íà òåëåæêå, íà ëåã-
êîé íåðàñòÿæèìîé íèòè 1
ïîäâåøåí ìàëåíüêèé øàðèê
ìàññîé Ì, ê êîòîðîìó íà
ëåãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòè
2 ïîäâåøåí äðóãîé ìàëåíü-
êèé øàðèê ìàññîé m (ðèñ.
12). Ïîä äåéñòâèåì âíåø-
íåé ñèëû, èçìåíÿþùåéñÿ
ñî âðåìåíåì ïî ãàðìîíè÷åñ-
êîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé ω ,
òåëåæêà ñîâåðøàåò ìàëûå
êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè êàêîé äëèíå
íèòè 2 íèòü 1 áóäåò âñå âðåìÿ îñòàâàòüñÿ ñòðîãî âåðòèêàëü-
íîé? Âëèÿíèåì âîçäóõà íà äâèæåíèå òåë ïðåíåáðå÷ü.

Â.Ïîãîæåâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Ñåìåíîâ, À.ßêóòà

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Ëàóðåàòû Âñåðîññèéñêîãî êîíêóðñà
øêîëüíûõ ó÷èòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè

2005 ãîäà

(Íà÷àëî ñì. íà ñ 18)

Ìîëîäîé ó÷èòåëü

Àëòàéñêèé êðàé

Áèéñê. Îâå÷êèíà Òàòüÿíà Íèêîëàåâíà. Ì. Ãèìíàçèÿ 11
Àìóðñêàÿ îáëàñòü

Áëàãîâåùåíñê. Ïàâëþ÷åíêî Ëþäìèëà Âèêòîðîâíà. Ô. Øêîëà 126
Êàáàðäèíî-Áàëêàðèÿ

Ïðèìàëêèíñêîå. Ïðîòàñîâà Þëèÿ Âëàäèìèðîâíà. Ì. Ïðèìàë-
êèíñêàÿ øêîëà

Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Êàëèíèíãðàä. Ñòàðóíîâà Èðèíà Âëàäèìèðîâíà. Ô. Ëèöåé 23
Êåìåðîâñêàÿ îáëàñòü

Ïðèãîðîäíûé. Òþøèíà Òàòüÿíà Ãåííàäüåâíà. Ô. Øêîëà 40
Ïðîêîïüåâñê. Êîíäðàòüåâà Åâãåíèÿ Þðüåâíà. Ô. Øêîëà 45
Êðàñíîäàðñêèé êðàé

Êàíåâñêàÿ. Æóêîâà Îëüãà Ïàâëîâíà. Ô. Ëèöåé
Ìîñêâà

Ñàìñîíîâ Ïàâåë Èâàíîâè÷. Ì. Øêîëà 129
Öàðüêîâà Îëüãà Ãåðìàíîâíà. Ô. Øêîëà 2007
Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü

Äîëãîïðóäíûé. Ïîäëèïñêèé Îëåã Êîíñòàíòèíîâè÷. Ì. Øêîëà 5
Íèæåãîðîäñêàÿ îáëàñòü

Ãðóäöûíî. Êàøè÷êèíà Èðèíà Âëàäèìèðîâíà. Ô. Ãðóäöûíñêàÿ
øêîëà

Ïàâëîâî. Ëóêèíà Ìàðèíà Ñåðãååâíà. Ô. Øêîëà 11
Îìñêàÿ îáëàñòü

Èíãàëû. Öâåöèõ Àíäðåé Âèêòîðîâè÷. Ì. Èíãàëèíñêàÿ øêîëà
Îìñê. Óòêèíà Èðèíà Âèêòîðîâíà. Ô. Ãèìíàçèÿ 75
Ñàìàðñêàÿ îáëàñòü

Ñàìàðà. Íèëîâà Íàòàëüÿ Íèêîëàåâíà. Ì. Øêîëà 32
Ñàìàðà. Îñòàíèíà Àííà Ãåííàäüåâíà. Ô. Øêîëà 120
Óñèíñêîå. Ìîðîçîâ Èâàí Àíàòîëüåâè÷. Ì. Óñèíñêàÿ øêîëà
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

Ìàííèíåí Ñåðãåé Àíàòîëüåâè÷. Ô. Ëèöåé «ÔÒØ»
Ïîòàïîâ Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷. Ì. Øêîëà 22 (I ðåàëüíàÿ)
Ðóõëåíêî Èâàí Äìèòðèåâè÷. Ô. Øêîëà 373
Ôèíàãèí Àíäðåé Àëåêñååâè÷. Ô. ÔÌË 239
Ñàðàòîâñêàÿ îáëàñòü

Áàëàêîâî. Êàðàâàåâà Þëèÿ Ãåííàäüåâíà. Ô. Ãèìíàçèÿ 2
Òàìáîâñêàÿ îáëàñòü

Ìîðøàíñê. Áðóäíîâà Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Øêîëà 3
Ìîðøàíñê. Ìîêëàêîâà Íàòàëèÿ Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Øêîëà 1

èì. À.Ñ. Ïóøêèíà
Òàòàðñòàí

Êàçàíü. Ìóðî÷êèíà Þëèÿ Ãðèãîðüåâíà. Ì. Ëèöåé 145
Êàçàíü. Ñàòòàðîâà Ìèëÿóøà Ìàíñóðîâíà. Ì. Òàòàðñêàÿ

ãèìíàçèÿ 1
Ìàìàäûø-Àêèëîâî. Àøåðàïîâ Àçàò Ñàìàòîâè÷. Ô. Ìàìàäûø-

Àêèëîâñêàÿ øêîëà
Óäìóðòèÿ

Èæåâñê. Íå÷àåâà Îëüãà Ñåðãååâíà. Ì. ÝÌË 29
×åëÿáèíñêàÿ îáëàñòü

×åëÿáèíñê. Ôîêèí Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷. Ô. Ëèöåé 31
×åëÿáèíñê. Õîõëîâà Âåðà Âëàäèìèðîâíà. Ô. Ëèöåé 11

Ó÷èòåëü, âîñïèòàâøèé Ó÷åíèêà

Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
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40
Íîâîñèáèðñêàÿ îáëàñòü
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Àìàòóíè Àíàèäà Ðàôàýëîâíà. Ô. Øêîëà 91
Àíäðååâ Äìèòðèé Âèòàëüåâè÷. Ì. Øêîëà 1303
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Ñåðãèåâ Ïîñàä. Ðóñàêîâ Àíàòîëèé Âàñèëüåâè÷.  Ô. ÔÌË 2
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Àïàòèòû. Ùóêèíà Ëþáîâü Íèêîëàåâíà. Ì. Ãèìíàçèÿ 1
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Ñàðîâ. Ëûæîâà Íèíà Íèêîëàåâíà. Ì. Ëèöåé 15
Ñàðîâ. Ïîëåâàÿ Åëåíà Âëàäèìèðîâíà. Ì. Ëèöåé 3
Ñàðîâ. Ñìåðäîâà Ðàèñà Àíàòîëüåâíà. Ô. Øêîëà 2
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Áðÿíñê. Òþêà÷åâà Îëüãà Èâàíîâíà. Ì. Ëèöåé 1
Áðÿíñê. Øèðîêîâ Ñåðãåé Ôèëèïïîâè÷. Ô. Ãèìíàçèÿ 2
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Í.Ã. Áàñîâà

Çåìëÿíñê. Êàòàåâà Íàäåæäà Ñòåïàíîâíà. Ì. Øêîëà 1
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Àíãàðñê. Ëàâðåíþê Åëåíà Íèêîëàåâíà. Ô. Øêîëà 10
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Êàëèíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
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Ïåòðîïàâëîâñê-Êàì÷àòñêèé. Êóðíîñîâ Âàëåðèé Ìèõàéëîâè÷.
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Íîâîñèáèðñê. Çàêîâðÿøèíà Îëüãà Âëàäèìèðîâíà. Ô. Ëèöåé ÍÃÒÓ
Íîâîñèáèðñê. Êàëàøíèêîâà Àëëà Ãðèãîðüåâíà. Ì. Ëèöåé ÍÃÒÓ
Íîâîñèáèðñê. Êîçëîâà Òàòüÿíà Àëåêñàíäðîâíà. Ì. Ëèöåé ÍÃÒÓ
Íîâîñèáèðñê. Òàíûãèí Áîðèñ Ëåîíòüåâè÷. Ì. Ëèöåé 130
Íîâîñèáèðñê. Öåöîõî Ñåðãåé Âèêòîðîâè÷. Ì. Øêîëà 112
Îìñêàÿ îáëàñòü

Îìñê. Âåïðèê Âàëåíòèíà Êîíñòàíòèíîâíà. Ì. Øêîëà 88
Îìñê. Ëåâåíêî Îëüãà Åâãåíüåâíà. Ô. ÔÌË 64
Ïåíçåíñêàÿ îáëàñòü

Çàðå÷íûé. Ñåèòîâ Àíäðåé Èâàíîâè÷. Ô. Ëèöåé 230
Ïåðìñêàÿ îáëàñòü

Êóíãóð. Çàíèíà Åëåíà Ëåîíèäîâíà. Ô. Ëèöåé 21
Ïåðìü. Ìàðòûíîâà Ëèëèÿ Äìèòðèåâíà. Ô. Øêîëà 2
Ïåðìü. Ìåäâåäåâà Íèíà Íèêîëàåâíà. Ô. Øêîëà 17
Ïåðìü. Ïîëÿíñêèé Ñåðãåé Åâãåíüåâè÷. Ô. Øêîëà 146
Ïåðìü. ×èêëèí Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷. Ô. Øêîëà 146
×åðíóøêà. Çàáîëîòíûõ Íèíà Íèêîëàåâíà. Ô. Øêîëà 6
×óñîâîé. Ïàóêîâà Âàëåíòèíà Àëåêñååâíà. Ì. Øêîëà 7
Ïðèìîðñêèé êðàé

Àðòåì. Êà÷óðà Ëþäìèëà Ôåäîðîâíà. Ô. Øêîëà 11
Àðòåì. Ìàøêî Íàòàëüÿ Èâàíîâíà. Ì. Øêîëà 11
Ïñêîâñêàÿ îáëàñòü

Äåäîâè÷è. Ìàòâååâà Ýëüçà Âàëåðüåâíà. Ô. Øêîëà 2
Ðîñòîâñêàÿ îáëàñòü

Ðîñòîâ-íà-Äîíó. Áîãàòèí Àëåêñàíäð Ñîëîìîíîâè÷. Ô. Øêîëà
101

Ðîñòîâ-íà-Äîíó. Áóõòîÿðîâ Âëàäèìèð Âëàäèìèðîâè÷. Ì. Êëàñ-
ñè÷åñêèé ëèöåé 1 ïðè ÐÃÓ

Ðîñòîâ-íà-Äîíó. Êðûøòîï Âèêòîð Ãåííàäüåâè÷. Ô. Êëàññè-
÷åñêèé ëèöåé 1 ïðè ÐÃÓ

Ðîñòîâ-íà-Äîíó. Ôèëèïïåíêî Âàëåðèé Ïàâëîâè÷. Ô. Øêîëà 25
Ðîñòîâ-íà-Äîíó. Öâåòÿíñêèé Àëåêñàíäð Ëåîíèäîâè÷. Ô. Øêî-

ëà 101
Òàãàíðîã. Ïîãîðåëîâ Åâãåíèé Íèêîëàåâè÷. Ô. ÒÌÎË
Ñàìàðñêàÿ îáëàñòü

Ñóõîäîë. Ìîãóçåâà Ëþäìèëà Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Øêîëà 2
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

Àëåêñàíäðîâ Ïàâåë Äîíàòîâè÷. Ô. ÔÌË 239
Áîãäàíîâ Ñåðãåé Àëåêñàíäðîâè÷. Ô. Ëèöåé 393
Ãîëîâàíîâà Òàòüÿíà Ìèõàéëîâíà. Ì. Ëèöåé 393
Çëîòèí Ñåìåí Åâñååâè÷. Ì. ÔÌË 366
Èëüèíà Àíàñòàñèÿ Íèêîëàåâíà. Ì. Ëèöåé 30
Êàëìàíîâ Êîíñòàíòèí Ìèõàéëîâè÷. Ì. Øêîëà 419
Ëåéáñîí Êîíñòàíòèí Ëüâîâè÷. Ì. ÔÌË 239
Íèðåíáóðã Òàòüÿíà Ëåîíèäîâíà. Ì. Ëèöåé 30
Ïðàòóñåâè÷ Ìàêñèì ßêîâëåâè÷. Ì. ÔÌË 239
Ñëóöêèé Þðèé Ëàçàðåâè÷. Ô. ÔÌË 239
Ñòàðîáîãàòîâ Èãîðü Îëåãîâè÷. Ô. Ãèìíàçèÿ 261
Óäàëüöîâà Íåëëè Íàáèåâíà. Ì. Ãèìíàçèÿ 261
Ôàäååâà Âàëåíòèíà Íèêîëàåâíà. Ô. ÔÌË 366
Øèôìàí Ìèõàèë Ëüâîâè÷. Ô. Ëèöåé 30
Øóðóõèí Âèòàëèé Îëåãîâè÷. Ô. Ëèöåé 30
Þðãåíñîí Þëèÿ Ðóâèìîâíà. Ô. Ëèöåé 30
Ñàðàòîâñêàÿ îáëàñòü

Áàëàêîâî. Ãðåêîâà Ëþäìèëà Ìèõàéëîâíà. Ô. Ëèöåé 27
Áàëàêîâî. Ìèãóíîâ Ôåäîð Þðüåâè÷. Ì. Ëèöåé 1
Ñàðàòîâ. Áóðîâ Ãåîðãèé Âàñèëüåâè÷. Ô. Ëèöåé ïðèêëàäíûõ

íàóê
Ñàðàòîâ. Äìèòðèåâ Îëåã Þðüåâè÷. Ì. ÔÒË 1
Ñàðàòîâ. Êîçûðåâà Íàäåæäà Àíàòîëüåâíà. Ô. ÔÒË 1
Ñàðàòîâ. Ñûðûùåâà Íàòàëüÿ Ìèõàéëîâíà. Ì. Ëèöåé ïðèêëàä-

íûõ íàóê
Ñàõà ßêóòèÿ

Áîðîãîíöû. Êðèâîøàïêèí Èííîêåíòèé Èííîêåíòüåâè÷. Ô.
Ãèìíàçèÿ 1

Íþðáà. Íèêîëàåâà Àíôèñà Àôàíàñüåâíà. Ì. Òåõíè÷åñêèé ëèöåé

Îêòåìöû. Íîåâà Ìàðèÿ Ãàâðèëîâíà. Ô. Îêòåìöîâñêàÿ øêîëà
×óðàï÷à. ßêîâëåâ Ãàâðèë Ìèõàéëîâè÷. Ô. ×óðàï÷èíñêàÿ øêîëà
Ñàõàëèíñêàÿ îáëàñòü

Îõà. Åëü÷åíèíîâà Ëþäìèëà Èîñèôîâíà. Ô. Ëèöåé 6
Ñâåðäëîâñêàÿ îáëàñòü

Åêàòåðèíáóðã. Ñàíî÷êèí Âÿ÷åñëàâ Àôàíàñüåâè÷. Ô. ÑÓÍÖ ÓðÃÓ
Åêàòåðèíáóðã. Ñèáèðöåâà Åêàòåðèíà Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Ãèì-

íàçèÿ 9
Åêàòåðèíáóðã. ×åðåìè÷êèí Ñåðãåé Àëåêñååâè÷. Ô. ÑÓÍÖ ÓðÃÓ
Ñìîëåíñêàÿ îáëàñòü

Äåñíîãîðñê. Àôîí÷åíêî Ãàëèíà Ãåîðãèåâíà. Ì. Øêîëà 4
Äåñíîãîðñê. Êîðåøêèíà Ãàëèíà Íèêîëàåâíà. Ô. Øêîëà 1
Òàìáîâñêàÿ îáëàñòü

Ðàññêàçîâî. Êàçàêîâ Âèòàëèé Íèêîëàåâè÷. Ô. Øêîëà 10
Ðàññêàçîâî. Ïðîòàñåâè÷ Ëèäèÿ Äìèòðèåâíà. Ì. Øêîëà 10
Ðàññêàçîâî. Ñàÿïèíà Ëþáîâü Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Øêîëà 10
Ñòðîèòåëü. Èøêîâ Àëåêñåé Èâàíîâè÷. Ô. Öíèíñêàÿ øêîëà
Òàìáîâ. Çàéöåâ Âàäèì Ëüâîâè÷. Ô. Ìíîãîïðîôèëüíûé ëèöåé 6
Òàìáîâ. ßêóíèí Âÿ÷åñëàâ Èâàíîâè÷. Ô. Øêîëà 14
Òàòàðñòàí

Àëüìåòüåâñê. Äóãàåâ Ïåòð Åâãåíüåâè÷. Ô. ÅÌÃ 22
Òâåðñêàÿ îáëàñòü

Òâåðü. Âîëüô Ïåòð Îòòîâè÷. Ô. Øêîëà 17
Òâåðü. Ãóëåâè÷ Ñåðãåé Àíàòîëüåâè÷. Ì. Øêîëà 17
Òîìñêàÿ îáëàñòü

Êîæåâíèêîâî. Àäàìåíêî Îëüãà Àíàòîëüåâíà. Ô. Øêîëà 1
Òîìñê. Ãîðëîâà Îëüãà Àëåêñàíäðîâíà. Ì. Ëèöåé 9
Òîìñê. Êàçàíöåâà Ëàðèñà Õàçèåâíà. Ô. Øêîëà
Òóëüñêàÿ îáëàñòü

Àëåêñèí. Àéäåëü Èðèíà Åâãåíüåâíà. Ô. Ðåàëüíàÿ ãèìíàçèÿ 18
Åïèôàíü. Ìåëèõîâà Ðàèñà Ãðèãîðüåâíà. Ì. Åïèôàíüñêàÿ øêîëà
Åôðåìîâ. Êëûêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷. Ô. ÔÌË 1
Òóëà. Êîæèíèí Ñåðãåé Ïàâëîâè÷. Ô. Ëèöåé 2
Òóëà. Ïîñòíèêîâà Ãàëèíà Ñåðãååâíà. Ô. Ãèìíàçèÿ 2
Òþìåíñêàÿ îáëàñòü

Óðàé. Êîçëîâñêàÿ Çîÿ Ãåîðãèåâíà. Ô. Ãèìíàçèÿ 1
Òóðòàñ. Ðàõèìîâ Õà÷àò Ìóõàììåäîâè÷. Ì. Òóðòàññêàÿ øêîëà
Óäìóðòèÿ

Ñþìñè. Êîêîðèíà Ëþäìèëà Íèêîëàåâíà. Ì. Øêîëà 1
Óëüÿíîâñêàÿ îáëàñòü

Óëüÿíîâñê. Äîáðîõîòîâ Ñåðãåé Áîðèñîâè÷. Ô. Ìíîãîïðîôèëü-
íûé ëèöåé 20

Óëüÿíîâñê. Îðëîâà Ñîôüÿ Ïåòðîâíà. Ì. Øêîëà 40
Óëüÿíîâñê. Ýäâàðñ Àíàòîëèé Ðîñòèñëàâîâè÷. Ô. Øêîëà 68
Óëüÿíîâñê. Ýäâàðñ Ðîñòèñëàâ Àíàòîëüåâè÷. Ì. Øêîëà 68
Õàáàðîâñêèé êðàé

Õàáàðîâñê. Íåêðàøåâè÷ Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà. Ô. ËÈÒ
Õàêàñèÿ

Ñàÿíîãîðñê. Ëîìàêîâñêèé Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷. Ô. Øêîëà 7
Øèðà. Ëåáåäåâà Òàòüÿíà Íèêèòè÷íà. Ì. Øêîëà 4
Øèðà. Ëîãèíîâà Åëåíà Àíäðååâíà. Ì. Øêîëà 4
Øèðà. Ìèðîíîâà Îëüãà Þðüåâíà. Ì. Øêîëà 4
×åëÿáèíñêàÿ îáëàñòü

Îçåðñê. Àíàíüèíà Åëåíà Âåíèàìèíîâíà. Ì. ÔÌË 39
Ñíåæèíñê. Åëüêèíà Åâãåíèÿ Ìèõàéëîâíà. Ô. Ãèìíàçèÿ 127
×åëÿáèíñê. Ñàëäàåâà Ëèäèÿ Àëåêñååâíà. Ô. Øêîëà 152
×åëÿáèíñê. Òðèôîíîâ Ìèõàèë Àíàòîëüåâè÷. Ô. ÔÌË 31
×èòèíñêàÿ îáëàñòü

×èòà. Ëåñêîâà Ãàëèíà Àíàòîëüåâíà. Ì. Ëèöåé ×ÃÓ
ßñíîãîðñê. Áàñîâà Îëüãà Àëåêñàíäðîâíà. Ô. Øêîëà 1
ßñíîãîðñê. Çàðóáèíà Íàòàëüÿ Èííîêåíòüåâíà. Ì. Øêîëà 1
ßðîñëàâñêàÿ îáëàñòü

Ðîñòîâ. Ïîñåâöîâ Åâãåíèé Ôåäîðîâè÷. Ì. Ãèìíàçèÿ 1
Óãëè÷. Àâåðüåâ Âëàäèìèð Ìèõàéëîâè÷. Ô. ÔÌË
ßðîñëàâëü. Òþðèíà Åêàòåðèíà Íèêîëàåâíà. Ô. Øêîëà 88
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ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №3)

1. Íåò, íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì, ðåïîðòàæ êîððåñïîíäåíòà
æóðíàëà «True-False» ïðàâäèâûé. Òîãäà ïîñëåäíèé èç åãî ñî-
áåñåäíèêîâ íå ìîæåò áûòü íè ðûöàðåì, íè ëæåöîì.
2. Òàê êàê ÷èñëî è íîìåð ìåñÿöà íå áîëåå ÷åì äâóçíà÷íû, òî
ïóòàíèöà ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ó Òîðî-
ïûæêè ïîëó÷èëîñü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëÿ, ïîñëåäíèå
öèôðû êîòîðîãî 11 èëè 12, à ïåðâàÿ öèôðà íå áîëüøå 3. Ïî-

ñêîëüêó â ôåâðàëå 31-ãî ÷èñëà
íå áûâàåò, òî íåëüçÿ îäíî-
çíà÷íî âîññòàíîâèòü äàòû, çà-
ïèñàííûå â ôîðìå 111, 112,
211, 212, 311. Èòàê, â ãîäó
íåëüçÿ áóäåò ðàçëè÷èòü 5 ïàð
äàò.
3. Íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïðè-
ìåð, êîãäà ê îäíîé íîðêå ïîä-
õîäÿò 5 òðîïèíîê (íà ðèñóíêå
1 ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâ-
ëåíèÿ ïðîêëàäûâàíèÿ òðîïè-
íîê, ÀÌ = 100 ñì, ÂÌ =

= 110 ñì, ÑÌ = 120 ñì, DM = 130 ñì, ÅÌ = 140 ñì, âñå îñò-
ðûå óãëû ïðè âåðøèíå Ì ðàâíû 72°).
Ýòî ÷èñëî íàèáîëüøåå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ê êàêîé-ëèáî
íîðêå S ïîäõîäèò áîëåå 5 òðîïèíîê, òî ìû ïðèäåì ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñ S ñîåäèíåíû íîðêè

1 2 6, , ,A A A… . Òîãäà âñå ëó÷è 1 2 6, , ,SA SA SA…  ðàçëè÷íû è äå-
ëÿò ïîëíûé óãîë ñ âåðøèíîé S íà 6 ÷àñòåé. Â òðåóãîëüíèêå

1 2A SA  óãîë 1 2A SA  íàèáîëüøèé êàê ïðîòèâîëåæàùèé áîëü-
øåé ñòîðîíå 1 2A A . Ñëåäîâàòåëüíî, 1 2 60A SA– > ∞  (óáåäèòåñü
â ýòîì). Àíàëîãè÷íî â äðóãèõ òðåóãîëüíèêàõ:

2 3 6 160 , , 60A SA A SA– > ∞ – > ∞… .

Íî òîãäà ñóììà ýòèõ óãëîâ áóäåò áîëüøå ïîëíîãî óãëà, ÷åãî
íå ìîæåò áûòü.
4. 1-é ñïîñîá. Ïóñòü ×è÷èêîâ êóïèë Ä äóø ïî Ê êîïååê çà
êàæäóþ. Èç óñëîâèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò òàêèå òðè
íåðàâåíñòâà:

1) 2
1000j > ,    2) 2 6000d > , 3) 2500d j¥ £ .

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 32j ≥ , à èç âòîðîãî –
÷òî 78d ≥ . Åñëè áû áûëî 33j ≥ , òî òîãäà 2574d j¥ ≥ ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó íåðàâåíñòâó. Åñëè áû áûëî

79d ≥ , òî òîãäà 2528d j¥ ≥ , ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò òðå-
òüåìó íåðàâåíñòâó. Ïîýòîìó îñòàëàñü åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ-
íîñòü: Ê = 32, Ä = 78, ò.å. ×è÷èêîâ êóïèë 78 äóø ïî 32 êî-
ïåéêè çà øòóêó. Íà âñÿêèé ñëó÷àé ïðîâåðèì: 78 32 2496¥ = ,
ò.å. 25 ðóáëåé, äåéñòâèòåëüíî, õâàòèò.
2-é ñïîñîá. Ðàñêðîåì øåñòóþ ãëàâó «Ìåðòâûõ äóø» è ïðî-
÷òåì ñöåíó òîðãà ×è÷èêîâà ñ Ïëþøêèíûì, ãäå òàê ïðÿìî è
ãîâîðèòñÿ î 78 êóïëåííûõ áåãëûõ äóøàõ ïî 32 êîïåéêè çà
øòóêó. È äàæå îáùàÿ ñóììà ïðèâîäèòñÿ: 24 ðóáëÿ 96 êîïååê
– ×è÷èêîâ áûë â àðèôìåòèêå ñèëåí.
5. Çàìå÷àåì, ÷òî äèàìåòðîâ îêðóæíîñòè, îáà êîíöà êîòîðûõ
êðàñíûå, ñóùåñòâóåò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî äèàìåòðîâ, îáà êîí-
öà êîòîðûõ ñèíèå. Êàæäûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, âñå
âåðøèíû êîòîðîãî ñèíèå, èìååò ãèïîòåíóçó, ÿâëÿþùóþñÿ äèà-
ìåòðîì îêðóæíîñòè ñ ñèíèìè êîíöàìè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
äèàìåòðà ñóùåñòâóåò 48 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âñå
âåðøèíû êîòîðûõ ñèíèå. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ êðàñíûå.

Ðèñ. 1

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» №1)

16. Äëÿ îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë y, î÷åâèäíî, ïîäõîäÿò âàðèàíòû
õ = 1, y = 1; õ = 4, y = 2; õ = 9, y = 3. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ

ðåøåíèé íåò. Ïóñòü z x x= …  – n-çíà÷íîå ÷èñëî, n > 1. Èìå-

åì 2x π , 3, 7, 8, òàê êàê êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë íà ýòè öèô-
ðû íå îêàí÷èâàþòñÿ. Äàëåå, 2y  ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò îñòà-
òîê 0 èëè 1. Ïîýòîìó 1x π , 5, 9 (îñòàòîê 3), 6 (îñòàòîê 2).

Íàêîíåö, åñëè x = 4, òî 
4

z
 òîæå êâàäðàò – è ìû îïÿòü â óñ-

ëîâèÿõ ñëó÷àÿ õ = 1.
17. Â ïëîñêîñòè ëîìàíîé ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïóñòü âåðøèíû ëîìàíîé â ýòîé ñèñòåìå

çàäàþòñÿ òàêèìè êîîðäèíàòàìè: ( )1 1,A x y , ( )2 2,B x y ,

( )3 3,C x y , ( )4 4,D x y , ( )5 5,E x y , ( )6 6,F x y , ( )7 7,G x y ,

( )8 8,H x y , ( )9 9,K x y , ( )10 10,L x y . Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî àá-

ñöèññà (îðäèíàòà) ñåðåäèíû îòðåçêà íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå àáñöèññ (îðäèíàò) åãî êîíöîâ. Çàïèøåì ñèñ-
òåìó ðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ àáñöèññû âåðøèí ëîìàíîé â ñî-
îòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è:

1 2 6 7x x x x+ = + ,

2 3x x+ = 7x 8x+ ,

3 4 8 9x x x x+ = + ,

4 5 9 10x x x x+ = + .

Âû÷òÿ âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èç ñóììû
ïåðâîãî è òðåòüåãî, ïîëó÷èì

5 6 1 10x x x x+ = + .

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ îðäèíàò:

5 6 1 10y y y y+ = + .

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
18. Îáîçíà÷èì ( )mnd ,a b x= , òîãäà à = õó, b = xz,

( )mnd , 1y z = . Ïóñòü òàêæå ( )mnd ,x z m= , òîãäà õ = mu,
z = mv, ( )mnd , 1u v = . Ïðè ýòîì ( ) ( )mnd , mnd , 1y v y m= = .
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ( )x y z yz- = , èëè

( )u y mv yv- = ,                         ( * )

îòêóäà uy = umv + yv. Òàê êàê ó è u âçàèìíî ïðîñòû ñ v, à
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äåëèòñÿ íà v, òî v = 1.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâî ( * ) ïåðåïèøåì â âèäå

( ) ( )1u y m m- - = .

Ïîñêîëüêó ó è m âçàèìíî ïðîñòû, òî îòñþäà ïîëó÷àåì
u – 1 = m, ó – m = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( )mnd , 1a b x mu m m= = = + ,

( )mnj ,a b xyz= = ( ) ( ) ( )21 1 mnd ,m m m m a b+ ◊ + ◊ = .

19. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñì. â ñòàòüå È.Àêóëè÷à «Òðåóãîëü-
íèêè íà øàõìàòíîé äîñêå» â «Êâàíòå» ¹3.
20. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëüøàÿ
ðàçíîñòü íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå 2 (êëåòêà, ãäå çàïè-
ñàíî ÷èñëî 1, èìååò ÷åòûðåõ
ñîñåäåé). Ïîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ðàññòàíîâêà
÷èñåë, ïðè êîòîðîé ýòà ðàç-
íîñòü â òî÷íîñòè ðàâíà 2.
Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé æèð-
íûìè ëèíèÿìè íà 4 «óãëà»:
þãî-çàïàäíûé, ñåâåðî-âîñòî÷-
íûé, ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-
âîñòî÷íûé, êàê íà ðèñóíêå 2. Ðèñ. 2
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À äàëåå ïðîñòî îïèøåì ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ÷èñëàìè êàæäîãî
óãëà.
1) Â óãëîâóþ êëåòêó þãî-çàïàäíîãî óãëà ïîìåùàåì ÷èñëî 1, â
äâå ñîñåäíèå ñ íåé – ÷èñëà 3, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè – ÷èñëà
5 è ò.ä. Òàê êàê âñå ïîñëåäóþùèå ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ îò ïðå-
äûäóùèõ íà 2, òî ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íå
áîëüøå 2 (çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî òî æå áóäåò âåðíî è
äëÿ îñòàëüíûõ óãëîâ). Òàêæå èç ïðèíöèïà ðàññòàíîâêè ÷èñåë
ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî 2m + 1 (äëÿ âñåõ m = 0, 1, 2, …)
ïðèñóòñòâóåò â óãëó ðîâíî m + 1 ðàç.
2) Â óãëîâóþ êëåòêó ñåâåðî-âîñòî÷íîãî óãëà ïîìåùàåì ÷èñëî
3, â äâå ñîñåäíèå ñ íåé – ÷èñëà 5, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè –
÷èñëà 7 è ò.ä. Çäåñü êàæäîå ÷èñëî 2m + 1 ïðèñóòñòâóåò â óãëó
ðîâíî m ðàç.
Âñåãî, òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ äâóõ óãëàõ êàæäîå ÷èñëî 2m + 1
ïðèñóòñòâóåò ðîâíî (m + 1) + m = 2m + 1 ðàç.
3) Ñåâåðî-çàïàäíûé è þãî-âîñòî÷íûé óãëû çàïîëíÿþòñÿ îäè-
íàêîâî: â óãëîâóþ êëåòêó çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëî 2, â äâå ñîñåä-
íèå ñ íåé – ÷èñëà 4, â òðè ñîñåäíèå ñ íèìè – ÷èñëà 6 è ò.ä.
Çäåñü êàæäîå ÷èñëî 2m (äëÿ âñåõ m = 1, 2, …) ïðèñóòñòâóåò
â óãëó ðîâíî m ðàç, à â äâóõ óãëàõ âìåñòå – 2m ðàç.
Èòàê, êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ íà äîñêå ñòîëüêî ðàç, êàêîâî
ýòî ÷èñëî. Êðîìå òîãî, â ïðåäåëàõ êàæäîãî óãëà ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íå ïðåâûøàåò 2 (áîëåå òîãî – îíà
âñþäó êàê ðàç ðàâíà 2). Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè â ñîñåäíèõ óãëàõ (âäîëü «øâîâ»)
òàêæå íå ïðåâûøàåò 2. Îêàçûâàåòñÿ, äåéñòâèòåëüíî íå ïðåâû-
øàåò – îíà âñþäó ðàâíà 1. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì, íàïðè-
ìåð, ãðàíèöó ìåæäó þãî-çàïàäíûì è ñåâåðî-çàïàäíûì óãëàìè
(ëó÷, óõîäÿùèé âëåâî). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ðàññòà-
íîâêè ÷èñåë, â êëåòêàõ ïîä ãðàíèöåé ñïðàâî íàëåâî çàïèñàíû
÷èñëà 1, 3, 5, …, à â êëåòêàõ íàä ãðàíèöåé – ÷èñëà 2, 4, 6, …,
ò.å., äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ðàçëè÷àþòñÿ íà
1. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ îñòàëü-
íûõ ãðàíèö.
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LXVIII  ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ

Ìàòåìàòè÷åñêèé ïðàçäíèê

6 êëàññ

1. Âàëåíòèí ïðîáåãàåò 50 60¥  = 3000 ñì çà 100 ñ, ò.å. åãî
ñêîðîñòü ðàâíî 30 ñì/ñ, èëè 18 ì/ìèí.
2. Êîëè÷åñòâî ðóáëåé, ïîòðà÷åííûõ Àíäðååì ïðè ïîêóïêå áè-
ëåòà ó øîôåðà, äåëèòñÿ íà 5; íà 5 äåëèòñÿ è îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ïîòðà÷åííûõ â ÿíâàðå ðóáëåé. Çíà÷èò, è â äíè, êîãäà áè-
ëåò ïîêóïàëñÿ ó êîíäóêòîðà çà 11 ðóá., îáùåå êîëè÷åñòâî ïî-

òðà÷åííûõ äåíåã äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó íà 5 äåëèòñÿ êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ äíåé. Åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé âàðèàíò – 5
äíåé. Òîãäà áèëåò ïîêóïàëñÿ ó øîôåðà ( )115 11 5 15 4- ¥ =
ðàçà, à êðóæîê áûë 9 ðàç.
3. à) Ëèñà äîëæíà ðàçëîæèòü êîíôåòû òàê: 10, 10 è 80. Åñëè
åé äîñòàíåòñÿ êó÷êà èç 80 êîíôåò, òî ìåäâåæàòàì äîñòàíåòñÿ
ïîðîâíó. Åñëè åé äîñòàíåòñÿ êó÷êà èç 10 êîíôåò, òî, ÷òîáû
óðàâíÿòü äîëè ìåäâåæàò, åé ïðèäåòñÿ ñúåñòü åùå 70 êîíôåò.
Ïðèìå÷àíèå. Ýòî åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ñïîñîá äåéñòâèé
ëèñû. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó â èòîãå ëèñà ñúåñò 80 êîíôåò,
òî ìåäâåæàòà ñúåäÿò ïî (100 – 80)/2 = 10 êîíôåò. Òàê êàê ó
îäíîãî èç ìåäâåæàò êîëè÷åñòâî êîíôåò íå ìåíÿëîñü, òî åìó
äîñòàëîñü ïî æðåáèþ 10 êîíôåò. Åñëè êó÷êà èç 10 êîíôåò
ëèøü îäíà, òî îíà ïî æðåáèþ ìîæåò äîñòàòüñÿ ëèñå, è ñðåäè
äâóõ îñòàâøèõñÿ íå áóäåò êó÷êè èç 10 êîíôåò. Çíà÷èò, èìå-
þòñÿ äâå òàêèå êó÷êè, à òîãäà â òðåòüåé – 80 êîíôåò.
á) Íåò, íå ìîæåò. Â ñàìîì äåëå, â èòîãå ìåäâåæàòà ñúåëè ïî-
ðîâíó êîíôåò, ïîýòîìó â ñóììå îíè ñúåëè ÷åòíîå ÷èñëî êîí-
ôåò. Òàê êàê 100 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî
ëèñà òàêæå ñúåëà ÷åòíîå ÷èñëî êîí-
ôåò.
4. Ìîæíî ðàçìåñòèòü 16 «ñêîáîê»
(ðèñ.3), à 17 «ñêîáîê» çàíèìàþò óæå
102 êëåòêè.
5. Íåò, íå ìîãóò. Èñïîëüçîâàíû 10
ðàçëè÷íûõ áóêâ, ïîýòîìó êàæäàÿ
öèôðà îáîçíà÷åíà êàêîé-íèáóäü áóê-
âîé, â òîì ÷èñëå è íîëü. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðîèçâåäåíèå öèôð êàêîãî-òî
(à çíà÷èò, è äðóãîãî) ÷èñëà ðàâíî íóëþ, à òîãäà â çàïèñè îáî-
èõ ÷èñåë åñòü íîëü. Â ñëîâàõ ÌÈÕÀÉËÎ è ËÎÌÎÍÎÑÎÂ
îáùèå áóêâû Ì, Ë è Î, íî Ì è Ë ñòîÿò â íà÷àëå ÷èñåë. Çíà-
÷èò, íîëü îáîçíà÷åí áóêâîé Î. Òàê êàê â ÷èñëå ÌÈÕÀÉËÎ
íà êîíöå íîëü, òî îíî ÷åòíîå.
6. Òîãî, ïðî êîãî ñêàçàëè, ÷òî îí õîááèò, äëÿ óäîáñòâà íàçî-
âåì Áîáîì. Áîá íå ñîãëàñèëñÿ ñ òåì, ÷òî îí õîááèò, ñëåäóþ-
ùèé íå ñîãëàñèëñÿ ñ íèì, ò.å. ïîäòâåðäèë, ÷òî Áîá õîááèò, è
âñå ãîâîðÿùèå ÷åðåç ðàç ïîäòâåðæäàëè èëè îòðèöàëè, ÷òî Áîá
õîááèò.
à) Åñëè ïèðóþùèõ áûëî 9 (íå÷åòíîå ÷èñëî), òî íà ñëåäóþ-
ùåì êðóãå êàæäûé ãîâîðèë ïðîòèâîïîëîæíîå òîìó, ÷òî ñêà-
çàë íà ïðåäûäóùåì, òàê ÷òî âñå îíè õîááèòû.
á) Òàê êàê 10 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî ãîâîðÿùèå íà êàæäîì êðóãå
ãîâîðÿò îäíî è òî æå, ïîýòîìó õîááèòîâ ñðåäè íèõ íåò. Òîãäà
è Áîá íå õîááèò, è åãî ïðàâûé ñîñåä ñîëãàë, ò.å. îí ãîáëèí.
Ñàì æå Áîá óëè÷èë ãîáëèíà âî ëæè, òàê ÷òî îí ýëüô. Åãî ñî-
ñåä ñëåâà ñíîâà ãîáëèí, è òàê äàëåå – çà ñòîëîì ñèäÿò, ÷åðå-
äóÿñü, ïÿòü ãîáëèíîâ è ïÿòü ýëüôîâ.

7 êëàññ

1. Âî âòîðíèê Ïåòÿ îáìåíÿë ñâîè
ðóáëè íà 6 òóãðèêîâ è ïîëó÷èë çà
íèõ â ñðåäó 36 ðóáëåé. Â ïÿòíèöó îí
îáìåíÿë ïîëó÷åííûå ðóáëè íà 9 òóã-
ðèêîâ è ïîëó÷èë çà íèõ â ñóááîòó 54
ðóáëÿ.
2. à) Äà, ñì. ðèñ.4. á) Íå÷åòíîå ÷èñ-
ëî íå äåëèòñÿ íà ÷åòíîå, à ïîòîìó íå
ìîæåò ñòîÿòü ìåæäó ÷èñëàìè îäèíà-
êîâîé ÷åòíîñòè. Çíà÷èò, íå÷åòíûå
÷èñëà ñòîÿò ïàðàìè. Îäíàêî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, ..., 9 íå÷åòíûõ
÷èñåë ïÿòü, òàê ÷òî èõ íåëüçÿ ðàçáèòü íà ïàðû.
3. Ïðèìåð èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 5.
4. à) è á) Êâàäðàòèê íå ìîã èìåòü îáùèé óãîë ñ ïðÿìîóãîëü-
íèêîì, òàê êàê òîãäà ïåðèìåòð îñòàëñÿ áû ïðåæíèì èëè
óìåíüøèëñÿ, à ïëîùàäü óìåíüøèëàñü áû. Çíà÷èò, êâàäðàò
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ïðèìûêàåò òîëüêî ê îäíîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà (ðèñ.6).
Ïóñòü ñòîðîíà êâàäðàòà x. Òîãäà Òàíÿ, âûðåçàâ êâàäðàò,
óìåíüøàåò ïëîùàäü ôèãóðû íà 2x , à ïåðèìåòð óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2x. Ïî óñëîâèþ èñõîäíàÿ ïëîùàäü ðàâíà ïåðèìåòðó ïîëó-
÷åííîé ôèãóðû, à èñõîäíûé ïåðèìåòð ðàâåí ïëîùàäè ïîëó-
÷åííîé ôèãóðû. Çíà÷èò, 2x  = 2x, îòêóäà x = 2.
â) Ïóñòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà m è n. Òîãäà èç ðåøåíèÿ
ï. à) ñëåäóåò, mn = 2m + 2n + 4, ÷òî ðàâíîñèëüíî (n – 2)(m –
– 2) = 8.
Ïîñêîëüêó m è n ïðåâîñõîäÿò 2, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ðàçëîæåíèé ÷èñëà 8 íà äâà íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëÿ.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãëè áûòü òîëüêî òàêèå, êàê

íà ðèñóíêå 7, ò.å. 4 × 6 èëè
3 × 10.
5. 250 984 615 2005 13¥ + = ¥ .
Ïðè Ë 7£  ëåâàÿ ÷àñòü íå
ïðåâîñõîäèò

250 800 1000 2010000¥ + = ,

à ïðàâàÿ íå ìåíüøå
250 102 204510¥ = .  Çíà÷èò,
Ë = 8 èëè 9.
Åñëè cnd 124≥ , òî ÷èñëî â
ïðàâîé ÷àñòè íå ìåíüøå

2005 124 248620¥ = ,

à â ëåâîé ÷àñòè – íå áîëüøå

250 987 1000 247750¥ + = .

Çíà÷èò, cnd 123£  è Ã = 1, à ïîòîìó Î = 0 èëè Î = 2.
Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè è ÷èñëî 250 äåëÿòñÿ íà 5, ïîýòîìó
ëèáî Ó = 5, ëèáî Ó = 0. Íî åñëè Ó = 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü îêàí-
÷èâàåòñÿ íóëåì è ïîòîìó ÷åòíà, à çíà÷èò, Ä ÷åòíî. Ïðè ýòîì
Î = 2 (òàê êàê O 0π ), è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Ä ðàâíî 4,
ò.å. cnd 124≥ . Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, Ó = 5 è ïîòîìó Ä íå-
÷åòíî.
Äëÿ öèôðû Ä âîçìîæíû çíà÷åíèÿ Ä = 3, Ä = 7 è Ä = 9. Ïðè
äåëåíèè íà 50 ñëåâà áóäåò îñòàòîê 15 (òàê êàê Ã = 1 è
Ó = 5). Îí äîëæåí áûòü òàêèì æå ñïðàâà, îòêóäà Ä = 3.
Äîïóñòèì, ÷òî Î = 0. Òîãäà ñïðàâà ïîëó÷àåì 2005 103¥  =
= 206515, à çíà÷èò, öèôðà Ò ÷åòíà (èíà÷å â ðàçðÿäå äåñÿòêîâ
ñëåâà íå ïîëó÷èòñÿ åäèíèöû). Ïðè ýòîì k 8≥ , E 2≥  (îñ-
òàëüíûå öèôðû çàíÿòû), è ëèáî M 6≥ , ëèáî Ì = 4 è T 6≥ ,
è ïðàâàÿ ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ëåâîé. Çíà÷èò, Î = 2.
Èìååì ÃÎÄ = 123. Ñëó÷àé Ë = 8 íå ãîäèòñÿ (ñëèøêîì ìàëî),
îñòàåòñÿ Ë = 9. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì E 8≥ , à òàê êàê
öèôðà 9 çàíÿòà, òî Å = 8. Äàëåå ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ò = 4 è
Ì = 6.
6. Ïóñòü x – ÷èñëî ëþäåé, âûøåäøèõ íà ìèòèíã. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, êàæäîé ðåôîðìîé íåäîâîëüíî ðîâíî 48 æèòåëåé, è
îáùåå ÷èñëî «íåäîâîëüñòâ» ðàâíî 48 5¥  = 240. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, êàæäûé âûøåäøèé íà ìèòèíã íåäîâîëåí õîòÿ áû òðåìÿ
ðåôîðìàìè. Ïîýòîìó 240 3x≥ , îòêóäà x £  80.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà íà ïëîùàäü âûéäåò ðîâíî 80 ÷åëî-
âåê. Âûáåðåì ñðåäè æèòåëåé îñòðîâà 80 ÷åëîâåê è ðàçîáüåì
èõ íà ïÿòü ãðóïï ïî 16 ÷åëîâåê. Ïóñòü ïðîòèâ ïåðâîé ðåôîð-

ìû âîçðàæàþò ëþäè èç ïåðâûõ òðåõ ãðóïï, ïðîòèâ âòîðîé –
ëþäè èç âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãðóïï, ïðîòèâ òðåòüåé –
èç òðåòüåé, ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ãðóïï, ïðîòèâ ÷åòâåðòîé – èç
÷åòâåðòîé, ïÿòîé è ïåðâîé ãðóïï, à ïðîòèâ ïÿòîé – èç ïÿòîé,
ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï. Ïðîòèâ êàæäîé ðåôîðìû âîçðàæàþò
ðîâíî 3 16¥  = 48 ÷åëîâåê, ò.å. óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî.
Íà ìèòèíã âûéäóò âñå âûáðàííûå 80 ÷åëîâåê.

Èçáðàííûå çàäà÷è ñòàðøèõ êëàññîâ

1. Ïóñòü ðàçðåç ïðîõîäèë âåðòèêàëüíî. Ïðîâåäåì âî âñåõ
êâàäðàòèêàõ 1 1¥  âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðå-
äèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
(ðèñ.8). Ïðè ñãèáàíèè ïî ëè-
íèÿì êëåòîê ýòè îòðåçêè íà-
êëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåçàþòñÿ
îíè è òîëüêî îíè. Íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó-
÷àåòñÿ 9 ÷àñòåé.
2. Òàê êàê AA¢  è BB¢  – âû-
ñîòû, òî òðåóãîëüíèêè AA B¢ ,

AB B¢ , CA H¢  è CB H¢  ïðÿìî-
óãîëüíûå (ðèñ. 9). Ïîñêîëüêó
ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ
ê ãèïîòåíóçå, ðàâíà åå
ïîëîâèíå, òî

XA¢ = 1/2 AB = XB¢  è

YA¢ = 1/2 CH = YB¢ .

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè X
è Y ëåæàò íà ñåðåäèí-
íîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê
îòðåçêó A B¢ ¢ .
3. Åñëè ïîñëå âûêèäû-
âàíèÿ êàêèõ-òî äâóõ ñî-
ñåäíèõ ÷èñåë ñóììà îñ-
òàâøèõñÿ íå÷åòíà, òî èõ íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâ-
íîé ñóììîé. Åñëè æå òàêàÿ ñóììà âñåãäà ÷åòíà, òî ñóììû ëþ-
áûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òîãäà
÷èñëà, ñòîÿùèå ÷åðåç îäíî, èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Íî
òàê êàê íà êðóãå íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, òî âñå îíè îäè-
íàêîâîé ÷åòíîñòè.
Åñëè âñå ÷èñëà íå÷åòíû, òî ñóììà 2003 èç íèõ íå÷åòíà, è èõ
íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíîé ñóììîé. Åñëè æå âñå
÷èñëà ÷åòíû, òî óìåíüøèì êàæäîå èç íèõ âäâîå. Åñëè ñíîâà
âñå ÷èñëà ÷åòíû, òî ñíîâà óìåíüøèì èõ âäâîå, è ò.ä. Íà êà-
êîì-òî øàãå ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïî äîêàçàííîìó ìîæ-
íî òåïåðü âûêèíóòü äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ
íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíîé ñóììîé. Îñòàåòñÿ âû-
êèíóòü ñîîòâåòñòâóþùèå äâà ÷èñëà èç èñõîäíîãî íàáîðà ÷è-
ñåë.
4. Ðàçîáüåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà øåñòü ðàâ-
íûõ ÷àñòåé òî÷êàìè A, B, C, D, E è F. Ïðîâåäåì äóãó îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A ðàäèóñà AB îò òî÷êè B äî òî÷êè O
(ðèñ.10). Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå äóãè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ B,
C, D, E, F. Êàæäóþ èç ïîëó÷åííûõ 6 ÷àñòåé êðóãà ðàçîáüåì
íà äâå ðàâíûå ÷àñòè îäíèì èç ñïîñîáîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðè-
ñóíêå.
Êîììåíòàðèé. Äàííàÿ çàäà÷à ïðèîòêðûâàåò äâåðü â âîëøåá-
íûé ìèð îòêðûòûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè. Óêàæåì
íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ âîçìîæíîãî èññëåäîâàíèÿ:
1) Êðóã ðàçäåëåí íà 12 ðàâíûõ ÷àñòåé òàê, ÷òî öåíòð ëåæèò
íà ãðàíèöå íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ ÷àñòåé. Âåðíî ëè, ÷òî ÷àñòè
ðàâíû ÷àñòÿì, ïîëó÷àþùèìñÿ ïðè îäíîì èç ðàçðåçàíèé, óêà-
çàííûõ â ðåøåíèè?

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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2) Ïðè êàêèõ n êðóã ìîæíî ðàçäåëèòü íà n ðàâíûõ ÷àñòåé
òàê, ÷òîáû öåíòð ëåæàë íà ãðàíèöå íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ ÷à-
ñòåé? (Ïðèìåð èçâåñòåí ëèøü ïðè n âèäà 6k, 2k ≥ ; íåäàâíî
À.Êàíåëü-Áåëîâ äîêàçàë, ÷òî ïðè n = 2 òàêîå äåëåíèå íåâîç-
ìîæíî.)
3) Êðóã ðàçäåëåí íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé. Âåðíî ëè, ÷òî
äèàìåòð êàæäîé èç ÷àñòåé (íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó
åå òî÷êàìè) íå ìåíüøå ðàäèóñà êðóãà?
4) Ìîæíî ëè ðàçäåëèòü êðóã íà íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé
òàê, ÷òîáû öåíòð êðóãà ëåæàë ñòðîãî âíóòðè (íå íà ãðàíèöå)
îäíîé èç ÷àñòåé? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íå èçâåñòåí íå òîëüêî
äëÿ êðóãà, íî è äëÿ ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ïðè n > 4.
5) Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ìîæíî ïîñòàâèòü ïðî øàð â ïðî-
ñòðàíñòâå. Òàì íå èçâåñòíî íè îäíîãî îòâåòà (â òîì ÷èñëå è
íà âîïðîñ, àíàëîãè÷íûé ïîñòàâëåííîìó íà îëèìïèàäå).
5. Âîçüìåì ÷èñëà 1, 2 è 3. Ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ
íà òðåòüå, ïðè÷åì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî ñóììå äâóõ äðó-
ãèõ. Äîáàâèì ê ýòèì ÷èñëàì åùå îäíî – èõ ñóììó. Çàòåì ê
ïîëó÷åííîìó íàáîðó äîáàâèì åãî ñóììó è ò.ä. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå êàæäîå èç ÷èñåë íàáîðà äåëèò ñóì-
ìó îñòàëüíûõ. Ïðîäåëàâ îïèñàííóþ îïåðàöèþ íóæíîå êîëè-
÷åñòâî ðàç, ïîëó÷èì èñêîìûé íàáîð: 1, 2, 3, 6, 12, 24,...

..., 2003
3 2¥ .

6. Ïóñòü 2O  – öåíòð îêðóæíîñòè 2ω  (ðèñ.11). Òàê êàê ïðî-
âåäåííûå èç òî÷êè C êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè 2ω  ðàâíû,
òî 2 2O CA O CB– = – . Ïîñêîëüêó ýòè óãëû âïèñàíû â îêðóæ-
íîñòü 1ω , òî ðàâíû åå äóãè 2AO  è 2O B  è ñòÿãèâàþùèå èõ
õîðäû. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A è B ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó
îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåíòðîâ.
7. Íåò. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè
20000 è 1/10000. Åãî ïëîùàäü ðàâíà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà 1000 ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëî-
æèòü êâàäðàò. Òîãäà ñòîðîíà ýòîãî êâàäðàòà ðàâíà 1. Ðàçîáü-

åì êàòåò äëèíû 20000 íà 1000 ðàâíûõ îòðåçêîâ òî÷êàìè

0 1 1000, , ,A A A… . Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-íèáóäü äâå èç
ýòèõ òî÷åê ïîïàäóò â îäíó ÷àñòü. Íî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáû-
ìè äâóìÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ òî÷åê íå ìåíüøå 20, à ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè êâàäðàòà íå ïðåâîñõîäèò 2  –
ïðîòèâîðå÷èå.
Êîììåíòàðèé. Â 1807 ãîäó âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Â.Áîéÿè
(Bolyai) äîêàçàë óäèâèòåëüíóþ òåîðåìó: ëþáûå äâà ìíîãî-
óãîëüíèêà ðàâíîé ïëîùàäè ðàâíîñîñòàâëåííû (ò.å. îäèí ìîæ-
íî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ÷àñòåé è ñîáðàòü èç íèõ âòîðîé).
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü, êàêîå ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé òðåáóåòñÿ äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ? Äàííàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò íåòðèâèàëüíîñòü
âîïðîñà – äàæå äëÿ òðåóãîëüíèêà è êâàäðàòà êîëè÷åñòâî ÷àñ-
òåé çàðàíåå íåîãðàíè÷åííî.
8. Òàê êàê ó Ñåíè è Æåíè ïîëó÷èëèñü îäèíàêîâûå ÷èñëà, òî
öèôðà, íå âûïèñàííàÿ Ñåíåé, ñîâïàäàåò ñ öèôðîé, íå âûïè-
ñàííîé Æåíåé.
Ïóñòü ìåæäó òî÷êàìè íà îêðóæíîñòè, ñ êîòîðûõ Ñåíÿ è
Æåíÿ íà÷èíàëè âûïèñûâàòü ñâîè ÷èñëà, ðàñïîëîæåíà k — 1
öèôðà. Òîãäà èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîâîðîò îêðóæíîñòè
íà k öèôð ñîâìåùàåò êàæäóþ öèôðó ñ ðàâíîé åé. Ïóñòü m –
íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ðàçäåëèì n
íà m ñ îñòàòêîì: n m q r= ¥ + . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîâîðîò íà
r öèôð òîæå ïåðåâîäèò êàæäóþ öèôðó â ðàâíóþ åé. Òàê êàê
r < m, òî r = 0, ò.å. n äåëèòñÿ íà m.
Òåïåðü Ñåíÿ è Æåíÿ ìîãóò ðàçðåçàòü îêðóæíîñòü íà äóãè, ñî-
äåðæàùèå ïî m öèôð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàïèñàííûå íà äó-
ãàõ öèôðû áóäóò îáðàçîâûâàòü îäèíàêîâûå ÷èñëà.
Êîììåíòàðèé. Â îñíîâå çàäà÷è ëåæèò ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü äàíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ìèíèìàëü-
íûì ïåðèîäîì n, â êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ó÷àñ-
òêà äëèíû n – 1. Òîãäà èõ íà÷àëüíûå ñèìâîëû íàõîäÿòñÿ íà
ðàññòîÿíèè, êðàòíîì n.
9. Äà, ñóùåñòâóåò. Ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî òðè óãëà
ïî 45°, à ÷åòâåðòûé 225° (òîãäà òàíãåíñû âñåõ åãî óãëîâ ðàâ-
íû 1).
Êîììåíòàðèé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è îïðåäå-
ëÿåò óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îäíîçíà÷íî.
10. Ïóñòü òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû ( )( )1 1,x P x  è ( )( )2 2,x P x ,
ãäå 1 2x xπ . Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî

( ) ( ) ( )( )
22

1 2 1 2x x P x P x- + - =
( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1
P x P x

x x
x x

Ê ˆ-
= - + Á ˜-Ë ¯

.

Ïîñêîëüêó 1 2
n nx x-  ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà

1 2x x- , à êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ( )P x  öåëûå, òî

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2m P x P x x x= - -  – öåëîå ÷èñëî. Èç ôîðìóëû äëÿ

ðàññòîÿíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 2
1m +  ðàöèîíàëüíîå, à çíà-

÷èò, è öåëîå (êàê êîðåíü èç öåëîãî). Ïîñêîëüêó ÷èñëî âèäà
2

1m +  ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì òîëüêî ïðè m = 0, òî

( ) ( )1 2P x P x= , ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ çàäà÷è.

11. Íåò, íå âñåãäà. Âîò êîíòðïðèìåð. Ïóñòü â êîðîáêó
2 2 3¥ ¥  ïîìåùåíû äâà áðóñêà 1 2 3¥ ¥ . Íåìíîãî óìåíüøèì
ó îäíîãî èç íèõ èçìåðåíèå äëèíû 3, à ó äðóãîãî – èçìåðåíèå
äëèíû 2. Òàê êàê ó âòîðîãî áðóñêà îäíî èçìåðåíèå ðàâíî 3,
âûñîòó êîðîáêè óìåíüøèòü íåëüçÿ. Òàê êàê âûñîòû îáîèõ
áðóñêîâ áîëüøå 2, èõ ìîæíî ñòàâèòü â êîðîáêó òîëüêî âåðòè-
êàëüíî. ßñíî, ÷òî èçìåíèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå áðóñêîâ
íåëüçÿ. Ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû êîðîáêè òàêæå
íåëüçÿ óìåíüøèòü.
Âûÿñíèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, èçìåíèòñÿ ëè îòâåò â çàäà÷å, åñëè
ó êàæäîãî áðóñêà óìåíüøàþòñÿ äâà èçìåðåíèÿ èç òðåõ.
12. à) Òàê êàê 200 > 27, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå:
åñëè ÷èñëî öâåòîâ n, à ÷èñëî òî÷åê íå ìåíüøå 2n , òî ïåðâûé
èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11



Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî äîêàçàíî äëÿ
n – 1 öâåòà, äîêàæåì åãî äëÿ n. Ðàçîáüåì òî÷êè íà äâà ìíîæå-
ñòâà, ñîñòîÿùèå íå ìåíåå ÷åì èç 12n-  òî÷åê êàæäîå. Â êàæäîì
èç ìíîæåñòâ ïîêðàñèì îòðåçêè â n – 1 öâåò â ñîîòâåòñòâèè ñ
èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷-
êè èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ, ïîêðàñèì îñòàâøèìñÿ öâåòîì. Åñëè â
êàêîì-òî èç äâóõ ìíîæåñòâ íåò òî÷åê, ïîêðàøåííûõ â ïîñëå-
äíèé öâåò, òî èñêîìûé îòðåçîê ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè. Åñëè æå â îáîèõ ìíîæåñòâàõ åñòü òî÷êè ïîñëåäíåãî
öâåòà, òî ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê – èñêîìûé.
á) Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî óæå äëÿ 121 òî÷êè. Çàíó-
ìåðóåì òî÷êè ïàðàìè ÷èñåë (a, b), ãäå a è b – ÷èñëà îò 1 äî

11. Ïðè k = 0,...,9 îòðåçêè ìåæäó òî÷êàìè âèäà ( )1 1,a b  è

( )2 2,a b , ãäå ( ) ( )2 1 2 1 11a a k b b- - - � , ïîêðàñèì öâåòîì k + 1.
Åñëè äâå òî÷êè ñîåäèíåíû ñ òðåòüåé îòðåçêàìè íåêîòîðîãî
öâåòà, òî ìåæäó ñîáîé îíè ñîåäèíåíû îòðåçêîì òîãî æå öâåòà.
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ 1 1 2, ,a b b  ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî 2a  òà-
êîå, ÷òî îòðåçîê ìåæäó ( )1 1,a b  è ( )2 2,a b  ïîêðàøåí â äàííûé
öâåò. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî öâåòà òî÷êè ðàçáèâàþòñÿ íà 11
ìíîæåñòâ ïî 11 òî÷åê, âñå îòðåçêè ìåæäó êîòîðûìè ïîêðàøå-
íû â äàííûé öâåò. Òåïåðü ïîêðàñèì îñòàâøèåñÿ îòðåçêè ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì. Êàê áû âòîðîé èãðîê íè ïîêðàñèë òî÷êè,
íàéäóòñÿ 12 òî÷åê îäíîãî öâåòà.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå íà 11 ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòî-
ìó öâåòó. Íàéäóòñÿ äâå òî÷êè, ïîïàâøèå â îäíî ìíîæåñòâî.
Ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê – èñêîìûé.
13. Ðàññìîòðèì íà äîñêå «áîëüøîé» êëåò÷àòûé êâàäðàò ñî ñòî-
ðîíîé 105 è ðàçîáüåì åãî íà 25 «ìàëûõ» êâàäðàòîâ 21 21¥ .
Öåíòð çàíóìåðîâàííîé êëåòêè, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè
ìåíåå 10 îò öåíòðà íåêîòîðîãî ìàëîãî êâàäðàòà, îáÿçàí íàõî-
äèòüñÿ â ýòîì ìàëîì êâàäðàòå, ïîýòîìó íàéäåòñÿ õîòÿ áû 25
êëåòîê ñ ÷èñëàìè. Íàèìåíüøåå èç íèõ îòëè÷àåòñÿ îò íàèáîëü-
øåãî áîëåå ÷åì íà 23. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâå êëåòêè íàõîäÿòñÿ
íà ðàññòîÿíèè ìåíåå 150, ïîñêîëüêó ëåæàò â êâàäðàòå
105 105¥ .
14. Åñëè ABCD – âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî îí ïåðåé-
äåò â ðàâíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê çà òðè îïåðàöèè. Ëþáîé äîïó-
ñòèìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïåðåéäåò â ðàâíûé åìó ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê çà 6 îïåðàöèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü O – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì, à 1 2 8, , ,α α α…  – óãëû, îáðàçî-
âàííûå ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà a,b,c,d ñ îòðåçêàìè AO,
BO, CO, DO (ðèñ. 12). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ïðèìåíå-
íèè îïåðàöèè ê ÷åòûðåõóãîëüíèêó òî÷êà O îñòàåòñÿ íà ìåñòå,
ñòîðîíû ðàñïîëàãàþòñÿ â òàêîì ïîðÿäêå: d, b, c, a, è ê íèì
ñîîòâåòñòâåííî ïðèìûêàþò óãëû 8α  è 7 3,α α  è 4 5,α α  è

6 2,α α  è 1α , òàê ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê îñòàåòñÿ âûïóêëûì.
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðåõ îïåðàöèé ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà
îïÿòü ñòîÿò â èñõîäíîì ïîðÿäêå: a, b, c, d, à óãëû ðàñïîëî-
æåíû êàê íà ðèñóíêå 13.
Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé, òî O – öåíòð îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, 1 4 2 3α α α α+ = + , 6 7 5 8α α α α+ = + , è çà
3 îïåðàöèè ÷åòûðåõóãîëüíèê ïåðåéäåò â ðàâíûé åìó.
Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïîñëå 6 îïåðàöèé
ñòîðîíû è óãëû îïÿòü ðàñïîëîæåíû â ïðåæíåì ïîðÿäêå (ñì.
ðèñ. 12).

Ïðèìå÷àíèå. Åñëè ñðàçó îãîâîðèòü, ÷òî äîïóñòèìûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê – âïèñàííûé, òî äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé ïóíêò çàäà÷è
äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïî-
ñêîëüêó âïèñàííûé â äàííóþ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíàìè è ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ
ñòîðîí.
15. Ïóñòü îñòàëîñü 1k ≥  íåðàçãàäàííûõ òî÷åê ,1 ,, ,k k kc c… .
Íà÷åðòèì íà ëèñòå áóìàãè îòðåçîê ïðÿìîé l, íå ïåðåñåêàþ-
ùèé îòìå÷åííûé êðóã. Íà ýòîì îòðåçêå óêàæåì òàêèå k + 1
òî÷åê ,1 , 1, ,k k ka a

+
… , ÷òî ,k ja  ëåæèò ñòðîãî ìåæäó , 1k ja

-
 è

, 1k ja
+

 äëÿ âñåõ j = 2,..., k.
Ïóñòü Ìèøà íàçâàë äëÿ ýòèõ òî÷åê ðàññòîÿíèÿ ,1 , 1, ,k k kd d

+
…

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåì ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè òî÷êè

, 1k jb
+

 (j = 1,..., k), êîòîðûå ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó îò l, ÷òî
è îòìå÷åííûé êðóã, è îòñòîÿò îò ,k ja  è , 1k ja

+
 íà ðàññòîÿ-

íèÿ ,k jd  è , 1k jd
+

 ñîîòâåòñòâåííî (òå èíäåêñû j, äëÿ êîòîðûõ
ýòî íåâîçìîæíî, ìû ïðîïóñêàåì).
Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäóòñÿ äâå òî÷êè ,k ja  è ,k ma , äëÿ
êîòîðûõ áëèæàéøåé èç íåðàçãàäàííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíà è òà æå
òî÷êà ,k ic . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç îòðåç-
êà [ ,k ja ; ,k ma ], è â ÷àñòíîñòè äëÿ , 1k ja

+
, òî÷êà ,k ic  òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ áëèæàéøåé èç íåðàçãàäàííûõ. Òîãäà ,k ic  ñîâïàäàåò ñ

, 1k jb
+

. Òàêèì îáðàçîì, íå áîëåå ÷åì çà 2k + 1 ïîïûòêó ìîæíî
ðàçãàäàòü îäíó èç íåðàçãàäàííûõ òî÷åê.
Ïðè n = 1 åäèíñòâåííàÿ íåðàçãàäàííàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ

îïèñàííûì ñïîñîáîì çà ( )
2

3 1n< +  ïîïûòêè. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî n – 1 íåðàçãàäàííûõ òî÷åê ìîæíî ðàçãàäàòü ìåíåå ÷åì çà
n2 ïîïûòîê, è ïóñòü çàãàäàíî n òî÷åê. Ðàçãàäàåì îäíó èç íèõ
âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì íå áîëåå ÷åì çà 2n + 1 ïîïûòêè.
Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, âñå òî÷êè ìîãóò
áûòü ðàçãàäàíû ìåíåå ÷åì çà ( )

22 2 1 1n n n+ + = +  ïîïûòîê.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðèñ. 12 Ðèñ. 13

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 63

ÈÇÁÐÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÌÎÑÊÎÂÑÊÎÉ
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

Ïåðâûé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. Íóæíî äîëèòü ñëîé æèäêîñòè âûñîòîé 3 ñì.
2. Ñì. òàáëèöó:

, Ct ∞ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
5, 10  o=p 1,12 1,06 1,02 1,00 1,00 1,00 1,02 1,05 1,11

3. 0,5 ã!=ä “
T rvS

t cm

Δ ρ
Δ

= ª .

9 êëàññ

1. 2 2
3 1 2 5F F F= + = 5 Í. 2. ( )F v uμ= - .

3. 3
1

0,788
2

a

a
α

γ

ε-
ª ª . 4. !

I = 6,6 ìÀ; 
,

I = 13,2 ìÀ.

10 êëàññ
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2

m

L

L h
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μ

=
-

, ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

L

h
μ < ; íà âåäóùèõ êîëåñàõ äîëæåí ñîçäàâàòüñÿ êðóòÿùèé

ìîìåíò 
( ) ( )

2 2
2

mgRL
M

L h L

μ

μ μ
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- +
.      2. %K? 5k k= .

3. 
"

U = E  ïðè 0U<E  è 1 0 2
"

1 2

R U R
U

R R

+
=

+

E
 ïðè 0U>E ;
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S

H
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= .
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Ðèñ. 14

11 êëàññ

1. 2
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Ê ˆ
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.    2. 0
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1
arctg

2

g
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v kkg

π μÊ ˆÊ ˆ
= -Á ˜Á ˜Ë ¯Ë ¯

.

3. 

2

5
1 1

5 3

T p
T

p

ΔΔ
Ê ˆÊ ˆÁ ˜= + -Á ˜Á ˜Ë ¯Ë ¯

.

4. 6

1 1 4,5 10  jëq CU -= = ◊ . 5. ( )1n U= -E .

Âòîðîé òåîðåòè÷åñêèé òóð

8 êëàññ

1. 1 20 ì “v = , 2 10 ì “v = , L = 500 ì.
2. Q = 67 êÄæ. 3. Ñì. ðèñ.14.

9 êëàññ

1. 
C

2 1

nL
R

n
=

-
, 

ƒ
2 1

L
R

n
=

-
. 2. 45α = ∞ .

3. 
2 2

4 4

2
3090

4

D d T gH
q

V D d

π
= ª

-
 âåäåð â ÷àñ (çäåñü Ò = 1 ÷).

4. 0n d
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10 êëàññ

1. 
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F M m g
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+
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11 êëàññ

1. 
1

0,35
2 2

μ > ª . 2. à) 3 1 31

1 3 2

0
Q Q QQ

K
T T T

+
= + - > ;

á) K < 0; â) K = 0. 3. 
2

1
g m

L
Mω

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
.

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå «Êâàíò» è íåêîòîðûå
ìàòåðèàëû èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî
àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»

kvant.info

Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ

kvant. mccme.ru

Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»
math.child.ru

Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
«Ýâðèêà»

ceemat.ru

ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ Ñ ÌÎÄÓËÅÌ

6. 1) 5 1 3 7 4 5 1 3 7 2 0x x x x- + - - + - - - - < ;

2) 4 5 1 3 7 5 1 3 7 2 0x x x x- - - - + - - - - < ;

3) 5 1 3 7 2 5 1 3 7 4 0x x x x- - - - + - + - - < ;

4) 3 7 5 1 2 5 1 3 7 4 0x x x x- - - + + - + - - < ;

5)–8) Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå â ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâà ê îä-
íîìó âèäó, äàëåå âîñïîëüçóéòåñü óïðàæíåíèåì 2 è óòâåðæäå-
íèÿìè 4 è 5.

7. 1) )6;È •Î ; 2) ( { } [ ); 6 0 1 4;˘-• •˚ ∪ ∪ ;

3) { } [ )1 3;- •∪ ; 4) ( ) ( )3; 3 12;- •∪ ;

5) { }
5 33 5 33

; 1 ;
2 2

Ê ˘ È ˆ- +
-• •˙ ÍÁ ˜Ë ¯˙ Í˚ Î

∪ ∪ ;

6) { }
7 33

; 3 2
2

È ˘- -
- -Í ˙

Í ˙Î ˚
∪ .

8. 1) ( ) ( ); 6 0;-• - •∪ ; 2) { } [ ]1 2; 10∪ ;

3) ( );-• • ; 4) { }1- ; 5) 2x π .

9. ∆ .    10. [ ]6 3; 2p p+ -  ïðè 1p £ - ; ∆  ïðè 1 0p- < < .

11. Óêàçàíèå. Â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ( ),u v  ïîñòðîéòå,
íàïðèìåð, äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñòà òî÷åê: íåðàâåíñòâà

2 6 0v u u+ + - £  è ñèñòåìû

( )

( )

( )

( )

2 6 0,

2 6 0,

2 6 0,

2 6 0

v u u

v u u

v u u

v u u

+ + - £Ï
Ô

- - - £Ô
Ì
- + + - £Ô

Ô- - - - £Ó
è óñòàíîâèòå ïðè÷èíû èõ íåñîâïàäåíèÿ.
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